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ПРЕДИСЛОВИЕ

Роль расчетов на прочность в современном 
машиностроении становится все более ответственной, 
а сами расчеты— все более сложными. Решение большин
ства задач, выдвигаемых практикой в области прочности, 
стало доступным лишь высококвалифицированным спе
циалистам.

Напряженное состояние деталей конструкций, их 
прочность и жесткость рассматриваются в курсе «Строи
тельная механика машин». Строительная механика в ши
роком смысле слова включает такж е такие разделы, как 
устойчивость элементов конструкций, колебания и удар, 
выносливость при циклически изменяющихся нагруз
ках, пластичность и ползучесть и т. д. В данный курс 
эти разделы не вошли, так как в настоящее время они 
выделились в самостоятельные дисциплины и по ним 
читаются специальные курсы.

Основное внимание в курсе уделено тонкостенным 
элементам (тонкостенным стержням, пластинам, дис
кам, оболочкам). Это объясняется тем, что тонкостенные 
элементы широко применяются в машиностроительных 
конструкциях, в то же время теория напряженно-де
формированного состояния тонкостенных элементов бо
лее сложна, чем теория напряженного состояния бруса, 
и потому в курсе «Сопротивление материалов» почти 
не рассматривается.

Первые работы, посвященные исследованию напря
женного состояния тонкостенных элементов, появились 
в прошлом столетии, однако основное развитие наука



о напряженном состоянии тонкостенных стержней, плас
тин и оболочек получила лишь в последние десятилетия.

Большой вклад в эту науку внесли советские ученые. 
По существу все основные идеи в теории тонкостенных 
стержней и оболочек, высказанные за последние 40 лет, 
принадлежат советской науке. Эти идеи изложены в ра
ботах В . 3 . Власова, А. Л . Гольденвейзера, А, И. Лурье, 
В . В . Новожилова, А. А. Уманского и др.

Литература по расчетам элементов конструкций на 
прочность и жесткость весьма обширна, однако мате
риал, относящийся к курсу «Строительная механика 
машин», разбросан по разным источникам и во многих 
случаях изложен на уровне, доступном лишь достаточно 
опытным читателям. В данной книге основные разделы 
курса изложены на уровне, доступном для широкого 
круга читателей, и пояснены большим количеством 
примеров.



Глава 1 ИЗГИБ И КРУЧЕНИЕ
ТОНКОСТЕННЫХ СТЕРЖНЕЙ

§ 1. Некоторые общие вопросы теории 
тонкостенных стержней

Тонкостенные стержни широко применяются в маши
ностроении в качестве элементов рам, ферм и т. п ., а также в ка
честве подкрепляющих элементов в конструкциях, составленных из 
пластин и оболочек, или как самостоятельные детали машин. По
перечное сечение тонкостенного стержня, называемое иначе его 
профилем, имеет вид, подобный показанным на рис. 1 . 1 .

Форма профиля определяется конфигурацией его средней ли
нии, делящей толщину стенки пополам. Тонкостенные профили 
могут быть замкнутые (рис. 1 . 1 , а, б) и незамкнутые или открытые 
(рис. 1 . 1 , в, г, д).

а)

Стержень можно считать тонкостенным, если толщина стенки, 
по крайней мере, в 5— 10 раз меньше, чем ширина профиля. К тон
костенным стержням относятся стандартные прокатные профили — 
угольники, двутавры, швеллеры и т. п. Типичными примерами тон
костенных стержней являются гнутые профили, применяемые 
в авиастроении.

Применяя тонкостенные стержни в конструкциях, необходимо 
иметь в виду, что их поведение при нагружении существенно отли
чается от поведения брусьев сплошного поперечного сечения, в осо
бенности в случае незамкнутого (открытого) профиля (рис. 1 . 1 , в,г,д).

В стержне сплошного поперечного сечения характер распреде
ления нагрузок по торцу оказывает влияние на напряженное со
стояние только непосредственно вблизи торца; уж е на небольшом 
расстоянии от торца (порядка поперечного размера бруса) распре
деление напряжений определяется только равнодействующей 
сил, приложенных к торцу (принцип Сен-Венана). Д ля тонкостей-



ных стержней открытого профиля это положение несправедливо; 
здесь характер распределения нагрузок по торцу стержня оказы
вает влияние на напряженное состояние на гораздо большем про
тяжении, обычно практически по всей длине стержня. Для иллю
страции на рис. 1 .2  показаны два бруса, один сплошного попереч
ного сечения, другой — двутаврового. Оба бруса нагружены по 
торцу одинаковыми силами. В брусе сплошного сечения заданная 
система сил вызывает только местные напряжения вблизи торца, 
и на небольшом расстоянии от торца напряжения практически об
ращаются в ноль. В  брусе двутаврового сечения приложенные силы 
вызывают существенные напряжения и деформации по всей длине.

Это объясняется тем, что стенка, соединяющая полки, имеет малую 
крутильную жесткость и почти не препятствует каждой полке из
гибаться самостоятельно, как показано на рис. 1.2, в. Такая дефор
мация стержня носит название изгибно-крутильной. Нормальные 
напряжения в поперечном сечении в этом случае распределяются, 
как показано на рис. 1 .2 , г; они образуют самоуравновешенную 
систему сил.

Вторая существенная особенность стержней открытого про
филя состоит в том, что при свободном кручении они имеют малую 
крутильную жесткость; при этом закручивание обычно сопровож
дается сильным искажением плоскости поперечного сечения, на
зываемым депланацией. Если, например, сравнить углы закручи
вания трубы замкнутого профиля (рис. 1.3, а) и незамкнутого
(рис. 1 .3 ,6 ) ,  то при отношении труба незамкнутого про
филя закручивается приблизительно в 1200 раз больше. При этом 
кручение трубы незамкнутого профиля сопровождается силь
ным искажением плоскости поперечного сечения, как показано

Рис. 1.2



на рис. 1.3, в. Картина деформации при кручении незамкнутого 
тонкостенного стержня, однако, совершенно изменяется, если на 
торцы будут наложены связи, не допускающие искажения их плос
кости (например, если торцы стержня будут приварены к жестким 
плитам). В  этом случае на торцах возникнет система взаимоуравно- 
вешенных, нормальных напряжений, и крутильная жесткость воз-

Рис. 1.3

растет в несколько раз. Такой вид кручения называется стеснен
ным.

Общая теория расчета тонкостенных стержней, учитывающая 
отмеченные выше их особенности, разработана В . 3 . Власовым, 
А. А. Уманским и другими авторами [10, 2 1 , 26].

Приступая к изучению теории кручения тонкостенных стерж
ней, прежде всего напомним некоторые общие положения, касаю
щиеся распределения напряже- 
ний при кручении.

1. Касательные напряжения 
в поперечном сечении бруса в 
точках, расположенных у кон- 
тура сечения, всегда направ- 
лены по касательной к контуру.
Действительно, если напряже- 
ние было бы направлено под 
углом к контуру, то его можно а)
было бы разложить на две со- Рис. 1.4
ставляющие х' и т" (рис. 1.4, а).
По закону парности касательных напряжений напряжению т" 
должно соответствовать равное ему напряжение х'" на наружной 
поверхности. Но так как наружная поверхность свободна от на
пряжений, то х'" =  0 ; следовательно, х" также равно нулю и 
остается только касательное напряжение т ', направленное вдоль 
контура.

2. Касательные напряжения в точках, расположенных вблизи 
выступающих углов, равны нулю (рис. 1.4, б). Это положение 
доказывается аналогично.

На основании указанных положений можно составить некоторое 
представление о характере распределения касательных напряже



ний в поперечном сечении бруса при кручении. Еще более ясное 
представление о распределении напряжений можно получить, ис
пользуя аналогии кручения с некоторыми другими физическими 
явлениями.

Широко применяются две аналогии кручения: гидродинамиче
ская и мембранная.

Согласно гидродинамической аналогии, распределение каса
тельных напряжений подобно распределению скоростей жидкости 
при ее вращательном движении в сосуде такой же формы, как попе
речное сечение бруса. Это следует из аналогии уравнений, описы
вающих оба эти явления.

На рис. 1.5 в качестве примера изображен сосуд прямоуголь
ной формы. При вращательном движении жидкости вектор скорости 
в контурных точках будет направлен вдоль контура (рис. 1.5, а).

Наибольшей величины ско- 
рость будет достигать в 
точках, расположенных по- 
средине длинных сторон 
прямоугольника. В угло- 
вых точкаХ) а также в 
центре скорость будет рав
на нулю. Именно такое 

 ̂ распределение касательных
напряжений имеет место 

Рис. 1.5 при кручении прямоуголь
ного бруса. Сказанное бу

дет справедливо и при любой другой форме поперечного 
сечения.

Остановимся на другой важной аналогии кручения, известной 
под названием мембранной. Представим себе рамку, имеющую та
кую же "форму контура, как и поперечное сечение бруса. На рамку 
натянута тонкая резиновая или мыльная пленка. При действии на 
пленку равномерного давления ее плоскость переходит в выпук
лую поверхность. Если натяжение пленки постоянно по плоскости 
и изгибная жесткость мембраны пренебрежимо мала, то уравнение 
упругой поверхности мембраны подобно уравнению, определяющему 
функцию напряжений в задаче о кручении. Из сопоставления урав
нений следует, что угол наклона нормали в каждой точке выпуклой 
поверхности пропорционален величине касательного напряжения 
в соответствующей точке поперечного сечения; горизонтали поверх
ности (линии одинакового прогиба) соответствуют траекториям ка
сательных напряжений (т. е. линиям, вдоль которых направлены 
касательные напряжения).

Объем, ограниченный поверхностью, пропорционален жесткости 
бруса на кручение.

Мембранную аналогию широко применяют для эксперимен
тального определения величины напряжений и крутильной жест
кости брусьев сложного поперечного сечения. При этом используют
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Р '
где §  — измеренный угол наклона пленки, рад; 

т — касательное напряжение; 
в  — модуль сдвига;
6 — относительный угол закручивания;
Т — натяжение пленки, Н/см; 
р — давление, Н/см2;
V — объем, ограниченный упругой поверхностью мембраны 

(определяемый экспериментально). 
тВеличину , входящую в приведенные формулы, определяют

опытным путем на круглой мембране с использованием известны х 
значений напряжений и крутильной жесткости бруса круглого по
перечного сечения.

В качестве примера на рис. 1.5, б  изображена выпуклая п о вер х
ность мембраны прямоугольного контура. Как можно видеть, 
наибольшей величины угол наклона Фтах достигает в точке, р асп о 
ложенной посредине длинной стороны прямоугольника. В у г л о 
вых же точках и в центре прямоугольника угол наклона нормали 
равен нулю.

Рассмотрим вопрос о положении центра кручения и о депланации 
(искажения плоскости) поперечного сечения.

Центром кручения будем называть точку в поперечном сечении, 
через которую проходит продольная ось и вокруг которой п роис
ходит поворот одного поперечного сечения относительно др угого .

При свободном кручении в пределах малых деформаций п олож е
ние центра кручения остается неопределенным. Это объясняется 
тем, что любую продольную ось, проходящую через произвольную 
точку поперечного сечения, можно принять за неподвижную и счи
тать, что в пределах малых деформаций она не искривляется. При 
перенесении центра кручения из одной точки в другую добавляется 
лишь некоторый поворот бруса как жесткого целого относительно 
поперечных осей.

Обозначим через 0 угол закручивания, отнесенный к единице 
длины бруса, и через ты — перемещение произвольной точки сечения 
в направлении оси бруса. На рис. 1.6, а  и б показан бесконечно м а
лый элемент закрученного бруса, выделенный двумя поперечными 
и двумя продольными сечениями. Н а рис. 1 .6 ,6  тот же элемент 
изображен в плане — сплошными .линиями до деформации и ш три 
ховыми — после деформации. Точки А и Аг элемента до и п осле 
деформации совмещены. Вследствие депланации точка И получает



осевое смещение относительно точки А, равное dw, и переходит 
в точку Dx. При этом отрезок AD поворачивается в плоскости DAB

dwна угол а  =  .
Определим перемещение точки В. При закручивании бруса 

поперечные сечения поворачиваются одно относительно другого 
на угол d(p — Qdz вокруг некоторой точки Р. При этом точка В 
получает смещение по окружности ВВХ =  pBdz и переходит в по-

*)
Рис. 1.6

ложение В г (рис. 1.6, б  и в). Перемещение точки В  в плоскости, ка
сательной к контуру, равно проекции отрезка В В г на направление 
касательной

В В % =  ВВг COS
но

COS ib =  —, т  р
где г — длина перпендикуляра, опущенного из точки Р  на каса

тельную к контуру.
Следовательно,

В В 2 =  р0 dz =  Qr dz.

Ю



Разделив это перемещение на А В =  йг, получий угол поворота 
отрезка АВ в касательной плоскости:

Р =  Вг.

Очевидно, что разность углов р и а  представляет собой измене
ние прямого угла DAB, т. е. угловую деформацию

Подставив значения углов а и р и выразив угловую деформацию 
по закону Гука, получим следующую зависимость:

Здесь через х обозначено касательное напряжение в поперечном 
сечении по направлению касательной к контуру.

Величина rds, равная удвоенной площади треугольника с основа
нием ds и высотой г (рис. 1 .6 , г), представляет собой элемент так  
называемой секториальной площади

Используя обозначение (1.3) и интегрируя (1.2) по контуру в 
пределах от 0  до я, найдем величину осевого смещения точки 5  
контура

Функция ьу (б) характеризует депланацию контура. Величина 
со5 называется секториальной площадью и равна удвоенной площади 
сектора ОРЗ (рис. 1.6, в). Будем считать эту величину положитель
ной, если при обходе контура от точки О к точке 5  движение совер 
шается по часовой стрелке (относительно полюса Р).

Некоторая неопределенность величины смещения ии, связанная 
с произвольностью выбора- центра кручения Р  и начала о т
счета О, отражает возможность перемещения бруса как ж есткого 
целого в продольном направлении и поворота его относительно 
поперечных осей.

Перемещение да отсчитывается от плоскости, перпендикулярной 
продольной оси, проходящей через точку Р  (в деформированной 
системе) и заключающей в себе начало отсчета О. При изменении 
положения точек Р  и О положение этой плоскости изменяется.

Следует заметить, что зависимости (1.2) и (1.4) справедливы д л я  
любого поперечного сечения, в том числе и для сплошного. В  по
следнем случае под х следует понимать составляющую напряжения 
по направлению касательной к выбранному контуру 5.

7 =  Р - а .

или

dw = -----g- +  Qrds. (1.2)

rds =  da. (1 .3 )

S

§ [ - 7 Г  + 9dco -jL-  ̂ Tds +  0co5. (1-4 )
0 0



§2. Свободное кручение тонкостенных стержней 
замкнутого и незамкнутого профиля

cts

Кручение называется свободным, если депланация 
сечения ничем не стеснена.

В случае круглого поперечного сечения, сплошного или полого, 
а также в некоторых частных случаях некруглого сечения деплана- 
дии при кручении не возникает. В этих случаях кручение всегда 
будет свободным независимо от связей, наложенных на торцы.

При свободном кручении в поперечных сечениях действуют 
только касательные напряжения. Нормальные напряжения отсут

ствуют, так как депланация всех сече
ний одинакова, и удлинения про
дольных волокон равны нулю.

Теория свободного кручения тон
костенных стержней достаточно полно 
рассматривается в курсе «Сопротивле
ние материалов», поэтому ограничимся 
лишь тем, что приведем основные 
результаты.

На рис. 1.7 изображен тонкостен
ный замкнутый профиль с контуром 

произвольной формы. Толщина стенки б вдоль контура может быть 
переменной. Если толщина стенки мала, то с достаточной сте
пенью точности можно считать, что касательные напряжения по 
толщине стенки постоянны и во всех точках направлены параллельно 
средней линии контура сечения. Вдоль контура напряжения из-

р
Рис. 1.'

меняются так, что произведение величины напряжения на толщину 
стенки б остается постоянным:

т б =  const. (1.5)

Справедливость этих положений легко доказать, используя гид
родинамическую аналогию; К тем же выводам относительно харак
тера распределения напряжений т можно прийти, используя мем
бранную аналогию; при этом наружный контур мембраны надо счи
тать неподвижным, а внутренний — прикрепленным к жесткой 
пластине, которая может перемещаться поступательно в вертикаль
ном направлении, как показано на рис. 1 .8 .



Напряжение в произвольной точке контура связано с крутя
щим моментом зависимостью

4

( 1.6)

Наибольшей величины напряжение достигает там, где толщина 
стенки наименьшая:

Мкп Мко 
W -  =  <L 7 )'m i n  w Кр

здесь WKр — момент сопротивления кручению
r Kp =  2 /ômin; ( 1 .8 )

/ — площадь контура по средней линии.
Угол закручивания на единицу длины стержня вычисляется по 

следующей формуле:
Мк

кр (1.9)

где /кр — геометрический фактор жесткости при кручении в см4,

Л Р==4/2 ^ .  ( 1 . 1 0 )

У

При постоянной толщине стенки формула (1.10) упрощается:

Л р =  4/24 >  ( Ч 0а>

где 5  — периметр профиля по средней линии.
Формулу (1.9) обычно выводят, рассматривая энергию деформа

ции стержня. Однако более просто ее можно получить, используя 
зависимость (1.2). Поскольку осевое перемещение но в каждой точке 
контура имеет одно единственное значение, то интеграл от йии по 
замкнутому контуру должен быть равен нулю:

=  0 ; <̂> |̂— ^  +  0 ¿ссГ| =  0 .

Отсюда, с учетом равенства =  2/6 нетрудно получить фор
мулу (1.9).

Приведем пример определения депланации при свободном кру
чении стержня замкнутого профиля.

Пример 1.1. Коробчатый стержень (рис. 1.9, а) нагружен крутящим момен
том Мко =  100 Н -м. Определить депланацию поперечного сечения.

Дано: б =  2,5 мм; Н =  206; В  =  106; / =  1 м; б  =  8 -10« Н/см2.
Площадь контура сечения / =  ВН  — 20062 см2.
Периметр контура 5  =  2 5  +  2Н =  606 см.

25
Момент сопротивления кручению Й7кр =  2/6 =  40063 =  сма.



4/26 8 125
12

см4

МкКасательное напряжение (постоянное по контуру) т = ~ £ =  1600 Н/см2.
кр

- 22- =  1 2 . 10~« рад/см =Угол закручивания на единицу длины 0 =  ~  

=  0,69 град/м.
кр

Рис. 1.9

Для определения депланации сечения поместим полюс Р  в центре сечения 
и выберем начало отсчета секториальной площади в точке О.

Запишем координаты ряда точек и значения секториальной площади со: 
для точки О

— 0 ; а>0 =  0;
для точки А

Н  94
8л =  т  =  106 =  2,5 см; о)д=2/дорд =  5062 см2!



п сл
5В==5л + ' 2_ =  15б =  3,75 см; юв  =  шл + 2 / д д р в  =  10062 =  см2; 

для точки С:
п 75

«с =  «в +  -^- — 206 =  5 см; сос  =  шв +  2/дВРС=  150б2 = -д- см2.

Осевые смещения точек сечения вычислим по формуле (1.4): 
в точке О

шо =  0;
в точке А

в точке В

1
а  +  0 ШЛ —  1б0 с б 2 -  12 ,5- 10 5 см;

в точке С

- ^ 4- 0о)в =  О;

1 -Мкр
®с■ = - -о ~ +  6(0с = +  Г60 Ш  =  12,5 •10_? см-

Эпюра осевых смещений приведена на рис. 1.9, в.

Осевые смещения, связанные с депланацией сечения, играют 
существенную роль при стесненном кручении, когда депланация 
торцов не может происходить свободно. В этом случае напряжения 
и деформации могут сильно отличаться от соответствующих вели
чин при свободном кручении. Исследование стесненного кручения 
имеет особенно большое значение для открытых профилей. Для 
замкнутых профилей этот вопрос менее существенен, так как напря
жения, возникающие за счет стеснения депланации, не велики и 
при удалении от места стеснения депланации быстро затухают.

Теория стесненного кручения замкнутых профилей изложена 
в работе [21]. В некоторых случаях депланация тонкостенных замк
нутых профилей вообще не возникает, следовательно, не может быть 
и стесненного кручения, В частности, не дает депланации замкнутый 
профиль постоянной толщины, контур которого представляет собой 
многоугольник, описанный около круга. Действительно, для та
кого профиля

й Бг Мк
2/8

п_Мкр5 __
— 04/^5; ®

где 5  — периметр, а $  —  координата произвольной точки, отсчиты
ваемая вдоль контура.

Подставив эти величины в уравнение (1.4), найдем, что осевое 
смещение в произвольной точке равно нулю.

Также не дает депланации прямоугольный замкнутый профиль, 
у которого толщина стенки на коротких сторонах меньше, чем



на длинных сторонах, во столько же раз, во сколько В меньше Н 
(В и Н — малая и большая стороны прямоугольника).

Остановимся кратко на вопросе о кручении стержней много
связного замкнутого профиля.

На }зис. 1.10, а в качестве примера показан трехсвязный про
филь. Примем, что на участке АСВ толщина постоянна и равна 
6 lf длина дуги S j и напряжение ть  Аналогично на участке BDA: 
6 2; S 2; т2 и в переборке В А — б3, S 3 и т3. Из условия постоянства

Рис. 1.10

циркуляции касательного напряжения следует, что тъ т2 и т8 свя
заны соотношением

х1б1 =  таба +  т8б3. (1 . 11)

Выбрав произвольно полюс Р  (рис. 1.10, а), вычислим крутящий 
момент

М кр=   ̂т16 1 & 1г +   ̂ т2б2£&2/-+ $ тьд3с1заг =
$1 $2 53

т А  ] d s s  - f  т 2б 2  ̂ ds,/  - f  t 3ó 3 $ ds:tr.
Я*

Но

§ г  —  (ох =  2 / р д с в !  § =  со2 =  2 ¡ р в и а ', $ =  со3 =  2 } р ВА.
51 в,

И, кроме того,

¡ Р А С В  +  / Р В А  =  / ь  ¡Р П О Л  —  ¡ Р В А  =  ¡ 2 ,

где А и /2 —  площади левой и правой области соответственно. 
Следовательно,

М кр - : Х161 (2 /i — 2 ¡ р в а )  +  х 2б2 ( 2 / 2 +  2 ¡ р в а )  +  т3632/рвл,

или с учетом соотношения ( 1 . 11)
Мкр =  т1б12/1 +  т2б22 /2. (1.12)

Еще два уравнения, необходимые для определения х1, т2, т3, 
получим, применив зависимость (1.4) к замкнутым контурам АСВА



( 02/1 =  0 или Тх51 +Тз5з =  2 ПШ. (1 л 3 )

о о
О 5а

_  ^ Ь * *  +  б2/а =  0 и л и  - т 35 3  +  т 2 5 2  =  2 / 2 О 0 . (1 .1 4 )
¿3 О

Решение системы уравнений (1.11)— (1.14) приводит к следую 
щим зависимостям:

[5з62 (/1  +  /2) +  5'А/х] Мкр
%1 =  25а61б2 (/! +  У 2+  28А +  263625х/|’* (1Л&'

[^з^х (/х +  ̂  +  ^бз/а] Мкр 

** =  2536x62 (ь +  /2)2 +  2636! Я-Л +  26,6,5!« ’ 
тхбх — т а62 _ 

тз -  бз ’
п __+

2 0 ( / 1 + / 3) *

(1 .16)

(1 .17)

(1 .18)

Пример 1.2. Поперечное сечение стержня изображено на рис. 1.10, ё. Опре
делить напряжения при свободном кручении.

В данном случае бг =  62 =  63 =  6 ;

5х =  6а; 52= 4а; 5 3 =  2а; /1==4 а2; ^ =  2а2.

По формулам (1.15)—(1.18) найдем
7 УИкр 6 УИКр 1 М кр

Т* ~  80 ~а?Е ’ Та==8 0 ^ 6  ; Тз =  8 0 '^ 26 ;
11 Л1кр

160 Оа3б ‘

Для сравнения укажем, что величина напряжения при кручении того же 

профиля, но без переборки, т =  что на 5 °̂ меньше- чем т 1- Следовательно,
установка переборки приводит к небольшому увеличению максимального напря
жения. ,  . ,п/

Величина угла закручивания профиля с переборкой на 1% меньше, чем про
филя без переборки.

Если переборка установлена точно посредине профиля, так что ¿х — ¿ 2, 
^  =  2̂) то крутящий момент полностью передается на наружную оболочку и 
переборка остается ненапряженной.

Приведенное решение приближенное, так как в нем не учтена 
переменность напряжения по толщине стенки и не отражен характер 
напряженного состояния в узловых точках, где около входящих 
углов возникает концентрация напряжений.

Перейдем к рассмотрению теории свободного кручения тонко
стенных стержней открытого профиля.

Вначале рассмотрим свободное кручение тонкой полосы пря
моугольного сечения. Тонкая полоса представляет собой простей-



ший тонкостенный брус незамкнутого профиля и может рассматри
ваться как элемент более сложных незамкнутых сечений (двутавр, 
швеллер и т. д.).

Распределение касательных напряжений по поперечному сече
нию полосы показано на рис. 1.11. Наибольшей величины напря
жение достигает в точках, расположенных вдоль длинной стороны 
прямоугольника, и по длине стороны имеет примерно постоянное 
значение,

Решение задачи о чистом кручении тонкой полосы (при Ь б), 
выполненное методами теории упругости, приводит к следующим 
зависимостям:

где J кp —  геометрический фактор жесткости полосы при кручении

Формулу для ттах можно написать также в следующем виде:

Величина напряжения тгу тах в точке, расположенной посредине 
короткой стороны:

Несмотря на то, что область, в которой действуют напряжения 
хгу, невелика, доля воспринимаемого ими момента значительна, 
так как  эти напряжения образуют пару сил с большим плечом.

Чтобы составить представление о распределении касательных 
напряжений при свободном кручении сложных незамкнутых про
филей (рис. 1 . 1 2 , а и б), воспользуемся мембранной аналогией. 
Представим себе выпуклую поверхность пленки натянутой на кон-

х

Ь

Рис. 1.11

Хг х  т а х  —  ^  , (1.20)

(1.19)

(1.21)

Г кр —  момент сопротивления кручению полосы;

(1.22)

Т-гх ш ах ”  6 6 6 . (1.23)

^¿/шах --  0,74т;•гх шах* (1.24)



тур заданной формы. Горизонтали этой поверхности, соответствую
щие траекториям касательных напряжений, имеют форму, показан
ную стрелками на рис. 1.12, а  и б. Напряжение как бы обегает весь 
контур сечения. В точках же, расположенных на .средней линии, 
напряжение равно нулю.

Для вывода расчетных зависимостей рассматриваемые профили 
представляют в виде нескольких отдельных полос, которые за к р у 
чиваются на одинаковый угол (рис. 1.12, в и г). Законность такого 
разделения можно обосновать с помощью той же мембранной ана
логии. Действительно, если представить себе выпуклую поверх
ность пленки, натянутой на заданный контур и на такой ж е контур, 
разделенный на отдельные прямоугольники, то можно увидеть, что 
при малой толщине стенки форма поверхности и углы наклона

Г

а) 6) в)
Рис. 1.12

ЕЮ

Ш
г)

пленки будут практически одинаковыми, за исключением областей, 
близких к перемычкам. Следовательно, значения наибольших на
пряжений для обоих контуров будут приблизительно одни и те ж е. 
Также приблизительно одинаковыми будут и значения геометриче
ского фактора жесткости кручения /кр, так как последний пропор
ционален объему, ограниченному поверхностью пленки. Приняв,, 
что этот объем для заданного профиля равен сумме соответствующих 
объемов для отдельных прямоугольников, придем к заключению, 
что геометрический фактор жесткости /кр для заданного профиля 
равен сумме соответствующих величин для отдельных прямоуголь
ников:

П

Л р  =  2 т  Ь £ Ь  (1 .2 5 )
1

Для профиля, состоящего из прямоугольных и трапециевидных 
полосок, можно напийать более общую формулу:

^ = 2 т 6 ' в Ч '  +  т ( ; й Л -  < ' - 2 6 >

5  • __§где 8 гср — средняя тоЛщина; — уклон; г’2~  11.



Угол закручивания незамкнутого профиля на единицу длины

Мт (1.27)'кр

'GJкр

Экспериментальная проверка приведенных зависимостей пока
зала, что фактическая жесткость сложных профилей приблизи
тельно на 10% выше вычисленной по формуле (1.25), поэтому иногда 
в формулу (1.25) вводят поправочный коэффициент а:

кр ■ :а216;б?- (1.28)

Для двутавровых сечений рекомендуется принимать а — 1,2; 
для швеллеров а  =  1 , 1 2 ; для сварных двутавров с поперечными 
стенками при шаге I =  Зк а  1,5.

Вычислив </кр и 0 , с  помощью зависимости (1.23) можно опре
делить и максимальное напряжение для каждого прямоугольника.

Очевидно, что самое большое 
напряжение будет в том прямо
угольнике, ширина которого 
наибольшая. Следовательно, для 
профиля в целом можно написать

= О0бп
^кр^тах

'кр
ИЛИ

где

м,кр

ж

6)
у?

кр

'кр
кр ■

(1.29)

(1.30)

(1.31)

Рис. 1.13
Отметим некоторые особен

ности гнутых незамкнутых про
филей. Такие профили имеют 

постоянную по контуру толщину б и могут быть развернуты 
в~прямую полосу шириною 5 ,  как показано штриховой линией на 
рис. 1.13, а я б.

Используя метод мембранной аналогии, нетрудно показать, что 
величины касательных напряжений и значения геометрического 
фактора жесткости при кручении заданного профиля и полосы с раз
мерами поперечного сечения 5 x 6  будут соответственно равны. 
Поэтому при расчете на свободное кручение рассматриваемых про
филей можно использовать зависимости (1.20)— (1.23), подставив 
в них вместо Ь развернутую длину контура 5 .

^Рассмотрим вопрос о депланации сечения тонкостенных стерж
ней незамкнутого профиля. Так как касательные напряжения в точ-



ках средней линии контура равны нулю, то согласно зависимости 
( 1.2):

dw — Qdw. (1 .3 2 )

Выбрав произвольно полюс Р  и начало отсчета О и проинтегри
ровав уравнение (1.32) в пределах от 0 до s, найдем осевое смещение 
произвольной точки контура

ws — 0(os. (1 -33)

Неопределенность величины смещения, связанная с произволь
ностью выбора полюса Р и начала отсчета О, отражает возможность 
перемещения и поворота бруса как жесткого целого.

Зависимость (1.33) показывает, что осевое смещение точек кон
тура подчиняется закону распределения секториальных площадей. 
Для иллюстрации этой зависимости приведем несколько простых 
примеров.

Пример 1.3. Определить относительное перемещение точек А и В  профиля, 
изображенного на рис. 1.13, а.

Совместим полюс Р  с центром окружности, a начало отсчета секториалыюй 
площади — с точкой А. При движении вдоль контура от точки А к точке В  радиус

JtD2
РМ  покрывает площадь f, равную площади круга

Учитывая, что секториальная площадь равна удвоенной площади /, получим

_  л О 2 
“в/Л -  ~2~ '

Тогда по формуле (1.33)
„ . JtD2

WB / A — В / А ~  0 ~ 2 ~ "

„ Мкр 1
После подстановки значении 0 ==7гт— и ./к„ =  nU o' получимQ</Kp J

3 M KpD

2 Gô3

Отметим, что при определении перемещения хюц/д выбор полюса не имеет 
значения, так как при любом положении полюса секториальная площадь а>В/ А
равна удвоенной площади круга.

Пример 1.4. Определить угол закручивания, наибольшее напряжение и 
депланацию сечения стержня, профиль которого изображен на рис. 1.14.

Дано: б =  2,5 мм; Н =  206; В =  106; / =  1 м; в  =  8 - 106 Н/см2, 5Ш =  
=  100 Н-м.

Геометрический фактор жесткости

'«Р  =  у 5 в » = 2 0 б «  =  ̂  см*.

Угол закручивания на единицу длины 

М ко  Ш
6 =  — ^ —  =  16 • 10 3 рад/см ^  92 град/м 

ОУ Кр Кр

и наибольшее напряжение
т тах =  006 =  32- Ю3 и/см2.



Сопоставив полученные значения со значениями для аналогичного замкну
того профиля (см. рис. 1.9), можно увидеть, что угол закручивания для незамкну
того профиля получается приблизительно в 130 раз больше, чем для замкнутого, 
а напряжение ттах больше в '20 раз..

Для определения депланации выберем положение полюса Р  и начала отсчета О 
в одной и той же точке, как показано на рис. 1.14, б. Построим эпюру секториаль-

а)
Рис. 1.14

ной площади. На каждом участке эпюра будет линейной, так как расстояние г 
от полюса до касательной к контуру в пределах участка остается постоянным. 

Для участка ОА г — 0 и со =  0.
Для участка ОВ г =  —  =  106.При движении от А к  В  радиус-вектор покры

вает площадь !РАВ треугольника РАВ, равную 5062. Секториальная площадь 
равна удвоенной площади !РАВ, т. е. а>в =  10062.

Рис. 1.15

Аналогично, для участка ВС г =  В  =  106, сос  =  сов +  2fBpc =  20062. 
Эпюра ш показана на рис. 1.14, б.

Так как осевое смещение пропорционально секториальной площади, то эпюра 
осевого смещения подобна эпюре со. Наибольшей величины смещение (по отно
шению к точке 0) достигает в точке С:

ЮМкр
шс  =  8сос =  - ^ - = 0,2 'см-



При одинаковых значениях крутящего момента величина наибольшего осе
вого смещения в этом случае получается в 1600 раз больше, чем в случае замкну
того профиля.

Распределение осевых смещений, показанное на эпюре рис. 1.14, б, соответ
ствует тому случаю, когда за неподвижную образующую принята образующая, 
проходящая через точку О.

Пример 1.5. Определить депланацию сече- Р,0 Р,0
ний, возникающую при свободном кручении i----------------------- 1 i»--------------- I
двутавра № 20 (рис. 1.15, а). *'1

На рис. 1.15, б  показан «скелет» двутавра; 
отмечено положение полюса Р  и начала от
счета О и построена эпюра секториальной пло
щади со.

Наибольшей величины осевое смещение до
стигает в угловых точках Щ 6)

: в(й„ =  47 ,2 -в  см. Рис. 1.16

Характер деформации двутавра при чистом кручении показан на рис. 1.15, в.
Отметим, что брусья, имеющие тавровое или угловое сечение (рис. 1.16, а и б), 

при чистом кручении не дают депланации. Действительно, если поместить полюс Р  
и начало отсчета О в узловой точке, то для всех точек сечения получим секториаль- 
ную площадь, равную нулю, а следовательно, будут равны нулю и осевые смеще
ния ш.

§ 3. Секториальные характеристики 
тонкостенных профилей

В § 1 было дано определение секториальной площади 
со, как удвоенной площади сектора, ограниченного частью контура
0 5  и двумя радиусами РО и РЭ, проведенными из полюса Р (см. 
рис. 1.6). Каждой точке контура соответствует определенное зн а
чение

(»5  = \ rds> (1 .3 4 )

где s — координата точки S, отсчитываемая от точки О вдоль к о н 
тура. Знак секториальной площади считается положительным, если 
при движении по контуру от О до S  радиус-вектор вращается по ч а 
совой стрелке.

Выберем систему, координат х, у с началом в точке Р и выразим 
со через декартовы координаты х и у. Согласно чертежу (рис. 1 .17 )

: КМ — ML =  у cos а  — х  sin аг  —

и, кроме того,
cos а  =

sm а  =

dx 
ds 
dy 
ds '

Подставив эти величины под знак интеграла в уравнение (1 .3 4 ), 
получим

(Ú — \(ydx — x dy).
о

(1 .3 5 )



Величина секториальной площади зависит от трех параметров, 
а именно, от двух координат полюса Я и от положения начала от
счета О.

Выясним, как изменяется секториальная площадь при переносе 
полюса из одной точки в другую.

Пусть Р 1 —  первоначальное положение полюса; Рг — новое 
положение полюса (рис. 1.18), тогда

Формула для пересчета секториальной площади при переносе 
полюса принимает вид

где а и Ь — координаты нового полюса относительно первона-

х и у — координаты рассматриваемой точки 5 ;  
х0 и у0 — координаты начала отсчета О.

Система осей, относительно которой берутся координаты х, 
у, х0, г/0, может быть произвольной, но параллельной осям хъ  г/х и

Уч (см. рис. 1.18).
Из уравнения (1.36) следует, что,при переносе полюса из одной 

точки в другую секториальная площадь со изменяется на величину, 
линейно зависящую от координат х и у точки 5 . Это изменение 
секториальной площади соответствует осевым перемещениям то
чек сечения, возникающим при повороте стержня как жесткого 
целого относительно осей х и у. При изменении положения начала 
отсчета О секториальная площадь изменяется на'постоянную вели

П УЛ Уг

Рис. 1.17 Рис. 1.18

* 2 =  хг — а\ 
У2 =  Ух~Ь\

“ 2 = 5  (У* ¿х — х2 йу) =   ̂[(уг — Ь)йх — {хх — а) йу] =

=   ̂ {Ух ¿х — хг йу) — Ь  ̂йх +  а $ йу.
О о о

®2 =  “ 1 -  Ь ( х  -  Х0) +  а {у — г/0), (1.36)

чального;



чину, что соответствует перемещению стержня как жесткого целого 
в направлении его оси. Кроме секториальной площади ю, в даль
нейшем нам потребуются следующие секториальные характеристики 
тонкостенных профилей:

секториально-статический момент площади профиля, см

S e =  S «B d f;' (1-37)
F

секториально-линейные моменты площади профиля, см5

S ax =  \(nxdF\ (1.38)
F

Say =   ̂“ У dF\ (1.39)
F

секториальный момент инерции профиля, см®

/а =  $(й2 ^ .  (1-40)
F

Величины 5 И, 5 0)х, S ay могут быть положительными, отрицатель
ными или равными нулю. Величина J a всегда положительна (или 
равна нулю, если для всех точек профиля со =  0 ).

Для гнутых профилей, имеющих постоянную толщину стенки 6 :

Sffl =  6 $cocis; (1.37а)
S

SWx =  &\a x ds; (1.38а)
S

Say — 8^(oyds; (1.39а)
S

J a — б i со3 ds. (1.40а)

Для стандартных прокатных профилей значения секториального 
момента инерции приводятся в справочной литературе [23]. При 
стесненном кручении центр кручения, а также начало отсчета сек
ториальной площади не могут быть выбраны произвольно. В  § 4 
будет показано, что эти точки должны быть выбраны так, чтобы 
секториально-линейные моменты, а также секториально-статиче
ский момент были равны нулю, т. е.

8 тх=  \ a x d F - 0 ;  ' (1-41)
р

5 Ю>, =  $ юг/с//7 =  0; (1-42)
р

5 ю= $ ( й ^  =  0. (1.43)
р

Выполнение условий (1.41), (1.42) зависит только от выбора 
координат полюса. В дальнейшем центром кручения тонкостенного



профиля будем называть полюс Р, при котором выполняются усло
вия (1.41) и (1.42).

Выполнение третьего из написанных условий зависит от выбора 
начала отсчета О. Если эпюра секториальной площади построена 
при полюсе, совмещенном с центром кручения, и при начале от
счета, выбранном так, чтобы выполнялось также условие ( 1 .4 3 ), 
то такая эпюра называется эпюрой главной секториальной пло
щади.

Для расчетов тонкостенных стержней на стесненное кручение 
требуется эпюра главной секториальной площади.^На основании 
этой эпюры вычисляется главный секториальный момент инерции 
J(i¡, который входит в расчетные зависимости. Отметим, что условия 
(1.41), (1.42) и (1.43) должны выполняться при любой системе осей

координат, т. е. оси х, у не обяза
тельно должны быть главными и 
центральными, однако для упро
щения расчетов будем пользоваться 
центральными осями координат, 
удовлетворяющими условию

\йРх =  0 ; \йРу =  0 .

Выведем формулу для вычис
ления координат центра кручения. 
Пусть задан некоторый тонко
стенный профиль (рис. 1.19). Оси 
координат х и у проведем через 
центр тяжести профиля С. Далее, 

задавшись произвольно положением полюса Рх и начала отсчета 
Ох, построим эпюру секториальной площади (о1р

Кроме эпюры со1; целесообразно построить еще эпюры перемен
ных х и у, чтобы иметь возможность вычислять геометрические исек- 
ториальные характеристики перемножением эпюр по правилу Ве
рещагина.

Предположим, что искомый центр кручения профиля находится 
в точке Р, расположенной на расстоянии а и Ь от произвольного вы
бранного полюса Рх. Тогда секториальная площадь, соответствую
щая полюсу Р, согласно уравнению (1.36):

©о =  -  Ъ (х -  х0) +  а [у -  г/„).

Эта секториальная площадь должна удовлетворять равенст
вам (1.41) и (1.42):

5 К  -  Ъ (х -  х0) +  а {у -  г/0)1 у ^  =  0;
р

“  Ь (х ~ хо) -[-а ( у -  Уо)\ хйР =  0.
р



Раскрыв скобки и приняв во внимание, что

\y2dF =  J x; $ x2dF == J y\ jj xydF =  J xy\
F F F

jj a>iydF =   ̂ (oixdF =  So), ;̂
F  F

§ xdF =  Sy — 0;  ̂ydF =  Sx =  0 

(так как оси лг, у — центральные), преобразуем уравнения к виду

Sf i ny b J х у  ~Ь O .JJC == 0 ,

*S(öia; bJy-\- a J  ху =  0.

В результате решения этой системы уравнений определяются 
искомые координаты центра кручения:

_ С / I с /
(¿иг/  ̂~  coi* *г/ > (1 4 4 )
J  X J  у J^ xy

S „  J r - S „  „J Ь = ^ х х ---- (]>45)
х  у  ху

Положение начала отсчета Ох в данном случае не играет роли, 
так как секториальные характеристики Зюх и З юу при изменении 
начйла отсчета не изменяются (если х и у — центральные оси). 
Действительно, выбрав другое начало отсчета, получим значение 
секториальной площади, отличающееся от прежнего на постоянную 
величину:

0)2 “  со̂  -|- С .

'  Подставив это выражение под знак интегралов 8 ах и получим

5 Югл х=  ̂®ъ>сс1Р =  § +  С  ̂хйР\ 
р р р

5 ^  =  $ а^г/с^ =  $ щydF  +  С $ ydF.
Р р /Г

Но так как 5 ^  =  0  и \ydF =  Q, то =  и 5 Й2,  =  5 И„ .
р

Формулы (1.44) и (1.45) упрощаются, если оси х  и у не только 
центральные, но и главные; в этом случае / ^  =  0  и тогда

5«
Л

Ь = Ц 1—, (1.45а)
•¡у

Для несимметричных профилей применение формул (1.44а) 
и (1.45а) обычно не приводит к упрощению решения, так как не
обходимо дополнительно определять положение' главных осей и 
вычислять главные моменты инерции.

а = ------ (1.44а)



Рассмотрим вопрос о выборе начала отсчета секториальной пло
щади. Предположим, что мы определили координаты центра кру
чения и построили эпюру секториальной площади, приняв за полюс 
центр кручения и взяв произвольное начало отсчета. Обозначим 
эту секториальную площадь через со0. Очевидно, что эпюра ш0 
будет удовлетворять условиям (1.41) и (1.42), но не будет удовлетво
рять условию (1.43).

Чтобы удовлетворялось такж е и последнее условие, надо подо
брать другое начало отсчета. Учитывая, что при переносе начала 
отсчета секториальная площадь изменяется на постоянную вели
чину, можно написать

<о =  ю'о -Ь  С,
где со —  новое значение секториальной площади, удовлетворяющее 
условию (1.43).

ри**

0

X

6)

Рис. 1.20

,У

■ г ?

©

1£гптп>^

X

Подставив со в уравнение (1.43), получим

$  ̂ (а>0 +  С) &  =  5 Й0 +  СР =  О,
р  р

откуда

С =  — -у2-. (1.46)

Найденную постоянную величину С следует добавить к ордина
там построенной ранее эпюры со„. В  результате получатся значения 
главной секториальной площади, удовлетворяющей всем трем ус
ловиям (1 .41), (1.42) и (1.43).

Рассмотрим несколько примеров определения секториальных 
характеристик сечения.

1. Двутавровый профиль. Выбрав полюс Р и начало отсчета О в центре 
тяжести, строим эпюру секториальной площади %  (Рис- 1-20, а).

Далее строим эпюры координат х н у  (рис. 1.20, б  и в). Так как эпюра сох 
обратно симметрична относительно обеих осей, а эпюры х н у  — симметричные, 
то интегралы и 5 ^  равны нулю. Следовательно,

выбранный полюс является центром кручения.



Секториально статический момент 5 И =   ̂ в данном случае также
Р

равен нулю, следовательно, эпюра сох есть эпюра главной секториальной Пло
щади со.

Пользуясь этой эпюрой, вычислим главный секториальный момент инер
ции J aj. Для вычисления J ш, а такж е моментов инерции J x , J у , J xv тонко
стенного профиля целесообразно использовать правило Верещагина. 'Согласно 
этому правилу, интеграл от произведения двух функций, из которых одна линей
ная, равен произведению площади эпюры первой функции на данном участке на 
ординату второй (линейной) функции, взятую под центром тяжести первой эпюры. 
Если обе эпюры прямолинейные, то можно брать площадь любой из двух эпюр и 
умножать на ординату оставшейся эпюры. На тех участках, где площадь эпюры 
лежит частично по одну и частично по другую сторону от нулевой линии, сле
дует взять каждую часть отдельно или произвести «расслоение» эпюры, т. е.

Рис. 1.21

представить ее в виде суммы более простых эпюр. Величину J 0̂, представляющую 
собой интеграл вида

J (i)=\ыЧdz,
в

следует вычислять перемножением эпюры со на саму себя. Д ля двутавра получим

1 Ь Ы г\/ 2 Ыг\ 6263Ла

2. Зетообразный профиль. Эпюра сох, а также эпюры х  и у  для этого профиля 
представлены на рис. 1.21, а, б  и в. Перемножив эти эпюры по правилу Вереща
гина, найдем 5 ^ =  0 и =  0. Следовательно, согласно уравнениям (1.44) 
и (1.45), а  =  0 и Ь — 0, т. е. центр кручения совпадает с центром тяжести профиля. 
Далее вычислим и Л

=  =  Р  =  2 8 2Ь +  д1к-

по формуле (1.46) определим величину С: 

С = б«, _  ът 62
Р 2(2&ф +  Ьф)'

Добавив величину С к ординатам эпюры Шх, получим эпюру со главной сектори
альной площади (рис. 1.21, г). На горизонтальных полках эпюру ы целесообразно



расслоить, т. е. представить в виде суммы двух эпюр, как показано на рис. 1 .2 1 , а 
штриховыми линиями. Применяя правило Верещагина, найдем

/ в =  в,АС +  2[- Ь -ьн Ьк
—  С

-2ЬС2

-\-ЬС [С —

-ьтс^.

3. Тавровый и угловой профили (см. рис. 1.16). Если расположить полюс 
на пересечении сторон профиля, то секториальная площадь для любой точки 
контура будет равна нулю. В этом случае условия (1.41), (1.42), (1.43) выполняются 
при любых осях х  и у. Центр кручения таких профилей лежит в узловой точке и 
главная секториальная площадь для всех точек контура равна нулю. Главный 
секториальный момент инерции такж е равен нулю.

ЕР"

д
-Дгпттш!

лс 7^

©

а> В)
Рис. 1.22

4. Швеллер. Выбрав полюс Рг и начало отсчета О и определив положение 
центра тяжести С, строим эпюры Шх, х  и у (рис. 1.22, а, б  и в).

Перемножив эпюры по правилу Верещагина, получим

о С^  }  “ 1 Уар = ~ ^ \
Г

Т С 2 А Г  I О Л и № ̂ £2̂  =  - у _ 4 -2ба6 -^-; 
р

х*йР =  2 Ц ? - - ( 6 1Н +  26ф)х*с .
р

Т ак как в данном случае оси х  и у  —  главные и центральные, то для опреде
ления расстояний а  и Ь используем формулы (1.44а) и (1.45а):



Положение центра кручения Р швеллера показано на рис. 1.22, г; там ж е 
Приведена эпюра секториальной площади, построенная при полюсе, совмещенном 
с центром кручения.

Так как эта эпюра обратносимметрична относительно оси х, то

Следовательно, эта эпюра является эпюрой главной секториальной плрщади.

(о?) смг

*6,53
-155

9)
Рис. 1.23

Умножение эпюры со на саму себя по правилу Верещагина дает величину 

[Ь2к /Ьк | а  | к  \ Ьк \ а  \ /к  \ а  | Ьк'
Т  \1 2 /Н 2 \ ~ 2  Т

5. Несимметричный профиль (рис. 1.23, а). Координаты центра тяжести

4 . 2  +  8 .4

l2•

Ус

с  4 + 1 0  +  8
10 • 5 +  4 • 10

1,82 см ;

4 + 1 0 + 8
=  4,09 с м .

Выбрав полюс и начало отсчета О в нижней угловой точке, построим 
эпюру со! (рис. 1.23, а), а также эпюры х  и у (рис. 1.23, б и в ) .



Э т х  =  0 , 2 — 5. .0 ,846 =  13,52 см®; 

5 ^ =  0,2 ■ 5 ,9 1 = 9 4 ,5 6  см».

Вычислим моменты .инерции профиля: 

0,2 • Ю3

3
0,2  • 4 • 102 — 0,2 • 22 • 4,092 =  73,1 см *;

0 2 • 43 0 2 • 83 
Лу =  °-2 • 22 • 1,822 =  23,9 см»;

•Л*(/ =  0,2 • 4 • 2 • 10— 0 ,2 - 2 2 .  4,09- 1 , 8 2 = — 16,8 см4.

По формулам (1.44) и (1.45) определим расстояния до центра кручения:

г  —  _а — --------- Г'Г "— П--------- = — 1.71) см;
•> Х', у  ХУ

Ь =  ? ^ * ~ ? « У * 1 >  =  1г7б см.
х у -ху-

Эти расстояния следует отложить от полюса Рг по направлениям коорди
натных осей (рис. 1.23, г). Заметим, что если координаты центра кручения этого 
профиля определять относительно главных осей сечения по формулам (1.44а) и 
(1.45а), то решение будет более сложным.

Далее строим эпюру со0 при полюсе Р, совмещенном с центром кручения, при 
прежнем начале отсчета О (рис. 1.23, г) и вычисляем 5о)0, Р и С :

С л с  л о Г  1 7 ' 10 , — 1 7 + 1 5 ,9 6  1 4 ,0 8  - 81  о о с о  ,= V (00̂ = 0 ,2 1 --------- -̂----- 1---------- 4 -------------------- ^ ----- =  — 28,68 см4;

/ = '= 0 ,2-22  =  4,4 см2;

4,4
= 6,52 см2.

Добавив величину С к ординатам эпюры <в0, получим эпюру главной секто- 
риальной площади <в (рис. 1.23, д).

Умножение этой эпюры на саму себя дает величину главного секториального 
момента инерции профиля

/и =   ̂ й)2й/г =  0,2 ^22,49 • 4 • 6,01 -  у  32,96 • 4 • 0 ,5 2 7 +  10,47 • 10 • 1 ,9 7 +
Р

+  у  10 • 17 • 0,863 — 6 ,53  ■ 8 ■ 0,51 + у  8 • 14,08 • 2,85^ =  185,4 смв.

§ 4. Стесненное кручение тонкостенных стержней 
незамкнутого профиля

Стесненное кручение возникает в тех случаях, когда 
невозможна свободная депланация поперечных сечений; в частности, 
при одном или двух жестко закрепленных торцах или при наличии 
нескольких участков с неодинаковой депланацией сечений. В попе
речных сечениях стержня при стесненном кручении возникают не



только касательные, но и нормальные напряжения. Поведение бруса 
при стесненном кручении сильно отличается от его поведения при 
свободном кручении. В первую очередь это выражается в том, что 
сильно уменьшается угол закручивания бруса, т. е. возрастает 
его эффективная крутильная жесткость. Во-вторых, распределение 
напряжений в поперечных сечениях при стесненном кручении за 
висит не только от величины равнодействующей сил, приложенных 
к торцу, но также и от характера их распределения по торцу.

Теория расчета на стесненное кручение тонкостенных стержней 
незамкнутого профиля основывается на следующих основных до
пущениях:

1. Форма контура поперечного сечения считается неизменной 
(гипотеза жесткого контура). Это значит,, что расстояние между 
любыми двумя точками поперечного сечения в процессе деформации 
остается постоянным (без учета эффекта поперечной деформации 
за счет нормальных напряжений в продольном направлении).

Гипотеза жесткого контура хорошо соблюдается только для п р я
мых стержней; у стержней с криволинейной осью искажение формы 
контура может быть существенным и должно учитываться в р ас
четах.

2. Деформация сдвига в точках срединной поверхности профиля 
принимается равной нулю. При свободном кручении эта гипотеза 
выполняется точно, поскольку в точках срединной поверхности 
касательные напряжения отсутствуют. При стесненном кручении 
эта гипотеза выполняется приближенно, так как в точках, расп о
ложенных на срединной поверхности, возникают вторичные к а 
сательные напряжения. Эти напряжения, однако, невелики и по
этому деформацией сдвига в срединной поверхности можно пре
небречь.

Из зависимости (1.4) на основании второй гипотезы следует, 
что осевые перемещения, возникающие в результате депланации 
сечения, связаны с относительным углом закручивания 0 той ж е  
зависимостью, что и при свободном кручении, т. е.

ш =  8 о). ' (1 -4 7 )

Величина 0 , однако, не постоянна по длине, как при свободном 
кручении, а является некоторой функцией г (координата г отсчиты
вается вдоль оси стержня).

Рассмотрим элементарный участок йг продольного волокн а 
(рис. 1.24). Удлинение элемента Аг равно разности перемещений 
его концов

А (йг) =  -Ь йг^ — ы>.

Следовательно, относительная продольная деформация
дио йв , 0 ,

&г~ ~ дг  ~  ~йг 0С>’ <! ' 4 8 )

здесь хю — и» (г, ¿)\ 8 =  б (г) и со =  со (в).
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По деформации определяется нормальное напряжение в попе
речном сечении

ю. (1-49)

В данном случае используется формула закона Гука для одно
осного напряженного состояния, так как нормальные напряжения 
в направлениях, перпендикулярных оси бруса, равны нулю. По тол
щине стенки напряжение стт считается постоянным ввиду тонкостен- 
ности. Величина напряжения аи остается пока неопределенной, так

как положение полюса Р и начала 
отсчета О секториальной площади 
не установлено. Чтобы устранить 
эту неопределенность, рассмотрим 
равновесие отсеченной части бруса, 
изображенной на рис. 1.24. Взяв 
сумму проекций всех сил на ось г 
и сумму моментов относительно 
осей х и у, получим три уравне
ния:

N =   ̂ odF  =  0; М* =  $ odFy — 0;
F  F

Му =  J odFx =  0.
F

После подстановки под знаки 
интегралов выражения (1.49) и

п- dQсокращения на постоянный множитель Е  придем к следую
щим трем равенствам:

§ a d F  =  0; § coydF — 0; jj axdF  =  0.
F F F

Нетрудно убедиться, что эти три равенства совпадают с усло
виями (1.41), (1.42), (1.43), которым должна удовлетворять главная 
секториальная площадь. Следовательно, в уравнениях (1.48), 
(1.49) под со следует подразумевать главную секториальную пло
щадь.

Введем новую величину В, называемую бимоментом:

B=\odF(x>. (1.50)
F

На основании зависимости (1.49) бимомент В  (1.50) можно 
представить в виде

В =  J  Е -fz ® 4F =  E ddl j  сM F .

Рис. 1.24



Интеграл в правой части последнего равенства представляет собой 
главный секториальный момент инерции Следовательно,

B ~ f г- E J ls¡. (1 .51)

Бимомент В измеряется в Н -см2 и представляет собой внутрен
ний силовой фактор, аналогичный обычным внутренним силовым 
факторам, таким, например, как изгибающий момент, и отличается 
от последнего тем, что он соответствует самоуравновешенной си
стеме внутренних нормальных напряжений (см. рис. 1.2, г). По
этому бимомент не может быть найден методом сечений. Слово 
бимомент означает двойной момент; по своему действию он экви
валентен двум противоположно направленным парам сил, распо
ложенным в двух параллельных плоскостях.

Как показывает зависимость (1.51), величина бимомента про
порциональна первой производной от крутки 0 .

Чтобы получить окончательную формулу для нормальных на-
п йьпряжении стесненного кручения, выразим величину Е  из урав

нения (1.51) через бимомент и подставим в уравнение (1.49); в ре
зультате получим

стш =  ^ -со . (1.52)
« (О

Эта формула устанавливает зависимость между нормальным 
напряжением стесненного кручения 0 И и бимоментом В; по своей 
структуре она аналогична формуле для определения нормальных 
напряжений при изгибе.

Следует заметить, что формула (1.52) применима не только при 
стесненном кручении, но вообще в тех случаях, когда в поперечном 
сечении тонкостенного стержня возникает бимомент, в частности, 
при нагружении осевыми силами, приложенными к торцу, как по
казано на рис. 1.2, б. Вычислим интеграл (1.50) по верхнему торцу 
этого стержня. Напряжение о  на торце всюду равно нулю, за ис
ключением четырех малых площадок АР по углам , где приложены 
силы Р. На каждой из этих площадок § стс//7 =  ±  Р. Учитывая,

ДЯ-
что значение главной секториальной площади в угловых точках

. Ькравно ±  , получим

В ~ ^ о й Р а ^ 2 ( - Р ) ~ -  +  2Р1к- -“ ) =  -Р Ь к .
р

Так как бимомент в данном случае отличен от нуля, то согласно
зависимости (1.51) ~ ф 0 .  Следовательно, в стержне возникнет
кручение. Такой вид деформации называется изгибно-крутильной 
(подробнее см. § 6 , пример 1.9).



Обратимся теперь к вопросу о вторичных касательных напряже
ниях при стесненном кручении. Эти напряжения возникают вслед
ствие переменности нормальных напряжений о а по длине стержня. 
Для определения касательных напряжений стесненного кручения 
напишем уравнение равновесия части стержня, выделенной двумя 
поперечными сечениями, отстоящими на (1г одно от другого, и про
дольным сечением СИ, взятым на некотором конечном расстоянии 
от края (см. рис. 1.25, грань АВ совпадает с краем).

Обозначим через / площадь граней и ВС, т. е. площадь от
сеченной части поперечного сечения.

В грани А Б  возникает нормальное напряжение аш. В грани СВ
возникает такое же напряжение, но с приращением йг, обу

словленным приращением координаты г. Интегрируя напряжения 
по площади / граней АИ и СВ, получим силы Л^и (Л^ +  е(Л^), 
отличающиеся одна от другой на величину

Эта избыточная сила уравновешивается касательным напряже
нием Та в продольной грани СИ. Ввиду тонкостенности бруса 
можно считать, что напряжение та равномерно распределено по 
толщине стенки. Следовательно,

После подстановки выражения сти, согласно равенству (1.49), 
окончательно получим

Рис. 1.25

откуда

(1.53)



и$тах ^§пах

©
р̂ ПТТ ПТПт̂

ш -

Рис. 1.26

Напряжение ти действует в продольной грани СО, но по закону 
парности касательных напряжений такое же напряжение действует 
и в пореречном сечении (в грани АИ).

Вдоль грани АБ напряжение ти переменно и в точке А обра
щается в ноль, так как парное ему касательное напряжение в сво
бодной грани АВ отсутствует. Знак напряжения Тщ зависит от того, 
какой край профиля принят за на
чало отсчета площади /. Если на
пряжение положительно, это зна
чит, что оно направлено от края, 
принятого за начало отсчета.

Анализируя зависимость (1.53), 
можно установить, что касатель
ные напряжения стесненного кру
чения сравнительно невелики и 
поэтому в расчете на прочность 
их можно не учитывать. Следова
тельно, исходное предположение об отсутствии деформаций сдвига 
в точках срединной поверхности выполняется удовлетворительно. 
Однако вообще пренебречь напряжениями ти нельзя, так как они 
действуют на большом плече и дают крутящий момент, соизмеримый 
с крутящим моментом, создаваемым касательными напряжениями 
свободного кручения.

Для иллюстрации на рис. 1.26 показано распределение каса
тельных напряжений стесненного и свободного кручения в двутав

ровом профиле. Напряжения стеснен
ного кручения приводятся к паре сил 
с плечом приблизительно равным высоте 
двутавра, в то время как напряжения 
свободного кручения образуют момент 
с плечом, соизмеримым с толщиной 
стенки.

Вычислим величину крутящего мо
мента, воспринимаемого стержнем за счет 
касательных напряжений стесненного 
кручения:

 ̂т шс ^ г .

За точку, относительно которой берется момент, примем центр 
кручения Р (рис. 1.27). В данном случае точка приведения не имеет 
значения, так как главный вектор касательных напряжений равен 
нулю, т. е. эти напряжения приводятся к паре. Подставив под знак 
интеграла выражение (1.53), вынесем постоянные величины Е 

№ за знак интеграла
й г 2

И* й.г2 5 В( о й Р сЬ>.



Этот интеграл возьмем по частям 

d20
d z 2Ма — Е 1 o> \ со dF — \ o)2 ef/7

Первый интеграл равен нулю , так как со — главная секториаль- 
ная площадь. Второй интеграл представляет собой секториальный 
момент инерции J a . Следовательно,

Мш== -r p̂-EJat. (1.54)

п  г-«Выразив отсюда произведение Е  и подставив в выражение
(1.53), получим следующую зависимость для ти:

т ___
тм-  уиб ’ (L5 5 )

где Sá  =   ̂03 dF  —  секториально статический момент площади /. 
f

Заметим, что Ма составляет только часть полного крутящего 
момента. Вторую часть крутящего момента составляет момент сво
бодного кручения Aíe, пропорциональный 0 .

Следовательно, при стесненном кручении стержня в поперечном 
сечении возникают три силовых фактора: крутящий момент сво
бодного кручения Мв; крутящий момент стесненного кручения Ма; 
бимомент В. Этим силовым факторам соответствуют напряжения
Т'в) Ощ.

Формулы для вычисления перечисленных величин даны в 
табл. 1 . 1 .

Таблица 1.1

Силовой фактор Формула Напряжение

Крутящий момент сво
бодного кручения

Крутящий момент стес
ненного кручения

Бимомент

Mg =  G./Kp0 

Ми =  -  £У Ш0"  

B =  E J l¡> 6'

*0 =  - —  6 =  006 
 ̂кр

V e o
6

B(ú
* 0) ------7—

J tí)

Все эти величины легко определяются, если известна функция 
0 (г). Последняя может быть найдена из условия равенства суммы 
крутящих моментов стесненного и свободного кручения полному 
крутящему моменту

4* М » =  Мкр-



Подставив в это равенство значения М 0 и Ма, получим диф
ференциальное уравнение относительно б:

или

(1 .56)

где

(1.57)

Величина а называется изгибно-крутильной характеристикой 
поперечного сечения стержня. Для стандартных прокатных 
профилей таблицы величин а  приводятся в справочной литературе 
[24].

Запишем общий интеграл дифференциального уравнения (1.56):

Первые два слагаемых представляют собой общее решение одно
родного дифференциального уравнения; последний член 0 есть част
ное решение уравнения с правой частью. С помощью формул Эй
лера, связывающих гиперболические и показательные функции, 
можно преобразовать выражение (1.58) к более простому виду

где Сх и С2 — постоянные интегрирования, определяемые из гра
ничных условий. Частное решение 0 зависит от заданной нагрузки. 
Так, например, если суммарный крутящий момент по длине бруса 
постоянен или изменяется прямопропорционально координате г, 
то частное решение уравнения (1.56) имеет вид

Более сложные законы изменения крутящего момента по длине 
бруса на практике встречаются редко, поэтому они в данной книге 
не рассматриваются.

Если к стержню приложены несколько моментов (рис. 1.28), 
то стержень следует разбить на участки, для каждого из которых 
будет свое выражение функции 0 , а также свои постоянные интег
рирования. Эти постоянные должны определяться из граничных 
условий на торцах (два условия), а также из условий сопряжения 
участков. Последние состоят в том, что на границе двух соседних 
участков (например, участки I и II  рис. 1.28) должны быть непре
рывны функция, определяющая осевые смещения ха (депланация), 
и функция, определяющая нормальные напряжения стесненного 
кручения а и. Следовательно, согласно уравнениям (1 .47), (1.51), 
(1.52), не должны иметь разрывов сама функция 6 и ее первая про

0 = Л 1е“г +  Л 2е-аг +  б. (1.58)

б = (? ! бИ а г  +  С2сЬ аг  +  0, (1.59)



изводная. Поскольку момент чистого кручения Мв пропорционален 
6 , он также не должен иметь разрывов. Отсюда следует, что скач
кообразное изменение крутящего момента на величину 3)? проис
ходит только за счет момента стесненного кручения Ма [см. уравне
ния ( 1 .5 4 )], поэтому на границе участков должна скачкообразно 
изменяться вторая производная функции 0 на величину

а«

Е.1„ ■ с г
к р

Жо I

Чтобы не определять большого количества постоянных, приме
няют метод начальных параметров. Этот метод позволяет получить 
постоянные интегрирования, одинаковые для всех участков, т. е.

всего две постоянные С, и С2. 
Последние целесообразно выра
зить через некоторые величины 
в начальном сечении стержня, 
а именно через относительный 
угол закручивания 0 О, бимо
мент В0 и крутящий момент М кр0. 
Так как две из этих трех вели
чин обычно бывают известны, 
задача определения постоянных 
фактически сводится к решению 
одного уравнения с одним неиз
вестным, составляемого на осно
вании граничных условий в ко
нечном сечении стержня.

Согласно методу начальных 
параметров выражение функ
ции 0 записывается таким об
разом, чтобы для каждого сле

дующего участка полностью повторилось выражение функции 0 
предыдущего участка и добавлялись только новые слагаемые, 
учитывающие нагрузки, приложенные на границе участков.

Эти слагаемые подбираются так, чтобы условия сопряжения 
участков удовлетворялись при одних и тех же значениях постоян
ных, что достигается добавлением к частному решению некото
рой части общего решения соответствующего однородного урав
нения.

Ш ясним сказанное на примере стержня, изображенного на 
рис. 1.28. '

Запишем функцию 0 для первого участка [см. формулы (1.59), 
(1.60)]

Рис. 1.28

0 1 =  Сх бЬ а г  +  С2 сЬ аг  ■
G J Кр

Функцию 0 для второго участка представим в следующем виде:

011 =  0 1 -Нп*



Очевидно, что 0 ц должна быть выбрэна так, чтобы на втором 
участке удовлетворялось дифференциальное уравнение (1.56) и 
чтобы при переходе через границу участков (при 2 =  ах) сама функ
ция 0 и ее первая производная были непрерывными, так как ш 
и 0 а _  непрерывны, а вторая производная изменялась скачком 

а 3®!,
на величину — —  .

Всем этим условиям удовлетворяет выражение

Второе слагаемое этого выражения представляет собой некоторую 
часть общего решения однородного уравнения, следовательно, 
добавление этого слагаемого влияет только на величину постоянных 
интегрирования. В данном случае это слагаемое подобрано так , 
чтобы условия сопряжения участков выполнялись при одних и тех
же постоянных Сх и С2.

Точно так же можно рассмотреть условия сопряжения второго, 
третьего и последующих участков. В результате получим следую 
щее общее (универсальное) выражение для всех участков стержня 
(см. рис. 1.28):

6 = С 1 з Ь а г -!-С 2 сЬ аг +  ^  +  ^ [ 1  - с Ь а ( г - а х)] +

!____________1_1 ± ___________ 1
1 ______________________ II уч.__________________________ |

+  [1 — сЬ а  (г — а 2)] +  • ■ •
^  Кр .

| ______________  Ш УЧ._________ ;_________ | (1 -6 1 )
Рассмотрим более подробно вопрос о граничных условиях, 

используемых для определения постоянных С1 и С2.
Если торец стержня свободен, то на торце о =  0, следовательно,

согласно уравнениям (1.51), (1.52), В =  0 и -^ -  =  0.
Если торец стержня жестко заделан, то невозможна депланация, 

следовательно, хю =  0 и 6 = 0  (см. зависимость (1.47).
Осевые смещения и относительный угол закручивания равны 

также нулю в сечении, равноудаленном от концов стержня при 
приложении к нему нагрузки, симметричной относительно середины 
стержня.

При нагружении стержня внешним моментом, равномерно р а с 
пределенным по длине (рис. 1.29, а), внутренний крутящий момент 
изменяется по длине согласно закону А1Кр =  гпх. В этом случ ае 
частное решение можно получить по формуле (1.60), т. е.

я тг

Если же распределенная моментная нагрузка начинается на 
расстоянии а от торца (рис. 1.29, б), то ее целесообразно предста
вить как совокупность бесконечно большого числа бесконечно м а 



лых внешних моментов и по аналогии с выражением (1.61) записать
6 в следующем виде:

г

0 = С 18Ь а 2 +  С 2с Ь а г +   ̂ - ^ - ( 1  — с Ь а ( г  — £)) =

]_________________ I у ч .  |

I_________________  II Уч. |

=  Сг эЬ а г  +  С2 сИ а г  +  |̂ (г — а) — эЬ а  (г — .

I I уч.
' к р

II уч.

Пример 1.6. Вычислить напряжения и угол закручивания двутавра № 20 
(рис. 1.30); длина 1 =  1 м, один торец двутавра жестко заделан; на другом —

Рис. 1.29 Рис. 1.30

приложен момент ЗИ — 500 Н -м . Размеры сечения и эпюры секториальной пло
щади показаны на рис. 1.31, а  и б. Определим характеристики профиля;

П
/кр==2 1 т  [2 • 10 • 1,143+ 17,7 • 0 ,73] =  11,9 см*;

1

/ш=   ̂ «>ЧР =  1 ,1 4 -4  4 7 ,2 ^ = 1 6  900 см";

1 Г  0-1 кт, -1 Г  8-100.11,9а~У ~ \  2-107 • 16,9- 103 =1,68 • 10 21/см; = 1,68.
Используя зависимости (1.59), (1.60), запишем выражение функции 0:

= С1 бЬ а г  +  С2 с Ь а г + - —у
2Я_

к р

Постоянные и С2 определим из граничных условий:
1) при г =  0, а  — 0, следовательно, В  =  0 и 0' =  0; 2) при г =  I, и> =  0, сле
довательно, 0 =  0.



Из первого условия 

и из второго условия

С1== 0

С ,=  -
ЯЛ

GJKpch а I '
После подстановки постоянных имеем

. Зй Г. сЬ а г  1  
<ЩГ|_ сИ а I

Далее определяем:

-| Н .;

ал
а  сЬ а/GJ

При г — О

А?е=шг 1

Кр

1

ей а!

=  1 1  —
1

Л « / ;—  Л-Т7 6 8 .) =  0’6 4 ^  
УИш =  0,36Шг; В =  0.

При г =  / 6 =  0; /Ие =  0; М т =  2Гг;

®г вь а/ аяв =  -
а  сЬ а/

2 ,59  
,68 ■ 10~г ' 2,78 -55,42« Н -см2.

Эпюры УИе, Л1ш и б  по длине бруса приведены на рис. 1.32.
Вычислим напряжения, возникающие в двутавре; для этого используем 

формулы (1.20), (1.55), (1.52). На
свободном конце при г  =  0; <х(0 ■ 

та

О аV.“

вшах '
' к р

0 ,6 4 -5 -  10« • 1,14 

. ГП9~ = 3060 Я/см2 .

Для определения касательных 
напряжений стесненного кручения 
вначале построим эпюру 5 Щ=  
=  \а>йР (см. рис. 1.31, в). Знак

-135

0,7

.игТТТП
т

щ
г а

Р ас. 1.31
9)

Б'ш зависит от выбранного направления обхода контура (при построении эпюры, 
приведенной на рис. 1.31, в, обход контура начат от верхнего левого угла). 

Наибольшее напряжение та  возникает в середине полки, где

( - 4 7 , 2 ) 5
135 см4 :

У тб
0 ,3 6 -5 -  10* ( — 135) 

16 900- 1,14
: 130 Н/см2 .

Так как ти тах >  0, то это значит, что оно направлено от начала обхода 
контура, т. е. в верхней полке — слева направо.



J a  6
=  350 Н/см2: . 

+  7750 Н/см2;

Вычислим напряжения в сечении у заделки (при г =  /):

5 -  104 ( — 135)

=  1 6 900-1 ,14  

бсот а х  55,4 - 5 .  ЮМ± 4 7 ,2 )
°со гаах “  16 900

те =  0 (так как М$ =  0).

Эпюры напряжений ств и по сечению подобны эпюрам сои S^(pHC. 1.31, бив). 
Угол закручивания 

i
С Г, sha/ 1 Л . . .  Ш 0 0 ,

ф ~~ J  6dz”  G JKp L a¿ • ch a/J G7 - 2-34 ' 10 РаД-к р

Полученные значения угла закручивания и наибольшего касательного напря
жения в 2,3 и 1,6 раза меньше соответ
ствующих величин при свободном кру
чении. Вместе с тем при стесненном 
кручении в двутавре возникают зна-, 
чительные нормальные напряжения, 
тогда как при свободном кручении 
они отсутствуют.

Рис. 1.32

Пример 1.7. Вычислить внутренние силовые факторы и угол закручивания 
стального швеллера, изображенного на рис. 1.33.

Дано 3«! =  50 Н -м ; ЭК2 =  150 Н -м; ЯЯ3 =  100 Н -м ; I — 120 см; а  =  40 см.
В данном случае стесненное кручение возникает из-за различной депланации 

сечений I р  II участка.
Определив положение центра кручения, построим эпюры главной сектори- 

альной площади со и (рис. 1.34).
Вычислим характеристики профиля:

Укр =  у  [ Н .6 +  2 - 6,8] 0,43 =  0,60 см4; Уш= 2 0 0 0  см°1

а  =  Т/ - 5 ^ - =  1 , Ы 0- 2 1/см; а 1 =  1,32; г E J(S¡
а а  =  0,44; а  (/ — а) =  0,88.



/4
,6 

СМ

Запишем выражение относительного угла закручивания по формуле (1.61): 

б = С !  вИ (аг)-|-С2 сИ а г + - ^ —  • [1 — сЬ а  (г — а)\.
^кр '-’•'Кр

Из граничных условий определим Сх и С2:

¿0 , ■ I
при г = 0  а = 0; - ^ - = 0; £^ =  0 ;

¿¿0 ,
с1г -0 ;

а С2 эЬ а/ +  а  эЬ а  (1 — а) = 0 ,
^  Кр

откуда

с 2= - ЯЯ2 эЬ а  (1 — а) 
G JKр эЬ а/.

После подстановки числовых значений получим

0 =  — 17,97 • 1СГ4 сЬ а г  + 1 0 ,4  • 10-4 —-31,2 • 10-4  (1 — сЬ а  (г — а)) рад/см. 

I_________I Уч- I
I___________________________ П уч. _________________________[

По 0 определим силовые факторы и угол закручивания:

AÍQ=GJKpf}, (̂О — ̂ Кр ^ 0»
I

В =  Е № ; Ф-= $ 0 (О (* <  С <  О-

За начало отсчета угла принят правый конец швеллера. Эпюры этих величин
по длине стержня представлены 
на рис. 1.35. По найденным си
ловым факторам нетрудно вы
числить напряжения.

Рис. 1.34

-7,6-10-* - 9 ;}.10-Ь

-в , / с м

11,9--10 -1 2 ,7 4 0 -''

5530 - и 290 -5 9 0 0

*— д ,Н -см 2•*̂ еащщ||[|||||1111]ш1шиццци,‘
- 3,59-105 ~ 1>61>'10

-%  р а д

-4,92-10 -2

12,52-10~г  9,49-10 ~

Рис. 1.35



§ 5. Поперечный изгиб 
открытых тонкостенных профилей

При поперечном прямом изгибе в сечениях стержня 
возникают два силовых фактора — поперечная сила ф и изгибаю
щий момент М х. Этим силовым факторам соответствуют напряжения 
т„ и <ти.

Если ось бруса — прямая, то контур поперечного сечения иска
жается незначительно; следовательно, для вычисления напряжений 
<ти и ти можно применять обычные формулы теории изгиба:

<ти =  ^ г / ;  (1-62)X

ти =  7 ^ .  (1.63)

Так как брус тонкостенный, то можно считать, что напряжения 
<ти и ти постоянны по толщине б и изменяются только вдоль средней

линии контура. Поэтому под у следует понимать ординату соответ
ствующей точки средней линии. Если поперечная нагрузка распо
ложена произвольно по отношению к оси стержня, то кроме изги
бающего момента и поперечной силы в поперечных сечениях может 
возникнуть еще и крутящий момент. Для того, чтобы последний был 
равен нулю, необходимо, чтобы линия действия поперечной на
грузки проходила через определенную точку поперечного сечения, 
называемую центром изгиба.

Для профилей, имеющих две оси симметрии, например для дву
тавра, центр изгиба совпадает с центром тяжести профиля. Для 
несимметричных профилей центр изгиба и центр тяжести не сов
падают. *

Рассмотрим, например, швеллер (рис. 1.36, а). Предположим, 
что центр изгиба находится в точке Р  и что линия действия нагрузки 
проходит через эту точку. Тогда стержень закручиваться не будет 
и, следовательно, в поперечных сечениях будут действовать только 
напряжения поперечного изгиба ст и х, определяемые по формулам 
(1.62) и (1.63). Отсечем часть бруса (рис. 1.36, б) и возьмем сумму



моментов всех сил относительно оси г, проходящей через точку Р. 
Поперечная нагрузка относительно этой оси момента не дает (плечо 
равно нулю); нормальные напряжения, действующие в поперечном 
сечении, также не дают момента, так как они параллельны оси. 
Отсюда следует, что сумма моментов касательных напряжений ти 
относительно оси г равна нулю.

На основании сказанного можно заключить, что центр изгиба 
есть точка, относительно которой сумма моментов касательных 
напряжений поперечного изгиба равна нулю.

На рис. 1 .36,6  показано распределение касательных напряже
ний ти в швеллере. Возьмем сумму моментов этих напряжений от
носительно точки Р и приравняем ее нулю; при этом учтем, что рав

нодействующая напряжений в вертикальной стенке равна С}, а 
в горизонтальной полке

ь ь
(¿хЬУгйх_ 62

хЬц2 4 / х
О о

тогда

откуда

а- гдоб.

Эта координата центра изгиба точно совпадает с найденной 
в § 3  координатой центра кручения швеллера (см. рис. 1 .2 2 , г). 
Такое совпадение не случайно. Покажем, что центр изгиба всегда 
совпадает с центром кручения. Для этого используем принцип вза
имности работ. Нагрузим стержень последовательно: вначале кру
тящим моментом М кр, а затем силой (2, приложенной в центре из
гиба Р (рис. 1.37). Так как сила С} брус не закручивает, то работа 
крутящего момента на перемещении от силы 0. равна нулю. Теперь 
произведем нагружение в обратном порядке; при этом, согласно 
принципу взаимности работ, работа силы С} на перемещении от мо
мента УИвр также должна быть равна нулю. Отсюда следует, что



при нагружении моментом М кр точка Р  не перемещается, т. е. эта 
точка является центром кручения.

Рассмотрим более общий случай поперечного изгиба тонко
стенного открытого профиля, когда в поперечных сечениях воз
никают два изгибающих момента Мх и Му и две поперечные силы 
0.x и С}у.

Если оси х и у — главные центральные, то напряжения опреде
ляются по формулам:

Мх
*/ + ■х;

41
Му
Л/

(1.64)

(1.65)

где Б'х и Б у —  статические моменты отсеченной части поперечного се
чения относительно осей х и у. Знак этих статических моментов за

висит от выбора начала обхода контура. 
Знак напряжения т также зависит от 
выбора начала обхода. Если х положи
тельно, это значит, что оно направлено 
от края, который принят за начало от
счета (моменты Мх и Му считаются по
ложительными, если при положительных 
координатах х и у они вызывают напря
жения растяжения; силы (¿х и (}у счи-

IШх
таются положительными, если - - - --  > 0 , 
йМ,, \
т г > 0 )-

Предположим, что гочка Р есть центр изгиба (рис. 1.38). Тогда 
сумма моментов касательных напряжений относительно этой точки 
должна быть равна нулю, т. е.

тб сЬг =  0 .

Рис. 1.38

что
Подставив в это уравнение выражение (1.65), а также учитывая, 

сЬг =  £¿(0 ;  ̂У^' ~  $ Х̂ г

получим

Вынесем постоянные величины за знак интеграла и выполним 
интегрирование по частям:

0.у со \ у йР-
р

ахйР =  0 .



Так как оси х и у — центральные, то ^хйР—О и ^уйР =  0 и ,
р р

следовательно,

— ^ ауй Р  — Л ах  йР =  0 .

Чтобы последнее равенство выполнялось при любых значениях 
<3 * и 0 у, необходимо, чтобы

 ̂ юг/ й/7 =  0; (1 .6 6 )
р

 ̂ сол: =  0. (1-67)
р

Полученные два условия позволяют определить положение 
центра изгиба. Нетрудно убедиться, что эти условия полностью 
совпадают с условиями (1.42) и (1.41), определяющими положение 
центра кручения. Это еще раз подтверждает, что центр изгиба и 
центр кручения есть одна и та же точка. Следовательно, изложен
ная методика определения центра кручения [см. зависимости (1 .44), 
(1.45), (1.44а) (1 .45а)] полностью применима для определения центра 
изгиба.

Следует отметить аналогию между формулами для напряжении 
при поперечном изгибе и при стесненном кручении (табл. 1 .2 ).

Таблица 1.2

Напряжение Поперечный изгиб Стесненное кручение

Нормальное

Касательное

М
вт-=—Г - Уи X

з з ;

Ти==

В
Ссо— 7 юи О)

Тм~  J a>ъ

§ 6. Общий случай нагруженйя тонкостенных 
стержней незамкнутого профиля

При произвольном нагружении тонкостенного стержня 
в поперечных сечениях могут возникать следующие силовые фак
торы: нормальная сила N. поперечные силы и (¿у, изгибающие 
моменты Мх и Му, крутящий момент М кр, равный сумме крутящ его 
момента стесненного кручения М а и момента свободного кручения 
Ме, и бимомент В.

Первые шесть силовых факторов определяются, как обычно, 
методом сечений. Последние три зависят от 0 (см. формулы табл. 
1.1). Относительный угол закручивания, в свою очередь, опреде-



ляется интегрированием уравнения (1.56) и может быть представ
лен в виде выражения (1.61).

Нормальное напряжение в поперечном сечении определяется 
как сумма напряжений от каждого силового фактора в отдельности:
г

N , М х . Ми . В  ,,
°г — “5"Н— т— У л:+  7 - © .  (1 .6 8 )

г  ^ х   ̂у  ’'со

Эта формула приближенная, так как она основана на предполо
жении, что осевые перемещения о> складываются из перемещений, 
определяемых законом плоских сечений и законом секториальных 
площадей. В действительности распределение напряжений может 
подчиняться более сложному закону (например, вблизи торцов). 
На некотором удалении от торцов формула (1.68) дает хорошее при
ближение к действительности, так как местные напряжения, зави
сящие от условий на торцах, быстро затухают (кроме напряжений, 
определяемых бимоментом В).

При оценке прочности тонкостенных стержней существенное 
значение могут иметь такж е касательные напряжения,. В каждой 
точке сечения касательные напряжения складываются из четырех 
составляющих: те, тш, т<) Наибольшее напряжение возникает 
в одной из контурных точек:

т _ - 4 - УИеб I I /1 ГОч

Остановимся кратко на вопросе об определении перемещений 
в общем случае нагружения.

Перемещение произвольной точки сечения в поперечном направ
лении можно легко вычислить, если будут известны составляющие 
смещения центра кручения и0 и и0 и угол поворота сечения ф. Сме
щения и0 и vg связаны с изгибающими моментами Мх и Му уравне
ниями:

И 7 : (1-70) 

о-«)
Последние отличаются от обычных дифференциальных уравне

ний упругой линии лишь тем, что здесь рассматривается ось, про
ходящая через центр изгиба, а не через центр тяжести сечения. 
Интегрирование уравнений (1.70) и (1.71) производится обычным 
порядком.

Зависимости (1.68)— (1.71) написаны в предположении, что оси 
х и у  —  главные оси поперечного сечения. Положительные направ
ления смещений и0 и и0 совпадают с положительными направлениями 
осей х н у .



При весьма малой толщине стенки жесткость профиля при с в о 
бодном кручении становится исчезающе малой, так как она пропор
циональна кубу толщины б. В этом случае тонкостенный стерж ень 
перестает сопротивляться свободному кручению и при незакреплен
ных торцах превращается в механизм (рис. 1.39, а).

Чтобы профиль мог воспринимать крутящий момент, необхо
димо или наложить связи, запрещающие депланацию какого-либо 
сечения (рис. 1 .3 9 ,6 ), или запретить относительный поворот к а 
ких-либо двух поперечных сечений (рис. 1.39, в).

Для профиля с весьма малой крутильной жесткостью второй 
член дифференциального уравнения (1.56) может быть отброшен; 
в результате получается следующее упрощенное уравнение:

№6 _  М  кр у о\
¿ г 2 Е / т ‘ К1 - '  )

Интегрирование этого уравнения не представляет трудностей. 
Получающйеся при интегрировании две произвольные постоянные 
определяются, как обычно, из граничных условий на торцах.

Уравнение (1.72) можно применять, если параметр а/ не пре
вышает некоторого предельного значения. Для консольных стерж 
ней, например, рекомендуется а1 ^  0 ,5 .

Отметим, что для часто встречающихся расчетных схем в сп р а
вочной литературе приводятся готовые выражения для УИ0, М ш 
и В [24].

В более сложных случаях нагружения решение может быть по
лучено методом наложения табличных решений.

Пример 1.8. Определить напряжения в балке, нагруженной, как показано 
на рис. 1.40, а.

Силы Р =  20 ООО Н расположены в плоскости вертикальной стенки. Размеры 
поперечного сечения, а также положение центра изгиба показаны на чертеже. 
Эпюры главной секториальной площади ш и 5 ^  представлены на рис. 1 .4 0 , б  
(построение эпюры З'л начато от нижнего края).

Характеристики поперечного сечения:
] х — 394 см4; =  2000 см8; Укр =  0 ,6  см4; а  =  0,011 1/см.

. Эпюры Мх , 0_у и Мкр приведены на рис. 1.41 (крутящий момент вычисляется 
как произведение силы на плечо относительно центра изгиба). Согласно выра-



жению (1.61), относительный угол закручивания 

0 =  Сх эЬ аг +  С2с11 аг шг , а>г г,  ̂ ,+  7п—  [ 1 — с Ь а (г  — а)].
I уч

II уч. -

Граничные условия:
при

йв,
г =  0, - т - = 0 ( т а к  как о = 0 ,и  5 = 0 ) ;

при
с/г

г =  //2, 0 ц = О  (так как по симметрии до =  0). 

Из этих условий определяются постоянные Сг и С2:

С! =  0; С
№ . сЬ “  ( 2 а

GJкp =  0,887 б/кр

Окончательное выражение относительного угла закручивания

| сЬ а  ( — а

б/кр сЬ
а/ сЬ аг — 1 +  [ 1 — сИ а  (г — а)]У.

I уч
II уч.

Далее вычисляются УИе =  О/кр0 ; Ма =  уИкр — Ме; В  =  £ 7 М0' (эпюры 
'см . рис. 1.41).

-*7

Ы?,7©
А

6) Рис. 1.40

Нормальные напряжения вычисляются по формулам (1.52) и (1.62).
Эпюры нормальных напряжений по сечению при г =  а представлены на 

рис. 1.42. Как можно заметить, напряжение от бимомента в данном случае зна
чительно превышает напряжение от изгибающего момента.



Вычислим касательные напряжения при г =  а:

М е = — 3160 Н -см ; Мы =  — 4 6 8 4 0  Н • см; 5  =  20 000 Н;

т 0 = ^  б = — 5 ^ 0 , 4  =  2100 Н/см2;
•> кр

Тяглах:
■ ж ’ - т и г ' “  1580 н/“ '-

знак минус указывает на то, что это напряжение направлено к краю, принятому 
за начало отсчета:

*3 ¿/тах
ОуЗ'л 20 000 (6,8 • 0,4 • 7,3 +  7 ,3  . 0 ,4  • 3,65)

6 394 • 0,4
=  3870 Н/см2.

Эпюры этих напряжений показаны на рис. 1.42.
Пример 1.9. [21]. Вычислить напряжения в швеллере, изображенном на 

рис. 1.43. Дано: Р  =  50 000 Н; / =  1 м. Размеры поперечного сечения указаны 
на чертеже; там же приведена 
эпюра главной секториальной пло- . ^
щади. Характеристики профиля; I Г

/=■= 19,5 см2; ,/* =  823 см4; 
Уу = 7 9  см4; ./со = 3 7 2 0  см«;-

"I  Г  ^ к р

’ “ = Уукр — 3,82 см4; «, у E J^

= 0 ,0 2 0 2 7  1/см.

Силовые факторы в сечении 
швеллера:
Мх =  5 • 104 • 7,55 =  378 • 10  ̂ Н -см ; 

М = 5 - 104 - 1,75 =  87 500 Н -см : 
/V =  50 000 Н.

Бимомент в торцовом сечении 

В 0= Р(О д =  5 • 104 ( -  20,16) =

=  — 106 Н - см2. *

Так как в данном случае кру
тящий момент отсутствует, то со
гласно уравнению (1.59)

в = С г бЬ а г  +  С2 сЬ аг;

^  =  аСл сЬ а г  +  аС г эЬ аг. 
аг

•20000

6-10
ТТТТТТТТГгт̂  М̂ Н-ен 

мкр,нсм

-5-10ц

ццпинотдр— 
Чб50 

+3160. Н-см

Ы350

^тгпТГ!.

~~гптттт-мв,н-см

?|̂ ттгггг̂ -. , ||ТП Я1111И Ш—■ма>|

т-ю* ш - « 4

Рис. 1.41

Из граничных условий найдем постоянные С\ и С2:
при



Следовательно, 

В0
, а I

5,1 2
вЬ а г ----------- ; ей аг

сЬ
а  I

I/ 2 - 
[ =   ̂ 6 йг 

о
■ GJ к р сЬ а/

MQ — G J  кр0 =  В 0а

, а1 вЬ у
эЬ а г ---------- : сЬ аг

сЬ а/ 1 Ма ------М$;

а1

сИ а г ---------- : бЬ аг
. а  I

СЬ 12-

Эпюры этих величин по длине швеллера, построенные при значениях парамет
ров а  =  0,02027 1/см, а/ == 2,027, приведены на рис. 1.44,

-12400 А  +21Ш  -23500 /[+10300

I Н/см2

ГГГГДПТИ +тоо:
21400

+23500

Реум Н/смг

А■той

'2т  '« Ч Л Ш в!»о  ^ 4ИИГГ1к

то

ЩЩУ

Рис. 1.42

рг"

• Нормальные напряжения в поперечных сечениях швеллера вычисляют 
по формуле ( 1 .68).

Эпюры распределения напряжений по сечению вблизи торца швеллера при
ведены на рис. 1.45. В  скобках указаны значения напряжений, подсчитанные 
по формуле теории внецентренного растяжения без учета бимомента.

Пример 1.10. Тонкостенный стержень коробчатого незамкнутого профиля, 
жестко заделанный одним концом (рис. 1.46, а), находится под действием сил 
тяжести. Определить напряжения в стержне и вертикальное перемещение центра 
профиля на свободном торце. Положение центра кручения Р  профиля показано 
на рис. 1,46, а. На рис. 1.46, б  изображена эпюра главной секториальной площади.



Характеристики профиля:

Укр =  ^ 6 4 см4; Усо=  1632 • 10» • 6« см«; /? == 2 0 0 6 *см»?

а  =  4 ,0 4 .1 0 -4  1/см; а/ =  0,485; ./ * =  1 ,08 • 10564 см4.

Поскольку центр тяжести и центр кручения не совпадают, под действием 
сил тяжести возникает равномерно распределенный крутящий момент интенсив
ности

т  =  £? +  Я ^ = 4 6 (7 <76 Н -см/см,

где д — вес на единицу длины стержня.

Р м

Рис. 1.43

Если через у обозначить удельный вес материала, то

=  =  7 62200 Н/см.

Схема нагружения стержня приведена на рис. 1 ,46, в. Нагрузка ц создает 
в сечении около заделки изгибающий момент

М =  ^  =  1,44 • 1081>б4 Н -с м .
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Рис. 1.45
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Наибольшее напряжение изгиба

о = ^ - 4 - =  4 - 104v6 Н/см*.у ишах 2

Перемещение конца стержня за счет изгиба

• ”. - 8- & Г 4'8 ' |0,? с-
Согласно формулам (1.59), (1.60)

„ , , ш  Ь = С 1 sh a z + C 2ch аг +  -̂ -т— .

Используя граничные условия, найдем постоянные интегрирования:

при „ о  Л пг =  0 о  =  0; В =  0;

ПрИ г =  / ш =  0; 0 = 0 ,

° ТСЮДа т . _ m s h a l - a i
Cl аОУкр ’ 2 O.GJKp ch а.1

После подстановки значений постоянных выражение для 0 принимает вид

6 =  [— sh ссг + sh а/ ~ , а- ch аг +  « г 1 • 
аОУкр L sh а/ J

Далее вычислим бимомент в сечении у заделки при г =  /:

B =  E JJ> '

и нормальное напряжение стесненного кручения

сти =  -р- ш =  £сов' =0,111  
J  со

На рис. 1.46, г приведены эпюры нормальных напряжений от изгибающего 
момента, от бимомента и суммарных напряжений. Влияние бимомента на вели
чину напряжений в данном случае весьма значительное.

Вычислим угол закручивания профиля

С „ j  т С, 1 +  0.1 sh 0.1 (к/)2. _n 11- . i не
ф =  i  6 =  ~  ch а/ +  - ° ’ 15 10 Е '

о
Вследствие закручивания стержня центр торцового сечения получает допол

нительное вертикальное перемещение

икр =  Ф (<* +  - J  5 )  =  7 >° 1108 •

Это перемещение складывается с перемещением от изгиба и в результате 
получается полное перемещение

1>62
v = v u +  oKp =  U -108 -g-CM.

Как показывают цифры, перемещение от закручивания преобладает.

Рассмотрим один пример на применение упрощенного дифферен
циального уравнения (1.72).



Пример 1 .1 1 . Определить внутренние силовые факторы в стержне зетобраз- 
ного проф иля, нагруженном двумя моментами, как показано на рис. 1.47. Дано- 
а =  30  см ; 5Ю2 =  2$?!.

По заданным размерам вычислим характеристики профиля

/ Кр =  2 5 6  ■ 10“ в см1;' Уи =  4 ,0 4  см в; а  =  5 -1 0 ~ 3  — ■ а /  =  0 ,45 .
см ’ ’

т,
зщ

1Щд.ттгттттгт

зап.

-зоап\

18,9-10 1 7 ,8 -1 0 '% ,

Рис. 1.48

-21 от,

Т ак  к а к  а  I < 0 . 5 ,  то для решения задачи можно использовать упрощенное 
уравнение (1 .7 2 ). Применительно к данному случаю это уравнение записывается 
в  следующ ем виде:

«  % _ - § - (г_ а)о.
Л 3

М н ож итель (г —  а ) ° =  1 добавлен для того, чтобы постоянные интегрирования 
на обоих у ч а стк а х  были одинаковые (аналогично тому, как это делается при интег
рировании дифференциального уравнения изогнутой оси балки).



при

при

Интегрируя это уравнение дваж ды , получим

¿в а>;тг з», ,
йг с E J(¡) E J(a а)' 

Ж2 {г -а ?
0  +  02 2£Ув E JÍ¡) 2 '

Из граничных условий найдем постоянные:

2 =  0 9 { = 0 ,  откуда С =  0!

Следовательно,

о о п  о  17 Ш?!«32 =  За 0 П = О , откуда

17 Щ а 2 Щ г 2 Э»2 ( г - а ) 2
2 Е]а 2ЕЗа ЕЗа

____________________ 1 У Ч -  |

II Уч. I

Д алее можно определить силовые факторы:

Ме =  С/кр0; Мд; B=£'У(D0,.

Эпюры этих величин показаны на рис. 1.48 сплошными линиями. Ш трихо
выми линиями для сравнения показаны  эпюры, полученные в р езул ьтате более 
точного решения.



Глава 2 ОСЕСИММЕТРИЧНО НАГРУЖЕННЫЕ / 
ТОЛСТОСТЕННЫЕ ЦИЛИНДРЫ

§ 1. Вывод основных зависимостей

Задача о напряжениях и деформациях в толстостен
ном цилиндре при постоянных по длине внутреннем и наружном 
давлениях, известная под названием задачи Ляме, рассматривается 
в курсе „Сопротивление материалов“. В данной главе эта задача 
рассмотрена более подробно, причем основное внимание уделено 
вопросам, связанным с техническими приложениями задачи Ляме. 
Рассмотрен также случай неравномерного осесимметричного на
грева толстостенного .цилиндра^

Введем обозначения: гх и г2 — внутренний и наружный радиусы 
цилиндра; г — текущий радиус; р х и рг — внутреннее и наружное 
давления; ^ и /2 — температура на внутренней и на наружной 
поверхности.

Тепловое состояние предполагается стационарным (температура 
во времени постоянна). В  этом случае тепловой поток (}, проходя
щий через произвольный цилиндрический слой, не зависит от 
радиуса г. Уравнение теплопроводности для бесконечно тонкого 
цилиндрического слоя можно записать в следующем виде:

п _X й(2пг1
^ — Тг ’

где X — коэффициент теплопроводности;
ё г  и 2пг1 — толщина и площадь поверхности слоя; 

с11 — перепад температур в слое.
Разделив переменные и обозначив =  Съ  получим диффе

ренциальное уравнение сИ — Сх у ,

интегралом которого является выражение / =  (?£ 1п / 4 -С2.
Постоянные Сг и С2 определим по граничным условиям: при 

г =  гх t =  к  при г =  г2 £ =  4 -
Окончательно

1п —
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Следовательно, при стационарном тепловом режиме температу
ра t изменяется по толщине стенки по логарифмическому закону. 
При исследовании напряженного состояния неравномерно нагре
того цилиндра первое слагаемое в выражении (2 . 1) можно отбро
сить, так как оно соответствует равномерному нагреву, не вызываю
щему напряжений. Поэтому в дальнейшем будем считать, что тем
пература изменяется по радиусу согласно закону

1п ^
Г  2

где Т =  и — ^
Влияние осесимметричного неравномерного нагрева на напря

женное состояние цилиндра объясняется тем, что внутренние более

нагретые слои, стремясь расшириться, давят на наружные и вы 
зывают их растяжение. В свою очередь, наружные слои, сопротив
ляясь растяжению, вызывают сжатие внутренних слоев.

В общем случае в произвольной точке стенки цилиндра возни
кает трехосное напряженное состояние. По граням элемента объема 
(рис. 2 . 1) действуют нормальные напряжения: а г — радиальное, 
о 1 — окружное и а г — осевое. Касательные напряжения ввиду 
осевой симметрии и постоянства давлений и температуры по длине 
равны нулю.

Составим уравнение равновесия выделенного элемента объема. 
Взяв сумму проекций всех сил на направление радиуса, получим

^ > _ а< =  0.  (2 :3 )

Другие уравнения равновесия удовлетворяются тождественно.
Чтобы получить недостающие уравнения для определения неиз

вестных напряжений, рассмотрим деформации элемента объема. На 
рис. 2.2 показано положение элемента до и после нагружения. О боз
начим через и радиальное перемещение произвольной точки стенки



цилиндра, тогда относительные удлинения в радиальном и окруж
ном направлениях будут определяться следующими выражениями:

е, =  7 . (2.5)

Исключив из равенств (2.4) и (2.5) перемещение и, получим урав
нение совместности деформаций

* М - е ,  =  0 . (2 .6)

Уравнение (2.6) называется иначе уравнением неразрывности, 
так как деформация материала без образования разрывов возможна 
только в том случае, если деформации г t и гг удовлетворяют этому 
уравнению.

Выразим деформации через напряжения. Уравнения обобщен
ного закона Гука с учетом температурных составляющих деформа
ции записываются в следующем виде:

=  +  (2.7)

= + (2.8)

в , =  ̂ ? -Ц  +  (2.9)

Модуль упругости Е, изменяющийся с изменением температуры, 
будем считать постоянным, что допустимо, если температура не 
превышает 300° С.

Поскольку все величины по длине цилиндра постоянны, попе
речные сечения цилиндра остаются плоскими; следовательно, 
деформация ь2 от радиуса г не зависит, т. е.

^  =  0 . (2 . 1 0 )

Выразим (Гг из уравнения (2.9):
a z — s,гE-\-\lar -1r̂ Ôt — aE t. (2 . 11)

Подставив выражения (2.7), (2.8) и (2.11) в уравнение совмест
ности деформаций (2 .6 ) и выполнив несложные преобразования, 
с учетом равенств (2.3) и (2.10), получим уравнение совместности 
деформаций в напряжениях:

Уравнения (2.3) и (2.12) образуют систему двух уравнений 
с двумя неизвестными. Преобразуем их к одному уравнению с одним 
неизвестным. Из уравнения (2.3) выразим о (:

о ^ г ^  +  Ог. (2.13)



Подставив <j( в уравнение (2.12), получим дифференциальное 
уравнение второго порядка относительно напряжения а/.

d2o r . q 1 dar Е а  dt  ,0
' ! ? * ' + 6 г '  dr ~  (1 - у )  г ’ d r' ( '

Проинтегрировав это уравнение и определив по граничным усло
виям на внутренней и наружной поверхностях постоянные интегри
рования, найдем'напряжение о г, после чего по уравнениям (2 . 11) 
и (2.13) можно определить напряжения a t и a z. При определении 
напряжения аг следует учитывать, что ег =  const, а также что при 
отсутствии осевой силы в цилиндре

N =  \oz dF =  0. (2.15)
F

Перейдем к рассмотрению основных частных случаев.

§ 2. Напряжения и деформации 
в толстостенном цилиндре при действии 
внутреннего и наружного давления

Если неравномерный нагрев отсутствует, то диффе
ренциальное уравнение (2.14) превращается в однородное:

^  +  3 ± . ^ г  =  0 . (2.16)dr% 1 г dr '

Решение этого уравнения имеет вид
В

Ог =  А - $ ,  ( 2 .1 7 )

где А и В  — неопределенные постоянные.
Подставив в равенство ( 2 .1 3 )  выражение ( 2 .1 7 ) ,  найдем окружное 

напряжение
о ( =  А + ^ ,  ( 2 . 1 8 )

и из уравнения (2 . 11) определим осевое напряжение
Ог — ВцЕ-\-\&А = сопэ1:. ( 2 .1 9 )

Так как осевое напряжение постоянно, то на основании усло
вия (2 .1 5 )  можно заключить, что в данном случае а г равно нулю.

Осевое напряжение может возникнуть тогда, когда на цилиндр 
дополнительно действует осевая сила N. В  этом случае

Радиальное перемещение произвольной точки сечения цилиндра 
определяется по уравнениям ( 2 .5 ) ,  (2 .8 ) .  При / =  О

и.= в/г =  г ^ - | х ^ - ц ^ ) ,  (2 .2 0 )

или с учетом выражений ( 2 .1 7 )  и (2 .1 8 ) :

и =  Л +  - у т г .  (2 .2 1 )



Содержащиеся в уравнениях (2.17) — (2.21) постоянные интег
рирования А и В находят согласно граничным условиям на внут
ренней и наружной поверхностях цилиндра. Запишем граничные 
условия: 
при

г =  гг о г =  —  рь
при

Г =  г2, а  г == — / V

Эти условия приводят к системе двух уравнений, решение ко
торой дает

А  =  ?1Г}{1Ргр ; ( 2 .2 2 )

В = (Р1~Р-2) ЛЛ , ^ .2 3 )

После внесения значений постоянных формулы (2.17), (2.18), 
(2 .2 1 ) принимают следующий вид:

(Р1 — Рг)г\г1._РгП — р2гV Г*
п —п

.РЛ  — РгГ
(г| — г|) Л2 ’ 

(Р х ~  Ра) ^'■1.

(2.24)

^  =  (2.25)

, ,  _  (Р1 Г 1 —  РчГ1) ( 1 — ц ) -  I (Рх — Р г ) ' ‘1 '- |(1 + М ')  1 Ю 9РЛ
( г |  —  г?) • Е  (г 1 - П ) Е  ' г  Е  '

Формулы (2.24), (2.25) и (2.26) известны под названием формул 
Л яме.

Заметим, что если величины напряжений о>, о{ и о г найдены, 
то радиальное перемещение наиболее просто определяется по урав
нению (2 .2 0 ).

Если цилиндр имеет днища, то при действии на днища внутрен
него и наружного давления возникает осевая сила

N =  рхпг] — р.2лп  
и соответственно напряжение

^  =  (2.27)

Это напряжение численно равно постоянной А, т. е. первому 
слагаемому в формулах (2.24) и (2.25).

Рассмотрим некоторые частные случаи.
Первый частный случай. На цилиндр действует только внут

реннее давление, т. е. р± =  р, р 2 =  0 .
В этом случае, согласно формулам (2.24), (2.25) и (2.27),



Эпюры распределения напряжений по радиусу приведены на
рис. 2.3. Наиболее напряженная точка находится на внутренней 
поверхности. В этой точке

о> =  — р =  сг3; (2 .28а)

' <т( =  р ^ ± 3  =  а 1; (2 .29а) Г2 11

:(Т2. (2 .30а)п  — г т
Если материал цилиндра пластичный, то эквивалентное напря

жение вычисляют согласно гипотезе прочности энергии формо
изменения:

з̂кв =  | / "у  К01 — а 2) 2 (02  — аз-*2 (аз — ст̂ 2] •

В данном случае
■ |А3

и экв • (2 .31)

Если в рабочих условиях в цилиндре не должно возникать 
пластических деформаций, то необходимо, чтобы эквивалентное 
напряжение не превышало 
допускаемого напряжения

р У  3

1 - 4
откуда

П р У  з 
[о]

;М ,

=  . (2.32)

Анализируя зависимость
(2.32), можно увидеть, что

при р  =  -у 1 . отношение ^

обращается в бесконечность.

Следовательно при р >  Рис' 2'3

эквивалентное напряжение во внутренних точках цилиндр а убудет 
больше допускаемого напряжения при сколь угодно большой то л 

щине стенки. Если же давление превысит величину Рт =  -р|^>

то во внутренних точках неизбежно возникнет пластическая де
формация.

Это, однако, не значит, что при больших давлениях подобрать 
размеры цилиндра вообще невозможно. Пластическая деформация 
представляет опасность только тогда, когда она распространяется 
на всю толщину стенки.



При высоком внутреннем давлении расчет цилиндра на проч
ность ведут по предельной нагрузке. За предельное давление 
принимают такое внутреннее давление, при котором пластическая 
деформация распространяется на всю толщину стенки. Величина 
предельного внутреннего давления определяется методами теории 
пластичности. Так, например, для цилиндра с днищами, изготов
ленного из пластичного материала, не обладающего упрочнением, 
предельное внутреннее давление определяют по следующей фор
муле:

р Пр =  у ^ \ п ^ - .  (2 .3 3 )

Задавшись некоторым коэффициентом запаса прочности п, мож
но по заданному давлению р  вычислить требуемое предельное дав
ление

РпР= рп ,

затем по зависимости (2.33) найти 1п ~  и далее радиус г2. Таким
образом, можно подобрать размеры трубы на любое внутреннее 
давление.

Пример 2 .1 . Определить толщину стенки стального цилиндра, находяще
гося под действием внутреннего давления. Дано гх =  2 см; <гт =  2 ,4 - 104 Н/см2. 
Р асчет произвести для двух значений давления; р =  6000Н /см2и р  =  12 ООО Н/см2. 

При р — 6000 Н/см2 расчет выполним двумя методами.
1. По методу допускаемых напряжений.

Примем коэффициент зап аса  по пределу текучести пт =  2. Тогда [а] =  --  =

=  1 ,2 - 104 Н/см2. 1
По формуле (2.32)

1 1  =  у -------- Е—!—- _ - = 2 , 7 2 ,
п  У [о]—р У  з

откуда г2 =  2 ,72  гх =  5 ,4 4  см.
2. По предельной н агрузке.
Коэффициент запаса п по предельной нагрузке возьмем равным трем, тогда 

предельное давление
Рпр — пР =  18 ООО Н/см2.

Подставив значения р пр и а х в формулу (2.33), получим

1,8 . 104 =  2.’4 ' 104, 2 1П Л ,
1/3 Г1

откуда

1п - ~  =  0 ,6 5 ; - -  =  1 ,9 2 ; г2 —  2г1 =  4 см.Г1 С1 —
Сравнение результатов п оказы вает, что расчет по методу допускаемых напря

ж ений дает завышенное значение толщины стенки. Применение этого метода 
в  данном случае нецелесообразно.

При р =  12 ООО Н/см2 выполнить расчет цилиндра по методу допускаемых 
напряжений невозможно.



Расчет по предельной нагрузке дает следующ ие результаты: при п  =  3  

Рпр= п Р = 3 , 6  • 104 Н/ем2.

По формуле (2.33)

га рпр КЗ 3 ,6 -Ю ^ з
г i  2 а т 2 - 2 , 4 -  104 ’ ’

откуда

—  =  3,67; /> =  3 .6 7  r t —  7 .4  см.
ri

Зависимости (2.32), (2.33) справедливы, если материал цилиндра 
пластичный. Если же материал хрупкий, прочность цилиндра 
должна оцениваться по коэффициенту запаса, вычисленному как 
отношение предела прочности материала к эквивалентному напря
жению. Последнее определяется по главным напряжениям на 
основании соответствующей теории прочности (например, теории 
прочности Мора).

В некоторых конструкциях толстостенные трубы работают в 
условиях, не допускающих возникновения остаточных деформаций 
(например, стволы огнестрельного оружия). Величину давления 
до которого цилиндр будет работать упруго, можно повысить р аз
личными способами. Один из способов, называемый автоскреплением 
состоит в том, что после изготовления цилиндр опрессовывают 
высоким внутренним давлением, вызывающим начальную пласти
ческую деформацию. При нагружении рабочим давлением такой 
цилиндр будет работать упруго до более высокого давления, чем 
неопрессованный цилиндр. Расчет автоскрепленных цилиндров 
рассматривается в курсе теории пластичности.

Другой способ состоит в применении составных цилиндров, и з
готовленных из двух или трех труб, насаженных одна на другую с на
тягом. Расчет таких составных цилиндров изложен в § 3.

Второй частный случай. На цилиндр действует только наружное 
давление (рг =  0 и р2 =  р). По формулам (2.24), (2.25), (2 .27) 
получим

г\ (\ Г1 \ . 
' I - ' I  \ r ¡ ) ’ (2 .34)

г * ( i  _ i _ г* у
rl — r\ \ ^  r ¡ ) ’ (2 .35 )

рг\
r l - r ' i  • (2 .36)

Соответствующие эпюры напряжений приведены на рис. 2 .4 .
Анализируя эпюры, легко установить, что наиболее напряжен

ными точками также являются внутренние.
При уменьшении диаметра внутреннего отверстия, т. е. при 

гх -> 0 , окружное напряжение в наружных точках стремится 
к величине — р, а во внутренних точках к — 2р.

Сопоставим эти значения с соответствующими значениями для 
сплошного цилиндра, нагруженного наружным давлением. В сплош 



ном цилиндре окружное напряжение всюду равно — р. Следова
тельно, около малого центрального отверстия окружное напряже
ние возрастает вдвое. Это резкое возрастание около малого отвер
стия является типичным примером концентрации напряжения.

Если материал пластичный, то при статическом нагружении 
концентрация напряжений не приводит к снижению прочности,

так как по мере развития 
пластической деформации 
концентрация напряжений 
сглаживается.

Третий частный слу
чай. Внутреннее и наруж
ное давление одинаковые 
(Р1 — Рг — Р). В этом слу
чае а> =  — р; о, =  — р 
и о г — — р, т. е. все три 
напряжения равны между 
собой и не зависят ни от
г, ни от отношения ра
диусов — . При стремле-

г г
нии радиуса гх к нулю 

в пределе получим распределение напряжений в сплошном ци
линдре.

Отметим, что формулы Ляме справедливы также и в том случае, 
когда давления р 1 и р 2 изменяются по длине по линейному закону. 
Это нетрудно доказать, рассмотрев уравнения теории упругости.

§ 3. Расчет посадок с гарантированным
_  натягом.

Составные цилиндры

Рассмотрим задачу о напряжениях, возникающих при 
посадке одного цилиндра на другой с натягом. Натягом Д называется 
разность диаметров посадочных поверхностей наружного и внут* 
реннего цилиндра (рис. 2.5).

Введем обозначения:
б и с  — радиусы наружного цилиндра;

а  и Ь + - ^ Д — радиусы внутреннего цилиндра;
/ — длина, одинаковая для обоих цилиндров;

Е г и Е 2 — модули упругости внутреннего и наружного 
цилиндра;

¡11 н [х2 — коэффициенты Пуассона соответственно.
Чтобы соединить цилиндры, наружный цилиндр обычно на

гревают; при этом он расширяется и его можно свободно надеть 
на внутренний цилиндр. После охлаждения наружный цилиндр 
плотно охватывает внутренний цилиндр и в результате получается



надежное соединение. В некоторых случаях вместо нагревания 
наружного цилиндра применяют охлаждение внутреннего цилиндра 
в жидком азоте или запрессовывают один цилиндр в другой без 
нагревания или охлаждения (с применением смазки).

При одинаковой длине соединяемых, цилиндров контактное 
давление р к равномерно распределено по посадочной поверхности. 
Величина этого давления может 
быть определена из уравнения сов
местности деформаций.

Обозначим через | иг | умень
шение радиуса посадочной по
верхности внутреннего цилиндра 
и через м2 — увеличение радиуса 
посадочной поверхности наружного 
цилиндра. Очевидно, что сумма 
| ы1 | и и2 должна быть равна 
половине натяга. Так как | иг | =
=  —  Щ И I и2 I =  И2. ТО

— и.1-\-и2 =  ~7г> (2.37)

Рис. 2.5
Применив для наружного ци

линдра формулы (2.28) и (2.29) 
и подставив в них р — р£, гх — Ъ, 
г% == с и г — Ь, получим следующие значения напряжений в точках, 
расположенных на посадочной поверхности:

--- Р к! Рк
С2 + Й 2 

С2 — 6 2
0̂ .

Изменение радиуса 
формуле (2 .2 0 ):

' у  ((У/ П2(ТГ)

посадочной поверхности н2 вычислим по

ьрк /с2+ 62 
Е. \с2 — 62 •ц2

Аналогично определяется изменение радиуса посадочной по
верхности внутреннего цилиндра. По зависимостям (2.34), (2 .35) 
и (2 .2 0 ) при гг =  а, ^  =  Ь, р — р к и г =  Ь найдем

ь2+ а2 .вг --  РК> Рк ¿2_а2 > сг, =  0

Ь2 + а2
Н-1

Подставив выражения иг и м2 в уравнение (2.37) и решив его 
относительно контактного давления рк, получим

д (2 .3 8 )/V



При одинаковом материале внутреннего и наружного цилиндра
№

Р к =
2 Ь №+сР С2+ 62 1 

¿2 —аг +  С2_ г ,2 ]
или

Р к =
А Е (с 2 — 62) (Р — а2)

463 (с2— а2)

Иногда формулу (2.39) записывают также в виде 
Д £  1

Рк 2 й 1 +  *5 , 1 +  ̂ 1
1- / ■ +

(2.39)

(2.39а)

(2.396)

и наружного цилиндра.
Формулы (2.38), (2.39) применяют для расчета прессовых по

садок цилиндров при, одинаковой 
длине сопрягаемых деталей. Эти 
формулы справедливы при усло
вии, что натяг не очень велик и 
деформации в цилиндре только 
упругие. Кроме того, необходимо 
иметь в виду, что величина натяга, 
определяемая по замерам деталей 
до запрессовки, всегда несколько 
больше, чем величина действитель
ного натяга, так как после обра
ботки на поверхности деталей ос
таются неровности (гребешки), 
которые обминаются при запрес
совке. Разница между действитель

ным и измеренным натягом зависит от шероховатости поверхности 
и определяется по эмпирической формуле

лизм

где ^  и ^  — максимальные высоты микронеровностей сопрягае
мых поверхностей. Числовые значения величины И следующие:

К л асс чистоты поверхности 6 7 8 
М аксим альная высота мик
ронеровностей Я, мкм 10 6 3

При различной длине сопрягаемых деталей контактное давление 
распределяется по посадочной поверхности неравномерно. Высту
пающие концы более длинной детали увеличивают контактное 
давление у краев посадочной поверхности, т. е. вызывают концент
рацию напряжений. Точного решения задачи о распределении кон
тактного давления не получено. Приближенное среднее значение 
контактного давления можно определить, приняв, что давление



распределено равномерно. Для случая посадки короткой втулки 
на длинный вал (рис. 2 .6 ) формула для среднего давления анало
гична формуле (2.38) и отличается только тем, что в знаменатель 
введен поправочный коэффициент и, зависящий от отношения 
длины посадочной поверхности I к ее диаметру с1к:

Р к =  г . ,  , м , Л ------- Л  .....ТЖЛТ&-------- г г -  (2-40)
2 Ъ

1 / с2 +  63
-й2 ■с.)]

Числовые значения коэффициента к  в зависимости от отношения 
l/d при различной толстостенности внутренней детали k x даны на 
рис. 2.7.

7 =l i

Рис. 2 .7

Пример 2.2 . Определить напряжения, возникаю щ ие при прессовой посадке 
полого цилиндра на сплошной вал. Диаметры вала  и цилиндра:

d =  2Ь =  100 мм; dt =  2Ь =  100 мм; d2 =  2 с =  180 мм. Модуль упругости 
материала Е — 2 -1 0 7 Н/см2.

Натяг А =  0 ,05  мм.
Контактное давление определяем по формуле (2 .3 9 ):

'2 -1 0 » -0 ,0 0 5  о  л СЛ T J  / 2 
Рк = ------ 7------ 02 I £5Т =  3460 Н/см •

2 - 5  1( , + Щ
\ ^  92 — 52 }

Напряжение во внутреннем (сплошном) цилиндре 

о г =  =  — Рк =  — 3460 Н/см2.

Напряжение в наружном цилиндре [см. формулы (2 .28 ) и (2.29)] при г =  Ь =  
=  5 см; аг =  — 3460 Н/см2; =  6540 Н/см2; 
при г =  с =  9 см; а г =  0; С/ =  3090 Н/см2.

Эквивалентное напряжение в наиболее напряженной точке (на внутренней 
поверхности наружного цилиндра)

: ] / ~  Î  [(< > ,-С7Г)2 +  а ? +  <^] =  8800 Н/см2.

Приведенный пример показывает, что даж е при сравнительно 
малом натяге возникают значительные напряжения. Отсюда сле



дует, что детали, предназначенные для соединения с натягом, 
должны изготовляться с большой точностью, так как даже не
большое отклонение от номинальной величины натяга может 
привести к снижению прочности соединения.

Остановимся на особенностях расчета составных цилиндров. 
Составные цилиндры из двух и более труб, посаженных один на 
другой с натягом, находят применение в машиностроении в тех 
случаях, когда требуется, чтобы деформации были упругими при 
возможно большем значении внутреннего давления.

За счет натяга в составном цилиндре возникают начальные на
пряжения, характер распределения которых по поперечному се
чению показан на рис. 2.8, а. При этом в наружном цилиндре воз-

Рис. 2.8

никает растягивающее окружное напряжение, а во внутреннем — 
сжимающее. При приложении внутреннего рабочего давления на 
начальные напряжения накладываются рабочие напряжения (рис. 
2 .8 , б), в результате получаются суммарные напряжения (рис. 2 .8 , в). 
В точках, расположенных на внутренней поверхности составного 
цилиндра, суммарное окружное напряжение получается меньше, 
чем в тех же точках целого цилиндра, в то время как в наружных 
точках окружные напряжения, наоборот, возрастают. Оптимальное 
значение контактного давления р к и соответствующего ему натяга 
можно определить из условия равнопрочности внутреннего и на
ружного цилиндра, а оптимальное значение радиуса контактной 
поверхности — из условия наибольшего снижения эквивалентного 
напряжения в опасной точке.

Согласно этим условиям оптимальный радиус контактной по
верхности

гк =  У г!Г2. (2.41)
Оптимальная величина контактного давления при выполнении 

условия (2.41):



А =  ^ - .  (2.42.а)Е
Остановимся более подробно на вопросе определения величины 

натяга, соответствующего заданному начальному контактному 
давлению В случае двухслойной трубы эта задача решается с по
мощью зависимостей (2.38), (2.39). Другой, более простой, способ 
определения требуемого натяга состоит в следующем.

Если контактное давление задано, то по формулам Ляме вычи
сляют напряжения в точках, расположенных на посадочных поверх
ностях внутренней и наружной трубы. После этого по формуле (2.20) 
определяют радиальные перемещения н, (для внутренней трубы) 
и и2 (Для наружной трубы). Разность этих перемещений (взятых 
с учетом их знаков) равна половине натяга А, следовательно,

Такой метод особенно удобен для расчета натягов трехслойных 
цилиндров.

Пример 2 .3 . Определить величины натягов для цилиндра, составленного 
из трех стальных труб:

1-я труба гп — 4 см г12 =  8 см
2-я » гп  =  8 » г22 =  11 »
3-я » >31 = П  » ' 82=  1 4 »
Величина контактного давления на обеих контактных поверхностях задана 

одинаковой и равной рк1 =  р к2 =  3000 Н/см2.
Вычислим напряжения:

По формуле (2.20) определим перемещения точек, располож енны х на поверх
ностях контакта (0г считаем равным нулю). Д ля первой контактной поверхности

Д =  2 и-2 — 2их. (2.43)

«12 =  (а/12—И-0 /-гг) — —
32 800
— - — - =  —  0 ,0 0 1 6 4  см;

Е

«21 =  — (а /21 — ^ т )  — 16 800- _  _  о ,оо084 см 
Е

Д ля второй контактной поверхности



32  ООО
Д1 =  2ыа1 — 2 и12 — — ~ —  =  1 6 - 10~4 см =  16 мкм;

Д2 =  2ы31— 2 ц2г =  45^400 — 1 7 2 .1 0 -«  см = 1 7 2  мкм 

(Е =  2-  107 Н/см2; (л— 0,3 ).

Н айденные значения натягов обеспечивают заданные контактные давления, 
однако вопрос о том, являю тся ли эти контактные давления оптимальными, остается 
неисследованным. Т акж е остается невыясненным, насколько удачно выбраны 
радиусы посадочных поверхностей. Д л я  выяснения этих вопросов следует варьи
ровать значениями радиусов и величинами контактных давлений и выбрать 
такие, при которых эквивалентное напряжение будет наименьшим.

Пр̂ и этом исследовании напряжений удобно применять графи
ческий метод, позволяющий быстро найти напряжения и видеть,

как влияет изменение того или иного параметра на распределение 
напряжений.

Графический метод [21] основан на замене переменной г новой 
переменной:

Х =  ~2Г- (2.44)

Формулы Ляме (2.17) и (2.18) принимают вид

<у г  =  А - В х \ ( 2 . 4 5 )

о 1 =  А +  Вх. (2.46)

Равенства (2.45) и (2.46) представляют собой уравнения пря
мых, отличающиеся одно от другого только знаком углового коэф
фициента. Возьмем системы координат х, о 1 и лг, а г и расположим 
их таким образом, чтобы начало координат и оси ординат были 
совмещены (рис. 2.9), а оси абсцисс направлены в противоположные 
стороны. Тогда прямые, построенные по уравнениям (2.45) и (2.46),



на этих осях будут продолжением одна другой. Так как переменная 
х не может иметь отрицательных значений, то участок прямой, 
расположенный слева от начала координат, будет относиться только 
к напряжению о п а участок, расположенный справа, — к напряже
нию о,. Предположим, что заданы радиусы г1 и г2 и давления р 1 и рг
и требуется определить напряжения. Вычислим х! =  - 4 — и х2 =

Г1
и отложим их вправо и влево от начала координат (см. рис. 2 .9 ). 
Радиальные напряжения во внутренних и наружных точках равны 
соответственно внутреннему и наружному давлениям, взятым со 
знаком минус, т. е.

—  —  Р ъ  о>2 —  —  Рг-

Отложив от точек хх и х2 в координатной системе х, о ,  ординаты, 
соответствующие напряжениям о г1 — — р1 и о г2 =  — р2> и соеди
нив полученные точки прямой линией, получим эпюру напряжений 
о Г (л:). Продолжение этой прямой в область, расположенную справа 
от начала координат, дает эпюру напряжений о 1 (.х). Эти эпюры
характеризуют изменение напряжений по переменной х = ~
(точки прямых, расположенные ближе к началу координат, со
ответствуют наружным точкам цилиндра, а точки, удаленные от 
начала координат, — внутренним точкам цилиндра).

Пример 2 .4 . Определить графическим способом напряжения, возникаю щ ие 
при соединении двух цилиндров с  помощью прессовой посадки. Задан ы  значения 
радиусов ги т% и г& и контактное давление рк.

Отложим вправо и влево от начала координат отрезки хг =  ; хк =

1 1  Г‘
=  — *2 =  - г ( р и с .  2.10). В  левой части графика от точек хъ хк,х 2 отлож и м  по вер-

г к
тикали отрезки, равные напряжениям а п , а гк и о г2, и соединим полученны е точки 
прямыми линиями. В данном случае а п  =  0 , агк =  —  рк и а п  =  0. Эпю ра н ап р я
жений о г (х) имеет вид треугольника (левая  сторона графика, см. рис. 2 . 10).



бГ б 1.

Рис. 2.11

Рис. 2.12



Продолжив наклонные участки эпюры а г (дс) в область, расположенную 
справа от начала координат, получим эпюру напряжений at (х). Ординаты этой 
эпюры при х — хъ  х =  хк и х =  х2 определяют в соответствующ ем масштабе 
напряжения 0/ во внутренних и наружных точках п ервого и второго цилиндра.

Пример 2.5 . Определить графическим способом посадочные напряжения 
в трехслойном цилиндре, рассмотренном в примере 2 .3 .

Значения переменной х в граничных точках:

* и  =  4 -  =  625 • 10~4 1/см2; *к1 =  ~  =  156,2- 10~* 1/см2;
ГП ГК1

хкй =  А г  =  8 2 ,7  • 10-* 1/см2; х32 =  ~  =  5 1 , l - l O ' 4 1/см2.
'к2 Г32

Графическое определение напряжений для этого сл у ч ая  показано на рис. 2 .1 1 .

При определении оптимальных значений радиусов и натягов 
целесообразно построить вначале график, соответствующий рабо
чему внутреннему давлению р для сплошной трубы (прямая abed, 
рис. 2.12). Затем, задавшись значениями х к1, х к2, р к1 и рк2, отло
жить от прямой ab  в соответствующих точках выбранные контакт
ные давления. Соединив полученные точки т  и п с точками а  и Ь, 
получим эпюры результирующих радиальных напряжений (ли
ния amnb). Продолжение наклонных прямых am , тп, nb в область, 
расположенную справа от начала координат, дает эпюру резуль
тирующих окружных напряжений. На рис. 2 .12  эпюры результи
рующих напряжений заштрихованы.

Это построение дает наглядное представление о том, насколько 
удачно выбраны радиусы посадочных поверхностей и контактные 
давления, и позволяет видеть, каковы окружные напряжения 
в каждой из трех труб, а также позволяет оценить эффект замены 
однослойного цилиндра трехслойным.

§ 4. Температурные напряжения 
в толстостенных цилиндрах

В стационарном тепловом режиме температура рас
пределяется по толщине стенки цилиндра по логарифмическому 
закону [см. равенство (2.2)]. Подставив выражение (2.2) в правую 
часть уравнения (2.14), получим

d?or . о 1 dor Е а Т  1 /|7 \
+  7  ‘ dr . . тх ' Л2 • \

( l - ( l ) l n  -±- 
' 2

Общее решение этого дифференциального уравнения можно 
представить в виде суммы общего решения однородного уравнения
(2.15) и частного решения уравнения с правой частью (2.47):

о г =  А ~  А  -  9 п К Г г - — — • (2.48)г2 2 (1 — ц) 1п



Постоянные А и В , как и ранее, определяют по граничным усло
виям. Поскольку напряжения от внутреннего и наружного дав
лений можно определять независимо от температурных напряжений, 
примем, что в данном случае давления равны нулю. Тогда граничные 
условия будут следующие: 
при

г =  п  <тг =  0 ;
при

г =  гг а г =  0 .

На основании этих условий
Т Е а  г? „  Т Еа  г М  (2 4 д )

2(1  - ц )  (г! —г|) * В =  -

В результате подстановки постоянных выражение радиального 
напряжения (2.48) принимает вид

ТаЕ
2 (1 - 1*)

1п г%

1п

{г1-г*)г\ 
(г!-г!) Г* (2.50)

Напряжение определяется на основании уравнения (2.13):

' 1 -ТаЕ
2 (1 - 1*)

-1п ^

1п

И -/ -2) л
( .г 1  —  г 1 ) г 2

(2.51)

Для определения третьего напряжения а г необходимо вначале 
найти деформацию е г. Для этого используем дополнительное ус
ловие равенства нулю осевой силы в цилиндре

'а
N — $ ог*2яг йг =  0.

Г1
Подставив под знак интеграла выражение (2 . 11) и выполнив 

интегрирование с учетом зависимостей (2.10), (2.50), (2.51), а затем 
решив полученное равенство относительно ег, получим

Л ■ 1е , =  — а  Т
2 1п —

(2.52)

Выражение напряжения аг (2 . 11) принимает следующий вид:

ТаЕ
2 (1 -IX)

1 - 2  1п______ Г

1п ^

2г\ 
г1 — г (2.53)

На рис. 2 .13  приведены эпюры напряжений а п о ь а г, построен
ные на основании зависимостей (2.50), ,(3-51), (2.53) (перепад тем-



ператур Т принят положительным). Наибольшие напряжения воз
никают во внутренних точках. Для оценки величины этих напря
жений приведем числовой пример.

Пример 2 .6 . Дано: г2 =  3r{\ Т =  tx —  t2 — 40° С; Е  —  2 - 1 07 Н/см2; 
(х =  0 ,3 ; а =  12-10_в 1/град (сталь). Вычислим напряжения в то ч к а х , располо
женных на внутренней поверхности:

Как можно видеть, даже при сравнительно малом перепаде температур 
напряжения достигают весьма больш их величин.

При большом перепаде температур напряжения в цилиндре могут превысить 
предел текучести материала. В этом случае выведенные зависим ости неприменимы. 
Если ж е перепад невелик, но температуры ^  и высокие, выведенными зависи
мостями можно пользоваться; необходимо только подставлять в них значение 
модуля упругости, соответствующее средней температуре стенки цилиндра. При 
одновременном нагружении цилиндра внутренним и наруж ны м давлением и 
неравномерном нагреве напряжения можно вычислять отдельно и затем сумми
ровать.

2(1~М) (/„'} r ? - r ? J
ТаЕ /  1 2г/  |

ТаЕ  1 =  -  9240 Н/см2; а , .= 0 .



Глава 3 НАПРЯЖЕНИЯ И ДЕФОРМАЦИИ 
В ДИСКАХ ПРИ ВРАЩЕНИИ 
И НЕРАВНОМЕРНОМ НАГРЕВЕ

§ 1. Вывод основных уравнений

Диски рабочих колес турбин и турбокомпрессоров 
относятся к числу наиболее ответственных деталей машин. При 
вращении и неравномерном нагреве в дисках возникают окружные 
и радиальные напряжения и о>. Кроме этих основных напряже
ний, в дисках могут возникать также напряжения за счет осесим
метричного изгиба под действием сил, перпендикулярных их плос-

&ГН &ГН

Рис. 3.1

кости и напряжения концентрического кручения за счет передавае
мого диском крутящего момента. Однако напряжения изгиба и 
кручения обычно имеют второстепенное значение. Эти напряжения 
могут быть определены независимо от напряжений растяжения. 
В настоящей главе изгиб и кручение дисков не рассматриваются.

На рис. 3 .1 , а и б изображены диски машин осевого типа (т. е. 
машин, в которых рабочее тело —  газ или жидкость — движется 
в осевом направлении). Эти диски могут быть сплошными (рис. 3.1, а) 
или с центральным отверстием (рис. 3.1, б). Толщина дисков к



обычно бывает переменной по радиусу. По наружной поверхности 
эти диски нагружены напряжением о га, создаваемым центробеж
ными силами рабочих лопаток и узлов их крепления. По внутренней 
поверхности диска с центральным отверстием действует контактное 
давление р к от напряженной посадки на вал. Кроме того, по всему 
объему диска действуют массовые силы инерции, возникающие при 
его вращении.

Согласно принципу Даламбера, всякое тело, движущееся с 
ускорением, можно рассматривать как неподвижное, добавив 
к реально действующим силам фиктивные силы инерции. Последние 
равны произведению масс на ускорения и направлены в сторону, 
обратную ускорениям. В данном случае при вращении диска все 
его точки испытывают центростремительное ускорение. Следова
тельно, силы инерции направлены по радиусу от центра. Интен
сивность этих сил ц равна произведению плотности материала на 
ускорение соаг, т. е.

=  (3.1)

где £  — ускорение силы тяжести, см/с2; 
у — удельный вес, Н/см3.

В дисках машин радиального типа (т. е. машин, в которых газ 
или жидкость движется в радиальном направлении) рабочие ло
патки изготовляют обычно за одно целое с диском (рис. 3 .1 , в). 
При расчете таких дисков считают, что лопатки сами не восприни
мают нагрузки, а только увеличивают инерционную нагрузку на 
диск. Интенсивность инерционной нагрузки в этом случае возрас- 

р'
тает в отношении ^  (где =  2пгН — площадь сечения тела диска
цилиндрической поверхностью радиуса г; Р' =  2 я гк +  гРл —  та 
же площадь, включая площадь сечения лопаток; г —  число ло
паток; 7% — площадь сечения одной лопатки). Таким образом, ин
тенсивность инерционной нагрузки для дисков машин радиаль
ного типа

?“^ “гФ+тетг]- (3'2)
Радиальное напряжение о га у таких дисков отсутствует, так как 

наружный край свободен.
Температурные напряжения в дисках зависят от заданного 

поля температур. Последнее устанавливается в каждом отдельном 
случае на основании анализа теплового режима. Логарифмический 
закон распределения температур, справедливый при осесимметрич
ном стационарном нагреве длинных полых цилиндров, в данном 
случае не применим из-за теплообмена диска с окружающей средой 
по торцовым поверхностям. При значительном перепаде температур 
необходимо также учитывать переменность по радиусу модуля 
упругости и характеристик прочности материала. Д ля стали,



например, при повышении температуры от 20 до 500° С модуль 
упругости снижается приблизительно на 40% .

Инженерная теория расчета дисков основана на следующих 
основных допущениях:

1. Нормальные напряжения в плоскостях, параллельных сре
динной плоскости диска, считаются равными нулю, т. е. напряжен

ное состояние рассматривается как 
плоское (двухосное).

2. Температура. /, а также на
пряжения 0 , и а, постоянны по 
толщине диска, т. е. являются 
функциями только текущего ра
диуса г.

Эти допущения были обосно
ваны путем сопоставления прибли
женного решения с точным, по
лученным для некоторых частных 
случаев.

Основные исходные уравнения 
для вращающихся неравномерно 
нагретых дисков аналогичны со
ответствующим уравнениям для 
толстостенного цилиндра, нагру- 

Рис. 3.2 женного внутренним и внешним
давлениями. В частности выраже

ния деформаций ег и е, через радиальное перемещение и (2.4) 
и (2.5) полностью остаются в силе. Также остается справедливым 
уравнение совместности деформаций (2.6).

С учетом нагрева зависимости закона Гука для двухосного на
пряженного состояния можно записать в виде

ег =  -Ё~((Уг-\101) +  д-, (3.3)

£/ =  -£• - ~  М- )̂ +  6> (3 -4)

бг Ьгй(р+£(бгЬгс1<р) Лг

где 0 =  0 (г) — температурная деформация;

в — а  (¿ — ¿о). (3.5)

Подставив выражения (3.3) и (3.4) в уравнение (2.6), получим 
уравнение совместности деформации в напряжениях

г Ж  [ 4 "  (а ‘ -  ^  ~  а') +  г =  °- (3 -6)

Второе уравнение с неизвестными аг и ст, составляется на осно
вании условий равновесия элемента объема диска. Оно отличается 
от соответствующего уравнения (2 .1) наличием дополнительного 
слагаемого, учитывающего силы инерции.



Выделив бесконечно малый элемент объема диска (рис. 3 .2 ) 
и приравняв нулю сумму проекций всех сил на направление р а
диуса, .получим

~  (Prhr) — ath +  qrh =  0. (3.7)

Уравнения (3.6) и (3.7) представляют собой разрешающие у р а в 
нения вращающихся неравномерно нагретых дисков. В некоторых 
частных случаях эти уравнения интегрируются в квадратурах. 
В более общем случае уравнейия решаются численными методами 
с применением ЭЦВМ или приближенно.

§ 2. Вращающиеся неравномерно нагретые 
диски постоянной толщины 
при постоянных по радиусу характеристиках 
УПРУГОСТИ Е И (Л

При h =  const, Е  =  const и [х =  const уравнения 
(3.6) и (3.7) упрощаются и принимают вид

r ^ r ( a t ~  Н- )̂ +  (1 +  Ц) (а, — Or) +  E r ~  =  0; (3 .8 )

~ ( o rr ) - e t +  ^ f -  =  0. (3 .9)

Из уравнения (3.9)

a ‘ =  w ( ° r r ) +  ^ -  (з л °)

подставим в уравнение (3.8); в результате получим дифферен
циальное уравнение второго порядка относительно а/.

Г ^ + 3 Ч Г  =  - Р  +  М 1 (З -11) 

Используя тождество
d2ar , о dor ____ Г_1_ , 2>"|

dr 1 dr dr  |_ r dr '  r ' J ’

запишем уравнение (3.11) в виде

W  [ }  - i  M  =  -  (3 +  (.) -  E £ .  (3 .12)

Проинтегрировав уравнение (3.12) дважды, получим
3 + r t v ^ . _ j T ,  ( 3 1 3 )

здесь А и В  — постоянные интегрирования.
Величина Т  представляет собой интеграл вида

Г
Т =  \ к  d r , (3 .1 4 )

где ^ ^ г ^ г .



Нижний предел интегрирования постоянный, влияющий только 
на величину констант А и В , целесообразно принять равным внут
реннему радиусу диска, так как в этом случае интеграл (3.14) 
при г =  гх обращается в нуль, и уравнения граничных условий 
несколько упрощаются.

Напряжение о, определяется по соотношению (3.10), которое 
при подстановке в него выражения (3.13) принимает вид

■Ев. (3.15)

ш-м),
3+м 6*так

Постоянные интегрирования А к В в каждом частном случае
определяются по граничным условиям 
на наружной и на внутренней поверх
ностях диска (или в центре диска).

Рассмотрим некоторые частные слу
чаи.

I. Сплошной вращающийся диск 
(без центрального отверстия) постоян
ной толщины; неравномерный нагрев 
отсутствует (рис. 3.3). Граничные усло
вия:

в центре диска при г =  0 , на осно
вании симметрии, а г =  а (\

на наружной поверхности при г =  
=. гг а г =  0 .

Из этих условий с учетом выражений (3.13) и (3.15) при 0 = 0  
и Т  =  0 найдем

В =  0; А — (3 +  ̂ )?ю2̂

Рис. 3.3

вид
Формулы для напряжений (3.13) и (3.15) в этом случае принимают

_  (З +  Ц) ? ® 2 г --------------Щ -------- { Г г - г ) ,

„  ____( 3 - Ь ц ) 7 ш 2 /  2 1 + З ц  2

1г* “ з + ] Г "

(3.16)

(3.17)

Эпюры напряжений, построенные по зависимостям (3.16) и (3.17), 
приведены на рис. 3 .3 . Наибольшие напряжения возникают в 
центре диска

_ (3 +  ц) ум2/-!
О г  т а х  —  ]

Следует отметить, что при заданном удельном веса у напряжения 
зависят только от окружной скорости V =_ шг2. Так, например, для 
диска из стали с удельным весом у =  7 ,8 -Ю' 2 Н/см3 при (х =  0,3 
наибольшее напряжение

(3 +  Ц)уа2О/г = 3,28и2.



В частности, при г2 =  20 см и п =  20 ООО об/мин окружная 
скорость

я
30

=  420 м/с

и напряжения
( Т , т а х  =  ^ тах =  5 8 -1 0 3 Н/СМ2.

Для каждого материала можно установить предельно допусти
мую окружную скорость. Тогда работоспособность диска можно 
оценивать, сопоставляя фактическую окружную скорость с допус
тимой.

2. Диск постоянной толщины с центральным отверстием; нерав
номерный нагрев отсутствует (рис.
3.4). Если края диска свободны, то 
граничные условия следующие: 
при

г =  гх о  г =  0 ;

Ь̂тах

при
Г =  Г2 о  Г =  0 .

С учетом зависимости (3.13) при
0 =  0 и Т  =  0 эти условия приво
дят к двум уравнениям, решение ко
торых дает значения постоянных:

,  (3 +  ц )ую 2 (г| +  г!)  .
8§

В = (3 +  ц )У ^ г}г|

Тд— С* г»

Рис. 3.4

Формулы (3.13) и (3.15) для напряжений в данном случае при
нимают вид

. (ЗгИОт^ ( г1 +  г1_ 1 1 ± _  Г2), (3.18)Ог %
(3 +  (X) -\>ш2 Л +  г\

_ 1 +3[я 
3 +  ц

(3.19)

Эпюры напряжений для кольцевого диска приведены на рис. 
3.4. Наибольшее напряжение возникает в точках диска, располо
женных на внутренней поверхности:

(З +  И') V“ 2-И+ттИ- (3-|9а)
При стремлении радиуса отверстия к нулю это напряжение 

стремится к величине, равной Сравнивая эту вели
чину с величиной напряжения в центре сплошного диска, можно 
увидеть, что около малого центрального отверстия возникает кон
центрация напряжений (коэффициент концентрации равен 2 ).



Отметим еще другой предельный случай, когда гх - *  ->  г, т. е. 
когда диск вырождается в тонкое кольцо. По формуле (3.19) при
Г1 ~  г.2 =  г найдем а/ =  ^  г . Эту величину можно также легко по
лучить непосредственно из уравнения равновесия половины кольца.

3. Диск постоянной толщины находится в условиях неравномер
ного нагрева; вращение отсутствует.

Основная трудность определения термических напряжений за
ключается в установлении поля температур. Предположим, что тем
пература изменяется по радиусу согласно закону

1 2

Тогда температурная деформация

0 =  ( / - д а  =  01 +  е̂ Л

Учитывая, что равномерный нагрев диска не вызывает напряже
ний, первое слагаемое в написанном выражении можно отбросить и 
считать, что температурная деформация подчиняется следующей 
зависимости:

— г2.

По формуле (3.14)

г  =  а  =  | ^  ;> &  -

Подставив Т  и 6 в выражения (3.13) и (3.15), найдем 

гг -  л Д _
г г2 4г|

д/ д Л +  4 - М 4 » - Ь > Л
г 2 4 г\

Постоянные интегрирования А и В  определим по граничным 
условиям.

В случае сплошного диска: 
при

г =  О аг^= О/',
при

г — г2 0( =  0 .
Согласно этим условиям

В =  0; Л = ^ « ~ 81>.

* - * “ *= “ 0 - £ ) ;  (з.2о,

Тогда



Эпюры напряжений по радиусу приведены на рис. 3.5. При 
/2 — 10 =  700°; Ь — г0 =  200° С; а  =  15 *10-в1/град; Е  =  2 • 107 Н/см2;
02 — 01 =  (к — У  а — 7 5 •ЛО“4; напряжение а ( в наружных 
точках

о ( =  — Е =  -  2 ' 10? '275- - - -  =  75 • 103 Н/см2.

(г =  г2)

Выполненный расчет основан на допущении, что модуль упру
гости материала имеет постоянное значение. В  действительности 
величина модуля упруго
сти зависит от температуры.
Расчет диска с учетом пере
менности модуля упруго
сти по радиусу рассмотрен 
в § 4.

Отметим еще случай, 
когда кроме вращения и 
неравномерного нагрева на 
внутренней и наружной 
поверхностях имеются за
данные напряжения а п  
и а г2. Значения напряже
ний аг и ст, в произвольной 
точке диска в этом случае 
можно определить, сложив 
напряжения, вычисленные 
по зависимостям (3.16) — (3.21), и напряжения, вычисленные по 
формулам Ляме.

Можно также определить значения суммарных напряжений непо
средственно по зависимостям (3.13) и (3.15), используя граничные 
условия: 
при

/• =  /• 1 Ог =  Оп,

при
Г =  Г2 о г =  ог2.

Формулы (3.16) — (3.19), выведенные для тонких дисков, иногда 
применяют для расчета длинных сплошных или полых вращаю
щихся барабанов. Распределение напряжений в длинном барабане, 
строго говоря, отличается от распределения напряжений в тонком 
диске. Если в диске напряженное состояние — плоское (аг =  0), 
то в барабане оно объемное (а г 0). Относительная осевая де
формация гг в диске переменна по радиусу, а в барабане — по
стоянна (поперечные сечения в длинном барабане остаются пло
скими).

в2-$4 —т ~ ы

Рис. 3.5



Формулы для напряжений в длинном вращающемся барабане 
имеют вид

В уоIV2 (3 — 2ц)
7 Г  8^(1 — |Л)
В _  ум2г2 (1 +  2ц) 
г2

ог —А —

o t =.А  +  -
8§ ( 1- ц )  •

Для цилиндра с отверстием при граничных условиях:

г =  гх, а Л =  0 ; 
г =  г2, а г =  0\ 

ую2 ( 3 - 2 ц )  ( г%л_ , 2 г|г| \

сh

° г ' 8г ( 1 -
__ усе2 (3 — 2ц)
~~ 8 g ( l - n )

■ц) r l+  г\ -

при Г =  г,

07
(3 —  2ц) усо2 
( 1 - ц ) 4 £ Л«-

1
3 —2ц

1 ~Ь 2ц 
3 — 2ц

2 ц  а\
~9и" Г 1 '

Для цилиндра без отверстия при граничных условиях:

г =  О, о> =  а/; 
а- =  /-2, (тг =  0 ; 
усо2 ( 3 - 2ц) г .  , ,

8^ (1 —ц) 1Г2 ■!’

<*/=
усо2 (3 — 2ц)

при г — О

— 2ц) Г а _  1 + 2 ц  
W — ц) L 3 — 2ц

■ a t] 3 — 2ц уш2г|

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.25а)

(3.26)

(3.27)

1 — ц ■ (3.27а)

Осевое напряжение аг и осевая деформация ег во вращающемся 
цилиндре при условии отсутствия осевой силы определяются по 
зависимостям:

усо^ц

4*(1-
е ,  =  —

[rl +  г\ — 2г\,
уш2ц
2 gE (ri +  П).

(3.28)

(3.29)



На рис. 3.6 и 3.7 представлены эпюры напряжений для полого 
и сплошного вращающихся цилиндров. Сравнение этих эпюр с эпю
рами для тонкого диска (см. рис. 3.3 и 3.4) показывает, что разница 
в значениях напряжений незначительная. Так, например, при отно-

Рис. 3.7

шении —1 =  4 " наибольшее окружное напряжение в длинном ци

линдре составляет

О/ гаах — 6 , 9 7

а в тонком диске

■ 6 , 7 5 •

При отношении —  =  0, т. е. в сплошном цилиндре,

__о до Vм2Г1
О/ гаах — >

в то время как в сплошном диске

0̂  шах =  3 , 3 0

Эти результаты показывают, что применение формул, выведенных 
для дисков, для расчета вращающихся цилиндров или барабанов 
не приводит к большой погрешности.

§ 3. Диски равного сопротивления 
и конические диски

Диски турбомашин часто делают переменной толщины, 
утолщающимися к центру. Это позволяет получить более равномер
ное распределение напряжений.



Иногда применяют диски равного сопротивления или так назы
ваемые равнопрочные диски (рис. 3.8), в которых напряжения 
о г и a¡ одинаковы по величине и постоянны по радиусу

о/ =  о  г =  а0 =  const (3.30)

(предполагается, что неравномерный нагрев отсутствует).
Выясним, как должна изменяться толщина диска равного сопро

тивления по радиусу. -Подставив значения напряжений (3.30) в
общие уравнения (3 .6 ) и (3.7) и приняв 6 =  0 и q = ^ ~ ,  уви
дим, что уравнение совместности деформаций (3 .6 ) удовлетворя

ется тождественно, а уравнение равновесия (3 .7 ) 
принимает вид

dh , yw V 2 , _Г- бгг б0

////I
Разделив

получим

<70Г ,
0 dr g

переменные и

Л =  0. (3.31)

проинтегрировав,

\nh — — уа>2г2 
2ficr0 ■С. (3.32)

i I.
Д ля определения постоянной С используем 

условие на наружной поверхности: при г — гг 
толщина диска равна заданной толщине /г2:

In

Рис. 3.8
откуда

С =  In h2 +

2gor0 ~ 

ym2r¡

-С,

2gtj0

С учетом значения постоянной С равенство (3.32) принимает вид

1пТГ =h,.
уи2 (г| — г2) 

2go¡
или

где
h =  h2e A № r2\ (3.33)

7<в2
2ga0

Толщину диска в центре найдем, приняв г — 0 :

h0 =  /г2еАг\
(3.34)

Отметим, что диск равного сопротивления не может иметь свобод
ный наружный край, а также не может быть сделан с центральным 
отверстием или со ступицей, так как в этом случае невозможно 
обеспечить выполнение граничных условий. Часто диски равного 
сопротивления изготовляют с наружным ободом (рис. 3 .9 ); при 

'этом обычно бывают известны ширина обода ка, радиальное на-



пряжение на его наружной поверхности аАН, радиусы га и г2, а также 
величина допустимого напряжения в полотне диска а0. Неизвест
ными являются толщины /г2 и /г0. Чтобы найти /г2, необходимо со
ставить уравнение совместности деформаций, учитывающее ра
венство радиальных перемещений на наружной поверхности диска 
и внутренней поверхности обода.

Рассматривая обод как кольцо, нагруженное силами инерции, 
а также радиальными напряжениями на наружной и внутренней по

верхности о ,н и о0, вычислим возникающее в нем окружное напря
жение. Запишем уравнение равновесия половины кольца

откуда

Н

о>„2Ннга — 0о2/г2/-2 +  ^ со2г йг 2гК =  2(1/ об^об,
Г*

1 Г _  .. .  , ■УШ, АН ( Г5 - Г1 ) 1
<Т/об— р  ̂ |̂ П1̂ н̂ н 0ч/̂ 2 2̂ Ч" ^

где
^ о о  =  ( г н Г 2) .

По напряжению а/об определим окружную деформацию и ра
диальное перемещение

об ---  £  5 “ об ---  О б ̂ 2

или

¿/0б :
об

тсо̂ Л /а*®_Г'о̂  "1
о га^ г и — а (>к2г2 +  —— ^ -------- ] .  (3.35)

Это перемещение следует приравнять перемещению точек на
ружной поверхности диска, которое также определим по окружной 
деформации. Напряженное состояние в диске —  двухосное:

Ог =  =  (Тд.



Окружная деформация е/д =  -j|—  Ц- 
Радиальное перемещение

Сто (1  —  и-) rgМд — 2 = (3.36)

Приравняв иоб и ид, получим уравнение, содержащее только 
одну неизвестную величину h2. После того, 
как толщина h2 будет найдена, можно по 
зависимости (3.34) определить толщину h() 
в центральной точке диска. При большой 
толщине обода напряженное состояние в нем 
целесообразно рассматривать как двухос
ное, тогда для вычисления напряжений в 
ободе следует применять формулы Ляме 
и формулы для вращающихся дисков по
стоянной толщины (3.18), (3.19).

Рассмотрим напряженное состояние ко
нических дисков при вращении (при отсут
ствии неравномерного нагрева).

Конические диски или диски прямоли
нейного профиля широко применяют на 
практике, так как они более просты в из
готовлении по сравнению с дисками рав
ного сопротивления. В то же время на
пряжения в коническом диске распреде

ляются более благоприятно, чем в диске постоянной толщины. 
Введем обозначения:

,  R — радиус окружности пересечения образующих 
(рис. ЗЛО);

— безразмерный текущий радиус;
р) — толщина диска на радиусе г (h — h0 при г =  0 ); 

интенсивность радиальной внутренней силы, 
Н/см.

Используя принятые обозначения и считая Е  и ^ постоянными, 
можно преобразовать уравнение совместности деформаций (3.6) 
и уравнение равновесия (3.7) к одному уравнению с одной неиз
вестной:

, ,  ч d2Nг . ,0
р 0  - p ) - ^ f + ( з -

р :
h =  h0 (1

Nr =  o rh

•2 p ) ^  +  ( l - , ) ^  =

- ( 3 + n )  p (l P)2- (3.37)

Уравнение (3.40) есть частный случай гипергеометрического 
дифференциального уравнения Гаусса. Решается оно в гипергео- 
метрических функциях. Практическое решение уравнения (3.37) не 
представляет трудности, так как для гипергеометрических функций



составлены таблицы. Вычислив функцию Ыг, можно затем перейти 
к определению напряжений:

ог =  А Ь  +  г +  ^з; |«Л. <3-38)— Лф1 +  Вср2 +  ^ —  Фз, ]

где Л и В  — постоянные интегрирования;
-фх, г|з2, чр3, фх, ф2, Фз — функции безразмерного радиуса р.

Таблицы этих функций, вычисленные при р =  0,3, приведены 
в работе [17]. Для определения постоянных А и В используют 
граничные условия на внутренней и наружной поверхностях диска. 
Кольцевой диск:

при г =  гх аг =  оуъ 
при Г =  Г2 О г — Ог2.

Диск, не имеющий центрального отверстия: 
при г =  0  а г =  о 1\ 
при г =  гг а г — аг2.

Более подробно вопросы расчета конических дисков как с плос
кой срединной поверхностью, так и с конической срединной по
верхностью рассмотрены в книге [12]. Там ж е приведены таблицы 
специальных функций.

На наружном краю конического диска обычно имеется цилин
дрический обод. Центральную часть диска изготовляют сплошной 
или со ступицей для посадки на вал. Для быстрого определения 
напряжений в конических дисках, имеющих ступицу и наружный 
обод, удобно пользоваться таблицами [4].

§ 4. Расчет дисков переменной толщины 
методом начальных параметров 
с применением способа двух расчетов

Рассмотрим диск переменной толщины, представлен
ный на рис. 3.11, а. На внутренней поверхности действует радиаль
ное напряжение сД ,, =  — рг за счет напряженной посадки на вал; 
на наружной поверхности— радиальное напряжение а гн, вызываемое 
силами инерции лопаток. Это напряжение можно считать равно
мерно распределенным по поверхности

где Р =  -

§ Сл 
гл
г

¿ Ь т . (3-39)

— сила инерции одной лопатки;
— вес лопатки;
— расстояние от оси вращения до центра тяжести;
— число лопаток.



Кроме того, по всему объему диска действуют массовые силы 
инерции, интенсивность которых д =  а также имеет место
неравномерный осесимметричный нагрев.

Приступая к расчету, следует по заданному закону распреде
ления температуры, пользуясь справочными данными, построить 
графики изменения по радиусу температурной деформации 0 =  /а, 
модуля упругости Е  и коэффициента Пуассона |л (рис. 3.11, г, д, е).

Заданный диск при расчете аппроксимируется ступенчатым дис
ком (рис. 3 .11, б). На каждом участке толщина /гг, а также модуль 
упругости Е 1 и коэффициент Пуассона ¡л,- считаются постоянными

и равными средним значениям на данном участке. Число участков, 
на которые разбивается диск, зависит от геометрии диска и от ж е
лаемой точности расчета. Поскольку величины /гг, Е1 и |хг приняты 
постоянными, для определения напряжений аг и а, на /-м участке 
можно воспользоваться зависимостями (3.13) и (3.15):

в д : .  (3.40)

о „ = А , + - ^ - ~  <1+ Э Д ^ ,Г* (3 .4 1 )

Запишем еще выражение для окружной относительной деформа
ции в произвольной точке ¿-го участка:

е“ = [т)1 = — -Е Г г‘ +е (3-42>



и \  _  Л , ( 1 - ц )  Д , ( 1 + Ц )  усоУ» /1 „ . ч ,  Г ( 1  +  Ц)
Г )1 ■ Е1 ^  Е р*  8ё Е1 ^  ^  • (0 -4 ^ )

Постоянные интегрирования Л; и В г для различных участков 
различны. Чтобы не определять большое количество постоянных, 
применяют метод начальных параметров. Согласно этому методу 
постоянные интегрирования выражают через некоторые параметры 
(напряжения, перемещения), соответствующие начальной (внутрен
ней) точке диска.

В результате задача определения постоянных сводится к отыс
канию только двух параметров, причем один из них обычно бывает 
заранее известен согласно граничным условиям на внутренней по
верхности или в центральной точке.

Рассмотрим произвольный /-Й участок диска. Внутренний и 
наружный радиусы обозначим соответственно гп и г,-2. Все вели
чины, относящиеся к внутренним точкам участка, будем обозна
чать двойным индексом /1, а к наружным — ¿2 .

Применив зависимости (3.40) и (3.43) к начальной точке участка, 
получим

^гй_ _  _____ (З +  ^ у с о ^  та
Е1 Е1 £ у ? ,  8§■£,.

/ и \  _ Л , ( 1 - ц , )  В ,(1 +  |1() ( 1 - ^ ) т ® !»-?1 , м , ч

Е 1 +  ~ Е7Гг + Т |Г (1 + ^ '
Аналогичные выражения можно написать для наружной точки 

участка
аН2 _  ¿ 1 В. (3 +  ц,.)Тш ^  т№

Е1 Е1 *8*1 '•
( и\ _ Л , ( 1 -| г,) ( В; (1 +,*,.) (1- ц ? ) То ^  ) Гй (1+ ц ()
\ г к  Е1. Е1ГЬ -г  гЬ •

Определив из первых равенств Л,- и В { и подставив их во вторые 
два равенства, получим уравнения для определения --  и в 
конце /-го участка по их значениям в начале участка:



Хг =  -

X ,
аг/11

(3.46)

(3.47)

где £„, К  —  модуль упругости и толщина в наружной точке диска.
Величины Х х и Х 2 при переходе от одного участка к другому — 

непрерывны. Действительно, на основании условия силового вза
имодействия между участками

Ывнъ =  й(г+1)СГ/._(,-+£)£,

следовательно,
Х 212 =  -^2 (г + 1) £• (3.48)

Также непрерывно радиальное перемещение и, откуда

Хц2 =  Хх (г + 1)1- (3.49)

Уравнения (3.44), (3.45) позволяют определить значения Х х, Х2 
в конце участка по их значениям в начале участка.

Введем обозначения:

=  К\

=-^[1  — и + ( 1  + и - ) V I ;  ^ « ( Я )  =  у ( 1 - Я 2);

« Я )  =  | ( 1 - Ц 2) ( 1 - ^ ) ;

1
^Фаа (Я) =  у  [1 +  |А +  0  — И1) Я2];

^ и (Я) =  ( 1 -| х 2) ( 1 - Я 2);
-Фаш (Я) =  3 +  и — 2 (1 +  г̂) X2 — (1 — ц) ^4,

тогда уравнения (3.44), (3.45) можно записать в следующем виде:

(3.50)

(3.51)

Х ц 2 — 'фии (Яг) Хщ-\- 'Фиа (Яг) Х 21

. к - ЕЛ ^ + ^ ~ Т е т ^

2 1 1  ■

_ ^1̂ 1 
"  Я А

Г%Н:

■фай (Яг) Х щ  -¡- 'фета (Яг) Х2ц 

( Т н - Т ^ Е ^

(3.52)

— К  гад Фаи (Яг) £  й' НЛН ¡2 н н

Эти уравнения можно представить в матричной форме 

X га =  Ь(Х ц -'г /?/;



здесь Хц  =  ( — ~  матРицы-столбцы значений
безразмерных функций Хх и Х 2 в начальной и в конечной точ
ках ¿-го участка;

— матрица перехода от начала к концу участка;

■ щ г Ъ *
;• (3.54)

р  и т еш  (^ » ) ^ а о  (^ ¿ )
н н

/?г — матрица-столбец слагаемых, учитывающих инерционную на
грузку и неравномерный нагрев;

/?, =  | „ И  (тк - тп ) Е&  ^ (3,55)
К  V ; ,  |а“ ( , )  '

Матрицу-столбец

*-© ( 3 - 5 б )

будем называть вектором напряженно-деформированного состояния 
в данной точке диска. Зная компоненты вектора X , можно по за
висимостям (3.46), (3.47) найти и и о г и далее по равенству (3.42) 
определить а*:

а ^ и а ^  +  т - ^ - е Я / .  (3.57)

За начальные параметры примем составляющие вектора X в 
начальной точке

' и '
.г ¡11’
О/-] Л

Х ш  =

^ 2 1 1  :

(3.58)

Если бы оба начальных параметра были нам известны, то, поль
зуясь уравнением (3.53) и учитывая условие сопряжения участков

Х ,-2 =  А(/+1)1, (3.59)

можно было бы определить вектор X во всех точках диска. В дей
ствительности, однако, граничные условия на внутренней поверх
ности диска позволяют определить только один начальный параметр. 
Так, если задано контактное посадочное давление рвн, то известно
напряжение оП1 =  — рва и Х<а1 =  — Второй ж е начальный
параметр должен быть определен из граничного условия на наруж
ной поверхности диска. Чтобы преодолеть эту трудность, применяют 
способ двух расчетов.



Искомый вектор напряженного состояния X представляют в виде 
суммы двух векторов

Х =  Х С  +  Х, (3.60)

X  —  вектор состояния первого расчета;
X —  вектор состояния второго расчета;
С —  неопределенный коэффициент. I
Вектор X  второго расчета вычисляют с учетом сил инерции, 

неравномерного нагрева и внутреннего давления, но при нулевом 
значении неизвестного начального параметра. Вектор состояния 
в начальной точке в этом расчете

Хц  =  (  рщ.А \ • (3.61) 
\ Еякв 1

Вектор X  первого расчета вычисляют без учета вращения и
неравномерного нагрева, т. е. при =  0. При этом второй началь
ный параметр принимают за нуль, а первый (неизвестный) — за 
единицу, таким образом

Ъ - д  (3-62)

Суммарный вектор X (3.60), очевидно, удовлетворяет гранич
ному условию на внутренней поверхности диска. Для того чтобы 
он удовлетворял также граничному условию на наружной поверх
ности ди ска, необходимо соответствующим образом подобрать коэф
фициент С. Выполнив оба расчета, получим следующие значения век
тора X  в наружной точке:

У ( Х1нС +  Х 1и\

а==\х с + х  Г  ( 3)N^21!^ “Г  А 2н/

Если радиальное напряжение в наружной точке агн задано, 
то вторая составляющая вектора X  в этой точке известна:

следовательно,

Х ъ С + %  н =  ^ .  (3.64)

Определив отсюда коэффициент С и выполнив суммирование 
согласно равенству (3.60), получим ряд значений вектора X, по 
которым найдем напряжения а г и ст, и перемещение и в ряде точек.

Рассмотренная методика относится к кольцевому диску, т. е. 
диску, имеющему центральное отверстие. Если же заданный диск 
сплошной, т. е. без центрального отверстия, то граничные условия 
в центре будут иными. Величина напряжения в центральной точке



в этом случае неизвестна, но известно, что напряжения а г и о ( 
одинаковые.

Согласно этому условию с учетом равенства (3.57) между на
чальными параметрами существует следующая зависимость:

Вектор состояния, удовлетворяющий этой зависимости, в пер
вом расчете в начальной точке целесообразно принять равным

Тогда при любом С равенство (3.65) будет выполняться.
В остальном расчет сплошного диска ничем не отличается от 

расчета кольцевого диска. }6д
В табл. 3.1 приведены числовые значения н*— »- 

функций ^„„(Я), г|)И(Д ) и т .д .
Поясним изложенный метод следующим при-.

Выполним первый расчет (в этом расчете вращение не учитывается)- В  н ачале 
первого участка

ИЛИ

(3 .65 )

а во втором расчете

Пример 4 .1 . Частота вращения диска, изображен
ного на рис. 3 .1 2 , п — 4000 об/мин; материал —  сталь, 
£■ =  2 -1 07 Н/см2, ц =  0 ,3 ; неравномерный нагрев отсут
ствует.

Радиальные напряжения на внутренней и на наружной 
поверхности диска равны нулю. По заданным размерам

мером.

вычислим к1=  - Рис. 3.12

В  конце первого и в начале второго участка



X (̂ТОГ <» %и Ы К а  <*> К а М Ф (М уа оо 17 ♦ « « < »

0 0,65 0 ,50000 0,45500 0,3500 3,3000 0,91000
0 ,05 0*6509 0 ,49875 0,45386 0,3516 3,2935 0,90545
0,1 0,6535 0 ,49500 0,45045 0,3565 3,2739 0,89189
0 ,15 0,6579 0 ,48875 0,44476 0,3646 3,3412 0,86951
0,20 0,6640 0 ,48000 0,43680 0,3760 3,1949 0,83866
0 ,25 0,6719 0 ,46875 0,42656 0,3906 3,1348 0,79980
0 ,30 0,6815 0 ,45500 0,41405 0,4085 3,0603 0,75357
0 ,35 0,6929 0 ,43875 0,39926 0,4296 2,9710 0,70070
0 ,40 0,7060 0 ,42000 0,3822 0,4540 2,8661 0,64210
0 ,45 0,7209 0 ,39875 0,36286 0,4816 2,7448 0,57876
0 ,50 0,7375 0 ,37500 0,34125 0,5125 2,6062 0,51188
0,55 0,7559 0 ,34875 0,31736 0,5466 2,4495 0,44272
0 ,60 0,7760 0 ,32000 0,2912 0,5840 2,2733 0,37274
0,65 0,7979 0 ,28875 0,26276 0,6246 2,0766 0,30349
0,70 0,8215 0 ,25500 0,23205 0,6685 1,8579 0,23669
0,75 0,8469 0,21875 0,19906 0,7156 1,6160 0,17417
0,80 0,8740 0,18000 0,1638 0,7660 1,3493 0,11794
0,85 0,9029 0,13875 0,12626 0,8196 1,0561 0,07007
0,90 0,9335 0 ,09500 0,08645 0,8765 0,7347 0,03276
0,95 0,9659 0,04875 0,04436 0,9366 0,3834 0,00865
1,00 1 0 0 1 0 0

При вычислении принято ц =  0,3.

В  конце второго участка

у  __/ у  /'Фив (^2) /0,3906 \
л  22 —  ' " { Л  21 ~

У'Фсти ( г̂) ’Рсго ( г̂)) \0,1172/ 
__/ 0,766 0 ,1638\  / 0 ,3 9 0 6 \ _ /0,3184 \

\ 0,180 0 ,8 7 4  / \0,1172 / \ 0 ,1727 / ’ 

Выполним второй расчет
уш2г-

^ = 1 Р 7 = 2-18- 10“4'
В  начале первого участка

* п  =  ( Т ) . так как рвн =  0.
\0.

В  конце первого и в начале второго участка 

_  _  _  / —  2 ,1 8 -  1 0 -4 . о ,82 .0 ,7 9 9 8  ч / — 0,1116'

х и  =  х и =  Ц Х и  +  ^ !  =  (̂ _  2>!8  . ,0 - 4 1 0,82. 3 ,13481 =  ( _  0 , 1092)' 10" 3’

В  конце второго участка
== , =  „  /0,766 0,1638\ /— 0 ,1 1 1 6  \
Хгг= Ц Х „  +  # .,=  } 1 0 -3 4 -21- г  2 ^0>180 0 ,874 Д - 0 , 1092/ ^

, / 2 ,1 8  • 10-4  • 0,1179\ / — 0,129\

\— 2,18  ■ 10~* • 1 ,349 / 0,410/ '*



Из граничного условия на наружной поверхности определим С:

Х т = Х 222С +  Г 222 =  0 ,17  2 7 С - 0 , 4 1 0 .  10 -з =  0; С =  2 ,37  • ИГ».

Окончательно получим: 
в начале первого участка при г =  г1г — 10 см

* > .-(2,37о'°~*); (Я..-2’37'10"*
ии  =  2,37  • 10 2 см; о гП =  0;

о ш = ( - ^ ^ 1 £  =  4 ,7 4 -  10“ Н/см2;

при г =  40 см

X —X — /°>3906\ ю-3 1 /  0,1116\ ю —в_ /0 .8164 \  0_3 
л 12 л 21 у0>1172 у ’ —  0,1092/  \ 0,1688 / ’

= ( — \ = 0 , 8 1 6 4 - 10-»; иХ2 =  «21 =  3 ,2 7 -  10“* см;
\ Г /21Г /12 \ Г У 21

О Л
ЕФа

=  0 ,1 6 8 8  • 10-3;

апг =  0,1688 - 10-з . А  £ =  1 ,35  • 10* Н/см2; 
Л 1

агп =  0,1688 • 10-з Е = 0 ,3 3 8  • 10« Н/см2; 

а ,12 =  И°т  +  ( у ) 1 2 £  =  2 ,0 4 - 1 0 *  Н/см2;

от  =  +  ( у  У £  =  1 ,7 3  • 10* Н/см;2

в наружных точках при г = 5 0  см

_/ 0,3184\ 2 37 10- 3 . / 0 ,129\  ш - 3 =  (0 ,3 4 6 \
22 \0,1727 / + \ — 0,410^  \0,280у

= 0 ,6 2 7  • Ю -з; «22 =  3 ,1 4  • 10' 2 см;
\ г  /22

( х ) 22=0: а' 22=0;
е  =  1 .254 - 104 Н/см2.

Эпюры аг и а* приведены на рис. 3 .1 3 .

Изложенный метод расчета применим также к дискам машин 
радиального типа, для которых интенсивность инерционной нагруз
ки определяется формулой (3.2). В  этом случае все приведенные 
зависимости остаются справедливыми, за исключением выражения 
(3 .5 5 ) для которое заменяется следующим;

1 —  (Х2 П  \ I 1 —  I*2 / 7 / \ 1 ( Т 12 Т 11)  (1  - } -  [X)



где

Q =  jj qdr ;

Г
J  =  § qr’d r ;

(3.67)

(3.68)

ф — площадь графика д{г)\
./ — момент инерции этой площади относительно центра;
Т — статический момент площади графика е (г) относительно 

центра.
Интегралы в формулах (3.67), (3.68), (3.14) удобно вычислять, 

разбив графики функций д (г) и 6 (г) (рис. 3.14) на ряд узких по
лосок и суммируя соответствующие произведения,

Для расчета дисков переменной толщины по методу начальных 
параметров с применением ЭЦВМ исходные уравнения деформаций 
(2.4), (2.5), упругости (3.3), (3.4) и равновесия (3.7) целесообразно 
привести к двум дифференциальным уравнениям первого порядка 
с двумя неизвестными.

Исключив из уравнений (3.3), (3.4) a t и подставив ег и е, сог
ласно зависимостям (2.4), (2.5), получим первое уравнение

^  =  - ^ 7  +  í l ^ a r +  ( l + tx)0 . (3.69)

Аналогично из равенств (3.4) и (3.7) выводится второе уравнение 
с теми же неизвестными и и а г:

d (arh) o rh (  1 — ц) uEh Ehb■ gh (3.70)йг Г ' г2 ' Г
Так как при использовании ЭЦВМ уравнения необходимо пред

ставить в безразмерных переменных, введем безразмерный радиус

р =  т;> -(3.71)

а в качестве основных переменных примем безразмерные величины 
* 1 = 7  и X,

102 •

Е„НВ [см. уравнения (3.46) и (3.47)]. При переходе



к безразмерным переменным уравнения (3.69), (3.70) принимают 
вид

(1-)-(х) у  | (1 И-2) у  I (1 ~Ь Ц) 8 . ■)

Р 1 +  ЕН 2 +  Р ’ (з . 7 2 )
й Х 2 (1 -  и) у  , У Е М  9 !Е ±
- Щ Г ~  р 2 Е аЬвр 1 Е НА,,Р Е п V  ^

Эту систему уравнений можно записать сокращенно в матрич-

— матрица-столбец слагаемых, учитывающих силы инерции 
и неравномерный нагрев;

Уравнение (3.73) решается на ЭЦВМ по стандартной программе 
способом двух расчетов. Вектор X представляется в виде суммы 
[см. уравнение (3.60)]. Вектор первого расчета X  вычисляется без 
учета сил инерции и неравномерного нагрева (т. е. при # = 0 ) при 
начальном значении (3.62). ^

Вектор второго расчета X вычисляется с учетом вращения и 
неравномерного нагрева при начальном значении (3.61). Неопре
деленный множитель С определяется согласно условию (3.64).

В каждом случае диапазон изменения независимой переменной

от р =  р1 =  — до р =  1 разбивают на некоторое количество ин
тервалов, и в оперативную память машины вводят значения эле
ментов матриц (3.74) и (3.75) в узловых точках. Этот процесс, 
однако, требует сравнительно большой затраты времени, а такж е 
большого объема оперативной памяти машины. Поэтому более це
лесообразно аппроксимировать элементы матриц некоторыми функ
циями безразмерного радиуса р и последние ввести в программу 
машины.

После того, как первый и второй расчеты выполнены и коэф
фициент С найден, вычисляется вектор X . Это можно сделать или

ной форме

^ - - м х  +  к , (3.73)

напряженно-деформированного состояния

в произвольной точке диска; 
М — матрица 2  х  2 ;

« ■  /1 . .э\ г? к

(3 .74)

(3.75)



с помощью зависимости (3.60), или, более просто, еще раз просчитать 
на машине во всем диапазоне от р =  рх до р =  1, приняв вектор 
X в начальной точке' равным действительному его'значению: 

для кольцевого диска

После того, как X  во всех точках диска определен, по его ком
понентам вычисляют о г и и, а по зависимости (3 .5 7 ) — напряжение

ков переменной толщины при произвольной зависимости интенсив
ности нагрузки q  от радиуса с учетом переменности по радиусу 
модуля упругости Е  и температурной деформации 0 =  а (/ — /0).

Расчет диска по этому методу производится с помощью 
ЭЦВМ.

Сущность метода состоит в том, что основные дифференциаль
ные уравнения (3.6) и (3.7) преобразуются в интегральные уравне
ния, которые затем решаются методом последовательных прибли
жений. При этом возможны различные варианты метода в зависи
мости от вида интегральных уравнений. Рассмотрим метод, разра
ботанный Р. С. Киноса'швили. Поскольку при изменении темпера
туры коэффициент Пуассона ц, изменяется незначительно, в данном 
расчете он принимается постоянным.

Записав дифференциальное уравнение равновесия (3.7) в виде

Я А ь н'4н
(3.76)

для сплошного диска

(3.77)

§ 5. Метод последовательных приближений

Этот метод используется для поверочного расчета дис-

и проинтегрировав в пределах от гви до г, получим

° , А - < Ч Л „  +  $ ^ _ о ,

где гвп «= г г;
к  — толщина диска на окружности радиуса г.



Через /? (г) обозначена известная функция радиуса
Г

/?(/•)= $ (¡Ыг. (3.79)
гвн

Преобразуем теперь уравнение совместности деформации (3.6).
К левой части уравнения добавим и вычтем величину
затем, перегруппировав слагаемые, умножим почленно на /•>*. В ре
зультате уравнение примет вид

+  0  +  Ийг\ Е I ' у 1 \ Е

Перепишем уравнение, представив левую часть в виде производ
ной

с1
dr

и проинтегрируем в пределах от /*вн до г:

г-(1 +и) Z -JZ  _ r (i + n)

=  - ( 1 - ц )  \
гвн гвн

Интегралы в правой части уравнения берутся по частям. Решив 
уравнение относительно разности — а г), получим

г „
а <- а ,  =  - ( 1 - ^ ) а ,  +  (1^ ^  £ +  К {г )  +  _ ^ _ А> (З Щ

гвн
где

+  (3.81)
Лвн
1 + М-)

Л =  ̂ Ь К в - ^ в „ ) '  (3-82)

Система интегральных уравнений (3.78) и (3.80) содержит две 
неизвестные функции а г и (at — а г).

Рассмотрим решение этой системы методом последовательных 
приближений. Преждечем приступить к решению, следует выбрать 
ряд значений радиуса в пределах от гвн до гн и составить таблицу 
функций <7, б, Е , h, R (г) и К  (г). Интегралы, входящие в эти функ
ции, вычисляются численным способом.



Изложим вначале методику расчета кольцевого диска. В ну
левом приближении примем радиальное напряжение во всех точ
ках диска равным нулю.

Положив в правой части уравнения (3.80) а г =  0, получим пер
вое приближение для разности напряжений

{а 1- а г)1 =  К (г) +  ~ А 1, (3.83)

где А] — постоянная первого приближения.
Величина А\ остается пока неизвестной.
Радиальное напряжение первого приближения определяется в 

результате подстановки выражения (3.83) в интегральное уравне
ние (3.78):

Г
1 А„

вн

(3.84)

Здесь через а Гвн обозначено радиальное напряжение на внутрен
ней поверхности, которое принимается равным заданному.

Для определения постоянной А\ используем граничное усло
вие на наружной поверхности при г — гн, (<тг)1 =  а Гн. Согласно 
этому условию с учетом уравнения (3.89) найдем

0,-Л  -<Г/-внАв„+Я (ги) — \
'Н К (г) Н<1г

А\ --------------------------------------52------------ . (3.85)
ЕЬ с1г ̂ /-2 + Ц 

гвн

Внеся А\ в правую часть равенства (3.84), получим радиаль
ное напряжение в первом приближении, а из соотношения (3.83) 
определим окружное напряжение в первом приближении (а ^ .

Дальнейший порядок расчета следующий. Напряжение (аг)1 
вносим в интегральное уравнение (3.80) и получаем разность напря
жений во втором приближении

Г
(р, -  одп  =  — ( 1 — м-) (°<-)1+ ( 1 Е- § х

гвн
/су  ̂т гИ- Е

х Щ - й г  +  К ^  +  ^ А п ,  (3.86)

где Лц — постоянная второго приближения.
Эту разность подставляем в уравнение (3.78) и получаем радиаль

ное напряжение во втором приближении (ог)ц. Постоянную вели
чину Ац  снова находим согласно граничному условию на наружной 
поверхности, после чего вычисляем (стг)п, (о* — 0 /-)п и (сг*)п.



Таким же образом определяем напряжения в третьем и после
дующих приближениях. Практика расчетов показывает, что второе 
приближение, обычно, дает достаточно высокую степень точности 
(о степени точности можно судить, сравнивая два последовательных 
приближения).

Порядок расчета сплошных дисков (без центрального отверстия) 
несколько отличается от изложенного, так как величина напряже
ния о ,ви в центре диска заранее неизвестна, но известно, что в цент
ральной точке напряжения о г и а ( равны.

Для того чтобы при решении численным методом функции не 
обращались в бесконечность при г — 0 , сплошной диск заменяют
диском с малым центральным отверстием гва и принимают
на его внутренней поверхности а г =  а, .

Порядок расчета диска в этом случае — следующий. Задавшись 
(а,)„ =  0, по уравнению (3.80) определяют разность напряжений 
в первом приближении

( а , - о г)1 =  К{г )  +  ^ ц А и '

Так как при г =  гвн, К  (гт) =  0 и (о, -  а г) =  0, то А\ =  0 и 

{о( — а г)\ =  К (г).

Это значение разности напряжений вносят в уравнение (3.78) и 
получают (07) 1. Затем, согласно граничному условию на наружной 
поверхности, определяют напряжение во внутренней точке (о>вн)ь

Аналогично находят второе приближение. Подставив (сг,)1 в урав
нение (3.80), определяют (су — ог)п . Поскольку при г =  гвн, (а, —
— а г) =  0  и К  (гви) =  0

„ ^ П - ^ К в н ) ! ^ 1*/1 11 -
*-*ВН

Разность (а1 — аг)ц вносят в уравнение (3.78) и получают (а)гц. 
Значение напряжения в центре (сгг )ц снова находят согласно гра
ничному условию на наружной поверхности. По разности (сг, — аг)и 
и радиальному напряжению (стг)ц вычисляют (0 /)ц. Такж е опреде
ляют третье и последующие приближения.

Пример 4 .2 . Определим этим методом напряжения в ступенчатом диске, 
изображенном на рис. 3 .14 . Этот ж е диск был рассчитан по способу двух расчетов — 
см. пример 4.1.

Исходные данные: гн =  50 см; гвн =  10 см; =  4 см ; А2 =  16 см; п =  
=  4000 об/мин; у =  7 ,8 -1 0-2 Н/см3; Е =  2 -1 0 7 Н/см2; |х =  0 ,3 . Неравномерный 
нагрев, а также напряжения на внутренней и наружной поверхности отсут
ствуют.

На рис. 3 .15, а, б, в изображен профиль диска и приведены графики функций ¡7 
и Я (г). Функция К (г) в данном случае равна нулю. Эпюры напряжений аг и сг* 
первого и второго приближения представлены на рис. 3 .1 5 , г  и д. Следует заме
тить, что числовые значения ординат в некоторой степени зави сят  от того, на 
сколько участков был разделен диск.



Сравнение эпюр рис. 3 .15, д с эпюрами рис. 3 .13  показывает, что второе при
ближение отличается от точного решения не более чем на пять процентов (в боль
шинстве точек отклонения еще меньше).

Щ
Рис. 3.15

§ 6. Посадочные напряжения в дисках, 
определение освобождающего и разрушающего 
числа оборотов

При установке диска на вал обычно применяют соеди
нения с натягом. Величина контактного давления, действующего 
на внутренней посадочной поверхности диска, зависит в первую оче
редь от величины натяга. В условиях эксплуатации под влиянием 
центробежных сил и неравномерного нагрева контактное давление 
уменьшается и при достаточно большой скорости вращения вообще 
может обратиться в нуль. Частота вращения, при которой контакт
ное давление становится равным нулю, называется освобождающим 
числом оборотов.

Для надежного закрепления диска на валу необходимо, чтобы 
рабочее число оборотов было меньше освобождающего числа обо
ротов, по крайней мере, на 15— 30% .

Определим зависимость контактного давления от величины 
натяга, от скорости вращения и от неравномерного нагрева.



Предположим, что диск заданного профиля (рис. 3.16) посажен 
на вал с натягом Д. Задано осесимметричное поле распределения 
температур в рабочих условиях, а также рабочая угловая скорость

со =
Л/1

30 •

Запишем уравнение совместности деформаций диска и вала

А
2 *¿¿Я -- (3.87)

где «в и мд -  радиальные перемещения точек посадочной поверх
ности вала и диска соответственно. Эти Перемещения считаются

положительными, если они на
правлены от центра.

Каждое перемещение ив и ия 
можно представить в виде суммы 
трех составляющих: от посадоч-

4|<N
+
II<5 zu

Рис. 3.16

ного давления (с индексом р), за счет вращения (с индексом со) 
и от неравномерного нагрева (с индексом t). Уравнение (3.87) 
соответственно принимает вид

Идр д̂ш ив р ывш uBi =  -g-. (3.87 а)

При расчете соединения диска с валом могут встретиться сле
дующие задачи:

1. Определение требуемого натяга по заданному контактному 
давлению в эксплуатационных условиях.

2 . Определение контактного давления в рабочих условиях по 
заданному натягу.

3. Определение освобождающего числа оборотов.
В первой задаче контактное давление р к, частота вращения 

п об/мин, а также поле температур t (г) заданы; следовательно, 
можно вычислить все шесть перемещений и по уравнению' (3.87а) 
определить натяг. В этом расчете можно вычислить сразу суммарные 
перемещения, однако практически более удобно вычислить отдельно 
мр, и щ с тем, чтобы иметь возможность определить освобождаю
щее число оборотов.



Перемещения точек посадочной поверхности вала за счет кон
тактного давления определяют по формуле Ляме:

“ ■ » = - * £ [ ¡ - ^ - 4  (3'88)
где £ в и р,, —  упругие постоянные материала вала;

Ь — наружный радиус вала;
—  коэффициент толстостенности вала; для полого вала

 ̂ (см. рис. 3 .17); для сплошного =  0).
к  — коэффициент, зависящий от отношения длины поса

дочной поверхности к диаметру вала (см. рис. 2.7).
При посадке нескольких дисков вплотную коэффициент и можно 

принять равным единице.
Перемещения точек вала за счет вращения и нагрева соответ

ственно
=  — м-в+СЗ+  (*„)$ ]; (3.89)

ив1 =  Ьвв =  ЬЫт. (3.90)
По объему вала температура считается постоянной и равной 

температуре посадочной поверхности диска.
Перемещения точек посадочной поверхности диска могут быть 

определены одним из методов, изложенных в § 4 и 5. В частности 
можно использовать метод начальных параметров с применением 
способа двух расчетов. В этом случае, чтобы определить отдельно 
три составляющие перемещения ыдр, ит  и ид<, необходимо выпол
нить три вторых расчета; первый же расчет достаточно сделать только 
один. В  этих расчетах необходимо учитывать переменность модуля 
упругости по радиусу.

Для решения второй задачи, т. е. для определения контактного 
давления по заданному натягу следует вычислить отдельно переме
щения ывсо, ив(, ит , ид,, затем по уравнению (3.87 а) найти разность 
идР —  «вр и по разности определить контактное давление р к, При 
этом практически удобно применить следующий прием: задавшись 
произвольно каким-либо давлением р * , вычисляют соответствующее 
значение разности ы|р — и*р. Затем, учитывая, что давление и пере
мещения Ыдр и ывр связаны линейной зависимостью, определяют

„  _ „ * “ д р ~ “ вр
Р *—Р * •

Идр вр

Если требуется найти контактное давление, возникающее только 
за счет натяга (без учета вращения и неравномерного нагрева), 
разность Ыдр — ывр следует приравнять половине натяга А.

Определение освобождающего числа оборотов производится ана
логично. Так как при освобождающем числе оборотов р к =  0, то 
перемещения ыдр и ывр равны нулю.

Вычислив ид< и мв<> можно по уравнению (¿5.87) найти разность 
(мд©о —  мВШо) по этой разности определитьш0?в. Учитывая, что переме



щения пропорциональны квадрату угловой скорости, целесообразно 
вначале вычислить разность (м|ш — ut,а), при некоторой произвольной 
угловой скорости о)*, а затем определить соосв

£0„
V дсо

Рассмотрим методику расчета дисков по разрушающим оборо
там [4].

При определении разрушающего числа оборотов диск рассматри
вают в состоянии, предшествующем его разрушению. При этом пред
полагают, что при разру
шающих оборотах окруж
ное напряжение в радиаль
ном сечении диска всюду 
равно пределу длительной 
ПРОЧНОСТИ 0 ДЛ. Если диск 
нагрет неравномерно, то 
величина адл переменна по 
радиусу. Зная закон рас
пределения температуры, а 
также располагая зависи
мостью сгдл от температуры, 
нетрудно построить график 
зависимости адл (г).

Далее рассматривают 
равновесие половины диска 
при разрушающих оборо- Рис. 3.17
тах (рис. 3.17). При этом
учитывают массовые силы инерции по всему объему диска, а такж е 
напряжение на наружной поверхности за счет сил инерции 
лопаток. Напряжение на внутренней поверхности считается 
равным Т1улю, так как посадочное давление при разрушающих 
оборотах практически исчезает.

Приравняв нулю сумму проекций сил на вертикальную ось, 
получим следующее уравнение:

'н . ' 3 Гц

$ ^ к2гЫг +  оГн (̂ К 2 г и =  5 о,М с1г.

Отсюда найдем

(3 .91)



где г„ и Нн — радиус и толщина на наружной поверхности диска;
о> — радиальное напряжение на наружной поверхности 

диска при рабочей угловой скорости; 
со — рабочая угловая скорость.

Интегралы, входящие в формулу (3.91), вычисляют обычно 
численными методами. Для дисков, работающих при повышенных 
температурах, под одл следует понимать предел длительной проч
ности при заданном ресурсе. _

Сравнение разрушающей угловой скорости, вычисленной по 
формуле (3.91), с результатами экспериментов показывает, что 
формула (3.91) дает завышенное значение приблизительно на 5— 10%.

 ̂ Юраз
Коэффициент запаса по разрушающим оборотам п = ——  для 

дисков турбомашин обычно принимают равным 1,4— 1,8.



Глава 4 НАПРЯЖЕНИЯ И ДЕФОРМАЦИИ 
В КОЛЬЦЕВЫХ ДЕТАЛЯХ 
ПРИ ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ НАГРУЗКЕ, 
ПРИ ПЛОСКОМ И ПРОСТРАНСТВЕННОМ 
ИЗГИБЕ

§ 1. Осесимметричная деформация 
кольцевых деталей

Детали, имеющие форму колец, широко применяют 
в машиностроении. Примерами кольцевых деталей, нагруженных 
осесимметричной радиальной и осевой нагрузками, могут служ ить 
фланцы, нажимные втулки, ободья дисков и т. п. Кольца широко ис
пользуют также в качестве подкрепляющих элементов тонкостенных 
конструкций. В этом случае они 
могут быть нагружены как осесиммет
ричной нагрузкой, так и нагрузкой, 
вызывающей плоский или простран
ственный изгиб. Кольцевые детали, 
работающие на изгиб, применяют 
во многих конструкциях в метал
лообрабатывающей промышленности, 
в приборостроении и т. д.

Рассмотрим деформацию кольце
вых деталей, возникающую под дей
ствием радиальных и осевых сил или 
моментной нагрузки, равномерно рас
пределенных по окружности. Такую 
деформацию можно представить как 
растяжение кольца и осесимметричный 
изгиб, сопровождающийся поворотом 
поперечных сечений в их плоскости 
(кольцо растягивается и выворачи
вается).

Если кольцо не является тонкой пластиной или оболочкой, то 
его можно рассматривать как замкнутый кривой брус, поперечные 
сечения которого при нагружении не изменяют своей формы.

Примером кольцевой детали, испытывающей осесимметричную 
деформацию, может служить фланец, изображенный на рис. 4 .1 .

Теория осесимметричной деформации кольцевых деталей, осно
ванная на предположении о неизменности формы поперечного сече



ния, разработана Бицено К. Б . [5], который дал решение задачи 
как при малых, так и при больших перемещениях. В настоящем пара
графе эта теория приведена в несколько упрощенном виде.

В основу рассматриваемой теории положены следующие допуще
ния:

1. Форма поперечного сечения кольца считается неизменной. 
Это значит, что расстояние между двумя произвольными точками 
сечения при деформации-остается постоянным.

2. Напряженное состояние в любой точке кольца принимается 
за одноосное, т. е. предполагается, что кольцевые волокна, дефор
мируясь в окружном направлении, не оказывают силового воздей
ствия одно на другое.

Введем следующие специальные геометрические характеристики 
поперечного сечения кольца:

Л  = (4.1)

" (1Рг
/2=  1 (4.2)

/з=П (4.3)

где г и г  — координаты произвольной точки сечения (см. рис. 4.1). 
Положение начала координат на оси г пока произвольное.

Первый и третий интегралы всегда положительны; второй может 
быть положительным, отрицательным или равным нулю в зависи
мости от положения начала координат.

Ось г будем называть главной осью сечения кольца (см. рис. 4.1), 
если интеграл / 2 равен нулю. Для определения положения главной 
оси выберем произвольную вспомогательную ось гх. Расстояние меж
ду осями гх и г обозначим через с. Тогда

г =  гг — с. (4.4)

Подставим выражение (4.4) под знак интеграла (4.2) и приравняв 
последний нулю, определим с:

С <*/[£1

}  г ЧГ1)
С =  ^  =  7 Г -  (4-5)

Для колец, имеющих плоскость симметрии с  =  О, главная ось г 
совпадает с плоскостью симметрии.



При вычислении интеграла / 3 координата г  всегда отсчитывается 
от главной оси г.

В некоторых случаях, однако, может оказаться более удобным 
вначале вычислить интеграл /<г‘> относительно вспомогательной 
оси гъ  а затем относительно главной оси г.  Д ля  этого следует восполь
зоваться зависимостью

Отметим, что относительно главной оси г интеграл / 3 имеет м и н и 
мальное значение.

Для более сложных сечений, имеющих криволинейный к о н 
тур (рис. 4.2), интегралы / 1( / 2, / 3 
удобно вычислять, представив их в еле- 
дующем виде: / а ,  *6

где га и гь — абсциссы крайних точек при текущем значении орди-

гх и г2 — внутренний и наружный радиусы.
Построив графики подынтегральных функций, можно ■ найти 

значения интегралов графическим или численным способом.
В отдельных случаях поперечное сечение можно разбить на п 

прямоугольников (см. рис. 4.1). Тогда интегралы / х, / 2, / 3 можно з а 
писать в виде сумм:

/ 3 =  ф > - / 1С2. (4.6)

О г

Рис. 4.2

наты г;

П
Л =  2  (¿гг,-г««) 1 п ^

1

(4.8)

Если ввести обозначения:
2гг. — 2¡а — Ы — высота г'-го прямоугольника;



г‘ь~ г̂‘а =  ггср — абсцисса центра тяжести 1-го прямоугольника, 
то формулы (4.8) можно записать в виде

Л - 1 >  1 п ^ ;

+  М ер] 1 п - .

(4.9)

Д ля сечения, состоящего из одного прямоугольника при усло
вии, что ось г  проходит через его центр,

/1 =  М п ^ ;  

/ 2 =  0;

1 з ~  12 1пг, •

(4.10)

Перейдем к выводу основных зависимостей рассматриваемой
теории. Вначале изложим теорию 
осесимметричной деформации колец 
при малых перемещениях.

При действии осесимметричной 
нагрузки в поперечных сечениях 
кольца возникают только нормальные 
напряжения. Эти напряжения могут 
быть положительными или отрица
тельными. В точках нейтральной ли
нии напряжения равны нулю.

Предположим, чтоточка С (рис. 4.3) 
находится на нейтральной линии. 
Тогда окружное напряжение и окруж
ная деформация в этой точке равны 
нулю. Следовательно, радиус О0С 
остается неизменным. Это позволяет 
рассматривать перемещение сечения 
кольца как поворот его относительно 

точки С на некоторый угол ср. Если угол <р мал, то можно считать, 
что все точки, лежащие на прямой О0г0, перемещаются параллельно 
оси кольца. Следовательно, окружная деформация и напряжение 
в этих точках также равны нулю, т. е. линия 0 0 г0 — нейтральная 
линия.

Заметим, что при малых перемещениях за центр поворота сече
ния может быть принята любая точка, принадлежащая нейтральной

Рис. 4.3



линии (например, точка В). Действительно, если после поворота 
сечения вокруг точки С кольцо сместить как жесткое целое в нап рав
лении оси г на величину ВВЪ то точка В  займет положение, которое 
она занимала до деформации.

Рассмотрим теперь некоторую произвольную точку А,  располо
женную на расстоянии г0 от нейтральной линии. При повороте сече
ния эта точка переместится по дуге радиуса СА  =  р на расстояние 
А А Х =  рф; при этом она получит радиальное смещение

А г — А А Х cos г|) =  рф =  ф г0.

Относительная деформация кольцевого волокна

V
Д г _ (pzu
г г '

Соответственно, окружное нормальное напряжение 

а, =  е ,£  =  ^ .

(4 .1 1 )

(4 .1 2 )

Согласно зависимости (4.12), справа от нейтральной линии О0г 0, 
т. е. при положительных значениях г0, напряжения положительны 
(растяжение), а слева — отрица
тельны (сжатие). Вдоль лучей, 
проведенных из точки О0, напряже
ния имеют постоянное значение,
так как — =  const. г

Для вычисления величины на
пряжения с помощью зависимости 
(4.12) необходимо знать положение 
нейтральной линии, от которой от
считывают г0 и угол поворота сече
ния ф. Эти неизвестные определяют 
по внутренним силовым факторам 
в поперечном сечении кольца, т. е. Рис. 4.4
по нормальной силе N  и изгибаю
щему моменту М .  Последние, в свою очередь, связаны с внешней 
нагрузкой и могут быть найдены по уравнениям равновесия по
ловины кольца (рис. 4.4),

Выразим силовые факторы через напряж ения. За ось, к которой 
приводятся внутренние силы, примем главную  ось сечения кольца. 
С учетом зависимости (4.12) получим

N  =  jj a, dF =  (рЕ
F F

М =   ̂ a , dFz =  фЕ гпг dF

(4.13)

(4.14)



Расстояние между главной осью г (см. рис. 4.3) и нейтральной 
линией О0г0 обозначим через а, тогда

г 0 =  г  — а, (4.15)
и уравнения (4.13), (4.14) принимают вид

N  =  ф Е  

М  — ц>Е

р
й1 ±  
г

.р р
Используя введенные обозначения (4.1), (4.2) и (4.3) и полагая 

/ 2 =  0, так как ось г — главная, получим
#  =  — фЯа/ь (4.16)

М =  ф Е /3. (4.17)
Отсюда угол поворота сечения

Ф =  й з  (4Л8)
и расстояние до нейтральной линии.

а —  <4Л9> 
Д ля того чтобы вйразить напряжение через внутренние силовые 

факторы,подставим выражения (4.15),(4.18),(4.19) в уравнение (4.12), 
в результате получим

М г , N  . .  лг..
° ‘ =  777 +  77Г- (4>2°)

Первое слагаемое в этой формуле учитывает изгиб; второе — 
растяжение кольца. Если растягивающая сила N  равна нулю, то 
в кольце возникает только изгиб; в этом случае, согласно зависи
мости (4.19), а — 0, т. е. нейтральная линия совпадает с главной 
осью сечения. Если же изгибающий момент М  равен нулю, а N  не 
равно нулю, то нейтральная линия уходит в бесконечность; первое 
слагаемое в формуле (4.20) обращается в нуль и, следовательно', на
пряжение о от координаты г  не зависит.

Д ля колец малой кривизны, у которых размеры поперечного 
сечения малы по сравнению с радиусом, радиус г можно считать 
постоянным и равным гср для всех точек сечения. Вынося гср за знак 
интегралов / х и / 3, взамен уравнения (4.20) получим

М г  , N
а * =  Х  +  Т '  (4-21)

где ] г =   ̂йРг2 — осевой момент инерции сечения относительно

оси г;
Б — площадь сечения.

Формула (4.21) представляет собой общеизвестную формулу для 
напряжения в брусе малой кривизны при совместном растяжении и



изгибе. Угол поворота сечения ср в этом случае определяется выра
жением

Л1/*Ср
Ф = £ Т ;-  (4-22)

Определим положение наиболее напряженных точек сечения. 
Согласно зависимости (4.12), наиболее напряженной будет та точка,
для которой отношение ~  имеет максимальное значение. Это отно
шение представляет собой тангенс угла, заключенного между лучом 
O0S (см. рис. 4.3) и радиусом. Следовательно, для определения 
положения наиболее напряженной точки надо провести на чертеже 
нейтральную линию и из точки ее пересечения с осью г (точка 0„ на 
рис. 4,3) провести лучи, касающиеся контура сечения. Точки каса
ния (точки 5  и Т) и будут самыми напряженными. Подставив коор
динаты этих точек в уравнение (4.20), получим значения макси
мальных напряжений.

Остановимся кратко на теории осесимметричной деформации 
колец при больших перемещениях.

Если угол поворота сечения ф значителен, то радиальное пере
мещение Л г, относительная окружная деформация et и напряжение 
ot (см. рис. 4.3) определяются следующими равенствами:

Аг =  р sin (if +  ф) — р sin if =  — у  (1 — cos ф) +  z0 sin ф;

А/" _  У п  „л i ?ое< =  -г - ( 1  - С 0 8 ф )+  -^-sin<p;

а, — е,Е =  Е [ — f  0  — cos ф) 4- -у- sin ф

(4.23)

где у  =  р sin i|з — координата рассматриваемой точки А,  отсчиты
ваемая в радиальном направлении от центра по
ворота С.

Запишем выражения нормальной силы N  и изгибающего момента 
М  в поперечном сечении кольца:

N — lj a, dF\ М  =  J a¡ dFz,
F  F

где г  — расстояние от главной оси г до точки А,  после деформации;
г =  а +  р cos (i|) -f  ф) =  a - f  z0 cos ф — у  sin ф. (4 .24 )

Подставив под знак интегралов at и г, согласно уравнениям 
(4.23) и (4.24), и приняв во внимание, что г0 =  г  — а и у  =  г  — г0, 
прсле вычисления интегралов получим

N  =  — £  [(1 — cos ф) (F — r j ^  +  a l i  sin ф]; (4 .2 5 )

М =  Е |а [(1  — cos ф)2 -  sin2 ф] (/-„/, — F) + / 3 _

— / ха2 (1 — cos ф) sin ф -\-Fzc (cos 2 ф — cos ф) +

-f  F sin ф (1 - c o s  ф) rc - r 0 +  - r̂ { r J i  — f ) j | ,  ' (4 .2 6 )



г0 и а — координаты центра поворота С относительно главных 
осей z  и г;

гс и гс — координаты центра тяжести сечения Сг относительно 
тех же осей.

При вычислении интегралов учтено, что / 2 =  0, так как ось г — 
главная.

В дальнейшем для упрощения задачи будем рассматривать рас
тяжение и изгиб кольца независимо одно от другого (при совместном 
изгибе и растяжении напряжения можно суммировать).

При растяжении (если N ф  0, а М — 0) угол поворота сечения ср 
равен нулю, нейтральная линия уходит в бесконечность и, следова
тельно, z0 s í  — а  =  оо.

Произведение г„ sin ф =  — a sin ф =  и в этом случае предста
вляет собой радиальное перемещение сечения кольца. Согласно урав
нению (4.25), это перемещение

(4-27>
и напряжение в произвольной точке

_Ё и  __  N
Gt -  г  ~  r V

(4.28)

что согласуется с зависимостью (4.20).
Рассмотрим случай осесимметричного изгиба кольца (М ф  0, 

N  =  0).
При N  =  0 правая часть уравнения (4.25) должна быть равна 

нулю независимо от величины угла ф ; д л я  этого необходимо, чтобы
а =  0; (4.29)

r „ - f .  (4-30)п
Эти равенства определяют положение поворота поперечного 

сечения. В данном случае центр поворота С сохраняет неизменное 
положение независимо от М  и ф. При каждом частном значении ф за 
центр поворота может быть принята любая точка, принадлежащая 
нейтральной линии, однако с изменением величины угла ф нейтраль
ная линия изменяет свое положение относительно сечения, и только 
одна точка с координатами а и г0 всегда принадлежит нейтральной 
линии. Относительно этой точки фактически происходит поворот 
сечения.

С учетом равенств (4.29), (4.30) выражения окружного напряже
ния (4.23) и изгибающего момента (4.26) можно представить в следую
щем виде:

a t =  E ^ -  —  l ) (1 - c o s  ф) +  7  в т ф ] ;  (4.31)

М  =  E I S y  sin 2ф +  EF [ zc  (cos 2ф — cos ф) +

-J- (гс — /"о) (1 —cos ф) ф]; (4-32)



A n n l  ъ  ^  И ( ^  ДЭЮТ Решение задачи в параметрической
^ Р “ % 3адав™ сь значениями Угла Ф.' можно вычислить напряжение 
и изгибающим момент, а по моменту определить величину нагрузки. 

Следует учитывать, что при больших перемещениях изгибающий
н е н и Г п ?  М°ЖеТ нелинейно ^ви сеть  от нагрузки вследствии изме
нения плеча момента при повороте сечения

изображено Н х ; , ^ ? ЯЖеНИЯ В°  ВТулке' "«перечное сечение которой■зоиражено на рис. 4.5. Втулка нагружена осевой силой Р =  6 Ю^Н и
ренним давлением р =  1200 Н/см2. Дано: £  =  2- 10» Н /см2 и - 0 ‘3 г
г»*= ги  =  5 см; г ж —8 см; Л1 =  6 см; Л2= 2,5 см; ^ Т с м  ^ 7 = 6  5 см“  '
ппал,пГИСЛИМ геометРические характеристики сечения. Разбив сечение на два
??ольн„каЬНИКа’ Пр° ВеДеМ всп°могательную ось через центр первого прямо-

г л а в ш й ^ ь Т г Г  (4'5) “ (4'9) *ЫЧ™  и '■ и Расстояние с между осью и 

I ^ h x 1п а*  +  Л , 1 п ^ = 6 1 п | -  +  2,5 1п А  =  4,24 см; 

l 2 l) 1п ~  +  V & } 1п ~  =  ° +  2.5 • 1,75 1п =  2,056 см2;

/(Г,)
с = 4 -  =  0,485 см.Ji

По формуле (4.9) вычислим / 8 относительно главной оси

/s==(T¿' +  V c 1) In^  +  (-f|- +  V c , ) ln 12,41 см3,

где zCi =  *£;> _  с =  1,265 см; ^  =  2 <£> _  с =  _ 0^ 85 см.
Определим внутренние силовые факторы в поперечном сечении По vnaR 

нению проекции всех сил на нормаль к сечению найдем силу N ?  УР

Л7 =  рг1Аг= 2,16.10«Н
и по уравнению моментов относительно оси, проходящей через точку О, момент М:

С р  "
2М~ \ 2 лR2~ ^ daR‘i sin а  +   ̂ - R1daR1 sin a-j-2pr1h1c =  0;

0 о 1
м P (R *-R i)

= ------Ъь—  ~  Pru h ic =  13 420 Н • см,

где а  — полярный угол, 0 гс а  г£ п .
По формуле (4.18) вычислим угол поворота сечения 

М  „
Ф = £ у - = 5 ,4 1  • 10 6 рад =  0,003Г 

и по формуле (4.19) — расстояние до нейтральной линии

N 1  з
а =  ~МГ[ ~  4.8 см.

» т у ^ г ^ ж ' г  4„ ?  „Тнйутр™ г  “ е ° a ¿ r  “ • ™  “ ,е " е

ного ич тпики п  . i? ’ А которой угол наклона луча, проведен
ного из точки Оо, наибольшии. Координаты точки А  относительно главных осей:

гл = 2 ,515  см; гд =  3 см.



Максимальное напряжение
Ш , N 

„  =  _ _ 4 + - —  =  261 О Н /с м 2.
тах ¡ / А  V  Л

Радиальное перемещение точек поперечного сечения может быть вычислено 
по углу поворота сечения ф:

и =  <рг0 (4 -33)

или по окружной деформации

ц =  е , г = ^ г .  (4.34)

В данном примере перемещение точки А:

Ыд =  ̂ 4  =  3,9 • 10- 4 см.

Поимер 4.2. Применим теорию осесим
метричных колец' к расчету тарельчатой

пружины (пружины Бельвилля, рис. 4.6). Выбрав оси координат г и гх, как 
показано на чертеже, запишем уравнение срединнои поверхности

г° =  г\.ё а ,
ГПР 7° __кооодината, отсчитываемая от оси

По формулам (4.7) вычислим геометрические характеристики сечения



Ь =  г„ -Г£ Гс , '■: ГЛ ± П .  А=Ао_1
соэ с&*

рал ? С ^ ^ 4 & Пред“ “  Расстояние с до главной оси г и „ нтег-

 ̂2 
/1

Ь tg «

= /(/-,) — / хс2 =  НЬ tg2 а  / г С1

1п

Л™ поворота поперечного сечения пружины может быть достаточно большим 
?ри мРалыНхеНпИеЯр ем Г еЛ„ Г  Г п ^  П°  Те° РИИ осесимметР*™ °й деформации колец 
больших перемещениях; резуль- Р-10~5Н 
тэты расчетов сопоставим с ре- ’
зультатами экспериментальной 
проверки.

Расчет по теории малых  
перемещений.

По уравнению равновесия 
половины кольца определим

Ы =  0; М  =  ~ .
2я

По зависимости (4.18) найдем 
угол поворота сечения кольца

_ М _  _  РЬ 
Ср~ Е 1 3 ~ 2 л Е 1 3 -

По углу поворота опреде
лим осадку

1 / РЬ2

Зададимся числовыми значениями:

гх =  16,5 см; — 30 см; Л0 =  2,64- см; а  =  6°33';
«  =  0,115; £  =  1,95- 107 Н/смг; Ь =  гъ — гх =  13,5 см;

К  
соэ а

Тогда

/ 3 =  2,66 • 13 ,5-0 ,1152 /23,25-

=  2,66 см; г С1= ^ 1 ± 1 2 =  23,25 см.' с , 

13,5

1п

13,52

30
16,5

2,663 , 30 
'Л г -  ТбТб 1,275 см3;

2я1,95 • 107 - 1,275 ~  1,17 ' 10 вр  см>

На рис. 4.7 приведены зависимости Р  (Я). Прямая /  соответствует при.™ ™  
задачи по .теории малых перемещений; кривая 2  построена по экспериментальным 
данным. Как можно видеть, пои н э г п у ч к р - пп ^ ^ п о /  р  „ ь н ы м
хождение не поевышя^т ^о/ Ппи л« 50/о от максимальной рас-
и ппи р  превышаетД/о- При большей нагрузке расхождение увеличивается 
и при тах Достигает 12%.



Кривые 3 и 4 (см. рис. 4.7) построены по результатам расчетов по теории 
больших перемещений.

Р а с ч е т  п о  теории больших перемещении ■ .  Хапактеоистики
Площ адь поперечного сечения пружины: F  =  bh -  35,91 см . Характеристики 

сечения I t , I-i-
/ ,= А  In - 1 , 5 9  см; /2 =  Л6 tg а = 4 ,1 3  см2.

Г1
Расстояние от оси до главной оси т,

с =  ~  =  2,60 см.
'1

Координаты центра тяжести сечения относительно главных осей.
r Ci =  23,25 см; z C i  =  r Ci tg а - с  =  0,077 см.

Координаты центра поворота относительно тех же осей [см. формулы (4.30)]:

г0= ^ -  =  22,58 см; а = 0 .
'1

Изгибающий момент М  определим по углу поворота ср согласно уравнению 
/л 3о\ Т ак как поперечное сечение пружины имеет форму узкого параллелограмма, 
•го дефоомац™  в радиальном направлении не могут протекать свободно; они стес
н е н ы  вследствие взаимодействия соседних окружных волокон. Это привод 
к некоторому ̂ Увеличению жесткости пружины, которое может быть учтено умно

жением модуля упругости на дробь А р .  Аналогичный эффект увеличения жест-

кпрти наблюдается при цилиндрическом изгибе пластин (см. гл. 5, § 2).
Е с л и  у ч е с т ь  указанную поправку, то уравнение (4.32) примет вид

м  =  _  f  / 3 +  F zCi (cos 2Ф -  cos Ф) ■+ F (rCt - r0) (:I -  cos Ф) sin Ф] .

В е л и ч и н ы  момента, вычисленные по этому Уравнению при р 
угла ф, приведены в табл. 4 .1; там же указаны также значения нагрузки г  
и осадки К, вычисленные по формулам:

" °  ’ " » S » " ” з » ™ .  » « к »  . р .  -ак-
симальной нагрузке в этом случае не превышает З/о .

Таблица 4.1

м  ■ 10-“, Н • см

4,51
8,56

12,2
15,58
18,7

р  ■ ю •*, н

19,1
39.8
56.8 
73,0 
87

X, см

0,236
0,472
0,706
0,944
1,178

Зш „ .  о £ » ? s t r e s s "  5 S :
”» « “  *»р“уле |201'

на рис. 4.7 кривой 4.



в точка“ !  (см Р;Гсе,4.6) .В ПРУЖИНе' Наибольшие напряжения возникают 
Координаты этих точек:

г/( — — 2,03  см; /-^ ,=  16,5 см; 
г£ =  2,18 см; г1 =  30 см.

По формуле (4.20) при N  =  0 и М  =  ■£* найдем
2л

РЬг1 Р Ьг.

' 2я/з гк
При нагрузке Р  — 4 - 10» Н; а ,  =  1,9-10* Н/см»; «т* =  -8 ,3 -1 0 «  Н/см*.

за счет ск р у гл ^и Г к р о м к и ! во™торы^ з Г ”  несколько меньше, во-первых, 
счет остаточного напряжения, возникаю
щего при первичном обжатии. Отметим 
что принятая схема нагружения приемлема 
лишь в том случае, когда несколько пружин 
сложены вместе: вогнутая сторона с вогну
той, выпуклая — с выпуклой. В этих усло
виях относительное смещение по поверх
ности контакта не возникает и силы трения 
отсутствуют. В некоторых случаях, для уве
личения поглощения энергии (при использо
вании пружин в амортизаторах) между пру- 
жинами прокладывают плоские шайбы 

огДа между пружинами и шайбами возни
кают относительные смещения и появляются 
силы трения. Схема нагружения при этом 
несколько усложняется.

™ , М„е.Р. 4.ч3\  РаесмоТрим кольцо, нагруженное

Рис. 4 .8

Яи « н е р ц и о н ^ н ^ ^ ^ ^

ность ^ я м о у Т о л ^ и к Т  и Т р ™  ьН™ 1 7 ТвГчислПРеДСТаВИВ Сечение как  ^ о к у п -  
сечения. Применив формулы (4.7)-(4.8)'. п о л у ч и Г д а я ^ п Д у ^ Т и к а  ПеРе,Н0Г°

/. 4;>-—  §■ 1п
у 3п -

а?

для треугольника



Расстояние от оси Г] до главной оси
__  !  2П Аэт

1111 +  ̂ 1Т
Интеграл / 3 относительно главной оси

I _  1^ 1) < 1(Гг)_(/ I / \ с2.
* 3 — '  Зп ^  З т  1 ' 1 П - Г  хтУ

Внутренние силовые факторы в поперечном сечении

м = ~  £7П(Й1 +  с ) - 5  у  г О г ^ г ^  +  с) +
Г\

Дальнейшее решение аналогично рассмотренному в примере 4.1.

Изложенный метод расчета осесимметричных колец применим 
такж е к тонкостенным к о л ь ц е в ы м  деталям сложной формы, имеющим 
радиальные ребра или лопатки, препятствующие искажению формы 
поперечного сечения. К таким деталям, в частности, относятся рабо 
чие колеса некоторых видов турбомашин и гидромуфт.

§ 2. Внутренние силовые факторы
в поперечных сечениях колец
при плоском и пространственном изгибе

Плоский изгиб возникает при нагружении кольца 
силами, расположенными в его плоскости. При использовании колец 
в качестве подкрепляющих элементов (шпангоутов), а также как са 
мостоятельных элементов конструкции они могут быть нагружены 
радиальными силами, касательными силами и мом^ ами- ,  

Предположим, что все внешние силы известны и/ш могут быть 
определены по уравнениям статики. Тогда кольцо будет внешне 
статически определимым. В то же время оно будет внутренне трижды 
статически неопределимым. Это значит, что внутренние силовые 
факторы в сечении кольца могут быть определены только в резуль 
хате решения трех уравнений перемещений. Общии метод раскрытия 
статической неопределимости (метод канонических уравнении) 
подробно рассмотрен в курсах сопротивления материалов и строи 
тельной механики стержневых систем. Однако применительно к замк- 
н утьм  кольцам, нагруженным произвольно расположенными силами 
можно рекомендовать более эффективные методы и>, /4 ].

п редполож и м , что кольцо нагружено несколькими радиальными 
силами Рл Р*, ... Р п, несколькими касательными силами 1 ъ  I а, .... 
Г т  и несколькими моментами ЗКх, ЯЛ,,... ЭИ„причем все эти нагрузки



взаимно уравновешены. На рис. 4.9, а показаны одна радиальная 
сила Р ¿, одна касательная сула Гу и один момент Углы, опре- 
деляющие положение точек приложения указанных нагрузок, о б о 
значены соответственно фг, фу, фй. Чтобы раскрыть статическую  
неопределимость, разрежем кольцо по сечению ф =  0, приложим 
неизвестные силовые факторы Х и Х 2, Х 3 (рис. 4.9, б) и приравняем 
нулю взаимные перемещения концов в месте разреза в направлениях 
действия силовых факторов Х и Х 2, Х 3:

Считая кольцо тонким, т. е. предполагая, что размеры попереч
ного сечения малы по сравнению с радиусом, а также принимая,

что деформации растяжения и сдвига пренебрежимо малы по с р а в 
нению с деформациями изгиба, и применяя для вычисления переме
щений интеграл Мора, получим

здесь М\1> — 1; М\2> — \r  (1 — cos ф); M js,=  1 г  sin ф — изгибаю 
щие моменты в текущем сечении, кольца от единичных нагрузок , 
соответствующих неизвестным силовым факторам X lt Х 2, Х 3 (р и с ’
4.9, в, г  и д)]

61 =  0; 62 =  0; 63 =  0.

в) г)
Рис. 4.9

(4.35)



д | — суммарный изгибающий момент в текущем сечении от за 
данных нагрузок и от неизвестных силовых факторов Х ь  Х 2, Х 3. 

Подставив под знак интегралов (4.35) значения моментов М.\ ,

Му \  Mi’',и сократив на постоянный множитель щ - ,  получим

ф М dcp =  0; |

ф М  cos ф «¿ф =  (4.36)

фЛ1 sincpdq> =  0.

Изгибающий момент в текущем сечении (см. рис. 4.9, б) может 
быть представлен в виде суммы

М. =  Х 1 - \ - Х ъ г ( \  — cos <р) +  X f  sin Ф +  М,  (4.37)

где м __момент в основной системе только от заданных нагрузок.
В результате подстановки выражения (4.37) уравнения (4.36) 

принимают вид
Хх2 я  +  Х2г2я +  §  М d y  =  0;

— Х 2т  +  <§> М  cos ф dap =  0;

Х 3гя  +  ф М  sin ф d(f =  0.

Здесь учтено, что
§с/ф =  2я; ф з т ф Л р  =  0; <§>со$фЛр =  0;

(̂ ) sin ф cosxp с?ф =  0; §  cos2 ф d<p =  я; <§> sin2 ф dq> =  я . 

Напишем уравнения (4.38) в развернутом виде
п 2л

Х г2п +  Х2г2я +  S  — P f  sin (Ф “  Ф*)1 d(f  +
1 q>¡

т 2л ^
+  V  [ _ Г / ( 1 - со$ ( ф - Ф у))]£*Ф +  2  5 ( -2В*)<*Ф =  °;

1, ф/ 1
п 2я  ™ 2"

— Х 2г а + 5 ]  \ [— Л-Г8Ш(ф — ф«)]С08Ф^Ф +  ^  И "
1 ф( 1 ф/

I 2л

— T f \ \  —со5(ф — фу)]} cos ф ¿ф +  2  S — Sffife cos ф (¿ф =  0;

(4.38)

(4.39)

п 2л  m 2л

Х 3гп  +  У! ( [  -  P ¡r  s in  (ф -  Фг)] 8Шф<*ф +  2  ] { -
i 4  1 ъ

I 2л

-Т ,г [1  — со 5 (ф  — ф^)]} sin  ф ¿ф +  sin  Ф ^Ф =  °-
1 <Рк



Нижний предел интегрирования в уравнениях (4.39) выбран с уче
том того, что каждая из внешних нагрузок дает момент только в ин
тервале от ф,-.у.£ до 2я.

Если выполнить интегрированиеи принять во внимание уравнения 
равновесия заданного кольца

Л  сов фг — 2  Т ,  ею фу =  0;
1 1
п ш

2  Р,- в т  фг +  2 ]  Гу сое фу =  0;
1 I

пг I

2 7 > + 2 а в * = о , 4

(4.40)

а затем решить систему уравнений (4,39) относительно Х ъ Х 2, Х 3, то 
в результате придем к следующим формулам для искомых силовых 
факторов:

п пг I

=  Р1г %1Р (ф<) +  2  ^ / X I г  (фу) +  2  ® * х ш  (ф*);

п пг I

*2 =  2  Р‘Ър (фг) +  2  Т Л«г(ф;) +  2  Х2Ж Ы ;
1
пг

* з  “ 2 ^ з р М  +  2 Г Дзг(ф у) + 2 ^ ^ Х з Л 1 (Фа).

где

Хгр (ф) =  ^  (1 +  ф в т  ф); Х1Г (ф) =  к  (ф сое ф — вш ф  — ф);

Х ш (ф ) =  2̂ ( — ф - 2 в т  ф);

Х2Р (ф)
ф БШ ф

2д ; Ът =  5-  (—  Ф сое ф +  в т  ф);

, ч БЩ ф
Хш  (ф) =  ;

Хзр (ф) =  _ 5 Р ^ р .  хзг(ф) =  4 (ф 8 Ш ф  +  со8ф);

Хзл1 (ф) =
СОБф

(4.41)

(4.42)

Числовые значения функций %1Р,х17-,%1М приведены в табл. 4.2. 
Положительные направления нагрузок Р г, Гу, ЗЛК показаны на рис.
4.9, а.



ф° *1Р XI г Х|Л) ч>° XI р XI7' Х|М

0 0,15916 0 0
5 0,16037 -0 ,01392 —0,04163 185 0,11437 -1,01195 -0,48615

10 0,16398 —0,02805 —0,08306 190 0,06751 -1,01991 —0,47251

15 0,16994 —0,04261 -0 ,12405 195 0,01896 —1,02369 -0,45929

20 0,17816 -0 ,05778 -0 ,16443 200 —0,03086 —1,02318 -0,44668

25 0,18850 —0,07376 —0,20396 205 -0 ,08150 -1,01827 —0,43492

30 0,20082 —0,09074 -0,24249 210 -0 ,13251 -1,00893 -0 ,42417

35 0,21490 —0,10887 —0,27979 215 —0,18340 -0,99516 —0,41465

40 0,23060 —0,12825 -0 ,31572 220 -0 ,23366 -0,97695 -0,40650

45 0,24754 —0,14915 —0,35008 225 -0,28279 —0,95440 —0,39992

50 0,26555 —0,17152 —0,38273 230 —0,33026 -0,92764 —0,39505

55 0,28430 —0,19551 —0,41352 235 -0,37557 -0,89683 -0,39204

60 0,30349 —0,22117 —0,44233 240 —0,41819 —0,86217 -0,39101

65 0,32279 —0,24848 —0,46905 245 -0 ,45764 -0,82393 -0,39206

70 0,34187 -0 ,27750 -0,49355 250 -0,49341 -0,78240 -0 ,39533

75 0,36039 —0,30814 -0,51579 255 -0 ,52504 -0,73793 -0,40087

80 0,37800 —0,34036 —0,53569 260 -0,55209 -0,69090 -0,40875
85 0,39437 —0,37408 -0,55321 265 -0 ,57415 -0,64172 -0,41901

90 0,40916 —0,40916 -0,56831 270 —0,59084 -0,59084 -0,43169

95 0,42204 -0 ,44544 -0,58098 275 -0 ,60183 -0,53876 '-0 ,44679

100 0,43271 —0,48274 -0,59125 280 —0,60680 -0,48598 —0,46431
105 0,44088 -0 ,51089 -0,60413 285 —0,60554 —0,43304 -0,48421
110 0,44628 -0 ,55962 -0,60466 290 -0 ,59782 -0,38048 -0 ,50644

115 0,44867 —0,59878 —0,60793 295 -0,58351 -0,32889 -0 ,53095
120 0,44783 —0,63683 -0 ,60899 300 -0,56253 -0,27883 -0 ,55767

125 0,44358 —0,67675 -0 ,60796 305 —0,53485 —0,23090 -0 ,58648
130 0,43578 -0 ,71514 -0,60495 310 -0,50049 -0,18568 -0,61727

135 0,42432 -0,75271 -0,60008 315 -0,45956 -0,14374 -0,64992
140 0,40913 —0,78910 —0,59350 320 —0,41221 —0,10565 -0,68428

145 0,39039 —0,82400 -0,58535 325 —0,35866 —0,07198 -0,72021

150 0,36749 -0 ,85709 -0,57583 330 -0 ,29918 —0,04323 -0,75751
155 0,34112 —0,88803 -0,56507 335 —0,23411 -0,01992 -0 ,79603

160 0,31112 —0,91652 -0,55331 340 —0,16386 -0,00252 -0 ,83557

165 0,27778 —0,94224 -0,54071 345 —0,08888 0,00854 -0 ,87595

170 0,24116 —0,96490 -0 ,52749 350 -0,00967 0,01286 -0 ,91695

175 0,20152 —0,98424 -0 ,51385 355 0,07321 0,01012 -0 ,95838

180 0,15916 —1,00000 -0 ,50000 360 0,15916 0 - 1,00000

'



Пример 4.4. Кольцо нагружено тремя симметрично расположенными ради
альными силами Р  (рис. 4.10,а). Изгибающий момент в произвольном сечении 
определяется по первому уравнению (4.41). Момент в сечении А

М А =  ~  Р г УлР ( 6 ° ° ) - р г%1Р ( № ° ) - Р г г 1 Р  ( 3 0 0 ”).

Подставив взятые из табл. 4.2 значения функций, получим М А =  0,100 Рг. 
Аналогично определим момент в сечении В:

М в = - Р г % 1Р ( 0 ° ) -  Р г %1Р (1 2 0 °)- Рг%1р (240°) =  — 0 ,189Рг.
Эпюра изгибающих моментов показана на рис. 4.10, б.

т=2Рг - рг

Рис. 4.10 Р ис .  4.11

Пример 4.5. Кольцо нагружено силами и моментом, как  показано на 
рис. 4.11, а. Изгибающий момент в сечениях А к В  имеет следующие значения:

МА== - р П 1Т(90°) +  2Рг%1м 0 80°)- Рг%!т (270°) =  0;
-■ РгХ1'7 (450) +  2Ргх1Д1(1350) - Р г х 17.(2 2 5 °)=  — 0,0966Рг.  

Аналогично может быть вычислен момент в сечениях С, £>, Е: 
Мс = - 0 ,1 3 6 6 Я г ,  М о -=0,1963Рг, М Е = ± 1 , 0 0 Р г .

Эпюра моментов приведена на рис. 4.11, б.
Пример 4.6. Кольцо, опирающееся на жесткую опору, нагружено силами 

собственного веса (рис. 4.12, а). Д ля  того чтобы получить выражение изгибающего

момента в текущем сечении, возьмем произвольное сечение А  под углом а  к верти
кали и будем отсчитывать угол ср от этого сечения, На кольцо действует сосредото
ченная сила реакции опоры Р —  —2ядг, расположенная под углом (я  — а) 
относительно точки А ,  а также распределенная нагрузка д.



Последнюю можно представить как бесчисленное множество бесконечно 
малых вертикальных сил qrdqi. Каждую из этих сил разложим на две составля
ющие: нормальную — qrd(p cos (а +  <р) и касательную qrdq> sin (а  +  ф).

Тогда изгибающий момент в сечении А ,  согласно первому уравнению (4.41), 
запишется в виде

2л- 2 л
М А =  + Р % 1 Р ( л —  а ) +  |  -  qrdcp cos ( а +  ф )0 С1Р (ф) +  $ ?г<*ф яп(а+ф )гх1Г (ф)-

\
Подставив значения 7jp , %1Г, согласно формулам (4.42), получим

2я
М А =  — 2 n q r  [1 +  (л — a) sin (я — а ) ] — qr*d(p cos (а  +  ф) ^  (1 + ф я п  ф) +

О
‘ 2 я

+  ^ дгМф sin (а  +  ф) 2^  (ф cos ф — sin ф — ф)
о

или после вычисления интегралов и несложных преобразований 

М д  — qr2 sin «  +  у  cos а — 1 j  .

Эпюра изгибающего момента, построенная по этому уравнению, изображена 
на рис. 4.12, 6.

Перейдем к рассмотрению колец, нагруженных силами, перпен
дикулярными плоскости этих колец.

Рис. 4.13

Предположим, что на кольцо действуют несколько осевых сил 
Р ъ  ..., Р п, несколько моментов Ш т в плоскостях, касатель
ных к окруж ности, и несколько моментов ..., V?т в плоскостях, 
перпендикулярных окружности. Н а рис. 4.13, а показаны: одна из 
приложенных к кольцу сил и по одному из моментов первого и вто
рого типа.

Все силовые факторы в плоскости кольца в этом случае равны 
нулю. Чтобы раскрыть статическую неопределимость, разрежем 
кольцо по плоскости ф =  0, приложим неизвестные моменты Х х, 
Х 2 и поперечную силу Х 3 (рис. 4. 13, б) и приравняем нулю относи
тельные линейные и угловые перемещения концов в месте разреза

б1 =  0; 62 =  0; 63 =  0.



Эти уравнения развертываются точно так же, как и уравнения 
для плоского кольца, с той лишь разницей, что интегралы Мора 
будут содержать не поодному, а по два члена,учитывающих соответст
венно изгиб и кручение кольца, в результате получаются следующие 
формулы для определения Х ъ Х %, Х 3:

11 т I
*1 =  ъ  р  (ФО +  2  (ф/) +  2  У к Ч г  (Фа);

1 1 I
п т I

* 2  =  2  Р?*2Р (Ч>0 +  2  М/*23П (ф/) +  2  (фа);

я ш

I 1

*1Р(Ф) =  - ^ ;  х ш (ф) =  М ± ^ 1 Ф :

(4.43)

2я ' 1 + ъ : ) п

« 2 Р (Ф ) =  - Ф^ л с 0 5 а ; « 2та(Ф ) =  — ~ у ^ 1ф + со8ф .

^2г(ф)
—  ф СОБ ф

2л
вШ ф

(4.44)

Положительные направления сил и моментов указаны  на рис 
4.13, б.

(мкр=о,2бьт) 
в, т а г

(МКр=±0,5М )
0,015т

~0,273Ш  

Рис. 4.14

Пример 4.7. Кольцо, опирающееся на три симметрично расположенные 
опоры, нагружено моментом 3)? (рис. 4.14). Поперечное сечение кольца — круг
лое; (ЗУКр =  0,8 р гп уПо уравнениям статики определим реакции опор;

\ т 0 2 ш
г '



Применяя уравнения (4.43), найдем величины изгибающего и крутящего 
моментов в сечении А

м = ( - з - ? ) ™ 1 Р ( 0 ) +
1 ап 
з Т Р ^ з ’ H l r W d

w  \v3
( 4л'

«2 р ^ т у

или после подстановки значений функций, вычисленных по формулам (4.44)’ 

М =  0,4263«; М кр=0,264Ш1.

Аналогично вычислим моменты и в других сечениях (эпюру М  см. рис. 4.14). 
Пример 4.8. Кольцо, опирающееся на три несимметрично расположенные 

опоры, нагружено равномерно распределенной нагрузкой <? (рис. 4.15, а). Опре
делить изгибающие моменты.

м = -0 ,0 Щ г 2 ,0,3 qr
(мкр=о,ощг2)

М = -0 ,5 5 Ц г2
(Нкр=-О,0Щгг)

■ 0,33ч г  2 
'(МкрЩ 1Щ г*)

M=-0,7f6<¡r2 
(MKp=0,09Uqr^)

6)

Рис. 4.15

Составив уравнения равновесия кольца, найдем реакции опор:

^ = 1 , 3 3 ^ ;  Я а= 2 ,2 9 д г; i?3 =  2,66í/r.

Равномерно распределенную нагрузку представим как бесчисленное мно
жество бесконечно малых сил. _ -

Применяя первое уравнение (4.43), вычислим изгибающии момент в сечении Л:
- 2 л

М А =  - R 3™ i p  (0°) — V х (120°) — i?3rx  (210°)+ j  q rd y rx ip  (<p) =

i oa<j 91П2
=  -  2 , 6 6 ^ 0 -  l,33?r* 4 ^ 5- «п 120̂  — 2 ,2 9 ^ 2 ^ ^ -  sin 210« +

2П
+  qr*d ф <p sin ф 

2it

360a

• 0,716 qr2.

Момент в других сечениях может быть вычислен аналогично. Эпюра изги
бающих моментов приведена на рис. 4.15, б. Крутящий момент в данном случае 
мал и существенного значения не имеет.

Следует отметить особенности расчета колец, у которых главные 
оси поперечного сечения расположены под углом к плоскости кольца 
(рис. 4.16). Если кривизна кольца не велика, т. е. если размеры



сечения значительно меньше среднего радиуса и если нагрузка 
приложена в плоскости кольца, то силовые факторы, перпендику
лярные плоскости кольца, обращаются в нуль. В результате у р ав 
нения перемещений полностью совпадают с уравнениями (4.36) 
для плоского кольца, и, следовательно, изложенная методика р а 
скрытия статической неопределимости плоских колец полностью 
остается в силе. Особенность расчета таких колец состоит в том, что 
для вычисления напряжений 
в этом случае надо применять 
формулы теории косого из
гиба, так как главные оси 
поперечного сечения не совпа
даю^ с плоскостью действия 
изгибающего момента.

Случай нагружения коль
ца перпендикулярно его пло
скости — более сложный, так 
как при этом могут возникнуть все шесть силовых факторов. Однако, 
если нагрузка состоит только из осевых сил и моментов в касатель
ных плоскостях (т. е. если моменты, перпендикулярные окружности 
кольца, отсутствуют), то силовые факторы, расположенные в пло
скости кольца,-обращаются в нуль, и тогда для раскры тия стати
ческой неопределимости можно применять изложенную методику. 
Более подробно о расчете таких колец см. [21].

§ 3. Деформации плоских колец

Задача определения перемещений точек колец воз
никает при расчете колец на колебания, при расчете колец исполь
зуемых в качестве гибких элементов конструкций (например, в вол
новых зубчатых передачах), а такж е при составлении уравнений 
совместности деформаций колец с сопряженными'с ними элементами. 
Для определения перемещений могут быть использованы общие 
методы, излагаемые в курсе«Сопротивление материалов». Однако при 
сложном нагружении кольца, а также в тех случаях, когда тре
буется знать перемещение в нескольких точках по окруж ности коль
ца, целесообразно использовать более эффективные методы расчета, 
основанные на применении дифференциального уравнения упругой 
линии.

Выведем дифференциальное уравнение упругой линии плоского 
кольца.

Выделим из кольца бесконечно малый элемент (рис. 4.17, а). 
В общем случае на элемент могут действовать радиальная нагрузка с/х 
и касательная нагрузка ^2. Обозначим силовые факторы, возникаю 
щие в поперечном сечении: N  — нормальная сила; <2 — поперечная 
сила и М  — изгибающий момент. Положительные направления этих 
силовых факторов указаны на рис. 4.17, а.



Слагаемые, имеющие более высокий порядок малости, в этих 
уравнениях отброшены. Исключив из системы уравнений (4.45) N  
и <3, получим уравнение с одним неизвестным:

Рассмотрим теперь перемещения и деформации элемента кольца. 
При этом будем считать кольцо нерастяжимым, т. е. будем полагать

деформацию в окружном направлении равной нулю. На рис. 4.11, б 
изображен элемент кольца до и после деформации. Обозначим ра
диальное и касательное смещения точки кольца через w и и и угол 
поворота нормали через Перемещения точки b отличаются от 
перемещений точки а на бесконечно малые приращения dw, dv 
и dft.  Направления перемещений w, v, Ф, указанные на рис. 4.17, б, 
приняты за положительные. Приравняв нулю сумму проекций 
звеньев замкнутого многоугольника aka^^ba  на направление ра
диуса и на направление касательной к окружности и положив, 
ввиду малости перемещений, sin Ф =  A1, cos Ф =  1, а также 
sin dq> =  dq>, cos dcp =  1, получим два уравнения:

d3M  . d M  . . dqx _  ^  
r2d(p3 r2 dq> d(p

(4.46)

К
v

Рис. 4.17

w  — а ф ^  +  (и~¡-dv) d ( p - ( w - \ - d w )  =  0; 
v +  aibi — (v +  dv) — w  dcp — ab — 0,

где



После сокращений получим

■О =  — _  1 аш
г

т =  •

(4.47)

(4.48)

Изменение кривизны элемента аЬ равно производной от угла 
поворота гг по дуге

к — ¿0 
Г(1 ф

йи 
Гг (¿ф гг ¿ф2

или с учетом равенства (4.48):

к =
й  ф2 -ХИ)

(4.49)

(4.49а)

С другой стороны изменение кривизны связано с изгибающим мо
ментом соотношением упругости

М
(4.50)

Приравняв правые части равенств (4.49а) и (4.50), получим диф
ференциальное уравнение упругой линии 
кольца

сРт
+  т- М г2

(4,51)¿ф2 т »

С учетом уравнения (4.46) дифферен
циальное уравнение упругой линии можно 
представить также в следующем виде:

EJx Ydfiw . 0 <Рш , ЛгЛ . . .
д а '+ 2 Щ  =  Ъ у +  Яг (4.52)

или
EJX й [ ¿2 , . \2
—  +  =  ̂  +  (4.52а)

Если зависимость изгибающего момента М  от угла <р уж е 
известна, то радиальное перемещение хю наиболее просто можно 
определить интегрированием уравнения (4.51). В некоторых 
случаях, в частности при составлении уравнений совместности 
деформаций кольца и сопряженной с ним оболочки, более удобно 
применять уравнение (4.52). При использовании этого уравн е
ния нагрузки раскладывают в ряд и решение такж е находят 
в виде ряда.

Укажем еще один весьма удобный метод определения перемеще
нии [5].



Предположим, что на кольцо действует несколько взаимно урав
новешенных радиальных и касательных сил (рис. 4.18). На рисунке 
для примера показаны одна радиальная и одна касательная силы. 
У равнения равновесия кольца:

'
V  р 1 соб ф,- -  2  Т ]  фу= °; 
} 1 
п гп

2  Р г вш ф/ +  2  Т у сов фу =  0 ; (4.53)

где п и т  — число радиальных и касательных сил.
Разлож ив каждую из заданных сил в ряд Фурье, получим экви 

валентную распределенную радиальную нагрузку и эквивалент
ную касательную нагрузку <72:

п п оо

« . =  2  & + 1  2
1 =  1 I =  1

т  со

ч * =  2  2  5 со^ (ф- ^ -  4̂-54)
/ — 1 к =  I

Подставим эти ряды в дифференциальное уравнение (4.52):

п  со

+  +  — 1 =  У  У  ( - ^ Ь ш /5(ф - ф,) +
Ь Т Т ¿=1 ¿ =  1

т  со

+  2 2  ^г с051г^ ~ ^ -  4̂ -55  ̂
/ =  1 А =  1

Решение уравнения (4.55) можно представить ка^к сумму общего 
решения однородного уравнения и частных решений, соответствую
щих всем значениям /г от 1 до оо.

Из условия единственности значения функции ш в каждой точке 
кольца следует, что решения однородного уравнения, которые 
не удовлетворяют условию периодичности с периодом, кратным 
2ц,  должны быть отброшены. Остается общее решение однородного 
уравнения вида

&) — В  сое ф С вш ф. (4.56)

Это слагаемое отражает возможность перемещений кольца как 
жесткого целого в направлении осей х и у.



Рассмотрим частное решение, соответствующее k — 1. П р а в а я  
виде" Уравнения В этом слУчае может быть записана в следующем

п т ' т

-  2  S sin (ф -  ф*)+ 2  S cos (fp -  ф')= ч г  2  T i cos фу+

- 2 ^ п ф<- +

i

sin ф
пг 2 r / sin

1
Фу ■I* COS ф I

На основании первого и второго уравнении равновесия (4.53) 
выражения в квадратных скобках равны нулю. Следовательно, при 
k — 1 правая часть уравнения обращается в нуль и соответствующее 
частное решение уравнения отпадает.

Определим, наконец, частное решение уравнения при произволь
ном k ^  2. Будем искать решение в виде суммы

_ m п
=  2 ]  Bkj sin k (ф — ф(-) -f- ^  CUi cos k (ф — фг).

i = i i =  i

Подставив эту сумму в левую часть дифференциального у р ав 
нения (4^55) и приравняв коэффициенты при одинаковых ф ункциях 
в правой и левой частях уравнения, найдем коэффициенты ряд а

в , —  Т1гЪ г  -

kj  n E J xk i k 2— \ Y '  ^ ,п n E J x  (é2- l ) 2 -

Тогда

Wk = 2 T j t *  sin ¿ ( ф  — ф у )  , Y  p t r 3 COS ¿  ( ф  ф г*)

,_  ̂ nEJx ¿(¿2- 1)2 i -  nEj x • (¿2 —! )2 • (4.57)

Суммируя & и ъг>, соответствующие всем значениям к от 2 до оо, 
получим искомое общее решение уравнения (4.55):

m  с о

“ ’ =  S cos<P +  C s i n 4> + 2 ¡ ; § £ 2
sin ¿ (ф — фЛ

п

___ nEJх L i  '“¿(¿2—1)3 
/' =  1 А =  2
ОО

4-  У  P ¡rS У  cos¿(y —ф,)
~  Li  nEJх Ad (¿2- l )2 ■

1 =  1 £ =  2
(4.58)

Смещения V точек кольца в окружном направлении связаны с р а 
диальными перемещениями т зависимостью (4.48). Согласно этой 
зависимости

v =  — d q ^ A .



После подстановки под знак интеграла выражения (4.58) и 
интегрирования получим

, XI т у 3 V  « « * (9 —чу)
у =  Л — Взшф +  СсозсрЧ- 2 ^  ш ~ х  2 *  к 2 (к 2 — I)2 —

/ =  1 * =  2 
п  ОО

2 р гг3 у  ЯП ^(ф-ф<) (Л 594
ш г х 2  к о 2 • 1 '

(=1 А =  2

Введем обозначения:
00

(4-60)6 =  2 
оо

г <ф > = 2 И ^ г  (4 ' 61)А =  2
оо

" ( ф  ) “ 2 ^ Ь -  <4-62>
/г=2

Тогда формулы (4.58) и (4.59) можно записать более кратко.
п

и) =  В сое ф +  С бш ф +  2  ш г х ^ (Ф — Ф«') +
1

( 4 -6 3 )1
п

V =  А -  В в т  ф +  С сое ф -  ^  V  (Ф _  Ф*) +
1 *

т т з
(4-64)

1

Числовые значения функций 5 , С/, Т  приведены в табл 4 3. 
Таблица составлена для значений угла в интервале 0 ==£ ф ^  180 , 
что достаточно, так как функции 5  и Т  — симметричные, а функ
ция I/ — обратно симметричная, т. е.

5 ( ф) =  5 ( 2 я - ф ) ;  Т  (ф) =  Т  (2л — (р); £/ (ф) =  -  и  (2я -  Ф). (4.65)

Эти функции связаны между собой простыми дифференциаль
ными соотношениями

й Т  , ,  ¿ и  О /Л



ф° S (ф) Г(Ф) U  (ф) <Ф°) S (ф) т (ф) U (ф)

0 0,13497 0,02990 0
5 0,13177 0,02939 0,01165 95 - 0 ,1 0 2 3 2 - 0 ,0 2 6 6 9 - 0 ,0 1 4 0 8

10 0,12288 0,02788 0,02280 100 — 0,09458 - 0 ,0 2 5 0 8 - 0 ,0 2 2 6 8
15 0,10934 0,02543 0,03300 105 - 0 ,0 8 4 3 7 - 0 ,0 2 2 7 5 — 0,03050
20 0,09214 0,02216 0,04183 110 — 0,07202 — 0,01978 - 0 ,0 3 7 3 4
25 0,07228 0,01818 0,04903 115 - 0 ,0 5 7 9 1 - 0 ,0 1 6 2 7 - 0 ,0 4 2 6 3
30 0,05069 . 0 ,01366 0,05440 120 — 0,04245 — 0,01231 - 0 ,0 4 7 4 2
35 0,02823 0,00875 0,05782 125 - 0 ,0 2 6 0 7 — 0,00803 - 0 ,0 5 0 4 3
40 0,00571 0,00363 0,05928 130 - 0 ,0 0 9 2 0 — 0,00355 - 0 ,0 5 1 9 7
45 - 0 ,0 1 6 1 4 - 0 ,0 0 1 5 4 0,05881 135 0,00769 0 ,00100 - 0 ,0 5 2 0 3
50 — 0,03670 - 0 ,0 0 6 5 9 0,05650 140 0,02417 0,00549 - 0 ,0 5 0 6 2
55 - 0 ,0 5 5 3 9 — 0,01136 0,05248 145 0 ,03984 0,00979 - 0 ,0 4 7 8 1
60 — 0,07176 - 0 ,0 1 5 7 1 0,04693 150 0 ,05429 0,01379 — 0,04370
65 -0 ,0 8 5 4 5 - 0 ,0 1 9 5 1 0,04005 155 0,06717 . 0 ,01738 — 0,03839
70 -0 ,0 9 6 1 8 — 0,02266 0,03210 160 0 ,07816 0,02046 - 0 ,0 3 2 0 4
75 — 0,10377 — 0,02509 0,02335 165 0 ,08700 0,02295 — 0,02482
80 -0 ,1 0 8 1 4 — 0,02672 0,01406 170 0 ,09347 0,02478 — 0,01693
85 — 0,10930 - 0 ,0 2 7 5 4 0,00455 175 0 ,09741 0,02589 - 0 ,0 0 8 5 8
90 — 0,10730 — 0,02752 - 0 ,0 0 4 9 2 180 0 ,09873 0,02627 0

Заметим, что в интервале 0 sc  <р <  180° функции 5 , Т  и U можно 
представить также следующими выражениями [5]: '

S (ф) =  — 4  +  y  ( у  -  -f- -  Щ  +  f )  cos ф +  sin ф; .

Г(Ф) =  - 1 + ? - ^  +  ? + . 4 ( ? - ? - п ф  +  | ) с о 5ф +

\  + 4 ( я “ Ф)^пф;

U (ф) =  ^2-^(1  — COS ф) +  — Лф +  T r)sinф.

Постоянные А,  В, С в формулах (4.63), (4.64) зависят от переме
щений кольца как жесткого целого (три степени свободы) и опре
деляются из условия равенства нулю перемещений в точках закреп
ления. Если же кольцо не закреплено, то А ,  В,  С  следует положить 
равными нулю. В случае статически неопределимого кольца с более 
чем тремя внешними связями условия равенства нулю перемещений 
на опорах позволяют составить необходимое и достаточное коли
чество уравнений для определения постоянных А ,  В,  С  и неизвест
ных реакций.

Остановимся на случае нагружения кольца сосредоточенным 
моментом (рис. 4.19, а).

Представим момент ЭЛ в виде пары сил с плечом рг, где р —
сколь угодно малый угол (рис. 4.19, б), тогда силы будут равны 
Разложив каждую силу на радиальную и касательную  составляю-



щие, получим систему сил, изображенную на рис. 4.19, в. Эта си
стема при (3 —»• 0 эквивалентна заданному моменту. Применим фор
мулу (4.63):

“ ' и  =  ш г х Ш  8  (сР -  Ч>*) - ^  Л  (Ф  -  -  Р ) ]  + Ш Г х и & -Ч *')>
где (ф) — составляющая радиального перемещения за счет 

момента
фА — угол, определяющий положение точки приложения 

момента.

а)
Рис. 4.19

При Р -*■ 0 получим

И̂ф)=5£[45(ф~ф*) + ̂ (ф“ф4
Подставив сюда выражения (4.60) и (4.62) для Б н и ,  после не

сложных преобразований получим

где

*Т)?г2
шй я ( ф ) = ^ 7 - я ( ф - ф * ) >

к =  1
или иначе

R  (ф) =  —  4  s in  ф +  (1 -  COS ф)

(О =<= ф 180°).

Аналогично определим (ф):

уая(ф) =  5 т - ( - ^  ^ ( Ф - Ф а) +  7, ( Ф - Ф а)) =  5 т ^(Ф — 'Ф*). (4-70)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

nEJ. d(f> nEJ*
где

w

у (ф) =  2
cos Аф 

:2(/г2- 1 )



^(Ф ) =  - Т  +  7 Г - ^
Я ф  , ф а

т  ~г  ~ т
(и-ф ) s in  ф ■

5
COS ф (4.72)

2

(О ^  ф ^  180°).

Слагаемые вида (4.67), (4.70) добавляют в формулы (4.63), (4.64) 
в том случае, когда исследуемое кольцо нагружено сосредоточен
ными моментами.

Пример 4.9. Кольцо нагружено двумя диаметрально противоположными 
силами Р  (рис. 4.20, а). Найдем перемещения точек кольца с помощью различных 
методов.

Решение методом интегрирования дифференциального уравнения  (4.51).--
Определим вначале изгибающий момент в произвольном сечении, располо

женном под углом ф к вертикали.

Б)

Применим первую формулу (4.41):

X 1 =  M ip =  P rX lp  (я  — ф) +  РгХ|Я (2я — ф).

После подстановки функции %1р, согласно зависимости (4.42), получим

Р г  Г I Рт
M,f== 2я  1 +  (я  — Ф) sin (я —  ф )  + 2^[1  +  (2я  — ф )  sin (2я  — ф)] =

=рлЬгЧ8Н-
Это выражение изгибающего момента внесем в дифференциальное уравне

ние (4.51):
d*w , Р г 3 ! 1 . 1 \
l ü f + w = T r x b  8Ш ф- я >

Общее решение полученного уравнения имеет вид
Р г3 Г 1 11

w =  A  sin ф +  В  cos ф +  g j - — -J- ф cos ф — — J .

Это выражение справедливо в интервале О г ^ ф ^ я .  Постоянные А  и В 
должны быть определены на основании граничных условий. В данном случае 
по условиям симметрии

W no =  W ,f0° — ""180°> 
t'po =  t'18oo =  0; Ф0о = 'S’i80o — 0.



_  л Р г 3
ШГХ’

Согласно второму условию, на основании зависимости (4.47)

- 0 ;
“ Ф Ф =  0°

[ a  cos <р— В  sin ф+ £ 7 -̂ (  — 4  cos Ф +  J  Ф sin ф )]ф =  0О =  °>

откуда

/V3
А ш х '

Окончательно

Р г8 
Ш E J ,

-* / 1 . , я  1 1 \-  ^  Sin ф +  -g- COS ф ----J  ф С О вф - — J.

При ф =  0° и ф =  180°

W |= ® , Р г 3 I я  1

Следовательно, изменение расстояния между точками А и В  составляет

„ Р г3 ( я  2 \ ,  Л1 ов Р г3
6ЛВ +  - -̂4— й-;.“  0*1488

При ф =  90°

Р г3 / 1  ) \
E J X \ 4  л ) '

Изменение расстояния между точками С и О

* о Рг3 ( 1 2 \
6со- 2шС - £ 7 7 ( 2 я у 0,1366 еу*-

Решение в рядах.  Заменим заданные силы Р  распределенной нагрузкой ¡/, 
приложенной по двум малым дугам Рл (рис. 4.20, б):

Р9 - ^ 7  ПРИ -  2 ' - ч ' "  2 " 2 У Г  1 2

¡7 =  0 при <  ф <  ( я  — - |- )  и ^ я + у | < ф < ^ 2 я — |

где Р — произвольный, сколь угодно- малый угол.
Эту нагрузку  разложим в ряд Фурье:

ОО
<7 =  <7о+ 2  ^  сое Акр.

4 =  2. 4, 6 . . .

В данном случае следует взять ряд косинусов с четными значениями &,так как 
нагрузка симметрична относительно диаметров А В  и СО.



Коэффициенты ряда вычисляют по общеизвестным методам. В данном 
случае

Р  2 Р
9о п г  ’ ' It г

Следовательно,

Р
2 cos 2ф +  2 cos 4ф -|- ...J  =

=  пг ( 1 +  2 cos •
'  * =  2, 4, 6 ... /

Первый член этого ряда соответствует равномерно распределенной ради
альной нагрузке. Эта нагрузка не вызывает изгиба кольца. Перемещения, 
соответствующие этой нагрузке, можно принять равными нулю, так как де
формации растяжения незначительны.

Для определения перемещений, соответствующих изгибной деформации 
кольца, подставим ряд в дифференциальное уравнение (4.52):

E J x \d?w d3w dw~\ Р  ^  ,
г1 [dqj? +  dip3 +  'Щ J ~  я 7 2  sln к<̂

T J  * =  2 , 4 , 6 . . .

(в данном случае qt =  q; q2= 0).
Решение полученного уравнения ищем в виде следующего ряда:

СО
w —  ^  Сh cos kq>.

* =  2 , 4 , 6 . . .

Вычислим производные
СО „ СО

Ш  =  2 j  ( Ckk  sin kq>); C k k 3 sin %
V A =  2,4,6 ... V ¿ =  2,4,6 ...

CO
- ¿ =  E  (-C*ft»stoftq>)

Y * =  2,4,6... 

и подставим их в дифференциальное уравнение

F I  00 р  00
^  Ц  С* (— А5 -{- 2fe3 — й) sin £Ф =  ~  2  ( _  2ft sfn АФ).

* =  2 , 4 , 6 . . .  * =  2 , 4 , 6 . . .

Приравняв члены с одинаковым индексом k в правой и левой части ра
венства, найдем

г  Рг*2
* E J x n ( № -  I)2 •

Таким образом,
СО
V i P r32 cos kw 

w —  2 j ---------------

при ф =  0° и ф =  180°

* = 2 , 4 , 6 . . .  ^ f - 1)2 ’

2 2 2 1 РгЗ
"9 + 2 2 5  +  1 2 2 5 ^  J =  °>0742~ЁГХ’



Изменение расстояния между точками Л и В составляет

Р г3
6ЛВ =  2т0 =  0,1484 -^у-.

Д ля получения результата с точностью до трех значащих цифр в данном 
'случае достаточно взять три члена ряда: 
при ф =  90°

2 2 , 1  „ п с о . Р га
90*

Р к З

6со  =  2ш90о =  -  0,137 р у -

Решение по  способу Б и ц е н с — Грам м еля .  Искомое радиальное перемещение 
в этом случае определяют по формуле (4.63).

Так как  кольцо не закреплено, то постоянные В  и С следует приравнять 
нулю. Последнее слагаемое ввиду отсутствия касательных сил также следует 
отбросить; в результате получим

ш — 5  (ср) +  -7 Б7 -  5  (ф —  '180°).

Ф ункция 5  обладает свойством четности, поэтому при вычислении переме
щения какой-либо точки необходимо брать те значения функции, которые 
соответствуют меньшей дуге между точкой приложения силы и рассматри
ваемой точкой.

При ф =  0° и ф — 180°

ш0о =  шт ° =  [5 (0°) +  5 (180°)].

По табл. 4.3 находим
5 (0?) =  0,13497; 5  (180°) =  0,09873.

Следовательно,
г>гг Р г з

Шо° =  ю |8о ° =  Р ,-  (0,13497 +  0,09873) =  0,0744-= у-;
ЛСи х  С‘') X

рС'А
6АВ —  ш0° +  ®180° =  0,1488 •

Аналогично при ср =  90°

“’» •  = т : и  190'> =  ш г , г ( - “ •,073> =  -
Р г3

6^0 =  2Шдо° =  0,1368 ’

Пример 4.10. Определить перемещение точки А  кольца, изображенного 
на рис. 4.21. Используя уравнения равновесия, вычислим реакции опор

р  _  о  _  ^ Выберем начало отсчета угла ф в нижней точке. Согласно за-
V  3

висимости (4.63) запишем выражение радиального перемещения

ио=>С в т  ф +  В соэф— Гз  ( ф ^  180°) (ф —3 0 ° )+ -у =  5  (ф— 330°) 1
л E J x \̂  X 3 У * J

силы Р , 7?1, #2 в данном случае отрицательные. На основании симметрии нагрузки 
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относительно вертикали постоянную С следует приравнять нулю. Д ля  определения 
постоянной В  используем условие: ей =  0 при ф =  30°, из которого следует

В  сое 30’ • Я (150°) +  ^  5(0°) + ¡А5«]“0.

После подстановки числовых значений найдем
Рг 3

В =  0,105

Искомое перемещение в точке А  

УА-т л =  0,105 соэ 180° -  Г5  (0°) +  ̂  5  (150°) + - ^ =  5  (150°)] =  
иЕЗх у У 3 У  3 IяEJ ,

=  0,303
Рг»

пЕ] х '
Пример 4.11. Определить перемещения точек кольца, нагруженного каса

тельными силами и моментом (рис. 4.22).

0,040 Мгг ш

Рис. 4.21

р^т
2г

Воспользуемся методом Бицено—Граммеля. Дополнив формулу (4.63) сла
гаемым вида (4.67), вычислим радиальное перемещение в точках Е , С, К:

М 
2г ttEJ£;[-иН - М  г2 М г 2

2Г • ШГХ и  (9°0 )+ ш г х я  (°0)=0;
М

с 2г nEJ, 
М  г"

и (0°)- М

11 (30°) -

2г яЕЗ} 
М г2 
2г nEJx

■ и  (180°) ■
М г 2 

nEJx ■ я  (90°)] =  -  0,01:

Мг2
и  (150°)] + ^ Е Г  I -  Я (60°)] =  0,26

Мг2
Е } х '

М г 2 
Е ^

Аналогично можно вычислить перемещения и в других точках. Эпюру пере
мещений см. на рис. 4.22.

Угловую координату следует всегда отсчитывать по кратчайшему расстоянию 
между рассматриваемой точкой и нагрузкой. При этом следует учитывать, что 
функции и  и Р. обратно симметричные. Если данная нагрузка приложена за рас
сматриваемой точкой (по отношению к выбранному направлению отсчета угла ф), 
то функции и  и Л берутся со знаком плюс; если же нагрузка приложена до рас
сматриваемой точки, то знаки V  и Я  изменяются на обратные.



Пример 4.12. Кольцо, опирающееся на три опоры, нагружено силой Р  
(рис. 4.23).

В данном случае можно написать только два уравнения равновесия:

^1 =  ̂ 31 

2 / ? ! ^  +  /?,=  ?.

Дополнительные уравнения получим из условия равенства нулю радиального 
перемещения на опорах.

Н ачало отсчета угла <р выберем в точке А. Применим формулу (4.63). На осно
вании симметрии нагружения постоянную С следует 
приравнять нулю. Тогда

ниА — В сое 0®-

К,г3
л E J ,

5 ( 0 ° ) -

р гз

2 5  (30°) =  0;

/ У
nEJ.

‘ л E J

Р г  3
и>в  =  В  соэ 30° Я (150°) -

5(30°)- яEJ V 5  (60°) =  0.

Подставив взятые по табл. 4.3 значения функции 5 
и решив систему четырех уравнений с четырьмя неиз
вестными, найдем

р гз
/ ? , =  =  0 ,3 8 6 Р \ /?2 =  0,332Р ; 5  =  0,1826 лEJ

Перемещение точки приложения силы Р

ы>„ =  В  сое 180° 3 (180°) — 2 —тй- 5 (150°)-
•I 1 С  О V

Рг 3
лEJ х пЕ.1,

■ 0,392-
Рг»

лЕ^ V*

Пример 4.13. Рассмотрим более сложную задачу о деформации плоского 
кольца.

Н а рис. 4.24, а  изображено кольцо проушины, опирающееся на жесткий 
цилиндрический палец и нагруженное силой Р. Обозначим г0 — радиус пальца; 
гг и г — внутренней и средний радиусы кольца. ,

Особенность данной задачи состоит в том, что контакт между кольцом и паль
цем вначале возникает только в одной точке, затем с увеличением нагрузки зона 
контакта расширяется и кольцо постепенно прилегает к пальцу (рис. 4.24, б).

Вначале, когда кольцо находится под действием двух сосредоточенных сил Р, 
изгибающий момент и кривизна в точке контакта могут быть легко определены 
методами, рассмотренными в примере 4.9:

М ,  = Р г _1_=  1 Рг  
р — г я  Е ]  х ‘

В тот момент, когда кольцо начнет прилегать к пальцу (палец считается 
абсолютно жестким), кривизна его средней линии и величина силы Р  составляют:

р* _
г0 +  -

(r—p*)nEJx 
гг р*

Н а второй стадии нагружения возникают два участка (рис. 4.24, б). На 
участке А В  кольцо плотно прилегает к пальцу; на остальном участке имеется 
зазор.



Примем следующие допущения: кольцо — нерастяжимое и тонкое; палец — 
абсолютно жесткий; силы трения пренебрежимо малы.

Рассмотрим отдельно палец и каждый из участков кольца (рис. 4.24, в). 
Вначале расмотрим участок АВ.  Поскольку на этом участке кривизна постоянна, 
то изгибающий момент также постоянный:

А,.=  £ у Г ^ _ ± 1 _ Щ ^ _ с о п й .
1Р г J Ф

Угол наклона нормали на границе между участками до деформации обозна
чим через а .  После деформации угол а  изменится на величину '0'в , которую можно 
определить по условию нерастяжимости кольца:

а г  =  ( а  +  й в) р*,

откуда

Так как М  =  М  * =  const и q.2 =  0 (силы трения не учитываются), то на 
основании уравнений равновесия (4.45):

N N
Q =  0; N =  const; <7= —* - =  — .^ Р Г

Определим еще перемещения wB и vB точки В.

Рис. 4.24

Приравняв нулю сумму проекций звеньев замкнутого многоугольника 
OiOzKiLKO^  (рис. 4.24, г), на нормаль п и на касательную t найдем

шв =  — |> — (г —  р*) cos а —  р* cos Фв ] =  —■ { г — р*) ( 1— cos а ); 
vB =  p* sin d B —(r — р*) sin а  =  (г — р*) (а  — sin а ) , 

г  — р*
где c o sü B ^ l ;  s in d f iQ ^ftfi= a — j. .

Перейдем к рассмотрению участка ВО  (см. рис. 4.24, в). Силовые факторы 
в точке В обозначим М в , N в  и QB.

Из условий сопряжения участков следует, что М в  =  М  *.
Выберем начало отсчета угла ф на границе между участками. Изгибающий 

момент в текущем сечении
M — M * + N Br  (1 — cos q>)— QBr sin ф.



Подставим М  в дифференциальное уравнение (4.51): 
d'*w г^
—  +  W =  -  [ М  * +  N Br (1 -  С09 Ф) -  QBr  sin Ф].

Общий интеграл полученного уравнения имеет вид
(M *  +  N n r)r* N  Rr3 Qñr3

w  =  A  sin ф + В  совф — -------y j ---------- ^  S’n Ф — 2£ j  " Ф cos Ф1

На основании зависимостей (4.47) и (4.48) найдем окружное смещение v 
и угол поворота нормали ■&:

С (M * + N „ r ) r ! N  „г3 
v==~  J  w d<P =  C +  A c o s c p  —  В  sin ф +  - -------— -—  Ф~~ 2 E J  ( 5'ПФ ~ Ф С05Ф) +

Q  г 3

+  2 ¿ j_ (C0S(l,+4)SÍn<P);
v dw С (M *  +  N ,¡ r ) r  N„r2 Q„r2

0 = 7 - , 7 ф =  ;  + — Ш 7 ~  V — Ё Г ,  * т ф + 1 7 - с о 8ф.

В этих уравнениях содержится пять неизвестных величин А ,  В, С, N в , QB; 
для их определения необходимо использовать следующие пять граничных условий: 

Ф = 0 ;  w — wB ; ф  =  0; v = v g ; ф =  0 , 0  =  § в ;

Ф =  я —  а ;  у =  0; ф = я  — а ; 0  =  0.
Согласно первым трем условиям, с учетом полученных значений &в , wB, 

vB найдем
{r —  p * )r  QBr3 '

C - a  p* ~ E J X '
(r — p * )2 a  _  ̂ QBr3

-(/• —p*) sin a  +
2 EJ*

(М* +  Мя/Лг2
B  ------ -----------------(r —p*)(l — cos a).

Подставив А, В, С в выражения v и ■& и используя четвертое и пятое граничные 
условия, определим N в  и QB:

^  E J  х [(г —  р*) я  г  (я  — a) sin <%+ 2 (г — р*)2 (1 +  cos a) ( a  cos'a — sin и)| 
в  г3р* [(я — а  +  sin а ) (1 +  cos а) — (я — a )2 sin а] ’

E J x [(r— р*) яг (sin K +  ( n - « ) c o s a ) + 2 ( r - p * ) 2(a c o sK -s in a )(n - a - s in a ) ]  
г3р* [ ( я — а +  sin а )  (1 +  cos а) —(я  — a )2 sin а] *<V

Выведенные зависимости дают решение задачи в параметрической форме. 
Задавшись значениями параметра а ,  можно вычислить. N B и Qfi. Для определения 
силы Р  и изгибающего момента М 0  в точке О составим уравнения равновесия 
участка ВО:

P  =  2QB cos a - f  2N в  sin a;
M q =  M *  +  N Br (1 +  cos a) — QBr sin a.

Перемещения можно легко вычислить, используя выражения функций w и и. 
Приведем результаты вычислений при следующих числовых данных: г =

=  2,5 см; Ь =  2 см; h =  0,5 см; г =  2,25 см; г0 =  2,23 см, р* = г 0+ - 4  =  2,48 см;

bh3
г —  р * =  0,002 см; J x =  - jy  =  0,02085 см4; Е  =  2 ■ 107 Н/см2;

л - р
L*ÜX — 1,11 ■ IV- -■ • 1.И1-, <ri - b j ,  -------E J X =  4,17 .10ЪН  ■ см2; М *  = E J X - ф -  =  1350 Н • см.



При а  =  5°
N.

3 * = ^ — р* ^ £ ^ =  1690 Я ; N.. = 0; Чп— ,,

При а =  10'
N в~

= 82 Н; <2„ =  965 Н; /> = 1 9 4 0  Н; М о = 1550  Н -см .

= 186 Н; <3В=  1110 Н; Р  =  2240 Н; М 0 =  1790 Н • см.

Следует обратить внимание на то, что силы взаимодействия между кольцом  
и пальцем в основном возникают по краям зоны контакта А В ,  в средней же точке 
давление сравнительно невелико. Отсюда следует, что обычно принимаемый коси
нусоидальный закон распределения давления между кольцом и пальцем весьма 
далек от действительности.

§ 4. Деформации колец,
нагруженных перпендикулярно их плоскости

В общем случае на кольцо, нагруженное перпендику
лярно его плоскости, могут действовать сосредоточенные силы Р г, 
радиальные и касательные моменты 1^*,9)1/ , распределенная осевая 
нагрузка q и распределенный радиальный момент т (рис. 4.25). 
В поперечном сечении кольца возникают три силовых ф актора: 
(3 — поперечная сила, М  — из
гибающий момент, М кр — кру
тящий момент. Положительные 
направления этих силовых фак
торов показаны на рис. 4.26, а.

=о

Составим уравнения равновесия бесконечно малого элемента 
кольца (рис. 4.26, а). Взяв сумму моментов сил относительно осей 
п и t й сумму проекций сил на ось кольца, получим

^  +  ^ - < 2 ^ 0 ;  (4.73)Лр
с1Мкр

(/ф
- М  - \ - т г  =  0; (4.74)

(4.75)



Система уравнений (4.73)—(4.75) может быть сведена к одному 
уравнению с одним неизвестным

Н*М ' у
+  Л4 =  —qr2 +  т г . (4.76)

При деформации кольца его поперечные сечения получают ли
нейные и угловые перемещения: я|з — угол поворота нормали в ок
ружном направлении; ft — угол поворота нормали в радиальном 
направлении; у  — прогиб. Положительные направления -ф, ft и у  
указаны на рис. 4.26, б. С возрастанием полярного угла на d y  
углы ip и ft получают приращения dip и dft. Установим зависимость 
между dip и dft и моментами М  и Жкр. Прежде всего заметим, что 
углы получают приращения не только за счет деформации элемента 
кольца, но также из-за его поворота как жесткого целого. Действи
тельно, если элемент кольца ab (рис. 4.26, б) повернется относи
тельно оси t на угол ft, то вертикаль в точке b также наклонится 
на угол '0. Однако плоскость угла поворота нормали в точке b не бу
дет перпендикулярна окружности кольца; поэтому угол ft можно 
разбить на два:

ft Cos (dtp) ^  ф и sin (dtp)
Последняя величина представляет собой приращение угла ip 

за счет поворота элемента кольца как жесткого целого на угол ft:
dip* =фа!ф.

Чтобы получить полное приращение угла ip, к углу dip* сле
дует добавить приращение угла ip за счет изгиба элемента кольца

i . Iú i<%  =  — g j-  ray .

Следовательно,
dip =  dip* +  dip„ =  — (4.77)

Аналогично можно определить приращение угла ft. Оно склады
вается из угла закручивания элемента кольца под действием кру
тящего момента

AíKprd<p 
~ ..G/Kp

и приращения dft* =  —ipt/ф, возникающего при повороте элемента 
кольца как жесткого целого на угол ip:

=  ipí/ф. (4.78)
U«/ К р

Угол поворота ip связан  с вертикальным перемещением у  следую
щей зависимостью:

* = % ■  <4J9>
Исключив из уравнений (4.77)—(4.79) ip и ft, получим дифферен

циальное уравнение упругий линии кольца при его изгибе из



плоскости

1 +
Лу Мкрг2 сШг3

йц>3 ¿ф GJкр d p̂EJ л (4.80)

Если функции М  и М кр известны, то, интегрируя уравнение 
(4.80), можно найти функцию у .  По функции у  на основании р а 
венств (4.77) и (4.80) определим углы поворота сечения

йу  а _  М г  , с12у  
Ы  ф ’ Е ]  х  1 гй  ф2 ‘

В некоторых случаях, однако, удобнее использовать дифферен
циальные уравнения более высокого порядка, в правые части к о 
торых входят интенсивности и т распределенных нагрузок.

Эти уравнения могут быть получены из равенств (4.73)—(4.76) 
и (4.80) в результате исключения М  и М кр:

Г 1 1 ] 3 йгт Г 1 , 1 "I
и ^ й ф 2 GJкp С<\ Г «Лр* [ £ / ," '  GJyiЛ^'

^ 4 - 9  4 - ‘ 
Йф4 (

¿ф4 Йф2+  й  =  — дг3
1 1

EJ3¡ GJкр

тг2 й2т г2 
Ы х  ¿ф2 GJкр ‘

(4.81)

(4.82)

Уравнения (4.81) и (4,82) обычно решают в рядах.
Применим уравнения (4.81) и (4.82) для определения перемеще

ний сечений кдльца, нагруженного произвольно расположенными 
силами, моментами и распределенными нагрузками (рис. 4.25).

3)1*Представив момент Эду в виде двух осевых сил , приложен-
ных на малом расстоянии одна от другой, и разложив каждую из 
нагрузок в ряд Фурье, получим некоторые эквивалентные р асп р е
деленную нагрузку ¿7 и распределенный момент, т,  выраженные в 
виде рядов. Если эти ряды подставить в правую часть дифферен
циальных уравнений (4.81) и (4.82) и принять во внимание уравне
ния равновесия кольца, то решение уравнений можно представить 
в следующем виде:

У =  л +  Яс08ф +  С зтф  + 2 ^  Ф;) +  67^ Г  (Ф ~  Ф*)] ~
у и > 2Г 1

. ^ _ ] 5 ( ф - ф й) +  2
элу-2

+ ё т - ^ ( ф -кр • ф / ) ] + 2
2 тг3 Г 

я  [.

[ ¿ ^ ( ф — Ф?) +

1
ЁГХ

1
GJкр

Р ( ф _ ф у ) _ | _  
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где Ф — угловая координата рассматриваемой 
точки;

Фь Ф/. Фа — углы, соответствующие точкам приложе
ния нагрузок Р ь Ш],

Ц>д и фт  — углы, определяющие положение начала
распределенной нагрузки или распреде
ленного момента. Если распределенная 
нагрузка приложена на участке, то ее 
надо продолжить до точки с координатой 
Ф =  2л и добавленную часть компенсиро
вать нагрузкой обратного направления, 
т. е. вместо одной нагрузки рассматри
вать две нагрузки, продолжающиеся до 
точки с координатой ф =  2я;

5  (ф), Т  (ф), и  (ф) — функции, такие же, как и для плоских

Р  (ф), Z (ф), У  (ф) — функции, определяемые следующими фор
мулами:

Функции Р  и У  в интервале 0 ^  ф «=£; 180° могут быть также 
представлены в форме

Значения функций Р,  У приведены в табл. 4.4. Слагаемые, 
содержащие постоянные А ,  В,  С, соответствуют решению однород
ного уравнения. Эти слагаемые учитывают возможность перемеще
ний кольца как жесткого целого. Если кольцо не закреплено, то 
постоянные А ,  В, С следует приравнять нулю.

Д ля кольца, установленного на опорах, постоянные А, В, С 
определяют по условиям равенства нулю прогиба на опорах.

В качестве аргумента функций 5 , Т, и ,  Р,  I ,  У  в формулах 
(4.83), (4.84) всегда следует принимать наименьший угол между рас
сматриваемой точкой И точкой приложения нагрузки. Д ля четных 
функций 5 , Т, У направление угла не имеет значения. Для нечет
ных функций и ,  Р ,  2  берется знак плюс, если ф >  ф*,/,*, и знак 
минус, если ф <; ф(;/1,г (см. рис. 4.25).

колец [см. формулы (4.60), (4.61), (4.62)]. 
Значения функций Т, V  приведены 
в табл. 4.3;

00 00

¿3(62— 1)2 >

0000

(4.85)

(4.86)



ф° Р (  ф) >'(Ф) Z (ф) ф° ■Р (Ф) У( Ф) ■Z (Ф)

0 0 0,88497 0 95 — 0,07335 — 0,36348 — 0,00294
5 0,07127 0,74769 0,00259 100 — 0,10344 — 0,32552 — 0,00525

10 0,13049 0 ,61150 0,00515 105 — 0,1^996 - 0 ,2 8 1 2 7 - 0 ,0 0 7 2 9
15 0,17803 0,47814 0,00743 110 — 0,15238 -0 ,2 3 1 5 5 - 0 ,0 0 9 1 5
20 0,21411 0,34953 0,00952 115 — 0,17026 - 0 ,1 7 7 6 5 - 0 ,0 1 0 7 4
25 0,23922 0,22722 0,01128 120 - 0 ,1 8 3 2 9 -0 ,1 2 0 8 9 - 0 ,0 1 1 9 8
30 0,25400 0,11268 0,01267 125 — 0,19132 -0 ,0 6 2 6 3 — 0,01287
35 0,25917 0,00724 0,01365 130 — 0,19421 — 0,00414 - 0 ,0 1 3 3 8
40 0,25556 - 0 ,0 8 8 1 2 0,01419 135 — 0,19107 0,05323 - 0 ,0 1 3 4 9
45 0,24411 - 0 ,1 7 2 4 1 0,01428 140 — 0,18500 0,10827 - 0 ,0 1 3 2 0
50 0,22579 - 0 ,2 3 3 9 7 0,01393 145 ■ — 0,17328 0,15987 —0,01253
55 0,20170 - 0 ,3 0 5 5 7 0,01314 150 - 0 ,1 5 7 2 3 0,20688 - 0 ,0 1 1 5 0
60 0,17283 — 0,35365 0,01196 155 - 0 ,1 3 7 3 2 0,24839 - 0 ,0 1 0 1 4
65 0,14037 - 0 ,3 8 9 3 4 0,01043 160 — 0,11406 0,28354 — 0,00848
70 0,10524 — 0,41272 0,00857 165 — 0,08804 0,31163 - 0 ,0 0 6 5 9
75 0,06864 - 0 ,4 2 4 1 4 0,00648 170 — 0,05988 0,33211 — 0,00455
80 0,03155 — 0,42414 0,00426 175 — 0,03026 0,34456 - 0 ,0 0 2 2 8
85 - 0 ,0 0 5 0 7 - 0 ,4 1 3 3 8 0,00184 180 0 0,34873 0
90 -0 ,0 4 0 3 1 - 0 ,3 9 2 7 0 — 0,00057

Пример 4.14. Определим перемещения точек кольца, нагруженного само- 
уравновешенной нагрузкой q, распределенной по закону

q =  q0 cos k(p,

где k Э: 2.
В данном случае перемещения наиболее просто определяются интегрирова

нием дифференциальных уравнений (4.81) и (4.82).
При заданной нагрузке решение будем искать в виде косинусоидальных 

функций

у = у 0 cos Аф; d  =  d 0 cos fap.

Внеся в уравнения (4.81) и (4.82) выражения у,  О, q  и сократив на cos k(p, 
получим

<7(/4
Уо (¿a—I)2 

Следовательно,

1
E J X 1 №GJ кр

до =  - :2- l ) 2L£V* ОУкр_Г

У =
до?*

(№—\¥
1 1

E J  х  k?GJ Кр

Общее решение однородного уравнения, содержащего неопределенные 
постоянные, следует отбросить, так как слагаемые, не удовлетворяющие условию 
периодичности (с периодом 2я), должны отсутствовать, а слагаемые вида А ;  
В  cos ф; С sin ф зависят только от перемещений кольца как жесткого целого.

Изгибающий момент в сечениях кольца в случае необходимости может быть 
определен аналогично с помощью уравнения (4.76).



Пример 4.15. Кольцо круглого поперечного сечения нагружено четырьмя 
сосредоточенными радиальными моментами (рис. 4.27). Определить осевые смеще
ния и угол поворота сечений К  »  I .

В данном случае G JKp =  0,8 E J X. Вертикальные перемещения сечений К  
и Ь определим по уравнению (4.83):

_  «ОТ/-2 Г 1 
ук ~  п [бУ [5  (0°) +  25  (90°) +  5  (180°)] =  -  0,0430

ЭДг2 . 

п Е] г

Шг2
л, Кр EJх

125 (45-, + “ (135,)1- 0'

я  E J  х '

0,0380
'  кр ХЛ

Суммарный максимальный прогиб
Шг*

! = Н - У к ^ ™ § Г х

Углы поворота сечений в радиальной плоскости согласно уравнению (4.84)

ЯЯг , _ _ ^ [5(0о) +  25 (90о) +  5 (180о) ] + ^ _ [К(0о)+  ^
Я с «/ V Лии  ко4 2 я £ 7 X

-{- 2 К  (90°) +  У  (180°)] =  2,58 лEJx '

о^ъ%-+тг, '25 <45’>+25 >135"»+гет^|2У <45’)+21' < ж °) | -
=  1,69

акг 
пЕ] *

Изгибающие моменты в сечениях К  и I  в данном примере легко определяются 
по уравнениям равновесия половины кольца

М , 2 ’ М.
У'2Ш

Пример 4.16. Кольцо-, опирающееся на три опоры,, нагружено сосредоточен
ными осевыми силами Р  и нагрузкой (?
(рис. 4.28). Определить перемещения 
сечений К  и N .  В данном случае 
в уравнении (4.83) следует сохранить 
слагаемые, содержащие постоянные

А , В, С. Эти постоянные должны быть определены по условиям равенства 
нулю прогиба на опорах. Совместим начало отсчета угла <р с точкой А .  Из урав
нений равновесия кольца следует, что реакции опор равны нулю Приравняем



нулю прогиб на опорах:

у л  =  А  +  В а я О Р  +  С sin 0° +  i ~  r¡> j ^ - 1  S (45°) +  A -  7" (45°)] +

-e' - s < ' ®“>+̂  7 ( 'H+л т ; и <»•> -
— U ( 135°) +  U ( 180°)] +  [Z (45°) -  Z (0°) — Z ( 135°) +  Z  (180°)] =  0;

+  5

'кр

+
qr4 

n E J

+

■ [ -  U (0°) +  u (45°) +  U (180°) -  U (135°)]

y c  =  A  +  В  cos 225° +  С  sin 225°

+  2  (45°) +  2  (180°) - Z  (135°)] = 0 ;  
( -  P) г3

« С ‘- г (0 ’>+

+ ( -  P)r3
[ ¿ S (0‘ , + a ^ r H +

E J
1

- S (180°) +  — - r  (180°) J + [U  (90°) -  {/(45°)

.04, , V* 1 _— U (90°) +  U ( 135°)] +  ~ Gy ■ [Z (90°) — Z  (45°) — Z  (90°) +  Z ( 135°)] =  0.

Подставив табличные значения функций 5, Т, U, Z  и положив GJvn=  0 8 Е 1 
(поперечное сечение -  круглое), а затем решив систему трех уравнений относи* 
тельно А, В, С, получим А  = . — 0 ,0 8 2  а; В  =  — 0 ,1 3 0  а; С  =  —0  678 а 

Р г3 ’ ’ ’где а

Ук"
( -  Р) г3

А  +  В  cos 45° +  С  sin 45° +  (— PJ r31- s  (0О) +  А - Т  (0°)] +

■' - rj i -  s (iso-i+gi- т i m ^ + ^ - j + u ^ - u m -

~  и  (90°) +  и  (135°)] +  ■ [Z (90°) -  Z (45°) -  Z  (90°) +  Z  (135°)] =  1,135 а;

% = / l  +  S  cos 315°-j-С  sin 315°+ 2  í— Ü L í í  _ J _ S  (9o°) +
•Я [EJx

GJ - Т  (90°) Ш /7 [_  и  (0О)+ и  (45°) +  и  (180°) -  и  (’35°)]+
пг̂

+ п О Г ~  2  (°°) +  2 (45°)+  2  (180°) —  г  (135°)] ==0,775 а.кр

Положительное направление отсчета у  — вниз.
Углы поворота поперечных сечений в радиальной плоскости могут быть 

вычислены аналогично с помощью уравнения (4.84). При этом постоянные В  и С 
имеют те же значения, что и при определении прогиба.



Глава 5 ПРОСТЕЙШИЕ СЛУЧАИ ИЗГИБА 
ПЛАСТИН

§ 1. Основные гипотезы теории изгиба пластин

Пластиной называют плоское тело, ограниченное 
двумя поверхностями, расстояние между которыми мало по срав
нению с размерами самих поверхностей. Срединная поверхность 
пластины, т. е. поверхность, равноудаленная от наружных поверх
ностей, представляет собой плоскость. Зтим пластины отличаются 
от оболочек, у которых срединная поверхность не плоская.

В зависимости от формы контура пластины могут быть круглые, 
прямоугольные, эллиптические и т. д.

Инженерная теория изгиба пластин основывается на следующих
общих гипотезах.

1. Гипотеза неизменности нормалей, по которой принимают, 
что нормали к срединной поверхности при изгибе пластины не ис
кривляются и остаются перпендикулярными к деформированной 
срединной поверхности пластины. Эта гипотеза позволяет ̂ устано
вить простые зависимости между компонентами деформаций в про
извольной точке пластины и деформацией ее срединной плоскости. 
Эта гипотеза аналогична гипотезе плоских сечений для балок.

2. Гипотеза о ненадавливании одного слоя пластины на другой. 
Согласно этой гипотезе нормальные напряжения в площадках, па
раллельных срединной плоскости, считаются пренебрежимо ма
лыми, т. е. напряженное состояние принимается за плоское вместо 
трехосного.

Кроме указанны х гипотез (гипотез Кирхгофа), примем допуще
ния, что толщ ина пластины мала по сравнению с размерами пла
стины в плане и что прогиб мал по сравнению с толщиной, а также, 
что материал пластины — однородный, изотропный и подчиняю
щийся закону Гука.

Перечисленные гипотезы и допущения позволяют построить 
достаточно точную и простую инженерную теорию изгиба пла
стин.

В некоторых случаях, однако, принятые допущения могут не 
выполняться. Так, например, на практике иногда применяют пла
стины большой толщины (более */5 размера в плане). К таким пла
стинам (плитам) гипотезы Кирхгофа неприменимы. При анализе 
напряжений и деформаций толстых плит напряженное состояние



необходимо рассматривать как трехосное. Ввиду сложности таких 
расчетов в настоящее время решение получено только для некоторых 
простых частных случаев [16].

Применяют также пластины, имеющие малую толщину, но рабо
тающие при больших прогибах. Если плоскость пластины при из
гибе переходит в выпуклую поверхность двоякой кривизны, то, 
кроме изгибных напряжений, в пластине возникают растягивающие 
мембранные напряжения. При малых прогибах мембранные напря
жения пренебрежимо малы и их можно не учитывать. При больших 
прогибах мембранные напряжения получают преобладающее зна
чение. Теория изгиба пластин при больших прогибах изложена 
в работе [1].

В настоящее время в машиностроении все большее применение 
находят пластины, изготовленные из анизотропных материалов 
[24]. К ним относятся пластины из различных слоистых материа
лов, например, текстолита, стеклопластика и т. п.

К анизотропным относятся также пластины, подкрепленные ча
сто расположенными ребрами. Хотя материал пластины может быть 
и изотропным, наличие ребер приводит к тому, что изгибная жест
кость пластины в разных направлениях различна. Такие пластины 
обычно называют конструктивно анизотропными или конструктивно 
ортотропными [3].

§ 2. Цилиндрический и чистый изгиб 
тонких пластин

Цилиндрическим изгибом называется такой изгиб 
пластин, при котором срединная плоскость переходит в цилиндри
ческую поверхность. На рис. 5̂ .1 изображена пластина, защемлен
ная одним краем и нагруженная силой Р,  равномерно распределен
ной по противоположному краю. Штриховой линией показана форма 
пластины в деформированном со
стоянии (строго говоря, около 
боковых сторон поверхность не 
будет точно цилиндрической).

Отметим некоторые особенности 
цилиндрического изгиба. Во-пер
вых, в этом случае нет существен
ной разницы между изгибом при 
малых и при больших перемеще
ниях, так как искривление средин
ной плоскости и переход ее в ци
линдрическую поверхность происходит без ее растяж ения. Исклю
чением является только тот случай, когда противоположные кромки 
пластины неподвижно закреплены; тогда цилиндрический изгиб 
пластины сопровождается растяжением в продольном направлении. 
Заметим еще, что при очень больших прогибах даж е при простей
шей схеме закрепления' (рис. 5.1) может возникнуть нелинейность,



связанная с изменением плеча изгибающего момента. Этот случай 
изгиба подробно рассмотрен в книге [1].

Вторая особенность цилиндрического изгиба состоит в том, 
что очертание пластины в плане не играет существенной роли, 
т. е. при любом контуре пластины расчетные зависимости одни и 
те же.

Цилиндрический изгиб пластин подобен изгибу балок. Отличие 
состоит в том, что при изгибе балки поперечные деформации ничем 
не стеснены, вследствие чего форма контура поперечного сечения 
искажается (в зоне действия растягивающих напряжений ширина

сечения уменьшается, а в зоне действия 
сжимающих — увеличивается).

При цилиндрическом изгибе пластин 
поперечные деформации стеснены за 
счет взаимодействия соседних продоль
ных волокон. Если на поверхность пла
стины нанести продольные параллельные 
линии (см. рис. 5.1), то при цилиндри
ческом изгибе расстояния между ними 
не изменяются. Это значит, что относи
тельная деформация в поперечном на
правлении равна нулю.

Взаимодействие продольных волокон 
приводит к тому, что в пластине возни
кают напряжения также и в поперечном 
направлении. Следовательно, здесь имеет 
место двухосное напряженное состояние.

Систему обозначения осей при изгибе 
пластин обычно выбирают не так, как 
при изгибе балок. Продольную и попе
речную оси обозначают х и у ,  а ось, 
перпендикулярную срединной поверх
ности, — 2 . Соответственно нормальные 
напряжения в произвольном слое пла
стины обозначают ох и ау . Эти напря

жения показаны на рис. 5.2, где изображен элемент пластины 
в деформированном состоянии.

Запишем выражения относительных удлинений ех и еу в произ
вольном слое на расстоянии г  от срединной плоскости. Так как на
пряженное состояние в данном случае плоское, то

(5.1)

(5.2)

За положительное направление отсчета г принято направление 
вниз.



Согласно уравнениям (5.1), (5.2):
О у  =  ¡10х,

Ох'
Е г

Ра- (1 — И-2) ’
1

(5.3)

(5.4)

При малых прогибах кривизну ~  можно заменить второй про
изводной прогиба

Тогда

_ 1_

Р* ~ 1 х 2'

Е г й2иа
1 — ц2 й х 2 ‘

Му

тельное направление прогиба т принято на- р ис. 5.3
правление йниз.

Вычислим изгибающие моменты в пластине в продольном и по
перечном направлениях.

Условимся считать моменты положительными, если они направ
лены так, как показано на рис. 5,3, т. е. если верхние слои пластины 
испытывают сжатие. Величины моментов будем относить к единице 
длины (размерность моментов Н -см/см). С учетом зависимостей
(5.3), ,(5.4) и (5.5) получим

М Ек31 __ ~
Л* ; (5.7)

М. . = ,гйг- Ек31
рх ' 12(1—ц*)

й!2йУ _

где

В  = Ек3
12(1— ц*)*

(5.8)

(5.9)

Величина Б  называется цилиндрической жесткостью пластины. 
Согласно равенствам (5.7) и (5.8), моменты М х и Му связаны  между 
собой следующей зависимостью:

М у =  ц М х. (5.10) 

(5.11)

Запишем уравнение (5.7) в виде
й2т _  Мх 
йх2 й  ‘

Это уравнение представляет собой дифференциальное уравнение 
упругой поверхности пластины. От соответствующего уравнения



и достигают наибольших значений при г =  ~*~

Оу тах =  ± т / .  (5-13)

для балки оно отличается тем, что вместо изгибной жесткости балки 
£7*  здесь берется цилиндрическая жесткость О.

Выразим напряжение ох через изгибающий момент М х\ для этого
исключим из равенств (5.6) и (5.7) ^ - :

=  (5-12)
12

Аналогичную формулу можно получить и для второго напряже
ния

Оу =  - ^ Г '  (5Л2а)
12

Формулы (5.12) не отличаются от общеизвестной формулы для 
нормальных напряжений при изгибе балки. Знаменатель формул
(5.12) и (5.12а) представляет собой момент инерции прямоугольника, 
имеющего высоту к  и ширину, равную единице (так как изгибающие 
моменты отнесены к единице ширины).

Н апряж ения ах и ау линейно изменяются по толщине пластины
А 
2' :

М у
~ Т ~ №  ' тах — —  -р- 

"6 6' .
Согласно зависимостям (5.7)— (5.10), цилиндрический изгиб 

в чистом виде может возникнуть только в том случае, когда к боко
вым сторонам пластины будет приложен изгибающий момент М у . 
Если ж е этот момент отсутствует, то около боковых кромок форма 
упругой поверхности пластин несколько отклоняется от цилиндри
ческой.

Пример 5.1. Прямоугольная пластина с размерами I =  200 мм и Ь =  100 мм, 
толщиной к  =  10 мм, шарнирно опертая по двум сторонам (рис. 5.4, а), нагружена 
равномерным давлением р  =  40 Н /см2; материал пластины — сталь; Е =  
=  2 • 10' Н /см2; |я =  0,3. Определить напряжения и прогиб.

Реакции опор и изгибающий момент определяются так же, как для обычных 
балок. Наибольший изгибающий момент Млтах  возникает в середине пролета; 
Этот момент, отнесенный к единице ширины пластины,

м х  ш ах  =  - 8/2  =  2000 Н  • с м /с м -

Соответствующее максимальное напряжение

^ ш а х  =  % ^  =  1 2 - 1 0 , Н / Сма-

6"
Изгибающий момент и нормальное напряжение в поперечном направлении 

в р. раз меньше и равны соответственно:
М у  шах = 6°0 Н-СМ/СМ!

%  ш а х  =  3 6 0 0  Н / см2-



Прогиб вычислим по дифференциальному уравнению изогнутой поверхности 
(5.11):

Л > ==_ А 1г ______ 1 Г р1 рх*\
йх* О О [_ 2 * 2

Вместо момента М х  в это уравнение подставлено выражение момента в  теку
щем сечении:

р1 р х 2 
'"2~*~2 х ~

После двукратного интегрирования получим

Постоянные интегрирования А  и В  определим по граничным условиям: 
= 0 при х  =  0 и хю =  п *■ — ' — ------- ------ ---------- * ~

по второму условию В-

и> — и при х  — 0 и т =  0 при х  =  I. Согласно первому условию, А  =  0 тогда 
р13 ’

' 240 •

Окончательно

Ш =  1Рх~ 21х3+ хЧ-

Максимальный прогиб ^при х  =

■где.

шах 384 ‘ — 4,55 ■ 10 2 см, 

Е№0  =
12(1 —р-2) = 1,83. 10« Н -см .

Исследуем характер напряженно-деформированного состояния 
около боковых кромок пластины. Рассматриваемое состояние пред
ставим как результат наложения двух состояний, показанны х на 
рис. 5.4, б и в .



В состоянии, изображенном на рис. 5.4, б, кроме заданного дав
ления р,  по боковым кромкам пластины приложен момент ту такой 
ж е величины и распределенный по такому же закону, как момент Му 
при цилиндрическом изгибе. В состоянии, изображенном на 
рис. 5.4, в, пластина нагруж ена одним только моментом ту обрат
ного направления. При наложении этих двух состояний моменты 
на боковых кромках пластины взаимно погашаются и получается 
заданная схема нагружения. Напряженное состояние при нагруже
нии по схеме, представленной на рис. 5.4, б, полностью соответ
ствует найденному решению; следовательно, в этом случае возни
кает цилиндрический изгиб в чистом виде. В состоянии, изобра
женном на рис. 5.4, в, моменты т %„ приложенные по боковым кром
кам , вызывают изгиб в поперечном направлении. Однако ввиду

того, что на закрепленных краях  вертикальные перемещения отсут
ствуют, пластина не может свободно искривляться в поперечном 
направлении, поэтому напряжения оу по мере удаления от боковых 
кромок быстро затухают. В результате действие моментов ту про
является лишь в том, что боковые края пластины несколько отги
баются вниз; в средней ж е части пластины действие моментов ту 
практически не сказывается. На основании изложенного можно 
заклю чить, что полученное решение достаточно хорошо отражает 
характер напряженного и деформированного состояний пластины 
везде, за исключением областей, расположенных около продольных 
кромок.

Перейдем к рассмотрению чистого изгиба пластин. Изгиб назы
вается чистым, если поперечные силы в пластине отсутствуют. Чис
тый изгиб возникает при действии на свободную, незакрепленную 
пластину моментов и /л2, равномерно распределенных по краям
пластины- (рис. 5.5, а).

Предположим вначале, что на пластину действует только один 
момент Мх (рис. 5.5, б). П оскольку искривление пластины в попереч
ном направлении ничем не стеснено, пластину можно рассматривать 
как  совокупность отдельных продольных полосок, каждая из кото
рых деформируется как брус. Следовательно, в этом случае приме-



нимы обычные формулы теории изгиба бруса как для н а п р я 
жений

аш  =  !М.
X №

12

а (Я1.) _  0(

так и для кривизны в продольном направлении
/  1 \(rni) _  / d2w \(m i)  _  mj 
\ Рлг / ^Ж2/ /г3 ' Е —

£  12

(5 .1 4 )

(5.15)

В отличие от цилиндрического изгиба при чистом изгибе п л а 
стина искривляется также и в поперечном направлении. Радиус к р и 
визны поверхности в поперечном направлении ру можно определить, 
используя зависимость между деформациями ех и еу в произвольном 
слое пластины. Так как напряженное состояние одноосное, то

• [ А 6 * .

Подставив в это равенство

ех =
Р *’

ev =
Pj. ’

/д 2оЛ(т,
или \д у2)

(d2W\(mt)
^  (ад:2/  • (5 .1 6 )

придем к следующим зависимостям:
 ̂ 1 ^(«4) ( 1 \(т,)

Аналогично определяют напряжения и кривизну при н агр у ж е
нии моментом т 2.

При совместном действии моментов т х и т 2 напряжения и к р и 
визны суммируются:

тхг_  _т 2г
° X~ ~ W ’ ° у ~  ~ш 5

12 12

Р лг

р /

d2w __т х — \лт2 _
дх2 А3 ’

12 
¡а — ¡хтх

ду2 №
12

(5.17)

(5.18)

Рассмотрим некоторые частные случаи.
1. Сферический изгиб. Если моменты т1 и т 2 одинаковы по ве

личине, то
1 _J ____ т {  1 — |х)

«  Р^_  ~ “Ру E h-  
Ь 12

(5.19)

Нетрудно показать, что в этом случае кривизна упругой п оверх
ности в любом направлении имеет одинаковые значения; следова
тельно, плоскость пластины, деформируясь, переходит в сфериче



скую поверхность. Изгибающий момент в любом сечении, перпенди
кулярном срединной плоскости при сферическом изгибе, имеет одно 
и то же значение. Отсюда следует, что независимо от формы контура 
пластины в плане при нагружении ее по краю изгибающим моментом 
постоянной интенсивности срединная плоскость превращается 
в сферическую поверхность.

2. Цилиндрический изгиб.  Если т2 =  \1т1, то

1   (1 — (J,2) Я?! _  ГПх _ 1
S  ~  р _  D ’ р у' 

12

■ 0 . (5.20)

Упругая поверхность пластины имеет прямолинейные образую
щие, следовательно, плоскость пластины переходит в цилиндриче
скую поверхность.

Исследуем более подробно общий случай чистого изгиба пла
стины. Выделим из пластины бесконечно малый элемент в виде трех
гранной призмы (рис. 5.6, а). В двух гранях, перпендикулярных 
осям х  и у,  действуют нормальные напряжения ах и оу , определяе
мые по уравнениям (5.17). В третьей грани, расположенной под 
углом а  к плоскости yOz,  возникают как нормальные, так и каса
тельные напряжения. Величину этих напряжений можно опреде
лить по известным формулам теории плоского напряженного состоя
ния: >

оп =  ох c o s2 а  +  а у s in 2 а =  ах~^ау _[_ а* ^ °у co s  2а;



Подставив в эти формулы значения напряжения ах и ау , найдем

Г % ± ^  +  ' ь ^ ь С082а] .г 12 
° п ~  №

__г12
%ы~  №

т-г—т» . 0 1
—̂ 2—  8 ш 2 а  .

Напряжения а„ и т„, линейно зависят от г. Следовательно, н а 
пряжения о„ можно привести к изгибающему моменту

М „ -  ( с . * . г =  ! 4 2 . + ” ! ^ Ь с о 5 йг, (5.21)
/г

~Т

а напряжения хп( — к крутящему моменту
А
2

М
‘1А

2

 ̂ тп/й г - г  =  ^ - ^  ^ п 2 а - (5.22)

Моменты М п и М п( показаны на рис. 5.6, б. Наибольший к р у тя 
щий момент возникает в площадке под углом а =  45° к главным 
осям х н у :

/и  — т 1 — т 2 
‘ К! Ы та х --------2---- •

Искривление плоскости пластины в направлении осей х  и у  
характеризуется радиусами кривизны р* и ру . Эти радиусы назы 
ваются главными радиусами кривизны; один радиус имеет макси
мальное, а другой — минимальное значение. Радиус кривизны 
в направлении, составляющем угол а с осью х,  имеет промежуточное 
значение

¿=К£^)+т(^-^)со82а- <5-2з>
Крутящие моменты вызывают деформацию кручения плоскости 

пластины. Характер этой деформации можно видеть на рис. 5.6, в, 
где изображена часть пластины, выделенная под углом в 45° к осям 
х и у.  Линии аЬ и ей после деформации становятся непараллель
ными.

§ 3. Осесимметричный изгиб круглых пластин

Детали в виде круглых осесимметричных пластин н а
ходят широкое применение в технике (плоские днища резервуаров, 
крышки, фланцы, диафрагмы и т. п.).

Инженерная теория расчета осесимметричного изгиба круглы х 
пластин основывается на общих гипотезах, сформулированных 
в § 1.



Приведем краткий вывод основных уравнений теории осесиммет
ричного изгиба круглых пластин.

При осесимметричном нагружении все величины являются функ
циями только текущего радиуса г; следовательно, данная задача од
номерная.

Рассмотрим деформации пластины. На рис. 5.7, а я б  пластина 
изображена в разрезе до и после деформации. Вследствие того, что

прогиб мал, можно принять, что то
чки а и Ь, принадлежащие средин
ной плоскости, смещаются только 
по вертикали. Нормаль к средин
ной плоскости в произвольной точ
ке а поворачивается на некоторый 
угол д; при этом она остается пря
мой и перпендикулярной упругой 

•поверхности пластины. При пере
ходе от точки а  к соседней точке Ь 
радиус г получает приращение <1г\ 
соответственно угол наклона нор
мали •& получает приращение й®.

Вычислим относительные дефор
мации в произвольном слое, рас

положенном на расстоянии г  от срединной плоскости. Относительное 
удлинение в радиальном направлении

с ^ —сй _  [¿г +  (д-Н О )г — Ог] — йг 
е'  -  Ы Лг

Рис. 5.7

или после сокращении
сЮ

е' =  Т г г -
(5.24)

Окружную деформацию определим как изменение длины окруж 
ности, проходящей через точку с:

или

_  2я  (л +  йг) — 2 лг  
2лг

е, =  7 г. (5. 25)

За положительное направление координаты г  принято направ
ление вниз.

По деформациям г г и щ на основании закона Гука определим 
напряжения. Так как  в площадках, параллельных срединной пло
скости, а г равно нулю, то

Е  '



Решив эти два равенства относительно напряжений и подставив 
значения деформаций по уравнениям (5.24), (5.25), получим.

( "  +  • * * ) *  (5 -26) 

( г +  ! * " ) •  (5'27)
Напряжения ог и at линейно зависят от координаты г; эпюры 

этих напряжений приведены на рис. 5.8.
Кроме нормальных напряжений ог и o t, в грани, перпендику

лярной радиусу, в общем случае возникает еще касательное напря
жение хгг, перпендикулярное срединной плоскости. Это напряж е
ние распределено по толщине пластины по параболическому закону
(см. рис. 5.8). При 2 =  ± - |о н о  равно нулю (что легко доказать на

основании закона парности ка
сательных напряжений). На 
срединной поверхности касатель
ное напряжение достигает мак
симума. Роль этого напряжения, 
однако, невелика, так как обыч
но оно бывает значительно мень
ше максимального нормального 
напряжения; в тех же точках, 
где нормальное напряжение до- р ис j  §
стигает максимума, касательное 
напряжение тгг равно нулю.
Однако равнодействующей касательных напряжении, т. е. попе
речной силой Q, пренебречь нельзя,, так как она играет важную 
роль в уравнениях равновесия элемента пластины.

При интегрировании напряжений по площади граней элемента 
пластины (см. рис. 5.8) нормальные напряжения можно привести 
к изгибающим моментам М г и M t, а касательные — к поперечной 
силе Q. Все эти силовые факторы принято относить к единице длины; 
соответственно размерность моментов М г и М(  Н - см/см, а 
силы Q — Н/см. Представим изгибающие моменты в радиальном 
и окружном направлениях в виде интегралов:

h h
2 2

М г =   ̂ a*zdz’ Mt =  5 ayzdz- ( 5 - 2 8 ^
h _  ft 

~ 2 2
Подставив под знак интегралов выражения напряжений (5.26) 

и (5.27) и выполнив интегрирование, получим

M, =  d ( "  +  |1± ) ; (5.29)

л=°(*+̂ г). (6'30)



(5 9)^  изгибная жесткость пластины, определяемая по формуле '

Уравнения (5.26)—(5.29) позволяют определить напряжения 
ог и ст, и моменты М г и М{ по функции ■д. Эта функция, характери
зующая угол поворота нормали, пока неизвестна; недостающее 

уравнение для ее определения получим из условия равновесия бес
конечно малого элемента пластины, изображенного на рис. 5 .9 , а и б.

В радиальных сечениях действуют только моменты М Д г  (по
перечные силы по условию осевой симметрии отсутствуют). В 
окружных сечениях возникают поперечная сила (¿гй<р и момент 
М гг(1у. При переходе от внутренней грани элемента к наружной 
они получают бесконечно малые приращения с1 (С}гс1<р) и й (М гГ(1<р).

Из шести уравнений статики в данном случае можно составить 
только два: уравнение проекций сил на ось г  и уравнение моментов 
относительно оси у .  Эти уравнения после сокращений и исключения 
величин высшего порядка малости принимают вид

где 7  — интенсивность поверхностной нагрузки, Н/см2.
Система четырех уравнений (5.29)—(5.32) содержит четыре неиз

вестных <2, М г , М 1,
Интегрируя уравнение (5.31), можно определить силу ф. Эта 

сила, однако, может быть найдена более просто по уравнению рав
новесия части пластины, вырезанной по окружности текущего ра
диуса г. Пусть, например, пластина нагружена равномерным давле
нием ^  (рис. 5.10, а). Выделив из пластины центральную часть 
(рис. 5.10, б) и приравняв нулю сумму проекций, действующих на 
нее сил, получим

Мгг4р ^ Mf.fi г 
0 Ыу>

а)
йгй<р+й(0.п1(р)

Рас. 5.9

*, (5.31)

(5.32)

— <22лг =  0,
откуда



При произвольной нагрузке поперечная сила <3 определяется 
как частное от деления равнодействующей внешних сил, приложен
ных к вырезанной внутренней (или наружной) части пластины, на 
2 л п

Р
<2 = 2л г ’ (5.33)

Эту силу будем считать положительной, если она направлена так, 
как показано на рис. 5.10, б.

Преобразуем систему полученных уравнений к одному уравне
нию с одним неизвестным; для этого подставим вы раж ения моментов 
(5.29) и (5.30) в уравнение равновесия (5.32). Выполнив элементар
ные преобразования, придем к дифференциальному уравнению вто
рого порядка относительно функ
ции Ф:

йЧ
йг2 + йг

1 .§ .(5 .3 4 ) I ,

Используя тождество

щ щ < ш ш

ИЯ- йг2 +  т йг

уравнение (5.34) можно записать 
в следующем виде:

- Я
ОИЯ

а)

(5.34а) 6)

Р ис.  5 .10
Поскольку интенсивность по

перечной силы <2 может быть
определена заранее, интегрирование уравнения (5.34а) не пред
ставляет трудностей.

Общий интеграл этого уравнения имеет вид

® - С 1г +  у + ^ Гг (5.35)

где г к г — вспомогательные переменные.
Постоянные интегрирования С1 и С2 определяют в каждом част

ном случае по граничным условиям на наружном и на внутреннем 
краю или в центре пластины (если пластина сплош ная).

Остановимся более подробно на вопросе об определении постоян
ных интегрирования. На практике могут встретиться следующие 
варианты граничных условий:

1. Внутренний или наружный край пластины жестко заделан или 
защемлен. Тогда при соответствующем значении радиуса г  угол по
ворота нормали ■& равен нулю.

2. Край пластины шарнирно оперт или свободен. В этом случае 
напряжение аг и момент М г на краю равны нулю и, следовательно,



на основании зависимости (5.26) или (5.29)
Гс2'& , д~| п

где г* — ради ус, соответствующий данному краю.
3. К краю  пластины приложен распределительный момент т ,

тогда, согласно уравнению (5.29), 
равенство

1 =J г =  г*
1

г йг

\
------------- -п- — \

должно ВЫПОЛНЯТЬСЯ 

н- и, т .

4. Д ля сплошной пластины 
без отверстия угол поворота нор- 

и"  мали при г — 0  не должен обра-
Рис. 5 .11  щаться в бесконечность; следо

вательно, в этом случае С2 =  0 . 
Формулы д л я  вычисления напряжений по изгибающим момен

там получим, исключив из равенств (5.26) и (5,29) функцию •& и под
ставив значение жесткости (5.9):

М л

12

Аналогично, согласно формулам (5.27) и (5,30),

ог- М£ 
^  '
12

(5.36)

(5.37)

М аксимальные нормальные напряжения возникают при
, к 2 =  -г- — • г —  2 *

О г т  ах — ■
М.

Оп

№ '
6

. =  гЬ  тах
~ 5 Г ‘

6

(5.38)

Рассмотрим вопрос об определении прогиба ш>. Будем считать 
прогиб положительным, если он направлен вниз. На рис. 5.11 по
казана деформированная поверхность пластины. При положитель
ном угле поворота нормали # и при положительном приращении ра
диуса йг прогиб щ получает отрицательное приращение

отсюда следует



Постоянную интегрирования С определяют из условия равенства 
нулю прогиба на опоре.

Можно также вместо неопределенного интеграла (5.39) взять 
определенный интеграл

где г0 — значение радиуса нй опоре;
— значение радиуса в той точке, где определяется прогиб.

Пример 5.2. Определить необходимую толщииу !г крыш ки цилиндра, изобра
женного на рис. 5.12, а, а такж е вычислить ее прогиб.

Радиус цилиндра Р =  20 см; давление в цилиндре р =  200 Н/см2; материал 
крышки — сталь; Е =  2-10? Н/см2; ц =  0,3; допускаемое напряж ение [о]„ =
— М еж  =  16-103 "Н/см2. р

Прежде всего необходимо выбрать расчетную схему. Если сам цилиндр 
достаточно жесткий, а крышка сравнительно тонкая и поставлена без мягкой 
прокладки, то можно принять расчетную схему, изображенную на рис. 5. 12, б, 
т. е. считать, что край пластины ж естко защемлен. При наличии мягкой про
кладки, а такж е в случае большой податливости стенок цилиндра можно принять 
другой вариант расчетной схемы, а именно считать, что край пластины шарнирно 
закреплен (рис. 5.12, в). В действительности, очевидно, будет иметь место проме
жуточный случай, т. е. уп ругая заделка .

Чтобы получить более ясное представление о том, какие н ап ряж ен и я и дефор
мации возникнут в действительности, целесообразно просчитать оба предельных 
варианта.

В обоих этих вариантах интенсивность поперечной силы (2 одинакова. Она 
определяется из условия равновесия части пластины, вырезанной по кр у гу  ради
уса г (см. рис. 5.10):

в данном случае д =  —р.
Подставив выражение 0. в уравнение (5.35) и выполнив интегрирование, 

найдем

Так к ак  в данном случае пластина не имеет центрального отверстия, то С2 =  0. 
Вторая постоянная интегрирования определяется согласно граничному условию 
на наружном краю пластины.

Рассмотрим расчетную схему рис. 5 .12, б. В этом случае угол  наклона нормали 
на наружном краю равен'нулю, т . е.

(5.39а)

Рис. 5.12
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Ф ун кц ия О для первого варианта (см. рис. 5.12, б) имеет вид

Запишем еще выражения для

160

1  
г и йг '

— = Р (Я2 —г2)- г 16О >’
М
йг

О й$
Задавш ись рядом значений радиуса г и вычислив величины — и ^  по фор

мулам (5.29) и (5.30), найдем изгибающие моменты.
Аналогично ведут расчеты для второго варианта (см. рис. 5.12, в). В этом 

случае на наружном краю пластины радиальный изгибающий момент равен
нулю, следовательно, имеет место ус
ловие

=о./г —Я
Подставив в это равенство выра

жение ф и положив С2 =  0, получим 
уравнение

Г 3рЯ\ а С1 _  Тбо+И' 1 '^160 ’
из которого найдем

3 + Ц рЯг 
'  I + [ * ' 160 ' '

Функция д  для второго варианта
Р [ 3 +  Ц 

160|_1+И
Я*г-

*]■
Эпюры моментов для обоих вариантов представлены на рис. 5.13, а  и б. 
Сопоставив эпюры, можно сделать следующие выводы. При шарнирно опер

тых к р ая х  максимальный изгибающий момент возникает в центре, а при заделан
ных к р а я х  — у  кр ая . Величина максимального момента для шарнирно опертой 
пластины приблизительно в 1,5 раза больше, чем для пластины с жестко заделан
ными кр аям и . Учитывая, однако, что к р ая  пластины в действительности скорее 
заделаны , чем оперты шарнирно, можно ожидать, что величина изгибающих

моментов в центре не превысит значения ) равного значению момента М г

у  заделки  в первом варианте. Поэтому в качестве расчетного примем первый вари
ант. Н аиболее опасная точка е этом случае будет около заделки. Н апряжения

в этой точке (при г =  Ц и г  =  — т . е . сверху)

М, х 6рЯ2 _ М( [х • 6р/?2
0/т ах ^  8/г2 •



Третье главное напряжение a z согласно принятому допущению равно нулю. 
Так к а к  материал пластины — пластичный,'используем гипотезу прочности 

наибольших касательные напряжений:

6 pR2
° э к в  —  ^ 1  —  С з —  - g ^ r -  

Приравняв эквивалентное напряжение допускаемому, найдем 

й =  1 f W .  -  \ Г 200 ■ 202 ■ 6 ~  о смУ 8 [о] У  8 -1 6 -1 0 3  = 2 См-

Заметим,, что если в качестве расчетного принять второй вари ан т , то толщина 
получается равной h s  2,5 см.

Определим прогиб пластины дл я  первого варианта. Согласно зависимости 
(5.39а),

о R
=  \ —— <R2r —г3) dr = В Е *  

' 1 6 D K ’ 6 4 0  ’

При заданных числовых значениях 

Eh3
(1 -Ц 2Г  
Wmax =  0,035 СМ.

F  h?
^ = Т2 ( Г Г ^  = 14,6.10аН.см!

Т ак к ак  прогиб мал по сравнению с толщиной, то применение теории, основан
ной на предположении о малости прогиба, в данном случае оправдано.

Пример 5.3. Определить напряж ения и деформации в диаф рагме, предназна
ченной для измерения расхода жидкости (рис. 5.14). Сопротивление, создаваемое
диафрагмой при протекании жидкости, 
вызывает перепад давления, по вели 
чине которого можно судить о расходе.

Дано: Ь — 3 а; И — избыточ

ное давление р можно считать равно
мерно распределенным по плоскости 
диафрагмы.

Вырезав из диафрагмы кольцо 
с внутренним радиусом а и наружным 
радиусом г (рис. 5.14) и составив сумм у 
проекций сил на ось кольца, найдем по
перечную силу

р (г2 —а?)
4  2 г

Выражение силы <2 подставим в формулу (5.35); при этом вместо неопреде
ленного интеграла возьмем определенный интеграл с постоянным нижним пре
делом, равным внутреннему радиусу пластины, и переменным верхним преде
лом, равным текущему радиусу г.



Н ижние пределы влияют только на величину постоянных Сх и С2. Вместе стем, 
для кольцевой пластины уравнение, к  которому приводится граничное условие 
на внутреннем краю пластины, получается более простое, так  как  при к =  а

интегралы  в выражениях для Ф и обращаются в нуль.

Вычислив интеграл, получим следующие выражения функции 0  и ее про
изводной:

№
йг

Постоянные Сг и С2 определим, согласно граничным условиям: 

при г .=  а М г — 0; +  =

при г — Ь 0  =  0 
/

или

СгЬ + - р Г Ь* — а*
160  [  ь

-\агЬ 1п = 0.

Решив эти уравнения при Ъ =  За и ц =  0 ,3, найдем

С1 =  0 , 2 3 3 ^ ; С2= 0 , 4 3 3 ^ .

Окончательно:

йд
йг

рагг
'"0~

ра2
-  ТГ

0,233 +  0 ,495 ^  — 0,0625 ~ + 0 ,2 5  1п — г2 а2 а
0,483 — 0,495 ^  — 0,1875 ^  +  0,25 1п —

Вычислив при нескольких значениях радиуса лвеличины — , и —  ( по за

висимостям (5.29). и (5.30) определим изгибающие моменты М г и М (.
Р езул ьтаты  расчетов представлены на рис. 5.15 в виде эпюр.
Наибольшей величины изгибающий момент Мг достигает около заделки. 

Н апряж ения в наиболее опасной точке

Мг
г №

6

Эквивалентное напряжение

= 2360 р ; 0( =  -
М

=  710 р.

, =  <*! — о 3 — а г — 0 =  2360 р.

Прогиб пластины, согласно формуле (5.39а):

962 —  =  16,8 1№рк

Заметим, что данная задача может быть решена более просто методом началь
ных параметров, изложенным в § 4.

Пример 5 .4 . Пластина с ж естко  заделанными краями нагруж ена сосредото
ченной силой Р в центре (рис. 5 .16).



Интенсивность поперечной силы в данном случае

<2 = ___ Р .
4  2 пг '

По уравнению  (5.35)

С , Р-Сгг- — 1п г — — 
2я£> V 2 4

Д ля того чтобы устранить логарифм размерной величины, добавим и вычтем
Рг  1п Ь

из этого уравнения произведение -  ̂ ^  (Ь — наружный радиус пластины ).

Тогда функция Ф примет вид 

® =  С1г + ( Рг 1п — Рг ] Ь \ Рг 
4яО ~|~8я О '

Последние слагаемые, содержащие г в первой степени, можно отбросить, 
так  к ак  это повлияет лишь на величину постоянной Съ тогда

0  = Сх/-+£з Рг Ь 
' 4я£> г

Постоянную С2 следует принять равной нулю, так как  пластина сплош ная 
(не кольцевая). Д ля определения постоянной С1 необходимо использовать гр ан и ч 
ное условие на наружном краю пластины:

Из этого условия следует 

и, следовательно,

0  =  0 при г =  Ь.

Сх =  О

а Р I ь
4я£> г

Напишем еще выражения изгибающих моментов:

м ^ 0 ( ^ т )  =  и { 1 + ^ 1пт ~ 1}



Эпюры моментов приведены на рис. 5.16.
При г о изгибающие моменты стремятся к бесконечности. Д ля центральной 

части пластины, однако, приведенное решение несправедливо. Это объясняется 
тем, что сила Р фактически не может быть приложена в одной.точке, а всегда бы
вает  распределена по некоторой площадке. Кроме того, около центра пластины 
исходные гипотезы теории тонких пластин грубо нарушаются и поэтому сама 
теория неприменима.

Из изложенного следует, что приведенное решение годится лишь на неко

тором удалении от центра ^при

ВычтГслим напряжения около заделки и максимальный прогиб. При г  =  Ъ

6 Р _  6|хР
а г г а а х = - 5 й р ;  С ,т а х  —

О ь
Ь РЬ2

Фтах г 1п4 лО г 16л £>‘
о

§ 4. Расчет круглы х осесимметричны х пластин 
по м ето д у  начальных параметров

Рассматриваемый вариант метода начальных пара
метров разработан С. Н. Соколовым [22]. В основном он предназна
чен для расчета пластиц при сложной нагрузке, однако он может 
быть эффективно использован также при расчете простых пластин, 
имеющих один участок.

Данный метод имеет следующие особенности:
1. При сложной нагрузке пластину делят на несколько участков. 

Функцию Ф записывают таким образом, чтобы для каждого следую
щего участка полностью повторялось выражение для предыдущего 
участка и добавлялись только дополнительные слагаемые. Эти 
слагаемые подбирают так , чтобы условия сопряжения участков вы
полнялись при одних и тех ж е значениях постоянных интегрирова
ния. Таким образом, при любом числе участков получают только две 
неопределенные постоянные.

2. Постоянные интегрирования Сх и С2 выражают через началь
ные параметры. В качестве начальных параметров принимают ве
личины и (^~ )п - Индекс 11 указывает, что данная величина
относится к начальной точке первого участка. Аналогично в даль
нейшем индексами ¿1 и ¿2 будут обозначаться величины, относящиеся 
к начальной и конечной точке г-го участка.

Из двух указанных начальных параметров один обычно бывает 
известен. Так, например, если внутренний край жестко заделан,
то = 0 ; если же край свободно оперт или не закреплен, то

=  0. При упругой заделке или для сплошной пластины оба 
начальных параметра не известны, но могут быть связаны между
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собой определенным соотношением. Таким образом, во всех случаях  
неизвестным остается только второй параметр, который подлежит 
определению, согласно граничному условию на наружном краю  
пластины.

В общем случае на пластину могут действовать нагрузки следую 
щих видов (рис. 5.17, а):

кольцевая сила Р ь, Н, равномерно распределенная по о к р у ж 
ности некоторого радиуса rk;

равномерно распределенное давление qjt Н/см2, начинающееся 
на радиусе г}\

момент mh Н -см/см, равномерно 
распределенный по окружности 
радиуса rt.

На рис. 5.17, б, в, г каждая из 
этих нагрузок представлена от
дельно.

Границы между участками вы
бирают в тех точках, где приложены 
силы или моменты или где начи
нается распределенная нагрузка q.
В том случае, если распределен
ная нагрузка изменяется скачко
образно, она представляется как 
сумма двух нагрузок, каждая из 
которых продолжается до наруж
ного края пластины.

Представим функцию й для 
(i +  1)-го участка в следующем виде:

^ + 1  =  ^  +  Ф ( 4  (5.40)

Функция Ф (г) должна учиты
вать нагрузку, приложенную на
границе участков, и должна быть выбрана так, чтобы удовлетворя
лись условия сопряжения участков.

Определим функцию Ф (г) для различных видов нагрузки.
За счет силы P k, приложенной по окружности радиуса rk 

(рис. 5.17, б) на (» +  1)-м участке пластины, возникает дополни
тельная поперечная сила

Q = _ Р _t VР О-гг.- •

B B S
ZZZZZ

в)

777Г//А

г)

7ZZZZZ.
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Рис. 5.17

Учитывая, что поперечная сила связан а с функцией 0  зави си 
мостью (5.35), можно написать

г Ш У г
dr.

Нижний предел интегрирования выберем с таким расчетом, чтобы 
удовлетворялись условия сопряжения участков. На границе м еж ду



участками должны быть непрерывны сама функция Ф (угол поворота 
нормали), а также радиальный изгибающий момент Мг. Из условия 
непрерывности Мг, на основании зависимости (5.29), следует, что 
должна быть непрерывна такж е первая производная функции 
Очевидно, что оба эти условия будут выполнены, если нижний пре
дел принять равным радиусу границы между участками а =  гк. 
Тогда при г =  гк интегралы обратятся в нуль и, следовательно,

Выполнив интегрирование и подставив пределы, получим

При равномерно распределенной нагрузке <7у, начинающейся на 
расстоянии г} от центра (рис. 5.17, в), дополнительная поперечная 
сила для (I +  1)-го участка составляет

Условия сопряжения участков в этом случае такие же, как и 
в предыдущем. Чтобы эти условия удовлетворялись, нижний предел 
интегрирования следует принять равным радиусу границы между 
участками г¡.

После вычисления интегралов функция Ф д (г) принимает вид

В случае нагружения моментной нагрузкой т ; , распределенной 
по окружности радиуса г* (рис. 5.17, г), функция Ф (г) определяется 
иначе, так как моментная нагрузка поперечной силы не вызывает. 
Согласно равенству (5.35), при <2(г+1) =  0 выражения функции А 
на г-м и (/ +  1)-м участках могут отличаться только постоянными 
интегрирования. Если для ¿-го участка постоянные равны соот
ветственно С, и С2, то для (/ +  1)-го участка они могут быть пред
ставлены в виде Сг +  А  и С2 +  В, где А и В — некоторые дополни
тельные постоянные. Ф ункция Ф для (г +  1)-го участка

’0'г+1 =  'й’г: 'б'£+1 =  '0 г-

(5.41)

Следовательно,

(5.42)

Следовательно,

Ф  т (г) =  Аг +  ̂ г.



Постоянные А и В следует выбирать так , чтобы удовлетворились 
условия сопряжения участков. На границе участков функция ■О' 
должна быть непрерывной, а момент М г должен изменяться скачком  
на величину т ¡ .  Отсюда следует, что при г =  г1

=  ^/2> т - с. Фт  (г¡) — А ■ г 1~\-----=  0;
Г1

Мг (г+£д — М гц-\- т ,

° [ ч г + *  7 -](Ж)1 = ° [ §  т ] «  +  т '-
Последнее равенство с учетом зависимости (5.40) приводит 

к уравнению

Фт (п) =  %  или =

В результате решения системы двух  уравнений найдем
А =  —  • П — — Л1- и  20 ’ В ~  20 ь

Тогда
т г  /  г\

Ф^ - 2 о [ 1 - ^ ) -  (5-43)
Перейдем к случаю совместного действия различных н агрузок . 

Объединив все полученные выражения, можно написать следующее 
универсальное уравнение для всех участков:

Ф =  Сгг  +  О -  +  2 Ф Р (г)  +  2 Ф 9 (г )  +  2 Ф т  ( г ) . ( 5 .4 4 )

В этом уравнении суммирование производится по числу н а гр у 
зок, приложенных внутри окружности, проходящей через рассмат
риваемую точку.

Выразим неопределенные постоянные и С2 через начальные 
параметры.

Кольцевая пластина. За начальные параметры принимают

и ("г)ц ■ ^ начальной точке первого участка, согласно уравнению 
(5.44)

Фц =  С\Г и ~ -

или

7 ) и - С1 +  ^ 7  (5 -45 )

( 5 .4 6 )
Следовательно,

°  [(г?)ц+1* (*),,] = о  [с, -  & + „ (с, + £)] ( 5 .4 7 )
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( ^ „ - Й О + Й - ^ О - И ) .

Решение системы двух  уравнений (5.45) и (5.47) относительно 
Сг и Са дает следующие значения постоянных:

г  _ 1  (М Л  , 0 - и )  (*\  '
0 1  2 \ о ) п ' т  2 \ л / ц ’ (5 .48 )

гаи ( м г\ I 0  + Н)

Сплошная пластина (гц  =  0). Как уж е было указано, постоян
ная С2 для сплошной пластины равна нулю. Следовательно, взамен 
равенств (5.45) и (5.46) получим

А - ® . . - *
За начальный параметр примем изгибающий момент в центре, 

отнесенный к жесткости £):
Мщ _ Мщ _м 0
О ~  О Э ’

Чтобы выразить постоянную Сг через начальный параметр, 
используем зависимость между моментами М г, М< и углом й:

M t =  \lMr +  J { \ - v ? ) D .  (5.49)
с1Ъ

Эта зависимость получается в результате исключения ^  из ра
венств (5.29) и (5.30). Так как  в центре пластины М( =  Мг =  Мй 
и у  =  Съ то на основании равенства (5.49)

С, =  М\ ~ . (5.50)
Ь1 (1 + ц)о v ;

После подстановки значений постоянных уравнение (5.44) 
принимает вид:

для кольцевой пластины

М Ш ^ + ^ - !М + ( т Ш 1 - * ) ] +

+2 т  м+2 т ф<м+21ф- «• <5 61 >
для сплошной пластины

Ь 5 т а + 2 > ' М + 2 7 ф « м + 2 т ф - и ' <5-52)
Внесем в уравнения (5.51) и (5.52) выражения функций Фр (г), 

Фд (г) и Фот (г) [см. равенства (5.41), (5.42) и (5.43)], а затем восполь
зуемся зависимостями (5.29), (5.30) и (5.39а).

После несложных преобразований получим следующие выраже- 
Д И /И;ния: ”  ; [ у ; в произвольной точке пластины.



Для кольцевой пластины

* . . п . л л . ( М г
Г ~  [г  ) 11^ #^ 11) +  (с г )| 1 ^ т ^ п )  +

+  2  ь ' ^  $* ) +  2  Т̂Г Ч>0 ? (>'у) +

=  {т )и  ^  (Лц) +  ( 5 “)п (^х) + 2  ?б  Ър (К) +  

+ 2  %- ^  ( м + 2  ту  у™  (ку,

Т У  =  [ т ) „ ^ ^ н )  +  ( 'Мо ' ) и ^ т  ( К г )  +  2  Ь р  (А,*) +

+ 2  о 1 у* ^  +  2  ^ ;

о, =  Шц -  ( ^ ) п ^ ( Л и )  -  № .] г ^ т  (1п) -

- 2 ^  м - 2 ¥ ^ ) - 2 Т * ~ < м .

Для сплошной пластины:

7  =  о (1 +Ю +  2  7Г 1Ь р (^ ) +  2  ^ я (Ь )  +

+  2 ^ ^ ( М ;

£ - £ + 2 £ * - ( ^ + 2 ^ ^ ) +

+  2 ^ ^ т (М ;

£ - £ + 2 £ * ' М + 2 ^ * < * > + .

+  2 т Н * » м

(5.53)

(5.54)

- 2 ^ ^ ) - 2 ^ - ^ > -

Содержащиеся в этих уравнениях специальные функции опре
деляются по следующим формулам:

М ) = = 1 ^  +  1 ± Ь %,.  ^ )==Ц й 1 ( 1 - г );

Фо« (Я) =  (Л) =  *± £  +  1= ± ^2 ;



=  4i r [ _ ( 1 + f i )  I n ^ + ^ O - ^ 2) ] ;

== jq  [1 — +  4A,2 ln X]; tyrq (l) =  "4“ [  4 ^

-  X *) +  ( 1 -* ,* )-+ ( l + l i ) V  ln A,];

*M*>) =  ^ =§s - о  + ^ 2); = т t (1 - v ) 0  ~ X2) -
- ( 1  + n ) 2 X2 lnA,];

^ (Л) =  I + J L - i ^ - X * ; 4w  (k) = | [ 1  - b« +  2 t f ln b ] ;

(^) =  s r [ ~  ^  +  H-) Ink — (1

tywP (k) =  g^r t — ^  ^  in ^ (i k2)]; 

% ( X ) = | [ Ü ^ ( 1  _ ^ )  +  fi ( l - X « )  +  ( l + li)Ä,MnA,];

г М  W  =  ж  ^  (1 -  ^2) +  ^  (^2 +  2 ) ln X],

(5.55)

Где .̂ — 11. — безразмерная независимая переменная.Частные зна

чения этой переменной:

Гцл __'и  , * __ th_. =  LL ■ \. — LL
Л ц  —  —у - ,  k f t  —  г  ,  А /  т , Ы  г

Значения функций г|зм , г|)вт и т. д . приведены в табл. 5 .1.
Направления нагрузок Р, <7, т  
изгибающих моментов Мг, М, 
и перемещений й иш, принятые 
за положительные, указаны на' 
рис. 5.9, 5.11 и 5.17.

Заметим, что для определе
ния окружного изгибающего мо
мента М , вместо универсальных 
уравнений (5.53) и (5.54) иногда 
удобнее использовать зависи
мость (5.49).

, 1 . . J — s j J E \
ж а  1 

2а
а .

За
и-а

тра^^Щ Н Щ а1 
-  0,186раг -o.isopa2

■0,298раг  -0,329раг  

w
° ’ 735 Л J ) 0 ,6 k 7 ^

Пример 5.5. Д л я  кольцевой пла
стины (рис. 5.18) определить изгиба
ющие моменты, напряжения и прогиб.

Дано: а =  10 см; h = 2 см, р =  
=  100 Н/см2; материал — сталь; £ =  
= 2- 107Н/см2, |я =  0,3.
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На кольцевой опоре возникает сила 

^  / > = р я [(4 а )2- ( 2 а ) 2] =  12/шг2.
Разобьем пластину на три участка.

Т ак  к а к  внутренний край не закреплен , то ( ~ \  = 0
\ / и

— ) пока неизвестен и подлежит определению
согласно ^граничному условию на наружном краю пластины. В данном случае 
наружный кр ай  такж е  свободен, следовательно, 

при г — г32 =  4а Мг =  0.
И спользуя второе уравнение (5 .53), напишем это граничное условие в развер

нутом виде (в данном случае <7 =  — р)\ *

Й г )з 2 =  ( т ) ц  (0 .5).+  (0,75) =  0.

*  т ° 7 ^Т- Ип ллоНл /ения ФУнск«ий 'Ч’гО (0,25) =  0,4266; ^  (0,5) =  0,0902 и 
1Ргр (О,/о) — 0 ,0420  (см. табл. 5.1) и решив уравнение, найдем неизвестный на
чальный параметр

т ) , , - » ' 328 * ? -  .

Д алее , п о льзуясь  уравнениями (5 .53 ), можно вычислить М - М , и ш 
в любой точке пластины: 1

при г =  гп  =  а Яи =  1; = 0;

При г =  г1г--
) „  = ( * ) п ф<в(1) = - 0,298

А,п  == 0,5;
м и  
о  УИ

' О'
)л ‘Ф/’д (0,5) =  -- 0, 112^ ;

■ £ )
; ^

‘Ф/'б* (0 ,5) =  - -0 ,1 8 6 ^  ;

-Шц )п (2а 2) (0,5) =  0,320 ~. ^12

При г =  г22 =  3а (второй участок)

£ ) » - ( Д . Ч 4 ^ Ч 4 ) - - о^ £ ;

^ ) 22 =  ( ? ) п  ^  ( у )  -  ( т )  =  - ° - 3 2 9  % ;

Ш22 -  Юи =  _  ( ^  ( (3в). ^  ̂  +  Е ^ .  ^  ( | )  =  0,735 Р* . 

При л =  г 32 =  4а (третий участок) 

[М/



Учитывая, что на опоре при г — г^ — За прогиб =  0, найдем

Р«4.и>и= — 0 ,735 

1̂2 “  ̂ 21 “  Ч~ 0 ,320

О ' 
ра4

^32=^11+1,382^ = 0 ,6 4 7 ^ .

Эпюры изгибающих моментов и прогибов представлены на рис. 5.18. 
Над опорой изгибающие моменты 

достигают наибольшей величины
М,
м ¿тах

=  — 0,535ра2; 
=  — 0,329ра2.

Максимальные напряжения 
М.

Ь=1,25а

а __„„==•

М
°/тах

г  тах
А2
6

¿тах

=  8020 Н/см2;

=  4930 Н/см2.
МГц

V

0,0272Р

0,0359

■•̂ '"тттт

о,от

Рис. 5 .19

Мр
0,0625Р

-0,0188Р
V/

Пример 5.6. Пластина, жестко заде
ланная по наружному краю и подкреп
ленная по внутреннему краю кольцевым 
ребром, нагружена силой Р, приложенной 
по окружности радиуса Ь (рис. 5 .19 , а).

Дано: а =  106; Ь =  1,25а; с =  2 ,5 а ;
В =  6; Н — 26; Я =  9 ,56 .

В данном примере оба начальных пара
метра неизвестны. Д ля того чтобы вы ра
зить один начальный параметр через 
второй, отделим ребро от пластины и 
определим угол поворота поперечного
сечения ребра ф в зависимости от момента Мп ± (рис. 5 .19 , б). Т ак  к а к  ребро 
невысокое, его можно рассматривать к а к  кольцо с недеформируемым попереч
ным сечением.

По условию равновесия половины кольца найдем изгибающий момент в  по
перечном сечении

М — М г11а.

Угол ф определим по зависимости (4.22) теории осесимметричной деформации 
колец:

Ф =
М МЯ

Е]х >
вт

где } х = —^ ------момент инерции сечения ребра.

После подстановки заданных величин получим

К,М г11а
Я /9М3 —ф :

МП1 ■ а • 9 ,56  
6 (26)3 О



У гол поворота сечения ребра равен углу при Гц — а; следовательно,

(Мг\, = 1 ,3 0 5  п  , .г ¡и  [О  /п

Эта зависимость связывает оба начальных параметра. Используем теперь гра
ничное услови е на наружном краю  пластины.

При г =  с =  2,5а '& =  0. '
П ользуясь вторым уравнением (5 .53), напишем это условие в развернутом виде

Ф\ / Ф\ ... , Л . (Мг_
Г /22 ( 7 ) п ^ #(0 ,4) + \ Т г)п ^ От(0’4 ) _ 'О (°,5) = °. 

П одставив в это уравнение значения функций, найденные по табл. 5.1 

, (0,4) =  0,4540, (0 ,4 ) = 0 ,4200 , (0,5) =  0,0253

и решив систему двух  уравнении с д вум я  неизвестными, получим значения на
чальных параметров

т ) „ - ° да5ор =  0,0326 г /и £>

Д ал ее  нетрудно по уравнению (5.53) вычислить Мг, М ( и в любой точке 
пластины.
При г =  а М г11 =  0,025Р;

^ т = о [ ( у ) 11^ ( 1) + ( ^ ) и %т (1)] = 0 ,̂ 

При г == Ь =  1,25а

0372Р .

Мг 12 — £> 

М ц  2 =  0  

^12 — ®11= ■

(0 .8)

т ) п Ы ( 0 '8) + ( АЦ ' ) п ^ т (0,8)

=  0,0272Р ;

г /и (1 ,25а)2 ^ ( 0 , 8 ) -  

=  - 0 ,0 0 8 6 6

Мг
О

Р а2
о •

=  0,0350Р ; 

(1,25а)2 (0,8) =

При г =  с =  2 ,5а 

—  [ ( ? '

® 22

п ^ ( 0 .4 )  + ( ^ - ) и ^ т (0,4) 

4) + № ) „  (°.4)

■фгр (0 .5 ) =  - 0 ,0 6 2 5 Р ;  

=  — 0 .0 1 8 8 Р ;д  (0 .5 )

- » 11=  - ( т - ) п (2 ,5а)2г|>^(0,4) -  ( ^ ) п (2 ,5а)«ф »т  (0,4) +

Р Ра2
+  £  (2 ,5а)2̂ р  (0 ,5 ) =  - 0 ,0 4 1 8  .

Т ак к а к  оу22 =  0, то из последнего равенства следует, что макимальный 
Ра2

прогиб о»!! =  0 ,0418 - д -  .

Рассмотренный метод расчета круглых пластин имеет следую
щие недостатки:

он применим только при постоянной толщине пластины;



при большом числе участков выражения функций Ф, М г, М ( 
становятся громоздкими и при вычислениях приходится находить 
малые разности больших величин.

М • ь*

^ Mri
t t t t t

<П2

§ 5. Круглые пластины  ступ ен чато -п ер ем ен н о й  
толщины, подкрепленны е кольцевы ми р е б р а м и

Рассмотрим другой вариант метода начальных пара
метров, применяемый для расчета пластин как постоянной толщины, 
так и ступенчато переменной толщины, а также пластин, подкреп
ленных кольцевыми ребрами.

Заданную пластину делят на не
сколько участков, границы между 
которыми устанавливают в местах 
приложения сосредоточенных сил и 
моментов, а также там, где скачкооб
разно изменяется или давление, или 
толщина пластины, или где располо
жены кольцевые ребра. В пределах 
каждого участка толщина пластины 
и интенсивность поверхностной на
грузки q считаются постоянными.

Рассмотрим произвольный ¿-й участок пластины (рис. 5 .20). 
Введем обозначения:

гп и га  — внутренний и наружный радиусы участка;
¡11 — толщина;

ЕМ

h
'а

Рис. 5 .20

А  = 

Di
1 2 ( l -| x 2)

Eh\
12 ( 1 - -ц2)

Рп

изгибная жесткость на г-м участке;

изгибная жесткость на первом участке;
внутреннемнасуммарная' поперечная сила 

контуре ¿-го участка, Н.
Напряженное и деформированное состояние в каждой точке пла

стины можно охарактеризовать вектором состояния

Х  = (5.56)

Зная компоненты этого вектора, можно по уравнению (5.49) 
определить окружной изгибающий момент Mt, после чего легко  вы 
числить напряжения и прогиб.

Выразим компоненты вектора состояния в конце г-го участка 
через их значения в начале участка. Д ля этого применим первые 
два уравнения (5.53) к отдельно взятому ¿-му участку. В этом слу- 

'■0Л (Мг \ 
г )и  И \ D /и

чае вместо в уравнения (5,53) следует подставить



^  „ (МЛ  вместо рк — р а , вместо ,• и вместо Я,Ц) Хк и

^ X; =  —. В результате получим•* Г/0

Эти уравнения можно представить в матричной форме

Х ц  =  Ь1Хц +  /?,•, (5.57)

где Х ц  и Х {2 — значения вектора состояния в начале и в конце 
участка;

Ь1 — матрица перехода от начала к концу участка

Рассмотрим вначале пластину с несколькими участками раз
личной толщины, но без кольцевых ребер. В этом случае на основа-

непрерывными. Следовательно, значения вектора X  в конце преды
дущего и в начале следующего участка должны быть одина
ковы.

Если были бы известны оба начальных параметра (оба компонента 
вектора Х и в начальной точке), то, пользуясь уравнением (5.57) 
и переходя от участка к участку, можно было бы определить значе
ния вектора X  во всех точках пластины.

В действительности, однако, один из двух начальных параметров 
неизвестен и подлежит определению из граничного условия на 
наружном контуре пластины.

В связи с этим целесообразно применить способ двух расчетов.

(5.58)

£?,- — нагрузочный член, представляющий собой мат
рицу столбец

(5.59)

нии условий сопряжения участков функции у  и — • должны быть



Представим вектор X  в виде суммы

Х =  Х С - \ -Х ,  (5 .60)
где С — неопределенный коэффициент.

Вектор X  первого расчета вычисляют без учета внешней н а гр уз 
ки, т. е. при Я,- =  0 .

В начальной точке первого участка вектор X  выбирают с учетом 
начальных условий:

а) для внутреннего жестко заделанного края ==0 и

б) для края , шарнирно опертого или свободного, 0 =^ =  0  и

это же значение следует принимать, если к внутреннему краю при
ложен распределенный радиальныи момент заданной интенсивности;

в) для пластины, подкрепленной по внутреннему краю кольце
вым ребром:

м г
где К — относительная податливость ребра.

В том случае, когда ребро можно рассматривать как кольцо с не- 
деформируемым поперечным сечением:

и-
К==ЁГХ’ <5 -6 ] )

где Я — средний радиус ребра;
г) для сплошной (не кольцевой) пластины следует принять

1
^  Х11 =  ^1 + ц

так как в этом случае =  1 и, следовательно, на осно
вании уравнения (5.49)

( ! )
\ *̂/11 1 “Ьц

Вектор X  второго расчета вычисляют с учетом заданной н агрузки . 
Перед началом второго расчета_вычисляют усилия Рп в начальной 
точке каждого участка. Вектор Х п  в начальной точке первого уч астка  
во всех случаях принимают равным нулю, за исключением двух  с л у 
чаев:  ̂ *



а) по внутренней кромке пластина нагружена моментом 
т  Н -см/см; тогда

Т С - ( °Л-и — 1 т.
\0 ^

б) внутренний край пластины усилен кольцевым ребром, к кото
рому приложены внешние силы, тогда

М о)’
где ф _  у Гол поворота сечения ребра, вычисленный с учетом только 
внешних сил, приложенных к ребру.

Суммарный вектор состояния X  =  ХС +  X  должен удовлетво
рить граничным условиям на внутреннем и на наружном краях 
пластины. Удовлетворение указанным условиям на внутреннем 
краю обеспечено соответствующим подбором начальных параметров 
первого и второго расчетов независимо от величины коэффициента С. 
Удовлетворить граничное условие на наружном краю можно под
бором коэффициента С. В  наружной точке последнего участка при 
г =  гп2 _

Х п% =  Х пчР +  Х П2 '■
Г п2 \ г  ) п2

щ ) с + Ш  /
Если наружный край заделан, то

м  .(* )  с + т  =о.
\ Г  ¡ п 2  \ г  ) п 2  1 \ г  I п 2

Если наружный край шарнирно оперт или свободен, то

Й г Ы % 1  с + ( т 1 - ° -
При нагружении пластины по наружному краю моментом т

т
последнее выражение следует приравнять отношению .

Если же наружный край подкреплен кольцевым ребром, то 
 ̂ и ^  2связаны следующим равенством:

М Л  О  Я  /■&
D1jn2EJx \г ¡п2

или

[ ( " 7 1 с + ( т 1 М  =  Й . г с + ( т / . 2 '
Определив из этих уравнений коэффициент С, можно по зависи

мости (5.60) вычислить вектор X  во всех точках пластинь].
Второй компонент этого вектора дает непосредственно величину 

изгибающего момента в радиалыюм направлении М г. Окружной
*



изгибающий момент М ( легко определить по компонентам вектора X  
с помощью зависимости (5.49).

Для определения прогиба пластины применим четвертое уравне
ние системы (5.53) к ¿-му участку пластины. В результате получим 
выражение разности прогибов в конце и в начале участка:

Рп-2 -  ■■ м л  рг_
£>1/п  £>;

X

/г'Фю# (Я,-)  ̂ ^  г (Я/)

'Ф®'? ( *)’

о,
о
д" гЬУшР (К) о,

X

(5.62)

Применяя эту формулу последовательно к каждому участку и 
учитывая условие равенства 
нулю прогиба на опоре, не
трудно определить прогиб в 
любой точке пластины.

Остановимся теперь на 
расчете осесимметричных пла
стин, подкрепленных несколь
кими кольцевыми ребрами 
(рис. 5.21, а). Будем считать, 
что ребра расположены не 
часто. Если высота ребер не 
велика по сравнению с их 
шириной, а такж е с толщи
ной пластины, то их можно 
рассматривать как  кольца.
Вначале рассмотрим случай, 
когда ребра расположены сим
метрично с обеих сторон пла
стины. Отделив мысленно 
ребра от пластины, как  по
казано на рис. 5.21, б, при
ложим к ребрам и к пла
стине моменты т г, т г. Рас
смотрим £-е ребро. Ширину 
и высоту ребра обозначим 
через Вк и Нк, средний ра
диус — через Як.

Согласно условию равновесия половины ребра (см. рис. 5.21, в), 
изгибающий момент в сечении ребра

Мм =  т кЯь.
По уравнению (4.22) теории деформации колец найдем зависи

мость между углом поворота поперечного сечения ф* и интенсив
ностью момента т к\

^  т кЩ 
Е 1Х =  Е 1Х > 

где ] х — момент инерции сечения ребра.

мк

Рис. 5.21



Пусть вектор состояния в конечной точке предшествующего ребру 
участка будет Х (г_1)2, а в начальной точке следующего участка Ха .

Тогда, приняв во внимание условия сопряжения (I — 1)-го и 
¿-го участков и ребра, можно написать:

ГП — г (1-1)2 =  к̂'<
— ^((-1)2 =  Ф*;

м  гп =  Мг(г- 1)2 +  Ши =  Мг(1-1)2 +  { т )ц -\ )2 Т Г ’ 

Следовательно,
(А\ „ ( 1 )
\ г У/1 \ Г ¡(1-1)2 ’

\/>1 /Л ' А  / ( ( - 1 ) 2  \ Г / ( ¡ - 1 ) 2

ИЛИ

Х ,1 == £)2» (5.63)

где Ь — матрица перехода через ребро;
1 0 \

¿  =  . (5-64)
Ч А  1

_С помощью уравнения (5.63) определяют значения векторов X  
и X за ребром по их значениям перед ребром. В остальном методика 
расчета пластины с ребрами ничем не отличается от методики расчета 
пластин без ребер.

Для вычисления напряжений, возникающих в ребрах, целесо
образно использовать формулу (4.12) теории деформации колец, ко
торая применительно к данному случаю принимает вид

Ф*£гшах /г*<?тах--------^  , (5.65)

где гтах — расстояние от срединной плоскости пластины до наи
более удаленной точки.

Изложенная методика расчета пластин с ребрами применима 
также при одностороннем расположении ребер, при условии, что 
жесткость пластины на растяжение велика по сравнению с жест
костью на растяжение ребер. В этом случае можно приближенно 
считать, что сечение ребра поворачивается относительно центра, 
расположенного на срединной плоскости пластины.

В случае тонкой пластины с односторонними массивными реб
рами необходимо применять более сложную методику расчета, учи
тывающую растяжение срединной плоскости.

При большой высоте ребер необходимо учитывать искаженные 
формы их поперечного сечения (см. гл. 8 ).

Пример 5 .7 . Рассчитать ступенчатую плиту, схема которой приведена 
на рис. 5 .22.



Дано: hl — 1 см; h2 =  1,26 см; а =  10 см; b — 2а — 20 см; р — 20Н/сма; 
Е =  2 -107 Н/см2; ц =  0,3.

Пластина имеет ада участка:

Ь1 =  — =  0; а.2= 4 -  =  0 ,5 . а о
Величина поперечной силы в начале первого уч астка  Р ц  =  0 и в начале 

второго участка Р21 =  —рка2\ распределенная нагрузка  =  q% =  —р. 
Жесткость пластины на первом участке

и на втором участке

0 - - Щ 1ф г 3’66' | 0 ,н -“ -
Следовательно, 0 2 =  21)±.
Выполним первый расчет (заданную  нагрузку не учиты ваем ). Поскольку 

пластина сплошная, принимаем

1  ̂ /0 ,769 'Хи = | 1 +  ц I =   ̂ 1

Используя равенства (5.57), (5.58), найдем вектор X  в конце первого и в на
чале второго участка:

у  у  , у  /Ч>Од(0) Ч>От(0)\/0,769\ /0,35 0 ,5  \ /0 ,769\ /0,769 \ 
Х12 = Ха  = ^Х п = ̂ (0) ^ (0)Д  1 у“ \0,455 0 ,65у\ 1 И  1 )■

Аналогично определим вектор X  в конце второго уч астка :

Ч » ( 0 , 5 )  1)?вт  (0 ,5)\

..............■ т
^■•■Ф лв(0,5) тргт (0,5)

0,5125 у  0 ,375 \ /0,769\ _  /0.5816Л

2 • 0,3412 0,7375/ '  1 '  \1.2625 У *

Выполним второй расчет.
Вектор ~Хп  в начальной точке принимаем равным нулю; Р ц  т акж е  равно нулю. 

По уравнениям (5.57)—(5.59) находим
рс^ \

7  -  у  - I  (0) \ _ _ p a 2 / 6 ,2 5 -1 0 -2

К-Щ-Ъгд (0) /  ° 1 ( ° ’ 2063 

Х22 =  ¿2 ̂ 21 +  /?2 =
Ч о # (0 ,5 ) 4>0т (0,5)\

”  /6,25 • 10-а\ / _  рсА\

° 2- Ы  (0,5) трг т  (0,5) /V0-2063 A  ° i  1
+

+
■ ^ p ( 0 . 5 ) - ^ ^ ( 0 , 5 )  I ^ ° ' 8465



И спользуя граничное условие на наружном краю пластины, определим коэф
фициент С.

В данном случ ае

Г  /22
или

откуда

С +  — = 0Г /22 V Г /22

0,5816 С — 0,1409 =  0,

С =  0,242
ра2
т : -

Согласно равен ству  (5.60), вычислим значения вектора X:
_/0,1236 \ptf_

1 \0.0357j0! :
_  /0,186\ ра2 у  

* и " 4 0 ,2 4 2 j  D i'  12 =
0

-0 ,5405 / £>х
раг

Второй компонент вектора X, умноженный на дает величину радиального 
момента М г.

О кружной момент М( и разность прогибов в начале и в конце каждого участка 
вычислим по зависимостям (5.49), (5.62).
Эпюры моментов М г и М ( и перемещений т  
приведены на рис. 5.22.

1 ES2

0,242 p a i  

0,242ра2 ТПТТТТПйТТт̂
о,тра

I

Ш } 0 и г ~
0,168-2^ 0,090^

0̂,5Мра2

- 0,1б2ра2 
tv

Л
Рис. 5.22

6)
Рис, 5.23

Наибольшие напряжения в пластине возникают у заделки
0,540ра26

h%
0,162ра26

=  4090 Н/см2; 

=  1220Н/см2.

Пример 5 .8 . Определить напряжения и прогиб пластины, схема которой 
изображена на рис. 5.23, а.

Д ано: h =* 0 ,8  см; а =  ЮЛ; Вг =  1 см; Нг =  2 см; ß 2 =  1 см; =  1,6 см; 
=  7,5 см; R2 =  2а =  16 см; материал — дюралюминий; Е=  0г7 2 -10? Н/смг; 

|х =  0 ,3 ; Тг =  1000 Н; Тг =  2000 Н.



» , - £ - 0 ,6 ; « . - Ц - О Л

Изгибная жесткость пластины

^ = ^  =  1) = щ ^ 2} =  3,375 • 105 н • см.

Моменты инерции сечений ребер:

1х 2= ^ - - ^ - = 0 , 2 9 9  см4.

Первый расчет. Принимаем тогда по зависимости (5.61)

— - 0 , 5 2 7 .г / 1 1  ЕЗХ1

Следовательно,
/0,527\

1 I-

Значения вектора X  в других точках:

х » - I X , -  (Ън> (0 ’ 5) (0 ’5)  ̂ Л>,527\ /0,645 \  
12 11 № н>(0,Б) 1|>т  (0,5) Д  1 ) ^ 0 ,9 1 7 ;

1 О

1 ) ^0,917  ̂= ^1.174 у1
V I ,/0 ,645  N /0,645 \
X 21 =  с  Х2

2аО

*22 = ¿ 2*21 = (0’5) (0’5)  ̂/0'645 \ =  (° ’770 \
№ ,* (0 ,5 )  ^ г т  (0,5) / \ 1,174 / \1 ,085 / ’

Второй расчет.
Вычислим поперечные силы в начальных точках участков: 

Р 11= - 7 ’1= - 1 0 0 0  Н; Р21= - Г ! - Г 2= - 3000 Н ; 0 ^ = 0 .

(ТР\Д л я определения начального параметра I — I отделим внутреннее ребро

(рис. 5.23, 6) и вычислим угол поворота сечения ребра под действием осевых 
сил 7\:

1̂1 =  Тг{о ^  =  1,245 • 10-*.11 2nEJxl
Следовательно,



Значения вектора К  в других точках:

/■фее (0,5) 'Фот (0,5)\ /15,6 • 10 е
№ ,*(0 ,5) (0,5)/ \ 0 )+  

(0,5)\ /_67 • 1 0 - 6

Р£ ^ гР (0 ,5 ) 1 \ -2б9-1< Н

=  °\ / — 67• 1 0 -® \ _/ — 67• 10-®
Х21 \ ё г  1 у \ — 269 • Ю"6/ _  \ —2 9 5 ,8 -10"6/:

V — 1 ^  , п _ (°-5) Ч»в«(0,5)\ / - 6 7 - 1 0 - 6 \
х22 2 21 . Я, ^ (0;5) ^  (0,5)/ \ — 295,8 • 10_6 / 

/ ^ ^ ( 0 . 5 ) ^  / _ 370 • 10-в
+

£ * „ ( 0 , 5 ) ;  V - 1 0 6 5 .10-е

Согласно граничному условию на наружном контуре пластины определим С

& - ) „ = ( ! ^ с + { Щ п - ° -
1,085С — 1065 • 10- 6 =  0; С == 982 • 10-в.

И скомые значения:

* • - ( £ ) « *  * - © * » - •

—  Го6) —
М Г11 =  9 8 2 -1 0  6 - 0  =  331 Н-см/см;

Мп 2 =  247 Н/см; М г21 — 289 Н • см/см;
М г22 = 0 ;

М т  =  и,Мг11 +  ^ ц  (1 - ц * )  О = 0 ,3  • 331 + 5 3 4  • 10”» (1 - 0 , 3 2) 3 ,375 • 10* =

=  264 Н -см/см;
Л̂ 12 =  248 Н • см/см; Л4/2Х =  261 Н • см/см; М( ¿2= 119 Н -см/см;

1̂2 — ^ 11=  — (2а)2г[)®# (0,5) • 534 • 10“ 9 — (2а)2 • у т т  (0,5) -982- 10_в—

-  ^  (2а)Ц>тР  (0 ,5 )=  -0 ,0 5 5 3  см;

к>22 — «’*1 == — (4а)3̂ ®0 (0 ,5) • 567 • 10 в— (Щг^т т  (0,5) • 856 • 10'ге_

{Аа)Ч\>шР . ( 0 ,5 ) = - 0 ,1 8 8  см .О
Т ак к а к  да28 =  0, то а% =  а 112 =  0,188 см и максимальный прогиб 

1̂ 1 =  0,188 +  0,0553 =  0*2433 см.



М
0гтах

/•шах 3 3 4 -6
Л2
6

0,83 =  3100 Н/см2.

Н апряжение во внутреннем ребре по формуле (5.65) при <рА =

í h
2

о„ aHi
\г )и Rx2 

Напряжение во втором ребре при <рк =

НйЕ

£  =  4100 Н/см2.

г п a,

■0 '
Г ¡\2

=  3270 Н/см2.

Ф ш я  Ь ш

! с ро Т е?1 5‘ 9, 0 пРеделить напряж ения в пластине кольцевого клапана 
(рис.5.24). Пластина опирается по вн ут
реннему и наружному краям и нагру- " 
жена равномерным давлением р Н(см2.

Дано: гх — 0,7 г2; А, =  ̂ -  =  0 ,7 .

Так к а к  кр ая  пластины могут свободно 
поворачиваться, то радиальный момент 
на обоих . кр аях  равен нулю. Усилие 
создаваемое давлением р, распределяет 
ся между внутренней и наружной опо 
рами. Д л я  определения величины уси 
лия, действующего на каждую  опору 
необходимо, кроме уравнения статики 
использовать уравнение перемещений 
Последнее следует составить на осно 
вании равенства нулю вертикального 
перемещения обоих краев пластины.

Рис. 5 .24

Обозначим через Рг — величину силы, приходящейся на внутреннюю опору. 
Используя граничные условия ^

(М Л  ( М Л
Ы ( , = Л1) = 0' [-о  = ° ; щ —щ —о

и применяя второе и четвертое уравнения (5 .53), получим систему д в у х  уравнений 
с двум я неизвестными: 3 3 Угаапсппп

^ \ г = г 3 г { т \ ^ < > ы + 1 т ^ р  < * )  -  т г  ъ *  ^ = 0 :

Решение этой системы относительно неизвестных Рх д ает

1 ,67 . Ю-з 4 1 .  Р 1==о,743р/'|.
(■&

Суммарная нагрузка на пластину в  данном случае 

P = p n ( r ¡ - r l )  =  l ,6 0 p r l



Ою довательно, реакция наруж ной опоры
Р 2 =  Р  — Р 1 = 0,857ра2.

З н ая величины нетрудно с помощью уравнений (5.53) вычис

лить М п  М( и т  в промежуточных точках.

В  частности, при г =  0,85 г2\ Л, =  ф-^- =  0,823;

М , =  0,0073рг1; а г = ̂ -  = 0,0438 ^

а=1

§  6. Круглы е осесимметричны е пластины  
перем енной толщины

Рассмотрим особенности расчета пластин, у которых 
толщина плавно изменяется по радиусу.

Составим дифференциальное уравнение упругой поверхности
такой пластины.

Исходное уравнение равновесия (5.32) в данном случае остается 
без изменений. Выражения изгибающих моментов (5.29), (5.30) 

такж е не изменяются, но изгибная жесткость £  
а=о теперь не постоянна, а зависит от радиуса г.

С учетом переменности жесткости £> уравне
ния (5.29), (5.30) и (5.32) можно привести 
к следующему дифференциальному уравнению 
относительно функции й:

о!(г + *) + £("+4Н-<6-66>
В общем случае, при произвольном законе 

изменения толщины по радиусу уравне
ние (5 .6 6 ) может быть проинтегрировано 
только численными методами.

Д ля получения приближенного решения 
заданную пластину можно аппроксимировать 
ступенчатой пластиной с несколькими участ
ками постоянной толщины. Имеется, однако, 
важный частный случай, когда уравнение (5.66) 
интегрируется в квадратурах. Это тот случай, 
когда толщина изменяется по степенному 
закону

А =  Сг*. (5.67)
В зависимости от показателя степени а  форма пластины может 

быть различной (рис. 5 .25). Задача об осесимметричном изгибе 
пластин, имеющих форму, соответствующую а  <; 0 , встречает
ся , в частности, при расчете дисков турбомашин на осевую на
гр у зк у .

Обозначим через гх внутренний радиус и через — толщину на 
внутреннем контуре пластины.



Изгибная жесткость в произвольной точке пластины в этом случае

<5 -6 9 )
где В 0 — жесткость на внутреннем краю;

<5 - 7 0 >

После подстановки выражения (5.69) уравнение (5.66) принимает 
вид

¡РЪ , (1 +За) ¿ 0  (1 — 3«|л) А ^ \ 3а /с у  | \
Л-2 Г ' йг Г2 ХТ~ Ь 0 \ г )  •

Общее решение уравнения (5.70) можно представить в виде суммы 
общего решения соответствующего однородного уравнения

_̂ |_ +  (1±Зо) . ^  _ (1-Зсцг)^ = 0 да 72)
йг2 ' г йг г2 4 '

и частного решения уравнения с правой частью.
Общее решение однородного уравнения ищем в виде

■& =  Сгх.
Подставив ■& в дифференциальное уравнение (5.72), получим . 

характеристическое уравнение
х2 +  Зах — (1 — 3|яа) =  0,

корни которого

*2=  -
За
~2

Следовательно,

^ = - у  +  / 9|  +  ( 1 - 3 | х а ) ;

У ^ ^ - Ч а - З ц а ) .

•  +  • (5 .73)

Частное решение уравнения с правой частью зависит от вида 
нагрузки. При действии равномерного давления р (направленного 
сверху вниз)

п ________ р ( г 2 — г \ )

4  2 г
Подставив в правую часть уравнения (5.71), ищем решение 

последнего в виде Ф =  Вгу, в  результате несложных преобразований 
получим

г 3 (1 - а ) г (1 —За)г2~|рг?“
2 0„ ! ] •  <5 -7 4 >8 — 9 а  +  Зоф, 1 З а (1  — [щ



Д ля случая нагружения силой Р, распределенной по внутрен
нему краю, по аналогии найдем

~  2кг'
-За)

(5.75)РП
6я£>0а(1 — ц)

При совместном действии давления р и силы Р  общее решение 
дифференциального уравнения (5.71) запишется в виде

а * + 1/Лт + < , - зН + с ^ [ - т а - / ?г - < 1- Н  ■

рг3га1Г_!
о | 8 -

3(1 —а) г (1 — За) г 2 ”1 р г3аг (1
+  ■

-За)
(5.76)2О0 [8  — 9а-|-За|л 1 З а (1  — [г) | 1 6яО 0а ( 1 — |х)

Постоянные интегрирования Сх и С2 определяют, как  обычно, по 
граничным условиям.

Изгибающие моменты могут быть вычислены по зависимостям
(5.29), (5.30); напряжения — по 
формулам (5.38).

Прогиб пластины может быть 
найден интегрированием функ
ции # по уравнению (5.39).

Пример 5 .10. Определить напря
жения и прогиб пластины с линейно 
изменяющейся толщиной, шарнирно 
опертой по наружному краю (рис. 5.26) 
и нагруженной силой Р.

Дано: гг =  Згг; ^  =  0,1^, 
1

Ц = у .
Параметр а  в данном случае равен 

единице; уравнение (5.76) принимает 
вид ру дг 2

0  = Сг-!-С2г-3-' / Г‘Г
Соответственно,

4 пО0

йг
Запишем граничные условия:

л (йЬ , \ при /■=/-! Мг = 0  или I ■ +  у

А Ра*®/* 3—= е у -1 +  С2г-4 + 4 ^ — ; 

^ '= _ З С 2г-*- Рг1г~3
2яО0

при г =  л2 =  Згг М Г =  0 или (1$
1 7

О
После подстановки функций — и ¿ 0

йг



_  10/Vi _  15 Рг*
104nDo ’ 2 Ю4яО0 '

Окончательно

nD0 [104 104 г* ^  ‘

jtD0 Ll04 г* 2 г3 J '
По функции Ф определим изгибающие моменты

г3 /dft Ф \ _  Р  Г 5 г х 5 5 г2]
° r ?  U ' - г  я  I 13 ’ г  12 156 ‘ rf J '
. .  _  г3 (Ь , d® \ _  Р  Г 1 Ю г2 ]

0 rf'-/ я  L l2  + 104 ‘ r f j -

Эпюры моментов приведены на рис. 5.26.
Максимальное напряжение при г =  гх

Ш Иг_ г > 7Р6 Р________ l { r ~ r i )  __________ ___  1 ЛЛ

/шах —  Ц  3 9 n h ' l  ~  ’ n h \

и при г =  гг
Ш Иг_ г , 37Р 6  Р  _  И г - г , ) ------------------=о ,6 3 ;-----

идаах (3/̂ )2 39лЛ?9' ’ n!ï\ 

Максимальный прогиб
а

Рг\■■ -  ^ А * -=  0 ,295 пО0 •
За

Найденные напряжения интересно сопоставить с напряжениями, вы числен 
ными по теории колец с недеформируемым контуром поперечного сечения (см. гл . 4 , 
§ 1). По указанной теории напряжения имеют постоянное значение вдоль л у ч е й , 
выходящих из точки пересечения нейтральной плоскости с осью кольца:

М г 
П» ’

где /и _  изгибающий момент в поперечном сечении кольца, определяемый по 
уравнению равновесия половины кольца;

, ,  Р (3 / 1 -Г 1 )  _ Р г± _
2я  л  »■

/а — геометрическая характеристика сечения кольца;
Ъ.\Г

р г* _“•£
2 Г,

г к г — координаты произвольной точки сечения:
Л1для внутренних точек гт а х ~ ~ о '' г — г1>

3*1 о •для наружных точек г шах =  —̂ - ;  г =  3/х.



а ш ах =  °>70 - Щ - -

Это напряжение приблизительно в 1,5 раза меньше максимального напряже
ния, найденного по теории изгиба пластин. При малой толщине пластины расчет 
по теории деформации колец  менее точен. Однако, если толщина соизмерима 
с радиусом гъ то расчет по теории пластин становится приближенным и более 
оправданным будет расчет по теории колец.

Заметим, что для пластины, рассмотренной в примере 5.10, при нагружении 
ее равномерно распределенным давлением р решение по уравнению (5.76) непри

годно, так  к а к  при а  =  1 и ц  =  ^  знаменатель дроби в одном из слагаемых обра

щ ается в нуль. В этом случае следует заново найти частное решение дифферен- 
ци ального уравнения (5 .71 ), которое при указанных значениях а  и и и при О =  

р(г2 — г?)
= ------ — — принимает вид

йЩ 4 _ й$_ _  _  р (г3 — г|) г» 
йг2 г йг ~~ 2В0г*

Его частным решением будет

^=-̂ Н11п17 + й)- (5'77)
Задача об изгибе пластин с более сложным законом изменения 

толщины по радиусу встречается при расчете дисков турбомашин, 
нагруженных осевыми силами. Рассмотрим решение подобной задачи 
численным методом с помощью ЭЦВМ. В качестве основных пере
менных примем безразмерные величины:

п — — . V. — .... т  . У — У — - V Р ^ > Л 1 ^ , л 2 — V, Л3---- 4 — "д ■» (5.78)

где г и Я — текущий и наружный радиусы;
£ 0 — жесткость в некоторой фиксированной точке.

Используя исходные уравнения теории круглых пластин, выра
зим первые производные от Х ъ Х 2, Х 3, Х 4 по р:

йр йг йр йг а’ (5.79)
йХ2 _ й$ йг _ с(й п
йр йг йр ~~ йг ’

но на основании зависимости (5.29)
й $  _  М г О _  В0 у  ц ^

Iя г 7Ш Л з ТГГр л 2>йг £> г  г ОЯ 3 р . Я

следовательно,
йХ.

Далее
йр г> 6 р

йХ3 _  йМ г Я йг _  йМ г Я2 
йр ~  йг £>0 ' йр ~  йг й и



ёМ г
йг -■М1- М г +  <2г

или с учетом зависимости (5.49)

следовательно,
ёХ$ _ _(1 — [̂ ) ( 1  - ц « ) 0  у  1 у

-П рШ Г - х 8 + - х 4.ёр р 
На основании уравнения равновесия (5.31)

с1Хь _  й\0г)Ц 'й г _ _  Я1  . й{0г) =  Фр_ , .
¿¿р ёгО0 ёр й0 ёг О0

где д (г) — интенсивность распределенной нагрузки , Н/см2. 
Запишем уравнения (5.79)—(5.82) в матричной форме

■%- =  М Х  +  Р.

(5 .81)

(5.82)

(5.83)

где X  =  [ V2 — вектор напряженно-деформированного состоя
ния в произвольной точке пластины;

М — матрица коэффициентов;
/0 1 0  0  ^

М  =
О

\о
Р2̂ о
о

о
(1 - р )  

р р 
о о /

(5.84)

Т7 — матрица-столбец слагаемых, зависящих от на
грузки;

/ 0 ^О
(5.85)/=' = О

я^р 
\ О0

В ‘таком виде уравнения изгиба круглы х пластин предложены 
В Л. Бидерманом.

Уравнения решаются на ЭЦВМ численным методом по стандарт
ной программе.



Основная трудность численного решения уравнения (5.83) заклю
чается в том, что на основании граничных условий в начальной точке 
бывают известны только некоторые начальные значения функций 
Х и Х 2, Х „  Х 4. Остальные же должны быть определены по граничным 
условиям в наружном краю пластины. Так, например, для пластины, 
изображенной на рис. 5.26, в начальной точке (при г =  гх) известны

Начальные значения двух остальных функций подлежат опре
делению по граничным условиям при г =  ,/? =  г2. В данном примере

Мг, =  0 , т. е. Лз2 =  0 ; 
ау2 =  0 , т. е. Х12 =  0 .

Чтобы решить эту задачу, применяют способ трех расчетов. Век
тор состояния X  представляют в виде суммы трех векторов

где Сх_и С2 — неопределенные коэффициенты. Вектор первого рас
чета X  вычисляют без учета распределенной нагрузки, т. е. при 
^  =  0 , при этом в начальной точке принимают

(при граничных условиях, соответствующих схеме, изображенной 
на рис. 5.26).

Во втором расчете определяют значения И такж е без учета рас
пределенной нагрузки (Р =  0 ), при следующих значениях началь
ных параметров:

В первом и втором расчете за единицу поочередно принимают 
значения тех начальных параметров, которые неизвестны.

Третий расчет выполняют с учетом заданных нагрузок (с учетом
слагаемого ^ ) при значении вектора Хи в начальной точке:

М г, =  0, т. е. Х 31 =  0;

Х  =  ХС! +  ХСЯ +  Х, (5.86)

° \ 
0



Заметим, что при другой схеме пластины значения начальных 
параметров будут другие. Если, например, внутренний край пла* 
стины жестко заделан, то ш =  0 ; # =  0, а М г и (2 неизвестны, сле
довательно,

X 1 1 : х„ = |
=5Е 0

; Х и  = 0

\о/

Очевидно, что при начальных параметрах, выбранных указанным 
способом, суммарный вектор X [см. уравнение (5.86)] будет удовлет
ворять граничным условиям в начальной точке при любых значениях 
Су и С2. Подбором этих коэффициентов необходимо обеспечить вы
полнение граничных условий также и в наружной точке пластины. 
Д ля пластины, изображенной на рис. 5.26, например, при определе
нии Сх и Са необходимо использовать следующие два уравнения:

Хз2С1 Х32С2 Ч" Х 32 =  0 ;

ХцСх Х12С2 4" Х 12 =  0 .

После того, как коэффициенты Сх и С2 определены, целесообразно 
еще раз просчитать пластину, приняв действительные значения на
чальных параметров.

По найденным компонентам вектора X определяют по, '0', Мг и 
Момент Mt вычисляют по зависимости (5.49).

§  7. Круглы е конструктивно о р то тро п н ы е  
пластины

Примером таких пластин могут служить пластины 
с часто расположенными кольцевыми ребрами (рис. 5.27, а), пла
стины с прямоугольной гофрировкой (рис. 5.27, б) и т . п. Указанные 
пластины имеют различную жесткость в радиальном и в окружном 
направлении.

Неоднородность упругих свойств пластины по разным направле
ниям объясняется в данном случае не свойствами материала, кото
рый предполагается изотропным, а конструкцией пластины. Поэ
тому последние и получили название конструктивно ортотропных. 
Строго говоря, изгибная жесткость таких пластин изменяется по 
радиусу по периодическому закону; между ребрами жесткость имеет 
одно значение, а в местах расположения ребер — другое. Однако, 
если ребра или гофры расположены достаточно часто, то при иссле
довании деформаций и напряжений можно считать, что жесткости 
в радиальном и окружном направлениях имеют некоторые осред- 
ненные значения, постоянные или плавно изменяющиеся по ра
диусу.



Выведем расчетные зависимости для пластин рассматриваемого 
типа. Возьмем в качестве примера пластину с кольцевыми ребрами 
(см. рис. 5 .27 , а). Вырезав из пластины малый элемент (рис. 5.27, в) 
и предположив, что гипотеза неизменности нормали сохраняет свою 
силу, а такж е , что напряженное состояние в самой пластине двух 
осное (о2 =  0 ), а в ребрах — одноосное (аг — 0  и ог =  0), получим 
следующие выражения для деформаций и напряжений:

¿л  А
в пластине ег =  г; е, =  у -  г;

„  Ег X йЬ . 0 1  Ег ГО 1
° г - - Т = ^ Ы  +  'х -г\\ ^  = +  (5.87а)

в ребре

е, = ~ -г; а1 =  Е гуГ , (5.876)

где О — угол поворота нормали к срединной плоскости; 
г — расстояние, отсчитываемое от срединной плоскости.

6)
Рис. 5.27

Интегрируя напряжения по толщине пластины и по площади Т7 
сечения ребер, определим изгибающие моменты (на единицу длины):

Л

М г =  ^  (т ,с к -г  =  Д . ^  +

“  ~2
/г_
т

Ме=  $ М г г  +  1 $ а , ^ . г  =  я ( ± + ц ^ )  +  . ^ * . ±  (5 .88) 
л р
Т

или

г г  г йг



гДе I — шаг ребер;

В — 12(1 — 1x2) —' изгибная жесткость гладкой пла
стины;

А- =  £>; £ , = £)^1 — приведенные жесткости в радиаль
ном и окружном направлениях;

т Ь(к\— №)
--------12--------момент инерции сечения ребра.

Подставим выражения моментов (5.88) и (5.89) в уравнение рав
новесия элемента круглой осесимметричной пластины (5.32); после 
несложных преобразований получим разрешающее дифференциаль
ное уравнение

<14 , 1 Й  1 о
ёг2 г йг /-а '"0 7  ТУ/ (5.90)

Решение соответствующего однородного уравнения ищем в виде

$  =  СгТ1.

Подстановка этого в'ыражения в уравнение (5.90) при правой ча
сти, равной нулю, приводит к  характеристическому уравнению

о О*
Л#= о ^ ,  (5.91)

корни которого соответственно равны

Т11 =  1/ -П 7  = л; =  - л -  (5.92)

Тогда общее решение однородного уравнения

¿  =  С1гтЧ -С 2/--ч. (5 .9 3 )

Частное решение уравнения (5.80) зависит от вида нагрузки. 
Если, например, пластина нагружена по всей плоскости равномер
ным давлением ц, Н/сма, то

и уравнение (5.90) принимает вид

йг* ' Г йг "  /*2 2йг ■ .

Частное решение этого уравнения ищем такж е в виде степенной 
функции

■О- =  Сгх. I

Подставим это выражение в уравнение (5.90):

£>(*-* ) [х * - \ - г ? ]= Ж -



Это равенство должно выполняться при любом значении г, от
сюда следует

Г(* -2) =  Г( х — 2 = 1, *  =  3;

С (З2 — 'П2) =  - g ß j С =  2ог (9 — г)2) •

Таким образом, частное решение уравнения (5.90) для случая 
нагружения равномерным давлением

5 e ___ £f____ (5.94)
V  2Dr  (9— т)2) v ’

и общее решение

А =  С1гч +  С2/-ч + ------ г~ ~ о 7 \ • (5-95)
W rY ~ w )

Д ля гофрированной пластины (см. рис. 5.27, б) дифференциальное 
уравнение выводится аналогично. В результате получается то же 
уравнение (5.90), но при иных значениях изгибных жесткостей:

п т  . A .  (5.96)
г 12 (1 — ц2) s »  ^  /(1 - ^ 2) ’

где t — ш аг гофрировки;
s — развернутая длина средней линии одного гофра;
/i — толщина, которая в данном случае предполагается по

стоянной;
j x _  момент инерции сечения одного гофра относительно оси, 

совпадающей со срединной плоскостью.
Формулы для изгибающих моментов и напряжений в гофрирован

ной пластине имеют вид

M r ~ D r ^ r - ,  =  (5 -97 )

_  m r I М .  г ■
О г  т а х  ^2 И- j x  т а х ’ _5  9 8 )

Mit , Шг.
Gt т а х  —  j  z max /¡а >

где zmax —  наибольшее расстояние от срединной плоскости пла
стины.

Расчет круглых пластин с радиальными ребрами такж е может 
быть выполнен по схеме конструктивной ортотропии (при достаточно 
большом числе ребер). Однако этот случай — более сложный, так 
как  расстояние между ребрами изменяется по радиусу пластины и 
поэтому изгибная жесткость такж е  переменна. Кроме того, при одно
стороннем расположении ребер существенное значение приобретает 
растяжение срединной плоскости, в результате чего нейтральный 
слой оказывается смещенным относительно срединнои плоскости. 
Расчет подобной пластины приближенным методом Ритца рассмот
рен в гл . 6 .



§ 8. Температурны е н апряж ения в пластинах

Температурные напряжения в пластинах возникают 
при неравномерном нагреве или при стеснении температурных де
формаций внешними связями, а такж е  в том случае, когда нагребае
мая пластина состоит из нескольких слоев разных материалов (на
пример, биметаллическая пластина).

Рассмотрим круглую пластину, изготовленную из однородного 
материала, находящуюся в условиях неравномерного осесим
метричного стационарного нагрева; температура на одной по
верхности равна ^(г), а на другой ¿2(г). Температуры ^  и ¿2 счи
таются заданными функциями радиуса и не зависят от полярного 
угла ф.

Если толщина пластины не велика, то с достаточной точностью 
можно принять, что по толщине пластины температура распреде
ляется по линейному закону:

,  ,  .  Д< t =  t0-\—

где ¿о= ^  — средняя температура;
А* =  — перепад температуры по толщине;

г — расстояние от срединной плоскости пластины.
Данную задачу можно разделить на две, не зависящие одна от 

другой. В первой задаче учитывают только постоянный по толщине, 
но переменный по радиусу нагрев до температуры (г). Такой 
нагрев не вызывает искривления пластины; он вызывает лишь н апря
жения о , и о( и деформации гг и е(, постоянные по толщине (см. 
гл. 3, § 2 ).

Во второй задаче учитывают перепад температуры Aí. Рассмотрим 
эту задачу более подробно. При распределении температуры согласно 
закону

,  м

температурное поле обратно симметрично относительно срединной 
плоскости.

На основании этого можно заключить, что точки срединной пло
скости не получают смещений в радиальном направлении и, следова
тельно, относительные удлинения еГо и е/0 в срединной плоскости 
равны нулю.

Относительные удлинения в произвольной точке на расстоянии г 
от срединной плоскости определяются на основании гипотезы неиз
менности нормали:

ег = ^ - г ;  е, =  ^ г ,  (5 .99 )

[см. формулы (5.24) (5.25)].



С другой стороны, те ж е относительные удлинения можно выра
зить в зависимости от напряжений и температуры:

и »• О/ I » у *е, =  - ^ - ц  ^  +  А / ^ а ;

е, =  - ■и р - + ^ т а -
(5.100)

Упругие постоянные и коэффициент линейного расширения ма
териала считаем постоянными по всему объему пластины, так как 
диапазон изменения температуры по объему пластины предпола
гается небольшим.

Из равенств (5.99) и (5.100) определим напряжения:

ог -
Ег

о1-
1 -ц ?  
Ег Г ' 

1 - ц 2 ["

Ь т  +  ^ Г  
. ё&

■ +  Р -¥ ~

(1 +ц) Д̂ аП 
Н

(1 +ц) Ма. ] 
Н

Вычислим изгибающие моменты: 
л

М,

(5.101)

(5.102)

=  $ агг с1г =  В  [ ^  +  |а ] ,  (5 Ш3)

/И- 27
(1 +ц) Д^а

к (5.104)

Подставив выражения (5.103) и (5.104) в уравнение равновесия 
элемента пластины (5.32) и положив С} — 0, получим дифференци
альное уравнение относительно ■0’:

с№ 1 ё$
ёг2 ** л**ёг -# = (1 +ц) а ё (Д<) 

к ёг (5.105)

Это уравнение интегрируется так же, как дифференциальное 
уравнение осесимметричного изгиба круглых пластин (5.34), его 
общий интеграл

: С\Г + ё{М)
ёг йг. (5.106)

Если функция Д ¿ (г ) задана, то, вычислив интеграл (5.106), 
можно по граничным условиям определить постоянные Сх и С2, 
затем по формулам (5.103) и (5.104) — изгибающие моменты и по 
формулам (5.38) — напряжения.

Рассмотрим некоторые простые частные случаи.



1. Перепад температуры  А/ по радиусу пластины — постоян
ный; края пластины свободны. Тогда

¿ ( д 0 _л.
йг ~

0  =  ^  +  -^-.

Постоянные Сх и С2 определим по граничным условиям.
При г — гг

при г — г2

^ = о ; [ 4 + ^ Я ± й ^ ] = о ,

откуда
С с з (1 +И)А<«_ р .

1 л? Л ’
„  С2 (1+ ц .) Д^а _ Л.

1 _  г| А “ и’

С1 = ( 1 + - ^ ; С2 =  0.

Следовательно,' для данного частного случая
д д (1 +  ^ « г . (5 .106а)

Согласно зависимостям (5.101) — (5.104), изгибающие моменты и 
напряжения в данном случае равны нулю. Срединная плоскость 
пластины переходит в сферическую поверхность. Заметим, что если 
уравнение упругой поверхности (5.106а) записать в виде

с1г <1г Л
и проинтегрировать его дважды, то вместо уравнения сферы п олу
чится уравнение параболоида

ш =  Сг2 +  С]/ +  С2.
Эта погрешность — результат приближенного представления 

кривизны второй производной прогиба.
2. Перепад температуры постоянный; края пластины защемлены.
-г а  (д0  г»Так как — =  0 , то йг ’

# =  С1г +  £ .
Граничные условия: 

при г =  гх
,9' = 0 ; — 0 ;м

при г =  га
' = 0 ; ^ ,  +  £  =  0 .'а



Отсюда
Сх =  0; С2 =  0.

В этом случае угол поворота нормали всюду равен нулю. Следо
вательно, плоскость пластины не искажается и деформации равны 
нулю. Изгибающие моменты и напряжения, однако, в данном случае 
не равны нулю.Действительно,согласно уравнениям (5.101)—(5.104),

=  —В (1+|^ ;
ЕаМ

(7 — ОI —  “ л-----ГТ

3. Перепад температуры  постоянный; внутренний край
защемлен, наружный — свобод

Н А

■ ш 1

ный.

^  =  0 ; 0  =  ^  +  %

Граничные условия': 
при г =  гх Ф =  0 ; 
при г =  гг Мг =  0  или

■О (1 + }х )  Ыа
Л =  0 .

Постоянные интегрирования:
Л /«<2

С1:

с2= аМг\г\
Н г1+г- 1 -

1 +  ̂ /
Дальнейшее вычисление де

формаций и напряжений не пред
ставляет трудности.

Вопрос о температурных напряжениях и деформациях имеет важ 
ное значение для биметаллических пластин (рис. 5.28, а). Вслед
ствие разных коэффициентов линейного расширения слоев такие 
пластины при нагревании искривляются. Это свойство позволяет 
использовать биметаллические пластины в качестве чувствительных 
элементов терморегуляторов.

Рассмотрим вначале изгиб биметаллической пластины под дейст
вием момента М х при отсутствии нагрева (рис. 5.28, б). При этом 
будем предполагать, что напряженное состояние в пластине — одно
осное (это предположение оправдывается, если пластина достаточно 
у зкая ).



Обозначим через и /г2 толщину слоев;
Ег и Е2 — модули упругости материалов;

а — расстояние от границы слоев до нейтрального слоя; 
р* — радиус кривизны нейтрального слоя.

На основании гипотезы неизменности нормалей
г

вх ~ —,Рх

где г отсчитывается от нейтрального слоя; положительное направле
ние г — вниз.

По деформации определим напряжения: 
в верхнем слое

оХ1 =  ъЕг =  -^\
в нижнем слое \ (5 .107)

=  е£ 2 =
Р* ’

Положение нейтрального слоя найдем из условия равенства нулю  
осевой силы N. Последняя равна сумме интегралов от ах по толщине 
верхнего и нижнего слоев:

—а (К—а)

N —  ̂ от,,¿ 2 +  $ аг* . * “ - ^ ( т  +  ° )  +
—  ( к 1 а )

откуда

Представим изгибающий момент такж е в виде суммы интегралов 
по толщине верхнего и нижнего слоев:

—а Л*— а
5 < М г - г +  5 ох, йг ■ г

— (А, + а) —а

или, с учетом равенств (5.107):

МХ==Ё 1 (5 .110)
Рх

где У1 и У2 — моменты инерции сечений верхнего и нижнего слоя 
относительно нейтральной линии (на единицу ширины);

т _  (!Н +  а У — а3 ,  (Л2 —  а)3 + а 3
1/1---------- з : 2~  з-------•

Из уравнения (5.110) определим кривизну нейтрального слоя



Выражения для напряжений (5.107) после подстановки в них 
значения кривизны из уравнения (5.111) принимают следующий вид:

о^> =  т г т Й о ' ; = г '• (5Л12)■*1 к ̂  I Ь 2*/ 2 2 ^1*̂ 1 I ^ 2*̂ 2

Все приведенные зависимости справедливы такж е при .поперечном 
изгибе, когда изгибающий момент переменный по длине.

Прогиб пластины можно определить интегрированием уравнения 
упругой ЛИНИИ'

- " = - - ¿ = - ^ ¡ 7 7 '  Л5-ПЗ)

Предположим теперь, что та же пластина нагрета на /° и, кроме
того, нагружена моментом Мх. Величина момента М х выбрана таким 
образом, чтобы кривизна пластины была равна нулю (рис. 5.28, в). 
При отсутствии искривления относительное удлинение во всех точ
ках одинаково: 
для верхнего слоя

е0 =  -£р- +  а 1 >̂

и для нижнего

-аг1,

где аХ1 и оХг — напряжения в верхнем и в нижнем слое, постоянные 
по толщине слоя.

Приравняв правые части двух последних равенств, получим

Ох, Ч" а 11 = ОХг “Ь (5.114)
О О

Второе уравнение с неизвестными 8Х1, 6*2 составим на основании 
условия равенства нулю нормальной силы

N  =  о хМ  +  О х, К  =  0. (5.115)
Решение системы двух  уравнений (5.114) и (5.115) дает 

Л _  (в !-И г)*

Ох, =  —

Й1 ( +  Е2к2 
(а1 — а2) Ь

( -гг-г-  + ■

(5.116)

При суммировании напряжений аХ1я аХ2по толщине слоев получа- 

ется пара сил с плечом момент этой пары

М х =  (.а|р .ГХг) 1 (/,|± ^ ) . (5.117)

^ 1̂ 1 £*2̂ 2 
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Теперь нетрудно определить напряжения и радиус кривизны 
поверхности при одном только нагреве на t° С. Д л я  этого, очевидно,
надо к пластине, нагретой и нагруженной моментом М х, приложить
момент Мх обратного направления. В результате моменты +  М х и
—Мх взаимно уничтожатся и останутся только те напряжения и 
деформации, которые соответствуют нагреву (рис. 5.28, г). Значения 
напряжений найдем как  разность выражений (5.116) и (5.112) при
значении момента Мх — — М х согласно равенству (5.117), т . е.

((*! -  а t)t Г _1_ , (h1 +  hi)E1z ] _ 
U i ^  2[E1J l +  E»Ji] J ’

Eihi
а) _  ( « t  — « 2) t Г 1_ _  (hi +  h2) E2z ]  
Хг 1 1  [  h2 2 (E1 J 1  -|“ Ê Ĵ ) J

(5.118)

Положение нейтрального слоя, от которого отсчитывают г, 
определяется зависимостью (5.109). Кривизна пластины при нагреве 
на /°С согласно уравнению (5.111):

_  (« ! — (5.119)
________ г_______ _ \ О СР 1, _1_ Р .  I л

. Ехкх Ефя
Анализ выражения (5.119) показывает, что термочувствитель

ность биметалла будет наибольшей в том случае, когда толщины 
слоев будут удовлетворять условию

У такого биметалла, называемого нормальным, нейтральная 
линия при нагружении внешним моментом совпадает с границей 
между слоями (а =  0). Эффективная изгибная жесткость в этом сл у
чае

с  г , с , о д + а д  ... ЕМЬ

где
Н — Н\-\~ Н%'

Зависимости (5.118) и (5.119) для нормального биметалла 
упрощаются и принимают вид

О(0 =  (°1 -° s ü ä .h  (h2- ~ z
X2 h V 2 

Vt ] _____3 ( a i  — a2) t
p7 ~  2”  А

(5.120)

(5.121)

При большой ширине биметаллической пластины в ней возникает 
двухосное напряженное состояние. Рассуждая аналогично, нетрудно



установить следующее. Если края пластины свободны, то при нагре
вании она искривляется в двух направлениях и ее плоская поверх
ность переходит в сферическую. Радиус кривизны, одинаковый 
по х и у, может быть вычислен по формуле (5.119). Напряжения,
такж е одинаковые по х и у, будут в

1 -М-
раз больше вычислен-

ных по формулам (5.118). Если же пластина имеет накладки, не 
позволяющие ей искривляться в поперечном направлении, то в ней 
возникает цилиндрический изгиб. Кривизна по оси х в этом случае
будет в 1 — ц2 раз меньше вычисленной по формуле (5.119). Напря

жение (jW будет в 1 раз больше вы-. х

численного по формулам (5.118), а напря
жение а (у будет отличаться от тем, что 
во втором слагаемом будет еще множи
тель (X.

Заметим, что для снижения напряже
ний и увеличения термочувствительности 
в биметаллических пластинах иногда де
лают продольные прорези. При наличии 
последних напряженное состояние прибли
жается к одноосному.

Пример 5.11. Схема термореле изображена на 
рис. 5 .29. В качестве чувствительного элемента 
использована биметаллическая пластина 1. При 

Рис. 5 .29  нагревании пластина деформируется и посредством
рычага 2 замы кает контакт 3. Определить усилие, 
действующее на контакт при температуре t — 100° С. 

Дано: I =  20 мм; 1г — 40 мм; Д =  0,5 мм; =  0,2 мм; h2 =  0,4 мм; верхний 
слой — меДь Ех =  1 • 107 Н/см2; ocj =  18-10“® 1/град; нижний слой — сталь Е2 — 
=  2 - 107 Н/см2; а 2 =  12-10_в 1/град; ширина пластины 6 = 1 0  мм. Изгибная ж ест
кость рычага E J  — 1600 Н -см2.

9
При заданны х числовых значениях Л2 =  2/гх; Е2 = 2 Е 1\ а 2 =  -^ -а 1.

О

Д ля определения искомого усилия X  составим уравнение перемещений
б < 0 _ б( Х ) = д ,

где 6(0 — перемещение контакта от нагрева;
6(Х) — перемещение контакта от силы X.
По уравнению  (5.109) вычислим расстояние а от нейтрального слоя:

' а =  E M - E i h } _  2Ег (2h1)2- E 1h1
2 ( ¿ 1̂ 1 +  E2h2)

■ =  0,7/г1==0,014 см.2(E 1h1 - 2 E 1 -2h1)
Момент инерции слоев (на единицу ширины)

^ w - w = , i52, ^ , 2 t , 6 , ^

(1,3/Ц» + (0 ,7 W
2 3

Изгибная ж есткость
EiJ 1 -{-E2J 2 =  257 Н • см.

=  0,847А£ =  6,77 • 10~в см3.



Кривизну при нагревании определим по зависимости (5 .119): 

(аг — а а) ¿(*х +  *2)( i f B _______
(  1

U a
i

£2*2

0,0112 1/см.

Н апряжения согласно формулам (5.118): 

о<?> =  -  0,‘m a 1tEi — 0, U baJE x  где — 1,7АХ s£ г  — 0 ,7 * !;

=  0,\ZZa1tEi — 0 ,2 ^ a 1tEl ~ ,  где — 0 ,7 * ! г 1,3* 1-

Д ля определения перемещения контакта, вызванного нагреванием , применим 
интеграл Мора:

I
6« =  Ц Мг йг =  0,090 см,

где Мх — Их — момент в текущем сечении пластины от единичной н агрузки , при
ложенной по направлению искомого перемещ ения.

К перемещению от изгиба можно добавить перемещение от удлинения пластины

0«  =ео1 =  а1и + ^ - : OLxtt— («1 «*)11 =  0 ,0026 см.

l +  - ¥ r

Суммарное перемещение контакта при нагревании б( * =  0,0926 см. Далее 
найдем перемещение контакта от 
силы X, для чего такж е используем 
интеграл Мора: ©  ©

д ,« , Г )dz
j  b (ExJx~\~E2J 2)

+
(Xzj) (lzjt) dzx 

EJ
0

Xl\l XI8+ -^Г7- = 0,1378Х,~  Ь ^ х  + Е^2) Т  з Е]
XIгде —7-^ — изгибающий момент от силы X  на единицу ширины пластины. о

Найденные величины вносим в уравнение перемещений:
0,0926—̂ 0,1378 • X  =  0,05,

Х =  0,31 н.
Н апряжения, возникающие от силы X, согласно формулам (5.112):

отсюда

°(ХМ)-Х\
XLExZ г „

Е .Л + Ь ,  - ш %7 н/см;
сг'.“ 1 -  ,  -  1928 ~  11/см*.
Х8 E\J E%J 2 1̂

Эпюры напряжений от нагревания, от силы X  и сумм арны е приведены на 
рис. 5.30.



Глава 6 О Б Щ И Й  С Л У Ч А Й  И ЗГИ Б А  ПЛ АС ТИ Н

§  1. Вывод основного диф ф еренциального  
уравнения упругой  поверхности пластины

В общем случае изгиба срединная плоскость пластины 
переходит в некоторую поверхность двоякой кривизны, не являю
щуюся поверхностью вращения.

Этот случай изгиба пластин более сложный, так как напряжения 
и деформации представляют собой функции двух независимых пере
менных; поэтому дифференциальные уравнения получаются в част
ных производных.

Теория изгиба пластин основывается на общих гипотезах и допу
щениях, сформулированных в гл . 5.

Согласно гипотезе неизменности нормалей, нормали к сре
динной плоскости пластины не искривляются, а лишь пово
рачиваются относительно своего первоначального положения,. 
оставаясь перпендикулярными к деформированной поверхности 
пластины.

Представим угол поворота нормали в виде суммы двух углов 
в двух  взаимно перпендикулярных направлениях: •0 — угол пово
рота в направлении оси х и я|з — угол поворота в направлении оси у 
(рис. 6 .1). Выделим из пластины бесконечно малый элемент 
(рис. 6 .2 ,а). Вследствие малости прогибов можно считать, что прямо
угольник abed, совпадающий с срединной плоскостью, не изменяет 
ни своих размеров, ни формы, т. е. точки abed смещаются только по 
вертикали.

Рассмотрим теперь прямоугольник klmti, расположенный на 
расстоянии z от срединной плоскости. Вследствие переменности 
углов й и г|з по х и по у  этот прямоугольник получит как линейные, 
так и угловую  деформации.

На основании гипотезы неискривляемости нормалей линейная 
деформация в направлении оси х волокна 1т  (рис. 6 .2 , б и в )

е* =  Ж 2’ <6Л)

а линейная деформация в направлении оси у

V " | h  (6 -2 )





У гл о вая  деформация в рассматриваемой плоскости определя
ется к а к  изменение прямого у гл а  klm (рис. 6 .2 ,г); она складывается 
из д вух  углов — угла поворота стороны 1т:

и у гл а  поворота стороны lk:

Следовательно,

Учитывая, что углы поворота нормали '0' и гр связаны с проги
бом хт зависимостями:

выражения деформаций можно представить в виде

За положительное направление прогиба принято направление 
вниз. , 2

Величины =  — и =  ПРИ малы* прогибах
представляют собой кривизны поверхности в направлениях осей 
X и у  (рис. 6.3, а и б). Величина кху =  — представляет собой
кручение поверхности относительно тех же осей (рис. 6.3, в).

Перейдем от деформаций к  напряжениям. Используем зависи
мости закона Гука при двухосном напряженном состоянии:

(6.3)

Ег d2w
%ху ~ ' 1 (х дх ду ’

(6.9)



Кроме напряжений ах, ау и хху в гранях выделенного элемента 
возникают еще касательные напряжения т , ,  и х направленные 
перпендикулярно срединной плоскости. В точках, расположенных
у поверхности пластины (при г  -  ±  , касательные напряжения

Рис. 6.3

Т х г  И Туг равны нулю (согласно закону парности касательных напря
жении), а на срединной поверхности — достигают максимума. Эти 
напряжения обычно бывают сравнительно малы, поэтому в расчете 
на прочность их не учитывают.

^Существенную роль играют только равнодействующие н апряж е
нии ххг и хуг, т. е. поперечные силы С}х и (¿у, которые необходимо 
учитывать в уравнениях равновесия элемента пластины.

{Распределение напряжений по толщине пластины показано на 
рис. 0 .4 . Чтобы перейти к суммарным силовым факторам, проинтег
рируем напряжения по площади соответствующих граней. Н ормаль
ные напряжения ах и ау при интегрировании приводятся к изгиба
ющим моментам Мх и Му; касательные напряжения т*„ и т„х — 
к крутящим моментам МХу и Мух, а касательные напряжения хх, 
и Ту* к поперечным силам (¿х й С}у (рис. 6.5). Все перечисленные



силовые факторы принято относить к единице длины, поэтому раз
меры элемента в плане примем равными единице:

Мх  ̂ Ох ^2 Х\ Му —  ̂ СГу 2,
А

~ Т  2
А 1
Т 2

МХу =   ̂ %ху^г г '< Мух— 5 ^ух^гг.

Подстановка под знак интегралов выражений (6.7) — (6.9)
приводит к следующим зависи-

йуЛк
Му а х у Х о1х

мостям:

Мх

(ау+ТуиУ)£

(м*+7 Г а*)(*У

и  I дх* 

-  и  V ду*

■I*

-  И'

0  =

ду2 ] ’ 
(6 . 10)

д2ш "1 _
"дх*Т’ 

(6 .11)
д2ш

дхду ’ 
(6 .12)

— — изгибная

Мху =  МУх =  - 0 (  1 -ц )

Рис. 6.5

ГДе и -  ^ ( 1 - ц а )  
жесткость пластины.

Изгибающие моменты Мх и 
М у и крутящий момент Мху 

выражены через функцию т ,  которая пока неизвестна. Недостаю
щие уравнения для определения этой функции получим, рассмотрев 
равновесие элемента пластины (рис. 6.5). По граням элемента дей
ствую т силы 0.x ЛУ. и моменты Мх ¿у, Му ах, Мхуйу, Мух ах. 
С увеличением координат на йх и йу силы и моменты получают 
бесконечно малые приращения. Кроме внутренних сил, на верх
нюю грань элемента действует сила р йх йу от внешнего давления.

Составим уравнение проекций всех сил на ось г и уравнения 
моментов относительно осей х и у:

д(}х
дх

дМ х
дх

дМ у

ду

+
dQ.ii
ду

дМ ух

-р  = 0 ; 

-(£  =  0 ;

Остальные три 
ственно.

условия равновесия удовлетворяются

(6.13)

(6.14)

(6.15) 

тожде-



Приведем уравнения (6 . 10) — (6.15) к одному уравнению с одним 
неизвестным Подставив выражения (6 . 10) — (6 . 12) в уравнения 
(0,14) и (о. 15), определим поперечные силы

П  —  Л  д Г д 2®  1 <52ш 
^У ~ и 1ь7 1~7й?Г +_  . ________ _____ >]

ду  [  дх2 ' ду2 у

Выражения (6.16) можно записать более кратко:

(6 .16)

где V2 — дифференциальный оператор Лапласа;
8 _  Д2 ,

дх2 "т" ду2 '

(6  Л 6 а)

(6 .17)

Выражения (6.16) внесем в уравнение (6.13); в результате полу
чим дифференциальное уравнение упругой поверхности

или
ду2

Уравнение (6.18) можно представить такж е в виде
д*гю , „  <Э4ш . д 2ьи р

'' ТУ'дх* дх2 дуг ду‘

(6 .18)

(6 .18а)

Искомая функция да должна удовлетворять дифференциальному 
уравнению (6.18) и, кроме -
того, граничным условиям на 
краях пластины.

Остановимся на вопросе о 
граничных условиях более 
подробно. Практически могут 
встретиться следующие ва
рианты граничных условий:

1. Край пластины жестко 
заделан (рис. 6 .6 , а). В этом 
случае должны быть равны 
нулю прогиб да и угол на
клона в направлении, перпен
дикулярном к контуру. Если обозначить через п и я нормаль и 
касательную к контуру, то на краю пластины при жесткой задел ке

два

Рис. 6.6



Заметим, что, поскольку т  на контуре всюду равно нулю, то,

очевидно, такж е равно нулю.
2. Край пластины закреплен шарнирно (рис. 6 .6 , б). На краю 

должны быть равны нулю прогиб и изгибающий момент в направле
нии, перпендикулярном контуру, т. е.

^  = 0 ; Мя =  0. (6-2°)
Второе условие на основании зависимости (6.10) можно привести 

к виду
52ш + ^ 4 ^  =  0 . (6 -20а)3/г2 дя2

Д ля прямолинейного края ^  = ° и, следовательно, вместо
зависимости (6 .2 0 а) можно на
писать

д2и>
дгр = 0 , (6.206)

а также

дп2
:У 2а) = 0 . (6 .2 0 в)

Для криволинейного, шар
нирно закрепленного края ра
венства (6.206) и (6 .20в) неспра
ведливы.

При действии на шарнирно 
опертый край пластины распре
деленного момента, интенсив

ность которого т ,  Н -см/см, второе граничное условие (6.20) при
нимает вид

дгш , .. _____т__ (б.2 0 г)Мп — т  или дФ

3 Край пластины не закреплен (рис. 6 .6 , в); на свободном краю
напряжения о„, хй5 и тпг равны нулю. СлеДоватеял̂ й ДОмЛомент  ̂М 
равны нулю изгибающий момент Мя, скручивающии момент 
и поперечная сила С„. Эти три условия, однако, не могут быть удов
летворены одновременно; так  как  гипотеза неискривляемости нор
малей накладывает на деформации пластины дополнительную связь 
поэтому на каждом краю пластины могут быть удовлетворены только 
д в а  условия. Указанное затруднение можно ^преодолеть, з а м е н и в  
распределенный по кромке пластины крутящий момент эквивалент- 
Ной поперечной нагрузкой. Действительно.каждую из 
на рис. 6.7, а пар сил можно повернуть на 90 и представить в виде



произведения силы Р  на плечо сЫ (рис. 6.7, б). При этом

Р йэ =  Мщ £¿5,
следовательно,

Р =  М п$.

Силы Р  и Р  +  от двух рядом расположенных пар ,'действуя

по одной прямой, вычитаются одна из другой и дают силу —  =
дМп$ . -  -  *

— ^  05. 1 аким образом получается распределенная по краю

пластины поперечная нагрузка <7 =  - ^ -  =  —̂  (рис. 6 .7 , в).
По своему характеру эта нагрузка подобна поперечной силе ($„. 

Так как  на свободной кромкб поперечная сила отсутствует, то 
очевидно, должно выполняться равенство

О — ^
Чп дз ~ и

или с учетом зависимостей (6 . 12) и (6.16):
д  / дЧа 5% \ . д ( д*ш _ \ 

дп \дп? т"  / ■" дв \ д/гдв 11 ~  Н\1) =  °-

Это равенство представляет собой второе граничное условие д л я  
свободного края, первое же условие имеет вид М п- =  0 и л и -^ -  4 -  

д*ш » дпЪ
^ ~~ ’ следовательно, граничные условия для свободного

края

д
дп

|3% /о ч 1 _ ( (6 .2 1 )

Если к незакрепленному краю пластины приложены изгибающий 
момент т  и распределенная нагрузка / (рис. 6 .6 , г), условия (6 .2 1 ) 
должны быть заменены следующими:

д*т __ т
дп2 +  ^  * 2 --------“о

д 
дп и

(6 .22)

Следует заметить, что при преобразовании распределенного по 
краю крутящего момента в распределенную поперечную н агр узку  
на концах рассматриваемой стороны пластины остаются еще две  
неуравновешенные сосредоточенные силы (рис. 6.7, в). По величине 
эти силы равны скручивающему моменту в концевых точках, т е

Р\ —1 Р  ̂— Мпэг-



Таким образом, распределенный по краю скручивающий момент 
эквивалентен распределенной поперечной нагрузке, интенсивность
К0Т0 р0й и двум силам Р, и Р2 в крайних точках.

Если функция да, удовлетворяющая дифференциальному урав
нению (6 18) и граничным условиям на краях , найдена, то задачу 
о напряжениях и деформациях в пластине можно считать решенной. 
Функция да характеризует величину прогиба в каждой точке. По 
функции да с помощью зависимостей (6 . 10 ) — (6 . 12) определяют 
моменты Мх, М у, М ху. Д ля вычисления напряжений можно исполь
зовать формулы (6.7) (6.9), однако более удобно напряжения выра
зить через моменты. Из равенств (6.7) — (6.9), (6.10) — (6.12), следует

(6.23)м л
-г: Щ

Й3/12

м
г; ху

Л3/12 ~лу Л3/12

Наибольшие напряжения возникают при г =  ^

Ми 6
(Ух шах —

М х 6 
А2

ху»
Зу шах : /I2 *>ху шах : /I2 (6.24)

По напряжениям а х, оу, хху можно вычислить главные напря
жения, эквивалентное напряжение и коэффициент запаса прочности.

§ 2. И зги б  прямоугольных и эллиптических 
пластин
Определение функции на, удовлетворяющей дифферен

циальному уравнению (6.18) и граничным условиям на краях, пред
ставляет собой довольно сложную задачу и решить ее аналитическим 
путем не всегда возможно. Довольно просто задача решается для 
прямоугольной пластины, шарнирно опертой по краям и нагружен
ной произвольной нагрузкой. В этом случае на краях пластины

должно выполняться условие (6 .20 ). 
Если стороны пластины равны 
соответственно а и Ь и начало коор
динат выбрано в центре (рис. 6 .8 ), 
то граничные уловия будут сле
дующие:

. а п
при х =

при у--

а
2
Ь_
2

да =  0 , 

0 ,

дх2

да ду2

= 0 ; 

= 0 .

Рассмотрим вначале частный случай нагружения, при котором 
упругая поверхность определяется уравнением

да =  дапсо8 ” со5 ^ ,  (6.25)

где да0 — прогиб в центре.



Легко проверить, что это уравнение удовлетворяет всем гранич
ным условиям.

Выясним, по какому закону должно быть распределено давление; 
д4ш 34ю д4®

I —  +

для этого вычислим 
(6.18а):

Отсюда

где

дх4 ’ ду* И дх* ду* и подставим в уравнение

пу
-  а, о1 “1— хх ) СО Б-----СОБ ,аЧ г 1 Ь4 / а Ь

Р_
О

пх ли 
Р — Ро С08^ - С08-/-. (6.26)

(6.27)

Следовательно, если давление будет распределено согласно урав
нению (6.26), то прогибы будут определяться зависимостью (6.25),

причем максимальный прогиб в центре пластины
Ро (6.28)

Выражения моментов Мх, Му, М ^ д л я  рассматриваемой нагрузки 
получим по формулам (6 . 10) — (6 .12):

А1л =  -£ >

М и =  - Б

дгхш
дх2

д*п>

дгт~\
^~д^\

Ро 1а2 +  11 62 )  лх пу 
1 , 1 \ 2 С05 а  С05 Ь '

цI ду*

ч  ш /1 \ д2тМ ху — — £> (I — }х) дхду

д*ш I

а2 + 62
I , I

я2 \а2 + 62 
Ро ( I — И) 

* { &  +  р ) ' аЬ

их ли . . „ сое —  сое : 1 \2 а о

лх ■ пи —  в та о

(6.29)

(6.30)

(6.31)

Эпюры Мх, Му, Мху приведены на рис. 6.9. Изгибающие моменты 
достигают максимума в центре пластины, а скручивающие — в угло
вых точках.



Исследуем, как  распределяются опорные реактивные силы вдоль 
сторон пластины. Последние должны уравновешивать силу, равную

л  д А Д п е  тт а  иразности Цп -------Для стороны х = -£  интенсивность реактивнои
силы

д М хи д  д 2т 5 %
Я.х =  <̂ х =  о  +  (2 -  ц)

Подставив в это равенство выражение (6.25) и приняв во внима
ние равенство (6.28), получим

г> _ Ро Г 1 [ (2 ц)
“  п  , I V  №  +  “ Ж - .

яа ь - +

лиCOS-/-0

Аналогично для стороны у —

а2 ' г  № ) 

оны у

Ро Г 1  4 - (2 - М У 1 rn ¡t ж  
. ( 1 , 1 \ 2 w  +  а 2 c o s  а 

n b (á¡ +  ¥*

Вычислим равнодействующую распределенных реактивных сил
fc/2 а/2

^Rn ds =  2 § Rx dy-\- 2  $ Ry dx =
s —й/2 —а/2

_  4р0а6 . 8р0 (1 — м)
"2 2 Ь / 1 , 1

паЬ[ ^  +  ¥

Полученную величину сопоставим с величиной равнодейству
ющей внешней нагрузки:

а/2 Ь/2

^  p d x d y =   ̂  ̂ p0c o s ^ c o s 7j - d x d y = ~ ^ - .
х у  —a¡2  — bl2

Равнодействующая распределенных реактивных сил получилась 
больше, чем равнодействующая внешней нагрузки, на величину
——1 у  Это объясняется тем, что, кроме распределенных реак-

ций, по у гл ам  пластины возникают еще сосредоточенные реактивные 
силы обратного направления. Эти силы соответствуют тем неурав
новешенным сосредоточенным силам по концам сторон, которые полу
чаются при замене распределенных скручивающих моментов экви
валентной поперечной нагрузкой.Так как  в угловой точке образуются 
две такие силы (от двух пар, расположенных на двух сторонах), то 
величина реакции Т в угловой точке пластины будет равна удвоен
ному моменту М ху:

7 1_ _о дл _______2р0(1 —  [1 )



Нетрудно проверить, что сумма четырех сосредоточенных реак
ций как раз равна разности равнодействующих распределенных 
реактивных сил и внешней нагрузки . Схема действия реактивных 
сил показана на рис. 6 . 10 . Необходимо сделать оговорку, что указан 
ное распределение реактивных сил будет иметь место только в том 
случае, когда опоры запрещают

7Гх ми
Ра ж  •% *>*-§-

перемещение углов пластины 
вверх. Если же пластина лежит 
на опорах свободно, то реак
тивные силы Т возникнуть не 
могут и углы пластины припод
нимутся над опорами. В резуль
тате пластина будет прилегать 
к опорам не по всей длине сто
рон, и характер деформации 
плиты будет более сложный. «

Полученное решение можно 
распространить и на более об-, 
щий случай.

Рассуждая аналогично, можно показать, что давлению, рас
пределенному по закону

„ т л х  плиР=Ро  со е -----соеа о ’

соответствует упругая поверхность

Ш =  Ш0 СО8 - = С О 5 Л

где

а>п =  ' Ро

(6.32)

(6.33)

(6.34)

Приведенное решение можно распространить на случай нагру
жения прямоугольной пластины с шарнирно закрепленными краями 
давлением, распределенным по произвольному симметричному зако
ну:

ч р =  р (х , у).

Разложив нагрузку р (х, у) в двойной тригонометрический ряд, 
получим

СО СО

р =  2  2  е ™ со § ^ г - со8 п г > <6 -35)
т  =  1 п  =  1

где т и п  — 1, 3, 5 ... (так к ак  нагрузка симметричная). Д ля опре
деления коэффициента Стп произвольного члена ряда умножим

тп хправую и левую части равенства на сое и проинтегрируем



я/2
Г тп х тп х  « А /— , __\\ c o s ------ c o s ------ dx — О \ т-ф т )
¡  а а

— а/2

а/2

J  COS =  f

— а/2

получим
а/2 со
Р ' ,  ̂ « я *  j  . а V  ^  штг/
V Р (ДС, í/)COS — d x  =  y  2  C m » C O S -y -

И = 1__  b •
—*а/2 я = 1

rmy
Правую  и левую части этого равенства умножим на cos

Ь Ьи проинтегрируем в пределах от — - j  до у ;  тогда

а/2 6/2

t  \ р(х, У) cos cos dx dy =  Стп.
-  а/2 —*6/2

Отсюда найдем коэффициент произвольного члена ряда (6.35):
а/2 Ь/2

-  _  А->тп — аЬ
- а / 2  -Ь / 2

а/2 Ь/2

J § р(*> #) cos ^  cos dx dy. (6.36)

П оскольку для нагрузки, определяемой уравнением (6.32), 
функция w известна, то, применяя принцип независимости действия 
сил, можно записать функцию w для нагрузки р (х, у), представлен
ной в виде двойного ряда '„(6.35):

СО СО

— w  2  2  т т г г ^ т = г с т £ т -  <6 '37>
т  = 1 п= \ у а2 +  £,2 )

Это решение в двойных тригонометрических рядах было полу
чено Н авье.

Рассмотрим в качестве примера пластину, нагруженную равно- 
мерным давлением р.

По формуле (6.36) при р (х, у) = р =  const найдем

, ш п = 1  Т Т COS =  C O S ^ * ¿ , = ^ Si „ i ” S¡„ f . .
■ а/2 -  6/2

1 о г • m u i . .  • rm _  . iздесь m, п — 1, 3, 5, ... ; sin = z t  I, sin 2 —



В результате подстановки найденного значения Стп функция гм 
[см. уравнение (6.37)] принимает вид

16 р
1  2
1 = 1  п =1 т п

. т п  . ппвШ 81П -рг—2 2 тп х  гти
--------7—5-----------с о в ---------------- С 0 8т*  , ге2 \2 а Ь

+
(6 .38)

\ а2 ' Ь2

Максимальный прогиб в центре пластины при х =  0 и у  =  О

и>я 16 р
1  2

. т п  . пк 
5 ш _ _ 8т  —

(6 .39)

Этот р яд  быстро сходится, у ж е  первое приближение я в л я е т с я  
удовлетворительны м :

, . _  16р а*Ь*
^оЛ — пЮ (а2 + 62)2 ’

в частности, д л я  квадратной п ласти н ы  со сто
роной а:

Н )1
4 ра4
п60 = 0,00416 -Щ-

в то время как точное значение прогиба

: 0,00406 О
Рис. 6 .11Погрешность первого приближения состав

ляет 2,5% .
Решение в двойных рядах для прямоугольной шарнирно опер

той пластины, нагруженной сосредоточенной силой в произвольной 
точке или давлением, приложенным на участке поверхности, р ас
смотрено в книге [2 1 ].

Решение в двойных тригонометрических рядах является доста
точно простым и удобным, однако оно пригодно только для пластин, 
у  которых все четыре края закреплены шарнирно.

Более универсальный метод решения задачи об изгибе прям о
угольной пластины в одинарных рядах  предложен М. Леви.

Предположим, что у прямоугольной пластины (рис.6 .11) д в а  
противоположных края (при у =  0  и при у  =  Ь) закреплены ш арнир
но, а два других закреплены как  угодно; нагрузка — равномерное 
давление р. Оси координат выбраны так , как  показано на рис. 6 .11 . 
Искомую функцию ш) [х, у) представляют в виде ряда

к = 1

Ы  у
~ Т (6 .40)

где (х) — неизвестная ф ункция от х.



Очевидно, что ряд (6.40) удовлетворяет граничным условиям 

при у =  0 ш =  0 ; - ^ 2-  =  °
и Л д2ВУ Ли при у =  Ь =  ~ду£~ ~

Д л я того чтобы ряд (6.40) удовлетворял такж е дифференциаль
ному уравнению (6.18) и граничным условиям на двух других краях, 
необходимо соответствующим образом подобрать функцию иок (х).

Подставим ряд (6.40) в дифференциальное уравнение (6.18). 
Вычислим левую часть уравнения

d2w . (Pw V  d2wk ■ kny V  „ кгпг „¡„kny 
* 2w =  l w + - W =  1  - 4 ^ - sm i r -  1  ® * 1 Г 8 Ш -Г  =

d2wk „ ;„ k n y  у  m k w  ^ „ k n y
dx2 sm  b ¿ i  

k=1 k=\
CO

2 f  d2wk k2n2 \ ^ .n kny t 
V d x 2 . j  Ь Ш  b .

k = 1
00

VI Г dl wb n d2wk W  . fc4n4 I  . kny /c . . .  v »v%  =  N +  (6.41)
4 = 1

Представим в виде аналогичного ряда правую часть уравнения

kny
И к W  aul

k =  1
2 ¡  P f c W s in ^ . .  (6.42)

Д л я  определения коэффициента произвольного члена этого ряда
kny

умножим правую и левую части равенства (6.42) на sin - у  и про
интегрируем от 0 до Ь\

\ р {х , у) s i n - ^  d y = \  2 / * ( * ) s in - ^ p  s in ^ -d «/ .
О 0 . 1

Приняв во внимание, что

j s i n * ^ d »  =  -| ; j s m i S s i n í a - O ,
ü

где
получим

Pk

о

=  у   ̂ р (х, у) sin Щ^-йу (6.43)

при р (х, у) =  р — const, pk =  (1 — cos /ел). Если k — четное, 

то pk — 0 ; если k — нечетное, то pk =



Следовательно, слагаемые, соответствующие четным к, в решении 
будут отсутствовать.

После подстановки выражений (6.41) — (6.43) в дифференциаль
ное уравнение (6.18) оно принимает вид

к =  1, 3, 5

ии
V  Г о , £4Я4 1 . кщ

+  51П- г -о с  -*
ии

2
4 р . кпиггг—- вШ ——О&я 6

*  =  1, 3, 5 . . .

Это уравнение распадается на ряд обыкновенных дифференциаль
ных уравнений. Напишем &-е уравнение ряда .

9 №и>к к*л2 ¿4я4 4р ^
йх4 ¿¿л:2 б2 +  ¿4 (6 .4 4 )

Не останавливаясь на этапах интегрирования этого уравнения, 
напишем его общий интеграл

шк{х) =  Си  сЬ *££ +  Сы зЬ ^  +  Сзк сЬ ^  +
, п  кпх , кпх . АрЬ>

+ с <* — 4 т -  +  т т ш : -  <6 - « )

Слагаемые, содержащие постоянные Си , Си , СзЬС4Ь представ
ляют собой общее решение однородного уравнения. Последний член 
есть частное решение уравнения (6.44) с правой частью. С учетом 
равенства (6.45) функция ш (х, у) принимает вид

“> (* .» ) =  2  [ с "‘ с" т г  +  с » 5,1 ■-?- ¡- С »  - ”  сЛ '  +

‘  +  (6-46)

Теперь необходимо подобрать постоянные С1Ь С2Ь С8Ь С4,; таки м  
образом, чтобы были удовлетворены граничные условия на д в у х
других краях пластины ^при х =  ± ^ .

Предположим, что два других края жестко заделаны; тогда ф унк
ция ш) должна быть четной относительно х (упругая поверхность сим 
метрична относительно оси у).

Следовательно,

при х =  0 - |  =  0  и 5  =  0 .

Из этих условий следует, что С2к =  0 и Сзк =  0 (функции
, кпх клх , кпх \ 
п - у  и - у -  сп -----нечетные I.



Для определения двух  остальных постоянных необходимо исполь
зовать граничные условия на боковых сторонах:

а п дни Лпри х — -5- ш =  0 ; -=г— =  0 .2 дх
Эти условия приводят к двум уравнениям

п  , кпа 
с 1*сп 62 62

в Ь

„  б яа  , £яа . АрЬ* 
4А - Т о “ 8П "То-  “Г 66зт60 = 0 ;

62

решение которых дает 

Си — -

„ Г 1 . &яа , £яа "I Л ■ С « [з Ь -6Г +  -5Г с Ь -5 Г ] =  0 >

, й яа , кпа , кпа 
АрЬ* 8ЬЖ  +  ' 2 Г СЬ“2 Г
£6я6Д

СлЬ —
АрЬ4

кпа
~2Ь

№ пЮ 1 ! , Ыа
-2 Г Т

й я а

С учетом найденных значений постоянных уравнение упругой по
верхности пластины (6.46) принимает вид

АрЬ4
П5й Ат кЪ 

к =  \, 3, 5

1 -

„ ,  , кпа . кпа , кпа \ 
 ̂ ~2Ь~ ~26~ ° ~26~) 

, &яа . &яа 
8Ь — + “

сЬ

2
+

£яа
~2Г

, кпа , кпа
&и- Г +  —

Ы х кпу

+

(6.47)

Максимальный прогиб при х

. кп
АрЬ4 VI

Ш тах— п ъП
к =  \, 3, 5 . . .

№

с\ 0= 0 ; у — 2

бяа

1 26
, & яа\ -

26" ТЙГ]
/гяа , /гла

(6.48)

Этот ряд сходится очень быстро. Уже первое приближение совпа
дает с точным решением до третьего знака.

После того как функция а> (х, у) найдена, вычислить изгиба
ющие моменты и напряжения нетрудно.

При выполнении практических расчетов следует иметь в виду, 
что максимальные изгибающие моменты и прогибы прямоугольных 
пластин при различных вариантах закрепления краев удобно опре
делять с помощью таблиц готовых решений [25].

Остановимся кратко на изгибе эллиптических пластин.Рассмотрим 
эллиптическую пластину,жестко заделанную по контуру и нагружен



ную равномерным давлением (рис. 6.12). Выбрав начало координат 
в центре пластины, запишем уравнение контурной линии (уравнение 
эллипса)

5  +  -£  =  !■ (6-49)
При жесткой заделке в контурных точках должны выполняться 

граничные условия (6.19). Нетрудно проверить, что этим условиям 
удовлетворяет следующая функция:

w = w, а2 (6 .50)

где'Шо — прогиб в центре.
Действительно, в результате дифференцирования ю по п получим

dw
дп

д
дп Л___1г  ¿2 1 (6 .51)

№но на основании уравнения (6.49) в контурных точках \  +
— 1 = 0 , следовательно, выражения (6.50) и (6.51) на контуре обра
щаются в нуль.

Проверим теперь, удовлетворяет ли выбранная функция т  
основному дифференциальному 
уравнению (6.18).

д4ш сНау __ <3%
~дугВычислив дх4 ’ дхг дуг 

и подставив в уравнение (6.18), по
лучим

I 4
°\а*г  +

16
+ | г) = D

Очевидно, что это уравнение 
удовлетворяется при р — const и 
при прогибе в центре 

РЩ =
а* +  а 262 h bl j

(6.52)

Поскольку функция да (6.50) удовлетворяет основному дифферен
циальному уравнению (6.18) и граничным условиям на контуре, 
то она является точным решением данной задачи. Наиболее н апря
женная точка пластины находится на конце малой полуоси (х =  О, 
у =  ±  Ь). Изгибающие моменты в этой точке, согласно зависимостям 
(6 . 10), (6 . 11):

8)ха’оО . лл 8ш0О
М у  —

Представляет интерес еще вычислить изгибающие моменты в точ
ке, расположенной на конце большой полуоси:

°щГ) • М — 8цау0ОМ



М х =  4 ш0£  +  [г р - ) ; М,, =  4 ш 0О  +  у  ^

В частном случае при Ь =  а =  Я зависимость (6.52) дает значе
ние максимального прогиба круглой пластины, защемленной по 
контуру:

йУ„ = 6 4 0

Уравнение (6.50) при Ь =  а =  Я переходит в уравнение упругой 
поверхности круглой пластины

^2 —Г2\2 _  р Г2)2
гю — т0у I -  64с

Для эллиптической пластины с шарнирно закрепленными краями, 
нагруженной равномерным давлением, функция ю определяется 
несколько сложнее. Не останавливаясь на решении, приведем лишь 
значения максимального прогиба

рЬ4м0 =  а - ^ ~

и изгибающих моментов в центре пластины 
Мх =  $рЬ2\ Му =  $!рЬ2.

Значения коэффициентов а, р и вычисленные при ц, =  0,3, 
приведены в табл. 6 . 1 .

Таблица 6.1

а
Ь 1,0 1,2 1,5 2 3 00

а 0,0641 0,0878 0,115 0,145 0,172 0,208

р 0,206 0,219 0,222 0,210 0,188 0,150

рх 0,206 0,261 0,321 0,379 0,433 0,500

§ 3. Несимметричны й изгиб круглы х пластин

При изучении изгиба круглых пластин удобнее исполь
зовать полярную систему координат г, ф, поэтому начнем с того, 
что преобразуем общие уравнения теории изгиба пластин из декар
товой системы координат в полярную. Как известно, между декар
товыми и полярными координатами существуют следующие зави
симости:

х =  гсоъ<р; г/ =  г э!п ф; (6.53)
х* +  у* = г2. (6.54)



Продифференцировав равенство (6.54) по х  и по у, получим про
изводные от г по х и у.

Ш  =  Т  =  С0!5 Ф; ~ду =  У  =  5 ‘ п Ф- (6 -5 5 )

Аналогично, продифференцировав равенства (6.53) по х и у  я 
приняв во внимание (6.55), получим производные от <р

дер _  я п ф .  <?ф сое ф , п
д х ~  г > ду г • (6 -5 6 )

Пользуясь зависимостями (6.55), (6.56), выразим производные 
дш дш дш дгю
дх И д - у ' ЧеРе3 *  И Щ :

дш дш дг , дш дц> дш дхе .
Т х= ^Ы с +  ЩТх =  1 к (10* У - 7 ^  8Ш ф;
дш дш дг , дш Эф дш . , дш
Т у =  -¥  Г у +  Щ  Жу =  &  8Ш  +  ^  С0 8 (Р'

Аналогично составим выражения вторых производных:
д2ш Г д (дш дш . \1

=  [Тг [дР С05 Ф -  пЭ-ф 8Ш ф Ц  СО§ Ф -
Г д ( дш дш . \1 .

-  [ щ  ( со8 ф -  ж у 8Ш ф ] ] 81п ф;
д2ш Г д /дш . . дш \1 • .
д ?  =  Ы  *  81п ф +  Щ  С08 Ф] ] 5Ш ф +

, Г д (дш ■ . дш \1
+  и Ф и -  51ПФ +  гаф С08 ф ) ] с 0 8 ф ;

д2ш [ 3 (дш дш . \~| • ,
д Щ  =  [д ?  \д7 С05 Ф ~ Щ 81П Ф ) ]  81П Ф +

, Г д (дш дш . \~|
+  [щ  (-Ш со§ Ф -  7Ц8Ш  Ф ) ]  с о 8 Ф-

Выполнив дифференцирование и положив ср =  0, придем к сле
дующим соотношениям:

д ш _дш д ш __  дш „
йк “  Зг ’ ду ~  УЩ>' (о .о / )

д2ш _32ш дгш _  дш д2т
дх2 дг2 ' ду2 гдг г2дф2 ’

д2ш _  д2ш дгш | __
дх ду гдф дг г2дф ' ] '  ‘ '

В результате замены производных по х и у  производными по г и ф, 
согласно равенствам (6.58), выражения изгибающих и крутящего 
моментов (6 . 10) — (6 . 12) принимают вид

~  «> [ Б +  !■ ( £  +  & ) ] .  (6 .59,

*< — ° [ £  +  &  +  1‘ 5 ] ‘



Запишем дифференциальный оператор (6.17) в полярных коор
динатах:

72 =  д±№ I ИМ 4 . 1  (6.62)
'  ' дгг гдг г2 Зф2 

Для поперечных сил вместо выражений (6.16) получим

Основное дифференциальное уравнение (6.18) после преобра
зования принимает вид

Прогиб ни и давление р приняты положительными, если они 
направлены вниз. Положительные направления силовых факторов

показаны на рис. 6.13. Заметим, что зависимости (6.59) — (6.64) 
могут быть выведены непосредственно в полярных координатах [2 1 ].

Напишем еще выражения граничных условий для круглых пла
стин при несимметричной деформации.

При жесткой заделке края пластины вместо условий (6.19)

При шарнирно закрепленном крае вместо условий (6.20)

дг
(6.63)

У2У2да =

(6.64)

^ с(г
М ^ г
Ми (1г

№г+д̂й.г)(г1-й.г)й<?

,  дМп
(Мг+ -^гЛг)(г+с1г)^

■(Мп+ ~§}ГС1г)(г+с1г)с1.<Р

МгГс1(р
Мпгй(р

,  и1У!+ .

<*г

Рис. 6.13

(6.65)



При свободном крае взамен условий (6.21)

Мг

Qr
д

дМ,
гд ф

дг2 

= О ИЛИ

дг
(V*w) +  ( l _ n ) 1 d3w 1

г2 дгдер2 г3 5ф2 • о .

Общее решение дифференциального уравнения (6.64) можно 
представить в виде суммы общего решения однородного дифферен
циального уравнения и частного решения уравнения с правой ча
стью:

w =  w +  w. (6 .68)

Общее решение однородного уравнения получено Клебшем:

с о  со

’ = F 0 (г) +  Fm (г) cos /Пф - f  ¿  fm (г) sin тср, (6.69)W ■■

где

Fа{г)~  С10 +  С20г2 +  С30 In -— (- Cior2 In —; 
Fm{r ) — Ci m1'm H" C2mr~m -f- 
+  C3mrm+2 +  Cimr - m+2 (при m =£ l)\
F i(r ) — СцГ-]-C21r  1 С31гя 

In — (при m = l) .
Г и

(6.70)

Функции fm (r), /j (г) определяются такими ж е уравнениями, 
как и функции Fm (г), Fx (г) [см. уравнения (6.70)].

Первое слагаемое в решении (6.69) учитывает осесимметричную 
составляющую прогиба до. Это слагаемое полностью соответствует 
решению для круглых осесимметричных пластин.

Слагаемые, содержащие cos тср, соответствуют симметричным 
составляющим функции w относительно плоскости ф =  0 , а слагае
мые, содержащие sin т.ц>, — обратно симметричным.

Частное решение уравнения (6.64) определяют в каждом частном 
случае по заданному закону распределения давления р.

Постоянные интегрирования находят, как обычно, из граничных 
условий на краях пластины.

Пример 7.1. К руглая пластина, ж естксГзаделанная по н аруж н ом у краю, 
имеет в середине жесткий центр, к  которому приложен изгибающий момент т  
(рис. 6.14, а). Подобная схема встречается, в частности, при расчете днищ кан ат
ных барабанов, работающих на изгиб.

Характер деформации пластины показан на рис. 6 .14, 6.



Совместим начало отсчета у гл а  ф с плоскостью действия момента. Так как  
эта плоскость явл яется  плоскостью симметрии, то в решении (6.69) члены, содер
жащ ие s in  тф , должны отсутствовать.

С лагаем ое F0 (г) в данном случае такж е  следует приравнять нулю, так  как 
деформация обратно симметрична относительно срединной плоскости пластины. 
Т акж е равно нулю и частное решение w (ввиду отсутствия распределенного давле
ния). Т аким  образом, функция w для данной задачи принимает вид

1

,-де т — \ 3 , 5 . . . ,  так как  н агрузка  обратно симметрична относительно оси ф =  
= 90°-Запиш ем граничные условия для рассматриваемой пластины. Обозначим 
через О0 у гол  поворота жесткого центра (рис. 6 .1 4 ,6 ) , тогда при г =  а прогиб

в произвольной точке на внутреннем

Я7 й,
<

■С 1 /
^ \S \V s 4 4 4 S |

у
г \

контуре
w = — aft о cos ф.

Составляющая угла  поворота нор- 
^  мали в радиальном направлении в той 
^  же точке

дш
~дг =  —  О 0 COS ф.

На наружном контуре (г — Ь) при 
жесткой заделке имеют место следую-

ш = 0; f = 0. дг

Так как  частное решение w равно 
нулю, а в граничные условия слагае

мые, содержащ ие cos Зф, cos 5Ф и т. д ., не входят, то искомая функция w будет 
содержать только  один первый член р яд а , т. е.

w — F-l (г) cos ф,

или с учетом выражений (6.70)

w =уСцГ СцГ 1 In у  J cos ф.

П остоянные интегрирования определяются из граничных условий. Последние, 
при внесении в них функции w, приводятся к системе четырех уравнений:

— а  # 0 cos ф =  ̂ Cu a  +  C21 у  +  С31а3 +  С41 а  In у  j  cos ф;

— 0 0 cos ф = Си  — С21 ^  +  С31За2 +  С41^1п ^

0 =  ^СП6 +  С21 у  -)- С з^ 3  ̂cos ф;

cos ф;

0 =  1 С,- Сз^Зб^-j- cos ф.



г  «О (*2- 0
11 2 [(№-\-\) \п к— (&2—1)]

г'-'51 --
а2&2

2 [(fe2+ l )  In f e - ( f t 2- l ) ]
г  _  ft а ________1bfll----- 2а 2 [(/г2+ П  In * — (*2— 1)] >

ftp (fe2+D
“[ ( ¿ 2+ 1) 1п Л— (Л:*— 1) J '

где к — — .

Выражение функции о; принимает вид
Оо_____

"2 [(А2_(_ 1) in — (*2 _  i )]
а 2й2

+  = ^ - ^  +  2 ( 1 + А*) г In

[(¿2-

т ]

• 1 ) г  +

соз ср.

Теперь осталось установить зависимость между углом поворота ч% центра 
и величиной момента 3)!. Эту зависимость 
получим из условия равновесия ж есткого 
центра. На жесткий центр действует внешний 
момент и распределенные по окружности 
радиуса а радиальный изгибающий мо
мент Мг, скручивающий момент М г( и попе- ■ 
речная сила (рис. 6.15). Составим уравн е
ние моментов относительно оси у.

Ш! +  2 j  Mra dq> cos <p —
о

Я и
—2 j  M rlad<f sin ф -Ь2^ Qrad(f>a cos <p =  0.

Силовые факторы Mr , Mt, Mr(, Qr определим согласно формулам (6 .59 )—(6 .63);

M r =
0»D

a [ ( k 2 -j- 1 ) In fe —  (¿2 — i ) ] (3 +  1 * ) -

сое ф;

M
1 a [(£2 +  i )  In k — (k2 

+  (1 - ц ) * 2^ —  (H -|* )( f t*+ l)  £ ] с о в Ф; 

OpD(l-|i)
rt a [(¿2 +  1) In k — (k2 — 1)] 

2&0D

-A2- y  +  (62+ l ) y ]  sin ф;

Q r =  

При r =  a
a2 [(k2 - \ - \ ) \ n k  —  { k 2 —  1 )]

2 + (¿ 2  +  1) — cos ф.

M -  — ^ор 2 (й г- 0 с о 5 ф  , _ 0 , 
r a [(62+ l)  1п £ -(й 2- 1) ] ' rt ’

Q r =
# 0D2 (3 +  £2) cos ф 

a2 [(&2 + 1) In & — (й2 — 1) ] '



В неся эти значения в уравнение равновесия жесткого центра и выполнив ин
тегрирование, получим

4 я Р » 0 (1 +к*)
(/г2+ 1) 1п й - ( £ * - 1) ’

откуда
3)! [(/г2 +  1) 1п ¿ - ( ¿ 2- 1)]

4 nD  (й2+ 1 )

После того, к ак  угол поворота центра найден, нетрудно вычислить внутренние 
силовые факторы.

Наибольший изгибающий момент возникает в точке с координатами ф =  О, 
г  =  а:

&0Р 2 ( & » - ! )  Я И (* » -1 )
m r max  а [ ( й а + 1 ) 1 П А — 2 n a ( k ? + \ y

Соответствующее максимальное напряжение
®г (/г2- 1)6 

а т а х - 2я а (й2+ 1)/г2-

Пример 6 .2 . Сплошная к р у гл ая  пластина, жестко заделанная по наружному 
ко н тур у , нагруж ена неравномерным давлением, распределенным согласно урав
нению

Р = й>  у  “ Эф,

где Ь — наружный радиус.
У ч иты вая, что давление изменяется по закону cos ф, а граничные условия отф 

не зави сят  (граничные условия — однородные), можно заключить, что функция w 
[см. уравнение (6.69)] в данном случае имеет вид

w =  F1 (г) cos ф -\-w =  ( c 1r -\-C2r~1Jr C 3ra-{-Ci r In y j  cos ф +  ш .

Найдем частное решение w- Это решение должно удовлетворять уравнению

V 2V 2®  =  ~ -£  cos ф.Db т

Т ак  к а к  правая часть уравнения содержит г в первой степени, а в левую часть 
'у р авн е н и я  входит четвертая производная от W по г, ищем W в виде

И )= Л г5 С03ф.

Вычислив у 2у 2да и подставив в. дифференциальное уравнение (6.64), найдем, 
что уравнение удовлетворяется при

» ... Ро . 77. РоГ* Ф 
192D b' 192Db '

Следовательно,

w =  С]/ +  Сг/--1  +  СзГ3 +  С4г ]п _ -J. d  ̂ cos ф.

Запишем граничные условия:
dw

при г =  0 т Ф с о ; при г =  0 - ^ ф с о ;

и л и д®  лпри г =  Ь ш =  0 ; при г =  Ь - ^ = 0 .



Из двух  первых условий следует С2 = 0 ;  С4 =  0.
Третье и четвертое условия приводят к двум  уравнениям:

с -ь + с -'” + Ш 5 - 0'
С1 +  ЗС362 +  ̂ ! = 0>1920

из которых найдем

Следовательно,

С1 = 1920 ■ С3 =  - ЧрФ
19 2 0 '

'19206
Ь*г — 2 ЬЧ3 +  г*>- а в  ф.

Дальнейшее вычисление внутренних моментов по зависимостям (6 .59 )— (6.61) 
и напряжений по зависимостям (6.24) не вы зы вает трудностей.

Другие примеры расчета круглы х несимметрично нагруженных 
пластин можно найти в работах [21; 25], в частности, в этих работах 
приведено решение для круглой пластины, нагруженной сосредо
точенной силой в произвольной точке. Используя это решение и 
применяя метод наложения, можно получить решение многих задач , 
в которых заданную нагрузку можно представить как  совокупность 
нескольких сосредоточенных сил.

§ 4. Изгиб анизотропны х пластин

Примерами анизотропных пластин, имеющих разную  
изгибную жесткость по различным направлениям, могут служ ить 
пластины из фанеры, текстолита, стеклопластика и т. п.

Если анизотропия механических свойств, подчиняется закону 
симметрии относительно некоторых взаимно перпендикулярных 
осей, то такие пластины называют ортотропными.

К ортотропным пластинам относят также пластины, под
крепленные часто расположенными ребрами или гофрированные. 
В последнем случае пластины называют конструктивно ортотроп
ными .

Рассмотрим вначале изгиб пластин постоянной толщины, изго
товленных из ортотропного материала.

Предположим, что элемент объема находится в условиях д в у х 
осного напряженного состояния. Напряжения ах, ау и хху связаны  
с относительными удлинениями гх, гу и угловой деформацией уху, 
уравнениями обобщенного закона Гука:

(Ух —  ССХЕХ ССх у Еу ]

су у == ссух&х ~1" £&у&у \ ( 6 .7 1 )

Тхьху ■

где ах, о,у, осХу и сеуХ 
модуль сдвига.

О', уУ.уг >

— параметры упругости материала; Оху



чим
ХУ

У М у х ^ х у  ’
&ух

(6.72)

аЛ'а у ^ух^ху

Уравнения (6,72) можно записать также в другой форме:

а х  ау
р Цу ~р~; их и у  

® у ® X
В у  —  р  [А * ,

с у с х

(6 .73)

где

Ех
(ХхССу ССух&ху

Му

ь &ху
Еу &Х &у С^ху^ух

И* 05у х

Ех ахау а Хуа у’Х

(6.74)

Покажем, что между постоянными упругости существует зави
симость

Я* Ну
Е х  Еу ‘

(6.75)

Д ля доказательства этого используем принцип взаимности работ. 
Примем, что в первом состоянии действует только напряжение ах, 
а во втором — только ау , тогда на основании принципа взаимности 
работ

(цоу\ / ах

(работа сил первого состояния на перемещениях второго состояния 
равна работе сил второго состояния на перемещениях первого состо
яния). Последнее равенство приводит к зависимости (6.75), из кото
рой, в свою очередь, следует

а ху =  а,,х. (6.76)

Получим еще выражения параметров упругости через упругие 
постоянные Ех, Еу, цх, щ , для этого решим уравнения (6.73) отно
сительно напряжений:

зх =  т -Ё*— Вх + * : у£2-
1 Мх\̂ У  ̂ М'АГ

Т ____[-и__р I ЕХ\1У
У У 1- ^

6у,

ех-



ОСи 1 -

V

(6 .78 )
ь _  “ХГУ ■
Х~’ 1 М-лМ1!/ 1 М-ЛгИ-у

Вывод дифференциального уравнения изгиба анизотропной п л а 
стины основан на общих гипотезах теории изгиба пластин (гл. 5 , § 1 ) .

Рассмотрим вначале пластины, симметричные относительно 
своей срединной плоскости.

Выражения деформаций (6.4) — (6 .6) в данном случае остаю тся 
справедливыми. Подставив эти выражения в уравнения (6 .71 ), 
получим

ст* =  -
/■ д2т  , д2ш\ 

~\а х д & +  ахУ )

О у  =  -
( д2о> . д2т  \

~[аУд^2 '^ ССху'дх2 )'‘
г ; . (6 .79)

X  Ху  =  - 2 0 ^  г.дхду ;
Интегрируя, напряжения по толщине пластины, перейдем к 

внутренним силовым факторам:

М}
— [■

п  д2т  . п  д2т  
х  д х 2 дуг

М ху =

У ду2 

— 2 0

дх2
д2ш> 

х удхду’
где

о*

0 1

ах№ 
12 >

аху№ , 
12 :

О , ау№_ 
12  ’  

о
и * У ~  12 ’

(6 .80) 

(6 .81) 

(6 .82 )

(6 .83)

Уравнения равновесия элемента изотропной пластины (6.13) — 
(6.15) справедливы также и для ортотропной пластины. Внеся в них 
выражения моментов (6.80) — (6.82) и выполнив несложные преоб
разования, придем к дифференциальному уравнению упругой по
верхности

п  д*т д4к> . „  д4да 0 .
х дх1 Г дх2ду'1 ^  У ду* Р ’ (6 .84)

где
Н =  0 1  +  2 0 ху. (6 .85)

Запишем еще формулы для поперечных сил <2* и 0>у . На основа
нии уравнений равновесия (6.14), (6.15) с учетом зависимостей 
(6.80) — (6.82) найдем

' п — -  Гп д2т л- н
Ч х ~ д х [ и х дх2 +  ду2



Интегрирование дифференциального уравнения (6.84) при за
данных значениях жесткостей Б х, й ^ и Я и  при заданных граничных 
условиях может быть выполнено или точными методами, например 
в  двойных рядах, или приближенными методами (см. § 5).

Пусть, например, свободно опертая прямоугольная ортотропная 
пластина нагружена равномерным давлением. Укажем порядок 
решения задачи в двойных рядах.

Рис. 6.16

Разложим н агрузку в двойной тригонометрический ряд
„  „  . т я  . ля

СО g jj-|  . . . .  .... g j f j  --- -------

16 n v i  VI 2 2 тях пяу■ г  v  > -------------------  c o s----- c o s—-
__  mn a b

m =  1, 3, 5 . . .  n =  \, 3, 5

и подставим этот ряд в уравнение (6.84):

п  ^  I о н  d *w  I п  —  
х дх* ' п  дх*ду* " г  у ду*

16р V  V  2 2 тях пяу> > ----------------- eo s-------c o s - jf - ,я 2 í_ j L i  mn a b
m =  1 .3 ,  5 . . .  n — \, 3, 5



V  V  тпх пли
W =  Z  ° т п cos —— cos

m =  1, 3, 5 . . .  п =  1, 3, 5

-----  WO --:
а о

Приравняв коэффициенты при одинаковых функциях в левой и 
правой частях уравнения, найдем коэффициент произвольного члена 
ряда

. пт . пн 16р sin “g- sm -g-

к°т п

Определив функцию w, можно по формулам (6.79) вычислить 
напряжения.

Дифференциальное уравнение (6.84) полностью применимо такж е 
и для конструктивно ортотропных пластин (рис. 6.16). При этом 
необходимо, чтобы конструктивные элементы, вызывающие орто- 
тропность, были расположены достаточно часто, с тем чтобы скачко
образное изменение упругих свойств пластины можно было бы не 
учитывать.

Приведем значения коэффициентов жесткости для некоторых 
видов ортотропных пластин по данным работы [25].

Для пластины, усиленной ребрами в направлении оси х, к ак  
показано на рис. 6.16, а, коэффициенты жесткости имеют следую
щие значения:

р  Eh3 Eb(H3- h 3)_ Eh3 .
U x  1 9 П _ ц 2 1  ~Г 10/ 1 П  -----12 (1 —[га) 1 12/ ’ — 12 (1 — (х2) ’

О -  №  .
у 12 (1 — (л2) '

Для пластины, усиленной ребрами в двух  направлениях 
(рис. 6.16, б):

г> __ Е№ I £ М Я ? - Л Э) п  £Л3 ЕЬг (Щ — к3)
х ~  12(1-[х2) +  12<х ’ ° У ~  12(1 — ц2) +  12/*

12 (1 — И2) -

При одностороннем расположении ребер в направлении оси х  
(рис. 6.16, в)

г\ __ {р , г\ _______ _________ Г) О- П —3 4- —
х ¡ '  У Ь .Ь к  з\  ’ ь '1 =  и > и ху  1 2 ' т  21 >

V1 < + ш з]

где У — момент инерции Т-образного сечения, соответствующего, 
одному шагу расположения ребер, относительно его центральной 
оси (на рис. 6.16, в это сечение отмечено штриховкой);

С — крутильная жесткость одного ребра.



2 =  ^ « п у  (рис. 6.16, г).

О г

рировки;

И .
/ ;

н т

Е№ г
12 (1 —¡х2) в 

0,81 1

0 ; Я  =  2 0 .

1 +
5 Я 2

32 ¿2 
п2Я 2
Ш2

И 2 (1 +ц) ’

— момент инерции одной волны гоф-

развернутая длина одной волны.
Для решетки (рис. 6.16, <3)

Ох 12^ '
п - М !  
и У ~  12̂ 2 ¿ > ^ 0 ;

^1 I ^У| 
к ^  к \'

где С1 и С2 — крутильная жесткость брусьев, параллельных осям 
х и у соответственно.

Коэффициенты жесткости железобетонных плит рекомендуется 
вычислять по формулам:

£бе

И

(1 И бет)
¿'бет

№_ , 
12 'х
Л3
1 2 '

уст 4

Я бет
Р с т

Ебе

■]>

^ 1  — М-бет  ̂ОхГ)«\

И 1 — Ибе
х у У о хо у-, н  =  У о хВу,

где £бет. Ибет — упругие постоянные бетона; 
к — толщина плиты; 

и Зу „  — моменты инерции сечения стальной арматуры в 
плоскостях, перпендикулярных осям х и у, отнесенные к единице 
длины (предполагается, что плита армирована в двух направ
лениях).

Для плиты, изображенной на рис. 6.16, е:

J  = - -«  ЛХТ —  ^ +
пд? Щ

~ёл 4 4
пй4

+
п<12 ЛЗ

64 4 4Jyĉ ! -

Для пластин, изготовленных из фанеры, коэффициенты жест
кости вычисляют на основании данных табл. 6 .2 .

Отметим, что для определения напряжений в однородных 
ортотропных пластинах постоянной толщины можно пользоваться 
обычными формулами (6.23) и (6.24). Д ля пластин, конструктивно 
ортотропных- или армированных, указанные формулы не при
годны.



Н азвание материала ах '  *0"Л 
Н/см2 V 10 *■Н/см* Н/см2

° х у - ю
Н/см2

Ф анера кленовая пяти
слойная1 ........................ 131 42 5,1

5,4

н ,1

12,0
Фанера березовая трех- 

и пятислойная1 . . . 140 11,7

1 Ось х параллельна волокнам в наружных слоях.

Напряжения в пластинах, представленных на рис. 6.16, а, б, 
можно вычислить по следующим формулам: 

напряжения в самой пластине

^  Ег /д*и> д*т\_ Ег (д*и> . д*и>\
х 1 — I** \дх* +  ̂ д у * ) '  ° У ~  ( 1_ ц * )  ^  +

_ Егд^ш
ху~  (1+ ц ) дхду>

напряжения в ребрах, параллельных оси

ах =  ~ Е г -Ш ’ 

напряжения в ребрах, параллельных оси у.

_ Г д2т
у — Ег -щр,

где г расстояние от срединной плоскости (положительное г — 
вниз).

Для пластин с односторонним расположением ребер (рис. 6.16, в) 
напряжения в точках, расположенных на верхней плоскости:

„ _  Е (дгиа _ , дгии к

„  _ Е Л , дгш \
^ (1 — !*■) \д&~2

Напряжения в точках, расположенных на нижних кромках 
ребер:

Ох Б г2, Оу =  0,

где гх и г2 — расстояния от центра тяжести таврового сечения до 
верхних и нижних точек.



__дРшНЕ _____дгш НЕ
О хтах  =  -+- ^¿2 ~2~ » °гдаах -+- ~2 •

Наконец, напряжение в железобетонных плитах (рис. 6.16, е)
_ ¿бет^

Ох бет 2 ( ,  (1|ет)

_ ^бет 1̂
бет

<Э2ау , 
¿¿4+  И*«

Г<32аи

д гхю

>х арм :

2(1 — М|ет) \ ду2 
„ д2ш _ 
:с т ах2 2 ;

+  М-бет

' уарм =  Е,

']>•

5% Л2
■

д2хю

Приведенные формулы приближенные, так как они основаны на 
упрощенных расчетных схемах. Применение уточненных теорией 
расчета ортотропных пластин в большинстве случаев нецелесооб
разно вследствие приближенности исходных допущений и гипотез.

§  5. Приближенны е методы  расчета пластин

Приближенные методы решения задач находят в инже
нерной практике широкое применение. В настоящем параграфе 
эти методы изложены применительно к расчету пластин, однако 
они имеют более общее значение и применяются также для расчета 
оболочек и други х тел сложной формы. Часто с помощью приближен
ных методов удается получить решение таких задач, решить которые 
другими методами невозможно.

Сущ ествует несколько различных методов [14, 25, 27]. Многие 
из них основаны на принципе минимума энергии или на принципе

возможных перемещений

| “ !|____ (вариационные принципы).
ЦШ.0 Оба эти принципа, ус

танавливают необходимые 
условия, при которых ме
ханическая система нахо
дится в равновесии.

Согласно первому прин
ципу энергия системы, 

находящейся в состоянии устойчивого равновесия, минимальна.
Поясним этот принцип на примере простейшей упругой систе

мы, изображенной на рис. 6.17. На конце консольного стержня 
укреплен гр уз  Р. В состоянии равновесия груз занимает положе
ние, показанное на чертеже штриховой линией. Примем, что в не- 
деформированном состоянии энергия системы равна нулю. При пере
ходе системы из недеформированного в деформированное состояние 
центр тяж ести  груза опускается на величину /; следовательно, 
потенциальная энергия положения груза уменьшается на величину 
Р{ и становится равной Е — — Р{, Эта часть энергии системы 
называется потенциалом нагрузки.

Рис. 6.17



В то ж е время при изгибе стержня в нем накапливается потен
циальная энергия деформации. Последняя пропорциональна к в а 
драту прогиба

и = к р ,

так как сила упругости линейно зависит от прогиба.
Полная энергия системы складывается из потенциала нагрузки  

и потенциальной энергии деформации, т. е.
п = г  +  £/ =  — />/+¿/2.

Графики зависимости потенциала нагрузки потенциальной 
энергии деформации и  и полной энергии системы П от величины 
прогиба / приведены на рис. 6 .18. При некотором значении прогиба 
/ — / полная энергия достигает мини
мума.

Это значение прогиба и есть дейст
вительное значение, соответствующее 
положению статического равновесия.
При отклонении системы из этого поло
жения в любое другое ей необходимо 
сообщить некоторую дополнительную 
энергию, а это, как известно, и есть 
признак устойчивого равновесия.

Условие минимума функции матема
тически может быть представлено как 
условие равенства нулю производной 
этой функции. Следовательно, принцип 
минимума энергии можно сформулиро
вать иначе: механическая система находится в состоянии равнове
сия, если производная от полной энергии системы по варьируемому 
параметру равна нулю, т. е.

дП
а/ = 0 . (6 .88)

Если же таких параметров несколько, то

= 0 , дП = 0 ; (6 .8 8 а)
дП

дТъ
Второй из упомянутых принципов, т. е. принцип возможных 

перемещений, гласит: если система находится в состоянии равно
весия, то сумма работ всех сил на возможных перемещениях равна 
нулю. Под возможным перемещением (виртуальным перемещением) 
понимается сколь угодно малое отклонение системы от заданного 
положения, допускаемое наложенными на систему связям и . Д л я  
системы, изображенной на рис. 6.17, например, возможным переме
щением будет сколь угодно малое увеличение б (/) прогиба (на ри
сунке показано штрихпунктирной линией).

Работа всех сил, включая силы упругости на возможном пере
мещении, равна изменению полной энергии системы. Но в состоя-



тельно, сумма работ всех сил на возможном перемещении равна 
нулю.

Б ук ва  б здесь в дальнейшем используется как знак ва
риации.

Чтобы применить принцип минимума энергии к расчету пластин, 
необходимо иметь выражение потенциальной энергии деформации 
пластины.

Последнее можно получить, вычислив работу изгибающих и 
скручивающих моментов на соответствующих угловых перемеще
ниях. Д л я  бесконечно малого элемента (см. рис. 6.5) работа моментов

Работой поперечных сил С?х и С}у ввиду ее малости можно пре
небречь. Множитель 1/2 в каждом слагаемом, как обычно, учитывает 
пропорциональность между нагрузкой и деформацией.

Подставив в последнее равенство значения моментов (о. 10) — 
(6 . 12 ), а такж е значения углов поворота нормали

получим величину потенциальной энергии деформации в беско
нечно малом элементе объема

И н тегр и р уя  это вы р аж ен и е  по площади пластины , найдем пол
ную потенциальную  энергию  деформации

Аналогично можно получить выражение потенциальной энер
гии деформации в полярной системе координат

В случае осесимметричной деформации круглой пластины про
изводные по ф следует приравнять нулю, тогда

йи  =  у  (Мхйу) д~  А х  + \  ( М у й х )  ^ й у  +

+ у (  МхуЛу) Ц  йх +  у  (Мухйх) Ц  й у.

д2ш д*ш 
дх2 ду2 +  2 ( 1 — (х) ( ¿ ¿ щ )  ^ ¿ х й у .

(6.90)



Выражения (6.89) — (6.90) справедливы такж е для пластин 
переменной толщины; в этом случае при вычислении интеграла 
следует учитывать переменность изгибной жесткости О по плоско
сти пластины.

Следует иметь в виду, что при жесткой заделке краев пластины 
интеграл

входящий в выражение (6.89), обращается в нуль. Этот интеграл 
также равен нулю и для шарнирно опертой пластины при условии, 
что ее контур очерчен прямыми линиями. Сказанное нетрудно до
казать, преобразовав интеграл по поверхности в интеграл по кон
туру пластины.

Напишем выражение потенциала внешней нагрузки. При дей
ствии на пластину распределенного по поверхности давления р

При действии сосредоточенных сил, нормальных к поверхности, 
и моментов

где
шз1 — прогиб в точке приложения 1-й силы; 
фу — угол поворота нормали в точке приложения /-го мо

мента в плоскости действия этого момента; 
п и т  — числа сил и моментов.

Полная энергия системы равна сумме потенциальной энергии 
деформации и потенциала нагрузки

Поскольку II и 2  выражены через т ,  полная энергия системы П  
также зависит от вида функции до. Эта последняя должна быть 
определена так , чтобы она удовлетворяла граничным условиям на 
контуре и чтобы энергия системы была минимальной. Так как энер
гия системы П выражается некоторым интегралом по поверхности, 
то задача сводится к отысканию функции до, которая сообщает ин
тегралу П минимальное значение. Решение этой задачи методами 
вариационного исчисления приводит к дифференциальному у р а в 
нению относительно функции до, совпадающему с уравнением (6 .18), 
а также к уравнениям граничных условий, совпадающим с ур авн е
ниями (6.19) — (6.22).

*  у

(6 .91)
*  У

или в полярных координатах

(6 .92)
г ф

п т

(6 .93)

п =  и + г . (6 .94)



Однако точное решение задачи получить не всегда возможно, 
поэтому на практике широко применяют приближенные методы, 
основанные либо на приближенном представлении самой искомой 
функции, либо на приближенном численном решении основного 
дифференциального уравнения.

1. Метод Р и тц а. При решении задач методом Ритца искомой 
функцией задаются, выбирая ее так, чтобы она удовлетворяла гра
ничным условиям и соответствовала действительной картине дефор
мации пластины. Содержащиеся в выбранной функции неопределен
ные параметры определяют по условию минимума энергии. В общем 
виде искомая функция может быть взята в виде ряда

где /х, /2... — функции, удовлетворяющие граничным условиям;
аъ а 2... — неопределенные параметры.

Подставив ряд (6.95) в выражения потенциальной энергии и  и 
потенциала нагрузки I  и сложив II и I ,  получим полную энергию 
системы П к ак  функцию аъ а2...

Для того чтобы энергия была минимальной, необходимо, чтобы 
выполнялись равенства

Щ  =  0 ; “ - 0 , . . .  ( 0 6 )

Решение системы уравнений (6.96) дает значения параметров

Если система функций /ь  /2. .. будет полной, то при бесконечном 
числе членов ряда можно получить точное решение задачи. Если 
же взять только один или несколько членов ряда, то получится 
приближенное решение. Это решение будет тем точнее, чем ближе 
будет выбранная функция к действительной.

Пример 6 .3 . П рям оугольная пластина постоянной толщины, жестко заделан
ная по. контуру, н агруж ен а равномерным давлением р. Найти максимальный про
гиб и напряжения.

Совместим начало координат с центром пластины и обозначим длину сторон 
через а и £>; тогда уравнения граничных условий будут следующими:

Чтобы получить решение задачи в первом приближении, зададимся функцией 
ш, состоящей из одного члена с одним неопределенным параметром:

Нетрудно проверить, что эта функция удовлетворяет граничным условиям 
и что форма поверхности, определяемой этой функцией, подобна действительной 
упругой поверхности пластины.

Величина хва, р авн ая прогибу пластины в центре! здесь играет роль неопре
деленного параметра.

т  =  а1! 1 {х, у) +  а^2 (х, (6.95)

а
при х =  ± -2

Ь
при у = ± - 2



Подставив выбранную функцию в уравнение (6.89) и выполнив интегриро
вание, найдем энергию деформации

ц — Я4 л.^_
' ' 2  4 \а? № аЬ

Потенциал внешней нагрузки вычислим по уравнению  (6.91):
а

2 2
2  =  — Ц Ц рш йх йу — — '

2 2

Полная энергия систем, согласно уравнению (6 .94):

п __ тт4 _±_ _| 2 \ рии^Ь
8 и® +  63 +  аЬ) 4  ‘ '

Продифференцировав /7 по параметру и п риравняв производную нулю 
получим уравнение

Я 4 /36 , За , _2 \ _  раб _

4 \а3 63 +  а&/ 4 ’

из которого определим прогиб в центре

р а 4 1
Щ =

”щ ( з + з ^ + 2 й

Д ля квадратной пластины, например, 

Точное решение дает

5 ^ -0 ,0 0 1 2 8  К ! .

£»о =  0,00126 — ■.

Погрешность приближенного решения при определении прогиба в данном 
случае не превышает 2%.

Д ля вычисления изгибающих моментов в пластине воспользуем ся формулами 
(6 . 10) и (6 . 11).

При подстановке в эти формулы функции ш при найденном значении параметра 
а>о Для квадратной пластины получим следующие значения изгибающих моментов: 

в центре пластины при х =  0, у  =  0

Мх = М у =  0,0328 ра2;
а

около края при х =  ^ и у =  0

Мх =  — 0,0253 ра2.

Точные значения изгибающих моментов: 
в центре пластины

Мх ^ М у =  0,0231 р а2; 

около края при х =  у  — 0

Мх = — 0,0513 ра2.

Здесь точность приближенного решения уж е значительно меньше.

¿О /



Д ля того чтобы повысить точность, можно взять  функцию т  в виде суммы 
нескольких слагаем ы х . Т ак , например, чтобы получить решение во втором прибли
жении, следует задаться  функцией в виде

I1 I 2лх\= ( 1 4 - соэ —

2ялЛ

+ ° 2
4ялЛ , 1 — сое----

Подставив им в  вы раж ения для {/, 2 , П и приравняв нулю производные от П 
по параметрам аъ а2, а3, а,, получим систему четырех уравнений, решив которую,

определим неизвестные пара
метры.

Пример 6.4. Определить на
пряжение и прогиб для круглой 
пластины с радиальными ребра
ми, изображенной на рис. 6 . 10.

Поскольку в данном случае 
ребра расположены с одной сто
роны и площадь их поперечного 
сечения значительна по сравне
нию с толщиной пластины, то 
предположение о нерастяжи- 
мости срединной поверхности 
пластины неприменимо.

Деформацию такой пласти
ны можно представить как  ее 
изгиб относительно нейтральной 
поверхности, расположенной на 
некотором расстоянии от средин
ной плоскости пластины. Точное 
решение рассматриваемой задачи 
с учетом неравномерности дефор
маций в окружном направлении 
весьма сложно. Более простое 
приближенное решение, основан
ное на применение метода Рит- 

Это решение основано на следующих до-А . Н. Духовным.ца, предложено 
лущениях:

1) деформацию пластины считают осесимметричнои, т. е. неравномерность 
деформации по окруж ности не учитывают (это допущение не вносит существенной 
погрешности, если число ребер достаточно велико, п 6);

2) форму уп ругой  поверхности принимают подобной форме поверхности ана
логичной пластины без ребер;

3) смещение нейтрального слоя относительно срединной поверхности пла
стины считают постоянным по радиусу.

Величину этого смещения £, а такж е  параметр Л , характеризующий прогиб 
пластины, определяю т по методу Ритца из условия минимума энергии.

Приняв гипотезу неискривляемости нормалей и считая напряженное состоя
ние в пластине двухосным , а в ребрах — одноосным, можно написать следующие 
выражения деформаций и напряжений:

а и . .

е  ̂= Т г ( г “ е) = '
с(21ю Ь

(г — е); е , =  - г ( г  — е) = ( г - в ) .

Н апряж ения в  пластине

Е ( г — е) . 
°г (1 —ц2) [ёгг

1 ёш\  _  £ (г  — е) { 1 
7  Тг) > (1 -  и2) \ г йг + 1Х йг*



Напряжение в ребрах
"  _ _ «Ра» . •.

ог =  Е8г =  -  £ _ ( г _ е ) .

Потенциальную энергию деформации вычислим к а к  интеграл от удельной 
энергии по объему пластины и ребер

^пл= § § у  (ст/-ег + <¥*/) 2пг(1гйг;
Г 2

ир= п   ̂  ̂ у  агг(1Рс1г,
г Р

где п — число ребер;
^  — площадь сечения ребра.
Подставив под знаки интегралов выражения напряжений и деформаций и вы

полнив интегрирование по толщине пластины и по сечению ребра, получим 

■ ■ г
„ .. . ¿Ы 1 йииЛ п ,

- 2{Х- ^ ^ Т Ч 7 \ 2пгйп
. .  EJ С / ¿%\2
и* ~ П 2 5 \ф*) йг'

е
где ]  — момент инерции сечения ребра относительно нейтральной линии;

J =  Jo +  F (¿с -е у ;

J 0 — момент инерции сечения ребра относительно его  собственной централь
ной оси;

гс — расстояние от центра тяжести сечения ребра до срединной плоскости 
пластины (высота ребер принята постоянной по р ади усу).

На основании второго допущения можно написать

ьу =  АгЬ,
где а) — прогиб аналогичной пластины без ребер;

А — неопределенный параметр.
Тогда выражения энергии деформации пластины и ребер принимают вид

и  Л  I /19. Р  р Г / й (2а 1 1 г й \ 2 . 1 ¿и!>\„
+ - » ) А т }  1 [ - з * + т " 1 г )  - 2 (1~ ^ - т - ж \ 2яЫг’

РI

^ п л =  ( 1 +  ^ | г )  АЧ) пл;

(гс -е )*]Л »< ,
пЕ

'р  т

где 0  — энергия деформации пластины без ребер; ¿ — и нтеграл  по длине ребер

С /гРаИ



где 2  — потенциал нагрузки для пластины без ребер.
Полная эн ер ги я системы

77=  ('1 + 1 ? ) АФпл + Ч  [7о+ р (г с  -  е)2] АЧ +  а1-
В этом вы раж ении содержатся два неизвестных параметра А и е.
Чтобы эн ер ги я была минимальной, производные от П по этим параметрам 

должны быть равны  нулю, т. е.

дЛ де
или

1 +  2А й  +  ПЕ [У0 +  /> (г с - е ) * ]  А1 +  2 = 0 ;
№  )  ‘

24 
№

Приняв во внимание, что I  =  —2(7 и решив систему двух уравнений, найдем

94е
2 АЮ — пЕР (гс  — е ) А Ч — 0.

е ~  1 , 24 0
пЕРкЧ

1
\  , 12еа ^ К + ^ ( гс ~ е)2]< •

Ла 2 0

Получим решение для пластины, изображенной на рис. 6.19, а. Рассмотрим 
вначале "пластину без ребер (рис. 6.19, 6). Считая центр пластины абсолютно жест
ким, запишем граничные условия: 
при г — а

при г =  Ь =  10а

= - - ^  = 0. аг

р *

Поперечная сила при г— а . Функции О и Ф' для заданного случая

нагруж ения имеют следующий вид:

ёив _ . С2 Р  Г , г гг —а:-
ёг г 4пб [' а 2г

ё Ь ____Л  „ •  С2
ёг ёг*

[ г 1 п

= С» - ^ “ 4ш [ 1п ^  + Г~2̂ ] '

Эти зависимости можно получить, используя формулу (5.41) при Рк — —Р, 
гк =  а-
По граничным условиям найдем постоянные

Р Ра2
С ! =  0,145~5-; Са =  — 0 ,1 4 5 -^ - .



- [ 0 , 1 0 5  +  0 , 1 8 5 ^ - ^

Вычислим прогиб пластины без ребер

Д — £Ф-йг'
ёй_ сРи>
<1г ¿Л2

Ь=  10а

®тах =  ̂ &*Г = 1,545 * *

а такж е потенциальную энергию деформации 

й  =  ~ Р й  — 0 7722  шах и>11 *• ^
и интеграл

Ь =  10а

При заданных размерах пластины (рис. 6.19) а — ЗА; И =  2Л2- г =  

смещение нейтрального слоя

0̂ =  М 2^  = 1 й4.о 12 2 я  ,

гс
е = --------- - -----=  0,204 А

1 +  - 2^ _^  я£7да
и параметр

______  1
1 + 12е2 | « £ [7 0 + /'(гс —е)2-|Г = °’205- 

Л2 2&~

Тогда максимальный прогиб пластины с ребрами

шт ах  - ^ т а х - 0,317 Ра2 
£> •

Вычислим напряжения в пластине и в ребре. При г =  а

„ . / л Л  р
1 ^  =  - Л Ы  = 0-0595

Н апряжение в пластине при г  =  а  и 2 = _-



а  =  Е (г _  е) =  0,0595 ~  Е (2,5/1 -  0,204/г) =  1,49

Н а наруж ном  контуре при г — Ь =  10а

• — 5 - 0; ( " ) — ( ^ ) — а д , 5в в -

Следовательно, в т о ч к а х , 'расположенных у  наружного кр ая , напряжения 
меньше, чем у  внутреннего кр ая .

2 М етой Галеркина. Этот метод, так же как и метод Ритца, 
широко применяется для приближенного решения задач строитель
ной механики машин и, в частности, для расчета пластин. Решение 
с помощью этого метода часто получается более простым, так  как 
он не требует вычисления потенциальной энергии системы, иногда, 
однако, метод Галеркина дает большую погрешность, чем метод 
Ритца, а в некоторых случаях он вообще не применим (например, 
в задачах о деформациях пластин с ребрами).

Поясним сущность метода Галеркина на примере изгиба пла
стины. Подставим дифференциальное уравнение упругой поверх
ности пластины (6.18) в следующем виде:

га%  , , ^ ш ]_ £  =  о (6.97)
[  дх4 "т” дхЮу2 ^  ду*\ К

Ф ункция т  (х, у) должна удовлетворять этому уравнению, а 
такж е граничным условиям на краях  пластины, пплггановке

Зададимся функцией хв в виде ряда (6.95) При подстановке 
этого ряда в дифференциальное уравнение (6.97) левая часть урав
нения не обращается в нуль, а превращается в некоторую функцию 
от х, у , аъ а2, ...:

. 0 34а> _  Р_ , о
Ь(х, у, аъ  а 2) =  -^ 4  +  ^ з й р т -  ду4, и  •

Эту функцию — ошибку можно представить как некоторое 
дополнительное давление р, отнесенное к жесткости

* - & •

Д ля того чтобы выбранная функция V» мало отличалась от дей
ствительной, следует подобрать параметры а* ... так, чтобы до
полнительное (несбалансированное) давление р, насколько возможно 
мало отл ич ал ось от нуля. Д л я  этого необходимо, чтобы работа 
давления р на возможных перемещениях была равна нулю. В дан
ном случае возможными являю тся перемещения, определяемые



функциями /ь  /2 ... Приравняв нулю работу давления р на этих 
перемещениях, получим следующую систему уравнений:

$ $ ! ( * ,  у, аъ а2 у)йхйу =  0. )
х У

\\Ь(Х, у, аъ а2 у)йхйу =  0. } (6.99) 

................................................................)
Уравнения (6.99) известны под названием уравнений Галеркина. 

Решение задач по методу Галеркина практически сводится к сле
дующему. Задавшись функцией (х, у), удовлетворяющей гранич
ным условиям и содержащей неопределяемые параметры а, а , 
следует подставить ее в дифференциальное уравнение (6.97). Затем 
левую часть уравнения I  (х, у, аи а2) надо умножить поочередно 
на /1 (х, у) и /2 (х, у), проинтегрировать по всей области и интегралы 
приравнять нулю. В результате получим систему уравнений из 
которой определяются параметры а ь  а 2 ... ’

При бесконечном числе членов ряда (б‘.95) метод Галеркина поз
воляет получить точное решение задачи (при условии, что система 
функции /! (х, у), /2 (х, у ) ... будет полной). Если же взять  один или 
несколько членов ряда, то получится приближенное решение Это 
решение будет тем точнее, чем ближе будет выбранная функция к 
действительной. ^

Следует заметить, что функция ы> должна удовлетворять по 
возможности всем граничным условиям на краях, к ак  геометриче
ским, так и силовым. При неудовлетворении хотя бы части го ан и ч -

 ̂$ рйхйу^ (х, у) =  0 ;

\ \ к х (1у !2 {х, у) =  0; \ (6.98)

или в другом виде

..... ..........—.  ̂ ¿иру1\л:1 лиясрлнисш  Ъ виде

Эта функция удовлетворяет граничным условиям на кр аях :

при * = ± 4  да =  0 и ~ = 0- 
£ дх

при У = +  4 - .ш =  0 и | ^  =  0.
I  ди



вид
1 Г 1 ‘2 л х  / 1  1 \ 2 2 л х  2л у  .

I  (ж , У,  Щ) =  -4 »о 24я4 [¿4 С08 “  +  + -р) С0Е! —  с03 Ь +
Р1 2я у 

~Ь*с "ь~ О
Ф ункцию  /. (х, у, и>0) умножим снова на ¡да, проинтегрируем по всей поверх

ности пластины и интеграл приравняем нулю: 
а Ь

а Ь_
2

+  ¿ ,4

Вычислив интегралы, получим алгебраическое уравнение 
у Г 3 3 2 1 раЬ „

ш°аЬп* [ ^ + Т*+ 1№ Г ~ о  ’
из которого найдем прогиб в центре

ра

°  » ‘ [з  +  в ^ + г *

Этот результат совпадает с результатом , полученным для той ж е пластины 
по методу Ритца (см. пример 6 .3 ).

3. М етод Канторовича Л . В. Поэтому методу ̂ искомую функцию 
представляют в виде произведения двух функций, одна из которых 
зависит только от х, а другая  только от у:

и>{х, £/) =  ф (л:) -ф (6 . 100)
Одной из этих функций, например г|з (у), задаются в соответствии 

с граничными условиями, а вторую определяют, используя прин
цип возможных перемещений.

В результате подстановки выбранной функции ф (у) в диффе
ренциальное уравнение (6.97) левая часть уравнения дает функ
цию — ошибку I  (х, у, Ф (*))• Последнюю можно представить как
некоторое дополнительное давление р (отнесенное к жесткости). 
Д ля того чтобы функция X по возможности мало отличалась от 
нуля необходимо, чтобы работа давления р на возможном переме
щении была равна нулю. В качестве возможного перемещения
примем „ , , „

6 (до) =  Ф (у) 6 (ф (*)),
тогда получим

\\Ь(х, у, ф (*)) 'Ф (У)  ̂(ф (х)) ¿хАу =  О
*  У

или _
йх =  0.5 б (ф (х)) р  I  (х, у, ф (х )Ж у)йу



Это уравнение удовлетворяется при условии

\^[х, у, ф (х)) (у) с1у — 0 . ( 6 . 1 0 1 )

^ одстави в П0Д Знак интегР ал а  вы р аж ен и я  ф ункций Ь и Л  и им«тег т з з ™

ным условиям на краях пластины. ранич

кин^евТ°?ехК^ у ч а я х ИЧкпгТяееТ преимУщество перед методом Галер- 
совсем н Т Г Ь Г Д .  3раКТеР Деф0рмации ш астаны  или не 
точностью ™рвоЛгИо п Д и ж Те°ниДяЛЯ П° ЛУЧеШЯ РеШеНИЯ С ТРебУемой 
по методу Галеркина недоста
точно [25].

4. М етод конечных разно
стей. При решении задач этим 
методом область интегрирования 
разбивают на ряд конечных ин
тервалов и дифференциальное 
уравнение заменяют уравнением 
в конечных разностях, т е

—

ш Г "  З н а ,ем " искшой в этих торгах “ СИС'

?о=Сс о д и н Г о П  участ^

ни. 0|+1> р(+1, иг_2 и т. д. Составим выражения первых разностей:
Д1 =  0*+1 —о/;

а а а
Л

■1

г
1

[ ' - " й
1 УМ

Рис. 6.20

Д! =
=  Т  (у<<+1 — О/-1),

(6 . 102)
2 ( ¿ Ч А 1

ГДе — первая разность по направлению вперед;
А — первая разность по направлению назад- 

Р азл е я^ РпРп!ННаЯ ПерВЭЯ Разность в рассматриваемой точке

Й Й Г  р ™ » » .  ™ 4 ™ ^ Г т о , „ ™ “ “ К р сия
жение ” Р°мводных. Д ля первой производной получим выра-

Д1



Определим теперь вторую разность, для этого возьмем разность 
значений первых разностей «вперед» и «назад».

Д* =  Д1-— 5 i  =  oJ+1— 20J +  ÜI-1- (6.104)

Отношение второй разности к квадрату шага дает приближен
ное значение второй производной

d2v . vui — + (6 .105)
~dz2 —  a*

Аналогично составляют разности более высоких порядков. Из 
теории изгиба бруса известны следующие дифференциальные УРа® 
нения! связывающие между собой прогиб, изгибающии момент М 
и интенсивность распределенной нагрузки q¡.

d*v_______м_ (6.106)
* i — E JX' dz*

За положительные направления v и q принято направление 
вниз, за  положительное направление М -  направление, при ко 
ром сжатые волокна расположены сверху.

Заменив вторые производные, согласно равенству (6 . ), У 
чим уравнения изгиба балки в конечных разностях.

‘6 Л 0 7 )
M i+1 — 2M i +  Ml- 1 =  - q ia 2. (6Л08)

Пример 6.6. Вычислить изгибающий момент и прогиб балки, изображенном
на рис. 6.20. <

Возьмем число участков, равное четырем, тогда а =  Применим уравнение

(6.108) к точкам / и 2.
При q =  const и М 0 =  0 получим

а/2
0 — 2Мх~{-М2— jg- 5 

£?/2
Мх — +

M1 ==.|<7Za; м 2= | ^ 2.
По этим уравнениям найдем

_3
= 3 2 '

Полученные значения совпадаю т с точными значениями изгибающего момента

I _»
при г =   ̂ и г — о-

Применим к тем ж е точкам  уравнение (6.107). Приняв во внимание, что при 
2 = 0 ,  V =  0, получим

з  га .0 — 2у1 +  ег-  32 16 ,
1 Р

1)Х —2«а + Ч1—  8 16-



' 32 • \6EJx
_  7 д1о 

^  32 16

Полученное значение максимального прогиба отличается от точного значения 
5 <?/ ПрИблИЗИТельно на 5 % _

384 £ 7  Л
Более точный результат можно получить, 
разбив длину балки на большее число 
участков.

т - 1  т  т+1

п-1
При расчете пластин по методу г! 

конечных разностей плоскость пла- п+1 
стины покрывают сеткой пересе
кающихся линий. Д ля простоты 
возьмем ортогональную сетку с оди
наковым шагом по обоим направ
лениям (рис. 6 .2 1 ). Рассмотрим не- У  

которую точку К, расположенную _  
на пересечении линий, обозначен
ных буквами т и п .

Значения прогиба пластины т  ¿хц,.,/л 
в этой точке, а такж е в соседних 
узловых точках будем обозначать 
так, как указано на рис. 6 .2 1 .

Щт-Нп

Щ. У—* — *,ут(пН)

Чт+1)(п-1)

У(т+1)п

Рис. 6.21

Составим выражения первых разностей по х и у.

& х № тп )  =  ~2 [ ^ ( » 1  + 1) л —  ^ ( « 1 - 1 ) « ] ;

Д у  ( ^ т л )  = ' 2 ' [ ® т ( л  + 1 ) №т (п - ! ) ] •

(6.109)

Отношение этих разностей к шагу сетки дает приближенное 
значение первых производных по х и у:

ди> ^  Ах {у тп ) 1 г 1
дх— а 2 а |

дхю ^  АУ 1 г_
ду —  а — 2 а ^ т(-п+1)

I — (ГП— I) I

\ —  т т ( п - \ ) \ -  |

(6 . 1 1 0 )

Составим выражение вторых разностей. Эти разности м огут 
быть трех видов по по у и смешанные:

АXX (И*т п) =  А* (й У т п ) & х  (Ц > т п) =  ^ ( т  +  1 ) п  — 2дотя -|- ХУ(т - 1 ) П^

& У У  (& > т п )  =  Д у  ( № т п )  —  А у  ( и и т п )  =  + —  2 Ы ) т п  - ( -  (л  -  1)1

&ху №тп) — у  [Адг (^(яг+Цл) — (йУ(т _1)„)] =  ? (^ 1 )

=  4~ [ да( т  + 1 ) (л  + 1 ) И \ т  + 1 ) 1«  ~ 1 ) ® ( т - 1 ) {п + 1) +  И \ т - 1 ) ( л - 1 ) ] - ,



Отношение вторых разностей к квадрату шага сетки прибли
женно выражает вторые производные:

—  — 1 Л (т  \ дх2 ^  а2 \штп)>

сРт 1 , , ...
^У У (и,т п ) ,

5% 1 л /  \ 
щ ; =  ф ^ху^тп)-

(6 . 112)

Аналогично можно составить третьи, четвертые разности и т. д.
В общем случае решение дифференциального уравнения изгиба 
пластины (6.18) требует вычисления четвертых разностей.

Если же края пластины прямолинейные и закреплены шарнирно, 
то можно ограничиться вторыми разностями. В этом случае 
уравнения теории изгиба пластин (6 .10), (6 . 11 ) и (6.18) преобразуют 
следующим образом. Сложив уравнения (6.10) и (6.11) и введя 
обозначение

Мх+ М1  = М,- (6.113)
1 + ц

получают
02 Ш д 2ш М  /с  1 1 /I \

дф ~  о  • ( )
Дифференциальное уравнение (6.18) принимает вид 

д2М , дгМ
- т + ~ д ^ - - р - (ЬЛ1Ь)

Система двух  уравнений (6.114) и (6.115) второго порядка экви
валентна одному уравнению (6.18) четвертого порядка.

Заменив вторые производные их приближенными выражениями 
(6 . 112), придем к следующим уравнениям в конечных разностях:

Ахх [ы>) +  Ауу (р) =  — ~ а \  (6.116)

А** (М) +  Ьуу {М) =  —ра2. (6.117)
В таком виде уравнения удобны для расчета пластин с прямо

линейными шарнирно опертыми краями, так как в этом случае
на контуре ш =  0; М п =  0; =  0  =  0 и, следовательно,
М =  0 .

Пример 6 .7 . Определить значения изгибающих моментов' и прогибов для 
квадратной пластины с шарнирно опертыми краями , нагруженной равномерным 
давлением (рис. 6 .22 ). Д лину стороны пластины обозначим через Ъ\. шаг сетки а

возьмем равным Ввиду симметрии достаточно рассмотреть одну восьмую часть

квадрата, которая на чертеже заштрихована.
Применим уравнение (6.117) поочередно к точкам 0, 1, 2:

Л**(Л1о) + Л уу(М0) = -Р аг->
АХх(М1) + Ьуу(М1) =  -ра*-,
&хх (Мг) + &уу (Л42) = Р«2*



4М г - 4 М и 

М „+ 2М 2- 4 М 1 =  —

2 Мг-4 М

Решение этой системы уравнений дает

■ 1  ^
2 ‘ 64

Рр2 
16 »

рЬ2 
16 

рЬ2 
' 16 ’

4 64

ж е т о ч к ш Х л  5 ШЩ" Ю М В УЗЛ0ВЫХ точках- применим уравнение (6.116) к  тем

&ХХ (и>о)+ Ьуу (К>0) =  — _  • ^  а2;

А хх  (Щ) +  А уу («),) =  — - ^ -  ~  а 2, 

& Х Х . ( Щ )  +  А у у  ( ш г )  =  —  Д  .  а 2 .

™.'oп™ ' „ 7 i т г í “ f ^ p; i ? “ я ,а  ур" " е™ й ( 6 Ш >'

А  Ръ4
2 ■ 6 4 0 1 6 ’

+  2ш2 — 4а), = — — . .

1 2 64016  ’

4 ^  — 4ы>0 — —

откуда

2ии1 — 4ш2 =  — — ------ рЬ4
4 64 • 160 ’

_66рЬ* ш _  48рЬ* 35рЬ*
162 • 641) 1 6 2 -6 4 0 ’ 2 -  1 6 2 .6 4 0 -



Вычисленный прогиб в центре пластины
66рЬ4 _п АП/1ПЧ

162 . 64В °’°° ° О

отличается от точного значения

ш0 =  0,00406 - -

МеНЬПодсчитаНеам изгибающие моменты. В центре пластины по условию симметрии

. .  м Мд (1 +  ̂ )
- ■ М хо — М уо — 2 ’ 1

следовательно,

"2 * 64^2

Точное ж е  значение момента
Мх0 =  0,0479 рЬК

Здесь погрешность составляет 4 ,5% . Д ля повышения точности решения еле- 
Дует взять более мелкую  сетку.

Примеры расчета пластин методом конечных разностей при дру
гих вариантах закрепления краев рассмотрены в работах I/,

При исследовании изгиба сложных пластин наряду с теорети
ческими методами широко применяют экспериментальныеметоды 
исследования. К числу наиболее эффективных экспериментальных 
методов следует отнести метод муаровых полос, получившии раз
витие за последние годы. Сущность метода в том, что сетку парал
лельных линий, отраженную от зеркальной■ пластины 
фотографируют дважды на одну и ту ж е пластинку, один раз до и

ВТ°Д ве системьГлшшй^перекрещиваясь, образуют из Ф°Т°^ Ф ™  
муаровые полосы. По расположению этих полос при двух.взаимно 
перпендикулярных положениях фотографируемой сетки можно 
определить форму упругой поверхности и далее расчетным путем

НаИБолее подробные сведения об экспериментальных методах ис
следования изгиба пластин можно найти в работе {¿1\.



Глава 7. Б Е ЗМ О М Е Н ТН А Я  ТЕОРИЯ О Б О Л О Ч Е К  
ВРАЩ ЕНИЯ

§ 1. Некоторы е гео м етрические свойства  
поверхностей вращ ения

Оболочкой называется тело, ограниченное двум я близ
кими криволинейными поверхностями, расстояние м еж ду которыми 
мало по сравнению с размерами самих поверхностей (рис. 7.1).

Формы оболочек весьма разнообразны и различаются видом 
срединной поверхности, т . е. поверхности, равноудаленной от 
внутренней и наружной лицевых поверхностей. Характерной осо
бенностью оболочек является то, что они имеют неплоскую средин
ную поверхность. Наибольшее распространение получили оболочки,

Рис. 7.1 а, б

"Срединная поверхность которых представляет собой поверхность 
тела вращения (цилиндр, сфера, конус и т. д .). Оболочки других 
видов сложнее; в настоящем курсе они не рассматриваются.

Оболочка вращения представлена на рис. 7 .1. Линии, обра
зующиеся при пересечении поверхности плоскостями, проходящими 
через ось вращения, называются меридианами. Один меридиан на 
чертеже обозначен АМВ.

Линии, перпендикулярные меридианам, представляют собой 
окружности и называются параллелями.

Каждая точка поверхности может быть задана к а к  точка пере
сечения некоторого меридиана и некоторой параллели. Т ак , напри
мер, чтобы задать положение точки М, достаточно задать угол ср,



отсчитываемый от некоторого нулевого меридиана, и расстояние s, 
отсчитываемое от края оболочки вдоль меридиана. Координаты cp, s, 
называемые гауссовыми координатами, наиболее удобны при изу
чении свойств поверхностей вращения. Иногда вместо координаты s 
более удобно использовать угловую  координату 0 , представляющую 
собой угол  между осью вращения х  и нормалью к поверхности обо
лочки. В некоторых случаях применяют также цилиндрические 
координаты ф, х, г (х отсчитывается вдоль оси оболочки; г — от 
оси вращ ения), а также декартовы координаты

х ; у  =  г  со вф ; г  =  Г8Шф.

Поверхность вращения может быть задана аналитически, в явной 
форме

г =  г{х), 
или в параметрической форме

r =  r(s) 1 г =  г(в) \
X =  x(s)  j  ИЛИ х =  х(6) J

Рассмотрим меридиональное сечение оболочки (рис. 7.1, б). 
Радиус кривизны меридиана обозначим через Rm. На чертеже 
этот радиус соответствует отрезку 0 ХМ. Радиус кривизны в напра
влении, перпендикулярном меридиану, обозначим через Rt. Этот 
радиус равен отрезку нормали, заключенному между рассматри
ваемой точкой и осью вращения; на чертеже радиус Rt соответствует 
отрезку 0 2М . Действительно, если на параллели взять две рядом 
расположенные точки М  и L (см. рис. 7.1, а) и восставить нормали 
к поверхности, то эти нормали пересекутся на оси вращения в точ
ке 0 2. Следовательно, последняя будет центром кривизны.

Радиусы  Rm и Rt называют главными радиусами кривизны 
поверхности вращения.

Эти радиусы обладают свойством экстремальности; это значит, 
что радиус кривизны в любом другом направлении, наклонном 
к меридиану, имеет среднюю величину между Rm и Rt.

Кроме радиусов кривизны поверхности Rm и Rt, в дальнейшем 
потребуется еще радиус параллели, проходящей через рассматри
ваемую точку. Этот радиус г =  0 3М  связан с радиусом кривизны Rt 
зависимостью

г =  ./?,8т0. (7.1)

Радиусы Rm, Rt и угол 0 являются функциями s. Д ля того 
чтобы они в совокупности определяли поверхность вращения, не
обходимо, чтобы они подчинялись определенной зависимости. Из 
чертежа рис. 7.1, б следует

d r ~ d s  cos 0 
или, учитывая равенство (7.1),

d {Rt sin 6) _  cog  
ds



Дифференцируя левую часть равенства как произведение и учи-
М 1 *тывая, что получим

я* (7 .2)

Если в качестве независимой переменной использовать уго л  0 , 
то дифференцирование по 5 следует заменить дифференцированием 
по 0 .

Тогда равенство (7.2) следует записать в виде

т & в1пв =  (1
или

^ ■ « П 0 =  (/ ?„ -/ ? ,)  сов! (7 .3 )

Соотношение (7.2) и (7.3) представляют собой частный случай  
общих соотношений Кодацци — Гаусса, которым должны уд о в 
летворять радиусы кривизны всякой поверхности.

Рис. 7.2

При изучении свойств поверхностей важное значение имеет 
гауссова кривизна

Если К  >  0, то поверхность имеет выпуклые меридианы 
(рис. 7.2, а), при К ~  0 меридианы поверхности представляют собой 
прямые линии (рис. 7.2, б), при К  О поверхность имеет вогнутые 
меридианы (рис. 7.2, в). Заметим, что если-две поверхности имеют 
одинаковую гауссову кривизну, то их можно развернуть одну по 
другой без разрывов (например, цилиндр и конус можно без р аз
рывов развернуть на плоскость, так  как  для всех трех поверхно
стей К =  0).

Знак гауссовой кривизны определяет тип дифференциальных 
уравнений теории оболочек. Наиболее полно разработана теория 
оболочек положительной и нулевой гауссовой кривизны.



§ 2. Условия существования б езм ом ен тн о го  
н ап р яж ен н о го  состояния оболочки.

При нагружении оболочки возможны различные виды 
напряженного состояния. В оболочке может возникать только 
растяжение или сжатие без изгиба стенки (безмоментное состояние); 
растяжение совместно с изгибом (смешанное состояние) или только 
изгиб без растяжения (моментное состояние).

Примером безмоментного состояния может служить напряжен
ное состояние, возникающее в сферической оболочке под действием 
равномерного внутреннего давления.

В качестве примера смешанного напряженного состояния можно 
указать  состояние, возникающее в оболочке при нагружении ее рас
пределенным моментом (рис. 7 .3). ]
Под действием момента стенка 
оболочки изгибается, и точки,
расположенные около кр ая , по- л  Iл
лучают радиальные смещения, ‘ г
в связи с чем срединная поверх-

Рис. 7.4

ность оболочки растягивается в окружном направлении. При де
формации подобного вида стенка оболочки одновременно испыты
вает изгиб и растяжение.

Моментное напряженное состояние может возникнуть в некото
рых случаях при несимметричном нагружении оболочки. На рис. 7.4 
изображен тонкостенный цилиндр со свободными торцами. При 
нагружении такого цилиндра силами, перпендикулярными его оси, 
он будет деформироваться почти без растяжения срединной поверх
ности так , как  показано на рисунке штриховыми линиями. Нагрузка 
в этом случае воспринимается исключительно за счет сопротивле
ния изгибу. Если же изгибная жесткость будет весьма мала, то 
цилиндр превратится в механизм. Это следует понимать в том 
смысле, что его можно будет деформировать почти без затраты 
энергии. Так как перемещения на каждом из двух торцов могут 
быть заданы независимо, то такой цилиндр может быть уподоблен 
механизму с двумя степенями свободы. Если на один из торцов 
наложить связи, запрещающие искажение формы окружности, то 
цилиндр превратится в механизм с одной степенью свободы. При



запрещении искажения формы окружности обоих торцов деформация 
цилиндра без растяжения срединной поверхности будет невозможна.

То же самое можно сказать и об оболочке вращения с образую 
щей произвольной формы. Коническая или сферическая оболочки, 
открытые о обеих сторон (см. рис. 7 .2, а и б) при весьма малой 
изгибной жесткости подобны механизму с двумя степенями свободы. 
Тот же конус или сфера, замкнутые в вершине, эквивалентны м ех а 
низму с одной степенью свободы.

Преимущества оболочки как конструктивного элемента р еали 
зуются в том случае, когда ее стенка работает на растяжение (с ж а 
тие) в условиях бёзмоментного напряженного состояния или состоя
ния, близкого к безмоментному.

Моментное состояние целесообразно только в том случае, к о гд а  
оболочка используется в качестве гибкого элемента, получающего 
в процессе работы значительные 
упругие деформации (например, 
гибкое звено волновой зубчатой 
передачи).

В общем случае напряжен
ного состояния в стенке обо
лочки возникают нормальные 
напряжения растяжения и из
гиба, распределенные по тол
щине так, как показано на 
рис. 7.5 (от  — напряжение, на
правленное по меридиану; а, — 
по касательной к окружности).
Напряжения растяжения, по
стоянные по толщине, пропор
циональны удлинениям средин
ной поверхности. Напряжения 
изгиба, линейно распределенные по толщине и имеющие нулевое 
значение на срединной поверхности, пропорциональны изменениям 
кривизны. Предположим, что относительное удлинение срединной 
поверхности (наибольшее) приближенно равно е, а изменение 
кривизны — к, тогда можно сказать, что напряжения растяж ения 
имеют такой же порядок малости, как  произведение Ег, а наиболь
шее напряжение изгиба — такой ж е порядок, как произведение
Ек ~ (где /г — толщина стенки).

На практике могут встретиться следующие случаи:
1. Деформация растяжения е велика, а произведение и у  м ало , 

т. е.
^  л 

е > х - 2 -

В этом случае напряжениями изгиба можно пренебречь по с р а в 
нению с напряжениями растяжения, т. е. считать, что изгибающие



моменты в стенке оболочки равны нулю. Это случай безмоментного 
напряженного состояния.

2. Величины г н кк имеют одинаковый порядок. Это случай 
смешанного состояния, когда оболочка работает одновременно на 
изгиб и растяжение.

3. Величина е мала по сравнению с произведением хЛ. В этом 
случае растяжением срединной поверхности можно пренебречь и 
считать, что оболочка испытывает моментное состояние.

Очевидно, что безмоментное состояние может возникать в двух 
случаях: или когда толщина к мала (тканевые, пленочные обо
лочки), или когда мало изменение кривизны стенки х. Оболочки 
с малой толщиной стенки не могут воспринимать изгибающий 
момент вследствие весьма малой изгибной жесткости. Они не могут 
такж е воспринимать напряжения сжатия, так как  на них образуются 
складки. Расчет оболочек этого типа имеет некоторые особенности. 
В настоящем курсе такие оболочки не рассматриваются.

Для получения безмоментного состояния в оболочке конечной 
толщины необходимы следующие условия:

1. Форма оболочки должна быть плавной, не должно быть 
разрывного изменения радиусов кривизны.

2. Нагрузки должны быть равномерными или плавно изменяю
щимися. Не должно быть сосредоточенных сил или моментов, вызы
вающих значительное изменение кривизны.

3. Края оболочки должны быть закреплены таким образом, 
чтобы реактивные силы не имели значительной поперечной состав
ляющей, а такж е чтобы не возникали реактивные моменты.

4. При нагружении оболочки несимметричной нагрузкой должны 
быть предусмотрены связи, препятствующие возникновению чисто 
моментного состояния. Оболочка не должна иметь свободных от
крытых торцов.

Следует заметить, что даже если эти условия не полностью 
соблюдаются и в оболочке возникает растяжение и изгиб, безмо- 
ментная теория не теряет своего значения, так  как уже на неболь
шом расстоянии от зоны изгиба (от места приложения сосредото
ченных сил или скачкообразного изменения радиусов кривизны) 
напряженное состояние обычно можно рассматривать как безмо
ментное.

На краях оболочки,, где приложены распределенные попереч
ные силы или моменты, напряженное состояние можно рассматри
вать как сумму безмоментного состояния и так называемого крае
вого эффекта, т. е. местного изгиба стенки оболочки около края.

§ 3. У равнения безм ом ентной теории  
о б о л о ч е к  вращ ения

Согласно основному допущению безмоментной теории, 
изгибающие и скручивающие моменты, а такж е поперечные силы 
считаются равными нулю. Из этого допущения следует, что нор



мальные напряжения от  и o¡ и касательные напряжения xmt и xtm 
постоянны по толщине оболочки, а напряжения хтг и xtz — отсут
ствуют.

Выделим бесконечно малый элемент стенки оболочки, ограничен
ный двумя близкими меридиональными сечениями и двумя кониче
скими сечениями, перпендикулярными срединной поверхности 
(рис. 7.6), и рассмотрим его равновесие.

 ̂Кроме напряжений ат , oh xmt — xtm на выделенный элемент 
действует поверхностная распределенная н агр узка , которую можно 
представить в виде трех составляющих:

рх — по нормали к поверхности;
р2 — по касательной к меридиану;
р3 — по касательной к параллели.
Введем обозначения:
Tt — oth — нормальная сила в окружном направлении;

Тт — вm/i — нормальная сила в меридиональном направлении;
5  = xmth — сдвигающая сила.

Внутренние силы Тт , T¡, S  принято относить к единице длины 
дуги: размерность этих сил — Н/см.

При несимметричном нагружении оболочки все величины зави 
сят от двух переменных — от дуги s и полярного угла ф, поэтому 
уравнения получаются в частных производных.

Составим уравнения проекций сил, действующих на элемент 
оболочки (рис. 7.6), на нормаль к поверхности п, на ось вращения х 
и на касательную к окружности t\

^  Рп — 0, Tmrd y  £ \тmrdq> “Ь (Тmr  dtp) dsj х  

X y  — 2Tt ds sin 0 -{-pxrdip ds =  0;

^  Fx =  0 , T'mf'dф sin 0 [ r s i n  0 -)- (Tm rd<p> sin 0) ds] -f- 

+  (px eos 0 — p2 sin 0) rdtp ds =  0 ;

2  Ft =  0; — S r  d<p -f- [S r  d<p +  A  (S r d<p) ds] -  Tt ds +

+  \Ttds +  щ (Ttds) dq>j - f  S d s ^ e o s0 +  |̂ S ds +

+  щ  S  d<p ds] ^  eos 0 +  p3rdq> ds =  0 .

Уравнения моментов в данном случае удовлетворяются тождест
венно.

Отбросив величины более высокого порядка малости и выполнив 
элементарные преобразования с учетом зависимостей



придем к следующей системе трех уравнений с тремя неизвест
ными:

Уравнение (7.5) известно под названием уравнения Лапласа. 
Уравнения (7.5) — (7.7) могут быть сведены к одному диффе

ренциальному уравнению второго порядка в частных производных

с одним неизвестным. Решение этих уравнений должно удовлетво
рять граничным условиям на краях. Если граничные условия — 
силовые, т. е. на краях  заданы усилия Тт  и 5 , то решение системы 
уравнений (7.5) — (7.7) может быть доведено до конца. Если же 
граничные условия — геометрические, т. е. на краях заданы пере
мещения, то необходимо дополнительно использовать уравнения 
перемещений.

Перейдем к выводу уравнений перемещений. Введем обозначения: 
и — составляющая перемещения произвольной точки М сре

динной поверхности по направлению касательной к мери-

V — составляющая перемещения по направлению касательной 
к параллели;

ш — составляющая перемещения по нормали к поверхности.

(7.5)

(7.6)

(7.7)

где рх — осевая составляющая поверхностной нагрузки;
рх =  р1 со'&Ъ — р г в т б . (7.8)

х

5г(1у>+1%-(3гс(у))с11
Т т^9*^Т т п19уи

Рис. 7.6

Д иану;



Направления перемещений, показанные на рис. 7.7, приняты за 
положительные.

Перемещения точек N и Ь отличаются от перемещений точки М 
на бесконечно малые приращения.

Вычислим относительные линейные деформации в меридиональ
ном и окружном направлениях и е( и угловую деформацию в к а 
сательной плоскости уш .

За счет приращения перемещения и по координате в отрезок
меридиана ММ =  получает удлинение, равное ¿в. За счет
перехода точек М и N на больший радиус тот ж е отрезок получает 
удлинение, равное ш)с1в. Сложив эти удлинения и разделив на пер
воначальную длину отрезка МЛ/ =  ск =  1?т с10, получим относи
тельное удлинение в мери
диональном направлении

ди . т  
Ъ т~  ( 7 - 9 )

Аналогично определим ок
ружную деформацию. Отре
зок МЬ, равный гс1 ф, полу
чает следующие удлинения: 

ди ,

за счет приращения пере
мещения V по координате ф; 

ийфсое 0
за счет смещения точек М 

и Ь вдоль меридианов;

дас/фвтб =  —■

за счет смещения точек М  и I  по нормали и перехода их на 
больший радиус.

Разделив сумму этих удлинений на первоначальную длину от
резка МЬ — гйф, найдем относительную окруж ную  деформацию

дг> , и сое 9 , т
+  (7.10)

Угловая деформация равна сумме углов поворота отрезков 
МЫ и МЬ в касательной плоскости. Угол поворота отрезка МЬ 
(обозначим его через а) зависит только от приращения перемеще
ния и по координате ср:

Угол поворота второго отрезка МЫ связан с приращением пере
мещения V по координате 5:

а ди
Р1 =  * •



Этот угол , однако, зависит не только от деформации срединной 
поверхности, но и от поворота оболочки как жесткого целого вокруг 
ее оси. Действительно, при повороте оболочки на некоторый угол т|) 
точка М  получит перемещение по окружности, равное V = •фг,
а соседняя с ней точка N — перемещение 1|э (г +  йг) =  у (г -{ -  Аг).
Разность окружных перемещений точек М и Ы, разделенная на 
длину отрезка МИ  = ск, дает ту часть угла поворота отрезка М М, 
которая не зависит от деформации срединной поверхности:

О  ___  V  й г

Вычитая р2 из Рь найдем угол поворота отрезка меридиана МИ, 
связанный, с деформацией сдвига срединной поверхности:

а ду V <1г дv и 08 =  -3--------- -т- =  --------- СОв 6 .^ дв г йв г

Сумма углов а  и Р дает угловую деформацию
ди , до V 

У м — Р5ф +  ~дГ ~  7 С 0 8 0 - (7 -11)

Уравнения (7.9) — (7.11) устанавливают зависимость между 
деформациями ет , е̂ , у (т и компонентами перемещений и, V, т.

Выразим деформации через усилия. Согласно обобщенному за 
кону Г ук а : т

ат  Тт  цГ{_

Ьт ~  Е ~  Ек ’
а/ ц<тт  _ 77 ¡¿Тт  _

Ч — Е -  Ек ’

«  _%Алк — ■?_
У ш — в  ~  С,к'

С ̂ учетом этих равенств уравнения (7.9) — (7.11) принимают вид

® =  1 к = ^ ; (7.12)
дв 1 Ят  Ек ' у ’

ди . и соэв . ш _  Т( — цТМ' /7 1 о\
г ' . Ек ' '  ‘

^  +  Ж - Т - СО8В=-0Г- (7Л4)

Если усилия Тт , Т{ и 5  уж е найдены, то в полученной системе 
трех уравнений (7.12) — (7.14) содержатся только три неизвест
ных и, и, ы>. Преобразуя эту систему к одному уравнению с одним 
неизвестным, получим дифференциальное уравнение в частных про
изводных второго порядка, решение которого также должно удов
летворять граничным условиям на краях оболочки. \



§ 4. О сесим м етрично  нагруженны е  
оболочки вращ ения

Осесимметричными называют оболочки, имеющие cbon- 
му тела вращения и нагруженные осесимметричной нагрузкой 
1 ак как в таких оболочках все величины по у гл у  ср — постоянны 
то производные по ф в уравнениях равновесия (7 5 ) — (7 7) и в v h a r ’ 
нениях перемещений (7.12) -  (7.14) пропадают; в результате эти 
уравнения упрощаются: у

Тт д . т ‘ п •
Rm +  Rt =  Л ’ (7-15)

Т  Ts (ТтГ sin 0) = Р*\ (7.16)

7* Its (5а2) = “  Л ; (7.17)
а .  ® _  о _ Т т - р Т { 

ds Rm ------- Ж - ! (7.18)
“ cos8 • Tt-pTm

r + R r bt =  — Г ’ (7-19)
dv v . S- - c o s b = ~ - .  (7t20)Г

Нетрудно заметить, что эта система уравнений распадается

нияД?7 15>Ma|7H16W 7 ПерВуЮ ГРУППУ ВХ0ДЯТ УРавне'(/ .1э), (7.16), (7.19) и (7.20), не содержащие 5 .  Эта группа
уравнении описывает осесимметричное растяжение оболочки Д ва
оставшихся уравнения (7,17), (7.20), не содержащих Тт  н Т,
описывают осесимметричное кручение оболочки.

Рассмотрим первую группу уравнений.
Так как составляющие поверхностной нагрузки рл р9 и о =  

=  л  eos 0 — р2 sin 0 заданы, то по уравнению (7.16) можно опре
делить усилие Тт . Проинтегрировав правую и левую  части ур ав 
нения в пределах от s0 до s, получим

S

7’m/-siri6=  \pxrd s  +  C, (7 .2 1 )
So

где ri <  f  <  г (рис. 7.8, а).
Уравнение (7.21) представляет собой уравнение равновесия 

части оболочки, ограниченной сверху краем s =  s0, а снизу произ
вольным сечением радиуса г. Д ля оболочки, замкнутой в вершине 
при Sq -  0, уравнение (7.21) превращается в уравнение равновесия 
отсеченного купола. Левая часть уравнения равна равнодействую
щей меридиональных сил Тт , действующих в текущ ем сечении 
отнесенной к единице полярного угла. Интеграл в правой части есть 
равнодействующая внешних поверхностных сил, приложенных к 
отсеченной части оболочки, отнесенная к единице полярного угла . 
Постоянная С учитывает силы, приложенные к верхнему краю от-



сеченной части, а также возможные кольцевые нагрузки, прило
женные в пределах участка от s0 до s.

Обозначим через F (s) суммарную осевую силу, приходящуюся
на единицу полярного угла:

F(s) =  ^pxrd s +  C . (7 -22)
So

В каж дом  частном случае эта сила легко определяется из урав
нения равновесия отсеченной части оболочки. По функции t  (s), 
на основании уравнения (7.21), можно найти меридиональную силу

F (s)  =  F(s) . (7 .2 3 )
г sin 6 Rt sin2 0 'Tm =

По меридиональной силе Тт , согласно уравнению Лапласа (7.9), 
определяется окружная сила

Tt - P iR t  — Tm R ‘m (7.24)

Приведем выражения функции F (s) для некоторых частных 
случаев нагружения.

Д ля оболочки, замкнутой в вершине, нагруженной равномерным 
давлением (рис. 7.8, б), функция У7 («) вычисляется как произведе
ние давления р на площадь кр уга  радиуса г, отнесенное к единице 
полярного угла:

/? ( * ) = £ .  (7.25)

Д ля купола, заполненного жидкостью (рис. 7.8, б), функция Т7 (5) 
складывается из веса жидкости в отсеченной части и силы давления 
выше расположенных слоев жидкости, отнесенных к единице поляр
ного у гл а :

г , л ужК0ТС + р(5)яг2 (7.26)
г № “  2п ’



гДе Vж — удельный вес жидкости;
^отс объем отсеченной части оболочки;
Р (s) — давление в рассматриваемой точке.

Д ля оболочки, находящейся под действием сил собственного 
веса, /

Shy
х (7.26а)F(s)-

где 5  — поверхность отсеченной части.
Рассмотрим более подробно вопрос о расчете зам кнуты х ре

зервуаров, находящихся под действием равномерного внутреннего 
давления (рис. 7.9). Функция Р  (в) 
в этом случае определяется по за 
висимости (7.25). Учитывая, что 
г =  0, и используя уравне
ния (7.23) и (7.24), найдем мери
диональную и окружную силы:

'Г _рЧ /
1 т — ~п~ ,

т  _P^t (о Rt
* 2 [Z Rm

(7.27)

(7.28)

Формулы (7.27) и (7.28) спра
ведливы для любой формы резер
вуара при условии, что меридио
нальное сечение имеет односвяз
ный контур (рис. 7.9).

Для цилиндрического резервуара 
вательно,

Т — — • п — Р°1 т  ~  4 > ° т  —
ро

D_
2 и Rm =  со. Следо-

Т, = ‘-
(7 .29)

4А

7 =  —* 2й '
Формулы (7.29) известны под названием «котельных» формул 

или формул Мариотта; их применяют для вычисления напряжений 
в цилиндрических котлах, сосудах и тонкостенных трубах , н аходя
щихся под действием внутреннего давления.

=  =  £  =Для сферического резервуара 
напряжения соответственно равны

Т,

усилия и

(7 .30)
_ ^ Р _ Е .
2 4 '

где £> — диаметр сферы.
Сопоставив формулы (7,29) и (7.30), можно увидеть, что при 

одинаковом давлении и при одинаковых диаметрах и толщине 
максимальное нормальное напряжение в сферической оболочке будет 
в 2 раза меньше, чем в цилиндрической.



Следует обратить внимание на то, что при правая
часть равенства (7.28) становится отрицательной и, следовательно, 
окружная сила Т1 будет сжимающей. Это обстоятельство необхо
димо иметь в виду, так как при действии сжимающих^ напряжении 
может произойти потеря устойчивости первоначальной формы и на 
оболочке могут образоваться складки.

На основании изложенного можно заключить, что с точки зре
ния экономичности наиболее целесообразной формой РезеРвУ<Ф°в, 
работающих под действием внутреннего давления, будет сфериче 
ская форма.

Однако по технологическим соображениям резервуары ча^То 
делают цилиндрической формы с днищами. Нмболве часто при
меняют следующие формы днищ: сферическое (рис. 710, а) эллип
тическое, имеющее форму эллипсоида вращения (рис. м и , о , 
коробовое, состоящее из части сферы и^части тора (Рнс- 7 -^> ^ 
Усилия и напряжения в цилиндрическои части резервуара не за
висят от формы днища и определяются по формулам (7.2У). ь  сфе 
рическом днище усилия Т т и Т 1 имеют одинаковые значения:

гп _ 'Г _ Р Я1 т — 1 / — 2 •

Практикой установлено, что оптимальное значение отношения 
высоты днища Я  к радиусу цилиндра О приблизительно равно ^
При указанном отношении радиус сферы должен быть равен
и угол наклона нормали на краю днища 0шах ^  53°. В этом случае 
эпюры усилий Т т и Т( имеют вид, показанный на рис. 7.10, а. 
Отделив сферическое днище от цилиндрическои части РезеРвуаРа- 
можно увидеть, что на цилиндр передается сила Тт0, имеющая 
большую радиальную составляющую, которая вызывает изгиб 
стенки Чтобы уменьшить этот изгиб и получить напряженное со
стояние, более близкое к безмоментному, необходимо на краю



цилиндра установить достаточно мощное копытп .
нимало бы радиальную составляющую силы Т \ (на пне 
" Т Г Г ,  СеЧеНИе К0ЛЬЦа показано штрнховой°л1нией) ’ °

днища возникнут ^нТаач ^ ел ы ш е ^ ап р я^ еенияПизгибаИ̂ )ЦИЛИНД̂ а Иматериал резервуара п л асти ч н ы й  я ¿ап™ изгиба. Однако, если 
ТО наР„ р ,ж ^ и,Р ^ ВЛ о " с Г '

Г и Т р ^ ст ’’ „ м р я ж е ш в  з“ Лж Т с я Т Г ж Г в м „ " я Ч“ Кц е ДефОРМа”

Л ™  ™ р" ш  и зги б н ы Г н !- 
нагружении в условиях нормальной3К е р а т у р ы " Р" Ста™ ',еском  

Определим нанряжениявэллиптическомднище. Полуоси эллипса 
равиь, соответственно у  и Я (см . рис. 7.10, б). Радиусы кривизны 
эллипсоида в произвольно!! точке определяются формулами:

Р — *0*\т — *
(1 + у эш2 в)а/* ’

/ ? , = ----------& _____-
(1+у вш2 6)1/а’

где

(7 .3 1)

О ____-  ~  УГ°Л М6ЖДу н°Рмалью и осью вращения-
К о - т У 1 + у -  радиус кривизны в вершине (при б =  (»•

„ _(С/2)2 — Нг К Р ° и ) ’
у Нг -  параметр, определяющий форму эллипса.

При подстановке значений пялгил/тт* /7 о 1 \
И (7.28) принимают вид РаДиУ«>в (7.31) зависимости (7.27)

71 _ рО (1+7)1//а1 т  — -- -----------—---- - •
4 (1 + 7  в т 2 6) 1/а ’

Т( — РД (1 + у)‘/г (1 — у БЩ2 6)
4 (1 + у  бш2 е)‘/а

(7 .32)

н Эпюры усилий Т , и Т„ построенные при значении отношения
о/й 2 "  6 ’ “ о — £>), приведены на рис. 7.10, б.

Преимуществом эллиптического л н и т я  
альная составляющая силы Т в м е о т п р ? ™ ?  Т° ’ ЧТ0 ради ' равна нулю. т рехода от днища к цилиндру

о к р у ж н о е 1 у с и л и е  ? ,



в месте сопряжения днища и цилиндра изменяется разрывно от 
_  д0  р £  значения окруж ной деформации е, и радиального пере- 
мещения |  также „»«от ра^ьш. В ДЙ— „ости же и |  _

Й Я  «вгиб будет, однако,

Г р я Г н и Г в Я Г Л  Р -.  7-ю.
Опред Р пяпиус коивизны сферической частиВведем обозначения: Я —  радиус кривизны ^  н „ гпп няиппня

пнитпя а __радиус тороидального закругления, бо угол^наклона
Нормали на границе между сферической и тороидальной частью

ДИ“ г5 Я обеспечения плавного перехода от сферической части к го- 
роидально1Гнеобходимо соблюдение следующих равенств.

(Я — а) 8Ш 0о =  у  — а’
н  ^  /? — ( ^ — а) соя 80

_  « V -  щ  •

Если заданы размеры о .  О ,  а также отношение V, то из указан-
ных равенств нетрудно наити К и 0О.

Так, например, при а =  тт и а =  0 /8

Я = - |  D-, sin 0О =  0,6.

Пирпилно что при одном и том же значении отношения v можно 
Л I „ ¿ к п я ь к о  различных форм коробового днища с различ- 

™ и  значения»» paíSyca  тороидальной части. Обычно принимают

а " " в 8 произвольной точке тороидальной части днища радиусы кри
визны соответственно равны

D /2 — д  (1 —  sin 6)
R m =  а ’> sin 0 1

и внутренние усилия
_  р D /2 — а (1 — sin6) . i 

1 т —  Y  sine ’ I (7 .3 3 )
/ D I 2 - a { ^ n b ) \

I t  —  1 m I ^ a sin 0

В пределах сферической части
Rm =  Rt =  R

rp  __  rp i pR_
Tm * * ТГ*

Эпюры Tm и T it построенные при v - ^  

приведены на рис. 7.10, в,

i D п _ 1 п
v - T ; a =  т ; R =  4^>



Коробовое днище, так же как и эллиптическое, не передает на 
цилиндр радиальной нагрузки. Преимуществом этого днища по 
сравнению с эллиптическим является более простая форма м ери
диана. В переходных точках коробового днища окружное усилие 
имеет разрывы, следовательно, в зонах сопряжения участков в о з 
никает изгиб стенки и действительные значения усилий бу д ут  
несколько иные. Более точные значения усилий могут быть найдены 
по моментной теории оболочек.

Из сказанного, однако, не следует, что расчет по безмоментной 
теории бесполезен, так как, во-первых, этот расчет входит как 
составная часть в расчет по моментной теории; во-вторых, растяги
вающие напряжения в сфе
рической и цилиндриче
ской частях резервуара, 
найденные по безмоментной 
теории, достаточно хорошо 
характеризуют фактиче
скую прочность резервуара 
(в случае пластичного матет 
риала). Что же касается 
высоких сжимающих на
пряжений в тороидальной 
части днища, то в действи
тельности эти напряжения 
значительно меньше вычисленных по безмоментной теории вслед
ствие влияния деформации изгиба.

Остановимся на вопросе определения перемещений в осесиммет
ричных оболочках вращения.

Если внутренние усилия Тт и Tt уже найдены, то система 
уравнений перемещений (7.18) и (7.19) может быть решена отн оси 
тельно и  и i b . В осесимметричных оболочках, однако, более уд обн о  
рассматривать перемещения | и г) в радиальном и в осевом напра
влениях (рис. 7.11), Выразим эти перемещения через относительные 
удлинения срединной поверхности.

Относительное удлинение в окружном направлении кольцевого 
волокна, проходящего через точку М\

е, =  ! = _ Д _ . (7 .34 )
‘ г Rt sm 0 '  '

Отсюда радиальное перемещение

| =  8//?f sin0. (7 .35 )

Для определения относительной деформации в меридиональном 
направлении рассмотрим замкнутый многоугольник M N  K\N xM x K M . 
Возьмем сумму проекций его звеньев на касательную к меридиану

MN  +  (£ +  dl)  cos 6 - f  (ti di]) sin 0 — — rj sin 0 — g eos 0 =  0.



Отсюда определяется приращение длины отрезка M N  =  ds:

Д (ds) — dl  cos 0 — áf\ sin 0

и меридиональная деформация

гт =  %  cos 0 - 5  sin 0. (7.36)

Зависимости (7.34), (7.36) можно получить также из уравне
ний (7.18), (7.19), если воспользоваться соотношениями, связы
вающими перемещения w и и с перемещениями | и т):

E¡y =  g s in 0 — т] cos 0 ;
и = 1  COS 0 +Г) sin 0.

Осевое перемещение определим по уравнению (7.36):

<7-37>
So

ИЛИ
6

ч = И т - к 5 » с‘8в) Л” Л  (7'37а)
0»

Подставив под знак интеграла выражение (7.35) и применив 
формулу интегрирования по частям, можно представить уравне
ние (7.37) также в следующем виде:

Г) =  — еtRt cos  0

где s0 или 0О —  координата края, принятого за начало отсчета. 
Получим еще выражение угла поворота нормали Ф. Для этого 
приравняем нулю сумму проекций звеньев многоугольника 
M K M xN-lK iN М  на направление нормали к поверхности

£ sin 0 — г} cos 0 — ds (1 +  em) Ф +  Ol +  dr\) cos 0 — (g +  d£) sin 6 = 0 .

Отсюда, пренебрегая малой величиной ет по сравнению с еди
ницей,

О =  -Р  cos  0 — Sin 0 =  cos 0 — sin 0 , (7.38) ds ds Rm dO Rmdb > v /

или с учетом равенства (7.36):

® =  e . c t g S - f  (7.39)

Угол ft можно выразить также через перемещения и н к
a. и dw



Пример 7.1. Крышка цилиндра сферической формы находится под действием 
внутреннего давления р =  200 Н/см2 (рис. 7.12). Диаметр цилиндра £> =  40 см; 
радиус сферической поверхности (срединной) =  40 см; допускаемое напряжение 
[о] =  16 ООО Н/см2. Определить требуемую толщину крышки /г.

Усилия в сферической оболочке при действии равномерного внутреннего да
вления, согласно формуле (7.30):

Т т =  Т ( =  Р-§- =  4000 Н/см

и напряжения

ат  — at —
4000

h
Н/см2

Рис. 7.12

Эквивалентное напряжение по гипотезе 
прочности наибольших касательных напряжений

4000 н , .
Оэкв =  Ох — о 3 =  Н/см2.

Приравняв эквивалентное напряжение до
пускаемому [а], найдем искомую толщину

Л =  0,25 см.
Заметим, что толщина плоской крышки при тех же исходных данных (см. при

мер 5.2) должна быть ~  2 см. Следовательно, замена плоской крышки, работаю
щей на изгиб, на сферическую, работающую на растяжение, позволяет сущест
венно уменьшить ее толщину.

В месте сопряжения сферической части крышки с^фланцем возникает изгиб 
стенки вследствие несоответствия окружных деформаций края оболочки и фланца. 
При пластическом материале при статическом нагружении этот изгиб не имеет 
существенного значения и его можно не учитывать.

Пример 7.2. Определить напряжения и перемещения точек срединной поверх
ности оболочки, имеющей форму полусферы. Оболочка подвешена за верхний край 
и заполнена жидкостью, удельный вес которой у  Н/см3 (рис. 7.13).

Рассмотрим часть оболочки, отсеченную по окружности, проходящей через 
произвольную точку М  (см. рис. 7.13). На отсеченную часть действует вес жид
кости в объеме сегмента

yV  =  ynR3 — cos 0 +  cos3 8j

и сила давления выше расположенных слоев жидкости
рпг2 =  yR3n cos 6 sin2 0j



где p — y R  cos 0 —  давление жидкости;
r — R sin0 — радиус окружности сечения.
Сложив эти две силы и разделив на 2я, получим функцию F  (0):

/7 (0) =  ̂ ~ ( I - C°s3 0).

Далее по формулам (7.23) и (7.24) определим усилия
F (в) yR 2 (1 — cos3 0) 

т R t sin2 0 ~  3 sin2 0 5
гг* __ „Г) 'Г ^  t пч /  ~ 1 COS3 0T t = p R t - T m -n— =  yR u cos0^  ^  з  5 .п 2  0

Эпюры усилий Тт и Т( приведены на рис. 7.13.
Для обеспечения безмоментного состояния необходимо, чтобы верхний край 

полусферы мог свободно перемещаться в радиальном направлении.
Вычислим изменение радиуса окружности верхнего края и изменение 

высоты полусферы.
Предварительно определим относительные удлинения в меридиональном и 

окружном направлениях в произвольной точке. По формулам обобщенного 
закона Гука

m Eh 3Eh

р — T t — VT m У R2 
1 Eh ~  3Eh

v l j  _  y R .  Г1 (1 +  (Д,) — 3 jicos0J ;

3 cos 0 -
sin2 6

Подставив значение в равенство (7.34), найдем радиальное перемещение 
в произвольной точке

3 1 — cos3 fsin 20 — ■
. 2 sin

.Изменение радиуса окружности верхнего края

yRa (1 +И>) а ло yR3ё0= 90о -  ш  ’ "¿yf

(1 +  ц )] .

Для определения осевого перемещения воспользуемся зависимостью (7.37), 
продифференцируем | по 0 :

I  “ I I  [3 2»-3 1 с + !■)- (1 г) °* "]
и подставим ~  и е т под знак интеграла (7.37). После несложных преобразова-
нии интеграл принимает вид 

90°
,_ я  

: 2 •

Уи л

Т1= \ 3 ^ [ ^ 1 +  !X̂ tgT  +  2̂— И-) sin 20J <¿6, где 0 г £ 0 :

Выполнив интегрирование и приняв ¡1 =  0,3, придем к следующему выраже
нию для осевого перемещения произвольной точки относительно верхнего края:

tj =  ^2,6 +  2,6 In cos ^— 1,7 sin2 e j

При 0 = 0  это выражение дает изменение высоты полусферы



Знак плюс указывает на то, что высота полусферы увеличивается.
Пример 7.3. Исследовать напряженное состояние в куполе, находящемся 

под действием сил собственного веса (рис. 7.14). Рассмотреть различные варианты 
формы купола (сфера, параболоид, эллипсоид).

Интенсивность поверхностной нагрузки q Н/см2 разложим на нормальную и 
касательную составляющие: P i = q  eos б; p 2 =  q sin б.

Вычислим вес части купола, отсеченной по окружности текущего радиуса г\ 

5 е
Р =   ̂2 n rq $ m db =   ̂2nqRmR t sin 0d0,

где Rm, R¡, 0, r — текущие значения величин в интервале от 0 =  0 до 0 =  б.
Разделив вес Р на 2я, получим функцию F (0), по которой определяется мери

диональное усилие [см. уравнение (7.23)]:

Т  - р { ь )  Р
m Rt sin2 б 2 n R t sin2 0 ’

По меридиональному усилию на основании уравнения Лапласа (7.15) найдем 
окружное усилие ■

Кт
Для вычисления усилий Тт п Т (  необходимо знать зависимость радиусов R m 

и ^  от угла 0. Эта зависимость для всех указанных форм купола может быть вы
ражена формулами (7.31), в которых параметр у  зависит от вида поверхности 
купола. При 7 = 0  формулы (7.31) дают значения радиусов кривизны поверх
ности сферы: при у  =  — 1 — поверхности параболоида; при у  >  — 1 — поверх
ности эллипсоида; при у  <  — 1 — поверхности гиперболоида.

Для эллипсоида параметр у связан с отношением полуосей ^ соотношением

Значения усилий Тт и Т/, вычисленные для четырех вариантов купола, ука
заны на рис. 7.15. Отношение высоты Н  к наружному радиусу а для всех четырех 
вариантов принято равным 1/3.

На том же рисунке указаны значения горизонтальной составляющей меридио
нальной силы на краю купола (т. е. силы распора Ту ).

Недостатком первого и второго варианта (см. рис. 7.15, а и б) купола является 
большая сила распора; для восприятия которой требуется мощное опорное кольцо.

Во втором варианте, кроме того, окружная сила на краю оболочки — отри
цательна, а окружная деформация близка к нулю, в то время как окружная де
формация опорного кольца положительна. Следовательно, во втором варианте 
безмоментное состояние около края не возможно ни при каком сечении опорного 
кольца.



В третьем варианте (см. рис. 7.15, в) сила распора равна нулю и поэтому 
опорное кольцо не требуется. Недостатком третьего варианта является то, что 
окружная сила на краю купола достигает больших положительных значений, 
поэтому край купола в этом варианте необходимо утолстить.

В четвертом варианте (см. рис. 7.15, г) распорная сила не очень велика; в то 
же время окружная сила — положительна. Следовательно, подобрав должным

образом сечение опорного кольца, можно добиться равенства окружных деформа
ций края оболочки и кольца и получить напряженное состояние, близкое к безмо- 
ментному.

Это позволяет сделать заключение, что из четырех рассмотренных вариантов 
последний имеет преимущество, хотя возможно, что он также не является опти
мальным. Более подробные сведения о расчете куполов можно найти в книге [18], 
откуда заимствован проведенный выше пример.

§ 5. Осесимметричное кручение оболочек

Рассмотрим напряженное состояние оболочки, нахо
дящейся под действием поверхностной нагрузки р3, касательной 
к окружности (рис. 7.16), а также краевых касательных сил 5„. 
Предположим, что нагрузка р9 и интенсивность краевых сил 8 0 
по углу ф —  постоянны.

Поскольку нормальные усилия Тт и Т( от р3 и 5  не зависят, 
в данном случае они будут отсутствовать.



Сдвигающая сила в произвольном кольцевом сечении опреде
ляется на основании уравнения (7.17). Умножив правую и левую 
части этого уравнения на 2яг2 и проинтегрировав по в, получим

S 2пг2 =  — р32пг2 ds +  С. (7.41)

это момент, созда-

Нетрудно убедиться, что это равенство представляет собой урав
нение равновесия части оболочки, изображенной на рис. 7,16.

Левая часть уравнения есть внутренний крутящий момент в се
чении оболочки. Правая часть уравнения представляет собой мо
мент внешних сил, причем первое слагаемое - 
ваемый поверхностной нагрузкой; второе сла
гаемое равно моменту, приложенному к верх
нему торцу. Если же верхний торец —  
свободен, то С равно нулю.

Обозначим правую часть уравнения (7.41) 
через М кр и найдем из этого уравнения 
усилие 5 :

М и
S = 2пг2‘ (7.42)

Этой сдвигающей силе соответствует каса
тельное напряжение

м к
Т =  ;

'кр (7.43)2я г2/Г

Знаменатель правой части равенства представляет собой момент 
сопротивления кручению кольгевого сечения

№кр =  2л/-2/г, (7.44)

следовательно, формула (7.43) совпадает с общеизвестной формулой 
для касательного напряжения при кручении бруса

г =  (7.45)Wкр

Для определения угла закручивания оболочки используем урав
нение (7.20). Обозначим угол поворота текущего-сечения через Ф. 
Используя равенства

.  dr 
COS 0 =  -= Ф/\ ds

уравнению (7.20) можно придать следующий вид:
d (O r )

ds
ф А  =

ds Gh

или
dO

Г Ж = ^  =
S
Gh

M кр



Проинтегрировав это уравнение в пределах от в0 до я, получим 
угол закручивания на участке от ^  до я:

ф _ ф , Мкр й&
О (2пг3К) ’ (7.46)

Величина, стоящая в знаменателе в скобках, равна полярному 
моменту инерции кольцевого сечения

Ур =  2я г%. - (7.47)
Следовательно,

Ф - ф . =  $
МКр (15
~о7Г~' (7.48)

Выражение (7.48) полностью совпадает с выражением угла за
кручивания бруса. Особенность состоит только в том, что интегри
рование производится по дуге меридиана в.

Рис. 7.18

Полученные формулы для напряжения (7.43) и угла закручи
вания (7.46) справедливы также при расчете диска на концентри
ческое кручение (рис. 7.17). Обозначим момент, передаваемый ди
ском, через Л4кр, тогда интенсивность сдвигающей силы на внутрен
нем и на наружном краях

с _ М■*->2 — ;
Л4КПО __ КР #

1 2яг\'
*кр

2 ягГ
В произвольной точке диска интенсивность сдвигающей силы и 

касательное напряжение определяются по формулам (7.42) и (7.43).
Угол закручивания диска, т. е. поворот наружного края отно

сительно внутреннего, может быть вычислен по формуле (746), 
в которой интегрирование по в должно быть заменено интегрирова
нием по г.

Следует отметить, что при кручении оболочки в ее продольных 
(меридиональных) сечениях, согласно закону парности, также воз
никают касательные напряжения (рис. 7.18). Эти напряжения урав
новешиваются касательными силами, приложенными к торцам.



§ 6. Несимметрично нагруженные оболочки 
вращения

При анализе напряженного и деформированного со 
стояния несимметрично нагруженных оболочек вращения следует 
использовать общие уравнения безмоментной теории (7 .5 ) —  (7.14) 
в частных производных.

Уравнения равновесия (7.5) —  (7.7) целесообразно представить 
в следующей форме:

Т1 =  р 1 ^ ~ ^ Т т\ (7.49)

| -| ~ [Г т г 8т 0] +  ̂ ф8т 0 ==р,; (7.50)

—  —  Г 9/-21 4 - —- /? дР1 _  дТ т _гч I \ \ f R t  ¿ф Рз- (7-51)

Системы уравнений равновесия (7.49) —  (7.51) и перемещений 
(7.12) — (7.14) могут быть приведены к двум дифференциальным 
уравнениям второго порядка с двумя неизвестными. Решение по
следних будет содержать четыре неопределенные функции от <р, 
которые должны быть определены согласно граничным условиям 
на краях. Для пояса оболочки необходимо иметь по два условия 
на каждом краю; для оболочки, замкнутой с одной стороны, два 
условия на краю и два в вершине. Граничные условия могут быть 
силовыми, геометрическими или смешанными. В силовых граничных 
условиях на краю должны быть заданы усилия Тт и 5 , а в геомет
рических — перемещения и и у ^касательные перемещения). На 
перемещение пи не должно быть наложено связей, так как в против
ном случае возникнут реактивные поперечные силы и напряженное 
состояние не будет безмоментным.'

Если будут заданы два силовых граничных условия и два гео
метрических, то оболочка будет статически определима по отно
шению к внутренним усилиям. Это значит, что для определения 
внутренних усилий привлекать уравнения перемещений не тре
буется .

Если же будет задано три геометрических условия и одно сило
вое или все четыре условия геометрические, то оболочка будет 
один или два раза статически неопределима-. В этом случае внутрен
ние усилия могут быть определены только в результате совместного 
решения уравнений равновесия и перемещений.

Более подробно безмоментная теория оболочек вращения, на
груженных несимметричной нагрузкой, изложена в работе [19].

Пример 7.4. Исследовать напряженное состояние оболочки, представленной, 
на рис. 7.19. Нагрузка, приложенная к верхнему краю, статически эквивалентна 
силе Р  и моменту М 0.

Нижний край оболочки закреплен так, что перемещения и и у запрещены 
(перемещение т не стеснено).



Заданная оболочка в целом работает на изгиб. Так как составляющие поверх
ности нагрузки ри рг, ря в данном случае отсутствуют, уравнения равновесия 
(7.49)— (7.51) принимают вид

Т(=  — тг^ Тт\
_д_
ds

( Tmr sin 6) +

Tí í  ( S ñ -

ds 
Зф 

Rt dTm
rR„

sin 0 =  0; 

=  0 .

(7.52)

(7.53)

(7.54)

Данная задача фактически сводится к решению системы двух дифференциаль
ных уравнений (7.53) и (7.54) с двумя неизвестными усилиями Тт и 5. Усилие 
в указанные уравнения не входит и легко определяется по усилию Тт согласно 
уравнению (7.52). _

Для отыскания требуемого решения применим полуобратный метод Сен- 
Венана. Этот метод состоит в том, что одной из искомых функций задаются. Затем, 
используя одно из имеющихся уравнений, определяют вторую неизвестную функ

цию. Найденные таким образом две функ
ции подставляют во второе уравнение, если 
последнее — удовлетворяется, то эти функ
ции и будут искомым решением.

Рис. 7.19

Поскольку при кручении оболочки основные зависимости не отличаются от 
соответствующих зависимостей теории кручения бруса, предположим, что при 
изгибе оболочки формулы элементарной теории изгиба бруса также сохраняют 
свою силу.

Рассмотрим произвольное поперечное сечение, расположенное на расстоянии х 
от верхнего торца (рис. 7.20). Поверхность сечения будем считать перпендикуляр
ной к срединной поверхности оболочки. В сечении возникает нормальное напря
жение ат и касательное напряжение т.

Разложим нормальное напряжение на две составляющие, параллельную и 
перпендикулярную оси оболочки:

^тх~^т в,
О ту ® т COS 0

и предположим,что составляющая а тх удовлетворяет общеизвестной зависимости 
теории изгиба бруса:

am* =  ̂  =  ̂ ^ ( - ' COS4>)-

Тогда полное меридиональное напряжение в произвольной точке 
_  Отх =  _  (Af0 +  P*)cos<p 

т sin 0 nr2h sin б



т ~ и (А? о -|- Рх) соэ ф
Г т  =  «тт А  =  - ' - ± _ ^ _ Ф .  ( 7 . 5 5 )

Подставив Тт в дифференциальное уравнение (7.53), определим из него сдви
гающее усилие 5:

д_
ds

r _ W ± .^ ) c o s 9 -| +  as 
L я г  J дф

Учитывая, что =  cos 0 и =  sin 0, преобразуем это уравнение к сле
дующему виду: 

Отсюда

dS _  _  (М0 -f- Р х ) cos 0 cos ф Р  cos ф 
д<р яг2 sin 0 я г '

„  (М 0 +  Р х) cos 0 sin ф , Р  sin ф ,
s = -------------И Г 0--------y  +  ^ T f + C (0)- (7.56)

Функция С (0) не зависит от угла ф и соответствует постоянной составляющей 
сдвигающей силы S; последняя может возникнуть при закручивании оболочки 
но так как в данном случае крутящий момент равен нулю, то С (0) также равно 
нулю.

Внесем теперь Тт и S во второе дифференциальное уравнение (7.54). Выполнив 
элементарные преобразования, найдем, что уравнение (7 .54) обращается в тожде
ство. Следовательно, найденные функции и есть искомое решение задачи. Это 
решение будет справедливо при условии, что заданная нагрузка, т. е. момент Aí„ 
и сила Р, будет приложена к торцу в виде распределенных нормальных и касатель
ных сил, удовлетворяющих уравнениям (7.55) и (7.56):

„  М 0 cos ф
jwg sin 0О ’

^ М 0 ctg 6р sin ф P  sin ф * (7 -57)
ЯГ o

При ином характере распределения внешних сил по торцу решение можно 
представить как сумму найденного решения (основная часть) и наложенного на 
него дополнительного решения, соответствующего самоуравновешенной системе
сил, получающейся при вычитании из фактически приложенных сил Тт0 и S0 __
сил, удовлетворяющих уравнения (7 .57).

В отличие от сплошного бруса система самоуравновешенных сил, приложен
ных к торцу, может оказывать существенное влияние на напряженное состояние 
оболочки на значительном расстоянии от торца.

Рассмотрим более подробно вопрос о касательном усилии S.
Из теории поперечного изгиба бруса известна формула для касательного на

пряжения

QS(J>
Т0 =  7 (7.58)

Если эту формулу применить к рассматриваемой задаче об изгибе оболочки 

и подставить в нее значения Q =  Р ; Jx  =  пг>Л; Ь =  2A; s f  =  2 J hrdyr cos ф =  

=  2/y2sin ф, то получится следующее значение напряжения:

__Р  sin ф
я rh ‘



Этому напряжению соответствует интенсивность сдвигающеи 
силы

, Р  sin ф I
—  ¡ г г '

Величина S q равна второму слагаемому выражения (7,56). 
Чтобы выяснить, смысл первого слагаемого, обратимся к рис. 7.20. 
В сечении, ограничивающим часть оболочки снизу, действует нор
мальное усилие Тт и сдвигающее усилие S. Приведем нормальные 
усилия Т т к центру тяжести сечения; в результате получим изги
бающий момент М  =  М 0 +  Р х  и, кроме того, силу, перпендику
лярную оси оболочки:

2зт
P i =  § r mc o s 6 rrf(pcoscp =  — (7-59)

о *
Эта сила направлена влево, следовательно, она частично урав

новешивает силу Р  и поэтому сдвигающая сила S должна уравно
весить только оставшуюся часть поперечной силы, т. е. (Р —  Pi). 
Следовательно, первое слагаемое в выражении (7.56) учитывает 
наличие составляющей меридиональных сил, перпендикулярной 
оси оболочки.

О круж ное усилие определяется по меридиональному усилию на 
основании уравнения (7.52):

„  R t (М 0-\-Рх) cos ф (7 .6 0 )
t R m пгг sin ф

Приведенное решение задачи об изгибе оболочки получено без 
использовайия гипотезы плоских сечений, на основе общих урав
нений безмоментной теории оболочек. На этом основании можно 
заключить, что общие закономерности теории изгиба бруса остаются 
справедливыми также при изгибе оболочек вращения.

Пример 7.5. Применим полученные зависимости к задаче об изгибе конуса, 
изображенного на рис. 7.21, а. Так как в этом случае М 0 равно нулю и г — х  ctg 0, 
то на основании уравнения (7.56):

Р х  ctg 0 . Р sin ф л
S = -----------5—— sm ------------  —  0.яг2 т го-

Равенство нулю сдвигающих усилий в поперечном сечении оболочки свиде- 
тельствует о том, что составляющая меридиональных усилий, перпендикулярная 
оси конуса, полностью уравновешивает поперечную силу Р.

Окружные притягивающие усилия T¡ на основании уравнения (7.55) при 
R m =  оо также равны нулю.

Таким образом, в стенке рассматриваемой конической оболочки .возникают 
только меридиональные усилия (рис. 7.21,6)

_  Р х  cos ф 
т ~~ я  г2 sin 0 '

Если рассматриваемую оболочку мысленно разделить продольными меридио
нальными плоскостями на ряд стержней, как показано на рис. 7.21, в, то стержни



Рис. 7.21

С . н $ » " . » Т ^
Уравнения равновесия безмоментнойi ..........  г исомимсНТНОИ

теории оболочек вращения (7.49)—(7.51) при 
Р1 — Р2 — Р3 — 0; sin 6 =  1; (6 
=  00; s — х  и г

' 2 ’̂ — 
; const принимают вид

^  =  0;
дт
—  +  3S , дх  п5ф = 0 ;

as_
5дг =  0

(7.61)

(7.62)

(7.63)

и уравнения деформаций (7.12)— (7.14) соответственно:

j »  _  Tm 
дх  Eh ’

VÍ̂ jn.

Рис. 7.22

dv w 
да  +  7 £Л

Sди dv 
rdq> ~дх =  СЛ •

(7.64)

(7.65)

(7.66)

Координата ж отсчитывается вдоль оси цилиндра от верхнего торца.'



Проинтегрируем уравнение (7.63) по г
5 =  ®! (ф),

™ Г." У Р » ." ,,Ф.  (7.62) .  = » . .  про„нтег р .р у е «  *

Тт =  — у  хФ[ (ф)+ф2 (ф).

Г ! К  & Я Г , Г ' ™ ь Г Г о к . Й Г « о . 7 о . ™ е н » я  о с е , ы „  « е н , ™  , р . «

цилиндра, получим с л е д у ю щ е е ,  граничное условие на верхнем торце.

при X- =  0  Т т  =  О ,

откуда следует Ф2 (Ф) 0 необходимо использовать остальные граничные 
условия П о ? »  эти условия геометрического характера, обратимся к урав-

Й6Н П о д с Й в т 'г ^ в  уравнение (7.64) и проинтегрируем по г, в результате опре- 
делим и:

« = — т - ■ ш а ф‘ < ^ + Фз

где- Ф3 (Ф) -  новая неизвестная функция от ф. Наконец, из уравнения (7.66), 
учитывая, что 5 =  (ф), найдем V.

а= ^ Й л ФГ ( Ф ) - Т ХФИФ) +  Т Х+Ф4(Ф):

ЗДеСИотольз^ме?раничныее условия'на'^ижнем то?це цилиндра:

при х  =  1 и — 0; 
при х  =  1 о = 0 .

Согласно этим условиям

Фз (Ф) = 7&  Ф; (ф);

ф. » - -  ш т  ф • № +  ¿ а  Ф :№ )-  4'®‘  “  “

=  ШгЙ1 Ф ” (|р) “  "5/1 Ф *

После подстановки функций Ф3 и Ф4 выражения перемещений о и и принимают 
следующий вид:

1 Г х3 РХ , /3 1 (1 — х ) ,п ,т\
И =  Т^£ЛФ 1 (ф)| Т  2 3 ]  ОЛ 1(ф'

Теперь » с  , — ь 
Эту последнюю следует наи* сДгласНо которому при л =  0 перемещения и то- 

“, ар .7 ш ™ Т а д“™ »  б « ь  равны п е р е - « » . « -  « » т . е т е г . , » « » .  ™ е . 
кольца.



гиЯоРаССМ0ТрИМ слу?ай’ когда кодьно можно считать абсолютно жестким (при из-
ве^ и г а ? /7 СисК07СТ2И3 " ? е5"°™ жим’ ЧТ°  П° Д действием силы р  он°  сместилось на величину f  (рис. 7.23, а). Тогда перемещение v на верхнем торце будет

Следовательно, v<x-o> f  sin ф.
P l

3̂ 2Yh ф" ((p) ~  ~Gh ф 1 W  =  — ! sin Ф-
Найдем решение этого уравнения. Общее решение соответствующего олно-

Но'так Г ф Ы  представлено в гиперболических ф/нкциях о?™ .
Но так как Фх (ф) — S (ф) должна быть периодической функцией с периодом,

Рис. 7.23

кратным 2л, то решение однородного уравнения следует отбросить Остается част 
ное решение уравнения с правой частью. Последнее имеет вид дается  част

^ =  ф1 (ф )= —щ—-------— вт  ф.I
3r*Eh +  Gh

Таким образом, мы получили зависимость между сдвигающей силой 5  и вели
чиной смещения центра кольца f. Чтобы выяснить зависимость этих величин от 
величины силы Р, рассмотрим равновесие кольца (рис. 7.23, б). Приравняв н у л ю  
сумму проекции сил на горизонтальную ось, найдем » н у л ю

2л
 ̂ Sr dtp sin ф — Р

о
или

2л
f sin2 ф rdtp

l 3

,) | Зг2£7г
О

откуда смещение центра кольца

{=

м
= р .

Р13 Р1
ЪпгЩЕ "г  л/7г<5'

Внеся это выражение в найденные ранее зависимости, получим

S =  0>1 (ф):
пг sin ф;

т Р х
Tm==~ l ^ C0S(P>

I nr3hE \ 6 

и =

Рх la 
2 3 + я rhG



dv ,1 Т,пГ
ш =  - аф +  ИЖ '

Нетоудно убедиться, что все полученные выражения для усилий и перемеще
ний точно совпадают с соответствующими вьФажени™ ^ элр“ ^  
гиба бруса. Действительно, изгибающему моменту М  — Рх  соответствует мери
диональное усилие

г  =  a  u h  =  — г г  ( —  г  eos ф )  h .t m ° х п Jx nr3h 47

Поперечной силе Q =  P  соответствует сдвигающее усилие

=  ^  sin ф .¿ _ _ T n nr3jüh nr

Также нетрудно убедиться, что первое слагаемое в формуле для v соответствует 
перемещению з/^ чет  изгиба, а второе -  за счет сдвига, вызванного поперечной

СИЛ°Величина перемещения и равна произведению угла поворота поперечного се
чения на расстояние у -  г eos ф от рассматриваемой точки до нейтральной линии.
Наконец, перемещение w складывается из основного слагаемого , учиты

вающего изгиб оболочки, и дополнительного члена р  ^  , учитывающего эффект 
поперечной деформации при действии нормальных напряжений в продольном на-

ПРаВНаН основании изложенного можно сделать следующее общее заключение.
Если поперечная нагрузка передается на оболочку через жесткое кольцо, т 

оболочку м о ж н о  рассчитывать на изгиб по обычным формулам теории изгиба

убруса. изгибной жесткости кольца задачу целесообразно решар в рядах.
При этом необходимо использовать условия совместности деформации оболочки 
и кольца.

Остановимся кратко на вопросе о расчете по безмоментной тео
рии оболочек вращения, нагруженных неосесимметричнои поверх
ностной нагрузкой: р х =  pi (ф, s); р2 =  Pz (ф, s)'> Рз — Рз s>- 

Представим составляющие поверхностной нагрузки рх, рг, рз 
в виде рядов Фурье:

рг =  ¿  [Plft c °s  Аф +  Pife sin £ф]; 
k =  i

СО _

р 2 =  2  [Ра* COS /гф-Ь p2fe s in  ^ф]; 
& =  i

С °  __

р3=  [Рзй sin г̂Ф "bPsft cos ^ф]-
* =  i

(7.67)

Коэффициенты рядов р1к, р2к и т. д. представляют собой функции 
только угла 0 или дуги 5 . Их определяют обычными методами, при
меняемыми при разложении функций в ряды.

Первые слагаемые выражений (7.67) соответствуют симметрич
ным составляющим нагрузки; вторые -  обратно симметричным.



Таким образом решение задачи о напряжениях и деформациях 
произвольно нагруженной оболочки сводится к нахождению ре
шения для нагрузки вида

Pi =  Pi* cos kq; p2 =  p2k c o s /гср; p3 =  p3k sin /гср, (7.68)

соответствующей &-ым членам рядов (7.67).
Подставим компоненты нагрузки (7.68) в общие уравнения без- 

моыентной теории (7.49) — (7.51):

Tt =  pikcosk(pRt — £ L T m; (7.69)

у  gs (T mr sin Q) +  у  df~ sin 0 =  [plfe cos  0 — p2ft sin 0] cos kcp; (7.70)

TiS W  - 7  —  <7 '71>
Решение этой системы уравнений ищем в следующем виде:

T m =  Tmk c o s k y ;  S =  S ftsin¿cp, (7.72)

где T mk, S,i —  функции только 0 (или s).
В результате подстановки выражений (7.72) в уравнения (7.70) 

и (7.71) и сокращения соответственно на cos /еср и sin kq> придем 
к системе двух дифференциальных уравнений в обыкновенных про
изводных:

у  • Ys (Tmkг sin 0) +  у  Sk sin 0 -

—  (plfec o s 0 — p2fcSÍn0) =  O; (7.73)

y • í  +  f m k k + ~Psk= ° -  ( 7 ' 7 4 )

Приведем эти уравнения к одному уравнению с одним неизвест-
r'J

ным. Чтобы исключить S, умножим первое уравнение на -^ п ё  и
продифференцируем по s, а второе —  на (— г2), затем оба уравне
ния сложим; одновременно введем новую неизвестную функцию

Тткг sin 0 =  Uk (0), (7 -75)

а также заменим дифференцирование по s дифференцированием 
по 0 . ,

В результате получим дифференциальное уравнение с неизвест
ной функцией Uk\

d ~R -t sin 8 dUk1 k*Rf

R mdd Rm de Rm sin 6

=  р -  ' dO[(P »c O S 0 -p 2feSin0)tf?Sin20 ] -

—  №р1кЩ sin 0 +  крзкЩ  sin2 0. (7 .76)

30 3



Если по уравнению (7.76) функция и к будет найдена, то по за- 
висимости (7.75) можно определить меридиональное усилие Ттк\ 
затем по уравнению (7.73) — сдвигающее усилие и по уравне
нию (7.69) —  окруж ное нормальное усилие Т ,к. В полученных 
таким образом выражениях будут содержаться две произвольные 
постоянные. Последние определяются на основании граничных 
условий на краях оболочки. При этом, если будут заданы геометри
ческие граничные условия (т. е. заданы смещения и и у), то необ
ходимо аналогичным способом получить решение системы уравне
ний перемещений (7.12) —  (7.14) и определять уже не две, а четыре 
постоянные.

Пример 7.7. Применим изложенную теорию к задаче о напряжениях, 
возникающих в оболочке вращения при действии ветровой нагрузки. Ветро

вой называется поверхностная нагрузка 
видаp,=p,cos(p

Pi —P i cos ф; j 
Рг—Ръ cos ф; I 
Р а = р з  sin ф, j 
Рз — функции,

(7.77)

где р ъ  ръ, р 3 — функции, зависящие 
только от 0 .

Эта нагрузка представляет собой наи
более простой частный случай несиммет
ричной поверхностной нагрузки. Некото
рое представление о характере ветровой 
нагрузки дает рис. 7.24, где показана обо

лочка в разрезе с действующими на нее нагрузками и рг (функция — р 1 
в данном случае — отрицательная). Вместо рядов (7.67) в данном случае имеется 
только по одному слагаемому, соответствующему k =  1.

Разделив дифференциальное уравнение (7.76) на R t sin 8 и положив k =  1, 
преобразуем это уравнение к виду

1 d 

' dé

Í R': sin 6 dU  
' d6

1

Rn
нагрузки;

sin2 0 u  = m ,Rt sm0i?m 
где F  (0) — функция поверхностной

F  (0) =  b  en • [(Pl eos 0 — p % sin 0) R\ SÍn2 0 ] -R t sin 6Rn

Введем новую переменную 

Тогда

U--
Y

de
-P iR t+ P ü R t  sin 0.

Y = .U r — UR¡ sin 0.

1

(7.78)

(7.79)

(7.80)

dU
de

dY  
'' de Rt sin i

r R m eos 0 
R i sin2 0 '

Здесь учтено,

После замены 
1

d (R t sin 0) dr
dd ~ d e —  ^T-Rm =  R m  COS(ds

RtRrn sin

переменной

A  
de

дифференциальное

№  !ln " » ( d a n  
1 1

уравнение принимает вид 
dY\ y  cos i 
~de j  sin I



Щ г"3в{ят sin0 de) =  /r(0)- (7-81)

Интегрирование этого уравнения не вызывает затруднений. После первого 
интегрирования

« ¿ п г ' ж - ^ т я . л + с ,

и после второго интегрирования

у =  j [Rm sin 0 J F (в) R m dñ +  R m sin всг] d e + C 2. (7.82)

Предположим, что оболочка имеет сферическую форму (R m — R¡ — R) и что 
составляющие нагрузки р2 и р3 равны нулю, а составляющая рх определяется 
равенством

Pi — — Р sin 0 cos ф, т. е. p t =  — psin 0 .

В этом случае функция F  (0) [см. уравнение (7.79)] принимает вид

F (6)==W i n 0 ' Р Sin 6 C0S 6R3 sin2 0) + P  sin 0 Я =
=  pR  sin 0 (2 — 4 eos2 0).

Подставим F (0 ) под знак интеграла (7.82) и выполним интегрирование:

Y =  pR3 J [sin0 j  sin 0 (2 — 4 cos2 0) ¿в] d b + R C x j  s in 0 d 0 + C 2 =

=f pRs ^cos2 0 — у  cos4 0 j  - R C t cos 0 +  C2. (7.83)

Вычислим еще производную функции Y:

~  =  — PR3 (2 cos 0 -  J  cos3 0̂  sin 0 +  RCX sin 0. (7.84)

Для определения постоянных Сх и С2 используем условия симметрии 
относительно плоскости ф =  0 и обратной симметрии относительно плоскости 
ф =  90°. На основании этих условий при 6 = 0  должно обращаться в нуль как 
меридиональное усилие Т т, так и сдвигающее усилие S- 

Согласно равенствам (7.75) и (7.80), можно записать

У =  TmR z sin3 0. (7.85)

Но при 0=0, Тт = 0 и, кроме sin0=O, следовательно,
К (0) =  0,-

откуда с учетом равенства (7.83):

pR *{\  — у ) - ^ С х+ С 2 =  0. (7.86)

Чтобы получить второе уравнение с неизвестными С±, С2, продифференци
руем равенство (7.85) по 0 и разделим на sin 0:

dY  1 dT m



При 6 =  0 правая часть равенства (7.87), очевидно, обращается в нуль. С 
другой стороны эта же величина может быть выражена через Сх из уравне
ния (7.84):

Эпюры внутренних усилий по углу 0 приведены на рис. 7.25. 
Приведенное решение получено без учета граничных условий на

нижнем краю оболочки. Следовательно, оно будет справедливо 
в том случае, когда силы Тт и S, приложенные к нижнему краю, 
будут распределены по закону Тт =  Т т cos <р; S =  S sin ср.

Решение рассмотренной задачи о напряжениях в куполе под 
действием ветровой нагрузки можно получить также другим более 
простым способом, а именно, рассматривая равновесие части ку
пола, отсеченной по окружности текущего радиуса (рис. 7.26). 
Будем по-прежнему считать, что купол имеет сферическую форму и 
что

При 0—0

Отсюда

и тогда из уравнения (7.86):
С2 =  0.

Выражения искомых функций имеют следующий вид:

Г 1 2 1
Y =  pR3 cos2 0 ----- g -  cos4 0 -----g -  cos 0 ;

7' = - ^ -  [cos2 0 -  I. cos40 -  cos 0] ,  Tm = T m cos q>; 
m sin3 6 «3 0 J

S =  - £ § 7: cos 0 — i- cos3 0 — 1-1; S =  S sin (p; 
sin3 0 l  3 3 J

Tt =  — pR sin 0 — Tm; T t = T t cosq).

Puc. 7.25

где
р2 =  р 3 =  0  и pt = p  coscp, 

p =  — p.sinG (p =  const).



Кроме давления ръ  на отсеченную часть действуют распределен
ные по краю силы Тт и 5 .

Так как зависимость давления рг от угла ср определяется зако
ном косинуса, то очевидно, что 
меридиональное усилие Тт (сим
метричный фактор) также изме
няется по закону косинуса, а сдви
гающее усилие 5  (обратно сим
метричный фактор) — по закону 
синуса, т. е.

Тт =  Тт созср; 5  =  5 в т ф .

= Т COS(p

í =У sinp

Рис. 7.26

Составим уравнения равнове
сия отсеченной части купола.
Приравняв нулю сумму проекций 
сил на ось г, перпендикулярную оси оболочки, расположенную 
в плоскости ф =  0 (см. рис. 7.27), получим

§ S sin q>R sin 0 dtp sin ф +

2л
-j- § Tm cos ф R sin 9 í/ф cos 0 cos ф •

0 2л
■ J $ р sin0 С05ф R sin 0 drp RdQ sin 0 eos ф =  0,
o o

где 0 = ; o.

Выполнив интегрирование и произведя сокращения, найдем

А '
з “ ' —  “ ' з■ 5  sin 0 - f  Tm sin б cos 0 =  pR  ( i  cos3 0 — cos 0 +  2

Второе уравнение получим., взяв сумму моментов сил относи
тельно оси п, перпендикулярной плоскости ф =  0  и проходящей 
через центр сферы:

г2я
 ̂ S ЭШф/? sin 0 í/ф sin ф +

4- 5 Tm cosyR  sin 0 d(f cos 0 cos ф R cos 0 =  0.

Момент сил давления относительно этой оси равен нулю, так 
как линия действия этих сил проходит через центр сферы. После 
интегрирования и сокращений найдем



Решение полученной системы двух уравнений дает значения у с и - ' 
лий

О круж ное усилие 77 определяется по усилию Тт на основании 
уравнения Лапласа:

77 =  —  Тт—р бш 0.

Этот результат полностью совпадает с результатом, полученным 
методом интегрирования дифференциальных уравнений.

5  =  ^т сое 0



Глава 8 МОМЕНТНЛЯ ТЕОРИЯ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК

§ 1. Вывод основных уравнений

Цилиндрические оболочки (тонкостенные цилиндры) 
представляют собой наиболее распространенный вид оболочек вра
щения. Ввиду того, что теория цилиндрических оболочек значи
тельно проще, чем оболочек другой формы, в настоящей главе эта 
теория рассмотрена отдельно от общего случая.

Осесимметричная изгибная деформация оболочки возникает 
в местах приложения внешних кольцевых нагрузок (рис. 8 . 1, а), 
а также в местах закрепления или сопряжения с другими конст
руктивными (рис. 8 Л, б, в и г) элементами.

Рис. 8.1

Теория осесимметричной деформации цилиндрических оболочек 
основана на гипотезах Кирхгофа —  Лява, аналогичных гипотезам, 
используемым в теории изгиба пластин.

1. Гипотеза неизменности нормалей. Принимают, что нормали 
к срединной поверхности оболочки не искривляются и остаются 
перпендикулярными к деформированной срединной поверхности. 
Эта гипотеза устанавливает связь между деформированным состоя 
нием в произвольной точке стенки оболочки и изменением геомет
рии ее срединной поверхности и позволяет таким образом свести 

"исследование деформации оболочки к исследованию деформации ее 
срединной поверхности.

2. .Гипотеза о ненадавливании одного слоя оболочки на другой. 
Согласно этой гипотезе, нормальные напряжения в площадках, 
параллельных срединной поверхности, считают равными нулю, 
т. е. напряженное состояние рассматривают как плоское вместо 
объемного.



Указанные гипотезы выполняются достаточно удовлетвори
тельно при условии, что толщина оболочки мала по сравнению с ра
диусом цилиндра и что перемещения точек срединной поверхности 
малы по сравнению с толщиной. Если наибольшую допустимую 
погрешность расчета принять равной 5% , то к тонкостенным следует 
отнести оболочки, толщина которых не превышает 1/ 20 радиуса.

Кроме перечисленных гипотез и допущений примем, что мате
риал оболочки однородный, изотропный и подчиняющийся закону 
Гука.

Введем обозначения:
г —  радиус цилиндра (средний);
/г —  толщина стенки цилиндра;
х  —  координата, отсчитываемая от торца в направлении оси 

цилиндра;
и, и> — перемещения произвольной точки срединной поверхно

сти в осевом и в радиальном направлениях.
Выразим относительные деформации в произвольном слое обо

лочки, расположенном на расстоянии г от срединной поверхности,
через перемещения (г будем счи
тать положительным по направле
нию к центру). На рис. 8.2 изо
бражен бесконечно малый элемент 
оболочки до и после деформации.

Относительная деформация во
локна аЬ в осевом направлении

М(/Э-

ёи +  £¿§2
ё х

__ёи  , Л
~  Тх +  ёх* г ’

(8. 1)

где 'б' —

щей через

^ угол поворота нор
мали.

Относительная деформация в 
окружном направлении опреде
ляется как отношение прираще
ния длины окружности, проходя- 

произвольную точку а, к первоначальной длине
2л (г — г + ^ )  — 2я (г — г ) __ ш

е , : 2л (г — г)

или ввиду тонкостенности

е< =  -
ш

Перейдем от деформаций к напряжениям, 
закона Гука имеют вид

Е
° Х  =  ,  _  а (е* ^ ег)>

(8.2)

При о г — О формулы

1 —
• Е
1 -  [X2 (е ,+  це*).



ах 1— |ла\Лс 
Е / и/

1 —  М-2  V  г

I ¿и . <Рш
йх*'

(8.3)

(8.4)

Напряженное состояние элемента оболочки показано на рис. 8.3.
Кроме напряжений ах и О/, в произ- г  

вольном слое возникает еще касательное 
напряжение хжг. Это напряжение обычно 
бывает мало по сравнению с нормальными 
напряжениями и в расчетах на прочность 
не учитывается. Существенную роль играет 
только равнодействующая касательного 
напряжения ххг —  поперечная сила ф, ко
торая входит в уравнения равновесия эле
мента оболочки.

Перейдем от напряжений к внутрен
ним силовым факторам. При интегрирова
нии по толщине оболочки напряжения ах , 
аг приводятся к нормальным усилиям Тх и Т( и изгибающим м о
ментам М х и М (:

Л/2 

Л/2
гр С _  Ек /да йи\Т( =  \ в ( йг =  т— _ ( _  +  ц :

-  /1/2

й/2

М х =   ̂ ахг й г — й

Рис. 8.3

' йх

й/2
- Л / 2

с1х2 ’

М Г- <5{г (1г =  ц О а̂  =  ц М х,

(8.5)

(8.6)

(8.7)

(8 .8)
'1/2

где О — изгибная жесткость оболочки;
Е№£> 12(1 —ц*)* (8 .9 )

Исключив из уравнений (8.5) и (8 .6 ) перемещение и, получим 
выражение окружного усилия Т{ через № и Тх:

гр _ гр | Е1шТ ^ ц Т х +  —  . (8 .10)

Уравнения (8.7), (8 .8) и (8.10) содержат пять неизвестных вели
чин: М х, М и Тх, Ти ш.



Чтобы получить недостающие уравнения, рассмотрим равнове
сие элементарного объема, выделенного из оболочки двумя продоль
ными и двумя поперечными сечениями (рис. 8.4). Кроме сил Тх и Т( 
и моментов М х и М (, на элемент действуют силы поверхностной 
нагрузки ргйхгйср и р2йхгс1<$ (нагрузка ри йормальная к поверхно
сти, создается внутренним или наружным давлением; нагрузка р2, 
направленная вдоль оси оболочки, может возникнуть за счет сил

трения или за счет собственного веса 
при вертикальном расположении обо
лочки).

Из шести уравнений равновесия 
в данном случае можно составить 
только три: уравнение проекций сил 
на направления г и л: и уравнение 
моментов относительно оси у, каса
тельной к окружности:

Л2 , Г, .
Тх +  Т - Р 1'

С1ТХ .
Ж - Р * ’

(g-i-aci)rd(p 
(Mx+dMx)rd<p 
fydxrdcp 

+d\)rd<p

dMx _^

dx V '

(8 . 11)

(8 . 12)

(8.13)

Puc. 8.4 Остальные уравнения равновесия 
удовлетворяются тождественно.

При решении полученной системы уравнений осевую силу Тх 
можно считать известной, так как она может быть определена зара
нее по уравнению (8.12). Действительно, умножив обе части урав
нения на 2я г и проинтегрировав по х, найдем

2nrTx =  J p22nr dx +  С.

Это уравнение представляет собой уравнение равновесия части 
оболочки, отсеченной по кругу х  =  const. Первое слагаемое в пра-

Рис. 8.5

вой части равенства представляет собой интеграл от поверхност
ных осевых сил; второе — учитывает силы, приложенные к торцу.

Если, например, цилиндрическая оболочка с днищем нагру
жена равномерным внутренним давлением (рис. 8.5, а), то, отделив



часть оболочки (рис. 8.5, б), можно написать следующее уравнение 
равновесия:

Приведем систему уравнений деформаций и равновесия к од 
ному уравнению с одним неизвестным. Из уравнения (8.13), с уче
том равенства (8,7) следует

Выражения (8.10) и (8.14) подставим в уравнение (8.11), тогда

Дифференциальное уравнение осесимметричной деформации цилиндрической 
оболочки (8.15) по своей структуре аналогично уравнению упругой линии балки, 
опирающейся на упругое основание. Эта анало
гия не случайна. Если из оболочки вырезать . Р1г<1 <р 
полоску шириной /-¿¿ф (рис. 8.6), то ее можно 
рассматривать как брус нагруженный попе
речной нагрузкой

Поскольку окружная сила Т( пропорцио
нальна перемещению а> [см. зависимость (8 .10)], 
то она в данном случае играет роль реакции 
упругого основания.

Напишем дифференциальное .уравнение 
упругой линии полоски:

Подставив в это уравнение выражение д с учетом зависимости (8.10), а также

нателе учитывает увеличение жесткости за счет взаимодействия с соседними по
лосками], и используя обозначение жесткости (8 .9),придем к дифференциально
му уравнению (8.15).

Если функция удовлетворяющая уравнению (8.15) и гранич
ным условиям, на краях будет найдена, то по зависимостям (8.7) 
и (8 .8) можно вычислить изгибающие моменты М х и М ь  и по зави

откуда, считая гва =  г, найдем

т — Рг

п _  Ш х _  п  
4  ёх ~  и  йхЗ ■ (8.14)

или

(8.15)

где

(8.16)

<7 =  р]/ йц> — Т^ф.

Рис. 8.6



симости (8.10) —  окруж ную силу Т(. Напряжения ах и сг, опре
деляются по внутренним силовым факторам

Тх i Мх12 
a* = f  +  ~ ¡ h z ’ 

Т/ . M t 12 
a * =  T  +  - W 2'

(8.17)

Эти формулы легко получить из уравнений (8.3) и (8.4) с учетом 
зависимостей (8.5) —  (8 .8 ).

Наибольшие напряжения возникают при z =  ± -| - :

Тх  , М х  6 /О 1 о\
^ т а х = Т  (8 Л 8 )

—   Tt \ Mfi .  Q4
0 ' шах —  Т  +  ~ W

Перейдем к интегрированию дифференциального уравнения (8.15), 
Общее решение уравнения представим в виде суммы общего решения 
однородного уравнения

j 4 +  4p%  =  0  (8 .20 )

и частного решения уравнения с правой частью (8.15).
Решение однородного уравнения (8.20) ищем в виде

w =  Секх.

Подставив эту функцию в левую часть уравнения (8.20), полу
чим характеристическое уравнение

£4-[-4р4.= 0 ,
из которого найдем

По правилам извлечения корней из отрицательных и мнимых 
чисел модуль числа k равен корню четвертой степени модуля под
коренного числа, т. е. Y 4Р1, а аргумент числа k —  аргументу под-

п +  2зшкоренного числа, деленному на показатель корня, т. е. —^ — , 
следовательно, k представляет собой комплексное число

k =  V W  (cos +  i sin .

Придавая ti значения 0, 1 ,2 , 3, получим четыре корня характе
ристического уравнения:

&i =  Р +  2̂ =  —  Р~ЬРг! 
h  =  —  Р — P¿; h  =  Р — P¿-



Следовательно, общее решение однородного уравнения (8.20) 
имеет вид

т =  С ^ Р + Р« * +  Сае<- Р+ Рг>* +  С3е<- Р -  РО * +  С4е<Р -  Р‘Ч
или

ю =  е -  Р* (С2е'Р* +  С3е - гРЛ') +  еР* ( С ^ *  +  С4е~<'Р*), (8.21)

где Сь  С2, С3, С4 — постоянные интегрирования (комплексные).
Частное решение уравнения с правой частью ш зависит от за

кона распределения поверхностных нагрузок р х и р2.

Рис. 8.7

Обычно на практике нагрузки р1 и р 2 или постоянны, или изме
няются по х, по линейному или квадратичному закону. Ограничи
ваясь только этими случаями и учитывая, что при указанных усло
виях ^ - = 0  и - ^ # -  =  0 (%Е1=о\

ёх* Лх* \с1х3 1
выражение:

получим для ъг) следующее

т = Ог
■* Р1 I —  I п+  ~0 ~\Р1- Ек (8 .22)

Для практических целей общее .решение уравнения (8.20), пред
ставленное в виде (8 .21 ), недостаточно удобно; поэтому его преобра
зуют к другому виду, причем для длинных и для коротких оболо
чек это преобразование делается по-разному (§ 2  и 3 ).

Остановимся на вопросе о постоянных интегрирования. Для 
определения постоянных необходимо использовать граничные усло
вия на краях оболочки. На каждом краю обычно бывают заданы два 
условия.

Если край жестко заделан (рис. 8.7, а), то на краю должно быть:
ш — 0  и — 0 . 

йх



(так как М х =  0).
Для свободного края (рис. 8.7, в)

^ = 0  (Mjc =  0);

S = °  =

При нагружении края оболочки заданной силой Q„ и моментом М 0 
(рис. 8.7, г)

n ^ L - м  . D —  - 0

В случае сопряжения цилиндрической оболочки с оболочкой 
другого типа (рис. 8.7, д н е )  необходимо иметь четыре условия 
(для каждого края сопрягаемых оболочек требуется по два усло
вия): равенство радиальных перемещений w или равенство окруж 
ных деформаций et; равенство углов поворота нормали Ф; равенство 
моментов М т и Afü; равенство сил распора, т. е. радиальных со
ставляющих внутренних сил:

( -  Т т cos в +  Q sin 6)дн =  QoH.

Заметим, что равенство осевых составляющих внутренних сил 
не может быть использовано при определении постоянных, так как 
это условие уж е использовано при определении усилия Тх.

При сопряжении цилиндрической оболочки с плоским днищем 
(рис. 8 .7 , ж) граничные условия несколько упрощаются, так как 
на основании допущения о нерастяжимости срединной поверхности 
пластины первое условие сопряжения принимает вид w0 =  0 ; чет
вертое же условие становится ненужным.

Определение четырех постоянных интегрирования требует реше
ния системы четырех уравнений с четырьмя неизвестными. Однако 
практически всегда оказывается возможным построить решение так, 
что две постоянные определяются сразу, а остальные — в резуль
тате решения системы двух уравнений ,с двумя неизвестными.

§ 2. Особенности расчета длинных 
цилиндрических оболочек

Применительно к расчету длинных оболочек выраже
ние (8 .21 ) целесообразно преобразовать следующим образом.

Используя формулы Эйлера
е 'ф =  cos ф i sin ф; е-гч> =  cos ф — i sin ф, (8.23)

заменим показательные функции на тригонометрические, тогда 
выражение (8 .2 1 ) примет вид
w =  е-Р* (Лх sin fix +  А 2 cos f>x) - f  e&* (A 3 sin fix +  A 4 cos fix) +  w, (8.24) 
где A u A 2, A s, A i  — новые постоянные (действительные).



Первое слагаемое, содержащее множитель е~Рх, с увеличением х  
быстро затухает. Второе слагаемое, содержащее множитель е$х , 
наоборот, быстро возрастет. Учитывая, что радиальные перемеще
ния w при больших значениях х  должны оставаться конечными и 
малыми, можно заключить, что постоянные А 3 и А 4 должны быть 
очень малы. В области, расположенной вблизи от начала координат, 
вторым слагаемым можно пренебречь, т. е. положить А 3 =  Л4 =  0; 
тогда:

ш =  е~ Р* (Л! sin $х +  А 2 c o s  $ х )  +  (8.25)

где Ах и А 2 —  постоянные, определяемые по граничным условиям 
при х =  0 .

В таком виде функция w пригодна для области, расположенной 
около края при х  =  0. Для области находящейся около второго 
края второе слагаемое не может 
быть отброшено, так как мно
житель еР* принимает очень 
большие значения.

Однако для второго края 
можно выбрать новое начало 
координат, расположив его на 
втором торце оболочки и напра
вив ось х  в противоположную 
сторону. Тогда можно снова вос
пользоваться выражением (8.25) 
и, определив новые постоянные 
Ах и А% получить функцию w для области, расположенной около 
второго края оболочки.

Выясним, при какой длине оболочки ее допустимо рассматривать 
как длинную. Считая предельно допустимую погрешность расчета 
равной 5% и замечая, что функции вида sin 0*  и е"Р* cos рх, 
а также их производные при fix 3 принимают значения <  0,05, 
заключаем, что оболочку можно рассматривать как длинную, если

Р ^ З ,  (8.26)
или

/S& 2 ,5 1/ Ж  (8 .26,а)
При соблюдении этого условия погрешность решения, получен

ная при применении упрощенного выражения (8.25), не превышает 
5% .

Для практических расчетов длинных цилиндрических оболочек, 
однако, более удобно применять формулы, в которых постоянные ин
тегрирования выражены через некоторые начальные параметры.

Рассмотрим полубесконечную цилиндрическую оболочку, на
груженную равномерным внутренним давлением рх и. осевыми си 
лами Тх0 и р2, а также краевыми нагрузками М 0 и Q0 (рис. 8 .8 ).

Примем за начальные параметры величины М 0 и Q0 и выразим 
через них постоянные Ах и A¡¡.

TTTTHTHTI
р,

Рис. 8.8



— n — А?®.
Х ~  U difl ~  D  :

„ Л  __ Qo_ 
= U dr* ~  D

По этим условиям найдем значения постоянных
Л40 л ■ М0 , Qo

л 1== - р ^ г ;  л 2 =  ^  +

М 0 л_йу —
20 Р2

d w __
dx

Здрз - л 2 -  2£»^2 т  гор3 '

Внеся значения постоянных в выражение (8.25) и используя 
зависимости (8 .7), (8 .8 ) и (8 .10), получим следующие выражения 
для радиального перемещения w, угла наклона нормали 'б' и внут
ренних силовых факторов М х, M t и Tt:

е~Р* (cos рх — sin р*) +  -g ^ -e -P ^ c o s p x  +  tw ; (8.27)

0 =  ^  =  cos Р * - 2Щ ге-& * (cos px +  sinpx) +

+  £ ;   ̂ (8-28)

M X =  D =  М ие - Э* (cos Px +  sin Pjc) +  у  e~P* sin p* - f  D ^ r ; (8.29)

My =  (iM*;

Q =  D ^ - =  — 2M ope~P* sin Px +  Q0e-P^(cos p x - s in p x )  +

+  D # =  (8 ’3° )  

Tt =  ^  _j_ (хГх =  2 rP2 [ м 0е -  P*(cos p* — sin p*) +

_l_Qo_ e-P-^cos Pxj-f-pxr, (8.31)

где w — частное решение дифференциального уравнения с правой 
частью, определяемое по формуле (8 .22 ).

Значения функций, входящих в выражения (8.27) —  (8.31), даны 
в табл. 8.1 [25].

Пример 8.1.' Определить напряжения и деформации в тонкостенном цилиндре 
с массивным днищем при действии внутреннего давления р (рис. 8.9, о).

Так как днище весьма толстое, то край оболочки будем считать жестко 
заделанным. Запишем граничные условия:

при х  =  0 w - О ;
а ч, dw п при х =  0 " ~ J X =

Осевое усилие в данном случае

=  const.



1 е  ̂cos 1 е  ̂sin 5 е £ (cos 1 +  sin g) е £ (cos 5 — sin 1)

0 1,0000 0,0000 1,0000 1,0000
0,1 0,9003 0,0903 0,9907 0,8100
0,2 0,8024 0,1627 0,9651 0,6398
0,3 0,7077 0,2189 0,9267 0,4888
0,4 0,6174 0/2610 0,8784 0,3564
0,5 0,5323 0,2908 0,8231 0,2415
0,6 0,4530 0,3099 0,7628 0,1431
0,7 0,3798 0,3199 0,6997 0,0599
0,8' 0,3131 0,3223 0,6354 —0,0093
0,9 0,2527 0,3185 0,5712 -0,0657
1,0 0,1988 0,3096 0,5083 -0,1108
1,1 0,1510 0,2967 0,4476 -0,1457
1,2 0,1091 0,2807 0,3899 —0,1716
1,3 0,0729 0,2626 0j3355 —0,1897
1,4 0,0419 0,2430 0,2849 -0,2011
1,5 0,0158 0,2226 0,2384 -0,2068
1,6 -0,0059 0,2018 0,1959 -0,2077
1Л -0,0235 0,1812 0,1576 -0,2047
1,8 —0,0376 0,1610 0,1234 -0,1985
1,9 —0,0484 0,1415 0,0932 -0,1899
2,0 —0,0563 0,1230 0,0667 -0,1794
2,1 -0,0618 0,1057 0,0439 -0,1675
2,2 —0,Û652 0,0895 0,0244 . -0,1548
2,3 -0,0668 0,0748 0,0080 -0,1416
2,4 —0,0669 0,0613 —0,0056 —0,1282
2,5 —0,0658 0,0492 —0,0166 -0,1149
2,6 -0,0636 0,0383 — 0,0254 —0,1019
2,7 —0,0608 0,0287 —0,0320 —0,0895
2,8 -0 ,0573 0,0204 — 0,0369 —0,0777
2,9 —0,0534 0,0132 —0,0403 —0,0666
3,0 —0,0493 0,0071 -0 ,0 4 2 3 —0,0563
3,1 -0,0450 0,0019 — 0,0431 —0,0469
3,2 —0,0407 —0,0024 —0,0431 —0,0383
3,3 —0,0364 —0,0058 —0,0422 —0,0306
3,4 —0,0323 —0,0085 —0,0408 ' -0 ,0237
3,5 —0,0283 -0,0106 —0,0389 -0,0177
3,6 —0,0245 . —0,0121 —0,0366 —0,0124
3,7 -0,0210 -0,0131 —0,0341 -0,0079
3,8 —0,0177 -0,0137 .—0,0314 -0,0040
3,9 -0,0147 -0,0140 -0 ,0 2 8 6 -0,0008
4,0 -0,0120 -0,0139 —0,0258 0,0019
4,1 -0 ,0095 -0 ,0136 — 0,0231 0,0040
4,2 —0,0074 -0,0131 — 0,0204 0,0057
4,3 -0 ,0054 —0,0125 —0,0179 0,0070
4,4 —0,0038 -0,0117 -0 ,0 1 5 5  ' 0,'0079 .
4,5 -0,0023 -0,0108 -0 ,0 1 3 2 0,0085
4,6 -0,0011 —0,0100 —0,0111 0,0089
4,7 0,0001 -0,0091 —0,0092 0,0090
4,8 0,0007 —0,0082 -0 ,0 0 7 5 0,0089
4,9 0,0014 —0,0073 — 0,0059 0,0087
5,0 0,0019 —0,0065 -0 ,0 0 4 6 0,0084
5,1 0,0023 -0 ,0057 -0 ,0 0 3 3 0,0080
5,2 0,0026 -0,0049 —0,0023 0,0075



6 е  ̂со s | е  ̂sin | е  ̂(eos | +  sin £) е  ̂(eos | — sin |)

5,3 0,0028 -0 ,0042 -0,0014 0,0069
5,4 0,0029 -0 ,0035 —0,0006 0,0064
5,5 0,0029 -0 ,0029 -0,0000 0,0058
5,6 0,0029 —0,0023 0,0005 0,0052
5,7 0,0028 —0,0018 0,0010 0,0046
5,8 0,0027 -0 ,0014 0,0013 0,0041
5,9 0,0026 -0 ,0010 0,0015 0,0036
6,0 0,0024 —0,0007 0,0017 0,0031
6,1 0,0022 -0 ,0004 0,0018 0,0026
6,2 0,0020 -0 ,0002 0,0019 0,0022
6,3 0,0018 0,0001 0,0019 0,0018
6,4 0,0017 0,0003 0,0018 0,0015
6,5 0,0015 0,0004 0,0018 0,0012
6,6 0,0013 0,0005 0,0017 0,0009
6,7 0,0011 0,0006 0,0016 0,0006
6,8 0,0010 0,0006 0,0015 0,0004
6,9 0,0008 0,0006 0,0014 0,0002
7,0 0,0007 0,0006 0,0013 0,0001

Согласно граничным условиям, с учетом зависимостей (8.27) и (8.28) получим 
два уравнения:

Мо _Qo
+  { p r - v Ji ) m = 0’'2£>Р2 т 2В р

п.
= 0 ,

Qg
D¡3 2DfJ2

решив которые, найдем
2DP2pra (1 — М-/2) _  р ( ,  _  ^

0 _  Eh 202  ̂ 2

Q „ = - 2 p M „ = - | - ( l - |

Далее, по формулам (8.27) — (8.31) определяем радиальное перемещение и 
внутренние силовые факторы:

w = ^ '  (1 — И-/2) [1 — е"В* (sin p x + cos  fk);

Mx==2¡p ^ — ̂ 2) е_РЛ Ĉ0S P * ~ sin Mt=V-Mx;
T¿ =  pr [1 — (1 — (Х/2) е~Р* (sin fk + c o s  Рд:)].

На рис. 8.9, б  приведены эпюры w, М х  и T t, построенные при следующих 
числовых данных:

4 / з Т Е й _ , о я , 1г =  100 Л; [х =  0,3; Р =  | / 3 12,85

Наибольшие изгибающие моменты возникают при я =  0 
М х — 2,57 • 10~8рг2 Н • см/см;
УИ̂  =  0177 ■ 10~3рг2 Н • см/см.

г



Растягивающие усилия при х  — О
Тх =  50рИ Н/см ; Г/=15рЛ Н/см.

Напряжения в опасной точке у заделки:
ал с  гр

о х = —--------К =  154р +  50р =  204р Н/сма

-^ - =  46р+15р =  61р Н/см2; 

о,- =  0;

Оэкн =  у Г у  1(<3х —  О/)2 +  (О/ — о г)2 +  (а , — Од;)2] =  182р Н/см2.

В сечениях цилиндра, удаленных от заделки, изгибающие моменты обра
щаются в нуль, а растягивающие усилия принимают значения

Тх  =  50р/г Н/см; 7’/=100рЛ Н/см,
Соответствующие им напряжения

о х  =  50р Н/см2; <т;=100р Н/см2; аэкв =  87р Н/см2.
Результаты расчета показывают, что эквивалентное напряжение в сечении 

у заделки в 2 с лишним раза больше, чем вдали от заделки. Зона изгибных напря-

'  „ 1жении, однако, очень мала и на расстоянии г от заделки изгибные напряже
ния уже обращаются в нуль.

Пример 8.2. Определить напряжения в цилиндре, рассмотренном в преды
дущем примере, считая, что днище имеет толщину, соизмеримую с толщиной стенки 
цилиндра.



Отделим мысленно цилиндр от днища, как показано на рис. 8.10, а, и примем 
точку пересечения срединных поверхностей О за точку сопряжения. Такой спо
соб разделения позволяет записать условия сопряжения в наиболее простой 
форме.

Осевую силу в цилиндре определим из условия равновесия днища: 

рпг* =  Тх 2яг; Тх = ~ ~ .

Остальные два силовых фактора в сечении должны быть определены из усло
вий совместности деформаций цилиндра и днища: 
при х =  0 о)ц =  0 (деформацией растяжения днища пренебрегаем); 
при х  =  0 д ц = — Одн-

Направления отсчетов углов, принятые за положительные, указаны на 
рис. 8 .10, б.

Рис. 8.10

Перемещения края цилиндра, согласно зависимостям (8.27) и (8.28),

а> М° | 3« I (1 
(*=ц0) "  Ю Р  +  ^  \ 2 )  Ек '

ц _  ОР 2 0 (1* ’

Угол поворота нормали на краю днища определяется по одному из методов, 
рассмотренных в гл. 5, § 4, 5. В данном случае

рг3 МсГ______  г Iрг‘
•80Н1+1Л) (1+И-) 0 ! ( 1+ ц ) \ 8

■Мв

где Ох — изгибная жесткость днища.
Уравнения совместности деформаций после подстановки в них значений пе

ремещений принимают вид
М „  , Оо , Л /•2

+  о ш г  +  И — £2О02 "г 2Ор3 2 ) Е к

_  М? _  Со  Мрг_____________рг3
ОР 2 Ор2 £>1(1+ Ц ) в О ^ + ц ) -

При составлении уравнений совместности деформаций необходимо следить 
за правильностью знаков. В частности, в уравнении, выражающем равенство уг
лов, момент Мо должен входить в правую и левую части равенства обязательно 
с противоположными знаками.



Решение системы двух полученных уравнений при числовых значениях 
И =  1 см; А, =  4 см; г =  100 см; ц =  0,3; Е =  2 - 107 Н /см2

V3(1— ц2) = 0,1285 1/см; О 

Ог

Е№
12 (1 - ц 2) 

0,1832. 107 Н - см;
РА3

= 6 4 0

• =  0,0916£ =

12 (1 — (я2) 

приводит к следующим результатам:

М 0 =  31,2 - 10-Зрг2 Н .см/см; (30= — 0,435рг Н/см.

Заметим, что при абсолютно жестком днище

Л40 =  2,57 • 10~3рг2 Н ■ см/см.

Следовательно, за счет податливости днища изгибающий момент на краю 
цилиндра возрастает в данном случае более чем в 10 раз. Это объясняется тем, что 
днище, прогибаясь, как бы выворачивает 
край цилиндра.

Эпюры изгибающих моментов приве
дены на рис. 8.11. Наибольшие напряже
ния в центре днища

о> =  =  —  1Ьщ ' 6 =  656р Н/см2.

Наибольшие напряжения 
линдре — около края

в ци-

рг 0,0312р г2 ■ 6
2Л Л2

=  1922р Н/см2;

— 50 /)+  1872/7=

рг и.0,0312р/-2 • 6
0<==»* 2А- +  - ------Ж -------

=  15р +  562р Н/см2.
Растягивающие напряжения в цилиндре вдали от края

ргах =
2/г = 50р Н/см2;

01 —  =  1 ООр Н/см2.

Пример 8.3. Длинный тонкостенный цилиндр нагружен в некотором сечении 
кольцевой силой Р  (рис. 8.12, а).

К такой расчетной схеме приводится, в частности, задача о деформациях 
трубы с наложенным на нее бандажом или трубы с кольцевым ребром или диаф
рагмой.

Для правой половины трубы, учитывая симметрию нагружения, имеем сле
дующие граничные условия:

при х  =  0



Из этих условий, на основании уравнения (8.28), определяется изгибающий 
;ент М х  в начальном сечении

М а=  —  —  =  —0 2Р 4Р'

Выражения для ш, 'М х , согласно формулам (8.27) — (8.31):

е _ Р *  ( б й !  0а ; +  с о э  р д : ) ;
“  2 Eh 

М х =  — ~  e ~ P *  (sin Ра: — cos р л : ) }

T t =  — t~$x  (sin Рлг+ co s  Pa:); Tx =  0.

Эпюры w, M x  и T¿, построенные при г =  100ft; ц — 0,3, приведены на 
рис. 8 . 12, б.

Р
W■̂ ¡г

ж
В)

Рис. 8.12

При нагружении цилиндра двумя или несколькими кольцевыми силами за
дача наиболее просто решается методом наложения. Для этого надо построить 
эпюры отдельно для каждой силы, а затем их просуммировать.

Пример 8.4. Тонкостенный цилиндр нагружен равномерным наружным 
давлением, приложенным на участке поверхности длиною а (рис. 8.13, а).

Эта задача также наиболее просто решается методом наложения. Заданную 
нагрузку можно представить в виде суммы двух нагрузок, показанных на 
рис. 8. 13, б и в (обе эти нагрузки по существу одинаковые).

Получим решение для нагрузки, изображенной на рис. 8.13, в. Начало коор
динат совместим с сечением, соответствующим скачку давления. На основании 
обратной симметрии нагрузки 

при д: =  0
и>=0;

при а;  =  0

М х = п d2w п= 0 или ^  =  0.



При х — 0 упругая поверхность имеет точку перегиба. Из граничных усло
вий при х  =  0 определим поперечную силу (20 в начальном сечении. Так как М а =

=  0 , то на основании зависимостейРо

mzzzzzi
-с

7ЛУ
а

а)

-рш ~1¿Ро

ш

P ' fP o

шшм

»>

(8.22) и (8.27) 
Qo

откуда

+  ? - - = 0  2Дрз ^  Eh ’

____E l 2 D R 3  = _______

Eh P 20

P = jP a

м . ш . * Ш wmm
- p ~ L¡Po

в)
Рис. 8.13

Выражения функций до, М х , M t, Tt для нагрузки, изображенной на рис. 8.13,в, 
имеют вид

w = *~j7 jl (1 —  co s  (Здс);

М* =  -  2|Г2 е_^  sin ®х’ М‘ = ^Мх}
T t= p r  (1 — е- Р* cos fU).

Эти формулы справедливы для правой половины цилиндра (х ^  0). Для ле
вой половины цилиндра величины до, М х  и Tt 
отличаются только знаком.

Построив по полученным формулам эпю
ры до, М х , Tf для нагрузок, изображенных 
на рис. 8.13, б и в и сложив их, получим 
эпюры для заданной нагрузки.

На рис. 8.14 приведено построение, 
соответствующее следующим данным:

- £ = 1 0 0 ;  0 =  12,85 у ; а = 0 ,2 л

Значения функций, входящих в фор
мулы, взяты по табл. 8.1

Наибольший прогиб дотах =  92^ ¡ н а и 
больший изгибающий момент

M *m ax=0,8 • 10-3/уЛ
Эти значения интересно сравнить со значениями, полученными в предыдущем 

примере для случая нагружения сосредоточенной кольцевой нагрузкой при
РФ =  Р  или par =  5Р.

а =0,2 г

W

Суммарная
так £

Мхтт=0,Ыб’рог г 

Мх

Рис. 8.14



Сравнение показывает, что при действии распределенной нагрузки величина 
прогиба примерно в 1,5 раза, а величина максимального изгибающего момента 
приблизительно в 5 раз меньше, чем при сосредоточенной нагрузке.

§ 3. Короткие осесимметрично нагруженные 
цилиндрические оболочки

При малой длине оболочки ( / <  2,5|/rfi) взаимное 
влияние краев настолько значительно, что определять постоянные 
отдельно для каждого края нельзя.

В этом случае необходимо использовать решение основного 
дифференциального уравнения, содержащее четыре произвольные 
постоянные;

Если это решение взять в виде (8.21) или (8.24), то задача 
определения постоянных сведется к решению системы четырех 
уравнений с четырьмя неизвестными. Для того чтобы упростить 
определение постоянных, решение основного дифференциального 
уравнения целесообразно представить в функциях А. И. Крылова.

Функции Крылова определяются следующими выражениями: 
V i  (Рл:) =  ch fk  cos fix;

V2 ( P * ) = y  °h ftosin fix-}-sh ¡tocos ftoj; 

V3 ф х) =  \  shftosinpx;

V4 ( N

(8.32)

4- [ch fix sin fix — sh fix cos fix].

Таблица функций Крылова приведена в работе [21].
Переход от показательных функций к функциям Крылова осу 

ществляется с помощью формул Эйлера:
е1'  ̂=  cos ф +  i sin ф; еф =  ch ф +  sh ф.

В результате, общее решение дифференциального уравнения 
осесимметричной цилиндрической оболочки (8 .21) преобразуется 
к виду

w =  B 1V1 (Рх) +  B2V2 (Рх) +  B3V3 (fix) +  B4I/4 (fix) +  w, (8.33)
где Въ  В2, В 3, В t — постоянные интегрирования.

Функции Крылова Vu V2, V3, V4 обладают следующими свой
ствами. Во-первых, они связаны между собой простыми дифферен
циальными соотношениями

=  - 4 P V 4 (fix);

■ ^ V 2(fix) =  fiV1(fix); 

~ x V3 (fix) =  fiV2(fix);

íx  M M  =  P V , ( M .

(8.34)



Во-вторых, при значении аргумента, равном нулю, все они обра
щаются в нуль, кроме функции Vlt которая обращается в единицу 
т. е.

1М 0 ) =  1; V2 (0 ) =  0 ; 1̂ ( 0 ) =  0 ; V4 (0 ) =  0 . (8 .3 5 )

Зти свойства функций Крылова позволяют выразить постоянные 
интегрирования через начальные параметры w„, ■ö0, М х0 и О 
Согласно равенствам (8.7) и (8.14) с учетом выражения *(8.33) и 
соотношений (8.34), (8.35), можно написать

w0 =  B1 +  w0; (8.36)
Фо =  ß ß 2 +  т ;  (8.37)

Mxo =  D ( ß 2Bs +  w'0'); (8.38)
Qo — D (ß3ß 4 -f- Wo ); (8 .3 9 )

где w0, wö, w" и w'" — значения частного решения и его производ
ных при х  =  0 .

Определив по равенствам (8.36) — (8.39) постоянные Въ  В2 
В з, В4 и подставив их в уравнение (8.33), получим выражение функ
ции w через начальные параметры

w =  (w0 -  w0) Vx фх) +  ~ (Oo—  Wo) V2 фх) +  I  X 

x  ( -J T  — Woj V3 фх) 4--^g — Wo'j V4 ( ß x ) + w .  (8.40)

Дифференцирование этого выражения с помощью соотношений 
(8.34) приводит к следующим выражениям для М х и Q:

Ф =  -  4ß (w0 -  w0) V4 фх) +  ( # 0 -  wö) Vt фх) +

+  i  ( т г  “  w'° ) (ß*) +  P (% -  w'o) Vs (ß*) +  w’\ (8.41) 
M x =  - 4 D ^ ( w 0- w 0) У , ф х ) - 4 О $ { Ъ 0- щ )  V4 (ß*) +

+  (Ai*,, — Dt^o) Ух фх) -f-p  (Qo — Dw'o’ ) V% фх) -J- Dw"\ (8.42) 

Q0=  - 4 D ß » ( ^ o - ö » 0) V2 ( ß * ) -4 D ß 2 (tf0- ® 0) Vs (ßx) — 

- 4 ß ( M Xo- D w ö )  Vt (Px) +  (Q0- D w ö ’) V t i M  +  Dw '". (8 .4 3 )
Частное решение w  определяется по формуле (8.22). Если 

р =  const и Тх — const, то w' =  w" =  w"' =  0.
Так два начальных параметра обычно бывают известны, то 

задача определения постоянных сводится к решению системы двух 
уравнений с двумя неизвестными, составляемой на основании гра
ничных условий при х =  I.

Пример 8.5. Определить напряжения в цилиндрической детали,, изображен
ном на (рис. 8.15, а), нагруженной внутренним давлением р =  400 Н/см2 и силами 
инерции, возникающими при вращении. Дано: п =  7750 об/мин; материал — сталь 
Т =  7,8-10 Н/см3; Е  =  2 - 107 Н/сма.



Отделим мысленно кольцо от цилиндра (рис. 8.15, б). В сечении действуют 
неизвестные силовые факторы ХхИ Х г. Осевая сила Тх в данном случае равна нулю.

Для вычисления деформаций кольца используем теорию осесимметричной де
формации койец (см. гл. 4, § 1).

Рис. 8.15

Из уравнений равновесия половины кольца

V vco2
2N —  2par1 +  2rX 2— 2\ а г2 dr =  0; 

г1 8

2 Ж - Х 12г +  Х а2г-| =  0 

определим внутренние силовые факторы в сечении кольца:

М  =  Х]Г — Л2 ~2~;

, аусо2 (rl — г\) 
N  =  par t +  У gg— - ~ X 2r .

По силовым факторам вычислим угол поворота сечения

М
ф =  £78

и радиальное перемещение точки сопряжения с цилиндром

(  М 4  лЛ  a tr | 2 , N I г
и =  г(т — Е f h  +  r , J E  •

Подставив заданные числовые значения, а также значения геометрических ха
рактеристик сечения кольца

г2 „ .  Ю/ ,  = а  In — =  2 1п уд  = 0 ,4 9 7  см;



Ф = ^  4 8 , 2 - ^ -  48,2 рад;

о Х | е4 0  , 5,18-10»
и — ~£ 4°>2 — ^  64,3-|--------g ----- см .

Вычислим деформации цилиндра. Совместив начало координат с левым 
торцом цилиндра и направив ось х вправо, получим следующие граничные 
условия:

(
х = 0  M x =  X i ;  

х  — 0 Q =  X 2; 

х  =  I M X =  Q\ 

x  =  l Q = 0.

Вычислим значения параметров Р и р/:

Р — ] / ^  ' =  0,718 1/см; =  2,87.

Так как р/ <  3, то цилиндр следует рассматривать как короткий.
При расчете примем, что на цилиндр действует некоторое приведенное равно

мерное давление ри равное сумме внутреннего давления р  и инерционной нагрузки 
за счет вращения, т. е.

P i= P +  ̂ -— =  568 М/см2.

Так как Тх =  0, то частным решением (8.22) будет

— Pir2 t w = ■ — — =  const.
Eh

_ nf%
При Q — X 2, M xо =  X] и a; =  —  функция w [см. уравнение (8.40)] прини

мает вид

w

Два последних граничных условия о учетом зависимостей (8.42) и (8.43) при
водят к двум уравнениям

DP2 4(Шо--%~) ^ 4  т + МР0 +
4 - ^ М Р / ) ] = ° !

ЛР» [  -  4 (ш„ -  K2 m  -  4-Ц° V3 №  -  щ |  ^  (Р0 +

= 0,



Р1/-2 X, | V, (ВО У3 (Р04- 4У! (Р01 , Ха ГУа(РО Уз(РО — ^1 (РО ^4 (Р01. 
® °~  ЕН ~ 4 $ Ю  [ У| (РО — у 2 (РО у 4 (Р01 2рад I Уд (РО— Уа (РО ^4 (Р01 ’ 

О0 _  X! [—41/, (РО М М - М Р О  МР01 ,
Т “ 4 р о  1УЗ (РО— У. (РО У* (Р01 

, х 2 [У, (РО Уз(РО — У| (РО)
+  2рзд [У5(Р/)-У»(Р0 У«(Р01 '

При р/ =  2,87 функции Крылова имеют следующие значения:

^(Р0  =  — 8,5225; У2 (Р0 =  -  3,0473; У3(Р0 =  1,1791; У4(Р0 =  2,7103.

Изгибная жесткость оболочки

0 - Щ Т Ч г у ” 5'86' 1(™  Н ' “ '

Подстановка числовых значений дает следующие величины перемещений при 
х  =  0:

у у  п г 2 1 90 800
^ ^ 2 М 2 + ф п 2 т ^ ^ ( т г х 1 + 2 г з А Х , ) 1  +  - - ^ с ш - ,

^ 0 =  -  4^0 4 '0162“ 4 ^  2-'012 =  ( -  238,6 Х , -  166,ЗХ2) 1

Следует заметить, ч т о  в данном случае длина оболочки лишь ненамного мень
ше предельной; поэтому перемещения края оболочки можно также с достаточной 
точностью вычислить, пользуясь выражениями (8.27) и (8.28) для длинной обо
лочки:

Х 1 . Х 2 Р1Г2 _ „ ____ Х  ̂ ___ Х 2
щ  ~  град +  2$Ю  +  ЕА ’ р о  г о р 2.

Запишем уравнения совместности деформаций цилиндра и кольца:

ш0 =  и; д0 —ф
или

(Шб.ЗХл +  гЗЗДХг) ~  +  ^0^00 _  (48 2х х — 64,ЗХ2) ~  +  51£НЮ0

(—  238,6Х ! — 166,ЗХ2) =  (48,2Хх — 48,2 Х 2)

Решив эту систему уравнений, получим значения искомых силовых факторов 

Х ! =  64,4 Н -см /см ; Х 2= — 155,9 Н/см.

Радиальное перемещение на левом краю цилиндра

X, X , „ „ „  , , 90 800
^  166,3 +  -£2 ^  л '

и на правом краю цилиндра

ОоРл' „  , о п  . ^



Внутренние силовые факторы на левом краю цилиндра

м х  =  *1  =  64,4 Н -см /см; М 1 =  ц М ж=  19,3 Н • см/см;

= 0; Тг- — 3260 Н/см

и на правом краю цилиндрг

М, Eh.no= 0; М 1 =  0; Тх =  0; Т , =  — =  4750 Н/см.

Напряжения на левом краю цилиндра

Мх6 
'  № — 2420 Н/см2;

/г = 8830 Н/см2

и на правом краю цилиндра

о *  =  0; с г- Т(
' К' 11 900 Н/см2.

Результаты расчета показывают, что наибольшие напряжения в цилиндре 
возникают на правом краю, где имеет место только окружное растяжение.

В некоторых случаях нагружения расчет коротких цилиндри
ческих оболочек наиболее просто производится с помощью ф унк
ций влияния.

Пусть на короткий тонкостенный цилиндр действуют моменты М г 
и М 2 и кольцевые радиальные силы и Р 2, равномерно распреде
ленные по окружности торцов (рис. 8.16).

Выберем начало координат на левом торце 
и направим ось л: вправо. Так как в данном 
случае рг =  0 и Тх =  0, то и го =  0.

Граничные условия на левом торце:
при

при
х =  0  М Хо =  М1, 

х  =  0 Яо — Р ъ

и на правом торце: 
при

х  =  1 М х1 =  М 2;
при

Л Рис. 8 .16
(Ь =  - Р г .

Последние два условия с учетом выражений (8.42) и (8.43) п ри
водят к двум уравнениям, решение которых относительно ии0 и 
дает:

Рг
40рз /и (РО +  4рр2 /12 (РО 4£)рз f  33 (Р0 — Щ Г2 f34 (Р/); 

Щ р ^  — 4ёр 34 (РО +  /44 (РО.^о =

(8 .44)

(8 .45) 

331



где

/п  =  

/12 =

У2 (РО У»(Р0—У̂ ! (РО У4 (РО _  8Ь (2Р0 - 81п (2Р0 .
У Н РО -У 2(РО V* (РО 

VI (р/) Уя (РО+4У5 (РО „ о
у н р о - у . юо ''«(РО

,  4У3 (РО М Р О + М Р О  ^  (Р0_ р  
ь -  У Х (Р 0 -^ 2 (Р 0 ^ (Р 0

У« (РО
33 ■ VI (РО

/  3 4 —  1

- V ,  (РО М Р О
Уз (РО

=  2

-У 2 (РОУ4(РО 
у 2 (РО

■ У! (РО 

^44 =  У| (РО — Уа (РО УОРО

=  4

бИ2 (р/) —вт2 (РО ’ 
бЬ2 (р/) +  яп2(р0  . 
вЬ2 (Р / ) - ш 2(Р0 ’

бИ (2 Р 0 + в т  (2Р0. 
5Ь2(Р0-8Ш2 (Р/) ’

сЬ (РО яп (р/) — вЬ (РО соб (РО . 
бЬ2 (РО — бш2 (РО 

бЬ (РО БШ (РО
5Ь2 (р /) -Ш 2 (Р0 ’ 
сЬ (РО 8Й1 (Р0 +  ̂  (РО соэ (РО 

вЬ2 (р/) — ЯП2 (РО
представляют собой функции влияния.

(8 .46 )

Функции /Ц) / и  . . . . . .
Графики этих функций приведены на рис. о .1 /.  Пользуясь функ

циями влияния, можно быстро
т

- 1

¡,00 | 
/ Л

.6,21
,5,88

А 1\ V** V я

1т \
4^30^ 4,04

¡33 \ У К 3,125

2,40 м ? 2№

1,97
1,241> Л07 0,470

Ц Ш у
0,620

/ о,т

0 1

I
/

\-0,130 -0,339

4,01

2,00

0,051

Рис. 8.17

определять перемещения 
и -О'о, вызываемые поперечны
ми силами и моментами, при
ложенными по краям. Для 
получения полных перемеще
ний к найденным величинам 
следует добавить еще переме
щения, соответствующие ча
стному решению ©, которые 
легко могут быть вычислены 
отдельно.

Пример 8.6. Цилиндр нагружен 
двумя кольцевыми моментами (рис. 
8.18, а). Дано: I — 25 см; г — 
=  20 см.

Отделив участки цилиндра один 
от другого, приложим неизвестные 
силы и моменты и Х.2 (рис. 8.18, б). 
Эти неизвестные должны быть опре
делены из условий сопряжения 
участков:

^01 =  ̂ 02;
О01 =  — Ф02.

Оси х  для 1-го и 2-го участков направлены в противоположные стороны. 
Частное решение чи в данном случае равно нулю. Для вычисления перемещений 

воспользуемся зависимостями (8.44), (8.45).
Для левого участка Р —  0,287 1/см; Р^ =  2,155;

г т п _  Х 2 ' 2’20 1 Х1' 2’20- 
' © Р 2 12^  ' 4 0  р3 ^  40 р2 ’

^  „ /01ч Х 2 • 2,20 Х г -А,\7

«> 01  = '40рз /и  (Р У 4  

/12 (РУ ■ ■ ¡22  ( Р У  := 40р2' 1̂ Н ‘^ - Щ - | 2 2 ^ -  4£)р2 

(Поперечная сила и момент при х = / х отсутствуют).



Для среднего участка Э =  0,287 1/см; р/2 =  2,87;

_40р*̂ 02 = % Ь г
X.

40  р ( Р У - ^  +  ̂ 1 ; /й /\ _  
— г- 40Р2 ' 34 (Р'г; —

М +  Х1 ол *2 поп М +  Х1 п , п _  Х 2 , , (М + Х ^
4 С р з 2 - ° +  4 0 Р 2 1 2 , 0 _ 4 О р з 0,29- 4ра 0,10 ~40р: 40 Р2

^  =  - 4^ ^ ( Р / 2) - ^ / 22(Р/г) +  ̂ / 34(р/а) +  ̂ + ^ / 44(Р/а) =
_  а :2 - 2 , о  ( у и + л : 1) 4 , о  , х 2 - о , ю  ( М + * 1) 0,32 

40р2 4вр +  40Р2 41)р
_  Х 2 - 1 , 9  ( М  +  А:1) 4 , 3 2  

4 В р з  4 0 р

Значения функций влияния взяты по графикам (см. рис. 8.17).

■3».

Щ

= 1СМь
г * -  — ]

7,5 10
. V

1
к

ГГ?ДШ \ 15,8-10^ /ТПТТТъ* +

11,12-10 '* 0,Ш1М

с +

1

о,ои им

-0 ,5 8  м ' '

Ш И *

- w . cn

в)
Рис. 8.18

Подставим выражения £%, а>02, #„1, д02 в уравнения сопряжения участков

_ 2 !2Х ! _1_2!2 * 1 _ 1 ,7 1 Х , , (А! +  ̂  1,9
40 р3 "** 4 0 Р2 4 0 р? Т  4 0 р а ’

? ,2Х 2 4,17Х1 _ 1 ,9 Х 8 (Л1 +  Х 1)4 ,32  
40ра • 4 0 Р 4 0 р2 ^ 4 0 ^  ’

В результате решения этой системы найдем

Х 1 =  —  0,528М; Х 2= — 0,526/Ир, 
тогда 7

1,05/И



Теперь, когда начальные параметры для первого и второго участков известны, 
перемещения и изгибающие моменты нетрудно вычислить по зависимостям (8.41) 
и (8.42). Эпюры ш и М х  для данной оболочки приведены на рис. 8.18, в.

Пример 8.7. Круглая пластина, подкрепленная высоким кольцевым ребром, 
нагружена, как показано на рис. 8.19, а. Дано: а =  16 см; Ь — 10 см; с =  24 см; 
к =  1 см; =  1,6 см; I =  2,8 см; Я =  2 см; Р =■ 1000 Н/см.

Поскольку в данном случае высота ребра значительна, то его следует рас
сматривать как короткую цилиндрическую оболочку.

Отделим ребро от пластинки. За точку сопряжения примем точку пересече
н и я  срединных поверхностей. При таком способе разделения некоторая часть объ
ема оказывается учтенной дважды, так как она относится и к пластине и к ребру. 
Это приводит к некоторой погрешности, однако вследствие малости упомянутого

объема, а также малой его напряженности (объем расположен близко от срединной 
поверхности пластины) эта ошибка невелика. Вместе с тем при таком способе раз
деления вычисления значительно упрощаются. Заметим, что другой способ разде
ления (по плоскости, совпадающей с нижней плоскостью пластины) также не сво
боден от погрешности, так как в области сопряжения гипотеза неискривляемости 
нормали точно не соблюдается. При решении примем допущение, что деформация 
растяжения срединной плоскости равна нулю.

В точке сопряжения А на ребро действует момент т и поперечная сила у 0 
(рис. 8.19, б). Обозначим через угол поворота нормали в точке сопряжения и
через 1 =  Н  + ' 2‘ — высоту ребра. Запишем граничные условия для ребра:

при х  =  0 =  0 ; при х =  0 Ф0 =  
при х  =  0 Р1 =  <2о при х =  0 =  — т ;  
при х  =  I Р2 =  0; при х =  I М2 =  0.
Применив зависимости (8.44) и (8.45), придем к двум уравнениям:



т =  ~ - ^ п д0 =  врбфд, (8.47)
' 11/22—М2где

^ _ 5ь(2р о - 5ы ( т
СЬ2 (РО +  С082(РО’ ( '

Изложенная в гл. 5, § 5 методика расчета круглых пластин с кольцевыми реб
рами полностью применима и при расчете пластин с высокими ребрами, только 
в матрице перехода через ребро, определяемой равенством (5.64), вместо жесткости 
EJ следует подставить СРЗД2̂ . Таким образом, взамен равенства (5.64) будет

1 О

гДе О пл — жесткость первого участка пластины;
—  средний радиус окружности ребра.

В данном примере
Е№

Як =  а Д =  () — ц8) = 0.0916£ И • см;
4/  3(1 — м.«)

а2А2
ЕМ  / 1 0А ____ А  О -Т С  С  L J  _____ f  I

=  0,3216 \ / c m ;  р/ =  0,9; * =  0,82

я .= с р * в в =  0,0241Е«а; В пл=  () _ ^ 2) =  0,375Е  И • см; ¿  =  . , ^  1

Для сравнения приведем результаты вычислений для ребра как кольца с не- 
деформируемым поперечным сечением

j  _ А
« + 1 Г - =  7,17сл«4; m = ^ 0 a =  0,028£0ai L =  i  ^  °

Разница в значениях податливости ребра в данном случае составляет 17%.
При р/ ^  0,5 ребро допустимо рассматривать как кольцо с недеформируе- 

мым сечением; если же ß/ ]> 3, то ребро можно рассчитывать как длинную обо
лочку. При этом матрица (8.49) сохраняется без изменения, а параметр k будет 
равен 2.

Дальнейший расчет пластины не приводим, поскольку аналогичный расчет 
был рассмотрен в гл. 5, § 5. Значения изгибающих моментов для данной пластины 
указаны на рис. 8.19, в.

Пример 8.8. Определить изгибающие моменты в ступенчатой крышке, 
изображенной на рис. 8.20, а. Крышка нагружена равномерным наружным давле
нием. Дано: а =  10 см; / =  3,1 см; /г — 0,4 см.

Заданную систему можно расчленить на две плоские пластины и короткую 
цилиндрическую оболочку (рис. 8.20, б). В местах сочленения действуют неизвест
ные силовые факторы X lt X 2, Xs, Х 4. Так как пластины имеют большую жесткость 
на растяжение в своей плоскости, то можно считать, что радиальные перемещения 
w на краях цилиндрического участка равны нулю. Запишем условия сопряжения 
цилиндрического участка и пластин:

при д г = 0 ш=-=0 ;О  =  д 12; при х =  I w =  0 ; О =  — # 2J; где д ,2 и # 21 — углы 
поворота нормалей на краях первой и второй пластины.

Положительные направления угловых перемещений указаны на рис. 8.20, б.
Угловые перемещения краев пластины вычислим по методике, изложенной 

в гл. 5, § 5:

“ (* , +  *D ( l+ fx )
а
р ( — 0,732Л:2 +  0,2744ра2).



Перемещения краев цилиндрического участка определим по зависимостям 
(8 .44) и (8 .45) с добавлением частного решения а> согласно формуле (8 .22).

В результате подстановки значений перемещений условия сопряжения 
цилиндрического участка и пластин приводятся к системе четырех уравнений:

%  {'1 -  ? )  +  г о р  « + ¿ р  ' ■ > «  -  А т ~  ™  *

Р*11 .
£Л\

Х 3

Х/з4 (Р0  =  0;
Х 4 с , оп  , Х2’ 4орз^1 (Р0 - г 4£,р 

X,
кг (РО

41) Р3 

X;
4£)р?

40^2

/зз (РО -

' 4^ / з 4 (Р0  =  0;

- ^ / » ( Р О /г2 (РО +  4Щ 2 /34 (РО +  40р /44 (РО ;

о ( 1+ ^ )

-  /» (РО -  ^  кг (Р/) +  / 3 4  (РО +  /4 4  (РО 

“  (0,732Х2+0,2744ра2).

Согласно формуле (8.16) И ] /
з (1 —ц2) =  0,643 1 /см-, р/ =  2,0.



Значения функций влияния, найденные по графикам (см. рис. 8.17), следую
щие:

/и  (р/) =  2,27; / 12(Р0 =  2,27; /22 (Р0 =  4,30; /зз(Р0 =  0,80;
М Р 0 = 1 > 0 7 ; /=44 (р0 == 0,62.

Подставив указанные величины в уравнения сопряжения и решив эту систему, 
получим значения силовых факторов:

* !  =  — 0,126 ра2;. Л:2 =  0,343ра2;
Х3=1,162ра; Х4 =  — 2, 12ра.

Эпюры изгибающих моментов М г и М 1 для заданной системы приведены на 
рис. 8 .20, б. Сравнение этих эпюр с эпюрами для аналогичной плоской пластины 
показывает, что благодаря наличию цилиндрического участка изгибающие моменты 
у заделки сильно снижаются. Так, например, у наружного края М г =  —0,138ра2, 
тогда как в плоской пластине М г =  —0,5 ра2.

В наиболее напряженной точке, расположенной у нижнего края цилиндри
ческого участка, изгибающий момент достигает величины М г =  0,343 ра2.

§ 4. Расчет цилиндрических оболочек, 
имеющих несколько участков по методу 
начальных параметров

В общем случае нагружения на оболочку могут дей
ствовать кольцевые радиальные силы Р , кольцевые распределенные 
моменты М , давление р (рис. 8.21). В сечениях, где приложены 
нагрузки, оболочку делят на несколько участков, для каждого из 
которых функция 10 — разная.

Для того чтобы не определять большое количество постоянных.__ ________ ______________цы1с\-иии(«юпи \.,ис1<зши1и униссрсальние уравнение упругой поверх-
м

Рис. 8.21

ности, в котором постоянные интегрирования будут одинаковы для 
всех участков и будут выражены через начальные параметры т>0, 
К  и ф0. Тогда выражения функции ш для различных участ
ков будут отличаться только количеством слагаемых, содержащихся 
в уравнении.

При составлении универсального уравнения следует учитывать, 
что функция да и ее первая производная всюду должны быть непре
рывны; вторая производная изменяется разрывно в местах прило
жения кольцевых сосредоточенных моментов. Третья производная 
имеет разрывы в местах приложения сосредоточенных радиальных 
сил и четвертая производная имеет разрывы в сечениях, где начи



нается распределенная нагрузка или где приложена сосредоточен
ная осевая нагрузка.

Опуская промежуточные выкладки, напишем универсальное 
уравнение упругой поверхности оболочки в окончательном виде

ы> — (гюп — ха0) (Р * )+ ^  ('в'о — дао) У2 (Р*) +  ^  (̂—  —
\_________ _________________________ '----------------
I___ ________________ — -------------------------------------

— Wo) V3 (Рх) +  ‘ (ф- -  дао"] V4 (P*) +  ayi +  щ  х
______________ | I уч.

X  Vt [Р (х -  1Р)\ +  ~  V 8 [Р (х -  1м)] +ор 2
I II уч. |П1 уч.

IV уч.

где щ  — частное решение для первого участка.
В общем случае количество слагаемых каждого вида зависит 

от числа нагрузок данного вида. Знаки слагаемых, принятые в урав
нении (8.50), соответствуют направлениям нагрузок, указанным на 
рис. 8.21. Если давление р будет приложено только на некотором 
участке оболочки, то его следует продолжить до конца оболочки 
и добавленную часть компенсировать давлением обратного напра
вления, т. е. вместо одной заданной нагрузки рассматривать две 
нагрузки, продолжающиеся до конца оболочки.

Начальные параметры w0, Фо. М х0 и Q,, определяют, ̂ как обычно, 
из граничных условий. Два из них известны из условий при х =  0; 
остальные два определяют из граничных условий в конечной точке.

Для конкретной оболочки, изображенной на рис. 8.21, М м) — 0;
Q0 =  0 ; w I =  — ^ y  =  const и универсальное уравнение прини

мает вид
V, (Рх ) + % v t ( № - & £ -

L

+  д оз  У 4 [P (x — tp)] +  Dfii Vs [P (x ~  ^ ) ]  +  yp
I II уч.

— ----------------------------------------1 j III уч.



Неизвестные начальные параметры ю0 и ■дд подлежат определе
нию из граничных условий в конечном сечении оболочки.

Метод расчета осесимметричных цилиндрических оболочек, 
основанный на применении универсального уравнения (8.50), имеет 
следующие недостатки.

1. Он применим к оболочкам только постоянной толщины.
2. Этим методом практически можно пользоваться, если общая 

длина оболочки не очень велика 1(|3/) 5]. В противном случае 
функции Крылова принимают очень большие значения и при вычи
слениях приходится иметь дело с малыми разностями больших вели
чин, что приводит к потере точности.

3. Вычисления остаются довольно громоздкими, так как выра
жение функции по для последних участков оболочки содержит 
большое число слагаемых.

Рассмотрим другой вариант метода начальных параметров, 
применимый к оболочкам с любым числом участков, а также к обо 
лочкам со ступенчато изменяющейся толщиной и со  ступенчатой 
срединной поверхностью.

Напряженно-деформированное состояние в произвольном сече
нии оболочки полностью определяется вектором состояния

* 1 гю/кх

* 2 Ь

М х1 0$ х

* 4 <2/ ^ !

где /гь Р1 и — толщина, параметр тонкостенности и жесткость 
на начальном (первом) участке цилиндра. 
Эти постоянные множители введены для того, 
чтобы компоненты вектора X  были безразмер
ными.

Выделим из оболочки произвольный ¿-й участок и обозначим 
через Хц  и Х (-2 значения вектора состояния в начальной и конеч
ной точках.

Давление р1 и интенсивность осевой силы ТХ1 по длине участка 
будем считать постоянными. Тогда частное решение для данного 
участка

щ  =  { Р 1 ~ ^ 7 ~ ) щ  =  с о п ^  (8 -5 2 )

и, следовательно, хю\ =  — 0 .
Применим к ьму участку зависимости (8.40) —  (8 .43 ); в резуль

тате получим формулы для вычисления компонентов вектора X  в 
конце участка по их значениям в начале участка. Эти формулы 
можно записать кратко в виде равенства

Х ^  — Ь , Х ц - \ - (8 -53 )



где —  матрица перехода от начала к концу участка;

( М DA M lM|5Л, о ,? ,к  У‘ т >

-4 Р Л М Р Л ) Уг ( Ш Ц  м м

и =

ХК,(Р,/|)

4 Р А у
ОгРх

Х ^ (Р Л )
^  (РЛ) & У ш (Шр>

;(8.54)

4 Р Р Л Ч, 
о хр? х ©1р? у  л  тР1

^  (РА)
XV, (РЛ-) х к 3 ( №

Я 1 —  матрица-столбец частных решений;

} [ 1  - у л т ]

0&1
ю т
^ Р !

у л т

У Ш )

Ш;, (8.65)

где Уъ  V2, У3, Уь —  функции Крылова;
Рь ((М<). Е>1 —  параметры, соответствующие рассматривае

мому участку;
К> Рх, —  параметры, соответствующие первому участку 

оболочки.
Выясним, как изменяются компоненты вектора X  при переходе 

от г-го к (г +  1)-му участку. Вследствие непрерывности функций ш 
и §  первые два компонента имеют одно и то же значение в конце 
предыдущего и в начале следующего участка. Третий и четвертый 
компоненты могут скачкообразно изменяться за счет внешних на
грузок, приложенных на границе между участками, а также вслед
ствие изменения радиуса срединной поверхности

1М х '
о Ж ] а + 1)1

М х \  п  . изд , 1_х1Ч ( г  . _  г \

Р М а  г/+1 +  0 ,рх +  гм  [ 1+1 Р ^ ' 

Я

где

Я \ _  ( Ч ] _п_ , Ям
0 1 р ? / ( И - 1 ) 1  \ D i P i i i 2  / 4 + 1  а д *

т (<+1) и <7(1+1) — дополнительные изгибающий момент и по
перечная сила, приложенные в начале 
(г +  1)-го участка;

Л4х12, (¿¡2 и Тх1 —  силовые факторы в конце предыдущего, 
т. е. г-го участка;

Г1 и г1+1 —  радиусы г-го и (г +  1)-го участков.



Подчеркнутое слагаемое учитывает дополнительный изгибаю
щий момент, создаваемый осевой силой на плече, равном разности 
радиусов ¿-го и (I +  1)-го участков.

Таким образом, при переходе от одного участка к другому ком
поненты вектора состояния пересчитываются согласно равенству

X («'+1)1 :

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 Г1 0
Л1+1

0 0 0  ■ г<

+

'  1 + 1

^(2  ~Ь

?<+!

+  ~
Тхм  (г 1+1 —Гг

+1
(8.56)

Очевидно, что если бы в начальном сечении первого участка 
вектор X  был полностью известен, то, пользуясь равенствами 
(8.53) — (8.56) и переходя от участка к участку, можно было бы 
определить значения вектора состояния во всех сечениях цилиндра. 
В действительности, однако, бывают известны только два компо
нента вектора X  в начальной точке, а остальные два должны быть 
определены по граничным условиям на противоположном краю 
цилиндра. В связи с этим целесообразно воспользоваться способом 
трех расчетов.

Вектор X  представим в виде суммы трех слагаемых:

Х  =  С1Х + С 2Х  +  Х , (8.57)

где X , X  и X  —  значения вектора X  первого, второго и третьего 
расчетов;

Сх и С2 — неопределенные коэффициенты.
Первый и второй расчеты выполняются без учета заданной 

нагрузки. В первом расчете один из неизвестных параметров при
нимается за единицу, а остальные —  за нуль. Аналогично во вто
ром расчете — второй неизвестный начальный параметр прини
мается за единицу, а остальные —  за нуль. Третий расчет выпол
няется с учетом заданной нагрузки, но при нулевых значениях не
известных начальных параметров.

После того, как все три расчета будут выполнены, следует 
вычислить значения компонентов вектора X  при х  =  I и из гранич
ных условий определить коэффициенты С\ и С2.

Если цилиндр имеет наряду с короткими также длинный уча
сток, удовлетворяющий условию (8,26), то расчет замыкается на



этом участке. Согласно уравнениям (8.27) и (8.28), компоненты век
тора X  в начале длинного участка связаны следующими соотно
шениями:

^ 1̂ 1 / МхЫ +  ' / Як

■&к1 ■
Д1Р1 I Мхгд
п А о 1^1

^1(4 I Як1
(8.58)

где к —  индекс, соответствующий длинному участку. 
Подставив в эти соотношения компоненты сумм арного век

тора Х К, получим систему двух уравнений, из которых определятся 
С\ и С2.

Пример 8.9. Определить напряжения и деформации в шпинделе станка 
(р ис. 8.22, а), возникающие при затяжке гайки подшипника. Дано: Р  =  10 ООО Н; 
Е =  2-107 Н/см2.

10,10

а) Рис. 8.22

Разделим шпиндель на три коротких участка и один длинный, как показано
на рис. 8 .22, б. „

Несмотря на то, что цилиндр в данном случае толстостенный, будем пользо
ваться теорией тонкостенных цилиндрических оболочек (погрешность, возникаю
щая при применении теории тонкостенных оболочек к толстостенным цилиндрам, 
оценена в § 6).

Вычислим изгибную жесткость и параметры р и (р/) на каждом участке. 
Для первого и второго участков: Г\ — Т г~  б ,6 см; =  0,8 см; =

=  /2 =  1 см;
£ 1 =  О 2 = _ Д _ ° 1 ? ! _ = 0 ,0 4 6 9 £  Н - см ;

12 ( 1— 0 ,32)

1̂ — Рг
У  з ( 1- о , з 2) 
V 5,62 • 0 ,82

= 0,615 1/см; р1/1 =  р2/2 =  0,615.

Для третьего участка: г3 =  5,4 см; й3 — 1,2 см; /3 — 2,5 см; 
Е • 1,23

£>3_ 12 (1 —0,32) 
4 / ‘ 3 (1 — 0,32)

= У 5,42 • 1,22

=  0,1583£ Н -см;



Для четвертого (длинного) участка: г4 =  5 см ; Я4 =  2 см; 
Е ■ 23

^4 Т з (1 0 За7  === ^ Н  * см,

V-У 1 = У > ‘  — 0,4 0652.22
Выпишем значения функций К ры лова [21]:

У1 (0,615) = 0 ,9 7 6 1 ; У2 (0 ,615 ) =  0,6121;
1/3 (0,615) = 0 ,1 8 8 9 ; У4 (0 ,6 1 5 ) =  0,0388;
VI (1,26) = 0 ,5 8 2 4 ; Уа (1 ,2 6 ) =  1,1545;

(1 ,26) = 0 ,7 7 1 6 ; 1/4 (1 ,2 6 ) = 0 ,3 2 9 4 .

Граничные условия в начале первого участка : М х11 =  0; (Зп  =  0. 
Перемещения и Оц неизвестны.
Матрицы перехода от  начала к кон цу участка  (8 .54) для первого и в т о р о г о  

учасгков одинаковы :

М М )  - ¡ ¿ - М Р А )  - ¡ ¿ - М Р Л )  - ¿ - м » , « '

¿ 1 = ^  =  1 - 4 Р А У * ( Ш  VI ( Ш  VI ( Ш  v 3ф 1/1)
- 4 М Р Л )  ^ ( М х )  v 2 ф ll1)

V — 4р1А1^ ,  (Р /) - 4 К3 (Р Л )  - 4 ^ 4  (Р Л ) М Р Л )
0,9761 1,245 0 ,3 84  0,0789\

-9 ,0763 0,9761 0,6121 0,1889
-0 ,372 — 0,1552 0,9761 0,6121

\— 1,205 — 0,6676 — 0,1552  0,9761 /

Матрица перехода для третьего участка

/  - ж У Л Ш  т щ у' < ш

и  =

' 4-т Й г  (рз/з) _  (Рз'з) Уг (рзгз) “1 Г~ №з'з)

\ V2 ( ( У 3) -  4д | р 3 Vа (Рз^з) — 1 М{ Уз )  М Р з 'з )

/  0,5824 2,863 0 ,693 0,1813\
=  /  — 0,531 0 ,5824 0 ,4165  0,341

1 — 3,450 — 3,6 45  0 ,5824  1,409 
\— 4,220 — 7,025 — 1,082 0 ,5824 /'

Выполним первый расчет. Вектор состоян и я  в начальной точке

\ 0 /

В конце п ервого и в начале в тор ого  участк ов

0,9761



^22 “  Е%Х21

0 ,6 2 2 ' 
' — 0,608 
1 - 1 ,4 5
\— 2,245/

В начале третьего участк а
I 0 ,6 22  \ I 0 ,622 \ 

-0,608

— 1,45
5,6

-2 ,2 4 5

5,4

5 ,6

т

I—  0,608

-1 ,5 0 3

-2 ,3 3 4

В конце третьего и в начале четвертого участков
-2 ,8 4 5 '

X . х  _  - 2 - 106 ,-  1 з Х  31  | 8

=

/— 2,845 
/ — 2,106

-4 ,0 8 8  

у + 1,902

5 .4
5 .0

5 .4
5.0

1,902 
/ — 2,845 \ 

— 2,106

— 4,415 

2 ,0 5 8 1

Аналогично выполняется втор ой  расчет

/0 \  /  1.245 \

Х 12 =  ^ Х п  =  ( _ ^ 5 5 2 ]  =  Х21! 

\ — 0 ,6 6 7 6 /
/  2,318 \ I
' Л \

Хпл---ЕпХ•2 Л 21

1,8034 
— 2,348

0,636

-1 ,1 7 5
5 ,6
5 ,4

2,318 \ 
0,636

— 1,219

— 2,«80\

Х32 =  Ц Х 31 — I — 15,068 I ’ 
\— 14,49

Хд1 —

В третьем расчете учиты вается заданная н агрузка; вектор состояния 
в начальной точке принимается равным нулю.

Для первого участка



Для в тор ого  участка 

Т Х2

т2

2 пг2 2я5,6 
_  Р (Г2 ~ ГЛ)

2яг2 1,28 ■ 10-2Р;.

2 = 0 ;

© , =  • \ьТхзГг 0 ,3  • 0 ,0 2 8 4 Р  • 5 ,6
0,0597

Х 22 — Ц Х а +  ^ 2  =  -̂2 I о  444  I ~~е "I*

+
о , р ,

4 Р 2Р1
\

Для третьего участка

- Ц —  ^  (р 2/2) ] ^  

4 Р Л  (РЛ) 
4 З Д

И3 (Р гУ  

У1 (РгЩ

Г 0,1683\ 
0,2671 Р  

\ 0 ,4057 ) £  
\— 0,159 /

® Я =  —

2п/-3 2я  • 5 ,4
« з  =  0; <?з =  0;
ц Т У з

0 .0295Я ; 

Р

10 , 

/  о .

£ й ч
0,0398

1683
0,2671

X , ,  = 0,4057

— 0,159

5,4

5,6

+

и /

I

Г га(га — г2)
Л ХЧ ------^  п-------------

\

О х Р Л

0

0,1683\
=  / 0,2671 \_Р_ 

0,217 \ Е ' 
0,165 /

0 .1 6 8 3 У

х  - ь х  л.¡г - /  I 0,2671 р  -иЛ з2 — ¿-3Л 31-Г *<з — ¿-з 1 0 217 ~ЁГ 
V— 0 ,1 6 5  /

1тг[х~ У1'
4 Р з ^  (Рз^з)

\ т М  ы ш  I

0,962\
0 ,0 74   ̂ Р_ 

—  1,832 I Е ' 
- 3 ,3 1 3 /



Р ( Г4 ~  Гв)
Тм  — 0; т 4-  2пг^ 

/  0,962 
' 0,074

- 1 , 8 3 2 ^  —  +
5 I £

- 3 , 1 3 - ^
О

0 \ / 0 ,962 \
0 \ /  0 ,074 р

+  1 т 4 , ^З '~3 ( '4 —  'з )  ~  по ¿г  .
ар1 +  ¿ » ¿ Л  \
0 /  \— 3,38 /

Суммарные ком поненты  вектора состояния в начале четвертого участка

^ = = ^ с 1+ - ^ - С 2 +  ^  =  -  2.845С, +  1 ,8 0 3 С ,+ 0,962 
Л] ^  Й! _  А, £

#4 ! =  ®41С1 +  й 41С 2 +  'б'41 =  —  2,106Сх 2 ,348С 2 +  0,074 ;

( ш Х г  =  +  +  =
=  -  4,415С 1- 1 6 ,2 8 С 2- 3 , 0 9

ж ) «  =  (б § г ) « С1 +  ( а д ) « с * + \о ? м ) „
' =  2 ,0 58С 1- 1 5 ,6 3 С 2- 3 , 3 8 - £  .

П оскольку четвертый участок  —  длинный, эти компоненты должны удовле- 
творять соотнош ениям (8 .5 8 ). Реш ив систему двух уравнений, найдем коэффи- 
диенты

С1== 0 ,30 8  =  0 ,1 54  • 10-3 ; С2 =  —  0,176 ~  =  — 0,873 • 10"».

Компоненты сум м ар н ого  вектора состояния определяю тся согласно равен- 
ству  (8.57).

Значения р ади ального и угл ов ого  перемещении в начале первого участка 

£г)11 =  /г1С 1 =  1 ,23 -  10"4 см; Фц =  С 2 =  —  0 ,8 73  • 10~3 рад.

§ 5. Численный метод расчета  
цилиндрических оболочек

Численный метод расчета с использованием ЭВМ целе
сообразно применять при переменной толщине стенки оболочки 
(/г =  Н (х)) или при переменном по длине давлении. Метод, изло
женный в настоящем параграфе, является общим и применяется 
не только для расчета цилиндрических оболочек, но главным обра-



зом для расчета более сложных оболочек, с произвольной формой 
меридианов при произвольном законе изменения давления и тол 
щины вдоль меридиана.

Напряженно-деформированное состояние в произвольной точке 
оболочки полностью определяется вектором состояния X [см. 
§ 4 уравнения (8.51)]. Примем в качестве независимой переменной 
и компонентов вектора состояния следующие безразмерные вели
чины:

где 0 1 — изгибная жесткость в некоторой фиксированной точке, 
например, при | =  0; 

й  — изгибная жесткость в текущем сечении.
Эти компоненты отличаются от прежних только постоянными 

множителями, которые введены с целью упрощения уравнений.
Для численного решения на ЭВМ исходные уравнения необхо

димо преобразовать таким образом, чтобы производные компонен
тов вектора X  были выражены через сами компоненты.

На основании уравнений (8.10) — (8.13):

где О =  0 {х ) .
Система дифференциальных уравнений (8.60) эквивалентна од

ному дифференциальному уравнению четвертого порядка (8.15). 
Эту систему можно записать в матричной форме

у  М  Х г  ___ и г  и м

3
Мхг _  £>/• с12ш

(8.59)
Яг2 Иг2 й3т

сМ1 __ ё 2т __  1
ёх ёх 2' ~~ Ь М х ’’

<1МХ ___ _

ёх
Л(}  = р  _  _  0 _  УТХ __ ЕИш 
ёх  Г "  Г г2ёх  Р г

Перейдя к безразмерным переменным, получим

ё Х 2 £>] у  .

(8.60)

(8.61)



где X  — столбец искомых функций, характеризующих вектор 
напряженно-деформированного состояния в текущем се
чении;

Численное интегрирование системы уравнений (8.61) при задан
ных начальных условиях выполняется на ЭЦВМ по стандартной 
программе и не вызывает затруднений. Однако в рассматриваемых 
задачах (в задачах типа Коши) в начальной точке бывают известны 
только два компонента вектора X, а остальные два подлежат опре
делению согласно граничным условиям при х  =  /.

Это затруднение можно преодолеть, применив способ трех рас
четов, согласно которому вектор X  представляют ввиде суммы (8.57), 
а неопределенные коэффициенты Сх, Са подбирают так, чтобы ком
поненты суммарного вектора X удовлетворяли граничным условиям 
при х =  I.

При значительной длине оболо чки, однако, способ трех расче
тов становится недостаточно точным, так как при наличии в реше
нии быстро возрастающих функций возникает необходимость вычи
сления малых разностей больших величин.

/ М

(8.62)

Т7 — квадратная матрица (4 X 4);

(8.63)

в  — столбец функций нагрузки;

(8.64)

Для цилиндрической оболочки

(8.65)



Более эффективным методом численного решения подобных за
дач является метод прогонки [2]. Сущность этого метода состоит 
в следующем-.

Рассечем мысленно оболочку на две части и рассмотрим часть, 
ограниченную начальной точкой и текущим сечением. Напряженно- 
деформированное состояние в текущем сечении полностью характе
ризуется вектором состояния X  [см. равенство (8.62)]. Конечная 
цель состоит в определении компонентов этого вектора, однако на 
начальном этапе поставим несколько другую задачу. Искомый век
тор X  разобьем на два вектора Х\ и Х ц , по два компонента в ка
ждом.

В качестве составляющих вектора Х х примем Х 1 и Х 3 (т. е. пере
мещения по и д); тогда компонентами вектора Х и будут Х 3 и Х 4 
(т. е. силовые факторы М х и <2). Можно, а при некоторых вариан
тах граничных условий и более удобно в качестве компонентов век
тора Х\ принять Х 1 и Х 3 или Х г и Х 4, тогда составляющими век
тора Х п будут два остальных.

Очевидно, что между Х { и Х и существует линейная зависи
мость

Х1 =  Ь Х и +  Я . ( 8 . 6 6 )

Согласно этой зависимости при заданных начальных условиях 
всякому значению силовых факторов М х и <2 в текущем сечении 
соответствуют определенные значения перемещений ш и й в  том же

сечении. Следовательно, I  =  представляет собой матрицу

функций влияния, а =  ( ^ ) ~  столбец функций нагрузки.
Определим вначале Ь и Я как функции от При этом будем

исходить из того, что вектор X  =  ^  должен удовлетворять
дифференциальному уравнению (8.61), а также граничным усло
виям при х =  0 .

Дифференциальное уравнение (8.61) разобьем на два уравнения

— РцХг -\-FteXu +  6 1 ; (8.67)¿5

- Щ -  =  ^ 2 1 ^ 1 + ^ 2 2 ^ 1 1  + О ц ,  ( 8 .6 8 )

где /•’ц, / ?12, ^21) ^22 — квадратные блоки в матрице (8.63); 

р  / Фи Фи\ . р  IФ13 Фм\ . ,  . _  /Ф31 ф32\ . /фзз Ф34\
и »  <ы1 • “  и »  и  ■ Га -  и  Ча) ■ ^  -  Ц ,  ; <8 -69>

61 и бц — столбцы по два элемента;

Ъ  "-Й,С , = И : М с ! ) -  <8 -7 0 >



Граничные условия при  ̂ =  0 в общем случае можно предста
вить в виде равенства

/Л 01Х 1 (0 )  +  т 02Х ,1  (0 )  =  Д^о. (8 -7 1 )

где т 01 и т02 — числовые матрицы 2 x 2 (заданные);
Ы0 — столбец из двух элементов (заданный).

Так, например, если край оболочки жестко заделан, то ш01 =

=  ̂  , /п02 =  0; Ы0 =  0. Если край нагружен заданными силой <20 

^   ̂ /  М0г \
/1  о\ ~0Г\

и моментом Мь, то т01 =  0; т 02 = 1   ̂ 1 ,Л/0 = (  ^  и т. д.

Разделив уравнение (8.71) на т01, преобразуем его к виду, 
подобному уравнению (8 .66):

Х1(0) =  Ь0Хи(0) +  Я0. (8.72)
Тогда '

¿0 =  - ^  И Я0 =  ^ -  (8.72а)
т01 ото!

можно рассматривать как начальные значения искомых матриц 
/, (*) и Я (х).

Рассмотрим вначале однородную задачу (б =  0 и Н — 0). 
Продифференцируем уравнение (8 .66) по £:

а  ( Т V  '\ а 1  V  I г
; = - ¿ г  1  - ¿ г  ■

Подставив выражения (8.67) и (8 .68) и произведя замену Х 1 

на Ь Х п , придем к следующему равенству:

■ Х и  +  ЬРцЬХп +  ЕРцХ п — Р цЬХ ц ^12* и  =  0-

Это равенство должно выполняться для каждой линейно неза
висимой составляющей вектора Хп, следовательно, Хц можно 
сократить. В результате получается матричное дифференциальное 
уравнение относительно Ь:

=  — ЬРПЬ — ЬРг 2 +  Р цЬ -¡~ Р12- (8.73)

Это уравнение эквивалентно четырем обыкновенным дифферен
циальным уравнениям относительно элементов матрицы Ь.

Аналогично находят решение неоднородной задачи. Продиф
ференцировав уравнение (8 .66) с учетом слагаемого Я, а затем 
подставив зависимости (8.67) и (8 .68) и приняв во внимание, что Ь 
уже известно из уравнения (8.73), получим матричное уравнение 
для определения Я:

=  -  ЬРаЯ +  РцИ -  Ш п  +  Ои (8.74)



Уравнения (8.73) и (8.74) интегрируются численным методом 
на ЭЦВМ при начальных условиях, определяемых уравнением (8.72). 
При этом необходимости вычисления малых разностей не возникает

Другое уравнение, содержащее те же неизвестные, составляется 
на основании граничных условий при х — I:

Совместное решение уравнении (8,75) и (8.76) дает значения 
компонентов вектора X  при х =  I. Рассмотренный метод, называе
мый методом «прямой прогонки», позволяет определить компоненты 
вектора X только в конечной точке.

При необходимости определения значений вектора X  также 
в промежуточных точках осуществляют «обратную прогонку» или 
«встречную прогонку». Выбрав начало отсчета на противоположном 
краю цилиндра и интегрируя уравнения (8.73) и (8.74) в обратном 
направлении при начальных условиях (8.76), получают для каждой 
промежуточной точки второе уравнение с неизвестными Х 1 и Х п 
подобное уравнению (8 .66). Решение системы двух уравнений’ 
также выполняемое автоматически на ЭЦВМ, дает значение иско
мых неизвестных, в промежуточных точках (при обратной прогонке 
ах 0, следовательно, знаки О и ^ изменяются на обратные).

цилиндрической оболочки переменной толщины уравнение 
(8.73) развертывается следующим образом.

Матрицы (8.65) разбиваем на блоки:

Выполнив интегрирование от 0 д о l-, получим уравнение, связы
вающее значения векторов X, и в конечной точке: 

Xx(l) =  L(l) X u (l) +  R(l). (8*75)

m h ( 0  +  Х и  ( / )  =  N i
или

(8.76)

Вычисляем слагаемые правой части уравнения:
¿ и ^ 2 \ / 0  0 \ /  Екг*\ ( 0\ ЕИг3



(I Нц  ¿1а\ __Екг2 /112^11 1̂2

^  \ /21 4 г , \ 4г ( и  ¿22 ¿12С
Это матричное уравнение эквивалентно четырем обыкновенным 

дифференциальным уравнениям:

Уравнения в развернутом виде приведены лишь для поясне
ния, практически же при расчете на ЭЦВМ удобно использовать 
непосредственно матричные уравнения.

Заметим, что если в начальной точке будут заданы не геометри
ческие, а силовые граничные условия (т. е. если будут заданы Мх0 
и Ш , то матрица т01 в равенстве (8.71) будет равна нулю, а Ц  
и в уравнении (8.72) обратятся в бесконечность. Для того чтобы 
избежать этого, следует в качестве компонентов вектора X] при
нять Х 3 и Х 4, т . е . ^ и | - .  Тогда т01 не будет равно нулю.

В случае смешанных начальных условий в качестве компонен
тов вектора X] следует выбрать те параметры, значения которых 
при х — 0 заданы (или равны нулю). Если же имеется упругая за
делка, то компоненты Х 1 (0) и Х 2 (0) связаны с компонентами Х 3 (0) 
и Хь (0) заданной линейной зависимостью. В этом случае выбор 
компонентов вектора Х 1 не играет существенной роли.

кать в следующих случаях: при неравномерном нагреве; при стес
нении температурной деформации наложенными на оболочку свя
зями; при нагреве многослойной оболочки, составленной из разно
родных материалов. Однако не всякий неравномерный нагрев вызы
вает температурные напряжения. Так, например, если температура 
будет линейно изменяться по длине цилиндрической оболочки, а по 
окружности и по толщине будет постоянной, то срединная поверх
ность из цилиндрической превратится в коническую, напряжения 
же при этом не возникнут.

Рассматриваемая теория температурных напряжении в цилинд
рических оболочках основана на следующих допущениях.

§  6. Н апряж ения в тонкостенны х цилиндрических  
о б о л о чках  при неравно м ерном  нагреве

Температурные напряжения в оболочке могут возни-



1. Материал оболочки предполагают однородным, а нагрев обо
лочки осесимметричным.

2. Диапазон изменения температур по объему оболочки не ве
лик; модуль упругости Е, коэффициент Пуассона [х и коэффициент 
линейного расширения а считаются постоянными.

3. Ввиду тонкостенности оболочки принимают, что по толщине 
температура изменяется по линейному закону от на внутренней 
поверхности до 4  на наружной поверхности:

М  — ¿л,— /2 — перепад температур.
Кроме перечисленных допущений, используют общие гипотезы 

теории оболочек Кирхгофа — Лява, а также предположения о мало
сти перемещений по сравнению с толщиной и о малости толщины 
оболочки по сравнению с ее радиусом.

Вывод основного дифференциального уравнения рассматривае
мой задачи аналогичен выводу, изложенному в § 1 .

Отличие состоит только в том, что в уравнения закона Гука 
необходимо, добавить дополнительные температурные слагаемые. 
В результате взамен зависимостей (8.3) — (8.10) получим следую
щие:

Соответственно выражение поперечной силы (8.14) и основное 
дифференциальное уравнение задачи (8.15) принимают вид

Для данной оболочки решением уравнения (8.83) будет выра
жение (8.25), а для короткой — выражение (8.33).

(8.77)

где ¿0 =  ^ ----- средняя температура стенки;

(8.78)

(8.79)

(8.80)

Т( =  цТх +  ^  -  Е Ш 0. (8.81)



Частное решение ш зависит от заданного поля температур и от 
нагрузки. Если температурное поле и нагрузка таковы, что

йЧ, |
йх* =0, 

= 0 ,
й х 4

то частным решением будет

( л - ц -

(А р
ёхг

&ТХ
йх*

0 ,

О,

Ек +  Га^ ' (8.84)

Методика определения постоянных интегрирования ничем не 
отличается от рассмотренной в § 2 и 3. Некоторое упрощение может 
быть достигнуто путем разделения заданной задачи на две. В пер
вой задаче рассматривают только температурные напряжения и 
деформации, при этом находят только частное решение (постоян
ные интегрирования полагают равными нулю). Во второй задаче 
учитывают только внешнее силовое воздействие. Постоянные инте
грирования выбирают так, чтобы сумма решений первой и второй 
задачи удовлетворяла граничным условиям.

Пример 8 .10 . Р ассм отри м  бесконечно длинную  оболочку , на внутренней 
поверхности к отор ой  температура ¿1( а на н аруж ной /2. По длине температуры  
постоянны.

Заданное со стоя н и е  мож но представить как совокуп н ость  равномерного на-
1 ** грева <0 =  •, не вызы вающ его напряж ении, и перепада температур

Д  ̂=  Д /х —  Д<2 (р и с. 8 .23).

\---- ¿_------ ¿_----  ̂ /  /  /

'

М ° а Е
2 1 1 - М )

Рис. 8.23

Рассмотрим отдел ьн о напряж енно-деф ормированное состояние оболочки, 
соответствую щ ее перепаду температур Д .̂ Так как температура по длине не изме
няется, то  все величины  по длине постоянны  и, следовательно, общ ее решение 
одн ородного уравн ен и я  отсутствует. Частное решение уравнения (8.84) при =  
=  0, Тх  =  0 и =  0  такж е равно нулю . Таким образом , перемещения точек 
срединной п оверхн ости  ш и окруж н ое усилие Т согласн о зависимости (8 .81 ),равны 
нулю. О днако и зги баю щ ие моменты в данном случае не равны нулю . С огласно 
зависимостям (8 .80 ):



Особенность этого  состояни я  состои т в том , что, н есм отря  на наличие и зги баю 
щих моментов, кривизна срединной поверхности  не изм ен яется  (изменение кри 
визны, вызванное неравномерным нагревом, ком п ен си руется  изменением кривиз
ны, создаваемым изгибающ ими моментами).

Величина напряж ений в наруж ны х и внутренних точ к а х  оболочки

_  М.* • 6 А ^аЕ

°7  m a x ------

Л2 '  
Mr 6 

ffi

2 ( 1 - H )  ’ 
AtaE  

: 2 ( 1 — |*)-

Эпюра температурны х напряжений по толщ ине стенки  для рассматриваемого 
случая показала на рис. 8.23.

Пример 8.11. Ц илиндрическая оболочка со  сту п ен ч ато  изменяющ ейся тол щ и 
ной (рис. 8.24, а) нагрета по внутренней поверхности  д о  тем пературы  tx =  100° С, 
а по наруж ной до температуры  t2 =  40° С. П о дли не обол очки  температура 
постоянна.

М (М) МШ ) M (it) М Ш> M ut> X f+ M W  XmiX,+M tШ)

I  ( ¡р 2 3 2 §  Ь & Л Я ) ( а

Дано: г =  50 см ; =  2 см ; к2 =  1 см; м атериал —  сталь; ц =  0,3 ; Е =  
=  2 - 107 П /см 2; а  =  11 • 10~в 1/град.

Заданное состояни е мож но представйть как равном ерны й  нагрев до тем пера
туры  ¿о =  70° С плю с перепад температур Ы  =  60° С.

Так как равномерный нагрев напряжений не вы зы вает, то  его  в дальнейш ем 
не учитываем.

Разрежем обол очку на две части и представим' заданн ое состояни е как сум м у 
двух  состояний, изображ енных на рис. 8 .24, б  и в. В состоя н и и , показанном на 
рис. 8.24, б , обе части оболочки  нагреты с  заданным перепадом  температур Д í =  
=  60° С и дополнительно нагруж ены  по краям м оментами: 

на первом участке

: (1  +  1 0  1щ Щ )  =  6 2 9 0  Н  '  с м / с м
м т ..

и на втором участке

=  a&t (1 + (х )  ^ 2D,
h2

ahtEh%
' 12 ( 1 — |*)

1572 Н  • см/см.

Величина и направление эти х  моментов вы бр ан ы  согл а сн о  зависимости  
(8 .85); в этом случае каждый из участков р ассм атр и вается  как часть соотв етст 
вующ ей бесконечно длинной оболочки, в которой  н и к ак и х  перемещений не в озн и 
кает.

В состоянии, показанном на рис. 8.24, в, обол очка  н агр уж ен а  только краевыми 
нагрузками в месте разреза , причем —  си л овы е ф акторы , которы е факти-



чески дей ствую т в заданной оболочке, а и М ^ 1 добавлены, чтобы компенси
ровать моменты, прилож енн ы е в состояни и, изображ енном на рис. 8.24, б.

Для определени я силовы х ф акторов Х^ и л 2 достаточно рассмотреть только 
состояние, п оказан н ое на рис. 8 .24, в. Запишем услови я  совместности деформаций 
частей обол оч к и ; п оследни е состоят  в том , что радиальные перемещения и углы  по
ворота нормали на к р а я х  долж ны  быть одинаковы : хюйх =  а>02; ио1 =  пог-

В последнем р авен стве взят знак минус, так как направления оси  х  для первой 
и второй частей об ол оч к и  —  противополож ны .

Для определения перемещений используем  зависимости (8.27) и (8 .28). Для 
первой (левой) части оболочки  при х  =  О, т =  О,

Л1о = Х 1 + Л4 Д° -  с г „ = - * 2;

Х х +  М [ ^  Хг д  Х х + У И {Л/> Х 2

®01_ 20^1 : 01 "|_2о1р; •
А налогично для второй  части при х — 0, ©  =  0, Ма =  , С?0 =

=  Х 2;
х 1 + м [ ^  , х 2 ^ х 1 + м [ ^  X ,

Ш°2 -  20*Р| 2£>2р| ’ 02 0 2р2 2£»2Р1 •

П одставив эти  вы раж ения в уравнения сопряж ения участков и учитывая, что 

ЕМ



' 3 ^ +  (2 1 / 2 - + 1 ) - ^ - = - - 0 ;

(4 \Г2 +  1) +  =  -  (4  К 2  +  4) 1572 Н • см /см ,

решив которы е, найдем

Х г =  -  2770 Н  • см /см ; Х г =  279 Н /см .

Далее по формулам (8.27) —  (8 .31 ) вы числим перемещения и вн утрен н и е 
силовые ф акторы  в состоянии, представленном  на рис. 8 .24, в. С лож ив их с соотв ет 
ствующ ими величинами состояния, и зоб р а ж ен н ого  на рис. 8 .24 , б, п ол учи м  значе
ния силовы х факторов и пермещений дл я  заданн ого состояни я  (р и с. 8 .2 5 ).

Н аиболее напряженная точка р асп ол ож ен а  на наруж ной п ов ер х н ости  б£лее 
тонкой части, ок ол о  ступенчатого п ер еход а . У си л и я , изгибающ ие моменты  и н апря
жения в этом  месте имеют следующ ие значения:

М х = — 2770 Н -см /с м ; /И / = — 1920 Н • см/см; Тх =  0;
7’/ =  1110 Н  • см /см ;

ах =  =  16 620 Н /см 2; ст, =  =  12 630 Н /см 2.

Вдали от  ступенчатого перехода в ц илиндре возникаю т и зги баю щ ие м ом енты  
и М^А1}, которым соответствую т напряж ения: 

ох =  (71 = 9 4 3 0  Н /см 2.

§ 7. Прим енение те о р и и  тонкостенны х  
цилиндрических о б о л о ч е к  
к  расчету толстостенны х цилиндров

Определение напряжений и деформаций в толсто
стенных цилиндрах, нагруженных переменной по длине осесимме
тричной нагрузкой, методами теории упругости связано со значи
тельными трудностями, вследствие чего до настоящего времени 
решение получено лишь для некоторых простейших частных слу
чаев.

Более просто расчет осесимметричных толстостенных цилиндров 
может быть выполнен приближенными методами [2 1 ].

Эти методы, основанные на принципе минимума энергии, позво
ляют получать требуемый результат с достаточной степенью точ
ности, однако вычисления остаются довольно сложными.

Если толщина стенки цилиндра не очень велика > 0 ,5 ^ ,
то с достаточной для инженерной практики точностью расчет тол
стостенных цилиндров можно выполнить на основе теории тонко
стенных цилиндрических оболочек. При этом, если соблюдать 
определенные правила и использовать для вычисления напряжений 
несколько измененные расчетные формулы, то погрешность рас
чета не превысит 5— 10%. Прежде всего все нагрузки, приложен
ные к наружной или к внутренней поверхности цилиндра, необ
ходимо привести к срединной поверхности. Так, например, если 
на цилиндр действует внутреннее давление рва и наружное давле



ние р„, то в расчетные зависимости следует подставлять приведен
ное давление

=  (8 .86)

Аналогично следует поступать и с сосредоточенными силами 
или моментами.

Далее, по формулам теории осесимметричной деформации тонко
стенных цилиндрических оболочек обычным порядком определяется 
функция ш и по граничным условиям находятся постоянные инте
грирования.

Функция ш достаточно хорошо характеризует перемещения 
точек срединной поверхности цилиндра. Что касается перемещений 
точек внутренней и наружной поверхности, то их целесообразно 
вычислять по напряжениям.

Обычные формулы (8.18) и (8.19) для вычисления напряжений 
в данном случае не обеспечивают требуемой точности, так как они 
выведены на основании допущения, что разница между длинами 
внутренних, наружных и средних кольцевых волокон — прене
брежимо мала. При выводе уточненных формул для напряжений 
используем зависимости (8 . 1 ) и (8 .2) для относительных удлине
ний. При этом представим зависимость (8.2) в следующем виде:

е /  =  - 7 ? Т -  (8 -8 7 )

Слагаемое г в знаменателе не может быть отброшено, так как 
в рассматриваемом случае г и г — величины одного порядка.

Перейдем от деформаций к напряжениям
Е

I — (X2 
Е

~  1 —  ц 2

й и  . й г т  »  1  / 0  о о ч

1Ьс + Ч * г +  ( 8 - 8 8 )
V!) . ё и  , <РШ 1 о п .

Пользуясь тем, что осевое усилие Тх известно, исключим из
IX зависимоск 

части цилиндра
этих зависимостей-^-. Запишем уравнение равновесия отсеченной

 ̂ ах2пр йр — Тх2пг =  0.
Гх

Подставив под знак интеграла выражение напряжения ах (8 .88) 
и выполнив интегрирование, получим 

Е
1 — М-*

отсюда



С учетом последнего равенства формулы (8 .88) и (8.89) при 
нимают вид

Т г , Ег й2ш
вх

а 1 =  |х а х - }

=  ±*- -| _______ -
к ^  1 -  

Е
¿ х 2

1 - ц 2

(8.90)

(8.91)

где г — расстояние, отсчитываемое от срединной поверхности по 
- направлению к центру [второстепенные слагаемые в фор

мулах (8.90), (8.91) отброшены].
Кроме напряжений ах и оь  в стенке цилиндра возникает еще 

напряжение ог. Во внутренних и в наружных точках это напряже
ние равно соответственно внутреннему и. .наружному давлению 
(взятому со знаком минус). При вычислении эквивалентного напря
жения, а также при определении перемещений на внутренней и 
наружной поверхности напряжение аг также следует учитывать.

Радиальные перемещения на внутренней и наружной поверх
ности целесообразно определять' по окружной деформации. Фор
мулы для перемещений имеют вид

“ V , =  Ъ г / ъ =  - н -  [а .

Е К

■ И®*

' Н-О'л: Н-СГг](л =  Г2).

(8.92)

Пример 8.12. О пределить напряж ения в тол стостен н ом  цилиндре, н а гр у 
женном внутренним давлением на участке, примы каю щ ем к торц у  (рис. 8 .26, а ).

I  =0 ,8г2

-о ,т р

1,87р(1,83р)
ио,гщ

1,32р \(1,27р!

10,86р) Ч  б( (п ри г= г,)
0,88р \ .б ( (приг=гг)

Цббр%^ \
(0,62р) Х А  \ 0,27р

О,01вЬ>
0,8 гг 1,2гг 

6)

0,015р- 

-%05Ьр

Рис. 8.26

Внутреннее давление, действую щ ее на первом  участке , приведем к срединной  
поверхности

2
А « Р У  = 3  Р-



г — - ~ г 2: Л =  0 ,5 г2; / =  0 , 8 г 2 ;

Р

Так как, (5/ <  3 , т о  ф ункцию  ш для первого участка возьмем по уравнению
3

(8.40). В данном сл учае : М х{х_й) =  0; <2(д._0) =  0; Г * , =  0, и

функция т1 приним ает вид

ш1 =  ( шо -  т Щ  М М + т т
Вычислим ш, V, М х  и С[ при к =  /.
Значения ф ункций К ры лова при р / =  1,68 следую щ ие [21]:

V! ( 1 ,6 8 ) =  - 0 , 3 0 2 6 ;  У2 ( 1,68) =  1,2386; У3 (1 ,68) =  1,2871;
У4 (1 ,6 8 )= 0 ,7 6 0 4 .

П о ф ормулам (8 .40 ) —  (8.43) найдем

® 1Х 1 = г  =  ( ® о ~ т  ( - ° ' Ж 6 ) + т 1 , 2 3 8 6  +  ^  ^  =

* . „ = /  =  Р [ - 4  ( “ ’» -  Т  ^ г )  0 ,7604 + А  ( -  0 ,3 0 2 6 )]  =  в 11ж1=0;

[ _  4 ( ш„ _  1  Р £ . )  1 > 2 8 7 1  _ 4  «... 0)760^  =  М х}^ о.
* ч ,

1 ,2 3 8 6 - 4  1,2871 j  =  Q,
' 4 (ш ° -  Т  ~ 1 Г  Г  ’" J0D ~  *  В '  ,Z° '' ‘  I =  Vl = О-

Эги величины м ож н о рассматривать как начальные параметры для второго 
участка. Ввиду того , что второй  участок  —  длинный, применим формулы (8.27) 
и (8.28); при х2 =  0  получим

1 . .  1 п
~  2DP2 хП  2 0 р з У п ’

=  П р” —  2Df>2 ^ и '

П одставив в эти равенства выраж ения ® п , Фп , Мх и , Q ,, и решив систему 

двух уравнений, определим  w0 и д о 1

А ОГЫ РГ2 П 07Я Ел.ffi>n =  0, 904— - 5— =  — 0 ,2 7 о— ■=-.
0 Е ’ Р Е

После подстановки  значений w0 и Ф0 функция ш, первого участка принимает

вид

а), = 0 .1 5 4  ^ -2 I7!  (Р^) — 0,278 ~  У 2 (Р *) +  Т

и ее вторая производн ая 

d2w
1П*

Г pr2 pr2 1
=  Р* [ - 0 , 6 1 6  х Ь(Рх) +  1,112 т  V4(P*)J.



Значения Мх  и Q при =  I, т. е. при х2 =  0:

D p p r , .
Е

МхП =  0 ,0 54

Qu  =  0 ,6 68  ~ ^ Гъ.
11 Е

Ф ункция wll в тор ого  участка и ее в тор а я  производн ая:

wn =  [0 ,0 2 7 e "P * (c o s | k — sin Bx) +  0 ,3 3 4 e~ P *cos  ñx] - - •
E ’

d2Wtt pr R2
=  [0 ,054e~P JC (cos р л :+ sin [Зл̂  +  О .ббве- !3*  sin fix] • 2

E ’

Н апряж ения определим по формулам (8 .9 1 ) и (8 .92): на первом у частк е  

Е d2w¡ Pí'oP2
° *  =  T i q ¡ i - ^ z = ] ^ 4 - 0 , 6 1 6 M P * ) + l . l l 2 1 M P * ) ] :

Е Г w w 1 , рг2 ( 1 и,2 \
=  | — г - ^ г T\ +  W *  = l ^ ( r r z - T ) X

X  [0 ,1 5 4 V ! ( М  — 0 ,2 7 8 V 2 (£ * )  + | Л  +  И л:

и на втором  участке
nr.R 2

=  г [0 ,0 5 4 6 ^ *  (cos рлг+ s i n  (5 х )+ 0 ,6 6 8 е “ Рл sin fix];

at =  j ^ - 2 [0 ,027е-Р л (cos fix— sin $x) +
1 |Х

+  0 ,3 3 4 e -^ c o s  fk ]  ( J L  -  PpJ  + 41^ .

Перемещения .точек внутренней и н аруж н ой  п оверхн о’сти вычислим по ф о р м у 
лам (8.92).

Результаты  вычислений представлены в виде эп ю р  на рис. 8 .26, б. В с к о б к а х  
указаны значения напряжений, вычисленные по сп особ у  В. JI. Бидермана [2 1 ] ; 
светлыми точками отмечены величины, полученн ы е экспериментальным п у те м . 
Совпадение результатов расчета по излож енной  м етодике с  результатами оп ы та  —  
достаточно удовлетворительное.



Н Е С И М М Е Т Р И Ч Н А Я  Д Е Ф О Р М А Ц И Я  
Ц И Л И Н Д Р И Ч Е С К И Х  О Б О Л О Ч Е К

§ 1. П о л уб езм о м ен тн ая  теория цилиндрических  
о бо л о чек  В. 3 . Власова

На рис. 9.1 изображены тонкостенные цилиндры, 
опирающиеся на две опоры и нагруженные равномерно распреде
ленной нагрузкой.

Первый цилиндр (рис. 9.1, а) имеет большую длину по сравне
нию с диаметром; второй (рис. 9.1, б), наоборот, малую длину; 
третий (рис. 9.1, в) цилиндр имеет длину, соизмеримую с его диа
метром (цилиндр средней длины). При деформации первого цилиндра

преобладает изгиб в продольном 
направлении. Такой цилиндр мож
но рассматривать как обыкновен
ную балку, поперечное сечение 
которой не искажается.

Второй цилиндр в основном 
деформируется в окружном направ
лении и почти не изгибается в 
продольном направлении. В этом 
случае изгибом в продольном на
правлении можно пренебречь и 
рассматривать цилиндр как плос
кое кольцо.

В третьем случае роль изгиба 
в продольном и в окружном не
одинакова. Этот случай более 

сложный.
Наиболее точное решение задач такого рода может быть полу

чено на основании моментной теории, в которой учитываются 
изгибающие моменты в стенке оболочки как в продольном, 
так и в поперечном направлении. Однако практическое решение 
задач по моментной теории связано со сложными вычислениями.

Более просто задачи 'о несимметричной деформации цилиндри
ческих оболочек решаются по полубезмоментной теории В. 3. Вла
сова [8 , 9].

В этой теории, кроме общих гипотез теории оболочек Кирх- - 
гофа — Лява, введены дополнительные допущения.

1. Принимается, что нормальные напряжения в сечениях, пер
пендикулярных оси оболочки, равномерно распределены по толщине

правлениях приблизительно



стенки (но переменны по окружности). Для пояснения этого допу
щения на рис. 9.2, а показано действительное распределение напря
жений, возникающих при изгибе тонкостенного цилиндра, а на 
рис. 9.2, б — распределение напряжений, принимаемое в.данной 
теории.

Первое допущение можно сформулировать также иначе: изги
бающий момент М х в стенке оболочки в продольном направлении 
считается равным нулю, т. е. нормальные напряжения в попереч
ных сечениях оболочки .приводятся только к осевому усилию Тх, 
интенсивность которого переменна по окружности.

2 . Касательные напряжения %хг, перпендикулярные срединной 
поверхности, и соответствующая им поперечная сила С}х прини
маются равными нулю.

Касательные напряжения хх(, направленные по окружности, 
считаются равномерно распределенными по толщине стенки. Эти

///
///

а)
¿ ^ У / / / / / 7 7 7 >

6)
Рис. 9.2

напряжения приводятся к сдвигающей силе 5 , интенсивность 
которой также переменна по окружности.

3. Оболочка считается нерастяжимой в окружном направлении. 
Относительное удлинение срединной поверхности в окружном 
направлении принимается равным нулю.

4. Угловая деформация срединной поверхности также прини
мается равной нулю. Это допущение аналогично допущению, 
принимаемому в теории стесненного кручения тонкостенных стерж
ней, согласно которому угловая деформация срединной поверх
ности считается равной нулю, несмотря на наличие касательных 
напряжений стесненного кручения.

5. Взаимное влияние продольной и поперечной деформации не 
учитывается, т. е. коэффициент Пуассона считается равным нулю.

Введение всех перечисленных гипотез равносильно замене 
реальной оболочки расчетной схемой (рис. 9.3), в которой оболочка 
представляется как совокупность большого числа отдельных нера
стяжимых колец, связанных между собою шарнирными связями, 
запрещающими относительные перемещения в осевом и окружном 
направлениях, но не передающими радиально направленных попе
речных сил и изгибающих моментов.

Уравнения полубезмоментной теории В. 3. Власова можно 
также получить исходя из уравнений общей теории несимметрич



ной деформации цилиндрических оболочек, отбросив в них некото
рые второстепенные слагаемые [18]. В дальнейшем, однако, будем 
основываться на сформулированных выше допущениях.

Приведем краткий вывод основных зависимостей рассматривае
мой теории.

Выделим из оболочки бесконечно малый элемент (рис.. 9.4) и 
составим уравнения его равновесия. Согласно принятым допуще
ниям по граням элемента, перпендикулярным оси оболочки, дей-

С увеличением координат на йх и (1<р все эти силовые факторы полу
чают соответствующие приращения, как показано^на рис. 9.4. 
Кроме внутренних силовых факторов, на выделенный элемент дей
ствует поверхностная нагрузка, имеющая радиальную составляю
щую р1( осевую составляющую р2 и окружную составляющую р3.

Приравняв нулю суммы проекций всех сил на нормаль к по
верхности, на продольную ось л, и на касательную к окружности, 
а также сумму моментов относительно оси хь  получим следующую 
систему уравнений:

Рис. 9.3 Рис 9.4

« + Т , - А г  =  0 :  

дТХт , д5 ________ п.

(9.1)

(9.2)

(9.3)

(9.4)



В этих уравнениях слагаемые более высокого порядка отбро
шены, а также учтено, что sin dtp =  dtp, cos dtp =  1 .

Четыре уравнения равновесия содержат пять неизвестных сило
вых факторов: приведем эту систему к одному уравнению с двумя 
неизвестными. Выразив из уравнения (9.1) силу T¡ подставим ее 
в уравнение (9.3).

- W  +  W r +  ~dJr - Q ' + P * r =  (9-5)
Разделим далее уравнение (9.5) на г и продифференцируем по ср, 

а уравнение (9.2) продифференцируем по х, после чего вычтем одно 
уравнение из другого:

+  d*p1 _ d Q l  , д р £ _ д * Т х r _ d p ^ r _ n  , Q f i .
rdif  т  дф2 rd ip ^  dq> дх2 дх  ^ - Ь )

Это уравнение, с учетом равенства (9.4), можно представить 
также в следующем виде:

-L _L (&Ml _  ÉEi i Ё£± ,Q
дх2 ' г3 \ ^  С?ф2 у /-̂ ф2 дх J (9-7)

Введем обозначение дифференциального оператора В. 3 Вла
сова:

д* . д2 _
dqj4 Зф2 ~  (9 -8 )

тогда уравнение равновесия (9.7) запишется более кратко:

_1_ J _  й  /д *  л -  -  др2 -4 - ^  /О  СПдх2 Г3 M 'W /J -  г д ^2 _  +  (9.9)

Перейдем к выводу уравнений деформаций и перемещений. На 
рис. 9.5 показан элемент срединной поверхности и обозначены ком
поненты перемещений: w — радиальное, и — осевое, v — окружное. 
Приращения перемещений, соответствующие приращениям коор
динат dx и d(p, указаны на том же рисунке.

Выразим относительные линейные деформации гх и е, и угловую 
деформацию yxt через перемещения

ди
(9.10)г х =

дх í

dü 1 W
rd<¡> 1 Т '

dv
+

ди
~  дх г dtp'

(9.11)

(9.12)

Так как согласно принятым допущениям е, =  0 и у х1 =  0, то 
из уравнений (9.11) и (9.12) следует

до



Определим угол поворота нормали г|) в окружном направлении. 
При перемещении точки М по окружности на расстояние и (см.
рис. 9 .5) нормаль поворачивается на угол у ;п р и  перемещении
двух соседних по окружности точек М и Ь в радиальном направле-
нии, соответственно, на до и д о-{--^ ¿ф  поворот нормали составляет

— Следовательно, полный угол поворота нормали в окружном 
направлении

1|>:
да> 
гд  ф '

(9.15)

Изменение кривизны окружности при деформации равно произ
водной от угла 1|) по длине дуги

1 1 _  дг|з 
г

(9.16)

Используя зависимости (9.13) — (9.16), выразим перемещения
и и до, а также изменение кривизны я 
через окружное перемещение и: 

до
до =  —  •

и
- 5

г ¿ ф ;

1 дю , д3у \ 
д ф  д ф 3 / ’

(9.17)

(9.18)

(9.19)

Напишем уравнения упругости, 
связывающие внутренние силовые фак
торы и деформации. Согласно закону 
Гука (при (х =  0)

т , = £ М  =  £ а 5“ ; (9-20)
М< =  - Е ^ х .  (9.21)

Для оболочки с постоянной тол
щиной стенки, изготовленной из изот
ропного материала

ДЗ
Е 1 =  Е 2 =  Е ;  /гх =  /г; ^  = - ¡ у ' '

Для ортотропных оболочек величина кгЕх представляет собой 
жесткость при растяжении в продольном направлении, отнесенную 
к единице длины окружности, а величина Ег]  — жесткость при 
изгибе в окружном направлении, также отнесенную к единице 
длины.

Для оболочки, подкрепленной изнутри кольцевыми ребрами, 
величина J равна моменту инерции Т-образного сечения, соответст
вующего одному шагу ребер, отнесенному к величине шага. Для



большей общности будем рассматривать оболочку как ортотрогтную 
и считать, что Е1 Е2. '

Запишем выражения силовых факторов Тх и 'М, через окружное 
перемещение V. Из уравнений (9.18) — (9.21) следует

^  =  “  $ ¿ф: (9.22)
Ф

М  { дг) . д3и \
=  -  —  (9-23)

Остальные внутренние силовые факторы также можно выразить
воспользовавшись уравнениями равновесия (9.1), (9.2) н (У,4): ’

П —  д М / _  Е2,/ {  о 2у д4а \ Е й  л  
^  гдф -  ,= +  д ^ )  =  -  т г  Й (ц); (9.24)

5 = = ~  5 
ф ф

=  5 5 Й г1^ М ф  с1Ч>- 5 /»а/’ Жр; (9.25)

тг ~  Р1? — =  Л г  +  ^  О  ( и ) . ( 9 . 2 6 )

Неопределенные функции от <р, получившиеся при интегрирова
нии по х, отброшены, так как функции и, Тх и 5  должны быть перио
дическими. - ^

Теперь все внутренние силовые факторы и перемещения выра
жены через функцию у. Для определения этой функции используем 
УР“ " Г е равноврсия (9-9). Подставив в него выражения (9.22) 
нение И ПРодиФФеРенциРовав по Ф> получим разрешающее урав-

¿¿4 ЕгК +  ■-«- ^  (у) =  — Р (х , ф), (9.27)

где Р (х, ф) функция поверхностной нагрузки;

Р Ь  (9.28)

Уравнение (9.27) интегрируют в рядах; заданные нагрузки 
раскладываются в ряды Фурье; функция и находится также в виде 
ряда. Содержащиеся в решении постоянные интегрирования опре
деляют по граничным условиям на торцах.

По функции V с помощью зависимостей (9.22) — (9.26) опреде
ляют внутренние силовые факторы. Перемещения точек срединной
П0т Р1Хо̂ 0СТИ х> я ш вычисляют на основании зависимостей (9.17) и (У.1о).

Напряжения находят по внутренним силовым факторам согласно 
формулам:

„  _ т Хш Т( , М .  3
х А ’ ‘ - А  (9.29)



§  2. Расчет цилиндрических оболочек
по полубезмоментной теории
при отсутствии поверхностной нагрузки

При нагружении цилиндрической оболочки силами, 
приложенными по торцам или в некотором промежуточном сечении, 
составляющие поверхностной нагрузки рь р2, р3 равны нулю. 
В этом случае Р (х, ф) =  0 и уравнение (9.27) переходит в однород
ное:

дЛ  +  1Й ^ й й ( 0 )  =  °- (9.30)дх4 1 E-Ji^  4 '

Заданная нагрузка непосредственно в уравнение не входит, 
а учитывается только в граничных условиях или в условиях сопря
жения участков.

Ограничимся случаем, когда нагрузка и деформация оболочки 
симметричны относительно плоскости ср =  0. Тогда решение урав
нения (9.30) следует искать в виде ряда синусов (при симметричной 
деформации функция v обратно симметричная)

СО
v =  2|üftSin£cp, (9.31)

k= \

где vk — функция только от х.
Подставим ряд (9.31) в уравнение (9.30):

ОО 03

2  S s i n ^ +  2  ^ $ ~ ^ v k sm k<? =  0.
* = i  * =1 

Это уравнение распадается на бесконечное число обыкновенных 
дифференциальных уравнений вида

Ц *  +  4 № .  =  0 ,  <9 -3 2 >

где

или

_  1 А Е2.1к1 (k- — 1 )2 (9.33)
Рк ~  у  4 £ xV e ’

для оболочки из однородного материала без ребер
, / -  f t2fe4 (f e2 _ l ) 2  , g 3 4 )

Vk —  У  48/-® '
Уравнение (9 32) аналогично уравнению изгиба балки на упру

гом основании или уравнению осесимметричной деформации тон
костенной цилиндрической оболочки.

Интеграл уравнения (9.32) может быть представлен в следующем

ВИДе0й =  В1кФх ( М  +  в ™фг ( М  +  ( М  +  (Р*дс), (9.35) 
где

Ф1 ($kx) =  (Рл*) s*n (Р*л); ^  (PkX) =  ch (PiJC) cos (Pftjc), | (9.36) 
Ф3 (Pftx) =  sh (РАл:) cos (PftX), Ф1ф кх) =  sh (рлх) sin (P*jc), J



или в функциях А. Н. Крылова [см. формулы (8.32)1:

vk =  A lk Vi (Pftjc) +  A 2kl / 2 (p *jt) +  A 3kV3 (P*je) +  A ik Vá (fax). (9 .37 )

Постоянные интегрирования Blk, B2k, A ík A 2k ... определяют 
в каждом частном случае по граничным условиям на торцах.

Для весьма длинных оболочек, удовлетворяющих условию

Р * /> 3  или 1 ^ 2 ,5 г  V  ~  ( k ^ 2 ) ,  (9.38)

решение целесообразно представить в виде, аналогичном виду вы
ражения (8.25):

vk =  Си е~ ^ х sin (р*дс) +  C2kt~ ^ x cos (рЛ*). (9.39)

Значения функций, входящих в уравнение (9.39), даны в табл. 8.1. 
Постоянные интегрирования С1к и С2к находят по граничным усло
виям при х =  0 .

При определении функции vk для оболочек средней длины при 
малых значениях k (Рк1 3) необходимо пользоваться формулами
(9.35) и (9.37) с четырьмя постоянными интегрирования, а при 
больших значениях k можно пользоваться более простой формулой 
(9.39) с двумя постоянными интегрирования.

Следует обратить внимание на то, что при k =  1 параметр р, 
определяемый по формуле (9,33), обращается в нуль и уравнение 
(9.32) упрощается:

S  =  о : (9.40)

Уравнение (9.40) представляет собой дифференциальное уравне
ние упругой линии цилиндра с недеформируемым поперечным 
сечением.

Интеграл этого уравнения выражается через степенные функции

Ol =  Di +  Dtp +  Dsxz +  Dtx3, (9.41)

где D lt D2, D3, D 4 — постоянные интегрирования.
Остановимся более подробно на вопросе о граничных условиях. 

•Граничные условия могут быть геометрические или силовые. 
Геометрические условия должны быть наложены на смещение v 
и и, а силовые — на усилия Тх и S на торце.

Иногда, однако, вместо, касательного смещения на торце 
может быть задано радиальное смещение w0, а вместо касательной 
сдвигающей силы S0 — радиальная нагрузка q0.

В этом случае по радиальному перемещению w0 следует найти 
касательное перемещение v0, а по радиальной нагрузке q0 — экви
валентное касательное усилие. Sa.

Радиальное перемещение w0 должно быть задано так, чтобы 
удовлетворялось условие нерастяжимости оболочки в окружном



направлении. При соблюдении этого условия перемещения и 
у0 связаны зависимостью (9.13), из которой следует:

у =  — (9. 42)
ф

Для преобразования радиальной нагрузки <?„ (см. рис. 9.6, а) 
в эквивалентную касательную нагрузку 5 0 отсечем от оболочки 
узкое кольцо (рис. 9.6, б). Деформация нерастяжимого кольца 
должна удовлетворять дифференциальному уравнению (4.52). Рас
сматривая правую часть этого уравнения, можно заметить, что

„ деформация кольца не изменит- 
0 ся, если радиальную нагрузку 

цх =  д0 заменить касательной 
нагрузкой *0 =

Нагрузку в свою оче
редь, следует приравнять — 
5 0, т. е. — сдвигающей силе на 
краю оболочки. Таким образом,

о   
о о  — -----Рис. 9.6 А р

(9.43)

Уравнение (9.43) используется для преобразования радиальной 
нагрузки в касательную.

Если, например, нагрузка <?0 будет задана в виде ряда
СО

<7о =  2  Ч* 008 
1

то эквивалентная ей касательная нагрузка будет
СО

=  зт/еср. (9.44)
1

Отметим, что постоянные интегрирования в выражении (9.37) 
пропорциональны четырем начальным параметрам: V (0), и (0), 
Тх (0) и 5 (0).

Зависимости между постоянными интегрирования и начальными 
параметрами нетрудно получить на основании равенств (9.18), 
(9 22), (9.25) и (9.37) с учетом свойств функций Крылова (8.34) 
и (8.35): ’

А 1к =  (0);

А%ь =  й * (0 )  ;

, тхк( 0)&. (9-45)
гЕк$I ’

Аль — я *  (0) &
г2£ /ф |



Пример 9.1. О болочка нагруж ена двумя осевыми силами Р, приложенными 
диаметрально противополож но на верхнем торце, и равн ом ерн ой  нагрузкой ^

=  ~  на нижнем торце (рис. 9 .7 , а).

Разложим нагрузку, дей ствую щ ую  на верхний тор ец , в ряд Ф урье:

2Е

к =  2 ,4 ,(

В данном случае следует в зя ть  только четные значения &, так  как нагрузка 
симметрична также относительно плоскости ф =  90°.

Рис. 9.7

П ервое слагаемое соответствует равномерной составл яю щ ей  нагрузки, которая 
вместе с  нагрузкой, прилож енной к нижнему торц у, вы зы вает равномерное сжатие 
цилиндра (рис. 9.7, б).

В торой и последующ ие члены ряда (при к =  2, 4, 6 . . . )  соответствую т само- 
уравновешенным нагрузкам вида

приложенным к верхнему торц у (ри с. 9 .7 , а). Так как н а гр у зк а  симметрична отно

У
сительно плоскости ф = . 0  и обол очка  короткая у1=  1,?г < г

выражения функций и и следует взять по формулам (9 .31 ) и (9 .37). 
Запишем уравнения граничны х условий: 
при х  =  0 Тх =  0; 5  =  0;

=  Юг

при х =  I 5  =  0; Тх =  —  ~  сое I

В данном случае все четыре усл ови я  —  силовы е. С огл а сн о  этим  условиям  на 
основании уравнений (9 .22), (9 ,25) и (9.45)

■^з* =  0;

- Х А М
{V* (Р*0

^4 * =

Агк-

= 0 ;

-Ак У2 ( М
IV, (РаО М Р а О - ^ Р * 0 ) ’



P k  - 
Л / г _ 2 $ % n r W

Вычислив A lk , A 2k при ft =  2, 4 , 6 ........ нетрудно по формуле (9 .31) найти зна
чения функции V и по формулам (9.22) —  (9 .26 ) —  значения внутренних усилии.

Следует зам ети ть , что в точках прилож ения сосредоточенны х сил ряды рас- 
ходятся и о сев ое  уси л и е Тх  обращ ается в бесконечность . В действительности же

это усили е конечно, так как силы Р фактически
1 a  COSO) прилож ены  не в точке, а распределены по неко-

imax торой  дуге .
Пример 9,2. И сследовать деформации и па- 

пряж ения в цилиндрической оболочке, нижний 
край котор ой  ж естко закреплен так, что и =  0 и 
у =  0 (ри с. 9 .8 ). К верхнему торцу прилож ена 
радиальная нагрузка, распределенная согласн о 
закону: 
при

—  90° sS  Ф s g  90° q =  — qmax cos ф;

h ~¿tOr

при
90 °: ; ф 270° 9 = 0 .

Н а гр узк а  q считается полож ительной, если 
она направлена от центра.

П редставим нагрузку в виде ряда
00  -

<7 =  ?о +
1

Д ля определени я qa проинтегрируем п равую  и левую  части равенства от  0 
до 360°:

90° ‘ 360°

(  ( —  <7тах С08 Ф) +  $ ( —  ^ тах  со8 Ф) Л(Р =  ^ 2л'
о 270°

откуда

я

Д ля определени я  qk умножим п р авую  и л евую  части равенства на cos fap 
и такж е п р ои н тегри руем  от 0 до 360°:

90“ 360°
2 $ ( —  9 т а х С 08ф )С 05 /гф с(ф =  $ qk cos*ky d<f.

При

k =  1 ^ та х  2 Qln ’

откуда

q i =  -

При

Г Sin [ (& +  1) ф] , sin [(ft— 1)ф ]
—  ^ m a x [  2 ( f t +  1) i  2 (ft — 1) .



<1к-

. (k + 1 )  я . ( k —  1)я
sin ■■■ - 1 sin ' -----

+  2A + l  1 6 - 1

Таким образом , для заданной н агр узки  получаем  следующ ий ряд:

^ тах  Утах ^ т а х  п , ^ т а хЯ = --------------------^ С 0 8 ф --------_ с о з 2 Ф + 1 ^ г с о з 4 Ф -

^ т а х  2<7 т а х „
— “ 3 5 ÍT  ф +  1 зЗ л Г  C0S ф +  • -

Первый член ряда соответствует равном ерно распределенной р ади ал ьн ой  
нагрузке. Деформации и напряжения от  этой  составляю щ ей вы чи сляю т по ф ор м у 
лам теории осесимметричной деформации цилиндрических оболочек  (см . гл. 8 ). Эти 
напряжения и деформации сравнительно малы и при удалении от в ер х н его  края 
быстро затухаю т.

Найдем деформации и напряж ения от  составл я ю щ и х  нагрузки, с о о т в е т с т в у ю 
щих остальны м членам ряда.

Так как радиальные силы, прилож енны е к тор ц у , не м огут бы ть учтен ы  в  г р а 
ничных усл ови ях  непосредственно, их сл ед у ет  заменить эквивалентными сд в и га ю 
щими силами, определенными по у р а вн ен и ю  (9 .44):

оо

S0 =  ^  Qk k s>n ¿ф = -------sin ф —  -g- sin 2ф +

+  1 5 ^  Sin -  ÍЩ ^  sin 6ф +  6”^  sin 8ф ~  •
П олож ительное направление усили я  S 0 п ротивополож н о п ол ож и тел ьн ом у н а

правлению отсчета угла ф.
Р ассмотрим составляю щ ую  н агр узки , соотв етств у ю щ ую  k = \ .  П арам етр  

в этом случае равен нулю и решением диф ф еренциального уравнен ия, со гл а сн о , 
равенству (9 .41), будет выражение

Ч! =  г?, зш ф  = [ £ > !+ £ > 2* +  A ,x 2 +  D 4x3] sin ф.

Для определения постоянных и спользуем  граничные условия:

при *  =  О Тх  =  0; S =  qt 8Шф =  —  sin ф;

при х  =  /  V =  0 ; и — 0.

Эти усл ови я  с  учетом зависимостей (9 .22 ), (9 .25), (9.18) приводят к си стем е  
уравнений, решение которой дает:

Г) __ л  п  ^П>ах . п  9 ш а х ^ 2 . n  9 т а х ^ 3
0 з ~ 0' 0 ) - Ш '

Следовательно,

9тах Р  Г х  X3 1
. ^ = г Р к [ 2 - 3 т  +  7 г | - Ф .

Н етрудно проверить, что функция Vi точ н о  соответствует уравнен ию  и зо г н у т о й  
оси оболочки как консольной балки с  недеформируемым поперечным сеч ен и ем , 

о 1> л  t"
нагруженной пеперечной силой Р  =  <7т а х  - у , равной равнодействую щ ей за д а н 

ной распределенной нагрузки.



Н айдем  функцию со о тв етств у ю щ у ю  Ы  составляющ ей нагрузки. 

Зададимся размерами обол оч к и : 1г =  ^ г ,  1 — 2г. Д ля н ескольких значений 

к вы числим параметры р*, >̂¡¡1 и (¡¡г. Результаты  вычислений следующ ие.

к Р/е Н 1 Ч

2
1

0,208 —  г

1
0,930 —  г

1
, 2,130 —  г

1
3,81 —  г

0,416

1,86

4,26

7,62

2

2
+  - j y  

2

г̂пах
Я

^тах

0,212^тах

=  + ° » 0425W  

=  0,0182(7тах 

=  +  0,0101^max

4 Я

^тах
6 35

2

я

^тах
8 +  63 Я

Т ак  как при К =  2 и К =  4 , Р/(/  <  3, то  для вычисления v k следует применять 
ф ор м ул у  (9 .37) с  четырьмя постоянн ы м и  интегрирования. При к =  6 и к =  8, 
р к1 >  3 и м ож но применить бол ее п р ост у ю  формулу (9 .39); одн ако для единообра
зия будем  пользоваться ф ор м ул ой  (9 .37 ) при всех значениях к.

В ы брав начало коор ди н ат на верхнем  краю оболочки, запишем уравнения 
граничны х условий: 

при
х = 0  Тx ti =  0; Sk =  qk k sin Акр;

при
х — I vk = 0 ;  uh =  0.

Н а основании эти х  усл ови й  с  учетом зависимостей (9 .18), (9 .22), (9.25), 
(9 .31 ) и (9 .37):

л _п- AАз/; —  и. Aik г2£ /(р|, 

. _  1 М М )  Уз ( М  +  4 У Н М )  ,  ,
V i ( p * o  +  4 ^ ( M  i,!'

. У* ( М  Уз ( М  -  Vi (Р /,0  У4 ( М  л 
Л1* “  V 1 ( M  +  4V2 (Р,1) к 4 (Р *0

Заменив функции К ры лова их выражениями (8 .32), после неслож ны х преоб
разований получим

л _  1 sha (р /г0  +  sin3 (pfeQ , .
2 ch*(P*0 +  c o s *(M

. _  1 sh (P /,0  ch  (P fe/) +  sin (p ftQ cos (p ftQ .
— 2 ch* (P*0+cos*(PA/)

Радиальное перемещение ш на верхнем  торце согласно ф ормуле (9.17):

/  dv \ <7гаахР



Осевое усилие Тх  у ниж него торца согласно ф орм уле (9 .22 ):

Ч> * =  2 ,4 ,6 . . . .
X  [ 4Al k V 3 (Рkl) —  4 A 2/l V 4 A i k V 2 (Р /;0 ] cos kip.

Результаты  вычислений w и Тх  при н ескольких зн ачен и ях k следую щ ее:

w E 1

k Л 4 k' А ,Ь \ k
îm a x

при cp°
* ( * - n

При cp°
^max

0 90 180 0 90 180

1

2 7510 * т а * _  637 <?maX l550
-3 1 2 0

—3100

0

3100

3420 

— 3100 '

1

1,42

0 - 1

— 1,42 1,42
4
6
8

-1 3 5 ,2  „ 
16 3 „ 

-3 ,7 1  „

60,0 „ 
—8,13 „ 

1,85 „

- 5 5 ,6  „ 
S,14 „ 

- 1 ,8 5  „

167
-4 9

15

lt)7
49
15

167
- 4 9

15

— 0,27
0
0

— 0,27
0
0

-0 ,2 7
0
0

2 ------ 6380 -3 3 3 0 ~ 4 5 0 2,15 -1 ,6 9 0,15

По полученным данным построены  эпю ры  перемещ ения ю при х  =  0 и усилия 
Тх при х ~  I (рис. 9.9). 3

При построении эпюры  т перемещ ение, соответствую щ ее осесимметричной 
составляющ ей нагрузки не учиты валось .

Полученные результаты показы ваю т, что искаж ение ф ормы  окруж н ости  
ок ол о  верхнего торца значительно. Н апряж ение в опасной  точ к е  у  заделки в 2.15 
раза больш е найденного по элементарной теории изгиба б р у са  (значения перемеще
ния и осевого усиления, вычисленные без учета искаж ен ия ф орм ы  поперечного 
сечения, указаны в скобках).

Рис. 9.9

Пример 9.3. Цилиндрическая обол оч к а , н еподвиж но закрепленн ая  по н иж 
нему краю, усилена по верхнему к р а ю  упругим  кольцом  (р и с. 9 .1 0 ). В ы числить 
де<дормации оболочки и кольца, возникаю щ ие при н агруж ен ии радиальной силой 
«  Г  п г приложенной к к ол ьц у . Д ано: г =  20 см ; к =  0 ,5  см ; I =  80  см-

=  ^ ,^ ^ 1 0 ^ 'н /с м ^  в  ™Ь,27™0^^/сь/Р°ЛОЧКИ "  К0ЛЬЦа~  Д юралю миний; £  =
• П одобная задача была рассмотрена в гл. 7 (см. пример 7 .6 ). П ри решении пред

полагалось, что кольцо абсолю тно ж есткое и что н апряж енн ое состоян и е о б о 
лочки — безмоментное.



Решим эту  задачу с  учетом деформации кольца, причем для сравнения опре
делим деф ормации оболочки  как на полубезмоментной теории, так и río безмомент- 
ной теори и . В начале рассмотрим первы й вариант решения. Отделив кольцо от 
оболочки  (р и с. 9 .1 1 ), приложим в сечении сдвигаю щ ую  силу S 0 (нормальная сила 
Тхо равна н ул ю , так  как кольцо не оказы вает сопротивления осевым смещениям 
края об ол оч к и ).

Силу Р  разлож и м  в ряд; в р езультате получим эквивалентную радиальную 
нагрузку

' 2яг + пг eos k<p.
k = \ ,  2 ...

С оставл яю щ ая н агрузки, соответствую щ ая  первому члену ряда, вызывает 
равномерное растяж ени е кольца и осесим м етричную  деформацию оболочки. Этой 
составляю щ ей  в дальнейш ем пренебрегаем .

С ледую щ ий член ряда (к =  1) соотв етст 
вует изги бн ой  деформации оболочки  без 
и скаж ения ф орм ы  ее поперечного сечения,

1 И  Iц .  
1 Г

-тт.
тх

Рис. 9.10

Ш л

т . е. без изменения формы окр уж н ости  кольца. Перемещения и напряж ения от 
этой  составл яю щ ей  определяю тся так, как это было показано в примере 9 .2 , т. е. 
фактически по ф ормулам элементарной теории изгиба бруса. В данном примере 
при к — 1

_  —pl¡> Г~ " х ■ хЯ
Vl %nr3Eh j  - г  -р  J  sin ф; 

р /3  я /з

ül(x=o, ф=90°) " 3ЕпгШ 3EJх ’
Р1 Т  _______ PL

Тхц х =  1 )~  я г 2 СОЗф’ *1(* = г ф =  о°) яг*

_______ Pl_ Р1

а ~Цх =  1. ф =  0°)

где /  =  лл3/1 и Шх =  я г2Л —  момент инерции и момент сопротивления сечения 
"* обол очки  при изгибе.



С оставляю щ ая прогиба на верхн ем  торц е (при k =  1) ф актически  б у д е т  бол ь
ше вычисленной из-за влияния деф ормаций сдвига. При k =  1

s - ■ р  . - р  .
Ф= 9 0 ° nr ’ Х nrh’

v  =  — • u(T> - - v¡ — Pí
G ' 1 (л: =  О, Ф = 9 0 °) n rh G'

При заданных числовых значениях (см . рис. 9.10) перемещ ение тор ц а  за счет
изгиба и, =  —  18,9 - Ю -4  см  и за счет сдвига хМ  = — 9 ,4 -1 0 ~ 4 см.

■(* =  0, ф = 9 0  ) i
Результаты  вычислений показы ваю т, что пренебреж ение деф орм ациям и сдвига

при определении прогиба приводит к сущ ествен ной  погреш ности.
Перейдем к вычислению перемещ ений и напряж ений, соотв етств у ю щ и х  й-й

составляю щ ей нагрузки:
Р ,

Чк =  ~  cos

Так как длина оболочки невелика, следует применить вы раж ени е ф ун
кции v k (9 .37) с  четырьмя постоянными интегрирования.

Запишем граничные условия на верхнем  торце: 
при х =  0 Тхк — 0,
следовательно на основании тр еть его  уравнения (9 .45), A3k — 0; 

при х =  0 Sk =  So*, =  Sok sin k <p
(Sok —  интенсивность k-ü составляю щ ей силы  взаимодействия об ол оч к и  с  коль
цом).

Из в тор ого условия на основан ии  четвертого уравнения (9 .45 ) следует

^4/е = | '

Еще два граничных условия заданы  на нижнем торце:

при х = 1  ч =  0 или АцУ х  (Р * 0  +  А%кУ % (Р *0  +  АцгУ ̂  ф к1) = 0 ;
При Х = 1  и —  0 ИЛИ — ^1*4К4 ({5*0 +  А%к Ух (Р*0 +  (РлО = 0 ,

откуда

- У Л Ы )  V iW ki) +  V 2 ( M  У з ( М  

М М )  У з ( М  +  4 V j ( M  ,
lk v ¡ ( M  +  w 2 ( M y * ( M  ik'

Заменив функции Крылова их вы раж ениям и (8 .32), после н есл ож н ы х п р еобр а 
зований получим

_  sh $ kl) ch  (PfeQ —  sin ф к1) cos ($к1) .
Л1/<~  2[chM (V) +  cos2( M ]  4ft’

Д ля определения оставш ейся н еизвестной  величины § ок н еобх од и м о и сп ол ь
зовать уравнение совместности деф орм аций оболочки  и кольца. Запиш ем вы р аж е
ние функции ук при х  =  0 для обол очки

üV - 0 ) = Z ; ft(A:-O) Sin ¿ « P ^ l f t S in fa p
или

[sh (P¿¿) ch (PftQ —  sin t f kl) cos (Pft¿)] fe2S 0fe

377

— Aik 2 [c h 2 ( P * 0 + c o s 2 ( M ) ]  r*Eh '



Это уравнение содерж ит две н еизвестны е величины: и 5 0*. В торое урав
нение с  теми ж е неизвестными н еобх од и м о  получить, рассматривая деформации 
кольца .

Д иф ф еренциальное уравнение (4 .52 ) упругой  линии к р у гов ого  кольца при 
п л оск ом  изгибе с  учетом зави си м ости  (9 .17 ) запишем в следую щ ем виде:

EJ Гdev d*v d2v
7 4 |>р6 +  d f1  +  dip2

где J B íP
12 момент п оп еречн ого  сечения кольца;

q2 —  касательная состав л я ю щ ая  распределенной н агрузки ; в данном 
случае q¿ =  Sok =  Sok s in  ф; 

qi —  нормальная состав л я ю щ ая  распределенной н агрузки ; в данном
Р  ,случае ^  =  q/{ =  cos fop .

П осле подстановки значений qt и q2 и замены функции v выраж ением

v =  ok (JC-O) sin &ф

уравнен ие у п р у гой  линии кольца принимает вид

_ pjL
_  ( _  f¡<i +  2kl — k2) V/t(x _ 0) sin ktp +  S 0/( sin А ф -----------sin fap =  0

EJk2 (k2 —  l )2 , -0- Pk 
Vk(X-0) ri  +  —

Последнее уравнение вместе с  полученным ранее образует систему двух 
уравнений с  двумя неизвестными: ик х̂_0  ̂ и 50*.

Р езультаты  решения этой систем ы  при некоторых значениях £ следующ ие:

k • 102, К 1 10(,,н/см V ■ 10a, смk(x-o)

2 1,04 0,832 26 -1 0 ,7 2
3 2,55 2,04 18,4 -  3,4
4 4,65 3,72 16,1 - 0 ,8 8 7
5 7,37 5,9 14,06 — 0,305

Р адиальны е перемещения на верхн ем  краю оболочки согл асн о уравнению 
(9 .1 7 ): '

П> ---"
ди

(х -0) k cos km или w i x - 0) — — v k ( х - 0) k.

(9 29))С6ВЫе усилия и напРяж ения м огу т  бы ть определены по уравнениям (9 .22),



Изгибающ ий момент в кольце, в сечении, где прилож ена сила Р, с о гл а сн о  
уравнению (4.51):

м ' _  EJ / сРиа \ EJ
(ф- 0’ -------- ^ \ 1 ^  +  т ) ( х  =  о\ = ~  "ЯГ % х - о )  (**“ *)•

\<р =  о)

Числовые значения этих величин следую щ и е:

k Л4 * '102 А г к  ■ 102 А \к ■ 102
W и ---

п { Х - 0 )

=  -  k Vu  ,
( х  — 0 )  

см

т
ф -0)’

Н/см Н • см

1 1,89 • 10“3 -6 3 ,7 0
2 — 6,42 1,96 -1 ,0 7 2 21,44 • 10-» -1 7 6 3873 — 0,493 0,337 —0,341 10,2 • 10-3 — 12,2 4904 -0 ,1 7 8 0,089 — 0,0891 3,55 • 10“3 — Ы 3‘>05 -0 ,0611 0,0304 —0,0304 1,52 • Ю-з 0 220

Эпюры wix_ 0) и Txtx_ u —  см. на рис. 9.12.
И згибающ ий момент в опасном сечении кольца

Л4(ф_01 =  1500 Н • см; 

соответствую щ ее максимальное напряж ение

„  М • 6 1500-6 „
max g f p  ~  0 5 • 2а ~  H/CM2.

Приведем решение этой же задачи по безм ом ентн ой  теории. В гл. 7 (п р и 
мер 7.6) бы ло получено следующее вы раж ение ф ункции v для цилиндрической

оболочки, закрепленной по нижнему краю  и н агруж ен н ой  по верхнему к р а ю  
сдвигающей силой S 0 (q>):

r—  13 P S p fx?  Зх , 0 \ S0 ( l - x )
&r2Eh dtp2 \ l3 l Oh------’

При S0 — So!t sin  &<p; v0 =  sin k(p и x  — 0  это  выраж ение п р и н и м ает
вид

k43 i \
V \ 3Er% Gh}  0,г'

Решение последнего уравнения совм естно с  уравнением  деформации к ол ь ц а  
при заданных числовы х величинах приводит к следую щ и м  результатам:



*
Ъь ■ ю». 

кх - о
см

\ к. Н /см
® к ~  

~  “  кх>к- см
1 х к ( х _ 1 ) г  к’ 

Н/см

1 — 2,83 15,95 2,83 • 10-з - 6 3 ,7

2 - 1 3 ,2 2 24,8 26,44 • 10“ 3 —  198
3 — 5,01 4,45 15,03 • 10-з — 53,4
4 - 1 ,1 7 0,60 4,68 ■ 10-з — 9,6

5 - 0 ,3 6 9 0,122 1,85 ■ Ю'З — 2,45

Эпюры т(х 0) и Тх< п остроенн ы е на основании реш ения по безмоментной тео
рии , приведены на рис. 9 .1 3 .

+ //,470

-21,7-10 '1

Рис. 9.13

+188

Сравнение эпю р  п оказы вает, что разница между решениями по безмоментной 
теории  и полубезмоментной теори и  в данном случае сравнительно невелика. Это 
объясняется  тем, что н апряж енн ое состояние рассматриваемой оболочки близко 
к безмоментному. С овпадение результатов будет лучш им, если в решении по полу
безмоментной теории у ч есть  перемещения за счет сдвигов, вызванных поперечной 
силой.

§  3. Расчет цилиндрических оболочек, 
находящ ихся под действием  
поверхностной нагрузки

При действии поверхностной нагрузки расчет цилин
дрической оболочки по полубезмоментной теории ведут, основы
ваясь на разрешающем уравнении (9.27). Правая часть^этого урав
нения представляет собой функцию от поверхностной нагрузки, 
определяемую равенством (9.28).

Предположим, что поверхностная нагрузка симметрична отно
сительно плоскости ф =  0. Тогда составляющие нагрузки Рх, 
р3 можно разложить в следующие ряды:

Р 1 = Р ю  +  | > 1 * с 0 8 / гф; 
1

СО

Рг =  Р ю + 'Е ,Р * *  с05 к(Р’
1

СО

Р з =  р30 +  Ц ^ 8 1 п ^ ф .

(9.46)



Подставив эти ряды в равенство (9.28), определим функцию 
нагрузки

Р зкк2

или

где

Р(х,  ф) =  2 ^ * s in ^ (P>
i

р =  Pikk! i dp%t¡ ^ _Рзк№
к г2 ' г dx г2

SÍI1 &ф,

(9-47)

(9.48)

Внесем выражение (9.47) в правую часть уравнения (9.27); 
решение последнего найдем также в виде ряда

v =  Fk sin kq>,
i

(9.49)

где Fk — функция только от х.
В результате подстановки ряда (9.49) в уравнение (9.27) послед

нее принимает следующий вид:
СО СО

2  +  7«г F k№ (k2 -  I)2] Sin Аф =  — 2  Pk  sin fop.

Это уравнение приводит к системе обыкновенных дифференциаль
ных уравнений:

d*F2

I n 

r i * 4 E j A x  11

“ Ь т г т т ё  2 4 (2 2 —  1 ) 2 F 2 =dx4 1 ¿ V i ] /6 ' Я Л
p 2;

(9.50)

Первое уравнение системы (9.50) характеризует изгибную дефор
мацию оболочки, не сопровождающуюся искажением формы окруж
ности. Не трудно убедиться, что напряжения и перемещения, соот
ветствующие этому уравнению, полностью совпадают с найденными 
по элементарной теории изгиба бруса.

Второе и последующие уравнения системы (9.50) характеризуют 
деформацию оболочки, связанную с искажением формы поперечного 
сечения.



Рассмотрим к-е уравнение системы (9.50); с учетом равенства
(9.34) это уравнение можно переписать в следующем виде:

^ + * т = - ^ р м -  ( 9 . 5 D

Общее решение уравнения (9.51) представим в виде суммы общего 
решения соответствующего однородного уравнения Fk и частного 
решения данного уравнения Fk:

Fk =  Fk +  Fk. (9.52)

Решением однородного уравнения Fk являются выражения
(9.35) или (9.37).

Частное решение неоднородного уравнения (9.51) зависит от
д1вида поверхностной нагрузки. В том случае, когда ^  Pk (х) =  0, 

частное решение неоднородного уравнения имеет вид

р '  —  Ё Ш Рк{х)- ( 9 - 5 3 )

Постоянные интегрирования, содержащиеся в выражениях
(9.35) или (9.37), выбирают такими, чтобы суммарное решение Fk 
определяемое по уравнению (9.52), удовлетворяло граничным 
условиям на торцах.

Пример 9 .4 . [11 ]. Т онкостен ная цилиндрическая тр уба  с днищами, опертая 
по концам на две оп ор ы , заполнена водой до уровн я , определяемого вы сотою  Н 
(рис. 9 .14). Д ан о: /  =  40 м; 2г — 3 ,2 м; Н =  0 ,516 м.

Рис. 9.14

О пределить напряж ения и деформации, вызванные силами веса ж идкости .
Д авление воды  на цилиндрическую  стенку трубы  и на днище: 

при —  Фо г с  ф г=С фо Р =  У  (cos ф —  cos ф0); ■ 
при фо ^  Ф «£  (2я  —  ф0) р =  0.

Давление на днищ а и на цилиндрическую  поверхн ость мож но рассматривать 
независимо одн о  от  д р у го г о . Так как днищ а имеют бол ьш ую  ж есткость при растя
жении в своей  п л оскости  и исклю чаю т возм ож н ость  искаж ения формы окруж н ости  
окол о  торца, то  давление на днища будет вызы вать тол ько внецентренное растяж е
ние трубы .

Определим деформации трубы , возникаю щ ие при действии давления ж идкости 
на цилиндрическую  поверхн ость.



к =  :о
Р =  Р о +  Рк cos fop. 

к =  1

И нтегрируя правую и левую  части равенства от  0 до 2 я , найдем р0:
+  Фо

^ yr (cos ф — cos ф0) Лр =  р 02я ; р0=  [2 sin ф0 - 2ф0 cos Фо].
— Фо

Для определения коэффициента рк произвольн ого члена ряда ум нож им  правую 
и левую  части равенства на cos /гф и проинтегрируем  от  0  д о  2л :

Фо .  2я
] у г (cos ф — cos фо) cos fop ¿ф  =  If рк cos2 6ф ¿¡Гф,

—Фо 5
откуда

у г 2
р * =  я - «в*,

где

sin К * + 1 ) ф о 1  , sin [(& —  1) ф0] sin fop„ eos  fop„ . .
Щ ~  2 ( А + 1 )  1-------2  (А — 1) ----------------k---------  при k

Фо 1Щ =  2 ------"4 sin 2ф0 п р и £ = 1.

Составляющ ая давления р0, вызы вающ ая осеси м м етр и чн ую  деформацию 
трубы , не имеет сущ ественного значения и в дальнейш ем не рассм атривается .

Определим функцию п оверхн остной  нагрузки Р. С огл а сн о  уравнениям  (9 47) 
(9.48) при р2 =  р3 =  0 и /? ! =  рк "

СО
ó __p kk3 2уык№ п V  2ушкк3 . ,
P k ~ ~  =  - 4 T - ’ p = L ^ T s m k íр 

k=\
и k —  е уравнение (9.50) принимает вид

^ - l - 4 R 'F  __2к*у<ок 
dxl Ъ * я Ehr ’

где определяется по уравнению  (9 .34).
Решение этого  дифференциального уравнения мож но найти, как обы чно, в виде 

суммы общ его решения соотве 'тствую щ его одн ородного уравнен ия  и частного реше
ния данного уравнения, однако в рассматриваемом примере ц ел есообр азн о п осту 
пить иначе. В данной задаче граничны е условия симметричные* 
при х  =  0 v =  0; Тх  =  0; 
при х =  I v =  0; Тх =  0.

(П редполагается, что днища не оказы ваю т сопротивлен ия перемещ ениям, пер
пендикулярным плоскости днища. Д авление ж идкости  на днищ а здесь не рассмат
ривается, оно может быть учтено отдельно.)

На основании зависимостей (9 .22 ) и (9.49) уравнения гран и чны х условий  м ож 
но представить в следующ ем виде:



Ввиду симметрии граничных усл ови й  общ ее решение дифференциального 
уравнения отн оси тел ьн о функции Р^ у д о б н о  представить в виде тригонометриче
ск ого  ряда

Аш  мп
тпх
~ Г ~

= 1, з , 5 . ..

Н етрудн о пр овер и ть, что этот  ряд  удовлетворяет всем граничным услови ям . 
П одстановка е го  в дифференциальное уравнение (9.51) приводит к следую щ ему 
равенству:

оо 00
V  , т 4я 4 . тпх , V  д тпх _  2й3уш*
У  Л т  - г г -  ЯП — г -  +  Ш  7.14 г / я  Екг

т  =  1, 3, 5 . . . т  = 3 ,  5 ...

Д ля определени я  коэффициента А^т произвольного члена ряда умнож им
тпх

правую  и л ев у ю  части равенства э т I
и проинтегрируем от 0 до I:

тп

отсюда

Акт —
8637 Ш/г/4

тп2гЕИ ( т 4я4 +  4(3 £ /4)  *

П осле внесен ия  значения и подстановки  функции /•£ в уравнение (9.49) 
получим для V двой ной  три гоном етрический  ряд

с о  ии

2  2
=  1. 2 . . .  т =  1, 3, 5 ...

_____________ 8 / г 3у ю й /4_____________

гтяРЕк ( т 4я 4 +  4|3|/4)
. тпх . , 

в т  - у — э т  йф.

Этот р яд  сх од и т ся  достаточно бы стр о . По функции V вычисляют перемещения
и и ги [см . уравнения (9.17) и (9.1о)1 и 
внутренние силовые факторы [см. уравне
ния (9.22) -  (9.26)].

При /г =  1 параметр р* равен нулю 
и полученное решение совпадает с  реше
нием по элементарной теории изгиба 
бруса .

Приведем решение той же задачи, но 
при наличии в среднем сечении ж есткого 
кольца, исклю чающ его возм ож н ость ис
каж ения формы окруж н ости  (рис. 9.15). 
В  этом ' случае оболочка имеет два участ
ка. Выбрав начало координат в середине, 
м ож но записать следующ ие граничные 

: 2 [см . уравнения (9.18) и (9 .49)]:

Рис. 9.15

условия для функции Рк при
х =  0, v =  0, ^ (Л г-0 ) ' = 0 ;



Рис. 9.16
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Рис. 9.17
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Рис. 9.18



Так как эти у сл ов и я  несимметричны, то  решение следует искать, как обычно, 
в виде суммы общ его  реш ения одн ород н ого уравнения (9 .37) и частного решения 
уравнения с  правой частью  (9 .53), т. е.

ри — АигУ 1 (Ра-*) + ^ 2 /г ^ 2  ФкХ)-{- АзкУз (Рл*) +

+  А4кУ* ( М  +  Г% щ 1 -

Определив по граничны м  условиям  постоянные интегрирования-и по уравне
нию (9.49) ф ункцию  и, н етрудн о вычислить перемещения и напряжения.

На рис. 9 .1 6  и зобр аж ен ы  эпю ры  осевы х нормальных напряжений в среднем 
поперечном сечении тр у бы : а) по элементарной теории изгиба бруса  (рис. 9 .16, а);
б) по теории В. 3 . В л асов а  при отсутствии  кольца в  среднем сечении (по сумме чле

нов ряда до  к =  4 , рис. 9 .16, б ); в) т о ж е , но при 
наличии ж есткого  кольца в среднем сечении ци
линдра (рис. 9 .16, в).

На рис. 9 .17 приведены эпюры  осевы х на
пряжений в нижнем растянутом волокне по 
длине цилиндра для тех ж е трех случаев.

С опоставив эпю ры , мож но сделать следую 
щие выводы:

1. Н апряж ения в оболочке при данной на
грузке сильно отличаю тся от  вычисленных по 
элементарной теории изгиба бруса . Ч тобы  пояс
нить сущ ность этого  отличия, представим задан
ное давление (рис. 9 .18, а) в виде суммы двух 
н агрузок , показанных на рис. 9 .18, б  и в. Первая 
из них вызывает изгиб оболочки  как балки, а 
вторая деформацию оболочки , связанную  с иска
жением формы поперечных сечений. Чем меньше 
толщина стенки, тем более сущ ественное значе

ние имеет деф ормация в тор ого  вида. В оболочке, рассмотренной в примере 9.4 , 
напряжения и перемещ ения за счет деформации втор ого  вида преобладают.

2. При у стан овк е  ж естк ого  кольца, препятствую щ его искаж ению формы 
окруж н ости  сечения, н апряж ения в оболочке заметно сниж аю тся; изменяется 
такж е характер их распределения. Если бы по длине цилиндра бы ло установлено 
больш ое число кол ец  та к , чтобы  все его сечения оставал ись круглыми, то деформа
ции и напряж ения в цилиндре не отличались бы от вычисленных по теории изгиба 
балки. На основании  э т о г о  м ож но заключить, что снизить напряжения в оболочке 
наиболее эф ф ективно м ож н о  устан овкой  колец (ш пангоутов), препятствую щ их 
искажению формы поперечн ы х сечений. Если оболочка будет нагружена соср едо
точенной поперечной силой  (см. рис. 9 .1 0 ), то достаточно установить только одно 
ж есткое кольцо в м есте прилож ения силы , и оболочка будет деформироваться как 
балка, т. е. без и скаж ен ия  формы поперечных сечений.

При нагружении оболочки нагрузкой, распределенной вдоль 
образующей (рис. 9.19), изложенная методика расчета также при
менима. В этом случае нагрузку следует разложить в ряд по ф , 
т. е. представить в виде косинусоидальных поверхностных нагру
зок, после чего решение строится так же, как и при поверхностной 
нагрузке [8].

§  4. М о м ен тн ая  теория несимм етричной  
д е ф о р м ац и и  цилиндрических оболочек

Вывод уравнений моментной теории несимметричной 
деформации цилиндрической оболочки основывается на общих 
гипотезах Кирхгофа — Лява о неискривляемости нормалей и об



отсутствии нормальных напряжений в площадках, параллельных 
срединнои поверхности, а также на предположениях о малости 
толщины по сравнению с радиусом кривизны и малости перемещений 
по сравнению с толщиной (см., гл. 8, § 1).

Исходными уравнениями являются уравнения (9.10)__(9 12),
связывающие компоненты деформации срединной поверхности гх\

Ух! с перемещениями точки срединной поверхности и, V, ш. 
К этим уравнениям следует добавить зависимости углов поворота 
нормали в окружном и осевом направлениях гЬ и '0 от перемещений 
(см. рис. 9.5).

Угол г[) связан с перемещениями равенством (9 15) Угол #  
зависит только от да:

а  д®
0  =  — й Г -  (9 -5 4 )

Определим перемещения точки произвольного слоя располо
женного на расстоянии г от срединной поверхности (г отсчитывается 
по направлению к центру). На основании гипотезы неискривляе- 
мости нормалей и предположения о тонкостенности

и ^ и  — '&г; ог =  у-г|;г; хю ^ т .  (9 .55)
Произведем замены в уравнениях (9.10) — (9.12), (9.15) и (9.16): 

г на г г> и иа и на и~; ш на в результате получим выра
жения деформаций в произвольном слое:

в осевом направлении
„  __ ди ¿"О йа , о 2ш
хг дх дх ~  ~дх 'дх2 2 (9.56)

и в окружном направлении

\ г д ц ,^  г ) ( \ - г / г )  \гду г д у г  +  Т )\ Т = Щ ? Г

Множитель ^(1 в знаменателе ввиду тонкостенности примем 
за единицу; тогда с учетом равенства (9.15) получим

Р __  ди  I /  ди  д 2х£) \
и ~ гд у~ '~ г  г (г2с?ф ~  г2 (Эф3) ’ (9.57)

угловая деформация в г-м слое
V , =  —А 1________ ди , (  ди д $
Ххи д х ^ г д  ф / .  г \ д х '  7 )7  г  +

1

Приведя слагаемые в правой части равенства к общему знамена
телю и подставив значения углов ф и §  согласно равенствам (9.15)

3 Затем отбРосив член> содержащий малую величину 
у 2 , и приняв скобку и  — *) равной единице, получим

_  до . ди , о  г /  д2ю да \
Ух‘* ~ д х  +  7 Щ + 2 7 И  ~  д х ) ■ ( 9 - 5 8 )



Перейдем ко второй группе уравнений, устанавливающих за
висимость между перемещениями и внутренними силовыми факто
рами. По закону Гука при плоском напряженном состоянии напря
жения и деформации в произвольном слое связаны следующими 
уравнениями:

° х г  =  1 _  |д2 ( 8 л г " Ь

(9.59)

^х1г —  Ух1г (*•
Представим внутренние силовые факторы в оболочке в виде 

интегралов:
Л/2 Л/2 Н/2

Тх =  \ охгйг\ Т ,=  $ О/^г; 8 =  ^
-  Л/2 -  Л/2 -  V 2

Л/2  Л/2 Л/2

Мх — \ ахгйг-г\ М.1 =  \ аи (1г-г\ М ^ — $ т ^ ^ г -г .
— й/2  — Л/2 “  Л/2

Выполнив интегрирование с учетом равенств (9.57) (9.59), 
получим

т х =

Т< =

Ек
1 — К

Ек

Г ди , ди .
1 |_дде ^  г дф ^  ^

<3%
¿ л;2

За ¿)2ау

1 —  И2 1Г
ди 1 ^ 1

+  -  +  И-г
ди 

гг д ф

5л: I ’ 

дхг

М ( =  0
дЧо

. д %  
+  И- 7ь

м  __п  П - 1 ( дЪ) ду\
: 2 ( Щ № ' Г ^ ’ ^ г ^ х й ф  дх):

Ек (ди , ди 
: Т

(9.60)

Третью группу уравнений составляют уравнения равновесия 
элемента оболочки. На рис. 9.20 изображен элемент оболочки 
с действующими на него силами и моментами. Взяв сумму проекции 
всех сил на три взаимно перпендикулярные оси, а также сумму 
моментов относительно осей х и и касательных к поверхности, 
получим следующие пять уравнений:

дТх | 
дх ~г

дЭ 
гд  ф

(9.61)



Шестое уравнение равновесия — равенство нулю суммы момен
тов всех сил относительно нормали к поверхности — не входит 
в написанную систему, так как оно выражает лишь закон парности 
касательных напряжений. Если взять уточненные значения внут
ренних силовых факторов 5  и М х( [с учетом множителя ^1__£\1
то нетрудно убедиться, что шестое уравнение равновесия удовле
творяется тождественно.

Уравнения (9.60) и (9.61) — (9.65) образуют систему одиннадцати 
уравнении с одиннадцатью неизвестными (восемь внутренних 
силовых факторов и три компонента перемещения).

(ма+7^йх)ге/<р  

( Т х + ^ ^ М с р

5гс1<р

тх ш<р

Мх
Ах гй<р

{ ^ 4 < р ) й х

(а*Ур*9)<*х

$ ? д-£фйу>)й*

Рис. 9.20

Эта система уравнении наиболее полно описывает напряженно- 
деформированное состояние несимметрично нагруженной цилиндри
ческой оболочки.

Путем преобразований она может быть сведена к одному диф
ференциальному уравнению восьмого порядка относительно функ
ции и». }

Интегрирование полученного уравнения с учетом заданных 
граничных условий представляет собой довольно сложную задачу.

При решении на ЭЦВМ вместо одного уравнения восьмого по
рядка можно использовать систему из пяти уравнений более низкого 
порядка с пятью неизвестными и, и, до, <32, полученную в резуль
тате подстановки выражений (9.60) в уравнения (9.61) — (9.65).

Методика решения этой системы уравнений в тригонометриче
ских рядах состоит в следующем. Заданные поверхностные нагрузки



Pi (X, у) =  2  ft* cos top;
О

о о

Рг(х, */) =  cos ¿ф;
О

о о

Рз (х ,  «/) =  S  s in  k V
О

(предполагается, что нагрузка симметрична относительно пло
скости <р =  0).

Искомые функции также записывают в виде рядов:

и  (X,  ¡/) =  И 0 +  « 1 СО8 ф +  ИаСО8 2 ф +
V {х, г/) =  üi sin ф - | - у2 sin 2ф +  •••!
W  (X, у) =  ОУо “Ь ® 1  c o s  Ф ~Ь C0S ^  ^  ’

Q x  (х, У) =  Qx. +  Qxi COS ф +  О х, c o s  2ф +  . . . ;

Qt (x, У) =  Qt„ +  Qii sin Ф +  Oti sin 2ф +  •••

Коэффициенты этих рядов представляют собой неизвестные
функции X. „ .

Для замкнутой оболочки при нагрузке, симметричнои относи
тельно плоскости ф =  0, обратно симметричные факторы v„ и Q0, 
очевидно, равны нулю. Подставив написанные ряды в дифферен
циальные уравнения и собрав все слагаемые, не содержащие ф 
(т е соответствующие k =  0), получают-нулевую группу обыкно
венных дифференциальных уравнений относительно функции м0, 
Wn, О о.Аналогично, собрав все слагаемые, содержащие s in  ф и c o s  ф, 
получают первую группу дифференциальных уравнений с неизвест
ными функциями иъ  У], Wi, QXl, Qtf Таким же образом составляют 
систему дифференциальных уравнений для произвольного индекса ft. 
Эти группы уравнений с учетом граничных условии решают на 
ЭЦВМ по стандартным программам [11]. u

Уравнения несимметричной деформации цилиндрическои обо
лочки в несколько ином варианте приведены в работе Но], где 
показано, что если последовательно пренебрегать слагаемыми,
имеющими такой же порядок малости, как-, по сравнению с еди
ницей, то в уравнениях (9.57), (9.58), (9.59), (9.62) можно отбросить 
подчеркнутые слагаемые. Тогда система одиннадцати уравнении 
(9 64) — (9.69) может быть сведена к системе трех дифференциальных 
уравнений относительно неизвестных и, v, w, которая, в свою оче 
редь, допускает преобразование к одному дифференциальному 
уравнению относительно функции перемещений, через которую 
выражаются все остальные величины.



Остановимся на вопросе о применении общих уравнений несим
метричной деформации цилиндрической оболочки к расчету обо
лочек, находящихся в напряженном, близком к чисто моментному 
состоянию.

Если условия нагружения и закрепления таковы, что оболочка 
сопротивляется внешней нагрузке в основном за счет изгибной 
жесткости стенки, то можно принять допущение, что линейные и 
угловые деформации на срединной поверхности равны нулю.

Тогда, приравняв нулю левые части равенств (9 .10 )__(9.12),
, получим следующую систему уравнений:

ёи „  ёь  . ёи  „  (IV , _
йх ~  ° -  йх +  ~  0 ;  ¿ф  +  Ш =  ° -  '  ( 9 -6 6 )

Из первого уравнения
« = Л (ф ) .  (9.67)

из второго уравнения

и =  — у  /; (ф) +  к  (ф) (9.68)
и из третьего уравнения

™ =  у  П (Ф) -  и  (Ф). (9.69)

где ¡х (ф ) и / 2 (ф ) — неизвестные функции от ф , определяемые по 
граничным условиям.

После того как компоненты перемещений и, V, да будут найдены, 
вычислить внутренние силовые факторы по формулам (9.60) не
трудно.

Пример 9.5. Нижний край обол очки  (рис. 9.21) вставлен  в ж естк ую  обойму 
препятствую щ ую  искаж ению формы ок р уж н ости . К верхн ем у к р а ю  прилож ены  две 
диаметрально противополож ны е силы  Р.

Разложив заданную н агрузку  в ряд, получим 
эквивалентную  распределенную радиальную  на
грузку

„  р  I V  2Р
q  =  h 7 +  Z  ~ n r  c o s  ( р -

k =  2 ,4 ,6 ...

Найдем деформации оболочки , соответствую щ ие 
произвольной k-й составляю щ ей н агрузки :

2Р и

Предполож им, что радиальное перемещение на 
верхнем торце, соответствую щ ее этой  составляю щ ей, 
такж е распределено по закону косин уса :

wk =  ak cos ktp.

Совместим начало координат с  верхним торцом, тогд а  граничны е условия 
будут следующие:

при х  =  0 w =  ак cos k<$; 
при х =  I v =  0.



Из эти х  у сл ов и й  на основании равенств (9 .68) и (9.69)

ak c o skq> — —  /2 (ф); 0 = ------— f\(ф )+ /а (ф )»

откуда следует

h  ( ф ) = -  х  s i n  k V  f í  ((р ) = %  c o s  k ( p >

и выраж ения перемещ ений принимают вид

0 — х) ,, . w =  ak ¿ - -cosfapi

v =  — ak sin fecp;

Uz=i w  e o s * (p-

По ф орм улам  (9 .60) вычислим fe-e составляю щ ие изгибающ их и скручиваю щ его 
моментов:

_ Г  аьЧ — х ) . „  , . ak (l— x )c o s ftq > l_ _
Mt =  D \ -  гц — k eos f e y + -----------д ----------- ] -

_  _  о  (fe2—  1) cos *ф;

г г г ,;г .™ < &
(9.65):

« , - í § , + ^ f ' - + i ‘ í>a J 5 r i í “ » í '|, +
+  D ( l - y - l )  c o !  4 ф  _

Л dM, , < Ш „  ^ g fc ( f - x ) ( f e 2- l ) f e s i n  fap, 
^ F d ^ ' d T  ГЧ

dQt dQx _  D ( l - x ) a k (fe2 - l )  fescosfey 

^  ¿Ф dx  Г r3^

S _  С f g n  _  - T‘ \ s , . - D (l~ x)2ah (fe2~ 1)2fe sin fe(p:
" j  \ r r dq>) 2r4

С dS . D ( l - x ) 3ak (k * - iy k * c o s k y
Tx==~  )  ГЗф 6Wl •

Н а к р аю  обол очки  при x  =  0
Da (fe2_  i )  eos fep o  D ‘a» (fe2 —  l )2 fe sin fey .

Q *  =  " 75/------------- "• 2r4
D ( l - t x )  a fe (fe2—  1) sin /гф _ M _  Dak ( k * -  l) eos k y , Mx =  \iM(.

*t rlk ' r
В д ей ств и тел ьн ости 'ж е  на кр аю  оболочки  имеется только радиальная на

грузка 2 р



Д ля того  чтобы установить зави си м ость  между величиной  коэ(Ь4ипи?нтя п

™  ь 5 - и " <пр'  * -  °»

^ = ^ + Q f 4 - < 3 r ^ .

У силие (^ н а й д е м , используя зависим ость (9.43): '

Q f>  =  -  jj ,s:rtT - P lak (k2— l)2 cosk<p

У силие Q(M?>  определяется по моменту по аналогии с  за в и си м остью (4.67)

Q{Mxt) =  +  С ^  ^  _  D  (1 - ц ) ак (¿2 —  1 )2 cos km
rd<f ^  )  г а(р

С лож ив Q^, Q(f  и Q < ^ >  и приравняв нагрузке qk, п ол учи м  уравнение

Рак (№ — l ) c o s  kq> Dlak (k2—  1)2 cos /гф
г 3/ ‘ о й  ^

, £> (1 — ц) (&2—  1 )2 cos / ф 2P
co s  *<P,

гл. 4:

из которого найдем 

ak = 2Pri

a D  (Л*-  1) [ l  +  ^ .  (* 2 _ 1} +  (1 _ ^  ( ^ 1 )  | *

при ^  = ИП Т = П0Ро Х Т ел Г ю тся Ис у ^ м 7 п Г Й М° МСНТ В 0КР У ™  направленииV «  и т  определяются суммированием  соотв етств у ю щ и х  рядов:
00

Щ х-о, ф _0) =  с А;
«  =  2 ,4 ,..
СО

/И, —  V  О ал (Л2—  1)
М Ч г - 0 . 9 - 0 ) ---------2  “ ~ ^ 5 --------------- '•

* = 2 ,  4 ...
Результаты  вычислений ®  и Ж , пои г =  1Л ™  / —  >зл ,■

£  =  2 .1 0 ’  Н /см*. ц =  0 ,3 приведены  в следующ ей таблице- СМ’ Н = 0 ’2 с м > 
Заметим, что приведенное ре- дующ ей таолице.

шение на основе теории чисто 
моментного напряж енного состоя 
ния не вполне удовлетворяет гра
ничным условиям, так как при 
х — 0 получается некоторая растяги
вающ ая сила Тх  и момент Мх , тогда 
как в действительности они равны 
нулю . Величины этих силовы х фак
тор ов , однако, получаются неболь
шими.

к «ь  =  W.
R ff(JC-0, ф -0) м  f

1 (̂ЛГ—О, ф -0)

2 28,6 • Ю~ьр 0,126Я
4 1,26 • 10-6Я 0 ,028Р

Ь
0,23 • 10~6Р 0 ,0 12Р



Глава 10. М О М Е Н Т Н А Я  ТЕО РИ Я
О С Е С И М М Е ТР И Ч Н Ы Х  О Б О ЛО Ч ЕК ВРАЩ ЕНИЯ

§  1. Уравнения м о м ен тной  теории

В общем случае осесимметричного нагружения обо
лочки вращения ее стенки испытывают как растяжение, так и из™б. 
Изгиб возникает около мест приложения сосредоточенных нагру- , 
около мест закреплений, а также там, где скачкообразно изменяклся 
радиусы кривизны. Характер изгибной деформации может быть раз
личным. При нагружении сосредоточенными силами (рис 10, а и б) 
изгиб оказывает решающее влияние на прочность, так как в этом

в)

Рис. 10.1

случае с увеличением нагрузки изгибная деформация растет 
вплоть до исчерпания несущей способности конструкции.

В местах сопряжения оболочки с другими элементами или в ме
стах скачкообразного изменения радиусов кривизны (рис. 10, в, г) 
изгиб имеет другой характер; здесь изгиб развивается лишь в той 
мере в какой это необходимо для выполнения условии сопряжения. 
П ри ’ пластичном материале оболочки изгибные деформации этого 
типа с увеличением нагрузки обычно затухают и практически не 
влияют на несущую способность. При хрупком материале оболочки 
напряжения изгиба остаются пропорциональными нагрузке вплоть



до разрушения и могут привести к значительному снижению проч
ности конструкции.

Расчеты оболочек вращения по моментной. теории не ограничи
ваются вопросами прочности. Часто оболочки используют в качестве 
упругих элементов (сильфоны, гофрированные коробки, элементы 
зажимных приспособлений и т. д.). Определение жесткости таких 
оболочек и оценка величины максимальных напряжений могут 
быть выполнены только по моментной теории.

При выводе уравнений моментной теории оболочек вращения 
используются гипотезы Кирхгофа — Лява (см. гл. 8 , § 1).

Рассмотрим деформации и перемещения точек срединной поверх
ности, возникающие при осесимметричном нагружении оболочки 
вращения. Будем считать, что крутя
щий момент в оболочке отсутствует 
и, следовательно, перемещения в ок
ружном направлении и угловая де
формация в касательной плоскости 
равны нулю. Остальные перемещения 
и деформации представляют собой 
функции лишь одной независимой пе
ременной-дуги меридиана 5 или 
угла 0 .

Примем обозначения перемещений 
и деформаций срединной поверхности 
такими же, как в гл. 7 (см. рис. 7,12).

Зависимости между перемеще
ниями и деформациями (7.34), (7.36)
и (7.38), полученные в гл. 7, остаются полностью справедливыми. 
Выполнив элементарные преобразования, представим уравнения 
(7.36), (7.38) в следующем виде:

вт =  -~тт  — Ц  +  19’ ^  0;

df) =  е
dO cos 0

sin 0

(10. 1)

COS0. (10.2)
В результате исключения из уравнений (7.34) и (10.1) функции 

I получим уравнение совместности деформаций срединной поверх
ности

d (е , Rt)
=  (еmRm ~  BtR t) c t g  

или с учетом соотношения Rt =  
d (e,r)

de
г

' sin 0

— em cos 0 =  ■ •O' sin 0.

(10.3)

(10.3a)
Перейдем к определению деформаций в произвольном слое обо

лочки, расположенном на расстоянии г от срединной поверхности 
(;г будем считать положительным по направлению от центра кри
визны), За счет поворота нормали на уголь й произвольная точка Р 
(рис. 10 .2) получает дополнительное радиальное перемещение по



сравнению с точкой М на величину zd cos 6 . Сложив это переме
щение с перемещением точки М, равным £, и разделив полученную 
сумму на г =  R t sin е , найдем относительную окружную дефор
мацию в z-м сдое:

? + z O c O S 0  , 2 0  , -

&tz~  R t sin 9 ~  ^  ^  ( 1 0 -4 )

Для определения меридиональной деформации в z-м слое вы
числим удлинение отрезка PS.

За счет поворотов нормалей длина этого отрезка увеличится 
по сравнению с отрезком M N  на величину zdd. Первоначальную 
длину отрезка PS ввиду тонкостенности оболочки можно считать 
равной ds. Следовательно, меридиональная деформация г-го слоя 
по сравнению с деформацией срединной поверхности будет больше
на и полная меридиональная деформация составит

as

zdft zdft  , . л п

Перейдем от деформаций к напряжениям. По формулам обоб
щенного закона Гука:

Е Е Г
а т —  1 _  ц2 [ 8 /z +  №е тг] =  1 _ ц 2  №  +  +

, / # c t g 6  , d® ^
+  г ( т г + ^ ,

Е Е
a mz =  JZTfi \.г тг +  № tz]  =  ( 8»  +  № )  +

( 10.6)

+  г ( ^  (10.7)

Первые слагаемые в квадратных скобках, не зависящие от г, 
соответствуют напряжениям растяжения (сжатия). Вторые, линейно 
зависящие от г, — напряжениям изгиба.

По напряжениям определим внутренние силовые факторы. 
Растягивающие силы

Л/2 й/2
Г т =  $ о т2с1г- Т / =   ̂ а и йг.

— А/2 -Л /2

Изгибающие моменты
*  А
2 2

М т=  —  ̂ °тгЛгг\ М , =  —  $ аи йгг.
к А  '
г г



I (ет + ■  Ц8<) =Т

Eh 
! — (х2

Eh
1 — (X2

T f

1 — ц
di 1 
df¡ eos 0 

Eh
® ' е в  +  1г к г Ы : ( 10.8)

l

( e t - f -  ц е т ) —  

di

Mm =  — D 

M t =  — D

_R¿ sin 0

T U T e  T t *  £  c t § s ] ;

d& j 
Rm ~dñ\'

Зависимости (10.8) и (10,9) можно также представить в ином 
виде, выразив деформации срединной поверхности через усилия:

о __Тт

(10.9)

(10. 10)

(10. 11)

Eh
Tt - p T „

( 10. 12)

Et =  LJ~~EHLÆ' (10.13)
Кроме нормальных напряжений om и а, и соответствующих им 

силовых факторов Tm, Tt, М т, Mt, в окружных сечениях оболочки 
возникают еще касатель
ные напряжения хтг, 
перпендикулярные по
верхности оболочки. Им 
соответствует попереч
ная сила

н_
2

к 
~  ~2

На срединной по
верхности касательные 
напряжения хтг дости
гают максимума, а при
. - ± 1 * обращаются

/  ^  
t  ж '  M ^rd(p+

TrnrctV>f ^ (T mrd(p)ds-

Рис. 10.3

в нуль, с/ти напряже
ния не имеют существен
ного значения при рас
чете оболочки на проч- . 
ность, однако их равнодействующая — поперечная сила <3 — играет 
важную роль в уравнениях равновесия элемента оболочки.

На рис. 10.3 изображен элемент оболочки с действующими на 
него силами и моментами. Кроме внутренних силовых факторов, на



выделенный элемент действуют составляющие поверхностной на
грузки и Ра (третья составляющая при осесимметричной нагрузке 
равна нулю) Приравняв нулю сумму проекций всех сил на нормаль 
к поверхности и на ось оболочки х, а также сумму моментов относи
тельно оси t, касательной к окружности, получим следующие три 
уравнения:

d @' *21 ds -  Ttds dq> sin 0 -  Tmrd<p dQ +  p ^ d y  ds =  0;
d (T mrd<? sin 6) d s d(Qrdq, cosO) ^  d¡¡ CQS 0 +

ds ds
-f- p2rdy ds sin 6 =  0;

Qrdy ds -  d (M”¡r ds +  Mt ds rfcp eos 0 +

+  pi rdtp ds - y  —- Ttds dep sin 0 = 0 .
После исключения слагаемых высшего порядка малости и сокра

щений, а также подстановок
r =  i?¿sin0; ds =  RmdQ

уравнения равновесия принимают вид
. ¿ ( « Я , s in » ) +  £ - + £  =  «  ( Ю  Н )

[(Г т  s in 6 + Q e o s  0)/■] =  (/?! eos 0 - p 2sin0) г; (10.15)
Rm

Остальные уравнения равновесия элемента оболочки удовле
творяются тождественно.

Уравнения равновесия (10.14) — (10.16) вместе с уравнениями 
(Ю.8) — (10.11) образуют систему семи уравнений с семью неизвест
ными (Тт, Tt, M m, M t, Q, i, Ф).

Приведем полученную систему уравнении к двум симметричным 
разрешающим уравнениям с двумя неизвестными (это преобразова
ние было выполнено Мейсснером).

Прежде всего преобразуем уравнение равновесия (10.15). Введем
обозначение

рг eos 0 — р-г sin 0 — рх, (10.17)
где рх — осевая составляющая поверхностной нагрузки. 

Проинтегрировав уравнение (10.15) по 0, получим
5

(Tmsin 0 + Q c o s 0) r =  \px rRmdQ +  C 
00

ИЛИ 1 _  ч /1 /\ 1 л\(Tms in 0 + Q c o s 6 )r = - /7(0); (10.18)
здесь



Нетрудно убедиться, что уравнение (1.0.18) представляет собой 
уравнение равновесия пояса оболочки, ограниченного верхним 
краем и текущим сечением (рис. 10.4, а). Функция (е) (10.19) 
представляет собой равнодействующую внешних сил, приложенных 
к отсеченной части оболочки, отнесенную к единице полярного 
угла, причем первое слагаемое равно равнодействующей поверх
ностных сил, а второе (т. е. постоянная С) — учитывает осевую 
составляющую сил, приложенных к верхнему краю или к некоторой 
окружности в пределах пояса. При отсутствии сосредоточенных 
осевых сил постоянная С равна нулю.

Для оболочки, замкнутой в вершине ( 0О =  0), уравнение (10.18) 
превращается в уравнение равновесия отсеченного купола.

Для каждой заданной оболочки функция (0) может быть опре
делена заранее, и при решении системы уравнений ее можно считать 
известной.

Так, например, если оболочка замкнута в вершине и нагружена 
равномерным внутренним давлением (рис. 10 .4, б), то

Для оболочки, не замкнутой в вершине и нагруженной равно
мерным давлением и силой Р (рис. 10.4, г),

Г

Г

в)
Рис. 10.4



Преобразуем теперь уравнение совместности деформаций (10.3). 
Подставив выражения деформаций (10.10) и (10.11), получим урав
нение совместности деформаций в усилиях

E h R J f  = [Тт (Rm +  -  Tt (R, + !*/?«)] ctg 0 -

Меридиональное усилие выразим из уравнения равновесия 
(10.18):

В результате подстановки выражений (10.24) и (10.25) в урав
нение (1 0 .2 0 ) и несложных преобразований получим первое разре
шающее уравнение

Уравнение (10.26) содержит две неизвестные функции К и й .  
Второе уравнение с теми же неизвестными получим, подставив 
в уравнение равновесия (10.16) выражения моментов (10 .12) и 
(10.13). После несложных преобразований это уравнение принимает 
вид

Дифференциальные уравнения (10.26) и (10.28) образуют систему 
двух разрешающих уравнений с двумя неизвестными функциями.

(10.20)

(10.21)

а окружное— из уравнения (10.14):
(10 .22)

Введем новую переменную (переменную Мейсснера)
V = QRt; (10.23)

тогда
(10.24)

(10.25)

uv \ '\т / J wy
= EhRmö  +  0 (  в), (10.26)

где Ф  (0 ) — функция, зависящая от нагрузки, т. е.

^ ( S )  =  jg ( P iR t ) + P 2 R i( R t  +  ̂ R m )— siJ^e ^ ) c t g 6  +
(10.27)

Ctg2 0 0 - и > = - т г . (10.28)



Нетрудно заметить, что эти уравнения имеют определенную сим
метрию, что достигнуто введением специальной функции V.

Введя обозначение дифференциального оператора

К1  ctg 0 +
тRm do*

+ l ( £ - ) ] ^ - ^ ctg20( )• (Ю.29)

разрешающим уравнениям (10.26) и (10.28) можно придать более 
компактную форму

L(V) +  iiV = EhRm® +  0 ( e y ,  (10.30)
L (d ) — |хО = — (10.31)

Если функции V и ■&, удовлетворяющие уравнениям (10.30) 
и (10.31), а также граничным условиям на краях оболочки, будут 
найдены, то по ним можно легко определить и все остальные ве
личины. Изгибающие моменты вычисляют по формулам (10.12) 
и (10.13); мембранные усилия — по формулам (10.24) и (10.25). 
Поперечную силу Q определяют на основании равенства (10.23)! 
т. е.

Q = i ;• (Ю.32)
Напряжения в оболочке вычисляют по внутренним силовым 

факторам, пользуясь формулами:
п __Тт  _|_ M mft _
U m m a x  —  “  д 2 >

0 __Т±  +  Л !,6  " /1П оочО/max —  h H Z - j p - ,  ( 1 0 . 3 3 )

Знак перед вторым членом выбирается в зависимости от того, 
на какой стороне стенки оболочки вычисляют напряжение.

Деформации срединной поверхности определяют по уравнениям
(10.12) и (10.13); радиальные перемещения — по зависимости
(7.35), а осевые перемещения — по формуле

в
11 = J (em sin 0 + 0  cos 0) Rmde ,  (10 .3 4 )

во

полученной в результате интегрирования уравнения (10.2).
¿^разрешающих уравнениях (10.26) и (10.27) в качестве незави

симой переменной принят угол 6 , поэтому эти уравнения приме
нимы только для оболочек, имеющих криволинейные образующие. 
Преобразуем эти уравнения, приняв в качестве независимой пере
менной длину меридиана s. Предположив, что Rm = const, а также 
приняв во внимание уравнение (7.4) и равенства

,д _  ds ' d  ( * ) __р  d  ( * )
• R m ' de ~ 1 < т Ч Г ’



взамен уравнений (10.26) и (10.28) получим 
d2V . ctg.6 dV ctgsfl,, , ц ,, Eh®
ds2

ctg-6 dV ctgafl,, , Ц (/ 
/?, ds Щ ^  n "  ' 

■О1 . ctg 6 dd ctg2 0
ds2 Rt ds K?

* t
p-Ф  (s);

где

® (s) = ^ (P l# )+ P s K < (^  + |l
л Л (  K i

ds \Rm

Р(°)

}

в т 2 б Я<

(10.35)

(10.36)

f ) c t g 0 +

(10.37)

здесь ^ (я) — осевая сила, приходящаяся на единицу полярного 
угла.

Для оболочек с прямолинейными образующими /?,„ = оо и 
разрешающие уравнения принимают вид

где

dßV_ ctgö dV ctg2 6 [7 
ds2 ‘ R f ds Ri

х ! ф х (s);
A i

d2# . ctg 8 dft 
ds2 ^  ds

d

ffi
ctg2 ö

- R f '

^>i(s) =  j s ( p i R b + P ^ -

Rt 
V 

RtD ’

F (s) ctg 6 
Rt sin2 6

(10.38)

(10.39)

(10.40)

или в сокращенной записи

и  (У)

М О ) =
Rt
у

RtD ’

где
М  )■

d2 ( ) . ctg 0 d ( ) ctg2 0 , . 
ds2 ds • /?3 1 '•

(10.41)

(10.42)

(10.43)

Напишем выражения для внутренних силовых факторов обо
лочек с прямолинейными образующими. Приняв за независимую 
переменную длину меридиана в, взамен выражений (10.12), (10.13),
(10.24) и (10.25) получим

М т= —D

Mt = —D

“dfl , flctg0~ 
_ * +(Д' Rt
ctg 0 d , dft 
~ R t rH- ds

T =  —  v~ ctg 9 -1- F ■1 m Rt sin2ö ’

Tt = P x R i-
dV 
ds ’



Заметим, что в качестве функции V иногда принимают несколько 
другую функцию [15]; тогда разрешающие уравнения получаются 
иные по форме.

Разрешающие уравнения (10.26), (10.28) или (10.35), (10.36) 
имеют второй порядок и содержат по две неизвестные функции. 
Разделением переменных они могут быть приведены к одному диф
ференциальному уравнению четвертого порядка с одной неизвест
ной функцией. Решение этих уравнений содержит четыре постоян-

Рис. 10.5

ные интегрирования, которые в каждом частном случае определяют 
по граничным условиям на краях оболочки.

Для пояса оболочки на обоих ее краях должны быть за
даны по два граничных условия. Если же оболочка замкнута 
в вершине, то должны быть заданы два условия на краю и два 
в вершине..

На практике могут встретиться следующие варианты граничных 
условий.

а) Край оболочки ж ест ко заделан  (рис. 10.5, а):

при 0 = 6К ■0 = 0 ; 
при 6 = 0К | = 0



На основании зависимостей (7.35) и (10.13) второе условие можно 
также записать в другом виде:

при 0 = 0К е, = 0 или Т( — [,iTm = 0.

б) Край оболочки  закреплен ш арнирно  (рис. 10.5, б).
В этом случае

при 0 = 8К £ = 0 или ^ = 0; Tt — |u,Tffl = 0;
г, г, и  n dö . О ctg 0К Апри 0 = 0К М т = 0 или + И- — — 0 .

в) Край оболочки свободно оп ерт  (рис. 10.5, в).
Тогда

при 0 = 0К Мт = 0 или ^ 0 - ^  = 0;
при 0 = 0К Тт  cos 0К — Qsin 0К = 0;

последнее условие требует равенства нулю радиальной распорной 
силы.

г) Край оболочки свободен от закрепления  (рис. 10.5, г).
Здесь

О Л Л Л A I 0 Ctg 0̂  1.при 0 = 0К Мт = 0 или + И ¡ f -  ------ 0;
при 0 = 0К Q — 0 или V = 0.

На свободном краю Тт также равно нулю, однако это 
условие не является независимым, так как Тт и Q связаны урав
нением равновесия (10.18),

д) К рай  оболочки  на груж ен  краевыми силами Ттк и QK и момен- 
том Мтк (рис. 10.5, д). В этом случае

при 0 = 0К М т — Мтк или
п ( . ftctgö]

~ D U md0 +  ^ Rt " |e=sK ~ М тк, 
при 0 = 0К Q = QK * или V — QKRt.

е) Оболочка ж е ст ко  заделана с  обеих сторон  (рис. 10.5, е). Так 
как такая оболочка статически неопределима относительно усилия 
F (0 ), необходимо иметь пять условий:

при 0 = бК1 ö' = 0 ; при 0 = 0«i г ( = 0 , 
при 0 = 0К2 0  = 0 ; при 0 = 0„2 &t = 0 ;

8К2
Ца/в =  0 или J (emsin0+'ö'COs9)/?mii6 = O.

Кг

Последнее условие выражает равенство нулю относительного 
перемещения точек А и В в направлении оси оболочки,



ж) При сопряжении краев двух оболочек (рис. 10.5, ж) необхо
димо иметь четыре условия, так как для каждого края требуется 
по два условия. Эти условия состоят в следующем:

£к1) =  £(1к или ^ 1) =  ^ П);

0 (к1 )= ^ П);

T W k  C 0 S  6 K l  - Q ( I )  S i n  S k i  =  C 0 S  0 K I I  - Q < U )  S i n  0 K i r

Последнее условие выражает равенство радиальных сил (сил 
распора). Равенство осевых сил для I и II оболочек не может 
быть использовано в качестве условия сопряжения участков, так 
как это условие используется при определении функции F (0).

з) Если оболочка зам кнут а в вершине, то при 0 = 0  должны 
выполняться следующие условия:

fl =  0;
Q =  0.

Случай нагружения сосредоточенной силой в вершине — особый. 
(Сосредоточенную силу можно считать приложенной к небольшому 
абсолютно жесткому центру.)

§ 2. О сесим м етричны е конические о б о л о ч ки

Применим разрешающие уравнения (10.38) и (10.39) 
к конической оболочке.

Координату s для конической оболочки удобно отсчитывать от 
вершины конуса, тогда

Rt =  sctgS (10.45)
и уравнения принимают следующий вид:

sl&  + l£ - '- JV = E M {ZQ+7S ̂  c t §  6 +  № s -

f ( s )
s sin 0 COS 0 ’

или

где

(10.46)

s - f =  < 1 0 - 4 7 >

Li (V) =  Eh‘& tgB + O i {s)\ (10.46а)
= (10.47а)

М )  = з 4 У  +  ̂ Г — г (  ); (10.48)
ds2 ds

< M s ) = i  ( P i ñ  c t g  e + m *  -  <1 0 -4 9 >
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Выразим внутренние силовые факторы для конической оболочки 
через функции V и О. Из уравнений (10.44) с учетом соотноше
ния (10.45) следует

д МГМ т =  —D

Г т  =  - V

d s + V - T  

F(s) .
s sin 0 COS 0 ’

D

Tt — piS ctg 0

ds
■O’ . d® 

T  +  l*

_ d V '  
ds ’

Q =
v

s ctg 0 '

(10.50)

Решение системы уравнений (10.46) и (10.47) можно представить 
в виде суммы общего решения соответствующей системы однородных 
уравнений и частного решения данной системы, т. е.

■' ]/ = $  +  ? ]  (10.51)
Найдем частное решение системы уравнений (10.46) и (10.47) 

для некоторых частных случаев нагружения.

На оболочку дей ствует  равномерное внутреннее давление р 
(рис. 1 0 .6 , а).
Тогда

г \  ГГ t  \ (s2 — si) cos2 0

л  =  р; р2 =  0 ; F ( s) = p -— %— :

Ф , (S) -  p i s  ctg в -  p (J‘ - g )ctgl> = 3s+ T
Будем искать функцию ■& в виде, подобном виду функции Ф 2(8),

т. е.
= A (3 s  +  f ) ,

где k — неопределенный множитель. 
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Подставив это выражение в уравнение (10.47), найдем, что урав
нение удовлетворяется при V — 0. Тогда Ь (К ) = 0 и уравне
ние (10.46) принимает вид

Следовательно, для конической оболочки, нагруженной внутрен
ним давлением:

Заметим, что это решение полностью совпадает с решением, 
которое дает безмоментная теория.

Коническая оболочка находит ся  под действием распределенной  
по окружности осевой силы Р  (рис. 10.6, б). Поступая так же, как 
и в предыдущем случае, найдем

Оболочка нагруж ена по  краям равномерно распределенными  
моментами и радиальными силами (рис. 10.6, в). Так как в этом 
случае р 1 — р 2 = 0 и ^ (я) = 0, то Ф 2 (в) = 0 и частное решение 
уравнений равно нулю, т. е.

Оболочка нагружена силами соб ственного  веса (рис. 10.6, г). 
Интенсивность поверхностной нагрузки <7 и ее составляющие рх и р % 
соответственно равны:

Частное решение разрешающих уравнений для оболочки, замк
нутой в вершине, имеет вид

Если же оболочка незамкнутая, то к решению уравнений (10.54) 
следует добавить частное решение уравнений (10.53), соответствую-

Р

откуда

(10.52)

2я£Л« 81П2 А
Р

____________ ____________.  'р  _ _  о

в т  0 соэ 0 ’ 1

-О1 = 0; V = 0.

<7 = 7 /1; р1 — —уН со$0; рг — ф  этб.

V
(10.54)



Щее осевой растягивающей силе Р ,  равной весу отсеченной верхней 
части:

P — n y h s 20 cos 0.

Оболочка нагруж ена  инерционными силами при  равномерном  
вращ ении  с  узловой скоро ст ью  со рад/с (рис. 10 .6 , д). Интенсив
ность инерционной нагрузки в произвольной точке

п __ yhaPr _ yh<s>2s cos 0
Р ~  8  ~  8 '

Так как эта нагрузка перпендикулярна оси оболочки, то F (s) = 0.
Разложив нагрузку на нормальную и касательную составляю

щие, получим
f t  =  / > s i n 8 = ^ ,SS^ 9c08 9 ;

р2 = р  cos 0 

По формуле (10.45)

уhw2s cos2 0

Ф 2(5)
(3+jx) hyvfis2 cos2 0

Функцию ft найдем в виде, подобном функции Ф 3 (s), т. е.
ft = ks2.*

Из уравнения (10.47)
V — — 3/isDctg0,

а из уравнения (10.46)
^ _____ (3 -f- (х) hyш2 cos2 0

Следовательно 

ft = —

V

gEh tg 0

(3 +  tx) hy (о2 cos2 0 у  _  (3 +  (x) у /¡-’со2 cos2 0
gEh tg0 ’ 4 g ( i _ fi2)tg20 5>

Q- s ctg 0 ’ Tts ’ 1
ftyco2cos2 0 3 dV  

S s ds

(10.55)

Перейдем к определению общего решения системы однородных 
уравнений:

Ь2 (У ) =  ЕЬ

L2 (ft) =  - tg< (10.56)

Эти два уравнения второго порядка с двумя неизвестными можно 
привести к одному уравнению второго порядка относительно ком
плексной неизвестной [15].



Для этого умножим первое уравнение (10.56) на постоянный 
множитель а  и сложим со вторым:

Ц  (о) -\-aLi (V) +  V —аЕк б 0  = 0.

Перепишем последнее уравнение в следующем виде:

Ц ( ё  +  аУ) — Ь[аЕИ 1£ 0] ~ а У  — =

Множитель а подберем так, чтобы выражения в квадратных 
скобках двух последних слагаемых были равны между собой, т, с.

аЕк tg 9 = —
откуда

тогда
а ~ л Г _____ 1-____ I Ю 2 _ (1 - и

У в е ь ~ 1 т  ’

а Е Ы г  0 =  -  ^  =  г М £ Ш Е Й 5 .

и дифференциальное уравнение примет вид

и  (а) -  / -^ £ ^ (1 ~^2) а = 0 , ( 1 0 .5 7 )

где а — комплексная неизвестная функция;

¿ = ^ + г-,£ 12̂ - ^ )  у ,  (10 58)

Выполнив интегрирование уравнения (10.57) и разделив ком
плексную функцию а  на действительную и мнимую части, нетрудно 
найти и’скомые функции $ и V.

Напишем уравнение (10.57) в развернутом виде
йа I -  , tg 0 ^ 1 2 (1 - ^ )  •

5 0 1 -------1------ 0  =  0
или

2 а!2а , ёа  ° . Ы 0 1Л2 (1 — мЯ °
5 ^  + 5 ф - (Т~ ^ - V  Ю а = 0. (10.59)

Произведем замену независимой переменной я на г  согласно 
равенству

^  0 ]Л 2 (1 - ц * )  гз
13 А ~ Т

или



Тогда
йЛ  =  йЫл ^ 1 } П  / Ш 1 ^ 1 2 ( 1 _ ^ )== *
сЬ йх йэ V  8 у  1г

(1х __ х
'¿в 25

После перехода к переменной г  дифференциальное уравне
ние (10.59) принимает вид

«, д а + * # + “ ’ - г ‘ >4 - # - ( К Ш )
Уравнение (10.62) представляет собой частный случай диффе

ренциального уравнения Бесселя:

+  = (10'63) 
где п  — индекс уравнения Бесселя.

Решение уравнения (10.54) выражается через бесселевы функции. 
Имеется несколько разновидностей этих функций (функции Бес
селя, Вебера, Ханкеля и др.);^ля большинства из них составлены 
таблицы в широком диапазоне изменения аргумента.

Если п  дробное число, то общее решение уравнения (10.63) 
может быть представлено в функциях Бесселя J n (x) и J - n ( x)̂  
которые в этом случае линейно независимы.

Если ж е п  — целое число, линейно независимыми будут функция 
Бесселя J n и функция Вебера Уп {х). При вещественном х все эти 
функции будут вещественными. Таблицы этих функций приводятся 
в математических справочниках.

Решением уравнения (10.54) являются также линейные ком
бинации указанных выше функций, в частности, функции Ханкеля.

Нп <х) = -]п {х) + гГ„ (х); Па = К  (х) -  ¿У п (*)•

При вещественном х функции Ханкеля — комплексные.
В нашем случае уравнение (10.62) представляет собой уравнение 

Бесселя индекса 2 относительно комплексной функции а от ком
плексной переменной г  — (V 1х. Его решение может быть пред
ставлено в следующем виде:

О = (С* + »СО Уа {I V Iх )  +  ( -  Сз + гСО Я<'> (/ V Iх ) ,  (10.64)

где (Са +  ¿СО и (— С3 + ;С4) — комплексные постоянные интегри
рования (здесь знаки могут быть выбраны произвольно; в данном



случае знаки взяты так, чтобы окончательные формулы были более 
удобными).

Функции J.2 и Н'2 мнимого аргумента (/|Л'х), в свою очередь, 
могут быть выражены через функции Томсона индекса 2 — Ьег3 (х), 
Ье12 (х), кег2 (х), ке12 (х) (вещественные функции вещественного 
аргумента х):

J г О V  ¿х) = Ьег2л; +  г Ье12л̂ =  Ф1 +  ¿фг!

/4° {¿УI х) = \  ( ^ ¡2  л: — / кег2 х) = ~ (ф4 — г'ф3),  ̂ (Ю-65)

где для краткости принято:
ф! = Ьег2 (х); <р2 = Ье12 (̂ ); ф3 = 1<ег2 (л:); ф4 = ке12 (х).

Подставим в равенство (10.64) выражения (10.58) и (10.65) и 
полученное уравнение разделим на действительную и мнимую части
(множитель — можно отбросить, так как это повлияет только на
величину постоянных).

В результате получим следующие выражения общего решения 
системы однородных уравнений (10.56):

[Схфх +  С 2ф2 +  СзфзЧ- С 4ф4]; (10 .66 )
Ÿ 12 (1 — ц2)

§ = —С1ф2 +  С2фх — С3ф4 +  С4ф3. ■ (10.67)

Функции Томсона индекса 2, входящие в выражения (10.66) 
и (10.67), могут быть выражены через функции Томсона индекса 0. 
Если для функций индексов 0 принять обозначения

Ьегл: = 'ф1; bei л: = яр2; kerx = i|}3; keix = 'vjj4

(индекс 0  обычно опускается), то зависимости, связывающие функ
ции Томсона индексов 2 и 0, запишутся в виде

Ф1 = — 'ti +  4 '1̂ ; Фг = - ^ 2 - |  фз = —

Ф4 =  —  ф! =  —  ф« =  — ’l’i - 7 фг;

2 , 2 
Ф:> =  —  Ь  -  V  ф3! ф4 =  — ^ 4 -  г ф 4

( 10.68)

(штрихом обозначены производные по х).
Для функций Томсона индекса 0 и их производных имеются 

таблицы.
При малых значениях аргумента функции Томсона можно также 

вычислить, разложив их в ряды, а при больших — пользуясь их 
асимптотическими представлениями 129]. Используя указанные 
асимптотические представления, можно получить следующие при-



ближенные выражения функций Томсона индекса 2 и их произ
водных:

«У2
ф1 =

У 2лх  1_\ 16л:

15 Т/2
16л:

X я \~|.
п ~ 1 ) у

ф2: У 2лх1\  16 х > \ У 2  ■ 8 /

1 5 / 2  л
008 (^ 2  816л:

ф, = 1 ^ Г ( 1 + ^ ) со5 ( ^ + 4 1 -У\
----- —
Ш  / \ У 2

15 У  2 . [ х . я ■ вт -т= Н—
У  2 816л:

ф4 =
15 У  2 \ . /  х

Уп
, 15 У  2

\6х С0 5 'й = + т ) ] :

> 2
Ф1! 2 У  я 8л:

2 У  лх
X

' у т

, 1 9 К 2 \  I х я \ . I х Я \1 1 ------- _ ) С05(^7 Г - - ] - 5

\У 2  8 / ] ’

Фз

ф4

У 2 8

X
у Ч

8л

Н - Ш с о в ^  +  Я
8х I \У 2  82У

(10.69)

Эти выражения справедливы при больших значениях аргумента, 
т. е. при х ^  6 .



Приведем выражения внутренних силовых факторов и угла 
поворота нормали для конической оболочки, полученные в резуль
тате суммирования общего решения системы однородных уравнений 
и частного решения уравнений с правой частью:

У =
ЕК1

[С 1Ф1 4~ С2(р2 +  С^фз +  С 4ф4] -}- V ;

т„

V 12(1 — Ц2)
О — — С1Ф2 ~г С2ф1 — С3 ф4 +  С 4ф3 -[- О! 
Е№

Т, = ■

S V  12 (I — ¡L12) 
£7¡2 л:

V  12.(1 —|i2) 2s

[С 1Ф 1 С 2фг J r  С 3ф3 С 4ф , | Т  

[ С 1Ф1 J r  С 2Ф,  - f  С яфз 4 *  С 4ф4]  4 *  Tf,

Q  =  1/ 7 ^ 1  tg ^  +  Сгфг +  С.#., +  С 4ф4] -f ;у 12 (1 — ц2) s s

м „ D 2S ( -  Схф;+ с аф', -  с 3ф; 4 - с 4ф:; ) +

4~ — (— С1Ф2 + Счфх — С3ф4 -1-  С 4ф3) — D db1
dss + i * #

Mt = - D fIX

2s¡T (— CVp'i 4~ С2Ф1 — С3ф4 С 4ф3) +

4~ ~т (— С1Ф2 4 - С2Ф1 — С3Ф4 +  С 4ф3)] — D d $  . Ф 
^ T s + T

(10.70)

(10.71)

(10.72)

(1 0 -7 3 )

(штрихом обозначены производные по х).
При решении практических задач полезно иметь в виду, что 

функции ф! = Ьега (х) и ф2 = bei3 (х), а также их производные 
с увеличением х быстро возрастают, в то время как функции ср3 =  
= ker2 (а ')  и ф4 = kei2 (х) и их производные, наоборот, быстро 
убывают. Если оболочка имеет достаточно длинные образующие, 
то можно определять постоянные интегрирования раздельно на 
каждом краю оболочки подобно тому, как это делается при расчете 
длинных цилиндрических оболочек.

Коническую оболочку можно считать длинной, если х2 — х1 >  4 
и хх >  6 . В этом случае при определении напряжений и дефор
маций около верхнего края (см. рис. 10.6) можно считать Сх = 
= С2 = 0, а при определении напряжений около нижнего края 
С3 = С4 = 0.

Если же — хх >  4, а хх <  6 , то коническую оболочку можно 
считать длинной только при составлении уравнений граничных 
условий для нижнего края. Это значит, что из граничных условий 
при к = х2 можно определить постоянные С4 и С2, считая С3 =  
= С4 = 0. Затем, зная Сх и С2, из граничных условий при х — хх 
найти С3 и С4. Для оболочки, замкнутой в вершине, постоянные С3 
и С4 равны нулю (за исключением случая, когда к вершине при
ложена сосредоточенная осевая сила).



Пример 10.1. Определить напряжения в конической крышке (рис. 10.7), 
нагруженной равномерным внутренним давлением р. Размеры крышки «1 =  

^  = 1,55 см; я2=  12,94 см; /г=0,4см; а= 7 5 °;
материал — сталь; Е — 2-107 Н/см2, ц, =  0,3. 

В данном случае б = 90° — а  = 15°, 
0 =  0,2679; параметр х определим по фор

муле (10.61):

Рис. 10 .7

Х = 2 ^  12(1— | Л ^ -  =

=  3 ,9 7 / « :

При в =  в! =  1,55 см ДГ! =  3,7; при 
в = =  12,94 см х

Частное решение разрешающих уравне
ний найдем по формулам (10.52). Учитывая, 

что давление действует по всей поверхности, начиная от центра, 5„ следует по
ложить равным нулю, тогда

т т1 =  ^  с !ё 0 =  2,90 р; Тт2 =  ^  0 =  24,2 р; 

Та =  0 =  5,79 р; Г ,2 = р52 0 = 48,4 р;

У  =  0; 0  =  0;
Зр5г С1§3 0

Фа:
3рэ2 ctg3 б 

2 Ек

2£7г 

= _  677
Е

=  -81 ,1

М, = М И3 52,Зр (1 +  Ц.) _  п А О ---- а Р_ _  ™ ПСЬ
* “  12(1-ц») и,4р> • Е СШ51’

а »-¡—= — 5 2 , 3 =  сопв^
(¡Э Е

Запишем граничные условия, считая фланец и центральную бобышку абсо
лютно жесткими:

при 5 =  5! "в1! =  0; при еа  =  0;
при я ==.ва Ф2=0; при я =  52 е/2 =  0.

Из первого и третьего условии на основании уравнения (10.71) следует,

0 =  —  С1Ф21 +  С 2фп —  С 3ф4Х +  С4Ф31 +  ^1!

О =  —  Схф22 +  С2ф12 — Сзф42 +  С 4ф32 +  Оз-

Два остальных условия представим в следующем виде;
0 = Г д - ц Т т1; 0 =  Г /2- ц Г т2

или после подстановки выражений Т[ и Тт  согласно формулам (10.72):
Е№

' 81К 1 2 (1 - (х г)
Х\ С1фн+С2ф21+ С 3ф̂ 1+С4ф411

—  [X ^ С 1ф11 +  С 2ф21 +  С зф з1-Ь С 4ф 411 -\-Тц — \ьТт х,

--(^ф ^ +  Сгф̂ з +  С3ф32 +  С4Ф12) Ц. (Саф12 +  С*<р33 +  

+  Сзфз2 +  С4Ф42) +  1 а  И- Т/ла-
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После подстановки значений функций Томсона, а также величии О, Г т , Т* 
уравнения граничных условий принимают вид

0,903С1 +  1,764Са +  109,8- 1СГЧ;н-668,6 • К Г 4С4=81,1 

177,6СХ — 108,5(72-2,19- 10“ 4Са+-0,491 - 10-40, = 667

2,629С1 +  0,931Са-1478 • 10-*С3-572 • 10-*С4 =  157,7 -|-;

/  Р301,9СХ — 988С2 +  6,01 • 10” 4С3 — 11,46 • 10-4 С4=  1,1 • 104

Решение этой системы уравнений дает следующие значения постоянных:

^ = - 3 ,6 8 12,22 ; С3 = — 1935 С4 =  1902-|,

Задачу определения постоянных можно в данном случае упростить, имея 
в виду, что функции кег2 л: и ке12 х быстро убывают и при х2 — Ю,7 принимают

 ̂ 24,2 р 7,26р

весьма малые значения. Отбросив во втором и в четвертом уравнениях члены, со
держащие С3 и С4, получим два уравнения с двумя неизвестными:

177,6^-^-108,5^ =  677

из которых найдем

Сх =  -  3,678 С2 =  _  12,20

Подставив эти значения в первое и третье уравнения и решив их, найдем 
остальные две постоянные:

С, =  — 1934 ! 1903

Теперь нетрудно по формулам (10.72) и (10.73) вычислить внутренние силовые, 
факторы.



На рис. 10.8 приведены эпюры Тт , Т(, Мт , М( по длине образующей. Наи
большие напряжения возникают в точках, расположенных на внутренней поверх
ности у наружного края:

М(6 _  (Ю ,5+ 40)р= 50,5 р;ог- Tt +

___ 1 " jn  I

' h +

№

№■

4,25 p l,06p6 
0,4 0,42
14,52p +  ЗЛЗрб =  (36p+ , 29p) =  165p_

0,4 1 0,42

В середине образующей при s ^  7,2 см Напряжения имеют следующие значе-

„  24,2р , 0,3р6
а ,= ж + w =71p;

15р 1,01 рб
= 0 ^ 4  +  Т м ^ "

76 р .

Пример 10.2. Коническая оболочка нагружена краевыми нагрузками по 
схеме, приведенной на рис. 10.9. Дано: =  100 мм; =  300 мм; /1 =  0,5 см;
0 =  60°. Расчеты выполним двумя 
способами: с помощью таблиц функ
ций Томсона и по асимптотическим 
формулам (10.69).

Прежде всего поформуле (10.61) 
вычислим параметр х для нижнего 
и верхнего края:

* !  =  2 ^ 1 2  ( 1 — 0,32) S1 tg 6 0 ° ; 

=  21,4;

л:2=  2 у/ 12(1 — 0;

=  37,0

Ввиду того, что образующие 
данной оболочки достаточно длин
ные, напряженное состояние около
нижнего края можно рассматривать независимо от граничных условий на верх
нем краю.

Полагая в выражениях (10.70) и (10.71) С3 =  С4 =  0 и учитывая, что Ф и V 
при заданной краевой нагрузке равны нулю, для области около нижнего края по
лучим

Eh2
V ~  |7ТЬ>1 ~ ~Ь ̂ гфг]? ® =  — Спфг +  С2фх.

V 12(1 — ц2)

Пользуясь таблицами, находим значения функций Томсона индекса 0 при x¡¡ =
— 37,0 и пересчитываем на функции фь  ф2 и их производные:

121,9222- 108; 1|)2 =  89,8465 • 10»; 
i|)¡ =  21,0194 • 10s; гр;= 148,5313-10«; 

ф1 =  _  113,8935-108; фг =  — 90,9827 • 10«; 
ф ;= — 14,8630-108; ф '= — 143,6133- 108.

Граничные условия при х — х2:



( -  с 1ф: + с 2ф;) *  +  £  ( -  с 1ф2+ с , ф1) = - ^ ;

1/Т2ТГ=Т^ р со5 60°
----^ ---- (^1ф1 +  С2ф2) — о

ёх х Здесь учтено, что ^  .
Подставив числовые значения известных величин и решив два уравнения с дву

мя неизвестными, найдем
£?! =  — 0,978- Ю "10̂  — 0,2518- Ю“ 10^ ;

При, д: =  л:2

М  РС2 =  1,225- 2,183 • 10"10

■Ö = _  С1фг+ С гф1 =  — 2,282 +  2,26-РD 1 ’ D '

s = (- ^ а = - ° - 978 т> -  ° '° 228 w  >
1 § dö lM m = M ; M, =  - D  - ~ + | i ^ J ^ 0 13Al;

Fh 2

r ' - 5 - F i f e i
7’ffl =  - f  =  - 0 ,5 P .

2

Для выявления характера изменения силовых факторов по длине образующей 
следует задаться рядом значений s, вычислить соответствующие значения х и по 
таблицам найти фь  ф2, <p¡, <р2. поскольку Сх и С2 уже известны, по формулам 
(10.72) и (10.73) нетрудно вычислить силовые факторы.

Получим решение данной задачи с помощью асимптотических формул (10.69). 
Подставив в эти формулы х2 =  37,0, найдем

ф1 =  — 114 ■ 108; q!2 =  — 91,2- 108; 
фз =  — 142 • 108; ф '=  — 143,6 • 108.

Полученные значения ф1, ф2, Ф[, <р2 отличаются от значений, вычисленных с по
мощью таблиц, только в третьем знаке.

Заметим, что данная задача более просто может быть решена с помощью при
ближенного метода Штаермана — Геккелера (см. § 4).

§ 3. О сесимм етричны е сф ерические оболочки
Разрешающие уравнения осесимметричной деформа

ции сферических оболочек получаются из общих уравнений (10.26)
. и (10.28) при подстановке в них Rt — Rm — R\

+ ctg 0 ~  -  (ctg2 9 — |Д,) V = EhR® +  Ф 3 (0); (10.74)

2  + ctg 0 §  -  (ctg2 6 + (x) О = -  , (10.75)
где

Фз (0) = R + Я8 (1 + V-)Р* (10-76)



. * П
</б2

,«Ч_)
м - ¿ § Ч (  ) ,

запишем уравнения (10.74) и (10.75) более кратко:
Ы1О +  ̂  = -Ш ^~И М 0); (10.78)

¿ 3 ( А ) - ^  = - ^ - . (10.79)
Общее решение этих уравнений складывается из общего решения 

соответствующей системы однородных уравнений

и > = -
¿м/
о

(10.80)

и частного решения системы неоднородных уравнений (10.74) 
и (10.75). Четыре, постоянные интегрирования определяют, как 
обычно, по граничным условиям. Внутренние силовые факторы вы

числяют в зависимости от V и •& по формулам (10.10), (10.11) и
(10.24), (10.25), в которых следует положить 1̂ т = = Я. 
Напряжения вычисляют по формулам (10.33) и перемещения — по 
формулам (7.35) и (10.34).

Приведем выражения частного решения для наиболее часто 
встречающихся случаев нагружения.

Равномерное внутреннее давл ени е (рис. 10.10, а)

_  Функция Ф 3^0) в данном случае равна нулю. Следовательно,
V = 0, О = 0, <э = 0.

Усилия Т„, и Т1 определяются по выражениям (10.24), (10.25): 
т  — ^ _Р ^ __ р ^ ____ ^_(®)_____ рК

Осевая сила Р  (рис. 10.10, б)
Л>() = ̂ ; Ф з (9) = 0; У = 0; *> =

I? вш2 0

= 0; <3 =  0.

(10.81)



Нетрудно убедиться, что частные решения для этих случаев 
нагружения полностью совпадают с решениями, которые дает без- 
моментная теория.

Равном ерное  вращение оболочки. Интенсивность радиальной 
инерционной нагрузки определяется выражением

hytifiR sin 0 
Р ~  g  '

Ее нормальная и касательная составляющие:
^ № 6  =  Asin26 ; 

r  g
hyu>2R sin 0 cos 0 . . „ . 

p  =  -----i---------------- =  Л s in  0 COS 0 ,Hi g  >

где
^  __hyotR

~  g ~ '

Функция F (0), зависящая от осевой нагрузки, в данном случае 
равна нулю. Функцию Ф 3 (0) определим по формуле (10.76):

Фз (0) =  R22A sin 0 cos 0 +  (1 + ц) R2A sin в cos 0 ==
= R2A sin 2 0 .

Частное решение дифференциальных уравнений ft будем искать 
в виде, подобном Ф 3 (0), т. е.

■& — С sin 20,

где С — неопределенный множитель.
Подставив ft в уравнение (10.75) и выполнив несложные преоб

разования, найдем
7̂ D (5-f ¡л) С sin 20у  _  _  .

Используем теперь уравнение (10.74). Подставив это уравнение 
в функции Ф 3 (в) ,  ft и V, убеждаемся, что оно удовлетворяется при

■ AR*{ 3 + ц . )

2 [D (^ - 2 5 )- В Д 2 ]-

Следовательно, искомое частное решение имеет вид
т>______ Л£?2 (3 +  ц) (5 +  ц,)Р ■ по ^  
у ~  2 [£АЛ2 +  (2 5 - ц 2) 0 ] ь nzu —

~  _  А (3 +  Н) (5 + И) &  оо. 
=  24 (1 — ¡j,2) s ln z a >

л  — - ¿4^3(3 +  jx) sin 29 '—'
® 2\EhR* +  ( 2 5 - p . 1)D] И —

—  ^  _(3+Jt) sin 20,



Усилия Q, Тт и Tt определяют по формулам (10.23), (10.24) 
и (10.25), т. е.

Q = ¿ - V ;

■-AR sin2

Л'(3 +  fi) (5 +  ц) A2 cos2 0 
12(1 -  и2) Я  1

ЛА2 (3 +  |i) (5 +  ¡x) cos 20 
£ 1 2 (1  — ¡x2) ’

(10.84)

Пример 10.3. Исследовать напряжения и деформации в замкнутой сфери
ческой оболочке, вращающейся с угловой скоростью со.

Граничные условия в данном случае следующие:
при 0=0 0' =  0; при 0 =  0 Q =  0, V =  0; 
при 6 =  90° # =  0; при 0 =  90° Q =  0, 1/ =  0.

Частное решение разрешающих уравнений определяется выражениями (10.83) 
и (10.84). Нетрудно проверить, что это частное решение удовлетворяет всем гранич
ным условиям. Это значит, что общее решение соответствующего однородного урав
нения в данном случае добавлять не нужно. Таким образом, формулы (10.83) 
и (10.84) полностью определяют значения усилий в замкнутой вращающейся 
оболочке.

Найдем изгибающие моменты. Подставив выражение (10.83) в зависимости 
(10.10) и (10.11) и положив Rm =  Rt =  R, получим

М т  =  ̂  (З +  иОД (cos 20 +  |л cos2 в);

A J3+ Ji)_D  (cos2 д _ ^ с08 2fl).

Радиальные перемещения точек поверхности согласно уравнению (7.35):

I =  8/  =  ри (Тк— »Т m) R Sin 0.
При 0 =  90°

AR2 
: Eh

Eh

Л2 (3 +  ц) (5 +  AR*
R* 12(1— (х*) J  — E h '

Осевые перемещения согласно уравнению (10.34):

1
■п

о
(Тт  — \iT¿) sin 0 +  •& cos 0 Rdb

(г) — отсчитывается от полюса).
При 0 =  180° по этой формуле получим изменение расстояния между полю

сами
Т) =  — ■

А Ф
Eh 2 (1 + | х ) -

¿ 2(3 +  Ц) (5 +  }х)
18/?2 (1 — (х)

На рис. 10.11 изображёны эпюры Мт , , Тт , T¿, построенные при следую
щих числовых данных:

í? =  40 см; А =  2 см; «=1000 об/мин; 
ш=Ю 5 рад/с; у =  7,8- 10-2 Н/см3;

£ = 2 - 107 Н/см2; ц =  0,3.
Максимальные напряжения возникают в наружных точках на экваторе обо-

Т, Mt 6 2800 , 25,6-6 1 л л А



Изменение диаметра по экватору 
R

2*90° — 2 £ h ^ t М^'т)е=90° 5,6-10 3 см.

Изменение расстояния между полюсами

Лшо0 -
2R2
Eh 2(1 +  (-i) Ч— г

/г2 (3-4- [i) (5-f- ц)
18R2 (1 — ц)

■7,3. 10-з см.

Заметим, что в данном случае напряженное состояние оболочки мало отлич'а- 
ется от безмоментного; поэтому максимальное напряжение и перемещения можно

)Н-см/С1,1
13

Н-см/см
Рис. 10.11

с удовлетворительной точностью вычислить по безмоментной теории. Рассматривая 
равновесие части оболочки, отсеченной по кругу 0 =  const, найдем

Тт  =  0;

тогда из уравнения Лапласа

При 0 =  90°
Tt =  p1R =  RA sin3 S.

J tТ( =  ЯА =  2810 Н/см; а, =  ̂ = 1410 Н/см2.

Получим общее решение системы однородных уравнений (10.80). 
Анализ этой системы показывает, что вторые слагаемые в левых 
частях уравнений можно отбросить (вносимая этим погрешность 
не превышает погрешности, вносимой исходными допуще
ниями) [15]. После исключения этих слагаемых уравнения прини
мают вид

-Е кП Ь  =  0;
Я

L 3 =  {V

¿ 3  = - 0 •

Эти два уравнения можно привести к одному уравнению второго 
порядка относительно комплексной переменной. Умножим первое



уравнение на неопределенный постоянный множитель а  и сложим 
со вторым:

и{У а  + о) -  [\aEhR] 4 + [ — §~а\ °У) = 0. (10.85)

Множитель а подберем так, чтобы произведения, заключенные 
в квадратные скобки, были равны между собой, т. е.

отсюда ___  ________

« ' ' У ю - ' т ? ® '  <1<Ш>
знак перед корнем может быть выбран произвольно.

Введем обозначения:

аЕ!гЯ = -  §-а = / У  12(1 — ц») -  ЙЛ»;

/г = / 3 ( Т ^ ] / | ;  (10.87)

+  V . (10.88)

В результате уравнение (10.85) принимает следующий вид: 
Ь3 (а ) — г'2&2с =0 (10.89)

Это уравнение второго порядка относительно комплексной 
функции а эквивалентно двум уравнениям второго порядка (10.80)
относительно действительных переменных 9 и 7. Общее решение 
уравнения (10.89) можно представить в следующем виде:

а= (С 1 + /С*)[Х1 - /У 1] + (Са + 1С1) [Х а- / У >], (10.90)

где Х х —  1УХ =  О!, Х 2 —  /У2 =  ¿2 —  комплексные функции, явля
ющиеся независимыми част- 
-ными решениями уравне
ния (10.89);

(Сг + 1'С2), (С3 + ¿С4) — комплексные постоянные ин
тегрирования.

Разделив комплексную функцию (10.90) на вещественную и 
мнимую части и приняв во внимание равенство (1 0 .8 8 ), получим
следующие выражения для ■0 и' V:

^ =  С Л  +  С ,У ! +  С 3Х 2 +  С 4У2; |

*  ) (10'91) 

Функции (0), Ух (О), Х 2 (0), У2 (0), входящие в фор
мулы (10.91), определяются в результате интегрирования диффе-

423



ренциального уравнения (10.89). Напишем это уравнение в раз
вернутом виде:

- ctg2 в а -  ¿2k2a = 0 . (10.92)
d2a , „ do
de«' +  c tß de

Не останавливаясь на решении, укажем лишь, что интеграл 
уравнения такого типа выражается через функции Лежандра.

Приведем симптотические выражения функций Хи  Х2, ,.Уа 
и их производных по 0 , полученные в результате пренебрежения 
слагаемыми, имеющими такой же порядок малости, как отноше
ние Н/Я, по сравнению с единицей [15]:

г 4 к sm6 L\ ■¿ctge)cos(/fee-f

У1

)]=

cos Ш - - Л  +4л sin 0

+ (l - ¿ c t g o )  sin (^0 -  f ) ] ;

+ 1

[ ¿ c t g  6 cos (¿0 - f )  + 

Wk ctg e) sin (ä0 —  j ) ] ;

• V i M  e*eK 1 -  m  ct§ e) C0S(*s -  t )  -

x

¿ c tg e s in (* e  - i ) ] ; 

’ [cos ( « + ! ) -

: l / ~ * ~ * e
V л  sin

k  e -Ä0 I
я  sin 0 

3 ctg (

+  s in ^ 0  + y ) ] ;

XL V ̂ ^ [ ( i + Ä c t g ^ c o s ^ + l

- ¿ c t g 0 sin(£0 + f ) ] ;

Kol У
4 V~2 k? _kB

i 6Ä c t g 6 c os ( ^9 + ! ) +  

ctg öj sin [k% + 2 -j].

(10.93)



Внутренние силовые факторы и перемещения в сферической 
оболочке определяются на основании зависимостей (7.35), (10.11),
(10.12), (10.23), (10.24), (10.25) и (10.34)

М „ , . Л  _ х _  „П. £>

Т т  =  ~

тр

1§0 +  Г ш; Т 1 Я йЬ Т -  О - ^  А-
г * ' д - 5  +  гг- (ю .9 4 )

Заметим, что функции и их производные с увеличением
угла 0 быстро возрастают, в то время как Х 2 и У2, наоборот, быстро 
убывают. Более детальный анализ показывает, что при приближе
нии к полюсу, т. е. при 0-^-0, функции Х 2 и У 2 стремятся к беско
нечности. Следовательно, для оболочки, замкнутой в вершине, 
коэффициенты при Х 2 и У2 следует принимать равными нулю (за 
исключением случая нагружения замкнутой оболочки сосредото
ченной силой, приложенной в вершине).

Пример 10.4. Вычислить напряжения в полусферическом куполе, усиленном 
по краю фланцем и нагруженном равномерным внутренним давлением р и уравно
вешивающей силой Р (рис. 10.12, а). Размеры: Я =  50 см; Н =  0,3 см; г1 =  
=  49,85 см; г2 =  53 см; г3 =  51,6 см; В =  3,15 см; Н =  0,8 см.

Рис. 10 .12

Отделив сферический купол от фланца, приложим к нему силовые факторы 
взаимодействия Мтъ  Тт1 (рис. 10.12, б).

Сила Тт1  определяется из условия равновесия, л .  е.

г « = 1 т Н 4'8'’ н /“ -
Остальные силовые факторы должны быть найдены из условий совместности 

деформаций оболочки и фланца.



Деформации фланца могут быть вычислены по формулам теории осесимметрич
ной деформации колец (см. гл. 4, § 1).

Геометрические характеристики сечения кольца:

Внутренние силовые факторы в сечении кольца:
N = р Н гг +  =  39,9р +  бОСЬ*

М =  Р г \ - Т т1Я2 +  М т 1 Я +  <гхЯ  У  = 1,99 • 10»р +  М т150 +  <?х20.

Угол поворота сечения кольца

ф =  == [0,7605 • 10вр +  19,13 • 10Шт1+7,65- Ю ^ ]  рад.

Радиальное перемещение в точке сопряжения с оболочкой

£ =  -— - + ^  =  1[0,305- 10°р +  4,08- 103<21 +  7,65- 103М т1] см.

Напряженное состояние оболочки целесообразно представить в виде суммы 
безмоментного состояния, соответствующего нагружению равномерным давле
нием р и осевой силой Тт1  и моментного состояния, соответствующего нагру
жению краевыми нагрузками М т 1  и С

Для безмоментного состояния, соответствующего частному решению разре
шающих уравнений, выше было найдено

Угол поворота нормали на краю оболочки в этом состоянии равен нулю, а ра
диальное перемещение

Вычислим линейное и угловое перемещения на краю оболочки, возникающие 
при действии нагрузок М т1  и Ск- В  этом случае частное решение равно нулю и оста
ется только общее решение системы однородных уравнений (10.91).

Параметр к согласно формуле (10.87):

Учитывая, что заданнай оболочка замкнута в вершине, следует постоянные С3 
и С4 приравнять нулю. Остальные две постоянные надо подобрать так, чтобы изги
бающий момент и поперечная сила на краю были равны соответственно Мт ^

Р

§ =  ̂ ( ^ - ^ т ) =
50 • 24,8р (1—0,3) 

£0,3 =  2,90- 103 4  см-В

тогда
/ ^  =  ¿-5-= 26,07.

зх
и (&. По формулам (10.93) определим функции Хъ Уъ Х[ и У[ при 6 =  у : 

Хх =  0,9668 • 1011; У\ = — 3,9429 • 10й ;



М т 1 — --'7Г ж + ^ с 1 ё е] =  - ~ [ с 1х ; + с 2У '] ; 

£Л2
Я 1= — ~Ш======1С,Х1 - С 1У1]

/ ?К 1 2 (1 - (х 2)

— 49,43С1-81,54С2 =  —  ~  2,022 • Ю-7М т1<

3,9429^ +  0,9668^ =  -^ 0,1835 • Ю " ^ .  

Решив эти два уравнения, найдем

1̂ =  [5,475 ■ 10-^-0 ,7 1 4  ■ 10~Шт1] 1 ;

С2 =  [— 3,32- Ю-вС?! — 2,915- Ю-еМт 1] 1 .
ь

Далее вычислим угол поворота нормали при 0 =  90®:
2  

' Е4 = С А  + С 2К 1 (1840(3!- 1220Мт1) рад,

растягивающие усилия

* — у я - - ^ 7 # = р г < а д - с -г : ) - - 33' ,8«-+ 1 | '0 |« ~

Т т  =  0
и радиальное перемещение

= Т*~ Е к т  Я  =  (— 5530С?Х + 1 835Мт1).

Запишем уравнения совместности деформаций оболочки и кольца:

1об~Ь £об =  ?к>
^ о б +  'О'об =  фк

или в развернутом виде

2,90 • 103 4  — 5530 %  +1835 =  305 • 103 4+ 4080 +  7650 ;С С £ ь  £ С

1840 1220 ^ -  =  760,5 • 103 4 +  7650%+19 130 М т1Е Е ’ Е Е п Е

Решение этой системы уравнений приводит к следующим результатам:
М т1 — — 33,8р Н/см;

<21 = — 10,7р Н/см.
Наибольшие напряжения возникают в наружной точке оболочки при в — 90°; 

Л1т1 =  — 33,8р Н • см/см; 7’т1 =  24,8р Н • см/см;
УИ/ =  цЛ!т1 = — 10,1/? Н ■ см/см; Г / =  7’  ̂+  7’т  =

=  24,8р-  33,18(2! +  11,0Ш т1 =  8,0р Н/см;
- 1 т - м т  6

Л А2
Т( Щ 6
л Л2 ~ = 690р Н/сма.



Изгибные напряжения в оболочке носят местный характер и по мере удаления 
от края быстро убывают. Если материал оболочки пластичный, то эти напряжения 
могут вызвать лишь небольшие пластические деформации стенки оболочки около 
края.

За предельное допустимое давление в данном случае следует принять такое, 
при котором начнутся пластические деформации во фланце. Наибольшее напряже
ние во фланце

N МН/2
r j l  р ’

где
N =  39,9'р +  50Qj= — 495р;

М =  1990/7 +  50Mml+20QX =  84р.

Сопоставив максимальное напряжение во фланце с пределом текучести мате
риала, можно установить предельно допустимое давление.

Заметим, что деформации сферической оболочки в рассмотренном примере мо
гут быть вычислены более просто — приближенным методом учета краевого 
эффекта (метод Штаермана — Геккелера).

Остановимся на особенностях расчета пологих сферических 
оболочек. Общая теория пологих оболочек, основанная на введе
нии некоторых дополнительных допущений, справедливых при 
малых значениях угла 0, разработана В. 3. Власовым [9, 13].

Рассмотрим сферическую оболочку с малым углом подъема. 
Считая приближенно, что ctg 0 = 1/0, представим разрешающие 
уравнения (10.74) и (10.75) в следующем виде:

S + O  - ¿ 1/ = £/г̂  + фз(9);
d2fl , _1_ М  _  а, _  _  RV 
d02 8 d0 02 D

(10.95)

(слагаемые, содержащие ц, ввиду их малости отброшены).-
'Частное решение этих уравнений такое же, как и для оболочек 

с большим углом подъема [см. зависимости (10.81)—(10.84)].
Для получения общего решения системы однородных уравнений 

приведем их к одному дифференциальному уравнению относи
тельно комплексной функции

¿ = Ь + 1 Щ Ш у -

где
2к? =  \ / 1 2 ( 1 — ^ ) .

Путем замены независимой переменной согласно равенству
— ¿2А:202 = г2

это уравнение приводится к уравнению Бесселя индекса 1;



0  = (С2 + /Ci) [berj (k V2  6) +  i h e ix (k ]/2 в) +
+  (—  C3 -f iC i) [keii (k  У 2  0) — ¿kerx (k  У~2 б)].

Разделив это уравнение на действительную и мнимую части, 
получим

V = — -^=- [Q  berL (k V2 в) +  С2 beii (k У 2  S) +
К ) 2 ( 1 - ц 2)

+  С3 кега (,k V 2  0) +  С4 keix (А 1^2 б)]; 

ô  =  С 2ЬеГх( k V %  6 ) - C 1bei1 ( k V 2  0) +  

+  C i  ker! (k  V 2  0) -  C3 keix ( k  / 2  б),

(10.96)

где
k = V2>{\-p,2) j/~

Для замкнутого купола постоянные С3 и С4: следует принять 
равными нулю. Остальные постоянные определяют по краевым 
условиям.

Пример 10.5. Рассчитать цилиндрический резервуар со сферическим днищем 
(10.13, а), находящийся под действием равномерного внутреннего давления р. 
Дано: г — 173,5 см; Л =  1 см; /? =  1000 см.

Рис. 10.13

Отделив днище от цилиндра, приложим силовые факторы взаимодействия М 0, 
<2», Тм  (рис. 10.13, б).
Из условия равновесия днища

т  — Рг1 хо — 2  *

Остальные два силовых фактора должны быть определены по условиям сопря
жения цилиндра и днища:

дн ~  ^оц»
£к ДЬ ™ £оЦ ИЛИ б/КДН — ̂ ОЯ*



Знаки выбраны в соответствии с принятыми положительными направлениями 
перемещений, показанными на рис. 10.13, б.

Вычислим перемещения на краю днища.
Частное решение разрешающих уравнений определяется по безмоментной 

теории, т. е.
К = 0 ; Ф = 0 ; Q =0; Г т = 7* =  ̂  =  500р.

Учитывая, что угол 0 мал, общее решение системы однородных уравнений 
возьмем в виде (10.96); при этом С3 — С4 =  0, так как купол в вершине замкнут:

fr =  f a  ЬеГ1 (k у Т  d) +  C2 bei1 ( k V 2  в);
V l 2 ( l  -»[Л2)

$ = С 2 ber! (k Y 2 e )- c 1bei1 (k Y 2 в).
На краю днища

6К 25= 10° =  0,174 рад; 2k* =  ~ -Y W  (1 -  И-2) =3300;

k Y% =57,5; k Ÿ 2  0К=  10,0.
Пользуясь таблицами, находим значения функции Томсона индекса 0:

ber 10,0 =  138,8405; bei 10,0 =  56,37046;
ber' 10,0 =  51,19526; bei' 10,0 =  135,3093

(штрихом обозначена производная по аргументу kY20).
Пересчитываем эти функции на функции индекса 1:

Ъетг х = ^ =  (ber' дг — bei' я); bei! x = —r= (ber' x-J-bei' х);

, , 1 .. , , . . be^ х berj х  =  — (ber х + bei х )-------;
V

bei ; х  =  -4= (ber х  — bei х) — — ;
Y 2 ' х '

ЬеГ1 10=— 59,478; beit 10= 131,879; ber; 10 =  — 132,088; ЬЫ П0 =  45,127.
Внутренние силовые факторы и перемещения на краю днища согласно форму

лам (10.94):
ftK= Ô K =  С2 Ьегх 10 — Ci beix Ю = С 2 (— 59,478) — Cj.131,879;

=  Î t  =  (C2 ber[ 10-C , beH 10) k }'Л2= -7600С2-2595С1;
dû#

M,

F h  2
l/K =  V« =  - a) (°1 beri 10 +  c 2 beii 10) =  D (— c x196,3 +  436C2);

dV dV Eh2 : [Cx berj 10 +  C2bei; 10] A Y 2  =
d0K dBK YT 2  (1 — p,2)

=  D (— 25,1 • 103C1+8,58 • 103C2);

Qk — Qk — =  D (— 196,3C1 +  436C2) 10-3;.A

TmK =  7mK -  ¿ K0 =D(1,13Cj -  2,505C2) +  500PÎ 

7 7 ,-  =  D (25,lC1-8,58C1) +  600p.



Радиальная составляющая краевых сил для днища (сила распора)

Qo — Qk sin Sr— Ттк cos вK= D  (— 1,149^ +  2,537^) — 492,5р.

Из зависимостей для М0 и Q0 выразим Cj и С2:

Сл =■ -  0,4815 +  0,1586 ^-° -  237 -g - ;

С2 =  0,1766 ^  +  0,0718 +  86,9 ^  

и подставим в зависимости для # к, Тт к , TtK и е/к. В  результате получим 

flK =  5 2 ,9 ^ - 2 5 ,0 ^ °+ 2 6 ,1  -Ю3^-;

Г»,*“ — 0,986Q0+14,5/>; Г /к =  — 13,62Q0+3,364M0- 6 , 196 • 103р; 

е/к =  ^  (Т'/к ^Т’/лк):* -g- (—  13,32Q0 +  3,364M0 — 6,20 • 103р).

Перейдем к определению деформаций цилиндрической оболочки. Согласно 
формуле (9.24):

Ввиду того, что цилиндрическая оболочка имеет большую длину, используем 
зависимости (8.27) и (8.28). При х — 0

8/0 =  ~F =  2Щ 7  +  Щ ч  + § h { 1~ ' 2 )  =  3,31 7Г  +  34,0^  +  147,21Г >’
А _  Mo Q0 _ 10,27Ai0 52,6Qo
0 Dp 2£>р*~ D "T5 -

Подставим выражения Ок, е/к и О0, е/0 в уравнения сопряжения днища и ци
линдра:

5 2 ,9 ^ -2 5 ,0  ~ °  + 26,1 • 103£  =  52,6<| +  10,27 ^ ;

— 13,32^  +  3,364 ^  — 6,196 • 103 £  =  3 4 , 0 +  3,31 ^-° +  147,21-.

Решив эту систему уравнений, получим
УИ0 =  740р; Q0 =  — 127р.

Искомые значения углового перемещения и силовых факторов на краю днища:

ftK =  880 ^-; TtK— — 1976р; Г отк=140р;

М тк =  Мо =  740р\ M tK =  \iM0 — -  1̂ ~  ̂  dK ctg 6 =  217р 

и на краю цилиндра:

Тх =  ̂ = 8 7 р ;  Г ,  =  ̂ + ^  =  -  1700р{

М к =  М 0 =  740р; Ai< =  [xAi0 =  222p.
При вычислениях учтено, что

_„ __ 3 ,ЗШ 0 ( 34Q0 , , г, Р 1 „ п  Р
,  - в № =  ^  +  ^ + 1 4 7 , 2 ^  =  -  1730 ^ - .



М 06 740-6 . . . .  
°ш тах - р -  =  — —  Р =  4450р.

Наибольшее напряжение сжатия в окружном направлении в зоне сопряжения 

°/тах = ^  =  -  1976р.

Напряжения в цилиндре в точках, удаленных от днища, 

а* =  ̂  =  87р; а ,= ^= 174р .

Высокие окружные напряжения в зоне сопряжения цилиндра и днища могут 
привести к возникновению пластических деформаций, а также к потере устойчи
вости и образованию складок.

Для снижения напряжений край цилиндра целесообразно усилить кольцом, 
воспринимающим радиальную силу, передаваемую со стороны днища.

§  4. Приближенны й м етод  учета краевого  
эф ф екта (м ето д  Ш та е р м а н а —  Геккелера)

На рис. 10.14, а  и б  изображены оболочки вращения, 
нагруженные по краю распределенными нагрузками М0 и <30. 
Первая оболочка — пологая. При осесимметричном изгибе такой 
оболочки радиальные перемещения точек и соответствующие им 
окружные деформации растяжения около края — малы. Поэтому

деформации, вызванные изгибающим моментом, затухают медленно, 
и влияние момента распространяется практически на всю оболочку.

Во втором случае угол наклона нормали 0 велик. Здесь при 
осесимметричном изгибе около края возникает значительное окруж
ное растяжение; вследствие этого изгибные деформации в оболочке 
быстро затухают и на небольшом расстоянии от края уже практи
чески полностью отсутствуют.

Влияние окружного растяжения при осесимметричном изгибе 
оболочки с большим углом подъема подобно влиянию упругого



основания. Аналогичное явление быстрого затухания деформаций 
около края было отмечено в осесимметрично нагруженной цилин
дрической оболочке (см. гл. 8 ).

На указанной аналогии основан эффективный метод расчета 
оболочек вращения с большим углом подъема, нагруженных крае
выми нагрузками. В этом методе использованы следующие допу
щения:

1. Все функции, характеризующие напряжения и деформации 
в оболочке около края, а также их первые производные малы 
по сравнению с их старшими производными. Это допущение 
основано на том факте, что рассматриваемые функции содержат 
множитель вида егка, где со — угол или дуга, отсчитывае
мая от рассматриваемого края оболочки, 6 — параметр. При 
дифференцировании этих функций параметр И выходит каждый раз 
в виде множителя. Так как все эти функции — быстрозатухающие, 
то величина параметра & велика, поэтому значения первых произ
водных намного больше, чем значения самих функций, а значение 
вторых производных — соответственно больше, чем первых. На этом 
основании члены, содержащие сами функции и их первые произ
водные в левых частях разрешающих уравнений (10.26) и (10.28), 
отбрасываются. Функция Ф  в правой части уравнения (10.26) 
в данном случае равна нулю, так как рассматриваются только крае
вые нагрузки. В результате разрешающие уравнения (10.26) и
(10.28) принимают вид

2. Радиусы кривизны Ят и около края принимают постоян
ными. Это допущение точно выполняется в случае сферической 
оболочки. Для оболочек других видов это допущение выполняется 
тем точнее, чем ближе форма оболочки к сферической.

Приведем уравнения (10.97) и (10.98) к одному уравнению с одним 
неизвестным. Продифференцировав уравнение (10.97) дважды с уче-

с1Щ
том второго допущения и подставив ^  в уравнение (10.98), 
получим разрешающее уравнение краевого эффекта

¿НУ. 
Жт  ¿б2 (10.97)

(10.98)~Йт  М* £> •

Ч тЕ к
______(- - 3 —  V — 0м* ^  я р  у

Введем обозначение:

(10.99)

или

(10.100)



Заметим, что пренебречь функцией V в этом уравнении по сравне
нию с ее четвертой производной нельзя, .так как множитель 4 а4 
весьма велик.

Уравнение ( 10.101) аналогично однородному уравнению осесим
метричной деформации ци
линдрической оболочки.

Введем новую незави
симую переменную со, пред
ставляющую собой угловую 
координату, отсчитывае
мую от края оболочки. 
Если рассматривается ниж
ний край (рис. 10.15, а), то 

Рис. 10.15  со =  0К —  б .

Если рассматривается верхний край (рис. 10.15, б), то угол со 
отсчитывается в обратную сторону и тогда

со =  0 — бк.

Так как в обоих этих случаях
d*V d*V 
de* ~  dm* ’

то при переходе к новой переменной дифференциальное уравне
ние ( 1 0 .101 ) не изменяет своего вида, т. е.

g  +  4a‘ V = 0 . (1 0 .102)

Решение дифференциального уравнения (10.102) записывается 
так же, как для длинной цилиндрической оболочки:

V = e~a(ú (Ci sin acó + С2 cos acó) +  еа(0 (С3 sin acó + С4 cos аса). (10.103)

Ввиду того, что функция V с возрастанием угла со должна зату
хать, второе слагаемое в выражении (10.103), содержащее множи
тель е“ “ , должно отсутствовать. Поэтому постоянные С3 и С4 сле
дует приравнять к нулю, тогда

у  = е-аю sjna(ú + c 3 cosaco). (10.104)

Вычислим производные функции V по 0. При дифференцировании 
следует учитывать, что на верхнем краю пояса оболочки угол со

dV dV  uотсчитывается в сторону возрастания 0, поэтому . На ниж-



нем краю направления отсчета углов со и 0 — противоположны, 

(16 ¿0) ■поэтому

йV 
¿0 ±  ае_ои [Сх (сое аа> — втсш ) ■

— С2 (сое аю +  бш аю)];
нъу 4-

^  2а2е аш[Сх (— сое асо) +  С2вша©]; (10.105)
¿»У
Й03 ; 2а3е аш (соэ асо +  э1п асо) +  

+ Сг (сое асо — эшаю)]

(знаки, указанные сверху, — для верхнего края, знаки, указанные 
снизу, — для нижнего).

Так как в данном случае рассматриваются только краевые 
нагрузки, то р г = 0; р2 = 0; Р  (0) = 0 и Ф  (0) = 0 [см. равен
ства (10.19) и (10.27)]. В этом случае внутренние силовые факторы 
и перемещения связаны с функцией V следующими зависимостями:

Г „ — ¿ < * в В; Г , —

Я( ¿¡»У 
: Я ' ^ Е к  й в 2 :

М „ ■£> Я/О (13У _ 

'  Я%,Ек ¿ 0 3 ’
(10.106)

На основании малости '& по сравнению с ее производной слагае
мые, содержащие ■&, в выражениях изгибающих моментов отброшены.

Запишем уравнения граничных условий для рассматриваемого 
случая нагружения краевой нагрузкой:

при ю = 0 М т =  М т -, 
при со = 0  <2 = <2о

или с учетом равенств (10.104), (10.105) и (10.106):

М т о '
Я А  Г с Р У  

1 Л*,£Л|_Л« ;]  =  + ф < с ‘ + сл

откуда

В результате подстановки функции V и ее производных, с уче
том значений С1 и С2, выражения внутренних силовых факторов и



Т т  =  ^ [ ± М  , А т

~  (¿ое~аа> (соб асо — в т а ю ) ^

Т, = ^ \ ±  М т  е-«® (соб асо -
1_ +

— з1п а с о ): :<30е~а<0со 8 ай ф

Мт =  М тое~а(Я (соб асо 4- вш асо ):
-  QoR— е_асо в т  асо; М/ =  |иЛ1т ;

О : : М Я аО 1 сов асо +  . 
+

+ ^ °2^  е~а“  ^  аШ + ®‘п 
На краю оболочки при со = О

П . ^ т 0 ^ т +  *?0

Т г-
+

'.(¿О ^ ёвк , еЛ>

аО +  2аЮ ’ 

0.0+  ЛЛ Ж Ъ + п  2аЯ/.
то 02 я„

: £Л Мто '
2а 2Я ( .

' т

±  <2о - ¿ г 1  1><Зо<^бк 
"Г

(10.108)

Верхние знаки отн о сятся  к  верхнему краю пояса оболочки, 
а нижние — соответственно к нижнему.

При действии на оболочку произвольной осесимметричной 
нагрузки к решению, определяемому равенствами (10.107), надо 
добавить еще частное решение неоднородной задачи, которое в боль
шинстве случаев определяется по безмоментной теории.

Точность расчета, выполненного по изложенному методу, тем 
выше, чем ближе угол наклона нормали на краю оболочки к 90° и
чем меньше величина Практически этим методом можно
пользоваться, если угол на краю 0К >  35°.

Пример 10.6. Определить перемещения на краю сферической оболочки, 
изображенной на рис. 10.12, б. Дано: Ят  =  Я( =  Я =  50 см; к =  0,3 см.

Воспользуемся изложенной теорией краевого эффекта. Вычислив параметр а  
[см. формулу (10.100)] и изгибную жесткость О:

а  — Я 

£> = £7г3



М ин* ■ <21^2 Ж т 1220 , &1840.

= Гв,

аО
_ _ Я

£Л

2аЮ

Я
■ (2)20.

М т11835 5330(2!

Эти значения совпадают с полученными в примере 10.3, где та же задача была 
решена на основе точных уравнений.

Высокая точность решения по методу Штаермана — Геккелера в данном слу
чае объясняется тем, что угол 9К равен 90° и радиусы кривизны имеют постоянное 
значение.

Пример 10.7. Сравнить значения внутренних силовых факторов и напря
жений в сферическом куполе для четырех вариантов граничных условий 
(рис. 10.16);

а) купол нагружен по краю только нормальной меридиональной силой —  
безмоментное напряженное состояние (рис. 10.16, а)

б) край купола жестко заделан (рис. 10.16, б);
в) край шарнирно закреплен (рис. 10.16, в);
г) край свободно опирается на плоскость (рис. 10Л6, г). Дано: Я =  ЗОЛ; 

0 к =  35 . V
В первом варианте возникают только нормальные усилия Тт  и Т Согласно 

уравнению Лапласа при Ят  — Яг ~  Я
у* _ /р _ рЯ
‘ т  — ' / — 2 •

По углу 0 эти усилия постоянны (рис. 10.17, а). 
Напряжения

рЯ . к^1 =  от = г -  ^  -  15р

и относительное окружное удлинение
р Ъ - у Т т  _  Р Я ( 1 — У ) _  _  1П г Р.

Ек ~  2Ек ~  ’ Е

также по углуО постоянны.
Угол поворота нормалей в этом состоянии равен нулю (# =  0).

Рассмотренное безмоментное напряженное состояние оболочки соответствует 
частному решению разрешающих уравнений.



при 6 =  35° 0 =  $ +  0 =  0;
при 6 =  35° е/ =  е/ +  е*=0.

Подставив в эти граничные условия значения О и Ъ(, а также $ и е;, согласно 
зависимостям (10.108), получим два уравнения:

MmoR , СУ?2
а£> 2a2Z>= 0 ;

[ — -  Qo2« +  nQo ctg 35°] P# (1 — ji)
Ä  J  -  2 E h

В  результате решения этих уравнений при
Я  =  30Л, ctg 35°= 1,4281, ц =  0,3,

> 3  (1 - й 2)

=  0 .

найдем
а  =  ~ \ f ~ ' ■ - '  =  7,04 

Qo =  — 1.5 9рЛ; M m0 = — 3,38 ph\

Далее по формулам (10.96), используя табличные значения функций (см. 
табл. 8.1), нетрудно определить внутренние силовые факторы при промежуточных 
значениях угла 0 и построить соответствующие эпюры (рис. 10.17, б).

-S ,0 p h '

©
S3,9ph

+9,}ph2 '
г)

Рис. 10.17

Аналогично, но более просто рассчитывается третий вариант.
В  этом случае граничные условия следующие:

при 0 =  35е Мт = 0;
при 0 =  35° %  =  e^-|-s^=0.

На основании второго условия с учетом последней формулы (10.108):

^  [ -  Q02 a  +  nQ0 ctg 35° ]  -  =  0,

откуда
Q0 =  — 2,57 • 10'2pi? =  -  0,77ph.



Эпюры внутренних силовых факторов для третьего варианта приведены на 
рис. 10.17, в.

Наконец, в последнем четвертом варианте в силу того, что купол свободно 
опирается на плоскость, изгибающий момент и сила распора на краю купола равны 
нулю, т. е.

при 6 =  35® М та =  0;
при б =  35® Тт0 cos 35° — Qo sin 35° =  0.

Согласно второму условию, реакция опоры имеет только вертикальную 
составляющую, интенсивность которой определяется по уравнению равновесия

Спроектировав эту реакцию на направление нормали к поверхности оболочки, 
найдем поперечную силу на краю

Qo =  — R cos 0К = — 8,59ph cos 35° = — 7,03ph.

Подставив в формулы (10.107) М0 — 0 и Q0 =  — 7,03 ph и добавив частное ре
шение, получим значения силовых факторов, указанные на эпюрах рис. 10.17, г.

Вычислим максимальные напряжения при различных вариантах закрепления.
В  первом варианте (см. рис. 10.16, а) напряжения от  и a ¡ постоянны как по 

углу 6, так и по толщине оболочки и составляют o¿ ~  а т — — 15р (безмоментное 
напряженное состояние).

Во втором варианте (см. рис. 10.16, б) максимальное напряжение возникает 
около края:

^гаах =  Т -  +  % ^ =  12,7р +  20,3р =  33,0р.

В  окружном направлении напряжения значительно меньше.
В  третьем варианте (см. рис. 10.16, в) наибольшие напряжения возникают на 

некотором удалении от края и составляют

CTmmax =  15-2P; < W  =  I 5.6p.

В четвертом варианте (см. рис. 10.16, г) наибольшее напряжение возникает 
за счет окружного растяжения <T¿max =  83,9р.

Напряжения изгиба в этом случае имеют максимальное значение на некотором 
расстоянии от края и достигают величины а т  =  ±  55р или с учетом меридиональ
ного усилия crmmax =  — 71р.

Как показывают результаты расчетов, наиболее неблагоприятный вариант — 
четвертый. Это объясняется тем, что при свободном опирании купола не обеспечено 
восприятие силы распора, вследствие чего оболочка находится в состоянии, наибо
лее далеком от безмоментного.

Рассмотрим вопрос о применении метода Штаермана — Гек.- 
келера к расчету конической оболочки.

-Поскольку угол 0 в этом случае постоянный, он не может быть 
принят в качестве независимой переменной. За независимую пере
менную необходимо принять координату s, отсчитываемую вдоль 
образующей.

После перехода о? переменной 0 к переменной s на основании 
соотношений

d s - R m m * t p  =  R m * g



или

где
(10 . 110)

Напомним, что при выводе разрешающего уравнения краевого 
эффекта было принято допущение, что младшие производные функ
ции, а также сами функции пренебрежимо малы по сравнению со 
старшими производными и что радиус около края изменяется 
незначительно. Эти допущения выполняются удовлетворительно 
для конических оболочек с большим углом наклона образующих 
(0 >  35° — 40°).

Обозначим через х координату, отсчитываемую от рассматри
ваемого края оболочки.

Для верхнего края х =  в — «0; 
для нижнего края х = в0 — в,
где я0 — координата, соответствующая данному краю.

При переходе к переменной х уравнение (10.109) не изменяет 
своего вида:

Уравнение (10.111) решается аналогично. В результате полу
чаются следующие формулы для внутренних силовых факторов и 
перемещений:

где Мт  и <2 0 — силовые факторы на краю оболочки. Положитель
ные направления этих силовых факторов показаны на рис. 10.14, а, б.

(10. 111)

V = +  М т 2$Яр~$х бш рх^(?0&е~Рх (сое ¡к  — бш $х);

Тт = 0 [±  М т02$е~&х бш  Р*ЦСое_р* (сое $х — бш  $х) ; 

Т ,  =  ^  М т 0 $ е ~ $ х  (сое  Рл: —  Б1п р * ) ±  (20е~Рл: соб $ х  ;

М т  —  ^  М т 0 е (с о б  Р *  +  б ш  Р * )  ±  

=^<2о -р- б ш  р*; М ,  =  | Ш т ;

(10. 112)

& = ±  Мт0 р  е Р* соб Рх +(Зо е $х (соб рл: + бш р%); 

|  =  ^  Г =  /?/ БШ0 ~ ( Ф ( — \1Тт ),



Верхние знаки в формулах (10.112) относятся к верхнему краю 
пояса оболочки; нижние — соответственно к нижнему.

Пример 10.8. Определить внутренние силовые факторы в конической обо
лочке, изображенной на рис. 10.9.

Размеры оболочки: h = 0,6 см; 6 =  60°; sx =  10 см; s2 =  30 см; Я/2 =  
=  s2 ctg б = 17,3 см.

Параметр ß для нижнего края согласно формуле (10.110):

По формулам (10.112), полагая в них х =  0, вычислим угловое перемещение и 
силовые факторы на нижнем краю оболочки:

Сравнивая эти значения со значениями, полученными в примере 10.2, можно 
увидеть, что погрешность приближенного расчета в данном случае не превышает

в области расчета оболочек новые широкие возможности. В част
ности, стало возможно рассчитывать оболочки вращения с произ
вольной формой меридиана, при любом законе изменения толщины 
вдоль меридиана и при произвольном законе распределения поверх
ностной нагрузки.

В рассматриваемом методе расчета осесимметричных оболочек 
разрешающие уравнения Мейсснера не используются. Решение 
основывается на исходных уравнениях равновесия и перемещений 
и выполняется одинаково при любой форме меридиана.

Преобразуем исходные уравнения моментной теории осесимме
тричных оболочек к виду, удобному для решения на ЭЦВМ. В каче
стве основных переменных примем безразмерные величины

меридиана;
к0 — толщина стенки в некоторой фиксированной точке; 

| и $ — радиальное и угловое перемещения в произвольной 
точке;

Мт — меридиональный изгибающий момент;
N — сила распора;

Силовые факторы на нижнем краю
М т 0 = М ; Q0 =  P sin 60° =  0,866Р.

Tm — — Q0 ctg 6 = — Р sin 0 =  — 0,5Р; 
Tt =  2ßtf, (Af ß - Q„) =  6,58M — 13,1 P.

1%.
§ 5. Численный м етод  расчета

Применение ЭЦВМ в расчетной практике открыло

где s — независимая координата, отсчитываемая вдоль дуги



Величины Х 1, Х2, Х3, Х 4 можно рассматривать как компоненты 
четырехмерного вектора

х  = (10.115)
^3

\ х 4

Вектор X полностью определяет напряженно деформированное 
состояние в произвольной точке оболочки.

Выведем зависимости, связывающие первые производные функ
ций Х1г Х2, Х3, Х 4 с самими функциями. Для этого предварительно 
выразим Тт, (}, Т1, через N и М т. Из уравнений (10.18) и (10.114) 
получим

Г я ^ с о в б  +  ̂ з ш в ;  (10.116)

(2 = — Л Г в т б + ^ с о в в .  (10.117)

Из уравнения (10.13) с учетом зависимости (7.34):

Т( =  р Т т  +  ^
или

Г / = цсо5 0 Л̂  +  ̂ ё  +  ̂ ^ ^ ( 5). (10.118)

Из уравнений (10.10) и (10.11) в результате исключения произ-
„ ¿ ’0' п гводной и подстановки найдем

М, = ^Мт --^ (-1- ~ р ?059 0 . (Ю.119)

Для определения первой производной функции используем 
уравнение (10.1). С учетом равенств (10.12), (10.113), (10.116) 
и (10.118) это уравнение преобразуется к виду

6 ^ 1  ___ ¡X СОЭ 0 ,  у  • п  у  | ( 1  [X2)  СОЭ2 0 - у  ,
— ----- }— П0Л1 — в ш о л ^ ------- ^------ А 3 +

, £ ( « )  ( 1  — ц 2)  в т  6 с о з  0 

"*■ гЯЛ (10. 120)

Производную функции Хг = определим из уравнения (10.10):
йХ.% ц/г„ сое 0 ЕЬ\ -у л л  ю п

-г Л 2- - б - Л 4. (10.121)

Для определения производной функции Х 3 воспользуемся урав
нением равновесия (10.14). Подставив в него выражения (10.113),



(10.116)—(10.118), а также приняв во внимание равенства:

/?¿sin0 = r; — = cos 0;

Ts (F (s ) cos 6) = 
_____ F (s) sin (

ds
F (s) sin 0 -j- cos dF (s)

Rm

~  (Nr s in6) = ~ r s i n Q  +  N cos 6 ( sin 6 + —),

R m ds

■ cos 0r {pi cos 0 — p2 sin 0);

получим
dX 3 hh0 v  h0 (1 — p.) cos в v  ,
~d£ ~  A l г 3i_

- ^ (P iS in O + P a S in O ) .

r t
F (s) |л sin 0

Er* (10. 122)

Наконец, для определения производной Х 4 используем урав
нение (10.16). Выразив из этого уравнения и приняв во вни
мание равенства (10.113), (10.117) и (10.119), найдем

х 2 -  sin 9Х а ■d% r 2Eha г
F (s) cos 6 

rEha
h0 {\ — |x) cos (

■ х л (10 . 123)

Дифференциальные уравнения (10.120)—(10.123) можно запи
сать более кратко:

~ = ^ Ь Х  +  Р, (10.124)

где L — матрица коэффициентов;
uA0cos6 . D (1 — (х2) /i0 cos2 0C-ü------  — s in0 ------ --------------г ft/ -

\

0

hhp
V%

0

— sin 0
[Йо cos 0

0

(1 — |x2) D cos2 ( 
r*Eh0

0

(1 — \i)hQ cos 0 
r

-sin0 —

.(10.125)

Величины h, r, 0, D в общем случае — функции х; 
F — столбец функций нагрузки;

(1 — (х2) F  (s) sin 0 cos (
/ ТМ

0
\

F = IiF (s) sin 0 Pi sin 0+Pa cosi

f  (s) cos 6 
rEh0

(10.126)



В такой форме уравнения моментной теории осесимметричных 
оболочек предложены В. Л. Бадерманом.

Уравнение (10.124)-эквивалентно двум разрешающим дифферен
циальным уравнениям (10.26) и (10.28). Это уравнение интегрируется 
на ЭЦВМ  численным методом по методу Рунге—Кутта по стан
дартной программе.

Ввиду того, что значения компонентов вектора X  в начальной 
точке обычно не бывают известны полностью, решение производится 
или по методу начальных параметров с применением способа 
нескольких расчетов, или по методу прогонки (см. гл. 8 ). Если 
оболочка пологая, то все функции изменяются вдоль меридиана 
медленно. В этом случае удовлетворительные результаты дает 
метод начальных параметров, причем, если из граничных условий 
в начальной точке известны значения двух компонентов вектора X, 
то применяется способ трех расчетов; если же начальные значения 
компонентов вектора X  подлежат определению из условий сопряже
ния с другими конструктивными элементами, то приходится делать 
пять расчетов. В четырех расчетах функции нагрузки не учиты
вают, а начальные значения вектора X  принимают равными

Х ( 0 )  = Х(0)  =
о

о

V
Х (0) =

°\
0

1

\0/

X (0) ■

В пятом расчете учитывают заданную нагрузку, принимая нуле
вые значения начальных параметров.

При расчете оболочек с большим углом подъема применение 
метода начальных параметров связано с необходимостью вычисле
ния малых разностей больших величин. В этом случае целесообразно 
применять метод прогонки.

В частном случае при 0 = 90° уравнение (10.124) переходит 
в уравнение осесимметричной цилиндрической оболочки, а при 
0 = 0 ° — распадается на уравнение круглых осесимметричных 
пластин и уравнение дисков.

§ 6. О сесим м етричная  деф ормация тороидальных  
оболочек

Детали конструкций, имеющие форму тороидальной 
оболочки, применяются в машиностроении достаточно часто. При
мерами могут служить корпусы насосов и гидромуфт, резервуары, 
гофрированные коробки (сильфоны) и др.

Форма тороидальной оболочки характеризуется радиусами г„ 
и (рис. 10.18), а также параметрами:



Главные радиусы кривизны в произвольной точке срединной 
поверхности соответственно равны

1 +  a  sin 00\А — Rm — r0; 0%А — Rt — Ro sin 0 (10.128) 

-180° <где 0 — угловая координата, изменяющаяся в пределах 
<  0 <  180°.

Общие разрешающие уравнения осесимметричной деформации 
оболочек вращения (10.26) и (10.28) при подстановке в них значе
ний радиусов кривизны (10.128) принимают следующий вид:

Lt (V ) +  p V  =  E h r0Q +  O t (By,

М # )- И »  = - ^ г ,
(10.129)

где

М  ) 

Ф 4 (0)

1 +  a  sin 6 d2
а  sin 0 ей2

d Г (1 +  asin 0)2
r °d6 LP i a2 sin2 0

0 + < r t e 9 | ( ) - ^ l S ? ( M i o . i 3 0 )

+

(10.131)
+  P*r ° a  sin 0 

F (0) eos 0 (2 +  3 a  sin 0) 
a  sin4 6 (1 + a  sin 0)

dd v 1 (1 +  a  sin 0)
(1 + as in  0) ( 1 +  a  sin 0 

a  sin 0

Уравнения (10.129) могут быть решены в рядах [28] или асимпто
тическим методом [6 ], а так
же численным методом.

Приведем решение, осно
ванное на использовании раз
решающего уравнения в ком
плексной форме [18].

В качестве основной не
известной функции прини
мается комплексная функ
ция Т, связанная с функция
ми V и ■& следующей зависи
мостью:

dT___p i Rm
de ~  с п  Rt

.Л
Е№ '

(10.132)

Общие разрешающие уравнения осесимметричной деформа
ции (10.26), и (10.28) преобразуются к одному дифференциальному 
уравнению второго порядка:

R 2 ~ R2 ~Рр__;



здесь ( 0 ) — осевая составляющая усилия в окружном сечении 
оболочки, отнесенная к единице полярного угла; 

Тт и Т( — интенсивности нормальных сил, вычисленные по 
бёзмоментной теории.

Внутренние силовые факторы и перемещения определяют в зави
симости от функции Т  по следующим формулам:

Г "  =  - ! £ с 1 8 » 1 т ( | )  +  7-„;

Т ^ К е ( Т ) - Т т -,

М т = -  (1 -  ^  с!ё 6 Яе Ю + с ! т  ( Г );

М, = (1+|л)с1т (7> ' М-т» 

с
В ту ~ с г т ' т \ £ ) ’

ъ - ~ т г М $ ,
| = 8¡0г  == (Т( — цТ т) Я ^ т д ;

и
11 = § [-£• (Тт — |хТ() э1п 0* + # соэ 0*] к т ¿в;

(10.135)

здесь через Ие ( ) и 1т  ( ) обозначены действительная часть и 
коэффициент при мнимой части соответствующей комплексной 
функции.

Положительные направления силовых факторов указаны на 
рис. 10.19. Необходимо заметить, что в некоторых книгах по торои
дальным оболочкам за положительные направления Мт, М{ и ф 
приняты направления, противоположные указанным, и соответ
ственно знаки в формулах изменены на обратные.

Применим уравнение (10.133) к тороидальной оболочке. Под
ставив значения радиусов кривизны, получим



Введем обозначение для параметра, характеризующего геометрию 
оболочки:

= ц2). (10.137)
Это обозначение соответствует принятому в работе [18].
После несложных преобразований, с учетом принятых обозна

чений [см. равенства (10.127) и (10.137)], уравнение (10.136) при
водится к следующему виду:

1 d
1 +  a  sin 0 de

(1 +  а  sin 0)2 dT 
sin 9 de ]  +  ¿2¿2r  = ¿2£2F(0). (10.138)

Функция Р (0), входящая в правую часть уравнения (10.127), 
зависит от нагрузки. На оболочку могут действовать нагрузки сле
дующих видов: осевая сила Р,  Н, радиальная сила с/, Н/см, равно
мерно распределенный момент т,  Н-см/см (рис. 10 .2 0 , а); нор
мальное давление р,  Н/см2; последнее может иметь постоянную

Рис. 10.20

составляющую р 0 и переменную составляющую от вращения жид
кости, заполняющей оболочку; полное давление равно

Уж«»2Р = Ро- 8
(10.139)

точке, где давление

где сож — угловая скорость жидкости; 
г  — текущий радиус; 

гр — радиус, соответствующий той
Р п о 

давление жидкости от ее собственного веса обычно можно не 
учитывать.

Если, например, тороидальная оболочка с днищами заполнена 
жидкостью частично, так что при ее вращении свободная поверх
ность располагается по цилиндру радиуса гр, как показано на 
рис. 10 .2 0 , б,  то под р0 следует подразумевать давление, действую
щее на свободную поверхность жидкости; если же последнее равно 
атмосферному давлению, то р 0 следует приравнять нулю. При отсут
ствии вращающейся жидкости второе слагаемое в формуле (10.139) 
следует отбросить; если же инерционная нагрузка возникает вслед
ствие вращения самой оболочки, то интенсивность этой нагрузки 

„  _  hy0(úf,r hy0a%R0 0  +  “  sin 0)
Ра ---- — а (10.140)



Нагрузка ри направлена перпендикулярно оси оболочки. Разло
жив ее на нормальную и касательную составляющие, получим

где уо — удельный вес материала оболочки;
©о — угловая скорость оболочки.

Введем величину Q0, равную интенсивности поперечной силы 
при 0 = 0. Эту величину можно легко определить, составив урав
нение равновесия части оболочки, отсеченной по окружности ра
диуса г  = R0. Так, например, для оболочки, изображенной на 
рис. 10 .2 0 , а, при р  = const

Для оболочки с днищами, частично заполненной вращающейся 
жидкостью, при наличии давления р0 (см. рис. 10 .2 0 , б)

Подставив под знак интеграла выражение (10.139) и выполнив 
интегрирование, получим

Заметим, что в работе [18] вместо величины <20 используется 
величина А, связанная с ф0 зависимостью

При действии одних только краевых нагрузок т  и <7 или при 
действии инерционной нагрузки за счет вращения самой оболочки 
величина ф0, очевидно, равна нулю.

Вычислим осевое усилие Р (в)  в текущем сечении, приходя
щееся на единицу полярного угла:

g

(10.141)

(10.142)

О = p + P n (R  § - г |н) 
2nR„ (10.143)

(10.144)

(10.145)



Подставив F (0) в формулу (10.134) и приняв во внимание 
равенства

R0 +  r sin 8 __D 1 +  a  sin 9
sin 0 " sin I

Рг = P + Ры  -  Po+ ^  (^ -  r p) +  ̂ ,/?0 (1 + a Sin 6) Sin 9 ,6 §

получим выражение функции F (0) в общем виде, т. е. при одно
временном действии всех рассмотренных нагрузок

р  ____________ Qo__________ i Poffp« (3 +  2 g sin 0) .
a  sin2 0 (1 +  a  sin 0) 2 ( l+ a s in 0 )  '

, ’'’жшжЯ§ ct | rp /о i о • л\ i 5 ,
+  g ( l+ « s in 0 ) [ - 2 ^ ( 3 +  2 a S m 9 ) +  Т  +

+ 5 a sin 0 + ~  a2 sin2 0 -fa3 sin3 0 +  Totola (i sin 8)2.
g

(10.147)

Разрешающее уравнение (10.138) и входящая в него функ
ция F (0) имеют особенность: при 0 0 слагаемые, содержащие 
sin 0, в знаменателе обращаются в бесконечность. Для устранения 
этой особенности заменим комплексную переменную Т новой ком
плексной переменной V согласно зависимости

Ж (1+5ш Т 6)3 = ^ + ¿2 fe2 | ctg Q- (Ю-148)

Продифференцировав уравнение (10.138) по 0 и подставив выра
жение (10.148), получим разрешающее уравнение тороидальной 
оболочки, не содержащее особенности:

( l+ a s in 0) ^  — acos 0 ^--)-/2&2 sin 0 V=

— — i 2k2 cos 0 / (0), (10.149)
где

?  __ ;ОЛ2^0 | Роаго Vж“ ж^o'•i (  1 гр , 5 ,
Т ( Ч ) - 1 М  ---- [ - 2 Щ  +  ~2 +

1  ̂ 97
+  ^ с ш п  0 +  ̂ а 20 +  2 а 3 8Ш3 0

_ ? № ( 1 + а 8т 0)3. (10.150)

Напишем еще выражения силовых факторов и перемещений 
в зависимости от функции V. На основании формул (10.135) с учетом 
равенства

МО)



а  cos в . ,гЛ . a  +  sin 
2£2 (1 + а  sin В)2 I m ( ^ ) + ^ o (1 + а  sin ( +

, г0 (2 + и sin 0) . Уж^ж^о^ 
~i Po 2(1 + ® sin 0) 4g (1 + сс sin ( ;(2 +
а  s in ©)[2 1

Tt =  -

+

- щ !  +  2 а sin 0 + а2 sin2 0 

1 ( Щ  ,

2£2 (1 + а  sin 0) \d0/ +  
а  cos 0

2й2 (1 +  а sin 0)2 Im (к )

— Qo
(«+ sin  0),_____i W i  I

(1 +  а sin О)2 "r  2 "г

+ 28 [ ~
Р Ч________ 1

R% ‘ (1 +  а  sin 6) 3 +
11+  7а sin б + у « 2 sin* I +-д-а3 sin3 б +

+ ^ ^ - ( 1 + a s i n  б)2.

(10.151)

(10.152)

При выводе последней формулы использована зависимость

Re (т ) Im dV
dd2№ (1 +  a  sin 6)

(1 +  a  sin 0) a  sin2 0 ^

+

полученная из уравнения (10.138) с учетом соотношения (10.148). 
Угол поворота нормали и изгибающие моменты определяют по сле
дующим формулам:

11 +  а  sin 0 р  / ¿Т \ _______________________
Eh а  sin 0 \d0 / Eha (1 +  a  sin 0)

- Э М и ( г т п п ) ]  +

+ 1‘ Ö T 5 W ¥ -R e (f ',} ;

Re (V ) ;  (10.153)

(10.154)

_  OTp [ a  cos 0
4Ä4 1(1 +  a sin в)'

, r. Г d ( У+  f i R e [ ; 

l

Re(V>) +

dB \ 1 +  ä  siri
a  sin 

2ft2

(10.155)

(10.156)



Дифференциальное уравнение (10.149) может быть проинте
грировано различными методами. Если параметр 2&2 велик [2£2 >  5, 
см. формулу (10.137)], то достаточную точность обеспечивает метод 
асимптотического интегрирования. При выполнении расчетов по 
этому методу следует пользоваться таблицами специальных функ
ций [29]. При малых значениях параметра 2k2 решение может быть 
получено в рядах.

При решении уравнения (10.149) численным методом его необ
ходимо представить в безразмерной форме, что достигается умноже
нием всех членов уравнения на некоторый постоянный размерный 
множитель [6 ].

Решение задачи об осесимметричной деформации тороидальной 
оболочки также можно получить путем численного интегрирования 
общих уравнений осесимметричных оболочек (10.124)—(10.126).

Пример 10.9. Определить напряжения в тороидальной оболочке, изображен

ной на рис. 10.21, а. Дано: h =  const; r0 =  10ft; R0 =  5г0; ц =  0,3; =  10-5.
h

Применим метод расчета, изложенный в § 5. В  данном случае в уравнение 
(10.124) следует подставить

Считая, что пластины, с которыми сопрягается оболочка, абсолютно жесткие, 
и учитывая симметрию оболочки, получим следующие уравнения граничных

Так как известны только два начальных параметра, применим способ трех 
расчетов. Искомый вектор X  представим в виде суммы

F =  ?-р (5 + sin 6)2;

Pl =  P\ Рг =  0. 
В  результате уравнение принимает вид

условии:
при 0 =  0 g =  0 и 0 =  0, т. е. X t =  0 и Х а =  0, 

при в =  у-  0 =  0 и N =  0, т. е. Х 2 =  0 и Х я—0.

Х  =  ХСх+ Х С %+ Х .



В первом и втором расчете заданную нагрузку не учитываем, т. е. последнее 
слагаемое в дифференциальном уравнении отбрасываем. Начальные значения век
тора X  в первом и втором расчете принимаем'следующие:

- / »V  - («Х < ° ) , Ы ;  Л (0)-^0

Третий расчет выполняем с учетом заданной нагрузки при нулевых значениях 
начальных параметров.

Дифференциальное уравнение (10.124) интегрируется на ЭЦВМ по методу 
Рунге — Кутта по стандартной программе. При решении данной задачи была

использована машина «Наири». Шаг интегрирования был принят равным

шаг вывода на печать время, необходимое для трех расчетов, — около 2 ч.

Значения компонентов вектора X  в конечной точке  ̂(при б =  ^

Х 1 = — 1950,57; Х 2 =  470,58; Х 3 =  — 0,7647; Х 4 =  — 4,932;
=  775,90; %  =  — 49,608; Х 3 =  1,1132; Ж, =  — 2,834;

^  =  1,245; ^2 =  — 0,2026; Х 3 =  0,0Э1239; =  — 0,000675.
яГраничные условия при 0 =  приводят к двум уравнениям:

470,58^ -  49,608С2 -  0,2026 =  0;
— 0,7647Сх +1,1132С2 +  0,001239 =  0,

из которых находим
^  =  3,38-10-«; С2 =  — 8,82- 10"«.

Далее нетрудно вычислить компоненты суммарного вектора X и по ним найти 
значения величин О, N и Мт . Значения остальных силовых факторов определя
ются согласно формулам (10.116) — (10.119).



На рис. 10.21, б приведены эпюры меридионального изгибающего момента. 
Сплошной линией показана эпюра суммарного момента, а штриховой линией — 
эпюра, построенная по результатам только третьего расчета. Величина макси
мального момента, найденная по результатам третьего расчета, т. е. без учета 
граничных условий, достаточно близка к действительной.

В том случае, когда жесткость пластин не бесконечна, сопряжение оболочки 
с пластиной следует рассматривать как упругую заделку. Отделив оболочку от 
пластины (рис. 10.21, в), вычислим угол поворота нормали на краю пластины 
(см. гл. 5):

где — изгибная жесткость пластин.
С учетом найденной величины угла Ф0 примем следующие значения началь

ных параметров первого, второго и третьего расчетов:

Нетрудно проверить, что при этих начальных значениях вектора X  условия 
сопряжения оболочки и пластины выполняются.

Дальнейшее решение не отличается от изложенного выше. Постоянные множи-

А Р Я °  Х * <°) Е Н * Х *
Щ 8 0 г (1 +  р.) 0 ^ 1 + ц ) ’

тели Сх и Сг определяются из граничных условий при 6 =
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