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ВВЕД ЕН И Е

В увеличении производства хлопка-сырца, зерна и других 
продуктов земледелия первостепенное значение приобретает внед­
рение в практику современной сельскохозяйственной техники для 
выполнения технологических процессов на высоком уровне, при 
малой энергоемкости и минимальных затратах труда и средств.

Среди мер, способствующих решению этой народнохозяйствен­
ной задачи, важное место занимает повышение агротехнического 
уровня возделывания хлопчатника и прежде всего — улучшение 
предпосевной обработки почвы, так как ее качественное выпол­
нение является необходимой предпосылкой получения высокого 
урожая.

В зоне хлопководства оптимальные с агротехнической точки 
зрения сроки проведения предпосевной обработки почвы очень 
сжаты [4, 15]. Следствие их несоблюдения — потеря почвенной 
влаги и запоздалый посев, что приводит к изреженности всходов 
и сокращению вегетационного периода, а тем самым — к сниже- 
нию урожая хлопка-сырца.

Для соблюдения сроков посева хлопчатника, гарантирующих 
(в сочетании с другими агротехническими мероприятиями) высо­
кий урожай, необходимо увеличение производительности почво­
обрабатывающих машин.

Классический способ повышения производительности в меха­
низации растениеводства — увеличение ширины захвата или ско­
ростей агрегатов или того и другого. Это требует (при использо­
вании существующих рабочих органов почвообрабатывающих 
машин) применения, по мере возрастания размеров и скоростей 
машин, все более мощных двигателей и более массивных деталей. 
Так, для пяти-, шести- и семикорпусного плугов отношение массы 
к ширине захвата соответственно на 30, 45 и 70% больше, чем 
для трехкорпусного, удельная металлоемкость которого мини­
мальна.

Пахотные тракторы, применяемые в зоне хлопководства, по­
зволяют проводить как основную, так и предпосевную обработку 
почвы со скоростью 2,2...3,3 м/с. Однако при работе чизель-куль­
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тиватора ЧКУ-4 (а также других почвообрабатывающих машин, 
используемых при возделывании хлопчатника) на скоростях, пре­
вышающих 2,2 м/с, намного ухудшаются агротехнические показа­
тели: почва плохо рыхлится, рабочие органы выглубляются и от­
брасывают в сторону почвенные комки и т. д. Кроме того, резко 
увеличивается тяговое сопротивление.

Проблема снижения тягового сопротивления, испытываемого 
почвообрабатывающими машинами во время выполняемых ими 
рабочих процессов, хорошо известна. Достаточно указать на то, 
что около 18% годовой добычи нефти расходуется на обработку 
почвы, т. е. в основном на преодоление сил тягового сопротивле­
ния. Острота этой проблемы усугубляется тем, что при дей­
ствующей технологии возделывания сельскохозяйственных куль­
тур рост производительности труда связан с дальнейшим возра­
станием энергетических затрат даже без расширения посевных 
площадей. Причиной служит то обстоятельство, что при сущест­
вующей системе машин для растениеводства повышение их 
производительности достигается в основном посредством увели­
чения рабочих скоростей или ширины захвата, а динамическое 
сопротивление, испытываемое почвообрабатывающей машиной в 
ходе совершаемого ею рабочего процесса, является квадратичной 
функцией скорости и возрастающей линейной функцией ширины 
захвата. Энергия, потребляемая агрегатом во время работы,— 
кубическая функция его рабочей скорости.

Таким образом, проблема повышения производительности поч- 
.вообрабатывающнх машин сводится к задаче поиска той геометри­
ческой формы их рабочих органов, которая позволяет увеличить 
до 3,3 м/с скорость агрегатов, избегая при этом отрицательных 
последствий. Данная проблема является, следовательно, зада­
чей совершенствования рабочих органов и прежде всего — соз­
дания рабочих органов минимального тягового сопротивления.

Основные почвообрабатывающие машины, используемые в 
Средней Азии при подготовке почвы к посеву хлопчатника,— 
чизель-культиваторы и зубовые бороны.

За последние 50 лет предприняты многочисленные попытки 
совершенствовать конструкцию чизель-культиватора. С этой целью 
его конструкция подвергалась неоднократным изменениям. Усо­
вершенствования затронули, однако, лишь схему орудия в целом, 
а также отдельные узлы. Что касается рабочего органа — рыхли- 
тельных лап, то в течение последних сорока лет он по существу 
оставался неизменным. Обоснованных рекомендаций но созданию 
предназначенной для работы со скоростью 2.2...3,3 м/с энергосбере­
гающей рыхлителыюй лапы с геометрическими параметрами, обес­
печивающими высокую проходимость агрегата и достаточную сте­
пень рыхления почвы, нет.

Такие рекомендации могут быть получены лишь исходя из 
знания закономерностей взаимодействия почвенной массы и рыхли- 
тельной лапы, имеющего место во время совершаемого машиной
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рабочего процесса. Это взаимодействие, однако, мало изучено! 
нет даже ответа на вопрос о законе распределения сил давления 
почвы на рабочую поверхность.

В Среднеазиатском ордена Трудового Красного Знамени на­
учно-исследовательском институте механизации и электрифика­
ции сельского хозяйства (САИМЭ) и во Всесоюзном ордена1 
Трудового Красного Знамени научно-исследовательском институ- 
те механизации сельского хозяйства (ВИМ ) выполнены много­
летние теоретические и экспериментальные исследования, при­
ведшие к созданию новой рыхлнтельной лапы, обеспечивающей—- 
при работе со скоростью до 3,3 м/с — качественную подготовку 
почвы к посеву хлопчатника. Будучи рассчитана и спроектиро­
вана как рабочий орган минимального тягового сопротивления, 
данная рыхлительная лапа менее энергоемка, чем любое одно­
именное, обладающее такими же размерами орудие. Наличие 
этого рабочего органа позволяет считать решенной задачу соз­
дания чизель-культиватора, могущего быть агрегатированным с 
перспективным гусеничным трактором класса тяги 5 тина 'Г-250 
(его диапазон рабочих скоростей 2,7...3,3 м/с), выпуск которого 
начинается в тринадцатой пятилетке.

Настоящая монография посвящена систематическому изло­
жению указанных выше изысканий. Она рассчитана на науч­
ных работников, занятых проблемами механизации сельскохо­
зяйственного производства, инженеров-конструкторов и расчет­
чиков почвообрабатывающих машин, преподавателей, аспирантов 
и студентов старших и средних курсов факультетов механизации 
сельского хозяйства.

Исследование (методами динамики) взаимодействия стоек и 
рыхлительных лап с почвой во время совершаемого ими техноло­
гического процесса, а также теоретическое изучеиие свойств рабо­
чих поверхностей основывается на дифференциальной геометрии. 
Так называется математическая наука, исследующая произвольные 
кривые и поверхности путем применения математического ана­
лиза. Ее изучение не предусмотрено учебными планами факуль­
тетов механизации сельского хозяйства. Современным учебни­
кам дифференциальной геометрии (они рассчитаны на студентов 
механико-математических факультетов университетов) свойст­

вен высокий уровень математической абстракции при изложении 
материала; они утратили простоту и прикладную направлен­
ность, характерную для прежних (являющихся теперь библиогра­
фической редкостью) книг по дифференциальной геометрии и 
стали недоступными лицам, закончившим факультеты механи­
зации сельского хозяйства. Стремясь сделать монографию до­
ступной широкому кругу читателей и освободить их от необхо­
димости обращения к другой литературе, авторы приводят в 
гл. 1 (в сжатой и вместе с тем доступной и научно строгой фор­
ме) используемые в дальнейшем сведения по дифференциальной 
геометрии; они изложены в том виде, в котором находят прнме-
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мен не в исследовании движения почвенных частиц по рабочим 
поверхностям почвообрабатывающих машин в течение выполняе­
мого ими технологического процесса.

Авторы надеются, что читатели, проработавшие книгу, убе­
дятся в эффективности аналитических способов проектирования 
рабочих органов минимальной энергоемкости и почувствуют по­
требность в применении этих методов к созданию новых сель­
скохозяйственных машин и орудий.

Авторы выражают глубокую благодарность кандидатам тех­
нических наук С. А. Ма (ВИМ ), М. Мнрахматову (ТИИИМСХ) 
и Л. Тухтакузневу (СЛИМЭ) за сотрудничество и полезные об­
суждения материала.



Глава 1

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ВЫБОРА
ОПТИМАЛЬНЫХ ЗНАЧЕНИИ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ
ПАРАМЕТРОВ РАБОЧИХ ПОВЕРХНОСТЕЙ
РЫХЛИТЕЛЬНЫХ ЛАП

1.1. В С П О М О ГА Т ЕЛ ЬН Ы Е  С В ЕД ЕН И Я

Теоретическое изучение движения1 рыхлительной лапы в 
почвенном слое и оптимизация ее параметров требуют примене­
ния сведений из области дифференциальной геометрии, которы­
ми исследователи, занятые созданием новых и совершенствова­
нием существующих рабочих органов почвообрабатывающих ма­
шин, как правило, не владеют. В научной литературе эти сведе­
ния излагаются в форме, недоступной большинству этих иссле­
дователей и не позволяющей усмотреть связь дифференциальной 
геометрии с проблемой взаимодействия рабочих органов почво­
обрабатывающей машины с почвой, происходящего в ходе выпол­
няемого ими технологического процесса. Данные теоретические 
сведения приводятся ниже, в доступном для инженера виде и 
вместе с тем — со строгими обоснованиями. Материалу придана 
та форма, в которой он применяется в дальнейшем. Наряду с 
этим перечисляются используемые в последующем обозначения.

1. Теоретико-множественная символика и терминология, ис­
пользуемые при аналитическом исследовании рабочих поверхно­
стей. Под м н о ж е с т в о м  подразумевается совокупность ка- 
ких-лнбо предметов (например, чисел, точек, векторов, функций, 
кривых, поверхностей и т. д.). Вместо слова «множество» при­
меняют и равнозначные ему термины «система», «семейство», 
«совокупность» и т. п. Будем обозначать множества, как правило, 
буквами А1 и N> иногда оснащенными индексами (например 
А10, М г Л1/ 11 т- п-)- Предметы, входящие в состав множества, 
называются его элементами .  Если а — элемент множества 
М , то пишут ae/Vf (это читается «а принадлежит множеству 
М »; е обозначает з н а к  п р и н а д л е ж н о с т и ) .  Вместо 
аь  A I и Ь ь М  принята запись a, bf.jyJ. Пусть х — переменная; 
тогда х g J\\ означает, что каждое ее значение — элемент множе­

1 Всюду в дальнейшем под движением или перемещением почвообрабаты­
вающей машины или ее рабочего органа будем подразумевать движение во 
время солоршаемого ими рабочего процесса.
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ства М  (в этом случае говорят, что х п р о б е г а е т  множе­
ство /И). Предложение <а не принадлежит множеству /V/* 
записывается следующим образом: аеА/-

Множество, состоящее из элементов а|, аг.....  On. и только из
них, обозначается через {ai; 02: —I о,,} (многоточием заменены 
невыписанные элементы). Аналогичный способ записи может быть 
использован и применительно к некоторым множествам, количе­
ство элементов которых бесконечно. Например, совокупность 
всех натуральных (т. е. целых положительных) чисел может быть 
записана в виде {!; 2; ...; я— 1; п; л+1; ...} или короче {1; 2; ...; 
п- а множество всех целых чисел— {...; —2; — 1; 0; 1; 2; ...}. 
Для обозначения этих совокупностей введены буквы N  и Z:

ЛГ= |1; 2;...},
Z  = -2; -1 ; 0; 1; 2;

Зп 'ч равенства выражает здесь, что стоящий в левой части сим- 
гол служит сокращенным обозначением множества, указанного 
в правом части Пусть Л1о. «n = const. Записи m0e/V и n„eZ 
читаются тогда «ш0 — натуральное число» и ««о— целое чис­
ло». Если к — переменная, то k z N  и k z Z  означают, что к 
пробегает множества N  или Z  соответственно.

Пусть каждый элемент множества /V является одновремен­
но элементом множества Л]. Тогда пишут TVс  М  и называют 
N  под мн о же ст во м  или ч а с т ь ю  множества уИ; говорят 
также, что 7V с о д е р ж и т с я  в /V/ или что /И с о д е р ж и т  
АЛ Высказывание А/с  М  означает, следовательно, что если 
-veyV, то -V€ М\ это записывается следующим образом: (.ve

Однако (л^-Ж)=>(^еуИ). вследствие чего М  С  М  , 
т. е. одним из подмножеств любого множества М  будет М  (каж­
дое множество содержит само себя в качестве подмножества).

Соотношения Д/ С  и /1 С  Д/' могут выполняться одно­
временно (это имеет место тогда и только тогда, когда каждый 
элемент множества /\[ принадлежит также множеству Л1 , 
и наоборот). В этом случае пишут и называют множества
М  и А/' равными.  Понятие равенства множеств позволяет 
утверждать, что еслн Д/- CZ: yVf, то не исключен случай N — Л\ • 

Совокупность всех элементов множества Л/ и всех элемен­
тов множества J\J обозначается через M U j Y  и называется 
о б ъ е д и н е н и е м  (или суммой) этих множеств. Символ U
называется знаком объединения. Если, например, |ЛВ| и [АС] — 
произвольные дуги (понятия кривой и дуги знакомы читателю из 
курса анализа; они рассматриваются подробно в пп. 2.1...2.3), т©
[АВ\\}[ВС] означает кривую, состоящую из [АВ\ и [0CJ. 
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Аналогично определяется объединение множеств Af,# M j, ••• 
... , Мщ- Оно обозначается через Af, U Л1, U • • • U М я или ко-П
роче^и Л1„- Здесь я = const f. N, причем л > 1, a k пробегает
множество (1; 2;

Если -v„ с. М , то под М  \  Ю  подразумевается множество, 
получаемое из М  путем исключения элемента ,v0 и только его. 
Запись -veyVf\ (.г0) означает, что переменная х пробегает множе­
ство /И. исключая элемент .«о.

Совокупность всех рациональных и иррациональных чисел обо­
значается через R и называется множеством всех действительных 
или вещественных чисел. Его геометрической интерпретацией слу­
жит множество всех точек числовой прямой (ее именуют также 
координатной прямой или числовой осью), обозначаемое тоже 
через R. Выражения «действительное число» и «точка числовой 
прямой» равнозначны. Запись а = const е R читается «а — вещест­
венная постоянная», «а — действительное число» или «а — фик­
сированная точка координатной прямой». Аналогичный смысл 
имеет соотношение a. ft = constfifl. Под /о. tь 1г. Т и т. п. бу­
дем подразумевать в дальнейшем вещественные постоянные, ли­
бо обладающие размерностью времени, либо безразмерные.

Пусть a, ft = conste/?, причем а<Ь. Множество всех действи­
тельных чисел х. удовлетворяющих условию a^ jr^ ft, называется 
о т рез ком  (точнее — ч и с л о в ы м  о т р е з к о м )  или 
сегментом,  или з а м к н у т ы м  ч и с л о в ы м  п р о м е ж у т ­
ком с концами а и ft; он обозначается через \а; Ь\. Если Ло = 
= const е/?. причем а<х<Ь, (следовательно, Хо¥=а и ХоФЬ), то хо 
именуют в н у т р е н н е й  т о ч к о й  отрезка [a; ft]. Совокупность 
всех вещественных х таких, что а<х<Ь, называется интервалом ,  
или о т к р ы т ы м  ч и с л о в ы м  п р о м е ж у т к о м  с концами 
а и ft и обозначается через ]а; Ь[. Он представляет собой мно­
жество всех внутренних точек сегмента |а; ft). Отрезок содержит 
свои концы, а интервал — нет: a, ftf* [a; ft], но a, ft$]a; ft[.

Множество всех х, удовлетворяющих условию а< х^Ь, обозна­
чается символом )а; ft) и называется открытым слева и замкну­
тым справа числовым промежутком с концами а и ft; согласно 
этому определению a$]a;ft], но 66]a;ft]. Аналогично этому, нод 
[я; ft{ (замкнутый слева и открытый справа интервал) подразу­
мевается совокупность всех вещественных х таких, что a^.vcft.

Для множества всех действительных х, больших или равных 
числу а (х ^и ), введено обозначение |а; +оо| и название «замк­
нутый слева и неограниченный справа числовой промежуток» или 
«замкнутый слева числовой луч», или «замкнутая слева числовая 
полупрямая». Под |а; +оо( (открытый, но ограниченный слева и 
неограниченный справа интервал) подразумевается совокупность 
всех х. удовлетворяющих условию х>а. Общеприняты также обо­
значения Ц+ вместо | 0; +оо[ и R  вместо |0; +°°1-



Ряд свойств функции, определенной в некотором числовом 
промежутке, остается в силе независимо от того, является ли 
этот интервал открытым или замкнутым, ограниченным или не­
ограниченным. Будем говорить в таком случае, что данный про­
межуток произволен, п обозначать его через /; не исключено и 
совпадение интервала / со всей числовой прямой.

Пусть jr0 = const f. R . О к р ест н ост ь ю точки х<> называет­
ся каждый открытый ограниченный промежуток, содержащий 
число дг0. Легко видеть, что любой интервал вида ] *0—ег, Хо+ег[ 
(где в|, ег>0) является окрестностью точки дго- Обычно полага­
ют в| = е2 = е и называют промежуток )х0—е; дго + е [е-окрестностью 
(илн, если это не может стать причиной неясности, окрестностью) 
точки *о. Будем писать также U (х0; е) вместо ]лг0—е; *о+е[.

Пусть а. Ь и л'о — действительные числа, подчиненные единст­
венному условию а<х0<Ь. Интервалы )а; дг0[ и ] к0; Ь[ называ­
ются смежными, а дго — их общей граничной точкой или нх общим 
концом. Говорят также, что Ло отделяет эти промежутки.

2. Обозначения функций и независимых переменных. Пусть все 
значения переменной2 — действительные числа. Она называется 
тогда вещественной (илн действительной) переменной. В дальней­
шем встречаются только вещественные переменные, причем каж­
дой из них приписывается определенный геометрический или фи­
зический смысл. В зависимости от того, обладает ли аргумент 
размерностью длины (отсчитываемой вдоль некоторой линии) 
или времени, будем обозначать его через s или t. В последнем 
случае назовем его временной переменной.

Функция называется ч и с л о в о й  или с к а л я р н о й ,  ес­
ли асе ее значения — числа, и в е к т о р н о й  (или вектор-функ­
цией), если все они — векторы. В тех случаях, когда это не 
может стать причиной неясности, вместо «векторная функция» 
может быть использован термин «функция». Будем записывать 
числовые и векторные функции одной независимой переменной

-* •* ••
соответственно в виде x = x(t), y= y(t). r = r(t), r = r(s) и т. п.

-♦ -• *• -
(вместо обозначений типа x = \(t), y = g(t). r = f(t), r = g(s), тре­
бующих введения дополнительных букв). Применяется также 
выражение «функция /» вместо «функция \(х) (или f(t), j(s ) 
и т. п.)».

Область определения (ее называют также областью задания)
-+■

функции / обозначается через D (f); в случае векторной функции г
пишут соответственно D (r). Запись t0̂ D(f) означает, что в точке 
t — to функция f ( l)  определена.

* Вместо «независимая переменная» используется также термин «аргу­
мент».

• . •
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Первая и вторая производные функции временной переменной
обозначаются соответственно через x=x(t). r = r(t), x=x(t) и
r = r ( t ) .  Если аргумент имеет размерность ^лииы, то диффе­
ренцирование записывается обычным образом

| ( * '  (v> *  = S ’ ''<*> = J7 ' = -S')-
3. Классы функций. В дальнейшем важную роль играют 

кл ас сы  ф у н к ц и й .  Множество всех скалярных или вектор­
ных функций одной переменной, определенных в промежутке / 
и непрерывных в нем, обозначается через С(1) (эта запись чи­
тается: «класс це большое в (или на) промежутке /»). Напри­
мер, C(Ja; &[) (где a. & = constf./?. а< Ь) — это совокупность 
всех функций одного аргумента, непрерывных в интервале |а, &[. 
Вместо С(|а; ft]) («класс це большое на отрезке (a; 6J») пишут 
С\а; <>|; в случае любых других промежутков круглые скобки не 
опускаются. Запись f^C(l) означает, что функция / определена и 
непрерывна во всем интервале /.

Множество всех функций одной независимой переменной, опре­
деленных в промежутке /. непрерывных и непрерывно дифференци­
руемых в нем (т. е. обладающих в каждой его точке непрерывной 
производной первого порядка) обозначается через 0 (1 ) (это чи­
тается «класс це большое один в (или на) интервале /»; единица, 
входящая в данное выражение, является не показателем степе­
ни, а верхним индексом). Утверждение «функция / непрерывна 
и непрерывно дифференцируема во всем промежутке /» записы­
вается следующим образом: ff-O(l).

Класс 0 (1 ) содержится целиком в классе С(1), являясь его 
подмножеством: 0 ( l ) d C ( I ) .  Действительно, функция, диффе­
ренцируемая в промежутке / (т. е. принадлежащая классу 0 (1 )). 
непрерывна в нем (т. е. входит в класс С(1)). Обратное утвержде­
ние неверно, так как непрерывная в точке Хо функция f(x) может 
не иметь производной при х = х0.

Пусть т  — любое натуральное число, большее единицы. 
Класс Ст (1) («це большое эм на интервале /») состоит из всех 
функций, т  раз н е п р е р ы в н о  ди фф ер ен ци ру ем ы х  
н промежутке /; запись f* C "'(l) означает, что функция / непре­
рывна в интервале / и обладает в каждой его точке непрерывны­
ми производными до m-го порядка включительно.

Из соотношения /<-С2(/) следует, что f * 0 ( l ) ,  значит, С2(/)сг 
с С 1(1); обратное неверно, так как если f'(to) существует, то 
) (to) может не существовать. Очевидно также следующее, если 
/<Сг(7). то f t O ( l ) .

В тех случаях, когда это не может привести к неясности, вме­
сто С (7) и Ст (1) пишут соответственно С и О". Например, запись 
/‘•С* допускает следующую формулировку: функция / непрерывна

I I



и обладает непрерывными производными первого и второго по­
рядков во всей ее области определения. Аналогичное относится 
к соотношениям /6С и

Принадлежность функции классу С1 не означает, что она 
не плодит в С2 (действительно, существование первой производ­
ной не влечет за собой отсутствие второй). Соотношение fC-C* 
должно быть понято следующим образом: при рассмотрении дан­
ного вопроса предполагается лишь наличие непрерывной произ­
водной первого порядка функции f. а существование ее производ­
ных второго и более высоких порядков не является необходимым.

4. Обозначения геометрических понятий и свойства векторных 
операций, используемые в дальнейшем. Если А и В — произволь­
ные несовпадающие точки, то (А В ) — проходящая через них пря­
мая, \АВ| — определяемый ими отрезок, \АВ\— его длина, 
(А В ш) — исходящий из точки А луч, направленный от А к В, -> * - ►
АВ — вектор с началом А и концом В, а \АВ\ — абсолютная ве­
личина (длина или модуль) этого вектора. Пусть линия (А В ), 
расположенная в плоскости, оснащенной прямоугольной систе­
мой координат хОу. не совпадает с осью абсцисс. Под (АВ+) 
или (ВА+) будем подразумевать луч прямой (АВ), расположен­
ный в полуплоскости, определяемой условием у~^0. Прямые, в 
частности оси координат, будут обозначаться и с помощью запи­
сей вида (/) и (Ох), а луч прямой (/), лежащий в верхней полу­
плоскости, и положительный луч оси абсцисс — через (/+) и

/ \
(0х+) соответственно. Символ ABC означает выраженную в ра­

дианах величину меньшего угла между лучами (ВА ') и (В С ), а
/ \

(0л+, /+)— радианную меру меньшего нз углов, образуемых лу­
чами (0х+) и (/+) (обозначим его через Z  (0х+; /+).

В силу этого определения
/ \

0<(0.v+; /+) < *, (1.1)

как бы ни была расположена прямая (I). Кроме того,
/ \  / \

(0л+; АВ+) = (0х+; В.4+). (1.2)
Ломаную линию с вершинами А\, Ао, .... Ап-\ и А п запишем 

в виде [Л|Л2... А п].
Плоскость, в которой задана неподвижная прямоугольная пра­

вая система координат л0у, обозначим через (хОу).
Считая выполненным условие а Ф 0, положим, по определению
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Очевидно, что

К 1-1. (14)
вследствие чего а0 называют единичным вектором (или ортом)  
ненулевого вектора а.

Будем обозначать через Z  (а; Ь) угол между произвольны­
ми, необязательно имеющими общее начало, ненулевыми век- 

-♦ -♦
торами а и Ь, а его величину, выраженную в радианах, симво- 

лом (а; Ь). Для любых а и Ь
/ \

О < (а; 6 )< *. (1.5)
В е к т о р н ы м  б а зи с о м  в пространстве или т р е х м е р ­

ным репером  называется совокупность трех некомпланарных 
-* «•

векторов а, Ь и с, расположенных в определенном порядке, не под­
лежащем изменению; обозначим базис через (а; b; с). Входя-

/ \-♦ -»
щне в его состав векторы именуют базисными. Если (а; Ь) =ш /ч«• аф -♦ -• ^ -* -• «•
= (Ь; с) = (с; а) = g-и |а| = |6| = |с| = 1, то репер именуют о р- 
т о н о р м и р о в а н н ы м .  Прямоугольную систему координат,

порождаемую ортонормнрованным базисом (а; b; с), будем
обозначать также символом (а; Ь; с). Пусть х — произвольный
вектор, а (а; b; с) — любой репер; тогда существует, и притом 
единственная, тройка действительных чисел к, ц и v таких, что

х = ).а + цй+vc. (1.6)
Правая часть этого равенства называется р а з л о ж е н и е м  
вектора л: по базису (а; Ь; с). Репер в плоскости — это пара
(о: Ь) расположенных в неизменном порядке неколлинеарныч 
векторов, компланарных этой плоскости. Из сказанного выше
следует однозначная представимость каждого вектора х, ком­
планарного определяемой базисом (а; Ь) плоскости, в виде

x=).a + \ib, (1.7)
где X, ц = const в/?.
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Всюду В дальнейшем под Охуг подразумевается неподвиж­
ная прямоугольная правая система координат в пространстве.
Обозначим соответственно через i, / и к единичные векторы осей
(О*). (Оу) и (Ог). Очевидно, что (7; /; к) — ортонормнрованный 
базис. Пусть М — произвольная точка, а (х; у; г) — ее коорди-
наты. Положим СШ = гЛГ (r,v называется радиус-вектором точки 
М). В тех случаях, когда это не может стать причиной неясности,
вместо гм пишут г. Из сказанного выше вытекает равенство

r=xi+yj+zk; (1.8)
-►

х. у и г именуют здесь координатами вектора г или его ортого­
нальными проекциями (точнее — его скалярными ортогональны­
ми проекциями) на оси координат. Вместо (1.8) применяются
также записи г={х; у; z} и г=(х; у; z). Из (1.8) следует, что
задание одной векторной функции, например r = r(t), Ш , равно­
сильно одновременному заданию трех числовых (скалярных) 
функций х = x(t), у = y (t) и z = z(t), где /С/, причем если х, у.
z*Cm(l), то г(-Сп,(1), и наоборот. -• -ф

С к а л я р н о е ,  или в н у т р е н н е е ,  произведение ab (при- -► ■*  ̂
нята также запись а-Ь) вектров а и ft определяется посредством 
равенства

/ \
ab= |u| |ft| cos (а; Ь). (1.9)

Оно позволяет установить следующие свойства скалярного умно- 
жения: ab — ba\ а-О-Ь) — '/ (ab), где >■€/?; а-(Ь + с) = ab ас. 
Вместо аа пишут а-\ в силу (1.9)

а‘ = | в | . (МО)
Из (1.9) вытекает, что3

(1. 11)
На основании (1.10) и (1.11)

Ъ 1, (1.12)

T /= jk  = k i=  0. (1.13)
5 Запись /4< — > В  выражает равносильность утверждений Л и В. Знак 

< — > читается «тогда и только тогда, когда».
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Если а = ( аж\ ау\ аг| и b=  { bx\ by\ то в силу (1.12) и 
(1.13)

ab = °х Ьх + ayby+ azb:> (1.14)

а1’ = a ; + a j + a ; . (1.15)
Пусть

/ \  / \  / \
= (одс+; г), р = (оу+; г ), т = (oz+; г ). (1.16>

Если лЩл-Оу), то

P = - f - « .  Т = “5- <1Л7>
-• -►

Длина вектора г обозначается через |г| или г и дается форму­
лой

|r| = Vx* + y* + z* , (1.18)
вытекающей из (1.8) и (1.15).

Легко убедиться в том, что
.v = rcosa, r/ = rcosp, z = rcosv. (1.19)

а в случае вектора, компланарного координатной плоскости (хОу)>
.t = rcosa, y = rsina. (1.20)

Рассмотрим репер (аг, аг; а3). Базисные векторы можно счи­
тать исходящими из одной точки; это допущение не приводит к 
уменьшению общности конечных результатов. Если неясность не-
ключена, то будем именовать (at; аг; аз) также векторной
т р о йк о й ,  или короче тройкой, и записывать ее в виде (a^j .
I , -* I -• I — 1 -♦
В соответствии со сказанным выше, введем орты a® = a J  ак , 
где U  |1; 2; 3|.

Предположим, что пространство оснащено прямоугольной сис­
темой координат 0хуг, причем i, / и к исходят из начала отсче­
та 0. Пусть тройка ( а°К J может быть совмещена с базисом (7; /; k)
посредством одних лишь следующих геометрических преобра­
зований: 1) параллельный перенос; 2) повороты каждого из
векторов а° , совершаемые так, что о” не пересекает плос­
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кость ] (это условие может быть заменено Полее об-
щим: допустимы любые повороты, при которых один из векто­
ров ах не пересекает плоскость остальных двух|. В этом слу­

чае (а, )  называется правой тройкой. Если описанное со­

вмещение реперов I a" j и (i; у; k) невозможно, то базис (о ;
именуют левой тройкой.

Имеются различные физические истолкования правых троек.
Одно из важнейших заключается в следующем. Пусть орт а 
неподвижен. Тогда существуют два способа совмещения векторов
а,’ и а", посредством поворота орта вокруг оси, прохо-

,  /~ *о  ” о \дящеи через его начало, и ортогональной плоскости ( а , ; а2 I .
Назовем меньшнм тот поворот, при котором выраженная в ра-

"'одианах длина дуги, описываемой концом вектора а, , лежит в 
промежутке ]0; л[. Тройка j является правой, если из конца 

орта наименьший поворот вектора а* , совмещающий а0
и а ° , виден совершающимся в направлении, противоположном 
направлению движения часовой стрелки. Другие интерпретации 
правой тройки основаны на взаимной ориентации трех пальцев 
левой руки (большого, указательного и среднего), расположен­
ных попарно перпендикулярно («правило левой руки») и на 
винте с правой нарезкой («правило буравчика»).

—» -*
Для любых а и b существует, и притом единственный, век- 

-►
тор с, удовлетворяющий одновременно следующим условиям:

Г  — его длина равна (при надлежащем выборе единицы из­
мерения длин) площади параллелограмма, сторонами которого
служат а и Ь, исходящие из одной точки, значит,

| с | = I а I \Ь\sin (а; Ь); (1.21)

2° — он ортогонален плоскости (а; Ь), т. е.

( i ? ) = ( 0 )  = - f; (1-22)
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3®— (а; Ь; с) — правая тройка. Чтобы выразить зависимость 
вектора  с от а и Ь, его обозначают через аХЬ или \ab\ (принят 
также символ [а; Ь\\ в дальнейшем будем пользоваться в основ- 

•• -►
НОМ записью аХ Ь ) и называют в е к т о р н ы м ,  или внеш- 
к к м, произведением векторов а и Ь. В силу

a X b =— (ЬХа ), (1.23)
(порядок сомножителей существен при векторном умножении);

(1.24)а X = х(а X b), 

аХ (Ь+ с) =aXb + aXc\ 

аХ а  = 0;

(аХб = 0) < = > (а||6).
Из (1.23) и Г...30 следует, что

i X  i = J  X  J  = k X  к = 0;

i X  j  = k, j X  k = i, k X  i= J .

(125) 

(1 26)

(1.27)

(1.28) 

(1.29)

Если а = { а х\ ау; агJ и b = ( bx\ by\ Ьг\, то на основании 
(1.23)...(1.26), (1.28)...(1.29) и свойств определителей

а X  b —
1. J.  k

ау  аг
К  ь:

(1.30)

следовательно, а Х Ь Ф 0 тогда и только тогда, когда хотя бы один 
из миноров второго порядка матрицы

I

произведение aba 

(1.31)

Q у! аX
V Ь.

отличен от нуля.
“ екторно-скалярное или см еш ан н о е  

Определяется посредством формулы
abc— (аХЬ) -с, 

представимой также в виде



Ее правая часть — число, получаемое путем скалярного перемно- 
жения векторов аХЬ и с. Вместо abc пишут и (о; Ь; с] или
тф —V
(а; Ь; с). Из переместительности внутреннего произведения сле­
дует, что

abc = cab. (1.33)

В силу (1.31) abc = 0 тогда и только тогда, когда а, Ь и с ком­
планарны. В частности, коллинеарность любых двух из векто- 

-♦ -► «•
ров а, b и с влечет за собой обращение в нуль смешанного про-
изведения abc.

Имеет место соотношение

[аЬ\с-а[Ьс], (1.34)
которому на основании (1.33) можно придать форму

abc — bca = cab, (1.35)
(сочетательный или ассоциативный закон векторно-скалярного 
умножения). Из (1.23) и (1.34) следует, что

abc = —bac = —acb = —cba,
т. e. смешанное произведение не обладает свойством коммута­
тивности (переместительности).

-* * —► •• « ^
Выражение вида [а [be] ] = аХ  (ЬХс) или [[а6]с] называет­

ся в е к т о р н о - в е к т о р н ы м  произведением. Оно представ­
ляет собой, как видно из самой записи, вектор, равный соответст-

—' -#■ -• ■*
венно внешнему произведению множителей а и ЬХс или aXb 
и с. Имеет место формула

аХ  (bXc) = (ac)b— (ab)c. (1.36)

1.2. НЕКОТОРЫ Е СВОЙСТВА ЛИНИН

1. Параметризованные плоские линии. Пусть на числовом
промежутке / заданы функции x(t) и y (t) класса С2(1). Каждо­
му / = /0=conste/ соответствует определенная точка (x(to)\ y(to)) 
плоскости (хОу). Предположим, что переменная t пробегает про­
межуток /; множество L всех точек (x(t)\ y (t )) таких, что <С/, на­
зывается двумерной линией класса С 2, представленной параметрн-
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ки или плоской кривой L класса С2, заданной в параметрнче- 
'*1 ом ниде4. Совокупность равенств

(х = *(/),
1у -  у (0 .

/6/ ( 1.37>

менуют параметрическими уравнениями данной линии, a t на­
зывают параметром. Запись Lb С2 (или, точнее, LbC2( I ) )  чита­
ется «L — линия класса С2».

Текущую (переменную) точку кривой (1.37) обозначим через 
M (x(t); у (0 ) илн М (х; у), в тех случаях, когда это не может 
быть причиной неясности, вместо М(х; у) будем писать M t (что­
бы указать на зависимость положения данной точки от пара­
метра 0 или М; если /0 = const*:/, то под М, подразумевается 
положение текущей точки М при t = t0.

Плоскую линию, координаты текущей точки которой представ­
лены в виде (1.37), называют параметризованной, а уравнения
(1.37) — параметризацией данной кривой.

Параметрическое представление позволяет описать аналити­
чески линии, задание которых посредством уравнений вида у = 
=f(x) невозможно. Например, окружность с центром в начале 
координат и радиусом длины г можно описать параметрически 
формулами

|Л' = г cos t,1 I,- Г ,UK ,el°i2”b (,'38>
однако ее невозможно представить с помощью явно заданной 
функции y =f(x) (каждое из уравнений у = Уг- — х- и у — —
— V г- — X" определяет лишь полуокружность). Поэтому в даль­
нейшем будем задавать кривые преимущественно параметри­
чески.

Каждая линия класса С2 допускает бесконечное множество па­
раметрических представлений. Действительно, пусть на проме­
жутке /о определена функция /=/(т) класса С2(/о), множеством 
значений которой служит числовой интервал /. Тогда система 
равенств

\х = .v (/(*)),
; '  '  *е /0 (F.39)

1У = У (/ ( ') ) .
ШМт другой параметризацией кривой (1.37). Легко видеть, па- 
ример, что окружность (1.38) допускает также параметрическое

представление

случаях’ к°гда это не может стать причиной неясности, вместо 
пн я» и «крц^У1я11ИЯ* или *плоская кривая» будем пользоваться терминами «ли-
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г (1 — т*)х — - _______*  \+х* ’

К естественному вопросу о том, какой из возможных пара­
метризаций данной линии отдать предпочтение, мы обратимся в 
дальнейшем.

Следует принять во внимание, что уравнения вида (1.37) мо­
гут изображать линию, дважды пробегаемую текущей точкой. 
Действительно, рассмотрим кривую

При изменении параметра t от — 1 до 0 точка M t описывает 
дугу5 парболы //= дг2 с концами 0 и M t(1; 1), пробегая се без 
изменения направления обхода, от Afi до начала координат. Ес­
ли же t изменяется от 0 до 1, то М г описывает ту же дугу, 
пробегая ее от 0 до Л/(.

Кинематический смысл равенств (1.37) состоит в том, что 
при их наличии положение точки М(х; у) в плоскости (.v0</) 
определено, и притом однозначно, в любой момент t — следо­
вательно, задано движение этой точки в течение всего промежутка 
времени /. Уравнениями (1.37) задаются как траектория L точ­
ки М, так и закон ее движения по кривой L (законом движения 
точки назовем правило, позволяющее установить, и притом одно­
значно, ее положение в любой момент, принадлежащий проме­
жутку времени, в течение которого происходит движение).

2. Простая дуга плоской кривой. Простым криволинейным от­
резком в плоскости или простой плоской дугой, или простым 
куском плоской линии называется кривая L, обладающая сле­
дующим свойством: в данной плоскости существует хотя бы од­
на неподвижная прямоугольная система координат хОу такая, 
что линия L служит графиком некоторой непрерывной функции

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что у (х )(С 2[а; b| и 
говорить о простой дуге класса С2, опуская слова «плоская» или 
«в плоскости» в тех случаях, когда это не становится причиной 
неясности. Простой кусок кривой не может быть ни замкнутым, 
ни самопересекающимся. За жсь

5 Рассматривая кривую как множество точек, назовем любое ее подмно­
жество, задаваемое теми же параметрическими уравнениями при /е/0, где 
/о — числовой промежуток, содержащийся в 1(10е / ),  дугой данной линии. 
Более строгие определения дуги приводятся ниже.

у=у(х), х( [а; Ь]. (1.40)

L:y=*y(x), у(х)ЬСЦа; Ь], (1.41)
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У

О, х,

читается: «L — простая дуга класса С2, уравнение которой //=* 
^у(х ), д:* [а; Ь\».

Иногда возникает необходимость перейти от (1.40) к парамет­
рическому способу задания простого куска кривой. Легко ви­
деть, что параметрическим представлением дуги (1.40) будет, 
например,

х=у,
* [ а ; М .  (1.42)

У = У(0>
Согласно определению прос­

той дуги, она допускает аналити­
ческое описание вида (1.40) хотя 
бы в одной системе координат.
Отсюда не следует, что простой 
криволинейный отрезок служит 
графиком явно заданной функ­
ции в любой введенной в данной 
плоскости неподвижной прямо­
угольной системе отсчета. Напри­
мер, показанная на рнс. 1 дуга 
обладает представлением типа 
(1.40) в системе координат 
дГ|0|//| и не обладает нм в систе­
ме хОу.
L 3. Длина дуги. Пусть /о, 7'=const(*/, причем 1о<Т. Предполо­

жим, что при возрастании переменной t от to до Т текущая точка 
Mi пробегает в точности один раз ту часть кривой L (L iC * ( ! ) ) , 
которая соответствует числовому отрезку |̂ о,' У]. Назовем тогда 
указанную часть линии дугой данной кривой и обозначим эту
дугу через [М ,МТ]Д (наличие индекса I. в этой записи обу­
словлено тем, что одни лишь точки М, и М т не определяют 
однозначно указанную дугу; тем не менее в случаях, когда не­
ясность исключена, будем писать IМ „М , ] вместо И , . в и ­

точки М, и М г именуют концами указанной дуги; она на­
зывается замкнутой, если М , и М 7 совпадают.

Если |/0; 7'|=/ (это не противоречит сказанному выше), то, 
очевидно,

Сопоставляя определение произвольной дуги класса С2, соот­
ветствующей заданному отрезку |/0; 7"), со сформулированный 
Ранее определением простого куска кривой, приходим к выводу, 
что в общем случае дуга класса С2 может не быть простой дугой. 
**апример, окружность является, как видно из (1.38), дугой клас­
са С2[0; 2л], не будучи, однако, простым криволинейным от­
резком.

Рис. 1
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Из того, что х. уСС11(1). следует непрерывность первых произ­
водных х (1) и y (t) на отрезке (/о; 7"]. Поэтому и функции 
W ^  + y непрерывна, а значит, интегрируема на [/0; 7"]. Отсю

Т
да вытекает, что интеграл Г у х7 + у ' dt существует. Назо-

I.
дем его значение длиной дуги [М, Л/т] и введем обозначение

1М7 Я |  = j  V  (х (ПУ + (у  (О)1 dt; (1.43)
I.

наряду с \М ,М \ будем пользоваться и равнозначными запи­
сями s [M , ;  Мт)  и s(/.; М, : AfT).

Приведем мотивировку сформулированного выше определе­
ния длины дуги. Пусть на (Af, Л1т] взяты произвольно точки 
М , , М ., ... , М . вместо Л1 пишем также М  . Назовем от-■' ’• 'я-t т м
резки [М,#М,_], ...... И #<|_,Л*,я] сторонами (звеньями)
ломаной линии ... вписанной в дугу
л  сумму их длин

2  И . - А !
* - |

— периметром (или длиной) этой ломаной. Можно доказать [5; 7; 
11; 14; 21; 22), что если число ее сторон неограниченно возра­
стает (т. е. я—*-оо) и притом так, что наибольшая из их длин 
стремится к нулю, то ее периметр стремится к пределу, равно­
му правой части формулы (1.43).

В случае простого куска кривой у = у(х) соотношение (1.43) 
примет вид

ь _______________
\АВ\= fV T T T T T O )*  dx (1.44)

а

{А и В  — концы дуги, а а и b — соответственно их абсциссы в 
системе координат хОу, причем а<Ь). Это следует из (142) и 
(1.43).

Заданная уравнениями (1.37) кривая, применительно к кото­
рой интеграл (1.43) существует для любых /о. T&I называется 
спрямляемой. Из одной лишь непрерывности кривой не следу­
ет ее спрямляемость. Действительно, пусть например, x.ybC(l). но 
хотя бы одна из функций х, у не дифференцируема во всем про­
межутке /. Тогда в (I) подынтегральная функция не определе­
на ни при каком /6/, значит, интеграл не существует, т. е1. линия 
<1.37) не спрямлена.
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Введем достаточное условие спрямляемости. В силу опреде­
ления класса С1 и на основании теоремы о непрерывности слож­
ной функции имеет место импликация6

(.с, у 6 С2 (/) => + У* 6 С (I)).

Из нее и интегрируемости любой непрерывной функции сле­
дует, что каждая кривая класса Ch(k ^ \ ) спрямляема.

4. Длина дуги как параметр. Обозначим открытую или замк­
нутую линию класса С2, задаваемую уравнениями (1.37), через 
L. Пусть на ней выделена любым образом фиксированная точка 
М о. Будем именовать ее началом отсчета длин дуг на L. Одно из 
двух возможных направлений обхода кривой L ее текущей точ­
кою назовем положительным. Линия, положительное направление 
обхода которой выбрано, называется ориентировкой; говорят так­
же, что на ней задана (или введена) ориентация.

Произвольной, отличной от М0 точке M*(-L поставим в со­
ответствие число s — s(M*), равное, по определению |AfoAf*| или
— |Af0A/*j в зависимости от того, происходит ли обход дуги
[Af0M*] от Мо до Af* в положительном направлении или нет; 
началу отсчета сопоставим число нуль: s(Afo) = 0. Тогда положе­
ние любой точки M&L однозначно определено заданием действи­
тельного числа s(M ). Оно называется криволинейной абсциссой 
точки Af на линии L. Начало отсчета длин дуг, единица их изме­
рения и ориентация кривой вместе взятые образуют систему от­
счета на линии L.

Определение положения точек на кривой, оснащенной систе­
мой отсчета, путем задания их криволинейных абсцисс возмож­
но лишь при наличии способа измерения (или, что равносильно, 
откладывания) длин вдоль данной линии. Им мы, однако, распо­
лагаем только для прямой и окружности. В случае же любой 
другой кривой определение положения ее точек возможно лишь 
посредством их координат. Поэтому задание точек на линии с 
помощью их криволинейной абсциссы осуществимо лишь, если 
имеются формулы, выражающие через нее их декартовы коор­
динаты. Вопрос о существовании таких формул и о способе их 
вывода изучается ниже.

Будем предполагать всюду в дальнейшем, что производные 
x(t) и у(1) не обращаются одновременно в нуль ни при каком 
значении переменной t. принадлежащей отрезку [/о, 7*1, т. е. что

(x (t ))2+ (y ( t ) )2> 0 для всех /С [/о; Г ]. ( 1.45)

* Если из утверждения (высказывания) А следует истинность утверждения 
В. то пишут И =>8; эта запись называется импликацией и читается *А вле­
чет за собой б* или «высказывание А имплицирует высказывание В ». Сим­
вол =*• называется знаком импликации.
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Рассмотрим интеграл
I ._____

I/s = [  у  (х (9))-' +  (у  (9))J dO, t0 ^ t ^ T  (1.46)
i.

полученный из (1.43) путем замены Т через t7 и равный поэтому 
длине дуги ]ЛГ /W/J с фиксированным началом Af, и пере­
менным концом Mr (iht е [Af, Af,.]) . Правая часть равенства 
(1.46) является функцией переменной /, будем записывать поэтому 
соотношение (1.46) сокращенно в виде

s = s(t). t0^ t ^ T .  (1.47)
Из (1.46), непрерывности подынтегральной функции и теоремы

о дифференцнруемости определенного интеграла по его верхне­
му пределу [7) следует, что производная существует (точ­
нее— s(t)('€'• [/а; Г ] ) ,  причем

£  = l / W O ) ; + (y(/))-’>0. U l t 0; 7Т (1-48)

на основании (1.45). В силу (1.48) функция s(t) строго возрас­
т е т  на отрезке |/с; 7"] |7; 22], будучи непрерывной и строго 
монотонной на нем. значит, она обладает обратной функцией [7|, 
вследствие чего уравнение (1.47) разрешимо, и притом однознач­
но, относительно t. Еыразнв из (1.47) t через s, получим соотно­
шение вида

* = *.(«). о ( 1 . 4 Э )  
Подставим в (1.37) вместо t правую часть равенства (1.49):

I л- = л (я (s)). 0 g - м —w , ( j щ
I y = y(g(s))- 1 '* т ‘

Вместо (1.50) пишут обычно

Х = Х ^ ’ с (1.51>
У = У (*). °

где «о, s = constetf. причем s0<s; а под x(s) и y(s) подразуме­
вают х(g (s )) и y (g (s )) соответственно. Тем самым получено 
новое параметрическое представление кривой (1.37): параметром

7 В (1.46) переменная интегрирования обозначена через в. Это не влия­
ет на значение интеграла, ибо j / (<) dt J  /(в) d в.

а <<
•* Всюду в дальнейшем запись вида t iM  (Л/ — любое числовое мно­

жество) или a ^ t^ b  и т. п., расположенная правее равенства или нера­
венства, содержащего переменную /.означает, что оно выполняется cootbcict- 
венно для всех t t M  или на всем отрезке [в; 6) и т. п.
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является  теперь длина ее дуги, начало которой — фиксированная, 
а конец — текущая точка данной линии. Параметризация (1.51) 
назы вается натуральной, а переменная s — криволинейной абс­
циссой или натуральным параметром.

Выше было установлено, что каждая линия класса С2 до­
пускает бесконечное множество параметризаций; при переходе 
от (1.37) к (1.39) функция / могла быть по существу любой. Это 
значит, что применяемое для аналитического описания кривой 
параметрическое представление не вытекает, как правило, из 
ее внутренних (геометрических) свойств, а выбрано произволь­
ным образом. Отсюда следует, что все утверждения о ней, полу­
ченные исходя из некоторой ее параметризации, доставляют ин­
формацию не только о самой линии, но и о (постороннем по 
отношению к ней) способе введения параметра. Поэтому возни­
кает вопрос: можно ли исключить указанную неопределенность, 
т. е. существует ли параметрическое представление, органически 
связанное с кривой н не содержащее какого-либо произвола или 
сводящее его к минимуму. Ответ утвердителен: параметром, не 
отделимым ог любой линии, является длина ее дуги; этим и объ­
ясняется название натуральный параметр. От всех других пара­
метризаций натуральная отличается тем, что она геометрически, 
т. е. естественным образом связана с самой кривой.

Единственная, и притом неустранимая, произвольность при 
натуральной параметризации заключается в том, что начало от­
счета длин дуг данной линии и ее ориентация могут быть выб­
раны любым образом.

В дальнейшем мы убедимся в преимуществах натуральной 
параметризации при исследовании движений. Она, однако, не 
вытеснила другие параметризации. Причина заключается в том, 
что для большинства кривых, встречающихся в прикладных за­
дачах, введение натурального параметра либо приводит к слож­
ным формулам, либо не выполнимо с помощью элементарных 
функций. Например, парабола у = х2 допускает параметризацию

x = t ,y  = t*. (1.52)
В  качестве начала отсчета длин дуг примем вершину параболы. 
Тогда в силу (1.46) и (1.52)

«
S = f K 4 H 2 + lde. (1.53)

о
Легко убедиться в том, что

(4 "  в  V & 4 - 1  + -1 In (20 + К Т в м П " )  j  = К 4 Ж + Т  (1.54) 

ПРн любом 0р./?. На основании (1.53) и (1.54)

s =  -Jj-1 х Ы1 +1 +  4 -  !n (2 / +  V 4/* +  1 ) . '  (1-55)
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Для перехода к натуральному параметру необходимо выразить 
из (1.55) t через s и подставить найденное значение в (1.52). 
Согласно доказанному выше уравнение (1.55) определяет t как 
функцию переменной s, т. е. существует, и притом единственная 
функция t=g(s), подстановка которой вместо t в правую часть 
равенства (1.55) превращает его в тождество. Однако g(s) не 
выражается аналитически через s с помощью элементарных функ­
ций (существованию функций g(s) не противоречит невозможность 
ее представления в виде аналитического выражения). Поэтому 
выписать натуральную параметризацию данной параболы, вы­
раженную через элементарные функции, невозможно.

Выведем два следствия из (1.48). Они будут использованы 
в дальнейшем.

Формула (1.48) равносильна соотношению

(£)-(£-) ♦(£)’• <'4
Равенство (1.56) имеет место при любой параметризации линии 
L. Оно остается поэтому в силе применительно к натуральной 
параметризации (1.51), (т. е. для t=s). В этом случае оно при­
мет вид

(*)*+(*)■-
или, что то же,

[ r ' ( s ) l2+ [«/'(*)l2= l. (1-57)
Если L — простая дуга, являющаяся графиком функции 

у = у(х), то формула (1.48) упрощается, обретая форму

2F = K l  + < /(*))* '. (1.58)

5. Касательная к кривой. Рассмотрим простой криволинейный 
отрезок

L :y  = f(x). feC*[a; b\. (1.59)
Пусть М о(хо; у о )— его произвольная фиксированная внутрен­
няя точка, а М(х; у) — его текущая точка (рис. 2), причем

хфхг0> (1.60)
т. е. совпадение М и М0 исключается; (Л/М') _L (О.г), М'С-(Одс), 
(M0N) 11 (Оде), где N — пересечение прямых (ММ ') и (M0N)\

Ддг=дг—дго. Ьу = у—уо. (1-61)
В силу (1.60) и (1.61)

А*#0. (1.62)
При любом взаимном расположении точек М0. М и N (см. 

рис. 2)
‘JG
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/\
(1.63)

Назовем < (0х+; М0М+) углом между положительным на­
правлением оси абсцисс и секущей (Af0M) к дуге L. Из (1.2) 
вытекает равенство

Положим
(O r^A f0Af+) = (Ох+ГлШ0+).

/ \
а* = а* (jf0; jc; f )  = (Ojc+; Af0Af+). (1.64)

Запись a*(jf0; x; f) означает, что а* зависит от x0. jc и от 
функции f, т. е. от кривой Ц В тех случаях, когда это не может

Рис. 2

привести к неясности, будем писать а*(х) или а*(М ) вместо 
а*(х0; х; /). Из (1.1) и (1.64) следует, что

для всех М0. M6L,
где, по определению

а* = 0 при Дх>0 и \у = 0, 
а=п при Длг<0 и Ау = 0.

(1.65)
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На -рис. 2 показано, что если —■ > 0, то

Ду п
а 11 Ри д Г =0

а* = I (1 66)

а* = л—ММ0М. . I 1 (1.67)
Рассматривая ДМИ0Л* (рис. 2,а,б), находим

' 8^ Ж = Г В Д .  С-68)

причем
|M„N | =  Ах, | N M  | = ду ( 1 .09)

(рис. 2, а; Д*>0 и Ау<0) 
или

\M0N\=—Ax, |ЛШ |=— Ау. (1.70)
И ^ обоих случаях на основании (1.66) и

(1.68) ...(1.70).

tg«* = g- * л я ^ > 0 .  (1.71)

откуда

а* = arctg |j при ^  >  0. (1.72)

Аналогично, прибегая к рис. 2, в, г и предполагая, что уфуо, 
получим

*Л̂  = Ж 1- С-73)
где соответственно

|Л/М0|---Ах, |/VAI | = Ау, (1.74)
(Длг<0, а Ду>0),

или
| Л'М01 = Ах, |ЛШ| = —Ау, (1.75)

(А*>0, а Ау<0), значит ^  < 0. Вследствие (1.73)...(1.75)
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а на основании (1.67) и (1.76)

a* = n_a rc tg  если ^ - < 0 . (1.77)

Нечетность арктангенса (arctg(—х) =—arctg* для всех jccR) 
позволяет представить соотношение (1.77) в виде

Ду** = тс + arctg ~  для <0.Д*

В силу (1.72) и (1.78)

а* =
arctg £  при ^-> 0 , 

it -f arctg~  при <0.

(1.78)

(1.79)

Согласно предположению fCC1 [а; 6], поэтому предел Iim — •&х-о ах
^существует и равен /'(х0):

1|т 37 = / Ы -
Ь Х - 0  л х

(1.80)

i Отсюда и из непрерывности арктангенса следует, что Нш arctg
4jr-»0 Л х

также существует, причем9

I  л*™ ( arctg^ )  = arctg( ,im Й ") = arcte/'(^o). (1-81)
Важной для дальнейшего является связь между знаками

Дуюшения н числа f'(xo). <
Шусть имеется такое е>0, что

Ду
отношения —  и числа f '(xо). Она заключается в следующем.

Тогда на основании (1.60) и в силу сохранения знака неравен­
ства при переходе к пределу в обеих частях нестрогого неравенства 
f  (хо)^0. Аналогично, если

I '  (0<|Дх|<вг> ^  <о],
т°  f'(xо)^0. Последние два соотношения между и f'(xo)
представимы соответственно в виде

а Если / ,  g е С , то I im f  (g (xj =  / f l im g (x)).
X -> JC 0 29



Пределы lim и llm —rr- м ..и. д' и~.и. Л< существуют к равны соответ-

11т причем
м - .и, ах

ственно у (to) н x(t0) (вследствие днфференцнруемости функций 
x(t) и y (t)). Поэтому для всех значении переменной Л удовлет­
воряющих условию хфО, существует и предел 
в силу (1.93)

y'W = (^ )v= i^
Из (1.86) и (1.94) следует, что применительно к произвольной 
параметризованной кривой LCC2

arctg — -- для -f- ^ 0 ,
*  (0 X

к arctg У (О 
х(г) для -4- < 0,

X

(1.95)

если x(t)=fc0. В случас, когда х(/0) =0 и y(tо)=^0, положим по 
определению a (t0)= ~rr. Геометрический смысл этого равенства
заключается в том, что при x(to) = 0 касательная к линии L в 
точке (x(to); у (to)) перпендикулярна к осн абсцисс.

В случае натуральной параметризации формула (1.95) при­
нимает вид

a(s) =
arct8TT?f "Р " ^7 7Г> °»х ’ (*)

-+  a r c t g при -77-/*!-<0.у' (*) 
Р  ( , Г

(1.96)

Во всех точках, в которых хфО и у ф 0, функция а дифферен­
цируема. Будем иметь

dt
~1Г

й
dt (1.97)

6. Нормаль к плоской кривой. Существует, очевидно, одна и 
только одна прямая, лежащая в той же плоскости, что и линия 
L. проходящая через Мо и перпендикулярная к /Л(>. Обозначим 
эту прямую через л и ; она называется н о р м а л ь ю  к кри­
вой L в точке Мо.

7. Выпуклые линии. Пусть простой криволинейный отрезок
L : y  = y (x ), y ( . t )eCJ |a; b\ (1.98)
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асположен целиком выше любой из его касательных (рис. 3).
I этом случае дуга L. а также функции у(х) называется с тро ­

го в ы п у к л о й  в ни з  (или, короче, строго выпуклой) на 
•отрезке \а; Ь\. Если, наоборот, данный криволинейный отрезок

Рис. 3

лежит целиком ниже каждой из проведенных к нему касатель­
ных, то L и у(х) называются строго  в ы п у к л ы м и  в в е р х  
или строго  в о г н у т ы м и  прп а ^ х ^ Ь .

Аналогичным образом вводится понятие нестрого выпуклых дуг 
и функций. Например, показанная на рис. 4 линия нестрого

выпукла вниз на отрезке [а; Ь]. В дальнейшем нестрого выпук­
лые кривые не встретятся. Поэтому в тех случаях, когда это 
не может стать причиной неясности, вместо «строго выпуклый* 
будем пользоваться термином «выпуклый».
; Установим необходимые и достаточные признаки выпуклости 

Простых дуг. Пусть М(х; у) — текущая точка криволинейного
33



отрезка (1.98). (1м) — касательная к нему в точке Af, а а= а(х ) — 
величина угла Z(0jc+;/^); функция а(х ) определена равенст­
вами (1.86) и (1.87). Предположим, что при функция 
у(х) строго монотонна. В этом случае дуга L выпукла вниз 
тогда и только тогда, когда а(х) строго возрастает на отрезке 
[а; 6] (рис. 5); это имеет место как при убывании, так и при 
возрастании функции у(х). Ввиду того что aeC2|a; Ь|, необхо­
димым и достаточным условием строгого возрастания функции 
а(х ) служит

- £ > 0 ,  а < х < Ь .  (1.99).

Рис. 5

В силу (1.88) неравенство (1.99) равносильно
у " (х )> 0, jcG]а, Ь[.

Пусть теперь функция у(х) не монотонна на отрезке [а; Ь] и 
выпукла вниз на нем. Она имеет тогда на [а; Ь\ в точности один 
экстремум. Им будет строгий локальный минимум, достигаемый 
в некоторой внутренней точке jc06 ]а; Ь[\ в каждом из проме­
жутков [а; Хо [ и ]х0; Ь] функция у(х) строго монотонна. По­
этому, в силу доказанного выше,

у "> 0, *6 [а; 6]\{дг0}. (1.100)
Покажем, что - -

У "(х0)> 0 . (1.101)
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Имеет место очевидная импликация

( liiny"(.*) существует \
■ Г Г * . / ,  * • (1-102)

1-IU = /
Условия (1.100), (1.102) и теорема о переходе к пределу в обеих 
частях неравенства влекут за собой соотношение (1.101). Из 
(1.100) и (1.101) следует, что если простая дуга (1.98) строго 
выпукла вниз на [а; Ь\, то

y-̂ s0, хб]а; Ь[; (1.103)
при этом равенство у "  — 0 может иметь место не более чем в 
одной точке промежутка \а; Ь[. Легко доказать, рассуждая ана­
логично предыдущему, что и наоборот, если выполнено неравен­
ство (1.105), причем у "  = 0 разве лишь при одном значении х* 
то линия (1.98) выпукла вниз на отрезке (а; Ь]. Тем самым уста­
новлено, что условие (1.103) необходимо и достаточно для вы­
пуклости вниз кривой (1.98) на отрезке [а; &]. Она строго вы­
пукла вверх на нем тогда и только тогда, когда

«/"<0, хб]а; Ь[, (1.104)
а у "  обращается в нуль не более чем один раз.

Из сказанного выше вытекает важное для дальнейшего след­
ствие. Предположим, что у*еС* |а\ Ь\ и у"(х^ф О , где л-,е 
е|а; b\. Tor; а ввиду непрерывности функции у"(х) существует 
такая, содержащаяся целиком в промежутке |а; £>| окрестность 
и (*0; е) = |дг0 — «; дг0 ■+• е| точки х0, что

у" Ф  0, x e U  (д:0; е ) .  (1.105)
Неравенство (1.105) означает, что для всех xGU(xo; е) либо 

у "> 0, либо у " <0, иными словами дуга линии (1.98), отсекае­
мая прямыми х—хо—е и х=Хо + е, либо строго выпукла вниз, 
либо строго выпукла вверх, т. е. лежит целиком по одну сторону 
касательной ( 1М ).

8. Точки перегиба. Допустим, что простой криволинейный от­
резок (1.98) выпуклый вниз в промежутке ]а; х0[ и вверх — в 
интервале ]Хо; Ь[ или наоборот, т. е. что Хо является общим кон­
цом двух смежных промежутков (см. п. 1.2.1), в которых линия
(1.37) обладает противоположной выпуклостью (рис. 6). В этом слу­
чае любая дуга линии (1.98), содержащая точку Мо(хо; у(х0)). 
расположена по обе стороны касательной (/».)• а М0 называется 
т о ч к о й  п е р е г и б а  данной кривой (так же именуют, если это 
не может стать причиной неясности, и точку х=х0). Принято и 
выражение «при х=х0 линия (1.98) имеет перегиб».

Установим необходимое и достаточное условие наличия переги­
ба. Из доказанного в п. 1.2.7 вытекает следующее: кривая у= у(х ) 
класса С2 имеет перегиб при х=х0 тогда и только тогда, когда 
существует такое е>0, что в одном из смежных промежутков
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1 *0—е; Хо[ и ]х0; *o + e[, отделяемых числом Хо. вторая производ­
ная у " (х ) положительна, а в другом — отрицательна.

Сформулированный выше критерий влечет за собой важное 
следствие: если дг<> — точка перегиба линии у = у(х) класса С2. 
то у " (х0)  = 0. Действительно, пусть кривая (1.98) выпукла вниз 
в промежутке \а; х0( и выпукла вверх в интервале ] лг0; Ь[. Тогда, 
вследствие установленного в п. 1.2.7,

у " ^ 0, *6 }а; дг0[; (1.106)
j/''^О, же).v0; Ь[. (1.107)

Рнс. 6

Условия (1.106), (1.107) и у£С2[а; Ь] влекут за собой равен­
ство у"(хо) = 0. Докажем это. Очевидна справедливость импли­
кации

lim у" (х)
X-+X9—J)
lim у" (л-) = у"(х0) существует, (1.108)

( уеС2 |а; &|)=>- ^
lim у (дг)
jr-jr.+o существует. (1.109)
lim у" (х) = у" (х„)
Х-.Хо+О

Из (1.106), (1.108) и теоремы о переходе к пределу в обеих час 
тях неравенства следует

у " (х  о)>0, (1.110!
а из р .107) и (1.109) и той же теоремы— /

у "(х  0)^ 0 . (1.111)
На основании (1.110) и (1.111)

«/ " (*о )= 0 . (1.1121
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к этому же выводу приходим в случае выпуклости вверх при 
Я<Хо к вниз — ДЛЯ *>Жо.
* Обратное утверждение неверно: из одного лишь равенства 

(1.112) не вытекает наличие перегиба при х = хо. Действительно, 
если у=х*, то у '= 4х3 и у’(х)=0, но х — 0 — точка минимума, а 
не перегиба графика данной функции.

9. Кривизна плоских линий. Рассмотрим лежащие в одной 
плоскости простые дуги L\ и L2 класса С1, имеющие одинаковую 
выпуклость, фиксированную общую внутреннюю точку М 0 и в 
ней — общую касательную / и (рис. 7). Пусть М — текущая 
точка прямой 1М ; т — перпендикуляр к /„ в точке М, а 
Л1| и М2— его точки пересечения с линиями L\ и L2 соответствен­
но. Предположим, что существует отрезок 1 касательной / и< , 
содержащей М 0 в качестве внутренней точки такой, что 

|ЛШ,|<|АШг|, Aft/\ { М 0},
(см. рис. 7). Будем говорить в этом случае, что в окрестности 
точки Мо кривая L\ менее искривлена (или обладает меньшей

Рис. 7

и° ‘<ривленностью), чем линия ZA Сказанное выше позволяет 
тверждать также, что в окрестности разных точек кривой ее 

|1скрнвленность в общем случае не одна и та же.
( Для математического описания свойств линий и исследова- 
ия движений по криволинейным траекториям необходимо стро- 

' определить и выразить числом то, что с точки зрения геомет- 
к 'ческой наглядности может быть названо «искривлеиностыо» 
'Ч ивой. Ниже это сделано.
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Пусть М0(х0; у0) — фиксированная внутренняя, а М(х; у) —- 
текущая точки простой дуги L класса С2 (рис. 8 ) 10, являющей­
ся графиком функции

у = / (* ) ,  хе/'х1 (1.113)
и обладающей параметрическим представлением

x=x(t). y= y(t); ttl. (1114)
Согласно доказанному в п. 1.2.4 линия L допускает натуральную 

параметризацию (предполагается, что на L выбраны начало от­
счета длин и ориентация)

x = x(s), y = y(s); so/,. (1.115)

Рис. 8

Здесь s — криволинейная абсцисса текущей точки, а под x(s) и 
y (s ) подразумеваются соответственно правые части равенств 
(1.50).

Обозначим через s0 криволинейную абсциссу точки М0. Тог 
да Хо. уо и So связаны соотношениями x0 = x(s0), yo-y(so). По 
ложим
. , . As=s—s0. (1.116)

Всюду в дальнейшем будем считать выполненным условие
As=^0. (1.117)._______  '

:1# Здесь и далее принадлежность всех встречающихся функций и линий 
жласгу' С1 существенна. В предыдущем достаточно было потребовать сущ» 
основания прерывных, производных первого порядка.

11 Через / и обозначим числовые промежутки, пробегаемые nept"
пенными х и s.
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Цз (1.116) следует, что |As| = | Af0M |, а знак приращения А? 
зависит от ориентации кривой L и от взаимного расположения 
точек Мо и М. Вместо М0 и М в последующем приняты также 
обозначения М и и соответственно.

Поскольку линия L отлична от прямой, можно считать, не 
уменьшая общность результатов, точку М0 выбранной так, что 
f' (Xo) Ф О 12. Отсюда вытекает, что прн достаточно малом |As| 
вторая производная /" не меняет знак на отрезке с концами хо 
и х (нм является [лго; jc] при х>х0 и [х; лго], если х<хо), следо­
вательно, дуга [М0М) всюду выпукла вверх (в случае, когда 
/"<0 на указанном отрезке) или вниз (прн /">0).

Обозначим через 1М и 1М касательные к кривой L в точках 
Мо и М; вместо 1М и 1М будем писать также lMf и 1М  ̂ | или
1М | (в силу условия АеС1 эти касательные существуют и
однозначно определены).

Пусть а — величина угла между лучами (0дс+) и (см.
рис. 8):

a = «(s) = (oJC^/+). (1.118)
Соотношение (1.118) представимо вследствие (1.116) в виде

I  . ( S„ + AS| = ( o f t  £ +„ ) .  0-119)
Из (1.118) вытекает, что

(0лг+;/+ ) = а(50). (1.120)

Очевидно, что < ( /^; ) является углом поворота каса­
тельной к линии L прн переходе точки касания из Л10 в положе­
ние Л1; < (  /+ ; /„) называется углом с м е ж н о с т и  каса­
тельных ) и (/ и). Он не зависит от выбора системы координат. 
Его величина может служить числовой характеристикой искрив­
ленности дуги [MoAfJ. Имеем

■ ( ' 1) = (о^ 'I.) =
=(0Л-+; / ;,И „ ) - ( 0 А  / I J = « ( s ,  + is )- « (s „ )  = 4». (1-121)

'* Если /"<-'г) = <1 для всех .«/* , то /  (дг) =  ах-\-Ь, где а, b = const, значит 
L ~  отрезок примой. Если / "  (дг0) = ^  но существует такое е > 0, что J "  (х) ф и  
При ха — I < х < лгп И при лг„<лг<лг0-и, то М 0 либо точка перегиба кривои L, 
-«ибо точка акстремума функции /.
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При одном II том же угле смежности искривленность дуги |М0-М] 
будет зависеть от ее длины. Поэтому уточнение указанной чис­
ловой •характеристики достигается рассмотрением отношения

Оно называется средней к р и в и з н о й  дуги [Л10М|
и описывает ее искривленность тем лучше, чем меньше |As|.
Докажем, что при выполнении условия L6C2 предел llm -g-
существует и конечен.

Если L — простой криволинейный отрезок в координатной 
плоскости (лОу), задаваемый уравнением (1.106), то s и а — 
функции абсциссы л-. Очевидно, что

(из (1.110) следует, что Лл^=0, значит обе части равенства
(1.122) определены). Как показано в п. 1.2.4, 1.2.5, а<С' (если 
/Ч*о,) = 0, то под a'(.vtj будем подразумевать иа основании
(1.92) число f ( x 0)) и seC', еле; овательно, lim ■—  и lim -v~-Ajr-О ДДГ-.О аХ
существуют в каж;ой точке M0eL, причем lim -^-Ф0(ибо ~  =

4JT-0 Л Х  \  Х

— V  1. + Ул > oj. Kpove того, если A.v-»>0, то As —0, и наобо­

рот. Поэтому г ля всех M 0eL существует предел llm ОнAj-*0 5
называется кр и ви зн о й  линии L в точке М„ обозначается через 
к — к (М п) или х = х(А1,) и является ; ейсгвительиым числом, ха­
рактеризующим степень искривленности дуги L в бесконечно 
малой криволинейной окрестности точки М0. По определению

Иногда необходимо указать, что к(Мо) зависит от кривой L. 
Вместо k(\\o) будем писать k (L ; Л10) (это читается скривизна 
линии L в точке Мо»).

Выведем формулы, позволяющие вычислить k(Mo). Из (1.122)
(1.123), (1.56) и (1.58) следует, что при любом Хо̂ 1х

В силу (1.124) к(Мо) имеет тот же знак, что н f " ( xо) (ибо 
(1 + /'* ( v,J) 1 > 0), значит на основании сказанного в п. 1.2.7 
число к(Мо) положительно (отрицательно) тогда и только тог-

k ( M 0)  =  П т (1. 123)

з • (1.124)
(! + (/' (Л.))5)



)ва, когда в точке Мо линия L выпукла вниз (вверх); к (М 0) = О 
при f"(x<>) = 0 и только в этом случае. В частности, если Мо — 
точка перегиба, то k(M 0) = 0. Обратное утверждение неверно, 
ибо равенство = 0 может выполняться и тогда, когда М0—
точка экстремума.

Пусть L — произвольная простая дуга класса С2, a y= f(x ) — 
ее уравнение. Функция к = к(х), задаваемая формулой

I  *<*>-<-.+,/ 'IV ' (US5>
называется кривизной линии L в точке с абсциссой х. Из
(1.124), (1.125) и теоремы о производной сложной функции сле­
дует, что

* = ■ £ • .  (1 .126>
гдз под u = a (s ) следует подразумевать функцию, задаваемую 
равенствами (1.107).
| Сформулированное посредством равенства (1.123) определе­

ние кривизны основано только на понятиях длины дуги и вели­
чины угла смежности; оба они не зависят ни от выбора систе­
мы координат, ни от способа аналитического задания линии L. 
Вследствие этого к(М 0) также не зависит от системы координат 
и от способа задания кривой L. Отсюда вытекает, что указан­
ное определение кривизны сохраняет снлу для произвольной 
плоской линии класса С2. Пусть она задана параметрически 
уравнениями x = x(t) и y= y(t). Тогда а и s, а следовательно, и 
к — функции переменной t. Поэтому вместо (1.122) воспользу­
емся равенством

■ 4г—£-*■£- п-127)
В силу доказанного в п. 4 и 5 — ■ и стремятся при At-*О
к конечным пределам, значения которых даются формулами 
(1.98) и (1.48). Поэтому переход к пределу в левой части ра­
венства (1.128) при As-+0, а в правой — при А/-*-0 допустим. 
Выполнив его, находим на основании (1.97) и (1.48)

ь — —  • S L  — * У W — х (/>у (' * п  19«ъ
it  * dt ~  ( i i ( o r — ly(/)la)w • 1 ■

Равенство (1.128) справедливо, какова бы ни была парамет­
ризация линии L. Следовательно, оно имеет место и при ее 
натуральной параметризации. В этом случае оно примет вид

k _  х' («) у" (s) — х" (s) у' (.у) (1 j 29>
U*' wi* + IP (i)l*)3'-1

В силу (1.57) и (1.129)
k = x '(s )y " (s ) = x "(s )y '(s ). ;.д (1130)
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Ввиду того что L (C *. дифференцирование обеих частей (1.57) 
допустимо. Выполняя его, находим

x’ (s)x” (s) + y '(s )y " (s )  = О, (1.131)
откуда

Г\1 * м*
х" = - Ц -  (1.132)

при х'фО.
Из (1.130), (1.132) и (1.57) следует

k = x Y +  уУ ~  = (1.133)

Тем самым кривизна выражена через натуральный параметр.
10. Кривизна прямой и окружности. Уравнение любой прямой, 

не параллельной оси ординат, представимо в виде у*=ах + Ь

(a. 6 = const), откуда у "  = 0, значит в силу (1.126) к — 0, т. е. 
в каждой точке прямой ее кривизна равна нулю. Допустим, нао­
борот, что кривизна линии L :y  = y(x) тождественно равна 
нулю:

к = 0 (1.134)
для всех дг.

Из (1.126) и (1.134) следует, что у " (х )=  0, откуда у’ — Си а 
y=CiJ»+C2 (Сь Сг=const), т. е. L — прямая. Таким образом, 
нулевой кривизной обладают прямые и только они.

Пусть (рис. 9) Л 10 — фиксированная, М — текущая точкиЛ
окружности с центром А и радиусом длины R; 0<Л!о/Ш<л; 
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{ I м )  И (/и) — касательные к окружности в точках /И0 и М соот­
ветственно.

As = | | (1.135)
А* = ( / /MJ. (1.136)

Тогда
( .̂и.) (-4yVi0). ( / и) _L (ДМ). (1.137)

В силу (1.136) и (1.137) и теоремы об углах со взаимно перпен­
дикулярными сторонами

М0АМ = (  t + f  /+). (1.138)

а на основании (1.135), (1.136), (1.138) и соотношения между 
длиной дуги и величиной ее центрального угла As = /? Да, от-

До I , ,, Лз IкУла ~\Г= "s' = c °nst- значит, llm -г- существует и равен т.е.*** д Дл-*0 К

k ■= (1.139)

Тем самым установлено, что кривизна окружности постоянна и 
равна где R — длина радиуса.

Верно и обратное: если кривизна линии L постоянна и от­
лична от нуля, то L — окружность. Доказательство этого утверж­
дения основано на том, что соотношение k = a (a = const^0) рав­
носильно, на основании (1.125), дифференциальному уравнению

У"
(1-/■)** в ’ 

общим решением которого служит, как легко убедиться,
(*-c,j* + (y-c,i»e JL

(С| и Сг — произвольные постоянные); это уравнение семейства 
окружностей с центрами (Ci; Сг) и радиусом одинаковой дли-

НЫ ЙТ*
II.  Радиус и центр кривизны. Пусть Af0(x0; //о) — внутрен­

няя точка простого отрезка L : y —y(x) линии класса С2. Предпо­
ложим, что к (М 0)фО, тогда в силу (1.125) у” (х0)фО, «следст­
вие чего, согласно сказанному в п. 1.2.7, достаточно малая криволи­
нейная окрестность L 13 точки М0 лежит целиком в одной из по­

11 Эти условия определяют, и при том однозначно, указанную окруж­
ность. Длина ее радиуса равна I/к (L : Мо) (сч. п. 1.2.10). В точке Ми линия 
/. и данная окружность имеют общую касательную.
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луплоскостей, на которые касательная / разбивает координат­
ную плоскость лОу. Обозначим через ЛУЧ Н0Рмал** )  
(см. п. 1.2.6), расположенный по ту же сторону от прямой (1М) что 
и дуга L. Лежащая в плоскости (.tO//) и проходящая через М0 
окружность с центром на луче (« ‘„ J  и кривизной, равной
k (L ; Мо). называется кругом к р и в и з н ы  или с о п р и к а ­
с а ю щ е й с я  о к р у ж н о с т ь ю  линии L в точке М0. Через р 
или p(Afo) обозначается длина радиуса круга кривизны. Из 
(1.139) и определения соприкасающейся окружности следует, что 
если М (х,у) — произвольная точка линии L класса С2, не являю­
щаяся точкой перегиба (см. п. 1.2.8, 1.2.9), то

и * ' = - т т г г ж Г  " ч ° >
В силу (1.140), (1.126), (1.125) и (1.133) имеют место фор­
мулы

«м>
'’ “ i t W 11 + Г / W *  (1.142)

И

Н Я г И (5)*0- (К143>
В случае натуральной параметризации вместо р(Л1) пишут 

также p(s). Функция р называется радиусом  к р и в и з н ы  
линии L в точке М. Если L — прямая, а М — точка, в которой 
у "  = 0 (в частности, если М — точка перегиба), то полагают 
Р = +  °о.

12. Пространственные кривые. Введем в пространстве непод­
вижную прямоугольную систему координат Олтуг. Пусть x--x(i). 
У — У(1) и z=z(t) — заданные числовые функции класса С2(1 ); 
M ,(x(t), y(t), z (t)) — текущая (переменная) точка координат-
ного пространства, a r = OMt ее радиус-вектор. Вследствие фор­
мулы (1.38) п. 1.2.1 т является векторной функцией (класса С2) 
скалярного аргумента /:

к С 2(1). (1.144)

Обозначим ее через r(t). Она представима в виде

r'=x(t)i+y(t)j+ztt)k. (1.145)
Допустим, что / пробегает промежуток /. Множество всех 

соответствующих точек Mt называется пространственной кривой
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класса С2(1) или линией класса С2(1) в трехмерном простран­
стве; будем обозначать ее в дальнейшем через L  и писать 
LbC2(l) . Систему равенств

x = x(t).
У *  У (О. *е/ (1.146)
г = г(/),

именуют с к а л я р н ы м и  п а р а м е т р и ч е с к и м и  у р а в ­
нениями к р и в о й  L, а соотношение

г ~ r ( t ) , *6/, (1.147)
— ее век т о рн ым  ур авнением .

Если t — время, то согласно принятым в механике определе­
ниям линию, описываемую концом исходящего из фиксированной

-*■ -*
точки О радиус-вектора r(t)= O M t, называют его годографом.

13. Касательный вектор пространственной кривой. Пусть 
Af, — произвольная фиксированная точка линии L, а Д/ = /—10. 
причем t ^ t 0. Тогда (рнс. 10)



Из (1.148) следует, что при любом А /  вектор Г А» + к0_
линеарен секущей (Af, Af,), а значит, и хорде [Af, Af,| кривой Ь. 
В силу (1.144) предел

lim
4/-.0

существует н конечен. Пишут, как известно (см. п. 1.2.2),

Пт = r ( / J
4<-»U Д/

(вектор r (tо) постоянен при фиксированном (о) и называют 
-*■

r (t0) к а с а т е л ь н ы м  век тором  или в е к т о р о м  ка ­
са т е л ьн о й  к линии L в точке Afr> (см. рис. 10). Проходя-

щую через Af, прямую, колинеарную вектору r(t0), именуют 
к а с а т е л ь н о й  к L в точке Af. .••

Пусть кривая имеет в каждой точке касательный вектор, 
являющийся непрерывной функцией параметра, посредством ко­
торого данная линия описана аналитически. Такая кривая на­
зывается гладкой.  Из предыдущего следует, что принадлеж­
ность линии классу С * , где k ^\ ,  служит достаточным услови­
ем ее гладкости.

Производную r(t) именуют касательным вектором линии L. 
Этот термин может означать, следовательно, как векторную функ-
цню r(t), так и постоянный вектор r(t). Неясность устраняется 
указанием аргумента. Установленное выше геометрическое свой­
ство гладких линий может быть сформулировано так: производ­
ная текущего радиус-вектора кривой является касательным век­
тором в соответствующей точке этой линии. Прн исследовании 
пространственных кривых рассматривают обычно не касатель-

-►
ную, как в случае плоских линий, а касательный вектор г.

В силу (1.144)
7 (0  ~'x(tji+  y (t jj + z(t)k, (1.149)

а на основании (1.149) и формулы (1.10)

| r ( t )  I = V Г» (0 = V  [*</)]*+|у (0 ]*  + £ (0 ]*  • (1.150)
Потребуем, чтобы производные х, у и z не обращались одно­

временно в нуль ни прн каком значении переменной. Это рав 
посильно условию
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(x (t ) )*+ (y (0 )2+ (z (t))*> 0, tel. (1.151)
Из (1.151) следует, что

|г(0|¥=0, Ш . (1.152>
14. Натуральная параметризация пространственных линий.

Все сказанное в п. 1.2.3, 1.2.4 о длине дуги, спрямляемости, нату­
ральной параметризации остается в силе применительно к про­
странственным кривым, если во всех формулах, содержащих сум­
му х2+у2 заменить ее через x2+t/2-t-z2. Это влечет за собой сле­
дующее обобщение равенства (1.48)

\

-г г “ К  [ * (0 l '  + | y ( 0 j 4 1 * ( 0 l J (1.153)
(s = s(7 )— длина дуги пространственной линии, заданной уравне­
ниями (1.146)). В силу (1.153) и (1.150)

ds I
~ d F ~ r ( t )  |. (1.154)

а на основании (1.153) и (1.151)

4 г > 0 .  /е/. (1.155)

Пусть в качестве параметра принята криволинейная абсцисса 
s текущей точки линии L (см. п. 1.2.4), т. е. длина дуги этой кривой 
измеряется ог некоторой фиксированной точки М , €L (положи­
тельное направление отсчета переменной s считается заданным). 
Тогда векторное уравнение данной линии записывается в виде

r*=r\s), (1.156)
или

г =  x (s ji+ y (s ) j +  z(s)k; (1.157>
назовем его н а т у р а л ь н о й  п а р а м е т р и з а ц и е й  кривой 
L (под правой частью равенства (1.156) подразумевается в дей-
ствительностн г (0|<=.»<5) = г (ё  (s)). где t = g (s) обратная к 5 =

I ____________________________
= s(/) = f у  [л- (Qjj2 д. [у (О)]- _|_ [г (0)j~ U0 функция; аналогич-

ног относится к x (s), у (s) и z(s). Если г(С)еС*, то (велелствие 
теорем о дифференцируемое™ сложной и обратной функций) и
r (s)eC* (класс кривой сохраняется при переходе к натуральной 
параметризации).

Будем обозначать через Л1, текущую (т. е. имеющую криво­
линейную абсциссу s)  точку линии, заданной уравнением вида 
(1 -156) или (1.157).
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Введение криволинейной абсциссы s в качестве аргумента по­
зволяет представить соотношение (1.154) в виде

d r
ds -  1 (1.158)

или, что то же,

ds2 = dr2, (1.159)

(под ds2 и dr2 подразумеваются соответственно (ds)2 и скаляр- 
ный квадрат (d r)2 вектора dr). Равенство (1.159), которому мож­
но придать форму ds=|dr|, имеет место лишь применительно к 
спрямляемым кривым (только в этом случае дифференциал ds 
существует) и допускает простое геометрическое истолкование.

-♦
Оно показано на рис. 11 и основано на том, что dr — длина хор­

ды, соединяющей концы дуги, длина которой 
равна ds. С  точностью до бесконечно малых 
слагаемых высших порядков длину этой ду­
ги можно заменить длиной ее хорды.

Выражение ds2, встречающееся часто при 
аналитическом исследовании линии и поверх­
ностей, называется к в а д р а т о м  д и ф ф е- 

р,,с- 11 р е н ц н а л а длины дуги.
15. Единичный вектор касательной к кривой. Равенство

(1.158) означает, что r '(s ) — единичный вектор. Из сказанного 
в п. 13 о производной текущего радиус-вектора гладкой кривой
следует, что r '(s ) — касательный вектор линии L в точке с 
криволинейной абсциссой s. Таким образом, если r = r ( s ) — на­
туральная параметризация линии класса С\ то r ' ( s ) — ее еди­
ничный касательный вектор. Его обозначают через t  = t ( s ,):

dr  .
!7  =  r <s>- (1.160)

В тех случаях, когда необходимо указать, что т — единичный век-
тор касательной к кривой L, будем писать т (L; s) вместо x(s). 

В силу (1.158) и (1.160)

| t ( s ) |  =  1. (1.161)

Формула (1.161) и а2=|а|*, где а — произвольный вектор (см. 
п. 1.1.4), влекут за собой соотношение
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T2( s ) =  1,

которое в дальнейшем приведет к важным следствиям. 
К1 Из (1.157) и (1.160) следует, что

(1.162)

т (s )= x '(s )i+ y '(s )]+ z 's (k ). (1.163)
16. Главная нормаль и ее единичный вектор. Через любую 

точку М, гладкой линии L проходит одна и только одна плос­
кость, ортогональная вектору т (s); ее именуют н о р м а л ь н о й  
п л о с к о с т ь ю  кривой L в точке М Каждая прямая, прохо­
дящая через Л1„ и лежащая в нормальной плоскости, перпенди­
кулярна вектору t ( s )  и называется н о р м а л ь ю  линии L в 
точке М Кривая L имеет, следовательно, в любой из своих то­
чек бесконечное множество нормалей. Две из них могут быть вы­
делены естественным образом посредством дифференцирования 
и векторного умножения. Ниже это выполнено.

■  Пусть r(s)*C2. Тогда, в силу (1.144) и (1.160), x(s)£C\ вслед­
ствие чего допустимо дифференцирование обеих частей (1.162).
Око приводит к равенству 2тт' = 0, т. е.

■(левая часть (1.164)— скалярное произведение, ибо им являет­
ся и т2). Если а и Ь — произвольные векторы, то ab = 0 тогда и 
только тогда, когда а±Ь. Поэтому из (1.164) вытекает, что

значит, прямая, параллельная вектору t '(s ) и проходящая через 
М.. является одной из указанных нормалей; ее именуют г л а в ­
ной н о р м а л ь ю  кривой L в точке Af,. Для плоских линий 
главная нормаль совпадает с определенной в п. 6  нормалью пло­
ской кривой.
I Из (1.165) н (1.161) видно, что главная нормаль существует 

лишь у линий класса С2 и притом в точках, где x 'fs j^ O . Опре­
деляющий ее направление вектор i ' ( s )  в общем случае не явля- 
етоя единичным. Обозначим его орт через n = n(s). Тогда

n(s) называется е д и н и ч н ы м  в е к т о р о м  г л а в н о й  н о р ­

(1.164)

(1.165)

(1.166)
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м а л и  кривой L в точке М„ Если необходимо указать на то,
•ф -► —*

что п зависит от L, следует писать n(L; s) вместо n(s).
Для выяснении геометрического смысла множителя |t ' ( s ) | - ', 

входящего в правую часть (1.166), нужно распространить на про­
странственные линии понятие кривизны.

17. Кривизна пространственной линии. Обобщением на слу­
чай пространственных кривых понятия «угол смежности касатель­
ных к гладкой дуге [М 4М и+и] в точках и служит 

-» -•
(х (s0); т (se + Дх)). Поэтому в качестве количественной харак­

теристики искривленности указанной дуги может быть приня­
то число

| x ( s o + A s )— t ( s o )  | =  |А т | .  (1 .167)

Как и для плоских линий, уточненной мерой степени искрив­
ленности данной дуги является отношение

-ф

(1 .1 6 8 )
-ф

X (*„ +  bs) — t  (s„)
-•

Дт
As Д.*

именуемое средней кривизной рассматриваемой дуги. Пусть г€С2. 
Тогда предел выражения (1.168) при As->-0 существует и равен
1т ' (so) |, так как

Пт = t'(.s'o); (1.169)
4 Л -.0  a s

число |t ' ( so )  I называется кривизной линии L  в точке Ms . Тем 
самым для любой кривой L 6C2 определена функция

x = (L ; s ) = |t ' ( L ; s )| . (1.170)
называемая к р и в и з н о й  данной линии. Если неясность исклю­
чена, то вместо (1.170) может быть использована более простая 
запись

x = x(s) = |t ' ( s ) I- (1.171)
В  силу (1.171) и (1.163)

X = I г" (s) I = 11? T W  +  i У" W  +  \ ?  (s) I . (1.172) 
Из (1.166) и (1.171) следует равенство

•ф

(1.173)

Оно называется первой формулой Френе для пространственных 
кривых класса С2. Остальные формулы Френе (их всего три) в 
дальнейшем не используются, поэтому их не приводим.



Покажем, что кривизна плоской линии класса С2, определен­
ная ранее (п. 1.2.9), представляет собой частный случай кривиз­
ны пространственной кривой. Совместим начала единичных век­
торов x(s0) и * (se + As) (в силу (1.161) | ( л*  -h As)|= 1 ).

*• - ► -*
Пусть (см. рис. I I )  t (s0) = АВ, т (sn +  дх) *  АС. Тогда 

'/.ВАС  является обобщением применительно к произволь­
ном пространственной линии класса С2 понятия угла смежности
касательных к дуге [M,c/W,>+Aj] в точках M s и Л 1,
(см. п. 1.2.9). Положим, не определению.

I  -Ла = BAC = (z(su); x(su +  As)), (1.174>
вследствие чего Ди>0. В силу (1.174) и непрерывности функции 
т(л) прн S = So

lim As = 0 .&г-.0

Из А ВАС, в котором | АВ\ — \ АС | = 1, \ВС\ = |т(*„ -f As) —
— * (s„)| = |AtI, |/?/И| = |Л1С| и Мч\ВС\, находим | At|=2|£W| =

\ Ла
= 2 1A B  | sin BAM  = 2 sin — , значит (предполагаем, что A »> 0 )r

Да
д7

Ат
As

sin —о
- Г -

2

(1.175)

д * s*n ~YПределы lim |см. (1.169)| и llm ----  существуют и рав~
4j-,0as Аа .О Д«

2
ны соответственно t ' ( s 0)  и 1. На основании этого равенства 
(1.175) и теоремы о пределе отношения существует и П ш п , причем

Л 1 » 0  s

Hm -j j  = Г^(*о) I* (1.176)ьг-о
Сопоставление соотношений (1.121), (1.123), (1.170) и (1.176) 

приводит к следующему выводу. Пусть кривизна плоской линии 
вычислена по формуле (1.172) (при г —0), выведенной исходя 
из определения кривизны пространственной кривой. Полученное 
значение х равно по абсолютной величине кривизне, даваемой 
любым из равенств (1.125), (1.128), (1.130) и (1.133), вытекаю­
щих из определения кривизны плоской дуги. Таким образом,
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формулируемые различным образом определения кривизны плос­
кой и пространственной линий приводят в случае двумерных кри­
вых к значениям х, одинаковым по модулю и могущим отличать­
ся только знаком. Легко понять причину этого неполного совпаде­
ния. Она заключается в том, что для простых дуг плоских кривых 
вводятся понятия выпуклости и вогнутости (п. 1.2.7). Как пока­
зано в п. 1.2.9, кривизна плоской линии L в точке положительна 
или отрицательна в зависимости от того, выпукла или вогнута 
кривая L в данной точке. Применительно к пространственным ли­
ниям не могут быть определены выпуклость п вогнутость; это 
согласуется с тем. что по выражаемому формулой (1 .170) опре­
делению кривизна пространственной линии всегда неотрица­
тельна.

18. Соприкасающаяся плоскость. При любом положении,
-► -►

занимаемом текущей точкой Af* линии L : r  — r(s) класса С2
(предполагаем, что r '( s )Ф 0  для всех s (D (r ) )u , через Af, про­
ходит одна и только одна плоскость, параллельная каждому из
векторов t (s )  и n(s) (если t (s )  и n(s)) исходят из М, то они

-* -*■
лежат в этой плоскости). Обозначим ее через (L ; т, п; s). Она 
называется с о п р и к а с а ю щ е й с я  п л о с к о с т ь ю  кривой 
L  в точке Af*.

Пусть St и s2 — два различных значения параметра s. Тогда 
-► -►

в общем случае t (s i)  =^t(s2) и n(si) ¥=n(s2), значит, в разных 
точках пространственной линии L  ее соприкасающиеся плоско­
сти, как правило, непараллельны. Кинематический смысл этого 
утверждения заключается в том, что при движении точки Af, при
кривой L плоскость (L ; т; п; s) изменяет свою пространственную 
ориентацию.

Если L — плоская линия, то в каждой ее точке соприкасающая­
ся плоскость одна и та же, а именно та, в которой лежит кри­
вая L.

19. Радиус кривизны пространственной кривой. Легко видеть.
что если L; r = r(s) — произвольная пространственная линия
класса С2, то для любого So^D(r) такого, что r '(so)¥=0 сущест­
вует, и притом единственная, окружность, удовлетворяющая всем 
следующим условиям:

1) она расположена в плоскости (L; т; п; s0);
2 ) ее центр лежит на луче главной нормали к L  в точке Af

направление которого определяется вектором n(s0);
3) она проходит через Ms ;
14 Через D (l)  обозначается область определения векторной или скаляр­

ной функции /.
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4) ее кривизна равна x (L ; s0).
Пусть p(L; So) — длина радиуса этой окружности; в тех случа­

ях, когда это не может быть причиной неясности, будем писать 
|i(So) вместо р(L ; s0). В  силу (1.118)

К  p (i; M z h r  (1-177)

Из (1.177), (1.167) и (1.172) следует, что для любого sCD(r), 
удовлетворяющего условию t' ( s)=£0,

p(s) =  _ J ----_ _ _ ! ---- . (1 .178)
И* О) I I ''(* )!

Па основании (1.177) и (1.173) первая формула Френе при­
мет вид

Й- = Г й " М -  <||7 9 >-► -►
20. Сопровождающий трехгранник. Векторы т (L\ s) и n(L\ s) 

получены исходя из кривой L и поэтому внутренне связаны с ней
(п отличие, например, от i; / и к, которые непосредственного от­
ношения к линии L не имеют и могут быть выбраны любым спо-
1 / \  / \
србом; должно быть соблюдено лишь требование (i, /) = (/; к ) =*

/ \I  *• "• Г
*= (&; /) = Для всех s e D ( r ) ,  удовлетворяющих условию
*» -* -*■
r'(s)=/= 0 , орты т(s) и n(s) взаимно перпендикулярны; они опре­
деляют, следовательно, прямоугольную систему координат в *• «* -• -► 
плоскости (L; т, п: s). Обозначим эту систему через ( t ( s ) ;  n(s)) 
•в тех случаях, когда это не может стать причиной неясности, •* - 
вместо t ( s ) ;  n(s) )  будем писать (т; я ). Как видно из предыду­
щего, она не взята произвольным образом, а органически связана 
с рассматриваемой кривой. В этом преимущество системы отсчета
(т; л). Ее недостаток заключается в следующем. Если L — про­
странственная линия, то, как правило, даже бесконечно малая ее

■уга, содержащая точку М „ не расположена в плоскости (L ; т;
« s). Поэтому кривая L  не может быть исследована с помощью
«нотемы т(«о). «(so)) даже в сколь угодно м ало й  окрестности 
точки A f,. Чтобы сделать возможным это исследование, долол-•о
Ним систему координат (t(s ), n (s)) до пространственной, приняв 
в качестве третьей координатной оси проходящую через Af„ пря­

53



мую (b,), перпендикулярную плоскости (L ; т; п\ s). Введем поло, 
жителыюе направление и единицу измерения длин на оси (Ь,).

-» -►
Для этого достаточно задать ее орт. Обозначим его через b = b(s) 
и покажем, что можно положить

Ь=хХп, (1.180)

'(в соответствии со сказанным в п. 1.1.4 с помощью знака X  будем 
записывать векторное произведение). Действительно, в силу 
4 1 .180), (1.161) и определения векторного произведения
(

/ \
|/>| = | х ((/*|Sin(х; я ) = 1 , (1.181)

(т; » ) - ( л ;  * )  = -£-. (1.182)

-значит. b(s) — единичный вектор, ортогональный плоскости 
</.; т; п; s), т. е.

Ь\\(Ь,). (1.183)

Из (1.182), (1.183) и определения нормали к пространствен­
ной кривой (п. 1.2.16) следует, что прямая (Ь,) — одна из про­
ходящих через точку М, нормалей к L, она называется бинор­
малью.

Из бесконечного множества всех нормалей линии L в точке
М, выделяются, следовательно, две: n(s) и b(s). Они образуют, 
в силу (1.182), ортогональный векторный базис в проходящей 
через М, нормальной плоскости кривой L. На основании теоре­
мы о разложении вектора по базису, любой вектор, нормальный 
линии L в точке М, представим, и притом однозначно, в виде 

-*•
Cin(s) + C2b(s), где С| и С2 — действительные числа. Тем самым 
отпадает необходимость рассмотрения нормалей, отличных от 
главной нормали и бинормали.

Из (1.180) и определения векторного произведения (п. 1.1.4) 
-* -►

следует, что t ( s ) ,  n(s), b(s) ) — правый векторный базис (при 
любом s). Порождаемую им прямоугольную систему координат с

-*■ -* -*
«ачалом отсчета М, обозначим также через ( t ( s ) ;  n(s); b(s)). Ее 
значение в теории кривых и в динамике исключительно велико. 
Эго обусловлено тем, что свойства, которыми обладает линия L 
в окрестности точки М „ легче всего установить (а соответствую­
щие формулы и теоремы обретают наиболее простой вид), если
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пользоваться системой (т; п; b )ls. Она называется с о п р о в о ж ­
д а ю щ и м ,  е с т е с т в е н н ы м ,  о с н о в н ы м  илн н а т у ­
р а л ь н ы м  т р е х г р а н н и к о м  кривой L в точке М,. Термин 
«сопровождающий» связан с физическими приложениями систе-Щгт
мы (т, п, Ь), если по линии L  движется точка AJ„, то вместе с 
ней перемещается ее естественный трехгранник. При этом его 
координатные оси изменяют свою пространственную ориентацию,

Рис. 12

т. е. он совершает не только поступательное, но и вращательное 
движение.

Координатные плоскости системы (т; п; Ь) определяются 
следующими тремя упорядоченными парами векторов: (т; и),

-► -► -*■ -*■
(п: Ь) и (6 ; т). Обозначим соответственно этн плоскости че-
рез (/.;, т, п; s), (L ; п, b, s) и (L; b; т; s). Согласно сказанно-
му в п. 1.2.18 и 1.2.16, (Z.; т, п; s) — соприкасающаяся, а ( L ; п,
b; s) — нормальная плоскости кривой L в ее текущей точке;
(L; Ь, т; s) называется с п р я м л я ю щ е й  п л о с к о с т ь ю  
(рис. 12).

16 Причина заключается в том, что система (т; п; Ь) не введена произ­
вольным образом, а внутренне связана с линией L.



Для ознакомления с применением сопровождающего трех­
гранника16 к изучению кривых следует обратиться к моногра­
фиям по дифференциальной геометрии [5, 6 , 8 , 14, 21]. Его при­
ложения к динамике изложены в [1, 2, 3, 12, 17, 18J. В даль­
нейшем сопровождающий трехгранник будет использован для 
исследования движения почвенных частиц по рабочей поверхно­
сти рыхлнтельной лапы чизель-культиватора.

1.3. Н ЕКО ТО РЫ Е СВОЙСТВА ПОВЕРХНОСТЕЙ

1.3.1. Обозначения и вспомогательные сведения

1. Упорядоченные пары и тройки чисел. Множество двух 
произвольных вещественных чисел, расположенных в определен­
ном порядке, называется у п о р я д о ч е н н о й  п а р о й  дей­
ствительных чисел. Она обозначается через (а; Ь), где а и b — 
вхочящне в ее состав числа. Если афЬ. то (а; Ь) и (Ь; а ) — 
разные упорядоченные пары. Совокупность всех упорядоченных 
пар вещественных чисел обозначается через R-.

Координаты любой точки плоскости (Оху) образуют упорядо­
ченную пару чисел; между множеством к- и совокупностью всех 
точек координатной плоскости имеется взаимно-однозначное 
соответствие. Поэтому если (х; у) — координаты точки М, то ее 
отождествляют с парой (л\ у), считая понятия «точка координат­
ной плоскости» и «упорядоченная пара действительных чисел» 
равнозначными. Символ к 2 читается также «координатная 
плоскость» или «двумерное вещественное координатное прост­
ранство». Записи (а. Ь )ч  к~ и М ч к 2 означают соответственно, 
что (а; Ь ) — упорядоченная пара действующих чисел, а Л1 — 
точка координатной плоскости.

У п о р я д о ч е н н о й  т р о й к о й  вещественных чисел на­
зывается множество трех, расположенных в определенном поряд­
ке, действительных чисел. Она обозначается через (а; Ь; с), где
а, Ь и с — входящие в ее состав числа. Совокупность всех таких 
упорядоченных троек именуют трехмерным вещественным коор­
динатным пространством и обозначают символом R 3. Термины 
«упорядоченная тройка действительных чисел» и «точка прост­
ранства R  » равнозначны.

2 . Области в плоскости и в пространстве. Под о б л а с т ь ю  
плоскости или с в я з н о й  д в у м е р н о й  о б л а с т ь ю ,
подразумевается совокупность 23 упорядоченных пар действи­
тельных чисел, т. е. точек этой плоскости, обладающая тем свой­
ством, что для любых А, B e существует непрерывная дуга или, 
что в данном случае равносильно, ломаная с концами А и В. 
все точки которой принадлежат множеству £) (т. е. плоская

16 В данном случае слово «трехгранник» указывает на трехгранный угол, 
образуемый положительными лучами координатных осей системы (т; п; Ь)
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I  фигура является областью, если вместе с любыми двумя точ- 
I каин она содержит целиком хотя бы одну соединяющую их не- 
I прерывную линию, лежащую в этой же плоскости; это свойство 
I называется с в я з н о с т ь ю ) .  Запись '£> С  R  читается „£)-об- 
I ласть координатной плоскости».

Аналогично формулируется определение области трехмерного 
К' координатного пространства.

3. Обозначения, относящиеся к функциям нескольких перемен­
ных. При одновременном рассмотрении двух и только двух дей­
ствительных переменных будем обозначать их также через и и v. 
а образуемую ими упорядоченную пару — символом (и; ь) или, 
сокращенно, через М; назовем ее т е к у щ е й  т о ч к о й  коорди­
натной плоскости (Quv), где 12 — начало отсчета. Из предыду­

щего ясен смысл термина «точка М пробегает двумерную область 
£)“•

В дальнейшем встретится и упорядоченная тройка (дг; у; z) дей-
■ ствительиых переменных. В тех случаях, когда это не может стать
I  причиной неясности, будем писать AI вместо (х; у; z) и М 0 вме- 
■сто (.r„; у0; z0), г/е х,„ у0, z,t — constе/?.

Пусть задано правило или закон соответствия, согласно ко-
■ торому каждой упорядоченной паре (и; и) поставлено в соот­
ветствие  единственное действительное число. Тогда говорят, что

в области }Г) определена (или задана) числовая функция пере­
менных и и v и пишут x = ](u ;v )  или х — х(u ;v ). Множество &  
называется о б л а с т ь ю  о п р е д е л е н и я  этой функции. Ана- 

клогично вводятся понятия: 1) заданной в $  векторной функ-

цин r= r(u ;v)\  2 ) определенной в трехмерной области © чис­
ловой функции F(x; у; г) (ее обозначают и через F (M )).  Чис- 

.ло F(x„-, у0; z0) называется значением функции F  (х\ у; г) в 
точ -е А1,,(*,,; У.,: *п). Вместо F(x„\ у0; z„) пишут и F (Af,,).

Упорядоченная тройка (дг,,; у„; 2 0) е / ?3 называется ре­
ше н и е м  уравнения F(x, у, z)=0, если в точке (хо. уо, zо) 
функция F  определена и ее значение в этой точке равно нулю. 
В этом случае говорят также, что координаты точки (хо, уо, zo) 
удовлетворяют уравнению F(x, у. z)=0.

Понятие класса (п. 21) обобщается на случай функций мно­
гих переменных. Так, запись F(x, у. z)*C2 означает, что для всех 
допустимых значений х, у и г функция F  непрерывна и облада­
ет непрерывными частными производными первого и второго 
порядков (по всем переменным), включая смешанные производ-

' d*F d 'F  d F  Ные r-т-, з—г- и у-т-. дхду дхдг дудг
Для более компактной записи частных производных первого 

и второго порядков числовых и векторных функций нескольких 
зргументов применяется символика, основанная на употребле­
нии индексов; ими служат, как показано ниже, переменные, по

1
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которым выполняется дифференцирование. Пусть функции х —
— x (u ;v) и r = r(u, v) принадлежат классу С2. Тогда могут быть 
использованы сокращенные обозначения, вводимые посредством 
равенств

■». = Я Г ; ■*. =  £•• <|184>

Х ии ~  фГ>' x uv ' "  Х оа =  • AV c  ш  0V1 (1 - 1 8 5 )  

*(смысл символов уи, yv, zu, zv, уии, zuu и т. п. аналогичен),

ги = сЙГ; = JTT* О-186)

dV. -  _  dV . dV . , _
uu dii*' ^ uv r vu d u d v ' vv du'** *

В дальнейшем будет применяться неоднократно полный диф- 
-► -*

■ференциал dr векторной функции r(u ,v ) класса С'. По опреде­
лению [5, 8 , 22]

dr = t ir du+ & r dv= r*du + r vdv- О-188)
Формула (1.188) имеет место не только если и и v независимые 
переменные (в этом случае можно считать du и dv стремящими­
ся к нулю приращениями аргументов и и v), по и тогда, когда 
они — произвольные функции класса С'. Если, например, u — u(t) 
и v — v(t). то в (1.188)

du = udt, dv = vdt.
В случае функции трех переменных приняты аналогичные за­

писи. Если, например, F= F(x ; у; z), то
в  _ д Р _  _  dF_ р  dF_
Г * ~  дх ’ у *  ду ’ * = дг '

На основании сказанного выше будем пользоваться обозначе­
ниями

^х(М0) = Fx(xo> Уо* гп)> Fу (Af0) = Уи» 2а)» jggv
F *(M o) =  F ,  (*<>• Уо- г о)-

1.3.2. Поверхности

I. Способы задания поверхностей. Пусть в области $  плос­
кости (Олт/) задана функция

a = f(x ,y), (1.190)
класса С* (2)). где Ае(1;  2).
5Н



Множество всех точек (х; у; f(x; у )), таких, что (х; у )е$ ), 
называется п р о с т ы м  к у с к о м  п о в е р х н о с т и ,  принад­
лежащим классу СА. Соотношение (1.190) именуют уравнением 
данного простого куска поверхности; говорят, что он является 
г р а ф и к о м  функции (1.190).

Для выполнения многих теоретических и прикладных исследо­
ваний понятие простого куска поверхности недостаточно общее. 
Рассмотрим, например, сферу с центром в начале координат 
и радиусом длины г. Она описывается, как известно, уравне­
нием

x2 + y2+z2=г2. (1.191)
Простым куском поверхности сфера не будет, ибо ее невозмож­
но задать уравнением вида (1.190) (каждое из равенств г =
= V г 2 — — у* и г  = — | г1 — х2— у2, вытекающих из (1.191), 
описывает лишь полусферу).

Нужной степенью общности обладают следующие опреде­
ления.

Н е я в н о е  з а д а н и е  п о в е р х н о с т и .  Пусть в области 
© С  / ?3 задана функция F(x, у, г) класса С */£)). г :е  Ае(1;  2 }. 
Множество всех точек (х; у; г), координаты которых удовлетво­
ряют равенству

F(x; у; z) = 0, (1.192)
(точнее — совокупность всех точек (xol у о/ Zo ) g® .  таких, что 
упорядоченная тройка чисел (Хо; у о г о )  является решением 
уравнения (1.192)), называется поверхностью, заданной в неявном 
виде, а соотношение (1.192) уравнением этой поверхности.

Ниже будет показано, что сформулированное определение 
нуждается в уточнениях. Онн заключаются в подчинении функ­
ции F  дополнительным условиям, которые приводятся в п. 5.

Запись S :F (x , у, z) = 0; FbC'1 означает в дальнейшем, что 
через S  обозначена поверхность, описываемая уравнением 
(1.192).

К  виду (1.192) приводимо уравнение любого простого куска 
поверхности; для этого достаточно перейти от (1.190) к

f(x; у )- 2 = 0 .
П а р а м е т р и ч е с к о е  з а д а н и е  п о в е р х н о с т и .  Пусть 

в области 2 ) плоскости (0 *цу) :а аны функции x (u\v), y(u\V\
и z(u\ v) класса С* (© ), где Jfeв {1; 2}. Каж о:Ч упорядоченной 
паре (и 0; соответствует опре теленная точка ( * ( и 0; •»„); у ( « 0 I 
t>0); г (и 0; г»0) коор ишатного пространства /?*. Предположим, 
что текущая точка (и; V) пробегает область ф; множество всех 
точек (х(и\ v)\ у (и; г>); z(u\ г;)), таких, что (и; г>)е2 ), называ­
ется поверхностью, за данной в параметрическом ви.:е. Систему 
равенств
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х = л* (ы; г).
у = у (н; т»), («, и)е£). (1.193)
г = г(и; г),

именуют п а р а м е т р и ч е с к и м и  у р а в н е н и я м и  данной 
поверхности, а и и у называют параметрами.

Поверхность, координаты текущей точки которой представ­
лены в виде (1.193), называют п а р а м е т р и з о в а н н о й ,  а 
уравнение (1.193) — п а р а м е т р и з а ц и е й  данной поверх­
ности.

Если поверхность параметризуема, то она допускает беско­
нечное множество параметризаций. Действительно, пусть f(%, г))
11 /?(*< п) — функции класса Ск, заданные в некоторой области £). 
Полагая в (1.193) u = f ( ц) и v = g(l\ г|). получим новое пара­
метрическое представление той же поверхности.

Заданный уравнением (1.190) простой кусок поверхности до­
пускает, очевидно, параметризацию

х = ч, 
y = v, 

z = f(u ;v ).
В пп. 1.2.5, 1.2.15, 1.2.17 и 1.2.19 показано, что натуральная 

параметризация линий существенно упрощает формулы, выра­
жающие свойства кривых. Применительно к поверхностям не 
■существует прямого аналога натуральной параметризации.

Пусть текущей точкой поверхности служит Л1(х, у, г), где х.
—*

у и г выражаются формулами (1.193). Если г*=ОМ, то

r = x(u; v)i + y(u; v )j + z(u; v)k. (1.194)
Вместо (1.194) пишут

r = r(u ;v ), (1.195)
именуя по-прежнему и и v параметрами, а (1.195)— уравнением 
(точнее векторным уравнением) рассматриваемой поверхности 
или ее параметризацией.

Запись 5 : г =  г (и, г\; г (и, г>)еС (ф ) будет означать в 
дальнейшем, что через S  обозначена поверхность класса СА, 
описываемая уравнением (1.195). Аналогичный смысл имеет 
соотношение S  : г  = / (х, у ), /€С* (2))-

Параметрический способ задания поверхностей (как в ска­
лярной, так н в векторной формах) обладает значительными 
преимуществами по сравнению с их аналитическим описанием 
посредством уравнения (1.192).

Сформулированное выше определение поверхности, заданной
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параметрически, нуждается в уточнениях. Действительно, пусть
r^fii+ftj+fik, (1.196)

где f I, и /з — числовые функции одной и той же переменной, 
заданные всюду в И и принадлежащие классу Ck(R), a g (и: 
х>)еС*(£)). Тогда система уравнений

x = fi(g (u :v )),
</ =  Ы г ( ы ;  I’ ) ) ,  (1.197)
z~ f3(g (u ;v )),

имеющая вид (1.193), представляет собой согласно указанному 
выше определению параметризацию некоторой поверхности класса 
Си. Положим

t= g(x ;y). (1.198)
В силу (1.196) и (1.198)

r^ r (t ),
что является векторным уравнением кривой. Отсюда видно, что 
поверхность, описываемая параметрическими уравнениями (1.193) 
(или, что то же, функцией (1.195)), может вырождаться в кри­
вую. Поэтому возникает вопрос о том, какие условия необхо­
димо присоединить к рассматриваемому определению для того, 
чтобы задаваемое уравнениями (1.193) или (1.195) множество 
точек обладало характером поверхности, не вырождаясь в ли­
нию. Эти условия будут установлены далее (п. 1.3.2.4).

2. Кривые и семейства линий на поверхности. Обозначим через 
5  поверхность класса Ск, &0{1; 2}, уравнение которой

г — г (и; с), (и; v)c. R*. (1.199),
Пусть f и g — произвольные функции одной переменной, при­
надлежащие классу СЛ(/). Полагая в (1.199) u= f(t) и v=g(t). 
получим

г = г (/(/>; g (t)). /С/. (1.200)
Правая часть (1.200) зависит только от одного аргумента, 
вследствие чего ( 1.2 0 0 ) является векторным уравнением некото­
рой кривой Z.fcCh. Из предыдущего вытекает, что любая точка 
линии L принадлежит поверхности 5. Поэтому L  называют 
кривой, лежащей на поверхности S, и пишут LCZS (см. п. 1.1).

Верно и обратное: пусть каждая точка линии L  расположена 
На поверхности, заданной соотношением (1.199), тогда кривая L 
представима совокупностью двух уравнений вида

( 1.201)
\ V  — V  (<)•
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Если и, vOC', то из системы (1.201) можно исключить tu. Это 
приводит к равенству типа

f(u. u) = 0 . ( 1.2 02 )
Поэтому любая линия L, лежащая на поверхности S, описыва­
ется функцией (1.199), где, однако, и и v не изменяются неза­
висимо друг от друга, как в случае уравнения поверхности, а 
связаны соотношением тина ( 1.2 0 2 ). Отсюда следует, что кри­
вая L  задается системой

* -* , (1.203)г = г (а ; V ), (ц; V ) ' Q

/ (« ; v) = 0, (1.204)
где 2 )— область плоскости (uQv). В тех случаях, когда это не 
может стать источником неясности, пользуются сокращенными 
формулировками «f(u, v ) = 0  является в н у т р е н н и м  у р а в ­
н е н и е м  линии L, расположенной на поверхности 5 »  или 
«кривая L определяется равенством f(u ,v ) = 0». Если оно раз­
решимо относительно одной из переменных, то внутреннее урав­
нение линии L представимо в форме u= f(v) или v=g(u), вме­
сто чего пишут также u = u(v) или v = v(u).

Заменив в системе (1.203)...(1.204) соотношение (1.204) на
f(u ,v ;c ) = 0, (1.205)

где с не зависит нн от и, ни от v. Пусть параметр пробегает чи­
словой промежуток / (см. п. 1.1), а функция f непрерывна для 
всех (u; v)e$) и се.1. При c=c,=conste/ равенство (1.205) 
превратится в f(u; v; с<>)=0 — внутреннее уравнение определен-
ной линии Lr , лежащей на поверхности S : г = г(и\ г1). («, р)с23 • 
Таким образом, каждому се/  соответствует, и притом един­
ственная, кривая Lc, расположенная на поверхности S. Множе­
ство {Z-c} всех линий Lc называется о д н о п а р а м е т р и ч е с к н м  
с е м е й с т в о м  кривых, лежащих на 5, а с именуют п а р а ­
м е т р о м  этого семейства. Можно доказать следующее: если 
функция / удовлетворяет некоторым дополнительным условиям 
(достаточно потребовать, например, существование непрерывной 
частной производной fc, не обращающейся в нуль ни для какой 
упорядоченной тройки («„. *о. £<.). где (« 0, v0) е £> и ( с 0е / ) ,  
то существует такой кусок S* поверхности S, чго через каж­
дую его точку проходит, и притом единственная, линия совокуп­
ности {L c}. В  этом случае семейство кривых {L c} называют пра ­
в и л ь н ы м .  Оно покрывает непрерывно и однозначно регуляр­
ный кусок S  поверхности S.

"  Предполагаем, что читатель знаком по крайней мере в нестрогой фор­
ме с понятием исключения переменной из системы уравнений. Пусть m—cos? 
и к—sin/. Исключение параметра / из этой системы приводит к соотношению «* + 1)*— 1.
С2



Аналогично определяется задаваемое уравнением f(u, о; С\, 
£г) = 0  д в у п а р а  м е т р и ч е с к о е  множество гладких линий, 
расположенных на поверхности S.

В системе (1.203)...(1.204) заменим равенство (1.204) диффе­
ренциальным уравнением первого порядка

<£ r  =  g ( u , v ) .  ( 1.206)

где £€С'(£>). Оно равносильно, согласно теории обыкновенных 
дифференциальных уравнений [7, 10, 13, 16, 19, 20], соотноше­
нию (1.206). Отсюда следует, что (1.206) определяет однопара- 
мегрическое семейство кривых, лежащих на поверхности S . Бу* 
дем называть равенство (1.206) в н у т р е н н и м  д и ф ф е р е н ­
ц и а л ь н ы м  у р а в н е н и е м  этой совокупности линий. Можно 
доказать, что она правильна.

В дальнейшем встретится система типа (1.203)...(1.204), со­
держащая вместо (1.204) обыкновенное дифференциальное урав­
нение второго порядка, в котором и — функция переменной v или 
наоборот. Оно приводимо всегда к одной из следующих форм:

| • ''(“ ■ " • « • • з г - ) - 0’ "■207>

! / ( * . * .  £ . £ ■ ) - » •  <'.208)

/ ( и ,  V, du., dv, d*u, d*v) = 0, (1.209)
где f — функция класса С; очевидно, что (1.209) охватывает 

1 (1.208) и (1.207) как частные случаи. Тогда рассматриваемая 
система примет вид

1 г =  г(и, v ) (1.210)
1/(и; v\ du, dv. d'-u, t/*x») = 0 . ( 1-2 1 1 )

Дифференциальное уравненне (1.209) равносильно соотношению
F(u, v; Си С2)= 0

(С, и С2 — произвольные постоянные; FCC), не содержащему 
ни производных, нн дифференциалов и получаемому путем ре­
шения (интегрирования) этого дифференциального уравнения 
(7, 10, 13, 16, 19, 20]. Поэтому система (1.210)...(1.211) эквива­
лентна

( г = г (ц, V ), [(1.212)
I F(u, v, Си С2) = 0. (1.213)

которая описывает зависящее от двух параметров (Ci и G )  се­
мейство линий, расположенных на поверхности S.
I Если

н ? .



x=x(t), y = y (t). z — z(t), (1.214)

—  параметрические уравнения линии класса С2(1), лежащей на 
поверхности

S :F ( .v ,  у, г), f e C * (R ::),
то соотношение

F(x (t), y(t). 2 ( 0 )  = 0, (1.215)

выполняется тождественно для всех /<7.
Исследование кривых несложно. Поэтому поверхности изучают 

путем рассматривания лежащих на них линий. В этом состоит 
один из основных методов теории поверхностей. Отсюда видна 
также роль, которую играют кривые, расположенные на поверх­
ностях.

3. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. Пусть 
Мо(хо, у о, го) — произвольная точка поверхности

S :F (x ,  у, г) = 0, (1.216)
где

F (x ,  у. г)еС*(1Г). (1.217)

Рассмотрим множество всех расположенных на ней гладких 
кривых, проходящих через Л/0. Они допускают натуральную па­
раметризацию (п. 1.2.14). Поэтому уравнения любой из них пред­
ставимы в виде

x — x(s), y = y(s). z = z(s), (1.218)
причем

x(s), y(s), z (s )*C '(I), (1.219)

а через / обозначен промежуток, пробегаемый криволинейной абс­
циссой s. В силу (1.216), (1.218) и сказанного в п. 1.3.2.2.

F(x (s), y(s), z (s )) = 0, sC/. (1.220)

Из (1.217) и (1.219) следует, что дифференцирование обеих частей 
(1.220) допустимо. Оно приводит к тождеству

F  (-v(s), y(s). z(s)) = 0 , (1.221]

имеющему место прн каждом sf/. На основании (1.221) и тео­
ремы о производной сложной функции

6Г dx dF_ ду , dF_ dr _ _
Ox ' ds ' ду ds ' ог ds

или, что то же,
рх * '  (s) +  F , у' (S) + Fzz' (s) = 0, s € /, (1.222)
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, (1.223)

(1.225)

где
FX^ F X ix(s), y(s), г (s)) = I

U-jr(*); y-y(J). t-Щ)
смысл входящих в (1.222) выражений Fu и Fz аналогичен.

Если s0 — значение параметра s, соответствующее точке ЛЬ 
кривой (1.218), то

.фо.)=*о. y(so)=yo, z(So) = z0. (1.224)
В силу (1.223) и (1.224)

=  F x ( X ( So)i У  (  ■*€))* г  ( So) =  Fx [ X0' У и» г о)»

I F у 1-5. = F y О*»’ Уи’ г°) ’ L . J ,=  ^ ( *0* Уи> го) *
Из (1.224) и (1.225) следует, что при s = s0 равенство (1.222) при­
мет вид

F x (Л'о- Уо> го) ■*' ( so) + Fy (Л0. Уо* ги) у' ( *о) +
+ F , (*<>• Уь> го) г ' ( *и) = 0  ( 1 -226>

или в более короткой записи
Рх ( М 0) -V' ( *0) + F , ( « 0) у ' (  st)  +  F, (Л#0) г ' ( 50) * = 0  (1.227,

(на основании (1.230)).
Преобразуем левую часть равенства (1.227) к более прос­

том у виду. В  силу (1.163)

т (  5о) =  Л' '  ( s) 1 +  У' ( *о)/ +  г ' (  s„ )  *• (1.228)

Введем вектор с координатами F y[^o)> F i(^ o ) I*
~)н определен в любой точке поверхности 5 (это вытекает из 

[(1.217)) и называется г р а д и е н т о м  функции F  (или поверх­
ности 5) и точке Af0 и обозначается через g rad f(A l0j :

grad F  (Af„) = Fx (А40)Т +  Fy (Afu) ')  +  F, (Af0)  1  (1.229)

5мгсто grad пишут также v . Левую часть (1.229) читают 
гградиент функции F  в точке А10», знак V — «набла», а выра- 
кенне V F (Мо) — «набла эф от А10». Из (1.14), (1.228) и (1.229) 
(ледует, что

Ш  ( s0) grad F (М 0) = Fx (Af0) x ' ( sQ) +  F y (Af0) y ' ( s„) + FZ(A10)  г' (  s0).
(1.230)

la основании (1.227) и (1.230)

t ( s 0) g r a d /•'(ДГо) = 0 , (1.231)
В>ткуда в силу ( 1.11) 
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t ( s 0) -LgradfCAfoJ. (1.232)
Обозначим буквой L  проходящую через Л10 кривую, для кото- 

-►
рой t(s0) — единичный вектор касательной в точке М0. Тогда, 
согласно введенной в п. 2.15 символике, формула (1.232) примет 
вид

ti(L ; s0)  J-grad F (M 0). (1.233)
Перейдем к геометрическому истолкованию соотношения 

(1.233). Из (1.229) видно, что вектор grad ffM o) зависит толь­
ко от функции F  и от упорядоченной тройки чисел (х0, уо. го), 
т. е. от поверхности 5 и ее точки М 0. Он определен, и притом 
однозначно, если они заданы. Вывод соотношения (1.233) пока­
зывает, что оно выполняется для л ю б о й  проходящей через 
Мо кривой L. расположенной на поверхности S. Это значит, 
что касательные, проведенные в точке Мо ко всем проходящим 
через нее линиям, лежащим на поверхности S, перпендикуляр­
ны вектору grad/r(Af0). Отсюда следует, что все эти прямые 
принадлежат плоскости, проведенной через Мо ортогонально 
вектору g rad F (M 0/). Она называется к а с а т е л ь н о й  п л о с ­
к о с т ь ю  поверхности S  в точке Мо. Прямую, проходящую 
через М о и перпендикулярную указанной касательной плоско­
сти, именуют н о р м а л ь ю  к данной поверхности в точке Л1о-
Обозначим единичный вектор этой нормали через v и положим

v = gfl>j . (1.234)|КГ*1 Л (Л у '  '

Вместо v будем писать v (S; М) в тех случаях, когда необхо- 
-►

димо указать, что v — единичный вектор нормали к поверхно­
сти S  в точке М.

4. Регулярные и особые точки гладкой поверхности. Пусть
г. (М 0)  '=/=;< М„, = F , (М 0) =  0. (1.235)

Тогда в силу (1.229) grad F (M 0)  = 0. поэтому направление нор­
мали (а значит, и пространственная ориентация касательной плос­
кости) к поверхности S  в точке Л10 становится неопределен­
ным. Отсюда следует, что в точке, в которой все частные про­
изводные первого порядка функции F  обращаются в нуль или, 
что то же, gradF(Mo) =0, поверхность F = 0 не имеет ни каса­
тельной плоскости, ни нормали (точнее, в этом случае прове­
денные в точке М 0 касательные к кривым, проходящим через 
Afo и расположенным на поверхности S  , не лежат в одной плос­
кости). Если grad F (M 0) =0, то Мо называется особой,  си н ­
г у л я р н о й  или н е р е г у л я р н о й  точкой поверхности F = 0; 
применяется и термин *М0 является особенностью (сингулярно­
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сТью) данной поверхности». Простейшим примером особой точки 
служит вершина конуса. Предположим, что наоборот, 
grad F(Mo) ФО, т. е. в точке Л/о хотя бы одна из частных про­
изводных Fx, F u и Fj отлична от нуля; тогда ЛТ0 именуют ре­
г у л я р н о й  илн н е о с о б о й  точкой. Кусок поверхности, 
все точки которого неособые, называется р е г у л я р н ы м .  Всю­
ду в дальнейшем, рассматривая поверхность или ее простой ку­
сок, будем предполагать, что они регулярны.

■ Выведем необходимые и достаточные условия регулярности 
для поверхности, заданной параметрически.Г Пусть функции

u = u(t), v = v (t); и, v tC '(l), (1.236)
описывают лежащую на поверхности

5 : г = г ( и ;  v), г (и; v) € С2 (/?5) ( 1.237 >
п проходящую через ее фиксированную точку М0 линию L 
(п. 1.3.2.2). Обозначим множество всех таких кривых через 

ML}. Как показано в п. 1.3.2.2, векторным уравнением линии L 
служит

r=7(u(t); v (t)). (1.238)

Для краткости записей вместо r(u (t); v (t ))  запишем r(t). Из 
(1.236) ...(1.238) и теоремы о дифференцируемое™ сложной функ-
кии следует, что r (t )*C '(l), значит, «кривая L имеет всюду ка­
ртельную (п. 2.13). Если t0 — значение параметра (. соответст­
вующее точке Л10, то, согласно сказанному в п. 1.2.13, вектором

касательной к линии L  в точке М0 является —jp \ t , • На ос* 
новации (1.238) и теоремы о производной сложной функции

4 ^ - 4 Г  S T + ж - г - =  “ ( ' ) ’'■’. + » ( ' ) Я .  С-239)
(использованы введенные в п. 1.3.1.3 обозначения частных про-
из-зодных), где под г„ и г„ подразумеваются функции перемен­
ной t, заданные формулами

г дг 11)
и=*и( t),

"Р _  О)
v CV u=ii(f). v-v(t)

(1.240)

(1.241)

При t — to соотношение (1.239) принимает вид



'(см. п. 1.3.1.3). В  равенстве (1 .242 ) г ц ( М 0)  и rp ( М 0)  зависят
только от поверхности 5 и ее точки М 0, а и(10) и v (lo )— от 
кривой L. Заменим L  любой другой линией

L* :и — и* (/), v  = v* (/) 

семейства (L } ;  тогда правая часть (1.242) обретет форму

Таким образом, при переходе от одной кривой множества (L } к
другой в (1.242) изменяется только u(t) и v(t), a г„(Мо) и гг(Мо) 
останутся неизменными. Отсюда следует, что для каждой линии 
семейства {L } вектор ее касательной в точке М 0 имеет вид

Аги(М 0) + в7г(М 0), (1.243)
где А, В е R. Пусть

+  +  (1.244)

(к245)

т. е. ги(Мо) и rv(M 0)  неколлинеарны и ни один из них не ра-
вен 0. Тогда существует, и притом единственная, проходящая
через М о плоскость, компланарная векторам ги(М 0)  и rv(Mo) 
Обозначим ее через

(М 0; ги(Мо), г\(М0) ) ;  (1.246)
в тех случаях, когда это не может вызвать неясность, вместо 
(1.246) будем писать (Мо; rj, rv). Для любых А, В е. R  исходя­
щий из Мо вектор (1.243) лежит в плоскости (М 0, ru, rv). Поэто 
му в ней расположены касательные в точке М 0 ко всем кривым 
множества {Z.}. Отсюда вытекает на основании сформулирован
ного в п. 1.3.2.3 определения, что (М 0; ru, rv) является каса­
тельной плоскостью поверхности S  в точке М0.

Рассмотрим векторное произведение ги(М 0) Х г„(М 0). Оно
зависит, очевидно, от функции г(и; и) (т. е. от S) и точки 
Мо. Положим

N  (5; М0)  = га М, X  гг (Af0) ; (1.247)
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вместо N  (S; М 0) будем писать также N ( M 0)  или N. В  силу 
(1.244), (1.245) и (1.247)

-» -► I
AV=0 .

Согласно определению векторного произведения (см. п. 1.1.4)

NA.(Moi Ги(Мо), Гс(Мо)), (1.248)

т. е. /V’ (S, Л10) служит вектором нормали к поверхности 5 в 
точке Л10. Им задается, и притом единственным образом, про­
странственная ориентация плоскости (М 0; r „ ; rv).

Кроме того,

v(5; /И0) =
tf(S; Af0)

(1.249>

Из вышеизложенного следует, что в том, и только том слу­
чае, когда выполнены условия (1.244) и (1.245), или, что то 
же, при

г̂и(М о)ХгХ:(Мо)фО, (1.250)
поверхность 5 имеет однозначно определенные нормаль и ка­
сательную плоскость в точке Мо. т. е. Л10 является регулярной 
точкой поверхности S. В силу (1.194), (1.184)

, (Af.) X  (A f0)
j

Xu ( M ob Уш(М д* * ш ( К )  

■ *.(* ,). У , ( Ч ) .  *Г ( Ч )
На основании (1.251) неравенство (1.250) равносильно

(1.251)

I. У, к
XU [М.), У и ( * . ) .  Z u (М 0) 

*.<*•)• Ур(^о)» Zo(M  о)

ФО, (1.252)

которое выполняется тогда и только тогда, когда хотя бы один 
из миноров второго порядка матрицы

М Мо). У Л М о)> z . ( M o)

x v (А»о). y . w ZA M о)
°Тличен от нуля (см. п. 1.1.4). Тем самым установлен необходи­
мы й и достаточный признак регулярности. Он гласит: точка Af, 
’ежащая на поверхности С1, заданной уравнениями



x - = x (u ,v ) ,  y = y { u , v ) ,  z = z(u, v), 
(и, v )eD *, (1.253)

ах <>У дг
ди ди ди

дх ду дг
dv  ' dv ’ OV

регулярна в том и только в том случае, когда по крайней мерс 
■одни из миноров второго порядка матрицы

(1.254)

отличен от нуля в точке М.
В п. 1.3.2.1 было показано, что описываемое уравнениями

(1.253) множество точек может представлять собой линию. Если 
сформулированный выше критерий выполняется для всех 
(и, к ) 6 2)* то поверхность 5 не вырождается в кривую, т. е. дан­
ное множество не будет линией.

Для правильного применения и более глубокого понимания 
выведенного признака регулярности должно быть принято во 
внимание следующее. Классический способ аналитического опи­
сания поверхности основан на использовании функций

х(и; v); у(и; v); z(u ;v), (1.255)

посредством которых она параметризована. Отсюда вытекает 
что если в некоторой точке М 0 все три матрицы второго порядк;; 
матрицы (1.254) равны нулю, то это может быть обусловлено ли 
•бо строением данной поверхности в точке Afo и ее окрестности, 
либо не геометрией поверхности, а свойствами функций (1.255) 
т. е. выбранным способом параметризации. Следующие пример1 
подтверждают это.

Пример 1. Пусть вершиной конуса 5 служит начало от 
счета системы 0xyz, осью симметрии — прямая (0г), а величи­
на угла прн вершине осевого сечения равна Обозначим поляр
ные координаты в плоскости (xQy) через u i i d  (и — длина поляр­
ного радиуса). Тогда, если (х; у; г) — произвольная точка ко­
нической поверхности, то

х=и  cos V, 
у = и sin V, 

Z — U,
(1.256)

где

Система
данного конуса

и >  О,
JO <  v  <  2*.

уравнений (1.3.73) представляет собой нараметризацн"’ 
конуса. Из (1.256) видно, что он является (включав
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вершину) поверхностью класса С3. В вершине ы = О, а величи­
на v полярного угла не определена. В силу (1.256)

xu = cosy, J/U = sini>, zu= 1;
(1.257)

л'г = —и sin у, у„ = ы cos», z„ = 0.
Из (1.257) следует, что для рассматриваемого конуса матрица
(1.254) равна

cos v  sin v 1

— и sin v и cos о О 
При ы = 0, т. е. применительно к его вершине, она обретает форму

cos г» sint> 1

О 0 0 (1.258)

Каково бы ни было V, все три минора второго порядка матрицы
(1.258) обращаются п нуль. Это согласуется с чисто геометриче­
ским отличием вершины конуса от любой другой его точки. Он 
имеет однозначно определенные касательную плоскость и нормаль 
в каждой точке, исключая вершину.

Пример 2 . Пусть центр сферы S — начало отсчета 0, а дли­
на ее радиуса равна R. Обозначим географические широту и 
долготу текущей точки (х; у; г) поверхности 5 через и и у 
соответственно. Тогда

x=Rcos и cos V,
y=Rcosusinv, (1.259)

z — R sin и,
где

* ^  __ *---j  < U <  -у ,

0  < v  < 2 *.
Тем самым задана параметризация сферы. В силу (1.259) 

5  е Сг, причем
хи = —R sin и cos v, xr = —Rcosus,\nv;
уи=— tfsinusiny, yu = — Rcos и cos v; (1.260)

zu — R cos u, zv = 0.

Из (1.260) следует, что в данном случае матрицей (1.254) будег
— R sin и cos v — R  sin и sin v Rcos и !
— /?cos и sin V R cos и cos v o :

При и а= -2- она обретает видш

И



- R  cos® - # s i n u  0
0 0 0 

Все три минора второго порядка этой матрицы равны нулю,
т. е. в точке, однозначно определяемой условием и = («север­
ный полюс сферы») признак регулярности не выполняется. Это 
относится и к случаю и — ---0- («южный полюс»). Тем не ме­
нее нет никаких геометрических различий между строением сфе­
рической поверхности в полюсах и в других ее точках. Она име­
ет однозначно определенные нормаль и касательную плоскость 
в любой точке М (ими служат соответственно прямая (ОМ) и 
перпендикулярная к ней плоскость, проходящая через М ). По­
этому обращение в нуль всех трех миноров второго порядка мат­
рицы (1.261) вызвано не геометрическими свойствами сферы, а 
евойивами функций, используемых для ее параметризации (т. е.
стоящих в правых частях равенств (1.259)). В точках и = ---—

и // = —  налицо, следовательно, особенность не сферы, а ее пара­
метризации (1.259). При переходе к другой параметризации эта 
сингулярность исчезает. Действительно, рассматриваемая поУ 
верхность может быть задана также посредством уравнений

x=R  eos(u + u)cos v,
у = Rcos(u + a)s\n v, (1.262)

2 = /?sin(w + «),
'где a — произвольная действительная постоянная. Предполо­
жим, что афО, ибо лишь тогда (1.262) отличается от (1.259). 
Применительно к параметризации (1.262) матрицей (1.253) бу­
дет в общем случае

— /? sin (и -(- a) cos г» — R sin (и -f a) sin v R cos (и -f в),'
— R  cos (и -f a) sin v R  cos (u + o) cos v 0 , 

при
— /? cos я cos г» — #cosasint> — /?sina,

/?sinasinu — /?sinacosu 0 .
Определитель, образуемый первыми двумя столбцами матрицы

1
2

ло значение параметра и) для всех а ф т к ,  где т  — любое 
целое число.

Из предыдущего вытекает, что результат исследования по­
верхности с помощью ее аналитического описания уравнениями

(1.263)

(1.263), равен — R2 sin 2<х. Он отличен от нуля (каким бы ни бы-
1
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вида (1.252) содержит как сведения о самой поверхности, так 
н соотношения, относящиеся лишь к используемой параметри­
зации и не доставляющие какой-либо информации о свойствах 

, данной поверхности. Необходимо, следовательно, дополнитель­
ное рассмотрение любого результата, полученного посредством 
параметризации, с целью установить, представляет ли он собой 
в действительности сведение о геометрии данной поверхности.

5. Криволинейные координаты на поверхности. Пусть и0, Vo, 
U. V«=conste/?, причем u0< U  и v0<V, а (и, и ) — текущая точ­
ка плоскости (uQu). Система неравенств

I и0 < U,
\ *  ^ „  (1.264)1г>0 ^  v  < V

определяет прямоугольную область © в этой координатной плос-
—*

кости. Обозначим через r(u; v) заданную в £) векторную функ-

цню класса С- (£)) (будем считать г исходящим из начала отсче­
та О радиус-вектором) и рассмотрим поверхность

S : r = r ( u \ v ) ,  (u; v)a$). (1.265)
Предположим, что она регулярна всюду в £).

В  уравнении (1.265) зафиксируем переменную и, полагая
u = u*=const€ [ыо; V\. (1.266)

Тогда
r = r (u * , v ) ,  (1.267)

где v пробегает отрезок [г.’0> V']. Из сказанного в п. 1.3.2.3 сле­
дует, что (1.267)— параметрическое векторное уравнение линии 
класса С2, лежащей на поверхности S  (и служит параметром). 
Каждому «==constf [ыо; U] соответствует, и притом единственная, 
такая кривая. Она однозначно определяется равенством (1.266). 
если поверхность S задана соотношением (1.265) и называется 
координатной (или параметрической) линий на поверхности 
Будем именовать кривую (1.267) к о о р д и н а т н о й  л и н и е й  
и = и*. Обозначим через U  семейство всех таких кривых.

Аналогично этому символ U  означает в дальнейшем сово­
купность всех координатных линий v = v* (u* = constfc[i>o; У] ) ,  
т. е. кривых, определяемых, если поверхность S  задана посред­
ством уравнения (1.265), соотношением

V = V*.
и описываемых, следовательно, векторным равенством

г = г(и; и*), 
где параметром служит и.
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Можно доказать (ввиду недостатка места здесь не будет из­
лагаться доказательство), что: 1°  — каждая линия семейства 
<£/) пересекает, и притом в точности один раз, любую из кри­
вых множества (К ); 2 ° — если в точке М поверхности 5  вы­
полняются условия регулярности, то через М проходит единст­
венная координатная кривая каждого семейства.

Ввиду этого свойства параметрических линий множество, со­
держащее все кривые каждого нз семейств ( U ) и (К ) ,  было 
названо с е т ь ю  ( с и с т е мо й )  к о о р д и н а т н ы х  л и н и й  
или к р и в о л и н е й н о й  к о о р д и н а т н о й  с е т ь ю  на 
поверхности S, а переменные и и v — г а у с с о в ы м и  (по име­
ни ученого, введшего их впервые) или к р и в о л и н е й н ы м и  
к о о р д и н а т а м и  на данной поверхности. Если М ' — пересече­
ние линий и = и* и v = v*, то будем говорить, что и* и v* — криво­
линейные координаты точки М*. писать М* (и*: v *) или короче 
(и*; у*), п называть ее точкой (и*; v*) поверхности S. Не сле­
дует смешивать ее с точкой (и*; v*) координатной плоскости 
(uQu).

Сформулированное выше свойство 2° выражают коротко сле­
дующим образом: сеть координатных линий покрывает поверх­
ность (точнее — всю ее регулярную часть).

Пусть любые две принадлежащие разным семействам коор­
динатные линии сети пересекаются под прямым углом (т. е. и 
их точке пересечения проведенные к ним касательные взаимно 
перпендикулярны). В этом случае она называется ортогональной.

В п. 1.3.2.1 показано, что каждая поверхность допускает бес­
конечное множество параметризаций. Отсюда следует, что на 
одной и той же регулярной поверхности гауссовы координаты мо­
гут быть введены бесконечно многими способами.

Криволинейные координаты служат только для задания по­
ложения точки на поверхности и геометрического смысла, как 
правило, не имеют.

Результаты исследования поверхности, выпотненого с по­
мощью гауссовых координат, представляют собой информацию
о свойствах как самой поверхности, так и примененной сети па­
раметрических линий. Это делает необходимым анализ данных 
результатов с целью выявления содержащихся в них сведений, 
относящихся к геометрии изучаемой поверхности и не зависящих 
от использованной системы координатных кривых.

6 . Первая квадратичная форма поверхности. Пусть
u = u(t), v = v (t); и, vf-C'(I) (1.268)

— уравнения гладкой кривой L. лежащей на регулярной поверх­
ности

5 : г  = г(«; t>); г (и; v) 6 С 1 (/?’ ), (1.269)
где

r = x(u, v )i + y(u, v )j + z(u. v)k, (1.270)
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ч

откуда
■* —» •* 

r u - X u i + y u j  +  Z uk, (1.271)
-• «• 

rv = xvi+ yvj+ zvk. (1.272)
Векторным уравнением линии L  будет

r = r\u(t); v (t)). (1.273)

Правая часть равенства (1.273) дифференцируема всюду в /, 
причем на основании (1.188) и сказанного в и. 1.3.1.3 о полном 
дифференциале вектор-функция

dr = rudu + rtdv. (1-274)

В силу того что Li-C', кривая L спрямляема (см. п. 1.2.3, 1.2.4 
и 1.2.14). Обозначим дифференциал длины ее дуги через ds 
(п. 1.2.14). Из (1.159) и (1.274) следует, что

ds2= \d r) = ( r udu + rvdv) = r'udu: + 2 rurvdudv + r :vdo\
(1.275)

На основании (1.271), (1.272), (1.232) и (1.230)

r l = A + y l + * l  

rurv = XuXv + yuyv + ZuZv’ <L277>

'r°; = 4  + y’;  + *;• (1-278)
Введем обозначения

E (u ; v ) = x l + y l + z l,  (1.279)
F(u\ v ) = xuxv + yu yo + zu zv, (1.280)

G{u, v) = x:v + у I  + z\ ; (1.281)

в тех случаях, когда это не может вызвать неясность, вместо 
Е (и , о), F  (U, у )  и G(u, v) бу. ем писать Е, F  и О. Если М о­
точка поверхности S, имеющая криволинейные координаты 
(и0, и,,), где и0, = conste R, то по i /ff/Vf0), /- (/Мо) и G (A f0) 
подразумеваются значения функций Е, F  и О при и — и0 и 
V  =  v0. Из (1.275) ...(1.281) следует, что

ds* = Edu2 + ‘ZFdudv +  Gdv-. (1.282)
Выражение

E  (и, v) du2 + 2F (и, v) dudv +  G («, v)dv'-, (1.283)
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гдз Е, F  и G задаются равенствами (1.279)...(1.281), именуют 
п е рв о й  о с н о в н о й  к в а д р а т и ч н о й 18 формой поверх­
ности, описываемой уравнениями

х—х(и, v), y = y(u ,v). z = z(u .v);
функции Е, F  и G называются коэффициентами первой квад­
ратичной формы.

Формулы (1.275)...(1.282) показывают, что для любой глад­
кой поверхности первая квадратичная форма неотрицательна
и обращается в нуль и только тогда, когда г = const (т. е. по­
верхность 5 вырождается в точку) или и. у = const (линия L 
сводится к точке). Из (1.279) и (1.281) видно также, что если
r^const, то £>0 и G> 0. Коэффициент F может принимать лю­
бые действительные значения. П у с т ь  F (M 0) = 0; тогда в силу 
(1.282) и (1.277)

ru(Afo)-rr(Afo)=0, (1.284)
следовательно (см. (1.229)),

ru(M 0) l r v(M 0), (1.285)
т. е. координатные линии поверхности S, проходящие через 
точку Мо. взаимно ортогональны. Отсюда вытекает, что если 
F (u ,v )—Q для всех упорядоченных пар (u .v), то любые две 
координатные линии поверхности 5. принадлежащие разным 
семействам введенной на 5 сети, пересекаются под прямым 
углом, т. е. рассматриваемая координатная сеть ортогональна. 
Истинно и обратное утверждение.

Для вычисления длины произвольной дуги линии L  примем 
во внимание, что

du = u(t)dt, dv = v(t)dt. (1.286)
В силу (1.282) и (1.286)

ds2 = (Eu2+2Fuv+Gv2)dt2. (1.287)
Из неотрицательности первой квадратичной формы следует, что

Eu2+2Fuv + Gv2̂ 0  (1.288)
во всех точках поверхности S. На основании (1.287) и (1.288)

ds = \г Ей} +  2Fuv -f- Gv* dt (1.289)
18 Квадратичной формой, зависящей от переменных х и у, называют в 

алгебре многочлен вида ах3+Ьху+су2, где а, Ь, с—const. По отношению к 
du и dv, принятым в качестве переменных, (1.283) является квадратичной 
формой (1.279)...(1.281).

Важную роль в теории поверхностей играет еще одна квадратичная фор­
ма, называемая второй. Ее определение не приводится здесь, так как в 
дальнейшем она не применяется.
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(знак правой части выбран исходя из того, что s>0; см. (1.155). 
Пусть М 1 и Л12— точки линии L, соответствующие значениям 
и t2 параметра t. Тогда в силу (1.289)

•, __________________
| М хМ г \L =  i' Y Еи& +  2huv +  Uv'dt, (1.290)

<iгде
E  = E (u (t), v (t)). F= F (u (t), v (t)),
G = G(u(t). v (t)), zu = u(t), v = v(t),

т. e. подкоренное выражение — заданная функция переменной t.
Выведем еще одну формулу для вычисления |Af| Af2|; она ис­

пользуется в том случае, когда линия L задана в виде
v = v(u), уеС1, (1.291)

или, что то же, в более подробной форме
и = и, v = v(u). (1.292)

Сопоставление соотношений (1.268) и (1.292) показывает, что 
при таком способе кривой L роль переменной t играет параметр и.
Поэтому для нахождения |AfiAf2| в (1.290) следует заменить 
/, и, v, tx к t3 соответственно через и, 1, v ' — — , ы „ и,. Вы­
полнив эту замену, получим

и. ___ ___________________________

lA M f2|=  j  j A  +  2F ^ + G ^ - f d u .  (1.293)
«I

7. Взаимно ортогональные линии на поверхности. Пусть на 
регулярной поверхности

S : r = r ( u , v ) ,  г (и, v)e С1 (R 1) (1.294)
расположены линии19

L t : и = и, (/,), г» = !>,(/,); и,, v t eC l (1.295)
и

L3:u  = u,(tt), v = v , { t . ) ;  и2, v2 е С 1. (1.296)
Их векторными уравнениями будут

U  :r  = r(M i(fi), t>i(/|)). (1.297)
и

L2: r = r(u2(t2), v2(t2)) .  (1.298)

fc. •* В  (1.295) ii (1.296) параметры обозначены через /1 и /а, так как в 
общем случае разные кривые, лежащие на одной и той же поверхности, опи­
сываются аналитически посредством разных параметров.
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Для краткости записей введем обозначения
Г|(/ | ) **Г(Ы|(/ , ) ,  М М ) ,  

Л2(/2) = r (u2(t2), Vi(t2)).

(1.299)

(1.300)

Тогда (1.297) и (1.298) примут вид L\:r=r\(t\) и 1.2: r — r2(t2).
Ввиду гладкости кривых L\ и L2 каждая имеет в любой из 

своих точек касательную. Векторами этих касательных будут
dr\ и dr2. В  силу (1.299) и (1.300)

dr\ = rudu\ + rvdv\,

dr 2 = г Udu2 + r x>dv2.
В формуле (1.301)

а в (1.302)

"  _  дг_ 
Г“  ~  ди

_  дг
r v dv

-  d/L
Г — ди

ы— »

d r
dv

(1.301)

(1.302)

(1.303)

(1.304)

(1.305)

(1.306)

Допустим, что линии L { и L2 пересекаются в точке М 0, и рас-
смотрим векторы dr,(M0) и dr2(M0) касательных к L\ и L2 в 
этой точке. Из (1.301) и (1.302) следует, что

Если

drx (A f0) = ru (М 0) dux +  r a (Af0) dvv 

dr , (M 0) = ru (M 0) du, +  rv (.M0)d v 2.

dri (Mo) A.dr2(Mo),

(1.307)

(1.308)

(1.309)

то говорят, что кривые L\ и L2 взаимно ортогональны (илн пересе­
каются под прямым углом) в точке М 0. Соотношение (1.309) 
равносильно

drt(Мо) -dr2(M0) = 0 . (1.310)
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На основании (1.307), (1.308) и (1.276)...(1.281)

dr\ (М 0)  (Af0) = ( г, (Af„) dux + r ,  (Af0)  dv,) X

X  ( ru (Af0)  du2 + r t> (Af0) dv2j = r* (Af,) </«,</«, +

+  ru ( Щ  rv (Mo) (du^dv, +  dv, du,) +  r ;  (A#0) =

= E (M 0)dUtdu-, + F (Mb)(dUidvt +dv,du2) + G (M „)dv,dv2. (1.311)
В силу (1.310) н (1.311) линии L\ и L2 взаимно ортогональны 
тогда и только тогда, когда
Е (Af„)dutdut -f F  (Л/,)(dutdvt+ dvtdu2)+  G (M u)dv,dv2 = 0. (1.3 12
Равенство (1.312) представимо также в виде

E (d u )x (du)2 + F ((d u )t (dv), + (du)2(dv),) +
+ G (dv)i (dv), = 0, (1.313)

где (du) i, (dv) i и (du)2, (dv)2 — отнесенные к линиям L { и L 2 
дифференциалы переменных и и о, а Е, F  и G — значения коэф­
фициентов первой квадратичной формы поверхности S  в ее те­
кущей точке (и; v).

Будем пользоваться и следующей записью соотношения 
(1.313):

\

+  G  =  0. (1 .3 1 4 )

Выполнение равенства (1.314) необходимо и достаточно для 
взаимной ортогональности кривых L\ и L2 (онн входят в усло­
вие (1.314) (посредством производных ( ^ ) ,  11 (^ 7 ) ). лежа-

■цих на поверхности S.
S. Ортогональные траектории. Пусть на регулярной поверх­

ности S  r = r(u ; v) расположено однопараметрнческое се- 
■мейство {L } линий класса С1. Покажем, что существует завися- 
Ьцая от одного параметра совокупность гладких кривых, лежа- 
■цих на поверхности S, каждая из которых ортогональна всем 

«■пересекаемым ею линиям множества {L}.
I Как установлено в п. 1.3.2.7, семейство {L } определяется, и 
притом однозначно, своим внутренним дифференциальным урав­
нением. Будем считать его заданным в виде —  =  f(u: v). Оно
выполняется для каждой кривой совокупности {L }. Примем в 
условии (1.314) в качестве L\ произвольную кривую множества 
[L], а в качестве L2 — любую лежащую на поверхности 5 линию,
ортогональную кривой L x. Тогда в (1.314) ( ^ - ) 1 = l ( u> v)- индекс
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2  может быть опущен, ввиду одной производной в полученном 
соотношении. Это приводит к равенству

£•(«; v ) f  («; v ) ~  + F(u; ^ ) (^ г + / ( « ;  t ’) + G (u; г»)] = О,

(1.315)
являющемуся дифференциальным уравнением типа (1.206). Оно 
определяет, как показано в п. 1.3.2.2, некоторое однопараметри­
ческое семейство гладких линий (обозначим его через {£+}), ле­
жащих на поверхности S. Каждая из них ортогональна всем пе­
ресекаемым ею кривым, принадлежащим множеству {/.}.

Линин семейства {/.+} называются о р т о г о н а л ь н ы м и  
т р а е к т о р и я м и  кривых множества {/.}, которые, в свою оче­
редь, являются ортогональными траекториями линий совокупности
М -

1.4. ГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ ЛИНИН

1. Постановка вопроса. Пусть на регулярной поверхности 
5 лежит гладкая линия L. Обозначим единичные векторы нор­
мали к S  и главной нормали к L в текущей точке M e L  че­
рез 7(5; Af) и n(L; М). В силу (1.247) и (1.249)

■*/о ru ( V , ) X r v (M) 
v (5 ; Af) =  —-------- г------ р. (1.316)

ru(M) x rv(M)\
-►

Будем считать, что орты v (5; Af) и n(L; Af) исходят из Af; к 
уменьшению общности результатов это предположение не при­
ведет.

-►
В общем случае n(L; Af) =£v(5; Af), т. e. если на поверхности 

5 расположена построенная произвольным образом кривая 
класса С2, то ее главная нормаль не совпадает, как правило, с 
проведенной в этой же точке нормалью к 5 . Вместе с тем если 
А10 — любая фиксированная точка поверхности 5, то существует 
бесконечное множество лежащих на ней и проходящих через 
Af0 гладких линий таких, чго главной нормалью каждой из них и 
точке Af является нормаль к 5. проведенная в данной точке.

—̂
Действительно, проведем через W5; Af0) произвольную непод­
вижную плоскость А0; она пересекает поверхность 5 по кри­
вой, которую обозначим через Lo. Пусть x(Lo; А10) — исходящий 
из Afo единичный вектор касательной к Ь  в точке Afp. Согласно 
сказанному в п. 1.3.23 о нормали к любой регулярной поверхно­
сти
8)



v(S; Af#) _L t*(Z.0; Af„). (1.317)
— ►

По построению L0 и v (S ; M t)) лежат в одной плоскости;
поэтому из (1.317) следует, что v(S; Al„) = п (L0; М 0), т. е. нор­
маль к 5 в точке Мо является главной нормалью к линии L0 в 
рассматриваемой точке.

Кривых, обладающих этим свойством, т. е. удовлетворяющих 
условию (1.317), существует бесконечно много, ибо плоскость
А может быть проведена через v (S\ М 0) произвольным образом. 
В любой отличной от Мо точке М  каждой из них соотношение

n(L0, /W) = v (S ; М), (1.318)
как правило, не будет выполняться.

Изложенное выше приводит к следующему вопросу. Дана ре­
гулярная поверхность S. Существует ли расположенная на ней 
гладкая линия L, обладающая тем свойством, что в любой ее 
точке главная нормаль совпадает с проведенной к поверхности 
5 в этой точке нормалью? Иными словами, можно ли построить 
кривую L 0 класса С2, лежащую на регулярной поверхности 5 
и удовлетворяющую условию (1.318) для всех MGZ,. Эта проблема 
рассматривается ниже.

2. Геодезические линии. Ответ на поставленный вопрос утвер­
дителен. Из любой точки М 0е 5 исходят бесконечно много рас­
положенных на поверхности 5 гладких линий, для каждой 
цз которых соотношение (1.318) выполняется во всех ее точ­
ках. Чтобы убедиться в истинности этого утверждения, продолжим 
начатый в п. 1.4.1 анализ, сохраняя введенные там обозна­
чения.

При сколь угодно малом, заранее заданном положительном 
е существует точка М| кривой L 0, удовлетворяющая условиям

IM ^ Is S e ,  (1.319)
/ Ч

О < (V(JL0; Af,)> M0M t) < ~Т' 0 ■-32°)
Они означают соответственно, что 1) М ( — близкая к Мо точка 
линии L q (ибо длина дуги [M 0M i] не превосходит е); 2) хорда
[ М 0М , ]  образует острый угол с вектором x{L0; M i), т. е. M i ле­
жит по ту сторону от Мо, которая соответствует возрастанию от­
считываемой от Мо вдоль L о криволинейной абсциссы (см. 
п. 1.2.14). Очевидно, что существует бесконечное множество то­
чек, удовлетворяющих условиям 1) и 2 ); одну из них зафик­
сируем и обозначим ее через М |.
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Пусть т(£*: А/,) и v ( S ;  Af,) — исходящие из Af( орты ка­
сательной к L0 и нормали к 5 соответственно. Рассмотрим про­
ходящую через них плоскость. Она пересекает поверхность 5 
по некоторой гладкой линии L* , разбиваемой точкой Afi на две 
части20. Одна из них (обозначим ее через L i) расположена по 
ту же сторону от проведенной в точке Mi нормальной плоско-

-►
сти кривой L\ что и вектор т (L<>; M i). Это равносильно тому, 
что на L\ направление возрастания отсчитываемой от Mi криво-
линейной абсциссы задается ортом т (L 0; M i). Отсюда следует

т<£,; М ,) =x(L0; М ,), 
т. е. L0 и L| имеют общую касательную в точке М|, значит, ду­
га |М0М|] переходит гладко в линию L\. Ввиду этого

|MjM,lUZ.,6C 1,
(об использовании знака U — см. п. 1.1), т. е. кривая, состоящая
из |M0Mi| и L\, является линией класса С1. На основании опре­
деления нормали к поверхности

" ( S ;  A f , )± t (£ i; Af,) (1.321)

Ilo построению, и v(S; Af) лежнт в одной плоскости;
поэтому, в силу (1.321), >(5; Af,) — единичный вектор главной 
нормали кривой L\ в точке М ь т .е.

« (£ ,; Af,) =  v (S ; Л/,).
Пусть далее M 2t£|, причем

/ \
- /  \  - 0 <  (x ( i i; Afa); M tAf2)< - f .

т. e. точка Af2 получена из Mi таким же способом, как и Mi из
М 0. Через Af2 компланарно касательной t (L\\ Af2) и нормали
v (S\ Af,) проведем плоскость и рассмотрим линию Z.* ее пе­
ресечения с поверхностью S. Ту часть кривой L\ которая исхо­

,в Плоские кривые La п L* не расположены в одной плоскости (и, сле­
довательно, не совпадают), так как линия лежнт, по построению, в

*♦ ^ 
п плоскости, проходящей не через ■: ( L0• М х) и нормаль n (L0\ Л1,) к крн- 
вон L„ в точке М и а через т (£.,,; /f,) и нормаль -.(.9; Л'?,) к поверхности 
S  (в общем случае •<(£; Л1)фп(1.0; Af,)).
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дит из Мг в направлении орта t ( L 2; М2), обозначим через Ц- 
Тогда

т [L i, М2),
значит, дуга [AJiM2] переходит гладко в линию L2, т. е. кривая, 
состоящая из [М 0Л<|], |Л1 |Л121 и L2, принадлежит классу С1;

|А Г Д |и |Л М 1 ,|  U /.2е С ‘.
На основании свойства нормали к поверхности

v(S; М г) j_ *(/.,; Л/,),

следовательно, v(5; М 2) — единичный вектор главной нормалн 
к линии L2 в  точке Мг:

n (L ; M 2)= ~(S; Mt).
Выполнив описанное выше построение р раз (p**constfcW), по­

лучим конечную последовательность расположенных на поверх­
ности 5 дуг

[Ж Л Ч ;  [А М Ь ]; ... ; [М ^ М Р]. (1.322)
Длина каждой не превосходит е:

| М к ) < е для всех Ае{1; ...; р) (1.323>
Конец любой из них (кроме последней) служит началом следую­
щей. Поэтому их объединение

|Л Ш ,|  и |лС м г! и ... и  | М р ] = и [А1Л_ 1 Мк ]

— непрерывная кривая; обозначим ее через Z-,. Легко видеть, 
что Z.t e C '. Действительно, дуги (1.322) принадлежат линиям, по­
лученным путем пересечения поверхности 5 плоскостями, а 
любое плоское сечение регулярной поверхности — гладкая кри­
вая, следовательно,

[М * _ , 'Vf* | е С 1 для всех £е{1; (1.324>

По способу построения линии Lt она имеет касательную в каж­
дой нз точек Mi, М2..., Мр. Отсюда и из (1.324) вытекает, что 
L t i C l. Из построения кривой Z.t следует также, что

n (L k , M t ) = v(S,  Alt ) хля всех к е{0; 1; 2; ...; р — 1}, (1.325) 
т. е. в точках Af0, M h ..., М р-> главная нормаль дуги М/, совпа­
дает с нормалью к поверхности S  в этих точках. Пусть 1Л£] —
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произвольная, сколь угодно малая дуга кривой L t. Число ле­
жащих на [/4Л| точек, в которых выполняется условие (1.325), 
будет как угодно большим прн достаточно малом е. Устремим 
г к нулю. Относительно поведения линии L , при е-»-0 можно 
доказать следующее (ввиду его сложности доказательство не 
может быть приведено здесь). Пусть р неограниченно возраста­
ет и притом так, что е стремится к нулю, а длина дуги [Л10ЛТР] 
остается конечной. Тогда кривая L t стремится к совпадению с 
лежащей на поверхности 5 гладкой линией L, в каждой точ­
ке М которой имеет место соотношение

я (£ ; M ) = *(S\ ЛО. (1.326)
Кривая L однозначно определяется заданием точки М0 и плос­
кости Ао (см. п. 1.4.1). Иными словами, одновременное стрем­
ление г к нулю и р к бесконечности (при этом длина дуги
[М 0Мр] должна оставаться конечной) влечет за собой неогра­
ниченное приближение линии Lt к кривой L класса С1, удов­
летворяющей условии* (1.326).

Тем самым установлено, что на любой регулярной поверхно­
сти существуют гладкие линии, обладающие следующим свой­
ством: в любой точке такой кривой ее главная нормаль совпа­
дает с проведенной в этой точке нормалью к данной поверхно­
сти. Кривую, которой присуще это свойство, именуют геодезиче­
ской линией поверхности. Наряду с названием «геодезическая 
линия» применяется слово «геодезическая». Ради краткости, вме­
сто выражения «дуга геодезической линии, соединяющая точки
А и В » будем пользоваться термином «геодезическая дуга [.4В]»
и обозначать ее длину через ||Лб||.

Полученная выше кривая L — геодезическая линия регу­
лярной поверхности S  исходит из произвольной точки M0eS. 
В соответствии с выполненным построением

*t (L; Л1о)=Т(1 : Л10), (1.327)
т. е. касательные к L и Z. в точке Л10 совпадают. Поэтому 
направление, в котором кривая L  проходит через М о, задается
вектором Af,,)- По построению '(£ , ,  М „) совпадает с

ортом x(L0; Мо) касательной к линии L0, представляющей собой 
сечение поверхности 5 произвольной плоскостью А. проведен­

ной через нормаль >(5; Ми) к S  в точке Мо. Вследствие этого
М „)  может быть каким угодно исходящим из М0 единич­

ным вектором, лежащим в плоскости, касающейся поверхности



\

S  в точке Л/0. Отсюда и из (1.327) вытекает, что через каждую 
точку регулярной поверхности S  в любом, заранее заданном на­
правлении, компланарном касательной плоскости к S  в дан­
ной точке, проходит, и притом единственная, геодезическая ли­
ния этой поверхности. Полученный вывод допускает следующую
формулировку. Проходящая через М0 геодезическая r = r(t) по­
верхности S  однозначно определена в том случае, когда нзве-

стны (кроме уравнения поверхности) значения г и г в точке Л/0. 
«•

Прн этом вектор г(М0) не может быть произвольным: он должен 
удовлетворять требованию компланарности касательной плоско­
сти. проведенной к данной поверхности в точке Л/0.

Возникает вопрос: будет ли однозначно опредепенной геоде-
знческая линия r = r(t), если задание функции г и производной

г в одной и той же точке заменить другими условиями? Ответ 
дается следующим утверждением, известным под названием 
теоремы Дарбу. Пусть М \— произвольная фиксированная точ­
ка регулярной поверхности 5 . Тогда можно выделить кусок 
S  содержащий М\ и обладающий следующим свойством:
гели М2 — любая отличная от М\ точка куска S * , то существу- 
*т, и притом единственная, целиком расположенная на нем гео­
дезическая дуга поверхности S, соединяющая М, н Л12. Дока- 
»ательство не может быть приведено здесь ввиду его слож- 
юсти.

Очевидно, что кусок S* может быть выбран многими сносо- 
5а мн.

“*■ *► -♦
Пз сказанного выше следует, что условия г(М,>)=го, г(М0) =

-ф -*■ -*
в=го (го и Го — известные постоянные векторы), определяющие 
Однозначно геодезическую линию, можно заменить заданием 
юординат или радиус-векторов двух лежащих на данной по- 
lepxnocTH точек, через которые должна проходить геодезическая.

3. Необходимое и достаточное условие геодезичности. Пусть 
>\ — текущая точка произвольной гладкой кривой L, расположен-

-► -* • • 
ной на регулярной поверхности S, а т = т(£ ; Af), n = n [L ; М ) н 
«* -»
v | =  v (S;A I) означают то же, что и выше. Рассмотрим смешанное 
произведение t/iv (см. п. 1.4.4.).

Если L — геодезическая линия поверхности S, то п (L\ Л1) =I —* •» —
*=v(5; М ) для всех Me/., откуда f/iv = 0. Пусть наоборот,
г*»-» -♦ -ф ^ •+
хп ' = 0. Тог;а по крайней мере . ва из векторов т, п и v кол-
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линеарны. По определению нормали к поверхности и главной
нормали кривой, r t j_ t  и v i t ,  т. е. коллинеарными не будут 

-к -► -• -• -» -► 
ни t и п, ни v и т, значит п II v в любой точке M e 5, т. е. L — 
геолезическая линия поверхности S.

Из предыдущего следует, что гладкая линия L, лежащая на 
регулярной поверхности S  , будет геодезической в том и только 
том случае, когда

V(L; М ) я ( L\ \ i) v (S\ Af) = 0 (1.328)
для всех MoL.

4. Дифференциальное уравнение геодезических линий. Если ре­
гулярная поверхность S  задана уравнением

7=7(и; v), (1.329)
то условие (1.328) позволяет получить полное аналитическое 
описание множества всех ее геодезических. Ниже показывается, 
что соотношение (1.328) равносильно дифференциальному урав­
нению типа (1.209), которое вместе с (1.329) образует систе­
му вида (1.210)...(1.211), определяющую, как показано в п. 1.4.3, 
двухпараметрнческое семейство кривых, лежащих на поверхности
5. Каждая из них будет геодезической линией, ибо для нее вы­
полнено равенство (1.328), которому удовлетворяют все геодези­
ческие кривые поверхности S, и только они.

►
Обозначим через (а. Ь, с) смешанное произведение векторов 

-► -► -• -►
а, Ь и с. Под s и г будем подразумевать соответственно криволи­
нейную абсциссу и радиус-вектор текущей точки М выбранной 
произвольным образом геодезической линии L поверхности S.
Кривая L представима тогда либо в форме r= r(s), либо посред­
ством функции (1.329), где и и v не независимы, а связаны соот-
ношением типа (1.329) или (1.207). При э т и  r(s) и r(u; v) оз­
начают радиус-вектор одной и той же точки М Ы . Поэтому на-
личие производных r '(s ), г"(.ч), r u(«, v) и rv (u ,v ) в о ном ана­
литическом выражении не приведет к неясности.

В силу (1.160), (1.166) и (1.316) уравнение (1.328) равно­
сильно каждому из следующих



\dr, d*r, г X r j = 0 .
Из определения смешанного произведения (п. 1.4.4) следует, 
что (1.330) представимо в форме

(dr X  d2r) • (ru X  r„) = 0. (1.331)
На основании сказанного в п. 1.4.4 условие (1.331) эквивалентно 
пропорции

ru dr : rv dr = ги dr г : rv dr г. (1.332)
Положим для упрощения записей

Л  = гиdr, j0 = 7r dr, (1.333>

Q = r„cPr, ?) = r vd'r. (1.334)

Тогда (1.332) представимо в виде 21

Я  = (?:£> (1.335)
или, что то же,

Я  $!-<>• (1-336)

Приведение условия (1.336) к окончательной форме заклю­
чается в выражении его левой части через Е, F, G (они являют­
ся функциями переменных и и v; см. п. 1.3.2.6), du и dv. Полу­
ченное соотношение будет искомым дифференциальным уравне­
нием типа (1.209), описывающим совокупность всех геодезичес­
ких кривых поверхности (1.229). Для его вывода исходим из 
того, что в силу (1.333), (1.188) и (1.276) ...(1.278)

= r'u du +  ~r}vdv = Edu +  Fdv, (1.337)

jfi = r u rv du -f r[, dv = Fdu + Gdv. (1 -338)

В  правые части равенств (1.334) входит второй дифференциал
d2r. Его вычисление основано на том, что вследствие сказанно­
го в п. 1.3.1 полный дифференциал векторной функции двух 
переменных дается формулой (1.188). Такой функцией является -► -* -* -» 
и dr22. Поэтому <Рг выражается путем замены в (1.188) г на dr:

•ф — -+ -•
*' В (1.332) сокращение на dr или d*r невозможно, так как если а, Ь 

и с — произвольные векторы, то в общем случае аЬ : ас=-Ь : с, ибо отношение
А : с имеет смысл лишь при Ы|с.

11 Согласно определению. d4—d(d l) и «/ж*—((/*)*, где х — переменная, а
I  — числовая или векторная функция любого числа аргументов (feC *) •
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d*r =  d (Kradu +  rvdv) =  drudu +  red*u -f drvdv -f (1 .339 )

Дифференциалы dru и drv также вычисляются с помощью прави­
ла (1.188) (его применимость следует из того, что r«, rv(C l),  
значит,

dr.  = du + dv = du +  с1 -3 4 0 )

(1 .3 4 1 >

Па основании (1.339)...(1.341)

d*r = ruudu* + 2rusdudv -f г., d? '1 +  ru dru -f r4 d2v. (1.342) 

В  силу (1.334), (1.3-12) и (1.276)...(1.278)

<9 = Ги Гии du‘ +  2 ru ru,dudV + ru rwdv% + ru d'u +  ru rvd*V =

= E l 'u  + Fd-v +  ru ru du* + 2ru r u..dudv +  ru r vvdv\ (1 .3 4 3 )

$f) = h'd*и + Gd*v + rv ruudu1 + 2r v ruvdt/dv -f rv r^dv*. (1 .344)

Входящие в (1 .343) и (1 .344 ) скалярные произведения выража­
ются через Е, F и G посредством дифференцирования обеих час­
тей (1 .2 7 6 )...(1 .2 7 8 ) по и и v (его допустимость — следствие то­
го, что К-С2). Оно приводит к равенствам

г г = • - £ги'ии 2 “ *
-*• 1Г Г  — -—  р и' W 2 V ’

-► -► -►

(1.345)

(1.346)

Г«и V̂ и̂ ̂ иV  ̂« *
-► -► -► -►

(1.347)

г„ +  г.. г„„ — F„ ,Ul> Г ' и v v  V 
1

(1.348)

rv rUv = ~2Gu>
— -*• 1

“7" •

(1.349)

(1.350)
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Из (1.346) ...(1.349) вытекают соотношения

(1.351)

(1.352)

На основании (1.343)...(1.346) и (1.349)...(1.352)

(9 = Edlu +  FtPv +  4- Е и du- +  Е  dudv +  ---\-Gu j dv2.

£j = Fd'U + Gd2v + (F u--- j  E v ] du* -f- Gdudv + Gyiv*. (1.354)
Из доказанного выше следует, что множество всех геодезиче­

ских линий поверхности 5 описывается системой, состоящей из. 
(1.328) и (1.332), где jR, (9 и £) даются формулами
(1.337), (1.338), (1.353) и (1.354). В (1.353) и (1.354) входят 
d2u и d2V, значит, порядок дифференциального уравнения (1.332) 
равен двум, вследствие чего семейство всех геодезических кривых 
любой регулярной поверхности зависит от двух параметров (см. 
п. 1.3.1).

Примером, иллюстрирующим методику составления уравне­
ния (1.332), может служить рассмотренное в п. 1.5.4 нахожде­
ние множества геодезических линий цилиндрической поверх­
ности.

5. Полугеодезические координатные сети. Пусть 5 — регу­
лярная поверхность. Как показано в п. 1.4.4, множество всех ее 
геодезических линий представляет собой двупараметрическое 

семейство кривых; обозначим его через (G) Зафиксируем один 
(любой) из параметров, придав ему произвольное допустимое 
числовое значение. Тем самым из (О) выделена покрывающая 
поверхность 5 правильная совокупность линий, зависящая от 
одного параметра; обозначим ее через (U ). Она обладает, со­
гласно сказанному в п. 1.3.2.8, множеством ортогональных трае- 
екторнй; введем для него обозначение ({/). Оно также одно- 
параметрично. Кривые, входящие в семейства ( U ) и ( V ), могут 
быть приняты в качестве координатных линий на поверхности 
5  ; образуемая ими сеть ортогональна. Она называется полу- 
геодезической системой криволинейных координат и может быть 
введена, как следует из сказанного выше, на любой регулярной 
поверхности. Одна совокупность координатных кривых полугео- 
дезической сети состоит из геодезических линий данной поверх­
ности, образующих однопараметрическое семейство, другая — из 
ортогональных траекторий этих геодезических.

Из предыдущего вытекает, что если 5 — произвольная регу­
лярная поверхность, то существует бесконечно много покрываю­
щих ее нолугеодезнческих координатных сетей.

(1.353)
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Утверждение «регулярная поверхность отнесена к полугеоде- 
зическим координатам» означает, что введенная на ней коорди­
натная сеть (и; v). через переменные которой выражаются ко­
эффициенты первой основной квадратичной формы данной по­
верхности, полугеодезичиа.

6. Первая основная квадратичная форма в случае полугеоде- 
зических координат. Найдем первую основную квадратичную 
форму регулярной поверхности S . отнесенной к полугеодезнчес- 
кой сетн (и; v). Пусть ds— дифференциал длины дуги произволь­
ной. расположенной на S  гладкой линии. Тогда (см. 1.3.2.6)

ds2=*Edu2+2Fdudv + Gdv2, (1.355)
где Е. F  и G даются формулами (1.276) ...(1.278). Ввиду ортого­
нальности любой системы полугеодезических координат и на осно­
вании доказанного в п. 1.3.2.6 F  = 0, следовательно,

ds2=Edu2 + Gdv2. (1.356)
Предположим, что каждая кривая семейства (U) (см. п. 1.4.5) 
отнесена к натуральному параметру (см. п. 1.2.4; это всегда выпол­
нимо и не ведет к уменьшению общности результатов). Тогда 
применительно к любой линии L множества ({/) под и подра­
зумевается, с точностью до знака, длина се дуги, отсчитываемая 
от пересечения кривой L с фиксированной линией (ее уравнени­
ем будет у = 0) семейства (V ). Знак натурального параметра и 
в точке M (u ;v ) определяется тем, по какую сторону от кривой 
у = 0 она расположена. Из сказанного выше следует, что линия
L описывается уравнением r=*r(u;v), где и переменно, a v фик-
сировсно. Пусть t (L; М ) — единичный вектор касательной к L 
в точке М. В силу установленного в п. 1.2.15 и вследствие того, 
что и — натуральный параметр, будем иметь

ru(M ) = x(L: М). (1.357)
для всех /VfeS; в (1.357) под L  подразумевается кривая се­
мейства ({/), проходящая через М. Из (1.276), (1.162) и 
(1.357) вытекает, что

Е  = г>(М) = ?*(/.; Л1)= i. (1.358)

На основании (1.356) и (1.358)
ds*=du*+Gdv*. (1.359)

Формула (1.359) выражает первую основную квадратичную 
<{>орму регулярной поверхности, отнесенной к лолугеодезической 
сети. Введение полугеодезических координат приводит, следова­
тельно, к значительному упрощению формулы для дифференциа­
ла длины дуги гладкой кривой, расположенной на поверхности.
£Ю



7. Геодезические дуги как кратчайшие расстояния на поверх­
ностях (свойство минимальности длин геодезических криволиней­
ных отрезков). Из всех расположенных на регулярной поверхно­
сти дуг, соединяющих две ее фиксированные точки, наименьшей 
длиной обладает геодезическая дуга (это утверждение истинно 
при выполнении сформулированного ниже дополнительного 
условия). Применительно к поверхностям геодезические линии 
играют, следовательно, ту роль, которая на плоскости свойст­
венна прямым.

Пусть S — регулярная поверхность, a Aft п Л12— ее произ­
вольные точки. В силу теоремы Дарбу (п. 1.4.2) существует, и 
притом единственная, проходящая через них геодезическая. Обо­
значим ее через (Af|Af2) \  ее криволинейный отрезок с концами AJi
и М2— через [AfiAf* | * 23 и пусть ||Af|Af2||— длина дуги [AfiAf2|, 
а Л/ — множество всех лежащих на поверхности S  гладких
негеодезическнх дуг (Af|Af2), достаточно близких к [Af,Af2|*. 
Тогда

||ЛТ7а»2||< |ЛТГМ2| для всех (ЛМ*2) 0 М . (1360)
Упомянутое выше дополнительное условие заключается в том, 

что все входящие в совокупность М  криволинейные отрезки
должны быть расположены достаточно близко в дуге [Af|Af2]*.

Убедимся в справедливости неравенства (1.360). Согласно 
сказанному в п. 1.4, множество всех геодезических линий поверх­
ности 5 представляет собой объединение двух однопараметри- 
ческих семейств; одному из них принадлежит геодезическая 
(Af 1Л12) * - Обозначим его через (U ) и отнесем поверхность 
S  к полугеодезической системе криволинейных координат (u .v). 
состоящей из геодезических линий множества (£/) и семейства 
(К ) их ортогональных траекторий. Тогда Af! и Л12 будут ле­
жать на одной кривой множества (f/); ее уравнение имеет вид 
(см. п. 1.3.2.5)

v = v0.
где t»o = const € R  Координаты точек AIi и М2 представимы вслед­
ствие этого в форме (ыь Уо) и (ы2; V o ) .  Предположим, что 
и2>и.\\ это допущение не уменьшит общность результатов. Из 
него следует, что

u i^ u ^ u 2 на дуге (AfiAf2J*. (1.361)

Вычислим ||А1 |Af2H. В каждой точке M (u ;v) линии (Af|Af2)*
имеет место равенство o = t>o=const, значит,

** Если геодезическая (Afi.Vt2) * замкнута (как, например, большие круги 
сферы), то Л1| и М I разбивают ее на две дуги. В этом случае под 
будгм подразумевать одну из них, произвольно выбранную.
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Если ds— дифференциал длины дуги то в силу (1.359)
ds2 = du2, значит,

ds = du на (ЛГ^Мг]*, (1.363)
откуда вследствие (1.361)

Ut
II М ХМ 2II = frfs = \ du = и, — и,. (1.364)

|лГГлг,|» “•
Пусть теперь [AI|Af2] — произвольная дуга семейства М . 

Не уменьшая общность результатов, можно считать ее внут­
реннее уравнение (см. п. 1.3.2.2) заданным в форме

v = v(u), v (u )(C ' [м,; на].
откуда

•dv = v'(u)du. (1.365)

Если ds — дифференциал длины криволинейного отрезка [М 1М2], 
то на основании (1.362) и (1.365)

ds2=[\ + Gv’2(u)]du2. (1.366)

Как установлено в п. 1.3.2.6,
G>0, (1.367)

значит, правая часть равенства (1.366) положительна. Из (1.366)
вытекает, что __________

ds = V  1 -fGv'* (u)du,
следовательно,

«•

dv = 0 на кривой (А М Ь )* . (1.362)

I M ,M t I = \ ds = j  V \  +  Gv - (u) du. (1.368)
l-Mil

В силу (1.367)
l + Gv'2(u )> l.  (1.369)

На основании (0 6 9 ) и строгого возрастания функции х-*~У~х~ 
в промежутке К

V\-t-Gv*(u)>  1. (1.370)

Из (1.370) и теоремы об интегрировании неравенства следует,



В силу (1.364), (1.368) и (1.371)

| AfiAf2 1 >l|Af|M2|| для всех М  ;
это равносильно неравенству (1.360), которое требовалось уста­
новить.

1.5. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ
РАБОЧИХ ПОВЕРХНОСТЕЙ

I. Цилиндрические поверхности. Пусть А о — плоскость, /.— 
расположенная в ней произвольная кривая класса С2, а В  
совокупность всех перпендикулярных к Ао и пересекающих ли­
нию L прямых. Образуемая ими поверхность назызается цилин­
дрической или цилиндром, L  — ее направляющей кривой или, 
короче, направляющей, а прямые семейства В(1~)— образую­
щими этого цилиндра. В тех случаях, когда это не может при­
вести к неясности, будем писать В  вместо B (L ) .

Сформулированное определение может быть уточнено сле­
дующим образом: множество всех, лежащих на прямых, пер­
пендикулярных некоторой плоскости и пересекающих располо­
женную в ней гладкую линию, называется цилиндрической по­
верхностью. Отсюда следует, что точка принадлежит цилиндру 
тогда и только тогда, когда ее ортогональная проекция на плос­
кость его направляющей L лежит на кривой L.

Направляющая может быть как открытой, так и замкнутой 
линией. В дальнейшем будем считать ее открытой и предпола­
гать, что L^C2. В прикладных задачах направляющей является, 
как правило, простой кусок гладкой кривой.

Если плоскости А и А . параллельны, то А  перпендикулярна 
всем образующим цилиндра В Ш  и пересекает его по линии, 
конгруэнтной кривой L. Отсюда следует, что в качестве направ­
ляющей может быть принята линия пересечения поверхности В  
любой плоскостью, ортогональной образующим (достаточно, что­
бы эта плоскость была перпендикулярной одной из них).

2. Уравнения цилиндрической поверхности. Введем прямо­
угольную систему координат 0хуг, совместив плоскости Ао и 
0xyz. Пусть направляющей служит линия

L :y= f(x ), ftC2(l) .
Тогда параметрическими уравнениями поверхности B ( L )  будут

X =  и
у = / (« ) u e l , v s R .  (1.372)
z — v

Чтобы убедиться в этом, достаточно установить, что если ко­
ординатами точки Мо являются (и0; / (и а); v0), (и0 е/ и v t R
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произвольны), то и наоборот, любая лежащая на B (L )
точка имеет координаты ви/а (и„; /(м„); р„). Рассмотрим точку

(и„; / (ы0); г>„) при любых ы„е / и v0e.R. Ее ортогональной 
проекцией на плоскости А 0 служит (и0; / ( и„)), т. е. точка на­
правляющей L, значит, Л1„с В(Ц- Пусть, наоборот,
Тог; а ортогональная проекция точки М„ на плоскость Д, лежит 
на L, имея, следовательно, координаты вн; а (//,,; /(«„)). Поэтому 
Л1„ облагает координатами (« „;/ (« „); t>,j),r;e v„ — аплнката точ­
ки УИ0.

Аналогично доказывается, что в случае параметрического за­
дания направляющей

Пусть, наконец, линия L задана уравнением вида F (x ;y ) = 0. 
Тогда В Щ  описывается аналитически системой

Это выражают формулировкой: уравнение с двумя переменными 
изобоажает цилиндрическую поверхность в трехмерном простран­
стве. Точнее, в системе координат 0хуг равенство любого из 
видов F (x ;y ) = 0, F(y; z) = 0 или F(x; z) = 0, где F  — гладкая 
функция, описывает цилиндр; его направляющая лежит соответ­
ственно в плоскости (хОу), (уОг) или (гОх).

3. Первая основная квадратичная форма цилиндрической по­
верхности. Из (1.372) вытекает, что

Если ds — дифференциал длины дуги, лежащей на поверхности 
В Щ ,  то на основании (1.282) и (1.377)

К виду (1.378) может быть приведена, путем надлежащего 
выбора криволинейных координат, первая основная квадратичная 
форма цилиндрической поверхности, направляющая которой — 
график произвольной функции /6С'(7).

L :x = x (t), y= y(t); х, yQC2, (1.373)
уравнениями цилиндрической поверхности ВЦ-) будут

(1.374)

Хи = 1, yu = f'(u ), z„ = 0, 
Xv — 0, l/t> = 0, Z v = 1.

(1.375)
(1.376)

В силу (1.279) ...(1.280), (1.375) и (1.376)
£= l+ / '2(u), F = 0, G-1. (1.377)

ds2= ( l+ f 2(u))du2 + dv2. (1.378)
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4. Геодезические линии цилиндрической поверхности. Из (1.377)
следует, что

E u = 2 l'(u )f"(u ), F u = О, G„ = 0, (1.379)
£«,=О, F v=0, G„ = 0. (1.380)

В силу (1.337) ,(1 338), (1.353), (1.354), (1.377), (1.374) и 
(1.380)

W = (1 + / '2( " ) )  du, (1.381)
= (1.382)

(9= (1 + / 2(«)) ^ «  +  / '(и )/ " (и )^ 2, (1.383)
£> =d2v. (1.384)

Пусть и — независимая переменная, a g(u) — произвольная 
функция класса С2. Тогда g "  (и) = — или, что то же,

d2g(«)=g"(«)dM 2. (1-385)
Положим

£(Hj = u, (1.386)
вследствие чего

g "(u )=  0. (1.387)
Подставляя в (1.385) вместо g(u) и g "(u ) их значения из (1.386) 
и (1.387), убеждаемся в том, что если и — аргумент, то

d2u = 0. (1.388)
Примем в (1.381)...(1.384) в качестве независимой перемен­

ной; v будет, следовательно, функцией от и. Ввиду этого и вслед­
ствие равенства (1.388)

<9 - /  (u )f"(u )du\ (1.389)

На основании (1.381), (1.382), (1.384), (1.389) и формулы 
j B эквивалентной соотношению (1.335), дифферен­
циальным уравнением геодезических линий поверхности B (L )  
будет

d v  rfJt*
(I + /'»(«)) du ~  f  (и ) Г  (и) du* *

т. e.
v ’ (u) _  v " (u)

I, + /'*(«) “  / '(“)/ '( “ ) ’
что равносильно уравнению

v" (и) / '(“ ) / '( “ )



Пусть / и v — произвольные функции класса С2. Тогда

(In * '(« ) ) '= (1-391)

4 - in (i +/-• <«»' = 4 т т & ё Ь  <L392)
В силу (1.391) и (1.392), соотношение (1.390) представимо в 
виде

-L. In *' (я) *  -£■ In v  1 +/’ («)• (1.393)

Интегрируя обе части (1.393), получаем
In и' (u) = In ( 1 + / '*(я) -f Inc, = Inc, K l  + / " (к)

(через Ci обозначена постоянная интегрирования), откуда
v ' (я) = с, V I  + / 'Ч « Ь  (1 -394)

значит,
v (и) =*с, ( 1 1 + ; 'г («)(/и+С!, (1.395)

где с2 = const. Тем самым получено внутреннее уравнение (см. 
п. 1.3.22) геодезических линий цилиндрической поверхности, имею­
щей заданную направляющую. В соответствии с доказанным з 
п. 1.3.2.2 они образуют двупараметрнческое семейство: парамет­
рами служат ci и Ci.

Опишем геодезическую (1.395) с помощью переменных х, у 
и г. В силу (1.372) и (1.395)

z = cx\ v \ + ) '4 x )d x  + c2 
или, что равносильно,

г = с, |  V  1 -\-P1S) d\ + с, (1.396)
о

(чтобы отличить верхний предел интеграла в (1.396) от перемен­
ной интегрирования, она обозначена через I) .  Геометрический 
смысл равенства (1.396) следует из того, что

5 (х) = |  V  1 + / '- (;) d\ (1.307)
О

— длина дуги направляющей цилиндра В . Если C i= l и С2 = 0, 
то (1.396) обретает форму z = s(x).

При любых фиксированных Ci и Ci соотношение (1.396) — 
уравнение некоторой линии Ц, лежащей в плоскости xOz. Оно 
изображает также, согласно п. 1.5.2, цилиндрическую поверхность 
В (L>), с направляющей Li и образующими, перпендикуляр­
ными к (.vOz), Кривые Li, а значит, и цилиндры B(L%) обра-
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зуюг двупараметрическое множество. Каждая геодезическая ис­
ходной поверхности В Ш )  представляет собой линию пересе­
чения цилиндра В (^ 2) с одной из поверхностей семейства 
(1.396). Любая из этих геодезических описывается, следователь­
но, системой вида

У =/<*).

(1.398)

Убедимся в том, что каждая направляющая цилиндра будет 
•его геодезической линией. Пусть L0 — лежащий в плоскости 
(хОу) и проходящий через начало координат гладкий криволи­
нейный отрезок (см. п. 1.2.5). Он служит графиком функции вида

y=f(x). f tC '(l),  (1.399)
причем

ОС/, /(0) =0. (1.400)

[Его можно считать и куском пространственной линии r= r(t), опи­
сываемом уравнением

x~t, y = f(t), 2 = 0; <С/. (1 401)
I Вектором касательной к этой кривой в ее текущей точке будет 
(см. п. 1.2.13)

г- {1 ; f ( t ) ;  0}. (1.402)
[Рассмотрим цилиндр В  с направляющей Lo. Ось (0 г )— его 
эбрззующая. Если го — произвольное действительное число, то 

|М0(0; 0; го)С-(02)- Поэтому параметрическими уравнениями про­
водящей через Мо направляющей Lt дплнндра B ( L 0) являются

L , , :x  — t; у =/(/); г = г„. ( 1.403)
Сопоставление равенства (1.401) и (1.403) показывает, чго век­

тором касательной к ней служит (1.402).
Как установлено в п. 1.4.2, через Мо, в любом направлении т, 

[компланарном касательной плоскости, проведенной в точке Мо 
к поверхности В  (£«). проходит, и притом единственная, геоде­

зическая 1'(г0; т) цилиндра B (L 0):

Мо(0; 0; г0)бТ (20;т).
[Из (1.338) следует, что она принадлежит семейству

x = t,
y=f(0>

-35

(1.404)

(1.405)
(1.406) 
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Z = C, j j v i + / '•№  r t  + C„ (1.407)
0

-►
т. e. линия Y(z<>; т) задается уравнениями (1.405)...(1.407) при 
определенных значениях параметров с\ и с2. Полагая в (1.405)... 
(1.407) t=0, получим в силу (1.400) и (1.404)

с2 = 0. (1.408)
На основании (1.405)...(1.407) вектором касательной к кривой
Т(го; т) в ее текущей точке будет

U; /(0: cxVTT74i)\,
а в точке М0

т = { 1; / '(0 ); с, 11 +/'*(0) ). (1.409)

Определим с i так, чтобы линии L .  и Y ( z o ; t )  имели общую ка­
сательную в точке Af о» т. е.

т|Й0). (1.410)
В силу (1.402), (1.410) и условия коллинеарности векторов

с, = 0. (1.411)
Из (1.405) ...(1.407), (1.408) и (1.411) следует, что

- Х = *'Г (г0; т) : У = / (0 »  (1.412)
. г = z0

-►
На основании (1.403) и (1.412) кривые и Y (zo; t) совпа­
дают.

Тем самым установлено, что геодезическая линия регулярной 
цилиндрической поверхности, имеющая в любой из своих точек 
общую касательную с направляющей, проходящей через эту 
точку, совпадает с данной направляющей.
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Глава 2
СВЯЗЬ ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫ Х И СРЕДНИХ ЗНАЧЕНИИ 
ДИНАМИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ 
ПОЧВООБРАБАТЫВАЮ Щ ЕЙ МАШИНЫ. 
КВАЗИИНЕРЦИАЛЬНОСТЬ СВЯЗАННОЙ С ЕЕ  РАМОН 
СИСТЕМЫ ОТСЧЕТА

2.1. ПОСТАНОВКА ВОПРОСА

Пусть t — время; * = 0 и f= r  = const>0 — начало и конец 
рабочего процесса, выполняемого мобильной сельскохозяйствен- 

-►
ной машиной; у = у(/)*с[0, Т] — ее поступательная скорость при 

Еслн при описании этого рабочего процесса задано ра­
венство вида

v = Vo. /6(0; Г ], (2.1)
где y0 = const>0, то в действительности v (t) (O ^ t^ T ) — функция 
типа той, что изображена на рнс. 13. Поэтому возникает вопрос о 
связи между соотношением (2.1) и действительным поведением 
функции v(t).  Эта связь основывается на вводимом в п. 2.2.2 
понятии среднего значения.

Аналогичное имеет место н по отношению к другим функциям, 
характеризующим процессы, совершаемые сельскохозяйственными 
машинами и их рабочими органами.

2.2. СРЕДНИЕ ЗНАЧЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ,
ХАРАКТЕРИЗУЮЩИХ РАБОЧИЕ ПРОЦЕССЫ

1. Среднее арифметическое чисел. Пусть аи а2, а п — 
произвольные действительные постоянные (n.p.N\\\). Число
~  (а, + а> + ...ап называется их средним а р и ф м е т и ч е с ­
ким. Обозначим его через М  ( a i* •••; яя ):

М ( а ...; «я) = 4 "  2  а *‘ *2,2**—1
В дальнейшем найдет применение обобщение этого понятия — 

среднее значение функции на отрезке.
2. Среднее значение функции; ее отклонение от среднего значе­

ния. Постоянство в среднем. Серединная плоскость микрорельефа.
Пусть a, 6 = const, причем а<Ь. Обозначим через п натуральны й
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параметр, значение которого будем считать сначала фиксирован­
ным (и отличным от единицы). Определим Хо, Д*. h и дг* с по­
мощью равенств

Хо — а; (2.3)
Дл; = Л = А ^ .  ЯбЛЛ\(1| (2.4)

*i, =  a  +  fc/i, Л С {1 ; ...; п } .  (2.5)
В силу (2.4) и (2.5) хп = 6. Рассмотрим конечную числовую после­
довательность

{.Го; X\i ...; х,,}. (2.6)
Из (2.3) ...(2.5) следует что она является арифметической прогрес­
сией. Ее первый член равен а, разность — И, число членов (л-И),

Рис. 13
последний член Ь. Равноотстоящими точками (2.6) промежуток 
[а; Ь\ разбит на п интервалов [x»,_i; х&(, длина каждого из кото­
рых равна И.

Пусть на отрезке [а; Ь\ задана числовая функция f класса 
с [а ;Ь |. Среднее арифметическое ее значений в точках Xi, л'г, ..., Хп 
равно

Ж /(•*, ) )  = 4- ! / ( * * ) •  (2.7)
*-i

На основании (2.3) и (2.7)

м ( / ( * , / Ю ) = г = т  (2-8)
*—1

Будем считать теперь натуральный параметр п переменным. Из ин­
тегрального исчисления известно [7, 22], что если /Сс[а;Ь], то 
предел суммы
100



V/(.v)A .t 
ft—1

при л-*оо существует и равен

[ /  (л) dx.
а

Поэтому в соотношении (2.8) может быть выполнен переход к 
пределу при я—*■<», причем

ь
IlmAf ( / ( * , / (ля ) = * 4 т  Г / <-*)dx. (2.9)П"*** ,"а

Правая часть равенства (2.9) называется средним з н а ч е ­
н и е м  функции / (или ее средним арифметическим) на отрез- 
1 ке [а; б]. Введем обозначение

*
М (/ ;  а, Ь )=  ^  ( f (x )d x  (2.10)

(запись М  (f: о. Ь) указывает на то, что правая часть равен- 
|ства (2.10) зависит от /, а и Ь; там, где это не может привести 
1к неясности, вместо М  (I: о. Ь) будем писать М  /. Если 
| a, 6=const и функция /  зафиксирована, то М (/ ', *)=conste/?. 
Назовем переход от /  к А1(/; а, Ь) по формуле (2.10) у с р е д ­
нением функции /  на отрезке |а; Ь\.

Выясним геометрический смысл среднего значения M f • Огра­
ничимся случаем, когда f (x )> 0 для всех х£[а;Ь\. Пусть 

| = у(7;о. Ь) — фигура («криволинейная трапеция»), ограниченная 
Жвиниями

У = о, у =г f (х) ; 
х=а, х=Ь,

a s = s(f; а. Ь) — ее площадь (отрезок [а; Ь] оси абсцисс называ­
ется основанием фигуры). Тогда

ь
s = j* f ( X) dx. (2.11)

а

В силу (2.10) и (2.11)
s ( f ;  а, Ь) = ( Ь - а ) М ( / :  а, Ь). (2.12)

Из (2.12) следует, что среднее значение функции f на отрезке 
la; fej равно длине высоты прямоугольника, равновеликого кри­
волинейной трапеции \([; а, Ь) и имеющего с ней общее осно­
вание.
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Назовем выражение \f(x)— M f\ , as^xt^b о тклон ени ем  
«функции f от ее среднего значения на отрезке [а; Ь\ н введем 
оператор Й ' . определяемый на множестве с [а; Ь\ равенством

(© / )  (* ) = | / (* > - ж / 1 .  (2-13)
Из (2.13) вытекает

(£>/)(•*) > 0. а < х ^ Ь ,
Если существует такое, достаточно малое, в>0, что

(£> /)(*)< * (214)
для всех лсС [а;Ь\,
то будем говорить, что функция f о т к л о н я е т с я  не более 
ч е м  на е от с в о е г о  с р е д н е г о  з н а ч е н и я  при

y * f ( x )
< и

1-
г*

Рис. 14

или что она п о с т о я н н а  в среднем с точ­
ностью до е на отрезке [а; Ь\ (взаимное расположение ее гра­
фика и прямой у= M f  в случае выполнения равенства (2.14) 
ноказано на рис. 14). В этом случае можно положить

/ (* )  = M f  на |а; Ь\ 
с абсолютной погрешностью, не превышающей е.

Пусть t-*-f(t) — вектор-функция класса с | t-,\ (/,, /2=const€/?, 
t\ < /,). Положим по определению

( м ? = м 0 \  f 7 ( 0 (2 .1 5 )

1 О п е р а т о р о м  называется закон соответствия или правило, согласно 
которому каждой функции (принадлежащей определенному множеству функ­
ций) ставится в соответствие некоторая функция. В данном случае оператор 

ставит функции ( в соответствие функцию | /  (х) — М /\ .
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вместо Af (/; 0; Т) будем писать yVf (/.' П* Из (2.15) следует,
♦

что если f, t\ и /2 зафиксированы, то M f — постоянный вектор.
—»

Назовем его с р е д н и м  з н а ч е н и е м  функции f в промежут­
ке времени [^; /2). Аналогично предыдущему, под п о с т о я н с т ­
вом в среднем вектор-функции } на отрезке [/|*, /2| с точ-
ностью до е будем подразумевать выполнение условия (2)/ ) (/) <  е 
для всех J, где неотрицательная числовая функция

-• -• -*■
(2)/ ) (0  (отклонение /  от Л1/ )  определяется равенством

(£>7)(0 = | / ( 0 - М / | .
.а е>0 достаточно мало.

Приведенный ниже пример позволит уяснить физический смысл
постоянства функции в среднем. Пусть w0 = const. Понимаемое до­
словно утверждение «в течение промежутка времени мобильная
машина движется поступательно со скоростью Vo» заведомо не­
верно, ибо, как показывают достаточно точные измерения, даже 
при движении автомобиля по автостраде невозможно добиться 
строго одинаковой во все моменты времени поступательной ско­
рости и тождественного равенства нулю угловой скорости. Дан­
ное высказывание истинно, лишь если считать его сокращенной 
формулировкой следующего утверждения: поступательная ско-
рость v = v(t) мобильной машины и ее угловая скорость w ~ w (t) 
вращения вокруг мгновенной оси удовлетворяют условиям

= v  о, (2.16)
(фх>)(0<* для всех /el/,;  /х]. (2.17)

|M (w ; (2-18)
где е>0 и 6>0 достаточно малы. Если выполнены одновременно 
соотношения (2.16)... (2.18) для положительных, близких к нулю

-» -* -•
в и 6, то можно принять, что равенства v (t) = vо и w (t) = 0 выпол­
няются при с высокой степенью точности.

Пусть 0хуг — прямоугольная система координат; Q — глад­
кая замкнутая несамопересекающаяся кривая, лежащая в плос­
кости 0ху; S — конечная область, границей которой служит 
линия S — площадь фигуры S; z= f(x ;y) — заданная в
области 5 функция класса с (S ) (там, где это не может вы­
звать неясности, вместо f(x ;y ) будем писать f). Положим, но 
•определению
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Л1U ’. S ) = 4- f| /(•*■; y> dxdy (2,19)J  t/ •/ s
и назовем M ( f \ S )  средним з н а ч ен и ем  / в области S.

Для выяснения его геометрического смысла допустим, что 
f(x :y)> 0 всюду в 5 (это может быть достигнуто всегда над­
лежащим выбором системы координат). Пусть У — объем тела 
у, ограниченного фигурой 5 (ее называют основанием данного 
тел;.), графиком функции z = f(x ;y ) и цилиндрической поверх­
ностью с направляющей (j и образующими, параллельными оси 
Cz. Тогда

1/=  f J / U ;  у) dxdy. (2.20)
's

В силу (2.19) и (2.20)
V = S M ( f ; S ) .  (2.21)

Из (2.21) следует, что A f ( / :  S ) — длина высоты цилиндра, рав­
новеликого телу y и имеющего общее основание с ним. Назо­
вем нлбскость

Ут=Л*</;5)  (2.22)
с е р е д и н н о й  п л о с к о с т ь ю  поверхности

z = f(x ;y). (2.23)
Если уравнение (2.23) описывает дневную поверхность поч­

вы (в sto m  случае систему координат целесообразно выбрать так, 
что плоскость (vOt/) горизонтальна, а положительный луч оси 
(Ог) направлен вверх), то под с е р е д и н н о й  п л о с к о с т ь ю  
м и к р о р е л ь е ф а  п о л я  подразумеваем плоскость (2.22).

2.3. УСЛОВИЯ КВАЗИИНЕРЦИАЛЬНОСТИ
ПОДВИЖНОЙ СИСТЕМЫ ОТСЧЕТА. ЖЕСТКО СВЯЗАННОЙ
с рамой п о чво о б р аб аты ваю щ ей  м аш и н ы

Любое механическое движение относят к определенной сис­
теме координат — подвижной или неподвижной (т. е. его счита­
ют совершающимся по отношению к некоторой системе отсчета). 
При исследовании взаимодействия рабочих органов почвообраба­
тывающей машины с почвой, имеющего место во время технологи­
ческого процесса, выполняемого машиной, движение почвенных 
частиц по рабочей поверхности относят всегда к подвижной  
системе координат, жестко связанной с данной поверхностью. Тем 
самым возникает вопрос о том, допустимо ли описание этого дви- 
женш) с помощью второго закона Ньютона в классическом виде

mr = F. (2.24)
Действительно, форма этого закона зависит от кинематического 
состояния системы отсчета, по отношению к которой считается
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совершающимся описываемое им движение, т. е. к которой отне­
сены векторы г и F. В случае движущейся системы координат 
он имеет внд (2.24) тогда и только тогда, когда она инерцналь- 
на [1, 2, 3, 11, 17, 18]. В любом другом случае левая часть этой 
формулы содержит дополнительные слагаемые, обусловленные 
перемещением подвижной системы. Поэтому возникает вопрос
об условиях, при выполнении которых систему координат, жест­
ко связанную с рабочим органом почвообрабатывающей машины, 
совершающей свой технологический процесс, можно с достаточ­
ной для практики точностью (т. е. с пренебрежимо малой отно­
сительной погрешностью конечных результатов) считать инер- 
циалыюй. Ниже формулируются эти условия.

Пусть Y — середмйая плоскость микрорельефа обрабатывае­
мого поля: / = 0 и t = T — начало и конец рабочего процесса; М — 
центр масс рабочего органа; h = h(it) — расстояние точки Af*

•• -•
от плоскости Г; А0 = М  (А; 7"); v  = v U) — поступательная ско- 

-» -* -► -♦ 
рость машины; v„ — М  (v; Т ); = w (t) — угловая скорость вра­
щения рабочего органа вокруг мгновенной оси при 
Если имеют место одновпеменно не[авенства

где «1, а2 и аз положительны и достаточно малы, то подвижную 
систему отсчета, связанную с рабочим органом, можно с высо­
кой степенью точности принять в качестве ииерцитльной. Это 
утверждение допускает также следующую формулировку. Пред­
положим, что во время технологического процесса, выполняемого 
почвообрабатывающей машиной, поступательная скорость рабо­
чего органа и расстояние его центра масс от серединной плоско­
сти микрорельефа обрабатываемого ноля постоянны в среднем, 
а мгновенная угловая скорость данного рабочего органа равна 
в среднем нулю. Тогда любую жестко связанную с ним систе­
му координат можно рассматривать как инерциальную; относи­
тельная погрешность результатов пренебрежимо мала.

Будем считать всюду в дальнейшем условия (2.25)...(2.27) 
выполненными. Очевидно, что только при их соблюдении совер­
шаемый машиной технологический процесс может удовлетворять 
агротехническим критериям качества. Каждую подвижную сис­
тему отсчета, жестко связанную с рабочей поверхностью (или, 
что равносильно, с рамой машины) назовем в этом случае ква- 
з и н н е р ц и а л ь н о й, соотношения (2.25)... (2.27) — достаточны ­
ми условиями квазиинерцнальности, а рабочий процесс— квази- 
стационарным.

<е(0;П .
( v ) ( t ) K аа. /е [0; Г],

| M ( w ,  Г ) |  < а 3 .

(2.25)

(2.26) 

(2.27 {



Глава 3

Д В И Ж Е Н И Е  П О Ч В Е Н Н Ы Х  ЧАС ТИ Ц  ПО Р А Б О Ч Е Й
П О В Е Р Х Н О С Т И  Р Ы Х Л И Т Е Л Ь Н О И  Л А П Ы .
О П Т И М И З А Ц И Я  Е Е  Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К И Х  П А Р А М Е Т Р О В

3.1. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ВСПОМОЕАТЕЛЬНЫЕ СООТНОШЕНИЯ

Под м а т е р и а л ь н о й  т о ч к о й  (применяются и рав­
нозначные термины «материальная частица», «масса, сосредото­
ченная в точке», «точечная масса », «частица» и т. и.) будем 
подразумевать геометрическую точку, которой поставлена в соот­
ветствие функция m = m(t) (t — время), называемая массой 
данной точки и удовлетворяющая следующим требованиям.

1°. Она определена в некотором промежутке I  и либо непре­
рывна в нем, либо имеет точки разрыва п е р в о г о  рода 
[7; 22J, число которых конечно в любом содержащемся в / огра­
ниченном интервале.

2°. Она принимает только положительные значения, т. е. 
m (t)> 0 во всех ее точках непрерывности; если же m (t) терпит 
разрыв при t -- /0 е /, то llm m(/ )> 0  и lim m (/) > 0.

t-t—0 I ./„+0

Условие 1° означает, что масса материальной точки может 
изменяться и скачкообразно. Физически это соответствует отка­
лыванию части тела, рассматриваемого как материальная точ­
ка, или присоединению массы в результате соударения.

Пусть m(t) = m0 = const>0 для всех /Р/. Тогда называется 
м а т е р и а л ь н о й  точкой  п о с т о я н н о й  массы .  В об­
щем случае, т. е. если функция m(t) не постоянна в промежутке/, 
говорят о точке переменной массы. Всюду в дальнейшем предпо­
лагаем, что т  — const, а поэтому под материальной точкой (или 
частицей) будем подразумевать постоянную точечную массу.

При аналитическом описании механических явлений можно 
в ряде случаев отождествлять твердое тело с материальной точ­
кой, сохраняя вместе с тем большую точность результатов, отно­
сящихся к его движению. Это имеет место тогда, когда переме­
щение данного тела — чисто поступательное, а его линейные раз­
меры достаточно малы по сравнению с расстояниями, пройденными 
его центром масс в рассматриваемом движении. Отсюда вытека­
ет, что при исследовании технологических процессов, совершаемых 
рабочими органами -почвообрабатывающих машин, почвенные
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частицы можно считать, с высокой степенью точности, матерналь* 
ними точками.

Движение материальной точки М однозначно определено, 
если-

1) в пространстве введена система координат Оху г; будем 
считать ее прямоугольной. Она может быть неподвижной или 
подвижной (см. п. 2.3);

2) координаты (х; у; г) точки М в системе Охуг — заданные 
функции временной переменной t

x=x(t), y= y(t). z—z(t), (3.1)
принадлежащие классу С2(1), где / — промежуток времени, в те­
чение которого происходит движение. Это равносильно векторной 
функции

OM = r(t) = x(t)i + y(t)i+ z(t)k ,
(будем писать также М/ вместо М, чтобы указать на зависимость 
положения данной точки от времени). Очевидно, что

r(t)bC2(l) .  (3.2)

Описываемая уравнениями (3.1) или, что то же, векторной 
-> -► -► -•

функцией r= r(t) (r= OM ) кривая L (см. п. 1.2.12) называется 
т р а е к т о р и е й  точки М в интервале времени / или годогра-
фом вектора r(t) при <6/. Будем считать все встречающиеся в 
дальнейшем траектории н е з а м к н у т ы м и  и н е с а мо п ер е -  
с е к а ю щ и м и с я  линиями, ибо только этот случай найдет при­
менение в рассматриваемых ниже проблемах.

В силу (3.2) линия L спрямляема (см. п. 1.2.3 и 1.2.14), зна­
чит, любой паре Mi, М2 ее точек соответствует, и притом един­
ственное, неотрицательное число |MiM2| — длина дуги [MiM2],
вычисляемая по формуле |MiM2| = f|r(/)|d/ (|уИ,М, | = 0 тогга

и только тогда, когда Mi и М2 соответствуют.
Утверждение «на годографе L введена криволинейная систе­

ма отсчета» или «траектория L оснащена криволинейной системой 
отсчета» (если это не может стать причиной неясности, будем опу­
скать слово «криволинейная») означает, что

1) на линии L зафиксирована произвольная точка, называемая 
н а ч а л о м  о т с ч е т а  к р и в о л и н е й н ых  а б с ц и с с  (в тех 
случаях, когда это не может стать причиной неясности, будем 
пользоваться более коротким термином «начало отсчета»);

2) выбрана единица измерения длин дуг кривой L;
3) одно из двух возможных направлений обхода траектории 

L точкою Mi принято в качестве положительного.
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Очевидно, что лишь на спрямляемой линии может быть вве­
дена система отсчета. Пусть ею оснащен годограф L. Тогда 
(см. п. 1.2.2 и 1.2.14) каждой его точке соответствует, и притом 
единственное, действительное число — ее криволинейная абс­
цисса (или дуговая координата). Если Af0— начало отсчета, а
sM — криволинейная абсцисса точки Af, то |s„| = |.\I0Af|, а злак 
числа 5М определяется выбором положительного направления 
обхода траектории L и взаимным расположением точек .И0 и А1 
(см. п. 1.2.4).

Пусть заданы:
!)траекторня L точки Af,(LfC2),
2) система отсчета на линии L,
3) криволинейная абсцисса s точки Af как функция времени

s = s(t). s (t)£C '(l). (3.3)
Тогда движение точки Af, однозначно определено, а уравнение 
(3.3) называется ее з а коном  д в и ж е н и я  в е с т е с т в е н ­
ной форме.

Из спрямляемости кривой L следует возможность ее нату­
ральной параметризации (см. п. 1.2.4 и 1.2.14). Уравнения траек­
тории L представимы поэтому в виде

r = r(s), (3.4)
или, что то же,

x**x(s), y= y(s), z=2 (s), (3.5)
где s — криволинейная абсцисса текущей точки М (х ,у ,г) годо­
графа L (см. п. 1.2.4 и 1.2.14). Равенства (3.4) н (3.3) или (3.5) 
и (3.3) однозначно определяют движение точки Af в простран­
стве.

«•
Дифференцирование радиус-вектора г по времени (если

-*■ *» | dr d2r |
г — г (/)) будем обозначать точками r = ^ p  r = а по на-

•» -♦
туральному параметру (при г = г (s)) — штриха ли 

(Рг \
= ~ds~). В п. 1.2.15 установлено, что

~r'(s)=T(s), (3.6)
-►

где т (s) — единичный вектор касательной к линии L в ее точке 
с криволинейной абсциссой s:

|x(s) I = 1 для всех s. (3.7)

( -  dr 
l r '  ds • Г  —
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Найдем связь между г и г'. Вследствие теоремы о производ­
ной сложной функции

dr dr ds 
dt ~  ds dl »

т. e.

r — 's(t)r'. (3.8)
Из (3.6) и (3.8) вытекает, что

r = si. (3.9)

В  силу (3.3) ортт может быть представлен и в виде функ­
ции времени

Т - Ф Ю ) .  (3 .1 0 )

Согласно сказанному выше т, sCC1, значит, правая часть (3.10) 
дифференцируема, причем

dx _  rf- ds
I t  ~  ~ds ' ~dt’

На основании первой формулы Френе (см. п. 1.2.15)

я — т " -  <312>
Из (3.11) и (3.12) следует, что

(3.13)

где под р I! v подразумеваются соответственно р(s (t ))  и \ (s (t)).  ̂ «♦ ♦ ♦
Скорость v = v(t) и ускорение w — w(t) точки Mt задаются, как 
известно, формулами

v - r (t ) .  (3.14)

w = v(t) = r(t). (3.15)

Наряду с v(t) и w(t) будем пользоваться записями v(M ) и
w(M ), где через v(M ) обозначен вектор скорости точки Mt в мо­
мент ее совпадения с геометрической точкой М траектории L;
аналогично определяется w(M).
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или в более подробной записи

v (t)- s (tyc (L ; Mt), (3.17)
(см. п. 1.2.15); s(t) называют линейной с к о р о с т ь ю  точ­
ки M t при ее движении по траектории L.

Из (3.16) следует, что вектор скорости v(M ) направлен всег-
*•

да по касательной к траектории L в точке М, причем v^Vf)! Т
t Тх(£; М ) или v (M )\  { z(L\ М ) н зависимости от того, ка­
кое из неравенств s > 0 или s < U выполняется при ; анном зна­
чении /.

На основании (3.7) и (3.16)

В силу (3.8) и (3.13)

Ц = 5 Т , (3.16)

v (t) = ds
dt (3.18)

откуда
s2(t) = v2. (3.19)

В силу (3.13), (3.15) и (3.19)
,

d , • * .  * . • dx . s* -* d 3s v} •* /о ont
w = ^ r ( s t ) =  St +  s -ft = s* + T v = H F ' +  T  v‘ ( )

.. ■* -+
Векторы s t  и “ v называются касательной (тангенциальной)
и нормальной (или центростремительной) составляющими уско­
рения, а равенство (3.20) — теоремой о разложении ускорения 
на касательную и нормальную составляющие.

3.2. ОСНОВНЫЕ ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ
Ниже перечислены предположения, на которых основано 

аналитическое описание движения почвенных частиц по рабочей по­
верхности рыхлнтелмюй лапы (а также по лемешно-отвальной 
поверхности) в течение совершаемого ею рабочего процесса.

1. Пусть выполнены условия (2.4) ...(2.5), вследствие чего 
любую систему координат, неподвижную относительно рабочей 
поверхности, можно с большой точностью принять в качестве 
инерциальной. Серединную плоскость микрорельефа обрабаты­
ваемого поля будем считать горизонтальной.

2. Если 5 — рабочая поверхность чизельной лапы, то в 
соответствии с конструкцией данного рабочего органа предпо­
лагаем, что 5 эС ', вследствие чего поверхность 5 имеет в каж 
дон точке нормаль (п. 1.3.2.3).
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3. Согласно опытным данным соударения почвенных масс с 
рабочей поверхностью S (илн с налипшей на нее почвой) во 
время технологического процесса неупругие и притом с ничтож­
но малым коэффициентом восстановления 123). Поэтому данные 
удары можно считать, с высокой степенью точности, абсолютно 
неупругими. Отсюда следует, что в момент столкновения почвен­
ного комка с рабочей поверхностью нормальная к S  состав­
ляющая скорости комка (относительно лапы) обращается в 
нуль, а касательная составляющая сохраняется, становясь на­
чальной скоростью для движения этой частицы по поверхности 
5 под действием сил инерции и реакций.

4. Движение почвенной частицы по рабочей поверхности куль- 
тиваторной лапы можно с достаточной для практики точностью 
описать путем его отождествления с движением по недеформируе- 
мой поверхности 5 материальной точки, в которой сосредоточе­
на вся масса данного комка (ее можно с высокой степенью точ­
ности считать постоянной в течение всего рабочего процесса) к 
к которой приложены все действующие на него силы.

5. Траектория материальной точки, посредством которой опи­
сывается движение почвенной частицы по поверхности S, явля­
ется линией класса С2. Она, следовательно, спрямляема, может 
быть задана посредством натуральной параметризации и обла­
дает в каждой точке естественным (сопровождающим) трехгран­
ником (см. п. 1.2.20) и радиусом кривизны.

Будем считать в дальнейшем все эти условия выполненными.

3.3. ТРАЕКТОРИИ ПОЧВЕННЫ Х ЧАСТИЦ
ПО РАБОЧЕЙ п о в е р х н о с т и

В соответствии со сказанным в п. 2.2.3, предположим, что 
в течение всего технологического процесса (т .е. при 0^ / ^ Г )  
выполняются условия его квазистационарностн. Обозначив век­
тор поступательной скорости рабочего органа (в системе отсче­
та неподвижной относительно обрабатываемого поля) через
V(t). положим Ко = М  (V (/): Т) (см.п.2.2.2).

Пусть m — масса рассматриваемого комка почвы; М0 — точка 
его столкновения с поверхностью S\ L — траектория его дальней­
шего движения по ней; M t— точка кривой L, определяющая 
положение комка в момент времени t (место M t будем писать М, 
если это не может привести к неясности; при изучении движения 
почтенной частицы по рабочей поверхности примем, что t = 0 в 
момент их соударения); А — произвольным образом выбранная 
система отсчета, неподвижная относительно лапы; О — начало
координат в системе А ; г (t) — векторная функция, заданная
соотношением r(t) = OM,, вследствие чего уравнением линии L

-*■ ,
в системе отсчета К  служит г=г(1) (согласно п. 3.3.1 r(t)£C );



v = v (t )= r; s — криволинейная абсцисса текущей точки траекто­
рии L (в качестве отсчета луговых координат на кривой L при­
нимаем Л/о, а положительное направление их отсчета соответству­
ет восходящему движению комка по рабочей поверхности лапы);
s = s(t) — закон движения точки М по кривой L (s (t)=  |,М^и,|); 
-» -* -*
х = т(s) и n — n (s )— единичные векторы касательной и главной 
нормали к траектории L в ее точке с криволинейной абсциссой s 
(см. п. 1.2.15 и 1.2.16); p = p(s) — радиус кривизны линии L в этой
же точке; v = v(Af )— орт нормали к поверхности L в точке Л1,

/ \
— fc -а.

выбранный так, что 0^ ( W'o: т. е. направленный в сторо-
- ь -»

ну необработанного почвенного массива; F = F (M ) — главный 
вектор системы активных сил, действующих на рассматриваемую 
частицу во время ее движения по рабочей поверхности.

Почвенный комок, перемещающийся по поверхности S, испы­
тывает также воздействие системы диссипативных сил [23]; она 
состоит из сил сухого (кулонова) и квадратичного (ньютонова) 
тречня. Любая из них направлена противоположно скорости час­
тицы. Орт каждой диссипативной силы равен

■•x(s). (3.21)V 1 d r  1 d 'r s ( ' )
1 - 1 1 * ! dt ~  1-1 ds 1 ® (,)l1 *  1 м 1 *1

Соударившись с рабочей поверхностью в точке М0. почвенный 
комок перемещается затем по кривой L в направлении, соответ­
ствующем возрастанию криволинейных абсцисс (назовем такое
движение восходящим). Поэтому s (t )> 0, значит s (0  = |u(7)| (см.
(3.19)), вследствие чего выражение (3.21) равно — t ( s). Отсюда
вытекает, что если R — главный вектор системы диссипативных 
сил, приложенных к частице почвы, совершающей в осходя ­
щее движение по рабочей поверхности S, то

R ---(fN+Xmv*) т, (3.22)
где f и к — коэффициенты сухого и квадратичного трения, а 
N — абсолютная величина силы нормального давлелия комка на 
поверхность S.

Из сказанного в п. 3.3.3 следует, что систему координат мож­
но с высокой точностью считать инерцнальной. Поэтому на ос­
новании теоремы об освобождении механической системы от 
наложенных на нее связей уравнением движения почвенной час­
тицы по рабочей поверхности 6' будет (в системе отсчета

m r-F+Nn + R. (3.23)
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Вследствие сказанного в п. 3.3.2 допустимо принять, сохраняя 
достаточную точность выводов, что изучаемое движение совер­
шается под действием лишь снл инерций, реакций связей и дис­
сипативных сил (в дальнейшем будут приняты во внимание и 
остальные силы). Отсюда и из теоремы о разложении ускорения 
по осям естественного трехгранника (см. 3.20) следует, что 
уравнение (3.23) примет вид (в силу 3.22)

т  * + -у* v = Nn — (//V -f )mv-) т. (3.24)
Умножим скалярно обе части (3.24) на векторное произведе­

ние [tv] (см. п. 1.1.4). Получим

/яхт [t  v j -f — v [ т V ] = yV//fxv] — (//V + ) . m v * ) z  [ t v ] .  (3.25) 

На основании определения смешанного произведения трех векто- 
ров и принимая во внимание, что abc = 0 тогда и только тогда, 
когда а, Ь и с компланарны, будем иметь (см. п. 1.1.4)

т [ t v  ] = t t v  = 0, (3.26)

v  [ t v  ] = vtV = *0 . (3.27)

« [ t v ] = t v t i . (3.28)
В силу (3.25)...(3.28)

xvn = 0, (3.29)
но всех точках линии L. Согласно определениям главной норма­
ли гладкой линии и нормали к поверхности (см. п. 1.2.16 и 
1.3.2.3)

т-Lv, п±т. (3.30)
—► —►

Из (3.29) и (3.30) вытекает, что v||/t, т. е. в каждой точке тра­
ектории L ее главная нормаль совпадает с нормалью к 5 в этой 
точке. Кривая S  будет, следовательно, геодезической линией 
поверхности (см. п. 1.4). Таким образом, если технологический 
процесс, выполняемый рабочим органом почвообрабатывающей 
машины, квазистационарен, то траекториями почвенных частиц 
по рабочей поверхности служат ее геодезические линии.

В дальнейшем будет установлено, что применительно к рых- 
лительной лапе этот вывод остается в силе и в том случае, ког­
да приняты во внимание все порождаемые рабочим процессом 
внешние силы, действующие на почвенный комок во время его 

, движения по рабочей поверхности.
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Пусть рабочий орган с цилиндрической рабочем поверхностью
S , движущийся так, что выполняются условия квазистационар­
ности (2.25) — (2.27), рыхлит почву. Тогда в точке соударе­
ния почвенной частицы с поверхностью 5 касательная к траек­
тории частицы совпадает с касательной к проходящей через ЛЬ 
направляющей поверхности 5 (это установлено эксперименталь­
ным исследованием взаимодействия рабочих органов с почвен­
ными частицами в ходе рабочего процесса). Назовем данное ут­
верждение к и н е т и ч е с к и м  у с л о в и е м  р ы х л е н и я  поч­
вы рабочим органом с цилиндрической рабочей поверхностью.

Кинематическое условие подкапывания почвы позволяет опре­
делить траектории комков по рабочей поверхности рыхлнтельной 
лапы. Действительно, согласно установленному выше, траекто­
рией частицы является одна из проходящих через Л-fo геодезиче­
ских линий цилиндрической поверхности А' (как показано в 
п. 1.4.2, через каждую точку М0 рабочей поверхности S, 
в любом направлении, компланарном касательной плоскости к 
5 в точке ЛЬ, проходит, и притом единственная, геодезическая 
поверхность S). В силу же доказанного в п. 1.4.4, геодезическая 
линия цилиндрической поверхности, имеющая в какой-либо точ­
ке ЛЬ общую касательную с проходящей через ЛЬ направляю­
щей, совпадает с этой направляющей. Поэтому траекторией поч­
венного комка, столкнувшегося в точке ЛЬ с рабочей поверх­
ностью рыхлнтельной лапы, будет проходящая через ЛЬ направ­
ляющая цилиндрической поверхности 5. Движение почвенной 
частицы происходит, следовательно, по выпуклой вниз кривой L 
класса С2, расположенной в некоторой вертикальной плоскости; 
обозначим ее через Н. Очевидно, что

т||Н. vllH, (3.31)

ввиду неколлинеарности векторов т и v они образуют базис в пло­
скости Н.

Полученный выше результат, относящийся к траекториям 
почвенных частиц, справедлив и при более широких исходных 
предположениях, чем те, которые положены в основу предыдущих 
рассуждений. Действительно, рассмотрим уравнение 

-► -* -► -► -*■ 
ms т Н— — v = mg -f Nrt — ( f X +  ).mvl ) т. (3.32)

Оно отличается от (3.24) тем, что в (3.32) приняты во внимание 
и приложенные к частнце гравитационные силы. Их равнодейст-
вующая равна mg, где g — вектор ускорения свободного падения 
материальной частицы единой массы. Он компланарен вертикаль-

-*■ -►
ной плоскости Н, в которой расположен т и v, значит
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gxv = 0. (3.33)
Из (3.33) видно, что умножение обеих частей (3.32) на t X v
снова приводит к равенству (3.29), следовательно, траектория­
ми почвенных комков по рабочей поверхности рыхлительной ла­
пы и вообще по цилиндрической рыхлящей рабочей поверхности 
будут в любом случае ее геодезические.

3.4. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ПОЧВЕННЫХ ЧАСТИЦ
ПО РАБОЧЕЙ ПОВЕРХНОСТИ

В плоскости Н введем прямоугольную правую систему коор­
динат хОу, неподвижную относительно рыхлительной лапы; на­
чало 0 совмещено с точкой Af0, а положительный луч (0;/+) оси 
ординат направлен вертикально вверх. Тем самым однозначно 
определен луч (0х+). Он направлен в сторону выпуклости на­
правляющей L. В силу условий квазистационарности рабочего 
процесса (и. 2.2.3) система хОу инерциальна.

Обозначим через Af, текущую (т. е. имеющую криволиней­
ную абсциссу s = s (t)) точку траектории L. Положим

a = u(s) = (0дг+; t ( s ) )
(см. п. 1.2.5) и рассмотрим направленный вертикально вниз еди­
ничный вектор g°. Он компланарен плоскости Н и допускает по-

•» -*
этому разложение по базису (т, v) (см. п. 1.1.4), т. е. предста­
вим в виде

где к и ц — его проекции на числовые оси, ортами которых слу- 
жат т и ц. Легко видеть, что (рнс. 15)

(3.34)

(g°; \)=л—а,
следовательно,

(3.35)

= | g° | cos (я—а) = —cos а. (3.36)
Из (3.34) ...(3.36) следует, что

g° = — (tsin a + vcos a), (3.37)
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g =—g(Tsina-t-vcosa), (З.Зв)'

где g ж  9,81 м/с2. На основании (3.38) равенство (3.32) прини­
мает вид

ms-с + - v = — mg (sin л -t + cos a - >) + Nn — (//V + Imv2)*.
(3.39>

Траектория L почвенного комка, движение которого описыва­
ется уравнением (3.39), является геодезической линией поверх-

значит

Рис. 15

пости S. Поэтому в каждой точке кривой L, т. е. в течение все­
го движения

п — \. (3.40)
Всилу (3.40), соотношение(3.39) обретает форму

. .  -* mv2 “* "* “*■ms х -1-- -— v = — mg{sin a-t -f cos at v) -f- ;Vv — ( f N  -f kmv1) t

(3.41)
или, что то же,

..*• mvi -+ *• 
т  s т Н— — v = ( — mg' sin a — /Л/ — X ш®*) -с 4- ( — mg cos a -f N) v.

(3.42)
Ввиду не колл и не арности векторов т и v любое соотношение 

*• -*■
вида aiT+6iv = a2T + ft2v, где а.\, а2, Ь\ и Ь2 — скаляры, эквива­
лентно совокупности двух равенств
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&| = &2.
01 = 02,

Отсюда следует, что уравнение (3.42) равносильно (так как 
s=v) системе

m v= — mg sin a —f N  — Imv*, (3.43)
= —mg cos a + N. (3.44)

В  ней p и a связаны соотношением p =  j ' ( c m . h . 1.2.9).
Поэтому полной системой дифференциальных уравнений, опи­
сывающих движение почвенной частицы по рабочей поверхно­
сти рыхлительной лапы, будет

т  = — mg sin а — f N  — \mv

mt'5 . КГ——  = — mg cos а + N,

или

ms = — w^sina — fN — I  ms1,
ms1 .- y  = — mg cos а + A ,

I d* \~l

где g, /, X, m — const > 0, a, p v  и N  — функции.
Система (3.45)...(3.47) (или, что равносильно, (3.48) — (3.49) 

состоит из трех независимых друг от друга уравнений, содер­
жащих четыре функции, следовательно, если одна из ннх зада­
на, то остальные три могут быть определены. Выбор задаваемой 
функции зависит от проблемы, для исследования которой будут 
использованы соотношения (3.45)... (3.47).

3.5. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ ДИНАМИЧЕСКОГО 
ВЗАИМОДЕИСТВИЯ РАБОЧЕЮ  ОРГАНА С ПОЧВОЙ

Полученная система уравнений позволяет ставить и решить 
целый ряд задач, относящихся к взаимодействию рыхлительной 
лапы с почвой во время рабочего процесса. Рассмотрим две 
наиболее важные из них. Назовем их прямой и обратной основ-

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)
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кыми задачами динамического взаимодействия рыхлительной ла­
пы с почвенной массой. Они формулируются следующим об­
разом.

П р я м а я  о с н о в н а я  з а да ч а .  Пусть задана форма 
рыхлнтельной лапы, т. е. ее направляющая, вследствие чего тра­
ектория почвенного комка известна (ею будет, как доказано в
и. 3.3.3, проходящая через Af0 направляющая поверхности S), 
a a = a (s ) и p = p(s) — функции криволинейной абсциссы s, за­
данные на всей дуге L. В системе (3.45)...(3.46) искомыми функ­
циями будут поэтому v и N. Требуется найти, следовательно, 
распределение (т. е. закон изменения) линейных скоростей час­
тиц ночвы прн их перемещении по рабочей поверхности рых­
лнтельной лапы и соответствующие значения нормального дав­
ления комков на поверхность S . Эти законы распределения 
выразятся формулами вида v = v(s) и N = N(s), позволяющими 
вычислить: 1) линейную скорость комка, находящегося на сво­
ей траектории, в точке с криволинейной абсциссой s; 2) оказы­
ваемое им в данной точке нормальное давление на рабочую по­
верхность.

О б р а т н а я  о с н о в н а я  з а да ч а .  Пусть на отрезке 
[0; /| определена функция N(s). Требуется найти направляю­
щую L длины / (т. е. форму рабочей поверхности лапы), для 
которой законом распределения нормальных давлений почвенной 
частицы на поверхность 5 служит функция N(s). Эта пробле­
ма представляет собой задачу аналитического конструирования 
рабочих поверхностей, обладающих заранее заданными динами­
ческими свойствами. Она является, следовательно, проблемой 
оптимизации параметров рыхлительной лапы. Большое приклад­
ное значение этой задачи очевидно. Она рассматривается « 
п. 3.3.7.

Можно рассматривать и другие проблемы определения ра­
бочих поверхностей, имеющих заранее заданные свойства. Так, 
можно искать поверхность 5 , для которой законом распреде­
ления линейных скоростей движущихся по ней почвенных комков 
будет заданная функция криволинейной абсциссы s.

ЗЛ. ПРЯМАЯ ОСНОВНАЯ ЗАДАЧА
В системе (3.45)...(3.46) а и р — функции аргумента s, а v и

dv *-jj- зависят от переменной /. Покажем, что v и v выражаются
через s. Тогда все входящие в уравнения (3.45) и (3.46) функ­
ции будут зависеть от одного и того же аргумента.

Согласно сказанному в п. 3.3.3, закон движения почвенной 
частицы по рабочей поверхности рыхлительной лапы имеет вид

♦-/СО; (351)
здесь l(t)*C \ причем f(t) строго возрастает. Отсюда следует, 
что равенство (3.51) разрешимо относительно /, т. е.
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t = g(s). (3.52)
где g — обратная к f функция; при этом

gbC' (3.53)
на основании теоремы о дифференцируемости обратной функции. 
В силу (3.52) соотношение v = v (t) преобразуется следующим
06pj30M:

v = v(g (s )). (3.54)
Отсюда вытекает, что линейная скорость v почвенного комка при 
iro движении по рабочей поверхности представима и в виде 
функции криволинейной абсциссы s. Там, где это не может стать 
причиной неясности, будем писать v(s) вместо правой части 
(3.53) и под v подразумевать v(s). если аргументом служит s.

Из (3.35), (3.53), (3.54), (3.18) и теоремы о производной 
сложной функции следует, что v(s)€C', причем

dv dv ds dv 1 dv*
~7Г ~  1ГГ ' ~dT ~ v ~dT = “  d7 • <355>

На основании (3.55) система (3.45).„(3.46) равносильна

-4- — — raisin a— /N  — t.mv*, (3.56)

— mg cos a + N, (3.57)

где аргументом каждой функции служит s.
В случае прямой задачи а и |> заданы, следовательно, неизве­

стными в системе (3.56) ...(3.57) являются v и N. Образуя ли­
нейную комбинацию уравнений (3.56) и (3.57) с коэффициента­
ми i и \. получим дифференциальное уравнение первого по­
рядка

т 4 г + / т в - * (8,пв+/совв)- х*  *3,58)
содержащее только искомую функцию v. Чтобы привести его к 
нормальной форме, введем угол трения почвы о рабочую поверх­
ность рыхлнтельной лапы. Обозначим его величину через <р. Тогдч

tg Ф=/. (3.59)
В силу (3.59)

Sin a + /со*а= - i iH i l i l L  (3.60)1 J  cos у Л
На основании (3.60) уравнение (3.58) примет вид

^  + 2 (l + T w ) ' ’ = - i i ? sln(» + 0(s»- р '61)
В уравнение (3.61) входят, помимо V, только функции a ( s )  

и p(s), однозначно определяемые заданием направляющей ли­
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лии; оно содержит также, кроме лишь постоянные f. ф =
— arctg/ и X, с помощью которых описываются силы сопротив­

ления перемещению комков почвы. Отсюда следует, что рас ­
пределение  ли н е й н ых  с к о р о с т е й  п о ч в е н н ы х  
ч а с т и ц ,  перемещающихся по рабочей поверхности рыхлнтель­
ной лапы во время выполняемого ею рабочего процесса, з а в и ­
сит  т о л ь к о  от формы этой п о в е р х н о с т и ,  и па ­
раметров ,  х а р а к т е р и з у ю щ и х  д и с с и п а ц и ю  э н е р ­
гии  д в и ж у щ и х с я  частиц.

Соотношение (3.51) — линейное относительно v2 дифференци­
альное уравнение первого порядка. Для упрощения записей по­
ложим

/7(5) = «(х + т '~ ). (3.62)

<7(s) = — 7"^-s in (? + a(s)). (3.63)

Тогда равенство (3.61) примет форму

TT' + POO*'3 = <7(s>. (3.64

Чтобы установить начальное условие, которому удовлетворя 
ет функция v(s) при s = 0, примем во внимание следующее 
Из условий квазистацнонарностн следует, что до соударения
поверхностью S  скорость почвенной частицы в системе коорди 

-► —*
нат ft  равна —Уо; вектор v0 компланарен плоскости направ 
ляющей L. При столкновении комка с рабочей поверхностью S’ 
нормальная к 5 составляющая его скорости относительно лапы 
обращается в нуль, а касательная к S  и, следовательно, к линии 
L  составляющая сохраняется, становясь начальной скоростью его 
дальнейшего движения. Поэтому (см. рис. 15)

* U o = V ° S “ (0). (3.65)
следовательно, ввиду неотрицательности обеих частей (3.65)

®, |,_о = «рсо*, а (°)- (3.66)
Решение линейного дифференциального уравнения

y'+ p(x)y= q(x), (3.67)
удовлетворяющее начальному условию

У |«-о = Уо (3-68)
дается формулой

х х £

У = е '• Уо + J  <7 (0 е1' , (3.69)

X <
l’ fp( о *
J  Я (0 *** dlX.
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( I  н e — переменные интегрирования) [7; 10; 16; 20]. Сопоставляя 
соотношения (3.64), (3.66) и (3.67)...(3.69), находим

-  с р (•)<*•
v* — e 0

j’ (' р (•) л  I
cos «(0) + }  Я (?) еи d\ J .  (3.70>

Приведем правую часть (3.70) к окончательному виду. В  си­
лу (3.62)

| , Ф ) Л  = 2| ( Х  + 7^ ) Л  = 2 ^ + / ( 7$ Г) .  (3.71) 

Из (3.47) вытекает, что

I ртг - j -si-d%=id * (£)=a (£) -a (°>’ <з-72>
о о 0

следовательно,

fV(t)rfe = 2 (Xe + /a (0 l — 2/*(0). (3.73*
0

На основании (3.63), (3.70) и (3.73)
^  =  e-:«u+/,(,|)-2W ] cos-,ot(0) _ _ ^ _  J  l̂-+-C>-2/.(0)i x

X  sin (?1 + a (.)) cfej = e- ,<Xs +x* “ )) v y * °>  cos- a (0 )-

sin (f  + a (e)) ds j .  (3.74)

В большинстве случаев второе слагаемое диссипативной функ­
ции (3.22) по абсолютной величине пренебрежимо мало по срав­
нению с первым. Поэтому в (3.74) можно положить, сохраняя вы­
сокую точность результата, Л=0. Формула (3.74) примет в этом 
случае вид

v2 = е~,/ф) |«2 <rM0)COS2a (0) -  \ e2/,<,,sin (? , +  а ('-)) j*
(3.75>

откуда (так как v^ 0 )
11/2

j~vWM0) COS* a (0) -  ^  j  e2'«> sin < f , + »(*» d ) J
(3.76)
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1 Правая часть (3.76) выражает закон распределения линейных 
скоростей почвенных частиц вдоль их траекторий.

Из (3.44) и (3.75) вытекает следующая общая формула для 
вычисления нормального давления почвы на рабочую поверхность 
рыхлнтельной лапы во время рабочего процесса:

N  — т \  geos a (5)-J- ..е /1<,} «o<?2/,<0)cos2a(0) —

(3.77)COS

3.7. СЛУЧАИ РЫХЛИТЕЛЬНЫХ ЛАП 
КРУГОВОГО ПРОФИЛЯ

Пусть рабочая поверхность 5 рыхлнтельной лапы пред­
ставляет собой часть боковой поверхности прямого кругового 
цилиндра, ограничена двумя его образующими и двумя направ­
ляющими (т. е. L — дуга окружности). Будем говорить в этом 
случае о р ы х л н т е л ь н о й  лапе  к р у г о в о г о  профи- 
л я; она отличается высокой технологичностью изготовления, 
вследствие чего значительная часть применяемых для обработ­
ки почвы подкапывающих рабочих органов и рыхлительных лап 
обладает профильной линией в виде дуги окружности. Приме­
нительно к такой рабочей поверхности входящий в (3.75) и (3.77) 
интзграл выражается через элементарные функции. Ниже выво­
дятся формулы, позволяющие вычислить v и N в этом случае.

Для направляющих указанного вида зависимость между a 
и s может быть получена из соотношений (L — дуга окружности; 
Q — ее центр; М — точка соударения почвенной частицы с рабо­
чем поверхностью (М0 служит началом отсчета криволинейной 
абсциссы s на линии L)\ М — текущая точка кривой L ):

|QAfc|=ff. (3.78)
|aC m |= s . (3.79)

(M s ) l (Q M ),  (3.80)
(M oBo)l(QM o). (3.81)

/ \
AM C=a(s), (3.82)

Л Д С о = а (0 )= ао, (3.83)
(MB)\\(MoB0). (3.84)

Таким образом, (МС) и (М 0В 0) — касательные к L в точках М 
и Мо соответственно, АМС — текущее значение функции a = a(s),

/ \
а АоМоВо — ее значение при s = 0.
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АМС=АМВ+ВМС. (3.85)
Из (3.80), (3.81), (3.83), (3.84) и теорем об углах со взаимно 
перпендикулярными и взаимно параллельными сторонами следу­
ет, что

В силу аддитивности величин углов

/ \  / \  
йМС = Л!о(?Л1,
/ \  / \  

АМВ = ЛоМоВо.

(3.86)

(3.87)
На основании (3.78), (3.79) и соотношения между величиной цент­
рального угла окружности и длиной стягиваемой нм дуги

|AMf|=/?-M0QAI. (3.88)
Вследствие (3.79) и (3.87)

/ \
M UQM = (3.89>

Из (3.82), (3.83), (3.85), (3.86), (3.87) и (3.89) вытекает, что
■ 5 « = «(> + -£-• 

На основании (3.75) и (3.90)

(3.9Э)

Vs e!/'c o s \ — ё "  \ е * sin (?  +«„ +

+ -5-)* — е *» 2 '2sVi COS a ----i—cos <p ( e k sin(? + «0 + т|- )л

(3.91)
Введем в (3.91) новую переменную интегрирования и, связанную 
с g соотношением

и = <р -J- * •{- -£■, (3.92)

откуда
l  = R(u—ф—a 0), (3.93)

d\=Rdu. (3.94)
В силу (3.92) пределы интегрирования по и равны ф + ao и ф + 
4- я0 -f вследствие чего равенство (3.91) примет вид
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,+*+7Г
« c o s 4 - ^ * - e-*'B + u  j' «’« s in » * .  .

¥+«j
(3.95)

Для приведения соотношения (3.95) к простейшей форме вос­
пользуемся тем, что

| ерх sin хdx = -J-^y ip  sin x -f cos x). (3.96)
tJ

Из (3.95) и (3.96) следует, что

= е 2/sin ( ? + а + -|-)_

v ,  )
— cos^? -f a„ -f — e м [2/sin (? +  «„) — cos(»+ a0)||. (3.97)

Формула (3.97) выражает закон распределения линейных 
скоростей почвенных частиц при их движении по рабочей по­
верхности рыхлнтельной лапы кругового профиля во время совер­
шаемого ею рабочего процесса. Соответствующее распределение 
нормальных давлений дается равенством

/ 5 \ _  У- s тг'о
N  = mgcos^20 + -^ J + е * —£-со&з0-

~  (4/»+ l)co s?[ 2/ sln +  “ о +  х ]  - C 0 s ( ?  +  “ o +  7 r )  —

— е “  [2/sin (? +  a J -  cos (? + a„)l[. (3.98)

3.8. ОБРАТНАЯ ОСНОВНАЯ ЗАДАЧА

Исключая из системы (3.56) — (3.57) линейную скорость v 
и полагая к=0 (это оправдано малостью диссипативных сил, 
вызванных сопротивлением воздуха, по сравнению с силами инер­
ции, гравитационными силами и силами сухого трения), полу­
чим

[?(«#  cos 1 — iV)] = 2 (mfX sin a + /-V). (3.99)

Назовем соотношение (3.99) ди ффе р е н ци а л ь н ы м  у р а в ­
н е н и е м  о б р а т н о й  о с н о в н о й  задачи.  Пусть урав­
нением кривой L, к которой относятся a, s и р, служит у= у(х );
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тогда a, s и р выражаются через у. Отсюда следует, что если 
заданы функции Лг и относящиеся к линии L начальные усло­
вия (например, у(х0) = Уо. у '(х0) = у'0 , где у0 . у' =const f. R ) ,  т о  

уравнение (3.99) позволяет однозначно определить линию L. 
Пользуясь нм, будем искать плоскую кривую L класса С2, обла­
дающую тем свойством, что если она — направляющая линия 
цилиндрической рабочей поверхности S, то тяговое сопротив­
ление, испытываемое рыхлнтельной лапой во время совершаемого 
технологического процесса, а также абразивный износ, произ­
водимый почвенными комками при движении по данной поверх­
ности, минимальны. Это имеет место при A’ = const = 0. В произ­
водственных условиях точное выполнение равенства невозможно; 
рыхлящая лапа, профильная линия которой найдена исходя из 
этого условия, будет испытывать в течение рабочего процесса 
малое, но отличное от нуля, давление почвенной массы. Уравне­
ние (3.99) примет в этом случае вид

Для нахождения линии, определяемой дифференциальным 
уравнением (3.100), взедем следующим образом неподвижную 
прямоугольную правую систему координат лбу в плоскости этой 
кривой: началом отсчета служит точка соударения почвенной час­
тицы с рабочей поверхностью, ось 0у вертикальна, а ее положи­
тельный луч направлен вверх; тем самым однозначно определе­
ны ось абсцисс н ее положительное направление. Уравнение ли­
нии L в системе хОу имеет вид у=у(х), где у(х)£С2, причем 
функция у(х) строго возрастает н строго выпукла вниз. Отсюда

(mg р cos а) = 2mg sin а.
или, что равносильно,

d(pcosa) =2sina ds. (3.100)

0 < a < \ .

у’> о.
На основании (3.101) и сказанного в п. 1.2.5

a = arc tg у’.
В силу (3.101)...(3.103)

(3.102)

(3.103)

(3.101)

(3.104)

(3.105)

Из (1.58) н (1.142) вытекает, что
(3.106)
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На основании (3.104)...(3.107)
sin ads = y'dx = dy, (3.108)

p cos a = — • (3.109)

В силу (3.108) и (3.109) дифференциальное уравнение (3.100) 
равносильно

d ( — У -  )  = 2dy. (3.110)

Интегрирование обеих частей равенства (3.110) приводит к соот­
ношению

1 + у ’г = 2(у + С |)У
(постоянная интегрирования взята в виде 2С| ) или

у'___________1 (3.111)
1 ■+ У'* 2 ( у + с ‘)  '

Умножение обеих частей (3.111) на 2у' может привести лишь 
к появлению постороннего решения, получаемого из уравнения 
у' = 0, т. е.

y = const. (3.112)
Линия (3.112) не удовлетворяет условию задачи, так как прямая 
не может быть направляющей цилиндра. Поэтому указанное 
умножение допустимо; оно дает дифференциальное уравнение

Очевидно, что

0«(1+✓*))'= <3.1U>

(.п(у + с; ))'= _ ^ _ г .  (3.115)
Из (3.114) следует, что (3.113) представимо в виде

(1п(1 + у'2) ' = (1п(у + с; ))*. (3.116)
Интегрируя, находим

In (1 + y,2) = ln(y + c j )  + lnc; = ln c ;(y  + c j ) ;  (3.117)



произвольная постоянная интегрирования взята в виде 1п С ' , 
откуда 1 +  у '2 = С ' (у + C j J, следовательно,

у' = V  C i y  + C j C ‘ - l  . (3.118)
П о л о ж и м

С \ С \ - \ = С Х. (3.119)
В силу (3.119) дифференциальное уравнение (3.118) принимает 
вид

-^-«= К  с ;  у-не, . (3.120)

Разделяя переменные, получим
______ dl dx.

откуда

следовательно,

7т г У  с \у+ ^ \  —

Введем новые постоянные А, В и С, полагая

Л = -1-С', (3.122)

В = \ - С \ С \ ,  (3.123)

С = 4 - С ‘ с ; - | | - .  |3.124 у

В силу (3.122) ...(3.123) уравнение (3.121) примет вид
у=Ах2+Вх+С. (3.125)

Тем самым установлено, что профильной кривой (или, что то 
же, направляющей линией), при которой рыхлительная лапа ис­
пытывает во время выполняемого ею технологического процесса 
наименьшее нормальное давление почвы и минимальный абра­
зивный износ, служит парабола. Это установлено и экспери­
ментально [4].

Из свойств параболы [6] следует, что в уравнении (3.125) сво­
бодный член С зависит только от положения системы отсчета и не
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имеет отношения к форме кривой L. В соответствии с выбо­
ром системы координат хОу

У( 0)=0. (3.126)
На основании (3.125) и (3.126)

С = 0. (3.127)
В силу (3.125) и (3.127)

у = Ах2+Вх, (3.128)
где А и В определяют форму параболы. Они могут быть выраже­
ны через геометрические параметры рыхлительной лапы. Действн- 
тельно, пусть ао — величина угла входа лапы в почву. Тогда

У' (0) =tg а0. (3.129)
Из (3.128) и (3.129) следует, что

fi = tga0. (3.130)
Наконец, пусть вылет носка равен Х о .  а высота заднего обреза 
лапы в плоскости кривой L равна у0. Тогда

У ( * о )= У о .  (3.131)
На основании (3.128), (3.130) и (3.131)

-̂*o + V & ao = Уо.
откуда

л  = - т  (Уо — -«otg*»). (3.132)
*0

В силу (3.128), (3.130) и (3.132) уравнением направляющей кри­
вой будет

У = “ Т" (Уо ~  * о аи) + х tg я0. (3.133)
ло

Формулой (3.133) задается профильная линия, при которой рыхли- 
тельная лапа обладает заданными размерами, заранее заданным 
углом входа в почву и испытывает во время работы наименьшее 
нормальное давление почвы и минимальный абразивный износ.
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Глава 4

Р Е З У Л Ь Т А Т Ы
Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ь Н Ы Х  И С С Л Е Д О В А Н И И

Достоверность выведенных формул (см. гл. 3) для опреде  ̂
лення оптимального профиля рабочих органов почвообрабатываю­
щих машин минимального тягового сопротивления проверяли пу­
тем сопоставления параметров лобового профиля рыхлительной 
лапы чизеля-культиватора, найденных экспериментально, с тео­
ретическими.

Ниже приводятся результаты экспериментально-теоретичес­
ких исследований по обоснованию оптимального лобового про­
филя рыхлнтельной лапы чизеля-культиватора минимального 
тягового сопротивления для работы на повышенных скоростных 
режимах движения в зоне поливного хлопководства.

4.1. л о б о в о й  п р о ф и л ь  р ы х л н т е л ь н о й  л а п ы

Многолетними исследованиями Всесоюзного института хлоп­
ководства (СоюзНИХИ) и других научно-исследовательских ин­
ститутов, а также опытом передовых хозяйств установлено, что 
в зоне хлопководства наиболее эффективной системой предпосев­
ной обработки почвы на засоленных землях но фону зяби и про­
мывных поливов, а на землях с недостаточной влажностью после 
влагозарядковых поливов является предпосевное чизелевание с 
последующим боронованием и малованием. При этом создают? 
лучшие условия для получения дружных всходов и раннего накоп­
ления коробочек, в результате повышается урожай доморозных 
сборов и общий урожай.

Предпосевное чизелевание почвы проводится чизелями-куль­
тиваторами. Для глубокого рыхления без оборота пласта на чи- 
зель-культнвагор устанавливают рыхлительные лапы, а для под­
резания корней сорняков и сплошного поверхностного рыхления 
почвы — плоскорежущие лапы.

Рыхлительные лапы чизель-культиватора должны обеспечить 
качественное рыхление почвы при минимальном тяговом сопро­
тивлении. Величина тягового сопротивления рыхлительных лап
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зависит от следующих основных параметров: угла раствора груди 
ф, угла ножевой части 2у, ширины В, угла вхождения в почву а, 
формы лобового профиля. Основные параметры рыхлительной 
лапы чизеля-культиватора для работы в зоне хлопководства бы­
ли исследованы в начале 80-х годов Р. И. Байметовым и М. Мир- 
ахматовым [4].

Лобовой профиль рыхлительной лапы — один из немаловаж- 
яых ее параметров, оказывающих существенное влияние на ее 
тяговое сопротивление, поэтому правильный выбор лобового про­
филя намного уменьшает тяговое сопротивление лапы.

По исследованиям некоторых авторов [26, 27, 28, 29], про­
филь лобовой поверхности рабочего органа в форме логарифми­
ческой кривой создает минимальное тяговое сопротивление. Урав­
нение логарифмической кривой имеет вид

у=К\пх+С.

где К  — коэффициент, характеризующий кривизну логарифмиче­
ской кривой; С — произвольная константа.

Тяговое сопротивление лапы будет минимальным, если в про­
цессе работы удельное давление почвы по всей рабочей поверх­
ности ее будет равномерным.

Удельное давление почвы на рыхлительную лапу во многом 
зависит от угла вхождения ее в почву. Для каждой глубины об­
работки почвы и скорости движения лапы есть свой оптимальный 
угол вхождения в почву. Поэтому лобовой профиль лапы был 
построен на основе выбора экспериментальным путем оптималь­
ного угла вхождения ее для каждого диапазона глубины обработ­
ки и скорости движения.

Экспериментальные исследования влияния угла вхождения в 
почву лапы на ее тяговое сопротивление в зависимости от глуби­
ны обработки и скорости движения проводили при постоянство 
всех параметров лапы, кроме угла вхождения а. Для этого была 
изготовлена лапа со следующими параметрами, рекомендованными 
Р. И. Байметовым и М. Мирахматовым для работы на скоро­
стях движения более 2,3 м/с в зоне хлопководства: угол раствора 
груди |5=120°, угол ножевой части 2у = 60э, ширина рыхлитель­
ной лапы В = 50 мм. Прн этих параметрах лапа имеет наимень­
шее тяговое сопротивление и наилучшие агротехнические пока­
затели.

Лана крепилась к специальной стойке, с помощью которой в 
процессе экспериментальных исследований устанавливалась под 
углом вхождения 30; 45; 60; 75; 90° и на различную глубину 
обработки.

Исследования проводились в почвенном канале при глубине 
хода лапы 4, 8, 12 и 16 см для четырех скоростей движения — 
1,7; 2,2; 2,7; 3,3 м/с. Перед тензометрированием лапы в почвен­
ном канале был подготовлен фон, близкий к полевым условиям.
13J



Твердость и влажность почвы в почвенном канале были следую­
щими:

Слой, см Влажность, % Твердость, МПа

0...5
5...10 
Ю. ..15
15., .‘J0

15,0
16.7
17.6
18,3

1,08 
1 .60 
1.72 
1,83

Результаты тензометрнровання были представлены в виде 
графиков зависимости тягового сопротивления от угла вхожде­
ния и глубины обработки при указанных скоростях движения.

Графические зависимости результатов опыта позволяют про­
следить влияние угла вхождения, глубины обработки и скоро­
сти движения рыхлительной лапы на ее тяговое сопротивление.

Тяговое сопротивление рыхлительной лапы с увеличением 
скорости движения и глубины обработки возрастало, а с уве­
личением угла вхождения сначала несколько уменьшалось, за­
тем возрастало. Соединяющие точки на пунктирных линиях при­
няты нами за оптимальные углы вхождения для каждой скоро­
сти движения и глубины обработки.

Наименьшее тяговое сопротивление на повышенных скорос­
тях движения (более 2,2 м/с) при глубине обработки Л= 12...16см 
отмечено при угле вхождения рыхлительной лапы а = 38...4Г.

Пользуясь полученными данными, мы построили лобовой про­
филь рыхлнтельных лап, при котором обеспечивается минималь­
ное тяговое сопротивление (рис. 16, а). Для каждой глубины 
/»=(4; 8; 12 и 16 см) провели прямые горизонтальные линии. 
Выбрав произвольную точку О на нижней линии, соответствую­
щую максимальной глубине хода рыхлительной лапы, последо­
вательно провели прямые линии под оптимальными углами <ц, а2. 
аз и щ к горизонту для каждой учетной глубины.

Лобовая часть рыхлительной лапы представлена в виде ло­
маной линии О, 0\, 02, Оз и 0 4. Если описать точки ломаной 
линии плавной кривой, то она окажется близко совпадающей с 
дугой окружности с радиусом R. Зная начальный ао и конечный 
« углы вхождения рыхлительной лапы, нетрудно получить мате­
матическую зависимость радиуса лобового профиля от глубины 
входа и углов вхождения.

Из рис. 16,6 имеем ^.ОАВ= ZOBA, следовательно, ZD A B  =

= < DBA =о=, а° и а = а" *  . Имея далее в виду, что

а т = 90° — 2 а" , получаем
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R = АВ
2COST

2sln

после преобразования

R = cosa,,— cosaa (4.1)

Отсюда радиус лобового профиля лапы должен быть тем боль­
ше, чем больше глубина хода и меньше аз. Этот угол увелнчнва-

Рис. 16

ется с увеличением скорости движения, поэтому радиус кривой 
должен уменьшаться. Начальный угол вхождения ао для всех 
скоростей движения был принят равным ио = 40°.

Вместо дуги окружности предпочтительнее брать параболу, 
вылет которой L  можно подсчитать по формуле

£ = & ctg | °  2~~ (4-2)

Прч известных значениях ао и а„ определяется угол ю между 
касательными AD и BD к кривой АВ.

Оптимальные параметры для построения лобового профиля 
рыхлнтельной лапы, которые определены по формулам (4.1.),. 
(4.2) для различных скоростей, приведены ниже:
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Показатель Скорость движении, км/ч

6.2 8.1 10,0 12,3

%  . град 41 41 41 41
. град 74 76 81 85

град 147 145 140 136
R, мм 333 312 267 234
L, мм 104 96 88 81

Пользуясь этими параметрами, построили лобовой профиле 
рыхлительной лапы для различных скоростей движения (рис. 17). 
На рис. 17 приведена также форма лобового профиля лапы, 
построенная по уравнению (3.103) (см. гл. 3) прн следующих

Интервал Эксперимен­
тальные mj

Тсорстм :сскне 
n Pl

Уклонения m, —npj
(m, —np| )• 

яр,

V, 0,8 0,94 —0.14 0,021
Y, 1.7 2.06 -0,-6 0,074
*3 2.7 3,38 —0,68 0.137
y 4 3.9 4,90 — 1 ,o 0,204
Yb 5.2 6.60 —1.4 0,297
Y„ 6.7 8,50 — 1 80 0,381
Y: 8,4 10.58 -2,18 0,741
Y„ 10,5 12,86 -2.36 0.433
Y„ 13.1 15.34 -2,24 0,327
Y io 18.0 18,0 0 0

I 2,62

значениях величин, входящих в формулу: глубина хода лапы 
y0 = h=\8 см; угол входа лапы а0 = 4Г, вылет носка лапы дг0 = 
= /. = 10 см.

Для представления о большей или меньшей близости теоре­
тически найденного лобового профиля (рис. 17, /) рыхлнтель­
ной лапы к эмпирическим (рис. 17, 3) применили один из наи­
более употребительных критериев — критерий х2 (Пирсона).

Данные для определения критерия х приведены в таблице.
При 9 степенях свободы и уровне значимости q = 5% находим 

табличную 3,32 [25).
Полученное нами значение х2 = 2,62 лежит в области допусти­

мых значений. Отсюда следует, что разница между теоретически­
ми и эмпирическими данными незначима.

Используя определенные ранее оптимальные параметры (угол 
раствора груди р=120°, угол ножевой части 2у=60°, ширина 
В  = 50 мм) и полученные в опыте данные, мы разработали экспе­
риментальную рыхлительную лапу для работы на скоростях дви­
жения 2,2...2,3 м/с.
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Рис. 17

Определены сравнительные энергетические показатели работы 
экспериментальной и существующей лап:

Показатель

Для экспериментальной лап м 
(при глубине обработка 1">,1см)
Горизонтальная состанляющая

Яг
Вертикальная состанляющая 

/?„ ,Н
Результирующая сила /?,// 
Удельное сопротинлеиие, даН/см1
Для существующей лапы 
(■ри глубине обработки 14,8 см)
Горизонтальная состанляющая

/?Р ,Н
Вертикальная составлающая 

R. ,Н
Результирующая сила R.H 
Удельное сопротивление, даН.'см3
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При скорости движения, м/с
1,41 2.0 2,54 3,13

376.0 488,1 541,3 619,2

172,0 177,1 181,1 183.0

406,0
0,490

515,0
0.648

579,0
0,734

644.1
0.824

407,7 487,7 597,0 671,8

172,0 184,0 187,0 190,0
440,0 521,2 641.1 697.0
0,625 0,723 0.957 0,997



\

Таким образом, у существующей рыхлнтельной лапы гори­
зонтальная составляющая на 8... 10% больше, чем у экспери­
ментальной. Вертикальная составляющая тягового сопротивле­
ния обеих рыхлительных лап примерно одинакова.

Изучение удельного сопротивления рыхлительных лап показа­
ло, что с увеличением скорости движения удельное сопротивле­
ние у обеих рыхлительных лап увеличивается. Так, если при 
скорости 1,41 м/с удельное сопротивление у экспериментальной 
лапы равно 0,490 даН/см2, то у существующей — 0,605 даН/см2. 
Когда скорость движения возрастала до 3,13 м/с, оно соответст­
венно стало равным 0,824 и 0,997.

Тяговое сопротивление чизеля ЧКУ-4 с шириной захвата 2 м 
ло двум сравниваемым рабочим органам оказалось следующим: 
у существующих при скорости 2,14 м/с — 6734,2 И, при 3,12 м/с— 
7510,0 И, у экспериментальных — соответственно 5791,0 и 6198,5 Н. 
Удельное сопротивление при указанных скоростях движения 3367,1 
и 3755,0 Н/м у серийных, 2895,6 и 3099,2 Н/м у экспериментальных.

Таким образом, тяговое сопротивление чнзель-культиватора 
ЧКУ-4 с серийными рыхлнтельнымн лапами при скоростях дви­
жения 2,14 и 3,15 м/с на 943 и 1312 Н больше, чем при установ­
ке экспериментальных рабочих органов.

Качество рыхления почвы или рыхлящая способность рабочих 
органов при использовании экспериментальных скоростных рых- 
лительных лап на повышенных скоростях движения улучшалось 
на 7,6... 13.4%.

Опыты показали, что чизель-культиватор с экспериментальны­
ми рабочими органами при работе на повышенных скоростях вы­
держивал заданную глубину обработки и имел лучшую устой­
чивость хода по глубине. Так, при скорости движения 3,33 м/с 
среднеквадратичное отклонение глубины обработки у него со­
ставило zi= 1,39 см, у чизель-культиватора с серийными рабочи­
ми органами ±1,51, коэффициент вариации глубины обработки

Удельное сопротивление на 1 м ширины захвата чизель-куль­
тиватора с экспериментальными рыхлнтельнымн лапами при 
скорости движения 3,15 м/с оказалось на 656 Н меньше, чем у 
обычных. При работе чизель-культиватора с экспериментальны­
ми лапами на повышенных скоростях движения степень кроше­
ния почвы улучшалась на 7,6...13,4%.

Рассмотрим технико-экономические данные об эффективно­
сти применения чизель-культиваторов со сравниваемыми рыхли- 
тельными лапами на повышенных скоростях движения:

4,4 и 5,4%.

Показатель Серимые Экспериментальные 
лалм

Выработка за 1 ч сменного времени, га 2,08 
Повышение производительности 

труда, % —

3,16

52,0
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Трудовые затраты на единицу
0.4? 0.31

Я5.4
1.58
1,15

работы, чел-ч га 
Снижение трудовых затрат, *V> 
Эксплуатационные затраты, руб 
Экономия на обработке, руб/га 
Годовая экономия от применения

2.7J

одной машины, руб. 530,8

Данные показали, что по производительности чизель-культи­
ватор ЧКУ-4 с экспериментальными ры.хлительными лапами на 
послойной обработке почвы на повышенных скоростях движения 
превышал серийный на 52%, при этом трудовые затраты снижа­
лись на 35,4%. От внедрения скоростной рыхлительной лапы 
экономия на 1 га составляла 1,15 руб., годовая экономия на одну 
машину 530,8 руб.

Таким образом, применение чизель-культиватора ЧКУ-4 с 
экспериментальными рыхлительными лапами для послойной об­
работки почвы на повышенных скоростях движения значитель­
но снижало затраты труда на единицу площади, сокращало 
сроки подготовки почвы к севу и положительно сказывалось на 
качестве обработки, что создавало наилучшие услоаия для роста 
и развития растений, способствовало увеличению урожая.
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