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AHHOTALINA

B noAroToBke BbICOKOKBANUMPULMPOBAHHLIX KOHKYPEHTHOCMNOCO6HbLIX
CMEeuMaucToB, OTBeYalLWNX COBPEMEHHbIM TpeboBaHWAM B o06aacTu
(hn3nyeckoi KynbTypbl 1 CNOPTA, NepPBOCTENEHHOe 3HAYEHNS UMeeT OBnafeHune
VMW 3HAHUAMU N YMEHUAMU NPUMEHEHNA W BHEAPEHUA HA MPaKTUKe MEeTO4UKN
peLleHns cnopTMBHLIX 3afa4 C UCNONb30BaHWEM MaTemMaTuYecKoro annapaTa.

B gaHHOM yyeGHOM nocobuu npuBefeHbl OCHOBHble MaTeMaTWYeckue
MOHATMWA W TEPMUHbI, YKa3aHbl OCHOBHblE CMOCOObI WX MPaKTUYECKOro
npuMeHeHns B cnopTe. Kpome Toro, B nmocobuu npuBefeHbl rnoccapuil,
BONPOCbI AN KOHTPONS 3HaHWiA, 06pasubl TeCcTOBbIX BOMPOCOB, a TakXKe
TeMbl A7 CamoCTOATeNbHON NOATOTOBKM.

B paHHOM y4ye6HOM n0CO6WM pPACCMOTPEHbl Takue Tembl BbiCLUEN
MaTemMaTUKN W MaTeMaTU4YecKOro aHanM3a Kak: Teopus MHOXKEeCTBa,
NVHelHas 1 BeKTOpHas anrebpa, AuddepeHunanbHble U WMHTerpanbHble
BbIYMCNEHNS, NINHEAHbIE (YHKUMM, AnddepeHLnanbHble YypaBHeHUs, a TakxKe
MeTOANKa BbIYNCNEHUA MHTErPaIOB.

[aHHoe nocobve pekoMeHAyeTCs L1 NPUMEHEHUS NPU NOATOTOBKE U
MPOBEAEHNS  NEKLUMOHHbIX,  MPaKTUYeCKWX 3aHaTUA, a Takoke [Aad
camoobpasoBaHus. [laHHoe yyebHOe nocobue npefHasHavyeHo [NA ydaliuxcs
bakanaspmaTa W MarucTpaTypsl BY30B husmyeckoll  KynbTypbl K
(hakynbTeTOB PU3NYECKOr0 BOCIUTAHMA.

ANNOTATION

For the preparation ofhighly qualified specialists in thefield ofphysical
culture and sports who meet modern requirements, to understand them modem
knowledge of the method of solving sports problems by a mathematical
apparatus and is ofparamount importancefor implementation in practice.

In this methodical manual, the main concept and statement are given and
the main methodsfor their application in sports are indicated. The lists ofbasic
reference words and word combinations, questions ofcontrol works, samples of
test questions, as well as a list oftasks ofindependent work are listed. A list of
glossary o fbasic reference words are given.

Methodological development covers such subjects of mathematics as: set
theory, linear and vector algebra, differential and integral computation,
functions of one variable, differential equations and also the method of
calculating integrals and their applications.

This methodical instruction can be used in lecture, practical classes, as
well as when doing independent work.



SO‘Z BOSHI

Mamlakatimiz mustaqillikka erishgach, ta’lim tizimini tubdan
islohat gilishga katta ahamiyat berildi. “Kadrlar tayyorlash milliy
dasturi”’dagi eng asosiy vazifalaridan biri - yuksak ma’naviy va
axlogiy talablarga javob beruvchi yuqori malakali mutaxassislar
tayyorlashdan iboratdir. Bu vazifani amalga oshirishda o‘quv-tarbiya
jarayoni uchun o‘quv adabiyotlarming yangi avlodini yaratish, uni
yugori sifatli o‘quv-uslubiy majmualar bilan ta’minlash muhim
ahamiyatga ega ekanligi dasturda ta’kidlab o‘tilgan.

Yuqori malakali, ragobatbardosh, zamonaviy talablarga javob
bera oladigan jismoniy tarbiya va sport sohasidagi kadrlar
tayyorlashda ularga chuqur matematik bilimlar berish va bu bilimlami
sportga oid masalalarni yechishga tatbiq eta olishga o‘rgatish katta
ahamiyatga ega. Shu sababli jismoniy tarbiya va sport yo‘nalishlari
bo‘yicha ta’lim oluvchi bakalavrlaming o‘quv rejalarida “Sportda
matematika” fanini o‘gitish ko‘zda tutilgan. Hozirgi davrda bu fanni
o‘gitish alohida ahamiyatga ega bo‘lgani uchun oxirgi yillarda chet
ellarda, jumladan, Rossiyada bu fan bo‘yicha juda ko‘p o ‘quv-uslubiy
adabiyotlar yaratilmogda. Ulardan bir gismi kitobning adabiyotlar
ro‘yxatida ko‘rsatilgan va bu ro'yxatni Internet tizimi yordaxnida
ancha kengaytirish mumkin.

Bu kitobda jismoniy tarbiya va sport sohasidagi kadrlar uchun
“Sportda matematika” fanining namunaviy dasturida rejalashtirilgan
barcha mavzular 0‘z o‘mini topgan. Bu mavzular jismoniy tarbiya va
sport sohasi bo‘yicha bo‘lg‘usi mutaxassislar uchun zarur bo‘lgan
matematikaning to‘plamlar nazariyasi, chizigli algebra, vektorlar
algebrasi, differensial va integral hisob, bir o‘zgaruvchili funksiyalar,
differensial tenglamalar va integral kabi asosiy bo‘limlarini tashkil
etadi.

Bu bo'limlar bo‘yicha nazariy ma’lumotlami yoritishda ikkita
muammoni hal etish lozim bo‘ldi. Bir tomondan, ushbu kitob
matematika bo'yicha o‘quv adabiyoti bo‘lgani uchun undagi
mavzulami iloji boricha to‘lig va izchil, yetarli darajadagi matematik
gat’iylik va aniglikda bayon etish talab gilinadi. Mrinchi tomondan
esa, bu kitob jismoniy tarbiya va sport yo‘nalishi bo‘yicha ta’lim
olayotgan bakalavrlar uchun mo‘ljallanganligi tufayli undagi ayrim
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teorema va formulalarni isbotsiz keltirishni, matematika bo‘yicha
nazariy ma’lumotlaming sportga oid mazmuni va tatbiglarini kengroq
yoritishni tagozo etadi. Shu magsadda berilayotgan tushuncha va
tasdiglarni  ko‘p sonli misollar va chizmalar orgali . ham
mustahkamlashga  harakat  qilindi. Yugorida  ko‘rsatilgan
muammolarni ganchalik darajada hal eta olganimizni baholash
o‘quvchiga havola gilinadi.

Hozirgi davrda talabalaraing mustaqil ishiga katta e’tibor
berilmogda va shu sababli ayrim tasdiglaming isbotlari talabalarga
havola etilgan. Bundan tashqgari, bir gator mavzular kengaytirilgan va
nisbatan chuqurroq yoritilgan bo‘lib, o‘gituvchi ulardan talabalaming
mustaqil ishini tashkil etish uchun foydalanishi mumkin. Deyarli har
bir mavzu oxirida talabalar mustaqil ishi uchun n parametrga bog‘liq
topshiriglar ham keltirilgan.

Har bir mavzu oxirida uning gisqacha mazmunini ifodalovchi
xulosalar, unga doir tayanch iboralar va olingan bilimlami tekshirish
uchun savollar ro‘yxati keltirilgan. Bundan tashqgari, o‘zbek tilidagi
adabiyotlarda matematika bo‘yicha testlar deyarli yoritilmaganligini
hisobga olib, har bir mavzu bo‘yicha testlardan namunalar keltirishni
joiz deb hisobladik.

Ushbu kitob nihoyasida o‘quvchilarga qulaylik yaratish
maqgsadida jismoniy tarbiya va sport sohasidagi kadrlar uchun
“Sportda matematika” fani bo‘yicha bizga ma’lum boigan adabiyotlar
ro‘yxati va asosiy tayanch iboralarning izohli lug‘ati o‘z o‘mini
topgan.



| BOB. SPORTDA MATEMATIKA FANIGA KIRISH.
TOTLAMLAR NAZARIYASINING TUSHUNCHA VA
ASOSLARI

Hozirgi zamon matematikasi tarkibiga cheksiz to plant tushunchasini
kirishi uni tubdan revolyutsionlashtirdi.
Aleksandrov P.S.

REJA:
Jismoniy tarbiya va sportda matematikaning

-y EE & -

To‘plam haqida tushuncha

I To‘plam ustida amallar ™ |
€. f Jps»." 'l mom

Kombinatorika hagida umumiy tushunchalar

Tavattch iboralar: matematika, taraqgiyot davrlari, model,
matematik model, to‘plam, to‘plam elementi, bo‘sh to‘plam, to‘plam
gismi, to‘plamlar tengligi, chekli to‘plam, cheksiz to'plam, aks
ettirish, o‘zaro bir giymatli moslik, ekvivalent to‘plamlar, to‘plam
guvvati, sanoqli to‘plam, sanogsiz to‘plam, kontinuum quvvatli
to‘plam, to‘plamlar birlashmasi, to‘plamlar kesishmasi, to‘plamlar
ayirmasi, universal to‘plam, to‘plam to‘ldiruvchisi, dekart ko‘paytma,
kombinatorik masala, kombinatorika, go‘shish qoidasi, ko‘paytirish
qoidasi, o‘rin almashtirish, kombinatsiya, Nyuton binomi,
o‘rinlashtirish.

1.. Jismoniy tarbiya va sportda matematikaning o‘mi

Hozirgi kunda amalda o0‘z ijrosini namoyon etayotgan
0 ‘zbekiston Konstitutsiyasi, gqator qonunlar, jumladan, “Ta’lim
to‘g‘risida”gi va “Jismoniy tarbiya va sport to‘g‘risida”gi gonunlar,
Prezident farmonlari hamda Hukumat qarorlari mamlakatimizda
jismoniy tarbiya wva sport sohasini bozor munosabatlariga
moslashtirish va uni rivojlantirish sur’atini jadallashtirishga garatilgan
moddiy-huquqgiy imkoniyatlarini yaratib bermoqda.



Biz maktabdan boshlab tanishgan, endi esa uni o'rganishni davom
ettirayotgan matematika eng gadimgi fanlardan biri bo‘lib hisoblanadi.
“Matematika” atamasi yunon tilidagi “matema” so‘zidan olingan
bo‘lib, “bilim, fan” degan ma’noni bildiradi. “Matematika fani nimani
o‘rganadi?” degan savolga umumiy javob berish uchun juda ko‘p
matematik va faylasuflar harakat gilganlar. XX asrning buyuk
matematigi, rus olimi akademik A.N.Kolmogorov (1903-1987)
tomonidan 1954-yilda yozilgan va “Matematika” deb atalgan magolada
matematika quyidagicha ifodalanadi:

Ta’rif: Matematika haqgigiy olamning migdoriy munosabatlari va
fazoviy formalari haqgidagi fandir.

Yuqorida ko'rsatilgan maqolada A.N.Kolmogorov matematika
taragqiyotini to‘rt davrga ajratadi.

Matematikaning shakllanish davri eramizdan oldingi \
V ,asrgacha davom etdi. Bu davrda insoniyat turli predmetlami
sanashni o‘rgandi va natijada natural son va ular uchun “katta”,
“kichik”, “teng” tushunchalari paydo bo‘ldi. Turli ko‘rinishdagi ish
qurollarini yasash, dehgonchilikda ekin maydonlari chegarasini
o‘tkazish, kulolchilikda har xil idishlar tayyorlash natijasida geometrik
shakllar vajismlar tushunchalari shakllana boshlandi.

<*Elementar matematika davri eramizdan oldingi V asrdan
boshlab, XVII asr boshlarigacha davom etdi. Oldingi davrdagi
matematik bilimlar tarqoq, xususiy ko‘rinishdagi natijalardan, gonun-
goidalardan iborat edi. Ulami birlashtirish, umumiy ko‘rinishga
keltirish gadimgi Yunon davlatida boshlandi va eramizdan oldingi Il
asrlarda yunon olimi Evklid tomonidan uning “Negizlar” asarida
matematika fanini ilmiy poydevoriga asos solindi.

Ko‘rilayotgan davming [IX-XV asrlarida matematikaning
rivojlanishiga 0 ‘rta Osiyo olimlarining hissasi katta bo'ldi. IX asrda
yashab ijod etgan xorazmlik olim Muhammad ibn Muso al Xorazmiy
birinchi bo‘libm o‘zining “Aljabr” asarida algebra faniga asos soldi.
Yevropalik olimlar bu kitob orgali kvadrat tenglamalami yechish usuli
bilan tanishdilar. XV asrda buyuk astronom va matematik Mirzo
Ulug‘bek (1394-1449) o‘zining “Ziji Kuragoniy” nomli asarida 1018
ta yulduzning koordinatalarini nihoyatda katta aniglik bilan hisoblab
berdi.



# Oliy matematika davri XVII asrdan boshlanib, XIX
asrgacha davom etdi. Elementar matematikada Kkattaliklar va
geometrik, ob’yektlar qo‘zg‘almas, o‘zgarmas miqgdorlar kabi qgaralar
edi. Matematikada endi harakatlanuvchi va o‘zgaruvchi miqgdorlarni
ko‘rishga to‘g‘ri kela boshladi. Turli masalalami yechishda ikKki
o'zgaruvchi migdor orasidagi o‘zaro bog‘lanishni o‘rganishga to‘g‘ri
keldi va bunday bog‘lanishlar funksiya tushunchasiga olib keldi.
Nemis matematigi Leybnits 1682-1686- yillarda va ingliz matematigi,
mexanigi Nyuton 1665-1666-yillarda amaliy masalalami yechishning
kuchli matematik quroli bo'lgan differensial va integral hisobni kashf
etdilar.

*# Hozirgi zamon matematikasi davri XIX asr boshidan
hisoblanadi. Oldingi davrlarda matematika asosan, amaliy masalalami
yechish natijasida rivojlangan bo‘lsa, endi matematika o‘zining ichki
gonuniyatlari bo‘yicha ham rivojlana boshladi. Bu rivojlanish oldin
topilgan tushunchalami, natijalami umumlashtirish, ulami mantigiy
jihatdan tugallanganligiga erishish, oldingi natijalami hozirgi zamon
yutuglari asosida gayta ko‘rib chigish, tahlil etish kabi yo‘nalishlarda
amalga oshadi.

o ‘zbekistonda matematika fanining rivojlanishiga, o0°‘zbek
matematika maktabiga asos solishda akademik V.l.Romanovskiy
(1879-1954) juda katta hissa qo‘shdi. o ‘zbek matematika maktabining
ilk qaldirg‘ochi akademik T.N.Qori-Niyoziy (1897-1970) boiib
hisoblanadi. Dunyoga tanilgan o0°‘zbek olimlari, akademiklar
T.A.Sarimsoqov ~ (1915-1995), S.X.Sirojiddinov ~ (1920-1988),
N.Y.Sotimov (1939-2005), T.J.Jo‘raev va T.A.Azlarov\as hozirgi
zamon matematikasiga salmogqli hissalarini go‘shdilar. Akademiklari-
mizdan M.S.Saloxitdinov, Sh.O.Alimov, Sh.A.Ayupov,
Sh.Q.Farmonov, A.Sa’dullayev va boshqalar matematik fizika
tenglamalari, funksional tahlil, ehtimollar nazariyasi va matematik
statistika, matematik tahlil kabi yo'nalishlar bo‘yicha juda katta
kashfiyotlar qilib, O‘zbekistonda matematika rivojlanishini davom
ettirmoqdalar.

Hozirgi paytda matematik usullar qo‘llanilmaydigan fan yoki
sohani ko‘rsatish juda qiyin. Bunga matematikaning quyidagi
xususiyatlarini sabab qilib ko‘rsatish mumkin.



> Matematika biror xulosani keltirib chigarishda ma’lum bir
goidalardan hech ganday chetlashmaydi, ya’ni u izchillikka egadir.

> Matematikada xulosalar aksiomatik asosda keltirib chigariladi.
Bunda poydevor sifatida aksiomalaming ma’lum bir tizimi olinib,
matematik tushuncha va natijalar unga asoslangan holda yaratiladi.

> Matematika ob’yektlaming real ma’nosi ganday boMishidan
gat’iy nazar ulami abstraktlashtirgan, umumlashtirilgan holda garaydi.
Shu sababli olinadigan natijalar ham umumiy xususiyatga ega bo‘ladi.

Tarixan matematika dastlab astronomiya va mexanika, fizika,
elektrotexnika kabi texnik fanlarga tatbig gilingan bo‘lsa, XIX asr
boshlarida igtisodiy masalalar ham matematik usullar yordamida
o‘rganila boshlandi. Xalg xojaligini matematika yordamida tadgigot
etish jahonda birinchi marta farang olimi F.Kane tomonidan amalga
oshirildi. Uning asari tarixga “Iqtisodiy jadval” nomi bilan kirdi. Bu
jadval asosida F.Kane ishlab chigarishni, mahsulot almashtirish va
tagsimlashning juda ko‘p xususiyatlarini xalq xofjaligi nuqtai
nazaridan umumlashtirishga muvaffaq bo‘ldi. Hisoblash texnikasining
paydo bo‘lishi bilan matematikaning tatbiglar doirasi va imkoniyatlari
keskin kengaydi.

Qolaversa, bugungi kunda sportga oid masalalami matematik-
lashtirish tez sur’atlar bilan rivojlanmoqda. Bunga sabab shuki,
sportga oid jarayonlar juda murakkabdir va shuning uchun ulami aniq
usullardan foydalanmasdan turib tahlil qilib bo‘lmaydi. Bundan
tashqari, sportga oid masalalarda ko‘pincha sonli parametrlar bilan ish
ko‘riladi, bu esa matematik usullardan foydalanishga qulaylik
yaratadi. Ammo hozirgi kunda ham sportga oid ayrim masalalar
0'zining matematik yechimini kutmoqgda, chunki hozircha sportning
ehtiyojlari matematikaning imkoniyatlaridan ortiqroqdir.

Sportda matematika fanining o‘qitilishida - talabalami matema-
tikaning zaruriy ma’lumotlari majmuasi (tushunchalar, tasdiglar va
ularning isboti, amaliy masalalami yechish usullari va boshgalar)
bilan tanishtirish hamda sport yo‘nalishlarini matematika bilan uzviy
bogiigliklarini o'rganishdan iboratdir. Ayni paytda, u talabalami
mantiqiy  fikrlashga, to‘g‘ri  xulosa chigarishga, matematik
madaniyatini oshirishga xizmat giladi.

Oliy ta’limning Davlat ta’lim standartlariga ko‘ra, “Sportda
matematika” fani talabalarda jismoniy tarbiya va sportda matematik
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hisoblashlami bajarish bo‘yicha bilim, malaka va ko‘nikmalami
tizimli shakllantirishga yo'naltirilgan. Talabalami mantiqiy fikrlashga,
nazariy bilimlami amaliyotga bevosita tatbiq etishga, to‘g‘ri xulosa
chigarish va qaror gabul gilishga o‘rgatish mazkur fanning asosiy
vazifalaridan hisoblanadi.

“Sportda matematika” fanining o‘gitilishidan maqgsad - talaba-
lami matematikaning zaruriy ma’lumotlari majmuasi (tushunchalar,
tasdiglar va ularning isboti, amaliy masalalami yechish usullari va
boshgalar) bilan tanishtirish hamda sport yo ‘nalishlarining matematika
bilan uzviy bog'ligliklarini o‘rgatishdan iboratdir. Ayni paytda, u
talabalami mantigiy fikrlashga, to‘g‘ri xulosa chigarishga, matematik
madaniyatini oshirishga xizmat giladi.

Jismoniy tarbiya va sport ta’limida matematikani o'gitishning
vazifasi - hozirgi zamon bozor igtisodiyoti sharoitlarini hisobga olgan
holda har bir jamiyat a’zosining jismoniy va mehnat faoliyati va
kundalik hayoti uchun zarur boMgan matematik bilim, ko‘nikma va
malakalami berish, shuningdek, talabalaming hayotiy tasavvurlari
bilan amaliy faoliyatlarini umumlashtirib borib, matematik tushuncha
va munosabatlami ular tomonidan ongli o‘zlashtirishlariga hamda
hayotga tatbig eta olishga intilish, talabalarda izchil mantigiy
fikrlashni shakllantirib borish natijasida ulaming aql-zakovati rivojiga,
tabiat va jamiyatdagi muammolami hal etishning magbul yo‘llarini
topa olishlariga ko‘maklashish, umuminsoniy madaniyatning tarkibiy
gismi sifatida matematika to‘g‘risidagi tasavvurlami shakllantirishdan
iborat.

Mazkur fan jismoniy tarbiya va sport faoliyati mashg‘ulotlarini
to‘g‘ri tagsimlashda va matematik tahlil gilishda zarur bo‘ladigan
bilim, malaka va ko‘nikmalami shakllantirishda muhim ahamiyatga
ega. Jumladan, bo'lajak o‘gituvchi va murabbiylar sportchilaming
jismoniy tayyorgarlik va natijalaming murakkab tomonlarini aniglash
yo‘llarini, ularga ta’sir ko'rsatadigan turli omillami baholash, o‘gitish
va mashq jarayonlarining sonli ma’lumotlarini aniglash, hisob-kitob
gilish va tahlil gilish malakasi va ko‘nikmalarini egallashlari talab
gilinadi.

Matematikaning amaliy tatbiglarida model tushunchasi muhim
ahamiyatga ega. Inson hamma vaqt biror jarayon, hodisa yoki
ob’yektni o‘rganishda uning u yoki bu ko‘rinishdagi modelidan
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foydalaniladi. Masalan, Yer uning modeli bo‘lmish globus, turli
mashina va qurilmalar ulaming maketlari yordamida aks ettirilishi
mumkin. Model tushunchasi juda keng va turli ma’nolarga ega.
Jumladan, unga quyidagicha ta’rif bs rish mumkin.

Ta’rif: 0 ‘rganilayotgan ob’yektning ma’lum bir muhim
xususiyatlarini ifodalovchi moddiy yoki ideal ko'rinishdagi qurilma
model deb ataladi.

- Moddiy modellarga misol sifatida turli ob’yektlaming
maketlarini, tasvirlarini va turli mexanik, elektron qurilmalami
ko'rsatish mumkin. Ideal modellarga misol sifatida ob’yektlarni turli
matematik belgi va ifodalar, tushunchalar orgali ifodalashni ko‘rsatish
mumkin. Bular matematik modellar bo'lib hisoblanadi. Matematik
modellarda turli munosabatlar tenglamalar, tengsizliklar va hokazolar
orgali ifodalanadi.

Modelda qaralayotgan ob’yektning fagat o°‘rganilayotgan
xususiyatlari aks ettiriladi, ya’ni model ob’yektning barcha jihatlarini
ifodalashi shart emas. Modellar bevosita kuzatib bo‘Imaydigan
ob’yekt vajarayonlarni o'rganishda keng go‘llaniladi.

o ‘rganilayotgan jarayonnihg modeli tuzilgach, uning yordamida
ma’lum bir natijalar olinadi. Agar bu natijalar real natijalar bilan
solishtirilganda, ular orasida qdniqarli darajada yaqinlik kuzatilmasa,
tuzilgan modelni takomillashtirish yoki butunlay-bosfrga ~bir modelni
tuzishga o‘tiladi.

Sportga oid masalani matematik modellar yordamida yechishni
shartli ravishda quyidagi besh bosgichga ajratish mumkin.

AMasalani go‘yilishi, ya’ni tadgigotnin® mazmuni va magsadini
aniqglash;

S Masalaning matematik modelini yaratish, ya’ni garalayotgan
ob?yekt yoki jarayonning o'rganilayotgan belgilarini ajratib olib, ular
orasidagi munosabatlami matematik ifodalash;

ATuzilgan modelga asoslangan holda izlangan yechimni topish
va uni hagigatga yaqinligini, sifatini tekshirish;

S Model va undan hosil gilingan yechim hagigatga yetarli
darajada yaqin bo‘lmasa, modelni takomillashtirish yoki yangilash;

S Olingan yechimni amalga oshirish, hayotga tatbiq etish.

Sportga oid matematik modellar yordamida ob’yektning muhim
tarkibiy qgismlarini aniglash, ayrim ko‘rsatkichlaming optimal
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giymatlarini topish, kelgusidagi holatni bashorat etish kabi masalalami
yechish mumkin.

Matematik modellaming o‘ziga xos xususiyati shundan iboratki,
unda sport tajribalari o‘tkazish, turli g‘oyalarni tekshirish real hayotda
emas, balki modellarda amalga oshiriladi. Hozirgi davrda bu modellar
kompyuterlar yordamida tahlil etilib, minglab variantlar orasidan eng
yaxshisi tanlanadi.

1.2. To‘plam hagida tushuncha

To‘plamlar nazariyasi deyarli barcha matematik fanlaming
asosida yotadi. Bu nazariya asoslari 1879-1884-yillarda nemis
matematigi Georg Kantor tomonidan chop etilgan bir qator
magqolalarda yoritib berildi. Toplam matematikaning poydevorida
yotgan boshlang'ich tushunchalardan biri bo‘lgani uchun u ta’rifsiz
gabul etiladi. To‘plam deyilganda biror bir xususiyati bo‘yicha
umumiylikga ega bo‘lgan ob’yektlar majmuasi tushuniladi. Masalan, |
kurs talabalari to‘plami, futbol maydonidagi o‘yinchilar to‘plami,
[0 ;1] kesmadagi nugtalar to‘plami, natural sonlar to‘plami, firma
xodimlari to‘plami, korxonada ishlab chigarilgan mahsulotlar to ‘plami
va hokazo. Matematikada to‘plamlar A,B,C,D,... kabi bosh harflar
bilan belgilanadi. A,B,C,D,... to‘plamlarga kiruvchi ob’yektlar
ulaming elementlari deyiladi va odatda, mos ravishda Kkichik
a,b,c,d,... kabi harflar bilan belgilanadi. Bunda «a element A
to'plamga tegishli (tegishli emas)» degan tasdiq aeA (a<€A) kabi
yoziladi.

Ta’rif: Birorta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo‘sh
to plant deyiladi va o kabi belgilanadi.

Masalan, {sinx=2 tenglamaning yechimlari}=o , {perimetri 0
bo'lgan kvadratlar}=o , {kvadrati manfiy bo‘lgan haqigiy sonlar}=o .

Algebrada 0 soni ganday vazifani bajarsa, to‘plamlar
nazariyasida o« to‘plam shunga o‘xshash vazifani bajaradi.

Ta’rif: Agar A to‘plamga tegishli har bir a element boshqga bir B
to‘plamga ham tegishli bo‘lsa (aeA => aeB), u holda A to‘plam B
toplamining qismi deyiladi va AcB (yoki BoA) kabi belgilanadi.

Quyidagi 1-rasmda B kvadratdagi, A esa uning ichidajoylashgan
doiradagi nugtalar to‘plamini ifodalasa, unda AcB boiadi.

12



Masalan, “Bunyodkor” futbol klubida to‘p suradigan futbolchilar
to‘plamini A, mamlakatdagi barcha futbolchilar to‘plamini esa B deb
olsak, unda AcB bo‘ladi.

Ta’rifdan ixtiyoriy A to‘plam uchun AcA va o cA tasdiglar
o'rinli bo‘lishi kelib chigadi. Shu sababli to‘plamlar uchun ¢ belgisi
sonlar uchun < belgiga o‘xshash ma’noga egadir.

Ta’rif: Agarda A va B to‘plamlar uchun AcB va BcA shartlar
bir paytda bajarilsa, bu to‘plamlar teng deyiladi va A=B kabi yoziladi.

Masalan, A={—1;1} va B={x-1=0 tenglama ildizlari}, C=
{badiiy asami yozish uchun ishlatilgan harflar} va D={alfavitdagi
harflar} to‘plamlari uchun A=B, C=D boMadil

Chekli to‘plamlar. To‘plamlar nazariyasida barcha to'plamlar
chekli va cheksiz to‘plamlarga ajratiladi. Bu to‘plamlami ta’riflash
uchun quyidagi tushunchalami kiritamiz.

Ta’rif: Agar A va B to‘plamlar berilgan bo‘lib, har bir aeA
elementga biror / gonun-goida asosida bitta va fagat bitta s eB
element mos qgo‘yilgan bo‘lsa (a—*b), A to‘plam B to‘plamga aks
ettirilgan deyiladi va/ A —B kabi ifodalanadi.

Masalan, f(x)=smx akslantirishda X=(-co, o0) haqiqiy sonlar
to‘plami Y =[-1, 1] kesmaga (f. X —=*Y), g(x)=x3 akslantirishda esa
X=(—e0, 00) to‘plamni o0‘ziga (g: X —X) akslantiriladi.

Ta’rif: Agar / : X —% Y akslantirish berilgan bo‘lsa, Y
to‘plamning y~ftx) elementi X to‘plamning jc elementining tasviri, x
esa>' elementning asli deyiladi.

Ta'rif: Agar/ : X —*Y akslantirishda har bir*eY tasvirga uning
fagat bitta xeX asli mos kelsa (buni x<>y kabi ifodalaymiz), bu
akslantirish X va Y to‘plamlar orasidagi o‘zaro bir giymatli moslik
deyiladi.

1Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. - USA: Rice University, Connexions. 2011. P. - 175.
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Masalan, /(jt) =sinx: X-(-oo, oo) —> Y =[-l, 1] akslantirish
o‘zaro bir qgiymatli moslik bo‘lmaydi, chunki >=sinx,_ye[-1,],
tenglama X =(-o00, oo) hagigiy sonlar to‘plamida cheksiz ko‘p yechimga
egadir. g(jc)=x3: X —> X akslantirish esa o‘zaro bir giymatli moslikdir,
chunki y=x tenglama X=(-00, oo) haqgigiy sonlar to‘plamida fagat bitta
yechimga egadir.

Ta’rif: Agar A to‘plamning elementlari bilan natural sonlar
to‘plami N ning dastlabki biror m ta elementlari orasida o‘zaro bir
giymatli moslik o‘matib bo‘lsa, unda A chekli to plant deyiladi.

Masalan, A={Yer yuzidagi barcha odamlar}, B={Kitobdagi
varaglar}, C={Sport zalidagi snaryadlar}, D={Futbol federatsiyasidagi
a’zolar} kabi to‘plamlar chekli bo‘ladi.

Ba’zi hollarda chekli to‘plamdagi elementlar sonini aniq
ko‘rsatib bo‘ladi, ba’zi hollarda esa, bu sonni aniq ko‘rsatib
boMmaydi. Masalan, A={0‘zbekistondagi viloyatlar} to‘plami chekli
va uning elementlari soni m(A)=12 deb ko‘rsatish mumkin. Ammo
B={Yer yuzidagi barcha daraxtlar} to‘plami ham chekli bo‘lsada,
undagi elementlar soni m(B) ni aniq ko ‘rsata olmaymiz.

Umumiy holda chekli A to‘plamning elementlar soni m(A)=m
bo‘lsa, buto ‘plamni A={«ira2,..., am} ko‘rinishdayozishmumkin .

Teorema: Agarda chekli A va B to‘plamlaming elementlari soni
mos ravishda m(A) va m(B) bo‘lsa, unda ulaming birlashmasi AuB
va kesishmasi AnB elementlarining soni o ‘zaro

m(AuB)=m(A)+m(B)-m(AnB)

tenglik bilan bogMangan.

Isbot: Fagat A yoki B to‘plamga tegishli elementlar sonini T4
yoki mB deb belgilaymiz. Fagat A to‘plamga tegishli elementlar
undagi barcha elementlar orasidan uning B to‘plamga kiradigan
elementlarini chigarib tashlashdan hosil bo‘ladi va shu sababli
mA=m(A) - m(AnB) tenglikni yoza olamiz. Xuddi shunday
mB=m(B)-m(AnB) boladi. AuB to‘plamdagi elementlar fagat A
to‘plamga, fagat B to‘plamga va ulaming ikkalasiga ham, ya’ni AnB
to‘plamga tegishli elementlardan tashkil topadi. Demak,

2Rupinder Sekhon, Applied Finite Mathematics. - USA: Rice University, Connexions. 2011. P. - 176.
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-T(AnB)=TA 1B+T(AMB)=[w(A)-T(AnB)]+[T(B)-T(AnB)]+
+m(AnB)=m(A)+m(B)-m(AnB)

Masala: Futbol akademiyasi tarbiyalanuvchilaridan 300 nafari-
ning sifati tekshirildi. Bunda futbolchi oliy toifali, | toifali, Il toifali
yoki sifatsiz bo‘lishi mumkin deb hisoblanadi. Tekshiruv natijalaridan
270 nafar futbolchi sifatli va 150 nafar futbolchi oliy toifali emasligi
ma’lum. | va Il toifali futbolchilaming umumiy sonini toping.

Yechish: Tekshiruvda sifatli deb topilgan futbolchilaming
to‘plamini A, oliy toifali bo‘lmagan futbolchilaming to‘plamini B
kabi belgilaymiz. Masala shartiga asosan, m(A)=270 va m(B)=150
ekanligi ma’lum. To‘plamlar birlashmasi ta’rifiga asosan, AuB futbol
akademiyasi tarbiyalanuvchilari to‘plamini ifodalaydi, shu sababli
m(AuB)=300 bo‘ladi. To‘plamlar kesishmasi ta’rifiga asosan, AnB
tekshiruv natijasida sifatli va oliy toifali bo‘lmagan, ya’ni I yoki Il
toifali deb baholangan futbolchilar to‘plamini ifodalaydi. Unda,
yuqorida isbotlangan formuladan foydalanib, masala javobini
quyidagicha topamiz:

m(AuB)=m(A)+m(B)-m(AnB)=>m(AnB)=m(A)+m(B)-m(AuB)=
=270+150-300=120.

Demak, | va Il toifali futbolchilaming umumiy soni 120 nafar
ekan.

Cheksiz to‘plamlar. Endi cheksiz to‘plam tushunchasini
kiritamiz vau bilan bog‘liq tasdiglar bilan tanishamiz.

Ta’rif: Chekli bo‘Imagan A to‘plam cheksiz toplam deyiladi.
Masalan, natural sonlar to‘plami N={\, 2, 3, e n,
Q={Ratsional sonlar}, A={[0;1] kesmadagi nuqtalar}, B={sinx=a (|
<1) tenglama ildizlari} va D={Tekislikdagi barcha to‘g‘ri chiziglar}

kabi to‘plamlar cheksiz bo‘ladi.

A va B chekli to‘plamlami ulaming elementlari soni m(A) va
m(B) bo‘yicha m(A)>m(B), m(A)=m(B), m(A)<m(B) munosabatlar-
ning biri bilan o‘zaro tagqoslash mumkin. Bunda chekli to‘plamlarni
ikki xil usulda tagqoslash mumkin.

1-usul: A va B to‘plamdagi elementlar soni m(A) va m(B)
bevosita sanash orgali topiladi va so‘ngra ular o‘zaro tagqoslanadi.
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2-usul: Har bir aeA elementga bitta va fagat bitta beB
elementini mos qo‘yamiz. Agar bu mos go‘yishda A to‘plamdagi
elementlar ortib qolsa (ya’ni, bir gancha aeA elementlarga B
to‘plamda ularga mos go'yiladigan elementlar yetmay qolsa), unda
m(A)>m(B) va aksincha, B to‘plamning elementlari ortib qolsa,
m(A)<m(B) boiadi. Uchinchi holda A to‘plamda ham, B to'plamda
ham elementlar ortib golmaydi va bunda m(A)=m(B) bo‘ladi.

Masalan, A={Viloyatdagi sport maktablari}, B={Viloyatdagi
murabbiylar} to'plamlami ulardagi sport maktablari va murabbiylar
sonini sanamasdan, 2-usulda taggoslaymiz. Buning uchun har bir sport
maktabiga bittadan murabbiyni jo ‘natamiz. Agar bir gism sport
maktablariga jo‘natish uchun murabbiylar yetmay qolsa, unda
m(A)>m(B); hamma sport maktablariga murabbiylar jo ‘natilib,
ulaming bir gismi ortib golgan boisa, unda m(A)<m(B); hamma sport
maktablariga murabbiylar jo‘natilib, boshga murabbiy qolmagan
bo‘lsa, unda m(A)=m(B) bo‘ladi.

Har ganday chekli A to‘plamning elementlar soni har ganday
cheksiz B to‘plamdagi elementlar sonidan kichik ekanligi tushunarli.
Endi A va B cheksiz to‘plamlar bo‘lsin. Bu holda ularni elementlari
soni bo‘yicha o‘zaro taqqoslash masalasi paydo bo‘ladi. Bunda A va
B cheksiz to‘plamlar bo‘lgani uchun bu masalani 1-usul bilan hal gilib
bo‘lmaydi. Ammo 2-usul bilan cheksiz to‘plamlami o'zaro tagqoslash
mumkin. Buning uchun to'plamlaming ekvivalentligi tushunchasidan
foydalanamiz.

Ta’rif: Agar A va B to‘plamlar orasida o‘zaro bir giymatli
moslik o‘matib boisa, bu to‘plamlar ekvivalent deyiladi va A~B kabi
belgilanadi.

Masalan, A-{toq sonlar}, B={juft sonlar} boisin. Unda A3a2n-
lo2uneB, ya’ni Ic>2, 304, 5<=>6, m 24-1«2un, —ko'‘rinishda A va
B to‘plam elementlari o‘rtasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘matish
mumkin va shu sababli A~B bo‘ladi. Demak, A va B to‘plamlar
ekvivalent, ya’ni A~B boisa, ulami elementlar soni bo‘yicha bir xil
deb garash mumkin.

Teorema: Agarda A~B, B~C boisa, unda A~C boiadi.

Isbot: A~B boigani uchun A saoieB va B~C boigani uchun
B36 <>ceC. Unda A sao ceC desak, A va C to‘plamlar o‘rtasida
o0°‘zaro bir giymatli moslik o ‘matiladi, ya’ni A~C boiadi.
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Ta’rif: Agar A~B boisa, ular teng quvvatli to‘plamlar deb
ataiadi.

Chekli A va B to‘plamlaming quvvati ulardagi elementlar soni
m(A) va m(B) kabi aniglanadi. Shu sababli chekli A va B to‘plamlar
ekvivalent, ya’ni teng quvvatli bo‘lishi uchun ulaming elementlari
soni m(A)=m(B) shartni ganoatlantirishi zarur va yetarlidir.

Cheksiz to‘plamlar ichida eng “kichligi” natural sonlar to‘plami

7\/={1 )2 ,3,4,

bo‘lib hisoblanadi.

Ta’rif: Natural sonlar to‘plami N va unga ekvivalent barcha
cheksiz to ‘plamlar sanoqli to plam deyiladi.

Agarda A sanogli to‘plam boisa, uning elementlarini natural
sonlar yordamida belgilab (nomerlab) chigish mumkin, ya’ni A={a{,
«2 S>3 » . **} deb yozish mumkin.

Endi sanoqll to‘plamlarga misollar keltiramiz.

1) z={butun sonlar}={ -, -2,-1,0,1,2, <=} sanoqgli to‘plam
boiadi. Bunga Zs« 0 2n+leN, agar n>0 bo‘lsa va Z?««2 |n\eN,
agar «<o boisa, ya’ni nomanfiy butun sonlarga toq natural sonlami,
manfiy butun sonlarga esa Juft natural sonlami mos qo‘yish bilan
ishonch hosil gilish mumkln . Bunda NcZ boisada N~Z ekanligim
ta’kidlab o‘tamiz.

2) A={juft sonlar}={2,4,6,8, =, In, —}~N. Bunga A32n<=> weN
o‘zaro bir giymatli moslik o‘matish orgali ishonch hosil etish
mumKkin.

Sanoqli to‘plamlar quyidagi xossalarga ega boiishini ko‘rsatish
mumkin:

I. Har ganday sanoqli to‘plamning gism to‘plami chekli yoki
sanoqli boiadi.

Il. Sanogli va chekli to‘plam birlashmasi sanogli to‘plam boiadi.

I11. Chekli yoki sanogli sondagi sanoqgli to‘plamlar birlashmasi
sanoglidir.

IV. Barcha sanoqli to ‘plamlar o‘zaro ekvivalent boiadi.

Oxirgi tasdigdan barcha sanoqli to‘plamlar bir xil quvvatga ega
ekanligi kelib chigadi.

Teorema: Ratsional sonlar to‘plami Q sanoqli.

3 ECTeCTBEHHO-Hay4Hble OCHOBbI (DM3MYECKOI Ky/lbTypbl W criopTa: yyeGHUK / mog ped. A.B.CaMcoHOBOA,
P.b.LlannaroBoii. - M.: CoseTe-*?? cnopT, 2014. - C. 8.
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Isbot: Q+va Q orgali mos ravishda musbat va manfiy ratsional
sonlar to‘plamini belgilab, Q= Q”u {0} u Q+deb yozish mumkin.
Bunda Q+sro -reQ- deb, Q+~ Q' ekanligini ko‘ramiz. Shu sababli,
Il va Ill xossalarga asosan, Q+to‘plamni sanoqli ekanligini ko‘rsatish
kifoya. Har ganday reQ + ratsional sonni r=p/q ko'rinishda yozish
mumkin. Bu yerda p va q - natural sonlar bo‘lib, ularni o‘zaro tub deb
hisoblash mumkin. r=p/q sonning balandligi deb h=|p|+q songa
aytiladi. Balandligi h=m>2 bo‘lgan ratsional sonlar cheklita va ulami
balandligi oshib borishi bo‘yicha birin-ketin nomerlab chigish
mumkin. Masalan, balandligi h=2 bo‘lgan bitta ratsional sonni
IN=1/1=1, h=3 bo‘lgan ikkita ratsional sonlarni [=1/2 va '3=2/1, h=2,
h=4 bo‘lgan ratsional sonlarni r.=1/3 va l5=:/1=3 kabi nomerlaymiz.
Demak, har bir musbat ratsional sonni r,, neN, kabi belgilab chigish
mumkin va shu sababli Q+N bo‘ladi4.

Sanogsiz to‘plaml!ar. Har ganday cheksiz to‘plam sanoqli
boMavermaydi.

Ta’rif: Sanoqgli bo‘Imagan cheksiz to‘plam sanogsiz toplam deb
aytiladi.

Ushbu teorema sanoqsiz to‘plamlar mavjudligini ko ‘rsatadi.

Teorema: [0,1] kesmaga tegishli barcha nuqtalar (hagiqiy
sonlar) to‘plami sanogsizdir.

Teoremani isbotsiz gqabul etamiz.

Ta'rif: [0,1] kesma va unga ekvivalent barcha to'plamlar
kontinuum quvvatli deyiladi.

Ixtiyoriy a, b (b>a) hagiqiy sonlar uchun [a,b\ ~ [0,1], ya’ni
ixtiyoriy kesmadagi nugtalar (hagigiy sonlar) kontinuum quvvatli
sanogsiz to‘plam bo‘ladi. Bungay=a+{b~a)x (ye[a,s ], xe[0,l]) o‘zaro
bir giymatli akslantirish orgali ishonch hosil gilish mumkin.

Natiia: Ixtiyoriy ikkita [a,b] va [c,d] kesmalar ekvivalent, ya’ni
[a,b] ~ [c,d\ bo‘ladi.

Hagigatan ham, yugorida ko‘rsatilganga asosan, [a,b] ~ [0,1] va
[c,d\ ~ [0,1]. Bu yerdan, 1-teoremaga asosan, [ab] ~ [c,d\ ekanligi
kelib chigadi.

Xuddi shunday tarzda ixtiyoriy chekli yoki cheksiz oraliq (a,b) ~
[0,1], ya’ni kontinuum quvvatli sanogsiz to‘plam boiishini isbotlash

4 lon Goian, Raisa Grigor, Vasile Marin, Florentin Smarandache. Algebraic problems and exercises for high
school. - USA: The Educational Publisher Columbus, 2015. - P. 11.

18



mumkin. Jumladan, barcha hagigiy sonlar to‘plami R=(-co, 00)
kontinuum quvvatli sanogsiz to‘plam bo‘ladi.

Har ganday chekli to‘plamning quvvati sanoqgli to'plam
quvvatidan kichik, 0‘z navbatida, sanogli to‘plam quvvati kontinium
guvvatidan kichikdir. Unda quvvati kontiniumdan katta to‘plamni
mavjud yoki mavjud emasligini aniglash masalasi paydo bo‘ladi. Bu
masala 0‘z yechimini quyidagi teorema orgali topadi.

Teorema: A to'plam quvvati m(A) boisin. U holda A
to‘plamning barcha gism to‘plamlaridan iborat B to‘plam quvvati
m(B)>m(A) bo ‘ladi.

Bu teoremadan quvvati eng katta boigan cheksiz to‘plam
mavjud emasligi kelib chigadi. Jumladan, quvvati kontiniumdan katta
bo‘lgan sanogsiz to‘plamlar mavjud.

Agar A va B cheksiz to‘plamlar quvvati m(A) va m(B) bo‘lsa,
bu® yerda yoki m(A)=m(B) yoki m(A)<m(B) yoki m(A)>m(B)
munosabatlardan biri o'rinli bo‘ladi. Bunda m(A)=m(B) tenglik A~B
ekanligini bildiradi. m(A)>m(B) yozuv A to‘plamning biror gismi B
to‘plamga ekvivalent, ammo B to‘plamda A to‘plamga ekvivalent
gism yo'qligini bildiradi.

1.3. To‘plam ustida amallar

Algebrada avab sonlar ustida qo‘shish va ko‘paytirish amallari
kiritilgan bo‘lib, ular

a+b”b+a va cib=ba (kommutativlik, ya’ni o ‘rin almashtirish),

a+(b+c)-(a+b)+c va a(bc)-(ab)c (assotsiativlik, ya’ni
guruhlash),

a(b+c)~ab +ac (distributivlik, ya’ni tagsimot)

gonunlariga bo'ysunadilar. Bulardan tashqgari, har ganday a soni
uchun a+0=ava a*o-o tengliklar ham o‘rinli bo‘ladi5.

Endi to'plamlar ustida algebralik amallar Kiritamiz.

Ta’rif: A va B to‘plamlarning birlashmasi (yig‘indisi) deb
shunday C to‘plamga aytiladiki, u A va B to‘plamlardan kamida
bittasiga tegishli boigan elementlardan tashkil topgan boiadi va
AvjB kabi belgilanadi.

5Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. - USA: Rice University, Connexions. 2011. - P. 178.
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Agar A kvadratdagi, B esa uchburchakdagi nugtalar to‘plamidan
iborat bo‘lsa, unda ulaming birlashmasi AuB quyidagi 2-rasmdagi
shtrixlangan sohadan iborat bo‘ladi.

Shunday qilib AuB to‘plam yoki A to‘plamga, yoki B
to‘plamga, yoki A va B to‘plamlaming ikkalasiga ham tegishli
elementlardan iboratdir.

Masalan, A={1,2,3,4,5} va B={2,4,6,8} bo‘lsa
AuB={1,2,3,4,5,6,8}, C={l razryadli sportchilar} va D={TI razryadli
sportchilar} bo‘lsa, unda CuD={l yoki Il razryadli sportchilar}
to‘plamni ifodalaydi.

To‘plamlami birlashtirish amali, sonlarni go‘shish amali singari,

AuB = BuA (kommutativlik),

(AuB)uC = Au(BuC) (assotsiativlik)

gonunlarga bo‘ysunadi. Bulardan tashgari, Auo =A va
sonlardan fargli ravishda AuA=A, BeA bo‘lsa, AuB=A tengliklar
ham o‘rinli bo‘ladi. Bu tasdigqlaming barchasi to‘plamlar tengligi
ta’rifidan foydalanib isbotlanadi. Misol sifatida oxirgi tenglikni
isbotlaymiz:

XgAun B=>xe A yoki xeB=x€A=(An B)a A;
xel=>xeiluB=>Ac:(AuB)

Demak, (Au B)c A, Ac (Au B) vata’rifga asosan, AuB =A.
Bir nechta A], A2, A3, ... , Apto‘plamlaming yig‘indisi

n
AilUA2uA3uU ...uAp= (JAK
k=2\

kabi belgilanadi va ulardan kamida bittasiga tegishli bo‘lgan
elementlar to‘plami sifatida aniglanadi6.

“Rajabov F., Masharipova S., Madrahimov R. Oliy matematika. O’quv qo’llanma. - T.: Turon-Igbol, 2007.
B. 119.

20



Ta’rif: A va B to‘plamlaming kesishmasi (kopaytmasi) deb
shunday C to'plamga aytiladiki, u A va B to‘plamlaming ikkalasiga
ham tegishli bo‘lgan elementlardan tashkil topgan bo‘ladi va AnB
kabi belgilanadi.

Agar A kvadratdagi, B esa uchburchakdagi nuqgtalar to‘plamini
bclgilasa, unda ulaming AnB kesishmasi 3-rasmdagi shtrixlangan
soha kabi ifodalanadi:

Shunday qilib AnB to‘plam A va B to‘plamlarning umumiy
elementlaridan tashkil topgan bo‘ladi. Shu sababli agar ular umumiy
elementlarga ega bo‘Imasa, ya’ni kesishmasa, unda AnB=0 boiadi.

Masalan, A={1,2,3,4,5} va B={2,4,6,8} boisa AnB={2,4},
C={Futbol bo'yicha 0 ‘zbekiston terma jamoa a’zolari} va
D={0‘zbekiston davlat jismoniy tarbiya instituti talabalari} boisa,
unda CnD={0‘zbekiston davlat jismoniy tarbiya institutida
o‘giyotgan futbol bo‘yicha o ‘zbekiston terma jamoa a’zolari}
to‘plamni ifodalaydi.

To‘plamlami kesihmasi amali quyidagi gonunlarga bo‘ysunadi:

AnB =BnA (kommutativlik),

(AnB) nC=An (BnC) (assotsiativlik),

An (BuC)=(AnB) u (AnC),

Au (BnC)=(AuB) n (AuC) (distributivlik)

Shu bilan birga, AnA=A, An0=0 va BcA boisa AnB=B
tengliklar ham o‘rinli boiadi. Bu tasdiglaming o‘rinli ekanligiga
yuqorida ko ‘rsatilgan usulda ishonch hosil etish mumkin?7.

Bir nechta A], A2, A3, ... , A pto‘plamlaming kesishmasi

AlMA:N...NA,= flAk
k=1

7Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. - USA: Rice University, Connexions. 2011  P. 179.
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kabi belgilanadi va barcha Ak (k=\,2,  n) to‘plamlarga tegishli
bo‘lgan umumiy elementlardan tuzilgan to‘plam kabi aniglanadi.

Ta’rif: A va B to‘plamlaming ayirmasi deb A to;plamga
tegishli, ammo B to‘plamga tegishli boMmagan elementlardan tashkil
topgan to ‘plamga aytiladi va A\B kabi belgilanadi.

Agar A uchburchakdagi, B esa kvadratdagi nuqtalar to‘plamini
belgilasa, unda ulaming A\B ayirmasi 4-rasmdagi shtrixlangan
sohadan iborat bo'ladi:

Masalan, A={1,2,3,45} va B={1,3,79} bo‘lsa, unda
A\B={2,4,5}, B\A={7,9}; C={Futbol akademiyasida tarbiyalanayotgan
futbolchilar} va D={Sifatli futbolchilar} boisa, C\D={Futbol
akademiyasida tarbiyalanayotgan sifatsiz futbolchilar}.

Demak, A\B to‘plam A to‘plamning B to‘plamga tegishli
bo‘Imagan elementlaridan hosil bo‘ladi. To‘plamlar ayirmasi uchun

A\A=0, A\0=A, 0\A=0

va AcB bo‘lsa A\B=0 munosabatlar o ‘rinlidir.

Ta’rif: Agar ko‘rilayotgan barcha to‘plamlami biror Q
to‘plamning qgism to‘plamlari kabi garash mumkin bo‘lsa, unda
universal toplam deb ataladi8.

Masalan, sonlar bilan bog‘lig barcha to‘plamlar uchun fi=(-oo,
00), insonlardan iborat to'plamlar uchun £1={Barcha odamlar}
universal to‘plam bo'ladi.

Ta’rif: Agar A to‘plam Q universal to‘plamning gismi bo‘lsa,
unda Q\A to‘plam A toplamning to‘ldiruvchisi deb ataladi va C(A)
kabi belgilanadi.

Hlon Goian, Raisa Grigor, Vasile Marin, Florentin Smarandache. Algebraic problems and exercises for high
school. - USA: The Educational Publisher Columbus, 2015. - P. 17.
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5-rasm L p mmh C(A)

Agar yuqoridagi chizmada O universal to‘plam doiradagi, A
to‘plam esa uning ichida joylashgan to‘g‘ri to‘rtburchakdagi
nugtalardan iborat bo‘lsa, uning toidiruvchisi C(A) 5-rasmdagi
shtrixlangan sohadan iborat boiadi.

Demak, C(A) to‘plam A to‘plamga kirmaydigan elementlardan
tashkil topgan boiadi, ya’ni xeA=>xiC(A), xeA=>xeC(A)9.

Masalan, £2={Barcha sportchilar}, A={Natijaga erishgan
sportchilar} boisa, unda C(A)={Natijaga erishmagan sportchilar}
to'plami boiadi; £>={1,2,3, e, n, m& - natural sonlar to‘plami,
A={2,4,6, ==, 2n, e} - juft sonlar to‘plami, B={5,6,7, =, n, *w} - 4dan
katta natural sonlar to‘plami boisa, unda C(A)={1,3,5, — 2«-1, e} -
toq sonlar, C(B)={1,2,3,4} - 5 dan kichik natural sonlar to‘plamlarini
ifodalaydi.

Ta’rif: A va B to‘plamlaming Dekart ko'paytmasi deb AxB
kabi belgilanadigan va (x, n) (xeA, meB) ko‘rinishdagi juftliklardan
tuzilgan yangi to‘plamga aytiladi.

9Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. - USA: Rice University, Connexions. 2011. - P. 181
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Masalan, A=[0,2] va B=[0,1] bo‘lsa, AxB to‘plam tekislikdagi
(x,y) (cgA=[0,2], yeB=[0,l]) nugtalardan, ya’ni uchlari Mi(0,0),
M:(0,1), M3(2,1) va Mi(2,0) nugtalarda joylashgan to‘g‘ri
to‘rtburchakdan iborat boiadi (s -rasm).

Agar C={Tajribali o‘yinchilar} va D={Yosh o‘yinchilar} bo‘lsa,
unda CxD tajribali va yosh ishchidan iborat boigan turli “ustoz-
shogird”’juftliklaridan iborat to‘plamni ifodalaydi.

Umuman olganda, to‘plamlaming Dekart ko‘paytmasi uchun
AxXB"BxA, ya’ni kommutativlik gonuni bajarilmaydi. Masalan,
A=[0,2] va B=[0,1] to‘plamlar uchun AxB asosining uzunligi 2,
balandligi 1bo'lgan to‘g‘ri to‘rtburchakni, BxA esa asosining uzunligi
1, balandligi - bo'lgan to‘g‘ri to'rtburchakni ifodalaydi va bunda
AxB/BxA bo‘ladi.

1.4. Kombinatorika hagida umumiy tushunchalar

Bir gator amaliy masalalami yechish uchun berilgan to‘plamdan
uning gandaydir xossaga ega bo‘lgan elementlarini tanlab olish va
ularni ma’lum bir tartibda joylashtirishga to ‘g ‘ri keladi.

Ta’rif: Biror chekli to‘plam elementlari ichidan ma’lum bir
xossaga ega bo‘lgan elementlardan iborat gism to‘plamlami tanlab
olish yoki to‘plam elementlarini ma’lum bir tartibda joylashtirish bilan
bog‘lig masalalar kombinaiorik masalalar deyiladi.

Masalan, o‘nta o‘yinchidan to‘rt kishidan iborat guruhlami
necha xil usulda tuzish mumkinligi (mashg'ulotlami tashkil etish),
molekulada atomlar ganday usullarda birlashishi mumkinligi (kimyo),
ogsil moddalarda aminokislotalami ganday tartiblarda joylashtirish
mumkinligi (biologiya), turli bloklardan iborat mexanizmda bu
bloklami turli tartiblarda birlashtirish (konstmktorlik), bir necha dala
uchastkalarida turli xil ekinlarini almashtirib ekish (agronomiya),
davlat budjetini ishlab chigarish tarmoglari bo‘yicha tagsimoti
(igtisodiyot)  kabilar ~ kombinatorika masalalarga  keladi va
kombinatorikani inson faoliyatining  turli  yo‘nalishlarida
goMlanilishini ko ‘rsatadil

Ta’rif: Kombinatorik masalalar bilan  shug‘ullanadigan
matematik fan kombinatorika deyiladi.

,0Rupinder Seklion. Applied Finite Mathematics. - USA: Rice University, Connexions. 2011. - P. 191



Masalan: 0 ‘nta yakkakurashchilami (boks, kurash, gilichbozlik,
...) bcllashuvga bir necha xil usulda o‘tkazish mumkin:

- jismoniy sifatlardagi sifatlami (kuch, tezkorlik, chaqqonlik,
euiluvchanlik, chidamlilik) turlicha tartibda birlashtirish;

- sport turlarida jismoniy sifatlami (kuch, tezkorlik, chagqonlik,
egiluvchanlik, chidamlilik) har xil tartibda rivojlantirish.

Kombinatorikani mustaqil fan sifatida birinchi boiib, nemis
matematigi G.Leybnits o‘rgangan va 1666-yilda “Kombinatorika
san’ati hagida” asarini chop etgan.

Kombinatorikada qo‘shish va ko‘paytirish qoidasi dab ataluvchi
ikkita asosiy qoida mavjud.

Qo ‘shish goidasi: Agar biror a tanlovni m(a) usulda, p tanlovni
esa m(p) usulda amalga oshirish mumkin boisa va bu yerda a
tanlovni ixtiyoriy tanlash usuli P tanlovni ixtiyoriy tanlash usulidan
farq gilsa, u holda «a yoki p» tanlovni amalga oshirish usullari soni

m(a yoki P) = m(a) + m(p)

formula bilan topiladi.

Masala: Musobagada 10 ta erkak va s ta ayol sportchi ishtirok
ctadi. Shu musobagadan bitta ishtirokchini necha xil usulda tanlab
olish mumkin?

Yechish: a - erkak ishtirokchini tanlash, P - ayol ishtirokchini
tanlash boisin. Unda, shartga ko‘ra, m(a)=10, m(Py=-s boigani uchun
bitta ishtirokchini

m(a yoki p)=m(a) + m(p) = 10+s = 18

usulda tanlash mumkin.

Ko paytirish qoidasi: Agarda biror a tanlovni m(a) usulda, p
tanlovni m(P) usulda amalga oshirish mumkin boisa, u holda «a va
P» tanlovni (yoki (a,P) juftlikni) amalga oshirish usullari soni

m(avap)=m(a) mm(P)

formula bilan topiladi.

Masalan, musobagada 10 ta suzuvchi va s ta eshkak eshuvchi
ishtirok etsa, ulardan bir suzuvchi va bir eshkak eshuvchidan iborat
juftlikni m(a va P)=10-8=80 usulda tanlash mumkin.

Masala: 10 ta talabadan iborat guruhga olimpiadaga ikkita
yoilanma berildi. Bu yoilanmalami necha xil usulda targatish
mumkin?
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Yechish: a | yo‘llanmani, P esa Il yo‘llanmani targatishni
ifodalasin. Unda m(a)=10 va m(P)=9, chunki bitta talabaga | yo'l-
lanma berilganda 1l yoMlanmaga 9 talaba da’vogar bo'ladi. Demak,
ikkita yo‘llanmani targatishlar soni m(a va p) = =10-9=90 boiadi.

Umumiy holda ab a2 antanlovlarni mos ravishda m(aJ,
m(a2), . . . m (an) usullarda amalga oshirish mumkin bo'lsa,

m(otiyoki a:z yoki....yoki an) = m(oti)+ m(a: )+...+m(a,,), (1)

m(ajvaa:va.... vaa, ) =m(ai) em(az) -...-. m(an (2)

formulalar o‘rinli bo'ladi.

Kombinatsiya - bu kombinatorikaning asosiy tushunchasidir. Bu
tushuncha yordamida ixtiyoriy to'plamning gandaydir sondagi
elementlaridan tashkil topgan tuzilmalar ifodalanadi. Kombinatorika-
da bunday tuzilmalaming o rin almashtirishlar, o ‘rinlashtirishlar va
guruhlashlar deb ataluvchi asosiy ko‘rinishlari o‘rganiladi.

0 ‘rin almashtirishlar. Kombinatorik masalalami yechishda
keng go‘llaniladigan tushunchalar bilan tanishishni boshlaymiz.

Ta’rif: Chekli va n ta elementdan iborat to'plamning barcha
elementlarini fagat joylashish tartibini o‘zgartirib gism to'plam hosil
gilish n elementli o ‘rin almashiirish deb ataladi.

Berilgan n ta elementdan tashkil topadigan o‘rin almashtirishlar
soni P,, kabi belgilanadi. P fransuzcha “Permution”, ya’ni o‘rin
almashtirish so'zining bosh harfidir.

Teorema: n ta elementdan o'rin almashtirishlar soni

Pn~n\ (3)

formula bilan hisoblanadi.

Bu yerda n\ - “en faktorial” deb o'giladi va n\ = 1-2-3-... n kabi
aniglanadi. Bunda 0! = 1 deb olinadi. Masalan, 3!=1-2-3=6, 4l=
I-2-3-4=24. Faktoriallami hisoblashda (n+l)!=n! (n+l) tenglikdan
foydalanish qulay. Masalan, 51—4!-5=120 bo'ladi.

Isbot: Bu formulani isbotlash uchun quyidagi tanlovlarni
kiritamiz:

a™Jo'rin almashtirishning k-elementini tanlash}, k=1,2,3,..., n.

O'rin almashtirishning :-elementi sifatida to'plamdagi n ta
elementdan ixtiyoriy bittasini olishimiz mumkin va shu sababli
m(ai)=/j bo'ladi. - -element sifatida to'plamdagi qolgan n-: ta element
orasidan bctiyoriy bittasini tanlab olishimiz mumkin bo'lgani uchun
m(a:)=«-l. Xuddi shunday tarzda birin-ketin T(as)=n-2, 7(ad=«-
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3., m(an_i)~n~{n-2)=2, 1(a,,)=n-(n-1)=1 ekanligini topamiz. Unda,
ki)“paytirish qoidasini ifodalovchi (2 ) formulaga asosan,

m(ai vaaZ2va... vaan) = m(ai) -111(0(2) T(an~-n-n-e... 2n=ni.

Masalan, n~3 elementli {a,b,c} to‘plamdan hosil bo‘ladigan
o‘rin almashtirishlar {a,b,c}, {b,a,c}, {a,c,b}, {b,c,a}, {c,b,a}, {c,a,b}
bo‘lib, ulaming soni Ry=3!=6 .

Masala: Nazoratchi akademiya tarbiyalanuvchilaridan 5 nafar
sportchining sifatini ketma-ket tekshirishi kerak. Nazoratchi buni
nechta usulda amalga oshirishi mumkin?

Yechish: Bu 5 nafar sportchining sifatini ketma-ket tekshirishlar
5 tadan o‘rin almashtirishlardan iboratdir va shu sababli ulaming soni
f>=51=120 bo‘ladi.

Kombinatsiyalar. Kombinatorik tushunchalardan yana biri
kombinatsiya boiib hisoblanadi.

Ta'rif: Chekli n ta elementli to‘plamning k (k < ri) ta elementli
va kamida bitta elementi bilan farglanadigan gism to‘plamini hosil
gilish n ta elementdan k tadan olingan kombinatsiya deyiladi.

Masalan, {a,b,c} ko‘rinishdagi n=3 elementli to‘plamdan ikkita
elementli kombinatsiyalar {a\b}, {a;c}, {b;c} boiib, ulaming soni 3
tadir. Bu yerda {b;a}={a;b}, {c;a}={a;c}, {b;c}={c;b} deb
hisoblanadi.

Umumiy holda n ta elementdan k tadan olingan kombinatsiyalar
soni C* kabi belgilanadi, C fransuzcha “Combinasion”, ya’ni
guruhlash degan so‘zning bosh harfi, uning giymati quyidagi formula
orgali hisoblanishini isbotlash mumkin:

Ch -=oxne- (4)

Misol uchun beshta odamdan uch kishidan iborat komissiyani

s 32 6-2
usulda tuzish mumkinll
Masala: Sportchiga haftaning ixtiyoriy ikki kunini dam olish
uchun tanlash imkoni berildi. Sportchi dam olish kunlarini necha
usulda tanlashi mumkin?

N Rupinder Seklion. Applied Finite Mathematics. - USA: Rice University, Connexions. 2011. -P . 192.

27



Yechish: Hafta kunlarini n=I elementli (1,2,3, ... ,7} to‘plam
singari garasak, dam olish kunlari {1,2}, {1,3}, {2,4},... kabi
juftliklardan iborat bo‘ladi. Bunda {ij} va {//} bitta variantni
ifodalaydi. Demak, dam olish kunlarini tanlash n=I elementdan k=2
tadan kombinatsiyalami tashkil etadi va shu sababli ulaming soni

7 7 6-7

= —— = =27

T of(7-2) 25 2
bo‘ladi.
Nyuton binomi va binomial koeffitsiyentlar. Yugorida (4)
formula orgali Kiritilgan C* sonlari yordamida quyidagi tenglikni
yozish mumkin:

(@+b)n=an+C'a™e+C,V*“V +---+C”labn}+bn :*EC rar-kbk (5)
=0

Bu tenglikda n ixtiyoriy natural son bo‘lib, u maktabda
o‘rganiladigan {a+bf va (a+bf gisqga ko‘paytirish formulalarini
umumlashtirmasini ifodalaydi va matematikada Nyuton binomi
(binom ikkihad degan ma’noni bildiradi)12 unga kiruvchi C* sonlari

esa binomial koeffitsiyentlar deb ataladi. Shuni ta’kidlab o‘tish
kerakki, keyinchalik (5) formula Nyuton tomonidan ixtiyoriy ratsional
daraja uchun umumlashtirildi. Nyutondan oldin bu formulani Umar
Xayyom (1048-1131), G'iyosiddin ali-Qushchi (1430) ham bilishgan.
Nyutonning xizmati shuki, u formulani nafagat natural n soni uchun,
balki kasr sonlar uchun ham o'rinli ekanligi ko‘rsatgan.
1. Agar (5) Nyuton binomida a=b=\ yoki a=1, 6— 1deb olsak, unda
Eck=2\ £(-)*C*=0
k=0 blo
tengliklar o‘rinlini ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
2. Agar (4) formulada K o‘rniga n-k qo‘yilsa yoki k=0 yoki k=n
deb olinsa, unda
R Ak 19, -y =1
tengliklar hosil bo‘ladi. Ular kombinatsiyalami hisoblashni
osonlashtiradi.
0 ‘rinlashtirishlar.  Bir qator kombinatorik  masalalar
o'rinlashtirish yordamida yechiladi.

12 lon Goian, Raisa Grigor, Vasile Marin, Florentin Smarandache. Algebraic problems and exercises for high
school. - USA: The Educational Publisher Columbus, 2015. - P. 104.
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Ta’rif: Chekli va n ta elementdan iborat to'plamdan bir-biridan
yoki elementlari, yoki elementlarining joylashish tartibi bilan farq
ijiladigan va k ta elementdan iborat gism to‘plamlarni hosil gilish n ta
elementdan k tadan o ‘rinlashtirish deb ataladi.

Berilgan n ta elementdan k tadan o‘rinlashtirish soni A* kabi
belgilanadi, A fransuzcha “Arrangement”, ya’ni o‘rinlashtirish degan
so‘zning bosh harfidir, uning qiymati quyidagi formula bilan
hisoblanishini isbotlash mumkin:

Ak :(—n_?)\ (s)

formula bilan hisoblanadi.

Masalan, {a,b,c} to‘plamdan n=3 ta elementdan k=2 tadan
o‘rinlashtirishlar {a;b},{a;c},{b;c},{b\a),{c;a}.{c;b} boiib, ulaming
soni

Nz oML =k
3 @3-20 1

Masala: Talaba 4 ta fan bo'yicha qo‘shimcha tayyorlanish
uchun ulaming har biriga haftaning bir kunini ajratmoqchi bo‘ldi.
Talaba hafta kunlarini fanlarga necha usulda tagsimlashi mumkin?

Yechish: Talabani I-1V fanlar uchun haftaning tanlagan kunlarini

4 ta elementli X={x\, xr, *3, *s} to‘plam, hafta kunlarini esa n=7
elementdan iborat 4={1,2,3, ... ,7} to‘plam singari garaymiz. Bu
holda X<zH bo'lib, uni hosil etish n=| ta elementdan k=4 tadan
o‘rinlashtirishlarga mos keladi, chunki bunda elementlarning
joylashish tartibi ham ahamiyatga ega. Masalan, {2,4,s ,7} tagsimotda
I fanga dushanba (2), Il fanga chorshanba (4), 11l fangajuma (s ) va IV
fanga shanba (7) kunlari ajratilgan boiadi. Unda {4,2,6,7}, { .4,2,7}
kabilar turlicha tagsimotlami ifodalaydi. Demak, talaba fanlarga hafta
kunlarini

=6

4= T =T 45 7-840
7 (7-4)1 3

usulda tagsimlashi mumkin.

XULOSA. To‘plam tushunchasi matematikaning boshlang‘ich
tushunchalaridan biri boiib hisoblanadi. Hozirgi zamon matematika-

1B Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. - USA: Rice University, Connexions. 2011. - P. 1%.
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sining poydevorini to'plamlar nazariyasi tashkil etadi. To‘plamlar
nazariyasining asoschisi Kantor bo‘lib hisoblanadi. To‘plamlar ustida
ularning birlashmasi (yig‘indisi), kesihmasi (ko‘paytmasi) va ayirmasi
kabi algebrik amallar aniglanadi. Bu amallar kommutativlik,
assotsiativlik va distributivlik kabi asosiy algebrik gonunlarga
bo‘ysunadi. Bulardan tashqgari, to‘plamlar uchun Dekart ko‘paytmasi
amali ham Kiritilgan.

To‘plamlar ularga tegishli elementlarga garab chekli va cheksiz
to‘plamlarga ajratiladi. Chekli to‘plamlar quvvati ularga tegishli
elementlar soni orqgali o‘zaro taqqoslanadi. Cheksiz to'plamlami
tagqoslash uchun ulaming ekvivalentligi tushunchasi kiritiladi.
Ekvivalent to'plamlar teng quvvatli hisoblanadi. Natural sonlar
to‘plamiga ekvivalent to'plamlar sanogli deb ataladi. [o,1] kesmadagi
nugtalar to‘plami sanogli emas va bunday to'plamlar sanoqsiz
deyiladi. [o,1] kesmaga ekvivalent to'plamlar kontinium quvvatli deb
olinadi. Chekli to‘plamlar uchun ham, cheksiz to‘plamlar uchun ham
guvvati eng katta bo'lgan to‘plam mavjud emas.

Chekli to‘plam elementlaridan ma’lum bir goida asosida gism
to‘plamlar hosil gilish bilan bog‘liq masalalar kombinatorik masalalar
deyiladi. Bunday masalalar amaliyotda, jumladan sportda ko‘p
uchraydi. Matematikaning ~ kombinatorik ~ masalalari bilan
shug‘ullanadigan bo‘limi kombinatorika deb ataladi. Kombinatorika-
ning ikkita asosiy qoidasi bo‘lib, ular qo'shish va ko‘paytirish
goidalaridan iboratdir. Kombinatorik masalalami yechish uchun o ‘rin
almashtirish, kombinatsiya va o‘rinlashtirish kabi tushunchalar
kiritiladi. Ikkihadning ixtiyoriy natural darajasini hisoblash fommlasi
Nyuton binomi, undagi darajalar oldidagi sonlar esa binomial
koeffitsiyentlar deb ataladi. Bu tushunchalar matematikaning turli
boiimlarida keng qo‘llaniladi.

Takrorlash uchun savollar:
1 “Matematika” atamasining ma’nosi nimadan iborat?
2. Matematikaning rivojlanishi nechta va ganday davrlardan iborat?
3. 0 ‘rta osiyolik gaysi mutafakkirlar matematika rivojlanishiga
munosib hissa qo‘shganlar?
4. 0 ‘zbek matematiklaridan kimlarni bilasiz?
5. Model deganda nima tushuniladi?
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s . Modeller ganday ko‘rinishlarda bo‘ladi?
7. To‘plamlar nazariyasining ahamiyati nimadan iborat?
s . To‘plamlar nazariyasiga kim asos solgan?
9. To‘plam deganda nima tushuniladi?
10.To‘plam elementi ganday aniglanadi?
11.Qanday to‘plam bo‘sh to‘plam deyiladi?
12 .Qachon ikkita to‘plam teng deyiladi?
13.To‘plamlar birlashmasi gqanday kiritiladi?
14.To‘plamlar birlashmasi amali ganday xossalarga ega?
15.To‘plamlar kesishmasi ganday ta’riflanadi?
16.To‘plam!ar kesishmasi amali ganday xossalarga ega?
17.To‘plamlar ayirmasi ganday aniglanadi?
18.Universal to ‘plam nima?
19.To‘plam toidiruvchisi deb nimaga aytiladi?
20.To‘plamlaming Dekart ko ‘paytmasi ganday aniglanadi?
21. Qanday to‘plamlar chekli deyiladi?
2 2 .Chekli to‘plamlarga misollar keltiring.
23.Qachon to‘plam cheksiz deyiladi?
24.Cheksiz to‘plamlarga misollar keltiring.
25.To‘plamlami aks ettirish nima?
26.0‘zaro bir giymatli moslik deb nimaga aytiladi?
27.Qachon to'plamlar ekvivalent deyiladi?
28.Qaysi shartda chekli to ‘plamlar ekvivalent bo‘ladi?
29.To‘plam quvvati deganda nima tushuniladi?
30.Sanoqli to‘plam ganday ta’riflanadi?
31.Sanogli to‘plamlarga misollar keltiring.
32.Sanogli to ‘plamlar ganday xossalarga ega?
33.Sanogsiz to ‘plam ganday ta’riflanadi?
34.Sanogsiz to‘plamlarga misollar keltiring.
35.Qachonto‘plam kontinuum quvvali deyiladi?
36.Qanday masalalar kombinatorik deyiladi?
37.Kombinatorikaning go‘shish qoidasi ganday ifodalaydi?
38.Kombinatorikada ko‘paytirish goidasi mazmuni nimadan
iborat?

39.0rinlashtirish deb nimaga aytiladi?

"= 40.0 ‘rinlashtirishlar soni ganday topiladi?
41. Kombinatsiya ta’rifi ganday ifodalanadi?
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42.Kombinatsiyalar soni ganday formula bilan hisoblanadi?
43.Nyuton binomi ganday ko ‘rinishda bo‘ladi?

44.0‘rin almashtirish ganday ta’riflanadi?

45.0‘rin almashtirishlar soni ganday topiladi?

Testlardan namunalar:

1. Matematika fanining rivojlanishi necha davrdan iborat?

A)2;B)3;C)4;,D)5;E)6.

2. Matematikaning  rivojlanish  davrlari  gayerda to‘g‘ri
ko‘rsatilgan?

A) shakllanish davri; B) elementar matematika davri;

C) oliy matematika davri; D) hozirgi zamon matematikasi davri;

E) barchajavoblarda davrlar to‘g‘ri ko‘rsatilgan.

3. Birinchi bo‘lib geometriyaning aksiomatik asosini kim yaratdi?

A) Arximed; B) Pifagor; C) Geron; D) Sokrat; E) Evklid.

4. Geometriya fanining aksiomatik  poydevori  yoritilgan
Evklidning asari ganday nomlanadi?

A) Asoslar; B) Postulatlar; C) Boshlang'ichlar;

D) Negizlar; E) Aksiomalar.

5. Quyidagilardan gaysi biri model bo‘Imaydi?

A) maket; B) qurilma; C) formula; D) tasvir;

E) ko‘rsatilganlarni bari model bo‘ladi.

s . To‘plamlar nazariyasining asoschisi kim?

A) Pifagor; B) Dekart; C) Kantor; D) Ferma; E) Gauss.

7. Quyidagi to‘plamlardan gaysi biri bo‘sh to‘plam emas?

A) Kvadrati manfiy bo‘lgan hagiqiy sonlar;

B) sinx = 2 tenglama yechimlari to‘plami;

C) Ikkita burchagi o‘tmas bo‘lgan uchburchaklar to‘plami;

D) Kubi manfiy boigan sonlar to‘plami;

E) Ikkiga boMinmaydigan juft sonlar to ‘plami.

s . Qachon A to‘plam B to‘plamning gismi deyiladi?

A) Agar A va B bir xil elementlardan tashkil topgan bo‘lsa.

B) Agar A va B har xil elementlardan tashkil topgan bo‘lsa.

C) Agar B to‘plamning har bir elementi A to‘plamgategishli bo‘lsa.

D) Agar A to‘plamning har bir elementi B to‘plamga tegishli bo‘lsa.

E) To‘g‘rijavob keltirilmagan.

9. Quyidagi tasdiglardan gaysi biri noto‘g‘ri?
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A) bo‘sh to‘plam barcha to‘plamlarning to‘plam ostisi boiadi;

B) har bir to‘plam o‘zining to‘plam ostisi bo*ladi;

C) Agar AcB va CcA boisa, unda CcB boiadi;

D) Agar BcA boisa, unda AnB=B boiadi;

E) Agar BcA boisa, unda A1/B=B boiadi.

10. A va B to‘plamlar birlashmasi amali qayerda ifodalangan?

A)Au B;B)An B;C)Ac B;D)Ao B;E)A\B.

11.AgarxeA un B boisa, quyidagi tasdiglardan gaysi biri o‘rinli
emas?

A)xeA x<£B-, B)*gA,;teB; C)*gA,xgB;

D)xeA, g-eB; E) barcha tasdiglar o'rinli boiadi.

12. To‘plamlar birlashmasi amalining xossasi gayerda noto‘g‘ri
ko‘rsatilgan? (Q - universal to‘plam, o - bo‘sh to‘plam)

A) AyiB=B1” A; BYAuO=A;C) AV a =n-

D) AuMN=I. E) Barcha xossalar to‘g ‘ri ko‘rsatilgan.

13.A=[-3;0] va B=(-I;5] to‘plamlar birlashmasi qayerda to‘g‘ri
ko‘rsatilgan?

A) [3:5]; B) [-3;-1]; C) (-1;0); D) (0;5]; E) [-1;5],

14.A va B to‘plamlar kesishmasi amali gayerda ifodalangan?

A)Au B;B)An B;C)Ac B;D)A3 B;E)A\B.

15.AgarxeA n B boisa, quyidagi tasdiglardan qgaysi biri o'rinli
boiadi?

A) xeA, xeB; B)xeA, xeB; C)xeA ,xeB;

D) xeA, xeB; E) barcha tasdiglar o ‘rinli emas.

16.Agar universal to‘plam £=(-00, co) va A=(2,5] boisa, C(A)
to‘plam gayerda to‘g‘ri ifodalangan?

A) C(A)=[ -00,2]; B) C(AM5, co]; C) C(A)=[0,2] n (5, oo);

D) C(A)= (-00, 2] kj (5, 00); E) to‘g‘ri javob keltirilmagan.

17. Tasdigni toidiring: Absolyut giymati 2 dan kichik boigan —
sonlar to‘plami cheklidir.

A) haqiqgiy; B) ratsional; C) irratsional; D) butun; E) o‘nli kasr.

18.Quyidagi to‘plamlardan qaysi biri cheksiz to‘plam boiadi?

A) ax2+bx +c=0 kvadrat tenglama ildizlari to‘plami;

B) ax+b”c (apO) chizigli tenglama ildizlari to'plami;

C) sinx=tf (M<1) trigonometrik tenglama ildizlari to‘plami;

D) logfix- ¢ (a>0, atpl) logarifmik tenglama ildizlari to‘plami;
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E) c? = b (a>0, adp\) ko‘rsatkichli tenglama ildizlari to‘plami.

19. Quyidagi to‘plamlaridan gaysi biri sanoqgli emas?

A) butun sonlar; B) ratsional sonlar; C)jufl sonlar;

D) toq sonlar; E) irratsional sonlar.

20 .Quyidagi to ‘plamlardan gaysi biri sanogsiz?

A) butun sonlar; B) ratsional sonlar; C) irratsional sonlar;

D) toq sonlar; E) juft sonlar.

21 .Quyidagi to‘plamlaridan gaysi biri sanogli?

A) (a,b) oraligdagi haqiqiy sonlar to'plami; B) ratsional sonlar
to‘plami; C) irratsional sonlar to‘plami; D) haqgigiy sonlar to‘plami;

E) musbat sonlar to ‘plami.

2 2 .Qaysi masala kombinatorik bo‘lmaydi?

A) To‘plam elementlaridan ma’lum sondagi elementli barcha
gism to‘plamlar sonini topish;

B) To‘plam elementlaridan ma’lum sondagi elementlami tanlab
olishlar sonini topish;

C) To‘plamning ma’lum sondagi bir gism elementlari o‘mini
almashtirishlar sonini topish;

D) To'plamdagi barcha elementlar o‘rnini almashtirishlar sonini
topish;

E) To‘plamning eng katta va eng kichik elementlarini topish.

23.Kim birinchi bo‘lib kombinatorikani mustaqil fan sifatida
o°‘rgangan?

A) Dekart; B) Nyuton; C) Kantor; D) Leybnits; E) Paskal.

24.Agarda a tanlovni n(a) usulda, p tanlovni esa n(P) usulda
amalga oshirish mumkin bo‘lsa, kombinatorikaning qo'shish qoidasi
gayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan?

A) n (a yoki P) =n(a) + n(P); B) n (a va P) =n(a) + n(P);

C) n (a yoki P)=n(a) +n(P) - n(a va p);

D) n(a yoki P)=n(a) + n(P) + n (a va P); E) n (a +P)=n (P)+n(a).

25.Agarda a tanlovni n(a) usulda, p tanlovni esa n(p) usulda
amalga oshirish mumkin bo‘lsa, kombinatorikaning ko‘paytirish
qoidasi qayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan?

A) n (a yoki P) =n(a) *n(P); B) n (a va P)=n(a) *n(P);

C)n (a- p)=n(a) *n(P); D) n (a va P)=n(a)en(P)-n (a yoki P);

E) n (a va P) = n(a)en(P)+n (a yoki p).
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26.10‘quv guruhida 20, Il o'quv guruhida esa 25 talaba o‘giydi.
Kengashga ikkala guruhdan bitta talabani vakil sifatida tanlash kerak.
Buni necha usulda amalga oshirish mumkin?

A) 20; B) 25; C) 35; D) 45; E) aniq ko‘rsatib bo‘Imaydi.

27.Mahsulotlar partiyasida 20 ta mahsulot bor. Bu partiyadan
ikkita mahsulotni necha usulda tanlab olish mumkin?

A) 20; B) 40; C) 85; D) 240; E) 380.

28.1 qutida s dona oq, Il qutida esa 7 dona gora sharlar bo‘lib,
ular nomerlangan. Oq va qora sharlardan iborat juftlikni necha usulda
tanlab olish mumkin?

A) s; B) 7; C) 15; D) 56; E) 72.

29.Berilgan n ta elementdan k tadan kombinatsiyalar soni C*
gaysi formula bilan topiladi?

A)C*=-t:al B)CA=";C)C*- U »
K\(n"+ K\ k\ " k\(n-k)\

D)ck = 7) c*

n\'(nA+?)\ N - n\(nf! K)\

30.Shaxmat musobagasida 130 partiya (0‘yin) o'ynaldi. Barcha
gatnashchilar bir-birlari bilan bittadan partiya o‘ynashdi, biroq ikkita
o‘yinchi har biri 5 tadan o'yin o‘tkazgach, musobagadan chigib ketdi.
Musobagada dastlab gancha o‘yinchi bo‘lgan?

A) 14B) 15C) 16 D) 17E) 18

31. Xokkey komandasi tarkibida 3 ta hujumchi, 2 ta himoyachi va
1 darvozabon bo'ladi. Agar murabbiy ixtiyorida ¢ ta hujumchi, 4 ta
himoyachi va : ta darvozabon bo‘lsa, u nechta turli hokkey komandasi
tuzishi mumkin?

A) 240 B) 420 C) 402 D) 204 E) 400

32. Futbol chempionatidagi komandalaming barchasi bir-biri
biTan bir martadan o‘ynagandan keyin hammasi bo‘lib, 120 match
o0‘tkazildi. Chempionatda nechta komanda ishtirok etgan?

A) 12 B) 14 C) 15 D) 16 E) 20

Mustagqil ish topshiriglari
L Quyidagi A va B to‘plamlar bo‘yicha AwB, AnB, A/B va B/
to‘plamlami toping: A={«-3, n-2, n-1, n, n+1}, B={n-\,n, n+1, n+2,
n+3, «+4}.
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2. Quyidagi A va B to‘plamlar bo‘yicha AuB, AnB, A/B va B/A
to'plamlarai toping: A=[«-3, n+1], B=(1-1, n+5)

3. Quyidagi A va B to‘plamlaming AxB va B*A Dekart
ko‘paytmalarini aniglang: A={n-3, n-2, n-1}, B={n, n+1, n+2, «+3}

4. Ingliz yoki rus tilini biladigan sayohatchilar guruhi n (n>s)
kishidan iborat. Ingliz tilida gaplasha oladigan sayohatchilar A, rus
tilida gaplasha oladigan sayohatchilar to‘plami esa B boisin. Agar
w(A)=n-3 va m(B)=«-5 bo‘lsa, ikkala tilda gaplasha oladigan
sayohatchilar sonini toping.

5. A=[-«+3, n+2] kesmadagi har bir x nuqtaga/: x—*y=3x+5
akslantirish bilan y tasvir mos go‘yilmoqda. Tasvirlar to‘plami B
topilsin.

6. [-«+3, n+2] va [n-3, n+1] kesmalar ekvivalentligini
ko‘rsatuvchi o‘zaro bir giymatli akslantirishni toping.

7. n(ri>2) ta elementdan n-3 tadan kombinatsiyalar va
o ‘rinlashtirishlar sonini aniglang.

s . (2 +e)s binomning yoyilmasini yozing.

9. (*-3)” («>5) binom vyoyilmasidagi x. daraja oldidagi
koeffitsiyentni toping.

10. Sport to‘garagi gatnashchilari bir o‘yin uchun uch xil rangdagi
ragamlardan yozishga Kkelishdilar. Birinchi o‘ringa uchta qizil
rangdagi ragam, ikkinchi o‘ringa ikkita sariq rangdagi ragam, uchinchi
o‘rindagi 4 ta ko‘k rangdagi ragam yoziladi. Agar gizil rangda
1,2,3,4.6 ragamlami, sariq rangda o 2 ,5,7 ragamlami va ko‘k rangda
1,3,5,6 ,7,5,9 ragamlami yozish mumkin bo‘lsa, hammasi bo‘lib, necha
xil ragamlar yozish mumkin?
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Il BOB. MATRITSA VA DETERMINANT TUSHUNCHALARI.
CHIZIQLI TENGLAMALAR TIZIMINI MATRITSA USULIDA
YECHISH

Algebra songa taallugli turli xil masalalamiyechishni
gisgartirish, soddalashtirish va aynigsa, umumlashtirish bilan
shug ‘ullanadi.

Bertran J.L.

REJA:

Tayanch iboralar: matritsa, matritsa tartibi, matritsa elementi,
to‘rtburchakli matritsa, kvadrat matritsa, ustun matritsa, satr matritsa,
teng matritsalar, diagonal element, diagonal matritsa, birlik matritsa,
nol matritsa, matritsalar yig'indisi, matritsalar ayirmasi, matritsalar
ko‘paytmasi, matritsaning darajasi, matritsaning transponirlangani,
determinant, determinantning elementi, determinantning satri,
determinantning ustuni, minor, algebraik to‘ldiruvchi, teskari matritsa,
chizigli tenglamalar tizimi, tizim koeffitsiyentlari, tizim ozod hadlari,
tizim yechimi, birgalikda boMgan tizim, matritsalar usuli, Kramer
usuli, Gauss usuli.

2.1. Matritsalar va ular ustida amallar

Matritsalar va ularning turlari. Matritsa bir gator matematik
va sportga oid masalalami yechishda juda ko‘p qo‘llaniladigan
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tushuncha bo‘lib, uning yordamida bu masalalar va ulaming
yechimlarini sodda hamda ihcham ko‘rinishda ifodalanadi.

Ta’rif: m ta satr va n ta ustundan iborat to‘g‘ri to‘rtburchak
shaklidagi m n ta sondan tashkil topgan jadval m *n tartibli matritsa,
uni tashkil etgan sonlar esa matritsaning elementlari deb ataladi.

Matritsalar A,B,C, ... kabi bosh harflar bilan, ulaming i-satr vaj-
ustunida joylashgan elementlari esa odatda,+++++

ay, by, cukabi mos kichik harflar bilan belgilanadil4
Masalan.

matritsa 2x3 tartibli, ya’ni 2 ta satr va 3 ta ustun ko‘rinishidagi
2-3=6 ta sondan tashkil topgan. Uning 1-satr elementlari an =1, a. =
-3, 113 =1.2 va 2-satr elementlari a2\ =0, a2 =7.5, a:s = -1 sonlardan
iborat. Bu matritsaning 1-ustuni au =1 va aZ] =0, 2-ustuni «i2 = -3 va
az2 =7.5, 3-ustuni esa a1z =1.2 va a2i=-1 elementlardan tuzilgan.

Agar biror A matritsaning tartibini ko‘rsatishga ehtiyoj boisa, u
AmX,ko‘rinishda yoziladi va umumiy holda

a: a2 ”m an

A au az22 az2n

Kk an? "' am,

yoki gisqacha”mx,=(%) ko ‘rinishda ifodalanadi.

Ta’rif: Amx,matritsada m =n ® 1bo‘lsa, u kvadrat matritsa, m ®
n {T®:, n:) bo‘lsa tog ‘ri burchakli matritsa, m=:, ng: holda satr
matritsa va T\, n=\ bo‘lganda ustun matritsa deb ataladi.

Am,, kvadrat matritsa gisgacha A,, kabi belgilanadi va n-tartibli
kvadrat matritsa deyiladi.

Masalan, xalq xofaligining n ta tarmogqlari orasidagi o‘zaro
mahsulot ayirboshlash A,, = ( ay ) kvadrat matritsa yordamida
ifodalanadi. Bunda ay (ij=1,2, ..., n va tfj) /-tarmoqda ishlab
chigarilgan mahsulotningy'-tarmoq uchun mo‘ljallangan miqgdorini, a,,
(/=1,2, ..., n) esa /-tarmogning o°‘zi ishlab chigargan mahsulotga
ehtiyojini bildiradi.

MU Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. - USA: Rice University, Connexions. 2011. - P. 50
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@ Shuni ta’kidlab o‘tish kerakki, m=1 va n=1 bo‘lganda Awn
matritsa bitta sonni ifodalaydi va shu sababli ma’lum bir ma’noda
matritsa son tushunchasini umumlashtiradi.

Ta’rif: A va. B matritsalar bir xil tartibli va ulaming mos
elementlari o‘zaro teng bo‘lsa, ya’ni a,j = b} shart bajarilsa, ular teng
matritsalar deyiladi.

A va B matritsalaming tengligi A=B yoki (%)= (by) ko‘rinishda
belgilanadi. Masalan, ixtiyoriy a0 soni uchun

'a+a a-a '2a ON
= B

Kal\a a-al

matritsalar o'zaro teng, ya’ni A = B bo‘ladi.

Ta’rif: A={a,]} matritsada i=j boigan elementlar diagonal
elementlar deb ataladi.

Masalan, yuqorida ko‘rilgan A2% matritsaning diagonal
elementlari a\\-1 va az2 =75 bo‘ladi.

Ta’rif: Diagonal elementlaridan boshqga barcha elementlari nolga
teng bo‘lgan (aj=o, i * j) kvadrat matritsa diagonal matritsa deyiladi.

Diagonal matritsaning diagonal elementlari nolga ham teng
boiishi mumkin.

,» Masalan,
15 0 (0]
(2 on
0 0 0
N2x2
o - ' B3*3 =B>-
\ :k 8 > o .3
'S

diagonal matritsalar bo“ladi.

Ta’rif: Barcha diagonal elementlari ay =1 bo‘lgan «-tartibli
diagonal matritsa «-tartibli birlik matritsa yoki qisgacha birlik
matritsa deyiladi.

Odatda, w-tartibli birlik matritsa E,, yoki gisqgacha E kabi
belgilanadi. Masalan,

10 0
"1
> ,E3=0 1 0
Wl 0
,0 K

mos ravishda ikkinchi va uchinchi tartibli birlik matritsalardiris

BBRupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. - USA: Rice University, Connexions. 2011. - P. 51.
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Ta’rif: Barcha elementlari nolga teng (ay= 0) bo‘lgan ixtiyoriy
mxn tartibli matritsa nol matritsa deyiladi.

m*n tartibli nol matritsa O m*,, yoki gisgacha O kabi belgilanadi.
Masalan,

fo 0 0~

02*3= >0 3%2 - 0 0 ,03x3 = 03 = 0o o o
vo © /
0

ko‘rsatilgan tartibli nol matritsalar bo‘ladi.

Matritsalar ustida amallar. Endi matritsalar ustida algebrik
amallar Kiritib, matritsalar algebrasini hosil etamiz.

Ta’rif: Ixtiyoriy tartibli Ampn = (af) matritsaning istalgan /1
songa kopaytmasi deb Ct¥hi={X a kabi aniglanadigan matritsaga
aytiladi.

Bunda A matritsaning A songa ko‘paytmasi AA deb belgilanadi.
Masalan,

(s 4-T" o </6-5 6-4 6-(-1)W30 24 -6N
27 "% \ 6-0 6-2 6-7 J~\0 12 42,

Ta’rif: Bir xil tartibli AmX, = (a va Bnx,, = (by) matritsalar
yig'indisi deb elementlari Cj = ay + bj kabi aniglanadigan Cmx,, =(Cjj)
matritsaga aytiladi.

Bunda A va B matritsalaming yig‘indisi A+B ko‘rinishda
belgilanadi va ulaming mos elementlarini qo‘shish orgali hisoblanadi.
Masalan,

A-

f5 3 - o0 T
=N = -#2’3-
A="23 Ho 7 ZJ’ B 2 3 4
matritsalar uchun

"S+1 3+0 -1+1T6 0n
A+B=
N+2 7+(-3) 2+4 (2 6

Matritsalami songa ko‘paytirish va o‘zaro qo‘shish amallari
quyidagi gonunlarga bo‘ysunishi bevosita ulaming ta’riflaridan kelib
chigadi:

I. A+B-B+A (qo‘shish uchun kommutativlik gonuni);

Il. A+(B+C) = (A+B)+C (qo‘shish uchun assotsiativlik gonuni);

. 4(A+B) = AA + AB,(A +juA=AA + {jA (distmbutivlik
gonuni).
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Bundan tashqari, yuqoridagi ta’riflar orgali bu amallar ushbu
xossalarga ham ega bo‘lishini ko ‘rsatish giyin emas:
A+O0=A A+tA=2A,0-A=0[ -O=0.
Ta'rif: Bir xil tartibli Anx,, = (w) va Bm/n = (by) matritsalar
ayirmasi deb Amx,, va (~1)Bmxn matritsalarning yig‘indisiga, ya’ni
matritsaga aytiladi.
Bunda A va B matritsalarning ayirmasi A-B ko‘rinishda
belgilanadi va ulaming mos elementlarini o‘zaro ayirish orgali
hisoblanadilé Masalan,

5 3 -T " o T
N=A23= , B- %% -
o 2 2 -3 4,
matritsalar uchun
'5-1 3-0 -1-T 3 -2

A-B =
0-2 7-(3) 2-4> -2 10 -2

Ta’rif: Amg=(ay) va Bp/,,=(by) matritsalarning ko paytmasi deb

shunday CTx,,=(cy) matritsaga aytiladiki, uning Cyelementlari ushbu
ca:*il > iz, o, y=1, 5, w N

yig'indilar kabi aniglanadi.

Shunday qilib, Amxr=(ay) va Bux,,=(by) matritsalar uchun /?=<?,
ya’ni J1 matritsaning ustunlari soni 5 matritsaning satrlari soniga teng
bo‘lgandagina ulaming ko‘paytmasi mavjud bo‘ladi va Ji? kabi
belgilanadi. Bunda AB-CmX,,-(Cy) matritsaning satrlar soni m birinchi
A ko‘paytuvchi matritsa, ustunlar soni n esa ikkinchi B ko‘paytuvchi
matritsa orgali aniglanadi. Bundan tashqari, AB=Cmx, =Cij) ko‘paytma
matritsaning Cy elementi A matritsaning /-satr elementlarini B
matritsaningy-ustunidagi mos elementlariga ko ‘paytirib, hosil bo‘lgan
ko‘paytmalami qo‘shish orqgali hisoblanadi. Bu “satmi ustunga
ko‘paytirish” qoidasi deb aytiladi. Masalan,

3 1 4
2~ 0 -2 2,
4 Sy \

6 Rtipinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. - USA: Rice University, Connexions. 2011. - P. 53
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matritsalar uchun m=3, p=q=2, n=2 bo‘lgani uchun ulaming
ko‘paytirish mumkin va ko‘paytma matritsa AB=C3x quyidagicha
bo‘ladi:
3-6 + M 3m-4)+1-2 ' 19 -10"
Qx2~ 0B+ (-2)+1 OM-4)+(-2)®@ = -2 -4
46 +51 4w-4)+5+2 , 29 _g,

Matritsalar ko‘paytmasi uchun AB”BA, ya’ni kommutativlik
gonuni o'rinli bo‘lmaydi. Masalan, AmxgBg+Cmxn ko‘paytma
mavjud, ammo Bgx,, Amxq ko ‘paytma har doim ham mavjud emas va
mavjud bo!lgan taqdirda, ya’ni n=m holda ham ular teng bo‘lishi shart
emas17. Masalan,

(3 B= 2'7
5] ° -
matritsalar uchun AB&BA, chunki

3 -r2 7 e 21 (2 TY3 -1)_'34 3
4 5, 8 23] °© Az N

Matritsalar ko‘paytmasi va yig‘indisi quyidagi qonunlarga
bo‘ysunadi hamda ushbu xossalarga ega bo‘ladi:

I. ABC)r={AB)C, (XA)B=A(\B) (ko‘paytirish uchun assotsiativlik
gonuni);

M. A(B+C) =AB + AC (ko‘paytirish va qo‘shish amallari

(A+B)C =AC + BC uchun distributivlik gonunlari);

W.AE=EA=A,0OA" O, A0=0,0A=0.

Bunda £ va O mos ravishda tegishli tartibli birlik va nol
matritsalami ifodalaydi.

Matritsa ko ‘paytmasi ta’rifidan ko‘rinadiki, har ganday «-tartibli
A kvadrat matritsani o‘ziga-o‘zini ko‘paytirish mumkin va natijada
yana «-tartibli kvadrat matritsa hosil bo‘ladi.

Ta’rif: A kvadrat matritsani o‘zaro m marta (m - birdan katta
ixtiyoriy natural son) ko‘paytirish natijasida hosil bo‘lgan kvadrat
matritsa J1 matritsaning m- darajasideyiladi.

A matritsaning /a-darajasi Am kabi belgilanadi. Bunda A°-E va
A 1A deb olinib, Amdaraja ixtiyoriy nomanfiy butun m soni uchun

17Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. - USA: Rice University, Connexions. 2011. - P. 55.
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aniglanadi. Bu holda Am daraja ta’rifdan uning quyidagi xossalari
bevosita kelib chigadi (m, i#-natural sonlar, *-hagigiy son):
I.AmmAk =Am+k , 2(Am)k:Amk; 3(}'IA)T:XTAm;
4. Em=E; 5,0m=0.
Shunday qilib, har ganday kvadrat matritsa uchun natural
darajaga ko tarlsh amallnl Kiritish mumkin ekan Masalan,

oY2 :“Io,_s

’iJ fé‘r@ 7 14
9525|3€D4
1 14) -3 =

Shuni ta’kidlab o ‘tish kerakki, 5—xossaning teskarisi o'rinli emas,
ya’ni An=0 tenglikdan har doim ham A -O ekanligi kelib chigmaydi.

Masalan, N
(A %0 :>A2_4 r

N0
A - RN -i)j_ 0}

Kelgusida matritsani darajaga ko‘tarish amalini ixtiyoriy m
butun son uchun umumlashtiramiz.

Ta’rif: B=(b,j) matritsa A~(a,,) matritsaning transponirlangani
deyiladi, agar i va j indekslaming barcha mumkin bo‘lgan
giymatlarida a/=s.» shart bajarilsa.

A matritsaning transponirlangani Al kabi belgilanadi. Agar A
matritsa mxn tartibli bo‘lsa, uning transponirlangani A7 n*m tartibli
boiadi. Masalan,

@2 -4 v _*A&ZIZ 3n
$ 0 -5 = ¥ O
n v

Matritsani transponirlanganini topish transponirlash amali
deyiladi va u quyidagi xossalarga ega bo‘lishini ko“rsatish mumkin:

1 (Ar)T=A ; 2. (XA)T=LAT (X- ixtiyoriy haqgigiy son);

3. (A+tB)T=AT+BT; 4. (A-B)T=BT-AT.

— Ta’'rif: Agar A kvadrat matritsa uchun AT=A boisa, u simmetrik
matritsa, AT=-A boiganda esa kososimmetrik matritsa deb ataladi.
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Ta’rifdan har ganday simmetrik matritsaning elementlari a”- alh
kososimmetrik matritsaning elementlari esa ay = -ajt shartni
ganoatlantirishi bevosita kelib chigadi. Bundan kososimmetrik
matritsaning barcha diagonal elementlari nolga teng bo‘lishi kelib

chigadi.
Masalan,
3 6 1) o 3 2
A=6 0 -4 , B=-3 0 -4
-4 -, r, 4 0,

matritsalardan A simmetrik, B kososimmetrik bo‘ladi.

Matritsalarning sportga oid va iqgtisodiy tatbiglari. Ushbu
mavzu nihoyasida matritsalarning sportga oid va iqgtisodiy ma’nosi,
tatbiglarini ifodalovchi misollar keltiramiz.

Misol: Sport turlari o‘rtasida ayrim jismoniy sifat ko ‘rsatkich-
larining tagsimoti quyidagi jadval orgali berilgan bo‘lsin (umumiyga
nisbatan foiz hisobida, ragamlar shartli):

Jismoniy sifat Sport turlari

ko‘rsatkichlari Kurash Gimnastika Futbol
1. Kuch 45 30 25
2. Chaqgonlik 53 27 20
3. Tezkorlik 38 21 41
4. Egiluvchanlik 40 48 12

Bu jadvalni matritsa yordamida quyidagi qulay ko‘rinishda
ifodalash mumkin:
(45 30 25)

53 27 20

A .
ha3 - 38 21 41

40 48 12

Bu yozuvda A matritsaning har bir elementi anigq sportga oid
ma’noga ega. Masalan, au=45 va fli- ss kurash sport turi kuchning
45 % va chaqqonlikning 53 %da boiishini talab etadi, a2=27
gimnastika sport turi chaqgonlikning 27 %da bo‘lishini talab etadi,
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as33=41 esa futbol sport turi tezkorlikning 41 %da bo‘lishini talab etadi
va hokazo.

Misol: Korxona Mb M2 M: va M. kabi belgiiangan 4 xil
mahsulot ishlab chigaradi. Bu mahsulotlarni ishlab chigarish uchun 3
xil Ci, Cz2 va Cs xom-ashyolardan foydalaniladi. Bunda a,, (/=1,2,3,4;
ashyodan qgancha birlik sarflanishini belgilab, mahsulotlar birligini
ishlab chigarish uchun xom-ashyolar sarfi meyorini ushbu A*=(ai)
matritsa orqgali ifodalaymiz18

[N
w N O w
NS N

Bunda M, (/=1,2,3,4) mahsulotlarni ishlab chigarish rejasini
ifodalovchi C satr va C; (/-1,2,3) xom-ashyo birligining bahosini
ko‘rsatuvchi B ustun matritsalar quyidagicha bo'lsin:

C=(90 110 80 100), 0= 4
Voy

Bu holda CA matritsalar ko‘paytmasi mavjud va u rejalangan
mahsulotlarni ishlab chigarish uchun sarflanadigan Cb C. va Cs xom-
ashyolar miqgdorini ifodalovchi quyidagi D satr matritsadan iboratdir:

4 3 2

D=C-A={80 110 80 100) =(1210 730 1150).

Demak, biz ishlab chigarish rejasini bajarishimiz uchun Cb C.
va Cs xom-ashyolardan mos ravishda 1210, 730 va 1150 birlik
migdorda ega bo‘lishimiz kerak.

1B Rasulov N.P., Safarov I.I., Muxitdinov R.T. Oliy matematika. (Igtisodchi va muhandis-texnologlar uchua).
Darslik. - T., 2012. - B. 38.
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Xom-ashyo miqdorini ifodalovchi topilgan D matritsani xom-
ashyo birligi bahosini ko‘rsatuvchi B matritsaga ko ‘paytmasi DB ham
mavjud va u bizga zarur miqgdordagi xom-ashyolami sotib olish
xarajatimizni determinant sondan iborat bo‘ladi:

DB = (1210 730 1150) =1210-7 + 730-4 + 1150-5 =17140.

2.2. Determinantlar va ularning xossalari

Determinantlar va ularni hisoblash. Matritsaning bir qator
xususiyatlarini ta’riflash va o‘rganish uchun uning determinanti
tushunchasi kerak bo'ladi.

Ta’rif: w-tartibli A kvadrat matritsaning elementlaridan ma’lum
bir goida asosida hosil gilinadigan son n-tartibli determinant deyiladi.

A kvadrat matritsaning determinanti \A\ yoki det4 Kkabi
belgilanadi. Ayrim o‘quv adabiyotlarida determinant atamasi
aniglovchi deb aytiladi. Umumiy holda u-tartibli determinant quyidagi
ko‘rinishdabo‘ladi:

«ar - al2
M= det/ = N a2 ak

an  arR am

Ta’'rif: Berilgan \A\ determinantni tashkil etgan ay (ij=1,2, ... ,ri)
sonlar  determinantning elementlari, gorizontal ko‘rinishda
joylashgan atl(/=1,2, ... ,n) elementlar determinantning i-satri (r-1,2,

. i), vertikal ko‘rinishda joylashgan ay (/-1,2, ... ,n) elementlar esa
determinantningj-ustuni (j=\,z, ... ,n) deyiladi.

Endi I, Il va I tartibli determinantlami hisoblash qoidasini
formula ko‘rinishida aniq ifodalaymiz.

| tartibli \A\ determinant fagat bitta au sondan iborat bo‘lib,
uning giymati shu sonni o‘ziga teng, ya’ni |*|=|an|= an deb olinadi.

Il tartibli determinantning qiymati quyidagi formula bilan
aniglanadi:
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|/|:a\\ e ~aU'aZ~al2’a (1)

a7 a22
Masalan,

3 4 5 4
=3-6-4-5=18-20=-2, =5-10-4 -(-2) =50+ 8=158
5 6 -2 10

111 tartibli determinant esa quyidagi formula bilan hisoblanadi:
ni “12  *13
I/'I:m a2 °2i - a\l 'a22-a33+al12"a23 «31+ «21 'a32"al3 ~

a3i  al2z abb
-al3-a2-a3]l -an -a2\-ai3 - a23'a32'a\i 2)

Bu yerda (2) formulani eslab qgolish oson emas va shu sababli 11l
tartibli determinantlami quyidagi usullarda hisoblash mumkin.
Uchburchaklar usuli. Bu usulda determinantning elementla
sxematik ko‘rinishda nuqtalar singari ifodalanadi (7-rasm). So‘ngra
asoslari determinantning diagonallariga parallel bo‘lgan uchburchaklar
garaladi. Bu uchburchaklaming uchlarida va diagonallarda joylashgan
elementlaming ko‘paytmalari hosil gilinadi. 1 holda chiziglar bilan

tutashtirilgan elementlaming ko‘paytmalari o‘z ishorasi, 1l holda esa
garama-garshi ishora bilan olinadi.
| I hi hi
I
7-rasm

Sarrius usuli. Bu usulda determinantning o‘ng tomonig:
uning 1 va Il ustunlari takroran yozilib, 3x5 tartibli matritsa hosil
gilinadi. Bu matritsaning elementlari sxematik ko‘rinishda nuqgtalar
singari ifodalanadi (s-rasm) va chiziglar bilan tutashtirilgan
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elementlarning ko‘paytmasi | holda o‘z ishorasi, Il holda esa garama-
garshi ishora bilan olinadi.

m in

111 tartibli determinantni hisoblashga doir misol keltiramiz:

2 6-2
A=1 5 4 =2-5-0+6-4-3+1-(-1) a-2) -
3-10

-(-2)*5-3-6 10-4 (-1)-(2)=112.

Determinantlar va matritsalar orasida quyidagi o‘xshashlik va
farglar mavjud:

1) matritsa sonlar jadvalini ifodalaydi. Determinant esa sonlar
jadvalidan hosil gilinadigan sonli ifoda boiib, uning giymati sondan
iboratdir;

») matritsa sonlar jadvalini dumaloq gavslar ichiga olish bilan
belgilansa, determinant bu jadvalni vertikal chiziglar orasiga olish
bilan belgilanadi;

3) A matritsa va \A\ determinantni tashkil etuvchi sonlar ulaming
elementlari deyiladi;

4) matritsa va determinant satrlar va ustunlardan iborat;

5) determinantlarda ustun va satrlar soni teng boiishi kerak,
matritsalarda esa bunday boiishi shart emas.

Determinantlarning asosiy xossalari. Endi ixtiyoriy tartibli
determinantlar uchun o‘rinli boigan xossalar bilan tanishamiz.
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Aniglik va soddalik uchun umumiy holda ifodalangan bu xossalami
uchinchi tartibli determinantlar misolida ko‘rsatamiz va isbotlaymiz.
1-xossa. Agar determinantda bar bir /-satr (/=1,2,3, mee«) /-ustun
bilan almashtirilsa, uning giymati o ‘zgarmaydi.
Masalan,

«11 «12 «13 «11 «21 «31
«l  «22  «23 T «12  «22 «32

«31 «32 «33 «13  «23 «33

Bu tenglik bevosita Il tartibli determinantni (2) hisoblash
I'ormulasidan kelib chigadi.

Demak, determinantning satr va ustunlari teng kuchlidir, ya’ni
satr (ustun) uchun o‘rinli bo‘lgan tasdiq ustun (satr) uchun ham o'rinli
bo‘ladi. Bundan tashgari, bu xossadan matritsani transponirlashda
uning determinanti o'zgarmay qolishi, ya’ni det4=deL4Tbo‘lishi kelib
chigadi. Shu sababli determinantning keyingi xossalarini fagat satrlar
uchun ifodalaymiz19

2-xossa. Determinantda ixtiyoriy ikkita satrlar o‘mi o‘zaro
almashtirilsa, determinantning giymati fagat ishorasini o ‘zgartiradi.

Masalan,
«11  «12  «13 «3l  «32  «33
«21  «22 «23 T 7«21 «22 «23
«31  «32  «33 «11  «12 «13

Bu tasdiqg ham bevosita (2) formuladan kelib chigadi.

3-xossa. Agar determinantda ikkita satr elementlari bir xil
bo‘lsa, uning giymati nolga teng bo'ladi.

Isbot: Berilgan determinantning giymatini A, uning bir xil
elementli satrlarining o‘rinlarini almashtirishdan hosil bo‘lgan
determinantning giymatini esa [' deb belgilaymiz. Unda, 2-xossaga
asosan, A- -[1 bo‘ladi. Ammo determinantda bir xil elementli
satrlarning o‘rinlari almashtirilganligi uchun uning ko‘rinishi
0°‘zgarmay qoladi va shu sababli A- Abo‘ladi. Bu tengliklardan A = -
Anatijani olamiz va undan A=0 ekanligi kelib chigadi.

19 Howard Anton, Chris Rorres. Elementary Linear Algebra: Applications Version, 10th. - USA: Lehigli
University, John Wiley & Sons, 2010. - P. 175.
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Masalan, hozircha biz IV tartibli determinantni hisoblash
formulasini bilmasakda, 3-xossaga asosan, birinchi va uchinchi
satrlari bir xil boigan ushbu determinantning giymatini yozishimiz
mumkin:

1-436
0 7 1-2

1-436
8 0 4 5

4-xossa. Determinantda biror satr elementlari umumiy X
ko‘paytuvchiga ega boisa, uni determinant belgisidan tashqariga
chigarib yozish mumkin.

Masalan,
«u «12 «13 «U «12 «13
A1 /1(@ ,ﬂ.a23 =A<<21 «22  «23
«31 «32 «33 «31 «32 «33
Isbot: Ill tartibli determinantni (2) hisoblash formulasidagi

yigindining har bir qo‘shiluvchisida X umumiy ko‘paytuvchi
gatnashadi. Bu X umumiy ko ‘paytuvchini gavsdan tashgariga chigarib,
4-xossadagi tasdigning o ‘rinli ekanligiga ishonch hosil etamiz.

5-xossa. Agar determinantda biror satr fagat nollardan iborat
boisa, uning giymati nolga tang boiadi.

Bu xossaning isboti oldingi xossadan X=0 boigan holda kelib
chigadi.

Masalan, quyidagi 1M tartibli determinantning gqiymatini (2)
formula bilan hisoblab o‘tirmay, 4-xossaga asosan to‘g‘ridan-to‘g ‘ri

11 20 401
37 139=0
0 O

deb ta’kidlay olamiz.

6-xossa. Agar determinantning ixtiyoriy ikkita satr elementlari
0‘zaro proporsional boisa, uning giymati nolga teng boiadi.

Masalan,
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«11 «12 «13
Jlan fda2 p[das3=0

«31 «32 «33

Isbot: 4-xossaga asosan, X proporsionallik koeffitsiyentini
determinant belgisi oldiga umumiy ko‘paytuvchi sifatida chiqgarish
mumkin. Bu holda ikkita satri bir xil bo‘lgan determinant hosil bo'ladi
va uning giymati, 3-xossaga asosan, nolga teng. Bundan berilgan
determinantning ham giymati nol ekanligi kelib chigadi.

Masalan,
2 5 -3
4 1 8 =0,
3 75 -4.5
Chunki, bu determinantda | va Ill satrlar proporsional va

proporsionallik koeffitsiyenti fc=1.5 ga teng.

7-xossa. Agar determinantning biror /-satri ikkita qo‘shiluvchi
yig‘indisidan iborat, ya'ni ati+b,j ko‘rinishda bo‘lsa, bu determinantni
ikkita determinantlar yig'indisi ko‘rinishida yozish mumkin. Bunda bu
determinantlaming /-satri mos ravishda ay va b} elementlardan iborat
b(Flib, golgan satrlari berilgan determinantniki singari bo‘ladi.

Masalan,
«d1 «12 «13 11 12 13 11 «12 «13
QL+l @2+b2 @3+B=@1 @ @3t b B2 3
a3 32 @33 @l a® 33 31 32 33

Bu xossaning o‘rinli ekanligiga bevosita (2) formula orqali
ishonch hosil gilish mumkin.
8-xossa. Agar WA determinantning ait diagonal elementlaridan
yugorida yoki pastda joylashgan barcha elementlari nolga teng bo'lsa,
uning giymati diagonal elementlar ko‘paytmasiga teng bo‘ladi.
Masalan,
d1 12 a3 «11 0 0
0 @ @3 @ @2 0
0 0 @33 @1 32 @3
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Isbot: Bu determinantlar uchun ulami (2) hisoblash formula-
sidagi andrrdAs3 qo‘shiluvchidan boshga hamma go‘shiluvchilari nolga
teng boiadi va shuning uchun ulaming yig'indisi, ya’'ni
determinantning giymati shu ko‘paytmaga teng boiadi.

Masalan, ushbu 1V tartibli determinantni hisoblaymiz:

-3 24-5
511
= (-3) *5-2 +(-1) = 30.
02
00 -1

9-xossa. Diagonal matritsaning determinanti uning diagonal
elementlari ko‘paytmasiga teng bo‘ladi.

Bu xossa isboti bevosita oldingi xossadan kelib chigadi.
Jumladan har qanday birlik matritsaning determinanti birga tengdir.

Navbatdagi xossani ifodalash uchun ikkita yangi tushuncha
kiritamiz.

Ta’'rif: Ixtiyoriy «-tartibli determinantning a/ (ij= 1,2, ... , n)
elementining minori deb, bu determinantdan shu element joylashgan
/-satr vay'-ustunni o' chirishdan hosil boigan (w-I)-tartibli determinant
giymatiga aytiladi.

Determinantning aj elementining minori MtJ deb belgilanadi va
ulaming soni n2 ta boiadi. Masalan,

1 -5 2
A=2-3 7 (3)
0 -2 1

determinantning 1l satr elementlarining minorlarini yozamiz va
hisoblaymiz:

- < 1 2 1 -5
M 21= s &= =1 M= -2.
-2 1 0 1 0 -2
Bunda Ill tartibli determinantning minorlari 1l tartibli

determinantlar ekanligini yana bir marta ta’kidlab o ‘tamiz.
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Ta’rif: Ixtiyoriy n-tartibli determinantning a, (ij= 1,2, » N
clementining algebraik toHdiruvchisi deb (-1)'+ Mu Kkabi
aniglanadigan songa aytiladi.

Determinantning ay (ij= 1,2, ..., n) elementining algebraik
loMdiruvchisi Ay kabi belgilanadi va ta'rifga asosan,

i+j -juftbo'lsa;
A, -

i+ j -toqgbo'lsa.

formula bilan hisoblanadi. Masalan, (3) determinantning Il satr
clementlarining algebraik toMdiruvchilari quyidagicha bo‘ladi:

N2l = - A22~ M it:\,A23 ——M23=2. (4)
10-xossa (Laplas teoremasi). Determinantning ixtiyoriy bir i-
satrida joylashgan ay (/'=1,2, ..., n) elementlarini ulaming Ay (/'=1,2,

.., ri) algebraik toMdiruvchilariga ko‘paytmalarining yig‘indisi shu
determinantning giymatiga teng boMadi.

Isbot: Bu xossa Il tartibli ¥ determinantning birinchi satri
uchun quyidagi ko‘rinishda boiadi:

auAu +an Au +al3Ai3 =\A\ (5)

Bu tenglikni isbotlash uchun algebraik toidiruvchi ta'rifidan va
determinantlarni hisoblashning (1), (2) formulalaridan quyidagicha
foydalanamiz:

a\\Al +anAl + «13013 = «11711 ~ «12712 + «13713 =

«22  «23 «21  «23 «1l  «22 _
=d1 —12 Bn ”
«32  «33 «31  «33 «31  «32

= «ll(«22a33 " «23a32) - «12(«21«33 ~ «23«31) +«13(«21«32 _ «22«3l) =

«11«22°33 _ «U«23«32 —«12«21«33 + «12«23«31 +«13«21432 “ «13«22«31

«n «22«33 +«M«23«31 + a 13«21«32 - «H«23«32 ~ «12«21«33 ~«13«22«31 = LL|

Xuddi shunday tarzda determinantning ikkinchi va uchinchi

satrlari uchun
a2\A2\ + 222722 + a23723 = WU1> a31731 + «32732 + e33733 = U1 (")

tengliklar o‘rinli bo'lishi isbotlanadi

Ta'rif: Yuqgoridagi (5) va (6) tengliklar determinantning satrlar
bo yichayoyilmasi deb ataladi.

Shunga  o‘xshash determinantning ustunlar boyicha
yoyilmasini ham quyidagicha yozish mumkin:
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an An + d2VA2\+ « 31731 ~VN\, al2M2 +a22722 +a23723~-N' ™

al3A 3 + a23723 + a33"33 = U -

Masalan, yuqorida keltirilgan (3) determinant giymatini uning |1

satrining (4) algebraik to‘ldiruvchilari yordamida hisoblaymiz:
A=2A21 +(-3)A2 + 7A23 =2-1-h (-3) -1+ 7-2=13.

Laplas teoremasidan foydalanib, yuqori tartibli determinantlami
hisoblash mumkin. Bunda wu-tartibli determinantni hisoblash n ta («-
I)-tartibli determinantni (Ay algebraik toMdiruvchilami) hisoblash va
uning ixtiyoriy satr yoki ustuni bo'yicha yoyilmasidan foydalanishga
keltiriladi. Jumladan, | tartibli determinant giymati M\=\an\=an
ekanligidan foydalanib, (1) va (2) formulalami Kkeltirib chiqarish
mumkin. Determinant qgiymatini Laplas teoremasi yordamida
hisoblash uchun uning ixtiyoriy satr yoki ustun bo‘yicha yoyilmasidan
foydalanish mumkin. Ammo, amaliy nuqtai nazardan, ko'proq
elementlari nolga teng bo‘lgan satr yoki ustunni tanlash (agar
shundaylar mavjud bo'lsa) magsadga muvofiqdir. Bu holda nolga teng
elementlaming algebraik to'ldiruvchilarini topishga hojat bo‘Imaydi
va hisoblashlar hajmi ancha kamayadi.

Misol: Ushbu IV tartibli determinantni hisoblang:

2 -345
1 0 2 10
6 7 5 -2
3 0 9 1
Yechish: Bu determinantni Il ustun bo'yicha yoyilmasidan

foydalanib hisoblash qulaydir. Bunga sabab shuki, bu ustunda nol
elementlar boshga satr va ustunlarga qaraganda, ko'proq hamda a22=0,
a42=0 elementlaming A2, N4 algebraik to‘ldiravchilarini hisoblash
shart emas.

Dastlab An va A32 algebraik toidiruvchilami hisoblab,/112— 389
va (=45 ekanligini aniglaymiz. Endi determinant giymatini Il
ustunga Laplas teoremasini tatbiq etib hisoblaymiz:

A= al2AI2 + @2/22 +a32 R +ad22 =
=(-3) (-389)+0-N12+7-45+0-A =1482
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11-xossa. Agar M\ determinantni biror /-satrining algebraik
toidiruvchilari Ay (j-1,2, ..., ri) va by (/=1,2, n) ixtiyoriy sonlar
boisa, unda
b\A\ + b2An + b3AI3 +amm + b, Aln= |5]

tenglik o‘rinli boiadi. Bunda j#| determinant \A\ determinantdan

fagat /-satri bilan farqg qilib, uning /-satri bj (/=1,2, ..., ri) sonlardan
tashkil topgan boiadi.
Isbot: Bu xossa isbotini 11l tartibli \A\ determinantning, masalan,

birinchi satri uchun keltiramiz. Bu holda
b\A\\+ 62 12+ byi\y= \B\
yigindining go‘shiluvchilari M\ determinantning birinchi satr
bo‘yicha yoyilmasini ifodalovchi
a\Au+ ayiu+ ayAu=\A\

* yigindi qo‘shiluvchilaridan fagat birinchi ko'paytuvchilari,
ya'ni birinchi satr elementlari bilan farg giladi. Shu sababli \A\ B\
determinantlar bir-biridan faqat birinchi satri bilan farqg giladi va \B\
determinantning birinchi satri bh b2 va 63 sonlardan iborat boiadi.

Masalan, Ay, An va A®

2 -4 1
M=0 7
9 12 -

determinantni birinchi satri  elementlarining algebraik
toidiruvchilari boisa, unda

1 12 13
11AU +12/412 +13/4183=|B]= 0 7 3
9 12 -4

12-xossa. Agar ]A\ determinantni biror /-satrining af (/=1,2, ...,
ri) elementlari boshqa bir A-satr (//&) mos elementlarining Al§ (/=1,2,
.., ri) algebraik toidiruvchilariga ko'paytirilgan boisa, bu
ko‘paytmalar yigindisi nolga teng boiadi.

Isbot: Oldingi xossada bj=a,, (j- 1,2, ... ,n) deb olsak, unda
Mil +b2  +BARB. ...+ b,Ak, = anAkl + ai2Ak2 + ai3Ak3 + --- + anThkn ~ U

- Bu yerda P determinant berilgan ¥\ determinantning A-satriga /-

satrining ay elementlarini qo'yish bilan hosil gilinadi. Shu sababli \B\
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determinantning /-satri va £-satri bir xil bo‘lib, 3-xossaga asosan,
uning giymati nolga teng bo‘ladi, ya’'ni
alAl + a2¥2 + ai4t3 + «" + amMkn~®  'J1- 12, i* A (8)

13-xossa. Agar A va B bir xil tartibli kvadrat matritsalar boisa
ulaming ko'paytmasining determinant har birining determinantlari
ko'paytmasiga teng boiadi, ya'ni VAB\A\A\B\ tenglik o‘rinlidir.

Bu xossani isbotsiz keltiramiz.

Ko‘rib o‘tilgan bu xossalar determinantlami hisoblash va
ulaming turli tatbiglarida go‘llaniladi.

2.3. Teskari matritsa

Biz matritsalar ustida qo'shish, ayirish va ko'paytirish amallarini
ko‘rib o‘tgan edik. Matritsalar son tushunchasini umumlashtirishdan
hosil qgilinganligi hagida ham aytilgan edi. Sonlar uchun qo‘shish,
ayirish va ko'paytirish amallaridan tashgari bo'lish amali ham
mavjud. Bunda ikkita b va a (adO) sonlar boiinmasini quyidagi
ko'rinishda ifodalash mumkin:

b 1, -b
—~—b=a b.
a a

Bundan ko‘rinadiki, bo‘lish amalini adpO songa teskari bo‘lgan a
1 son yordamida ko‘paytirish amali orgali ifodalash mumkin. Bunda
ixtiyoriy a0 va unga teskari a-1 sonlar orasida acll=cl'a=1
munosabat o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglik fagat o‘zaro teskari sonlar uchun
o'rinlidir va shu sababli teskari sonni ta'rifi sifatida gabul gilinishi
mumkin. Shu sababli bu tenglikdan berilgan A matritsaga teskari
matritsa tushunchasini kiritish uchun foydalaniladi.

Ta’rif: Berilgan «-tartibli A kvadrat matritsaga teskari matritsa
deb AB=BA=E (E - wu-tartibli birlik matritsa) shartni ganoatlantiruvchi
w-tartibli B kvadrat matritsaga aytiladi.

Berilgan A matritsaga teskari matritsa A 1 kabi belgilanadi va
ta'rifga asosan, ular uchun AA~1=A~IA=E munosabat o‘rinli boiadi.

Ma’ lumki, ixtiyoriy agpO soni uchun a~x teskari son mavjud va
yagonadir. a=0 sonining esa teskarisi mavjud emas. Shu sababli
matritsalar uchun quyidagi savollar paydo bo‘ladi:

1 Qanday matritsalar uchun ulaming teskarisi mavjud?

2. Teskari matritsa yagonami va uni ganday topish mumkin?
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1 Qanday matritsalarning teskarisi mavjud emas?

W'rif: Agar A matritsaning determinanti \A\=0 bo‘lsa, u maxsus
matritsa, aks holda, ya'ni \A\d0 bo‘lsa, maxsusmas matritsa deb
uliiliidi.

Masalan,
"-b 1 4N 2 1 0"
A= 2 5 -1 , 5= 0 5 -1
u 2> 3 6 K

matritsalardan A maxsus (chunki |/1]=0), B esa maxsusmas
(uhunki |fi]=19"0) matritsa bo'ladi.

Ta'rif: A berilgan A matritsaga biriktirilgan matritsa deb
nlaladi.

Masalan,
f2a -3 1n
A= 5 -3 (1)
0 1

matritsa determinantining algebraik toMdiruvchilari

AIN\—b5, A\2~ -12, A\3=-20, A2\=3, A2~ -2, A2b~-12,
A3\=4, 132=6, J133=10

boigani uchun unga birkitilgan matritsa quyidagicha bo‘ladi:

A N4 g f5 3 an
A= AU a2 a® = -12 -2 6 <(2)

aZb "By ,-20 -12 o,
Teskari matritsalar quyidagi xossalarga ega:

1-xossa. K -E.

Isbot: Bu xossa (3) teskari matritsani topish formulasidan
bevosita kelib chigadi.

2-xossa. (A~I)~]=A.

Isbot: Bu xossa bevosita teskari matritsaning ta'rifidan, ya'ni
AA~XA~XA=E tenglikdan kelib chigadi.

3-xossa. (AByxB xA~\

Isbot: Teskari matritsa ta'rifi va matritsalar ko‘'paytmasining
assotsiativlik xossasiga asosan quyidagi tengliklami olamiz:

(AB)(BTI A~)=A(BB ]) A~'=AEA~I=A A~]=E,
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{B 1A~-X¥{AB)=B-\A~XA)B=b-EB=B”"B=E.

Bu tengliklardan AB va B~1AIl'Xo‘zaro teskari matritsalar ekanligi
ko'rinadi.

4-xossa. (A~)T=(A7yr.

Isbot: Matritsalami transponirlash amalining (AB)T=BTAT va
ET=E xossalaridan foydalanib ushbu tengliklarga ega bo‘lamiz:

ATA-Y=(A Af=ET=E,(A Y AHA A-f=E"E.

Bu tengliklardan, teskari matritsa ta'rifiga asosan, (A ')T= (AT) 1
ekanligi kelib chigadi.

5-xossa. JA V] AR\ A\~

Isbot: Matritsalar ko'paytmasining determinanti  uchun
MB\-\A\\B\ formula va JE|=1 tenglik hamda teskari son ta'rifidan
foydalanib, ushbu natijaga kelamiz:

M wm =%~ \un =1=->M =pjj=nr -

Matritsaning rangi. Endi kelgusida kerak boiadigan matritsa
rangi tushunchasini kiritamiz. Dastlab oldin kvadrat matritsalar uchun
aniglangan minor tushunchasini ixtiyoriy to‘rtburchakli matritsa
uchun umumlashtiramiz.

Ta’rif: Har qanday Ant, matritsaning ixtiyoriy ravishda
tanlangan k ta (i<min(w,n)) satr va ustunlarining kesishmasida
joylashgan elementlaridan tuzilgan ~-tartibli determinant bu
matritsaning k-tartibli minori deyiladi.

Masalan,

r~2

Y3

matritsaning har bir elementi uning | tartibli,
-2 3 -2 3 31 11 01 14
3 170 171192593 2°25

kabi determinantlar 1 tartibli,
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2 31 -2 31 314
3 1453 14 011, 0 11
0 11 3 25 325

determinantlar esa berilgan matritsaning Ill tartibli minorlariga
misol boiadi.

Ta’rif: Berilgan A matritsaning rangi deb uning noldan farqli
inmorining eng katta tartibiga aytiladi.

Matritsaning rangi r(A) kabi belgilanadi va uni quyidagicha
topish mumkin. Agar matritsaning barcha elementlari nolga teng,
ya'ni u nol matritsa boisa, uning rangi r(A)=0 boiadi. Matritsaning
noldan fargli elementi mavjud boisa, uning rangi r(A)>l boiadi. Bu
noldan fargli elementni o‘z ichiga olgan barcha I tartibli minorlami
hisoblaymiz. Agar barcha Il tartibli minorlar nolga teng boisa, unda
r(1=1 boiadi. Aks holda r(A) >2 boiadi va noldan farqgli biror Il
tartibli minomi o0‘z ichiga olgan barcha IIl tartibli minorlami
garaymiz. Ulaming hammasi nolga teng boisa r(A)=2, aks holda
r(A)>2 boiadi. Bu jarayonni shunday tarzda davom ettiramiz.
Natijada, biror gadamda noldan farqgli ~-tartibli minomi o‘z ichiga
oluvchi barcha (£+l)-tartibli minorlar nolga teng boigan holga
kelamiz va bundan matritsaning rangi r(A)=k ekanligini topamiz.

Masalan,

f-2 IN
4
1

5

4x3 -

N B W

matritsaning rangini aniqlaymiz. Bu matritsaning noldan fargli
elementi mavjud va shu sababli r(A) >1. Endi noldan fargli ixtiyoriy
bir, masalan, an~ -2 elementni, o‘z ichiga olgan va noldan farqli
boigan Il tartibli minor mavjud yoki yo‘gligini aniglaymiz:

-2 3
-2-9=-11*0.
3 1
Demak, r(A) >2 boiadi. Bu noldan fargli Il tartibli minomi o‘z

ichiga olgan ikkita I11 tartibli minorlami garaymiz:
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-2 31 -2 3 1
3 14=0, 3 1 4
0 11 3 25

Bu yerdan ko‘rilayotgan matritsaning rangi r(A)-2 ekanligi kelib
chiqgadi.

Shuni ta’'kidlab o‘tish lozimki, w-tartibli maxsusmas A
matritsaning rangi r(A)=n bo'ladi.

Ta’'rif: Agar A matritsaning rangi r(A)=k bo‘lsa, uning noldan
fargli ixtiyoriy bir ~-tartibli minori bazis minor deb ataladi.

Masalan, yuqoridagi rangi r(A)-2 bo‘lgan A4x3 matritsa uchun
bazis minor sifatida ushbu 11 tartibli minomi olish mumkin:

2.4. Chiziqli tenglamalar tizimi. Chiziqgli tenglamalar tizimini
matritsa yordamida yechish

Chizigli tenglamalar tizimi va ularning yechimi. Ko‘pgina
amaliy, jumladan, sportga oid masalalar chizigli tenglamalar tizimi
tushunchasiga olib keladi.

Ta’rif: n noma’lumli m ta chizigli tenglamalar tizimi deb
quyidagi ko'‘rinishdagi tizimga aytiladi:

'anxyt+tanx2+anxb+t--- + ax,X,,=bX
a2\ + + A2373 + ** 4+ @2nxn * A2

B . , 1
akx\+ alkex 2 + 9*33 + e+ ab, X, = bk (3

amXx\+ anex2 + arTx3 + =+ amxn = bm

Bu yerda a,j va ft, (/-1,2, m\ j=\,2, n) - berilgan va
ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar bo‘lib, aff sonlari (1) tizimning
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koeffitsiyentlari, b, esa ozod hadlari deyiladi. Bu tizimda x, (j= 1,2,
.»,N) noma’lumlar bo'lib, ulaming giymatlarini topish talab etiladi20
Yig‘indi belgisi yordamida (1) tizimni qisgacha quyidagicha
yozish inumkin:

YoyXj=6,, /=12,—m. (2)
j=i
Endi (1) yoki (2) chizigli tenglamalar tizimining at) koeffitsi-
ycntlaridan tuzilgan to‘rtburchakli A matritsani, x, noma’lumlar va b,
ozod hadlardan hosil gilingan Xva B ustun matritsalami kiritamiz:

£\
w1l 12 . «ln x\ (bn
@21 22 .= «2>» 2 b2
A= , X = = (*i x2 " X j, B = (3)
Kam\ «m2 . amn/ -Pny

Unda, matritsalami ko‘paytirish amalidan foydalanib, (1) tizimni
ixcham va qulay boigan quyidagi matritsaviy ko‘rinishda yozish

mumkin:
AXNB. (4)
Ta'rif: (1) yoki (2) chizigli tenglamalar tizimining yechimi deb
shunday jci=ab x2=ab ..., xrFa,, sonlarga aytiladiki, ular tenglamalar

tizimiga go'yilganda, har bir tenglama ganoatlantiriladi, ya'ni to‘gri
tenglikka aylanadi.
Tizimning yechimlari
X=(ax a2 mm ak anf
ustun matritsa ko'rinishda yozilsa, u (4) matritsaviy tenglamani
to‘gri tenglikka aylantiradi. Bunda un-ta sondan tuzilgan X ustun
matritsa tizimining bitta yechimi boiib hisoblanadi.

Masalan,
f3x, + 2x2-XT1- -6
[2n, - 5x2+4x} =32 ®)
n=3 noma’lumli m-2 ta tenglamalar tizimi uchun*i=1,*2=-2 va
x3=5 yoki

X=(1 -2 5By

2D Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. - USA: Rice University, Connexions. 2011. - P. 7.
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ustun matritsani tashkil etgan sonlar yechim boiadi. Haqgigatan

ham bu sonlami berilgan (5) tizim tenglamalariga go‘ysak,
f 3xi+2x2-x}-3-\+2-(-2)-5s-6
[2n, - 5X} + 4X, = 2e1- 5e(-2) + 45 = 32

to‘gri tengliklarga ega boiamiz.

Tizimning yechimini mavjudligini tekshirish va yechim mavjud
boigan taqdirda, uni topish tizimini yechish deb ataladi2lL Chizigli
tenglamalar tizimini yechishda uch hoi boiishi mumkin.

1-hol. Tizim yechimga ega va bu yechim yagona. Masalan,

[3*] +4x2=-14
[2n:,-3x2 =19

tizim uchun x\=2 va x2= -5 yagona yechim boiadi.

2-hol. Tizim yechimga ega va bu yechim bittadan ortiqg.
Masalan, yuqoridagi (5) tizim uchun ko‘rsatilgan yechimdan tashqari
Xi=-5, x2=26 va x343 ham yechim boiishini bevosita tekshirish
mumkin.

3-hol. Tizim yechimga ega emas. Masalan,

fiG + x2=1

1*1+*2=0

tizim yechimga ega emas, chunki yig‘indisi bir paytning o‘zida
ham 1, ham 0 boiadigan sonlar mavjud emas.

Ta’'rif: Agar chizigli tenglamalar tizimi hech boimaganda bitta
yechimga ega boisa, u holda bu tizim birgalikda deyiladi; agar
yechimga ega boimasa tizim birgalikda emas deyiladi. Birgalikdagi
tenglamalar tizimi yagona yechimga ega boisa, u aniq deyiladi;
bittadan ortiq yechimga ega bo‘lsa, u anigmas tenglamalar tizimi
deyiladi.

Berilgan (1) tenglamalar tizimini birgalikda yoki birgalikda
emasligini aniglash uchun uning koeffitsiyentlaridan tuzilgan (3) m*n
tartibli A matritsaga B o0zod hadlar ustunini birlashtirishdan hosil
boigan mx(n+l) tartibli

3L Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. - USA: Rice University, Connexions. 2011, - P. 9.
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Nu nn e \n

Ab = a2\ a22 — az2n (6)
M\ P Ye MmlTyY

matritsani qaraymiz.

Ta’rif: Abmatritsa/l matritsaning kengaytirilgani deb ataladi.

Kroneker-Kavelli teoremasi: (1) chizigli tenglamalar tizimi
birgalikda bo'lishi uchun uning matritsasi A va kengaytirilgan matritsa
Ah ranglari o‘zaro teng, ya'ni r(A)=r(Ah=r shart bajarilishi zarur va
yctarlidir.

Bu teoremani isbotsiz qabul etamiz.

Birgalikda boigan chizigli tenglamalar tizimi uchun quyidagi
Insdiglar o‘rinli bo'lishini ko‘rsatish mumkin:

1.Agar birgalikdagi (1) tizim matritsasining rangi r(A) va unga
kinivchi noma’lumlar soni n o‘zaro teng, ya'ni r(A)=n boisa, unda bu
lizim yagonayechimga ega, ya’'ni aniq boiadi.

2. Agar birgalikdagi (1) tizim matritsasining rangi r(A)<« boisa,
bu tizim cheksiz ko‘p yechimga ega, ya’'ni anigmas boiadi.

Kroniker-Kapelli teoremasi va yuqorida keltirilgan tasdiglar (1)
ti/.im yechimini mavjud yoki mavjud emasligi, ulaming soni hagida
xwlosa chiqarishga imkon beradi, ammo tizimning yechimini topish
yoiini ko‘rsatmaydi. Shu sababli endi chizigli tenglamalar tizimini
yechish masalasiga o‘tamiz.

Dastlab (1) tizimda m=n, ya'ni nomaiumlar va tenglamalar soni
o'zaro teng hamda r(A)=n boigan holni ko‘ramiz. Bu shartlarda
ko'rilayotgan tizim yagona yechimga ega boiib, uni yechishning turli
usullari mavjud.

Matritsalar usuli. Bu usulda tizimning matritsaviy ko'‘rinishda
yozilgan (4) ifodasidan foydalaniladi. Bunda r(A)-n shartdan
tizimning «tartibli A kvadrat matritsasi maxsusmas ekanligi kelib
chigadi, chunki matritsa rangi ta'rifiga asosan, O=|/1]"0 boiadi. Bu
holda A matritsaga teskari matritsa A~l mavjud va (4) matritsaviy
tenglamaning ikkala tomonini unga chap tomondan ko'paytirish
mumkin22. Natijada, teskari matritsa ta'rifi va birlik matritsa
xossasidan foydalanib, ushbu formulani hosil etamiz:

- Rupinder Sekhon Applied Finite Mathematics. - USA: Rice University, Connexions. 2011. - P. 57.
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AX =B => A~AX = AMB => EX = /.15 => X = 1-1r. (7)

(4) matritsaviy ko‘rinishdagi n nomaiumli chizigli n fl
tenglamalar tizimi yechimini ifodalovchi (7) formula bir noma’ lumif
ax=b (adh0) chizigli tenglamaning yechimini determinant x=b/a=axx
formulaga o‘xshash ekanligini ta’kidlab o‘tamiz.

Misol: Ushbu tenglamalar tizimini matritsa usulida yeching:

1xj - 3x2+ 4jt3= 20
3X) + 4x2- 2*3 = -11
4xj + 2x2+ 3x3=9

Yechish: Dastlab tizimning A matritsasini yozib, uning
determinantini hisoblaymiz:

r2 -3 4> 2 -3 4
A= 3 4 *2  g=py=3 4 -2 =4300.
4 2 3, 4 2 3
Demak A matritsa maxsusmas, unga teskari matritsa mavjud va
uni quyidagicha topamiz:

rai ~1 A3l ' \6 17 -10n
N =1 A2 A2 30 -17 -10 16

43 -
yN3  AZB a3, 410 -16 17 j
Endi (7) formula bo'yicha noma’lumlardan tuzilgan X ustun
matritsani aniglaymiz:

v '16 17 -10N 20° "430 (1N
, 1 1

X= s =A 'B=— -17 -10 16 -11 -86 = -2
43 ~ 43

A0 -16 17, o 129, .3,

Demak, tizimning yagona yechimix, = 1, x2 = -2, xr = 3 boiadi.

Shunday qilib, matritsalar usuli har ganday n nomaiumli n ta
tenglamali aniq tizim yechimini oddiy va ixcham ko‘rinishdagi (7)
formula bilan ifodalash imkonini beradi. Bu formula nazariy
tadgiqotlar uchun qulaydir, ammo n oshib borishi bilan uning amaliy
tatbig'i murakkablashib boradi. Bunga sabab shuki, bu holda AT1
teskari matritsani topish uchun yuqori tartibli determinantlami
hisoblashga to‘g'‘ri keladi23.

2 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. - USA: Rice University, Connexions. 2011. - P. 59.
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Kramer (determinantlar) usuli. Matritsaviy ko‘rinishda (7)

Inimulasidan foydalanib quyidagicha yozamiz:
A\ A Eg Aj me v TM

* A2 a2 -+ A2 *. 42 2
x= 4 4 -1

4 A Ak Ak ' Ak m Ak h

Kn) An m=m An Amiay

"b\A\ +b2A2i + -+ b, Avin
bJAn +b2A22+--- + b, A, 2

0 bk +b2A% + -+ b, A K

J\AnN +72A2n + see+ bnANNj
Bu yerdan tizimning xk (k=1, 2, n) yechimi uchun ushbu
Ibrmuialar kelib chiqadi:
4 ="&IA{k+blAIk +---+bnAlK = —Ak=-", k=\,2,-",n. (8)
n A

A
Bunda determinantning 11-xossasidan foydalanib, k=1, 2, ..., n,

uchun ushbu

Il M aM
al o 0 @K\ m D

b\At +b2Ak +" m+ T v ey b A e

h, ™

tengliklar o‘rinli boiishidan foydalandik. (8) formulalarda (1)
tizimning aukoeffitsiyentlaridan tuzilgan
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W1l «l2 A
«21  «22 en

«am | «m?2

determinant tizimning asosiy determinanti, uning A-ustunini
ozod hadlar ustuni B bilan almashtirishdan hosil boigan A* (E=1,2,
ri) determinantlar esayordamchi determinantlar deyiladi.

Ta’rif: (1) chizigli tenglamalar tizimining yechimini asosiy va
yordamchi determinantlar orgali ifodalovchi (8) tengliklar Kramer
formulalari deb ataladi.

Kramer usulining afzalligi shundan iboratki, u orqgali tizimning
maium bir nomaiumlarini ham (masalan, fagat X] va xn
nomaiumlami) topish mumkin. Ammo, bu usul ham n Kkatta
boiganda, yuqori tartibli determinantlami hisoblashni tagozo etadi va
shu sababli uni amalda qoilash katta giyinchiliklar bilan bogiiq.

Kramer formulalarini n -2 hoi uchun yozamiz. Bunda (1) chiziqli
tenglamalar tizimi

[« 11+ «122=h
[«21*1+ « 222 ~ 72

asosiy va yordamchi determinantlar
«n «l2 h «l1l2 «l1 h
«21 «22 b «22 «21 h

va Kramer formulalari

Al A2

B . 24
ko'rinishda boiadi
Shunga o‘xshash n- 3 boiganda sistema
«11*1 +«12*2 +«13*3 =Dbi
WMa2:+1 + «22*2 + «23*3 = B,

«31*1 +«32*2+ «33*3 =*3

24 ECTeCTBEHHO-Hay4YHble OCHOBbl (PU3NYECKOW KynbTypbl U criopTa: yyebHuK / nof pes. A.B.CamcoHoBOW,
P.B.LlannaroBoii. - M.: CoBeTckuii cnopT, 2014. C. - 18.
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asosiy va yordamchi determinantlar

«M az  as «12 a3
A=Q21 w2 w3 A= «22 23
Gl w2 B3 (32«33
«11 «13 «12 A
A? —21 23 A3 21«2
31 33 [a X

va Kramer formulalari

A, A2

2 > -
*1=a’X A

ko'rinishda bo'ladi®

A3

Misol: Ushbu uch noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasini
Kramer usulida yeching:

jg+2xr +313=1
o2xj +3x2 +x3=0
2XN+x2- 2x3=0

Yechish: Asosiy va yordamchi determinantlami hosil etamiz va
hisoblaymiz:

12 3 123
A=2 3 1=18,A,=0 3 1 _5
2 1-1 01-2
113 121
a2-2 01 =-1 A3.2 3 0=7
2 0-2 210

Kramer formulalariga asosan, tizim yechimini topamiz:
A 5 A, 1 A3 7
X, =—=n
18" XlI_A~ 18’ *3~ A ” 18"

Shuni yana bir marta ta’kidlab o‘tamizki, (1) tizim n-m holda
yagona yechimga ega, ya'ni birgalikda va anig boMishi uchun uning

B Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. - USA: Rice University, Connexions. 2011. - P. 61.
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asosiy determinanti A”O boiishi kerak va bunda yechim matritsalar
usulida (7), Kramer usulida esa (8) formulalar bilan topiladi.

Ko'‘rsatish mumkinki, agar n=m holda (1) tizimning asosiy
determinanti A=0 boisa, unda quyidagi ikki hoi boiadi:

1) Barcha yordamchi determinantlar Ak=0 (£=1,2, ...,«) boisa,
unda (1) tizim cheksiz ko‘p yechimga ega, ya'ni birgalikda va
anigmas boiadi.

2) Agar yordamchi A* (£=1,2, determinantlardan kamida
bittasi noldan fargli boisa, unda (1) tizim yechimga ega emas, ya'ni
birgalikda boimaydi.

Masalan,

tizimlaming birinchisi uchun A=Ai=A2=0 va u xf=c, jc2=(3c-4)/5
koiinishdagi cheksiz ko‘p yechimga ega. Ikkinchi tizim uchun esa
A=0, ammo Ai=2070 boigani uchun uyechimga ega emas. Hagigatan
ham tizimning Il tenglamasidan 3jci—5jc2=6 ekanligi kelib chigadi va u
tizimning | tenglamasiga ziddir.

Gauss (noma’lumlarni yo‘gotish) usuii. Chizigli tenglamalar
tizimini matritsalar yoki Kramer usulida yechishda bevosita berilgan
(1) tizimning o‘zi bilan ish ko‘riladi. Endi garalayotgan Gauss usulida
esa berilgan (1) tizim boshqga bir tizimga keltiriladi shu sababli bizga
quyidagi tushuncha kerak boiadi.

Ta’rif: Agar ikkita chizigli tenglamalar tizimlarining yechimlar
to‘plami o‘zaro teng boisa, ular ekvivalent (teng kuchli) tizimlar
deyiladi.

Masalan,

4%, - 3x2- -23 2X, +x2=1
X, +2X,=8 X +X, =3

tizimlar ekvivalent, chunki ular bir xil xf= -2, x2= 5 yechimga
ega.

Teorema: Agar (1) tizimning ikkita tenglamalari o‘'mi o‘zaro
almashtirilsa yoki ulardan biri ixtiyoriy X songa ko‘paytirilib boshga
bir tenglamasiga qo‘shilsa, natijada berilgan tizimga ekvivalent tizimi
hosil boiadi.

68



Masalan,
2x, +3x2-*3=1
edxj - 5x2 +2x3=-3
5x +x2-33=0

tizimning ikkinchi va uchinchi tenglamalarining o‘mini
almashtirish va hosil bo‘lgan tizimning birinchi tenglamasini #— 2
songa ko'‘paytirib, uchinchi tenglamasiga qo‘shish natijasida hosil
bo‘lgan quyidagi tizim berilgan tizimga ekvivalent boiadi:
2x{+ 3x2-*3=1
- 5jcj + x2-3x3=0
-11jc2 + 4x3=-5
Hagigatan ham bu tizimlami Kramer yoki matritsalar usulida
yechib, ulaming ikkalasini ham bir xil
n 25 10
X1="63’ X3=" 3
yechimga ega ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin.
Endi birgalikda va anig boigan quyidagi n nomaiumli n ta
chizigli tenlamalar tizimini Gauss usulida yechishga o‘tamiz26:

a, +aux2+a,33+eeq, X, ="

#H21*1 + « 2272 + N233 + ¥ BAXN =72

anix| +an2X2 + ««3*3 + 'eeamxn = K

1-qadam. (9) tizimda an®0 deb olish mumkin, chunki bu shart
bajarilmagan boisa, (9) tizimdagi tenglamalar o‘mini almashtirish
orgali unga erishish mumkin. Tizimning 1-tenglamasini ikkala
tomonini -a k]/an songa ko'‘paytirib, uning ~-tenglamasiga (£=2,3, ...,
n) qo‘shamiz. Natijada hosil boiadigan ekvivalent tizimning k-
tenglamasida noma’lum gatnashmaydi va u quyidagi ko‘rinishda
boiadi:

26 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. - USA: Rice University, Connexions. 2011. - P. 67.
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é’gl rZ ’-"-E'IQFS annxn —/&(l.)
2-qadam. Hosil bo'lgan (9(1) tizimda yuqoridagi singari yana
o deb olish mumkin. Bu tizimning 2-tenglamasini ikkala
tomonini- an/en songa  ko'paytirib, uning  -tenglamasiga
(k=Db,A,...,n) go‘shamiz. Natijada hosil boiadigan ekvivalent
tizimining A:-tenglamasida noma’lum x2 gatnashmaydi va u quyidagi
ko‘rinishda bo’ ladi:
anxl+alx2 +aux3+-a”~xn=bl
agx2+4»X3+..-4X=bW

A3 +-A Y =AD) @)

J2% +... 3K, ~hm

an3 + 7 nnxn - °n

n-qadam. Yugoridagi jarayonni ketma-ket n- 1 marta takrorlab,
quyidagi ko‘rinishdagi ekvivalent tizimiga kelamiz:

ANKE diZX2  a™™ + ee*QUXNn—b
a¥%x2+a"x1+-a'2ZX=b"?
<Yy+--<y=r

a«xx+-af{x=b;>

a<:~\

Bu Gauss usulining to‘g ‘riy o ‘li, uning natijasida hosil bo‘lgan
(9(n D) tizim uchburchakli deyiladi.

Endi (9(n1) tizimning oxirgi tenglamasidan x,, noma’lumning
giymatini topamiz. So‘ngra x,, qiymati (9(n 1) yoki (9(*~2) tizimning
oxirgidan oldingi tenglamasiga go‘yib, undan xr/1 noma’lumning
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giymatini aniglaymiz. Shunday tarzda davom etib, birin-ketin x,,, XxnA,
X,y 2 ..., X2 X\ noma’lumlar gi”matlarini topamiz. Bu jarayon Gauss
usulining teskariyo‘li deyiladi

Gauss usulining matritsalar va Kramer usullaridan afzalliklari
(Juyidagilardan iborat:

e bu usul yuqori tartibli determinantlami hisoblashni talab
cUnaydi va fagat arifmetik amallar orqali bajariladi;

e bu usulni deyarli yugorida ko'rsatilgan ko‘rinishda amalga
oshirib, ixtiyoriy chizigli tenglamalar tizimini, jumladan, noaniq
lizimlami ham yechish mumkin;

e bu usul sodda hisoblash algoritmiga ega boiib, wuni
kompyuterda amalga oshirish oson.

Misol: Ushbu tizimni Gauss usulida yeching:

2xt- 3x2+ 4x3= 20
-3xj + 4x2- 2x3=-11
4x] + 2x2+3x3=9

Yechish: Bu tizimdan noma’lumlami birin-ketin yo‘qotamiz.

1-gadam. Tizimning ikkinchi va uchinchi tenglamalardan x|
nomaiumni yo‘qotamiz. Kasr sonlarga kelmaslik va bu orqali
hisoblashlami soddalashtirish magsadida buni quyidagicha amalga
oshiramiz. Dastlab 1-tenglamani ikkala tomonini -3 soniga, 2-
tenglamani esa 2 soniga ko‘paytirib, ulami o‘zaro qo‘shamiz. So‘ngra
1-tenglamani ikkala tomonini - 2 soniga ko'paytirib, hosil boMgan
tenglamani 3-tenglamaga qo‘shamiz. Natijada quyidagi ekvivalent
tizimiga kelamiz:

2X] - 3x2+ 4x3= 20
17jc2-16x3= -82 .
8*2 -5x3=-31

2-gadam. Oldingi gadamda hosil qgilingan tizimning 2-tengla-
masini - 8 soniga, 3-tenglamasini 17 soniga ko‘paytirib o‘zaro
qo‘shamiz:

2jtj - 3x2+ 4x3= 20
e 17x2-16x3=-82
43x3=129

27 Howard Anton, Chris Rorres. Elementary Linear Algebra: Applicarions Version, 10th. - USA: Lehigh
University, John Wiley & Sons, 2010. - P. 27.
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Dastlab, bu uchburchakli tizimning 3-tenglamasidan x3=3
ekanligini topamiz.

So‘ngra bu natijani tizimning 2-tenglamasiga go'yib, undan x2= -
2 ekanligini aniglaymiz. Yakuniy gadamdax2= -2 va jc3= 3 natijalami
tizimning 1-tenglamasiga qo'yib, undan Jti=i ekanligini topamiz.
Demak, berilgan tizimning yagona yechimi jg =1, x2 — 2 va =3
ekan.

n noma’lumli m ta chizigli tenglamalar tizimsi. Endi (1)
tizimni Tdn holda yechish masalasi ustida to‘xtalib o‘tamiz. Bunda
doimo m<n, ya’'ni tenglamalar soni noma’lumlar sonidan katta emas,
deb hisoblashimiz mumkin. Agar m>n bo‘lsa, unda noma’lumlami
yo‘qotish usulidan quyidagicha foydalanib, m<n holga kelamiz. 1-
gadamda tizimning ikkinchi va undan keyingi barcha tenglamalaridan
X) nomaiumni yo‘qotib, ularda fagat x2 jc3 ..., xn noma’lumlar
gatnashishiga erishamiz. 2-gadamda tizimning uchinchi va undan
keyingi barcha tenglamalaridan x2 noma’lumni yo‘qotib, ularda fagat
*3, x4, ..., XD noma’'lumlar gatnashishiga erishamiz. Bu jarayonni
davom ettirib, (n-\)-gadamda «tenglama va undan keyingi
tenglamalarda fagat bitta X, noma’lum qolishiga erishamiz.
Navbatdagi gadamda n- tenglamadan foydalanib, («+l)-tenglama va
undan keyingi barcha tenglamalardan oxirgi xn nomaiumni
yo'‘gotamiz. Natijada bu tenglamalar o‘mida O-b k(k=n+1, n+2, ..., m)
ko'‘rinishidagi ifodalar paydo boiadi. Agar (1) tizim birgalikda, ya’'ni
yechimga ega boisa, unda hamma by sonlar nollardan iborat boiadi
va aksincha. Agar bk sonlardan kamida bittasi noldan farqli boisa,
unda (1) tizim birgalikda emas, ya’'ni yechimga ega boimaydi. lkkala
holda ham tizimda qolgan tenglamalar soni n ga teng yoki undan
kichik boiadi, chunki golgan tenglamalar orasida ham O=£*
ko'rinishdagi ifodalar boiishi mumkin2 .

Misol sifatida m -4, n=3 boigan ushbu tizimni garaymiz:

3Xj - 2x2+x3=5
41 +x2-2x3=1
0x[-3x2 =1
7X[ -x2-x3=6

"* Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. - USA: Rice University, Connexions 2011. —P. 71.
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Bu tizimning 1-tenglamasidan foydalanib, keyingi tenglama-
laridan x| nomaiumni yo‘qotamiz:
3% - 2x2+*3=5
11j2 -10jc3 = -17
Ux2-10*3=-17
11*2 - 10*3 =-17
Hosil bo‘lgan tizimning 2-tenglamasidan foydalanib, keyingi
tenglamalaridan x2 noma’ lumni yo‘gotamiz:
3% - 2n2+*3=5
11*2 -tO*3 = -17
0=0
0=0
Demak, berilgan sistemma m=2, n- 3 (m<n) bo‘lgan ushbu tizimga
ekvivalent ekan:
[3%i - 2%2 +*3 =5
[11*2-10*3 =-17 °

Shunday qilib, (1) tizimda m<n boMsin. Bu tizim yechimga ega,
ya'ni (3) va (6) matritsalarning ranglari teng va r(A)=r(Ab=r bo'lsin.
Bunda r<m bo‘ladi. Agar r=m=n bo‘lsa, unda tizimning asosiy
determinanti O=|/N]"0 bo‘ladi, ya'ni oldin ko‘rib o‘tilgan holga
kelamiz va tizim yechimini matritsalar, Kramer yoki Gauss
usullaridan birining yordamida topamiz.

Endi (1) tizim matritsasining rangi r(A)=r<n bo‘lgan holni
ko‘ramiz (har doim r<m bo'lishini eslatib o‘tamiz). Bunga oldin
garalmagan m~n, ammo J1=[J1]=0 bo‘lgan hoi ham kiradi. Bu holda
matritsaning biror r-tartibli M bazis minorini garaymiz. (1) tizimning
koeffitsiyentlari shu bazis minorga kirgan r ta tenglamalarini qoldirib,
qolgan m-r ta tenglamasini o‘chirib tashlaymiz. Bunga sabab shuki,
bu m-r ta tenglamani qoldirilgan r ta tenglamalardan hosil qilish
mumkin, ya'ni ular noma’'lumlar to‘g‘risida yangi ma’'lumot
bermaydi. Qoldirilgan r ta tenglamalami (1) tizimning dastlabki r ta
tenglamasi deb garash mumkin (aks holda tizimdagi tenglamalar
o‘mini almashtirish orqali bunga erishib bo‘ladi). Bu holda (1) tizimga
ekvivalent boigan ushbu tizimga kelamiz:
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anxx+anx2+e e+ alrxr + «ir+l*r+i + « » a,,x,, =b,

a2i*i + #22*2 + " o+ 2rxXr + 2r+l*r+l +o W+a2,x,=b2
(k1 *1 4+¢*2*2 4+ W akrxr +akr+]xr+l +e o+ *n*a ~ bk

WN*L+«r2*2+- W arxr+arr+lxMIl +e . roxp = pr

Bu tizimning tenglamalaridagi koeffitsiyentlari bazis minorga
kirgan noma’lumli (ulami X2, ..., Xr deb olishimiz mumkin)
go'‘shiluvchilami o‘z joyida qoldirib, boshga xr+tu xH2 *n
noma’lumli go‘shiluvchilami tenglamalarni o‘ng tomoniga o‘tkazib,
(10) tizimga kelamiz. Bu tizimdagi X\, X2 ..., xXTnoma’lumlar asosiy
0 ‘zgaruvchilar, qolgan n-r ta xr+b xve, xnnoma’lumlar esa erkli
o ‘zgaruvchilar deb ataladi.

"axn t+tanx2+- -+ alrxr =bl- (alrtl* r+l + eee+ alnx,,)

«21*1 + «22*2 + '+ 2r*r = h ~ («2r+1*r+l + *" + «2n*n)

....................................... 4 (10)

*1*] + «*2*2 + omm+ akaxr = h - {akr+]*r+l + eee+ ak,xn)

«ri*i +«r2*2 + eee+ amrxr = K - (arr+l*r+l+ — + anx,)

Erkli o‘zgaruvchilarga ixtiyoriy bir *ri=Cb xt+2=C 2, wm xn=C,,._r
giymatlami beramiz. Unda (10) x\, x2, ..., x, asosiy o‘zgamvchilarga
nisbatan r nomaiumli r ta chizigli tenglamalar tizimini ifodalaydi. Bu
tizimning asosiy determinant M bazis minordan iborat boiib, noldan
farglidir. Unda (10) tizim yagona yechimga ega boiib, uni matritsalar
yoki Kramer yoki Gauss usulida topish mumkin. Demak, asosiy x\, x2,
...,xto‘zgaruvchilaming giymatlari *r+i=Cb xt+2C 2, ..., *r=eCnr erkli
o‘zgamvchilar giymatlariga bogiig holda aniglanadi, ya’ni:

*i * xi(Ci,C2)e',Cn r\ x2 —x2(C?9C29' *-,Cn r) , »* xr —xr(C\,C2, m»,C/1 1"
ko‘rinishda boiadi. Unda (1) yoki unga ekvivalent (10) tizim
cheksiz ko'p yechimga ega boiib, ular

X = (xI =x\(CLC2,-",Cnr) xr = xr(Ci,C2,--wC,,_r) Cj - C,.nT
ustun matritsani tashkil etadi va tizimning umumiy yechimi
deyiladi. Bunda Cj=0, C2=0, ..., Cnr=0 holga mos keladigan Xbazis

yechim deb ataladi.

74



Misol: Ushbu tizimni yeching:
3X] +2x2 ~xr ~1
X\- 3X2+ 4*3 = 6
7icj +12x2 —11p3 = 9

Yechish: Bu tizimda T=n-b va uning asosiy determinanti

3 2-1
A=1 -3 4=0.
7 12 -11

Bu tizim matritsasining rangi r(A)=2 bo'lib, bazis minor sifatida,
masalan, ushbu Il tartibli minomi olish mumkin:
3
M = =-11*0 .
1 -3

Bu minorga tizimning dastlabki ikkita tenglamalarini
koeffitsiyentlari kirgan va shu sababli ulami qoldirib, 3-tenglamani

o'chirib tashlaymiz hamda x3 erkli o‘zgaruvchini tenglamani o‘ng
lomoniga o‘tkazamiz:

Oxirgi tizimda g3=C deb va Kramer usulidan foydalanib,

berilgan tiziming umumiy yechimini topamiz:
*=-1(50-33), *2=7(13C-11), x3=C.

Topilgan umumiy yechimda C=0 deb

xl =3, x2- -1 x3=0
bazis yechimga ega bo*lamiz.

Misol: Ushbu tizimni tekshiring va uning umumiy hamda bazis
yechimni toping:

X +2x2- 2x3+3x4=-6
2Xi - X2 +*3 - *4 =5
3X +x2-x 3+2x4 =-1

Yechish: Bu tizimda m=3 va n-A, ya'ni m<n. Bu tizimning
matritsasi va uning kengaytirilganini garaymiz:
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@ 2 -2 3 fnr 2 -2 3 -6n
A=2 -1 1 -1 | =2 -1 1 -1 5
3 1 -1 2, 3 1 -1 2 -1,

Bu matritsalarning rangi r(A)= r(Abh= r=2 ekanligini tekshirib
ko‘rish mumkin. Demak, bu tizim birgalikda va uning rangi
noma’lumlar sonidan kichik, ya'ni r=2<4 bo‘lgani uchun bu tizim
cheksiz ko'p yechimga egadir. Bu tizimning xx va x2 noma’lumlari
oldidagi koeffitsiyentlardan tuzilgan determinant noldan farqli va shu
sababli uni bazis minor, X\ va x2 noma’lumlarni esa asosiy
o‘zgaruvchilar deb olish mumkin. Bundan tashqari, tizim
matritsasining rangi r=2 bo‘lgani uchun uning bir tenglamasini,
masalan uchinchisini, o'chirib tashlash mumkin. Asosiy
o'zgaruvchilami hosil gilingan tenglamalar tizimining chap tomonida
goldirib, golgan *3 va x4 erkli o'zgaruvchilami tenglamalaming o‘ng
tomoniga o‘tkazamiz:

fx] + 2x2- 2x3+ 3x4 = -6 ] +2x2=2x3- 3x4- 6
[ 2xj-x2+x3-x4-5 [2x]-x2-~x3+x4+5

Bu tizimda erkli o‘zgaruvchilarga ixtiyoriy xy=Ci va x~C2
giymatlar beramiz va uning umumiy yechimini Kramer usulida
topamiz:

(4-C2, x2 —7C2—17), Xj=Cj, x4=C2.

Bu yerda Ci=0, C2=0 deb ushbu bazis yechimni hosil etamiz:

N=8> xo= 3 x3=85 »4=".

Misol: Ushbu tizimni tekshiring:
X +2x2- 2x3+ 3x4=-6
2*] -x 2+x} -x 4=5
3xl+x2. x3+24=3

Yechish: Bu tizimda m 3 va n-A, ya'ni m<n. Bu tizimning
matritsasi va uning kengaytirilganini garaymiz:
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N 2 -2 3" 2 o203
A=2 -1 1 -1, Ab=2 -1 1 -1 5

3 1 -1 2, 3 1 -1 2 3,

Bunda A matritsalarning rangi r(A)=2, kengaytirilgan matritsa
mngi esa r(ABh=3 bo‘'ladi. Hagigatan ham uning ushbu III tartibli
minori

-2 3 -6
M=1 -15 =-14*0.
-1 2 3

Bundan T(A)pT(AL) ekanligini ko'ramiz va shu sababli, Kroniker-
Kapelli teoremasiga asosan, bu tizim birgalikda emas, ya'ni uning
yediimi mavjud emas.

Bir jinsli chizigli tenglamalar tizimi. Endi (1) n noma’'lumli m
In lenglamalar tizimining maxsus bir holini alohida ko'‘rib o‘tamiz.

Ta'rif: Agar (1) chizigli tenglamalar tizimning o‘ng tomonidagi
barcha ozod hadlar nolga teng bo‘lsa, u holda bu tizim bir jinsli
chizigli tenglamalar tizimi deyiladi.

Demak, n noma’lumli m ta bir jinsli chiziqli tenglamalar tizimi
quyidagi ko‘rinishga ega bo'ladi:

«1 1*1 + «12*2 + «13*3 + « "'+ «1lnxn = 0

a2\x\ +a22x2+ a23x3+ '"“+ a2nxn = 0

«*1*1 + am2x2 + am3x3+ '" + amrxn 0

Chiziqgli bir jinsli tenglamalar tizimi hamma vaqt birgalikdadir,
chunki u hech bo‘lmaganda bitta xi=0, x2~-0, Xre0 yechimga ega.

Ta'rif: (11) bir jinsli tizimning yechimi fagat nollardan iborat
bo‘lsa, u trivial yechim, aks holda, ya’'ni tizimning yechimi ichida
kamida bitta noldan fargli son mavjud bo'‘lsa, u notrivial yechim deb
ataladi.

Kroniker-Kapelli teoremasidan quyidagi tasdiq bevosita kelib

chigadi.
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Teorema: Agar (11) bir jinsli tizim determinantining rand
r(A)=n boisa, bu tizim faqat trivial yechimga ega bo'ladi. Bu tizid
notrivial yechimga ega bo‘lishi uchun r(A)=r<min(m,n) shall
bajarilishi zarur va yetarlidir.

Masalan,
3*i - 5*2 =0 f 4xl +3x2- x3=0
Xj+4x2=0 > 4 2%l - x2+5*3 =0
5xj + 3x2=0 I0xj + 5x2+ 3x3=0

bir jinsli sistemalardan birinchisi fagat trivial yechimga egfl
(chunki x{Ay=2=n), ikkinchisi uchun esa notrivial yechimlar haO
mavjud (chunki r(J1)=2<a=3).

2-teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi:

Natija: Bir jinsli (11) tizim m=n holda notrivial yechimga ega
bo‘lishi uchun uning asosiy determinanti A=0 boiishi zarur va
yetarlidir.

Agar (11) birjinsli tizimning notrivial yechimi mavjud bo‘lsa, u
yuqorida ko‘rsatilgan asosiy va erkli o'zgaruvchilami tanlab olish
orqali topiladi2o.

Misol: Ushbu bir jinsli tizimni tekshiring va uning notrivial
yechimi mavjud boisa, bu yechimni toping:

X, +2X2- 2xXr+3x4=0
2 - X2+ X3-x4=0
3X, +X2- X3+2x4=0

Yechish: Bu tizim matritsasining rangi r(A)=2 <n=4. Demalk,
uning notrivial yechimi mavjud. Asosiy o‘zgaruvcbilar sifatida X\ va
X2, erkli o‘zgaruvchilar sifatida xj va X4 nomaiumlami tanlashimiz
hamda tizimning uchinchi tenglamasini o‘chirib tashlashimiz mumkin
va natijada berilgan tizimga ekvivalent boigan ushbu tizimga
kelamiz:

2 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. - USA: Rice University, Connexions. 2011. - P. 79.
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Bu tizimda erkli o‘zgaruvchilarga ixtiyoriy xy=C\ va x4=C2
tliymatlar berib, X\ va x2 asosiy o'zgaruvchilami Kramer usulida
lopamiz:

Xl=--C2, *2=~(5q-7C]I).

Demak, berilgan bir jinsli tizim cheksiz ko‘p notrivial yechimga
ega va ular quyidagi ko'rinishda bo‘ladi:

Xi—=C2, x2=—5Cj—7C2), [MB=C], x4=C2.

Bu yerda Ci=C2=0 desak, trivial yechimga, qolgan hollarda esa
notrivial yechimlarga ega bo‘lamiz. Masalan, Ci= 5, C2= -10
bo' Iganda tizimning ushbu notrivial yechimi kelib chigadi:

X, =-1, x2=19, x3=5, x4=-10.

* Bir jinsli (11) tizimning X\=k\, x2=k2 XrFkn yechimini
X=(K\,K2,K3,...,Kn) satr matritsa ko'rinishda belgilaymiz. Chizigli bir
jinsli tenglamalar tizimining yechimlari quyidagi xossalarga ega
bo'lishini tekshirib ko'rish mumkin:

1-xossa. Agar X=(k\,K2,K3,...,Kr) bir jinsli (11) tizimining
yechimi bo‘lsa, u holda ixtiyoriy X soni uchun

XX=LW bKbKb...,kn)= (kkb Xk2, XKk3..., Xk,,)

ham shu tizimning yechimi bo'ladi.

2-xossa. Agar Xi={k],k2,k3,....kg va X2-(I\,I2)li,...,InN bir jinsli
(11) tizimning yechimlari bo‘lsa, u holda ixtiyoriy C\ va C2 sonlar
uchun

X=0/0+ CX2=(CN+C2hbC,*2tC22,..., C{kntC2In
ham (11) tizimning yechimi boiadi. Bunda C\X\+ C2X2
algebraik yig‘indi X\ va X2 yechimlaming chiziqli kombinatsiyasi
deyiladi.
Ta’rif: (11) tizimning gandaydir X\, X2 ..., Xk yechimlari
chizigli bog‘ligmas deyiladi, agarda

afg+c2x2+ ...+ckxko

tenglik fagat va fagat Ci=C2=...=Ck=0 bo'lganda bajarilsa. Aks
holda, bu yechimlar chizigli bog‘liq deyiladi. Bu yerda 0=(0,0,
...,0)=0 ixn- nol satr matritsani ifodalaydi.
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Chiziqgli bir jinsli tenglamalar tizimi yechimlarining har ganday
chizigli kombinatsiyasi yana shu tizimning yechimi bo‘lishi
yuqoridagi xossalardan kelib chigadi. Shuning uchun shunday chizigli
bog‘'lig boimagan yechimlarni topish kerakki, ular orgali tizimning
barcha qolgan yechimlari chizigli ifodalansin.

Ta’rif: Agar (11) birjinsli tenglamalar tizimning har qanday X
yechimini qandaydir chizigli bog'lig bo‘lmagan X® X2 ..., Xy
yechimlarning chizigli kombinatsiyasi ko‘rinishida ifodalab bo'‘lsa,
undaX\, X2 . Xyfundamentalyechimlar tizimi deyiladi.

Chizigli tenglamalar tizimining sportga oid va iqgtisodiy
tatbiglari. Chiziqgli tenglamalar tizimi sportga oid va iqtisodiy
masalalami yechishda juda keng qoilanishini aytib o‘tgan edik.
Masalan, mashglardan foydalanishning eng optimal yo'lini topish,
transportda yuk tashishni tashkil etishda eng kam xarajatga erishish,
katta sportda sportchilaming ovqgatlanish ratsionini ogilona tuzish va
hokazo. Bunday masalalami o‘rganish va yechish natijasida “Chiziqli
dasturlash” deb ataladigan matematikaning yangi bir yo‘nalishi
yaratildi va unda chizigli tenglamalar tizimi ko'p ishlatiladi. Bunga
misol sifatida ikkita masalani ko‘ramiz.

Masala: Respublika, Osiyo va Jahoh migyosida musobaqgalar
o‘tkaziladi. Bu musobaqalarga sportchi ishtirok etishi uchun sport
klubida mashg‘ulot turi sifatida mashg 1, mashq 2 va mashq 3
bajariladi. Bir nafar sportchining musobagaga ishtirok etishi uchun
bajariladigan mashg‘ulotlar normasi va mashqglaming zaxirasi
bo‘yicha ma’ lumotlar quyidagi jadvalda berilgan:

Bir nafar sportchining musobagaga ishtirok Mashglar-
Mashg‘ulot e . . . .
turi etishi uchun bajariladigan mashg'ulotlar normasi ning
Respublika Osiyo Jahoh zaxirasi
Mashg 1 2 5 2 2350
Mashq 2 7 3 5 2750
Mashq 3 1 2 3 1400

Bu ma’lumotlar asosida mashglardan to‘lig foydalanish
magsadida har bir musobaga turining o ‘tkazilish sonini toping.

Yechish: Respublika, Osiyo va Jahoh miqgyosida o‘tkaziladigan
musobaqalar sonini mos ravishda X], x2 va x3 deb belgilaymiz.
Jadvaldagi ma’lumotlar asosida uchala musobagaga ishtirok uchun
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bajariladigan har bir mashglar miqgdorini topamiz va uni mashglar
zaxirasi bilan tenglashtiramiz. Natijada quyidagi chizigli tenglamalar
tizimiga ega boMamiz:

2xx+ 5x2 + 2x3 = 2350
e 7jcj + 3x2 + 5x3 = 2750
+ 2x 2 + 3jc3 = 1400

Bu chizigli tenglamalar tizimini yuqgorida ko‘rib o‘tilgan
usullardan biri yordamida yechib, * X100, x2-350 va *3=200
ekanligini topamiz. Demak, sport klubi 200 marta Respublika, 350
marta Osiyo va 200 marta Jahoh miqyosidagi musobaqalarda ishtirok
ctsa mashglar to'liq bajariladi.

Masala: Buxoro va Kogon paxta zavodlari Qorako‘'l va
G'ijduvon to‘gimachilik korxonalariga momiq (paxta tolasi) yetkazib
beradi. Buxoro va Kogon paxta zavodlari oy davomida mos ravishda
400 va 250 birlik momiq ishlab chiqaradi. Qorako‘l va GMjduvon
to‘gimachilik korxonalari oy davomida mos ravishda 300 va 350
birlik momiq ishlatadi. Har bir paxta zavodidan har bir to‘gimachilik
korxonasiga birlik momigni yetkazishning transport xarajatlari pul
birligida quyidagi jadvalda ko'rsatilgan30:

Bir birlik momigni transportda tashish xarajatlari (pul

Paxta birligida)
zavodi G'ijduvon to'gimachilik Qorako* 1to'gimachilik
korxonasi korxonasi
Buxoro 10 15
Kogon 8 20

Transport xarajatlari uchun 7500 pul birligi ajratilgan. Paxta
zavodlaridan momigni to‘gimachilik korxonalariga transportda
tashishning ogilona rejasini toping.

Yechish: Buxoro va Kogon paxta zavodlaridan G ‘ijduvon hamda
Qorako’l to‘gimachilik korxonalariga yetkaziladigan momiq hajmini
mos ravishda x\ va *2 hamda *3 va x4 noma’lumlar kabi belgilaymiz.

P Rasulov N.P., Safarov | I . Muxitdinov R.T. Oliy matematika. (Igtisodclii va muhandis-texnologlar uchun;.
Darslik. - T., 2012.- B 76.
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Bu holda, masala shartlariga asosan, izlanayotgan noma’lumlar uchun
quyidagi tenglamalami yozishimiz mumkin:

*# x3=400 (Buxoro paxta zavodi ishlab chigargan momiq
miqgdori),

X2+ *4=250 (Kogon paxta zavodi ishlab chigargan momiq
miqdori),

*j+ *2=350 (G ‘'ijduvon to‘gimachilik korxonasi ishlatgan momiq
miqgdori),

*3+ *4=300 (Qorako'l to‘gimachilik korxonasi ishlatgan momiq
miqdori),

10*i+8*3 (G ‘ijduvon to‘gimachilik korxonasiga momiq tashish
xarajatlari), 15*2+20*4 (Qorako'l to‘qimachilik korxonasiga momiq
tashish xarajatlari), 10*i+15*2+8*3+20*4=7500 (umumiy transport
xarajatlari).

Bu yerdan ushbu chizigli tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

*1 + *3 =400
x2 + *4 = 250
xXr + *2 —350
*3 + *4 = 300
I5*i + 20*2 + 8*3 + 25*4 = 7500
Bu w=4 ta noma’lumli m- 5 ta chizigli tenglamadan iborat tizim
bo'lib, uning matritsasi quyidagi ko‘rinishga ega:
(1 0 1 0

0O 1 0 1
= 1 1 0 O

0O 0 1 1

15 20 8 25

Bu matritsaning 2-4-satrlaridan tashkil topgan 1V tartibli
minorini Laplas teoremasi yordamida birinchi satr bo‘yicha yoyib

hisoblaymiz:
0 1 0
1 0 O 1 1 O
1 1 0 O
M, ¥F—0 1 1—0 0 1 -17-(-5)=-12*0.
0O 0 1
15 8 25 15 20 8
15 20 8 25
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Demak, r(A)=4=n va shu sababli bu tizim yagona yechimga ega.
(liuiss usulidan foydalanib tizimning yechimi *1=150, * 2=200, *3=250
wn *4=50 ekanligini topamiz. Bu yechimning igtisodiy ma’nosini
libdalaymiz.

Buxoro paxta zavodi o‘zi ishlab chigargan 400 birlik momigni
1 150 birligini G‘ijduvon, *3=250 birligini Qorako'l to‘gimachilik
kojxonasigajo‘natadi.

Kogon paxta zavodi o‘zi ishlab chigargan 250 birlik momigni
jrj~?0O0 birligini G'‘ijduvon, *4=50 birligini Qorako'l to‘gimachilik
korxonasigajo ‘natadi.

Shunday va fagat shunday tagsimotda transport xarajatlari
rejalashtirilgan 7500 pul birligini tashkil etadi.

Xulosa. Matritsa - satrlar va ustunlar shaklida joylashtirilgan
sonlar jadvali bo‘lib, ma’lum bir ma'noda son tushunchasini
nmumlashtiradi. Matritsalar matematikaning ham nazariy, ham amaliy
(jumladan, sportga oid mazmunli) masalalarida keng qo'llaniladi.
Matritsalar ustida ulami songa ko'‘paytirish, o‘zaro qo‘shish, ayirish
va ko‘paytirish kabi algebraik amallar aniglangan. Bunda hosil
bo'ladigan matritsalar algebrasidagi ko‘paytirish amalining o‘ziga xos
xususiyati shundan iboratki, u kommutativlik gonuniga bo‘'ysunmaydi.
liu algebrada nol va birlik matritsa 1 va 0 sonlariga o‘xshash
xossalarga ega. Matritsalar uchun ko'‘rsatilgan algebraik amallardan
tashgari transponirlash amali ham aniglangan.

Kvadrat matritsa elementlaridan ma’lum bir usulda hosil
gilinadigan sonli ifoda uning determinant deyiladi. Bu tushuncha
matematikaning turli boiimlarida ko‘p qo‘llaniladi va natijalami
ixgham ko‘rinishda ifodalashga imkon beradi. Il va Il tartibli
determinantlaming hisoblash formulalari nisbatan sodda, ammo
yugqori tartibli determinantlar uchun ular juda murakkab ko‘rinishga
ega. Shu sababli bunday determinantlar ulaming algebraik
toidiruvchilari va Laplas teoremasi yordamida quyi tartibli
determinantlarga keltirish orgali hisoblanadi. Bundan tashqari, bir
gator hollarda determinantlaming. giymatlari ulaming xossalaridan
foydalanib topilishi mumkin. Birlik matritsa va kvadratik nol
matritsalarning determinantlari mos ravishda 1 va 0 giymatga ega.



Matritsalar algebrasida teskari matritsa tushunchasi teskari songa
o‘xshash ko‘rinishda aniglanadi. Bunda fagat determinanti noldan
farqli bo‘lgan matritsalar uchun teskari matritsa mavjud bo'‘ladi va
yagona ravishda aniglanadi. Teskari matritsani topish algoritmida
algebraik toldiruvchilami hisoblash va transponirlash amalidan
foydalaniladi. Matritsalarning tatbiglarida uning rangi va bazis
minorlari tushunchalari muhim ahamiyatga egadir.

Chizigli tenglamalar sistemasi matematikaning sportga oid
masalalarni yechishda eng ko‘p qo'‘llaniladigan tushunchalaridan biri
bo'lib hisoblanadi. Chiziqli tenglamalar tizimining yechimi mavjud va
yagona, mavjud va cheksiz ko'p hamda mavjud bo'Imasligi mumkin.
Chizigli tenglamalar tizimini umumiy holda yechish usullari ishlab
chigilgan. Bunda oldin ko‘rib o‘tilgan matritsa va determinantlar
tushunchalari muhim ahamiyatga ega bo‘ladi. Tizim yechimining
mavjudligi yoki mavjud emasligi, yagona yoki cheksiz ko'pligi
matritsalarning rangi yordamida aniglanadi.

Takrorlash uchun savollar:

1. Matritsa deb nimaga aytiladi?

2. Matritsaning tartibi ganday aniglanadi?

3. Matritsaning elementi deb nimaga aytiladi?

4. Matritsalar ganday turlarga ajratiladi?

5. Qachon ikkita matritsa teng deyiladi?

6.Matritsaning ganday elementi diagonal deyiladi?

7. Birlik matritsa ganday ta’riflanadi?

8.Qachon matritsa nol matritsa deyiladi?

9. Matritsani songa ko'‘paytirish ganday aniglanadi?

10. Qaysi shartda matritsalami qo‘shish yoki ayirish mumkin?

11. Matritsalar yig*indisi yoki ayirmasi ganday topiladi?

12. Matritsalami qo‘shish amali ganday qonunlarga bo‘ysunadi?

13. Matritsalami qo'shish amali ganday xossalarga ega?

14. Qaysi shartda matritsalami ko‘paytirish mumkin?

15. Ko'paytma matritsa tartibi ganday topiladi?

16. Matritsalarning ko‘paytmasi ganday aniglanadi?

17. Matritsalami  ko'paytirish amali ganday qgonunlarga
bo'ysunadi?

18. Matritsalami ko'paytirish amali ganday xossalarga ega?

19. Matritsaning natural darajasi ganday aniglanadi?
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20. Matritsani darajaga ko'tarish amali ganday xossalarga ega?

21. Matritsalami transponirlash nima?

22. Matritsalami transponirlash amali ganday xossalarga ega?

23. Qachon matritsa simmetrik deyiladi?

24. Qanday shartda matritsa kososimmetrik deb ataladi?

25. Matritsaning sportga oid tatbig‘iga misol keltiring.

26.Determinant deyilganda nima tushuniladi?

27.11 tartibli determinant ganday hisoblanadi?

28. Il tartibli determinant uchburchak usulida ganday
hisoblanadi?

29.111 tartibli determinant Sarrius usulida ganday hisoblanadi?

30.Determinant va matritsa o‘rtasida ganday o‘xshashlik va
farglar bor?

31.Determinantda satr va ustunlar o‘zaro ganday Xxususiyatga
ega?

32.Determinantda ikkita satr yoki ikkita ustun o‘mi almashtirilsa
nima bo‘ladi?

33.Qaysi hollarda hisoblamasdan determinantning giymati nol
bo'lishini aytish mumkin?

34 Determinant elementining minori deb nimaga aytiladi?

35.Determinant elementining algebraik toMdiruvchisi ganday
aniglanadi?

36.Determinantlar uchun Laplas teoremasi ganday ifodalanadi?

37.Laplas teoremasining ahamiyati nimadan iborat?

38. Matritsalar ko‘paytmasining determinanti ganday
hisoblanishi mumkin?

39.Teskari matritsa ganday ta'riflanadi?

40.Qachon matritsa maxsus deb ataladi?

41.Qanday matritsa maxsusmas deyiladi?

42.Qaysi shartda teskari matritsa mavjud bo'ladi?

43.Teskari matritsa qanday topiladi?

44 Teskari matritsa ganday xossalarga ega?

45 .Matritsaning rangi deb nimaga aytiladi?

46.Matritsaning rangi ganday topiladi?

33.Chiziqgli tenglamalar sistemasi ganday ko'rinishda bo'ladi?

34.Tizimning koeffitsiyentlari, noma’lumlari va ozod hadlari
deb nimaga aytiladi?



35.Tizimning yechimlari ganday ta’'riflanadi?

36.Qachon tizim birgalikda yoki birgalikda emas deyiladi?

37.Qachon tizim aniq va gachon anigmas deyiladi?

38.Kroniker-Kapelli teoremasi nimani ifodalaydi?

39.Qaysi shartda chizigli tenglamalar tizimi yagona yechimga
ega?

40.Qaysi shartda chiziqgli tenglamalar tizimi cheksiz ko‘p
yechimga ega?

41.Chizigli tenglamalar tizimi matritsa ko'rinishda ganday
yoziladi?

42.Tizim matritsa usulida ganday yechiladi?

43.Matritsalar usulining ganday qulayliklari va kamchiliklari
bor?

44.Tizimni Kramer usulida yechishning mohiyati nimadan
iborat?

45.Tizimning asosiy determinanti deb nimaga aytiladi?

46.Tizim yechimi uchun Kramer formulalari ganday ko‘rinishda
bo'ladi?

47.Gauss usulining mohiyati nimadan iborat?

48.Tizimning asosiy o‘zgaruvchilari deb nimaga aytiladi?

49.Tizimning erkli o‘zgaruvchilari deb nimaga aytiladi?

50.Chizigli tenglamalar tizimining ganday sportga oid
tatbiglarini bilasiz?

Testlardan namunalar:
1. Matritsa mazmuni gayerda to‘g‘ri ko'rsatilgan?
A) sonlaryig'indisi; B) sonlar ko' paytmasi;
C) sonlar to‘plami; D) sonlar jadvali; E) sonlar birlashmasi.
"-1 05N
‘v273
A) 2x2; B) 2x3; C) 3x2; D) 3x3; E) 2x3=6.
3. Elementlari atlbo‘lgan matritsa qachon nol matritsa deyiladi?
A) Barcha aj elementlaming yig‘indisi nolga teng bo‘lsa;
B) Barcha % elementlari nolga teng bo'lsa;
C) Barcha ayelementlaming ko‘paytmasi nolga teng bo'‘lsa;
D) Biror satridagi barcha ay elementlar nolga teng bo‘lsa;
E) Biror ustundagi barcha ay elementlar nolga teng bo‘lIsa.

matritsaning tartibini aniglang.
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4. Quyidagi matritsalarning gaysi biri nol matritsa bo‘Imaydi?
0 O

A) B)(0O 0 o); C) 0 o o

E) Keltirilgan barcha matritsalar nol matritsa bo'ladi.

5. Elementlari ay bo‘lgan kvadrat matritsa gachon birlik matritsa
deyiladi?

A) Barcha ayelementlar birga teng bo'lsa;

B) a,,=\ vaOy=0 (#]) bo'lsa;

C) Barcha a,, diagonal elementlar birga teng bo'Isa;

D) Biror satrdagi barcha a,, elementlar birga teng bo' Isa;

E) Biror ustundagi barcha ayelementlar birga teng bo'lsa.

6.Birlik matritsani ko‘rsating.

(\ an (\ o~ 1r ‘0 14 (0 (n
A) i B) ;D) JE)
00 u " J 1, 1 0, [o.]
7. Birlik matritsani ko'rsating.
ir o]
A) :B) C)
i b
0 07 . .
D) _; E) buyerda birlik matritsayo‘q .
0 1 o

8.Qaysi shartda A rmva Bpg matritsalami ko'paytirish mumkin?

A) m=p; B) m=q; C) n=p; D) n=q; E) mg=np.

9. Quyidagi A va B matritsalar ustida qanday amallar bajari
mumkin?

A_(am ave &l __'bn 0O

la2l a2 a23, A ~22)
A)A-B; B)A B; C)BA; D)B-A; E) A+B.
10. Quyidagi JAl determinantning van a32 elementlari
yig'indisini toping:
\NAL 'O
-2

A)5;B)2;C)7,D)- 6;E) 6.
11. Quyidagi JA] determinantnitigagonal  elementlari

yig'indisini toping:
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1 -4 7
A= 0 9
-2 6 -10
A) 14;B) 0; C) 20; D)-6;E)4.

5
12. Quyidagi determinantni hisoblang: 3

A) 14; B) -26; C) 26; D) -14; E) 0.

3 -3
13. Ushbu determinantni hisoblang: 5
A) 0; B)-12; C) 12; D)2;E)3.
x-1 3
14. Quyidagi tenglamani yeching: _— 0
A)x=7; B);t=-1; C)x=2; D)x=4; E) ;c=8.
. . 3 x+lI
15. Tenglamani yeching: =1

A) *i=4; x2=1; B )*1="-2; *2=3; C)*i=1;x2=-1;
D) tenglama yechimga ega emas; E) tenglama cheksiz ko
yechimga ega.

16. Ushbu determinantni hisoblang: 2
A) 1;B)0;C)-2; D)4;E) 12
3 -5 1 2
] o 0 4 5 -7
17. Ushbu determinantni hisoblang:
0O 0 -1 1n
0O O 0 1

A) 0; B) 12; C) 10; D) -10; E) -12.

18. A va unga teskari A~l matritsalar ko'paytmasi uchun qgay
tasdiq o'rinli?

A) AA~] fagat nollardan iborat matritsa bo‘ladi;

B) AA~Xfaqat birlardan iborat matritsa bo'ladi;

C) AA_1 diagonal elementlari O, golgan barcha elementlari 1
boTgan matritsa bo'ladi.



D) AA~X diagonal elementlari 1, golgan barcha elementlari O
boigan matritsa bo'ladi.

E) AA N ixtiyoriy kvadrat matritsa bo'ladi.

19. Qaysi shartda/1 matritsa maxsus deyiladi?

A) N<C; B) [/1]>0; C) \A\®O, D) \A\-0; E) 1<0.

20. Qaysi shartdaA matritsa maxsusmas deyiladi?

A) NA\O; B) \ANS0; C) \ALO; D) \AN=O; E) |N1]<0.

21. Quyidagi matritsalardan gaysi biri maxsusmas?

1 -2 B 3 2 c 10 5 o 2n £ 7n
A) 0O O ) 6 4 ) 5 0 10 ) 3
22. Quyidagi matritsalardan qaysi biriénaxsus?

fl O (3 21 O ‘? 0T
A) , E)

0 1} B)e 4. 4» >ﬂ 30,

23. A va wunga teskari A"1 matritsalar uchun quyidagi
tengliklardan qaysi biri o‘rinli emas (E - birlik matritsa, O - nol
matritsa)?

A)A -A-"A'1-A;B)A -A'=E; C)A~1-A=E;

- D)AA"E A"1A=0;E)A -A~I=0

24. Agar A kvadrat matritsaning determinant A bo‘lsa, gaysi
shartda /1-1 teskari matritsa mavjud bo‘lmaydi?

A) A=0 B) A<O C) A>0 D) A*0 E) A ixtiyoriy giymatli.

25. Anx, matritsaning rangi nimaga teng?

A) satrlar soni m ga; B) ustunlar soni n ga; C) noldan fargli

minorlar soniga;
D) barcha elementlar soni mn ga; E) noldan fargli minorlaming

eng katta tartibiga.
26. Quyidagi tizimlardan qaysi biri chizigli tenglamalar
sistemasini ifodalaydi?

\anx} +anx\=bx.

5 _ .
A) «lIX? +«1222 ~h 'B) Xi X2 :C)
a2 X\ + a22x2 ~ b2 @@ @22 _, [«21*1 +a22x2 =b2
X' X2
Dy 1d¥1 +d22=bl .£) [ Il +d22="1
[«21*1 +«22%2 ~ b2 « 20*1 +«225F>
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27. Ushbu chiziqli tenglamalar tizimi Kkoeffitsiyentlarining

0 indisini . [8x, -2x2=5
yig'indisini toping: ot -3%2 -0

A) 10; B) 0; C) 5; D) 15; E)to‘g‘rijavob yo‘q.

28. Ta'rifni to'ldiring: a, P va y sonlarga uch noma’lumli
chizigli tenglamalar tizimining yechimi deyiladi, agarda ular tizimning
... tenglamalarini ayniyatga aylantirsa.

A) birinchi; B) ikkinchi; C) birorta; D) kamida bitta; E) uchala.

29. Qachon chiziqli tenglamalar tizimi birgalikda deb ataladi?

A) yechimga ega bo‘lmasa; B) kamida bitta yechimga ega

bo‘lsa;
C) yagona yechimga ega bo‘lsa; D) cheksiz ko‘p yechimga e

bo'lsa;
E) keltirilgan barcha hollarda.
30. Tenglamalar tizimini yeching va x? + X\ ifodaning giymatini

. j 2xx+x2=3
aniglang:
1*) -2 x2= —1

A) 5 B) 1;C)4;D)2;E)3.
Mustaqil ish topshiriglari:
I.A va B matritsalar bo'yicha (n+2)A, (I-ra)B, A+B, A-B va

NnA+(a-3)B matritsalami toping:
(' n 1-n WN+T

ald .
+1 n  2/jl,

( 2n n+3 n -2N
B:k/1+1 n-4 1- 2ny

2. Berilgan A va B matritsalar bo'yicha A B va B A matritsalami
toping hamda A B=B A yoki A BB A ekanligini aniglang:
(n n+1 AT 3 2 1A

A= 1 2 3 , HB= 2n 2/7+1 n
2n 2n-3 n+5, n-\ n n+1,
2n+\ n+3

3.1l tartibli determinantni hisoblang: 2=
n-2 2n+3

4. 111 tartibli determinant giymatini toping:
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n n+l n+2
2n-\ n+3 «-4
3 -2 1

5.Laplas teoremasi yordamida IV tartibli determinantni
liisoblang:
n n+l n+2 n+3
3 2 1 O
na.
n-1 n-2 n-3 n-4'
1 2 3 4
6.Berilgan A matritsa uchun teskari matritsa A-1 mavjudligini
aniglang. Agar teskari matritsa A4 mavjud bo‘lsa, uni toping va A A
I=A“1 A=E tenglik o‘rinli bo'lishini tekshiring:
n+1 n m-1n
A 1 2 3
y2n 2n-\ 2n+\j

7. Berilgan B3*4 matritsaning rangini aniglang:
fn n+1 n+2 4w+ 7n
A3x4 - N-2  n-\ n 4n-1
nN+2 n+3 n+4 4«+ 15
8.Ushbu ikki noma’lumli tenglamalar sistemasini matritsalar

usulida yeching:
Fr nx}+(n+\)x2=n+2

[(«- Dxj + (n+ 3)x2- n-2"

9.Ushbu uch noma’lumli tenglamalar sistemasini Kramer
(determinantlar) usulida yeching:

n\+ (n+1)x2+(n+2)x3=1
(n-2)x, +(n-\)x2+nxr=0

2xt- 3,2+ *3 - w
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11l BOB. VEKTORLAR ALGEBRASI TUSHUNCHA VA
ASOSLARI. DEKART KOORDINATALAR TIZIMIDA
VEKTORLAR

XVII-XVIJI asr matematiklarining geometrik masalalarga bog ‘liq ishlarida
sonlar hisobiga o Xshash va koordinatalar tizimi bilan bog‘liq geometrik
hisobga ehtiyoj paydo bo ‘Idi. Bu ehtiyoj g'oyalari XVII1I asr oxirida Kamo
tomonidan kiritilgan vektorial algebra orgali qondirildi.

Petrova V.G.

REJA:

» Vektor tushunchasi va ular ustida amallar. Vektorlami qo‘shish
va ayirish .
- | |I|]VWi _ .
» Dekart koordinatalar tizimida vektorlar

o wWT-Aallagokrw T rwllormunnporr.

» Ikki vektoming skalyar ko paytmasi

MiiinTTrmi r 11... ifi Hiiiiiwii ..nrgwrC"ifi -

» Ikki vektoming vektorial ko‘paytmasi _

Tavanch iboralar: skalyar, vektor, vektoming moduli, vektor-
ning geometrik talgini, vektoming boshi, vektoming uchi, nol vektor,
kollinear vektorlar, vektorlaming tengligi, komplanar vektorlar,
vektomi songa ko‘paytmasi, garama-qarshi vektorlar, vektorlami
qo‘shish, parallelogramm gqoidasi, uchburchak qoidasi, ko‘pburchak
goidasi, parallelepiped qoidasi, vektorlami ayirish, ort vektorlar,
vektoming o‘qdagi proyeksiyasi, vektoming yoyilmasi, vektoming
koordinatlari, skalyar ko‘paytma, skalyar ko‘paytmaning mexanik
ma’nosi, ortogonal vektorlar, vektorlaming ortogonallik sharti,
vektorial ko'paytma, vektorial ko‘paytmaning mexanik ma’nosi,
vektorial ko‘paytmaning xossalari, vektorial ko‘paytmaning
koordinatalardagi ifodasi, vektorlaming kollinearlik sharti.

3.1. Vektorlar va ular ustida amallar.
Vektorlami qo‘shish va ayirish

Vektorlar va ular bilan bog‘lig tushunchalar. Hayotda
uchraydigan harorat, bajarilgan ish, ish haqi, jismning massasi, ishlab
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chigarish hajmi, tovaming narxi, partiyadagi mahsulotlar soni kabi
kattaliklar ulami ifodalovchi sonli giymatlar orgali toiiq aniglanadi.

Ta’rif: Sonli giymatlari bilan toiig aniglanadigan kattaliklar
xkalyarlar deb ataladi.

“Skalyar” atamasi lotin tilidagi “scala” so‘zidan olingan bo'lib,
"pog‘ona” degan ma'noni ifodalaydi. Skalyarlar a, b, c, ... kabi
harflar bilan belgilanadi.

Kuch, kuch momenti, tezlik, tezlanish, bosim, siljish, elektr
maydonining kuchlanishi, ogim kabi kattaliklami aniglash uchun
ulaming sonli giymatlaridan tashqari yo‘nalishlarini ham ko'rsatish
zarurdir.

Ta’rif: Ham sonli giymati, ham yo'nalishi bilan aniglanadigan
kattaliklar vektorlar deyiladi.

“Vektor” lotincha "vehere” so‘zidan olingan va “yo‘llovchF
ma’nosiga ega. Vektorlar a, b, c,... yoki a,b,c,... kabi belgilanadi.

Ta’rif: Har ganday a vektoming sonli giymati uning moduli
yoki uzunligi deb ataladi va g kabi belgilanadi.

Geometrik nuqtai nazardan vektorlar yo'naltirilgan kesmalar
singari garaladi. Boshi A va oxiri B nugtada boigan yo‘naltirilgan
kesma bilan aniglanadigan vektor AB kabi belgilanadi. Bunda A nugta
vektoming boshi, B nuqta esa vektorning uchi (oxiri) deyiladi. Bu
yerda AB kesma uzunligi vektor modulini ifodalaydi, ya’'ni \AB\ = \AB\
boiadi.

Ta’rif: Boshi va uchi bitta nugtadan iborat boigan vektor nol
vektor deyiladi.

Nol vektor O kabi belgilanib, uning moduli |O]=0 boiadi. Nol
vektoming yo‘nalishi to‘g ‘risida so‘z yuritib boimaydi.

Ta’rif: Bir to‘g‘ri chiziqda yoki parallel to‘g‘ri chiziglarda
joylashgan vektorlar kollinear vektorlar deb ataladi.

Kelgusida a va b vektorlaming kollinear ekanligini a\\b kabi
belgilaymiz.

Masalan, ABCD parallelogramm boisa (9-rasm), unda AD\\BC
va ~AB\\CD, ammo AD va AB, BC va CD vektorlar kolllinear
boimaydi.
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9-rasm.

Izoh. Nol vektor O har ganday a vektorga kollinear deb
hisoblanadi.

Ta'rif: Quyidagi uchta shartlar bajarilganda a va b teng
vektorlar deyiladi:

1. a\\b, ya’'ni bu vektorlar kollinear;

2. ya'ni bu vektorlar bir xil uzunlikka ega;

3. a va b vektorlar bir xil yo‘nalishga ega.

Agar a va b teng vektorlar bo‘lsa, a=b deb yoziladi. Masalan,
yuqoridagi ABCD parallelogrammda AD=BC, AB=DC boiadi. Bu
yerdan vektorlami parallel ko‘chirish mumkinligi kelib chigadi.

Ta’'rif: Bitta yoki parallel tekisliklarda joylashgan uch va undan
ortiq vektorlar komplanar deyiladi.

Masalan, uchburchakning turli tomonlarida joylashgan vektorlar
komplanar boiadi.

Vektorlar ustida amallar. Endi vektorlar ustida arifmetik
amallar kiritamiz.

Ta'rif: a vektomi X songa (skalyarga) ko‘paytmasi deb quyidagi
uchta shart bilan aniglanadigan yangi bir ¢ vektorga aytiladi:

1 Icl= Ml ya’'ni a vektoming uzunligi P§ marta o'zgaradi;

2.c Ja, ya’'ni bu vektorlar kollinear;

3. A>0 boisa c va a bir xil yo‘nalgan, A<O boisa c va a qarama-
garshi yo‘nalgan.

a vektomi X songa ko‘paytmasi Xa kabi belgilanadi. Masalan,
ABCD trapetsiya boiib, uning AD va BC asoslarining uzunliklari
NADN=% va |ZXC]4 boisa, unda AD=2BC va AD—2CB tengliklar
o‘rinli boiadi.

Vektorlami songa ko‘paytirish amali quyidagi xossalarga ega:

1. M(Pa)=(3(?ifl)

2. (Atp)a=A. atp a

3. 0a=0.
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Bu yerda X va p ixtiyoriy sonlami, a esa ixtiyoriy vektomi
ifodalaydi.

10-rasm.

Ta’rif: (-1) a vektor a vektorga garama-garshi vektor deyiladi
va - a kabi belgilanadi.

Masalan, yugorida ko'rilgan ABCD parallellogramda AD va CB,
AB va CD garama-garshi vektorlar, ya’ni AD- -CB, AB= -CD
bo'ladi.

Endi ikkita a va b vektorlami gqo‘shish amalini kiritamiz. Buning
uchun parallel ko‘chirish orgali ulaming boshlarini bitta A nuqtaga

keltiramiz. Unda bu vektorlami a=AD, b=AB kabi belgilab, ABCD
parallelogrammni hosil gilamiz ( 10-rasm).
Ta’rif: a va b vektorlaming yig‘ittdisi deb ABCD parallel-

ogrammning A uchidan chiquvchi diagonalidan hosil gilingan AC
vektorga aytiladi va a+b kabi belgilanadi \

Vektorlar yig‘indisining bu usulda aniglash parallelogramm
goidasi deyiladi va unga moddiy nuqgtaga qo'yilgan ikkita kuchning
teng ta'sir etuvchisini topish asos qiiib olingan. Bu yig‘indini
uchburchak qoidasi deb ataladigan quyidagi usulda ham topish
mumkin. Bunda dastlab parallel ko‘chirish orqgali b vektoming boshi a
vektoming uchi ustiga keltiriladi (11-rasm). So‘ngra a boshidan
chiqib, b uchida tugaydigan vektor hosil gilinadi va u a+b yig‘indini
ifodalaydi.

3l EcTeCTBEHHO-Hay4Hble OCHOBbI (hM3NYECKOW KynbTypbl W cropTa: yye6HUK 7 nog pea. A.B.CamcoHOBOI,
P.6.Uannarosoii - M.: CoBeTckuii cnopT, 2014. - C. 14.
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11-rasm

Bir nechta ab a2 a3 a,, (ri>3) vektorlaming yig‘indisi
parallelogramm qoidasini bir necha marta ketma-ket qo'llash yoki
ko'pburchak qoidasi deb ataladigan ushbu usulda topiladi. Bu usulda
parallel ko‘chirish orgali a\ uchiga a? boshi, a2 uchiga a3 boshi va
hokazo uchiga a,, boshi keltirib go'yiladi. Hosil bo‘lgan siniq
chizigning boshi (a\ vektor boshi) bilan oxiri (an vektor uchi)
tutashtirilib, a=a\+ a2+ a3+ ...+ a, yig'indi vektor topiladi. Masalan,
uchta a\, a2 va 03 vektorlaming a=ai+az2+a”™ yig'indisini topish
quyidagi 12-rasmda ko'rsatilgan:

a=Cj+az+ a3
12-rasm

Agar U\, a2 va a3 bir tekislikda joylashmagan vektorlar bo'lsa,
ko'pburchak goidasi bilan topilgan a=axta2+a3 yig‘indi go‘shiluvchi
vektorlami parallel ko‘chirish orgali umumiy bir 0 boshga keltirib
hosil gilinadigan parallelepipedning 0 uchidan chiquvchi diagonali
kabi ham topilishi mumkin. Bu parallelepiped goidasi deb ataladi.

Vektorlami go‘shish amali quyidagi xossalarga ega:

1. a+b = b+a — kommutativlik (o‘rin almashtirish) gonuni;

2. (a+6)+c = a+(b+c) — assotsiativlik (guruhlash) qonuni;

3. I"a+b) = Xa+ Xb;

4. a+0 =a.

Ta’rif: ava b vektorlaming ayirmasi deb a va -b vektorlaming
yig'indisiga aytamiz.
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a va b vektorlaming ayirmasi a-b kabi belgilanadi, bu
«nklorlardan hosil gilingan ABCD parallelogrammning B uchidan

3.2. Dekart koordinatalar tizimida vektorlar

Vektorlaming koordinatalari. Dastlab tekislikdagi vektorlar-
ning koordinatalari tushunchasini kiritamiz. Buning uchun tekislikda
o'zaro perpendikulyar bo‘lgan va O nugtada kesishuvchi OX
(abssissalar o‘qi) va OY (ordinatalar o‘qi) o‘glaridan tuzilgan XOY
Dckart koordinatalar tizimini olamiz. Bu tizimda tekislikdagi har bir
M nugta o‘zining OX va OY o‘qglardagi proyeksiyalari bo‘lmish M xva
Mv nugtalar orgali (14-rasm) quyidagicha aniglanadi. Mx va My
uugtalardan O koordinata boshigacha bo‘lgan JOMx] va |OMy]|
masofalar orgali M nuqtaning koordinatalari deb ataladigan
*=+ | OMx|(abssissa) vay=+ | OMy](ordinata) sonlar aniglanadi.

14-rasm

Bunda (xjO koordinatalaming ishoralari 1-1V choraklarda mos
ravishda (+,+), (-,+), (-,-) va (+,-) kabi olinadi. Shunday qilib,
tekislikdagi har bir M nugta o'‘zirting koordinatalari bo‘lmish foy)
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sonlar juftligi orgali bir giymatli aniglanadi va bu hoi kabi
yoziladi.

Xuddi shunday tarzda tekislikdagi har bir a vektomi sonlar
juftligi orgali ifodalash mumkin. Buning uchun mos ravishda OX va
OY koordinata o‘glarida joylashgan, musbat yo‘nalishga ega va
uzunliklari birga teng boigan i vaj vektorlami kiritamiz (15-rasm).

Kiritilgan i vaj vektorlar ort vektorlar yoki gisqacha ortlar deb
ataladi. Endi berilgan a vektomi yo'naltirilgan kesma sifatida qarab,
uning OX va OY o‘qdagi proyeksiyalarini garaymiz. Bu proyeksiyalar
ham yo'naltirilgan kesmalar boiib, ular a vektoming OX va OY
o‘qdagi proyeksiyalari deb ataladi va ax , ay kabi belgilanadi3
Koordinatalar o‘glarida joylashgan ax , ay vektorlar mos ravishda shu
o‘glardagi i, j ortlarga kollinear boiadi va shu sababli ax =t\ax\i
hamda ay =t\ay\ deb yozish mumkin. Bunda proyeksiyalar va ortlar
bir xil yo‘nalishda boisa +, garama-garshi boisa - ishorasi olinadi.
Unda vektorlami go‘shish ta’rifiga asosan quyidagi tengliklami yoza
olamiz:

a= ax + ay= (t]ax]V/ +x\ay\)j=xi +yj. (1)

Ta’'rif: (1) tenglik a vektoming ortlar bo‘yichayoyilmasi, * vay
sonlari esa uning koordinatalari deb ataladi.

Koordinatalari x vay, ya’'ni (1) yoyilmaga ega boigan a vektor
gisgacha a={x,u) kabi ifodalanadi. Masalan, yoyilmasi a=2i-3j

R Howard Anton, Chris Rones. Elementary Linear Algebra: Applications Version, 10th. - USA: Lehigh
University, John Wiley & Sons, 2010. - P. 233.
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bo‘lgan vektoming koordinatalari x=2, y=—3 bo‘ladi va a=(2,-3) deb
yoziladi. Nol vektor uchun yoyilma 0 = 0i+0-j=(0,0), ya'ni uning
koordinatalari jc=0,y =0 boiadi.

Shunday qilib, tekislikdagi ixtiyoriy a vektor o‘zining x va u
koordinatalari, ya'ni (x,u) sonlar juftligi bilan (1) tenglik orqali to‘lig
aniglanadi.

Xuddi shunday tarzda fazodagi nuqta va vektorlar uchun
koordinatalar tushunchasi kiritiladi. Buning uchun fazoda o'‘zaro
pedendikulyar boigan va O nuqtada kesishuvchi OX, OY va OZ
(applikatalar) o'glarini kiritamiz. Bunda fazodagi har bir M nuqta
o‘zining OX, OY va OZ o'qlaridagi proyeksiyalari Mx, My va Mz
orqali tekislikda garalgani singari x, y va z koordinatalari bilan bir
giymatli aniglanadi va bu M(x, y, z) kabi ifodalanadi.

Vektorlaming koordinatalarini aniglash uchun oldin kiritilgan i
vaj ortlarga qo‘shimcha ravishda OZ koordinata o‘gida joylashgan k
ort vektomi Kkiritamiz. Unda, fazodagi vektorlami qo‘shishning
parallelepiped qoidasidan foydalanib,

a= ax + ay+ az= (t]ar])i HE]aN |/+E]ar|1=xi +yj+zk (2)

yoyilmani hosil etamiz. Bu yerda x, y, z sonlar uchligi fazodagi a
vektoming koordinatalari boiib, a=( x, y, z) deb yoziladi.

. Koordinatalari bilan berilgan vektorlaming tengligi va ular
ustidagi qo‘shish, ayirish, songa ko'paytirish amallarining natijalari
oson aniglanadi. Bulami fazodagi vektorlar uchun ifodalaymiz.
Tekislikdagi vektorlar uchun tegishli natijalar z=0 holda kelib chigadi.

Masala: Boshi A(xb yh z\) va uchi B(x2 yb z2 nuqgtada
joylashgan AB vektoming koordinatalarini toping.

Yechish: Berilgan vektoming A boshi va B uchini koordinatalar

boshi O bilan tutashtirib OA va OB vektorlami hosil etamiz (16-rasm).
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Bunda OA=(xb Y\, z{), OB=(x2 y2, z2 bo'ladi va vektorlaming
ayirmasi ta’rifiga asosan quyidagi natijani olamiz:
AB=(X,y, 2)= OB-OAHX2,¥2,z22-(X hy 1zl)= (x2-x hy2y,, z2~2,). (4)
Demak, vektoming koordinatalarini topish uchun uchining
koordinatalaridan boshini koordinatalarini ayirish kerak. Masalan,
boshi A(5,-4, 2) va uchi B(7, 1, 0) nuqgtalarda joylashgan vektoming
koordinatalari quyidagicha bo*ladi:
X=x2-Xi=7-5=2,y=y2-yi=1-(-4y=5, z=22-z ,=0-2=-2.
Masala: I1Jchlari A(xb yu z{) va B(x2 yi, zi) nugtalarda
joylashgan AB kesmani berilgan X (X>0) nisbatda boMuvchi C~o”o0”0)
nuqtaning koordinatalarini toping.
Yechish: Oldingi masalaga asosan,
~AC=(x0- xuy0- yx z0- z\), CB=(x2- x0y2- Yo, 22- z0
deb yozishimiz mumkin. Masala sharti, vektomi songa
ko' paytirish ta’rifiga asosan ushbu tengliklar o‘rinli bo‘ladi:

NAC\=X\CB\ =>AC=XCB=>

=>(XQ-X\,yo0-y\,ZQ-ZR=Lx2-**0, ¥2~ Yo, z2- 20 =>
=>(x0-xhyo-yuZo-zly=(Xx2-Xxo0, Xy2-Xyo, Xz2-Xz0.

Bu yerdan, izlanayotgan x0 koordinata ushbu tenglamadan
topiladi:
X. + fa,
Xn- X, =J1(x2-x B)=>(1 + MNx0"Ax2+x 1=>X0= —— — .
1+ A
Xuddi shunday tarzdagi mulohazalar orqali izlangan nugtaning

koordinatalari
*1+12 . Y1+&2 Lo\ 2
Tr- TT

formulalar bilan topilishini aniglaymiz.

Masalan, uchlari A(2,-3, 1) va B(16, 11, 15) nugtalarda
joylashgan AB kesmani 1=2:5 nisbatda bo‘luvchi nuqgtaning
koordinatalari (5) formulaga asosan quyidagicha boMadi:
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2 2 2
AL -3+--5 l 1+]-ip
7 1 63 1+:5' 2_1+:5_:7

Xususiy, X=1 bo‘lgan, holda AB kesmaning o'‘rta nugtasi
koordinatalari uchun ushbu formulaga ega bo‘ lamiz:

Y _X\+X2 _YI+y2 _Z,+Z2
*0 - Yo~ 2 ' °~ 2
Masalan, wuchlari A(4,-1, 5) va B(2, 11, -13) nugtalarda

joylashgan AB kesmaning o‘rta nuqtasining koordinatalari (6)
formulaga asosan quyidagicha bo‘ladi:
X0=(4+2)/2=3,>r(-1+11)/2=5, z0=(5+(-13))/2=-4 .

3.3. Ikki vektoming skalyar ko‘paytmasi

Vektorlaming skalyar ko‘paytmasi va uning xossalari. Biz
vektorlami songa ko‘paytirish, qo‘shish va ayirish amallarini ko‘rib
o‘tdik. Endi vektorlami o‘zaro ko'paytirish masalasiga o ‘tamiz.
Buning uchun dastlab fizikadan kuch bajargan ishni hisoblash
formulasini eslaymiz. Biror moddiy nuqtaga/kuch vektori ta’sir etib,
uni s vektor bo'yicha harakatlantirgan bo'lIsin. Bunda kuch va harakat
vcktorlari orasidagi burchak @ bo‘lsa, unda moddiy nuqgtani
ko‘chirishda bajarilgan ish A=]/f-]s]-cos(p formula bilan hisoblanadi.
Bu formulada }/] - kuch kattaligini, | - bosib o‘tilgan masofani
ifodalaydi.

Ta'rif: Ikkita a va b vektorlaming skalyar kopaytmasi deb
ulaming modullari bilan ular orasidagi burchak kosinusining
ko'paytmalariga aytiladi.

a va b vektorlaming skalyar ko'paytmasi a-b, ab yoki {a,b) kabi
belgilanadi va ta'rifga asosan,

a-b = |Jal-|ft] -cos<p(1)

formula bilan aniglanadi. Bu yerda < orgali (O<cp<n) a va b
vektorlar orasidagi burchak belgilangan bo‘lib, u a vektordan b
vektorgacha eng gisga burilish burchagi kabi aniglanadi. Ikki vektorni
(1) ko'rinishda ko'paytirish natijasida son, ya'ni skalyar kattalik hosil
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bo‘ladi va shu sababli ab vektorlaming skalyar ko‘paytmasi deb
ataladi33.

Skalyar ko‘paytma ta'rifi bo‘yicha yuqorida ko‘rib o‘tilgan ish
formulasini A=f-s deb yozish mumkin. Demak, kuch va harakat
lektorlarining skalyar ko‘paytmasi bajarilgan ishni ifodalaydi va bu
skalyar ko‘paytmani mexanik ma’nosi bo‘ladi.

Skalyar ko‘paytmaning ta'rifidan uning quyidagi xossalari kelib
chigadi:

1. a-b = b-a, ya'ni skalyar ko‘paytma uchun kommutativlik
gonuni bajariladi.

Hagigatan ham, skalyar ko‘paytma ta’rifini ifodalovchi (1)
formulaga asosan

a-b =|a|-|ft|-sos(p=|ft|-|a|-sos(p=6-a.

2. a-a = a2 , ya'ni vektomi o‘ziga - o‘zining skalyar
ko‘paytmasi (bu ba’zan vektoming skalyar kvadrati deyiladi va a2
kabi belgilanadi) uning moduli kvadratiga teng. Bu xossa ham skalyar
ko‘paytma ta’rifmi ifodalovchi (1) formuladan bevosita kelib chigadi:

a-a = |aj-|al-sosO=|a|2 .

3. Ixtiyoriy Xsoni uchun (Xa,b)=(a, Xb)= X(a,b).

Dastlab (Xa,b)-(a, Xb) tenglikni o‘rin!i ekanligini ko‘rsatamiz.
(1) formulaga asosan,

(Xa,b)= |Xa||ft|cos<p = |X]ifl|-|ftjcos<p = |a|'|K|-|ft|cos(p =
lalixi&lcoscp™ (a, Xb).

Endi (Xa,b)~ X(a,b) tenglikni to‘g‘riligini ko‘rsatamiz. Agar n>0
bo‘lsa,
(Xa,b)= |X|-|al-|£|cos<p =X-|a| *|Alcoscp= X (a, b).

Agar X<0 bo‘lsa, Xa vektor a vektorga garama-garshi yo'nalgan
va shu sababli Xa bilan b vektor orasidagi burchak s-up bo‘ladi. Bu
holda cos(jt-cp)= -costp va X= -|X| bo‘lgani uchun

(Xa,b)= [ dal *|6|cos(7c—h) =-|X|-|a|-|6|cos<p= X [a] |Alcos(p= X (a, b).
Jumladan, A=0 holda har ganday a vektor uchun a-0=0-a=C

natijani olamiz.

B Rajabov F., Masharipova S., Madrahimov R. Oliy matematika. O’quv go’lianma. - T.; Turon-lgbol, 2007.
B. 34.
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4. a(b+c)=ab+ac, ya'ni vektorlaming skalyar ko‘paytmasi uchun
distributivlik gonuni bajariladi.

Bu xossani isbotsiz gabul etamiz.

Ta’rif: Agar ev ai vektorlar orasidagi burchak (p=90° bo‘lsa,
ular ortogonal vektorlar deyiladi.

Kelgusida a va A vektorlaming orthogonalligini aJ-b kabi
belgilaymiz. Masalan, oldin kiritilgan i, j va K ort vektorlar o‘zaro
ortogonal, ya’'ni iAJ, ilk vajlk bo‘ladi.

Teorema: Noldan fargli a va b vektorlar ortogonal bo‘lishi
uchun ulaming skalyar ko‘paytmasi ab =0 boiishi zarur va yetarli.

Isbot: Dastlab teorema shartini zaruriyligini ko!rsatamiz:

alb =>=90° =>a-b = |e|-|A|-s0s90° =|a|-|A|-0=0;

Endi teorema shartini yetarli ekanligini ko‘rsatamiz:

A a-b - |a|-[ft]-sos<p=0, \& 0, |[Aj#0  sos(p=0 =xp=90° alb.

Skalyar ko‘paytmaning koordinatalardagi ifodasi. Oldingi
mavzuda koordinatalari bilan berilgan vektorlar ustida songa
ko'paytirish, qo‘shish va ayirish amallari oson bajarilishini ko‘rib
o‘tgan edik. Endi bu masalani vektorlaming skalyar ko‘paytmasi
uchun garaymiz. Tekislikda koordinatalari bilan berilgan a ={x\, w) va
b=(x2, u?2 vektorlaming skalyar ko‘paytmasini topamiz. Skalyar
ko‘paytmaning 2-xossasi va yuqoridagi teoremadan ortlar uchun
ushbu tengliklar o‘rinli ekanligini ko‘ramiz:

i-i=)/|2=1,]j-j =)/|2=1, ij=]j-i =0.

Endi a ~(x\, w) va b=(x2, u?) vektorlaming yoyilmasi hamda
skalyar ko*‘paytmaning 3 va 4-xossalaridan foydalanamiz:

a-b = (\i+ u\J)- (x2i+ u2))= XORi-i+ xx2i-j + UX2y i + u\u2j j =

= XiX2-\+ X\WU2-0+ U\X?Q+ WWR-1= X+ LWU2,

Demak,

a-b = x\U2+ wn2 (2)

ya’'ni vektorlaming skalyar ko‘paytmasi ulaming mos
koordinatalari ko‘paytmalarining yig‘indisiga teng bo‘ladi.

Masalan, a=(3,6) va b={5,-2) vektorlaming skalyar ko‘paytmasi

a-b-XJU2 wun2=3-5+6-(-2)=15-12=3.

Xuddi shunday tarzda fazodagi a=(xh uu zLl) va b=(x2 u2 z2
vektorlaming skalyar ko‘paytmasi uchun

. a b =x\x2+ru\u2+2\z2 (3)

formula o‘rinli bo*lishini ko‘rsatish mumkin.

Skalyar ko‘paytmaning tatbiglari. Endi skalyar
ko‘paytmaning tatbiqlari sifatida quyidagi masalalami ko‘ramiz.
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1-masala. Fazoda koordinatalari bilan berilgan a=(x, u, z)
vektoming modulini toping.
Yechish. Skalyar ko‘paytmaning 2-xossasiga va (3) formulaga
asosan,
|a]2=a-a=xx+uu+zz = x2+u2+z2=>\d\ =" 2+y2+2z2.(4)
Masalan, g=(3,4,12) vektoming moduli
|c|=n/32+42+122 = n/9+16 +144 =n[169 =13.
(4) formulada z=0 deb tekislikda koordinatalari bilan berilgan
a=(x,u) vektoming moduli
W=J*2+y2
formula bilan hisoblanishini ko'ramiz.
Masala: Fazodagi koordinatalari bilan berilgan a=(x\, w, z{) va
b=(x2, u2, z2) vektorlar orasidagi ¢ burchakni toping.
Yechish: Skalyar ko‘paytma ta'rifi (1), (3) va (4) formulalarga
asosan,
*1*2+Y1Y2+b*2 (5)
Ve 45 Frr1?\id 4 e
Masalan, a={1,0,1) va A=(0,1,1) vektorlar orasidagi ¢ burchak uchun

1-0+0-1+ M 1
CoStp - - =

A12+02+124y12+02+12 2
natijani olamiz va undan =60° ekanligini topamiz.
(5) formulada zj=0, z2=0 deb tekislikda koordinatalari bilan
berilgan a=(x\, W) va b-(x2, u2) vektorlar orasidagi ¢ burchak
*1*2 + YIY2
AXE o+ Yl 2 +y
formula bilan topilishini ko‘ramiz.
Masala: a=(*i, uuz\) va b=(x2, u2, z2) vektorlaming ortogonallik
shartini toping.
Yechish: aU) bo‘lgani uchun ular orasidagi burchak ¢=90°
bo‘ladi va shu sababli 303th=0. Unda (5) formuladan
X\X2+U\U2+2]Z2= 0 (6)
tenglikni hosil gilamiz. Bu ikki vektoming ortogonallik shartidir.
Masalan, a=(3,-2,1) va b=(5,I, -1) vektorlar ortogonaldir,
chunki

coscp-

X\X2+4U\U2+2\22 = 3-5+(-2)-7+l -(-1) = 15-14-1=0.
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(6) formulada z\~0, z2-0 deb tekislikda koordinatalari bilan
berilgan a=(xb u\) va b=(x2, u2) vektorlaming ortogonallik shartini
topamiz:

X\X2+1wm2= 0

Masala: Fazodagi A(x\,U\,z{) va V(jc2 bR, z2) nuqtalar orasidagi
d masofani toping.

Yechish: Bu nugtalami kesma bilan tutashtirib, boshi A(x\,u\jS\)
nugtada va uchi V(x2u2*2) nugtada bo‘lgan a vektomi hosil gilamiz.
Ma’lumki, bu vektoming koordinatalari uning uchi bilan boshi
koordinatalari ayirmasiga teng boMadi, ya'ni a=(x2-xb u2-ux z2-z\).
Unda cb\a\ va (4) formulaga asosan,

d=MNx2-xif +(y2-y\)2+(z2-2])2 (7)
tenglikka ega bo‘lamiz.

Masalan, A(5,-3,1) va B(8,1,13) nugtalar orasidagi masofa

d="(8- 5)2+ (1- (-3))2+ (13- 1)2 =n/9 + 16 +144 = n/169 = 13
bo'ladi.

(7) formulada z\=0, z2=0 deb tekislikda koordinatalari bilan
berilgan A(xb 10 va B(x2, u2) nuqtalar orasidagi d masofa uchun

d=sj(x2 -xX)2+{y2-yxr
formula o‘rinli bo'lishini ko‘ramiz.
Masala: Futbol klubi transfer giladigan futbolchilaming transfer

bahosi (Z) va hajmi (q,) bo‘yicha ma’lumotlar quyidagi jadvalda
keltirilgan:

Ko'rsatkich | futbolchi 1l futbolchi 111 futbolchi
Transfer bahosi (z,), so‘m 350 500 250
Transfer hajmi (qi), dona 500 700 1200

Futbolchilaming transfer gilishdan olgan daromadlarini toping.

Yechish: Transfer gilingan futbolchilaming bahosi vektorini
z=(zhz2z3), hajm vektorini q=(q\,q2qi) deb belgilasak, unda
transferdan olgan daromadlari

\qi+z202+zyy= z-q,

ya'ni z va g vektorlaming skalyar ko‘paytmasiga teng bo‘ladi.

Bizning masalada
</=(500, 700, 1200), z=(350, 500, 250),
z-"=zi9i+ N 4"3=350-500+500-700+250 1200=825000.
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Demak, ko‘rsatilgan futbolchilarni transfer gilish orqali futbol
klubi 825 ming so‘m daromad olgan.

3.4. Ikki vektoming vektorial ko‘paytmasi

Vektorial ko‘paytma va uning xossalari. Ikkita a va b vektor-
laming skalyar ko‘paytmasi natijasida son hosil bo‘lishini ko‘rib
o‘tdik. Endi bu vektorlaming shunday ko'paytmasini aniqlaymizki,
natijada yana vektor hosil boisin.

Ta’rif: Fazodagi a va Avektorlaming vektorial ko paytmasi deb,
quyidagi uchta shart bilan aniglanuvchi yangi ¢ vektorga (17-rasm)
aytiladi:

1 ¢ vektoming moduli a va A vektorlarga qurilgan parallel-
ogramm yuziga teng boiib, |c|=|a| |i]-sin<p formula bilan aniglanadi.
Bunda ¢ berilgan avab vektorlar orasidagi burchakni ifodalaydi.

2. ¢ vektor a va b vektorlar yotgan tekislikka perpendikulyar,
ya'nicievaclbboiadi.

3. ¢ vektor shunday yo‘nalganki, uning uchidan garaganda a
vektordan b vektorga eng gisga burilish soat mili harakatiga teskari
boiadi.

17-rasm

a va b vektorlaming vektorial ko‘paytmasi a*b yoki [a,b\ kabi
belgilanadi.

Vektorial ko'paytma ta'rifi flzikadan kuch tushunchasi bilan
bogiiq masaladan kelib chiqgan. Agar radius vektori r boigan
moddiy A nuqtaga/ kuch ta’sir etayotgan boisa, undafxr vektorial
ko‘paytma/kuchni A nuqtaga nisbatan momentini ifodalaydi.
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Vektorial ko‘paytma xossalari bilan tanishamiz.

1. Vektorial ko‘paytmada ko‘paytuvchilar o‘mi almashsa,
natijada fagat ishora o‘zgaradi, ya’'ni

axb=—bh*a.

Bu tasdig vektorial ko'paytma ta'rifining 3-shartidan bevosita
kelib chigadi. Demak, vektorial ko‘paytma uchun kommutativlik
genuni bajarilmaydi.

2. Vektorial ko‘paytmada o'zgarmas X Kko‘paytuvchini
tashqgariga chigarish mumkin, ya'ni

[Xa, b\=[a, Xb}= X[a, b].

Jumladan, A=0 holda har ganday a vektor uchun [a,0]=[0, A]=0
ekanligini ko‘ramiz.

3. Vektorial ko‘paytma uchun tagsimot qonuni o‘rinli, ya’ni

ax(b+c)=axb + axe.

4. Agar a va b kollinear vektorlar boisa, ulaming vektorial
ko‘paytmasi a*b=0 boiadi. Aksincha noldan fargli a va b vektorlar
uchun a*b=0 boisa, bu vektorlar kollinear boiadi.

Isbot: 1) a va b kollinear vektorlar boisin. Bu holda ular
orasidagi burchak =0 yoki <p=a va shu sababli sin cp=0 boiadi. Unda
vektorial ko‘paytma ta’rifming 1-shartiga asosan,

| a™b |=|a|-|E|-sincp==|a]-|A|]-0=0 =>axZ>=0.
2) a*b=0 va \a\¢0 , \Bd@S boisin. Unda
|a]-|Al-suKp=| axb |=0 =>sin<p=0 =>h=0 yoki ¢=tc.

Bundan a va b kollinear vektorlar ekanligi kelib chigadi.

Natiia: Ixtiyoriy a vektor uchun «xa=0 boiadi.

Misol: (a-2b)x(2a+b) ko‘paytmani soddalashtiring.

Yechish: Vektorial ko‘paytmaning ko‘rib o‘tilgan xossalariga
asosan

(a-2b)*(2a+b)=2 axa+ a*b - 4 b*a -2bxb=20+ axb + 4 a™b
-2 0=5 a*h.

Vektorial ko‘paytmaning koordinatalardagi ifodasi. Endi
fazoda koordinatalari bilan berilgan a=(xuy\™i) va b~(x2,yi"M)
vektorlaming vektorial ko‘paytmasini topish masalasi bilan
shug‘ullanamiz. Dastlab i,j va K ortlarning vektorial ko‘paytmalarini
hisoblaymiz. Vektorial ko'paytmaning 4-xossasidan kelib chiggan
natijaga asosan,

/x/=0,y'xy=0, kxk=0.
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Vektorial ko‘paytma va ortlar ta'riflaridan (18-rasm) quyidagi
tengliklar kelib chigadi:
i xy = k,j xk=/, k*i-j.

18-rasm

Yuqoridagi natijalami 18-rasmdan topish uchun vektorial
ko‘paytmadagi ikkinchi ko‘paytuvchidan soat miliga teskari
yo‘nalishda burilib, vektorial ko‘paytmani topamiz. Masalan, i X j
ko'paytmani topish uchun y ortdan soat miliga teskari yo‘nalishda
burilib, K ort vektorga kelamiz.

Vektorial ko‘paytmaning 1- xossasiga binoan

jXj=_KKxy=-ii*k=-y

tengliklami olamiz. Bu natijalami yugoridagi rasmda soat mili
bo'yicha burilib topishimiz mumkin.

Yuqoridagi ortlar uchun tengliklar va vektorial ko‘paytma
xossalaridan foydalanib ushbu natijaga kelamiz:

a*b={x\i+yj +zX)x (XA +y3 +zXK)~ X[X2i*i + x¥2i xy'+x\Z2

i*k+

+Y\X2] xi+ y\y2j ¥+ y\z2j *k+ z2\x2k*i + z\y2Kk *cj+ zx2k*k=

= X,y2k- x\z2j - WRk+y\z21+ 2\x2j - ziy21=
=(y,z22- zjyd)i+(ZiX2-Xiz2)j+ (X\y2-¥\X2) k=
=(y\z2-z\y 2, ztx2-x 122, Xly 2~Y\x2).

Demak, a=(xbyuzi) va b=(x2y2*2) vektorlaming vektorial
ko‘paytmasi a*b=(x,y,z) koordinatalari

X=yjZ2-Ziy2,y =2%2-X\Z2,z=x\y2- y)X2
formulalar bilan topiladi. Ammo bu formulalami esda saglab
golish oson emas. Shu sababli bu natijalami qulayroq ko‘rinishda
yozish magsadida koordinatalar uchun topilgan natijalami ikkinchi
tartibli determinantlar orgali ifodalaymiz:

w o rl Xl orl
X=ylZ2-Zly2— » y=XR- XI2=-
yr 22 X2 4
x\ Y

2 =X\Y2 ~ Y\xr =
X2 vy2

1)
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teoremasidan foydalanib, wushbu uchinchi tartibli

Laplas
determinantga kelamiz:
ij K
ax b:xi+yj+zk:y' i- 1 j+ Y k= Y, z,
Yioz2 127 s« Y2
* Y2 Z2

Demak, a-(xx,yi,z\) va b~(xr,yr*r) vektorlaming vektorial

ko‘paytmasini determinant orqali
j K

a*b=xt y} z (2)
X2 y2 22

formula bilan topish mumkin.
Misol: a=(2; 3; -1) va £=(3; -1; -4) vektorlaming vektorial

ko‘paytmasini toping.
Yechish: (2) formulaga asosan,

i K
a*b=2 3 -1=-13i+ 5/-111=(-13,5,-11). (3)
3 -1 -4
Endi vektorial

Vektorial ko‘paytmaning tatbiglari.
ko‘paytmaning tatbiglari sifatida quyidagi masalalami yechamiz.
Masala: a=(xbyu z{) va b-(x2 y2, z2) vektorlardan hosil gilingan

parallelogramm yuzini toping.
Yechish: Vektorial ko‘paytma ta'rifining 1-sharti va (1)
formulaga asosan, parallelogramm yuzi S quyidagicha topiladi:

N 1 N
S=| &b l=y/x2+y2+22 = 4
| y y y2 22 X2 y2 )
Misol: a={2; 3; -1) va *=(3; -1; -4) vektorlarga yasalgan

parallelogramm yuzasini toping.
Yechish: Bunda (3) tenglikdan a*b= -13/+ 5y—41A= (-13, 5, -

11) ekanligi ma’lum. Shu sababli (4) formulaga asosan,
S=V(-13)2+52+(-11)2 = 69+ 25 +121 = V315 = 3735
Natija: a\&b vektorlardan yasalgan uchburchakning yuzi

rl2 X Z 2 1N

+ + (5)

1, 1 N
2 v 2 % 5 % o

n_2
formula bilan topiladi.

S
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Masala: a=(xb y b z{) va b=(x2, ¥b z2) vektorlaming kollinearlik
shartini toping.

Yechish: Oldin ko‘rilgan vektorial ko‘paytmaning 4-xossasiga
asosan, a=(xvy br\) va b-(x2y2*2 vektorlar kollinear bo'lishi uchun
ulaming vektorial ko‘paytmasi a”*b-0 boiishi kerak. Unda (1)
formuladan quyidagi tengliklar kelib chigadi:

X=y-2-z%¥2=0; y=z,x2-xx2=0; z=xly2-y,x2=0=>

= A =f£1-£1=£1-ilniL =i =il =£L.
Y2 z7 X2 -2 Y2 X2 X2 Y2 z2

Demak, a=(xi,yi™\) va b=(x2y22) vektorlar kollinear bo‘lishi

uchun
i =ii=iL(6)
x2 Y2 72

shart bajarilishi, ya'ni ulaming mos koordinatalari proporsional
bo'lishi kerak.

Misol: a=(m,3,2) va 6=(4,6,un) vektorlar m va n parametrlaming
ganday giymatlarida kollinear bo‘lishini aniglang.

Yechish: (6) kollinearlik shartiga asosan,

ﬂ:3_:£:>/|,| =2un=4

4 6 n

Xulosa. Amaliyotdan kelib chiggan holda matematikada skalyar
va vektor tushunchalari kiritiladi. Bunda skalyar fagat son giymati
bilan, vektor esa ham sonli giymati, ham yo‘nalishi bilan aniglanadi.
Vektorlar ustida ulami songa ko‘paytirish, o‘zaro qo‘shish va ayirish
amallari  kiritilib, vektorlar algebrasi hosil qilinadi. Dekart
koordinatalar sistemasida vektorlar o‘zlarining koordinatalari bilan
ifodalanadi. Koordinatalari bilan berilgan vektorlar ustida amallar
ulaming koordinatalari orgali oson amalga oshiriladi. Vektorlar
algebrasi yordamida bir gator matematik masalalar oson hal etiladi.

Vektorlaming skalyar ko'paytma tushunchasi kuch bajargan ish
giymatini hisoblash masalasidan kelib chigadi. Skalyar ko‘paytma
kommutativlik va distributivlik gonunlariga bo‘ysunadi. Skalyar
ko‘paytmani vektorlaming koordinatalari yordamida hisoblash juda
qulay. Skalyar ko‘paytma yordamida vektorlaming modulini topish,
ular orasidagi burchakni aniglash, ikki vektoming ortogonallik shartini
ifodalash kabi masalalar oson yechiladi. Skalyar ko‘paytma sportga
oid masalalami yechishda ham keng qo’llaniladi.
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Vektorlaming skalyar ko‘paytmasi natijasida son hosil bo‘ladi.
Ammo fizika, mexanikaning bir gator masalalarida ikkita vektoming
shunday ko'paytmasini kiritishga to‘g‘ri keladiki, ko‘paytmada vektor
hosil bo'lishi kerak. Shu sababli vektorlaming vektorial ko‘paytmasi
tushunchasi kiritilgan. Bu ko‘paytma uchun kommutativlik gonuni
bajarilmasada, distributivlik qonuni o‘z kuchini saglab goladi.
Vektorial ko‘paytma koordinatalar orgali Ill tartibli determinant
yordamida algebraik usulda ham topilishi mumkin. Vektorial
ko'paytma orqali vektorlaming kollinearlik sharti oddiy ko‘rinishda
ifodalanadi.

Takrorlash uchun savollar:

1. Qanday kattaliklar skalyarlar deyiladi?

2. Skalyarlarga ganday misollar bilasiz?

3. Qanday kattaliklar vektorlar deb ataladi?

4. Vektorlaming geometrik ma’nosi nimadan iborat?

5.Vektoming moduli deb nimaga aytiladi?

6. Qanday vektor nol vektor deyiladi?

7. Qanday vektorlar kollinear deyiladi?

8. Qachon vektorlar teng deb hisoblanadi?

» 9. Vektomi songa ko‘paytmasi ganday aniqlanadi?

10.Vektomi songa ko‘paytmasi ganday xossalarga ega?

11. Vektorlar yig‘indisi ganday aniqlanadi?

12.Vektorlar yig‘indisi ganday xossalarga ega?

13.0rt vektorlar deb ganday vektorlarga tushuniladi?

14.Vektoming ortlar bo'yicha yoyilmasi ganday aniglanadi?

15.Vektoming koordinatalari ganday topiladi?

16.Koordinatalari bilan berilgan vektorlaming tenglik sharti
nimadan iborat?

17.Koordinatalari bilan berilgan vektorlar ustida arifmetik
amallar ganday bajariladi?

18.Vektoming koordinatalari uning boshi va uchi bo‘yicha
ganday topiladi?

19.Kesmani berilgan nisbatda boMuvchi nuqtaning
koordinatalari ganday topiladi?

20.Kesma o‘rta nugtasining koordinatalari ganday topiladi?

22.Vektorlaming skalyar ko*paytmasi ganday aniglanadi?



23. Vektorlar skalyar ko‘paytmasining mexanik ma’nosi nimac
iborat?

24 Skalyar ko'paytma ganday xossalarga ega?

25.Qanday vektorlar ortogonal vektorlar deyiladi?

26.Vektorlar ortogonalligining zaruriy va yetarli sharti nimadan
iborat?

27.Skalyar ko‘paytma vektorlaming koordinatalari orgali ganday
ifodalanadi?

28.1kki vektor orasidagi burchak ganday topiladi?

29.1kki vektoming ortogonallik sharti koordinatalarda ganday
ifodalanadi?

30.1kki nuqgta orasidagi masofa ganday topiladi?

31.Vektorial ko‘paytma ganday ta’riflanadi?

32.Vektorial ko‘paytmaning mexanik ma’nosi nimadan iborat?

33.Vektorial ko‘paytma ganday xossalarga ega?

34.0rtlaming vektorial ko'paytmasi ganday topiladi?

35.Vektorial ko‘paytma koordinatalarda ganday ifodalanadi?

36.Vektorlaming kollinearlik sharti nimadan iborat?

Testlardan namunalar:

1. Skalyar deb nimaga aytiladi?

A) Fagat yo‘nalishi bilan aniglanadigan kattalikka skalyar deb
aytiladi.

B) Fagat son giymati bilan aniglanadigan kattalikka skalyar deb
aytiladi.

C) Ham son giymati, ham yo‘nalishi bilan aniglanadigan
kattalikka skalyar deb aytiladi.

D) Yo'nalgan kesmaga skalyar deb aytiladi.

E) Har ganday kattalik skalyar deyiladi.

2. Vektor kattalik deb nimaga aytiladi?

A) Fagat yo‘nalishi bilan aniglanadigan kattalikka vektor deb
aytiladi.

B) Fagat son giymati bilan aniqlanadigan kattalikka vektor deb
aytiladi.

C) Ham son qiymati, ham yo‘nalishi bilan aniglanadigan
kattalikka vektor deb aytiladi.

D) Har qanday kesmaga vektor deb aytiladi.

E) Har ganday kattalik vektor deyiladi.

112



3. Quyidagi kattaliiklardan gaysi biri vektor boMadi?

A) sirt yuzasi; B) jism hajmi; C) kesma uzunligi;

D) kuch; E) Birorta ham kattalik vektor boMmaydi.

4.  Qachon vektorlar kollinear deb aytiladi?

A) Bir xil yo‘nalgan vektorlar kollinear deb aytiladi.

B) Har qanday a va Avektorlar kollinear vektorlar deb aytiladi.

C) Bir xil yo‘nalgan va uzunliklari teng bo‘lgan vektorlar
kollinear deb aytiladi.

D) Bitta tO'g‘ri chiziqgda yoki parallel to‘g‘ri chiziglarda
yotuvchi a va b vektorlarga kollinear vektor deb aytiladi.

E) Bitta tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotuvchi a va A
vektorlarga kollinear vektor deb aytiladi.

5. Qachon vektorlar teng deb aytiladi?

A) Bir xil yo‘nalgan vektorlar teng deb aytiladi.

B) Bir xil uzunlikli a va b vektorlarga teng vektorlar deb
aytiladi.

C) Bir xil yo‘nalgan va uzunliklari teng bo‘lgan vektorlar teng
deb aytiladi.

D) a va b vektorlar kollinear, bir xil yo‘nalgan va uzunliklari
teng boisa, ular teng vektorlar deb aytiladi.

E) Kollinear va bir xil yo‘nalgan vektorlar teng deb aytiladi.

6.  Ta'rifhi toldiring: Uchta vektor komplanar deyiladi, agar
ular ...joylashgan boisa.

A) bitta to‘'g‘ri chiziqda; B) bitta tekislik yoki parallel
tekisliklarda;

C) parallel to‘g‘ri chiziglarda; D) o‘zaro perpendikulyar to
chiziglarda;

E) o‘zaro perpendikulyar tekisliklarda.

7.  Fazodagi ort vektorlar ganday aniglanadi?

A) OX, OY, OZ koordinata o‘glarida joylashgan, musbat
yo‘nalishda ega va uzunliklari birga teng bo‘lgan vektorlar;

B) Uzunliklari birga teng bo‘lgan uchta vektor;

C) 0 ‘zaro perpendikulyar boigan uchta vektor;

D) 0 ‘zaro kollinear bo‘lgan uchta birlik vektor;

E) Uchta komplanar birlik vektorlar. _

8. a=(2, -5) vektoming i vaj ortlar bo‘yicha yoyilmasi
gayerdato‘g‘ri ko‘rsatilgan?
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A) a=2i-5j ; B) a= -5i+2j ; C) a= -2i+5j ; D) a=5i-2j ; E)
a=2i+Sj.

9.a va b vektorlaming skalyar ko‘paytmasi gayerda to‘g‘ri
ifodalangan?

A) a-b= |a]-|A|; B) a-b=\a\-\b\ cosdh; C) a'b=\a\"\b\ shup;

D) a-b=\a\-\b\ tg9; E) a'b=\a\Ll], ctgcp .

10. Qaysi holda a va b vektorlaming skalyar ko‘paytmasi
|a-74|=[a[*|i] sartni ganoatlantiradi?

A) a va b bir xil uzunlikka ega bo‘lsa; B) a va b ort vektorlar
boisa;

C) a va b orthogonal boisa; D) a va b kollinear boisa;

E) hech qaysi a va b vektorlar uchun bu shart bajarilmaydi.

11. a va b vektorlaming skalyar ko‘paytmasining xossasi
gayerda noto‘g‘ri ifodalangan?

A) a-b~b-a\ B) a-a=|1a|2; C) a-(b+ ¢)- a-b+ a-c;

D) QM,b)- (a, yj})= Ua, b); E) Barcha xossalar to‘g ‘ri.

12. i, j, K ort vektorlaming skalyar ko‘paytmalari boyicha
quyidagi tasdiglardan qaysi biri o ‘rinli emas?

A) H=I, *7=0, i'k=0; B)j-j=\,j i=0,j k=0;

C) k k=\,k i=0, *7=0; D)j (i+ k)=0, r (k+j)=0, k- (i+y")=0;

E)j (i+k+J)=0, /s (k+j+i)=0, k- (/+j+k)=0.

13. Agar c=a*b boisa, quyidagi tasdiglardan gaysi biri o‘rinli
emas?

A) jc|=|«]|Alsincp (- a va b vektorlar orasidagi burchak);

B)cla;C)clb; D)c,ava.b vektorlar bir tekislikda yotadi;

E) Barcha tasdiglar o‘rinli.

14. Qanday a va b vektorlaming skalyar va vektorial
ko‘paytmalari o‘zaro teng boiadi?

A) Bu vektorlar teng boisa; B) Bu vektorlar kollinear boisa;

C) Bu vektorlar ortogonal boisa; D) Bu vektorlar garama-garshi
boisa;

E) Bunday vektorlar mavjud emas.

15. Qaysi shartda a va b vektorlar uchun [a><A|=«| |6j tenglik
o'‘rinli?

A) Bu vektorlar teng boisa; B) Bu vektorlar kollinear boisa;

C) Bu vektorlar ortogonal boisa; D) Bu vektorlar garama-qar

boisa;
E) Bunday vektorlar mavjud emas.
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16. Agar [<*=4, |in|=5 va (p=30° bo‘lsa, |ax/>|=?
A) 20; B) 10; C) HOT3; D) 41; E) 0.

Mustagqil ish topshiriglari:

1.Boshi A(sa, 2n+3, 5-2n), uchi esa B(2n+3, 2n-1, n) nugtada
joylashgan a vektoming koordinatalarini toping.

2.Berilgan a=(n-2, n+3, n-1) va b=(n, n-4, n+2) vektorlar
bo‘yicha na, a+b, a-b va 3a+nb vektorlami toping.

3.Boshi A(n-2, n+3, n) va uchi B(«+l, n=3, n-1) nuqgtada
joylashgan vektoming koordinatalarini toping.

4.Uchlari A(n~2, n+3, n) va B(«+l, «-3, n-1) nugtalarda
joylashgan AB kesmani X,=(n-1):(n+2) nisbatda bo‘luvchi C(x.y,z)
nuqta koordinatalarini aniglang.

- 5.Berilgan a=(n, n+l, n-2) va A=(n+2, n, n-1) vektorlar

orasidagi ¢ burchakning kosinusini toping.

6. Xparametming ganday giymatida a=(kn, n-2, n+1) va b={n-3,
In, o-1) vektorlar orthogonal bo'lishini aniglang.

7.Fazodagi A(n+2, n+4, n=3) va B(2n+1, n+1, 2n-1) nugtalar
orasidagi masofani toping.

8. Berilgan a=(n-3, n+1, 2n-1) va b=(n+2, n, n-1) vektorlardan
tuzilgan parallelogramm yuzasini toping.

9.a=Qji, n-2, n+l) va b=(n-3, un, n-1) vektorlar 1 va
parametrlaming qanday giymatlarida kollinear bo'lishini aniglang.
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IV BOB. FUNKSIYA HAQIDA TUSHUNCHA

Matematik analiz hagli ravishda matematikfanlar
ichida birinchisi bo 1ib hisoblanadi.

i Appel P.E.
REJA:
Sonli to‘plamlar. Sonning absolyut giymati m
M Ilim liE
i—  Sonli ketma-ketlik va uning limiti n
" Funksiya tushunchasi va uning ta’rifi v-n . TRLLKTe.
Funksiya limiti va uning asosiy xossalari
L ol m— aufe.-"T, s >m* Ww >X W T
Uzluksiz va uzlukli funksiyalar 3~;em , EE
romm " LU'

Tavanch iboralar: sonli to‘plamlar, natural sonlar to‘plami,
butun sonlar to‘plami, ratsional sonlar to‘plami, irratsional sonlar
to‘plami, hagiqgiy sonlar to‘plami, sonlar o‘qgi, oralig, kesma,
chegaralangan to‘plam, chegaralanmagan to‘plam, sonning absolyut
giymati, sonli ketma-ketlik, chegaralangan ketma-ketlik, chegaralan-
magan ketma-ketlik, sonli ketma-ketlik limiti, limit hisoblash
goidalari, ajoyib limit, funksiya, aniglanish sohasi, giymatlar sohasi,
funksiya grafigi, asosiy elementar funksiyalar, elementar funksiyalar,
funksiyaning limiti, limitning yagonaligi, funksiyaning nuqtadagi
uzluksizligi, argument orttirmasi, funksiya orttirmasi, kesmadagi eng
katta giymat, kesmadagi eng kichik giymat.

4.1. Sonli to‘plamlar. Sonning absolyut giymati

Sonli to‘plamlar va ularning turlari. Yugorida biz to'plam
tushunchasi hagida so‘z yuritgan edik. Unda asosan, to‘plam
elementlari ixtiyoriy ko'‘rinishda bo‘lgan umumiy hoi garalgan edi.
Bizga kelgusida to‘plamlaming xususiy, ammo juda muhim bir holi
kerak bo‘ladi.
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Ta’rif: Elementlari sonlardan iborat to'plam sonli toplam deb
ataladi.

Eng asosiy sonli to‘plamlami eslatib o‘tamiz.

Natural sonlar toplamL Bu to‘plam 1,2,3, —,«, —natural
sonlardan iborat bo‘lib, N kabi belgilanadi.

Butun sonlar toplaml Bu to‘plam — -3,-2,-1,0,1,2,3, —
butun sonlardan tashkil topgan va Z deb belgilanadi.

Ratsional sonlar to plami. Bu to‘plara min (meZ, n&N)
ko'rinishdagi ratsional sonlardan tuzilgan va Q kabi belgilanadi.

Irratsional sonlar toplami Bu to‘plam min (meZ, neN)
ko‘rinishda ifodalab bo'Imaydigan sonlarni o‘z ichiga oladi va / kabi
belgilanadi. Bunday sonlar mavjud va /bo'sh to‘plam emas ekanligini
ko‘rsatamiz. Masalan, -JI irratsional son ekanligini isbotlaymiz.
Teskarisini faraz gilamiz, ya’'ni f/2 ratsional son deb olamiz. Bu holda
uni -J2=m/n ko'‘rinishda ifodalab bo‘ladi. Bunda m butun va n natural
sonlarni o‘zaro tub, ya'ni umumiy ko‘paytuvchilarga ega emas, deb
olish mumkin. Agar bunday ko'paytuvchilar mavjud bo'lsa, ulami
o'zaro qisgartirish orgali ko'rilayotgan holga keltirish mumkin.
Yuqoridagi tenglikni kvadratga oshirib, n? =2w2 tenglikni hosil
etamiz. Undan mjufit son ekanligi va shu sababli uni m=2k ko'rinishda
yozish mumkinligi kelib chigadi. Bu yerdan esa

m2=2u2=> (2kf=2n2=> n=2t? => n=2r,

ya'ni n ham juft son ekanligi kelib chigadi. U holda m va n
sonlari 2 sonidan iborat umumiy ko‘paytuvchiga ega ekanligi kelib
chigadi. Bu esa biz gilgan farazga ziddir. Demak, bizning faraz
noto‘g‘ri va Ji2 ratsional son emas.

Haqiqiy sonlar toplami Bu to‘plam ratsional va irratsional
sonlardan tashkil topgan bo‘lib, R kabi belgilanadi. Bundan R
ratsional va irratsional sonlar to‘plamlarining birlashmasidan iborat,
ya'ni R=Q'Olekanligi kelib chigadi.

Bu sonli to‘plamlar kengayib borish tartibida berildi, ya’'ni bu
verda NczZczQcR, I<zR munosabatlar o'rinli bo'ladi. Kelgusida son
deyilganda haqiqiy sonlarni ko‘zda tutamiz.

Haqigiy sonlar to‘plamini geometrik ko‘rinishda ifodalash uchun
hagigiy sonlar o‘gi yoki gisgacha sonlar o‘gi tushunchasi kiritiladi.
Buning uchun biror L to‘g‘ri chiziq tanlanib, quyidagi ishlar
bajariladi:
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~Bu to'g‘ri chizigda musbat yo‘nalish tanlanadi va u strelka
orgali ifodalanadi. Odatda, chapdan o‘ng tomonga boigan yo‘nalish
musbat deb gabul etiladi.

ABu to‘g‘ri chizigda ixtiyoriy bir nugta tanlanib, u sonlar
o0 ‘gining boshi deb ataladi va O kabi belgilanadi.

v'Bu to‘g‘ri chizigda bir birlikni ifodalovchi masshtab Kiritiladi.

"'"Har bir musbat x soniga O nugtadan o‘ng tomonda X masofada
joylashgan nugqtani, har bir manfiy y soniga O nugtadan chap tomonda
(~y) masofada joylashgan nugtani, 0 soniga esa O sonlar o‘qgi boshini
mos qo‘yamiz (19-rasm).

y (y<0) X (x>0)

— hH— — bY — - HY—  }-——m- * X
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
19-rasm

Bu tarzda hosil gilingan sonlar o‘qida har bir x soniga faqat bitta
nugta (uni ham x deb belgilaymiz) mos keladi va aksincha, undagi har
bir nuqtaga faqat bitta son mos keladi. Natijada, sonlar o‘qi
yordamida, algebraik tushuncha bo‘lgan son va geometrik tushuncha
boigan nugta orasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘matildi. Shu
sababli kerak boigan paytlarda “x soni” o‘miga “X nuqta” deb
aytiladi.

Chekli a va b (a<b) sonlari uchun a<x<b qo‘sh tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha x sonlar to'plamini interval yoki oraliq deb
ataymiz va uni (a,b) kabi belgilaymiz. a<x<b qo‘sh tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha x sonlar to‘plami segment yoki kesma
deyiladi va [a,b] kabi belgilanadi. a<x<b yoki a<x<b shartni
ganoatlantiruvchi barcha x sonlar to‘plami yarim interval yokiyarim
oraliglar deb ataladi va mos ravishda (a,b] yoki [a,b) ko‘rinishda
ifodalanadi. Bunda a va b sonlari (a,b) oralig yoki [a,b\ kesma yoki
(a,b], [a)b) yarim oraliglaming mos ravishda chap va o0‘ng
chegaralari (umuman olganda chegaralari), d=b~a soni esa ulaming
uzunligi deyiladi. Masalan, (-2,6) oralig, [-2,6] kesma, (-2,6] va
[-2,6) yarim oraliq chegaralari a=-2 va b=6, uzunligi esa d=6-(-2)=8
boiadi.
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Endi a va b chegaralardan birortasi cheksiz (0o yoki -00) bo'lgan
hollarni garaymiz. Bunda (-00,b) yoki (a, 00), (-00,6] yoki [a, 00)yarim
cheksiz oraliglar, (-00, 00) esa cheksiz oraliq deyiladi. Bu sonli
to'plamlaming uzunliklari cheksiz boMishi tushunarlidir.

Chegaralari o‘ziga tegishli bo‘lmagan (a,b) oralig ochig,
chegaralaridan fagat bittasi o‘ziga tegishli boMgan [a,b\ (a,b] yarim
oraliglar yarim ochig, ikkala chegarasi ham o‘ziga tegishli [ab]
kesmayopiq to plam deyiladi.

Ta’rif: Qaralayotgan ¢ nugtani oz ichiga olgan har ganday (a,b)
oraliq (a<c<b) ¢ nugtaning atrofi deb ataladi. Xususan, har ganday
e>0 soni uchun (c-e, ¢+s) oraliq ¢ nugtaning e atrofi deyiladi.

Masalan, (1,9; 2,1) oralig c=2 nuqtaning £=0,1 atrofi bo'ladi.

Ta'rif: Berilgan X sonli to‘plam uchun shunday M (yoki m) soni
mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy xe X uchun x<M (yoki x>m) shart bajarilsa,
Xyugoridan (quyidan) chegaralangan to plam deyiladi. Agar X ham
yugoridan, ham quyidan chegaralangan (m<x<M) bo‘lsa, u
chegaralangan toplam deb ataladi.

Masalan, (-00, 2] yuqoridan chegaralangan (x<2), (-1,a>) quyidan
chegaralangan (x>-1), [-3,5) chegaralangan (x>-3, x<5) to*plam
bo'ladi.

Ta’rif: Berilgan X sonli to‘plam uchun har ganday M>0 soni
uchun shunday xoeX element mavjud bo‘lsaki, uning uchun xo>M
yoki -Xo>Mshart bajarilsa, Xchegaralanmagan toplam deyiladi.

Masalan, (-00,b), (a,00), (-00,b], [a.co) va (-co,co)
chegaralanmagan sonli to‘plamlardir.

Sonning absolyut giymati va uning xossalari. Dastlab bizga
maktabdan tanish bo‘lgan sonning absolyut giymati ta'rifmi eslatib
olamiz.

Ta’rif: Har ganday XxeR sonining absoiyut giymati (yoki
moduli) deb shu sondan sonlar o‘gining O boshigacha boMgan
masofaga aytiladi.

Berilgan xeR sonining absolyut giymati (d kabi belgilanadi va
ta'rifga asosan,

formula bilan aniglanadi. Masalan, |3]|=3, |-4|=4, |0j—8 bo‘ladi.
Teorema: Sonning absolyut giymati quyidagi xossalarga ega:
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1.Har ganday xeR soni uchun |*|>0;

2. Har ganday xeR soni uchun [*|=]|-*];

3.1*|=0 faqgat va fagat*=0 bo‘lsa;

4.Har ganday * e R soni uchun |xj>x va *>-|*|;

5. Har ganday x,yeR sonlari uchun I*y|=W‘W,

6. Har ganday xeR va O”yeR sonlari uchun [*y|=|jc|/[yl;

7.Har ganday Xx,yeR sonlari uchun [*+>>|<[nc|+y];

8. Har ganday x,yeR sonlari uchun (*~"|>[*|-[y].

Isbot: Dastlabki ikkita xossa bevosita absolyut giymat ta’rifidan
kelib chigadi.

3. Agar *=0 boisa unda, ta'rifga asosan, |*|=0 boiadi. Endi,
aksincha, |*|=0 boisin. Bu holda 2-xossadan *=-* => 2x=0 => *=0
ekanligi kelib chigadi.

4. (1) formulaga asosan, *>0 holda |*|=* va *<0 holda |*|—*>*
boiadi. Bu yerdan umumiy holda |x|>x ekanligi kelib chigadi.

Xuddi shunday tarzda *>-|*| tengsizlik o‘rinli ekanligi
isbotlanadi.

5. Agar*>0,7>0 => xy>0 => \xy\=xy =|*|-[yl;

*<0, ><0 =>xy>0 => [(1) formulaga asosan] \xy\- xy = (-*X -
y)=WW,

*<0, y>0 =>xy<0 => [(1) formulaga asosan] \xy\~ xy = (-*) y=
WM;

*<0, y>0 ->xy<0 => \xy\~ xy = (-*) y= W-]y|.

Demak, barcha hollarda |*y|=thp[y| tenglik o‘rinli boiadi.

6. Xuddi 5-holdagidek isbotlanadi.

7.Yugorida ko'‘rilgan 4-xossaga asosan, -|*|<x<|*| va —Jy|<y<ly|
go‘sh tengsizliklami yozish mumkin. Bu tengsizliklami hadma-had
go‘shib, ushbu natijani olamiz:

-<W Iy )M+ T+ W

Bu yerda ikki holni ko‘ramiz. Agar jc+ y>0 boisa, unda
x+y=\x+y\ boiishidan va oldingi qo‘sh tengsizlikning 0‘ng tomonidan
foydalanib, talab etilgan

XHY<DAHW => WHAIXAHWA

natijani hosil gilamiz. Agar *+>><0 boisa, unda -{x+y)=\x+y\
boiishidan va oldingi qo‘sh tengsizlikning chap tomonidan
foydalanib, isbotlanishi kerak boigan tengsizlikka quyidagicha
erishamiz:
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-(M+M”73Kk+y => W+bH*+yl »
8.7-xossadan foydalanib, quyidagi natijalami olamiz:
X=(X-y)+y => MU (*->)*NP->Myl => \X-Y\>\X\-\y\-
Absolut giymatning bu  xossalaridan  kelgusida keng
foydalaniladi.

4.2. Sonli ketma-ketlik va unung limiti

Dastlab sonli ketma-ketlik tushunchasini kiritamiz.

Ta’rif: Agar har bir neN natural songa biror gonun-goida
asosida ma’'lum bir a,,eR haqiqiy son mos qo'yilgan bo‘lsa, unda a,,
02 ,a}, ... ,a,, .. sonli ketma-ketlik deb ataladi. Bunda a, (ieN)
sonlari ketma-ketlikning hadlari, a,, esa umumiy hadi deyiladi.

Sonli ketma-ketliklarga bir nechta misol keltiramiz.

e+l 1 I+ 1
2) | g ,j( - i) e ««=(-1 N
) 1,-1, 1, o0, (-i)r> A (-1)m;

4) 3,3,3,3, 00, 3, - ,a,=3;
5)—,—4,-9,—16, ,—RA, s WIT-A ;

6)21 4! 81 ' 2"! oo, a,,'zn;
7) 1,2,1,4i
8)-1,2,-3,4,-5,6,-, (-\)nn, a,=(-1)"n.

Kelgusida at, a2, a3, ... , aA, ... sonli ketma-ketlikni gisgacha
ketma-ketlik deb yuritamiz va {a,,} kabi belgilaymiz.

Ta’rif: Agar shunday M (yoki m) soni mavjud bo‘lsaki, {an}
ketma-ketlikning barcha hadlari iichun a,, < M (yoki an > m)shart
bajarilsa, unda bu ketma-ketlik yugoridan (quyidan) chegaralangan
deb ataladi. Ham quyidan, ham yuqoridan chegaralangan ketma-ketlik
chegaralangan deyiladi.

Masalan, yugorida keltirilgan 5) ketma-ketlik yugoridan M=-\
soni bilan, 6) va 7) ketma-ketliklar quyidan mos ravishda m=2 va m- 0
soni bilan chegaralangan. 1) -4) ketma-ketliklar esa chegaralangan
bo'ladi.
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Ta’rif: Ixtiyoriy M>0 soni uchun {an} ketma-ketlikning kamida
bitta hadi \a\>M tengsizlikni ganoatlantirsa, bu ketma-ketlik
chegaralanmagan deyiladi.

Masalan, 8) ketma-ketlik chegaralanmagan bo‘ladi. Bunda 8)
quyidan ham, yugoridan ham chegaralanmagan ketma-ketlik bo'ladi.

Endi oliy matematikaning eng muhim tushunchalaridan biri
boigan limit ta'rifini keltiramiz.

Ta'rif: Agar {a,} ketma-ketlik berilgan boiib, ixtiyoriy e>0 soni
uchun unga bogiiqg shunday Vs son topilsaki, n>Ne shartni
ganoatlantiruvchi barcha natural sonlar va biror chekli A hagigiy son
uchun Ja,, -A\< £ tengsizlik bajarilsa, bu A soni {a,} ketma-ketlikning
chekli limiti deyiladi.

A soni {a,,} ketma-ketlikning chekli limiti ekanligi

lim a,, = A yoki lima,,=A yoki a,,—A

kabi yoziladi. Bu yozuv “{a,} ketma-ketlik A soniga intiladi
yokiyaginlashadF deb o'giladi.

Masalan, 1) ketma-ketlik limiti A=0 ekanligini ko‘rsatamiz.
Buning uchun ixtiyoriy e>0 sonini olib, limit ta’rifidagi NE sonini
topishga harakat etamiz:

h, -°|=1-0 —Jl-<e:>n> -S]-:Ne

Demak, 1) ketma-ketlikda ixtiyoriy e>0 soni uchun NB-1/e deb
olsak, unda barcha n>NEuchun |a,-0|=|(1/n)-0|<e boiadi va limit
ta’rifga asosan, lim (1/n)=0 ekanligi kelib chigadi. Xuddi shunday
tarzda 2) ketma-ketlik limiti ham 0 boiishini ko‘rsatish mumkin.

Endi yana {a,} ketma-ketlik limiti ta'rifiga murojaat etamiz.
Unda an—*Aboisa, tartib ragami n>Nt boigan barcha a,, hadlar uchun

|a,-A\< £=> —s< an-A< s =>A-e<an<a+e =>a, e(A-e,
A+e)

ekanligi kelib chigadi. Demak, {a,} ketma-ketlik chekli A
limitga ega boisa, unda ixtiyoriy >0 soni uchun uning tartib ragami
n>Ne boigan barcha a, hadlari A nuqtaning e-atrofiga tegishli va
undan tashgarida fagat chekli sondagi hadlarjoylashgan boiadi. Limit
ta’'rifming bu ifodasidan foydalanib, 3) ketma-ketlik limiti mavjud
emasligini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz gilamiz va 3) ketma-ketlik
limiti biror A sonidan iborat deb olamiz. Bu limit nugtaning (A-0.5,
N+0.5) atrofini garaymiz. Unda bu atrofdan tashqarida 3) ketma-
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ketlikning chekli sondagi hadlari joylashgan boiishi kerak. Ammo A
limit nugtaning bu atrofiga 3) ketma-ketlikning ham 1, ham -1 hadlari
bir paytda tegishli bo‘la olmaydi. Bunga sabab shuki, olingan (J1-0.5,
A+0.5) atrof uzunligi 1 bo‘lib, -1 va 1 hadlar orasidagi masofa esa 2
gatengdir. Bu holda, masalan, agar 1e(A-0.5, A+0.5) bo‘lsa, unda-1
bu atrofdan tashgaridajoylashgan boiadi. Bundan esa (A-0.5, ,4+0.5)
atrofdan tashgarida 3) ketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari
joylashganligi kelib chigadi. Ammo bu xulosa limit ta'rifiga ziddir.
Demak, farazimiz noto‘g‘ri va 3) ketma-ketlik limitga ega emas ekan.

Ta’rif: Hamma hadlari bir xil a soniga teng boigan ketma-ketlik
0 zgarmas ketma-ketlik deyiladi.

Har ganday {a,~C} o‘zgarmas ketma-ketlik uchun limdr,=
limC=C tenglik o‘rinli boiishi bevosita limit ta'rifldan kelib chigadi.
Masalan, yuqoridagi 4) {an=3} o‘zgarmas ketma-ketlikdir va uning
uchun lima,= lim3=3 bo‘ladi.

Ta’rif: Ixtiyoriy M>0 soni uchun bu songa boglig shunday NM
soni topilsaki, {an} ketma-ketlik tartib ragami n>NM shartni
ganoatlantiruvchi barcha hadlar uchun \a,\>M tengsizlik bajarilsa,
unda bu ketma-ketlik cheksiz limitga ega deyiladi34.

Berilgan {a,,} ketma-ketlikning limiti cheksiz ekanligi lim a,=00
yoki lim a,=to00 kabi ifodalanadi. Masalan, 5) ketma-ketlik uchun
lima,=-00 ekanligini ko‘rsatamiz. ixtiyoriy M>0 uchun

\a,,\> [-n2|>M =>n2>M =>n>4m =Nu .

Demak, 5) ketma-ketlikda ixtiyoriy M>0 soni uchun NM =-'M
deb olsak, unda barcha w>iVM uchun \a,\=\-n2A>M bo‘ladi va barcha
a,,<0 ekanligidan hamda cheksiz limit ta’rifiga asosan, lim {-n2= -oo
ekanligi kelib chigadi. Xuddi shundek, 6) ketma-ketlik uchun
Hma,=lim2"=+00 ekanligini ko‘rsatish mumkin. 8) sonli ketma-ketlik
ham chegaralanmagan, ammo uning cheksiz limiti anig bir ishoraga
ega emas va shu sababli iman=1im (-1fn =oo deb yoziladi.

Shuni ta’kidlab olish kerakki, cheksiz limitga ega har ganday
ketma-ketlik albatta, chegaralanmagan boiadi. Ammo teskari tasdiq
har doim ham o'rinli bolmaydi. Masalan, yuqorida keltirilgan 7)
ketma-ketlik chegaralanmagan, ammo uning limiti mavjud emas.

3 Konev V.V. Limits of Sequences and Functions. Textbook. The second edition. - Tomsk, 2009. - P. 121.
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Ta’rif: Agar {an} ketma-ketlik chekli limitga ega boisa, u
yaginlashuvchi, aks holda esa uzoglashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

Masalan, yuqoridagi 1), 2) va 4) ketma-ketliklar yaginlashuvchi,
3), 5)—8) ketma-ketliklar esa uzoqglashuvchidir.

Ta’rif: Agar ixtiyoriy n=1,2,3, e uchun antka, (anlkan)
tengsizlik o‘rinli boisa, unda {a,;} ketma-ketlik monoton o ‘suvchi
(kamayuvchi) deyiladi.

Masalan, {1-1/n} monoton o‘suvchi, {l+1/n} esa monoton
kamayuvchi ketma-ketlik boiadi.

Berilgan {a,,} ketma-ketlik limiti mavjudligi maium boisa, uni
limit ta'rifi bo'yicha aniglab boimaydi, chunki bunda limit giymati
maium boiishi kerak. Shu sababli turli ketma-ketliklaming limitini
topish uchun quyidagi teorema orqali ifodalanadigan limit hisoblash
goidalaridan foydalaniladi.

4.3. Funksiya tushunchasi va uning ta’rifi

Funksiya va u bilan bogiiq tushunchalar. Atrofimizdagi turli
jarayonlami  matematik  usullarda tadgigot gilayotganimizda
0‘zgarmas va o‘zgaruvchi migdorlarga duch kelamiz.

Ta’rif: Fagat bitta sonli giymat qabul giladigan kattaliklar
0 zgarmas miqdorlar deyiladi.

Masalan, yorugiik tezligi c, erkin tushish tezlanishi g, aylana
uzunligini uning diametriga nisbati n, izotermik jarayonlarda harorat t°
0‘zgarmas miqdorlardir.

Ta’rif: Turli sonli giymatlar gabul gila oladigan kattaliklar
0 zgaruvchi migdorlar deyiladi.

Masalan, tekis harakatda v tezlik o‘zgarmas miqgdor boiib, vaqt t
va bosib o‘tilgan masofa s o‘zgaruvchi miqgdorlardir. Biror jarayonni
o‘rganayotganimizda bir nechta o‘zgaruvchi miqdorlar o‘rtasidagi
o‘zaro bogianishlarga duch kelamiz.

Masalan, tekis harakatda tezlikni v, vaqtni t va bosib o‘tilgan
masofani s desak, u holda t va s o‘zgaruvchilar o‘zaro s=vt
ko‘rinishda bogiangan boiadi. Bunday bogianishlami juda ko‘p
keltirish mumkin va shu sababli ulami atroflicha o'rganish magsadida
funksiya tushunchasi kiritiladi.
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Ta’rif: Agarda x o‘zgaruvchining biror D sonli to'plamga
tegishli har bir giymatiga ma’lum bir gonun-goida asosida u
0‘zgaruvchining biror E to‘plamga tegishli yagona bir giymati mos
go‘yilgan bo‘lsa, ya'ni f . D —=*E bo‘lsa, unda n o‘zgaruvchi x
0‘zgaruvchining/wnftsi*as/ deyiladi.

Biror y o‘zgaruvchi x o‘zgaruvchining funksiyasi ekanligi y—+
(ic) kabi belgilanadi (fharfi o‘'miga F, h, g, (pkabi boshga harflar ham
go‘llanilishi mumkin). Bu yerda x erkli o zgaruvchiyoki argument, y
esa erksiz o zgaruvchiyokifunksiya deb ataladi3s.

Masalan, y=2x+3, y=3x2+4x-l, y=2/x, y=5xex+6 funksiyalarga
misol bo‘ladi.

Ta’rif: Berilgan /: D — E funksiyada D - funksiyaning
aniglanish sohasi, E - o ‘zgarish yoki giymatlar sohasi deyiladi.

y~fix) funksiyaning aniglanish sohasi D{/}, giymatlar sohasi esa
E{/} kabi belgilanadi. Masalan, /(*) =sinVx funksiya uchun
D{/}=[0>*), E{/}=[-1,1].

Shuni ta’kidlab o‘tish lozimki, oldingi mavzuda ko‘rilgan {an}
sonli ketma-ketlikni aniglanish sohasi D{/}=// - natural sonlar
to'plami, giymatlar sohasi esaX”)” an, neN, hagiqgiy sonlardan iborat
funksiya deb garash mumkin.

Matematik analiz fanida asosan, funksiyalar, ular bilan bog‘lig
bo‘lgan tasdiglar o‘rganiladi.

Funksiya grafigi. Funksiya haqida geometrik tasavvur hosil
etish uchun uning grafigi tushunchasi kiritiladi.

Ta’rif: XOY koordinata tekislikdagi (x,yY=(x, f (X)), jcgD{/},
koordinatali nugtalarning geometrik o‘rni y=f(x) funksiyaning grafigi
deyiladi.

P Konev V.V. Limits o f Sequences and Functions. Textbook. The second edition. - Tomsk, 2009. - P. 134.
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Masalan, y=x funksiya graflgi paraboladan, y=cos x funksiya
grafigi Sinus oidadan, y=2x+5 funksiya grafigi esa to‘g‘ri chizigdan
iboratdir.

Turli masalalami yechishda berilgan y=f (*) funksiyaning L
grafigini ma’lum bir ko‘rinishda o‘zgartirishga to‘g‘ri keladi.

y=f (x+a) funksiyaning grafigi L chizigni OX o‘gi bo‘yicha \a
birlik chapga (agar a>0 bo‘lsa) yoki 0‘ngga (agar a<0 boisa) parallel
ko‘chirishdan hosil boiadi (20-rasm).

> y=f (x)+b funksiyaning grafigi L chizigni OY o‘qi bo'yicha
[\ birlik yugoriga (agar b>0 boisa) yoki pastga (agar b<0 bo‘lsa)
parallel ko‘chirishdan hosil boiadi (21-rasm). -

> y=af (x) funksiyaning grafigi L chizigni OY o‘qgi bo‘yicha a
marta cho‘zish (agar a>l boisa, 22-rasm) yoki qisish (agar O<a<I
boisa, 23-rasm) orgali hosil boiadi. Agar a<0 boisa, unda L chiziq
OX o'giga nisbatan simmetrik ravishda akslanadi.

> y=f (kx) funksiyaning grafigi L chizigni OX o‘qi bo'yicha K
marta cho‘zish (agar k>1 boisa, 24-rasm) yoki qisish (agar 0<*<1
boisa, 25-rasm) orqgali hosil boiadi. Agar k<0 boisa, unda L chiziq
OY o‘giga nisbatan simmetrik ravishda akslanadi.

Funksiyani berilish usullari. Turli masalalami garashda
funksiya asosan to‘rt usulda berilishi mumkin.

Analiiik usuL Ko‘p hollarda funksiyalar analitik usulda, ya
X argument ustida bajariladigan matematik amallami formulalar orgali
ifodalash orgali beriladi. Masalan, aylana radiusi X va uning yuzasiy
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orasidagi bog‘lanish funksiyasi y=nx2 formula orgali analitik usulda
aniglanadi.
Jadval usuli. Bu usulda funksiya

yi=A *d v yr Y3 V- yn

Ko‘rinishdagi jadval orgali beriladi. Masalan, Bradisning to‘rt
xonali matematik jadvallar kitobchasida funksiyalaming giymatlari
shunday ko'‘rinishda berilgan. Odatda, x argument va y funksiya
ofHsidagi bog‘lanish tajriba yoki kuzatuvlar asosida o‘rganilayotgan
bo‘lsa, funksiya giymatlari jadval ko‘rinishda ifodalanadi.

Gralik usul. Bunda, x argument va y funksiya orasid:
bog'lanish bu funksiyaning grafigi orqgali beriladi. Masalan, yurak
faoliyatini  ifodalovchi  funksiya kardiogramma orqali grafik
ko‘rinishda ifodalanadi. Shuningdek, bu usuldan tenglamalami grafik
usulda yechishda ham foydalaniladi.
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Ta’rif usulL Bu usulda funksiya giymatini aniglash gont
uni ta'riflash orgali beriladi. Masalan, Dirixle funksiyasi deb
ataluvchi va [0,1] kesmada aniglangan D(x) funksiyani analitik, jadval
yoki grafik ko‘rinishlarda ifodalab bo‘lmaydi. Bu funksiya giymatlarj
ta’rif bo'yicha quyidagicha aniglanadi:

1, agar X ratsicmal son bo' Isa;
0, agar X irratsionalson bo'lsa.

Funksiya ko‘rinishlari. Funksiyalar u yoki bu xususiyatlariga
garab turli ko'rinishlarga ajratiladi.

Ta’rif: Berilgan y=j{x) funksiya biror DcD{/} sohaga tegishli
ixtiyoriy x\, x2 eD va jci<jc2 nugtalar uchun J{xI)<fx2) [ .Axi)</(x2)]
shartni ganoatlantirsa, u shu D sohada o ‘suvchi (kamaymovchi)
funksiya deyiladi.

Masalan, _y=wt3 funksiya (-00;00) oraliqda, y=x2 funksiya esa
aniglanish sohasining (0,co) oralig‘ida o‘suvchi bo'ladi. Antefunksiya
deb ataladigan y=[x\ funksiyaning giymati argument x giymatiga eng
yagin va undan katta boMmagan butun son kabi aniglanadi. Masalan,
[1.2]=1, [2.98]=2, [12]=12, [-1.5]=- 2. Bu holda /*)=[*] funksiya
uchun D{/}=(-<x>;00) va E{/}=Z={0,+1, £2,—} bo'‘lib, u aniglanish
sohasida kamaymoqchi funksiya bo‘ladi36.

Ta'rif: Berilgan y=f (x) funksiya biror DcD{/} sohaga tegishli
ixtiyoriy xi, x2eD va xxx2 nugtalar uchun/ (xt)>J(x2 [/ (jc,)>/(>>)]
shartni ganoatlantirsa, u shu D sohada kamayuvchi (o‘Ssmoqchi)
funksiya deyiladi.

PHBKonev V.V. Limits of Sequences and Functions. Textbook. The second edition. - Tomsk, 2009. - P. 148.
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Masalan, y — 2x funksiya (-co;o0) oraliqda, y=x2 funksiya esa
aniglanish sohasining (-<»,0) oralig‘ida kamayuvchi boiadi. y=\-[x]
funksiya esa (~00;00) oraligda o‘smogqchi boiadi.

0 ‘suvchi yoki kamaymoqchi, kamayuvchi yoki o'smoqchi
funksiyalar birgalikda monotonfunksiyalar deyiladi.

Ta’rif: Aniglanish sohasi D{/} nol nuqtaga nisbatan simmetrik
boigan y=fix) funksiya ixtiyoriy xeD {/} uchun J(-x)-J{x) [j(-x)= -
J{X)\ shartni qanoatlantirsa, ujuft [toq]funksiya deyiladi.

Masalan, fIx)=x2- juft funksiya, r)=x3esa toq funksiya boiadi.
Lekin har ganday funksiyajuft yoki toq boiishi shart emas. Masalan,
f{x)=x2- 3x+| yoki x)=2x-3 funksiyalar najuft va na toqdir.

Ta'rifdan juft funksiya grafigi OY koordinata o‘giga, toq
funksiya grafigi esa O koordinata boshiga nisbatan simmetrik boiishi
kelib chiqgadi.

Ta’rif: Agar y=J(x) funksiya uchun shunday T>0 son mavjud
boisaki, VxeD{/} uchun x+TeD{/} boiib, JixtTy=J{x) shart
bajarilsa, u davriy funksiya deb ataladi. Bu shartni ganoatlantiruvchi
eng kichik musbat T soni shu funksiyaning davri deyiladi.

Masalan, j*sinx davri T=24, y=tgx esa davri T=u boigan davriy
funksiyalardir. y={x}=x-[x] funksiya giymati argument X giymatining
nomanfiy kasr gismiga teng boiadi. Masalan, {1.2}-6.2,
{2.98}=0.98, {#8}=0, {-1.7}= 0.3 (bunda-1.7=-2+0.3 deb qgaraladi).
Bu holda D{/}=(-00;00) va E{/}=[0,1) bo'lib, ixtiyoriy xeD {/} va
neN={\,2,3.—} uchun {x+n}={x} boiadi. BundanJ[x)={x) davri T=1
boigan davriy funksiya ekanligini ko‘rish mumkin. y=x yoki y=e
funksiyalar esa davriymas funksiyalarga misol boiadi.

Ta’rif: Berilgan y=fix) funksiya uchun shunday M > 0 soni
topilsaki, ixtiyoriy xeD uchun [Ox)|<M shart bajarilsa, u D sohada
chegaralangan  funksiya deyiladi. Aks holda  Y/1%)
chegaralanmaganfunksiya deb ataladi.

Masalan, y=siruc chegaralangan funksiya, chunki barcha x uchun
[sinx|<l. y=2x funksiya (-c0,0) oraliqda chegaralangan va 2X1, ammo
bu funksiya (0,co) oraliqda chegaralanmagan, chunki ixtiyoriy M>0
katta soni uchun x>log2M boiganda 2X>M boiadi.

Ta’rif: Agar y=fix) funksiya biror D sohaning har bir X
nugtasida o‘zgarmas C soniga teng boisa, u D sohada o ‘zgarmas
funksiya deyiladi.
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Masalan, xe(-00,00) sohada Xx)=sinx+cosx=1, xe(-00,0)
sohaday(*)=x/M— 1 o0‘zgarmas funksiya bo‘ladi.

Murakkab va teskari funksiyalar. Funksiyalar bilan bog'liq
yana ikkita tushunchani kiritamiz.

Ta’rif: Agar z=cp(jc) funksiya X—=Z, y=3{z) esa Z—Y akslanti-
rishni ifodalasa, unda }>=X<pOt)) funksiya X—Y akslantirishni
ifodalaydi va murakkab funksiya deb ataladi. Bu yerda g ichki,fesa
tashqi funksiya deyiladi. y=f(<$(x)) murakkab funksiya / va ¢
funksiyalaming superpozitsiyasi deb ham aytiladi.

Masalan, y=sinjc2 murakkab funksiya bo‘lib, unda q(x)=x2 ichki.
Xh)=8T1¢h esa tashqgi funksiya bo‘ladi. y=sinZ murakkab funksiyada
esa (nc)=31w: ichki, )=t 2 tashqi funksiya bo‘ladi.

Ta’rif: Aniglanish sohasi D{/} va giymatlar sohasi E{/} boMgan
y=J{X) funksiya uchun har bir jgE{/} soniga ftxy=y shartni
ganoatlantiradigan yagona xeD (/} sonini mos go‘yadigan x=<p(u)
fttnksiya mavjud bo‘lsa, u berilgan/funksiyaga teskarifunksiya deb
ataladi.

Berilgan / funksiyaga teskari funksiya /'* kabi belgilanadi.
Bunda/-1 fagat belgilash bo‘lib, u 1Ifdegan ma’'noni ifodalamasligini
ta’kidlab o‘tamiz.

Odatda, argument x, funksiya esay orgali belgilanganligi uchun,
y=J(x) funksiyaga teskari x=c(y) funksiya y=<p(X) yoki y=f\x)
ko‘rinishda yoziladi.

Agar y=ftx) funksiya o‘suvchi yoki kamayuvchi bo‘lsa, unga
teskari funksiya y=fA{x) mavjudligini va unifiy)r=x tenglama yechimi
kabi topishimiz mumkinligini isbotlash mumkin. Masalan, j{x)=3x-I
bo‘lsa, unda 3j-lI=x tenglamadan teskari funksiya f\x)=(a+ 1)/3
ekanligini aniglaymiz.

Shuni ta’kidlab o‘tish kerakki, o‘zaro teskari funksiyalar uchun
D{/}=E{/} va E{ /}=D{/'}, I \f -\X)]=x va f J1 \f (*)]=*
munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. Bundan tashqari, ulaming grafiklari y=x
to'g‘ri chizigga nisbatan simmetrik bo‘ladi

Asosiy elementar funksiyalar. Maktab matematikasidan bizga
ma’lum bo‘lgan quyidagi funksiyalami eslatib o‘tamiz:

Darajali funksiya. Bu funksiya y=xa ko‘rinishda bo‘l
0‘zgarmas daraja ko‘rsatkichi a e R bo‘ladi. Masalan,
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A=i=*0 y_x2 y=gx-x9, y=l=x
X

darajali funksiyalardir. Darajali fiinksiyaning xossalari a daraja
kc/rsatkichi giymatiga bogiiq bodadi. Masalan, a musbat butun son
boisa, J(X)=xa aniglanish sohasi D {/}=(—g0,q0), giymatlar sohasi esa
tot} a uchun E1/jK -00,"3), juft a uchun E{/}=[0,00) boiadi. Agar a
manfiy butun son boisa, fix)=xa aniglanish sohasi D{/}={*: jc"O},
giymatlar sohasi esa E{/}=(-co0,00) boiadi. Bundan tashqgari, a juft son
bo‘lsa,y(*)=xajuft, a tog boisa, toq funksiya boiadi.

Ko ‘rsatkichli funksiya. Bu funksiya y-cf ko‘rinishda va
unda daraja asosi a>0 va ad\ shartni ganoatlantiruvchi o‘zgarmas son
boiadi. Masalan, y=3X j=(1/10)x, y=ex ko‘rsatkichli funksiyalardir.
Bu funksiya uchun D{/}=(-00,00), E{/}=(0,co) boiadi. Agar a>1
boisa, j(xX)=a o‘suvchi, 0<a<l boisa kamayuvchi fimksiyaga ega
boiamiz.

Logarifmik funksiya. Bu funksiya >>=log,pc, (a>0, agpl),
ko‘rinishda boiib, y=a ko'‘rsatkichli fimksiyaga teskari funksiyani
ifodalaydi.

Masalan, y=\0%2, _y=logosx, j=loglx=Ilgx, 7=logex=Inx
logarifmik funksiyalardir. Logarifmik j{X)=\ogox funksiya uchun
0{/}~(0,°°), E{/}=(-00,00) boiadi. Agar logarifm asosi a>1 boisa,
Xx”logalt o‘suvchi, 0<o<I holda esa kamayuvchi boiadi3r.

Trigonometrik funksiyalar. Bular y=simr, _y=cosx, y=tgx va
y=ctgx: funksiyalardan iborat. Bu yerda f4x)=s'mx va J(x)=cosx
funksiyalar uchun D{/}=(-oo,c0) va E{/}=[0,1] boiib, ular T=2n
davrli va chegaralangan boiadi. Bunda_/(x)=sinx — toq, Jx)=co&x —
ju& funksiyalardir.

y(x)=tgx va X*)=ctgx funksiyalaming aniglanish sohalari mos
ravishda D {/}={*: xdp(2k+\)n12, keZ} va D{/)={x: xdkn, keZ},
giymatlar sohasi E {/}=(-<»,00) boiadi. Bu funksiyalar T=7t davrli, toq
va chegaralanmagan boiadi.

Teskari trigonometrik funksiyalar. Bularga ;y=arcsinx,
7=arccosjc, _y=arctgx, ~=arcctgx funksiyalar kiradi. Ular mos
trigonometrik  funksiyalarga teskari boiadi. _/(;c)=arcsimc va
Xjc)=arccosx uchun D{/}=[-1,I], giymatlar sohasi esa mos ravishda

37 EcTecTBEHHO-Hay4Hble OCHOBbI (BU3NYECKOW Ky/bTypbl W criopTa: y4eGHUK / nog peg. A.B.CaMcOHOBOW,
P.B.Llannarogoit. - M.: CoseTckuii cnopt, 2014. - C. 22.
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E{/}=[-a/2, a/2] va E{/}=[0, fa] bo'ladi. /(x)=arctgx: va/X)=arcctgx
uchun D(/}=(-co,00), giymatlar sohasi esa mos ravishda E{/}=(-9/2,
a/2) va E{/}=(0, Aa) bo'ladi. Bundan tashqari, Xjr)=arcsiruc va
y(jc)=arctgx toq funksiyalardir.

Ta’rif: 1-5 funksiyalar asosiy elementarfunksiyalar deb ataladi.

Chekli sondagi asosiy elementar funksiyalar ustida chekli
sondagi arifmetik va superpozitsiallash amallari orgali hosil gilingan
funksiyalar elementar funksiyalar deyiladi. Masalan, y=21nsimc+;c /5,
y=axin(jc+l) elementar funksiya bo‘ladi. *={jc} va y=[x] elementar
bo‘lmagan funksiyalarga misol bo‘ladi.

Funksiyalarning ayrim iqtisodiy tatbiglari. Ishlab chigarish
funksiyasi (ishlab chigarish natijalarini turli omillarga bogligligi),
xarajatlar funksiyasi (ishlab chigarilgan mahsulot hajmi bilan
xarajatlar o'rtasidagi bog‘lanish), talab funksiyasi (mahsulotga talab
hajmi va narx, foyda kabi turli omillar orasidagi bog‘lanishlar) kabi
funksiyalar igtisodiyotda ko‘p qo‘llaniladi.

Yana bir misol sifatida aholining daromadi X va uning turli
tovarlarga ehtiyoji y orasidagi bog'lanishlami o‘rganish uchun shved
igtisodchi olimi  Tornkvist tomonidan taklif etilgan quyidagi
funksiyalarini garaymiz33

ny =_xc_ (x>b), y - inson hayoti uchun birinchi navbatda,

zarur bo‘lgan ozig-ovgat mahsulotlari, kiyim-kechak kabi tovarlarga
ehtiyoj;
" (x>d>b), y - inson hayoti uchun ikkinchi

navbatda, zarur bo‘lgan televizor, mebel, kosmetika kabi tovarlarga
ehtiyoj;

my- ax;(—C (x>m>d>b),y - avtomobil, tilla bezaklar, dala

hovlisi kabi gimmatbaho buyumlarga ehtiyoj.

Bu funksiyalar quyidagi igtisodiy gonuniyatlami ifodalaydi:

S Daromad x ma’'lum bir b, d yoki m giymatdan oshgandan
keyin tegishli tovarlami xarid etish mumkin;

B Rasulov N.P., Safarov 1.1, Muxitdinov R.T. Oliy matematika. (Iqtisodchi va muhandis-texnologlar uchun).
Darslik. - T,, 2012. - B. 213.
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v'Daromad * oshib borishi bilan birinchi va ikkinchi navbatda,
zarur bo‘lgan tovarlarga ehtiyojni ifodalovchi y funksiya o‘sishi
sekinlashibdi;

m6l va Il navbatda zarur bo‘lgan tovarlarga ehtiyojni ifodalovchi
y yugoridan a soni (to'yinish nugqtasi) bilan chegaralangan, chunki
ulaming iste’moli cheksiz o'sishi mumkin emas;

S Daromad X oshib borishi bilan gimmatbaho buyumlare
ehtiyoj ham o‘sib boradi va yuqoridan chegaralanmagan.

4.4. Funksiya limiti va uning asosiy xossalari

Funksiya limiti. Biz sonli ketma-ketlik uchun oliy matematika-
ning poydevorida yotgan asosiy tushunchalaridan biri boigan limit
tushunchasini kiritgan edik. Endi bu tushunchani funksiya uchun
umumlashtiramiz.

Ta'rif: Agarda oldindan berilgan ixtiyoriy s>0 son uchun unga
boglig shunday 6=8(s)>0 son topilsaki, 0<|x-a|<5 shartni ganoatlan-
timvchi har ganday xe D {/} va biror A soni uchun LLX)~A\<r tengsizlik
o‘rinli boisa, A soniy=j{x) funksiyaning x->a bo‘lgandagi limiti deb
ataladi.

Ta'rifdagi tasdiq

lim f(x) —A

X~>a

ko‘rinishda yoziladi. Misol sifatida,

j_ilgxzzg

ekanligini ta'rif bo‘yicha ko‘rsatamiz. Bu yerda x-»3 boigani
uchun 2<x<4, ya'ni |x+3|<7 deb olishimiz mumkin. Bu holda ixtiyoriy
e>0 uchun

1/00 ~Aj=pc2-9|=|jc+3|\x-3k7 |x-3|<e

tengsizlik o‘rinli boiishi uchun Jjc—3<£-/7, ya'ni 8(e)=6/7 deb

olish mumkin. Demak, limit ta’'rifiga asosan, XIir»r;*Z:g tenglik o‘rinli

boiadi3o.

Ta’rif: Agar har ganday katta N>0 son uchun shunday 5=S(N)>0
son mavjud bolsaki, 0<|x al<5 shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
xeD{/} uchun |/(jc)|>N tengsizlik o'rinli boisa, unday=fix) funksiya

P Konev V.V. Limits o fSequences and Functions. Textbook. The second edition. Tomsk. 2009. P. - 163.
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X—Hx (o—hekli son) boiganda cheksiz limitga (+00 yoki - q0) ega
deyiladi.
Ta'rifdagi tasdiq Iirgy(x):ioo ko‘rinishda yoziladi.
X->
Masalan,
lim—————co
*22(x -8
ekanligini ko‘rsatish mumkin. Bu yerda x~>2 boMgani uchun
I<x<3 deb olishimiz mumkin. Bu holda berilgan N>0 soni bo‘yicha
5=5(N)>0 sonini quyidagicha aniglaymiz:
1 = 1 1 —
(X'-bY  (x-2Y(x2+2x +4f > (x-2)2(32+2-3 +4)2~

1 ->N=>(x-2)J<— Ec—2|<—"—j::S(N)
361(x-2Y 36N 1 194n

Demak, ta'rifga asosan, yuqoridagi limit cheksiz bo'ladi.

Ta’rif: Agar har ganday kichik s>0 soni uchun shunday katta
M=M(e)>0 son mavjud bo‘lsaki, (jcJ>M shartni ganoatlantiruvchi
barcha xeD{/} va biror chekli A soni uchun \Lx)-A\<?, tengsizlik
o‘rinli boisa, y-~flx) funksiya jc-"+00 boiganda chekli limitga ega
deyiladi.

Bu tasdiq tli»rir&)J{xy:A ko‘rinishda yoziladi.

Masalan,

ekanligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy kichik e>0 uchun
1<e bl>e—: M(e),

ya'ni M(s)=e'l deb olishimiz mumkin. Bu vyerdan, ta'rifga
asosan, yugoridagi limit giymati hagigatan ham birga teng ekanligi
kelib chigadi.

Ta’rif: Agar har ganday katta N>0 soni uchun shunday M=M(N)
son mavjud bo'‘lsaki, Jjc|>M shartni ganoatlantiruvchi barcha xgD {/}
uchun 1I/(x)j>N tengsizlik o‘rinli boisa, y=j(x) funksiya *->+00
boiganda cheksiz limitga ega deyiladi,

Ta'rifdagi tasdiq )J_jc&nof(jc):ioo Ko‘rinishda yoziladi.
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. . . . . -
Masalan, ta'rifdan foydalanib, x!>',_+n30X3:‘00’ 1I_|>lrr(bx2- co

ekanligini ko‘rsatish mumkin.

Ta’rif: y-f (x) funksiyaning argumenti x gandaydir chekli a
soniga fagat chap (x<«) yoki o‘ng (x>a) tomondan yaginlashib
borganda (x—a~0 yoki x—a+0 kabi belgilanadi) funksiya limiti biror
A\ yoki A2 sonidan iborat bo‘lsa, bu sonlar funksiyaning a nugtadagi
chapyoki o ‘ng limiti deb ataladi40.

Y~AX) funksiyaning a nugtadagi chap yoki o‘ng limiti

n_li)r‘ﬂo/(x):/(a-O) yoki X_I>i£r10/(x):/(a +0)

kabi belgilanadi. Masalan, signum funksiya deb ataladigan
ushbu

I x>0
sgn(x)=-0x=0 (1)
-1,x<0
funksiya uchun x=0 nuqtadagi chap va o‘ng limitlar mos
ravishda quyidagicha boiadi:
sgn(0-0)= lim sgn(x)= lim (3=-4,
x->0-0 x->0-0
sgn(0 + 0)= XI|(r)1;10 sgn(x):jr_llgrlo 1=1.
Cheksiz kichik miqgdorlar va ularning xossalari. Limitlarga
doir turli tasdiqlami isbotlashda cheksiz kichik migdor va ulaming
xossalari muhim ahamiyatga ega.
Ta’rif: Agar a(x) funksiya uchun
lima(x) =0
x->a

shart bajarilsa, unda bu funksiya x—a (a-ixtiyoriy chekli yoki
cheksiz son) boiganda, cheksiz kichik migdor deb ataladi.

Masalan, a(x)=x2 funksiya x-»0, a(x)=(x-3)2 funksiya x->3 va
a(x)=x~2funksiya x->+00 boiganda cheksiz kichik migdor bo‘ladi4l.

Ta'rif: x-»a boiganda a(x) va (3(x) cheksiz kichik migdorlar va

lim =A
x-+a P {X)

bolsin. Bunda A=0 boisa, a(x) Xx—aboiganda (3(X) ga nisbatan

yuqori tartibli cheksiz kichik migdor deyiladi va a(x)=o((3(x)) kabi

40 Rajabov F., Masharipova S., Madrahimov R. Oliy matematika. O’quv go’llanma. - T.: Turon-Igbol, 2007.
B 153.
A Konev V.V. Limits of Sequences and Functions. Textbook. The second edition -Tomsk, 2009. - P. 185.
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belgilanadi. Agar A0 va chekli son bo‘lsa, unda <x(x) va (3(x) bir xil
tartibli cheksiz kichik miqdorlar deyiladi va a(x)=0(P(x)) kabi
belgilanadi. Jumladan, A=1 bo‘lsa a(x) va P(jc) ekvivalent cheksiz
kichik migdorlar deyiladi va a(x)~p(x) kabi belgilanadi. Agar A=t00
boisa, a(x) x-+a boiganda p(x) ga nisbatan quyi tartibli cheksiz
kichik migdor deyiladi va P(x)=o(a(x)) kabi belgilanadi.

Cheksiz katta miqdorlar. Endi cheksiz katta miqgdor
tushunchasi va uning xossalari bilan tanishamiz.

Ta’rif: Agarfix) funksiya uchun

limf(x) = %00
X-+a

shart bajarilsa, unda bu funksiya x->a (a-ixtiyoriy chekli yoki
cheksiz son) boiganda cheksiz katta migdor deb ataladi.
Masalan, fix)=tgx funksiya x-*id2, AxY=(x-\)~r funksiya *->1
vaX*)=x2funksiya jc->tco boiganda cheksiz katta migdor boiadi.
Funksiya limitini hisoblash qoidalari. Funksiya limitini uning
ta'rifi bo'yicha hisoblash har doim ham oson emas. Shu sababli
funksiya limiti asosan uni hisoblash qoidalari yordamida topiladi.
Lemma: y=fix) funksiya x—a boiganda chekli A limitga ega
boiishi uchun unifix)=A+a(x) ko‘rinishda boiishi zarur va yetarli.
Bunda a(x) funksiya x—a boiganda biror cheksiz kichik migdomi
ifodalaydi.
Lemma isboti limit va cheksiz kichik miqdor ta’riflaridan kelib
chigadi.
Asosiy teorema: Agar X-+a boiganda fix) va g(x) funksiyalar
chekli A va B limitlarga ega boisa, unda
lim [f(x) = g(*)] = lim f(x) = lim g(x) =A%B, (2)
X-*a X-+a X—>a

Ii_r>naCf{x) =C lim f(x) = CA (C=const.), (3)
X X-ta
lim f(x)g(x) = lim f(x) mlim g(x) =A-B (4)
X->a X— X-*a
va agar )(Ier;g(x):B*O boisa,

gw litng(x) B
X-+a

0 imIC)_ 2 s

tengliklar o‘rinlidir.
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Isbot: Teorema shartlari va lemmaga asosan fixy=A+a(x),
g(x)=S+P(x) tengliklami yoza olamiz. Bu vyerda a(x) va (3(x)
funksiyalar x—a boiganda cheksiz kichik migdorlardir. Bu
tengliklardan foydalanib

/X)xg(x) =[1+a(X)] £ [5+(3(X)]=("")+[aW zPM3

natijani olamiz. Cheksiz kichik migdorlar xossasiga asosan bu
yerda y(x)=a(x) +P(jo funksiya x->ar boMganda, cheksiz kichik miqdor
boiadi. Bu holda yuqoridagi tenglikdan va lemmaga asosan,

Hm[/(x)£g(x)]=AxB= I|m /(x) % I|m g(x)

tenglik o‘rinli ekanligiga ishonch h05|l gilamiz.

Teoremadagi qolgan tengliklar ham shu tarzda isbotlanadi.

Asosiy teoremada keltirilgan limit hisoblash goidalari vaxXx)=C
(C - const.) o‘zgarmas funksiyaning limiti shu sonni o‘ziga teng
bolishidan foydalanib, murakkabroq limitlarni soddaroq limitlarga
keltirish orqali hisoblash mumkin.

Masalan,

limx2e*=1limx2e«limex=1e=¢, I|m(x2 +ex)- limx2+ limex=1+¢e,

*.>1 x-» x-H X-»t je-»l

. e lime' e . 2x-3 . .3

lim— «-Hi— =- =e, lim——- =1lim(2- —): lim2- lim—=2-0 =2.
X [Lgfx 1 X X VX

Ajoyib limitlar. Turli funksiyalaming limitini hisoblashda
quyidagi tengliklardan foydalanish mumkin:

j(TO_ =1 (1), Iimf1+;J1 = lim 1+H;JL =e=2,718281... (lI),

MT1in(lzw0 =a () limflz i =Ine (IV),
x>0 X *.>0 X

liml+x>a 1=a (V).
Lo X

Bu tengliklar matematikada ajoyib limitlar deb ataladi
Funksiya limitining bir iqtisodiy tatbig‘i. Endi funksiya limiti
tushunchasini bir igtisodiy masalani yechish uchun tatbiq etamiz.
Bankka vyillik R foiz ustama to‘lash sharti bilan omonatga
go'yilgan jamg‘armaning boshlangMch giymati ao bo‘lsa, ustama n-
marta hisoblangandan keyin uning giymati
aa=(1+/)"a0,«=1,2,3, -

42Konev V.V. Limits o f Sequences and Functions. Textbook. The second edition. - Tomsk, 2009. - P. 191.
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formula bilan topiladi. Bunda i=R/k bo‘lib, K - yillik R foiz
ustama jamg‘armaga yil davomida necha martada hisoblanishini
ifodalaydi.

Endi bank jamg‘armaga R foiz ustamani yil davomida uzluksiz
ravishda hisoblab borganda, jamg‘arma giymati gqanday aniglanishini
Ko‘rib chigamiz. Bu holda k—w bo‘ladi va har ganday k uchun t=n'k
omonatga jamg‘arma qo'yilgandan keyin o‘tgan yillar sonini
ifodalaydi. Bu holda yuqoridagi a,, uchun formula va (Il) ajoyib limit
yordamida quyidagi natijani olamiz43:

a, = Ili_rp&a,, = kl—lgla)(l +1)naQ= aQ(g_r’pm(M F)" =al Iélg‘na)

=a0 1+ 1 =adlim(@1+-)* =aleRl.
a0{uui( yK)n (x-|>[po( X) ]3

Bu yerda k!R=x,k-*to=>*->00 ekanligidan foydalanilgan.
Demak, jamg‘armaga bankning yillik R foiz ustamasi uzluksiz tarzda
hisoblab borilsa, uning I yildan keyingi giymati a,=a0e formula bilan
aniglanadi va ko‘rsatkichli funksiya orqali ifodalanadi.

4.5. Uzluksiz va uzlukli funksiyalar

Uzluksiz funksiyalar va ularning xossalari. Bu rejada
matematik analizning muhim tushunchalaridan biri bo‘lgan uzluksiz
funksiya tushunchasi bilan tanishib, unga doir asosiy tasdiglarni ko‘rib
0‘tamiz.

Ta’rif: Berilgan y=j{x) funksiya o‘zining aniglanish sohasiga
biror atrofi bilan kiruvchi x0nuqtada

lim f(x) =f(x0) (1)
x->x0

shartni ganoatlantirsa, bu funksiya xOnugtada uzluksiz deyiladi.
Masalan, oldingi rejada j{x)-x2 funksiya uchun x—3 holda
hisoblangan limit giymatidan foydalanib,
lim/(*)= Hmx1=9=32=/(3)

X—3

4 Rasiilov N.P., Safarov I.l., Muxitdinov R T. Oliy matematika. (Iqtisodchi va muhandis-texnologlar uchun).
Darslik-T, 2012. - B 222.
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ekanligini ko‘ramiz. Demak, 7(x)=x2 funksiya *=3 nuqtada
uzluksiz boiadi.

Yuqoridagi funksiya uzluksizlik shartini, Iim0x=x0 ekanligini
X-*X

hisobga olib,
lim /(*) =/( lim x)

kabi yozish mumkin. Demak, fix) funksiya x0 nugtada uzluksiz
boiishi uchun funksiya olish va limit olish amallarini o‘rnini
almashtirish mumkin boiishi kerak ekan.

Amaliy masalalarda funksiya uzluksizligini orttirma tushunchasi
orqali tekshirish qulay. Agar X nuqta x0nuqta atrofidan olingan boisa,
X-X0 ayirma argument orttirmasi deyiladi va Ax kabi belgilanadi. Bu
hgjda fix)-fixo) ayirma funksiya orttirmasi deyiladi va Af yoki Au
kabi belgilanadi.

Demak, Ac orttirma argumentning o'zgarishini, Afesa funksiya
o'zgarishini ifodalaydi. Agarda x-»x0 boisa, u holda Ax-»0 boiadi.
Bundan, x=x0+tAx ekanligidan foydalanib, (1) uzluksizlik shartini

lAﬂ(r_r;of(xo +Ax)=f(xQ (2)

ko‘rinishida yozish mumkin. Bu shartni o‘z navbatida, Af=fix}~
fix0)=fixQ+Ax} fix(0) ekanligidan foydalanib,

&T}OA/ =0(3)
ko‘rinishda ifodalash mumkin. Demak, fix) funksiya uzluksiz

boiishi uchun argumentning “kichik” Ax o'zgarishiga funksiyaning
ham “kichik” Afo‘zgarishi mos kelishi kerak.
Misol sifatida _y=/1x)=x2 funksiyaning har ganday x0 nugtada
uzluksiz ekanligini (3) shart yordamida ko‘rsatamiz:
Ay=Af=fix0+Ax) -fixo)=(x0+AX)2-x02=
+2x0 mAX + (Ax2)-x,, =(2x0+ Ax)Ax=> lim A/ =0.

Ta'rif: Berilgan y-fix) funksiya biror (a,b) oraligning har bir
nugtasida uzluksiz boisa, u shu oraligda uzluksizfunksiya deyiladi.

Masalan, yugorida ko'rsatilganga asosan, fix)=x2 funksiya
ixjjyoriy (a,b) oraligda uzluksizdir. y={1-x2)-1 funksiya esa (—,1) va
uning ichida joylashgan ixtiyoriy oraligda uzluksiz boiadi, ammo
x=xI1 nuqtalardan kamida bittasi kirgan sohalarda uzluksiz boimaydi.
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Geometrik nugtai nazardan biror {ab) oraligda uzluksiz
funksiyani grafigi shu oraligda yaxlit bir (uzluksiz) chizigdan iborat
funksiya deb garash mumkin. Masalan, y=x2 funksiya grafigi ixtiyoriy
(a,b) oraligda uzluksiz bo‘lgan paraboladan iborat44.

Ta’rif: Berilgan y=j(x) funksiya biror x=a nugtada aniglangan
bo‘lib, bu nugtada uning o‘ng (chap) limiti mavjud va

im /(%) =/(«+0)=/(e) ( lim f(x)=f(a-0)=f(a))
shartni ganoatlantirsa, u holdaJ(x) funksiya a nugtada o ‘ngdan

(chapdan) uzluksiz deyiladi.
Masalan,

A =2 rr 283 (4)

funksiya x=3 nuqtada o‘ngdan uzluksiz, chunki

jt.llglo/( ) :XI_|>rr3\(2x+ N=7=/(3).

Ammo bu funksiya x=3 nuqtada chapdan uzluksiz emas, chunki

i *) = *_1) =5 *

*_I:rar_]o/( ) ﬂI;_Lg(z. 1)=5*/(3).
Aksincha,
L4 Ix+] o x<\ .

Y-I(m)=32 4 x>1%)

funksiya x=I nugtada chapdan uzluksiz, o‘ngdan esa uzluksiz
emas.

Oldin ko‘rib o‘tilgan

1, x>0,
Y~sgn(x)=+0, x=0, (6)
-1, x<0

funksiya Xx=0 nuqgtada chapdan ham, o‘ngdan ham uzluksiz

bolmaydi, chunki
sgn(0-0)=-170=sgn(0), sgn(0+0)= 170=sgn(0).

Kesmada uzluksiz funksiyalar uchun asosiy teoremalar.
Dastlab funksiyaning kesmada uzluksizligi tushunchasini kiritamiz.

Ta’rif: Berilgan y=fix) funksiya biror (a,b) oraligning har bir
nugtasida uzluksiz, x-a (x=b) chegaraviy nugtada o‘ngdan (chapdan)
uzluksiz bo‘lsa, bu funksiya [a,b] kesmada uzluksiz deyiladi.

44 Konev V.V. Limits of Sequences and Functions. Textbook. The second edition. - Tomsk, 2009. - P. 205.
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Masalan, _y=sim:;, y=x2 funksiyalar har ganday \a,b] kesmada
uzluksizdir.

Agar y=flx) funksiya [a,b\ kesmada uzluksiz bo‘lsa, uning
grafigini shu kesmaga mos keluvchi gismi yaxlit (uzluksiz) chizigdan
iborat boiadi. Uzluksizlikning bu geometrik talgini uzluksiz
funksiyalaming quyidagi xossalari va ulaming isbotini tasavvur
etishga imkon beradi.

Teorema: Agarday=fix) funksiya [a, 6] kesmada uzluksiz boisa,
bu kesmada kamida bitta shunday x\ (yoki *2) nuqgta mavjudki, har
ganday xe[a,b] uchun j[x)>j{x) (yoki j(Xx2)<j{X)") munosabat o‘rinli
boiadi.

Isbot: Ushbu teoremani funksiya grafigiga asoslangan va shu
sababli gat’iymas boigan isbotini keltirish bilan chegaralanamiz.
y=J(X) funksiyaning [a,b] kesmada grafigining OY o‘qi bo‘ycha eng
yuqorida va eng quyida joylashgan nugqtalaridan bittadan vakil olib,
ulaming abssissasini mos ravishda x{ va x2 deb belgilaymiz. 26-
rasmda bu nugtalar A va B, ulaming abssissasi x\=a va xf=b boiadi.

Bu holda ixtiyoriy jce [a,b] uchun teoremadagi tasdiglar bajariladi.

Bu teoremadagi/ ( * 1) yoki~/fe) berilganfix) funksiyaning \a,b\
kesmadagi eng kattayoki eng kichik giymati deb ataladi va

max min f(x) =m
xe[a,b] xe[a,h]

kabi belgilandi.
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Masalan, Xx)=n2, jce[2,4] funksiya uchun x\=2, X2=4 bo'ladi,
chunki bu kesmada m=4<x2<16=M, ya’'ni J[2)<fix)<j{4) munosabat
o'‘rinli.

Kiritilgan ~ yangi  tushunchadan  foydalanib, teoremani
quyidagicha ifodalash mumkin.

Teorema (Vevershtrass): Berilgan \a,b] kesmada uzluksiz
y~fix) funksiya shu kesmada o‘zining eng katta M va eng kichik m
giymatiga erishadi, ya'ni bu kesmada kamida bittadan shunday X] va
x2nugta mavjudki,y(x])=Mya.J{x}=m tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Ta’rif: Berilgan y=ftx) funksiya uchun ixtiyoriy e>0 soni
bo'yicha shunday S=6(e)>0 soni topilsaki, biror Z)cD{/} sohadagi |jci~
x2|<5 shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x\ va x2nugtalar uchun
Ox2)|<e tengsizlik bajarilsa, unda y=fix) funksiya D sohada tekis
uzluksiz deb ataladi.

Shuni ta’kidlab o‘tish kerakki, agar y=fix) funksiya biror D
sohada tekis uzluksiz bo‘lsa, unda bu funksiya D sohaning har bir x0
nuqtasida albatta, uzluksiz bo‘ladi. Hagigatan ham tekis uzluksizlik
ta'rifida xr= x0 va xf= x deb olsak, unda ixtiyoriy e>0 soni bo‘yicha
shunday 5=8(e)>0 soni topiladiki,

[x-x0|<S => [A*h/fx0)|<e => lim f(x) = f(xQ.

Ammo teskari tasdiq har doim ham o‘rinli emas. Masalan,
Xx)=sin(l/x) funksiya (0,1) oraligda uzluksiz, lekin uni bu oraligda
tekis uzluksiz emasligini ko'rsatish mumkin.

Teorema (Kantor): Agar y=j{x) funksiya biror [a,b] kesmada
uzluksiz bo'lsa, unda bu funksiya shu kesmada tekis uzluksiz bo‘ladi.

Teoremani isbotsiz gabul etamiz.

Bu teoremadan yuqorida ko‘rilgan ~jc)=sin(lm) funksiya
ixtiyoriy [e, 1] kesmada (e>0) tekis uzluksiz ekanligi kelib chigadi,
chunki u bu kesmada uzluksiz.

Funksiyaning uzilish nuqtalari va ularning turlari. Endi
funksiyaning uzlukliligi ustida to‘xtalib o‘tamiz.

Ta’rif: y=fix) funksiya uchun uzluksizlikka qo‘yiiadigan
shartlardan kamida bittasi bajarilmaydigan nugtalar uning uzilish
nugtalari, funksiyaning o‘zi esa bu nugtalarda uzlukli deb ataladi.
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Ta'rifga asosan, biror x=a nugtada Ilimf(x) mavjud va
lim f(x)*f(a), Hm/(jc) =200 yoki lim f(X) mavjud bo'lmasa, bu nuqta
y=J[x) funksiyaning uzilish nuqgtasi bo*ladi.

Masalan, X*)=(1-jc2)_2 funksiya uchun x=%\ uning uzilish nugtasi
bo'ladi, chunki bu nugtalarda ,'riﬂ_f(x) =00. (6) signum funksiya uchun

x=0 uzilish nuqtasi bo'ladi, chunki limsgn(x) mavjud emas.

Funksiyaning uzilish nugtalari uch sinfga ajratiladi.
Ta’rif: Agar y-fix) funksiyaning x=a uzilish nugtasida
lim/ (xX)=A limit mavjud, ammo agD{/} yoki [{a)pA bo'lsa, unda

X->0
x=a funksiyaning tuzatib bo‘ladigan uzilish nuqtasi deyiladi.

Bu yerda x=a funksiyaning tuzatib bo'ladigan uzilish nugtasi
deyilishiga sabab shuki, agar J(a)-A deb olsak, unda funksiya x=a
nuqgtada uzluksiz funksiyaga aylanadi. Masalan, yuqorida ko'rib
o'tilgan (7) funksiya/x)=sinx/x uchun/10)=0 demasdan,10)=1 desak,
u hammajoyda uzluksiz bo'ladi45.

Ta’rif: Agarda x=a nuqgta y-fix) funksiyaning uzilish nugtasi
bo'lib, bu nuqtada funksiyaning chap Aa-O) va o'ng/fa+O) limitlari
mavjud hamda chekli sonlardan iborat bo'lsa, x=a funksiyaning / tur
uzilish nugqtasi deyiladi. Bunda A=j{a+0)-j{a-Qi) soni funksiyaning a
uzilish nugtasidagi sakrashi deb ataladi.

Masalan, (6) signum funksiya uchun x-0 | tur uzilish nugtasi
bo'ladi. Bu holda sgn(0-0)~I, sgn(0+0)=1 va funksiya bu nugtada
0'z giymatini uzluksiz ravishda o'zgartirmasdan, 4=1-(-1)=2 sakrash
bilan o'zgartiradi (27-rasm).

Y

1

0
» _1
27-rasm

@onev V.V. Limits of Sequences and Functions. Textbook. The second edition. - Tomsk, 2009. - P. 219.
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Ta'rif: Agarda y=fix) funksiyaning x=a uzilish nuqgtasida uning
chap va o'ng limitlaridan kamida bittasi cheksiz yoki mavjud
boMmasa, x=a funksiyaning Il tur uzilish nuqtasi deyiladi.

28-rasm

Masalan,
_Ix2,x>0
\x'2,x< 0
funksiya AH)eD{/} nuqtada Il tur uzilishga ega, chunki
X0+0)=0,X0-0)=00 botlmoqda (28-rasm).
JHX)=x~xfunksiya uchun x=0«D {/} Il tur uzilish nugtasi bo"ladi,
chunki bu nuqgtada y(0~0)=-00 va [0+0)=o00, ya'ni chap va o‘ng
limitlardan ikkalasi ham cheksiz bo‘Imoqda (29-rasm).
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Endi ushbu funksiyani garaymiz:

Xcosi, Jt<0,
X
/(*)_ 0, x-0,
sin—, x>0.
X

Bu funksiya barcha nuqgtalarda, jumladan, *=0 nuqgtada
aniglangan. Bunda x—0 boiganda |cos(I/x)|<l, ya’'ni chegaralangan
funksiya boigani uchun

lim /00 = limxcos—=0=/(0)
X0 -0 x->0 X

tenglik o‘rinli boiadi. Demak, bu funksiya uchun x=0 nuqtada
chap limit mavjud va bundan tashqari u chapdan uzluksiz. Endi bu
funksiyaning x=0 nuqtadagi o‘ng limitini qaraymiz. Agar
x=(2nn+Til2yl, neN, deb olsak, unda n—oo boiganda x—+0+0 boiadi
va bu holda

) ) LT T
AL 00 = figym 0 )= fimsing = figg=1
natijani olamiz. Xuddi shu tarzda x = (2 ne N, deb olsak,

unda n—mboiganda yana jc—0+0 boiadi, ammo bu holda
)J_i /00= limsin2an= lim sinO= Ii_r;Teb0=O

natijaga kelamiz. Oxirgi ikki tenglikdan garalayotgan
funksiyaning x=0 nuqtada o‘ng limiti mavjud emasligi kelib chigadi.
Demak, bu funksiya uchun x=0 Il tur uzilish nugtasi boiadi.

Xulosa. Matematik analiz fanida asosan, elementlari sonlardan
iborat to‘plamlar qaraladi. Bularga natural, butun, ratsional, haqiqiy
sonlar to‘plmnlarini ko‘rsatish mumkin. Algebraik tushuncha boigan
haqigiy son va geometrik tushuncha boigan nuqta orasida o‘zaro bir
giymatli moslik sonlar o‘gi yordamida o‘matiladi. Sonlar o‘gida
kesma ,chekli va cheksiz oralig, yarim oralig kabi sonli to‘plamlar
garaladi. Bu sonli to‘plamlar ochiq yoki yopiq, chegaralangan yoki
chegaralanmagan boiishi mumkin.

Sonning absolyut giymati (moduli) tushunchasi va uning
xossalaridan kelgusida keng foydalaniladi.

Limit - oliy matematikaning poydevorida yotgan tushuncha-
lardan biri boiib hisoblanadi. Juda ko‘p matematik tushuncha va
tasdiglar limit yordamida aniglanadi va isbotlanadi. Bu yerda limit
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tushunchasi sonli ketma-ketlik uchun Kkiritiladi. Bunda sonli ketma-
ketlik yagona limitga ega boiadi. Agar sonli ketma-ketlik limiti
mavjud va chekli sondan iborat bo‘lsa, u yaginlashuvchi, aks holda
esa uzoglashuvchi ketma-ketlik deyiladi. Turli sonli ketma-ketlik
limitlarini topishda limit hisoblash qoidalari va ajoyib limitdan
foydalaniladi. Sonli ketma-ketlikka sportga oid mazmunli misol
sifatida, sportda erishilgan natijalaming vaqt bo‘yicha o‘zgarishini
aniglash masalasini ko‘rsatish mumkin.

Matematik analiz fanida funksiyalar va ular bilan bog‘liq turli
tushuncha hamda tasdiglar qaraladi. Funksiya deyilganda turli
o'zgaruvchi miqdorlar orasidagi boglanishning matematik ifodasi
tushuniladi. Funksiyalar analitik, jadval, grafik va ta'rif usullarida
berilishi mumkin. Funksiyalar u yoki bu xususiyatlariga garab
monoton, juft-toq, davriy, chegaralangan va chegaralanmagan kabi
ko‘rinishlarda bo‘lishi mumkin. Berilgan funksiyalar orgali murakkab
va teskari funksiyalami aniglash mumkin. Darajali, ko‘rsatkichli,
logarifmik, trigonometrik va teskari trigonometrik funksiyalar asosiy
elementar funksiyalar bo‘lib hisoblanadi. Ulardan tuzilgan turli
funksiyalar esa elementar funksiyalar deyiladi. Matematikada
elementar bolmagan funksiyalar ham garaladi.

Matematik analiz fanining asosida yotgan eng muhim
tushunchalardan biri funksiya limiti boiib hisoblanadi. Undan biz
oldin ko‘rib o‘tgan sonli ketma-ketlik limiti tushunchasi xususiy hoi
sifatida kelib chigadi. Funksiya limiti yagona ravishda aniglanadi.
Funksiya uchun chap, o‘ng limit tushunchalari ham Kkiritiladi va ular
orgali limitning mavjudlik sharti ifodalanadi. Funksiya limitini
bevosita uning ta'rifi asosida hisoblash har doim ham oson kechmaydi
va shu sababli funksiya limitini hisoblash qoidalari ishlab chigilgan.
Bunda cheksiz kichik migdor tushunchasi va uning xossalari muhim
ahamiyatga ega boiadi. Bundan tashqari ayrim funksiyalaming
limitini hisoblashda ajoyib limitlardan foydalanish mumkin.

Funksiyaning eng muhim xususiyatlaridan biri uning uzluksizligi
boiib hisoblanadi. Bunga sabab shuki, atrofimizdagi ko'p jarayonlar
uzluksiz ravishda davom etadi va ular uzluksiz funksiyalar orqali
ifodalanadi. Funksiya uzluksizligi uning limiti orgali aniglanadi.
Oraliqda uzluksiz funksiyani grafigi uzluksiz, yaxlit chizigdan iborat
funksiya singari tasavvur etish mumkin. Barcha asosiy elementar
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funksiyalar o‘zlarining aniglanish sohasida uzluksiz boiadi. Kesmada
uzluksiz funksiya shu kesmada o‘zining eng katta va eng kichik
giymatiga erishadi. Biror nugtada uzluksiz bolmagan funksiya shu
nuqtada, bu nugta esa uning uzilish nugtasi deyiladi.

Takrorlash uchun savollar:

1. Qanday to‘plamlar sonli deb ataladi?

2. Asosiy sonli to‘plamlami ko‘rsatib o‘ting.

3. Qanday sonli to‘plam oraliq deb ataladi?

4.Kesma deb ganday sonli to‘plamga aytiladi?

5. Yarim oraliq deganda nima tushuniladi?

6.Nugta atrofi deb nimaga aytiladi?

7.Qachon sonli to‘plam yugoridan (quyidan) chegaralangan
deyiladi?

8. Qanday sonli to'plam chegaralangan deyiladi?

9. Sonning absolyut giymati deb nimaga aytiladi?

10. Sonning absolyut giymati ganday xossalarga ega?

14.  Sonli ketma-ketlik nima?

15.  Sonli ketma-ketliklarga misol keltiring.

16. Qachon ketma-ketlik quyidan chegaralangan deyiladi?

17. Qanday ketma-ketlik yuqgoridan chegaralangan deb ataladi?

18. Chegaralangan ketma-ketlik deyilganda nima tushuniladi?

19. Qanday ketma-ketlik chegaralanmagan deb ataladi?

20. Sonli ketma-ketlikning chekli limiti ganday ta’riflanadi?

21.Limit hisoblashning asosiy qoidalari nimalardan iborat?

22.Umumiy hadi ko‘phadlar nisbatiga teng ketma-ketlik limiti
ganday usulda hisoblanadi?

23.Ketma-ketlik limitini hisoblashning umumiy usuli mavjudmi?

24.Ajoyib limit ganday ko'rinishda boiadi?

25.Sonli ketma-ketlikning sportga oid tatbiglga misol keltiring.

26. Qanday miqgdorlar o‘zgarmas deyiladi? Misollar keltiring.

27. Qanday miqdorlar o‘zgaruvchi deyiladi? Misollar keltiring.

28. Funksiya ganday ta'riflanadi?

29. Funksiyaning aniglanish sohasi deb nimaga aytiladi?

30. Funksiyaning o‘zgarish  (giymatlar) sohasi ganday
ta’riflanadi?

31. Funksiya grafigi deb nimaga aytiladi?
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32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44,
45,
keltiring.
46.
47.
48.
49,
50.

Funksiya ganday usullarda berilishi mumkin?
Qaysi shartda funksiya o'suvchi (kamaymoqchi) deyiladi?
Qanday funksiya kamayuvchi (o‘smoqchi) deb ataladi?
Qaysi funksiyalar asosiy elementar funksiyalar deyiladi?
Elementar funksiyalar deb ganday funksiyalarga aytiladi?
Elementar bo*Imagan funksiyalarga ganday misollar bilasiz?
Funksiyaning chekli limiti ganday ta’riflanadi?
Funksiyaning cheksiz limiti ganday ta’'riflanadi?
Funksiyaning limiti yagonami?
Funksiyaning chap (0‘ng) limiti deb nimaga aytiladi?
Qanday shartda funksiyaning limiti mavjud bo‘ladi?
Limiti mavjud boMmagan funksiyaga misol keltiring.
Ajoyib limitlami yoza olasizmi?
Limit tushunchasining sportga oid tatbig‘iga misol

Qachon funksiya nuqtada uzluksiz deyiladi?

Argument va funksiya orttirmalari ganday aniqlanadi?
Orttirmalar tilida funksiya uzluksizligi ganday ifodalanadi?
Qaysi shartda funksiya oraligda uzluksiz deyiladi?

Asosiy elementar funksiyalar uzluksizligi to‘g‘risida nima

deyish mumkin?

51.
mumkin?
52.
deyiladi?
53.
54,
aytiladi?
55.
aytiladi?

1

Elementar funksiyalar uzluksizligi hagida nima deyish
Qachon funksiya nugtada chap (o‘ng) tomondan uzluksiz

Qaysi shartda funksiya kesmada uzluksiz deyiladi?
Funksiyaning kesmadagi eng katta giymati deb nimaga

Funksiyaning kesmadagi eng kichik giymati deb nimaga

Testlardan namunalar:
Ta'rifni to‘ldiring: To‘plam sonli deb ataladi, agar uning

elementlari... sonlardan iborat bo‘lsa.
A) butun; B) natural; C) haqiqiy; D) ratsional; E) irratsional.

2.

Natural, butun, ratsional va haqiqiy sonlar to‘plamlari N, Z,

QvaR orasidagi munosabat gayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan ?
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A)NaZczQczR;B)Zcz Nc QcR;C)Rcz QcZc N;

D)6cZc NcR;E)Nc Zc RcC Q

3. Quyidagilardan qgaysi biri natural sonlar to‘plamiga
tegishli?

A) cosO; B) cos(rc/4); C) cos(jt/2); D) cos7r; E) cos(3rc/4).

4. Quyidagi ildizlardan gaysi biri irratsional sonlar to‘plamiga
kiradi?

A) V25;B) J2H;C) V025;D) VT/25;

E) bu ildizlaming birortasi ham irratsional sonlar to‘plamiga
kirmaydi.

5. Quyidagi ildizlardan qaysi biri ratsional sonlar to‘plamiga
kiradi?

A) n/f619; B) n/f69; C) V0.169; D) VI690;

E) bu ildizlaming birortasi ham ratsional sonlar to'plamig
kirmaydi.

6. Sonlar o'gida quyidagi tushunchalardan qaysi biri
gatnashmaydi?

A) sonlar o‘qgining boshi; B) sonlar o‘qgining burilish nugtasi;

C) sonlar o‘gining masshtab birligi; D) sonlar o'qining musbat
yo‘nalishi;

E) keltirilgan barcha tushunchalar gatnashadi.

7. Quyidagi sonli to‘plamlardan gaysi biri oraligni ifodalaydi?

A) (a,b)- B) [a,by, C) {a,b\, D) [a,b\, E) {a,b}.

8.  Absolut giymat xossasi qayerda xato ko‘rsatilgan?

A) |* 1=1-XI; B) Ixy I=*|M ;C )| x/y |7 x\I\y\ (ych0);

D) |x+y |5| x |tjy I, E) Barcha xossalar to‘g‘ri ko‘rsatilgan.

9.  Absolut giymat uchun quyidagi tengsizliklardan qaysi biri
o'rinli emas?

A) [x [>0; B) [x-y\>\x ||y I C) [x [>X; D) [x+y |<| X [+]Y [;

E) Barcha tengsizliklar o‘rinli.

10. a,,:n—+1 sonli  ketma-ketlikning quyi va yuqori
cnegaralarini ko‘rsating.
A)i,10;B) |,1;C)1 3;D)0, L,E) 1,2

11.  Qaysi sonli ketma-ketlik chegaralangan?

149



A) {n2+3};B) {(-1)" mkC){n~"C D)j~ J; E) L "]

12. Quyidagilaming qaysi biri yaginlashuvchi ketma-ketl

bo‘ladi?

A)xn;B) xny,,; C)zn,D)yn zn E) X,,, Zn

13. Ta'rifni to‘ldiring: y=J(X) funksiya deb x o‘zgaruvchining
har bir jceD giymatiga y o‘zgaruvchining .. yeE giymatini mos
go'yilishiga aytiladi.

A) bir nechta; B) kamida bitta; C) fagat bitta; D) ikkita; E)
kamida ikkita.

14. Ta'rifni toMdiring: y=fix) funksiyaning aniglanish sohasi
deb x argumentning y=J(x) funksiya .. bo'ladigan qiymatlar
to‘plamiga aytiladi.

A)musbat; B) manfiy; C) nol; D) ma’noga ega; E) cheksiz.

15. f(x) - -3x+1 —gx funksiyaning aniglanish sohasini
toping.

A) (,+00); B) (0,+<x>); C) (2,11); D) (-co,+00); E) (l,+00).

16. f(x) = Insix-1 funksiyaning aniglanish sohasini toping.

A) [1,+°0); B) [0,+00); C) (-00,+00); D) (-00,1); E) (1,+co).

17. f(x) :arcsinx—_1 funksiyaning aniqlanish sohasini topmg.

A) [0.1]; B) [1.,2]; C) (-00,%00); D) [-1,3]; E) [-1,1].

18. Funksiya limiti ta'rifmi to‘ldiring: y=fix) funksiya x->a
bo‘lganda A soniga teng limitga ega deyiladi, agarda ixtiyoriy kichik e
> 0 soni uchun shunday 5 > 0 son topilsaki, \x-a\ < 8 shartni
ganoatlantiruvchi barchax uchun ... bo'lsa.

A) T(x)+ A\ < £ B) | f(x) -A\ > g; C) [f(X)+A\ >s;

D) f(x) -A\ < E) f(x)-A\ =

19. y=2x2+5x-1 funksiyaning x—2bo'lgandagi limiti topilsin.

A) 10;B) 12; C) 17;D)21;E)-1.

20.  lim**=2 jimitni hisoblang:

ar-2x2-4
A) 0; B) oo;C)-00; D)3;E)-1.
21. Ushbu funksiyaning x=I nuqtadagi chap limitini toping:
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\3x-1, je<Z
Y= [2x+1, je L
A)-2;B)-1;C) 1, D) 2;E) 3
22. Ushbu funksiyaning x-0 nugtadagi o‘ng limitini toping:
3x2+2x-1, x<0;
2x2+1, x>0.
A)-2;B)-1; C) 1;D)3;E) oo.
23. Quyidagi funksiyalardan gaysi biri x—0 boiganda cheksiz
kichik migdor emas?
A) sinx; B) x3; C) 2*-1; D) cosx;
E) keltirilgan barcha funksiyalar cheksiz kichik migdor boiadi.
24. y=fix) funksiyaning x0 nuqgtadagi uzluksizlik sharti gayerda
noto‘g‘ri ifodalangan?
A) lef(x): /(x0); B) AIX@O/(XO+ 0x)=/(x0); C) ;L'(.m>oA/: 0;

D) lim[/(w¥)- /(x0)]=0; E) Barcha javoblarda to‘g

ifodalangan.

25. Teoremani yakunlang: Asosiy elementar funksiyalar ...
uzluksiz.

A) barcha nugtalarda; B) ba’zi bir nugtalarda; C) (0;co) sohada;

D) aniglanish sohasiga tegishli har bir nugtada; E) (-00;0)
sohada.

26. Agarda fix) va g(x) funksiyalar x=x0 nuqtada uzluksiz
boisa, shu nuqgtada quyidagi funksiyalardan qaysi biri uzluksiz
boiishi shart emas?

Afix)+g(x); B)fix)-g(x); C)fix) g(x); D)fix)/g(x);

E) Barcha funksiyalar uzluksiz boiadi.

27. Agar_/(x) va g(x) funksiyalar xo nugtada uzluksiz va g(x0)"0
boisa, shu nuqtada quyidagi funksiyalaming gaysi biri uzluksiz
boimaydi?

A)Ix)+ g(x); B)/x) - g(x); C)fix) my(x); D) Llil.)

gX
E) Ko'rsatilgan barcha funksiyalar x0 nuqtada uzluksiz boiadi.
28. Qaysi shartda y=fix) funksiya x=a nuqtada chapdan

uzluksiz boiadi?
A)fia+Qrfia)- B)fia- 0)=fia); C)fia-0)=fia+Q);
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D)J(a-Oy£J(a+0); E) To‘g‘ri javob keltirilmagan.

29. Qaysi shartda y=J(x) funksiya x=a nuqtada o‘ngd
uzluksiz bo*ladi?

A)Xa+0)=/a); B)Xa-0)=/a); C)/(a-0)=/a+0);

D)Xa~0)"y(a+0); E) To'g‘rijavob keltirilmagan.

Mustagqil ish topshiriglari:
1. Quyidagi sonli ketma-ketliklaming limitlarini hisoblang:

af tim..... 2™ g2l ;
«ré2m'-5m +m -2n +3

b) M [1-5+4L- 4ot -+ (-DM4 N > Hipgll +—,,, )2t
2. f(x) = In%—i—ifunksiyaning aniglanish sohasini topmg.
X

3./(*) =Vn2-x2 funksiyaning giymatlar sohasini toping.
4. Quyidagi funksiyalami juft-toglikka tekshiring:
f(x) =sin”xmosnx, g(x) =sin”x + cos nNX.

571X :ﬁ (x>n) funksiyaga teskari/”'(x) funksiyani toping.

6. f(x)=xn, g(x)=In(w+x) funksiyalar bo‘yicha y=J(g(x)) va

murakkab funksiyalami yozing.
7.Quyidagi funksiyaning x=0 nuqtadagi chap va o‘ng limitini
toping:
fn-sinnx, x<0;

| « =
[ w-e"*, x>0.

8. Quyidagi funksiyani x=0 nuqtada uzluksiz ekanligini
ko'rsating:
I1- cos"x, x<O0;

/(*) =n

- [sin(«+1)x, x>0.
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V BOB. FUNKSIYA HOSILASI VA DIFFERENSIALI

Funksiyaning maksimum-minimumini yoki urinmasini topish va shunga
o'xshashjuda ko p murakkab masalalar bizning usulda hayratga qoldiradigan
darajada oson vayengilyechiladi.

Leybnits G. W.

REJA:

Funksiya hosilasi. Uning mexanik, geometrik va igtisodiy
ma’nosi

~ Funksiyani differensiallash qoidalari. Hosilalar jadvali

> Funksiya differensiali. Yugori tartibli hosila va differensiallar

Tayanch iboralar: funksiyaning hosilasi, hosilaning mexanik
ma’nosi, hosilaning geometrik ma’nosi, hosilaning igtisodiy ma’nosi,
differensiallanuvchi  funksiya, differensiallash amali, hosilani
hisoblash algoritmi, o‘zgarmas son hosilasi, algebraik yig-‘indi
hosilasi, ko‘paytmaning hosilasi® boiinmaning hosilasi, teskari
funksiya hosilasi, murakkab funksiya hosilasi, logarifmik
differensiallash, darajali-ko‘rsatkichli funksiya, hosilalar jadvali,
funksiya differensiali, differensialning mavjudlik sharti, algebraik
yigindi differensiali, ko ‘paytma differensiali, boiinma differensiali.

5.1. Funksiya hosilasi. Uning mexanik, geometrik va igtisodiy
ma’nosi

Differensial hisob oliy matematikaning eng asosiy va eng kuchli,
samarali usullaridan biri bo‘lib hisoblanadi. Matematik tahlilning bu
boiimi nisbatan yosh boiib, uning dastlabki kurtaklari XVII asrda
Ferma, Pashal, Dekart kabi matematiklaming ishlarida shakllangan
va XVIII asrda buyuk ingliz olimi Nyuton (1642-1727) va mashhur
nemis matematigi Leybnits (1646-1716) tomonidan unga asos
solingan va turli masalalami yechish uchun keng qgoilanilgan.
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Hosila tushunchasiga olib keladigan amaliy masalalar.
Differensial hisob asosida funksiya hosilasi tushunchasi yotadi va u
tarixan quyidagi amaliy masalalami yechish jarayonida paydo
boigan.

Oniy tezlik masalasi. Bizga maiumki, to‘g‘ri chiziq
bo‘yicha tekis harakat gilayotgan moddiy nugtaning ixtiyoriy t
vaqtdagi tezligi v(/)=v0=const, ya’ni o‘zgarmas bo‘ladi. Bunda harakat
boshlangandan keyin t vaqt o‘tgach nugtaning bosib o‘tgan masofasi
S(1)-vt funksiya bilan aniglanadi va harakat tenglamasi deb ataladi.
Endi bu nugta to‘g‘ri chiziq bo‘yicha notekis harakatda boigan holni
garaymiz. Bu holda moddiy nugtaning tezligi t vaqt o‘tishi bilan
0‘zgarib boradi va biror v=v(t) funksiyani hosil giladi. Moddiy
nugtaning t vaqt momentidagi tezligi oniy tezlik deb ataladi. Biz
notekis harakat tenglamasi S=S(t) maium boigan tagdirda moddiy
nugtaning biror to vaqtdagi v0=v(?0) oniy tezligini topish masalasini
garaymiz. Buning uchun ikkinchi bir t=tO+At vaqgtni garaymiz. Unda
moddiy nuqgtaning ko‘rilayotgan (to, t)=(to, to+At) vaqt oraligida bosib
0‘tgan masofasi

S(t)-S(to)= S(to+AtyS(to)r= AS,

ya’ni harakat tenglamasini ifodalovchi S=S(t) funksiyaning
orttirmasiga teng boiadi. Agar notekis harakatdagi moddiy nugtaning
bu vaqt oraligidagi o‘rtacha tezligini v(A/)deb belgilasak, uning
giymati v(At)=AS/At formula bilan aniglanadi. Bu holda v(t0) oniy
tezlik v(A/) o‘rtacha tezlikning t—{0, ya’ni At—*0 boigandagi limiti
kabi aniglanadi. Demak, notekis harakatda v(t0) oniy tezlik

W(70)= Arl_rgov(A/) = A{'—%Xt )

limitni hisoblash orgali topiladi.

Urinma masalasi. Dastlab tekislikdagi berilgan L chizigning
LL(xo,y0) nuqgtasiga o‘tkazilgan urinma tushunchasini kiritamiz.

Berilgan L chizigda yotuvchi ikkita Mo va Mi nuqgtalami
tutashtimvchi MOMj kesma vatar deb ataladi (30-rasm).

Bu vatar yotgan to‘g‘ri chizig Mo nuqtadan o‘tgani uchun uning
tenglamasi

y-y0=Kk(x-x0), K=tga= =Y+2 £ =0
XX-X0

\NMO\ X Ax
ko‘rinishda boiadi.
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Ta'rif: Agar L chizigning MoM] vatari yotgan 1to‘g‘ri chizig Mt
nugta L chiziqg bo‘ylab MO nugtaga cheksiz yaginlashib borganda
(M,—MQ0) biror /0 to‘g‘ri chizigga cheksiz yaginlashib borsa (/—/0),
unda /o berilgan L chizigning M0 nugtadagi urinmasi deyiladi.

Egri chizigning MO(x0, yo) nuqtadagi urinmasi shu nugtadan
o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq bo‘lgani uchun (31-rasm) uning ham
tenglamasi vatar tenglamasi singari y-yo=ko(x-x0) ko‘rinishda
bo‘ladi46. Bu tenglamadagi ko burchak koeffitsiyentini topish uchun L
chizig tenglamasini ifodalovchi yup(x) funksiya berilgan deb
hisoblaymiz. Urinmata’rifiga asosan

nl, —-=Mo xQ,yt-»y0=>Ax—»0,Ay—0

boMgani uchun MOMi vatarning K burchak koeffitsiyenti uchun

yuqorida keltirilgan formulaga asosan,

ko= lim k= Ilim tga = lim— = lim — (2)
M [*¥mq M | —=Mq Ox—0Ax  Ax—0 Ax

natijani olamiz.

46 Rajabov F,, Masharipova S., Madrahimov R. Oliy matematika. O’quv qo’llanma. - T.: Turon-Igbol, 2007. -
B. 173.
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31l-rasm

Mehnat unumdorligi masalasi. Ishchining ish k

davomidagi mehnat unumdorligi o'zgaruvchi migdor bo‘ladi. Ertalab
ish kuni boshlangach, ma’lum bir paytgacha u ishga Kkirishish
jarayonida bo‘lib, bu davrda uning mehnat unumdorligi oshib boradi.
So‘ngra ma’lum bir vaqt davomida ishchi deyarli bir xil mehnat
unumdorligi bilan ishini davom ettiradi. Ish kuni oxiriga yaginlashgan
sari toligish natijasida ishchining mehnat unumdorligi pasayib boradi.
Shunday qilib, ish kuni davomida t vaqt o‘zgarib borishi bilan
ishchining mehnat unumdorligi  biror z=z(t) funksiya orqali
ifodalanadi. Uni topish uchun ishchining ish kuni boshlangandan
keyin t vaqt o'tgach ishlab chigargan mahsulot hajmini ifodalovchi
h=h{t) funksiya ma’lum deb olamiz. Bu funksiya yordamida
ishchining t=tQvaqtdagi z0=z(/0) mehnat unumdorligini topamiz. Bu
magsadda ish kunining to va ti=to+At vaqt oralig‘ini garaymiz. Bu vaqt
oralig‘ida ishlab chigarilgan mahsulot hajmi h(to+At)~ h(t0)=Ah kabi
aniglanadi. U holda uzunligi At bo‘lgan bu vaqt oralig‘idagi
ishchining o‘rtacha mehnat unumdorligi z(At) = Ah/At nisbat orqali
aniglanadi. Bu yerdan ishchining t=t0 vaqtdagi z0=z(t)) mehnat
unumdorligini topish uchun A/->0 deb olishimiz kerak va natijada
Z(tQ~ lim z(Ar)= lim ~ (3)
At-*0 At
formulaga ega bo'lamiz.
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Bu uchala masala mazmunan turlicha boisa ham, ulami yechish
bir xil matematik usulda amalga oshirilganligi va bu yechimlar (1)—3)
formulalar orgali bir xil ko'rinishida ifodalanganligini ta’kidlab
0 ‘tamiz.

Hosila ta’rifi va uning amaliy ma’nolari. Yuqoridagi
masalalami yechish uchun amalga oshirilgan ishlami umumiy holda
garaymiz. Bizga biror y=j{x) funksiya berilgan. Bu funksiyaning
aniglanish sohasiga kiruvchi x0 va x=x0+Ax argument giymatlarini
garaymiz, ya’ni x0 nugtada argumentga Ax orttirma beramiz.
Argumentning bu Ax orttirmasiga mos keluvchi y~j{x) funksiyaning
Ay=Af= J[xo+Ax'y-J(x0) orttirmasini topamiz. So‘ngra Af funksiya
orttirmasining Ax argument orttirmasiga nisbatini Ax—*0 holdagi
limitini hisoblaymiz.

Ta’rif: Berilgan y=flx) funksiyaning Af orttirmasining Ax
argument orttirmasiga nisbati Ax->0 boiganda chekli limitga ega
boisa, bu limit giymati funksiyaning x0 nugtadagi hosilasi deb
ataladi.

Berilgan y=J(x) funksiyaning x0 nuqgtadagi hosilasi/ '(*0) yoki
y ’(xo0) kabi belgilanadi va ta’rifga asosan,

O g W

tenglik orgali aniqlanad|47.

Misol sifatida j(x)=x2 funksiya hosilasini uning ta’rifiga asosan
topamiz:

Af=ftx+Ax)-j[X) = (McHX)2 -x 2 =2XAX +(Ax)2 =>

P = i =2 40 =2

Demak, (x2)'=2x. Shunday tarzda x-1 va (x3)'=3x2 ekanligini
ko ‘rsatish mumkin.

Oldin ko‘rilgan masalalaming O H 3) javoblarini Kkiritilgan
hosila tushunchasi orgali ifodalaymiz. Harakat tenglamasi S=S(t)
funksiya bilan ifodalanadigan notekis harakatda r0 vaqtdagi oniy tezlik
uchun topilgan (1) natijadan

v(t0)= lim — =5'(t0) ()

47 ECTeCTBEHHO-HayuHble OCHOBbI (DU3NYECKOW KynbTypbl W cnopTa: y4e6HuK / nog pes. A.B.CamCOHOBOM,
P B.Llannarosoii. - M.; CoseTckuii cnopt, 2014. - C. 26.
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formulani hosil gilamiz.

Demak, y=J(x) funksiyaning hosilasi uning o‘zgarish tezligini
ifodalaydi va bu hosilani mexanik ma’nosi deyiladi. Nyuton hosila
tushunchasiga mana shu yo‘nalishdagi tadqigotlari orgali kelgan va
uni “flyuktsiya” deb atagan. Shuni ta’kidlab o‘tish kerakki, bu yerda
“tezlik” tushunchasi fagat harakat tezligini ifodalamasdan, u keng
ma’noda tushuniladi. Masalan, kimyoviy reaksiya tezligi, texnologik
jarayon tezligi, sport ko‘rsatkichlarining o‘zgarish tezligi va hokazo.

Endi y=<p(x) funksiya orgali berilgan L chizigning Mo(x0yo)=
MO(x0,(p(x0)) nuqtasiga o'tkazilgan 2 urinmaning K burchak
koeffitsiyenti ifodalovchi (2) formulani eslab, undan

= Ilrpo’\ r=FP'xo) (2"

natijaga kelamiz.

Demak, y=fix) funksiyaning hosilasi uning grafigini Mo(jc0,>0)=
Mo(x0, Xx0)) nuqtasiga  o‘tkazilgan  urinmaning  burchak
koeffitsiyentini ifodalaydi va bu hosilani geometrik ma’nosi deyiladi.
Nyutonning hosila bo‘yicha ishlaridan bexabar holda Leybnits mana
shunday geometrik masalalarni  yechish jarayonida hosila
tushunchasiga kelgan.

Shunday qilib, y=j{x) funksiya grafigining Mo(xo,;y0)=Mo(xo/1x0))
nugtasiga o‘tkazilgan urinma tenglamasi

Y- A x0)=f"(x0)(.x-X0)=>y =f'(x0)(x-X0) + f(x0) (5)
ko'rinishda topiladi.

Misol sifatida J(x)=x2 parabolaning x0=3 abssissali nuqtasiga
o'tkazilgan urinma tenglamasini topamiz. Bunda Ax0=X3)=3 =9, /
'(x0)=2 x0=2-3=6 va shu sababli, (5) formulaga asosan, izlangan
urinma tenglamasi

>=6(nr-3)+9 => y=6x-9

ko‘rinishda bo'ladi.

Mehnat unumdorligi to ‘g ‘risidagi masalaning (3) javobini hosila
orgali

2(lo)= 1™ = A(f0) (3)

ko‘rinishda yozish mumkin. Demak, y=J{x) funksiya x vaqtgacha
ishlab chigarilgan mahsulot hajmini ifodalasa, uning hosilasif*(x) shu
X vagtdagi mehnat unumdorligini ifodalaydi va buni hosilaning
igtisodiy ma’nosi deb garash mumkin.
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DifferensiaUanuvchi funksiya va uning uzluksizligi. Dastlab
differensiallanuvchi funksiya tushunchasini kiritamiz.

Ta’rif: Agary=J[x) funksiya x nuqtada cheklif'(x) hosilaga ega
boisa, u shu nugtada differensiallanuvchi deyiladi. Aks holda y=ftx)
funksiya x nuqtada differensiallanmovchi deb ataladi. Funksiyani /
'(X) hosilasini topish amali differensiallash amali deb ataladi.

Funksiyaning differensiallanuvchiligi va uzluksizligi orasidagi
bogianish quyidagi teorema orqali ifodalanadi.

Teorema: Agarday=fix) funksiya x nugtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, u shu nuqtada uzluksiz boiadi.

Isbot: Teoremani isbotlash uchun, funksiyaning uzluksizligi
ta’rifiga asosan,

lim A/=0 (6)
Ox-»0

shart bajarilishini ko‘rsatish kifoya. Hosila ta’rifini ifodalovchi
(4) tenglik va limitni mavjudligi hagidagi oldin ko‘rib o'tilgan
lemmaga asosan

=f'(x) +a(Ax)=>A/=(f'"(x) +a (Ax))Ax
Ax

tenglikni yozish mumkin. Bu yerda Ax-»0 boiganda a(Ax)
cheksiz kichik migdor boiadi. Bu holda, limit hisoblash qoidalariga
asosan,

lira Af= lim(/'(x)+a(Ax))4c=f(X) I|m Ar+ I|m0(A)c)Ax /'(x)-0+0=0.
%0 AmO MO Ar-*0

Demak, (6) shart o‘rinli va shu sababll fix) funksiya x nuqtada
uzluksiz boiadi 8

Izoh: Teoremadagi tasdigning teskarisi umuman olganda o ‘rinli
emas. Masalan, Xx)=|;r| funksiya x=0 nugtada uzluksiz, ammo bu
nugtada differensiallanuvchi emas. Hagigatan ham, x=Q nugtada
argumentga Ax orttirma berganimizda funksiya orttirmasi uchun
4/70+At1)-J{0y= J(AX)= |Ag tenglik o‘rinli boiadi. Bu yerdan
ko‘rinadiki

lim Af= lim |ax/ =0,
Nx-»-0 &x->0
ya’niXx)=|jc| funksiya x=0 nuqtada uzluksiz. Ammo
il |ax| AX . .. Af H . -AX
lim — = hm —1= lim — =1, lim — = hm — I= lim —— =-1.

A*>0-1-04x  A*>0+0 Ax  A*-»0[4x AO>r-»0-04x  A*->0-0 Ax  Ac—=0 [Ax

48 Sultonov J.S. Oliy matematika (Hosila va differensial). Uslubiy go’llanma. - Samargand, 2010.-B . 21.
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Bu yerdan ko'rinadiki, Ac—0 bo‘lganda A/IAX nisbat limitga ega
emas va shu sababli x=0 nuqtada/'( 0) hosila mavjud emas.

Ta’rif: Berilgan y=J(x) funksiya (a,b) oraligning har bir x
nugtasida  differensiallanuvchi bo‘lsa, u shu oraligda
differensiallanuvclii deb ataladi.

Masalan, y=x  funksiya har qganday (ab) oraligda
differensiallanuvchi. >=jjd funksiya esa x=0 nugtani o0‘z ichiga
olmaydigan barcha oraliglarda differensiallanuvchi, ammo x=0
nuqgtani 0‘z ichiga oluvchi oraliglarda differensiallanuvchi bo‘Imaydi

Hosilaning iqtisodiy tatbiglari. Hosilani igtisodiy mazmunini
ifodalovchi mehnat unumdorligi hagidagi masalani yuqorida ko‘rib
o‘tgan edik. Ammo hosilani iqtisodiyotga tatbig‘i bu bilan
chegaralanib golmasdan, u iqtisodiyotda juda keng qo‘ilaniladi.
Masalan, ishlab chiqgarish xarajatlari y va mahsulot hajmi x orasidagi
bog‘lanish biror y=flx) ishlab chiqgarish funksiyasi bilan berilgan
bo‘lsa, unda y'=f '(x) hosila ishlab chigarishning limiiik xarajati
deyiladi va bir birlik go‘shimcha mahsulot ishlab chigarish uchun
kerak bo‘ladigan qo‘shimcha xarajatlaming tagribiy qiymatini
ifodalaydi. Shunday tarzda limitik daromad, limitik tushum, limitik
mahsulot, limitik unumdorlik kabi muhim iqgtisodiy tushunchalar
hosila orqgali ifodalanadi49. Iqtisodiy tatbiglarda hosila biror igtisodiy
jarayon, ob’yektni vaqt yoki boshga bir omil bo‘yicha o°‘zgarish
tezligini o‘rganish uchun ham go‘llaniladi.

Hosila tushunchasini yana bir igtisodiy tatbig‘iga misol sifatida,
igtisodiy jarayonlami o‘rganish va bir gator amaliy masalalami
yechish uchun go‘llaniladigan funksiyaning elastikligi tushunchasini
garaymiz.

Ta’rif: Berilgan y=J{x) funksiya uchun Af/f funksiya nisbiy
orttirmasini Ax/x argument nisbiy orttirmasiga nisbatini Ax->0
bo‘lgandagi limitifunksiyaning elastikligi deb ataladi.

Berilgan y=j{x) funksiya elastikligi EJf) kabi belgilanadi va
ta’rifga asosan,

Ex(/) :,;’A‘fl‘ou x J

M Rasulov N.P., Safarov 11, Muxitdinov R.T. Oliy matematika. (Igtisodchi va muhandis-texnologlar uchun).
Darslik.-T,, 2012.-B . 241.
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formula bilan hisoblanadi. Funksiyaning elastikligi x argument
giymati 1% o‘zgarganda y=J(x) funksiya giymati tagriban necha %
0‘zgarishini ifodalaydi.

Masalan, korxonaning ishlab chigarayotgan mahsulotiga
aholining talabiy va bu mahsulot narxi x orasidagi y=fix) bog‘lanishni
o‘rganishda funksiyaning elastikligi Ex(f) keng qoMlaniladi. Bu holda
EJJ) mahsulot narxi x 1% o‘zgarganda aholining talabi tagriban necha
%~0‘zgarishini ifodalaydi.

Agar |[EX/)|>1 bo‘lsa, talab narxga nisbatan elastik, |[EN(/)|<1
boisa - noelastik, |EX/)|=1 boisa - bir elastikli deb ataladi. Bu
tushuncha ma’nosini aniglash ;uchun korxonaning Mr Kkabi
belgilanadigan limitik daromadini garaymiz. Bu iqtisodiy ko‘rsatkich
talab elastikligi orgali

Mr=(li-|Ex(/)rV

formula bilan ifodalanadi. Bu yerdan ko‘rinadiki, talab elastik
boiganda narx o‘sishi (kamayishi) bilan mahsulotni sotishdan
olinadigan umumiy daromad ham oshadi (kamayadi). Noelastik
talabda esa narx o°‘sishi (kamayishi) bilan mahsulotni sotishdan
olinadigan umumiy daromad aksincha kamayadi (oshadi).

5.2. Funksiyani differensiallash gqoidalari.
Hosilaiar jadvali

Hosilani hisoblash algoritmi. Berilgan y=j(x) funksiyaningf(x)
hosilasini  topish, ya’ni uni differensiallash, oldingi mavzuda
keltirilgan ta’rifga asosan, quyidagi algoritm bo'yicha amalga
oshiriladi:

m funksiyaning x argumentiga Ax*0 orttirma berib, Xx+Ax
nugtani topamiz;

m funksiya orttirmasini A/= fIx+&x)-flx) formula bo‘yicha
hisoblaymiz;

m Af/Ac orttirmalar nisbatni topamiz;

m Af/Ax nisbatning Ax->0 bOlgandagi limitini aniglaymiz.

Misol sifatida asosiy elementar funksiyalardan biri boigan
fIx)=sinx hosilasini yuqorida keltirilgan algoritm bo‘yicha topamiz:

S x va jctAic nugtalarda funksiyaning /x)=sinx va
Xx+Ax)=sin(x+Ax) giymatlarini hisoblaymiz;
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S trigonometrik ayirmani ko‘paytmaga keltirish formulasidan
foydalanib, [ /funksiya orttirmasini quyidagi koiinishda yozamiz:
A=X-IcHAX)-AX)=sin(x+/\X)-sinx= 2sin(Ax/2)-cos(Xx+Ax/2);
S AJ/Ax orttirmalar nisbatni tuzamiz:
V = 2sin(Ax/2)cos(x+ Ax/2) =sin(Ax/2) © +
AX Ax Ax/2
S Ko‘paytmaning limiti, | ajoyib limit hamda >=cosx funksiya
uzluksizligidan foydalanib, AflAx nisbatning Ax->0 bo‘lgandagi
limitini hisoblaymiz:

lim — = lim [—— K +AXI2)]=(—= =
ik A Ak, oS FAXI2]I= (5 =a)
= lim ShQx » Ilmcos(x+a)-1-cosx COSX.
a->0 a *0

Demak,
(sinx)'=cosjc (1)
formula o ‘rinli ekan. Xuddi shunday tarzda

(cosx)'—sin* (2)
ekanligini aniglaymiz.
Yana bir misol sifatida j{x)=d ko‘rsatkichli funksiya hosilasini
topamiz:
XK«
(«')'= lim =-=meeeeeemme ~ =ax lim — —-=a*Ina. (3)
X+ [Ax Ox-*0  [*
Bu yerda ajoyib limitlardan biri bo‘lgan

lim ot = Ina
0 X

limit giymatidan foydalanildi. Jumladan, a=e holda (ex)' = ex
Ine=exnatijaga ega bo‘lamiz.

Differensiallash qoidalari. Har ganday funksiya hosilasini
yugoridagi algoritm bo‘yicha hisoblash oson emas va ancha murakkab
hisoblashlami talab etadi. Shu sababli amalda y=fix) funksiya
hosilasini hisoblash quyidagi differensiallash qoidalari yordamida
osonrog amalga oshirilishi mumkin50.

1-qoida: 0 ‘zgarmas funksiya, ya’ni ixtiyoriy C o0°‘zgarmas
sonning hosilasi nolga teng, ya’ni

(C)'=0 (C-const). (4)

P Sultonov J.S. Oliy matematika (Hosila va differensial). Uslubiy qo’llanma. - Samargand, 2010. - B. 45.
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Isbot: Har ganday o°‘zgarmas [Ox)=C funksiya uchun
argumentning ixtiyoriy A# 0 orttirmasida
Af=j{x+Axyf{x)=C-C=0, A//0x=0
tenglik o‘rinli ekanligidan va hosila ta’rifidan
(C)=f(x)= I|m A'éo&— 8!r|n>1 0=0

ekanligi kelib chigadi.

Masalan, (3,2)-0, (-7)-0, (sin25°)-0, (5)-0 va hokazo.

2-qoida: Agar y=u(x) va; v=v(x) funksiyalar x nuqgtada
differensiallanuvchi bo‘lsa, bu nugtada y=u(x)+v(x)=uzv funksiya ham
differensiallanuvchi va uning hosilasini

(uxvy=u'zv' (5)

formula bilan hisoblash mumkin.

Ishot: Funksiya orttirmasi ta’rifidan foydalanib, har ganday Ax
argument orttirmasida A(uxv)=AuxAv ekanligini ko‘rish giyin emas.
Bu yerdan hosila ta’rifi va limit hisoblash qoidasiga asosan kerakli
tenglikni olamiz:

U+v) = im20 520 = im 2 YEAY = [im A%y fimAY oy ey
4i>0 AC AP0 Ax AOAX A0 AX

Demak, ikkita differensiallanuvchi funksiyalarning algebraik
yig‘indisi differensiallanuvchi funksiya bo‘lib, algebraik yig‘indining
hosilasi hosilalarning algebraik yig‘indisiga teng bo‘ladi.

Masalan,

(x2+sinx) - (x2)'+ (sinx)-2x+cosx, (5-cosx) - (5)' - (cosx)E0——

sinx)=sinx.
- Natiia: Differensiallanuvchi y=fix) funksiyaga ixtiyoriy C
0°‘zgarmas sormi qo ‘shsak, uning hosilasi o‘zgarmaydi.

Hagigatan ham (Ox)+C)' =/'(x)+C"' =/'(x)+0=/'(x).

Izoh: Yuqoridagi 2-qoidada keltirilgan tasdigning teskarisi
umuman olganda o‘rinli emas. Masalan, y=|x| va v=I—x| funksiyalar
yigindisi m+v=1 0'zgarmas funksiya sifatida barcha x nugtalarda,
jumladan, x=0 nugtada differensiallanuvchi. Ammo w va v
go‘shiluvchi funksiyalar x=0 nugtada differensiallanuvchi emas.

3-qoida: Agar u=u(xX) va v=v(x) funksiyalar x nugtada
differensiallanuvchi bo‘lsa, bu nugtada y=u(x)-v(x)=u v funksiya ham
differensiallanuvchi va uning hosilasi uchun

(m-v)'=m'v+ u-V (6)
formula o ‘rinli bo'ladi.
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Isbot: Funksiya orttirmasi ta’rifiga asosan,
An=n(x+Ax}- u(x) => u(x+Ax)= u(x)+ Au,
Av=v(X+Ax}- v(X) => v(x+AX)= v(x)+ Av
ekanligidan foydalanib, A(u-v) funksiya orttimasini topamiz:
A(U-V) -U(X+AX)-V(X+AX)~ w(je)-v(jc)= [u(X)+ am]-[ v(x)+ Av] —H(X)v(X)=
= u(x) -Av+ v(X) * Au+Au-Av.
Bu yerdan, hosila ta’rifi va limit hisoblash qoidalariga asosan,
A(m-v) ., U(X)*Av+ v(x) -Au + Au-Av
(uw) = Iim —=-—==|Im ------- —— e — — —=
0 Ox  Ox*0 ax

=m(x) lim — +v(x) lim — + lim — < lim Av
Ix—0 AX Ox->0 1x  [Ox—0[x Jix—0

natijani olamiz. Shartga asosan, y -u(x) va v=v(x) funksiyalar x

nuqtada differensiallanuvchi, demak uzluksiz ham bo‘lgani uchun
A}(I—LT(])EX -V Al\xm»oﬁx =m Ilrpo,ﬂ,y -0

tengliklar o‘rinli boidi. Bu tengliklami oldingi natijaga qo‘yib,

y=u-v funksiya differensiallanuvchi va
(bl-v) —u-v'+vu'+ U 0- u-v'+va',
ya’ni (6) formula o‘rinli ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
Masalan,
(ex-sinx) - {eX)" -sinx+ ex *(sinx) - ex -sinx+ ex -cosx=(sinx+
cosx)/.

Natiia: 0 ‘zgarmas C ko ‘paytuvchini hosila belgisidan tashqariga
chigarish mumkin.

Hagigatan ham, (4) va (6) formulalarga asosan

ICfix)}'=C' f{x)+C-f'(x)=Qmfix)+C-f\x)=C-f'{x).

Masalan, (5x2)'=5-(x2)'= 5-2x=10x51.

4-qoida: Agar y=u(x) va v=v(x) funksiyalar x nuqtada
differensiallanuvchi va bu yerda v=v(x)~0 shart bajarilsa, unda bu
nugtada y=u(x)lv(x)-u/v funksiya ham differensiallanuvchi va uning
hosilasi uchun

(ML= «V-m/ (7)
v %

formula o‘rinli bo‘ladi.

Bu tasdigni isboti oldingi qoida isbotiga o0‘xshash tarzda amalga
oshiriladi va o‘quvchiga mustaqil ish sifatida taklif etiladi.

51 Tojiyev Sh.l. Oliy matematikadan masalalar yechisb. Oliy o‘quv yurtlari taiabalari uchun darslik. - Toshkent:
O “zbekiston, 2002. - B. 37.
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*  Bu qoidadan foydalanib, y=tgx va y=ctgx asosiy elementar
funksiyalaming hosilasini topamiz. cosx"O shartda, ya’ni x®(n/2)+ kn
(n=0,1,2,3,....)bo‘lganda

sinn' sinjg -cosx- |nx -taosx
(tgx) = (SN o Cinjg -cosx-ginx-tagsx) _
Vcosx; cos X
DJTcosx’Mosx  sinx-("'sitix)" R .
€0S2 x Cos2 X

Xuddi shunday ravishda, sinx*O shartda, ya’ni xdz%mn (
n=0,1,2,3, ....) bo‘lganda, (ctgx)'—I/(sin2) ekanligi topiladi. Demak,
y=4gx va j=ctgx funksiyalar o‘zlarining aniglanish sohasida
differensiallanuvchi bo‘lib, ulaming hosilalari

(tgx)' = =1 +tg2X (ctgx)" = -—--—--—- =-(1 + Ctg2X) (8)
COS SIn X

formula bilan toplladl.

5-qoida: Berilgan y=fix) funksiya x nugtaning biror atrofida
gat’ily monoton (o‘suvchi yoki kamayuvchi) va uzluksiz boMsin.
Bundan tashqari y=/1x) funksiya bu x nuqtada differensiallanuvchi va
Ox)*0 bo‘lsin. Bu shartlarda x=f - 1(y) teskari funksiya mavjud va

differensiallanuvchi bo‘lib, uning hosilasi uchun
AN ' l AN

formula o‘rinli bo‘ladi.

Isbot: Keltirilgan shartlarda tegishli y~fix) nuqtaning biror
atrofida jxr=f~xy) teskari funksiya mavjud, gat’iy monoton va uzluksiz
bo‘lishini ko‘rsatish mumkin. Bu funksiyani differensiallanuvchi
bo‘lishini aniglash uchun uningy argumentiga AychO orttirma beramiz.
Bu holda x~f~I(y) teskari funksiya

Ax=/~"(y+Ay)-T \y)

orttirma oladi. Bunda teskari funksiya gat’iy monoton
ekanligidan A#0, uzluksiz ekanligidan esa Ay—*0 =>Ax—0 bo‘lishi
kelib chigadi. Bu holda, [, x) mavjud va noldan fargli ekanligi hamda
hosila ta’rifidan ushbu natijani olamiz:

=% m— = 1 =flim =(y'X)~X=~V = .
Y= Ameay = AMIAG Tl oA TN
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Demak, x=f _1y) teskari funksiya differensiallanuvchi va (9)
formula o‘*rinli.

Bu qoidadan foydalanib yana bir nechta asosiy elementar
funksiyalaming hosilalarini aniglaymiz.

Dastlab y=X.x)=arcsinx teskari trigonometrik funksiya hosilasini
topamiz. Ta’rifga asosan, xe (-1, 1) boiganda bu funksiya ye(-n/2,
a/2) giymatlami gabul etadi hamda Jt=sinj> funksiyaga teskari boiadi.
Bu yerda ye(-n/2, s/2) boigani uchun x=sin>) teskari funksiyaning
hosilasi

Xy = (siny)' = cosy >0,
ya’ni noldan fargli boiadi. Bu holda, (9) formulaga asosan,
(arcsmxyY =yx= 1= - 1 1 1
Xy cosj -"-sin2y i\~x2
natijani hosil gilamiz. Demak,
(arosinx)'= L _, Xxe(-1,1) (10)
M- X
formula o‘rinli ekan. Xuddi shunday usulda
arccos X)' = -(arcsin X)' = — - , (arctgx)' = -(arcctgx)' = — 11
( )" =-( ) _Xz(g)( 9x) 1+*()
formulalami isbotlash mumkin.

Endiy= logaX(a>0, ctfl) logarifmik funksiya hosilasini topamiz.
Bunda xg(0,q0 Vva _ye(-oo, oo) hamda logarifmik funksiya qat’iy
monoton boiib, u *=</ ko‘rsatkichli funksiyaga teskaridir. Bundan
tashqari, x=c? differensiallanuvchi va (</)-arina®O%2 Shu sababli (9)
formulaga asosan, logarifmik funksiya hosilasi mavjud va

(log0 XY :y'x:—1 =.1 1o
Xy (ay)' aylna Jflna
ekanligini topamiz. Demak,

(logox)'=-i- =i < (Inx)'=— (12)
xlna X X

6-goida: Berilgan y~flu) murakkab funksiyada tashqi j{u) va
ichki u(x) funksiyalar argumentlari bo‘yicha differensiallanuvchi
boisin. Bu holda y=J[u) murakkab funksiya x bo‘yicha
differensiallanuvchi boiib, uning hosilasi

[» =[»e«'(*) (13)

B Sultonov J.S. Oliy matematika (Hosila va differensial). Uslubiy go’llanma. - Samargand, 2010. - B. 69.
166



formula bilan, ya’ni tashgi va ichki funksiyalar hosilalarining
ko‘paytmasi kabi topiladi.

Isbot: u(x) funksiya differensiallanuvchi ekanligidan uning
uzluksizligi kelib chigadi va shu sababli Ax-»0 => Aw—0 bo‘ladi. Bu
yerdan, hosila ta’rifi va limit hisoblash goidalariga asosan,

W= 0070 = Ao ax] ™ Ao oy =/ (),
ya’ni y=j{n) murakkab funksiya differensiallanuvchi va (13)
formula o‘rinli ekanligi kelib chigadi.
Masalan,  (siiw2)'=  (u=x) -(sinw)™* =(sinM),, =+ U
=cosu-(x2)'=2xcosx2,
(singc)'= (M=sinx) =(u2)'x=(m2)',, * U" =2w-(sinjc)-2siNX-coSX=sin2x
Bu goidadan foydalanib, y=xa (a-ixtiyoriy haqgigiy son), xe(0,
00), darajali funksiyaning differensiallanuvchi ekanligini ko ‘rsatamiz.
Buning uchun darajali funksiyani y-xa=elnx =eainx ko‘rinishdagi
murakkab ko‘rsatkichli funksiya kabi ifodalaymiz. Unda, (13)
fonnula, ko‘rsatkichli va logarifmik funksiya hosilasidan foydalanib,

v'=(xa)'=(ealnl)'= (u=alnx) = (e")' = e“u' = ealnl(a Inx)' = xaa = = a =«xa~-x
X

natijaga kelamiz. Demak, y=xa, xe(0,co), darajali funksiya
differensiallanuvchi va uning hosilasi
(xaY=a xa- (14)
formula orgali hisoblanadi. Masalan,

Izoh: (15) formula nafagat xe(0, oo) sohada, balkim y=xad
funksiyaning aniglanish sohasida ham o‘rinli bo‘ladi. Jumladan,
a=neN, ya’ni natural son bo‘lsa, (15) formula ixtiyoriy xe(-co, oo), a=
-neZT, ya’ni manfiy butun son bo‘lganda esa barcha jt"O uchun o‘rinli
bo‘ladi.

Logarifmik differensiallash usuli. Ba’zi hollarda differen-
siallanuvchi y=J(x)>0 funksiya hosilasini uning logarifmi orqali
quyidagicha topish mumkin:

INI()T = @=1() = ("= = =1 () = 1()]"I(*) (16>
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Ta'rif: Funksiyaning/(jc) hosilasini (16) formula orgali topish
logarifmik differensiallash usuli deyiladi.

Masalan, J(x)=x2" (1+ x 4)3 funksiya hosilasini bevosita hisoblash
ancha murakkab. Biroq logarifmik differensiallash usulida bu hosila
osonroq topiladi:

Inf(x) = In[x2e2x(1+ x4)3]= 2 Inx + 2x + 3In(l + x4) =>

=>[Inf(x)J = [2Inx +2X+3in0+V )fE£-TZ + ' A
\+ x4 [(x)

=fix) =(-+2+")f(x) =(-+2+-"4 )ex2e2x(l +x4)3=
X I +x X 1+ X4

= 2xe2xX(\+ x4f + 2x2e2x(\+ x4f + 12x52x(l + xA)2 =

= 2xe2X(\+ XA 2[1 + x4+ x(\ + x4) + 6/ ] = 2xe2x(l + x4)2(x5+ Ix 4+ x + 1).

Yana bir misol sifatida J(x)=xa (x>0, a-ixtiyoriy haqgiqiy son)
darajali  funksiya hosilasini logarifmik differensiallash usulida
aniglaymiz:

Inf(x) = Inxa =alnx=>[In/(*)]"'=(a Inx)'=—:=>(*")"= —m** =caar_lL
X X

Bu yerdan (15) formula o‘rinli ekanligiga yana bir marta ishonch
hosil etamiz.

Ta'rif: Agar u=u(x)>0, v=v(x) esa ixtiyoriy funksiya bo‘lsa,
unda y=u(X)*X) - wn ko‘rinishdagi murakkab funksiya darajali-
ko ‘rsatkichlifunksiya deyiladi.

Agar u=u(x)>0 va v=v(x) funksiyalar differensiallanuvchi
bo‘lsa, unda y= un darajali-ko‘rsatkichli fimksiya ham differensial-
lanuvchi bo‘ladi va uning hosilasini logarifmik differensiallash
usulida quyidagicha hisoblash mumkin:

\ny=velnn=>(Iny)' = (velnu)'=>—=v'mnn +ve—=y' =y (V' ¢ lnn+ve—)
y n n

Bu natijani ushbu ko'rinishda yozamiz:

(Mv)' = nmv-InM-v' + v-M' -1 u' (17)

Bu yerdan ko‘rinadiki, y= wn darajali-ko‘rsatkichli funksiya
hosilasi ikkita go‘shiluvchidan iborat. Bunda birinchi go‘shiluvchi y=
wv funksiyani murakkab ko‘rsatkichli funksiya (1 o‘zgarmas) singari
garab, undan hosila olish natijasida hosil bo'ladi. Ikkinchi
go‘shiluvchi esa bu funksiyani murakkab darajali funksiya (v
0°‘zgarmas) deb, undan hosila olish orqali topilishi mumkin.
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Misol sifatida y=xx funksiya hosilasini (17) formula orgali
topamiz:
(**)'=xMnxx'+x- X-x'= (1+Inx) Xx (18)

Hosilalar jadvali. Oldin ko‘rilganlarga asosan, barcha asosiy
elementar funksiyalar o‘zlarining aniglanish sohasida differensial-
lanuvchi bo‘ladi. Ulaming hosilalari va differensiallash qoidalarini
hosilalar jadvali ko‘rinishda ifodalaymiz. Bu jadvaldan foydalanib
ixtiyoriy elementar funksiyani hosilasini topish mumkin va u
matematik tahlil “Differensial hisob” bo‘limining asosiy quroli bo‘lib
hisoblanadi. Bunda elementar funksiyalaming hosilalari yana
elementar funksiya bo‘lishini ta’kidlab o ‘tamiz.

Hosilalar jadvali:

I. Darajali funksiyalar

1 (xa)'~axa \ ae(-00,a0) 2 (ua)' =aua V, n=u(x)
xX)'=1, (x2)'=2x , (x3)'=3x2, (u2)'=2uu , (u3)'=3u2u’,
3 (iyB4 (~y  » oy M e
X X 2n/x u U 2slu
I1. Ko'rsatgichli funksiyalar
5 (ax)' - allna,a>0,a* 1 6 (@")' =a"u'lna, n=n(x)
7 (exy = ex, (10" = 10r InlO 8 (e =e"-u’, n=mXx)

I11. Logarifmik funksiyalar

9 (log,*)'- xrr‘1a - I0§("e 10 (logo «y’Z WI]Ana =" 10§0e»«=«(1*
11 (Inx)'n1 x'=—||—r‘ =— .12 (Infy=-m", wn-n(x)
( ) X (19x) xInlO  x "
IV. Trigonometrik funksiyalar
(sinx)' =cosx , (sinu)'=cosum",
13 . . ; .
(cosx)" =-sinx (cosm)' =-sinum
a )
(tgx)' = 2 (tgu) = l/]2 .
15 cos X 16 cos K
(ctgx)' = _ ctgw)= . 2
sm x sin un

V. Teskari trigonometrik funksiyalar
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17 18 (arcsinmn)' = -(arccos n)’ "

Vi-x2 m-u
19 (arctgx)' = -(arcctgx)' = — k~r 20 (arctgw)' = -(arcctgw)' =
| +xr 1+M2
V1. Differensiallash qoidarlari

(Q -0, (C-const.), . ,
21 (C uy=c-u’ 22 (uw)'=uw+unw

(mzv)'=u'xv’,
23 u'v-uVv 24 ifWSx = [» e« ', un=u(x)

Y v2
25 {TrYyy)yYy =-~, xXy=\ 26 (uv)' =w'Vv'inw + vuHu'
f (%) ¥x

5.3. Funksiya differensiali. Yuqori tartibli hosila va differensiallar

Differensial va uni hisoblash. Berilgan y=fix) fimksiyada x
argument Ax orttirma olganda funksiya orttirmasi Af=J(x+Ax)-f(x)
kabi aniglanishini eslatib o‘tamiz. Masalan, J(x)=x2 va g{x)~x
funksiyalar uchun ulaming orttirmalari

AF=2xAx+(AX)2, Ag=3x2Ax +3x (Ax)2+(Ax) 3=3x2x + [3X+AX](AX)2

ko‘rinishda boiib, birinchi qo‘shiluvchi Ax argument
orttirmasiga nisbatan chizigli (birinchi darajali), ikkinchi qo‘shiluvchi
esa Ax orttirmaning ikkinchi va uchinchi darajalaridan iborat
boimoqgda. Bunda Ax—0, ya’ni cheksiz kichik migdor boisa, unda
ikkinchi go‘shiluvchi Ax argument orttirmasiga nisbatan yuqori tartibli
cheksiz kichik miqgdor, ya’ni o(Ax) boiadi. Shunday gilib, yuqorida
ko‘rilgan funksiyalaming orttirmalari

AJ=2X-Ax+0(AX), Ag=3x2AX+0(AX)
ko‘rinishda boiadi.
Ta’rif: Agary=J{x) funksiya orttimasi Ax—»)holda
Afi=AAx+0(Ax) (1)

ko'rinishda ifodalansa va bunda A ko‘paytuvchi Ax argument

orttirmasiga bogiiq boimasa (x argumentni o‘ziga bogiiq boiishi
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mumkin), unda A-Ax ifoda funksiyaning differensiali, funksiyani o‘zi
esa x nugtada differensiallanuvchi deb ataladi.

Funksiya differensiali df kabi belgilanadi va ta’rifga asosan,
df=A-Ax, ya’ni A/ funksiya orttirmasining Ax argument orttirmasiga
nisbatan chizigli gismini ifodalaydi.

Yugorida ko‘rilgan funksiyalaming orttirmalari ifodalaridan df=
d(x2y=2x-Ax, dg= i(8)=3x2-[x ekanligini ko ‘ramiz.

Ammo umumiy holda y=ftx) funksiyaning df differensialini
ta’rif bo‘yicha, ya’ni (1) tenglik orgali topish ancha murakkab
masaladir. Shu sababli bu differensialni osonroq usulda topish
masalasi paydo bo'ladi. Bu masala quyidagi teoremada o‘z yechimini
topadi.

Teorema: Agar y=fix) funksiya biror x nugtada chekli / '(**)
hosilaga ega bo‘lsa, uning shu nuqtadagi differensiali

#=1'(*) -~A*(2)

formula bilan topilishi mumkin.

Isbot: Hosila ta’rifi va funksiya limitning mavjudligi hagidagi
lemmaga asosan, quyidagi tengliklami yozish mumkin:

lim Ax =/'(*) =>4 " =/'(*) +«(A*)=>
Af - f'(X)Ax + ar(Ax)Ax  A/=T (X)AX+ o(AX).

Oxirgi tenglikni (1) bilan solishtirib va differensial ta’rifidan
foydalanib, (2) formulaga ega bo‘lamiz. Teorema isbot bo“Idi.

Endi /1x)=x xususiy holni ko‘ramiz. Bu holda df=dx va (2)
formulaga asosan dx=(x)'-Ax=Ax. Demak, x erkli o°‘zgaruvchi
(argument) uchun Ax=dx, ya’ni orttirma va differensial o‘zaro teng
bo‘ladi. Shu sababli differensial uchun (2) formulani

df=f'(x)dx =f"(x)dx (3)

ko‘rinishda yozish mumkin. Demak, df funksiya differensialini
topish uchun wuning / '(*) hosilasini dx argument differensialiga
ko‘paytirish kifoya. Masalan,

- dx - {X)'dx=2xdx, dx3= (xi)"dx=3x2dx, ds'mx=(s'mx)"'dx=cosxdx.

3 formuladan yoki 1-teoremadan ko‘rinadiki, agar biro
nugtada / '(n) hosila mavjud bo‘lsa, unda df differensial ham
mavjuddir. Bu yerda teskari teorema ham o‘rinli bo‘ladi.
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Teorema: Agar y=J[x) funksiyaning biror x nuqtada df
differensiali mavjud boisa, uning shu nuqgtadagi/ '(x) hosilasi ham
mavjud va

Nx)n @

formula bilan topilishi mumkin.
Isbot: Differensial ta’rifidagi (1) tenglikka asosan, ushbu
tengliklami yoza olamiz:

Af=AmAx+o(x)=>— = A+ =A+o(l)=>
AX Ax

=f(x)= lim — = lim (A+o(l))-A+ lim o()=A+0=A.
Ar-»0 Ax  Ax~+0 Lx-»0

Demak, (1) tenglik o‘rinli, ya’ni df differensial mavjud boisa,
undaf'(x) hosila mavjud vaf'(x)=A boiadi. Ammo, ta’rifga asosan,
A<x=Adx ~dfbo‘lgani uchun A=df/dx deb yozish mumkin va bundan
(4) formula o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

Bu ikkala teoremadan y=f[x) funksiya differensiallanuvchi
boiishi uchun uning chekli/ '(x) hosilasi mavjud boiishi zarur va
yetarli ekanligi kelib chigadi. Shu sababli hosilaga ega funksiyani
differensiallanuvchi deb ataganimiz bejiz emas va ba’zan hosila (4)
kasr ko‘rinishida ham belgilanadi.

(3) tenglik va hosila olish qoidalaridan differensiallami
hisoblashning quyidagi qoidalari kelib chigadi:

1.dC=0Q, C- const.;

2. d[CI{X)\ = Cdfix)\

3. d[f(x)+g(x)]=df(x)+dg(x);

4- df(x)g(x)=i{x)dg(x)+g(x)dj(x);

51T }=?2w ™M.nxuw X)

.g(x)J IgWj
Endi y=fiu), u=u(x), murakkab funksiyaning differensialini
hisoblash masalasini garaymiz. Bunda tashqi J{u) va ichki u(x)
funksiyalar  differensiallanuvchi  deb  garaladi.  Differensial

hisoblashning (3) formulasi va murakkab funksiya hosilasini hisoblash
goidasiga asosan ushbu tenglikni hosil etamiz:

#(«) =(f(u)yxdx=Ff\u) mu'dx=f'(u) mu (5)
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Bu yerdan, (3) va (5) formulalami tagqoslab, oddiy va murakkab
funksiya differensiali bir xil usulda hisoblanishini ko‘ramiz. Bu
differensialning invarianttikxossasi deyiladi.

Masalan, y =cos 4x murakkab funksiya uchun

dy =dcos JX = (cos -JX)’dX =- sin -IX (4X)'dX =-sin -Ixd{4Xx).

Differensialni taqribiy hisoblashlarda qoMlanilishi. (1) tenglik
va-differensial ta’rifidan foydalanib,

I\f=AAx+0(Ax)=df+ o(AX) (6)
tenglikni yozish mumkin. Bu tenglikdan argument orttirmasi Ax
kichik son bo'lganda, funksiya orttirmasi Af va differensiali df
giymatlari bir-biriga yaqgin, ya’ni Af ~df tagribiy tenglik o‘rinli
bo‘lishini ko ‘ramiz 3.
Masalan,ﬂ,x):x2 funksiyaning x=40 va Ax=<ic=0,01 bo‘lgandagi
Af orttirmasi va d fdifferensialini topamiz. Bu yerda

A/=2xAx+(Ax)2=2-40-0,01+0,0001 =0,8001,
#=2x<fe=2-40-0,01=0,8.

Bu natijalardan ko‘rinib turibdiki, A' va df giymatlarining farqi
atigi 0,0001 bo‘lib, bir-birigajuda yaqin.

Shu sababli (6) tenglik bo‘yicha funksiya uchun ushbu taqribiy
hisoblash formulasini yozish mumkini:

Al»#=>Ix+AX)-XX) ~f'{x) Ax=>/x+Ax) *fix)+f'(x) Ax(7)

(7) formula yordamida, funksiyaning ma’lum yoki oson
hisoblanadigan fix) giymatidan foydalanib, uning noma’lum yoki
hisoblanishi giyin bo‘lgan/x+Ax) giymati tagribiy hisoblanadi.

Misol sifatida sin31° tagribiy giymatini topamiz. Buning uchun
Xx)=sinx funksiyani garaymiz. Bu funksiyada x=30°, x+Ax=31° deb
olamiz. Bu holda Ax=I° va/ '(jo-cosx bo‘lgani uchun (7) formulaga
asosan, quyidagi natijani olamiz:

sin 31° =sin(30° +1°) * sin 30° + c0s30° ml° =- + — «— *(515.
2 2 180
Bu yerda -Y3*1.73,9-«3.14 deb olindi. Bu natijani anigligi

to‘g‘risida xulosa chigarish uchun trigonometrik funksiyalaming

5 Sultonov J.S. Oliy matematika (Hosila va differensial): Uslubiy qo’llanma. - Sar_n%rgqand, 2010.-B. 72,
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jadvaliga asosan, to‘rt xona aniglikda sin31°~0.5150 ekanligini
ko‘rsatib o‘tamiz.

Differensial yordamida funksiyalar uchun taqribiy formulalar
ham hosil gilish mumkin. Bu magsadda (7) formulada x=0 deb olib,
kichik Ax giymatlari uchun

fiAXx)*fi0)+f'(0)Ax

natijani olamiz. Bu yerda A®g o‘rniga x go‘yib, argumentning
kichik giymatlariday=fix) funksiya uchun
fix) * /0)+/'(0)-x (8)

tagribiy formulaga ega bo‘lamiz. Masalan, x kichik son

boiganda,
sinx ~X, (I+x)“~I+ax, ex=X, In(1+x)~X, tgx ~x (9)
tagribiy formulalardan foydalanish mumkin.

Yugori tartibli hosila va differensiallar. Endi funksiyaning
yuqori tartibli hosilasi va differensiali tushunchalarini Kiritamiz.

Ma’lumki, y=fix) funksiya biror (a,b) oraligda differensial-
lanuvchi boisa, uning hosilasi/(x) shu oraligda aniglangan yangi bir
funksiya boiadi. Shu sababli /(x) funksiyaning hosilasi to‘g‘risida
s0‘z yuritish mumkin.

Ta’rif: Agar /(x) hosila differensiallanuvchi funksiya boisa,
uning hosilasi y=fix)funksiyaning I I tartibli hosilasi deyiladi.

Berilgan y -fix) funksiyaning I tartibli hosilasi f**(x), y** yoki/
@(x), Y2 kabi belgilanadi va ta’rifga asosan,/ "(*)=[/'(x)]' formula
bilan hisoblanadi.

Masalan, fix)=x* funksiya uchun/ '(x)=4x3 / "(X)=(4x3)'=12x2
boiadi.

Agar moddiy nuqgta to‘g‘ri chizig bo‘ylab S=S(t) tenglama bilan
harakatlanayotgan boisa, unda S ’(t) uning t vaqtdagi v(/) oniy tezligi-
ni ifodalashini ko‘rib o‘tgan edik. Unda S "'(t) nugtaning harakat davo-
midagi tezligini o0‘zgarish tezligini, ya’ni a(t) tezlanishini ifodalaydi.

Yugorida ko‘rib o‘tilgan tarzda differensiallanuvchi M tartibli/
"(x) hosila bo‘yicha Il tartibli hosila |/"(x)]" kabi aniglanadi va/"(x)
yoki f 3x) kabi belgilanadi. Bu jarayonni davom ettirilib, f Ax) n-
tartibli hosila tushunchasi quyidagi rekkurent formula orgali kiritiladi:

f fAx)= (finAX))", «=2.3,4, ... .(10)
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Izoh: Hosila tartibi tushunchasi kiritilgach, qulaylik uchun fix")
funksiyaning o‘zi O-tartibli hosila, ya'nifix)=f(" (x),f{x) esa | tartibli
hosila, ya’nif(x)rf~\x) deb garaladi.

Masalan, fix)=x3 uchun / (O\x)=jc3 / (Ax)=3x2 / (2¥x)=6x, f
()(¥)=6 va «>4 holdaf (Ax)=0 bo‘ladi. Umuman olganda,fix)~Pn{x)-
m-darajali ko‘phad bo‘lsa, unda n>m bolla/(f)(g:)=0 bo ‘ladi.

Ta’rif: Agar y-fix) funksiya uchun «—tartibli hosila mavjud
bo‘lsa, u n marta differensiallanuvchi funksiya deb ataladi.

«-tartibli hosila ta’rifini ifodalovchi (10) formuladan ko ‘rinadiki,
umuman olganda, / (M(x) berilgan funksiyadan ketma-ket n marta
hosila olish orgali birin-ketin topiladi. Ammo ba’zi funksiyalar uchun
«-tartibli hosila ifodasini birdaniga yozish mumkin. Masalan,

(Hw=e\ (Jfn=cfinm, (sinjc)(NFsm(x+Tc«/2),
(cosx)(")=cos(x+n«/2).

n—tartibli hosila hisoblanadigan (11) formula va hosila olish
goidalaridan foydalanib, n marta differensiallanuvchi u=u(x) va
v=v(x) funksiyalar uchun

(C)(=0 (C-const), (C- u f]=C- un ( MV)(N)= z/nN) = v()
formulalar o‘rinli ekanligini ko'rsatish giyin emas.

Ammo y=uv ko'paytmaning u-tartibli hosilasi uchun formula
murakkab bo'lib, quyidagi ko‘rinishda ifodalanadi:

(MV)(n) + + +v(n)= J_:C RukV n-K)
1-2 =0

Bu tenglik Leybnits formulasi deyiladi va unda gatnashadigan

binomial koeffltsiyentlar
Cr= EEZ}]—_--I-(-)-I, n'=1-2-3 mes(/»—1)-n

formula bilan hisoblanishini eslatib o‘tamiz.

Berilgan y=fix) funksiya differensiallanuvchi bo‘lsa, uning
differensiali dj=f{x)dx ko‘rinishda bo‘ladi. Demak, df differensialning
giymati x argument va dx=Ax argument orttirmasiga (differensialiga)
bog‘lig bo‘ladi. Biz argument differensiali dx ixtiyoriy, ammo
0°‘zgarmas va x argumentning giymatiga bog‘lig bo‘Imagan son deb
garaymiz. Bu holda dfdifferensial x argumentning biror funksiyasidan
iborat bo‘ladi va shu sababli uning differensiali to‘g‘risida so‘z
yuritish mumkin.
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Ta’rif: Berilgan y=fix) funksiyaning differensiali df o‘z
navbatida, differensiallanuvchi funksiya bo‘lsa, uning differensiali
y=j(x) funksiyaning ikkinchi tartibli differensial deb ataladi54.

y=fix) funksiyaning Il tartibli differensiali (//kabi belgilanadi va
ta’rifga asosan, quyidagi formula bilan topiladi:

df=d(d/)-d(f(x)dx)=[/(x)dxydx=Fff(x)y dx dx =f""(x)(dx)2= f
"(x)dx2.

Demak, y=fix) funksiyaning Il tartibli differensiali uning Il

tartibli hosilasi orqali
d*f=f""(x)dx2, dx2=(dx)2,

formula yordamida topiladi. Xuddi shunday tarzda y=fix)

funksiyaning n-tartibli differensiali <ff
<rj=d(cr-"j)=fx)(dx)n= fiXx)dxn «=2,3,4,... (11)

kabi aniglanadi va hisoblanadi.

Bunda funksiyaning o‘zi f=cPf - O-tartibli, differensiali esa
df=dy - 1- tartibli differensial singari garaladi.

Masalan, J{xy=x funksiya uchun df=3x2dx, df=6xdx2 c?j=6dx2
va n>4 holda <ff=0 bo‘ladi.

Yuqori tartibli differensiallardan foydalanib, yuqori tartibli
hosilalami

"W =4 - /"W _d/|\<*f’_’ /(n)W—Aa%

kabi yozish mumkin.

Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyalarni
differensiallash. Bir qator masalalami yechishda funksiyaning
parametrik ko‘rinishdagi ifodasi qulay boiadi.

Ta’rif: Agar x vay o°‘zgaruvchilar orasidagi bogianish bevosita
emas, balki uchinchi bir t o‘zgaruvchi yordamida biror x=cp(0 va
JV=XI(r), a</< p, funksiyalar orgali bevosita berilgan boisa, unda x
argumentning y funksiyasi parametrik ko‘rinishda berilgan, t esa
parametr deyiladi.

Masalan, x=rk(p(0, y=te=\\)(f), ?e(-co, 00), parametrik
ko‘rinishda bavosita berilgan funksiya y=fx)-x2, xe(-ao, 00),
ko‘rinishdagi bevosita berilgan funksiyani ifodalaydi.

Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning x bo‘yicha hosila-
sini topish uchun dastlab uni y=fix) ko‘rinishda yozib, so‘ngra uning

54Sultonov J.S. Oliy matematika (Hosila va.differensiall)ééJslubiy qo’llanma. - Samaraand, 2010. - B. 76.
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hosilasini hisoblab topish mumkin. Masalan, yuqoridagi misolda
parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi y'=f "(x)=2x
ekanligi oson topiladi. Ammo har doim ham bu usul qulay bo‘lmaydi,
chunki parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyani y=j[x) ko‘rinishda
yozish qiyin yoki y-fix) funksiya ko‘rinishi juda murakkab bo‘lib,
undan hosila olish noqulay bo'lishi mumkin. Shu sababli parametrik
ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasini to‘g‘ridan-to‘g‘ri x=cp(0
va ,y=v//(/) funksiyalar orgali topish masalasi paydo boiadi. Bizni
gizigtiradigan y=fix) funksiya je=g>(/) va y=yi(t) funksiyalar orqali
parametrik ko‘rinishda berilgan bo‘Isin. Agar cp(0 va \\i(t) funksiyalar
keraklicha marta differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda hosilani dif-
ferensiallar orgali ifodasi va differensiallash qoidalaridan foydalanib,
, = dy = dy/dt = y\ = y\t) /j2)
x dx dx/dt x\ <p'(0

v'-<V V =dbx)=dly'x)/d(t) [y'()/<p'(N3 viI"({®)<p'(t) -4/ (B)ip™(1)
Yo (Yx  dx dx/d(t) go [(13 1

formulalar o‘rinli ekanligini ko‘ramiz. Bu formulalar parametrik
ko‘rinishda berilgan funksiya hosilalarini topishni ifodalaydi.

Masalan, r=2cost va y=3sin/, /e[0,a/2], funksiyalar orgali
parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyani garaymiz. Bunda

\ \ 2
—X=cost, Y sim= > X12 (IV
2 3

2 2 .
VI cofrsimit=1=X Y =
4 9

tenglik o‘rinli va shu sababll bu funksiya yarim 0‘glari a=2 va
b-3 boigan ellipsni 1 chorakdagi bo‘lagini ifodalaydi. Bu funksiya
uchuny (x) vay'(Jc) hosilalami (12) va (13) formulalardan topamiz:

,_dy_ 3cost _ 3 , _YyX'-yx'_6sin2/+6Q _ -3

Y dx -2sin/ 2 ® ¥ [x'f - 8sin3/ 4sin3/

Xulosa. Funksiya hosilasi matematik tahlilning asosiy
tushunchasi boiib, juda ko‘p nazariy va amaliy tatbiglarga egadir.
Notekis harakatda tezlik, egri chizigga urinmaning burchak
koeffitsiyenti, igtisodiyotda mehnat unumdorligi yoki ishlab chigarish
sur’ati hosila yordamida aniglanadi. Kelgusida hosila funksiya
xususiyatlarini o°‘rganishning kuchli quroli ekanligini ko‘ramiz. Har
ganday funksiya ham hosilaga ega bolavermaydi. Masalan, y=|x|
fimksiya x=0 nuqgtada hosilaga ega emas. Hosilasi mavjud funksiya
differensiallanuvchi  deyiladi. Agar funksiya biror oraliqda
differensiallanuvchi bollsa, unda u bu oraliqda uzluksiz boiadi.
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Istalgan differensiallanuvchi funksiya hosilasini uning ta’rifidan
kelib chigadigan algoritm bo‘yicha bevosita hisoblash noqulay va
murakkab bo‘ladi. Shu sababli funksiyalar hosilasini hisoblash uchun
differensiallash  qoidalaridan  foydalaniladi. Ular  yordamida
funksiyalar yiglndisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va bo‘linmasining
hosilalarini topish mumkin. Bundan tashqari, murakkab va teskari
funksiyalaming hosilalarini hisoblash formulalari ham mavjud. Ayrim
hollarda funksiya hosilasini logarifmik differensiallash usulidan
foydalanib osonroq hisoblash mumkin. Barcha asosiy elementar
funksiyalar differensiallanuvchi, ulaming hosilalari va differensiallash
goidalari hosilalar jadvalini tashkil etadi. Bu jadvaldan foydalanib,
ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiyaning hosilasini hisoblab bo‘ladi.

Funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbatan chizigli
gismi mavjud bo‘lsa, u differensial deb ataladi. Funksiya differensiali
mavjud bo‘lishi uchun uning hosilasi mavjud bo‘lishi zarur va
yetarlidir.  Shu  sababli  ham  hosilaga ega  funksiyalar
differensiallanuvchi deyiladi. Bu holda funksiya differensiali uning
hosilasini argument orttirmasiga (differensialiga) ko‘paytirish orqali
topilishi mumkin. Differensial yordamida funksiya giymatlarini
tagribiy hisoblash va natijalami baholash mumkin.

Funksiyaning hosilasi yana biror funksiyadan iborat boiadi va
shu sababli uning hosilasi to‘g‘risida so‘z yuritib boMadi. Agar bu
hosila mavjud bo‘lsa, u berilgan funksiyaning Il tartibli hosilasi deb
ataladi. Shunday tarzda «-tartibli (ri>2) hosilalar aniglanadi.
Shuningdek n-tartibli (w>2) differensiallar tushunchasi ham garaladi.

Takrorlash uchun savollar:

1. Oniy tezlik masalasi ganday ifodalanadi?

2. Urinma hagidagi masala ganday mazmunga ega?

3.Mehnat unumdorligi masalasi nimadan iborat?

4. Funksiyaning nuqtadagi hosilasi ta’rifi ganday ifodalanadi?

5. Hosilaning mexanik ma’nosi nimadan iborat?

6.Hosilaning geometrik ma’nosi ganday ifodalanadi?

7.Hosilaning igtisodiy ma’nosi ganday misol bilasiz?

8.Qachon funksiya differensiallanuvchi deyiladi?

9. Differensiallanuvchi funksiyaning uzluksizligi hagida nima
deyish mumkin?

10.Uzluksiz funksiya differensiallanuvchi boiishi shartmi?

11.Qachon funksiya oraliqda differensiallanuvchi deyiladi?
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14.Funksiya hosilasini topish algoritmi ganday qadamlardan
iborat?

15.0zgarmas sonning hosilasi nimaga teng?

16.Funksiyalar algebraik yig‘indisining hosilasi ganday
hisoblanadi?

17.Funksiyalar algebraik yig'indisi differensiallanuvchi bo‘lsa,
go‘shiluvchilar differensiallanuvchi bo‘lishi shartmi?

18.Funksiyalar ko ‘paytmasining hosilasi ganday topiladi?

19.Differensiallashda o‘zgarmas ko‘paytuvchini nima qilish
mumkin?

20.Funksiyalar nisbatining hosilasi ganday hisoblanadi?

21.Teskari funksiyaning hosilasi qaysi shartda mavjud va
ganday topiladi?

22.Murakkab funksiyaning hosilasi ganday hisoblanadi?

23 .Logarifmik differensiallash usulining mohiyati nimadan
iborat?

24.Darajali-ko‘rsatkichli funksiya ganday ko‘rinishda boiadi?

25.Darajali-ko‘rsatkichli funksiyaning hosilasi gaysi formula
bilan aniglanadi?

26.Elementar funksiyalaming hosilasi ganday funksiyadan iborat
boiadi?

27. Asosiy elementar funksiyalaming hosilalari jadvalini yozing.

28.Funksiya differensiali deb nimaga aytiladi?

29.Differensial mavjudligini zaruriy va yetarli sharti nimadan
iborat?

30.Funksiya orttirmasi va differensiali orasida ganday
bog‘lanish mavjud?

31.0‘zgarmas son differensiali nimaga teng?

32. Algebraik yigIndining differensiali ganday topiladi?

33.Ko‘paytmaning differensiali ganday hisoblanadi?

34.Bo‘linmani differensiallash qoidasi ganday ifodalanadi?

35.Murakkab funksiyani differensiallash qoidasi nimadan
iborat?

Testlardan namunalar:

\.y=fix) funksiyaning Ac argument orttirmasiga mos keladigan
AF orttirmasi qayerda to ‘g ‘ri ifodalangan?

A) A -fiAx); B) AJ=fix+/Sx) -/A x); C) O/=_Ox+[x)-fix);

D) Af=fix+Ax) -J{{x-Ac); E) Af=fix)Ax.
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2,y=x3 funksiyaning Ay orttirmasi gayerda to‘g‘ri ko ‘rsatilgan?
A) 3x20x +(4x)3; B) 3x20x+ 3x(4x)2 + (4x)3; C) 3x20x +3x(4x)2;
D) 3x(Ax)2(x + 34x); E) 3xAx(x + Ax) + (Ax)3.

3.y=x3funksiya uchun Ay/Ax orttirmalar nisbatini toping.

A) 3x2 + (Ax)2; B) 3 +3/4x); C) 3x2 + 3nAX;.,

D) 3x2+ 3x[x + (x)2; E) 3xAx(x + Ox) + (4x)3.

A.y=fix) funksiya hosilasini ta’rif bo‘yicha hisoblashda

quyidagilardan qgaysi biri bajarilmaydi?

A) argument orttirmasi Ax hisoblanadi;

B) funksiya orttirmasi A/'hisoblanadi;

C) orttirmalar nisbhati A/7Ax hisoblanadi;

D) Al7Ax nisbatning Ax->0 boigandagi limiti hisoblanadi;

E) ko‘rsatilganlaming barchasi bajariladi.

5.y=j{x) funksiya hosilasining ta’rifi qayerda to‘g‘ri

ko‘rsatilgan?

vaqt;

A) ()= fmon, B) F(0=Jihn © FOO= figoay

D) fG)= fimyz7 B TGO fimyz7 =

6.Hosilaning mexanik ma’nosi qayerda to‘g‘ri ko ‘rsatilgan?

A) harakatda bosib o‘tilgan masofa; B) harakatda sarflangan

C) harakatda oniy tezlik; D) harakatda to‘xtash holati;
E) to‘g‘rijavob keltirilmagan.
l.y=x kubik parabolaning x0~ | abssissali nugtasiga o ‘tkazilgan

urinma tenglamasini aniglang.

A) y=3x+2\ B)y=3x+4; C)y=3x-2; D)y=3x-4; E)y=3x.
8.y=x2 funksiyaning x=5 nuqtadagi elastikligini hisoblang.
A) 1;B) 2; C) 5; D) 8;E) 10.

9. Differensiallash qoidasi gayerda xato ko‘rsatilgan?

A) (Cu)'-Cu’ (C-const.); B) (uxv)'= u'zV; C) (m-v)'= u'v+uv™

D)f“) =12+~ ;E)my=f"(uU)W.

10.1kkita u va v differensiallanuvchi funksiyalar u/v nisbatining

hosilasini hisoblash formulasi to‘g‘ri yozilgan javobni ko‘rsating.
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A)-"J-y-f-'fj—\f é\A) uv+uv | uiv=uV ﬁ)_lil_'\f__l:h_\_/_,E.) u'v'-uv.
\Y
11,y=Xx /smx funkS|yan|ng y" hosilasini hisoblang.
A)y L x2/cosx; B)Y = 2x/sinx; C)Y = 2x/cosx;
D)y = x(2sinx +xcosx)/sin’x; E)y = x(2sinx- xcosx)/ sin’x.
12.1kkita n va v differensiallanuvchi funksiyalar uv ko‘paytma-
sining hosilasini hisoblash formulasi qayerda to‘g‘ri yozilgan?
A) mv'; B) u'v'+uv; C) u'v+tuv’; D) uv- u v E) U'v'-uv.
13.y=x sinx funksiyaningy hosilasini hisoblang.
A)y=x2c0sx; B)y=x(xsinx-2cosx); C)y'= 2xsinx;
D)y = x(xcosx+2sinx); E) y = x(xcosx-2sinx).
14.Agar y~fix) funksiyaning hosilasi / '(x) mavjud va chekli
bo‘lsa, uning ~differensiali ganday topiladi?
A) df=f'(x)+dx; B) df=f'(x)-dx; C) df=f'(x)/dx;
D)df=f"(x)dx; E)df=f"(x).
15.Differensiallanuvchi ~ y=Ax)  funksiya  argumentining
orttirmasi Ax kichik bo‘lganda, uning differensiali dfva orttirmasi Af
orasidagi munosabat gayerdato‘g‘ri ko‘rsatilgan?
A)Y =#;B) Af>df;C)Af<df; D) 6f-df>0; E) bf »df.
16.Differensiallanuvchi  funksiyaning differensialini  topish
goidasi gayerda noto‘g‘ri ko'rsatilgan?
A) dCf=Cdf ;B) d(u+v)=du+dv ;C) d(u-v)=du-dv;
D) d(uv) =udv-vdu ; E) df{u)=f'(u)du.
17/y=cos(3x+4) funksiya differensiali dy gayerda to‘g‘ri
ko‘rsatilgan?
A) dy= sin(3x+4)A; B) dy= 4sin(3x+4)cfe; C) dy=-3 sm{3x+A)dx;
D) dy=-4sin(3x+4)dbc; E) dy= 3sin(3x+4)c&.
18._y=xInx funksiyaning dy differensialini toping.
A) dy= xdx; B) dy= InxJx; C) dy=(\Ix)dx;
D) dy= (I+h\x)dx; E) dy={ I-nx)dx.
19.Funksiyani  differensial yordamida tagribiy hisoblash
formulasi gayerda to ‘g ‘ri ifodalangan?
A)/x+Axy*fIx)df, B)/x+Ax)"NJ[x)+df; C)ftx+Ax)~fix)ldfi
D)y(x+At)~ dfIflx); ¥) f[x+Ax)~I{x)xdf
20.Qaysi funksiyaning «-tartibli hosilasi noto‘g‘ri yozilgan?
m A) (er)(n =ex;B) (ax)in) =axQna)"; C) (xn) () = nt;
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D) (sin x)f==sin|x +vy | ; E) barcha hosilalar to‘g‘ri yozilgan.

21.y=xInx funksiyaning Il tartibli"hosilasi topilsin.

A)y "= 1+Inx; B)y "=Inx; C)y "=1; D)y "=11fx; E)y" =\-lire.

22.y=xe funksiyaning «-tartibli hosilasi” topilsin.

A)yiji= xex; B)y~ = nxe \ C)y(=(x+n)exXi D) y 1)=(x-n)ex;

E) to‘g‘rijavob keltirilmagan.

23.y=(Mi)2  x=t2+\ parametrik ~ ko‘rinishda  berilgan
funksiyaning/ (x) hosilasini toping.

A) /N :B) =1+J;C)/=1-3; D)/ =/+J; E)/ =*-] .

Mustaqil ish topshiriglari:
1 f(x)=nx+em funksiyaning argument orttirmasi AXx
boigandagi A/orttirmasini toping.
2.f(x)-n2+nx2 funksiyaning / '(x) hosilasini ta’rif asosida
toping.
3.Quyidagi funksiyalaming hosilasini differensiallash goidalari
yordamida hisoblang:

) /(*) =ux” + (w+1)sinx - w2cosx - 2nx; b) /(x)=x"e*\ ¢)

4. Ushbu murakkab funksiyalaming hosilasini hisoblang:

a) f (X) =In(nx+cosx); b) f (x) =sin2’(x2 +2nx+1).

5./(x) =(x+rif darajali-ko‘rsatgichli funksiya hosilasini toping.

6.Ushbu funksiyaning Il tartibli/ "'(x) hosilasini hisoblang:

/ (X) = nsin X + cos NX- XN.

7.f(X)=excosnx funksiyaning M tartibli / "(x) hosilasini
hisoblang. _

8.Differensial yordamida f(x) =-J2+nx funksiyaning x=0.05
nuqtadagi tagribiy giymatini toping.

9.y=(t+1)n x=r"+1 parametrik ko'rinishda berilgan funksiyaning
y*(x) hosilasini toping.
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VI BOB. INTEGRAL

Integral - harxiljarayon va hodisalarning hajmdor qo yilmasi bo fib,
bu mo jizaniyaratgan Leybnits vaNyuton ijodiyfantaziyasining
aqglga sig ‘maydigan portlashining mevasidir.
Feynberg E.L.
REJA:

» Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral. Integrallar jadvali
__ ®KAlue BAHMWably

« Anigmas integralni hisoblash usullari. Kvadrat uchhadli
ayrim integrallami hisoblash

' SUNINNIAL LR DK—
* Aniq integral va uning xossalari
X4 «3men/
« Aniq integrallami hisoblash usullari
UALHATATNAQUNIITHNHTNATNA A -

; ¢ Aniq integrallarning ayrim tatbiqlari

Tavanch iboralar: boshlang‘ich funksiya, anigmas integral,
integral ostidagi funksiya, integral ostidagi ifoda, integrallash
0°‘zgaruvchisi, anigmas integralning geometrik ma’nosi, integrallash
amali, integralning chiziglilik xossasi, integrallar jadvali, yoyish usuli,
differensial ostiga kiritish usuli, o‘zgaruvchilami almashtirish usuli,
bo‘laklab integrallash usuli, integral yig‘indi, aniq integral, integral
ostidagi funksiya, integral ostidagi ifoda, integrallash o°‘zgaruvchisi,
quyi chegara, yuqori chegara, integrallanuvchi funksiya, integralning
geometrik ma’nosi, integralning mexanik ma’nosi, integralning
igtisodiy ma’nosi, Nyuton-Leybnits formulasi, bo‘laklab integrallash
formulasi, o‘zgaruvchilami almashtirish usuli.

6.1. Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral.
Integrallar jadvali

Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral. Differensial hisob
mavzusida berilgan y=F(x) funksiyasining F(x)=J[x) hosilasini topish
masalasi bilan shug'ullangan edik. Ammo bir gator savollarga javob
izlashda teskari, ya’ni y=F(x) funksiyani uning ma’lum bo‘lgan
F'(x)=J[x) hosilasi bo‘yicha topish masalasiga duch kelamiz.
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Masalan, moddiy nugtaning harakat tenglamasi S=S(t) berilgan
boisa, unda to vagtgacha bosib oHilgan masofa So=S(t0) kabi
aniglanadi. Ammo harakat tenglamasi S=S(t) nomaium boiib, uning
hosilasi 5"(/)=v(/), ya’ni oniy tezlik berilgan holda So=S(t0) masofani
ganday topish masalasi paydo boiadi. Bu kabi masalalar integral
tushunchasiga olib keladi va uni o‘rganishgakirishamiz.

Ta’rif: Biror chekli yoki cheksiz (a,b) oraligdagi har bir x
nugtada differensiallanuvchi va hosilasi

F\x)=fix) (1)
shartni ganoatlantiruvchi F(x) berilgan fix) funksiya uchun
boshlang‘ichfunksiya deyiladi.
Masalan, fix)=d (a>0, ad\), xe(-co,co), funksiya uchun
F(x)=ax\na boshlangich funksiya boiadi, chunki ixtiyoriy x uchun
F(x)= (cfAna)'= d\na \na=d=fix)
tenglik o‘rinlidir.

Xuddi shunday F(x)=x55 funksiya barcha x nugtalarda fix)-x4
uchun boshlangich funksiya boiadi, chunki bunda (1) tenglik
bajariladi.

Berilgan y=F(x) funksiyaning y'=F{x)-fix) hosilasi bir giymatli
aniglanadi. Masalan, y=x funksiya yagona/=2* hosilaga ega. Ammo
y=fix) funksiyaning boshlangich F(x) funksiyasini topish masalasi bir
giymatli hal gilinmaydi. Hagigatan ham, agar F(x) funksiyaX*) uchun
boshlangich funksiya boisa, u holda ixtiyoriy C o'zgarmas son
uchun F(x)+C funksiya ham fix) uchun boshlangich funksiya
boiadi%. Hagigatan ham, differensiallash qoidalariga asosan,

Ne H-C)'= F'(x)+(Cy=f(x)+0=f(x)

va ta’rifga asosan, F(x)+C funksiya fix) uchun boshlangich
funksiya boiadi.

Masalan, fixy=2x wuchun ixtiyoriy C o‘zgarmasda x2+C
boshlangich funksiyalar boiadi.

Demak, berilgan y=fix) funksiya uchun F(x)+C ko‘rinishdagi
cheksiz ko‘p boshlangich funksiya mavjud boiadi. Bunda F(x)
birorta boshlangich funksiyani, C esa ixtiyoriy o'zgarmas sonni
ifodalaydi.

Ta’rif: Agar F(x) biror (a,b) oraliqda fix) funksiyaning bosh-
langich funksiyasi boisa, unda F(x)+C (C - ixtiyoriy o‘zgarmas son)
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funksiyalar to ‘plami shu oraliqda/(*) funksiyaning anigmas integrali
deyiladi.

Berilgan J(x) funksiyaning anigmas integrali \f{x)dxkabi
belgilanadi va ta’rifga asosan, birorta F(x) boshlangich funksiya
bo‘yicha

Ji(x)dx =F{x) +C (2)

tenglik bilan aniglanadi. Bunda C ixtiyoriy o'zgarmas son
ekanligini yana bir marta eslatib o ‘tamiz.

(2) tenglikda f - integral belgisi,7(x) integral ostidagifunksiya,
J(xX)dx integral ostidagi ifoda, x esa integrallash o ‘zgaruvchisi
deyiladi. Berilgan fix) funksiyaning \f{x)dx anigmas integralini
topish amali bu funksiyani integrallash deb ataladi.

Izoh: Berilgan J(x) uchun gaysi shartda F(x) boshlangich
funksiya, demak \f{x)dx anigmas integral mavjud.

Yuqorida topilgan boshlangich funksiyalar bo‘yicha quyidagi

anigmas integrallami yozish mumkin:
X 5

fa*dx=— +C, ix*dx=- +C, \2xdx =x2+C.
J Ina 5

Anigmas integral ta’rifmi ifodalovchi (2) tenglikdan ko ‘rinadiki,
anigmas integral y=F(x)+C (C - ixtiyoriy o‘zgarmas son) funksiyalar
sinfini ifodalaydi. Shu sababli, geometrik nugtai-nazardan, anigmas
integral y=F(x) funksiya grafigini OY koordinata o‘gi bo‘ylab parallel
ko‘chirishdan hosil boiadigan chiziglar sinfidan iborat boiadi (32-
rasm).

Anigmas integral xossalari. Anigmas integral ta’rifidan uning
quyidagi xossalari kelib chigadi:

I. Anigmas integral hosilasi integral ostidagi funksiyaga teng,
ya’ni

(If(x)dxy = (F(x) + Cy = F'(x) = f(x)

Il. Anigmas integral differensiali integral ostidagi ifodaga teng,

ya’ni
d(\f(x)dx) = f(x)d x.

Izoh: Bu yerdan differensiallash amali integrallash amaliga
teskari amal ekanligini koiamiz. S

I11. Biror funksiyaning hosilasidan olingan anigmas mtegral shu
funksiya bilan ixtiyoriy C o‘zgarmasning yigindisiga teng, ya’ni
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| F'(x)dx = F(x) +C .
V. Biror funksiyaning differensialidan olingan anigmas integra
shu funksiya bilan o‘zgarmas yig‘indisiga teng, ya’ni
| dF{x) = F(x) +C .

Izoh: Bu yerdan integrallash amali differensiallash amaliga
0°‘zgarmas son anigligida teskari amal ekanligini ko'ramiz.

V. 0 ‘zgarmas K ko‘paytuvchini integral belgisidan tashgariga
chigarish mumkin, ya’ni

J kf(x)dx = kf f(x)dx .

Bu tenglik o‘zgarmas son aniqligida tushuniladi.

V1. Ikkita funksiya algebraik yig‘indisidan olingan anigmas
integral shu funksiyalaming har biridan olingan anigmas
integrallaming algebraik yig‘indisiga teng, ya’ni

JI/(*) £g{x)]dx - 1f(x)dx £jg(x)dx.

Bu yerda ham tenglik o‘zgarmas son aniqgligida tushuniladi.

Izoh: VI xossa chekli sondagi funksiyalaming algebraik
yig‘indisi uchun ham o‘rinli bo‘ladi.

Ta’rif: V va VI xossalar anigmas integralning chiziglilik
xossalari deyiladi.

Anigmas integralning chiziglilik xossalarini bitta
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/[ALX) + Bg(x)ytx= A\f(x)dx + B\g(x)dx (3)
* tenglik orgali ham ifodalash mumkin.
VII. Agar avab o'zgarmas sonlar bo‘lsa, unda quyidagi tasdiq
o‘rinlidir:
\f(x)dx - F(x) + C=}(ax +b)dx:;F(ax+b) +C 5%

Integrallar jadvali. Hosilalar jadvali, oldin hisoblangan
hosilalar va anigmas integral ta’rifidan foydalanib, asosiy integrallar
jadvalini yozamiz. Bunda anigmas integral javobining to‘g‘riligini
tenglikning o‘ng tomonidan hosila olish orqgali tekshirish mumkin.
Natijada integral ostidagi funksiya hosil bo‘lishi kerak. Masalan,

+Jx2+a2 +C

integral javobi to‘g‘riligini tekshiramiz. Murakkab funksiya
hosilasi formulasiga asosan

(Inbc + -Jx2+a2 +C)' = -—-- JL ==e(xX+-Ix2%xa2) =
" X+Vx2+a2
1 rfl+_ 1 _ (* 2+a2)]=-—- N — w(l+ 7 * =)=
X+ Ax2+ a2 2-Jx2+a?2 X +-Jx a2 six2+ a2
1 nix2 a2+ x 1
Xx+Vx2+a?2 six2 a2 nyx2 + a2

- Differensiallash natijasida integral ostidagi funksiya hosil bo‘Idi.
Demak, integral javobi to‘g ‘ri ko‘rsatilgan.
Integrallar jadvali:

1mjx adx = ----—- 1+C (a*-1J 2. jdx =x +C
a +
V2 v 1
3.\xdx =_A +C 4-]— S
5 |-*r=2n/x+C 6.J—=Inx+C
-Jx X
l\a'dx =— +C 8. jexdx =ex +C
J tea J1
9. jsinxabc =-cos* +C 10. jcosxdx =sinx +C
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d
11, =% = (1 + tg2jobe= tgxd-C  (x* —+ Tik, k=0,%1,+2,--)
'C0S2X . ' 2

12. J— --ctgjc+C  (x*ak, k=0,x\,£2,--)
sin X

13. Jtgxtic=-In|cosx|+C (X*" +aA, £=0,+1,+2,---)
14. Jctgxcfr =Injsinx| +C  (xPTTK  J1=0,£1,£2- )

j5 j e _ f arctgx+C jg ] f arcssix + C
1+x2 [-arcctgx +C - x2 l~arccosx +C
17. f— -=-i-In X~ @ == In|x + n/x2 + a2l+ C

X -a 2a X+ta
Bu jadval, integralning koiib o‘tilgan xossalari va kelgusida

garaladigan integrallash usullaridan foydalanib, juda ko‘p integrallarni
hisoblash mumkin.

6.2. Anigmas integralni hisoblash usullari.
Kvadrat uchhadli ayrim integrallarni hisoblash

Oldingi mavzularda differensiallanuvchi har ganday elementar
funksiyaning hosilasini hosilalar jadvali va differensiallash goidalari
yordamida topish mumkin ekanligini ko‘rib o'tgan edik. Bunda
elementar funksiyaning hosilasi yana elementar funksiyadan iborat
boiadi. Endi berilgan funksiyani integrallash masalasiga kelsak,
vaziyat ancha murakkab boiadi. Bunda berilgan elementar funksiya
uchun boshlangich funksiya (anigmas integral) mavjudligini aniglash
bir masala boiib, integral mavjudligi maium taqdirda uni hisoblash
ancha giyin muammo boiadi. Bundan tashqari, bir gator elementar
funksiyalaming anigmas integrali elementar funksiyalar orqgali
ifodalanmaydi. Masalan,

I x-\e~x dx, 12=jcosx2fibc, 73= (x>0,x*1, 14=\"-dx

Inx X

kabi integrallar mavjud, ammo elementar funksiya boimaydi.
Bu integrallar bilan aniglanadigan funksiyalar maxsus funksiyalar deb
ataladi va ular turli amaliy masalalami yechishda qoilaniladi.
Masalan, I\ orgali aniglanadigan maxsus funksiya Puasson (farang
olimi, 1781-1840) integrali deb ataladi va ehtimolliklar nazariyasida,
diffuziya va issiglik oikazish masalasini o°‘rganishda keng
goilaniladi. 12 Frenel (farang fizigi va matematigi, 1788-1827)
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integrali deyiladi va optika masalalarini yechishda juda ko‘p
goilaniladi. /s va 14 mos ravishda integral logarifm va integral sinus
deb ataladi5v.

Shunday qilib, anigmas integralni hisoblashning umumiy usuli
mavjud boimasdan, har bir integral o‘ziga xos bir usulda topilishi
mumkin. Ammo maium bir hollar uchun integralni hisoblash usullari
ishlab chigilgan va ular bilan tanishishga o ‘tamiz.

Yoyish usuli. Bu usulda dastlab berilgan integral ostidagi
murakkabroq fix) funksiya soddaroq (masalan, integrallari bevosita
jadval orqali topiladigan) fi™x) (&=1,2, funksiyalaming chizigli
kombinatsiyasiga yoyiladi. So‘ngra bu chizigli yoyilma integrali
oldingi mavzuda ko‘rilgan integralning chiziglilik xossalaridan
foydalanilib  hisoblanadi. Bu usulni matematik ko‘rinishda
quyidagicha ifodalash mumkin:

N{x)dx =J[A IXX) + A2f 2(x) + m+ A, f, (X)]dx =
=4 fin(GH)*+412W* +7'+4 iN(

Misol sifatida bu usulda quyidagi integrallarni hisoblaymiz:

f dx

--------------- L= [ 5 Jhax = 795 s+ L=
X X X X X

=71n|x|-5x — +C;
X
v Jtghxetr = 180X qs=n 80 8 2 X gy = N B qyer =
COS X COS X COS X

=J-—j—dx-jdx =tgx-x +C ;

cos X
X -a 2a x-a x+a 2a x-a x+ta
. X-a
=y-[Injx - &- Injx+ aN+ C = +C.
X+ a

Bu asosiy integrallar jadvalidagi 17-integral ekanligini eslatib
o‘tamiz.
Differensial belgisi ostiga kiritish usuli. Bu usul anigmas
integralning ushbu invariantlik xossasi orgali amalga oshiriladi:
Jf(x)dx = F(x) + C- >\f(u)du = F(u) + C. (2)
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Bu tenglik differensialning invariantlik xossasidan kelib chigadi
va unda u=u(x) ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiyani ifodalaydi.
Shunday qilib, integrallash o‘zgaruvchisi x biror differensiallanuvchi
u=u{x) funksiya bilan almashtirilsa, integral javobida ham x o‘miga
u=u(x) funksiya go‘yiladi.

Ko‘p hollarda bu usulni qo‘llash uchun dastlab integral ostidagi
funksiyaning bir gismi differensial ostiga kiritiladi va integral kerakli
ko'rinishga keltiriladi. Misol sifatida quyidagi integrallami
hisoblaymiz.

-2 j-2
Yy \\nxdjnx=(Uu=\nx)=\udu=-+C =—"-+C .
> j(x+4)'dx =j(x +4)"d(x +4)={u=x+4)=
., 100 IV L /U1mo
=fu’du=— +c={ 4) +C.
1 100 100
Bu yerda dx=d(x+4) ekanligidan foydalandik.

COSX COSX
= j—==—rw +C =lIn|cosx| +C.

Bu asosiy integrallar jadvalidagi 13-integral javobining isbotini
ifodalaydi.

Bu usul yordamida quyidagi ko‘rinishdagi integrallami ham
hisoblash mumkin:

Jrixy 1fix)y WN Jarixy VAW

0 ‘zgaruvchilarni almashtirish usuli. Bu usulda berilgan
\fix)dx integraldagi “eski” x o‘zgamvchidan “yangi” t o'zgaruvchiga
biror x=<p(t) funksiya orgali o‘tamiz. Bunda <pff) funksiya
almashtirma deb ataladi va u differensiallanuvchi, hosilasi uzluksiz
hamda teskari funksiyasi t=g> Xx) mavjud deb olinadi. Bu holda

N f{x)dx=\f\<p{t)Wt)HNe t)Ne )dt (3)

tenglik (o'zgarmas son anigligida) o‘rinli bo‘ladi. Bunda
tenglikning o‘ng tomonidagi integral hisoblangandan keyin, t
0‘zgaruvchi o‘miga t=(p _1x) go‘yilib, berilgan integral javobi
olinadiss.
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Yugoridagi (3) tenglikni o‘rinli ekanligini isbotlash uchun uning
har ikki tomonining hosilalari 0‘zaro teng ekanligini ko‘rsatish kifoya.
liunda oldingi mavzuda ko'rsatilgan anigmas integralning | xossasiga
asosan, chap tomondagi integral hosilasi integral ostidagi J{x)
funksiyaga teng boiadi. 0 ‘ng tomondagi integralda t=cp~I(x) boigani
uchun u x o‘zgaruvchining murakkab funksiyasi boiadi. Shu sababli
murakkab funksiyani differensiallash qoidasi va teskari funksiya
hosilasi formulasiga asosan,

«<P\¥)dlt)'x *<p\)de)’, mgt

=W o]-pV)mMPi<>r=nm i <p\t)'<p\t)

natijani olamiz. Demak, haqigatan (3) tenglikning ikkala tomoni
bir xMAx) hosilaga ega va shu sababli u o ‘rinlidir.

Berilgan integralni  (3) tenglik yordamida hisoblash
o0 zgaruvchilarni almashtirish usuli deb ataladi. Agar (3) tenglikda/
f(f{t)\tp '(t)=g(t) deb belgilasak, unda o‘zgaruvchilami almashtirish
usulida Ax) funksiyani integrallash masalasi g(t) funksiyani
integrallash masalasiga keladi. Ayrim hollarda x=cp{t) yoki t=g> '(X)
almashtirmani shunday tanlash mumkinki, g(t) funksiya oson
integrallanadi. Bu almashtirmani tanlash berilgan integral ko‘rinishiga
garab, amalga oshiriladi va integral hisoblovchini mahorati va
tajribasiga bogiiq boiadi.

0 ‘zgaruvchilami almashtirish usuliga misol sifatida ushbu
integrallarni hisoblaymiz.

dx Vx+4=/,x+4=?'( 2tdt

=1
xMx+4  x _t2- 4, dx= 2tdt (r-4)t

dt t-2 ~X+4-2
= 2] 2. m"? +c=dn +C
t -2 2.2 t+2 2 mi+4+2
. dx x=at, t=x/a, adt
X2 +32 dx = d(al)~adt a2t2+a2
X
p Ot =-arctg/+ C = —arctg-+C.

4 t+1 a a a
Xuddi shunday tarzda
dx

l.
ia2-S
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ekanligini ko‘rsatish mumkin. Bu natijalar asosiy integrallar
jadvaldagi 15-16 integrallami umumlashtiradi.

Bo‘laklab integrallash usuli. Faraz gilaylik, u=u(x) va v=v(x)
funksiyalar differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsin. Bu funksiyalar
ko‘paytmasining differensialini yozamiz:

d(uv)=vdu+udv.
Bu yerdan
udv-d(uv)~vdu

tenglikka ega boMamiz. Bu tenglikning ikkala tomonini hadma-

had integrallab, quyidagi natijani hosil gilamiz:
Judv = jd(uv) - jvdu .

Bu vyerdan, integralning oldingi mavzuda ko‘rsatilgan 1V

xossasiga asosan, ushbu formulaga ega bo‘lamiz:
judv=uv- | vdu. (4)

Bu natija bo‘aklab integrallash formulasi deyiladi. Ayrim
hollarda (4) formulaning chap tomonidagi integralni hisoblash
murakkab, 0‘ng tomondagi integral esa osonroq hisoblanadi.

Demak, berilgan \f(x)dx integralni (4) formula orgali bo‘laklab
integrallash usulida hisoblash quyidagi algoritm asosida amalga
oshirilishi mumkin:

Integral ostidagi J(x)dx ifodani ikki bo‘lakka ajratamiz;

Hosil bo‘lgan bo‘laklardan dx gatnashganini dv, ikkinchisini
esa n orgali belgilaymiz;

Hosil gilingan dv differensial bo‘yicha biror v boshlang‘ich
funksiyani topamiz. Buning uchun v=jdvanigmas integralni hisoblab,
unda ixtiyoriy C o‘zgarmas sonni C=0 deb olish mumkin;

Hosil qilingan wn funksiya bo‘yicha du differensialni
hisoblaymiz;

(4) tenglikni 0‘ng tomonidagi Jvdu integralni hisoblaymiz;

Berilgan j/ (X)dx-}udv integralni (4) tenglikning o‘ng
tomoni orqgali topamiz.

Bunda fix)dx=udv bo‘laklashda n va dv shunday tanlanishi
kerakki, (4) formuladagi [vdu jadval integrali yoki hisoblanishi
osonroq bo‘lgan integraldan iborat bo'lsin.

Bo'laklab integrallash usuliga misol sifatida \xe*dx integralni
hisoblaymiz. Bunda ikki holni garaymiz.
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1-hol. Integral ostidagi xexdx ifodani n=ex, dv=xdx ko'rinishda
bo‘laklaymiz. Bu holda

du =dex ={ex)'dx-exdx, \=\dv-\xdx=— +C
boigani uchun, C=0 deb, (4) formuladan
\xexdx ="-ex- U x 2exdx
J 2 2

tenglikka kelamiz. Ammo, bunda hosil boigan o‘ng tomondagi
integral berilgan integralga nisbatan murakkabroq ko‘rinishga ega.
Demak, bunday bolaklash magsadga muvofiq emas 9.

2-hol. Bu holda u=x, dv=exdx deb olamiz. Bunda

du=dx, V=]dv=fexdx=ex+C

boiadi. Bu yerda C=0 deb va (4) formuladan foydalanib,
berilgan integralni quyidagicha oson hisoblaymiz:

\xexdx = xex —\exdx = xex —ex + C= (X- I)ex+ C.

Ayrim integrallami hisoblash uchun bolaklab integrallash
formulasini bir necha marta qollashga to‘g‘ri keladi. Bunga misol
sifatida ushbu integralni garaymiz:

u=x2, <v=sinxtflf,
du=2xdx, V=Jsmxt& =-cosx

jx2sinxotc = = -X2C0sX + 2\xcosxdx -

n=x, dv=cosxdx,

2 . .
=-X2C0SX + 2(Xsinx - Jsinxctc) =
du=dx, v=Jcosx<afr=sinx ( )

=-X2C0sX ~2(xsinx r cosx) -fC.

Shunday qilib, bu yerda (4). bolaklab integrallash forinulasidan
ikki marta foydalandik.

Izoh: Yuqoridagidek mulohaza yuritib, jx"sinxA , n=1,2,3,
integral bolaklab integrallash formulasini n marta gollash orgali
hisoblanishini ko ‘rish mumkin.

Ba’zi integrallami hisoblash uchun dastlab bolaklab integrallash
orgali ularga nisbatan tenglama hosil gilinib, so‘ngra bu tenglamani

yechib ko‘zlangan magsadga erishiladi. Misol sifatida / =jdl-x 2dx
integralni hisoblaymiz.

PSultonov J.S. Oliy matematika (Integrallar). Uslubiy go’llanma. - Samargand, 2009. - B. 81.
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u=tll-x2, dv=dx

I=1J\-x20x= _de -XM\-X2 +] xadx
au=— | V=X W AX2
«J1-x2
- _ . dx
=x*Jl-x2 - J dx=x-JI-x2 - j-J\-x2dx +1
nl-*2

=xVI- x2-1 +arcsinx+ C.
Shunday qilib izlanayotgan | integral uchun
I =W [-x2-/ +arcsinx+C=>2/=xVI-x +arcsinx+C
chizigli tenglamani hosil gildik. Bu tenglamani yechib,

gnyl-jc <=/ = X -J1-X 22+ arcsinx c

natijaga erishamiz.
Boiaklab integrallash usulida

JX'" cosaxdx, Jx”sinaxA, a-xdx, jx"axdx, }x”Inxatc,
|«* cosbxdx, \eaxsinbxdx, jx”arccosxdx, JxBarctgx<&, Jsin Inxcfe
va shularga o‘xshash integrallarni hisoblash mumkin.

Kvadrat uchhadli integrallarni hisoblash. Endi kvadrat
uchhad gatnashgan ayrim anigmas integrallarni hisoblash masalasini
ko‘rib chigamiz.

Dastlab ushbu integrallarni garaymiz:

° -1 *
ax +bx+c ' I4_ax +bx+c
Awalo, maxrajdagi kvadrat uchhaddan to‘lig kvadratni ajratib
olamiz:

cza x2+lx & - aX2+2 X+( ) + (— 6)’2
a a 2a
A xs P32 g (x+A)21k2

2a 4a a 2a
Bu yerda
¢ b -4ac 2)

4a2 4az 4a
belgilash kiritilgan. Bunda, agar kvadrat uchhad diskriminanti
2=7>-4ac>0 , ya’ni uning ildizlari baqigiy sonlar bo‘lsa, kK manfiy
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ishora bilan; 2X0 bo‘lsa k2 musbat ishora bilan olinadi. Ikkala holda
ham kg0 bo‘lishini ta’kidlab o'tamiz. D=0 holni keyinchalik
ko'ramiz.
Yuqoridagi tenglik asosida I\ integralni o‘zgaruvchilarni
almashtirish usulida quyidagi ko‘rinishga keltiramiz:
=X +---,
h= ax n dx 2a 1f o dt

A .
axN+bx +c °{x+2a) iKZ dt:d(x+2—)=dx a t2+k2
a

Bu tenglikning o0‘ng tomonidajadval integrali turibdi va
roodt 1 t ,dt t-k
O 7 ?2'1%“cel +c-  *-k1 2k t+k
ekanligini eslatib o‘tamiz.
Bu ko'rinishdagi integrallami hisoblashga misollar keltiramiz.
) t-X +1
I 1o <wE T2 Adt=dx

+C

] 1 1 "x + 1
-j=— = —arct92—+ C= -2arctg-T2—+ C.

dx dx t=x- 3,
- f- -=
: x2-6x-l:l:l(x-3)2-42 dt = dx f2- 42
G4 e e,
8 X+l

Endi 2)=0 bo‘lgan holni garaymiz. Bu holda A=0 va

=AIn

t=X+—,
2a
N
ax2+fe+c a +JL)2 dt=d(x +—)=atr
2a 2a
1
N J* JL +c— +C-- -+C
a /2 at a(x + bl 2a)

natijaga ega bo‘lamiz.
Xuddi shunday tarzda a>0 va kO bo‘lganda
b
dx Lj dx t=x+ 2_a'
Vox2 +bx+c  Jo dt = dx
(X+Ja)2+K?2
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lf_ ot =4=In/+ +C=
Noofl2xk2 Vo

. b
=4=IiNx+—=+J(x+— )2+ k2 +C.
bla 2a 2a

a>0 va £=0 boiganda esa

‘Jax2 +bx + c

natijalami olamiz.
Masalan,

f dx _1f dx dx
f-

j2X2-%x+9 & e ~4x+9/2 N Y(x-2)2+1/2

-Xx -2,

o ! +I12+(IV2)2 +c =

dt=dx

Inx-2 +n](x-2)2+(VI72)2 +C=T7/2:ITIX-2 +AX2-4x +912 +C
2

Endi a<0 holni ko‘ramiz. Bu holda kvadrat uchhad diskriminanti
£»0 deb olishimiz kerak, chunki aks holda barcha nuqtalarda
®r2+fct+c<0 va /2 integral Ostidagi funksiya ariiglanmagan boiadi. Bu

shartda

dx 1 dx [=*+A,
h ~[ 2a
wax2 +bx+c N\ K2- (x+—)2 dt-dx
2a

i . i . 2ax+b

dt ' arcs‘lnt—+C:—p"‘arcsxn axs +C.
No 2ak

Endi umumiyroq ko‘rinishdagi quyidagi integrallarni garaymiz:
., Ax+B , , Ax + B ,
K o B VAN [4=17, =
axX +0xX+cC blax +bx +C

Oldin /3 integralni hisoblash yoiini ko'rsatamiz:
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Ax+B ~(2ax+b)+(B-"-)

/3= Jx :Jza ----------------- 2a_cb|:
ax +bx+c ax2+bx +c
= Ay Exrhdx s i ck
2a ax +bx+c 2a 'sSC +6x+c 2a <g +fo+c 2a

A jd(ax +bx+c)+
2a ax2+bx+c
- Bu yerda I\ yuqorida ko‘rib o‘tilgan integraldir va uni

hisoblashni bilamiz.
Misol sifatida ushbu integralni qaraymiz:
3

L 3%l g fo@X )5y 3fRyMIE o o

3rd{x -4x+8) &
2 X2-4x+8 (x- 2)z+22

(B - )e/1=— In\x +bx+C\+(B----A-')-/).
2a 2a 2a

=Elnjx2- 4x+8/+- arctg— +C

/4 integral ham shu kabi hisoblanadi:
Ax+B
-dx

nfax2 +ix + ¢ 2a -Jax2 +bx + 2a

= —sjax2+bx+c+(B—")"12.
a 2a

Bu yerdagi /2 integralni hisoblash usuli yugorida ko‘rsatilgan

edi.
/4ako‘rinishdagi integralni hisoblashga misol keltiramiz:
5X+3 [(2* +4)-7
+J  Fdx=\2-* —— dx=

X2 +4x + 10 1/(x+2)2+6
=50/x2 +4x +10-71nx + 2+ VXxi +4x+10 +C.

6.3. Aniq integral va uning xossalari

Aniq. integral tushunchasiga olib jkcluvchi masaialar. Bir
gator matematik, fizik, mexanik, sportga oid va igtisodiy masalalami
yechish uchun aniq integral tushunchasi juda katta ahamiyatga ega. Bu
tushunchani kiritishdan oldin unga olib keladigan ayrim masalalami
garaymiz.
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*Egri chizigli trapetsiya yuzasini hisoblash masalasi Turli
geometrik shakllaming yuzalarini topish masalasi matematikaning eng
gadimgi masalalaridan biri boiib hisoblanadi. Qadimgi Vavilon va
Misrda ko ‘pburchaklaming yuzalarini hisoblay olganlar. Buyuk yunon
olimi Arximed (miloddan oldingi 287-212 y.) parabola segmentining
yuzasini hisoblashni bilgan. 0 ‘rta osiyolik yurtdoshlarimiz Beruniy va
Al-Xorazmiy doira va doiraviy sektor yuzalarini topa olganlar. Ammo
bu geometrik shaklaming yuzalari o‘ziga xos usullarda aniglangan
boiib, ixtiyoriy geometrik shaklning yuzasini hisoblashga imkon
beradigan umumiy usul maium emas edi. Differensial va integral
hisob yaratilgach, bu masala geometrik shakllarning nisbatan keng
sinfi uchun oz yechimini topdi.

Ta’rif: Berilgan y=f(x) uzluksiz funksiya grafigi, x=a va x=I
vertikal to‘g‘ri chiziglar hamda OX o‘gi bilan chegaralangan
geometrik shakl egri chizigli trapetsiya deb ataladi.

Quyidagi  33-rasmda ko‘rsatiigan aABb egri chizigli
trapetsiyaning S yuzasini topish masalasini garaymiz.

33-rasm

Buning uchun dastlab aABb egri chizigli trapetsiyaning asosini
ifodalovchi [a,b] kesmani jti<oc<...<Xi<...<x”i boigan ixtiyoriy w1
ta nugta yordamida boiaklarga ajratamiz. Bu nuqtalarga a=xava b-xn
nuqtalami birlashtirsak, [a,b] kesma ular orgali

§Q.*11, [X1,X2], - [Xi.bXi], ...., [xmi, xn]
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n ta kichik kesmachalarga bo“linadi.

So‘ngra X , /=12, n- 1 boiinish nuqgtalaridan OY o‘giga
parallel to‘g‘ri chiziglar o‘tkazib berilgan aABb egri chizigli
trapetsiyani n ta Kkichik egri chizigli trapetsiyalarga ajratamiz.
Ravshanki, aABb egri chizigli trapetsiyaning S yuzasi n ta kichik egri
chizigli trapetsiyalaming yuzalari yig‘indisiga teng boiadi60. Shu
sababli, agar asosi [xu, x,] (/=1,2,3,..., n) boigan egri chizigli kichik
trapetsiyalaming yuzalarini AS, kabi belgilansa, quyidagi tenglik
o‘rinli boiadi:

S=ASI +AS2+--- + AS| +-- +AS"=|E/|AS’ (1)

Bu yerda ASj (/'=1,2, ..., n) ham egri chizigli trapetsiyalaming
yuzalari boigani uchun ularning aniq giymatlarini topa olmaymiz. Bu
yuzalaming taqribiy giymatini aniglash uchun P4_b *i] (*=1,2, ..., n)
kesmalaming har biridan ixtiyoriy ravishda £, nuqtalami tanlab
olamiz. Tanlangan * nuqtalarda AB egri chizigni ifodalovchi y=Xx)>0
funksiyaning fifei) giymatlarini hisoblaymiz. Endi har bir AS, (/=1,2,
..., N) yuzalami asoslari AX~x—x"i va balandliklari /1,=";)>0 boigan
to‘g‘ri  to‘rtburchaklaming yuzalari bilan almashtirib, quyidagi
taqribiy tengliklarga ega boiamiz:

AS, *X ) 4*b .oy ASMMA&X,, ..., 0S,.*
AYa)b*r-

Bu taqgribiy tengliklami (1) yigindiga go‘yib berilgan aABb egri
chizigli trapetsiyaning izlanayotgan S yuzasi uchun ushbu taqgribiy
tenglikka ega boiamiz:

S»if(1)Ax,.(2

(2) tagribiy tenglikning geometrik ma’nosi shundan iboratki, biz
hozircha hisoblay olmaydigan egri chizigli trapetsiyaning S yuzasi
to‘g‘ri to‘rtburchak'ardan hosil gilingan pog‘onasimon shakl yuzasi
bilan almashtirildi. Bunda boiaklar soni n ganchalik katta gilib olinsa,
pog‘onasimon shaklning yuzasi egri chizigli trapetsiyaning S yuzasini
shunchalik darajada anigroq ifodalaydi. Bu mulohazadan izlanayotgan
S yuzaning aniq giymati

6 Sultonov J.S. Oliy matematika (Integrallar). Uslubiy go’llanma. - Samargand, 2009. - B. 83.
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5= lim £f({,)Ax, (3)

limit bilan aniglanishi mumkinligini ko‘ramiz.

. 0 zgaruvchi kuch bajargan ishni hisoblash masala
Y o‘nalishi va kattaligi o‘zgarmas bo‘lgan kuch ta’sirida moddiy nuqta
L to‘g‘ri chizig bo‘ylab harakat gilayotgan bo‘lsin. Bunda kuch
yo‘nalishi bilan moddiy nuqgtaning harakat yo'nalishi bir xil deb
olamiz. Agar bu shartlarda kattaligi /b o ‘lgan kuch ta’sirida moddiy
nuqta L to‘g‘ri chizig bo‘ylab a nugtadan b nuqtaga ko‘chirilsa, ya’ni
b-a masofaga siljigan bo‘lsa, unda bajarilgan ish A=f(b-a) formula
bilan aniglanishi bizga maktab fizika kursidan ma’lum.

Endi yuqoridagi shartlardan kuch Kkattaligi o'zgarmas degan
shartdan voz kechib, u harakatning har bir x nugtasida biror uzluksiz
J{x) funksiya bo‘yicha o‘zgarib boradigan umumiyroq holni garaymiz.
Bu holda kuch moddiy nuqgtani [aZ¥] kesma bo‘yicha
harakatlantirganda bajarilgan A ishni hisoblash masalasi paydo
bo‘ladi. Bu masalani yechish uchun moddiy nugtani bosib o‘tgan
yo‘lini ifodalovchi \a,b] kesmani oldingi masaladagi singari n ta
bo‘laklarga ajratib, har bir [x_b X] (/=1,2, ..., n) kichik kesmada
o0‘zgaruvchi kuchning bajargan ishini AA, deb belgilaymiz. Bu holda
[a, b] kesmada bajarilgan umumiy A ish giymatini

A=AA + AA2h— +AA, = ~AAL (4)

yig‘indi ko‘rinishida ifodalash mumkin. Bu yerda ham AA,
ishning anig qiymatini hisoblay olmaymiz. Ulaming tagribiy
giymatlarini hisoblash uchun [jabli x,] kesmachalaming har biridan
ixtiyoriy §j nugtani tanlab olamiz va unda kuchning giymatini
hisoblaymiz. Uzunligi Axj=x,-x,_| boigan bu kichik kesmada kuch
kattaligi o'zgamias va _[I") deb hisoblab, ushbu tagribiy tengliklami
yoza olamiz:
AN O AX,, AA2*NorY AX2, ..., AA, AX,, ..., AA, «
w A*,
: Bulami (4) yig‘indiga qo‘yib, izlanayptgan. A ishning taqribiy
giymatini topamiz:

N»£1(£,) Ax,.(5)



Bu yerda ham [x,, x] bo‘laklar soni n oshib borgan sari (5)
tagribiy tenglik xatoligi tobora kamayib boradi, deb kutish mumkin.
Shu sababli A ishning aniq giymati

A- imifH).Ax (6)

limit orgali ifodalanadi.

Mahsulot hajmini topish masalasi Agar ish kuni davomida
inehnat unumdorligi 0‘zgarmas, ya’ni ixtiyoriy t vagtda uning kattaligi
/ bo‘lsa, unda (T],T2 vaqt oralig‘ida ishlab chigarilgan mahsulot
hajmi V--/(T2Tj) formula bilan hisoblanadi. Masalan, sozlangan
avtomatik qurilma uchun bu holni o ‘rinli deb olish mumkin.

Ammo ishchining mehnat unumdorligi to‘g‘risida bunday deb
boMmaydi. Masalan, ish kunining boshlang‘ich davrida (ishga
ko‘nikish) uning mehnat unumdorligi ma’lum bir vaqtgacha o‘sib
boradi. So‘ngra, ishga kirishib ketgandan keyin, ma’lum bir vaqt
oralig'ida bir xil unumdorlik bilan mahsulot ishlab chigaradi. Ish kuni
oxiriga yaqinlashgan sari, charchash tufayli, mehnat unumdorligi
pasayib boradi. Shunday gilib mehnat unumdorligi o‘zgaruvchan va t
vaqtga bog‘liq ravishda biror uzluksiz fit) funksiya orqgali aniglangan
bo‘ladi. Bu holda (Ti,T2 vaqt oralig‘ida ishlab chigarilgan mahsulot
hajmi VV uchun yuqoridagi formula o'rinli bo‘Imasligi ravshandir va
uni topish masalasi paydo bo‘ladi. Bu masala ham oldingi
masalalardagi mulohazalar asosida quyidagicha yechiladi. (TbT2) vaqt
oralig‘ini ixtiyoriy ravishda tanlangan

T,=/k h<tXx - /<o mmi< "M=T2

nugtalar bilan n ta (*b ® (/=1,2,3, , n) vaqt oraligchalariga
bo'laklaymiz. Bu vaqt oraligchalarida ishlab chigarilgan mahsulot
hajmini AV; (/=1,2,3,  n) deb belgilasak, unda butun vaqt oralig‘ida
ishlab chigarilgan mahsulot hajmi

f=af, +af2+-+ay,=£uw, (7)

yig‘indi kabi ifodalanadi. Bu yig'indidagi qo‘shiluvchilaming
tagribiy giymatlarini topish magsadida (4 b t,) (/'=1,2,3, —, n) vaqt
oraligchalaridan ixtiyoriy bir 4i vagtni tanlab olamiz va unda fifej)
mehnat unumdorligini aniglaymiz. Kichkina (/,_], ti) oraligda uzluksiz
fit) funksiya o‘z giymatini unchalik ko‘p o‘zgartira olmaydi va shu
sababli bu yerda mehnat unumdorligini o°‘zgarmas va uning giymati
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j) deb olishimiz mumkin. Shu sababli f;,=/—j ; vaqt ichida ishlab
chigarilgan mahsulot hajmi uchun
AVi~Nei)-Atj, i=1,2,3, -, n,

tagribiy tengliklami yozish mumkin. Bu taqgribiy tengliklami (7)

yig‘indiga gqo‘yib,
©)

tagribiy natijaga ega boiamiz. Bu holda mahsulot hajmining

aniq giymati
V=HmtfdwW, (9)
XS

limit orgali topiladi6l

Yuqoridagi geometrik, fizik va igtisodiy mazmunli uchta turli
masala bir xil matematik usulda 0‘z yechimini topib, (3), (6) va (9)
ko‘rinishdagi bir xil limit orgali ifodalandi. Shu sababli bu usul va
limitni umumiy holda garash ma’noga egadir.

Aniq integralning ta’rifi va mavjudlik sharti. Berilgan y-fipt)
funksiya [a, b] kesmada aniglangan boisin. Bu kesmani ixtiyoriy

0=Xo<Xi<X2<...<Xj< ... Jhi<xreb
boiinish nugtalari yordamida n ta
[Xb,*1, [X1,X2], (G.,Jd) ..., [xnb xn]

kichik kesmachalarga ajratamiz. Hosil bo‘lgan har bir [xj_i, X
(/=1, 2, 3, ..., ri) kichik kesmachalardan ixtiyoriy bir ~ nuqgtani
tanlaymiz. Tanlangan ~ nuqtalarda berilgan/ (x) funksiyaning fifei)
(r-1,2,3,...,n) giymatlarini va [X_i, *i] kesmachalaming Xj-X_i=AX]
(r=1, 2, 3, ..., ri) uzunliklarini hisoblaymiz. Bu giymatlaridan
foydalanib, ushbu yig‘indini tuzamiz:

s,,(f):/ilm)Ax, (io)

Ta’rif: (10) tenglik bilan aniglanadigan S,,(f) yig‘indi y=ftx)
funksiya uchun [a,b] kesma bo‘yicha integralyig ‘irtdi deb ataladié6 .

S, (/) integral yig‘indi ta’rifidan ko‘rinadiki uning giymati [x,_b
xj] kichik kesmachalar uzunligi Axi, ulaming soni n va tanlangan
nugtalarga bogiiq boiadi. A, = E%Ax, belgilash kiritamiz.

6L Rasuiov N.P., Safarov 1.1f Muxitdinov R.T. Oliy matematika. (Iqtisodchi va muliandis-texnologlar uchun).
Darslik. - T., 2012. - B. 349.
& Sultonov J.S. Oliy matematika (Integrallar). Uslubiy go’llanma. - Samargand, 2009. -B . 95.
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Ta’rif: Agar S,,(f) integral yig‘indilar ketma-ketligi n—00 va
An—0 bo‘lganda x, bo‘linish nuqgtalari hamda [xbb *i] kichik
kesmachalardan olinadigan " nugtalarning tanlanishiga bogiiq
bo‘Imagan biror chekli S(f) limitga ega bo‘lsa, bu limit giymati S(f)
berilgan/(x) funksiyadan [a,b] kesma bo‘yicha olingan aniq integral
deyiladi3.

Berilgan fix) funksiyadan [a,b] kesma bo'yicha olingan aniq

b
integral \f(x)dx kabi belgilanadi va ta’rifga asosan, quyidagicha
a

aniglanadi:
?f(x)dx:S(f):nl_Lr(r;D /71% El(E)AX,. (11)
a N0 0,70
Bu yerda a - aniq integralning quyi ehegarasi, b - yuqori
chegarasi, [a, b] -integrallash kesmasi, x - integrallash

o ‘tgaruvchisi, fix) - integral ostidagi funksiya, fix)dx - integral
ostidagi ifoda deyiladi.
Ta’rif: Agarfix) funksiyadan [a,b] kesma bo‘yicha olingan aniq

b
integral  Jf(x)dx mavjud bo‘lsa, unda fix) bu kesmada
a

integrallanuvchifunksiya deb ataladi.

Izoh: Aniq integralning yuqgorida keltirilgan ta’rifi nemisiyalik
buyuk matematik Riman (1826-1866 y.) tomonidan taklif etilgan va
shu sababli Riman integrali deb yuritiladi. Bundan tashgari, aniq
integralning Koshi, mashhur farang matematigi Lebeg (1875-1941) va
niderlandiyalik matematik Stiltes (1856-1894) tomonlaridan Kiritilgan
ta’riflari ham mavjud va keng gollaniladi.

Oldin ko‘rilgan masalalarga gaytsak, (3) va (11) tengliklarga
asosan egri chizigli trapetsiyaning yuzasi

S =\f(x)dx,
a

(6) va (11) tengliklarga asosan o‘zgaruvchi kuch bajargan ish

A =\f(x)dx,

6 Rajabov F., Masharipova S., Madrahimov R. Oliy matematika. O’quv go’ilanma. - T.. Turon-Igbol, 2007. -
B. 225.
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(9) va (11) tengliklarga asosan, ishlab chigarilgan mahsulot

hajmi
Yy
a

aniq integrallar orgali ifodalanishi kelib chigadi. Bu tengliklami
aniq integralning geometrik, mexanik va igtisodiy ma’nolari deb
olishimiz mumkin.

Aniq integral ta’rifidan ko‘rinadiki, berilgan j[x) funksiya [a,b\
kesmada integrallanuvchi bo‘lishi uchun ancha og‘ir shartlami
ganoatlantirishi kerak. Hagigatan ham, garalayotgan [a,b\ kesmani
bo‘linish nugtalari x, (f=1,2,— n) va [x_, x] kesmalardan
tanlanadigan  nugtalar ganday bo‘Imasin aniqg integralni ifodalovchi
(12) limit giymati S(f) bir xil bo‘lishi kerak. Bu esa har ganday
funksiya uchun bajarilavermaydi. Masalan, [0,1] kesmada aniglangan
D(x) Dirixle funksiyasi uchun integral yig‘indini garaymiz. Agar [X_b
] kesmachalardan olinadigan » nugtalar ratsional sonlami ifodalasa,
unda D("j)~1 va integral yig'indi

S.(D)= >, A% =[] +Ax = £ax, =1- 0=1;

agar nugtalar irratsional sonlami ifodalasa, unda D(*,)=0 va

integral yig‘indi
S, (D)=1"()Ax, = E0O-Ax(=0
i= A

bo‘ladi. Bu yerdan ko‘rinadiki, n—m bo‘lganda SHf) integral
yig‘indi limitining giymati £j nugtalarning tanlanishiga bog'lig.
Bundan esa D(x) funksiya [0,1] kesmada integrallanuvchi emasligi
kelib chigadi.

b
Shu sababli (11) limitni, ya’ni jf(x)dx integralni gaysi shartda

mavjud bo‘lishini aniglashimiz kerak. Bu savolga javob isbotsiz
beriladigan ushbu teoremalarda keltiriladi.
Aniq integralning xossalari. Avvalo, yuqorida ko'rib o‘tilgan
aniq integral ta’rifiga ikkita go'shimcha kiritamiz.
Agar aniq integralda quyi a va yuqori b chegaralar (a<
0‘mi almashsa, unda

\f{x)dx =-\f(x)dx (12)
a b
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tenglik o‘rinli deb gabul etamiz. Bunday garomi quyidagicha
tushuntirish mumkin. (12) tenglikning chap tomonidagi integralda x
integrallash o‘zgaruvchisi OX o'qdax=a nugtadan x=b nuqtaga garab
o'sadi va shu sababli Axj=xj-xj_]>0 bo'ladi. O'ng tomondagi
integralda esa aksincha bo‘lib, x integrallash o°‘zgaruvchisi x=b
nugtadan x=a nugtaga garab kamayib boradi va unda 5jtj= jc=-
M<0 bo'ladi. Demak, (12) tenglikdagi integrallar uchun ulaming
integral yig'indilari fagat ishoralari bilan farq giladi. Bu yerdan, limit
xossasiga asosan, (12) tenglikni gabul etish mumkinligini ko'ramiz.

(12) tenglikdan

If(x)dx =0 (13)

deb qgabul qgilishimiz mumkinligi kelib chigadi. Hagigatan ham,
bu holda

If (x)dx =-j/ (x)dx =>.2\ f (x)dx = 0 => {f(x)dx = 0.
a a a a

Izoh: Aniq integral ta’rifini ifodalovchi (11) tenglikdan
ko'rinadiki, uning giymati biror sondan iborat bo'ladi. Bu son fagat
integral ostidagi 1x) funksiya va [a,b] integrallash kesmasiga bog'lig
bo'lib, integrallash o'zgaruvchisiga bog'lig emas. Shu sababli aniqg
integralda integrallash o'zgaruvchisini har xil belgilash mumkin, ya’ni

\f(x)dx -\f(t)dt = \f{s)ds =—

| Xo0ssa: Amq mtegralda ozgarmas ko'paytuvchini integr
belgisidan tashgariga chigarish mumkin, ya’ni kK o'’zgarmas son boisa,
unda

b b
jty{x)dx-k~f(x)dx (14)

tenglik o'rinli bo'ladi.

M xossa: Ikki yoki undan ortiq funksiyalar algebraik
yig'indisining aniq integrali qgo'shiluvchilar aniq integrallarining
algebraik yig'indisigateng boiadi, ya’ni

It/i(*)£/2W £ eom:fm =\A(X)dx £\ f2(x)dx £ — = \ f m(x)dx
a a a a
(15)

tenglik o'rinli boiadi. Bunda tenglikning o'ng tomonidagi aniq

integrallar mavjud deb hisoblanadi.
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LLI xossa: Agar [a, b] kesmadafix)>0 va integrallanuvchi bo‘lsa,
unda uning aniq integrali uchun

Yf(x)dx>0 (16)

tengsizlik o‘rinli boiadi.

IV xossa: Agar [a, b] kesmada fix) va g(x) funksiyalar
integrallanuvchi hamda fix)< g(x) boisa, unda ulaming aniq
integrallari uchun

\f(x)dx<\g(x)dx (17)

tengsizlik o‘rinli boiadi.

V xossa: Agar a<c<b va fix) funksiya [a,c], [c,b\ kesmalarda
integrallanuvchi boisa, unda u [a,b] kesmada ham integrallanuvchi va

jE(x)dx = | fix)dx +j f(x)dx (18)

tenglik o‘rinli boiadi.

Isbot: Bu xossani gat’iy matematik isbotini keltirmasdan, uni
integralning geometrik mazmuniga asoslangan (34-rasm) talginini
keltirish bilan chegaralanamiz.

(18) tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integral y=fix)
funksiya grafigi orgali hosil gilingan aACc egri chizigli trapetsiyaning
Si yuzasini, ikkinchi integral cCBb egri chizigli trapetsiyaning S2
yuzasini ifodalaydi. (18) tenglikning chap tomondagi integral esa
y=fix) funksiya grafigi orgali hosil qgilingan aABb egri chizigli
trapetsiyaning S yuzasini ifodalaydi. Bu yerda S=Si+S2 tenglik o‘rinli
va uni integrallar orgali ifodalab, (18) tenglikni hosil etamiz.
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Izoh: 1M xossani ifodalovchi (18) tenglik c<a va ¢>b holda ham
o‘rinli bo‘ladi. Masalan, Ob holda a<b<c bo‘lgani uchun (18) tenglik
yuqoridagi mulohazalar va (12) tenglikka asosan quyidagicha keltirib
chiqariladi:

1F(x)dx = \f(x)dx + \F{x)dx => JF(x)dx = JF{x)dx - jF(x)dx =>
b

a a b a a
= Jf(x)dx —]f(x)dx +]f(x)dx

V1 xossa: Har qanday [a,b\ kesmada 0°‘zgarmas [1x)=1 funksiya
integrallanuvchi va

\f(x)dx =\dx =b-a (19)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Izoh: Integralning geometrik ma’nosiga ko'ra (19) tenglikdagi
aniq integral asosi [a,b] kesmadan iborat va balandligi/x)=I bo‘lgan
to‘g‘ri to‘rtburchak yuzasini ifodalaydi va bu yuza S=\-{b ar= b-a
ekanligidan ham (19) tenglikka ishonch hosil etish mumkin.

VIl xossa: Agar [ab] kesmada (a<b) integrallanuvchi y=J{x)
funksiyaning shu kesmadagi eng kichik va eng katta giymatlari mos
ravishda mva A'bo‘lsa, unda aniq integral uchun

m(b - a) <|f{x)dx <M(b - a) (20)
a

go‘sh tengsizlik o ‘rinli boMadi.

Isbot: Shartga asosan [a,b] kesmada m<f(x)<M bo'lgani uchun
IV xossa va (19) tenglikdan hamda | xossadan foydalanib,
guyidagilami olamiz:

b b b b b b
Imdx < 3/ {x)dx < |[Mdx =>mjdx < \f(x)dx <M\dx=>
a a a a a a

= > |/ (X)dx <M]Jdx=$ m(b-a)< \f (cx<M(b- &) m

a
Bu xossaning geometrik ma’nosi shundan iboratki (35-rasm),
[a,b] kesmada y=fix) funksiya grafigi orgali hosil gilingan aABb egri
chizigli trapetsiyaning yuzasi asoslari b-a, balandliklari esa mos
ravishda mvaM bo‘lgan aA\B\b va aA2Bd to‘g‘ri to'rtburchaklar
yuzalari orasidajoylashgan bo‘ladi.
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VI xossa: Agar |[Ox)| funksiya [a,b] kesmada integrallanuve
boisa, unda J[x) funksiya ham bu kesmada integrallanuvchi va
quyidagi tengsizlik o'rinli boiadi:

\F(x)dx <\F(x)\dx (21)

IX xossa (0 ‘rta giymat haqidagi teorema): Agaric) funksi
\a,b] kesmada uzluksiz boisa, bu kesmada shunday £ nugta mavjudki,
unda

Jf{x)dx=Ne {b-a) (22)
tenglik o'rinli boiadi.
Ta rif: (22) tenglik orgali aniglanadigan

No :-7_;;1-\I'I x)bl

soni/(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi o ‘rta giymati deb ataladi.

6.4. Aniq integrallarni hisoblash usullari

Aniq integralni ta’rif bo‘yicha hisoblash. Biz aniq integral
ta’rifi va asosiy xossalarini o'rgangan bo'lsak ham, ammo hozircha
fagat bittajtX)=I o'zgarmas funksiyadan [a,b\ kesma bo'yicha olingan
aniq integral giymatini bilamiz, xolos. Bu yo'nalishda yana bir misol
sifatida/jc)=x funksiyadan [a,b] kesma bo'yicha olingan

b

I = jxdx
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aniq integralni uning ta’rifidan foydalanib hisoblaymiz. J(x)=x
funksiya [a,b] kesmada uzluksiz boigani uchun u integrallanuvchi,
ya’ni | anig integral mavjud. Unda, ta’rifga asosan, [a,b] kesmani
ixtiyoriy ravishda kichik [jd_i, X] kesmachalarga boiaklab va ulardan
istalgan 4i nugtalarni tanlab,

= =££(x;-4cm )
i=I i=I

integral yig'indini  hosil etib, uning f—wo, mMaxAjc,~+0
boigandagi limitini topsak, bu limit gqiymati doimo bir xil boiadi va J
integral giymatini ifodalaydi. Shu sababli biz [a,b] kesmani o°‘zaro
teng boigan n boiakka ajratamiz. Bu holda hosil boigan har bir [xm,
;dl kesmachaning uzunligi bir xil va Ax=h=(b-a)/n, ulaming
chegaralari esa x,=a+ih, i=0,1,2, — 51-1, n kabi aniglanadi. Har bir [x;_
I, ] kesmachalardan ~ nugta sifatida uning chap chegarasini, ya’ni
N=X_i (i=1,2,— n) deb olamiz. Bu holda integral yigindi quyidagi

ko‘rinishda b0|ad|

Sn(f)=£4iAxi=hiti=hi[a +(i-\)h\=h[£a+hE(i-])) =

= = = n @A
= H[na+ hn—(-q---l-)]l— (z>-a)fa + 'b“'?‘“}lé'l:]

Bu yerdan, aniq integral ta’rifi va limit xossalariga asosan,

1= limS.,()= \im(b-a)[a + 22 H= - affa+ 2 /g
= F'b_a)[a\r+ _£~ i3|]r; (/(b_e)é_l_b T g_byz -_a 2
natijani olamiz. Demak,
Tdx = 22 -9-3 10
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Bu natijaga aniq integralning geometrik ma’nosidan foydalanib
ham kelish mumkin. Hagigatan ham, (1) aniq integral y=x, x=a, x=b
vaj=0 chiziglar bilan chegaralangan aABb trapetsiya (36-rasm) yuzini
ifodalaydi. Chizmadan ko ‘rinadiki, bu trapetsiyaning balandligi H=b-
a, asoslari esa a va b. Shu sababli

= feax = samn =2+ 0 —8F0y 5y _b2-al

Nyuton-Leybnits formulasi. Oldingi natijalardan ko ‘rinadiki,
aniq integralni uning ta’rifi, ya’ni integral yig‘indining limiti orqali
topish masalasi hatto oddiy y-x funksiya misolida ancha giyinchilik
bilan yechiladi. Shu sababli anig integralni hisoblashning qulayroq,
osonrog usulini topish masalasi paydo bo‘ladi. Bu masala integral
hisobning asosiy formulasi bo‘Imish Nyuton-Leybnits formulasi orgali
0‘z yechimini topadi. y=J[x) biror [a,b] kesmada uzluksiz funksiya
bo‘lsin. Unda y=f[x) bu [a,b] kesmada integrallanuvchi funksiya
bo‘ladi. Bu yerdan ixtiyoriy xe[a,b] uchun

o(x) =Y ()N (2)
a

aniq integral mavjud ekanligi kelib chigadi. Bunda quyi chegara
a 0‘zgarmas, yugori chegara x esa 0 °‘zgaruvchi deb garalsa, unda (2)
tenglik [a,b] kesmada aniglangan biror F(x) funksiyani ifodalaydi va
yuqori chegarasi o‘zgaruvchi integral deb ataladi. Bu funksiya
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differensial va integral hisob orasidagi chuqur bog‘lanishni
ifodalovchi quyidagi muhim xususiyatga egat4

Teorema: Agar (1) tenglikda/x) uzluksiz funksiya bo‘lsa, unda
I'\x) funksiya differensiallanuvchi va

<0 (1/Ne )7=1(x) (3)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isbot: F(x) funksiya differensiallanuvchi ekanligini va uning
hosilasini ta’rif bo‘yicha topamiz. Buning uchun uning x argumentiga
Ax orttirma berib va aniq integralning oldin ko‘rib o‘tilgan V

xossasidan  foydalanib, AF(x) funksiya orttirmasini quyidagi
ko‘rinishda yozamiz:

AP (x) = D(x + AX) - d(x) = *j f(t)dt - )f{t)dt =

If(t)dt+ J “f(t)dt- jf(t)dt— Jf(t)dt

Bu tenglikni, an|q mtegralnlng oId|n ko rsatllgan 0‘rta giymati
hagidagi xossasiga asosan,

Ad(x) = X+fl?(t)dt = /(<?)(* + NIx- x) = [(<)AX, e [x, x + x]
X

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerdan, hosila ta’rifi va fix)
funksiya uzluksizligiga asosan,

<*>'(*)= lim lim lim /(f)-lim /<E)«/(*
®) J'I>I<—>0 AX ,Cl,:<-*0 b x ,El,!(-*o () Iféx ) ()

natijani, ya’ni isbotlanishi kerak bo‘lgan (3) tenglikni hosil
gilamiz. Bu natijani olishda i;e[x, x+Ax] bo‘lgani uchun Ax—0 holda
~->x bo'lishidan foydalanildi.

Izoh: Bu teoremadan (2) tenglik bilan aniglangan F(x) berilgan
uzluksiz fix) funksiya uchun boshlang‘ich funksiya bo‘lishi kelib
chigadi. Demak, har ganday uzluksiz funksiya uchun uning
boshlang‘ich funksiyasi mavjud va uni (2) formula orqgali topish
mumkin ekan.

Teorema: Agar F(x) uzluksiz fix) funksiyaning biror
bosh!ang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda

If(x)dx*F(xfa=F(b)-F(a) (4)

blSultonov J.S. Oliy matematika (Integrallar). Oslubiy go’llanma. - Samargand, 2009. R 102.



tenglik o‘rinlidir.

Isbot: F(x) uzluksiz fix) funksiyaning biror boshlang‘ich
funksiyasi bo‘lsin. Oldingi teoremaga asosan (2) tenglik bilan
aniglangan F(x) funksiya ham fix) funksiyaning boshlang‘ich
funksiyasi bo'ladi. Bizga ma’lumki, fix) funksiyaning har ganday
ikkita boshlang‘ich funksiyalari bir-biridan fagat biror C o‘zgarmas
qgo'shiluvchi bilan farq giladi, ya’ni

d(x) = F(x) + C=>)f(t)dt =F{x) + C .

Bu tenglikda x=a deb va j‘f(x)dx-o ekanligidan foydalanib,

C—F{a) ekanligini aniglaymiz. Bu natijani oldingi tenglikka go'yib,
ushbu formulaga kelamiz:

1f(t)dt = F(x)-F(a).
Oxirgi tenglikda x~b desak,
1f(t)dt = F(b)-F(a)

a

formulaga ega bo‘lamiz. Bu formulada t integrallash
o'zgaruvchisini x bilan almashtirib (anig integralda integrallash
0‘zgaruvchisini ixtiyoriy tarzda belgilash mumkinligini eslatib
0‘tamiz), isbotlanishi kerak bo‘lgan (4) formulani hosil gilamiz.

Izoh: (4) formulada F(x) sifatidafix) funksiyaning ixtiyoriy bir
boshlang‘ich funksiyasini olish mumkin. Bunga sabab shuki, fix)
funksiyaning ixtiyoriy ikkita F\(x) va FZx) boshlang‘ich funksiyalari
bir-biridan fagat biror C o‘zgarmas son bilan farglanadi va F\{b)~
FXa)=F2by-F2Xa) bo‘ladi.

Ta’rif: (4) tenglik anig integralni hisoblashning Nyuton-
Leybnitsformulasi deyiladi.

Anigmas va aniq integral tushunchalari bir-biriga bog'ligmas
ravishda Kkiritilgan edi. Anigmas integral fix) funksiyaning
boshlang‘ich funksiyalari sinfi singari, aniq integral esa fix)
funksiyaning [a,b] kesma bo‘yicha integral yig‘indilarining limiti
singari kiritijganligini eslatamiz. Ammo, bu ikkala tushuncha orasida
chambarchas bog‘lanish mavjudligi va ulaming ikkalasi ham
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“integraF deb atalishi bejiz emasligini ko‘rsatish uchun Nyuton-
Leybnits formulasini shartli ravishda quyidagicha yozamiz6b:

J00x =F(b) - F(@) =F()E =[F() +C£ =\Godx [* 5)

Demak, aniq integralni Nyuton-Leybnits formulasi bo'yicha
hisoblash uchun dastlab uning chegaralarini “unutlb”, uni anigmas
integral singari garaymiz va hisoblaymiz. So‘ngra chegaralar borligini
“eslab”, anigmas integralni hisoblangan ifodasiga x o'rniga yuqori
chegara b va quyi chegara a giymatlarini qo‘yamiz. Natijada hosil
bo‘lgan sonlar ayirmasini olib, berilgan aniq integral giymatini
topamiz. Bunda anigmas integral javobidagi ixtiyoriy C o‘zgarmas
sonni hisobga olmasak ham bo‘ladi.

Misol sifatida, fix)=xa (a£-1) darajali funksiyadan [a,b] kesma
bo‘yicha olingan aniq integralni (4) Nyuton-Leybnits formulasi
yordamida hisoblaymiz:

: [
jx“ox=
a+l a+l

Bevosita ta’rif bo‘yicha hisoblangan (1) natija bu yerdan a=I
bo*‘lganda kelib chigadi.

Shunday qilib, Nyuton-Leybnits formulasi orgali aniq integralni
hisoblash masalasi bizga tanish boigan anigmas integralni hisoblash
masalasiga keltiriladi. Bunga yana bir nechta misol keltiramiz:

b eb *°
{)4xdx=3—x2 J'Iﬁ; Jeddx=-e 4
a

€In X A
f-P--—dx =\\nxd\nx = In2x _|[1_2__e___|_[1_2_1__1‘n2e_1\
I x |
J? d in

X =2-1=1.
0VI+x2 20 VI+x2

Boiaklab integrallash usuli. u=u(x) va v=v(x) differensial-
lanuvchi funksiyalar boisin. Bu holda (tv)-u'v+iv' ekanligidan iv
funksiya u'v+iv' uchun boshlangich funksiya boiadi. Shu sababli
Nyuton-Leybnits formulasiga asosan,

(b ECTecTBEHHO-HayuHble OCHOBbI (IM3MUECKOW KynbTypbl U criopTa: y4yebHuK / nog pes. A.B.CamcoHOBOM,
P.B.Llannarosoii. - M.: CoeTckuii cnoprt, 2014. - C. 35.
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j[u’v + uv']dx = uvr*

tenglikni yozish mumkin. Bu yerdan, aniq integralning 11 xossasi
va u'dx-du, v'dx=dv ekanligidan foydalanib, ushbu natijalami olamiz:

b b b b £
}u'vdx + juv'dx = mvjo => | vdu + j udv = uv\a =>
a a a a

b b
judv=mvlo - }vdu (6)

Ta'rif: (6) tenglik anig integralni bofaklab integrallash
formulasi deb ataladi.

Bu yerdan ko'rinadiki, aniq integralni boMaklab integrallash
xuddi anigmas integralga o‘xshash usulda amalga oshiriladi. Buni
quyidagi misollarda ko ‘ramiz:

*72

u=x, dv = cosxdx o Z|12
|Oxcosxdx: du=d . = je*sinjcj* - jsin xdx-
u=dx, vV =sinx
A ViiT H .
—+ COSM. = -—-- 1=-
2 0 2 2
\In* n=1InX dv=
e S-r dx= X onixinar| -2\Jx — =
1 VX du=—, v=2n/x 1 ! X

X
=de- 4n/X1 =4e-de +4=4;

Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish usuli. Berilgan
uzluksiz y=J(x) funksiyadan [a,b] kesma bo'yicha olingan

Jf(x)dx

aniq integralni ba’zi hollarda biror x=<p(t) differensiallanuvchi
funksiya orgali “eski” x o ‘zgaruvchidan *“yangi” t o‘zgaruvchiga o ‘tish
usulida hisoblash mumkin boMadi. Bunda (pft) funksiya almashtirma
deb ataladi va unga quyidagi shartlar go'yiladi:

Lp(a)=a, P(3I=b;

2. (pit) va (p'(t) funksiyalar te[a, /?1kesmada uzluksiz;

3/ [(KO] murakkab funksiya [a, f\ kesmada aniglangan va
uzluksiz.

Bu shartlarda ushbu formula o ‘rinli bo‘ladi:
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\F(x)dx = \f[(p(tj)p\t)dt (7)

Isbot: Fix) berilgan integral ostidagi fix) funksiyaning birorta
boshlangich funksiyasi boisin. Unda Nyuton-Leybnits formulasiga
asosan,

bf(x)dx = F{x)\a=F (b)-F(a)

tenglikni yozish mumkin. Bu yerdan, integralni invariantlik
xossasi va yuqoridagi 1-3 shartlardan foydalanib, ushbu natijaga
kelamiz:

UmW (t)dt =]f[<p{t)]d(p(t) = F[4>(t)ii = FMP)\ - Fcp(a)\ = F(b) - F(a)

Oldingi va bu tenglikning o‘ng tomonlarini taqgoslab, (7)
formula o'rinli ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
Ta'rif: (7) tenglik aniq integralda o zgaruvchilarni almashtirish
formulasi deb ataladi.
Ushbu aniq integrallarni o'zgaruvchilami almashtirish formulasi
yordamida hisoblaymiz.
aHLt,  x=t2- Lox=2tr  1(2-1) %t

a=\OF[=]l B=/3H=2 | ¢
2
=of(t2 - )dt=2(~~-t) =2(2+2)/1=22
21;(t2 ldt 2(3 t) (3+3) =22

* =sinf, dx =costdt, |-x 2=cos21

A In/l —x2dx = 7
a =arcsin0=0, P =arcsinl=—

T

12 in2
—Jcos tdt = — (1+ cos2t)dt = —{/ + sin 2/
0 20 2

Aniq integrallarni tagribiy hisoblash. Yuqorida ko‘rib o‘tilgan
b

usullarda /=\f(x)dx aniq integral giymatini hisoblash masalasi
a

integral ostidagi fix) funksiyaning biror F(x) boshlangich funksiyani
topish va uning giymatlarini hisoblash masalasiga keltiriladi. Ammo
ayrim aniq integrallar uchun bu usullami qoilashda quyidagi
muammolar paydo boiishi mumkin:

1) F(x) boshlangich funksiyani topish murakkab;
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2) F(x) boshlang‘ich funksiya murakkab ko‘rinishda bo‘lib,
uning F(a) va F{a) giymatlarini hisoblash giyinchilik tug‘diradi;

3) F(x) boshlang‘ich funksiya elementar funksiyalarda
ifodalanmaydi;

4) integral ostidagi/x) funksiyajadval ko‘rinishida berilgan.

Bunday hollarda aniq integralning giymatini taqribiy hisoblash
masalasi paydo bo‘ladi. Bu masalani yechish uchun matematikada
turli formulalar topilgan bo‘lib, ular umumiy holda kvadratur
formulalar deb ataladi. Shu formulalardan eng soddalaridan ikkitasini
gisqacha ko‘rib o ‘tamiz.

l. Tog ri to(rtburchaklar formulasi Bu formulani keltir
chigarish uchun dastlab [a,b] kesmani uzunligi bir xil va Ax~(b~a)/n
bo‘lgan n ta [x,,b *i] kesmachalarga (/-1, 2,  ni) ajratamiz. Bunda x,
bo‘linish nugtalari

X =a+iAx=a+ - i, 1=0,1,2,+°mn (8)

formula bilan topiladi.

So'ngra integral ostidagi fix) funksiyaning X, bo‘linish
nuqtalaridagi/x/) (/=1,2, s «) giymatlarini hisoblaymiz. Bu giymatlar
va [x_i, Xj kesmachalar uzunligi Axbo‘yicha

Sr {frfix\)kx+j{x2Ax +J[xAx+ - +Fx NAX

integral yig‘indini hosil gilamiz. Ta’rifga asosan, | aniq integral
Sr(f) integral yig‘indilar ketma - ketligining n—m bo‘lgandagi
limitiga teng. Shu sababli, n katta son bo‘lganda, J ~ S,,(f) deb olish
mumkin. Natijada ushbu tagribiy formulaga ega bo‘lamiz:

!if(x)dx*Ax{/(*,)+f(x2)+f{x3)+4+f(x,,)]= - (E_il(jc,). 9

Agar [ab\ kesmada [Ox)>0 deb olsak, unda (9) taqgribiy
tenglikning o0‘ng tomonidagi yig‘indi asoslari bir xil Ax uzunlikni [x,_b
Xj kesmachalardan, balandliklari esa hr Jixd (** 1,2, ", ri) bo‘lgan
to‘g‘ri to‘rtburchaklardan tuzilgan pog‘onasimon geometrik shaklning
(37-rasm) yuzini ifodalaydi. Chap tomondagi aniq integral giymati esa
aABD egri chizigli trapetsiya yuziga teng.

Ta'rif: Aniq integral uchun (9) tagribiy tenglik tofq‘ri
to rtburchaklarformulasi deyiladi.

To“gri to‘rtburchaklar formulasining xatoligi
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A<M{— — , M, = wax|/'(* 10
{ i Jre[o,u' (*)I (10)

formula bilan baholanadi66.

Misol sifatida to‘g ‘ri to‘rtburchaklar formulasi yordamida

/ =]|-- ---=arctgxj* = arctgl - arctg0=— (11)
ol +x 4

aniq integralning tagribiy giymatini topamiz. Buning uchun [0,1]
integrallash kesmasini »=10 teng bo‘lakka ajratamiz va hisoblashlar
natijalarini quyidagi jadval ko‘rinishida ifodalaymiz.

i i f(-r\ n L/(*,

i X—0.1i 140G2 ( L (%)
1 0.1 1.01 0.9901 0.9901
2 0.2 1.02 0.9615 1.9516
3 03 1.09 0.9174 2.8690
4 0.4 1.16 0.8621 3.7311
5 05 1.25 0.8000 45311
6 0.6 1.36 0.7353 5.2664

6 Suitonov J.S. Oliy matematika (Integrallar). Ushibiy qo'llanma. - Samargand, 2009. - B. 110.
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7 0.7 1.49 0.6711 5.9375
8 0.8 1.64 0.6098 6.5473
9 0.9 181 0.5525 7.0998
10 1.0 2.0 0.5000 7.5998

Bizning misolda Ax=(1-0)/10=0.1 bo‘lgani uchun (9) formulaga
asosan, ushbu natijani olamiz:
0.1-7.5998 =0.75998 .
ol +x
Bu taqribiy natijani xatoligini (10) formula bo'yicha baholaymiz.
Bizning misolda
2X 2X 2-1

1
1) =95 )= qayay (1+x2)2 (1+02)2

va shu sababli (10) formulada Mx 2 deb olish mumkin. Bu holda

A<2-(1-8)2(4-10)=1/20=0.05

bo‘lgani uchun (11) aniq integralning giymati

0.75998-0.05 < I < 0.75998+0.05 => 0.70998 < / < 0.80998
oraligda yotadi. Bu natijani (11) integralning aniq qiymati 7t/4~0.7854
bilan taqgoslab, yo‘l go‘yilgan absolyut xatolik AHO.0255 ekanligini
ko‘rishimiz mumkin. Shunday qilib, hatto unchalik katta bo‘lmagan
«=10 holda ham (9) to‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi ancha yaxshi
natija berdi.

M. Trapetsiyalar formulasi. Soddalik uchun bu formulani |
integral ostidagi funksiya [1x)>0 boigan holda garaymiz. Bu yerda
ham [a,b] integrallash kesmasini (8) nugtalar bilan bir xil Ox uzunlikli
n ta [xu, X] (f=1, 2, «) kesmachalarga boiaklaymiz. So'ngra
y=fix) funksiya grafigidagi JIm (xm,/x m)) va A,(x,, [x,)) nugtalami
to‘g‘ri chizig kesmasi (vatar) bilan tutashtirib, egri chizigli x™MA™
AAci trapetsiyani to‘g‘ri chizigli x~A™Apc, trapetsiya bilan (38-rasm)
almashtiramiz.
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38-rasm
Bu holda to‘g‘ri chizigli x*A™Apc, trapetsiyaning yuzi
<q=U3
egri chizigli xn\A™AAjx, trapetsiyaning yuziga tagriban teng deb

olish mumkin. Unda bu yuzalaming yig‘indisi aniq integralning
tagribiy giymatiga teng bo‘ladi, ya’ni

jimdx *tz£.[|Mi§SP).+/ ())+AOX2)+...+/(*,,_)] (12
a n

tagribiy formula o‘rinli bo'ladi.

Ta’rif: Aniq integral uchun (12) tagribiy tenglik trapetsiyalar
formulasi deyiladi.

Trapetsiyalar formulasining absolyut xatoligi

A< -M2 |, M2= max /'(*)|1(13)

12n2 *x\©

formula bilan baholanadi.

Misol sifatida (11) aniq integralning tagribiy giymatini «=10
bo‘lgan holda trapetsiyalar formulasi orgali hisoblaymiz. Oldingi
hisoblash natijalaridan foydalanib,

j-AL -« 01 +7.0998]= 0.78498
ol +x 2

tagribiy tenglikni hosil etamiz. Bunda hosil gilingan tagribiy

natijaning absolyut xatoligi
[=Tc/4-0,78498=0.7854-0.78498=0.0004

bo‘lib, to‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi absolyut xatoligiga
(unda A=0.0255 ekanligini eslatib o‘tamiz) qaraganda, ancha
kichikdir. Demak, trapetsiyalar formulasi to‘g‘ri to‘rtburchaklar formu-



lasiga nisbatan anigroq natija beradi. Buni ulaming xatoliklarini
ifodalovchi (10) va (13) formulalar orgali ham ko ‘rish mumkin.

Ko‘rib o‘tilgan to‘g‘ri to‘rtburchaklar va trapetsiyalar
formulalariga nisbatan aniq integralning tagribiy giymatini anigrog
hisoblashga imkon beradigan boshga kvadratur formulalar ham
mavjudligini ta’kidlab o‘tamiz. Masalan, ingliz matematigi Simpson
(1710-1761)  tomonidan  topilgan  parabolalar ~ formulasi,
Chebishevning kvadratur formulasi shular jumlasidandir.

6.5. Aniq integrallarning ayrim tatbiglari

Anig integral yordamida egri chizigli trapetsiyaning yuzasi,
o0‘zgaruvchi kuch bajargan ishni va mehnat unumdorligi 0‘zgamvchan
bo‘lgan holda ishlab chigarilgan mahsulot hajmini topish
mumkinligini oldin ko‘rib o‘tgan edik. Ammo aniq integralning
amaliy tatbiglari bu bilan chegaralanib qolmasdan, bulardan tashqari,
uning yordamida yana juda ko‘p masalalar 0‘z yechimini topadi. Bu
mavzuda ulardan ayrimlari bilan tanishamiz.

Tekislikdagi geometrik shakllarning yuzalarini hisoblash.
Bizga ma’lumki, y=[x)>0 funksiya grafigi, x=a va x=b vertikal to‘g‘ri
chiziglar hamda y=0Y, ya’ni OX koordinata o‘gi bilan chegaralangan
egri chizigli trapetsiyaning yuzasi aniq integral orgali

S=]f(x)dx (1)

formula bilan hisoblanadi. Bu formulani umumiyroq hollarda
garaymiz.

Agar [a,b] kesmada1x)<0 bo‘lsa, unda tegishli egri chizigl

trapetsiya OX o‘gidan pastda joylashgan va aniq integral giymati
manfiy son bo‘ladi. Shu sababli bu holda egri chizigli trapetsiya
yuzasi

S=-)f(x)dx=\f(x)dx (2)

formula orgali topiladi.



Masalan, jce[it/2,4] holda >"*cosx<0 va bimda hosil boiadigan
egri chizigli trapetsiya yuzasi
n

j COSXOX = q =
S
Agar [ab\ kesmada fix) ishorasi o‘zgaruvchan funksiya
bo‘lsa, unda tegishli egri chizigli trapetsiyaning bir gismi OX o'gidan
yugorida, bir gismi esa pastdajoylashgan boiadi (39-rasm).
Bu holda hosil boiadigan egri chizigli trapetsiyaning yuzasi (1)
va (2) formulalardan foydalanib, topiladi va ulami birlashtirib

S=Jly(c)|c& (3)
a

ko‘rinishda yozish mumkin.

Masalan, xe [0,4] holda y=cosx funksiya [0,4/2) sohada musbat,
(a/2,n] sohada esa manfiy giymatlar gabul etadi. Bunda hosil
boiadigan egri chizigli trapetsiya yuzasi

I§ ji2 K n2
S = jlcosx|c&c = Jcosx<2t+ j(-cosjc)cbc=sinx|0 -sinjgq /2=1-(-1) =2
0] 0] nl2

y=fix) vay=g(j) [A>)>g(jc)] egri chiziglar hamda x=a va x=
to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan geometrik shaklning (40-rasm) S
yuzasini hisoblash talab etiladi6/.

67 Tojiyev Sh.l. Oliy matematikadan masalalar yechish. Oliy o'quv yurtlari talabalari uchun darslik.
Toshkent: 0 ‘zbekiston, 2002. - B. 228.

221



40-rasm
Chizmadan va aniq integralning geometrik ma’nosidan
foydalanib, quyidagi tengliklami yoza olamiz:
« = =saAlBlb - S aAlBb = jf(x)dx - jg(x)dx =?[/(X) - *(*)]*.(4)
a a

a
Masalan, y:x2 vay=X, X-2 va x=4 chiziglar bilan chegaralangan
yassi geometrik shakl yuzasini (4) formuladan foydalanib
hisoblaymiz:

3 123.

Endi x=<p(t), y=y/(t) (/e[a,/?]) parametrik tenglama bile
berilgan chizigdan hosil gilingan egri chizigli trapetsiya yuzasini
hisoblash masalasini garaymiz. Unda (1) formuladagi aniq integralda
X 0°‘zgaruvchini t o‘zgaruvchi bilan almashtirib, quyidagi formulaga
ega bo‘lamiz:

s :1;(x2-x)dx:(’f_)-—l ) =(§-8)-(é-2)=?-6=

S = jf(x)dx =\ydx = \v(t)d<p(t) = }i//(t)<p\t)dt. (5)

a a

Misol sifatida yarim o‘glari a va b bo‘lgan ellipsning S yuzasini
topamiz. Bu ellipsning parametrik tenglamasi jc=acos/, y-bsmt
(/e[0,2n]) ekanligi bizga ma’lum. Ellipsning simmetrikligidan hamda
(5) formuladan foydalanib, uning yuzasi S uchun

a 0 0
S =4J3f(x)dx =4 jbsint(-asint)dt =-4ab Jsin2tdt =
0 rr/2 nil
0l .
~dab 3 10052 g ot smaf)  =mb
nt2 2 2 nt2
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formulaga ega bo‘lamiz. Bunda a=b=R desak, unda ellips
aylanaga o‘tadi va yuqoridagi formuladan doira yuzasi uchun bizga
tanish bo*lgan S=nR formula kelib chigadi.

Aniq integral yordamida jismlar hajmini hisoblash. Maktab
geometriyasidan biz fagat eng sodda jismlar bo‘lmish prizma,
piramida, konus, silindr va shar hajmlarini hisoblash formulalarini
bilamiz. Aniq integral yordamida bir gator murakkabroq jismlaming
hajmini hisoblash imkoniyatiga ega bo*lamiz.

m Jism hajmini uning ko‘ndalang kesimi yuzasi boyicha
hisoblash. Bizga biror J jism berilgan bo‘lib, uni OX o‘giga perpen-
dikular tekisliklar bilan kesganimizda hosil bo‘ladigan kesimlaming
yuzasi ma’lum va bu yuza biror uzluksiz S(x), xe[a,b], funksiya orgali
ifodalansin. Bu holda J jismning V hajmini topish masalasini
garaymiz. Buning uchun [a,b\ kesmani

a=X0 <X\<XX o —<xub

nugtalar bilan ixtiyoriy n bo‘lakka ajratamiz va bu nugtalar
orgali OX o‘giga perpendikular tekisliklar o‘tkazamiz. Bu tekisliklar
jismni Jj (/=1,2,—n) gatlamlarga ajratadi. Bu gatlamlarning hajmlarini
AVj (//1,2,—«) deb belgilasak, unda izlangan V hajmni
V=AV]+AV2+-"+AVnyig‘indi ko‘rinishida yozish mumkin. Yuqorida
ko‘rsatilgan x, bo‘linish nugtalari orgali hosil gilingan har bir [x~n]
kesmachalardan (/=1,2,—n) ixtiyoriy bir £ nugtalami tanlab olamiz.
Endi Jt (/=1,2,—5) qatlamlarning har birini balandligi Ax- =x,-X,_b
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asosining yuzasi esa S() boigan silindrik jismlar bilan
almashtiramiz. Bu holda AF, ~S(™)Ax, taqgribiy tenglik o‘rinli
ekanligini nazarga olsak, yugoridagi yigindidan

V=iAVi*£s({,)AxI =\,
=1 i=l

tagribiy natijaga ega boiamiz. Bu tagribiy tenglikda boiaklar
soni n ganchalik katta va ,U,,=Ir<n_as?]<Ax,qanchalik kichik boisa, F,
g

yigindi izlanayotgan V hajm giymatiga shunchalik yagin boiadi deb
olish mumkin. Shu sababli J jismning hajmi V yuqoridagi Vi,
yigindilar ketma-ketligining n—oo, A,—0 boigandagi limiti deb
olinadi. Unda V,, yigindi S(x) funksiya uchun [a,b] kesma bo'yicha
integral yigindi ekanligini hisobga olib va aniq integral ta’rifidan
foydalanib, berilgan J jismning V hajmini uning ko'ndalang kesimi
yuzasi S(x) bo'yicha hisoblash uchun quyidagi formulaga ega
bo'lamiz:

=i =i N =
V IAILrorg \, I/&Ln}tj( YJAXI =[B5(x)dx . (6)
n,-"0 A,->0
Misol sifatida asosining radiusi R, balandligi esa h boigan

doiraviy konusning (42-rasm) V hajmini (6) formula yordamida
topamiz.
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Bunda ko‘ndalang kesimlar doiralardan iborat bo‘lib, ularning
radiuslari r=Rx/h, jce[0,/i], funksiya bilan aniglanadi. Demak,
ko‘ndalang kesim yuzasi

S(X)=nrz=n(Rx/h f

funksiya bilan ifodalanadi. Unda bu konus hajmi uchun (8)

tenglikka asosan,

hnRX1 7IR2X3 ad2”3 nR2h 1c u
sfibe= IS o= -
os() on 3hz 3hl 3 3

formulaga, ya’ni bizga maktabdan tanish bo‘lgan natijaga
kelamiz.

* Aylanma jismlarining hajmini hisoblash. Endi y=J[x),
xe[a,b\, funksiya grafigi orgali hosil gilingan egri chizigli
trapetsiyaning OX koordinata o“qgi atrofida aylanishdan hosil bo‘lgan J
aylanmajismning (43-rasm) Vhajmini topish masalasini ko ‘ramiz.

Bunda aylanmajismning ko‘ndalang kesimlari doiralardan iborat
bo‘lib, ulaming yuzasi S(x)=7/2(jc) funksiya bilan ifodalanadi. Demak,

(6) formulaga asosan, aylanma jism hajmi V uchun ushbu formulaga
ega bo‘lamiz:

V=n\f 2{x)dx. (7)

43-rasm

Misol sifatida oldin ko‘rib o‘tilgan doiraviy konusning hajmini
yana bir marta hisoblaymiz. Bu konusni uning y=Rx/h tenglamali
yasovchisini OX koordinata o‘gi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan
aylanma jism deb garash mumkin va shu sababli (7) formulaga
asosan,
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0
natijaga, ya’ni oldin hosil gilingan formula o‘rinli ekanligiga
yana bir marta ishonch hosil etamiz.
Yana bir misol sifatida yarim o‘qglari a va b boigan ellipsni OX
o‘q atrofida aylantirishdan hosil boiadigan ellipsoidning hajmini

topamiz. Ellipsning kanonik tenglamasidan
2 2 . 2
+L :|:>j/2 :bzl(ll--xr)\,ﬂ 6rK a]n
b a

hz 3h2 3h2

X

a

ekanligini topamiz. Bu natijani (7) formulaga qo‘yib,
ellipsoidning Vhajmini hisoblaymiz:

2 3
V=nJf 2(x)dx=7i | y2dx=7dR J (1- §)dX =e2(x - —j) :?abz
—a —a —a & K'v] -a

Agar bunda a=b=R deb olsak, unda ellipsoid radiusi R boigan
sharga aylanadi va bu holda shaming halmi uchun yuqoridagi
natijadan bizga maktabdan tanish boigan V-4a9033 formula kelib
chigadi.

Aniq integralni mexanika masalalariga tatbiglari. Biz oldin
kattaligi o‘zgaruvchan va fix) funksiya bilan aniglanadigan kuch
moddiy nugtani [a,b] kesma bo‘yicha harakatlantirganda bajarilgan A
ish giymati aniq integral orgali

b
A=\1(x)dx

formula bilan hisoblanishini ko‘rsatgan edik. Ammo bu bilan
aniq integralni mexanika masalalarini yechishga tatbigi chegaralanib
golmaydi. Bunga misol sifatida bu yo‘nalishda yana ikkita masalani
ko‘rib o‘tamiz.

. Notekis harakatda bosib o‘tilgan masofani hisoblast
Maiumki, biror v o‘zgarmas tezlik bilan to‘g‘ri chizig bo‘ylab tekis
harakat gilayotgan moddiy nugtaning [a,b] vaqt oraligida bosib
0‘tgan s masofasi s=v(b-a) formula bilan hisoblanadi. Endi tezligi har
bir t vagtda o‘zgaruvchan va v=v(/) funksiya bilan aniglanadigan
notekis harakatda moddiy nugtaning \a,b] vaqt oraligida bosib
o‘tadigan s masofani hisoblash masalasini ko‘ramiz. Buning uchun
\a,b] vaqt oraligini a=tQtut2 ..., b nugtalar bilan ixtiyoriy n
boiakka ajratamiz. Har bir <bl, t\) vaqt oraligchalari uzunliklarini 4-
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kabi belgilaymiz va undan ixtiyoriy bir 7, nugtani tanlaymiz. Moddiy
nugtaning (4.1, tf) vaqt oraligchalarida bosib o‘tgan masofasini s, kabi
belgilab, bu vaqgtda uning v, tezligi tagriban o‘zgarmas va v,=v(7,) deb
olamiz. Bu holda s, » v, At, =v(7#)At, bo‘lib, bosib o‘tilgan s masofa
uchun

S o ”.Z:1V'A“=73:1 iy
tagribiy tenglikni hosil gilamiz. Bu masofaning aniq giymatini
topish magsadida bo‘lakchalar soni n ni cheksiz oshirib boramiz.

Bunda ,qn=m_as>;Ax,cheksiz kamayib boradi, deb hisoblaymiz.
is/sn

Natijada, aniqg integral ta’rifiga asosan,
n » b
5-n!|>r(% /EilfyAt’ - ‘}le{t)dt (10)
0,->0

formulaga ega bo‘lamiz.

Misol sifatida tezligi v(t)=t2+3t gonun bo'yicha o‘zgaradigan
notekis harakatda [3,8] vaqt oralig‘ida bosib o‘tilgan s masofani (10)
formulaga asosan topamiz:

8
j=J3(3/2+ 4t)dt = (/3+ 2/2)j* = (83 + 2+82) - (33 + 2 +32) = 640 - 45 = 595,
3

Bundan tashqari, aniq integral bir jinsli bo‘lmagan sim
massasini, yassi chiziq va geometrik shaklning og'irlik markazi,
inersiya momentlarini hisoblash uchun ham go‘llaniladi.

Aniq integralning ayrim iqgtisodiy tatbiglari. Aniq integral
tushunchasi  kiritilayotganda, o'zgaruvchan mehnat unumdorligi
bo‘yicha mahsulot hajmini aniglash masalasini ko‘rgan edik. Masalan,
korxonada mehnat unumdorligi har bir ish kuni davomida

2=/(/) =-0,0033/2 - 0,089/ + 20,96

funksiya bilan berilgan bo‘lsin. Bunda 0</<8 boiib, t vaqgtni
soatda ifodalaydi. Bu korxonaning yil (258 ish kuni) davomida ishlab
chigargan mahsulot hajmini topamiz68:

Q=258[(-0,0033/2- 0,089/ + 20,96)dt = 258 +(-0,0011/3 - 0,0445/2 + 20,96/)|* =

=258-(-0,5632-2,848+167,68) = 258-164,2688= 423813504.

Rasulov N.P., Safarov I.I., Muxitdinov R.T. Oliy matematika. (Igtisodchi va miihandis-texnologlar nchun).
Darslik. - T., 2012. - B. 378.
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Demak, bu korxona bir yilda 42381 dona mahsulot ishlab chigaradi.

Xulosa. Matematik tahlilda hosila bilan bir gatorda yana bir
muhim tushuncha integral bo‘lib hisoblanadi. Hosilasi berilgan fix)
funksiyaga teng bo‘lgan differensiallanuvchi F(x) funksiyafix) uchun
boshlang'ich funksiya deb ataladi. Berilgan funksiya uchun
boshlang‘ich funksiyalar cheksiz ko‘p bo‘lib, ular bir-biridan fagat
o‘zgarmas C soniga farq giladi. Berilgan fix) funksiya uchun barcha
boshlang‘ich funksiyalar sinfi F(x)+C (C - ixtiyoriy 0‘zgarmas son)
shu funksiyaning anigmas integrali deyiladi. Funksiyaning anigmas
integralini topish integrallash amali deyiladi va u differensiallash
amaliga teskari boMadi. Berilgan funksiyaning integralini topish
integral xossalari vajadvali yordamida amalga oshirilishi mumkin.

Differensiallash amaliga nisbatan integrallash amali ancha
murakkabdir. Hatto ayrim elementar funksiyalaming anigmas
integrallari elementar funksiyalar sinfida mavjud bo‘lmasdan, ular
maxsus (noelementar) funksiyalar orgali ifodalanadi. Bundan tashgari,
ixtiyoriy anigmas integralni hisoblashga imkon beradigan universal,
umumiy usul mavjud emas. Shu sababli fagat ayrim, ma’lum bir
Xususiyatlarga ega bo‘lgan, anigmas integrallami hisoblash usullarini
ko'rsatish mumkin. Ularga yoyish, differensial ostiga Kkiritish,
o'zgaruvchilami almashtirish va bo‘laklab integrallash usullari kiradi.

Juda ko‘p amaliy masalalami yechish aniq integral
tushunchasiga olib keladi. Masalan, geometriyada egri chizigli
trapetsiya yuzasini topish, fizikada o‘zgaruvchi kuch bajargan ishni
hisoblash, igtisodiyotda ishlab chigarilgan mahsulot hajmini aniglash
kabi masalalar shular jumlasidandir. Aniq integral berilgan funksiya
va kesma bo‘yicha tuziladigan integral yig‘indining limiti kabi
aniglanadi. Berilgan kesmada chegaralangan va faqgat chekli sondagi
uzilish nugtalariga ega bo'lgan funksiya uchun aniq integral mavjud
bo‘ladi. Yuqorida ko‘rsatilgan masalalardan anig integralning
geometrik, mexanik va igtisodiy ma’nolari kelib chigadi. Aniq integral
giymatini hisoblash yoki baholash uchun uning bir gator xossalaridan
foydalanish mumkin.

Oldin aniq integral ta’rifga asosan, integral yig‘indining limiti
singari aniglanishini ko‘rgan edik. Ammo kamdan-kam funksiyaning
aniq integralini bevosita ta’rif bo'yicha hisoblash mumkin. Bunda
juda murakkab hisoblashlami bajarishga to‘g‘ri keladi. Shu sababli
aniq integralni qulay va osonroq hisoblash usulini topish masalasi
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paydo boiadi. Bu masalaning jiavobi Nyuton-Leybnits formulasi
orgali beriladi. Bu formula integral hisobning eng asosiy formulasi
boiib, aniq va anigmas integrallar orasidagi bog‘lanishni ifodalaydi.
Agar berilgan aniq integralni to‘g‘ridan-to‘g‘ri  Nyuton-Leybnits
formulasi yordamida hisoblash murakkab boisa, unda ayrim hollarda
bo‘laklab integrallash yoki o‘zgaruvchilami almashtirish usullaridan
foydalanish mumkin.

Bir gator hollarda integralning aniq giymatini topish masalasi juda
murakkab bo‘lishi mumkin. Bunday hollarda aniq integral giymatini
taqribiy hisoblash usullariga murojaat gilinadi. Ularga to‘g‘ri to‘r-
burchaklar va trapetsiyalar formulalarini misol gilib ko‘rsatib bo‘ladi.

Oldin aytilgandek, aniq integral juda ko‘p amaliy masalalami ye-
chish uchun qoilaniladi. Geometriyada aniq integraldan turli
ko‘rinishdagi egri chizigli trapetsiyalaming yuzalarini hisoblash, egri
chizig yoyining uzunligini topish, jismlar hajmini aniglash kabi
masalalami yechishda foydalaniladi. Aniq integralning mexanik tat-
biglariga misol sifatida kuch bajargan ishni hisoblash, notekis harakat-
da bosib o‘tilgan masofani aniglash, sim massasini topish kabilami
ko‘rsatish mumkin. Igtisodiy nazariyada esa aniq integral yordamida
ishlab chigarilgan mahsulot hajmini topish, igtisodiy ko‘rsatkich boi-
gan Djini koeffitsiyentini hisoblash, iste’molchi va ishlab chigaruv-
chining yutug‘ini aniglash kabi masalalar 0z yechimini topadi.

Takrorlash uchun savollar:

1 Berilgan funksiyaning boshlangich funksiyasi deb nimaga
aytiladi?

2. Boshlangich funksiya ganday xossalarga ega?

3.Berilgan funksiyaning anigmas integrali ganday ta’riflanadi?

4. Integral ostidagi funksiya deb nimaga aytiladi?

5. Integral ostidagi ifoda deb nimaga aytiladi?

6.Integrallash amali nimani ifodalaydi?

7. Anigmas integralning geometrik ma’nosi nimadan iborat?

8.Anigmas integral ganday xossalarga ega?

9. Integrallash va differensiallash amallari o‘zaro ganday
bogiangan?

10. Anigmas integralning chiziglilik xossasi nimadan iborat?

11. Integral hisoblash natijasini ganday tekshirish mumkin?

12. Darajali funksiyaning anigmas integrali nimadan iborat?
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13. Ko‘rsatkichli funksiya ganday integrallanadi?

14. Trigonometrik funksiyalaming integrallarini yozing.

15. Elementar funksiyalaming integrali har doim ham elementar
funksiyadan iborat bo‘ladimi?

16. Elementar funksiyalar orgali ifodalanmaydigan integrallarga
misol keltiring.

17. Yoyish usulida integral ganday hisoblanadi?

18. Integralni yoyish usulida hisoblashga misol keltiring.

19. 0 “zgaruvchilami almashtirish usuli nimadan iborat?

20. Almashtirma deb nimaga aytiladi?

21. Anigmas integralni o‘zgaruvchilami almashtirish usulida
hisoblashga doir misol keltiring.

22. Bo‘laklab integrallash formulasi ganday ko ‘rinishda bo‘ladi?

23. Bo‘laklab integrallashda ganday hollar boiishi mumkin?

24. Qanday ko‘rinishdagi anigmas integrallami bolaklab
integrallash usulida hisoblash mumkin?

25. Funksiyaning berilgan kesma bo‘yicha integral yig‘indisi
ganday hosil gilinadi?

26. Aniq integral ganday ta’riflanadi?

27. Qaysi shartda funksiya berilgan kesmada integrallanuvchi
deyiladi?

28. Qaysi shartda funksiya berilgan kesmada integrallanuvchi
bo‘ladi?

29. Integralning geometrik ma’nosi nimadan iborat?

30. Integralning mexanik ma’nosi ganday ifodalanadi?

31. Integralning iqgtisodiy ma’nosi nimadan iborat?

32. Aniq integralning quyi va yugori chegaralari nima?

33. Funksiyalaming algebraik vyig'indisidan olingan aniq
integral ganday xossaga ega?

34. 0 ‘zgarmas funksiyaning [a,b] kesma bo'yicha aniq integrali
nimaga teng?

35. Funksional tengsizlikni hadlab integrallash mumkinmi?

36. Funksiyaning kesma bo'yicha orta giymati deb nimaga
aytiladi?

37. Yuqori chegarasi o0°‘zgaruvchan integralning hosilasi nimaga
teng?

38. Nyuton-Leybnits formulasi ganday ko‘rinishda boiadi?
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39. Aniq integralni boiaklab integrallash formulasini keltirib
chigaring.

40. Anig integralda o‘zgaruvchilami almashtirish formulasi
ganday ko‘rinishda boiadi?

41. Aniq integralni tagribiy hisoblash masalasi gayerdan paydo
boiadi?

42. Kvadratur formulalar nima?

43. To‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasining mazmuni nimadan
iborat?

44, To‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasining xatoligi ganday
baholanadi?

45. Trapetsiyalar formulasi ganday aniglanadi?

46. Trapetsiyalar formulasining xatoligi ganday baholanadi?

47. Tekislikdagi geometrik shakllaming yuzasi aniq integral
orgali ganday hisoblanadi?

48. Tekislikdagi egri chiziq yoyi uzunligi aniq integral orgali
ganday hisoblanadi?

49. Jism hajmini uning ko‘ndalang kesimi yuzasi orgali
hisoblash formulasi ganday ko'rinishda boiadi?

50. Aylanma jismning hajmi aniq integral yordamida ganday
hisoblanadi?

51. 0 ‘zgaruvchi kuch bajargan ish aniq integral orgali ganday
ifodalanadi?

52. Notekis harakatda bosib o'tilgan masofani hisoblash
formulasini yozing.

53. Lorents egri chizigi deyilganda nima tushuniladi?

54. Djini koeffitsiyenti orgali nima aniglanadi?

55. Djini koeffitsiyenti aniq integral orgali ganday ifodalanadi?

Testlardan namunalar:

1 Quyidagilardan qaysi biri An)=1nx uchun boshlangich
funksiya boiadi?

A) « B) jcinx; C)xInx+x; D)xInx-x; E) ;(Inx-x.

2.Teoremani toidiring: Agar F(x) biror fix) funksiya uchun
boshlangich funksiya boisa, unda ixtiyoriy C o‘zgarmas soni uchun
... funksiya ham/jc) uchun boshlangich funksiya boiadi.

A) C F(x)- B) C-F(x); C) C+F(x); D) C/F(x); E) F(x+C).
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3.Agar F(x) biror fix) funksiya uchun boshlang‘ich funksiya
bo‘lsa, unda j/ (X)dx anigmas integral ta’rif bo‘yicha ganday
aniglanadi?

A) C F(x); B) C-F(x); C) C+F(x); D) C/IF(x); E) F(x+Q.

4.Qaysi darajali  funksiyaning anigmas integrali noto‘g‘ri
yozilgan?

A) \dxdx = +C\B) \\d x =-- +C;C)\-\=dx =2sfc+C ;
3 X X yIX

D) jV»fC:T +C;E) \-dx=~ +C.
X

x1
5. Anigmas integralni hisoblashning gaysi usuli mavjud emas?
A) ko“paytirish usuli; B) o'zgaruvchini almashtirish usuli;
C) differensial ostiga kiritish usuli; D) yoyish usuli;
E) bo‘laklab integrallash usuli.

6. J_2_>_<§_; )Si-‘r)dx integralni yoyish usulida hisoblang.
X

A) 2 -- +4r+C;B) 2x-31njx|+-"-+C;C) 2x ~ - —~ +C;
x  xl x1 X 3x
D) 2x-31nbl--+C; E) 2x+-\- - +C.
X X X

7. Jf(x)dx anigmas integralda jc<(f>(/) almashtirma bajarilganda u
ganday ko‘rinishga keladi?

&)\fi<p{t))<p{t)dt; B)\{t)(p\)dt; C) jf(<p(t))dt;

D)\H{(p{t))(p'{t)di; E) to*g‘ri javob keltirilmagan.

8./\-])%:;% integral gaysi almashtirma orgali jadval integraliga
x10-1

keltiriladi?
A) t=x2; B) t=x\ C) t=x\ D) I=x5.E) t=x .
9. Qaysi tenglik bo‘laklab integrallash usulini ifodalaydi?
A) J (X)dx=\udv =uv-\vdu ; B)\f(x)dx =ff(<p(t))<p'(t)dt;

C) if(x)dx =j'|%f1kf k(x)dx= \ﬁ,lak\f k(x)dx; D) jf(x)dx =F(x) +C;

E) to‘g‘rijavob keltirilmagan.
10. Jje2Inxdx integralni hisoblash uchun integral ostidagi ifodani
ganday bolaklash kerak?
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A) n=x, dv=x\axdx; B) n=x2 dv=\wcdx; C) n=\to, dv=xaix;

D) u=x\wx, dv=xdx; E) n~xAT, dv=dx.

1 .Aniq integralning geometrik ma’nosini ko‘rsating.

A) egri chizigli trapetsiyaning og‘ma tomonning burchak
koeffitsiyenti;

B) egri chizigli trapetsiyaning perimetri;

C) egri chiziqgli trapetsiyaning o‘rta chizig‘i uzunligi;

D) egri chizigli trapetsiyaning yuzasi;

E) to‘g‘ri javob keltirilmagan.

12. Aniq integralning mexanik ma’nosini ko'rsating.

A) o‘zgaruvchi kuchning eng katta giymati;

B)o‘zgaruvchi kuchning eng kichik giymati;

C) o‘zgaruvchi kuchning momenti;

D) o‘zgaruvchi kuchning bajargan ish;

E) o‘zgaruvchi kuchning o‘rta giymati.

13.Aniq integralning igtisodiy ma’nosini ko‘rsating.

A) mahsulot ishlab chigarishda mehnat unumdorligi;

B) ishlab chigarilgan mahsulot tannarxi;

C) ishlab chigarilgan mahsulot hajmi;

D) ishlab chigarilgan mahsulot chakana narxi;

E) mahsulot ishlab chigarishda sarflangan xom ashyo.

14\a,b] kesma bo‘yicha y=fix) funksiya uchun SnJ) integral
yig‘indi tuzishda quyidagi amallardan gaysi biri bajarilmaydi?

A) [a,b] kesma x, va x"-a, xr=b nugtalar bilan n
boiakka ajratiladi;

B) GG\ (/=1,2,me «) kesmalardan ” nuqtalar olinadi;

C) tanlangan nugtalardaXx) funksiya giymatlari hisoblanadi;

D) (/=1,2,°m-«) kesmalaming uzunliklari X, -x-AXj
topiladi;

E) ko‘rsatilgan barcha amallar bajariladi.

15. [a,b] kesmada aniglangany=J(x) funksiya uchun tuzilgan

SB/)=E/(E>*
k=l
integral yig“indi orgali uning aniq integral ganday aniglanadi?
A) jf(x)dx=Sn(/); B) Jf(x)dx =maxS,(/);
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) Wrodx =mmsn(/): D) jfx)dx = lim  S.(/):
* WAX—>G

E) to‘g‘ri javob keltirilmagan.
b
16.[a, b\ kesmada aniglangan y~flx) funksiya uchun \f{x)dx
a

aniq integral ganday shartda doimo mavjud bo‘ladi?
A) yugoridan chegaralangan; B) quyidan chegaralangan;
C) o'suvchi; D) kamayuvchi; E) uzluksiz.
17.Aniq integralning xossasi gayerda xato ko‘rsatilgan?

A) JLf(x) + g(x)\dx = Jf(x)dx + Jg{x)dx;
B) {[f(x) - g(x)\dx =af(x)dx - 3g(X)dx;
C) Jf(x)g(x)dx =Jf(x)dx m g(x)dx;

b b
D) \kf(x)dx-k\f(x)dx(k-const.)-,

E) barcha goidalar to*g‘ri ko'rsatilgan.
18.Aniq integral xossasini ifodalovchi

1f(x)dx =j f(x)dx +j f(x)dx

tenglik bajarilishi uchun c nuqta ganday shartni ganoatlantirishi
kerak?

A) c< a; B) c> b; C) c=a yoki c=b; D) a< c<b;

E) ko'rsatilgan barcha shartlarda tenglik bajariladi.

19.Aniq integral uchun quyidagi tengliklardan qaysi biri o'rinli
emas?

A) fI(X)<&=0;B) \f(x)dx =\f(x)dx\ C) \kf(x)dx = k\F{x)dx\
a a b a a

b b
D) \f (x)dx=\T (t)dt; E) keltirilgan barcha tengliklar o‘rinli,
20.Agar y=F(x) berilgan [a,b] kesmada y=f{x) funksiyaning

boshlang‘ich funksiyasi bo'lsa, unda aniq integral uchun Nyuton-
Leybnits formulasi qayerda to‘g‘ri ifodalangan?
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e A) JF(X)dx = F(x); B )\{{x)dx = F(a) #F(b);
C) 1f(x)dx =F{b)IF{a)-D) ) f{x)dx = F(b)- F(a)-
E) ff(x)dx =F(b) +F(a).

21. jsinzxdx aniq integral giymatini Nyuton-Leybnits formulasi
0

yordamida toping.
A) 5; B) 7/2; C) tc/3; D) a/4; E) a/s.

22. {cos xdx aniq integral giymatini Nyuton-Leybnits formulasi
0

yordamida toping.
A) 1; B) a/2; C) a/3; D) s/4; E) 5/6.

23. An|q integralni bo* Iaklab integrallash formulasini ko'rsating.
b b b b

A) Judv mf - 1lvdu; B) Jmc/v uv| +JWw; C) Judv=Jvdu;

b b
D) \udv=wAa; E) 7’0‘g‘rijavob ko'rsatilmagan.
a

24.>=x3 jc=0, jc=2 va y=0 chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyaning 5 yuzasini toping.

A)5=1; B) 5=2; C) 5=3; D) 5=4; E) 5=5.

25.y=f(x) va.y=g(x),f(x)>g(x), funksiyalaming grafiklari, x=a va
x=b vertikal chiziglar bilan chegaralangan geometrik shaklning 5
yuzasini hisoblash formulasi gayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan?

A) S=a{[/(*) +9(X)]dx; B) s =![/(*) - 9(9]dx;

c)s= ;D) 5=J[/(x) = ;

a

b) S =\Ig(x)-f(x)]dx.

26.y=x2 va y=x4 egri chiziglar bilan chegaralangan shaklning 5
yuzasini toping.
A) 5=4; B) 5=2; C) 5=3/10; D) 5=2/15; E) 5=3/8.
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21.y=j[x), Jte [a, b], funksiya grafigidan iborat yoyining I
uzunligini hisoblash formulasini ko'rsating.

A) | =jf(x)abc; B) 1=\ \+f2x)dx] B) | =\J1 +F(x)dx\

) /=IVi+[/()]2 D) /=Lai- [1(")i2" ) /= J/2(x)dx.

28. Ko ndalang kesimining yuza3| S=3¥2 *ell, 2] bo‘lgan
jismning Vhajmini toping.

A) F=3; B) V=I; C) V=2; D) F=5/3; E) V=I.

29.y - Mo, X£ [2,3], parabola yoyini OX koordinata o‘qi
atrofida aylanishidan hosil boMgan aylanma jismning V hajmini
toping.

A) V=5n; B) V=2lIn; C) '=2442, D) F=(5n)2, E) V=45k.

30.Moddiy nugta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab v(/)=2/+5 o‘zgaruvchan
tezlik bilan notekis harakat gilganda [4,8] vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan
5 masofani toping.

A) 5=28; B) 5=48; C) 5=68; D) 5=88; E) 5=108.

Mustagil ish topshiriglari:
1 Ushbu anigmas integrallami hisoblang va olingan natij
differensiallash orqali tekshiring:

a) f(xn-nsmnx +tg(x +n) +n)dx; b) j(enx—-;(—:# 2-Jx-n +nx)dx\

Q)J(V 4-+-frw )";’\)f(casi(’l’+nx)+sm (n+x)

2. J(thrm+3(-%3--'-)dx anigmas integralni  yoyish  usulida
Xn
hisoblang.
3.Ushbu anigmas integralni invariantlik xossasidan foydalanib
hisoblang:

$sm 2 nxcosnx + N-X 2 1) }dx.
X+n

4.Ushbu anigmas integralni o‘zgaruvchilami almashtirish
usulida hisoblang:

x"-ldx

Six2” + n2
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5.Ushbu anigmas integralni boiaklab integrallash usulida
hisoblang:
Jic” Innxax.

b b
6. Agar Jf{x)dx =5 Jg(x)dx=-3 boisa quyidagi integrallarning
giymatlarini toping:
a)\(n +\)f(x)dx; b)\(n-\)g(x)dx\ c)\[nf(x) +(2n+ X)g(x)\dx.

7.Quyidagi anig integrallarni Nyuton-Leybnits formulasi
bo‘yicha hisoblang:

a) finc! +(n +)x- 2njdx; b) Jfsin(2«+I)x + ncos2we]dx.
0 0

8.Quyidagi aniq integrallarni boiaklab integrallash usulida
hisoblang:

a) Bxerbdx; b) J1VInxdx; C) Berxcos(n+\)xdx.

9.Quyidagi aniq integrallarni o‘zgaruvchilami almashtirish
yordamida hisoblang:

a) 115_X+nde' WB) JJ-I-J:\é@:ZM%X ) I 2 2

YVW  +3/1X MnXAjn X -hi
10. y2=nX va >>:hjc chiziglar bilan chegaralangan geometrik

shaklIning yuzasini toping.
2 2

11. Kanonik tenglamasi A -+ =1 boigan ellipsni OX
n n

koordinata o‘gi atrofida aylanishidan hosil gilingan aylanma jism
hajmini aniglang.

12. Tenglamasi y2-nx boigan yarim kubik parabolaning
koordinata boshi va x-n abssissali nuqtalari orasidagi yoyining
uzunligini toping.
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ASOSIY TAYANCHIBORALARNING IZOHLI LUGATI

Tayanch ibora

Aniq integral

Anigmas integral

Aralash hosilalar

Argument
orttirmasi

Asosiy elementar
funksiyalar

Aylana

Bir jinsli chizigli
tenglamalar
sistemasi

Birlik matritsa

Tayanch ibora mazmuni

[a,b] kesma bo'yicha/x) funksiyaning aniq

b
integral \f{x)dx kabi belgilanadi va Sr(j)

integral yig‘indining nN—wo, mMaxAx;—»)
bo‘lgandagi chekli limiti kabi aniglanadi.
Berilgan fix) funksiyaning barcha boshlan-
g‘ich funksiyalari sinfl. \f(x)dx kabi belgila-
nadi va F(x)+C kabi aniglanadi. Bunda
F(x)-birorta boshlang‘ich funksiya, C-
ixtiyoriy o ‘zgarmas son.

Funksiyadan ketma-ket turli argumentlar
boyicha olingan hosila.

Argument giymati x berilgan g0 qiymatdan
gancha farglanishini ifodalovchi x-xo=Ax
ayirma.

Darajali y=xa (aeR), ko‘rsatkichli y=cf
(a>0, adg\), logarifmik y=\ogaX {a>0, a\),
trigonometrik  y=sinx, _y=cosx, Yy=tgXx,
y=ctgx va teskari trigonometrik y=arcsinx,
y=arccosx, ~=arctgx, y=arcctgx funksiyalar
asosiy elementar funksiyalar deyiladi.
Markaz deb ataluvchi O nugtadan bir xil R
masofada joylashgan tekislikdagi
nugtalaming geometrik o‘mi. R aylana
radiusi deyiladi.

Barcha ozod hadlari nolga teng boigan
chizigli tengamalar sistemasi.

Barcha diagonal elementlari ar= 1, golgan
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Boshlangich
funksiya
Boshlangich
shartlar

Burilish nuqgtasi

Butun sonlar
to‘plami

Chekli to‘plam
Cheksiz kichik
miqdor

Cheksiz to‘plam
Chizigli tenglamalar
sistemasi

Davriy funksiya

Determinant

Differensial
tenglama
Differensiallanuvchi
funksiya

elementlari ay=0 (tfj) boigan kvadrat
matritsa.

Differensiallanuvchi va hosilasi berilgan
fix) funksiyaga teng boigan F(x) funksiya.
«-tartibli differensial tenglamaning y=y(x)
yechimi va uning hosilalariga berilgan x0
nugtada go‘yiladigan Y (x0)=yoi
(i=0,1,...,n-1) ko'rinishdagi shartlar.
Funksiya grafigining botiglik va gavariglik
sohalarini ajratib turuvchi nugta.
z={...,-2,-1,0,1,2,...} sonlito‘plam.

Elementlar soni chekli boigan to‘plam.
Argument x—& boiganda limiti nolga teng
boigan funksiya.
Chekli boiganmagan to‘plam.
Nomaiumlar birinchi darajada, chizigli
ko‘rinishda gatnashgan n nomaiumli m ta
tenglamalardan iborat sistema.
Biror T>0 soni va barcha x eD{/}uchun
fix+T}=fix) shartni ganoatlantiruvchi y=fix)
funksiya.
Kvadrat matritsaning elementlaridan
maium bir qoida asosida hosil gilinadigan
son.
Noma’lum y=y(x) funksiyaning hosilalari
gatnashgan tenglama.
Toia orttirmasini &f=AAx+BAy+aAx+0Ay
ko‘rinishda ifodalab boiadigan funksiya.
Bunda Ava B Ax, Ay argument
orttirmalariga bogiiq boimagan ifodalar, a
va P esa Ax-"O, Ay —0 boiganda cheksiz
kichik migdorlardir.
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Ekvivalent
to‘plamlar
Elementar
funksiyalar

EUips

Eng kichik
kvadratlar usuli

Funksiya

Funksiya
differensiali

Funksiya
graflginiug botiglik
(qavariglik) sohasi
Funksiya
grafigining og‘ma
asimptotasi
Funksiya
grafigining vertikal
asimptotasi
Funksiya hosilasi

0 ‘rtasida o‘zaro bir giymatli moslik
o'matib boMadigan to‘plamlar.
Chekli sondagi asosiy elementar funksiyalar
ustida arifmetik amallar va murakkab
hamda teskari funksiya olish orqgali hosil
gilingan funksiyalar.
Fokuslar deb ataluvchi ikkita F\ va F2
nugtalargacha masofalarining  yig'indisi
o'zgarmas son  bo‘lgan  tekislikdagi
nugtalarning geometrik o ‘mi.
Tajriba yoki kuzatuv natijasida topilgan
empirik formuladagi noma’lum
parametrlarni baholash usuli.
0 ‘zgaruvchi xeD giymatiga ikkinchi biry
eE o'zgaruvchining aniq bir giymatini mos
go‘yish. Bunda x erkli o‘zgaruvchi yoki
argument, y erksiz o‘zgaruvchi yoki
funksiya deyiladi vay=fix) kabi ifodalanadi.
Agar funksiya orttirmasi A=AAx+0(AXx)
ko‘rinishda bo‘lsa, funksiya differensiali
df=AAXx kabi aniglanadi.
Berilgan y=fix) funksiya grafigi o‘zining
urinmalaridan pastda (yuqorida)
joylashadigan x nugtalar to‘plami.
Argument je—+oo bo'lgan holda y-fix)
funksiya grafigi  cheksiz  yaginlashib
boradigan og‘ma to‘g‘ri chizig.
Argument x—a bo‘lgan holda y=fix)
funksiya grafigi  cheksiz  yaginlashib
boruvchi x=a vertikal to‘g‘ri chiziq
A/ funksiya orttirmasini [x argument
orttirmasiga  nisbatining  AX  nolga
intilgandagi limiti.
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Funksiyaorttirmasi '

Funksiyaning
aniglanish sohasi

Funksiyaning limiti

Funksiyaning lokal
maksimumi
(minimumi)
Funksiyaning
monotonlik sohasi
Funksiyaning
nugtadagi
uzluksizligi
Funksiyaning
giymatlar sohasi

Funksiyaning uzilish
nugtalari

Giperbola

Global
ekstremumlar
Global maksimum

Argument giymati -0 dan x ga. 0‘zgarganda
y=J[x) funksiyaning o‘zgarishini ifodalovchi
¥ =AxhKxo) ayirma.

x argumentning y=fix) funksiya ma’noga
ega bo‘ladigan giymatlari to'plami va
D(/}kabi belgilanadi.

yNMix) funksiyada argument x berilgan a
soniga cheksiz yaginlashib borganda (x-+a)
funksiya biror A soniga cheksiz yaginlashib
borsa unda A soni funksiyaning
limiti  deyiladi va )!iLnaf(x):A kabi

ifodalanadi.

Berilgan y=fix) funksiyaning biror x0 nuqta
atrofidagi barcha x nugtalar uchun J(x)<J(xo)
[/(z)>0n:0)] shart bajaraladigan J(xq) giymati.
Funksiya o‘suvchi yoki kamayuvchi
bo‘ladigan sohalar.

Agar Xlip;/< » =f(a) shart  bajarilsa,unda

funksiya x=a nuqtada uzluksiz deyiladi.

y=f(x) funksiyada xeD {/} bo‘lganda y
funksiya gabul etadigan giymatlarining E (/}
to‘plami.

y=j(x) funksiya uchun limf(x)=/(a) shart

bajarilmaydigan nugtalar.

Fokuslar deb ataluvchi ikkita F\ va F2

nuqgtalargacha  masofalar  ayirmasining

absolyut giymati o'zgarmas son bo‘lgan

tekislikdagi nugtalarning geometrik o‘rni.

Funksiyaning  global  maksimum  va

minimumlari.

Funksiyaning [a,b] kesmadagi barcha x
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(minimum)

Gradient

Haqiqiy sonlar
to‘plami
I ajoyib limit

| tartibli chizigli
differensial
tenglama

I tur xosmas
integral
Il ajoyib limit

M tur xosmas
integral

Irratsional sonlar

to‘plami

Juft (toq) funksiya

Ko‘phad

Kollinear vektorlar

Kombinatorik
masala
Kombinatorika

nugtalar uchun Ax)Axo) [/(X)>/(x0)] shartni
ganoatlantiradigan/xo) giymati.
Funksiyaning berilgan nuqtadagi eng katta
tezlik bilan o‘zgaradigan yo‘nalishni
ifodalovchi vektor.

Ratsional va irratsional sonlar birlashmasi.

*>0 X

y'+P(X)y=Q(x) ko'rinishdagi | tartibli
differensial tenglama. Q(x)*0 holda bir
jinsli, aks holda bir jinslimas tenglama
deyiladi.

Quyi yoki yuqori chegaralaridan kamida
bittasi cheksiz bo‘lgan aniq integral.

iy =e=2718281..

[a,b] kesmada chegaralanmagan
funksiyaning aniq integrali.

Ratsional bo'lmagan sonlar to‘plami.
Masalan,”.
A-x)=fix) [/(-x)=-1X)] shartni
ganoatlantiruvchi y=fix) funksiya.

n
PAX)~ *Ioam‘ ko‘rinishdagi funksiya.
Bunda ac Dberilgan sonlar  bo‘lib,

ko‘phadning  koeffitsiyentlari, n esa
ko‘phadning darajasi deyiladi.

Bir to‘g‘ri chiziq yoki parallel to‘g‘ri
chiziglarda joylashgan vektorlar.

Chekli to'plamning turli gism to‘plamlarini
hosil gilish bilan bog‘lig masalalar.
Matematikaning kombinatorik masalalar
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Komplanar
vektorlar
Kompleks son

Kontinuum quvvatli
to‘plam

Kritik nugta

Lokal ekstremumlar
Matematika
Matritsa

Mavbum birlik
Model

Monoton

funksiyalar

Murakkab funksiya

n - tartibli hosila

n o‘lchovli vektor

bilan shug‘ullanadigan bo'limi.

Bitta yoki parallel tekisliklarda joylashgan
uch va undan ortiq vektorlar.

Mavhum birlik / va ixtiyoriy x, y haqgiqgiy
sonlar orgali Z=X+iy ko‘rinishda
aniglanadigan ifoda.

[0,1] kesmaga ekvivalent bo‘lgan to‘plam.

Berilgan y=fix) funksiyaning hosilasi/ *(x)
nolga teng yoki mavjud bo‘Imagan nuqtalar.
Funksiyaning lokal maksimum yoki lokal
minimumlari.

Hagigiy olamning miqgdoriy munosabatlari
va fazoviy formalari hagidagi fan.

m ta satr va n ta ustun shaklida
joylashtirilgan m n ta sondan iboratjadval.
j=V"Ttenglik bilan aniglanadigan ifoda .

0 ‘rganilayotgan ob’yektning ma’lum bir
muhim xususiyatlarini ifodalovchi moddiy
yoki ideal ko‘rinishdagi qurilma.

0 ‘suvchi (kamaymovchi) va kamayuvchi
(o‘smovchi) funksiyalar birgalikda monoton
funksiyalar boMadi.

y=fix) va y=tp(n:) funksiyalardan hosil
gilinadigan _y=Ad(x)) funksiya. /-tashqi, (@
ichki funksiya deyiladi.

Funksiyadan ketma-ket n marta hosila olish
natijasida hosil bo‘ladigan funksiya. f nx)
kabi belgilanadi va / @(X)=[/ ()X)]'
rekkurent formula bilan aniglanadi.

Tartiblashtirilgan n ta sondan iborat
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Natural sonlar
to‘plami

Nol matritsa
Nol vektor
Nugta atrofi

Nyuton-Leybnis
formulasi

Ort vektorlar
(ortlar)

Parabola

Ratsional kasr
(ratsional funksiya)
Ratsional sonlar
to‘plami

Sanoqli to‘plam

Sanogsiz to‘plam
Skalyar

Sonli ketma-ketlik

Sonli ketma-ketlik
limiti

mateihatik ifoda.. \/:-f!l:.. ™'
N={1,2,3, ...} sonli to‘plam.

Barcha elementlari at=0 bo‘lgan matritsa.
Boshi va uchi bitta nugtada bo‘Igan vektor.
Berilgan nugtani 0‘z ichiga olgan ixtiyoriy
bir oralig.

Aniq integral qgiymatini ifodalaydigan

l?/ (x)dx =F(x)|’b =F(b) - F(a) formula. Bunda

F(x)- integral ostidagi fix) funksiya uchun

biror boshlang‘ich funksiya.

Koordinata o‘glarida joylashgan, musbat

yo‘nalgan va modullari birga teng bo‘lgan

vektorlar.

Berilgan / to‘g‘ri chiziq bilan berilgan F

nugtadan teng uzoglikda joylashgan tekis-

likdagi nugtalaming geometrik o‘mi. Bunda

[-direktrisa, i”-fokus deyiladi.

Ikkita Pn(x) va Qm(x) ko‘phadlaming

Pn(x)/Qm(x) nisbatidan iborat funksiya.

Q-{mIn, meZ, nsN} ko‘rinishdagi sonlar

to‘plami.

Natural sonlar to‘plamiga ekvivalent

bo‘lgan to ‘plam.

Sanogli bo‘Imagan cheksiz to‘plam.

Sonli giymati bilan to‘liq aniglanadigan

miqdor

tfh «2><g,...., an.... ko‘rinishda yozilgan

haqgigiy sonlaming cheksiz gatori.

{an} sonli ketma-ketlikning a,, umumiy hadi

n— boMganda cheksiz yaginlashib boradi-

gan biror A soni. {an} ketma-ketlik limiti
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Sonli gator

Sonli to‘plam
Sonning absolyut
giymati

Sportga oid
matematik model

Teskari funksiya

To‘la differensial

To‘plam

To‘plamlar
birlashmasi

To‘plamlar
kesishmasi

To‘plamlarning

Dekart ko‘paytmasi

Umumiy yechim

rI]Ln(Q) a,, =A kabi yoziladi.

uu w, w, —, un, = cheksiz sonli ketma-
ketlik hadlaridan tuzilgan w+ w+ M3H+---1u,,
+ —ko‘ririishdagi ifoda.

Elementlari sonlardan iborat to“plam.

Har ganday x soni uchun bu sondan
koordinata boshigacha bo‘lgan masofani
ifodalovchi. va |r] kabi belgilanuvchi
nomanfiy son.

Jismoniy tarbiya va sport jarayonlarini
soddalashtirilgan, formallashtirigan ko'ri-
nishda ifodalovchi matematik modellar.
y~ftx) funksiya bo‘yicha x o‘zgaruvchini y
o‘zgaruvchi orgali ifodalovchi  r-=gy(y)
funksiya. J(X) funksiyaga teskari funksiya/
'(jo) kabi belgilanadi.

fix,y) funksiya Af=AAx+BAy+aAx+fiAy
to‘la orttirmasining chizigli AAx+BAy
gismi.

Biror xususiyati bo‘yicha umumiylikga ega
bo‘lgan ob’yektlar majmuasi.

A va B to‘plamlardan kamida bittasiga
tegishli bo‘lgan elementlar to‘plami va A u
B kabi belgilanadi.

A va B to'plamlaming ikkalasiga ham
tegishli bo‘lgan elementlar to‘plami va A n
B kabi belgilanadi.

ae A va AeB elementlardan tuzilgan (a,b)
juftliklar to‘plami va AxV kabi belgilanadi.

n-tartibli differensial tenglamaning ixtiyoriy
n ta o‘zgarmas sonlar gatnashadigan
yechimlari.
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Vektor
Vektor fazo

Vektorning
koordinatlari
Vektorning moduli
Xususiy hosilalar

Xususiy yechim

Yugqori tartibli
differensiallar
Yugqori tartibli
xususiy hosilalar

Ham sonli giymati, ham yo‘nalishi bilan
aniglanadigan Kkattalik.

Vektorlar to‘plami va unda aniglangan
chizigli amallardan iborat tizim.

Vektor yoyilmasidagi ortlar oldidagi sonli
koeffitsiyentlar.

Vektoming sonli giymati, uzunligi.

A (A, T) xususiy orttirmaning Ax (Ay)
argument orttirmasiga nisbatining Ax—¥)
(Ay—>0) bo‘lgandagi limiti.

Umumiy yechimdan o‘zgarmas sonlaming

aniq bir giymatlarida hosil boMadigan
yechim.
<ff=d[d"1] rekurrent formula bilan

aniglanadigan differensiallar.

Funksiyadan biror argumenti bo‘yicha ikki
yoki undan ortiq marta ketma-ket olingan
xususiy hosila.
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