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П Р Е Д И С Л О В И Е

Настоящий учебник написан в соответствии с учебными пла
нами и программами для строительных специальностей вузов по 
дисциплине «Сопротивление материалов».

В учебнике изложен единый курс сопротивления материалов с 
основами теории упругости, пластичности и ползучести на основе 
механики деформируемого твердого тела. При этом даются основ
ные зависимости механики деформируемого твердого тела, затем 
с использованием этих зависимостей рассматриваются напряжен
ное и деформированное состояния и оценка прочности стержней 
при различных видах деформирования. Этот материал излагается 
в первой и второй частях учебника.

В третьей части учебника даются постановка задачи теории уп
ругости и методы ее решения. Рассматриваются плоская задача и 
изгиб тонких пластин, а также основы теории пластичности п пол
зучести. Такое объединение разделов механики деформируемого 
твердого тела позволяет более рационально использовать отведен
ное учебным планом время, а главное — добиться более глубокого 
понимания студентами внутренних связей этой науки.

Многие формулы, используемые в традиционных курсах сопро
тивления материалов, в учебнике получены с помошыо общих 
уравнений механики деформируемого твердого тела. Эго способ
ствует лучшему пониманию тех допущений, которые лежат в ос
нове используемых формул, и более обоснованному применению 
их при расчете конструкций на прочность и жесткость.

Некоторые второстепенные вопросы в учебнике изложены ме
нее подробно или вообще исключены из рассмотрения, что соот
ветствует практике изложения учебного материала в аудиторных 
условиях.

Учебник написан профессорами кафедры сопротивления мате
риалов Московского государственного строительного университе
та (М ГС У — М И С И ) с учетом опыта многолетнего преподавания 
данной дисциплины.

В написании глав «Экспериментальные методы определения 
напряжений и деформаций» и «Численные методы решения задач 
сопротивления материалов и теории упругости» большую помощь
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оказали авторам соответственно старший научный сотрудник 
И.В. Жаворонок и профессор В.И. Прокопьев. Авторы выражают 
им благодарность за проделанную работу.

Авторы выражают также благодарность проф. В. В. Павлову за 
ценные замечания и помощь в подготовке рукописи к изданию.

В учебнике использована Международная система единиц (СИ). 
Соотношения между основными механическими величинами в 
единицах СИ и в технической системе приведены в следующей 
таблице.

Наименование величины
Единица Соотношение

единицНаименование Обозначение

Сила, нагрузка, вес Ньютон Н 1 Н = 0,1 кгс 
1 кН = 0,1 тс

Линейная нагрузка Ньютон на метр Н/м
1 Н/м = 0,1 кгс/м 
1 кН/м = 0,1 тс/м

Момент силы, момент пары сил Ньютон-метр Нм 1 Нм = 0,1 кгс ■ м 
1 кНм 0,1 тс ■ м

Напряжение,давление Паскаль Па
1 Па = 0,1 кгс/м?
1 МПа = 10 кгс/см2

При определении напряжений в качестве вспомогательной еди
ницы измерения также используется кН/см2 ( I кН/см2 = !0МПа).

Во втором издании учебника исправлены ошибки, выполнены 
методическая и литературная редакции и включены некоторые до
полнения. Общее редактирование выполнено проф. Н.М. Атаро- 
вым.



Ч А С Т Ь  ПЕ Р В А Я

Г Л А В А  1 

О С Н О В Н Ы Е  П О Н ЯТИ Я М ЕХАН ИКИ  
Д Е Ф О Р М И Р У Е М О ГО  Т В Е Р Д О Г О  Т ЕЛ А

1.1. Задачи механики деформируемого твердого тела

Механика деформируемого твердого тела — наука, в которой 
изучаются законы равновесия и движения твердых тел в условиях 
их деформирования при различных воздействиях. Деформация 
твердого тела заключается в том, что изменяются его размеры и 
форма. С этим свойством твердых гел как элементов конструкций, 
сооружений и машин инженер постоянно встречается в своей прак
тической деятельности. Например, стержень под действием растя
гивающих сил удлиняется, балка, нагруженная поперечной нагруз
кой, изгибается и т.п.

При действии нагрузок, а также при тепловых воздействиях в 
твердых гелах возникают внутренние силы, которые характеризу
ют сопротивление тела деформации. Внутренние силы, отнесенные 
к единице площади, называются напряжениями.

Исследование напряженного и деформированного состояний 
твердых тел при различных воздействиях составляет основную за
дачу механики деформируемого твердою тела.

Сопротивление материалов, теория упругости, теория пластич
ности, теория ползучести являются разделами механики деформи
руемого твердого тела. В технических, в частности строительных, 
вузах эти разделы имеют прикладной характер и служат для разра
ботки и обоснования методов расчета инженерных конструкций и 
сооружений на прочность, жесткость и устойчивость. Правильное 
решение этих задач является основой при расчете и проектирова
нии конструкций, машин, механизмов и т.п., поскольку оно обес
печивает их надежность в течение всего периода эксплуатации.

Под прочностью обычно понимается способность безопасной 
работы конструкции, сооружения и их отдельных элементов, 
которая исключала бы возможность их разрушения. Потеря (ис
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черпание) прочности показана на рис. 1.1 на примере разрушения 
балки при действии силы Р.

Процесс исчерпания прочности без изменения схемы работы 
конструкции или формы ее равновесия обычно сопровождается 
нарастанием характерных явлений, таких, например, как появле
ние и развитие трещин.

Устойчивость конструкции — это ее способность сохранять 
вплоть до разрушения первоначальную форму равновесия. На
пример. для стержня на рис. 1.2. а до определенного значения 
сжимающей силы первоначальная прямолинейная форма равно
весия будет устойчивой. Если сила превысит некоторое крити
ческое значение, то устойчивым будет искривленное состояние 
стержня (рис. 1.2, 6). При этом стержень будет работать не только 
на сжатие, но и па изгиб, что может привести к быстрому его раз
рушению из-за потери устойчивости или к появлению недопус
тимо больших деформаций.

Потеря устойчивости очень опасна для сооружений и конструк
ций, поскольку она может произойти в течение короткого проме
жутка времени.

Жесткость конструкции характеризует ее способность препят
ствовать развитию деформаций (удлинений, прогибов, углов за
кручивания и т.п.). Обычно жесткость конструкций и сооружений 
регламентируется нормами проектирования. Например, макси
мальные прогибы балок (рис. 1.3), применяемых в строительстве, 
должны находиться в пределах /'= (1/200 1/1000)/, углы закру
чивания валов обычно не превышают 2° на 1 метр длины вала и т.п.

Решение проблем надежности конструкций сопровождается 
поисками наиболее оптимальных вариантов с точки зрения эффек
тивности работы или эксплуатации конструкций, расхода материа
лов, технологичности возведения или изготовления, эстетичности 
восприятия и т.п.

а) б)

Рис. 1.1
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Сопротивление материалов в технических вузах является по су
ществу первой в процессе обучения инженерной дисциплиной в 
области проектирования и расчета сооружений и машин. В курсе 
сопротивления материалов в основном излагаются методы расчета 
наиболее простых конструктивных элементов — стержней (балок, 
брусьев). При этом вводятся различные упрощающие гипотезы, 
с помощью которых выводятся простые расчетные формулы.

В сопротивлении материалов широко используются методы тео
ретической механики и высшей математики, а также данные экс
периментальных исследований. На сопротивление материалов как 
на базовую дисциплину в значительной степени опираются дис
циплины, изучаемые студентами на старших курсах, такие как 
строительная механика, строительные конструкции, испытание 
сооружений, динамика и прочность машин и т.д.

Теория упругости, теория ползучести, теория пластичности яв
ляются наиболее общими разделами механики деформируемого 
твердого тела. Вводимые в этих разделах гипотезы носят общий 
характер и в основном касаются поведения материала тела в про
цессе его деформирования под действием нагрузки.

В теориях упругости, пластичности и ползучести используются 
по возможности точные или достаточно строгие методы аналити
ческою решения задач, что требует привлечения специальных раз
делов математики. Получаемые здесь результаты позволяют дать 
методы расчета более сложных конструктивных элементов, напри
мер пластин п оболочек, разработать методы решения специальных 
задач, таких, например, как задача о концентрации напряжений 
вблизи отверстий, а также установить области использования ре
шений сопротивления материалов.

В тех случаях, когда механика деформируемого твердого тела не 
может дать достаточно простые и доступные для инженерной прак
тики методы расчета конструкций, используются различные экс
периментальные методы определения напряжений и деформаций 
в реальных конструкциях или в их моделях (например, метод тен
зометрии, поляризационно-оптический метод, метод голографии 
и т.п.).

Формирование сопротивления материалов как науки можно от
нести к середине прошлого века, что было связано с интенсивным 
развитием промышленности и строительством железных дорог.

Запросы инженерной практики дали импульс исследованиям в 
области прочности и надежности конструкций, сооружений и ма-



шин. Ученые и инженеры в этот период разработали достаточно 
простые методы расчета элементов конструкций и заложили осно
вы дальнейшего развития науки о прочности.

Теория упругости начала развиваться в начале X IX  века как ма
тематическая наука, не имеющая прикладного характера. Теория 
пластичности и теория ползучести как самостоятельные разде
лы механики деформируемого твердого тела сформировались в 
XX  веке.

Механика деформируемого твердого тела является во всех сво
их разделах постоянно развивающейся наукой. Разрабатываются 
новые методы определения напряженного и деформированного 
состояний тел. Широкое применение получили различные числен
ные методы решения задач, что связано с внедрением и использо
ванием ЭВ М  практически во всех сферах науки и инженерной 
практики.

1.2. Основные понятия, гипотезы и принципы

Одним из основных понятий механики деформируемого твер
дого тела является понятие о деформации тела при различных воз
действиях. В процессе деформирования изменяется взаимное рас
положение частиц тела, которые получают перемещения. Как прави
ло. эти перемещения считаются малыми по сравнению с размерами 
тела.

Отметим, что перемещения тела как жесткого целого (то есть 
без деформации) изучаются в курсе теоретической механики.

В механике деформируемого твердого тела вводятся различные 
гипотезы и допущения, касающиеся характера процесса деформи
рования тела и свойств его материала.

Процесс деформирования называется абсолютно упругим, если 
после снятия нагрузки деформации полностью исчезают и при этом 
восстанавливаются первоначальные размеры тела и его форма. Та
кой процесс соответствует гипотезе об абсолютной или идеальной 
упругости тела. Построенная на основании этой гипотезы теория 
упругости составляет наиболее обширный раздел механики дефор
мируемого твердого тела. В большинстве задач сопротивления ма
териалов также используется гипотеза об идеальной упругости тела.

Гипотеза об идеальной упругости тела, строго говоря, не соот
ветствует действительности, поскольку после разгрузки часть де
формаций, пусть даже и очень малая, не исчезает. Наличие оста
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точных деформаций характеризует пластические свойства материа
ла тела. Процесс деформирования тела с учетом пластических 
деформаций изучается в курсе теории пластичности.

Если нагрузить тело и зафиксировать нагрузку на определенном 
уровне, то с течением времени деформации могут увеличиться. Та
кое явление называется ползучестью. С другой стороны, если де
формации тела в течение определенного периода времени остают
ся неизменными, то внутренние силы и напряжения в теле могут 
уменьшиться. Такое явление называется релаксацией напряжений.

Определение напряженного и деформированного состояний 
тела с учетом этих явлений рассматривается в курсе теории ползу
чести.

Практически во всех разделах механики деформируемог о твер
дою тела принимается положение о сплошности тела. Согласно 
этому положению материал тела считается сплошным и полностью 
заполняющим объем, ограниченный поверхностями тела. При 
этом, по существу, не учитывается молекулярное строение вещес
тва, однако для целей изучения напряженного и деформированно
го состояний тела под действием нагрузки это вполне допустимо.

Введение положения о сплошности позволяет рассматривать 
перемещения точек тела как непрерывные функции координат 
и использовать аппарат математического анализа.

Строение и состав материала тела могут быть неодинаковыми в 
различных точках, что характеризует его неоднородность. В приро
де все тела более или менее неоднородны. Неоднородность мате
риала конструктивного элемента может быть создана искусственно 
для получения нужного эффекта его работы.

Для многих строительных конструкционных материалов вво
дится гипотеза об однородности тела, что соответствует осредне
нию свойств его материала по всему объему.

Материал тела имеет определенные физико-механические ха
рактеристики. Если эти характеристики одинаковы по всем на
правлениям, то тело называется изотропным, а при их различии — 
анизотропным. Свойство ани зотропии в гой или иной степени име
ют все материалы, однако для некоторых она незначительна и 
может не учитываться, как, например, для стали. Материалом с 
сильно выраженной естественной анизотропией является дерево.

В некоторых случаях анизотропия свойств материалов создает
ся искусственно для обеспечения оптимального характера работы 
соответствующей конструкции. Примерами таких материалов яв
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ляются широко применяемые в технике стеклопластики и пласт
массы.

Большое значение в механике деформируемого твердого тела 
имеет принцип независимости действия сил. Согласно этому при
нципу какой-либо результат действия нагрузки (деформации, 
опорные реакции и т.п.) можно представить как сумму аналогичных 
результатов действия по отдельности всех составляющих нагрузки. 
Например, удлинение стержня на рис. 1.4, а от одновременного 
действия двух сил Р } и Р2 равно сумме его удлинений от раздельно
го действия этих сил (рис. 1.4, 6 и 1.4, в):

д/ = д/. + д/,.
а)

'Ш

Pi

<T L' J

б) в)
ж .

Pi

Рис. 1.4

11ринцип независимости действия сил опирается на известный
II физике закон Гука, характеризующий линейную зависимость 
между нагрузкой и деформацией. В случаях когда процесс дефор
мирования тела не следует закону Гука, а также в некоторых особых 
случаях принцип независимости действия сил применять нельзя.

1.3. Понятие о расчетных схемах

Расчет любой конструкции начинается с построения ее расчет
ной схемы. При этом вводятся различные схематизации и упроще
ния, касающиеся характера действия нагру зок, условий опирания, 
типов конструктивных элементов и т.п. Эти упрощения должны 
быть такими, чтобы расчетная схема отражала все наиболее сущес
твенное для характера работы данной конструкции и не содержат 
второстепенных факторов, мало влияющих на результаты ее рас
чета.
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Например, расчетная схема несущей конструкции мостового 
крана в пролете цеха промышленного здания (рис. 1.5, а) может 
быть представлена в виде шарнирно опертой балки, нагруженной 
двумя сосредоточенными силами (рис. 1.5, б).

Построение и обоснование расчетной схемы — ответственный 
этап проектирования и расчета конструкции. Одним из этапов по
строения расчетной схемы элемента конструкции является выде
ление ею в соответствующую категорию (тип) по геометрическим 
соображениям.

К первому типу относятся стержни или брусья (рис. 1.6, и), у ко
торых длина значительно больше размеров поперечного сечения. 
Геометрическими элементами стержня являются его ось и попе
речное сечение.

Рис. 1.5 Рис. 1.6

Ось стержня — линия, соединяющая центры тяжести попереч
ных сечений. Поперечное сеченые образуется при пересечении 
стержня плоскостью, перпендикулярной к его оси.

В зависимости от формы оси стержни могут быть прямыми, 
кривыми, плоскими и пространственными. Поперечные сечения 
стержня могут быть одинаковыми или различными по длине 
(стержни постоянного или переменного сечения). В строительных 
конструкциях чаще всего используются прямые стержни постоян
ного или ступенчато-постоянного сечения.

В курсе сопротивления материалов часто встречаются термины 
«волокно» и «слой» стержня. Волокном можно назвать материаль
ную линию. параллельную оси стержня и имеющую бесконечно 
малую площадь поперечного сечения. Ряд волокон, расположен
ных на плоскости или на поверхности, образует слои стержня.



К особой категории относятся тонкостенные стержни (рис. 1.6, б), 
у которых размеры элементов поперечного сечения имеют разный 
порядок (например, двутавры и швеллеры). Расчет тонкостенных 
стержней имеет некоторые особенности по сравнению с расчетом 
стержней сплошного сечения.

Стержень является основным объектом изучения в курсе сопро
тивления материалов. При этом в качестве расчетной схемы стерж
ня, как правило, принимается его ось, к которой относят опоры и 
нагрузку.

В инженерных конструкциях широко применяются стержневые 
системы, состоящие из нескольких стержней, соединенных между 
собой с помощью жестких узлов или шарниров, например рамы 
(рис. 1.7) и фермы (рис. 1.8). Расчет стержневых систем в основном 
изучается в курсе строительной механики.

Ко второму типу конструктивных элементов относятся пласти
ны (плиты) и оболочки (рис. 1.9, я, б), у которых размеры в плане 
имеют один порядок и значительно больше толщины //. Пластина 
характеризуется срединной плоскостью, которая делит ее пополам 
по толщине. Для оболочки этим геометрическим элементом явля
ется срединная поверхность.

Рис. 1.7 Рис. 1.8

В строительных конструкциях пластины встречаются в виде плит 
перекрытий и фундаментов, панелей зданий, днищ резервуаров 
и т.п. Оболочки применяются в качестве элементов покрытий зданий, 
а также в листовых конструкциях (резервуары, газгольдеры и т.п.).

Третьим типом конструктивных элементов является массив
ное тело, у которого все основные размеры имеют один порядок 
(рис. 1.10). К  такому типу можно отнести блоки фундаментов и 
гидротехнических сооружений, станины машин и т.п.

12



а) б)

Рис. 1.9 Рис. 1.10

При построении расчетных схем существенное упрощение вно
сит предположение о малости деформаций конструктивного эле
мента по сравнению с его размерами. Это предположение позво
ляет, например, рассматривать статическое равновесие конструк
ции последействия нагрузки в недеформированном состоянии, то 
есть не учитывать изменение положения нагрузки и характера ее 
действия за счет деформации конструкции. Такой расчет называ
ется расчетом по недеформированной схеме. Отметим, что в неко
торых случаях такой расчет неприменим.

Большое значение в механике деформируемого твердого тела 
имеет принцип Сен-Венана, также позволяющий вносить упро
щения в расчетные схемы. Согласно принципу Сен-Венана на
пряженное состояние тела на достаточном удалении от малой 
(локальной) области действия нагрузок практически не зависит 
от детального способа приложения этих нагрузок.

Например, напряженные состояния балок на рис. 1.11, а, б прак
тически одинаковы, за исключением весьма малой области вблизи 
свободного конца, где приложена нагрузка. Поэтому при построе
нии расчетной схемы балки нет необходимости указывать, как 
конкретно осуществляется передача нагрузки на балку. На расчет
ной схеме (рис. 1.11, в) равнодействующая этой нагрузки в виде 
сосредоточенной силы приложена к оси балки.

Рис. 1.11
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Принцип Сен-Венана можно также трактовать как принцип 
локальности эффекта действия взаимно уравновешенных нагрузок 
в малой области. Вызываемые действием таких нагрузок напряже
ния, как правило, имеют местный характер и очень быстро умень
шаются при удалении от области приложения нагрузок.

Отметим, что в задачах расчета тонкостенных стержней возмож
ность применения принципа Сен-Венана требует дополнительно
го обоснования.

Использование принципа Сен-Венана позволяет при построе
нии расчетных схем заменять группу сил ее равнодействующей, 
переносить силу полиции ее действия и производить другие упро
щения. Однако следует иметь в виду, что применение этих правил 
теоретической механики, как правило, возможно, в случае когда 
нагрузка занимает небольшую область в сравнении с размерами 
тела. Если область действия нагрузок соизмерима с размерами тела, 
то применение указанных правил теоретической механики может 
привести к существенному изменению характера напряженного и 
деформированного состояний тела.

Например, для стержня на рис. 1.13 равновесие не нарушится 
при переносе точки приложения силы. Однако в первом случае 
(рис. 1.13, а) деформируется весь стержень, а во втором (рис. 1.13. 6) — 
только его верхняя часть.

Рис. 1.12

Пример взаимно уравновешенной на
грузки приведен на рис. 1.12. Действующие 
на стержень силы вызывают большие напря
жения только вблизи линии их действия. 
Большая часть стержня при этом практи
чески не испытывает деформации, и напря
жения в ней отсутствуют.



Замена двух сил их равнодействующей не отразится на величи
не и направлении опорных реакций шарнирно опертой балки на 
рис. 1.14, а, б. Однако характер изгиба балки при такой замене из
менится (изогнутая ось балки показана пунктиром).

1.4. Виды нагрузок

В процессе работы или эксплуатации конструкций, сооружений 
и машин их элементы испытывают действие различных нагрузок. 
Нагрузки можно классифицировать по ряду признаков. Отметим 
некоторые из них.

Нагрузки поверхностные и объемные. Поверхностные нагрузки 
можно рассматривать как результат взаимодействия различных 
конструктивных элементов друг с другом или с различными физи
ческими объектами (грунт, вода, снег, и т.п.). При построении рас
четных схем всегда важно установить характер и последователь
ность передачи нагрузки от одного конструктивного элемента к 
другому.

Объемные нагрузки действуют на каждую частицу внутри тела. 
К  таким нагрузкам относятся собственный вес конструкции, силы 
инерции, силы магнитного притяжения и т.п. В практике инже
нерных расчетов объемные нагрузки часто приводят к поверхност
ным нагрузкам, что упрощает решение задач.

Активные нагрузки и реакции связей. Такое ра щеление нагрузок 
необходимо для построения расчетной схемы конструкции и про
ведения расчета.

Активные нагрузки, как правило, известны или заданы в нормах 
проектирования. Реакции связей возникают в местах закрепления 
конструктивного элемента (на опорах) и подлежат определению из 
уравнений равновесия. Если этих уравнений недостаточно для оп
ределения опорных реакций, то кроме уравнений равновесия не
обходимо использовать дополнительные уравнения, составляемые 
исходя из характера или схемы деформации конструкции.

Нагрузки распределенные и сосредоточенные. Все поверхностные 
нагрузки являются распределенными по некоторой поверхности 
конструкции или ее элементов (рис. 1. 15). Распределенные нагруз
ки характеризуются интенсивностью с/, которая может быть пере
менной или постоянной. В последнем случае нагрузка называется 
ра вп о м ер н о рас п редел е н ной.

Распределенные поверхностные нагрузки имеют размерность 
силы, отнесенной к единице плошали, например Н/м' (Па).
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Примерами распределенных поверхностных нагрузок могут слу
жить давление жидкости на стенки резервуара (рис. 1.16), давление 
снега на покрытие здания, ветровые нагрузки и т.п.

Рис. I 16

При расчете стержней распределенная по площади нагрузка 
приводится к линейной нагрузке, распределенной подлине стерж
ня (рис. 1.17). Линейная распределенная нагрузка имеет размер
ность силы, отнесенной к единице длины, например Н/м. Она 
характеризуется равнодействующей, величина которой в общем 
случае равна

R = |  q(x)dx. ( 1 . 1 )

Точка приложения равнодействующей (точнее, линия ее дей
ствия) определяется по правилам статики. Приведение к равно
действующим равномерно распределенной нагрузки и нагрузки, 
изменяющейся по линейному закону, показано на рис. 1.18, а, б.

а)
q = const

- IH I)

а

б,^ г

1Ш1
R=qa

йЯГ
2/з а

а
R=-
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При приведении нагрузки к оси стержня могут возникнуть рас
пределенные подлине моментные нагрузки (пары сил). Чаще всего 
встречается распределенная скручивающая нагрузка /и(л), равно
действующий момент которой (рис. 1.23, в) в общем случае равен

ь
M = ^m(x)dx. (1.2)

а

При малой площади распределения нагрузку с той или иной сте
пенью точности можно считать сосредоточенной (рис. 1.19, я, б) 
или распределенной по линии (рис. 1.20). Для задач расчета кон
струкции в целом такая схематизация нагрузки обосновывается 
принципом Сен-Венана. Однако она недопустима, если надо изу
чить характер напряженного и деформированного состояний кон
структивных элементов в самой зоне их взаимодействия, что харак
терно для контактных задач. Примерами контактных задач являют
ся, например, задача о давлении колеса на рельс (рис. 1.21), задача 
о взаимном давлении зубьев шестеренчатой передачи и т.п.

а)

а

f i

Рис. 1.19 Рис. 1.20

Для стержней сосредоточенными нагрузками являются силы и 
пары сил (моменты), что показано на рис. 1.22, д, б. Сосредоточен
ная сила имеет размерность Н, кН, а сосредоточенный момент — 
соответственно Нм, кНм. По отношению к оси стержня все нагруз
ки можно привести к осевым (рис. 1.23, а), поперечным (рис. 1.23,6) 
и скручивающим (рис. 1.23, в) составляющим.
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Рис. 1.23

Нагрузки статические и динамические. Статическое нагружение 
конструкции характеризуется постепенным нарастанием нагрузки 
до ее конечного значения. При этом силами инерции без ущерба 
для точности расчета можно пренебречь.

При динамическом нагружении величина нагрузки либо изме
няется в течение короткого промежутка времени (например, при 
ударе), либо нагрузки являются периодическими с малым перио
дом колебаний (например, вибрационные нагрузки). В этих слу
чаях учет сил инерции и частоты колебаний конструкции является 
обязательным и их определение составляет существенную часть 
расчета.

Нагрузки постоянные и временные. Такое разделение нагрузок 
обусловлено методами расчета конструкций, в частности введе
нием коэффициентов надежности по нагрузке или коэффициентов 
запаса.

К постоянным нагрузкам относятся те из них, которые должны 
действовать в течение всего периода эксплуатации конструкции 
(например, собственный вес). Временные нагрузки носят перио
дический характер, например давление людей п оборудования на 
перекрытие здания, напор ветра на башню и т.п. Эти нагрузки в 
эксплуатационный период могут существенно изменяться по ве
личине и характеру действия.



Помимо силового воздействия, конструкция может также испы
тывать тепловое воздействие (нагрев или охлаждение), вызывающее 
напряжения и деформации в ее элементах. Методы расчета кон
струкций на действие температуры рассматриваются в специальном 
разделе механики деформируемого твердого тела.

1.5. Напряжения и деформации

Под действием нагрузок между отдельными частями тела воз
никают силы взаимодействия (внутренние силы). Отметим, что 
силы взаимодействия между частями тела в ненагруженном и не- 
деформированном (естественном) состоянии в механике дефор
мируемого твердого тела не рассматриваются.

Для выявления внутренних сил в теле при его нагружении при
меняется метод сечении. В соответствии с этим метолом тело мыс
ленно рассекается плоскостью, одна из частей тела отбрасывается, 
а ее влияние заменяется внутренними силами, непрерывно распре
деленными по сечению (рис. 1.24. а. Г>).

Выделим в окрестности произвольной точки сечения Л/ (л\ у. z.) 
бесконечно малую площадку (элемент площади) А/-'. На эту площад
ку действует своя часть внутренних сил с равнодействующей АР. 
направление которой в общем случае не совпадает с направлением 
нормали v (рис. 1.25, а) к площадке. При не очень сильной интен
сивности изменения внутренних сил в окрестности данной точки 
можно считать, что равнодействующая А Р  приложена в центре тя
жести площадки A F.

Отношение равнодействующей А Р  к площади А/-'представляет 
собой среднее напряжение на выделенной площадке. Устремляя 
величину A F к нулю и переходя к пределу, получим полное напря
жение в рассматриваемой точке:

внутренние
силы

Рис. 1.24
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(1.3)
где индекс v указывает направление нормали к площадке.

Разложив pv на составляющие по нормали и по касательной к 
площадке, получим нормальное оу и касательное напряжения 
в точке М  (рис. 1.25, б). Между напряжениями справедливо соот
ношение

Таким образом, взаимодействие между частями тела при его на
гружении характеризуется наличием напряжений в точках мыслен
но проведенных сечений. Напряжения имеют размерность силы, 
отнесенной к единице площади, например Па (Н/м2), МПа. Рас
пределение напряжений в теле характеризует его напряженное 
состояние под действием нагрузки, определение которого состав
ляет одну из основных задач механики деформируемого твердого 
тела. По величинам наибольших напряжений выполняется расчет 
элементов конструкций и машин на прочность.

(1.4)

Рис. 1.25

Как уже было отмечено, процесс де
формирования тела под действием на
грузок сопровождается перемещениями 
его точек. Различие перемещений сосед
них точек вызывает появление абсолют
ных и относительных деформаций. Су
ществуют два типа деформаций в твер
дых телах — линейные и угловые.

Рис. 1.26
Рассмотрим определение линейной и 

угловой деформаций в точке А"деформи
руемого тела (рис. 1.26). Для этого выде-
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лим в окрестности этой точки два бесконечно малых взаимно пер
пендикулярных отрезка КМ  и KN. В результате деформации тела 
точка К  переместится в положение К г а длины отрезков КМ  и KN 
и угол между ними изменятся.

Величина d(As) = ds  ̂ -  ds, характеризующая изменение длины 
отрезка КМ  = ds, называется абсолютной линейной деформацией. 
При этом относительная линейная деформация в точке К  по на
правлению s равна

ds. - ds d(As) г = lim — -----= lim ----- .
' As—>0 As As—>0 As

Сумма углов искажения между направлениями КМ  и KN  назы
вается относительной угловой деформацией (углом сдвига) в плос
кости, где расположены эти отрезки:

у = а, + а,.
Относительные линейные и угловые деформации являются без

размерными величинами. В большинстве задач они значительно 
меньше единицы

1.6. Внутренние усилия в поперечных сечениях 
стержня

Рассмотрим стержень, находящийся в равновесии под дей
ствием произвольных нагрузок (рис. 1.27, а). Отнесем стержень 
к декартовой системе координат, направив ось Ох вдоль оси 
стержня и расположив оси Оу, Oz в плоскости его поперечного 
сечения. Рассечем мысленно стержень плоскостью, перпендику
лярной к оси, перенесем начало отсчета в центр тяжести попе
речного сечения и покажем действующие в произвольной его 
точке напряжения (рис. 1.27, б). Полное напряжение /^разложим 
по осям координат на нормальное напряжение o v и касательные 
напряжения туА. и т . Остановимся на обозначении напряжений 
на площадке с нормалью, параллельной оси Ох (такая площадка 
называется координатной). У нормального напряжения индекс 
показывает направление его действия. У касательных напряже
ний первый индекс указывает направление действия напряжения, 
а второй — направление нормали к площадке, на которой оно дей
ствует. Напряжения в данной точке связаны между собой соотно
шением

р2 = а 2 + т2 + т2 . (1.5)^ X X ух IX v '
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Выделим в окрестности рассматриваемой точки бесконечно ма
лую площадку dFw приведем действующие на нее внутренние силы 
odF, т dFn x,xd F к шести равнодействующим:

[  a d F :
О у  =  J

\ \ o - J F ' .
Q :  =  f f T r v ^ :

1 F

| |  a y d F :

F
" .  = .

/

( 1 .6 )

Интегрирование производится по всей площади поперечного се
чения F.

Величины (1.6) называются внутренними усилиями в попереч
ных сечениях стержня, соответственно N — продольная сила, 
М  и М_ — изгибающие моменты, Q и Q_ — поперечные силы 
и Д/х = Д/к — крутящий момент (рис. 1.28, а, б). Внутренние усилия 
в стержне определяются с помощью метода сечений. В общем слу
чае они переменны подлине стержня, то есть являются функция
ми координаты точек его оси. Графики этих функций, построенные 
в соответствующем масштабе, называются эпюрами внутренних 
усилий. Эпюры строятся на оси стержня и заштриховываются пер
пендикулярными к ней прямыми линиями. Внутри каждой эпюры 
ставится знак внутреннего усилия.

a) ^ > ' L  Л  v

(■ ■ ' / i j p j 1 \  ) x

У ^  \

аЛ = а

Рис. 1.27 Рис. 1.28
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В сопротивлении материалов расчет стержня обычно начина
ется с определения внутренних усилий и построения их эпюр. При 
этом можно либо устанавливать законы изменения внутренних 
усилий по длине стержня, либо вычислять их значения в его харак
терных сечениях. В последнем случае для построения эпюр внут
ренних усилий необходимо знать характер их изменения на участ
ках стержня между его различными сечениями, что устанавлива
ется из дифференциальных соотношений между внутренними 
усилиями и интенсивностями распределенных нагрузок.

Знание внутренних усилий недостаточно для определения за
конов изменения напряжений по поперечному сечению стержня, 
поскольку каждому внутреннему усилию могут соответствовать 
различные законы распределения напряжен и й. Для решения этой 
задачи надо рассмотреть характер деформации стержня и ввести 
упрощающие гипотезы. При этом оказывается возможным вывес
ти простые расчетные формулы для определения напряжений через 
внутренние усилия в поперечных сечениях стержня.

В сопротивлении материалов изучение характера работы пря
мого стержня производится раздельно от действия каждого из трех 
видов внешней нагрузки. Действие осевых нагрузок (см. рис. 1.23. а) 
соответствуем центральному растяжению или сжатию  стержня. 
При этом в его поперечных сечениях действует только одно внут
реннее усилие — продольная сила N.

Действие поперечных нагрузок (см. рис. 1.23. 6) вызывает изгиб 
стержня. В общем случае изгиба в поперечных сечениях стержня 
могут действовать два изгибающих момента Л/, и М. и две попереч
ные силы Q и Q_.

Скручивающие нагрузки (см. рис. 1.23. в) вызывают кручение 
стержня, что соответствует действию в его поперечных сечениях 
крутящего момента М .

Совместное действие осевых, поперечных и скручивающих на
грузок вызывает так называемое сложное сопротивление стержня. 
которое можно разделить па отдельные задачи в зависимости от 
сочетания нагру юк (например, растяжение с изгибом, изгиб с кру
чением п т.п.).



Г Л А В А  2

ГЕ О М Е Т Р И Ч Е С К И Е  Х А Р А К ТЕР И С ТИ К И  
П О П ЕР ЕЧ Н Ы Х  С ЕЧ ЕН И Й  С Т ЕР Ж Н ЕЙ

2.1. Статические моменты и моменты инерции

В сопротивлении материалов определяются напряжения, де
формации и перемещения в стержнях при действии различных 
нагрузок, вызывающих центральное растяжение (сжатие), изгиб, 
кручение или одновременно все виды названных деформаций. 
В формулы для напряжений и перемещений в зависимости от вида 
деформирования входят различные геометрические характеристи
ки поперечных сечений стержня. Величины этих характеристик 
зависят от формы и размеров поперечного сечения. Рассмотрим 
произвольную плоскую фигуру (поперечное сечение стержня) пло
щадью F , отнесенную к прямоугольной системе координат Оху 
(рис. 2.1). Выделим в плоскости фигуры элемент площади dF с ко
ординатами .V, у и определим основные геометрические характе
ристики поперечных сечений стержней как взятые по всей площа
ди F суммы произведений элементарных площадей dFna  их рас
стояния л и г  до осей Оу и Ох в соответствующей степени.

У

О Хс X

Рис. 2.1

Статические моменты площади сечения:

(2.1)
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Осевые моменты инерции:

У л = JJ y 2dF; J  у = \\x~dF. (2.2)
F F

Центробежный момент инерции:

J  ху = \\xydF. (2.3)
F

Полярный момент инерции:

J p = JJ r d F  = JJ(.v: + г  )dF  = J x + Jy. (2.4)
/ /

Статические моменты имеют размерность единицы длины в тре
тьей степени (например, см3), а осевые, центробежный и полярный 
моменты инерции — единицы длины в четвертой степени (см4).

Как видно из приведенных формул, статические и центробеж
ный моменты в зависимости от выбора системы координат могут 
быть положительными, отрицательными и равными нулю. Осевые 
и полярный моменты инерции всегда положительны.

На основании известной из теоретической механики теоремы 
о моменте равнодействующей можно получить следующие фор
мулы:

- J J v ^  = Fy ( - S y = j\x d F= Fx c ,
F F

где F  — площадь всего сечения.
С помощью этих формул определяются координаты центра тя

жести сечения (рис. 2.1):
S.. S

хг = у г - — ■ (2.5)F  F
Оси, проходящие через центр тяжести сечения, называются цен

тральными осями. Из (2.5) следует, что статический момент всего 
сечения относительно любой центральной оси равен нулю. Из 
свойств определенного интеграла также следует, что статические 
моменты равны нулю относительно осей симметрии сечения.

2.2. Зависим ости между моментами инерции 
относительно параллельных осей

Пусть известны моменты инерции Ух, У , У сечения относи
тельно центральных осей Ох, Оу (рис. 2.2). Определим моменты 
инерции Уч , J y . J x у относительно осей 0 {хг О,у,, параллельных



осям Ох, Оу. Обозначим через а и b координаты точки О в системе 
координат О, л, v, В соответствии с рис. 2.2 .v, = х + а, г, = v + Ь. 
С учетом этого получим

J  = J j  у; dr = JJ( V + b)2 dF =\\y-dF + 2b\\ydF + b2 J j  dF  =
/ F F  F /

= J+ 2 b S  + b2 F.

Так как ось Ox проходит через центр 
тяжести сечения, то статический момент 
5 =0. Формулы для J  и J  выводятся

А '  h  a i-v i

аналогично. В результате будем иметь 
следующие три соотношения, которые 
называются форму.шми преобразования 
моментов инерции при параллельном пере
носе oceir.

J  = J + b2F:
.V, л-

J  = J. + a:F ;
J  = J + abF.

-V, .V, A T

( 2.6 )

2.3. Изменение моментов инерции 
при повороте координатных осей

Пусть известны моменты инерции 7v, J  J  сечения относитель
но осей Ох. Оу (рис. 2.3). Определим моменты инерции J х. У . J y 
относительно осей Охг Оуг повернутых по отношению к осям 
Ох. Оу на угол «. Координаты элемента площади dF в повернутых и 
исходных осях связаны между собой следующими соотношениями: 

.V, =  ОС =  О Е + AD =  x cos а  + у sin а;
V, = ВС= BD -  ЕА =у cosa-xsina.

■ У /

Х\/-- ' л/F \
ffi\ )

/ \ '''' /
\ Е

а\ г  \b y  S\
--г1—ч /

- .V . 1 -V

Рис. 2.3
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Учитывая эти соотношения, получим

J  х - JJ г,2 (II = JJ (у cos а  - .V si п а )2 с/F = cos2 а  JJ у 2 (IF  +
/ F F

+sin2 aJJ.v̂ //-' - sin 2aJJ.vw//7 = J  x cos2 a + J y sin2 a - J xv sin 2a.
F I

Формулы для J ( и J x выводятся аналогично. В результате бу
дем иметь следующие три соотношения, которые называются фор
мулами преобразования моментов инерции при повороте осей:

./ = J  cos' a  + J  sin" a - J  sin 2a:
V, V у  AT

J  = J  sin2 a  + У cos2 a  + У sin 2a;у | А v Ау
J  - J

J  =
2

-sin 2a + У cos2a.

(2.7)

Используя формулы

cos" a  = —(1 + cos2a), sin" a  = — (1 - cos2a), 

можно преобразовать соотношения (2.7) к следующему виду:

Jy, = 

У

У + У ,/
2

У + J
V I

2
У -У

2
У - У

-cos2а - У  ,sin2a;

-cos2a + J  x, sin 2a:

-sin 2a + У cos 2a.

( 2 .8 )

Складывая почленно первые две формулы (2.8), получим
У + J = У + J = У . (2.9)

V,  I ,  Л  у  р

Таким образом, сумма двух осевых моментов инерции относи
тельно двух взаимно перпендикулярных осей не изменяется при 
повороте осей и равна полярному моменту инерции У .

2.4. Главные оси и главные моменты инерции

Из формул (2.8) видно, что при повороте осей координат мо
менты инерции в зависимости от угла а  изменяются по тригоно
метрическим функциям. Поэтому функции У , У ,У  должны! У1 1 Iиметь экстремумы. Кроме этого, сумма осевых моментов инерции 
согласно (2.9) при изменении а  остается величиной постоянной.
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Следовательно, существует такое значение а, при котором одновре
менно один из осевых моментов инерции достигает своего макси
мального (Утау), а другой — минимального (У . ) значения. Для на-

111аЛ ГТ11П

хождения экстремальных величин осевых моментов инерции при
равняем к нулю производную по а  от первого из выражений (2.8):

dJ ( J - J•V,

da
У sin 2а + У cos 2а = - 2 у , ,  =0-2

Отсюда находим

tg2a = — « К »

Эта формула позволяет в интервале -45° < a < 45° определить 
угол наклона а  коси Ох одной из двух взаимно перпендикуляр
ных осей, относительно которых один из осевых моментов инерции 
равен /тах, а другой — Ут т . Центробежный момент инерции от
носительно этих осей равен нулю.

Такие две взаимно перпендикулярные оси, относительно ко
торых центробежный момент инерции равен нулю, называются 
главными осями инерции сечения. Осевые моменты инерции отно
сительно таких осей имеют экстремальные значения (У и УП||П) 
и называются главными моментами инерции.

В дальнейшем для главных осей инерции используются цифро
вые обозначения 1 и 2 и, соответственно, для главных моментов 
инерции обозначения У, =У.„,„ и У, = У„ „.I Г113Х 2. Ill 1 п

В любой точке сечения всегда существует по крайней мере одна 
пара взаимно перпендикулярных главных осей.

Если главные оси проходят через центр тяжести сечения, то они 
называются главными центральными осями. Определение положе
ния этих осей имеет наибольшее практическое значение. Исследуя 
знак второй производной первого или второго из выражений (2.8), 
можно доказать следующее правило: если УХ >У,, то по (2.10) полу
чается угол а, между осью Ох и осью 1; при У( < У — угол а 2 между 
осью Ох и осью 2. При этом положительному углу соответствует 
поворот против хода часовой стрелки.

Формулы для углов, определяющих положение главных осей, 
удобнее записать с использованием главных моментов инерции 
У,, У,. Приведем эти формулы без вывода:

У У
tgtx, = tga-, = t X1 f . (2.

У ,-У , - у , - у 2
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Для определения главных моментов инерции необходимо в (2.8) 
с помощью известных формул тригонометрии выразить sin 2а 
и cos 2а через tg 2а с использованием выражения (2.10). В резуль
тате для главных моментов инерции получим формулы

J + J .
+J- ( 2 . 1 2 )

2.5. Некоторые свойства моментов инерции 
и осей инерции

1. При повороте двух взаимно перпендикулярных осей на 90° 
или при изменении направления одной из осей на противополож
ное знак центробежного момента инерции также изменяется на 
противоположный.

В справедливости первого утверждения убеждаемся, положив в 
последней из формул (2.8) а  = л/2 (рис. 2.4, а):

J y - J vJ  = —--- — sin 7Г + У COS7l = -7 .
-Vi ~) "  V1'

УI

Рис. 2.4

В справедливости второго утверждения убеждаемся, изменив 
направление оси Ох на противоположное (рис. 2.4, б). При этом 
знак абсциссы всех точек сечения изменится на противоположный 
(jCj = —а), поэтому

J v  = W x\ydF =\\l-x)ydF = - Jxy-

2. Ось симметрии сечения и любая ось, ей перпендикулярная, 
составляют пару главных осей. Пусть, например, сечение (рис. 2.5) 
симметрично относительно оси Оу. Тогда любому элементу площа
ди dF, расположенному справа от оси Оу, соответствует симмет
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рично расположенный элемент площади слева от оси Оу. Так как 
абсциссы х этих элементов отличаются только знаком, то все эле
ментарные произведения ̂ доказы ваю тся попарно равны и про
тивоположны по знаку. Поэтому центробежный момент инерции 
всего сечения как предел интегральной суммы равен нулю:

то есть оси Ох и Оу являются главными осями.
3. Главная центральная ось сечения и любая ось, ей перпенди

кулярная, составляют пару главных осей.
Пусть оси Ох и Оу являются главными центральными осями 

сечения (рис. 2.6). Тогда J xy = 0. Ось 0 ]х] перпендикулярна к оси Оу.
Для определения центробежного момента инерции воспользу

емся формулами (2.6):
J  = J  + abF.-V|>' ху

Так как J xy = 0 и из двух координат а и b центра тяжести в систе
ме координат 0 ,Х |у а = 0, то J x у = 0. Следовательно, оси О^х] и 0 ]у 
составляют пару главных осей.

4. Если моменты инерции относительно двух взаимно перпен
дикулярных главных осей, проходящих через некоторую точку се
чения, равны по величине, то все оси, проходящие через эту точку, 
также являются главными и моменты инерции относительно всех 
этих осей одинаковы.

Пусть 1 и 2 — главные оси, а Ох и Оу — произвольные оси, по
вернутые по отношению к главным осям на угол а  (рис. 2.7).

Если в формулах (2.8) за исходные принять главные оси 1 и 2, 
а и v! заменить на х и г, то эти формулы с учетом того, что 
J р = 0, запишутся в виде

J ху = \\xydF  =0,
/

Рис. 2.5 Рис. 2.6 Рис. 2.7



J
X 2 2

,/, + J  J  i — J  ->
—--- - — 1--- -cos 2a;

2 2
J (2.13)

V

J

H i последней формулы (2.13) видно, чтоУхт = () при произволь
ных значениях а  только при условии равенства главных моментов 
инерции [ J } = J2). Тогда и i первых двух формул (2.13) следует, что

5. Если для множества осей, проходящих через некоторую точ
ку сечения. можно указать более одной пары несовпадающих г лав
ных осей, то все оси, проходящие через эту точку, являются глав
ными.

Пусть две пары несовпадающих осей 1 и 2 и Ох. Оу для сечения, 
изображенного на рис. 2.7. являются главными. Тогда на основании 
последней ггз формул (2.13) имеем

Так как sin 2a * 0, го отсюда следует, что У, = У, и на основании 
свойства4 все оси, проходящие черезточку О. являются главными.

Из свойств 2 и 5 следует, что у сечений, имеющих более двух 
осей симметрии, все центральные оси являются главными.

К таким сечениям относятся, например, изображенные на 
рис. 2.8 сечения в виде круга, равностороннего треугольника, 
квадрата, правильного многоугольника. Осевые моменты инер
ции у таких сечений относительно всех центральных осей одина
ковы.

о\ \ и \ г \

J = J = J  - y vЛ у I 2

у
XV

—— —=-sin 2a = 0.

1>ис. 2.8

31



2.6. Моменты инерции простых сечений

Для простых сечений статические моменты и моменты инерции 
находятся по формулам (2.1)—(2.4) с помощью интегрирования. 
Рассмотрим, например, вычисление осевого момента инерции J  
для произвольного сечения, изображенного на рис. 2.9. Учиты
вая, что в прямоугольной системе координат элемент площади dF- dxdy, I юл у ч и м

где хл(у) и хв{у) — координаты точек контура при некотором фик
сированном значении у.

Выполняя интегрирование поле, найдем

Величина Ь(у) представляет собой ширину сечения на уровне у 
(см. рис. 2.9), а произведение b(y)dy = dF— площадь заштрихован
ной элементарной полосы, параллельной оси Ох. С учетом этого 
формула для J x преобразуется к виду

Аналогичное выражение можно получить для момента инер
ции J ,

Прямоугольник. Найдем моменты инерции относительно глав
ных центральных осей, которые в соответствии со свойством 2 
(§ 2.5) совпадают с осями симметрии прямоугольника (рис. 2.10). 
Так как ширина сечения постоянна, то по формуле (2.14) получим

Момент инерции относительно оси О^  определим по первой 
из формул (2.6):

у» V>'>Jx = JJ ydF = j y2dy J dx.

х 4 ( У )

J  в

Jx = J y2b(y)dy.
V,

(2.14)
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Х В
Х А Ь ( у )

\ л / j F = b b i y \

< т 1
V/ / / / / / / / / / / / / / / A

У 1 У

0

Рис. 2.9 Рис. 2.10

Моменты инерции У и У, находятся аналогично. Запишем фор-
У У  |

мулы для осевых моментов инерции прямоугольника:

— ; У = — ; У = — ; J  = — . (2.15)
12 -1' 12 Л' 3 '' 3

У. =

Произвольный треугольник. Вначале найдем момент инерции 
относительно оси Огху проходящей через основание треугольника 
(рис. 2.11). Ширина сечения Ь(ух) на уровне v, находится из подо
бия треугольников:

и, , b (h - y )b(y,) = --- — 1-.

Подставляя эту величину в формулу (2.14) и производя интег
рирование, получим

b'\ , , , Ыу 
J: =-к ) У ^ - у , Щ  - --

о 12

Моменты относительно осей Ох и 0 2х2, параллельных осно
ванию и проходящих соответственно через центр тяжести и через 
вершину треугольника, находим с помощью формул (2.6):

У =У - b }F  = —  
Л л' 1 12

bh
2

Ыг 
36 '

, Ыг [ 2 У bli ЫгУ = У + b;F = — + — Л —  = — . 
л 2 36 I  3 ) 2 4

В этих формулах />,= И/3 и А, = — 2/7/3 — соответственно орди
наты центра тяжести треугольника О в системе координат О,л-,jvt 
и 0,х,\\.
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Л р ’2

j  _  Mr j  _  b/r
' “  36 ' '■ _  12 ’ = (2.16)

Запишем формулы для осевых моментов инерции треугольника 
относительно осей, параллельных основанию:

bj]L
4 '

Прямоугольный и равнобедренный треугольники. Для прямоуголь
ного треугольника (рис. 2.12) определим центробежный момент 
инерции Ух1. относительно центральных осей Ох и Оу, параллельных 
катетам. Это можно сделать, воспользовавшись формулой (2.3). 
Однако решение задачи можно упростить, если применить следу
ющий прием. С помощью медианы ОхО3 разделим заданный тре
угольник на два равнобедренных треугольника ОхОуА и O f lyB. 
Оси OvY, и (9л\ являются осями симметрии для этих треугольников 
и на основании свойства 2 (§ 2.5) будут главными осями каждого из 
них по отдельности, а следовательно, и всего треугольника О^АВ. 
Поэтому центробежный момент инерции ./ = 0. Центробеж-

*з>’з
ный момент треугольника относительно осей Ох и Оу найдем 
с помощью последней из формул (2.6):

b)
6

bh
2

h h
72

Запишем формулы для моментов инерции прямоугольного тре
угольника:

b/r , hb} bh3
~36~' ' ' “  1 7 '

У =

У =

36
иь\

12  '

У =

_ ̂
Л - "  ~ Т ' Ул> =

Ь2И2 
72

(2.17)
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Момент инерции равнобедренного тре
угольника относительно оси симметрии Оу 
(рис. 2.13) определим, используя четвертую 
из формул (2.17), как удвоенный момент 
инерции прямоугольного треугольника с 
основанием И и высотой Ь/2:

J .  =
2h(0,5b)

12
h b 3 
48 '

Таким образом, моменты инерции рав
нобедренного треугольника относительно 
главных центральных осей Ох и Ov определяются по формулам

у j  Ж .  ' а т
х 36 у 48 

Круг. Вначале удобно вычислить полярный момент инерции 
круга по формуле (2.4), воспользовавшись полярной системой ко
ординат (рис. 2.14).

Учитывая, что dF=rdrd8, найдем

J =  Jj r 2d F =  j  < /eJV V r =
/ о о

Поскольку полярный момент согласно (2.4) равен сумме двух 
осевых моментов, получим

у =7 Л Ж Ж
у 2 4 64

(2.19)

Кольцо. Моменты инерции кольца (рис. 2.15) находятся как 
разность моментов инерции двух кругов с радиусами R , и R }:

=  °'J ); =  а т

Рис. 2.14 Рис. 2.15
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Полукруг (рис. 2.16). Выделим в плоскости полукруга элемент 
площади dF  с полярными координатами г, 0 и декартовыми коор
динатами х,, y v для которых в соответствии с рис. 2.16 имеем:

л', = г cos 0; у, = г sin 0; dF - rdrdQ.
По формулам (2.1) и (2.5) найдем соответственно статический 

момент полукруга относительно оси О,*, и ординату у0 центра тя
жести О в системе координат О^х^Уу

71 R л пЗ
S  = ]\y\dF = Jsin0</0jr2</r = — ;

F  3

~ 0,424 Я. (2.21)F  зk r 2 Зя

Относительно осей и 0 {y v которые являются главными 
осями для полукруга, осевые моменты инерции равны половине 
моментов инерции круга:

j , - j  Ж
X

Момент инерции относительно главной центральной оси опре
деляется с помощью первой формулы (2.6):

= 2 *1 ,0 .1 1 ^ . (2.22) 
1 U i )  !

Эллипс. Для вычисления осевого момента инерции эллипса с 
полуосями а и b относительно оси Ох (рис. 2.17) поступим следу
ющим образом. Вокруг эллипса опишем окружность и выделим две 
элементарные полосы шириной dx и высотой 2ук для круга и 2у 
дтя эллипса. Моменты инерции этих двух полос можно определить 
по первой из формул (2.15) для прямоугольника:

и  к , <2Ук>3 2 , (2у У 2 ,dJ x = dx = - yKdx; d Jx = dx ^  = - r//.v.

Интегрируя эти выражения в пределах от —а до а, получим
л  ̂ 4 ^

-я
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Рис. 2.16 Рис. 2.17

И з уравнений окружности и эллипса имеем

"’ 2 2 х~ + у = о ;

- ±\1а2 - х2 . у.
b I -> 7 b 

z—\a  -дГ = - у .

С учетом этого

j  - j
2 “r( b

-У*
/г , к к а Ь }

Аналогичное выражение можно получить для момента инерции 
относительно оси Оу. В результате для эллипса будем иметь сле
дующие формулы для осевых моментов:

к а Ь }J  = J  =у
n c rb (2.23)

4 1 4
Прокатные стержни. Геометрические характеристики сечений 

прокатных стержней (двутавры, швеллеры, уголки) приведены в 
таблицах сортамента прокатной стали (см. приложение).

2.7. Моменты инерции сечений составных стержней

При определении моментов инерции сечения составного стерж
ня относительно главных центральных осей на основании свойства 
аддитивности определенных интегралов сечение разбивают на про
стые фигуры, у которых известны положения центров тяжести и 
моменты инерции относительно собственных центральных осей. 
По формулам (2.5) находят координаты центра тяжести всего се
чения в системе произвольно выбранных вспомогательных осей.
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Параллельно этим осям проводят центральные оси, относительно 
которых по формулам (2.6) определяют осевые и центробежный 
моменты инерции. Моменты инерции относительно главных цен
тральных осей определяют по формуле (2.12), а положение главных 
центральных осей — по формулам (2.11) или (2.10).

Пример 2.1. Для сечения в виде трапеции A BCD  (рис. 2.18) оп
ределим моменты инерции относительно главных центральных 
осей и положение этих осей. Размеры на рис. 2.18 даны в санти
метрах.

Рис. 2.18

Разобьем трапецию на прямоугольник BCDE  и треугольник АВЕ  
и найдем их моменты инерции относительно собственных цент
ральных осей.

Для прямоугольника по формулам (2.15) имеем

J  =
bh'

12

6 12 4 , lib 12 6--- = 864 см ; У =--- = ■
12 *  12

= 216 см4; F. =72 см2. 
12 1

Для прямоугольного треугольника по формулам (2.17) получим
Ыг 6 12-

Jx- 36 36 
b2/,2 
72

= 288 см4; J  = —  
36
hb- 12 • 63

36
= 72 см4;

62 •122 
72

= 72 см4; =36 см2.

Знак плюс у центробежного момента треугольника объясняется 
тем, что в отличие от рис. 2.12, на котором обе центральные оси Ох 
и Оу направлены в сторону гипотенузы, в данном случае одна из
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осей 0 2у2 направлена в сторону гипотенузы, а другая 0 2х2 — в сто
рону катета.

Площадь всего сечения F -  F } + F2= \08 см: .
Для определения положения центра тяжести О всего сечения 

выберем вспомогательные оси Оух} и 0 }у } , найдем статические 
моменты сечения относительно этих осей и координаты у0 ил0 цен
тра тяжести по формулам (2.5):

S  = F]y] + F2y2 = 72 ■ 6 + 36 ■ 4 = 576 см3;

5 = F.V. + F x ,  = 72 94-36 4 = 792 см3;у , I I  2 2

5. 576 5.. 792
108

= 7,33 см.

Заметим, что для сечения, состоящего из двух фигур, центр тя
жести Одолжен быть расположен на линии O f )v  соединяющей 
центры тяжести этих фигур.

Через центр тяжести О проведем центральные оси Ох и Оу, 
параллельные осям Оух} и 0 ,y v Координаты центров тяжести 
прямоугольника и треугольника в системе координат Оху равны: 
а } = 1,67 см; Л, = 0,67 см; а = —3,33 см; b, = - 1,33 см.

По формулам (2.6) определим моменты инерции сечения отно
сительно осей Ох и Оу.

J X = J  + + J f +F:b; =

= 864 + 72 0,672 +288 + 36(-l,33)2 = 1248 см4;

У , = У , + F^a' + J  ̂ + F2al =

= 216 + 72 l,67: + 72 + Зб(-З.ЗЗ)2 = 888 см4:

J  — J  + F,ci,b, + J  + F'^b-f —
A V A , Vi 1 1 1  A ,  V ,  2 2 2

= 0 + 72 ■ 1,67 • 0,67 + 72 + 36(—3.33)(—1.33) = 312 cm4.

По формуле (2.12) найдем величины главных моментов инерции 
и по формулам (2.11) — углы наклона главных осей к оси Ох:

J \.2~ '
J  +J.

1

( J . - J

J. =  1068 + 360= 1428 см4; J,  = 1068 -  360 = 708 см4;

1248 + 888 1248-888 + 312;

4 .

39



tga, =

tga,

vi- 312
У - У, 888-1428

xy 312
J r - J 2 888-708

= -0,578; a. = -30°;

= 1,733; a , = 60°.

Направления главных осей 1 и 2 показаны на рис. 2.18.
Пример 2.2. Определим моменты инерции поперечного сечения 

стального стержня, составленного из прокатных профилей — дву
тавра 140 и швеллера ИЗО (рис. 2.19).

1 1 3' Й

| | о.
' 1X

*2

0
.

X

0, Х\

Рис. 2.19

Выпишем из сортамента необходимые размеры (они даны на 
рис. 2.19 в см) и геометрические характеристики: площади сече
ний F. и моменты инерции J x, У относительно собственных глав
ных центральных осей.

Для 140: F r  = 72,6 см2; J x = 19 062 см4; У, =667 см4.
Для С30: F 1 = 46,5 см2; Уv , = 327 см4; J y =5810 см4. Площадь 

всего сечения /■'= 72,6 + 46,5 = 119,1 см2.
Сечение имеет вертикальную ось симметрии, и центр тяжести О 

всего сечения находится на этой оси.
Для определения положения центра тяжести примем в качестве 

вспомогательной оси ось двутавра О.х.. Тогда получим

У и = ■
F2y2 46,5-18,13

F 119,1
= 7,08 см.

Отложим эту величину по оси О^у и проведем ось Ох, которая 
вместе с осью Оу составляет пару главных центральных осей всего 
сечения. Найдем координаты центров тяжести двутавра и швелле
ра в системе координат Оху: Л, = -7,08 см; b2 = 11,05 см; о, = а2 = 0
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(см. рис. 2.19). По формулам (2.6) найдем моменты инерции сече
ния относительно осей Ох и Оу.

У. = Ух + F^b] + У + F2b\ = 19 062 + 72.6 (-7.08)2 + 327 +
+ 46,5 • 11,052 = 28 706 см4;

У =У +У =667+ 5810 = 6477 см4;
У >'| У 2

У = У = 28 706 см4; У = У = 6477 см4; У,., = 0.max х min у ху

2.8. Определение моментов инерции 
с помощью круга инерции

Формулы (2.13) для случая, когда в качестве исходных приняты 
главные оси, имеют простую геометрическую интерпретацию. Если 
ввести обозначения

У, +У, _  У, -У 2 
2 '  2 ' 

то указанные формулы примут вид
J  = а + R cos 2а;
У(, = я - Л cos 2а; 

Ул = /?sin 2а.
(2.24)

Из этих формул видно, что момент инерции У может быть по
лучен из выражения для У( заменой а  на а + 90°.

Первая и третья из формул (2.24) представляют собой парамет
рические уравнения окружности в координатных осях Ук, Удт с ра
диусом Л и центром на оси У( на расстоянии а от начала координат 
(рис. 2.20). Абсцисса произвольной точки А', этой окружности рав
на осевому моменту инерции Ух относительно оси Ох, которая со
ставляет угол а  с главной осью 1 (см. рис. 2.7). Ордината точки 
равна центробежному моменту инерции У относительно осей Ох, Оу.

Координаты точки Аокружносги, называемой полюсом, равны 
соответственно У, и У

Впервые данный графический способ был предложен О. Мором 
для определения напряжений на наклонных площадках (см. § 4.6), 
и соответствующий круг называется кругом Мора для напряжений. 
По аналогии круг, изображенный на рис. 2.20, называется кругом 
инерции.

С помощью круга инерции можно графически определить мо
менты инерции относительно произвольных осей. При этом обыч
но строят круг инерции по известным моментам инерции J x, J y, У ,



вычисленным относительно произвольных осей Ох и Оу. Приведем 
это построение (рис. 2.21).

Рис. 2.20 Рис. 2.21

На горизонтальной оси отложим OD = Ух и OB = J  Поделив 
отрезок BD  пополам, получим центр круга инерции С, причем 
ОС - ( Jx + У ,)/2. Отложив из конца отрезка 05 = У( величину 
J xy - В К  со своим знаком, получим полюс К  круга инерции. Про
водя радиусом СА'окружность и далее через полюс А"лучи К Е  и КА, 
найдем величины главных моментов инерции - О Е , J-, = ОА 
и углы наклона а, и а , главных осей 1 и 2 к оси Ох.

С помощью приведенных на рис. 2.21 построений можно полу
чить формулы для величин главных моментов инерции (2.12) и 
углов наклона главных осей (2.11). Действительно, определив из 
прямоугольного треугольника ВСК  радиус круга инерции

R = КС  = ^ВС 2 + В К 2 + ./:ху

получим

У, , =ОС± R + У:ху

Тангенсы углов наклона главных осей 1 и 2 к оси Ох определя
ются из прямоугольных треугольников В Е К  и ВАК:

tga.
В К
BE

ху
У. -У,

tga, ВК
АВ

ху
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Знак минус в первой формуле объясняется тем, что угол а, яв
ляется отрицательным.

Для определения величин моментов инерции J  , J  , J  „ от-
I * I £1 ^носительно произвольных взаимно перпендикулярных осей их , 

и Оур наклоненных к оси Ох на угол р, необходимо через полюс К  
провести под углом к горизонтали ось О.*, и перпендикулярно к 
ней — ось Oyt до пересечения этих осей с окружностью в точках М 
и N. Можно показать, что искомые величины моментов инерции 
соответственно равны

J = M M V J  = NN v J x = M M 2.Х| У] •*! У1 L
В качестве иллюстрации на рис. 2.22 приведено построение кру

га инерции для числового примера 2.1, рассмотренного в § 2.7.

Рис. 2.22



Г Л А В А  3

Ц ЕН Т Р А Л Ь Н О Е Р А С Т Я Ж Е Н И Е  
И СЖ А ТИ Е С Т ЕР Ж Н ЕЙ

а )

R

б )

3.1.  Продольная сила и ее эпюра

Центральным растяжением и сжатием прямых стержней назы
вается такой вид деформирования, при котором все внешние на
грузки или их равнодействующие действуют вдоль оси стержня 
(осевые нагрузки) (рис. 3.1, а).

К осевым нагрузкам относятся сосре
доточенные силы Р, а также распределен
ные нагрузки с]. Как правило, распреде
ленные нагрузки являются результатом 
действия собственного веса, и в этом слу
чае они могут быть определены по форму
ле q = yF, где у — объемный вес материа
ла стержня, a F  — площадь поперечного 
сечения стержня. В дальнейшем будем 
считать q = const. При нагружении стерж
ня осевыми нагрузками в его поперечных 
сечениях возникают только продольные 
силы. Для их определения используется 
метод сечений. Мысленно рассечем стер

жень плоскостью, перпендикулярной к его оси, на произвольном 
расстоянии д- от нижнего конца и приложим в сечении А—А неиз
вестную силу N (рис. 3.1, б).

Продольная сила N считается положительной, если она направ
лена от сечения и вызывает растяжение стержня. В противном 
случае продольная сила является сжимающей и считается отрица
тельной.

Величину силы /V можно определить из условия равновесия ос
тавшейся части стержня. Составляя, например, уравнение равно
весия верхней части, получим

1ДГ=0, P - q ( l - x ) - N  = О,
откуда

.1

Рис. 3.1

N = Р — q(l — х). (3.1)
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Аналогично из уравнения равновесия нижней части стержня 
определяем

N = R  + qx, (3.2)
где R — реактивная сила, возникающая в закреплении (рис. 3.1).

Приравняв правые части равенств (3.1) и (3.2), получим
R + q l-  Р  = О,

что, по существу, является уравнением равновесия Y.X = 0 для 
всего стержня в целом. Из этого уравнения определяется опорная 
реакция R = P —ql.

Как видно из соотношений (3.1) и (3.2), продольные силы в об
щем случае являются переменными вдоль оси стержня. Определив 
силы /V в различных сечениях стержня, можно построить график 
изменения N(x), который называется эпюрой продольных сил.

Пример3.1. Построим эпюру УУдля стержня, изображенного на 
рис. 3.2, а. Проведем сечение 1 — 1 на нижнем участке стержня. Оно 
делит стержень на две части. Рассмотрим равновесие нижней час
ти стержня (рис. 3.2, б).

Предполагая, что продольная сила в сечении положительна, 
направим ее от сечения. Из рисунка видно, что N = Р х = 20 кН, то 
есть продольная сила постоянна на нижнем участке стержня. Откла
дывая положительные значения силы справа от оси (рис. 3.2, г), 
построим соответствующую часть эпюры. Обычно на эпюре пока
зываю! знак продольной силы, а штриховка эпюры производится 
перпендикулярно к оси.
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Если провести сечение 2—2 на верхнем участке, то часть стерж
ня, расположенная выше этого сечения, является более простой 
для расчета. Однако на нее действует неизвестная пока реактивная 
сила /?, что не позволяет сразу найти продольную силу в рассмат
риваемом сечении. Поэтому рассмотрим нижнюю часть стержня 
(рис. 3.2, в). Составляя для этой части уравнение равновесия, 
получим

ХЛГ=0, - N - Р2 + P ] + q(l2- x ) = 0,
откуда

N = P i~  P2 + q(l2~x).
Продольная сила на втором участке изменяется по линейному 

закону. Подставляя значения х, соответствующие началу и концу 
верхнего участка с учетом /, = 3м, найдем значения N в этих сече
ниях:

х = О, N = 20 -  50 + 15 • 3 = 15 кН (растяжение); 
х=3м,  N -  20 -  50 = -30 кН (сжатие).

Опорная реакция в месте закрепления стержня равна значению 
N в начальном сечении: R = 15 кН. Эпюра УУдля всего стержня 
показана на рис. 3.2, г.

Как было показано в главе 1, продольная сила является интег
ральной характеристикой, которая связана с нормальными напря
жениями, действующими в сечении, соотношением

jV = J J a  dF. (3.3)
F

Если известен закон изменения напряжений о по сечению, то 
это равенство позволяет вычислить силу N. Однако решить обрат
ную задачу, то есть при известном значении N найти напряжения, 
не вводя дополнительных гипотез о характере их распределения, 
невозможно.

3.2. Напряжения в поперечных и наклонных сечениях

Чтобы установить закон изменения нормальных напряжений о 
в поперечном сечении стержня при растяжении и сжатии, обратим
ся к эксперименту. Если на поверхности растягиваемого стержня 
(рис. 3.3, а) провести линию а—а перпендикулярно к его оси, то в 
процессе деформирования эта линия переместится параллельно 
самой себе на величину иа, то есть перемещения всех точек этой
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линии будут одинаковы. На основании этого опыта швейцарским 
ученым Я. Бернулли была предложена гипотеза плоских сечений, 
получившая широкое применение во многих задачах сопротивле
ния материалов. Согласно этой гипотезе сечения, плоские и перпен
дикулярные к оси стержня до деформации, остаются плоскими и 
перпендикулярными к оси после деформации. Таким образом, при рас
тяжении и сжатии длина всех продольных волокон стержня изме
няется на одинаковую величину. Отсюда следует, что нормальные 
напряжения распределены по сечению равномерно (рис. 3.3, о). 
Вынося в формуле (3.3) постоянное значение а  из-под знака ин
теграла, получим

N = oF.
Отсюда находим

N_

F
о = (3.4)

а) б)
.■(//У.;/,:,/,

Ш Т
о = const

а) б )

©

Р/2

lIlTrrnTTtl̂

Р НР/2 Чр, 2

Р/2

Рис. 3.3 Рис. 3.4

Сделанное выше на основании гипотезы плоских сечений пред
положение о равномерном распределении нормальных напряже
ний по сечению, строго говоря, справедливо не во всех сечениях 
стержня. В сечениях, близких к местам приложения сосредоточен
ных сил, характер изменения напряжений о по сечению может быть 
различным. Вблизи торца распределение напряжений по сечению 
стержня существенно неравномерно (рис. 3.4, а , б). Однако при
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удалении от торца эта неравномерность уменьшается и на некото
ром расстоянии, достаточно превосходящем размеры торцевого 
сечения, распределение напряжений становится практически рав
номерным, что согласуется с принципом Сен-Венана (см. § 1.3).

Таким образом, для всего стержня, за исключением областей 
вблизи нагруженных торцов, напряжения распределены равномер
но и для их определения вполне обоснованно может использовать
ся формула (3.4). Эта формула может также применяться и при 
расчете стержней с непрерывно изменяющейся подлине площадью 
поперечного сечения F, если это изменение незначительно.

С помощью формулы (3.4) при известной эпюре N легко по
строить эпюру о. На рис. 3.2, д показана эпюра а  для рассмот
ренного выше примера.

До сих пор рассматривались нормальные напряжения в попереч
ных сечениях, то есть в сечениях, перпендикулярных к оси стержня. 
Однако во многих задачах возникает необходимость определения 
напряжений в наклонных сечениях. На рис. 3.5, а показано сечение, 
нормаль к которому v составляет угол а  с осью Ох. Очевидно, что, 
для того чтобы рассматриваемый участок стержня находился в рав
новесии, к центру тяжести наклонного сечения должна быть прило
жена сила N, равная продольной силе, действующей в поперечном 
сечении. Составляя проекции этой силы на направление нормали v 
и касательной 1 к сечению, получим формулы для определения нор
мального и касательного усилий в наклонном сечении:

Na = A'cosa; Tu- —N sin a.

JC

@  irojTOT

' I P

Рис. 3.5
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Величина УУа является равнодействующей нормальных напря
жений ст((, действующих в этом сечении (рис. 3.5, б), а Та — каса
тельных напряжений та. Предполагая, что напряжения распреде
лены по сечению равномерно, и учитывая, что площадь наклонно
го сечения равна F  = F/cos а, получим формулы для напряжений:

N д N 2 2о = —— = — cos а  = о cos а;а ^  F

т N . ст = — = ---sinacosa = — sin 2а.
a Fa F  2

Полученные соотношения называются формулами для напря
жений на наклонных площадках при растяжении и сжатии. Из этих 
формул видно, что при a  = 90° a a = та = 0. Отсюда следует, что 
продольные слои стержня при растяжении и сжатии не взаимо
действуют между собой.

Из формулы для касательных напряжений следует, что при 
а = ± 45° они достигают наибольших по абсолютной величине зна
чений, равных т 6 = а/2.

3.3. Деформации и перемещ ения. Закон Гука

При растяжении и сжатии стержня изменяются его длина и раз
меры поперечного сечения. Если мысленно выделить из стержня 
в недеформированном состоянии элемент длиной dx, то после 
деформации его длина будет равна dx{ (рис. 3.6). При этом абсо
лютное удлинение по направлению оси Ох будет равно 

du = d(Ax) - dx! - dx, 
а относительная линейная деформация гх определяется равенством

d(Ax) du е = — —  = — . (3.5)
dx dx

Поскольку ось Ох совпадает с осью стержня, вдоль которой дей
ствуют внешние нагрузки, назовем деформацию ех продольной 
деформацией, у которой в дальнейшем индекс будем опускать. Де
формации в направлениях, перпендикулярных коси, называются 
поперечными деформациями. Если обозначить через b характер
ный размер поперечного сечения (рис. 3.6), то поперечная дефор
мация определяется соотношением

, _ b x-b _ АЬ 
е Ь ~ ~ ~ Ь '
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Рис. 3.6

Относительные линейные деформации являются безразмерны
ми величинами. Установлено, что поперечные и продольные де
формации при центральном растяжении и сжатии стержня связаны 
между собой зависимостью

е' = —ve. (3.6)
Входящая в это равенство величина v называется коэффициен

том Пуассона или коэффициентом поперечной деформации. Этот 
коэффициент является одной из основных постоянных упругости 
материала и характеризует его способность к поперечным дефор
мациям. Для каждого материала он определяется из опыта на рас
тяжение или сжатие (см. § 3.5) и вычисляется по формуле

е'v = (3.6, а)

Как следует из равенства (3.6), продольные и поперечные дефор
мации всегда имеют противоположные знаки, что является под
тверждением очевидного факта — при растяжении размеры попе
речного сечения уменьшаются, а при сжатии увеличиваются.

Для различных материалов коэффициент Пуассона различен. 
Для изотропных материалов он может принимать значения в пре
делах от 0 до 0,5. Например, для пробкового дерева коэффициент 
Пуассона близок к нулю, а для резины он близок к 0,5. Для многих 
металлов при нормальных температурах величина коэффициента 
Пуассона находится в пределах 0,25+0,35.

Как установлено в многочисленных экспериментах, для боль
шинства конструкционных материалов при малых деформациях 
между напряжениями и деформациями существует линейная связь

а= Ее. (3.7)
Этот закон пропорциональности впервые был установлен анг

лийским ученым Робертом Гуком и называется законом Гука.
Входящая в закон Гука постоянная Е  называется модулем упру

гости. Модуль упругости является второй основной постоянной
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упругости материала и характеризует его жесткость. Поскольку де
формации являются безразмерными величинами, из (3.7) следует, 
что модуль упругости имеет размерность напряжения.

В табл. 3.1 приведены значения модуля упругости и коэффици
ента Пуассона для различных материалов.

При проектировании и расчетах конструкций наряду с вычисле
нием напряжений необходимо также определять перемещения от
дельных точек и узлов конструкций. Рассмотрим способ вычисления 
перемещений при центральном растяжении и сжатии стержней.

Абсолютное удлинение элемента длиной dx (рис. 3.6) согласно 
формуле (3.5) равно

du = d(Ax) -edx.
Т а б л и ц а  3.1

Наименование материала Модуль упругости, МПа Коэффициент
Пуассона

Сталь углеродистая 2,1 ■ 105 0,24 + 0,30
Сплавы алюминия 0,72- 105 0,26 + 0,36
Сплавы титана 1,12 -105 —
Медь (1,0-s- 1,3)- I05 О +
Чугун (1,15+ 1,6)- 105 0,23 + 0,27
Сосна:

вдоль волокон (0,1 +0,12)- 105 —
поперек волокон (0,0005 + 0,01)- 105 —

Бетон (0,097 + 0,408)- 105 0,16 + 0,22
Гранит 0,49 - 10s —
Мрамор 0,56 - 105 —
Кладка из кирпича (0,027 + 0,03)- К)5 —
Стекло 0.1 • 105 0,25
Стеклопластик СВАМ 0.35- 105 0,43
Текстолит (0,07 + 0,13)- И)5 —
Резина на каучуке 8,0 0,5

Интегрируя это выражение в пределах от 0 дох, получим

м(х) = Ах = Je  А: + С,
о

где ;/(х) — осевое перемещение произвольного сечения (рис. 3.7), 
а С = и(0) — осевое перемещение начального сечения х = 0. Если



это сечение закреплено, то н(0) = 0 и перемещение произвольного 
сечения равно

и(х) - Ах = Jedx. (3.8)

Удлинение или укорочение стержня равно осевому перемещению 
его свободного торца (рис. 3.7), величину которого получим из (3.8), 
приняв* = /:

о 4
'Ss

Й
!■
I
tг
\
*

п

и(1) - AI = jedx. (3.9)

Подставив в формулу (3.8) выражение для де
формации е из закона Гука (3.7), получим

л

и(х) = \~dx-

-J
/>
Iх

Для стержня из материала с постоянным мо
дулем упругости Е осевые перемещения опреде
ляются по формуле

Рис. 3.7
1и{х) = — Jadx. (3.10)

Входящий в это равенство интеграл можно вычислить двумя 
способами. Первый способ заключается в аналитической записи 
функции о  ( jc ) и  последующем интегрировании. Второй способ 
основан на том, что рассматриваемый интеграл численно равен 
площади эпюры ст на участке [0, л:]. Вводя обозначение

X
|  ст dx,

получим

и = (3.10, а)

Рассмотрим частные случаи. Для стержня, растягиваемого со
средоточенной силой Р ( рис. 3.3, а), продольная сила /V постоянна 
подлине и равна Р. Напряжения ст согласно (3.4) также постоянны 
и равны

Лг __Р  
F ~  F
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E F  J  E F  E F

Из этой формулы следует, что если напряжения на некотором 
участке стержня постоянны, то перемещения изменяются по ли
нейному закону. Подставляя в последнюю формулу х = 1, найдем 
удлинение стержня:

u(l) = A I = —  = — . (3.11)
E F  E F

Произведение ^называется жесткостью стержня при растя
жении и сжатии. Чем больше эта величина, гем меньше удлинение 
или укорочение стержня.

Рассмотрим стержень, находящийся под действием равномерно 
распределенной нагрузки (рис. 3.8). Продольная сила в произволь
ном сечении, отстоящем на расстоянии х от закрепления, равна

N  =q(l — л).
Разделив N на F, получим формулу для напряжений

с=  q (l~ x ) . (3.12)
F

Подставляя это выражение в (3.10) и интегрируя, находим
2

(3.13)

Тогда из (3.10) получаем

и(х) = --
EF

1х- —  
2

53



Наибольшее перемещение, равное удлинению всего стержня, 
получим, псодставив в (3.13) х = I:

Ш 4 )

Из формул (3.12) и (3.13) видно, что если напряжения линейно 
зависят O T . t f ,  то перемещения изменяются по закону квадратной 
параболы. Эпюры N, с  и и показаны на рис. 3.8.

Общая дифференциальная зависимость, связывающая функции 
и(х) и ст(л), может быть получена из соотношения (3.5). Подставляя 
в это соотношение е из закона Гука (3.7), найдем

du о
Ц - Т  <3 |5 >

Из этой зависимости следуют, в частности, отмеченные в рас
смотренный выше примерах закономерности изменения функ
ции и(х).

Кроме того, можно заметить, что если в каком-либо сечении 
напряжения! су обращаются в нуль, то на эпюре и в этом сечении 
может быть экстремум.

В качестве примера построим эпюру и для стержня, изображен
ного на рис. 3.2, положив Е= 104 МПа. Вычисляя площади эпюры о 
для различных участков, находим:

сечение л = 1 м:
, _ П С _  1 7,5 10-' 100 п п , _

и - —  - —2----;------ -̂----= 0,0375 см;
Е  104•10 1 2

сечение х = 3 м:
/

I
37,5-и =

Ю4 10
15 10-1 200

= -0,112 см;

сечение .v = 5 м:
1

и =
104 10 1

(-112,5 + 20-10“ ' - 200) = 0,287 см.

На верхнем участке стержня эпюра и представляет собой квад
ратную параОолу (рис. 3.2, е). При этом в сечении х = 1 м имеется 
экстремум. Fla нижнем участке характер эпюры является линей
ным.

Общее удлинение стержня, которое в данном случае равно 
Д/ = и(5) = 0,287 см,

54



можно вычислить, воспользовавшись формулами (3.11) и (3.14). 
Поскольку нижний участок стержня (см. рис. 3.2, а) растягивается 
силой Р ] его удлинение согласно (3.11) равноА, 20 200А/, = —— = — -----:---= 0,4 см.

EFX Ю4 10"' 10

Действие силы Р ] передается также и на верхний участок стерж
ня. Кроме того, он сжимается силой Р2 и растягивается равномер
но распределенной нагрузкой q. В соответствии с этим изменение 
его длины вычисляется по формуле
л, (Р ,~ Р 2)12 ql22 30 300 15 10 2 9 104 А11^
А/, = — =--- ---------+---- ---------= -0,112 см.

EF2 2 EF2 10 • 10 • 20 2 -10 -10 -20

Суммируя значения А/, и А/2, получим тот же результат, что при
веден выше.

В заключение следует отметить, что, несмотря на матую вели
чину перемещений и удлинений (укорочений) стержней при рас
тяжении и сжатии, пренебрегать ими нельзя. Умение вычислять 
эти величины важно во многих технологических задачах (напри
мер, при монтаже конструкций), а также для решения статически 
неопределимых задач.

3.4. Статически неопределимые задачи

Задача называется статически неопределимой, если из уравнений 
равновесия нельзя определить опорные реакции и внутренние уси
лия в стержнях. Например, в стержневой системе, изображенной 
на рис. 3.9, а, число неизвестных усилий, действующих в попереч
ных сечениях стержней, равно трем: N r N2, Nv  а уравнений рав
новесия для их определения — два (рис. 3.9, б)\

ЕХ= 0 , -/V.sin а  + /V,sin а  = 0; (3.16)
XK=0, (/V, + yV3) cos а  + /V, -  Р  = 0.

В общем случае система является п раз статически неопреде
лимой, если число неизвестных на п превышает число независи
мых уравнений равновесия. В рассматриваемом примере стержне
вая система один раз статически неопределима.

Для решения данной задачи рассмотрим схему деформации 
системы при /3 = /, (рис. 3.9, в). Под действием силы Р  узел D всилу 
симметрии системы относительно оси второго стержня.перемес
тится вертикально вниз. При этом стержни получат удлинения
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А^= Д/3 и А/,. В силу малости перемещений точек и удлинений 
стержней в сравнении с их первоначальными длинами можно пре
небречь изменением углов между стержнями после деформации 
системы.

а)
б )

К' ' / N-i

Рис. 3.9

Из рисунка видно, что отрезок DD] = Д/2, а для того, чтобы опре
делить удлинение первого стержня, отложим на его новой длине ADX 
первоначальную длину, равную Л/),. В силу малости перемещений 
дугу DD2 м о ж н о  заменить перпендикуляром, опущенным из точ
ки D на линию ADy Таким образом, отрезок DXD2 = А/,. Из тре
угольника DD^D  ̂установим соотношение между удлинениями:

A/,=A/2cosa. (3.17)
Каждый из стержней рассматриваемой системы находится под 

действием постоянной продольной силы. Считая жесткости всех 
стержней при растяжении одинаковыми и используя формулу 
(3.1 1), находим

ЛГ,Л (3.18)А/, Д/2 = 2 2

E F  1 E F
Соотношения (3.16)—(3.18) характеризуют соответственно три 

стороны задачи: статическую , геометрическую и физическую. Ра
венства (3.16) являются уравнениями равновесия или статики, 
формула (3.17) устанавливает геометрическую связь между удли
нениями стержней, а соотношения (3.18) основаны на законе Гука, 
который определяет физические свойства материала.

Подставляя (3.18) в (3.17) и учитывая, что /2 = /,cos а, получим
/V, = yV2cos2a. (3.19)
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Полученное соотношение между /V, и /V, совместно с уравнения
ми (3.16) позволяет решить задачу. Из первого равенства (3.16) на
ходим, что N i = что, впрочем, очевидно из условия симметрии 
системы. Второе уравнение равновесия с учетом (3.19) дает

2/V,cos3a  + N2 — Р=0,
откуда находим

». Р  Р  cos2 a/V,=------ — ; /V, = /V, =------ — .
l + 2cos a  l + 2cos a

В качестве второго примера рассмотрим стержень ступенчато
постоянного сечения, закрепленный с двух сторон и находящийся 
под действием сосредоточенной силы (рис. 3.10, а). В точках за
крепления стержня возникают опорные реакции /?, и Ry направ
ленные вдоль его оси. Составим уравнение статики:

I X -  0, /?, + /?, = />. (3.20)
Закрепленный с двух сторон стержень является один раз стати

чески неопределимым. Для решения задачи надо составить допол
нительное уравнение исходя из условия, что длина стержня при его 
деформации не изменяется и, следовательно, Д/ = 0.

Рис. 3.10

Отбросим мысленно любое из закреплений, например верхнее, 
и введем в этом сечении неизвестную силу X = R f (рис. 3.10, б). 
Рассмотрев действие сил Р\\ Храздельно (рис. 3.11,о, б), запишем 
на основании принципа независимости действия сил условие де
формации стержня:

Д/ = М р + A/v = 0.
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а)

т
б)

тт iST И=Л|

У////////. -7777>

Рис. 3.11

Подставляя в это равенство значения Д/;, и A L , получим сле
дующее дополнительное уравнение:

Ра Ха ХаХа
3 E F + E F  + 3EF

--- +----- 0. (3.21)

Решая совместно уравнения (3.20) и (3.21), получим 

*  = /?,= 0,25 Р, R2 = Р - R{ = 0,75 Р.

Эпюры Л/ и о приведены на рис. 3.10, в, г. Отметим, что площа
ди эпюры о в пределах верхнего и нижнего участков равны по ве
личине и противоположны по знаку, что в соответствии с форму

лой (3.10, а)дает«(2о) = Д/ = —- = 0.
Е

Величина осевого перемещения сечения, соответствующего 
границе участков, равна

, . Раи(а) ------ .
4 E F

Эпюра осевых перемещений приведена на рис. 3.10, д. Осевые 
перемещения изменяются по линейному закону и в закрепленных 
сечениях равны нулю. Все поперечные сечения перемещаются вниз.

В статически неопределимых системах могут возникать внут
ренние усилия и напряжения и при отсутствии внешних силовых 
воздействий. Рассмотрим два характерных примера.

Температурные напряжения. Если статически определимый стер
жень, закрепленный одним концом (рис. 3.12, а), нагреть на тем
пературу Т, то его длина увеличится на величину

Д/7 = a  IT,
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где а  — коэффициент линейного температурного расширения 
материала. При таком свободном расширении напряжения в 
стержне не возникают. Если же стержень закреплен с двух сторон 
(рис. 3.12, б), то закрепления препятствуют свободному удлинению 
стержня и в них возникают реактивные усилия R. Вследствие это
го в стержне появляются напряжения. Поскольку в этом случае 
стержень является статически неопределимым, для решения зада
чи используем условие

Д/ = А1Т+ Д/Л = 0.

а)
у//////.

гТ

б) R

r T

в)

Рис. 3.12

Подставляя в это равенство соответствующие выражения для 
удлинений,получим

, т  Rl пa  I T ---- = О,
E F

откуда
R = EFaT.

Продольная сила в стержне является сжимающей: N= -R. На
пряжения в стержне равны

N R а  = —  = —  = - Е а Т .  
F  F

(3.22)

Очевидно, что при охлаждении в стержне будут возникать рас
тягивающие напряжения.

Из формулы (3.22) следует, что чем больше модуль упругости 
материала стержня Е, тем больше действующие в нем напряжения. 
При больших перепадах температур эти напряжения могут быть 
настолько значительными, что приведут к разрушению элемента 
конструкции. Чтобы избежать этого, во многих инженерных со
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оружениях используются различные конструктивные приемы, на
пример температурные швы в зланиях.

Монтажные напряжения. При монтаже статически определимых 
стержневых систем отклонения в размерах стержней не приводят 
к появлению в них усилий и напряжений. Два стержня длиной /, 
и /3 (рис. 3.13, а) могут быть соединены в точке D при любых не
больших отклонениях их размеров. В то же время при усилении 
конструкции, например, еще одним стержнем, его длина должна 
быть равна величине /-,. На рис. 3.13, а показан стержень, длина 
которого /' меньше требуемого значения 12 на малую величину 
8 «  /,. Чтобы закрепить этот стержень в точке D, его необходимо 
подвергнуть предварительному растяжению или нагреву. После 
монтажа в среднем стержне будет действовать растягивающее 
усилие УУ2, а в крайних стержнях — сжимающие усилия /V, и /V, 
(рис. 3.13, б). Из уравнений равновесия ХА'^О, £К= 0  получим 

N =N3\ N2 = 2/V, cos a. (3.23)

? ////////////////////л
6)

А  в Ас
\/i 1'2 А

/  V 1 ‘
\а а

)-/—- i  \«О \

в)

Рис. 3.13

Задача является статически неопределимой. Для ее решения 
составим геометрическое соотношение между удлинениями и уко
рочениями стержней (рис. 3.13, в). Из рисунка видно, что

Д/( = (8  -  A / 2) c o s  a.
Выражая входящие в это соотношение величины удлинений и 

укорочений через усилия в стержнях, находим

м
E F

м
E F

cos a. (3.24)

где /' = L - 1\cos а. Жесткости стержней приняты одинаковыми и 
равными EF.
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Решая уравнение (3.24) совместно с уравнениями равновесия
(3.23), после несложных преобразований получим

.. 8EF  cosa 28£77cos2a  iV ,=-------- г— ; /V =-------- -— .
/, (1 -ь 2cos a ) /, (1 + 2cos a)

Если вычислить напряжения в стержнях, то можно установить, 
что напряжения пропорциональны модулю упругости материала и 
относительной погрешности б// в изготовлении стержня. Даже при 
относительно небольшой погрешности изготовления порядка 1% 
(5// = 0,01) в стержнях могут возникнуть большие напряжения.

3.5. Механические свойства материалов.
Диаграммы растяжения и сжатия

При расчете элементов конструкций на прочность, жесткость и 
устойчивость необходимо знание механических характеристик ма
териалов, из которых они изготовлены.

Эти характеристики определяются путем испытания стандарт
ных образцов. Для каждого материала устанавливаются государ
ственным стандартом форма и соотношение размеров образцов для 
определения в лабораторных условиях их механических свойств. 
Образцы испытываются в зависимости ог материала на растяже
ние, сжатие, изгиб, кручение, срез. Отечественной и зарубежной 
промышленностью создано большое количество испытательных 
машин для различных испытаний, позволяющих получить зависи
мости между нагрузками и соответствующими деформациями в 
упругой и неупругой стадиях работы материала.

Для таких строительных материалов, как цементный камень и 
бетон, при испытаниях на сжатие применяют стандартные образцы 
в виде кубиков (со стороной 70 мм для цементного камня и 200 или 
300 мм для бетона). При испытаниях на растяжение применяют 
образцы в виде «восьмерки», а при испытаниях на изгиб — в виде 
призмы. Основным видом испытаний стали является растяжение 
стандартных круглых или плоских образцов (рис. 3.14, а. б), для 
которых строятся диаграммы растяжения в координатах сила — 
абсолютное удлинение: Р  = /(А/). Существуют испытательные 
машины, которые с помощью самопишущих устройств позволяют 
получить эту зависимость г рафически.

Чаше всего стандартный образец круглого сечения для испыта
ния стали (рис. 3.14, а) имеет рабочую длину постоянного диамет
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ра /0= Ю^0 с конусными утолщениями на концах для закрепления 
в зажимах машины. Диаметр образцов обычно принимают рав
ным d{) = 10 мм, но могут быть и другие размеры.

Рис. 3.14

Диаграмма растяжения стали. Рассмотрим диаграмму растяже
ния малоуглеродистой стали марки ВСтЗ, обладающей хорошо 
выраженными пластическими свойствами и широко применяемой 
в строительстве. Если испытывать образцы разных размеров, то 
получим различные диаграммы Р  = /(А/). Для определения обоб
щенных механических характеристик материала диаграммы стро
ят в координатах напряжение — деформация: а = /(е), которые 
определяются по формулам

Р  А/а = — ; е = — .
Fo 'о

На рис. 3.15 показана диаграмма растяжения малоуглеродистой 
стал и.

При нагружении образца до напряжения, соответствующего 
точке А, зависимость между напряжениями и деформациями яв
ляется линейной. На участке ОЛ справедлив закон Гука (3.7).
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Наибольшее напряжение, до которого деформация материала 
следует закону Гука, называется пределом пропорциональности с  .

По углу наклона прямой ОА можно определить численное зна
чение модуля упругости материала:

г °  *Е  = — = tg ос. 
е

При дальнейшем нагружении образца от точки А до точки В 
линейная зависимость нарушается, но при разгрузке образца воз
никшие деформации исчезают, то есть материал является упру
гим.

Наибольшее напряжение, при котором в материале при разгруз
ке не возникают остаточные деформации, называется пределом 
упругости а  . Отметим, что для стали предел упругости практи
чески совпадаете пределом пропорциональности.

На участке CD диаграммы наблюдается значительный рост де
формаций практически без увеличения напряжений, материал 
образно говоря «течет». Горизонтальный отрезок на диаграмме 
называется площадкой текучести , а соответствующее напряжение 
О! — пределом текучести.

При напряжениях, равных пределу текучести, в малоуглеродис
тых сталях появляются пластические деформации, связанные с 
необратимыми деформациями сдвига между кристаллами феррита. 
На хорошо отшлифованной поверхности образцов можно видеть 
наклоненные под углом 45° к оси стержня полосы, называемые 
линиями Люлерса—Чернова по имени немецкого и русского ме
таллургов, впервые независимо друг от друга описавших это явле
ние. Эти линии вызваны деформациями сдвига от наибольших 
касательных напряжений, действующих под углами 45° к оси об
разца, что было отмечено в § 3.2.

После развития определенных пластических деформаций и пе
рестройки кристаллической решетки стали несущая способность 
стержня увеличивается — рост деформаций сопровождается уве
личением напряжений, происходит упрочнение стали. Участок DE  
на диаграмме называется участком упрочнения.

При напряжении, соответствующем наивысшей точке Е диа
граммы, в определенном участке образца появляется заметное 
уменьшение размеров поперечного сечения — образуется так на
зываемая шейка. Отношение наибольшей силы Р  6, которую может 
выдержать образец, к первоначальной площади поперечного сече-
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ния образца F{) называется временным сопротивлением или пределом 
прочности:

Разрушение образца наступает вскоре после появления шейки. 
При этом нагрузка падает (точка F), хотя истинное значение на
пряжения при разрыве в связи с резким уменьшением площади 
поперечною сечения существенно возрастает и может быть опре
делено по формуле

где Рр — нагрузка при разрыве, регистрируемая испытательной ма
шиной; Fm — площадь поперечного сечения шейки, измеряемая 
после разрыва. Деформация в зоне шейки может превышать 100%.

Рассмотренная диаграмма называется условной, так как при ее 
построении не учитывается уменьшение площади поперечного 
сечения при растяжении образца.

Диаграмма растяжения, построенная с учетом изменения пло
щади поперечного сечения, называется истинной диаграммой. При 
нагружении образца до предела текучести уменьшение площади 
его поперечного сечения столь незначительно, что истинная и 
условная диаграммы на этом участке практически совпадают. 
Заметное их отличие проявляется при напряжениях выше предела 
текучести, нарастая к концу стадии упрочнения.

Следует отметить, что в реальных конструкциях напряжения не 
должны превосходить предел текучести материала (см. § 3.7). В силу 
этого истинная диаграмма растяжения, как правило, не имеет прак
тического значения.

Рассмотрим еще некоторые свойства стали, которые можно на
блюдать при испытаниях. Если довести нагружение образца до 
некоторой точки М, находящейся выше предела упругости, и затем 
снять нагрузку, то диаграмма разгрузки пойдет по прямой А/А/р 
параллельной ОЛ, а отрезок ОМх на оси е будет соответствовать ос
таточной деформации еост. Отрезок М^М2 характеризует упругую 
деформацию е при нагружении образца до точки М. Полная де
формация, соответствующая точке М  на диаграмме, равна

£ — £ +£ .ост уп
При повторном нагружении образца отточки М х диаграмма на

гружения следует по кривой Л/, Л/, близкой к прямой М М у Таким



образом, при повторном нагружении как бы повышается предел 
пропорциональности стали, что связано с изменением микрострук
туры в ее кристаллической решетке. При этом площадка текучести 
исчезает, материал становится более хрупким. Указанные измене
ния свойств стали, возникающие при разгрузке и повторном на
гружении, называются наклепом. Это явление используется в тех
нике, например, при изготовлении цепей грузоподъемных машин. 
Участок диаграммы ММ^М называется петлей гистерезиса.

При испытаниях на растяжение плоских образцов с достаточно 
большой шириной Ь{) (рис. 3.14, б) определяют еще одну механи
ческую характеристику — коэффициент Пуассона v. Измеряя из
менение ширины поперечного сечения ДЬ, можно вычислить по
перечную деформацию:

е' = ,

что позволяет определить коэффициент Пуассона
е'v = — 
е

Как показывают опыты, для пластичных материалов коэффи
циент Пуассона остается постоянным при напряжениях, не пре
восходящих предел текучести стт. Значения удля некоторых мате
риалов приведены в табл. 3.1. По мере увеличения пластических 
деформаций величина коэффициента Пуассона возрастает, при
ближаясь к величине, равной 0,5.

Получаемые по диаграмме растяжения предел текучести и 
временное сопротивление с  называются характеристиками проч
ности. В табл. 3.2 приведены значения предела текучести и времен
ного сопротивления для кипящей (кп), полуспокойной (пс) и спо
койной (сп) сталей марки ВСтЗ в зависимости от толщины проката.

По результатам испытаний образца после разрыва определяют
ся относительное остаточное удлинение

5 = —— -100% = —  100%
'о  /„

и относительное остаточное сужение в шейке
F  — F

VU = —---ш- 100%,
F  7 о

где / и Fm — длина образца и площадь поперечного сечения шейки
после разрыва.
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Т а б л и ц а  3.2

Марка стали Вид
проката

Толщина 
проката , 

мм

П редел 
текучести, 

МПа

Временное
сопротивление,

МПа
ВСтЗкп2-1 J1 ист 11 +20 225 360
ВСтЗкп2-1 Фасон 21+30 215 360
ВСтЗпсб-1 Фасон 4+10 245 370
ВСтЗпсб-2 Фасон 11 +20 275 380
ВСтЗспЗ-1 Лист 11 +20 235 370

* За тол тину фасонного проката принимаются толщины полок угол ков, двутавров, 
ш веллеров.

Величины б и ф характеризуют пластические свойства стали. 
Для стали марки ВСтЗ они составляют 5 = (20-ь23)% и ц/ = (60+70)%.

Диаграммы растяжения для других материалов. Многие мате
риалы имеют диаграмму растяжения, существенно отличающу
юся от рассмотренной выше диаграммы для стали марки ВСтЗ. 
На рис. 3.16 показаны диаграммы а ~ е для чугуна (1) и меди (2). 
Диаграмма (1) характерна тем, что практически до разрушения 
зависимость между о и е является линейной или слабо нели
нейной. Такие материалы называются хрупкими. К ним относятся 
чугун, стекло, камень, инструментальные стали.

Диаграмма (2) соответствует пластичным материалам, у которых 
отсутствует площадка текучести. Для таких материалов принима
ется условный предел текучести, соответствующий напряжению, 
при котором остаточные деформации составляют 0,2%. В соответ
ствии с этим условный предел текучести обозначается с (),. Следу
ет отметить, что диаграмма (2) с самого начала нагружения имеет 
нелинейный характер. В то же время в материале наряду с пласти
ческими возникают и упругие деформации, которые исчезают пос
ле разгрузки.

Аппроксимация диаграмм. Использование реальных диаграмм в 
расчетах часто приводит к большим математическим сложностям. 
Существуют различные способы аппроксимации этих диаграмм с 
помощью более простых графиков. Так, например, для стали, диа
грамма которой показана на рис. 3.15, пределы пропорциональ
ности (о|ц]). упругости (о ) и текучести (ст() имеют близкие значе
ния. Это позволяет схематизировать диаграмму в виде двух прямых 
(рис. 3.17), полагая, что все три указанных напряжения соответ
ствуют одной точке. Такая диаграмма называется диаграммой 
Прандтля. Она отражает одну из характерных особенностей пове-
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дения упруго-пластических материалов — способность к большим 
пластическим деформациям.

В силу своей простоты эта диаграмма широко используется в 
расчетах конструкций, напряжения в которых превышают предел 
упругости. В то же время очевидно, что диаграмма Прандтля дале
ко не полностью отражает реальное поведение материалов и в рас
четах могут использоваться более сложные диаграммы (рис. 3.18).

о,

о
диаграмма с линейным 

упрочнением

Рис. 3.17 Рис. 3.18

Диаграммы сжатия. Для испытания стали на сжатие применя
ются цилиндрические образцы высотой /;, равной от одного до трех 
диаметров (рис. 3.19, а). Диаграмма сжатия пластичной малоугле
родистой стали в интервале до предела текучести такая же, как и 
при растяжении. Пределы пропорциональности а пц, упругости а 
и текучести а г а также модуль упругости у сталей при растяжении 
и сжатии практически одинаковы (рис. 3.20). Предел прочности при

б) в)

Рис. 3.20
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сжатии у пластичной стали получить невозможно, так как образец 
при появлении пластических деформаций сначала принимает боч
кообразную форму (рис. 3.19, б), а затем, не разрушаясь, превраща
ется в диск (рис. 3.19, в). Площадка текучести при сжатии стали не 
выражена, а зависимость между напряжениями и деформациями за 
пределом упругости имеет другой характер, чем при растяжении.

Хрупкие материалы имеют существенно меньший предел про
чности при растяжении, чем при сжатии. Например, серый чугун 
при сжатии имеет предел прочности а ск = 500н-1500 МПа, а при 
растяжении — почти в четыре раза меньше: = 120-5-380 МПа. 
На рис. 3.20 показана также диаграмма растяжения и сжатия для 
чугуна. Разрушение чугуна при сжатии начинается с образования 
трещин иод углом 45° к оси цилиндрического образца, что вызвано 
наибольшими касательными напряжениями (рис. 3.21).

Рис. 3.21 Рис. 3.22

Такие строительные материалы, как цементный камень, бе
тон, дерево, испытываются на сжатие на образцах в виде кубиков 
(рис. 3 22, а). Характер разрушения хрупких материалов при сжатии 
во многом зависит от сил трения, возникающих по контакту опор
ной плиты пресса с торцевой поверхностью образца. Например, 
при отсутствии смазки по контакту, когда поперечные деформации 
ограничиваются, кубиковый образец бетона разрушается с появ
лением наклонных трещин, как у чугуна. Завершается разрушение 
образованием двух усеченных пирамид (рис. 3.22, б). При устране
нии сил трения по контакту с помощью смазки в образце при раз
рушении появляются вертикальные трещины (рис. 3.22, в).

Дерево является анизотропным материалом, у которого физи
ческие и прочностные свойства существенно различаются в на
правлениях вдоль и поперек волокон (рис. 3.23). При сжатии ку
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бика из дерева вдоль волокон разрушение происходит в виде сдви
га по наклонной плоскости одной части образца относительно 
другой (рис. 3.24, а). При сжатии поперек волокон происходит 
прессование дерева (рис. 3.24, б). Пределы прочности дерева при 
сжатии вдоль и поперек волокон значительно различаются, что 
видно из табл. 3.3, где приведены величины пределов прочности

Т а б л и ц а  3.3

Предел 
текучести 
а,. МПа

Предел прочности

Наименование материала при 
растяжении 

<тр. МПа
В

при 
сжатии 

о с. МПаи'

Прокат стали марок: 
ВСтЗкп 185+235 360--365
ВСтЗ пс 235+275 370--400
ВСтЗсп 235+270 370--400
09Г2 (марганцовистая) 295 + 370 430--500
1ОХС НД (хромокремн иевая) 390 530
12Г2СМФ (термически 
упрочненная легированная) 590 685
Титановый сплав ВТ4 550+650 700--850
Чугун серый марки СЧ — 120+380 500+1500
Гранит — 3 120 + 260
Кирпич — 0,7 + 3,0 7 + 30
Бетон — 0,4+2,6 2,8+43,8
Сосна, ель:

вдоль волокон _ 80 40
поперек волокон — — 5

Текстолит ПТ К — 100 250
Оргстекло СТ-1 — 78 120
Стеклопластик СВАМ  1:1 — 480+500 420
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при растяжении и сжатии ст̂  для некоторых материалов, 
а также диапазоны изменения предела текучести а ( и предела про
чности а |( прокатной стали некоторых марок, сплавов титана и др.

Существенное влияние на механические свойства материалов 
могут оказывать такие факторы, как изменение температуры, тех
нологические условия обработки при высоких температурах, ра
диоактивное облучение, скорость нагружения и пр.

Влияние температуры. Приведенные выше свойства стали соот
ветствуют температуре 20°С. В реальных условиях строительные и 
машиностроительные конструкции могут эксплуатироваться при 
воздействии высоких и низких температур.

Для большинства металлов с повышением температуры умень
шаются пределы пропорциональности стп , текучести а г прочнос
ти а и и модуль упругости Е , а характеристики пластичности (ос
таточная деформация 8 и остаточное сужение поперечного сече
ния V)/) увеличиваются. Коэффициент Пуассона v при этом также 
несколько увеличивается. В области отрицательных температур 
повышается хрупкость металлов и увеличиваются значения омц, 
о (, а и. При этом пластические свойства понижаются.

Однако у углеродистых сталей эти закономерности изменяются. 
При повышении температуры до +300°С предел прочности не
сколько увеличивается, а при дальнейшем увеличении температу
ры интенсивно уменьшается. Предел текучести с повышением 
температуры имеет тенденцию к уменьшению.

Радиационное облучение. При эксплуатации атомных электро
станций, синхрофазотронов и других сооружений конструкции 
находятся под воздействием ионизирующего облучения, которое 
приводит к изменению механических свойств материалов. Дей
ствие радиационного облучения на металлы аналогично пониже
нию температуры, то есть повышает прочностные характеристики 
и уменьшает пластические свойства. При длительной работе бе
тонных сооружений под воздействием радиации происходит по
нижение их жесткостных свойств и уменьшение модуля упругости.

Влияние фактора времени. На проявление упругих и пласти
ческих свойств материалов влияет скорость приложения нагруз
ки. Например, для стали при быстром нагружении пластические 
свойства не успевают развиваться и на диаграмме растяжения 
отсутствует площадка текучести, а предел прочности увеличи
вается.
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Существенное значение для некоторых материалов имеет дли
тельность приложения нагрузки. При этом проявляется свойство 
ползучести, которое характеризуется нарастанием деформаций при 
постоянной нагрузке.

У металлов свойства ползучести проявляются только при по
вышенных температурах. Например, для сталей — при Т> 400°С. 
Испытание стального образца при высо
кой температуре и постоянной нагрузке 
позволяет построить графики измене
ния деформаций во времени, называ
емые кривыми ползучести (кривая I на 
рис. 3.25).

Первый участок ОА соответствует 
упругим «мгновенным» деформациям, 
возникающим в момент приложения на
грузки. На практике период нагружения 
занимает какое-то время, однако по срав
нению с рассматриваемыми длительными 
процессами этим временем можно пренебречь и считать нагружение 
мгновенным. Далее при постоянной нагрузке развиваются дефор
мации пол зучести сначала по кривой АВ, затем по прямой ВС 
и заканчиваются перед разрушением кривой CD.

В теории ползучести вводится понятие скорости ползучести. 
численное значение которой можно определить по тангенсу угла 
наклона касательной к кривой пол зучести в некоторой точке:

с/е
‘’" = ,Е“  = Л-

Участок АВ  соответствует неустановившейся ползучести, ВС — 
установившейся ползучести (и„ = const) и CD — прогрессирующей 
пол зучести. Свойства ползучести учитываются в прочностных рас
четах конструкций. Необходимо, чтобы наибольшая деформация 
ползучести в период эксплуатации не превышала допустимой. При
мером конструкций, работающих при высоких температурах и на
пряжениях, являются металлические паропроводы, у которых диа
метр со временем увеличивается и может произойти разрыв стенок.

Другим строительным материалом, обладающим свойством 
ползучести, является бетон. Ползучесть бетона проявляется при 
нормальной температуре. Со временем деформации ползучести 
бетона затухают (кривая 2 на рис. 3.25). Период затухания дефор-

Рис. 3.25

71



маний ползучести бетона очень длительный и может продолжать
ся до нескольких лет.

Остановимся еще на одном явлении — релаксации напряжении, 
которая характеризуется уменьшением напряжений при постоян
ной деформации. Например, она наблюдается в болтовых соедине
ниях, когда усилие затяжки и, следовательно, плотность соединения 
со временем уменьшаются. Релаксацию напряжений (усилий) мож
но проиллюстрировать простой схемой (рис. 3.26), на которой меж
ду двумя неподвижными плоскостями помещена пружина с дина
мометром, показывающим усилие растяжения. Если материал 
пружины обладает свойством релаксации, то показания на дина
мометре уменьшаются. Это можно изобразить графиком зависи
мости напряжений от времени — кривой релаксации (рис. 3.27). 
Начальное напряжение ст() создается в короткий промежуток вре
мени при некотором фиксированном перемещении 5 крюка ди
намометра до опоры. Затем напряжение (усилие) уменьшается 
сначала быстро, а затем с затуханием, приближаясь асимптоти
чески к горизонтали на уровне конечного напряжения а к. Тангенс 
угла наклона касательной к кривой релаксации в некоторой точ
ке дает по абсолютной величине численное значение скорости 
релаксации:

Рис. 3.26 Рис. 3.27

Явления ползучести и релаксации напряжений особенно замет
но проявляются в различных полимерах, используемых в качестве 
конструкционных материалов при изготовлении деталей машин и 
элементов строительных конструкций.
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3.6. Потенциальная энергия деформации 
при растяжении и сжатии

Рассмотрим стержень постоянного сечения, нагруженный на 
свободном конце сосредоточенной силой Р  (рис. 3.3). При посте
пенном возрастании силы Р  от нуля до некоторого значения Я, 
(рис. 3.28) она совершает работу А на вызванных этой силой пере
мещениях. Вычислим работу Л, учитывая, что в упругой стадии 
сила пропорциональна удлинению стержня:

Р= кМ .

Входящий в это равенство коэффици
ент к зависит от свойств материала и раз
меров стержня.

Элементарная работа на удлинении 
сЦА1) численно равна заштрихованной на 
рис. 3.28 площади или произведению 
среднего значения силы Р н а этом отрезке 
на величину d(AI):

dA = Pd(Al).

(3.25)

Рис. 3.28

д£  
2

Полная работа, затраченная на удлинение стержня до величи
ны А/,, с учетом (3.25) равна

Д/, Л/,

А= J Pd(AI) = k J Ald(AI) = k-
о о

Производя в полученном выражении обратную замену А/, = 
= Р х/к, приходим окончательно к следующему выражению:

А = -РА1..
2 1 1

Нетрудно заметить, что полученное выражение равно площади 
под линейной диаграммой Р(А1), показанной на рис. 3.28.

Поскольку сделанный вывод справедлив для любых значений 
Р  и А/, относящихся к линейному участку деформирования, опус
тим индекс у соответствующих величин и выражение для работы 
силы Р представим в виде

А = - PAI. 
2

(3.26)
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Работа, совершаемая силой Р, сопровождается накоплением 
потенциальной энергии деформации стержня U, а также наличием 
кинетической энергии А'движения его частиц.

При статическом нагружении скорость перемещения частиц не
значительна, в силу чего кинетической энергией можно пренебречь. 
Кроме того, при упругой работе материала можно не учитывать час
ти работы, связанные с выделением тепла, с преодолением внутрен
него трения и т.п. В силу этого можно принять, что работа силы Р  
численно равна потенциальной энергии деформации стержня:

A - U -  — PAL (3.27)
2

При разгрузке стержня потенциальная энергия деформации 
расходуется на восстановление его первоначальных формы и раз
меров, то есть на возвращение его в первоначальное недеформи- 
рованное состояние.

Подставляя в выражение (3.27) значение А/ из формулы (3.11) и 
учитывая, что в данном случае продольная сила N постоянна по 
длине стержня и равна Р, перепишем последнее равенство следу
ющим образом:

и _ ^ 2! Р 21
2EF 2E F

Полученную формулу можно обобщить на случай, когда про
дольная сила, а также жесткость стержня при растяжении и сжатии 
переменны подлине. В этом случае энергия, накапливаемая в 
участке стержня длиной dx, равна

d L J= T F F '  <3-28>Z tr
а полная энергия вычисляется по формуле

,, I f  A,2dxU = - j — . (3.29)
О

В качестве примера вычислим потенциальную энергию, накоп
ленную в стержне, находящемся под действием равномерно рас
пределенной нагрузки ч (см. рис. 3.8). В этом случае EF= const и

N(x) = q (l- x ).
Подставляя соответствующие выражения в (3.29) и интегрируя, 

получим
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г  Г/ / Я 2! 1U =——  \ (l- x )2dx = 
I F F  J2 E F J0 6 E F

Во многих задачах сопротивления материалов и теории упру
гости представляет интерес не полная энергия, накопленная в эле
менте конструкции, а удельная потенциальная энергия (J0, отнесен
ная к единице объема тела. В частном случае стержня, растягива
емого сосредоточенной силой Р, получим

" 2FI
Учитывая, что P/F= о, а Д///=£, это равенство представим в виде

U„ = f .  (3.30)

Используя закон Гука (3.7), можно получить следующие фор
мулы:

гг E t2Un = — ; Un = — . (3.31)
0 2 Е  0 2

3.7. Расчеты на прочность
Сечения элементов конструкции должны быть такими, чтобы в 

течение всего срока эксплуатации была исключена возможность 
разрушения и возникновения недопустимо больших деформаций 
конструкции при одновременном требовании экономии материала. 
Необходимые размеры сечений элементов конструкции определя
ются из расчетов на прочность, жесткость и устойчивость.

Расчет на прочность сводится к требованию, чтобы наибольшие 
напряжения в элементе конструкции (нормальные, касательные 
либо определенная комбинация этих напряжений) не превосходи
ли некоторой допустимой для данного материала величины.

Расчет на жесткость сводится к требованию, чтобы наибольшие 
перемещения (удлинения стержней, прогибы, осадки опор) не пре
вышали некоторых допустимых величин.

В этом параграфе ограничимся кратким изложением методов 
расчета на прочность. Расчеты на жесткость и устойчивость под
робно рассматриваются в следующих главах.

Существуют три метода расчета на прочность:
1) метод допускаемых напряжений;
2) метод предельных состояний;
3) метод разрушающих нагрузок.
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Рассмотрим все три метода.
1. Метод допускаемых напряжений. Этот метод применяется 

при расчете машиностроительных конструкций. Допускаемым на
зывается наибольшее напряжение, при котором элемент конструк
ции будет работать длительное время без опасности его разруше
ния. Допускаемое напряжение [а] определяется делением опасно
го напряжения ао на коэффициент запаса прочности п > 1:

[о] = — . (3.32)
п

Для элементов конструкций, изготовленных из материалов, 
обладающих свойствами пластичности, за опасное напряжение 
принимается предел текучести при растяжении а 1’ или сжатии а^, 
так как при достижении этих напряжений могут возникнуть недо
пустимо большие остаточные деформации.

Для элементов конструкций, изготовленных из хрупких мате
риалов, за опасные напряжения принимаются временное сопро
тивление (предел прочности) при растяжении <7? или сжатии Стд, 
так как при достижении этих напряжений происходит разрушение. 
Таким образом, для пластичных материалов допускаемые напря
жения при растяжении и сжатии определяются по формулам

[ор] = — ; К 1  = —  ’ (3.33)р пт пт

где п { — коэффициент запаса по пределу текучести.
Для материалов с выраженными пластическими свойствами 

с '’ = о > а , и

[с| = — . (3.34)
",

Для хрупких материалов

[ор1 = — ; [ос] = — , (3.35)
«в «в

где пв — коэффициент запаса по временному сопротивлению.
Необходимость введения коэффициента запаса обусловлена 

рядом обстоятельств: невозможностью точно определить величины 
и характер действующих нагрузок; разбросом свойств материалов 
(особенно неоднородных) и недостаточной точностью их опреде
ления; невозможностью учета всех неблагоприятных условий экс
плуатации сооружения; неточностью изготовления и монтажа кон
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струкции; неточностью методов расчета; назначением и степенью 
ответственности конструкции.

Величины коэффициентов запаса и допускаемых напряжений 
устанавливаются нормами проектирования и изменяются в преде
лах: и = 1,5-н2,5; «в = 2,5-5-5. Очевидно, что коэффициент запаса пв 
должен быть больше, чем пт, так как появление в элементе кон
струкции напряжений, равных а г еще не приводит его к разруше
нию. Ориентировочные величины допускаемых напряжений для 
некоторых материалов, применяемых в машиностроении, приве
дены в табл. 3.4.

Таблица 3.4

Наименование материала
Допускаемые напряжения, МПа
при растяжении 

1°р1
присжатии

К !
Сталь машиностроительная 
(конструкционная) углеродистая
Сталь машиностроительная 
( конструкционная) легированная
Медь
Бронза
Дюралюмин ий
Чугун серый в отливках
Сосна вдоль волокон
Сосна поперек волокон
Текстолит
Гетинакс

60+

1 (Ют-400 
30+ 
60+ 
80+

28+80
7+10

30-
50-

250

и выше 
120 
120 
150

120+160 
10+12 

1,5+2,0
-40
-70

Условие прочности при расчете по методу допускаемых напря
жений сводится к требованию, чтобы наибольшие растягива
ющие о нб и наибольшие по абсолютной величине сжимающие огнб 

р L 
напряжения в элементе конструкции не превышали допускаемых 
напряжений:

°р 6 ~ [ ° р]; <3-36> 
Если материал одинаково сопротивляется растяжению и сжа

тию, то производится проверка прочности по наибольшему по аб
солютной величине напряжению:

а |1б<[о]. (3.37)
В некоторых случаях, например для деталей машин; работа

ющих на кручение, для элементов соединений, работающих на
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сдвиг (заклепки, сварные швы, деревянные шпонки и т.п.), реша
ющее значение для прочности имеют касательные напряжения. 
Условие прочности по касательным напряжениям записывается в 
виде

т||б<[х|, (3.38)
где |т| — допускаемое касательное напряжение. Для пластичных ма
териалов принимается [х| = 0,6 |ст].

Сечение стержня, в котором действует наибольшее напряжение, 
называется опасным сечением.

При центральном растяжении и сжатии в опасных сечениях 
стержня должны выполняться условия прочности, которые с уче
том формул (3.36) и (3.37) можно представить в виде

N
СТР = - / - [ СТР1; ° с = - ^ К 1 :  0.19)

о = ^ < |о |. (3.40)
/•

В этих формулах продольные силы принимаются по абсолютной 
величине.

2. Метод предельных состояний. Этот метод применяется при 
расчете строительных конструкций.

Предельным называется такое состояние конструкции, при ко
тором становится невозможной ее дальнейшая нормальная эксплуа
тация.

В строительных нормах и правилах (С Н иП ) установлены три 
группы предельных состояний.

Первая группа предельных состояний определяется потерей несу
щей способности — прочности или устойчивости.

Вторая группа предельных состояний определяется возникнове
нием чрезмерно больших деформаций или колебаний сооружения.

Третья группа предельных состояний определяется образованием 
и развитием трещин и других повреждений.

В этом параграфе рассматривается расчет на прочность по пер
вой группе предельных состояний.

При расчете на прочность по допускаемым напряжениям вводит
ся один общий коэффициент запаса. Расчет на прочность по первой 
группе предельных состояний отличается более гибким подходом к 
назначению необходимого запаса прочности. При этом вместо од
ною коэффициента запаса вводятся несколько коэффициентов.

Коэффициент надежности по нагрузке yf. С помощью этого ко
эффициента учитывается возможное увеличение нагрузки посрав-
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нению с ее нормативным значением Рн, приведенным вС Н и П . 
Расчет на прочность производится на действия расчетных нагрузок 
Р  , значения которых определяются по формуле

Рр = Рнуг  (3.41)
Для постоянных нагрузок (например, собственный вес) коэф

фициенту^ = 1,05+1,3. Для временных нагрузокyf = 1,05+1,4. На
пример, для снеговой и ветровой нагрузок принимается yf = 1,4.

Коэффициент надежности по материалу ут . С помощью этого 
коэффициента учитывается возможное уменьшение нормативно
го сопротивления RH материала конструкции по сравнению с дан
ными испытаний на образцах. Для пластичных материалов за нор
мативное сопротивление принимается предел текучести RH - а г, 
для хрупких — временное сопротивление Ru = а |Г Для стальных 
конструкций величина уш принимается в пределах 1,025+1,15.

Величина

называется расчетным сопротивлением материала. Для строитель
ных сталей эта величина определяется по формуле

и называется расчетным сопротивлением по пределу текучести.
Значения расчетных сопротивлений для некоторых материалов 

приведены в табл. 3.5. Более полные сведения приведены в соот
ветствующих разделах СНиП.

При расчетах на прочность вводится также коэффициент условий 
работы у , зависящий от вида конструкции и особенностей ее ра
боты. Величина у. изменяется в пределах 0,75+1,0.

Условия прочности при расчете по первой группе предельных 
состояний сводятся к требованию, чтобы наибольшие растягива
ющие напряжения о "6 и наибольшие по абсолютной величине

 ̂ нб wсжимающие напряжения сг от действия расчетных нагрузок не 
превышали величин расчетных сопротивлений при растяжении Rp 
и сжатии /?с, умноженных на коэффициент условий работы у  :

Если материал одинаково сопротивляется растяжению и сжа
тию, то производится проверка прочности по наибольшему по аб
солютной величине напряжению:

(3.42)

R = (3.43)

(3.44)

о г < у R.нб >с (3.45)
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Условие прочности по касательным напряжениям записывает
ся в виде

1  -  У  С R S '  <3.46)
где Rs —- расчетное сопротивление материала при сдвиге. Дня плас
тичных материалов /?v = 0,6Л.

Т а б л и ц а  3.5

Наименование материала

Расчетное сопротивление, МПа

при растя
жении R

р

при
сжатии

при
сдвиге

RS

Прокат стали марок:
ВСтЗкп 175--230 100+140
ВСтЗпс, ВСтЗсп 230--280 140+170
09Г2 (марганцовистая) 290--360 180+215
10ХСНД (хромокремненикелевая) 355 210
12Г2СМФ (термически
упрочненная легированная) 515 310
Алюминиевые сплавы, термически
упрочненные 125- N

J
О О 75+120

Чугун серый марки СЧ + О О 160+250 40 + 75
Бетон 0,26+1,68 2,14+33,6 —

Сосна, ель:
вдоль волокон 10 13 2.4
при изгибе 13 13 2,4

При центральном растяжении и сжатии в опасных сечениях 
стержня должны выполняться условия прочности, которые по ана
логии с (3.39) и (3.40) можно представить в виде 

N N
С Р =~ г й Уск Р' а с = 7 г < у Д ;  (3.47)

°  = - УСК' (3.48)г
где, как и в формулах (3.39) и (3.40), продольные силы принима
ются по абсолютной величине.

При расчете элементов конструкций, работающих на централь
ное растяжение и сжатие, решаются задачи трех типов: 1) провер
ка прочности; 2) подбор сечения; 3) определение несущей способ
ности (грузоподъемности) стержня или стержневой системы.
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Рассмотрим решение этих задач на простых примерах.
Решение первой задачи сводится к проверке выполнения условий 

прочности при заданных нагрузке, форме, размерах сечений и 
свойствах материала.

Проверим прочность чугунного стержня (рис. 3.29, а), централь
но нагруженного двумя сосредоточенными силами Р ] = 100 кН и 
Р 2 = 600 кН. Нижняя часть стержня имеет постоянное по длине 
квадратное сечение 60 х 60 мм. Верхняя часть имеет форму усе
ченного конуса. Диаметр верхнего сечения d, = 40 мм, нижнего — 
с/2 = 50мм. Допускаемые напряжения чугуна при растяжении 
[ар]= 80М П а и сжатии |ас) = 150 МПа.

На рис. 3.29, б приведена эпюра продольных сил. Для верхней 
части опасным является сечение 1 — 1, в котором действует рас
тягивающая продольная сила N - 100 кН, а площадь сечения 
F { = к ■ 22 = 12,56 см2. По первой из формул (3.39) проверяем про
чность по растягивающим напряжениям:

_ _ р  __[00__7  96J<H _  6 м Па< |0 ]_ 8 0 МПа.
р Fx 12,56 см2 р

В нижней, сжатой части продольная сила по абсолютной вели
чине равна N  = 500 кН и все сечения равноопасны; F2 = 6 • 6 = 36 см2. 
По второй из формул (3.39) проверяем прочность по сжимающим 
напряжениям:

ст =-̂ £- = —  = 13,89-^J- = 138,9 МПа < [а 1 = 150 МПа.
L F2 36 см2

Таким образом, условия прочности выполняются.

81



Решение второй задачи сводится к определению размеров се
чения заданной формы при заданных нагрузках и свойствах ма
териала.

Балка АВ (рис. 3.30) шарнирно оперта в точке А и поддержива
ется стержнем CD , шарнирно прикрепленным к балке в точке D 
и к опоре в точке С. Балка нагружена на конце силой Р, норматив
ное значение которой Рн = 200 кН. Коэффициент надежности но 
нагрузке у, = 1,2, коэффициент условий работы ус = 0,9. Материал 
стержня — строительная сталь марки ВСтЗпс 6-1 с расчетным со
противлением по пределу текучести /? = 240 МПа. Требуется подо
брать сечение стержня в виде двух равнобоких уголков.

Г\ в

По формуле (3.41) определим расчетное значение нагрузки:
Рр = Рпу, =200-1,2 = 240 кН.

Из уравнения равновесия ХА/Д = Na -  Рр2а = 0 находим усилие 
в стержне:

/V = 2Рр = 480 кН.
Из условия прочности по первой группе предельных состоя

ний (3.48) определяем требуемую площадь сечения стержня:
Г N  480 ^  2 г = — - =---------- - = 22,22 см .
ф УСЯ  0,9-240 10

По сортаменту прокатных профилей «Сталь прокатная угловая 
равнополочная» (по ГОСТ 8509 — 72) принимаем сечение 2 L_ 80 х 8. 
Площадь сечения двух уголков F - 2 • 12,3 = 24,6 см2.

При решении третьей задачи по определению грузоподъемности 
стержня или стержневой системы находится нагрузка, при дей
ствии которой напряжения в опасном сечении в зависимости от 
метода расчета равны допускаемым напряжениям или расчетному 
сопротивлению материала, умноженному на коэффициент условий 
работы.
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В качестве примера определим грузоподъемность статически 
неопределимой стержневой системы (см. рис. 3.9), рассмотренной 
в § 3.4, при следующих исходных данных: все три стержня выпол
нены из двух равнобоких уголков 21_ 80 х 8, имеющих площадь 
сечения F= 2-12,3 = 24,6 см2; материал — сталь с расчетным сопро
тивлением R = 210 МПа; коэффициент условий работы у.= 1; угол 
наклона крайних стержней к вертикали а  = 30°.

Поделив найденные усилия /V,, /V-,, N} на площади поперечных 
сечений стержней, определим напряжения:

CT(1 )_ /VI _  / W o t  . с (2 )_ А 2 ^ Р
F] (l + 2cos3a  )F  F2 (l + 2cos3a)/r

Из этих формул видно, что напряжения в среднем стержне боль
ше, чем в крайних. Приравняв ст(2) величине у /?, определим грузо
подъемность стержневой системы:
Р=(\ + 2cos*a) Fyc R = (\ + 2 cos3 30°) • 24,6 • 1 - 210 - 10 ' = 1188 кН .

3. Метод разрушающих нагрузок. Для конструкции, изготов
ленной из материала с достаточно протяженной площадкой теку
чести, за разрушающую принимается нагрузка, при которой в ее 
элементах возникают значительные пластические деформации. 
При этом конструкция становится неспособной воспринимать 
дальнейшее увеличение нагрузки.

Для конструкции, изготовленной из хрупкого материала, за раз
рушающую принимается нагрузка, при которой хотя бы в одном из 
ее элементов возникают напряжения, равные пределу прочности о в.

Для стержня ступенчато-постоянного сечения (рис. 3.31) за раз
рушающую нагрузку в случае пластичного материала следует при
нять >̂р.пр = от/г|, а в случае хрупкого материала — Рр.пр = овТ7,.

Для статически определимой стержневой системы (рис. 3.32) 
усилия в стержнях определяются из уравнений равновесия узла С: 
/V| = /V., = Р/2cosa. Разрушающей будет нагрузка, при которой на
пряжения в стержне АС, имеющем меньшую площадь сечения F,, 
равны a i в случае пластичного материала и с в — в случае хрупкого 
материала. В первом случае Р  = 2 от F t cos а, во втором — Р  = 
= 2o rF } cos a.

В статически неопределимой стержневой системе возникнове
ние напряжений, равных пределу текучести в наиболее напряжен
ном стержне, еще не означает, что система непригодна для даль
нейшей работы. Возможно дальнейшее увеличение нагрузки за счет 
того, что не все стержни одновременно переходят в пластическое
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состояние. Так, если стержневую систему (см. рис. 3.9), изготов
ленную из материала, следующего диаграмме идеальной пластич
ности Прандтля (см. рис. 3.17), нагружать постепенно возрастающей 
силой Р, то сначала напряжения, равные ст , возникнут только в 
наиболее нагруженном среднем стержне.

Возникновение пластических деформаций в среднем стержне 
не означает его разрушение. Согласно диаграмме Прандтля напря
жения, а следовательно, и усилия в этом стержне остаются посто
янными (о = стг; /V, = УУ2т = c TF) и стержень воспринимает часть 
нагрузки. Дальнейший рост нагрузки будет восприниматься сис
темой до тех пор, пока напряжения в крайних стержнях не достиг
нут предела текучести стт.

Разрушение наступит тогда, когда и в этих стержнях возникнут 
напряжения, равные ат. В этом состоянии усилия во всех стержнях 
равны /V, r = N2t = N3t = gtF h разрушающая нагрузка определяется 
из уравнения равновесия:

1У=  0, 2/VlTcosa + /̂ 2r-/ )pa3p = 0,
^ р а зр ^ т^ 1 +2 cosa).

Если та же система изготовлена из хрупкого материала, то раз
рушающей нагрузке соответствует возникновение напряжений, 
равных пределу прочности а в в среднем стержне.

Определив величину разрушающей нагрузки, можно установить 
грузоподъемность стержня или стержневой системы по формуле

| Р ] < ^ р ,
п

где [Р\ — допускаемая нагрузка и п — коэффициент запаса про
чности, принимаемый на основе тех же соображений, что и в ме
тоде допускаемых напряжений.



Г Л А В А  4 
НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ  

В ОКРЕСТНОСТИ ТОЧКИ ТЕЛА

4.1. Напряжения на координатных и наклонной 
площадках

Если через произвольную точку тела провести три взаимно пер
пендикулярные площадки параллельно координатным плоскостям, 
то девять составляющих (компонент) напряжения: три нормальных 
а , о , о  и шесть касательных т , т , т .л V с AT yz ГЛ
Tvv, Tv„  т действующих на этих площад
ках (рис. 4.1), полностью определяют на
пряженное состояние в окрестности дан
ной точки. Это означает, что, зная эти 
девять величин, можно найти напряже
ния на любой наклонной площадке, про
ходящей через данную точку. Слово «со
ставляющая» или «компонента» в даль
нейшем для краткости будем опускать.

Все девять напряжений можно обозначить одинаково, напри
мер a j .(i,j = x,y, z)- Тогда при /' =/' получаются нормальные напря
жения, в которых сохраняется только один индекс, а при / ф ]  — 
касательные напряжения. Первый индекс указывает, параллельно 
какой оси направлено напряжение, а второй — обозначает нормаль 
к площадке, на которой оно действует. Это правило непосред
ственно относится к касательным напряжениям, но им также мож
но пользоваться и для нормальных напряжений, если употреблять 
обозначения а (... Нормальные напряжения считаются положитель
ными, если они направлены в сторону внешней нормали к пло
щадке, и наоборот. В соответствии с этим правилом положительные 
нормальные напряжения считаются растягивающими, а отрица
тельные — сжимающими.

Для касательных напряжений принимается следующее правило 
знаков. На площадке, внешняя нормаль к которой направлена в 
положительном направлении соответствующей оси, касательное 
напряжение считается положительным, если оно также направлено 
в положительном направлении оси. На рис. 4.1 показаны положи
тельные напряжения.

Рис. 4.1
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Проведем в окрестности точки О тела произвольную наклон
ную площадку ABC, площадь которой обозначим через dF  (рис. 4.2). 
Положение этой площадки может быть определено углами, кото
рые составляет нормаль v с осями координат.

Рис. 4.2

Как известно из аналитической геометрии, направляющие ко
синусы нормали

/ = cos(v,.y); т- с о ч  {\,у)\ n = cos(v,z) 
связаны между собой соотношением

I 2 + т 2 + п2 = 1. (4.1)
Полное напряжение ру, действующее на этой площадке, можно 

спроецировать на оси координат. Проекции pxv, р ,у, р_у определя
ются из уравнений равновесия тетраэдра ОАВС. Составим сумму 
проекций всех сил, приложенных к граням тетраэдра, на ось Ох 
(на рис. 4.2 на вертикальных и горизонтальной гранях тетраэдра 
показаны только те напряжения, которые дают проекции на ось Ох):

P . JF -  oxdFx - xxydFy -  xx:dF: = О,

где dFx = dF I, dF = dF- т ,  dF= dF-n  — площади граней тетра
эдра, перпендикулярных к осям Ох, Оу, Oz. С учетом этого получим 

р = о / + т т  + т п.1 х \  х  ху  xz

Аналогично, составляя проекции всех сил, действующих на тет
раэдр, на оси Оу и Oz, можно найти выражения для р и р . 
В итоге получим следующие формулы для составляющих полного 
напряжения на наклонной площадке:

4 c v = ° x / +  V "  +  V i:

P y v =  V  +

^ v  = V  + V ” +<V '-

(4.2)
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Величину полного напряжения на наклонной площадке можно 
определить по формуле

шней поверхностью тела, то равенства (4.2) могут использоваться в 
качестве статических граничных условий. В этом случае р^,р ,р^ 
являются составляющими внешней поверхностной нагрузки, парал
лельными осям координат.

Составим уравнение моментов сил относительно оси Oxzv парал
лельной Oz и проходящей через центр тяжести тетраэдра (рис. 4.3) 
(на рисунке показаны напряжения, дающие моменты относительно 
этой оси):

И з этого равенства получим xxv = т . Точно так же можно полу
чить еще два аналогичных равенства. Таким образом, будем иметь 
следующие три соотношения:

т = т ;  т = т ;  т = т ,  (4.4)
VI IV  Г.- у  ,Л V '

выражающие закон парности касательных напряжений, согласно 
которому касательные напряжения на двух взаимно перпендику
лярных площадках, направленные перпендикулярно к линии пе
ресечения этих площадок, равны по величине.

В силу закона парности вместо девяти будем иметь шесть ком
понент напряжений, определяющих напряженное состояние в ок
рестности точки тела.

Полное напряжение р на наклонной площадке можно разло
жить на две составляющие по нормали v и по направлению t в 
плоскости площадки (рис. 4.4). Если напряжения pv, ov и т дей
ствуют в одной плоскости, то они связаны между собой равенством

т ■ - dxclz —dy - х ■—dydz ■ - dx = 0. 
"  2 3 ' "  2 3

(4.5)

Рис. 4.3 Рис. 4.4
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Величину нормального напряжения ov на наклонной площад
ке найдем, составив проекцию полного напряжения pv на направ
ление нормали v:

° v= P j  + Pyvm+Pzvn-
Подставляя в это равенство выражения (4.2) и учитывая (4.4), 

получим
ст = о / 2 + о т 2 + о_п2 + 2 т . ,lm + 2 х „ т п  + 2т. nl. (4.6)

\  х  у  z. х у  y z  ZX

Величину касательного напряжения тру по произвольному на
правлению ц в плоскости наклонной площадки, определяемую 
направляющими косинусами /,, т {, н, найдем, составив проек
цию полного напряжения pv на направление ц:

\ v = P x v l  I + Р у у т  I +  ^ v « l  =  « Л  +  V " ' " l  +  < V ' " l  +

+ тху(1т , + /и/,)+ t v„ (/?;/;, + /7т ,) + t .v(h/, + /я,). (4.7)
При совпадении направления ц с направлением I величину ка

сательного напряжения i (iv = t,v можно определить также из равен
ства (4.5).

4.2. Дифференциальные уравнения равновесия

Из тела, находящегося под действием внешних сил, вырежем 
мысленно в окрестности точки О элементарный параллелепипед, 
грани которого параллельны координатным плоскостям (рис. 4.5). 
Напряженное состояние в этой точке определяется напряжениями, 
которые показаны на невидимых гранях. Поскольку все напряже
ния являются функциями координат точек тела, то при переходе к 
параллельным граням они получат некоторые малые приращения. 
Обозначим с помощью штрихов величины напряжений на видимых 
гранях параллелепипеда.

При переходе на параллельные грани приращения обусловлены 
изменением только одной из координат. Например, для а ' спра
ведливо равенство

о ' = а + А а .X X XX
Заменяя приближенно в этом выражении частное приращение 

частным дифференциалом, получим
йаг ,

= а л+^л°л (4.8)
Аналогично определяем и другие напряжения на видимых гранях.
Составим суммы проекций всех сил, действующих на параллеле

пипед, на оси координат. При этом учтем также действие объемных
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Рис. 4.5
сил. Обозначим отнесенные к единице объема тела проекции этих 
сил на оси координат через X, Y, Z  Для вычисления равнодейству
ющих объемных сил их нужно умножить на объем параллелепипеда.

Суммируя проекции всех сил на ось Ох и приравнивая их к 
нулю, получим
(o ' -  а  ) dydz + (т' -  т Jdxdz  + (т' - т )dxdy + Xdxdydz = 0. (4.9)д д д t д у Д v д<.

Входящие в это уравнение напряжения х'г и т'_ определяются 
с помощью равенств, аналогичных (4.8) для напряжения о':

Эх„. г)т.
X = X +ху ху -dy\ Т . .  =  X . -dz.

ду *  dz
Подставив эти равенства в (4.9), после приведения подобных 

членов и деления на dxdydz получим
д о , Эх1Ч, Дх,

■ +  - ■ +  X  =  0 .

дх ду r)z
Аналогично можно составить уравнения проекций всех сил на 

оси Оу и Oz. В итоге получим систему трех уравнений
до.. Эх Эх
Эх

д\у,
дх

дх~\
с)х

ду

д)’
Эх...

dz

dz
Эо

- + X  -0:

-+Y = 0;

ду dz
-± + Z  = О,

(4.10)

которые называются дифференциальными уравнениями равновесия 
Навье.
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Второе и третье уравнения равновесия могут быть 
также получены из первого путем так называемой кру
говой перестановки индексов, схематично показанной 
на рис. 4.6.

Рис 4 6 Дифференциальные уравнения равновесия устанав
ливают законы изменения напряжений при переходе 

от одной точки к бесконечно близко расположенной другой точке. 
С учетом закона парности касательных напряжений (4.4) эти урав
нения содержат шесть неизвестных напряжений. Поскольку коли
чество уравнений статики меньше количества неизвестных, го в 
общем случае задача определения напряжений является статичес
ки неопределимой.

Уравнения (4.10) могут быть также получены, если рассмотреть 
равновесие тела в целом. Составим уравнение суммы проекций 
всех сил на ось О.х. в которое войдут проекции объемных сил X 
и проекции поверхностной нагрузки р

V S

Здесь dV и dS — соответственно элементы объема и поверх
ности тела. Подставив во второй интеграл первое равенство (4.2), 
получим

JJJ XdV +  JJ(CTJC/ + xv(,ffj + T v.« )f lf5  = 0.
V s

И з курса высшей математики известна формула Гаусса—Остро
градского, которая позволяет преобразовать интеграл по поверх
ности is интеграл по объему:

ЭР  , Э0 + Э Я и к
v у V .... ду dz

Используя эту формулу, запишем уравнение равновесия в виде

Ш дх ду д z
dV = 0.

Поскольку это равенство справедливо при любых значениях dV, 
подынтегральное выражение должно быть равно нулю, что дает 
первое уравнение (4.10).
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4.3. Тензор напряжений

Девять напряжений, действующих на трех взаимно перпенди
кулярных площадках, могут быть записаны в виде матрицы

которая называется тензором напряжении. С учетом закона парнос
ти касательных напряжений этот тензор является симметричным, 
то есть элементы матрицы, расположенные симметрично относи
тельно главной диагонали, равны между собой.

Под действием напряжений, приложенных к граням элемен
тарного параллелепипеда, он деформируется, то есть изменяются 
его размеры и форма. Под изменением объема будем понимать 
такой вид деформирования, при котором соотношения между 
длинами ребер параллелепипеда не изменяются и прямые углы 
между гранями не искажаются. Выделим из тензора напряжений 
те напряжения, которые вызывают только изменение объема па
раллелепипеда. Очевидно, что изменение только объема будет 
происходить в том случае, когда ко всем [ раням параллелепипеда 
приложены одинаковые нормальные напряжения о0, а касатель
ные напряжения отсутствуют. Во всех остальных случаях будет 
происходить также изменение формы. Так, например, при одно
осном растяжении один размер увеличивается, а два других 
уменьшаются, то есть форма параллелепипеда изменяется. Тензор 
напряжений

соответствующий напряженному состоянию, при котором на грех 
взаимно перпендикулярных площадках действуют только три оди
наковых нормальных напряжения, равных среднему напряжению 
в данной точке тела

<• /

(4.11)

ст(| О О 
7?=  О о 0 О 

0 0 а,
(4.12)

°<» = 3(0 v + 0 i + 0-К (4.13)

называется шаровым тензором.
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Вычитая из тензора напряжений (4.11) шаровой тензор (4.12), 
получим так называемый девиатор напряжений

Таким образом, тензор напряжений Т может быть представлен 
в виде суммы

Компоненты шарового тензора приводят к изменению объема, 
а компоненты девиатора напряжений определяют изменение фор
мы параллелепипеда.

Разложение тензора напряжений на шаровой тензор и девиатор 
напряжений будет использовано в дальнейшем при рассмотрении 
физических соотношений в теории упругости и теории пластич
ности.

4.4. Главные площадки и главные напряжения
При изменении положения наклонной площадки (рис. 4.4), то 

есть при изменении углов между нормалью v и осями координат, 
напряжения сту и t fv = т , как следует из формул (4.6) и (4.7), будут 
также изменяться. Поставим задачу отыскания таких площадок, 
на которых касательные напряжения отсутствуют. Такие площадки 
называются главными площадками, а нормальные напряжения, 
действующие на них, — главными напряжениями.

Полное напряжение ру на главной площадке направлено по 
нормали к ней и, следовательно, совпадает по величине и направ
лению с главным напряжением о (рис. 4.7). Проекции этого на
пряжения на оси координат будут равны

Приравнивая правые части равенств (4.16) и (4.2) между собой, 
получим систему алгебраических уравнений относительно неиз
вестных /, m и п:

( a v-G)/ + Tvi.w + Tv;« = 0;

(4.15)

/\v  = CT/’ P yv = o m ; P . v = c n . (4.16)

т ух/ + (a,. -o)m  + xv,n - 0; 

т / + т m + (a , - 0)11 = 0.£ * 4 '  <■

(4.17)
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Рис. 4.7

Из равенства (4.1) следует, что направляющие косинусы /, т ,  п 
не могут быть все одновременно равны нулю. Следовательно, сис
тема однородных уравнений (4.17) должна иметь ненулевое реше
ние. Это возможно только при условии равенства нулю определи
теля системы:

Раскрывая определитель, получим следующее кубическое урав
нение относительно главного напряжения:

Существует доказательство, что все три корня уравнения (4.18) 
являются действительными числами. В дальнейшем величины трех 
главных напряжений обозначаются через о р о 2. а у При этом 
обычно принимается, что

Для решения уравнения (4.18) применим следующий способ. 
Вычислим вспомогательные величины:

о - /,о- + /,о— /, = () (4.18)
где

(4.19)

о, > а,> а,. (4.20)
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При этом корми уравнения (4.18) можно вычислить по формулам:

Знак перед корнем должен совпадать со знаком Ь.
В соответствии с (4.20) наибольшее из этих напряжений будет а ,, 

а наименьшее — o v Определив значения главных напряжений, 
из (4.17) с учетом (4.1) можно найти положения каждой из трех 
главных площадок, то есть определить /., т г п( (/= 1, 2, 3). Для это
го следует подставить последовательно значения ст. в какие-либо 
два уравнения (4.17) (третье является линейно зависимым) и, решая 
их совместно с (4.1), найти соответствующие значения направля
ющих косинусов. Выражения для /., /н., /г можно получить, исполь
зуя известные из математики формулы Крамера:

Найденные но формулам (4.21) значения направляющих коси
нусов позволяют определить направления нормалей к главным 
площадкам. Эти направления будем называть главными направле
ниями.

Покажем, что главные площадки взаимно перпендикулярны. 
Подставим в (4.17) значения направляющих косинусов, соответ
ствующие первой и второй главным площадкам:

(4.21)

где

(ax- o i)ll + xxyml +Txzni =0 
xvv /, +(CTV,-ст,) т х + Tvc /7, =0 
Т.Л/, +тП /?/, + (ст. — о,)/7, = 0
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(°v-°2>/2 +V"2 +V'2 = °; 
t ,v/2 + ( a , - a 2)m2 + T>,; «2 = ° ;  
x .L  + x,,nu + (o_ -  0 -,)/;̂  = 0.

VC z. <y /  Z t- z

Умножим первые три равенства соответственно на /,, т «2, 
а вторые три — на —/,, —w(, —и, и сложим все шесть равенств. В ре
зультате получим

(о2 - о, )(/,/2 + т хт 2 + я,л2) = 0.

Считая, что в общем случае о, *  о2, приходим к равенству 
/, 12 + т [т 2 + «2 = 0,

которое, как известно из аналитической геометрии, справедливо, 
если две площадки взаимно перпендикулярны.

Рассмотрим элементарный параллеле
пипед. грани которого являются главными 
площадками. Располагая оси координат по 
главным направлениям 1. 2, 3, то есть вдоль 
ребер этого параллелепипеда (рис. 4.8), 
и учитывая, что на главных площадках ка
сательные напряжения отсутствуют, вычис
лим по формулам (4.19) коэффициенты 
уравнения (4.18):

/, = о, + о2 + а,;
/, = 0 ,0 -, + о2о, + о,о,;
/ ,= 0|020,-

Поскольку величины и направления главных напряжений не 
зависят от выбора системы координат, а зависят только от нагрузок, 
действующих на тело, то коэффициенты /,, /,, /, уравнения (4.18) 
в данной точке тела также не изменяются при повороте осей. Такие 
величины называются инвариантами. Будем называть /,, /, и /, со
ответственно первым, вторым и третьим инвариантами тензора 
напряжений.

Значения главных напряжений определяют вид напряженного 
состояния в точке тела. Существует три основных вида напряжен
ного состояния: трехосное, при котором все три главных напряже
ния о,, о,, о, отличны от нуля; двухосное, при котором одно из 
главных напряжений равно нулю, и одноосное, при котором только 
одно из главных напряжений отлично ог нуля.

Рис. 4.8
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О виде напряженного состояния можно также судить по значе
ниям инвариантов тензора напряжений. Так, например, при /, = 0 
напряженное состояние является двухосным, так как при этом 
один из корней кубического уравнения (4.18) равен нулю. Если же 
/2 = /3 = 0, то равны нулю два корня уравнения (4.18) и напряженное 
состояние является одноосным.

Определим нормальные и касательные напряжения на произ
вольной наклонной площадке, приняв в качестве исходных оси, 
совпадающие с главными направлениями 1, 2, 3 (см. рис. 4.8). Тог
да, считая, что /, т  и п являются косинусами углов между нормалью 
к рассматриваемой площадке и главными осями, и учитывая, что 
па главных площадках касательные напряжения равны нулю, из
(4.6) и (4.5) с помощью (4.3) и (4.2) получим

ctv =  ст, / 2 +а 2т 2 +  а 3/г;

Первое из этих выражений с учетом (4.1) представим в виде

Исследуем это выражение на экстремум. Необходимыми усло
виями экстремума являются

Используя эти условия, приходим к уравнениям

Поскольку в общем случае ф а 2 ^ о,, получим т  = п = 0, /= 1. 
Найденные значения направляющих косинусов соответствуют пер
вой главной площадке (площадке, перпендикулярной к оси 1). Это 
означает, что ст, — экстремальное напряжение. Аналогично можно 
показать, что два других главных напряжения также являются экс
тремальны ми.

Учитывая правило (4.20), можно утверждать, что а, является 
наибольшим среди нормальных напряжений на всех наклонных 
площадках, проходящих через данную точку. Соответственно, о, — 
наименьшее напряжение.

Аналогичное исследование на экстремум касательного напря
жения t jv  из (4.22) показывает, что эта величина достигает экстре

(4.22)

av = о, (1 -  т 2 -  я2) + а 2т 2 + a,/;2.

(о ,—а 2)/я = 0; ( а , —с 2)я = 0.
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мальных значений на площадках, расположенных под углами 45° 
к главным площадкам (рис. 4.9). Эти напряжения выражаются че
рез главные напряжения по формулам

Согласно условию (4.20) наибольшим является напряжение

4.5. Двухосное напряженное состояние
Пусть одно из главных напряжений, например о3, равно нулю. 

Совмещая осьОг с третьим главным направлением и учитывая, что 
на главной площадке касательные напряжения отсутствуют, полу
чим (рис. 4.10, а)

Пользуясь общими формулами (4.6) и (4.7), определим нормаль
ное и касательное напряжения на наклонной площадке, нормаль 
к которой составляет угол а с осью Ох (рис. 4.10, б). Направля
ющие косинусы нормали v и касательной / к этой площадке со
ответственно равны

Подставляя эти величины в (4.6) и (4.7), предварительно заме
няя (.1 на I и учитывая (4.24), получим

Эти же формулы можно получить, если составить для элемента, 
показанного на рис. 4.10, б, уравнение суммы проекций всех сил 
на направления v и t.

ст, - о
(4.23)

2

Рис. 4.9

о, = о3 = 0; t v_ = х),. = 0. (4.24)

/= cosa; т  = cos (90° — a) = sin a; /; = (); 
/, = cos (90° + a) = -sin a; w, = cosa; /;, = ().

(4.25)
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а)

О

То,.

Рис. 4.10
Определим напряжения на площадке, нормаль к которой сов

падает с направлением /, а касательная — с направлением v 
(рис. 4.10, в). Эта площадка перпендикулярна к рассмотренной 
выше. Очевидно, что в этом случае в формулах (4.6) и (4.7) следует 
произвести замену направляющих косинусов / на /р т  на т ] и на
оборот. В результате получим

о; = Gvsirra + CTj.coŝ a -  Tv,sin2a; т = т . (4.26)
Последнее равенство выражает закон парности касательных 

напряжений. Сложив выражения для av и о , получим
a, + av = o v + a v.

Таким образом, при двухосном напряженном состоянии сумма 
нормальных напряжений, действующих на любых двух взаимно 
перпендикулярных площадках, является инвариантной величиной.

Для определения двух главных напряжений при двухосном на
пряженном состоянии воспользуемся уравнением (4.IX), которое 
с учетом /3 = 0 сводится к квадратному уравнению

сг - /,а + Л = 0.
Инварианты тензора напряжений, входящие в это уравнение, 

в соответствии с (4.19) и (4.24) равны:

/1=ал + °,- /2 = ° xCTv- t2W
Решая с учетом этого полученное квадратное уравнение, найдем 

величины главных напряжений:

a  + a
°1.2 = + Т.лт (4.27)

Положение главных площадок при двухосном напряженном со
стоянии наиболее просто может быть определено из уравнений 
(4.17), которые в этом случае принимают вид

(ov -  о)/ + \х т  = 0;
т / + (с  -  а ) т  = 0.
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Из этих двух уравнений независимым является только одно. 
Воспользуемся, например, вторым уравнением. Учитывая, что 
/ = cos a, a т  = sin а, и подставляя в него вместо ст последователь
но значения о, и а,, найдем углы наклона а, и а , нормалей главных 
площадок к оси Ох.

tga, = ^ ; tg a ,= ----— . (4.28)
о, - ст. о,

Согласно определению касательные напряжения на главных пло
щадках равны нулю. Положив во втором из равенств (4.25) t,v = О, 
можно получить другую формулу для нахождения положения углов 
наклона нормалей к главным площадкам:

2т ..
tg2a = --- —— . (4.29)

Если исследовать на экстремум выражение (4.25) для нормаль-
do

ного напряжения ст , то условие — - = 0 приводит к равенству 
v da

(ст̂  - ctv) sin 2a + 2т cos 2a = 0,
которое равносильно равенству (4.29). Отсюда следует, что на глав
ных площадках нормальные напряжения экстремальны.

Для определения экстремальных значений касательных напря
жений и положения площадок, на которых они действуют, запишем 
формулы (4.25) для напряжений на наклонной площадке, взяв в 
качестве исходных главные направления 1 и 2 (рис. 4.11, а). Учи
тывая, что на главных площадках касательные напряжения равны 
нулю, получим

,2 .о = о, cos" a  + ст-, sin" a; 
о, -ст

T,v = ~ -sin 2 a.
(4.30)

а )

2

с т 2

a . O i

0 1

- о ,

Рис. 4.11
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Из (4.30) следует, что касательные напряжения достигают своих 
экстремальных значений на площадках, расположенных под угла
ми ±45° к главным площадкам. При этом величина наибольшего 
касательного напряжения равна

(4.31нб 2
Нормальные напряжения на этих площадках согласно (4.30) 

равны
./ - С1+°2 (4.32)

Рассмотрим два частных случая.
Чистый сдвиг. Чистым сдвигом называется напряженное состоя

ние, при котором на двух взаимно перпендикулярных площадках 
действуют только касательные напряжения (рис. 4.12, а).

Положив в формуле (4.27) од = а у = 0, a xv>, = x, найдем величины 
главных напряжений при чистом сдвиге: а, 7 = ±х. Зная о, „

а , = -45°.
из (4.28) найдем углы наклона главных площадок: 

tg ос, = 1; tg a2 = - l; a, =45°;
Таким образом, чистый сдвиг эквивалентен комбинации двух 

равных по величине и противоположных по знаку главных напря
жений ст, = т, о, = -х (рис. 4.12, а). Площадки чистого сдвига на
клонены по отношению к главным площадкам под углами a  = ±45°.

а) У

0

Рис. 4.12

Одноосное напряженное состояние. Такое напряженное состоя
ние возникает, если только одно из главных напряжений отлично 
от нуля. Этот случай соответствует, например, задаче центрально
го растяжения и сжатия, рассмотренной в главе 3. Формулы для 
напряжений на наклонных площадках (см. § 3.2) можно получить 
из формул (4.30) для двухосного напряженного состояния, если 
положить в них а 7 = 0:

° i  ■ чa v = о, cos a; x/v = — -̂sin 2а.
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В этих формулах а  — угол между нор
малью v к наклонной площадке и на
правлением действия напряжения о, a i
(рис. 4.13).

Рис. 4.13

4.6. Определение напряжений с помощью круга Мора

Между формулами (4.25), (4.26) для напряжений на наклонных 
площадках при двухосном напряженном состоянии и формула
ми (2.7) для моментов инерции относительно повернутых осей 
существует очевидная аналогия. Переход от одних формул к дру
гим может быть осуществлен с помощью следующих замен:

Поэтому графический способ определения моментов инерции 
с помощью круга инерции может быть также использован для ис
следования напряжений при двухосном напряженном состоянии. 
Исторически этот графический метод был применен раньше имен
но для определения напряжений.

Круг Мора для напряжений (рис. 4.15) строится аналогично 
кругу инерции (см. рис. 2.21) с гой лишь разницей, что при при
нятом на рис. 4.14 направлении осей координат Ох и Оу поло
жительные значения касательных напряжений откладываются вниз 
от горизонтальной оси. Заметим также, что в отличие от осевых 
моментов инерции У(, У нормальные напряжения ov, оу могут 
быть как положительными, так и отрицательными величинами. 
Поэтому центр круга Мора для напряжений может быть располо
жен как справа, так и слева от вертикальной оси.

У У ^ а  . J xy < > - т>; (yt|i. - t,v). (4.33)

Рис. 4.14
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На рис. 4.15 с помощью круга Мора определены главные напря
жения о, и о2, действующие на площадках с нормалями, состав
ляющими с осью Ох углы а, и а ,  (рис. 4.14, 6), а также нормаль
ные и касательные напряжения, действующие на произвольных 
площадках с нормалями v и t (рис. 4.14, в).

Рис. 4.15

В качестве второго примера определения напряжений с помо
щью круга Мора рассмотрим задачу о чистом сдвиге, изображен
ную на рис. 4.12, а. Поскольку в этом случае ох. = о ( = 0, точка К  
расположена на оси xvv, а центр круга С совпадает с началом 
координат О (рис. 4.16). Очевидно, что главные напряжения при 
чистом сдвиге равны ±т, а главные площадки расположены под 
углами 45° к исходным площадкам.

Рис. 4.16



Г Л А В А  5

ДЕФ ОРМ ИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ  
В ОКРЕСТНОСТИ ТОЧКИ ТЕЛА

5.1. Перемещения и деформации
Под действием внешних сил происходят деформирование тела 

и перемещение его точек в пространстве. При этом возможны пе
ремещения двух видов: перемещение тела как абсолютно твердого 
без изменения его формы и размеров и перемещения, связанные с 
деформированием тела. Перемещения первого вида изучаются в 
теоретической механике. Поэтому в дальнейшем рассматриваются 
только перемещения, связанные с деформированием тела.

Пусть в результате деформирования 
тела точка А переместилась в новое поло
жение А' (рис. 5.1). Обозначим составля
ющие вектора полного перемещения АА' 
по осям Ох, Оу, Oz соответственно чере з
и, v , w. Перемещения и, v , w считаются 
положительными, если они происходят 
в положительном направлении осей ко
ординат.

Будем полагать, что перемещения Рис.5.1
малы по сравнению со всеми характер
ными размерами тела. Например, прогибы балок, применяемых в 
строительных конструкциях, обычно малы по сравнению с длиной 
и размерами поперечного сечения.

Перемещения различных точек тела различны и в соответствии 
с положением о сплошности являются непрерывными функциями 
координатх, у, z'.

u = u(x,y,z ); v = v{x,y,z): w = w(x,y,z).
Для исследования деформированного состояния вырежем 

мысленно вблизи произвольной точки тела элементарный парал
лелепипед с ребрами dx, dy, dz. В результате различия перемещений 
точек параллелепипеда длина его ребер изменяется, а первоначаль
но прямые углы между ребрами искажаются. В соответствии с этим 
(см. § 1.5) различают два основных вида деформаций -— линейные и 
угловые. Рассмотрим их по отдельности.
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Линейные деформации ед., е г. представляют собой относи
тельные удлинения или укорочения ребер dx, dy, dz элементарно
го параллелепипеда (рис. 5.2):

Деформации удлинения считаются положительными, укороче
ния — отрицательными.

Используя соотношения (5.1), можно найти абсолютные удли
нения ребер d(Ах), d(Ay), d(Az) и длины ребер dxr  dyr  dz{ после 
деформации:

dx, = (1 + ex)dx: dy{ = (1 + r v)dy: dz, = ( I + £,)dz. (5.2)
Угловые деформации или деформации сдвига уху, yv_, y,v пред

ставляют собой искажения прямых углов между ребрами элементар
ного параллелепипеда (рис. 5.3). При этом индексы указывают, 
в какой плоскости происходит угловая деформация. Заметим, что 
напряженное и деформированное состояния элементарного парал
лелепипеда для трех случаев, изображенных на рис. 5.4, а , б, в 
(показаны проекции параллелепипеда на плоскость Оху), одина
ковы, так как эти три случая отличаются друг от друга только 
характеристиками жесткого вращения вокруг оси Oz, не вызыва
ющего дополнительных напряжений.

Деформации сдвига, так же как касательные напряжения, об
ладают свойством взаимности, то есть

В дальнейшем будем считать, что линейные и угловые дефор
мации по абсолютной величине существенно малы по сравнению 
с единицей, то есть

_  djАх) = d(Ay) _ d(Az) 
' dx ' у dy ' dz

(5.1)

- ''~d{Az)

Рис. 5.2

|e,. |«  1; I ytJ | «  I ( i, j  = x,y,z). (5.3)
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Рис. 5.3

У б) ■ У В) ■У
1 ■ 7 1

Y.v ч 1 V2y УХ
1
1

—  —т 0 , 0 — -
Уху Х X l/2yvv, V

Рис. 5.4

Деформации, связанные с искривлением граней и ребер эле
ментарного параллелепипеда, являются величинами более высо
кого порядка малости по сравнению с рассмотренными основны
ми деформациями, и ими можно пренебречь.

Установим связь между перемещениями и деформациями. 
На рис. 5.5 сплошными и пунктирными линиями показаны со
ответственно проекции элементарного параллелепипеда на плос
кость Оху в недеформированном и деформированном состояниях. 
При деформировании ребра АВ  и АС удлиняются и поворачива
ются на малые углы а, и а 1.

В соответствии с принятыми обозначениями перемещения точ
ки А по направлениям координатных осей равны и и и. При 
переходе от точки А к точке В изменяется только координата х 
на величину с/х, поэтому перемещения точки В будут отличаться 
от перемещений точки А на величины частных приращений Ахи 
и A v ,  которые можно приближенно заменить частными диффе
ренциалами:

d u  = ^-dx\ d v = ~ d x . 
дх дх
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Рис. 5.5

В результате перемещения точки В будут равны

Эи , до ,u + — dx\ v + — dx. 
дх дх

Аналогично перемещения точки С равны

ди , ди ,
u + — dy\ v + — dv. 

ду ду

Удлинение ребра АВ  согласно рис. 5.5 равно А (АВ) = А 'В ' - АВ. 
Вследствие малости угла ос, можно принять А 'В '- А 'В " .  Тогда 
получим

\ {А В ) ~ dЛ АВ ) = dx + u + ̂ -dx-u-dx = — dx.
дх дх

С учетом этого определим линейную деформацию по направ
лению оси Ох:

(к‘ ,
дх ди

АВ dx дх
(5.4)

Аналогично определяются линейные деформации по направле
ниям осей Оу и Oz:

dv dw
£,. = т -; е = — • ду '■ dz

(5.5)
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Определим угол поворота ребра АВ в плоскости Оху. Учитывая
малость угла а, и соотношения (5.3), (5.4), получим

ди ди
В 'В "  V+Yxdx~ v Тхсхtga, = - ах - аха, А 'Вя . ди dx( 1 + е )dx + u + — dx-u  '

дх

ди
дх

Аналогично можно определить угол поворота ребра АС:
ди

а , =■ .
- dy

Угловая деформация в плоскости Оху определяется как сумма 
углов а, и а-,:

ди ди
<5.6)

Угловые деформации в двух других плоскостях определяются 
аналогично:

ди д w
—  н— ; уdz ду ,z

dw du 
dx dz

(5.7)

Формулы (5.4), (5.5), (5.6) и (5.7) дают шесть основных зависи
мостей линейных и угловых деформаций от перемещений:

Е< dx'

ду'

ди 
дх' 
ди 
ду'
dw
тГ ' У,

du duу = ---1---;
1ху dy dx

_ d v  dw
^yz dz dy '

dw du 
dx dz

(5.8)

которые называются соотношениями Коши.
Кроме линейных и угловых деформаций, представляет также 

интерес объемная деформация, равная относительному изменению 
объема элементарного параллелепипеда (рис. 5.2):

dV] - dV 
dV '

(5.9)

где dV= dxdydz и dVx = dxxdyidz] — объемы параллелепипеда до и 
после деформации.

Учитывая формулы (5.2), найдем
dVx =dxdydz{ \ +£х) (1 + ev) (1 + £,) =

= dV( 1 + е + е + е„ + ее,, + ее  + ее + ее е ).х у z х у У Z (. х х у z
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Пренебрегая в этом выражении произведениями деформаций 
как величинами второго и третьего порядков малости, по форму
ле (5.9) окончательно получим

Таким образом, относительная объемная деформация равна 
сумме трех линейных деформаций.

Отметим, что по малости угловых деформаций их влияние на из
менение объема элементарного параллелепипеда не учитывается.

5.2. Линейная и угловая деформации в окрестности 
точки тела. Аналогия между напряженным 
и деформированным состояниями

Рассмотрим внутри тела произвольную точку А(х,у,z) и беско
нечно близкую к ней точку В(х + dx, у + dy, z. + dz) (рис. 5.6). Поло
жение отрезка АВ = ds по произвольному направлению v до дефор
мации можно охарактеризовать тремя направляющими косинуса
ми вектора v:

где dx, dy, dz. — проекции отрезка ds на оси координат.

При деформировании тела точки А и В перемещаются в направ
лениях осей координат на соответственно величины //, v, w и и + du, 
v + dv, w + dw. При этом длина отрезка ds изменяется и становится 
равной dsr  проекции которого на оси координат равны dx + du, 
dy + dv, dz + dw.

Поскольку при переходе от точки А к точке В изменяются все 
три координаты, то приращения перемещений точки В следует 
принять равными их полным дифференциалам:

(5.10)

У

Рис. 5.6
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ди , ди , ди , du = — dx + — dy + —  dt,
дх dy dz

, dv , dv , dv , /сdv = — dx + — dy + — dz', (5.12)
dx dy dz
dw , dw , ,ah’ = — dx-\--- dy + — dz.
dx dy dz

Определим деформацию ev отрезка ds. Для этого поступим сле
дующим образом. Найдем квадраты длин ds и ds{:

ds1 = dx2 + dy2 + dz2', 
ds2 = (dx + du)2 + (dy + dv)2 + (dz + dw)2 =

= dx2 + dy2 + dz2 + 2 (dxdu + dydv + dzdw) + du2 + dv2 + dw2. 
Пренебрегая в этом выражении тремя последними слагаемыми 

как величинами второго порядка малости, получим
ds2 = dx2 + dy2 + dz2 + 2 (dxdu +dydv + dzdw).

С учетом этого получим следующее равенство:
ds2 — ds2 = 2 (dxdu + dydv + dzdw). (5.13)

С другой стороны, по аналогии с равенствами (5.2) найдем
ds] = (1 + e j  ds = (1 + 2е + е ) с/г’1

Из этого равенства, пренебрегая величиной ev2,, получим
ds2 — ds2 = 2evds2. (5.14)

Приравняв правые части равенств (5.13) и (5.14), найдем дефор
мацию отрезка ds:

_ dx du + dy dv ^ dz dw 
v ds ds ds ds ds ds

С помощью соотношений (5.11) и (5.12) это выражение преоб
разуется к виду

ev=/
ди, du du— /н---т  + — п
дх ду dz

d v , dv dv 
— l +— m + —  n
dx dy dz

+ n dw , dw— l + —  m + —  n
dx dy dz

После замены частных производных от перемещений дефор
мациями по формулам Коши (5.8) получим окончательное выра
жение для линейной деформации по произвольному направлению v 
в виде

ev = e j 2 + еу т 2 + e j i 2 + уху lm + yv_ mn + y^nl. (5.15)
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Можно также показать, что выражение для угловой деформации 
YMV, определяющей изменение прямого угла между направлениями 
v и ц, имеет вид

V  = 2(£Л  + еу,тп  1 + % ПП\) + +/,«) +
+ 1уХт п \ + т ]п) + ч1Х(п1\ + я Д  (5.16)

где /р /и,, я, — направляющие косинусы вектора ц, перпендикуляр
ного к вектору v.

Сравнивая формулы (5.15) и (5.16) с формулами (4.6) и (4.7) для 
напряжений на наклонной площадке, замечаем, что они имеют 
аналогичную структуру и могут быть получены одни из других с 
помощью следующих формальных замен:

°» ** е/; ТУ ** ( ' J  = г, V, |i). (5.17)
Отмеченная аналогия имеется также и между другими форму

лами напряженного и деформированного состояний.

5.3. Тензор деформаций

По аналогии с тензором напряжений (4.11) введем понятие тен
зора деформаций

1 1

Ге =

ел 2 2У-
I 1
2  ̂ух ег 2
I
2^v 2 ̂ е;

(5.18)

Тензор деформаций, так же как и тензор напряжений, можно 
представить в виде суммы

Т = Т + D ,р р  р "

где 7 ( — шаровой тензор деформаций
а О

у  0  __

Z) — девиатор деформаций:

О
О

(5.19)

(5.20)

А  =

Е,- £о 2 ̂ .v 2 ̂ xz
1 1
2 УУ* е,- £о 2
1 1
2Yjv 2 ег-е,

(5.21)
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Величина е0 называется средней деформацией и равна

(5.22)

Если просуммировать компоненты шарового тензора деформа
ций, то с учетом (5.10) получим

Так как при этом относительные деформации всех трех ребер 
элементарного параллелепипеда одинаковы, то отсюда следует, что 
шаровой тензор деформаций определяет объемную деформацию 
параллелепипеда без изменения его формы.

Если сложить компоненты девиатора деформаций, стоящие на 
его главной диагонали, то получим

ev + e, + e; - 3e<> = °-
Таким образом, девиатор деформаций характеризует изменение 

формы элементарного параллелепипеда без изменения его объема.

5.4. Главные деформации
В каждой точке деформированного тела существуют три взаимно 

перпендикулярных направления, сдвиги между которыми равны 
нулю. Прямые, проведенные изданной точки по этим направлениям, 
называются главными осями деформированного состояния в этой точке.

Линейные деформации по направлениям главных осей называ
ются главными деформациями.

Можно показать, что в изотропном теле, свойства которого не 
зависят от направлений, главные оси напряженного и деформи
рованного состояний совпадают. Это утверждение справедливо и 
в обшем случае, то есть направления напряжения сту и деформа
ции ev также совпадают.

Величины трех главных деформаций е, > е2 > е3 определяются 
из кубического уравнения, аналогичного уравнению (4.18):

коэффициенты которого называются инвариантами тензора дефор
маций. Выражения для этих инвариантов могут быть записаны по 
аналогии с (4.19):

(5.23)

е3 - + 5,е - S} = 0, (5.24)
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Так как главные оси напряженного и деформированного со
стояний совпадают, то их направления можно найти либо из сис
темы (4.17) с использованием (4.1), либо с помощью аналогичной 
системы, записанной для деформаций с использованием замен (5.17).

Величина наибольшей угловой деформации определяется по 
аналогии с наибольшим касательным напряжением по формуле

Унб = Е |- Е 3. (5.26)

5.5. Частные случаи деформированного состояния

Аналогично трем видам напряженного состояния (см. § 4.4) 
рассмотрим три основных вида деформированного состояния: 
трехосное, при котором все три главные деформации е,, е2, е3 не 
равны нулю, двухосное, при котором одна из главных деформаций 
равна нулю, и одноосное, при котором равны нулю две главные де
формации.

Характерным признаком двухосной деформации является ра
венство нулю третьего инварианта тензора деформаций (S } = 0), 
так как только при этом условии один из корней уравнения (5.24) 
будет равен нулю.

Если принять, что ось Oz является главной осью деформирован
ного (а следовательно, и напряженного) состояния, то наряду с 
равенством е_ = 0 в плоскостях, проходящих через эту ось, должны 
отсутствовать деформации сдвига ул. и у (а в плоскостях, нормаль
ных к этой оси, равны нулю и касательные напряжения xv. и х ). 
При этом, как видно из (5.25), будет выполняться равенство S} = 0.

Наиболее просто можно представить двухосную деформацию, 
если сжимать упругую пластину, помещенную между двумя абсо
лютно жесткими и гладкими плитами, равномерно распределен
ными нагрузками, приложенными к торцам (рис. 5.7). Очевидно, 
что при неизменном расстоянии между плитами и отсутствии тре
ния по плоскостям контакта пластины с плитами будут выполнены 
условия

Ez = yxz = Vyz = 0 '' X*z = Zyz = 0- <5-27>

У/////////л
г

V////////A
Хг.

0 ГГ V
V/////////.//////////Л

Рис. 5.7

112



Используя формулы (5.15) и (5.16) и аналогию между напряжен
ным и деформированным состояниями, приведем основные зави
симости между деформациями для двухосного деформированного 
состояния (рис. 5.8). Эти зависимости используются при экспери
ментальных исследованиях элементов конструкций, так как по 
найденным из эксперимента величинам деформаций можно с ис
пользованием закона Гука определить напряжения.

На основании аналогии с помощью замен (5.17) из формул (4.25), 
(4.26) получим выражения для линейных деформаций по произволь- 
ным взаимно перпендикулярным направлениям v и г (рис. 5.8, в) 
и для деформации сдвига между этими направлениями (рис. 5.8, г ):

Рис. 5.8

Величины главных деформаций и направления главных осей 
деформации (рис. 5.8, д ) определяются по аналогии с (4.27) и (4.28) 
с помощью формул:

В)

(5.28)

г + е

(5.29)

2(е2- е г )
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Запишем также по аналогии с (4.31) формулы для наибольшей 
угловой деформации

Унб — ~ (5.30)
и главных деформаций при чистом сдвиге

ei.2=±^Y,.v- (5.31)

Пример одноосного деформированного 
состояния показан на рис. 5.9, где изобра
жен упругий стержень, помешенный в аб
солютно жесткую среду и нагруженный 
сжимающими силами, равномерно распре
деленными по торцам. В этом случае е ,*0 , 
е, = е2 = 0, так как жесткая среда препят
ствует расширению стержня в поперечном 
направлении.

Рис. 5.9



Г Л А В А  6

СВЯЗЬ МЕЖДУ НАПРЯЖЕНИЯМИ 
И ДЕФОРМАЦИЯМИ. ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ ЭНЕРГИЯ 

ДЕФОРМАЦИИ

6.1. Обобщенный закон Гука

Рассмотренные в двух предыдущих главах статические и геомет
рические соотношения механики деформируемого твердого тела 
(уравнения равновесия Навье и соотношения Коши) не зависят от 
свойств материала и его поведения при деформировании (упру
гость, пластичность, ползучесть).

Для получения полной системы уравнений, описывающих на
пряженное и деформированное состояния тела, необходимо иметь 
равенства, связывающие между собой напряжения и деформации. 
В эти равенства должны входить величины, характеризующие фи
зические свойства материала.

В общем случае трехосного напряженного состояния на всех 
гранях элементарного параллелепипеда, выделенного в окрестнос
ти произвольной точки тела, действуют нормальные и касательные 
напряжения (на рис. 6.1 показаны напряжения только на видимых 
гранях).

Будем предполагать, что напряжения и деформации связаны 
между собой линейными зависимостями и любая деформация, вы
званная одновременным действием нескольких напряжений, на 
основании принципа независимости действия сил может быть най
дена как сумма деформаций от действия каждого из напряжений 
по отдельности.
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В изотропном теле нормальные напряжения вызывают только 
линейные деформации удлинения или укорочения ребер элемен
тарного параллелепипеда и не вызывают угловых деформаций. 
Касательные напряжения вызывают только угловые деформации 
и не вызывают линейных деформаций.

На рис. 6.2, а, б показано деформированное состояние элемен
тарного параллелепипеда от действия нормального напряжения а 
и касательного напряжения х .г ху

Элемент, изображенный на рис. 6.2, а, испытывает одноосное 
напряженное состояние. Под действием напряжения ст возникают 
деформации удлинения е'. ребер параллелепипеда, параллельных 
оси Ох, и деформации укорочения е' и е' ребер, параллельных 
осям Оу и Oz. Эти деформации согласно закону Гука при одноосном 
напряженном состоянии (3.7) и зависимости между поперечными 
и продольными деформациями (3.6) равны

Аналогично под действием напряжений оу и ст. возникают де
формации

Полное относительное удлинение ребер параллелепипеда, па
раллельных оси Ох, находим как сумму удлинений от действия 
каждого из напряжений:

Рис. 6.2

- у ^  = -^[ол - уК +М -
_  1
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Аналогично можно определить относительные удлинения ребер, 
параллельных осям Оу и Oz.

Таким образом, линейные деформации связаны с нормальными 
напряжениями тремя формулами закона Гука:

е, - v (o , + с.)|;

ev = —[a v - v (a . +стл)]; ( 6 . 1)

Если вместо произвольных осей Ох, Оу, Oz воспользоваться 
главными осями напряженно-деформированного состояния, то 
формулы (6.1) примут вид

J_
Е '

с, = 7 7 (0 , -  v ( c t 2 + a 3)] ;

е2 = - [ a 2- v (a 3+ <*,)];

е3 = 4 [ a 3-v (a , + a2)]. t

(6.2)

Элемент, изображенный на рис. 6.2, б, испытывает напряженное 
состояние, называемое чистым сдвигом (см. § 4.5). Рассмотрим 
проекцию элемента на координатную плоскость Оху (рис. 6.3). 
Главные оси напряженного и деформированного состояний накло
нены по отношению к площадкам чистого сдвига под углами 45°. 
Главные напряжения по абсолютной величине равны касательным 
напряжениям и имеют противоположные знаки:

о , = т ; о, = - I  . (6.3)1 ху' 2 ху 4 7

Для нахождения величин главных деформаций е, и е2, которые 
в рассматриваемом случае представляют собой соответственно от
носительное удлинение диагонали АС и относительное укорочение 
диагонали BD, воспользуемся аналогией между формулами напря
женного и деформированного состояний (см. § 5.2). Заменяя в 
формулах (6.3) о., о,, т на е е,; у /2, получим

1
Е1 = ^У ХУ £2 = (6.4)
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Рис. 6.3

Чистый сдвиг представляет собой частный случай двухосно
го напряженного состояния. Поэтому положим в первой из фор
мул (6.2) = 0 и подставим вместо а, и о2 их выражения из (6.3), 
а вместо е, — выражение из первой формулы (6.4). Тем самым мы 
свяжем деформации сдвига с касательными напряжениями:

^ ■ = ^ , v  + VV -

Вводя в этом выражении обозначение

°  ~ 2(1 н- V )' (6'5)

получим одну из формул закона Гука при сдвиге:

Ул, = (6-6)

Аналогично можно получить еще две формулы, связывающие 
деформации сдвига у и y.v с касательными напряжениями т и  t.v:

ТК . _  Tcv
У уг п  ' У G

Величина G называется модулем сдвига.
Выражение (6.5) устанавливает связь между тремя постоянны

ми упругости для изотропного материала: модулем упругости Е, 
модулем сдвига G и коэффициентом Пуассона v. Из (6.5) следует, 
что независимыми являются только две из этих постоянных.

Таким образом, в общем случае трехмерной задачи теории уп
ругости имеем шесть формул, устанавливающих связь между на
пряжениями и деформациями в окрестности точки тела, которые 
называются обобщенным законом Гука:
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(6.7)

6.2. Различные формы обобщенного закона Гука

Сложим почленно первые три формулы (6.7):

(6.8)

Используем обозначения для относительной объемной дефор
мации е, средней деформации е0, суммы нормальных напряже
ний s и среднего напряжения о()

и введем понятие модуля объемной деформации

Тогда равенство (6.8) можно записать в виде

Соотношения (6.11) называют законом упругого изменения объ
ема. Как показывают лабораторные исследования, этот закон спра
ведлив и при высоких значениях среднего напряжения <тн, значи
тельно превышающих предел упругости материала.

С помощью (6.10) и (6.11) можно показать, что для изотропного 
материала коэффициент Пуассона не может превышать значения 
v = 0,5. Пусть ко всем граням элементарного параллелепипеда при
ложены сжимающие напряжения ov, а у, о.. Если при этом предпо
ложить, что v > 0,5, то из (6.10) и (6.11) следует, что К<  0 и е > 0, то 
есть при всестороннем сжатии объем параллелепипеда увеличива
ется, что противоречит физическому смыслу.

е
-> = 0 v+ a , +cV  a <> = § <6-9>
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Как видно из (6.10) и (6.1 I ), при v —> 0,5 К  —> ° °  и е —> 0, 
т.е. изменение объема не происходит. Материал, обладающий этим 
свойством, называется несжимаемым. Условие несжимаемости ис
пользуется в теории пластичности.

Равенства (6.7) часто называют прямой формой закона Гука. 
Если их решить относительно напряжений, то получим обратную 
форму закона Гука:

Входящие в эти формулы величины ц и X называются посто
янными Ляме. Они связаны с постоянными Е, G, и v с помощью

Вычтем из левых и правых частей первых трех равенств (6.12) 
среднее напряжение о(|. После несложных преобразований правых 
частей с помощью соотношений (6.11) и (6.13) получим соотноше
ния, которые называются законом изменения формы.

В левых частях этих равенств стоят компоненты девиатора на
пряжений (см. § 4.3), а в правых — компоненты девиатора дефор
маций (см. § 5.3), умноженные на один и тот же коэффициент про
порциональности 2G. Следовательно, девиатор напряжений про
порционален девиатору деформаций, и равенства (6.14) можно 
записать более компактно в тензорной форме

Равенства (6.14) характеризуют изменение формы, а (6.11) — 
изменение объема в окрестности точки тела. Поэтому в совокуп
ности они эквивалентны полной системе равенств обобщенного 
закона Гука.

°л  = 2\&х + Хе\ ти - цуи.: 
оу = 2ц£у + Хе; х^=|яу>„; 

а г =2цег + ^ ; хда=цуи .

( 6 . 12)

формул
„  Е  2vG Evц = (7 = ------ ; Х =-----= ------------

2(1 + v) l- 2 v  (l + v )(l-2 v )
(6.13)

(6.15)
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6.3. Закон Гука для двухосного напряженного 
состояния

В случае двухосного напряженного состояния (см. § 4.5) в фор
мулах (6.7) необходимо положить а. = х = t_v = 0. В результате по
лучим

Деформация е_ может быть найдена из третьего равенства (6.7):

Деформации сдвига уу. = у.х = 0.
Таким образом, при двухосном напряженном состоянии имеем 

гри формулы (6.16) обобщенного закона Гука.
В главных осях деформации сдвига отсутствуют, а формулы (6.16) 

имеют вид

Если равенства (6.16) решить относительно напряжений, то по
лучим

6.4. Связь между напряжениями и деформациями 
для анизотропного тела

В анизотропном теле постоянные упругости, характеризующие 
свойства материала по различным направлениям, проведенным 
через рассматриваемую точку, различны. В самом обшем случае

(6.16)

1 2(1 + v)у = —т = ------X .
' "  G "  Е  "

(6.17)

(6.18)

(6.19)
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анизотропии связь между деформациями и напряжениями для ли- 
нейно-упругого тела записывается в виде следующих шести соот
ношений:

= а н ° , + 0\2 O y +  fl l3a c + a \AZxy + f l l5X * +

е , = " 2 l CTv + a 22a y + fl23a ; + °2 4 T .vi. + °2>Xy + a 2bT * '

е . = 0 3 1 ° * + e 32O y + о 33о . +  fl34X x, z

У х у = « 4 l ° v + « 4 2 ° y  +  a 4 ia c + f l 44X v v + «45X y z + °  46T cv

у>- = | a x + a S2a y + a  53CTC + t f 5 4T „ ■ + % X , ; + % V

У-д К + y + a u 3 ° ; + °6 4 X ,a + % T

Можно показать, что постоянные aj , характеризующие свой- 
ства материала, обладают свойством взаимности: aj.-ajj. Поэтому 
из 36 постоянных, входящих в равенства (6.20), независимыми 
являются 21 постоянная. Как видно из (6.20), в общем случае ани
зотропии линейные и угловые деформации зависят от всех шести 
напряжений.

Если предположить, что оси Ох, Оу, Ос являются главными осями 
напряженного состояния, то касательные напряжения т = т = 
= t_v = 0. При этом, как видно из последних трех равенств (6.20), 
угловые деформации у , у , у.( в нуль не обращаются. Следова
тельно, оси 0.x, Оу, Oz не являются главными осями деформиро
ванного состояния. Отсюда можно сделать вывод, что в общем 
случае анизотропии главные оси напряженного и деформирован
ного состояний не совпадают между собой.

В частных случаях анизотропии число независимых постоян
ных (г. сокращается. Гак, например, если в каждой точке тела име
ется одна /носкостьупругой симметрии, обладающая тем свойством, 
что любые два направления, симметричные относительно этой 
плоскости, эквивалентны в отношении упругих свойств, то можно 
показать, что в этом случае число независимых постоянных сокра
щается до 13. Направления, нормальные к плоскостям упругой 
симметрии, называются главными направлениями упругости.

Тело, в каждой точке которого имеются три взаимно перпенди
кулярных плоскости упругой симметрии, называется ортотропным. 
К ортотропным материалам относят, например, натуральную дре
весину, фанеру, а также так называемые композитные материалы 
на полимерной основе, армированные в трех ортогональных на
правлениях волокнами из высокопрочного материала. У натураль-

122



нои древесины одна плоскость упругой симметрии нормальна к 
волокнам, вторая — параллельна годичным слоям и третья — ор
тогональна к первым двум.

Если координатные оси Ox, Оу, Oz совместить с главными на
правлениями упругости, то равенства (6.20) для ортотропного ма
териала можно представить в виде

( 6 .21)

I- --  (Т V — 1- ___ т— о
Ех

X VJ
ЕУ

у ----^  - 1
Ес •

Уху ■ Q ху'
ху

V,v i V 1

X
■°Л + —  

Е у
Оу — — а  ; 

Е ,  - У
■ г С "

V ZX /Т v . 1_|___ /-г Л/ 1
"  Ех °л Е у

т  и.,
Е_ 7 <СХ “  G T;v'СХ

В этих равенствах Е х, Е у, Е, — модули упругости в направлении 
осей Ох, Оу, Oz, Gxy, Gy,,G ,x — модули сдвига в плоскостях Оху, 
Oyz, Ozx; vxT, vn , v („’, v , v_v. v v, — коэффициенты Пуассона. Пер- 
вый индекс у коэффициентов Пуассона обозначает направление 
поперечного сужения, второй — направление действия нормаль
ного напряжения, вызывающего поперечное сужение. Например,

величина — — а у представляет собой относительное поперечное
у

сужение в направлении оси Ох, вызванное напряжением а ,.
Сравнивая (6.21) с (6.20) и учитывая свойства взаимности ко

эффициентов atj =(ijr  получим следующие три соотношения, свя
зывающие между собой постоянные упругости:

V V V V V V
-  _*L =  _i2L; _J1 =  _2L. (6.22)

Е  Е  Е  Е  Е  Е,г л л ; у
Отсюда следует, что для ортотропного материала из 12 постоян

ных упругости, входящих в равенства (6.21), только 9 являются 
независимыми.

6.5. Потенциальная энергия деформации

Внешние силы, приложенные к телу, совершают работу на вы
зываемых ими перемещениях. В результате этого происходит на
копление потенциальной энергии деформации, которая при удалении 
внешних сил расходуется на восстановление первоначального не- 
деформированного состояния тела. Если тело при нагружении ис
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пытывает только упругие деформации, то потенциальная энергия 
деформации численно равна работе сил, затраченной на деформа
цию тела. Энергия, накапливаемая в единице объема тела, назы
вается удельной энергией.

При одноосном напряженном состоянии удельная потенциаль
ная энергия деформации определяется по формуле (3.30):

В общем случае трехмерной задачи выражение для U{) можно 
записать в виде

и »  =  V +  ° , е ,  +  °  А  +  Т л Л л ,  +  \ к У . к  +  ^ v Y c v  )• <6 ' 2 3 >

Это выражение называется формулой Клапейрона.
Удельную потенциальную энергию можно выразить через на

пряжения, если в (6.23) подставить значения деформаций из зако
на Гука (6.7). После несложного преобразования получим

U{) = —  [су; +сг +о2 -2v(ova v + сууо. + а .а д.) +

+ 2( 1 + v )(т;т + т;„ + х:х) |. (6.24)

Для нахождения полной потенциальной энергии, накаплива
емой в теле, необходимо произвести интегрирование по всему объ
ему Ктела:

U = j j jU 0dV. (6.25)
v

В дальнейшем для рассмотрения вопросов прочности при трех
осном и двухосном напряженных состояниях представим удельную 
потенциальную энергию в виде двух слагаемых: энергии изменения 
объема £/цб и энергии изменения формы U{f:

UU= U*+ U*> . (6.26)
Такое разделение энергии на две части необходимо, поскольку 

прочность материалов в основном определяется энергией формо
изменения. Энергия изменения объема на прочность существенно 
не влияет.

Величина находится как половина суммы произведений со
ответствующих компонент шаровых тензоров напряжений (см. § 4.3) 
и деформаций (см. § 5.3) аналогично выражению (6.23):
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На основании (6.10) и (6.11)
„ б  = 3(1 ~  2v) 2  ( 6  2 8 )

о 2E  0
Величина U(f  может быть найдена как половина суммы произ

ведений соответствующих компонент девиаторов напряжений (4.14) 
и деформаций (5.21) или путем вычитания выражения (6.28) из (6.24):

U% = “ 11Т  = t f I ^ v  - о,.)2 + (а  - а . )2 + (а . - а ( )2 ] +
oz:

+ —  ( г  +т2 +т2 ). (6.29)2(7 *' с
Выражения (6.24) и (6.29) более просто записываются через 

главные напряжения:

= т'- [а;! +о2+ а2- 2 у (а |а ,+ а 1о , + 0 ,0 ,)!: (6.30) 
z L

и *  = ^ 7 rK a i - а , ) 2 +(о, - а , )2 + (а, - о, )2|. (6.31) 
bh

U f  = 3 ]- a 0e0. (6.27)



Г Л А В А  7

ВНУТРЕННИЕ УСИЛИЯ И НАПРЯЖЕНИЯ 
ПРИ ИЗГИБЕ СТЕРЖНЕЙ

7.1. Основные понятия

Изгибом называется такой вил деформирования стержня, при 
котором внешние нагрузки (сосредоточенные силы, распределенные 
нагрузки, пары сил) действуют перпендикулярно к его оси (рис. 7.1). 
Стержень, работающий на изгиб, обычно называют балкой.

В зависимости от способа приложения внешних нагрузок рас
сматривают различные виды изгиба. В самом общем случае, когда 
нагрузки расположены в разных плоскостях (рис. 7.2), изгиб назы
вается пространственным. Если же все внешние нагрузки распо
ложены в одной плоскости, изгиб называется плоским. Когда 
плоскость действия нагрузок проходит через одну из главных цен
тральных осей сечения (рис. 7.3), имеет место плоский прямой изгиб. 
Если же плоскость действия нагрузок не проходит ни через одну 
из главных осей сечения, то такой вид деформирования называет
ся плоским косым изгибом (рис. 7.4).

Рис. 7.1 Рис. 7.2

Рис. 7.3
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Рис. 7.5

При пространственном и плоском ко
сом изгибе в поперечных сечениях балки 
возникают следующие внутренние уси
лия: два изгибающих момента М , М . и 
две поперечные силы Q Q, (рис. 7.5).
При плоском прямом изгибе в попереч
ных сечениях балки отличными от нуля 
будут только два внутренних усилия — 
изгибающий момент и поперечная сила.
В примере, изображенном на рис. 7.3, это 
будут Q , и М,.У <■

В настоящей главе рассматривается наиболее простой вид из
гиба — плоский прямой изгиб.

7.2. Типы опор и опорные реакции

Для того чтобы балка могла воспринимать внешнюю нагрузку, 
она должна быть закреплена. На практике чаще всего встречаются 
три основных типа опор: шарнирно подвижная, шарнирно непо
движная опоры и жесткая заделка (защемление). Рассмотрим ос
новные конструктивные особенности и реакции, возникающие в 
опорах балки.

Шарнирно подвижная опора (рис. 7.6) допускает перемещение и 
балки в горизонтальном направлении и поворот балки относитель
но опоры на некоторый угол ф. Вертикальное перемещение v на 
такой опоре отсутствует (рис. 7.6, а). В соответствии с этим в шар
нирно подвижной опоре возникает только вертикальная реакция, 
которую будем обозначать R. Закрепление балки с помощью такой 
опоры накладывает на нее одну связь. Такую опору принято также 
изображать в виде короткого стержня (рис. 7.6, 6) с шарнирами на 
концах (опорная связь).

Шарнирно неподвижная опора (рис. 7.7) допускает поворот бат- 
ки относительно опоры и не допускает линейных перемещений 
(рис. 7.7, а).

Схематично такая опора изображает
ся также в виде двух опорных связей 
(рис. 7.7, 6, в). В опоре возникают две реак
ции: вертикальная R и горизонтальная //.

Жесткая заделка (рис. 7.8) не допуска
ет поворота и поступательного перемеще
ния закрепленного конца балки. В ней Рис. 7.6
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возникают три опорные реакции: вертикальная Л, горизонталь
ная Н  и реактивный момент М  (рис. 7.8, а).

Жесткая заделка эквивалентна трем опорным связям (рис. 7.8, б) — 
горизонтальной и двум близко расположенным вертикальным 
опорным связям.

Количество опорных связей в схематическом изображении опо
ры равно числу составляющих опорной реакции.

В балочных конструкциях встречаются конструктивные особен
ности в виде промежуточных шарниров (рис. 7.9, а). Особенностью 
балки с промежуточным шарниром является то, что вертикальные 
и горизонтальные перемещения сечений слева и справа от шарни
ра одинаковы, а углы поворота различны. Таким образом, в шар
нире имеет место взаимный угол поворота сечений Дф (рис. 7.9, б), 
а изгибающий момент равен нулю.

В зависимости от конструкции и расположения опор различают 
следующие основные типы балок. Однопролетная двухопорная 
балка (рис. 7.10), у которой одна опора шарнирно неподвижная, 
а вторая — подвижная. Такое закрепление позволяет подвижной 
опоре свободно перемещаться в горизонтальном направлении. При 
этом в балке не возникают продольные усилия.

На рис. 7.11 изображена консольная балка (или консоль); 
на рис. 7.12 — шарнирно опертая балка с консолями.

Рис. 7.7 Рис. 7.8

а)

Рис. 7.9 Рис. 7.10
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Рис. 7.11 Рис. 7.12

В рассмотренных балках (рис. 7.10—7.12) количество опорных 
реакций равно трем, и для их определения достаточно трех уравне
ний равновесия, которые можно записать для всей балки в целом:

Здесь сумма моментов составляется относительно произвольной 
точки О, расположенной в плоскости действия сил.

При отсутствии горизонтальных внешних нагрузок из уравне
ния Y.X = 0 следует, что Н = 0. Два других уравнения позволяют 
определить оставшиеся реакции. Чаше всего более удобно вместо 
приведенных выше уравнений статики использовать другую сис
тему уравнений. Например, для балки, изображенной на рис. 7.12, 
для определения реакций RA и RB следует составить два уравнения 
моментов:

в каждое из которых войдет по одному неизвестному.
Балки, в которых количество неизвестных опорных реакций 

равно количеству независимых уравнений статики, называются 
статически определимыми. Если число реакций превышает число 
уравнений статики, то балка называется статически неопределимой 
(рис. 7.13).

Особый случай представляют бал к и с промежуточными шарни
рами. В таких балках наряду с тремя уравнениями равновесия для 
всей балки в целом можно составить дополнительное уравнение 
равновесия (моментов) для части балки, расположенной слева

Y.X = 0; ХГ=0; 1 М о = 0.

У

Рис. 7.13
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или справа от шарнира. Так, для балки, показанной на рис. 7.9, а, 
таким дополнительным уравнением будет

Z  М('с]1 = 0 или = (7.1)
Таким образом, данная б&ака является статически определимой, 

так как для определения четырех опорных реакций R (, RB, Н у МА 
имеются четыре уравнения равновесия: к трем обычным, записан
ным для всей балки, добавляется одно из уравнений (7.1).

7.3. Внутренние усилия при изгибе. 
Дифференциальные зависимости

Как было отмечено выше, при плоском поперечном изгибе в 
случае отсутствия осевых нагрузок в поперечных сечениях балки 
возникают два внутренних усилия: изгибающий момент А/. и по
перечная сила Qy.

Приведем правила знаков для внутренних усилий. Изгибающий 
момент считается положительным, если он вызывает растяжение 
нижних волокон балки (рис. 7.14). Поперечная сила считается по
ложительной, если она стремится повернуть рассматриваемую 
часть балки по ходу часовой стрелки (рис. 7.15).

Q X )

во ло кн а  г i t  I

CKO
Рис. 7.14 Рис. 7.15

Для определения внутренних усилий используется метод сече
ний. Рассекая мысленно балку в сечении тп  на произвольном рас
стоянии .V от левого конца плоскостью, перпендикулярной к ее оси 
(рис. 7.16, а), мы можем рассмотреть равновесие левой или правой 
ее части.

Составляя уравнение равновесия X Y- 0 для части балки, нахо
дящейся слева от рассматриваемого сечения (рис. 7.16, б), получим

Qy=RA ~ P V
В общем случае это выражение можно записать в виде

0 у = 1 У ж". (7.2)
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Рис. 7.16

В правой части этого равенства стоит сумма проекций на нор
маль к оси балки всех сил, приложенных к ее левой части. Из урав
нения моментов относительно центра тяжести сечения Ъ М С = О 
для левой части балки получим

В правой части этого равенства стоит сумма моментов относи
тельно центра тяжести сечения всех сил, расположенных слева от 
этого сечения.

Рассматривая равновесие правой части балки (рис. 7.16,«), мож
но получить аналогичные выражения:

М_ = Rax  - Р ](х - а) + М.
В общем случае

М = ЬМ £ еп. (7.3)

или в общем случае:
Qy = 1 Г Р; 

М. = X М ''р.

(7.4)

(7.5)
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Чтобы правильно определить знак того или иного слагаемого в 
правых частях равенств (7.2) и (7.4), следует мысленно закрепить 
рассматриваемую (левую или правую) часть балки в сечении тп  
(рис. 7.16, б, в). Тогда в соответствии с правилом знаков для Q, если 
силовой фактор (в данном примере это RA и Р2) стремится повер
нуть балку по ходу часовой стрелки, то соответствующее слагаемое 
берется с положительным знаком.

При определении знаков слагаемых в выражениях (7.3) и (7.5) 
следует пользоваться правилом знаков для изгибающего момента. 
В рассматриваемом примере силовые факторы R Л/, R/r вызыва
ющие растяжение нижних волокон балки, взяты со знаком плюс, 
а силы Р, и Л,, вызывающие растяжение верхних волокон,— со 
знаком минус.

Для нахождения зависимостей между/7
изгибающим моментом Л/., поперечной 
силой Qy и распределенной нагрузкой q(x) 
вырежем мысленно из балки элемент дли
ной dv (рис. 7.17). В силу малости длины эле
мента dx распределенную в его пределах 
нагрузку q(x) примем постоянной. Рассмат
ривая уравнения равновесия этого элемен
та, получим

1 Y  =qdx-Qy +(Qy +dQy ) = 0;

1 М „  = M z+Qy ^- + (Qy+ dQy ) ~ -

- (Л/. + dM .) = 0.

Пренебрегая слагаемыми dQ dx/2, имеющими более высокий 
порядок малости по сравнению с остальными, получим

Рис. 7.17

dQv dM .
= ~Q\ ■ = <?vdx dx

Из этих двух зависимостей следует третья:

(7.6)

d2M.
~dS

= -q. (7.7)

Формулы (7.6) и (7.7) используются при построении и проверке 
эпюр Q и Му в балках при изгибе.
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7.4. Построение эпюр поперечных сил 
и изгибающих моментов

Для выполнения расчета балки на прочность при изгибе необ
ходимо знать наибольшие значения поперечной силы Qy и изгиба
ющего момента М. и положение сечений, в которых они действуют. 
В связи с этим возникает необходимость определить закон изме
нения Q и М_ по длине банки. Для этой цели обычно строят эпюры 
поперечных сил и изгибающих моментов, которые представляют со
бой графическое изображение функций Q и М_.

При построении эпюр Q , и М . обычно вычисляют значения этих 
внутренних усилий в характерных сечениях балки, а полученные 
ординаты соединяют соответствующими линиями, учитывая зави
симости (7.6), (7.7) и вид нагрузки.

При положительном направлении оси Оу вниз на эпюре Qy 
положительные ординаты следует откладывать также вниз, отри
цательные — вверх. Ординаты эпюры А/ будем откладывать со 
стороны растянутых волокон балки. Согласно этому правилу для 
балок положительные значения изгибающих моментов отклады
ваются вниз, так как эти моменты вызывают растяжение нижних 
волокон.

С учетом этих условий и формул (7.6) и (7.7) можно сделать ряд 
выводов, полезных при построении и проверке правильности 
эпюр Q и М_. Прежде чем сформулировать эти выводы, рассмот
рим примеры построения эпюр Q и Л/, при простой нагрузке.

Пример 7.1. Построим эпюры Qy и М_ для шарнирно опертой 
балки, показанной на рис. 7.18.

Из уравнений статики найдем опорные реакции:

X М А = Rgl - Ра = 0; Я„ = у :

1 M B = -RAI+ РЬ = 0; Ra = ~ .
Pb
I

Вычислим Q, и Л/, для участковое и СВ балки.
На участке АС (0 < .v, < а)

Pb РЬх,Q =/ ? . =— ; М = R.x, = ---L.^ у  A j  ’ z Л 1 j

На участке СВ (а < х2 < /)

Qy = - R H = - у ;  М : = R h (I -  Х 2 ) = у  С  -  Х1 )•
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Из полученных выражений видно, что поперечная сила на 
участках АС и СВ постоянна, а в точке С имеет скачок, равный Р. 
Изгибающие моменты изменяются по линейным законам, при

этом А/.'4 = Л/_й = О, М [ - Эпюры Qy и А/, показаны на 
рис. 7.18.

Пример 7.2. Построим эпюры Qy и А/, для балки, нагруженной 
сосредоточенным моментом Д/(рис. 7.19).

А/ \R"

&"■ 1

и ! _______" й . . I 1

^ г г Т Т Т Г ^ Г
г М а

K 1 b j
Т

Рис. 7.19

Независимо от места приложения момента опорные реакции 
будут равны по величине и противоположны по направлению:

А/ХА/,  = / у - Л /  =0; 

ХЛ/Д = RЛ1 - А/ = 0;

Rв I
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На участке АС имеем

Q y = - * A = ~  

На участке СВ

М-. м
I  :

М-R ,х, = --- -V,.
А 1 j 1

м  мQy = - R B =- у ;  м г = Rg(l - х 2) = — (I - х2).

Из полученных выражений видно, что поперечная сила на обо
их участках имеет одно и то же постоянное значение, равное -М /1, 
а изгибающие моменты изменяются по линейным законам, при 
этом

М л = М н = 0.

В точке С изгибающий момент имеет различные значения слева 
и справа:

и = _Ма_. А/„Р = ЛЛ
с / ’ ; / ’

при этом на эпюре М_ имеется скачок, равный величине прило
женного момента М . Эпюры Q y и М . показаны на рис. 7.19.

П рим ер 7.3. Построим эпюры Qy и М . для балки, показанной 
на рис. 7.20.

Я
ш д д мтттт

с

м..

Рис. 7.20

Ввиду симметрии опорные реакции равны между собой:
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Выражения для поперечной силы и изгибающего момента в 
произвольном сечении х балки имеют следующий вид:

Qy = R a -qx = ^U-2x)\

Л/, = R 4x  - qx— = — (/ - x )..x = qx,
2 2

Таким образом, поперечная сила изменяется подлине балки по 
линейному закону, а изгибающий момент — по закону квадратной 
параболы. На опорах балки

; С?й = - — ; М Л = М В = 0.
2 - 2  "

В середине пролета х = I/ 2

Qc = 0; М с = Л/тах = -  .S L [i- C \  = S L .
2 2 V 2 i 8

Эпюры Qv и М., построенные по найденным ординатам в 
точках А, В  и в середине пролета, показаны на рис. 7.20.

Теперь приведем общие выводы, которые можно сделать на ос
нове рассмотренных выше простых примеров.

1. На участках балки, где q = 0 (участки АС и СВ на рис. 7.18 
и 7.19), поперечная сила (?,, постоянна, а изгибающий момент М_ 
изменяется по линейному закону.

2. На участках балки, где приложена равномерно распределенная 
нагрузка q (рис. 7.20), поперечная сила Qy изменяется по линей
ному закону, а изгибающий момент М ,— по закону квадратной па
раболы, обращенной выпуклостью в сторону действия нагрузки q.

3. В сечениях, где линия эпюры Q , пересекает ось балки 
(рис. 7.20), изгибающий момент А/, имеет экстремум (максимум 
или минимум).

4. В точке приложения сосредоточенной силы (см. рис. 7.18) 
эпюра Qy имеет скачок, равный по величине приложенной силе, 
а эпюра Л/, имеет излом в сторону действия силы.

5. В точке приложения сосредоточенного момента (см. рис. 7.19) 
эпюра М_ имеет скачок, равный по величине приложенному мо
менту.

6. На участках балки, где Q имеет одно и то же постоянное зна
чение (см. рис. 7.19), эпюра Л/, ограничена параллельными прямыми.

Пользуясь приведенными выводами, построим эпюры Q и М_ 
для более сложных нагружений.
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Пример 7.4. Построим эпюры Qv и М, для балки на двух 
шарнирных опорах с консолью (рис. 7.21, а).

а) 50 к Н

б)

И) ®
кНм 60

Рис. 7.21

Из уравнений равновесия найдем опорные реакции RA и Rg:

I М в = - Ra ■ 4 + 20 ■ 2 • 3 + 80 ■ 2 + 20- 50 • 2 = 0; RA = = 50 кН;

480
4

ХЛ/, = R r -4-20-2 1 -80 2 + 20-50-6 = 0; R „=  —  = 120 кН.'А ~ "Н " г * ‘ ^  -/v/ w “ fi
Для проверки составим проекции нагрузок и реакций на верти- 

кальную ось:
1 Г=  20 -2+ 80 +50- 50- 120 = 120- 120 = 0. 

Следовательно, опорные реакции R t и RB найдены правильно. 
Вычислим Q и М, в характерных сечениях, начиная с сечения А. 
Сечение A: Qy = RA = 50 кН; М, - 0.
Сечение С: (/лев = 50 -  20 - 2 = И) кН;

20- 2 -  80 = -70 кН:
20-2 - 1 = 60 кНм.

Теперь более удобно делать вычисления, начиная с сечения Е. 
Сечение Е: (? =50 кН; М_ = 0.
Сечение В. Q "p = 50 к Н ; ( Г ев = 50 — 120 = -70 кН ;

0 "р = 50 
М = 50-2

100 кНм.
Сечение D: Qv = 50 — 120 = —70 кН;

М. = —50■2 =

Л/.пр = -50(2 + 1) + 120- 1 =-30 кНм; 
дулсв = —50(2 + 1) + 120-1 +20 = —10 кНм.
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На участке АС действует равномерно распределенная нагрузка </, 
поэтому Qy изменяется по линейному закону, убывая от значения 
50 кН в сечении А до значения 10 кН в сечении С слева; М  изменя
ется по закону квадратной параболы с выпуклостью вниз. Поскольку 
на участке АС поперечная сила является однозначной, на эпюре М_ 
отсутствует экстремум.

На участке СВ отсутствует распределенная нагрузка, поэтому 
поперечная сила Q постоянна (-70 кН), а эпюра М_ ограничена 
прямыми параллельными линиями. В точке D на эпюре Л/, имеет
ся скачок, равный по величине приложенному моменту М =20 кНм.

На участке BE  отсутствует распределенная нагрузка q. поэтому 
поперечная сила Q постоянна, а Л/, изменяется по линейному 
закону.

Эпюры Qv и М_ показаны на рис. 7.21, б, в.
Пример 7.5. Балка с промежуточным шарниром (рис. 7.22, а).
Расчетную схему балки с промежуточным шарниром можно 

представить в виде так называемой поэтажной схемы (рис. 7.22, б), 
в которой выделяется несомая часть балки СЕ  и несущая часть АС. 
Несомая балка шарнирно опирается на несущую в точке С.

б)

а)

R , -  211 к Н

II I/>= ЮкН

В)

20

Г)

Рис. 7.22
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Вначале необходимо сделать расчет несомой балки. В сечении С 
введена условная шарнирная опора. Определим опорные реакции
RC и R,r

1 M c =Rd -2- 20 -3 — 20 • 2 - 1=0; Ло = 50кН;

X М п = —Rc ‘ 2 — 20 • 1 +20-2- I =0; Rc = Ю кН.
Вычислим Q и М . в характерных точках несомой балки СЕ.
Сечение Е: Q = 20 кН; М - 0..и ' z
Сечение D: Q "v = 20 кН; Q™" = 20 - 50 = -30 кН;

М = - 20- I =-20 кНм.
Сечение С: Qy = Rc = 10 кН; М, = 0.
На участке Содействует равномерно распределенная нагрузка, 

поэтому изгибающий момент А/. изменяется по закону квадратной 
параболы. Для нахождения экстремального значения М_ определим 
положение сечения балки на этом участке, в котором поперечная 
сила Q равна нулю:

dM
Q = ---L = 10-20*,, =0,

v dx "
откуда находим л‘о = 0,5м. Экстремальное значение Л/, на участ
ке CD равно

М.п,ач= 10 • 0,5 — 20 • 0,5 - 0,25 = 2,5 кНм.
Расчет несущей балки АС производится на действие приложен

ной к ней в точке В силы 30 кН и силы Р= 10 кН, численно рав
ной условной опорной реакции балки СЕ  и направленной в про
тивоположную сторону.

Вычислим Q и М_ в характерных точках несущей балки АС.
Сечение С: Q = Ю кН ; М, = 0.
Сечение В: Q "p = 10 кН; £>;.1С'’ = 10 -  30 = -20 кН;

Л/.= — 10 1 =-10 кНм.
Сечение A: Qy = —20 кН; М ~  —10 ■ 2 + 30 ■ 1 = 10 кНм. В шар

нире С изгибающий момент равен нулю. Эпюры Q и М, приве
дены на рис. 7.22, в, г.

Пример 7.6. Для жестко заделанного одним концом ломаного 
стержня (рис. 7. 23, а) построим эпюры внутренних усилий N.Qw М.

Необходимо заметить, что для ломаных и криволинейных 
стержней и рам ординаты эпюры М, как и в балках, откладывают
ся со стороны растянутых волокон.
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Вычисление усилий для консольных балок и ломаных стержней 
удобно начинать со свободного конца. При этом не требуется пред
варительное определение опорных реакций.

Рис. 7.23
Вычислим значения /V, 0, Л/ в характерных сечениях стержня.
Участок А В
Сечение А: N --50  кН (сжатие); 0  = 0; М-0.
Сечение В: N = -50 кН; 0 = 20 • 2 = 40 кН; М = -20 -21 =

= -40 кНм (растянуты верхние волокна).
В пределах участка АВ  изгибающий момент изменяется по за

кону квадратной параболы, обращенной выпуклостью в сторону 
действия распределенной нагрузки.

Участок BD
Сечение В: N = -20 • 2 = -40 кН ; 0  = -50 кН ; М= -20 ■ 2 • 1 =

—40 кНм (растянуты наружные волокна).
Сечение С: N = -40 кН; 0  = -50 кН; М ас = -20 • 2 • 1 + 50 • 1,5 =

= 35 кНм (растянуты внутренние волокна);
М " = 35 -  55 = -20 кНм (растянуты наружные 
волокна).

Сечение D: N = —40 кН ; 0  = —50 кН ; М= -20 • 2 • 1 -  55 + 50 • 3 = 
= 55 кНм (растянуты внутренние волокна).

В соответствии с полученными результатами на рис. 7.23, б, в, г 
построены эпюры N, 0, М.
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Проверим равновесие жесткого узла В. Для этого мысленно 
вырежем этот узел и приложим к нему внутренние усилия, действу
ющие в поперечных сечениях горизонтального и вертикального 
элементов (рис. 7.23, д). Очевидно, что уравнения статики X X - О, 
X К= 0, 2 Мв = 0 выполняются. Следовательно, узел В находится 
в равновесии.

Пример 7.7. Построим эпюры внутренних усилий /V, Q, М  для 
рамы, показанной на рис. 7.24, а. Определим опорные реакции НА,
R a и R r

60-2-40-2-30-4-2+ 30-4 = 0;X  МА = Rf  ■ 4 -
I  MF= -R 4 • 4 - 60 • 2 - 40 • 2 + 30 ■ 4 • 2 + 30 • 4 = 0;

Н , - 70 кН./1

/?f = 80 кН; 
R, = 40 кН;

SA'= - Н . + 60 + 40 - 30 = 0;/1 ’
Для проверки составим проекции нагрузок и реакций на верти

кальную ось:
ЪУ=  -40 -80 + 30-4 = -120 + 120 = 0.

Опорные реакции найдены правильно.
Вычислим внутренние усилия в характерных сечениях рамы. 
Участок АС
Сечение A: N = - R 4 = - 40кН; 0 = Я ( = 7ОкН; М=0. 
Сечение В: N = -40 кН; Q^=70kH; Q\ = 70 - 60 = 10 кН;

Л/=70• 2 = 140 кНм (растянуты внутренние волокна).
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Сечение С: N = -40 кН; Q= 70 - 60 = 10 кН; Л/ = 70 • 4 - 60 • 2 = 
= 160 кНм (растянуты внутренние волокна).

Участок CD
Сечение С: N = 70-60= Ю кН ; 0  = 4ОкН; М= 70-4 - 60 ■ 2 = 

= 160 кНм (растянуты нижние волокна).
Сечение D: N = 40-30= Ю кН ; 0  = -/?f =-8O кН;

М = 40 • 2 = 80 кНм (растянуты нижние волокна).
Участок DF
Сечение F\ N -  -R , = -80 кН; (? = (); А/ = 0.
Сечение Е: N = -80 кН; Q" = 0; 0 "  = -4ОкН; Л/= 0.
Сечение D. N = -80 кН; <2 = -40 кН; Л/=40• 2 = 80 кНм 

(растянуты внутренние волокна).
В пределах пролета рамы CD изгибающий момент М  изменя

ется по закону квадратной параболы. Определим положение сече
ния, где поперечная сила Q обращается в нуль, и вычислим экс
тремальное значение момента М: (2 = 40-30.y = 0, jc0 = 1,33 м,

Д/ = 70• 4 + 40 • 1,33-60 2- 30 = 186,67 кНм.max 7 2

В соответствии с полученными результатами на рис. 7.24, б, в, г 
построены эпюры N, Q, А/.

Внутренние усилия, действующие в узле D, показаны на 
рис. 7.24, д. Как видно из этого рисунка, уравнения статики выпол
няются, и следовательно, узел D находится в равновесии.

7.5. Нормальные напряжения при чистом изгибе

Рассмотрим вначале участки балки, в пределах которых изгиба
ющий момент имеет постоянное значение (М  = const), а поперечная 
сила отсутствует (Q -  0). Такой изгиб принято называть чистым 
изгибом.

Для балки, показанной на рис. 7.25, а эго имеет место в пределах 
всей ее длины, а для балки, показанной на рис. 7.25, б, — только в 
пределах участка CD.

Изучим закон распределения напряжений в поперечном сече
нии балки при чистом изгибе.

С помощью эксперимента установлено, что если на боковую по
верхность резиновой модели балки прямоугольного поперечного 
сечения нанести ортогональную сетку в виде продольных и попе
речных прямых (рис. 7.26), то после деформирования на участке
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Рис. 7.26

Рис. 7.25
чистого изгиба продольные прямые принимают криволинейное очер
тание, а поперечные — остаются прямыми. При этом сетка остается 
ортогональной. Отсюда можно сделать вы
вод, что угловые деформации в плоскости 
изгиба отсутствуют и поперечные сечения 
балки при деформации не искривляются.

Из рис. 7.26 видно, что продольные волок
на балки, расположенные ниже некоторого 
слоя, будут растянуты, а выше этого слоя — 
сжаты. Такой слой называется нейтральным 
слоем. Он не испытывает деформаций растя
жения и сжатия. Следовательно, ниже ней
трального слоя в поперечных сечениях дей
ствуют растягивающие нормальные напря
жения, а выше этого слоя — сжимающие.
Линия пересечения нейтрального слоя с плоскостью поперечного 
сечения называется нейтральной осью (нулевой линией) сечения.

Экспериментальные и теоретические исследования чистого из
гиба балок дают основание принять следующие гипотезы.

1. Поперечные сечения балки, плоские до деформации, остаются 
плоскими и ортогональными к нейтральному слою после деформации 
(гипотеза Я. Бернулли). Эта гипотеза равносильна предположению 
о том, что при изгибе происходит поворот поперечных сечений на 
некоторый угол относительно нейтральной оси и что угловые де
формации в продольных сечениях балки отсутствуют.

2. Взаимное давление между продольными слоями отсутствует. 
Из этого следует, что продольные волокна испытывают одноосное 
растяжение или сжатие.

Рассмотрим чистый изгиб стержня произвольного поперечного 
сечения. Поместим начало декартовой системы координат О в про
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извольной точке поперечного сечения, направив ось Ох парал
лельно оси стержня, а ось Оу — вертикально вниз (рис. 7.27).

Пусть силовая плоскость, в которой действует изгибающий мо
мент М, не совпадает с координатными плоскостями.

Из гипотезы плоских сечений (первая гипотеза) следует, что пе
ремещение и вдоль оси Ох является линейной функцией коор
динат у  и г:

и = Ay + Bz + С, (7.8)
где А, В и С являются функциями от х.

Из первой и второй гипотез следует также, что
о *0 ; а = с =т =т =т =0. (7.9)*  ’ у  Z х у  г ; ZX

Тогда с помощью закона Гука (6.12) и соотношений Коши (5.8) 
получим

о = Е е х = Е^- = Е(А 'у+  B'z + C'). (7.10)
Эх

Заменив изгибающий момент М  двумя составляющими Му и М,
М  = ^ М 2 + М 2 действующими соответственно в координатных

плоскостях Oxz и Оху, из условий статической эквивалентности 
получим

N  = \\c xdF  = 0; M y = \\oxzdF-, M i = ^<3xydF. (7.11)
F F  F

Подставив в эти соотношения выражение ох из (7.10), прихо
дим к системе уравнений относительно неизвестных А', В ', С':

A 'Sz + B 'Sy + C 'F  = 0;

М
A'Jyz + B 'Jy + C'Sy = - f ;

м ,
A 'J  + B 'J  + C'S, = —

• E
где F — площадь поперечного сечения стержня; S  , S, — стати
ческие моменты площади сечения относительно осей Оу и Oz и 
J y, У,, J yz — осевые и центробежный моменты инерции сечения от
носительно этих осей.

Если Оу и Oz являются главными центральными осями попе
речного сечения (рис. 7.28), то

5 =5 = У =0,у z уг

(7.12)

144



f  и

( /

N

у

Рис. 7.27 Рис. 7.28

и из системы (7.12) находим
М

A .  D '  У
Л/
E J

Подставляя эти величины в (7.10), получим

Отметим, что индекс у нормального напряжения в поперечном 
сечении балки обычно опускается.

Если силовая плоскость совпадает с главной плоскостью Оху, 
то М  = 0, и формула (7.13) для напряжения а  принимает оконча
тельный вид

Таким образом, при чистом изгибе стержня моментами Л/,, 
действующими в главной плоскости инерции Оху, нормальные 
напряжения а  в поперечном сечении стержня изменяются по ли
нейному закону. При этом переменная у  отсчитывается от главной 
оси Oz, которая является нулевой линией.

Используя первую гипотезу и соотношение Коши для угловой 
деформации у , получим

Дифференцируя это равенство по переменной х и учитывая 
(7.10), получим

(7.14)
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Отсюда с учетом (7.14) получим уравнение относительно пере
мещений и(х, у) любой точки поперечного сечения балки при чис
том изгибе:

= (7.15)
Эх2 E J Z

Для точек оси балки у  = 0 и уравнение (7.15) превращается в 
обыкновенное дифференциальное уравнение относительно попе
речных перемещений точек оси балки, или прогибов v(x ):

^  = (7.16)
dx2 E J z

Это уравнение называется дифференциальным уравнением изо
гнутой оси балки. Оно может быть использовано для определения 
ее прогибов.

По формуле (7.14) определяются нормальные напряжения в 
произвольной точке поперечного сечения балки при прямом из
гибе в плоскости Оху. Из нее видно, что напряжения о изменяют
ся по высоте сечения по линейному закону. В точках нейтральной 
оси напряжения о равны нулю, а наибольшее и наименьшее зна
чения они принимают в нижних (у  = Ин) и в верхних (у = -Ив) во
локнах, наиболее удаленных от нейтральной оси (рис. 7.29 и 7.30):

Л/Д  М И0  _ --- а  -  - (7.17)

Эти формулы удобно представить в виде
М М

а »= ~ Ц Г ' (7' 18)
Z H  Z В

где
Л  ... Л  

/г..

Величины IVth и IV^ называются моментами сопротивления се
чения относительно нейтральной оси Oz для нижних и верхних во
локон. Они считаются положительными величинами.

Отметим, что знак напряжения в формуле (7.14) определяется 
знаками изгибающего момента Л/, и ординаты у, а в формулах (7.18) —
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по физическому смыслу задачи в зависимости от того, растянуты 
или сжаты рассматриваемые волокна балки. В последнем случае М. 
берется по абсолютной величине.

На рис. 7.29 изображен характер эпюр нормальных напряжений 
для несимметричных сечений: таврового при М, > 0 и треугольно
го при М, < 0.

А/->0 М.св = —-

V,

Рис. 7.29

Из приведенных на рис. 7.29 эпюр видно, что в балках с несим
метричным сечением наибольшие по абсолютной величине напря
жения возникают в волокнах, наиболее удаленных от нейтральной 
оси, и могут быть определены по формуле

М
° „ б  = W '

(7.20)

где И/.нм — меньший из моментов сопротивления lV_n или IV .
Для сечений, симметричных относительно нейтральной оси, 

И - /;|( = Л / 2 и момент сопротивления определяется по формуле
J

W  = — (7.21) 
г 0,5//

Напряжения в крайних волокнах в этом случае равны по вели
чине и отличаются знаками:

°н б  =
А#,
W

а  = ---нм Ц/ (7.22)

На рис. 7.30 изображен характер эпюры о для симметричных 
сечений: прямоугольного, круглого, двутаврового при Л/, >0.
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м.
~w~

м.
W

Рис. 7.30

Моменты инерции и моменты сопротивления прямоугольного, 
круглого сплошного и кольцевого сечений определяются по сле
дующим формулам: 
для прямоугольного сечения

bh_
12

W  = 
z 0,5 И

для сплошного круглого сечения
л/С W Z

4 ' z R 4
для кольцевого сечения с внутренним и внешним радиусами R f и R-,

'2 < .  и,

bfr
6

nR}

(7.23)

(7.24)

R, 4
(7.25)

'2  2

Для двутавровых, швеллерных и других прокатных профилей 
величины J _ и W_ приведены в сортаменте.

7.6. Нормальные и касательные напряжения 
при поперечном изгибе

Рассмотрим балку, находящуюся в условиях плоского прямого 
изгиба под действием произвольных поперечных нагрузок в глав
ной плоскости Оху (рис. 7.31, а). Рассечем балку на расстоянии х 
от ее левого конпа и рассмотрим равновесие левой части. Влияние 
правой части в этом случае нужно заменить действием изгиба
ющего момента Л/, и поперечной силы Qv в проведенном сечении 
(рис. 7.31, б). Изгибающий момент М_ в общем случае не является 
постоянным по величине, как это имело место при чистом изгибе, 
а изменяется по длине балки. Так как изгибающий момент М .

148



согласно (7.14) связан с нормальными напряжениями о = Gv, то 
нормальные напряжения в продольных волокнах также будут из
меняться по длине батки. Следовательно, в случае поперечного 
изгиба нормальные напряжения являются функциями перемен
ных х и у: ах = од.(х, у).

При поперечном изгибе в сечении балки действуют не только 
нормальные, но и касательные напряжения т (рис. 7.31, в), рав
нодействующей которых является поперечная сила Q :

Я ! . " '
г

У

Рис. 7.31

Наличие касательных напряжений т сопровождается появле
нием угловых деформаций у Касательные напряжения, как и 
нормальные, распределены по сечению неравномерно. Следова
тельно, неравномерно будут распределены и угловые деформации, 
связанные с ними законом Гука при сдвиге. Это означает, что при 
поперечном изгибе в отличие от чистого изгиба сечения балки не 
остаются плоскими (нарушается гипотеза Я. Бернулли).

Искривление поперечных сечений можно наглядно продемон
стрировать на примере изгиба консольной балки прямоугольного 
сечения из резины, вызванного приложенной на конце сосредото
ченной силой (рис. 7.32). Если предварительно на боковых гранях 
нанести прямые линии, перпендикулярные к оси балки, то после из
гиба эти линии не остаются прямыми. При этом они искривляются 
так, что наибольший сдвиг имеет место на уровне нейтрального слоя.

149



Рис. 7.32

Более точными исследованиями установлено, что влияние ис
кажения поперечных сечений на величину нормальных напряже
ний незначительно. Оно зависит от отношения высоты сечения И 
к длине балки / и при h / 1< 1/5 является несущественным. Поэтому 
для определения нормальных напряжений ov при поперечном из
гибе обычно используется формула (7.14), выведенная для случая 
чистого изгиба.

Второй особенностью поперечного изгиба является наличие 
нормальных напряжений о (., действующих в продольных сечениях 
балки и характеризующих взаимное давление между продольными 
слоями. Эти напряжения возникают на участках, где имеется рас
пределенная нагрузка q, и в местах приложения сосредоточенных 
сил. Обычно эти напряжения имеют весьма малую величину по 
сравнению с нормальными напряжениями а х.. Особый случай пред
ставляет собой действие сосредоточенной силы, в области прило
жения которой могут возникнуть значительные местные напряже
ния о .у

Таким образом, бесконечно малый элемент в плоскости Оху в 
случае поперечного изгиба находится в условиях двухосного на
пряженного состояния (рис. 7.33).

Напряжения т и о , так же как и напряжение о ., в обшем слу-
У *  У  х

чае являются функциями координат* и у. Они должны удовлетво
рять дифференциальным уравнениям равно
весия, которые для двухосного напряженного 
состояния (о. = т = t.v = 0) при отсутствии 
объемных сил имеют следующий вид:

Рис. 7.33

■ху
(7.26)
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Эти уравнения могут быть использованы для определения ка
сательных напряжений т =т и нормальных напряжений ov. Наи
более просто это сделать для балки прямоугольного поперечного 
сечения. В этом случае при определении т принимается предпо
ложение об их равномерном распределении по ширине сечения 
(рис. 7.34). Это предположение было сделано известным русским 
ученым-мосгостроителем Д.И. Журавским. Исследования показы
вают, что это предположение практически точно соответствует 
действительному характеру распределения касательных напряже
ний при изгибе для достаточно узких и высоких балок (b «  /;).

'У

Рис. 7.34

Воспользовавшись первым из дифференциальных уравнений
(7.26) и формулой (7.14) для нормальных напряжений ov, получим

= = L = - % ,  (7.27)
(fy dx clx У. У.

Интегрируя это уравнение по переменной у, находим

t l,v = - ^ r + / U ) ,  (7.28)

где f ix ) — произвольная функция, для определения которой ис
пользуем условие отсутствия касательных напряжений на нижней 
грани балки:

v = — , т = 0 .у 2 >’х
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С учетом этого граничного условия из (7.28) находим
Q /гf ( X) =
2 J, 4

Окончательно выражение для касательных напряжений, дей
ствующих в поперечных сечениях балки, принимает следующий вид:

2 Jz

\

(7.29)

В силу закона парности касательных напряжений возникают 
также касательные напряжения xvv = х в продольных сечениях 
балки, параллельных нейтральному слою.

Из формулы (7.29) видно, что касательные напряжения изме
няются по высоте поперечного сечения балки по закону квадрат
ной параболы. Наибольшее значение касательные напряжения 
имеют в точках на уровне нейтральной оси при у = 0, а в крайних 
волокнах балки при у = ± h /2 они равны нулю. Используя форму
лу (7.23) для момента инерции прямоугольного сечения, получим

Q J r  30

где F -  bh — площадь поперечного сечения банки.
Эпюра т приведена на рис. 7.34.ух
В случае балок непрямоугольного поперечного сечения (рис. 7.35) 

определение касательных напряжений х из уравнения равнове
сия (7.27) затруднительно, так как граничное условие для хух не во 
всех точках контура поперечного сечения известно. Это связано с 
тем, что в этом случае в поперечном сечении действуют касатель
ные напряжения х, не параллельные поперечной силе Q В самом 
деле, можно показать, что в точках у контура поперечного сечения 
полное касательное напряжение х направлено по касательной к 
контуру. Рассмотрим в окрестности произвольной точки контура 
(см. рис. 7.35) бесконечно малую площадку dF  в плоскости попе
речного сечения и перпендикулярную к ней площадку dF' на бо
ковой поверхности балки. Если полное напряжение х в точке кон
тура направлено не по касательной, то оно может быть разложено 
на две составляющие: хуу в направлении нормали v к контуру и х 
в направлении касательной / к контуру. Следовательно, согласно 
закону парности касательных напряжений на площадке dF' долж-
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Рис. 7.35
но действовать касательное напряжение xvv равное xvv. Если боко
вая поверхность свободна ог касательных нагру зок, то составляю
щая xvv = х =0, го есть полное касательное напряжение х должно 
быть направлено по касательной к контуру поперечного сечения, 
как это показано, например, в точках А п Я контура.

Следовательно, касательное напряжение х как вточках контура, 
так и в любой точке поперечного сечения можно разложить на со
ставляющие X и X_v.

Для определения составляющих х касательного напряжения в 
балках непрямоугольного поперечного сечения (рис. 7.36, 6) пред
положим, что сечение имеет вертикальную ось симметрии и что 
составляющая х.( полного касательного напряжения х, как и в слу
чае прямоугольного поперечного сечения, равномерно распреде
лена по его ширине.

С помощью продольного сечения, параллельного плоскости Oxz 
и проходящего на расстоянии у от нее, и двумя поперечными се
чениями .V и x + dx вырежем мысленно и з нижней части балки бес
конечно малый элемент длиной dx (рис. 7.36, в).

Предположим, что изгибающий момент М_ изменяется в пре
делах длины dx рассматриваемого элемента балки, а поперечная 
сила Qv постоянна. Тогда в поперечных сечениях х и х + dx балки 
будут действовать одинаковые по величине касательные напряже
ния х , а нормальные напряжения, возникающие от изгибающих 
моментов М  и М _ + dM ., будут соответственно равны о и а  + da. 
По горизонтальной грани выделенного элемента (на рис. 7.36, в 
он показан в аксонометрии) согласно закону парности касательных 
напряжений будут действовать напряжения xvv = x(,v.
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Рис. 7.36

Равнодействующие R и R + dR нормальных напряжений о и
о + do, приложенных к торцам элемента, с учетом формулы (7.14) 
равны

Я Г Г Л/ М
a (y x)dF=  § - ± y {dF = -+ S™

/\ / : -

М  + dM
R + dR = — ------ У "с.

где

'(>■)= \\y\dF (7.31)

статический момент отсеченной площади Fmc (на рис. 7.36, б за
штрихована) относительно нейтральной оси Oz: у, — вспомогатель
ная переменная, изменяющаяся в пределах у ^у, <Ии.

Равнодействующая касательных напряжений t vi., приложенных 
к горизонтальной грани элемента, с учетом введенного предпо
ложения о равномерном распределении этих напряжений по ши
рине Ь(у) может быть найдена по формуле

dT = т xvb(y)dx.
Условие равновесия элемента ХЛ =0 дает 

R + dR-  R - d T =0.
Подставляя значения равнодействующих сил, получим 

dM
- у ^ . Г с - тxyb(y)dx - 0.
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Отсюда с учетом (7.6) получим формулу для определения каса
тельных напряжений:

QyS™(y)
ХЛ,=- J M y )

(7.32)

Эта формула в отечественной литературе называется формулой 
Д. И. Журавского.

В соответствии с формулой (7.32) распределение касательных 
напряжений т по высоте сечения зависит от изменения ширины 
сечения b (v) и статического момента отсеченной части сечения

С помощью формулы (7.32) касательные напряжения наиболее 
просто определяются для рассмотренной выше балки прямоуголь
ного сечения (рис. 7.37).

Статический момент отсеченной площади сечения F  равен

S °
\{h  \\ {И ) ь

л \
[и 2 Л

у + -  - _ Л b - -  у = - —  - У212 )_ 12 2\ 4 У
= у ■ F  =S отс

в (7.32), получим выведенную ранее форму-Подставив 5 "тс 
лу (7.29).

Формула (7.32) может использоваться при определении каса
тельных напряжений в балках со ступенчато-постоянной шириной 
сечения. В пределах каждого участка с постоянной шириной каса
тельные напряжения изменяются по высоте сечения по закону квад
ратной параболы. В местах скачкообразного изменения ширины 
сечения касательные напряжения также имеют скачки или разрывы. 
Характер эпюры т , для такого сечения приведен на рис. 7.38.

©

Рис. 7.37 Рис. 7.38
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Рассмотрим распределение касательных напряжений в двутав
ровом сечении (рис. 7.39, а) при изгибе в плоскости Оху. Двутавро
вое сечение может быть представлено в виде сопряжений трех узких 
прямоугольников: двух горизонтальных полок и вертикальной 
стенки.

При вычислении т в стенке в формуле (7.32) нужно принять 
b(y) -d. В результате получим

Q .S ""У z
J .d

(7.33)

где S ["c вычисляется как сумма статических моментов относитель
но оси Oz площади полки Fn и части стенки F , заштрихованных на 
рис. 7.39, а:

s r  = Fny* + F'y  г
Наибольшее значение касательные напряжения т.х имеют на 

уровне нейтральной оси при у = 0:

Qvs\'2
х - ——-— ,

J .d

где Л'.|/2 — статический момент площади половины сечения отно
сительно нейтральной оси:

> 1 / 2

i - . k -
1

- t \ + bt\ - - -  \.

Для прокатных двутавров и швеллеров величина статического 
момента половины сечения приведена в сортаменте.
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На уровне примыкания стенки к полкам касательные напряже
ния т равны

_ а д :  
t:v j _ d '

где 5.п — статический момент площади сечения полки относитель
но нейтральной оси:

Вертикальные касательные напряжения х в полках двутавра не 
могут быть найдены по формуле (7.32), так, как вследствие того что 
b » t, предположение об их равномерном распределении по шири
не полки становится неприемлемым. На верхней и нижней гранях 
полки эти напряжения должны быть равны нулю. Поэтому x,v в 
полках весьма малы и не представляют практического интереса. 
Значительно больший интерес представляют горизонтальные ка
сательные напряжения в полках х , для определения которых рас
смотрим равновесие бесконечно малого элемента, выделенного из 
нижней полки (рис. 7.39, б).

Согласно закону парности касательных напряжений на про
дольной грани этого элемента, параллельной плоскости Оху, дей
ствует напряжение х(„, равное по величине напряжению х , дей
ствующему в поперечном сечении. Вследствие малой толщины 
полки двутавра эти напряжения можно принять равномерно рас
пределенными по толщине полки. С учетом этого из уравнения 
равновесия элемента X.Y=0 будем иметь

J J  (ох + dax )dF - j j  oxdF - xxjdx = 0.
Kk

Отсюда находим
1 rr da%$т „  = - I I — x-dF.

dx

Подставляя в эту формулу выражение для g v и з  (7.14) и учиты
вая, что xv_ = x_v, получим

1 dM . ff
J jyd F .X . v = ----------- 1

J j  dx
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Учитывая, что
dM „
~  = Qt . =

L ,
где 5 '11С — статический момент отсеченной площади полки (на 
рис. 7. 39, а заштрихована дважды) относительно оси Oz, оконча
тельно получим

Q S mc
т ,  = (7.34)

J J
В соответствии с рис. 7.39, а

S aK = t\

где с — переменная, отсчитываемая от оси Оу.
С учетом зтого формулу (7.34) можно представить в виде

Q
тп = ~ (h - r ) (b - 2 z ) .

Z
Отсюда видно, что горизонтальные касательные напряжения х 

изменяются по линейному закону вдоль оси Oz и принимают наи
большее значение при z = d/ 2:

x-v = ~ - (h - t )(b - d ).
4 Jz

На рис. 7.40 показаны эпюры касательных напряжений хух и х , 
а также направления этих напряжений в полках и стенке двутавра 
при действии в сечении балки положительной поперечной силы Q 
Касательные напряжения образно говоря образуют в сечении дву
тавра непрерывный поток, направленный в каждой точке парал
лельно контуру сечения.

Перейдем к определению нормальных напряжений ст в про
дольных сечениях балки. Рассмотрим участок балки с равномерно 
распределенной нагрузкой по верхней грани (рис. 7.41). Попереч
ное сечение балки примем прямоугольным.

Используем для определения оу второе из дифференциальных 
уравнений равновесия (7.26). Подставив в это уравнение форму
лу (7.32) для касательных напряжений x,v, с учетом (7.6) получим

д а у ^ дхух ^ ____dQy /г ^  2 1 _  Ч h :

ду дх 2 J  _ dx 4 ' / 2 J. 4 Г
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Рис. 7.40 Рис. 7.41

Выполнив интегрирование по переменной у, находим, 2 .4 ЦП qy
о  = ----у -----+ / ( а ).

1 8 J ,  6 J .
Здесь/ U ) — произвольная функция, которая определяется с 

помощью граничного условия. По условиям задачи балка нагруже
на равномерно распределенной нагрузкой q по верхней грани, 
а нижняя грань свободна от нагрузок. Тогда соответствующие гра
ничные условия записываются в виде

h q h
У = - (7.35)

Используя второе из этих условий, получим
qh}

Дх )  = 24 J .
С учетом этого формула для напряжений о примет следующий 

вид:
qtrа - 

' 24У.
3 Z  _ 4 _̂_ _  1 

Л Л3
(7.36)

Из этого выражения видно, что напряжения а  изменяются по 
высоте сечения по закону кубической параболы. При этом выпол
няются оба граничных условия (7.35). Наибольшее значение на
пряжение о принимает на верхней поверхности балки при у = -И/2:

qlr _ д 
12 J ,  b

о "г’ = (7.37)

Характер эпюры ог приведен на рис. 7.41.
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Для оценки величин наибольших напряжений ov, ov и тух и со
отношений между ними рассмотрим, например, изгиб консольной 
балки прямоугольного поперечного сечения с размерами Ь х на
ходящейся под действием равномерно распределенной нагрузки, 
приложенной к верхней грани балки (рис. 7.42). Наибольшие по 
абсолютной величине напряжения возникают в заделке. В соот
ветствии с формулами (7.22), (7.30) и (7.37) эти напряжения равны

6 A / = 3 m V  =

bh; U J  Ь ' Хух ~ 2F ~ 2
о ,= ' | £  

h)b

п ш м ш ш ш п

Рис. 7.42

Так как обычно для балок ///г »  1, то из полученных выраже
ний следует, что напряжения a v по абсолютной величине прево
сходят напряжения хух и, особенно, а,. Так, например, при ///; = 
= 10 получим с у/тху=20; ах/а  = 300.

Таким образом, наибольший практический интерес при расчете 
балок на изгиб представляют напряжения о , действующие в попе
речных сечениях балки. Напряжения о характеризующие взаим
ное давление продольных слоев балки, пренебрежимо малы по срав
нению с a .

Полученные в этом примере результаты свидетельствуют о том, 
что введенные в § 7.5 гипотезы вполне обоснованы.

7.7. Главные напряжения в балках при изгибе

Величины главных напряжений и углы наклона главных пло
щадок в балках при поперечном изгибе можно определить по фор
мулам (4.27) и (4.28) двухосного напряженного состояния:

о + о .
°1 2  = + т (7.3,S)

160



tga, tga, = xy (7.39)

Как уже было установлено, при поперечном изгибе в сечении 
балки действуют нормальные напряжения а ( и а и касательные 
напряжения t iv = т . Однако нормальные напряжения ov по срав
нению с o v существенно малы, и обычно их принимают равными 
нулю. Таким образом, будем исходить из того, что при поперечном 
изгибе в бачке возникают напряжения

QVS ™
с х = с  = — у: V  = T = ' J ь

(7.40)

Следовательно, имеет место частный случаи двухосного напря
женного состояния (рис. 7.43):

a = a ;  a =0; тду = т.
Тогда формулы (7.38) и (7.39) принимают вид

a
a i = ° м б = у  +

a , о.,.. = —

о ■ + т

■ + т2 .
(7.41)

tga. = — ; tga, = — . (7.42)

Ч  К

При условии М_ > 0 и Q > 0 рассмотрим в поперечном сечении 
балки три характерные точки (рис. 7.44): в верхнем, сжатом волок
не (точка А), в нейтральном слое (точка В) и 
в нижнем, растянутом волокне (точка С).

В точке А согласно эпюрам а х. и т на 
рис. 7.30 и 7.34 о = о ||м= -а ,, т = 0. Так как 
при этом стj = 0, то первая из формул (7.42)
превращается в неопределенность, а вторая

,, Рис. 7.43дает а 2 = 0.
Анаюгично вточкеС а  = о н6 = о |, т = 0 и первая из формул (7.42) 

дает а, = 0.
В точке В имеем: о = 0, х = т б. В этом случае из формул (7.41) 

получим
° i = xhg; a 2 =  - V , -
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Формулы (7.42) лают
tg ос, = 1; tga, = -1; a, =45°, a 2 = -45°.

Таким образом, при поперечном изгибе вточках нейтрального 
слоя возникает напряженное состояние чистого сдвига, а в верхних 
и нижних волокнах — одноосное напряженное состояние. Если в 
различных точках известны направления главных напряжений, го 
можно построить траектории главных напряжений, то есть линии, 
в каждой точке которых касательная совпадает с направлением 
главного напряжения в этой точке.

На рис. 7.45 для балки, заделанной одним концом и нагружен
ной силой Р, сплошными линиями показаны траектории главных 
растягивающих напряжений а р а пунктирными — главных сжи
мающих напряжений оТраектории главных напряжений о, и о, 
являются взаимноортогональными кривыми, пересекающими ось 
балки под углами 45°.

По траекториям о ( можно судить о возможном месте и направле
нии трещин в балках из хрупких материалов. При армировании же
лезобетонных балок арматуру необходимо располагать в зонах рас
тяжения и по возможности по направлению главных напряжений. 
Эта задача решается с помощью траекторий главных напряжений.

Рис. 7.44

Рис. 7.45
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В случае поперечных сечений с резко изменяющейся шириной 
(например, двутавр) могут возникнуть большие главные напряже
ния. Рассмотрим числовой пример.

Пример 7.8. Для балки, изображенной на рис. 7.21 и имеющей 
сечение 130а, определим главные напряжения.

По таблице сортамента находим момент сопротивления W = 
= 518 см3, момент инерции У. = 7780 см4 и статический момент по
ловины сечения 5_|/2 = 292 см3. Основные размеры сечения пока
заны на рис. 7.46 в сантиметрах.

I-1’
Рис. 7.46

Определим статический момент полки относительно нейтраль
ной оси:

Точки, в которых нужно определить главные напряжения, на
ходим в следующем порядке: сначала отметим те сечения, в кото
рых изгибающий момент и поперечная сила имеют одновременно 
большие значения, и построим для этих сечений эпюры напряже
нии о и т. Затем для каждого из этих сечений по эпюрам нормаль
ных и касательных напряжений отметим те точки, в которых эти 
напряжения одновременно будут большими. Дтя найденных таким 
образом точек определим главные напряжения.

Эпюры Q и М, приведены на рис. 7.21. Опасным являетсяУ <■
сечение В. где поперечная сила и изгибающий момент имеют зна
чения Qv = -70kH; Л/. = -100кНм.

Построим эпюры нормальных и касательных напряжений для 
опасного сечения. Нормальные напряжения в верхних волокнах 
равны



На уровне примыкания полок к стенке 0' = -13,93 см)
М. 100 Ю2 13,93 кН о = —  у = --------- —  = 7,9— -= 79 МПа.
J ,  7780 см2

Касательные напряжения на уровне нейтральной оси

Q .S l'2 70-292 . Л кН т = - - = ----------= -4,0— - = -40 МПа.
J .d  7780-0,65 см2

Касательные напряжения в стенке на уровне сопряжения с 
полкой

QVS "  70-224 кН , 11к4Г1т = —---= ---------- = -3,1 — - = -31 М Па.
J . d  7780-0,65 см2

По найденным значениям о и х построены эпюры нормальных 
и касательных напряжений (см. рис. 7.46). Из этих эпюр видно, что 
в стенке в местах сопряжения с полками балки напряжения а и х 
имеют одновременно большие значения. В этих местах определим 
главные напряжения. Для верхней части сечения имеем

179 (1792
о, =-- + . ----+ 312 = 89.5 + 94,7 = 184.2 МПа;

1 2 V 4

ст, = 89,5 -  94,7= -5,2 МПа.
Таким образом, в рассматриваемом примере главные напряже

ния в опасных точках не превосходят нормальных напряжений в 
крайних волокнах.

7.8. Расчет балок на прочность при изгибе

При расчете изгибаемых элементов конструкций на прочность 
используются методы, рассмотренные в § 3.7. При расчете строи
тельных конструкций применяется метод расчета по первой груп
пе предельных состояний; в машиностроении — метод расчета по 
допускаемым напряжениям. В большинстве случаев решающее 
влияние на прочность элементов конструкций оказывают нормаль
ные напряжения, действующие в крайних волокнах балок, и лишь 
в некоторых случаях — касательные напряжения, а также главные 
напряжения в наклонных сечениях. Во всех случаях наибольшие 
напряжения, возникающие в балке, не должны превышать неко
торой допустимой для данного материала величины. При расчете

164



по первой группе предельных состояний эта величина принимает
ся равной расчетному сопротивлению R, умноженному на коэф
фициент условий работы у. < 1; при расчете по методу допускаемых 
напряжений — допускаемому напряжению [о]. В первом случае 
условие прочности записывается в виде

он6< у Л  (7.43)
во втором

о|1б<[о]. (7.44)
В таком виде записываются условия прочности для балок из 

пластичного материала (например, строительных сталей), одина
ково сопротивляющегося растяжению и сжатию. Для хрупких ма
териалов (например, чугуна), которые работают на растяжение 
значительно хуже, чем на сжатие, расчетное сопротивление и до
пускаемые напряжения при растяжении Rp и | a j  существенно 
меньше, чем при сжатии R и [а ]. В этом случае необходимо 
выполнение условии прочности по наибольшим растягивающим a f  
и наибольшим сжимающим о нГ> напряжениям'.

а рнб< у Д ; o f  < у Д , (7.45)

стрн6<[ор]; а '|б<[ос]. (7.46)
В дальнейшем мы будем главным образом пользоваться методом 

расчета по первой группе предельных состояний.
Для балок из пластичного материала, одинаково сопротив

ляющегося растяжению и сжатию, рационально применять сим
метричные относительно нейтральной оси сечения. В этом случае 
условие прочности (7.43) с учетом формулы (7.22) записывается 
в виде

о - = " * * у  R. <7-47>
НО у у  ‘ с

Иногда по конструктивным соображениям применяются не
симметричные сечения типа тавра, разнополочного двутавра и т.п. 
В этих случаях условие прочности (7.43) с учетом (7.20) записыва
ется в виде

о . ^ < у Л .  (7.48)но и /  ' с
нм

В формулах (7.47) и (7.48) W  и И/иу — моменты сопротивления 
сечения относительно нейтральной оси Ос (индекс с в дальнейшем 
опускаем); А/ - — наибольший по абсолютной величине изгиба

165



ющий момент от действия расчетных нагрузок, определяемых по 
формуле (3.41). Сечение ба.зки, в котором действует наибольший по 
абсолютной величине изгибающий момент, называется опасным се
чением.

При расчете элементов конструкций, работающих на изгиб, 
с использованием условий прочности решаются следующие задачи: 
проверка прочности балки; подбор сечения; определение несущей спо
собности (грузоподъемности) балки, то есть значений нагрузок, при 
которых наибольшие напряжения в опасном сечении балки равны 
у R или |о].

Решение первой задачи сводится к проверке выполнения условий 
прочности при заданных нагрузках, форме, размерах сечения и 
свойствах материала.

Решение второй задачи сводится к определению размеров сече
ния заданной формы при заданных нагрузках и свойствах материа
ла. Вначале из условий прочности (7.47) или (7.48) определяется 
величина требуемого момента сопротивления:

М , М  ,
W > - ^ -  или W  > — ^ ,  (7 49)ycR -s. y R

а затем устанавливаются размеры сечения. Наиболее просто эта 
задача решается для балок прямоугольного или круглого сечения 
и прокатных балок.

Для прямоугольного сечения (рис. 7.30) с заданным соотноше
нием сторон h/ b-k  из (7.23) и (7.49) можно найти

W J J L J L  „  = Ь Л .  ,7.50,
6 6k ]) уcR к

Для круглого сечения
nD- 32М  ,

Н/ = -— ; D = з|----f .  (7.51)
32 у nycR

Для прокатных балок (двутавры, швеллеры) по величине требу
емого из условий прочности (7.47) момента сопротивления подбор 
сечения производится по сортаменту.

Подбор сечения более сложной формы выполняется методом 
последовательных приближений. При каждом приближении при
нимаются размеры сечения и затем проверяется выполнение усло
вий прочности (7.47) или (7.48). Приближения выполняются до тех 
пор, пока напряжения онб станут равны у R или будут немного 
меньше этой величины.
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При решении третьей задачи по определению грузоподъемности 
балки вначале по формуле (7.47) или (7.48) из условия равенства 
наибольших напряжений в опасном сечении величине у /? нахо
дится величина наибольшего изгибающего момента

^ „б =Ус*К»-  <7-52>
Затем этот момент выражается через приложенные к балке на

грузки и из полученного выражения определяются соответству
ющие величины нагрузок. Например, для стальной двутавровой 
балки I  30, изображенной на рис. 7.47, при R -  210 МПа, у = 0,9, 
И/=472 см3

Л/нб = ycRW=  0,9 • 210 ■ 472 ■ 10 3 = 89,2 кНм.
По эпюре изгибающих моментов находим

Р1 4 • 89 2 М  , = —  = 89,2 кНм; Р  = ----— = 118,3 кН.
1,5 4 3

Рассмотрим случаи, когда проверка прочности (7.47), (7.48) по 
наибольшим нормальным напряжениям, действующим в попереч
ных сечениях балки, оказывается недостаточной.

Рис. 7.47 Рис. 7.48

В коротких балках (///; < 5), а также в балках, нагруженных 
большими по величине сосредоточенными силами, близко распо
ложенными к опорам (рис. 7.48), изгибающий момент Л/иб может 
оказаться сравнительно небольшим, а поперечная сила QilC) по 
абсолютной величине значительна. В этих случаях необходимо 
производить проверку по наибольшим касательным напряжениям 
х 6, которые возникают в сечении балки, где действует 0 нб. Усло
вие прочности по наибольшим касательным напряжениям можно 
записать в виде

Т„6 П Л ’ <7-53)
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где Rs — расчетное сопротивление материала балки при сдвиге. 
Для металлов /?ч == 0,6/?; например, для стали марки ВСтЗ при 
/? = 210 МПа Rs= 130МПа.

Касательные напряжения могут достигать значительной вели
чины в стенке двутавровых балок, особенно в тонких стенках со
ставных балок. Кроме того, в стенке такой балки в местах перехо
да к полке главные напряжения, возникающие на наклонных пло
щадках, могут оказаться по абсолютной величине больше, чем на
ибольшие напряжения в поперечных сечениях. В таких случаях 
необходимо проверять выполнение условия прочности по наиболь
шим главным напряжениям для тех сечений балки, в которых М и Q 
одновременно велики по абсолютной величине:

Следует отметить, что проверка прочности по формулам (7.53) 
и (7.54) производится после проверки прочности или подбора се
чения по формулам (7.47), (7.48), (7.49) и имеет цель при необхо
димости уточнить некоторые размеры сечения, например увели
чить толщину стенки двутавра. Отметим также, что при наличии 
достаточно больших нормальных и касательных напряжений про
верка прочности должна выполняться с помощью соответствующей 
теории прочности (см. § 12.5).

Расчет на прочность по касательным напряжениям может иметь 
решающее значение для деревянных балок, так как дерево плохо 
сопротивляется скалыванию вдоль волокон. Так, например, для 
сосны расчетное сопротивление растяжению и сжатию при изгибе 
R = 13 МПа, а при скалывании вдоль волокон R = /? =2,4 МПа.r  S ск
Условие прочности по касательным напряжениям для деревянной бал
ки прямоугольного сечения с учетом формулы (7.30) и у = 1 можно 
записать в виде

7.9. Рациональные типы сечений балок

Как видно из формулы (7.52), несущая способность балки про
порциональна моменту сопротивления И-' а расход материала — 
площади /•”поперечного сечения балки. Поэтому рациональными 
с точки зрения расхода материала являются такие типы сечений, 
у которых отношение W/F имеет возможно большее значение.

(7.54)
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Момент сопротивления пропорционален моменту инерции. Для 
симметричных сечений = У/0,5/;. Момент инерции тем больше, 
чем дальше расположен материал от нейтральной оси Oz сечения. 
С этой точки зрения очевидно, что из трех сечений, изображенных 
на рис. 7.49, наиболее рациональным должно быть двутавровое 
сечение.

0
. г» Л  1* I 71 ZV А

-V’ 'У 'У

Рис. 7.49

Чтобы убедиться в этом, произведем подбор сечений этих балок 
при одном и том же значении изгибающего момента Мив = 80кНм. 
Материал — сталь, R = 210 МПа, ус = 1.

Для прямоугольного сечения с соотношением сторон k = h/b = 2 
по формуле (7.50)

И =
6 2- 80•102

-И = 16,6 см; Ь = 8,3 см; F  =146 см'
V 1210 10”

Для круглого сечения по формуле (7.51)

D 32 80 102
V л: 1 210 10” 

Для прокатного двутавра

= 15,7 см; F  = 194 см'

М  , ,
W  = — — = 381 см3.

У *
В соответствии с этой величиной по таблице сортамента для 

прокатных двутавров принимаем сечение 127а, И/=407 см3, 
F=  43,2 см2.

Таким образом, расход материала в случае двутаврового сечения 
оказался в 3,4 раза меньше, чем в случае прямоугольного, и в 4,5 раза 
меньше, чем в случае круглого сечения. Наименее рациональным 
является круглое сечение, так как в этом случае значительная часть 
материала балки находится в области небольших напряжений.
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В балках из хрупкого материала с целью уменьшения наиболь
ших растягивающих напряжений более рационально применять 
несимметричные сечения. На рис. 7.50 изображены некоторые 
типы сечений, применяемых в железобетонных балках, в деталях 
машиностроительных конструкций, изготавливаемых из чугуна.

— I
Z

Г 1
У

Рис. 7.50

Рядом приведен характер эпюры нормальных напряжений при 
действии в сечении отрицательного изгибающего момента, рас
тягивающего верхние волокна балки. Изменяя соотношение раз
меров отдельных элементов сечения, можно найти такое положе
ние нейтральной линии, при котором наибольшие растягива
ющие стрнб и наибольшие по абсолютной величине сжимающие о "6 
напряжения в поперечном сечении будут равны допускаемым на
пряжениям [ар| и [ас]. Так, например, для балки, изготовленной 
из серого чугуна с допускаемыми напряжениями [ар| = 80 МПа 
и [стс| = 160 МПа, это условие будет выполнено при отношении 
высоты сжатой зоны к высоте растянутой, равном 2.

Наибольшие растягивающие и наибольшие по абсолютной ве
личине сжимающие напряжения в балках несимметричного сечения 
из хрупкого материала могут возникать в разных сечениях. Поэтому 
необходимо проверить прочность по наибольшим растягивающим 
и сжимающим напряжениям в двух сечениях балки: в сечении с 
наибольшим положительным изгибающим моментом Мнб'

м+а н6 _  т  Нб 
р к

Мстн6 _  нб

с к
(7.56)

и в сечении с наибольшим по абсолютной величине отрицательным 
изгибающим моментом Мнб-

.нб м
—  < [С7 ]; 
ш  1 Р Ь

_ н б  _  М „ б

с “  W.
(7.57)
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В формулах (7.56) и (7.57) WH и Wfj — моменты сопротивления 
для нижних и верхних волокон.

В балках симметричного сечения достаточно проверить про
чность по наибольшему по абсолютной величине изгибающему 
моменту.

Пример 7.9. Проверим прочность балки таврового сечения 
(рис. 7.51), изготовленной из чугуна с допускаемыми напряжения
ми |ор| = 80МПа, |с.]= 160 МПа.

а) |Л=6 6кН
A C t  В

кН

2 м 2 м
47

19
1

®
кНм

56

2 м

/>2=28 кН 

б)

28

Рис. 7.51

Определим положение центра тяжести >'(|, момент инерции У. 
и моменты сопротивления WB и Wh:

s - 12 4 22 + 4 20 10_£i_

F 12-4 + 4-20
-14,5 см;

У. = + 12 -4 - 7,52 + + 4 ■ 20 • 4,52 = 7050 см4'
12 1 2

... J- 7050 ,0, , ... J- 7050 ,W  - —  = ----= 486 см ; W = —  = ---- = 742 см .
" И 14,5 в И 9.5

Н  п

Для сечения С с наибольшим положительным моментом
М +( = 38 кНм имеем:

Н _  ^нб _ 38 • Ю2 
р w

.но Л/нб
W.

486

38 • 10: 
742

кН
7,82— 7 = 78,2 МПа < [а 1-80 МПа; 

см"

= 5,12 кН 51,2 МПа <[ст.| = 160 МПа.
см
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Для сечения В с наибольшим по абсолютной величине отри
цательным моментом Л/н6 = 56кНм получим:

а рб = Ч Г  = ^  = 7’55^  = 75 ' 5 МПа < = 80  МПа;см'

° с 6 = = 11,52-^- = 115,2 МПа < [о ] = 160 МПа.WH 486 см-
Таким образом, наибольшие растягивающие напряжения а ”б = 

= 78,2 М Па действуют в нижних волокнах балки в сечении С, а наи
большие сжимающие напряжения а ” 6 = 115,2 МПа — в нижних 
волокнах в сечении В. Условия прочности выполняются.

7.10. Понятие о центре изгиба тонкостенных 
стержней

Как было отмечено выше, касательные напряжения в поперечных 
сечениях тонкостенных стержней образуют, образно говоря, поток, 
параллельный контурным линиям каждого элемента сечения. В не
которых случаях этот поток может создавать момент относительно 
оси стержня, вызывающий его закручивание.

Рассмотрим, например, изгиб консольной балки швеллерного 
сечения в плоскости Оху (рис. 7.52, а). Характер распределения 
касательных напряжений в поперечном сечении швеллера такой 
же, как и в двутавре. В стенке швеллера действуют касательные 
напряжения т(ч, а в полках — касательные напряжения т_д. Эпюры 
этих напряжений приведены на рис. 7.52, б.

Равнодействующей касательных напряжений в стенке является 
сила Т] (рис. 7.53), которая практически равна поперечной силе 
Qv ( Т\ ~ (?,.)• Касательные напряжения в полках приводятся к рав
нодействующим силам Тг

Нетрудно видеть, что поток касательных напряжений дает мо
мент относительно центра тяжести сечения, вызывающий закру
чивание стержня. Таким образом, если линия действия силы Р 
проходит через центр тяжести сечения О, то балка будет испыты
вать изгиб с кручением, что является нежелательным.

Установим положение точки плоскости, при прохождении через 
которую линии действия силы Р  поток касательных напряжений 
не будет вызывать закручивание стержня. Очевидно, что такая 
точка А расположена на оси Oz левее стенки швеллера (рис. 7.53), 
поскольку при этом равнодействующие касательных напряжений 
Г, и Т2 будут давать моменты противоположных знаков относи
тельно точки А. Составим уравнение статики:

Z M A = 0; Тхе — Т2И - 0.
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Отсюда находим координату точки А:
Т2И

б)

а)

©

Т\
Z

У

ь

Рис. 7.52 Рис. 7.53

Если линия действия силы Р  будет проходить через точку А, то 
стержень будет испытывать только изгиб. Поэтому точка А называ
ется центром изгиба. В общем случае центр изгиба не совпадает с 
центром тяжести сечения и его положение подлежит определению.

В некоторых случаях положение центра изгиба устанавливается 
без предварительных вычислений. Для сечений с двумя осями сим
метрии, например для двутавра (рис. 7.54, а), центр изгиба совпа
дает с центром тяжести сечения. Это имеет место также для так 
называемых кососимметричных сечений (например, для показан
ного на рис. 7.54, б Z -образного сечения). Для сечений в виде тав
ра и уголка (рис. 7.54, в, г) центр изгиба находится в точке пересе
чения средних линий элементов сечения. Момент касательных 
напряжений относительно этой точки равен нулю.

а) б) в) г)

Z

Рис. 7.54



Г Л А В А  8 
КРУЧЕН И Е СТЕРЖ Н ЕЙ

8.1. Внутренние усилия при кручении
Кручение стержня вызывается действием нагрузок, образующих 

моменты относительно его оси. Такие нагрузки называются скру
чивающими. Они могут быть сосредоточенными и распределен
ными подлине стержня. Например, на рис. 8 .I показаны сосре
доточенные скручивающие моменты М } и А/,, приложенные в 
сечениях г = а и z = b, и скручивающая нагрузка m(z), распределен
ная на участке стержня от с до d. Ее равнодействующая равна

Кручение как основной вид деформации характерно для эле
ментов машиностроительных конструкций, таких как валы двига
телей, оси моторных вагонов и локомотивов и т. п. В строительных 
конструкциях кручение может иметь место при пространственной 
работе элементов стержневых систем, что в большинстве случаев 
является нежелательным.

Рассмотрим стержень, находящийся в равновесии под действи
ем произвольных скручивающих нагрузок (см. рис. 8.1). Для опре
деления внутренних усилий в стержне применим к нему метод 
сечений и рассечем его в произвольном сечении z■ Влияние любой

</
(8 .1)

С

м , Мг

Рис. 8.1
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из отброшенных частей стержня можно заменить действием толь
ко одного внутреннего усилия — крутящего момента Мк=М,. Для 
его определения составим уравнение равновесия оставшейся левой 
части стержня (см. рис. 8 .1):

Х М = 0 ; Л/к + Л/2 - Д/, = 0; MK = M i - M r  
Таким образом, крутящий момент в поперечных сечениях 

стержня определяется как сумма скручивающих нагрузок, прило
женных к одной из его частей. Крутящий момент будем считать 
положительным, если при взгляде на сечение со стороны внешней 
нормали он стремится повернуть оставшуюся часть стержня против 
хода часовой стрелки (рис. 8 .2 , а, б).

В общем случае крутящие моменты переменны подлине стерж
ня. Закон их изменения можно изобразить графически с помощью 
эпюры крутящих моментов. Для правильного построения эпюры Мк 
используется дифференциальное соотношение между крутящим 
моментом и распределенной скручивающей нагрузкой.

Вырежем из скручиваемого стержня на участке, где действу
ет m(z), элемент dz и рассмотрим его равновесие (рис. 8.3). Вли
яние отброшенных частей стержня заменим действием крутящих 
моментов М. и М * = Л/+ ^Л/, где dM„ — приращение (диффе-

К  К  К К  к

ренциал) крутящего момента на длине dz.

Рис. 8.2 Рис. 8.3

Вследствие малости dz распределенную в пределах элемента 
нагрузку можно считать постоянной.

Составим уравнение равновесия элемента:
ХЛ/. = 0; -Л/, + mdz + (М у + d M j  = 0, 

где произведение mdz представляет собой равнодействующую 
скручивающей нагрузки на участке dz.
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Поделив это уравнение на dz, получим искомое дифференци
альное соотношение

dMK
—7— = -т. (8 .2 )

dz
Из этого соотношения следует, что на участках стержня, свобод

ных от распределенной скручивающей нагрузки, крутящий момент 
является постоянным или ступенчато-постоянным по величине, 
а на участках, где т  = const, он изменяется по линейному закону.

Пример 8.1. Построим эпюру крутящих моментов для стержня, 
показанного на рис. 8.4, а. Вычислим значения крутящих моментов 
в характерных сечениях стержня, начиная со свободного конца.

Сечение г = 4а. 
Сечение г = 2а. 
Сечение z = a ,

Сечение г = О,

Л/к = 0 .
Л/, = 2 та.
Л/"р= 2 та.
Л ГСВ = 2та - 5т а  
Л/, = -3 та.

-3 та.

Рис. 8.4

На участке АВ крутящий момент изменяется по линейному зако
ну от 0 в сечении А до 2т а  в сечении В. На участках ВС и CD кру
тящий момент имеет постоянное значение, равное соответственно 
2т а  и —3та. Эпюра крутящих моментов приведена на рис. 8.4, б.

8.2. Напряжения при кручении стержня 
с круглым поперечным сечением

Рассмотрим стержень круглого поперечного сечения, защем
ленный левым концом и нагруженный на правом конце парой сил 
с моментом М  (рис. 8.5). При этом крутящий момент подлине
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стержня не изменяется (М к = М = const). На боковой поверхности 
стержня рассмотрим образующую КЕ, которая после деформации 
стержня превратится в винтовую линию, заменяемую по малости 
деформации прямой К Е у В результате кручения стержня сече
ние 1 — 1, находящееся на расстоянии г от заделки, повернется на 
угол ф, а соседнее с ним сечение 2—2 — на угол ф + dip. Следова
тельно, сечение 2 - 2  но отношению к сечению 1 — 1 повернется на 
угол dip. Угол ф называется углом закручивания. Производная 
от ф по с называется относительным углом закручивания и обоз
начается через ф':

Рис. 8.5
Экспериментальные и теоретические исследования кручения 

стержней круглого сечения позволяют принять следующие гипотезы.
1. Поперечные сечения, плоские до деформации стержня, оста

ются плоскими и после деформации.
2. Радиусы, проведенные мысленно в любом поперечном сечении, 

в процессе кручения не искривляются.
Из этих гипотез следует, что произ

вольная точка С (рис. 8 .6 ) в поперечном 
сечении смещается в положение С, по 
дуге СС, радиуса г на величину s = гф, ко
торую вследствие малости можно заме
нить хордой СС,. Тогда из прямоуголь
ного треугольника CC,Z) найдем переме
щения и и и точки С по направлениям 
осей Ох и Оу.
и = —vsin6 = -/-ф^Ыпе = -уф (<:);1 ^
V = scosd = Гф(г)СО50 = Л-ф(г). [
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Здесь г и 9 — полярные координаты точки С.
Перемещения стержня в осевом направлении можно принять 

равными нулю:
w = 0 . (8 .5 )

Подставляя значения перемещений из (8.4) и (8.5) в формулы 
Коши (5.8), определим относительные линейные и угловые дефор
мации:

: II It
'

II p noX dx

Y „
du dv
dy dx
dw ^ du

1 xz dx dz

Y.~
dw dv

1 yz dy dz

dv
ду

dw
dz

( 8 .6 )

\У Подставляя деформации в формулы 
закона Гука (6.12), найдем напряжения

° v  = s  = CTz = t v>'= °; 
тл; = сУл; = -с Ф>;
Tvt = ° У К  = 6 'Ф 'Л'

(8.7)

Рис. 8.7

Из условия статической эквивалент
ности крутящий момент Л/, в сечении 
должен равняться сумме моментов эле
ментарных сил х dFw x,,dF(рис. 8.7):

= j j (V v - xxZy )dF = 6’ф 'Я  (X2 + У2 W  =
F F

= G 4 >'jjr2dF = G i? 'Jp, ( 8 .8 )

где

J ,  = l\r*dF  = k R nDA

F 2 32

полярный момент инерции круглого сечения.

(8.9)
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Из формулы (8 .8 ) выразим относительный угол закручивания ф' 
через крутящий момент Мк.

dvf М„ф = —  = — - 
dz GJ

( 8 . 10)

Произведение G J называется жесткостью  стержня круглого
сечения при кручении.

Подставляя (8.10) в (8.7), получим
М.

-У', Xyz = M i
J ,

х. ( 8 . 11)

р р

Если напряжения, определяемые формулами (8.7) и (8.11), под
ставить в уравнения равновесия Навье (4.10), то легко убедиться, 
что при М  = const они тождественно удовлетворяются.

Следовательно, полученное решение задачи кручения стержня 
круглого сечения удовлетворяет всем основным уравнениям теории 
упругости.

Полученные результаты более удобно представить в цилиндри
ческих координатах. Связь между декартовыми и цилиндрически
ми координатами определяется следующими соотношениями:

x = r cosO; >> = /-sin 0 ; <; = г; г2 = х2+у2. (8 .12)
Найдем касательные напряжения хг„ и хе_, действующие по ра-

можно найти по значениям напряжений ху. и т , составляя их про
диальному и окружному направлениям (рис. 8.7). Эти напряжения 
можно найти по значениям нап] 
екции их на направления г и 0 :

T <te=-T* sir
1) и учитывая (8 .12),

х = х cos 0  + х sin 0 ;
r z  XZ У t

—xxz sin 0 + xyz cos 0 .
Подставляя сюда значения хд„ и x из (8 . 

получим
М..

xrz = J .
( Ух ,ху' 0 . т М (у >  х Л

г , • ' e ;= 7 7 l 7 +T j
м
7= -*-/■. (8.13)

Таким образом, касательное напряже
ние хг в радиальном направлении равно 
нулю, а полное касательное напряжение х0 
направлено в каждой точке поперечного 
сечения стержня перпендикулярно к радиу
су. Равно нулю также касательное напряже
ние х^, так как поверхность стержня сво
бодна от касательных нагрузок (рис. 8 .8 ).
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Опуская в последнем выражении индексы 0 и г. получим фор
мулу для определения касательных напряжений при кручении 
стержня круглого сечения в виде

М Vх = —^г. (8.14)
р

Из этой формулы видно, что касательные напряжения в попе
речном сечении изменяются в радиальном направлении по линей
ному закону. Наибольшее значение они принимают на внешнем 
контуре сечения при г-  R (рис. 8.9):

'•нб — ±-R = — —
J  W

Р Р

(8.15)

где W  — полярный момент сопротштения, определяемый по фор
муле

W  = J p = nR '
р R 2

к Р
16

(8.16)

Формулы (8.14) и (8.15) справедливы также для трубчатого се
чения (рис. 8.10). При этом полярный момент инерции и полярный 
момент сопротивления будут равны

л R4 nR;1CN 2

II k R *

R1 2

nR

k D?
16

(1- Г ) ;  к А
R-,

(8.17)

Эпюра касательных напряжений для трубчатого сечения изоб
ражена на рис. 8 .10.

Рис. 8.9
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8.3. Определение перемещений и углов закручивания 
стержней круглого сечения

Интегрируя уравнение (8 .10) в пределах от 0 до г, получим вы
ражение для углов закручивания:

ф (г) = ф0 + \-prrdz, (8.18)
о G J p

где ф() = ф(0) — угол закручивания начального сечения. Если это 
сечение закреплено, то ф() = 0. В частном случае, когда Л/. = const, 
G J = const и ф() = 0, получим

M l  M l
Ф(*) = 7 Ф ( / )  = т^-- (8.19)UJ , U J „

р р

Эпюры М  и ф(г) для этого простого случая изображены на 
рис. 8 . 11 .

При наличии распределенной скручивающей нагрузки m(z) за
коны изменения углов закручивания стержня являются более слож
ными. Выведем уравнение, связывающее эги две величины между 
собой. Продифференцировав выражение (8 .10) по z с учетом (8.2), 
получим

</j> = J _  . ^ к = ---- (8 .2 0 )

dz G JP dz G Jp

Полученное уравнение можно назвать дифференциальным 
уравнением кручения стержня круглого сечения:

GJpq>"(z) = (8 .2 1 )
Из этого уравнения следует, например, что на участках стержня 

с равномерно распределенной нагрузкой т  = const углы закручи
вания изменяются по закону квадратной параболы.

После того как найдено выражение ф(г), по формулам (8.4) мо
гут быть определены перемещения:

М к М
и = ~ ~ ^ y z  = -ф yz: v = —jL xz = yxz. (8.22)

G JP и р
Пример 8.2. Построим эпюры Мк и фдля стержня ступенчато- 

постоянного сечения, изображенного на рис. 8 .12. Жесткость участ
ка ВС обозначим через GJ На этом участке действует равномерно
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Мк

“  ' ( 0
f - - *1 /

I llll lii©l II li IIII

ф (/)

V(-)

Рис. 8.11 Рис. 8.12

распределенная скручивающая нагрузка с интенсивностью т . 
Пусть жесткость участка АВ  равна 2GJp и в сечении в  действует 
сосредоточенный момент М  = 3ml. При построении эпюры М  
удобно начать вычисления со свободного конца, а при построе
нии эпюры ф — с закрепленного сечения.

Вычислим сначала значения крутящих моментов.
На участке ВС (0 < с, < /) Мк = т(1  -  г,), Л/к(/) = О,

Мк(0) = т1.
На участке AB(0<z2<D MK = m l-  3ml = -2ml = const.
Для угла закручивания согласно (8.18) и (8.19) имеем: 
на участке АВ

ф ( * 2 ) =
М ?к<-2
2 СУ.

mlz2
"gT .

ф ( 0 )  =  0 ; ф ( / )  =
ml 
G J ,

на участке ВС

•; м
Ф ( г , )  = Ф(0) + J —!'-dz

о Ч  
mz:

ml tml-mz ,■+ I — —— dz =G J

ф ( 0 )  =

p о 

ml2

G J.

G J G J 2GJ T' ' G JP P P P
ф ( / )  =  -

ml2 
2 GJ.,

На рис. 8.12 изображены эпюры M  и ф.

182



8.4. Расчет стержней круглого сечения 
на прочность и жесткость

Условие прочности при кручении стержней круглого сечения 
имеет вид

Л/Мб

Р

где Л/ " 6 — наибольший крутящий момент в стержне; W  — поляр
ный момент сопротивления сечения; [т] — допускаемое касатель
ное напряжение.

Из условия прочности (8.23) получим формулу подбора сечения
М "6

W  >
'  [т]

Отсюда находим требуемые размеры поперечного сечения скру
чиваемого стержня.

Для сплошного круглого сечения согласно (8.16)

W  = — ; D > J M L .  (8.24)
16 \ л|т]

Для трубчатого сечения согласно (8.17)

Wр = ^ - ( 1-А 4); fl2 J  ■ (8.25)
р 16 - \ л (1-Л 4 )[х]

Стержни, работающие на кручение, должны обладать достаточ
ной жесткостью. Большие углы закручивания особенно опасны 
при передаче переменного во времени момента, так как при этом 
могут возникнуть опасные для прочности крутильные колебания. 

Условие жесткости стержня при кручении имеет вид
Л/нб

« 8 - 2 6 >

где [ф'| — допускаемый относительный угол закручивания стерж
ня, обычно принимаемый в пределах 0,15-ь2 град/м. Из условия 
жесткости (8.26) имеем

М ?
J  >— к .

71 С [Ф']
Отсюда находим требуемые размеры поперечного сечения.
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Для сплошного круглого сечения согласно (8.9)

, nD4 „  1з2 Л/нб
J  = --- ; (8.27)р 32 у Сл[ф'] V

Дтя трубчатого сечения согласно (8.17)

, TtD4 4 32 М нб
J p = - ^ - (\ - k 4)- D2 > 4------- -̂---. (8.28)

Р 32 - ^С л (1-£ 4 )[(р'1

При расчете скручиваемого стержня на прочность и жесткость 
из двух требуемых значений диаметра надо принять большее.

Пример 8.3. Стержень круглого сечения скручивается посто
янным по длине моментом Д/к = ЗкНм . Дано: |т] = 45 МПа; |ср'| 
= 0,25 град/м; (7 = 0,8- 105 МПа. Требуется определить диаметр 
стержня.

Из условия прочности (8.24) имеем

16 3 102D > ? --- 1----- = 6,94 см.
Vл-45-10'

Учитывая, что 0,25 град/м = 0,25 • л / 180 рад/м = 0,437 х 
х 10-4 рад/см, из условия жесткости (8.27) находим

32-3-102
D - ?-------- т -  -------г = 9'67 см-V 0,8 • л -10 -0,437 • 10

Из двух найденных значений диаметра принимаем D = 97 мм.

8.5. Главные напряжения при кручении 
стержня круглого сечения

Выше было установлено, что при кручении стержня круглого 
сечения в поперечных сечениях возникают касательные напряже
ния те = х, перпендикулярные к радиусу. Согласно закону парности 
в радиальных сечениях, проходящих через продольную ось стержня, 
действуют также касательные напряжения х. 0 = х0т (см. рис. 8 .8 ).

Выделим внутри стержня бесконечно малый элемент с разме
рами dr. ds, dz (рис. 8.13, а). По боковым граням этого элемента 
действуют только касательные напряжения х, определяемые по 
формуле (8.14). Следовательно, элемент находится в условиях чис
того сдвига. В § 4.5 было показано, что главные напряжения при 
чистом сдвиге равны по величине касательным напряжениям и 
имеют противоположные знаки (о, = х, о2 = —х), а главные пло-
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шадки наклонены под углами ±45° к площадкам чистого сдвига 
(рис. 8.13, б).

Экспериментальные исследования свидетельствуют о правиль
ности полученных результатов. Так, например, при скручивании 
деревянного стержня образуются трещины от действия касательных 
напряжений в продольные сечениях вследствие малой прочности 
древесины при скалывании вдоль волокон (рис. 8.14, а).

Стержень из хрупкого материала, например чугуна, разрушает
ся от действия главных растягивающих напряжений по винтовой 
поверхности, наклоненной коси стержня под углом 45° (рис. 8.14, б). 
Стержень, изготовленный из пластичной стали, разрушается в виде 
среза от действия касательных напряжений в поперечном сечении 
(рис. 8.14, в), так как растягивающие напряжения для такого стерж
ня менее опасны, чем касательные.

8.6. Статически неопределимые задачи 
при кручении

Задачи кручения стержней являются статически неопределимы
ми, если крутящие моменты, возникающие в поперечных сечениях 
стержня, не могут быть определены с помощью одних только урав
нений равновесия. Для решения таких задач необходимо также рас
сматривать деформированное состояние скручиваемого стержня.

В качестве примера рассмотрим закрепленный на концах стер
жень круглого сечения, нагруженный скручивающим моментом Л/, 
приложенным на расстоянии а от левого конца (рис. 8.15, а).

Рис. 8.13 Рис. 8.14
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-̂ гтТТГ[Т̂ [Штгг̂

Рис. 8.15

Для определения двух опорных моментов Мл и М в имеем лишь 
одно уравнение равновесия

ЪМ . = М -  МА - Мв = 0. (8.29)
Для составления уравнения деформаций отбросим мысленно 

правую опору (рис. 8 . 15, б). Найдем угол закручивания фд сече
ния В образованного таким образом статически определимого 
стержня и приравняем его к нулю:

M J  Ма
Ф * = ~ GJ GJр р

=  0 .

Из этого равенства получим

М R = М - . 
в I

Из уравнения равновесия (8.29) найдем

М л = М - М в = А/у.

При известных величинах М 4 и Мв можно определить крутя
щий момент Мк и угол закручивания ф в произвольном сечении 
стержня.

Соответствующие эпюры М  и ф приведены на рис. 8.15, в, г.
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8.7. Кручение стержней с некруглым 
поперечным сечением. Задача Сен-Венана

Как показывают эксперименты, при кручении стержней некруг
лого поперечного сечения гипотезы, принятые в § 8 .2 , оказываются 
несправедливыми. Основным отличием является то, что попереч
ные сечения в таких стержнях при кручении не остаются плоскими, 
а искривляются (рис. 8.16). Это явление называется депланациеи. 
При этом в зависимости от условий за
крепления стержня депланация по длине 
стержня может быть различна. Так, напри
мер, если один торец стержня закреплен 
(рис. 8.16), то депланация в заделке отсут
ствует, а на свободном торце она наиболь
шая. При этом, очевидно, некоторые про
дольные волокна стержня удлиняются, 
а другие — укорачиваются. Это возможно 
лишь за счет появления нормальных на
пряжений о., которые на первый взгляд 
должны отсутствовать, поскольку внутрен
ние усилия (N, Мх, А/,), являющиеся рав
нодействующими этих напряжений, при Рис. 8.16 
кручении равны нулю.

Кручение стержня, при котором депланация сечения по длине 
стержня изменяется, называется стесненным кручением.

В этом параграфе рассмотрим такое кручение, при котором де
планация подлине стержня постоянна и ее можно характеризовать 
величиной перемещения w = w (х, у) в осевом направлении. Такое 
кручение стержня называется свободным кручением. Свободное кру
чение имеет место, например, когда стержень постоянного по всей 
длине сечения нагружен по торцам двумя скручивающими момен
тами (рис. 8.17).



Решение задачи свободного кручения стержней некруглого по
перечного сечения полученоСен-Венаном. В основу решения по
ложены следующие допущения.

1. Перемещения ;/ и v в плоскости Оху описываются теми же 
соотношениями, что и при кручении стержней круглого сечения 
(формулы (8 .2 2 )):

и = —<\>'yz', и = ip'xz. (8.30)
2. Величина депланации пропорциональна относительному 

углу закручивания ф', то есть
н’ = ф'ф(л, г)- (8.31)

Здесь следует отметить, что если в рассматриваемой задаче 
(см. рис. 8.17) считать, что сечение z = 0 не поворачивается, то 
углы закручивания ср изменяются подлине стержня по линейно
му закону (рис. 8 .11) и ф' = —  = const.

dz
Из соотношений Коши (5.8) с учетом (8.30) и (8.31) найдем де

формации:

Yv- =Ф - v  +

у = 0 ;1 ху

ftyY
dv Y v, = Ф Л‘ + Эф

Эу

С помощью закона Гука (6.12) получим

дхXxz = ° У х :  = С (Р' У : ТК  = G'U: = 6<Р'
(  Эф
[ ду + Л

(8.32)

(8.33)

а остальные напряжения равны нулю.
И з этих соотношений видно, что в стержне возникает напряжен

ное состояние чистого сдвига. Подставив выражения для t v. и т 
в формулу (8 .8 ), вычислим величину крутящего момента:

yz

Л/к = JJ‘ ,T , V -  X- ^ d F  = + >’2 + f j ^  -  f j f . dF. (8.34)

Входящий в это равенство интеграл
2 Эф Эф

У dF (8.35)

назовем моментом инерции сечения при кручении. В случае круглого 
сечения, когда депланация отсутствует (ф = 0 ), эта величина сов
падает с полярным моментом инерции
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J p = j j ( x 2+y 2)dF.
F

Подставляя (8.35) в (8.34), получим
M K = G j y .  (8.36)

Эта формула совпадает по форме с (8 .8 ). Отличными в этих фор
мулах являются только геометрические характеристики J p и Ук.

Произведение GJ называется жесткостью стержня при свобод
ном кручении.

Таким образом, для решения задачи о свободном кручении 
стержней некруглого поперечного сечения необходимо найти функ
цию v|/(.v, у). Тогда из (8.36) с учетом (8.35) можно определить от
носительный угол закручивания ф\ а с помощью (8.33) и (8.32) — 
вычислить напряжения и деформации.

11одставив выражения для напряжений т и т из (8.33) в третье 
уравнение равновесия Навье (4.10) при отсутствии объемных сил, 
получим

дх.. дх, ^  N
дх ду

( V  ~\2Э ш  Э ф

дх2 + ду2
= 0. (8.37)

Отсюда следует, что функция ф(х, у) должна удовлетворять урав
нению Лапласа

^  + ^  = 0. (8.38)
дх2 ду2

Рассмотрим теперь граничные условия: 
ох! + ххут  + хх:п = рх

x j  + a vm + xr n= piv ;[ (8.39)

x ,J  + x_vm + a,n = p.v.

Набоковой поверхности стержня, которая свободна от внешних 
нагрузок и имеет нормаль v, перпендикулярную к оси Oz, имеем 

Рхх. = Руу = Рл. = 0: п = cos (v, z) = 0.
С учетом этих равенств третье граничное условие (8.39), дает

Т. ./ + т. ,т  = 0. (8.40)z\ zy
Преобразуем это условие, рассмотрев бесконечно малый эле

мент/ISC у границы поперечного сечения (рис. 8.18). Направление 
касательной t примем так, как показано на этом рисунке.
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/ = cosa:

Тогда

cosa, = dy 
dt'

m = cosB = -cosB. =
n  dt

(8.41)

Подставляя эти значения в (8.40), полу
чим

Рис. 8.18
Ди/
а Г '

dy
dt

Эф
ду

+ х * = о. 
dt

(8.42)

Таким обра зом, задача о кручении стержня с произвольным по
перечным сечением сводится к решению дифференциального урав
нения (8.38) с граничным условием (8.42).

Граничное условие (8.42) имеет сложный вид и не очень удобно 
для решения задач. Поэтому рассмотрим другой подход, приводя
щий к более простому граничному условию.

Уравнению (8.37) можно удовлетворить, приняв
ЭФ ЭФт =
д\’ у~ дх

(8.43)

где Ф  = Ф(л\ у) называется функцией напряжений. 
И з равенств (8.33) и (8.43) получим

ЭФ—  = СФ'
ду

,[ Эф
Эх -У

ЭФ Эф
э7

+ X

Исключим функцию ф. Для этого продифференцируем первое 
равенство по г, второе — по х и вычтем из первого равенства вто
рое:

Э Ф  гУФ „  , 
— г + — г = 
ду дх2

Э~ф I- Э2\|/ = -26’ф'.
дхду дхду

Таким обра зом, функция Ф  удовлетворяет уравнению Пуассона
Э2Ф  Э:Ф

= -2(7ф'. (8.44)
Эх" ду

Граничное условие (8.40) с учетом (8.41) и (8.43) принимает вид

0.ЭФ dy ЭФ dx 
ду dt Эх dt

dФ 
dt
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Отсюда следует, что на границе
Ф  = const. (8.45)

В случае односвя зных, то есть сплошных, сечений эту постоян
ную можно принять равной нулю. Тогда получим, что на границе

Ф  = 0. (8.46)
Таким образом, задача определения напряжений в скручива

емом стержне некруглого поперечного сечения сводится к отыска
нию функции Ф , которая удовлетворяет уравнению Пуассона (8.44) 
и граничному условию (8.46).

Выразим крутящий момент Мк через функцию напряжений Ф. 
Подставив (8.43) в (8.34), получим

.. сг( ЭФ ЭФ

Дважды интегрируя это выражение по частям и используя гра
ничное условие (8.46), можно получить следующее равенство:

Л/к = 2 J J  Фс/F. (8.47)

8.8. Примеры решения задач кручения стержней 
с некруглым поперечным сечением

Кручение стержня эллиптического поперечного сечения. Пусть по
перечное сечение стержня ограничено эллипсом с полуосями а и b 
(рис. 8.19). Уравнение эллипса имеет вид

а п
Если функцию напряжений принять 

в виде

Ф  = А 4 - 4 - . ' (8.48)
а2 Ь2

то граничное условие (8.46) будет удов
летворяться.

Подставляя (8.48) в уравнение (8.44), 
получим

2 2 '

Рис. 8.19



Отсюда найдем

А = -
а2Ь2

а2+Ь2
Сф'.

Подставляя (8.49) в (8.48), получим

Ф а'Ь~
' 7 7 л 2

Сф'
2 2  ̂

o' b

(8.49)

(8.50)

Для того чтобы относительный угол закручивания ф ' выразить 
через заданный крутящий момент Л/,, воспользуемся формулой 
(8.47). Подставив в эту формулу значение Ф  из (8.50), получим

Л / .  =  -

2 а2Ь2 
а2+Ь2

Сф' ■ Я ^ +т г Я
Г  V  V  Г

(8.51)

Здесь первый и второй интегралы представляют собой осевые 
моменты инерции эллипса относительно осей Оу и Ох, а третий — 
площадь эллипса (см. § 2 .6 ):

ч,ка п naby

Подставляя эти выражения в (8.51), получим

М, 2a2b2 ,( nab nab
а 2  + b 2

С ф '----1----- nab =
V 4 4 

С другой стороны, согласно (8.36)
Л/к = С7кФ'. 

Поэтому для эллиптического сечения

па b 
а2 + b

Т(7Ф'. (8.52)

(8.53)

J, = ш г ' Ь 3
(8.54)

а +Ь
С учетом (8.52) для функции напряжений Ф  имеем следующее

о ко н ч are л ьн ое вы ражен ие:
М.Ф  = —
nab и Ь'-

Выражения для напряжений принимают вид

х... = ■
ЭФ 2 Л/
Э.г

у;
ЭФ 2 Л/.
дх па}Ь

х.
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Отсюда видно, что вдоль горизонтальной оси (у = 0) напряжения 
тх, = 0 , а т изменяются по линейному закону, и аналогично, вдоль 
вертикальной оси (х = 0 ) т = 0 , a x.v изменяются по линейному 
закону (см. рис. 8.19).

Наибольшие напряжения действуют на концах малой оси эл
липса:

момент сопротивления эллиптического стержня при свободном 
кручении.

При a = b = R формулы (8.54), (8.55), (8.56) совпадают с форму
лами (8.9), (8.15), (8.16) для круглого сечения.

Кручение стержня прямоугольного поперечного сечения. Рассмот
рим сначала прямоугольное сечение в виде узкой полосы: b = 5 « / ;  
(рис. 8.20). В этом случае можно пренебречь влиянием граничных 
условий на коротких сторонах (y=±h/2) на распределение напря
жений в поперечном сечении.

Функцию напряжений Ф  примем в виде

(8.55)

где

(8.56)

(8.57)

Эта функция на длинных сторонах полосы 
(дг = ±8/2) равна нулю. На коротких сторонах 
(у = ±И/2) она не равна нулю, но как было отме
чено выше, это несущественно.

У

Подставляя (8.57) в (8.44), найдем

Тогда
А = —<7ф'.

У  -V

По формулам (8.43) найдем напряжения
Ь = 5

V  = т -  = 0; т = - — = 2 Сф'дг. (8.58) 
ду - дх Рис. 8.20
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Для того чтобы относительный угол закручивания ф' выразить 
через заданный момент Л/к, воспользуемся формулой (8.47):

h/2 8/2

dxdy = -2Сф' J  dy J  l x 2- —  \dx
-h/2 -6/2

S/2

= -2Gtp7f
V 52jc

4
-6ф7;5\

- 6/2

Из сравнения этого выражения с (8.53) следует, что момент 
инерции при кручении стержня с поперечным сечением в виде уз
кого прямоугольника равен

J  - -Л8 3. 
к 3

(8.59)

С учетом этого формулу для относительного угла закручивания 
можно представить в виде

Ф
М.' — К _ 3 м.
GJ, Ghbз ’ (8.60)

Подставляя это значение ф' в (8.58), получим
2 М. 6 М

Х>,= hb-
х.

Наибольшие касательные напряжения возникают на длинных 
сторонах прямоугольника (,v = ±5/2):

Тнб =
3
/;52

где
J

W
к 8

" к
W.

- /;8 2 
3

( 8 . 6 ! )

(8.62)

момент сопротивления для узкого прямоугольника при свободном 
кручении.

Перейдем к рассмотрению кручения стержня прямоугольного 
поперечного сечения с произвольным отношением сторон И/Ь 
(рис. 8.21). Решение этой задачи получается с помощью рядов. 
Ограничимся рассмотрением конечных результатов. Анализ пока
зывает, что в угловых точках сечения напряжения равны нулю. 
Наибольшие по абсолютной величине напряжения, возникающие
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в серединах длинных сторон прямоугольника (в точках А и В), мо
гут быть найдены по формуле

нб = Л/, 
к  w  ’

К

где
WK = ahb2.

Напряжения в серединах коротких сто
рон (в точках С и/ )) равны

нб= нб
xz ' yz

В отличие от случая узкого прямо
угольника здесь изменение касательных 
напряжений по сечению имеет нелиней
ный характер.

Относительный угол закручивания 
стержня может быть найден по формуле 
(8.36), в которой следует положить 

J K = $hb3.
Эпюры касательных напряжений по главным осям сечения и по 

диагонали изображены на рис. 8 .2 1 .
Коэффициенты а, [3, г| зависят только от отношения сторон h/b 

прямоугольника. Значения этих коэффициентов для различных 
отношений И/b приведены в табл. 8 .1.

Для очень узких прямоугольников (h/b > 10) можно принять

а  = Р = ^. П = 0,742.

Т а б л и ц а  8.1

h/b I 2 3 4 6 8 10 оо

а 0,208 0,246 0,267 0,282 0,299 0,307 0,313 0,333

Р 0,140 0,229 0,263 0,281 0,299 0,307 0,312 0,333

П 1,000 0,795 0,753 0,745 0,743 0,742 0,742 0,742

8.9. Свободное кручение тонкостенных стержней
Стержень называется тонкостенным, если длина контура его 

поперечного сечения s намного больше толщины сечения 8 
(рис. 8.22). В свою очередь, понятие «стержень» устанавливает, что

Рис. 8.21
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его длина / намного превосходит размеры поперечного сечения. 
Таким образом, для тонкостенных стержней справедливы следу
ющие неравенства:

/ »  s »  5.
Различают два типа тонкостенных стержней — стержни замкну

того (рис. 8.23, а) и открытого (рис. 8.23, б) профиля. Эти два типа 
стержней обладают существенно разной жесткостью при кручении, 
вследствие чего углы закручивания их при одинаковых крутящих 
моментах также существенно различаются. Существенно различны 
также характер распределения и величины касательных напряже
ний в их поперечных сечениях. Ниже рассматривается свободное 
кручение тонкостенных стержней, при котором депланация сече
ний подлине не изменяется и в поперечных сечениях возникают 
только касательные напряжения.

Рис. 8.22 Рис. 8.23

Стержни замкнутого профиля. Рассмотрим основные закономер
ности свободного кручения таких стержней на примере стержня, 
имеющего сечение в виде тонкого кольца (рис. 8.24). Если толщи
на кольца 8 намного меньше его среднего радиуса R{) = (/?, + /?-,)/2, 
то можно приближенно считать, что касательные напряжения по
стоянны по толщине стенки. Их величина может быть определена 
по формуле (8.14), при этом формулу для полярного момента инер
ции можно преобразовать следующим образом:

J р = |(/ ?24-/?,4) = | ( R; - R { )(R] + R { ) =

= ^ (R 2- R } )(/?, + /?, )(R ; + R2).
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Полагая R-, — R ] = 8 и считая приближенно R2 ~ Л, = R{), получим 
формулы для полярного момента инерции и полярного момента 
сопротивления тонкостенного кольцевого сечения в виде

271/̂ 8; W  J - L :
" к»

2k R^8.

С учетом этого по формулам (8.15) и (8 .10) получим
М М

т<з> = W

м..
2пЩЪ

М
(з) G JP 2k R ^

(8.63)

(8.64)

(8.65)

В этих формулах индекс (з) означает «замкнутое» кольцо.
Результаты, полученные для замкнутого кольцевого сечения, 

можно обобщить для любого замкнутого тонкостенного профиля 
(рис. 8.25). В частности, формула для касательных напряжений при 
этом примет вид

Х = K / = 2 QS(.v), (8 .6 6 )
К

где 12 — площадь области, ограниченная средней линией сечения, 
a 8 (.v) — в общем случае переменная толщина стенки сечения. За
метим, что для кругового кольца 12 - k R 2() и 8 = const, и в этом случае 
из (8 .6 6 ) получается формула (8.64). Очевидно, что наибольшие 
касательные напряжения будут в той зоне замкнутого профиля, где 
толщина стенки наименьшая.

Рис. 8.25

Стержни открытого профиля. Для определения наибольших ка
сательных напряжений и относительных углов закручивания тон
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костенных стержней открытого профиля следует пользоваться 
формулами (8.61) и (8.60). При этом момент инерции J K и момент 
сопротивления IVK, входящие в эти формулы, в зависимости от 
формы поперечного сечения вычисляются по-разному.

Для тонкого листа, поперечное сечение которого представляет 
собой узкий прямоугольник, как следует из формул (8.59) и (8.62),

Ук Л /г8,; И/к Л / , 6 2. (8.67)

Тогда формула для наибольших касательных напряжений в тон
ком листе может быть записана в виде

Л/к _ М.
w ~ v*„б = = -г*-8- <8-68>

Характер распределения касательных напряжений в поперечном 
сечении тонкого листа показан на рис. 8.20. Равенство (8 .6 8 ) может 
использоваться и для вычисления напряжений в стержнях, состо
ящих из нескольких листов и прокатных профилей. При этом мо
мент инерции вычисляется по формуле

а каждое слагаемое, входящее в эту формулу, также определяется 
как сумма:

Здесь Иг 8 (, — размеры отдельных элементов сечения; г| — ко
эффициент, зависящий от формы сечения. Для двутавра г| = 1,2, 
для швеллера — 1, 12, для уголка и листа — 1,0 0 .

Увеличение моментов инерции J  , сечений прокатных профи
лей по сравнению с моментами инерции сечений, состоящих из 
прямоугольников, обусловлено наличием утолщений в местах сты
ковки отдельных элементов профиля.

Покажем на примере вычисление момента инерции для швел
лера.

где /;с, 5с и /гп, 8 П — соответственно длина и толщина стенки и пол
ки швеллера.
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Если сечение имеет криволинейное очертание с длиной контура 
по средней линии, равной s, то Ук и W  можно вычислить по фор
мулам (8.67) для тонкого прямоугольника, заменив в них И на s. 
В результате получим

ук = 5 5§3; (8.71)

Воспользуемся этими формулами для вычисления Ук и WK сече
ния в виде кругового кольца с разрезом (рис. 8.26). Учитывая, что 
длина s средней линии сечения равна 2я/?0, получим

К  = К  = § * V ! -

По формулам (8.61) и (8.60) вычислим наибольшие напряжения 
и относительный угол закручивания:

ЗЛ/к , 3 М к 
1(01 2я ^ 8 2’ Ф(0) 2Ся^,53'

Здесь индекс (о) означает «открытый» профиль. Сравним полу
ченные значения с соответствующими величинами для замкнуто
го кольца (8.64) и (8.65), вычислив их отношения:

V = 3 * 0 . ^ С = 3К ] 2_
ХП) ~ 8 ’ Ф('з)  ̂ 5 '  '

Из этих соотношений видно, что при 
Л()»  8 напряжения в стержне открытого про
филя существенно больше, чем в стержнях, 
имеющих замкнутый профиль. Еще более 
существенно отличие в углах закручивания.
Если, например, /?()/5 = 10, то напряжения 
в стержне открытого профиля в тридцать 
раз, а относительный угол закручивания — 
в триста раз больше, чем в стержне замкну- Рис-
того профиля.

Эти эффекты связаны с существенно различным характером 
распределения напряжений в двух рассматриваемых типах сечений 
(см. рис. 8.24 и 8.26).



Ч А С Т Ь  В Т О Р А Я

Г Л А В А  9
О П РЕД ЕЛ ЕН И Е П ЕРЕМ ЕЩ ЕН И Й  В БАЛКАХ 

ПРИ ПРЯМ ОМ  И ЗГИ БЕ

9.1. Общие положения
Изгиб балки сопровождается искривлением ее оси. При прямом 

изгибе ось балки превращается в плоскую кривую, расположенную 
в плоскости действия поперечных нагрузок. При этом точки оси 
получают поперечные перемещения или прогибы и , а поперечные 
сечения поворачиваются относительно своих нейтральных осей 
(рис. 9 .I). Углы поворота поперечных сечений принимаются рав
ными углам наклона ср касательной к изогнутой оси балки. Про
гибы и углы поворота в балках часто называются линейными и 
угловыми перемещениями.

Отметим, что при изгибе балки точки ее оси получают также 
осевые перемещения и. Однако в большинстве случаев они зна
чительно меньше прогибов и ими можно пренебречь. Исключение 
составляют так называемые гибкие стержни, допускающие значи
тельное искривление оси (рис. 9.2). В реальных конструкциях про
гибы балок значительно меньше длины пролета. Отношение наи
большего прогиба (стрелы прогиба) /  к длине пролета / устанав
ливается нормами проектирования строительных конструкций в 
следуюших пределах:

/  1 . 1



Будем считать прогибы положительными, если поперечные пе
ремещения точек оси происходят в положительном направлении 
оси Ov (на рис. 9.1 — вниз). Углы поворота считаются положитель
ными, если касательная к изогнутой оси поворачивается от оси Ох 
к оси Оу, то есть по ходу часовой стрелки. Прогибы балок измеря
ются в сантиметрах или миллиметрах, а углы поворота — в градусах 
или радианах.

Прогибы и углы поворота в балках являются переменными ве
личинами, то есть функциями координаты х. Их определение не
обходимо для расчета балок на жесткость, а также при решении 
статически неопределимых задач. При этом можно либо определять 
законы изменения функций v (х) и <р (х) подлине балки, либо вы
числять значения этих величин в конкретных сечениях. Суще
ствуют различные методы определения линейных и угловых пере
мещений в балках и стержневых системах.

9.2. Дифференциальное уравнение 
изогнутой оси балки

В § 7.5 было получено дифференциальное уравнение изогнутой 
оси балки, связывающее ее прогибы с изгибающими моментами М;.

d2v М,
dx2 E J .

(9.1)

где J , — момент инерции поперечного сечения балки относитель
но его нейтральной оси; Е  — модуль упругости материала балки. 
Произведение E J,  называется жесткостью балки при изгибе (из- 
гибной жесткостью). Чаще всего она бывает постоянной или сту
пенчато-постоянной подлине.

Уравнение (9.1) получено для случая чистого изгиба балки, ког
да изгибающий момент имеет постоянное значение, а поперечная 
сила равна нулю. Однако это уравнение используется и в случае 
поперечного изгиба, что равносильно пренебрежению искривле
нием поперечных сечений балки за счет сдвигов.

Левая часть уравнения (9.1) представляет собой приближенное 
выражение для кривизны изогнутой оси балки:

I d2v (9.2)

где р — радиус кривизны изогнутой оси (рис. 9.3).
Р dx2
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Выражение (9.2) можно использовать при весьма малой кривиз
не изогнутой оси, что всегда имеет место в реальных строительных 
конструкциях. В силу изложенного уравнение (9.1) можно считать 
приближенным дифференциальным уравнением изогнутой оси 
балки, справедливым при малых прогибах.

Рис. 9.3

Если прогибы балки не малы по сравнению с ее длиной, то в 
левой части уравнения (9.1) надо использовать точное выражение 
для кривизны изогнутой оси:

d-v
dx2

dv
dx

2 '
2

(9.3)

При этом дифференциальное уравнение изогнутой оси балки 
становится нелинейным, что существенно усложняет его интегри
рование. В дальнейшем будем использовать только приближенное 
уравнение (9.1), поскольку оно позволяет получать практически 
точные решения для большинства задач изгиба балок.

Знак минус в уравнении (9.1) соответствует принятому положи
тельному направлению оси Оу (вниз) и правилу знаков для изги
бающих моментов. При этом кривизна изогнутой оси балки и из
гибающий момент имеют противоположные знаки (рис. 9.3, а , б).

Введем еще одно упрощение, связанное с углами поворота по
перечных сечений. Если изогнутая ось балки является очень поло-
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гой кривой, то углы поворота можно с достаточной степенью точ
ности принимать равными первой производной от прогиба:

ф * tg ф = ^  = v'(x). (9.4)
dx

Из этой формулы следует, что прогиб балки может иметь экс
тремальное значение (максимум или минимум) в сечении, где угол 
поворота равен нулю. Таких сечений может быть несколько.

9.3. Метод непосредственного интегрирования
Этот метод сводится к интегрированию дифференциального 

уравнения изогнутой оси балки (9.1) при известном законе изме
нения изгибающих моментов М,(х). Считая жесткость балки при 
изгибе постоянной (E J , = const) и последовательно интегрируя 
уравнение (9.1), получим

E Jv " = -М(х)\
E Jv ' = £Уф(л) = - J М (x)dx + С,;

EJv(x ) = - Jc/.vj M(x)dx + Cxx + C2.

(9.5)

В выражениях (9.5) и в дальнейшем для упрощения записи опу
щены индексы у моментов инерции и изгибающих моментов.

Выражения (9.5) позволяют получить аналитические законы 
изменения прогибов и углов поворота в балке. Входящие в (9.5) 
постоянные интегрирования С, и С, подлежат определению из ки
нематических граничных условий и условий сопряжения участков 
балки.

Кинематические граничные условия отражают характер закреп
ления (опирания) балки и ставятся относительно прогибов и углов 
поворота. Например, для шарнирно опертой балки (рис. 9.4) гра
ничные условия характеризуют отсутствие прогибов на опорах: 
х = 0, х = /, v = 0. Для консольной балки (рис. 9.5) граничные ус
ловия характеризуют равенство нулю прогиба и угла поворота в 
жесткой заделке: х = 0 , и — 0 ; ф = 0 .

Условия сопряжения ставятся на границах участков с различ
ными законами изменения изгибающих моментов. При отсутствии 
промежуточных шарниров и так называемых параллелограммных 
механизмов (ползунов) условия сопряжения заключаются в равен
стве прогибов и углов поворота в сечениях слева и справа от гра
ницы участков, то есть они характеризуют непрерывность и глад
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кость изогнутой оси балки. Например, для балки на рис. 9.4 можно 
записать: х = a, v = v ;m =m .4 пр лев’ т Пр тлев

При наличии п участков с различными законами изменения 
изгибающих моментов выражение для прогиба будет содержать 2п 
постоянных интегрирования. Используя граничные условия и ус
ловия сопряжения участков, можно получить систему 2п линейных 
алгебраических уравнений относительно этих постоянных. После 
определения всех постоянных интегрирования будут установлены 
законы изменения v(x) и ф(х) в пределах каждого участка балки. 
Рассмотрим примеры определения прогибов и углов поворота в 
балках с помощью метода непосредственного интегрирования.

Рис. 9.4

- 1 0 И ш ш и
_ к______ —/X а

/ 1  Н

'У у

Рис. 9.5

Рис. 9.6

Пример 9.1. Определим аналитические выражения для v(x) и 
ф(х) в консольной балке, нагруженной равномерно распределенной 
нагрузкой (рис. 9.6), и вычислим значения этих величин на сво
бодном конце.

Изгибающий момент в балке на всем ее протяжении изменяет
ся по закону квадратной параболы:

М (х) ■■ q (l- x ) '
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Подставим это выражение в решение (9.5) и проинтегрируем его:

EJv"( х) q(l-xY .

E Jv '(x ) = ЕЛр(х) = - q (l-x y
+ С,;

Е М  х) = g(/ Х) + С, х + С ,.
24

Использовав граничные условия, определим постоянные ин
тегрирования:

х = О, ЕМ Ъ )  = ^  + С, = О, С2 =
24 24

Е/ф(0) = - ^  + С, = О, С ,= ^ - .
о о

Запишем окончательные выражения для прогибов и углов по
ворота в балке и определим значения этих величин на свободном 
конце:

/3 ../4

v(x) = —- 
E J

ф(х) = —  
V E J

q (l- x )4 дГ дГ 
24 6 24

q(l-x)- | д1ъ

/4 /3

vb = u{I) = VF7 ' =Ф(/)= 48 E J  т " т ' "  6 E J  
Пример 9.2. Для шарнирно опертой балки, нагруженной на кон

це сосредоточенной силой (рис. 9.7), определим выражения для 
и(х) и ф(х) и вычислим значения этих величин в характерных сече
ниях.

I Р
Я _____ i/g(g) в |с

О/

’RA=0,5P
2 а

-<j>

RB=\,5P

'-QHУ Ра

т̂тттттТТТТТТГГПМ 1 Пттгг^

Рис. 9.7
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Эпюра М  приведена на рис. 9.7. Изгибающие моменты имеют 
различные законы изменения на первом и втором участках балки. 
Интегрируем дифференциальное уравнение изогнутой оси в пре
делах каждого участка.

Первый участок (0 <х< 2а):

— ; E Jv '\x ) = — ; 
2 2

Рх2 P rE Jy (x ) = ——  + Ср E Jv (x ) - -^- + Схх + С2.

Второй участок (2а<х< За):

М (х ) = - R a x  + RB(x - 2а) = - у  + -Р {х ~ 2а);

E Jv "(x ) = - - — --~ 2a):
2 2

г . Рх2 ЗР (х - 2 а )2 _£/<р(х) = —-------- ----- + D,;
4 4 1

Яг 3 Р (х - 2 а )}EJv(x ) = — -------—----+ D}x + D2.

Для определения четырех постоянных интегрирования С,, С,, 
Z), и Z), ставим граничные условия и условия сопряжения участков: 

х = 0 , v ~ 0.
х = 2a, v = и , = 0 ; ф = ф .пр лев т пр т лев

Из условия сопряжения участков получаем равенство постоян
ных интегрирования на первом и втором участках: С, = Dr  С, = Z)-,. 
Использовав граничные условия, находим значения постоянных:

Ра2
С ,= 4 = - — ; С2 = Д2 =0.

Запишем окончательные выражения для у(х) и ф(х) в пределах 
каждого участка:



В этих выражениях вертикальная черта с цифрой внизу соответ
ствует границе каждого участка. В пределах первого участка ииф  
определяются функциями, стоящими до вертикальной черты с 
цифрой 1, а в пределах второго участка — до вертикальной черты 
с цифрой 2 , то есть всеми функциями.

Вычислим v и ф в характерных сечениях балки:

х = О, 

х = 2 а, 

х = За,

и. = и(0) = 0; ф . = ф(0) =
Ра1 
3EJ ’

' в ~ ° ; Фв “  E J
(2а)1

3

ис =

Фс

Р_
E J
Р_

E J

(За) а '(За ) За'
1 2

(За ) 2

3 1 2

2 Ра1 
3EJ ’ 
Ра \  

" E J  ’
За 1 Ра 

6 E J
В пределах первого участка знак угла поворота изменяется на 

противоположный. Установим положение сечения, где угол пово
рота обращается в нуль:

2 ''Р
ф(х) = —  
V E J

f x> = 0 ; х = xn
la
s

= 1,155a.

В сечении x =x0 прогиб балки имеет экстремум. Вычисляем его 
значение:

v( хп) = —  
0 E J

(1,155а)-
1 2

1,155а = -0,257 Ра'
E J

Для сравнения определим величину прогиба балки в середине 
пролета:

v(a) =
E J

а
П

а2 а
3

■ ^- = - 0 ,2 5 ^  
4 E J  E J

Можно отметить, что экстрем&чьный прогиб весьма незначи
тельно (на 2 ,6 % ) отличается от прогиба в середине пролета.

Выполним числовой расчет при Р=  20 кН и а = 1,6 м. Подберем 
сечение балки в виде стального прокатного двутавра, приняв ко
эффициент надежности по нагрузке у,-= 1,2 , коэффициент условий 
работы ус = 1, расчетное сопротивление материала R = 210 МПа = 
= 21 кН/см2 и модуль упругости стали Е=  2,1 • 104 кН/см2.

207



п̂асч = 20 • 1,2 = 24 кН; Л/расч = 24 -1,6 = 38,4 кНм;

и/ ^расч 38,4 • 1 о2 т,И/. > — -—  = ------- = 183 см '.
Яус 21 1,0

Принимаем X  20, W  = 184 см3, J  = 1840 см4.
С '  Z

Вычислим наибольшие значения угла поворота и прогиба в бал
ке. Согласно СНиП расчет производим на действие нормативных 
нагрузок.

Ра} 20■1603 
u,,r, = v r  ~  = ------ т------ = 2,12 см;

E J  2,1 Ю4 1840
1Ра2 7-20 1602 ПА1СС 

Фнб = Фг = Т Т 7  = ------- 4-----= ° ’0155 рад = 0 53 .
6 E J  6-2,1-Ю4-1840

Из рассмотренного примера видно, что при наличии в балке 
нескольких участков с различными законами изменения изгиба
ющих моментов метод непосредственного интегрирования стано
вится громоздким и неудобным.

9.4. Метод начальных параметров

Продифференцировав два раза уравнение (9.1) при E J  = const 
и использовав дифференциальные зависимости (7.6) при изгибе, 
получим

E Jv "(x ) = -М(х)\
E Jv "’(x) = - M '(x ) = -Q(x)\
£/ulv (x) = -Q '(x) = q(x).

(9.6)

Последнее выражение является дифференциальным уравнени
ем изогнутой оси балки четвертого порядка

E Jv 'v (x) = q(x), (9.7)
устанавливающим дифференциальную зависимость между проги
бом и распределенной поперечной нагрузкой. При отсутствии по
следней уравнение (9.7) становится однородным:

E J v w (x) = 0. (9.8)
Проинтегрируем уравнение (9.8). С учетом выражений (9.6) по

лучим
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E Jv lv (х) = 0;
E Jv '"(x ) = -Q(x) = Cv 
E Jv"(x ) = -M {x ) = C,x + C,;

E Jv ’(x) = £Уф(л') = С, ^  + C,x + C3;

.3 2
EJv(x ) = C. —  + C, —  + C,x + C ,.' ' i 31 2 2 1  1 4

Введем в начальном сечении балки при х = 0 следующие четыре 
величины:

и(0) = и0; ф(0) = фо; Л/(0) = Л/„; 0 (0 ) = £>(). (9.10)

Эти величины представляют собой значения прогиба, угла по
ворота, изгибающего момента и поперечной силы в начальном 
сечении балки (рис. 9.8), причем и() и ф() называются кинематичес
кими начальными параметрами, а А/,, и Q() — статическими началь
ными параметрами.

(9.9)

Рис. 9.8

Выразим постоянные интегрирования Ср С,, С} и С4 в решени
ях (9.9) через начальные параметры. Положив в этих выражениях 
д- = 0 , получим

С ,= - 0 О; С2 = - М 0; С3 =Е/ф0; C4 = E Jv 0. (9.11)

Подставив постоянные в последнее выражение из (9.9), получим 
решение однородного дифференциального уравнения изогнутой 
оси балки (9.8) в форме метода начальных параметров:

Л/ х2 О х*3
v(x) = ип + ф()х --- ------ -— . (9.12)

0 2\EJ 3 \EJ
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Продифференцировав уравнение (9.12), получим выражения 
для угла поворота и внутренних усилий в балке:

.2Мпх Опх 
ср(л-) = и ( х )  =  Ф()--- 2-----2—

E J  2\ E J ' 
М 0 + Q{)x; (9.13)М (х) = - E Jv "(x ) =

Q (x )= M '(x ) = Q0.
Отметим, что внутренние усилия М  и Q не зависят от кинема

тических начальных параметров и() и ф().
Выражения (9.12) и (9.13) полностью определяют напряженное 

и деформированное состояния балки в том случае, когда распре
деленная поперечная нагрузка отсутствует, а функции и(х), ф(л), 
М(х) и Q(x) являются непрерывными. Рассмотрим случаи, когда 
эти функции имеют разрывы, и покажем, как учесть их влияние.

Внутренние усилия Q и М  имеют скачки (разрывы) в сечениях, 
где приложены сосредоточенные силы и моменты. У кинематичес
ких величин ф и v разрывы отражают наличие промежуточных 
шарниров и так называемых параллелограммных механизмов.

В промежуточном шарнире изогнутая ось балки может иметь 
излом, что характеризует взаимный поворот Дф поперечных се
чений (рис. 9.9). Следовательно, можно записать: х = а, и = и ;г ’ пр лев’
ф = ф + Дф.Мф тлсн т

Параллелограммный механизм допускает взаимное поперечное 
смещение Ли (рис. 9.10), а углы поворота сечений остаются одина
ковыми. Это позволяет записать: х =а, v = v + Av: ф = ср .’ пр лев ’ т Пр т лев

Фпр флсв + Аф 

Рис. 9.9

 ̂ г

V(x)]
а

1
L

I

У Vnp-~
Фпр

Av

л̂сн 
" флеп

Рис. 9.10

+ Ди

Если в каком-либо сечении балки х = а имеет место разрыв од
ной из четырех величин v , ф, М  и Q, то он может оказать влияние 
на эти величины в сечениях х > а. Для учета влияния разрывов 
можно воспользоваться методом наложения, вытекающим из при
нципа независимости действия сил. При этом к выражению (9.12) 
надо добавить член, равный произведению величины разрыва на
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функцию при соответствующем начальном параметре, вычисля
емую для разности х — а.

Рассмотрим, например, действие сосредоточенной силы Р 
(рис. 9.11). В этом случае в сечении х = а функции v(x), ср(х) и М(х) 
остаются непрерывными, а поперечная сила Q имеет разрыв (ска
чок) на величину Р, то есть можно записать:

х = a, v = v , Av = 0 ;’ up лен’
Аф = 0;

U „p =  илев’ 

Фмр Ф.1СВ’
м..пр

пр

= м ,лев’
Q + Лл̂ев ’

АМ  = 0 ; 
AQ = Р.

\У

Рис. 9.11

На первом участке балки прогиб зависит только от начальных 
параметров и определяется выражением (9.12). На втором участке 
к этому выражению надо добавить функцию и*(х), отражающую 
влияние разрыва AQ на прогиб балки за сечением х = а:

v * (х) = AQ (х-аУ  
3 !£/

Р(х - аУ 
3! E J

(9.14)

Таким образом, прогиб балки на первом и втором участках оп
ределяется по формуле

v(x) = и„ + ф0х-
2 \EJ 3! E J

Р (х - а )' 
3 \EJ

(9.15)

©

где, как и ранее, вертикальная черта с цифрой внизу соответствует 
границе участков (см. пример 9.2).

Аналогично можно учесть влияние на прогиб балки и других 
сосредоточенных факторов — сосредоточенного момента М  и 
скачков угла поворота Аф и прогиба Аи.

Для учета апияния распределенной поперечной нагрузки ее надо 
представить как бесконечное множество элементарных сосредото
ченных сил dP — (j(t)dt (рис. 9.12), где t — новая переменная, изме
няющаяся в пределах а<1<х.
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Записав с помощью (9.14) выражение для учета влияния эле
ментарной сосредоточенной силы dP

dv* = d P (x - t)} (x - t )3q(t)dt
3! E J 3 \EJ

и проинтегрировав его по переменной t в пределах от а до х, полу
чим функцию, добавляемую к решению (9.12):

V ■(*) = /
(x - t )3 
3! E J

q{t)dt.

Например, для равномерно распределенной нагрузки на участ
ке [а, Ь] (рис. 9.13) эта функция имеет следующий вид:

■(*) = / {X - , ? qdt = q { X - a)A
3! E J 4! E J

<7=const

(9.16)

0 ш ш ш н ГТ  гт п 
1 t Г 1 t г

а
ь

_L 1_t J—1 J  x
Я

« Г?)-с
'У

viz н

Рис. 9.12 

При х > b

Рис. 9.13

■ь?
3 \EJ 4! E J 4! E J

(9.17)

Первый член в формуле (9.17) соответствует равномерно рас
пределенной нагрузке, условно продолженной до конца балки. 
Второй член соответствует компенсирующей нагрузке на участке 
х> Ь, направленной в противоположную сторону. На рис. 9.13 эти 
взаимно уравновешенные нагрузки показаны пунктиром.

Аналогичным образом можно учесть влияние поперечной нагруз
ки, распределенной по линейному закону, распределенной момент- 
ной нагрузки и т.п. Функции, добавляемые к выражению для проги
ба (9.12) для учета влияния наиболее распространенных статических 
и кинематических воздействий на балку, приведены в табл. 9.1.

212



Т а б л и ц а  9.1

Вид воздействия Дополнительная функция

У-
г Н * — при х > a v*(x) = Av

У•

X---- » - о---------
___Л при х> а  и*(х) =  Дф(х — а)

У

) х Г ^ М
М (х - а ) 2при х> а v (х) = --------------

2 IE J

0 Л-
Р (х - а ) 3при х> а v* (x ) = -------------

V.EJ

У

0 ^  ш ш ш п
Я q (x - a ) 4

при a<x<b v (х)=  ,

при х >b
ч q (x -a )4 q (x-b ) 4и * (х )= ------------------------

4! E J  4! E J

У

j *
L_a—J

b

к = tga = b-a

q' при a<x<b v* (x ) =
5\EJ

при х > b 
*, ) Ш ~ а ) 5 k (x - b ) 5 q * (x - b ) 4 

U 5!£У 5!Е/ 4!Е/
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С помощью данных табл. 9.1 запишем уравнение изогнутой оси 
балки с учетом начальных параметров и наиболее распространен
ных воздействий (рис. 9.14):

, * , Мо*2 ( V 3и(х) = и,, +  ф пХ --- ------ ---
0 Y°  V .E J 3! E J

+ Av

©

+ Аф(х-й,)

М (х - а л)'
2\EJ

Л * - а 4 ) 3 q(x-a^)4
+ -■

3! E J 4! E J V .E J
©

к (х - а 7) 
5! E J

©

к(х-а„)ь q*(x-a><)4
©

5! E J 4! E J (9.18)

Формула (9.18) является аналитическим выражением для про
гиба балки на всех показанных на рис. 9.14 участках, границы ко
торых обозначены вертикальной чертой с номером участка. На 
первом участке выражение для прогиба ограничено вертикальной 
чертой с цифрой 1, на втором участке — вертикальной чертой с 
цифрой 2 и т.д. Если нагрузки имеют другое направление, чем на 
рис. 9.14, то у соответствующих функций в выражении (9.18) надо 
поменять знак на противоположный. При наличии нескольких 
однотипных воздействий (например, нескольких сосредоточенных 
сил и т.п.) в уравнение изогнутой оси надо ввести такое же коли
чество соответствующих функций.

Продифференцировав уравнение изогнутой оси (9.18), можно 
записать выражение для углов поворота ф(х).

Получить уравнение изогнутой оси балки в форме метода на
чальных параметров можно также на основании дифференциаль
ного уравнения второго порядка (9.1). Для этого надо записать 
выражение для изгибающих моментов в произвольном сечении
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балки с учетом влияния статических на
чальных параметров М0 и Q0 и заданных 
нагрузок и произвести интегрирование.

Рассмотрим, например, балку, нагру
женную распределенной нагрузкой, 
изменяющейся по линейному закону 
(рис. 9.15). Изгибающий момент в се
чении х равен

q(x)

М (х ) = Л/п + (?„х-
% х 2 [q (x )-q {)\

где q(x) = q0 + tga()x = q{) + кх.
Подставим это выражение в дифференциальное уравнение (9.1) 

и выполним интегрирование:

qnx2 1сг  
E Jv "(x ) = -М п- Q,x + + — ;

2!

E Jv '(x ) = £7ф(х) = - М 0х -

3!
QqX q0x кх

Л/Пх 
EJv(x ) = ---

3!
+---+ С,;4! 1

Q0x q{)x кх
3!

- +
4! 5!

■ + С, х + С ,.

Положив в этих решениях х = 0, выразим постоянные интегри
рования С, и С, через кинематические начальные параметры vf) и ф():

£Уф(0) = /:7фп = С,; EJv(O) = E Jv () = С2.

Подставим С, и С2 в полученное выше выражение для прогиба 
в пределах первого участка балки. Тогда получим

v(x) = Ц, + Ф„х-
М  ,.х- Q0x + q0x

+ ■кх
V .E J V .EJ 4! E J  5 \EJ

Это выражение является частным случаем уравнения (9.18). Учет 
влияния сосредоточенных воздействий, как и ранее, может быть 
произведен с помощью метода наложения.

Входящие в выражение (9.18) начальные параметры ф0, М0 
и £>0, а также скачки Аф и Ди не всегда бывают известны в нача
ле расчета. Для определения неизвестных начальных параметров и 
величин Аф и Ди надо использовать соответствующие граничные 
условия.
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При определении v и ф в статически определимых балках 
удобно вначале выполнить статический расчет и определить ста
тические начальные параметры М() и Q{). Неизвестные величины 
v(r ф0, Дф и Av подлежат определению из кинематических гра
ничных условий. Приведем примеры их постановки.

1. Заделка в начальном сечении (рис. 9.16).
После статического расчета все начальные параметры будут из

вестны: у0 =0; ф(| = 0; М0 = -МА\ Q{) = R r
2. Шарнирная опора в начальном сечении (рис. 9.17).
В начальном сечении имеем: v(j = 0; М0 =0; £>0 = R r  Неизвест

ный начальный параметр ф() подлежит определению из граничного 
условия х = /, v = 0 .

3. Свободный конец в начальном сечении (рис. 9.18).
В начале расчета известны два начальных параметра: М0 = —М\ 

Qц =0. Для определения v{) и ф0 можно использовать два граничных 
условия: х = a, v = 0 ; х = а + /, v = 0 .

4. Балка с промежуточным шарниром (рис. 9.19).
В начальном сечении имеем: о() =0; Мп = 0; Q0 = R r  Неизвест

ные величины ф0 и Дфй подлежат определению из граничных 
условий в заделке: х = 1 + а; и = 0 , ф = 0 .

5. Статически неопределимая ба.1ка (рис. 9.20).
Для статически неопределимых балок предварительный стати

ческий расчет невозможен, так как число искомых статических 
величин превышает число уравнений равновесия, которые можно

Рис. 9.16 Рис. 9.17

Рис. 9.18 Рис. 9.19
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составить для их определения. Следовательно, в начале расчета 
таких балок могут быть неи звестны как кинематические, так и ста
тические начальные параметры. Неизвестные величины подлежат 
определению из кинематических и статических граничных условий. 
Последние ставятся относительно изгибающих моментов и попе
речных сил.

Л/ 4 к Л/А }  в*-
$ о L~ ~ ---- - ̂ Ы X

R a
/

У'
Rh

У
Рис. 9.20

Например, балка на рис. 9.20 статически неопределима, по
скольку трех уравнений равновесия недостаточно для опреде
ления четырех опорных реакций. В начальном сечении балки 
имеем: и() = 0; ф(| = 0. Для определения неизвестных начальных 
параметров А/(| и Q0 можно использовать следующие граничные 
условия: х = I: v = 0; М, = А/ (смешанные граничные условия).

Использовав граничные условия, можно получить необходимое 
число уравнений относительно всех неизвестных величин. После их 
определения можно с помощью уравнения (9. IS) записать оконча
тельные выражения для прогибов и углов поворота в балке, а для 
статически неопределимых балок — построить также эпюры Q и А/.

Вычислив значения и и ф в характерных сечениях балки, мож
но построить эпюры этих величин. Дтя правильного построения и 
контроля эпюр Q, Л/, ф и и надо использовать дифференциальные 
соотношения при изгибе:

Q' = -q; M ' = Q-1 (9  )9)
£/ф' = -Л/; и' = ф. J

Соотношения (9.19), а также характер внешней нагрузки позволя
ют установить наличие особенностей в эпюрах Q, А/, ф и и. а имен
но скачков, изломов, экстремумов и точек перегиба (см. § 7.4). Рас
смотрим примеры использования метода начальных параметров.

Пример 9.3. Для балки с промежуточным шарниром (рис. 9.21, а) 
запишем с помощью метода начальных параметров выражения 
для ф и V, вычислим значения этих величин в характерных се
чениях и построим эпюры Q, Л/, ф и v.
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Рис. 9.21

Данная балка статически определима. Ее можно представить 
состоящей из несущей и несомой частей (балок), соответственно 
ВС и АВ. Определим значение опорной реакции R и построим 
эпюры изгибающих моментов и поперечных сил:

I М 1' ™  =  0 :  R a  =  6 2 + ^ 2 ]  =  5  к Н

Эпюры Q и М  приведены на рис. 9.21, б, в.
Начальные параметры равны

и0 = 0, Л/() = 0, 0 о = /?4 = 5к Н.
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Учитывая значения начальных параметров и характер нагрузки, 
запишем с помощью уравнения (9.18) выражения для прогибов и 
углов поворота в пределах трех характерных участков балки:

.3

и(х) = (р()Х-
5х 

3 \EJ
| 6(х - 2) 3 | 4(х- 2) 4

3IE J 4IE J
+ Аф „(х-4)

©

ф(х) = v'(x) = ф0 - 5х 
2IE J

6(х - 2) 4 (х-2У  +------- + -
21EJ V .EJ

+ Аф,

Ф
В этих выражениях неизвестными величинами являются на

чальный параметр ф0 и взаимный угол поворота Лфв в проме
жуточном шарнире. Для их определения используем граничные 
условия в заделке С:

Х = 6м , V = 6ф0 -
5 • 6 6-4 4-4
6 E J  6 E J 24EJ

+ 2Афв = 0;

Ф = Ф,)
5■6 2 6-42 4-4 + Аф„ = 0.
2 E J 2 E J 6 E J  тВ 

Получили систему двух уравнений относительно неизвестных 
величин ф() и Афп:

36,67
Зфо + Лфя =

Фо + Афв =

решив которую находим 

Фо

E J
0,67
E J  ’

18,67 19,33
; Дфв = -E J  "  E J  

Запишем окончательные выражения для v и ф и вычислим 
значения этих величин в характерных сечениях балки:

v(x) =
I

E J
1 8,67л: - 5х

3!
| 6(х - 2) 3 | 4 U - 2 ) 4

3! 4!
- 19,33(х-4)

©

Ф ( х )  =
I 5х218,67- —  

2 !
6(х - 2) 2 4 (х-2 ) 3 + —------+------- -19,33

E J 2 ! 3!
© G

0 , и = vQ = 0 ; ф = ф() =
18,67
E J
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ф:

х = 2 м, v = —  
E J
I

E J  
1л = 4 м, v = —  

E J

Флев =

18,67 - 2 5-23 30,67 
E J  ’

18,67- 5 • 2 8,67 
E J  '

18,67-4- 5 • 43 6----+ — 2 3 4•2 J

1

Ф

6 м,

E J  
J _

l,p "  E J  
v = 0\

18,67- — + 6 ' 2

24
4 • 23

(—4 — 19,33) = -

2
23,33

E J

32,0 
E J  '

E J

Ф  = 0.

Построим эпюры v и ф и отметим их особенности на основа
нии дифференциальных соотношений (9.19).

Эпюра ф в сечении х = 4 м (промежуточный шарнир) имеет ска
чок (разрыв). В сечении под сосредоточенной силой на эпюре ф 
имеет место точка перегиба (смена знака кривизны), поскольку в 
этом сечении изменяется знак поперечной силы. В сеченияхх = 0 
и х = 4 м касательные к эпюре ф параллельны оси, поскольку в этих 
сечениях изгибающий момент равен нулю. В пределах второго 
участка изменяется знак угла поворота. Определим координату 
сечения х{) где угол поворота обращается в нуль:

ф(Л') = —
E J

18,67- 5х2 6(х -2 )2 4(х - 2) 1
■ 0; х = х.. = 2,98 м.

2! 2! 3!
На эпюре v в сечении В имеют место излом и смена знака кри

визны. В сечении С (заделка) касательная к эпюре и совпадает 
с осью балки, поскольку в этом сечении ф = 0. В сечении х = .v(| 
прогиб имеет экстремум, значение которою равно

E J
10,_ ^ по 5■ 2,983 6 0,983 4 0,98ч 18,67 2,98---- :---+--- :-- + - 34,68

E J6 6 24
Эпюры v и ф приведены на рис. 9.21, г, д.
Пример 9.4. Для балки на рис. 9.22, а построим эпюры Q и Л/ 

и вычислим значение прогиба в сечении, где приложен сосредото
ченный момент.

Данная батка статически неопределима, поскольку для опреде
ления четырех опорных реакций Ra, Нд, Мл и RB можно составить 
только три уравнения равновесия.
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а) М=  12кНм <7=6 кН/м
[ШШШПЩА,

б)

в)

(к Н м)

13,42

Рис. 9.22

В начальном сечении балки имеем: и() = 0; ф(| = 0; М0 = МА; 
£)(, = /?., Запишем с помощью (9.18) выражение для прогиба в 
пределах двух характерных участков:

V(x) = - М {)Х 2 01,А-3 
2! £7 3! E J

12(л--2 )2 6 ( а  -  2 )4

2\EJ 4! E J
© ©

Для определения неизвестных статических начальных парамет
ров Л/„ и £>() используем граничные условия на опоре #:

,  1х = 5 м, v = —  
E J

Ма • 52 Q.-53 12 • З2 6-34

24
= 0 ;

М  = Л/(| + 50() + 12-6-3-1,5 = 0.

Решая систему двух уравнений
12,5 Л/() + 20,830,, = - 33,75;}

Л/() + 5£>(, = 15,
находим значения статических начальных параметров:

М{) = МА = -11,55 кНм; Q{) = Л, = 5,31 кН.
Изгибающий момент Л/(, вызывает растяжение верхних волокон 

балки (его направление показано на рис. 9.22, а пунктиром). Даль
нейший статический расчет балки прост и не требует пояснений.
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Определим экстремальное значение изгибающего момента на 
втором участке:

3- х
12,69 5,31 

М  =12,69-2,11

-; х0 = 2,11 м;

6 - 2,1 = 13,42 кНм.

Эпюры Q и М  приведены на рис. 9.22, б, в. Прогиб балки в се
чении, где приложен сосредоточенный момент, равен

11,55 - 2- 5,31 -23 16,02v(2) =
2 E J 6 E J  E J

В заключение приведем формулы для прогибов и углов поворо
та в консольных и шарнирно-опертых балках при простых нагруз
ках (габл. 9.2).

Таблица 9.2

В м
Г )  0/1 2 FJ 

j  Ml

р \

0.5/ I 0,5/

f  = vc = 

Ф ,.= - Ф я  =

PI- 
48 E J 
PI2 

16 1'J

P \ v .
рГ
3 E J1 J B

-\ PI2Ф „ =---

M
rz A ___________в

---------- -
ф,< =

2 EJ Фй

Ml 
3 E J 
Ml

B 8 E J

,
H bEJ

ЩПШДШШ Д
1'  '  ~ “ s\ f  

I J

в /  =

Ф,( = -ф « =

-у//4
384 E J 

Я!У 
24 E J



Г Л А В А  1 О
О П РЕД ЕЛ ЕН И Е П ЕРЕМ ЕЩ ЕН И Й  

С ПОМ ОЩ ЬЮ  МЕТОДА МОРА

10.1. Работа внешних сил и потенциальная энергия 
деформации при изгибе стержней и стержневых 
систем

При нагружении деформируемой системы ее точки получают 
перемещения. При этом внешние нагрузки производят работу на 
соответствующих перемещениях. Будем рассматривать только ста
тическое нагружение, при котором нагрузки достигают своих ко
нечных значений в течение некоторого промежутка времени, до
статочно большого, чтобы можно было не учитывать возникающие 
при изменении величин нагрузок силы инерции.

Рассмотрим, например, действие сосредоточенной силы Р, ста
тически приложенной к консольной балке (рис. 10.1,а). При нагру
жении балка изгибается и точки ее оси получают поперечные пере
мещения. При этом сила Р  производит работу на перемещении А 
по направлению ее действия. Если материал балки является линей
но-упругим, то перемещение А прямо пропорционально силе:

А = кР, ( 10. 1)

где к — коэффициент пропорциональности, зависящий от свойств 
материала балки, от ее размеров и формы поперечного сечения.

а) б)

''Л А В\

В '
J  A=vH

Рис. 10.1

График зависимости (10.1) представляет собой наклонную пря
мую, проведенную через начало координат (рис. 10.1,5). Какпока-
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зано в § 3.6, работа статически приложенной силы численно равна 
плошали заштрихованного треугольника на рис. 10.1, б:

А = ^РА. ( 10.2 )

Отметим, что каждому виду нагрузки соответствует свое пере
мещение, на котором она производит работу. Сосредоточенной 
силе соответствует линейное перемещение по направлению ее дей
ствия, сосредоточенному моменту — угловое перемещение или угол 
поворота поперечного сечения стержня, в котором приложен мо
мент. Например, работа сосредоточенного момента, приложенно
го в опорном сечении балки на рис. 10.2 , равна

а  = \ щ а-

Для отражения всего многообразия 
внешних нагрузок можно ввести понятие 
об обобщенной силе. Перемещение, на ко
тором обобщенная сила производит рабо
ту, называется обобщенным перемещением.

Таким образом, работа внешней обоб
щенной силы Л при статическом нагру

жении равна половине произведения величины силы на соответ
ствующее обобщенное перемещение Д(. Этот вывод можно распро
странить на случай одновременного действия нескольких нагрузок:

А = \ЪрА- < 1 0 -3 >
“ /=|

Работу внешних сил, статически приложенных к балке или к 
стержневой системе, можно выразить через внутренние усилия в 
стержнях. Рассмотрим, например, плоский изгиб рамы (рис. 10.3, а). 
В поперечных сечениях стержней рамы могут действовать три внут
ренних усилия — изгибающий момент А/, поперечная сила Q и 
продольная сила N.

Вырежем из рамы бесконечно малый элемент ds и покажем дей
ствующие в его торцевых сечениях внутренние усилия (рис. 10.3, б). 
Изменение внутренних усилий на длине ds здесь учитывать не бу
дем. Поперечное сечение стержня отнесено к главным централь
ным осям Oz и Оу (рис. 10.3, в). Для каждого элемента внутренние 
усилия можно условно рассматривать как внешние нагрузки, про
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изводящие работу на соответствующих деформациях элемента. 
Воспользуемся принципом независимости действия сил и вычис
лим раздельно работу каждого внутреннего усилия.

Продольные силы вызывают взаимные осевые перемещения 
поперечных сечений (рис. 10.4, а), величина которых равна удли
нению (укорочению) элемента:

Работа продольной силы на перемещении d(As) равна

Изгибающие моменты вызывают взаимный поворот попереч
ных сечений элемента (рис. 10.4, б). Учитывая, что при изгибе 
стержня длина волокон нейтрального слоя не изменяется, и ис
пользуя формулу (9.2) для определения кривизны оси стержня (без 
учета ее знака)

Изгибающий момент производит работу на угловых перемеще
ниях поперечных сечений,равную

Рис. 10.3

1 _ d2v _ М
р ~ ^ 7 ' ё 7'

получим величину угла взаимного поворота сечений
ds Mds mp = — = ---
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Рис. 10.4

Поперечные силы вызывают взаимный сдвиг поперечных сече
ний элемента (рис. 10.4, в). Опуская несложный вывод, приведем 
формулу для определения работы поперечной силы на деформа
циях сдвига:

Q2dsdAn = ri----,Q ' 2GF

где G — модуль упругости материала стержня при сдвиге. Безраз
мерный коэффициент >1 отражает неравномерность распределения 
касательных напряжений по высоте поперечного сечения и зависит 
от его формы. Например, для прямоугольного сечения он равен V s - 
для круглого сечения — |0/у.

Таким образом, работа внутренних усилий на деформациях бес
конечно малого элемента стержня равна

.. , . .. N\ls M 2ds Q2ds dA = dA, + dA,. + dAn = ----- 1------ h n----.
4 M 0 2 E F  2 F J '2 GF

Интегрируя эго выражение подлине каждого стержня и произ
водя суммирование по всем стержням системы, получим формулу 
для определения работы внешних сил, выраженную через внутрен
ние усилия в стержнях:

V  г N 2ds чт' г Л/“ds с Q dsА = }  ---- +> ----- +> л—--- , 10.4
2 E F  2 F J  ~ J 12GF

1 = 1 S' 1 = 1 S' f = l s

где i = 1 ,2.....n — номер стержня и s. — его длина.
Поскольку в формуле (10.4) стоят квадраты внутренних усилий, 

работа внешних сил на вызванных их действием перемещениях 
всегда положительна.
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Для деформируемых систем, материал которых следует закону 
Гука, принимается, что работа внешних сил численно равна потен
циальной энергии деформации системы: А = U. При этом работа, 
затрачиваемая на преодоление внутреннего трения, связанная с вы
делением тепла и т.п., считается несущественной и не учитывается.

Потенциальная энергия деформации упругой системы, так же 
как и работа внешних сил, всегда положительна. В процессе де
формирования она, образно говоря, накапливается в упругой сис
теме, а при разгрузке расходуется на возвращение ее в первоначаль
ное недеформированное состояние.

Отметим, что в большинстве случаев интегралами в форму
ле ( 10.4),содержащими поперечные силы, можно в связи с их ма
лостью пренебречь.

10.2. Теоремы Бетти и Максвелла

Величина работы внешних сил, так же как и потенциальная 
энергия деформации, не зависит от последовательности нагруже
ния упругой системы и определяется ее конечным состоянием. 
Используем это свойство для определения работы двух сосредото
ченных сил, приложенных к шарнирно опертой балке (рис. I0.5, а). 
Рассмотрим два варианта последовательности нагружения балки. 
В первом случае (рис. 10.5, 6) вначале действует сила Р у статичес
ки возрастая до своего конечного значения. Затем начинает дей
ствовать сила Pv  при увеличении которой сила Р ] остается посто
янной по величине.

Линейные перемещения точек оси балки по направлению дей
ствия сил (прогибы) обозначены на рис. 10.5 буквой А и имеют два 
индекса. Первый индекс показывает направление перемещения 
(по направлению действия первой или второй силы), а второй — 
причину, вызвавшую перемещение (действие силы Р, или Р )̂.

Работа сил Р, и Р, при первом последовательности нагружения 
равна

А = - ^ А п + —Р,Д 2 2  + P\^\i = Аи + Av_ + Ап . (10.5)

Третье слагаемое в этом выражении представляет работу силы Р } 
на перемещении Д |2 по ее направлению от действия силы Р2. По
скольку при этом сила Р, остается постоянной по величине, рабо
та равна полному произведению.
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Во втором случае изменим последовательность нагружения: 
вначале действует сила Р2, а затем сила Р,. Линейные перемещения, 
на которых эти силы производят работу, показаны на рис. 10.5, в. 
Определяем работу сил Р, и Р ,:

/4 — —P A 22+ — /|А|| + Я,Д,| = А22 + | + Л21, (10.6)

где последнее слагаемое представляет работу постоянной по вели
чине силы Р2 на перемещении Д2| по ее направлению от действия 
силы Р у

Приравняв выражения (10.5) и (10.6) между собой, получим
Л ^12 — ^2^21’ ^12 ^21' (Ю.7)

Равенства (10.7) выражают теорему Бетти о взаимности работ. 
Согласно этой теореме работа первой силы на перемещении по ее 
направлению от действия второй силы равна работе второй силы 
на перемещении по ее направлению от действия первой силы. Тео
рему Бетти можно обобщить на случай произвольного нагружения 
упругой системы.

Выразим работу Л]2 через внутренние усилия в стержнях плос
кой стержневой системы:

v '  Г кг Njds Л  /• M 1ds Л  л Q~ds

/ - I  5. / =  1 s. 1 =  I s .

В этой формуле УУр Л/, и Q, — внутренние усилия в стержнях от 
действия силы Р у Оставаясь постоянными по величине, они про
изводят работу на перемещениях



N,ds M-,ds Q-.ds 
— — , — -— , Л — , E F  E J GF

вызванных действием силы Pr
Если силы Р { и Р1 являются единичными (Р } = Р-, = 1), то на 

основании теоремы Бетти получим следующее равенство:
1 • Д |2 = 1 • д2].

При обозначении единичных нагрузок принято вводить гори
зонтальную черту над соответствующей буквой. Обозначая пере
мещения, вызванные действием единичных нагрузок, буквой 5, 
имеем

512 = 82|. (10.9)
Равенство (10.9) известно как теорема Максвелла о взаимности 

перемещений. Смысл этой теоремы проиллюстрирован на рис. 10.6, 
где показаны два состояния шарнирно опертой балки под действи
ем единичных сил (единичные состояния). Перемещение по на
правлению действия второй силы в первом единичном состоянии 
равно перемещению по направлению действия первой силы во 
втором единичном состоянии.

а)
Г" - 1 | Л

d a k '"-

б)

------

А 2=52|| Л  '

------ - " " ' " Ш

Рис. 10.6

Единичными нагрузками могут быть как сосредоточенные силы 
Р  = 1, так и сосредоточенные моменты М  = 1; они считаются без
размерными величинами.

10.3. Формула Мора для определения перемещений
Рассмотрим балку, находящуюся под действием произвольных 

нагрузок (рис. 10.7, а). Назовем состояние балки под действием 
заданных нагрузок грузовым или действительным состоянием. До
пустим, требуется определить прогиб балки в некоторой точке С.
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Приложим в этойточке по направлению искомого перемещения 
единичную силуР  ̂ = 1, то есть создадим единичное или вспомога
тельное состояние (рис. 10.7, б).

Рис. 10.7

Примем следующую последовательность нагружения: вначале 
действует единичная сила, а затем заданная нагрузка. Определим 
работу постоянной по величине единичной силы на перемещении 
по ее направлению от действия заданных нагрузок, то есть на ис
комом перемещении точки С. На основании теоремы Бетти она 
равна

•А,А \ Р  Р \ ^ \ Р  1 Ч/,.

Выражая работу А хрс помощью (10.8) через внутренние усилия 
в балке в единичном и грузовом состояниях, получаем формулу для 
определения искомого перемещения:

г - N pdx
л , ,  = е<- = . К - £ г

г М  pdx г -
+ \М ' - Р Г  + \ ^E J

я  Qpdx 
GF '

( 1 0 . 1 0 )

о (I "  о
Обобщая (10.10), запишем формулу для определения любого 

линейного или углового перемещения в плоской стержневой сис
теме:

/ Г. . .  .. / ,
ек>г_л~ ( 10.11)v ’ Г ^ N р " ' сМ, Мр  " ‘с Q.Qp 

А, „ = У  f - k -J -dx + У  | р dx + X J Ц^— dx.
E F E J G F

'  = I 0 /=1 О /=1 о

Формула (10.11) называется формулой Мора. В этой формуле 
Nk, Мк и Qk — внутренние усилия в стержнях, вызванные действием 
единичной силы Рк = 1 или единичного момента Мк = 1, прило
женных по направлению искомого перемещения. В первом случае 
перемещение Акр является линейным, а во втором — угловым.
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Внутренние усилия N р, Л/р и Qp соответствуют грузовому 
состоянию системы и возникают в ее стержнях под действием за
данных нагрузок.

Таким образом, для определения с помощью формулы Мора 
перемещений в балке или стержневой системе от действия задан
ных нагрузок надо по направлению искомого перемещения при
ложить единичную силу или единичный момент и определить вы
зываемые их действием внутренние усилия Nk, Мк и Qk. Затем 
(или вначале) производится расчет системы на действие заданных 
нагрузок и определяются внутренние усилия Np, Мр и Qp грузо
вого состояния. Выражения для внутренних усилий подставляют
ся в формулу ( 10.1 1) и производится интегрирование в пределах 
длины каждого стержня / и суммирование результатов интегри
рования по всем стержням системы.

Если в результате вычислений величина Акр оказалась положи
тельной, то направление перемещения совпадает с направлением 
действия единичной нагрузки, а если отрицательной, то оно про
тивоположно этому направлению.

Отметим, что в общем случае нагружения стержня или стерж
невой системы формула Мора содержит шесть членов (интегралов) 
по числу внутренних усилий в поперечных сечениях стержня.

Для систем, стержни которых работают на растяжение или сжа
тие (например, для ферм), отличен от нуля только один член фор
мулы Мора:

При расчете балок и стержневых систем, работающих в основ
ном на изгиб (например, рам), влияние поперечных и продольных 
сил на перемещения несущественно и в большинстве задач не учи
тывается. Поэтому в формуле Мора можно с достаточной степенью 
точности использовать только слагаемое, содержащее изгибающие 
моменты:

В случае пространственной работы стержня или стержневой 
системы, элементы которой работают в основном на изгиб и кру
чение. в формуле Мора обычно используются слагаемые, содержа
щие изгибающие и крутящие моменты.

( 10. 12)

И м , м (10.13)

231



Для определения взаимного перемещения точек оси стержне
вой системы или взаимного угла поворота поперечных сечений 
единичное состояние надо образовать с помощью парной еди
ничной нагрузки. Например, для определения взаимного угла 
поворота поперечных сечений балки в промежуточном шарнире 
(Дфд на рис. 10.8, а) надо в этом сечении приложить единичные 
моменты слева и справа от шарнира (рис. 10.8, б).

Дтя стержней с криволинейной осью интегрирование в форму
ле Мора должно производиться по длине дуги оси стержня.

Пример 10.1. Для криволинейного консольного стержня, ось 
которого является четвертью окружности (рис. 10.9, а), определим 
вертикальное перемещение точки приложения силы и угол пово
рота концевого сечения В.

Приложим в сечении В по направлению искомых перемещений 
единичные силу и момент. Эпюры изгибающих моментов грузово
го и единичных состояний приведены на рис. 10.9, б, в, г.

Записываем выражения для изгибающих моментов в стержне в 
функции угла 0:

Подставляем эти выражения в формулу (10.13) и производим 
интегрирование подлине оси стержня. При этом учитываем, что 
дифференциал дуги окружности равен ds = RdQ. В результате по
лучаем

Ч IР

Рис. 10.8

Мр = PR  sin 0; М х = 1 ■ R sin 0; М 2= 1.

PR 2

k PR ' 
\ E J '

E J
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Поскольку знаки вычисленных перемещений оказались поло
жительными, их направления совпадают с направлениями единич
ных нагрузок.

Рис. 10.9

10.4. Правило А.К. Верещагина

Для балок и стержневых систем, состоящих из прямых стерж
ней, внутренние усилия единичных состояний Nk, Мк и Qk являют
ся линейными функциями или на всем протяжении каждого стерж
ня, или на его отдельных участках. Внутренние усилия грузового 
состояния Np, Мр и Qp могут иметь произвольные законы измене
ния подлине стержней. Если балки и стержни имеют при этом 
постоянные или ступенчато-постоянные жесткости Е Е , E J  и GE, то 
вычисление интегралов в формуле Мора может быть произведено 
с помощью эпюр внутренних усилий.

Рассмотрим, например, эпюры изгибающих моментов Мр и Мк 
в прямом стержне постоянной жесткости (рис. 10.10). Грузовая 
эпюра Мр произвольна, а единичная эпюра Мк является линейной. 
Начало отсчета координат поместим в точке пересечения линии 
эпюры Мк с осью Ох. При этом изгибающий момент Мк изменя
ется по закону Мк =xtg а. Выносим постоянную величину tg a / E J  
в формуле (10.13) из-под знака интеграла и производим интегри
рование по длине стержня:

Величина М pdx = dL~l является элементом площади.грузовой 
эпюры Мр При этом сам интеграл можно рассматривать как ста-

а а
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тический момент площади эпюры М р относительно оси Оу, ко
торый равен

ь
|л'Д/pdx = JJ xd il - xcLlp,
a Up

где Q p — площадь эпюры М р и лг — абсцисса ее центра тяжести.

Рис. 10.10

Учитывая, что xr tg а  =ус , получаем окончательный результат:

г М .М Р 1 
V  = \— j r r dx = J J yc^ P ' < |014>

а
гдеус — ордината в линейной эпюре Мк под центром тяжести пло
щади нелинейной эпюры Мр(см. рис. 10.10).

Способ вычисления интегралов в формуле Мора с помощью 
формулы (10.14) называется правилом А.К. Верещагина или пра
вилом «перемножения» эпюр. Согласно формуле (10.14) результат 
«перемножения» двух эпюр равен произведению площади нели
нейной эпюры на ординату под ее центром тяжести в линейной 
эпюре. Если обе эпюры на рассматриваемом участке являются ли
нейными, то при «перемножении» можно подставить площадь 
любой из них. Результат «перемножения» однозначных эпюр яв
ляется положительным, а разнозначных — отрицательным.

При использовании правила А.К. Верещагина сложные эпюры 
надо разбить на простые фигуры, у которых известны площадь и 
положение центра тяжести. Чаще всего элементами разбиения яв
ляются треугольники и квадратные параболы (в случае действия 
равномерно распределенных нагрузок). Примеры разбиения эпюр 
приведены на рис. 10.11.
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а) Трапеции б)Квадратные параболы

ТШтгтгт-^
Ч - >

Ч<Ш 11 1 
/

Рис. 10.11

Однозначные или разнозначные трапеции можно разбить на 
два треугольника (рис. 10.1 1, а). Квадратная парабола с ордина
тами а и Ь в начале и конце участка разбивается на два однозначных 
или разнозначных треугольника и квадратную параболу с нулевы
ми начальным и конечным значениями (рис. 10.11, б).

Сведения о площадях и координатах центра тяжести простых 
эпюр (фигур) даны в табл. 10.1.

Результат «перемножения» двух трапеций (рис. 10.12) можно 
представить в виде следующей формулы:

(2 ас + 2 bd + ad + be).
b E J

(10.15)

Рис. 10.12

Правило А.К. Верещагина нельзя приме
нять в случае, когда обе эпюры являются не
линейными (например, для стержней с кри
волинейной осью). В этом случае при опре
делении перемещений с помощью метода 
Мора производится аналитическое или чис
ленное вычисление интегралов в формуле 
(10.11). Для численного интегрирования час
то используется формула Симпсона.

Пример 10.2. Для консольной балки постоянной жесткости E J 
(рис. 10.13, а) определим прогиб в сечении В и угол поворота сече
ния С.

Строим эпюру изгибающих моментов Мр от действия заданных 
нагрузок (рис. 10.13, б). Для определения искомых перемещений 
приложим в сечении В единичную силу, в сечении С — единичный
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момент и построим единичные эпюры Л/, и Л/, (рис. 10.13, в, г). 
Эпюры М р и Л/, на первом участке представляют собой трапеции, 
а на втором — треугольники.

Вычислим интегралы Мора с помощью правила А.К. Вереща
гина. При «перемножении» трапеций используем формулу (10.15). 
В результате вычислений получим

E J

ив - А|Р -Sо E J

1 2 2 а— Ра а -а + — (2 ■ 3Ра ■ За -
2 3 6

2 • Ра ■ а - Ра ■ За + ЗРа ■ а)

Фг = А 2 Р
ГМ 2Мр I 3Ра-Ра  . ,

= I — _ : ■ dx = — ----1----2а-1
E J E J

2 Ра1 
E J

5 Ра 
E J

а)

I
б)
3 Ра

в)
За

г)

I

13 Р

С
2 а

Mpj 

р= 1

М= 1

X

Я.=12кН

E J

2 E J

2 м

С

=13,5кН

ЗкН
Z)

I м
/?4 = 10,5к Н

Рис. 10.13 Рис. 10.14

Результаты «перемножения» эпюр оказались положительными. 
Это означает, что направления перемещений соответствуют на
правлениям действия единичных нагрузок, то есть прогиб балки в 
сечении В происходит вниз, а сечение С поворачивается по ходу 
часовой стрелки.

Пример 10.3. Для рамы на рис. 10.14 определим вертикальное 
перемещение сечения D, горизонтальное перемещение сечения В 
и угол поворота сечения на опоре А. Изгибная жесткость верти
кального стержня в два раза больше, чем жесткость горизонталь
ного стержня.
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Определяем опорные реакции в раме от действия заданных на
грузок и строим эпюру М р (рис. 10.15, о). Приложим по направле
нию искомых перемещений единичные нагрузки и построим еди
ничные эпюры изгибающих моментов. Эти эпюры приведены на 
рис. 10.15, б, в, г.

М= 1 

Рис. 10.15

Разобьем грузовую эпюру Мр в пределах стержня АВ на квадрат
ную параболу и треугольник, а в пределах стержня ВС  — на два 
разнозначных треугольника (на рис. 10.15, а эти разбиения пока
заны пунктиром). «Перемножая» эпюру Мрс единичными эпюра
ми, определяем величины искомых перемещений:

3П  2 1 (7  1 V
— -31 —  1 + — 12 11 1 ■ эс

2 3 2 13 3 )\

1 (2  1 1—  3-2 - 18-- 3 +
2 13 3 ,

2 EJ
--3-3---18 + —  ---3 
2 3 12 2



Вертикальное перемещение сечения D происходит в направ
лении, противоположном направлению действия единичной 
силы, то есть вверх. Направления других перемещений совпада
ют с направлениями действия соответствующих единичных на
грузок.

10.5. Понятие о расчете статически неопределимых 
балок с помощью метода сил

Как было отмечено, статически неопределимая балка или 
стержневая система имеют избыточные или «лишние» связи. При 
расчете таких конструкций с помощью метода сил надо отбросить 
«лишние» связи и образовать так называемую основную систему, 
которая должна быть статически определимой и кинематически 
неизменяемой. Основных систем может быть несколько; выбира
ется наиболее удобная для расчета.

В основной системе надо приложить по направлению реакций 
в отброшенных «лишних» связях неизвестные силы или моменты 
X r Х-,..... Хп. Поставив условие, что основная система должна де
формироваться, как заданная, надо приравнять к нулю линейные 
и угловые перемещения по направлению реакций в отброшенных 
свя зях от совместного действия нагрузки и всех неизвестных. Таким 
обра зом, можно составить дополнительные уравнения (уравнения 
перемещений), которые позволяют определить все неизвестные 
метода сил, то есть раскрыть статическую неопределимость задан
ной системы.

В качестве примера рассмотрим балку на рис. 10.16, а. По
скольку на эту балку наложено четыре связи, ее степень статичес
кой неопределимости равна единице (/7 = 4 — 3 = 1). Отбрасывая 
«лишнюю» связь, образуем основные системы и составим соответ
ствующие дополнительные уравнения.

Для образования первой основной системы (рис. 10.16, б) от
брошена шарнирная опора В. Дополнительное уравнение должно 
выражать отсутствие прогиба в сечении В от совместного действия 
заданной нагрузки и неизвестной силы Л-, = RB. На основании при-



нципа независимости действия сил представим это уравнение в 
следующем виде:

ив ~ vbp + °вх, —
где vBP— прогиб балки в сечении йот действия заданной нагрузки 
и vBX — прогиб балки в том же сечении от действия неизвестной 
силы Х у

а)

Л С А

Г  1

г

М л

R a

б)

в)

г)

М

1х,=ля

Х\ = МА
О : Г м

Р Х, = МС м

Рис. 10.16

Для образования второй основной системы (рис. 10.16, в) жест
кая заделка в сечении А заменена шарнирно неподвижной опорой. 
В качестве неизвестного принят реактивный момент в заделке. До
полнительное уравнение должно выражать отсутствие угла пово
рота в сечении А от совместного действия нагрузок и неизвестного 
момента ЛГ, = Мд.

У  а ~  ^ а р  + Wa x , ~
Для образования третьей основной системы (рис. 10.16, г) в се

чении С введен промежуточный шарнир. Дополнительное уравне
ние составим из условия равенства углов поворота в заданной бал
ке слева и справа от сечения С (равенство нулю взаимного угла 
поворота сечений):

(Фст> + Ф СХ, ̂ лев — (Фет + Фс’А'Л'Р’ ^фс = 0.
Неизвестный момент Х { = Мс, приложенный в основной систе

ме слева и справа от шарнира С, называется групповым (парным) 
неизвестным.
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Дополнительные уравнения удобно записать в специальной, так 
называемой канонической форме метода сил. Рассмотрим, напри
мер, балку, приведенную на рис. 10.17, а. Степень ее статической 
неопределимости равна п = 5 — 3 = 2. Для образования основной 
системы введем в сечении А вместо жесткой заделки шарнирно 
неподвижную опору и отбросим опору В. По направлению реакций 
в отброшенных связях приложим неизвестный момент Х х = Мл и 
неизвестную силу Х2 = RB (рис. 10.17, б).

а)

Х\ = МА q

В)

Рис 10.17

Для того чтобы поставить деформацию основной системы в со
ответствие с деформацией заданной балки, необходимо в основной 
системе приравнять к нулю угол поворота на опоре А и прогиб в
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сечении В , то есть составить дополнительные уравнения. Запишем 
их в следующем виде:

У  А ~  Д || + А 12 + Л 1 р ~
vg Aj| + Д22 + А2р ~  0.

В этих уравнениях Дп, Д]2, Д21 и Д22 — перемещения в основной 
системе по направлению реакций в отброшенных связях от действия 
неизвестных Х ] и Хг Их можно представить в следующем виде:

^ 11_  ^12 8 12̂ 2’ ^21 _  ^21^ 1> ^22 _  ^22^ 2’ 
где 8 ]р 8 |2, 82| и 8„  — перемещения в основной системе по на
правлению отброшенных связей от действия единичных нагрузок 
Х ] = 1 и Х , = I (рис. 10.17, в, г). На основании теоремы Максвелла 
величины 8|2 и 82, численно равны между собой: 8|2 = 8-,,.

Величины Д|Р и А2р представляют собой перемещения в основ
ной системе по направлению реакций в отброшенных связях от 
действия заданной нагрузки (рис. 10.17, д).

Таким образом, дополнительные уравнения примут следующий 
вид:

8 ,1̂  + 8р Х  + Д|;, = 0;
82̂ l+ 82; / 2 + A2,  = 0.j

Обобщая рассмотренную форму записи, можно составить п ка
нонических уравнений для п раз статически неопределимой балки 
или стержневой системы. Для определения коэффициентов bjk и 
свободных (грузовых) членов Ajp (/ = 1, 2, ..., п) системы канони
ческих уравнений обычно используется формула Мора.

После решения канонических уравнений можно произвести 
расчет основной системы на совместное действие найденных не
известных и заданной нагрузки, что позволит построить эпюры 
внутренних усилий. Для кинематической проверки правильности 
решения надо убедиться в том, что перемещения в основной сис
теме по направлению отброшенных связей действительно равны 
нулю, что соответствует деформации заданной системы.

Определение линейных и угловых перемещений в статически 
неопределимой системе, работающей преимущественно на изгиб, 
производится с помощью окончательной эпюры М и любой ос
новной системы. Для этого необходимо «перемножить» эпюру М 
с соответствующей единичной эпюрой Мк в основной системе.

В заключение отметим, что расчет статически неопределимых 
систем с помощью метода сил имеет ряд особенностей, которые 
подробно рассматриваются в курсе строительной механики.
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Пример 10.4. Для балки, показанной на рис. 10.18, а. построим 
эпюры Q и М и определим прогиб в сечении С.

а)

Рис. 10.18

Данная балка один раз статически неопределима. Для образо
вания основной системы отбросим шарнирную опору В и прило
жим в этом сечении неизвестную силу Л', = /?й(рис. 10.18. б). Запи
шем каноническое уравнение метода сил:

8 . Л ip 0.
Для определения коэффициента и грузового члена этого урав

нения строим грузовую и единичную эпюры изгибающих моментов 
(рис. 10.18, в, г) и производим их «перемножение» но правилу 
А .К. Верещагина:

г М, М.
5 „ =

E J E J
- 3 3  —.3 
2 3

_9_
E J '

*i p E J EJ
• 1 • 6 + -(2 • 30 • 3 + 2 • 6 • 1 + 30 • 1 + 6 • 3) -

6

12-2 (3+1)
12 2

67
E J

243



Решаем каноническое уравнение и определяем величину 
силы X,:

—  X t - —  = 0; X. 
E J E J  1

Rr = 7,44 кН.

Произведем расчет основной системы на совместное действие 
заданных нагрузок и найденной силы Л', (рис. 10.19, а). Эпюры по
перечных сил и изгибающих моментов в заданной балке приведе
ны на рис. 10.19, б, в.

а)

б)

16,56

7.67Рч

В)

г)

12 кН/м
ш ш д д ш

6 кНм

2 м

Mr

С

1 м
Л

I 7,44 кН

1

л

7,44

©
(кН)

1,44 ©
(кНм)

ДШТТТГГгг̂  1
Рис. 10.19

Произведем кинематическую проверку правильности реше
ния. Для этого «перемножим» эпюру М  с единичной эпюрой Л/,, 
т.е. определим прогиб основной системы в сечении В.

VB = J
о

М М  1
— 1— ах = —  

E J E J
>з

:(-2 ■ 3 ■ 7,67 + 2 • 1 • 1,44 - 7,67 • I + 1,44 ■ 3) +

+]2 Л .< 3 ± !)+1 
12 2 6 E J

(16,0-16,0) = 0 .

Прогиб в сечении В основной системы равен нулю, что соответ
ствует условию ее деформации. Следовательно, задача решена пра
вильно.
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Для определения прогиба заданной балки в сечении С исполь
зуем принятую ранее основную систему и произведем ее расчет на 
действие единичной силы, приложенной по направлению искомо
го прогиба. Соответствующая единичная эпюра изгибающих мо
ментов М 2 приведена на рис. 10.19, г. «Перемножив» эпюры М2 
и М, получим

1,26 
E J  '

Прогиб балки в сечении С происходит вниз.

1 2 12 2 1—  — (2 ■ 7,67 ■ 2 - 1,44-2) • 2
E J  6 12 2

ГЛАВА 11

РАСЧЕТ БАЛОК НА УПРУГОМ  ОСНОВАНИИ

11.1. Понятие о сплошном упругом основании. 
Модель Винклера

11.2. Дифференциальное уравнение изгиба балки 
на упругом основании

11.3. Расчет длинных балок на упругом основании

11.4. Расчет балок конечной длины



Г Л А В А  1 2 
СЛОЖ НО Е СО П РО ТИ ВЛЕН И Е СТЕРЖ Н ЕЙ

12.1. Общие понятия
В предыдущих главах были подробно рассмотрены основные 

виды деформирования стержней: растяжение и сжатие, кручение, 
плоский прямой изгиб. Настоящая глава посвящена решению задач 
о сложном сопротивлении стержней, представляющем собой ком
бинации основных видов деформирования. Примерами сложного 
сопротивления являются растяжение с изгибом, изгиб в двух плос
костях, изгиб с кручением и т.д.

При сложном сопротивлении в поперечном сечении стержня 
могут возникать несколько внутренних усилий, в наиболее общем 
случае все шесть: /V, Мх, М , М_, Q Q_. В дальнейшем во всех зада
чах сложного сопротивления оси Оу и Oz будем совмещать с глав
ными центральными осями инерции поперечных сечений стержня.

В качестве примера определим внутренние усилия в сечении, 
отстоящем на расстоянии х от заделки в стержне, показанном на 
рис. 12.1:

N = 0; Qy = Р, Q. = 0;

М х = Р - ; M Y= 0; А/, = -Р(1 - х).

Таким образом, балка испытывает деформации изгиба и кру
чения.

Рассмотренный пример показывает, что даже при относительно 
простых нагрузках (одна сосредоточенная сила) может иметь мес
то сложное сопротивление.

При решении задач сложного сопротивления необходимо ввес
ти правила знаков для внутренних усилий. Изгибающий момент 
считается положительным, если он вызывает растяжение в части 
сечения, относящейся к первой четверти системы координат в 
плоскости сечения (рис. 12.2, а). На площадке, нормаль к которой 
совпадает с положительным направлением оси Ох, поперечная сила 
считается положительной, если она направлена в сторону положи
тельного направления соответствующей оси (рис. 12.2, б).
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Рис. 12.1

Продольная сила считается положительной, если она вызывает 
растяжение, а крутящий момент — положительным, если он на
правлен против хода часовой стрелки (рис. 12.2, в).

Приведем основные формулы для напряжений при простых ви
дах деформирования стержня (направление осей в сечении соот
ветствует рис. 12.2).

Растяжение и сжатие:
N

° Л ~ F '
Кручение (для круглого сечения):

М к м хх = --—/* = — -г.
к  кр р

Поперечный изгиб в плоскости Оху:
М , Q S отс

г
Л  vv J  М у ) 

Поперечный изгиб в плоскости Oxz:

м у q .s ;:гс
о =— т. -  ̂ -

J y zx J  yh(z)
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а) б)
а > о

Пользуясь принципом независимости действия сил, получим в 
общем случае сложного сопротивления формулу для нормальных 
напряжений (здесь и в дальнейшем индекс х будем опускать):

МN---1" -
F  J

М
-Z + - - У- ( 12 . 1)

Рис. 12.3

Задача определения касательных на
пряжений в поперечном сечении стержня, 
находящегося в условиях сложного сопро
тивления, решается сложнее. На рис. 12.3 
показаны касательные напряжения, воз
никающие в произвольной точке попереч
ного сечения круглого стержня при изги
бе с кручением. Полное касательное на
пряжение т на площадке вблизи точки А 
может быть вычислено с помощью геомет
рического суммирования:

(Т t k c o s 0 )  + ( T , V + T h sin 0 )“
Рассмотрим частные случаи сложного сопротивления.

12.2. Косой изгиб
Косым изгибом называется такой изгиб, при котором плоскость 

действия суммарного изгибающего момента в сечении балки не 
совпадает с главными плоскостями инерции Оху или Oxz. Разли
чают два вида косого изгиба: плоский и пространственный. При 
плоском косом изгибе (рис. 12.4, а) нагрузки действуют в одной 
плоскости, не совпадающей с главными плоскостями инерции. Эта 
плоскость называется силовой шоскостью, а линия ее пересечения 
с плоскостью поперечного сечения балки — силовой линией. При 
пространственном косом изгибе (рис. 12.4, б) нагрузки действуют 
в различных плоскостях.
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Обозначим через а р угол между силовой линией и главной 
осью Оу. Будем считать этот угол положительным при повороте 
силовой линии от оси Оу против хода часовой стрелки. Как при 
плоском, так и при пространственном косом изгибе суммарный 
изгибающий момент Л/, действующий в сечении балки (рис. 12.5, в), 
можно разложить на два изгибающих момента М  и Л/., действу
ющих в главных плоскостях инерции:

Л/, = Л/sin а р\ М .=  М cosap. (12.2)
Поделив первое из этих равенств на второе, выразим угол а р 

через отношение изгибающих моментов:

tea (12.3)
 ̂ М , '

Z
Из этого равенства видно, что если изгибающие моменты М  

и Л/, имеют одинаковые знаки, то угол а р положителен. В этом 
случае силовая линия проходит через первую и третью четверти 
плоскости Oyz (рис. 12.5, б).

При плоском косом изгибе внутренние усилия Л/., Л/., Qy, Q, 
не являются независимыми, поскольку они определяются одними 
и теми же нагрузками, действующими в силовой плоскости. При 
этом угол а родин и тот же во всех сечениях. При пространственном 
изгибе внутренние усилия имеют различные законы изменения по 
длине балки, так как вычисляются от нагрузок, действующих в раз
ных плоскостях. При этом величина угла а р также изменяется по 
длине балки.

Если в (12.1) положить N = 0, то получим формулу для нормаль
ных напряжений при косом изгибе:

М М
o = - ± z  + - ^ y . ( 12.4)

.V с
Здесь J  и У. — главные моменты инерции сечения; у и z — 

координаты точек сечения.
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Рис. 12.5

Из ( 12.4) видно, что при косом изгибе напряжения а изменяют
ся по координатам ; ’ и z по линейному закону.

Положив в (12.4) о = 0, получим уравнение нулевой линии'.
М М
—  *0 +7 ^ 0  = °. (12.5)

где>’(| и с() — координаты точек нулевой линии (рис. 12.5, б). Выра
жение (12.5) является уравнением прямой, проходящей через на
чато координат.

Если обозначить через а 0 угол между нулевой линией и главной 
осью Oz, то из уравнения (12.5) найдем

З'о Л  Л/
tga(l = —  = —■

Jy
Учитывая (12.3), получим соотношение, связывающее между 

собой углы а () и а р:
J ,

tgan r-tga„. ( 12.6 )

Знак минус в этой формуле указывает на то, что нулевая линия 
по отношению к силовой линии проходит через две другие четвер
ти осей координат. Отсюда следует, что угол а (| откладывается от 
оси Oz в ту же сторону, что и угол а рот оси Оу (рис. 12.5, б).
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На основании гипотезы плоских сечений при деформациях 
балки ее поперечные сечения поворачиваются вокруг нулевых 
линий. При этом наибольшие деформации удлинения и укороче
ния, а следовательно, и напряжения возникают в точках сечения, 
наиболее удаленных от нулевой линии. Таким образом, для вы
числения наибольших напряжений в сечении необходимо под
ставить в формулу (12.4) координаты точек, наиболее удаленных 
от нулевой линии. Для сечений типа прямоугольника и двутавра, 
имеющих две оси симметрии, наибольшие по абсолютной вели
чине напряжения удобно вычислять по формуле

| М  J  I М  I
а , = — *- + -— (12.7) «б W Wу ;

где W , W. — моменты сопротивления сечения.
На рис. 12.5, б показан характер эпюры нормальных напряже

ний для прямоугольного сечения. 13 этом случае наибольшие рас
тягивающие а ”6 и сжимающие оснб напряжения возникают в про
тивоположных угловых точках сечения.

Условие прочности при косом изгибе для балок с отмеченным 
выше типом поперечного сечения имеет вид

М у I I М. 
w +~iv

а в случае произвольного сечения
М

<У R. (12.9)с т ..б  =

м м,
У Z

В этих формулах Л/,, А/, — изгибающие моменты в опасном се
чении балки; у, z — координаты точки, наиболее удаленной от ну
левой линии. При использовании условия (12.9) величины Л/,, Л/., 
у, z необходимо брать с учетом их знаков.

Важно заметить, что при пространственном изгибе положение 
опасного сечения не всегда является очевидным, так как изгиба
ющие моменты М  и М_ возникают от действия различных нагрузок 
и не зависят друг от друга. В этих случаях необходимо проверять 
прочность в нескольких сечениях балки, например в сечениях, где
М  и М  имеют наибольшие значения.

У zДля определения прогибов балки при косом изгибе необходимо 
действующие на балку нагрузки разложить на составляющие, па
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раллельные главным осям Оу, Oz, и определить 
по отдельности прогибы и и w по направлени
ям этих осей (рис. 12.6). Полный прогиб/ в 
произвольном сечении балки и его направле
ние определяются по формулам

/  = Vu2 + н>2; tg a ,= —, ( 12.10)
J v

Рис. 12.6 где а/— Угол между направлением суммарного
прогиба и осью Оу.

Аналогично могут быть найдены углы поворота сечений балки.
Рассмотрим примеры расчета балок при плоском и простран

ственном косом изгибе.
Пример 12.1. Деревянная консольная балка прямоугольного 

сечения (рис. 12.7) нагружена на свободном конце силой Р, направ
ленной под углом а р = 30° коси Оу. Нормативное значение нагруз
ки Р И = 3 кН, коэффициент надежности по нагрузке yf  = 1,2. Рас
четное сопротивление дерева (сосна) R = 13 МПа, модуль упругос
ти Е  = 104 МПа, коэффициент условий работы у = I. Размеры 
балки приведены на рис. 12.7, а, б.

в)
i Н.л.

«0
г

/ р/><Г/
У ' с.л.

Рис. 12.7

Построим эпюру нормальных напряжений для сечения в задел
ке, проверим прочность балки и определим прогиб на свободном 
конце.

Согласно СНиП при расчете на прочность необходимо брагь 
расчетные нагрузки, а при определении перемещений — их нор
мативные значения.

Определим величину расчетной нагрузки и изгибающие момен
ты в заделке:
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Рр = Рн1/ = 3 • 1,2 = 3,6 кН;
М  = -Ppl sin а р = -3,6 • 2,2 • sin30° = -3,96 кНм;
М  = -Р  I cos а „  = -3,6 • 2,2 cos 30° = -6,86 кНм.г р Р
Главные моменты инерции и моменты сопротивления сечения 

равны
, 12 • 243 4 , 24 -123 . . . .  4J  = ----- = 3 824 см ; J  = ------ = 3456 см ;
г 12 > 12

13 824 з ... 3456 зW  = -----= 52 см ; W , - ■■■■ - = 576 см .
г 12 > 6

По формуле (12.6) находим положение нулевой линии:

tgcco = - T ^ - tg 3 °0 = -2,309; а о = -66,6°. и 3456
По формуле (12.8) проверяем прочность балки:

3,96 102 6,86 102 _ кН ,1N/Inо г = —------+ --------= 1,28— г = 12,8 МПа < 13 МПа.
нб 576 1152 см2

Условие прочности выполняется. Эпюра нормальных напряже
ний для сечения балки в заделке приведена на рис. 12.7, б.

Для определения прогиба свободного конца балки разложим 
заданную нормативную нагрузку Рн на составляющие Ру = Рнcos а р 
и Р, = Р „sina,,. Используя формулу для прогиба консольной бал
ки, нагруженной сосредоточенной силой на конце (см. табл. 9.2), 
найдем составляющие и и w полного прогиба /(рис. 12.7, в):

P . f  Р р  cosap P J ' Я /3 sin а  в 
и = ——  = —------ —; w - —-—  = —1-------—.

3E J 3£7, 3E JV 3 E JvZ Z У У

Подставив числовые значения величин, входящих в эти форму
лы, найдем v = 0,667 см, w = 1,540см. По формулам (12.10) оп
ределим полный прогиб /=  1,678 см и его направление:

w 1,540 
v ~ 0,667

Из сравнения этого равенства с (12.6) следует, что | оу | = | а 0 1, 
то есть при плоском косом изгибе полный прогиб /  направлен 
перпендикулярно к нулевой линии и изогнутая ось балки не рас
положена в силовой плоскости.

Пример 12.2. Стальная двутавровая балка сечением 127а 
(рис. 12.8) нагружена в главных плоскостях инерции Оху и Ох^со
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средоточенным моментом М =  60 кНм и силой Р  = 10 кН (заданы 
расчетные значения нагрузок). Расчетное сопротивление стали 
R = 210 МПа, коэффициент условий работы у = 1.

Построим эпюру нормальных напряжений для опасного сече
ния и проверим прочность балки.

Рис. 12.8
Моменты инерции и моменты сопротивления сечения 127 а 

равны: У. = 5500 см4; У . = 337 см4; W. =407 см3; ^  = 50 см3.
На рис. 12.8, б построены эпюры изгибающих моментов М . и 

Л/, Наибольшие величины моменты Л/, и М  имеют соответственно 
в сечениях С и D балки. Поэтому необходимо проверить прочность 
балки по формуле ( 12.8 ) в обоих сечениях.

В сечении С М' = 45 кНм, М = 2,5 кНм,

° , 1б =
45 102 2,5 102 = 16 кН

407 50 см ~
В сечении D Л/. = 15кНм, Л/, = 7,5 кНм,

160 МПа <210 МПа.

° „ б  =
15 102 7,5 102 ,,, ,  кН

■ = 18,7- = 187 МПа < 210 МПа.
407 50 см"

Условие прочности в обоих сечениях выполняется. Более опас
ным является сечение D. Для построения эпюры напряжений в 
этом сечении определим по формулам (12.3) и (12.6) положения 
силовой и нулевой линий:

t g a „  = J A
15

0,5, a„=26,6°; tga,. 5500 
' 337

•0,5 =-8,15, a n= -83°.
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Так как а р > 0, то согласно введенному правилу знаков для 
угла а р силовая линия проходит через первую и третью четверти 
осей координат, а нулевая линия — через вторую и четвертую чет
верти. Эпюра нормальных напряжений для сечения D балки по
казана на рис. 12.8, в.

12.3. Внецентренное растяжение и сжатие
Многие элементы строительных конструкций (колонны, стой

ки, опоры) находятся под воздействием сжимающих сил, прило
женных не в центре тяжести сечения. На рис. 12.9 показана колон
на, на которую опирается балка перекрытия. Как видно, сила дей
ствует по отношению к оси колонны с эксцентриситетом е, и таким 
образом, в произвольном сечении а—а колонны наряду с продоль
ной силой N = —Р  возникает изгибающий момент, величина кото
рого равна Ре. Внецентренное растяжение (сжатие) стержня пред
ставляет такой вид деформирования, при котором равнодейству
ющие внешних сил действуют вдоль прямой, параллельной оси 
стержня. В дальнейшем будем рассматривать главным образом за
дачи внецентренного сжатия. При внецентренном растяжении во 
всех приводимых расчетных формулах следует изменить знак перед 
силой Р  на противоположный.

Пусть стержень произвольного поперечного сечения (рис. 12.10) 
нагружен на торце внецентренно приложенной сжимающей си
лой Р, направленной параллельно оси Ох. Примем положительные
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направления главных осей инерции сечения Оу и Oz таким образом, 
чтобы точка приложения силы Р  находилась в первой четверти 
осей координат. Обозначим координаты точки приложения си
лы Р  через у р и zP-

Внутренние усилия в произвольном сечении стержня равны
N = -P ; My =-Pzp\ Мг =-Рур. (12.11)

Знаки минус у изгибающих моментов обусловлены тем, что в 
первой четверти осей координат эти моменты вызывают сжатие. 
Величины внутренних усилий в данном примере не изменяются по 
длине стержня, и таким образом, распределение напряжений в се
чениях, достаточно удаленных от места приложения нагрузки, бу
дет одинаковым.

Подставляя (12.11) в ( 12.1), получим формулу для нормальных 
напряжений при внецентренном сжатии:

Р  Pzp Рур
а = -------- - z ---- - V.

F  J y Л  •
Эту формулу можно преобразовать к виду

Ра = —  
F

, , zPz , у Ру

'I л
( 12. 12)

где / , i — главные радиусы инерции сечения. При этом

> К  1 J/ = — ; i = ——. (12.13)
1 F  z F

Положив в (12.12) о = 0, получим уравнение нулевой .пиши'.

, + + УрУ̂  _  о ( | 2 1 4 )

'у '■
Здесь у0 и г() — координаты точек нулевой линии (рис. 12.11). 

Уравнение (12.14) является уравнением прямой, не проходящей 
через центр тяжести сечения. Чтобы провести нулевую линию, най
дем точки ее пересечения с осями координат. Полагая в (12.14) 
последовательно у{) = 0 и г0 = 0 , соответственно найдем

г  '2
Z0 =a z = -— , y0 = av = - — ’ (12.15)

 ̂ zP } УР
где а, и ау — отрезки, отсекаемые нулевой линией на осях коор
динат (рис. 12.11).
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Рис. 12.11 Рис. 12.12

Установим особенности положения нулевой линии при вне- 
центренном сжатии.

1. И з формул (12.15) следует, что ау и а. имеют знаки, противо
положные знакам соответственно ур и zp. Таким образом, нулевая 
линия проходит через ге четверти осей координат, которые не со
держат точку приложения силы (рис. 12.12).

2. С приближением точки приложения силы Р по прямой к цен
тру тяжести сечения координаты этой точки ур и zP уменьшают
ся. Из (12.15) следует, что при этом абсолютные значения длин 
отрезков а, и а. увеличиваются, то есть нулевая линия удаляется 
от центра тяжести, оставаясь параллельной самой себе (рис. 12.13). 
В пределе при zP — уР = 0 (сила приложена в центре тяжести) ну
левая линия удаляется в бесконечность. В этом случае в сечении 
напряжения будут постоянными и равными о --P/F.

3. Если точка приложения силы Р  находится на одной из главных 
осей, нулевая линия параллельна другой оси. Действительно, поло
жив в (12.15), например, ур = 0, получим, что ау= °°, то есть нуле
вая линия не пересекает ось Оу (рис. 12.14).

4. Если точка приложения силы перемешается по прямой, не 
проходящей через центр тяжести, то нулевая линия поворачивается 
вокруг некоторой точки. Докажем это свойство. Точкам приложения 
сил Р, и Р2, расположенным на осях координат, соответствуют ну
левые линии 1-1 и 2—2, параллельные осям (рис. 12.15), которые 
пересекаются в точке D. Так как эта точка принадлежит двум нуле
вым линиям, то напряжения в этой точке от одновременно прило
женных сил Р } и Р2 будут равны нулю. Поскольку любую силу Ру 
точка приложения которой расположена на прямой Р х А,, можно
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Г ̂  °

У

Рис. 12.13 Рис. 12.14

разложить на две параллельные составляющие, приложенные в 
точках Р, и Р2, то отсюда следует, что напряжения в точке D 
от действия силы Р} также равны нулю. Таким образом, нулевая 
линия 3-3, соответствующая силе Л , проходит через точку D.

Другими словами, множеству точек Р, 
расположенных па прямой Р }Р2, соответ
ствует пучок прямых, проходящих, через 
точку D. Справедливо и обратное утверж
дение: при вращении нулевой линии вок
руг некоторой точки точка приложения 
силы перемещается по прямой, не прохо
дящей через центр тяжести.

Если нулевая линия пересекает сече
ние, то она делит его на зоны сжатия и 
растяжения. Так же как и при косом из
гибе, из гипотезы плоских сечений сле

дует, что напряжения достигают наибольших значений в точках, 
наиболее удаленных ог нулевой линии. Характер эпюры напря
жений в этом случае показан на рис. 12.16, а.

Если нулевая линия расположена вне сечения, то во всех точках 
сечения напряжения будут одного знака (рис. 12.16, 6).

Пример 12.3. Построим эпюру нормальных напряжений в про
извольном сечении внепентренно сжатой колонны прямоугольно
го сечения с размерами Ь х /; (рис. 12.17). Квадраты радиусов инер
ции сечения согласно ( 12.22) равны

/2 _  Ыг_ _  /Г 2 _ (Г_
~ \2bli ~ 12 ' 'у _  12
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Рис. 12.16
Отрезки, отсекаемые нулевой линией на осях координат, опре

деляются по формулам (12.15):
4 Ь1 b _ _ Ь  

° z ~~\2b~  У  а>~ 3'
Подставляя последовательно в (12.12) координаты наиболее 

удаленных от нулевой линии точек С и /? (рис. 12.18) yc - - h / 2; 
zc = -b/2, yB = h/2, zB = b/ 2, найдем

b b h h
4 2 4 2G, = ---

12 12

3 3'

2/\ 
F  ’

4P
о,, — —  I I -)---1—  I —---- .

2 2 J F
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Эпюра а  показана на рис. 12.18. Наибольшие сжимающие на
пряжения по абсолютной величине в четыре раза превосходят зна
чения напряжений, которые были бы в случае центрального при
ложения силы. Кроме того, в сечении появились значительные 
растягивающие напряжения. Заметим, что из ( 12.12) следует, что в 
центре тяжести (y = z = 0) напряжения равны о = -Р/ F.

Пример 12.4. Полоса с вырезом нагружена растягивающей си
лой Я (рис. 12.19, а). Сравним напряжения в сечении АВ, достаточ
но удаленном от торца и места выреза, с напряжениями в сечении 
CD в месте выреза.

В сечении АВ  (рис. 12.19, б) сила Р  вызывает центральное рас
тяжение и напряжения равны о = Р/F  = Р/bh.

б)
сечение АВ

сечение CD

Р ТА УМт/л . 23

8Р  
bh

12

]4Р  
bh

н.л.

В сечении CD (рис. 12.19, в) линия действия силы Р  не проходит 
через центр тяжести сечения, и поэтому возникает внецентренное 
растяжение. Изменив знак в формуле (12.12) на противоположный 
и приняв^  = 0 , получим для этого сечения

Ра  = — 
F

1 + zPz

Принимая

F  =
bh

48'
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найдем
2Р . 12га = —  1---- (12.16)
ЬИ\ Ь

Нулевая линия в сечении CD параллельна оси Оу и пересекает 
ось Oz на расстоянии а = —i2J z P = Ь/ 12. В наиболее удаленных от

Z У ‘
нулевой линии точках сечения C(z = —Ь/4) и D(z — b/А) напряже
ния согласно (12.16) равны

Эпюры нормальных напряжений для сечений АВ и CD показаны 
на рис. 12.19, б, в.

Таким образом, несмотря на то что сечение CD имеет площадь 
в два раза меньшую, чем сечение АВ, за счет внецентренного при
ложения силы растягивающие напряжения в ослабленном сечении 
возрастают не в два, а в восемь раз. Кроме того, в этом сечении 
появляются значительные по величине сжимающие напряжения.

Следует заметить, что в приведенном расчете не учитываются 
дополнительные местные напряжения, возникающие вблизи точ
ки С из-за наличия выточки. Эти напряжения зависят от радиуса 
выточки (с уменьшением радиуса они увеличиваются) и могут зна
чительно превысить по величине найденное значение ос = ttP/bh. 
При этом характер эпюры напряжений вблизи точки С будет су
щественно отличаться от линейного. Определение местных напря
жений (концентрация напряжений) рассматривается в главе 18.

Многие строительные материалы (бетон, кирпичная кладка 
и др.) плохо сопротивляются растяжению. Их прочность на растя
жение во много раз меньше, чем на сжатие. Поэтому в элементах 
конструкций из таких материалов нежелательно появление растя
гивающих напряжений. Чтобы это условие выполнялось, необходи
мо, чтобы нулевая линия находилась вне сечения. В противном слу
чае нулевая линия пересечет сечение и в нем появятся растягиваю
щие напряжения. Если нулевая линия является касательной к 
контуру сечения, то соответствующее положение точки приложения 
силы является предельным. В соответствии со свойством 2 нулевой 
линии, если точка приложения силы будет приближаться к центру 
тяжести сечения, нулевая линия будет удаляться от него. Геометри
ческое место предельных точек, соответствующих различным каса
тельным к контуру сечения, является границей ядра сечения. Ядром 
сечения называется выпуклая область вокруг центра тяжести, об-

АР
bh
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ладающая следующим свойством: если точка приложения силы 
находится внутри или на границе этой области, то во всех точках 
сечения напряжения имеют один знак. Ядро сечения является вы
пуклой фигурой, поскольку нулевые линии должны касаться оги
бающей контура сечения и не пересекать его.

Через точку А (рис. 12.20) можно провести бесчисленное мно
жество касательных (нулевых линий); при этом только касатель
ная АС является касательной к огибающей, и ей должна соответ
ствовать определенная точка контура ядра сечения. В то же время, 
например, нельзя провести касательную к участку АВ  контура се
чения, поскольку она пересекает сечение.

Построим ядро сечения для прямоугольника (рис. 12.21). Для 
касательной 1 — 1 а, = h/ 2; ау = оо. Из (12.15) находим для точки 1, 
соответствующей этой касательной, zp= -i\/ а,= -Ь /6; ур = 0. Для 
касательной 2— 2 а = /;/2; а . = оо, и координаты точки 2 будут 
равны у р = —И/6; zP = 0. Согласно свойству 4 нулевой линии 
точки приложения силы, соответствующие различным касатель
ным к правой нижней угловой точке сечения, расположены на 
прямой I —2. Положение точек 3 и 4 определяется из условий сим
метрии. Таким образом, ядро сечения для прямоугольника пред
ставляет собой ромб с диагоналями Ь/3 и И/3.

6 1

2
1 ' М ■«So

/У t
4

2
ь

У
1

Рис. 12.20 Рис. 12.21

Чтобы построить ядро сечения для круга, достаточно провести 
одну касательную (рис. 12.22). При этом а. = /?; а , = °°.

Учитывая, что для круга г  = J  / F  = R-/4, из (12.15) получим
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Таким образом, ядро сечения для круга представляет собой круг 
с радиусом R/4.

На рис. 12.23, а , б показаны ядра сечения для двутавра и швел
лера. Наличие четырех угловых точек ядра сечения в каждом из 
этих примеров обусловлено тем, что огибающая контура и у дву
тавра и у швеллера является прямоугольником.

Рис 12.22 Рис. 12.23

12.4. Растяжение и сжатие с изгибом
На практике часто встречаются случаи, когда на стержень дей

ствуют одновременно поперечные и продольные нагрузки, причем 
последние могут быть приложены вне- 
центренно. На рис. 12.24 пока зан именно 
такой случай.

Определим внутренние усилия в сече
нии в заделке:

N = Р: Л/ = q-—  Р —\ М . = Р- .
> 2 2 - 2

Нормальные напряжения в таких за
дачах вычисляются по формуле ( 12.1):

N М М .
F + J  " + J .

У, (12.17)
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а уравнение нулевой линии получается изусловия о = 0 и имеет вид

МN м  Л/.

7 + Х * ” +Х Уо
о. (12.18)

Отрезки, которые отсекает нулевая линия на осях координат, 
могут быть найдены из (12.18), если положить последовательно 
у(| = 0 и z{) = 0. Тогда получим

УУ
м

J. N J_
л/7 7

Дальнейшее решение задачи строится по аналогии с внецент- 
ренным сжатием. Определяя координаты наиболее удаленных от 
нулевой линии точек сечения, по формуле (12.17) находим наи
большие напряжения. Эпюра о может быть однозначной или раз
нозначной.

Пример 12.5. Построим эпюру нормальных напряжений в 
опасном сечении балки 1 30 (/" = 46,5 см2, W_ = 472 см3), пока
занной на рис. 12.25. Приложенные поперечные нагрузки Р ] и Р, 
вызывают изгибающий момент Л/,, а внецентренно приложен
ная сила Р } — продольную силу /V = Р } и момент М . = Р хе. 
На рис. 12.25, а показаны эпюры /V и М_. Опасным является се
чение в заделке. Напряжения в этом сечении вычисляются по 
формуле (12.17) при М  = 0 :

N М нб

о = стЛ, + стд/ = —  +
F -У-

а)

1,5 м

200
58

|Л = 20 кН

1,5 м

10Гптг-г̂
8

Л  = 12кН б )
o v. МПа од/, МПа о. МПа

1667 г Т) г w '
- L * Л
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Наибольшие напряжения в сечении возникают в крайних во
локнах. При этом в верхних волокнах напряжения суммируются:

ст =
/V М 
F + W.

нб 200 102 58 102
46,5 472

16,6 кН 166 МПа,
см

нб
а в нижних — вычитаются:

N М  
F  W

о —---- = -80 МПа.

На рис. 12.25, б показаны эпюры напряжений от продольной 
силы и изгибающего момента по отдельности, также суммарная 
эпюра.

Заметим, что во всех предыдущих решениях мы пользовались 
принципом независимости действия сил, определяя внутренние 
усилия для недеформированного состояния стержня.
Строго говоря, эго возможно лишь при малых де
формациях. В тех случаях, когда деформации вели
ки, принцип независимости действия сил неприме
ним. Так, например, на рис. 12.26 показан гибкий 
стержень, прогибы которого от поперечной нагруз
ки достаточно велики и сила Р  создает в заделке 
дополнительный момент, равный P v  Таким обра
зом, момент, создаваемый силой Р, зависит от вели
чины поперечной нагрузки q, влияющей на величи
ну прогиба. Подобные задачи будут рассмотрены в 
главе 13.

I РI
J f
^  у нб /
/
/

Рис. 12.26

12.5. Теории прочности
Одной из основных задач сопротивления материалов и теории 

упругости является оценка прочности конструкций и их элемен
тов. Для решения этой задачи необходи
мо знать напряженное состояние в каж
дой точке тела, которое, как известно 
(см. гл. 4), может быть сведено к трем глав
ным напряжениям а,, а 2, а 3 (рис. 12.27).
При этом обычно принимается о, >о2>а3.

Простейшие экспериментальные ис
следования материалов, проводимые в 
лабораториях, дают возможность опреде
лить опасные (предельные) напряжения Рис. 12.27
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при одноосном растяжении ст£ или сжатии а с0. Напомним, что для 
пластичных материалов опасным напряжением считается предел 
текучести стт, а для хрупких — предел прочности а

Если вблизи некоторой точки тела отличным от нуля является 
только одно главное напряжение, то опасное состояние в данной 
точке наступит при выполнении равенства

о ,= а ;;, (12.19)
или

|o3| = a L;. ( 12.20)
Первая из этих формул соответствует случаю одноосного рас

тяжения, вторая — одноосного сжатия.
Значительно более сложной является оценка прочности, когда 

два или три главных напряжения отличны от нуля. Поскольку со
отношений между главными напряжениями может быть бесчис
ленное множество, не представляется возможным проведение со
ответствующих экспериментов, а многие опыты просто техничес
ки невозможно осуществить.

Суть любой теории прочности заключается в построении равен
ства

F (o |,o 2,o ,) = ao, (12.21)
соответствующего наступлению опасного состояния. В ( 12.21) функ
ция F (a r  о : , а,) представляет собой некоторую комбинацию глав
ных напряжений, а опасное напряжение с о определяется из опытов 
на одноосное растяжение или сжатие. В различных теориях про
чности вид функции F устанавливается на основе тех или иных 
физических гипотез о причинах разрушения.

Формулы (12.19)—(12.21) дают условие разрушения для хрупких 
материалов или условие появления пластических деформаций для 
пластичных материалов. При расчетах на прочность (см. § 3.7) для 
обеспечения запаса прочности сравнение действующих в теле на
пряжений проводится не с опасными напряжениями ао, а с неко
торыми напряжениями, меньшими с о. В соответствии с методом 
расчета по допускаемым напряжениям это [о], а по предельным 
состояниям — у R. Таким образом, при расчетах на прочность вмес
то формулы ( 12.21) пользуются условиями прочности:

F (g v o2, a 3)< [a ], (12.22)
или

F(or o2,oJ<ycR. (12.23)
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Для проверки разрабатываемых теорий прочности проводят 
ограниченное количество опытов, в которых имеется возможность 
изменять соотношения между главными напряжениями.

Одним из распространенных опытов, при котором осуществля
ется сложное напряженное состояние, является испытание тонких 
цилиндрических трубок при одновременном действии внутренне
го давления, растяжения и кручения (рис. 12.28, а). Изменяя зна
чения давления р, силы Р  и крутящего момента Л/к = Л/_, можно 
добиться изменения напряжений а., а () и т,0 (рис. 12.28,5). Здесь 
используется цилиндрическая система координат г, 0, г. По
скольку, как показывают расчеты и непосредственные измерения, 
напряжения ог « о 0, о., можно считать, что в данном опыте 
материал находится в условиях двухосного напряженного состоя
ния. Таким образом, увеличивая внешние нагрузки, можно добить
ся разрушения при различных соотношениях между величинами 
главных напряжений.

Проверку теорий прочности для многих строительных материа
лов (камень, кирпич, бетон) осуществляют при двухосном или 
трехосном сжатии образцов кубической формы.

В настоящее время имеется большое число различных теорий 
прочности, каждая из которых применима к определенным мате
риалам (или группам материалов) при определенных условиях их 
работы.

Рис. 12.28
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Ниже рассматриваются некоторые классические теории про
чности.

Первая теория прочности (теория наибольших нормальных напря
жении). В основу данной теории положена гипотеза о том, что раз
рушение (или переход в пластическое состояние) происходит при 
достижении наибольшим из главных напряжений опасного значе
ния он. Если материал имеет различные предельные напряжения 
на растяжение и сжатие, то опасное состояние наступит, когда

а, =а£; |a3| = c (L;. (12.24)
Условия прочности по этой теории имеют вид

° | - У Л ; Iа з I - Ч А ' (12.25)
где Rp и Rc — расчетные сопротивления материала при растяжении 
и сжатии; у — коэффициент условий работы.

Очевидным недостатком первой теории прочности является то, 
что в ней учитывается влияние на прочность только одного из трех 
главных напряжений. Эта теория подтверждается эксперименталь
но только для хрупких материалов и при условии, что одно из глав
ных напряжений значительно превосходит по абсолютной вели
чине два других главных напряжения.

Вторая теория прочности (теория наибольших линейных деформа
ций). Эта теория основана на предположении, что опасное состоя
ние наступает, когда наибольшая деформация растяжения или 
сжатия достигает предельного значения е£ или е^, определенно
го из опытов на одноосное растяжение (сжатие). Этой гипотезе 
соответствуют условия

е,=еР; | е31 = е®. (12.26)
Предположив, что вплоть до наступления опасного состояния 

(ст = или |а| = а^) справедлив закон Гука, величины предельных 
деформаций при одноосном растяжении и сжатии можно опреде
лить по формулам /Е  и = а°о/Е. Приравняв эти вели
чины главным деформациям и |е3| из закона Гука (6.2) при 
трехосном напряженном состоянии, можно записать условия 
(12.26) в развернутом виде. В соответствии с этим условия прочно
сти по второй теории будут иметь вид

a, - v (a 2 + ст3) < у Rp, |о3 - v (а, + а 2) | < у Д .
В отличие от первой теории здесь учитывается влияние на про

чность всех главных напряжений. Эта теория прочности подтверж
дается экспериментально при трехосном напряженном состоянии
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только для хрупких материалов, когда все три главных напряжения 
являются сжимающими.

Третья теория прочности (теория наибольших касательных напря
жении). Согласно этой теории предполагается, что причиной раз
рушения или перехода в пластическое состояние являются наи
большие касательные напряжения. Исходя из этой гипотезы полу
чим условие наступления опасного состояния

Х„6 = V
Эта формула называется критерием пластичности Треска- 

Сен- Венана и используется в теории пластичности.
Опасное напряжение т , определенное из опытов на одноосное 

растяжение (сжатие), равно сто/2 (см. § 3.2). С другой стороны, 
известно, что наибольшие касательные напряжения при сложном 
напряженном состоянии действуют на площадках, наклоненных 
под углами 45° к главным площадкам, и равны

Таким образом, приводя условие наступления опасного состо
яния к виду ( 12.21), получим

а,-ст, = оо. (12.28)
Условие прочности по теории наибольших касательных напря

жений имеет вид
a , - a } <ycR- (12.29)

Данная теория хорошо подтверждается в опытах с пластичными 
материалами, одинаково сопротивляющимися растяжению и сжа
тию, особенно при двухосном напряженном состоянии для случа
ев, когда о, > о : > 0, о, = 0 и о,>0, о2 = 0, а, <0. Недостатком 
теории является то, что в ней не учитывается влияние на прочность 
главного напряжения а,. Эта теория подтверждается, в частности, 
при трехосном напряженном состоянии, когда а, = а : = ст3, так 
как в этом случае касательные напряжения равны нулю.

Четвертая теория прочности (энергетическая). Как было отме
чено, разрушение хрупких материалов и переход в пластическое 
состояние пластичных материалов завершают стадию упругой 
работы.

В основу энергетической теории прочности положена гипоте
за о том, что разрушение (или переход в пластическое.состояние) 
наступает, когда удельная потенциальная энергия формоизмене
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ния U '̂ при работе материала в упругой стадии (см. § 6.5) дости
гает предельного значения (/'*’, соответствующего одноосному 
напряженному состоянию:

U'b= U ^  (12.30)
где согласно (6.31)

^ Ф = ^ [(0 | - а 2)2 +(0 2 - а з )2+(° 3 - СТ|)2,; 11 о = У ^ 0 о-
С помощью этих равенств условие наступления опасного состо

яния (12.30) преобразуется к виду

“  °2  >2 + ( °2  _  )2 + _  °1  ^ = °о- (12.31)

Это условие носит название критерия пластичности Губера — 
Мизеса и, так же как и критерий Треска — Сен-Венана, использу
ется в теории пластичности.

Условие прочности по энергетической теории имеет следу
ющий вид:

-1=^(0 , - а , ) '  + (а2 - а , ) 2 + (а 3 - а , ) 2 < уcR. (12.32)

В этой теории учитывается влияние на прочность всех трех глав
ных напряжений, и она хорошо подтверждается экспериментально 
для пластичных материалов, одинаково сопротивляющихся растя
жению и сжатию. Так же как и теория наибольших касательных 
напряжений, эта теория подтверждается при трехосном напряжен
ном состоянии, когда a, = о2 = о3, так как в этом случае измене
ния формы не происходит.

Теория прочности Мора. Эта теория применяется для мате
риалов, неодинаково сопротивляющихся растяжению и сжатию. 
Условием возникновения опасного состояния является равенство

ст,-Лс3 = оР, (12.33)
где к = a^/СТц — коэффициент, учитывающий различное сопро
тивление материала растяжению и сжатию.

Условие прочности но теории Мора имеет вид
a ,- A a 3<ycRp. (12.34)

При a£ = теория Мора совпадает с теорией наибольших 
касательных напряжений.

Теория прочности Мора хорошо подтверждается эксперимен
тально как для пластичных, так и для хрупких материалов, особен
но если а, > 0, а о 3 < 0.
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Пример 12.6. Проверим прочность стальной балки (1 30), изоб
раженной на рис. 12.29, а, при у = 1, /?= 280 МПа. Нагрузки 
будем считать расчетными.

Из анализа эпюр внутренних усилий можно сделать вывод, что 
опасным сечением является сечение над левой опорой. В этом се
чении Л/.= -100кНм, Qv =-200kH.

Наиболее опасными в рассматриваемом сечении являются точ
ки в стенке на уровне ее сопряжения с полкой (уровень В —В на 
рис. 12.29, б). Для двутавра 1 30 из сортамента находим: /; = 30см; 
b = 13,5 см; d = 0,65 см; t = 1,02 см; J ,  = 7080 см4.

Нормальное и касательное напряжения на уровне В —В 
(у = - 13,98 см) равны

М .
Т

а)

QA- 
j,d

J Я =200 к Н

1 0 0 1 0 -  

7080

200 199,5 
7080 0,65

13,98 = 19,75 кН 197,5 МПа;
см"

кН= -8,67— - = -86,7 МПа.
см'

б)

©
кНм

0,5 м 2 м
100

^ШПТТТТТПттттт^
200

ПДП11111Й1111111111111
кН 50

Г ^ в
d_

0
Z

Рис. 12.29

В последнем равенстве 5 " — статический момент площади се
чения полки двутавра, который равен

=13,5 -1,°2( у - ^ ) =  199,5 см3.

В рассматриваемом случае одно из главных напряжений равно 
нулю, а два других вычисляются по формуле (4.27):

(12.35)
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Подставив сюда а х = 197,5 МПа, т =-86,7 МПа, найдем 
два главных напряжения, которые равны а ' = 230,1 М Па и 
о " = -32,7 МПа. Учитывая условие о, > а , > а 3, получим 
о, = 230,1 МПа, с 2 = 0, о, = -32,7 МПа.

Поскольку материал балки является пластичным и одинаково 
сопротивляется растяжению и сжатию, для проверки прочности 
можно воспользоваться третьей или четвертой теориями прочности.

По третьей теории прочности (12.29) получим
о, - а 3 = 262,8 МПа < y.R = 280 МПа.

По четвертой теории прочности (12.32) получим

о 2+0 5 - 0 ,0 , = 248 МПа <280 МПа.

Условия прочности выполняются.
Обе теории в данном случае дают близкие результаты. Можно 

считать, что прочность балки обеспечена.
Пример 12.7. Используя третью и четвертую теории прочности 

и метод расчета по допускаемым напряжениям, подберем сечение 
круглого стержня АВ (рис. 12.30), принимая |о ]=  160 МПа.

Опасным сечением стержня является сечение в заделке. В этом 
сечении изгибающий и крутящий моменты соответственно равны 
(рис. 12.30, а):

М, = -Р1 = - Ю кНм; Л/к - - Р а  = -4 кНм.
Нормальные напряжения от изгиба достигают наибольших по 

абсолютной величине значений в точках Си Е  сечения (рис. 12.30, б) 
и вычисляются по формуле

А/ 32 PI

Касательные напряжения от изгиба вточках С и Е  равны нулю.
Касательные напряжения от кручения достигают своих наи

больших значений вблизи контура сечения, в том числе вточках С 
и Е, и вычисляются по формуле

М  \ЬРа 
Т н б _ ^ “ я Д3 ' (12'37)

Таким образом, точки С и £ в сечении В стержня являются 
наиболее опасными. Напряженное состояние в этих точках явля
ется двухосным. При этом по формулам (12.35) после подстановки 
в них (12.36) и (12.37) для главных напряжений получим
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7 7 ) ;  в ) . Щ , . ^ р 7 7 ) .
k D  3 7 tZ )

Здесь, как и в примере 12.6, ст, = 0. 

а) б)

С

Рис. 12.30

Используя третью теорию прочности, получим

о,- а 3 = ~ 7 / 2+я2 <[ су ].
JtD3

Отсюда найдем требуемое значение диаметра стержня:

, 32W / 2+fl2 J  3446-10 ООЛ Z) > ,3|---- :— :---= з --------- г = 8,82 см.
V п [с ]  v я ■ 160-10 

Согласно четвертой теории прочности получим

32 Р
J a 2 +о2 -о,о_,

к [)
12+^а2 <[с].

Отсюда находим /) = 8,76см.
Из двух найденных значений диаметра принимаем Z) =

г

89 мм.



УСТОЙЧИВОСТЬ И ПРОДО ЛЬНО-ПОПЕРЕЧНЫ Й 
И ЗГИ Б  СТЕРЖ Н ЕЙ

13.1. Понятие об устойчивости
Существуют три вида равновесия тел: устойчивое, безразличное 

и неустойчивое. Устойчивым называется такое равновесие, при ко
тором тело после малого отклонения от исходного положения воз
вращается в это положение при устранении воздействия, вызыва
ющего отклонение; безразличным — когда тело после отклонения 
остается в равновесии и в новом положении; неустойчивым — ког
да тело при малом отклонении не возвращается в исходное поло
жение, а удаляется от него.

В качестве примера рассмотрим равновесные положения тяже
лого шарика для трех случаев, изображенных на рис. 13.1. Равно
весие шарика, находящегося на дне вогнутой сферы (рис. 13.1, а), 
является устойчивым, на плоскости (рис. 13.1, б) — безразличным, 
на вершине выпуклой сферы (рис. 13.1, в) — неустойчивым.

Если слегка отклонить шарик от положения равновесия и пре
доставить его самому себе, то в первом случае он после нескольких 
колебаний возвратится в исходное положение. Частота колебаний 
шарика по отношению к исходному устойчивому положению за
висит от кривизны поверхности сферы. С уменьшением кривизны 
частота уменьшается. Во втором случае любое положение шарика 
является равновесным. В третьем случае при малейшем отклонении 
шарик будет удаляться от исходного положения.

Г Л А В А  1 3

а) б) в)

Рис. 13.1

Рассмотренный пример относится к задачам устойчивости по
ложения абсолютно твердого тела. В механике деформируемого 
твердого тела рассматриваются задачи устойчивости элементов
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конструкции при их деформировании. Эти задачи отличаются от 
задач устойчивости положения значительно большей сложностью.

В настоящей главе мы ограничимся рассмотрением задач устой
чивости центрапьно сжатых прямых стержней.

Рассмотрим равновесие идеально прямого гибкого упругого 
стержня, находящегося под действием центрально приложенной 
к верхнему сечению сжимающей силы Р, сохраняющей в процессе 
нагружения вертикальное положение (рис. 13.2). В зависимости от 
величины силы стержень может иметь прямолинейную или ис
кривленную форму равновесия. Пока величина силы Р  меньше 
некоторого критического значения Ркр, сохраняется первоначаль
ная прямолинейная форма равновесия стержня (рис. 13.2, а).

Если верхний конец стержня немного отклонить, а затем от
пустить, то после нескольких колебаний стержень возвратится в 
первоначальное прямолинейное состояние. Таким образом, при 
Р< Р  прямолинейная форма равновесия стержня является устойчи
вой. Частота малых колебаний стержня по отношению к исходной 
прямолинейной форме равновесия зависит от величины сжимающей 
силы Р. При возрастании силы частота уменьшается. Когда вели
чина силы достигнет критического значения, частота колебаний 
обратится в нуль и стержень придет в состояние безразличного 
равновесия. Если теперь слегка отклонить стержень от первона
чального прямолинейного состояния и затем отпустить, то он ос
танется в изогнутом состоянии (рис. 13.2, б). Таким образом, при 
Р  = Р прямолинейная форма равновесия становится неустойчивой.

к р
Происходит раздвоение (бифуркация) форм равновесия, то есть наря
ду с прямолинейной возможно существование смежной, слегка 
искривленной формы равновесия.

Р< Р Р= Р Р>Р1 ^  1 к р  1 1 к р  1 ^ 1 к р
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Наименьшая величина нагрузки (в данном случае сжимающей 
силы), при которой первоначальная форма равновесия становится 
неустойчивой, называется критической нагрузкой.

Приложение к стержню силы, превышающей критическое зна
чение, приводит к потере устойчивости первоначальной прямоли
нейной формы равновесия, и стержень изгибается. Это явление 
называется продольным изгибом.

При дальнейшем, даже самом незначительном, увеличении 
сжимающей силы сверх критического значения (рис. 13.2, в) про
исходит резкое нарастание прогибов и возникновение весьма зна
чительных дополнительных напряжений изгиба.

Опасность потери устойчивости особенно велика для тонкостен
ных элементов конструкций типа стержней, пластин и оболочек.

На рис. 13.3 приведены примеры потери устойчивости с образо
ванием смежных форм равновесия. Рама, в стойках которой возни
кает только центральное сжатие, при потере устойчивости изгиба
ется, и узлы рамы смещаются по горизонтали (рис. 13.3, а). Круглая 
труба, находящаяся под действием равномерного внешнего давле
ния, при потере устойчивости приобретает смежную (овальную) 
форму равновесия (рис. 13.3, б). Тонкая полоса, работающая на из
гиб в вертикальной плоскости, при достижении силой критическо
го значения теряет устойчивость плоской формы изгиба и начинает 
дополнительно испытывать изгиб в горизонтальной плоскости и 
кручение (рис. 13.3, в).

Понятие потери устойчивости не следует отождествлять с поня
тием потери прочности. Так, например, если в гибком стержне, 
нагруженном сжимающей силой, превосходящей по величине ее 
критическое значение, возникают только упругие деформации, то 
после разгрузки восстанавливается первоначальная прямолиней
ная форма стержня. Разрушение стержня в результате потери 
устойчивости в этом случае не произойдет. Однако в реальных кон

Рис. 13.3
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струкциях критическое состояние недопустимо, поскольку оно 
может привести к разрушению конструкции или к появлению не
допустимо больших деформаций. При расчете на устойчивость 
безопасность сооружения обеспечивается введением коэффици
ента запаса устойчивости.

13.2. Формула Эйлера для критической силы
Определим критическую силу для центрально 

сжатого стержня, шарнирно опертого по концам 
(рис. 13.4). При небольших значениях силы Р ось 
стержня остается прямой и в его сечениях возника
ют напряжения центрального сжатия о = Р / F. При 
критическом значении силы Р  = Я „становится воз-кр
можной искривленная форма равновесия стержня.
Возникает продольный изгиб. Изгибающий момент 
в произвольном сечении х стержня равен

М(х) = Pv(x). (13.1)
Важно заметить, что изгибающий момент опре

деляется для деформированного состояния стержня.
Если предположить, что напряжения изгиба, 

возникающие в поперечных сечениях стержня от 
действия критической силы, не превосходят предел пропорцио
нальности материала а и прогибы стержня малы, то можно вос
пользоваться приближенным дифференциальным уравнением 
изогнутой оси стержня (см. § 9.2)

E Jv "  = —М = —Pv. (13.2)
Введя обозначение

получим вместо (13.2) следующее уравнение:

и" + к2 и = 0. (13.4)
Общее решение этого уравнения имеет вид

и = С, sin кх + С-, cos кх. (13.5)
Это решение содержит три неизвестных: постоянные интегри

рования С ,, С-, и параметр к , так как величина критической силы 
также неизвестна. Для определения этих трех величин имеются

Р

Рис. 13.4
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только два граничных условия: и(0) = 0, и(1) = 0. Из первого гра
ничного условия следует, что С, = 0, а из второго получим

С, sin kl = 0. (13.6)

Из этого равенства следует, что либо С, =0, либо sin А.7 = 0. 
В случае С, = 0 прогибы во всех сечениях стержня равны нулю, что 
противоречит исходному предположению задачи. Во втором случае 
kl = пп, где п — произвольное целое число. С учетом этого по фор
мулам (13.3) и (13.5) получим

э(я) _ н~я~E J
12 '

(13.7)

v(" ) = C {") s i n ^ .  (13.8)
/

Рассмотренная задача является задачей на собственные значе
ния. Найденные числа А: =пк/1 называются собственными числами, 
а соответствующие им функции sin—у--- собственными функциями.

Как видно из (13.7), в зависимости от числа п сжимающая 
сила Р {"\ при которой стержень находится в изогнутом состоянии, 
теоретически может принимать целый ряд значений. При этом 
согласно (13.8) стержень изгибается по п полуволнам синусоиды 
(рис. 13.5).

Наименьшее значение силы будет при п=  1:

Эта сила носит название первой критической силы. При этом 
kl = пи  изогнутая ось стержня представляет собой одну полуволну 
синусоиды (рис. 13.5,0):

v0) = v = /  s i n y , (13.10)

где С {1> = / — прогиб в середине длины стержня, что следует из 
(13.8) при м = 1 их =1/2.

Формула (13.9) была получена Леонардом Эйлером и называет
ся формулой Эйлера для критической силы.
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Рис. 13.5

Все формы равновесия (рис. 13.5), кроме первой (п = 1), 
неустойчивы и потому не представляют практического интереса. 
Формы равновесия, соответствующие п = 2, 3..... будут устойчи
выми, если в точках перегиба упругой линии (точки С и С ' на 
рис. 13.5, б, в) ввести дополнительные шарнирные опоры.

Полученное решение обладает двумя особенностями. Во-пер- 
вых, решение (13.10) не является единственным, так как произ
вольная постоянная С,"* =/ осталась неопределенной, несмотря 
на использование всех граничных условий. В результате прогибы 
оказались определены с точностью до постоянного множителя. Во- 
вторых, это решение не дает возможности описать состояние 
стержня при Р>  Якр. Из (13.6) следует, что при Р = Ркр стержень 
может иметь искривленную форму равновесия при условии kl = п. 
Если же Р > Р  , то kl *  п, и тогда должно быть

к р '

С, = 0. Это означает, что и = 0, то есть стержень 
после искривления при Р  = А вновь приобретает

к р

прямолинейную форму при Р> Ркр. Очевидно, что 
эго противоречит физическим представлениям об 
изгибе стержня.

Эти особенности связаны с тем, что выражение 
(13.1) для изгибающего момента и дифференциаль
ное уравнение (13.2) получены для деформирован
ного состояния стержня, в то время как при поста
новке граничного условия на конце х = / осевое пе
ремещение ив этого конца (рис. 13.6) вследствие 
изгиба не учитывалось. Действительно, если пренеб
речь укорочением стержня за счет центрального сжа-
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тия, то нетрудно представить, что прогибы стержня будут иметь 
вполне определенные значения, если задать величину ив.

Из этого рассуждения становится очевидным, что для опреде
ления зависимости прогибов от величины сжимающей силы Я не
обходимо вместо граничного условия v(l) = 0 использовать уточ
ненное граничное условие и(1 — ив) =0. При этом установлено, что 
если сила превосходит критическое значение всего на l-s-2%, про
гибы становятся достаточно большими и необходимо пользовать
ся точным нелинейным дифференциальным уравнением продольного 
изгиба

+ k2v = 0. (13.11)
[1 + (Ю 2]3/2

Это уравнение отличается от приближенного уравнения (13.4) 
первым слагаемым, представляющим собой точное выражение для 
кривизны изогнутой оси стержня (см. § 9.2).

Решение уравнения (13.11) достаточно сложно и выражается 
через полный эллиптический интеграл первого рода.

13.3. Влияние способов закрепления концов стержня 
на величину критической силы

Формула Эйлера (13.9) получена для стержня, шарнирно опер
того по концам. Производя аналогичные выкладки для стержней 
с другими опорными закреплениями (рис. 13.7) и обобщая резуль
таты, можно получить следующее выражение для критической силы.

п2 E J
Р,Р = - Г - -  (13-12)

'о

Входящая в эту формулу величина
/0 = ц/ (13.13)

называется приведенной длиной стержня, а ц — коэффициентом при
ведения. Величина /0 представляет собой расстояние между точками 
перегиба С и С ' изогнутой оси стержня, в которых изгибающие 
моменты равны нулю. Можно считать, что любой из представлен
ных на рис. 13.7 стержней в пределах участка СС' длиной /0 изгиба
ется как шарнирно опертый стержень по полуволне синусоиды. 
Консольный стержень можно рассматривать как половину шар
нирно опертого по концам стержня длиной /0 = 2 /.
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Поделив критическую силу на площадь поперечного сечения 
стержня, получим критическое напряжение

Р- к 2 E J
° к р  =

"Ф
F I2 F  'о г

|Л = 0,7

Рис. 13.7

Учитывая, что величина J / F равна квадрату радиуса инерции 
поперечного сечения /2 и вводя обозначение

(13.14)

представим формулу для критического напряжения в виде

°,Ф  =
t v  Е (13.15)

Величина X называется гибкостью стержня.
Если стержень имеет одинаковые опорные закрепления в двух 

взаимно перпендикулярных главных плоскостях инерции, то при 
определении критической силы и критического напряжения не
обходимо брать наименьшие значения момента инерции и радиу
са инерции поперечного сечения. В этом случае стержень при по
тере устойчивости изгибается в главной плоскости, проходящей 
через ось наибольшего момента инерции.

Стержень, имеющий неодинаковые опорные закрепления в 
главных плоскостях и, следовательно, неодинаковые приведенные
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длины, теряет устойчивость в той главной плоскости, в которой 
гибкость стержня имеет наибольшее значение. Более подробно этот 
вопрос рассмотрен в § 13.5.

13.4. Потеря устойчивости при напряжениях, 
превышающих предел пропорциональности 
материала

При выводе формулы Эйлера предполагалось, что напряжения 
центрального сжатия, возникающие в поперечных сечениях стерж
ня от действия критической силы а = Ркр / F, не превышают предел 
пропорциональности материала а . Если это условие не выполня
ется, то при определении критической силы нельзя пользоваться 
законом Гука, в предположении справедливости которого получено 
исходное дифференциальное уравнение (I3.2). Таким образом, 
условие применимости формулы Эйлера в общем случае имеет вид

2 ̂
^  = ^ " „  ( |3 |6 > 

Обозначим через Х{ значение гибкости, при котором а кр = а ш|:

(13.17)

Тогда условие применимости формулы Эйлера (13.16) можно 
представить в виде

Х > Х Г (13.18)
Величина А, определяемая по формуле (13.17), называется пре

дельной гибкостью. Стержни, для которых выполняется условие
(13.18), называются стержнями большой гибкости.

Как видно из формулы (13.17), предельная гибкость зависит от 
свойств материала: модуля упругости и предела пропорциональ
ности. Так как для стали £ = 2,1 • 105 V1 Па. то Х] зависит от величи
ны а пц, то есть от марки стали. Например, у некоторых распростра
ненных в строительных конструкциях сталей марки ВСтЗ вели
чина опц составляет 200н-210 МПа, и по формуле (13.17) получается 

~ 100. Таким образом, для сталей указанных марок условием при
менимости формулы Эйлера можно считать

^ > 100. (13.19)
Величина предельной гибкости для дерева может быть принята 

X. = 70; для чугуна X. = 80.
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Теоретическое определение критических нагрузок при напря
жениях, превышающих предел пропорциональности материала, 
достаточно сложно. В то же время имеется большое число экспе
риментальных исследований устойчивости стержней, работающих 
за пределом пропорциональности материала. Эти исследования 
показали, что при сткр < опц экспериментальные и теоретические 
значения критических сил практически совпадают. При а кр > а |]Ц 
наблюдается значительное расхождение между эксперименталь
ными и теоретическими значениями критических сил, вычислен
ных по формуле Эйлера. При этом формула Эйлера всегда дает 
завышенное значение критической силы.

На основании опытных данных различными авторами были 
предложены эмпирические формулы для вычисления критических 
напряжений за пределом пропорциональности материала. Наибо
лее простой является линейная зависимость, предложенная в нача
ле XX века немецким ученым J1. Тегмайером и независимо от него 
профессором Петербургского института инженеров путей сообще
ния Ф.С.Ясинским:

где а и b — эмпирические коэффициенты, зависящие от свойств 
материала стержня и имеющие размерность напряжения.

Для стали марки ВСтЗ с пределом пропорциональности 
а пц = 200 М Па и пределом текучести а ( = 240 МПа получено 
о = 310 МПа, b = 1,14 МПа.

Для некоторых материалов при X < /„, используются нелинейные 
зависимости. Так, например, для дерева (сосна, ель, лиственница) 
при Х< 70 используется параболическая зависимость

Для чугуна при >.<80 принимается

Формулой Тетмайера — Ясинского (13.20) можно пользоваться 
при условии, что критические напряжения, вычисленные по этой 
формуле, не превосходят предел текучести от для пластичного ма
териала и предел прочности при сжатии а для хрупкого матери
ала. Обозначив в формуле (13.20) через Х2 то значение гибкости.

(13.20)

о,кр = 776- 12А. + 0,053Х2. (13.22)
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при котором окр = от для пластичного или сткр = ствс для хрупкого 
материала, можно записать условие применимости формулы Тет- 
майера — Ясинского в виде

X2< X< XV (13.23)
где определяется по формуле (13.17).

Стержни, для которых выполняется условие (13.23), называют
ся стержнями средней гибкости.

С учетом приведенных выше значений ат, а и b для стали марки 
ВСтЗ по формуле (13.20) получим Х2 ~ 60, и условие (13.23) примет 
следующий вид

60 < ^ < 100. (13.24)
Стержни, у которых X < Х2, называются стержнями малой гиб

кости. Они могут разрушиться не в результате потери устойчивости, 
а в результате потери прочности при центральном сжатии. В таком 
случае для стержней малой гибкости из пластичного и хрупкого 
материалов следует соответственно принять

(13.25)кр а = о .кр ВС

На рис. 13.8 изображен график зависимости критических на
пряжений от гибкости для стали марки ВСтЗ с пределом пропор
циональности опц = 200 МПа и пределом текучести ат = 240 МПа. 
При X > 100 график сткр(Х.) представляется гиперболой Эйлера А В , 
при 60 < X < 100 — прямой Тетмайера — Ясинского ВС, при 
0 < X < 60 — горизонтальной прямой CD. Для значений X < 100 
гипербола Эйлера изображена пунктирной линией. Из этого гра
фика видно, что для стержней средней и малой гибкости формула 
Эйлера дает сильно завышенные значения критических напря
жений.
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Для стержней из пластичного материала при критических на
пряжениях опц<сткр<ат и значениях гибкости 0 <X<X.j величи
ну с* можно также определить с помощью квадратичной зависи-кр
МОСТИ

где X,, — предельная гибкость, определяемая по формуле (13.17). 
График приведенной зависимости изображен на рис. 13.8 кривой 
BCXD, которая незначительно отклоняется отломанной BCD.

13.5. Практический расчет сжатых стержней

При продольном изгибе центрально сжатый стержень теряет 
несущую способность, когда напряжения в его поперечных сече
ниях становятся равными критическим. Поэтому необходимо ввес
ти в расчет коэффициент запаса устойчивости пу по отношению к 
критическим напряжениям, с помощью которого определяется 
допускаемое напряжение при расчете на устойчивость'.

Условие устойчивости по методу допускаемых напряжений для 
центрально сжатого стержня записывается в виде, аналогичном 
условию прочности:

Коэффициент запаса устойчивости принимается несколько 
большим основного коэффициента запаса прочности, который для 
пластичных и хрупких материалов соответственно равен (см. § 3.7)

Это объясняется невозможностью точного учета случайных фак
торов, снижающих величину критической силы. К ним относятся 
некоторое неизбежное на практике внецентренное приложение 
сжимающей силы (случайные эксцентриситеты) и малая начальная 
кривизна стержня, связанные с условиями монтажа и технологией 
изготовления реальных конструкций. Эти факторы в расчетах на 
прочность существенного значения не имеют.

на устойчивость

(13.26)

а = (13.27)
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Допускаемое напряжение при расчете на устойчивость можно 
принять равным некоторой доле от допускаемого напряжения при 
центральном сжатии:

Коэффициент ф, всегда меньший единицы, называется коэф
фициентом уменьшения допускаемого напряжения при продольном 
изгибе или коэффициентом продольного изгиба. Он зависит от свойств 
материала и гибкости стержня. Подставляя в формулу ( 13.29) зна
чения (а ] и | а] из (13.26) и (13.28), получим выражения для фдля 
пластичного и хрупкого материалов:

Коэффициенты запаса прочности nt и пи представляют собой 
постоянные величины, а коэффициент запаса устойчивости при
нимается зависящим от величины гибкости X во всем рабочем 
диапазоне изменения этой величины. Как показали исследования, 
проведенные А.Р. Ржаницыным с использованием методов мате
матической статистики, на величины пу и ф при малых значениях 
гибкости наибольшее влияние оказывают случайные эксцентри
ситеты приложения сжимающей силы, а при больших гибкостях — 
начальные искривления оси стержня.

Величины коэффициента ф в зависимости от гибкости X для 
различных материалов приводятся в виде таблиц в нормах проек
тирования (для строительных конструкций в соответствующих 
разделах СНиП). В табл. 13.1 приведены значения коэффициента 
Ф  для стали марки ВСтЗ, чугуна и дерева. Следует заметить, что 
нормы проектирования периодически пересматриваются и значе
ния ф корректируются.

Условие устойчивости (13.27) при расчете по методу допуска
емых напряжений с учетом (13.29) записывается в виде

В аналогичном виде может быть представлено условие устойчи
вости при расчете но методу предельных состояний'.

1 См.: Ржаницын А. Р. Теория расчета строительных конструкций на надеж
ность. М.: Стройиздат, 1978.

К ]  =ф[ст]. (13.29)

(13.31)

Р
о = -<ФУ,Я, (13.32)
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причем в этом случае коэффициент продольного изгиба ср называ
ют также коэффициентом уменьшения расчетного сопротивления при 
продольном изгибе.

При расчете сжатых стержней на устойчивость решаются сле
дующие задачи: I) проверочный расчет на устойчивость; 2 ) подбор 
сечения; 3) определение несущей способности, то есть величины 
допускаемой нагрузки из условия устойчивости.

Рассмотрим решение этих задач на числовых примерах.
Пример 13.1. Проверим устойчивость стальной колонны дву

таврового сечения 1 2 0 а, нагруженной расчетной сжимающей 
силой Р = 350 кН (рис. 13.9). Определим критическую силу, кри
тические напряжения и наибольшую допустимую величину на
грузки из условия устойчивости по методу предельных состояний. 
Материал колонны — сталь марки ВСтЗ с расчетным сопротивле
нием R = 2 1 0  МПа, ус= 1 .

Так как опорные закрепления стержня в двух 
главных плоскостях инерции Оху и Oxz одинаковы, 
то его потеря устойчивости возможна в плоскости 
наибольшей гибкости Oxz. Поэтому выписываем из 
сортамента наименьшие значения момента инер
ции J  = 155 см4, радиуса инерции /, = 2,32 см и пло
щадь сечения F= 28,9 см2.

При заданных опорных закреплениях (рис. 13.7) 
приведенная длина стержня равна /() = ц/ = 0,7 ■ 300 =
= 2 1 0  см.

По формуле (13.14) находим гибкость стержня и 
по табл. 13.1 — соответствующее значение коэффи
циента продольного изгиба:

Рис. 13.9

По формуле (13.32) производим проверку устойчивости:
Р 350 кН

а  = — = -— =12,11— - = 121,1 МПа < my R =  139,6 МПа.F 28,9 см2 ^
Условие устойчивости выполняется.
Из условия устойчивости (13.32) находим наибольшую допус

тимую величину расчетной нагрузки

н б : ФУ RF = 0,665- 1,0-21 ■ 28,9 = 403,6 кН .'
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Т а б л и ц а  13.1

Гиб
кость

X

Сталь с расчетным сопротивлением 
по пределу текучести R, МПа

Чугун
мар
ки
СЧ

Де
рево
(со
сна)200 240 280 320 360 400 440

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 0,988 0,987 0,985 0,984 0,983 0,982 0,981 0.970 0,992
20 0.967 0,962 0,959 0,955 0,952 0,949 0,946 0,910 0,968
30 0,939 0,931 0,924 0,917 0,911 0,905 0,900 0,810 0,928
40 0,906 0,894 0,883 0.873 0,863 0,854 0,846 0,690 0,872
50 0,869 0,852 0,836 0,822 0,809 0,796 0,785 0,570 0,800
60 0,827 0,805 0,785 0,766 0,749 0,721 0,696 0,440 0,712
70 0,782 0,754 0,724 0,687 0,654 0,623 0,595 0,340 0,612
80 0,734 0.686 0,641 0,602 0,566 0,532 0,501 0,260 0.469
90 0,665 0,612 0,565 0,522 0,483 0,447 0,413 0,200 0,370
100 0,599 0,542 0,493 0,448 0,408 0,369 0,335 0,160 0,300
110 0,537 0,478 0,427 0,381 0,338 0,306 0,280 — 0,248
120 0,479 0,419 0,366 0,321 0,287 0,260 0,237 — 0,208
130 0,425 0,364 0,313 0,276 0,247 0,223 0,204 — 0,178
140 0,376 0,315 0,272 0,240 0,215 0,195 0,178 — 0.153
150 0,328 0,276 0,239 0,211 0,189 0,171 0,157 — 0.133
160 0,290 0,244 0,212 0,187 0,167 0,152 0.139 — 0,117
170 0,259 0,218 0,189 0,167 0,150 0,136 0.125 — 0,104
180 0,233 0,196 0,170 0,150 0.135 0,123 0,112 — 0,093
190 0,210 0,177 0.154 0.136 0,122 0,111 0,102 — 0,083
200 0,191 0,161 0,140 0,124 0,111 0,101 0,093 — 0,075
210 0.174 0,147 0,128 0,113 0,102 0,093 0,085 — 0.068
220 0,160 0,135 0,118 0,104 0,094 0,086 0,077 — 0,062

Полученное значение гибкости X = 90 удовлетворяет условию 
(13.24). Поэтому критическое напряжение и критическую силу на
ходим по формуле Тетмайера - Ясинского:

а = а - Ь Х  = 310- 1,14-90 = 207,4 МПа;к р

Ркр = oK[) F=  20,74• 28,9 = 599,4 кН.
Пример 13.2. Подберем сечение раскоса стропильной фермы в 

виде равнобокого уголка, в котором действует расчетное сжимаю-
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шее усилие N = Р=  120 кН (рис. 13.10). Материал — сталь марки 
ВСтЗ, R = 200 МПа, ус = 0,75, Е = 2,1 • 105 МПа.

При практических расчетах ферм обычно вводят 
предположение, что элементы фермы соединены 
между собой в узлах с помощью шарниров. При под
боре сечения условие устойчивости (13.32) необходи
мо записать в виде

F >  Р

Р= 120кН

Эта формула содержит две неизвестные величи
ны — площадь поперечного сечения Ей коэффици
ент продольного изгиба ср. Поэтому при расчете 
приходится использовать метод последовательных 
приближений. Обычно в первом приближении при
нимают ф, = 0 ,4 -5-0 , 6  и находят последовательно 
площадь поперечного сечения F, радиус инерции /', 
гибкость стержня А. и соответствующее ей действи
тельное значение ф'. Если величины ф, и ф| существенно отли
чаются друг от друга, то во втором приближении принимают

Рис. 13.10

Ф2
Ф.+Ф,

Последующие приближения делаются аналогично. Расчет мож
но закончить, когда в &-том приближении величина ф'А будет пре
вышать ф̂ не более, чем на 3+5%. Если ф' < ц>к то условие устойчи
вости (13.32) не выполняется.

Первое приближение. Принимаем ф, = 0,5 и находим требуемую 
площадь поперечного сечения

120F = 16,0 см2.0,5-0,75 20
По сортаменту принимаем равнобокий уголок I_110 х 8 с пло

щадью F = 17,2 см2 и минимальным радиусом инерции / s = /_ = 
= 2,18 см. Гибкость стержня равна

■235
/Ч) 2,18

= 107,8.

Используя линейную интерполяцию, по табл. 13.1 находим 
0 599-0 537

Ф | = 0,599- (107,8-100) = 0,551 > ф , =0,5.
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Второе приближение. Принимаем
Ф, +ф| _ 0,5 + 0,55 

1  _ 2  

Требуемая площадь сечения равна
ф , = V  = - — ^ —  = о. 526.

г  * 1 с - 1 1 2г =--------= 15,21 см .0,526 15,0
Принимаем сечение 1_110x7, /г=15,2см:, /. =2,19 см,

У =72,7 см4.Ml Находим X = 235/2,19 = 107,3, ф2 = 0,554.
Так как ф'-, > ф2, то условие устойчивости (13.32) выполняется. 

Определим величину погрешности в определении коэффициен
та ф во втором приближении:

Ф-2~ Ф: ■ 100% = - 55- ~ 0 , 5 2 6  ■ 100% = 5%.
Ф 2 0,526

Поскольку погрешность не превышает допустимой величины, 
то на этом расчет можно закончить.

В конце расчета убедимся в том, что подобранное сечение удов
летворяет условию устойчивости:

Р  120 к Но = -  = — - = 7,89— т = 78,9 М Па < ф',у . R = 83,1 М Па.
Р 15,2 см"

Условие устойчивости выполняется с небольшим запасом.
Определим критическую силу и критические напряжения. Так 

как гибкость X = 107,3 > 100, то в соответствии с условием ( 13.19) 
применяем формулу Эйлера (13.12):

n~EJ, л2 • 2 1 • 104 - 72 7Р =-- ^  = --- — - — —  = 272,6 кН;
Р /* 235

_ P hL= 2121b , , _ к Н  
' кр F  15,2 см

ет = = 17,93— - = 179,3 МПа.кр Г  1 С -) ?

Пример 13.3. Деревянная стойка прямоугольного поперечного 
сечения (рис. 13.11) жестко закреплена на нижнем конце. Верхний 
конец может свободно перемещаться в главной плоскости инер
ции Oxz, а в главной плоскости Оху имеет шарнирную опору. Ма
териал стойки — сосна. Модуль упругости Е = К) 4 МПа, расчетное 
сопротивление R= 13 МПа. Коэффициент условий работы у. = 1,0. 
Определим критическую силу, критические напряжения и наиболь
шую допустимую величину расчетной силы Р.
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Определяем геометрические характеристи
ки поперечного сечения стойки:

F = bh=b■ 18 = 108 см2;
, 6-18- ^  4 , 18 - 6 3 J ., = — г— = 2916 см ; J ,  =---- 324 см4;

Определяем приведенную длину и гибкость 
стойки:
в главной плоскости Оху

/ =0,7/ = 0,7 -300 = 210 см; X = ^ 210
1,732 121,2;

в главной плоскости Oxz

L = 21 = 2 ■ 300 = 600 см; л = ^  = = 115,5. 
0 / 5,196

Рис. 13.11

Таким образом, стойка может потерять устойчивость в плоскос
ти Оху, в которой гибкость имеет большее значение.

Гибкость А. = 121,2 больше предельной гибкости А, = 70 для 
дерева (см. § 13.4). Поэтому критическую силу определяем по фор
муле Эйлера:

=
n~EJ, 7Г2 103 324

2 1 0 "
= 72,44 кН;

72,44 кН----= 0,671— - = 6,71 МПа.
108 см2

Для Л. = 121,2 по табл. 13.1 находим коэффициент продольно
го изгиба ф = 0,204. Из условия устойчивости ( 13.32) определяем 
наибольшую допустимую величину расчетной силы:

Pn6 = <pycRF=  0,204- 1.0- 1,3- 108 = 28,64 кН.

13.6. Продольно-поперечный изгиб стержней
Продольно-поперечным называется изгиб стерж ня, возникающий 

от совместного действия поперечной и продольной нагрузок.
Для достаточно жестких стержней (см. § 12.4) дополнительные 

прогибы и изгибающие моменты от действия нейтрально прило
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женной силы невелики по сравнению с прогибами и моментами 
от поперечной нагрузки, и ими можно пренебречь.

Рассмотрим гибкий стержень, находящийся под действием по
перечной нагрузки и центрально приложенной сжимающей силы Р 
(рис. 13.12).

9n.lt I

Рис. 13.12

Обозначим через vn(x) и Мп(х) прогиб и изгибающий момент в 
произвольном сечении стержня от действия поперечной нагрузки. 
После приложения к концам стержня сжимающей силы Р прогибы 
и моменты получат приращения Аи(х) и АМ(х). Полный прогиб и 
изгибающий момент от совместного действия поперечной и про
дольной нагрузок равны

v = vn + Av\ М = Mn + AM = Мп + Pv, (13.33) 
где AM = Pv — дополнительный изгибающий момент, вызванный 
действием сжимающей силы.

Если вместо сжимающей приложить растягивающую силу Р, го 
v = vn — Av\ М = М — AM =М — Pv.

Из полученных формул видно, что действие сжимающей силы 
приводит к увеличению, а растягивающей — к уменьшению про
гибов и изгибающих моментов.

На практике чаще встречается продольно-поперечный изгиб, 
вызванный поперечной нагрузкой и сжимающей силой.

Дифференциальное уравнение изогнутой оси стержня с учетом 
(13.33) можно записать в виде

d2v Mn Pv
dx1

Введя обозначение
E J

Р_
E J

E J

запишем уравнение (13.34) в окончательном виде:
cTv
dx2

+ k2v ■ Mn
E J

(13.34)

(13.35)

(13.36)

Ниже рассмотрены точное и приближенное решения этого урав
нения.
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13.7. Решение уравнения продольно-поперечного 
изгиба стержня с помощью метода 
начальных параметров

При решении задач изгиба стержней с использованием метода 
начальных параметров (см. § 9.4) оказывается более удобным ин
тегрировать уравнение четвертого порядка.

Изгибающие моменты М и поперечные силы £>м, вызванные 
действием поперечной нагрузкой </, определяются для недеформи- 
рованного состояния стержня. Поэтому для них справедливы из
вестные дифференциальные соотношения

^ T  = Q>r ^ г  = -ч- (13-37)ах dx
Заметим, что для определения действительных значений по

перечных сил Q с учетом деформаций стержня необходимо соста
вить проекции нагрузок, приложенных по одну сторону ог рассмат
риваемого сечения, на нормаль к изогнутой оси стержня. Однако 
поперечные силы в гибких стержнях невелики и мало влияют на 
оценку прочности.

Продифференцировав два раза уравнение (13.36) с учетом со
отношений ( 13.37), получим дифференциальное уравнение четвер
тою порядка

Л  (13 38)
dx dx2 E J

Введем безразмерную переменную по формуле
q=kx. (13.39)

Производные по переменным х и связаны между собой соот
ношением

dn d"—  = кп— . (13.40)
dx" dt,"

С учетом этого уравнение (13.38) после деления всех членов 
на А' 4 и преобразования правой части с помощью соотношения
(13.35) примет вид

d4v d2v q
^  + —  = (13.41)
t ̂  d^2 к P

Общее решение соответствующего однородного уравнения при 
q = 0  имеет вид

о(Е,) = С, + С2̂  + С,cos с, + C4sin q. ( 13.42)
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В дальнейшем будем обозначать с помощью штрихов производ
ные от искомой функции по переменной Составим выражения 
для угла поворота ср, суммарного изгибающего момента М и попе
речной силы Qu, вызванной действием поперечной нагрузки. Учи
тывая формулы (13.33). (13.35), (13.37), (13.39) и (13.40), получим

ф(ь) = -у~ = kv' dx к(С2 - C3 sin  ̂+ C4 cosq); (13.43)

d2vM(q) = -E J — у - - EJk2v" = -Pv" - 
dx'

0 Л )  =
d\^
dx

= P(C} cosc, + C4 sin q);

= kM[ = k(M -PvY = k(-Pv"~ PvY =
= -kP(v'" + v') = -kPC2 ’

(13.44)

(13.45)
Полагая в выражениях (13.42) — (13.45) t; = 0  и вводя обозна

чения и(0 ) = v<)' <р(0) = ф(|, М(0) = М[у 0„(О) = Q(), выразим
произвольные постоянные через начальные параметры:

М
С\ =  - — ; С, = — ; С, =  и - С, = икР Р 1 ( 1  ' 0 Р

Фи , Q)С\ = —  + — . 
- к кР

(13.46)
_  Фо 

4 к
Подставляя найденные значения произвольных постоянных в 

выражение (13.42) и группируя слагаемые, получим решение од
нородного дифференциального уравнения продольно-поперечно
го изгиба стержня в форме метода начальных параметров:

М. sine). (13.47)

лттт^ггггГ

Рис. 13.13

Множители при начальных параметрах в 
этом выражении можно назвать функциями 
влияния. Они характеризуют влияние на
чальных параметров на величины прогибов 
стержня.

Частное решение v* неоднородного 
уравнения (13.41) при действии на участке 
а<^<р стержня распределенной нагрузки 
(рис. 13.13) можно найти методом, изло
женным в § 9.4:



В случае равномерно распределенной нагрузки q = const после 
интегрирования этого выражения будем иметь

v — — Ц
к2Р

-cos(^-a)- (^-a) (13.48)

Используя понятие функций влияния, введем соответствующие 
слагаемые в выражение для прогиба, учитывающие сосредоточен
ные воздействия в сечениях с, = а (рис. 13.14). В результате с учетом 
соотношений (13.43)—(13.48) получим следующие выражения для 
прогибов, углов поворота, изгибающих моментов и поперечных 
сил в произвольном сечении стержня:

v(c ,) = v  + ^ s in ^ - ^ (l- co s^ )- - ^ (^ - s in ^ ) к Р кР
+ Ли

©

© ©
y [l- c o s (^ - a 3)]

I — cos(q — ) —

1 — cos(£, (X ) -
к-Р

■ ^ [(s - a 4 )-sin(^-a4)]

к2 Р 2

(s - « „)2

©
(13.49)

©

ф (£ )  = ф 0 С О 5 ^ - —^ - s i n ^  — -^-(1 - С О З ц ) + Дфcos(  ̂— а , )
© ©@

ш  .sin^-a,) - -c°s(q-a4)]
©

(13.50)

— [ s i n ( $ - a 6) - ( S - a 6)]

©
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Л/(£,) = ф0 —sin  ̂+ M0cost, + —  sin к к + Дф—sin(^-aO к
©

+ М cos(^-a3)
©

y t 1 - c° s(^-ots)]
К

+
©

+ ̂ "[ ' — c°s(£, — сх6)]
©

о Л )  = Оо
©-© ©

(13.51)

[13.52)
©

4  г Ч> „ ш ш
П П 1Т1Г1 Р

( ? „
©

а,
©

«2
©

а,
©

а 4

©
a s

©

M44MUJ 10.1 J_l U j 
«6  

©

\У
Рис. 13.14

В этих формулах a; = kaj — безразмерные координаты границ 
участков.

Заметим, что выражение для поперечной силы Qn составлено 
для недеформированного состояния стержня. Поэтому оно не зави
сит от сжимающей силы Р и не отличается от выражения для попе
речной силы при изгибе балки.

Неизвестные начальные параметры, скачки прогиба Ди и угла 
поворота Дф, входящие в выражения (13.49)—(13.52), определяются 
из граничных условий. Рассмотрим пример постановки граничных 
условий для консольного стержня (рис. 13.15). В этом случае извест
ны три начальных параметра: и(| = ф() = 0; Q0 = R4 = Ру Неизвестный 
изгибающий момент Л/() = - Л/, определяется из статического гра
ничного условия на правом свободном конце стержня: £, = А/, М = 0.

МА

Рис. 13.15
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13.8. Приближенное решение уравнения 
продольно-поперечного изгиба стержня

Рассмотрим часто применяемый на практике приближенный 
метод расчета сжато-изогнутых стержней.

Подставив первое из равенств ( 13.33) в левую часть уравнения
(13.34), получим

dS  +^2(A-u) = (13.53)
dx2 dx2 E J E J

При действии только поперечной нагрузки справедливо урав
нение

А , . , .  м п
dx2 E J '

С учетом этого уравнение (13.53) примет вид

d2(Av) = _1Ъ (13.54)
dx2 E J

При решении этого уравнения можно принять некоторое при
ближенное выражение для дополнительного прогиба А и, удовлет
воряющее граничным условиям. Так, например, для шарнирно 
опертого по концам стержня (рис. 13.12) при действии поперечной 
нагрузки, направленной в одну сторону, можно принять

л f  ' П ХДv - f  sin— ./
При этом будут удовлетворяться условия равенства нулю про

гибов на концах стержня х = 0 и х = I.
Дифференцируя это выражение, найдем

d2(Av) гп2 . юс к2 . я 2 .

С учетом этого из уравнения (13.54) получим
я 2 Pv

Учитывая, что выражение

Л = л2 E J
3 /2
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представляет собой критическую силу Эйлера для шарнирно оперто
го по концам стержня, получим выражение для суммарного прогиба

Эта формула часто используется и при других способах закреп
ления концов стержня. При этом Рs вычисляется по общей форму
ле Эйлера (13.12) независимо от величины гибкости X стержня. 
Момент инерции в этой формуле принимается относительно той 
главной оси инерции поперечного сечения стержня, которая пер
пендикулярна к плоскости действия поперечной нагрузки.

Прогибы ип стержня от действия поперечной нагрузки могут 
быть найдены любым известным методом (см. гл. 9).

Имея выражение суммарного прогиба, можно определить до
полнительный изгибающий момент ДМ= Pv и суммарный изги
бающий момент в произвольном сечении стержня М = М + Pv.

Как видно из формулы (13.55), суммарный прогиб и пропор
ционален прогибу ум, который линейно зависит от поперечных 
нагрузок. Суммарный прогиб нелинейно зависит от сжимающей 
силы Р. Отсюда следует, что при продольно-поперечном изгибе прин
цип независимости действия сил справедлив только в отношении по
перечных нагрузок.

Из формулы (13.55) видно, что при приближении величины 
силы Р к значению Р} прогиб неограниченно возрастает, и при
ближенное дифференциальное уравнение (13.34) становится не
справедливым. В этом случае необходимо исходить из нелинейно
го дифференциального уравнения

Очевидно, что все сказанное относится и к формулам, получен
ным в § 13.7. Решения, основанные на приближенном уравнении
(13.34), имеют удовлетворительную точность при Р<0,75Ру Обыч
но в реальных конструкциях сжимающая сила не превышает вели-

(13.55)

d у
dx2 МП + Pv 

E J

чины (0,5н-0,6) Р .v ’ ’ 7 кр

298



13.9. Расчет сжато-изогнутых стержней 
на прочность и устойчивость

Расчет сжато-изогнутых стержней прои зводится на устойчи
вость в двух главных плоскостях инерции по формуле (13.32) и на 
прочность при продольно-поперечном изгибе.

Величина наибольшего сжимающего напряжения в опасном 
сечении стержня определяется по формуле

Р Ма = — + — .
F W

Воспользовавшись приближенным методом расчета, рассмот
ренным в § 13.8, запишем эту формулу в следующем виде:

+ Л -  . .W
Р Л/,о = — + - " F W 1 - '

Увеличим все нагрузки, действующие на стержень, в к 
Тогда получим

кРки,,

раз.

кР кМа = —  +----
F W (, крW 1------

, р,,

(13.56)

Как видно из этой формулы, первые два слагаемых увеличились 
в к раз, а третье — более чем в к1 раз. Таким образом, существен
ной особенностью продольно-поперечного изгиба является то, что 
напряжения в поперечных сечениях стержня нелинейно зависят от 
внешних нагрузок и при увеличении нагрузок возрастают быстрее по
следних. Поэтому реальным коэффициентом запаса сжато-изогну
того стержня является коэффициент запаса по нагрузкам пр, который 
показывает, во сколько раз надо увеличить все заданные норматив
ные нагрузки, чтобы наибольшее сжимающее напряжение достиг
ло опасной величины. Для пластичного материала за опасное при
нимается напряжение, равное пределу текучести ог Положив в 
формуле (13.56) о = от, к = пр и допуская, что закон Гука справедлив 
до предела текучести, получим квадратное уравнение для опреде
ления коэффициента запаса по нагрузкам:

Р-+
KF

Мл
W W -  п

Мп Р—- + о , — W 1 Р
+ о = 0 .  (13.57)
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Этим уравнением можно воспользоваться при условии приме
нимости для рассматриваемого стержня приближенного метода 
расчета (см. § 13.8).

Нетрудно показать, что коэффициент запаса по напряжениям, 
равный отношению предела текучести к наибольшим напряжени
ям пт = ат/о, больше коэффициента запаса по нагрузкам я . По 
этой причине выполнение условия прочности по напряжениям

Р Ма = — + —  < у R,F W
в основу которого положен коэффициент запаса по напряжениям, 
не гарантирует достаточного запаса прочности сжато-изогнутого 
стержня по нагрузкам.

Проверка прочности сжато-изогнутого стержня из пластичного 
материала может быть сведена к требованию, чтобы наибольшие 
сжимающие напряжения от действия нормативных нагрузок, 
умноженных на заданную величину коэффициента запаса по на
грузкам я , не превышали предел текучести материала:

Р М
0 = (1358) 

Заметим, что в СНиП дана специальная методика расчета вне- 
центренно сжатых и сжато-изогнутых стержней на прочность и 
устойчивость, которую мы здесь не приводим.

Рассмотрим примеры расчета сжато-изогнутых стержней.
Пример 13.4. Гибкая стальная стойка двутав

рового сечения 120 (F=  26,8 см2, J  = 115 см4. 
W  = 23,1 см3) внецентренно сжата силой Р, при
ложенной с эксцентриситетом е в плоскости Oxz 
(рис. 13.16). Предел текучести стали ст = 240 МПа, 
допускаемое напряжение |о] = 160 МПа. Опреде
лим прогиб/на верхнем конце стойки, изгиба
ющий момент в заделке и величину наибольших 
сжимающих напряжений в зависимости от величин 
сжимающей силы Р и эксцентриситета е.

Для решения задачи воспользуемся методом на
чальных параметров. Примем начало координат в 
заделке. Тогда при неизменном вертикальном на
правлении силы Я будут равны нулю начальный 

Рис 13 16 прогиб у0, угол поворота ф() и поперечная сила Qq.
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Величина изгибающего момента М0= —Р(е +/) в заделке неизвест
на, так как неизвестен прогиб/конца стойки.

Величину Л/ 0 определим из выражения (13.51) для изгибающего 
момента, положив в нем и() = ф() = Q0 = 0  и использовав статическое 
г раничное условие на верхнем конце стержня 

х = 1, ($=*/), М = —Ре,
из которого найдем

РеМ0 = — — . cos kl
Подставив найденное значение Л/() в формулы (13.49) и (13.51), 

получим выражения для прогиба и изгибающего момента в произ
вольном сечении стержня:

Л/ 0 e(l-cos кх)и =----(I - cos кх) =---------
Р coskl

Ре cos к хА/ = M..coskx =--------.
0 cos к I

Наибольшие значения прогиба и изгибающего момента равны
e(l-cos kl) (13.59)

cos kl

M =— — . (13.60)cos А /
Наибольшее сжимающее напряжение определяется по формуле 

для нормальных напряжений при внецентренном сжатии (см. § 12.3):
FeР М Ро =  —  +  —  =  —  

F  W  F W. cosА/
(13.61)

Для исследования зависимости прогибов, изгибающих момен
тов и наибольших напряжений в стойке от величины силы Р 
преобразуем безразмерную величину А/ следующим образом:

kl = 1 I— • П EJy 1 =• , (13.62)
Р, р E J y(2 I )2

где

Р
к 2 EJy

кр (2!)2
критическая сила Эйлера для консольного стержня.
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Как видно из формул (13.59)—(13.62), по мере приближения 
силы Р к ее критическому значению величина kl приближается к 
значению п/2 и прогибы, изгибающие моменты и напряжения 
существенно возрастают.

На рис. 13.17 приведены графики зависимости наибольших на
пряжений онб от величины сжимающей силы Р при различных 
значениях эксцентриситета е.

Из анализа графиков следует, что даже весьма незначительный 
эксцентриситет приложения сжимающей силы может вызвать весь
ма существенное увеличение напряжений в стойке по сравнению 
с напряжениями центрального сжатия (случай е = 0 ).

Из верхнего графика (е = 8  мм) видно, что если во внецентренно 
сжатом стержне напряжение равно допускаемому |с| = 160 МПа, 
то действительный коэффициент запаса по нагрузкам

будет значительно меньше коэффициента запаса по напряже
ниям

0 50 100 112 149 /’кр

Рис. 13.17

п = — =1 [о] 160
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Поэтому при расчете на прочность при продольно-поперечном 
изгибе стержней нельзя ограничиться проверкой прочности по на
пряжениям

Р М , ,
а н6 = ~р + -  1

Необходимо обеспечить заданную величину коэффициента 
запаса по нагрузкам, например пр = 1,5.

Пример 13.5. Стальная колонна из прокат
ного двутавра I  16 (F=  20,2 см2, J . = 873 см4,
W_ = 109 см3), шарнирно опертая по концам, 
нагружена сжимающей силой Я =100 кН и 
поперечной нагрузкой PUi = 5 кН (даны нор
мативные значения нагрузок), расположенной 
в плоскости стенки двутавра (рис. 13.18).

Проверим прочность колонны при совмест
ном действии поперечной и продольной на
грузок, приняв требуемую величину коэффи
циента запаса по нагрузкам « =1,5. Предел 
текучести стали стт = 240 М Па, Е= 2,1'105М Па.

Умножим величины нормативных нагрузок 
на заданный коэффициент запаса по нагруз
кам п = 1.5:/’

Р = п Р
р и Рис. 13.18
п Р. --р 1П

1,5- 100= 150 кН;
1,5 -5 = 7,5 кН.

Воспользуемся приближенным методом расчета (см. § 13.8). 
Наибольший изгибающий момент и прогиб возникают в середи

не длины колонны. От действия поперечной нагрузки Р , имеем:

PJЛ/ = -L 
11 4

Р /

7,5 6 = 11,25 кНм;

7,5 • 6003
48E J, 48 2,1 104 873

= 1,841 см.

Значение силы Эйлера в плоскости изгиба равно:

гс2£/. к 2 -2,1 ■ 104 -873 
/ 2 ~ 6002

= 502 кН.
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Определим наибольший прогиб и изгибающий момент от 
совместного действия поперечной и продольной нагрузок:

v = ~ ~  = 4 1  = 2,625 см;
1 - '  1 - 1 ^Рэ 502

М = Мп + Pv = 11,25 + 150 0,02625 = 15,19 кНм;

а мб =  -  +
Р М 150 15,19 102 

F + W. ~ 20,2 + 109
кН= 21,4— у = 214 МПа < о, = 240 МПа. 
см'

Условие прочности выполняется. Величину действительного 
коэффициента запаса в данном случае можно найти из квадрат
ного уравнения (13.57). При вычислении коэффициентов этого 
уравнения необходимо взять нормативные значения заданных 
нагрузок / ?11 = 100 кН и Я|м = 5кН и соответствующие величины 
Л/п = р1н//4 = 7,5кНм и ип = />|н/3/(48£/г)= 1,228 см.

Решая квадратное уравнение, найдем пр = 1,645.

13.10. Определение критических сил с помощью 
метода начальных параметров

Формулы (13.49)—(13.52) позволяют определить критические 
силы для центрально сжатых упругих стержней ступенчато-посто
янной жесткости при наличии опор и сжимающих сил в промежу
точных сечениях стержня. Рассмотрим примеры.

Пример 13.6. Определим критическую силу и коэффициент 
приведения длины для шарнирно опертого стержня с консолью 
(рис. 13.19, а).

Примем начало координат на верхнем свободном конце стерж
ня. Тогда начальные параметры Л/ 0 =Q0 =0. Используя уравнение 
статики, выразим опорную реакцию R через силу Р и начальный 
прогиб и0:

ХЛ/я =0, R =
С учетом этого выражение (13.49) для прогиба запишется в виде

Фо v0...



а) б) в) г) Д)

Удовлетворяя граничным условиям v(a) = v(l) = 0, получим 
систему однородных алгебраических уравнений относительно не
известных начальных параметров v0 и <р0:

Фпи.. + — sin ка = 0 ;

— sin kb + — sin kl = 0 . 
kb к

Эта система имеет ненулевое решение при условии, что ее оп
ределитель равен нулю:

I

sin kb

sin tar
к

sin kl
kb

=  0 .

Раскрывая определитель, получим трансцендентное уравнение 
относительно параметра к

kb sin kt- sin/ca sin kb = 0. (13.63)
При известной величине к критическая сила может быть най

дена по формуле (13.35):
-  /,2

кр к EJ. (13.64)
При практических расчетах сжатых стержней на устойчивость 

необходимо знать величину коэффициента приведения длины 
стержня ц (для простых случаев опирания значения ц приведены 
на рис. 13.7).
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С помощью равенства kl = л/д, которое легко получить, при
равняв правые части формул (13.12) и (13.64), уравнение (13.63) 
можно преобразовать к виду

7ф . Л . ТИХ . Я Р— sin — = sin— sin— , (13.65)
М Ц М М

где а = а/1\ (3 = Ь/1.
Из этого уравнения можно определить величину и численным 

методом, например методом итераций.
Установим пределы изменения величины ц в зависимости от 

величин а и р.
Случай а = 0, р = 1 соответствует стержню, шарнирно опертому 

по концам. При этом из уравнения (13.65) следует

sin—= 0 ; |i = l.
Ц

Случай а -» 1, Р —> 0 (Р Ф 0) соответствует консольному стержню, 
так как опорное закрепление в виде трех опорных связей эквива
лентно заделке. Однако в данном случае в отличие от предыдуще
го получить величину д = 2 из уравнения (13.65) нельзя, поскольку 
вместо граничных условий v(a) = v(l) = 0  необходимо использо
вать граничные условия в заделке и(/) = ф(/) = 0 .

Таким образом, для всех значений 0 < Р < 1 коэффициент при
ведения длины изменяется в пределах 1 < д < 2 .

В справочной литературе приведены значения коэффициента д 
для стержней с различными опорными закреплениями в зависи
мости от отношения характерных размеров. В табл. 13.2 даны 
значения д в зависимости от отношения Р = Ь/l для стержней, 
изображенных на рис. 13.19.

Т а б л и ц а  13.2

Рис.
13.19

р = ЬЦ
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

а 2,00 1,87 1,73 1,60 1,47 1,35 1,23 1,13 1,06 1,01 1,00

б 2,00 1,85 1,70 1,55 1,40 1,26 1,11 0,98 0,85 0,76 0,70

в 0.70 0,65 0,60 0,56 0,52 0,50 0,52 0,56 0,60 0,65 0,70

г 0,70 0,65 0,59 0,54 0,49 0,44 0,41 0,41 0,44 0,47 0,50

д 0,50 0,46 0,43 0,39 0,36 0,35 0.36 0,39 0,43 0,46 0,50
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Пример 13.7. Составим трансцендентное урав
нение для определения критических сил консоль
ного стержня ступенчато-постоянной жесткости, 
нагруженного двумя сжимающими силами Р} и Р2 
(рис. 13.20). Отношение Р, /Р2 задано.

Введем обозначения

Р I 
О

ч F Jc.2J 2
(13.66) 0

e 2j 2

<
а

£,У, -о
-

н
1

Примем начало координат для нижнего участка 
стержня в заделке. Учитывая, что ип = фп = £>(| = 0, 
по формулам (13.49)—(13.52) получим

Мп

7ZZ

Рис. 13.20

v(b) = -

ф(6 ) = -

(1 - cosA.A);
Р\+Р2 
к. М.,

sin k.b\
Р + Р2

13.67)

M(b)=M0cosklb\ Q(b) = 0.

Перенесем начало координат в точку 02 и примем величины 
(13.67) за начальные параметры для верхнего участка стержня. 
Удовлетворяя граничному условию на верхнем конце стержня 
М(а) = 0, по формуле (13.51) с учетом (13.67) получим

М{а) = - smk.b— sin к2а + M.̂ cosk.b cosk^i = 0 .

После преобразований получим уравнение

-\gk]b\gk2a= 1.к,Р2
М ^  + Л)

(13.68)

При заданных величинах о, b и P JP 2 с использованием равенств 
(13.66) можно найти наименьший корень уравнения (13.68) и ве
личины критических сил Рх и Р2к2кр

13.11. Определение критических сил
с помощью энергетического метода

Во многих более сложных задачах определение критических сил 
с помощью метода начальных параметров приводит к значитель
ным трудностям вычислительного характера, связанным с необхо
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димостью решения сложных трансцендентных уравнений. Поэтому 
в таких случаях предпочтительнее оказываются приближенные 
методы. Одним из наиболее простых приближенных методов яв
ляется энергетический метод. Он основан на рассмотрении изме
нения полной потенциальной энергии упругого стержня при пе
реходе от прямолинейной формы равновесия к искривленной.

Полная потенциальная энергия стержня при изгибе определя
ется выражением

П = и + У , (13.69)
где U — потенци&тьная энергия деформации стержня при изгибе;
V — потенциальная энергия внешних сжимающих сил Рг

Выражение для потенциальной энергии деформации изгиба 
можно представить в виде

и L , . t  „3.70,
J 2EJ J 2 F J 2 JQ AtLJ  0 A C J  Z Q

Потенциальную энергию сжимающих сил Р. можно выразить 
через работу этих сил на соответствующих им продольных переме
щениях иг возникающих при переходе от прямолинейной к ис
кривленной форме равновесия:

Поскольку при потере устойчивости силы Р. остаются посто
янными по величине, в последнем равенстве отсутствует множи
тель '/,. Составим выражение для перемещения w. точки приложе
ния сжимающей силы А по направлению этой силы (рис. 13.21, а). 
Это перемещение обусловлено изгибом стержня, в результате чего 
происходит поворот отдельных элементов стержня без изменения 
их длины. Поворот элемента длиной dx (рис. 13.21, б) вызывает 
уменьшение его проекции на направление оси стержня на вели
чину

du = dx- dxcostp = dx ■ 2 sin2 — = dx —  = —(v ')2dx.
2 2 2

Отсюда найдем

и,. = X- \ (v ')2dx. (13.72)
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Рис. 13.21

Подставляя (13.70)— (13.72) в (13.69), получим
'/ I.

П = U - А - \ E J{v ")2dx-YJ P,\(v’)2dx
о о

(13.73)

Одной из разновидностей энергетического метода является метод 
Ритца. При определении критических сил с помощью этого метода 
для прогиба принимают выражение в виде нескольких членов ряда

П
v{x) = Y,akfk{x). (13.74)

*=i
Функции fk(x) подбирают так, чтобы каждая из них удовлетво

ряла граничным условиям задачи (по крайней мере, кинемати
ческим). Например, для стержня, шарнирно опертого по концам, 
можно принять

■Л . кпх 
v(x)= X aksm~T- 

к=1 1
При этом удовлетворяются граничные условия на опорах 

у(0 ) = v(l) = М( 0 ) = М(1) = 0 .
Подставляя (13.74) в (13.73), получим выражение для полной 

потенциальной энергии как квадратичной функции независимых 
параметров ак:

П = П(а],а\.... а]).
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Согласно принципу Дирихле необходимым и достаточным усло
вием равновесия системы является наличие экстремума ее полной 
потенциальной энергии:

да, ' да, ’ ’ да1 2 п
(13.75)

В результате дифференцирования получим систему линейных 
однородных алгебраических уравнений относительно независимых 
параметров аг а-,,...,ап. Эта система уравнений имеет отличные от 
пуля решения при условии, что ее определитель равен нулю. Рас
крывая определитель, получим алгебраическое уравнение п-и сте
пени относительно сжимающей силы. Наименьший положитель
ный корень этого уравнения равен критической силе.

При вычислении критических сил с помощью энергетического 
метода необходимо иметь в виду следующее. Если принятое выра
жение (13.74) совпадает с истинным уравнением для прогибов 
стержня, энергетический метод дает точное значение критической 
силы. Принимая приближенные выражения для и(;с), мы будем 
всегда получать завышенные значения критических сил, так как 
всякое отклонение от истинной формы равносильно наложению 
на систему некоторых дополнительных связей, которые повышают 
устойчивость. Наиболее просто определяются критические силы в 
том случае, когда истинное уравнение для прогиба с достаточной 
точностью можно аппроксимировать одним членом ряда

Подставляя это выражение в формулу (13.73) и используя урав
нение (13.75), получим

и(х) = а/(х).

П = у  \ E J ( f " )1d x - Jj Pi\ (f ') l dx ; (13.76)
О ' о

дП—— = а |  E J ( / " ) 2 d x - ^ P jj ( / ' ) 2 dx = 0. (13.77)
о о
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Из сравнения выражений (13.76) и (13.77) следует, что в рассмат
риваемом случае условие дП/да = 0  можно заменить условием 
энергетического баланса системы

П = и - А =  0. (13.78)
Если стержень нагружен одной сжимающей силой, то из урав

нения (13.78) с учетом (13.73) получим

J E J(v ")2dx
Р  = -кр i„ (13.79)

\ (v ')2clx

и - a sin -7LY

Тогда получим

a 'E J
■> Iк ' г ■ •> кх . sitr— ах

I 2n~ E J

> Iл' г .
7 J SI' о

\х

где 1р — координата точки приложения сжимающей силы.
Рассмотрим пример определения критической силы с помощью

э нер гети чес ко го м етода.
Пример 13.8. Определим критическую силу для 

шарнирно опертого стержня, нагруженного сжи
мающей силой Р. приложенной в середине длины 
пролета (рис. 13.22).

Точное решение этой задачи с помощью метода 
начальных параметров приводит к довольно гро
моздки м п реобразован и я м.

Для определения Р воспользуемся формулой
К р

(13.79). Примем

Рис. 13.22

2 1/22 ТС Г 1 7LY .г —  cos“— ах
i2 1 I

19,7 EJ  
I2

Точное решение дает

'кр =
18,7 £7 

/2 '
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Точность полученного приближенного решения можно су 
щественно повысить, если принять

. 7U . 2лхи = a, sin —  + a, sin---
1 I 2 /

и воспользоваться методом Ритца. При этом получается практи 
чески точное значение критической силы.



ГЛАВА 14 

ОСНОВЫ  ТЕОРИИ ТОНКОСТЕННЫХ С ТЕРЖ Н ЕЙ

14.1. Основные понятия
14.2. Определение секториальных нормальных 

напряжений

14.3. Определение секториальных касательных 
напряжений

14.4. Секториальные координаты и секториальные 
геометрические характеристики сечений

14.5. Определение углов закручивания и внутренних 
усилий
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Г Л А В А  1 5 
ДИ НАМ ИЧЕСКО Е Д ЕЙ СТВИ Е Н АГРУЗО К

15.1. Понятие о динамической нагрузке
В предыдущих разделах был рассмотрен расчет стержней и 

стержневых систем на действие статических нагрузок, то есть по
стоянных во времени или таких, которые в процессе нагружения 
конструкции изменяются настолько медленно, что возникающие 
при этом силы инерции незначительны и ими можно пренебречь. 
Быстро изменяющаяся нагрузка вызывает перемещения элементов 
конструкции с ускорениями, в результате чего возникают инерци
онные силы, которые необходимо учитывать в расчете. Такие на
грузки, а также вызываемые ими перемещения, деформации и 
напряжения называются динамическими. К  динамическим отно
сятся вибрационные и ударные нагрузки, создаваемые различными 
двигателями, станками, механизмами, а также нагрузки, во зника
ющие при движении тела с ускорением.

При расчете конструкций на действие динамических нагрузок 
используется известный и з курса теоретической механики принцип 
Даламбера, согласно которому движущуюся с ускорением систему 
в каждый момент времени можно рассматривать как находящуюся 
в состоянии покоя, если к внешним силам, действующим на сис
тему, добавить силы инерции.

Силы инерции Рп относятся к объемным силам, так как они 
непрерывно распределены по всему объему Ктела.

Величина dPH элементарной силы инерции, действующей на бес
конечно малый элемент тела, равна произведению его массы dm на 
ускорение а и направлена в сторону, противоположную ускорению:

где dQ и dV — вес и объем бесконечно малого элемента тела; у — 
объемный вес материала; g — ускорение силы тяжести.

Сила инерции, действующая на единицу объема тела, равна

dP ~ dma = -— а = уdV — , 
g g

(15.1)

dP  ̂= la  
dV g

(15.2)
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При расчете стержней удобно ввести распределенную подлине 
стержня инерционную нагрузку. Объем dVэлемента стержня, име
ющего площадь поперечного сечения F(x) и длину dx, равен Fdx. 
Учитывая формулу (15.2), найдем

7 a dV уа Fdx q .
</„(*) = , = — Т~ = ~ а' ( *g dx g dx g

где q = 7 F — вес единицы длины стержня.
При решении многих задач сопротивления материалов дина

мические перемещения и , деформации ед и напряжения од, воз
никающие от действия динамической нагрузки Ра, могут быть 
найдены путем умножения соответствующих статических переме
щений мс, деформаций гс и напряжений сс, возникающих от дей
ствия статической нагрузки, на так называемый динамический 
коэффициент д:

ил = цис; ел = дес; а, = да; Pn = i i P c. (15.4)
Величина динамического коэффициента зависит от вида на

грузки, геометрических размеров, массы, материала сооружения и 
ряда других факторов.

15.2. Напряжения в стержне при его движении 
с ускорением

Рассмотрим определение динамических усилий и напряжений, 
возникающих в балке и тросе при подъеме балки с ускорением 
(рис. I5.1). Возникающие при этом силы инерции вызывают до
полнительные деформации изгиба балки и растяжения троса. Если 
пренебречь влиянием этих деформаций на величины ускорений 
различных частиц балки и троса, то можно принять, что все точки 
балки и троса находятся в движении с одинаковым ускорением.

До начала подъема в сечении А бачки возникает наибольший по 
величине статический изгибающий момент

q.l2М =^— ,с 18
а в сечении В троса — наибольшее статическое растягивающее уси
лие (весом строповочного устройства пренебрегаем, так как /?, «/;)

NC = V  + (!ih' 
где q] и q2 — веса единиц длин балки и троса.
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ш т т Ш ш т я  Чу

м,

'/у -VjJ. Уз_

^ 1 Т Г М ^
Рис. 15.1

При подъеме с ускорением а возникают равномерно распреде
ленные подлине балки и троса инерционные силы

4, <7->

Динамические нагрузки q]{ и q2;i равны сумме статических и 
инерционных нагрузок:

Яи =Ч\ +</|и Ч\ =щ\ q2:i= M 2- (15.5)

Таким образом, в рассматриваемом случае величина динами
ческого коэффициента определяется выражением

ц = 1 + -. (15.6)
8

С учетом этого наибольшие значения динамического изгиба
ющего момента Мл и динамического усилия в тросе могут быть 
найдены по формулам

,2
Л/Л = \iMc = Na =\iNc =v(qll + q2h).

Соответствующие наибольшие динамические напряжения в 
балке и тросе равны

СТл

М М
—— = ц — с W W 4

N N 
—  = Ц— ■ F F

где W — момент сопротивления поперечного сечения балки; F 
площадь поперечного сечения троса.
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При больших скоростях подъема, которые могут быть достиг
нуты, как правило, благодаря большим ускорениям (например, 
в скоростных лифтах), динамические усилия и напряжения могут 
значительно превосходить по величине их статические значения.

15.3. Ударное действие нагрузки
Woo.ударной понимается нагрузка, которая достигает значитель

ной величины за весьма короткий промежуток времени. Например, 
при забивке сваи в грунт ударяющее тело падает с некоторой вы
соты на конец сваи и почти мгновенно останавливается, вызывая 
удар. Скорость ударяющего тела за время, измеряемое малыми до
лями секунды, падает до нуля. Следовательно, ударяющему телу со 
стороны ударяемого тела передается очень большое ускорение, 
направленное в сторону, обратную движению. Возникающее меж
ду телами динамическое давление Р  равно силе инерции ударя
ющего тела:

где Р — вес ударяющего тела; а — ускорение.
Однако найти величину силы Р  по этой формуле практически 

невозможно, так как время удара, в течение которого происходит 
падение скорости до нуля, и ускорение практически нельзя опре
делить. В связи с этим при расчетах на удар пользуются энергети
ческим принципом, основанным на законе сохранения энергии.

Элементы стержневых конструкций, подвергающиеся удару, мо
гут испытывать различные виды деформаций: сжатие (рис. 15.2, а), 
изгиб (рис. 15.2, (7), изгиб с кручением (рис. 15.2,#)идр.

а) б) в)

Рис. 15.2
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Для упрощения расчета в приближенной теории удара вводится 
ряд допущений. Предполагается, что ударяющее тело, падающее с 
некоторой высоты /;, не отскакивает от ударяемого тела и после 
удара оба тела движутся совместно.

Местные деформации, возникающие в телах в области их кон
такта при ударе и приводящие к некоторому смягчению последне
го, не учитываются, что идет в запас прочности.

Предполагается, что в ударяемом теле возникают только упругие 
деформации и справедлив закон Гука.

В некоторый момент времени скорость перемещения в месте уда
ра становится равной нулю. В этот момент динамическая сила Рл 
и возникающее от ее действия динамическое перемещение^ кон
струкции в точке удара достигают наибольших значений. Затем 
происходят затухающие колебания и наступает состояние стати
ческою равновесия, при котором перемещение в точке удара ста
новится равным его значению при статическом действии силы Р, 
равной весу груза.

чальный момент времени окажется сжатой не вся пружина, а лишь 
небольшая часть у верхнего ее конца. Волна сжатия достигнет ниж
него конца пружины лишь через некоторое время. После отраже
ния возникнет волна, движущаяся в обратном направлении, и т.д. 
Таким образом, распространение упругих деформаций подлине 
пружины носит волнообразный характер.

Если масса пружины мала по сравнению с массой падающего 
груза, то силами инерции пружины можно пренебречь. В этом слу-

а)
Р

б)
Рассмотрим удар груза весом Р, пада

ющего с высоты /г на тело весом Q, при
крепленное к концу упругой пружины 
(рис. 15.3).

Величина осевой силы, при которой 
происходит сжатие пружины на единицу 
длины, называется жесткостью пружи
ны. Обозначим ее буквой с. С учетом эго- 
го величина перемещения верхнего конца 
пружины при статическом приложении 
силы Р может быть найдена по формуле

Рис. 15.3 При ударном действии нагрузки бла
годаря инерции массы пружины в на-
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чае можно считать, что волна сжатия распространяется по всей 
длине пружины мгновенно, и величина динамического перемеще
ния \ верхнего конца пружины может быть найдена по формуле

^д=— • (15.8)с
Примем следующие положения.
1. В момент, непосредственно предшествующий удару, скорость

V падающего груза Р связана с высотой падения /; соотношением
V2 =2 gh. (15.9)

2. После удара в момент соприкосновения двух тел Pw Q начи
нается их совместное движение со скоростью Vy Величину Vf мож
но определить с помощью теоремы об изменении количества дви
жения за время удара, согласно которой количество движения до 
удара равно количеству движения после улара:

Я Я
Отсюда находим

V. =---- V. (15.10)
1 P + Q

Величину кинетической энергии двух тел, соответствующую 
началу их совместного движения, с учетом равенств (15.9) и (15.10) 
можно определить по формуле

т - Р + У у 2= —   ̂ Ph
1 2g 1 2 g(P + Q) { + Q'

P
3. При дальнейшем движении двух тел их скорость V, посте

пенно убывает до нуля. В этот момент перемещение и сила сжатия 
пружины достигают своих наибольших значений, соответственно 
равных А. и Р х + Q (рис. 15.3, б), а кинетическая энергия обраща
ется в нуль:

т р±9-у2= о.2g -
На основании теоремы об изменении кинетической энергии 

можно записать
Т\-Т=А, (15.11)

где А — работа всех сил, приложенных к двум движущимся телам, 
на перемещении А. .
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Сила тяжести двух тел совершает на перемещении X работу
A] =(P+Q)XJ1.

Сила упругости пружины, приложен
ная к телам в процессе деформации пру
жины, изменяется от значения N{ =Q до 
значения N-,=Q + Рг График зависимо
сти силы от перемещения изображен на 
рис. 15.4. Так как эта сила направлена в 
сторону, противоположную движению, ее 
работа отрицательна и численно равна 
площади диаграммы, заштрихованной на 
рис. 15.4:

_ Nx+N2
2 2 Д 2

Входящую в это выражение величину силы Р можно исключить 
с помощью равенств (15.7) и (15.8):

Р = ск = Р-±.
X.

Рис. 15.4

-QXa - Paka

С учетом этого получим

A = A.+A7=(P + Q ) X - Q X - Р К
2Х..

РХРХц--- 4-
л 2Х

Подставляя найденные значения Тг Г,, А в равенство (15.11), 
получим следующее квадратное уравнение относительно величины 
динамического перемещения:

2 Х.ИX - 2Х Xд с д = 0 .

Решение этого уравнения можно представить в виде
\  = ( 15.1 2 )

где

ц  =  1 +
2 /;

X
(15.13)

представляет собой величину динамического коэффициента при 
ударе.
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При известном значении ц величины динамической нагрузки, 
динамических напряжений и деформаций могут быть найдены по 
формулам (15.4).

Если Q = 0, то есть груз Р падает на невесомую пружину, то

Формулой (15.14) можно пользоваться в том случае, когда масса 
ударяемой конструкции мала по сравнению с массой ударяющего 
тела. Если масса ударяемой конструкции значительна, то расчет 
сильно усложняется. В этом случае производят приближенный рас
чет, полагая, что распределенную по всему объему массу Q/g можно 
заменить приведенной массой P(?/g, сосредоточенной в точке удара. 
Безразмерный коэффициент р называется коэффициентом приве
дения массы ударяемого тела к точке удара. Он всегда меньше еди
ницы.

Величина Р определяется приближенно путем приравнивания 
кинетической энергии Гзаданной системы с распределенной мас
сой к кинетической энергии Т' той же системы, вся приведенная 
масса которой p(?/g сосредоточена в точке удара. Величины Т и 
Т' могут быть найдены по формулам

где clQ/g и V(x) — масса и скорость бесконечно малого элемента 
ударяемого тела; V — скорость приведенной массы в точке удара. 

Приравнивая Т и Г'между собой, получим

Величина динамического коэффициента упругой системы с 
приведенной массой определяется по формуле

Анализируя формулы (15,13), (15.14), (15.16), можно прийти к 
следующим выводам.

(15.14)

\\\v\x)dQ
(15.15)

(15.16)
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Неучет массы ударяемой конструкции при расчете повышает 
величину динамического коэффициента, то есть идет в запас про
чности.

Динамический коэффициент тем меньше, чем больше стати
ческое перемещение А, в точке удара.

Если высота падения груза /; = 0, то ц = 2. Такое нагружение 
называется внезапным.

Если высота падения груза существенно больше величины ста
тического перемещения, то единицами в формулах (15.13), (15.14),
(15.16) можно пренебречь и они несколько упрощаются. Формула
(15.13), например, принимает вид

15.4. Расчет стержней при ударном действии 
нагрузки

При расчете стержней для определения коэффициента приве
дения массы стержня к точке удара вводится допущение, что ско
рость Их) динамического перемещения А (х) произвольного сече
ния стержня пропорциональна перемещению А (х) стержня, ста
тически нагруженного силой Р в точке удара:

где Vи Ас — скорость и статическое перемещение сечения стержня 
в месте удара; к — коэффициент пропорциональности.

Подставляя эти равенства в формулу (15.15) и учитывая, что 
dQ = уF(x)dx, получим

Рассмотрим частные случаи.
1. Продольный удар, вызывающий деформацию растяжения или 

сжатия стержня.
Дая стержня постоянного сечения (рис. 15.5) статическое пере

мещение в месте удара равно его укорочению:

2 Л

Их) = ААс(х); У= кХс.

у|А ](x)F(x)dx
(15.17)

322



Статическое перемещение произвольно
го сечения, находящегося на расстоянии х 
от опоры, равно

X ( а ) = и(х) = = А/.—.EF L I
Вес всего стержня Q = у/7.
Подставляя найденные величины в фор

мулу (15.17), получим

|3 = - } а-Ч/А-:
' II

Рис. 15.5

Пример 15.1. Определим наибольшие сжи
мающие напряжения в стальном стержне сту
пенчато-постоянного сечения, возникающие 
в результате падения груза Р = 0,2 кН с высо
ты h = 20 см (рис. 15.6). Решим задачу в двух 
вариантах: с учетом и без учета массы стерж
ня. При расчете примем у = 7,7 • И) 5 кН/см\ 
Е=  2,1 • I05 МПа.

Для выполнения расчета с учетом массы 
стержня определим коэффициент р приведе
ния массы к точке удара.

Статическое перемещение произвольного 
сечения нижнего участка стержня равно

Мс(х,) = * 1  
ЕЕ

□  />=0.2 кН 

Fi=5 см2

fi = IOcM

Рис. 15.6

Для верхнего участка имеем
Р1. Рх7

и  ( Х- ,  ) = — -  л---- .
1 2  //; EF2

Статическое перемещение в месте удара равно полному укоро
чению стержня:

i - Л  
( F, f;

0,2

2,1 • 10
SO 40 

V1 0 + 5
= 1,524 10 4 см;

Q = y(FI + F J 2) = 7,7• 10_5(10- 80 + 5 -40) = 0,077 кН.
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Преобразуя с помощью полученных соотношений числитель 
формулы (15.17) и подставляя числовые значения входящих в нее 
величин,найдем

/ /, Л
yjX.l(x)F(x)dx = yJ4 2 U, )F\dx{ + ̂ u 2c{x2)F2dx2 =

EF0 v С Г 1 7
Я/, ft,
£/■ EF2J

P 2 у £  i '1V 2 , V 22 , £ 
3/; f;2 я  3/;

=

= 3,278-10“ '° k H c m ' .

По формуле (15.17) находим

P =
3,278 10 -10

1,5242 10"8-0,077
0,183.

Динамический коэффициенте учетом массы стержня опреде
ляем по формуле (15.16):

ц = 1 + 1 +  -
2 - 2 0

1,524 10-4 0,183 0,077 
0,2

= 496.

Наибольшее статическое ос и динамическое напряжения 
равны

Р  0 2 кН о = — = -4- = 0,04— - = 0,4 МПа; а = ц о  = 496 0,4 = 198,4 МПа.
Е2 5 см2

Динамический коэффициент и наибольшее динамическое 
напряжение без учета массы стержня соответственно равны: 
М = 513, ол = 205 МПа.

В рассмотренном примере влияние массы стержня на величину 
динамических напряжений незначительно.

2. Поперечный удар, вызывающий изгиб стержня.
Для балок постоянного сечения величина коэффициента Р при

ведения массы балки к точке удара зависит от вида опорных за
креплений балки и места удара. В качестве примера определим 
величину р для консольной балки, на свободный конец которой 
падает груз весом Р(рис. 15.7).
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U P

Рис. 15.7

Статический прогиб ис(х) в произвольном сечении балки от дей
ствия силы Р можно найти, используя, например, метод начальных 
параметров. В результате получим

Р1х2 Рх3 Р 2v (x ) =-------- =--- (3/х -х ).
2EJ 6EJ 6  EJ

В точке удара имеем

(Л. = />/3 

3 E J '
Полагая в формуле (15.17) \(х ) = ис(х), Хс = vc, F= const, 

Q = yFI и проводя необходимые вычисления, получим

Р =

Р yF2 j(3lx2-x3)2dx 
36( E J )2 j____________ _^3_

p2lb 140’
9 (E J)2yFI

Аналогично можно вычислить величину коэффициента р для 
других случаев опирания и нагружения балок ударной нагрузкой. 
Например, для шарнирно опертой по концам балки при действии 
ударной нагрузки в середине пролета величина (3 = 17/35.

Пример 15.2. Определим наибольшие нормальные напряжения 
в стальной консольной балке двутаврового сечения ( I  16), возни
кающие в результате падения груза Р = 0,5 кН с высоты И = 15 см 
(рис. 15.7). Длина балки / = 2 м, Е=  2,1 • 105 МПа.

Выпишем из сортамента необходимые геометрические харак
теристики поперечного сечения и вес единицы длины балки: 
У. = 873 см4, W_ = 109 см3; q = 0,156 кН/м.

Вес балки Q = 0,156 • 2 = 0,318 кН.
Статический прогиб в точке удара равен:

Л 3 0,5 2003v =---=------- :--- = 0,0727 см.
с 3E J 3-2,1 -10 -873
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Динамический коэффициенте учетом массы балки определяем 
по формуле (15.16):

2-15ц = 1+ 1 +----- 7--- -------- = 19,97.
„,0727Г ,+ 33 .0318'

140 0,5 ,
Наибольший изгибающий момент и наибольшие нормальные 

напряжения возникают в заделке. Их статические и динамические 
значения равны:

М Ю2 кНМ, = />/ = 0,5-2 = 1 кНм; о = —- = —— = 0,917-—-̂ = 9,17 МПа;L W  109 с м 2

Л/д = (дЛ/с = 19,97 кНм; с ч = ,иас = 1X3,1 МГ1а.
Без учета массы балки ц = 21,34; а = 195,7 МПа.

15.5. Прочность материалов при напряжениях, 
периодически изменяющихся во времени

К динамическим нагрузкам, несмотря на отсутствие значитель
ных инерционных сил, можно отнести периодические многократ
но повторяющиеся нагрузки, действующие на элементы конструк
ций и сооружений. Такого рода нагружения характерны для эле
ментов машиностроительных конструкций, таких как вагонные 
оси, валы, лопатки турбин и компрессоров и т.п. Изменения тем
пературы (например, суточные и сезонные температурные перепа
ды) также приводят к периодическим изменениям усилий и напря
жений.

При таких нагружениях усилия и напряжения в элементах кон
струкций изменяются со временем по величине; они могут быть 
также знакопеременными. Опыты показывают, что знакоперемен
ные во времени напряжения могут привести к разрушению кон
струкции при напряжениях, существенно меньших, чем предел 
текучести или временное сопротивление материала. Такое разру
шение принято называть «усталостным». Материал, образно гово
ря, «устает» при действии многократных периодических нагрузок.

Число нагружений (циклов), необходимое для разрушения кон
струкции, зависит главным образом от величины действующих 
напряжений и может изменяться в очень широких пределах, до
стигая нескольких миллионов циклов. При небольших значениях 
напряжений элементы конструкций могут выдержать практически
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неограниченное число циклов нагружений. Способность материа
лов выдерживать многократно повторяющиеся (периодические) 
нагрузки называется выносливостью.

Физические причины усталостного разрушения материалов до
статочно сложны и не до конца изучены. Одной из причин уста
лостного разрушения принято считать образование и развитие 
трещин. Поскольку структура всех материалов не является одно
родной, на границах отдельных включений и вблизи микроскопи
ческих пустот и различных дефектов возникает концентрация на
пряжений, приводящая к появлению микротрещин. В результате 
действия периодических, в особенности знакопеременных, напря
жений микротрещины растут, соединяются, и в результате этот 
процесс приводит к образованию одной или нескольких макротре- 
щин. Последние и являются причиной усталостного разрушения. 
Наличие трешин при усталостном разрушении подтверждается на
турными наблюдениями и анализом характера места разрушения.

Таким образом, под усталостью можно понимать процесс по
степенного накопления повреждений материала под действием 
переменных напряжений, приводящий к образованию трещин и 
разрушению.

При проектировании конструкций, работающих под действием 
переменных (периодических) нагру зок, необходимо уметь прогно
зировать их длительную прочность и долговечность. Для этого необхо
димо знать характер нагружения элементов конструкции, закон из
менения напряжений во времени и усталостные свойства материалов.

Рассмотрим пример определения нормальных напряжений в 
поперечном сечении оси вагона (рис. 15.8). Вес вагона вызывает 
изгиб оси. Соответствующая расчетная схема и эпюра изгибающих 
моментов изображены на рис. 15.8. а. в.

а)

Рис. 15.8
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При вращении оси вагона точка К поперечного сечения 
(рис. 15.8, б) оказывается попеременно в зонах растяжения и сжа
тия. Закон изменения нормальных напряжений в точке К  в зави
симости от времени / определяется по формуле

ч М PhD . 32 Pb .o(t) = —  у = —— S1I1 ф =----sincor,
J  2 J  KD-

где J  = кВ4/64 — момент инерции поперечного сечения оси; со — 
угловая скорость вращения.

Таким образом, нормальные напряжения в поперечном сечении 
оси изменяются по периодическому закону (рис. 15.9) с периодом 
Т = 2к и амплитудой ou = 32Pb/(nD}).

Совокупность всех значений переменных напряжений за один 
период процесса их изменения называется циклом напряжений.

В рассмотренном случае максимальное а и минимальное с' J  max min
напряжения цикла равны по величине и противоположны по зна
ку. Такой цикл называется симметричным.

Если к вращающемуся валу, работающему на изгиб, дополни
тельно приложить постоянную по величине растягивающую (сжи
мающую) силу Р, то напряжения будут изменяться по закону

Ро — — i-о sincor.
F “

При этом максимальное Om.,v и минимальное а напряженияmax min 1
цикла не равны между собой. Такой цикл напряжений (рис. 15.10) 
называется асимметричным.

Рис. 15.9 Рис. 15.10

Полусумма максимального и минимального напряжений назы
вается средним напряжением:

а + огг — max min
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а полуразность — амплитудой цикла:

Среднее напряжение цикла может быть как положительным, 
так и отрицательным. Амплитуда цикла всегда положительна.

Если напряжения о и о имеют одинаковые знаки, то соот-( max min
ветствующий цикл напряжений назьшается знакопостоянным, если 
же знаки аппх и omjn различны — то знакопеременным. Если одна из 
величин атах или отт равна нулю, то цикл напряжений называет
ся опту левым или пульсирующим.

Отношение
^  ^  max 

^m in

называется коэффициентом асимметрии цикла. Для симметрично
го цикла R = — 1.

Многочисленными опытами установлено, что при действии 
переменных напряжений разрушение материалов происходит при 
напряжениях onvix и amin, значительно меньших, чем опасные на
пряжения при однократном статическом нагружении. При этом 
усталостное разрушение определяется только наибольшим и наи
меньшим напряжениями цикла и практически не зависит от ха
рактера и частоты изменения напряжений внутри интервала 
о —аmax пип

Наибольшее значение максимального напряжения цикла атах 
(или о , если! с I < I <г |), которое не вызывает разрушенияv min 1 max1 1 m in17’ r 1
испытываемого на выносливость образца изданного материала при 
неограниченно большом числе циклов, называется пределом вы
носливости. Его обозначают aR, где R — коэффициент асимметрии 
цикла. Предел выносливости имеет наименьшее значение при 
симметричном цикле и обозначается о_г Для опытного опреде
ления а , используются специальные машины, в которых враща
ющийся образец круглого сечения подвергается чистому изгибу. 
Схема машины изображена на рис. 15.11. Нагрузка, вызывающая 
изгиб, передается с помощью подвесок, прикрепленных к образцу 
на подшипниках. Из испытываемого материала изготавливают не 
менее десяти одинаковых образцов. Принимая различные значения 
напряжения отах, определяют число циклов /V, необходимое для 
доведения каждого образца до разрушения. По результатам испы-
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таний строят кривую выносливости G (N) (рис. 15.12). Эта кри
вая имеет горизонтальную асимптоту, ордината которой равна 
пределу выносливости а г

Рис. 15.11 Рис. 15.12

Опыты показали, что если стальной образец не разрушается при 
N= 1 0 7 циклов, то он не разрушается и при большем числе циклов. 
Поэтому испытание образцов прекращается при N = Ю7. Это чис
ло циклов называется базой испытания. Кривые выносливости для 
цветных металлов не имеют горизонтальных асимптот. Поэтому 
для них база испытания увеличивается до N = 10х циклов и уста
навливается предел ограниченной выносливости. Для того чтобы 
иметь представление о порядке величин числа циклов, заметим, 
что вагонная ось на пути от Москвы до Владивостока испытывает 
около 3 • 10 6 циклов.

Ориентировочно предел выносливости о х для сталей состав
ляет 0,4-нО,5 от временного сопротивления он. Более точные данные 
приведены в специальной литературе.

На величину предела выносливости влияют многие факторы. 
Кратко рассмотрим основные из них.

Концентрация напряжений. Усталостные трещины чаше всего 
возникают в местах концентрации напряжений (выточек, отвер
стий, шпоночных канавок, острых углов, в зонах контакта деталей 
и т.д.). Снижение предела выносливости при наличии концентра
торов напряжений учитывается введением так называемого эффек
тивного коэффициента концентрации напряжений, который пред
ставляет собой отношение предела выносливости о , образца без 
концентраторов напряжений к пределу выносливости о о б р а з 
ца тех же размеров, но с концентратором напряжений:
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Качество поверхности детали. В большинстве деталей усталост
ное разрушение начинается с поверхности. Снижение предела вы
носливости тем больше, чем грубее поверхностная обработка де
тали, создающая дополнительные места концентрации напряже
ний. Снижение предела выносливости в этом случае учитывается 
введением коэффициента поверхностной чувствительности, кото
рый представляет собой отношение предела выносливости о , 
образца с заданным состоянием поверхности к пределу выносли
вости с_1п такого же образца с полированной поверхностью:

Абсолютные размеры детали. Экспериментально установлено, 
что с увеличением размеров образца предел выносливости умень
шается. Так, например, предел выносливости образца диаметром 
7 мм из стати, идущей на изготовление вагонных осей, равен 
230 МПа, а действительный предел выносливости вагонной оси 
диаметром 170 мм составляет 120 МПа. Это можно объяснить тем, 
что в образцах с большим объемом материала больше дефектных 
мест (раковины, неметаллические включения и т.п.). Снижение 
предела выносливости с увеличением размеров детали носит на
звание масштабного эффекта. Снижение предела выносливости за 
счет масштабного эффекта учитывается введением масштабного 
коэффициента, который представляет собой отношение предела 
выносливости ст |м образца заданного размера к пределу вынос
ливости о , образцов диаметром 6 -ь 1 2  мм:

Внешняя среда. Усталостная прочность зависит от среды, в ко
торой находится деталь. Существенное влияние на величину пре
дела выносливости оказывает коррозия. В некоторых случаях сни
жение предела выносливости в результате коррозии достигает 
70+80%. Причиной такого резкого снижения выносливости явля
ются коррозийные повреждения поверхности, вызывающие зна
чительную концентрацию напряжений.

Снижение предела выносливости вследствие коррозии может 
быть учтено в расчете введением коэффициента (Зк, равного от
ношению предела выносливости с |к образца с корродированной
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поверхностью к пределу выносливости а образца с полиро
ванной поверхностью:

Температура. При повышении температуры предел выносли
вости, как правило, снижается, а при понижении — возрастает. Для 
стали при температуре выше 300°С предел выносливости снижает
ся на 15+20% на каждые 100°С повышения температуры. При по
нижении температуры с 20° до -190°С предел выносливости для 
некоторых сталей увеличивается более чем вдвое.



Ч А С Т Ь  Т Р Е Т Ь Я

Г Л А В А  1 6 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

16.1. Полная система уравнений теории упругости
В главах 4—6 были выведены основные уравнения теории упру

гости, устанавливающие законы изменения напряжений и дефор
маций в окрестности произвольной точки тела, а также соотноше
ния, связывающие напряжения с деформациями и деформации с 
перемещениями. Приведем полную систему уравнений теории уп
ругости в декартовых координатах.

Уравнения равновесия Навье:

Соотношения Коши:
_du _ ди ди

( 16. 1)

v дх' Уху ду+ дх'
ди ди Эw (16.2)

dw dw дие = — ; у =---1- — .
•- dz дх dz

Закон Гука (в прямой и обратной формах):

(16.3)
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cv = ke + 2pev; t xy=\iyxy\ 
ау = Хе + 2 [i£y: ху_ = pyi;;
а ; =Хе + 2 це.; т^=цуда-

(16.3, а)

Напомним, что здесь е = ех + ev + е_ — относительная объем
ная деформация, а по закону парности касательных напряжений 
т  = г  и соответственно ytj = yjV Входящие в (16.3, а) постоянные 
Ляме определяются по формулам (6.13).

Из приведенной системы видно, что она включает 15 диффе
ренциальных и алгебраических уравнений, содержащих 15 неиз
вестных функций ( 6  компонент тензора напряжений, 6  компонент 
тензора деформаций и 3 компоненты вектора перемещения).

В силу сложности полной системы уравнений нельзя найти об
щее решение, которое было бы справедливо для всех задач теории 
упругости, встречающихся на практике.

Существуют различные способы уменьшения количества урав
нений, если в качестве неизвестных функций принять, например, 
только напряжения или перемещения.

Если, решая задачу теории упругости, исключить из рассмот
рения перемещения, то вместо соотношений Коши (16.2) мож
но получить уравнения, связывающие между собой компоненты 
тензора деформаций. Продифференцируем деформацию е , оп
ределяемую первым равенством (16.2), два раза по у, деформа
цию — два раза по х и сложим полученные выражения. В ре
зультате получим

д £у с)\/ сРи д2 ди dv 
ду2 дх2 дх ду2 дх2ду дхду ду дх/

Выражение, стоящее в скобках, согласно (16.2) определяет 
угловую деформацию уху. Таким образом, последнее равенство 
можно записать в виде

Э Ч  , Э2е, д %
ду2 дх2 дхду '

Аналогично можно получить еще два равенства, которые вмес
те с последним соотношением составляют первую фуппу уравнений 
совместности деформаций Сен-Венана:
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d V  Э2£

ду2

Эг
Э2е

Эх2

Э2е.

"эТ"
Э2е

dxdy ' 
д2У}- 
dydz ' 
д2У,-

dz~ dzdx

(16.4)

Каждое из равенств (16.4) устанавливает связь между деформа
циями водной плоскости. Из соотношений Коши могут быть так
же получены условия совместности, связывающие деформации в 
разных плоскостях. Продифференцируем выражения (16.2) для 
угловых деформаций следующим образом: у — по г; у — пох; 
у  ̂— по>’; сложим два первых равенства и вычтем третье. В резуль
тате получим

духу | Эу,; Эуу ^  <)2и 
dz. Дх ду dxdz

dvДифференцируя это равенство по у и учитывая, что —  = гу, 
приходим к следующему соотношению: f ■'

д_
ЗУ

дУХу ду Эу
dz dx dy

d-v
-  2 -

д2е.
dx dy dz, dzdx

С помощью круговой подстановки получим еще два равенства, 
которые вместе с последним соотношением составляют вторую 
группу уравнений совместности деформаций Сен-Венана:

э 'дУ:л , < ] _ ,8V
Эх { ду dz Эх J dydz
Э [< , Л - дУ» Э2е -2 * ;
ду 1 dz dx d.V J dz dx
Э <  ] d2e

- 2
dz [ dx dy dz J Эх dy

(16.5)

Уравнения совместности деформаций называются также усло
виями статности или неразрывности. Эти термины характеризуют 
тот факт, что при деформировании тело остается сплошным. Если 
представить тело состоящим из отдельных элементов и принять
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деформации ev..... y.v в виде произвольных функций, то в дефор
мированном состоянии из этих элементов не удастся сложить 
сплошное тело. При выполнении условий (16.4), (16.5) перемеще
ния границ отдельных элементов будут таковы, что тело и в дефор
мированном состоянии останется сплошным.

Таким образом, одним из способов сокращения количества не
известных при решении задач теории упругости является исклю
чение из рассмотрения перемещений. Тогда вместо соотношений 
Коши в полную систему уравнений будут входить уравнения 
совместности деформаций Сен-Венана.

Рассматривая полную систему уравнений теории упругости, 
следует обратить внимание на то, что она практически не содержит 
факторов, определяющих напряженно-деформированное состоя
ние тела. К таким факторам относятся форма и размеры тела, спо
собы его закрепления, действующие на тело нагрузки, за исключе
нием объемных сил X, К, Z.

Таким образом, полная система уравнений теории упругости 
устанавливает лишь общие закономерности изменения напряже
ний, деформаций и перемещений в упругих телах. Решение же 
конкретной задачи может быть получено, если заданы условия на
гружения тела. Это дается в граничных условиях, которые и отли
чают одну задачу теории упругости от другой.

С математической точки зрения также понятно, что общее ре
шение системы дифференциальных уравнений включает в себя 
произвольные функции и постоянные, которые и должны быть 
определены из граничных условий.

16.2. Граничные условия
Сформулировать граничные условия — это значит перевести на 

язык математики постановку задачи, описываемую обычным об
разом. Так, например, если сказано: тело 
прямоугольной формы прикреплено к 
жесткому массиву и нагружено сверху 
равномерным давлением, то довольно лег
ко можно изобразить расчетную схему 
(рис. 16.1). Для того чтобы сформулиро
вать граничные условия, достаточно оп
ределить размеры тела и математически 
записать, что происходит на его поверх
ности. При этом данная запись должна
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содержать уравнение участка поверхности (иногда это может быть 
линия или точка) и собственно условия, выполняемые на этом 
участке поверхности. Эти условия представляют собой равенства 
тех или иных функций (напряжений, перемещений) известным 
величинам. Так, в примере, показанном на рис. 16.1, в соответствии 
с условием, что тело прикреплено к жесткому основанию, необхо
димо записать, что на этом участке перемещения равны нулю. Рас
смотрим различные способы написания граничных условий.

Граничные условия в напряжениях. Такие граничные условия 
можно записать, если на поверхности тела заданы (известны) по
верхностные нагрузки. В частном случае эти нагрузки могут отсут
ствовать.

Пример 16.1. На рис. 16.2 показана тонкая прямоугольная 
пластина, растягиваемая в одном направлении равномерными 
усилиями р.

Расположим оси координат, как показано на рисунке, и рас
смотрим последовательно четыре участка границы.

Участок ЛВ. Уравнение этого участка границы у = /;.
Для того чтобы записать условия на этой границе, представим 

мысленно элемент, на гранях которого могут действовать напря
жения ах, оу, т , Переместим этот элемент так, чтобы одна из его 
граней совпала с границей. На грани, совпадающей с поверхнос
тью, могут действовать напряжения av и т . Эти напряжения 
должны быть равны соответственно внешним нагрузкам в направле
нии нормали и касательной к поверхности. Поскольку на грань 
не действуют внешние силы, то граничные условия в данном случае 
можно записать в виде

при y=h, ст(. = t vv = 0.
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Это и есть граничные условия в напряжениях на грани АВ.
Рассматривая грань CD (у = -/;), замечаем, что на этом участке 

поверхности тела граничные условия будут иметь такой же вид, что 
и на грани АВ. В таких симметричных задачах граничные условия 
можно объединить с помощью записи

Перейдем к участку ВС. Перемещая элемент до совмещения с 
этой гранью, видим, что на границе могут действовать напряжения 
ах и т . Сравнивая их с внешними нагрузками на этой грани, за
метим, что ах = р, а т = 0. Такие же условия будут и на грани AD. 
Полная запись граничных условий на этих двух [ ранях имеет вид

Рассмотренный способ написания граничных условий в напря
жениях может применяться лишь в тех случаях, когда границы тела 
совпадают с координатными поверхностями (или линиями). В де
картовой системе координат эго плоскости или прямые, парал
лельные координатным осям. Если же какой-либо участок грани
цы не совпадаете координатной поверхностью, то для постановки 
граничных условий в напряжениях необходимо использовать об
щие соотношения (4.2) для напряжений на наклонных площадках. 
Эти равенства имеют вид

где рп, pvv, р — проекции внешней поверхностной нагрузки на 
оси координат, а /, т, п — направляющие косинусы внешней нор
мали к поверхности.

Пример 16.2. Рассмотрим треугольную пластину (рис. 16.3), на
груженную по наклонной грани АВ равномерным давлением q в го
ризонтальном направлении. Для постановки граничных условий на 
этой грани воспользуемся соотношениями (16.7). Для двухосного 
напряженного состояния эти соотношения упрощаются и имеют вид

v = ±A, о =т =0.S У Л-у

х=±а, о =р. т = 0 .Л ' V.V (16.6)

(16.7)

(16.8)
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Проекции поверхностной нагрузки на грань АВ равны 
р,, = “ <?; Pyv= о.

Напраш1яютие косинусы нормали v, проведенной к этой фани, 
равны

/ = cos (v, х) = cos а; т  = cos (v, у) = sin а.
Подставляя эти значения в (16.8) и записывая уравнение прямой 

АВ, приходим к окончательному виду граничных условий на рас
сматриваемой грани:

у = / г (  1 -  ^  j ,  o v cosa +  t  vv, sin a =  -q; ( j 6  g)
x cosa + a sina = 0 .

Эти условия отличаются от рассмотренных в примере 16.1 тем, 
что в каждое из равенств входит не одно напряжение, а линейная 
комбинация напряжений.

Соотношения (16.7) или (16.8) могут использоваться и в задачах, 
в которых участки поверхности тела совпадают с координатными 
поверхностями. Рассматривая, например, грань ВС в примере 16.1, 
можно записать

/= 1 , т  = 0 , рп, =/;, р>у =0 .
Подставив эти значения в (16.8), приходим к равенствам (16.6).
Граничные условия в перемещениях. Такие граничные условия 

обычно записываются в местах закреплений. Так, в примере, изоб
раженном на рис. 16.3, на фани ОВ, если считать ее прикрепленной 
к абсолютно жесткому основанию, следует записать граничные 
условия в виде

у = 0, и = v = 0, (16.10)
что указывает на отсутствие перемещений точек этой грани. Отме
тим, что под действием нагрузки q, приложенной к наклонной

339



грани, тело стремится переместиться влево и повернуться, но за
делка препятствует таким перемещениям. В результате в основании 
пластины возникают напряжения оу и т . Поскольку величина 
этих напряжений неизвестна, мы не можем записать на грани ОБ 
условия в напряжениях.

Граничные условия в перемещениях записываются также в тех 
случаях, когда деформирование тела обусловлено не заданными 
нагрузками, а перемещениями отдельных участков его границы, 
например в результате теплового воздействия.

Пример 16.3. На рис. 16.4 изображено кольцо, находящееся во 
внешней абсолютно жесткой среде. Внутрь кольца вставляется аб

солютно жесткий вал, диаметр которого на ве
личину 28 больше диаметра отверстия. Если 
использовать в данном примере полярные ко
ординаты (г, 0 ) и обозначить перемещения: и — 
вдоль радиуса и v — вдоль угловой координаты, 
то граничные условия следует записать в виде 

г = а, и = 8 ; г = Ь, и = 0 .
Рис. 16.4 Здесь следует обратить внимание на то, что

уравнение внутренней границы записывается 
для недеформированного состояния кольца, хотя известно положе
ние этой границы после деформации: г = а + д. Это делается после
дующим причинам. Во-первых, в теории упругости рассматривают
ся малые перемещения (8 «  о), а во-вторых, как правило, не решив 
задачи, мы не знаем конечного положения границ тела. В силу сим
метрии перемещения о в этой задаче тождественно равны нулю.

Смешанные граничные условия. Имеется два типа задач со сме
шанными граничными условиями:

а) на одной части поверхности тела заданы напряжения, а на 
другой — перемещения;

б) на одном и том же участке границы часть граничных условий 
задана в напряжениях, а часть — в перемещениях.

Пример с граничными условиями типа (а) показан на рис. 16.3. 
Граничные условия (16.9) на грани АВ содержат напряжения, а ус
ловия (16.10) на грани ОВ — перемещения.

Рассмотрим смешанные граничные условия типа (б).
Пример 16.4. На рис. 16.5 показано тело прямоугольной фор

мы, нижняя грань которого закреплена на жестком основании. 
Грань ОА плотно прилегает к абсолютно жесткой стенке, при этом 
трение по поверхности контакта отсутствует.
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Под действием давления р тело деформируется. Точки грани 
ОА не имеют горизонтальных смешений, которым препятствует 
стенка, то есть на этой грани и = 0. В то же время отсутствие тре
ния в зазоре позволяет точкам этой грани свободно перемешать
ся в вертикальном направлении (при сжатии нагрузкой р тело 
расширяется в перпендикулярном направлении, то есть v * 0 ). 
Таким образом, вторым условием на этой грани будет отсутствие 
касательных напряжений. В результате граничные условия на 
участке ОА примут вид

х = 0 , и = 0 ; х = 0 ,
Ул

что соответствует второму типу смешанных граничных условий.
Часто говорят, что рассмотренные граничные условия соответ

ствуют скользящей заделке, которая показана на рис. 16.6. В такой 
заделке отсутствуют вертикальные смещения и касательные напря
жения.

Рис. 16.6

На практике встречаются и более сложные случаи, когда одно 
и то же граничное условие содержит компоненты напряжений и 
перемещений. Такие условия бывают в контактных зонах при на
личии трения, в упругих заделках и т.д.

16.3. Интегральные граничные условия

В предыдущем параграфе рассматривались нагрузки, распреде
ленные по поверхности, однако во многих практических задачах 
нагрузки являются сосредоточенными или действующими вдоль 
линии (рис. 16.7).

Возникает вопрос: как учитывать действие таких поверхностных 
нагрузок? Очевидно, что в граничные условия в напряжениях они 
не войдут. Прежде чем ответить на поставленный вопрос, рассмот
рим действие сосредоточенной силы на поверхность тела.
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Рис. 16.7

Заметим, что сосредоточенная сила счи
тается приложенной в точке, которая, как 
известно, не имеет размеров. В данном слу
чае в точке приложения силы напряжения 
будут стремиться к бесконечности. Приме
ры таких решений встретятся ниже (напри
мер, задача Фламана в главе 18). Так же об

стоит дело и вслучае нагрузки, приложенной вдольлинии (линия, 
как известно, не имеет толщины).

В реальных задачах область приложения сосредоточенной силы 
имеет малый, но конечный размер, и напряжения в этой зоне 
достигают больших (но не бесконечных) значений. Под действием 
сосредоточенных нагрузок могут появиться местные пластические 
деформации, произойти смятие и т.д. При наличии таких нагрузок 
используются интегральные граничные условия.

Пример 16.5. Рассмотрим известную задачу сопротивления ма
териалов — чистый изгиб балки прямоугольного сечения единич
ной ширины (рис. 16.8).

б)

а)
МС -^А/

в)

Рис. 16.8

Изгибающий момент, действующий на торцевые сечения балки, 
может быть приложен различными способами, два из которых по
казаны на рисунке. Как известно, решение сопротивления мате
риалов дает формулу для напряжений

М
с  = — у. (16.11)

которая соответствует способу, изображенному на рис. 16.8, в. В этом 
случае говорят, что решение справедливо во всей области.

Если же изгибающий момент приложен в виде пары сил 
(рис. 16.8, б), то формула (16.11) на торцах не соответствует вне
шней нагрузке. В подобных задачах используются интегральные
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граничные условия. В рассматриваемом примере такое условие 
имеет вид

Л  aydF = Ph.
F

Подстановка (16.11) в это соотношение обращает его в тождество, 
если учесть, что М = Ph.

В таких случаях считается, что решение справедливо во всей 
области, исключая небольшие зоны вблизи участков поверхности, 
где приложены нагрузки. Основанием для такого заключения яв
ляется принцип Сен-Венана (см. гл. 1). Справедливость этого при
нципа подтверждена многочисленными экспериментальными 
исследованиями.

16.4. Постановка задачи теории упругости 
в перемещениях

Если в качестве основных неизвестных принять три функции 
перемещений и, v, w, то полную систему уравнений теории упру
гости можно свести к трем дифференциальным уравнениям отно
сительно этих функций.

Преобразуем первое уравнение из системы ( 16.1). Для этого вы
разим входящие в это уравнение напряжения через перемещения 
с помощью соотношений (16.3, а) и ( I6.2).

а . = X ди ди dw ---Ь---1---
дх ду д z

л ди
+  2 >1 а ?

X = д ' ди ди' ; х = ц ' ди dw '
ху ^ >ду дх, XI “ , dz. дх ,

Продифференцировав эти напряжения соответственно по х,у  
и с и подставив полученные выражения в первое равенство из
(16.1), получим

И
д2и д2и д2и
— 7 --- 7 ---7дх‘ ду dz'

д2и + А- = 0. (16.12)

Выражение, стоящее в первых скобках, можно записать в виде 
У 2и, где V 2 — дифференциальный оператор Лапласа:

дх1 ду2 + dz2'
(16.13)
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Сумма производных, стоящих во вторых скобках, может быть 
преобразована следующим образом:

Э2и | д2у 
Эх2 дхду

d2w
dxdz

d (ди
Эх I Эх

Э v dw 
ду dz

de
дх

С учетом введенных обозначений уравнение (16.12) принима
ет вид

|iV2M + (X. + |i)—  + Х  = 0.
Эх

Преобразовав аналогичным образом второе и третье уравнения 
из системы (16.1), получим следующую систему трех уравнений:

цУ2и + а  + ц ) ^  + *  = 0;
Эх

цУ21> + а  + ц )^ + Г  = 0; 1 (16.14)
ду

\iV2w + (k + [i)—  + Z  = 0.
dz

Уравнения (16.14) называются уравнениями Ляме. По своей сути 
они являются уравнениями равновесия, выраженными через пе
ремещения. Поскольку при выводе этих уравнений использовались 
все основные соотношения теории упругости, можно считать, что 
уравнения Ляме являются синтезом статических, геометрических 
и физических уравнений.

Наиболее удобно использовать постановку задачи теории упру
гости в перемещениях, если на границе тела заданы перемещения. 
Если же граничные условия записаны в напряжениях, то эти усло
вия с помощью закона Гука (16.3, а) и соотношений Коши (16.2) 
следует преобразовать к такому виду, чтобы они включали в себя 
перемещения. При заданных на границах нагрузках с учетом ука
занных преобразований граничные условия (16.7) примут вид



Напомним, что в этих равенствах pxv, pyv, p_v — известные ком
поненты внешней поверхностной нагрузки и е = е + е„ + е. — от-■л У Z
носительная объемная деформация.

Уравнения (16.14) совместно с граничными условиями (16.15) 
позволяют решить задачу теории упругости в перемещениях. После 
нахождения перемещений и, и, w можно определить деформации 
по формулам Коши (16.2), а напряжения — с помощью закона Гука 
(16.3, а).

16.5. Постановка задачи теории упругости 
в напряжениях

Если в качестве основных неизвестных принять шесть компо
нент тензора напряжений: а г, а„, о., т .  т , х .  то для их определе-х  у  z ху yz ZX
ния имеются три дифференциальных уравнения (16.1), которых, 
очевидно, недостаточно для нахождения шести функций. Допол
нительными соотношениями могут быть уравнения совместности 
деформаций (16.4), (16.5), выраженные с использованием закона 
Гука (16.3) через напряжения.

При выводе этих соотношений используются также уравнения 
равновесия (16.1), поэтому условия совместности в напряжениях, 
так же как и уравнения Ляме, являются синтезом статической, гео
метрической и физической сторон задачи.

Не приводя промежуточных выкладок, запишем окончательный 
вид этих уравнений:

V 2

V2a,

1 Э2.у .d X  vа н------- т = -2--------
л 1 + v Эх дх 1 - v

1 d2s _ ^dY v
1 + v Эу2 ду 1 - v

Э2.у _  dZ V
Э г  dz 1 — V

d2s '

V -а +---
1 + v

V 2t +——
ху 1 + v Эхду

d2s

дХ_ + ЭГ  + dZ_ 
Эх ду dz
дХ_+дУ_+ д^ '
дх ду dz ,
элг+ эг + dz)
dx dy dz

V 2t  + — —  
yz 1 + v

V 2x +■

где л = J, = a,.
1 + v 
о

dydz
d 2S

dzdx

дХ_ ЭY_ 
dy dx
dУ dz 
dz + dy 
dZ_+ dX_
dx dz

(16.16)

первый инвариант тензора напряжении.
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Соотношения (16.16) называются уравнениями Бельтрами — 
Митчелла. Для случая, когда объемные силы X, Y, Z  являются 
постоянными или равными нулю, уравнения (16.16) становятся 
однородными.

Уравнения Бельтрами —Митчелла являются условиями со
вместности в напряжениях. Вместе с уравнениями равновесия (16.1) 
они составляют полную систему уравнений для решения задачи 
теории упругости в напряжениях.

Такая постановка задачи наиболее удобна, если на границе тела 
заданы нагрузки (см. граничные условия (16.7)). Если же на грани
це или на ее части заданы перемещения, то для решения задачи 
необходимо сначала по соотношениям Коши (16.2) определить 
деформации, а затем с помощью закона Гука (16.3, а) определить 
напряжения.

Наряду с двумя рассмотренными постановками задач теории 
упругости (в перемещениях и в напряжениях) известны и другие 
методы, когда в качестве искомых функций используются одно
временно и перемещения и напряжения (смешанная постановка 
задачи) или другие, искусственно вводимые функции. Один и з та
ких методов будет рассмотрен в следующей главе.

В заключение еще раз подчеркнем, что решение задачи теории 
упругости должно удовлетворять полной системе уравнений (16.1) —
(16.3) и граничным условиям. В некоторых случаях решение задачи 
может быть получено по аналогии с известными решениями, подоб
рано, «угадано».

Существует доказательство теоремы о единственности решения 
задачи теории упругости. Эта теорема позволяет быть уверенным, 
что решение, удовлетворяющее названным выше соотношениям, 
является единственным.

16.6. Простейшие задачи теории упругости
В этом параграфе приводятся решения некоторых задач теории 

упругости, не требующие интегрирования дифференциальных 
уравнений в частных производных. Решение этих задач получает
ся с помощью логических рассуждений и простейших вычислений. 
При этом будет показано, что все основные соотношения теории 
упругости выполняются. На основании теоремы единственности 
можно сделать вывод, что эти решения правильны и единственны.

Всестороннее сжатие тела произвольной формы. На рис. 16.9 по
казано тело произвольной формы, находящееся под действием
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равномерного давления р. Предположим, что вблизи произвольной 
точки внутри тела имеет место всестороннее сжатие, то есть

о = о  = о = -р\ х =х =х =0. (16.17)л у г 1 ху yz z\
Покажем, что при этом строго выполняются все основные соот

ношения теории упругости. Очевидно, что если а ( = const, а ху = 0, 
то уравнения равновесия (16.1) обращаются в тождества. И з закона 
Гука (16.3) получим, что е(.также постоянны по объему тела, а у;/ = 0. 
Отсюда следует, что условия совместности деформаций Сен-Венана
(16.4) и (16.5) также выполняются. Рассмотрим граничные условия 
в напряжениях (16.7). Составляя проекции нагрузки р в любой 
точке поверхности на оси координат (рис. 16.10), получим 

pxv = -pi; рух = - р т ; р. у = -рп.

Рис. 16.9 Рис. 16.10

Подставляя эти значения, а также напряжения из (16.17) в ра
венства (16.7). можно убедиться, что они также выполняются. Та
ким образом, решение рассматриваемой задачи, даваемое форму
лами (16.17), является правильным.

Следует заметить, что полученное решение справедливо только 
для односвязных тел. Если внутри тела имеется полость, то на по
верхности полости нагрузка отсутствует и граничные условия (16.7) 
на этой части поверхности не выполняются. Обычно в таких зада
чах вблизи полости имеет место концентрация напряжений. В по
следующих главах будут рассмотрены подобные задачи.

Полупространство под действием собственного веса. Задача о вы
числении напряжений вблизи прои звольной точки полупростран
ства. находящегося под действием собственного веса, широко ис
пользуется в механике грунтов при расчете подземных сооружений. 
В данном случае полупространство представляет собой модель
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грунтовой среды, а объемная сила Х = у, где у = const является 
объемным весом грунта (рис. 16.11).

О

Рис. 16.11

Рассмотрим бесконечно малый элемент, расположенный на глу
бине х. Пренебрегая вертикальным размером этого элемента по 
сравнению с х, можно считать, что слой толщиной х оказывает 
равномерное давление на расположенные ниже слои, при этом на 
единицу площади приходится давление, равное ух. Таким обра
зом, имеем

од = -ух. (16.18)
Чтобы определить напряжения и а., рассмотрим деформа

ции элемента в направлении осей Оу и Oz. Учитывая, что массив 
бесконечен в этих направлениях, следует положить е = 8. = О, 
иначе суммарное увеличение размеров массива было бы также бес
конечным. Кроме того, в силу равнозначности направлений Оу и 
Oz очевидно, что ст = ст..

С учетом изложенного из закона Гука (16.3) получим

е, = у ~ v(o. + о Л)] = -^|( 1 - v )o v - v a j  = 0.

Подставляя сюда напряжения а из (16.18), найдем

а = с_=  ——  о = — — ух. (16.19)
1 - v 1 - v

V
Коэффициент ---  называется коэффициентом бокового от -

1-v
пора. В частности, при v = 0,5, что соответствует несжимаемому 
материалу, этот коэффициент равен единице и все три нормальных 
напряжения равны -ух, то есть имеет место всестороннее (гид
ростатическое) сжатие. Легко проверить, что решение рассматри
ваемой задачи, даваемое формулами (16.18) и (16.19), удовлетво
ряет всем уравнениям теории упругости и граничным условиям на 
поверхности полупространства.



Г Л А В А  1 7

ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
В Д ЕКА РТО ВЫ Х  КООРДИНАТАХ

В общем случае пространственная задача теории упругости сво
дится к решению сложной системы дифференциальных уравнений 
в частных производных. Но существует обширный класс практи
чески важных задач, для которых путем введения некоторых допу
щений основная система дифференциальных уравнений сущест
венно упрощается. Этот класс задач объединяется одним общим 
названием — плоская задана теории упругости. Различают два ос
новных вида плоской задачи — плоскую деформацию и плоское на
пряженное состояние.

17.1. Плоская деформация

Рассмотрим призматическое или цилиндрическое тело (рис. 17.1) 
с торцами, перпендикулярными к оси Oz. Предполагается, что тор
цы закреплены таким образом, что их точки могут свободно пере
мещаться в своей плоскости и не могут перемещаться в направлении 
оси Oz.

Внешние силы (включая реактивные), приложенные к боковой 
поверхности тела, направлены нормально к оси Oz и равномерно 
распределены подлине тела. В плоскостях поперечных сечений 
тела они образуют взаимноуравновешенную систему сил.

При указанных ограничениях все поперечные сечения тела при 
деформировании остаются плоскими и не перемещаются в направ
лении оси Oz. Таким образом, плоская деформация характеризуется

Рис. 17.1
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тем, что точки тела могут перемешаться только в плоскостях, пер
пендикулярных к оси Ос

Если в рассмотренном выше случае торцевые сечения тела ос
таются плоскими, но могут поступательно перемещаться в направ
лении оси Oz, то в отличие от (17.1) перемещения w не равны нулю, 
а и зменяются в зависимости от координаты  ̂(с точностью до жест
кого смещения) по линейному закону:

Такое деформированное состояние тела иногда называют обоб
щенной плоской деформацией.

Плоская деформация обычно возникает в телах, имеющих боль
шую протяженность в направлении оси Oz..

В качестве практического примера плоской деформации можно 
привести плотину (рис. 17.2), нагруженную гидростатическим дав
лением воды и силами тяжести от собственного веса. Если пред
положить, что торцы плотины жестко закреплены, то все сечения 
плотины, включая торцевые, находятся в условиях плоской дефор
мации. Если же предположить, что торцы свободны от закрепле
ний, то перемещениям сечений плотины в направлении оси Oz 
препятствуют связи сдвига, имеющиеся между подошвой плотины 
и основанием вследствие сцепления с грунтом. Так как связи сдви
га не являются абсолютно жесткими, то концевые части плотины 
могут смещаться в направлении оси Oz. В этом случае на основании 
принципа Сен-Венана в условиях плоской деформации будут на
ходиться сечения, достаточно удаленные от торцов. В аналогичных 
условиях находятся прямолинейный участок тоннеля (рис. 17.3), 
цилиндрический каток опоры моста (рис. 17.4).

и=и(х,у); v = v(x, >•); w = 0. (17.1)

w =Cz. (17.2)

Л"

Рис. 17.2 Рис. 17.3 Рис. 17.4
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В соответствии с (17.1) общие уравнения теории упругости 
(см. гл. 16) упрощаются следующим образом.

Из шести уравнений Коши (16.2) остаются три:
Эи ди ди дие = — : £ = — ; у = —  + — . (17.3)

' дх v ду -ху ду дх

Три деформации обращаются в нуль:
е = у = у =0. (17.4)'yz 'zx

С учетом этого по формулам закона Гука (16.3) получим
ту, = т.Л = 0; (17.5)

с. = v(o + с ) .  (17.6)
Z л }

Подставляя (17.6) в (16.3), оставшиеся три формулы закона Гука 
можно преобразовать к виду

f v = ^ 0 v - v ,o v); £ , = - ^ ( 0 ^ 0 , ) ;  (17.7)

где E r  v, и С, — приведенные постоянные упругости, определяе
мые по формулам

Е  v Е х Е
Е .= - = — \ V, = — — ; G. = G - --- 1—  = ---:— . (17.8)

1 1 — у" 1-V 2(1 + V , ) 2(1 + v)

Соответствующие обратные соотношения закона Гука можно 
представить в виде

o v = - A T (£v + V|El.); a v = - ^ T (£l. + v |£v); хдт = С,удт. (17.9) 
1-v- 1 —v- •

Из соотношений (17.1), (17.3), (17.9) следует, что перемещения, 
деформации и напряжения не зависят от с. Поэтому из трех урав
нений равновесия (16.1) остаются два:

да дх Эт . до
^  + — ^ + *  = 0; —— + —^  + Г  = 0. (17.10) 
дх ду дх ду

Из шести уравнений неразрывности деформаций (16.4), (16.5) 
остается только одно:

(17.11)
г)Г дх2 дхду 

а остальные тождественно удовлетворяются.
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Так как во всех точках боковой поверхности тела п = cos(v, z) = 
= 0, то из статических граничных условий (16.7) остаются два:

17.2. Плоское напряженное состояние
Двухосным или плоским называется такое напряженное состоя

ние тела, при котором во всех его точках одно из главных напря
жений равно нулю. Можно показать*, что плоское напряженное 
состояние возникает в призматическом или цилиндрическом теле 
(рис. 17.1) с незакрепленными и ненагруженными торцами, если 
к боковой поверхности тела приложена система внешних сил, нор
мальных к оси Oz и изменяющихся в зависимости от - по квадра
тичному закону симметрично относительно среднего сечения. При 
этом оказывается, что во всех поперечных сечениях тела

а напряжения a v, ст , xv. изменяются в зависимости от г также по 
квадратичному закону симметрично относительно среднего сече
ния. Введение указанных допущений позволяет получить решение 
задачи, удовлетворяющее условиям ( 17.13) и всем уравнениям тео
рии упругости.

Представляет интерес частный случай, когда напряжения не 
зависят от переменной г:

с . = ол(л\ v); ау = a U ,  у); xti, = тд>,(х,>’)• ( 17.14) 
Такое напряженное состояние возможно только при действии 

равномерно распределенной подлине нагрузки. Из формул закона 
Гука (16.3) следует, что деформации ev, еу, е., у также не зависят 
от z, а деформации у и y ,v с учетом (17.13) равны нулю. В таком 
случае четвертое и пятое из уравнений неразрывности деформаций
(16.4), (16.5) тождественно удовлетворяются, а второе, третье и 
шестое уравнения принимают вид

Интегрируя эти уравнения и учитывая третью из формул закона 
Гука (16.3) при а. = 0, получим

(17.13)

(17.15)

(17.16)

См.: Тимошенко С П., Гудьер Д ж . Теория упругости. М.: Наука. 1975. 
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Таким образом, плоское напряженное состояние в призмати
ческом или цилиндрическом теле со свободными торцами, нагру
женном постоянной по длине тела поверхностной нагрузкой, воз
можно только в частном случае, когда сумма напряжений ах + оу 
и зменяется в зависимости от переменных х и у по линейному за
кону или постоянна.

Если расстояние между торцевыми плоскостями тела (рис. 7.1) 
мало по сравнению с размерами сечений, то имеем случай тонкой 
пластины (рис. 17.5), нагруженной по внешнему контуру силами, 
симметрично распределенными относительно срединной плос
кости пластины по квадратичному закону. Так как толщина плас
тины /; мала, то с незначительной погрешностью можно принять, 
что при любом симметричном относительно срединной плоскос
ти нагружении пластины напряжения o v, а у, т равномерно рас
пределены по ее толщине.

Рис. 17.5

При этом под напряжениями следует понимать их средние по 
толщине значения, например

Следует также отметить, что при введении допущения (17.14) 
условия (17.13) равенства нулю напряжений о., т , т_х будут строго 
выполняться только на внешних, ненагруженных плоскостях плас
тины. Исключение представляет случай, когда справедливо условие
(17.16). Внутри пластины эти напряжения, строго говоря, не равны 
нулю, но вследствие малой толщины пластины они не могут до
стигнуть заметной величины. Поэтому приближенно можно счи
тать, что условия (17.13) выполняются во всех точках пластины.

У У

A' Z
Чг ■ н/2

о
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Рассмотренный случай напряженного состояния тонкой плас
тины сдопущениями (17.13) и (17.14) часто называют обобщенным 
плоским напряженным состоянием.

Рассмотрим основные уравнения теории упругости для этого 
случая.

С учетом (17.13) формулы закона Гука (16.3) запишутся в виде 

г = — (о - vo  ); е = — (a  - v o  ); у = ——. (17.17)X £  X у ’ ’ у Е  х 1 ХУ Q

Соответствующие обратные соотношения имеют вид

а Л.= у - ^ т (е , + уе,); = ^ ( е у + vef ); тху = С уху. (17.18)

Формулы (17.17) и (17.18) отличаются от формул (17.7) и (17.9) 
закона Гука для плоской деформации только тем, что в последние 
вместо модуля упругости Е  и коэффициента Пуассона v входят 
приведенные величины £, и V,.

Уравнения равновесия, соотношения Коши, уравнение нераз
рывности деформаций и статические граничные условия не отли
чаются от соответствующих уравнений (17.10), (17.3), (17.11),
(17.12) для плоской деформации.

Плоская деформация и обобщенное плоское напряженное со
стояние по существу описываются одними и теми же уравнениями. 
Единственное отличие имеется в величинах постоянных упругости 
в формулах закона Гука. Поэтому обе задачи объединяются общим 
названием: плоская задача теории упругости.

Полная система уравнений плоской задачи состоит из двух урав
нений равновесия (17.10), трех геометрических соотношений Коши
(17.3) и трех формул закона Гука (17.7) или (17.17). Они содержат 
восемь неизвестных функций: три напряжения ov, о (,, тхт, три де
формации ev, ev, у и два перемещения и и и.

Если при решении задачи не требуется определять перемещения, 
то число неизвестных сокращается до шести. Для их определения 
имеется шесть уравнений: два уравнения равновесия, три формулы 
закона Гука и уравнение неразрывности деформаций (17.11).

Основное отличие рассмотренных двух видов плоской задачи 
состоит в следующем. При плоской деформации е, = 0, от Ф 0, при
чем величина а. может быть найдена по формуле (17.6) после того, 
как определены напряжения ох и ov. При обобщенном плоском 
напряженном состоянии о. = 0, е.^0, и деформация е, может быть
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выражена через напряжения о х и оу по формуле (17.16). Пере
мещение w можно найти путем интегрирования уравнения Коши
£, = dw/dz.

17.3. Постановка плоской задачи в напряжениях. 
Функция напряжений

При решении плоской задачи в напряжениях в уравнении не
разрывности деформаций (I7 .l I) необходимо выразить деформа
ции через напряжения с помощью формул закона Гука. Восполь
зовавшись, например, формулами (17.17) для обобщенного плос
кого напряженного состояния, получим

Э Ч  ЭЧ  ЭЧ  д2а х 4Э2хлт— v — т- + — — v — 2(1 + v )— —=- = 0. 
ду ду дх" дх- дхду

Исключим из этого уравнения касательное напряжение. Считая 
объемные силы X  и Y постоянными или равными нулю, продиф
ференцируем первое уравнение равновесия (17.10) по х, второе — 
по у и, сложив их почленно, найдем

Э2т , Э2ст Э2а,
2 -

-у>’ _  _z__x______ L
дхду дх2 ду2

С учетом этого равенства после простых преобразований полу
чим уравнение неразрывности деформаций, выраженное в напря
жениях:

V 2(c v + a v) = 0. (17.19)
Здесь через V 2 обозначен оператор Лапласа

v 2 = ^ +i l .
дх2 ду2

Функция, удовлетворяющая уравнению Лапласа, называется 
гармонической. Следовательно, при постоянных или равных нулю 
объемных силах сумма нормальных напряжений ох + о в плоской 
задаче теории упругости является гармонической функцией.

Уравнение (17.19) называют уравнением Мориса Леви. Оно вы
ведено для обобщенного плоского напряженного состояния, от
личающегося от плоской деформации величинами постоянных 
упругости в формулах закона Гука. Но уравнение (17.19) не содер
жит постоянных упругости и, следовательно, имеет тот же вид и 
для плоской деформации.
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Таким образом, решение плоской задачи теории упругости в 
напряжениях сводится к интегрированию системы трех дифферен
циальных уравнений: двух уравнений равновесия (17.10) и уравне
ния неразрывности деформаций (17.19) при выполнении статичес
ких граничных условий (17.12) на поверхности тела.

Систему трех уравнений можно свести к одному разрешающему 
уравнению, если ввести так называемую функцию напряжений Эри 
ф(х, у). Напряжения выражаются через функцию ф следующим об
разом:

о

ху

_  з 2ф. 
~ д ? '  

Э2ф 
дхду

Э2ф 
° у ~~ дх2 '

- y X - x Y .
(17.20)

Подставив эти формулы в уравнения равновесия (17.10), нетруд
но убедиться в том, что они тождественно удовлетворяются при 
условии, что объемные силы X  и Y постоянны или равны нулю. 

Подставляя (17.20) в (17.19), получим
У 2У 2ф = 0. (17.21)

Уравнение (17.21) называется бигармоническим уравнением, 
а функция, удовлетворяющая ему, — бигармонической функцией. 
В развернутом виде это уравнение записывается следующим образом:

Э4ф + 2 Э4Ф 
дх4+ дх2ду2

-+ * ?  = 0. 
ду

(17.22)

Таким образом, решение плоской задачи теории упругости сво
дится к нахождению функции напряжений, удовлетворяющей би- 
гармоническому уравнению и статическим граничным условиям 
на поверхности тела.

Статические граничные условия (17.12) можно выразить через 
функцию напряжений, подставив в них выражения (17.20):

Э2ф
э 7

Э2ф
дхду

+ уХ + X Y т  = р

Э2ф 
дх ду

+ уХ + xY Э2ф
(17.23)

При известной функции ф(.\\ у) напряжения определяются по 
формулам (17.20) с помощью дифференцирования.
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Заметим, что в случае, когда граничные условия ставятся в на
пряжениях, а объемные силы X  и Y постоянны или равны нулю, то 
ни в уравнение (17.22), ни в граничные условия (17.23) не входят 
постоянные упругости материала Ей  v (или их приведенные значе
ния /Г, и v, при плоской деформации). В этом случае оказывается 
справедливой следующая теорема Леви—Митчелла: в плоской зада
че для односвязного тела, на поверхности которого заданы внешние 
силы, напряжения а х, Gv, т не зависят от свойств материала тела.

Можно доказать, что эта теорема справедлива также и для мно
госвязного тела (с отверстиями) при условии, что главные векторы 
внешних сил, приложенных к контурам каждого отверстия, равны 
нулю.

Теорема Леви—Митчелла дает основание при исследовании на
пряженного состояния элементов конструкций использовать гео
метрически подобные модели из любого упругого материала. На
пример, при определении напряжений методом фотоупругости 
используются прозрачные оптически чувствительные полимерные 
материалы. Основы метода фотоупругости изложены в гл. 23.

17.4. Решение плоской задачи в полиномах

При решении плоской задачи с помощью функции напряжений 
применяются различные методы: полуобратный методе использо
ванием алгебраических полиномов (многочленов) или тригоно
метрических рядов; метод функций комплексных переменных; 
метод конечных разностей (§ 21.1) и другие методы.

Рассмотрим наиболее простой полуобратный метод решения с 
помощью алгебраических полиномов различных целых и положи
тельных степеней. Сущность метода состоит в том, что функцию 
ф(х, >') принимают в виде полинома, коэффициенты которого под
бираются таким образом, чтобы удовлетворялись бигармоническое 
уравнение (17.22) и граничные условия.

Установим, какие задачи можно решить с помощью полиномов 
различных степеней. Объемные силы будем полагать равными 
нулю. Так как бигармоническое уравнение имеет четвертый поря
док, то полиномы ниже четвертой степени тождественно удовлет
воряют этому уравнению при любых значениях коэффициентов и 
являются бигармоническими функциями. Полиномы четвертой и 
более высокой степени имеют только четыре независимых коэф
фициента.
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Полином первой степени
Ф = а,х + Ь{ у

интереса не представляет, так как при подстановке в формулы 
(17.20) дает напряжения, равные нулю.

Рассмотрим полином второй степени:

Дробные коэффициенты вводятся с целью сокращения чисел при 
дифференцировании. По формулам (17.20) найдем напряжения:

Получили так называемое однородное напряженное состояние, 
при котором напряжения во всех точках тела одинаковы. Такое 
напряженное состояние возникает в прямоугольной пластине 
(рис. 17.6), нагруженной на краях равномерно распределенными 
нормальными рх, р и касательными рх, силами. Толщина плас
тины принята равной единице. В этом случае коэффициенты по
линома равны

В частном случае при а2=Ь1 = 0 имеем равномерное растяже
ние в направлении оси Ох. Случай с, = а2 =0 соответствует напря
женному состоянию чистого сдвига.

(17.24)

1 Я Ш Ш
Ру

Рис. 17.6

Рассмотрим полином третьей степени:

(17.26)
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Выражения для напряжений принимают следующий вид:
cx = c}x + dyy, о, = о3х + />,>’; тху = -Ь3х - с 3у. (17.27) 

Если принять я3 = />3 = с3 = 0, то получим 
cx = d3y\ а  = t vv = 0.

Во всех сечениях пластины, нормальных к оси Ох (рис. 17.7), 
напряжения ст изменяются по линейному закону, причем в точках 
оси Ох они равны нулю.

"/2 7  о Ч
Л/2 А у С. А. Х

/ .̂Р,(у)
'У 

Рис. 17.7

Как известно, такое напряженное состояние возникает при чис
том изгибе, и формулу для о можно записать в виде

М,
°Л = ^

г
где Л/. — изгибающий момент; J_ — момент инерции сечения,

Z <•

нормального к оси Ох.
Для образования напряженного состояния чистого изгиба во 

всех сечениях пластины необходимо, чтобы приложение моментов 
осуществлялось с помощью нагрузок рх, распределенных по тор
нам также по линейному закону:

Однако согласно принципу Сен-Венана для пластины в виде 
длинной полосы (/ »  /;) детальный способ приложения моментов 
к торцам сказывается на характере распределения напряжений 
только в сечениях, близких к торцам.

Если для полосы, вытянутой по вертикали (рис. 17.8), взять по 
одному члену из полиномов второй и третьей степени:

Cl-\ Q-, т
Ф = -̂ -х +-7-Х-, (17.28)

L о
то получим напряженное состояние внецентренного растяжения 
полосы:

а =о-, + а,х; о =т =0. (17.29)у 2 3 1 х ху 4 '
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а) mtШ

щ : I
bU

-»нб
б)

Рис. 17.8

В крайних волокнах при х = ±И/2 напряжения о, имеют наи
большее и наименьшее значения (рис. 17.8, а):

я,/; a J 7
а мм=°2-^--

Постоянные а2 и можно выразить через продольную си
лу N, эксцентриситет е и геометрические характеристики попе
речного сечения полосы — площадь F  = bh и момент инерции

С„б =(12 +

J ,  = bhr/\2 (рис. 17.8, б):
Ne М,
j . 7 7 '

Тогда формула (17.29) для напряжений ст примет вид

/V
«т = — ;2 F

N М. 
а,. = —  + — -х.

F  J z
Рассмотрим полином четвертой степени:

4 ^4 3 С4 1 1 ^4 3 4Ф = - f x + ~гхУ  +— х у  +—  ху- + — у .
12 6 4 6 12

Теперь бигармоническое уравнение (17.22) не будет тождествен
но удовлетворяться при любых значениях коэффициентов, так как 
производные четвертого порядка от функции ф не равны нулю:

Э4Ф = Э4Ф
Эх4 ° 4’ dx2()y2 п ..2 С4 ’

Э4ф

э /
2ег
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Подставляя эти производные в уравнение (17.22), получим

Таким образом, из пяти коэффициентов независимыми явля
ются только четыре. Исключая с помощью последнего равенства 
коэффициент е4, запишем выражение для функции ф в виде

Этот полином удовлетворяет бигармоническому уравнению. 
Выражения для напряжений имеют вид

Точно так же можно составить полином пятой степени, тожде
ственно удовлетворяющий бигармоническому уравнению (17.22) 
при любых значениях четырех коэффициентов. Приведем его вы
ражение без вывода:

При решении задач можно попытаться составить подходящую 
комбинацию из отдельных членов полиномов различных степеней, 
основываясь, например, на результатах рассмотренных выше задач. 
В некоторых случаях помогает учет условий симметрии. В первом 
приближении можно воспользоваться выражениями для напряже-

а4 + с4 + е4 = 0.

о t = -аАу2 + ~2~(х~ - 2у2) + dAxy-,

2 | с 4 2а у = аАх +Ь4ху + ̂ -у ; (17.31)

(17.32)

Выражения для напряжений имеют вид

(17.33)
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ний, полученными методами сопротивления материалов. Если 
найденная на основе этого решения функция напряжений не удов
летворяет бигармоническому уравнению или граничным условиям, 
то можно попытаться внести в решение необходимую поправку.

Ниже рассмотрены примеры решения задач с помощью метода 
алгебраических полиномов.

17.5. Изгиб консольной балки силой, 
приложенной на конце

Рассмотрим консольную балку прямоугольного сечения шири
ной b = I, нагруженную силой Р(рис. 17.9). Будем считать, что в 
балке имеет место обобщенное плоское напряженное состояние.

\У

N

0 с y i - t
7

-L  - -  Л

z
с,тс

ь=\

Рис. 17.9

Воспользуемся известными формулами сопротивления материа
лов для напряжений:

Л/. Q Smc
а  = — -у; о = 0 ;  х =— -— .Л J  у  xv  J h

Найдем входящие в эти формулы величины: 
изгибающий момент

М. = -/>(/ -х ):
поперечную силу

<?=/>;
момент инерции поперечного сечения

hh}
z ~ 12 “ 12’

статический момент отсеченной площади при h = 1 (см. форму
лу (7.45))

I’2 2
— у

362



Подставив эти величины в формулы для напряжений, получим
Р(1-х)о = ---- ----у : PI Р—  v + —  ху: 

J . '  J , ° ,  = 0;

■у"
Р1г
8 J , ir r-

(а)

Используя формулы (17.20) при Х=  У= 0, свяжем эти выраже
ния с функцией напряжений:

Э2ф Э2ф
Т Т  = сху + с2ху\ а г = —  = 0;
Эу ' Эх

Э2ф

о.

Тлт ЭхЭу
где через ср с2, су  с4 обозначены постоянные множители в фор
мулах (а) для напряжений.

Интегрируя первое из этих равенств два раза по_у и подставляя 
полученное таким образом выражение для ф во второе и третье ра
венства, последовательно получим

ф = 7V  + ^~ху} + /, (х)у  + /2(х);
0 0

^  = f ]"(x )y + f 24 x ) = 0;
Эх"

Э2ф
Ш у  = -~1у г ' /:{Х ) = С>+С У ’

Рассмотрим второе и третье из этих равенств. Так как у — не
зависимая переменная, то второе равенство возможно только при 
выполнении условий

/,"(х) = 0; //(х) = 0.
Производя интегрирование, найдем

/|' = CV  А =С5Х + Сь< Л  = СГ f 2 = C7X + CH. 
Подставляя в третье равенство / ' = с5 и приравнивая между 

собой коэффициенты при одинаковых степенях у , получим

„  _  С2 ■ „  _

С учетом полученных соотношений сумму двух последних сла
гаемых в выражении для ф можно представить в виде

J\y + f 2 =  ~ с\ х у  +  Сь у  + С7х  +  С8.
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Последние три слагаемых в этом равенстве можно отбросить, 
так как напряжения выражаются через вторые производные от 
функции ф. Тогда получим окончательное выражение для функции 
напряжений

С \ Ч С 2 3 ф = ~^У +-^ХУ' - с}ху,
тождественно удовлетворяющее бигармоническому уравнению
(17.22), и соответствующие формулы для напряжений

Q
а * =с{У + с2ху; о у = 0; хху=—±у2+су (б)

Коэффициенты ср с2, с3 найдем из граничных условий на кон
туре (см. § 16.2, пример 16.1). На нижней и верхней ненагруженных 
гранях имеем

у = ± \  <*>■ = °;  тл> =°- 
Первое условие выполняется тождественно, а из второго найдем

с3 - с2И2

На правом торце запишем
х = /, а = 0; т = я ,’ х ’ ух г  у:с’

где о (у) — касательная нагрузка, равнодействующая которой рав
на приложенной силе Р. Из первого условия найдем

Второе условие
с, = -с21.

T>x=-fy2+c3 = Руг(У)
при некотором заданном законе изменения р (у), очевидно, не 
может выполняться при произвольных значениях у.

Потребуем выполнения граничного условия в интегральной 
форме:

Л/2 Л/2

J v ^ = I  Р>^У = Р -
-Л/2 -Л/2

Предположим, что р изменяется в зависимости от у по тому жеух
закону, что и касательные напряжения х , в поперечных сечениях.у*-
Гогда получим

Л/2 (  \ Л/2 / 2 ^

i  j - f + Г \ l j - f  у + Т Г = Л
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Отсюда после интегрирования найдем

Подставив эти значения постоянных в формулы (б), придем к 
формулам (а). Таким образом, выражения (а) для напряжений, по
лученные в сопротивлении материалов, удовлетворяют всем урав
нениям теории упругости и статическим граничным условиям на 
трех гранях балки. Если касательные силы рух распределены по тор
цу по какому-либо другому закону, то согласно принципу Сен-Ве- 
нана существенное отличие в напряжениях будет только в области, 
близкой к торцу.

Для определения перемещений воспользуемся формулами за
кона Гука (17.17), в которых выразим деформации через переме
щения по формулам Коши (17.3), а вместо напряжений подставим 
их выражения (а):

Интегрируя первое из этих уравнений по х, а второе — по у и 
подставляя найденные перемещения и и и в третье уравнение, 
получим

где f }(y) и /4(х) — произвольные функции.
В равенстве (г) выражение в первых квадратных скобках зави

сит только от х, во вторых — только от у, правая часть — посто
янная величина. Так как х и у — независимые переменные, то 
равенство (г) может выполняться только при условии, что выра
жения в квадратных скобках являются постоянными величинами:

ду Эх E J , v 4

Z

(/у2 -ху2) + /4(х); (в)

(д)
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Интегрируя эти уравнения, найдем 

/4(*)
Р  | /х2 X3

6E J z \ 2
+ cqx + с.,;

(2 + у )Р  ■,
^ )= — ^ 7 ^ +v +ci; -

С учетом этих формул выражения (в) для перемещений запи
шутся в виде

E J.
х у 2 + v з-1ху + — ------- V

2 6 +  с к » > ’  +  с 1.

.3
~ f \ v/y2 - W  +1x1 - у  I + счх + с,,.

(е)

(ж)

Как видно из формулы (е), перемещение и нелинейно зависит 
от>' и, следовательно, поперечные сечения балки, в том числе и в 
заделке, не остаются плоскими (рис. 17.10). Сечение х = 0 в полу
ченном решении лишь с некоторым приближением можно считать 
заделкой, так как при определении постоянных с9, с,0, см, с |2, 
входящих в выражения (е) и (ж), невозможно удовлетворить гра
ничным условиям и = 0, v = 0 для любых значений у. Поэтому 
ограничимся требованием, чтобы была неподвижна точка О, рас
положенная на оси Ох, то есть

х = 0, у  = 0, и = и = 0.
Подставляя эти условия в формулы (е) и (ж), получим

с „ = с,2 = °.

а) б)

Рис. 17.10

Для определения постоянных с„ и с10 потребуем, как это
принимается в теории изгиба балок, чтобы в заделке угол пово-

366



рота касательной к изогнутой оси (рис. 17.10, а) был равен нулю, 
то есть примем

х = 0, у = 0, |^  = 0.
Эх

Из этого условия, используя формулу (ж), найдем с9 = 0. С уче
том этого из равенств (г) и (д) получим

(1 + v)Ph2
10 4 E J,

Окончательные выражения для перемещений примут вид
,2

U =
E J.

-1ху +

V =
2 E J.

х2у

vly'

2 + v ч (1 + v)h----у +------- у
6 4

2 , 2 х'- vxy + l x ---

(з)

(и)

Полагая во втором выражении у =0, получим уравнение изо
гнутой оси балки и при х = / — прогиб конца консоли:

v(x) = l x 2 X
~6~

V ( l )  =
РГ’ 

3 E J ,
( к )

г г
Выражения (к) в точности совпадают с выражениями для про

гибов консольной балки, полученными в элементарной теории 
изгиба, основанной на гипотезе плоских сечений.

Вместо равенства нулю угла поворота касательной к изогнутой оси 
в заделке Эи/Эх = 0 можно потребовать, чтобы был равен нулю угол 
поворота нормали к изогнутой оси (рис. 17.10, б), то есть принять

х = 0, >' = 0, ™  = 0.
ду

Из этих условий, используя формулы (е), (г) и (д), найдем

с'ю — 0,
(1 + v)Pfr 

A EJ,
Формулы для перемещений имеют вид 

Р



а для прогибов оси получим следующие выражения:

v(x) = р ' 1х2 X3' (1 + v)P I2ГМ
e j 7 , 2  6 , + 4 E J. J J

v(l) =
Р Г  (1 + v)P/!

3 E J . 4 E J.

(л)

Первые слагаемые в формулах (л) совпадают с выражениями 
(к), а вторые, имеющие порядок величины (h/l)2 по сравнению с 
первыми, характеризуют учет влияния деформаций сдвига на про
гибы. Для балок при h/l < 1/5 влияние сдвигов незначительно.

17.6. Балка на двух опорах под действием 
равномерно распределенной нагрузки

Схема балки показана на рис. 17.11. Начало координат принято 
в середине балки. В примере, рассмотренном в § 17.5, для функции 
напряжений оказалась подходящей сумма трех членов, взятых из 
полиномов второй, третьей и четвертой степеней. В рассматрива
емом случае к балке приложена равномерно распределенная на
грузка <у, поэтому в выражение для ср следует добавить члены из 
полиномов более высоких степеней. Примем, например, функцию 
Ф  в виде бигармонических полиномов второй (17.24), третьей 
(17.26), четвертой (17.30) и пятой (17.32) степеней. Так как ось Оу 
является осью симметрии, нормальные напряжения c tv( x , у), 
a v(x,y) должны быть четными функциями х, а касательные напря
жения т (х, у) — нечетной функцией х. Поэтому в выражениях
(17.25), (17.27), (17.31), (17.33)для нормальных напряжений ах, о , 
следует положить равными нулю коэффициенты при нечетных 
степенях х, а для касательных напряжений т — при четных сте
пенях х:

= с5 = 0.
Тогда для функции ф получим следующее выражение, удовлет

воряющее бигармоническому уравнению (17.22) при любых зна
чениях коэффициентов:

1 ; I 2 3 1 5 I



Ш 1 Ш Ш I I I 11111
•«

0 j L

I 1 /
RA = ql У

Рис. 17.11

Полагая объемные силы равными нулю, определим напряжения 
по формулам (17.20):

- O ' - V
3

- а4у2 + -±(х2 -2у2) + d}y + с2;

о у = ь5хгу + у  у 3 + aAxz +^-у'+  by у + а2;

Ьс 2 2
Хху = --2-х - d5xy - с4ху - byX.

4 „2 (а)

Для определения постоянных коэффициентов воспользуемся 
фаничными условиями на верхней и нижней фанях (см. рис. 17.11):

И Иа = -q, х = 0; у = ~, о у = 0, хху = 0.

С учетом выражений (а) получим систему четырех уравнений
,3 .2И 2 /Г’ X -д,-

- 2 5 24
2 А , А-b j~  + a2 =-q:

х3 Л2 И
b̂  + ds-^x ~ c* 2 X+ = ° ;
а А 2 . А3 2 А2 , /г
5 2х + ̂  + fl4* +c4 y  + i 3 2 +fl2"

, X 3 / Г  /;
/’5 Т  + </5 'У 'Х + С4 2Х + /,3Х = 0-

Так как эти уравнения должны удовлетворяться при любых зна
чениях х, необходимо приравнять нулю коэффициенты при раз
личных степенях х. Из второго и четвертого уравнений следует, что 
65 = 0. Вычитая из второго уравнения четвертое, получим с4 = 0. 
Складывая первое и третье уравнения, получим а4 = 0, а2= -<7/2.
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С учетом этого второе и третье уравнения приводятся к виду

Решая эти уравнения, получим b} = 3q/(2h)\ d, = —6q/h} .
На левом и правом торнах балки должны выполняться следу

ющие граничные условия:

где р (у) — касательные нагрузки на торцах, равнодействующие 
которых должны быть равны опорным реакциям R ( = RB = ql.

Так как закон изменения р не задан, второе условие следует 
представить в интегральной форме, потребовав, чтобы касательные 
напряжения на торцах приводились к опорным реакциям:

-А/2

Подставив в это условие выражение для т ,v из (а) с учетом най
денных значений коэффициентов, можно убедиться в том, что оно 
тождественно удовлетворяется.

Подставив х=±1 в выражение для o v, получим

Из этого выражения видно, что первое из граничных условий 
(б) при некоторых фиксированных значениях с/, и с2 и произволь
ных значениях у не может быть выполнено. Поэтому вновь вос
пользуемся интегральными граничными условиями. Потребуем, 
чтобы на торцах обращались в нуль продольная сила и изгибающий 
момент:

х = ±/, а = 0; т = + р ,X ’ ух т  '  ух' (б)

6 (  J  \
N = J <*xdy = j “ ТУ( +d3y + c2 dy = 0;

-hn h ' '

A/2 A/2 Г

M Z= J  ° xydy = j  /2y2- | / )  + d^ ’2 +С2У С,У = °--hn -hnV. h ' '

-A/2 - A/2 L "

A/2 A/2 Г

f „  f b(i
-h/2 — А/2 *-

Из этих уравнений найдем



Подставляя найденные постоянные в формулы (а), получим

hi 
10/

a v = * f ( / 2- x 2) + * f  
А3 А3 V - -

а ' = ~2
'  У3 У ^--3^+1

/г’

Tvv =
6фс( А2

/г

У

(в)

A3 v 4
Для сравнения определим напряжения по формулам сопротив

ления материалов:

М Лх)
° г  = — 7-- У =

<?(2/)2 фс2

0<л)57с(>') - ^ 2

о =0; 
А3 А3 1

\

•12

J b А3 1
бфсГ А2 2

( г )

Сравнивая формулы (в) и (г), приходим к следующим выводам. 
Формулы для касательных напряжений тху в обоих случаях совпа
дают. Первое слагаемое в формуле (в) для а х совпадает с формулой 
сопротивления материалов. Исследуем влияние второго слагаемо
го на величину наибольших напряжений а  , возникающих в край
них волокнах среднего сечения балки х = 0. Полагая в первой из 
формул (b)jc = 0, .v = А/2, получим

а. 3 ql1
А

.  1 h

,+ й 7 .
(д)

Как видно из этой формулы, величина второго слагаемого в 
скобках быстро убывает с уменьшением отношения высоты попе
речного сечения А кдлине балки 21. Так, при А/(2/) = 0,5; 0,25; 0,1 
величина второго слагаемого по сравнению с первым соответ
ственно составляет 6,7%; 1,7%; 0,3%.

Напряжения ст взаимного давления продольных слоев балки 
имеют наибольшую абсолютную величину о =q на верхней фани, 
в чем можно убедиться, положив во второй из формул (в) у  = —А/2. 
Из сравнения этой величины с величиной наибольших напряже
ний а х из формул (в) видно, что для достаточно длинных балок 
(21/И > 4) напряжения с , существенно малы по сравнению с о .
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Поэтому в сопротивлении материалов обычно полагают, что ау = О, 
хотя эти напряжения могут быть определены (см. § 7.6).

На рис. 17.12 изображены эпюры наибольших напряжений ах, 
ov, х для случая 2l/h = 4. Пунктирная прямая на эпюре а х соот
ветствует решению по формуле сопротивления материалов.

Проведенный анализ позволяет сделать заключение о том, что 
для достаточно длинных балок решения сопротивления материалов 
и теории упругости дают практически одинаковые результаты.

17.7. Расчет плотины треугольного поперечного 
сечения

Решение плоской задачи в полиномах можно применить к 
расчету плотины с треугольным поперечным сечением (рис. 17.13). 
На вертикальную напорную грань плотины действует гидростати
ческое давление воды, которое на глубине х равно ух (у — объ
емный вес воды). Кроме того, необходимо учесть объемную силу, 
равную объемному весу материала плотины: Х = у г К=0.

О
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Примем функцию напряжений в виде полинома третьей степе
ни (17.26), удовлетворяющего бигармоническому уравнению
(17.22) при любых значениях коэффициентов. По формулам (17.20) 
найдем напряжения:

а х = с3х + d}y; а у = а}х + Ьъу\

zxy=-bix - c iy- y ,y .

Входящие в эти формулы постоянные коэффициенты опреде
лим из граничных условий на вертикальной и наклонной гранях. 
На вертикальной грани имеем

>’ = 0, оу =-ух; гху = 0.
Используя формулы (а), найдем а} = -у; Ь} =0.
С учетом этого формулы (а) для напряжений примут вид

сх = с3х + d} y, ау = -ух; тху = -(с3 + у, )у. (б)
Нормаль v к наклонной грани не параллельна осям координат. 

Поэтому необходимо использовать статические граничные условия 
в общем виде (17.12):

р = о / + т  /и; р = т 1 + а т ,  (в)г  XV X  ху ’  r .l’V ух у '  ’

где
/ = cos (v, х) = cos (90° + а) = -sin а; т  = cos (v, у) = cos а. 
Поверхностные нагрузки на наклонной грани отсутствуют. По

этому рп  = pyv = 0. С учетом этих равенств соотношения (в) при
нимают вид

-ovsin а  + Тхуcos а  = 0; -T^sin а  + о ( cos а  = 0. 
Подставляя в эти равенства выражения (б) и учитывая, что урав

нение наклонной грани y = xtga, получим
—(с3 + d} tg a ) х sin a  - (с, + у,) х tg a  cos a  = 0;
(c3 + Yj) x tg a  sin a  - у x cos a  = 0.

Решая эти уравнения, найдем
с3 = yctg2a - у,; d3 = y,ctg a  - 2yctg3a.

Запишем окончательные выражения для напряжений:

a v = (yctg2 a  - у. )х + (у. ctga - 2yctg3 a)>>;
2 (г)Gy = -ух; тху = —y_yctg a.

Интересно сравнить полученные результаты с решением по 
формулам сопротивления материалов. Для этого выделим из пло-
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тины пластину шириной b = I (рис. 17.14) и 
рассмотрим ее как консольную балку пере
менного сечения. В поперечном сечении 
балки, находящемся на расстоянии хот сво
бодного конца, возникают три внутренних 
усилия: поперечная сила, равная площади 
треугольной эпюры гидростатического дав
ления

Q = x- у *2; (д)

Рис. 17.14

продольная сила, равная весу треугольной 
призмы

/V = - ^ ^ х 2 tga; <е)

изгибающий момент, равный сумме моментов двух сил: силы Р { =Q, 
приложенной в центре тяжести треугольной эпюры давления, 
и силы Р2 = | /V |, приложенной в центре тяжести треугольной при

змы с эксцентриситетом e = -xtga  относительно центра тяжести6
рассматриваемого сечения (заштрихованного на рис. 17.14), то есть

Р2е = ~7Ух3 +7z Y,x3tg2a. (ж)О 11
Согласно формулам сопротивления материапов имеем:

(з)

М =Z

N М
= — н— - у ; F  У. ° .= о ; ТЛ,' =

Q S™  (у*)
J,b

где у*— переменная, отсчитываемая от центральной оси Oz попе
речного сечения; F, У, и 5.огс(у*) — соответственно площадь, момент 
инерции сечения и статический момент отсеченной площади:

{  ~ (У * У

Ыг _ 1
12 " 12

2 _  1 1
“  2 А

-x'tg а - (у * ) '
(и)

Координаты у и у* произвольной точки поперечного сечения 
связаны между собой соотношением

у* = y-- x tg a . (к)
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Подставив формулы (д), (е), (ж), (и), (к) в (з), после простых 
преобразований получим

о = (yGtg2a - y 1)x + (y 1ctga-2yctg3a).y;

a  =0; т =3yctg3a v2vtg a---
х

(л)

Для горизонтального сечения, находящегося на некотором за
данном уровне х = const, на рис. 17.15, а, б изображены эпюры 
напряжений, полученные соответственно по формулам теории 
упругости (г) и по формулам сопротивления материалов (л) при сле
дующих исходных данных: а  = 30°, у= 10кН/м3, у| = 20кН/м3.

и  1 гп

IOx CP” I
1 ' 10v□лжш

17.3.V

Рис. 17.15

Сравнивая формулы (г) и (л) и соответствующие им эпюры, 
приходим к следующим выводам. Формулы для напряжений о х 
в обоих решениях совпадают. Напряжения о , которые в сопротив
лении материалов не учитываются, имеют одинаковый порядок с 
напряжениями ст(. Эпюры касательных напряжений т , получен
ные по формулам теории упругости и сопротивления материалов, 
отличаются между собой не только количественно, но и качествен
но. Следовательно, расчет по формулам сопротивления материалов 
для рассматриваемой задачи неприемлем.

При заданном угле a  = 30° напряжения ох в точках передней 
грани плотины являются растягивающими, что для хрупкого ма
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териала нежелательно. Растягивающих напряжений можно избе
жать соответствующим выбором угла а. Положив в первой из фор
мул (г) у = 0, a f = 0, получим уравнение

(yctg2a - y 1)x = О, 
из которого при заданных величинах у и у( и jt#0 найдем

tg2a  = — = 0,5, a  = 35,3°.
Y‘

Таким образом, при a  >35,3° растягивающих напряжений в 
плотине не будет.

17.8. Решение плоской задачи с помощью 
тригонометрических рядов

Выше мы рассмотрели решение двух задач об изгибе тонкой по
лосы (балки) прямоугольного поперечного сечения. Для расчета кон
соли, нагруженной на конце сосредоточенной силой, оказалась под
ходящей функция напряжений в виде полинома четвертой степени, 
для свободно опертой по концам балки, находящейся под действием 
равномерно распределенной нагрузки, — полином пятой степени.

Повышая степени полиномов, можно получить решение задач 
для более сложных случаев нагружения полосы. Например, с по
мощью функции напряжений в виде полинома шестой степени 
решается задача об изгибе консоли нагрузкой, изменяющейся по 
линейному закону. При нагрузке, изменяющейся по квадратично
му закону, подходит полином седьмой степени.

Однако решение в полиномах применимо только для случаев 
нагружения балки непрерывной по всей длине нагрузкой, закон 
изменения которой может быть аппроксимирован алгебраическим 
многочленом с целыми положительными степенями.

При действии на балку более сложных нагрузок, в том числе 
прерывистых (рис. 17.16), функцию напряжений можно предста
вить в виде тригонометрических рядов по синусам или косинусам:

Ф (* ,у ) = X / rt(y)sinXnx; (17.34)
п=\

^(х ,у)= ^\\1п(у)с<хХпх, (17.35)



r m L  л т г щ

/

Рис. 17.16

(17.37)

Очевидно, что функция ср может быть 
принята в виде суммы выражений (17.34) 
и (17.35).

Если подставить один член ряда (17.34) 
в бигармоническое уравнение (17.22), 
то получим обыкновенное дифференци
альное уравнение относительно функ
ции f n(y):

С  (У) - 2X2J n(y) + X\fn(y) = 0.
Соответствующее характеристическое уравнение 

г4-1Х2г 2 + Х4 =0п п
имеет два действительных кратных корня

г, = г, = X ; г, = г. = -X .1 2  п' 3 4 п
В соответствии с этим общее решение уравнения (17.37) можно 

представить в виде
Ш  = с и, ch К  у + с 2пsh К  у + Сз„ У ch К  у + с 4п у sh *•„ У-

Таким образом, решение, соответствующее одному члену раз
ложения функции ф в ряд по синусам, имеет вид

Ф „  =  (C inchXny + C2nshXny + CinychXny +
+ CAnyshXny) smXnx, (17.38)

а при разложении (17.35) в ряд по косинусам для одного члена ряда 
имеем

Ф„ + D 2ns h \ , y  +  ° 1 п У с Ь \ , У  +

+ D4nyshXny) cosXnx. ( 17.39)
Прои звольные постоянные интегрирования, входящие в (17.38) 

и (17.39), находятся из граничных условий на верхней и нижней гра
нях пластины. Для этого необходимо внешнюю нагрузку q(x) также 
разложить в тригонометрические ряды по синусам или по косинусам:

q(x) = £  Ап sin Хпх\ q(x) = £  Вп cosXnx. (17.40)
/1=1 я=0

Если начало координат принять палевом конце балки (рис. 17.16), 
го коэффициенты разложений ( 17.40) определятся по формулам

2 ^
А„ = - jq (x )sm Xnxdx;

о
1 I 2 1

В() = -jq(x)dx-, Вп = -jjq(x)cosXnxdx.

(17.41)
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В тех случаях, когда приложенная к балке нагрузка является 
симметричной или кососимметричной относительно среднего се
чения (рис. 17.17, а, б), для упрощения расчета ось Оу следует сов
местить с осью симметрии балки. Тогда в случае симметричной 
нагрузки

Напряжения в балке определяются по формулам (17.20).
В качестве примера рассмотрим порядок расчета полосы, име

ющей поперечное сечение в виде узкого прямоугольника единич
ной ширины (рис. 17.18). К  верхней грани полосы приложена рас
пределенная нагрузка q(x), а по торцам — касательные силы.

Функцию напряжений примем в виде ряда по синусам (17.34). 
Найдем решение, соответствующее произвольному я-му члену ряда 
(17.38). Подставив (17.38) в (17.20), получим при отсутствии объ
емных сил выражения для напряжений:

(17.42)

а в случае кососимметричной нагрузки

(17.43)

х (2sh X пу + A.„.ych Хп у) + С4пХп( 2ch Хпу + 
+ ^ j) ]s in ^ nx;

(17.44)

+ C}nych Хпу + С4я ysh Xny)X;t sin Xnx\

x (ch Xny + ^H>’sh Xny) + C4;,(sh Xny + 
+ Xnyc\\Xny )]X nco$Xnx.
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Рис. 17.17

Этим выражениям для напряжений соответствует п-й член раз
ложения нагрузки (17.40) в ряд по синусам

qn{x) =/4„sin Хпх, (17.45)
где А определяется по первой из формул (17.41).

Постоянные интегрирования, входящие в (17.44), определяют
ся из граничных условий на верхней и нижней гранях балки:

=  0 ;

а <п) = 0;У

_ ( я )  
ху
г(П) =  0.X'ху

Подставив в эти равенства выражения о (и), хл>,(п) из (17.44) и qn 
из (17.45), получим следующую систему четырех уравнений:

-С,,,chX.,h + C2fishX Ji + C,„/;chX„h - CA„/?shXi:h =' in ' '4 n X 2

C, ,,ch + c 2/|sh X J i  + C,„/;ch Хи/г + C4„/?sh ̂ „/г = 0;"Зл 4 n'

C , A sh X h  - C2nxn ch - C3„ (ch Xnh + Xnh± Xnh) +
+ C4n(shXnh + XnhchXnh) = 0;

Cl A sh K h + C2A , ch M  + C3„(C11 M  + V ,sh V 7) +
+ C4„ (sh Xnh + Xf]hch Xnh) = 0.

Решая эту систему уравнений, найдем постоянные С|);, С2я, С3я, С4я.

I
1

Tra(°,^)j

ПТ-JJ1. 'ТпттПТГ tx,,v(/,y) 
t -

с
0 ~ [ ♦ X 1

/
У

Рис. 17.18
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Рассмотрим граничные условия на левом и правом торцах бал
ки. Как видно из (17.44), граничные условия для нормальных на
пряжений g v тождественно удовлетворяются, так как при х = О 
и х = I ах = 0. Первое, пятое и шестое слагаемые в последней 
формуле (17.44) соответствуют взаимноуравновешенной системе 
касательных напряжений т , так как в верхней (у > — И) и в нижней 
(у < И) частях сечения эти напряжения направлены в противопо- 
ложные стороны. Второе, третье и четвертое слагаемые дают на 
торцах касательные напряжения, уравновешивающие заданную 
нагрузку q.

Складывая решения, даваемые несколькими членами ряда, 
можно определить напряжения в балке с необходимой точностью.

17.9. Обоснование принципа Сен-Венана
В качестве важного приложения решения плоской задачи в три

гонометрических рядах можно привести исследование локального 
эффекта Сен-Венана (см. § 1.3 и § 3.2).

Рассмотрим пластину в виде длинной полосы ( / »  И) толщиной 
b = I (рис. 17.19). К  верхней и нижней граням полосы на малом 
участке длиной 2а (а «  /) приложены одинаковые по величине и 
противоположно направленные равномерно распределенные на
грузки q, симметричные относительно сечения х = 0.

а
1 а

1Т\Ч

0 X
м rU q

/ I
V

Рис. 17.19
Вследствие симметрии задачи функцию напряжений и нагрузки 

необходимо представить в виде разложений (17.39) и (17.40) в ряды 
по косинусам. Учитывая, что нагру зки g действуют только в преде
лах участка —а< х< а, по формулам (17.42) получим

В0 = — f qdx =
0 21 J /-а

Я =у )q co s\nxdx = ^ -sm \na.
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Граничные условия на нижней и верхней сторонах пластины для 
п-х членов разложения записываются в виде

у = ±И, Г(Я)
■

=  0 .

Дальнейший ход решения задачи аналогичен рассмотренному 
в предыдущем параграфе примеру.

Запишем окончательное выражение для напряжений а  , дей
ствующих вдоль линии у = 0:

4<7  ̂sinX а(Х hchX h + shX h)
2*---  , ; ~л - - ,, —— cosXnx. (17.46)

qa 
' I п=\ n(sh2X h + 2X h)

o

P
\У

В предельном случае, когда размер а мал (а «  И), можно получить 
решение для полосы, нагруженной двумя взаимноуравновешенны
ми силами Р=  2qa. На рис. 17.20 приведена эпюра напряжений о̂ , 
действующих вдоль линии у = 0. Эта эпю
ра характеризует принцип локального 
эффекта Сен-Венана, который можно 
сформулировать так: если к весьма малой 
части тела приложена система взаимно
уравновешенных сил, то  она вызывает на
пряжения, быстро затухающие по мере 
удаления от места приложения этих сил.

На рис. 17.21,а приведен второй част
ный случай, когда / «  /;, что соответствует 
центральному сжатию стержня прямо
угольного сечения. В этом случае форму
ла для напряжений о в произвольном 
поперечном сечении стержня имеет вид

2Я-
2/

-1,5
- 1,0

-0.5
0 х/И

-3 -2 -10 12 3

Рис. 17.20

Сг =
sin Хпа

па
-[(A ,/zch X h + sh A./?)ch X у  - 

‘n(sh2Xh + 2 Xh ) п " " "

X„.vshA. //shX yjcosA. x. (17.47)

На рис. 17.21, б приведены полученные с помощью этой форму
лы эпюры напряжений о, для трех сечений стержня, находящихся 
на расстояниях 1/2,1 и 2/от торца. Величины ординат даны в долях 
от среднего значения о ,р = Р/F, соответствующего равномерному 
распределению напряжений по площади поперечного сечения. 
И з этих эпюр видно, что по мере удаления от места приложения

См.: Тимошенко С.П., Гудьер Д ж . Теория упругости. Наука, М., 1975.
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силы Р  распределение напряжений по сечению быстро прибли
жается к равномерному и практически становится равномерным 
на расстоянии, равном ширине сечения 21.

а) Р

1 1
2 2

3
-г:

3

0
21

X

Р
У

б) эпюры ov
в сеч. 1-1 

2.6 о,.п

в) Р

I г-

, 2 а ш п к ° ср>
в сем. 2-2

« ■ « и в о й 39
в ссч. 3-3 

1,03

"-’ ’Ш ИШ И
р '
2

I?

21

Рис. 17.21

Заметим, что приведенное решение непригодно для сечений, 
находящихся в непосредственной близости к точке приложения 
силы Р.

Если центральное сжатие стержня осуществлять с помощью 
какой-либо другой нагру зки, равнодействующая которой равна Р. 
например с помощью двух сил, каждая из которых равна Р/2 
(рис. 17.21,«), то распределение напряжений в тех же сече
ниях 1 — 1,2—2, 3—3 будет иным. Однако на расстоянии 21 от 
торца распределение напряжений по сечению 3—3 будет практи
чески равномерным. На этом основании принцип Сен-Венана 
можно сформулировать в такой трактовке: детальный способ прило
жения нагрузки сказывается на характере распределения напряжений 
лишь в области, близкой к месту приложения нагрузки, и практически 
не влияет на напряжения в точках, достаточно удаленных от места 
приложения нагрузки.



Г Л А В А  1 8

ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
В П О Л ЯРН Ы Х КООРДИНАТАХ

18.1. Общие уравнения плоской задачи 
в полярных координатах

Во многих случаях, когда тело ограничено поверхностями кру
гового цилиндра и радиально расходящимися плоскостями, плос
кую задачу теории упругости удобно рассматривать в полярной 
системе координат.

Совместив полюс полярной системы координат (г, 0) с началом 
декартовой системы координат (х, у), а полярную ось — с осью 
абсцисс Ох (рис. 18.1). нетрудно установить связь между коорди
натами произвольной точки М  в этих двух системах координат:

.V = г cos 0; у = г sin 0.
Обратные зависимости имеют вид

.V
+ Г COS0 - — - —г 

'■ t sin 0 = .V

У

О

(18.1)

.1' (18 .2)

- + У '

А/

г/ У

л е V д.-
Рис. 18.1

Уравнения плоской задачи теории упру
гости в полярной системе координат могут 
быть получены путем преобразования уравне
ний главы 17 с использованием зависимостей
(18.1) и (18.2). Однако более просто вывести 
все уравнения непосредственно в полярной 
системе координат.

Уравнения равновесия. Выделим из нагруженного плоского тела 
бесконечно малый элемент abed (рис. 18.2), образованный двумя 
концентрическими окружностями с радиусами г и г + dr и двумя 
лучами, проведенными под углами 0 и 0 + dQ к оси Ох. Толщину 
элемента примем равной единице.

На гранях ad и ab элемента действуют радиальные о. и танген
циальные а () нормальные напряжения и касательные напряжения 
т = тн,„ а на гранях Ьс и сd эти напряжения получают соответству
ющие приращения. Кроме того, на элемент могут действовать по 
направлениям г и 0 составляющие R и О объемной силы.
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Рис. 18.2

Составив проекции всех сил, приложенных к элементу, на две 
взаимно перпендикулярные оси О'п и OV, проходящие через центр 
тяжести О'элемента, получим

}к
дг

. </е

о + — dr \(r + dr)dQ - о rdQ - 
дг 1

да,,
а „ + — -d6 drsin---

9 Э0
. dO

0 —  2 
Эа,

- a Q</rsin —  + ̂ хл9 + 

dr cos

дх>е
ге Э9 

dQ

dQ dr cos—— - x_adr cos —— + RrdrdQ = 0; 
2 2

, </0cos—  + (r + dr )dQ-

-x errdQ + ЭтгН /̂0 /̂0 drsin —  + Tr6 /̂-sin —  + QrdrdQ = 0.
2 rH 2

Отбрасывая в этих уравнениях слагаемые, содержащие прои з
ведение трех дифференциалов независимых переменных г и 0, 
и полагая в силу малости угла dQ

. dQ dQ dQ ,sin—  = — ; cos—  = 1,
2 2 2

после деления всех членов на площадь rdrdQ элемента abed получим 
уравнения равновесия для плоской задачи в полярных координатах:

дог 1 дхгв о г - о (
дг + г дО

дхдг ЭоА 2тOr
дг г Э0

-+R = 0;

+ 0  = 0.
(18.3)

384



Геометрические уравнения. Рассмотрим перемещения и дефор
мации бесконечно малого элемента abed (рис. 18.3). Перемещение 
и произвольной точки тела в направлении радиуса называется ра
диальным перемещением, а перемещение о в направлении, пер
пендикулярном к радиусу, — окружным перемещением. Относи
тельное удлинение стороны ab элемента называется радиальной 
деформацией, а относительное удлинение ен дуги ad — окружной 
деформацией. Относительная угловая деформация уг0 представ
ляет собой искажение прямого угла bad.

а) б)

Рис. 18.3

Рассмотрим каждый вид деформации по отдельности.
Относительное удлинение стороны ab (рис. 18.3, а) равно раз

ности перемещений точек а и b в направлении радиуса, деленной 
на первоначальную длину ab = dr:

ди ,LL и н---d r-и  -ч_  Щ  аа] _  })г_______ ди
r ab dr д г

Окружная деформация ее происходит по двум причинам: вслед
ствие перехода дуги ad = /г/0 на окружность большего радиуса
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г' = г + и (рис. 18.3, б), в результате чего длина дуги становится 
равной = (г + и)с/0, а относительное удлинение 

(I, _  a{d, -ad  _  (г + u)dQ- rdQ _ и
0 ad rdd г ’

и вследствие разности перемещений точек а и d в окружном на
правлении (рис. 18.3, в):

ди
,1,1 U + — G0-L> .е< 21 _ 2 2 _  Э0_______ 1 ду

0 ad rdQ г Э0'
Полная окружная деформация равна

е =£(М+е(2, = И + 1.3У 
0 9 0 г г Э0 

При определении угловой деформации уг0 = а + (3 (рис. 18.3, г) 
изменение длин сторон элемента abed с точностью до величин выс
шего порядка малости можно не учитывать. Поскольку смещение 
элемента как жесткого целого в направлении радиуса не вызывает 
искажения его углов, радиальное перемещение и точки а на ри
сунке не показано. Жесткое вращение элемента вокруг полюса О 
на угол \\i = v/r вызывает поворот стороны ab на тот же угол. 

Рассматривая рис. 18.3, г, найдем
„ „ Ьф, djd, bb, - bb, - b,b, d^L угв = a  + p = tga + tg(i = -̂ -̂ + — i  = —I----i-- ^  + -2 3

a2b} a2d2 a2b} a2d2
Учитывая, что 

Эи vbb1 = u + —  Jr ; bb4 = a a = v; b,bA - V)idr = —dr
r

d-,dy - a,b, = dr\ a ,d, = ad = rdd.
Э0

после несложных преобразований получим
_ d v  v 1 Э и

э ^ ~ 7 +7 э 0 '
Запишем все три геометрических соотношения:

Эи и 1 Эи Эи v 1 ди ,,, „
* ' - Г  ( | М »

Закон Гука. Уравнения закона Гука в полярных координатах 
получаются из соответствующих уравнений в декартовых коорди
натах заменой индексов л- и у  на г и 0.
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Для плоского напряженного состояния прямые (17.17) и обрат
ные (17.18) уравнения закона Гука записываются в виде

I
er = - ( a r - v o e); e0 = - ( a 0- v a r ); у г9 = - т г0;

Е
Е

(18.5)

о, =
1

(er + ve0); сте = -----(ен + ver ); т r,  = G y rd. (18.6)

Соответствующие уравнения для плоской деформации можно 
получить из (18.5) и (18.6) путем замены постоянных упругости Е  
и v на приведенные постоянные упругости Е х и v p определяемые 
по формулам (17.8):

£| = 7~~т ’ (18.7)

Связь между напряжениями в декартовых и полярных коорди
натах. Выделим из плоского тела два бесконечно малых элемента 
в виде призмы с основаниями, имеющими форму прямоугольного 
треугольника (рис. 18.4 и 18.5). Грани АС, ВС и/ГС', В 'С  элементов 
параллельны осям Ох и Оу декартовой системы координат. Грань Л Д 
на рис. 18.4 перпендикулярна, а грань/!'/?' на рис. 18.5 параллель
на радиальному направлению полярной системы координат.

Рис. 18.4 Рис. 18.5

Выражения для напряжений ог, а 0, тг0 через напряжения a v, 
a  , t получаются из формул (4.25), (4.26) заменой индексов v и t 
на г и 0 и угла а  на 0:

а  =о cos2 0 + о sin2 0 +т sin 20;

a,, = о sin2 0 +a cos20-x sin20;w x  у  xy

xr0 = - ^ (о л — о v) sin 20 + I  v|. cos 20.

(18.8)
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Эти выражения можно вывести, если составить проекции всех 
сил, приложенных к граням элементов ABC и А 'В 'С ',  соответ
ственно на радиальное и окружное направления.

С помощью несложных преобразований соотношений (18.8) 
можно получить выражения для напряжений о., о , т  черезх у ху
с т г ,  ст ,0’ V0'

о = о cos2 0 + оцsin2 0-г U
с  = o r sin2 0 + а н cos2 0 + тг 

х = ^ (а г - o e)sin20 + t /.ecos20.

(18.9)

ху 2 ’
Сложив почленно первые две из формул (18.8) или (18.9), полу

чим подтверждение известного свойства первого инварианта тен
зора напряжений при двухосном напряженном состоянии:

ах + су = аг + ое. (18.10)
Уравнения неразрывности деформаций. В § 17.3 было получено 

уравнение неразрывности деформаций в напряжениях (17.19) в 
декартовой системе координат для случая, когда объемные силы 
постоянны или равны нулю. Это уравнение имеет вид

V 2(ov + су) = 0,
где

V 2 = i _ +i l
Эх2 ду

оператор Лапласа.
Для того чтобы записать оператор Лапласа в полярных коорди

натах, установим связь между частными производными произволь
ной функции в декартовых и полярных координатах.

Из курса высшей математики известны формулы для определе
ния частных производных сложной функции двух переменных:

Эф _ Эф дг Эф Э0
Эх дг Эх Э0 Эх ’
Эф _ Эф дг Эф Э0
Эу дг ду Э0 ду

(18.11)

С учетом (18.1) и (18.2) получим
Эг
Эх
Э0
Эх

= cos0; дг у .—  = - sin 0; 
ду г

_У_
„2

sin 0 Э0
ду

X
~2

COS0
(18.12)
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Используя эти соотношения, найдем частные производные 
функции ф первого и второго порядка и выражение V"(p:

Эф
= ииъ и • —-----

Г
--- cose
Эх Э г г Э0
Эф . Л Эф cos0 Эф—  = s in 0 -x  +---- -х .
ду д г г Э0

Э2ф _  Э ( Эф^ _  
Эх2 дх V дх ) 
sin 0 Эф
~7~'Э0

COS0
Э sin 0 Э
дг

—  COS0-
г Э0

= cos20 ^-y + sin20 
дг

-sin 20

Аналогично получим

I Э2ф
г ЭгЭ0

Эф
э7

1 Эф 1 Э2ф 
г дг г  Э02

1 Эф
г2 Э0

Э2ф
э 7

Э2ф
дхду

■ sin20-^-y + cos20
дг2

Эф
э7

+ — Э2ф
Э02

+ sin 20 Э2ф Эф
г ЭгЭ0 г2 Э0

cos 20 I  Э Ф
г Эг Э0 /•

I Эф I
Г дг г2

I Эф 
Т 'Э0

sin 20 Э-ф
дг2

Э2ф
Э02

Э2ф Э2ф _ Э2ф 1 Эф I Э2ф
дх2 ' ду2 дг2

+ -•
г дг

■ + —  ■
Э0

(18.13)

(18.14)

(18.15)

(18.16)

Таким образом, в полярной системе координат уравнение не
разрывности деформаций плоской задачи в напряжениях для слу
чая, когда объемные силы постоянны или равны нулю, имеет вид

V 2(or + о0) = О,
где

V I  А. 1
Эг2 г дг г2 Э0

(18.17)

(18.18)

оператор Лапласа в полярных координатах.
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Уравнение неразрывности (18.17) и уравнения равновесия (18.3) 
образуют полную систему трех уравнений с тремя неизвестными
° r ' <V Тг(Г

Как и при решении плоской задачи в декартовых координатах, 
систему трех уравнений можно свести к одному бигармоническому 
уравнению относительно функции напряжений ф, аналогичному 
уравнению (17.21):

У 2У 2ф = (), (18.19)
или в развернутом виде

' Э2 1 Э 1 ^ +1 Эф 1 Э2ф
, эг  Г дг + г Э92, . д г Г дг г: Э92,

= 0 . (18.20)

Если формулы (17.25) преобразовать с помощью (18.14) — 
(18.16) и затем подставить в (18.8), то при отсутствии объемных 
сил получаются следующие выражения для напряжений через 
функцию ф:

Э2ф Э2ф1 Эф
О, = - ’Т—+ — ---7- °(i =г дг г2 Э0 0 дг

г

Г'
Э2ф

дгдв
+ — Эф

Э0
д_
дг

1 Эф 
г Э9

(18.21)

Если учесть, что напряжения о., он и т.() в полярных координатах 
при 9 = 0 совпадают с напряжениями соответственно a v, а и т , 
то соотношения (18.21) можно получить также из выражений (18.15), 
(18.14) и (18.16), положив в них 9 = 0.

18.2. Клин, нагруженный в вершине 
сосредоточенной силой

Рассмотрим плоский клин толщиной b = 1с углом раствора 2а. 
нагруженный в вершине силой Р, направленной под углом р к оси 
симметрии Ол'(рис. 18.6).

Чтобы не рассматривать напряженно-деформированное состоя
ние клина в области закрепления нижней кромки, будем считать, 
что клин неограниченно простирается в направлении оси Ох.

Так как боковые грани клина не нагружены, то граничные 
условия на этих гранях записываются в следующем виде:

9 = ±а, а н = тГ0 0. (18.22)
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Решение задачи будем искать с помощью 
функции напряжений ф, удовлетворяющей 
бигармоническому уравнению (18.20) и гра
ничным условиям (18.22). Для отыскания 
функции ф воспользуемся методом анализа 
размерностей. Любое уравнение, описыва
ющее некоторый фи зический процесс, долж
но быть размерно однородным, то есть все 
слагаемые, входящие в это уравнение, долж
ны иметь одинаковую размерность.

Очевидно,что функция напряжений в 
произвольной точке клина должна зависеть 
от величины силы Р. от координат этой точ
ки г и 9 и от значений углов а  и (3:

Ф  = ф(/;, г, 9, а, (i).

Установим размерности величин, входящих в (18.23). Для обо
значения размерностей (единиц измерения) величин будем ставить 
их в квадратные скобки.

Единицу измерения для длин обозначим через L = [г] = [/>], 
а для сосредоточенной силы — через Q= \ Р\. Распределенная на
грузка р = Р/b имеет размерность \р\ = QL ', а величины 9, а, (3 — 
безразмерные, то есть [9] = [ ос] = |(3] = I. Так как напряжения 
а г, а е, тг0 имеют размерность силы, деленной на площадь 
(\g \ = QL 2), из формул (18.21) следует, что функция ф имеет 
размерность силы:

1 ф Ы ° ] И 2 =^7 l 2 = q .

Чтобы выражение (18.23) удовлетворяло условию размерной 
однородности, приведем его к безразмерному виду. Из трех размер
ных величин ф, р и г, входящих в (18.23), можно составить един
ственно возможную безразмерную комбинацию

—  = Ф(9, а, Р). 
рг

Отсюда получим выражение для ф, в котором переменные г и 9 
разделены:

Ф = /?/-Ф(9, гх, Р).

(18.23)
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Найдем производные функции ср, входящие вбигармоническое 
уравнение (18.20):

Э2ф Эф 1 Э2ф
Э г эе2

(Ф  + Ф " ) ;  

2Р.
дг

(V -ф) = _ J i (0  + 0 "). — (У 2ф) = ^ ( ф  + ф "); 
г дг г

Э (У 2ф) = —(ф" + ф |у).
эе

Подставляя эти выражения в (18.20), получим обыкновенное 
дифференциальное уравнение

Ф |У + 2Ф" + ф = 0.
Общее решение этого уравнения имеет вид

Ф  = (А + C0)cos0 + (В+  DQ) sin0.
Таким образом, окончательное выражение для функции напря

жений имеет вид
Ф = pr\(A + C0)cos е + (В  + /)0)sin е).

Подставляя это выражение в формулы (18.21), найдем напря
жения:

(Csin0- /)cos0);
г °е  = т/-е = 0- (18.24)

Напряженное состояние, определя
емое равенствами (18.24), часто называют 
радиальным напряженным состоянием.

Так как напряжения а 0 и тг0 во всех 
точках клина равны нулю, то граничные 
условия (18.22) тождественно удовлетворя
ются и не позволяют определить произ
вольные постоянные С и D. Эти постоян
ные можно определить из условия равно
весия части клина, ограниченной круговым 
сечением радиуса г (рис. 18.7).

Составим проекции всех сил, действу
ющие на этот элемент, на оси Ох и Оу:

и а
J  a rrcose^e+ />cosP = 0; J a/sin0rf0 + psinp =
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Подставляя в эти равенства выражение о из (18.24), получим

2С J  cos0sin0J0- 2D j  cos2 0cJQ = cosp;
-a
a

2C J sin2 0^0- 2D J sin0cos0c/0 = sin p.
-a -a

Производя интегрирование и решая полученную систему двух 
алгебраических уравнений, найдем постоянные С и / ):

sin Р -cospС =
2a -sin 2а 2а + sin 2а

Подставляя найденные значения постоянных в (18.24), получим 
окончательное выражение для напряжения аг:

2р( cosPcosO sinР sin0 
r г V2a + sin2a 2a-sin2a,

(18.25)

Рассмотрим частные случаи действия силы, приложенной в вер
шине клина.

Сжатие клина (рис. 18.8). Решение этой задачи получим из (18.25), 
положив Р = 0:

2р cos0
°е  = тге = °- (18.26)

2a + sin 2а г
Определим напряжения в декартовой системе координат. Для 

этого необходимо подставить напряжения (18.26) в формулы (18.9) 
и исключить в полученных выражениях г, sin0, cos0 с помощью 
соотношений (18.2). В результате получим

,3
о = о cos' 0 = — 2 Р

2a + sin 2а (Л-2+ у2)2’

. 2л 2р ху2
0 = 0  sin 0 = -------- ----- ---- — ,

2а + sin 2а (х- + у2)2
9  2

т = a r sin0cos0 = —---- Р— ---- Х --
2а + sin 2а (х2+ у2у

По этим формулам на рис. 18.8 для горизонтального сечения 
находящегося на некотором заданном расстоянии х0 от вер

шины, построены эпюры напряжений а х, о , х для клина с углом 
раствора 2а = 60°.

(18.27)

393



Если сжатый клин рассматривать с 
позиций сопротивления материалов как 
стержень переменного сечения, то для 
сечения /?;/;, площадь которого равна 
F  = 2x()tga, получим

0 _  Р  _  Р _  0,866/?
2х0 tga 'о

0,59 f

Л() ,

° . = Х л , = 0 -
В этом случае напряжения о равно-

0.32#•*()

Рис. 18.8

мерно распределены по сечению (соот
ветствующая эпюра a v изображена на 
рис. 18.8 пунктиром). При угле a  = 30° 
эти напряжения по абсолютной величи
не на 17% меньше, чем наибольшие на
пряжения, полученные поточным фор

мулам теории упругости (18.27). С увеличением а  это расхождение 
возрастает. Например, при a  = 45° оно становится равным 36%. 
Напряжения о (, и т , которые не учитываются в сопротивлении 
материалов, имеют одинаковый порядок с напряжениями a  .

Из приведенного анализа можно сделать вывод, что, в случае, 
когда площадь поперечного сечения стержня существенно изме
няется по его длине, расчет по формулам сопротивления материа
лов может привести к значительной погрешности в определении 
напряжений.

Изгиб клина (рис. 18.9). В этом случае в формуле (18.25) следует 
положить р = 90°. В результате получим

-Р S i l l B  А  „ п л п ,ог = -т------------ ; = т е = 0. (18.28)
2a-sin 2а г

Формулы для напряжений в декартовой системе координат вы
водятся аналогично формулам (18.27) и имеют вид

2 Ра. = о. cos2 0

о = о  sin' 0 =

-v2>'
2 а -sin2а (Л-2+ у2)2’ 

2/7 у 3
2 а -sin2а (X2 + v2)2\2 ’

= о  sin0cos0 = - 2 Р ху-
2 а -sin2а (X2 + v2)2

(18.29)
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Соответствующие этим формулам 
эпюры напряжений для сечения тп, на
ходящегося на расстоянии х0 от вершины 
клина с углом раствора 2а = 60°, приве
дены на рис. 18.9.

Приведем решение этой задачи по 
формулам сопротивления материалов, 
рассматривая клин как балку с перемен
ной высотой сечения /; = Iv tg a  и шири
ной b = 1. Площадь сечения, момент 
инерции и статический момент отсечен
ной площади соответственно равны

чз
F  = 2.vtga; J .  = (2-vtga) 

12

oO TC  _  1 

”  2 ■У = - ( .r tg 2a - .y 2).

С учетом этого получим следующие формулы для напряжений:
М - рху 3 3 ру-рху 3 

C x ~ j / ~  2*3tg3a 2х2 tg2 a °.v = O'

J,b
3p(x2 tg2 a  - y 2) 

4.v3 tg3a

Соответствующие этим формулам эпюры напряжений для се
чения тп  при а  = 30° изображены на рис. 18.9 пунктирными ли
ниями.

Как видно из сравнения эпюр, решение по формулам сопротив
ления материалов как в количественном, так и в качественном от
ношении существенно отличается от решения теории упругости. 
С увеличением угла а  это отличие возрастает.

18.3. Действие сосредоточенной силы
на полуплоскость (задача Фламана)

Под упругой полуплоскостью понимается пластина единичной 
толщины, неограниченно простирающаяся по одну сторону от 
горизонтальной границы (рис. 18.10, а). От действия нагрузки р, 
перпендикулярной к границе полуплоскости и равномерно рас
пределенной по толщине, в полуплоскости возникает обобщенное
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плоское напряженное состояние (см. § 17.2). Аналогично под уп
ругим полупространством понимается часть пространства, неогра
ниченно простирающегося по одну сторону от горизонтальной 
плоскости (рис. 18.10,5).

а)

При действии на границе полупространства вертикальной на
грузки р, равномерно распределенной вдоль прямой линии, в по
лупространстве возникает плоское деформированное состояние 
(см. § 17.1). В условиях, близких к этому, находится основание под 
ленточным фундаментом.

Как в полуплоскости, так и в полупространстве при указанном 
характере нагружения напряжения аг, стн, т.0 определяются одина
ково. Различие будет в том, что в полупространстве возникают на
пряжения с., которые могут быть найдены по формуле (17.6): 

a c = v (c v + a,) = v(a. + a0).
Решение рассматриваемой задачи можно получить как частный 

случай задачи о сжатии клина, положив в формулах (18.26), (18.27) 
a  = 90°. В результате для напряжений ог, ов, т.0 получим

2р cos0 
п го. = ст() = тгН=0. (18.30)

Чтобы наглядно представить картину распределения напряжений 
в полуплоскости, французский ученый Буссинеск предложил вос
пользоваться следующим построением (рис. 18.11). Через точку О 
приложения силы Я проведем окружность произвольного диамет
ра D, касающуюся границы полуплоскости. В произвольной точ
ке А(г, 9) окружности покажем главную площадку, на которой дейс
твует напряжение о.. Выразим переменную г через диаметр D: г = 
D c o s 9 h ,  подставив ее в (18.30), получим

2 р
= —

k D
(18.31)
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Рис. 18.11

Отсюда следует, что во всех точках окружности напряжения ог 
одинаковы.

Множество окружностей, касающихся границы полуплоскости 
в точке приложения силы Р, называется кругами Буссинеска.

При расчете фундаментов необходимо знать распределение 
напряжений в грунтовом основании по горизонтальным и верти
кальным плоскостям. Выражения для этих напряжений получим, 
положив в формулах (18.27) а  = 90°:

2 рху _  2 рху1
к (х2+ у2)2 у к (х2 + у 2)2

\ (18.32)
2 рх'у 

ХУ к (х2+ у2)2'

Поформулам (18.30) и (18.32) могутбыть найдены напряжения 
в произвольной точке полуплоскости, за исключением точки при
ложения силы, в которой напряжения обращаются в бесконеч
ность.

На рис. 18.12, а, б показаны эпюры ov и х для двух горизон
тальных сечений х = хпих=  2х0, а на рис. 18.12, в — эпюры ov для 
двух вертикальных сечений у = >’() и у = 2у().

Нормальные напряжения ох имеют наибольшую величину по 
линии действия силы Р  и убывают с удалением от этой линии. 
Касательные напряжения х на оси Ох равны нулю. На некото
ром расстоянии от оси Ох они достигают наибольшей величины, 
а затем убывают. Характер изменения нормальных напряжений ау 
в вертикальном направлении аналогичен характеру изменения на
пряжений х в горизонтальном направлении.Xу
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а) эпюры о б) эпюры х■ух
о

ix
в) эпюры a v

Г

А
0,207

1 1 1

'  Ур у
*0

W 0,577<0

0,104#

и Ш " ’
1,15л0

Рис. 18.12

Полученное решение можно распространить на случай нагру
жения полуплоскости распределенной нагрузкой q(y), приложен
ной на участке а<у<Ь  (рис. 18.13). Для этого по формулам (18.32) 
определим напряжения dox,doy,dxxy в произвольной точке М(х,у) 
полуплоскости от действия элементарной силы dp = q(t)dt, где 
t — вспомогательная переменная, изменяющаяся в пределах 
a<t<b. Учитывая, что точка М  находится на расстоянии у — t от

линии действия силы dp, по пер
вой из формул (18.32) получим

/ill/! I-
do „ = •

г ш Т Ш Т Т Г

dP= qdt
д(у)

dt

y - t

Iqdtx'

Рис. 18.13

л [*2+(.у-/)2]2

Проинтегрировав это выраже- 
ц  ние по переменной t в пределах от 

t = а до t = b, получим напряже
ние ох от действия распределен
ной нагрузки q(y):
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а = 2х
л

У ь q(t)dt
Jf l [ * 2 + ( y - ? ) 2]2

Выражения для ау и т имеют аналогичный вид. В случае
равномерно распределенной нагрузки q = const интегралы , вхо
дящие в формулы для ах, оу. тху, легко вычисляются. В результате 
получим следующие окончательные формулы для напряжений:

а *= ~п

о . .=  —

х (у - а ) х (у - Ь )

х 2+ (у - а )2 х 2+ (у - Ь )2

у - a  у - Ь  + arctg----arctg

х (у - а ) x (y - b )

х 2 + {у - а )2 х 2+ (у - Ь )2

у - а  + arctg----arctg y - b

(у - а Г (У - b )2
х 2+ (у - а )2 x 2+ (y - b )2

(18.33)

18.4. Полярно-симметричное распределение 
напряжений

Полярно-симметричным называется такое распределение на
пряжений в теле, при котором напряжения не зависят от полярно
го угла 0. Такое напряженное состояние возникает, например, 
в толстостенном цилиндре постоянного сечения, нагруженном 
внутренним и внешним давлениями р х и р2 или скручивающими 
моментами, приложенными к торцам.

Исключая из рассмотрения кручение, следует положить тгв = 0. 
В этом случае функция напряжений ф также не зависит от поляр
ного угла. Бигармоническое уравнение ( 18.20) и формулы для на
пряжений (18.21) принимают следующий вид:

/ о  Л
d 2 f 1 d_

к d r2 г d r ,

n'  = 7 ' f : = ^  = 0' <18J5)

См.: Бронштейн И.Н., Семендяев К.А. Справочник по математике. М.: Наука, 
1980.
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Уравнение (18.34) можно записать в следующем виде:

^ 2(p.+ _L.^E = 0 (18.36)
/■ d r ' г ' dr1 r i dr 

Это обыкновенное дифференциальное уравнение с переменны
ми коэффициентами называется уравнением типа Эйлера. С по
мощью замены переменной

r = e'\ t = \r\r (18.37)
его можно свести к уравнению с постоянными коэффициентами. 
Для этого выразим производные функции ср по /-через производные 
по переменной t:

dtp _  сЛр dt _  1 сЛр 
dr dt dr r dt 

d\p _  I

d2y
~dr>

1 dy d~ip 
dt + dt2

d r
,£Йр ,3A  + A

dt dt2 dt
d4(p
dr4

1
dt d r d r  dt"

Подставив эти выражения в (18.36), получим обыкновенное 
дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами:

d4y  d3cp d2y—т- - 4 —f + 4—г1 = 0. (18.38)
d r  dr' dt1 

Решение этого уравнения ищем в виде
ц = е х'. (18.39)

Подставив (18.39) в (18.38), получим характеристическое урав
нение

?i2(A. -  2)2 = 0, (18.40)
которое имеет корни

Х1= Х2 = 0; А,3 = \  = 2.
В соответствии с этим общее решение уравнения (18.38) име

ет вид
Ф = С, + C2t + Съе2' + C4te2'.

Возвращаясь к переменной г с помощью (18.37), получим окон
чательное выражение для функции напряжений:

Ф  = С, + С21п г+  С Зг2 + САг 2\пг. (18.41)
Заметим, что решение (18.41) уравнения (18.36) можно получить 

непосредственно, не преобразовывая его к уравнению с постоян-
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ными коэффициентами. Для этого надо в выражении (18.39) вер
нуться к переменной г:

ф = еХ' = еК П̂Г =
Подставив это выражение в (18.36), получим характеристичес

кое уравнение (18.40). Учитывая, что в этом случае частные реше
ния уравнения (18.36), соответствующие кратным корням харак
теристического уравнения, отличаются множителем In г, получим 
общее решение в виде (18.41).

Подставив (18.41) в (18.35), получим формулы для напряжений:
С\

a r = —j- + C4(l + 2 In г) + 2С-,;

С, + С Л 3 + 2 In г) + 2 С,;

Хгв = 0 -

(18.42)

18.5. Толстостенный цилиндр под действием 
равномерного внутреннего и внешнего давлений 
(задача Ляме)

Вначале рассмотрим более простую задачу: 
сплошной диск или сплошной цилиндр со 
свободными торцами, нагруженный на боко
вой поверхности равномерным давлением р 
(рис. 18.14).

В формулах (18.42) необходимо положить 
С2 = С4 = 0, так как в противном случае в цен
тре диска при г = 0 напряжения стг и а 0 будут 
равны бесконечности. Произвольная постоянная С3 определяется 
из граничного условия на боковой поверхности: 

г = а, а г = 2 С 3 = -р.
Тогда получим

аг = с е =-р, (18.43)
то есть напряжения во всех точках диска одинаковы.

Определим радиальное перемещение и(г). Учитывая осевую 
симметрию, по формулам (18.4) и (18.5) получим

и \ 1-v
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Отсюда найдем

и(г) = (1 -м)рг (18.44)

Таким образом, радиальное пе
ремещение изменяется в зависимо
сти от г по линейному закону.

Рассмотрим толстостенный ци
линдр со свободными торцами, 
находящийся под действием рав
номерного внутреннего и вне
шнего/?, давлений (рис. 18.15).

В формулы (18.42) для напря
жений входят три произвольные 
постоянные, в то время как для их 
определения имеется только два 
граничных условия:

(18.45)
г = а, ог = -/>,;! 
г = Ь, о г = - р 2.\

Известно , что при решении задачи в напряжениях, когда по
перечное сечение тела является многосвязной областью, граничных 
условий оказывается недостаточно для определения произвольных 
постоянных. К  ним необходимо добавить условия однозначности 
перемещений. Поперечное сечение замкнутого цилиндра является 
двухсвязной областью. Для составления условия однозначности 
перемещений подставим в формулы закона Гука для плоского на
пряженного состояния (18.5) геометрические соотношения (18.4). 
Тогда получим два уравнения

du 1
е„= —  = - ( a r - v a 9);

dr Е
Подставив в эти равенства напряжения из (18.42) и проинтег

рировав первое из них, найдем

-С,—  - + 2С3 —  
2 Е г 3 Е

v С,
/• + — 1(1 

Е
3v)r + 2(1 — v)(r In r - r ) ]  + Cs.

С другой стороны, из второго равенства получим

и = -С -■- + гсу
Е г 3

’ С.
-r + -^-[(3-v)r + 2 (l- v )r ln r].

См.: Тимошенко С.П., Гудьер Д ж . Указ. соч. 
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Из сравнения этих двух выражений видно, что они совпадут 
лишь при условии С4 = С5 = 0. С учетом этого будем иметь

1 _ V ^  1 + V 1 . С2 , .U-2  С3 ^  Г С2 £  r ' ° г ~  г 2 1' °0  _ '
Удовлетворив граничным условиям (18.45), найдем произволь

ные постоянные:
/?, )а2Ь2 рха2 - р2Ь~ 

2 (Ь2- а 2)Ь2 - а2
с3 =

С учетом этого получим окончательные выражения для напря
жений и радиального перемещения в виде

(Р2~ Р\ )^2 I , Р\к2 ~ Pi.
\ - к 2

°9 =
( Р2 -  Р\ )к

2
I2 I - к 2 
J _  Р\к2 - р2 
р2+ 1 - А 2

(1 — v)(/7,A “ - р1 )Ь
и = ---------- — -— ^ -р -

Е ( \ - к 2)

(\ + v)(p2- Р\)ак |

Е ( \ - к 2) Р

(18.46)

где

Р=- (18.47)

Складывая почленно формулы для напряжений, получим

ог + ан = 2 Р\к -  Р2

■к2
const. (18.48)

Таким образом, сумма нормальных напряжений во всех точках 
цилиндра одинакова. В этом случае (см. § 17.2 и формулу (17.16)) 
при отсутствии нагрузок на свободных торцах осевое напряжение 
а. = 0 и цилиндр находится в условиях плоского напряженного 
состояния. При этом осевая деформация е. и осевые перемещения 
w(j) могут быть определены по формуле

dw v
= ~dz ~ ~~Ё °

(18.49)

Если торцевые сечения цилиндра закреплены от продольных 
перемещений, то е. = 0 и цилиндр находится в условиях плоской 
деформации (см. §17.1). При этом для напряжений о. и с 0 оста
ются справедливыми формулы ( 18.46), а напряжение аг опреде
ляется по формуле ( 17.6):

o . = v (o r + o e). (18.50)
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Радиальное перемещение и в этом случае может быть найдено 
по формуле (18.46), если в ней заменить Е и v на приведенные 
постоянные упругости и v p определяемые по формулам (17.8).

В частном случае, когда цилиндр нагружен только внутренним 
давлением, то есть р2 = 0, формулы (18.46) для напряжений при
нимают вид

В точках внешней поверхности при р = 1

В точках по середине толщины стенки цилиндра при р =

На рис. 18.16 изображены эпюры распределения напряжений 
аг и ов и радиальных перемещений и по толщине стенки ци
линдра для случая к = а/b  = 0,5 и v = 0,3.

Решение плоской полярно-симметричной задачи может быть 
также получено в перемещениях. Для этого нужно в формулах за
кона Гука (18.6) выразить с помощью равенств (18.4) деформации
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через радиальное перемещение и(г) и подставить полученные та
ким образом выражения для напряжений в первое уравнение рав
новесия (18.3), которое при R = 0 принимает вид

d<5r , ° г ~  Ge Q 
dr r

(18.52)

В результате получим следующее дифференциальное уравнение 
относительно радиального перемещения

d 2u 1 du и (18.53)
dr1 г dr г2

Общее решение этого уравнения и выражения для деформаций 
и напряжений имеют вид

В
и = Лг + -

du . ВЕ.= -  = Л - - ;

о =-
I — v

dr

(l+ v)/4-(l-v)
В ; ан (l + v)/l + (l-v)4-

г~

(18.54)

Произвольные постоянные/! и В определяются из граничных 
условий (18.45), при этом для напряжений и перемещения получим 
те же формулы (18.46).

Перемещения в окружном направлении в силу полярной сим
метрии невозможны: и = 0.

В точках внутренней и внешней поверхностей могут быть зада
ны перемещения (рис. 18.17). В этом случае произвольные посто
янные определяются из граничных условий

а, и = и.\ Ь, и — м,
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В результате получим следующие формулы для напряжений и 
перемещения:

Е и,2 -и^к £  (и2к -и ^ )к  I
I — v ( | - k 2)b 1 + v (1 - к 2)Ь р2

= Е {щ к -и ,)к  1
1-v ( \ - k 2)b l + v ( \ - к 2)Ь

А и2к - U\ к

(18.55)

1 - к 1 ' l-A r р 
В качестве примера рассмотрим толстостенный цилиндр, вне

шняя поверхность которого имеет закрепление, препятствующее 
перемещению в радиальном направлении (рис. 18.18). На внутрен
нем контуре задано и = и г  на внешнем контуре и = и2 = 0. 
В этом случае

'  I 1 1 х—  + ■=
Еи{ к

сте = -

(1 ~ к 2)Ь 
Еи к̂

|,2 ,

I -  V

1
1 + v р2 

1 1
(1 - к 1)Ь и

и. к ( 1 
и = --- — г ■ I р - -

I + v

\ - к

(18.56)

Рис. 18.18
На рис. 18.18 изображены эпюры распределения напряжений и 

радиального перемещения по толщине стенки цилиндра для случая 
А' = 0,5, v = 0,3.
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На рис. 18.19 рассмотрен случай, когда на внутренней поверх
ности заданы перемещения w,, а внешняя поверхность нагруже
на равномерным давлением Используя граничные условия

r = a, m = m,; г = Ь, а г =
получим

и{кЕ/Ь-(\ + v)/>, u]kE/b + (\-v)p2k2 I
о =

(1 - v)k +(1 + v) 
щ кЕ/Ь-(\  + v)/>

(1 - v)k~ +(1 + v) p2 ’

0 (I - v)A'2 + (1 + v)
2 u]kE/b + ( \ - v ) p 2k'

(I -v)k~  + (1 + v) л  ’

(\-\)u.k-(\-v)p-.b/E  (1 + v)u.k +(1 - \-)p-,ak/E 1
u =------1--- ------------p +------ 1----;----- ------- ■

(1 - v)k~ +(1 + v) (1 - v)k~ +(1 + v) P

(18.57)

Рис. 18.19
В качестве примера рассмотрим цилиндр, на внутренней 

поверхности которого радиальные перемещения и равны нулю 
(рис. 18.20). Полагая в формулах (18.57) и. =0, получим

о. = -Рг

=

(1 - v)k + (1 + v)

~Рг______

£2
(l + v) + (l — v) —

Р .
1.2

(1 - v )к~ + (1 + v)
( l - v 2)p, ( L

----------- -— =j— - bp + a m
(1 - v )k2 +(1 + v ) j£  V P

(1 + v) — (1 — v) 

к

(18.58)
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На рис. 18.20 приведены эпюры распределения напряжений и 
радиального перемещения по толщине стенки цилиндра для случая 
к = 0,5, v = 0,3.

Рис. 18.20

18.6. Чистый изгиб кривого бруса 
(задача Х.С. Головина)

18.7. Изгиб кривого бруса силой, 
приложенной на конце

18.8. Растяжение пластины с круговым 
отверстием (задача Кирша)
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ГЛАВА 19 

ОСНОВЫ ТЕРМОУПРУГОСТИ

19.1. Уравнение теплопроводности

19.2. Основные уравнения термоупругости

19.3. Плоская задача термоупругости

19.4. Термоупругие напряжения в полом цилиндре 
при изменении температуры по радиусу
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Г Л А В А  2 0  
ИЗГИБ И УСТОЙЧИВОСТЬ ТОНКИХ ПЛАСТИН

20.1. Основные понятия и гипотезы

К категории пластин относятся конструктивные элементы, у ко
торых один размер (толщина) значительно меньше двух других 
характерных размеров (размеров в плане). Последние, в свою оче
редь, имеют один порядок. Например, на рис. 20.1 показаны наи
более часто встречающиеся в инженерной практике прямоугольная 
и круглая пластины.

х

Рис. 20.1

При расчете пластин вводятся понятия о срединной плоскости 
и линейном элементе. Плоскость, которая делит пластину пополам 
но толщине, называется срединной плоскостью.

Отрезок прямой, соединяющий внешние поверхности пластины 
перпендикулярно к срединной плоскости, называется линейным 
элементом.

Длина линейного элемента равна толщине пластины И. Линия 
пересечения срединной плоскости с боковой поверхностью плас
тины называется контуром.
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Пластина может быть соответствующим образом закреплена по 
контуру, а также может иметь промежуточные опоры. Часть кон
тура пластины может быть свободна от закреплений.

В срединной плоскости обычно располагаются координатные оси, 
например оси Ох и Оу для прямоугольной пластины (рис. 20.1, а). 
Ось Oz направляется перпендикулярно к срединной плоскости, 
чаще всего вниз.

Пластины могут быть постоянной или переменной толщины. 
Пластины, являющиеся конструктивными элементами строитель
ных конструкций, как правило, имеют постоянную толщину.

Изгиб пластины вызывается действием поперечных нагрузок, пер
пендикулярных к срединной плоскости. Например, на рис. 20.1, а 
показана поперечная нагрузка q(x, у), распределенная по верхней 
поверхности пластины. При изгибе пластина искривляется и ее сре
динная плоскость превращается в изогнутую поверхность. Точки 
срединной плоскости получают при изгибе поперечные перемеще
ния (прогибы) w.

В зависимости от соотношения между основными размерами 
пластины и ее прогибом пластину можно отнести к различным ка
тегориям.

К категории толстых плит относятся пластины, у которых тол
щина составляет 'Д-ь Д от минимального размера в плане. Толстые 
плиты встречаются в инженерной практике в качестве массивных 
элементов фундаментов зданий, гидротехнических сооружений, 
опорных конструкций станков и т.п. Расчет толстых плит произ
водится, по существу, как трехмерных тел на основании уравнений 
пространственной задачи теории упругости.

К категории гибких пластин относятся пластины, у которых про
гибы соизмеримы с толщиной (w > /;/4). Такие пластины применя
ются в приборостроении, авиастроении (элементы обшивки само
летов и ракет) и т.п. Расчет гибких пластин производится с помощью 
уравнений, учитывающих геометрическую нелинейность задачи.

Пластины, используемые в строительных конструкциях, чаше 
всего можно отнести к категории тонких пластин. Это железобе
тонные плиты и панели жилых и промышленных зданий, метал
лические настилы, днища резервуаров и т.п. Для тонких пластин 
обычно принимаются следующие соотношения:

^ _ 1 _1_ < h 
а ~  5 ^ 8 0 ' W ~ 4' 

где а — наименьший размер пластины в плане.
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Для расчета тонких пластин разработана так называемая техни
ческая теория изгиба, в основу которой положены следующие ги
потезы.

1. Линейный элемент при изгибе остается прямым и перпендикуляр
ным к изогнутой срединной поверхности пластины. На рис. 20.2, а, б 
показано положение линейного элемента ab дои после деформа
ции. При изгибе он поворачивается в плоскостях Oxz и Oyz на 
некоторые углы cpv и <pt, по отношению к своему первоначально
му положению. Поскольку углы между линейным элементом и 
касательными к изогнутой срединной поверхности пластины ос
таются при изгибе прямыми, сдвиги в поперечных плоскостях Oxz 
и Oyz полагаются равными нулю:

Yv, = 0; 7 = 0 .  (20.1)ус
Рассмотренная гипотеза является по существу обобщением из

вестной в сопротивлении материалов гипотезы плоских сечений.

Рис. 20.2

2. Длина линейного элемента при изгибе не изменяется. В соот
ветствии с этой гипотезой можно принять

3. Взаимное давление между продольными слоями пластины от
сутствует. При этом напряжение о., характеризующее это взаим
ное давление, принимается равным нулю: о. = 0. Аналогичная 
гипотеза вводится в теории изгиба балок.

4. Перемещения точек срединной плоскости в направлении осей 
Ох, Оу (продольные перемещения) полагаются малыми величинами в
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сравнении с прогибом и в силу этого не учитываются. Таким образом, 
принимается, что

При этом в срединной плоскости отсутствуют деформации растя
жения (сжатия) и сдвига, то есть она является нейтральной.

Расчет пластин на основе рассмотренных выше гипотез явля
ется наиболее простым и позволяет получать доступные для ин
женерной практики решения. Эти решения и будут рассмотрены 
в дальнейшем. Отметим, что теория изгиба и устойчивости плас
тин составляет большой раздел прикладной теории упругости и 
строительной механики и ей посвяшена обширная научная и 
учебная литература*.

20.2. Перемещения и деформации в пластине

Введенные гипотезы позволяют выразить перемещения и м и  
(рис. 20.3) через прогиб пластины. В соответствии с формулой 
(20.2) прогиб не зависит от координаты г, то есть w = w(x, у). Под
ставив в формулы (20.1) соотношения Коши, получим

См., например: Тимошенко С.П., Войновекий-Кригер С. Пластинки и оболоч
ки. М.: Физматгиз, 1966.

и(х,у, 0) = 0; v(x, у, 0) = 0. (20.3)

при изгибе

срединная
плоскость

Рис. 20.3
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dw г ,  u = -z—  + f ](x,y); 
дх

Г  , \v = ~Z—  + f 2(x,y), 
ду

где/,(х, у) иf 2(x,y) — произвольные функции, появляющиеся при 
интегрировании дифференциальных уравнений в частных произ
водных. Для определения этих функций используем условия (20.3) 

и(х, у , 0) =/,(*, у) = 0; v(x, у, 0) = f2(x, у) = 0.
С учетом этих условий формулы для перемещений и и и прини

мают следующий вид:
dw dw
ах ' v = ~ z а /

Определим линейные и угловую деформации:

Проинтегрировав эти равенства по переменной г. находим

и = -Z- (20.4)

ди
е* = ъ  = -*-

Э2И’ _ди  _ d2w 
дх2 '

ди ди d2w
^ ху ду дх '’дхду

(20.5)

20.3. Напряжения в пластинах при изгибе.
Дифференциальное уравнение изгиба пластины

Для определения напряжений в пластинах используем формулы 
обобщенного закона Гука в обратной форме, в которых положим 
а. = 0. При этом с учетом формул (20.5) получим

о .. = :(ev + ve ):

о., =
1 — V

T^v + ve,):

-  v  

Ez

d'w Э'и’
дх2

d2w

+ V-
э.у2

d2w
dy2 +V dx2

( 2 0 .6 )

r  Ez d'wx = oV = ------------.
Xxy 1 + v dxdy

Как видно из формул (20.6), напряжения ctv, о . и  t v изменя
ются по толщине пластины по линейному закону и равны нулю в 
точках на уровне срединной плоскости. Характер изменения этих 
напряжений показан на рис. 20.4, а , б.
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срединная
плоскость

Xух

Рис. 20.4
Касательные напряжения xv. и х в соответствии с формулами

(20.1) должны быть равны нулю. Однако в общем случае нагруже
ния пластины это противоречит уравнению равновесия X Z  = 0, 
гак как поперечная нагрузка может оказаться неуравновешенной. 
Для определения касательных напряжений xv_ и х можно исполь
зовать первое и второе дифференциальные уравнения равновесия
(16.1) без учета объемных сил. На основании первого уравнения 
запишем

Эт*  _ ЭОл дХху
dz dx dy 

Подставив в это уравнение выражения (20.6) для напряжений 
о х и х , получим

Эх Ez Э3и> 33w Ez d\>
+ v-

dz. 1 ■ V 1 + V  dxdy2dx} dxdy2
Упростив это равенство и произведя его интегрирование по пе

ременной с, находим
Ez2 Э

х . = х... = ■ —  V 2w + /3(х, v).
2(1 - V 2 ) дх

где V 2 = —— ь — — дифференциальный оператор Лапласа; 
dx2 dy-

j\(x, у) — произвольная функция, для определения которой исполь
зуем условие отсутствия касательных (сдвигающих) нагрузок на 
внешних поверхностях пластины:

z = ±~, х = 0.• 2 xz
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Использовав эти условия, получим

Л (* . У) = ~
Eh1

8(1- v 2) Эх
■~W2w.

Аналогичные выкладки можно произвести на основании вто
рого дифференциального уравнения равновесия (16.1). В резуль
тате получим следующие формулы:

X = X = ------------
«  2(1- v 2;

2(1 - V - )

— V2w; 
дх

—  V 2w. 
ду

(20.7)

Касательные напряжения хл„ и х изменяются по толщине 
пластины но закону квадратной параболы, так же как касатель
ные напряжения в балках прямоугольного сечения при изгибе. 
Максимальных значений они достигают в точках срединной 
плоскости. Эпюры касательных напряжений xv. и х,у, приведены
на рис 20.5.

Рис. 20.5

В соответствии с гипотезой об отсутствии взаимного давления 
между продольными слоями пластины напряжение о. положено 
равным нулю, что позволило упростить закон Гука. Однако это 
противоречит граничным условиям на внешних поверхностях плас
тины при наличии распределенных поперечных нагрузок. Для оп
ределения ст. используем третье дифференциальное уравнение
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равновесия (16.1), в котором объемные силы положим равными 
нулю. На основании этого уравнения запишем

до. Эх., Эх.
Э z дх ду 

Подставим в это уравнение формулы (20.7) для касательных на
пряжений t.v и т и проинтегрируем его по переменной г:

Эх„ Эхгу
дх ду

dz + fA x ,  у) =

2(1 - v ) 

Ez

дх2 ду2

V

v4 т ~ ' ! dz + fA x ,  у) =

2(1 -  v  )
у - у  |V 2V 2w + /4(.x ,.f ).

Здесь f 4(x, у) — произвольная функция.
Считая, что пластина находится под действием распределенной 

поперечной нагрузки q(x,y), приложенной к верхней поверхности 
пластины, а нижняя поверхность свободна от нагрузки, поставим 
следующие граничные условия:

г = ~ ,  о . = -q (x ,  у)',

И
Z = 2’

а ; =0.

Использовав эти условия, получим

№ _ v  2V 2W + f A(X, y) = -q-,
24(1- v 2)

Eh
24(1- v 2)

V 2V 2w + f 4(x, у) = 0.

( 20.8)

Сложив эти уравнения, находим

fA x ,  у) = q ( x ,y )

С учетом этого выражения формула для напряжения о. прини
мает следующий вид:

° с  = 1 - 3—+ 4-̂ т (20.9)
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Нетрудно видеть, что напряжение о. изменяется по толщине 
пластины по закону кубической параболы, так же как в балках пря
моугольного сечения, находящихся под действием распределенной 
нагрузки. Характер эпюры а. показан на рис. 20.6.

Расчеты показывают, что в тонких пластинах напряжение о. 
значительно меньше напряжений ах и ст( и им вполне обоснованно 
можно пренебречь.

q(x,y)

Рис. 20.6

Вычитая одно из другого уравнения системы (20.X), получим 
Z) V 2V 2w = q(x, v), (20.10)

где обозначено
Elr

D = ------ — . (20.11)
12(1 -  v  )

Величина D называется жесткостью пластины при изгибе. 
Запишем уравнение (20.10) в следующем виде:

D
c fw  f j 4 Vi’ г )4  И ’

— г + 2—;— 7 + — г 
дх4 дх ду ду

= q(x,y). (20.12)

Это дифференциальное уравнение является основным уравне
нием, описывающим изгиб тонких пластин. Оно часто называется 
уравнением Софи Жермен — Лагранжа.

20.4. Внутренние усилия в пластинах при изгибе.
Дифференциальные соотношения

Приведем действующие в пластине напряжения к равнодей
ствующим. Для этого выделим из пластины элемент с размерами cbс, 
dy, И и покажем действующие но граням этого элемента напряже-
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ния (рис. 20.7). На площадках dFx = dydz и dF = dxdz эти напря
жения создают бесконечно малые нормальные и касательные силы 
и моменты относительно осей Ох и Оу. Рассматривая силы и мо
менты, приходящиеся на единицу ширины сечения, и суммируя их 
по толщине пластины, получим

А/2 А/2 Л/2

N x = J a xdz: N y = J a ydz: Sxy = Syx = S=  J xxydz:
-h/1 -Л/2 -A/2

Л/2 Л/2 A/2

Mx = J o xzdz:M y = J a yzdz, Mxv = Myx = H =  J t xvzdz\ ■ (20.13)
-Л/2 -A/2 -A/2

Л/2 A/2

o,= j <?> = J X.-A
-A/2 -A/2

Подставляя сюда формулы для напряжений (20.6) и (20.7) и учи
тывая, что

А/2 А/2 А/2 , з

J dz = h\ J zdz = 0; J ,
-A/2 -A/2 -A/2

получим следующие выражения для внутренних усилий:
N = N = S  = 0;X у

. r)2w c)2W ^
М = -О

. dx2 + V ду2 , 

3'w г)" w
л 2 + V . 2dv Эх

M r = - D  

M .. = M  = H  = -D {\-v)xy УХ
d2w . 
Эх Э>’ ’

О = — V 2w: 
Эх

C?V -л—W
Эу

(20.14)

Внутренние усилия Nx, N  и 5 действуют в срединной плос
кости пластины и называются продольными и сдвигающей силами. 
При поперечном изгибе пластины при малых прогибах эти внут
ренние усилия равны нулю.
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Рис. 20.7

Величины A/v, Л/., Н, Qx и Q являются внутренними усилиями, 
действующими в сечениях пластины, перпендикулярных к средин
ной плоскости, причем Мх и М  называются изгибающими момен
тами, Н — крутящим моментом и Qx, Q — поперечными силами. 
Характер действия этих внутренних усилий показан на рис. 20.8.

Индексы и знаки у внутренних усилий соответствуют индексам 
и знакам у напряжений, равнодействующими которых они явля
ются. На рис. 20.8 показаны положительные направления внутрен
них усилий.

Рис. 20.8

Согласно формулам (20.14) внутренние усилия выражаются 
через прогиб пластины. Следовательно, они являются функциями 
переменных х  и у. Величины изгибающих и крутящего моментов, 
отнесенные к единице ширины сечения пластины, имеют размер
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ность силы (например, кН • м/м = кН), а поперечных сил — раз
мерность распределенной линейной нагрузки (например, кН/м).

Между внутренними усилиями и распределенной поперечной 
нагрузкой q(x , у) имеют место дифференциальные соотношения, 
для вывода которых надо рассмотреть уравнения равновесия беско
нечно малого элемента срединной плоскости пластины (рис. 20.9, а). 
Выделенный элемент должен находиться в равновесии под дейс
твием внутренних усилий и распределенной нагрузки, причем внут
ренние усилия на противоположных сторонах элемента отличаются 
друг от друга соответствующими частными дифференциалами. На 
рис. 20.9, 6, в , г внутренние усилия для удобства рассмотрения по
казаны раздельно. Поперечную нагрузку в пределах элемента в свя
зи с его малостью можно считать равномерно распределенной.

Рис. 20.9
Для выполнения условий равновесия выделенного элемента 

используем уравнения статики. Нетрудно видеть, что уравнения 
1 ^  = 0 ,1  К= 0 и X Л/. = 0 удовлетворяются тождественно. Соста
вим уравнение статики X Z  = 0:

-Qxdy +
Э Qx .+ — - d x
дх

dy - Qvdx +
<)Q

Q’ + - £ *
dx + qdxdy = 0.

При составлении этого уравнения поперечные силы умножены 
на соответствующие длины сторон элемента dx и dy, а распреде
ленная нагрузка — на его площадь dxdy. Аналогично можно соста
вить уравнения статики X Мх = 0 и X  М  = 0.
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Приведя подобные члены и сократив эти уравнения на dxdy, 
получим три дифференциальных соотношения:

дх ду
ЭЛ/
---- + дН

дх ду
дМ  
---- +дН

-q (x ,  у У, 

0,;

ду дх

(20.15)

Полученные уравнения можно считать обобщением дифферен
циальных соотношений при изгибе балки:

dQ дМ
—  = -q(x)\ ~—  = Q- 
дх дх

Подставив в первое уравнение системы (20.15) выражения для 
поперечных сил из (20.14), получим выведенное в § 20.3 диффе
ренциальное уравнение изгиба пластины:

дх ду
= - D

d2w d2w
—  + Т У. ду ,

£)V:V 2w = q(x, у).

20.5. Граничные условия на контуре пластины
Функция прогиба пластины w(x, у) должна удовлетворять диф

ференциальному уравнению (20.12) и условиям опирания пласти
ны на краях (по контуру), то есть граничным условиям. Эти условия, 
так же как и в теории изгиба стержней, могут быть кинемати
ческими, статическими и смешанными. Приведем примеры по
становки граничных условий для трех основных случаев опирания 
пластины.

Защемленные края. На защемленных краях пластины должны 
быть равны нулю прогиб и углы наклона касательной к изогнутой 
срединной поверхности, которые определяются по формулам

Эн’
Фл

ф, • 1ЕФ, =
Эи>
д}'

(20.16)

Например, на защемленных краях.х = 0 и у = 0 (рис. 20.10) надо 
поставить следующие кинематические граничные условия:
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д- =  0 ,  w  =  0 ; ф  =  —  =  0 ;
дх

у  = 0, w = 0; ф = —  = 0.
ду

О..........................

(20.17)

Рис. 20.10

Шарнирно опертые края. Шарнирное опирание препятствует 
прогибу пластины, но допускает свободный поворот опертого края 
в перпендикулярном к нему направлении. Рассмотрим, например, 
граничные условия на шарнирно опертых краях .v = 0 и у = 0 
(рис. 20.11). Вдоль края .v = 0 действуют распределенные краевые 
моменты т . На рис. 20.11 и вдальнейшем используется принятое 
в литературе изображение шарнирно опертых краев (контуров) с 
помощью пунктирных линий.

Рис. 20.11

Граничные условия на краях х  = 0 и у  = 0 ставятся относительно 
прогиба и изгибающих моментов (смешанные граничные условия):

Для постановки граничных условий относительно изгибающих 
моментов используем выражения (20.14):

0.

(20.18)

(20.19)
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Вторые слагаемые в выражениях для изгибающих моментов от
брошены, поскольку опертые края остаются прямыми и вторые 
производные от прогиба по направлению, совпадающему с направ
лением опертого края, равны нулю. Таким образом, при постанов
ке граничных условий на шарнирно опертых краях пластины ис
пользуются выражения для прогиба и второй производной от про
гиба по направлению, перпендикулярному к опертому краю.

Свободные от закреплений края. На свободных краях, как пра
вило, ставятся статические граничные условия относительно ин
тегральных величин — внутренних усилий в пластине. Таких уси
лий на каждом крае пластины может быть три — крутящий момент 
и соответствующие изгибающий момент и поперечная сила. Сле
довательно, граничные условия на свободных краях должны ста
виться относительно трех внутренних усилий и этих условий долж
но быть также три. Однако в соответствии с порядком дифферен
циального уравнения изгиба пластины (20.12) на каждом крае 
можно удовлетворить только двум граничным условиям. Несоот
ветствие между числом граничных условий и числом внутренних 
усилий на свободных краях является следствием введенных гипотез 
(см. § 20.1). Для устранения этого противоречия можно произвес
ти на свободных краях объединение двух внутренних усилий — кру
тящего момента и соответствующей поперечной силы. При этом 
крутящий момент надо представить в виде поперечных сил, рас
пределенных вдоль рассматриваемого края.

Рассмотрим, например, действие крутящего момента вдоль края 
пластины, параллельного оси Ох (рис. 20.12, а). В произвольной 
точке края крутящий момент, приходящийся на длину dx, может 
быть представлен парой вертикальных сил Н с моментом Hdx. На 
бесконечно малом приращении dx крутящий момент получит при
ращение и будет равен

Его также можно представить в виде пары вертикальных сил 
(рис. 20.12, б) с моментом

Такую замену крутящих моментов вертикальными силами мож
но произвести по всей длине края пластины. Произведя суммиро-

ап
Н = Н + ——dx.

дх
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ванне противоположно направленных сил в каждой точке края, 
получим в итоге такого преобразования распределенную попереч
ную нагрузку с интенсивностью---(рис. 20.12, в). Эту нагрузку

дх
можно объединить с поперечной силой Q , действующей вдоль 
рассматриваемого края. В итоге получим обобщенное внутреннее 
усилие — так называемую приведенную поперечную cujiy V :

V - Q +-^~- (20.20)
- 1 dx

Произведя аналогичное преобразование крутящего момента на 
контуре пластины, параллельном оси Оу, получим приведенную 
поперечную силу К :

Ух = 0 х+¥~- (20.21)

а) о
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Подставив в эти формулы соответствующие выражения из
(20.14), получим

Произведенное объединение поперечных сил и крутящего мо
мента позволяет рассматривать на свободных краях пластины два 
граничных условия относительно соответствующих изгибающего 
момента и приведенной поперечной силы. При этом, естественно, 
граничные условия на свободных краях будут удовлетворяться при
ближенно. Однако на основании принципа Сен-Венана такое пре
образование вызывает изменение характера напряженного состоя
ния пластины только вблизи края, где оно выполнено. Для всей 
остальной части пластины замена крутящих моментов статически 
эквивалентными им вертикальными распределенными силами 
практически не приводит к изменению характера напряженного 
состояния, и в этом смысле она вполне допустима.

Следует также отметить, что при рассмотренном выше преоб
разовании в углах пластины появляются сосредоточенные силы, 
равные удвоенным значениям крутящего момента в угловых точках 
(рис. 20.13). В силу этого при постановке граничных условий на 
краях пластины угловые точки, как правило, исключаются из рас
смотрения.

Если свободный от закреплений край пластины является нена- 
груженным, то статические граничные условия на этом крае будут 
однородными (нулевыми).

На нагруженных свободных краях внутренние усилия должны 
быть равны интенсивностям распределенных краевых нагрузок 
(сил или моментов).

( 20.22)

Рис. 20.13
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Рассмотрим в качестве примера постановку граничных условий 
для прямоугольной пластины, у которой края у  = 0 и х = а 
шарнирно оперты, край л: = 0 жестко защемлен и край у  = b 
свободен от закреплений (рис. 20.14). На свободном крае дей
ствует равномерно распределенная краевая нагрузка с интенсив
ностью р = const. На рисунке показан характер изменения про
гиба пластины вдоль линий х = а/2, у  = Ь/2.

Рис. 20.14

На краях пластины надо поставить следующие граничные усло
вия:

dw
х = 0, w = 0; ф —  = 0;

ах

у  = 0, w = 0; ^  = 0;
Эу2

х  = а, w = 0; ^  = 0;
дх2

, .. n [d 2w d2Wу = b, М = - D \— - + v — -
ду дх2

0;

V = - Dу ^  + (2- v )  
ду дх ду

20.6. Наибольшие напряжения в пластинах.
Расчет пластин на прочность

Нормальные напряжения o v и o v и касательное напряжение хху 
достигают наибольших по абсолютной величине значений при 
г = ±И/2 (см. рис. 20.4). Касательные напряжения x.v и т имеют 
экстремальные (максимальные или минимальные) значения в точ
ках на уровне срединной поверхности при 2  = 0 (см. рис. 20.5).
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Выразим значения наибольших напряжений через внутренние уси
лия. Для этого надо рассмотреть совместно формулы для наиболь
ших напряжений и формулы для соответствующих внутренних 
усилий. После несложных преобразований получим

ПН6 _ 6Мх• анб 6 м_ .1'.
/г2 И2 '

т„г, 6 Н тнб _ Wx . нб __ 3<?,-
*>’ ~ И2 ’ - 2 И ' V “ 2 h

(20.23)

При расчете пластин на прочность наибольшую опасность пред
ставляют нормальные напряжения ах и ст(. и касательное напряже
ние xvv Напряжения т7Х, т,у и а., как правило, значительно меньшеzx zy

✓I-

напряжении о , о , и т и мало влияют на
Л у Xу

оценку прочности пластины.
Если не учитывать напряжение а., то 

напряженное состояние вблизи внешних 
поверхностей пластины можно считать 
двухосным, что показано на рис. 20.15.

Поскольку напряжения ctv, о ,̂ и хх мо
гут иметь в опасной точке один порядок, 
для оценки прочности пластины необхо

димо использовать соответствующую теорию прочности. Если, 
например, использовать энергетическую теорию прочности, то 
условие прочности по методу предельных состояний можно запи
сать в следующем виде:

'XV ух

Рис. 20.15

I <п+ 0 ; - °х °у  + К у ^ Ч Л (20.24)

Подставив в условие прочности (20.24) формулы (20.23) для наи
больших напряжений, получим

+ < у R. (20.25)у л У * У с

Из этого условия можно определить требуемую толщину плас
тины:

/г >
7

+ М 2- М гМ + З Н 2 .У х у (20.26)

Следует отметить, что в общем случае расчет пластины на про
чность должен производиться для нескольких точек пластин, в ко-
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торых изгибающие и крутящий моменты М , М и Н имеют доста-X у
точно большие значения.

Рассмотрим некоторые задачи расчета прямоугольных пластин 
и методы их решения.

20.7. Цилиндрический изгиб пластин

Цилиндрическим изгибом можно назвать такой случай изгиба 
пластины, при котором ее срединная плоскость искривляется по 
цилиндрической поверхности. При этом одна из кривизн изогну
той срединной поверхности пластины равна нулю.

Цилиндрический изгиб имеет место, например, в достаточно 
длинной прямоугольной пластине при действии поперечной на
грузки, не изменяющейся вдоль длинной стороны. В качестве при
мера такой задачи на рис. 20.16, а приведена консольная пластина, 
жестко защемленная по краю вдоль длинной стороны х = 0 и на
груженная равномерно распределенной краевой нагрузкой р вдоль 
свободного края х  = а. При b > 2а изогнутую срединную поверх
ность большей части пластины, за исключением областей вблизи 
торцов, можно считать цилиндрической поверхностью с образую
щей, параллельной длинной стороне. Следовательно, прогиб плас
тины является функцией только одной переменной: w = w(x). Во 
всех полученных уравнениях и формулах, описывающих изгиб плас-

Рис. 20.16
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тины, необходимо положить равными нулю производные от w по 
переменной у , что существенно упрощает решение задачи. На
пример, дифференциальное уравнение изгиба пластины (20.12) 
примет следующий вид:

Это уравнение аналогично дифференциальному уравнению из
гиба балки, в котором изгибная жидкость EJ заменяется цилинд
рической жесткостью D. В силу этого цилиндрический изгиб плас
тины можно рассматривать как изгиб множества балок-полос пря
моугольного сечения единичной ширины, мысленно вырезанных 
из пластины в поперечном направлении (рис. 20.16, а , б). Расчет 
таких балок-полос производится обычными методами сопротив
ления материалов (построение эпюр внутренних усилий, опреде
ление напряжений и т.п.).

Однако цилиндрический изгиб пластины имеет отличие от из
гиба балки. Оно заключается в том, что при изгибе балки ее попе
речные деформации ничем не стеснены и могут происходить сво
бодно. Это приводит к искажению формы контура поперечного

уменьшается, а в зоне действия сжимающих на
пряжений — увеличивается). Отметим, что задача 
определения перемещений точек поперечного се
чения и искажения формы контура прямоугольно
го сечения балки при чистом изгибе относится к 
элементарным задачам теории упругости.

При цилиндрическом изгибе пластины поперечные деформа
ции выделенной балки-полосы невозможны за счет стеснения со 
стороны соседних балок-полос. Следовательно, поперечную де
формацию ev, надо положить равной нулю (ev = 0). При этом нор
мальные напряжения в пластине будут определяться по формулам

(20.27)

сечения балки, что для случая чистого изгиба по
казано пунктиром на рис. 20.17 (в зоне действия 
растягивающих напряжений ширина сечения

а Ez d 2w

(20.28)
о X *
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М  = М = -Ds/^-^r = \М  . (20.29)
dx ' dx

Наличие в пластине изгибающего момента М  (в продольном 
направлении) весьма характерно. Отсюда следует, что цилиндри
ческий изгиб пластины будет иметь место, строго говоря, в том 
случае, когда к боковым поперечным краям пластины приложены 
распределенные краевые моменты т = М = vA/(, (рис. 20.18). 
При отсутствии этих моментов форма изогнутой срединной повер
хности пластины вблизи коротких сторон будет отличаться от ци
линдрической.

vMx

X

Этим напряжениям соответствуют изгибающие моменты

У my = Mv= v  Мх 

Рис. 20.18

20.8. Чистый изгиб прямоугольных пластин
Чистым изгибом принято называть такой случай изгиба плас

тины, при котором поперечные силы отсутствуют. Чистый изгиб 
имеет место, например, в прямоугольной свободной от закрепле
ний пластине при действии по ее краям равномерно распределен
ных краевых моментов тх = т г т = т 2 (рис. 20. 19,а).

Рис. 20.19

Примем начало координат в середине пластины. Рассматривая 
действие моментов т х и т2 раздельно и используя метод суперпо-
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зиции, получим следующие значения внутренних усилий в пласти
не: Мх = /и, = const; Л/, = т2 = const; Н = 0; Qx = 0; Q = 0. Исполь
зовав выражения для изгибающих моментов из (20.14), находим 

d2w _ m] - v m 2 d2w m2 - v m ]

Эх2 Z )(l- v2) ’ ду2 D ( l- v 2)
Интегрируя эти уравнения при условии, что

й - 0-
получим следующее выражение для прогиба пластины:

т. -  vw, , m-, - vw.
w(x, у) = --- 1---- 2_х2--- 1---- —у  +С.Х + С-, v + Cv

2D{\ - v ) 2D(1 - v ) '
Исключая жесткое смещение пластины, положим С, = 0. По

стоянные интегрирования С, и С, определяются из граничных усло
вий в середине пластины, характеризующих симметрию ее изогну
той срединной поверхности относительно плоскостей Oxz и Oyz:

n n dw rJwх = 0, у  = 0, ф = —  = 0; Ф = —  = 0.
dx у ду

Из этих условий находим С, = 0, С2 = 0. Таким образом, изогну
тая срединная поверхность пластины определяется следующим 
уравнением:

т, - v/и, , пи -  vw, ,
w (x,y)  = --- L --- т т Х --- -----W .  (20.30)

2Z)(l - v ) 2D\\ -  v )
Уравнение (20.30) описывает поверхность второго порядка (па

раболоид). Характер изгиба пластины показан на рис. 20.19, б. 
Наибольшие значения прогибы имеют в углах пластины при 
х = ±а/2, у = ±6/2.

В частном случае при т 1=т2 = т изогнутая срединная поверх
ность пластины представляет собой параболоид вращения

W(X' y ) = -~2D{\ + v V  (2031)
При т ] = т, т2 = —т (рис. 20.20, а) изогнутая срединная поверх

ность является гиперболическим параболоидом, описываемым 
уравнением

W(X,y> = "  2/)(1- уГ  (2° ' 32)
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Характер изогнутой срединной поверхности для квадратной 
пластины (а = Ь) показан на рис. 20.20, б. Наибольшие значения 
прогибы имеют в серединах сторон пластины при у  = 0, х = ±а/2 
и х = 0, у  = ±Ь/2.

Представляет интерес случай, когда один из моментов равен 
нулю, например w, = т ,т 2 = 0. Изогнутая срединная поверхность 
пластины в этом случае также представляет собой гиперболический 
параболоид, описываемый уравнением

m(x2- v y 2) п „ „ ,w(x,y) = ---- 7--- гт- • (20.33)
2/)(l - v )

Для того чтобы осуществился цилиндрический изгиб пластины 
в направлении оси Ох, необходимо к ее краям >> = ±Ь/2 приложить 
краевые моменты т 2 = vm (рис. 20. 21, а). При этом прогиб плас
тины будет определяться следующим выражением:

т х 2
W(x) = - ^ - .  (20.34)

Рис. 20.21

Характер изгиба пластины для этого случая показан на 
рис. 20.21, б. Изогнутая срединная поверхность пластины пред
ставляет собой цилиндрическую поверхность с образующими, 
параллельными оси Оу.



20.9. Расчет прямоугольных пластин с помощью 
двойных тригонометрических рядов

Рассмотрим прямоугольную шарнирно опертую по всем четырем 
сторонам пластину, нагруженную произвольной поперечной нагруз
кой q(x,y)  (рис. 20.22). Краевые моменты отсутствуют. Функция 
прогиба пластины должна удовлетворять дифференциальному урав
нению (20.12) и граничным условиям на краях.

Поскольку получить точное аналитическое решение дифферен
циального уравнения (20.12) в общем случае невозможно, будем 
искать его в виде бесконечного ряда. Для пластины с шарнирно 
опертыми по всем четырем сторонам краями и началом координат 
в угловой точке х  =0, у  = 0 удобно использовать разложение иско
мой функции прогиба w(x, у) в двойной тригонометрический ряд по 
синусам:

где wmn — коэффициенты ряда, являющиеся постоянными вели
чинами; т и п — целые положительные числа, соответствующие 
номеру членов ряда и характеризующие число полуволн синусои
ды в разложении (20.35).

Нетрудно показать, что задание прогиба в виде (20.35) позволя
ет удовлетворить всем граничным условиям на краях пластины, 
которые имеют следующий вид (см. § 20.5):

а

У
q(x, у)

Рис. 20.22

w (x ,y )=  Х Х и ’ш, sin—— sin---
а b

. тпх . ппу
(20.35)

b '

У = 0,

(20.36)
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Для определения неизвестных коэффициентов wmn ряда (20.35) 
разложим функцию поперечной распределенной нагрузки q(x, у) 
также в двойной тригонометрический ряд по синусам:

q(x,y) Х Х ^ „
т= 1п=I

. тих . ппуsin--- sin--- .
а b

(20.37)

Коэффициенты этого ряда M o iy r  быть определены по известной 
формуле теории рядов Фурье. При нагружении по всей поверхнос
ти пластины имеем:

q = —  [ \q(x, >’)sin^^sin ппу
dxdy. (20.38)

Подставляя выражения (20.35) и (20.37) в уравнение (20.12) и 
приравнивая между собой коэффициенты при одинаковых произ
ведениях синусов в левой и правой частях уравнения, получим

D тп 
а

Отсюда находим

+ 2 т )'(
пп
~Ь

пп
ч4

W = U т п  • п

W

Dn
\-т 

V а

(20.39)

Таким образом, выражение для прогиба пластины с четырьмя 
шарнирно опертыми краями имеет следующий вид:

w(x, у) =
1

Dn ■XX
т=\ п=I

. тпх . ппу
q sin--- sin---

а_____ b

- ; +1.  
V а

2 (20.40)

Ряд (20.40) сходится очень быстро при любой поперечной нагруз
ке в любой точке пластины. Использовав выражение для прогиба 
(20.40), можно с помощью полученных выше формул определить 
внутренние усилия в пластине. Выражения для них также будут 
иметь вид бесконечных тригонометрических рядов по синусам или 
косинусам, сходимость которых всегда хуже, чем сходимость ряда 
для прогибов, так как при дифференцировании сходимость рядов 
Фурье ухудшается. Рассмотрим некоторые частные случаи нагру
жения пластины.
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Действие нагрузки, распределенной по полуволне синусоиды. Рас
смотрим действие нагрузки, распределенной вдоль координатных 
линий по одной полуволне синусоиды (рис. 20.23):

Я(х, У) = <70sin— sin^-, (20.41)
a b

где q0 = <7 ц — значение интенсивности нагрузки в середине плас
тины при х = а/2, у  = Ь/2. Такое задание нагрузки соответствует 
первому члену разложения (20.37).

Рис. 20.23

Очевидно, что действию такой нагрузки соответствует измене
ние прогиба также по одной полуволне синусоиды вдоль коорди
натных линий:

. кх . пуw(x, у) = w()sin— sin— , (20.42)
а о

где w(| = wu — величина прогиба в середине пластины.
Выражение (20.42) соответствует первому члену ряда (20.35). 

Величина w0 может быть определена по формуле (20.39), в которой 
надо положить т = 1, п = 1:

wo = ----— ----Г7- (20.43)
Dn4 ' 1_ ^  

,а 2 + Ь2

Определив соответствующие производные от прогиба, можно 
получить выражения для внутренних усилий в пластине. Например, 
изгибающий момент Мх, крутящий момент Н и поперечная си
ла Q определяются по формулам
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Характер изменения изгибающего момента Мх и крутящего мо
мента Я  (эпюры этих величин) показан на рис. 20.24, а, б.

Изгибающие моменты достигают наибольших значений в сере
дине пластины при* — а/2 ,у  = 6/2, а крутящий момент — в ее углах.

На опертых краях пластины действуют распределенные опор
ные реакции, равные значениям приведенных поперечных сил V 
и V при х  = 0, ;с = а, у  = 0, у  = Ь. Выражения для распределенных 
реактивных сил можно получить с помощью формул (20.22) и 
(20.42). Например, распределенные опорные реакции вдоль края 
х = 0 определяются следующим выражением:

( 1 2 - И



Аналогичные выражения характеризуют распределение опор
ных реакций на других шарнирно опертых краях пластины. На
правление этих реакций противоположно направлению действия 
поперечной нагрузки.

В углах пластины действуют сосредоточенные реактивные 
силы Т, равные удвоенному значению крутящего момента Н в 
угловых точках. Эти силы имеют одинаковую величину и направ
ление во всех четырех угловых точках. По абсолютной величине 
они равны

2<70(1 - V)Т  = (20.46)

n2ab
1 1

-г- + —г

Поскольку направление этих реактивных сил совпадает с на
правлением действия нагрузки, можно сделать вывод, что углы 
пластины имеют тенденцию отрыва от опор. Характер распреде
ления опорных реакций на шарнирно опертых краях пластины 
показан на рис. 20.24, в. Можно убедиться в том, что пластина под 
действием нагрузки (20.41) и распределенных и сосредоточенных 
опорных реакций находится в равновесии и для нее точно выпол
няется уравнение статики X  Z =  0.

Действие равномерно распределенной нагрузки. При действии 
по всей поверхности пластины равномерно распределенной на
грузки q = const (рис. 20.25) выражение для прогиба пластины 
имеет вид бесконечного ряда (20.40). Определим входящие в это
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4q г . птюс , с . ппу , 16<7
, - —  sin--- ах sin--- dy = —— ,

a b i  a I b K2mn

выражение коэффициенты qmn по формуле (20.38). Вынося по
стоянную величину q из под знака интегралов и выполняя ин
тегрирование, получим

h_ 4# г . mnx ,
C,mn ~  п п

0 0 

где т ,  п = 1, 3, 5, ...
При вычислении определенных интегралов учтено, что они рав

ны нулю при четных значениях индексов т и п .  Окончательное 
выражение для прогиба пластины имеет следующий вид:

. тп х  . ппу
, ,  оо оо Sin ----------- Sin -----------

----------Ь— Т ■ (20.47)
Л я  т =|и=|

тп

В соответствии с нечетными значениями индексов т и п сину
соиды, характеризующие изменение прогибов пластины, являют
ся симметричными по отношению к линиям х = а /2, у  = Ь/2, что 
соответствует физическому смыслу задачи. Ряд (20.47) быстро схо
дится при любых значениях координат х и у. Например, для мак
симального прогиба в середине квадратной пластины (а = Ь) уже 
при четырех членах ряда получаем точное значение, приводимое в 
справочной литературе:

4
w = 0,00406^-.max ’ q

С помощью (20.47) можно получить выражения для внутренних 
усилий в пластине. Использовав, например, формулу (20.14), по
лучим следующее выражение для изгибающего момента А/.:

f - f + v M 1

=  6 „ s i n g l i n g  (20.48)
Я  m=l я=| / \ 2 (  \ 2т | I п I

тп — + —
[ { a )  Ы  .

Для других внутренних усилий можно также получить выраже
ния в виде тригонометрических рядов по синусам или косинусам. 
Отметим, что сходимость рядов для внутренних усилий хуже, чем 
сходимость ряда (20.47) для прогиба пластины. Например, для зна
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чения максимального изгибающего момента Мх в середине квад
ратной пластины со стороной а и v = 0,3 при четырех членах ряда 
(20.48) получим

Л Г ах = 0,0469<?о2, 
в то время как точное значение равно

Л Г ах = 0,0479<7й2.
Ряды для поперечных сил сходятся еще медленнее.
Частичное нагружение пластины. Рассмотрим действие нагрузки, 

равномерно распределенной по площади прямоугольника со сто
ронами e n d  (рис. 20.26). Обозначим координаты середины грузо
вого участка через аи р . Равнодействующая нагрузки равна Р = qcd.

а

Рис. 20.26

Прогиб пластины по-прежнему определяется выражением 
(20.40). Вычислим коэффициенты разложения нагрузки в триго
нометрический ряд по формуле (20.38), в которой интегрирование 
надо произвести в пределах участка нагружения. В результате по
лучим

. а+с/2 Р+^/24 q г . птх , г . пку ,а = —  sin--- ах sin--- dy =тп nh J а J b ’
P- rf/2a-c/2

16q . mna . ялВ . тле . nnd
— — sin — — sin — -sin--- sin--- .
к mn a b 2a 2b

(20.49)

Если нагрузка симметрична по отношению к линиям х = а /2, 
у  = Ь/2, то соответствующие индексы т и п должны быть нечет
ными числами. При произвольном расположении нагрузки ин
дексы т и п  должны принимать значения всех целых положитель
ных чисел.
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Рассмотрим, например, нагружение левой половины пласти
ны. В этом случае в формуле (20.49) надо положить с = а /2, d = Ь, 
а  = а /4, [5 = Ь/2, и она примет следующий вид:

\bq . -> тк . 1 пк 
а = - —  sin — sin~— ,
’ шл 2 Л 1к тп 4 1 

где индексы т принимает произвольные значения, а п — только 
нечетные значения, поскольку изогнутая срединная поверхность 
пластины при таком нагружении должна быть симметричной отно
сительно вертикальной плоскости, проходящей через линиюу = Ь/2.

Действие сосредоточенной силы. При малой площади распреде
ления нагрузку можно считать сосредоточенной в точке с коорди
натами х р = а, у р = (3 (рис. 20.27). В этом случае для получения 
решения надо в формуле (20.49) устремить размеры с и d к нулю, 
сохраняя конечное значение Р = qcd. Положив в (20.49) q = P/(cd) 
и перейдя к пределу, получим

4 Р птх
q - — sin---

ah а
р  . пкур —sin---—, (20.50)

Для определения прогиба пластины коэффициенты qmn надо 
подставить в выражение (20.40). Если, например, сила приложена 
в середине пластины (хр = а /2, у р = Ь/2), то ее прогиб определяет
ся следующим выражением:

w(x,y)
4 Р 

[)к4аЬ I I
т -1 п = 1

. тп . пк sin— sin —  
2 2

V а

. птх . пку -sin--- sin--- , (20.51)

где индексы т и п должны быть только нечетными числами.
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Ряд (20.51) достаточно хорошо сходится в любой точке пласти
ны, в том числе и в точке приложения силы. Составим, например, 
ряд для определения прогиба в центре квадратной пластины. По
ложив в выражении (20.51) а = Ь ,х = у  = а/7, получим

VV А Ра2
- -  ■ - , 1 1 , , <20.52)

Dn m=i„=i ( т 2+пгУ
Удержав в разложении (20.52) первые четыре члена ряда, соот

ветствующие значениям т = 1, 3 и п = 1,3, находим
АРа2( \  1 I 1 0,01121 Ра2

~ D  '
W —------ 1 — -f-------Ь-----f-

max Dk4 \ 4 100 100 324
Это значение примерно на 3% меньше точного значения про

гиба
0,01160 Ра2

max q

Составив выражения для внутренних усилий также в виде рядов, 
можно убедиться, что их сходимость значительно хуже, чем сходи
мость ряда для прогиба. В самой точке приложения силы ряды для 
внутренних усилий оказываются расходящимися. Такой результат 
связан с характером сосредоточенного воздействия на тело. Как 
уже отмечалось, любая поверхностная нагрузка всегда имеет пло
щадь распределения, пусть даже очень малую, но имеющую конеч
ное значение. В силу этого переход к сосредоточенным нагрузкам 
в задачах теории упругости всегда приводит к появлению гак на
зываемых особенностей — бесконечно больших значений напря
жений и внутренних усилий.

20.10. Расчет прямоугольных пластин с помощью 
одинарных тригонометрических рядов

Использование одинарных тригонометрических рядов эффек
тивно при расчете прямоугольных пластин с двумя противополож
ными шарнирно опертыми краями. Два других края пластины мо
гут иметь различные условия опирания или могут быть свободны
ми от закреплений.

Рассмотрим, наиример, прямоугольную пластину, шарнирно 
опертую по краям х  = 0 и х  = а и нагруженную распределенной 
нагрузкой q(x,y) (рис. 20.28). Край у = 0 жестко защемлен, край 
у  = Ь свободен от закреплений.
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Рис. 20.28
Поместив начало координат в угловой точке х = 0, >’ = (), при

мем функцию прогиба пластины в виде следующего ряда:

где т = 1, 2, 3, ...
Представление искомой функции прогиба в виде ряда по сину

сам в направлении, перпендикулярном к шарнирно опертым кра
ям пластины, позволяет точно удовлетворить граничным условиям 
на этих краях при отсутствии краевых моментов:

Функции и’т(у) в разложении (20.53) характеризуют изменение 
прогиба в направлении оси Оу и подлежат определению. Для этого 
разложим заданную распределенную поперечную нагрузку также 
в тригонометрический ряд по синусам:

Коэффициенты этого разложения, являющиеся функциями 
переменной у, могут быть определены с помощью известной из 
теории рядов Фурье формулы. При распределении нагрузки по всей 
поверхности пластины имеем:

Подставив выражения (20.53) и (20.54) в дифференциальное 
уравнение (20.12), получим

w( x, y )  = X H’„,0')sin rrrnx (20.53)
m=1 a

q(x ,y )  = X</,„( >’)sin
ItlTLX

(20.54)
m=I a

(20.55)

m=1
где принято обозначение Xm

тп
a



Приравняв между собой члены рядов с одинаковыми индекса
ми т и сократив обе части этого выражения на sin^mx, получим 
обыкновенное дифференциальное уравнение четвертого порядка 
относительно функции wm(y)

a — какое-либо частное решение уравнения (20.56).
Уравнение типа (20.58) было рассмотрено в § 17.8 при решении 

плоской задачи теории упругости. Общее решение этого уравнения 
имеет следующий вид:

Для определения н’*(>’) надо использовать известные методы 
отыскания частных решений неоднородного дифференциального 
уравнения (например, метод Коши, метод вариации произвольных 
постоянных и др.).

Подставляя решение (20.57) с учетом (20.59) в разложение
(20.53), получим

где С1т,С 2т С-,т и С4от — постоянные интегрирования, подлежа
щие определению из граничных условий на краях у  = 0 и у = Ь.

С помощью (20.60) можно получить выражения дчя внутренних 
усилий в пластине.

Рассмотрим более подробно расчет прямоугольной пластины с 
противоположными шарнирно опертыми и жестко защемленными 
краями, находящейся под действием нагрузки, равномерно рас
пределенной по всей поверхности (рис. 20.29). Направления коор
динатных осей показаны на рисунке.

Подставив значение q = const в формулу (20.55) и выполнив 
и нтегрирование, иол уч и м

(20.56)

Общее решение уравнения (20.56) имеет вид
(20.57)

(20.58)

w(.v, >')= £ | С ,mchкт у + C2mshXmy + CimychXmy +
m= 1 (20.60)

где m = I, 3, 5, ...
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Рис. 20.29

При этом частное решение неоднородного уравнения (20.56) 
можно представить в виде

4 q
mnDX 4 '

В силу симметрии и зогнутой срединной поверхности пластины 
относительно вертикальной плоскости, проходящей через ось Ох, 
в выражении (20.60) надо удержать только четные функции пере
менной у  и отбросить нечетные функции, положив постоянные С2т 
и С3 равными нулю. Таким образом, прогиб пластины определя
ется выражением

w(x, у) = Y j
т=1

C\mch^ my + C4my ^ my +
4 q sin Л. x.

mnDK , /
Постоянные интегрирования С, и С4т подлежат определению 

из граничных условий на защемленных краях пластины

У = ± - , w = 0; фг
dw
ду

0.

Использовав эти условия, получим систему двух алгебраических 
уравнений относительно постоянных с одинаковым индексом т :

Ь , „  4 q
mnDX..

^ , Ci,„shPm + C4m shPm+ ^ chP

= 0 ;

=  0 ,

где В -X2 m
mnb
~ la '
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Решив эту систему и определив постоянные С, и С4т, получим 
следующее выражение для прогиба пластины:

4 qaA
* Х 'У )  = ^  I 1 +

Ас' т=,
~ <shP,„ + PmchP„, )clU 

Pm+shPmChPm

sin \ х
(20.61)

т~

где т = 1, 3, 5, ...
Полученный ряд сходится очень быстро. Вычислим, например, 

значение прогиба в середине квадратной пластины (а — Ь). Для 
этого положим в последней формуле х  = а/2, у  = 0. Тогда получим

(
_ 4 да ^

^тах — г, я 2-1Dn т=.

. тп тп , тп
sh —  + — ch —  

2 2 2
тп , /«я , тп
—  + sh— ch —  
2 2 2

sin-т к

т

Взяв только один член этого ряда (т = 1), получим
4

w = 0 ,00196^-,max ’ ’

что незначительно отличается от точного значения

Ряды для внутренних усилий сходятся также достаточно хорошо.
В качестве второго примера рассмотрим прямоугольную пласти

ну, достаточно протяженную в направлении оси Оу (Ь »  а), со сво
бодным от закрепления краем у  = 0, нагруженным равномерно 
распределенной краевой нагрузкой р = const (рис. 20.30). Такие 
пластины иногда называются полубесконечными.

Края пластины х  = 0, х = а  являются шарнирно опертыми. Про
гиб пластины определяется выражением (20.60), в котором частное 
решение w*m(y) надо положить равным нулю, поскольку распреде
ленная по поверхности пластины нагрузка отсутствует. При этом 
удобно перейти от гиперболических функций к экспоненциальным 
и представить выражение для прогиба в следующем виде:

w(x, у) =

S ( c „
т=I

+ С 2 т уе + С3 т
- Х „ , у )sinЛ. х. (20.62)
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f /  р /У/У
"  г« т ш ш ш и

X а
Р

'Т 1 Ш Ш Т Щ L
Рис. 20.30

В силу симметрии изогнутой срединной поверхности пластины 
относительно вертикальной плоскости, проходящей через линию 
.v = а /2, в выражении (20.62) индексы т  должны быть нечетными 
числами ( т  = 1, 3, 5 ,...).

Очевидно, что при удалении от нагруженного края пластины 
прогиб и внутренние усилия должны уменьшаться (затухать). Для 
удовлетворения этому условию в выражении (20.62) надо удержать 
только затухающие частные интегралы, содержащие е тУ\ и отбро
сить возрастающие частные интегралы, положив С|т = 0, С2т = 0. 
Таким образом, получим

(20.63)
т =I

Для определения постоянных интегрирования С3т и С4ш надо 
использовать статические граничные условия на нагруженном крае 
пластины:

у  = 0, М  = - D

V. = - D

d2W d2W
— T + v— 7 . ду дх 2

93w— r  + (2-v)-
ду'

= 0;

Э3н>
дх2ду

= ~P-

(20.64)

Для того чтобы использовать второе из приведенных граничных 
условий, разложим нагрузку р в ряд Фурье по синусам:

Р=  2 > „ ,sin
тих

т=\
V  • 1L — sm К х-
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Коэффициенты разложения рт вычислены по формуле (20.55), 
где принято q j y )  =рт и q(x,y) = р.

Составим выражения для производных от прогиба, соответству
ющего произвольному члену ряда (20.63).

э ч

дх2
= ~x2J c im +C4my)e-X”y srnXmx;

д- ~ г  = К \ - ( 2 - sin V- ;ду

ду-

= Ь \ \ К СЪт “ О ~ Xmy'>C* J e~X"'y

Используя граничные условия (20.64), находим произвольные 
постоянные:

С,_ = 8 р
X4„,Da(3+v)(l - v)

С = 4р 
4т ХЪМ  3 + V ) ’

после чего запишем окончательное выражение для прогиба плас
тины

„з ~ /
w(x, у) 8ра~

Z>7t4 ( 3 + V ) ( l - V ) m=|
1 +  - ■ К У \е

-Ку sin\ „ x (20.65)
т

С помощью выражения (20.65) можно определить внутренние 
усилия в пластине. Например, для изгибающего момента Мх полу
чим следующее выражение:

М  = 8 ра
n2(3 + v )m=l

/ 1  ч , _ V S(l + v) + ——  X v - К  у ( 2 0 .6 6 )
nr

где по-прежнему индекс т принимает нечетные значения 
( т  = 1,3, ...).

Наибольшие значения прогиб и изгибающий момент Мх имеют 
в середине нагруженного края при у = 0,х = а/2. Они определяют
ся следующими выражениями:
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. тп

w,нб Z>rc4(3 + v)(l - v),„ .
. nm

о / 1  , ~ sin —

8 pa}

д/нб ^ 8fla(l + v)8/;a(l + v ) y  S1"  2 
7i2(3 + v ) m=l m2

Взяв только по одному члену этих рядов (т = 1), получим сле
дующие значения:

Нетрудно видеть, что даже первые члены рядов для наибольших 
прогиба и изгибающего момента Мх дают вполне удовлетворитель
ные результаты, особенно для прогиба. При четырех членах рядов 
полученные значения практически совпадают с точными значе
ниями.

Покажем характер изменения прогиба и изгибающего момен
та М вдоль линии л- = а/2. Ограничимся первыми членами в рядах 
(20.65) и (20.66) и примем коэффициент Пуассона равным v = 0,3. 
На рис. 20.31 показаны графики изменения безразмерных функций

в зависимости от отношения у/а. Можно отметить, что уже при 
у/а  = 1,5 прогиб и изгибающий момент достаточно малы. Уточнение, 
связанное с удержанием большего числа членов рядов, очень мало 
влияет на быстроту затухания прогиба и внутренних усилий. Следо
вательно, полученное выше решение можно использовать для рас
чета пластин при b > 1,5а. При этом характер опирания пластины по 
краю у = b практически не будет влиять на результаты расчета.

w,
нб />тс4(3 + v)(l - v ) ’ Л 7Г (3 + v)

Яра' д/нб _  8/?а(1 + у)

Точные значения, приводимые в справочниках, равны

w 7,92/зд3 л/„б 7,3/?а(1 + v)
"б Dk4(3 + у)(1 - у) л я 2(3 + у)

М х(у)=  (1 + у) + ̂ -у^Я.,у е х'у
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Рис. 20.31

20.11. Понятие о расчете пластин с помощью 
вариационных методов

В главе 16 показано, что задачи теории упругости сводятся к 
интегрированию дифференциальных уравнений в частных произ
водных при удовлетворении соответствующих граничных условий.

В силу больших математических трудностей получение точных 
аналитических решений многих задач теории упругости в форме, 
доступной для практических целей, затруднительно или невозмож
но. В этом случае можно использовать вариационные методы, ко
торые позволяют получать приближенные решения задач теории 
упругости в аналитической форме. При этом приближенно удов
летворяются дифференциальные уравнения или граничные усло
вия, а в отдельных случаях — и те и другие. В основе вариационных 
методовлежат вариационные принципы, например принцип воз
можных перемещений Лагранжа.

В задачах расчета пластин вариационные методы позволяют полу
чить приближенное выражение для прогиба пластины с точностью, 
достаточной для инженерной практики. При этом искомая функция 
прогиба принимается в виде аналитического выражения, соответству
ющего характеру изогнутой срединной поверхности пластины и удов
летворяющего граничным условиям. Это выражение должно содер
жать неизвестные коэффициенты или функции одной переменной, 
для определения которых используется один из вариационных прин
ципов. Такой подход позволяет свести задачу интегрирования диф
ференциального уравнения в частных производных, описывающего 
изгиб пластины, к решению системы линейных алгебраических урав
нений или системы обыкновенных дифференциальных уравнений.

Например, искомую функцию прогиба пластины можно при
нять в следующем виде:
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= (20.67)
k=I /=1

где £ = 1, 2, / = 1, 2, n.
В этом выражении функции фА/ должны быть линейно незави

симыми и удовлетворяющими кинематическим граничным усло
виям; они принимаются в начале расчета и называются аппрокси
мирующими функциями. Следует отметить, что от удачного выбо
ра аппроксимирующих функций зависит точность решения и 
трудоемкость его получения. Поэтому желательно, чтобы функции 
ФА/ удовлетворяли не только кинематическим, но и статическим 
граничным условиям.

Коэффициенты аи  в выражении (20.67) являются постоянными 
числами (параметрами) и подлежат определению. Рассмотрим оп
ределение коэффициентов ак/с помощью вариационных методов 
Ритца и Бубнова — Галеркина.

Метод Ритца основан на использовании известной теоремы Ди
рихле — Лагранжа, на основании которой формулируется следу
ющий принцип: потенциальная энергия упругого тела в состоянии 
устойчивого равновесия имеет минимальное значение. Для использо
вания метода Ритца в задачах расчета пластин необходимо соста
вить выражения для потенциальной энергии деформации пласти
ны U и работы внешних сил А. Полная потенциальная энергия 
пластины равна их разности (/7 = U — А). Можно показать, что при 
задании прогиба в виде (20.67) полная потенциальная энергия яв
ляется квадратичной функцией параметров ак1: П = П(а'к1).

Выполняя условия минимума полной потенциальной энергии 
пластины, надо составить частные производные от /7 по всем па
раметрам ак1 и приравнять их к нулю:

дП п- —  = 0. (20.68)
к!

Соотношения (20.68) позволяют получить систему линейных 
алгебраических уравнений относительно аи . Определив эти пара
метры и подставив их в (20.67), получим искомое приближенное 
решение задачи.

Метод Бубнова — Галеркина основан на свойстве ортогональ
ности функций. Система функций ф0(х), ф,(л')......фА(л). образует
на отрезке |а, Ь\ ортогональную систему, если при к * ! выполня
ется условие

ь
| ф ^(х )ф /(л-)а!х = 0. (20.69)
а
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Нетрудно показать, например, что система функции 1, sin л:, 
cosх ......sin кх, cos кх, ортогональна на отрезке [ —л, л], по
скольку каждая пара этих функций удовлетворяет условию (20.69). 
Указанное свойство можно распространить на функции нескольких 
переменных.

Если одна из функций системы равна нулю, то ее можно считать 
ортогональной ко всем без исключения функциям, поскольку в 
этом случае условие (20.69) выполняется тождественно. В качестве 
такой функции в теории изгиба пластин можно принять функцию

ц/(х, у ) = D V 2V 2w -  ц, (20.70)

которая должна быть равна нулю согласно (20.10). Следовательно, 
функция v|/(.v, у ) должна быть ортогональна к любым функциям, 
заданным в некоторой области.

Если прогиб пластины задан приближенно в виде (20.67), то урав
нение изгиба пластины не удовлетворяется и vj/(.v, у ) Ф 0. Однако 
можно потребовать, чтобы эта функция была ортогональна к ап
проксимирующим функциям (х, >’) в выражении (20.67). В ре
зультате получим следующее равенство:

J J \у(х, у )ц к1(х, y)dxdy = J J ( Z)V2V 2w -  q) y kldxdy = 0, (20.71)
■V .V

где интегрирование должно выполняться по всей площади S  сре
динной плоскости пластины.

Подставив в (20.71) выражение (20.67) и выполнив интегриро
вание, получим систему линейных алгебраических уравнений от
носительно акГ Можно показать, что уравнение (20.71) выражает в 
интеграпьной форме условие равенства нулю работы всех внешних 
и внутренних сил в пластине на возможных перемещениях (\>ш{х,у).

В этом смысле метод Бубнова — Галерки
на, как и метод Ритца, исходит из принци
па возможных перемещений Лагранжа.

Применим метод Бубнова — Галеркина 
к расчету прямоугольной пластины, 
жестко защемленной по контуру и нагру
женной по всей поверхности равномерно 
распределенной нагрузкой.

Примем начало координат в середине 
пластины (рис. 20.32). Искомая функция 
прогиба должна удовлетворять следу
ющим кинематическим граничным усло
виям:
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a A 9VV Лx = ±~, w = 0; cp = —  = 0;
2 dx

v-±y  ̂= 0; ф ,. = —= o.
2 - dy

Кроме того, изогнутая срединная поверхность пластины долж
на быть симметричной по отношению к вертикальным плоскостям, 
проходящим через оси Ох и Оу.

Данным граничным условиям и условию симметрии удовлетво
ряет функция прогиба в виде следующего выражения:

w(x, у) = 1 + C O S^ ^  II 1+COS
к=1 /=1

2кюс \ 
а )

21пу (20.72)

где индексы к и /должны быть нечетными числами. Для определе
ния коэффициентов ак1 надо использовать равенство (20.71), в ко
тором следует принять

фА/ = 1 + cos 2ккх
1 +COS

21пу

Ограничимся первым членом выражения (20.72)

2лхУ, 2пу+ cos----- 1 + cos-----
а А b”11 ~ ^пФи а\\| 

и подставим его в выражение (20.70). В результате получим

у(х, у) = 16Dn4a] 1 2 7 L Y ( 1  и— cos------ (- —т ̂ — Т
а4 а , a ' Ь ,

2 тгу 1 2 k vх cos—— + —-cos

2кхcos-----х
а

b b4 b
Подставив функции \j>(x, v) и фп в равенство (20.71) 

“?  Ь?  /> 2лхУ, 2 к у лI I \|/(Х, у )  1 + C O S----  II I +<---
-а/2-Ь/2

cos- dxdy = 0

и выполнив интегрирование, получим алгебраическое уравнение 
относительно коэффициента аи '.

' 3 3  2
4л я,

аА + Ь* + а2 Ь2
- 1  = 0, 

D
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решив которое находим
_qu_ 

4 On
1

3 + 3—  + 2 —
/>4 ь \

■4 ( 4 2 '

Таким образом, функция прогиба пластины, соответствующая 
первому члену выражения (20.72), имеет следующий вид:

да
4 / V

1 + cos 2tvc

а
+ COS х)

аА а2 
3 + 3—  + 2 —

ь ь
Максимальное значение прогиб имеет в середине пластины. Для 

квадратной пластины (а = Ь) он равен

w =max
qa

Х/>я4
Эта величина незначительно отличается от точного значения.

20.12. Основные соотношения при изгибе 
круглых пластин

Задачи изгиба круглых пластин удобно рассматривать в поляр
ной системе координат, которую по-прежнему отнесем к средин
ной плоскости пластины. Начало отсчета координат (полюс) при
мем в центре срединной плоскости (рис. 20.33). В общем случае 
изгиба круглой пластины поперечная нагрузка и все величины, 
характеризующие напряженное и деформированное состояния 
пластины, являются функциями двух переменных г и 0.

Для оператора Лапласа в полярной системе координат в § I8.1 
была выведена формула

Д 1 э- 
дг + г2 эе2

В соответствии с этой формулой дифференциальное уравнение
(20.10) изгиба круглых пластин в полярной системе координат име
ет следующий вид:

V 2V :u'(r, Q )= q{r' 9)

V 2 = 1 _  + 1.
дг г

(20.73)

D
или в развернутом виде

'  Э2 +  1 э + 1 д2_ ' ' d 2w  1
------ Г----1" —

dw 1 ->2
О  W Я(г. 0)

. ( )г  г дг г эе2, дг г Э  г г2 Э0: , ~ D

(20.74)

(20.75)
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В круглых пластинах при изгибе действуют пять напряжений 
(рис. 20.34): два нормальных — радиальное аг и окружное а0 и 
три касательных т.ц = тН;.. т.г, т.е. Напряжение о. в соответствии 
с третьей гипотезой теории изгиба тонких пластин не учитывается. 
Напряжения о.. а () и изменяются по толщине пластины по 
линейному закону и имеют наибольшие значения в точках вблизи 
внешних поверхностей пластины при г =±А/2. Касательные на
пряжения х,г и т.е изменяются по толщине по закону квадратной 
параболы и имеют наибольшие значения в точках срединной плос
кости.

Рис. 20.34

Равнодействующими рассмотренных напряжений являются 
пять внутренних усилий, действующих в пластине в общем случае 
ее изгиба. Этими внутренними усилиями являются два изгиба
ющих момента — радиальный Л/, и окружной Л/0, крутящий момент 
// = Л/ 0 = Л/0г и две поперечные силы — радиальная Qr и окруж
ная Q{y Характер действия внутренних усилий по граням беско
нечно малого элемента пластины показан на рис. 20.35. а, б, в.

Выразим внутренние усилия в круглой пластине через ее прогиб. 
Как уже было отмечено в § 18.1, искомые величины (напряжения, 
внутренние усилия и т.п.) в полярной системе координат при 0 = 0
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а) б) в)

совпадают с соответствующими величинами в декартовой системе. 
В силу этого выражения для Л/., М0, Н, Qr и Q0 можно получить с 
помощью выражений (20.14) для A/v, М  , Я, Qx и Q , если учесть 
равенства (18.14) — (18.16), заменив в них ф на w и положив 
9 = 0. В результате получим

М =-D d \
dr2

- +V 1 dw 1
V  э7+7т

э2

M q - ~D
1 dw I d2w d2w—  + — ---- + v — -
Г dr г  Э0- dr

H  = ~D( 1-v) 1 d2w
Э/*Э0

1 dw
Э0

Q = -D —  
dr

d w 1 dw 1 d2w
dr dr Э0

QQ = -/)-■ —
9 г Э0

3'w 1 1
+ ----------------+  —

d r dr

d W

Э02

(20.76)

Граничные условия для круглых сплошных пластин ставятся на 
закрепленном контуре при г = R относительно прогиба w, угла на
клона касательной к изогнутой срединной поверхности пластины

_  dw
(20-77)

и радиального изгибающего момента Л/.. Для постановки i ранич- 
ных условий на свободном от закреплений контуре вводится при
веденная радиальная поперечная сила

ЭЯ
<2, + - Э0

= -D д V71 /1 ч 1 ^— V w + (l - v )------
dr г drdQ

dw
Э0

(20.78)
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Для кольцевых пластин граничные условия ставятся на внут 
реннем и внешнем контурах, соответственно при г 
(рис. 20.36).

/?! и г = R2

Рис. 20.36

Примеры постановки граничных условий рассмотрены ниже 
при решении конкретных задач.

20.13. Некоторые задачи изгиба круглых пластин
Осесимметричный изгиб. Задача изгиба круглой пластины назы

вается осесимметричной, если нагрузка на пластину и условия за
крепления ее краев (контуров) не зависят от полярного угла 0. При 
этом изогнутая срединная поверхность пластины представляет 
собой поверхность вращения, осью которой является ось Oz. Сле
довательно, прогиб пластины также не зависит от полярного 
угла 0 и является функцией только переменной г, то есть w — w(r). 
Этот вывод распространяется на все напряжения и внутренние 
усилия в пластине.

При осесимметричном изгибе задача расчета круглой пластины 
существенно упрощается, поскольку во всех уравнениях и форму
лах, описывающих изгиб пластины, производные по угловой ко
ординате 0 обращаются в нуль. Например, дифференциальное 
уравнение изгиба пластины (20.75) принимает следующий вид:

\
dw _  q(r) 
dr

V I d+----
d r  r dr

Л/d2w I 
dr2 + r D

(20.79)

или в развернутом виде
d4w 2 + - dyw l d2w l dw

dr
q(r) 

D '
(20.80)

d r  r d r  Г  d r
Уравнение (20.80) является дифференциальным уравнением с 

переменными коэффициентами типа Эйлера. Соответствующее
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(20.80) однородное уравнение аналогично по структуре дифферен
циальному уравнению (18.36), для которого получено общее реше
ние в виде (18.41). Поаналогии с решением (18.41) запишем

w °(r)= C , + C2lnr + С}г  + С4г21п г . (20.81)
Общее решение неоднородного уравнения (20.80) имеет вид

w(r) = С, + C,ln/-+ C}r + C4r In г + w*(r), (20.82)
где w *(r) — частное решение уравнения (20.80). Для нахождения 
частного решения можно, например, представить уравнение (20.80) 
в следующем виде:

Я(г)
D

После четырехкратного интегрирования получим

•dr.

1 d \г±1 d\\dw УР
г dr dr г dA dr )

w-
D-

r. 1 r r. г
h\0 s>■0 h0 | q(r)rdr

> о
dr dr (20.83)

Для случая, когда пластина находится под действием равномер
но распределенной нагрузки q = const, после интегрирования по
лучим

w*(r ) = qr__ 
64 D'

(20.84)

Входящие в (20.82) постоянные интегрирования С,, С,, С, и С4 
подлежат определению из соответствующих граничных условий в 
каждой конкретной задаче.

При осесимметричном изгибе в круглой пластине могут дей
ствовать только гри напряжения ог, о0 и х,г и три внутренних уси
лия Мг, Мв и Qr, выражения Д1 Я которых упрощаются и принимают 
следующий вид:

/ -» ' 
v dw

Иг
М -О

/ 1 d w
dr2 г

M , = -D dw
dr

d 2w
d r

- +v-

r

d 2w

dw 
dr

(20.85)

Как видно из соотношений (20.76), крутящий момент и окруж
ная поперечная сила при осесимметричном изгибе равны нулю:
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q:

Н — 0; (?e = 0. Отметим, что радиальная по
перечная сила Qr может быть определена 
статически из уравнения равновесия плас
тины £ Z =  0. Действительно, в силу осевой 
симметрии равнодействующая /^осесим
метричной нагрузки на пластину должна 
уравновешиваться равномерно распреде
ленными по окружности радиуса г попе
речными силами (рис. 20.37).

Составив уравнение статики £ Z =  0, получим 
/*о — £?/ 2лг = 0,

откуда

Q = — ■
г 2 к г

0 А  г

z

Рис. 20.37

( 20 .8 6 )

Если пластина нагружена равномерно распределенной нагруз
кой ц = const, то Р{) = qnr~ и поперечная сила равна

0  = q~  г 2
(20.87)

При действии произвольной осесимметричной распределенной 
нагрузки q(r) ее равнодействующая Р{) определяется как интеграл 
по площади нагружения.

Выразив наибольшие напряжения через внутренние усилия, как 
это было сделано в § 20.6, получим следующие формулы:

z = ±
h
2'

а "6 =
ь м г
и2

2 h

_ нб

( 20.88)

Расчет пластины на прочность производится по величинам наи
больших нормальных напряжений с использованием соответству
ющей теории прочности. Этот расчет надо выполнять для точек 
пластины, где изгибающие моменты М  и Ма имеют наибольшиег и
значения или достаточно велики.

В качестве первого примера рассмотрим задачу об изгибе круг
лой пластины, жестко защемленной по контуру и находящейся под 
действием равномерно распределенной нагрузки (рис. 20.38). Про
гиб пластины определяется выражением (20.82), где частное реше
ние w*(r) имеет вид (20.84).

459



ВТТТг̂|̂гтТГГТ

Рис. 20.38

В соответствии с физическим смыслом задачи в центре пласти
ны при г = 0 прогиб и внутренние усилия должны иметь конечные 
значения. Для удовлетворения этому условию надо в общем реше
нии (20.82) отбросить частные интегралы, содержащие натураль
ный логарифм ( Iп0 = —°°), положив равными нулю постоянные 
интегрирования С2 и С4. Таким образом, получим для прогиба 
пластины следующее выражение:

4
w(r) = С, + Суг~ + qr_ 

64 D'
(20.89)

Для определения постоянных С, и С, используем граничные 
условия на жестко защемленном контуре пластины:

г = R, w = 0; ф = * = о .
dr

Использовав эти условия, получим два алгебраических уравне
ния относительно С, и С.:



г _ я*4.
1 64 D '

Решив эти уравнения, получим

С3 = ж .
32D

Окончательное выражение для прогиба имеет вид 
Я / n 4 Т о 2 „2  . „ 4 Ч _  Яw(r) = - (R 4- 2 R 2r  + А ) (R 2 - г 2)2.

64D 64D
С помощью формул (20.85) получим выражения для внутренних 

усилий в пластине:
M r = ^ [(\  + v )R 2- 0  + v )r2},

16

Me = -^-[(l + v)/?2- (l + 3v)/-2];

Q = - £2
Эпюры внутренних усилий приведены на рис. 20.38. В центре 

пластины изгибающие моменты равны по величине, поперечная 
сила равна нулю, а прогиб имеет максимальное значение, равное

w....= 1 
64 D

Рассмотрим задачу о расчете круглой пластины, жестко защем
ленной по контуру и нагруженной в центре сосредоточенной си
лой Я (рис. 20.39, а). Для получения решения этой задачи необхо
димо вначале произвести расчет пластины на действие нагрузки q, 
равномерно распределенной по площади круга радиуса г = а 
(рис. 20.39, б). Этот расчет достаточно прост и сводится к опреде
лению постоянных интегрирования из граничных условий на кон
туре пластины и условий сопряжения участков 0 < г< а и а < r< R. 
Затем в полученном решении надо произвести предельный пере
ход. устремляя размер а к нулю и сохраняя конечное значение рав
нодействующей нагрузки Р  = qua2. Опуская промежуточные вы
кладки, приведем окончательное решение задачи:

w ■
16 nD

Л/г = —  
г 4 п

=  Т ~  0 4л

2r2 In — + (/?2 - г 2) 
R

(1 + v)ln — — 1 
г

(1 + v)ln R

Q r = - 2 кг
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Прогиб в центре пластины имеет конечное значение и равен

w PR '
16л/)’

а внутренние усилия стремятся к бесконечности, что соответствует 
характеру нагружения пластины (как уже отмечалось, в точках 
приложения сосредоточенных сил появляются особенности). 
Эпюры Мг и Qr приведены на рис. 20.39, в , г.

а)

б)

0
w(r)
f к

Ч
R

У, г

В ) I

л I1I1J1
Я1 f--" 1111 аш 111

ш Птгк лпПП
; \ У ©

Г >

2 ^ [г т т Г П Т 1 11?111ТТТТтгп'

Рис. 20.39

В аналогичной постановке решаются задачи расчета круглых 
пластин, шарнирно опертых по контуру. Рассмотрим, например, 
действие равномерно распределенной нагрузки на такую пластину 
(рис. 20.40). Прогиб пластины по-прежнему определяется выра
жением (20.89). Для определения постоянных интегрирования 
используем граничные условия на шарнирно опертом контуре:

г = R, w = 0; М = -D
/ т d'w  v
--г—I--- dw

dr
= 0.
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Использовав эти условия, получим 
систему двух алгебраических уравне
ний относительно С, и С,:

С, + С Л 2 +Я К .
64 D

2 С,+
16Z)

+ v| 2С3 + 9*1
16£»

=  0 .

Определив постоянные интегри
рования, запишем после несложных 
математических выкладок оконча
тельное решение задачи:

5 + v

//// Т л
\I 0 ! х

////

\у
чш и т 11111111

ь R ^V/,

w = q(R2~ r 2)
64 Л

м  =-*-(3 +г 16

л/е =— [(3- 16L

Qr =-
qr 
2 '

1 + v
R 2- r 2 <3+vU 2' 16 1 ;

' I

г ) : ш
8 >qR2

Рис. 20.40

Максимальное значение прог иб имеет в центре пластины, где 
он равен

5+ v qR4
1 + v 64 D

Эпюры изгибающих моментов приведены на рис. 20.40. В цен
тре пластины радиальный и окружной изгибающие моменты рав
ны по величине.

Рассмотрим кольцевую пластину, шарнирно опертую по вне
шнему контуру и находящуюся под действием краевой нагрузки р, 
равномерно распределенной по внутреннему свободному от 
закреплений контуру (рис. 20.41). Поскольку в данной задаче рас
пределенная по поверхности пластины нагрузка отсутствует, част
ное решение в выражении (20.82) нужно положить равным нулю. 
Таким образом, прогиб кольцевой пластины в этом случае опреде
ляется выражением

w(r) = С, + C2lnr + C3r  + С4/-2 In г.
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Для определения постоянных интег
рирования необходимо использовать сле
дующие граничные условия на внутрен
нем и внешнем контурах пластины:

2  ̂d'w  v dw — +----

R

Рис. 20.41 Использовав граничные условия с по
мощью выражения для прогиба, получим

систему четырех алгебраических уравнений относительно посто
янных Ср С,, С3 и С4. После их определения задача расчета пласти
ны по существу может считаться решенной. Подставив эти посто
янные в выражения для прогиба и внутренних усилий в пластине, 
можно записать окончательные решения в виде замкнутых формул, 
которые, однако, имеют достаточно громоздкий вид и в силу этого 
не приводятся.

Общий случай изгиба круглых пластин. Если нагрузка на плас
тину или условия ее закрепления не являются осесимметричными, 
го прогиб пластины зависит от переменных г и 0 и должен удовлет
ворять дифференциальному уравнению (20.75). Чаще всего для 
получения решения прогиб пластины представляется в виде три
гонометрического ряда по угловой координате 0:

Функции w(|(r), wm(r) и wn(r) характеризуют изменение прогиба 
пластины в радиальном направлении и подлежат определению. 
Нетрудно видеть, что функция w{)(r) описывает осесимметричный 
изгиб круглой пластины.

Произвольную поперечную распределенную нагрузку, вызыва
ющую изгиб пластины, также можно разложить в тригонометри
ческий ряд, аналогичный ряду (20.90):

w(r, 0) = w0(r) + ^  wm(/-)cosmO + )sinя0, (20.90)
m= 1 n=\

где m, n = 1,2, 3, ...

<?(/-, 0) = <?„(/•)+ ^<7m(/-)cosw0 + ^^(/-)sin/;0. (20.91)
m=I

464



Действие отдельно взятой нагрузки q0(r) вызывает рассмотренный 
выше осесимметричный изгиб. Коэффициенты разложений могут 
быть определены по известным формулам теории рядов Фурье:

Подставив выражения (20.90) и (20.91) в дифференциальное 
уравнение (20.75) и приравняв между собой члены рядов с одина
ковым индексом т , получим

' d 1 d_ n f 1 d2yv,n 1 m + dWr,
2 ^m----w , q (r )_   ̂m v '

\dr2 r dr г I d r  r dr r v D

Дифференциальное уравнение относительно функции wn(r) 
имеет такой же вид. Решение уравнения (20.93) позволяет опреде
лить вид функций wm(r) или wn(r) и тем самым получить оконча
тельное решение задачи. Входящие в решение постоянные интег
рирования могут быть определены из граничных условий на кон
туре пластины.

При т  = 0 уравнение (20.93) совпадает с уравнением (20.79) и 
описывает осесимметричный изгиб пластины. При т  = 1 решение 
уравнения (20.93) можно записать в следующем виде:

где w ,*(/-) — частное решение, зависящее от вида функции </,(/•).
Для целых и положительных чисел т  > 2 решение дифференци

ального уравнения (20.93) имеет следующий вид:

Рассмотрим в качестве примера расчет круглой пластины, шар
нирно опертой по контуру и находящейся под действием нагрузки 
со следующим законом распределения:

(20.92)

w,(/-) = С}г + С2г  + С3 - + C4r In г + (20.94)

q(r, 0) = — cos0. 
R
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Характер изменения нагрузки по уг
ловой координате 0 и по радиусу г пока
зан на рис. 20.42, а , б. Поскольку задание 
нагрузки соответствует первому члену 
ряда (20.91) по косинусам ( т  = 1), прогиб 
пластины также можно представить как 
первый член ряда (20.90) по косинусам, 
то есть принять w(r, 0) = w^rJcosO, где 
функция н’,(г) определяется выражением 
(20.94). Входящее в (20.94) частное реше
ние, зависящее от функции q] = q()r/R, 
имеет следующий вид:

<(/■) = 192 RD

Рис. 20.42 Учитывая ограниченность значений 
прогиба и внутренних усилий в центре 

пластины при г= 0, положим С3 = 0; С4 = 0. Таким образом, прогиб 
пластины определяется следующим выражением:

И’(/\ 0) = С{г + С\г + % г
192 RD

C O S 0 .

Для определения постоянных интегрирования используем гра
ничные условия на шарнирно опертом контуре пластины:

г - R, w — 0; М - - D tfw
дг

■ + v dw 1 
с)г г2

д w
Э0:

= 0.

Приведем окончательные выражения для прогиба пластины и 
радиального изгибающего момента:

W
= 3+V) 0Р [< 7 + v ’ ̂ ' 3 + v )р2] C0S 0;

qltR 2 ,
М г = - ^ - (5  +v)p(l-p-)cos0,

где р = r/R — безразмерный радиус.
Нетрудно показать, что Мг имеет максимальное значение при

0 = 0 и г0 =
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которое равно
„ г  _  «o « : (5 + v )

72%/з
Характер эпюры Мг показан на рис. 20.42, в.

г*~\ 20.14. Изгиб пластины под действием 
поперечных нагрузок и нагрузок 
в срединной плоскости

20.15. Некоторые задачи устойчивости 
прямоугольных пластин

ГЛАВА 21

ЧИ СЛ ЕН Н Ы Е МЕТОДЫ РЕШ ЕН И Я  ЗАДАЧ 
СО ПРО ТИВЛЕНИЯ М АТЕРИАЛОВ 

И ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

21.1. Метод конечных разностей

21.2. Метод конечных элементов

467



Г Л А В А  22

ОСНОВЫ  ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ 
И ПОЛЗУЧЕСТИ

22.1. Простейшие задачи теории пластичности
В главе 3 были рассмотрены основные свойства пластичных 

тел, наблюдаемые в опытах при одноосном растяжении сталь
ного стержня. Напомним, что при напряжениях, равных преде
лу текучести а т, на диаграмме а~е имеется площадка текучести 
(рис. 22.1, а), соответствующая росту деформаций при постоян
ных напряжениях. Одной из наиболее простых аппроксимаций 
реальной диаграммы растяжения является диаграмма Прандтля 
(рис. 22.1, б), согласно которой площадка текучести считается 
бесконечной. Такое предположение является вполне оправдан
ным, поскольку деформации е*, соответствующие концу пло
щадки текучести на реальной диаграмме, для многих материалов 
в 30-г-40 раз превышают деформации ег, соответствующие кон
цу линейного участка. С помощью диаграммы Прандтля удается 
довольно просто решить многие задачи теории пластичности. 
Одна из таких задач, посвященная расчету статически неопре
делимой стержневой системы, была рассмотрена в § 3.7.

В данном параграфе приводятся решения еще двух простых задач: 
упруго-пластического изгиба балки и упруго-пластического кру
чения стержня круглого сечения. При этом во второй задаче исполь
зуется диаграмма Прандтля для чистого сдвига (рис. 22.1, в).

а) б) в)
т

0 е, е * е 0 Т  о Y

Рис. 22.1
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Упруго-пластический изгиб балки. Простейшее решение рас
сматриваемой задачи получается для случая чистого изгиба балки 
прямоугольного сечения (рис. 22.2).

При чистом изгибе в поперечных сечениях возникают только 
нормальные напряжения. Решение данной задачи в упругой по
становке приведено в § 7.5 и имеет вид

о = (22.1)

b
М

J  х 1 г

\у
Рис. 22.2

У

Наибольшие нормальные напряжения ст б имеют место в во
локнах, наиболее удаленных от нейтральной оси (y=±h/2). 
На рис. 22.3, а показана соответствующая эпюра напряжений. При 
чистом изгибе момент М  является постоянным подлине балки и 
эпюры напряжений во всех сечениях одинаковы.

При решении задачи в упруго-пластической постановке будем 
полагать, что при сжатии также справедлива диаграмма Прандтля 
и пределы текучести при растяжении и сжатии равны.

Увеличение момента М  приводит к увеличению напряжений, 
и при определенном значении М = М у в крайних волокнах они 
достигнут значения а (рис. 22.3, б). Подставив в (22.1) а  = ат, 
у = И/2, найдем соответствующее значение изгибающего момен
та Мл = 2отУ//г.

а) б) в) г)
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a bh2
М  = — . (22.2)

о
Полученное значение момента соответствует состоянию, при 

котором в балке возникают первые пластические деформации.
При дальнейшем увеличении нагрузки напряжения в крайних 

волокнах в соответствии с диаграммой Прандтля остаются посто
янными, а рост момента компенсируется увеличением напряжений 
в средней части балки (рис. 22.3, в). При этом материал во внут
ренних слоях ( \у | <ут) находится в упругом состоянии, а в крайних 
слоях (| у | >_у ) — в пластическом.

Предельное состояние наступает, когда напряжения во всех во
локнах в нижней и верхней частях балки достигнут значения от 
(рис. 22.3, г). Соответствующий этому состоянию изгибающий мо
мент называется предельным или разрушающим моментом, который 
можно вычислить по формуле

F

Учитывая, что интегралы по верхней и нижней половинам се
чения равны, и вынося из-под знака интеграла постоянное значе
ние а  = ат, получим

F/2

Интеграл, входящий в это выражение, равен статическому мо
менту половины сечения и обозначается 5 |/2. Таким образом, для 
разрушающего момента получим

"р а .р - Ч - 5'" .  (22.3)
Для прямоугольника 5 |/2 = bh2/8. Подставив это выражение в

(22.3), найдем

Учитывая, что для прямоугольного сечения J  = />/г/12, получим

Л/„
о bh2

ра >р ^

Отношение (3 = Л/ /А/ = 1,5 характеризует запас прочности 
балок по отношению к состоянию, при котором в балке возника
ют первые пластические деформации. Для прокатных двутавров 
Р = 1,15-5-1,17. Это существенно меньше, чем для прямоугольного 
сечения, что объясняется рациональностью двутаврового сечения 
по сравнению с прямоугольным.
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Рассмотренный способ расчета балок может использоваться и 
в случае поперечного изгиба, если учесть, что влияние сдвигов на 
величину нормальных напряжений незначительно. На рис. 22.4, а 
показана балка, нагруженная в середине сосредоточенной силой Р. 
Наибольший изгибающий момент возникает в среднем сечении 
балки. При достижении моментом величины А/т (эпюра 1) в точ
ках А и 5 (рис. 22.4, б) появятся первые пластические деформации. 
С увеличением силы Р до некоторого значения Р } момент в среднем 
сечении достигает величины М ] (эпюра 2), а в сечениях D и Е  мо
менты достигнут величины Мг При этом пластические зоны рас
пространятся в глубь балки (на рис. 22.4, б эти зоны заштрихова
ны). Предельным будет такое состояние, при котором пластические 
зоны сомкнутся (показаны пунктиром). При этом в среднем сече
нии балки образуется так называемый пластический шарнир. Эпю
ра напряжений, соответствующая образованию пластического 
шарнира, показана на рис. 22.3, г. Образование пластического шар
нира в статически определимых балках приводит к их разрушению, 
а в статически неопределимых — к понижению степени стати
ческой неопределимости на единицу.

Рис. 22.4

Для вычисления изгибающего момента, соответствующего об
разованию пластического шарнира, можно использовать формулу
(22.3), которую перепишем в виде

М  = o \V ,  (22.4)pajp т т’ '  ’
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где
IVT = 2 S1/2 (22.5)

называется пластическим моментом сопротивления. Для прямо
угольного сечения W  = bh2/4.

Формулы (22.4), (22.5) могут использоваться для расчета любых 
балок, сечение которых симметрично относительно центральной 
оси. Так, например, для круга 5 |/2 = 2/?3/3 и W  = 4/?3/3.

Если сечение балки несимметрично относительно центральной 
оси, то нейтральная ось при развитии пластических деформаций 
смещается. Положение нейтральной оси при образовании пласти
ческого шарнира может быть найдено из условия

Учитывая, что при образовании пластического шарнира напря
жения в зонах растяжения и сжатия равны по абсолютной величи
не от, из (22.6) получим

где F  и Г  — соответственно площади зон растяжения и сжатия.
Отсюда найдем условие, опреде

ляющее положение нейтральной оси:

Упруго-пластическое кручение стержня круглого сечения. При
кручении стержня круглого сечения отличными от нуля являются 
напряжения т0_ (здесь ось Oz направлена по оси стержня), которые 
в упругой задаче (см. § 8.2) определяются по формуле

Соответствующая эпюра напряжений показана на рис. 22.6, а. 
Увеличение крутящего момента М  приводит к росту напря

жений до тех пор, пока наибольшие напряжения вблизи контура

( 2 2 .6 )

F  = Fc. Например, для равнобедрен
ного треугольника (рис. 22.5) площа
ди частей сечения, расположенных 
выше и ниже оси, проходящей через 
центр тяжести, не равны ( F ] *  F2) 
и при образовании пластического 
шарнира нейтральная ось сместится 
вниз.

Рис. 22.5

J
(22.7)

Р
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Рис. 22.6

сечения в соответствии с диаграммой Прандтля не достигнут пре
дела текучести при сдвиге тт (рис. 22.6, б). Соответствующее зна
чение момента может быть определено из (22.7). Учитывая, что 
тт = MTR / Jp, а Ур = л/?4/2, найдем

В этом состоянии на контуре сечения появляются первые плас
тические деформации. При дальнейшем увеличении момента на
пряжения вблизи контура в соответствии с диаграммой Прандтля 
(рис. 22.1, в) остаются постоянными и равными т , а приращение 
момента компенсируется увеличением напряжений во внутренних 
кольцевых слоях сечения (рис. 22.6, в). При этом внутренняя часть 
стержня, где напряжения не превышают тт (г<гт), находится в уп
ругом состоянии и называется упругим ядром.

Предельное состояние наступает, когда напряжения во всем се
чении достигнут предела текучести т (рис. 22.6, г). Крутящий мо
мент в этом состоянии равен

Разделив полученное выражение на значение крутящего момен
та, определяемого формулой (22.8), получим = Л/ /Л/т = /у

22.2. Основы деформационной теории 
пластичности

В настоящее время существуют две теории пластичности. Пер
вая — деформационная теория пластичности, называемая также 
теорией малых упруго-пластических деформаций, получила свое раз
витие в многочисленных работах А. А. Ильюшина. В основу этой
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теории положены физические соотношения, связывающие напря
жения и деформации. Как показывают экспериментальные иссле
дования, деформационная теория пластичности справедлива при 
относительно небольших пластических деформациях при осущест
влении простого нагружения. Последний термин определяет такое 
нагружение, при котором все внешние нагрузки изменяются про
порционально одному параметру, например времени.

Вторая теория — теория течения, в которой физические соот
ношения связывают напряжения с приращениями деформаций 
или скоростями деформаций. В этой теории процесс деформиро
вания рассматривается как течение вязкой жидкости. Теория тече
ния применяется, как правило, при больших деформациях, возни
кающих, например, в таких процессах, как ковка, штамповка, 
волочение и т.д. При этом в теории течения процесс нагружения 
может быть сложным, когда нагрузки, прикладываемые к телу, из
меняются независимо друг от друга.

Как было отмечено, отличия в двух теориях пластичности за
ключаются в физических законах. Что касается двух других групп 
основных соотношений механики — дифференциальных уравнений 
равновесия и соотношений Коши, то они справедливы в обеих 
теориях пластичности и имеют гот же вид, что и в теории упругости 
(см. гл. 4 и 5).

Наряду с общепринятыми обозначениями, используемыми в 
механике деформируемого твердого тела, в теории пластичности 
вводятся новые понятия.

Интенсивность напряжений

a i = J ^ x/(ov- a i.)2+ (o i. - )2 + (а. - о д )2 + 6 (ГТ + г .  + т2л ). (22.9)

Интенсивность деформаций

42
Е /  3

^ (е , - е , )2 +(£_,.- Г  + («=’; -ел У + '/2 (Y.y, + у]- + у ]>)■ (22.10)

Эти же величины могут быть выражены соответственно через 
главные напряжения и главные деформации:

О, I -<*;>)• + (о 2 - О , )2 + (0 ,- 0 ,  )2; (22.11)

С/ = ^ \ / (ei - f 2)2 +(е2 +(f3_ e i>2- (22.12)
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Интенсивности напряжений и деформаций используются в фи
зических соотношениях теории пластичности.

Процесс деформирования пластичных материалов может быть 
разделен на две стадии. Первая — упругое деформирование при 
малых деформациях. Компоненты тензоров напряжений и дефор
маций при этом связаны между собой законом Гука (см. гл. 6). 
Прежде чем перейти к установлению физических зависимостей на 
второй стадии (стадии пластического деформирования), следует 
определить условия возникновения пластических деформаций. 
В простейшем случае одноосного напряженного состояния это 
условие соответствует равенству напряжений пределу текучести 
o f при котором на диаграмме Ст'е имеется площадка текучести. 
При сложном напряженном состоянии условие появления плас
тических деформаций устанавливается на основании двух крите
риев, соответствующих двум теориям прочности (см. § 12.5).

Критерий Треска — Сен-Венана, согласно которому материал 
переходит в пластическое состояние, когда наибольшее касатель
ное напряжение х 6 достигает предела текучести х1 при сдвиге. Учи
тывая, что х = а  /2, а х б = (а : — а,)/2, получим условие пластич
ности Треска — Сен-Венана в виде

а ,- ст , = от. (22.13)

Критерий Гувера — Мизеса, в соответствии с которым пластичес
кие деформации возникают, когда интенсивность напряжений о( 
достигает значения а г Используя соотношение (22.11), приходим 
к равенству

(о, -  о : )2 + (о, - о ,)2 + (о, - а ,)2 = 2 о 2. (22.14)

Нетрудно заметить, что при некоторых видах напряженного со
стояния оба критерия дают один и гот же результат. Так, положив 
при одноосном растяжении а, = о; а 2 = о, = 0, из (22.13) и (22.14) 
получим одно и то же условие а = о г Наибольшие отличия между 
двумя критериями пластичности будут при чистом сдвиге. Если 
принять при этом, что о, = х, с , = 0, о3= -т, то из (22.13) получим 
равенство х = от/2, а из (22.14) — х = о ^Тз. Отличия между двумя 
значениями х не превышают 14%.

Перейдем к рассмотрению физических гипотез, положенных в 
основу деформационной теории пластичности.

1. Связь между интенсивностью напряжений и интенсивностью 
деформаций не зависит от вида напряженного состояния.
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Из этой гипотезы следует, что зависимость о( =/(е(.) одна и та же 
при любых комбинациях напряжений и деформаций и может быть 
определена из любого опыта. Наиболее простым является опыт на 
одноосное растяжение, при котором о, = а; а 2 = а 3 = 0, е, = е, е2 = 
= е3= —ve. Подставив эти значения в (22.11) и (22.12), получим

а ( =с; е, - *  У £̂. (22.15)

Имея зависимостьа~е, полученную при одноосном растяжении 
(см., например, рис. 22.1, а), по формулам (22.15) можно получить 
зависимость между о( и £(..

Как было отмечено в § 3.5, значение коэффициента поперечной 
деформации v при переходе материала в пластическое состояние 
увеличивается до 0,5, что характерно для несжимаемого материала. 
Во многих расчетах для упрощения полагают v = 0,5 и в упругой, 
и в пластической зонах. Это позволяет использовать условие не
сжимаемости, записанное в виде

ео = ^ (ел +е> +Ес) = 0- (22.16)

Положив в (22.15) v = 0,5, получим при одноосном растяжении 
£( = £, и таким образом, диаграмма ст - £, полученная при одноосном 
растяжении, будет совпадать с диаграммой сг~е при любом напря
женном состоянии.

2. Между объемной деформацией е и средним напряжением а0 
существует линейная зависимость

о,.
е = -±. (22.17)

К
Е„

Здесь К  ------------модуль объемной деформации (см. § 6.2),
3(1 — 2v0)

одинаковый в упругой и пластической зонах; Е пи v() — модуль 
упругости и коэффициент Пуассона, определяемые на начальном 
упругом этапе деформирования.

Если считать материал несжимаемым, то очевидно, что при 
v —> 0,5, К  —> °о и из (22.17) следует также условие (22.16), если 
учесть, что е = Зе().

3. Компоненты девиатора напряжений пропорциональны компо
нентам девиатора деформаций.

В теории упругости компоненты девиаторов напряжений и де
формаций связаны уравнениями (6.14). По аналогии с этими со-
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отношениями запишем физические соотношения теории пластич
ности:

° v - a 0  =  2 ( 7 c ( e v - e 0 ) ;  -  < Л  Y v .  :

G y  ;С I  y z 'Cv-C0 = 2Gc(Ey -£0Y, Xyz
°o  ~ 2C (e - e0); т =<7ey :

(22.18)

Здесь вместо модуля сдвига G введено обозначение Gq. Эта ве
личина не является постоянной, а зависит от напряжений в данной 
точке тела. Подставив o t, ..., т из (22.18) в формулу (22.9), получим 
с учетом(22.10)

Отсюда следует, что
ст,. = ЗСсе,

G. =
Зе,

(22.19)

Смысл величины G можно понять из рис. 22.7, а. Если ввести 
понятие секущего модуля Е  , равного

Е  = ^-, (22.20)
L е.

то из (22.19) следует, что

( 22.21)

е,
Рис. 22.7

Величина Gc является секущим модулем на диаграмме 
(рис. 22.7, б), где т = а /л/з — интенсивность касательных напря
жении, а у; = л/3е;. — интенсивность деформаций сдвига. При этом 
следует заметить, что диаграмма х~  yi совпадает с диаграммой чис
того сдвига х~у.

Из формулы (22.19) следует, что поскольку коэффициент про
порциональности Gc не является постоянным, а зависит от напря
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жений и деформаций, соотношения (22.18) являются нелинейными
и, таким образом, задача теории пластичности также является не
линейной. Задачи теории пластичности сводятся к нелинейным 
дифференциальным уравнениям, что значительно усложняет их 
решение по сравнению с задачами теории упругости, являющими
ся линейными.

Все рассмотренные выше соотношения относятся к так назы
ваемому активному деформированию, при котором в процессе 
нагружения во всех точках тела каждое последующее значение ин
тенсивности напряжений а больше предыдущего. Во многих за
дачах, особенно при сложном нагружении, когда нагрузки, дей
ствующие на тело, прикладываются не одновременно, в отдельных 
частях тела может произойти разгрузка, при которой сг уменьша
ется или остается постоянной величиной. Такой процесс называ
ется пассивным деформированием.

В качестве примера можно рассмотреть балку, показанную на 
рис. 22.8. Если сначала приложить силу Ру то балка изогнется по 
кривой 1. После приложения силы Р2 прогибы (кривая 2) в проле
те уменьшатся. Если под действием силы Р } в балке появятся плас
тические деформации, то после приложения силы Р2 напряжения 
в пролете уменьшатся, при этом разгрузка будет происходить по 
закону Гука (см. § 3.5).

Таким образом, при решении задач теории пластичности необ
ходимо следить за изменением интенсивности напряжений в каждой 
точке тела в течение всего процесса деформирования и при необхо
димости использовать соответствующие физические соотношения.

Если процесс деформирования является

T̂ s ===::r —  l j 2
Рис. 22.8

о, активным, то решение задачи теории пластич
ности совпадаете решением задачи для нели
нейно упругого материала, диаграмма ~ ej 
которого также является нелинейной, но раз
грузка идет не по линейному закону, как в слу
чае упруго-пластического материала, а по той 
же диаграмме, и при снятии нагрузки дефор
мации обращаются в нуль (рис. 22.9).

нагружение

Рис. 22.9
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22.3. Упруго-пластическое состояние 
толстостенной трубы

Будем полагать, что труба, нагруженная внутренним и внешним 
давлениями р] и р2 (рис. 22.10), находится в условиях плоской де
формации, то есть е. = 0. Решение этой задачи при упругом дефор
мировании, полученное в § 18.5, имеет вид

о, =
(Р2

° е  = -

P\)a2b2 р1а2- р 2Ь2 
+ Ь2- а 2 ' 

р,ч2 ~ р У
(Ь2- а 2)г2

2 и 2(р2- Рх )а-Ь
, . 2  2 Х 2 (Ь - а  )г

( 22.22)

Предполагая, что материал является не
сжимаемым как в пластической, так и в упру
гой зонах (v = 0,5), из соотношения (18.50) 
найдем

а, = Р\с1~ — Р2Ь~
I  2 2п - а

(22.23)

В силу осевой симметрии задачи касатель
ные напряжения равны нулю. Для определе
ния условия возникновения пластических 
деформаций воспользуемся критерием Губера 
ляя (22.22) и (22.23) в (22.9), для интенсивности напряжений по 
лучим выражение

Рис. 22.10

Мизеса. Подстав-

о. = ±
УЗ(р, - р2 )а2Ь2

■а2)г2
(22.24)

Знак в этом равенстве зависит от знака разности между давле
ниями. В дальнейшем будем полагать, что/?, >р2, и тогда выраже
ние (22.24) следует считать положительным.

Очевидно, что наибольшего значения а достигает на внутрен
нем контуре трубы при г = а. Именно здесь и возникнут первые 
пластические деформации. Используя условие (22.14), найдем ве
личину разности давлений, соответствующую этому условию:

(Р\~Р2) т =
аА Ь2 - а 2)

7з Ъ2
(22.25)
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Нетрудно проверить, что согласно критерию Треска — Сен-Ве- 
нана условие появления пластических деформаций будет иметь вид

l2
( а  - Pi ), =

V )
2 Ь2

пластическая

С увеличением разности между давлениями пластическая зона 
будет увеличиваться (рис. 22.11). Обозначив через с радиус окруж

ности, разделяющей упругую и пластическую 
зоны, найдем решение для каждой из этих зон.

В упругой зоне решение может быть запи
сано в виде (см. § 18.5)

Рис. 22.11 ' в е - Л +с„
(22.26)

где С, и С, — произвольные постоянные, подлежащие определе
нию. Индекс «е» означает отношение к упругой зоне (от англий
ского слова elastic).

Решение в пластической зоне будем искать, считая, что мате
риал подчиняется диаграмме Прандтля (см. рис. 22.1, б). В этом 
случае в пластической зоне справедливо равенство

0 = 0 .ip т

Здесь индекс «р» означает отношение к пластической зоне 
(от английского слова plastic).

Перейдя в (22.18) к цилиндрическим координатам г, 0, z и по
ложив в третьем равенстве е0 = 0 (условие несжимаемости), а также 
е. = 0 (условие плоской деформации), получим

ozp = a0. (22.27)
Из формулы для среднего напряжения а 0 = (а . + а 0 + а.)/3 

с учетом (22.27) найдем

2
Подставляя полученное равенство в (22.9), записанное в цилин

дрических координатах, приходим к следующему выражению для 
интенсивности напряжений:

я .
V -
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Полагая, как и ранее, р] >/>-,, примем в последнем равенстве знак 
плюс. Справедливость этого будет подтверждена в дальнейшем.

Рассматривая уравнения равновесия плоской задачи в полярных 
координатах (18.3), убеждаемся, что второе уравнение удовлетво
ряется тождественно, а из первого с учетом (22.28) следует

dr 7з г '

Интегрируя полученное уравнение, найдем

Т'ПГ + С3’

Используя это равенство, получим

или

% = ^ 0 т1|пТ + Сз|- (22-29)

Из (22.28) получим выражение для ст0р:

а 6/, = -j=oT| 1п- + С3 + 1 |. (22.30)

Выражения (22.26), (22.29), (22.30) для напряжений в упругой 
и пластической зонах трубы содержат четыре неизвестных: С ,,С2, 
С\ и с. Для их определения воспользуемся граничными условиями

<3II

a rp = - P v
г=Ь, °л , = ~PV

"X II о %  =
2

Последнее равенство соответствует условию перехода материа
ла из упругого состояния в пластическое.
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Подставляя в эти условия соответствующие выражения для на
пряжений, получим систему четырех алгебраических уравнений

а. In —+ С, -Ру

с, 
г с'- 

с, с

■Су

(22.31)

~ c2 ~ S '

Из этой системы найдем выражения для постоянных С., С, и 
С, через с:

„2

С , = - ^
S '  с'2=~Р2 +  % -

~  S  Pi 1 с, =----- - + -
2 о, 2

-1

Для определения с из первого равенства (22.31) получим транс
цендентное уравнение

Р-> = I С’" I I  "1 — --21п — (22.32)

Из этого уравнения, в частности, следует, что поскольку 
In (а/с) < 0, a c2/b2< 1, выражение, стоящее справа, положитель
но, что соответствует принятому выше условию р1 > рг  В случае 
когда р2 >рг в равенстве (22.28) следует взять знак минус.

С помощью формулы (22.32) можно также найти разность меж
ду давлениями. соответствующую появлению первых пластических 
деформаций. Положив с = а, приходим к условию, совпадающему 
с (22.25).

Формула (22.32) позволяет также найти предельную разность 
(р| — р2)ра1р* 'Ф и которой материал всей трубы переходит в плас
тическое состояние. Положив с = Ь, получим

2or Ь
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Решение уравнения (22.32) при заданных значениях /?, и р2 мо
жет быть получено численно или графически. Более удобно решать 
обратную задачу — найти разность (р} — р2), соответствующую за
данному значению с. На рис. 22.12, а построен график зависимо
сти (pi -  р2) от с при b/а = 2. По этому графику можно найти 
величину (/>, — р2)л, равную в данном случае 0,432 стт, величину 
(р] -  р2) , равную 0,81 а т, а также определить радиус с при 
произвольном значении разности (р{ —р2), находящейся в пределах 
между (Р] - р 2\  и (р] - Р 2)разр.

Определив с и найдя постоянные интегрирования С {, С, и С3 
с помощью равенств (22.26), (22.29), (22.30), можно определить 
напряжения в упругой и пластической зонах трубы. На рис. 22.12, б 
показаны эпюры с г и а () при трех значениях отношения с/а.

а) б)

22.4. Приближенные методы решения задач 
теории пластичности

Как было отмечено выше, решение физически нелинейных задач, 
к которым относятся задачи теории пластичности, сводится к реше
нию нелинейных дифференциальных уравнений. Поскольку анали
тическое решение таких уравнений удается получить лишь в про
стейших случаях, широкое распространение получили различные 
приближенные методы, основанные на линеаризации уравнений 
теории пластичности. Ниже рассматриваются три таких метода.

Метод упругих решений. Этот метод разработан А.А. Ильюши
ным. В основу метода положена постановка задачи в перемещени
ях. Прежде чем перейти к выводу разрешающих уравнений, анало
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гичных уравнениям Ляме в теории упругости (см. § 16.5), введем 
еще одну функцию со, характеризующую степень упрочнения ма
териала (рис. 22.13):

о Де ,.)
со(е ,.] I

Ее ,
(22.33)

Здесь Е tga — модуль упругости.
Эта функция характеризует отноше

ние отрезка СС{ к отрезку СС2. Первый 
отрезок определяется разностью между 
напряжением £е соответствующим 
упругому состоянию, и напряжениями 
в пластическом состоянии. Отрезок СС, 
равен напряжениям в упругом материале. 
Чем ближе кривая деформирования к пря
мой ОС, гем меньше функция со. В част
ном случае при упругом деформировании 
со = 0.

Используя функцию 0 ) и учитывая (22.17) и (22.19), преобразуем 
физические соотношения (22.18) к виду

о, =

А. н—  Geo
3

X + —Geo
3

t' + 2G(l — со)е

е + 2G(1 -со)£(.;

X + -Gco Je* + 2G( 1 co)e .

t v, =G(1- co)y vv; 

t ,_ = G (1-w )yw ; 

T,v = G (l- w )y ,v.

(22.34)

„  Эи dv dw (.i — коэффициенты Ляме, e = ---к-— + ̂ —
dx Э>’ d z

Здесь X и G : 
относительная объемная деформация.

Можно заметить, что при со = 0 равенства (22.34) переходят в 
уравнения закона Гука в форме Ляме (16.3, а).

Подставляя полученные выражения для напряжений в уравне
ния равновесия (16.1) и выражая деформации через перемещения 
с помощью соотношений Коши (16.2), придем к следующей сис
теме нелинейных дифференциальных уравнений:
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GV2u + Ck + G ) ^  + X - col V"m +

+ G Эсо
Эх

дх
2 Э и -е-2  —
3 дх

Эсо
Эу

GV2o + (X + G ) ^ + V - со

+ (7

Эе 
ду

Эсо f 2 Эи 

де

I Эе 
3 Эх 

Эм до ̂  Эсо 
civ Эх J Эг

V  1 Э еV и + — —

Эм Эн> 
Эг Эх

3 ду
Эсо
dz

ди Эи> 
Эг Эу

Эсо
Эх

(7V~w + (А. + (7)—— н Z  — со

+ (7
Эсо
Эг

Эг 
2—е - 2 —  
3 Э г ,

у?2 1 ^V w + — • ——
3 Эг

Эсо
Эх

Эм
Эх Эг

Эсо
Эу

до ^ Эм 
Эх Эу

dw ^ до 
ду Эг )

= 0;

0;

=  0 .

(22.35)

Нелинейность этих уравнений обусловлена тем, что функция со, 
определяемая равенством (22.33), нелинейно зависит от пере
мещений, входящих в выражение для еГ Если в (22.35) положить 
со = 0, то эти уравнения (с учетом С = ц) переходят в уравнения 
Ляме (16.12) для упругого материала.

Решение задачи теории пластичности, определяемое функция
ми м, v и w, должно удовлетворять системе уравнений (22.35) и 
граничным условиям на поверхности.

Выразив в (22.34) деформации через перемещения и подставив 
их в равенства (16.7), получим граничные условия в виде

А + -(7со е + 2(7(1 -со)
3

/ ди до
ду дх,

(7(1 -со)

m + G( 1 - со) 

/ +

Эм
Эх
Эм dw
dz dx

/ + (7(1 -w )x

ди + ди 
dy дх

X + -Gu> |<? +

+ 2 (7 (1 - 0 ))^
dy

m + G( \ - со) do dw 
dz + dy

(7(1 -со) Эм Эм> 
l Эг Эх

/ + (7(1 -со)

Эн>Х + —(7со |е + 2(7(1 - со)
Эг

до Эи> 
Эг Э>’

я = /> ■

(22.36)
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Для решения задачи предлагается метод последовательных при
ближений, в котором на каждом шаге итерационного процесса 
используется упругое решение. Отсюда и происходит название — 
метод упругих решений.

Обозначим в первом из уравнений (22.35) все слагаемые, содер
жащие функцию со и ее производные, через А'*, а во втором и тре
тьем уравнениях — соответственно через К* и Z*. Тогда систему 
уравнений (22.35) можно записать следующим образом:

G V 2u + (\  + G)^- + X  + X '  =0;
ах
деGV~v + (X + G )—  + Y + Y =0;
Эу

G V 2w + (\ + G )—  + Z  + Z '  =0.
(к

В свою очередь, граничные условия (22.36) можно представить 
в виде

(22.37)

Хе + 2G~  |I + G да до 
ду дх,

т  + G

/ + Xe + 2G—  | m + G
dy

dll dw
д z дх
ди dw
d Z dy

du dw 
*  + * |/ + с

' ди dw' т  + \  c)w Хе + 2 G —
„ Эс ау , 1 dz

n - p  + pl XX’ 1 V

"  = Pyv + / V (22.38)

Здесь черезpw, /?*v, p*_y обозначены слагаемые, содержащие в ра
венствах (22.36) функцию со и ее производные.

Положим на первом этапе решения X ' = К* = Z* = 0 и р ’ = 
= Pvv = P-v = 0, что соответствует со = 0, го есть упругому материалу. 
Найдем решение ;/(|) и(|), и’(|), удовлет(юряющее дифференциаль
ным уравнениям и граничным условиям. По этому решению мож
но вычислить е.(л\ у, z). о ( г, V, с) и со (л\ г, z). Зная со, найдем 
выражения X  , Y . Z  и рп , р р которые на втором этапе реше
ния можно рассматривать как дополнительные нагрузки в уравне
ниях (22.35) и граничных условиях (22.36). Рассматриваемый метод 
решения иногда называют методом дополнительных нагрузок.

Решая повторно задачу теории упругости с новыми объемными 
силами (X  + X ), ( Y + Y ), (Z  + Z  ) и поверхностными нагрузками 
(pxv + P*J, (pvv+ p'vv), (pzv+ply), находим второе приближение 
//<:), и1'*, н’(2), которое в дальнейшем используется для вычисления 
новых значений X  , Y . Z  и p'w, р'уу, р^, и т.д.
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Последовательность решений и(п ) (и) in)V w должна сходиться к
искомому решению упруго-пластической задачи. Как показано в 
многочисленных расчетах, скорость сходимости итерационного 
процесса в значительной степени зависит от вида диаграммы о( ~е . 
При большом упрочнении, когда диаграмма не сильно отличается 
эт линейной, часто достаточно трех—четырех итераций для полу
чения результатов с удовлетворительной точностью.

Метод переменных параметров упругости. Данный метод, разра
ботанный И.А. Биргером, так же как и метод упругих решений, 
является итерационным, но основан на другом представлении фи- 
зических соотношений теории пластичности.

Преобразуем первое равенство (22.18), выразив из него дефор
мацию ev с учетом (22.17) и е0 = е/3, с 0 = (ov + а у + а  )/3:

I l-2 v „
3 Еп

- (а  + а .)У <■
1

2 Е. 3 Еп
(22.39)

Если ввести обозначения
1 _  ■ , 1 ~ 2у„

Л.. Е 3 Еп
3 Е  

= ^ - 1 ,  2 Е
(22.40)

го выражение (22.39) можно записать в виде 
= 7 - [о л - у „ (о , + а Л ,

совпадающем по форме с уравнением закона Гука (16.3). По ана
логии могут быть получены выражения и для остальных деформа
ций. В результате получим

1 3Tv
~F 1°Л ~ Vn (°v  +0.:) l’е„ = I .VV

е \оу -у/„{а. + с .

—  |a ; - v n( a v +o,)|.

Е

Зт
Т.-л =

(22.41)

Равенства (22.41) по своей сути существенно отличаются от урав
нений закона Гука тем, что содержат не постоянные упругости ма
териала, а переменные параметры Еи и vn, которые, в свою очередь, 
зависят от секущего модуля Ес. Поскольку секущий модуль зависит 
от напряжений и деформаций в данной точке тела (см. рис. 22.7), 
то Е  и vn являются функциями координат, и таким образом, ра-
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венства (22.41) как бы являются физическими соотношениями 
теории упругости для неоднородного тела. Задача дополнительно 
осложняется тем, что законы изменения £ , (х, у , z) и vn(x, у, z) 
могут быть найдены лишь после решения задачи, когда по извест
ным напряжениям и деформациям можно определить а ((х, у, z), 
е((х, у, z) и затем Е и(х. у, z) и vn(x, у. г).

Применяя для решения задачи теории пластичности итераци
онный метод, на первом этапе решают упругую задачу, когда модуль 
упругости и коэффициент поперечной деформации считаются по
стоянными и равными соответственно Е() и v(). Вычислив напряже
ния и деформации, можно определить ст;(|), в*1*, а следовательно, 
и Е {с 11 = о !1 Уе' 11 в каждой точке тела.

На втором этапе решается задача, в которой в качестве физи
ческих соотношений используются равенства (22.41). содержащие 
£ ! и v 1̂ ’, при этом две последние функции вычисляются со
гласно (22.40). Полученное таким образом решение позволяет вы
числить Е (с 2\  Е {2\  v * 2) и  перейти к следующему приближению. По
следовательность решений сходится к искомому решению задачи 
геории пластичпости.

Как показано в различных исследованиях, сходимость метода 
переменных параметров упругости, определяемая количеством 
итераций, необходимых для получения решения с требуемой точ
ностью, как правило, выше, чем метода упругих решений. Однако 
решение на каждом этапе итерационного процесса в методе пере
менных параметров упругости получается более сложным, так как 
требует решения задачи теории упругости неоднородных тел. Таким 
образом, ответ на вопрос о том, какой из двух рассмотренных ме
тодов является более эффективным, может быть получен лишь при 
решении конкретной задачи.

Метод последовательных нагружений. Расматриваемый метод, 
называемый также шаговым методом, основан на решении ряда

упругих задач при разбиении внешних 
объемных и поверхностных нагрузок на 
N малых значений. Если обозначить про
извольную нагрузку через Р , то решение на 
каждом этапе ищется при нагрузке, равной 
АР  = P/N. На первом этапе в законе Гука 
используются постоянные £() и v(), а на 
последующих в качестве модуля упругости 

Рис. 22.14 берется касательный модуль (рис. 22.14),
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а коэффициент поперечной деформации вычисляется по второй 
формуле (22.40), в которую вместо Е ц следует подставить

Напряжения, деформации и перемещения при полной нагрузке 
вычисляются путем суммирования:

На рис. 22.14 показаны составляющие интенсивностей напря
жений и деформаций, получаемые па одном шаге решения.

Шаговый метод является весьма чувствительным к выбору шага 
по нагрузке АР, и для получения точного решения требуется брать 
большое значение /V, что ведет к увеличению продолжительности 
итерационного процесса.

Расчет толстостенной трубы. В качестве примера применения 
приближенных методов рассмотрим расчет толстостенной бетон
ной трубы, материал которой имеет нелинейную диаграмму дефор
мирования, описываемую соотношением

Здесь £'0, А и к — постоянные характеристики материала, 
определяемые из эксперимента.

Рассматривая процесс активного деформирования, не будем 
делать различий между упруго-пластическим и нелинейно упругим 
материалом.

Размеры трубы определяются радиусами внутренней и внешней 
поверхностей а и Ь. Труба находится под действием внешнего 
равномерного давления р.

Применим для решения задачи метод переменных параметров 
упругости. Считая, что труба находится в условиях плоской дефор
мации, запишем исходные уравнения в следующем виде.

Уравнение равновесия

которое получится, если из соотношений Коши гг = du/dr, е0 = и/г 
исключить перемещение и.

N N N

(22.42)

(22.43)

Условие совместности деформаций

dr г
(22.44)
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Закон Гука:

е. = Л А >

еи =

£„(/■)

~ vn^)
ЕЛ г)

v „^ )  ( 
* - v n(r)

_ v ^ _ ,
1 - V n( r )

(22.45)

Здесь в соответствии с (22.40) и (22.42) принято

Е„ =■
3£ £- с<) с

3£0 + £ .( l- 2 v 0)
о

£ = —  = £ - Ле
е. 2 £.

Подставив полученные выражения для деформаций ег и ее 
в (22.44) с учетом (22.43), придем к разрешающему дифференци
альному уравнению относительно напряжения аг:

£.'
о ; +

1 + 4v„

2vnv'n
I — V

I
■ v + -

II
-2v. EL
1

(22.46)

На/?-м шаге итерационного процесса уравнение (22.46) реша
ется для значений vM и £м, определенных на (п -  I ) шаге. При этом 
интенсивность деформаций, входящая в выражение для секущего 
модуля £,, вычисляется по формуле

V2
34с ,<л- (/1 -1) |2 

0 I •

Уравнение (22.46) в силу сложности коэффициентов решается 
на каждом шаге численно методом прогонки (см. § 21.1). Сходи
мость метода существенно зависит от нагрузки. При малом давле
нии/?, когда поведение материала близко к линейно упругому, для

получения точных результатов достаточ
но двух—трех итераций. Если же значе
ние давления таково, что е приближается* I
к е , соответствующей максимуму на диа
грамме а (~е(, (рис. 22.15), для достиже
ния достаточной точности (около 1%) 
необходимо сделать 12 — 13 приближений.

На рис. 22.16 приведены эпюры напря
жений а 0 в трубе с размерами а = 0,3 м,
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b = 0,5 м, вычисленные для линейно упругого (пунктир) и нели
нейно упругого материалов с постоянными Е0 = 3 • 104 МПа; 
/4 = 2 1 0 5МПа; к =1,5; v0 = 0,2 при действии внешнего давления 
р = 50 МПа.

ое, МПа 

-140

-120

-100

ч\ \
*4Ч

/// Ч

г, м
0,30 0,34 0,38 0,42 0,46 0,5 

Рис. 22.16

Из приведенных графиков видно, что нелинейность материала 
существенно сказывается на напряженном состоянии трубы. 
Уменьшение напряжений ац вблизи внут
реннего контура грубы при учете не
линейности составляет более 25%. Рост 
напряжений вблизи внешнего контура 
обусловлен условием равновесия X У— 0, 
которое должно выполняться для поло
вины трубы (рис. 22.17):

п и
-J /?sinOM0- - 0.

Поскольку первое слагаемое в этом равенстве постоянно и рав
но -2pb, интеграл от напряжений о() должен принимать одно и 
то же значение при любой функции а ()(/-). Из последнего равенства 
также следует, что напряжения о(! должны быть отрицательными 
(сжимающими).

22.5. Ползучесть и релаксация в твердых телах

Ползучестью называется явление, заключающееся в увеличе
нии деформаций при постоянстве нагрузок, действующих на тело. 
Свойством ползучести обладают многие материалы (бетон, поли
меры и композиты, грунты, металлы при высоких температурах 
и пр.).
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Рассмотрим простейший опыт одноосного растяжения стержня, 
изготовленного из материала, обладающего свойством ползучести 
(рис. 22.18, а). Пусть в момент времени ? = 0 к телу приложен груз 
весом Р. Образец сначала удлинится на величину А/0, а в даль
нейшем со временем его удлинение Д/ будет возрастать. При этом 
напряжения в образце а  = Р/F  будут постоянными. Построим гра
фик зависимости деформаций е = Д///(| от времени t (рис. 22.18, б). 
На этом рисунке через ее обозначены мгновенные упругие дефор
мации, равные Д/()//(), а через е, — деформации ползучести (ин
декс «с» от английского слова creep), зависящие от времени. Диа
грамма e(t), построенная на рис. 22.18, б, называется диаграммой 
или кривой ползучести. Полная деформация образца е может быть 
представлена в виде суммы

е = ее + ес. (22.47)
Используя закон Гука для упругих деформаций, перепишем 

последнее равенство в виде

е = -| + ес. (22.48)

Природа упругих деформаций и деформаций ползучести раз
лична. Упругие деформации обусловлены изменением межатомных 
и межмолекулярных расстояний. Деформации ползучести связаны, 
например в полимерах, сдвижением длинноцепочных молекул или 
перемещениями надмолекулярных структур. Эти явления подобны 
движению вязкой жидкости, в связи с чем материалы, обладающие 
свойствами ползучести, часто называются вязкоупругими, а теория 
ползучести — теорией вязкоупругости.

а) б)

Рис. 22.18
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Рассмотрим характерные особенности 
диаграмм ползучести (рис. 22.19). Кри
вая 1, асимптотически приближающаяся 
к предельному значению £*, соответ
ствует ограниченной ползучести. Скорость 
деформации de/dr при ограниченной 
ползучести постепенно уменьшается, 
и образец не разрушается при сколь угод
но большой продолжительности опыта. О t 
Кривые 2 и 3 соответствуют неограни- Рис. 22.19 
ченной ползучести. При некоторых усло
виях кривая, соответствующая неограниченной ползучести, 
имеет участок с постоянной скоростью изменения деформаций 
{de/dt = const). Такой процесс называется установившейся ползу
честью (кривая 2). При неограниченной ползучести в определен
ный момент времени наступает разрушение образца.

Характер диаграмм ползучести зависит от многих факторов: 
свойств материала, величины напряжений, температуры и т.д. Так, 
например, с увеличением напряжений или при повышении темпе
ратуры характер кривых ползучести может изменяться, переходя 
от кривой типа 1 к кривым 2 или 3 (см. рис. 22.19).

Вязкоупругие свойства материалов проявляются также и в дру
гих опытах. На рис. 22.20 показан стержень, предварительно рас
тянутый и закрепленный по торцам. В гаком опыте деформация с 
течением времени остается постоянной (е = const), а напряжения 
уменьшаются. Это явление называется релаксацией напряжений. 
Уменьшение напряжений в этом опыте можно объяснить следу
ющим образом. Если в формуле (22.48) положить е = const, то рост 
деформаций ползучести ес со временем должен привести к умень
шению напряжений а.

При определении механических характеристик вязкоупругих 
материалов проводят опыт, суть которого показана на рис. 22.21. 
Образец, находящийся в условиях ползучести, в момент времени г 
мгновенно разгружают. Упругие деформации ее исчезают, а состав
ляющая полных деформаций, обусловленная ползучестью, начи
нает со временем убывать. Такой процесс называется релаксацией 
деформаций или последействием. При этом в зависимости от свойств 
материала и условий проведения опыта кривая диаграммы, 
соответствующая участку релаксации деформаций, может стремить
ся к нулю (кривая 1), что соответствует полностью обратимым де-
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Рис. 22.20 Рис. 22.21

формациям ползучести, или асимптотически приближаться к не
которому предельному значению (кривая 2). В последнем 
случае деформации ползучести являются не полностью обратимы
ми, что характерно для пластичных материалов. Следует отметить, 
что теория течения, являющаяся одной из теорий пластичности 
(см. § 22.2), имеет некоторую аналогию с теорией вязкоупругости, 
поскольку в обеих этих теориях процесс деформирования рассмат
ривается как течение вязкой жидкости.

22.6. Модели вязкоупругих тел

В теории ползучести используются различные физические за
висимости, объединяющие соотношения, характерные для упру

гого тела (закон Гука) и вязкой жидкости 
б) (закон Ньютона). Наиболее просто записать

физические соотношения для случая одно
осного напряженного состояния. Рассмот
рим различные модели вязкоупругих тел. 
Упругое тело можно схематически изобра
зить в виде пружины (рис. 22.22, а ), жест
кость которой равна модулю упругости ма
териала Е . Деформация такого элемента 
связана с напряжением законом Гука

i:

Рис. 22.22 е = о
~Ё

(22.49)

Элемент, обладающий свойствами вязкой жидкости, изобра
жается в виде поршня (рис. 22.22, б), движущегося в вязкой жид
кости. Коэффициент вязкости этого элемента обозначим через г|.
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Закон Ньютона, описывающий течение вязкой жидкости, име
ет вид

^  = £  (22.50)dt г\
Этот закон устанавливает, что скорость деформации пропорцио

нальна действующему напряжению.
Комбинируя различным образом два рассмотренных элемента, 

можно получить разные модели вязкоупругих тел, соответству
ющие различным физическим законам теории ползучести. Рас
смотрим некоторые из этих моделей.

Наиболее простым соединением двух элементов 
является последовательное (рис. 22.23). Такая модель 
называется моделью Максвелла. Выведем дифферен
циальное уравнение, соответствующее этой модели.

Суммарная деформация рассматриваемого эле
мента вычисляется по формуле (22.47). Продиффе
ренцировав это равенство по времени, получим \а

dz dep fife
—  = —  + Рис. 22.23
dt dt dt

Используя для упругих деформаций закон Гука (22.49), а для 
деформаций ползучести — закон Ньютона (22.50), приходим к сле
дующему соотношению:

de \ da а  П л гп—  = ----- + —. (22.51)
dt Е  dt г|

Это равенство представляет собой дифференциальное уравне
ние, связывающее скорость изменения полных деформаций с на
пряжением и скоростью изменения напряжений.

Найдем решение уравнения (22.51) для двух рассмотренных 
выше случаев одноосного нагружения стержня.

Е1олзучесть. Положив в (22.51) а = а0 = const, получим урав
нение

6fe _  °о  
dt г| ’

интегрируя которое найдем



On/ = О, е = е = — ,
Е

находим постоянную интегрирования С = а0/Е. Окончательно для 
процесса ползучести получим следующий закон изменения дефор
маций:

а 0 о о
е = — 1 + — .

Л Е
На рис. 22.24 показано несколько диаграмм ползучести, по

строенных для различных значений г|. Поскольку скорость изме
нения деформаций на этих диаграммах 
постоянна, можно сделать вывод, что мо
дель Максвелла описывает только уста
новившуюся ползучесть. Кроме того, 
заметим, что в зависимости от величины 
коэффициента вязкости г| скорость пол
зучести различна. С ростом Г| скорость 
ползучести уменьшается.

Рис. 22.24 Релаксация напряжении. Положим в
(22.51) е = е() = const.

В этом случае приходим к дифференциальному уравнению

dt г|
Решение этого уравнения имеет вид

_ £

а = Ае л .
Найдя произвольную постоянную интегрирования Л из началь

ного условия
1 = 0, а = ае = £е0,

получим окончательно
£--1

о = Ее0е л .
Соответствующие данному решению кривые релаксации напря

жений показаны на рис. 22.25. С течением времени напряжения в 
образце уменьшаются до нуля (кривая 1). В то же время в реальных 
материалах в процессе релаксации напряжений последние не всег
да исчезают, а приближаются асимптотически к некоторому пре
дельному значению а  (кривая 2).

Используя начальное условие
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Рассмотренные примеры показывают, что с помощью модели 
Максвелла удается описать только простейшие процессы, проис
ходящие в вязкоупругих телах.

Другой простой моделью является модель Фойгта (рис. 22.26). 
В этой модели упругий элемент имеет жесткость (смысл индек
са будет объяснен в дальнейшем). При параллельном соединении 
упругого и вязкого элементов напряжения в этих двух элементах 
суммируются, и физический закон в случае одноосного нагружения 
имеет вид

Используя модель Фойгта, рассмотрим процесс ползучести. По
ложив в (22.52) о = о0, получим решение уравнения в виде

Поскольку оба элемента деформируются совместно, в началь
ный момент времени t = 0 деформации отсутствуют (е = 0). Из 
этого начального условия определяется постоянная интегрирова
ния А, и окончательно для процесса ползучести получим следу
ющий закон изменения деформаций:

а  = о + а =  Е  £ + л — ,
е с ”  dt

или
dz Е т о —  + — е = — 
dt г) т)

(22.52)

о

0 t

Рис. 22.25 Рис. 22.26
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На рис. 22.27 показана кривая ползучести, соответствующая 
полученному решению. Эта кривая соответствует ограниченной 
ползучести. При /—><» деформации стремятся к предельному зна
чению Для полимерных материалов постоянная величи
на Ех называется модулем высокоэластичности или длительным 
модулем упругости (отсюда индекс ° ° ) . Связь между напряжения
ми и деформациями на бесконечности аналогична закону Гука, но 
с постоянными Ех и vm. На кривой ползучести (см. рис. 22.27) 
отсутствуют мгновенные упругие деформации, что ограничивает 
применимость модели Фойгта к расчетам реальных тел.

Более универсальной является модель Кельвина — Фойгта 
(рис. 22.28), объединяющая модель Фойгта и упругий элемент, 
изображенный на рис. 22.22. Дифференциальное уравнение, опи
сывающее поведение этой модели, имеет вид

—  = — . — + (22.53)
dt Е  dt л

При ползучести (ст = о0 = const) решение уравнения (22.53) за
пишем следующим образом:

е = а 0
Е  Е

\ Е„

Рис. 22.27 Рис. 22.28

Соответствующая диаграмма ползучести показана на рис. 22.29, а. 
Полученная в результате расчета кривая ползучести, так же как и 
в случае модели Фойгта, соответствует ограниченной ползучести, 
но при этом имеет скачок при / = 0, соответствующий упругой 
деформации.
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Рис. 22.29

Для расчета процесса релаксации напряжений положим в (22.53) 
е = е0 = const. В этом случае решение дифференциального уравне
ния будет иметь вид

_£
a  = ( E - E J e 0e n + E j . .

Кривая релаксации напряжений показана на рис. 22.29, б. При 
t —> оо напряжения стремятся к предельному значению Ет е0. Такой 
процесс в значительной степени соответствует поведению реаль
ных материалов.

Рассмотренные модели вязкоупругих тел дают возможность рас
смотреть лишь некоторые основные особенности поведения мате
риалов при ползучести. Реальные процессы в вязкоупругих телах 
бывают значительно более сложными. Для их описания можно 
построить другие, более сложные модели, включающие большое 
количество упругих и вязких элементов (см., например, рис. 22.30).

Рис. 22.30

Другим путем построения физических зависимостей для вязко- 
упругих тел является использование не рассмотренных выше диф
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ференциальных соотношений, а интегральных уравнений, связыва
ющих напряжения, деформации и время*. Эти уравнения позволяют 
учесть при расчетах конструкций из вязкоупругих материалов исто
рию нагружения, изменение свойств материалов в процессе ползу
чести и многие другие эффекты и явления. Известны, например, 
теория наследственности, теория старения и другие теории, приме
няющиеся для расчетов сооружений из бетона и других строитель
ных материалов.

ГЛАВА 23 
ЭКС П ЕРИ М ЕН ТА Л ЬН Ы Е МЕТОДЫ 

О П РЕД ЕЛ ЕН И Я  НАПРЯЖ ЕНИЙ И Д ЕФО РМ АЦ И Й

23.1. Общие положения
23.2. Метод электротензометрии
23.3. Метод фотоупругости
23.4. Голографическая интерферометрия
23.5. Спекл-фотография
23.6. Метод муара

П РИ ЛО Ж ЕН И Е
Сортамент прокатной стали

См.: Малинин Н.Н. Прикладная теория пластичности и ползучести. М.: 
Машиностроение, 1968; Ржаницын А.Р. Теория ползучести. М.: Стройиздат, 
1968.

500



С П И С О К  Л И Т Е Р А Т У Р Ы

1. Александров А.В., Потапов В.Д. Основы теории упругости и пластич
ности. М.: Высшая школа, 1990.

2. Александров А.В., Потапов В.Д-, Державин Б.П. Сопротивление мате
риалов. М.: Высшая школа, 1995.

3. Арутюнян Н.Х. Некоторые вопросы теории ползучести. М.; Л.: ГИ ТТЛ , 
1952.

4. Безухое Н.И. Основы теории упругости, пластичности и ползучести. 
М.: Высшая школа, 1968.

5. Безухое Н.И. Примеры и задачи по теории упругости, пластичности и 
ползучести. М.: Высшая школа, 1965.

6. Беляев Н.М. Сопротивление материалов. М.: Физматгиз, 1962.
7. Биргер И.А., Мавлютов P.P. Сопротивление материалов. М.: Наука,

1986.
8. Боли Б., Уэйнер Д ж . Теория температурных напряжений. М.: Мир, 

1964.
9. Вайнберг Д.В., Ваинберг Е.Д. Расчет пластин. Киев: Будивельник, 1970.
10. Ван Цзи-de. Прикладная теория упругости. М.: Физматгиз, 1959.
11. Власов В.З. Избранные труды. М.: Наука. Т. 1, 1962; Т. 2, 1963; Т. 3, 1964.
12. Вольмир А.С. Устойчивость деформируемых систем. М.: Физматгиз. 

1967.
13. ДаркоеА.В., lllnupo Г.С. Сопротивление материалов. М.: Высшая шко

ла, 1965.
14. Дюрелли А., Райли У. Введение в фотомеханику. М.: Мир, 1970.
15. Жемочкин Б.Н. Теория упругости. М.: Госстройиздат, 1957.
16. Ильюшин А.А. Пластичность. М.; Л .: ГИТТЛ, 1948.
17. Кац А.М. Теория упругости. М.; Л.: Гостехтеориздат, 1956.
18. Качанов Л.М. Основы теории пластичности. М.: Наука, 1969.
19. Коваленко А.Д. Основы термоупругости. Киев: Наукова думка, 1970.
20. Колкунов Н.В. Основы расчета упругих оболочек. М.: Высшая школа,

1987.
21. Лейбен юн Л.С. Курс теории упругости. М.; Л.: ГИТТЛ, 1947.
22. Леонтьев Н .Н ., Соболев Д. Н., Амосов А.А. Основы строительной меха

ники стержневых систем. М.: АСВ, 1996.
23. ЛехницкийС.Г. Теория упругости анизотропного тела. М.: Наука, 1977.
24. Малинин Н.Н. Прикладная теория пластичности и ползучести. М.: 

Машиностроение, 1975.
25. Мелан Э., Паркус Г. Термоупругие напряжения, вызываемые стацио

нарными температурными полями. М.: Физматгиз, 1958.
26. Никифоров С.Н. Теория упругости и пластичности. М.: Госстройиздат, 

1955.

501



27. Никифоров С.Н. Сопротивление материалов. М.: Высшая школа, 1966.
28. Папкович П.Ф. Теория упругости. М.: Оборонгиз, 1939.
29. Писаренко Г.С., Агарёв В.А., Квитка А.Л. и др. Сопротивление матери

алов. Киев, 1973.
30. Прочность, устойчивость, колебания. Справочник в 3 т. / Под ред. 

И.А. Биргера и Я.Г. Пановко. М.: Машиностроение, 1968.
31. Рабинович И.М. Основы строительной механики стержневых систем. 

М.: Госстройиздат, 1960.
32. Работное Ю .Н. Ползучесть элементов конструкций. М.: Наука, 1966.
33. Ржаницын А.Р. Теория ползучести. М.: Стройиздат, 1968.
34. Рудицын М.Н., Артемов П.Я., Любошиц М.Н. Справочное пособие по 

сопротивлению материалов. Минск: Вышэйшая школа, 1970.
35. Саргсян А.Е. Сопротивление материалов, теория упругости и пластич

ности. М.: АСВ, 1998.
36. Самуль В.И. Основы теории упругости и пластичности. М.: Высшая 

школа, 1970.
37. Смирнов А.Ф., Александров А.В., Монахов Н.И. и др. Сопротивление 

материалов. М.: Высшая школа, 1975.
38. Степин П.А. Сопротивление материалов. М.: Высшая школа, 1979.
39. Терегулов И.Г. Сопротивление материалов и основы теории упругости 

и пластичности. М.: Высшая школа, 1984.
40. Тимошенко С.П. Сопротивление материалов. М.: Наука. Т. 1, 2. 1965.
41. Тимошенко С.П., Войновский-Кригер С. Пластинки и оболочки. М.: 

Физматгиз, 1966.
42. Тимошенко С.П., Гудьер Д ж . Теория упругости. М.: Наука, 1975.
43. Феодосьев В.И. Сопротивление материалов. М.: Наука, 1979.
44. Феодосьев В.И. Избранные задачи и вопросы по сопротивлению ма

териалов. М.: Наука, 1973.
45. Филоненко-Бородич М.М. Теория упругости. М.: Физматгиз, 1959.
46. Филоненко-Бородич М.М. : Изюмов С.М:. Олисов Б.А. и др. Курс сопро

тивления материалов. М.: ГИТТЛ. Ч. 1, 1955; Ч. 2, 1956.
47. Фрохт М. Фотоупругость. М.: Гостехиздат. Т. 1, 1948; Т. 2, 1950.



О Г Л А В Л Е Н И Е

ПРЕДИСЛОВИЕ........................................................................................ 3

Ч А С Т Ь  П Е Р В А Я

Глава 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ МЕХАНИКИ
ДЕФОРМИРУЕМОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА ....................... 5

1.1. Задачи механики деформируемого твердого тела ........ 5
1.2. Основные понятия, гипотезы и принципы ........................ 8

1.3. Понятие о расчетных схем ах............................................  10
1.4. Виды нагрузок ....................................................................  15
1.5. Напряжения и деформации...............................................  19
1.6. Внутренние усилия в поперечных сечениях

стерж ня................................................................................  21

Глава 2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ
ПОПЕРЕЧНЫХ СЕЧЕНИЙ СТЕРЖНЕЙ ....................... 24

2.1. Статические моменты и моменты инерции..................... 24
2.2. Зависимости между моментами инерции 

относительно параллельных о с е й .................................... 25
2.3. Изменение моментов инерции при повороте 

координатных осей ..............................................................26
2.4. Главные оси и главные моменты инерции .......................27
2.5. Некоторые свойства моментов инерции

и осей инерции......................................................................29
2.6. Моменты инерции простых сечений ................................ 32
2.7. Моменты инерции сечений составных стержней...........37
2.8. Определение моментов инерции с помощью

круга инерции...................................................................... 41

503



Глава 3. Ц ЕН Т РА Л ЬН О Е  РА С Т Я Ж ЕН И Е
И С Ж А ТИ Е С Т Е Р Ж Н Е Й ....................................................44

3.1. Продольная сила и ее эп ю р а..............................................44
3.2. Напряжения в поперечных и наклонных сечениях......... 46
3.3. Деформации и перемещения. Закон Гука .......................49
3.4. Статически неопределимые задачи................................. 55
3.5. Механические свойства материалов.

Диаграммы растяжения и сж атия ....................................  61
3.6. Потенциальная энергия деформации

при растяжении и сжатии ...................................................73
3.7. Расчеты на прочность..........................................................75

Глава 4. Н А П РЯ Ж ЕН Н О Е  СО СТО ЯН И Е
В О КРЕС ТН О С ТИ  ТОЧКИ  ТЕЛ А  ................................... 85

4.1. Напряжения на координатных и наклонной 
площадках ............................................................................ 85

4.2. Дифференциальные уравнения равновесия...................88
4.3. Тензор напряжений ............................................................  91
4.4. Главные площадки и главные напряжения.......................92
4.5. Двухосное напряженное состояние ................................. 97
4.6. Определение напряжений с помощью круга М о р а..... 101

Глава 5. Д Е Ф О Р М И Р О В А Н Н О Е  СО СТО ЯН И Е
В О КРЕС ТН О С ТИ  ТОЧКИ  ТЕЛ А  ..................................103

5.1. Перемещения и деформации..........................................103
5.2. Линейная и угловая деформации в окрестности 

точки тела. Аналогия между напряженным
и деформированным состояниями................................ 108

5.3. Тензор деформаций ..........................................................110
5.4. Главные деформации .......................................................111
5.5. Частные случаи деформированного состояния...........112

Глава 6. С В Я З Ь  М ЕЖ Д У  Н А П РЯ Ж ЕН И Я М И  
И Д ЕФ О РМ А Ц И Я М И .
П О ТЕН Ц И АЛ ЬН А Я Э Н Е Р Г И Я  Д Е Ф О Р М А Ц И И ........115

6.1. Обобщенный закон Гука.................................................... 115
6.2. Различные формы обобщенного закона Гука................. 119

504



6.3. Закон Гука для двухосного напряженного
состояния............................................................................ 121

6.4. Связь между напряжениями и деформациями
для анизотропного т е л а ...................................................121

6.5. Потенциальная энергия деформации............................ 123

Глава 7. В Н У Т РЕН Н И Е  УСИ Л И Я И Н А П РЯ Ж ЕН И Я
ПРИ И З Г И Б Е  С Т ЕР Ж Н ЕЙ  ............................................ 126

7.1. Основные понятия ............................................................ 126
7.2. Типы опор и опорные реакции ........................................ 127

7.3. Внутренние усилия при изгибе.
Дифференциальные зависимости................................. 130

7.4. Построение эпюр поперечных сил
и изгибающих моментов ..................................................133

7.5. Нормальные напряжения при чистом изгибе ...............142
7.6. Нормальные и касательные напряжения

при поперечном изгибе.................................................... 148
7.7. Главные напряжения в балках при изгибе .................... 160
7.8. Расчет балок на прочность при изгибе ..........................164
7.9. Рациональные типы сечений балок................................ 168
7.10. Понятие о центре изгиба тонкостенных стержней.......172

Г л а в а в .  К Р У Ч ЕН И Е  С Т Е Р Ж Н Е Й .................................................174

8.1. Внутренние усилия при кручении...................................174
8.2. Напряжения при кручении стержня

с круглым поперечным сечением ...................................176
8.3. Определение перемещений и углов

закручивания стержней круглого сечения.................... 181
8.4. Расчет стержней круглого сечения на прочность

и жесткость ........................................................................ 183
8.5. Главные напряжения при кручении стержня

круглого сечения ............................................................... 184
8.6. Статически неопределимые задачи

при кручении....................................................................... 185
8.7. Кручение стержней с некруглым поперечным 

сечением. Задача Сен-Венана........................................ 187

505



8.8. Примеры решения задач кручения стержней
с некруглым поперечным сечением ...............................191

8.9. Свободное кручение тонкостенных стержней ............. 195

Ч А С Т Ь  В Т О Р А Я

Глава 9. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ
В БАЛКАХ ПРИ ПРЯМОМ ИЗГИБЕ ........................... 200

9.1. Общие положения..............................................................200

9.2. Дифференциальное уравнение изогнутой оси
балки ...................................................................................201

9.3. Метод непосредственного интегрирования................. 203

9.4. Метод начальных параметров ........................................ 208

Глава 10. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ
С ПОМОЩЬЮ МЕТОДА МОРА ................................... 223

10.1. Работа внешних сил и потенциальная энергия 
деформации при изгибе стержней и стержневых 
систем ................................................................................ 223

10.2. Теоремы Бетти и Максвелла ...........................................227

10.3. Формула Мора для определения перемещений ......... 229

10.4. Правило А.К. Верещагина................................................ 233

10.5. Понятие о расчете статически неопределимых
балок с помощью метода с и л ..........................................239

( С З  Глава 11. РАСЧЕТ БАЛОК НА УПРУГОМ
ОСНОВАНИИ ............................................... 245

11.1. Понятие о сплошном упругом основании.
Модель Винклера................................................  245-1

11.2. Дифференциальное уравнение изгиба балки
на упругом основании........................................  245-3

11.3. Расчет длинных балок на упругом основании ....245-5

11.4. Расчет балок конечной длины ....................... 245-10

506



Глава 12. СЛОЖНОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ СТЕРЖНЕЙ............. 246

12.1. Общие понятия...................................................................246
12.2. Косой и згиб ........................................................................ 248
12.3. Внецентренное растяжение и сжатие............................ 255
12.4. Растяжение и сжатие с изгибом..................................... 263
12.5. Теории прочности ..............................................................265

Глава 13. УСТОЙЧИВОСТЬ И ПРОДОЛЬНО-ПОПЕРЕЧНЫЙ
ИЗГИБ СТЕРЖНЕЙ ........................................................ 274

13.1. Понятие об устойчивости ................................................ 274
13.2. Формула Эйлера для критической с и л ы .......................277

13.3. Влияние способов закрепления концов стержня
на величину критической силы .......................................280

13.4. Потеря устойчивости при напряжениях, 
превышающих предел пропорциональности 
материала...........................................................................282

13.5. Практический расчет сжатых стержней
на устойчивость ................................................................ 285

13.6. Продольно-поперечный изгиб стержней ..................... 291
13.7. Решение уравнения продольно-поперечного изгиба 

стержня с помощью метода начальных параметров ... 293
13.8. Приближенное решение уравнения 

продольно-поперечного изгиба стержня ..................... 297
13.9. Расчет сжато-изогнутых стержней на прочность

и устойчивость...................................................................299

13.10. Определение критических сил с помощью
метода начальных параметров.......................................304

13.11. Определение критических сил с помощью 
энергетического метода ..................................................307

Г  Л  Глава 14. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ТОНКОСТЕННЫХ
СТЕРЖНЕЙ .................................................. 313

14.1. Основные понятия............................................... 313-1

14.2. Определение секториальных нормальных 
напряжений ..........................................................313-4

507



14.3. Определение секториальных касательных 
напряжений......................................................... 313-8

14.4. Секториальные координаты и секториальные 
геометрические характеристики сечени й ..... 313-9

14.5. Определение углов закручивания
и внутренних усилий........................................ 313-15

Глава 15. Д И Н А М И ЧЕС КО Е  Д ЕЙ С Т В И Е  Н А Г Р У З О К ............... 314

15.1. Понятие о динамической нагрузке................................. 314
15.2. Напряжения в стержне при его движении

с ускорением......................................................................315
15.3. Ударное действие нагрузки ............................................ 317
15.4. Расчет стержней при ударном действии нагрузки ..... 322

15.5. Прочность материалов при напряжениях, 
периодически изменяющихся во времени ...................326

Ч А С Т Ь  Т Р Е Т Ь Я

Глава 16. ПОСТАНОВКА ЗАД АЧ ТЕО РИ И  УПРУГОСТИ  ...........333

16.1. Полная система уравнений теории упругости............. 333
16.2. Граничные условия............................................................ 336
16.3. Интегральные граничные услови я................................. 341

16.4. Постановка задачи теории упругости
в перемещениях................................................................ 343

16.5. Постановка задачи теории упругости
в напряжениях.................................................................... 345

16.6. Простейшие задачи теории упругости ..........................346

Глава 17. П ЛО СКАЯ ЗАД АЧА ТЕО РИ И  УПРУГОСТИ
В Д Е К А Р Т О В Ы Х  КООРДИНАТАХ ...............................349

17.1. Плоская деформация .......................................................349
17.2. Плоское напряженное состояние ...................................352

17.3. Постановка плоской задачи в напряжениях.
Функция напряжений........................................................ 355

508



17.4. Решение плоской задачи в полиномах ..........................357
17.5. Изгиб консольной балки силой,

приложенной на конце......................................................362
17.6. Балка на двух опорах под действием равномерно 

распределенной нагрузки ...............................................368
17.7. Расчет плотины треугольного поперечного

сечения ...............................................................................372
17.8. Решение плоской задачи с помощью 

тригонометрических рядов..............................................376
17.9. Обоснование принципа Сен-Венана...............................380

Глава 18. П Л О С КАЯ ЗА Д АЧА  ТЕО РИ И  УПРУГО СТИ
В П О Л Я Р Н Ы Х  КООРДИНАТАХ ................................... 383

18.1. Общие уравнения плоской задачи в полярных 
координатах ....................................................................... 383

18.2. Клин, нагруженный в вершине сосредоточенной
си л о й ................................................................................... 390

18.3. Действие сосредоточенной силы на полуплоскость 
(задача Фламана) ..............................................................395

18.4. Полярно-симметричное распределение 
напряжений........................................................................ 399

18.5. Толстостенный цилиндр под действием 
равномерного внутреннего и внешнего
давлений (задача Л ям е )...................................................401

(____ S 18.6. Чистый изгиб кривого бруса
(задача Х.С. Головина)...........................................408

(f 18.7. Изгиб кривого бруса силой, приложенной
на конце.................................................................... 408

Г  1, 18.8. Растяжение пластины с круговым отверстием
(задача Кирш а)........................................................ 408

Г Л  Глава 19. О С Н О ВЫ  ТЕРМ О УП РУГО С ТИ  .................409

19.1. Уравнение теплопроводности...........................409-1

19.2. Основные уравнения термоупругости............. 409-3

19.3. Плоская задача термоупругости.......................409-8

19.4. Термоупругие напряжения в полом цилиндре
при изменении температуры по радиусу.....  409-13

509



Глава 20. ИЗГИБ И УСТОЙЧИВОСТЬ ТОНКИХ ПЛАСТИН ....4 1 0

20.1. Основные понятия и гипотезы ........................................ 410
20.2. Перемещения и деформации в пластине

при изгибе...........................................................................413
20.3. Напряжения в пластинах при изгибе.

Дифференциальное уравнение изгиба пластины........414
20.4. Внутренние усилия в пластинах при изгибе. 

Дифференциальные соотношения ................................ 418
20.5. Граничные условия на контуре пластины ..................... 422
20.6. Наибольшие напряжения в пластинах.

Расчет пластин на прочность ......................................... 427
20.7. Цилиндрический изгиб пластин..................................... 429
20.8. Чистый изгиб прямоугольных пластин ......................... 431

20.9. Расчет прямоугольных пластин с помощью
двойных тригонометрических рядов............................. 434

20.10. Расчет прямоугольных пластин с помощью 
одинарных тригонометрических рядов......................... 442

20.11. Понятие о расчете пластин с помощью 
вариационных методов.................................................... 450

20.12. Основные соотношения при изгибе круглых
пластин ...............................................................................454

20.13. Некоторые задачи изгиба круглых пластин ................. 457

С  Ь 20.14. Изгиб пластины под действием поперечных
нагрузок и нагрузок в срединной плоскости__ 467

О  20.15. Некоторые задачи устойчивости
прямоугольных пластин.......................................467

С З  Глава 21. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧ СОПРОТИВЛЕНИЯ 
МАТЕРИАЛОВ И ТЕОРИИ 
УПРУГОСТИ .................................................467

21.1. Метод конечных разностей................................ 467-1
21.2. Метод конечных элементов ........................... 467-13

Глава 22. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ
И ПОЛЗУЧЕСТИ.............................................................. 468

22.1. Простейшие задачи теории пластичности ...................468
22.2. Основы деформационной теории пластичности......... 473

510



22.3. Упруго-пластическое состояние толстостенной
трубы ................................................................................... 479

22.4. Приближенные методы решения задач теории 
пластичности......................................................................483

22.5. Ползучесть и релаксация в твердых телах ...................491
22.6. Модели вязкоупругих тел ................................................ 494

С ^ Л  Глава 23. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ 
ОПРЕДЕЛЕНИЯ НАПРЯЖЕНИЙ 
И ДЕФОРМ АЦИЙ........................................500

23.1. Общие положения ............................................... 500-1

23.2. Метод электротензометрии...............................500-2

23.3. Метод фотоупругости......................................... 500-6

23.4. Голографическая интерферометрия.............  500-14

23.5. Спекл-фотография...........................................  500-20

23.6. Метод муара ...................................................... 500-23

( И З  ПРИЛОЖЕНИЕ
Сортамент прокатной стали .....................................500

СП И СО К Л И Т ЕРА Т У РЫ 501



По вопросам приобретении книг обращайтесь: 
Отдел продаж «ИНФРА-М» (оптовая продажа):

127282. Москва, ул. Полярная, д. 31 в. стр. I 
Тел. (495) 380-4260; факс (495) 363-9212 

E-mail: books® infra-m.ru 
•

Отдел «Книга—почтой»:
тел. (495) 363-4260 (доб. 232, 246)

Учебное издание

Гумедин Суренович Варданян 
Владимир Игоревич Андреев 

Николай Михайлович Атаров 
Агексей Алексеевич Горшков

СОПРОТИВЛЕНИЕ МАТЕРИАЛОВ 
С ОСНОВАМИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ И ПЛАСТИЧНОСТИ

Учебник

Корректор Л.С. Куликова 
Компьютерная верстка О. В. Савостиной, Г.А. Волковой

Подписано в печать 25.03.2014 
Формат 60x90/16. Бумага офсетная 
Печать офсетная. Гарнитура Newton 

Уел. печ. л. 32,0. Уч.-изд. л. 30,12 + 7,18 ЭБС 
Доп. тираж 500 зкз. Заказ № 2950.

Цена свободная

ТК 45477-8786-250314

ООО «Научно-издательский центр ИНФРА-М» 
127282, Москва, ул. Полярная, д. 31В, стр. I 

Тел.: (495) 380-05-40, 380-05-43. Факс: (495) 363-92-12 
Е - т а  i 1: books@ i n fra - m. ru h 11 p: //w ww. i n fra - m. ru

Отпечатано с готовых файлов заказчика 
в ОАО «Первая Образцовая типография», 

филиал «УЛЬЯН ОВСКИЙ ДОМ ПЕЧАТИ» 
432980, г. Ульяновск, ул. Гончарова. 14


