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ПРЕДИСЛОВИЕ

Сопротивление материалов является главной технической дисцип­
линой, формирующей мышление инженера.

М ногие выдаю щ иеся учен ы е — С П .Т и м о ш ен ко , Н .М .Б еляев, 
В.И. Ф еодосьев и др. — посвятили свои усилия созданию курсов со­
противления материалов.

Можно отметить следующие особенности предлагаемого учебника.
1. Более полно описаны основные физические модели сплошной 

среды — модели упругости, пластичности и ползучести, а также ме­
тоды решения упругопластических задач и задач ползучести примени­
тельно к стержням и другим элементам конструкций.

2. Достаточно широко представлены модели разрушения при дей­
ствии статического, усталостного и малоциклового нагружения.

3. Более обстоятельно изложены вариационные, матричные и ин­
тегральные методы, методы начальных параметров.

4. Больш ое внимание уделено численным методам, и в том числе 
методу конечных элементов, который впервые введен в курс сопротив­
ления материалов.

Современный этап развития технических наук можно охарактери­
зовать как переход «от расчета к модели». Создаются математические 
модели конструкций, машин, отражающие их функциональное назна­
чение, работоспособность, условия надежности.

В книге даны примеры построения моделей прочностной надежно­
сти, в которых напряжения и деформации сопоставляются с условия­
ми разрушения. В этом состоит одна из главных особенностей предла­
гаемого учебника. Он написан на основе вышедшего ранее учебного 
пособия тех же авторов, которое может быть использовано для более 
углубленного изучения сопротивления материалов.

Авторы выражают благодарность Т.Н.Мардимасовой, Ю .А.Кувши- 
нову, В.С.Куликову за помощь при подготовке рукописи к печати.



Г л а в а 1 
ВВЕДЕНИЕ

1. Сопротивление материалов — наука о прочности 
и надежности элементов конструкций

Современный этап научно-технической революции характеризует­
ся быстрым совершенствованием изделий, повышением их надежности 
и ресурса, интенсиф икацией рабочих процессов. Каждые пять-семь 
лет создаются новые поколения машин, отражающие достижения на- 
учно-технического прогресса. Происходит смена конструкционных ма­
териалов, внедряю тся новые технологические процессы.

Решающее влияние на инженерную науку и технику оказывает по­
разительно быстрое развитие и совершенствование ЭВМ. В ближай­
шие десятилетия проектирование и производство изделий в авиастро­
ении и ряде других областей машиностроения станет автоматизиро­
ванным с преобладаю щ ей ролью  ЭВМ. При проектировании с по­
мощью ЭВМ создаются математические модели изделий, их машинные 
образы, которые затем служат основой разработки их конструкций и 
технологии производства на станках с программным управлением.

В настоящ ее время задача состоит не только в разработке конст­
рукции и технологического процесса, но и в оптимизации их парамет­
ров.

В современной технике возрастает значение проблем прочности. 
Это объясняется увеличением сложности технических изделий, необ­
ходимостью повышения эфф ективности, качества, надежности и дол­
говечности.

С опротивление материалов — наука о прочности и надежности 
элементов конструкций. В ее задачи входят обобщение инженерного 
опыта создания машин и сооружений, разработка научных основ про­
ектирования и конструирования надежных изделий.

О сновн ы м  со д ер ж ан и ем  науки о соп роти влени и  м атери алов  
явл яется  р азр аб о тк а  м оделей  прочностной надеж ности элем ентов 
кон струкци й . С помощ ью  таких моделей инж енер м ож ет выбрать 
м а тер и ал  и н еобходи м ы е разм еры  элем ентов кон струкци и , оце­
нить со п р о ти вл ен и е  конструкционны х материалов внешним воз­
дей ствиям .



Для практической деятельности инженеру необходимы навыки со­
здания простых моделей явлений и реальных объектов, умение выде­
лять основные факторы.

Сопротивление материалов — инженерная наука, и для нее харак­
терно использование приближенных методов, опирающихся на опыт и 
экспериментальные исследования. Содержание курса сопротивления 
материалов непрерывно изменяется в связи с развитием техники. Если 
в прежних курсах сопротивления материалов преобладали вопросы 
прочности строительных конструкций, то в последние десятилетия 
значительное внимание уделяется проблемам прочности, динамики, 
жесткости и устойчивости объектов машиностроения, турбостроения, 
авиационной и космической техники и др.

С опротивление материалов опирается на математические науки 
(математический аппарат исследования), а также на методы теорети­
ческой механики (механики абсолютно твердого тела).

Сопротивление материалов примыкает к механике твердого де­
формируемого тела (теории упругости, пластичности и разрушения). 
Из этих наук сопротивление материалов заимствует общие методы, а 
также более полные и точные методы решения отдельных задач.

Общие методы построения моделей прочностной надежности, раз­
рабатываемые в сопротивлении материалов,получают дальнейш ее раз­
витие и уточнение в таких специальных технических дисциплинах, как 
прочность летательных аппаратов, расчеты на прочность и т.п.

Сопротивление материалов в инженерном образовании осущ еств­
ляет связь между теоретическими науками (математикой, механикой и 
др.) и конкретными техническими дисциплинами.

2. Модели прочностной надежности

М оделью  называется совокупность представлений, зависимостей, 
условий, ограничений, описывающ их процесс, явление. М одель — 
отображение объективной реальности — может иметь разную приро­
ду, структуру, язык и форму представления. Наиболее часто исполь­
зуются математические модели, отображающие реальный процесс, яв­
ление с помощью установления зависимостей между параметрами в 
виде различного рода уравнений, ограничений.

Надежностью  называется способность изделия выполнять задан­
ные функции, сохраняя свои эксплуатационные показатели в опреде­
ленных пределах в течение требуемого промежутка времени или на­
работки.

П рочност ная надежность  определяется отказами, связанными с 
разрушением или недопустимыми деформациями элементов конструк­
ции.



М одели  п рочн остн ой  надеж ности . С труктура модели п рочно­
стной надежности показана на рис. 1.1. Конечной целью, которая дол­
жна быть достигнута с помощью модели, является определение запа­
сов прочности и (или) вероятности разрушения. Для определения кри­
териев прочностной надежности следует разработать или принять че­
тыре вспомогательны е модели — материала, формы, нагружения и 
разрушения. Построение указанных частных моделей является важным 
этапом, сущ ественно влияю щим на достоверность оценки прочно­
стной надежности.

Рис. 1.1. Структура модели прочностной надежности элемента конструкций

При разработке моделей приходится идти на компромисс между 
необходимостью достаточно полного и адекватного описания матери­
ала, формы, условий работы и нагружения элемента и сложностью са­
мой модели.

В качестве материала машиностроительных конструкций использу­
ются в основном металлы и их сплавы, а также различные неоргани­
ческие и органические материалы (полимеры, пластмассы, волокна, 
керамика и др.). В последнее время нашли применение композицион­
ные материалы, состоящ ие из высокопрочных нитей стекла,углерода и 
связующ его (полимеров и металлов). В строительных конструкциях 
используются бетон (смесь крупных и мелких каменных частиц, скреп­
ленных цементом), ж елезобетон (бетон, усиленный стальными стерж ­
нями), кирпич, дерево и другие материалы.

Основными конструкционными материалами в машиностроении яв­
ляются сплавы черных и цветных металлов.

М еталлы имеют кристаллическое строение, представляющее регу­
лярную структуру (рис. 1 .2 ), в которой в определенном порядке разме­
щены атомы вещества. Многие металлы имеют кубическую объемно- 
центрированную структуру (ж елезо, хром, молибден), кубическую гра-



нецентрированную структуру (алюминий, медь) (рис.1.3). Атомный ра­
диус — половина расстояния между ближайшими атомами в кристал­
лической структуре — составляет 1 - 2  А (А — ангстрем; lA =  КГ8 см).

Рис. 1.2. Схема кристаллической 
решетки металлов

Рис. 1.3. Структура элементов кри­
сталлической решетки: 

а — кубическая объемйоцентрирован- 
ная структура; 

б — кубическая гранецентрированная 
структура

Реальные металлы и их сплавы имеют обычно поликристаллическое 
(зернистое) строение (рис. 1.4). О бразование кристаллов в процессе 
охлаж дения сплава начинается из очень больш ого числа центров. 
Каждое зерно — это кристалл, принявший неправильную форму, так 
как его дальнейшему росту помешали соседние кристаллы.

Прочность сплавов определяется не только прочностью зерен, но 
и прочностью их границ. Например, при работе сплава при высоких 
температурах разрушение проходит по границам зерен.

М одели материала. В сопротивлении материалов используется мо­
дель сплошного однородного тела.

Материал рассматривается как сплошное однородное деформиру­
емое тело. Деформируемым называется тело, которое после приложе­
ния внешних нагрузок изменяет свою 
форму и размеры. Учет деф ормируе­
мости является весьма важным, так 
как позволяет решить вопрос о рас­
пределении силового потока внутри 
тела.

Обычно в сопротивлении материа­
лов принимают, что изменение ф о р ­
мы тела под действием внешних на­
грузок невелико. Это в больш инстве Рис 1А зернистое строение 
случаев соответствует реальной ситу- металлов и сплавов
ации при работе материала в элемен­
тах конструкций.



М одель сплошной среды позволяет рассматривать тело как непре­
рывную среду и применять при этом методы математического анализа.

У читывая ф изические свойства, присущие в той или иной мере 
всем конструкционным материалам, модель материала наделяют свой­
ствами упругости, пластичности и ползучести.

Упругостью  называется свойство тела восстанавливать свою ф ор­
му после снятия внешних нагрузок. Это свойство материалов знакомо 
каждому из жизненного опыта (например, прогиб доски или ветки де­
рева, прогиб моста, железнодорожного полотна и т.п.).

П ласт ичност ью  называется свойство тела сохранять после пре­
кращения действия нагрузки полностью или частично полученную при 
нагружении деформацию. Это свойство также хорошо известно (изме­
нения формы тел из глины при давлении, проволоки при большом 
изгибе и т.п.).

П олзучест ью  называется свойство тела увеличивать деформацию 
при постоянных внешних нагрузках (осадка фундаментов под дейст­
вием веса, постепенное удлинение каната, несущего груз, ослабление 
затяжки болтов вследствие их удлинения со временем и т.д.).

Свойства упругости, пластичности и ползучести будут в дальней­
шем рассмотрены более подробно.

М одели  формы . Геометрическая форма элементов конструкций 
часто бывает весьма сложной. На рис. 1.5,а показан вал винта самоле­
та, передающий крутящий момент от двигателя к винту, на рис. 1.5,б 
изображено зубчатое колесо, сидящее на валу редуктора. Учет всех 
особенностей геометрической формы часто невозможен или нецеле­
сообразен, так как приводит к сложным моделям.

Рис. 1.5. Геометрическая форма элементов конструкций



а б
Центр тяжести 

Рис. 1.7. Схема образования стержня

Для определения напряженно­
го и деформированного состояний 
применяют упрощ енные, схемати­
зированны е м о д ел и  ф орм ы  э л е ­
ментов конструкций. Основными 
моделями формы (рис. 1 .6 ) являют­
ся: стержни, пластинки, оболочки, 
пространственные тела (массивы). 
М одели ф орм ы  эл ем ен та  кон ст­
рукции представляю т собой схема­
тизированное описание геометрии 
элемента с помощью стандартных, 
типовых элементов. Это позволяет 
применять для расчета более про­
стые методы, использую щ ие осо­
бенности геом етрической  формы 
типовых элементов. В сопротивле­
нии материалов стержни являются 
о с н о в н о й  г е о м е т р и ч е с к о й  м о­
делью.

Стержнем  н а з ы в а е т с я  т е л о , 
поперечные размеры которого ма­
лы по ср авн ен и ю  с его  д л и н о й  

(рис. 1.7). Образование стержня можно представить как результат дви­
жения вдоль пространственной кривой (оси стержня) плоской фигуры 
(поперечного сечения стержня). Ц ентр тяжести фигуры остается при 
движении на оси стержня, плоскость фигуры перпендикулярна оси. 
П оперечное сечени е стерж ня м ож ет быть п ерем енны м  по дли н е 
(рис.1 .8 ).

Если при движении вдоль оси поперечное сечение поворачивается, 
то стержень называется начально закрученным. На рис. 1.9 показана

Рис.1.6. Основные модели формы: 
а — стержень; б — пластинка; в —  

оболочка; г — пространственное тело



менного сечения

Рис. 1.8. Пример стержня пере- лопатка осевого компрессора, 
менного сечения (телевизион- КОТОр ая м о ж ет  р ас см а тр и - 

ная башня) г  „
ваться как закрученный стер-

_  жень переменного сечения. В
авиационной и строительной 
технике часто применяют тон­
костенны е стерж ни, у кото- 
рых один размер сечения мал 
по отнош ению  к другом у и 
оба они малы по сравнению с 
длиной  стерж н я (р и с .1 . 1 0 ). 
Экспериментальные исследо­
вания показали возможность 
применения теории стержней

, „ „ к элементам конструкций, не
Рис. 1.9. Лопатка компрессора 

как закрученный стержень пере-ВП0Лне удовлетворяющим ус­
ловию малости размеров се­
чения по сравнению с длиной. 
Д ля п ри б л и ж ен н о й  оценки  
общего напряженного состоя­
ния крыло самолета, корпус 
р ак еты , зуб  ш естер н и  
(рис. 1 . 1 1 ) могут рассм атри­
ваться на основе теории стер­
жней.

П ласт инки  о г р а н и ч и в а ­
ю тся д ву м я  п л о ск и м и  или 
слабоизогнуты м и поверхно­
стям и ( р и с .1 .12). Т олщ и н а 
пластинки много меньше двух 
других размеров, т.е. h e  а ,  
h e b  , h < D. Диски компрес­
соров и турбин авиационных 
двигателей часто рассматри­
ваются как пластинки пере­
менной толщины.

О б о л о ч к и  представляют 
собой  т е л а , о гр ан и ч ен н ы е 
двумя поверхностями, рассто­
ян и е м еж д у  ко торы м и  (по 

нормали) —  толщ ина оболочки — мало по сравнению с радиусами 
кривизны поверхностей. На рис. 1.13 приведены цилиндрическая обо­
лочка и оболочка сосуда высокого давления.



П ространст венное т ело  (мас­
сив) —  модель элемента конструк­
ции, в котором все размеры тела со­
измеримы. Пространственные эле­
м енты  часто  вводятся  д ля  учета 
к о н ц ен тр ац и и  уси ли й  (н ап р яж е­
ний), возникающих в концевых об­
ластях простых моделей или в мес­
тах резкого изменения сечений (от­
верстия, выточки и т.п.; рис. 1.14).

Рис. 1.10. Тонкостенные стержни

Рис. 1.11. Стержневые модели конструкций: 
а — крыло самолета; б — корпус ракеты; в — зуб шестерни

М одели нагружения. Внешние силовые воздействия на элем ент 
конструкции подразделяют на три группы: 1 ) сосредоточенные нагруз­
ки; 2 ) распределенные нагрузки; 3) объемные или массовые силы.

Сосредоточенные нагрузки  — нагрузки, действующие на неболь­
ших участках поверхности детали (например, давление шарика шари­
коподшипника на вал, давление колеса на рельсы и т.п.).

Распределенные нагрузки  приложены к значительным участкам 
поверхности (например, давление воздуха на крыло самолета, давле­
ние жидкости или газа на стенки сосуда).



Рис. 1.12. Тонкие пластинки: 
а  — прямоугольные; б — круглые

Объемные (массовые) си лы  
приложены к каждой частице объ­
ема (массы) материала (например, 
силы тяжести, инерционные силы).

При построении модели нагру­
жения внешние нагрузки схемати­
зируются в виде одной из указан­
ных групп, причем принимаемая 
м о д ел ь  зави си т такж е от зад ач  
описания. Например, для расчета 
вала шестерни реакция усилия на 
опоре может рассматриваться как 
с о с р е д о т о ч е н н а я  н а г р у з к а  
(рис. 1.15,а); для расчета долговеч­
ности шарика то же усилие взаи­
модействия схематизируется в ви­
де распределенного контактного 
давления (рис. 1.15,б).

Важным моментом при разра­
ботке модели нагружения являет­
ся учет внешних нагрузок и харак­
тера их изменения по времени. На­
грузки определяю тся в основном 
парам етрам и рабочего процесса 
изделия (например, мощ ностью , 
грузоп одъем н остью , д авлен ием  
среды, частотой вращения деталей 
и т.п.). Для приближенных моде­
лей учитываются только наиболь­
шие, опасные для прочности на­
грузки. При построении уточнен­
ных моделей принимается во вни­
мание вся «история нагружения».

Довольно часто нагрузки име­
ют случайный характер, и для их 
оценки применяют вероятностные 
методы . Н агрузки р азд ел яю т на 
стационарные (постоянные, стати­
ческие) и нестационарные (пере­
менные).

С т ат ическая  нагрузка  возрастает от нуля до своего номинально­
го значения и остается постоянной во всем процессе нагружения. При­
меры статической нагрузки — нагружение строительных конструкций

Рис. 1.13. Оболочки: 
а — цилиндрическая (корпус двига­
теля); б — оболочка сосуда высо­

кого давления

Рис. 1.14. Пространственные тела 
как элементы конструкций: 

а — соединительный элемент в виде 
проушины; б — головка борта (стерж­

ня); в  — стержень с выточкой



(каркаса жилого дома) весом зда­
ния, нагруж ение корпуса ракеты 
одноразового действия внутрен­
ним давлением и т.п. В действи­
тельности представление о стати­
ческой нагрузке дает упрощенную 
модель нагружения. На реальные 
конструкции действуют дополни­
тельные силы (например, динами­
ческие и др.). Однако модель ста­
тического  нагруж ения дает воз­
мож ность использовать простые 
методы анализа.

П ерем енная нагрузка  — н а­
грузка, изменяющаяся во времени. Н аиболее важный класс нестацио­
нарных нагрузок — нагрузка при циклическом нагружении. Если цик­
лы образуются за счет запуска и остановки машины, то нагружение 
обычно не превышает 1 0 4 — 1 0 5  циклов, и такое нагружение называ­
ется малоцикловым. При нагружении, связанном с упругими колеба­
ниями элементов конструкций, число циклов нагружения часто превы­
шает 105  — 106 (многоцикловое нагружение). Обычно частота колеба­
ний нагрузки при многоцикловом нагружении составляет 102  —  104  Гц.

Нередко многоцикловое нагружение имеет случайный характер. 
Тогда модель нагружения должна содерж ать распределение плотно­
сти вероятности нагрузок или другие статистические модели нагруже­
ния. Часто встречается динамическое ударное нагружение (соударе­
ния элементов конструкций, взрывное нагружение и т.п.). Ударное на­
гружение характеризуется очень высокой скоростью возрастания на­
грузки, что влияет на характеристики деформирования материала.

Модели нагружения должны учитывать воздействие полей и сред. 
Наиболее часто встречаются в современной технике тепловые воздей­
ствия. Пониженная и повышенная температуры влияют на механиче­
скую прочность материала. При неравномерном нагреве тела создаю т­
ся температурные напряжения, которые часто оказываются соизмери­
мыми с напряжениями от внешних сил. В некоторых случаях прихо­
дится учитывать влияние на свойства материала нейтронного излуче­
ния электромагнитного поля и др.

Прочностная надежность существенно зависит от воздействия кор­
розионных сред.

И так, м одели  нагруж ения п р ед ставл яю т собой схем атизацию  
внешних нагрузок по величине, по распределению  во времени, а также 
по воздействию внешних полей и сред.

Рис. 1.15. Различные модели нагруже­
ния для расчета вала (а) и шарика ша­

рикоподшипника (б)



Рис. 1.16. Характер разрушения в зависи­
мости от числа циклов нагружений: 

а — статическое разрушение; б — мало­
цикловое разрушение; в — усталостное 

разрушение

М одели разруш ения. В соот­
ветствии с общей схемой моде­
лей п р о чн о стн о й  н ад еж н о сти  
(см. рис. 1 .1 ) модели разрушения 
являются завершающими. После 
обоснованного выбора м оделей  
формы, материала, нагруж ения 
переходят к н епосредственной  
оценке надеж ности с помощью 
моделей разрушения.

М одели  р азр у ш ен и я  п р е д ­
ставляют собой условия, связы­
вающие интенсивность внешних 
воздействий в момент разруш е­

ния с характеристиками прочности материала. Обычно рассматривают­
ся четыре модели разруш ения в зависимости от условий нагружения: 
1 ) статического разруш ения; 2 ) длительного статического разруш е­
ния; 3) малоциклового разрушения; 4) усталостного разрушения.

На ри с.1.16 показан характер разрушения в зависимости от числа 
циклов нагружения. При малом числе циклов (N  < 10 ) развиваются 
значительные пластические деформации (рИс.1.16,а, статическое раз­
рушение), при большом числе циклов (N >  1 0 5) пластические д еф ор­
мации отсутствуют (рис. 1.16,в, усталостное разрушение). В промежу­
точной области ( 1 0^<  N <  1 0 5) разрушение носит смешанный характер 
(рис. 1.16,б, малоцикловое разрушение).

Если на элемент конструкции действует высокая температура (для 
алюминиевых сплавов свыше 200°С, для стальных и титановых сплавов 
свыше 400°С, для жаропрочных сплавов свыше 600°С), то в этом слу­
чае рассматривается так называемая д лит ельная  прочность  матери­
ала. Сопротивление материала зависит не только от значения дейст­
вующего усилия, но и от его длительности.

На структуру моделей разрушения оказывают влияние свойства ма­
териала, из которых важнейшим является его пластичность. При не­
достаточной пластичности возникают хрупкие разрушения, характери­
зующиеся рассеянием механических свойств.

При разработке м оделей  разрушения часто требуются дополни­
тельны е эксперим ентальны е исследования образцов материала или 
самих элементов конструкций в условиях, близких к реальным.



Г л а в а 2 
НАПРЯЖЕНИЯ

З.Нормальные и касательные напряжения

М етод сечений. Пусть на элемент конструкции, условно изобра­
женный на рис.2 .1,а , действуют внешние силы (сосредоточенные или 
распределенные на участках поверхности). Считаем, что элемент кон­
струкции под действием указанных сил находится в равновесии. Про­
ведем плоскость П, которая рассечет элемент на две части, и рассмот­
рим одну из частей, например левую (2 .1 ,6 ).

Приложим к поверхности сечения П силы взаимодействия между 
обеими частями элемента. Когда тело 
находится в равновесии, то и любая 
часть тела такж е будет в равновесии, 
если к поверхности сечения прило­
жить силы взаимодействия между ча­
стями. Силы, действующие в сечении, 
представляют собой силы взаимодей­
ствия меж ду частицами м атериала, 
вызванные внешней нагрузкой на эле­
мент. Из условия равновесия рассмат­
риваемой части тела можно опреде­
лить главный вектор и главный мо­
мент внутренних сил, действую щ их 
по сечению П. В этом состоит сущ ­
ность м етода сечений — одного из 
важнейших методов механики д еф о р ­
мируемых сред. Распределение внут­
ренних усилий по сечению заранее 
неизвестно. Его исследование и со­
ставляет в дальнейшем одну из глав­
ных задач.

П онятие напряжения. Оказывает­
ся необходимым ввести характеристи­
ку интенсивности сил взаимодейст­
вия — напряжения, которые в разных

Рис. 2.1. Напряжения в сечении 
элемента



точках сечения могут быть, разумеется, различными.
Пусть на малую площ адку AF, расположенную в окрестности точ­

ки А  (рис.2 .1,6), действует сила АР.
Назовем напряжением р  в точке А  рассматриваемого сечения пре­

дел- соотношения
.. АР

Р ~ ТрAF-> 0  ^

( 1)

п п

при условии, что AF  стремится к нулю.
Вектор напряжения совпадает по направлению с вектором усилия 

АР. Отметим, что напряжения в сечении элемента не могут быть оп­
ределены  только из уравнений статики (уравнений равновесия). Для

их нахождения, как будет ясно из 
д ал ьн ей ш его , н ео б х о ди м о  р азо ­
браться в х арактере деф орм аций  
элем ента. О днако в ряде случаев 
можно сделать некоторые обосно­
ванные предположения о распреде- 

Р лении напряж ений, что позволит
И П  найти их значения и без рассмотре-

17 I I _Л_ ния деф орм аци й . И спользование 
предположений (гипотез), основан­
ных на р е зу л ь тата х  эксп ери м ен ­
тальны х исследований  и дающих 
достаточную точность при решении 
инженерных задач, характерно для 
технических дисциплин, в частно­
сти для сопротивления материалов.

При растяжении болта усилием 
Р  (рис.2.2) есть все основания пред­
положить, что напряжения в сече­

нии П (поперечное сечение стержня болта) направлены нормально к 
плоскости сечения и распределены равномерно. Тогда значение рас­
тягиваю щего напряжения

С 3

Рис. 2.2. Напряжения растяжения 
в сечении болта

Р  4Р
Р ~  F ~  nd2 '

(2)

Из последнего равенства очевидно, что напряжение имеет размер­
ность силы, деленной на площадь. В Международной системе единиц 
(СИ) для измерения напряжения (давления) применяется специальная 
единица —  паскаль: 1 Па = 1Н/м2. Это очень маленькая величина, и при 
практических расчетах напряжение измеряют в мегапаскалях (МПа):



1 МПа= 106 П а=  10бН /м 2 = IH/m m 2 .

В технической литературе напряжение часто измеряют в единицах 
с и с т е м ы  М КС — в к и л о г р а м м -с и л а х . С в я зь  е д и н и ц  т а к о в а : 
1 М Па= 0,1 кгс/мм2 .

В общем случае напряжения в разных точках сечения могут быть 
различными.

Еще одно важное обстоятельство состоит в том, что напряжение в 
точке зависит также и от положения плоскости сечения. Поэтому надо 
всегда указывать не только точку тела, в которой определяется напря­
жение, но и ориентацию сечения (площадки), проходящего через рас­
сматриваемую точку.

Н ормальные и касательные напряжения. Напряжение р  есть век­
тор, и, как всякий вектор, оно может быть представлено нормальной 
(по отношению к площадке) и касательной составляющими (рис.2.3). 
Нормальную составляющую вектора напряжений будем обозначать а, 
касательную  т. Экспериментальными исследованиями установлено, 
что влияние нормальных и касательных напряжений на прочность ма­
тери ала различно, и потому в дальнейш ем окаж ется необходимым 
всегда раздельно рассматривать составляющие вектора напряжений.

При растяжении болта (см.рис.2.2) в поперечном сечении действу­
ет нормальное напряжение

4Р (3)
тиг

При работе болта на срез (рис.2.4) в сечении П должно возникать 
усилие, уравновешивающее усилие Р.

Из условий равновесия следует, что

<2= Р. (4)
Если приближённо считать, что касательные напряжения во всех 

точках сечения одинаковы, то они будут равны

-  3-Ъ • <5 >г  nd

В действительности последнее соотношение определяет некото­
рое среднее напряжение по сечению, которым иногда пользуются для 
приближенных оценок прочности. На рис.2.4 показан вид болта после 
воздействия на него значительных усилий. Началось разруш ение бол­
та, и одна его половина сместилась относительно другой: произош ла 
деформация сдвига.



Рис. 2.3. Нормальное а  и каса­
тельное 1 напряжения в площадке

Рис. 2.4. Касательное напряжение 
при работе болта на срез

П рим еры  о п ред елен и я  напряж ений  в элем ентах  конструкций.
Разберем простейш ие примеры, в которых предположение о равномер­
ном распределении напряжений можно считать практически приемле­
мым. В таких случаях напряжения определяются с помощью метода 
сечений из уравнений статики (уравнений равновесия).

К р у ч е н и е  т о н к о с т е н н о г о  к р у г л о г о  в а л а .  
Тонкостенный круглый вал (труба) передает крутящий момент (напри­
мер, от авиационного двигателя на воздушный винт). Требуется опре­
делить напряжения в поперечном сечении вала (рис.2.5,а). Проведем 
плоскость сечения П перпендикулярно оси вала и рассмотрим равно­
весие отсеченной части (рис.2.5,б).

Из условия осевой симметрии, учитывая малую толщ ину стенки, 
можно принять, что напряжения во всех точках поперечного сечения 
одинаковы. Строго говоря, такое предположение справедливо только 
при очень малой толщ ине стенки, но в практических расчетах его ис­
пользуют, если толщ ина стенки

где R cр —  средний радиус сечения.
Внешние силы, приложенные к отсеченной части вала, сводятся 

только к крутящему моменту, и потому нормальные напряжения в по­
перечном сечении должны отсутствовать. Крутящий момент уравнове­
шивается касательными напряжениями, момент которых равен

8 < 0 ,2 Лср,

Т- 271*2 5 =  М к _



Рис. 2.5. Кручение тонкостенного круглого вала

Из последнего соотношения находим касательное напряжение в 
сечении вала: '

А/„
т =

2 n R 2cp8
(6)

Н а п р я ж е н и я  в т о н к о с т е н н о м  ц и л и н д р и ч е ­
с к о м  с о с у д е  ( т р у б е ) .  В тонкостенном цилиндрическом со­
суде действует давление р  (рис.2.6 ,а). Проведем сечение плоскостью
II, перпендикулярной оси цилиндрической оболочки, и рассмотрим 
равновесие отсеченной части. Давление р,  действующее на крышку со­
суда, создает усилие

*CP- | § k r :рР- (7)

Это усилие уравновеш ивается силами, возникаю щ ими в п о п е­
речном  сечении  оболочки , и и н тен си вн о сть  указанны х сил (н а ­
пряж ение О]) будет равна

л/?;
ст,=

2тсЛср5
Я?.

2 я / ? с р 8 '

^ср
’ 25 • ( 8)

Толщина оболочки 8  предполагается малой по сравнению со сред­
ним радиусом R cр, напряжения Ст[ считаются равномерно распределен­
ными во всех точках поперечного сечения (рис.2 .6 ,б).



Однако на материал трубы действуют не только напряжения в про­
дольном направлении, но и окружные (или кольцевые) напряжения в 
перпендикулярном направлении. Для их выявления выделим двумя се­
чениями кольцо длиной I (рис.2 .7), а затем проведем диаметральное 
сечение, отделяю щ ее половину кольца.

На рис.2.7,а  показаны напряжения на поверхностях сечения. На 
внутреннюю поверхность трубы радиусом действует давление р.

У

N *

С П
____

(  / ^ \ * >
/  V J / p  ^  \  ^

L

1 *

" б г

—  1
б 2  J

Рис. 2.6. Напряжения в продольном на­
правлении в стенке цилиндрической 

трубы

Рис. 2.7. Напряжения в стенке ци­
линдрической трубы в окружном на­

правлении

Рассмотрим теперь равновесие половины кольца (рис. 2.1,6). Най­
дем сначала равнодействующую силу давления, спроектировав силы 
на вертикальную ось. К элементу поверхности lR\dq> приложено уси­
лие, вертикальная составляющая которого

plR\d<\> sin ф .



Интегрируя по всей поверхности, найдем вертикальное усилие: 
я

N  = J р1Щ sin ф dq> = 2plR x .
О

Из условия равновесия половины кольца получаем 

2/5ст2 = N ,  

что дает следующее равенство:

(9)

В приближенных расчетах по­
лагают = R cp, и тогда

^СР
ст2  = Р “ g^ • (Ю)

Сопоставляя равенства (10) и (8 ), заключаем, что в тонкостенной 
цилиндрической оболочке окружные напряжения а 2  в два раза больше 
продольных.

На рис.2 . 8  показан общий вид разруш ения оболочки (трубы) от 
значительного внутреннего давления. Трещ ина возникает под дейст­
вием растягивающих напряжений а 2.

4. Напряженное состояние в точке

Для оценки надежности элемента конструкции следует рассмот­
реть наиболее напряженные места, а в них —  наиболее опасные точки. 
Именно в таких точках при неблагоприятных условиях будет начинать­
ся разрушение. Надо знать напряжения во всех площадках, проходя­
щих через опасную точку, т.е. знать напряженное состояние в точке.

В рассматриваемой точке тела поместим начало системы коорди­
нат х, у, z  (рис.2 .9) и бесконечно близкими параллельными сечениями 
выделим параллелепипед, размеры ребер которого равны dx, dy, dz. 
Действие остальной части тела на параллелепипед заменим соответ­
ствующими напряжениями.

О бозначение напряжений и правило знаков. На рис.2.9 показаны 
нормальные и касательные напряжения по граням параллелепипеда. 
Нормальные напряжения в площадке обозначаются символом ст, каса­
тельные — символом х. Нижний индекс в обозначении нормальных на­
пряжений указывает направление нормали к площ адке ( ох , ау , а2 ).

Рис. 2.8. Трещина в цилиндрической 
оболочке при действии разрушающего 

внутреннего давления



Су/У

Рис. 2.9. Напряжения на гранях 
элемента

В обозначении касательных напря­
жений два нижних индекса: первый 
указывает направление нормали к 
площ адке, второй — направление 
вектора касательных напряжений.

Нормальные напряжения растя­
жения считаются положительными. 
Векторы растягивающих нормальных 
напряжений направлены в сторону 
внешней нормали (от внутренних ча­
стиц параллелепипеда — наружу). 
Знаки и, следовательно, направле­
ния нормальных напряжений весьма 
существенны — многие материалы 
значительно лучше сопротивляются 
напряжениям сжатия, чем напряже­

ниям растяжения. Растягивающие напряжения понижают сопротивле­
ние материала действию повторных нагрузок, тогда как сжимающие 
напряжения повышают его.

Условимся о следующем правиле знаков для касательных напряже­
ний: если внешняя нормаль к площадке совпадает с направлением одной 
из осей координат, то положительное касательное напряжение направ­
лено вдоль соответствующей оси. В противоположном случае (внешняя 
нормаль к площадке идет по отрицательному направлению оси) положи­
тельное касательное напряжение имеет обратное направление.

На рис.2.9 и 2.10 сплошными линиями показаны положительные век­
торы напряжений на «видимых» гранях прямоугольного элемента. На

грани, нормаль к которой идет вдоль оси 
х, векторы положительных касательных 
напряжений направлены вдоль осей у  и z 
соответственно. Для передней грани (на­
правление внешней нормали противопо­
ложно направлению оси у) положитель­
ное касательное напряжение направлено 
противоположно оси х. Разумеется, век­
торы напряжений приложены по всем ше­
сти граням элемента. Элементарный па­
раллелепипед часто необходимо рассмат­
ривать в цилиндрической системе коор­
динат ( г ,  9 , z ) .  На рис.2.10 показаны 
обозначения напряжений в цилиндриче­
ской системе координат. Н ормальные

Рис. 2.10. Напряжения на гранях 
элемента тела в цилиндриче­

ской системе координат

напряжения стг называются радиальны­
ми, СТд --- окружными.



Отметим, что по двум параллельным граням элемента (см.рис.2.9 
и 2 .1 0 ) действующие напряжения могут различаться только на беско­
нечно малые величины, так как расстояния между площадками беско­
нечно малы, а направления площ адок одинаковы (см.рис.2.9). Поэтому 
следует считать, что напряжения на гранях элементарного параллеле­
пипеда —  это напряжения в площадках, проходящих через рассматри­
ваемую точку.

Если направления площадок, проходящих через одну и ту же точ­
ку, различны, то различными (в общем случае) будут и действующие 
в них напряжения. Например, в тонкостенной оболочке (см. рис. 2.7) 
нормальные напряжения в двух взаимно перпендикулярных площадках 
различаются в два раза.

С войства парности  касательны х напряжений. Так как элемент те­
ла находится в равновесии, то сумма моментов всех сил относительно 
любой оси долж на обращаться в нуль. Как известно из теоретической 
механики, для равновесия достаточно выполнения этих условий отно­
сительно любых трех осей, не лежащ их в одной плоскости (три со­
ставляющие вектора главного момента обращаются в нуль). Рассмот­
рим условия равновесия моментов. Силы, распределенные по граням 
параллелепипеда, будем заменять равнодействующими, приложенны­
ми в центре грани (см. рис. 2.9). Строго говоря, последнее допущение 
не обязательно, и можно показать, что учет изменения напряжений в 
пределах бесконечно малой грани дает добавки более высокого поряд­
ка малости. П оследнее относится и к массовым распределенным уси­
лиям, которые будем считать приложенными в центре тяж ести эле­
мента (составляющие массовой силы обозначаются X, Y, Z ).

Рассмотрим сумму моментов относительно оси х. Отличные от ну­
ля моменты дают векторы х2̂ верхняя грань) и %yZ (задняя грань):

-  ( хZy d x d y )  dz+  ( XyZd x d z )  d y -  ( pY d x d y d z )  ■ ^ d z  +

+ ( p Z d x d y d z )  ^ d y =  0 , ( 11)

где p —  плотность материала.
Два последних слагаемых в левой части уравнения (11) можно от­

бросить, так как они имеют более высокий порядок малости.
В результате получим

'cyz=  Zz y  (1 2 )

Подобным образом получаем три условия парности касательных 
напряжений:

Хху =  zyx > xy z =  Zzy> ^zx~ Zxz-  0 ^ )



Общий вывод таков: касательные напряжения в точке, действую­
щие по двум взаимно перпендикулярным площадкам, одинаковы. Вза­
имно перпендикулярные площ адки всегда имеют общее ребро. Каса­
тельные напряжения в силу свойства парности направлены оба вместе 
или к ребру, или от ребра. Принятое ранее правило знаков для каса­
тельных напряжений (см.рис.2.9 и 2.10) обеспечивает выполнение ука­
занного условия. Свойство парности касательных напряжений спра­
ведливо д ля  взаимно перпендикулярны х площ адок элементарного 
объема в любой ортогональной системе координат, например в цилин­
дрической.

Замечания. 1. При выводе уравнения (11) учитывалось направление векторов на­
пряжений по рис.2.9 и соответствующим образом определял­
ся знак момента (положительное направление — вращение 
против часовой стрелки). Выводы уравнений с помощью чер­
тежа будут часто встречаться в дальнейшем.

2. Вывод одного из трех уравнений (13) позволяет запи­
сать два недостающих с помощью правила круговой переста­
новки индексов. Иллюстрация правила дана на рис.2.11: при 
круговой перестановке индекс х  замещается индексом у, ин­
декс у  замещается индексом z , а последний —  снова индек­
сом х. Например, подобным образом из условия (12) могут 
быть получены все соотношения (13).

Правило круговой перестановки индексов применяется во многих 
разделах механики сплошной среды (в гидродинамике, теории упруго­
сти и др.) во всех случаях, когда векторные соотношения записывают­
ся с помощью трех скалярных в прямоугольной (декартовой) системе 
координат.

5. Плоское напряженное состояние

Рассмотрим тонкую пластинку, на которую действуют силы, лежа­
щие в плоскости пластинки (рис.2.12). В этой плоскости расположим 
систем у координат ( х ,  _у). Торцевые (фасадные) поверхности пла­
стинки свободны от напряжений, и поэтому

с 2 = 0 , т2Х = 0 , хху= 0 . (14)

Так как пластинка тонкая, то можно считать условия (14) справед­
ливыми для всех площ адок, нормальных к оси z  (лежащих в плоскости 
пластинки).

* Строгое доказательство вытекает из того, что на малом участке функция обращается в 
нуль по концам участка, а производная функции ограничена.

Рис. 2.11. Иллюстра­
ция правила пере­
становки индексов



Векторы напряжений ах , оу и лежат в одной плоскости, и на­
пряж енное состояние называется плоским.  Отметим, что все точки 
пластинки находятся в плоском напряженном состоянии. В общем слу­
чае понятие «плоское напряженное сост ояние» относится к рассмат­
риваемой точке элемента конструкции.

Если в данной точке Л существует площадка, в которой отсутству­
ют (нормальное и касательное) напряжения, то напряженное состоя­
ние в точке является плоским. Например, в точках свободной поверх­
ности детали (рис.2.13) напряженное состояние будет плоским (ось z 
в точке А  направлена по нормали к поверхности).

Особое значение плоского напряженного состояния связано с тем, 
что оно реализуется в точках поверхности элементов конструкции, ко­
торые часто являются «опасными точками» (точками с наибольшими 
напряжениями в поверхностном слое).

Н апряж ения в косых площ адках при плоском напряж енном со­
стоянии. Изучим напряжения в косых площадках, перпендикулярных 
плоскости пластинки (рис. 2.14).

Условный термин «косая», или «наклонная», площ адка означает, 
что нормаль к площадке не совпадает ни с одной из осей выбранной 
системы координат.

В площ адке ВС, нормаль к которой v составляет угол а  с осью х, 
действуют нормальное a v и касательное xv напряжения. Напряжения 
распределены равномерно по толщ ине пластинки h, торцевые грани

Рис. 2.12. Плоское напряженное 
состояние

Рис. 2.13. Плоское напряженное состоя­
ние в точках свободной поверхности 

детали



элемента ABC  не загружены. Ближай­
шая задача состоит в определении ве­
личин ctv и t v из условий равновесия 
элемента ABC. Проектируя все усилия 
на направление нормали V, найдем

a ^ d s h =  (a x d yc o sa  + ay d x s i n a ) h  +

+ Tjy ( dy sin a  + dx  cos a ) h . (15)

Действующие на элемент массовые 
силы

р X ^ r d x d y h ;  р Y ^ d x d y h  
А &

составляют усилия второго порядка ма­
лости, и в уравнении (15) они отсутствуют. Учитывая, что из рис. 2.14 
следует

dx dy—  = s i n a ,  , = cos a , (lo )
ds ds

получаем из соотношения (15)

a v = ax cos2a  + a v sin2a  + sin 2 a . (17)

Проектируя все усилия на направление вектора Tv, найдем 

xvds h  = ( Gy dx  cos a  -  ax dy sin a ) h +

+ Xjy ( dy cos a  -  d x s in a ) / i  (18)

или

tv = ^ ( O y -  ox ) s in 2 a + x xyc o s2 a . (19)

Ф ормулы (17) и (19) дают значения нормальных и касательных на­
пряжений в косой площ адке.

Замечания. 1. Следует четко уяснить, что при выводе уравнений (15) и (18) рас­
сматриваются условия равновесия не напряжений (таких условий не существует!), а 
действующих усилий но граням элемента.

2. Напряжения по граням элементарного объема (см.рис.2.14) распределяются 
равномерно. Косую площадку можно рассматривать как косое сечение в элементар-

щадке при плоском напряженном 
состоянии



ном параллелепипеде (рис.2.15), и те же результаты 
(равенства (17) и (19)) вытекают из условий равно­
весия заштрихованной части параллелепипеда.

3. Неизвестные векторные величины, для кото­
рых принято определенное правило знаков, при вы­
воде следует принимать положительно направлен­
ными. Например, c v на рис.2.14 направлено как рас­
тягивающее напряжение.

ГУХ |Направление xv выбрано таким, чтобы при а  =0 
(рис.2.16) оно совпадало с направлением для тху
(см.рис.2.9). Впрочем, знак касательного напряже­
ния в отличие от нормального обычно несуществен.

Рис. 2.15. Косая площадка 
как сечение в элементарном 

параллелепипеде

Т  3 /

4. Кроме рассмотренных косых площадок мож­
но с помощью дополнительных сечений образовать 
и другие косые площадки. ое = 0

Метод определения напряжений в косых площадках 
остается всегда одним и основывается на условиях рав- 6 V 

— ►новесия малого элемента.

Главные площ адки при плоском напряж ен­
ном состоянии. Главными площадками называ- р ис. 2.16. Косая пло-

тельные напряжения; нормальные напряжения 
в таких площадках называются главны м и н а ­
пряжениями.

При плоском напряженном состоянии одну из главных площ адок в 
точке тела можно указать сразу — это площ адка, нормаль к которой 
направлена по оси z (см.рис.2 .1 2 ), т.е. площадка, лежащая на свобод­
ной торцевой поверхности. В такой площ адке отсутствуют и касатель­
ное, и нормальное напряжения (главное напряж ение равно нулю). 
Найдем главные площадки в точке Л среди площ адок, перпендикуляр­
ных основной плоскости.

Как уже указывалось, грани треугольного элем ента на рис.2,14 
представляют такие площадки.

Из условия т=0 получим с помощью соотношения (19)

Так как tg а  — периодическая функция с периодом л, то уравнению 
(2 0 ) будут удовлетворять углы

ются площ адки, в которых отсутствуют каса- щ а д к а п р и а = о

(20)

где а* — угол, который составляет нормаль v главной площ адки с 
осью х.



Таким образом,

= а * ; ocj = а* + п / 2 , а* + к , = а* + Зп/2  ,

(Х4 -  а* + 2 п , . . .  (21)

Из рис.2.17 видно, что существуют 
всего два взаимно перпендикулярных 
н аправления, которы е составляю т с 
осью х  углы а* и а* + тс/2. Эти направ­
ления называются главными.

П роведенный анализ показы вает: 
ср е д и  р ассм атр и в аем ы х  п л о щ ад о к  
(нормали к площадкам лежали в пло­
с к о с т и  д е й с т в и я  н а п р я ж е н и й

Рис. 2.17. Главные направления 
при плоском напряженном 

состоянии

Од., сту , х^у) имеются две главные пло­
щадки: касательные напряжения в та­
ки х  п л о щ а д к а х  о т с у т с т в у ю т .Е с л и  
учесть еще главную площадку, перпен­

дикулярную  оси z, то имеются всего три главные площадки 
(рис.2.18). Нормальные напряжения в главных площадках (главные на­

п р я ж е н и я )  о б о зн а ч а ю т ся  си м в о л ам и  
, с 2 , а 3 . При плоском  н апряж енном  со­

стоянии  СТ3 = 0 .
В дальнейшем будет показано, что в любой 

точке тела при действии произвольной систе­
мы внешних сил в общем случае имеются всего 
три главные площадки, или, что то же самое, 
три взаимно перпендикулярны х главных на­
правления.

Замечание. При анализе уравнения (20) исключался из 
рассмотрения случай, когда

(22)Рис. 2.18. Главные пло­
щадки при плоском на­
пряженном состоянии

О х  —  Ч у х«= о.
Такое напряженное состояние создается в пластине, 

равномерно растягиваемой одинаковыми усилиями в двух 
взаимно перпендикулярных направлениях.

При условии (22) из уравнения (19) вытекает, что в любой косой площадке каса­
тельные напряжения отсутствуют и главных площадок бесчисленное множество. Поп-



тому более строгое утверждение таково: или существуют три главные площадки, или 
(в отдельных частных случаях) их может быть бесчисленно много.

Случай, когда главных направлений бесконечно много, встречает­
ся, конечно, редко (например, всестороннее сжатие или растяжение) 
и не содержит каких-либо сложностей, затрудняющих анализ напря­
женного состояния. Важно, что не может быть одного, двух, четырех, 
пяти и т.д. главных направлений: их или три, или бесконечно много. 

Главные напряж ения при плоском напряженном состоянии. 
Главные напряжения могут быть определены из уравнения (17) при

*а  = а  :
a v = ах cos^a* + оу sin2a* + х ^  sin 2 a* =

(23)

(24)

и соотношение (2 0 ), получим после нескольких громоздких, но про­
стых выкладок выражение

o-v = |  ( a* + Су) ± |  V ( ах -  су ) 2  + 4 т ^ ,. (25)

Последнее равенство дает два значения главных напряжений:

СТ1 =  \  ( ®х +  ° у  ) +  \  ^ ( ° Х ~  а у  )2 +  4тху ; ( 2 6 )

ст2  = \  ( q ,  + Оу ) -  \  V ( стх -  Сту ) 2  + 4xjy . (27)

Третье главное напряжение при плоском напряженном состоянии
ст3 = 0  . (28)

Так как корень в равенствах (26) и (27) имеет ариф метическое (по­
ложительное) значение, то Ст) > 0 2  (в алгебраическом смысле, с уче­
том знака напряжения).

Приведем теперь другой способ нахождения главных напряжений, 
который будет использоваться в дальнейшем и для объемного (непло­
ского) напряженного состояния.

1 1  * *
= — ( ст* + Сту) + - ( о х -  Су) cos 2 a  + sin 2 a  .

Учитывая равенства

1 , t£ 2 acos 2 a  = ± 7 ...sin 2 a  = ± , 6 0
V1 + tgf2 a  Vl + tg ^a*



Рис. 2.19. Определение глав­
ных напряжений из равнове­
сия элементарной треуголь­
ной призмы, одной из граней 

которой является главная 
площадка

Рассмотрим равновесие элементарной 
треугольной призмы (рис.2.19), одной из 
граней которой является главная площад­
ка. На главной площ адке действует нор­
мальное напряжение ctv; касательное на­
пряжение отсутствует.

Нормаль к главной площадке состав­
ляет с осями х , у  углы соответственно сс* 
и л /2  -  а*. Косинусы углов нормали (они 
называются направляющими косинусами) 
обозначаются символами / и т:

I = cos а  ; т  = cos ( п /2  -  а * ) = sin а * . (29)

Площадь косой площадки равна dsh,  
площади прямых площадок составляют

dsx = d s h l -  dsh  cos ос ,

ds., d sh  m  = dsh  cos ( л / 2  - о с  ) = ds h sin a  . 

Проектируя все силы на направления осей х  и у, найдем 

ox d s l  + xxvd s m =  a v ds I ,

zXy'~”' ' '-’y'

xy
x„ ,dsl+  ст., d s m =  ст., ds m  .

(30)

(31)

Из уравнений (31) получаем однородную систему линейных алгеб­
раических уравнений относительно неизвестных величин I и т:

( а х -  o v ) /+  ххугп = 0 ,

x ^ l +  ( су -  a v ) m =  0 .
(32)

При любом значении a v (оно заранее тоже неизвестно) система
(32) не может иметь нулевых решений относительно l a m ,  так как
l 2 + т 2 = cos^a* + sin2 a* = 1 .

По известной теореме линейной алгебры детерминант системы (32)

Оу Оу
= Сах -  a v ) ( сту -  a v ) -  xL=  0 . (33)

Записав уравнение (33) в виде

— ( tJjc + Gy ) Ov Оу — х̂у ~ ® > (34)



найдем два корня уравнения, выражаемые равенствами (26) и (27).
Уравнения (32) позволяют достаточно просто указать располож е­

ние площадок, в которых действуют напряжения Cj и а 2.
Для того чтобы найти направляющие косинусы нормали площадки, 

в которой действует напряжение O j ,  достаточно внести значение CTj в  

любое из двух уравнений (32), например в первое.
Тогда получим

—  = tg «(!)=  — (35)
т \ . * 
^ - = . 8 0 , , , =  —  

Аналогично для напряжения а 2

т 2 ,  Сто -  ах
Т ~  t& а (2) = ~—  • (36)‘2 '■ху

В последних соотношениях и а*2) — углы с осью х  площадок, 
где действуют напряжения а\ и а 2  соответственно. Величины Ст] и 
ст2  определяются равенствами (26) и (27).

Если направления линий, соответствующих углам а*^ и а*2) , вза­
имно перпендикулярны, то

* * sinaTn sin(ot/*n+ л /2 )
tg «I • tg a 2  = ---- ^ ----------- = - 1 .  (37)

cos a(2) cos ( ot(j) + л / 2 )

Учитывая зависимости (35), (36), (26) и (27), находим

= - 1 ,  (38)
ТЛГу *ху

что доказывает взаимную перпендикулярность главных площ адок.
Замечания. 1. Были найдены значения главных напряжений, но не было указано, 

какое именно главное направление соответствует большему напряжению a i и какое — 
меньшему стг. Это будет сделано чуть позже.

2. Были даны два различных вывода формул главных напряжений и два доказатель­
ства ортогональности главных напряжений.

Различные параллельные способы получения решения характерны для техническо­
го анализа, в котором прежде всего необходима достоверность. Никогда не следует ж а­
леть времени на то, чтобы получить дополнительное подтверждение результата!



Разберем  вопрос о наибольш их нормальных напряжениях в рас­
сматриваемых площ адках. Нормальное напряжение, как следует из 
формулы  (17), зависит от угла наклона площадки а . Для отыскания 
максимума или минимума функции приравняем нулю производную:

Теперь получим значение угла, при котором достигается экстре­
мум (максимум или минимум функции).

Из равенства (39) находим

Сопоставляя формулу (40) с формулой (20), заключаем: нормаль­
ные напряжения достигаю т наибольшего или наименьшего значения в 
главных площадках.

Д ля различения максимума или минимума функции составим вы­
раж ение второй производной:

— -  = -  2 а*. cos a  sin а  + 2 а,. sin а  cos а  + 2  Т™ cos 2 а  = 0 . 
dct х у **

(39)

(41)

П оследнее равенство представим так:

(42)

У словие сущ ествования максимума

реализуется в двух случаях:

cos 2 а  > 0 , ах > ау \ 
cos 2 а  < 0 , ах < Оу.



В первом случае ( ох > ау ) нормаль к площ адке, где действует на­
п р яж е н и е  CTj, с о с т а в л я е т  с о сью  х  у г о л  0 < | 2 а  | < к /2  или  
- л / 4 <  а* < к / 4 .  Во втором случае ( о х < Су) угол леж ит в пределах
л /4 <  | а* | < Зя/4. В перпендикулярной главной площ адке напряже­
ние равно о 2-

Н аибольш ие касательные напряж ения. Выясним вопрос о макси­
мальных касательных напряжениях в косых площадках. С помощью за­
висимости (19) находим

= (Gy -  (Ух ) cos 2 а  -  2хху sin 2 а .

Приравнивая нулю производную, получаем

G v  “  О у

tg 2 ах = , (43)
2 ?ху

где а^ —  угол нормали к площ адке с осью х.
Внося зависимость (43) и равенство (19) и учитывая формулы (24), 

приходим к следующему значению экстремальных касательных напря­
жений:

xv = + 1 V  ( ох -  ау )2 + 4т^  . (44)

М аксимальное и минимальное значения касательного напряжения 
равны и различаются только знаком, что, как указывалось ранее, не­
существенно для обычных конструкционных материалов.

Вспоминая формулы (26) и (27) для главных напряжений, находим

W =  I M dt )  I = \  I ° 1 -  ст2 1  • (45>

Максимальное значение касательных напряжений равно абсолю т­
ному значению полуразности главных напряжений.

Аналогично можно установить, что площадки с наибольшими (по 
абсолютной величине) касательными напряжениями взаимно перпен­
дикулярны. Такой вывод следует такж е из свойства парности каса­
тельных напряжений.

Как же расположены площ адки с максимальными касательными 
напряжениями по отношению к главным площ адкам?

Сопоставляя равенства (20) и (43), находим

tg 2 ах tg 2а* = -  1 . (46)



Из этого условия следует, что стороны углов 2 0 ^  и 2а* взаимно 

перпендикулярны: 2 ах = 2а* + п/2 ,  и потому = а* + л/4.
П лоскость площ адок с наибольшими (максимальными) касатель­

ными напряжениями делит пополам прямой угол между плоскостями 
главных площ адок. Этот вывод оказывается справедливым и для лю­
бого (не только  плоского) напряженного состояния.

На рис.2.20,а показаны глав­
ные направления ^ и г), которые 
можно рассматривать как оси ко­
ординат, повернутые на угол а* к 
основной системе координат.

По граням элементарного па­
раллелепипеда, построенного на 
осях т), будут действовать толь­
ко н о р м а л ь н ы е  н а п р я ж е н и я  

= ° i ; °г| = а2 ■
Рассмотрим теперь напряже­

ния в площ адке, составляю щ ей 
угол  л/4=45° с главными осями 

(рис.2.20,б). В этой площ адке должны действовать максимальные ка­
сательны е напряжения. Из условия равновесия треугольной призмы 
аналогично выводам уравнений (27) и (19) находим

°я / 4  = \  ( <У\ + о2 ) , (47)

Ч /л  = -  \  ( <У\ -  о2 ) • (48)

Равенство (48) подтверж дает сделанный ранее вывод о значении 
максимального касательного напряжения. Примечательно, что в пло­
щадках, где действует ттах , имеются и нормальные напряжения.

6.Объемное напряженное состояние

Ранее указывалось, что в любой точке нагружаемого тела сущест­
вуют три главные площ адки, в которых действуют главные (нормаль­
ные) напряжения, а касательные напряжения отсутствуют.

Если все три главных напряжения отличны от нуля, то напряжен­
ное состояние в точке называется объемным  или трехмерным. При 
условии равенства нулю одного из главных напряжений напряженное 
состояние считается п л о с к и м  или двумерным. Наконец, при отличии

Рис. 2.20. Главные направления £ и т| 
и площадки с максимальными касатель­

ными напряжениями



от нуля только одного главного напряжения напряженное состояние 
будет линейны м  или одномерным.

Для анализа объемного напряженного состояния необходимо рас­
смотреть площадки произвольной ориентации, проходящие через дан­
ную точку тела.

П ро и зво льн ая  н аклон н ая площ адка.
Ранее при исследовании напряжений в на­
клонных (косых) площадках рассматрива­
л и сь  п лощ адки  о п р ед ел ен н о го  вида — 
нормаль к ним леж ала в плоскости х ,  у .
Д ля п ло ско го  н апряж енного  состояния 
этого было почти достаточно, но в общем 
случае требуется значение напряжений в 
произвольной наклонной площ адке, задан­
ной в выбранной системе координат.

Рассмотрим теперь элементарны й че­
тырехгранник (тетраэдр), построенный на 
осях прямоугольной системы координат с 
центром в точке А  (рис.2.21).

Произвольная косая площ адка BCD  ха­
рактеризуется единичным вектором нормали v. Составляющ ие вектора 
по осям х  , у  и z равны / ,  т  , п :

v = (I  ,т  , п ) . (49)

По физическому смыслу величины 1 ,т  и п  являю тся косинусами 
углов вектора нормали v с осями координат:

/ = cos а  ; т  = cos Р , п  = cos у . (50)

Величины I, т  и п часто называются направляющими косинусами. 
Если обозначить площадь наклонной грани dS, то площ адь грани AB D

dSx = I d S . (51)

Площади граней ABC  и ACD:

dSy = m d S , dSz = n d S . (52)

Подобные соотношения в частном случае использовались ранее 
(уравнения (30)), а сейчас установим их с помощью наглядных ф и зи ­
ческих представлений.

Из повседневного опыта ясно, что если поместить в ж идкость тет­
раэдр из материала с тем же удельным весом, то он будет находиться 
в равновесии при любом давлении столба жидкости.

Рис. 2.21. Произвольная 
косая площадка



Так как размеры тетраэдра бесконечно малы, можно считать, что 
давление по всем его граням одинаково (рис.2 .2 2 ).

Проектируя все силы на направление х, находим

p d S x - p l d S =  0 , dSx = Id S .  (53)

Аналогично по другим осям

р  dSy -  p m d S =  0 , dSy = m d S ,

р  dSz -  p n d S =  0 , dSz = n d S .

Конечно, последние соотношения можно было установить из чисто 
геометрических соображений, но проведенный анализ дает дополни­
тельную информацию .

Если по трем  взаимно перпендикулярным площадкам действуют 
одинаковые нормальные напряжения, а касательные напряжения от­

сутствую т, то в любой наклонной пло­
щ адке действует то же нормальное на­
пряжение и так же отсутствует касатель­
ное напряжение. Это пример, когда глав­
ных площ адок оказывается бесконечно 
много.

Н апряж ения в произвольной  косой 
площ адке. В наклонной площадке, нор­
м аль к которой v (рис.2.23), действуют 
нормальное a v и касательное t v напряже­
ния, подлежащие определению. По грани 
A B C  приложены известные напряжения 
Оу , 1уХ, xyz ;по двум другим граням — со­
ответственно <5Х , Tjcj, , Xxz И Oz , Tjjy 
Так как размеры элементарного тетраэд­
ра бесконечно малы, то напряжения по 

граням представляю т, в сущности, напряжения в различных площад­
ках, проходящ их через точку А  (или какую-либо другую точку тетра­
эдра —  разницы нет).

Бесконечно малые размеры четырехгранника (тетраэдра) дают так­
же возмож ность пренебречь массовыми силами по сравнению с повер­
хностными, приложенными по его граням.

Д ля определения напряжений в наклонной площадке проще всего 
найти сначала составляю щ ие полного напряжения по осям. Проекти­
руя силы (а не напряжения), действующие по граням тетраэдра, на на­
правления осей, находим

Рис. 2.22. Частный случай рав­
новесия тетраэдра: по всем гра­

ням действует одинаковое 
давление р



о* dSx у̂.х dSy + х ^  dSz — р х d S ,

Хд̂ у dSx -f~ Cy dSy 4" x^y dSz —  Py d S , 

xxz dSx +  Xyz +  az d>S2 =  p z d S .

Учитывая зависимости (51), (53), получаем важные соотношения

/>*= <У + V "  + т« ”  - (55)

р У = V +  (У П +  V  > <5 6 )

Pz = W  + V ” + ст̂  • (57>
Напомним, что в силу парности касательных напряжений

(58)Хху ~  ^ух >

Д ля того чтобы найти значение нормального напряжения, надо 
спроектировать каждую из составляющих вектора p v на направление 
v и образовать их сумму:

° v  =  P J  +  Р / п  + P J 1 ■

Ссылаясь на соотношения (55) —  (57), можно утверждать, что

a v = c s j2 + cy n 2 + o / i 2 + 2xxJ m  + 2xyj n n  + 2 x ^ 1 .  (59)

В частном случае плоского на­
пряженного состояния, когда рас­
сматривается наклонная площ ад­
ка, п а р а л л е л ь н а я  оси z, б у д ем  
иметь п=  0 , и тогда

a v = <У2 + оутг2+ 2х ^ т  . (60)

Так как в разбираемом случае

I = cos a , т  = cos р =

= cos ( л / 2  -  a )  = sin a ,
Рис. 2.23. Нормальное a v и касатель- 

ТО формула (60) совпадает С ана- ное Xv напряжения в косой площадке; 
л о ги ч н ей  ф орм улой  (17). К аса- Pv — вектор полного напряжения 
тельное напряжение в косой пло- в площадке (р?= о?+ т? );
щадке равно Px.Py.Pz — проекции полного напря-

жения на оси х , у, z



4 =  ^ p i -  = \ p I+  Ру+ P2z ~ (p J +  Р/П+ р / 1 ) 2 \ . (61)

Направление Ту можно определить из условия, что линия действия 
касательного напряж ения является линией пересечения плоскости, 
содержащей векторы p v и a v. Однако направление Ту для дальнейш е­
го несущ ественно, и детализацию вопроса опустим.

Замечания. 1. Знание напряжений (нормальных и касательных) по трем взаимно 
перпендикулярным площадкам, проходящим через данную точку тела, дает возмож­
ность определить напряжения в любой другой площадке, также проходящей через эту 
точку.

2. После получения общей формулы для нормальных напряжений в косой площад­
ке она была применена для уже известного частного случая (плоского напряженного 
состояния). Такая процедура всегда желательна, и тем более она необходима при исс­
ледовании новых вопросов.

Главные площ адки  и главные напряжения при объемном напря­
женном состоянии . Пусть косая площ адка (рис.2.24) является глав­
ной. Тогда полное напряжение в площадке совпадает с нормальным 
напряжением, касательное напряжение отсутствует. Для главной пло­
щадки

рх = gJ  , ру = < vn  , p z = g j i , (62)

где I = cos a , m  = cos (3 , n = cos у •
Т еперь из (55) — (57) получаем систему линейных однородных 

уравнений:
( о х -  Gv ) l+  Tyjn + i z / i  = 0 ,

х ^ +  (Gy -  Gv ) m +  х ф  = 0 , (63)

txJ  + Ту/П + ( gz — gv ) п — 0 .

Основными неизвестными в этой системе являются величины /, т, 
п, характеризующие положение главной площадки. Они связаны соот- 
ношением

/ 2 + т 2 + п 2 = 1, (64)

так как являю тся проекциями на оси х, у, z  единичного вектора нор­
мали v ( | v | = 1 ).

В силу равенства (64) величины I, т  и п не могут все одновременно 
быть равными нулю.

Из линейной алгебры известно, что однородная система уравнений 
может обладать ненулевым решением только в том случае, когда де­
терминант системы обращается в нуль:



Развертывая определитель и учитывая свойства парности касатель­
ных напряжений, находим:

( q * -  CTv ) ( о?~  a v ) ( a z -  a v )+  2xxyiyzxzx -

- ( O x -  av )i$z - ( a y -  a v ) ' 4 - ( a z -  crv ) x̂ y = 0 . (66)

П оследнее уравнение третьей степени относительно a v, которое 
запишем в виде

< ^ -  Ô /Jy — o j 2 - h =  ° .  (67)

• Л  -  a * +  ° у +  I ( 6 8 )

h  = —  О х О у  < У у (У г  O z  <JX  +  Х ^ у  +  , ( 6 9 )

Х х у * z x

II

Х * У ° У V —  O x C y O z  +  2 x x y Xy z X z x  O x X y Z  G y ^ z x  ^ z ^ x y  • ( 7 0 )

о 2

Уравнение (67) называется характе­
ристическим уравнением напряженно­
го состояния. Корни характеристиче­
ского уравнения ( значения a v ) пред­
ставляют главные напряжения. В част­
ном случае плоского напряженного со­
стояния a z = 0  , xzx = 0 ,  ху2 = 0  оно со­
ответствует уравнению (34). Для пло­
ского напряженного состояния ко эф ­
фициент / 3 = 0  и один из корней харак­
теристического уравнения равен нулю, 
т.е. одно из главных напряжений обра­
щается в нуль.

В случае линейного напряженного 
состоян ия д ва  главны х н ап ряж ени я 
равны нулю и, следовательно, в урав­
нении (67) долж но быть J2 = / 3  = 0 .Рис. 2.24. Определение главных 

площадок и главных напряжений



В общем случае характеристическое уравнение (67) имеет три дей­
ствительных корня: (? i, СТ2  , <7з — три главных напряжения.

Внося значения Oj в любые два уравнения (63) и присоединяя урав­
нение (64), получаем систему уравнений для определения значений 
/(1) , т ц ) , л (1), характеризующих положение главной площадки с на­
пряжением CTj. Подобным образом находятся направляющие косинусы 
двух других главных площадок.

Корни уравнения (67) могут быть найдены по точным формулам 
для решения кубических уравнений (формулам Кардано). Во многих 
случаях удобно воспользоваться численным методом Ньютона, пред­
ставив уравнение (67) в виде

/ ( c v ) =  о ^ -  o ^ / j -  J3 = 0 . (71)

Если oV(,) —t-e приближение для значения корня, то следующее 
приближение

/  ( CTv(i) ) • п 1 о /точ°v(i+l) -  °v(i)_ > i -  0 ,1 ,2 , . . .  ; (72)

dov ( ° v® )

производная

^  ( a v(i) ) =  3 °V(/) -  2< W l  -  y2 •

Схема численного реш ения показана на рис.2.25. Для выбора ис­
ходного приближ ения полезно предварительно определить области 
перемены знака ф у н кц и и / (  a v ). Расчет по формуле (72) заканчивает-

Рис. 2.25. Схема численного решения ха­
рактеристического уравнения/ (  a v )= 0 

методом Ньютона

ся, когда исходное и последую­
щ ее приближения достаточно 
близки.

И нварианты  напряженного 
состояния в точке. Расположе­
ние главных площадок и значе­
ния главных напряжений в точ­
ке зависят от геометрии детали, 
действующих на нее нагрузок и 
других ф акторов . Н априм ер, 
при растяжении трубы одна из 
главных площадок в точке по­
перечного сечения б у дет  л е ­
жать в плоскости сечения; при 
кручении трубы такая площ ад­



ка не будет главной, так как в ней будут действовать касательные на­
пряжения.

Понятно, что расположение главных площ адок и значения главных 
напряжений не могут зависеть от того или иного выбора системы ко­
ординат или принятого направления осей. Тогда коэф фициенты  ха­
рактеристического уравнения напряж енного состояния (уравнения
(67)) не должны зависеть от выбора системы координат, т.е. быть ин­
вариантными при изменении системы координат (например, при пово­
роте системы координат). К оэффициенты характеристического урав­
нения называются инвариантами напряженного состояния. Величина 
J\ называется линейным, / 2 — квадратичным и / 3 —  кубичным инвари­
антом (по отношению к компонентам напряжений).

П онятие о тензоре напряженного состояния. В механике много 
фундаментальных понятий связано с векторными величинами (сила, 
скорость, ускорение и т.п.). Вектор в обычной (трехмерной) системе 
координат можно представить в виде столбца

а  = (73)

где ах , Оу и az — три скалярные величины —  проекции вектора на оси 
координат.

Для векторных величин определены аналитические операции: сло­
жение, вычитание, умножение.Например, сумма двух векторов а  и Ь 
равна

(74)
ах ьх ах + Ьх

а + b = О у ■ + ■ Ьу О у +  b y

“г Ьг az + bz

Однако существуют физические понятия более сложной природы, 
например напряженное состояние в точке нагруженного тела, которое 
нельзя описать с помощью какой-либо векторной величины. Тогда вво­
дится понятие «тензор», который образуется из трех векторных величин 
подобно тому, как сам вектор образуется из трех скалярных величин. Та­
ким образом, тензор характеризуется девятью скалярными величинами — 
компонентами тензора, которые записываются в виде таблицы. Напри­
мер, тензор напряжений записывается в следующем виде:



Понятно, что тензор напряжений может полностью характеризо­
вать напряженное состояние, так как его таблица включает компонен­
ты напряжений по трем взаимно перпендикулярным площадкам. Из 
предыдущего нам известно, что этих данных достаточно, чтобы выяс­

нить напряжения в произвольной площадке.
Тензор напряжений является симметрич­

ным, так как таблица (матрица) тензора сим­
метричная. Симметрия тензора напряжений 
является следствием парности касательны х 
напряжений. Симметричный тензор характе­
ризуется не девятью, а шестью скалярными 
величинами. К более компактной записи век­
торов и тензоров ведет несколько иной спо­
соб обозначения осей, если вместо символов 
х, у, z  обозначить оси символами х ^ , х 2 , х 3 . 
Компоненты напряженного состояния в осях 
* 1 . х 2 > х з (рис.2.26) обозначаются символами
о и  , ст12. ■ •

Рис. 2.26. Обозначения на­
пряжений при тензорном 
описании напряженного 

состояния

Тензор напряжений в компактной записи будет таким:

<*11

ст21

°31

ст12 ст13 

°22  а 23 

ст32 а 33

= Он i ,  j =  1,2,3. (76)

Тензор, к сожалению , не имеет геометрического образа, однако по 
отношению к тензорным величинам определен ряд операций. Н апри­
мер, сумма двух тензорных величин 7 ^  и 7 ^  есть тензор, причем

Та = 7™ + ■()). <#>)• (77)

Действия над тензорами во многих случаях совпадают с действия­
ми над матрицами.

Тензор напряжений имеет компоненты с двумя индексами, пробе­
гающими значения от 1 до 3. В силу этого он называется тензором вто­
рого ранга. Сущ ествую т тензоры более высоких рангов; с другой сто­
роны, вектор можно называть тензором первого ранга.

При повороте системы координат компоненты тензора изменяются, 
так как по ф изическом у смыслу они представляют собой напряжения 
в координатных площ адках. Однако величины / j  , / 2 и ^ 3  (см.формулы
(68)— (70) ) являю тся инвариантами тензора напряжений.



7. Дифференциальные уравнения равновесия 
элемента тела и краевые условия

Ранее при анализе напряженного состояния рассматривались усло­
вия равновесия элементов тела для определения напряжений в раз­
личных площ адках. Изменение напряжений по граням элементов в 
связи с приращением координат не 
учитывалось, поскольку учет ука­
занных изменений приводил к бес­
конечно малым более высокого по­
рядка малости. По этой же причи­
не исчезли из уравнений и массо­
вые силы  (силы  тяж ести , силы  
инерции и др.).

При анализе напряжений в ко­
сых площ адках достаточно было 
считать, что на параллельных гра­
нях основного п ар ал л ел еп и п еда  
(рис.2.27) с точностью  до беско­
нечно малых первого порядка на­
пряжения одинаковы. Приступим к 
дальнейш им уточнениям, необхо­
димым для анализа распределения 
напряж ений в различны х точках 
тела.

Уравнение равновесия элемента тела в случае одноосного р астя ­
жения. В т о ч к е  А(х,у, z) выделен элем ентарны й п ар ал л ел еп и п ед  
(см.рис.2.27) с размерами ребер dx, dy, dz. Будем считать, что на грани, 
проходящей через точку А, действует нормальное напряжение ох.

Так как рассматривается только растяжение (сжатие) вдоль оси х, 
то по другим граням нормальных напряжений нет, а касательные на­
пряжения но всем координатным граням отсутствуют.

В элементарных площадках, перпендикулярных оси л:, не проходя­
щих через различные точки тела, напряжения ах будут в общем случае 
также различными, т.е.

ox = f ( x , y , z ) .

Тогда следует заключить, что на грани, проходящей через точку В , 
действует нормальное напряжение

Рис. 2.27. К выводу дифференциально­
го уравнения равновесия элемента в 
случае одноосного напряженного со­

стояния — растяжения вдоль оси

дах
(78)



гд е  дах/д х =  d f (x ,y , z ) /d x  — ч а с т н а я  п р о и з в о д н а я  ф у н к ц и и  
ох = f ( x , y ,  z); диф ф еренцирование ведется по переменной л:; перемен­
ные у  и z  условно считаются постоянными величинами.

Например, если напряжение ах является линейной функцией коор­
динат

(5Х — Со + С\Х+ С^у + C3Z, (79)

то
да,.
W - с ' (80)

На тело действует массовая сила (на единицу массы) X  (центро­
бежная сила, сила тяж ести и т.п.). Массовая сила, приложенная к эле­
ментарному объему,

dFy=  рX d x d y d z ,  (81)

где р —  плотность материала.
Из условия равновесия элемента получаем

Эог
- a xd y d z  + ( a x + ~ ^ d x ) d y d z +  p X d x d y d z  = О (82)

или в окончательной форме

3ctv
- ^ + р Х = 0 .  (83)
dx

Замечание. При выводе условия равновесия напряжение а* в пределах грани счи­
талось постоянным. Можно показать, ссылаясь на бесконечно малые размеры граней, 
что учет изменения напряжений в различных точках грани дал бы слагаемое более вы­
сокого (четвертого) порядка малости.

П ример. О пределить распределение растягивающих напряжений в 
бурильной штанге под действием собственного веса. Схема бурильной 
установки показана на рис.2.28. Штанга рассматривается как стержень 
постоянного сечения. Распределение растягивающих напряжений по 
поперечному сечению предполагается постоянным . Ось х  направляем 
вдоль оси стержня. На штангу действует усилие веса.

Если у — удельны й вес материала штанги, измеряемый отношени­
ем его веса к объему (Н /см 3), то на единицу массы приходится усилие

Х == 1 . (84)



s x

К▼x
dfft
di

о 6
Рис. 2.28. Расчетная схема бурильной штанги: 

общая схема; б — элемент штанги; в — эпюра распределения растягивающих 
напряжений по длине штанги

Из условия равновесия (83) следует выражение
Эо*
дх

Эо,
+ РХ = ^ + у =° . (85)

Из последнего уравнения получаем стх(х)= - у х +  С . 
Произвольная постоянная С находится из краевого условия: 
при х  = /

ох(1) = - у 1+ С = 0 .

Определяя С, находим
ох(х)= у  ( 1 - х ) .

Наибольшее напряжение получается в сечении ;с=0:

°OTiax= 7*'-

( 86)

(87)

Из формулы (87) вытекает, что длина штанги не может быть беспре­
дельной: она ограничивается прочностью материала на растяжение. 

Если допустимое напряжение на растяжение

[<*]■ (88)

гд е  о в — п р е д е л  п р о ч н о ст и , п  —  за п а с  п р о ч н о с т и  (о б ы ч н о  п 
= 1 ,5 * 2 ,5), то предельная длина штанги постоянного сечения по равен­
ству (87)



[ a  ]D i а в
/п р = ------£ = - - 5 .  (89)
пр у п  у

Из последней формулы следует, что для штанги наиболее подхо­
дящими будут материалы, обладающие высоким пределом прочности 
и малым удельным весом. Отношение

О»
(90)

иногда назы ваю т удельны м  пределом  прочности.Он имеет размер­
ность длины. Эта характеристика чрезвычайно важна для авиационных 
материалов, так как вес авиационной конструкции является одним из 
ее основных показателей; обычно ов =10-5-40 км.

Д и ф ф ер ен ц и альн ы е уравнения равновесия элемента тела. Рас­
смотрим равновесие элемента тела, примыкающего к точке А  с коор­
динатами х, у, z  (рис.2.29); размеры ребер dx, dy, dz. На гранях элемен­
та, содерж ащ их точку А,  напряжения имеют следующие значения:

ADEF: ах , х ^ ,  xx z ;
A B C D : Сту, хух, xyz;
A B G F . oz , xzx, хzy .

На рис. 2.29 показаны не все напряжения, чтобы излишне не загро­
мождать чертеж . На других гранях будем иметь:

Эо_ дхп  дхХ7
HGBC: ох + ~ ^ d x ,  х ^ +  ~ ^ d x ,  xx z+ ~ ^ d x ;

HGFE: Oy + d y , xyx + ~ ^ d y ,  xyz+

Эа2 ЭХуу
H CDE:  a z + ~ ^ ~ d z ,  x ^  d z , x^-t- - ~  d z .

П риращ ение напряж ений по отношению к другой параллельной 
грани связано с приращением одной из координат. Кроме напряжений 
на гранях элемента, на него действует массовая сила, компоненты ко­
торой обычно обозначают X, Y, Z.

Составим суммы проекций всех сил на оси координат. Удобно сра­
зу рассматривать две параллельны е грани, так как напряжения на них 
направлены в разные стороны. Рассмотрим проекцию сил на ось х. На 
гранях A D E F  и B C H G  составляю щ ие по оси х  имеют только нормаль­
ные напряжения:



дах
- a x dydz + ( ах + dx )dydz.

Среди сил, действующих по граням A D C B  и FEHG, проекцию на 
ось х  дают касательные напряжения:

Эх™
- x yxdxdz+ (iyX+ dy)dxdz .

Силы на гранях ABGF  и D CHE  составляют проекцию на ось х:

ЭХд,.
- x zxdxdy+ (%2х+ -z-— dz)dxdy.

dz

Сумма проекций всех сил с учетом массовой силы дает следую щее 
условие:

< 9 1 >

Аналогично для других осей:
Эт™ 3av 3x7V
- I ? + 1» + 1>f+ Py = 0 ’ (92)



Уравнения (91)-(93) представляют собой три дифференциальных  
уравнения р а в н о ве с и я  элемента тела в прямоугольных (декартовых) 
координатах.

Из механики известно, что в общем случае для любого тела, нахо­
дящ егося в равновесии, должны выполняться шесть условий равнове­
сия (три —  для составляющих усилия и три — для составляющих мо­
мента). Три условия для моментов были рассмотрены ранее, и они не 
изменяются при учете приращения напряжений по граням элемента. 
Эти три условия представляю т свойства парности касательных напря­
жений:

^ху  = Тух > Tyz =  ^zy  > ^ZX — T-XZ ■ (94)

Д иф ф ерен ц иальн ое уравнение равновесия элемента в тензорной 
форме. Вспоминая тензорные обозначения и учитывая свойство парно­
сти касательных напряжений cty = oyi-, можно записать уравнения рав­
новесия в следую щ ем виде:

Эап Эо12 Эст13
-+  P * i =  О,

+  р * 2 = ° >  <9 5 > 

+ pJf3 = о .

Ч исловая индексация осей позволяет применить приемы сокра­
щенной записи. Три уравнения (95) запишем в виде

ai j J + p X i = 0 ,  / = 1 , 2 , 3 .  (96)

В уравнении (96) запятая в индексе означает дифференцирование 
по координате, указываемой следующим за запятой индексом. Далее в 
тензорной записи используется правило Эйнштейна: по двум одинако­
вым индексам проводится суммирование от 1 до 3. В уравнении (96) 
такое суммирование проводится по индексу j .  Давая индексу i значе­
ния 1,2,3, получаем каждый раз одно из уравнений (95).

К раевы е условия для напряж ений. Уравнения равновесия (94)-(96) 
справедливы для всех внутренних элементов. Равновесие элементов, 
примыкающих к поверхности тела, обеспечивается выполнением кра­
евых условий (рис.2.30,а,б).

obcj
+

дх2 + Эх3

Эа21 Эс*22

Эх]
+

дх2 + ах3

Эа3 1
+ д<Уз2 йозз

cbci дх2 + а* 3



Допустим, что на поверхности тела заняты внешние распределен­
ные нагрузки (напряжения на поверхности). Вектор напряжения

Р \  ( Рх ’ Ру > Pz )

имеет составляющие по осям х, у  и z  соответственно р х , ру , p z. Э ле­
мент поверхности dS, нормаль к которому V, можно рассматривать как 
косую площадку и записать аналогично соотношениям (55)— (57):

GJ + %у/ п  + xzj i  = р х ,
т„ / + с у л +  v *  = Ру, (97)
W +  V й +

где I, т , п — составляющие еди­
ничного вектора нормали (направ­
л я ю щ и е  к о с и н у сы  н о р м а л и );  
ох , . . . ,  ХуХ . . .  — компоненты на­
пряженного состояния в точках по­
верхности.

Е сли часть  поверхности  сво­
бодна от действия внешней нагруз­
ки, то для точек этой части повер­
хности

Рх=  °> Ру= °> P z~  0 . (98)

Д е й с т в и е  с о с р е д о т о ч е н н ы х  
сил. В конструкциях встречаю тся 
внешние нагрузки, приложенные к 
небольш им участкам поверхности 
(рис.2.31).

В таких случаях удобно ввести 
понятие (модель) сосредоточенно­
го воздействия, или сосредоточен­
ной силы.

Пусть на участке поверхности 
S о (рис.2.32) приложены внешние 
распределенны е нагрузки, интен­
си вн о сть  которы х (н ап ряж ен ие) 
равна р .  Если площадь 5 0  мала, а 
напряжения р  велики, то их дейст­
вие можно заменить сосредоточен­
ным усилием

Рис. 2.30. Краевые условия 
для напряжений: 

а — общий случай действия распреде­
ленной по поверхности нагрузки; 

б — поверхностные нагрузки, действу­
ющие на хвостовик лопатки компрес­

сора газотурбинного двигателя

Рис. 2.31. Пример действия сосредото­
ченных сил (взаимодействие вала 

и шарикоподшипника)



P = p S 0. (99)

На достаточном удалении от малой площадки 50 в двух схемах дей­
ствия внешней нагрузки напряжения будут практически одинаковыми, 
что дает основания для использования представления о сосредоточен­
ном воздействии внешней нагрузки. Точнее, под сосредоточенной си­
лой понимается предел

lim ( S0 ) = Р . (100)
р  —» оо
s0-»o

В местах приложения сосредоточенных сил интенсивность повер­
хностной нагрузки стремится к бесконечности. Это заключение в со­
ответствии с равенствами (97) относится и к компонентам напряжен­

ного состояния в точке приложения 
силы (в некоторой малой области).

Следует всегда иметь в виду, что 
модель сосредоточенного воздейст­
вия является расчетной схемой, даю­
щей достоверные результаты на не­
котором удалении от точки прило­
жения силы. Однако представление 
о сосредоточенном воздействии час­
то очень удобно, и оно широко при­
меняется в технических расчетах.

Принцип Сен-Венана для крае­
вых условий. Рассмотрим тело, ко­
торое нагружается на одном из не­
больших участков распределенными 
у с и л и я м и . В о д н о м  с л у ч а е  
(рис.2.33,а) нагрузка распределена в 
пределах участка равномерно, в дру­
гом (рис.2.33,б) — неравном ерно . 
Равнодействую щ ие двух распреде­
ленных нагрузок

P = j p d S 0 ( 101)

«о
одинаковы.

Отметим, что системы внешних сил на участке, имеющие одинако­
вые значения равнодействую щ его усилия, называются статически эк­
вивалентными. В двух случаях нагружения напряженные состояния в

Рис. 2.32. Сосредоточенная сила как 
результат предельного перехода: 

а  — поверхностная распределенная 
нагрузка; б — замена распределен­

ной нагрузки сосредоточенной силой



детали в пределах участка нагружения будут, 
конечно, различными, но на некотором уда­
лении от рассматриваемого участка окажутся 
практически одинаковыми.

Сущность принципа Сен-Венана состоит 
в следующем. На удалении от нагруженного 
участка поверхности порядка наибольш его 
линейного размера участка особенности рас­
пределения нагрузки в пределах участка не­
существенны, важно только значение равно­
действующего усилия. Для нагружения, по­
казанного на рис.2.33, при г » г 0 напряжения 
и деформации в точке В  будут практически 
одинаковы ми. П ринцип С ен-В енана им еет 
большое практическое значение, так как час­
то позволяет упростить краевые условия, ес­
ли основной интерес представляют напряже­
ния и деформации на некотором удалении от 
места приложения нагрузки.

Принцип назван в честь французского ученого-инженера Б.Сен 
Венана (1797— 1886), одного из создателей современной теории упру 
гости.

Рис. 2.33. Принцип 
Сен-Венана



Г л а в а  3 
ДЕФОРМАЦИИ

Из опыта известно, что под действием внешних усилий элементы 
машин и конструкций изменяют свои первоначальные размеры и ф о р ­
му (удлинение болта, прогиб труб и балок и т.п.).

В большинстве случаев изменения размеров и формы после при­
ложения нагрузки невелики, но в ряде случаев они могут препятство­
вать нормальной работе. Умение определить деформации и устано­
вить их допустимые значения имеет важное значение при проектиро­
вании и расчете конструкций. Рассмотрение деформаций необходимо 
такж е для выяснения закона распределения напряжений в элементах 
конструкций, для оценки работоспособности по условиям прочности.

В теории деф ормаций сопоставляются начальное и деформирован­
ное состояния тела. Время деформирования, траектории точек тел а  в 
процессе деформации, физические свойства тела оставляются в сто­
роне. Изучается геометрическая задача — изменение длины и взаим­
ных углов поворота линейных элементов тела.

8. Понятие о перемещениях и деформациях
П ер ем ещ ен и я  и д еф о р м ац и и  в случае простого  растяж ен и я .

Е сл и  к стер ж н ю , зак р еп л ен н о м у  в корневом  сечении  (р и с .3.1), 
п рилож и ть  на другом  торце осевое усилие, то произойдет у д л и н е­
ние стерж ня —  то ч ка  А  п ерейдет в точку А*.

Перемещ ение точки А  в процессе деформации (отрезок АА*) обоз­
начается на рис.3.1 величиной и. Чем длиннее будет стержень, тем 
больш е перемещ ение его конца под действием нагрузки. Деформацию 
материала стерж ня характеризует отношение перемещения к первона­
чальной длине:

I -  / р _  и  

In In
( 1)

Величина £ является безразмерной и называется линейной д еф о р ­
мацией или, более кратко, деформацией.  При сжатии стержня (/ < / 0



и и < 0 ) деформация становится отрицательной 
(е<  0). Деформация в материале конструкции 
в рабочих условиях составляет сотые, редко де­
сятые доли процента. При разрушении деф ор­
мация конструкционных материалов достигает 
десятков процентов (обычно до 30%). Равенст­
во ( 1 ) используют для определения малых де­
формаций (е < 0,1). При больших деформациях 
следует рассмотреть весь процесс деформиро­
вания. Пусть в данный момент нагружения пе­
ремещение конца стержня составляет и и про­
исходит приращ ение перемещ ения du. Т огда 
приращение деформации

dude = 10+ и
Рис. 3.1. Удлинение — 
деформация стержня 

при растяжении

Д еф орм ац и я стерж ня при изменении его 
длины от / 0 до I составит

Г du  г dx , I
J / . . .  J -  1п, •10 + и х  10 (2)

Величина е^, определяемая из последнего равенства, называется 
ист инной  деформацией  (или логарифмической деф орм ацией). Раз­
лагая в ряд выражение (2 ), находим

еи = In ( 1 + е ) = In
( \2 и

Л ,V

+

При малых £ формулы (1) и (2) совпадают, при £ > 1% расхождение 
может быть заметным, при £>  1 0 % —  существенным.

В дальнейш ем основное значение имеет случай малых деф орм а­
ций, что позволяет использовать наиболее простую зависимость ( 1 ). 

Погрешность равенства (1)

е -  £и
< ^ \ г \ ( 3)

Н априм ер, если , как обычно, д еф о р м ац и я  в рабочих  у сл о ви ях  
меньше 0,5%, то погрешность формулы  (1) меньше 0,25%; такая по­
греш ность вполне допустима в технических расчетах , так  как она 
меньше погрешности самих измерений.



Л инейная деформация. Рассмотрим 
определение линейной деф ормации в 
точке А  деформируемого тела (рис. 3.2). 
Линейная деформация в различных на­
правлениях будет различна, и следует 
указать не только точку, в которой опре­
деляется деформация, но и ее  направле­
ние. Пусть деформация определяется в 
направлении, задаваемом единичным век­
тором S  (см. рис. 3.2).

На указанной прямой рассматривается 
вторая, бесконечно близкая точка В и 
п р о сл еж и в ает ся  и зм ен ен и е  о тр езк а  

AB=dS  в результате деформации. После общей деформации тела точка 
А  перешла в точку А*, точка В —  в точку В*.

Будем называть линейной  деформацией  в точке А  в направлении
S  следую щ ую  величину:

Рис. 3.2. Определение линей­
ной деформации в точке А 

в заданном направлении

А *В* -  А В  ds* ds
А В ds (4)

Рис. 3.3. Общая деформация элемен­
та как сумма линейной и угловой 

деформации

Рис. 3.4. Определение угловой де­
формации и точке между двумя 

взаимно перпендикулярными 
направлениями

где А*В* = ds* — длина отрезка ds по­
сле деформации.

В дальнейш ем  б у д ет  показано, 
каким образом вычисляется линей­
ная деформация, если известны пе­
ремещ ения точек в деф ормирован­
ном теле.

У гловая д еф орм ац и я. Линейная 
деформация не может полностью оха­
рактеризовать  изм енение элемента 
т е л а  при его деф орм ировании , так 
как возможно не только  изменение 
линейных размеров, но и скос граней. 
На рис.3.3 показан общий случай де­
формации плоского элемента. Пере­
ход от начального состояния ABCD  в 
конечное A*B*C*D* (точки А и А* ус­
ловно совмещены) осуществляется за 
счет изменения длины (без изменения 
углов) и за счет изменения углов (без 
изменения длины).



Изменение угла между двумя взаимно перпендикулярными до д е­
формации направлениями называется деформацией сдвига.  В общем 
случае для определения деформации сдвига в точке А  между направ­
лениями s и г рассматриваются два бесконечно малых отрезка А В  и А С  
вдоль указанных направлений (рис. 3.4). Деформация сдвига

fsr Ylsr+ J2sr I (5)

гДе J ls r  ?2sr — углы поворота отрезков в плоскости sr относительно 
первоначальных направлений.

9. Связь перемещений и деформаций

П еремещ ения, составляю щ ие перемещ ений. Допустим, что име­
ется система координат х, у, z  (рис.3.5), неподвижная в пространстве 
(например, жестко связанная с точками закрепления тела). Произволь­
ная точка тела до деформации имеет координаты х, у, z  .

После деформации точка А  пе­
рейдет в точку А*. Вектор А*А пред­
ставляет собой перемещение точки 
А .  П ерем ещ ения точек тел а  в р е ­
зультате деф ормации обычно счи­
таю тся малыми относительно л и ­
нейных размеров конструкции.

Замечание. С ледует подчеркнуть, что 
порядок малости всегда предполагает нали­
чие «эталонных» величин, относительно ко­
торых определяется порядок малости. На­
прим ер, перемещ ения точек поверхности 
Земли в результате температурных напряже­
ний могут составлять 50— 100 км, однако эти
перемещения являются малыми по сравнению с радиусом Земли R ~ 6400 км.

Составляющ ие перемещения точки А  по осям х, у, z  обозначим и, 
V, w. Рассмотрим отрезок АВ, параллельны й оси х.  Д лина отрезка рав­
на dx. Составляющие перемещения точки В  будут отличаться от со­
ставляющих в точке А, так как функции и, V, w  получат приращения 
(координата вдоль оси х  в точке В  имеет значение ( х  + dx) .  Состав­
ляющие перемещения в точке В  будут такими:

Рис. 3.5. Определение линейной 
деформации в направлении оси ez

Эи ,и + ~т~ d x , 
дх

dv , dw , w + -г— dx . dx



В результате деформирования точки А  и В  перейдут в точки А* и 
В*. Координаты указанных точек А, В, А*, В*:

A ( x , y , z ) ,  В ( х  + d x , y , z ) ,

А * (х +  и ,у+  v ,z+  w ) ,
. . Эи , dv , dwВ  (jc+  dx  + и +  —  dx ,у +  v+ r r -d x ,z +  w + -z— d x ) .dx dx dx

Ф ормулы  Коши для линейны х деформаций. Линейная деформа­
ция в точке А  (х,у, z) в направлении оси х  будет равна

А*В * -  АВ  
А В (6)

Из аналитической  'геом етрии известно, что расстояние I между 
двумя точками с координатами ( x 2 ,y2 , z 2 ) и (-*•! >У\ > z l ) Равно

1= V ( х 2 -  х х )2 + (у2 -  у i )2 + ( z 2 -  z, )2  .

Применяя эту формулу для определения длины отрезка А*В*, по­
лучаем

А  В' = < ь У 1 + ди
дх

Л 2  f d v Y  . f d w
дхv дх

Учитывая, что AB=dx,  находим из равенства (6 )

e ,=  V 7
0  ди

+ 2 S  +

to 'dv 2 'dw 2

дхV 7
“Г

дх
\

+
dx

(7)

Рассмотрим теперь случай малой деформации, когда

д и , dv  , dw . 
дх ’ дх ’ дх <К '

Вспоминая, что при а « 1

( 1 + а )" = 1 + п а  + . . .  ,

из соотнош ения (8 ) находим

ди 1 

** ~ дх + 2
f d u f . г ' 3 w ^

2 '

1 l 4  + дх\
+

()Х
К ) .

( 8)

(9)



Членами, стоящими в квадратных скобках, при малых деформациях 
(условие (8 )) допустимо пренебречь, и тогда

Эи
£* = ах -

( 10)

Соотношение (10), которое пред­
с т а в л я е т  первую  ф орм улу  К ош и, 
мож но п олучи ть  сразу, если  во с­
пользоваться правилом, справедли­
вым при малых деформациях: для 
определения линейной деформации 
в заданном направлении достаточно 
рассмотреть проекции перемещения 
то ч е к  на за д а н н о е  н а п р а в л е н и е .
Иными словами, для оп ределен и я 
малой деформации вдоль оси х  до­
статочно принять во внимание то л ь­
ко составляющие перемещения по оси х.

На рис. 3.6 показаны проекции точек А* и В* на направление АВ,
*  *  дипараллельное оси х.  Отрезок А^А  равен и, a BJB — и + dx. Малая де-

Рис. 3.6. Определение малой линей­
ной деформации в направлении оси х

дх
формация в точке А  в направлении оси х  равна

Э и ,
А Х - А В  Ъх ^ ди 

дх 'х А В  дх

Аналогичным образом можно найти следую щ ие зависимости:

dv

dw 
£z ~ dz '

( И )

( 12)

Соотношения (10) — (12) составляю т три первые формулы Коши.
Ф ормулы Коши для угловых деф орм аций . Рассмотрим определе­

ние деформации сдвига в точке А  (рис. 3.7) в плоскости, параллель­
ной плоскости уОх. Для этого проследим за изменением угла между 
отрезками А В  и АС,  составляющими первоначально прямой угол. Д ли­
на отрезков до деформации AB=dx, AC=dy.  П редполагая деф ормации 
малыми, достаточно рассмотреть проекции перемещ ений на плоскость 
хОу  (условно считая w=0).



Проекции отрезка А*В* на оси х  и у  будут dx+ ^ d x , ^ d x .  

Далее находим
dv

tgY i- Yi =
dx

-v dx ..Эл: dv
~  dx'1 + Э и 

obc

так как ди /дх  «  1.
П роекции отрезка А*С* на оси х  и у  соответственно равны

—  И
du , , d v  , . Эу Эи—  d y , d y+  dy и tg у2 = y2 =  — ^  ~ —by J ' dy 

Угол сдвига

dy 1 + dy '
Эу /

du . dv
Уху= Yi + Y2 = +Эу Эх

(13)

.dv „
Аналогичным образом можно 

получить

(И)Уу2~ d z + dy 

Эн> du
Ъ х = dx + dz '

(15)

Формулы (13) — (15) пред­
ставляют формулы Коши для ма­
лых деформаций сдвига.

Сводка результатов. При ма­
лых деформациях, когда произ­

водные перемещений по координатам значительно меньше единицы, 
связь перемещений и деформаций выражается формулами Коши:

Рис. 3.7. Определение деформации сдви­
га в точке А  в плоскости уОх

du _  dy _ dw 
£х~ dx ’ е>’_ d y ’ dz ;

du dv d v  dw chv du
Уху~ dy + dx ; ly z~ dz + Эу ; yzx= dx + dz •

(16)

Тензор деформ аций. Тензор деформаций имеет структуру, полно­
стью аналогичную тензору напряжений (см. разд. 6):



т =1 е
°ху

Еул: Еу Eyz
ẐX £-Zy Ez

е* 2 Уху 2  Ух2

1 1
2 Уух Еу 2 Y> z
1 1
2 Угх 2 Угу Ez

Отметим, что тензорная деформация сдвига еосу = ~̂ Уху- По анало­

гии с инвариантами напряженного состояния запишем инварианты де-- 
формированного состояния

•Ле &c+ ^y +  Ez ;

• _ -Уу2 _ I  f  _  1^2 .
'X Л Ixy л tyz a izx  у

•̂ Зе —

Ех 
1
2 Уух 

1
о Izx

1
2 Yjty

£у,
1
?izy

1
2 Yxz 
1
2 Jyz

(18)

(19)

(20)

Напомним, что инвариантами 
деф орм ированного (или напря­
женного) состояния называются 
величины, не зависящие от выбора 
системы координат. Разберем ф и­
зический смысл первого инвариан­
та  д еф о р м и р у ем о го  со сто я ­
ния.Найдем изменение объема эле­
мента тела (рис. 3.8) при деформа­
ции. Первоначальный объем эле­
мента

d V  = d x d y d z , (21)
Рис. 3.8. Изменение объема элемента 

тела при деформации

После деформации ребра получили деформации , £у, ez.
Новый объем можно вычислить, пренебрегая деформациями сдвига:

dV= ( 1 + ех  ) ( 1 + £ у ) ( 1 + ez ) dxdy dz. 

Объемная деформация составит

гг\



d V -  dVa
Zy=  = ( 1 + ex ) ( l  + ey) (1 + ez ) -  1

или в пределах малых деформаций

£у = (24)

Первый вариант / i e представляет объемную деформацию, т.е. от­
носительное изменение объема частицы материала. Это изменение за­
висит от свойств материала и напряженного состояния и не может за­
висеть от выбора осей системы координат.

Отметим, что тензор деформаций является симметричным, так как 
по определению

Уху = Чух ’ yyz= lzy>  Угх = Yxz- (25)

Если применяются для осей х, у, z  обозначения , х2 , х3 , то тен­
зор деформации имеет следующий вид:

Т  = ‘ г

1

е11 е12 е13 
е21 е22 е23 
е31 е32 е33

(26)

1
где еи  -  £,., е12 -  ^  Уху > е13 -  Zxz -  2 Ъ г

Компоненты перемещения обозначаются и \ ,  и 2 ,  и $  .

Замечание. Преимущества тензорных обозначений легко видеть на примере тензор­
ной записи уравнений Коши для компонентов тензора деформаций:

i ,j=  1,2,3, (27)

где запятая в нижнем индексе обозначает дифференцирование по координате, указыва­
емой следующим за запятой индексом. Например,

El 3ui 1 (  Эщ ди2 )
1=^ ’ Е12= 2 I Их2 + йхГ ит-д-

10. Уравнения совместности деформаций

Первая группа уравнений. Деформация в окрестности точки де­
формированного тела описывается шестью скалярными величинами: 
линейными деформациями ех , £у и е2 по трем взаимно перпендику­
лярным направлениям и угловыми деформациями у^ , уу г , у^.



Вместе с тем из формул Коши сл ед ует, что ш есть величин  
Ех> £у> £z> Уху* Ууг> У.zx выражаются через производные трех функций 
и, V, w. Следовательно, между компонентами деформаций должны су­
ществовать зависимости, вытекающие из условия, что для непрерыв­
ных дифференцируемых функций порядок дифференцирования не 
сказывается на окончательном результате, например:

Эх ду
Э (
ду дх

# £ ____ Э^_
дх ду дудх '

Возьмем для сопоставления следующие формулы Коши:

Экди 
Эх ’ £у = Э у ’ Ъу*

д и 
ду

dv  
дх ’

Дифференцируя величину по х  и по у, найдем

_ д3и 
д х ду дхду2 дxzdy

д3У Э2^  Э2£у 

А . . "  Эу2 +  Эх2 '
(28)

Подобным образом или способом круговой перестановки индексов 
можно получить

^Yyz Э2£у Э2£2

dz2

сРе,

дудг

дх2 ' dz2

Эу

д?ег
- +

(29)

(30)

Уравнения (28)—(30) образуют первую группу уравнений совм ест ­
ности деформаций.

Вторая группа уравнений. Существуют еще три тождества, кото­
рые получаются несколько более сложным путем.

Выпишем выражения для деформаций сдвигов:

(31)

(32)

(33)

ди dvII£

ду + d x ’

dv dwII•2 dz + dy

dw du
Уzx = дх + dz



Для того чтобы связать производные деформаций сдвигов с про­
изводной от ех , попытаемся исключить из правых частей уравнений 
(31) функции V и w. Так как следует сохранить в правой части одну 
производную от и, то нужно продифференцировать уравнение (31) по 
z, а уравнение (33) — по у. Тогда получим

дУху 
Эz

Э 2и 
Эу дz

сftw

ЭУ
дх dz ’

д2иdJzx_  ____ + ____
ду дхду дудг'

Из (34) и (35) найдем

foxy
dz

dlzx 
ду '

2 ^  + 
dydz

d2v ()2w_
dx dz + дхду'

(34)

(35)

(36)

Сумма двух последних членов в правой части равенства в силу за­
висимости (32) равна

д2У Э2уу z 
дх dz дх ду дх

Тогда можно записать

дУху
dz дх

дЪ:
ду

д2и 
ду dz

(37)

Теперь, чтобы получить в правой части равенства производную от 
£х , достаточно продифференцировать соотношение (37) по х:

_Э_
Эх

4 c Z _ ^ z  дЪх 
dz Эх + Эу

Э2̂
Эу dz

(38)

С помощью круговой перестановки индексов получим еще два 
тождества: <

д
Эу дх ду

zx . fyc?
dz

д 2 £ у

dz dx ’
(39)

Э
dz

dlzx
ду

дУху dyyz 
dz + ~дх

d \  
dx dy '



..

ШШ-

иТ Г

Уравнения (38)— (40) составляю т 
вт орую  группу уравнений совмест но­
ст и деформаций.

Замечание. Ш есть уравнений совместности 
деформаций (уравнения (28)—(30), (38), (40) были 
установлены Б.Сен-Венаном. Уравнения совмест­
ности часто называют тождествами Сен-Венана.

Физический смысл уравнений совместности 
деформаций состоит в следующем. Компоненты 
деформации однозначно описывают деформацию 
элемента тела. В деформированном состоянии все 
элементы должны образовывать единое тело. Ес­
л и  условия совместности деформаций нарушают­
ся, то из отдельных элементов нельзя составить 
тело без разрывов и пустот (рис.3.9). В том слу­
чае, когда уравнения совместности удовлетворя­
ются в каждой точке тела, перемещения и, v и w 
будут непрерывными функциями координат, что 
гарантирует непрерывное преобразование началь­
ной формы тела в конечную (деформированную).

Если решение задачи о напряженном и деформированном состояниях сводится к 
отысканию перемещений и, v, w и последние выбираются среди класса непрерывных 
функций с непрерывными частными производными до третьего порядка, то уравнения 
совместности деформаций удовлетворяются тождественно.

Рис. 3.9. Деформированное со­
стояние тела при нарушении ус­
ловий совместности деформаций



Г л а в  а 4
МЕХАНИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 

КОНСТРУКЦИОННЫХ МАТЕРИАЛОВ

Для оценки прочностной надежности конструкций необходимо 
изучить поведение материала в служебных условиях при действии 
внешних нагрузок, температур и т.п.

В соответствии с принятой моделью материала — моделью сплош­
ной среды — мы отказываемся от изучения внутренней микрострукту­
ры материала (поведения кристаллической решетки, развития дисло­
каций и т.д.) и будем использовать феноменологический подход. Та­
кой подход означает, что, не вдаваясь в сущность внутренних процес­
сов, феномен изучают по его внешним проявлениям при различных 
внешних воздействиях.

Не обсуждая общности подобного метода, используемого во мно­
гих областях науки и техники, укажем, что феноменологический под­
ход предопределяет необходимость экспериментального изучения ме­
ханических свойств материалов. Эти свойства изучаются в системе 

опытов с образцами материалов простой формы при 
воспроизведении основных особенностей нагружения.

11. Диаграммы деформирования, 
пределы текучести и прочности

И спы тания на растяжение образцов материала.
О сновны м  способом определения механических 
свойств материала является получение зависимости 
между напряжениями и деформациями при растяже­
нии. На рис. 4.1 показана схема испытания образцов в 
специальных испытательных машинах. Головки образ­
ца размещаются в захватах машины, к которым при­
кладывается внешнее усилие Я. В процессе испытания 
измеряются усилие и средняя деформация на опреде-

. 0 dp

Р
Рис. 4.1. Схема испытания круглых образцов на растяжение



ленной длине образца /0- В результате строится зависимость между на­
пряжениями и деформациями в образце материала:

а  = / ( е ) ,  (1)

которая называется диаграммой деф ормирования.
Напряжение в цилиндрической испытуемой части образца

c = P / F ,  (2)

где Р — внешнее усилие; F — площадь поперечного сечения образца
О ^( F =  n d / 4 ,  d  — диаметр образца).

Деформация

где I — длина контрольного участка образца после деформации.
Упругость, модуль упругости, пластичность, закон разгрузки и 

закон упрочнения. При проведении опытов с растяжением образцов 
выявляются общие свойства конструкционных материалов — свойства 
упругости и пластичности (рис. 4.2). Если напряжение о  не превышает 
предела упругости а у, то зависимость между напряжением о  и дефор­
мацией е оказывается линейной:

о =  £ е .

В этой зависимости Е — модуль уп­
ругости материала. Величина Е являет­
ся важной характёристикой материала.
Так как деформация — безразмерная 
величина, то размерность модуля упру­
гости совпадает с размерностью напря­
жения.

М одуль упругости имеет разм ер­
ность силы, деленной на площадь. На 
практике он измеряется в мегапаскалях 
(1 МПа= 1 Н/мм2).

В технической системе единиц ве­
личина Е измеряется обычно в кгс/см2.

Значение Е для некоторых конст­
рукционных материалов таково: для 
сплавов на основе ж ел еза  £ = 2 1 0 5 МПа, для титановы х сплавов 
Я = М 05 МПа, для алюминиевых сплавов £=0,78 105 МПа.

(4)

Рис. 4.2. Свойства упругости 
и пластичности материала, 

определяемые при испытании 
на растяжение



Значение Е  на кривой деформирования при определенных масштабах 
для а  и е численно равно тангенсу угла наклона линейного участка:

£ = t g p . (5)

Линейная зависимость между напряжениями и деформациями яв­
ляется важным проявлением упругости материала. Однако основное 
проявление упругости материала состоит в следующем.

Если при о <  Оу прекратить нагружение материала и снять внеш­
нюю нагрузку, деформация материала исчезнет (точка, изображающая 
состояние материала, вернется в начало координат).

Напомним, что свойство упругости материала как раз и заключает­
ся в том, что после снятия внешнего воздействия все размеры детали 
(элемента конструкции) восстанавливаются. Для подавляющего боль­
шинства конструкционных материалов, как показывает опыт, свойство 
упругости сохраняется до определенного значения действующего на­
пряжения.

При возрастании напряжений свыше предела упругости (ст> оу) 
зависимость о  от е перестает быть линейной.

Если в некоторый момент нагружения А прекратить нагружение и 
снять нагрузку, то разгрузка пойдет по прямой АА*, приблизительно 
параллельной начальному участку (закон разгрузки). Точка Л перей­
дет в точку А*, и в материале сохранится остаточная деформация Ер, 
которая представляет собой пластическую деформацию в материале, 
образовавшуюся при его нагружении. Полная деформация е в момент 
нагружения А

г = ее + гр , (6)

где упругая деформация
ее = а / Е .  (7)

Уравнение (6) справедливо для любого момента деформации. Уп­
ругая составляющая деформации не исчезает при появлении пласти­
ческих деформаций, поэтому следует говорить об упругопластических 
деформациях материала. Однако если упругая деформация для метал­
лов достигает значения примерно 0,2—0,8%, то пластическая дефор­
мация может быть'20—40%. В тех случаях, когда пластическая дефор­
мация значительно больше упругой (пластическое деформирование 
при технологических процессах и т.п.), упругими деформациями пре­
небрегают (модели жесткопластического тела).

Значение модуля упругости Е в формуле (7) принимается в боль­
шинстве расчетов не зависящим от пластической деформации. Однако 
опыты свидетельствуют, что пластические деформации оказывают не­



которое влияние на значение Е: при Ер > 1% возможно снижение Е 
на 5— 10%.

При повторном нагружении из точки А* процесс нагружения пой­
дет по прямой А*А, т.е. зона упругой деформации (по уровню напря­
жений) возрастет. После предварительной пластической деформации 
происходит упрочнение материала (закон упрочнения), при дальней­
шем нагружении (переход от точки А  к точке В) деформирование идет 
так же, как в случае однократного нагружения.

Замечание. Закон упрочнения прогнозирует повышение сопротивления материалов 
возникновению пластических деформаций при повторном нагружении — повышение 
предела упругости после предварительной пластической деформации. Существенно, 
что повторное деформирование идет в том же направлении. Если после пластической 
деформации растяжения провести деформирование в противоположном направлении 
(на сжатие), то упрочнение не наблюдается.

Предел текучести и предел прочности. На рис. 4.3 показана зави­
симость между условным напряжением а  и деформацией е. Условное 
напряжение вычисляется по формуле

где dQ — первоначальный диаметр образца.
При значительных деформациях (е > 1%) заметна разность между 

условными и истинными напряжениями:

где d  — диаметр образца в процессе 
нагружения (деформирования). Значе­
ние а и на диаграмме деформирования 
показано штриховой линией.

Наиболее важными характеристика­
ми сопротивления материала внешним 
нагрузкам являются пределы текучести 
и прочности. Предел текучести харак­
теризует сопротивление материала воз­
никновению пластических деф орм а­
ций. Так как переход от участка упру­
гости к зоне появления пластических 
деформаций для большинства матери­

Рис. 4.3. Определение пределов 
пластичности и прочности на ди­

аграмме деформирования



алов носит плавный характер, то условились назначить определенную 
границу, после которой пластические деформации признаются суще­
ственными. Такой границей выбрано значение остаточной деформации 
0,2%.
' П ределом  текучести Ст0 2 называется напряжение, которому соот­
ветствует остаточная (пластическая) деформация 0,2%. Часто предел 
текучести называется пределом пластичности; в технической литера­
туре предел текучести а 02 обозначается также символами о Т, os. Важ­
нейшей характеристикой прочности является предел прочности. Он 
определяется как отношение

гДе Рmax — наибольшее растягивающее усилие в процессе испытания 
до разрушения; Fq — первоначальная площадь поперечного сечения 
образца (для круглого образца F0 = tuIq/4).

На последнем этапе растяжения образца в его цилиндрической ча­
сти образуется местное сужение ("шейка", см. рис. 4.3) и процесс раз­
рушения идет при уменьшающемся внешнем усилии Р. В точке В про­
исходит потеря устойчивости равномерного пластического деформи­
рования (пластическая деформация в этой точке ев), и на последнем 
этапе деформация происходит лишь в зоне шейки.

Наибольшее усилие при разрыве образца Ртах (оно действует в 
точке В) легко определяется измерительным устройством, так как на­
растание усилия идет плавно.

Поскольку величины Ртах и F0 определяются просто, учитывая, 
что в момент отрыва истинное сопротивление сти > ств (см. рис. 4.3), 
условились определять предел прочности по равенству ( 10).

П ределом  прочност и  а в называется напряжение, соответствую­
щее наибольшему усилию при разрушении образца,, отнесенному к 
первоначальной площади поперечного сечения. Значения пределов 
текучести и пределов прочности для некоторых конструкционных ма­
териалов приведены в табл.1.

Обычно пределы текучести составляют а 02= (0,5^0,9) сгв, причем
большие значения относятся к пределу прочности для легированных 
сталей и титановых сплавов.

О пределение предела прочности материала с помощью испыта­
ния твердости. В заводских условиях часто требуется определить 
прочность материала детали, например для проверки правильности 
проведенной термообработки. Вырезка образца из окончательно изго­



товленной детали невозможна, и для косвенного определения прочно­
сти материала применяют испытания на твердость.

Таблица 1

Значения пределов прочности, текучести и удлинения при растяжении

Материал а в, МПа сто,2, МПа S , %

Низкоуглеродистые
стали 300—400 180—250 20—40

Среднеуглеродистые
стали 500—700 300—500 10—20

Легированные стали 800— 1200 600—900 8— 16

Титановые сплавы 900— 1100 800—900 8—20

Алюминиевые сплавы 200—450 180—300 8—20

Наиболее распространенными являются испытания на твердость по 
Бринеллю (рис.4.4,а) и Роквеллу (рис.4.4,б).

Твердость по Бринеллю, обозначаемая НВ, определяется диамет­
ром отпечатка при вдавливании в материал твердого шарика диамет­
ром 10 мм под нагрузкой 30 ООО Н. Твердость по Бринеллю принимается 
равной напряжению сжатия на поверхности полученного отпечатка

НВ: 2 Р
n D ( D -  VD 2 -  d2 )

АР
izd2

где D — диаметр вдавливаемого шарика; d  — диаметр отпечатка.
Чем выше твердость (прочность), тем меньше диаметр отпечатка. На­

пример, для хромоникелевой стали с а в = 1600 МПа d  =2,71 мм, для той
же стали при ств= 1100 МПа d  =3,42 мм.
Диаметр отпечатка измеряется с по­
мощью лупу.

Твердость по Роквеллу (шкала С), 
обозначаемая HRC, определяется как раз­
ность глубин проникновения алмазного 
конуса при действии основной нагрузки 
(1500 Н) и предварительной (100 Н).
Твердость по Роквеллу используют для
контроля закаленных деталей (поверх- Рис. 4.4. Испытания на твер- 
НОСТИ зубьев шестерен И Т .П .). дость по Бринеллю  (а )

и по Роквеллу (б)



12. Деформации и характеристики пластичности

Продольная деформация при растяжении образцов. Продольная 
деформация образца при растяжении, как уже указывалось, определя­

ется по формуле (3)

Е =
I - / 0

Рис. 4.5. Измерение деформаций оптиче­
ским методом (а) и с помощью 

тензометра (б)

Деформация измеряется опти­
ческим методом или тензометрами 
(рис.4.5).

Поперечная деформация, ко­
эффициент Пуассона. Измерения 
показывают, что при растяжении 
происходит не только увеличение 
длины образца, но и уменьшение 

его поперечных размеров.
Д еф ормация в поперечном 

направлении

d -  dQ
( 11)

“О

где d  — диаметр цилиндрической части образца после растяжения. 
Экспериментально установлено, что при упругих деформациях

е± = - ц е ,  (12)

где |Л — коэффициент Пуассона (постоянная материала).
Для большинства конструктивных материалов |!=  0,3. Объемная 

деформация при растяжении

A V  V -  VQ i
(13)

где первоначальный объем материала V0 = F^q. Учитывая соотношения 
(11)-(13), найдем при упругих деформациях

EV= ( 1 -  д е )2 ( 1+ е ) -  1. (14)

Пренебрегая малыми членами, получаем следующее значение объ­
емной деформации при растяжении:



Из физических соображений очевидно, что при растяжении объем 
материала не должен уменьшаться, и потому ц < 0,5.

Для изотропного материала коэффициент Пуассона должен ле­
жать в пределах -  1 < < 0,5.

Отрицательная нижняя граница связана с энергетическими сообра­
жениями, рассмотрение которых опускаем. г

Практически отсутствуют материалы, имеющие отрицательное 
значение коэффициента Пуассона, и потому следует считать

0 < |Л < 0,5 . (16)

Коэффициент Пуассона в упругопластической стадии. Соотно­
шение ( 12) справедливо и при появлении пластических деформаций, 
но при этом значение ц становится зависящим от величины деформа­
ции: ех = -ц (е )е .

При возрастании деформации и появлении значительных пласти­
ческих деформаций ц.(е) —» 0,5.

Экспериментально установлено, что пластическая деформация 
протекает без изменения объема материала. Последнее обстоятельст­
во становится физически понятным, если учесть,.что деформация пла­
стичности образуется за счет сдвига слоев материала.

Относительное удлинение при разрыве. Важной характеристикой 
пластичности материала является остаточное (относительное) удлине­
ние при разрыве. На рис. 4.6 показан образец до и после разрушения. Для 
простого измерения удлинения на образец предварительно наносят две 
риски на расстоянии /0; после деформации определяют расстояние меж­
ду рисками /к, складывая вместе две половинки образца;

5 _ 100% (17)
‘0

Остаточное удлинение принято измерять в процентах.
Так как после образования шейк» удлинение материала происхо­

дит только в этом районе, то величина 5 зависит от соотношения дли­
ны и диам етра образца. Для стандартны х образцов прим еняю т 
/о/d.Q = 5 и Iq/ dQ = 10 и соответственно обозначают удлинение при раз­
рыве 65 И бк).

Расположение сечения разрыва на образце в его цилиндрической 
части может быть случайным, Лязанным с некоторыми нарушениями 
однородности свойств материала по длине.



Если обрыв произошел в сече­
нии, близком к головке образца, то 
развитие пластической деформа­
ции в шейке было затруднено и 
значение 5 получилось занижен­
ным. В подобных случаях либо по­
вторяют испытание, либо исполь­
зуют -для оценки 5 ту часть образ­
ца, в которой пластическая дефор­
мация не была стеснена.

Пластичные и хрупкие матери­
алы при испытаниях на растяже­
ние. На рис.4.7 показаны диаграм­
мы деформирования для пластич­
ных и хрупких материалов.

Материалы, обладающие к мо­
менту разрушения значительной ве­
личиной 5 (5 >10%), называются 
пластичными. Значения 8 для неко­
торых конструкционных материалов 
приведены в табл.1. Материалы, для 
которых остаточное удлинение 5 
меньше 3%, относят к хрупким мате­
риалам. Для элементов конструкций 
в подавляющем большинстве случа­
ев необходимо применять достаточ­
но пластичные материалы.

Пластичные материалы обладают способностью повышенного со­
противления в условиях концентрации напряжений, ударных и тепло­
вых воздействий, при наличии трещин и поверхностных повреждений 
и т.п. Материалы с высокими характеристиками прочности часто не 
могут использоваться в конструкциях, если они являются хрупкими. 
Малейший поверхностный дефект в виде риски, царапины приводит к 
значительной потере прочности (достаточно привести пример резки 
стекла). Часто хрупкие материалы очень сложны в производстве, так 
как не позволяют использовать сварку, клепку, рихтовку, правку, не 
выдерживают перенапряжения.

Замечание. Не следует считать, что в современной технике невозможно примене­
ние малопластичных материалов. Широкое использование жаропрочных литых матери­
алов для лопаток турбин опровергает такое мнение. При правильном проектировании 
(в первую очередь если исключены концентраторы напряжений и работа на растяжение) 
могут оказаться работоспособными конструкционные материалы с удлинением при раз­
рыве в пределах 0,5—3%.
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Рис. 4.6. Измерение удлинения образ­
ца и диаметра шейки при обрыве

Рис. 4.7. Диаграммы деформирования 
для пластичного (а) и хрупкого (б) 

материалов



Относительное сужение поперечного сечения при разрыве. Вто­
рой важной характеристикой пластичности материала является суже­
ние поперечного сечения образца при разрыве:

100%, (18)

где Fq — первоначальная площадь поперечного 
сечения образца, FK — конечная площадь сечения 
в шейке образца после разрушения:

F0 = n d f/4 , FK n d ^ /4 , (19) й0

где dm — диаметр шейки образца.
Обычно величину У, которую называют попе­

речным сужением, измеряют в процентах. Вели­
чина Ч' как характеристика пластичности имеет 
преимущество по сравнению с величиной 5 — уд­
линением при разрыве, так как не зависит от гео­
метрической формы цилиндрического образца 
(отношения 1(/й0 ).

Естественно, что поперечное сужение связано 
с максимальной деформацией растяжения в шей­
ке образца. Эту связь можно установить, принимая, что пластическая 
деформация протекает без изменения объема.

Рассмотрим слой материала образца толщиной Aq (рис. 4.8), кото­
рый в момент разрушения оказался в зоне шейки. Из условия посто­
янства объема находим

= W  (2°)

Рис. 4.8. Деформа­
ция материалов 

в зоне шейки

Учитывая равенства

FK/F 0 = 1 -  Ч ',

■ \ /Л()— 1 >

(21)

(22)

где ек = ( Дк -  Ло)/До — относительное удлинение материала образца 
в зоне шейки, 'Р — поперечное сужение,получаем

1

Из последнего соотношения вытекает



ч> = 1 + £*’

Ч*
1 - ,» р '

(24)

(25)

Следует отметить, что ек существенно больше 8, так как выражает 
местную, а не среднюю деформацию на длине /0.

Для большинства материалов

8 < Ч>< е*.

Истинная деформация в момент разрушения определяется из усло­
вия постоянства объема материала при его пластической деформации:

е„= In — = In — = In 
^0

1
1 -  ч» (26)

I

Дополнительные характеристики хрупкости и пластичности ма­
териала. Ранее отмечалась необходимость оценки хрупкости и пла­

стичности для правильного выбора 
материала детали (элемента конст­
рукции). Важное значение для этих 
целей имеет испытание на удар — 
определение ударной вязкости. 
Принципиальные схемы испытания 
на удар даны на рис.4.9. Груз пада­
ет и ударяет по образцу; разность 
энергии груза до и после удара 
должна быть равна работе, погло­
щенной в процессе деформации 
образца, если пренебречь имею­
щим место ь^большим рассеивани­
ем энергии.

Если первоначальная длина об­
разца Iq, т о  работа деформации мо­
жет быть определена по формуле

h

Рис. 4.9. Принципиальные схемы испы­
тания на удар: 

а — испытание на ударное растяжение; 
б —  испытание на ударный изгиб

А -  j  Р (и) du , (27)



где и — перемещение головки образца; ик — перемещение в момент, 
предшествующий разрушению.

Если известны диаграмма деформирования

с т = Л Т 0 = /(е )  (28)

и деформация е=  ы//0, найдем из соотношений (27) и (28)
6

A ~ F J 0 j f ( £)dE= FffoAl. (29)
О

5
где 5 —: предельная деформация при растяжении; А^= j  f { t ) d z  —

О
площадь диаграммы деформирования (работа деформации на единицу 
объема материала).

Из соотношения (29) следует, что способность поглощать энергию 
удара за счет деформации зависит от площади диаграммы деформи­
рования (рис. 4.10), т.е. от способности материала получать пластиче­
ские деформации. Обычно при испытании на удар для выявления 
хрупкости материала образцы снабжают концентраторами напряже­
ний. Тогда энергия удара поглощается в сравнительно небольшой об­
ласти, и ее относят к поперечному сечению стандартного образца. 

Ударной вязкост ью  называют величину

a H= A / F ,  , (30)

где А — работа, идущая на разрушение образца; F — площадь попе­
речного сечения.

Д ля с та л е й  уд арн ая  в я зк о ст ь  л еж и т  в п р е д е л а х  ан =
= 504-100 Н ■ м/см . Материалы с ударной вязкостью а н < 30 Н • м/см от­
носятся к числу хрупких.

Еще одной важной характеристикой хрупкости материала является 
чувствительность к концентрации напряжений. Для исследования 
применяются образцы с выточкой стандартного профиля (рис. 4.11,а) 
и образцы с предварительно образованной трещиной (рис. 4.11,6; до 
испытаний образец подвергается действию переменных напряжений 
для образования трещины). Если диаметр выточки стержня d, то пре­
дел прочности образца с концентрацией напряжений



Материал может быть отнесен к числу хрупких, если

®в.к — >

где ств — предел прочности гладкого образца.

Рис. 4.10. Работа дефор­
мации при разрушении 

материалов

Рис. 4.11. Испытания образцов с 
концентрацией напряжений: 
а — образец с выточкой; 
б —образец с трещиной

Схематизация кривых деформирования. Для построения прибли­
женных моделей материала часто используются схематизированные 
кривые деформирования.

Простая схематизация состоит 
в том, что при ст> Оу принимается 
линейное упрочнение (рис. 4.12) с 
касательным модулем Ек. Дефор­
мация в точке Т

Е
+ 0,002,

Рис. 4.12. Кривая деформации с линей­
ным упрочнением

так как предел текучести соот­
ветствует пластической деформа­
ции 0,2%.

Величина предела упругости

ау ~ а т + 0,002ЕК. (31)

Если известна деформация е„,
соответствующая пределу прочно­

сти ств, то допустимо считать, что линия упрочнения проходит через 
точки предела прочности и предела текучести (см.рис. 4.12), тогда



Ев £].

Обычно
Ек = (0 ,0 5 -0 ,1 5 ) Е.

Иногда используется аппроксимация следующего вида:

V  /

(33)

Показатель п обычно равен 6 — 10. 
Наконец, для анализа поведе­

ния конструкции при развитых пла-
б

ется степенная аппроксимация:

е = Ег ^  = B d 1. (34)
V

а
е 5

£

Для построения приближенных Рис- 4.13. Схематизированные кривые
деформирования без учета упрочне- решении используются схематизи- « ^   ̂ и ния материала

рованные кривые деформации, в
которых упрочнение материала не
учитывается (рис. 4.13). Пластичность без упрочнения называется 
иногда идеальной пластичностью (рис. 4.13,а). Применяются и схемы 
жесткопластического тела (рис. 4.13,6), в которых упругими деформа­
циями пренебрегают.

Влияние повышенных температур. В современных условиях кон­
струкции часто работают при высоких температурах. Элементы конст­
рукций сверхзвуковых самолетов нагреваются в полете до 200°С и вы­
ше, детали газовых турбин авиационных двигателей работают при тем­
пературе 600— 1000°С. С действием высоких температур приходится 
считаться, например, в энергетическом и химическом машинострое-- 
нии.

При повышенных температурах конструкционные материалы обна­
руживают два новых свойства — ползучесть и длительную прочность. 
Ползучест ью  называется возрастание пластической (остаточной) де­
формации при постоянных нагрузках; длит ельной прочност ью  назы-

13. Ползучесть и длительная прочность



вается зависимость разрушающих 
напряжений (пределов прочно­
сти) от длительности работы.

П олзучесть и д л и тел ьн ая  
прочность проявляются у углеро­
дистых сталей при 7>300°С, у ле­
гированных сталей при 7>350°С. У 
алю миниевых сплавов
при 7>10Ь°С. У некоторых матери­
алов (полимеров, бетонов и др.) 
указанные свойства наблюдаются и 
при нормальных температурах.

В условиях повышенных тем­
ператур  сниж аю тся обычные 
пределы прочности и текучести, 
определяемые при кратковремен­
ных испытаниях. На рис. 4.14 
представлены зависимости пре­

делов прочности различных конструкционных материалов от темпера­
туры. -Наиболее резкое снижение ов наблюдается у алюминиевых 
сплавов. Углеродистые стали в области 200—300°С обнаруживают не­
которое повышение' пределов прочности, а затем монотонное сниже­
ние. Наибольшие значения а в при высокой температуре показывают 
литые жаропрочные сплавы, содержащие 70—80% никеля.

Снижение пределов текучести при повышении температуры проис­
ходит примерно так же, как и снижение а в. При высоких температурах 
снижается значение модуля упругости на 30—40% (в предельной об­
ласти температур, при которых используются материалы). При высо­
ких температурах поверхность изделия-интенсивно окисляется и часто 
приходится защищать ее специальными покрытиями.

Н аиболее сущ ественной особенностью прочности при высоких 
температурах является сильное влияние на нее времени нагружения. 
Это объясняется тем, что, начиная с определенных значений темпера­
туры, в материалах происходят структурные и фазовые превращения, 
развивающиеся во времени.

При исследовании прочности элементов конструкций, работающих 
при высоких температурах, необходимо проводить не только кратко­
временные, но и длительные испытания материалов (получение кри­
вых ползучести и определение длительной прочности).

Кривые ползучести. Пределы ползучести. Графическое изображе­
ние зависимости остаточной .деформации от времени испытаний при 
постоянных напряжении и температуре называют кривой ползучести

<>t, та

Рис. 4.14. Снижение пределов прочно­
сти при увеличении температуры (крат­

ковременные испытания):
1 — алюминиевые сплавы (АКЧ-1, ВД—17);
2 — углеродистые стали (сталь 20, сталь 45);
3 — титановые сплавы ВТЗ; 4 — хромони­
келевые стали; 5 — деформируемые жа­
ропрочные сплавы на никелевой основе;

6 — литые жаропрочные сплавы на нике­
левой основе



(рис. 4.15). При испытаниях обра­
зец находится внутри электронаг­
ревательного устройства, удлине­
ние измеряется механическим или 
оптическим методом. Начальная 
деформация образца (она может 
быть упругой или упругопласти­
ческой) не учитывается. Остаточ­
ная (пластическая) деформация, 
увеличивающаяся во времени при 
постоянном напряжении, называ­
ется деформацией ползучести  и 
обозначается ес (индекс с — на­
чальная буква слова «creep» — 
ползучесть). Скорость деформа­
ции ползучести, или, короче, скорость ползучести

Эксперименты показывают, что на кривых ползучести

ес = /Ю

наблюдатюся три характерные стадии. Первая стадия (участок ОА) — 
стадия неустановившейся ползучести. Скорость ползучести, наиболь­
шая в начальный момент, постепенно уменьшается. Вторая стадия 
(участок АВ) характеризуется постоянной (минимальной) скоростью 
ползучести. Наконец, третья стадия (участок ВС) представляет собой 
стадию разрушения; на образце образуется сетка трещин, стадия за­
канчивается хрупким изломом или, при высоких уровнях напряжений, 
вязким изломом с местным утонением. Ползучесть материала в эле­
ментах конструкций допустима до определенной величины. Например, 
при ползучести ротора турбины может произойти касание рабочих ло­
паток о корпус.

Для оценки ползучести материала используется” специальная ха­
рактеристика — предел ползучестн.Пределом ползучест и  называется 
напряжение, при котором деформация ползучести за определенный 
промежуток времени достигает заданного значения. Например, для 
никелевого жаропрочного сплава ХН77ТЮР (нимоник-80) при темпе­
ратуре 700°С за время 100 ч и деформации ползучести 0,2% предел 
ползучести составляет 400 МПа:

ст0 2/100 (700)= 400 МПа.

Рис. 4.15. Кривая ползучести:
I  — стадия неустановившейся ползуче­
сти; II  — стадия установившейся пол­

зучести; III — стадия разрушения



При обозначении предела ползучести указываются значение де­
формации, время и температура испытаний.

Скорость ползучести. Основное время развития ползучести прихо­
дится обычно на установившуюся стадию с постоянной скоростью 
ползучести.

Результаты экспериментального определения скорости ползучести 
на установившейся стадии представляют в виде степенной зависимости

V= Вс/1, (36)

где В, п — параметры материала, зависящие от температуры.
В логарифмических координатах уравнение (36) соответствует ли­

нейной зависимости lg V  от lg ст.
Параметр п является безразмерным и обычно лежит в пределах

3 — 6, т.е. зависимость скорости ползучести от напряжения весьма 
существенна. Единица измерения параметра В зависит от выбранных 
единиц V, ст и значения п.

Влияние ползучести на напряженное состояние в элементах кон­
струкций. Как уже указывалось, ползучесть материала приводит к ро­
сту деформаций, что может быть нежелательным или недопустимым 
по конструктивным соображениям. Однако наибольшее влияние пол­
зучесть материала оказывает на перераспределение напряжений в эле­
ментах конструкций, так как деформации ползучести сопоставимы с 
упругими деформациями, а часто и превышают их. Указанное явление 
приводит, например, к релаксации (падению) напряжений затяжки в 
болтах, к релаксации благоприятных остаточных напряжений после 
применения упрочняющей технологии и т.д.

Длительная прочность, предел длительной прочности. Свойство 
длительной прочности материала при повышенных температурах огра­
ничивает ресурс изделий и приводит к необходимости учета времени 
нагружения в моделях прочностной надежности. Прочность материала 
при повышенных температурах характеризуется пределом длительной 
прочности.

Пределом длительной прочности называется напряжение, при ко­
тором материал разрушается не ранее заданного времени. Например, 
для никелевого жаропрочного сплава ХН77ТЮР (нимоник-80) при 
температуре 700°fc и времени 1000 ч предел длительной прочности со­
ставляет 330 МПа:

а дл ioodC700) = 330 МПа.

При обозначении предела длительной прочности указываются 
длительность нагружения и температура испытания. Для сравнения 
отметим, что пределы прочности и текучести того же сплава при тем­
пературе 700°С при кратковременных испытаниях



ств = 830 МПа, ст0 2= 560 МПа.

Во многих случаях пределы длительной прочности ниже пределов 
текучести при кратковременных испытаниях.

Зависимость пределов длитель-

ig $дл 

ig^2

Т = const

ig tpi ЧЪг ig*

ной прочности от времени нагру­
жения. Эта зависимость получается 
при испытаниях в условиях постоян­
ной температуры (рис. 4.16).

Кривые длительной прочности 
выражают зависимость пределов 
длительной прочности от времени 
испытаний. Эта зависимость при­
меняется в виде

°дл^р = ^  > (37)

г д е т  = т ( Т ) , С= С.(Т) — парамет­
ры материала, зависящие от температуры; tp — время до разрушения.

Параметр m  обычно находится в пределах m — 4-Мб, что показывает 
резкую зависимость времени до разрушения £р от уровня действующих 
напряжений. При повышении температуры параметр m уменьшается.

Испытания на двух уровнях напряжений a j и и определение вре­
мени до разрушения позволяют определить параметры m  и С:

(38)

Рис. 4.16. Кривые длительной прочно­
сти в логарифмических координатах

°7^р1 ~

m  _ lg ( fp2/?p 1 ) с . 
l g ( a i / a 2 ) ’ С ' «T V (39)

Рассеяние долговечности при испытаниях длительной прочно­
сти. Эксперименты показывают, что время работы образца без разру­
шения (долговечность) при заданном уровне напряжений и темпера­
туры имеет существенное рассеяние. Зависимость (37) определяется 
для среднего времени до разрушения tp.

Долговечность (время до разрушения) целесообразно рассматри­
вать как случайную величину, имеющую статистическое распределе­
ние. Экспериментально доказано, что для логарифма долговечности 
можно использовать нормальное распределение, плотность которого



где х  — среднее значение случайной величины, sx среднее квадра­
тичное отклонение.

Плотность вероятности ("вероят­
ность на единицу длины") показана 
на рис. 4.17;-ло мере удаления от 
среднего значения плотность вероят­
ности падает.

Замечание. При любом повторном опыте 
наблюдается рассеяние результатов вследствие 
влияния множества второстепенных факторов. 
Стабильность опыта можно охарактеризовать 
коэффициентом вариации v=  S x / x . Разброс 
данных наблюдается при определении обычных 
прёделов прочности, текучести и других харак­
теристик, но с относительно низким коэффи­
циентом'вариации (0,01—0,05). При испытани­

ях долговечности v достигает значений 0,2—0,3 и статистическое описание результатов 
эксперимента становится необходимым.

Зависим ость предела длительной прочности от температуры.
С увеличением температуры предел длительной прочности снижается 
(рис. 4.18). Отметим, что при 1000°С предел кратковременной прочности 
составляет 540 МПа, тогда как предел сточасовой прочности 150 МПа.

Длительная пластичность и особенности разрушения при дли­
тельной прочности. После работы материала при высокой температу­
ре происходит снижение начальных показателей пластичности 6 и Ч*

Рис. 4.17. Рассеяние логарифма 
долговечности при испытаниях дли­

тельной прочности

о зоо та woo поо г ,с
Рис. 4.18. Зависимость предела дли­

тельной прочности литого жаропроч­
ного сплава на никелевой основе 

Ж С 6-К  от температуры

Рис. 4.19. Разрушение при длитель­
ной прочности, идущее по грани­

цам зерен



часто на 30 50%. Разрушение жаропрочных материалов при длитель­
ной прочности носит хрупкий характер. Разрушение идет по границам 
зерен (рис.4.19), начальный участок трещины обычно сильно окислен.

14. Усталость материалов и элементов конструкций

Явление усталости. Усталостные поломки являются основным ви­
дом разрушения деталей машин и нередко приводят к тяжелым по­
следствиям, так как возникают внезапно. Разрушение происходит без 
заметной пластической деформации, как правило, в зоне концентра­
ции напряжений. Источником усталостного разрушения является дей­
ствие переменных (по времени) напряжений.

При повторном циклическом дефор­
мировании в неблагоприятно располо­
женных зернах материала происходит 
накопление микропластических дефор­
маций. При увеличении 500 видны сле­
ды остаточных сдвигов (рис. 4 .20).

Процесс постепенного накопления 
микропластических деформаций приво­
дит к образованию микротрещины, ко­
торая начинает расти при повторных 
i r n u r i n x p u u o v  „  • Рис. 4.20. Следы микропластиче-прилож ениях нагрузки в результате  СКОй деформации при повтор-
концентрации напряжений у ее краев. "ом нагружении (увеличение на 
Усталостное разрушение — разрушение электронном микроскопе)

в результате постепенного развития трещины при повторных нагруже­
ниях.

При усталостном разрушении на поверхности излома всегда обна­
руживаются две зоны (рис. 4.21): зона зарождения и развития трещины 
и зона окончательного излома. Зона 
развития трещ ины обычно им еет 
гладкую поверхность, так как микро­
неровности «стираются» при повтор­
ном сближении краев трещины. Из­
лом происходит в результате ослаб­
ления сечения, когда статическая 
прочность оказывается недостаточ­
ной. Если статическая нагрузка неве- Рис. 4.21. Усталостный излом 
лика, усталостная зона излома может лопатки: 
составлять 50—70% общей поверхно- 1 Г  мест° заР°ждения трещины;/u ^  F 2 — зона развития трещины;
СТИ излома. 3 —зона окончательного излома



Начало усталостного излома возникает в местах действия наиболь­
ших переменных напряжений,.обычно на поверхности детали.

При высоком уровне переменных напряжений может возникнуть 
несколько очагов развития усталостной трещины.

Усталостное разрушение часто начинается от забоин, рисок в мес­
тах концентрации напряжений. Особое значение для усталостной 
прочности имеют поверхностные слои элемента конструкции. Устало- 
стное разрушение в отличие от статического имеет резко выраженный 
локальный характер.

Циклы переменных напряжений. Рассмотрим циклически изменя­
ющиеся напряжения (рис. 4.22). Обозначим символами ° т а х  и ^min н а “

ибольшее и наименьшее напряжения цикла.
Действие цикла напряжений можно представить как сумму посто­

янной составляющей

Gm — ^min) (41)

и периодически изменяющихся напряжений с амплитудой
_ I  _ .

°а — 2 ' ° max ^min ' ’ (42)

Величина стт  называется средним напряжением цикла, величина оа 
амплитудой переменных напряжений или переменным напряжением. 

Переменное напряжение изменяется во времени:

(43)<*а(0 = °a cos = Ga cos ( 2тф) ,

где — период цикла, с ; / =  1 /£1( — частота цикла, Гц (один герц ра­
вен одному колебанию в секунду).

Если среднее напряжение С5т = О, 
цикл напряжений называют симмет­
ричным, при a m ^ О — асимметрич­
ным.

Для характеристики цикла ис­
пользуется коэффициент асиммет­
рии

Рис. 4.22. Цикл переменных напря­
жений

R (44)



Для симметричного цикла i? = — 1; для отнулевого, или пульсиру­
ющего, цикла R  = 0; при действии постоянных напряжений R  = 1 .

Испытания на усталость. Испытания усталостной прочности про­
водятся на специальных испытательных машинах обычно при симмет­
ричном цикле нагружения. В процес­
се испытания, как нравило, задается 
амплитуда переменного напряжения 
и определяется число циклов нагру­
жения, при которых образуется тре­
щина определенной величины или 
происходит поломка. Испытание ус­
талостной прочности материала про­
водят на образцах диаметра 7— 10 мм.
Часто проводятся испытания на уста­
лость натурных деталей.

На рис. 4.23 показан электродина­
мический стенд для испытания лопа­
ток компрессоров и турбин на уста­
лость. С помощью генератора часто­
ты возбуждаются колебания, близкие к частоте собственных колеба­
ний лопатки; амплитуда колебаний поддерживается автоматически; 
напряжения определяются с помощью проволочных тензометров, на­
клеенных на лопатку.

Рис. 4.23. Электродинамический 
стенд для испытаний лопаток ком­
прессоров и турбин на усталость
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Влияние числа циклов нагруже­
ния на усталостную  прочность.
Кривые вы носливости. П ределы 
выносливости. Зависимости средне­
го числа циклов до разрушения от 
величины амплитуды переменных 
напряжений цикла называются кри­
выми выносливости  (рис. 4.24). В 
логарифмических координатах кри­
вые выносливости представлены 
полигональными кривыми (отрезка­
ми прямых линий).

Кривая обычно имеет точку пе­
релома. Точка перелома, как правило, соответствует N =  Ю -̂МО7 цик­
лам. После точки перелома обычно происходит замедление усталост­
ного разрушения (легированные стали, титановые сплавы). Для неко­
торых материалов (алюминиевых сплавов, жаропрочных сплавов в оп­
ределенном интервале температур) в связи с изменением механизма 
усталостного разрушения — переходом от сдвигового к диффузион­
ному разрушению — точки перелома при большом числе циклов не

Рис. 4.24. Кривая выносливости (в ло­
гарифмических координатах)



существует и темп снижения усталостной прочности остается неиз­
менным до момента разрушения (а0= ос). ,

Замечание. При малом числе циклов (N1 = lf^+lO5) кривые усталости имеют пере­
лом, связанный с переходом в малоцикловую область. Проблема малоцикловой устало­
сти будет рассматриваться в следующем разделе.

Условный предел выносливости определяют для выбранного числа
6 7циклов — база испытаний N& обычно принимают ДГб = 2 - 10 — 5 - 10 

циклов. Условным пределом выносливости называется значение амп­
литуды переменного напряжения, при котором происходит разруше­
ние при базовом числе циклов.

Условные пределы выносливости обозначаются (о_[)дг или а_ цу.
Уравнение кривых выносливости. Кривые выносливости в лога­

рифмических координатах в общем случае состоят из двуз( участков. 
В интервале числа циклов N i < N  < Nn уравнение кривой выносливо­
сти имеет вид

оmN = c  ( N l < N < N n ) ,  (45)

где т и с  — параметры материала. Тангенс угла наклона

tg a =  1 / т  . (46)

О бы чно т =  4+12, для деталей  с концентрацией напряжений 
т = 4+8. Параметры т и с  определяются по формулам, аналогичным 
соотношениям (38) и (39).

На втором участке (N > N n) уравнение кривой выносливости

с Г т = с 0 ( N > N a ).  (47)

Параметр т$ обычно значительно больше т : т$=  (5 + 1 0 )т.  При 
возрастании т 0 направление линии второго участка приближается к
направлению оси абсцисс.

Так как в точке А п (рис.4.24) обе прямые пересекаются, то пара­
метры уравнений (45) и(47) связаны соотношением

с 0 = с о ™ Г п т - (48)

Замечания. 1. Испытаниям на усталость при постоянной амплитуде переменных на­
пряжений свойствен большой разброс значений числа циклов до разрушения. В уравне­
ниях кривых выносливости под N  понимается среднее число циклов до разрушения.

2. Для моделей второго и третьего типов происходит монотонное снижение пре­
делов выносливости при увеличении числа циклов нагружения. Не означает ли это не­



избежное разрушение деталей машин, испытывающих переменные напряжения? Напри­
мер, в лопатках турбомашин, в коленчатых валах двигателей и др. всегда имеется «фон» 
переменных напряжений около 10—20 МПа.

Простой подсчет показывает, что при сравнительно высокой час­
тоте нагружения (10^ Гц) за 100 лет непрерывной работы деталь дол­
жна выдержать

N =  103 • 3,6 • 103 • 8,7 • 103 - 102 = 3 • 1012 циклов.

Принимая для точки перелома Nq= 107, находим амплитуду разру­
шающих напряжений при N =  1014, т0 = 20:

С?? Ю14= о2°.Ю 7, 

а_!= ст0 Ю“7/20= 0,44 ст0 .

При амплитуде переменных напряжений порядка ^  (o_i )N0 практи­

чески не происходит усталостное разрушение за неопределенно дол­
гий срок.

Влияние постоянных напряжений на усталостную  прочность.
Эксперименты показывают, что наличие средних растягивающих на­
пряжений снижает предел выносливости — предельную амплитуду 
цикла (рис. 4.25).

Существенно, что при действии 
постоянных сжимающих напряже­
ний усталостная прочность возра­
стает. Это дает основание для при­
менения упрочняющей технологии 
(обдувка дробью, шариками и т.п.), 
создающей в наиболее напряжен­
ных поверхностных слоях остаточ­
ные напряжения сжатия.

Наибольшее практическое приме­
нение получила линейная зависимость 
предельной амплитуды переменного 
напряжения от величины стт :

с а = ст_! -  ^ Стстт  . (49)

Рис. 4.25. Зависимость предельной 
амплитуды цикла от средних напря-
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где oB — предел прочности материала. Кроме линейных можно ис­
пользовать зависимости более общего вида:

иа
а -i

т
= 1 (51)

Для .углеродистых и легированных сталей удовлетворительные ре­
зультаты получают при т =  2, л = 1.

В этом случае

^ L  = V l -  —  • ‘ (52)
cy_j а в

В уравнениях (49) и (52) растягивающее напряжение от > 0, сжи­
мающее от < 0.

Влияние концентрации напряжений. Концентрация напряжений 
оказывает очень сильное влияние на усталостную прочность, так как 
усталостное разрушение носит локальный характер. Максимальное на­

пряжение в месте концентрации напряжений 
для упругого материала определяется с по­
мощью теоретического коэффициента кон­
центрации напряжений а с:

Н

°max а а ° н  > (53)

где а н — номинальные напряжения, опреде­
ляемые без учета концентрации напряже­
ний. Например, для концентрации напряже­
ний в пластинке с отверстием (рис. 4.26) 
принимается

о„= а Я
(54)

Рис. 4.26; Пример элемента 
конструкции с концентра­

цией напряжений

Замечание. Способ определения номинального 
напряжения, для которого дано значение иа, должен 
быть всегда четко указан.

Если считать,.что в момент усталостного разрушения в точке мак­
симального напряжения достигается предел выносливости материала,



то предел выносливости детали с концентрацией напряжений должен 
быть

В действительности, как показывают опыты,

г Де Kq эффективный коэффициент концентрации напряжений, 
причем

Равенство достигается только для деталей больших размеров, вы­
полненных из материалов с высокой чувствительностью к концентра­
ции. В практических расчетах эффективный коэффициент концентра­
ции оценивают согласно зависимости

гДе Я — коэффициент чувствительности концетрации напряжений.
В приближенных расчетах принимают: для литых материалов 

Я = 0,1+0,2; для малоуглеродистых сталей и жаропрочных деформируемых 
сплавов q = 0,2+0,4; для алюминиевых сплавов q = 0,3+0,5; для легиро­
ванных сталей q =  0,6+0,8; для титановых сплавов q — 0,8+0,9. Величина 
q зависит от числа циклов нагружения, при N  < 10  ̂она уменьшается.

Замечание. Литые материалы менее чувствительны к «внешней» концентрации 
напряжений, так как они имеют «внутренние» источники концентрации, понижающие 
усталостную прочность.

Влияние поверхностного слоя. Это влияние оказывается весьма 
существенным и зависит от трех основных факторов: качества повер­
хности (шероховатость), коррозионного воздействия и поверхностного 
упрочнения.

Если а _1 — предел выносливости образца, поверхностный слой ко­
торого признается эталонным, то предел выносливости материала с 
фактически имеющимся поверхностным слоем

(56)

(57)

* а =  1 + 9 (а ст-  1) , (58)

(о—j)n =  р а _ , , (59)

гДс Р — коэффициент влияния поверхностного слоя.
Коэффициент р может быть представлен в виде произведения 'а- 

стных коэффициентов:



Коэффициент Рш учитывает шероховатость поверхности. Обычно 
для полированной поверхности принимают (Зш= 1; для шлифованной 
поверхности (без наличия прижогов) |3Ш= 0,8- 0,9; после тонкого точе­
ния Рш = 0,7+0,9; после грубого точения, фрезерования |3Ш = 0,6- 0,7. 
Меньшие значения относятся к стали и сплавам повышенной прочно­
сти (а в > 1000 МПа). Чем более прочным является материал, тем боль­
шие требования предъявляются к качеству поверхности для реализа­
ции потенциальных возможностей материала.

Коэффициент Ркор показывает влияние коррозии. При нормальной 
атмосфере принимается Ркор=1; при следах коррозийного поврежде­
ния Ркор= 0,8- 0,9; при наличии морской воды или агрессивных сред 
(Зкор= 0,5-0,8.

К оэф фициент Руп учитывает технологическое упрочнение. При 
п л асти ч е с к о м  д е ф о р м и р о в ан и и  (н ак л еп е ) обдувкой дробью  
(Зуп= 1,1-1,4; при химико-термической обработке (Зуп= 1,1-1,3. При 
наличии концентрации напряжений значение руп должно быть увели­
чено на 30—50%.

Влияние абсолютных размеров деталей. С увеличением размеров 
деталей машин, элементов конструкций предел выносливости умень­
шается (масштабный эффект). Эт<̂  объясняется статистической тео­
рией, в соответствии с которой увеличивается вероятность пребывания 
«слабых» зерен в зонах повышенных напряжений. Следует также учи­
тывать, что при увеличении размеров усложняются технологические 
процессы, ухудшается однородность и т.п.

Предел выносливости детали с характерным диаметром d

(a_i)d= eCTcr_i, (61)

где еа — коэффициент масштабного фактора; о_[— предел выносли­
вости материала, определяемый на образцах диаметром 7— 10 мм.

Коэффициент еа может быть представлен в виде

£с = + ( 1 “  е~) е~ Ы ■ (62)

В приближенных расчетах принимают £„„=0,5 для деформируемых 
материалов, £„<,=0,4 для литых материалов. В первом приближении 
Х=  0,01-0,03 1/мм, значение d  принимается в миллиметрах.

Оценка пределов выносливости элементов конструкций. Для от­
ветственных деталей машин, элементов конструкций предел выносли­



вости определяется путем натурных испытаний. В тех случаях, когда 
требуется предварительная оценка усталостной прочности, использу­
ется следующая приближенная формула:

(63)

где 0 _j предел выносливости материала при симметричном цикле 
переменных напряжений; р , е и К  — коэффициенты влияния поверх­
ностного слоя, масштабного эффекта и эффективный коэффициент 
концентрации напряжений.

Предел выносливости c t _ j  связан с величиной ов следующей при­
ближенной зависимостью:

где а в — предел прочности, МПа.
Равенство (63) оценивает значение предела выносливости детали 

при симметричном цикле.
При действии постоянных напряжений ат, принимая зависимость 

(49), получаем

Формула (64) служит для приближенной оценки предела выносли­
вости детали. Влияние концентрации напряжений учитывается только 
для переменных напряжений цикла; предел выносливости a_i опреде­
ляется для базового числа циклов нагружения.

Приведенные ранее соотношения для приближенной оценки уста­
лостной прочности справедливы и для случая переменных касатель­
ных напряжений. Естественно, что во всех формулах индексы нор­
мальных напряжений о  заменяются индексами х; в некоторых случаях 
изменяются также числовые коэффициенты. Значение предела вынос­
ливости при кручении определяется по формуле

Рассеяние усталостной долговечности. При экспериментальных 
исследованиях, как уже отмечалось, наблюдается разброс значений 
числа циклов до разрушения при одинаковом значении амплитуды пе­
ременных напряжений. При обработке опытных данных число циклов 
до разрушения рассматривается как случайная величина. •

а_[ =- (0,55 0,0001ав ) ств ,

\
(64)

V У



Доказано, что для логарифма числа циклов до разрушения можно 
использовать нормальное распределение. Плотность распределения 
определяется формулой (40), в которой х =  \ g N .

При сравнительно невысоком уровне амплитуд переменных напря­
жений оказывается целесообразным ввести «пороговое значение» чис­
ла циклов до разрушения Щ.  Предполагается, что при N >  Щ  устало­
стное разрушение не происходит. При наличии порога нормальное 
распределение относится к величине

Пороговое значение числа циклов до разрушения Nq оказывается 
дополнительным параметром распределения.

Циклическое деформирование. Кривая деформирования при рас­
тяжении и сжатии показана на рис. 4.27. Предел текучести при растя­
жении обозначен о* при сжатии а~. Для большинства конструкцион­
ных металических сплавов (углеродистых и легированных сталей, ти­
тановых и алюминиевых сплавов и др.) пределы текучести при растя­
жении и сжатии приблизительно одинаковы:

Рассмотрим деформированное «растяжение-сжатие» при циклическом 
изменении внешних напряжений от о  до -  о, причем а > от (рис. 4.28,а). 
При первом нагружении точка, изображающая состояние материала в 
плоскости ст, е, движется по кривой ОАВ. Далее напряжения уменьша­
ются и точка продолжает движение по участку ВВХА\.  После достиже­
ния минимального напряжения в точке А\ снова начинается нагруже­
ние по кривой А ХАВ. На рис. 4.28,6 показан цикл деформаций, сопро­
вождающий цикл изменения внешней нагрузки.

Размах упругопластических деформаций

где и Enjj,, — наибольшая и наименьшая (в алгебраическом смыс­
ле!) деформация за цикл.

Размах пластической деформации

lg ( АГ- Щ ).

15. Малоцикловая усталость

(65)

Ае= е,max ^m in' ( 66)

(67)



г д е  Ершах и epm in  —  наибольшая и 
наименьшая пластические деформа­
ции при циклическом изменении де­
формаций.

Изотропное и анизотропное уп­
рочнения при пластических деф ор­
мациях. Пластическая деформация 
приводит к повышению «мгновенно­
го» предела текучести. Если в .точке 
В (см. рис. 4.27) снизить нагрузку до 
нуля, а затем опять произвести на­
гружение, то переход к пластиче­
скому деформированию  начнется 
при а  > а т(ер) и процесс нагружения 
пройдет по начальной кривой де­
формирования (см. разд. 11).

Предел текучести при повторном нагружении называется м гновен­
ным пределом текучести. В первом приближении можно считать, что 
значение мгновенного предела текучести зависит от значения пласти­
ческой деформации в данный 
момент нагружения.

В наиболее простой модели 
поведения материала (в модели 
изотропного упрочнения, рис.
4.29,а) предполагается, что кри­
вые деф орм ирования при по­
вторном нагружении (кривые 
O lBC и 0 \В \А \ на рис. 4.29) за­
висят только от величины до­
стигнутой пластической дефор­
мации и не зависят от ее знака.

Кривые деформирования по­
сле предварительной пластиче­
ской деф орм ац и и  ер (кривая 
А ф ^О ф С ) или после - Е р представляют собой одинаковые кривые, но 
«сдвинутые» по оси абсцисс.

В модели изотропного упрочнения мгновенные пределы текучести 
на растяжение и сжатие одинаковы не только при начальном, но и при 
повторном деформировании (см. рис. 4.29,а). Экспериментально уста­
новлено, что у многих конструкционных материалов наблюдается по­
нижение мгновенного предела текучести при изменении знака деф ор­
мирования. Такой эффект, называемый эф ф ект ом  Бауилингера, свя­

Рис. 4.28. Циклическое деформирование: 
а — изменение действующих напряже­
ний во времени; б — цикл деформаций

Рис. 4.27. Кривая деформирования 
при растяжении и сжатии:

От — предел текучести при растяже­
нии; сгт —предел текучести при 

сжатии



зан с анизотропным упрочнением материала, т.е. упрочнением, завися­
щим от направления нагружения (рис. 4.29,6).

После разгрузки в точке В мгновенный предел текучести понижа­
ется:

(tp) < от (£р) .

Рис. 4.29. Изотропное (а) и анизотропное (б) упрочения при пластических деформациях

При изменении знак$ пластической деформации мгновенный пре­
дел текучести на сжатие будет меньше, чем при растяжении.

В простой модели анизотропного упрочнения (принцип Мазинга) 
предполагается, что в любой момент нагружения

Стт (Е р) +  ( £ р ) = 2 стт . ( 6 8 )

Замечание. Модели поведения материала при циклическом деформировании яв­
ляются приближенными. В ответственных случаях связь напряжений и деформаций 
при циклическом деформировании должна устанавливаться на основании экспери­
ментальных данных.

Явление малоцикловой усталости. Малоцикловой усталостью на­
зываются разрушения при повторных упругопластических деформаци­
ях. Обычно разрушения малоцикловой усталости происходят при чис­
ле циклов повторения нагрузки N <  105.

Малоцикловая усталость имеет много общего с обычной устало­
стью, но отличается от нее наличием макропластических деформаций 
в зоне излома. Как и при обычной (многоцикловой) усталости, разру­
шение начинается в местах концентрации напряжений в результате



развития первоначально образовавшейся трещины. Однако механизм 
малоциклового разрушения значительно отличается от механизма ус­
талостного разрушения, так как пластические деформации возникают 
в значительно больших объемах материала.

В частности, различие сказывается в том, что сопротивление мате­
риалов малоцикловой усталости существенно зависит от их пластич­
ности, тогда как подобная зависимость для обычной усталости прояв­
ляется слабо.

В машиностроении малоцикловая усталость часто определяет ре- 
СУРС (долговечность) изделий в связи с повторением циклов «запуск 

работа останов». Характерный пример — диски авиационных дви­
гателей, испытывающих (5— 10) • 10  ̂ выходов на максимальную часто­
ту вращения, при которой напряжения приближаются к пределу теку­
чести материала.

Характеристики нагруженности при малоцикловой усталости. 
При обычной усталости в качестве характеристики нагруженности ис­
пользуются переменные напряжения цикла (амплитуда переменных 
напряжений ста). Переменные деформации, возникающие при действии
переменных напряжений в упругой области, однозначно определяются 
соотношением

где Е —  модуль упругости;еа — амплитуда переменных деформаций.
При малоцикЛовой усталости, наблюдающейся в упругопластиче­

ской области при процессах нагружения и разгрузки, зависимость

<* = /(<*«.) - (70)

имеет значительно более сложный характер, а для материалов с от­
сутствующим или очень малым упрочнением она практически не яв­
ляется однозначной. На рис. 4.30,а  показаны два цикла деформаций с 
переменным напряжением

ста1= о а2 = а т , (71)

где ат —  предел текучести материала^
При отсутствии упрочнения, что свойственно малоуглеродистым 

сталям при ер < 2%, цикл переменных напряжений не определяет ре­
альных условий деформирования. Условию (71) может соответство­
вать цикл АВВ\А\ или ACC]Ai в зависимости от деформаций на гра­
ницах упругопластической области.



Для материала с пластическим упрочнением (рис. 4.30,6) наиболь­
шие изменения амплитуды переменных напряжений ( от о а\ до аа2) 
приводят к значительным изменениям амплитуды переменных пласти­
ческих деформаций (циклы ОВВ\А\АВ и 0 С С \0 \0 С ). Указанные соот­
ношения обосновывают целесообразность использования при анализе 
малоцикловой усталости переменных деформаций в качестве характе­
ристик нагруженности. Для пластически упрочняющихся материалов 
возможно описание малоцикловой усталости с помощью переменных 
напряжений.

Рис. 4.30. Циклы напряжений и деформаций на диаграммах деформирования

При экспериментальном определении малоцикловой прочности 
используются режимы жесткого и мягкого нагружений. При жестком 
нагружении задается амплитуда переменных деформаций еа или раз­
мах деформаций

Ж есткое нагружение встречается в элементах конструкций при 
«принудительной» деформации (например, циклический нагрев стер­
жня при жесткой заделке его концов). Жесткое нагружение характер­
но для работы материала в зонах концентрации напряжений,, где при­
ближенно можно считать, что деформация задается смещением гра­
ниц упругой области.

При испытаниях в условиях жесткого нагружения измеряется де­
формация образца. При мягком нагружении происходит циклическое 
изменение внешнего усилия, действующего на образец.

С

а

(72)



Условия разрушения при малоцикловой усталости. При испыта­
ниях с постоянной амплитудой переменных деформаций (жесткое на­
гружение) установлена следующая зависимость:

t y N v = C v , (73)

где еар — амплитуда пластических деформаций; Np — среднее число 
циклов до малоциклового разрушения; Ср , тр — параметры материа­
ла.

Условие (73) представляет модель малоциклового разрушения, пред­
ложенную Коффином. Величину Ср определяют , используя уравнение
(73) для случая однократного (статического) разрушения, принимая ус­
ловно N  = 1/4 ( в первой четверти цикла происходит нагружение до мак­
симального значения) и полагая тр = 2 , гар = £*/2. Тогда

(74)

где ек = In  ̂■ — истинная деф орм ация в момент разруш ения

(см.разд. 12); Ч* — поперечное сужение материала.
Условие малоциклового разрушения будет таким:

е2 N  = —*-ар1У Р 16 In 1
1 -  Ч* у

(75)

Из последнего соотношения следует, что малоцикловая прочность 
зависит от пластичности материала. Чем больше относительное суже­
ние в шейке при разрыве образца Ч*, тем выше прочность при повтор­
ных пластических деформациях.

Условие (75) не включает упругую деформацию цикла и пригодно 
для случаев, когда пластическая часть переменной деформации суще­
ственно превышает упругую. При таких условиях число циклов N  до 
разрушения обычно меньше 10 . В общем случае условие малоцикло­
вой прочности должно учитывать и обычную усталость в области 
больших переменных напряжений.

В практических расчетах часто используется экспериментально ус­
тановленная формула Менсона, связывающая амплитуду полных де­
формаций цикла (пластических и упругих) с числом циклов до разру­
шения ЛГр:

1
= 2

г 1 л 0,6 1 75(7

Е  ” р
In- 1 N - 0 , 6 +  д г ° > 1 2 (  ( 7 6 )

1 -  Ч»

где а„ и Е — предел прочности и модуль упругости материала



Первое слагаемое в правой 1тчсти уравнения (76) выражает сопротив­
ление материала повторным пластическим деформациям, второе — пе­
ременным упругим деформациям. При малом числе циклов до разруше­
ния основное значение имеет первое слагаемое, при Np > 103 — второе.

Недостатком формулы Менсона является приближенный учет со­
противления повторным упругим деформациям.

Используя закономерности усталости при высоких напряжениях 
(см. разд. 14)

(77)

где ст_1 — предел выносливости для базового числа циклов N n (точки 
перелома); т  — показатель кривой усталости (т = 6+20), можно най­
ти амплитуду переменных деформаций

Р =  1/ т ы - 1/ т
а Е Е п

(78)

Условие разрушения при малоцикловой усталости можно записать 
в виде модифицированного уравнения Менсона:.

1
£« = 2 In 1

1 -  У
0,6

д г ° ’6+ /V1/m—-А/vГ ,/тJ V p  - Г  1 У п  J V p (79)

Влияние постоянного напряжения цикла. Постоянные напряже­
ния оказывают влияние на малоцикловую прочность, причем главным 
образом на сопротивление повторным упругим деформациям. Учиты­
вая значения предела выносливости при действии постоянных напря­
жений (см. формулу (49))

(ст_,)ш = ст_! (1 -  ат/ с в) , (80)

получаем из (79) следующее условие разрушения при наличии посто­
янных напряжений:

1
£*=  2

In 1
1 -  ¥

0,6
V ,6+ ° т /а *  Щ " ”  . (81)

Формула Менсона с учетом соотношения (80) принимает вид 

г л л 0,61
2 In 1

ч
1%°'6+ 1,75 g B а т д р  0,12

Е Р
(82)

Средние напряжения растяжения понижают прочность при мало­
цикловом нагружении, средние напряжения сжатия — повышают.



Г л а в  а 5
МОДЕЛИ УПРУГОСТИ, ПЛАСТИЧНОСТИ 

И ПОЛЗУЧЕСТИ

Ранее изучалась картина напряжений и деформаций в твердом де­
формируемом теле. Связь напряжений в различных площадках, прохо­
дящих через рассматриваемую точку тела, и условия равновесия эле­
мента тела устанавливались с помощью уравнений статики и не зави­
сели от физических свойств материала. Связь перемещений и деф ор­
маций, условия совместности деформаций выводились из геометриче­
ских соображений и также не зависели от физических свойств мате­
риала. При изучении напряжений (статическая задача) и деформаций 
(геометрическая задача) материал рассматривался как сплошная одно­
родная среда и знания конкретных свойств материала не требовалось. 
Теперь необходимо выяснить общие связи между деформациями и на­
пряжениями, что представляет собой физическую задачу, так как при 
этом должно учитываться поведение реальных тел.

В предыдущей главе мы познакомились с результатами эксперимен­
тальных исследований, проводимых главным образом при растяжении 
образцов материала. Наша ближайшая задача — обобщение эксперимен­
тальных данных для случая нагружения при многоосном напряженном 
состоянии. Всякое обобщение представляет собой модель явления, и нам 
предстоит рассмотреть модели упругости, пластичности и ползучести.

Установление зависимостей между параметрами, описывающими 
явление, и есть, в сущности, построение модели. Можно говорить о 
модели идеального газа, жидкости и т.д. Каждая модель, отражая объ­
ективную реальность, имеет область существования, в которой она да­
ет необходимую точность. Наиболее универсальные, практически про­
веренные модели называются законами.

16. Модели упругости

Связь относительных линейных деформаций и нормальных на­
пряжений. При экспериментальном исследовании растяжения образца 
были установлены в пределах упругих деформаций зависимости для 
продольной и поперечной деформаций соответственно:



е = ^ с т ;  ( 1)

е± = - ц е ,  (2)

где Е  — модуль упругости материала, МПа; ц — коэффициент Пу­
ассона. Форма образца (цилиндрическая или призматическая) несу­
щественна для приведенных зависимостей.

Если на призматический образец (рис. 5.1,а) наклеить на боковые 
грани тензометры для измерения линейных деформаций, то при дей­
ствии напряжения Oj вдоль оси образца получим следующие значения 
деформаций:

р .  =  1 г т ,  р „ =  - п р .  =  ~ д О \ ,  е 3 =  ~ ^ l  =  ' ( 3 )

Зависимости (1) — (3) следует 
считать экспериментально уста­
новленными для изотропного мате­
риала, т .е . м атериала, упругие 
свойства которого во всех направ­
лениях одинаковы. В случае трех­
осного (объемного) напряженного 
состоян и я (р и с .5 .1,6 ) с л ед у ет  
учесть действие всех трех напря­
жений: 0 [ , а 2 , стз.

Принимая в пределах малых уп­
ругих деформаций постулат неза­

висимости действия сил, представим линейную деформацию в направ­
лении 1 в виде

Ej = Ej (CTj) + Ej (0 2) + E! (<T3) . (4)

Деформация в направлении 1 от действия напряжения aj

El (a t) = а х/ Е .

Направление 1 является поперечным для направлений 2 и 3, и по- 
тому

£i (°2)=  - | стг;

£2 (°з) = ~ £ ° 3 -

ъ ,
ж

W ‘

Та,
5

Рис. 5.1. Напряжения и линейные де­
формации при одноосном (а) и трех­
осном (б) напряженных состояниях



Окончательно

е1= ^ [ СТ1~ ^(<*2 + CT3) J . (5)

Подобным образом устанавливаем зависимости для линейных де­
формаций в направлении осей 2 и 3. В результате будем иметь следу­
ющие важные соотношения, которые называются законом  Гука  для 
линейных деформаций:

El= £ j [ 0 l ~ Ц(СТ2+ СТз)] ’

Е2= £ [ ° 2~ Ц(СТз+ ° 1)]* <6> 

£3= ^ (СТ1+ а 2>]-

Уравнения (6) неоднократно под­
тверждались с помощью эксперимен­
тальных исследований при двухосном 
напряженном состоянии и другими 
способами. Соотношения упругости 
для линейных деформаций были ус­
тановлены для главных направлений 
(в перпендикулярных площадках дей­
ствовали только нормальные напря­
жения).

Используя приведенные в разд. 4 
и 10 соотношения для нормальных на­
пряжений и линейных деформаций в 
косых площадках, можно показать, 
что соотношения (6) будут справед­
ливы для любых трех взаимно перпен­
дикулярных направлений (осей х, у, z  на рис. 5.2):

гх= ^ (°у +  <*>].

^ (о*+ °*]»

<v],
где е*, t y , ez — относительные линейные деформации вдоль соответ­
ствующих осей; ах , <уу , az — нормальные напряжения в площадках, 
перпендикулярных осям х, у,  z  соответственно.

Рис. 5.2. Общий случай трехосно­
го напряженного состояния



Соотношения (7) справедливы и при наличии касательных напря­
жений в соответствующих площадках. Последнее понятно, так как при 
малых деформациях вызываемый касательными напряжениями скос 
(сдвиг) не влияет на изменение длины отрезков.

Связь деформаций сдвига и касательных напряжений. Можно 
экспериментально определить зависимость деформаций сдвига от ка­

сательных напряжений, наблюдая 
скручивание тонкостенной трубы 
(рис.5.3). В результате деформации 
точки А и В на образующей цилйн- 
дра перейдут в точки А* и В*. Экс­
перименты показывают, что дефор­
мация сдвига при упругих деформа­
циях пропорциональна действую­
щим касательным напряжениям:

Y = ^ T> <8)

где G — модуль сдвига, МПа. Мо­
дуль сдвига G представляет пара­
метр материала, который, как будет 
показано ниже, зависит от модуля 
упругости и коэффициента Пуассо­

на. В общем случае деформация сдвига (изменение прямого угла) 
между направлениями х и у  (см. рис. 5.2) вызывается касательными 
напряжениями

У х у = ^ Хх у  <9>

Подобным образом для трехосного напряженного состояния можно 
записать три уравнения, выражающие закон Гука для деформаций 
сдвига в изотропном материале:

1
Уху -  Q xxy>

Уух= Q ^ y z ’ ( 1®)

1
Yzx — Q Xzx ■

Существенно, что деформация сдвига в изотропном материале не 
зависит от нормальных напряжений в тех же площадках. Действие

Рис. 5.3. Экспериментальное опреде­
ление зависимости деформации сдви­

га от действующих касательных на­
пряжений



нормальных напряжений приво­
дит к удлинению вдоль направле­
ний осей х, у, z, но не изменяет 
угол между указанными направ­
лениями.

Связь модуля сдвига с моду­
лем упругости и коэффициентом 
Пуассона. Эту связь установим на 
простом примере одноосного рас­
тяжения (рис. 5.4).

Найдем деформацию сдвига 
между направлениями, составляю­
щими угол к / 4  с направлением од­
ноосного растяжения пластинки.
Рассмотрим деформацию квадрата 
ABCD (рис. 5.4,а), диагонали кото­
рого равны 21 {АС = BD = 2 1 ) . По­
сле деформации вершины квадрата
будут в точках А * , В*..., и произойдет деформация сдвига (изменение 
угла) между направлениями АВ  и ВС

1 ....... ........ ...
,13

T ? /<Г/ т

З ц m
7D
V*

J......... ......« •

а

Рис. 5.4. Деформация сдвига между на­
правлениями, составляющими угол л/4 

с направлением растяжения

у= 2(л/4 — Р) . ( П )

Деформация растяжения в продольном направлении равна ej, в по­
перечном она составляет и потому

, „ ОА* (1 -  ,
,8 Р = ^ = 7 Г Г ^ ) Г ” “ Е |( 1 + Й '

( 12)

В последнем равенстве учтено, что величина £j мала по сравнению 
с единицей. Тогда

1 = 1 -  Ei -  0 (е?) = 1 -  £[ .1 + £j (13)

Символом 0 (£j) обозначены члены, порядок малости которых не 
ниже Ej.

Из соотношения (11) получаем

tgP =  tg IE_ 1  ]_ tg f t /4 -  tg у/2  1 -  у/ 2  _ . _
4 2 1 + tg 7t/4 tg v/2 “  1 + 7/2 ~ Y ’

(14)



так  как  д е ф о р м ац и я  с д в и га  м ала по сравнению  с единицей  
(tgy/2 = у /2 , у « 1 ) . Сопоставляя зависимости (12) и (14), находим

y = ( l + H ) £ i -  ( 1 5 >

По граням действуют касательное напряжение

т=  (16)

и такое же нормальное напряжение (на рис. 5.4,а  оно не показано). 
Равенство (16) вытекает из результатов , полученных в разд. 5, но его 
легко получить непосредственно, рассматривая напряжения в площад­
ке под углом 45° (рис. 5.4,6).

Используя равенство (8) и учитывая, что

ег = о х/ Е х, 

находим из соотношения (15)

V = C = ( 1 + « £ '

Ссылаясь на зависимость (16), получаем важный вывод:

G = ----- ------- . (17)
2 ( 1 + Ю

Температурная деформация. Многие элементы конструкций в со­
временной технике работают при высокой температуре. При анализе 
деформаций должно быть учтено тепловое расширение, что свойст­
венно всем физическим телам.

Линейная деформация при наличии нагрева состоит из двух час­
тей:

£ ^сил-̂" » (18)

здесь есил — деформация, вызванная силовым воздействием элемен­
тов; £р — температурная деформация, вызванная тепловым расшире­
нием:

Ет= аТ,

где а  — коэффициент линейного расширения; Т  — изменение темпе­
ратуры при нагреве. В технических расчетах температура измеряется 
в градусах Цельсия (°С) или в кельвинах (К).



Коэффициент линейного расширения а  составляет для сталей 
(Н—12) • 10“ 6 К" для алюминиевых сплавов (20—25) ■ 10~ 6 К-  для жа­
ропрочных сплавов на никелевой основе (12—20) ■ 10“ 6 К-  \  для титано­
вых сплавов (8— 10) 10” 6 К-

Для линейной упругой деформации

е=  о / Е +  а  Т.  (19)

В изотропном материале температурная деформация не изменяет 
угол между направлениями, а приводит в данной точке к одинаковым 
удлинениям во всех направлениях. При неравномерном нагреве или 
при стеснении границ тела с равномерным распределением темпера­
туры могут возникнуть не только температурные деформации, но и 
температурные напряжения.

Замечание. Учет температурных деформаций обычно проводится при предполо­
жении, что распределение температур не зависит от напряженного состояния тела. 
Для большинства конструкционных материалов это вполне оправданно (так называ­
емые несвязанные задачи термоупругости).

Общая форма закона упругости. Уравнения упругости для линей­
ных и угловых деформаций с учетом температурных деформаций по­
лучаются из соотношений (7), (10) и (19).

Для произвольной ортогональной системы координат

£*= ц(ау+ oz) ] +  а Т ,

£у =  аУ ~  ^ ст2 +  ° * ) 1 +  а Т >
1 J (20)

£z= £ [ CTz -  1-1(0*+ <*>,)] + <*T,
1 1 1

Уху q  ^ху > Yyz — q  'tyz, Угх ~  q  ^zx •

Уравнения (20) выражают общую форму закона упругости (закона Гу­
ка). Они содержат два независимых параметра упругости, в качестве ко­
торых обычно принимают модуль упругости Е и коэффициент Пуассона Ц

Уравнения упругости можно записать в более краткой форме:

£* — g   ̂&х ~ Д(ру oz) J + а Т , ,  Yty = ^  х̂у > • • • (x y>z) • (21)

Символ (ху£ )  означает, что недостающие уравнения выписываются 
по правилу круговой перестановки индексов.



Другие формы закона упругости. Вычитая из уравнения для £х 
среднюю деформацию е, получаем

е =
_  2 ( 1 + |i )

3Е
l + j i (ах-  а) .

В результате приходим к девиаторной форме закона Гука:

1
е * -  е = о ) ........ 2 Ух*

_ I  + JL т-  Е хху. ■ (x,y,z), (22)

где средние деформации и напряжения

1
£= З ( £л+  £у+ Ez ). 

1 
3о =  о ( ° х +  °У+ а*)-

(23)

Для полной эквивалентности уравнений (20) и (22) к последним 
следует добавить условие, связывающее е и а:

е=  ^—^ < 5 +  а  7\ 
Е

(24)

Эти соотношения получаются из (20), если сложить первые три ра­
венства.

Во многих задачах оказывается необходимым выразить зависимость 
напряжений от деформаций, являющуюся следствием закона упруго­
сти. Это проще всего получить из соотношений (22) и (24):

ох = 
х 1 + цЕ  £*+ а -  е , 5  -  ~ 2GEX+ е 1 -  2ц, 1 + (X 1 -  2ц

а  Т.

Подобные соотношения можно найти для ау и oz. 
В результате получим

£
ах = 2G&X+ Зкг -   ̂_ а Т,

£
ау =  2G £y+  3 t e -  t а Т ,

£
oz = 2Gez + ЗХг -  { ^  а  Т ,

Ъсу =  ^Yxy > ^yz =  ^"lyz > — >



где G = — модуль сдвига; X = Ж — постоянная2 ( 1 + д ) "  ’ "  (1 + Ц) (1 _  2ц)
Ламе.

Величина 8 представляет среднюю деформацию (23).
М атричная запись закона упругости. Линейные зависимости (21) 

удобно записать в матричной форме:

1е } = [ а ] | ст} + ( аГ}, (26)

где векторы деформаций, напряжений и температурных деформаций

е =

е * о *

£ Z

Уху ■> ы =  ■
Т* у

Ъ * V

УZX Tzx

[а7} =

а  Т 
а  Т 
а  Т 
О 
О 
О

(27)

матрица (матрица податливости материала)

[ а ]  =

1/Е -11/Е -11/Е 0 0 0
— Ц/Е 1/Е -  ll/ Е 0 0 0
- | 1/Е -  \1/Е 1/Е 0 0 0

0 0 0 1/G 0 0
0 0 0 0 1/G 0
0 0 0 0 0 1/G

(28)

Матрица податливости симметрична.
Замечание. Представление совокупности скалярных величин в виде многомерно­

го вектора — удобный прием современной вычислительной математики, позволяющий 
использовать аппарат матричной алгебры.

Следует, однако, помнить, что такое представление не имеет физического обос­
нования и справедливо при неизменной системе координат. Ш есть компонентов на­
пряженного и деформированного состояний образуют тензоры (см.разд.6 и 10). Тем 
не менее векторные представления наглядны и удобны, и ими широко пользуются в 
современной механике.

Модель упругости для анизотропного тела. В современной техни­
ке используются анизотропные материалы. В частности, к таким мате­
риалам относятся композиционные материалы, состоящие из набора 
прочных волокон (нитей стекла, углерода, бора и т.п.) и наполнителя 
(связующего) в виде смолы мягких материалов и т.п. На рис. 5.5 схе­



Реи. 5.5. Композиционный материал 
с волокнами в двух взаимно перпенди­

кулярных направлениях

матически показан образец компо­
зиционного материала, имеющего 
волокна в двух взаимно перпенди­
кулярных направлениях. Для такого 
материала оси х, у, z  являются ося­
ми упругой симметрии. Материал, 
обладающий тремя взаимно пер­
пендикулярными осями упругой 
симметрии, называется орт от роп- 
ным. Уравнения упругости для ор- 
тотропного материала можно пред­
ставить в виде (28), причем матрица 
податливости

[ а ]  =

1/Ex -V b /B y -M*z/£z 0 0 0

~  Myz/̂ JC l /Ey — Vyz/Ez 0 0 0

-V ~z/Ey \/E z 0 0 0
0 0 0 l/Gxy 0 0
0 0 0 0 \/G yz 0
0 0 0 0 0 1 / G „

,(29)

Ех , Е у , м одули  упругости  в н ап равл ен и и  осей 
,zy — коэффициенты Пуассона; G^ , Gyz, Gzx — мо-

где
* ,  У ,  z ; , • • •, М; 
дули сдвига.

Матрица (29) содержит 12 параметров упругости, но независимых 
всего 9, так как в силу симметрии матрицы существуют следующие 
зависимости:

Мух _  May Mzy _  Myz Цхг _  Mzx
Er

(30)

Для ортотропного тела



В общем случае для анизотропного тела модель упругости пред­
ставляет линейные зависимости деформаций от шести компонентов 
напряжений:
£х= а п ах + а 12Оу+ а 13а2+ а х̂  + a x&zx + а^Т , . . .  (x, y , z ) .  (32)

Матрица податливости является квадратной матрицей шестого по­
рядка, содержащей 36 упругих параметров. Из условия симметрии мат­
рица содержит 21 независимый параметр (6 на главной диагонали и 15
— на боковых). Температурные деформации образуют тензор.

В уравнениях упругости (26) вектор температурных деформаций

В анизотропном теле в общем случае температурная деформация 
приводит не только к дополнительным удлинениям, но и к сдвигам.

Стремление к наименьшим массе и габаритам изделий приводит к 
необходимости увеличения напряжений в элементах конструкций и 
наиболее полного использования прочностных возможностей матери­
ала. Во многих деталях машин, особенно в местах концентрации на­
пряжений, в рабочих условиях возникают пластические деформации.

Для оценки надежности подобных конструкций необходимо знать 
распределение напряжений и деформаций в упругопластической об­
ласти. Модели пластичности позволяют определить несущую способ­
ность элементов конструкций, т.е. внешние усилия, при которых про­
исходит потеря работоспособности изделия. Изучение пластичности 
весьма важно для понимания механизма многих технологических про­
цессов.

В настоящее время сущ ествует несколько моделей поведения 
материала при упругопластических деформациях. Наиболее простая 
модель пластичности строится на основе деформационной теории 
Генки — Ильюшина.

Основные уравнения деформационной теории пластичности. В 
основу деформационной теории пластичности положены следующие 
основные допущения.

ОхТ
Оу Т

(33)

OyzT 
a ZXT

17. Модели пластичности



1. Объемная деформация материала является упругой. 
По уравнению (23) для упругих деформаций

где е — средняя деформация:
(35)

с  — среднее напряжение:
(36)

Е , ц. и а Т  — модуль упругости, коэффициент Пуассона и темпера­
турная деформация соответственно.

Опыты, проводимые при всестороннем давлении до 2000 МПа, под­
тверждают, что средняя деформация остается упругой.

2. Тензор-девиатор деформаций пропорционален тензору-девиато- 
ру напряжений (слово «девиация», от которого образован термин «де- 
виатор», означает «отклонение»).

Ранее приводились тензоры деформаций и напряжений (см. разд.
6 и 10):

Напомним, что в тензор деформаций входят - у ху, ^ Ууг> 2 Уас’ ТаК
как исключается поворот элемента, вызванный деформацией сдвига 
(см. рис. 3.7).

Т ензором -девиат ором  называется тензор, первый инвариант ко­
торого (сумма элементов главной диагонали) равен нулю.

Тензоры-девиаторы деформаций и напряжений будут такими:

2 Чху 2 x̂z

T'z ~ ‘ 2 Чух Еу 2 У̂1
1 1
2 Yzx 2 4zy

(37)

1 1 1

1

®х °  Ъсу Ъсг 
D 0 = tyx (Уу—о  iyZ ■, (38)

! Ч-zx ^zy Gz — О
2 Угх 2 Чгу



где е и а  — средние деформации и напряжения.
Для De и  Da суммы компонентов главной диагонали равны нулю 

(проверьте!):
£* + £у + ez -  Зе= 0 , ох + Су + <тг — Зо = 0 .

Понятно, что для описания пластичности используются именно де- 
виаторы напряжений и деформаций.

ffz  = J -ro z б= 2-ю

б
Рис. 5.6. Переход от основного напряженного состояния (а) к девиаторному (б,в).

Касательные напряже­

ния при переходе не изменяются

Нормальные напряжения выражены в Па; а  = —( ах + Оу + а 2 )

Девиаторы De и Da получаются из ТЕ и Та после «вычитания» де­
формаций и напряжений, соответствующих всестороннему растяже­
нию или сжатию. На рис. 5.6 показан переход от основного напряжен­
ного состояния к соответствующему девиаторному состоянию. Каса­
тельные напряжения для обоих состояний остались неизменными.

Девиатор напряжений характеризует отклонение данного напря­
женного состояния от состояния всестороннего растяжения или сжа­
тия. Такие отклонения и вызывают деформации сдвига и связанные с 
ними пластические деформации.

Условие пропорциональности девиаторов деформаций и напряже­
ний записывается в виде

De = k D a , (39)

где к — коэффициент пропорциональности, который удобно подста­
вить в следующем виде:

Ъ — Ш 1 И- 
Е

(40)



В равенстве (40) *Р — безразмерный коэффициент, называемый па­
рам ет ром  пласт ичност и. Если материал находится в упругом состо­
янии, то Ч,= 1 и уравнение (29) соответствует уравнениям (22).

Из тензорного равенства (39) вытекают девять скалярных равенств, 
из которых в силу симметрии тензоров (уху= = Ту*) различны­
ми будут только шесть:

ех ~  е=  Ч* ( ах ~ о ) ,

е у -  е =  » Р -^ -У:.(а у -  с ) ,

ех - е =  » Р - ^ ( о г - а ) ,  -  (41)

1 „ , 1+11  1 ш 1 + Ц
2 УхУ~ Е Х*У' 2 Ууг Е ’

1 . т .  1 +  Ц

2 Yzx Е Xzx'

Уравнения (41) называются уравнениями Генки — Ильюшина. Они 
аналогичны закону Гука для упругого материала, если присоединить 
к ним условие (34).

Уравнения пластичности в векторной форме. В девиаторы дефор­
маций и напряжений входят девять скалярных величин, которые мож­
но представить как составляющие девятимерных векторов:

{^}— — Еу — £> — £, 2 Уху ’ 2 Уух > 2 Ущ ’ 2 Ууг ’ 2 Угх ’ 2 Ух2

М  =  {Оде — О , Оу — О , Oz — О, Tjjy , Т у х  , Tjy , X y Z  ,  Xjju , Тд.2 ,j . ( 4 3 )

Верхний индекс «т» означает операцию транспонирования, при ко­
торой столбец заменяется строкой. Конечно, в равенствах (42) и (43) 
вы писаны  по тр и  «лиш ние»  составл яю щ и е, так  как 
Тху~ Уху = Уух> ■ • • • Это сделано из физических соображений, с тем 
чтобы «размерности» вектора и тензора совпадали.

Уравнения пластичности в векторной форме будут такими:

(44)

Вектор-девиатор деформаций {е } коллинеарен (пропорционален) 
вектору-девиатору напряжений {s } .



Из уравнения (44) следует, что и модули векторов (их длины) свя­
заны тем же соотношением:

| е | = 4 / I ± J k | s | . (45)
Г/

Модули векторов характеризуют интенсивность напряжений и де­
формаций в точке:

Ы  = V(ах -  ст)2+ (Су- ст)2+ (oz -  а)2 + 2т^ + 2т^+  2х^ , (46)

\е \ = V (e x -  е)2 + (е,,- е)2+ (ez -  е)2+ | ^ z + . (47)

Для случая одноосного растяжения отличны от нуля следующие 
величины:

а х  =  о 0 , е х =  ео, £у= -м*е<), ez = (48)

где (1* — коэффициент Пуассона при упругопластических деформа­
циях ( (I < ц* < 0,5).

Из равенства (46) находим для одноосного растяжения (проверьте!)

3 СТ° ' (49)
Для более удобного и наглядного сопоставления с результатами 

экспериментальных исследований при простом растяжении определим 
интенсивность напряжений ст,- следующим образом:

л/Г,
а /= П  12 , s I . (50)

Тогда для случая одноосного растяжения

а, = ст0 . (51)

Интенсивность напряжений при одноосном растяжении совпадает 
с растягивающим напряжением.

Значение I е I при простом растяжении в соответствии с равенст­
вами (47) и (48) будет таким:

= л/Г<13 ( 1 + Ц*)ео • <52)



Целесообразно определить интенсивность деформаций £j следую­
щим образом:

£ i = V | ~ | e | .  (53)

Тогда для одноосного растяжения

2 ( 1 +  Ц*)
£.= з (54)

При коэффициенте Пуассона (х*=0,5 интенсивность деформаций 
при одноосном растяжении совпадает с деформацией растяжения.

Учитывая равенства (50), (53) и (45), получаем важную зависи­
мость:

з ^ 4 4 '- (55)

Замечание. Зависимость (55) можно получить непосредственно из уравнений 
пластичности (41), если каждое из шести равенств возвести в квадрат, сложить их, 
предварительно удвоив последние три равенства, и извлечь из суммы квадратный 
корень.

Интенсивность напряжений и деформаций. Понятия интенсивно­
сти напряжений и деформаций занимают центральное место в деф ор­
мационной теории пластичности, так как позволяют установить экви­
валентность между сложным напряженно-деформированным состоя­
нием и простым растяжением.

Интенсивности напряжений и деформаций были определены сле­
дующими зависимостями:

Ст,= V f ~ V ( a * -  ст)2+ (су-  с)2 + (cz -  с)2 + 2tL +  2 t i+  2х^ ,
I----------------------------------=--------------- --------------------  (56)

ei=  > |  > ( е * -  е)2 + (Еу- е)2 + (£*- е)2 + \ f yz + ■

Приведем другие выражения для о,- и £,-, более удобные для прак­
тических расчетов. Учитывая, что

(a* -  с)2 + (Gy- с)2+ (cz — с)2= о%+ с^+ <?z -  Зс2 =
2

— ~ (а* + о? + — ахс  — Gyoz — =



получаем из равенства (56) часто применяемую формулу для интен­
сивности напряжений

а; = -±=i(ox -  Оу)2+ (Сту- az)2+ (az -  стх)2+ 6 (^ +  t2z + ^ (58)

С  помощью аналогичных преобразований находим

е1= W ( e * -  Еу)2+ (Еу- ez)2+ (ez -  ex)2+ | ( ^ +  ^ z + ■&) . (59)

Отметим, что для любого на­
пряженного и деформированно­
го состояния величины ст,- и е,- по­
ложительны (модули векторов).

Интенсивность напряжений 
пропорциональна касательному 
напряжению в октаэдрической 
площадке.

О ктаэдрической площ ад­
кой называется площадка, нор­
маль к которой наклонена оди­
наково по отношению к главным 
направлениям. Октаэдрическая 
площадка является гранью пра­
вильного восьмигранника — ок­
таэдра (рис. 5.7,6). Направляю­
щие косинусы нормали

/2  , 2 , 2 _ 1I + т + п = 1 ,

Рис. 5.7. Нормальное и касательное на­
пряжения в октаэдрической площадке: 

а — напряжения в октаэдрической пло­
щадке; б — правильный октаэдр

1= т = П 1/л/з".

Нормальное напряжение в октаэдрической площадке (рис. 5.7,а) 
определяется по формуле (59) гл. 2:

1 ,
° о к т ~  з  ( ах  +  °у  +  ° z  ) ~  ст • 

Касательное напряжение (рис.5.7,а)

X = л/п2 — о2 
wOKT ^  и окт •

(60)

(61)



В силу равенств (55)—(57) гл.2

Р2= Рх+ Ру + Pz=  1+ 02+ Оз)-

Из последних соотношений вытекает

f-  /  (cti + 0 2 + Оз) -  Q( o i+  о2 + а3 )2

=  н ( 0 ! -  ст2 )2 + ( а 2 -  о3 )2+ ( а 3 -  oj )2 (63)

Учитывая выражение а,- для главных напряжений ( ах = <Т], ау = , 
°z = стз . = 0 . V  = 0  ’ Tz* = 0 ). получаем

^окт • (64)

Замечание. Величина о,- отражает не общий уровень напряжений, а интенсив­
ность касательных напряжений, что вытекает из равенства о-“ 0 для всестороннего 
растяжения или сжатия.

Общепринятый термин «интенсивность напряжений» не вполне точен. Лучше го­
ворить о «приведенной интенсивности касательных напряжений, выраженной через 
эквивалентное нормальное напряжение при простом растяжении», или, короче, об 
«эквивалентном напряжении растяжения».

Интенсивность упругих и пластических деформаций. Как извест­
но, общая деформация материала е состоит из упругой и пластической

частей (рис. 5.8). При простом рас­
тяжении

rtT ео =  4 - (65)

Рис. 5.8. Кривая деформирования 
при растяжении

Здесь и в дальнейшем верхние 
индексы р  и е означают соответст­
венно пластичность и упругость.

Уравнения пластичности (41) от­
носятся к общим деформациям, но 
их можно записать отдельно для уп­
ругих и пластических деформаций. 
Полагая Ч/=1, получаем для упругих 
деформаций



В разд. 18 эти соотношения были получены из уравнений упруго­
сти. Вычитая равенства (66) из (41), находим значения пластических 
деформаций:

е£= ( V -  l ) i ^ J i (ax -  с ) , . . . , ^ =  С ¥ -  l ) 1 ^ ^ г).  (67)

При выводе последних равенств было учтено, что пластические де­
формации протекают без изменения объема материала:

еР= | ( е £  + *£+ е£) = 0 , (68)

и потому е = ее.
Из уравнений (67) следует

е £ -  е§= C F - 1) - ^ ( с т , -  оу) , . . . , ^ =  (Ч*- l ) 1 ^ ^ .....<*,**)-(69)

Возводя каждое равенство в квадрат, складывая все шесть ра­
венств, предварительно умножив три последние на 6, и извлекая квад­
ратный корень из суммы, находим

ef = ( У  -  П ^ з ^ ^ ст,-. (70)

Интенсивность упругих деформаций в силу зависимостей (66) или 
равенства (55) при Ч/=1 равна

ef = (71)

Последние соотношения приводят к важному результату:

е,- = ef + e f . (72)

Интенсивность деформаций равна сумме интенсивностей упругих 
и пластических деформаций (равенство Генки — Беляева).

Обобщенная, кривая деформирования. Ранее было установлено 
соотношение (55), содержащее пока неизвестный параметр пластично­
сти Ч/. Соотношение (55) показывает, что между интенсивностью де­
формаций е,- и интенсивностью напряжений ст, должна существовать 
зависимость



(73)

которая называется обобщенной кривой деформирования.
Зависимость (73) в рамках деформационной теории пластичности 

следует считать справедливой для любого напряженного состояния.
Для несжимаемого материала ( ц = ц* = 0,5) по уравнениям (51) и (54) 

находим £,•= Eq , ст,= а 0 и обобщенная кривая деформирования совпадает 
с обычной кривой деформирования при растяжении образцов.

В общем случае, используя уравнения

CTi -  а о I £i ~
2 ( 1 +  Д)

е0 > (74)

можно построить зависимость (73) (рис. 5.9) по значениям Со, ст0 , взятым 
из опытов на растяжение, и по экспериментальному или расчетному зна­
чению коэффициента Пуассона ц* при упругопластических деформациях.

С помощью обобщенной кривой деформирования выясняется значение 
и физический смысл параметра пластичности (см.уравнение (55) и рис. 5.9):

Ч> = 3Е
2 ( 1 + |1 ) СТ,- Gj (75)

где о,- — значение интенсивности напряжений в идеально упругом те­
ле, соответствующее интенсивно­
сти деформаций е,- в упругопла­
стическом теле.

Однако построение обобщен­
ной диаграммы деформирования 
е,-, ст,- не обязательно для расчета 
упругопластического деформи­
рования. Можно (и гораздо удоб­
нее) в качестве обобщенной кри­
вой деф орм ирования принять 
обычную кривую деформирова­
ния е0 , CTq при растяжении, пони­
мая под £q и  ст0 эквивалентные де­
формации и напряжения.

При простом растяжении ин-

Рис. 5.9. Обобщенная кривая деформиро­
вания

тенсивность пластической деформации 

<2
е? = —  V ( ^ -  ф 2 + ( Щ - ePz)2+ ( e g - г?)2) = (76)



так как t£=  eg, е$= eg, е£ = - ^ eg,

где eg — пластическая деформация при растяжении (см. рис. 5.8). 
Интенсивность упругой деформации по (71)

.2 2 ( 1 +  ц )
£Г = CTQi

и потому интенсивность деформации при простом растяжении

„ 2 ( 1 + ц.) Сто 2 ( 1 + и )
ЗЕ 0= Е° ~  ~Ё+ ЗЕ ° °

ИЛИ

Е<= <Ч)~
1 -  2\1 Од (77)

Интенсивность напряжений в 
опытах на растяжение Oj = а 0.

Из последних соотношений 
п ол учаем  эквивалентные де­
формации и напряжения:

ео= е,+ о0= ст,-. (78)

Кривая деформирования при 
растяж ении может рассматри­
ваться как обобщенная кривая 
деформирования (рис. 5.10), если 
эквивалентные деформации и на­
пряжения определяются по ф ор­
мулам (78).

Еще одна форма уравнений 
Генки —  Ильюшина. После того
как выяснена связь величин е,- и с,-,можно указать еще одну форму 
уравнений Генки — Ильюшина. Подставив в соотношения (41) значе­
ния из уравнения (75), найдем

Рис. 5.10. Кривая деформирования при 
растяжении стержня как обобщенная

00кривая деформирования (Ес = — — секу­

щий модуль)

Зе, 1
£* е -  2СТ. (а х о ) , • • • > 9 Уху — 9 ^ . 'сху  > • • • > (*> У’ z )2а,-

(79)



e* e _ 2 / ( e f) (CTjc ст)’ " - ’ 2 Уху 2 f ( z i) Txy’ " ' ,('X’y ,*>'

Коэффициент Пуассона при упругопластических деформациях.
Деформационная теория пластичности позволяет определить коэф­
фициент Пуассона при упругопластических деформациях. Из соотно­
шений (74) и (77) находим

_ 2 ( 1 + ц*) _ _ 1 -  2ц Op
1 0̂ ^0 о j? (80)

или
_ I _  1 -  2ц -

^ -  2 ~  .  .

где Ес = Oq/Eo — секущий модуль на кривой деформирования (см. 
рис. 5.10).

Рис. 5.11 показывает удовлетворительное совпадение значений |!*, 
полученных экспериментально и определяемых по уравнению (80). 
Отметим, что если в упругой области ц=0,5 (упруго несжимаемый ма­
териал), то и в упругопластической области по равенству (80) ц*=0,5.

Интенсивность деформаций при растяжении в соответствии с ра­
венством (77)

1 - 1 -  2ц.
Ч-

М етод переменных параметров 
упругости. Уравнения пластичности, 
связывающие деформации и напря­
жения, при о,- > стт нелинейны. Если в 
п р ед ел ах  упругих  д еф орм ац и й  
(ст,- < стт) увеличение напряжений в к 
раз вызывает такое же увеличение 
деформаций, то при появлении пла­
стических деформаций пропорцио­
нальность наруш ается. Н елиней­
ность уравнений Генки — Ильюшина 
отчетливо проявляется в их записи в 
форме (79). Нелинейность физиче­
ских уравнений теории пластичности 

создает большие трудности при решении практических задач (наруша­
ется принцип независимости действия отдельных нагрузок и т.п.).

Рис. 5.11. Сопоставление экспери­
ментального и теоретического зна- 

> чений коэф ф ициента Пуассона в уп­
ругопластической области



Метод переменных параметров упругости сводит решение задач 
деформационной теории пластичности к решению последовательно­
сти обычных задач упругости, что существенно облегчает расчеты.

Уравнения пластичности Генки — Ильюшина (зависимости (41)) 
сначала запишем формально в виде уравнений упругости. Например, 
соотношение

Продолжая преобразования, представим уравнения пластичности в виде

где Е — модуль упругости, ц — коэффициент Пуассона (в упругой 
области), 4х — параметр пластичности.

Параметры Е* и ц* называются переменными параметрами упру­
гости, так как они зависят от напряженного состояния в точке (пара­
метра пластичности *Р ). В упругой области ^ “ l и Е* = Е ,  ц* = Ц.

Для несжимаемого тела (коэффициент Пуассона |х=0,5)

Принимая в качестве обобщенной кривой деформирования кривую 
деформирования при растяжении, получаем для параметра пластично­
сти из соотношений (75) и (77) следующее выражение:

... 1 + ц . .
е= Е {а* ~  о )

с учетом зависимости (33) будет таким:

Ъ у,-- - , (х ,у ,г ) .  (81)

Здесь
Р* =  р ________ _________

2(1+ ц)Ч» + 1 -  2ц ’
(82)

У ( 1 + ц ) - ( 1 - 2 ц )
^ 2Ч»(1 + ц) + (1 -  2ц) ’

(83)

(84)

ц*= 0,5. (85)



где Ес = Gq/Eq — секущий модуль.
Теперь из уравнений (82), (83) и (86) вытекают основные формулы 

метода переменных параметров упругости:

Е = Е„ (87)

_  I  1 ~  2ц
* = 2 "

(88)

У равнения д еф о р м ац и о н н о й  теории  п л асти ч н о сти  можно 
представить как уравнения теории упругости, если модуль упру­
гости в них заменить секущим модулем (рис. 5.12). Менее суще­
ственной является поправка значения коэф фициента Пуассона по

формуле (8 8 ).
Замечание. Влияние коэф ф иц и ­

ента Пуассона на распределение на­
пряжений обычно невелико, и часто 
проводят расчеты при ц-0 ,5 , т.е. для 
несжимаемого материала.

Использование простых ра­
венств (87) и (88 ) не требует 
каких-либо предположений от­
носительно значений коэф фи­
циента Пуассона.

Соотнош ения (87) и (8 8 ) 
можно получить б олее  про­
стым путем, если представить 
уравнения (79) в виде зависи­
мости

Рис. 5.12. Схема расчета по методу пере­
менных параметров упругости

е =  ^ J L ( ctx - ст), (89)
ь

что соответствует одной из форм закона Гука (см. уравнение (24)). Бу­
дем иметь

1 + |х* _ 3щ 
Е* 2ст,-'

Используя эквивалентные значения бд и ст0 , находим



! 1 - 2  Ц Я,С

X — • (90)

Используя соотношение (80), приходим к равенствам (87),(88). 
Запись уравнений пластичности в форме уравнений упругости еще 

не дает решения, так как значения секущего модуля и коэффициента 
Пуассона заранее неизвестны. Решение задачи находят методом по­
следовательных приближений.

В первом приближении (см. рис. 5.12) материал считается упругим 
( 2?j = Е , = (о.) и решается обычная задача упругости. В результате 
определяются интенсивность напряжений ст,-  ̂ в упругом теле и соот­
ветствующее значение эквивалентной деформации

Eoci) —

По значению eo(i) определяются по кривой деформирования вели­
чина a,(j) и секущий модуль

£ с(1 )=  а ((1)/ е 0(1) •

Во втором приближении полагают

F *  -  Р  -  1 1 -  2ц Е С (1 )
(2) — с(1) > Д(2) ~ 2 ~  2  ~ Ё ~ '

и снова решают задачу упругости при полученных значениях парамет­
ров упругости. В результате определяют значения а^2) . £<)(2) и новое 
значение секущего модуля £ с(2) = а 1'(2)/£'о(2)-

Процесс считается законченным, если для n -го  приближения

°i(n)~ CTi(n- 1) < Д 1 ! \ п ) ~  ai(n) < Д2 , (91)

где А] — принятая точность сходимости приближений; Д2 — принятая 
точность расчета.

В плоскости эквивалентных напряжений и деформаций Стд, Ео (см. 
рис. 5.12) точки «упругого» расчета стремятся к кривой деформирова­
ния. Не останавливаясь на доказательстве сходимости процесса, отме­
тим, что обычно необходимая точность достигается после нескольких 
приближений. Условия (91) гарантируют сходимость и точность реше­
ния.



На рис. 5.13 дана иллюстрация мето­
да переменных параметров для простей­
шей задачи — определения деформации 
при растяжении с заданным напряжением 
Стд. Решение задачи соответствует пере­
сечению линии CTy4=const с кривой де­
формирования. Последовательные при­
ближения показаны точками 1, 2, 3.

Замечание. Метод последовательных прибли­
жений является одним из наиболее общих мате­
матических методов. Для решения задачи разраба­
тывается процедура (алгоритм), при которой в 
каждом последующем шаге учитываются резуль­

таты предыдущего шага (предыдущего приближения). Метод является строгим, если 
доказаны сходимость последовательных приближений к точному решению и незави­
симость результата от выбора исходного приближения.

В технических задачах доказательство сходимости, как правило, несущественно — 
ее наличие или отсутствие видно уже после первых шагов. Важно иметь возможность 
проверки правильности полученного результата.

Ограничения при использовании модели пластичности на основе 
деформационной теории. Эксперименты показали, что лежащие в ос­
нове модели пластичности уравнения Генки — Ильюшина достаточно 
хорошо описывают процесс монотонного нагружения. При таком про­
цессе на всех этапах нагружения (внешними силами, температурами и 
т.п.) интенсивность напряжений ст, возрастает.

Монотонное нагружение обычно реализуется при простом нагру­
жении, когда все внешние силовые факторы изменяются пропорцио­
нально одному возрастающему параметру. При простом нагружении 
соотношение между внешними нагрузками в процессе нагружения ос­

тается неизменным. Если начинает­
ся процесс разгрузки, когда во всех 
точках тела интенсивность напряже­
ний убывает (например, при снятии 
внешних усилий), то приращение 
(уменьшение) напряжений и дефор­
маций на этапе разгрузки определя­
ется на основе уравнений упругости 
по закону разгрузки (рис. 5.14). Ос­
новные ограничения рассматривае­
мой модели пластичности связаны с 
тем, что уравнения пластичности от­
носятся к конечной точке процесса

Рис. 5.14. Процесс разгрузки при уп­
ругопластическом деформировании

Рис. 5.13. Определение деф ор­
мации растяжения при задан­

ном напряжении по методу пе­
ременных параметров упругости



и потому не учитывают историю нагружения. Если из физических со­
отношений ясно, что имеет место монотонное нагружение, то указан­
ный недостаток несуществен.

В рамках применяемой модели пластичности можно учесть действи­
тельную историю нагружения, если рассматривать нагружение как сово­
купность нескольких этапов. Если на каком-либо промежуточном этапе 
происходит разгрузка, то при расчете используют уравнения упругости.

Другие модели пластичности. Более совершенной, но и значи­
тельно более сложной является модель пластичности, основанная на 
теории пластического течения Сен-Венана, Мизеса, Прандтля и Рейса. 
В соответствии с этой теорией рассматриваются раздельно прираще­
ния деформаций упругости и пластичности:

»• • •, dyxу dfxy -+- , . . . ,  (х , у, z ) . (92)

Приращение пластической деформации принимается пропорцио­
нальным составляющим девиатора напряжений:

d£% = F (a,) Ат,- (стх -  а ) , . . . ,  \  F daixxy . • • • » С*.?,2) - (93)

где Ат,- — приращение интенсивности напряжений; функция F(a,-) оп­
ределяется на основании экспериментальных данных при растяжении 
образцов.

Изложение теории пластического течения и описание других мо­
делей пластичности можно найти в специальной литературе.

18. Модели ползучести и вязкоупругости

Как уже указывалось в разд. 13, ползучестью материала называется 
возрастание деформаций с течением времени (при постоянном нагру­
жении). Ползучесть металлов наблюдается главным образом в тепло­
напряженных элементах конструкций, при работе в условиях повы­
шенных температур. Ползучесть полимерных и композиционных мате­
риалов, бетонов и др. проявляется и при нормальной температуре. При 
исследовании подобных материалов обычно используются модели вяз­
коупругости.

Практическая важность проблемы приводит к необходимости 
оценки влияния ползучести на работоспособность конструкции. Пол­
зучесть влияет на перераспределение напряжений в элементах конст­
рукций, а в ряде случаев приводит к недопустимому возрастанию де­
формаций. Разберем сначала модели ползучести металлических кон­
струкционных материалов.



Основы моделей ползучести. Модели ползучести основаны на 
следующих допущениях.

Первое допущение заключается в представлении общих деформа­
ций, вызываемых действующими напряжениями и нагревом в виде сум­
мы деформаций упругости, пластичности, ползучести и температур­
ной деформации:

**= 4 +  4 +  4 +  V-T+ . , . {x ,y ,z ) . (94)

Верхние индексы указывают природу деформации (е — упругость, 
р  — пластичность, с — ползучесть); сс — коэффициент линейного 
расширения; Т — температура.

На рис. 5.15 приведена схематическая модель материала, соответ­
ствующая равенству (94).

—'ДЛДЛЛЛ^-- 1/J

£ р £с

X

осТ

Г

Рис. 5.15. Схематическая модель материала

Материал рассматривается как последовательное соединение эле­
ментов. Тепловое воздействие вызывает тепловое расширение, а также 
влияет на параметры всех элементов (уменьшение модуля упругости в 
результате нагрева и т.п.).

Часто деформацию упругости и пластичности объединяют (дефор­
мационная теория пластичности), относя к ним и температурную дефор­
мацию. Равенство (94) справедливо и в дифференциальной форме:

d£x = d£% + d£? + de£ + d (a T) + . . .  (x,y, z ) . (95)

В практических расчетах под d^  понимают приращение деформа­
ции Аех за малый промежуток времени At.

Второе допущение, используемое при построении моделей ползу­
чести, состоит в том, что скорости деформаций ползучести или сум­
марные деформации пропорциональны составляющим девиатора на­
пряжений.

С помощью моделей ползучести результаты простых эксперимен­
тов (растяжение стержня при постоянных температуре и напряжении) 
распространяются на общий случай деформирования.



Модели ползучести, основанные на теории старения. Изохрон­
ные кривые ползучести. Наиболее простой теорией ползучест явля­
ется теория старения. В соответствии с этой теорией должна сущест­
вовать зависимость

/■(£<>, ст0 , t ,  Т )=  О, (96)

где £о и (То — суммарная деформация и напряжение при простом рас­
тяжении; t и Т — время и температура нагружения.

В соответствии с равенством (94) суммарная деформация

ео= eg+ eg+ е§+ аТ. (97)

Для сложного напряженного состояния зависимость (96) относится 
к интенсивностям деформаций и напряжений:

/■(«*, ст( | f , T ) =  0 <98>

или в другой форме
е* = t ,  Т ) .  (99)

Интенсивность суммарной деформации (упругости, пластичности 
и ползучести) ощ>еделяется в данный момент нагружения интенсивно­
стью напряжений, временем и температурой нагружения.

Для стационарного режима нагружения ( CTo=const, 7’=const ) зави­
симость

£о= ео(<*о, Т ) (ЮО)

может быть определена из эксперимента (кривых ползучести). Основная 
гипотеза теории старения состоит в том, что зависимость (99) 'считается 
справедливой при нестационарном нагружении ( ст = v a r, Т = va r). Вли­
янием изменений а, и Г по времени ("историей" нагружения) пренебре­
гают, что приближенно справедливо при монотонном нагружении.

Расчет ползучести основывается на кривых ползучести (см. разд. 13), 
построенных при постоянных температурах для различного уровня на­
пряжений. На рис. 5.16 показана сетка кривых ползучести при напря­
жениях

CTJ<CT2 <CT3 < O 4 .

По оси абсцисс откладывается время, по оси ординат — деформа­
ция при растяжении стержня (образца) при постоянном напряжении. 
В момент t = 0 (начало отсчета) начальная деформация соответствует 
мгновенной деформации (упругой или упругопластической) в резуль­
тате действия приложенного напряжения.Температурная деформация



£г= ОС T

при построении кривых ползучести, 
так же как и кривых деформирова­
ния, не учитывается.

Если провести сечение t = const, 
например t = t\, то прямая t = t\ 
пересечет кривые ползучести  в 
точках  А}, А2 , А3 , А4, которым 
соответствуют деформации ползу­
чести S i, &2 , £3 , е4 . В каждой точ­
ке А \ , А2 , . . .  известно значение 
действую щ его  напряж ения 
C i, о2 , . . . .  Эти данные позволяют 
построить зависимость

Ео= Ф(<*о)г=^= ф ( ° 0 ,  *l)- О01)

Рис. 5.16. Построение изохронных кри­
вых ползучести (б) по сетке кривых 

ползучести (а)

На рис. 5.16 кривая (101) прохо­
дит через точки О , А у , А2 , А3 , Л4. 
Зависимость (101) описывает изо­
хронную кривую ползучести для 
времени t\.

Для начального значения времени f=0 изохронная кривая совпада­
ет с обычной кривой деформирования (при растяжении стержня).

По теории старения, которая излагается в трактовке Ю.Н.Работно- 
ва, ползучесть приводит к уменьшению упругопластического сопро­
тивления материалов: с увеличением времени условные кривые де­
формирования «понижаются», материал «стареет».

Отметим, что деформации ползучести возникают и при напряже­
ниях, меньших предела текучести, и потому «понижение» происходит 
и на упругом участке условных кривых деформирования.

После нахождения изохронных кривых ползучести задача сводится 
к расчету упругопластического тела по деформационной теории пла­
стичности (разд. 19). Для начального момента времени (t=  0) расчет 
полностью совпадает с определением напряжений и деформаций по 
деформационной теории пластичности.

Для момента времени t  проводится точно такой же расчет, но в ка­
честве кривой деформирования принимается изохронная кривая пол­
зучести для соответствующего момента времени.

Основным недостатком теории старения, как уже указывалось, яв­
ляется отрицание влияния истории нагружения. Из уравнения (98)



следует, что в момент времени t данному напряжению соответствует 
определенная деформация ползучести. Следовательно, если напряже­
ние мгновенно возрастет, то должна мгновенно увеличиться и дефор­
мация ползучести, что, конечно, произойти не может. Более правиль­
но считать, как это делается в других теориях ползучести, что при 
мгновенном возрастании напряжений подобным образом увеличивает­
ся скорость ползучести.

Модели ползучести, основанные на теории старения, пригодны 
для описания монотонного, или стационарного, нагружения, про­
цессов релаксации (падения) напряжений при неизменной деформа­
ции.

Модели ползучести, основанные 
на теории течения и теории упроч­
нения. На рис. 5.17 показана кривая 
ползучести при одноосном растяже­
нии — зависимость деформации пол­
зучести от времени нагружения.
Мгновенная деформация в началь­
ный момент, связанная с упругостью 
и пластичностью материала, не учи­
тывается. В теориях течения и упроч­
нения деформация ползучести рас­
сматривается отдельно от деформа­
ции упругости и пластичности. Скорость деформации ползучести

Рис. 5.17. Кривая ползучести при 
а =  const, Т = const

„  V dE0 
V° - £° "  dt ■

(102)

Для кривых ползучести Vq представляет (в определенном масшта­
бе) тангенс угла наклона касательной (рис. 5.17).

Проводя испытания при различных напряжениях и температурах, 
по кривым ползучести можно установить зависимость

V0 = V 0 ( a 0 , t , T ) .  (ЮЗ)

В теории течения для общего случая напряженного состояния в 
уравнении (103) величина Vq заменяется интенсивностью скоростей
деформации

(104)

17Q



ЭЕд. Эву ду^ 
где Vx = 6*= - g p  Т^= ёу= •• • , txy= Yxy= “jjp — скорости ком­

понентов деформации; величина Сто заменяется интенсивностью на­
пряжений ___________________________

ст,- = -у - V  ( о * -  оу )2 + . . .+  6т^,+ . . .  . (105)

По теории течения предполагается, что должна существовать за­
висимость

F( Vit ст,-, t ,  Т) =  0 (106)

или в другой форме
Vi = V i ( o l , t , T ) .  (107)

Интенсивность скоростей деформации ползучести определяется 
интенсивностью напряжений, временем и температурой в данный мо­
мент нагружения.

Основная гипотеза теории течения состоит в том, что зависимости 
(103) и (107) остаются справедливыми не только для стационарного 
режима нагружения ( ст,= const, Т=  const), но и при нестационарном 
нагружении ( ст, = var, Т= var).

Деформация ползучести, как и всякая остаточная деформация, 
происходит без увеличения объема:

е£+ е£+ t z = 0 . (108)

Из последнего соотношения после дифференцирования по време­
ни вытекает равенство нулю скорости объемной деформации:

V = f Z + f $ + 4 = V x + V y + V z = 0 ,  (109)

где V — скорость средней деформации.
В соответствии с общими принципами построения моделей ползу­

чести девиатор скоростей деформации ползучести принимается про­
порциональным девиатору напряжений:

Vx =  е£= к  (ст*- ст) , . . . ,  |^ с у =  \  fxy = *Ъу, ••• , (*,У, z). (ПО)

В левые части зависимости (110) не входит скорость средней де­
формации, так как V — 0. Равенства (110) можно записать в эквивален­
тной форме:



Символ (x,y, z), как и раньше, означает, что недостающие соотно­
шения выписываются с помощью круговой перестановки индексов. 
Возводя каждое из шести равенств (111) в квадрат, складывая все 
шесть равенств, предварительно умножив последние три соотношения 
на 6 , и извлекая квадратный корень, получаем

( vx -  Vy)2 + . . . .+ | * * , +  . . .  =

UX  ' J y  J ^  ^  ' J ' - x y

С учетом зависимостей ( l04) и ( l05) находим

9 3 у.

Ч -  З к в >- к " ъ -  <П 2)

Для случая одноосного растяжения

Vi=VQ = г%, а,- = а0 , (И З)

к= Щ ( ° 0 ’ *’ Т) . (114)
2о0

В общем случае для двухосного (плоского) или трехосного (объ­
емного) напряженного состояния

« ( П5>
2а,-

где Vq — скорость деформации ползучести в момент времени t в опытах 
на растяжение, проводимых при напряжении 0О = °/ и температуре Т.

Модель ползучести по теории течения характеризуется следующи­
ми соотношениями:

т, • -г 3V0 ((Ti, t ,  Т )  1 1 •
Ух = 4= ------ щ -  о ) , - - - ,  2 Vxy= 2 Ъу =

3 V0 ( Git  t , Т )  , 1 ,*ч 
= --------^ --------Хху,.. . ,(Л ,3 '.2 ) .  (116)



Обращает на себя внимание аналогия с уравнениями деформаци­
онной теории пластичности, если вместо деформаций рассматривать 
скорости деформации.

Подобные зависимости справедливы и для модели ползучести по 
теории упрочнения, в которой принимается

V0 = V0 ( a 0 , Т) .  (117)

Зависимость (117) отличается от (103) тем, что скорость характе­
ризуется не временем нагружения, а достигнутым значением деформа­
ции ползучести.

Установивш аяся ползучесть. Процесс ползучести, протекающий 
при постоянных, не изменяющихся во времени напряжениях, называет­
ся установившейся ползучестью■ Очевидно, установившаяся ползу­
честь может иметь место только при неизменных во временя внешних 
усилиях и нагреве. При постоянных напряжениях приращения дефор­
мации упругости и пластичности должны отсутствовать, и из уравне­
ния (95) при постоянной температуре следует

dex=  ds%. , . . . , {x,y,z).  (118)

Разделив обе части равенства на dt, найдем

(119)

При установившейся ползучести скорость изменения деформации 
равна скорости ползучести.

Для ползучести при одноосном напряженном состоянии (растяже­
нии) по сетке кривых ползучести (см. рис. 5.17) для различных напря­
жений можно найти скорость V0 на участках с постоянной скоростью 
ползучести

V0= В(П<%(1). (120)

Расчет установившейся ползучести более прост, чем расчет обще­
го случая ползучести.

Часто используется зависимость (120), и тогда в соответствии с со­
отношениями (116) уравнения установившейся ползучести имеют вид

Vx = § Я ( 7 ) о ^ -  ' ( с , -  а ) , . . . ,  ^  =

= |д ( 7 ) о ? (7)" (х,у,Z).' ( 121)



Сопоставляя уравнения (121) и соотношения (79) для деформаци­
онной теории пластичности, приходим к следующему выводу. Распре­
деление напряжений в установившейся стадии ползучести совпадает 
с распределением напряжений при упругопластических деформациях, 
если кривая деформирования имеет степенной вид:

Предполагается также, что при упругопластических деформациях 
материал является несжимаемым (ц=  0,5, е=  0 ). Вместо деформаций 
рассматриваются их скорости, что не изменяет решения задачи, так 
как все уравнения сохраняют прежний вид после соответствующей за­
мены обозначений.

Модели вязкоупругости. В классической механике со времен Нью­
тона используется модель вязкой жидкости, в которой касательные 
напряжения пропорциональны скорости деформации сдвига

где Г) — коэффициент вязкости.
Если рассмотреть сплошную среду, обладающую свойствами вяз­

кой жидкости и упругости, то получим модели вязкоупругости, кото­
рые были предложены Максвеллом и Фойгтом в связи с изучением 
свойств густых растворов, суспензий и упругих тел. В дальнейшем 
оказалось, что модели вязкоупругости пригодны для описания поли­
мерных материалов, имеющих широкое распространение в современ- 

•ной технике.
Модель Максвелла  представляет последовательное соединение 

элемента упругости и элемента вязкости (последний иллюстрируется 
в виде движения поршня с зазором внутри цилиндра с вязкой жидко­
стью (рис. 5.18)). Относительное перемещение точек А и В

где упругая часть перемещения пропорциональна действующему уси­
лию:

( 122)

(123)

5=  6е + 8е , (124)

5е = X Q . (125)

Для вязкого элемента усилие 
Q пропорционально скорости 
движения поршня относительно 
цилиндра:



- Q =  л dt " (126)

Дифференцируя равенство (127) по времени и учитывая соотноше­
ния (125) и (129), находим

d5
dt dt r\ (127)

Для элемента тела при одноосном напряженном состоянии анало­
гично последнему уравнению получаем

dz _ J_ da а 
d t~  Е d t + л ’ (128)

n A A A A A n

P T L в

где а й в  — напряжение и деформа­
ция растяжения; Е — модуль упруго­
сти; г) — постоянная вязкости, опре­
деляемая из экспериментальных дан­
ных. Величины £ и г) зависят от тем­
пературы Т.

Модель М аксвелла совпадает с 
основной моделью тела при упругих 
деформациях и деформациях ползу­

чести, для которой скорость ползучести линейно зависит от напряже­
ния (см. рис. 5.15).

Рис. 5.19. Модель Фойгта

Модель Максвелла с нелинейной вязкостью

d t___ J do  J_ „
dt E dt + t| (129)

может быть использована для приближенного описания деформации 
не только полимерных материалов, но и металлов.

Модель Фойгта (рис. 5.19) представляет параллельное соедине­
ние элементов упругости и вязкости, для которого общее усилие

(130)

где 5 = 5е = 8е — относительное перемещение точек А и В.
Для элемента тела при одноосном напряженном состоянии, подо­

бно равенству (130), получаем



Модель Фойгта не дает правильной картины поведения конструк­
ционных материалов под нагрузкой, но она может быть использована 
для описания микропроцессов в материале, в частности внутреннего 
трения при переменных напряжениях.

Обобщенная модель (рис. 5.20) представляет собой соединение 
моделей Максвелла и Фойгта.

гАЛЛЛЛМп

Г

Рис. 5.20. Обобщенная модель вязкоупругости 

Для обобщенной модели относительное перемещение точек А и В

5 =  5 л п+  5,>АС+ °св>

где 8а с ~ Q — перемещение звена АС.
Дифференцируя соотношение (132), находим

d8 .. dQ dbCB 
v r Xxd t + dt •

С помощью равенства (130) для модели Фойгта находим

dbCs  Q 1 
П

5ГН= ^ - ( 5 -  A.,G). 
dt П V l  Л М

Из соотношенйй (133) и (134) вытекает равенство

db 1 _ ' 1—  + т— 5 =  — dt V i  л
1 +

^2
Q + К dQ  

dt '

(132)

(133)

(134)

(135)

В последнем соотношении X] и ^  — коэффициенты податливости 
упругих элементов. Переходя к элементу тела при одноосном растя­
жении, имеем

de ^ £ = _ L d a  1 Е \ + Ег 
d t + х\ Ei dt + ц Е\

(136>



Если Е± = Е , Е2 = 0, то уравнение (136) совпадает с уравнением 
(128) для модели Максвелла; при Е\ —» Е2 = Е получается соотно­
шение (131) для модели Фойгта.



Г л а в  а 6 
РАСТЯЖЕНИЕ И СЖАТИЕ СТЕРЖНЕЙ

19. Растяжение и сжатие стержней сосредоточенными 
и распределенными силами

П рим ер  точн ого  реш ения.
Рассмотрим растяжение призма­
тического стержня усилиями на 
его торцах (рис. 6.1). Допустим^, 
что внешние силы распределены 
равномерно по площади сечения 
и создают растягивающие напря­
ж ения а. М атериал  стер ж н я  
предполагается упругим.

Н айдем  распределени е н а­
п р я ж е н и й  и д е ф о р м а ц и й  в 
стержне, не прибегая к каким- 
либо допущениям. Решение по­
строим так называемым обрат­
ным методом; сначала предпо­
ложим, что существует некото­
рое реш ение, а затем проверим, 
выполняются ли все необходи­
мые условия.

Допустим, что напряженное состояние в произвольной точке стер­
жня (точке А) таково:

ах = 0 , сту= 0 , ctz = о ,  i xy=.xyz= xzx= 0 . ( 1)

Единственная отличная от нуля компонента напряженного состоя­
ния предполагается постоянной во всех точках тела.

Проверим справедливость уравнений равновесия (уравнений 
разд.7). Они удовлетворяются, так как производные обращаются в 
нуль, а массовая сила отсутствует.

Д алее проверяем выполнение краевых условий. Составляющие 
вектора полного напряжения на поверхности (см.уравнения (103) гл.2):

Рис. 6.1. Растяжение стержня усилиями 
на его торцах



Р х =  < У +  V ” + "W1*
ру= х ^ + а / п +  t^i, (2)
Pz ~ ■*■ ®zM ,

где I, m, n — направляющие косинусы нормали к поверхности.
На боковых поверхностях стержня рх = ру -  рг = 0 — внешние на­

пряжения на боковой поверхности отсутствуют. Условия (2) выполня­
ются, так как п =0 .

На торцевых поверхностях

Р х =  Р у =  0 ,  p z = о ,

что не противоречит решению (1). Для завершения проверки следует 
определить деформации по закону Гука и убедиться, что уравнения 
совместности выполняются.

Из уравнений упругости (уравнений (20) гл. 5) следует

Ц и с т
~ Е ° '  ~ Е а ’ £  ’ (3)

Уху= yyz=  Yzx= 0.

Уравнения совместности (уравнения (41)-(43) гл.З) удовлетворяют­
ся, так как производные деформаций обращаются в нуль. Следова­
тельно, напряжения ( 1) и деформации (3) составляют точное решение 
задачи. Определим перемещения точек стержня. Так как

Эы . ц dv  ц dw а  ...
^  дх Е а , г У ~ д у ~  E a , £ z ~ d z ~ E ’

то, интегрируя, находим

“= “ J E ° d x +  и0 = и0 -  ^ х ,  v= v0-  * у у ,
о Е Е Е (5)

w = wo+ e z '

где и0 , v0, w0 — смещения точки стержня, совпадающей с началом 
координат.

Наличие в решении постоянных и0 , VQ, Wg показывает, что переме­
щения определяются с точностью до смещения стержня как твердого 
тела.



Рис. 6.2. Различные способы закреп­
ления конца стержня

Из равенства (5) следует, что 
точки плоскости поперечного сече­
ния ( z = const) в результате дефор­
м ирования получаю т одинаковое 
смещение w , т.е. сечения стержня 
остаются плоскими. Далее отметим, 
что напряженное состояние является 
одноосным. Волокна стержня испы­
тывают лишь растяжение вдоль оси 
z. Точки стержня получают также 
смещения в плоскости сечения. Если 
конец стержня закреплен в мас­
сивной детали, то указанные сме­
щ ения стеснены и в районе за­
крепления (рис. 6 .2) возникает ис­
кажение одноосного напряженно­
го состояния. По принципу Сен- 
Венана (см. разд. 7) эти искаже­
ния должны иметь местный харак­
тер и распространяться на длину 
порядка диаметра стержня.

О пределим  равнодействую ­
щую внешних усилий, приложен­
ных к торцам стержня (рис. 6.3). В качестве точки приведения выберем 
центр тяжести сечения, где и поместим начало местной системы ко­
ординат , з>1. Сумма всех сил равна усилию

Рис. 6.3. Растяжение стержня сосредото­
ченными усилиями

Р = J a d F =  o F , (6)

где F — площадь поперечного сечения.
Моменты относительно осей Xj, и yj равны соответственно

J ay{dF= ctJ y xdF= 0 , М у = - \  Gx{dF=  -  a j  y xdF=  0 ,

так как начало координат лежит в центре тяжести. Статические мо­
менты площади

\ y xdF=  0 , J*!dF =  0 '(7)
F F

относительно осей, проходящих через центр тяжести сечения, равны 
нулю. Система равномерно распределенных по площади напряжений



статически эквивалентна растягивающей силе Р = oF, приложенной в 
центре тяжести сечения.

Правильно и обратное утверждение: растягивающая сила, действу­
ющая вдоль оси стержня, вызывает в сечениях стержня равномерно 
распределенные нормальные напряжения. Отличия имеют место толь­
ко возле торцов стержня. Системы внешних сил (распределенные или 
сосредоточенные усилия) статически эквивалентны, и указанные от­
личия по принципу Сен-Венана распространяются вдоль оси стержня 
на расстояние порядка размеров поперечного сечения.

На рис. 6.2 показаны различные условия закрепления конца стер­
жня при его растяжении. Во всех случаях в концевой зоне стержня со­
здаются статически эквивалентные системы внешних усилий, влияние 
которых сказывается в концевой области. Вне пределов краевого э ф ­
фекта можно принимать равномерное распределение напряжений.

Приближенные модели растяжения и сжатия стержней. В при­
ближенных моделях растяжения и сжатия стержней используются два 
основных допущения:

1) поперечные сечения стержня остаются плоскими (.напряжения 
распределяются равномерно по поперечному сечению);

2 ) напряженное состояние в 
стержне является одноосным.

Как было показано для иде­
ального случая растяжения (стер­
жень постоянного сечения при 
равномерно распределенных по 
торцам внешних усилиях), приня­
тые допущения вполне оправдан­
ны. О днако эти д оп ущ ен и я и 
принцип Сен-Венана применяются 
и в тех случаях, когда существуют 
зоны резких отклонений неболь­
шой протяженности (рис. 6 .4,а) 
или небольшие отклонения, но 
р асп р о стр ан яю щ и еся  на в е с ь ' 
стержень (рис. 6.4,6).

Для решения задач на основе 
сделанных допущений нет необходимости рассматривать условий рав­
новесия и деформации бесконечно малых элементов. Появляется воз­
можность сразу учесть равновесие и деформирование участков стер­
жней или всего стержня в целом.

Растяж ение стержня с учетом действия собственного веса. Рас­
смотрим длинную трубу, опущенную в шахту (рис. 6.5,а). На конце 
трубы действует вес G. В сечении z приложено растягивающее усилие

Рис. 6.4. Нарушение допущений прибли- , 
женной модели



2 V»где F — площадь поперечного сечения стержня, см ; у= рg — удельный 
вес материала, Н/см3; р — плотность материала, кг/см3; g =981 см/с — 
ускорение свободного падения.

Рис. 6.5. Распределение напряжений и перемещений: 
а — при растяжении стержня (трубы) с учетом собственного веса; 
б — эпюра нормальных напряжений, эпюра упругих перемещений

Напряжение растяжения

ст (z) = N (z)/  F = o l + y ( l - z ) , (9)

где Ст;= G / F — напряжение от усилия на конце трубы. Деформация 
удлинения в сечении z для упругого материала с модулем упругости 
Е составит

( 10)

Упругое перемещение сечения z (при z = 0 перемещение отсутст­
вует)

w(z) = j
CT(Zj)

dz\ . (И)



В равенстве (11) величина zj является переменной интегрирования
О < Zj < z .

Учитывая (10), найдем перемещение в сечении z:

На рис. 6 .5,6 показаны эпюры распределения напряжений и пере­
мещений по длине стержня.

Растяжение стержня в поле центробежных сил. Рассмотрим рас­
тяжение лопатки осевого компрессора или турбины, лопасти воздуш­
ного винта или вертолета в поле центробежных сил. Лопатка рассмат­
ривается как стержень переменного поперечного сечения. Ось лопат­
ки (геометрическое место центров тяжести поперечных сечений) сов­
падает с осью z (рис. 6 .6 ).

Рис. 6.6. Растяжение лопатки осевого компрессора или турбины под действием
центробежных сил

Начало системы координат помещено в центре тяжести корневого 
сечения, на расстоянии R x от оси вращения. Внешний радиус лопатки 
равен R2. Найдем напряжение растяжения в поперечном сечении ло­
патки.

Центробежная сила, действующая на элемент стержня,



dN= а? ( Ri + z 1) pF (z x) dzx, (13)

где to — угловая скорость, рад/с; p — плотность, кг/см3; F(z\) — пло­
щадь поперечного сечения, см2.

При определении центробежной силы элемент стержня рассматри­
вается как точечная масса, сосредоточенная в центре тяжести сечения. 
Растягивающее усилие в сечении z

N(z)  = рсо2 J (/?!+ Z\ )F(z{)  d z \ .
Z

Напряжение растяжения
ч

I

a(z)=  = p0)2/fe>J ( Л‘ + Z1 )7r(z,)dzl •
Z

Для стержня (лопатки) постоянного сечения

(14)

o(z) = -  рсо2 Л2 1 -
' R , +  z ^

Rn

(15)

(16)

Величина
(aR2 = и (17)

представляет окружную скорость на внешнем радиусе лопатки 
Формулу (16) представим в виде

a  (z) = \  ри2 1 -
+ z 

R-,

Наибольшее напряжение получается в корневом сечении при z 0.

1 2
< w =  ° ( ° ) -  о Р“ 1 -

R f

Rl

Выражение
р и

(18)

(19)

составляет напряжение растяжения во вращающемся тонком кольце. 
Значения стк приведены в табл.2.



Материал р, 10'3 и, м/с
а в, МПа Iкг/см 100 200 300 400 500

А лю м иниевы е
сплавы 2,75 28 112 252 448 700 150—450

Т и т а н о в ы е
сплавы 4,5 46 184 415 735 1150 700— 1100

Стали 7,85 80 320 720 1280 2000 500— 1200

Из формулы (15) следует, что напряжения не зависят от абсолют­
ного размера площади поперечного сечения.

При изменении площади F(z) на всех радиусах в к раз напряжения 
растяжения остаются прежними.. Для уменьшения напряжений растя­
жения сечения лопатки на больших радиусах уменьшают (рис. 6 .7).

Приближенная модель прочностной надежности лопатки газовой 
турбины. Приближенная модель оценивает надежность лопатки по за- 
пасу длительной прочности. Условие надежности имеет вид

СТдл(2)
" m in =  - ~ >  [ « ] ,  (20)

гДе ^rnin ~~ минимальное значение запаса длительной прочности в раз­
личных сечениях лопатки; стдл(г) — предел длительной прочности (см. 
разд. 16) материала при температуре в рассматриваемом сечении стер­
жня (лопатки), a(z) — напряжения растяжения; [ п ]— допустимое зна­
чение запаса прочности. Для лопаток газовых турбин обычно прини­
мают [ п ] = 2 — 2,5. Значение запаса прочности зависит от темпера­
туры сечения и длительности работы.

На рис. 6.8  для одной из лопаток газовой турбины показаны рас­
пределения растягивающих напряжений, температуры, длительной 
прочности при продолжительности работы 1000 ч и запаса длительной 
прочности. Минимальный запас имеет место в средней части лопатки, 
для которой характерен более высокий уровень температуры.

Замечание. В неравномерно нагретых стержнях опасное сечение — сечение с 
минимальным запасом прочности — не всегда совпадает с сечением, в котором на­
пряжение максимальное.

Связь запаса прочности по напряжениям и запаса прочности по 
долговечности. В моделях прочностной надежности, связанных с дли­
тельной прочностью материала, используется запас прочности по на­
пряжениям (формула (2 0 )) при требуемой продолжительности работы t.



Рис. 6.7. Лопатка газовой тур­
бины авиационного двигателя

Рис. 6.8. Распределение напряжений 
растяжения а, температуры Т, дли­

тельной прочности а Дл за время 
1000 ч и запаса прочности п

Для определения запаса прочности по долговечности воспользу­
емся связью значений пределов длительной прочности и времени ра­
боты (уравнение (37) раздела 13):

( t ) t= С. (21)

На рис. 6.9 показана точка А,  характеризующая работу материала 
лопатки (суержня) — напряжение а  и продолжительность работы t. 

Запас прочности по напряже­
ниям

Одл (0 /  О , (22)

запас прочности, по длительности 
работы (долговечности)

nt = tv/ t , (23)

где tp — время работы до разру­
шения при напряжении а.

Так как точки А { и А2 нахо­
дятся на одной прямой, то

Рис. 6.9. Связь запаса прочности по на­
пряжениям и запаса прочности по долго­

вечности



o £ ,(f) f=  o " V

и потому

o J 5 , ( 0 f / o " = V #

или
n ,=  n £ . (24)

Так как обычно т = 6 -*• 20, то запас по долговечности существенно 
выше запаса прочности по напряжениям.

' 20. Статически неопределимые задачи 
растяжения и сжатия стержней

П о н я т и е  стати ч еской  неопределим ости. Рассмотрим задачу 
(рис. 6.10). На стержень, оба конца которого приварены к двум не- 
деф орм ирую щ им ся и неподвижным плитам, действует усилие Р .

Требуется найти распределение 
усилий и напряжений в стержне.

Система, показанная на рис. 
6 .10а, статически неопределима в 
том смысле, что усилие в произ­
вольном сечении z неизвестно и из 
уравнений статики не может быть 
определено. Метод сечений ( на­
пример, сечение стержня плоско­
стью z -  const) не дает решения, 
так как неизвестны усилия, прило­
женные к отсеченной части.

Задачи сопротивления матери­
алов, для решения которых недо­
статочно уравнений статики, назы­
ваются статически неопредели­
мыми.

Один из общих методов реше­
ния статически  неопределимых 
задач. Метод заключается в после­
довательном проведении двух про­
цедур:

1. Система освобождается от лишних связей, взамен которых при­
кладываются неизвестные силовые факторы, т.е. система превращает­
ся в статически определимую (формально).

Рис. 6.10. Стержень, жестко заделан­
ный в неподвижной плоскости: 

а — статически неопределимая систе­
ма; б — эквивалентная статически оп­
ределимая система; в — распределе­

ние усилий; г — распределение напря­
жений



2. Составляются уравнения, дополнительные к статическим, в ко- 
jopbix учитываются действительные условия деформирования элемен­
тов системы.

В рассматриваемой задаче (см. рис. 6.10) на первом этапе отсекаем 
одну из заделок стержня, например верхнюю, заменяем ее действие 
неизвестным усилием X. Полученная система (рис. 6.10,6) является 
статически определимой.

Второй этап решения состоит в учете уравнения

wB = 0 , (25)

что выражает невозможность перемещения точки В в статически не­
определимой системе (рис. 6 .10,а).

Перемещение точки В равно

А7, ( Р - Х ) 1 2
**- Т У Г  <26>

так как на первом участке постоянная деформация

а на втором участке

ст2 Р -  X
<28)

В последних равенствах Fx , F2 и Ех , Е2 — площади поперечного 
сечения и модули упругости. Из уравнения (25) получаем

х ^ % р ' <29)

где Я.] = / j /  {Ех Fx), l2/ ( E 2F2) — коэф фициенты  податливости, 
мм/Н. Величины EXFX и E2F2 называются жесткостями сечений стер­
жня на растяжение.

На первом участке действует растягивающее, усилие

N' - x ‘ x ^ 4 P‘ < 3 0 )

на втором участке — усилие



Nn = - P +  X = P. (31)

Усилие, растягивающее стержень, будем считать положительным, 
сжимающее — отрицательным (в соответствии с правилом знаков для 
нормальных напряжений). Распределение усилий и напряжений по 
длине стержня показано на рис. 6 .10,в и г.

Величина X  по формуле (29) получилась положительной. Это оз­
начает, что предварительно выбранное направление неизвестного уси­
лия X  (рис. 6.10,6) оказалось правильным. Можно было предваритель­
но принять усилие X  направленным в другую сторону. Легко убедить­
ся, что это не повлияло бы на решение (проверьте!).

Рассмотренный метод является общим, применимым для любых 
статически неопределимых систем. Он называется методом сил, так 
как в качестве неизвестных принимаются усилия. Однако метод от­
нюдь не является единственным. Существуют и другие, достаточно 
общие методы, например метод перемещений, которые в некоторых 
случаях приводят к более простым расчетным схемам.

Прочностная модель болтового соединения. Конструктивная схе­
ма болтового соединения — очень важного разъемного соединения во 
многих конструкциях — показана на рис. 6.11. Промежуточные детали 
1 и 2 соединения стягиваются болтом О.

Промежуточные детали модели­
руются эквивалентными по жестко­
сти втулками, имеющими площади 
поперечных сечений F j , F2, модули 
упругости Е \ , Е2.

Болтовые соединения всегда пред­
варительно затягиваются, что, как бу­
дет ясно из дальнейшего, уменьшает 
дополнительную нагрузку на болт. Ес­
ли усилие затяжки Q q, т о  болт растяги­
вается силой Q q, а промежуточные де­
тали (втулки) сжимаются той же си­
лой.

Теперь допустим, что на соеди­
нение начинает действовать основ­
ная нагрузка — внешнее растягива­
ющее усилие Р, которое приклады­
вается в опорных сечениях. Ясно, 
что болт должен получить дополни­
тельную  вытяжку, а напряжения 
сжатия во втулках, созданные при 
затяжке, должны уменьшиться.

Рис. 6.11. Прочностная модель болто­
вого соединения: 

а — конструктивная схема; б — рас­
четная модель по методу спаянного 
стыка; 1,2 — промежуточные детали 

соединения; О — болт



Будем считать, как это всегда делается на практике, что усилие 
затяжки превышает основную нагрузку ( Q$ > Р  ) и стык деталей не 
«раскрывается». Тогда при анализе действия внешнего усилия плоско­
сти стыка можно считать «спаянными». Предполагая детали соедине­
ния работающими в упругой области, разберем по принципу независи­
мости действия сил отдельно действие внешнего усилия Р.

Для раскрытия статической неопределимости (неизвестно, какая 
часть усилия Р  воспринимается болтом и какая — втулками) проводим 
сечение на стыке гайки и втулки (не перерезая болт). Обозначив не­
известное усилие символом X, запишем равенство удлинения болта и 
втулок в виде

lQ XI, Х12
{ P + X ) ^ F = - v f - v f '  <32>£ 0 -Ч) * 1-П Ь2Г2

где /,■, Et и Fi — длины, модули упругости и площади сечений.
В правую часть равенства (32) входят величины со знаком минус,

так как усилие X  (см. рис. 6 ,11,6 ) предполагалось направленным на
сжатие втулок. Из равенства (32) находим/

РХо
' - - v T v T v  (33>

где
l / i E f F i ) ,  i=  0 ,1 ,2  (34)

— коэффициенты податливости болта и промежуточных деталей.
Знак минус в равенстве (33) означает, что действительно направ­

ление X  противоположно предварительно выбранному. Дополнитель­
ное усилие на болт в результате действия усилия Р

Лл Р А.1 + А/}
< 3 5 >

A.J +
где % ~ л----- к----- ,------коэффициент основной нагрузки.

Лф + А, +
Общее растягивающее усилие, действующее на болт г

Q = Q o + x P -  (36)

Усилие сжатия, приложенное к промежуточным деталям (усилие 
на стыке):



Коэффициент основной нагрузки % зависит от соотношения между 
податливостью промежуточных деталей и податливостью стержня 
болта. Для того чтобы усилие на болт при приложении внешней (ос­
новной) нагрузки возрастало незначительно, т.е. для уменьшения ко­
эффициента основной нагрузки, надо делать «жесткие фланцы — по­
датливые болты». Это — правило конструирования болтовых соедине­
ний, особенно для работающих при переменной нагрузке. При возра­
стании Р  может наступить раскрытие стыка ( Q > 0 ).

Из равенства (37) находим условие потери плотности стыка:

РХ1 - Х) * Оо -  <38>
После раскрытия стыка, например в результате частичного отворо­

та гайки и уменьшения усилия Q q, внешняя нагрузка полностью пере­
дается на болт:

Q = P .  (39)

Вот почему во всех динамически нагруженных конструкциях при­
нимают специальные меры, предотвращающие отворот гаек (специ­
альные контровки, шайбы и т.п.).

Модель прочностной надежности болта при действии статиче­
ской нагрузки (нагрузки, постоянной по времени). Запас прочности

> [ п ] , (40)п =

где а в — предел прочности материала, ошах — максимальное напря­
жение в стержне болта.

Допустимый запас прочности при статических нагрузках принима­
ется небольшим: [ « ]  = 1,3-М,5.

Учитывая соотношение (36), находим условие надежности
2

^ ^min />|1\> [ п ] ,  (41)
4 ( Q 0+ ХР)

где dmin — минимальный диаметр стержня болта.
М одель прочностной надежности болта при действии перемен­

ных нагрузок. Допустим, что внешняя нагрузка на болт периодически 
изменяется от 0 до Р. Тогда на болт будет действовать переменная на­
грузка, имеющая максимальное и минимальное значения:

£?max=  Qo+ X Р 1 £?min~ Qo ■ (42)



При переменной нагрузке опасны­
ми становятся места концентрации на­
пряжений. В болте (рис. 6.12) типич­
ными являются три таких места: резь­
ба, выточка и галтель — переход от 
головки болта к стержню. Особенно 
опасным является концентрация на­
пряжений в резьбе, для которой (тео­
ретический) коэффициент концентра­
ции (Хо= 5. Цикл переменных напря­
жений в резьбовой части болта

4Qmax _ 4£?min . . . .(43)^rnnv ^min ‘
nd\

где d\ — внутренний диаметр резьбы.
В резьбовой части болта действует 

переменное напряжение (см. разд. 16)

Рис. 6.12. Места концентрации на­
пряжений в болте:

1 — резьба; 2 — выточка; 3 — 
галтель

1 2 
~ j  ( ^max— ^min ) = ~-j ^  (44)1 ndf

и постоянное напряжение

1 2
*^т ~  j  ( ®тах +  °m in ) =  2  ̂ +  XР  ) = ° 0  > (4 5 )

1 ndf

4<2огде 0 О= — -  — напряжение затяжки.
7trff

Отметим, что амплитуда переменных напряжений в болте пропор­
циональна коэффициенту основной нагрузки. Модель прочностной 
надежности болта при действии переменных напряжений (модель ус­
талостной прочности) имеет вид

па > [ п а ],  (46)

где [л а ] — допустимое значение запаса прочности по переменным на­
пряжениям.

Так как значение коэффициента основной нагрузки определяется 
приближенно и поскольку рассеяние усталостной прочности при на­
личии технологических отклонений зн ач и тельн о , приним ается 
[па ]>  4. Запас прочности-по переменным напряжениям



где а_ 1 д — предел выносливости детали (болта).
По равенству (79) гл.4

o _ u = j |< J _ i ,  (48)

где Р и е — коэффициенты, учитывающие состояние поверхности и 
масштабный фактор; — эффективный коэффициент концентрации 
напряжений:

* 0 = 1 + 9 ( 0 0 - 1 ) ,  . (49)

где q — коэффициент чувствительности материала.
Модель усталостной надежности болтового соединения имеет вид

^ I W I  -  < v c . ) a  (50)

Повышению усталостной надежности способствует уменьшение 
коэф фициента концентрации напряжений, коэффициента основной 
нагрузки, увеличение предела выносливости материала.

Приближенные модели термоциклической прочности элемента 
конструкции. Детали теплонапряженных конструкций часто подверга­
ются циклическому нагреву, причем деформации элемента ограничи­
ваются другими частями конструкции. В таких условиях работают по­
верхностные слои материала при нестационарных тепловых воздейст­
виях. В качестве типичной модели термоциклической прочности эле­
мента конструкции рассмотрим стержень, закрепленный между двумя 
жесткими неподвижными и холодными плитами и подвергающийся 
циклическому нагреву до температуры Т (рис. 6.13,а).

Рассмотрим сначала случай, когда температурные напряжения при 
нагреве не превышают предела текучести материала. Определим на­
пряжение в стержне при нагреве до температуры Т.

Для решения задачи отсекаем верхнюю заделку и заменяем ее дей­
ствие усилием X  (рис. 6.13,6). Перемещение точки В с учетом темпе­
ратурных деформаций при нагреве

wB= - ~ + a  7 7 - 0 ,  (51)

где Е — модуль упругости материала; а —  коэффициент линейного 
расширения.



Из соотношения (51) находим тем­
пературные напряжения в стержне:

о = - Е а Т . (52)

ШЩШ ш ф ж .

Т ем п ературн ы е  напряж ения 
пропорциональны модулю упруго­
сти материала и коэффициенту ли­
нейного расширения. Такое заклю­
чение, вы текаю щ ее из формулы 
(52), справедливо и в других, более 
общих случаях.

Изменение температуры во вре­
мени показано на рис. 6.14. Напря­
жение в стержне изменяется от нуля в точке Cj до — ЕаТ в точке С2, 
далее сохраняется на участке С2С3 (ползучесть материала не учиты­
вается) и снова обращается в нуль в конце цикла на участке С4С5.

Так как наибольшая (по модулю) деформация материала отрица­
тельна, то следует считать

Рис. 6.13. Стержень, закрепленный 
между двумя жесткими плитами при 

циклическом нагреве

Ещах ~  0 > ^min — О /  Е — 

Амплитуда цикла деформации

а  Т.

Еа о ( Ещах Ejmri) о аТ . (53)

При повторении циклов термиче­
ских напряжений обычно наиболее 
опасной является малоцикловая уста­
лость.

Приближенная модель термоцик­
лической прочности элемента конст­
рукции выражается в виде

К  ■
" ц =  N  *  К , ] . (54)

ц

где Лц — запас по числу циклов; N*p — 
среднее число циклов до разрушения;

— число циклов за ресурс изделия; 
[ пц ] — необходимый запас по числу 
циклов:

Рис. 6.14. Изменение температ уры 
и температурных напряжение 

по времени



Высокие значения [ пц ] принимаются главным образом для учета 
рассеяния малоцикловой прочности и сильного влияния параметров 
нагружения на долговечность.

Величина Np определяется из уравнения Менсона:

i aI4 In 1 Л 0,6 /т
N~°'e+ 1,75-jJVp-0’12- (56)

При упругих деформациях первым слагаемым можно пренебречь, 
полагая

аТ- д г-0.12

Тогда число циклов до разрушения

V /0-12

ЕаТ
(57)

Модель термоциклической прочности при повторных нагревах (со­
отношения (54) и (57)) имеет вид

3,5 ов 
ЕаТ

8,3
(58)

Влияние параметров модели термоциклической прочности на за­
пас по числу циклов. Запас по числу циклов нагревов (формула (58)) 
зависит от ряда параметров:

лц = F( N^,  а в , Е,  а ,  Т ) , (59)

каждый из которых известен при разработке конструкции с опреде­
ленной точностью.

Оценим относительное влияние параметров. Рассмотрим сначала 
вопрос в общем виде, предполагая, что имеется функция параметров 
х  и у  следующего вида:

F = C x T f .  (60)

Тогда по правилу дифференцирования функции многих перемен­
ных

dF J dF
a ^ +

dF= ~ d x +  ^ ~dy=  C m x m~ 1y ndx+ C nxmy n ldy .



Разделив обе части равенства на F, найдем

dF dx dy
T = m - + n f .  (61)

Для малых относительных приращений 

AF Ах Ay—  = т —  + п . (62)
F х у  v '

Последнее соотношение имеет четкий физический смысл: 1% от­
клонения параметрах дает.т % отклонения величины F; 1% отклоне­
ния параметра у  дает п % указанного отклонения.

Применяя этот прием для анализа зависимости (58), находим

^  . 0 J  Астц АЕ А (ос Т)
пц ЛГц

1+ 8,3
\

Е а  Т (63)

Знак минус перед отдельными слагаемыми означает, что прираще­
ние параметра вызывает уменьшение запаса числа циклов лц.

С помощью зависимости (63) устанавливаем, например, что по­
грешность в определении температуры нагрева на 1% вызывает по­
грешность 8,3% запаса по долговечности.

Учет ползучести материала при определении температурных на­
пряжений. Рассмотрим теперь влияние ползучести на температурные на­
пряжения в стержне с заделанными концевыми сечениями (см. рис. 6.13).

Будем считать в начальный момент времени

о ( 0 ) = - Е а Т .  (64)

Далее следует учесть, что в любой момент времени сумма упругой 
деформации Ee(t), деформации ползучести ec(t) и температурной де­
формации равна нулю:

еe(t) + ec(t) + аТ =  О, (65)

так как расстояние между заделками и температура не изменяются.
Упругая деформация

«*(*)= ^ ? . .  (66 )

Дифференцируя по времени зависимость (65) и учитывая, что тем­
пература после нагрева остается постоянной, находим



± < to + f e ® = 0 . (67)
E d E  dt

Пренебрегая неустановившейся стадией ползучести, примем для 
скорости ползучести степенную зависимость (см. разд. 20)

dzM) г,- J ± ± = V = B < f ,  (68)
dt

где В , п — параметры материала.
Теперь из соотношения (67) получаем

<69)

Интегрируя в пределах от 0 до t, находим

о — г о ] - « .  <™>

Учитывая, что в практических случаях п > 1, записываем последнее 
равенство так:

о (» )= — Г Г --------- 1— -------— . <7»

"-'лП
о" -  !(0)

ИЛИ
0 (0)

+ ( п-  1 )BEt

<*).= ------ (72)

п~ Ы х 1 + at

где а = ( п — 1 ) BEcf1 ~ *(0); значение а(0) определяется равенством (64).
С увеличением времени t абсолютная величина температурного на­

пряжения в результате влияния ползучести падает. Этот процесс на­
зывается релаксацией температурных напряжений.

Деформация ползучести представляет собой остаточную деформа­
цию. Из уравнения (65) можно получить

ec(t)= а  Т.

Если в момент времени t снять нагрев, то в стержне возникает ос­
таточное напряжение растяжения



так как длина стержня должна оставаться неизменной, а материал 
стержня в результате ползучести получил остаточную деформацию 
сжатия ec(t). В силу образования остаточных деформаций ползучести 
температурные напряжения сжатия в момент нагрева все время пада­
ют, а в период останова в стержне появляются растягивающие оста­
точные напряжения.

21. Стержневые системы (фермы)

В различного рода конструкциях (подмоторных рамах двигателей, 
пространственных конструкциях крепления корпусов, отсеков и т.п.), 
в подъемно-транспортных сооружениях (кранах, подъемниках), в стро­
ительных конструкциях (мостах, перекрытиях, каркасах и т.д.) часто 
используются стержневые системы (фермы), в которых стержни рабо­
тают на растяжение или сжатие. На рис. 6.15,а —д представлены неко-

Рис. 6.15. Системы стержней

торые типы стержневых систем. Наклонные стержни фермы часто на­
зывают. раскосами, подкосами, тягами; вертикальные стержни — стой­
ками; горизонтальные стержни — поперечинами (траверсами).

Фермы бывают плоскими и пространственными. В дальнейшем 
ограничимся рассмотрением плоских ферм.



Для того чтобы стержни пе­
редавали усилия, направленные 
вдоль оси, соединения стержней 
должны быть шарнирными, т.е. 
допускать относительный пово­
рот. На рис. 6.16 приведена кон­
структивная схема шарнирного 
соединения. П редполагается, 
что трение в шарнире пренебре­
жимо мало. Если стержень име­
ет два шарнирных конца и попе­
речная нагрузка на стержень от­

сутствует, то из условия его равновесия немедленно следует, что уси­
лие на стержень действует вдоль его оси. Эти усилия могут быть рас­
тягивающими или сжимающими. При значительных усилиях сжатия 
возможна потеря устойчивости стержня, но эти вопросы временно ис­
ключим из рассмотрения. Внешние силы, действующие на фермы, 
приложены в узлах. Узлами называются точки соединения стержней. 
Собственный вес стержней обычно значительно меньше внешних на­
грузок и при расчете в большинстве случаев не учитывается. Фермы 
обычно имеют несколько узлов, опирающихся на другие элементы 
конструкции или на фундамент.

Опорные узлы (рис. 6.17) предполагаются шарнирными, причем за­
крепление опорных узлов должно допускать свободное температурное 
расширение стержней фермы.

Замечание. Узлы фермы часто выполняют с помощью сварки (рис. 6.18). Опре­
деление усилий в стержнях в предположении шарнирного соединения узлов является 
в таком случае приближенным. Для длинных стержней погрешность приближения 
невелика.

Статически определимые фермы. В статически определимых фер­
мах усилия в стержнях полностью определяются условиями равнове­
сия. На рис. 6.15 такими фермами являются фермы а, б, г; фермы в, 
д на рис. 6.15 статически неопределимые. В дальнейшем будет указано 
правило, позволяющее сразу определить статическую определимость 
или неопределимость фермы.

Расчет статически определимых ферм проводится методом сече­
ний, сущность которого поясним несколькими примерами.

Пример 1. Двухраскосная ферма (рис. 6.19) с одинаковыми стержня­
ми. Проводим сечение, вырезающее узел А, заменяем внутренние силы 
усилиями N  в стержнях и рассматриваем условие равновесия узла А:

Рис. 6.16. Конструктивная схема шарнир­
ного соединения стержней



Рис. 6.17. Схемы опорных узлов фермы и их условные обозначения: 
а опорный узел, не допускающий смещений; б, в — опорный узел, допускающий 

смещение в одном (горизонтальном) направлении

откуда усилие в стержнях

N =
2 cos а  ' (75)

Заметим, что при а  —» я /2  jV -» Знак плюс в формуле (75) озна­
чает, что предварительно выбранное направление усилий оказалось' 
правильным.

В некоторых случаях может понадо­
биться значение перемещения точки А. Уд­
линение стержня составит

и 1 = и = Р1N1
EF 2 cos a EF ’ (76)

где EF — жесткость сечения стержня на 
растяжение.

Положение точки А после нагружения 
можно найти, если провести две дуги ради­
усом 1+ и, приняв в качестве центров опор­
ные узлы. Так как деформации малы, то до­
статочно отложить отрезки на оси стержня

узла



1 Рис. 6.19. Определение усилий в двух­
раскосной ферме: 

а — расчетная схема; б — равновесие 
узла А; в — определение перемеще­

ний точки А

и восстановить перпендикуляры из 
точек А\ и А2 ( с м . рис. 6.19). Это 
правило можно сформулировать 
так: удлинение (или укорочение) 
стержня равно проекции переме­
щения конца стержня на первона­
чальное направление оси. В общем 
случае следует составить разность 
проекций перемещ ений концов 
стержня (если оба конца подвиж­
ны). Таким образом, перемещение 
точки А равно

5 = и Р1
COS а  2 соs ^  EF'

Замечание. На рис.6.20 показана двухраскосная ферма, работающая в «распор». 
Усилия в стержнях очень велики, если угол а  близок к к/2.

Избегайте в конструкциях стержней, работающих в «распор»!

Пример 2. Треугольная ферма 
(рис. 6.21). Расчет начнем с определе­
ния реакций опор.

В точ ке  В действует реакция 
опоры RB, в точке С — реактивные 
усилия Н и Rq. По отношению к 
ферме реактивные усилия следует 
рассматривать как внешние нагруз­
ки.

Проектируя все силы на горизон­
тальное и вертикальное направления, находим

Лс + Я в + P s in 0 =  О, Я - P co s0 =  0 . (77)

Из условия равенства нулю момента относительно какой-либо точ­
ки, например точки С, получаем

Rga + Ph cos 0 + Рах sin 0 = 0 . (78)

Из приведенных общих уравнений равновесия фермы (77) и (78) 
следует

— cos 0 + — sin 0 , Rc  = РRB = - Р а а
h „— cos 0 + а

-  1 s in 0 Р.



Рис. 6.21. Треугольная ферма: 
а — расчетная схема; б — равновесие узла А; в — определение перемещений точки А

Методом сечения выделим узел А и рассмотрим условия его рав­
новесия. Приравнивая нулю сумму проекций сил на горизонтальное и 
вертикальное направления, приходим к системе уравнений

-  N\ cos а ]  -  N2 cos а^+ Р  sin 0 = 0 ,
-  Nx sin (X) — Д̂ 2 sin ot2 -  Р cos 0 = 0 .

Из последних соотношений находим

N\ = -  Р
cos ( а 2 + 0 ) 
sin ( а] + осг ) ’ N7= - Р - т

cos ( a j -  0 )
sin ( a j  + 0(2 )

(79)

(80)

Соотношения (80) можно получить и проще, спроектировав уси­
лия, приложенные к А, на направления, перпендикулярные N x и N2. 
Проекции полного смещения точки А на направления стержней (уд­
линения стержней)

N2h_
U1 EXFX “ 2 E2F2 '

(81)

где lj и EiFi — длины и жесткости стержней.
Восстановив перпендикуляры из точек А х и А2 , найдем на их пе­

ресечении точку А*, в которой окажется узел А после приложения 
нагрузки.



На рис. 6.22 дана картина перемещения точки А. Проекция полного 
перемещения 8 на ось первого стержня показана с учетом его дейст­
вительного знака по равенству (81). Отрезки А\А* = и А^А* = v2 лег­
ко определяются, если спроектировать отрезок АА* = 8 на направле­
ния стержней:

и\ = и2 cos ( a i  + а 2 ) + v2 sin ( cq + а 2 ) > 
u2 -  u2 cos ( a j  + c<2 ) + и, sin ( + a 2 ).

Так как значения u\ и u2 известны, 
то становятся известными значения

8 = V u f+  vj = V u |+  ^  . (83)

Пример 3. Ферма составлена из 
р а в н о б е д р е н н ы х  т р е у г о л ь н и к о в  
(рис. 6.23). При большом числе уз­
лов и стержней полезно установить 
общее правило для их обозначения. 

Будем обозначать узлы Л ) , А2 и 
т.д. в порядке обхода контура по 
часовой стрелке.

Обозначения усилий в стерж­
нях составим из номеров узлов, 
которы е они соединяю т: 
N 1 2, # 2,5 - • • > номера узлов раз­
деляются запятой, так как воз­
можны многоразрядные номера.

Расчет начинается с опреде­
ления усилий в опорных узлах. 
Они составляют Р/2. Далее удоб­
но рассмотреть условия равно­

весия узла, к которому подходят не более двух стержней (например, 
узла

Из условия равновесия A } (неизвестные усилия считаем направлен­
ными на растяжение стержней) получаем

Рис. 6.23. Ферма из равнобедренных тре­
угольников

N i 2 s in a +  2 ^ ~  ^ i ,2 c o sa+  ^ i ,5 = О’



* 1 2 = - - 4 - P ,  (84)1’г 2 sin а  ’ 2  sin а

Условия равновесия узла А2 дают

-AT1 2 s i n a -  N2>5sina  = О, (А 2̂,5 _ Â 1(2 ) c o s a +  Л̂2>з=  0 .

Учитывая соотношения (84), получаем

’ 2 sin a  ’ sin a

Окончательные результаты имеют вид

N ^ N» = - i h i . p - 
N. m z Pt

sin a  (85)
»т _ cos a

4>3 2  sin a

N2 5 = А̂ з 5 = z : ' -P •2 sin a

Объясните, почему стержень 2,3 оказался сжатым.
Общие замечания о статически определимых фермах и сопостав­

ление их со статически неопределимыми. В статически определимых 
системах стержней (фермах) усилие, приходящееся на стержень, не 
зависит от размеров его поперечного сечения и физических свойств 
материала. Следовательно, усилия будут одинаковыми при упругих и 
пластических деформациях материала, при его ползучести и т.п.

При разрушении одного из стержней разрушается'сразу вся стати­
чески определимая система, которая превращается после этого в ме­
ханизм. Вместе с тем в таких фермах получаются вполне определен­
ные значения усилий в стержнях; отсутствуют начальные (монтажные) 
и температурные напряжения.

В статически неопределимых системах размеры сечения и свойства 
материала стержней влияют не только на деформации и перемещения, 
но и на усилия в стержнях. В таких системах имеется резервирование: 
при выходе из строя одного из стержней нагрузка передается на дру­
гие.

Распределение усилий в стержнях статически неопределимой ф ер­
мы зависит от целого ряда факторов (точности изготовления, началь­
ных и температурных напряжений и т.д.). Оптимальный выбор силовой



схемы системы стержней зависит от особенностей конструкции и ус­
ловий работы. В машиностроении чаще используются статически оп­
ределимые системы стержней.

Определение статической определимости или неопределимости 
ферм. В простых случаях удается сразу сделать вывод о характере си­
стемы. Например, для системы на рис. 6.15,а ясна ее статическая оп­
ределимость, для системы на рис. 6.15,в — неопределимость. Для 
ферм на рис. 6.15,б,г и д решение подобного вопроса требует специ­
ального анализа.

Остановимся сначала на условиях закрепления.
Если реакции (усилия) в опорах фермы от внешних сил могут быть 

определены из условий равновесия, то закрепление называется ста­
тически определимым. Так как опоры являются шарнирными, то они 
могут воспринимать только силы и не могут воспринимать моменты 
(отсутствуют «плечи» для уравновешивания).

В зависимости от структуры 
опора уравновешивает силу произ­
вольного направления (см. рис. 
6.17,а) или только одного направ­
ления (рис. 6.17,6). В первом слу­
чае опора обладает двумя связями 
(двумя «стерженьками»), во вто­
ром — одной связью  (одним 
«стерженьком»).

Как известно, плоская система 
сил может быть уравновешена си­
лами в двух точках плоскости. Од­
на из точек должна иметь возмож­
ность воспринять силу произволь­
ного направления, вторая — силу, 
создающую момент относительно 
другой точки. Следовательно, ста­
тически определимое закрепление 
фермы при плоской системе сил 
осущ ествляется двумя опорами, 
одна из которых воспринимает си­
лу произвольного направления.

На рис. 6.24,а показана ферма 
со статически определимыми опо­
рами. Она имеет три опорные свя­
зи (три опорных стержня). На рис.
6.24,6 в опорных узлах имеются две 
дополнительные связи (система

Рис. 6.24. Статическая определимость 
закрепления фермы



два раза статически неопределима по опорным узлам). Ферма на рис.
6.24,6 по условиям закрепления пять раз статически неопределима 
(имеет пять «лишних» опорных стержней).

Замечание. Статическая определимость закрепления определяется числом связей 
в опорах. Для плоской фермы оно должно быть равно трем, так как имеются три 
условия равновесия плоской системы сил (равенство нулю двух проекций равнодей­
ствующей внешней системы сил и равенство нулю момента относительно произволь­
ной точки). Однако имеется один исключительный случай, когда при трех связях (в 
двух точках) уравнения равновесия не могут быть удовлетворены.Такое закрепление 
называется мгновенно изменяемым. Оно характеризуется тем, что в точке закрепления 
с одной связью направление связи проходит через другую точку закрепления, и по­
тому опоры не могут воспринимать момент от внешних сил. Такая конструкция не­
работоспособна! Закрепление называется мгновенно изменяемым, так как после не­
которого довольно значительного поворота включится в работу имеющаяся связь и 
движение фермы остановится.

Установление степени статической неопределимости ферм. В ос­
нове конструкции всякой фермы лежит ячейка в виде треугольника 
как геометрически неизменяемой конфигурации с шарнирными узла­
ми. Каждый новый узел в статически определимой ферме присоеди­
няется двумя стержнями.

При статически определимом закреплении число стержней с и число 
узлов п в статически определимой ферме связаны соотношением

с = 2п — 3 . (8 6 )

В число узлов п входят и опорные узлы. Например, ф ерм а на 
рис. 6.23 имеет пять узлов и семь стержней и условие статической 
определимости (86) соблюдается: 7 = 2 - 5  — 3. При с > 2 п -  3 сис­
тема шарнирно связанных стержней статически неопределима, при 
с < 2п — 3 система превращается в механизм (имеет свободное дви­
жение).

Для фермы со статически неопределимым закреплением опорных 
узлов условие статической определимости всей конструкции

с = 2п — 3 -  г , (87)

где г — число статической неопределимости или число «лишних» свя­
зей в опорном закреплении. Например, для системы стержней на рис. 
6.15,а г =1, г =2, п =3. Условие (87) удовлетворяется:

2 = 2 -  3 — 3 — 1.

Будем условно называть степенью статической неопределимости 
системы стержней число «лишних» связей (стерж ней) в системе.



Обозначая степень статической неопределимости R, получаем с по­
мощью равенства (87)

R = с -  2п+  3+ г .  (88)

Для системы, показанной на рис. 6.15,в>
R =  3 - 2 4 + 3  + 3= 1. (89)

Степень статической неопределимости R показывает, что удаление 
R стержней из системы делает ее статически определимой.

22. Статически неопределимые стержневые системы

Всякое деформируемое тело при определении в нем напряжений и 
деформаций представляет собой в общем случае статически неопре­
делимую систему, так как уравнений статики недостаточно для реше­
ния задачи.

Статически неопределимые стержневые системы являются про­
стейшими моделями общих задач механики деформируемого тела. 
Они позволяют выявить закономерности поведения элементов конст­
рукции в процессе работы материала в упругой области при возникно­
вении пластичности и ползучести, температурных напряжений и т.д. 
Однако изучение статически неопределимых стержневых систем по­
лезно не только по методическим соображениям — такие системы 
встречаются в различного рода машинах и сооружениях.

Особенности поведения статически неопределимых систем разбе­
рем на примере трехстержневой системы.

Трехстержневая система. Работа в упругой области. Модель на­
дежности по допускаемым напряжениям. Система показана на рис.

6.25. Усилие Р воспринимается 
тремя стрежнями, причем край­
ние стержни одинаковые. Тре­
буется определить усилия и на­
пряжения в стержнях при рабо­
те материала в упругой области 
и построить м одель прочно­
стной над еж н ости  системы. 
Статические уравнения задачи 
представляю т собой условие 
равновесия узла А (рис. 6.25,6): 

jVj + 2N2 cos (5 = Р , (90)

где N \ , N2 — усилия в стерж­
нях.

Рис. 6.25. Трехстерж невая система: 
ч — расчетн ая  схема; б — равновесие 
узла А; в —  определение перемещений 

точки А



Геометрические уравнения связывают перемещение точки А и уд­
линение стержней:

« 1 = 5 ,  (91)

и2 = 5 cos Р , (92)

где 8 — перемещение точки А в результате действия усилия Р.
Из последних уравнений вытекает равенство

ы2= и ic o sp , (93)

которое представляет собой условие совместности перемещений стер­
жней в узле А.

Деформации в стержнях связаны соотношением

е2 = Е! cos2!} . (94)

так как
1\ = cos р . (95)

Физические уравнения выражают работу материала стержней в уп­
ругой области (см. гл. 5):

Ej = о 1/Е 1, (96)

е2 — (97)

где £,-, о,-, Ei ( i=  1, 2 ) — деформация, напряжение, модуль упругости. 
Так как

£[ = м , / / , , е2 = и2/12 , <У1 = N x/ Fx , а 2 = N2/E2 , (98)

находим перемещения концов стержней:

N lll /ООЧ
U' = W , '

< 1 0 0 >Е2г 2

Соотношения (90)—(92), (94) и (98) образуют систему линейных 
уравнений, которая легко решается относительно перемещений и х и 
ы2 или усилий (напряжений).

При решении задачи в «перемещениях» усилия N x и в уравнении 
равновесия выражают через удлинения стержней. Из уравнений (99) и 
( 100) получаем



E  F
N i =  ~ r Lui > (io i)

*1

E2F2
N2 (Ю2 )

Внося значения Ny и N2 в соотношение (90) и учитывая зависимость 
(93),получаем

E\F\ EjF')
. , U\ + 2cosp  —-— M1 c o s P = i’ . (103)
‘l *2

Из последнего соотношения находим

« 1 = -----------------^ --------------- .. (104)
В Д / / 1+ 2 cos2$ { E 2F2/ l2 )

Внося значение в равенство (101) и учитывая (95), находим

Р Р N  = -------------------------------- = --------------  (105)
1 + 2 cos3p ( E2F2/E lFl ) 1 + 2 X cos3p 

Из условия (90) следует, что

N2 = ( р - м Л ~ —, =  -.(106)
V ‘ j 2 c o s p  i + 2 A c o s 3p

В последних соотношениях коэффициент

, _ E 2F2 (107)

представляет отношение жесткостей сечений стержня. Удлинение 
центрального стержня

PI, i
и} = 8 = ~  --------------— . (108)

E\F 1 + 2 X cos^p

Если модули упругости материала и площади поперечных сечений 
стержней одинаковы, то Я,= 1.

Для реш ения задачи «в напряжениях или усилиях» используем 
уравнение совместности (93), куда вносятся значения Ы] и из соот­
ношений упругости:



Л % _ Л ^
e 2f2 e -f x cosp

или

N2 = X N l cos?$. (109)

Используя уравнение равновесия (90), получим соотношения (105) 
и (106). В рассматриваемом случае решение задачи в усилиях проще, 
чем в перемещениях.

Модель надежности по допускаемым напряжениям исходит из ус­
ловий

(ПО)п в

где стшах — наибольшее напряжение растяжения; [ а  ] — допускаемое 
напряжение; ст„ — предел прочности материала; пъ — запас прочности 
по пределу прочности.

■ Так как материалы стержней разные, то допускаемое значение для 
внешней нагрузки Р  определяется по условиям прочности отдельных 
стержней.

Из условия прочности для центрального стержня

®тах — — N\/F\ ^ Ов /̂пъ , ( 111)

где стВ)— предел прочности материала центрального стержня.
Для боковых стержней условие прочности имеет вид

< W  = <*2 = N2/F 2 < о ^ /П з , (112)

где ст^ — предел прочности материала боковых стержней.
Модель надежности системы будет содержать два условия:

Р <  ^ ^ - ( l +  2Xcos2p j, (113)

Р й  < 4 ^ 2 ( 1 +  2W p )
пв Xcos2^

Неравенства (113) и (114) вытекают из (111) и ( 112), если учесть 
соотношения (105) и (106).



По условиям надежности ограничение усилия Р определяется на­
иболее слабым звеном системы, т.е. минимальным значением Р.

Если площ ади сечений и материалы стержней одинаковы 
(Fx -  F2 = F, Еу = E2 = E), надеж ность лимитируется центральным 
стержнем:

р <  ^ - ( i  + г с о ^ р ). (115)

В некоторых случаях запас прочности определяют относительно 
предела текучести стт. Тогда модель надежности приобретает следую­
щий вид:

F\ .
(116)

a T Fw  ,
р <  ~ 1 + гхсо^р j ,

Рис. 6.26. Трехстержне­
вая система при (5=0

Р <  Ct2Fz ( 1 + ЗХсо^р)
Пт АсО^Р

(117)

где пт — запас прочности по пределу текуче­
сти.

Анализ работы конструкции проведем для 
случая стержней с одинаковой площадью по­
перечного сечения и выполненных из одного 
материала (А,= 1). Из формулы (109) сразу сле­
дует

ЛГ2= Л^согРр.

Центральный стержень под действием уси­
лия P (рис. 6.26)загружен существенно больше 
боковых. Например, при Р=45°

N2= 0,5/Vj

Это объясняется тем, что удлинение центрального стержня боль­
ше удлинений боковых (и \ > и2), а деформация еще больше, так как 
/2 > /,. При Р = л /4  центральный стержень воспринимает больше по­
ловины всей нагрузки:

1 + 2cos3rc/4 1 + V2 / 2 '
0,59Р.



С точки зрения оптимального проектирования целесообразно при­
нять (3=0 (см. рис. 6.26), и тогда N 1 = N2 = N3 = Р/3. Такое решение 
является оптимальным, если на систему не могут действовать случай­
ные (нерасчетные) усилия, имеющие составляющие, перпендикуляр­
ные оси стержней.

Замечание. При создании инженерных конструкций необходимо учесть все воз­
можные внешние силы не только в рабочих условиях, но и при транспортировке, 
монтаже и т.п.

Здравый смысл, жизненный опыт крайне необходимы при проектировании!

Работа статически неопределимой системы после возникновения 
пластических деформаций. Продолжим рассмотрение трехстержне­
вой системы (см. рис. 6.25). Напряжение в центральном стержне в уп­
ругой области

CTl=7^= f^  + zL osV  (И8)
В боковых стержнях

^ 2  Р  XCOS2̂  n , mОо = т г =  ------------ • (119)
^2 ^2 1 + 2Acos (̂3

Примем для материалов стержней схематизированные диаграммы 
деформирования (рис. 6.27).

Рис. 6.27. Схематизированные диаграммы деформирования материалов стержня: 
а — диаграмма с учетом упрочнения; б — диаграмма без учета упрочнения

Если при возрастании нагрузки Р напряжение превысит предел те­
кучести оТ), то в центральном стержне возникнут пластические деформа­
ции; то же самое можно сказать о боковых стержнях, если а 2 > стХ2-



Рассмотрим приближенное решение, когда упрочнение материала 
не учитывается (рис. 6.27,6). Такое решение пригодно для материалов, 
у которых значения пределов текучести и прочности близки.Оно при­
меняется и в тех случаях, когда возникновение больших пластических 
деформаций недопустимо, а материалы имеют незначительное упроч­
нение на начальном участке пластического деформирования (типа 
«площадок» текучести). Предельное значение усилия в центральном 
стержне

N lT= a TlJP, = Л т  j + 2 *cos3p , (120)

где Р 1т — значение внешней нагрузки, при которой возникает пластич­
ность в центральном стержне (предполагается от) < а т2 ).

При дальнейшем увеличении нагрузки (при Р >  Р Хт ) усилие в стер­
жне 1 остается неизменным, а усилия в боковых стержнях 2  будут воз­
растать до предельного ?чачения

N2t = ot2F2 . (121)

Внешнее усилие Р  при возникновении пластических деформаций 
во всех стержнях достигает для принятых кривых деформирования 
(см. рис. 6.27,6) предельного значения Р =  Рразр

Так как в предельном состоянии усилия в стержнях известны, то 
из условия равновесия имеем

Р = ЛГ1т + 2/i2tcos Р = csT\F2 + 2ot2F2cos Р . (122)

Построим зависимость перемещения точки приложения силы (точ­
ки А, см. рис. 6.25) от*величины Р.

На йервом этапе деформирования (Р <  Р 1т) перемещение опреде­
ляется соотношениями упругости (формула (104)). Максимальное сме­
щение на первом этапе — точка С[ на рис. 6.28,а.

На втором этапе (Р \т< Р ^ ^разр) наибольшее смещение будет в 
точке С2, когда наступает текучесть в боковых стержнях:

5 _  “ 2 е2^2 °т2^2

COS Р COS Р COS РЕ2 '

В этот момент исчерпывается несущая способность системы. Даже 
при небольшом повышении нагрузки сверх Рразр перемещение точки А 
резко возрастает (5 —> °°).

В точке С  j деформация центрального стержня (см. рис. 6.28,6)



В точке С2

а т,
£l(1) = £ 7 ’ ^ ( l ) = el(l) cos2P •

СТт2 е2(2) 
Ег ’ e® = cosy

Рис. 6.28. Зависимости усилйе — перемещение (а) и напряжение — деформация (б) 
для трехстержневой системы

Какой из стержней разрушится раньше при возрастании нагрузки? 
Это зависит от свойств материалов стержней.

Соотношение между деформациями стержней (94) справедливо в 
любой момент нагружения.

Если (рис. 6.28,6)
еИ] ^ 1

cos^P ’

то первым разрушится центральный стержень.
Модель надежности по несущей способности. Несущая способ­

ность трехстержневой системы (см. рис. 6.25) исчерпывается, когда 
нагрузка достигает величины Рразр.

Модель надежности по предельной нагрузке имеет вид



Для принятых кривых деформирования (без упрочнения) допуска­
емая. нагрузка

Сопоставление двух моделей надежности. Сопоставим допускае­
мую нагрузку в моделях надежности по напряжениям и по несущей 
способности.

Для этого сравним значение Р  из уравнений (116), (117) и (124) при 
одинаковом запасе прочности (пт = пн). Предполагая, как и раньше, 
2?! = i?2, получаем из условий (116) и (117) при Х = F2/F\

При стТ1 < а т2 определяющим будет условие (125).
Сопоставляя значения Р (по формулам (124) и (125)), при равенст­

ве пределов текучести материалов стержней (ctt i = а т2) и равенстве за­
пасов прочности, получим

Допускаемое усилие по несущей способности -Р„ес.сп больше, чем 
усилие по допускаемым напряжениям РДОп.напр • Это понятно, так как 
в модели надежности по допускаемым напряжениям считается опас­
ной нагрузка Р, при которой в каком-либо одном элементе системы 
возникает напряжение, равное пределу текучести. В модели надежно­
сти по несущей способности допускаемое усилие определяется при 
условии, что пластичность охватывает все элементы системы.

Зам ечание. Не следует думать, что во всех случаях надо применять модель по 
несущей способности: она эфф ективна для оценки прочности при действии одно­
кратной статической нагрузки.

При циклических нагрузках разрушение наступает в наиболее напряженном эле­
менте конструкции задолго до того, как исчерпывается несущая способность всей 
конструкции.

Д ля расчета инженер должен выбирать подходящую модель надежности!

(124)

(125)

(126)

•^доп.напр. Fy + 2 COS (̂З/'з
Рнес.сп _  Fi + 2  cos 137*2 ^нес.сп



Расчет в упругопластической стадии методом переменных па­
раметров упругости. Метод переменных параметров упругости (см. 
разд. 19) является общим методом определения напряжений и де­
формаций при работе конструкции в упругопластической стадии. 
Покажем применение метода для рассматриваемой трехстержневой 
системы (см. рис. 6.25) и построим зависимость усилие — переме­
щение при произвольных кривых деформирования (рис. 6.29,а).

Рис. 6.29. Зависимости усилие — перемещение (а) и напряжение — деформация (б) 
для трехстержневой системы. Решение методом переменных параметров упругости

Пусть задано действующее усилие Р и требуется найти напряже­
ния в стержнях и перемещение точки приложения силы. Расчет ведет­
ся методом последовательных приближений. В первом приближении 
материал считается упругим. Из равенств (118) и (119) находим напря­
жения первого приближения:

_ Z  1 
f i 1 + 2А,(1) cos3!} ’

* _ Р_ \ l )  cos2P 
° 2(1) ~ F2 1 + 2Х(1) согРр ’

(127)

(128)

где
E2F2
E\F\



На кривых деформирования напряжениям Стщ) и соответству­
ют деформации Ещ) и е2(1) (рис .6.29,6) и напряжения и Оцху Во 
втором приближении рассматривается снова упругая конструкция, 
имеющая параметры упругости

F  -  f  -  f  -  р -  CT2d>*1  -  с(1) -  - . ^ 2 -  ^ 2 с ( 1 ) -  ~  •
Е1(1) 2(1)

Напряжения в стержнях во втором приближении

£  T T i b S '  (Ш>

(130)
* Р  ^2 COS2̂

° 2(2) “  F2 1 + 2 Аз cos^p ’

где
,  £ 2 c(l/ 2  
х>2)”  -

Процесс продолжается до л-го приближения, когда Стц„) = ОцП) и
ст2(п) ~ ст2(л) • Обычно это достигается после трех-четырех приближе­
ний. После определения Ej = £цЛ) находят 5= е ^  и получается точка 
(Р, 5) (см. рис. 6.29,а).



Г  л а в  а  7 

КРУЧЕНИЕ СТЕРЖНЕЙ

Элементы конструкции, как уже указывалось, часто схематизиру­
ются в виде стержней. Такая модель формы используется и для рас­
чета валов, передающих крутящий момент. Примерами являются валы, 
приводящие в движение воздушные винты или лопасти вертолета; ва­
лы редукторов, станков и т.п.

Работа стержней на кручение встречается во многих других эле­
ментах конструкций.

23. Кручение круглых валов
Д е ф о р м а ц и я  и н ап р яж ен и я  

при кручении круглого вала. Экс­
периментально установлено, что при 
кручении круглого вала (рис. 7.1) 
приложенным на его торце крутя­
щим моментом поперечные сече­
ния остаются плоскими (рис. 7.2). 
Можно считать, что поперечные 
сечения как жесткие круглые дис­
ки поворачиваются относительно 
оси вала на угол <p(z).

Образующие, расположенные 
на цилиндрической поверхности 
радусом г, поворачиваются на угол у, 
постоянный по длине цилиндра (вала). 
Для малых углов

Рис. 7.1. Кручение круглого пала

7(г)= tgy = А пС I (1)

где d  = — угол поворота на еди­
ницу длины вала, рад/м.

Угол поворота в сечении z
Рис. 7.2. Кручение модели вала с 

предварительно нанесенной сеткой



<p(z) = zcp(/)// = i3z . (2)

Из последнего соотношения можно установить, что

Рассмотрим перемещения и деформации в произвольной точке по­
перечного сечения А, лежащей на расстоянии г от оси вала (рис. 7.3). 
Перемещение точки А\ равно А \А\  и  направлено перпендикулярно ра­
диусу. В кольцевом слое толщиной dr возникает деформация сдвига 
(рис. 7.4)

По закону упругости углу сдвига соответствует касательное напря­
жение (см. разд. 18)

Рис. 7.3. Перемещения точек 
вала при кручении

Рис. 7.4. Деформация сдвига в кольце­
вом слое

(4)

t-= Gy,

где G — модуль сдвига; G = ——--------.
2 ( 1 + Ц )

Учитывая (4), находим важную зависимость:

т(г) = Gy(r) = хЮг. (5)
Касательное напряжение х(г) направлено по касательной к окруж­

ности радиусом г. Касательное напряжение пропорционально радиусу 
(рис.7.5).



Из общих условий равновесия следует, 
что касательные усилия x(r) dF  дрлжны со­
здавать крутящий момент

Мк= J v d F =  J г2 ^ =  -6GJp , (6)
F F

где Jp = J P'dF —  полярный момент инерции 
F

сечения вала, который легко вычислить, 
приняв

d F -  2кгd r .

Тогда

j , .

Рис. 7.5. Распределение 
касательных напряжений 

~ч1ри кручении

(7)

Из соотношения (6) получаем формулу угла закрутки, отнесенного 
к длине вала:

GJ„ (8)

Величина GJp называется жесткостью  (сечения) вала на круче­
ние. Угол поворота сечения вала

ф(г) = тЪг - GJn

Взаимный поворот сечений на участке вала длиной /

M J
ф(0  = GJp -

(9)

Внося значение Ф в формулу (5), находим важную расчетную зави­
симость:

М к 
т(г)= ~ ± г .  

Jp
(10)

Наибольшее касательное напряжение получается на члешнем ра­
диусе:



Величина

называется моментом сопротивления кручению. 
Таким образом,

^max ~ М* ^ . (13)

Анализ решения методами теории упругости. Полученное реше­
ние о распределении напряжений и деформаций при кручении вала 
основывалось на экспериментальных наблюдениях. Попробуем под­
вергнуть его анализу с позиции общих уравнений механики деформи­
руемого тела.

В соответствии с принятой моделью деформации вала перемеще­
ние точки равное А\А\  (рис. 7.6), имеет составляющие по осям

Перемещение вдоль оси z отсутствует (w=0). Составляющие каса­
тельного напряжения равны

и — — np(z) sin 0 = -  пp(z) ̂  = -  <p(z)y, 

XV = rcp(z) cos 0 = np(z) -  = <p(zpc.
(14)

Рис. 7.6. Кручение круглого вала. Расчет методом теории упругости

* « =  Gyzx= - ° ^ У =  ~ с ъ >

*гу = Glzy= G ^ X =  G ®x -



Полное касательное напряжение

что совпадает с равенством (5).
Можно показать, что при М к — const удовлетворяются уравнения 

равновесия и краевые условия на боковых поверхностях вала. Приня­
тую модель деформации круглого вала следует признать точной.

Замечания. 1. Предполагается, что в концевых сечениях вала внешний крутящий 
момент реализуется в виде линейно распределенны х касательных напряжений 
(см.рис.7.5). В действительности момент обычно прикладывается по-другому (напри­
мер с помощью шлицевого соединения (рис.7.7)), и поэтому в соответствии с прин­
ципом Сен-Венана решение будет справедливым для распределения напряжений и 
деформаций на некотором удалении от торцов.

Более строго следовало бы сказать, что решение является точным для неконце­
вых областей вала.

2. Граница между понятиями точного и приближенного решения в применении к 
практичбским задачам часто носит условный характер. Например, можно получить 
точное решение для весьма приближенной модели (расчетной схемы) или прибли­
женное решение для более точной модели. Что лучше для практических целей? Од­
нозначного ответа на этот вопрос не существует.

На основании практического опыта вырабатываются модели различных уровней, 
используемые на разных этапах проектирования (предварительный выбор размеров на 
стадии технического предложения, составление более точных моделей на этапах эс­
кизного и рабочего проектирования).



Рис. 7.8. Распределение 
касательных напряжений 

при кручении полого вала

Кручение полого вала. Для передачи кру­
тящ его момента часто используют полые 
круглые валы (трубы), так как это позволяет 
уменьшить массу конструкции. Кинематиче­
ская картина деформации остается такой же, 
как при кручении сплошного круглого вала. 
Распределение касательных напряжений оп­
ределяется соотношением (10). Полярный 
момент инерции сечения будет таким:

/P = ^ <d4“ d®) ’

где d0 — внутренний диаметр вала (рис.7.8). 
Наибольшее касательное напряжение

^ к  d
JP 2

(16)

Кручение вала с переменными параметрами упругости по ради­
усу. Такая модель описывает кручение вала с покрытиями из другого 
материала, биметаллического вала и т.п. Модель используется для 
расчета упругопластической деформации вала. Кинематическая кар­
тина деформации остается прежней, что можно показать с помощью 
точного решения. Касательное напряжение в соответствии с равенст­
вом (5) составит

х (r)= $G(r)r,

где G(r) — модуль сдвига материала в слое на расстоянии г. 
Из условия равновесия (6 ) имеем

М к = J  v d F =  flf G{r)?dF.
F F

Относительный угол закручивания

J G{r)?dF

(17)

(18)

(19)

Теперь для касательного напряжения получаем из соотношений 
(17) и (19)



F

При G(r)= const= G равенства (20) и (10) совпадают.
Замечание. Структура формулы (20) представляет интерес. Кольцевой слой вос­

принимает касательное напряжение пропорционально модулю сдвига (модулю упру- 
„ гости) слоя. Это означает, что слой из непрочного материала может работать на 

поверхности высокопрочного вала, если слой имеет малый модуль упругости.

Кручение вала переменного сечения при переменных по длине 
крутящих моментах. Полученные ранее расчетные зависимости уста­
новлены для круглого вала постоянного сечения при действии посто­
янного по длине крутящего момента. В этом случае решение удовлет­
воряет уравнениям теории упругости. Если крутящий момент изменя­
ется по длине или диаметр вала различен на разньйс участках, то в ин­
женерных расчетах используется приближенное решение, так как точ­
ного решения для общего случая не существует, а в частных случаях 
решения весьма громоздкие.

Касательное напряжение в сечении Ьала определяется по формуле

Угол закрутки на единицу длины вала

Таким образом, основные расчетные зависимости (21) и (22) ис­
пользуются для определения параметров рассматриваемого сечения 
вала.

Замечание. Приближенный метод, несколько расширяющий область применения 
расчетных зависимостей за пределы принятых допущений, является типичным для 
инженерных расчетов прикладных моделей надежности. Уравнения (21) и (22) строго 
справедливы только для вала постоянного сечения при действии крутящего момента 
по концам вала. ,

В приближенном решении предполагается, что каждый малый участок вала ведет 
себя так, как будто весь вал имеет такое же сечение и закручен тем же моментом. Вли­
яние соседних участков признается второстепенным.

Справедливость приближенных методов обосновывается практическим опытом и 
экспериментальными исследованиями. Часто весьма убедительным оказывается сопо-

rfcp(z) _ M K(z) 
dz GJp(z) '

(22)



ставление с примерами более точных решений, полученных численными или аналити­
ческими методами.

Кручение вала в упругопластической стадии. Если напряжения 
при кручении

т>  тТ) (23)

где тт — предел текучести при сдвиге (кручении), то в материале вала 
возникнут пластические деформации.

На рис.7.9 показаны кривые деформирования при кручении (зави­
симости т(у) ). Они могут быть получены при кручении тонкостенных 
труб, для которых можно считать известным значение касательных на­
пряжений при заданной величине крутящего момента:

т =
2n R $

где R q и 8 —  средний радиус и толщина трубы.

(24)

arc tg GK

Рис. 7.9. Кривые деформирования при кручении ( Хт —предел текучести на срез, т, —
предел прочности на срез ): 

а — экспериментальная кривая деформирования; б — кривая деформирования 
без упрочнения; в — кривая деформирования с линейным упрочнением

Приближенно кривые деформирования при кручении могут быть 
найдены из обычных кривых деформирования, если положить

т = 1
°о> у = Vi"eo,

где a 0 , eg — напряжение и деформация при растяжении образцов.
Часто для упрощенных оценок принимается кривая деформирова­

ния без упрочнения (рис.7.9,б).



Рассмотрим кручение сплошного вала при наличии пластических 
деформаций. При крутящем моменте

Л/? = х. nd3 
т 16

(25)

впервые появляется пластическая деформация на наружной поверхно­
сти вала.

Эксперименты показывают, что при возникновении пластичности 
кинематическая картина деформаций вала остается неизменной — се­
чения остаются плоскими, радиальные направления остаются радиаль­
ными и после деформации.

Рассмотрим упрощенную диаг­
рамму деформирования без уп­
рочнения. При Му, > Л ^т в сече­
нии возникают две зоны (рис. 7.10).

При r <  /-j (зона упругих де­
формаций)

г
(26) 

'1

При r >  /-j (зона пластических 
деформаций).

х =  хт. (27)

Из условия равновесия имеем

Рис. 7.10. Распределение касательных 
напряжений при кручении вала ( без уп­

рочнения материала ): 
а — упругопластическая деформация; 

б — распределение напряжений при 
действий предельного момента

1 _3
М к = |  xrdF- 2п I хт dr  + 2 n j  x f d r  

F  О Г1 г,

или

12
Мк = Xj2n

Из последнего соотношения получим

п - 4 4R
6М ж
лх„

(28)

Зависимость (28) показывает, что при возрастании крутящего мо­
мента зона упругих деформаций в центре вала уменьшается.



При ri= 0  наступает предельное состояние — крутящий момент до­
стигает наибольшего (предельного) значения:

Развитие пластических деформаций увеличивает приблизительно 
на 30% сопротивление вала. Угол закрутки вала на единицу длины 
(см. формулу (4))

При приближении Мк и Мкт величина dq> /  dz —> °° и деформация 
вала резко возрастает.

Более полное описание свойств материала дает схематизация в ви­
де кривой деформирования с линейным упрочнением (см.рис.7.9,в). 
Распределение касательных напряжений при действии предельного 
момента показано на рис.7.11. Имеем

где тн —  предел прочности на срез (сдвиг).
Из условия равновесия находим крутящий момент, разрушающий

nd3 (29)
т 12 '

Сопоставляя равенства (25) и (29), получаем

М  = -Л /°К Т 2  •'"кт • (30)

dz г '

Применяя это равенство при г =  г\ ( т: = хт ), находим

diр _ Тт _____ 1 (31)

пхт

(32)

вал:

М к разр J rbdF — 2к J" хт + ^  ( тв тт ) r̂ dr.
F 0

После интегрирования получаем



Из сравнения равенств (29) и (33) уста­
навливаем влияние учета упрочнения мате­
риала. Например, если

то
разр 1,25Мк

В общем случае для расчета применяет­
ся метод переменных параметров упругости 
(рис. 7.12). В первом приближении рассмат­
ривается вал из упругого материала.

Из соотношения (21) находим

* Мк 
т(1)- J  г  ’

Jp

Ч

Рис. 7.11. Распределение ка­
сательных напряжений при 
кручении вала из материала 

с линейным упрочнением, 
(предельный момент)

затем

G 1
T(D
T(l)'

Далее по равенству (20) находим второе приближение:

G(\)(r)Mк
(2) ' /  G(X){r)?dF

и, следовательно,

_ Х(2) с  _ \2)  
Т(2) “  ’ (2) -r(D \ 2)

и т.д. Обычно достаточную точ­
ность дает второе-третье прибли­
жение. В рассматриваемом случае 
можно найти замкнутое решение, 
если учесть линейное распреде­
ление деформации сдвига по ра­
диусу. Однако в более сложных 
случаях (например, при действии

arc tg В

Рис. 7.12. Применение метода перемен­
ных параметров упругости



крутящего момента и осевой силы) приходится использовать метод 
переменных параметров упругости.

Кручение вала в стадии установившейся ползучести. В этой ста­
дии скорость возрастания деформации сдвига зависит только от каса­
тельного напряжения. Применяя уравнение (124) из гл.5 для случая 
кручения (т^,= х , 7̂ =  у, остальные компоненты напряжений и де­
формаций равны нулю), находим

(34)

где В  и п — параметры экспериментальных кривых ползучести (гл.5, 
формула ( 121)).

Так как

а, = V Jx ,

то получаем

3<n + \)/2Bln = B l n 
dt к

(35)

Кинематическая картина деформации остается такой же, как в уп­
ругой стадии, и поэтому

у= Ъ г .

Из последних соотношений находим

х = dx) J_  
dt Br

1 /п 1 /п

(36)

(37)

При ползучести касательные напряжения кручения распределяют- 
1 /пся по закону г

Из условия равновесия

Мк = J irdF=  2п J xP'dr,
F  О

учитывая соотношение (37), находим

М к = 2п f  d b  1
dt В„

1
3 + 1 /п

R 3 + 1 /л

(38)

(39)



Теперь по равенству (37) получаем

т = 3 +
М г Л /п

2яR 3+  1 /л  ‘ (.40)

При п -  1 касательные напряжения распределяются по линейному 
закону и формулы (40) и (10) совпадают.

Замечание. Интересно отметить, что распределение касательных напряжений кру­
чения (40) при установившейся ползучести совпадает с распределением напряжений в 
упругопластической стадии, если принять уравнение кривой деформирования в виде

У= BjT .

Действительно, в силу равенства (36) получаем

т=  ( iVBK)1/V /n

и далее отношение (39), в котором вместо d t / d t  стоит г), и, наконец, формулу (40). При 
одинаковом распределении напряжений в стадии ползучести и пластичности есть су­
щественная разница в поведении вала: при ползучести все время увеличивается угол 
закрутки вала, тогда как при пластичности он не изменяется во времени.

Деформации или скорости деформаций часто играют одну и ту же роль в механике 
твердого деформируемого тела — они отражают геометрическую картину деформации.

Модели прочностной надеж­
ности  вала при кручении. При
построении модели прочностной 
н ад еж н ости  (р а зд .2 ) сл ед у ет  
прежде всего рассмотреть харак­
тер напряженного состояния, ус­
ловия работы вала в составе все­
го изделия, особенности нагру­
жения и возможных разрушений.

Н а площ адках, леж ащ их в 
плоскости поперечного сечения 
скручиваемого вала, действуют 
только касательные напряжения.
Рассмотрим точку Л, находящую­
ся на поверхности вала, и расположим оси л;, у  так, как показано на 
рис.7.13,6. Напряженное состояние характеризуется следующими зна­
чениями компонентов:

Рис. 7.13. Площадки главных напряже­
ний при кручении вала: 

а — схема напряженного состояния; 
б — главные направления

О х  0  ,  G y  —  0  , Т х у  —  X  , O z  0  , Х у г  0  , X z x  0  .



Напряженное состояние в каждой точке вала является плоским, 
так как в площадках, нормаль к которым совпадает с осью г  (радиаль­
ное направление), напряжения отсутствуют. Главные напряжения вы­
числим по формулам (26) и (27) гл.2:

<*2 =  | ( ° *  +  <*у)“  ( о * "  ау ) 2+- 4хху

(41)

Далее устанавливаем

. л  * ^ х у  л * П * ТГtg 2cx = - — „  = °°, 2а  = - ,  ос =(Ĵ  Оу 2  4

Площадки главных напряжений направлены под углом 45° к оси 
вала. По формулам (35) и (36) из гл.2 находим

* °1 ~ т , , * о2 -  ох -  х 
tg « i=  — ----- = — = - 1 , tgct2 = —------- = —  = 1 .

'‘ху  1 '•ху 1

Растягивающее главное напряжение (Г) направлено вдоль винтовой 
линии; при взаимном повороте поперечных сечений такие волокна рас­
тягиваются (направление 0Ci). Для волокон, идущих по ортогональным 
винтовым линиям (направление а^), при действии момента Мк (см. рис. 
7.13,а) происходит укорочение.

Замечание. Анализ напряженного состояния очень важен, например, для пра­
вильного конструирования деталей из композиционных материалов. Если труба из 
материала, усиленного волокнами, должна работать на кручение, то волокна следует 
располагать по винтовым линиям, составляющим угол 45° с осью вала.

При построении модели статической прочности исходят из усло­
вия прочности для пластичного материала

(42>
где пв — запас по напряжениям, тв — предел прочности материала на 
срез (сдвиг).

Используя равенство (11), находим допускаемое значение крутяще­
го момента:



Модель статической прочности по несущей способности использу­
ет условие

м к < 1 М, (44)
п к.разр>

н.с

где пн с — коэффициент запаса по несущей способности.
С учетом равенства (33) получаем допускаемую величину крутяще­

го момента

1 nd3 жй3 .
\

_ 1 Г nd3 nd3 '
П И.С 12 Хт + Тб~(х» - тт )

^н.с х» 1 6  +\ Тт 43 ^

При одинаковых значениях лв и пн с условие (45) дает значение 
Мк на 15—30% большее. Однако это увеличение может быть исполь­
зовано только при действии однократной статической нагрузки, на­
пример для оценки величины крутящего момента, разрушающего вал.

Если вал выполнен из хрупкого материала (удлинение при разрыве 
меньше 3%), то условие статической прочности следует принять, ис­
ходя из величины наибольшего растягивающего напряжения:

то допускаемое значение крутящего момента

Значение лв для хрупких материалов обычно принимается в 1,5—2 
раза большим, чем для пластичных материалов. Значение Мк по усло­
вию (47) одновременно характеризует и несущую способность вала, 
так как у хрупких материалов перераспределения напряжений не про­
исходит — они работают в упругой области практически до разруше­
ния. При построении моделей статической прочности вопросы концен­
трации напряжений не являются главными, так как у пластичных ма­
териалов происходит выравнивание напряжений.

Для моделей прочностной надежности, связанных с усталостью 
(вал при действии переменных напряжений), прочность в местах кон­
центрации напряжений обычно является определяющей.

max ^  > (46)

(47)



В некоторых случаях при построении моделей прочностной надеж­
ности используют ограничения по углу поворота (на единицу длины 
вала)

4$.. м .
* = 2 = 4 * - ^  <4 9 >

или по полному углу поворота

M J
ф = ттг ^ I Ф1 • (50)Ыр

Наконец, дополнительные ограничения могут быть связаны с ди­
намическими явлениями (например, с необходимостью устранения 
крутильных колебаний). Эти вопросы частично рассматриваются в 
дальнейшем. Перейдем к изучению работы на кручение стержйей не­
круглого сечения.

24. Общая задача о кручении стержней 
и концентрации напряжений

П ерем ещ ен и я и деф орм ац и и . Рассмотрим кручение упругого 
стержня постоянного сечения под действием крутящего момента. Се­
чение стержня показано на рис. 7.14.

Допустим сначала, что общая 
картина перемещений остается 
такой же, как при кручении круг­
лого вала: сечение стержня как 
жесткая пластинка поворачивает­
ся вокруг оси стержня. Тогда точ­
ка сечения А на расстоянии г от 
оси переходит в точку А*, а сече­
ние поворачивается на угол

ф = d z , (51)

Рис. 7.14. Перемещения точек при кру­
чении стержня

где Ф — угол поворота на единицу 
длины — постоянная величина. 
Составляющие перемещения по 
осям х и у:

* Уи = -  А А  s in 0 =  — г ф sin0 ~ - г  ф^ = -i9zy,



v  = AA cos 9 = г ф cos 0 = г ф — = b z x . (53)

Далее допустим, что перемещение вдоль оси z (оси стержня)

w = w { x , y )  (54)

не зависит от координаты z.
При кручении круглого вала w = 0; в общей задаче кручения суще­

ствует перемещение, перпендикулярное плоскости поперечного сече­
ния w, которое называется депланацией.

С помощью формул Коши (разд.9) находим следующие значения 
деформаций:

е* = ах

Уху =

ди 
дх

dv ди 
дх + ду

Jzx'-

П dv п d w n
’ ЕУ~ д у ~  £z _ Д* ’

п dw dv dw а
~ ’ Уу2~ ду + d z ~  д у + ’

(55)

dw ди д w
дх + dz дх -  -&у.

Напряжения, условия равновесия. Так как линейные деформации 
равны нулю, то по уравнениям упругости (разд. 18) обращаются в нуль 
и нормальные напряжения:

ах = 0 , сту = 0 , az = 0 . (56)

Касательное напряжение х^  также равно нулю. Отличными от ну­
ля будут только касательные напряжения, действующие в плоскости 
поперечного сечения:

Ъх=
dw

Ъу= °Ъ

дх 

ду

(57)

(58)

где G — модуль сдвига.
Перейдем к рассмотрению уравнений равновесия (разд. 7).
Первые два уравнения удовлетворяются тождественно (массовые 

силы считаем отсутствующими), а из третьего уравнения вытекает

дх
- ^ + ^ = 0  
ах Эу

(59)



д\>  д \у  
— —Т =  °- дх2 ду2

Из последнего уравнения следует важный результат: для того что­
бы удовлетворились уравнения равновесия, осевое смещение не может 
быть произвольной функцией — оно должно удовлетворять уравне­
нию Лапласа (уравнению (60)).

Краевые условия. Рассмотрим теперь краевые условия для напря­
жений. Нормаль к боковой поверхности (рис. 7.15) образует с осями х, 
у, z  углы соответственно а , п /2  -  а , п/2. Направляющие косинусы 
указанных углов

I = cos а , т = sin а  , п = 0 .

С читая боковую  поверхность 
стержня свободной от распределен­
ных усилий, получим из краевых ус­
ловий (формула (103) гл.2)

xz J +  xz / n -  0 (61)

или
xzxc o sa+  tg ,s in a =  0 . (62)

Величины и представляют 
собой составляющие касательного 
напряжения в точке поперечного се­
чения по осям л: и у. В точке А, лежа­

щей на контуре поперечного сечения, составляющая полного каса­
тельного напряжения по направлению нормали

Рис. 7.15. Краевые условия на боко­
вой поверхности стержня

cos a  + sin a  = 0 . (63)

Краевое условие на боковой поверхности (условие (62)) означает, 
что в точках контура касательное напряжение направлено вдоль каса­
тельной к контуру, составляющая по нормали равна нулю. Соотноше­
ние (63) можно было написать сразу из условия парности касательных 
напряжений, так как на боковой поверхности касательные напряжения 
отсутствую т. Из равенства (62) возникают краевые условия для 
w ( x , y ) ) .  Внося в (62) соотношения (57) и (58), получаем



или
dw
дх

cosa- dw
Эу

sin a  = Ф ( у  cos a  -  x  sin a ) (65)

Рассмотрим теперь краевые условия на торцах стержня, где при­
ложен крутящий момент. Точное распределение внешних касательных 
условий неизвестно — оно зависит от конструктивных особенностей 
передачи крутящего момента. Но при любом способе задания внешних 
распределенных усилий на торцах стержня они должны быть статиче­
ски эквивалентными крутящему моменту М к.

Краевые условия на торцевых поверхностях будем выполнять не в 
отдельных точках, а для всего сечения в целом:

(х2ух -  Tzxy ) d F =  Мк . (66)

Последнее условие можно также 
рассматривать как условие равнове­
сия участка стержня (рис. 7.16).

Краевые условия, которые вы­
полняются интегрально для глав­
ного вектора или главного момента 
внешних сил, называются краевы­
ми у с л о в и я м и  Сен-В енана,  по 
имени знаменитого французского 
ученого и инженера, впервые ре­
шившего задачи о кручении и изги­
бе стержней.

Отказ от строгого, пунктуаль­
ного выполнения краевых условий 
во всех точках поверхности тела, 
использование интегрального кра­
евого условия составили новый этап развития механики деформируе­
мого тела. Существенно, что искажения напряженного состояния, вы­
званные различными способами передачи крутящего момента, при ус­
ловии (66 ) характерны только для областей вблизи торцов стержня 
(принцип Сен-Венана).

М атематическая постановка задачи. Функция кручения. Матема­
тическая постановка задачи означает сведение задачи к разрешающей 
системе уравнений и условиям однозначного их решения.

Полученные ранее основные уравнения достаточны для математи­
ческой постановки задачи, но часто оказывается целесообразным пре­
образовать уравнения, перейти к другим переменным и т.п. Для реше­

Рис. 7.16. Краевые условия на торце- 
пой поверхности стержня



ния задачи введем функцию кручения Ф (х, у) ,  положив осевое сме­
щение

W ( x , y ) =  $ Ф ( х , у ) ; (67)

тогда из уравнения (60) следует, что

Э2Ф Э2Ф 
Эх2 * Эу2

Для точек контура сечения находим из условия (65)

ЭФ ЭФ.. cos а  + sin а  = у cos а  -  х sin а  . 
д х д у

(68)

(69)

Отметим, что для всех контурных точек можно считать известными 
их координаты и значение угла нормали контура с осью, х  (угла а).

По физическому смыслу функция кручения численно равна осево­
му смещению при Ф = 1.

Краевое условие (69) можно записать в виде

ЭФ
Эу

= у  cos а  -  х sin а , (70)

где ЭФ/Эу — производная функции Ф (;с,у) вдоль направления нор­
мали.

Из общего правила определения производной вдоль направления 
имеем

ЭФ ЭФ dx ЭФ dy 
Эу дх dv ду dv '

Так как (рис. 7.17)
dx dy—  = cos а ,  , = sin а ,  dv dv

то получаем условия (69) или (70). Если функция Ф (х ,у )  определена, то

xzx= Gt)

Ъу= G b

ЭФ

у
Г эф ' 

^ г + хду

(71)

(72)

Для полного решения задачи требуется определить величину Ф, 
что можно сделать по условию (66 ). Внося в это условие уравнения 
(71) и (72), находим



7  эф 'i ГЭф 1х  -
V.

У

и будем называть / к геометрической жесткостью стержня н а  кру­
чение. Для круглого стержня поперечное сечение при кручении оста­
ется плоским;

w =  $ Ф ( х , у )  = 0 , (75)

и тогда
/ к= j  ( x2 + y 2 ) d F =  Jp (76)

Из равенства (73) получаем угол закрутки, отнесенный к длине
стержня:

Л*к
GJr

(77)

Теперь ясно, что значение функции 
кручения Ф (л:,у) полностью реш ает за­
дачу, т.е. позволяет найти напряжения и 
деф орм ации  при кручении у п р у го го  
стержня произвольного сечения задан­
ным крутящим моментом. Тем не менее 
решение с помощью функции кручения 
является одним из возможных способов 
решения. Другой способ (в некоторы х 

случаях более удобный) связан с функцией напряжения.
Функция напряжения. Предположим, что касательные напряж е­

ния при кручении можно представить в следующем виде:

Рис. 7.17. Определение произ­
водной вдоль направления v 

для функции Ф ( х , у )

Т« =
dF 
ду'

*zy G Ь д х  ,

(78)

(79)

где F ( x , y )  — подлежащая определению функция напряжения, G  — 
модуль сдвига, Ф — относительный угол закручивания.



Такая форма представления позволяет сразу удовлетворить урав­
нениям равновесия (59). Из соотношений (71) и (72) находим связь 
ф ункций напряжения и кручения:

(80)

dF
дх

( 1*  ■\
(81)

\

ЭФ 
Эу

Дифференцируя равенство (80) по у, а равенство (81) пох  и скла­
дывая, находим

0 + f = - 2' <82)
Это уравнение называется уравнением Пуассона. Оно отличается 

от уравнения Лапласа наличием заданной функции в правой части 
уравнения.

Для точек контура из условия (62) получаем

dF ЭF . _ ,0оЧ- г - cos а -  s in a =  0 . (83)
ду дх

Д алее следует учесть соотношения для элемента дуги контура

dy . dx /0c o s a = ^ - ,  s in a =  — , (84)
as ds

и тогда из равенства (83) с необходимостью следует

ЭF dy dF dx dF , 0i-4
dy d s + dx ds = d s = (85)

В точках контура производная функции F ( x , y  )вдоль дуги равна 
нулю. Следовательно, для точек контура

F ( x , y ) =  С , (86)

где С —  постоянная.
Д ля односвязной области, т.е. для поперечного сечения без внут­

ренних полостей, постоянную С можно принять равной нулю, и тогда 
д ля  точек контура



Итак, задача кручения сводится к нахождению функции напряже­
ния как решению уравнения Пуассона при постоянном значении фун­
кции на контуре.

Перейдем к определению величины д. Из условия (66 ) находим

где F0 — площадь поперечного сечения. Учитывая очевидные соотно­
шения

Доказательство условия (90) можно провести различными путя­
ми: преобразуя интеграл по площади в интеграл по контуру или про­
водя интегрирование по dx и dy с учетом условия (87). Геометрическая 
жесткость стержня на кручение (для односвязного сечения)

М ембранная аналогия для функции напряж ения. Рассмотрим 
мембрану, например тонкую резиновую пленку, закрепленную по кон- 
ТУРУ Г (рис. 7.18). Мембрана предварительно растягивается в двух на­
правлениях с напряжением ст на плоском диске, имеющем отверстие 
по форме сечения стержня, и затем изнутри дается давление р.  В ре­
зультате мембрана получит прогибы f ( x , у ), но на контуре сечения 
прогиб /  =0. Предполагается, что прогибы мембраны невелики и пред­
варительные напряжения о не изменятся в процессе прогиба. В каж­
дом из направлений мембрана ведет себя как гибкая нить (разд. 25).

(88)

Э F Э—-х = —

находим

(89)

так как в силу условия (87)

о
(90)

(91)



Условие равновесия мембраны 
составляется как равенство нулю 
сил, действующих в вертикальном 
направлении. В результате изме­
нения прогибов /  вдоль оси х со­
ставляющая от растяжения мемб­
раны будет равна

а5 i t2 d x d y ,
Эх

где 8 — толщина мембраны.
С учетом изменения прогибов 

вдоль оси у  получим

Рис. 7.18. Мембранная аналогия для 
функции кручения: 

а — прогиб мембраны; б — к выводу 
уравнения мембраны

Э^5) Э2(/8 ) _ _ р  
дх2 Эу2 а '

(92)

где р  — давление на мембрану. 
Принимая р / а =  2 и сопостав­

ляя уравнения (82) и (92), находим
-F= / 8 , (93)

так как функции F и / 8  удовлетворяют одинаковым уравнениям и кра­
евым условиям. Прогиб мембраны под действием внутреннего давле­
ния пропорционален функции напряжения. В этом и состоит мембран­
ная аналогия, позволяющая экспериментально решать задачу круче­
ния при соответствующем выборе давления, натяжения и толщины 
мембраны.

Отметим, что опорный контур мембраны может соответствовать 
контуру сечения стержня и в некотором масштабе, что приведет толь­
ко к изменению множителя.

Достоинство мембранной аналогии заключается также и в том, что 
она позволяет представить поведение функции напряжения F ( x , y ) ,  
так как характер прогибов (провисания) мембраны можно предвидеть 
из физических соображений. Например, для контура сечения в виде 
вытянутого прямоугольника (рис. 7.19,а) прогибы мембраны вдоль 
длинной стороны будут практически постоянными (за исключением 
областей, примыкающих к малым сторонам).

Касательные напряжения пропорциональны углу наклона поверх­
ности мембраны:

-  1г<£ т =Т — ] с '
zx Эу ’ к д х ’

(94)



где к —  коэффициент пропор­
циональности. Примерное рас­
пределение касательных напря­
жений показано на рис. 7.19,6. 
В углах прямоугольника напря­
жения равны нулю.

Примеры точных решений. 
Стержень эллиптического се­
чения. Рассм отрим  кручение 
стержня эллиптического сече­
ния (рис. 7.20), контур которого 
описывается уравнением

£ =  1 h2а о
(95)

Рис. 7.19. Прогибы мембраны (функция 
напряжений) для сечения стержня в виде 

вытянутого прямоугольника: 
а — прогибы мембраны; б — распределе­

ние касательных напряжений

где а, Ь — полуоси эллипса.
Решим задачу с помощью функции напряжения. Так как функция 

7*'(х,з')обращ ается в нуль на 
контуре, то примем

F ( x , y ) =  С
а2 + Ъ2

. (96)

Постоянную С определяем 
из уравнения (82).

Учитывая соотношения

ЭУ 2С d2F 2 С 
.2 “  „2дх~ а 

получаем

ду2 Ь2
Рис. 7.20. Кручение стержня эллиптиче­

ского сечения

откуда

С = а2 Ь2 
а2 + Ь2

(97)

По формулам (78) и (79) находим напряжения



п 2b а
x z x A  ~  0  > x z y A  — -  2 ’

al  + bZ

„  „ 2a2b _
xzxB 2 2 ’ ẑyB — 0 ■a + b y

Положительные направления для касательных напряжений показа­
ны на рис. 7.20. В точке В  касательные напряжения (по модулю) боль­
ше, чем в точке А  при а >  Ъ.

Геометрическая жесткость стержня на кручение по формуле (91)

= 2 f с { — + 1
: J С а 2 Ь2

dFn = 2 а2Ь2 '
а2 + Ь2 0 а2 *у Ь2 "*V J

где F q и  Jy , Jx — площадь и моменты инерции сечения стержня. 
Вычисления дают

а3 Ъ3/ к -  л и2 ■ (99)

Для случая а = b = R

/ к = ± л  R4 = J p ,

что совпадает с решением для круглого стержня. Взаимный угол по­
ворота сечений вала на участке длиной I

Ф(0
MJ  
GJV ‘ ( 100)

Учитывая равенства (98), найдем расчетные зависимости для опре­
деления напряжений:

м к 2а 2
Л  а 2 + Ь2

У= ~
л / 2  ab3 'zy л/ 2  a V

( 101)

Если а >  b (эллипс вытянут вдоль оси х), то наибольшее касатель­
ное напряжение будет в точках В\  и В:



где момент сопротивления

WK = f  ab2 . 
к 2

Представляет интерес определить осевое перемещение (деплана- 
цию) при кручении. Как известно (уравнение (67)),

w ( x,jO =  М >(х,;у).

С помощью равенств (80) и (81) находим

2 ,2 а — оЭФ dF 2 С
Ъ = ду + У = ^ У + У = - У а>+ Ь>
ЭФ Э F 2 С
~^— =  -  Х  =  -  — z -Х  -  X  -ду дх а2

а 2 - Ъ 2 
а 2 + Ь2

Из последних равенств устанавливаем
2 «.2. . . а -  Ь

ф (* ,:у )=  — ^ху-
аА+ bz

Далее находим

w {ху) =
Мк (а -  b ) 

Gna3b3
х у . (103)

У
В

Г
//& 2 s

В,

равных значений осевого пере­
мещ ения. В первой и третьей 
четверти w < 0, во второй и чет­
вертой и» > 0 .

Д ля к р угл ого  сечен и я  
( а =  b ) осевое см ещ ение 
w ( х , у ) =  0 .

Стержень прямоугольного сечения. В этом случае (рис. 7.22) реше­
ние получается более сложным. Оно представляется в виде ряда Фурье

Рис. 7.21. Линии равных значений осевого 
перемещения при кручении стержня 

( гиперболы со= -tocy)

F (ху) = X  fk(y) cos 
к

кпх 
Ь ’

гдеДСу) — функции, подлежащие определению.



Так как функция F(x,y)  (прогибы мембраны) должна обращаться 
в нуль на контуре, то в (104) используются только нечетные значения 
к ( к = 1, 3, 5, ... ). Внося выражение (104) в уравнение (82), находим

d \(y )  _ jfcV 
dy2 /к(У) COS-кш.

- 2 . (105)

. г̂ггтТПТ

А,.
1 Vd В Ттах | KJa

1_________ J ^ _
А\

_______ \
Щ

'в1
ь

Для решения разложим пра­
вую часть уравнения в следую­
щий ряд:

■2 = X Ak cos .
к = 1,3...

(106)

где коэф ф ициенты  Ак м огут 
быть найдены общим способом 
(умножением обеих частей ра­
венства (106) на cos(kivc/b ) и 
интегрированием по х  в преде­
лах от -  Ь/2 до Ь/2).

Тогда из (85) следует, что функции Д  (у) должны удовлетворять 
уравнениям / « \

2

Рис. 7.22. Распределение касательных на­
пряжений в точках контура при кручении 

стержня прямоугольного сечения

(  d \  (У) I {  г Лк п

d y 2,
\  J

b
\  J

fk(y)=Ak . £= 1,3,5 ... (107)

Две постоянные при решении уравнений (107) определяются из ус­
ловия

fk { h/ 2) =  0, fk ( - h / 2 ) =  0.

Опуская подробности решения, приведем конечные результаты: 
геометрическая жесткость на кручение ( ft > h)

(108) 

(109)

JK= K xbh3 ;

момент сопротивления кручению ( ft > h )

w K= K2bh2 -

максимальное касательное напряжение (оно действует в точках В и 
в середине длинной стороны прямоугольника)



Значения коэффициентов Кх и К2 в зависимости от отношения 
b /h  приведены в табл. 3.

Таблица 3

Коэффициенты для геометрической жесткости и моментов 
сопротивления при кручении стержня прямоугольного сечения

b/h 1,0 2,0 3,0 4,0 10,0 оо

Ki 0,141 0,229 0,263 0,281 0,312 0,333

К2 0,208 0,246 0,267 0,282 0,312 0,333

Примерная эпюра распределения касательных напряжений вдоль 
контура сечения показана на рис.7.22. В середине малой стороны

• max, ( 1 1 0 >

причем значение к изменяется от к = 1 при blh = 1 до к = 0,743 при 
blh  = оо.

Для коэффициентов Кх и К2 можно использовать приближенные 
формулы ( b > h ) \

К х = 1 /(3 +  2 ( h / b +  h2/ b 2 ) ) ,  (111)

К2 = 1 /(3 +  1,8 h / b ) .  (112)

Для сильно вытянутого прямоугольника (b >> Л)

К х = К2 = 0,333.

Концентрация напряжений при кручении. При кручении вала, 
имеющего шпоночные канавки, шлицы и т.п.,возможно появление 
мест, в которых наблюдается резкое повышение напряжений — кон­
центрация напряжений. При кручении стержней возрастание напряже­
ний происходит возле острых углов, направленных внутрь сечения 
(точки А на рис.7.23). Если во внутренних углах скругление отсутст­
вует ( г —> 0 ), то касательные напряжения кручения в этих точках те­
оретически становятся бесконечно большими. Противоположное на­
блюдается во внешних углах (точка В на рис.7.23). В вершинах внеш­
них углов касательные напряжения отсутствуют. Эти важные выводы 
можно получить из точных решений соответствующих задач о круче­
нии, но они вытекают из мембранной аналогии (в вершинах внутрен­
них углов прогиб мембраны резко изменяется).



Укажем на сущ ествование 
физически наглядной гидроди­
намической аналогии. Касатель­
ное напряжение численно равно 
скорости жидкости, вращающей­
ся внутри цилиндрического со­
суда, стенки которого совпадают 
с боковой поверхностью вала. На 
рис.7.23 показаны линии тока: во 
внутренних углах жидкость об­
текает препятствие и скорости 
(касательные напряжения) резко 

возрастают. Вдоль линии тока значения функции напряжений (или 
прогиба мембраны) остаются постоянными.

Рассмотрим кручение вала со 
шпоночной канавкой (р и с .7.24). 
Максимальное касательное напря­
жение действует в точках А и мо­
жет быть выражено следующим ра­
венством:

Phq. 7.23. Распределение касательных 
напряжений при кручении стержня

(113)

где тн — номинальное напряжение;
04 — коэффициент концентрации 
напряжений (безразмерная величи­
на).

В качестве номинального напря­
жения обычно принимается напря­
жение в вале, определяем ое без 
учета концентрации напряжений. 

Для круглого вала со шпоночной канавкой принимают

Рис. 7.24. Концентрация напряжений 
при кручении вала со шпоночной ка­

навкой:
а —  сечение вала; б — линии тока 
(гидродинамическая аналогия) или 

линии постоянного прогиба мембра­
ны (мембранная аналогия) возле 

шпоночной канавки

16 Л/к 

n d 3
(114)

т.е. максимальное напряжение, которое действовало бы в вале при от­
сутствии шпоночной канавки.

Коэффициент концентрации напряжений должен зависеть от от­
носительных величин, характеризующих геометрию канавки:

otj = f ( r / t ,  t / d , t / b  ).

Из физических аналогий вытекает, что оц- должно возрастать при 
уменьшении радиуса скругления. При действии переменных напряже-



а Б

Рис. 7.25. Концентрация напряжений при кручении шлицевого вала: 
а  — сечение шлицевого вала; б — линии тока или постоянного прогиба мембраны

ний малый радиус скруглений часто является причинои усталостных 
поломок. На рис.7.25 показана концентрация напряжений в шлицевом 
валу.

rpZD
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25. Кручение тонкостенных стержней
Тонкостенные стержни замкнутых 

и открытых профилей. Стержень на­
зывается тонкостенным, если один из 
размеров поперечного сечения сущест­
венно меньше другого. Поперечное се­
чение тонкостенного стержня часто на­
зывается профилем. На рис.7.26 пока­
заны замкнутые и открытые (разомкну­
тые) профили тонкостенных стержней. 
Наиболее часто применяются стержни 
открытого профиля (рис.7.27).

Распределение касательны х на­
пряжений при кручении в стержнях 
замкнутого и незамкнутого сечений 
принципиально различно. Это понят­

но из гидродинамической аналогии, ес­
ли представить касательные напряже­
ния как скорости  ци ркул и рую щ ей  
внутри сечения жидкости. В замкнутом 
сечении тонкостенного стержня каса­
тельные напряжения распределяются 
по толщине почти равномерно; в не-

Ри с. 7.26. Стержни замкнутого и от­
крытого профиля

Рис. 7.27. Стержни открытого про­
филя



замкнутом сечении распределение 
происходит по линейному закону, 
причем на средней линии профиля 
касательные напряжения обращают­
ся в нуль (рис.7.28).

Примером распределения каса­
тельных напряжений в замкнутом 
профиле может служить распреде­
ление в тонкостенном кольце, в от­
крытом профиле — распределение 
в вытянутом прямоугольнике.

Легко понять, что стерж ень с 
замкнутым профилем значительно 
лучше сопротивляется кручению, 
чем стержень открытого профиля. 
Общая теория стержней, излож ен­
ная в предыдущем разделе, позволя­
ет полностью решить задачу о кру­
чении стержня произвольного сече­
ния с помощью решения уравнений 
Лапласа или Пуассона при соответ­
ствующих краевых условиях. Одна­
ко условие тонкостенности сечения 

стержня позволяет использовать простые приближенные решения, что 
представляет практический интерес в инженерном деле.

Кручение стержня замкнутого профиля. Рассмотрим приближен­
ное решение задачи о кручении трубчатого тонкостенного стержня 
(рис.7.29). Предположим, что касательные напряжения распределены

6(s) ds

Рис. 7.29. Кручение трубчатого стержня замкнутого профиля: 
а — сечение стержня; б — условия равновесия элемента стержня

Рис. 7.28. Схема потоков касательных 
напряжений в замкнутом и открытом 

профилях



равномерно по толщине стенки и направлены по касательной к сред­
ней линии профиля. Составим>условие равновесия части стержня 
(рис.7.29,б). Так как сумма всех сил в направлении оси стержня равна 
нулю, то

xi5l = х2&2

или
t ( s ) 8 ( s ) =  const= С , (115)

где х ( s ) — касательное напряжение; 5 ( s ) — толщина стенки в точке, 
А средней линии контура (положение точки А  характеризуется длиной 
дуги s, отсчитываемой от некоторой точки Os ).

Замечание. Исходя из гидродинамической аналогии, условие (115) означает, что 
«расход жидкости» одинаков во всех сечениях.

Момент касательных усилий относительно оси, проходящей через точку О, выра­
ж ается  следую щ им образом  (р и с .7.29,а ). Н а у ч а с тк е  ds с о з д а е т с я  м ом ент 
р  (s) т (s) 5 (s) ds, где р  (s) — плеко  силы, длина перпендикуляра, опущенного из точки О 
на касательную к средней линии контура); полный момент равен

i
j  p (s )x  (s) 5 (s) ds = M*. 
о

Интеграл берется по всему контуру L. Учитывая равенство (115), находим

I.
х (s) 8 (s) j  р  (s) ds = Л/к. (116)

о

Так как ^ р  (s)ds= du>, где rfco — площадь сектора, соответствующего дуге ds, то

L

j  p (s )ds=  2ш, (117)
о

где со — площадь, ограниченная средней линией контура (рис.7.30).
Из соотношений (116) и (117) вытекает

(118)2о(s) (о .

При кручении трубы замкнутого сечения максимальное касательное напряжение 
возникает в наиболее тонком месте.

Пример. Рассмотрим сначала определение напряжений в тонко­
стенной круглой трубе для сопоставления приближенного и точного 
решения (рис.7.31).

По формуле (118) находим касательное напряжение



di

Рис. 7.30. Площадь, ограни­
ченная средней линией кон­

тура

Рис. 7.31. Дна сечения стержня замкну­
того профиля

Х = (И9)
тип я8 dz 

2 5 ^

где 5  = \ ( d 2 ~ d \ )  — толщина трубы; dc = ^ ( d x + d2 ) — средний ди- 

аметр.
Из точного решения для полого вала (разд.23) получаем следую­

щее значение для максимального напряжения при кручении:

Л ^кл^2 м  di
X = -----?— = ---- ------------  ( 120)maX I ТГ А л 4

Учитывая соотношения d2 -  dc + 5, d\ = dc -  8 и полагая 5 < dc , на­
ходим, что равенства (119) и (120) совпадают.

Д л я  тр у б ы  п р я м о у го л ь н о го  сечения с толщ иной  стенки  8 
(см.рис.7.31) касательное напряжение при кручении

М к Мк (121)



Замечания. 1. Приближенное решение задачи о кручении трубчатых стержней 
достаточно точно описывает распределение напряжений на основе гипотезы равно­
мерного распределения по толщине. Деформационная картина оказывается сложнее, 
так как при кручении некруглой трубы возникает депланация (перемещение вдоль 
оси трубы). В связи с этим вопрос об угле закручивания рассмотрим после того, как 
познакомимся с энергетическими методами.

2. При кручении тонкостенных труб может возникнуть потеря устойчивости (об­
разование складок по винтовым линиям). Это обстоятельноство надо иметь в виду 
при практических расчетах.

Приближенные формулы для решения задачи о кручении стерж­
ней открытого профиля. В основе приближенного метода лежит за­
мена участка профиля участком сечения в виде вытянутого прямо­
угольника. Для стержня прямоугольного сечения (5 x L ), когда толщи­
на 5 значительно меньше длины L, было получено ранее (см.разд.27): 
геометрическая жесткость на кручение

Распределение касательных напряжений (за исключением конце­
вых областей) является линейным по толщине стенки. Предполагая, 
что каждыр участок работает как часть прямоугольного сечения, пред­
ставим приближенно геометрическую жесткость на кручение в следу­
ющем виде:

( 122)

максимальное касательное напряжение

т = Мк5 //к . (123)

L

(124)
О

где интегрирование ведется вдоль сред­
ней линии профиля (рис.7.32). г

Для полого профиля эта формула 
была обоснована приближенным пред­
ставлением  ф ункции  напряж ения. 
К ривизна п роф и ля несущ ественно 
влияет на распределение касательных 
напряжений. Продолжая обобщение, 
представим касательные напряжения в 
точках контура равенством Рис. 7.32. К выводу приближен­

ных формул для тонкостенного 
открытого профиля



м к
х (s) = —  5 (s).

Пример. Сравним жесткость на кручение и касательные напряже­
ния тонкостенной трубы замкнутого сечения и при наличии продоль­
ного разреза.

Для сплошного сечения геометрическая жесткость на кручение 
(см.разд.24)

тт/i3

ЙИ-<<}]= s)4-(d‘- 5)4 W 8-
Для сечения с тонким продольным разрезом 

L

J K =  М  §3rfs= \  §3я^с = f  d c §3 •

Отношение жесткостей на кручение

'к . пр

dr (126)

где / к. Спл — жесткость на кручение сплошной трубы; / К Пр — жест­
кость на кручение трубы с продольным разрезом.

Касательные напряжения в сплошной трубе (формула (119))

2М,

пЫг

в трубе с продольным разрезом

спр'
ЗМк

n??dr

Отношение максимальных касательных напряжении

Хспл 2 S 
^пр 3 dc

(127)

Из соотношений (126) и (127) вытекает, что разрез трубы вдоль об­
разующей существенно понижает сопротивление трубы крутящим на­
грузкам.



Г л а в  а 8 

ИЗГИБ СТЕРЖНЕЙ

26. Гипотеза плоских сечений 
и нормальные напряжения изгиба

С и л о в ы е  ф ак то р ы  в сеч е н и и  
стержня. Рассмотрим стержень (кры­
ло самолета, лопатку компрессора и 
т.д.) под действием поперечной на­
грузки (ри с.8.1). Ось z направлена 
вдоль оси стержня, оси х, у  лежат в 
плоскости А поперечного сечения.

Проведем сечение и заменим от­
брошенную правую часть тела равно­
дей ствую щ и м и  внутренних сил 
(рис.8 .2). В общем случае для равно­
весия оставленной части тела необхо­
димо и достаточно приложить три со­
ставляющие вектора усилия и три со­
ставляющие вектора момента. Век­
торы Qx и Qy — поперечные, перере­
зывающие силы ; N  — продольная, 
или нормальная, сила ; Мх и Му — 
изгибающие моменты; Mz — кру­
тящий момент.

В пределах упругости материала 
кручение можно рассматривать не­
зависимо от других деформаций, 
оно было описано ранее, и потому в 
дальнейшем считаем Mz = 0 .

П олож ительны е направления 
изгибающих моментов соответству­
ют положительным направлениям 
вращения, принятым для правосто­
ронней системы координат.Соглас-

Рис. 8.1. Лопатка компрессора под 
действием изгибающей нагрузки

Рис. 8.2. Силовые факторы в сечении 
стержня



но этому момент или вращение считается положительным в том слу­
чае, когда поворот осуществляется против часовой стрелки, если 
смотреть со стороны положительного направления оси к началу коор­
динат. Усилия Qx и Qy будем считать положительными, если они на­
правлены вдоль осей х  и у  соответственно.

Замечание. В приведенном соглашении о знаках силовых факторов существенно, 
что рассматриваются усилия, действующие на левую часть стержня (нормаль к се­
чению идет в положительном направлении оси z). В силу равенства действия и про­
тиводействия в таком же сечении, но принадлежащем правой части стержня 
(рис.8.3), силы и момент будут точно такими же, но противоположно направленными. 
Естественно, что для правой части стержня (внешняя нормаль к сечению направлена 
вдоль отрицательного направления оси z) положительные направления будут проти­
воположными. Подобное обстоятельство встречалось ранее (разд.З) при установле­
нии знаков напряжений.

Таким образом, правило знаков (рис.8.3,6) зависит от направления внешней нор­
мали к сечению и принятой системы координат. На рис.8.3,а показаны положитель­
ные силовые факторы в сечении стержня.

Рис. 8.3. Силовые факторы, приложенные к левой и правой частям стержня: 
а — положительные силовые факторы в сечении стержня; б — правило знаков 

для перерезывающей силы и изгибающего момента

Гипотеза плоских сечений. Точное решение задачи о распределе­
нии нормальных и касательных напряжений при изгибе стержня пред­
ставляет большие трудности. В инженерной практике нашло широкое 
признание приближенное решение, основанное на знаменитой «гипо­
тезе плоских сечений», впервые использованной (в простейших случа­
ях) еще в работах Бернулли и Эйлера.

Гипотеза плоских сечений состоит в следующем: точки плоскости 
поперечного сечения после деформации лежат в одной плоскости.



Физически это означает, что сечение стержня можно представить как 
тонкую, абсолютно жесткую пластинку, получающую в результате де­
формации стержня линейное смещение и углы поворота. Перемеще­
ние точки А поперечного сечения (рис.8.4) вдоль оси z по гипотезе 
плоских сечений будет таким:

w ■ w0 + ФхУ- Фу*, ( 1)

где фх и (fy — углы поворота сече­
ния относительно осей л: и у  соот­
ветственно; wq— смещение вдоль 
оси z точек оси стержня.

Величины WQ, фд, фу одинаковы 
для всех точек сечения, но в общем 
случае зависят от z. Углы упругого 
поворота сечения в ф ормуле ( 1) 
считаются малыми, так что

втф *»  фх , sin фу = фу.
Рис. 8.4. Распределение упругого сме­
щения в поперечном сечении стерж­

ня при изгибе

Замечание. Гипотеза плоских сечений является важнейшим приближенным ме­
тодом описания деформации йзгиба и растяжения стержней. Исследования показы­
вают, что основой гипотезы плоских сечений является предположение о малости уг­
лов сдвига элементов по сравнению с углами их поворотов.

При изгибе стержней из анизотропных материалов, у которых модуль сдвига 
может быть на порядок меньше модуля упругости при растяжении, деформации 
сдвига возрастают и область применения гипотезы плоских сечений становится ог­
раниченной.

Распределение нормальных напряжений изгиба. Относительная 
деформация в точке поперечного сечения в направлении продольной 
оси стержня z

dw
Е‘ -  d z -  £0 + У  dz

йфу
dz (2)

где ео= dw^/dz — деформация в точках, лежащих на оси стержня.
Таким образом, из гипотезы плоских сечений вытекает линейное 

распределение деформации ez по плоскости поперечного сечения. 
При определении напряжений ст2, действующих перпендикулярно пло­
скости сечения, примем, что два других нормальных напряжения ох и 
оу отсутствуют (гипотеза одномерного напряженного состояния, или 
гипот еза о ненадавливании  ).



Для деформаций в области упругости материала справедлив закон 
Гука, согласно которому между напряжениями и деформациями суще­
ствует линейная зависимость

ez = c z/E  + а тТ , (3)

где Е  — модуль упругости материала, а т — коэффициент теплового 
линейного расширения, Т  — изменение температуры материала.

В дальнейшем для простоты индексы в выражении (3) опускаем, 
так как будут рассматриваться деформации и напряжения только 
вдоль оси z.

Из уравнения (3) следует, что

Напряжение а  будет известно в том случае, когда известны пара­
метры деформации Eq , d<px/ d z , d(py/dz.

Замечание. Величина е0 представляет собой деформацию волокна, совпадающего

смысл параметров d<px/d z  и dtp^/dz будет разъяснен в дальнейшем — они выражают 

составляющие вектора кривизны оси стержня после деформации.

Для определения параметров деформации воспользуемся общими 
условиями равновесия (рис.8 .5). Изгибающие моменты и нормальная

сила в сечении стержня, которые 
определяются условиями равнове-

ст= Е г -  ЕатТ. (4)

С учетом равенства (2) получим
л

— ЕатТ . (5)
V

с осью стержня (геометрическим местом центров тяжести сечения). Физический

Z F

Рис. 8.5. Общие условия равновесия 
• при изгибе стержня

F



Знак минус в последнем равенстве связан с тем, что момент от­
носительно оси у, создаваемый вектором adF, противоположен мо­
менту Му.

Замечание. При согласовании знаков в составляемых уравнениях надо всегда ру­
ководствоваться рисунком, на котором все участвующие в уравнении величины при­
нимаются положительными.

Например, на рис.8.5 нормальное напряжение показано растягивающим, величины 
х  и у  в точке А  положительны, момент Му принят положительным.

Система уравнений для определения нормальных напряж ений 
изгиба и растяжения стержня и ее упрощение. Эта система получа­
ется путем подстановки значения ст из соотношения (5) в уравнения 
равновесия (6) — (8 ). Для общности будем считать, что модуль упру­
гости Е  и температура Т не одинаковы в различных точках сечения.

Внося (5) в равенства (6 ) — (8 ), получаем следующую систему 
уравнений, записанную в матричной форме:

Симметричная матрица (3 х 3) коэффициентов жесткосчи имеет 
следующие элементы:

(9)
где

(х} = • dq>x/d z  — вектор параметров деформации;
dcpy/dz

' N
{м } = ■ Мх • — вектор внешних нагрузок; 

Му

векто р  т е м п е р а -  
__турного нагруж е­

ния.

F

С\\ = J Е d F , С\ 2 = С21= j y E d F , C i3 = С31 = - \ x E d F ,
F F (Ю)

С22 = ly^ E d F , С2з=  С32= - j x y E d F , C 33= j x 2E d F .
F F F



Основное уравнение гипотезы плоских сечений (уравнение (1)) 
справедливо для произвольных осей х, у.

Покажем, что с помощью рационального выбора осей координат
], приведя ееси ]можно существенно упростить матрицу жесткости 

к диагональному виду. Выберем начало координат в^приведенном цен­
тре тяжести сечения.

Если представить себе сечение как очень тонкую пластинку с рав­
номерно распределенной массой, то центр тяжести сечения, как изве­
стно из теоретической механики, характеризуется тем, что статиче­
ские моменты относительно любой проходящей через него оси обра­
щаются в нуль:

J x d F =  О, J y d F =  0 . ( 11)
F F

Для приведенного центра тяжести

J х Е dF=  0 , j y E d F =  0 . (12)
F F

При определении обычного центра тяжести все элементы dF обла­
дают одинаковой"массой. При нахождении приведенного центра тяже­
сти элементу dF  приписывается масса, пропорциональная модулю уп­

ругости Е. Для стержня с постоян­
ным модулем упругости ( Е =  const) 
приведенный центр тяжести совпа­
дает с обычным. В следующем раз­
деле будут указаны способы нахож­
дения центров тяжести поперечных 
сечений стержня. При условии (12) 
обращ аю тся в нуль эл ем ен ты  
С12, С21, С13 и С31 матрицы жест-

Рис. 8.6. Главные оси сечения кости. Начало координат еще не
полностью определяет положение 

всей системы. На рис.8.6  показаны две центральные системы коорди­
нат, т.е. системы, имеющие начало в центре тяжести или в приведен­
ном центре тяжести сечения.

Положение системы л:, у  будем характеризовать углом а, на кото­
рый она повернута относительно заранее выбранной системы коорди­
нат *1 , ур Угол а  принят таким, чтобы



Последнее условие вместе с условиями (12) определяет главную 
систему координат, оси которой называются главными осями сечения. 
В следующем разделе будут указаны способы нахождения главных 
осей сечения.

При условии (13)
С23 =  С 32 =  0  •

Итак, если оси х, у  являются главными центральными осями сече­
ния, то матрица жесткости становится диагональной, т.е. отличные от 
нуля элементы расположены на главной диагонали. Тогда получаем

Е0 ~
N +  N T дг

\ E a TTdF

М х  + М х Т
dz

Cll \ E d F  j  E d F  
F F

J E y  a TTdF

diPy My + MyT 
dz

V22 j / E d F  j y 2E dF 
F  F

\ E x  a 7TdF
M„

C33 J x2E dF  J x2E dF

(14)

(15)

(16)

В правых частях равенств (14) — (16) первое слагаемое выражает 
действие внешних усилий, второе — влияние изменения температуры. 

В общем случае из системы (9) вытекает, что

[х\= [С,уГ1({м}+ {M7jj,

где [ С,у ] — матрица, обратная матрице жесткости [ Су ].
Если оси л:, у  являются главными осями, то матрица жесткости и 

обратная матрица имеют вид

0 0 ' 1/С ц 0 0

[Q /]  = 0 ^22 о - [ Qy ]_ 1 = 0 1/С 22 о
0 0 с зз 0 0 1/Сзз



Гипотеза плоских сечений и, следовательно, соотношения (14) —
(16), полученные на основании гипотезы плоских сечений, справедли­
вы и для стержней переменного сечения, если сечения достаточно 
«плавно» изменяются по длине стержня. В местах резкого (ступенча­
того) изменения сечений может возникнуть концентрация напряже­
ний, которая рассматривается в дальнейшем.

Напряжения растяжения и изгиба в стержне от действия внеш­
них сил. Предположим, что температура тела во время работы не из­
меняется. Тогда, полагая в соотношении (5) a-jT = 0, получаем

Учитывая равенства (14)—(16), найдем общую формулу для нор­
мальных напряжений в стержне при действии внешних силовых фак­
торов:

Для стержня с постоянным модулем упругости (основной расчет­
ный случай)

где F =  J d F — площадь поперечного сечения;
F

Jx и Jy — моменты инерции сечения относительно осей х и у  соот­
ветственно:

УV

F F F

или

(17)

в х = I У2Е dF\гд е при растяж ен и и ;
F

Ву = jx ? E d F  —  жесткости при изгибе.
' F

F

(18)



Первый член в правой части равенства (18) выражает напряжения 
от растяжения или сжатия, два последующих члена — напряжения из­
гиба.

Замечания. 1. Формула (18) является одной из основных во всем курсе сопро­
тивления материалов. Она показывает, что для анализа напряжений за начало коор­
динат надо принять центр тяжести сечения и к этой точке сечения (точнее, к системе 
координат) привести внешние силы. Нормальное усилие, действующее в центре тя­
жести, вызывает напряжения растяжения или сжатия, одинаковые во всех точках се­
чения. Напряжения изгиба зависят от изгибающих моментов, геометрических харак­
теристик сечения (моментов инерции) и координат точки.

2. Нормальные напряжения от внешних силовых факторов зависят не от абсо­
лютного значения модуля упругости материала, а только от его распределения в точ­
ках сечения. Из равенства (17) следует, что при изменении модуля упругости во всех 
точках сечения одновременно в к раз напряжения остаются прежними.

Если модуль упругости одинаков во всех точках сечения (формула (18)), то на­
пряжения в стержне не зависят от Е. В стальном или дюралевом стержне при оди­
наковых геометрических размерах и действующих нагрузках напряжения не различа­
ются. Упругие перемещения стержней будут, разумеется, разными. Для закона рас­
пределения напряжений (формула (18)) решающим было предположение об упруго­
сти материала. Подобный результат имеет общее значение в задачах теории упруго­
сти.

3. Формулы (17) и (18) применимы и для стержней переменного сечения, когда 
упругогеометрические характеристики сечения изменяются по длине стержня доста­
точно плавно.

Пример и некоторые дополнительные понятия. Определим на­
пряжения при изгибе стержня прямоугольного сечения под действием 
сосредоточенной силы Р (рис.8.7). Рассмотрим сечение на расстоянии 
z  от заделки. Начало координат поместим в центр тяжести сечения.

Изгибающий момент возрастает по мере удаления от точки прило­
жения силы. Напряжения изгиба определим по формуле (18), считая 
модуль упругости материала стержня постоянным.

Учитывая, что осевое усилие N  и изгибающий момент Му отсутст­
вуют, получаем

P ( l -  z )

Остается определить момент инерции поперечного сечения:



Окончательно

Рис. 8.7. Изгиб стержня прямоуголь­
ного сечения: 

а — стержень; б — поперечное 
сечение стержня

Р1

\ b h 2 
6

Опасным будет сечение, в кото­
ром действует наибольшее напряже­
ние. Если стерж ень призматиче­
ский, то опасным будет сечение, в 
котором изгибающий момент наи­
больший. В рассматриваемом при­
мере оно расположено в заделке 
стержня.

Как следует из равенства (20), 
напряжения изгиба распределяются 
линейно по высоте сечения. В точ­
ках сечения, леж ащ их на линии 
у  = 0 , напряжения изгиба отсутству­
ют. Линия, в точках которой напря­
жения изгиба отсутствуют, называ­
ется нейтральной линией сечения. 
В рассматриваемом примере нейт­
ральной линией является ось х. По 
мере удаления от нейтральной ли­
нии напряжения изгиба возрастают. 
В опасном сечении ( z = 0) точки с 
наибольшими напряжениями изгиба 
называются опасными точками.

Максимальное напряжение изги­
ба будет при у  = /г/2 :

_  П _  М
-  W ~  W ’

(21)

где М  — действующий в рассматриваемом сечении изгибающий момент. 

Величина W  = \  bh?' = —~
о Ушах

сечения  изгибу. В точке В ( у =  - Л /2 )  напряжение изгиба будет таким 
же по величине, но противоположным по знаку:

называется моментом сопротивления

Р1



Расчетные формулы (17) и (18) для нормальных напряжений в 
стержне по своей структуре достаточно просты, затруднения могут 
возникнуть при определении главных осей и упругогеометрических 
характеристик сечения, что будет разобрано в следующем разделе, а 
сейчас рассмотрим вкратце расчет температурных напряжений.

Температурные напряжения. В пределах упругости материала на­
пряжения от внешних сил и нагрева можно находить независимо. Рас­
смотрим температурные напряжения в стержне, считая, что внешние 
нагрузки отсутствуют. Внося равенства (14)—(16) в соотношение (5), 
получим формулу температурных напряжений:

о  у — Е

| Е  а тТ dF  J Е у  а тТ dF \ E x a TTd F

j  EdF j / E d F  + X  j x 2E d F
—  OLj'T . (22)

Покажем, что в равномерно нагретом стержне, когда

а тГ = const= С , (23)

температурные напряжения отсутствуют. Подставляя значение а тТ из 
(23), находим 0, так как оси л;, у  проходят через приведенный 
центр тяжести. Результат справедлив при статически определимых ус­
ловиях закрепления, когда температурные деформации стержня не 
стеснены (например, один из торцов стержня свободен от закрепле­
ния).

Если однородный стержень нагревается до температур, при кото­
рых изменением модуля упругости можно пренебречь ( Е =  const), то 
из соотношения (22) получаем более простую зависимость:

(Ту1-  Е

|  а тТ dF Jy  а тТ dF J х а тТ dF

+ у ‘
JV

■ + X - — OLj’T (24)

Рассмотрим в качестве примера температурные напряжения в 
стержне прямоугольного сечения (рис.8 .8 ,а), основание которого Ь, 
высота Л. Температура изменяется но степенному закону (рис8 .8 ,б):

П х ) =  Тт
2х
b

(25)

причем показатель степени п является четным и температура имеет 
симметричное распределение, по координате у  температура не изме-



Рис. 8.8. Определение температурных 
напряжений в стержне: 

а — неравномерный нагрев стержня; 
б — распределение температур и тем­

пературных напряжений

няется. Предполагается для про­
стоты, что влиянием нагрева на 
мбдуль упругости можно пренеб­
речь.

Отметим, что

Jy a TTdF= 0, \ х  a TT dF =  О (26) 
F F

как статические моменты площади 
сечения с симметрично распреде­
ленным «весом»; это вытекает из 
физических предпосылок, так как 
принятое распределение темпера­
тур не вызывает изгиба стержня. 
Наконец, равенство (26) доказыва­
ется строго с помощью интегриро­
вания по площади сечения. Далее 
находим

hbF= bh,  / v= — ,У" 12

Ь/2.

J a TTdF= 2aTTmaxh j  у
F О V

_ a TTmaxhb
П+ 1 '

Из формулы (24) вытекает

dx =

а т-  E а TTm
1 '2х ' п '

п + 1 b
V

(27)

Распределение температурных напряжений по координате х пока­
зано на рис.8 .8 ,б.

В более нагретых частях стержня возникают сжимающие темпера­
турные напряжения. Физически это объясняется тем, что крайние во­
локна стержня получают большую температурную деформацию и при 
отсутствии поперечных связей стержня деформируются так, как пока­
зано на ри с .8 .9,а . Поперечные связи удерживают крайние волокна 
(рис.8 .9 ,6 ), создавая в них напряжения сжатия, а в менее нагретых ча­
стях стержня — растяжения.



Рис. 8.9. Температурные деформации в стержне: 
а — поперечные связи отсутствуют; б — в конце стержня имеется жесткая

пластинка

Замечания. 1. При выводе формулы для температурных напряжений (22) или (24) 
предполагалась справедливость гипотезы плоских сечений. При определении темпера­
турных напряжений она нарушается вблизи свободного торца стержня.

Действительно, по равенству (22) температурные напряжения одинаковы по всей 
длине стержня, вместе с тем свободный торец стержня свободен от каких-либо напря­
жений. Если же на торце стержня имеется жесткая пластинка, то температурные напря­
жения будут во всем стержне одинаковыми по длине и строго соответствующими ф о р ­
муле (22). При свободном торце в концевой области должны возникнуть касательные 
напряжения (поперечные связи), которые на некотором удалении от свободного торца 
(порядка размера сечения) сделают все-таки поперечные сечения плоскими и, следова­
тельно, формулы (22) и (24) справедливыми.

2. Напряжения от неравномерного нагрева (температурные напряжения) в статиче­
ски определимом стержне (или свободном от закрепления) всегда самоуравновешены. 
Это означает, что

J ordF=  0 , j x a r d F =  0 , \ y a r d F -  0 .
F  F  F

В сущности, эти условия были использованы при выводе уравнений (6)—(8); урав­
нения (22) и (24) удовлетворяют этим условиям при любом распределении температуры.

Свойством самоуравновешенности обладают и остаточные напряжения, существую­
щие в элементах конструкции после их изготовления. Температурные и остаточные на­
пряжения имеют, в сущности, одну причину возникновения — неравномерные первона­
чальные деформации (в результате нагрева или в процессе изготовления).



Обоснование гипотезы плоских сечений. Пусть имеется стержень 
постоянного сечения с постоянными силовыми факторами по длине 
(рис.8.10). Предполагается, что температура материала стержня оди­
накова по всей длине, но может быть различной в точках поперечного 
сечения. Если внешние факторы нагружения постоянны по длине 
стержня, то, за исключением концевых областей, напряжения и де­
формации не будут зависеть от координаты z.

В этом случае в уравнениях со­
вместности деформаций (разд.11) 
производные по z  обращ аю тся в 
нуль и тогда

сРе, Э2е2 Э2е2 
— ? =  ° . - f =  = ° -  <28> Эх2 ду2 ЭхЭу

Из последних соотношений при
Рис. 8.10. Стержень с постоянными си­

ловыми факторами по длине
Эе*
dz

= О (29)

следует

ez -  С0 + С^х + С у , (30)

где С0 , C j , С2 — постоянные величины.
Условие (30) совпадает с равенством (2) и выражает гипотезу пло­

ских сечений.
Замечание. В основе доказательства гипотезы плоских сечений лежит предпо­

ложение о постоянстве силовых факторов по длине стержня. Это справедливо, когда 
стерж ень загружен по торцам изгибающими моментами и осевыми усилиями, но дан­
ное предположение не соблюдается при наличии поперечной нагрузки. При изгибе 
от поперечной нагрузки для стержней переменного сечения расчет по гипотезе пло­
ских сечений является приближенным методом.

Часто в инженерных расчетах решения, строго доказанные при определенных ог­
раничениях, успешно используются за пределами таких ограничений, если, разумеет­
ся, возникающие погрешности- оказываются второстепенными.



27. Упругогеометрические характеристики 
сечения стержня при изгибе. 

Главные оси, главные моменты инерции
Упругогеометрические характеристики. При определении напря­

жений изгиба и растяжения (по формуле (17)), температурных напря­
жений (по формуле (22)) необходимо знать упругогеометрические ха­
рактеристики сечения стержня: жесткость при растяжении

A = j E d F ; (31)
F

жесткость при изгибе относительно главной оси х

Вх = j / E d F -  (32)
F

жесткость при изгибе относительно главной оси у

Ву= \x*E dF .  (33)
F

Главные оси сечения проходят через приведенный центр тяжести 
сечения, и для главных осей координат выполняются условия

\ x E d F =  0 , j y E d F =  О, j x y E d F =  0 ; (34)
F F F

жесткости А , Вх и By называются упругогеометрическими характери­
стиками сечения при изгибе.

При постоянном (в точках сечения) модуле упругости

А = EF, Вх = EJX, Ву = EJy , (35)

где F — площадь поперечного сечения; Jx , Jy — осевые (экваториаль­
ные) моменты инерции сечения относительно осей х иу  соответствен­
но. Величины F,  Jx wJy называются геометрическими характ ерист и­
ками сечения, так как они определяются только геометрической кон­
фигурацией сечения. Упругогеометрические характеристики зависят 
также от распределения модуля упругости по сечению.

Определение приведенного центра тяжести сечения. Для опре­
деления приведенного центра тяжести сечения выберем произволь­
ным образом вспомогательную систему к о о р д и н а ту , У2 (рис.8 .11).



Рис. 8.11. Определение центра тяжести 
сечения (точка О i)

Пусть точка О] — приведен­
ный центр тяжести. Во вспомога­
тельной системе его координата­
ми будут ах , Оу.

Е с л и  о си  х \ , , п а р а л ­
л е л ь н ы е  осям  *2 , У2 > п р о х о ­
дят через приведенный центр 
тяж ести , то стати чески е  мо­
менты сечения относительно 
указанных осей обращаются в 
нуль:

5*i=  j y { E d F =  0 , % = \ x xE d F = Q . (36)

В последних равенствах Е  — модуль упругости в данной точке се­
чения (Е >  0). О тметим, что dF всегда считается положительным 
(dF>  0). Из рис.8.11 следует, что

* 1 = * 2  -  а х> У1 =  У2“  V  

Теперь из равенств (35) находим

J (у2 -  Оу) Е dF=  0 , J (х2 - а х ) E d F =  0 .

(37)

(38)

Координаты приведенного центра тяжести определяются зависи­
мостями

J XzEdF j y 2EdF
a y = ^ r---------. (39)J E d F  ’ ^  J E dF

При постоянном модуле упругости получаем значения координат 
центра тяжести, известные из курса теоретической механики:

ах =  х2 dp , Оу= -U  y2 dF. (40)

Отметим, что если какая-либо ось является осью симметрии сече­
ния, то центр тяжести сечения обязательно лежит на этой оси. Для



приведенного центра тяжести это справедливо, если распределение 
модуля упругости симметрично относительно указанной оси. При двух 
осях симметрии центр тяжести сечения ле­
жит на их пересечении.

Замечание. Если статический момент относительно 
какой-либо оси равен нулю, то ось проходит через центр 
тяжести сечения. Доказательство основано на том, что 
по определению центр тяжести удовлетворяет условиям 
(36). Но если статический момент обращается в нуль для 
двух осей, то он равен нулю и для любой оси, проходя­
щей через точку пересечения этих осей (докажите!).

Пример определения приведенного цен­
тра тяж ести . Рассмотрим биметаллический 
стержень прямоугольного сечения (рис.8.12) 
и выберем начало вспомогательной системы 
координат в левом нижнем углу. Так как се­
чение имеет ось симметрии, то ах — Ь/2.

Величину Оу определяем по формуле (39).
П редварительно вычислим ж есткость при 
растяжении и жесткость при изгибе:

J E d F =  E xbhx + E^bh2 ,
F

Л‘ h h2 
J УтЕ dF= ЬЕХ J у^1у2 + b E z f  у^Уг = ЬЕХ^- + b E ^ ~ ( h 2 -  h2 ) .

i F  О Л,

Далее находим

_ Exh \ +  E2 j h 2 - h 2 ) 
y 2 ( E xh x + E-Ji2 )

При одинаковых значениях модулей упругости (Е х = Е2) получаем
Оу = h /  2.

Геометрические характеристики сечения стержня. Рассмотрим 
сначала наиболее часто встречающийся случай однородного стержня, 
когда все точки сечения имею т одинаковы й м одуль упругости 
(Е =  const). В этом случае сопротивление стержня изгибу и растяже­
нию зависит от геометрических характеристик сечения (моментов 
инерции относительно главных осей и т.д.). В следующих разделах 
рассматривается круг вопросов, связанных с определением геометри­

Рис. 8.12. Определение 
приведенного центра тя­
жести для биметалличе­

ского стержня прямо­
угольного сечения



ческих свойств сечений. Затем полученные результаты легко распро­
страняются на определение упругогеометрических характеристик се­
чения.

В рассматриваемом случае (Е = const) требуется найти оси х, у, про­
ходящие через центр тяжести сечения и удовлетворяющие условию

J * y d F = 0 .  (41)
F

Пусть имеются произвольные цент­
ральные оси х, у  (рис.8.13); начало коор­
динат расположено в центре тяжести се­
чения.

Осевым,  или экваториальны м , мо­
ментом инерции относительно оси jcj на­
зывается интеграл

Jx = \ y \ d F .  (42)
F

По определению момент инерции — 
величина положительная. Размерность момента инерции dimJx = L4, 
где L — размерность длины (обычно момент инерции выражается в 
см или мм ). Символ dim образован из начальных букв английского 
слова dimension — размерность.

Для оси yj осевой момент

Jy = \ x \ d F .  (43)
F

В расчетных соотношениях часто встречается величина

JX]y ,=  j  x xy xdF,  (44)
F

которая называется центробежным моментом инерции сечения от­
носительно системы координат х х , у (. Несколько странное название 
момента связано с тем, что это понятие встречалось в механике при 
учете момента центробежных сил.

Отметим еще полярный момент инерции сечения

Jp = J ? d F =  j  ( 4 + j \ ) d F ,  (45)
F F

Рис. 8. 13. Определение цент­
ральных моментов инерции 

сечения



где г  — расстоянние от элемента площади до центра тяжести сечения 
(см.рис.8.13).

Очевидно, что
Jp,= Jyi+ W  (46)

Полярный момент инерции сечения рассматривался ранее в зада­
чах кручения круглых стержней (валов).

Для главный осей сечения центробежный момент инерции равен 
нулю:

Jxy= j  xy dF =  0 . (47)

Напомним, что оси х \ , yj имеют 
произвольное, заранее выбранное 
направление. Пусть главные оси х, у  
повернуты на угол а  по отношению 
к осям JC], ;yj. Прежде всего нам по­
надобится известная из математики 
формула для координат точки в но­
вой, повернутой системе координат. 
Проектируя отрезок ОА (рис.8.14) 
на ось х, получаем

(48)

Рис. 8.14. Изменение координат точ­
ки А  при повороте системы координат

х = JC] cosа  + j/j s in a .

Подобным образом

у =  - х \  sina-t- у] co sa  . (49)

Замечание. Формулы (48) и (49) часто встречаются в различных технических за­
дачах, а их вывод надо обязательно усвоить и повторить самостоятельно.

Угол поворота главных осей найдем из равенства (41) после учета 
соотношений (48) и (49):

/ху = I  xydF =  J ( JC] cosa  + yi s i n a ) ( - х \  sina-t- yi cos a ) dF=  0

или

Из последнего равенства получаем важную зависимость



t g 2 a o = - ^ ,  (51)
Jyi JXi

где ao — значение угла a, удовлетворяющее условию (50).
Полученная формула определяет углы, на которые должна быть 

повернута система координат х, у  по отношению к системе координат 
JCj, j/j. Так как тангенс угла — функция периодическая с периодом л, 
то уравнение (51) справедливо и при углах

2(Хо± £ л =  2 а *  ( к -  1 , 2 , 3 , . . . )

или

а к = а 0 ± * | .  (52)

Различные положения системы координат х , у ( к =  0 ,1 ,2 ,3 ,4 )  по­
казаны на рис.8.15. Однако все они соответствуют одним и тем же 
главным направлениям /  и 2. В связи с этим условимся об определен­
ном выборе угла а, характеризующего положение главных осей.

Рис. 8.15. Различные положения системы координат, соответствующие одним и тем 
же главным направлениям / и 2



Д ля положительных значений tg2c<0 
и м еем  0<  2осо< я /2  и будем  счи тать
О < (Хо < л/4. Для отрицательных значе­
ний tg2ao получим  - л / 2 <  20^ <  0 и 
- л / 4 <  с*о — 0- Таким образом, достаточ­
но рассматривать поворот главной систе­
мы координат в пределах

-  л /4  < ос0 < л /4  . (53)

Положение главных осей х , у  относи­
тельно вспомогательных х х , показано на 
рис.8.16. Во многих случаях главные оси 
сечения могут быть названы без предва­
рительного расчета. Например, если ка- 
кая-либо ось является осью симметрии 
сечения, то она и любая ей перпендику­
лярная образуют главные оси сечения 
(рис.8.17). В самом деле, элементу пло­
щади dF  всегда соответствует «нормаль­
ный» элемент, у которого изменился знак 
одной из координат, и поэтому для пока­
занных на рис.8.17 осей

Jxy= J xydF =  0 .
F

Замечание. Сколько главных (центральных) осей имеет сечение? Только две 
(оси х ,  у) или бесчисленное множество. Последний случай встречается не так часто; 
к нему относятся сечения, имеющие бесконечно много осей симметрии (например, 
круглые) или сечения с полной циклической симметрией (например, квадратные).

Главные моменты инерции сечения. Осевые моменты инерции от­
носительно главных осей х ,  у  называю тся г л а в н ы м и  м о м е н т а м и  
и не р ц ии .

Если ось х  составляет угол а  с осью Х\, то осевой момент инерции

Jx = \  у2 dF= \  ( - х \  sin a  + yi cos cl)2 d F .
F F

Из последнего соотношения получаем

Jx -  Jx  ̂cos2a  + Jy  ̂ sin2a  -  JXxyl s ' n 2a . (54)

Рис. 8.16. Положение главных 
осей х , у  относительно вспомо­

гательных X I , у\

Рис. 8.17. Симметричное сечение 
(ось симметрии всегда является 
одной из главных осей сечения)



Так как

cos^a = — (1 + cos 2 a ) , sir^a = — (1 -  cos 2 a ), 

то зависимость (54) представим в виде

Jx = — ( Jx  ̂+ Jy^) — — ( Jy  ̂— Jx^) cos 2a — Jx  ̂у  ̂sin 2 a . (55)

Равенство (55) справедливо для любой оси х, составляющей угол 
а  с осью Jtj. Для главной оси а =  «д и  в силу условия (51) можно на­
писать

4с= + Л ) - "  h  ) — (56>* 2 v xi yi ’ 2 v yi xi '  cos 2oco

Учитывая тождество

cos2ao= I * (57)
V 1 + tg ^ a o

справедливое при условии (53), и формулу (51), находим для главной 
оси х ________ ______

V  ■ <5 8 >
V Jy{ Jx l >

Ось х  составляет с осью х х угол Oq , причем

*̂ 2ao (59)У\ x t

Величина Jx представляет один из главных моментов инерции се­
чения. Второй главный момент соответствует осевому моменту инер­
ции относительно оси у. При повороте осей координат на угол a

Jy = J x ldF=  J (x iC osa+  ^ ,s in a )2dF=
F F

= Jy c o £ a +  / Cisiri2a +  Jx^  sin 2a . (60)

Если a =  Oq, to для главного момента инерции получим равенство, 
аналогичное (56):



•̂ у ~ о ( /х, + />>[ ) + о (Л, Лс, )2
J __

cos 20*0
(61)

или

Jy = ( • V
, д Г

V + 2 ( J y <  V  1

4 / z

( V 7*i )2
(62)

Формулы (58) и (62) дают значения осевых моментов инерции от­
носительно главных осей х, у  (главные моменты инерции сечения).

Свойство экстремальности главных моментов инерции. Осевой 
момент Jx относительно оси, повернутой на произвольный угол, опре­
деляется равенством (55). Найдем значение угла а, при котором Jx 
получает экстремальное (наибольшее или наименьшее) значение. Для 
этого приравняем нулю производную:

dJx
—г~ = -  2Jy cos a  sin а  + 2 sin а  cos а  -  2/ г v cos 2а = 0 , d a  y\ XV\

что дает для угла а
2/,

tg 2а Х\У1

"У 1

Так как значения а* и ocq совпадают, то, следовательно, момент инер­
ции относительно главной оси х  обладает свойством экстремальности — 
он или наименьший, или наибольший для осей, проходящих через начало 
координат. Сумма моментов инерции относительно любых двух взаимно 
перпендикулярных осей с общим началом постоянна:

Jx +  Jy ■ Jr + J.

Следовательно, если Jx имеет 
минимальное значение, то Jy — 
максимальное, и наоборот.

При Jy > J x_ зн ачен и е  Jx по
ф о р м у л е  (58) м и н и м альн ое  
(рис.8.18). Из среднего значения 
( JXi + Jy )̂ /  2 вычитается положи­
тельная величина.

При Jy( > Jxi получим из равен­
ства (58)

' р ■

Рис. 8.18. Ось х, относительно которой 
момент инерции имеет минимальное зна­
чение (Jx = /min )■ Ось расположена так, 
что среднее квадратичное отклонение 

элементов площади от оси минимально



h  = 'min = \  ( ^  ^  ) -  \  V ( / y, - 4 ,  )2+ • (63)

При / ,  < Jx момент относительно оси х  будет иметь максимальноеУ\
значение:

JX = Jmax = \  ( ■ +  Jy, ) + \  ^ i J y r  Jx, ?  + ^  . (64)

Последнее соотношение вытекает из (58), если учесть, что при
Jyx < Л-

4/,2
'  +  и  Z' ^  =  (J>,-V2+ ■ < 6 5 >( у, У* Х1

Моменты инерции относительно произвольных осей, выраженные 
через главные моменты. Будем характеризовать произвольную (цент­
ральную) систему координат углом а, который она образует с главной 
системой координат х, у. В связи с этим изменим обозначения и будем 
теперь считать, что оси X j, yj повернуты на угол а. Тогда после простого 
изменения обозначений получим из равенств (50), (54), (60)

( / * - /y )s in 2 a , (66)

= Jx cosftx + Jy siiAx, (67)

Jyt = Jx sii^a + Jy c o ^ a . (68)

IX

Рис. 8.19. Сечения, имеющие одинако­
вые главные моменты

Рис. 8.20. Моменты инерции простейших 
сечений:

a — прямоугольного Jx = bh3/ l 2 , Jy = Лй3/12); 
б — круглого (Jx = Jy = iu f/64); 

в — треугольного (Jx = bh3/3 6 , Jy = hb3/ 48)



Из последних соотношений вы­
текают интересные выводы. Если 
главные моменты инерции равны 
( Jx =  Jy) ,  то все оси сечения явля­
ются главными, так как Jx^ = 0 для
любого значения а. При одинако­
вых главны х моментах инерции 
Jx -  Jy моменты инерции относи­
тел ьн о  любой центральной  оси 
имеют одинаковые значения. На 
рис.8.19 показаны некоторые сече­
ния с одинаковыми главными мо­
ментами.

Расчет геометрических харак­
теристик сечения. Геометрические характеристики простейших сече­
ний стержня показаны на рис.8.20.

Для расчета сложных сечений полезными являются соотношения 
между моментами инерции для параллельных осей (рис.8.21, оси 
* 1 , У] являются центральными):

\ =  j £ d F =  J (у, + a y  f d F =  JXi + a $ F ,  (69)
F F

Jy2 = j x l d F = J y i +  a2x F,  (70)
F

= J (^1+ ay )  ( x  1 + ax ) = *̂дс1у1 + aXay F . (71)
F

Момент инерции сечений (рис.8.22) можно рассматривать как 
разность:

Jx = j  £ d F =  j £ d F x -  j A d F 2 , (72)

гд е  F x , F2 — площ ади, ограничен­
ные наружным и внутренним конту­
рами.

Для сложных сечений геометриче­
ские характеристики находят с по­
мощью численного расчета на ЭВМ.
Координаты проф иля задаю тся во

Fz F, dF

*2 *г

Рис. 8.22. Момент инерции полых 
(неодносвязных) сечений

h У/

# 4

1

Vs/s *- у г  Сз

*7

Ог ах
*г

Х7 

- -»■

ч

Рис. 8.21. Соотношения между момен­
тами инерции для параллельных осей



вспомогательной системе координат 
х2 > У2 в виде значений (рис.8.23) ор-

ЪМ  ДИНаТ уверх= /2  (х 2) . Униж =  / l  (* l) • 
Площадь сечения

J (f2{x2) - f \ ( x 2))dx2 ■ (73)

Координаты центра тяжести на­
ходят по формуле (40):

Хгв

а х =  p j  х 2 1/2 (*2> ~ f \ (х 2) 1 ^ 2  .
Рис. 8.23. К расчету геометрических 

характеристик сложных сечений (оси 
х, у  — главные центральные оси)

хтв
(74)

ау =  i f 2 (х 2) -  f \  (х 2) ] <**2 ■

Моменты инерции относительно осей х2 , у2 могут быть вычислены 
по следующим формулам:

•*2В
Jx2 = Ч I  t/23 (^2) -  /l3 (*2) ] ^ 2  ,

•*у2 = J *2 f/2 (*2) “  / l  (*2) 1 dx2 , (75)

•*2В
Jx2y2 = 4  J *2 f /22 (*2> -  f\  (x2) 1 d x 2 ■

При выводе равенств (75) использовались соотношения для эле­
ментарного прямоугольника с размерами [ /2 (х2) -  /1  (х2) ] и dx2. Мо­
менты относительно осей ^  определяются формулами (69), (70), 
угол —  равенством (51).

Главные моменты инерции находят с помощью зависимостей (58) 
и (62). Для дополнительной проверки можно использовать формулы 
для / mjn и / тах. ^

Для расчета напряжений изгиба необходимо знать координаты то­
чек профиля в главной системе координат. С помощью соотношений 
(48) и (49) находим



х =  (х2 -  ах ) cos ао + (у2 ~ Оу) sin а 0 ,

У= ~ ( х2~ ах ) sin oto + (у 2 -  oy jcosao ,

где координаты точек х2 , у2 заданы (см.рис.8.23).
Упругогеометрические характеристики сечения стержня. Из со­

поставления упругогеометрических характеристик с чисто Геометри­
ческими характеристиками (соотношения (42) — (47)) следует практи­
чески важный вывод: упругогеометрические характеристики сечения 
получаются из геометрических, если каждому элементу площади при­
писать множитель ("вес"), численно равный значению модуля упруго­
сти в данной точке сечения.

Приведенный центр тяжести определяется соотношениями (12). 
Положение главных приведенных осей находится с помощью зависи­
мости

2 J x \ y \ E d F

tg2oco= -т —̂ . (77)
Х \ Е d F -  J y f E d F

При Е =  const соотношения (77) и (51) совпадают. Ж есткость сече­
ния при изгибе относительно главной оси х  (равенство (32)) представ­
ляет приведенный момент инерции относительно этой оси:

Вх = Jx =  j / E d F .  (78)
F

Аналогично формулам (56) и (61) будем иметь

Вх = 2 ( В*' + } ~ 2 ( "  Вх• ) cos2a0 ’

В> = Ь В*>+ В У1) + Ь ВУ Г В^ ^ '  <79>

BXl = Jx\  = J y \ E d F ,  ВУх = J* = J x \ E d F .
F F

Соответствующим образом переносятся и другие результаты, по­
лученные для однородных сечений. В частности, формулы для парал­
лельных осей (69)-(71) будут иметь следующий вид:

В Х2 =  Вх  ̂+ а.уА , Ву^ = Ву^ + ОдЛ , Вх^  = В х ^  +  а ха уА  , (80)



где А  = J Е dF  — жесткость сечения при растяжении, ах , Оу — коор- 
F

динаты приведенного центра тяжести.
Пример определения упругогеометрических характеристик. Рас­

см отрим  би м етал л и ч ески й  стерж ень прям оугольного сечения 
(см.рис.8.12). Оси Xi,  y i ,  проходящие через приведенный центр тяже­
сти, будут одновременно и главными (центральными) осями х , у  ; же­
сткость при растяжении

A = j  E d F =  Ефку + E^bh2 .
F

Координаты приведенного центра тяжести сечения были опреде­
лены ранее:

_ 1 _ Exh \ + E 2 {h2 - h \ )
Ux 2 ’ °У 2 ( Е ХЬ1 + E f c )  ■

Для определения жесткости сечения на изгиб относительно глав­
ной оси Х\ = х  найдем сначала жесткость относительно вспомогатель­
ной оси х 2:

BX2= \ & E b d y 2 = ^ b E 2 (h 3 - h \ ) + ^ b E xh \ .  .
F

Далее определяем Вх:

Вх = j  y*dF= ВХг-  а^4 = ^bE2 (h 3 -  h \ ) +  |  bExh\  -

- ~ [ E xh2x+ E2 ( h 2 - Л?) ]2 ( Exh\ + Е ф 2 )~1.

Величина By определяется просто:

E xh xb3 Е ф ф 3 
У  12 +  12 ’

28. Условия равновесия элемента стержня 
и касательные напряжения изгиба

Изгиб стержня часто происходит при действии сосредоточенных 
или р асп р ед ел ен н ы х  нагрузок, перпендикулярных оси стержня 
(рис.8.24). В сечении стержня будут действовать не только изгибаю-



щие моменты, но и перерезывающие усилия. Эти усилия создают в по­
перечном сечении касательные напряжения.

Рассмотрим сначала условия равновесия элемента стержня.

1-L-PJ

Рис. 8.24. Примеры изгиба стержней (балок) под действием поперечной нагрузки

Условия равновесия элемента стержня. Пусть в сечении (рис.8.25) 
действуют изгибающий момент Мх = M(z) и перерезывающая сила 
Qy = Q(z). В простейших случаях, 
когда это не может вызвать недо­
разумений, индексы моментов и 
сил будем  д ля  краткости опу­
скать. Направление силовых ф ак­
торов предп олагается  полож и­
тельным.

На стерж ень действует рас­
пределенная нагрузка q(z), имею­
щая размерность силы, деленной 
на длину. Единицей распределен­
ной нагрузки может быть, напри­
мер, Н/м.

Так как силовые факторы изменяются по длине стержня, то в се­
чении z + . d z  действуют сила Q +  d Q  и момент М +  dM.

Рассмотрим равновесие элемента стержня, выделенного двумя по­
перечными сечениями; размер элемента вдоль оси стержня равен dz.

Проектируя все силы на вертикальное направление, находим

d Q + q d z =  0 или d Q / d z = - q .  (81)

Составим сумму моментов относительно оси х, лежащей в сечении 
z + dz:

-  М  -  Q d z +  ^ q dz2 + М  + d M  = 0 .

Рис. 8.25. Условия равновесия элемента 
стержня



у

Отбрасывая q d ^ / 2  как бесконечно малую второго порядка, по­
лучаем

d M /d z  = Q . (82)

Производная изгибающего момента равна перерезывающей силе. 
Уравнения (81) и (82) образуют условия равновесия элемента стержня 
при изгибе.

Замечание. Полученные условия равновесия справедливы для стержня постоян­
ного или переменного сечений, при любых свойствах материала стержня они явля­
ются прямым следствием состояния равновесия.

При движении с ускорением элемента стержня к распределенным усилиям сле­
дует добавить по принципу Д’Аламбера инерционные усилия.

Скачки перерезы ваю щ ей силы и 
изгибающего момента. Допустим те­
перь, что в пределах элемента dz  на 
стержень действует внешняя сосредо­
точенная сила Р (рис.8.26,а).

Тогда из условия равновесия сил 
получаем

— Q(z) + q d z +  Р +  Q { z  + d z ) =  О

или
Q ( z +  d z ) =  Q ( z ) -  P .  (83)

В результате действия внешней со­
средоточенной силы перерезывающая 
сила в сечении получает конечное при­
ращение на участке dz  — скачок, рав­
ный силе

A Q =  Q ( z +  d z ) -  Q(z) = - P .  (84)

В зависимости от направления дей­
ствия силы Р  скачок может быть поло­
жительным ( Q ( z  + d z ) >  Q ( z ) )  или 
отрицательным. Если в пределах уча­

стка dz  к стержню приложен сосредоточенный момент (рис.8.26,б), то 
из условия равновесия моментов получаем

— М  (z) -  Q d z +  ^ q dz2 + MR + M  ( z +  d z ) =  0 

или, отбрасывая бесконечно малые слагаемые,

Рис. 8.26. Действие на элемент 
сосредоточенных силы (а) и 

момента (б)



где MB — внешний изгибающий момент. При действии внешнего изги­
бающего момента общий изгибающий момент получает конечное прира­
щение на участке dz, т.е. скачок, равный приложенному моменту:

Знак скачка зависит от направления момента Л/в.

Замечание. Как уже отмечалось ранее (разд.2), представление о сосредоточен­
ном воздействии силы является идеализацией. На рис.8.27,а и б показаны реальные 
случаи передачи силы и момента на стержень. Для расчетной схемы удобно пред­
ставить, что участок Д I является малым, в пределе — бесконечно малым.

Условие равновесия элемента стержня при наличии распредет 
ленных изгибающих моментов. В некоторых случаях (рис.8.28) на 
стержень могут действовать распределенные моменты (например, от 
продольных сил, приложенных с эксцентриситетом относительно оси 
стержня). Условие равновесия для сил (уравнение (81)) остается без 
изменений, а для равновесия моментов получим

где т  — интенсивность распределенных моментов; величина т имеет 
размерность силы.

АМ =  M ( z +  d z )  -  M (z)  = - М в . (86)

- М -  Q d z +  ^ q dz? -  m d z +  M +  d M =  0 .

Пренебрегая членами второго порядка малости, находим

dM  /  dz = Q +  т , (87)

Рис. 8.27. Сосредоточенная сила (а) и 
момент (б), приложенные к стержню

Рис. 8.28. Условия равновесия 
элемента стержня при наличии 
распределенных изгибающих 

моментов



Касательные напряжения изгиба. При изгибе от поперечных на­
грузок в стержне возникают касательные напряжения, уравновешива­
ющие перерезывающую силу. Рассмотрим плоский изгиб стержня 
(рис.8.29), происходящий в плоскости у, z; пусть ось у  является осью

симметрии сечения. Основное допущение при определении касатель­
ных напряжений состоит в следующем: касательные напряжения на­
правлены параллельно плоскости изгиба и распределены равномерно 
по прямой у =  const (т.е. постоянны по ширине сечения Ь(у)).

Рассмотрим два близких поперечных сечения на расстоянии dz. 
Оси х ,  у  проходят через центр тяжести сечения, ось х является ней­
тральной линией  (в точках этой линии о =  0). Проведем сечение 
у =  const и рассмотрим равновесие отсеченной части элемента стер­
жня (части  A B A P \ C D ) .  Вдоль линии D L } действуют касательные 
напряжения т. Такие же напряжения в силу парности касательных 
напряжений должны действовать в площадке AA xD xD, размеры ко­
торой d z  и Ь(у).



MJz)
(88)

В общем случае изгибающий момент и момент инерции сечения мо­
гут зависеть от z. Нормальное усилие, действующее на рассматриваемую 
заштрихованную часть сечения, площадь которой составляет /  , будет 
равно

*2
Nf = J o d F =  J a b(yO d y i , (89)

F у

где >>i — переменная интегрирования ( _у < _уj < Л2 ).
Внося значение напряжения из соотношения (88), находим

MJz)  г M J z )  Sf

N>'  -Щ  1 У,ЫУ') dy' '  ’ <90>

где Sf — статический момент части сечения:

*2
sf =  J yib(y\)(fy\ ■ (91)

у

В общем случае Sf= Sf(y ,z) ,  так как величина Л2 = Л2(г). 
Выражения (88) и (90) справедливы для стержня с постоянным по 

сечению модулем упругости. Для стержня с переменным модулем уп­
ругости, симметрично распределенным относительно плоскости yz,

E{z) Mx(z)
- щ - * -  <92>

где жесткость сечения стержня на изгиб

Bx = j / E d f .  (93)
F

Нормальное усилие, приложенное к части сечения/,



где SEf  — упругостатический момент части сечения:

SEf= J y E d F .
f

Рассмотрим теперь условие равновесия отсеченной части элемента 
стержня. Проектируя все силы на направление оси z, получаем

ЭNf
- N f -  x b d z +  Nf+ ~ ^ d z  = 0 .

Приращение Nf выражено с помощью частной производной, так как 
величина Ny зависит также от у.

Далее получаем

Замечания. 1. Физический смысл соотношений (96) и (97) состоит в следующем: 
касательные напряжения образуются вследствие необходимости уравновесить изме­
нение осевых сил по длине стержня. Если в стержне постоянного сечения нормаль­
ные напряжения постоянны по длине, то никакие касательные напряжения не возни­
кают.

2. В соответствии с равенствами (88) или (89) рассматриваются нормальные на­
пряжения изгиба от действия внешних сил. В более общем случае, изучение которого 
опустим, нормальные напряжения могут быть связаны с действием продольных сил 
и (или) неравномерного нагрева. Если продольное усилие постоянно по длине, то 
оно не вызывает касательных напряжений.

Распределение касательных напряжений. Если модуль упругости 
постоянен по сечению стержня, то усилие, приложенное к части сече­
ния, определяется по равенству (90). Теперь из соотношений (90) и
(97) получаем

Так как сечения стержня по длине предполагаются одинаковыми, 
то от z  зависит лишь величина Mx(z) и '

(96)

Из последнего равенства вытекает важная формула

(97)



Sj QSf 
dz bJx bJx ’

dMr
dz

Важная для дальнейшего формула (99) называется формулой Ж у­
равского, по имени выдающегося русского инженера — специалиста в 
области моторостроения.

Покажем, что перерезывающая сила в сечении является равнодей­
ствующей касательных напряжений. Интегрируя равенство (99) по у, 
находим

" 2  2 

J х b dy — Sf d y =  Q .
J v .-A,

С помощью интегрирования по частям устанавливаем

-Л
J Sfdy=  j 

-л.

( л,
J b ( y x) y xdyx dy=  f b ( y ) / d y =  Jx .

- a,

Для стержня с переменным модулем упругости

<2%
X = ЬВГ

( 100)

Примеры. Рассмотрим распределение касательных напряжений в 
стержне прямоугольного сечения (рис.8.30). Статический момент от­
сеченной части

Л/2 / 2 Л
Sf = \  byxdyx= ^ b  ^ - У 2 

у ^

Перерезывающая сила в сечении стержня в соответствии с приня­
тым правилом знаков

<2= - р .

Учитывая значение момента инерции сечения

Jx = bh /  12,



по формуле (99) находим

bh

Рис. 8.30. Распределение касательных напряжений в стержне прямоугольного сечения

Знак минус означает, что касательные напряжения направлены 
противоположно вектору поперечного усилия Q (см.рис.8.28).

Максимальное (по модулю) касательное напряжение получается в 
точках оси х ( у =  0 ) и равно

_ з р . _ I  
Тшах 2b h ~  2 Тср’ ( 102)

где тср = Р  /  ( b h )  — среднее касательное напряжение.
Рассмотрим теперь распределение касательных напряжений в 

стержне круглого сечения (рис.8.31).
Статический момент отсеченной части

Sf = 2 J з»! Л/ г2 -  y\dyx .

После замены переменных

У х =  г cos 0 , rfyj = -  г sin 0 dQ

получаем

По формуле (99) находим при



f  о \
4Q

Т 37^

Максимальное касательное напряжение будет при у  = 0:

4 (2 4Т ~ — 6̂* — — — Т
'•max о о ^  СР *° Я Г ^

(104)

где хср= Q / ( J t / '2 ) — среднее касательное напряжение. Распределе­
ние касательных напряжений вдоль оси у  показано на рис.8.31.

Рис. 8.31. Распределение касательных напряжений в стержне круглого сечения

Замечание. В рассматриваемом примере допущение о том, что касательные на­
пряжения параллельны оси у, строго не выполняется. В крайних точках (точки D  и 
Z)j) вектор касательного напряжения должен быть направлен по касательной к кон- 
туру в силу свойства парности касательных напряжений (иначе должно действовать 
на свободной боковой поверхности стержня касательное напряжение). Поэтому до­
пущение о постоянстве касательных напряжений по прямой можно заменить более 
общим условием: постоянство составляющих касательных напряжений вдоль оси у. 
Более строго следовало бы назвать величину х по формуле Ж уравского осредненным 
значением касательного напряжения по прямой, параллельной оси х.

'ЧЛС\



Касательные напряжения изгиба в тонкостенных стержнях. При
анализе касательных напряжений изгиба в стержнях с массивным 
(компактным) поперечным сечением (см.рис.8.29) было сделано допу­
щение об их равномерном распределении вдоль прямой у  = const. Бы­
ло показано на примере круглого сечения (см.рис.8.31), что в ряде слу­
чаев такое допущение носит приближенный характер, так как вектор 
касательного напряжения в точках контура не направлен по касатель­
ной к контуру. Для стержней с тонкостенным сечением касательные 
напряжения изгиба можно определить более точно, так как их направ­
ление практически известно заранее. Они должны быть направлены 
вдоль средней линии тонкостенного профиля (рис.8.32). Так как тол­
щина профиля 6 мала, то касательные напряжения изгиба можно счи­
тать постоянными по толщине.

Таким образом, предполагается, что касательные напряжения на­
правлены вдоль средней линии тонкостенного профиля и постоянны 
по толщине.

Рис. 8.32. Касательные напряжения при изгибе в тонкостенных стержнях

Рассматривается изгиб в плоскости у , z (см.рис.8.32). Для опреде­
ления касательного напряжения отсекается часть элемента стержня, 
показанная на рис.8.32,а. Равнодействующая нормальных усилий, при­
ложенных к площади отсеченной ч ас т и /, обозначается, как и раньше, 
Nf  . Из условия равновесия отсеченной части находим



Для стержня постоянного сечения с постоянными модулями упру­
гости

Mx(z) Sf
N  / , (106) 

Jx

и тогда получаем формулу Журавского — Власова для тонкостенных 
стержней:

QSf

(107>

Примеры. Рассмотрим стержень, имеющий сечение швеллерного 
типа, причем толщина стенки 8 мала по сравнению с высотой h и ши­
риной Ъ (рис.8.32,6).

Момент инерции поперечного сечения

г 5ft3 1 «.sz.2 5ft* ч
х =  ~ [ 2 +  2  = 1 2 ( А + б & ) -

Для определения касательных напряжений в верхней полке (уча­
сток KiK2) проведем сечение на расстоянии s (рис.8.32); площадь от­

сеченной части/ =  s8, статический момент Sf=  Касательное на­

пряжение в верхней полке

т = ^ s = -----^ ----  (108)
2JX h ( h + 6b )

пропорционально величине s.
В вертикальной стенке на расстоянии у  статический момент отсе­

ченной части

Sf= ^ b & i +  ^ 8
2 Л

Первый член правой части выражает статический момент верхней 
полки, второй — участка вертикальной стенки от у  до Л/2. Наиболь­
шее касательное напряжение будет при у =  0:

3 £ _  h + ЛЬ ^109^
max 2 5h h + 6b ‘ v '

Распределение касательных напряжений показано на рис.8.32,б. Вер­
тикальная стенка воспринимает существенную часть касательных напря­
жений, она полностью уравновешивает перерезывающее усилие Q.



Рис. 8.33. Касательные напряже­
ния при изгибе в тонкостенной 

трубе

Замечание. Внимательный читатель, по- 
видимому, обратил внимание на то, что поток 
касательных напряжений изгиба (см.рис.8.32) 
не только уравновешивает усилие Q, но и со­
здает крутящий момент. Это означает, что при 
приложении внешней нагрузки в центр тяже­
сти сечения стержень будет закручиваться.

Рассмотрим теперь касательные 
напряжения при изгибе тонкостенной 
трубы (рис.8.33,а). Толщина стенки 8 
считается малой по отношению к ра­
диусу средней линии г.

Момент инерции сечения

/jc= 2 JP = 2 2ЛГ8,2= Л/Зб‘

Отсеченную часть примем в виде 
части кольцевой области, соответст­
вующей центральному углу 20; каса­
тельное напряжение

( 110)

При 8 «  г статический момент

в
Sf=  2 1 г cos 0j8r dQi = 28т2 sin 0 ; ( 111)

касательное напряжение

т(0) =
_ Q 25т2  sin 0 Q .

28тсг38 яг8
s in 0 . ( 112)

М аксимальное касательное напряжение (рис.8.33,б) будет при 
0 =  я /2  ( у  = 0 ) :

70-8 ср’

где тср = Q /  ( 27ir8) — среднее касательное напряжение.



Роль касательных напряжений при изгибе стержня. Обычно для 
достаточно длинных стержней касательные напряжения малы по срав­
нению с нормальными напряжениями изгиба.

Например, для консольного стержня постоянного сечения наи­
большие нормальные и касательные напряжения равны

6Р1 3Р
CTmax~ bh2 ’ Тшах 2bh '

Отношение
^max 1 h

уменьш ается по мере увеличения 
длины стержня /.

Влияние касательных напряже­
ний на прочность балок из обычных 
конструкционных материалов про­
является только в коротких стерж­
нях ( / < 2Л ). Для композиционных 
материалов влияние касательных 
напряжений изгиба оказывается бо­
лее существенным, так как их со­
противление сдвигу обычно значи­
тельно меньше, чем сопротивление 
растяжению и сжатию. Однако ос­
новное значение касательных на­
пряжений состоит в том, что они 
обеспечивают совместную деф ор­
мацию всех частей стержня при его 
изгибе.

Н а р и с .8.34 изображ ены  два 
случая изгиба консольного стерж­
ня. В первом случае (рис.8.34,а ) связь двух половин нарушена и стер­
жень изгибается так, что каждая часть воспринимает половину нагруз­
ки. Во втором случае (рис.8.34,б) части стержня спаяны и сечение ос­
тается при изгибе плоским.

Для двух параллельно работающих стержней максимальное напря­
жение изгиба

_ 6 Р1 12Р1
а ‘ тах"  2 щ / 2 ) 2 ~ bh2 ‘

Во втором случае

Рис. 8.34. Касательные напряжения 
при изгибе консольного стержня



m  i 
bh2 ~  2 °* max

При отсутствии касательных напряжений изгиба на поверхности 
контакта нормальные напряжения изгиба в рассматриваемом случае 
возрастают в два раза!

В еще большей степени падает жесткость стержня на изгиб.
Для первого случая суммарный момент инерции

/ ,  = 2 Ъ ( h / 2 ) 
12

bh?
48

(114)

при совместном деформировании

bh3 
12 :

(115)

что превышает J\ в четыре раза!
Отметим, что при изгибе стержня моментами (так называемый чи­

стый изгиб стержня) касательные напряжения не возникают (рис.8.35). 
Совместная деформация всех частей стержня обеспечивается наличи­
ем жестких пластинок по торцам стержня или линейным распределе­
нием внешних нагрузок в концевых сечениях в соответствии с гипоте­
зой плоских сечений. В этом случае можно считать, что продольные 
волокна стержня работают независимо. Учет касательных напряжений 
в изгибе важен при расчете стержней (балок) составного сечения. На 
рис.8.36 показана балка, состоящая из стенки, на которой закреплены 
стержни уголкового профиля.

Рис. 8.35. Изгиб стержня момента­
ми, при котором касательные на­

пряжения не возникают
Рис. 8.36. Касательные напряжения при из­

гибе составных балок

Сечение работает на изгиб совместно, так как через заклепки пе­
редается касательное усилие S3:



53= Nf ( z ) - N f (z + t )=  ^ t , (116)
Jx

где t — шаг заклепок (расстояние между заклепками); Sf — статиче­
ский момент уголка; Jx — момент инерции всего сечения стержня от­
носительно оси х.

Напряжение среза в заклепке

(117)• F , F3JX

где Flj — площадь сечения заклепки.
Распределение касательных напряжений изгиба имеет важное зна­

чение при армировании (укреплении) материала прочными волокнами 
(в композиционных материалах, армированном бетоне и др.). Прочные 
волокна должны располагаться по линиям действия главных напряже­
ний.

29. Изгиб и растяжение стержней с учетом 
деформаций пластичности и ползучести

Применение гипотезы плоских сечений. Деформации пластично­
сти и ползучести могут достигать сравнительно больших величин 
(примерно 5-10% и более). Возникает вопрос о возможности исполь­
зования гипотезы плоских сечений.

Огжыты по пластическому де­
формированию полосы свидетель­
ствуют, что гипотеза практически 
пригодна при деформациях поряд­
ка десятков процентов. На рис.8.37 
показаны полосы (риски), нанесен­
ные н а  боковую поверхность стерж­
ня прм изгибе на круглой оправке; 
после значительного изгиба риски 
остаю тся прямыми. Гипотеза пло­
ских сечений связана с кинематиче­
ской картиной деформации при из­
гибе изотропных материалов. Прак­
тически установлено, что она применима при работе материала в ста­
дии пл астичности и ползучести.

Схематизация кривой деформирования. Если при изгибе и растя­
жении в упругой области использовалась линейная зависимость на-

Рис. 8.37. Экспериментальное подтвер­
ждение гипотезы плоских сечений 

при больших деформациях



пряжений и деформаций, то при пластичности в основу принимается 
кривая деформирования (рис.8.38,а)

<* = /  (е) • (118)

orctg Ек

£

Рис. 8.38. Кривые деформирования и их схематизации

В общем случае зависимость (118) может быть различной при рас­
тяжении и сжатии. Для расчета часто принимаются схематизирован­
ные кривые деформирования (рис.8.38), причем одинаковые в области 
растяжения и сжатия.

Кривая, имеющая при ст = стт ( стт — предел текучести ) горизонталь­
ный участок, описывает пластичность без упрочнения (рис. 8.38,6); ис­
п о л ьзу ется  кри вая  д еф орм и рован и я  с линейным уп рочн ен и ем  
(рис.8.38,в). Учет пластичности материала, если исключить процессы 
разгрузки, может быть использован для описания изгиба стержней из

нелинейно-упругого материала.

Рис. 8.39. Упругопластическая деф ор­
мация стержня прямоугольного сече­
ния (пластичность без упрочнения)

у

а S

 ̂ (>* бост  ̂ бт

в г

Изгиб стержней при  пластич­
ности без упрочнения. П редель­
ный изгибаю щ ей м ом ент. Р ас­
смотрим сначала стерж:ень прямо­
угольного сечения. Э то  наиболее 
простой случай,который помогает 
выяснить основные особенности 
задачи (рис.8.39,а).

Пусть на стержень, действует 
изгибающий момент ЛГ. Если наи­
большее значение напряжения из­
гиба



то стержень работает при упругих деформациях.
При возрастании М  в наиболее удаленных от нейтральной линии 

(у =  Л /2 ) точках возникнет пластическая деформация и напряжение 
изгиба станет равным а т (рис.8.39,б, пластичность без упрочнения). 
Пусть при данном значении момента пластические деформации зани- 

1 1мают область ~НТ< |у  | < -Л . При |у  | < — в области упругости на- 
Z Z Z

пряж:ения изменяются по линейному закону:

Так как йт > 0, то предельное значение изгибающего момента равно

Легко проверить, что такое значение М  получается при распреде­
лении напряжений изгиба по рис.8.39,г.

( 120)

И з условия равновесия

F

находим

nT/Z U

И з последнего равенства получаем

( 121)

ИЛИ

( 122)

М и р =  \в т Ь Ь г - (123)



Сечение стержня из материала без упрочнения в стадии пластич­
ности не может воспринять момент М >  Мпр: в сечении образуется 
пластический шарнир (точнее, сечение представляет собой шарнир, в 
котором действует «момент трения», равный Мпр).

О статочные напряжения. Определим остаточные напряжения в 
стержне после снятия момента, вызвавшего пластическую деформа- 
цию. Если материал стержня идеально упругий, то момент М  приведет 
к напряжениям

По такой зависимости будут убывать напряжения при снятии мо­
мента, так как при разгрузке деформации становятся упругими. 

Остаточные напряжения (рис.8.39,в).

где а  — напряжения при упругоплас.тических деформациях; значения 
а  и а* соответствуют одному и тому же изгибающему моменту, причем 
а* — напряжение в идеально упругом теле (такое тело деформируется 
по законам упругости при любом уровне напряжений).

Общий случай расчета  стержня в упругопластической стадии. 
М етод переменных параметров упругости. Расчет проводится по 
формуле (17) с помощью последовательных приближений (рис.8.40).

В первом приближении материал считается (идеально) упругим 
( = Е ) и находится напряжение

* (124)

Звездочка в индексе означает, 
что напряжения относятся к упруго­
му материалу. Далее по кривой де­
формирования находим

е(1)= а !1)/ Е  (126)

и соответствующее значение
Во втором приближении прини­

маем в каждой точке сеч:ения

Рис. 8.40. Общий случай изгиба в уп­
ругопластической стадии

еР^ = о(1) /  е(1). (127)



Теперь заново находим положение приведенного центра тяжести и 
главных осей сечения. Напряжение второго приближения

о ® =  £(2) JV_ X M)L
* \ а ™ у в ф  в ^ \ ’

(128)

где
л ( 2) = j  £<2) д(2) = J f t f 2)dF, В {2) =  j  X2 & 2) d F .

Далее находим
е® =  с12)/ ^ 2)

и значение «модуля упругости» для следующего приближения:

* £<3) = а (2) /  е(2). (129)

1 Расчет заканчивается при достаточной близости двух соседних 
приближений

| а (п )_  а ( п -  1) | <  Д1 (1 3 0 )

и при условии, что изображающая точка лежит на кривой деформиро­
вания:

| о£я) -  ст(п) I < Д2 . (131)

Величины А] и Д2 > имеющие размерность напряжений, характери­
зуют необходимую точность расчета ( обычно Aj = А2 = 5 10 М Па).

Учет деформации ползучести при 
изгибе стержня. Сведения о ползуче­
сти м атериала получаю тся из сетки 
кривых ползучести при различных на­
пряжениях и температурах. Расчет на 
ползучесть по теории старения сводит­
ся к построению изохронных кривых 
ползучести, которые рассматриваются 
как условные кривые деформирования.
Распределение напряжений такое же, 
как при учете упругопластических де­
формаций (рис.8.41). „ „ „V, / рис g 41 Распределение напря-

Если нагрузки на стержень остают- жений изгиба при установившей­
ся неизменными ВО времени, то после ся ползучести (стержень имеет
обычно непродолжительного первона- прямоугольное или другое дву-

симметричное сечение)



чального периода наступает установившаяся ползучесть.  При уста­
новившейся ползучести скорость ползучести выражается следующей 
зависимостью:

где положительные параметры В и п зависят от температуры.
Рассмотрим общий случай, когда на неравномерно нагретый стер­

жень действует переменная по времени нагрузка. Ограничимся для про­
стоты изучением изгиба стержней, сечения которых обладают осью сим­
метрии. Нагружение разбивается по времени на этапы Ajt , A2t , . . . ,  Ant .

Пусть за время от <j- до f, + 1 изгибающий момент в сечении стержня 
и растягивающая сила получили приращения А̂ МХ и Afl.

Приращение деформаций на i-м этапе нагружения

Первый член правой части соответствует приращению упругой де­
формации, второй — температурной, третий — приращению деформа­
ции ползучести.

Используя гипотезу плоских сечений и уравнения равновесия, как 
при выводе формул (17), получим

Аналогично определяется приращение напряжений, вызванное де­
формацией ползучести:

v 0= f t = (132)

А,- а
А,- е = —=г  + А,- ( а  Т ) +  А,- 8е .xS

(133)

А,-0— Е -f I- у  л + А,- Отемп+ А,- <тпол,J  E d F  J  у  E d F

А,- N  А,- Мх
(134)'темп

F F

где приращение температурных напряжений

/ д t a T d F  \  у  Ai a T d F

F F

j  A i f f d F  |  у  Aj Ес dF

F F



Суммарные напряжения и деформации в стержне после i-го этапа 
нагружения в момент времени f,-+ j равны соответственно

Остается конкретизировать приращение деформации ползучести. 
Оно определяется по напряжениям, деформациям и температурам в 
начале этапа нагружения, так как сами этапы считаются достаточно 
малыми:

где VQ — скорость ползучести, соответствующая начальному этапу на­
гружения и определяемая по кривым ползучести.

Расчет проводится последовательно, начиная с первого этапа.

30. Модели прочностной надежности при изгибе

Назначение и структура моделей. Модели прочностной надежно­
сти используются при выборе материала и размеров конструкции, тех­
нологии изготовления, обеспечивающих отсутствие отказов (разруше­
ний) при определенных условиях эксплуатации в течение заданного 
времени. Общая структура моделей приведена на рис. 1.2.

Рассматривается частный случай моделей для элементов конструк­
ций,которые могут быть представлены в виде стержней при деформа­
ции изгиба. Главным при построении моделей прочностной надежно­
сти является характер нагружения.

Модель прочностной надежности при статической нагрузке по раз­
рушающим усилиям. Статическое нагружение означает постепенное 
возрастание нагрузки до максимального значения. Модель статического 
нагружения является идеализированной, так как в чистом виде практи­
чески встречается редко. Наиболее близкими к условиям статических на­
гружений являются условия работы несущих стержней (балок) в строи­
тельных сооружениях (зданиях) при воздействии силы тяжести. В маши­
ностроении модель статического нагружения (статической прочности) 
используется главным образом для определения статических разрушаю­
щих нагрузок или для сравнительных оценок напряженности.

Детерминированные модели прочностной надежности содержат 
определение запасов прочности по разрушающим усилиям и сопостав­
ление их с рекомендуемыми значениями. Для пластичных материалов 
запас по разрушающей нагрузке

<*(*,+ i ) =  o (f, -)+  А,-а, e ( f j+ i ) =  e(f,-)+  Д,е.

Д,ес = K0 [ a ( f , ) ,  Т ( Ь ) ,  ес( ti ) ] A i t , (137)

(138)



S

вт

О

где Afpa3p — изгибающий момент в сечении, вызывающий разрушение 
стержня; Мшах — наибольший изгибающий момент в рассматриваемом

сечении стержня при наиболее неблагоп­
риятном сочетании внешних нагрузок; 
[ Я р ] — допустим ое зн ачен и е запаса 
прочности по разрушающим усилиям 
(обы чно [ лр ] = 1,4-^-2).

Величина Мразр определяется из усло­
вия, что при распределении напряжений 
с учетом пластических деформаций на­
пряж ен и е изгиба д ости гает  предела 
прочности материала (рис.8.42).

Для материала, обладающего площад­
кой текучести или слабым упрочнением 
(алюминиевые сплавы и некоторые высо­

колегированные стали), принимают (прямоугольное сечение, формула 
(123))

М разр= ar j b h 2 = c TWT, (139)

Рис. 8.42. Схематизированная 
диаграмма деформирования 

при наличии больших пласти­
ческих деформаций (жестко­

пластическое тело)

пластическии мо-

рис. 8.43. Распределение напряже­
ний при действии разрушающего 

момента

где WT= \ b h 2 4
мент сопротивления прямоугольного 
сечения.

При наличии упрочнения в пла­
стической области разрушающий мо­
мент изгиба определяется по схема­
тизированной диаграмме деформиро­
вания. В крайней точке прямоуголь­

ного сечения ( у =  \ h )  возникает на­

пряжение, равное пределу прочности а в (рис.8.43).
Распределение напряжений при действии разрушающего момента 

имеет вид

Л(Ут + ( с?в <гт ) (140)

Из условия
Л/2
J У b dy — Л/ра3р

-Л/2



находим

Л̂ разр= 2 J [ а т+ ( <тв — стт ) ] y b d y
о

или
^разр — ( <ТВ а т )Ж,

у
где Ж = bh / 6  — момент сопротивления стержня прямоугольного се­
чения в упругой области.

Отметим, что при выводе формулы (142) для разрушающего мо­
мента изгиба изменением сечения стержня в процессе деформации 
пренебрегали. Основная область применения прочностных моделей по 
разрушающим усилиям — однократное статическое нагружение доста­
точно пластичных материалов. Это связано с тем, что при определе­
нии запаса прочности предполагается перераспределение напряжений 
с учетом пластических деформаций.

М одель прочностной надежности при статической нагрузке по 
напряжениям. Рассмотренный выше запас по разрушающим усилиям 
является интегральной характеристикой предельного опасного состо­
яния материала стержня по всему сечению. Вместе с тем для мало­
пластичных материалов или для всех конструкционных материалов, но 
при повторном статическом нагружении разрушение носит локальный 
характер и начинается в наиболее напряженных точках сечения. Де­
терминированная модель прочностной надежности содержит условие 
для запасов прочности:

где с в — предел прочности материала; стшах — наибольшее напряже­
ние (изгиба); [ис ] — допустимое значение запаса статической проч­
ности по напряжениям (обычно пс = 1,3-^2,5).

В общем случае при действии нормальных и касательных напряже­
ний изгиба модель прочностной надежности имеет вид

п = (143)
®тах

П = (144)

Наибольшее эквивалентное напряжение принимается в виде

max ~  max > (145)

где а , — интенсивность напряжений:



Модель прочностной надежности при переменной нагрузке. На
элемент конструкции (рис.8.44) действует переменное усилие:

Р  (t) = Ра cos wt,  (147)

где со — круговая частота нагружения; t  — время. Частота нагружения

/ =  ю /  (2  л ). (148)

Опасным сечением в рассматриваемом элементе является сечение 
AAj, где начинается переход к более прочному участку.

Напряжения изгиба в точках А  и Л} в момент времени t

P(t) I P J  a( t )= - j p ~ =  cos соt =  aa cos w t ,

где a a — амплитудное значение переменного напряжения:
o a = P J / W .  (149)

Момент сопротивления прямоугольного сечения

W =  bh2 / 6 .

Величина о а представляет номинальное (условное) значение амп­
литуды переменных напряжений (разд. 14), так как в точках перехода 
А и Л} имеется концентрация напряжений. Наибольшее амплитудное

значение переменного напряже­
ния изгиба

max =  . О 5 0 )

гд е  а а— коэффициент концент­
рации напряжений; значение а ст 
определяется методами теории 
упругости аналитически или чис­
ленными методами.

В инженерных расчетах часто 
используется зависимость

а 0 ~ 1 + Аг у , (151)

В - 8

Рис. 8.44. Модель прочностной надежно­
сти при переменном изгибе



где г  — радиус скругления; коэффициент к обычно принимают рав­
ным 0,15-0,20.

Рассмотрим модель прочностной надежности при большом числе 
нагружений (число циклов нагружения N >  106 ), что соответствует 
длительности н агр у ^ ч и я  (в часах)

10б 103 
3,6- 103/ -  3 ,6 / '

t >

Иными словами, рассмотрим модель надежности при усталостном 
разрушении. Детерминированная модель прочностной надежности со­
стоит в условии

па = ^ М > [ п а ) ,  (152)

где <т_ 1 д — предел выносливости детали, определяемый для базового 
числа циклов N0 (обычно N0 ~ 2- 107 ); оа — наибольшее (номиналь­
ное) напряжение (амплитудное значение переменного напряжения в 
опасной точке); [па \ — допустимый запас усталостной прочности 
(обычно [л а ]=2-М ).

Величина ст_ \ д определяется с помощью натурных испытаний эле­
мента конструкции на усталость. При невозможности или нецелесооб­
разности подобных испытаний величина ст_ j д оценивается расчетным 
путем по формуле (см.разд.14)

о _ ! д = Цг- ст_ ] , (153)

гд е  ст_] — предел вы носливости м атериала, определяем ы й на 
гладких  образцах, изготовленных по стандартной технологии; Р и 
е — коэф фициенты , характеризующие поверхностный слой и вли­
яние абсолю тны х разм еров; Кс — эф ф екти вн ы й  к о эф ф и ц и е н т  
концентрации напряжений (разд. 14).

Детерминированная и статистическая модели усталостной проч­
ности лопатки компрессора или турбины, вероятность разрушения. 
Основная причина разрушения лопаток компрессора или турбин в экс­
плуатации — изгибные колебания, возникающие в результате нерав­
номерности потока воздуха или газа (рис.8.45). Детерминированная 
модель усталостной прочности состоит в условии

ла =ст-1 д  / o a > [ n a ], (154)



Тензометр

Рис. 8.45. Определение перемен­
ных напряжений в лопатке комп­
рессора при изгибных колебаниях

где о_ j д — экспериментально опреде­
ленный предел выносливости лопатки 
на базе 2 • 107 циклов; оа — эксперимен­
тально замеренное с помощью прово­
лочных тензометров (тензорезисторов) 
наибольш ее переменное напряж ение 
при изг.ибных колебаниях.

Так как предел выносливости и амп­
литуда действующих напряжений имеют 
рассеяние, то обычно указываются усло­
вия их определения. В «запас прочно­
сти» значение сг_1Д принимается наи­
меньшим по техническим условиям или 
по нескольким испытаниям, тогда как 
значение оа принимается наибольшим 
среди измеренных. Более полно рассея­
ние результатов экспериментальных ис­
следований учитывается в статической  

мо де ли  надежности,  с помощью которой определяют вероятность 
разрушения.

На рис.8.46 представлены плотности распределения пределов вы­
носливости и амплитуды переменных напряжений в лопатках опреде­
ленного типа турбомашин. Величины а_ i д и аа выражают средние 
значения для всей совокупности лопаток.

Рассеяние ст_ i д связано с неиз­
бежными отклонениями свойств 
материала и технологии изготов­
ления; разброс оа вызывается раз­
личными условиями возбуждения и 
демпфирования колебаний. Все это 
дает основание рассматривать для 
каждой конкретной лопатки вели­
чины а , . ! д и оа как случайные. 

Разность случайных величин
Рис. 8.46. Плотности распределения 
предела выносливости и амплитуды 
переменных напряжений в лопатках

С= а_ 1 д - (155)

есть также величина случайная. Вероятность разрушения
Р р а з р =  Р  {£>< 0 )  = F ( Q (156)

равна вероятности того, что случайная величина С, окажется отрица­
тельной; F ( Q —  функция распределения случайной величины



Предполагая, что су_1Д и оа имеют нормальное распределение, 
найдем

где Ф (х) — функция Лапласа:

1 *Г 1 '■Ф|
1 ..2

d u .

(157)

(158)
О

Среднее значение и среднеквадратичное отклонение равны соот­
ветственно

(159)

(160)

5 =  а - 1 д '

где s a  t , sa — среднеквадратичные отклонения случайных величин 
а_ j д и ста. При определении s  ̂ случайные величины о_  ̂д и ста пред­
полагались независимыми.

Вероятность разрушения

Рразр ~  Е  (0) — 2 ф

и
1 = \ -  фf 1 !2 1’Ч

(161)

Статистическая модель усталостной прочности представляет со­
бой условие '

(162)

где [Т̂ разр ] — допустимое значение вероятности разрушения (обычно 

[Р р а з р ]  =  10~6 -  10 3 ).
Значение р разр определяется величиной

1 . ° - 1 . «а Г 1

л Г л  + , 2  л/  г? л2V ! д + soa > а- 1 в °Ц

где л а = а _ 1д/ а а — запас п рочности  по средним  значениям ;
о t(S= so , /Ъ-  1 д > ^аа = saa / ^a — коэффициенты вариации случай-

ных величин ст_ i д и а а.



Связь вероятности разрушения и запаса прочности (по средним 
значениям) выражается равенством

Р р азр :
1 -  Ф

па -  1

+ К

(163)

Для лопаток компрессоров и турбин коэффициенты вариации 
обычно составляют

« 0 , 1 + 0,2; 0,1+ 0,3.

Модель прочностной надежности валов. Валы являются ответст­
венными высоконагруженными элементами машин. При построении 
моделей прочностной надежности рассматривается «опасное сечение»

вала, в котором имеется точка с 
наибольш им и н ап ряж ен и ям и  
(точка А  на рис.8.47).

Обычно н аи б олее  важным 
оказывается обеспечение надеж­
ности при переменных напряже­
ниях с асимметричным циклом. В 
опасной точке действую т нор­
мальное и касательное напряже­
ния. Рассмотрим сначала случаи, 
когда эти напряжения изменяют­
ся по симметричному циклу (т.е. 
не имеют постоянных составляю­
щ их). У слови е у с т а л о с т н о й  
прочности для гладкого участка 
вала (при отсутствии концентра­
ции напряжений) имеет вид

Рис. 8.47. Модель прочностной надежно­
сти вала:

а — опасное сечение вала; б — нормаль­
ное о  и касательное т напряжения в опас­

ной точке вала

o L =  Vo!*2 . п*2 _ _
а и - 1 > (164)

где о а , та — значения амплитуд переменных напряжений в момент 
разрушения.

Если ста и та — амплитуды действующих переменных напряжений, 
то в момент разрушения

Од — Tl(£5(i , Ха — ПаХа , (165)



Запас усталостной прочности из соотношений (164) и (165) будет 
таким:

ст_ 1 а _ !
пл =

Модель прочностной надежности имеет вид

па > [л а ].

(166)

(167)

При наличии концентрации напряжений и с учетом влияния других 
факторов в условие усталостной прочности следует подставлять эк­
вивалентные напряжения, и тогда в момент разрушения имеем

V , Ка + 3
“ Рх^х

= а-1 (168)

где А д, — эффективные коэффициенты концентрации при изгибе
и кручении; Рс , еа , (Зх, Ej — коэффициенты состояния поверхности
и учета масштабного фактора.

Значения Ка , Ра , еа указаны в разд. 16; в первом приближении
можно принимать

Рх = Ра > ех = ест.

Модель прочностной надежности по зависимости (166) будет та­
кой:

па = — г

V
<*-1 > 1па ] . (169)

7° Р  а£о
+ 3

ТаРх£х

При асимметричном цикле нагружения эквивалентные нормальные 
и касательные напряжения будут следующими:

®еа о с Ра

Х'а ХартЕт

+ V a°m . 

+ Vx .

(170)

(171)



где \|/ст, \|ft  — коэффициенты влияния постоянных напряжений (обыч­
но принимают = ст_ i /  а в , \|/х = х_ х /  тв ).

Модель прочностной надежности при усталостных разрушениях, 
связанных с асимметричными циклами нагружения, имеет вид

па = г

V
0-1 > 1 п а ] .  (172)

Ра ьс
+ 3

ТаРт£х + Vt'W

31. Прогибы стержней

Во многих случаях важно обеспечить не только прочность стерж­
ней, но и отсутствие значительных прогибов под нагрузкой. Прогибы 
вала, несущего шестерню, могут нарушить правильность зацепления. 
Прогибы вала турбины могут привести к недопустимому касанию ло­
паток о корпус и т.п.

Учитывать прогибы стержня весьма важно при решении задач ус­
тойчивости колебания и в ряде других задач. Наконец, расчет проги­
бов необходим для решения статически определимых задач, когда из­
гибающий момент в сечении заранее неизвестен. Оставляя пока в сто­
роне статически неопределимые условия закрепления, изучим сначала 
прогибы стержня, считая силовые факторы в сечении стержня извест-

Параметры деф орм ации и их 
физический смысл. Рассмотрим из­
гиб стержня в главной плоскости 
yOz  (рис.8.48). По гипотезе плоских 
сечений (см.уравнение (2) гл.2) де­
формация в точках поперечного се­
чения стержня

(173)

Для параметров деформации е0 
и dq>x /  dz были установлены следу­
ющие зависимости для равномерно 
нагретого стержня (уравнения (14) 
гл.2):

ными.

Z

Рис. 8.48. Связь прогибов оси стерж­
ня v(z) и углов поворотов (p(z) сечений



N  N  N
е° “  Г ~ А ~  FF ’ (174)J  E d F  А EF

d(pr M Y M r Mr

ь - t ’ <175)
/

где F ,  Jx — соответственно площадь и момент инерции поперечного 
сечения стержня.

Как известно, гипотеза плоских сечений предполагает, что сечение 
стержня остается после деформации плоским. Второе важное допуще­
ние — пренебрежение деформациями сдвига. Тогда плоскость попе­
речного сечения останется перпендикулярной изогнутой оси стержня 
после деформации.

Ось стержня — геометрическое место центров тяжестей сечения — 
в деформированном состоянии показана на рис.8.48. Прогибы стержня 
в плоскости yOz  обозначены v(z). Ось стержня в деформированном со­
стоянии часто называют упругой линией стержня.

Физический смысл параметра деформации е0 ясен; он представля­
ет удлинение оси стержня. Сечение стержня как жесткая пластинка 
составляет угол п/2  с касательной к оси стержня. Учитывая положи­
тельное направление отсчета, принятое для угла (рх, следует записать:

<Pjc=-arctg” . (176)

Если углы поворота малы, то

<177)х dz

Угол поворота сечения равен (по модулю) производной от функ­
ции прогиба стержня.

Дифференцируя равенство (177), находим

(178)
dz  dz2

Параметр изгибной деформации при малых углах поворота сечения 
равен (по модулю) второй производной прогиба.

Замечание. Допущение об отсутствии сдвига существенно упрощает картину де­
формации стержня при изгибе. Стержень можно представить в виде проволоки (ось



стержня), к которой припаяны жесткие пластинки (поперечные сечения). Прогибы оси стержня 
и ее растяжение полностью определяют изменение расстояний, а следовательно, и деформации 
во всех точках стержня.

Геометрическая картина изгибной деформации. Рассмотрим чис­
то изгибную деформацию, когда удлинение оси стержня отсутствует 
( Ео= 0 ). Картина деформации приведена на рис.8.49. Угол поворота 
сечения стержня фх показан в положительном направлении.

Рис. 8.49. Геометрическая интерпрета­
ция изгибной деформации

Отрезок АВ  на расстоянии у 
после деформации приобретает 
длину А*В*. Отрезок AqB0 на оси 
стержня после деформации со­
храняет свою длину ( е0 = 0):

AqBq = А В =  А*фо = ds . (179)

Деформация растяжения во­
локна на расстоянии у  от оси 
стержня

А*В*-  АВ 
£z~ АВ

d<or (Rv + y ) - d s  d (.Pv= j M ^ L _ s j c y;  (180)

здесь использовано очевидное 
соотношение

ds =  Rydq>x . (181)

Величина R y  выражает радиус кривизны упругой линии. Кривизна 
кривой — величина, обратная радиусу кривизны:

1 Лр*

<182)

Деформация удлинения оси стержня может быть добавлена к чи­
сто изгибной деформации, и тогда

/ 1 0 1 4E z= eo+ 3’^ sT- (183)



При малых поворотах сечений соотношения (183) и (173) совпада­
ют, так как

Применение условия (185) практически возможно при углах пово­
рота до 20-30°.

Замечание. Переход от уравнения (176) к (177) связан с использованием условия 
(185). В общем случае из соотношения

после дифференцирования по z получаем

Если углы поворота сечения малы и условие (185) выполняется, то 
формулы (173) и (183) совпадают.

Уравнение упругой линии стержня. Продолжим рассмотрение из­
гиба в одной из главных плоскостей (в плоскости yOz)  и будем счи­
тать, что нормальные усилия N  в сечениях стержня отсутствуют. Тог­
да из уравнений (175) и (178) находим

V /
(184)

и при

(185)

получим
d s =  dz . (186)

(187)

Так как

находим из соотношения (187)

d< ?x _  J _

ds Ry
cFv/d^ (188)

[ 1 + ( dv/dz )2 ]3/z '

d \ { z )  _  Mx(z) 
dz2 EJx(z) ■

(189)



Полученное соотношение представляет уравнение упругой линии 
в дифференциальной форме.

Проинтегрировав обе части уравнения (189) от 0 до z, получим

dv  , ч f Mx(z 0  . dv— (z) = -  I ———- azi + — dz J £^(zi) dz (0), (190)

где zj — переменная интегрирования ( 0 < Zj < z ). В последнем равен- 
dvстве —  (0) — угол поворота (точнее, угол поворота в сечении стержня 
dz

z = ° ) .
Проинтегрировав обе части равенства (190) в тех же пределах, най­

дем

V(2)= " И  ^ 2& 1+ V(°)+  ^ (°)Z ’ (191> 0 0 *  z

где v(0) — прогиб стержня в сечении z =0.
Уравнение (191) представляет собой уравнение упругой линии,. 

Входящие в него значения прогиба и угла поворота сечения при 
z = 0 определяются из условия закрепления стержня и граничных ус­
ловий.

Замечание. Напомним, что величина интеграла не зависит от обозначения перемен­
ной интегрирования. Например:

j  х2d x =  J  J *?4ixi= .

Одинаковое обозначение переменной интегрирования и переменного предела ин­
тегрирования может приводить к недоразумениям, поэтому в равенствах (190) и (191) 
вводятся обозначения z\ и zi.

Пример 1. Прогиб консольного стержня постоянного сечения под
действием сосредоточенной силы Р

У

I:
i

(рис.8.50). Стержень называется кон- 
^ сольным, если одно из концевых се-

_z чений жестко закреплено, а другое
P/f 

3EJX

р(з свободно. Жесткое закрепление в се- 
' ----  чении z=0 (заделка) означает, что

dv
Рис. 8.50. Прогиб консольного стер- у (0) =  0  , —  (0) =  0 ,
жня под действием сосредоточен- dz

ной силы



т.е. смещение и угол поворота в заделке отсутствуют. Изгибающий 
момент в сечении z

Mx(z) = Р  ( I — z ).

Из уравнения (191) получаем
Z 2 1 Z

ИЛИ

Наибольший прогиб будет z = / :

Пример 2. Прогиб консольного стержня постоянного сечения под 
действием распределенной нагрузки (рис.8.51). Решение начинаем с 
определения изгибающего момента в сечении. Равнодействующая сил, 
приложенных к отсеченной части, равна q { l — z ); плечо равнодейст­
вующей ( /  -  z ) /  2, следовательно,

Mx(z) = — q (I  — z )2 | .

Из уравнения (191) находим

V(z)= ~ 2 EJ j  J ( / _  z2)2dz2 dzl=  ~ 2 E j  \  (/2zl~  /z? + | zl )  = 
x 0 0 *02EJX

( \

Прогиб конца стержня ( z =  I)

Пример 3. Прогиб двухопорного стержня постоянного сечения под 
действием распределенной нагрузки (рис.8.52). В опорах стержня воз­
никают реакции



Рис. 8.51. Прогиб консольного стержня 
под действием распределенной нагрузки: 
а — расчетная схема; б  — эпюра изги­

бающих моментов

8
Рис. 8.52. Прогиб двухопорного стер­
жня (балки) под действием распреде­

ленной нагрузки: 
а — расчетная схема; б — эпюра из­

гибающих моментов

r a ~  r b ~  2 q l '

Изгибающий момент в сечении z

Mx(z) -  ~ ^ q lz+  | qz:г .

В рассматриваемом случае условия закрепления таковы: 

v(0) = 0 , v(Z) = 0 .

Из уравнения упругой линии (191) находим

v(z)= ^  f  f  ( i z 2 ~ dz { + f z m z .
О О

После интегрирования получим' Ч <

v(z) = Ч (fc3 -  h z * )  + Ф"(0) z .

Из краевого условия при z  = I определяем

dv( 0) дР 
dz



Производная от функции в начале координат отрицательна (рис.8.52). 

Подставляя значение ^  (0) в уравнение упругой линии, получаем

v(z):
12EJr

Наибольший прогиб при z = 1 /2 :

1
2 '

V У

= 5 д Г  
384 EJY

Замечание. В технической литературе стержень, работающий на изгиб, часто на­
зывают балкой. Особенно распространено такое наименование в строительной техни­
ке, судостроении и в других областях. Так как термин «стержень» обозначает гео­
метрическую форму элемента конструкции, то в дальнейшем преимущественно он и 
будет использоваться. В старой технической литературе вместо термина «стержень» 
использовался термин «брус», который сейчас практически вышел из употребления.

Основная форма дифференциального уравнения плоского изги­
ба стержня. Ранее было установлено дифференциальное уравнение 
изгиба (уравнение (189)). Запишем его в следующей форме:

EJx(Z)<̂ 1= ~ M x ( Z ) '

(192)

После интегрирования уравнения (189) или (192) были получены 
значения прогиба v(z) и угла поворота dv /  dz  (соотношения (190) и 
(191)). Однако во многих случаях более удобно определить в резуль­
тате интегрирования все основные параметры: прогибы, углы поворо­
та, изгибающие моменты и перерезывающие силы. Для этого следует 
перейти к другой, эквивалентной форме дифференциального уравне­
ния изгиба.

Дифференцируя равенство (192) по z и используя уравнение рав­
новесия (82), получим

d
dz

EJJz) d\>{z)
dz2

=  -< 2 v (z ) . (193)

Снова повторяя дифференцирование и ссылаясь на соотношение 
(81), приходим к следующему дифференциальному уравнению:

К .
dz2

EJJz) (f^yjz)
dz2 -  <7v(z) • (194)



Это и есть основная форма дифференциального уравнения пло­
ского изгиба стержня.

Для стержня постоянного сечения (Jx(z) = const) уравнение (194) 
будет таким:

dV(z)
dz4

gy(z)
EJr

(195)

Дифференциальное уравнение определяет широкий класс функций. 
Из него должна быть выбрана функция, удовлетворяющая краевым ус­
ловиям задачи (т.е. условиям закрепления концов стержня). Разберем эти 
условия при z  = 0 ; при z = I они имеют точно такой же вид.

dvКонец заделан (рис.8.53,a): v(0) = 0 , —  (0) = 0 .

Шарнирное закрепление (рис.8.53,б): v(0) =

d^v dСвободный конец (рис.8.53,в): —~ (0) = 0 , —
dzT dz

d \Загруженный конец (рис.8.53,г): —г (0) = -  ,
dzr Ых(\))

d \
о ,  ^ ( 0) =  0 .

dz2

EL =  0 .
z -  0

м

d_
dz EL d\>

dz2
= - P .

2  =  0

I

Если производная dJx /  dz  огра­
ничена при z = 0, то второе условие 
для свободного конца может быть 
принято в более простом виде:

d3v
dz3

(0) = 0 .

м

Рис. 8.53. Виды закрепления конца 
стержня:

а  — заделка; б — шарнирное закреп­
ление; в — свободный конец; г — за­

груженный конец

Условия на загруженном конце 
согласованы с правилами знаков 
для Мх и Qx и условиями (192) и 
(193) (см.рис.8.3).

Уравнение (174) представляет 
собой дифференциальное уравне­
ние четвертого порядка, и для одно­
значности решения должны быть 
заданы четыре краевых условия (по 
два на каждом конце). При наличии



сосредоточенных моментов и сил должны быть заданы скачки произ­
водных в соответствующих сечениях.

Замечание. Уравнение (194) называется основным, так как объединяет основные 
уравнения изгиба: геометрические, физические и статические. Уравнение (192) включа­
ет уравнения равновесия только косвенно (при определении изгибающего момента).

В форме (194) уравнение изгиба используется в задачах колебания и устойчивости 
стержней и других задачах, где требуется более полный анализ. Уравнение изгиба в ос­
новной форме является разрешающим, т.е. позволяет по заданной функции q(z) найти 
основные параметры задачи без предварительного определения изгибающего момента в 
сечении.

Д иф ф еренциальное уравнение плоского изгиба в м атричной 
форме. Уравнения изгиба (194) можно представить в виде совокупно­
сти четырех уравнений первого порядка. Введем следующие функции 
y,(z) ( i '=  1 ,2 ,3 ,4), подлежащие определению:

У №  = v(z), y2(z) = , y3(z) = Mx(z) , y4(z) = Qy( z ) .

Тогда из уравнений (192) — (194) получим 

y \ ( z )  = y2(z ) , y2\z )  = -  y3(z), y3'(z) = y4(z), y4'(z) = qy{z) , (196)

где штрих означает производную по z.
Систему уравнений (196) запишем в матричной форме

{/}= М ]{у}+ (F}, (197)

где вектор состояния

{у}Т= {У1 . У2 > Уз> 3’4}= {v > v'> Мх> QyЬ  ( 198)

матрица

0 1 0 0
0 0 -1  / (EJX) 0
0 0 0 1
0 0 0 0

вектор внешней нагрузки

И Т = {о, 0 , 0 , qy(z)} .  (199)



Уравнения в матричной форме 
хорошо приспособлены для числен­
ного интегрирования на ЭВМ. Обыч­
но для этих целей используются ме­
тод Рунге — Кутта и его различные 
модификации. Но весьма эффектив­
ным для решения уравнения (197) 
является метод последовательных 
приближений.

При наличии сосредоточенных 
силовых факторов их следует заме­
нить эквивалентными распределен­

ными нагрузками, действующими на малых участках (рис.8.54).
При действии силы Р  на участке 8 (рис.8.54,а) прикладывается рас­

пределенная нагрузка
qP= P / 5; (200)

Момент М  (рис.8.54,б) заменяется парой распределенных нагрузок 
и интенсивностью

qM = МУ  S2 . (201)

Величина 5 в равенствах (200) и (201) может быть задана произ­
вольно, но она должна отражать реальные условия нагружения и осо­
бенности передачи сосредоточенных усилий на конструкцию (ширину 
накладок, местные утолщения и т.п.).

Замечание. Следует отметить, что понятие сосредоточенного воздействия явля­
ется идеализированным. В действительности такие воздействия осуществляются в ви­
де распределенных нагрузок на малых участках (см.рис.8.27).

Статически неопределимые задачи изгиба стержней. Если сило­
вые факторы в сечении стержня (изгибающий момент, перерезываю­
щая сила) не могут быть определены из условий равновесия (отсечен­
ной части), то такие задачи относят к числу статически неопредели­
мых. Рассмотрим несколько примеров решения подобных задач.

Пример I.Стержень под действием распределенных усилий. Одно 
из концевых сечений заделано, другое шарнирно оперто (рис.8.55,а). 
В системе имеется «лишнее» закрепление — шарнирное закрепление 
в точке А. Отбросим «лишнее» закрепление, заменив его неизвестным 
усилием Х х (рис.8.55,б).

Тогда получим статически определимую систему, которая называ­
ется основной. По условиям задачи

v(/)= 51Р+ *j6n = 0, (202)

Яр

-* 4 ~
а

Ям

Рис. 8.54. Замена сосредоточенных 
воздействий распределенными



где 5ip — прогиб точки А от за­
данной нагрузки Р  в направлении 
усилия Xi,  5ц — прогиб от еди­
ничной силы, приложенной в точ­
ке А, в направлении усилия Х х.

Н аправление неизвестного 
усилия всегда предполагается 
заранее. Если в результате реше­
ния н еи звестн ая  в е л и ч и н а ^  
получается со знаком минус, то, 
следовательно, она направлена в 
противоположную сторону. Зна­
чение 5ip может быть взято из 
решения задачи, представленной 
на рис. 8.51:

х _ <llA
'р ш х -

Величина 6ц определяется из 
решения задачи, представленной 
на рис. 8.50:

8ц =
Iе

3EJr

Теперь из уравнения (202) на­
ходим

ЭМЯ

В

ЭМх,

эм

Г'ЗПЖ i n . u i lA
I

/ | \  Z

г
ш и т - 1

Л
LTTTTI I 1! I I I I 1 I М I LLU-Ь**

z

[у Зд1г

ш Ж .
8

5 /  8 I

Рис. 8.55. Решение статически неопреде­
лимой задачи изгиба: 

а — расчетная схема; б — основная (эк­
вивалентная) система; в — эпюры изгиба­

ющих моментов

Эпюры изгибающих моментов (от нагрузки q, реакции в средней 
опоре и суммарная) показаны ha рис.8.55.

Пример 2. Стержень на трех шарнирных опорах под действием 
распределенной нагрузки (рис.8.56,а). Первый этап расчета — превра­
щение системы в статически определимую путем отсечения «лишних» 
связей и замены их действия неизвестными усилиями (рис. 8.56,о). Вы­
берем основную систему в виде балки с двумя шарнирными опорами.

Прогиб в точке А отсутствует, й потому

+ Х\ 8i 1 — 0 .1°1Г (2Г>3)
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Прогиб от внешней нагрузки в 
основной системе 5jp может быть 
определен из ранее решенной за­
дачи (рис.8.52). Учитывая, что об­
щая длина балки 21, найдем

5 д (2/)4 _  5.5*1
Ъхр 384 EL 24 EJr

Величину 5ц — прогиб в на­
правлении .Xi от единичной силы 
того же направления — принима­
ем из решения, приведенного вы­
ше:

1 ( 2 1)3 I / 3
6И = ------------- г-  =48£Л 6EJr

Рис. 8.56. Расчет балки на трех опорах: 
а — расчетная схема; б  —  основная (эк­
вивалентная) система; в  — эпюры изги­

бающих моментов

Теперь из уравнения (203) на­
ходим

* 1= 7 9 / .

Эпюры изгибающих моментов (от нагрузки д реакции в средней 
опоре и суммарная) приведены на рис.8.56,в.

Замечание. Общий прием решения статически неопределимых задач изгиба (от­
брасывание лишних связей, замена их неизвестными усилиями и определение послед­
них из условий закрепления) составляет метод с и л •

Учет деформации сдвига при изгибе стержня. Как уже указывалось, 
для коротких стержней и для стержней из материалов с небольшим со­
противлением сдвигу (композиционные материалы) перемещения, вы­
званные деформацией сдвига, оказываются соизмеримыми с перемеще­
ниями при деформации изгиба. Экспериментальные исследования и ана­
лиз точных решений показали, что деформации сдвига можно рассмат­
ривать независимо от деформации изгиба (модель Тимошенко). На рис. 
8.57 показана деформация сдвига консольного стержня под действием 
поперечной нагрузки Р. Сечения стержня получают перемещения вдоль 
оси у, взаимный поворот сечений отсутствует.

Деформацию сдвига на оси стержня между направлениями у  и z 
при работе материала в упругой области можно принять следующей:



fy z=  *y(z)
g y f r )

GF(z)' (204)

где G модуль сдвига; F(z) — площадь поперечного сечения; Qy(z) — 
перерезывающая сила в сечении; Ky(z) — безразмерный коэффициент, 
учитывающий неравномерное распределение касательных напряжений 
при поперечном изгибе (рекомендации по определению величины Ку бу­
дут даны ниже).

Перемещение и деформация сдвига эле­
мента стержня показаны на рис. 8.58.

Кроме поступательного смещения на 
усд (z)> элемент может повернуться как жес­
ткое целое на угол ф0, одинаковый для всех 
элементов стержня, так как взаимный пово­
рот сечений отсутствует. Приращение про­
гиба, вызванное деформацией сдвига на 
участке dz

Q  Рис. 8.58. Перемещение и
dvc„ (z) = Ку dz  + фо dz  , (205) деформация сдвига элемен-

GF  та стержня при деф орма­
ции сдвига

откуда

(206)

Проинтегрировав обе части равенства в пределах от 0 до z, найдем

Qvусд(2)=  j  K y - ^ d z +  Усд(0)+ ФоZ , (207)



где vCA(0) и фо — соответственно прогиб и угол поворота сечения 
z = 0.

Уравнение (207) — основное уравнение для определения прогиба 
стержней в результате деформации сдвига.

Пример I. Определить прогиб сдвига для консольного стержня 
под действием усилия Р  (см.рис. 8.57). Перерезывающая сила в сече­
нии стержня Qy = Р. По формуле (207) находим прогиб на конце (угол 
поворота сечения и прогиб при z=0 отсутствуют):

УСД № -  -Ку Q p  '

Прогиб конца стержня в результате изгиба, как было установлено 
выше, равен

Р1г
^ = ш х -

Отношение прогибов
УСД (0 „  Ш Х (208)
vn (0 у  GFl2

Для прямоугольного сечения b x h  (h — высота сечения)

F =  bh ,  Jx = bh3 /  12.

Касательное напряжение при изгибе стержня прямоугольного се­
чения на оси

_  i Q l
^шах 2 р  ’

деформация сдвига
_ ^тах _  3 Qy 

Jyz ~ G ~ 2 G F '

Приняв Ку = 3/2, получим для прямоугольного сечения

1 _ 3 Е 
8 G i 2 '

Для обычного конструкционного материала 

E / G =  2 ( 1 +  ц ) ,



где ц — коэффициент Пуассона.
Отношение прогибов сдвига и изгиба

1 3 , ,  л hz 
Х= 4 { 1 +  Ц ) ^ -

При высоте сечения h = / проги­
бы п р и б л и зи тел ьн о  одинаковы. 
При расчете на прочность зубьев 
шестерни, витков резьбы деформа­
ция сдвига долж на обязательно 
учитываться.

Пример 2. Определить прогиб 
двухопорного стержня в результате 
деформации сдвига (рис. 8.59).

Реакции в опорах

1
Я д -  2 ?/■

У
П*‘ J i Ra

Ш Ш М Ш П 1

Рис. 8.59. Определение прогиба сдви­
га двухопорной балки

Перерезывающая сила в сечении

С Ш =  ~ \ q l +  q z .

По формуле (207) находим прогиб двухопорного стержня

f ^  
УСД (Z)  =  J Q P dz\ + ФQz .

Для стержня постоянного сечения

VCA(z ) =  ~§F2^lZ~ ф ° 2 ‘

Из условия vCfl ( 0 = 0  находим ф0 = 0 .
Последний результат можно установить сразу, так как сечение 

z = 1/2 не поворачивается вследствие симметрии.
Окончательно получим

у с д (2 )=  ~ 2G F ? ( / z ~  ■z 2 ) -



Зам ечан ие. Нельзя сделать вывод, что сечения стержня вообщ е не поворачиваются 
при деф орм ации сдвига. Если, например, в задаче на рис. 8.59 половина балки имела 
бы другие размеры сечения, то фо* 0. При наличии заделки или плоскости симметрии 
Фо =  0.

Уравнение упругой линии стержня при изгибе в двух главных 
плоскостях. Как уже указывалось, если нагрузки действуют в плоско­
сти, совпадающей с одной из главных, то стержень испытывает пло­

ский изгиб. В этом случае упругая 
линия стержня является плоской 
кривой.

Однако часто нагрузки дейст­
вуют не в главной плоскости или 
даже не в одной плоскости либо 
стержень обладает начальной за­
круткой (воздушные винты и др). 
Тогда приходится решать задачи 
пространственного изгиба стерж­
ня.

На рис. 8.60 рассматриваются 
изгиб и растяжение лопатки тур­
бины. Главные оси сечения х, у  по­
вернуты относительно осей конст­
рукции ;c0 , уд на угол а  (ось х0 на­

правлена вдоль оси вращения; ось z — вдоль оси лопатки в радиаль­
ном направлении).

В сечении z действуют растягивающее усилие N  и изгибающие мо­
менты МХо и Муо. На рис. 8.60 они изображены векторами, причем мо­
мент стремится осуществить поворот против часовой стрелки, если 
смотреть от конца вектора момента к его началу (правая система ко­
ординат). Наиболее важное правило при исследовании пространствен­
ного изгиба состоит в следующем: изгибы в главных плоскостях мож­
но рассматривать независимо друг от друга.

Изгибающий момент, действующий в главной плоскости yOz (рис. 8.61):

Мх = МХ(> cos а  + МУа sin а  . (209)

По уравнению (189)

Мх I
= -  ^7~ = -  ( м х0 cos а  + МУо sin а ) . (210)

Изгибающий момент, осуществляющий изгиб в главной плоскости xOz  :

Му.

"Ус

Рис. 8.60. Изгиб стержня в двух глав­
ных плоскостях (YOz и ХОг)\ 

а —  изгиб лопатки компрессора (изги­
бающие моменты изображаю тся векто­

рами); б  —  правило изображения



М у = М уо cos а  -  МХо sin а . (211)

Из уравнения (16) при отсутствии 
температурной деформации и при по­
стоянном модуле упругости получаем

Рис. 8.61. О пределение изгибающе- 
го момента относительно главных 

осей

d<Py
dz

М,
EJy

(212)

стертня

Рис. 8.62. Пространственная упру­
гая линия стержня

где Jy = j x ^ d F — момент инерции сече­
те

ния относительно оси у.
Будем обозначать компоненты сме­

щения центра тяжести сечения по осям 
х  и у  соответственно u(z) и v(z). Учиты­
вая принятое правило знаков для углов 
поворота сечения (рис. 8.62) и считая 
их малыми, имеем

dv(z)

du{z)

(213)

(214)

(Объясните, почему формулы (213) и (214) имеют в правых частях 
разные знаки !)

Из соотношений (211), (212) и (214) находим

Л/у 1—f  = —-  ( М . cos а  -  Мх sin а ) . 
EJV EJ, уо х°

d2u
dz2 “ Jy

(215)

В общем случае изгиба упругая линия является пространственной 
кривой — точки оси стержня смещаются по направлениям х  и у. Урав­
нения (210) и (215) определяют прогибы стержня в общем случае из­
гиба.

Напряжения в точках поперечного сечения стержня находятся по 
формуле (18):

Мг Му_
Х J 'JyG = ' J + y  J,

(216)



Зам еч ан ие. П риведенны е уравнения пространственной упругой линии относятся 
к призматическим стержням. Если главные оси сечений в начальном состоянии вза­
имно повернуты (стерж ни с первоначальной закруткой: воздуш ные винты, лопатки и 
т.п.), то уравнения (210) и (215) дают компоненты вектора кривизны, которые следует 
проектировать на общ ие оси х 0 , у0.

Пример. Стержень прямоугольно­
го сечения изгибается силой Р  и рас­
тягивается усилием N  (рис. 8.63). Тре­
буется найти напряж ения в точках 
стержня и перемещения точки прило­
жения сил. Главные оси сечений — 
оси х, у.

Изгибающие моменты в опасном 
сечении (т.е. в сечении, где имеются 
точки с наибольшими напряжениями) 
определим двумя способами. Сначала 
определим общий момент, модуль ко­
торого М Р = Р1,  а проекции момента 
на оси х и у

Мх = - P I  sin а ,  М у = PI cos а .

Рис. 8.63. Пространственный изгиб Более просто в рассматриваемом
стерж ня примере разложить усилие Р  на со­

ставляющие Рх и Ру и найти значения 
Мх и Му. Напряжения в поперечном сечении

N  Мх Му 
а =  Стр+ сти = —+ у —  + x - f - ,

Г  J x  J y

где  а р — напряжение растяжения, распределенное равномерно по 
площади поперечного сечения; сти — напряжения изгиба:

М г М ,
° и =  у ~г -  х ~ ^  ■

х  у
(217)

В поперечном сечении существует линия, в точках которой напря­
жение изгиба равно нулю. Она называется нейтральной. Уравнение 
этой линии, проходящей через центр тяжести сечения, имеет вид

М г
<*„= у- -  х ?-о.

Jy

М, л
MX Jy



В рассматриваемом примере

1 ,
х

cosa
sm a

Если Ь = Л, то нейтральная линия перпендикулярна плоскости дей­
ствия нагрузки.

32. Полупространственные модели стержня
В обычной теории стержней нормальные напряжения направлены 

вдоль оси стержня; нормальные напряжения, действующие «в плоско­
сти сечения», т.е. перпендикулярно оси стержня, считаются отсутст­
вующими (гипотеза о ненадавлива- 
нии волокОн стержня).

В некоторых случаях, например 
при неравномерном нагреве стерж­
ней с массивным поперечным сече­
нием, пренебрегать указанными на­
пряжениями нельзя.

Основные уравнения. Нормаль­
ные напряжения в поперечном се­
чен и и . Рассмотрим сначала стер­
жень постоянного сечения, загру­
женный по торцам моментами и осе­
вым усилием (рис. 8.64). Темпера­
турное поле по длине стержня не изменяется. В этих условиях можно 
считать напряжения и, следовательно, деформации постоянными по 
длине стержня.

Из уравнений совместности деформаций (см. разд .11) после при­
равнивания нулю производных по z  находим

Рис. 8.64. С терж ень с постоянными 
напряж ениями по длине

Э2̂ э Ч

Эу2
= О,

д \  
йх ду = 0. (218)

При постоянных по длине стержня напряжениях и деформациях 
осевая деформация ez распределяется по поперечному сечению по ли­
нейному закону относительно координат х н у :

ez = с0 + c ,x+  сгу. (219)

Соотношение (219) удовлетворяет условиям (218). В соответствии с 
принципом независимости действия сил кручение стержня можно рас­



сматривать в пределах упругих деформаций отдельно, и в дальнейшем 
будем считать M z = 0. При действии изгибающих моментов и осевой си­
лы линейное распределение £z эквивалентно гипотезе плоских сечений. 

В соответствии с гипотезой плоских сечений (см. разд.27)

Ч - £ » +  « .  <2 2 0 >

где параметры деформации Ео, d($x/ d z ,  d t y /d z  в рассматриваемом 
случае — постоянные величины.

На основании обобщенного закона Гука имеем

ez = ^ [< * 2 - ^ ( сх + ° у ) ] + а 7 \  (221)

Используя соотношение (220), находим 
г j .~ \

-  Е а Т +  ц ( а х + G y ) . (222)a z = Е
d(?x d <.ру

* + y i b - x i £

Условия равновесия отсеченной части стержня

Jctz <*F= N ,  j a y d F =  Мх , j a zx d F =  - M y  (223)
F  F F

приводят к системе трех уравнений относительно параметров дефор­
мации Ео, dtyx / d z  и dtyy/dz.

Для главных осей сечения х, у, удовлетворяющих условиям

J E x  dF=  0 , J E y d F =  0 , J E x y d F =  0 , (224)
F  F F

указанные уравнения существенно упрощаются.
После нахождения параметров деформации из равенства (222) по­

лучаем
dz = ои + сгтем + <Уд0П, (225)

где изгибны е сти и тем пературны е отем напряжения определяются 
прежними формулами (разд.27), а дополнительные напряжения

j ц ( ох + ау ) dF

<*доп= - Е  -----------т-----------+ f j » ( o x + O y ) y d F +



Оу) (226)

Нормальные напряжения в по­
перечном сечении стержня зави­
сят от напряжений ах и оу, дейст­
вующих «в плоскости поперечного 
сечения».

Напряжения в плоскости по­
перечного сечения. На р и с .8.65 
показан элем ент стержня,выде­
ленный двумя поперечными сече­
ниями на расстоянии dz  друг от 
друга.

Напряжения ах , ау и х^ будем 
для краткости называть напряже­
ниями в плоскости поперечного 
сечения (точнее, напряжениями, 
векторы которых лежат в указан­
ной плоскости). Так как напряжения не зависят от z и составляющие 
массовых сил отсутствуют,™ первые два уравнения равновесия будут 
удовлетворены, если положить

Рис. 8.65. Напряжения в плоскости по­
перечного сечения стержня

э2f

дх2 ' Хху
д 2f

дх д у ’
(227)

где F =  F(x,y) — функция напряжений.
Третье уравнение равновесия будет удовлетворено, так как напря­

жение ст2 постоянно по длине, а касательные напряжения х^  и т^  от­
сутствуют (кручение стержня не рассматривается). Из соотношений 
упругости следует, что

[ о . И(<*у + а2 )] + а  Т=
1 э2f  

Эу2 '
d2F
дх2

+ а Г - ц | ,  (228)

Е у= р  I c i y -  \ i ( o z +  с х ) ] +  а Т =  -
cPf  d2F
дх‘

-  И
Эу2

+ а  Т -  |х (229)

1 2 ( 1 +  а )  д2Р
УхУ G %ху Е дхду  ‘



Рассмотрим теперь уравнения совместности деформаций (см 
разд.11). Из первого уравнения и зависимостей (228) — (230) получаем

' 1 Э э2 ' \  a V + 2 * f l + ц  d*F )
дх2. l ^ J V [ Е д ? ) дхду Е дхду\  J

' М Э ¥ 1 $L
Эх2 E dx2V /

= - V 2( a T ) +  V2 (231)

где V — двумерный оператор Лапласа:

- £ + 2 -  
а .2

Рис. 8.66. Краевые условия для 
функции напряжений

Все остальные уравнения совмест­
ности деформаций будут выполняться. 
Уравнение (231) представляет собой 
уравнение плоской задачи с дополни­
тельным членом, зависящим от напря­
жения az.

Краевые условия для функции на­
пряжений вытекают из условий равно­
весия элемента, примыкающего к кон­
туру стержня (рис. 8.66):

ах cos ( v , х ) +  Хф cos ( v , у ) = рх , 

СТу COS ( V , у  ) +  Tjy cos ( V , X ) =  Ру ,
(232)

где v — вектор нормали к контуру; р х , ру — распределенная нагрузка 
на поверхности в мегапаскалях); c o s (v , дс), c o s(v , у )  — косинусы 
углов йежду направлением v и осями х и у. Распределенные нагрузки 
Рх и Ру должны быть постоянными по длине и самоуравновешенными. 
Используя зависимости (227), получаем краевые условия (в точках 
контура) для функции напряжений:

Эу2
c?F
дх2

cos ( v , х ) -  

cos ( v , у ) -

d*F cos ( v , у ) = р х , 

^ ^ c o s i v . x ) - р у .

дх Эу 

d2F



Расчет стержней по полупространственной теории. Напряжения 
в стержнях описываются связанной системой уравнений (225) и (231) 
(в уравнение (225) входят |i ( a * +  Оу) , в уравнение (231) — величина 
Ii o z / E ) .

Для случая постоянного коэффициента ц уравнение плоской зада­
чи (231) может быть решено независимо от уравнения (225). В боль­
шинстве практических задач допущение ц =  const не вызывает сущест­
венной погрешности.

При постоянном д из соотношения (225) получаем
(  . V

-  V2 ( а  Т)  + (X V2м
ЕV

= Ц
1 c?F 1 Э 2F 
Е дх2 + Е  Эу2

(234)

Простой вид равенства (234) связан с тем, что формулы (225) со­
держат линейные члены относительно х  и у, которые после двукрат­
ного дифференцирования исчезают. Внося значение (234) в уравнение 
(231), получаем

.91 f \ a V э2 С -л \  1 d2F 2 Э2 Г 1 #F Л
ate2 Е дх2\  J+ Эу2 Е д у 2

К У
1 -  (х Эх Эу Е дхду\  )

Ц ' э2 ' \ сРр э2
/  о \

1 d2F
1 - ц .йс2 Е ду2К J ) V E d J\  J 1 -  И

V ( а  Г ) . (235)

Наконец, при постоянном модуле упругости Е из уравнения (235) 
находим

74г 1

где V4

V4 = ( V2 )2 =

1 -  ц

бигармонический оператор:

V2(oc Т ) , (236)

' э !  Э^" ' д2 Э2 )
дх2 Эу2 V J  ) дх2 +\ ду2 )

+ 2
дх4 дх2 ду2 Эу4 '

Уравнения (235) или (236) являются уравнениями плоской задачи 
теории упругости (задачи о плоской деформации) для области, пред­
ставляющей собой поперечное сечение стержня.

После решения плоской задачи становятся известными значения 
ох и Оу которые подставляются затем в равенство (226). Полученные 
результаты распространяются на приближенный расчет стержней пе­
ременного сечения при наличии поперечных нагрузок. Уравнения



(225) и (235) используются для каждого сечения независимо от других, 
как это принято в обычной теории стержней.

Касательные напряжения изгиба определяются из уравнений рав­
новесия.

Зам ечан ия 1. Из приведенного реш ения следует, что напряжения в плоскости се­
чения связаны главным образом с действием неравномерного нагрева. Если ко эф ф и ц и ­
ент Пуассона постоянный и распределенны е усилия на боковой поверхности отсутству­
ют, то в равномерно нагретом  стерж не а* =  0 , оу= 0 , х^у= 0 (однородное уравнение 
(235) при однородных краевых условиях имеет только нулевое решение).

2. Возникновение указанных напряжений при изменении коэф ф ициента Пуассона в 
точках поперечного сечения не имеет практического значения ввиду малости этих на­
пряжений. Сказанное подтверж дает используемую в обычной теории стержней гипотезу 
об одноосном напряженном состоянии, за исключением случаев неравномерного нагрева 
сечения стержня и (или) значительной (самоуравновешенной) поперечной нагрузки.



Г  л а в  а  9

ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ ЭНЕРГИЯ ДЕФОРМАЦИИ. 
ВАРИАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА КОНСТРУКЦИЙ. 

ОБЩИЕ СВОЙСТВА УПРУГИХ СИСТЕМ

Ранее для анализа распределения напряжений и деформаций при­
менялись дифференциальные методы, основанные на геометрических, 
статических и физических соотношениях, описывающих поведение ча­
стицы материала или элемента конструкции. В результате получались 
дифференциальные уравнения, характеризующие «условия жизни» 
малого элемента. Интегрирование указанных уравнений давало описа­
ние работы всей конструкции, т.е. учитывало совместную работу всех 
сопряженных элементов. Краевые условия при интегрировании диф ­
ференциальных уравнений отражали особенности поведения элемен­
тов, примыкающих к границам тела. Однако существуют и другие ме­
тоды анализа, которые могут быть названы вариационными.  Эти ме­
тоды основаны на изучении общих количественных характеристик 
конструкции (функционалов), таких, как энергия деформации, работа 
внешних сил при деформации конструкции и т.п. Условие, в соответ­
ствии с которым функционал для всей конструкции должен приобре­
тать минимальное значение, накладывает определенные ограничения 
на поведение каждого элемента. Эти ограничения или условия описы­
ваются как раз теми дифференциальными уравнениями, которые изу­
чались ранее. Таким образом, дифференциальные и вариационные ме­
тоды не противоречат друг другу, а взаимно дополняют друг друга. 
Общность анализа, возможность использования приближенных мето­
дов, удобных для численной реализации на ЭВМ, делают вариацион­
ные методы весьма важными для прочностного анализа конструкции.

Вариационные методы связаны с понятием функционала. Функци­
оналом  называется скалярная величина (число), зависящая от поведе­
ния функции или нескольких функций в определенной области. На­
пример, длина кривой, соединяющей две заданные точки пространст­
ва, является функционалом; он имеет минимальные значения для ли­
нейной функции (прямой).

Вариационные методы приложимы для различных моделей матери­
ала, но в дальнейшем ограничимся рассмотрением работы конструк­
ций в упругой области.



33. Потенциальная энергия деформации

При деформации упругое тело накапливает энергию деформации 
за счет работы внешних сил. Сжатая пружина может возвратить затра­
ченную на ее сжатие работу, так как обладает потенциальной энер­
гией деформации. Это явление используется в ряде технических уст­
ройств (заводные пружины часов, пружины воздушных тормозов же­
лезнодорожных вагонов и т.п.). Ближайшая задача состоит в получе­
нии общих формул для определения потенциальной энергии дефор­
мации, но начнем с рассмотрения простейшего случая — растяжения 
стержня.

Потенциальная энергия деформации при растяжении и сжатии 
стержней. Рассмотрим растяжение стержля усилием N  (рис. 9.1,а).

Усилие возрастает медленно от 0 до N  и по закону упругости: про­
порционально силе увеличивает­
ся удлинение стержня. Пренеб­
регая кинетической энергией ча­
стиц стержня и изменением их 
тепловой энергии в процессе на­
гружения, считаем по закону со­
хранения энергии, что потенци­
альная энергия деформации U 
равна работе внешней силы:

д/
£/= J t f ^ A / , ) ,  (1)

О

где N\  и А — значения усилия и 
удлинения в промежуточный момент нагружения.

По физическому смыслу интеграл (1) равен площади под прямой 
ОА  на рис.9.1,б:

U = ^ N A l .  (2)

При растяжении стержней

где Е  —  модуль упругости; F  — площадь поперечного сечения (изме­
нением F  в процессе деформации пренебрегают как малой величи­
ной); /  —  первоначальная длина стержня.

Рис. 9.1. Зависим ость силы N  и удлине­
ния Л I при растяж ении стерж ня: 

а  —  этап ы  н агр у ж ен и я ; б  —  и зм е н е ­
н и е  у с и л и я  и у д л и н ен и я  в п р о ц ес се  

нагр у ж ен и я



Множитель 1/2 в формуле (2) появился потому, что в процессе на­
гружения усилие было переменным (от 0 до N). Из равенств (2) и (3) 
получаем два эквивалентных выражения:

1 E F ( A l ) 2 
2 E F  2 I (4)

Введем понятие удельной потенциальной энергии деформации U\, 
или потенциальной энергии деформации, приходящейся на единицу 
объема. Тогда

где V — объем тела.
При растяжении стержня силой N  величина U\ одинакова для всех 

элементов стержня, и потому

где I F = V — объем стержня.
Из соотношения (4) находим

где ст= N / F  и е=  Д / /  / — напряжения и деформации в стержне.
Важное для дальнейшего рассмотрения равенство (6) можно по­

лучить непосредственно из уравнения (1).
Введем замену переменных, обозначив

где Ej = Д /] /  / — деформация в данный момент нагружения (новая пе­
ременная).

Тогда из равенства (1) получим

(5)
V

(6)

Д /| -  / ,

Е

О

Удельная энергия деформации
Е

£/, = J a ,  £fe,. (7)



найдем

Щ = \ е ч ,

У д е л ьн а я  п о т е н ц и а л ь н а я  
энергия деформации. Рассмотрим 
теперь общий случай определе­
ния потенциальной энергии де­
формации произвольно нагружен­
ного упругого тела. Сначала бу­
дем считать, что на элемент тела 
действуют только нормальные на­
пряжения (рис. 9.2). По граням 
элемента приложены напряжения 
ах , оу , az. Изменения этих вели­
чин, вызванные приращением ко­
ординат в пределах  элем ен та , 
можно не учитывать, так как со­
блюдаются уравнения равновесия.

Работа внутренних сил упруго­
сти в результате деформации бу­
дет такой:

d U =  ^-ox d y d z  £xdx+ ^ оу dz dx • Еу dy +

+ ~ a z d x d y e z dz = ^  ( ox e* + ay £y + az ez )d V ,

где d V =  d x d y d z .
Потенциальная энергия деформации

u = J J J v z *-z)dV >
v

а удельная потенциальная энергия деформации

U \ =  ^ ( о х ех + оу £у+ az ez ) .  (8)

что совпадает с равенством (6).

Рис. 9.2. О пределение потенциальной 
эн ергии  деф орм ации при трехосном 

растяж ении (сжатии)



В частном случае одноосного растяжения 
получаются прежние зависимости.

Перейдем к определению удельной по­
тен ц и ал ьн ой  энергии при д еф орм ац и ях  
сдвига. На рис. 9.3 изображен элемент тела, 
испытывающий деформацию сдвига в пло­
скости ху.

Первоначально прямой угол между осями 
х и у  после деформации изменяется на вели­
чину

Уху = У\ху+  У2ху • (9)

Работа внутренних сил упругости, харак­
теризующихся касательными усилиями на гранях элемента, может 
быть выражена таким образом:

dU= \  ( xxydydz ylxydx+ zyxdxdz y2xyd y) .

Множитель 1/2, как и раньше, связан со статическим приложением 
усилий (от нуля до максимального значения) к упругому телу.

Вследствие свойства парности касательных напряжений

тх у =  V -

С помощью соотношения (9) находим

dU= xyyxydV .

Удельная потенциальная энергия деформации при сдвиге в пло­
скости ху

U i = ^ xyyxy. (Ю)

Существенно , что удлинение ребер элемента не влияет на энер­
гию деформации сдвига, так как касательные напряжения не произво­
дят работы при деформациях £* и еу. Соотношения, подобные (10), 
справедливы при сдвиге в других плоскостях.

Объединяя результаты, полученные при исследовании деформа­
ции растяжения и сдвига, запишем общую формулу удельной потен­
циальной энергии деформации:

U\ — 2  ( £х + Gy Еу+ о2г2+ хху Уд у + Ту2 Уу2 + Tzx у^ ) .  (11)

Рис. 9.3. О пределение по­
тенциальной энергии 

деф орм ации при сдвиге

ЛЛЛ



В более кратком виде формулу (11) можно записать так:

и\ = | { стП е1= <12>

где {ст} и {е} — векторы напряжений и деформаций; т — знак транспо­
нирования.

Другие формулы для удельной потенциальной энергии деформа­
ции получаются из основной зависимости (11) при учете соотношений 
упругости (разд.16).

Если не принимать во внимание температурную деформацию, то 
для изотропного тела

£*= ^  Ю х -  Ц(сту + ст2 ) ] , . . . ,  у^=  ^  z x y , . . . ( x , y , z ) .  (13)

Подставив соотношения (13) в формулы (11), получим после не­
сложных преобразований

U[ = 2Ё [ °* + °У+ 2^(°хО у+ <*у°2+ ст2стЛ) +

+ 2 ( 1 +  ц ) ( т ^ , + ^ z + т ^ ) ] .  (14)

При выводе (14) была учтена зависимость между модулем упруго­
сти и модулем сдвига G:

С =  Е
2 ( 1 +  Ц ) ’

Формулу (14) можно записать в более кратком виде, если предста­
вить соотношения упругости в матричной форме (разд.16):

H = U ] |a } .  (15)

Тогда получим следующий результат:

Ux= ^{ст}т [Л]{ст}. (16)

Последняя зависимость справедлива и для анизотропного тела, что 
отражается только в структуре матрицы.

Представим теперь удельную потенциальную энергию деформа­
ции как квадратичную функцию деформаций. Для изотропного упру­
гого т е л а , п рен ебрегая  температурными деф орм ациями, имеем 
(разд. 16) *



______ Щ у______
(1 +  ц ) ( 1 -  2ц)

где е = ( +  £у + е2 ) / 3  — средняя деформация. 
Из соотношения (11) получаем

и 1 = 2 ( 1 +  ц)  

или в другой форме 

Е

£ +  е$+ е2 + | ( ^ у +  *& + £ ) (18)

Щ =
2 ( 1  + Ц) + £  ̂+ е2 )+  У ^У̂ < 1* еУ+ £У£* + е̂ ) +2ц

+ ^ ( " 4 +  Т& + fzx) (19)

Запишем уравнения (18) и (19) в матричной форме. Так как

{а} = [ С ] {е}, (20)

где [ С  ] = [ A Y 1 — матрица коэффициентов жесткости, то из соотно­
шения (12) получаем

(21)с/. = I {е}т [ с: ] {е}.
Последнее равенство справедливо и для анизотропного тела, если 

соответствующим образом выбрать матрицу коэффициентов жесткости.
Отметим еще две группы соотношений, представляющие интерес 

в теоретическом плане. Они получаются непосредственным диф ф е­
ренцированием равенств (14) и (19):

dUi 1 дЩ 2 ( 1 +  и )  /ооч
^ Г =  р [ а х -  Д ( о у + oz ) ] =  е*, ^ - =  -------jrLLxx»= (22)дох Е

Щ _ о г  3Ец
Эе* £* + (1 + ц ) ( 1 -  2(1)

■ху

ь и х

'хуЕ СТ* ’ ду„  2 ( 1 +  Ю Уху ~ Хху ■ (^3)

Потенциальная энергия деформации стержней при растяжении и из­
гибе. Ранее была установлена формула для потенциальной энергии при 
растяжении стержня постоянного сечения двумя усилиями по концам:

N2
U =  —*-1. 2EF



Получим теперь более общую формулу с помощью выражения (14). 
При растяжении стержня отличным от нуля является нормальное 

напряжение а 2 = ст (ось z  направлена вдоль оси стержня).
Из соотношения (14) следует, что

Потенциальная энергия стержня:

Здесь предполагается, что ось стержня прямолинейна и совпадает 
с осью z.

В общем случае стержень может состоять из отдельных участков, 
оси которых направлены под углом друг к другу, или быть криволи­
нейным. Тогда

где ds — элемент длины стержня; I — полная длина стержня. 
Для стержня с постоянными параметрами упругости

В частном случае при постоянных значениях N(z) и F(z) получается 
равенство (24).

Для стержня с переменными параметрами упругости (разд.4)

V J

(25)

(26)

Потенциальная энергия стержня при растяжении

(27)

ENст= -г------- .

J E d F



Теперь из равенства (25) находим

гд е  A(z)= j  E d F — ж есткость  сечения 
F

стержня на растяжение.
Рассм отрим  теперь потенциальную  

энергию деформации при плоском изгибе 
стержня с постоянными параметрами упру­
гости (рис.9.4). Пренебрегая сначала каса­
тельными напряжениями изгиба, восполь­
зуемся равенством (25), полагая

М г

Так как

Рис. 9.4. Определение потен­
циальной энергии деформа­

ции при изгибе стержня

M iо 2  __________

2Е 2EJr

то получаем значение энергии деформации:

» - k i
О EJr

d z . (29)

Аналогичное соотношение имеет место при изгибе в плоскости 
xOz:

1 г Му
U = 2 >  E J dZ ' о У

Потенциальная энергия деформации при одновременном растяже­
нии и изгибе стержня:



Для стержня с переменными параметрами упругости получаем по­
добную зависимость:

гг 1 f n2 и л. 1 f о. 1 f
U =  о J ~ T d z +  9 J l f d z +  2 ■> В ' (31) х о уо о

гд е  А =  j  E d F ,  Вх = J  Ey^dF,  Ву = |  E x 2 dF — жесткости сечения 
F  F  F

стержня на растяжение и изгиб.
Потенциальная энергия деформации, 

связанная с касательными напряжения­
ми изгиба. При изгибе стержней попереч­
ной нагрузкой возникают касательные на­
пряжения (разд.28).

Для плоского изгиба (рис. 9.5) каса­
тельное напряжение

QySxf
Ь L

(32)

Рис. 9.5. О пределение потен­
циальной энергии деф орм а­

ции, связанной с касательны ­
ми напряж ениями изгиба

где Qy — перерезывающая сила в сечении;
$xf-  1 У dF — статический момент части 

F
сечения.

Потенциальная энергия деформации 
по формуле (14)

/
и =  Ш  Uxd V = j l p F d z , (33)

так как учитывается только касательное напряжение XyZ = х. 
Далее найдем с помощью равенства (32)

(2v

F  f

где безразмерный коэффициент

(34)

(35)



учитывает неравномерное распределение по поперечному сечению ка­
сательных напряжений изгиба.

Потенциальная энергия деформации, связанная с касательными 
напряжениями изгиба:

1 г G?(z)
■ ' ч К в д * -  (36)

Если касательное напряжение распределяется равномерно по се­
чению:

<2y(z) 
т _  т  ’

то из уравнений (34) и (35) Ку=  1.
Зависимость, подобная (36), существует и 

для изгиба в другой главной плоскости:

П * f Г  I <37)

Пример определения коэффициентов ка­
сательных напряжений. Рассмотрим стер­
жень прямоугольного сечения (рис.9.6). Для 
такого сечения

Рис. 9.6. Расчет к о эф ф и ­
циента касательных 

напряжений

bh*
F -  bh , Jx — |2  > &xf'  2  'S ^ =  ~ b

Расчет проводим по формуле (35). Находим

Л /2 /

4 J 4
-Л/2 V

rfy =
Ь/г3
1 2 0 '

Далее получаем

Ку г 2 J .2
•Ос F

ЬЛ 122 М 5 6 , „ 
&2 .Л6 12 IQ " 5 “  1)2'

З ам еч ан и е. К оэф ф и ц и ен т  Ку определяется  в р езу л ьтате  осреднения энергии д е ­
ф орм ации  сдвига. При учете влияния сдвига на прогибы стерж ня (р азд .31) приним а-



лось для прям оугольного сечения Ку = 3/2 по максимальному значению касательны х н а ­
пряж ений.

Величину Ку — 1,2, выражающую «среднеквадратичное касательное напряжение», 
следует считать более точной.

В общем случае в сечении стержня действуют растягивающее уси­
лие N, перерезывающие усилия Qx и Qy, изгибающие моменты 
Му, крутящий момент Мк.

Потенциальная энергия деформации выражается следующим ра­
венством:

Формула (38) объединяет ранее рассмотренные составляющие 
энергии деформации.

Возможность простого суммирования энергии растяжения и изгиба 
вытекает из того, что оси х  и у  являются главными осями сечения. 
Элемент длины вдоль оси стержня обозначен ds (см.формулу (26)), 
так что имеется возможность использования равенства (38) для стер­
жней с непрямой осью. Последний член в равенстве (38) выражает по­
тенциальную энергию при кручении стержня (гл.7).

З ам еч ан и е. В больш инстве практических задач при вычислении потенциальной 
энергии деф орм ации слагаемыми, связанными с учетом касательных напряж ений из­
гиба, можно пренебречь.

После прилож ения внешней нагрузки произойдет деформация 
конструкции (тела) и установится равновесие. Состояние равновесия 
можно проверить по выполнению условий равновесия каждого эле­
мента тела, но можно использовать и другой путь: проанализировать 
поведение системы при малых возможных отклонениях (вариациях). 
Именно этим путем в теоретической механике (механике твердого, не- 
деформируемого тела) были получены общие уравнения равновесия 
Лагранжа (начало возможных перемещений). Состояние упругой де­
формированной системы может быть однозначно описано перемеще­
ниями ее точек в процессе деформации — функциями и , v , w. Пол­

(38)

34. Вариационные методы



ная потенциальная энергия, как будет показано в дальнейшем, может 
рассматриваться как функционал

J = J ( u , v , w ) .  (39)

При вариациях функций и , v , w (малых отклонениях, согласован­
ных со связями), которые обозначаются 5и , 5v , 8w , изменяется вели­
чина функционала. Считая отклонения достаточно малыми, можно за­
писать

8 J = J ( u + 8 u , v + 8 v , w  + Sw ) -  J ( и  , v , w ) . (40)

Состояние равновесия системы характеризуется условием

57= 0 .

Прежде чем перейти к дальнейшему изложению, остановимся 
вкратце на математической стороне вопроса.

Пусть имеется функционал, зависящий от функции f(x):

Ь

J V )=  J x ) d x ,  (41)
а

где F — некоторая функция, зависящая от функции / ,  ее первых про­
изводных и независимого переменного х. Например, если f ( x)  пред­
ставляет кривую, проходящую через две заданные точки А и В 
(рис.9.7), то функционал

J(f )+ J V 1+ ( f ' ( x ) ) 2dx
а

равен длине кривой L.
Рассмотрим другую функ­

цию fi(x) — функцию сравнения, 
которая проходит через те же 
то ч к и , и назовем  вариацией  
функции

Sr(*) = /lC * )-/C * b  (42)

Вариацию ф ункции можно 
дифференцировать, причем



£ ( * w ) = S - f = r w - <4 з >

Операции варьирования и дифференцирования переставимы: 
8f'(x) означает вариацию функции f  (х). Вариация функционала (41) 
равна приращению функционала в результате вариации функции /  и 
ее производных:

Ь ь
/ '  + & ' , Г + S f " , x ) d x - j F ( f , x ) d x  = 

а  а

Ъ
= J  + х ) - F { f , f ' , f " , x ) ] d x .  (44)

Считая вариации функции малыми величинами и рассматривая 
/ ,  / '  и / "  как независимые аргументы функции F, запишем

F ( f + / '  + V '  , / "  + 5 / " ,  * )  = F ( f ,  f , f " , * )  +

+ ! f S /+  f £ ^ '  + J r  Г ' + 0 ( 5 / ’ 5 / ' ’ У " ) * <45)

где 0 ( 8 f ,  Sf ' ,  5f " )  — величина более высокой степени малости от­
носительно 8f,  5 / ' ,  8f".

Теперь, используя соотношение (45) и пренебрегая О ( , S f ' , 5/ " )  , 
находим из равенства (44) 

ь
8 J ( f ) =  j r bF dF dF Л

Hif d p  + W  f
dx . (46)

Зам еч ан и е. П оясняя равенство  (45), напомним, что функция многих переменны х 
Ф ( х , у , г )  может быть р азлож ен а в ряд в окрестности точки хо , уо, *а по ф ормуле

O ( jc , .y ,z )  =  0 ( jc o ,> < ) ,z o  ) +  ^ - Д х  + ^ Д у  + ^ Д г  + 0 (  Дх, Ду, Д г ) ,  
ах  ау о2

где  Ах =  х  -  х о , Лу= у  -  уо, Az = z -  zo.
Равенство (45), в сущ ности , совпадает с приведенной формулой. Например, если  

F ( f , f ’ , f " , x )  = f f ’ + f " ’x  + f ' 2 ,

ТО

^  ^  dF ,  dF
% f  ’ d f ~ f+ у  ’ df"~x -

В равенстве (45) отсутствует частная производная по х, так как величина х  не 
варьируется.



Условия экстремума функционала. Уравнение Эйлера-Пуассона. 
Метод Рэлея-Ритца. Поставим задачу — отыскать ф ункцию /(х), для 
которой первая вариация функционала обращается в нуль:

(47)

Функция f ( x)  в этом случае называется экстремалью, а значение 
J (f) — экстремумом функционала.

Равенство (46) не дает сразу ответа, так как подынтегральные чле­
ны разнородны. Преобразуем правую часть уравнения (46) с помощью 
интегрирования по частям. Предварительно проинтегрируем второе 
слагаемое:

Г а Р д . ,  . _ \  d F d _ , * f ^  - d F ^  * Ь{ А ( Э 1 .  
) ^ , d f  dx J ^ ,8 / > d x \ d f 'Э f  dxa a

•Подобные преобразования дают

j ~ 5 f " d x  = J ^ ^ ( 5 f ’ )dx =

d f ’ a a
bf dx .  (48)

df" dx
dF

d f "
8Г

_ f d (  dF 
J d x l d f "

b f ' d x .  (49)

Повторяя интегрирование по частям в последнем члене равенства 
(49), находим

J ^S/"dx= ^ b f
df' dx d f '

У

r A ( dF
+ * cb?a \ d f

6 f  d x . (50)

Теперь условие (47) можно записать так: 

Ь

8/0)= J dF d_ ' dF ' d2 ' dF '
df dx l * ' j + cb? { * " }

bfcbc-

dF _  d_ 
df'  dx

dF
df" Sf \  dF Rf'+ of

d f '
= 0 . (51)

Равенство (51) должно быть справедливым для произвольной ва­
риации Sf. В частности, если рассматривать вариации 5/ и Sf', обра-



щающиеся в нуль на концах интервала, а в промежуточных точках про­
извольные, то интеграл будет равен нулю только при условии

dF_ d_ 
df dx

dF
ЭГ

+
dx?

dF 
df"

= 0 . (52)

Это и есть дифференциальное уравнение Эйлера  — Пуассона для  
функции /  (х). Опять же в силу произвольности вариации 5/ должны 
выполняться краевые условия

dF _ di 
df'  dx

dF
d f ”

Гv

5 / '

5 / 0,

= 0.

(53)

(54)

Итак, для решения вариационного уравнения (47) следует найти 
решение уравнения (52) при краевых условиях (53) и (54).

Построение точных решений дифференциальных уравнений часто 
оказывается затруднительным, и для решения уравнения (47) приме­
няют приближенные методы, в частности метод Рэлея—Ритца.

М ет о д  Рэлея—Ритца  состоит в следующем. Допустим, что ф ун ­
кция /  (х) может быть представлена рядом

/(* ) =  X  с,/,- (х) , 
i= 1

(55)

где f t (дс) — заранее выбранные функции, удовлетворяющие наложен­
ным на систему связям; с, — коэффициенты, подлежащие определе­
нию.

Соответственно
п

f ' ( x ) =  £  cif({x) , (56)
i = 1

/ " ( * )  =  X  C i f i ' i x ) .  
1= 1

(57)

Подставив значения f ( x ) , f '(x)  и f"{x) в равенство (47) и проведя 
интегрирование, найдем

/ ( / ) = / ( С1 , с2 , . . . ,  сп ). (58)



Вариация функционала теперь определяется так:

ал а/? а/,
- 5 с„.

&J(f) ~ Эс*! 601 + Эс2 &2+ ■ • • + Эс„ *~я '

Учитывая условия (47) и считая вариации 8с,- совершенно произ­
вольными, получаем п уравнений

dJ
dci О, . п , (59)

из которых определяем п неизвестных: C j, с2 , . . . ,  сп .
Примеры использования уравнения Эйлера—Пуассона и метода 

Рэлея—Ритца будут приведены в дальнейшем.
Точное решение вариационного уравнения

8 /( / ) =  О

должно обеспечивать его выполнение при произвольных вариациях/, 
разумеется, согласованных со связями системы. В методе Рэлея—Рит­
ца вариация

п

& =  X  &,/*(*)•
1 = 1

Класс вариаций функций ограничен выбором и числом функций, 
что означает наложение дополнительных связей на систему, повыша­
ющих ее «жесткость». Очевидно, если система функций обладает до­
статочной полнотой, приближенное решение будет ближе к точному.

Применение принципа возможных перемещений. Вариационное 
уравнение Лагранжа. Пусть имеется 
т в е р д о е  д еф орм и руем ое  тел о  
(р и с .9.8), к поверхности которого 
приложены распределенные нагрузки 
р,  а на элементы тела действуют мас­
совые (объемные) силы F.

Допустим, что упругие смещения 
точек тела и , v , w получили вариа­
ции (возм ож н ы е п ерем ещ ен и я)
8ы , 8v , 8w, совместимые с геометри­
ческими связями. Поэтому на части 
поверхности Su, где смещения явля­
ются заданными (например, поверх­
ность заделки), вариации смещений

Рис. 9.8. П рименение принципа воз­
можных перемещ ений



отсутствуют. В результате вариации смещений изменится потенциаль­
ная энергия деформации и произойдет работа внешних сил

8И^= J J  ( р хЬи + py8v + p zbw )ds+ f [ J ( Fx8u + Fy8v + Fz5 w ) dV,  (60) 
s,  v

где Sp — часть поверхности тела, к которой приложены заданные 
внешние усилия.

Принцип возможных перемещений применительно к деформируе­
мому телу формируется следующим образом: в состоянии равновесия 
возможная работа внешних сил равна приращению потенциальной 
энергии деформации:

81/= 8Ж. (61)

Принцип возможных перемещений (73) можно записать в виде ва­
риационного уравнения Лагранжа:

5П= 5 ( U -  W ) =  0 , (62)

где U — потенциальная энергия деформации; W  — возможная работа 
внешних сил:

w = J J (Р*Ц + Pyv +  P2w ) d S +  J J j  (Fxu +  Fyv + Fzw ) d V . (63)

При определении возможной работы значения и направления внеш­
них нагрузок считаются неизменными (множитель 1/2 отсутствует).

Вариация функции W  (уравнение (60)) получается в результате 
варьирования перемещений при постоянных внешних силах. Легко ви­
деть, что W  равна удвоенной работе внешних сил, приложенных ста­
тически к упругому телу:

W =  2А . (64)

Величина
П = U -  W  (65)

называется полной потенциальной энергией системы.
Величину П можно представить в матричной форме (см.уравнение (12)):

П = \ \ \ \  М Ж -  J J {рГМd S -  Ш  \F)T\u}dV, (66)
V S P V

где {ы}, {р}, {/} — векторы перемещений, поверхностной нагрузки и 
массовых сил:
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При решении задач теории упругости с помощью вариационного 
уравнения Лагранжа обычно в качестве основных неизвестных прини­
маются смещения и , v , w , что обеспечивает выполнение условий со­
вместности деформаций.

Вариационное уравнение
8П= 0 (67)

гарантирует выполнение уравнений равновесия и краевых условий, т.е. 
приводит к точному решению задачи.

З ам еч ан и е  I. При выводе формулы  полной потенциальной энергии системы (ф у н ­
кционала Лагранжа) не требовалось выражение для вариации энергии деформации. Оно 
имеет следую щ ий вид:

Ш = ш {ст }т {5е} 5V. (68)

В правой части равенства (60) стоит возможная работа внешних силовых ф акторов, 
которые при вариации деформаций считаю тся постоянными. В связи с этим принцип 
возможных перемещений для деформируемого тела можно представить в более общей 
ф орме, пригодной и для неупругих систем:

l j j [ o } T{ t e } d V = j j [ p } T{ S u ) d S + j l j { F \ T{Su}dV. (69)

В состоянии равновесия возможная работа внешних сил равна возможной работе 
внутренних силовых факторов.

2. Вариация полной потенциальной энергии происходит в результате вариации п е­
ремещ ений. П оследние должны удовлетворять наложенным на систему связям (внеш ­
ним —  условиям закрепления и т.п. и внутрен­
ним —  условиям непрерывности деформаций).

П олная потенциальная энергия деф о р м а­
ции выраж ается через перемещения и их про­
изводные. Методы, основанные на начале воз­
можных перем ещ ений, часто называют мето­
дами вариации перемещений.

Вариационное уравнение изгиба 
стержня. Применим общее вариаци­
онное уравнение (67) к плоскому из­
гибу стержня переменного сечения 
(рис.9.9). Стержень подвергается дей-

уравнения изгиба стержня



ствию распределенной нагрузки q(z) усилия Р и момента М. 
Потенциальная энергия деформации стержня

J

d z .

В равенстве (70) v(z) представляет прогиб оси стержня. 
Возможная работа внешних сил

W = j q ( z )  v(z) dz + P v { l ) - M ~ ( l ) .
0

Полная потенциальная энергия системы 

I
П =  U -  W =  J

о

' А ' 2
dz2

V У

<7(2) v(z)

(71)

d z -  Pv{l)+
dz

Вариационное уравнение изгиба стержня 

I
8п= а/

о
2  EJx(v")2 -  qv d z -  Pbv(l) + M8v'([) = 0.

Можно считать

/ г /
I  ^E-fxiv")2 -  d z = J E(v, v', v " , z )d z ,  
0 L J o

где F =  EJx (v "  j2 /  2 -  qv. Далее находим

dF „ dFdF
dv dv' dv"=EJ*V '-

Пользуясь формулой (51) и полагая/ =  v , х = z , получаем

(72)

(73)

s j -  EJx( v 'Y  -  qv d z =  j  
0

-q + d \
dz2

Sv d z -



Вариационное уравнение изгиба стержня (70) можно записать в та­
кой форме:

- Q  +
dz2

EL dS>
dz2

5v dz - P + dz dz2
5v(l) +

J7 Т  АЛ

Xd J
5v'(0=  0 , (75)

так как 8v = 8v' = 0 при z = 0 (заделка).
Уравнение (75) должно быть справедливо для произвольной вари­

ации, и потому оно эквивалентно уравнению

dz
dz2

и краевым условиям при х  = /

EJr

d^v

dz2

d_
dz

A
dz2

-  - p .

(76)

(77)

(78)

Уравнение (76) является дифференциальным уравнением изгиба 
стержня, условия (77), (78) — силовые краевые условия при х  = /. Кра­
евые условия при х = 0 должны выполняться для функции v(z) по по­
строению

v(°) = ° , f  ( 0 )= 0 . (79)

Таким образом, вариационное уравнение эквивалентно диф ф ерен­
циальному уравнению и краевым условиям.

Применение метода Рэлея—Ритца при реш ении задачи изгиба 
стержня. Метод Рэлея — Ритца применяется для решения многих за­
дач, связанных с определением напряжений и деформаций в твердых 
деформируемых телах. Покажем алгоритм метода на простом примере



Рис. 9.10. Применение м етода Рэлея— 
Ритца при реш ении задачи изгиба 

стержня

изгиба стержня постоянного сече­
ния под действием равномерной на­
грузки (рис.9.10).

Полная потенциальная энергия 
деформации

l I
П = М  EJX (v")2 dz  -  J q v d z .  (80) 

o o
I

В соответствии с равенством  
(55) примем прогиб стержня равным

(81)

где /j(z) — возможные функции для прогиба стержня. В рассматрива­
емом примере они должны удовлетворять наложенным (геометриче­
ским) связям

т = 0 ,  /ДО) = 0 . (82)

Можно принять

/1  =
/  N 2

/

г
* h ~

г \  
Z

1
V \  )

f i =
r z M+ 1

I
\  J

Решим сначала задачу с одним параметром, положив

2ci
v(z) = с х ' z ' 2

I
\  J

, v"(z) =
V

Подставляя значения v и v" в равенство (80), находим

IEJr г 4с2 2  ,  _  2  Ч С 1 1 3

z3 С1 ; 2 3 •

Из условия

находим



Наибольший прогиб составит

HD- 12 EJX '

что отличается от точного значения (см.разд.31)

i4
v(/) = Ж

8EJX ‘

Для уточнения решения примем

\3
v{z) = с х^z ' 2 f  \  

Z
Cl /

V У
+ c2 Z

V

и далее

П =
о

без z 
l 2 +  I2 I

г 1 j  r /  \  z 2 / \ 
Z 3 ^

dz -  q J Cl I\  /
+ c2 I

0 К ) /
d z .

Дифференцируя последнее соотношение по С[ и С2, получаем 
тему уравнений

/

a n - s s JЭе)

ЭП
Эс2

1 г с N
2 ~  + 2

О Г  I2 Z

6z

d z =  0 ,

dz -  q j ' z ' 3
ZV У

dz= 0

или
з _ ± 2 ( 1  ^  _ ± 5 * 1

Cl + 2 C2~ 12 EJr ’ C) 2 24 £7 •

Из последних уравнений находим 

5 ql4 Ql



и далее

Наибольшее значение прогиба равно

что совпадает с точным решением.
Как видно, добавление одного параметра в ряде (81) существенно 

повысило точность расчета.
Применение принципа возможных перемещений для определе­

ния прогибов стержней. Интеграл Мора. Этот метод нашел широкое
распространение при реш ении 
практических задач. Пусть имеет­
ся стержень, загруженный произ­
вольными силами (основная сис­
тема, рис. 9.11,а), и в сечении а 
возник прогиб v(a). Для его опре­
деления поступим следую щ им  
образом.

Рассмотрим тот же стержень 
под действием единичного усилия 
Р =  1 (ед и н и чн ая  си стем а , 
рис.9.11,б). С терж ен ь п ол учи т 
прогиб vi(z), в сечениях стержня 
под действием единичной силы 
возникнут изгибающий момент 
M ix(z) и перерезы ваю щ ая сила
Q ly (z)-

Д опустим теп ерь , что ед и ­
ничной системе (рис.9.11,б) со ­
общ или возможные см ещ ения, 

равные действительным прогибам стержня в основной системе:

6v!(z) = v(z). (85)

Равенство (85) вполне закономерно — прогибы v(z) являются ма­
лыми величинами, удовлетворяющими связям системы.

Так как возможная работа внешних сил равна возможной работе 
внутренних силовых факторов (начало возможных перемещений), то

В

Рис. 9.11. Вывод интеграла Мора из 
принципа возможных перемещений: 

а  —  основная система; б  —  единичная 
система



I I
1 ■ v(a) = J M ix(z) dq(z) + J Qiy(z) yyz(z) dz = 

0 0

= }M lx(z) ~ ~ d z +  J  Q ly(z) yyz(z) d z , (86)
0 0

где dqx /  dz  и yyz соответствуют прогибам v(z) в основной системе.
Далее имеем с учетом температурных деформаций (см.уравнение 

(12) гл.8)
м х + МхТ 

dz ~ Вх
(87)

где Вх = j y * E d F — жесткость сечения на изгиб; МхТ= j  E y a TTdF  — 
F F

температурный момент.
Деформация сдвига (см.разд.31) равна

Таким образом, прогиб в сечении а  будет

у(а )- 1 \ J ( » )
о В У о ^ 0 х

Это и есть интеграл Мора  для вычисления прогиба стержня.
Для того чтобы найти прогиб в заданном сечении, нужно прило­

жить единичную силу в этом сечении, определить изгибающий момент 
и перерезывающую силу от единичной силы и вычислить интеграл 
Мора (89). Если величина v(a) получается положительной, то прогиб 
совпадает по направлению с единичной силой.

Во многих практических задачах интеграл, связанный с действием 
перерезывающей силы, может быть опущен.

Для стержня с постоянными параметрами упругости, пренебрегая 
перерезывающими усилиями и неравномерным нагревом, имеем

, . M lx(z)Mx(z)
V(° ) =  E J J f )  d Z ■ ( )



Рис. 9.12. О пределение прогиба стерж ­
ня с помощью интеграла Мора: 

а — основная система; б  —  единич­
ная система

/

f  ЛР Г  6 Р1
3 EJX + 5 GF

V х  )

Замечание. С л е д у е т  о т м е т и т ь ,ч т о  
Mi*(z) имеет размерность длины, a Q i/z )  — 
безразмерная величина, так как в равенстве 
(86) была сокращ ена размерная единица си­
лы (см.примеры).

Пример. Пусть требуется оп­
ределить прогиб конца консоль­
ного стержня прямоугольного се­
чения, за гр у ж е н н о го  си л о й  Р  
(рис.9.12), с учетом деформации 
сдвига.

В о с п о л ь зу е м с я  ф о р м у л о й  
(89), считая параметры упруго­
сти постоянными, материал стер­
ж ня р а в н о м е р н о  н а гр е ты м  
(М, т = 0 ) .

О

= ( 6  Р1 " 
Ebh3 + 5 Gbh '

V

Рис. 9.13. П равило знаков для  изгибаю ­
щих моментов и сил (показаны  полож и­

тельны е направления)

Знак минус означает, что про­
гиб направлен в сторону, противо­
положную приложенной единич­
ной силе.

Решение совпадает с прежни­
ми результатами (см.разд.31).

Общий случай определения 
прогибов с помощью интеграла 
Мора. Одно из основных преиму­
ществ интеграла Мора состоит в 
том, что он, в сущности, не связан 
с какой-либо общей системой ко­
ординат. Правило знаков для си­
ловых факторов выбрано заранее 
в м естной систем е коорд и н ат 
(рис.9.13), которая может быть 
ориентирована произвольным об-



разом в пространстве. Ось s в каждом сечении направлена по каса­
тельной к оси стержня.

Важно только, что для силовых факторов от внешней нагрузки и 
единичного силового фактора применяется единое правило знаков. 
Перемещение точки стержня в направлении единичной силы опреде­
ляется следующим равенством:

е \  NyN J ‘r M lxMx f \  M lvMv { „  QuQx
6= J ~ E F dS+ J ~ i ^ ~ d s +  J ~ ^ ds+ J ^EJr EJy GF

dz-v

f QiyQy , f ,
+ J Ky ~ H T ds+ J ~ ^ ~ d s -

M lKM K
GF GJr

(91) P = r

Напомним, что оси x , у  являются главными 
осями сечения; N i , М 1х, М 1у, М 1к, Q\x , Q\y — 
силовые факторы в сечении стержня от действия 
единичной силы. Подчеркнем, что по смыслу вы­
вода величина 5 не является полным перемеще­
нием точки оси стержня, а представляет собой 
ее проекцию на направление действия единич­
ной силы (возможная работа единичной силы!). 
Например, для стержня, показанного на рис.9.14, 
полное перемещение точки А равно иА, а интег­
рал Мора дает величину 8.

Для неравномерно нагретых стержней к ве­
личине 8 добавляется

ш

Рис. 9.14. Ф изический 
смы сл интеграла Мора

Г N \N T  Г

8r“ f ~EFr d S +  JО о
EJr J EJV

d s , (92)

где в соответствии с равенствами (11)— (13) гл. 8 температурные уси­
лия равны

Wr =J E a T TdF ,  МхТ= J у  Е a T TdF,  МуТ= - J x E a T T d F.  (93)
F  F  F

О пределение угла поворота с помощью интеграла М ора. Для 
этого в сечении (рис.9.15), где требуется определить угол поворота, 
прикладывается единичный момент ( М  =1). В стержне под действи­
ем ед и н и ч н о го  м ом ента М =  1 в о зн и к н у т  си л 'о вы е  ф а к т о р ы  
M\x(z) , Qiy(z) и т.д.



Считая прогибы стержня под действием внешней нагрузки возмож­
ными перемещениями для единичной системы, получим, подобно ра­
венству (90),

<f(a)

7

i ф (а) = j

Ж
о

M Xx{z) Mx(z) 
EJr

dz ,

Рис. 9.15. Р абота единичного момента

где Mx(z) — изгибающий момент от 
внешней нагрузки.

В общем случае справедлива 
формула (91), в которой 8 заменя­
ется величиной ф, а силовые фак­
торы N i , Mi x , М \у , M iK определя­

ются в зависимости от единичного момента.
Вычисление интеграла М ора по правилу Верещагина. В общем 

случае (стерж ень переменного сечения, сложная система нагрузок)1
интеграл Мора определяется путем чис­
л ен н ого  интегрирования. Во многих 
практически важных случаях, когда жес­
ткость сечения постоянна по длине стер­
жня, интеграл Мора может быть вычис­
лен по правилу Верещагина. Рассмотрим 
определение интеграла Мора на участке 
от а  до b (рис.9.16).

Эпюры момента от единичного сило­
вого фактора состоят из отрезков пря­
мых. Не нарушая общности, предполо­
жим, что в пределах участка

Mix(z) = A z +  В , (94)

Рис. 9.16. П равило  Верещ агина 
для  вы числения интеграла Мора

где А  и В — параметры прямой. j
Интеграл Мора на рассматриваемом! 

участке постоянного сечения имеет вид

С M u (z )M ^z)  1 f 
J ------ ---------- dz = —  J ( Az  + В ) Mx(z) dz -

EJX A j  z  Mx(z) dz  + В j  Mx(z) dz (95)



при этом
ь
j Mx(z) dz  = F,  
a

где F  — площадь эпюры изгибающих моментов от внешних сил на уча­
стке z (площадь под кривой Mx{z)).

Далее следует учесть, что статический момент площади эпюры мо­
ментов равен

j z Mx(z) dz  = znF, (97)

где z4 — абсцисса центра тяжести площади F.
Равенство (97) справедливо, когда Mx(z) в пределах участка не из­

меняет знака и Mx{z) dz = dF может рассматриваться как элемент пло­
щади эпюры. Теперь из соотношений (95)-(97) получаем

\
F M ta

EJr
dz  =

EJr
(98)

где М 1ц — момент от единичной нагрузки в сечепии z =  гц:

м 1ц= Azn + В .

П лощ ади  и положения центров 
тяж ести  эпю р моментов

Эпюра

(э г.
1 чг

к
,\M L

_____ ^ г:

i J 0

Площадь

M l

1/1 M l

Г/3 M l

Абсцисса
центра

тяжести

7/2 I

Г/31

1/41

Ниже приводится вспомога­
тельная таблица для использова­
ния правила Верещагина.

Замечания. 1. Если эпюра от действия 
внешних сил на участке линейна (напри­
мер, при действии сосредоточенных сил и 
моментов), то правило можно применять в 
обращенном виде: площ адь эпюры от еди­
ничного силового  ф а к то р а  F\ ум нож ить 
на орди нату  эпю ры  Mx(z), соответствую ­
щую центру тяжести площ ади F\. Это вы­
текает из приведенного доказательства.

2. П равило В ерещ агина м ож ет быть 
распространено  на и н теграл  М ора в о б ­
щем виде (уравнение (91)). О сновное тре­
бование при этом состоит в следую щ ем: в 
п р е д е л а х  у ч а с т к а  в н у т р ен н и е  с и л о в ы е  
ф а к т о р ы  о т  е д и н и ч н о й  н а г р у з к и  
(JV i, M u ,  М\у , Q\x, Q\y)  д о л ж н ы  бы ть 
линейными ф ункциям и вдоль оси стерж ­
ня (линейность эпю р!).



Пример 1. Определить прогиб в точке А консольного стержня при 
действии сосредоточенного момента М  (рис.9.17,а).
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Рис. 9.17. П римеры определения прогибов и углов поворота по правилу Верещагина

Прогиб в точке А определяем по формуле (для краткости индекс 
момента опускается)

Г МлМ 1 1 1  ш 2
5̂ = J ~irdz= = -1ГгМч*= -

о EJ EJ 2EJ

Знак минус связан с тем, что М\  и М  имеют разные знаки.
2. Определить прогиб в точке А  в консольном стержне под дейст­

вием распределенной нагрузки.
Прогиб определяем по формуле

* \ М ] М  [ ^ Q i Q  J 
5л= ) K ~ n r d z -GF



Эпюры изгибающего момента М  и перерезывающей силы Q  от 
внешней нагрузки показаны на рис.9.17,6, на этом же рисунке приве­
дены эпюры М\  и Q x при действии единичной силы.

Далее находим

2 1 1  g l 2 , 3 , К  1 , , , ql*_ , Kqj}
А EJ 3 2 4 GF 2 Я 8 EJ 2 GF'

3. Определить прогиб в точке А  и угол поворота в точке В для 
двухопорной балки, нагруж енной  сосредоточенны м  моментом 
(рис.9.17,в).

Прогиб определяем по формуле (деформацией сдвига пренебрегаем)

г М ,М
= J —k t - dz ■J EJ

Так как эпюра момента от единичной силы не изображается одной 
линией, то интеграл разбиваем на два участка:

s 1 1 1 2 1 . 1 1 1 . ,  / 2 1 .
л EJ' 2 2 2 3 4 + EJ 2 2 2 3 4

Угол поворота в точке В

1 1 1 АЖ1 2 1 1  I  i w !
Фл EJ 2 2 2 6 EJ 2 2 2

f \ 1 Л 
2 +  6

_ _ J L M
EJ 24

З ам ечан ие. Из приведенных примеров видно, что способ В ерещ агина в простых 
случаях позволяет быстро определить прогибы и углы поворота. Важно только приме­
нять единое правило знаков для M (z) и M \(z). Если условиться при изгибе стержня стро­
ить эпюры изгибающих моментов на «растянутом волокне» (см.рис.9.17), то сразу легко 
увидеть положительные и отрицательны е значения моментов.

О собое преимущество правила Верещ агина состоит в том, что оно может быть ис­
пользовано не только для стерж ней, но и для рам (разд.21).

Ограничения для применения правила Верещагина. Эти ограни­
чения вытекают из вывода формулы (98), но обратим на них внимание 
еще раз.

1. Эпюра изгибающего момента от единичной нагрузки должна 
быть в виде одной прямой линии. На рис.9.18,а показан случай, когда 
это условие не соблюдается. Интеграл Мора необходимо вычислять 
отдельно для участков I и II.

2. Изгибающий момент от внешней нагрузки в пределах участка 
должен иметь один знак. На рис.9.18,6 показан случай, когда правило



Верещагина следует применять для каждого участка в отдельности. 
Это ограничение не относится к моменту от единичной нагрузки.

Рис. 9. 18. Ограничения при использовании правила Верещагина: 
а эпюра имеет излом; б  —  эпюра имеет разные знаки; в  — стержень имеет разные

сечения

3. Ж есткость стержня в пределах участка должна быть постоянна, 
иначе интегрирование следует распространять отдельно на участки с 
постоянной жесткостью. Ограничения по постоянной жесткости мож­
но избежать, если строить эпюры M(z) /  (E J(z ) ).

35. Метод вариации напряжений 
и общие свойства упругих систем

М етод вариации напряжений. Ранее рассматривался вариацион­
ный метод, основанный на принципе возможных перемещений (метод 
вариации перемещений). Перемещения предполагались достаточно 
непрерывными функциями, с тем, чтобы выполнялись условия совме­
стности (непрерывности) деформаций. Условия равновесия и краевые 
условия для напряжений удовлетворялись с помощью вариационного 
уравнения Лагранжа.

Другой вариационный метод — метод вариации напряжений — 
основан на сравнении двух близких напряженных состояний, каждое 
из которых удовлетворяет условиям равновесия и краевым условиям. 
Вариационное уравнение метода эквивалентно условиям совместности 
деформаций.

В некотором смысле методы противоположны: при вариации пере­
мещений условия совместности удовлетворяются заранее и находится 
решение, соответствующее уравнениям равновесия. В качестве основ­
ных неизвестных принимаются перемещения. В методе вариации на­
пряжений заранее выполняются уравнения равновесия и краевые усло-



вия и строится решение, удовлетворяющее условиям совместности; 
основными неизвестными являются напряжения.

В общем случае вариационное уравнение метода вариации напря­
жений имеет следующий вид:

ъ и = Ш ( + ЕубОу + . . . + ) dV=
V

= |  J ( u8px + v8Jp),+ w8pz )dS + J J J ( ubFx + v8Fy + w8Fz )dV. (99)
s p  V

Вариация потенциальной энергии деформации равна работе вари­
аций внешних сил на действительных перемещениях.

Действительные перемещения — это перемещения в упругой сис­
теме от действия внешних нагрузок.

Вариация энергии деформации всего тела равна

5 U = Ш 5 UxdV,  (100)
v

где Ux — удельная потенциальная энергия:

8 С/, = £ 8̂ 0 * + £>,8^  + . . . + Jzx^zx • ( 101)

Удельная потенциальная энергия деформации в методе вариации 
напряжений выражается через основные неизвестные — напряжения:

U = U x( a x , a y .........ха ) .  (Ю2)

Вариация удельной потенциальной энергии деформации может 
быть представлена в такой форме:

ЭС/, ъ и х о /1Л, Ч
8U, - -г—  8ст, + — Sgv + . . .  + 5—  81^ .  (103)

d<Jx доу dT^ «

Из формулы для потенциальной энергии упругого тела (соотноше­
ние (14)) получаем

(104)
дах Е Е Е

что подтверждает идентичность зависимостей (101) и (103), а также и 
то обстоятельство, что левая часть уравнения (99) содержит вариацию 
потенциальной энергии деформации.



Вариационное уравнение (99) можно представить в матричной 
форме:

J J J  {е}Т М  dV =  J  J  (и}т {ф} d S +  J J J  fu}T [5F] dV.  (105)
V  S P  V

При упругих деформациях

J J J  {e}T{8o}dF= 8F. (106)
V

З ам ечан ие. В уравнении (99) или (105) вариация внешних сил может быть произ­
вольной. Некоторые нагрузки могут рассматриваться как постоянные, другая часть сил 
или даж е одна си ла  могут варьироваться. Вариации напряжений связаны с вариациями 
внешних сил условиями, равновесия и краевыми условиями.

Теорема Кастильяно. Пусть на 
малом участке поверхности AS при­
ложена сила Р, вектор которой со­
ставляет углы а , (3, у с  осями ко­
ординат (рис.9.19). Косинусы углов 
(направляющие косинусы):

cosa  = / ,  cosP = m , cosy=n . (107)

Рассматривая сосредоточенную 
силу как распределенную нагрузку 
на малом участке, будем иметь сле­
дующие компоненты поверхност­
ной нагрузки:

PxAS = IP , P y A S = m P ,  p zA S = n P .  (108)

Проводя вариацию этих компонент нагрузки, получаем

SpxAS = 1ЪР, SpyAS = тЪР, bpJsS = пЪР. (109)

Предполагая, что варьируется только сила Р, получаем из вариа­
ционного уравнения (99)

5U  = ( иА1 + vAm + wAn ) 8 Р =  8р&Р, (НО)

гд е  8Р = uAl +  vAm +  wAn — проекция полного перемещения точки 
приложения силы на направление ее действия.

Рис. 9.19. К доказательству теоремы 
К астильяно



Приращение потенциальной энергии деформации вызвано прира­
щением усилия 8Р, и потому

( 111)

Теперь из равенств (110) и (111) получаем

Равенство (112) составляет теорему Кастильяно.
Частная производная потенциальной энергии деформации по силе 

равна проекции полного перемещения точки приложения силы на на­
правление ее действия.

Зам ечания. I. Вполне естественно, что по теореме Кастильяно определяется только 
проекция перемещения точки приложения силы на направление силы, а не полное п е ­
ремещ ение. Это вытекает из того, что вариационное уравнение содержит работу вари­
ации силы  (скалярное произведение перемещения и силы).

По условиям (109) вариация силы происходит в направлении ее действия. J
2. Величина бр определяется не только усилием Р, значение которого варьирова­

л о сь , а всеми приложенными к телу нагрузками (проекция действительного перем ещ е­
ния точки А  на направление усилия Р). Все другие нагрузки влияют на потенциальную  
энергию  деформации и ее частную производ­
ную  по Р.

перемещение в т с ____  _ _ ____
ной силы в точке В. р̂и в

Будем считать, что потенциаль- „ „, Рис. 9.20. К доказательству теоремы
ная энергия деформации не зависит Кастильяно элементарным способом

Элементарное доказательство 
теоремы Кастильяно. Рассмотрим в 
качестве примера упругой системы 
балку, нагруженную силами Р  и Q 
(рис.9.20). Прогибы в точках прило­
жения сил Р  и Q обозначены симво­
лами ЪР и 8q . Считая для упругих 
систем действие сил независимым, 
можно записать

8р = 5 р р Р + *  ”

где 5рр  — переме! 
единичной силы

брр Gqp



от порядка приложения нагрузок и определяется работой внешних 
сил.

Пусть к балке сначала приложена только сила Р. Она совершит 
работу

А \  = ^ Р & р р Р =  РРР 2 .

При втором нагружении статически прикладывается сила Q,  при­
чем сила Р  в процессе второго нагружения остается постоянной. Ра­
бота внешних сил при втором нагружении

^2 = 2 ^  ( &QQ Q ) + Р  ( &PQ Q ) = 2 ^QQ &  + ^PQ P Q  •

Потенциальная энергия системы после двух нагружений 

U = А 1 + А2 = -  8р р Р 2 + -  8qq  Q2 + 5р д P Q .

Дифференцируя по Р, находим

^  = 8р р Р  + bPQ Q = 8р ,  (114)

что и составляет теорему Кастильяно.
Существенно, что перемещения от единичных сил зависят только 

от геометрических размеров системы и модуля упругости и не зависят 
от внешних усилий (в пределах упругости материала) — при диф ф е­
ренцировании они должны рассматриваться как постоянные.

Зам ечание. Можно привести несколько других элементарных доказательств теоре­
мы Кастильяно, но всегда используется прием двух нагружений: независимость резу л ь­
тата от порядка прилож ения нагрузок. Во всех доказательствах не рассматриваю тся дру­
гие порядки нагруж ения, так как они требуют привлечения теоремы взаимности. Однако 
элементарны е доказательства всегда привлекательны — в них более четко выступает 
ф изическая сущ ность вопроса.

Пример 1. П ро ги б  консольного стержня при действии силы на 
конце стержня (рис.9.21). Для определения прогиба в точке Л состав­
ляем выражение потенциальной энергии деформации:

1 <• M 2 dz p i  \  .  p 2i 3

о х х о

По теореме Кастильяно имеем



dU
ap z

p i 3
3 EJr

что соответствует ранее получен­
ным результатам.

Пример 2. Определение прогиба 
в произвольной  точке стерж ня 
(рис.9.22). К стержню приложен мо­
мент М,  и требуется определить про­
гиб в точке А. Для этого приложим в этой точке А силу Ф, применим 
теорему Кастильяно, но в окончательном результате положим Ф=0.

Потенциальная энергия деформации стержня (по участкам) равна

Рис. 9.21. Определение прогиба стер­
ж ня с помощью теоремы Кастильяно

1/2
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8 EJr
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Далее находим

dU
ЭФ ’

3ML' Ф/ '
8 EJr 3 EJr

Прогиб в точке А получаем при 
Ф = 0:

д и
ЭФ ф = о

з м г
8 EJr

В рассматриваемом случае резуль­
тат можно получить проще, если про­
вести дифференцирование под знаком 
интеграла и положить Ф = 0 . Тогда 
получаем

Рис. 9.22. О пределение прогиба в 
произвольной точке стерж ня по те­
ореме Кастильяно (способ ф иктив­

ной силы)

s du
Ф =  О- J

I M { z ) ^ ~ d z  
ЭФ
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Знак минус показывает, что прогиб направлен противоположно 
силе Ф.

Пример 3. Определение перемещения фермы в точке приложения 
нагрузки (рис.9.23). Определяем усилия в стержнях по условиям рав­
новесия:

Ni  cos Р = N2 co s  а  , N\  sin P + N2 sin а  = P .

Из этих равенств получаем

cosa „ cosP
N\ = P -sin( a +  p ) . n 2 = P z;sin ( a  + P ) '

Потенциальная энергия деформации 
системы

lATfti 1 U f a  _

2 EF 2 EF

Рис. 9.23. О пределение п ере­
мещ ений фермы  с помощью 

теоремы Кастильяно 2 EF ( /j cos2a  + l2 cos2p )
sin^ a  + P )

Перемещение точки А  в направлении действия силы Р  по теореме 
Кастильяно равно

5Р = | ^ =  cos2a+ l2 cos2p ) 1
ЭР EF siri2( a  + p )

З ам ечан ие. В рассматриваемом примере очевидна эф ф ективность метода вариации 
напряж ений (усилий) при определении перемещений в сложных системах. Реш ение за­
дачи на основании геометрических соображений значительно сложнее.

Общие свойства упругих систем. Рассмотрим два важных свойства 
линейных упругих систем произвольной структуры, которые называ­
ются принципом независимости действия сил и принципом взаимно­
сти.

Принцип независимости действия сил утверждает, что в упругой 
системе напряжения и деформации от действия одной нагрузки не за­
висят от наличия или отсутствия других нагрузок. Более строгая фор­
мулировка требует указания о линейности системы; напряжения и де­
формации должны быть пропорциональны действующей нагрузке.

Например, при контактной деформации упругих шаров принцип 
независимости действия сил несправедлив, так как зависимость пере­
мещения от силы оказывается нелинейной. По этой же причине прин­
цип независимости действия сил не может использоваться при нали­



чии пластических деформаций или деформаций ползучести. Из прин­
ципа независимости действия сил вытекает, что действие суммы сил 
равно сумме действий каждой силы в отдельности.

Важным следствием принципа является утверждение, что резуль­
тат действия суммы сил не зависит от порядка их приложения.

Принцип независимости действия сил подтверждается экспери­
ментально и хорошо проверен на практике. Его теоретическое доказа­
тельство основывается на том, что линейные упругие системы описы­
ваются линейными дифференциальными уравнениями, для которых 
справедлив принцип суперпозиций.

Зам ечания. I. Важным условием, сопутствующим применению принципа независи­
мости действия сил, является принцип начальных размеров, в соответствии с которым 
условия равновесия рассматриваются для начального, недеформированного состояния. 
Если принцип начальных размеров в рассматриваемой задаче не мож ет быть использо­
ван, то, как правило, неприменим и принцип независимости действия сил.

2. Д ля справедливости принципа независимости действия сил требуется одинаковая 
линейная зависимость усилий и перемещений при нагружении и разгрузке.

3. Упругие конструкции, у которых параметры упругости зависят от знака действу­
ющих напряжений, не относятся к числу линейных систем, и для них, следовательно, 
принцип независимости действия сил неприменим.

Принцип взаимности  основан 
на принципе независимости дейст­
вия сил и является его следствием.

Рассмотрим произвольное уп­
ругое тело (рис.9.24), к которому 
п ри л ож ен ы  единичны е силы  
Р\  = 1 и Р2 = 1. Пусть 8 [ — пере­
мещение точки Ау при действии 
только одного усилия Р\ и 8 ц — 
проекция этого перемещения на 
направление Р\. В точке А2 от еди­
ничного усилия возникает переме­
щение в направлении усилия Р2, 
равное 821- Если к телу приложена единичная сила Р2 = 1, то она вы­
зывает перемещение точки А 2, обозначенное 822 > и перемещение точ­
ки Л], обозначенное 8 12.

В соответствии с принципом независимости действия сил резуль­
тат воздействия, в частности потенциальная энергия деформации, не 
должен зависеть от порядка приложения нагрузки. Пусть к упругой 
системе статически приложена сначала сила Р\ = 1. Тогда потенци­
альная энергия деформации, равная работе внешних сил, составит

Рис. 9.24. Принцип взаимности для уп­
ругих систем



— 8 ц  • 1 . Если затем статически приложено усилие Р2 -  1, то произой­

дет увеличение потенциальной энергии деформации за счет работы 

внешних сил. Усилие Р2 совершит работу х  822 ■ 1 но, что самое важ-

ное, произведет работу усилие Р\ = 1, которое в процессе возрастания 
усилия Р2 оставалось постоянным (работа равна 1 ■ S21 • 1)- При указан­
ном порядке нагружения (сначала Pj, затем Р2) потенциальная энер­
гия деформации равна

2^п 1 + 2^22 1 + 2̂1 1 ’ 1̂15̂
Если изменить порядок нагружения (сначала Р2 , затем Р \ ), по­

лучим

^(2) = 2 ^22 ' 1 + 2 811 1 + ^12 ' * • (116)

Приравнивая значения и U(2), находим

612= 62! . (117)

Перемещения 8 12 и 821 от единичных сил в других точках называ­
ются коэффициентами влияния.

Принцип взаимности утверждает: коэффициенты влияния являют­
ся симметричными, т.е. не изменяются при перестановке их индексов.

В общем случае
5,у= 8Л . (118)

Зам еч ан и е. В общ ем случае принцип взаимности утверж дает: работа сил первой 
системы на перемещ ениях от второй системы сил равна работе сил второй системы на 
перем ещ ениях от первой системы. В частном случае, когда первая система представляет 
собой единичную  силу Р \ , а вторая —  единичную силу Р г, получается равенство (117).

Д оказательство в общ ем случае полностью  повторяет приведенный вывод.



Г лава  10 

КОЛЬЦА И ПРУЖИНЫ

36. Изгиб колец

Рис. 10.1. К ольца как элементы конст­
рукции

В технике часто используются 
кольца как силовые элементы кон­
струкций (рис. 10.1). Они служат 
для подкрепления оболочек (сило­
вые кольца, шпангоуты), особенно 
при п ередач е  сосредоточенны х 
усилий, и нередко представляют 
собой самостоятельные конструк­
тивные элементы.

Рассмотрим замкнутые круго­
вые кольца, у которых одна из 
главных осей поперечного сечения 
лежит в плоскости кольца. Будем
считать, что нагрузки совпадают с главной осью и действуют в пло­
скости кольца и что размеры поперечного сечения малы по сравнению 
с радиусом кольца.

Основные уравнения. Задача о 
замкнутом кольце под действием 
произвольной нагрузки (в плоско­
сти кольца) является статически 
неопределимой задачей.

Разрезав кольцо в произволь­
ном месте (рис. 10.2), получим ста­
тически определимую систему, в 
которой действуют три неизвест­
ных силовых фактора: нормальное 
усилие * 1 , перерезывающее уси­
лие Х2 и изгибающий момент Х3 .

Замкнутое кольцо является три
раза статически неопределимой

„ - Рис. 10.2. Основная система при расче-системои. те колец



При определении перемещений будем использовать интеграл Мора: 

г МрМ, , Г KQVQ X
5 = J ~ W ~ ds+ J + J ~ 7 ^ r ~d s ’ <*>EF GF

где Мр , Np , Qp — соответственно изгибающий момент, перерезываю­
щая и нормальная силы от внешних нагрузок в разрезанном кольце; 
М у , N y , Qy — то же от единичных силовых факторов; EJX, EF, GF — 
соответственно жесткости на изгиб, растяжение и сдвиг; К  — коэф­
фициент, зависящий от формы сечения.

Анализ показывает, что влиянием перерезывающих и нормальных 
сил для колец в большинстве случаев можно пренебречь.

В качестве основной системы принимаем 
кольцо, разрезанное в сечении А (рис. 10.2).

Составим канонические уравнения мето­
да сил, считая относительные смещения то­
чек А  и А* равными нулю:

8jj*i + 852*2 + ^13X3 + Aip= 0 , (2) 

821*1 + 822*2 + 823X3 + Д2р = 0 , (3)

831* 1+ 832^2 + 833* 3 + Дзр= 0 . (4)

Уравнение (2) выражает отсутствие от­
носительного смещения разреза (в основ­
ной  с и с т е м е )  в н а п р а в л е н и и  с и л ы * 1 , 
уравнение (3) обращает в нуль взаимное 
смещ ение разреза в направлении силы * 2 , 
уравнение (4) свидетельствует об отсутст­
вии взаимного поворота разреза.

Для определения коэффициентов кано­
нических уравнений (2)-(4) построим эпюры 
изгибающих моментов (рис. 10.3). Используя 
свойства произведения симметричных и ко­
сосимметричных эпюр, находим

8 1 2 = 8 2 1 = 0, 8 2 3 = 8 3 2 = 0.

Из уравнения (3) находим
Рис. 10.3. Эпю ры изгибаю­
щ их моментов от единич­

ных силовы х ф акторов



8 l A + 813X3 + А1р= О, 531Х! + 833X3 + А3р= О 

и приводят к следующим значениям неизвестных силовых факторов: 

X  =  A3pS 1 3 ~  A lp S33 х  _  А 1р5 3 1 ~  А3р5 11 ^

811833- 823 §11833“ 8?з
Перейдем к вычислению коэффициентов влияния.
Изгибающий момент в сечении под углом 0  в эпюре 1 (рис. 10.3,а):

М п (© )= 1 R ( l -  c o s © ) .

Изгибающие моменты будем считать положительными, если они 
уменьшают кривизну стержня (положительное направление М(0 ) по­
казано на рис. 10.2).

Изгибающие моменты в эпюрах 2 и 3 от единичных силовых фак­
торов (рис.10.3,би в ) :

Л / 12( 0 )  =  1,- Л  s i n ©  , М 13( 0 ) = 1 .

Далее вычисляем

2 п  ^  2 tz ^

8„  = - ± -  j  M f a  d Q =  ^  J ( 1 -  cos©  )2d© = ,
x 0 * 0 x

2 7Z л  2  те о
2 ' 2kR

8 ,3 = JjWnM 1 3/?rf0  = J ( 1 -  cos0 )rf0  = ш  
x 0 x 0 x

2n  ̂ 2it ^
I % -  1 s i A w e »

x 0 X 0 *
2n 27t

«33= ^  J « , 2э*<«< =

Перемещения под действием внешних нагрузок составляют 

2к 2
Д1р= - L  J МрЛ/цЛ d©= f - J  Afp ( 1 -  c o s© )d © ,



271 о 2л
Д2р= ± -  J MpMi2Rde=  Мр sin 0 dO,

X л X Q

2к 2^п
А13= -±- J MpA/13R d 0 =  - | r j  Mpd 0 ,

*  0 *  о

где Mp(0 ) —  изгибающий момент от внешних нагрузок в сечении под 
углом 0  в разрезанном кольце.

Подставляя вычисленные значения в формулы (6), найдем после 
несложных преобразований

2тс

X i = k r I  Мр(0) C°S ® d& ’ (?)О

2к

* 2 =  ~ ^ R  I  M P( 0 ) s i n 0 d 0 > ( 8 )
О

2 л 2л
Х 3 = J Мp (0 )r f0 -  - -  J Мр(0) cos0 d 0  . (9)ZK тсо о

Изгибающий момент в сечении 0  в замкнутом кольце

М (0) = Мр(0) + X xR ( 1 -  cos 0 )  + X?R sin 0  + Х3 . (10)

Учитывая равенства (7)-(9), получаем основную формулу:

2к 2к
М (0) = М р(0 ) -  ^  J А/р(0) d@ -  } Mp(0) cos 0  dO -  

о о

2л
sin0

к
j Мр(0) sin 0 d0 . (11)р 
о

Изгибающий момент в сечении замкнутого кольца равен изгибаю­
щему моменту в разрезанном кольце за вычетом трех первых членов 
разложения этого момента в ряд Фурье. При вычислении интегралов 
можно пользоваться приближенными численными методами.



В равенстве (11) угол 0  отсчитывается от сечения разреза, которое 
можно выбрать произвольным. Если внешние нагрузки имеют ось сим­
метрии или ось асимметрии, то «разрез» кольца целесообразно прово­
дить по этим осям.

Для нагрузки, симметричной относительно линии разреза:

тс тс
M(Q) = Мр(0) -  -  J Мр(0) dQ -  - COs€> J Afp(0) cos 0  dQ . (12) 

о к 0

Для нагрузки, кососимметричной относительно линии разреза:

К
М (0) = Мр(0) -  2- - Ш <Э J Мр(0) sin 0  d Q . (13)

о

Зам ечание. При раскрытии статиче­
ской неопределим ости  кольца учиты ва­
лись только изгибающие моменты. В не­
которых случаях, например при действии 
на кольцо большого числа одинаковых ра­
ди ал ьн ы х  сил , су щ ествен н о е  зн ачени е  
пр и о бр етаю т н орм альн ы е усилия, и их 
следует учесть в равенстве (1). Это понят­
но, потому что при равномерном давлении 
на кольцо изгибающие моменты в нем от­
сутствуют и вся деформ ация происходит 
за счет усилий N.

Пример I. Определить изгибающие моменты в кольце под дейст­
вием сосредоточенных сил (рис. 10.4,а). Разрежем кольцо по оси сим­
метрии и распределим нагрузку поровну по краям разреза (рис. 10.4,6).

Изгибающий момент в сечении под углом

Мр(0 )=  -  ^  PR sin 0  .

Применяя формулу (12), находим 
% п
J Mp(Q)dQ = - \ p R  j sin0 dQ  = - P R  , 
о о

П К
j  Mp(Q) cos 0  dQ = -  ^  PR |  sin 0  cos 0  dQ  = 0
0 0



и окончательно
1 1 • г,— -  -  sin©
п 2\  У

При 0  = 0 и 0  = п /2

1M(Q )= - P R =  0,318PR,  М  к
'  к ' 1 )

2 к 2
V V )

PR = - 0 , I S2PR.

Распределение изгибающих моментов 
показано на рис. 10.4,в.

Пример 2. Определить изгибающие 
моменты в кольце, загруженном двумя со­
средоточенными моментами М  (рис. 10.5,а). 
П роведем  разрез по оси симм етрии 
(рис.10.5,б). Изгибающий момент в основ­
ной системе в сечении под углом ©

М  ( 0 )  =  { ® ’ 0 - ® - а > ywptuj t _ М ; а < 0 < л .

Определяем

J Мр(0 )=  - J M d Q =  - М (  л -  а ) ,
0 а

к л
J Mp(0) c o s 0 d 0 =  - м  { cos0 d& =
0 а

= М  sin а  .

Далее по формуле (12) находим

Рис. 10.5. Кольцо под действи ­
ем  сосредоточенны х моментов

При 0 < 0  < а

М(&) = М

М(0) = Мр(0) + м

2 cos ос

1 -
а

M s in a .

1_ « 2 cos 0  
л

М  sin а .



М(©)= - М а  2 cos 0  .— I- --------- sm осл л
v у

Эпюра изгибающих моментов показана на рис. 10.5,в.

37. Винтовые

Наиболее широкое применение 
в различных технических изделиях 
имеют винтовые пружины, которые 
обычно могут рассматриваться как 
стержни малой кривизны. Винтовые 
пружины (рис. 10.6,а) изготавлива­
ются чаще всего путем навивки на 
цилиндрическую оправку проволо­
ки диаметром от 0,2 до 50 мм и бо­
лее. Диаметр цилиндрической по­
верхности, содержащей центры тя­
жести сечений (средний диаметр), 
обозначен D 0 , диаметр проволоки 
d,  шаг навивки t, ось стержня явля­
ется  винтовой  линией  с углом  
подъема а:

а - 18а=, 4  (14>

В большинстве случаев угол ос — 
м алая вел и ч и н а  (tgoc< 0 ,2 , 
ос< 12°). Наибольшее распростра­

нение получили пружины, работаю­
щие на сжатие (рис. 10.6): клапан­
ные пружины, пружинные рессоры 
и т.п. Через тарелки или торцевые 
плоскости передается усилие Р, 
действующее вдоль оси пружины.

Напряжения в пружинах. В по­
перечном сечении создается крутящий момент (рис. 10.6,6)

Рис. 10.6. Расчетная схема витой пру­
жины:

а —  конструктивная схема; б  — сило­
вые факторы в сечении пружины

(15)



Изгибающим моментом в сече­
нии при малы х углах  а  можно 
пренебречь.

Важным геометрическим пара­
метром витой пружины является 
ее индекс с:

с = D q /  d , (16)
Рис. 10.7. Касательны е напряжения кру­
чения т* и среза тср в сечении пружины где Dq — средний диаметр пружи­

ны; d — диаметр проволоки.
Для пружин с большим индексом ( с > 8) распределение касатель­

ных напряжений при действии крутящего момента такое же, как при 
кручении прямого вала (рис. 10.7,а):

16 М х 8 PD,'О
n d ' пd'

(17)

Перерезывающая сила в сечении Q =  Р дает касательные напряже­
ния (рис.10.7,6), приближенно равные

_ АР_ 
Тср“  n d 2 '

(18)

Максимальное касательное напряжение находится в точке попе­
речного сечения, ближайшей к оси пружины (точка Л на рис. 10.7):

тт а х  — max +  ^ с р '

1 + vcp 8 PDa

nd'
1 +

2Dn nd'
1 + ~ 

2с
(19)

Разрушение пружины обычно начинается в точке А, где напряже­
ния наибольшие.

В общем случае максимальное касательное напряжение

^тах
8_РЩ 

n d 3
(20)

где сц = о^(с) — коэффициент концентрации напряжений на внутрен­
нем волокне пружины (в точке А).

Приближенно можно принять, что при кручении касательные на­
пряжения на внутреннем волокне возрастают пропорционально отно­
шению радиусов винтовых линий:



Ял
R 0~ 2 d0

с -  1

Такое предположение основано на том, что при кручении сечение 
стержня остается неизменным, а углы сдвига и касательные напряже­
ния изменяются обратно пропорционально длинам винтовых линий. 
Коэффициент концентрации касательных напряжений

с 1
-  1 + 2с (21)

При уменьшении индекса с величина ат возрастает.
Для определения осадки пружины (сближения точек приложения 

усилий Р ) найдем потенциальную энергию деформации:

и - i t1 \ М 2 ds \ |  K tfd s
GJ„ G F

о *■ о 

В качестве длины стержня принимают

I - кDn ,

(22)

(23)

(24)

где п —  число рабочих витков.
Для передачи осевого усилия на пружину витки на концах пружи­

ны поджимаются при навивке и сошлифовываются для получения 
опорной плоскости (см.рис.10.6). Обычно принимается число рабочих 
витков

п = п0- А ,

где А = 1,..., 2 — число концевых витков.
Учитывая, что

JK= Jp -  mi 4 /  32, F = n d 2 / 4

и принимая К ~  1, получаем из соотношения (22)

U-
SP^DftnDtfi 4 Р 2£>0лл ")_ 1 

Gnd4 Gnd2 J  2

4 P^Dtfi
Gd G d l

(25)

Потенциальная энергия деформации равна работе внешней силы 
(закон сохранения энергии)

U- 'гР Ъ '
(26)



где 8 —  осадка пружины.
Из уравнений (25) и (26) находим

8 PD fr | 4PD&1

2 *0G d4 GfiT Gd*

Вторым слагаемым практически можно пренебречь; тогда

8 PDfri
Gd

= Ал,

где Я, —  осадка одного витка:

Х = 8 PD &

(28)

(29)

Рис. 10.8. Связь осадки пружины 5 и 
действующего усилия Р

Формулы (20) и (28) являются 
основными для расчета пружин. 
Связь осадки пружины 8 и дейст­
вующего усилия Р  показана на 
рис.10.8. Усилие предварительной 
затяжки (осадки) Р\ принимается 
в зависимости от назначения пру­
жины в пределах

Р х= (0,1- 0,5)/>2> (30)

где Р2 —: максимальная нагрузка 
на пружину. Величина Р 2 представляет наибольшую допустимую на­
грузку по условиям статической прочности.

При осадке пружины 8пос происходит соприкосновение (посадка) 
витков и удар. Необходимо выполнение очевидного условия

8 < 5П0С. (31)

Из этого условия назначается шаг пружины (в свободном состоянии)

кЬз
t> d + (32)

где 83 —  осадка при допустимой (статической) нагрузке; п —  число 
рабочих витков; к = 1,1; ... ; 1,3 —  коэффициент, гарантирующий зазор 
между витками при наибольшей нагрузке.



В качестве материала пружин используются, высокоуглеродистые 
и легированные стали, термообработанные на высокий предел прочно­
сти (ав =1200 3000 МПа). Они характеризуются сравнительно малой 
пластичностью. В качестве критерия разрушения можно принять мак­
симальные растягивающие напряжения Ст]; при напряженном состоя­
нии типа кручения, или сдвига

® l = W -  <33>

Модель прочностей надежности пружин при статических на­
грузках. Максимальное растягивающее напряжение

8 PD a а„
а ^ а , — (34)

n d  ст

где ств —  предел прочности материала; пст —  запас статической проч­
ности. Обычно при расчете пружин принимают

лст= 1,7 + 3,5. (35)

Предел прочности ав зависит от диаметра проволоки: при умень­
шении диаметра проволоки ав возрастает.

Модель прочностной надежности пружин при циклических на­
грузках. При числе циклов нагружений N> 106 опасным становится 
усталостное разрушение. Условие усталостной прочности имеет вид

W ' C - l .  ' (36)

где 1*а и х*т  —  амплитуда переменных напряжений и постоянное напря­
жение в момент разрушения; т_ i —  предел выносливости для каса­
тельных напряжений; , (3 , е —  соответственно эффективный коэф­
фициент концентрации напряжений, коэффициент поверхности и мас­
штабный фактор; \|/х —  коэффициент влияния постоянных напряже­
ний.

При подобии рабочего и предельного циклов имеем

= Ппр}а > ^т ~ nnj\}m > (37)

где ха , хт  —  наибольшие переменные и постоянные напряжения н ра­
бочих условиях; п„а —  запас по подобному циклу.



”'-1
п пд

Ре

При возрастании только переменной части напряжений

(Зе + VxXm'

Получаем из соотношений (36) и (39)

х- i -
п° = -----к Г '

%а Ре

(39)

(40)

Запас по переменным напряжениям па применяется в тех случаях, 
когда имеется опасность усталостных разрушений пружин вследствие 
резонансных явлений. Если внешняя нагрузка циклически изменяется 

^*тах— ^*2 Д® -^min— Р\ , ТО

*РдРо Т „  8Рт Р 0 ,дп
— з > ,з | ' 'nd mi0

где

Р а  = \  ( Л п а х -  Л п т  )  - Л п  = |  (■Лпах + Л ш п  ) • ( 42)

Так как «концентрация напряжений» отражена в величинах та и 
1т , то ее дополнительный учет не требуется — можно принять в ра­
венствах (38) и (40) К г= 1 . Величина Р при наличии упрочняющей об­
работки (например, обдувки микрошариками) принимается равной
1,3— 1,4. Влияние чистоты поверхности, коррозии и других факторов 
на величину Р рассматривалось в разд. 14.

Масштабный фактор е принимается по формулам разд.14, у т = 0,1. 
Запас прочности по подобному циклу пПД = 1,4 + 2,5; запас по пере­
менным напряжениям па = 2 + 3.

Замечание. Возрастание касательных напряжений на внутренних волокнах (в  окре­
стности точки А )  происходит плавно и только условно относится к концентрации на­
пряжений. В сущности, коэффициент a t вводится скорее как приближенная поправка 
к простым формулам для прямого бруса, позволяющая избегать более точного, но гро­
моздкого расчета.



Модель прочностной надежности пружин при ударном нагруже­
нии. Рассмотрим действие на пружину груза весом Q, падающего с на­
чальной скоростью VQ (рис. 10.9).

Для определения наибольшей 
динамической нагрузки использует­
ся приближенное решение, основан­
ное на том, что энергия падающего 
груза Urр переходит в потенциаль­
ную энергию сжатия пружины Unp.
Будем сначала пренебрегать массой 
пружины и покрывающей тарелки по 
сравнению с массой груза.

Статическая осадка пружины под 
действием усилия Q:

5Ст= 8 п (2 , (43)

где 8ji —  осадка пружины при еди­
ничной (статической) силе.

После удара груза в пружине возникают динамическая осадка 5Д и 
потенциальная энергия пружины

^пр = 2 5д£д = 2 5,7 = 1̂ д ^

Изменение энергии груза равно разности энергии груза в момент 
соприкосновения и после полной осадки пружины:

= £Лгр- и2гр= К02+ Q H -  Q (H -  5Д)= 05д, (45)
z S  ̂ 8

где Q H —  потенциальная энергия груза в поле силы тяжести (Н  —  
высота).

Предполагается, что груз останавливается при полном сжатии пру­
жины. Пренебрегая рассеянием энергии и приравнивая £/пр и U^  , нахо­
дим

^ s» - e6« - | ? F» = 0 ' (46)

что дает

Рис. 10.9. Ударное нагружение 
пружины



=  1 + V 7 T 5 r = , + V 7К „ = 1 + \  1 + = 1 + \  1 + . (48)
А £§llQ ст

Коэффициент динамического усилия показывает, во сколько раз 
возрастает осадка (прогиб) упругой системы при динамическом при­
ложении внешней нагрузки по сравнению с осадкой со статическим 
(медленно возрастающим) ее приложением.

Если нагрузка прикладывается мгновенно, но с нулевой скоростью 
( Vq = 0), из формулы (48) получаем

KR= 2 . (49)

При наличии начальной скорости К д> 2. Для уменьшения К д сле­
дует увеличивать податливость системы (величину 5ц).

Максимальное напряжение в пружине при ударе

8 Q jP o _  8 8ДР 0
^max— з ^ г л З ’71йГ 5ПТИГ

Рассмотрим теперь удар падающего груза при наличии на торце 
пружины массы т j (буфера).

Если удар неупругий, то после соударения массы т  и т х начнут 
двигаться с общей скоростью Vx, которую можно определить из равен­
ства количества движения:

V\ = V0— ^ — = V0~.--- Ц —  (51)
1 0 m + m x u 1 + mx/m .

Повторяя предыдущий вывод, найдем для рассматриваемого случая

К п = 1 + У \ F°2 (52)g5CT( 1 + т х/ т )

Наличие массы т х перед пружиной понижает динамические напря­
жения в пружине. Ранее считалось, что масса пружины пренебрежимо 
мала по сравнению с массой груза. Для приближенного учета массы 
пружины к т \  должна быть добавлена приведенная масса (приведен­
ная к сечению пружины, воспринимающему удар).Если скорость на­



чального сечения Fmax, то кинетическую энергию приведенной массы 
и всей конструкции (пружины) получим в виде

2 т \ пр ^тах= К \, (53)

где К\ —  кинетическая энергия, которую приобретает пружина после 
удара.

При статическом приложении усилия осадка витков линейно изме­
няется по длине:

S(s )= 5maxf ,  (54)

где s —  длина вдоль проволоки пружины; I —  общая длина пружины; 
8 —  максимальная осадка (при s = I).

В нижнем сечении ( s -  0 ) осадка (перемещение) отсутствует. 
Предполагая приближенно, что распределение динамического проги­
ба (осадки) остается подобным статическому распределению, получа­
ем, дифференцируя равенство (54) по времени:

П®)= Vmaxj-

Кинетическая энергия пружины
I

* ,=  nV2(s)ds= \
о

где ц —  масса единицы длины пружины, \xl= т пр —  масса всей пру­
жины. Из равенства (53) находим приведенную массу пружины:

^ « 1  пр-тах =  \  | ^тах  ( 55>

ИЛИ

_ 1 
т \ пр ~  2 ^пр •

Коэффициент динамического усилия с учетом массы пружины:



Замечание. П ри бли ж ен ная модель 
ударного воздействия, рассмотренная на 
примере пружины, используется для обще­
го случая ударного нагружения конструк­
ций (рис. 10.10). Формула для коэффици­
ента динамического усилия (56) остается 
прежней, но изменяются 8ст —  прогиб оси 
статического воздействия груза —  и значе­
ние приведенной массы т Пр.

Для стержня (рис. 10.10,а) при­
веденная масса

1
^ п р  — з  т стер >

Vo *

Q
Vo

шт.
а

Рис. 10.10. Ударное нагружение конст­
рукций: 

а —  балки; б —  стержня •

для балки (рис. 10.10,6 )
ч

_  17
" Ч п р -  2 5 ’

где т стер —  масса стержня, т бал —  масса балки.



Г  л а в  а 11 
Д ИНАМ ИКА И УСТО Й ЧИ ВО СТЬ С Т ЕРЖ Н ЕЙ

Колебания элементов конструкций часто являются причиной раз­
рушений и катастроф. При проектировании технической системы не- 
обходи мо знать ее частотные характеристики и избегать динамическо­
го усиления внешних возбуждений. Основы теории колебаний излага­
ются в курсе теоретической механики. Однако колебания упругих си­
стем, особенно систем с распределенными параметрами, имеют ряд 
особенностей, с которыми необходимо познакомиться.

38. Изгибные колебания стержней
Колебания груза, закреплен­

ного н а  стержне (балке). Такая 
динами ческая схема встречается, 
например, при расчете фундамен­
тных балок и стержней, крепящих 
тяжелы« агрегаты (дизели, турби­
ны и т. п.). Будем считать массу 
стер ж ня малой по отношению к 
массе груза.

Рассмотрим сначала свободные 
колеб ан и я  балки с грузом 
(рис.11. 1), вызванные случайным 
первоначальным отклонением.

В отклоненном положении, которое характеризуется смещением 
J V{t), зави сящим от времени t, на груз действуют сила тяжести Q и сила 
упругости

5ll

где 5] 1 —  прогиб балки в месте приложения груза (массы) от единич­
ной силы.

Уравнение движения груза имеет вид

Рис. 11.1. Свободные колебания груза, 
закрепленного на стержне



где Q —  вес груза; т. = Q/g — масса груза.
Обозначая круговую частоту буквой р, записываем

Р Snm '
(3)

Получим дифференциальное уравнение

(4)

Общий интеграл этого уравнения можно представить так:

dv 1v(t) = КО) cospt + —  (0) — sin/?? + vCT ( 1 - cosp t) „dt p (5)

где —  прогиб балки под действием си л ы  веса;

КО ), ^г(О) —  начальное отклонение и скорость (при t = С). dt
Пусть в начальный момент времени груз получил отклонение

Тогда из соотношения (5), считая начальную скорость равной ну­
лю, получим

После начального отклонения система начинает совершать коле­
бания с круговой частотой р, амплитудой v относительно положения 
статического равновесия (прогиба Кст). В дальнейшем постоянные во 
времени силы не будут рассматриваться, следует только считать, что 
система совершает колебания относительно положения равновесия.

Замечание. К ак  известно из курса математики, для дифференциального уравнения 
колебаний

нормальными фундаментальными функциями являются следующие:

И0)= vCT+ v (6)

т =  у„+  у0 cos pt. (7)

V\(t) = cos p t , Vi(t) = -sinpf, (9)
P



t
V{t) = K(0)cosp<+ dry (0) — sinpf + —|  s in p (f-  t\)f(t\)dt\. (10)dt p p J0

При /  (t) = -Q /m  получаем решение (5).

Собственные колебания груза. Колебания условно разделяют на 
свободные, при которых внешние возбуждающие силы отсутствуют, и 
вынужденные, происходящие под действием переменных по времени 
внешних нагрузках. Силы трения в материале (внутреннее трение), в 
узлах сочленений (конструкционное демпфирование) и другие виды 
трения считаются всегда присутствующими. Поэтому свободные коле­
бания — всегда затухающие. Силы демпфирования обычно невелики 
и не сказываются на частоте и форме колебаний системы.

При анализе частот и форм колебаний рассматриваются свободные 
колебания без учета сил демпфирования. Такие колебания называются 
собственными. В расчетную модель собственных колебаний входят 
лишь силы инерции и силы упругости. Уравнение собственных коле­
баний груза (см.рис.11.1) имеет вид

т^ ? + т - К 0 = ° .  О 1)dt2 §п

Частотное решение этого уравнения можно принять в виде
V{t) = Кcos p t , ( 12)

где Р '—  амплитуда колебания, р —  круговая частота. Внося равенство 
( 12) в уравнение ( 11), получаем

(13)\ о пт

Ч астота колебаний измеряется в герцах:

' - £ ■  (,4)
Период колебаний

Т = —  = Д . (15)
Р f

Частота колебаний в соответствии с равенством (13) тем меньше, 
чем больше масса груза и упругая податливость системы.



Отметим важную для дальнейшего статическую аналогию упругих 
колебаний. Решение (12) приводит к тому, что уравнение (11) превра­
щается в уравнение для амплитудных прогибов

-p2mv+ ~̂—v= 0 . (16)
8П

Его можно было написать сразу, если считать, что усилие, с кото­
рым колеблющаяся масса действует на балку, равно

FH = p2mv. (17)

и направлено в сторону прогиба.
Условие равновесия дает

7 1pzmv- у -  v= 0,
511

т.е. уравнение (16).
Замечание. Величина V  в решении (12) при собственных колебаниях остается не­

определенной; она равна произвольному начальному отклонению. Но частота колебаний 
не зависит от амплитуды (свойство изохронности малых колебаний). В нелинейных си­
стемах проявляется зависимость частоты колебаний от величины первоначального от­
клонения.

Вынужденные колебания груза.
Пусть на сосредоточенную массу* 
действует внешняя возбуждающая 
сила P(t) (рис.11.2): f

P(t) = Р  cos ust, (18)

где со — круговая частота возбужда­
ющей силы.

Например, если масса представ­
ляет турбину с частотой вращений 

ротора л мин, *, то при наличии неуравновешенности ротора возникает 
возбуждающая сила с частотой

с о = ^ = 2 т ш 1, (19)

где п\ —  число оборотов в секунду.
Уравнение движения груза будет таким:

2
т  ^ v(t) + Р  coscot. (20)

dt2 5ii

P(tJ--P cos cut

Рис. 11.2. Вынужденные колебания 
груза, закрепленного на стержне



В  системе возникают собственные колебания, связанные с началь­
ными условиями движения, которые вскоре затухают вследствие дей­
ствия неизбежных сил трения. Вынужденные колебания соответствуют 
частному решению неоднородного уравнения (20), которое можно ис­
кать в виде

v(t) = vcos cot. (21)

Внося решение (21) в равенство (20), получаем

р5п v0
1 - со2/р2 2, 2» СО /р

(22)

где р = 1 / V  5] 1 т  —  круговая частота собственных колебаний, 
vg= Р 8 ц  —  отклонение системы под действием амплитудного значе­
ния возбуждающей силы при ее статическом приложении. Отношение

1

1 - со2//?2
(23)

называется коэффициентом дина­
мического усиления.

При совпадении частоты возбуж­
дающей силы и частоты собственных 
колебаний наступает резонанс: про­
гиб балки V—> оо, коэффициент дина­
мического усиления &д -»°°. В дейст­
вительных условиях амплитуда коле­
баний остается конечной, так как в 
системе неизбежно присутствуют си­
лы трения, однако резонансные коле­
бания могут представлять серьезную 
опасность для конструкции.

На рис. 11.3 показана зависимость 
коэффициента динамического усиле­
ния от частоты. Обычно рекомендует­
ся исключать из зоны рабочих режи­
мов частоту возбуждения 0,7р< со< 1,3р.

Отметим, что очень высокие частоты колебаний не опасны для 
конструкции с низкой собственной частотой (Лгд —>0 при со—»°°).

Замечание. Если на конструкцию действует возбуждающая сила с частотой со, то 
конструкция испытывает стационарные колебания с этой же частотой. Вынужденные ко­
лебания конструкции происходят с частотой возбуждающей силы.

Рис. 11.3. Зависимость коэффици­
ента динамического усиления от ча­

стоты возбуждающей силы



Собственные колебания стержня с несколькими сосредоточенны­
ми массами. Рассмотрим сначала колебания балки с двумя сосредото­

ченными массами (рис. 11.4). Вос­
пользуемся статической аналогией 
и будем считать, что в отклонен­
ном положении на массы действу­
ют усилия

F\ = Р 2т  1^1 > F2 = p2m2V2,

Рис. 11.4. Колебания упругой системы 
с двумя сосредоточенными массами

где Vx, v2 —  амплитудные откло­
нения точек закрепления масс.

Прогибы стержня под действи­
ем усилий F i и F 2 (рис. 11.5):

vl — 5ц^1+ 5i2F2 - b\]p2m\Vx + bi?p2m2v2, 

У2 =  $12^1 +  &22?2 =  ?>\TP2m\vi +  822Р2/П2К2>

(24)

где 8,у —  коэффициенты влияния (прогиб в сечении i от единичной 
силы в сечении у; они определяются с помощью интеграла Мора).

Напомним, что коэффициенты влияния удовлетворяют условиям 
взаимности:

% = 8у,.  (25)

V/,

P=Pi

Равенства (24) приводят к систе­
ме однородных уравнений относи-

( р 2Ъпт х - 1 ) к, + p \ ^ n 2v2 =  0. 

p \ :miVl + (р \^п2-  1 ) К 2= 0.
(26)

— 'Ф777777'.

Эту же систему можно получить 
другим путем, считая, что на стер­
жень действуют силы инерции масс

Рис. 11.5. Формы колебаний, соответ­
ствующие двум частотам колебаний 

двухмассовой системы: 
а —  первая форма; б —  вторая форма

F\ = - т дУ ,(0

Й2
-т 2

ЭУ ,(0

dt2

Предполагая далее



получаем соотношения (24)
Однородная система уравнений (26) будет иметь отличное от нуля 

решение только в том случае, когда определитель системы равен нулю:

р \ \ т \~ 1 р \ ?П 2

рЧ  12̂ 1 р \ ^ п 2~ 1
= 0 . (27)

Из условия (27) получаем характеристическое уравнение для опре­
деления частот колебаний:

Решая это уравнение относительно р, находим два значения квад­
ратов круговой частоты:

Низшей частоте р\ соответствует первая форма колебания 
(рис. 11.5,а), когда обе массы двигаются в одну сторону; частоте р2 от­
вечает движение грузов в разные стороны (вторая форма колебаний, 
рис.11.5,6).

Если определитель системы уравнений равен нулю, то соотноше­
ние между прогибами V, и у 2 при данной частоте можно получить из 
любого (одного) уравнения системы (26). Например, из первого урав­
нения находим

Величина отклонений при данной частоте колебаний остается не­
определенной, но соотношение амплитудных прогибов масс —  форма 
колебаний —  строго определено равенствами (31).

Рассмотрим теперь колебания упругой системы с п сосредоточен­
ными массами (рис. 11.6).

Амплитудный прогиб I -й массы

Р*т \т 2 ( 5] 1822- 6?2 ) - р2 ( 8j \т\ + 822̂ 2 ) + 1 — 0 • (28)

8jlm l + §22^2 ~ У (й ц т 1+ §22^2 )2~ 4mim2( 8^ 822— §12)
2 т im2 ( §11822 — 8j2)

(29)

8цт 1 + 822W2+ У ( 8 ц т 1 +  822^12)2 -  4m im 2 ( 8} 1822- 822 ) 

2т]ГП2 ( 811822- 822)
(30)

V" _  Р?812го2 Ц2> _  Р 2812^2 (31)
v2) p\bnmx- l ’ 2̂ P 2^iim\- 1



у, = P2&iim\vi + Р % ^ 2Уг + • • ■ + p\fnjVs + ... + p25inmnK ■ (32)

Рис. 11.6. Колебания многомассовой 
системы

Составив выражения прогиба 
для всех масс (/ =1, 2, 3,..., п ), 
придем к системе однородных 
уравнений, которую представим в 
матричной форме:

(P 2l Sijnij] - [ £ ] ) { v }  = 0, (33)

где Е  — единичная матрица по­
рядка п:

Е  =
1 О О
О 1 О
О 0 1

{ к }  = { V ,, У2, . . . ,  vn } —  вектор амплитудных прогибов.
Частотное уравнение получается после приравнивания нулю опре­

делителя системы:
p2 l f y n j ] -  ['£ ] | = 0. - (34)

Уравнение (34) дает значения п квадратов собственных частот ко­
лебаний р2 , р 2 , . . . ,  р2, и каждой частоте соответствует своя форма 
колебаний.

Дифференциальное уравнение изгибных колебаний стержней. 
Рассмотрим теперь непрерывное распределение массы. Пусть

т  = р nF ,  (35)

где т  —  масса, приходящаяся на единицу длины стержня (р  — плот­
ность материала, F  —  площадь поперечного сечения стержня).

При изгибных колебаниях на единицу длины стержня действует 
распределенная нагрузка q:

a V  aV (36)

Уравнение изгибных колебаний можно получить из основного 
уравнения изгиба стержней (см.разд.29):



4 1
dz2

d v{z) 
d.?

где qy —  интенсивность распределенной нагрузки (рис.11.7). Приме­
нительно к колебаниям величина qy определяется равенством (36).

Прогиб оси стержня v(zf) зависит теперь не только от z но и от 
времени t, и потому в уравнение (37) должны входить частные произ­
водные

# .
dz2

E JJz ) dMzf)
dz2

(38)

При анализе собственных колебаний 
предположим, что

V(z,t)= V(z) cos p t , (39)

где p —  круговая частота колебаний, 
v(z) —  амплитудное значение прогиба 
при колебаниях.

С помощью соотношения (39) получа­
ем обыкновенное дифференциальное 
уравнение:

dz2
EJx (z) d^Vjz)

dz2
p2pF\z)m  = о . (40)

Рис. 11.7. К  выводу уравнения 
колебаний стержня

Этот результат можно было сразу получить из статической анало­
гии, положив

q = p p F v . (41)

Изгибные колебания стержней постоянного сечения. Для стерж­
ней постоянного сечения при колебании в главной плоскости yOz 
уравнение изгибных колебаний (40) будет таким:

^ f - p 2§  * 0 - 0 . dz х
(42)

Рассмотрим в качестве примера балку, закрепленную по концам на 
двух шарнирных опорах (рис.11.8).

Краевые условия для амплитудного прогиба:
d 2V

КО) = ко  = 0 , ^ f ( ° ) =  ^ (/)= °- (43)



т.е. прогибы и изгибающие момен­
ты на концах балки отсутствуют.

Уравнению (42) и условиям (43) 
соответствует функция

V(z) = V  sin Лk j z (к = 1,2,3,...). (44)

Рис. 11.8. Колебания стержня постоян­
ного сечения: 

а —  расчетная схема; б —  две первые 
формы колебаний

Внося выражение (44) в уравне­
ние (42), находим

2 к 4п4 E Jx

вует определенная частота колебаний
Каждому значению к соответст-

Рк
_ к 2к2 А/ E Jx

I 2 PF
(45)

Наименьшая (первая) круговая частота колебаний получается при 
k= 1:

л2

Р ' = Т2
Ч с  
р F  ■

Первая частота колебаний (в герцах) равна

=  Л  V/i = El
2л

Щс 
р F

(46)

(47)

Из формул (44) и (45) вытекают выводы, справедливые и при дру­
гих условиях закрепления стержня. Система с непрерывным распреде­
лением масс имеет бесчисленное количество частот и форм колеба­
ний. Каждой собственной частоте рк соответствует своя форма коле­
баний vk. Спектр собственных частот упругой системы —  дискретный, 
как это следует из равенства (45). Разберем общее решение уравнения 
(42), которое запишем в виде



Непосредственным дифференцированием можно проверить, что 
функции

vx = cosAz, v2 = sinAz, v3= chAz, v4= shAz

являются частными решениями уравнения (48). Из них можно соста­
вить нормальные фундаментальные функции (функции Крылова)

Vi(z) = ^ ( ch Az + cos Az ), V2(z) = ( sh Az + sinAz), z 2k

V3(z) = ( ch Az - cos Az) ,  V4(z) = —Ц  ( sh Az - sin Az), 
2A. 2 К

(49)

удовлетворяющие условию

(50)

Например,

dVx d 2V! d 3V
v m = u  ”^ _ (0 )= 0 ’ " ^ (0 )= 0 ;

dV2 d 2V2 d 3V2
f 2(0) = 0 , - ^ ( 0) = i ,  - ^ ( 0) = 0 , ^ ( 0) = 0 .

Общее решение уравнения (49) будет таким'(проверьте!)

т  = т  V}(z) + d£ (0) V2(z) + -2|  (0) V3(z) + d-~  (0) V4(z) . (51) 
“z dzr dz

Начальные параметры v(0), v'(0) ,... определяются из краевых ус­
ловий. Для определения частоты получается определитель второго 
порядка; два из четырех краевых факторов известны заранее.

Изгибные колебания стержня переменного сечения (лопатки га­
зотурбинного двигателя). Решение с помощью интегральных уравне­
ний. Уравнение изгибных колебаний запишем в виде

d = p2pF(z)v{z) . (52)
dz2

Из соотношений (29) и (30) разд.31 следует



d_
dz E Jx(z) dM z)

dz* = -GvW, (53)

EJx( z ) ~ ^ f -  =  -  M x(z ) , (54)

где Qy(z) , Mx(z) —  амплитудные зна­
чения перерезывающей силы и изги­
бающего момента при колебаниях 
балки (рис. 11.9).

Уравнение (52) может быть при­
ведено к форме интегрального урав­
нения, что дает ряд преимуществ 
для приближенного решения. Про- 

Рис. 11.9. Изгибные колебания стерж- интегрируем уравнение (52) в преде- 
ней переменного сечения лах от z д0 /. Учтем, что перерезыва­

ющая сила при z = I отсутствует.
Получим

d_
dz E Jx(z) dM z )

dz2
= P2 j P^(zl) Kzi) dzx. (55)

Повторим операцию с учетом условия Мх(1) = 0:

2 1 1 
E Jx{z) = р2 J j pF(z2) v(z2) dz2 dz, .

&
Теперь, перенося E Jx(z) в правую часть равенства и дважды интег­

рируя от 0 до z, с учетом условий

КО) = 0, f  (0 )=0 (56)

получаем интегральное уравнение колебаний консольного стержня

Z  2 1 I I  —

Hz) = р2 | | „ . J j pF(z4) V(z4) dz4 dz3 dz2 dzx.
EJJzo )

0 0 XK "  Z2 z3

(57)

Это —  однородное краевое интегральное уравнение, эквивалент­
ное дифференциальному уравнению и соответствующим краевым ус­
ловиям. Оно называется интегральным потому, что неизвестная функ-



ция входит под знак интеграла (в дифференциальном уравнении не­
известная функция подчиняется операциям дифференцирования). В 
кратком виде уравнение (57) записывается так:

v= p2K v, (58)

где К у —  интегральный оператор, входящий в правую часть уравне­
ния (57).

Легко видеть, что если v{z) является решением уравнения, то фун­
кция cv(z), где с —  произвольное число, также представляет его ре­
шение (амплитудные прогибы при собственных колебаниях задаются 
с точностью до множителя).

Уравнение (58) имеет решение v= О, которое называется триви­
альным, но при некоторых значениях р2= р\, р2, . . .  оно имеет от-

2 2личные от нуля решения. Каждому значению р\ , Р 2 , ■ ■ ■, которые на­
зываются собственными значениями уравнения (оператора), соответ­
ствуют решения vx, V2, . . .  —  формы колебаний стержня (собственные 
функции).

Д ля отыскания первой собственной частоты применяется метод 
последовательных приближений. Задаемся произвольно первым при­
ближением для формы колебаний, например

v( l )= ( z / l ) 2. (59)

Следующее приближение находим из уравнения (59) по схеме

п 2) = • (6° )

Бели бы было точным решением, то функции и К(2) совпа­
дали бы во всех сечениях. Найдем величину /?(1) из условия, что зна­
чения и Н(2) совпадают на конце стержня, где прогибы наибольшие.

Из условия V(2)(/) = = 1 получаем

р Ь) =--- \----= - ------гг--- 1--------------• (61)
KV{ 1) I z i 11 2

:=l J J 1 J pF~^ te4dz3dz2dzl
0 0 x  z2 z3 1

Обычно уже первое приближение дает погрешность не более 2-5%. 
Можно показать, что процесс последовательных приближений всегда 

сходится к первой собственной частоте. Для получения таким способом 
последующих частот и форм колебаний требуется ортогонализация.



Решение с помощью матричного уравнения. Примем в качестве 
основных переменных следующие функции (см.разд.29):

В Д  = т  , Y2(z) = , Y3(z) = Mx(z) , Y4(z) = Qy(z) (62)

и представим уравнение (53) в виде системы четырех уравнений пер­
вого порядка, учитывая, конечно, соотношения (53) и (54):

Y,'(z) = y2(z ), Y2'(z) = - ~ ~  Y3{z) ,

Y3\z) = Y4(z) , Y4'(z) = -p29F(z)Yx{z) ,

где штрих, как и раньше, означает дифференцирование по z. 
В матричной форме уравнения будут такими:

М ' = И ]{У },

где вектор состояния

\Y\T = {Yl Y2Y3Y4\= {к ,  V ' , M X , Qy\-

матрица

(63)

(64)

(65)

[А] =

О

О

1

О

О

-р грР О

О

1
E JX

О

о

о

0

1

о

(66)

Расчет частот и форм колебаний покажем на примере колебаний 
консольного стержня. Задаемся сначала некоторым значением часто­
ты р\ тогда все элементы матрицы [Л] становятся известными.

Учитывая условия (56), находим два частных решеиия { Ф 3(г) J  и 
{ Ф 4(г) } уравнения (64) при начальных условиях

0 0
о о
1 •, Ф4(0) = ■0
0 1



Интегрирование уравнения (64) проводим одним из численных ме­
тодов, например методом Рунге — Кутта. Общее решение уравнения 
(64) можно представить в виде

У\ ф 31 Ф41

{У (2) }=- У2
Уз

■= С3 | Ф 3 (2 ) }+  С4 { Ф 4( 2 ) }=  С3 -
Ф32

ф 33
■ + С4 • ф 42

ф 43

у4 Ф34 Ф 44

(68)

поскольку краевые условия при z - 0 удовлетворены выбором началь­
ных условий (67).

Так как в концевом сечении F3(/) и У4(/) обращаются в нуль, то

Уз(0 - С3<̂>33( l\p2) + c4® 43̂  I \р2 ) - 0 . 

У4(/) = с4Ф34( 1;р2)+ с4Ф 44( I ; р2) = 0 .
(69)

В  записи уравнений (69) подчеркивается зависимость от р , так как 
эта величина входит в матрицу [А]. Из условия существования реше­
ния (69) получим

Ф33 ( I > Р* ) Ф43 (  ̂ > Р^)
F(p2) =

фза( 1 ; р 2) ф44(1; р 2 )
= о. (70)

Так как выбранное заранее значение р не удовлетворяет условию
2 2(70), то расчет проводят заново и находят значения р \, Р 2 , • • • —  кор­

ни уравнения (70). Это и будут частоты колебаний стержня.
Применение вариационного метода для определения частот и 

форм изгибных колебаний. Ранее было получено вариационное урав­
нение изгиба стержня в виде (разд.38)

8П= 0 , (71)

где

п= U - W = ^  \ E JX 
о

V H 2
dz2

dz- j  qyVdz. (72)

Возможная работа внешних сил при вариации прогиба равна
/

т =  J qy bvdz .
0

ТА*



чу

вариация возможной работы

qv= p2pFV,

I
5РГ= р2 J рF vb vd z .

о

Возможная работа внешних сил

-2 1
W = P- \ p F v 2dz. (73)

о

По физическому смыслу величина W  представляет амплитудное 
значение кинетической энергии при колебаниях стержня. Полная по­
тенциальная энергия системы равна

(  2 Л 2

п =  и -  W  = E JX d z - \ p 2\ p t fd z . (74)
0 V J о

Величина П равна разности между потенциальной энергией де­
формации и ее кинетической энергией. Наиболее простое решение по 
методу Рэлея —  Ритца получается для одного параметра, когда пред­
полагается

V= c\fx(z ), (75)

где/](г) —  заранее выбранная функция из числа допустимых.
Например, для консольного стержня можно принять

/,(z)= z2//2. (76)

Более точные результаты, но при несколько более сложных вычис­
лениях получаются, если принять /,(z) пропорциональной прогибу 
консольного стержня постоянной толщины при действии равномерной 
статической нагрузки:

z2 2 z3 1 z4

w - H M f 1 ' <77)

В этом случае выполняются не только необходимые (кинематиче­
ские) условия при z = 0:



/i(0) = 0 , /,'(0) = 0 , 

но и (силовые) краевые условия при z = I :

/ Г (0 = о, /Г"(/)= 0 .

В соответствии с методом Рэлея —  Ритца частота колебаний нахо­
дится из уравнения

Э П _  Э 1 
Эс} 3ci 2

/ I
с? J EJx(f" fdz- с\рг j рFf\dz 

О о
= 0 . (78)

Отсюда

J E Jx ( f \ ? d z
2 ОР = - (79)

Метод Рэлея —  Ритца всегда дает несколько завышенное значение 
частоты колебаний, так как он накладывает дополнительные связи на 
систему. Наиболее точное решение по формуле (81) дает функция, 
обеспечивающая минимум р. Формулу (81) часто называют формулой 
Рэлея. Высокую точность расчета дает использование нескольких па­
раметров при аппроксимации прогиба функцией

v= X  cjfj<z) ■ 
j= 1

Полная потенциальная энергия деформации равна 

М = 1

(80)

11* ( "  12 ‘ f n 2J E JX Ic jf j 'X z ) d z - p 2 J pF 'Z c jf jW dz
0 j= 1 ч 0 j= 1V

(81)

Из вариационного уравнения

ЭП ~ ЭП s _5П = -— 8с> + . . .  + ~— 5с„ = 0 Эс] 1 Эсп п

следует



эп
Эс,-

что и образует систему п линейных однородных уравнений для опре­
деления С !, с2, : . . ,  с„.

Частная производная полной потенциальной энергии имеет вид

Эс, 2>0 *
/= 1

dz -

- Р 2!  Р F

В матричной форме имеем

^ a , y ]-/72 [p iy]]{c }=  О,

где элементы матрицы для i -й строки и у -го столбца равны

/ / 
о с j  EJxfi"fj"dz, Piy= J р Щ dz,

(83)

О о
,т

(84)

IС} = )С] , с2, •.., Сп| .

Из условия равенства нулю определителя системы:

/ ( P z )= [O ij ]- p 2lh j ]  = О (85)

F ( P 1)= = 0 . (8 6)

2  2находим значения частоты р \, Р 2 , . . .
Например, при двух членах ряда (80) уравнение (85) будет таким:

« 1 1 - / > 2Р п  « 1 2 - / Р 1 2  

«21 “  Р 2$ 2 \ а 2 2 ~  Р 2$22 

Отметим, что коэффициенты ос,у и Р,у обладают свойством симметрии:

«.>=«,7. Ру= Ру/. 

что вытекает из равенства (85).



39. Критические частоты вращения 
и крутильные колебания валов

Г

При расчете вал рассматривается как стержень. Такая модель при­
годна для большинства валов. Исключение могут составить тонко­
стенные полые валы (роторы), для которых оказываются существен­
ными оболочечные эффекты, и очень короткие валы, где следует учи­
тывать пространственное напряженное состояние.

При построении динамических 
моделей валов следует учитывать 
критические частоты вращения и 
возможность крутильных колебаний.

Понятие о критической частоте 
вращения. Рассмотрим вращение 
двухопорного вала с диском посре­
дине (рис. 11.10). Для того чтобы вы­
яснить, является ли вращение вала с 
прямолинейной осью устойчивым, 
дадим ему некоторое отклонение V.
Центр тяжести диска будет двигать­
ся по окружности радиусом V, и воз­
никнет центробежная сила

С = to 2mv, (87) Рис. 11.10. Критическая частота вра­
щения двухопорного вала с диском 

посредине: 
а —  идеальио уравновешенный 

диск; б —  диск с начальным эксцен­
триситетом

где со —  угловая скорость вала 
(рад/с), т  —  масса диска.

Отклонение вала приведет к по­
явлению силы упругости, стремя­
щейся вернуть вал в недеформированное состояние:

F=  —— V 
8ц ’

(88)

где 5ц — прогиб сечения вала от единичной силы в том же сечении. 
Д ля вала постоянного сечения

11 48 E J  ’
(89)

где J  —  момент инерции поперечного сечения (индекс х опускается, 
так как сечение вала предполагается круглым).

Пренебрегая весом диска, можно заключить, что при С < F  враще­
ние вала будет устойчивым, так как после отклонения нал вернется в 
первоначальное положение. В момент равновесия, когда С  = F, проги­



бы вала могут неограниченно возрастать: в любом отклоненном поло­
жении центробежные силы и восстанавливающие силы упругости рав­
ны. Частота вращения вала, при которой наступает равенство центро­
бежных сил и сил упругости при отклоненном положении вала, назы­
вается критической. Приравнивая значения С и F, находим

9 1сc&nv- -j— v (90)
8ц

или

1 т
(91)

Критическая частота вращения, равная числу оборотов в минуту 
( 1/мин):

60 30 1
2 ^ “ V =  ^ Т б ^ Г '  ( 9 2 )

Можно допустить, что при критической частоте вращения вал со­
вершенно теряет жесткость на изгиб — даже малая внешняя сила мо­
жет вызвать опасные прогибы.

Замечание. Из равенства (91) и формулы (14) получается, что критическая частота 
вращения вала равна круговой частоте собственных изгибных колебаний. Э то т  вывод 
справедлив и в более общих случаях (вал с распределенными массами и т.п.),. если де­
тали, закрепленные на валу, рассматриваются как точечные массы, т.е. когда пренебре­
гают инерцией поворота.

Учет начального эксцентриситета центра тяжести диска. В прак­
тических задачах центр тяжести диска имеет некоторый эксцентриси­
тет (смещение) е по отношению к оси вращения (геометрической оси 
вала). Для быстроходных машин обязательно применяется предвари­
тельная балансировка роторов с целью уменьшения е. Точность ба­
лансировки характеризуется величиной неустранимого (остаточного) 
дисбаланса

D= Ge, (93)

где G  —  вес диска.
Обычно значение D  составляет от (2-10) 10“ 2 Н см (при массе ро­

тора 5-10 кг) до 1-10 Н см (при массе ротора 100-500 кг). Следует учесть, 
что в рабочих условиях вследствие нагрева, остаточных деформаций дис­
баланс возрастает.

При наличии эксцентриситета е центробежная сила (см.рис. 11.10) 
будет равна



Сила упругости определяется, как и раньше, равенством (88).На­
личие эксцентриситета делает возможным состояние устойчивого ста­
тического равновесия, когда С= F  :

со2m ( v + e ) - 4 - v .  (95)Ьи

Из равенства (95) находим 

е со2;
1/5и - cozm co£/coz - 1

v = — е-̂ т  = g---- . (96)

Зависимость абсолютной величины 
прогиба вала от его угловой скорости 
показана на рис. 11.11.

При наличии эксцентриситета е 
прогиб вала возникает при любой угло­
вой скорости ш, так как на вал дейст­
вует неуравновешенная центробежная 
сила. Если со < со̂  то прогиб направлен 
в сторону эксцентриситета. Когда со 
достигает критического значения 
( со —> сок ), то прогиб V-* °°. Анализ 
поведения вала при наличии начального эксцентриситета подтверж­
дает сделанный ранее вывод об опасности критического режима вра­
щения.

В реальных динамических системах при наличии значительного 
демпфирования в опорах, при тщательной и надежной балансировке 
удается работать на критических режимах, но опасная ситуация сохра­
няется.

При со> сок (закритический режим) v< 0, что означает противопо­
ложность направлений v и е. В закритической области центр тяжести 
диска расположен ближе к оси вращения, чем точка крепления диска 
к валу. При очень большой частоте вращения v= —е , т.е. центр тяже­
сти диска оказывается на оси вращения. Такое явление называется са- 
моустановлением диска в закритической области.

Замечание. Проведенный анализ основывался на формуле (96), выражающей усло­
вие равновесия. Однако вопрос об устойчивости положения равновесия не обсуждался. 
Из физических соображений ясно, что равновесие вала будет (со < а*) устойчивым (при 
отклонении силы упругости больше центробежных сил). Анализ показывает, что в за­
критической области движение ротора оказывается неустойчивым. Д ля создания устои-

Рис. 11.11. Зависимость прогиба 
вала от его угловой скорости



чивости движения и успокоения колебаний требуется введение дополнительного де­
мпфирования (упругодемпфирующих опор и др.). Во всех случаях желательно работать 
с жесткими роторами.

Работа с гибкими роторами (сотах > Шк) возможна, но требует применения специаль­
ных опор или других средств демпфирования.

Учет упругости опор. В действи­
тельных условиях опоры роторов 
(подшипники, узлы крепления) не яв­
ляю тся абсолютно ж естким и. На 
рис. 11.12 приведена схема ротора на 
упругих опорах. Податливость (одина­
ковых) опор характеризуется коэффи­
циентом подаливости 50 (см/кг). Сме­
щение в опоре

§0* . (97)
Рис. 11.12. Расчетная схема вала 

на упругих опорах где R  — реакция в опоре.
Центр тяжести диска (начальный 

эксцентриситет отсутствует) двигается по окружности радиусом V, 
центры опор —  по окружности радиусом V0. Центробежная сила диска

Сила упругости вала

Так как

С = со%mv.

F = ¥ - ( v "  vo)- °11

* = - С ,

(98)

(99)

то из равенства С  = F  следует, что

1 1

V5 ,
2 8ц

ыкж ( 100)

2 8П

где сокж= 1 /  V jm —  критическая угловая скорость ротора на жес­
тких опорах.

Из формулы (100) вытекает, что поправка, связанная с учетом по­
датливости опор, зависит от податливости вала. Чем более жестким 
является вал, тем важнее для него учет податливости опор.



Силы, действующие на вра­
щающийся диск при прогибах 
вала. В предыдущем изложении 
диски представлялись точечны­
ми массами. Рассмотрим теперь 
силы, приложенные к диску, 
при вращении относительно 
оси z (рис.11.13). Ось диска (ось 
zj) составляет угол ф с направ­
лением оси вращения; V — про­
гиб вала в месте крепления ди­
ска и одновременно смещение 
центра тяжести диска (точки 
0\). На элемент массы диска 
dm в точке А действует центро­
бежная сила

dC = (o2rdm , (101)

где г —  расстояние от точки А 
до оси вращения.

Центробежная сила d C  может быть разложена на две составляю­
щие d C x и d C y. Усилия d C x вследствие симметрии образуют вазимно 
уравновешенную систему сил и для дальнейшего не существенны.

Сила
dCy = со2 ( у] cos ф + v ) dm . ( 102)

Величина У] совфн- v= А А Х представляет проекцию радиуса г на ось 
у (см.рис.11.13).

Приведем центробежные силы элементов диска к равнодействую­
щим силе и моменту, приложенным в центре тяжести диска. Тогда

С= Су- |  dCy = со2 J ( и+ у[ cosф ) р dV , (Ю З)
v v

где интеграл распространяется на весь объем диска V ; р dV= dm —  
масса элемента диска.

Так, как величины V (смещение центра тяжести) и ф (угол поворота 
плоскости диска) одинаковы для всех точек диска, то

С= coV J р d V +  ю2 соБф J у] р d V . (104)
V V

Рис. 11.13. Силы, действующие на вращаю­
щийся диск



J ylP dV= J >>! dm = 0

V

как статический момент относительно прямой, проходящей через 
центр тяжести диска. Из равенства (104) получаем важный результат:

С = со wn . (105)

Равнодействующая центробежных сил такова, как если бы вся мас­
са диска была сосредоточена в его центре тяжести. Но центробежные 
силы создают момент

М -  со2 J ( V+ У1 costp )yi sincp р dV
V  _

М =  (oVsincp dV+ со2 cos<p втф  J yf p dV. (Ю 6)
или

Первый интеграл в правой части равенства (106) обращается в 
нуль, как статический момент, и тогда

М -  со cos ф sin ф , (107)

Уг

Рис. 11.14. Определение полярно­
го момента инерции массы диска

где J m= j y f p d V — осевой момент 
v

инерции массы диска. Для тонких ди­
сков

1
Лл — 2 ̂ Рт  ’ (108)

где Jpm —  полярный момент инерции 
массы диска. Например, для диска по­
стоянной толщины Ь и радиуса R (рис. 
11.14)

Jpm = b j  r 2p2nrdr= ^рb n R 4= .
0

где т  = p n R Ь —  масса диска.



Так как рассматриваются малые прогибы вала, то следует принять

sin ф = ф , cos ф = 1 .

Угол поворота плоскости диска

dv(z)

где V(z) — прогиб вала.
Из равенства (107) получаем важную формулу

Если при прогибах вала плоско­
сть диска отклоняется от первона­
чального положения, то на диск 
действует момент, препятствующий 
повороту плоскости диска. Такой 
момент называется гироскопиче­
ским, так как он впервые был изучен 
в связи с движением гироскопов 
(простейший пример гироскопа —
«волчок»; гироскопы — важнейшие 
приборы в системе управления само­
летами и ракетами). Гироскопиче­
ский момент пропорционален углу 
поворота плоскости диска.

Замечание. Рассматриваемое движение 
вала и диска (диск неподвижен относительно 
плоскости, содержащей изогнутую ось вала) 
называется прямой синхронной прецессией.
Возможны и другие, более сложные движения 
вала, напоминающие движения гибкого вали­
ка в изогнутой и вращающейся трубчатой 
обойме. Такого рода движения (несинхрон­
ные прецессии) на практике встречаются в 
двухвальных й трехвальных роторах и в даль­
нейшем не рассматриваются.

( 110)

( 111)

Рис. 11.15. Вал с диском ротора газо­
вой турбины: 

а —  конструктивная схема; б —  рас­
четная схема

Критическая частота вращения вала с дисками. Будем пренебре­
гать массой вала по сравнению с массой дисков. На рис. 11.15 даны 
конструктивная и расчетная схемы (динамическая модель) ротора га­
зовой турбины. Рассмотрим движение ротора при наличии прогиба ва-



ла. При вращении вала в изогнутом состоянии диск действует на вал 
с усилием и моментом соответственно

С = (s?mv, М =  со2/т ф. ( 112)

Для определения деформации вала рассмотрим единичные силы 
и момент (рис.11.15,6), приложенные в точке крепления диска. 
Обозначим 8ц прогиб от единичной силы (первого силового факто­
ра) в направлении силы, —  угол поворота от единичного момен­
та (второго силового фактора) в направлении действия единичного 
момента, 812 —  угол поворота от единичной силы в направлении 
второго силового фактора, 821 — прогиб от единичного момента в 
направлении первого силового фактора. По условиям взаимности 
получим

Знак минус в этих равенствах согласован с разным направлением 
М  и M j . Учитывая зависимости (112), получаем систему однородных 
уравнений относительно V и ф :

Отличные от нуля значения V и ф получаются в том случае, когда 
детерминант системы обращается в нуль:

Из последнего уравнения находим критическую угловую скорость

^12- $21 ■

Прогиб вала и угол поворота в месте крепления диска: 

v= 8„ С -  821М , (113)

Ф - S12C — &22М . (114)

v  co28i ] ( т  - 1 ) - Ф co282i/m = 0, 

v q )2812т  - ф ( + 1 ) = 0 .

со2812т  (о \ ^ т  + 1

или

“ 4 ( 5ц 522- 8?2 ) mJm+ “ 2( S  \\т- h-Jm )- 1 = ° -  <115)



±4 (8) im - Згг^ ) 2 + mJm (8j 1822 - S12)2 v-ir- -4 '

К а к  будет показано в дальнейшем, для всех упругих систем

811822- 8?2> 0, (117)

и потому формула содержит только одно действительное значение 
критической угловой скорости (знак минус в формуле (116) должен 
быть отброшен). При J m= 0 из формулы (116) получаем известный ре­
зультат:

со* =  1 /  V  5j .

Гироскопический момент дисков повышает критические угловые 
скорости, так. как препятствует повороту плоскости диска. Разберем 
предельный случай J m —»° ° .  Разделив в равенстве (115) все члены на

т, найдемJ m и сохраняя те, которые не содержат в знаменателе J,

1 1

( Si 1- 8,2/822)™  Snm
(118)

Здесь 8^ = 8ц -  8^ / 822— прогиб 
от единичной силы при отсутствии 
поворота сечения, где закреплен 
диск. Получим этот результат дру­
гим путем, считая заранее, что пово­
рот диска отсутствует (рис. 11.16). 
При смещении диска на величину V 
возникают сила С и реактивный мо­
мент М , .

Рис. 11.16. Схема деформации вала 
при защемленном конце ротора

Из условия ср* 0 (уравнение (114) находим

8)2М , = ^  С .
822

Прогиб вала в месте крепления диска

у = 8,,С -  6 ^ 3  = 8 п -
8?2 Л
822

С = ^ ( 5 „ 8 22 - 5?2 ) С . (119)



Из физических соображений ясно, что прогиб V должен быть направ­
лен в сторону действия силы (объясните, почему!), что и доказывает ус­
ловие (116). Соотношения (119) и (112) приводят к равенству (116).

При плоскость сечения диска при деформации вала не по­
ворачивается. Влияние гироскопического момента диска сказывается 
сильно, если диск закреплен вблизи опоры.Когда вал имеет опоры в 
концевых сечениях и несет несколько дисков, влияние гироскопиче­
ского момента обычно оказывается небольшим. Если пренебречь вли­
янием гироскопического эффекта дисков, то, как указывалось, крити­
ческая частота вращения совпадает с круговой частотой собственных 
изгибных колебаний балок. Следовательно, для расчета могут быть 
использованы формулы разд. 38.

Критическая частота вращения вала переменного сечения с не­
прерывно распределенными массами. Роторы осевых компрессоров, 
паровых турбин часто могут быть представлены динамической мо­

делью в виде стержня пере­
менного сечения с  непрерыв­
ным распределением масс. Бу­
дем пренебрегать гироскопи­
ческим эффектом дисков, ог­
раничиваясь нижней оценкой 
критической частоты враще­
ния. Отдельные диски также 
могут быть заменены в преде­
лах участка распределенной 
массой. В изогнутом положе­
нии на вал действует распре­
деленная нагрузка (рис. 11.17)

q(z) = a>2m(z) v(z) , ( 120)

где m(z) —  масса, приходящаяся на единицу длины вала. 
Перерезывающая сила в сечении z равна

Z

Qy = - Я , -  J  q{zx)dzx. (121)
о

Учитывая, что
dMx
dz Qy '

находим



Mx(z) = - R xz- J J q(z2) dz2 dzx. (122)
0 0

Из условия
Mx(l)= 0

следует
i z i

R x = - y  J J  q(zl)dz2dzl .
0 0

Подставляя значение Л) в равенство (122), получаем

Z z  1 I z  1

Mx(z) = ~ J J q(z2) dz2 dzi + у J J q(z2) dz2 dzx . (1 23)
0 0 0 0

Выражение (123) определяет изгибающий момент в сечении стер­
жня (см.рис. 11.17) при произвольной распределенной нагрузке q(z). 

Учитывая равенство (120), можно записать:

Mx(z) = со2*1j j  j m(z2) v(z2) dẑ  dz, - JJ m(z2) V{zj) dz2 dz\

= (O2Ay(z), (124)

0 0  0 0ч

где оператор
l z i

Av(z) = у J J m(z2) v(zj) dz2 dzx- J J m(z2) v(z2) dz2 dzx . (125) 
0 0 00

Если задана величина v(z), то по формуле (125) может быть вычис­
лено значение Ay(z) в каждом сечении z. Будем использовать уравне­
ние упругой линии (разд. 31).

Hz)=- l l ^ ^ d22dzi+ m + Z ^ '  (126)

В рассматриваемом случае ЦО) = 0, а из условия v(l) - 0 находим 
значение v(0)> что дает



Выражение (127) определяет прогиб вала при произвольном рас­
пределении изгибающего момента. Внося в равенство (127) величину 
M x(z), из соотношения (124) получаем интегральное уравнение для 
критической частоты вращения

V= v?Kv, (128)

где интегральный оператор равен

<■»>

Интегральное уравнение (129) может быть решено методом после­
довательных приближений по схеме

к( 1 +1) = •

В качестве исходного приближения принимается

_  4z ( l -  z) 
v( i )  { 2

Частота вращения находится из равенства прогибов 

V(i+ i)( //2 ) = v{i)( l/2 ).

Расчет проводится точно таким же методом, как и в разд. 38.
Крутильные колебания валов. В валах поршневых машин (двига­

телях внутреннего сгорания, поршневых компрессорах и т.п.) часто на­
блюдаются крутильные колебания, связанные с неравномерностью (по 
времени) вращающего момента или момента сопротивления. Крутиль­
ные колебания могут возникать и в других машинах, если крутящий 
момент, передаваемый валом, не является постоянным. В качестве ди­
намической модели при крутильных колебаниях обычно используется 
вал с дисками. Моменты инерции масс дисков J \ , J 2, ■ • •. J n рассмат­
риваются как приведенные моменты инерции. Например, в поршневых 
машинах инерционные массы связаны с движением поршней, шатунов 
и других элементов и приводятся к дискам с эквивалентными момен­



тами инерции. Жесткость участков валов, соединяющих диски, прини­
мается как эквивалентная для участков с непрямой осью (коленчатые 
валы и др.), при шлицевых соединениях и т.п. На рис. 11.18,а показаны 
конструктивная схема коленчатого вала двигателя внутреннего сгора­
ния, на рис. 11.18,6 — динамическая модель крутильных колебаний. 
Существуют более сложные модели крутильных колебаний с несколь­
кими ветвями, что определяется конструктивными особенностями ма­
шин. Остановимся на схеме «цепочной системы» (рис. 11.19).

Рис. 11.18. Конструктивная схема коленчатого вала двигателя внутреннего сгорания и 
динамическая модель крутильных колебаний

Выведем уравнение крутильных колебаний для системы из дисков. 
Рассмотрим уравнение движения i -го диска (рис. 11.20). Обозначив 
угол поворота г -го диска ©,(?), получим



где M i , A/,-_ j —  крутящие моменты, действующие на диск со стороны 
валов правого (/ -го) и левого (i - 1)-го участков. Угол поворота диска 
зависит от времени.

Рис. 11.19. Динамическая модель крутильных колебаний в машинах

Если обозначить жесткость i -го участка С,-, то

М, = С, ( 0,- + i(f)- 0,(f)). (131)

Здесь 0 ,+ j , — углы поворо­
та конечных сечений i -го участка; 
Qf + j - 0 ,- — упругий угол поворота 
вала на i -м участке;

‘ к '
(132)

Рис. 11.20. К  выводу уравнений кру­
тильных колебаний

где /,• — длина участка; J pi — экви­
валентная жесткость вала на круче­
ние; G — модуль сдвига.

Подобным образом получаем

М ,-_ ,=  С,-_ , (© ,< * ) -  0 ,-_ ,(? ))•

Теперь из уравнения (131) находим 
d 2&j(t)

J i —^ 2 = C i ( 0 I + ,(0  -  0,{t) ) -  C,-_ j ( 0 ,(0  -  0,-_ i(t)) . (133)

Пренебрегая моментами инерции участков вала, можем считать, 
уравнение (133) при i = 1 , . . . ,  п дифференциальным уравнением кру­
тильных колебаний цепочной системы. Полагая



где О,- —  амплитудное значение угла поворота; р —  круговая частота 
крутильных колебаний, из уравнения (133) получаем

1рЦ- ( Q - 1+ Q ) ] 0,+ с,©,+1= О

(/= 1,... ,п ; С0 = 0, С„ + 1=0 ) . (135)

Это и есть уравнение амплитудных углов поворота при крутильных 
колебаниях цепочной системы.

Пример. Рассмотрим крутильные колебания динамической моде­
ли, состоящей из двух дисков, соединенных валом (рис. 11.21). При­
меняя уравнение (135) при i =1 и i =2, находим

(р Ь х - <?!)©!+ С,02= 0, Cj©i+ (р Ъ 2- C j ) © 2= 0.

Приравниваем нулю детерминант системы:

Cip2J j - С

'1 р % -  Ci
= (p 2J x- Cx) (p 2J 2- С х)~  С?= 0;

находим
p4J xJ2- С ^ Ы х + 12) = 0.

Из этого уравнения получим

Р 1 = 0 J lJ 2 •Л +  h
(136)

Замечание. Нулевая частота характерна 
для любой незакругленной системы, кото­
рая может двигаться как недеформируемое 
твердое тело. Поскольку «возвращающие» 
силы упругости отсутствуют, частота систе­
мы равна нулю.

Уравнение крутильных колеба­
ний в матричной форме. Систему 
п уравнений (135) представим в 
матричной форме:

[ С ] | © }  =

1__ 1 =
4 — J 2

1__1..... —--- 1
п

-
П

Рис. 11.21. Система из двух дисков и 
вала

О, (137)

где вектор состояния { 0  jT= | ©j , @2 , . . . ,  0 „  } и динамическая матрица



[ С ]  =
Р %  - С, о о

G\ pJ2~(c1+ с 2) с 2 о
о
о .(138)

О О О С„ _ 1 р /„ - ( Сп _ ! + Сп )

Частотное уравнение получается из условия 

det [ С ] = I [ С ] ! = 0 .

Система с п дисками имеет п частот, среди которых одна нулевая.

40. Устойчивость стержней
Непосредственный жизненный опыт приводит к понятию об устой­

чивости и неустойчивости системы. На рис. 11.22 показаны три формы 
рановесия механической системы: устойчивое равновесие, безразлич­
ное и неустойчивое. Равновесное положение системы считается устой­
чивым, если после случайного отклонения система стремится к своему 
первоначальному положению. Естественно, что оценка устойчивости 
может зависеть от величины случайного отклонения. На рис. 11.23 
изображена система, «устойчивая в малом» и «неустойчивая в боль­
шом».

Рис. 11.22. Три формы равновесия 
механической системы: 

а —  устойчивое; б —  безразличное 
(критическое); в — неустойчивое

Рис. 11.23. Система, устойчи­
вая при малых отклонениях и 

неустойчивая при больших

В теоретической механике рассматриваются проблемы устойчиво­
сти движения и даются строгие критерии устойчивости на основе те­
ории Пуанкаре —  Ляпунова. В механике деформируемого твердого те­
ла оценка устойчивости основывается обычно на анализе статического 
поведения конструкции.

На рис. 11.24 показаны результаты простейшего эксперимента. При 
некотором усилии стержень (линейка) начнет изгибаться. Явление 
резкого увеличения прогибов при сжимающем осевом усилии называ­
ется потерей устойчивости стержня.

Для нормальной работы конструкций потеря устойчивости недопу­
стима.

Перейдем к анализу устойчивости стержней.



Критическая нагрузка для стержня с шарнирно закрепленными 
концами. Формула Эйлера. Рассмотрим двухопорный стержень (рис. 
11.25), сжатый осевыми силами N, и предположим, что стержень по­
лучил прогиб в плоскости yOz. Если в сечении стержня возникнут из­
гибающие моменты, способные удержать стержень в изогнутом состо­
янии, то первоначальная прямолинейная форма равновесия стержня 
окажется неустойчивой.

Рис. 11.24. Потеря устойчивости стержня Рис. 11.25. Потеря устойчивости двух-

Из уравнений (139) и (140) получаем дифференциальное уравне­
ние изгиба стержня

у
/V

z

при сжатии опорного стержня

Уравнение изгиба стержня имеет вид

dz2
(139)

Изгибающий момент в сечении равен

Мх = Nv[z) . (140)

(141)

где
(142)

Решение уравнения (141) можно записать в виде 

V(z) - Cj cos Kz + C2 sin \z ,

где Ci и C2 — произвольные постоянные.
При 2 = 0  прогиб v(0) = 0, поэтому получаем ( С\ = 0 )



Прогиб снова обращается в нуль при z = /, и поэтому

C2sinA7 = 0. (145)

Здесь С2 *  0, так как при С2- 0 прогиб стержня вообще отсутст­
вует, а рассматривается изогнутое состояние стержня.

При С2*  0
sin М = 0 ,

и, следовательно,
U = k n , (146)

где к =0, 1, 2, ... Значение к =0 не представляет интереса, так как со­
ответствует прямолинейному состоянию стержня.

Равенства (142) и (146) приводят к формуле Эйлера:
t.2J p r

ЛГКр = — -jjT- ( * = 1 , 2 , 3 , . . . ) .  (147)

Из соотношения (147) вытекает, что имеются бесчисленные значе­
ния N, при которых могут существовать изогнутые формы равновесия 
стержня.

Наименьшее значение осевой силы (первое критическое значение) 
получается при А: =1:

n2E Jr
n = n *p  = ~ Г -  <148>

При N >  N Kр уже возможна потеря устойчивости стержня, и поэ­
тому значение осевой силы, найденное по формуле (148), называется 
критическим.

При рассмотрении изогнутого состояния предполагалось, что из­
гиб происходит в плоскости yOz. Точно такой же вывод справедлив и 
для изгиба в другой главной плоскости, что дает

тс2E Jv 
Г

Очевидно, выпучивание при действии усилия N  = NKp произойдет 
раньше в той плоскости, где жесткость сечения меньше. Поэтому



формулу для определения критической силы записывают в таком 
виде:

_2р г
*к Р = - ^ .  (150)

Замечания. 1. Уравнение (141) имеет решение V s  0, что соответствует прямоли­
нейной форме равновесия. При N> возможны две формы равновесия: первоначаль­
ная прямолинейная форма V= 0 и изогнутая форма равновесия

V = C s in iu . (151)

Прямолинейная форма равновесия оказывается устойчивой при N<  N ,[р и неустой­
чиво* при N> Nxp. Изогнутая форма равновесия (150), наоборот, будет устойчивой при 
N >  Л/ср. Существование новой устойчивой формы равновесия при N  > N ,ф и неустойчи­
вость. прежней прямолинейной формы делают конструкцию неустойчивой: при возра­
стании силы N  может произойти выпучивание —  система (стержень) внезапно перейдет 
к другой форме равновесия, прогибы стержня и напряжения в нем резко возрастают.

2. Более длительный анализ показывает, что при всех высоких значениях критической 
силы (при к =2, 3, 4, ...) равновесие оказывается неустойчивым: практическое значение 
имеет1 только первая критическая сила, или просто критическая сила (формула (148)).

3 . Существенным моментом вывода уравнения (141) явилось составление условия 
равновесия (140) для стержня (системы) в деформированном состоянии. В этом уже со­
держится отказ от линейной постановки задачи, при которой перемещения считаются 
настолько малыми, что деформированное и не деформированное состояния при состав­
лении: условий равновесия не различаются (принцип начальных размеров).

4. Рассматриваемая модель устойчивости 
стержня (уравнение (141) и рис. 11.26) является 
приближенной. Она позволяет найти критиче­
ское значение силы из условия существования 
нетривиального (ненулевого) решения однород­
ного линейного дифференциального уравнения.
Это —  задача о собственных значениях, которая 
была основной при изучении собственных коле­
баний (разд.35). Величина прогибов определяет­
ся репжением (144) с точностью до масштаба ве­
личины С. Модель не дает возможности описать 
состояние системы при N *  AVp-

Бо лее точная модель основана на строгой' 
нелинейной постановке задачи. Сделав один шаг 
по учету  деформированного состояния —  приняв 
во внимание изгибающий момент от осевой силы, следовало бы сделать и второй шаг 
—  уточнить краевые условия при z = /, так как вследствие изгиба стержня происходит 
смещеяие опоры на величину А (рис. 11.26).

Пренебрегая деформацией сжатия стержня, может представить, что элемент стер­
жня dS проектируется на ось z как отрезок dz, и в результате

-X  dv(z)

/ Л
0

1 N

т

Z d z

1

\А ^  z

Рис. 11.26. Сближение концов 
стержня при его изгибе



I I
A=J (d s-  d z )-  J dz

0 O '  \ J  0

Краевое условие на втором конце стержня будет таким:

V ( l -  Д ) = 0. (153)

Далее следует использовать точное выражение для кривизны стержня, и тогда 
дифференциальное уравнение изгиба становится следующим:

EJx dV/dz2
2 3/2+NV(z)= 0 . 

[ 1+ (d V /dzTY
(154)

Уравнение (154) и краевое условие (153) позволяют получить точное решение. Не 
рассматривая самого решения, укажем простую зависимость, вытекающую из него:

Утях
I

=  2 ^ л / 7

N

})(i
М(к)

Рис. 11.27. Определение изгибаю­
щего момента в сечении стержня

Например, если усилие N  превисит крити­
ческое значение на 1,5%, стержень длиной 1 м 
получит прогиб 11 см.

Для практики важно установ ить усилие, 
при котором конструкция перестает быть рабо­
тоспособной. Рассматриваемая приближенная 
модель позволяет это сделать.

Общее дифференциальное урав­
нение устойчивости стержня и крае­
вые условия. Рассмотрим более об­
щий случай, когда на стержень дей­
ствует осевая сила N, приложенная на 
конце стержня, распределенная осе­
вая нагрузка q(z) (рис. 11.27) и попе­
речные нагрузки Р. Изгибающий мо­
мент в сечении z

I
Mx(z) = Mx(z) - N  I КО - m  ] - J  <7(z,) [ V(z,) - m  1 dzx , (155)

где M x(z) —  изгибающий момент от поперечной нагрузки. 
Подставляем (155) в уравнение (139):

2  ̂
ш х ^ =  - Mx(z) + N  [ К0~ т } +  J <7z(*iHKzi)- m \ d z u  (156)



d_
dz E J, d*v

dz2.

I
= -Qy~ Ndf z ~ I  Qz(zx )d ^ d z ,dz

где Qy = dMx/dz —  перерезывающая сила от поперечных нагрузок. 
Повторяя операцию дифференцирования, находим

d±
dz2

EJ, d V
dz2

rd V+ N ^ 4 r-  qz dv~7~= 0 . 
dz2 dz

(158)

Предполагается, что поперечная распределенная нагрузка qy отсут­
ствует. Уравнение (158) представляет собой общее дифференциаль­
ное уравнение устойчивости стержня.

Рассмотрим краевые условия для уравнения устойчивости на 
примере консольного стержня. При z — 0 стержень имеет заделку, 
и потому

И0) = 0 , <*^(0) = 0 .

На конце z —l изгибающий момент отсутствует:

:(/)= 0 .d V
dz2

Для перерезывающей силы из 
уравнения (157) получаем при z = I

d
dz

d 2V
dz2

= (159)
Z =  i dz

Условная перерезывающая сила 
на конце стержня появляется за счет 
проекции усилия N  (рис. 11.28).

Отметим, что уравнение (158) яв­
ляется дифференциальным уравне­
нием четвертого порядка, и для его 
однозначного решения должны быть 
указаны четыре краевых условия 
(обычно по два при z = 0 h z = Z ) .

Рис. 11.28. Краевые условия в зада­
чах устойчивости стержней: 

а —  расчетная схема; б —  условная 
перерезывающая сила



Замечания. 1. Напомним правило дифференцирования определенного интеграла по 
параметру:

d_
dz

( т  
J  F(z,z\)dz\

A(z)

B(z)

Это правило легко установить, рассматривая приращение
B (z )+ ? S .d z

dz B{z)

dJ= J F ( z +  dz, z i)dz\-  J F ( z , z\) dz\.
Л И +  ^ d z  M z)

dz

Соотношение (160) применялось при дифференцировании уравнения (176).
2. Следует обратить внимание на то, что при выводе краевого условия (159) направ­

ление усилия N  оставалось неизменным. Если усилие N  считать направленным по ка­
сательной к оси стержня ("следящая" нагрузка), то решение задачи усложняется.

Решение дифференциального уравнения устойчивости для стер­
жня постоянного сечения. Уравнение устойчивости при отсутствии 
распределенной осевой нагрузки qz будет таким:

^ + ^ = 0 . (161) 
dzA dz2

Предполагая частные решения в виде >> г

v = C e

получаем характеристическое уравнение

ц2 (ц 2+ Х2)= 0 ,

которое имеет четыре корня:

ц,= 0, д2= ° .  М4=

Решение уравнения (161) можно записать так:

V= С] + C^z+ С3 cos Xz + C4sinXz. (162)

Построим теперь'решение по методу начальных параметров, осно­
вываясь на применении нормальных фундаментальных функций:

т  = КО) K ,(Z )  + v'(0) V2(Z) + v"(0) V3(z) + v'"(0) VA(z). (163)

Функции Vi(z) являются частными решениями уравнения (161) и 
удовлетворяют условию



^ т ( 0)= и =  °*  ! * 2 ’ 3 ) ' (164)аг 1 > J ~ 1 1

Для нахождения нормальных фундаментальных функций восполь­
зуемся общим решением (162). Допустим, требуется определить фун­
кцию Vj(z). Полагая

Vi= С1+ С^+  C3cosAz + Q sinA z, 

имеем при z — 0 в соответствии с условиями (164)

^(0)= С,+ С3= 1 , Kj'(0) = с 2+ хс4 = о,

У,"(0) = - Х2С3 = О, РУ"(0) = - Х3С4 = о .

Из последних соотношений получаем

V i(z )= l.

Подобным образом находим всю систему решений:

Vi (z)= 1 , V2(z) = z ,F 3(z)= - ^ ( l - c o s t e ) , V 4(z) = ( Az - sinXz ) .  (165)
A, A

С помощью равенства (163) и формулы (165) получаем следующие 
важные для дальнейшего соотношения:

V(z) = КО) ■ 1 + К'(0) z + V"(0) ( 1 - cos Xz ) + К"'(0) ~  ( Xz - sin Xz),ХА X3

V'(z)= 0+ v'(0) + K "(0 )|s inXz+  v ' " ( 0 ) ^ z ( l -  cos Xz),
X (166)

v"(z)=  0+0+ F"(0) cos Xz + v"'(0) sin Xz ,К
V '"(z) = 0 + 0 — V "(0) X sin Xz + v '"(0) cos Xz .

Последние соотношения можно записать в матричной форме:

{к*)}= т{ко)}, (16?)
где столбец-решение имеет вид

{K z )}T= { v , v ' ,  v " ,  v ' " }  (168)



и столбец начальных праметров —
I КО) Г = {КО ), v '(0 ), v "(0 ), v " '(0 )}. (169)

Элементы нормальной фундаментальной матрицы легко устано­
вить из уравнений (166). Решение (167) называется решением диффе­
ренциального уравнения (161) в матричной форме.

Влияние условий закрепления концов стержня на критическую 
силу. Ранее была определена критическая сила для стержня с двумя 
шарнирными опорами по концам (формула Эйлера). Рассмотрим на 
нескольких примерах другие случаи закрепления.

Пример 1. Устойчивость консольного стержня под действием сжи­
мающей силы.

Краевые условия задачи таковы:

К0)=  О, F'(0)= 0, v ” {t) = О, v "'([)= 0= -X2v\ l).

Из решения (166) для краевых условий находим

V "(0) cos У2 + v  '"(0) |  sin XI = 0 , (170)Л.

- v"(0 ) X sin и  + к"'(0) cos U  = - X2(v"(0) -f sin XI +А

+ K' " (0)-Wl-cosW) ) .  (171)
X2

Из уравнения (171)получаем к'"(0) = 0, и уравнение (170) дает

K '"(0)cos XI = 0.

Так как v"(0 ) *  0, то из условия cosXI = 0 находим XI = кп/2 ( к =1, 
2, 3,...). Критическое значение (Лг = 1)

n2E J r
<172>

получилось в четыре раза меньше, чем для стержня той же длины, но 
с шарнирными опорами. Этот результат вполне естествен, так как кон­
сольный стержень работает в тех же условиях, что и шарнирно опер­
тый стержень двойной длины (рис. 11.29). Полученное решение дает 
не только значение критического усилия (172), но и форму прогиба. 
Из формулы (163) находим

Kz) = V "(0)V3(z) = С (1 - cos Xz ) ,  (173)



где С —  произвольная постоянная.
Ввиду важного значения рассматриваемой 

задачи приведем обычное элементарное реше­
ние. Будем использовать уравнение (139):

E Jx ^ =  -М*&) = N (  КО - Ц г ) )

или

X2V= X2V{[).
dzr

(174)

Общее решение этого уравнения можно 
представить так:

Kz) = C]CosXz+ C2sinXz + КО- (175)

Из краевых условий при z = О находим

КО) = Сх + КО = 0, к'(0) = - ХС2 = 0 . 

Таким образом, решение (175) приобретает 

Kz) = КО ( 1 - cosAz).  (176)

Рис. 11.29. Сравнение 
значений критической 
силы при консольном 

и шарнирном закрепле­
нии

ВИД

В равенстве (176) КО — неопределенный прогиб в конце стержня 
(см.рис. 11.28). При z = / равенство (176) сохраняется, если cosХ/= О, 
что приводит к формуле (172).

В рассматриваемом частном случае решение получилось про­
стым, но менее общим, так как краевые условия использовались в 
неявной форме.

Пример 2. Устойчивость стержня с двумя заделанными сечениями 
(рис. 11.30). Краевые условия будут такими:

КО) = 0, к '(0)= 0 , КО = 0 , v '(l)=  0 .

Из последних краевых условий с учетом равенств (166) получаем

v"(0) 4г ( 1 - cos U ) + v " ’(0) \  (/-  |  sin X I) = 0,
Аг Xz к

K "(0 )|s in  Xl+ v " ' ( 0 ) \ ( l  - cosXl)= 0.



Определитель этих уравнений должен обращаться в нуль, что дает

(1 - cosXI )2 + sin2 XI- XlsmXl= О

или
2 ( 1 -  cos X I) - XI sin  XI = 4 siri2̂  - 2XI sin ^  cos = 0 .

2 2 2

* I d  
1 :

/V

Из последнего уравнения находим

• U  а sin ~  = О,

t XI XI 
g 2 2

(177)

(178)

Наименьшие корни этих уравнений имеют
вид

XI

и

= 4,493= к
0,7'

(179)

(180)

Рис. 11.30. Устойчи­
вость стержня с дву­
мя заделанными сече­

ниями

Наименьшее значение критической силы со­
ответствует значению (179):

^кр= 4k2E Jx/1 2. (181)

Рис. 11.31. Схема решения уравне­
ния tgz = z

Замечание. Схема реш ения уравнения 
tgz = z показана на рис.11.31. Так как при малых 
z имеем tgz> z, то пересечение прямой/(z)= z и 
тангенсоиды получается при значении z’ , не­
сколько меньшем Зл/2= 4,71. Точное значение 
корня z = 4,493.

Пример 3. Устойчивость стержня с 
одним заделанным и другим шарнир­
ным концами (рис. 11.32).

Краевые условия имеют вид

КО) = 0 , К'(0) = 0 , НО = 0 , v"{t) = 0 .

Из решения (166) находим



Из равенства нулю определителя уравнения 
получаем

sinW - XI cos XI = О

или
tg Х1 = XI.

Наименьший корень этого уравнения (см.рис.
11.31) равен

XI = 4,493= я/0,7. О
тт.

Критическая сила составит
Рис. 11.32. Устойчи­
вость стержня с од­
ним заделанным и 
другим шарнирным 

концом

я 2Ы Х
(182)

Приведенная длина стержня. Обобщенная формула Эйлера. Ра­
зобранные примеры показывают, что критическое значение сжимаю­
щего осевого усилия на стержень можно выразить по формуле

где v/ —  приведенная длина стержня.
Коэффициенты приведения:
v = 1 —  шарнирное закрепление обоих концов;
v = 2 —  консольный стержень;
v= 0,5—  стержень с двумя заделками;
v = 0,7 —  стержень с заделкой и шарнирной опорой.
Формула (183) называется обобщенной формулой Эйлера. Напом­

ним, что она справедлива, если напряжения и деформации в стержне 
в момент потери устойчивости находятся в упругой области:

(183)

где апц — предел пропорциональности материала.



Величина

F
называется минимальным радиусом инерции поперечного сечения. 
Введем одно важное понятие —  гибкость стержня

Тогда обобщенную формулу Эйлера можно представить в простой 
форме:

Условие (184) ограничивает область применения формулы Эйлера. 
Минимальное значение гибкости, ниже которого формула Эйлера 

перестает быть пригодной, равно

Формулу Эйлера можно применять, если Х> Amin.
Замечание. Критическое напряжение, конечно, является сжимающим. В задачах ус­

тойчивости по традиции, чтобы устранить знак «минус» в расчетных формулах, крити­
ческие сжимающие напряжения считаются положительными.

Устойчивость стержней при упругопластических деформациях. 
Рассмотрим случай, когда окр^ <гт и деформация стержня происходит 
в пластической области.

После предварительного сжатия напряжениями а - - о кр начина­
ется изгиб стержня и на стороне растяжения (рис. 11.33) происходит 
разгрузка, а на стороне сжатия продолжается нагружение. Состояние 
материала стержня после предварительного сжатия характеризуется 
точкой А  на рис. 11.34. При изгибе получается приращение напряже­
ний, причем в силу закона разгрузки (разд. 17)

к V/ (186)
mm

_ ?tl± 
° к р -  ■ (187)

Например, для малоуглеродистой стали при Е=  2- 105 МПа и
с т = 200 МПа



при разгрузке Де = 

при нагрузке Ае =

где Е  и Е к —  модуль упругости и 
касательный модуль.

Появление пластических де­
формаций снижает устойчивость 
конструкций, делает их более по­
датливыми.

Наиболее неблагоприятный 
случай — потеря устойчивости при 
таком возрастании нагрузки, когда, 
несмотря на изгиб, напряжения сжа­
тия возрастают во всех точках сече­
ния (рис. 11.35).

Act 
Е  ’ 

Аст 
Е к ’

Разгрузка

Нагрузка

Рис. 11.33. Точки разгрузки и нагрузки 
при боковом прогибе стержня после 

предварительного сжатия

Ае = Аст. 
Е к

(190)

Для материалов с линейным уп­
рочнением ( Е к = const) можно счи­
тать при анализе дополнительного 
изгиба, что материал имеет «модуль 
упругости» Е к. Выражение для кри­
тической нагрузки будет таким:

^ко= j/ l''кр

П2Е х
^кр

Рис. 11.34. Зависимость напряжение- 
деформация при анализе устойчиво­

сти сжатого стержня

(191)

Эта формула, полученная Энгессе- 
ром и Шенли, совпадает с формулой 
Эйлера, где модуль упругости Е  заме­
няется касательным модулем Е к .

В другой форме

(192)

Формулы (191) и (192) справедли­
вы при условии Рис. 11.35. Изгиб в условиях про­

должающегося нагружения осевы­
ми силами



Если

то принимается Стц, = ат .
Таким образом, в упругопластической области

(195)

Значение а*,, принимается наибольшим из двух указанных форму­
лой (195) при условии, что любое из выбранных значений меньше кри­
тического напряжения по формуле Эйлера.

Замечание. Любопытна история вывода формулы Энгессера —  Шенли. Работы 
Эйлера по устойчивости стержней были выполнены еще в 1744 г. и долгое время не 
находили практического применения. К  ним обратились во второй половине X IX  века, 
когда начали возводить железные конструкции, особенно железнодорожные мосты. 
Тогда выяснилось, что для коротких стержней формула Эйлера дает завышенные и, 
следовательно, непригодные для использования в практических расчетах значения на­
пряжений. Причина этого —  работа стержня в неупругой области —  была установлена 
русским инженером Ф .С . Ясинским. Вскоре была опубликована первая статья Энгессера 
(1889 г.), в которой была предложена формула (191).

Эта работа подвергалась критике, так как не принималось во внимание явление раз­
грузки. Задача устойчивости стержня с учетом разгрузки была решена Карманом. Эн- 
гессер признал правильными критические замечания и отказался от формулы (191). В 
1947 г. Шенли вновь вернулся к ней, считая ее справедливой в условиях продолжающе­
гося нагружения.

Следует отметить, что в упругопластической области, в отличие от упругой, задача 
становится физически нелинейной и прогиб стержня не может быть неопределенной 
величиной, как в задачах о собственных значениях.

Формула Энгессера —  Шенли справедлива как нижняя граница начала выпучива­
ния (изгиба) стержня.

Обобщенные кривые устойчивости. Кривые связывают значения 
критического напряжения 0кр и гибкости ^упругой и упругопластиче­
ской областях. Параллельно кривой сткр = /(А.)  строится кривая де­
формирования ( а ,  е ). На рис. 11.36 изображена схематизированная 
кривая деформирования с линейным упрочнением. При акр< ат
(А,> ^пред) справедлива гипербола Эйлера (зависимость между сгкр и 
А. гиперболического типа)



акр= т?Е/\2.

При напряжениях сгкр> От ис­
пользуется гипербола Энгессера —  
Шенли

712Е к £ О А прсд

Рис. 11.36. Обобщенные кривые 
устойчивости

А

°к р ^2 •
Значение акр = ат соответствует горизонтальному участку кривой 

изменения А,.
Практические расчеты на устойчивость. При действии на стер­

жень сжимающей силы N  запас устойчивости определяется следую­
щим равенством:

где N K-p —  усилие, вызывающее потерю устойчивости стержня (появ­
ление новой формы равновесия стержня в изогнутом состоянии).

Еще задолго до приближения N  к NKp в стержне могут возникнуть 
большие прогибы в результате эксцентричного приложения усилия, 
наличия первоначального искривления и т.п.

Запас устойчивости обычно назначают для различных материалов 
в пределах пу = 1,6 5, причем для стержней с большой гибкостью 
значение лу принимают большим, так как для таких стержней влияние 
начальных отклонений сказывается сильнее.

Запас устойчивости можно представить в виде

где окр= N^^/F и ст= N / F —  критическое напряжение и предельное 
напряжение на сжатие в стержне (в задачах устойчивости по традиции 
напряжения сжатия считаются положительными).

Значение акр( X ) определяется по зависимости типа рис. 11.36 или 
но экспериментальным данным. При проектировочном расчете, когда 
требуется выбрать тип сечения (трубчатое, коробчатое и т.п.) и его 
размеры или определить их в процессе расчета, используется метод 
последовательных приближений.

Расчетные уравнения имеют вид

Пу — NKp/ N , (196)

(197)

gKp( )̂ ^2_  (vQ2/*1 (198)



Сначала задаются типом и размерами сечения (величинами * (1 )и 
Лпт(1) ) и находят

N  _  1 2  ( у/ ) % )
СТ(1)_ a K P (V =  сткр(^(1))> V ) =  j  . /1Ч •J ( 1) •'m in(l)

Если CTKp(i)/a (i)  < ny, то повторяют расчет, выбирая большие разме­
ры. П р и  ст,ф(!)/CT(i) > пу во втором приближении размеры сечения  
уменьш ают или расчет заканчивается, если превышение невелико.

Замечание. В строительной технике распространен расчет на устойчивость с по­
мощью «коэффициента ослабления» ф, при котором допускаемое напряжение на устой­
чивость равно

[ а ] у= ф [ о - ]  = ф — , п

где [ ст-] = От/п — допускаемое напряжение на сжатие.
Значения коэффициента ф в зависимости от X рекомендуются специальными таб­

лицами. Техника расчета приводится во всех курсах сопротивления материалов. Метод 
обладает принципиальным недостатком — он не дает отчетливого представления о дей­
ствительном запасе устойчивости стержня, и его рассмотрение опускаем.

Напомним, что цель расчета не число, а понимание.



Г л а в а  12 

МОДЕЛИ РАЗРУШЕНИЯ

При построении м оделей  прочностной надеж ности  необходим о  
знать условия разрушения материала конструкций. Соотношения, свя­
зывающие напряжения и деформации в момент разрушения с характе­
ристиками материала, называются моделями разрушения.

М одели разрушения различаются в зависимости от условий нагру­
жения, в первую очередь от числа циклов нагружения, от свойств ма­
териала (пластичности или хрупкости) и, наконец, могут быть пред­
ставлены в детерминированной или статистической формах. В детер­
минированных моделях (основной вид моделей разрушения при прак­
тическом использовании) действующ ие напряжения и характеристики 
материала имеют вполне определенны е (детерминированные) значе­
ния. Обычно рассматриваются наиболее опасные расчетные случаи, 
когда действую щ ие напряжения имеют максимальные значения, а ха­
рактеристики материала соответствуют нижним границам технических 
условий.

В статистических моделях напряжения и (или) параметры матери­
ала считаются величинами случайными, представленными средними  
значениями и среднеквадратичными отклонениями. В дальнейшем ос­
новное внимание уделяется детерминированным моделям разрушения.

41. Модели статического и длительного разрушения

Статическое нагружение—  м едленное возрастание нагрузки от ну­
ля до максимальной величины. Предполагается, что нагружение осу­
ществляется однократно. Примерами статического нагружения могут 
служить нагружение металлического каркаса зданий, сосуда при гид­
равлическом испытании, болта при его затяжке. Практически к стати­
ческому нагружению относят случай, когда нагружение повторяется 
несколько раз, однако встречается и заметное понижение прочности 
даже после малого числа циклов нагружений ( N <  10).

В ряде случаев разрушение происходит в результате предполож и­
тельного действия нагрузки —  длительное разрушение (см. разд. 13). 
Модели статического и длительного разрушения можно представить  
в следующем виде:



где о экв —  эквивалентное напряжение; о , , ст2 , 03  —  главные напря­
жения, причем CTj > а 2 > CJ3 ; Xq , Aj , . . .  —  параметры, зависящие от
механических свойств материала.

Величина о кр представляет критическое напряжение, зависящее в
общем случае от температуры Т  и времени нагружеш, t. Для стати­
ческой прочности принимается а кр = о в, где о в —  предел прочности 
материала при растяжении; для длительной прочности стКр= о дл, где  
°дл —  п редел  длительной прочности.

Если во всех точках материала конструкции

в опасной точке наступает разрушение.
Величина а экв в равенстве (1) называется критерием прочности.

Эквивалентное напряжение приводит сложное напряженное состоя­
ние к эквивалентному по опасности разрушения одноосному растяже­
нию. П рочность при одноосном  растяжении считается известной по 
экспериментальным данным.

М о д ел и  стат и ч еск ого  разруш ения пластичны х материалов. У 
пластичных материалов разруш ение связано с появлением значитель­
ной деф орм ации сдвига. Для таких материалов, как показали экспери­
м ентальны е исследования, в качестве критерия разруш ения могут 
быть приняты интенсивность напряжений или максимальные каса­
тельные напряжения.

К ритерий интенсивности  напряжений. В соответствии с этим кри­
терием

^экв —

где а,- —  интенсивность напряжений:

®экв <- ®кр > (2)

(3)

М одель статического разрушения имеет вид



Если оси х , у , z  являются главными осями напряженного состоя­
ния, то  _ _ _ _ _______________________________

= V ( ау )2 + (а у -  c z )2 + ( a z -  ах )2 . (7)

В частном случае плоского напряженного состояния (Cfz = 0 )

ст,= V <^+ а $ -  охоу = о в (8)

изображается в плоскости главных 
напряжений в виде эллипса (рис.
1 2 . 1 ), оси  которого повернуты на 
45° к осям х  и у. Точка А соответст­
вует о д н о о сн о м у  растяж ению  по 
оси х, точка С  —  одноосному рас­
т я ж е н и ю  по о си  у. Н аибольш ее  
«превы ш ение» ординаты эл л и п са  
над прямой Су= ств получается при 
ах = СТу/2 и составляет 0 ,1 1 5 а в. Ес­
ли точка ( (Тх , Сту), изображающая  
напряженное состояние, находится  
внутри эллипса, материал остается  
прочным, при выходе этой точки за 
границы  эл лип тической  обл асти  
происходит разрушение.

Критерий интенсивности напря­
жений предписывает одинаковую прочность при растяжении и сжатии, 
так как интенсивность напряжений в обоих случаях одинакова.

Замечания. 1. Критерий интенсивности напряжений бил предложен Губером (1902 г.) 
и независимо Мизесом (1913 г.) на основании совершенно различных исходных предполо­
жений. При постоянном значении о,- оказываются постоянными:

а) касательное напряжение в октаэдрической площадке;
б) удельная потенциальная энергия изменения формы;
в) среднее значение касательного напряжения но всем площадкам, проходящим че­

рез точку.
2. Критерий прочности для пластичных материалов часто используется как крите­

рий появления пластических деформаций:

ст,= от , (9)

где От — предел текучести при одноосном растяжении. Значение ст,-, так же как и мак­
симальное значение касательного напряжения ттах. отражает интенсивность сдвига в 
рассматриваемой точке тела.

Рис. 12.1. Критерии статической проч­
ности для пластичных материалов в 

плоскости главных напряжений Стх и Су



К ритерий максимальных касательных напряжений. Ответствен­
ными за разруш ение признаются касательные напряжения. Разруше­
ние наступает, если  значение максимального касательного напряже­
ния равно

Т  =  Т  (10)чпах 1в » 4 7

где тв —  п редел  прочности материала при действии касательных на­
пряжений.

Применяя условие (10) для растяжения стержня и учитывая, что 
при растяжении стержня

1
Т =  2 ° ’

получаем

Ь -  (11)

При слож ном  напряженном состоянии

W  = | ( ° i - а з ) .  <12>

где Oj и Gj —  наибольш ее (в алгебраическом смысле) и наименьшее
главные напряжения.

Из соотнош ений (11) и (12) получаем модель разрушения

СТ1 ~  ° 3 =  ° в

или
ОЭКв =  а 1 _  ° 3  =  а в ■

Если главные напряжения ах , оу , oz не упорядочены по величине, 
то о экв равно наибольш ей по модулю разности:

v d

а х  Оу

I О у - = о „ .  (14)

Рассмотрим  двухосное напряженное состояние ( o z = 0 ) ,  и пусть  
ах и ау —  главные напряжения. Если ох > 0 и оу > 0 (первая четверть 
на рис. 12.1), то  при ах > оу имеем О] = ах , 0 3 = 0 , и условия (13) и 
(1 4 ) даю т стх =  а в (прям ую  АВ  на рис. 12.1). При тех ж е условиях



( сх > 0 ,  ay > 0 ), но при Оу > ах получаем ау =  сгв (прямую СВ). Если  
<5Х < 0 ,  о у  > 0 (вторая четверть), то Oj = <5у , с 3 =  о*, и тогда по у сл о ­
вию -{13) имеем

оу - а х = а в . (15)

Уравнение (15) изображается прямой DC.  Подобным образом нахо­
дим, что условие (13) при плоском напряженном состоянии изобража­
ется шестиугольником ABCDEF.

Как видно из рис. 12.1, модели разрушения для пластичных матери­
алов по критерию интенсивности напряжений или по критерию макси­
мальных касательных напряжений дают довольно близкие результаты.

Замечания. 1. Критерий максимальных касательных напряжений был впервые ука­
зан Треска на основании экспериментальных исследований и использован Сен-Венаном 
как критерий пластичности.

2. Экспериментальные данные свидетельствуют, что критерий максимальных каса­
тельных напряжений уступает по точности критерию интенсивности напряжений, одна­
ко иногда его применение оказывается проще для анализа предельных состояний кон­
струкции, и его использование «идет в запас прочности».

Предельные поверхности по критериям интенсивности  напряж е­
ний и максимальных касательных напряжений. Для двухосного на­
пряженного состояния ( о 2 = 0 ) на рис. 12.1  были указаны предельные  
кривые по критериям интенсивности напряжений (эллипс) и макси­
мальных касательных напряжений (ш естиугольник, вписанный в эл ­
липс). Для точек предельных кривых выполняются условия (6) или 
(14). При объемном напряженном состоянии критерии прочности ха­
рактеризуются предельными поверхностями, в точках которых значе­
ние критерия постоянно и равно предельному значению.

Рассмотрим сначала критерий интенсивности напряжений. Пусть 
a * , Оу и ст2 представляют главные напряжения (рис. 12.2). В простран­
стве главных напряжений напряж енное состояни е характеризуется  
точкой М. Ось  ̂ одинаково наклонена к осям х , у  и z, а ее  направля­
ющие косинусы равны:

c o s a =  cos р = cos у =  l/V iT .

Ось £, называется гидростатической осью, так как величина

£> = ^ ( ° *  +  аУ + ст*>

пропорциональна среднему (гидростатическому) напряжению. П рове­
дем плоскость D, содержащ ую точку М  и перпендикулярную оси  
эта плоскость называется девиаторной. Расстояние г от точки М  д о  
оси t, найдем по формуле



r 2 =  C% + <^+ < £ -  | ( С Л+ Oy+ <5Z )2 =

ИЛИ

2  2
=  ^  +  o£ +  С*Су CTy(T2 ^z^lx ) ~  ^

л /Т
r = ’ o' Cff.

М одель статического разрушения по критерию интенсивности на­
пряжений соответствует постоянному значению

л / 7  V 7r =  V -  а ,=  \  -  а в (17)

и, следовательно, изображ ается круговым цилиндром, ось которого 
совпадает с гидростатической осью (рис. 12.3). При пересечении ци­
линдра с плоскостью  ctz = 0 получается эллипс, изображенный на рис. 
12.1. Для критерия максимальных касательных напряжений предель­
ная поверхность представляет собой правильную шестигранную приз­
му, вписанную в цилиндр (см. рис. 12.3). При объемном напряженном

Рис. 12.2. Пространство 
главных напряжений

Рис. 12.3. Предельные поверхности по кри­
терию интенсивности напряжений (а) и 

максимальных касательных напряжний (б)



состоянии возможен случай равномерного (гидростатического) растя­
жения

о х  — Gy — CTZ -- СТ .

В этом случае оба критерия прогнозируют бесконечную прочность, 
что не соответствует физическому смыслу понятия прочности. При объ­
емном напряженном состоянии в тех случаях, когда все три главных на­
пряжения растягивающие (но не обязательно одинаковые), модель ста­
тического нагружения пластичных материалов должна быть дополнена  
ограничением по наибольшим растягивающим напряжениям.

Замечание. Интенсивность напряжений обращается в нуль и при всестороннем 
равномерном сжатии. Опыты показывают, что при таком напряженном состоянии при­
меняющиеся в технике материалы обладают практически неограниченной прочностью. 
В связи с этим не имеет места ограничение по наибольшим сжимающим напряжениям.

Более общ ие двупараметрические модели статического разруш е­
ния. При построении моделей разрушения пластичных и хрупких ма­
териалов учитывались возможности разрушения путем среза или пу­
тем отрыва. Первый вид разрушения характерен для пластичных мате­
риалов, второй —  для хрупких. Разделение материалов на пластичные 
и хрупкие по опытам на простое растяжение не является исчерпываю­
щим. При всестороннем растяжении пластичный материал ведет себя  
как хрупкий; при всестороннем сжатии хрупкий материал проявляет 
пластические свойства.

Более общ ие модели статической прочности учитывают взаимное 
влияние двух механизмов разрушения (среза и отрыва) и потому спра­
ведливы как для пластичных, так и для хрупких материалов.

Критерий М ора. Этот критерий является дальнейшим развитием  
критерия максимальных касательных напряжений. П редполагается, 
что в момент разрушения в опасной площ адке касательное напряже­
ние зависит от величины и знака действую щ его в этой площ адке нор­
мального напряжения

т* =  / ( а * ) -  (1 8 )

В качестве опасной площадки принимается площадка с максималь­
ными касательными напряжениями

* * = W -  <19>

Тогда о* = стХт —  нормальное напряжение в площ адке максималь­
ных касательных напряжений.

В общем случае напряженного состояния



где CTj, СТ3 —  наибольш ее и наименьшее (в алгебраическом смысле)
главные напряжения.

По гипотезе Мора прочность не зависит от промежуточного глав­
ного напряжения ст2.

На рис. 12.4 представлена кри­
вая п р ед ел ь н ы х  н апр яж ен и й  в 
плоскости ( т шах, а Хмх) по гип о­

тезе Мора. Точка А соответствует 
одноосному растяжению, точка D
—  одноосному сжатию, точка К  —  
кручению В первом приближении 
п р ед ел ь н ая  кривая зам ен яется  
прямой

Рис. 12.4. Кривая предельных напряже­
ний в плоскости ( <Ттт„ ,  Тт«х) по гипо- 

тезе Мора
Хт а х ~  « 1< Ч +  а 0> (22)

где ад , c j —  параметры прямой. 
Н аиболее полная аппроксимация получается в том случае, когда 

прямая проводится через точки А  и D. Тогда для точек А и D  имеем

11 1 12 ов= a i ^ 0 B+ а0 , - а , -^стсж+ а 0.
где а в —  предел прочности, с сж —  предел прочности при сжатии (аб­
солютная величина сжимающих напряжений при разрушении).

Д ал ее находим

а 0 =
(23)

а  1 = -
^ с ж  ° В

Уравнение (22) с учетом соотношений (20), (21) и (23) будет таким:

стсж ° в ( +  ст3 ) +  2
®сукР в 

*^сж"*" °в

или, п осл е простых преобразований,



П редельное сопротивление отрыву S0 (при тшах= 0 )  будет по (2 2 ) 
равно

^  _  _ f* 0 _  ° в ° с ж  _____СУВ
а,\ ств -  ств 1 — ств/ а сж

Если стсж считается известным, то предел прочности на срез составит

Т в_  1 +  Св/с т с ж -

В соответствии с условием (24) эквивалентное напряжение (крите­
рий Мора)

ств
^экв— — — а 3 . (25)

°с ж

Если а сж = ств , то критерий Мора совпадает с критерием макси­
мальных касательных напряжений. При <тсж —» °о критерий Мора пере­
ходит в критерий наибольших растягивающих напряжений для хруп­
ких материалов.

П редельную  прямую можно провести через точку К  (кручение, 
сдвиг) и А (растяжение), если известно экспериментальное значение 
тв. Тогда

а о =  ?в <

а \ = -  ( 2 т в/с т в -  1 ) , 

и критерий Мора будет таким:

стэкв = <*i -  а 3 ( о вЛ в -  1 ) = ств . (26)

П редел прочности на сжатие и сопротивление отрыву прогнозиру­
ются следующими величинами:



Замечания. 1. При традиционном изложении теории прочности Мора (1902 г.) ис­
ходят из геометрической интерпретации с помощью кругов Мора. Предельная кривая 
представляется как огибающая предельных кругов Мора для различных напряженных 
состояний. Однако геометрическая интерпретация напряженного состояния с помощью 
кругов Мора не связана с механической трактовкой процесса разрушения и потому не­
обязательна.

2. Критерий Мора принадлежит к числу двухпараметрических критериев — требу­
ется знание двух экспериментальных характеристик материала (ав и а Сх или ав и тв). 
При задании ов и тв (см. рис. 12.4) получается более точная аппроксимация, но в более 
узком диапазоне напряженных состояний при ai > 0.

Предельная поверхность в про­
странстве главных напряжений по 
критерию М ора. Для плоского на­
пряженного состояния ( az = 0 ) пре­
дельная поверхность переходит в 
предельную линию (неправильный 
шестиугольник), показанную на рис. 
12.5. В п ер в ой  четверти  
( ах > 0 , Оу > 0 ) величина 03 = 0 и 
критерий Мора совпадает с критери­
ем максимальных касательных на­
п р яж ени й . Во втор ой  ч етверти  
( ох < 0 , Су > 0 ) О! = ау , ст3 = ах и 
по равенству (25)

оу - ^ о х = о в . (29)
°сж

У р а в н ен и е (29 ) вы раж ается  прямой DC. В т р ет ь ей  четверти  
( ах < 0 ,  ау < 0 ) 0 !=  0 ,  тогда по условию (25) имеем

— 0 3 =  Ос ж )

что с о о т в ет с т в у е т  прямым DE  (при | 0 ( | > | сТу 1) или EF (при  
| о у | >  | а л | ).

Предельная поверхность в пространстве главных напряжений пред­
ставлена на рис. 12.6. В сечении плоскостью 0 , = 0 получается шести­
угольник (см. рис. 12.5); вершина поверхности (точка Sq) лежит на гид­
ростатической оси. При 0 СЖ= 0 В точка S0 уходит в бесконечность и по­
верхность на рис. 12.6,а , совпадает с поверхностью на рис. 12.3,6.

К ритерий П исаренко —  Л ебедева основан на существовании за­
висимости

Рис. 12.5. Критерий Мора (шестиуголь­
ник) и критерий Писаренко—Лебеде­

ва (неправильный эллипс) для плоско­
го напряженного состояния



связывающей интенсивность напряжений о,- и наибольш ее нормальное 
напряжение CTj в момент разрушения (рис. 1 2 .7 ).

О* /

о?
в

Рис. 12.6. Предельные поверхности в пространстве главных напряжений по критерию 
Мора (а) и по критерию Писаренко—Лебедева (б)

Заменяя в первом приближении зависимость (30) прямой

ст,= а хО\ + а0 , ' (31)

находим параметры а\ и а0 из условия, что прямая проходит через точ­
ки А и D  (точки одноосного растяжения и сжатия). Получаем

а \ ( О сж /°В  1 ) > а 0 ~  ®СЖ I

так как в точке D  = 0 ,  ст,- = стсж, где 
стсж —  предел  прочности на сжатие.

Из условия (31) следует

1 - о , = ств . (32)

Эквивалентное напряжение по ги­
потезе Писаренко —  Лебедева (крите­
рий прочности):

Рис. 12.7. Кривая предельных на­
пряжений п Плоскости (a,-, tii) 

по гипотезе Писаренко—Лебедева



П редельная поверхность в пространстве напряжений по крите­
рию П исаренко —  Л ебедева. Для плоского напряженного состояния 
( а2 = 0 )  уравнение (32) представляет неправильный эллипс, описан­
ный вокруг шестиугольника Мора (см. рис. 12.5). П редельная поверх­
ность в пространстве главных напряжений представляет круговой ко­
нус, вершина которого леж ит на оси, одинаково наклоненной к на­
правлениям главных напряжений (см. рис. 12.6). Сопротивление отры­
ву по соотнош ению  (32):

а в
Sq  =  --------- -------- .

0 1 -  а в/ а сж

М одели  дли тельн ого разруш ения. В современной технике часто 
встречаются конструкции, элементы которых работают при повышен­
ных температурах (900°С и более). В этих условиях прочность конст­
рукционных материалов, особенно металлов и их сплавов, существен­
но зависит от температуры и длительности нагружения.

Р азруш ение, наступаю щ ее вследствие длительного действия на­
грузки, называется длительным разрушением. Связь м еж ду пределом  
длительной прочности стдл и временем до разрушения tp устанавлива­
ется зависимостью

<л'р=С, (34)

где m = т (Т ) , С =  С(Т) —  константы материала, зависящие от темпе-

В логариф м ических координатах  
зависимость (34) выражается прямой 
линией. В некоторых случаях наблюда­
ется перелом после времени нагруже­
ния fpl (рис.12 .8), и б о л ее  общая зави­
симость имеет следующ ий вид:

ПРИ'Р<'Р1’ (35) 
0 ? л * р =  С 1 n P H f p > f p l .

Константы материала связаны зави­
сим остью , вытекающ ей из того, ч то  
точка Л) принадлежит одноврем енно  
двум участкам:

Рис. 12.8. Зависимость предела 
длительной прочности от време­
ни нагружения (в логарифмиче­

ских координатах)



М одель длительного разрушения при стационарном (постоянном  
по времени) нагружении имеет вид

стэкв= (37)

где стдл(? , Т)  —  предел длительной прочности при растяжении, t и Т
—  длительность и температура нагружения. Эквивалентное напряже­
ние можно принимать по критерию Мора (24):

стэкв= О] - - ^ - а 3 , (38)
°дл .сж

где о дл сж —  предел длительной прочности на сжатие.
По экспериментальным данным обычно

<̂ дл.сж> 2стдл • (39)

Принимая
<7дл.сж =  2о дл , (40)

получаем

стЭк в = 0 1 - ^ а 3 . (41)

В качестве критерия длительной прочности используется критерий 
Сдобырева

°экв =  ^ ( ° < + а 1 ) -  <4 2 >

который можно рассматривать как критерий Писаренко —  Л ебедева  
при условии (40).

М одель длительного разруш ения при н естац и он ар н ом  н агр у­
ж ен и и . П ринципы  л и ней н ого сум м ирования п ов р еж ден и й . Ч асто  
элем енты  конструкций работаю т на различны х реж им ах н агр уж е­
ния. Например, авиационный двигатель пассаж ирского сам олета ра­
ботает 2 —  4% своего ресурса на наиболее тяж елом  (взлетном ) р е ­
ж им е, 20 —  30% —  на номинальном реж име, остальное время —  на 
б о л ее  легких режимах.

Допустим, что нагружение состоит из к режимов (рис. 12.9), при­
чем на i-м режиме (в опасной точке) действуют температура 7} и на-



ff,T
б

т пряжение ст,- ; длительность i -го  ре­
жима равна f j ; суммарное время рабо­
ты обозначим t£ . Пусть составляет

£  время до разрушения при непрерыв­
ной работе в условиях /-го  режима  
(т.е. при температуре 7} и напряже- 
нии ст,). Назовем повреждением, по­
лученным материалом в результате  
работы на i -м режиме, величину

Рис. 12.9. Изменение напряжений и 
температур при нестационарном 

нагружении

(43)

Очевидно, что

О <  Г: <  1 .

При f, = 0 п овреж дение отсутствует, при ?,- = ?р,(г,- = 1) материал  
разрушается полностью за счет работы на i -м режиме.

При работе на нескольких режимах в соответствии с принципом 
линейного суммирования повреждений разрушение наступает при

У словие (44) представляет модель длительного разрушения при 
нестационарном нагружении. При непрерывном изменении режимов 
нагружения повреж дение за время dt  равно

где tp ( ст, Т )  —  время до  разрушения при напряжении ст и температуре
Т  в данное время t  (рис. 12.10).

М одель длительного разрушения при непрерывном изменении ре­
жимов имеет вид

Замечание. Принцип линейного суммирования повреждений был впервые выдвинут 
Пальгреном (1924 г.) при оценке долговечности шарикоподшипников. Для длительной

(44)

(46)



прочности этот принцип был применен Робинсоном (1952 г.). Принцип получен как обоб­
щение экспериментальных данных. Он может быть обоснован, если принять скорость раз­
вития повреждений равной

1 - / ( 0 ,  7 ) , (47)

г д е / (0 , Т) — функция произвольной структуры, зависящая от напряжения и температуры.
Существенно, что время t не входит в явном виде в правую часть равенства (47), 

т.е. процессы старения (диффузии, коррозии и др.) исключаются из рассмотрения. Они 
считаются второстепенными по сравнению с влиянием напряжения и температуры.

Э квивалентны е напряжения и 
запасы  п р очности  при н естац и о­
нарн ом  н агр уж ении . Рассмотрим  
длительную  прочность на i -м р е­
ж им е (рис. 12.11). Точка А ( ст,, ) 
хар ак тер и зует  напряж ения ст,- и 
длительность работы ?,- на i  -м р е­
жиме. Запас длительной прочности 
по напряжениям на i  -м режиме Рис. 12.10. Нестационарное нагруже­

ние при неправильном изменении 
режимов

Запас длительной прочности на i — м режиме по времени нагружения

п,. = /  tt . (48)

Уравнение длительной прочности (34) позволяет установить важ­
ное соотнош ение м еж ду величинами па и nt . Учитывая, что точки

Лро и А^  удовлетворяют уравнению длительной прочности

c T i t=  С,-,

запишем

или

‘pi \  )

В другой форме имеем

(49)

(50)

(51)

~Рис. 12.11. Длительная прочность 
при работе на i-м режиме



Запас по долговечности равен запасу по напряжениям в степени  
. Так как показатель длительной прочности т  лежит в пределах  

т  = 4,...,16, то запас по долговечности значительно превышает запас 
по напряжениям. У словие линейного суммирования повреждений с 
учетом зависимости (51) представим в таком виде:

т 1
+  . .. + ' ъ . '

Л 1 ^

1
Л 1

„т.
ы  l V

(53)

Допустим, что все режимы приводятся к условиям первого режима, 
но при действии эквивалентного напряжения стэкв. При наличии только 
одного (первого) режима условие прочности (53) будет следующим:

° Р1
=  1 . (54)

Запишем равенство (53) так:
/

mi a i1 + —  +  
п т 2

2 V
=  1 (55)

Приравнивая выражения (54) и (55), находим

®ЭКВ 1 +
п а !

„т,
А
п**

(56)

Эквивалентное напряжение приведено к первому режиму, в каче­
стве которого обычно принимают наиболее тяжелый (режим с мини­
мальным запасом прочности). Из уравнений (53) и (54) получаем ф о р ­
мулу для эквивалентного запаса прочности:

П п  1

К

—  = £  — • 72. -ГП: (57)

Соотнош ения (56) и (57) показывают, что основное значение для 
повреждаемости имеют режимы с наименьшими запасами прочности.



Это обстоятельство используется для проведения ускоренных испыта­
ний на надежность.

Л инейная механика разруш ения. В ряде случаев оказывается не­
обходимым оценить прочность элементов конструкции при наличии 
трещин.

Трещины могут быть пропущены при контроле технологических  
дефектов (линейных, ковочных и сварочных трещин) или возникнуть 
под действием внешних нагрузок. Влияние трещин на работоспособ­
ность конструкций зависит преж де всего от вида нагружения. При пе­
ременных нагрузках почти все конструкционные материалы резко сни­
жают прочность при наличии трещин (в два-три раза и бол ее), так как 
в вершине трещины образуется высокая концентрация напряжений. 
При статических нагрузках сущ ественное влияние трещин проявляет­
ся у хрупких материалов (высокопрочных сталей и сплавов с удлине­
нием при разрыве 5 < 3%).

Практика показывет, что возникновение трещины часто не означа­
ет окончания безопасного периода работы конструкции. До некоторо­
го критического размера повреждение оказывается безопасным. Если 
имеется возможность обнаружения и слежения за деф ек том , то это 
дает основание для эксплуатации дорогостоящ ей конструкции « по 
техническому состоянию».

Анализ распределения напряжений возле трещин и других линей­
ных дефектов, изучение условий роста трещин и их влияния на проч­
ность составляют теперь специальный раздел механики твердого д е ­
формируемого тела —  линейную механику разрушения.

Р асп ределен и е напряжений возле вершины трещ ины . Рассмот­
рим узкую трещину длиной 2 / в тонком листе (рис. 12.12). В окрест­
ности вершины трещины напряжения определяются следующ ими ра­
венствами:

cos “ 0 / N

\

cos -  0
■ 1 • 3  Пsin -  0  sin -  0  

z  z
(58)

/

cos — 0
. 1 гл 3 _  sin — 0  cos -  0  ,

где K\ = ст л'/я7; r , 0  —  полярные координаты точки; ст —  напряжение 
растяжения в листе.



Величина

называется коэф ф ициент ом интенсивности напряжений.
Формулы (58) получены из реше­

ния Инглиса для эллиптического  
отверстия в тонкой пластинке. При 
щели в толстом листе (случай пло­
ской деф ор м ац и и) формулы  (58) 
остаются справедливыми, но возни­
кает дополнительно напряжение

Oz =  Ц ( о*  +  ау ) > (60)

Рис. 12.12. Распределение напряжений 
возле вершины трещины

где (I —  коэф ф ициент Пуассона.
Из соотношений (58) вытекает, 

что по мере приближения к вершине 
трещины напряжения стремятся к бесконечности, как 1 /Vr" при г —» 0.

К ритическая длина трещ ины . Формула Г риф ф итса. При образо­
вании трещ ины длиной 2 / (см. рис. 12 . 1 2 ) освобож дается упругая 
энергия, так как берега трещины и область, к ним примыкающая, ос­
вобож даю тся от действия напряжений. Вертикальное перемещение то­
чек берега трещины из реш ения Инглиса имеет вид

U(x)= ^ V f 2 - * 2 . (61)

И зм енение энергии упругой деформации можно считать равным 
работе, которую соверш ает напряжение ст при «закрытии» трещины:

(

W =  2 ^ ah J  и dx (62)

где  h —  толщ ина листа.
При р осте трещины на величину ДI освобождается упругая энергия

. . . .  к ( 1 + А 1  )2o 2/i n l2о2/г 2na1lh .
A W = Е ----------------- Е  = ~ ~ Ё

с другой стороны, долж на быть затрачена работа на продвижение тре­
щины

ДА = 2 • 2Alhy,

гд е  у  —  плотность поверхностной энергии разрушения.



Критическая длина трещины /* находится из условия

A W =  А А  ,

что дает
ст л/тйГ = V 2Еу . (63)

Ф ормула (63) была впервые установлена Гриф фитсом . Величина

^ 2 Ё ^ = К 1С

получила название вязкости разруш ения ; она считается постоянной  
материала. Условие начала быстрого роста трещины состоит в сл еду­
ющем:

К Х> К 1С.

В м ом ен т начала л авинного  
разруш ения коэф ф ициент интен­
сивности напряжений в верш ине 
трещины равен критическому зна­
чению вязкости разрушения. Е ди­
ницей вязкости разрушения К \С и 
к о э ф ф и ц и е н т а  и н т ен си в н о ст и  
н а п р я ж е н и й  К\ я в л я е т с я

MriaV^T. Д ля конструкционны х  
с т а л е й , т и т а н о в ы х  с п л а в о в  
* Ч С =  ( 3 0 — 100)M naVi7.

О б р а зц ы  дл я  о п р е д е л е н и я  
вязкости разруш ения. Для оп ре­
деления К\С используются образ­
цы с надрезом (рис. 12.13). В вер­
шине надреза с помощью специ­
альных испытательных машин (пульсаторов) получают усталостную  
трещину длиной не менее 1,5 мм.

Д алее осуществляется статическое нагружение образца усилиями  
Р  и расчет К \С проводится по максимальному значению растягиваю­
щего усилия, предшествующего разрушению образца.

42. Модели усталостного и малоциклового разрушения

Ранее были изложены основные сведения об усталостны х разруш е­
ниях элементов конструкций (разд. 14).

Рис. 12.13. Схема образцов для опреде­
ления К\С (по ГОСТ 90215—76)



Усталостны е разрушения возникают при действии переменных на­
грузок при числе циклов N >  105 и характеризуются резким влиянием 
концентрации напряжений и качества поверхности.

Усталостны е разрушения не имеют следов пластической деформа­
ции в очагах зар ож ден и я  трещ ин. При числе циклов нагружения  
N <  105 наблю даю тся разрушения в результате малоцикловой устало­
сти. Закономерности малоциклового разрушения занимают промежу­
точное полож ен и е между статической и усталостной прочностью. В 
частности, локальный характер усталостной прочности, зависимость 
от состояния поверхности проявляются при малоцикловой усталости  
в меньшей степени.

Рассмотрим сначала модели усталостного разрушения.
М одели  устал остн ого  разруш ения при одноосном  напряженном  

состоянии . М одель усталостного разрушения принимается в виде ус­
ловия

Оэкв = ^ ° * а +  V X ,  =  а - 1 > (64 )

где —  эффективны й коэф ф ициент концетрации (нормальных) на­
пряжений; (3 и е —  коэффициенты  влияния поверхности и масштабно­
го эф ф ек та; ц/а —  коэф ф ициент постоянных (нормальных) напряже­
ний (их значения указаны в разд. 14).

В равенстве (64) о*а и —  переменное и постоянное напряжения 
в момент разрушения; ст_ i —  предел выносливости стандартного глад­
кого образца.

Если в рабочих условиях в опасной точке детали действуют пере­
м енное и постоянное (номинальные) напряжения а а и ат и к моменту 
разруш ения происходит их пропорциональное возрастание, то

а* = п с а , о*т = п о т , (65)

где п —  запас усталостной прочности по подобному циклу (разруша­
ющий и рабочий циклы подобны ).

И з соотнош ений (64) и (65) находим запас по подобному циклу:

п  — ^  CT- J ------ ( 6 6 )

ста  +

З ап ас  по подобном у циклу применяется для прочностной модели  
зубьев ш естерен  и в других случаях. Чрезвычайно широко распростра­



нено нагружение, при котором возрастают только переменные напря­
ж ения (резонансные режимы работы конструкций и т.д.). Тогда в м о­
мент разрушения

°а  = паРа > ° т  = ° т  > (67)

гд е  па —  запас усталостной прочности по переменным напряжениям. 
Из модели усталостного разрушения (64) находим

п = Р - 1 ~  У о °т

К *
(68)

ре ° а

Геометрическая иллюстрация 
м о д ел и  усталостной прочности  
при одноосном напряженном со ­
стоянии дана на рис. 12.14 для  
постоянного значения

у а =  G _ i /  ств , (69)

гд е  сгв —  предел прочности ма­
териала.

При ат = 0 получаем предел  
вы носливости детали при сим ­
метричном цикле:

Рис. 12.14. Определение запасов устало­
стной прочности (геометрическая 

иллюстрация)

а _ 1Д =  о ^ р е / Л * , (70)

при с т = а„ (точка В ) материал не может сопротивляться перемен­
ным напряжениям.

При подобном цикле точка А  перемещ ается вдоль луча ОА*, при 
возрастании переменной составляющей —  по направлению АА*а.

Рассматриваемая м одел ь усталостного разруш ения справедлива  
при действии касательных напряжений

Ре
(71)

где ха , хт —  переменное и постоянное касательные напряжения; т_ i
—  предел выносливости при кручении.

Замечание. Запас прочности по подобному циклу всегда меньше, чем по перемен­
ным напряжениям:



Однако не следует считать, что можно ограничиться определением величины п как 
наименьшей. Дело в том, что допускаемые значения для п и п а различны! Часто принимают

[ л ] =  1 ,5 -2 ,  [па ]=  2,5 4.

М одели у стал ост н ого  разруш ения при многоосном (многокомпо­
нентном ) напряж енном  состоянии . Рассмотрим м ногоосное напря­
ж енное состояние, при котором составляющие тензора напряжений  
имеют переменные и постоянные части (рис. 12.15):

= ®ха +  ®хт I °у  =  °уа  +  ®ут > • • • > ^zx ~  ^zxa  +  ^zxm  •

Определим интенсивность переменных напряжений

®ia ’ ( ®ха ®уа) + • • • + 6т.гха . (72)

М одель у ст а л о ст н о го  разру­
шения при сложном напряженном  
состояни и  и при симметричном  
ц и к л е  и зм ен ен и я  н а п р я ж ен и й  
можно принять в виде

^экв: °('а = 1 • (73)

Например, для случая действия 
переменны х напряж ений изгиба  
°ха = и кручения Тдуд =  ха (дру­
гие компоненты напряженного со­
стояния отсутствуют) получим из 
условия (73)

V o j j+  З г [  = ст_! .  (74)

При действии одних касательных напряжений (переменное круче­
ние) из соотнош ения (81) находим

т_ j = ст_ ! = 0,57а_ у ,

что является хорошим приближением для пластичных конструкцион­
ных материалов. Для хрупких материалов (легированных сталей, спла­
вов повы ш енной тв ер дости ) м одел ь  усталостного разруш ения при 
многоосном напряженном состоянии

6za im

Рис. 12.15. Многокомпонентное нагру­
женное состояние при действии пере­

менных и постоянных нагружений



где С\а —  наибольшее переменное напряжение.
М одель усталостного разрушения при многокомпонентном напря­

женном состоянии и асимметричном цикле действующих напряжений 
является обобщ ением условия (73) и может быть представлена в виде

стэкв ~  Gfа +  V a ^ lm  =  1 > (7 6 )

где a lm —  наибольшее постоянное нормальное напряжение. При на­
личии концентрации напряжений при сложном напряженном состоя­
нии величина oia относится к истинным максимальным переменным  
напряжениям:

*”\ /  ( Кго гп -°ia ^  У ( Кх<3ха Ку®уа ) + • ■ • + ^^zx^zx ~ ^4^ia > (77)

г д е  Кх , Ку, Kz x —  к оэф ф и ц и ен ты  концентрации напряжений  
ох , Оу, . . . ,  ; X, —  коэф ф ициент концентрации интенсивности на­
пряжений.

М одели малоциклового разруш ения при одноосном  и слож ном  
напряженных состояниях. В разд. 14 была приведена модель мало­
циклового разрушения при одноосном напряженном состоянии (усл о­
вие разрушения Мэнсона):

£ а = 2
1 (  1 Л 0,6 fc1 I ’ ЛЛ . . - '-'1

Ш  1 ЛГ°'6+ 1 ,7 5 ^ А Г 0’12, (78)
h

где еа —  амплитуда изменения деф орм аций; у  —  к оэф ф иц и ент по­
перечного сужения при разрыве; а в —  п р едел  прочности материала; 
Е  —  модуль упругости; N  —  число циклов до  разрушения.

Величина га включает в себя пластическую и упругую части цик­
лической деформации. При сложном напряженном состоянии величи­
на га в уравнении (78) заменяется эквивалентной деформацией:

£а ’ ^экв =  Ej а > (7 9 )

где е1а—  интенсивность амплитудных значений деформаций:



Величины гх а , £уа , . . . ,  у являются амплитудными значениями  
циклически изменяющихся компонент деформаций.

При асимметричном цикле изменений деформаций, когда имеются 
переменные и постоянны е составляющ ие цикла, эквивалентная д е ­
формация

^экв =  Ve^lm > ( 81)

где £jm —  наибольшая постоянная линейная деформация.
М одели малоциклового разруш ения при нестационарном нагру­

ж ении. При работе элемента конструкции на разных режимах с цик­
лическими деформациями eai , га2 , ■ ■ ■, £а* условие разрушения мо­
ж ет быть принято в виде

где Nj —  число циклов нагружения на j  -м режиме, накопленное к мо­
менту разруш ения при нестационарном режиме нагружения; N pj  —  
число циклов до разрушения при работе только на одном j  -м режиме. 
Условие (82) выражает принцип линейного суммирования повреж де­
ний при малоцикловой усталости.

к

(82)
J =
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ЦИЛИНДРЫ и диски

Многие ответственные элементы машин и сооружений могут рас­
сматриваться как полые цилиндры, работающ ие при действии внут­
реннего или внешнего давления (толстостенны е трубы, цилиндриче­
ские сосуды высокого давления, валы и втулки при наличии п р ессо­
вых посадок и т .д .). Часто применяются высоконагруженные, бы стро- 
вращающиеся диски (турбины, осевые компрессоры), ш лифовальные 
круги и т.д.

43. Толстостенные трубы и цилиндры. 
Напряжения и деформации

Рассмотрим круговой цилиндр при осесимметричном, постоянном  
по длине нагружении. На рис. 13.1 представлен участок толстостенной  
трубы под внутренним давлением. Внешний радиус цилиндра обозна­
чим буквой Ь, внутренний —  буквой а. П редположим, что по длине  
цилиндра (по оси z)  нагрузка N  и температурное поле не изменяются. 
Длина цилиндра I существенно больше его радиуса, и при указанных 
условиях поперечные сечения цилиндра остаются плоскими. И скаже­
ния, которые могут возникнуть только возле торцов, занимают, по 
принципу Сен-Венана, небольш ие области, и ими пренебрегаем.

Выделим элемент цилиндра двумя поперечными сечениями, отсто­
ящими друг от друга на расстояние dz  , двумя цилиндрическими по­
верхностями радиусами г и г +  dr  и, наконец, двумя меридиональными 
плоскостями, составляющими угол dQ  (рис. 13.2,а ). По граням этого  
элемента будут действовать радиальное с г , окружное ст@ и  осевое a z 
напряжения (рис. 13.2,6).

В силу осевой симметрии и постоянства нагружения по оси указан­
ные напряжения будут главными: по граням элемента (рис. 13.2,6) ка­
сательные напряжения отсутствуют. Точка Л цилиндра (рис. 13.3) п ол­
учает радиальное смещ ение и(г).

Для определения деформации в радиальном направлении в соот­
ветствии с общ ей теорией деформации (разд. 9) рассматриваем две  
точки А и В, отстоящие одна от другой на расстояние dr. Так как п е-



Рис. 13.1. Круговой цилиндр при осе- 
я, "постоянном по длине 

нагружении

Рис. 13.2. Напряжения по граням эле­
мента цилиндра

ремещ ение и зависит от радиуса, то 
радиальное перемещ ение в точке В

будет равно и + ~ ^ d r . Деформация

в радиальном направлении равна

Ег =
А ЩВ Щ -  АВ  

АВ

du
и +  — d r+  dr -  и -  drdr__________________ du

dr dr • (1)
Рис. 13.3. Перемещения и деформа­
ции в цилиндре при осесимметрич­

ном нагружении

Для определения деформации в окружном направлении надо про­
следить за изменением длины отрезка АС. Тогда



А*С* -  АС ( г  + u ) d & -  г dQ
АС г dQ

и
г

Формулы (1) и (2) выражают деформации в полярной системе ко­
ординат ( г , 0  ) при осесимметричном нагружении.

Выражение для осевой деформации е2 имеет такой ж е вид, как и в 
декартовой системе координат (разд. 9):

d w

где w —  перемещ ение в направлении оси z.
При плоской деформации величина ez постоянна:

ez = const = е . (3)

Уравнения равновесия элемента цилиндра. На рис. 13.4,а п р ед­
ставлены элемент цилиндра и действующ ие на него усилия. По граням 
элемента приложены напряжения аг , а© и ст2, зависящие от радиуса г; 
по 0  и z напряжения постоянны. К элем енту цилиндра мож ет быть 
приложена распределенная массовая сила, которая при вращении ци­
линдра равна

Fr = со2/-, (4)

где со —  угловая скорость.

Рис. 13.4. Условия равновесия элемента цилиндра



О кружное напряжение ст@ одинаково на двух противоположных  
гранях, составляющих угол d&, так как оно не зависит от угла 0 .  П о­
стоянным на гранях элемента оказывается и напряжение oz, так как 
напряжения не изменяются по координате z. Разными будут радиаль­
ные напряжения из-за увеличения радиуса соответствующих граней (г 
и r + dr).

Рассмотрим равновесие сил в радиальном направлении. На рис. 
13.4,бпоказана проекция элемента на плоскость, перпендикулярную  
оси цилиндра (оси z). Проектируя все силы на ось г, проходящую че­
рез центр тяжести элемента, получаем

-  O f d® dz  +
f  dor л 

стг + ——dr dr
( r + dr) dQ dz -

-  2ct0  sin ( d O / 2 ) dr d z +  pF / dQ dr dz = 0 ,  (5)

где  p —  плотность материала.
В уравнении (5) учитывается, что усилия на боковых гранях дают 

составляющие на направление г (рис. 13.4,6).
Полагая, что

sin

и пренебрегая величинами высшего порядка, получаем

o r d r d Q d z +  r —̂ d r d Q d z -  o &d rd Q d z +  рсо2/-2dr dQ dz  = 0 .

Так как d r d O d z  Ф 0 ,  то

г ^  + ог — O q + рю2/2  =  О . (6)
dr

Уравнение ( 6) представляет условие равновесия для элемента ци­
линдра. Два других условия (проекции на направление, перпендику­
лярное г, и на ось z ) выполняются по условиям задачи.

У равнения уп р угости . Рассматривая изотропное упругое тел о, 
имеем следую щ ее соотнош ение упругости (разд. 16):

£г= ^ [ ° г “  И ( ° 0 + о2 ) ]  + а Г , (7)

ее = - | [ а е - ц ( с т 2 + а г ) ]  + а 7 \  (8 )



В дальнейшем потребуется выразить напряжение через деформации. 
В рассматриваемой задаче, учитывая условие (3), удобно исклю­

чить величину az из соотношений (7) и (8) с помощью равенства (9):

az = Е е+  | i ( a r + с © ) - Е аТ .  (10)

Подставив последнее соотнош ение в уравнения (7) и (8), предста­
вим их так:

Ег= -^ - ( стг -  M o°©)+ ctOT ~ М*. ( п )
ь 0

80 = ^ r (O 0 — MoCr ) +  OqT -  \i£,  (12)

где параметры упругости для плоской деформации имеют вид

- - А  <13>
и коэффициент линейного расширения равен

о(о= a ( 1 + ц ) .  (14)

Из уравнений (11) и (12) легко находим

Е0 E0OqT Eq\i
ог= ----- ^(£г+ Моее)~ 1— — + ТТГТГе 

1 -  Мо----------------------- 1 -  Мо 1 ~  Мо

Eq Е0 щ Т  £ 0ц

(15)

(16)

В тех случаях, когда напряжение a z в цилиндре отсутствует, соот­
ношения (7 ) и (8) приводят к бол ее простым зависимостям:

Е . , Е аТ   ̂1 7 '\от= --------г ( е г + ц е е ) - ^ — ( 17)
1 -  ц  1 “  М

Е . v Е а Т  / 1 о\
СТ0  = 2 ( е0  + (АЕг) -  , (18)

\ г  1 -  м-

которые также будут использованы в дальнейш ем.



О сновное ди ф ф ер ен ц и ал ьн ое уравнение. Это уравнение состав­
ляем относительно радиального перемещения и(г) . Если воспользо­
ваться уравнением равновесия (6)

d a r 1
^ г + 7 ( а , - а в > » рсо2г (19)

и внести значения а г и ст0  из соотношений (15) и (16), то, учитывая 
формулы ( 1 ) и (2 ), получаем

d'
dr 1 -  Mo

du и 
T r + ^ ~ r

1
+  -

Г 1 +  Mo

du
dr

2  d  = - р ш г + -
E qUq  T  

1 -  Mo
d.
dr

Eo M 
1 -  Mo

e . (20)

У равнение (20) представляет н еоднородное дифф еренциальное  
уравнение второго порядка относительно функции и(г).

Если параметры упругости Е и (X постоянны вдоль радиуса, то из 
уравнения (20) находим

d 2и I du и . . .
(21)

где функция

/ ( / - ) =  -
1 -  Мо рсо2г + ( 1 + Но) j r (a0T) =

-  ( 1 + ^ ! ( 1 " 2Ц) Р»2г + f  («21 Е ( 1 -  ц )  r 1 -  p. dr (22)

С помощью небольш их преобразований уравнение (21) можно пред­
ставить в более удобном  для последующего интегрирования виде:

d_
dr

1 d (иг) 
г dr = f ( r ) . (23)

Т о л с т о с т е н н а я  тр уба  п од  дей стви ем  внутреннего и внеш него  
давлений. Рассмотрим равномерно нагретый цилиндр с постоянными 
параметрами упругости вдоль радиуса, нагруженный давлением (рис. 
13.5); вращение отсутствует ( с о =  0 ) ,  и торцы цилиндра свободны от 
напряж ений. Д ля указанного сл у ч а я /(г )  = 0 ,  и диф ф еренциальное  
уравнение (2 1 ) б у д ет  таким:



Реш ение уравнения (24) можно ис­
кать в следую щ ем виде:

и = С г к . (25)

После подстановки в уравнение (24)

С [ к ( к -  1 ) +  к -  1 ] г * _ 2  = О

п р и ходи м  к х а р а к т ер и сти ч еск о м у  
уравнению к 2 -  1 = 0 , корни которого 
равны fc] = 1 , к2 = -  1 .

Решение уравнения (24) будет та­
ким:

и = С\г + С2 /  г , (26)

где Ci и С2 —  произвольные постоян­
ные. Э тот ж е результат м ожно по­
лучить другим способом. Из уравне­
ния (24) имеем

Рис. 13.5. Цилиндр под действием 
внутреннего и внешнего давлений

1 * М  = const= 2 C j. (27)
г dr

Перенося г  в правую часть равенства и интегрируя, получаем

ur=  С ,г2 + С2 , (28)

что совпадает с решением (26).
Так как на торцах цилиндра внешние усилия отсутствуют, то м ож ­

но положить ст2 = 0 и воспользоваться соотношениями (17) и (18), пре­
небрегая температурными членами. Тогда



Подставляя и из уравнения (26), находим 

Е
сТг =

а 0  =
1 -  ц 2

(1  + [ i ) C x- Ц ^ С 2 
г

( 1 +  ц ) С 1+ (32)

Постоянные С\ и С2 следует определять из краевых условий (для  
радиальных напряжений)

аАа ) = - Р а  при г = а , 

аА Ъ )=~Рь  при г = Ь .

И меем
2

( 1 +  n ) Q -  Ц ^ С 2 =
a  с

( l + ^ ) C i - i ^ C 2 = - ^  

Из последних соотнош ений находим

Рь

С\ =

Со =

1 -  Д -  Ь2р ь
Е ь2- а 2 ’

1 + ц. а2Ъ2 (Ра -Рь)  
Е Ь2 - а 2

(33)

(34)

(35)

Внося значения С х и С2 в равенства (31) и (32), получаем формулы  
Ламе:

<*г =
а2р а -  Ь2р ь 1 а2Ь2 (р а -  р ь )

l 2 „г  о — а Ь2 -  а2
(36)

сте  =
а 2Ра -  b2Pb 1 Я2*2 ( Р а -  Р ь )

l 2  „ 2о  — а г 2 Ь2 -  а2
(37)

Д ля радиального перемещ ения из соотношений (26) и (35) устанав­
ливаем следую щ ую  зависимость:



_  1 - \ i a P a ~ b P b  1 +  ц °  ь ( Р а - P b )  1u { r ) = — = ^ -----Г— -Г—  r +  —=r^------- 5------5 (38)
E b -  a2 E b2_ a2 r

Замечания. 1. Обоснованность предположения, что or = 0 , сделанного при постро­
ении решения, доказывается следующим образом. Из уравнений (31) и (32) (или (36) и 
(37)) вытекает, что на всех радиусах

аг + (те= const.

Так как в рассматриваемых задачах е=  const, то из соотношения (10) при аТ=  0 
получаем, что напряжение аг также должно быть постоянным. Внешнее усилие вдоль 
оси цилиндра отсутствует, и потому напряжение oz должно обращаться в нуль (иначе 
условия равновесия не удовлетворяются).

2. Для сплошного цилиндра в общем решении (26) следует положить Сг = 0 , так как 
при Сг * 0 перемещение и —»°° при г —> 0 . Из условия на внешнем контуре (34) получим

C i=

и тогда из соотношений (29) и (30)
Or = ае = - р ь  ■ (39)

Интересный результат!
3. Напряжение в цилиндре не зависит от природы упругого материала, формулы 

(36) и (37) не содержат модуля упругости и коэффициента Пуассона.
4. Формулы для напряжений в цилиндре были впервые получены Ламе (1795 — 

1870) — французским ученым, долгое время работавшим в России.

Д ействие осевого усилия. Если на цилиндр (рис. 13.6) действует  
осевое усилие N, то при постоянных параметрах упругости решение 
задачи будет таким:

стг = 0 ,  а 0  = 0 ,  а 2 = 2ч , (40)
к (Ь -  а )

£у — £ о  — £  | Ez £ g  ■ ( '

Очевидно, что уравнения равновесия и совместности деформаций  
удовлетворяются. Эти уравнения дифференциальные, а напряжения и 
деформации по равенствам (40) и (41) —  постоянные величины. На тор­
цах цилиндра краевое условие выполняется в интегральном смысле:

J oz d F = N .  (42)
F

Точное реш ение требует приложения на торцах цилиндра постоян­
ных напряжений.



Рис. 13.6. Цилиндр под действием 
осевого усилия

Рис. 13.7. Прочностная модель цилин­
дрической части сосуда высокого 

давления

При действии давлений по ци­
линдрическим поверхностям и осе­
вого усилия в пределах упругих д е ­
формаций напряжения и деформа­
ции суммируются.

Модель прочностной надежно­
сти цилиндрической части сосуда  
высокого давления. Рассмотрим на­
пряженное состояние в цилиндри­
ческой части сосуда высокого дав­
ления (рис. 13.7 ,а) при действии  
внутреннего давления р .  Внеш нее 
давление считаем отсутствующим. 
Осевое усилие равно

N =  к О уР

Напряжение в пределах упруго­
сти материала определяем по ф ор­
мулам (36), (37) и (40):

2 , 2 i.2 а _  1 а b р
°r~ h2 ^ P ~ . 2 h2 „ 2 b —а г b —а

ст0  =
Ь2 - а 2

Р +
1 а2Ь2р 

г 2 Ь2 - а 2

_ “2Р
2 Ь2 - а 2 '

(43)

(44)

(45)

Распределение напряжений по 
толщ ине показано на рис. 13,7,6. 
Наиболее напряженными являются 
точки в н у т р ен н ей  п о в ер х н о ст и  
(точки А), в которых (при Оу~ а )

о г - - р , о@ =
Ь2 + а2 

' 2  2 Р  ’

а2р
а * =  Т2 2 -b - а



М одель статической прочности примем в виде условия прочности  
Мора

^экв= ^1  “  Хст3 = , (47)

где % = ств /  а сж ; а в —  предел прочности материала.
В рассматриваемом случае CTj = ст@, а 3 = стг . М одель статической  

прочности имеет вид
b  + а ' (48)

В запас прочности можно считать % = 1 •
М одель малоцикловой прочности используется  при повторении  

циклов нагружений.
На основании условия М энсона имеем

1
е* = 2

In
1

1 -  у

Л 0,6 ( гг
Л^°-6 + 1,75— < * т) 0,12

где еа —  амплитуда переменных деформаций; у  —  поперечное суж е­
ние материала; стт  —  среднее напряжение; N  —  число циклов до раз­
рушения.

Цикл нагружения соответствует возрастанию давления от 0 до р. 
При сложном деформированном состоянии под еа понимается ампли­
туда эквивалентной деформации

_  J.
^эква ~  2 ^ (49)

где е,- —  интенсивность деф орм аций в опасной точке при действии  
давления р\  множитель 1/2  связан с тем, что нагружение от 0 до  р  
можно представить в виде постоянного нагружения давлением р / 2  и 
переменного нагружения давлением с амплитудой р /2 .

Интенсивность напряжений

СТ,= ^ \ ( с т г -  Ов )2 +  ( O q — Oz  )2 +  (CTZ -  Gr )2 

С учетом соотношений (46)

1 \ 1 (  1 + п2 (  \ + п2 п2СТ, = -7= \  ----- Г+ 1 + ----- Г- ----- ;
4 2  1 -  п2 1 -  п2 1 -  п2 1 -  пг



где для краткости обозначено п = а/ b  . 
В окончательном виде имеем

. 2  2о — а

Интенсивность деформаций в упругой области

2 ( 1 +  ц )  2 ( 1 +  ц )Ь 2 р  
ЗЕ V ?  h2 _ n2 Е (51)

М одель малоцикловой прочности с учетом соотнош ений (49) —  
(51) принимает следую щ ий вид:

1 1 + |Х
Е

Ъ* 1
Ь2 - а 2 Р ~ 2

In 1
Л0’бЛГ°>6+ 1 ,75(СТв p g w V 0,12

где

Za+A

^ 1

V
Hi 1

2а
гь

° т  2  ° 0  2  * 2
1 Ь2 + а2
------------ 2  Р

(52)

Рис. 13.8. Прочностная модель прессо­
вого соединения

а

Условие (52) связывает размеры 
цилиндра, циклически действую ­
щее давление и характеристики ма­
териала с числом циклов до разру­
шения. Допускаемое число циклов 
нагружения в рабочих условиях

l N ] = N / n N ,

где nN —  запас по числу циклов.
Учитывая рассеяние результа­

тов из-за отклонений по свойствам 
м атери ала, т ех н о л о г и ч е с к и м  и 
другим факторам, принимают

Пдг= 3 ^ 5 .

М одель п р оч н остн ой  н ад еж н ости  прессового соединения. П рес­
совое с о ед и н ен и е  (рис. 13.8) получается за счет сборки с натягом  
двух сопрягаемы х детал ей  (например, кольца шарикоподшипника и 
вала). З а  счет сил упругости на поверхности сопряжения создается  
давление р а.



При построении модели прочностной надежности требуется найти 
условия, при которых в соединении не возникнут пластические д е ф о р ­
мации. Давление р а вызовет радиальное перемещ ение охватывающей 
детали, которое может быть определено по ф орм уле (38). Полагая  
р а = р  и р ь =  О, получаем

и2(а) = аР
е 2

ГЪ2 + а2
.2  2 + ^ 2  о —а f ■ <5 3 >ь 2

Р а д и а л ь н о е  п ер ем ещ ен и е  в н утр ен н его  сп л ош н ого  ц и л и н д р а  
( Р ь = Р ) Равно

/  ̂ \ , ч ( 1 ~  Mi) „ 
Ml(a)= 7 г ( о 0 -  HiCTr ) a =  --------------aP, (54)

так как a 0 = ar = - p  (формула (39)).
Разность радиальных перемещений долж на быть равна радиально­

му натягу (по условиям неразрывности деформаций натяг «компенси­
руется» перемещениями):

и2(а)~ и 1(а)=  ^ Д .  (55)

Учитывая равенства (53) и (54), находим  

1 А 1
2 а 1 Ь2 + а2

р  , 2  2 ^ 2  ь 2 Ьг  -  а

(56)

Если наружный диаметр втулки очень велик (отверстие в листе), 
то при

_  1 А 1
Р 2 а  1 + Цз 1 ~  Ml 

Е2 + Е х

наибольшее напряжение по втулке будет на поверхности с радиусом а :

. . Ь2 + а2
^ ( a )  = - Р  , a 20(a) = - z ------ ^  •

b — а

Интенсивность напряжений

I = V 02г -  О2л°20 + °2Q = Р > 1
ftz +  a z

+ . 2 2 + ft -  a

ftz +  
l 2 2

Ч У



вид

Vs~ ь й 7
Р , 2 2 bz -  а

Напряжения в цилиндре (валике)

ст1г =  а ш  =  - Р  , =  р  .

М одель прочностной надеж ности прессового соединения имеет

V3Ь4 + а 4

Ь2 - а 2 ±
Е2

Ь2 + а2
, 2  2 +  ^2 

у Ь -  а

1 А ст2т
1 -  Hi 2а щ

(58)

1 A Oit
~ 5 1 >  (5 9 )1 Ь2 + а2 1 -  М-i 2а пт
F  г.2 2 +  ^2  +£ 2 a z Е у

где a j T, а 2т —  пределы  текучести материала втулки и валика; пт —  
запас по п ределу текучести (обычно пт> 1 ,3 ).

У словие (58) обеспечивает отсутствие пластических деформаций  
во втулке, условие (59) —  в валике. Предполагается, что величина А 
соотв етств ует  «эф ф ек ти вн ом у» натягу, учитывающему «сминание»  
гребеш ков на поверхности (обычно А =  0,6 -̂ 0,9 Aq, где  Aq —  номи­
нальный натяг).

Т ем пературны е напряжения и напряжения от центробежны х сил.
Рассматривается цилиндр с постоянными параметрами упругости. При 
неравном ерном  нагр еве и вращении диф ф еренциальное уравнение 
для радиального смещ ения будет неоднородным (уравнение (23)). 

Интегрируя уравнение (23) от а  до г, получаем

7 ^ =  J / ( n ) d r 1+ 2СЬ  (60)
о

где 2 Ci —  произвольная постоянная (множитель 2  взят для удобства  
дальнейш их записей). П еренося г в правую часть равенства и повторяя 
операцию  интегрирования, находим

и = ~  j  r i J / ( гг )dr2 drx + С у  + - у .  (61)



Формула (61) выражает общ ее реш ение уравнения (23) при произ­
вольной правой части. Далее составляются выражения для а г и ст© и 
находятся постоянные Cj и С2 из краевых условий для радиального  
напряжения:

а2(а)=  0 , а гф) = 0 . (62)

Решения для случая, когда на цилиндрических поверхностях дей ­
ствуют давления, были получены ранее. Решение для общ его случая 
читатель может построить в порядке упражнения.

44. Модели прочностной надежности дисков

Наиболее ответственными элементами ротора авиационного газо­
турбинного двигателя являются диски. Окружная скорость составляет  
400 м /с и более. Разрушение дисков влечет за собой катастрофические 
последствия. Обеспечение надежности дисков составляет одн у  из ос­
новных проблем проектирования, производства и эксплуатации газо­
турбинных двигателей, паровых и газовых турбин, ультрацентрифуг и 
т.д. Наибольшее практическое применение получило представление  
диска как тонкой круглой пластинки переменной толщины (рис. 13.9). 
При инженерной оценке надежности диска используются два основ­
ных предположения.

1. Напряженное состояние в диске 
двухосное. В диске действуют радиаль­
ные и окружные напряжения; напряже­
ние oz считается отсутствующим.

2. Напряжения постоянны по тол­
щине диска Л(г).

Оба эти предположения оправдыва­
ются для тонких дисков, обладаю щ их  
плоскостью симметрии. Предполагает­
ся, что центробежные силы и темпера­
турное поле симметричны относитель­
но оси вращения; рассматривается рас­
тяжение диска в его срединной плоскости.

Замечание. В реальных дисках действуют поперечные нагрузки вследствие разно­
сти давления среды, неравномерный нагрев по толщине и другие факторы, вызывающие 
деформацию изгиба. Они рассматриваются в следующей главе. В большинстве случаев 
наибольшие напряжения в диске связаны с его растяжением центробежными усилиями 
и неравномерным нагревом по радиусу.

Рис. 13.9. Конструктивная схема 
диска (а), радиальные а ,  и ок­

ружные а е  напряжения (б)



Н апряжения, условия равновесия. В диске возникают (рис. 13.9) 
радиальны е аг(г) и окруж ны е а©(г) напряжения и соответствующие 
усилия

Nr = G,h(r), (63)

N q = о ф (г ) . (64)

Рис. 13.10. Равновесие элемента 
диска

Рассмотрим равновесие элемента ди­
ска, образованного двумя цилиндриче­
скими сечениями радиусами г и г  + dr и 
двумя меридиональными сечениями, об­
разующими угол dQ (рис. 13.10). Каса­
тельные напряжения на гранях элемента 
отсутствуют. Если на грани элемента, 
лежащей на цилиндрической поверхно­
сти радиусом г, действует (на единицу 
длины ) радиальное усилие Np то на 
противополож ной грани его значение  
будет равно Nr + dNr. Усилие Nq одина­
ково по двум меридиональным граням 
эл ем ен та  диска. Составим проекцию  
внешних сил, приложенных к элементу 
диска, на радиальное направление:

- N r r d e  +
dNr 

Nr + dr dr
(г-н d r ) d Q -  2Af0 s i n ^  dr + pa>2rhrd& dr=  0 .

Члены первого порядка малости взаимно уничтожаются. П ренеб­
регая членами высшего порядка малости, находим

dNr , ,
Nr d r d Q +  — ^ d r r d Q -  Ne dQ dr+  p afrih d @ d r=  0 

dr

или

(65)

Уравнение (65) представляет собой уравнение равновесия элемен­
та диска.

Д еф ор м ац и и  и соотнош ения упругости. Вследствие осевой сим­
метрии точки диска получают радиальные смещения и(г) , одинаковые 
по толщ ине диска. Радиальная и окружная деформации равны



ег= ^ (ст г -  | i ct©)+ а Т +  е®, (68)

е© = ^  ( а 0  -  цлг ) + а 7 4  е&, (69)

где Е , \i —  модуль упругости и коэф ф ициент Пуассона; а Т  —  темпе­
ратурная деформация; , е0  —  дополнительная деформация, которая 
может рассматриваться как остаточная деформация, деформация пол­
зучести или деформация другой природы, не связанной с упругостью  
материала.

Из уравнений (68) и (69) получаем

Е , ч ЕаТ
а ' = 7 7 ^ ( е ' + Ц £ в ) - т ^ , -

Е , , ЕаТ
а е = т - ^ ( % + Р £ , ) - т т ^ -

где «дополнительные напряжения»

ггО_ Е  | С° ,  | ,с0 "V
стг -  ■}У£т + М-е © ) .

1 -

С!% =  ---- (  К о  +  LIE? )

представляют условные напряжения, которые соответствуют дополни­
тельным деформациям в упругом теле.

Краевые условия. Краевые условия в большинстве случаев зада­
ются для радиальных напряжений. На внешнем контуре диска

аг(Ь) = о гЬ , (74)

где огЬ —  напряжения от центробежных сил лопаток и замковых час­
тей диска. На внутреннем контуре диска чаще всего

а? , (70)

о°е , (71)

(72)

(73)



В случаях, когда применяется прессовая посадка диска на вал,

аг(а) = - р  , (76)

где р  —  давление на поверхности г=  а в рабочих условиях.
Д и ф ф еренц и альн ое уравнение для диска постоянной толщины с 

постоянны ми параметрами упругости. Для диска постоянной толщи­
ны h = const уравнение равновесия (65) будет таким:

dar 1 ,—  + -(<тг-  сте )+ раГг = 0. (77)

Из соотнош ений упругости (70) и (71) при отсутствии дополни­
тельных напряжений находим

а 0  =

/  » Лdu и
Т г + » 7

V

и du 
-  +  ц  —  г dr

ЕаТ  
1 -  ц ’

ЕаТ  
1 -  ц -

Внося зависимости (78) и (79) в уравнение (77), получаем

d 2u 1 du и . . .  
dr r dr г

(78)

(79)

(80)

где

/ W =  - - ^ р с о 2г +  ( 1 +  ц ) ^ ( < х 7 ) . (81)

Уравнение (80) совпадает с уравнением для цилиндра (соотноше­
ние (21)), если  значения Е0 , Щ), а^ заменить на Е , ц , а .

Замечание. Полученный результат не является случайным, так как задачи об осе­
симметричном напряженном состоянии цилиндра (плоская деформация) и диска (пло­
ское напряженное состояние) являются вариантами одной и той же задачи.

Н апряж ения в диске п остоян н ой  толщины. Как было показано ра­
нее, общ ий интеграл уравнения (80) можно записать так:

I I

и(г)=  С ,г+  С27 + 7  J Г, j  f { r 2)dr2 drx .



Учитывая равенство (81), находим  

Г‘ 2
J f ( r2)dr2= -  1 рсо21 (i \  — а2)+ ( 1+ |1)(а7Т[г1) -  а аГа ) ,

Г Ч

7 J r \ j f ( r2)dr2= ~ 4 + 4г 2

Г

+ (1  + ц ) 7  |  П » 7!''!) rfrj -  (1  + ц ) а аТа 2 Г 2г
V J

(83)

Подставляя (83) в равенство (82) и включая постоянные величины, 
относящиеся к г =  а ,  в произвольные постоянные, получаем

г

и(г)= С[г+ С2 ~ -  рсо2/"3 + ( 1 +  д ) -  J ^аДг!) drx , (84)
Г ois т

г д е  С\ , С2 —  новые значения произвольны х постоянны х, что для
дальнейш его несущественно.

Дифф еренцируя равенство (84), находим

du
dr<r) = С \ -  С2 ~ -  3 (18£/  * рсо2/-2 -  ( 1 * J гхаПг\) drx +

+ (1  + ц ) а  Т.  (85)

Внося значения и и du/dr  в соотнош ения упругости, имеем

( 1 +  ю с ! -  - Ц ^ с Л -  p c o V 1^ - ^ - EF(r), (86)
Г  8

r . 2 1 -  д 2

Е
СТв ~  , 2 1 - Д 2

где

-  рсо2/2 ( 1 +/ - ^  -  Я ( Ж  -  « Г ) , (87)

I

F(r) = ^  J паТТн) dr, . (88)



Из краевых условий для радиальных напряжений 

аг(а) = с га, аг(Ь) = агЬ 

находим значения произвольных постоянных:

с; = i - м  1
Е Ь2 -  а2

<5гф 2 -  o raa 2 ) +

+ ^ - ( 3 +  ц ) ( 1 -  ц ) ( * 2 + а2 ) + ( 1 -  [I) а2Ь2 
Ь2 -  а2

т , (89)

С 2 =  ° г а ) +  ^ ( 3 +  М ) ( 1  +  Ц ) а 2* 2 +

+  ( 1 +  М)
а2Ъ2 

Ь2 -  а2
т . (90)

Если теперь подставить значения С\ и С2 в равенства (86) и (87), 
получим следую щ ие важные формулы:

° r  а гЬ 2 2 о — а

а 0  -  °гЬ  ,2  2 bz -  а

-  а,
га Ь2 -  а2

1 -

1 +

+  G no+  °Г Т , (91)

-  О,ra h2 „ 2  о — а
1 + + ст0о)+  стег>  (92)

где напряжения от центробежных сил

-  3 +  М 2
<*гсо — g Р ю

3 +  (X 2 
° 0 ш =  — g Р “

а  -

й 2 +  а 2 +  a V  1 + ^ , 2
?  3 +  М

(93)

(94)

Температурные напряжения

а гТ-  Е Е(Ь)
l 2 „2о — а ' 4

-  m (95)



V /

где F\r) определяется соотношением (88).
Первые группы членов в равенствах (91) и (92) дают напряжения 

от контурных нагрузок. Сопоставление с формулами (36) и (37) пока­
зывает, что напряжения от контурных нагрузок в диске постоянной  
толщины и цилиндре одинаковы.

Перемещения в диске находятся из соотношения

где значения Oq и с г определяются из формул (91) и (92).
Рассмотрим теперь диск без центрального отверстия (сплош ной  

диск). В центре диска г  = 0 содержится особая точка, в которой в си­
лу осевой симметрии

Д иф ф еренциальное уравнение (84) остается справедливым, но в 
его решении (82) следует считать С2 — 0 , так как иначе в центре диска  
перемещ ение не обращается в нуль. Реш ение уравнения (80) сл едует  
принять таким:

Несмотря на наличие множителя 1 / г ,  второй член равен нулю при 
г =0. Учитывая зн ач ен и е/(г), получаем

Продолжая выкладки, находим напряжения в сплошном диске:

и =  ^ ( < * 0 -  M<V) +  ю Т , (97)

(98)

Г г,

(99)
о о

2
и(г) = С\г -  рю2/3  + ( 1 + ц ) -J: J г,а7Тг,) drx .

0

<*Г= °гЬ+ Ч ^ Р » 2 ( * 2 - rz )+  E ( F ( b ) ~  F ( r ) ) , (ЮО)
О

+ ^Ч г^рсА ь 2 -  E ( F { b ) +  F i r ) -  а Т ) ,  (101)
8 З + о



/

F(r)= 4  J  а̂Т̂ Г!) drx. (102)
^  0

В центре сплош ного диска

стг(°) = <%(0) = orb + pro2* 2 + E ( F ( b ) -  |  а  ДО) ) ,  (103)

так как

F(0)=  lim J  rja^!) drj = a7i;0) lim 
г _ > 0 '  о

4  1 r , dr , =  | а Д 0).
0 о

Р асп р едел ен и е напряжений в диске постоянной толщ ины. Рас­
пределение напряжений при действии контурной нагрузки и центро­
бежных сил представлено на рис. 13.11 и 13.12; значения напряжений 
на внеш нем и внутреннем контурах вытекают из формул (91), (92), 
( 100), ( 101).

Из рис. 13.11 видно, что возле 
отверстия окружные напряжения  
существенно повышаются. При ма­
лом центральном отверстии вели­
чина окружного напряжения стано­
вится приблизительно в два раза 
больше, чем в сплошном диске. В 
циклически нагруженны х дисках  
отверстия нежелательны , так как 
концентрация напряжений возле  
отверстий сниж ает циклическую  
долговечность.

Определим температурные на­
пряжения в сплошном диске, счи­
тая температуру возрастающей по 
степенному закону ( п > 0 ):

Рис. 13.11. Распределение напряже­
ний в диске с отверстием: 

а — эскиз; б — напряжения от кон­
турной нагрузки на радиусе а, в — на­

пряжения от контурной нагрузки на 
радиусе Ь; г — напряжения от центро­

бежных сил

Цг) = 7(0) + AI\r/b)n , (104)

г д е  А7 =  7 (b ) -  7(0) —  п е р е п а д  
температуры между ободом и цен­
тром диска; коэф ф ициент линей­
ного расш ирения а  предполагаем  
постоянным.

Из соотношения (102) находим



Формулы (100) и (101) дают следующ ие значения температурных 
напряжений:

огт-
ЕаАТ
п + 2 G & T -

ЕаАТ  
п + 2

1 -  ( и +  1 )
Ьп

Как следовало ожидать, постоянная температура не вызывает в ди­
ске температурных напряжений. При возрастании температуры по ра­
диусу в ободе возникает сжимающее напряжение

ст0 т<О) = — ЕаАТ п
п + 2  ‘

Распределение температурных напряжений в сплошном диске по­
казано на рис. 13.13.

(Гг — ^ 8 ~ &rb

Рис. 13.12. Распределение напряже­
ний в сплошном диске: 

а — эскиз; б — напряжения от кон­
турной нагрузки; в — напряжения от 

центробежных сил

Рис. 13.13. Распределение температур­
ных напряжений в сплошном диске: 

а — эскиз; б — распределение темпера­
тур; в  — температурные 

напряжения



Напряжения в диске переменной толщины с переменными пара­
м етрами уп ругости . В общ ем случае расчет дисков на растяжение 
проводится приближенными методами. Важность проблемы прочности 
дисков обусловила больш ое число исследований, и в настоящее время 
известно свыше сорока различных методов расчета. Основные методы  
можно подразделить на следующ ие группы:

1 ) методы разбиения на участки с последующим их сопряжением;
2 ) методы конечных разностей;
3) методы интегральных уравнений;
4) методы численного интегрирования.
Указанные методы типичны и для других сложных задач инженер­

ного дела. В первой группе диск разбивается на участки более про­
стых профилей, для которых могут быть использованы точные реш е­
ния (например, на участки дисков постоянной толщины и т.п.). Во вто­
рой группе дифференциальны е уравнения заменяются конечно-разно- 
стными. Методы интегральных уравнений основывались на их числен­
ном реш ении с помощ ью последовательных приближений. Наконец, 
ч и сл ен н ы е м етоды  и сп ол ь зую т прямое интегрирование системы  
диф ф еренциальны х или интегральных уравнений первого порядка. 
Эти методы, получивш ие ш ирокое применение в связи с расчетами  
на ЭВМ, излагаются ниже. Рассматривается диск с переменными па­
раметрами упругости и дополнительными деформациями, что дает  
возмож ность учета деф орм аций пластичности и ползучести. С оста­
вим систему диф ф еренциальны х уравнений первого порядка отно­
си т ел ь н о  р ади ал ь н ого  уси лия Nr(r) и р ади ал ьн ого п ерем ещ ения  
и(г). Эти переменны е не претерпевают разрывов даж е при скачкооб­
разном изменении параметров диска (толщины, модуля упругости, 
температуры и т.п .).

Одно из уравнений непосредственно следует из соотношения уп­
ругости (70), которое представим в виде

Eh du и
~ Г +  ц -  dr г у ^ - М г° ,  (105)

1 -  |1

где Nr = ст,Л, NГ° = ст?Л —  радиальные усилия.
Из равенства (105) вытекает

0 0 6 )

Д алее используем уравнение равновесия (65):

dNr 1 ,
= - ~ ( N r -  N q ) -  роз rh . (107)



д) r d u _  и л
dr г

V У

- л г г° + л г | ,

и потому 
dNr 
dr Г ( 1 -  Ю

r d u _  и 4 
dr г -  ЛГГ° + -  рсо гЛ .

Подставляя в это уравнение значение du/dr  из уравнения (106), 
получаем

dNr i - м  Eh Eh------ — — -------lZ Д/- 4_ --- ,, _  ---
dr

Nr + ^ и -  — a T -  pa>2rh + ^ЛГГ° -  - Л Г |.  (108) 
r r2 r r r

Зависимости (106) и (108) образую т систему дифференциальны х  
уравнений

W '=  U l M + W + ^ + j f o ) ,  (109)

где

_  j  -paP rh  1

Вектор дополнительной нагрузки

-  —  а Т  
г

(1  + д ) а Т
( 110)

М=
* Ч ° -  ± л г |
Г Г

Eh ” г

( 1 1 1 )

Элементы матрицы равны

А п -  - 1 -  Д . Eh . 1 -  л Д
А \2 ~  7. > 21 -  ЕЧ. > 2 2 — -Eh

Уравнение (109) решают по м етоду начальных параметров, пред­
ставляя реш ение в виде

jy}=JVra{yi}+ ufl|y2}+ {у*}, (112)

где jy'i} —  реш ение однородного уравнения



М -  { I  }•
Вектор |У2} соответствует решению однородного уравнения при на­

чальных условиях

N “>)= { ?  }•
*

Вектор {у*} представляет реш ение неоднородного уравнения (109) 
при начальном значении

И « ) 1 = { 2 } .

Н еи звестн ы е значения начальных параметров определяю тся из 
краевых условий. Для дисков с отверстием величина Nra обычно изве­

стна, и тогда векторы jY j j  и  {у*} объединяются: реш ение принимается 
в ф орм е

М =  М + И в Э Д ,  (113)

гДе |y j}  является реш ением уравнения (109) при начальном условии

M ' j o " } -
Д ля сплош ны х дисков для устранения числовых погреш ностей  

краевое условие удобно ставить на некотором малом радиусе а (обыч­
но а  = (0 ,05  0,1)в ).

Тогда, полагая для сплош ного диска

Nr( a ) = N e (a), (114)

получим из соотнош ений упругости

и а 1 -  На п
f " =  ~ ~ i f N ra +  а а Г а +  £ в а ’ (1 1 5 )

где нижний индекс а  указывает, что значение параметра относится к 
р адиусу а.

Зависимости м еж ду Nra и иа возникают при упругом закреплении 
дисков.



(116)

где /гра3р —  частота вращения, при которой произойдет разрушение 
диска с учетом температуры и длительности работы; лшах —  макси­
мальная частота вращения диска в рабочих условиях; К ъ —  запас проч­
ности по разрушающей частоте вращения (разрушающим оборотам); 
[ Кд ] —  допустимое значение запаса.

Разруш ение может произойти по диаметральному (меридионально­
му) или по цилиндрическому сечению, и соответственно различают за­
пасы.

При определении запаса по диаметральному сечению  исходят из 
предположения, что в момент разрушения окружное напряжение

где сУдл(г) —  предел длительной прочности, соответствующ ий темпе­
ратуре на радиусе г и заданной длительности работы.

Рассмотрим равновесие диска непосредственно в момент разруш е­
ния. Радиальное напряжение на внешнем радиусе диска будет равно

где (jrb —  радиальное напряжение на ободе диска при максимальной 
угловой скорости (или частоте вращения).

О пределим равнодействующую центробежных сил, приложенных к 
массе диска. На элемент диска действует центробежная сила

где dF =  h d r —  элемент площ ади диаметрального сечения.
Равнодействующая центробежны х сил, приложенны х к половине 

диска: v

о е (г)=  с д л(г) (117)

со;
(118)

'max

d C -  pa%a3fr h r d Q d r =  ро^ f d F d Q ,

b It

C =  | J dC  sin 0  = pcojja3p j r ^ d F  J sin 0  d&
a 0

или



С = 2 рс^азр I  г2 dF=  2 рю2J ,  (119)
F

Ь

где / =  |  r * h d r —  момент инерции половины диаметрального сечения 
а

диска относительно оси вращения.
Проектируя все силы на вертикальное направление, получаем

2 bhb+ 2 р($ азрГ= 2 J GnJidr. (120)
®max a

Напряжениями на внутреннем контуре г = а пренебрегают (свобод­
ное отверстие). Если даж е в рабо­
чих условиях по внутреннему кон­
туру была запрессовка, то  к момен­
ту разруш ения дав л ен и е запрес­
совки исчезает.

Из равенства (120) находим за­
пас по разрушающей частоте вра­
щения по диам етральном у сече­
нию (рис.13.14):

ь
j  а длЛ dr

К в 1 = ^ т = _ « --------------  (121 )
“ max Ortjbhb + р с о /

При кратковременном разруше­
нии или при р а б о т е  в условиях  
нормальной температуры длитель­
ная п р о ч н о ст ь  а дл за м ен я ет ся  
пределом прочности а в . Из ф о р ­
мулы ( 1 2 1 ) следует, что для увели­

чения прочности диска надо увеличивать толщину ближе к центру ди­
ска (в области  ступицы), так как при этом момент инерции возрастает 
м едл ен н ее, чем площ адь сечения. В достаточно надежных дисках

1 • •  • J  1,6.

П ерейдем  к определению  запаса по цилиндрическому сечению. В 
этом случае разруш ение происходит по цилиндрической поверхности

Рис. 13.14. Определение запаса по диа­
метральному сечению



радиусом гц и по участкам диаметрального сечения (рис.13.15). Счита­
ем для общности, что на радиусе гц имеется z отверстий диаметром d.

Рассматривая равновесие сил в вертикальном направлении, нахо­
дим

Ь2

2с гь о bhfo + 2р(0разр/ц -  2  J ОдЛ h dr + Стдл(гц) ГцНц 1 -  
Ч п а

2пг„
, ( 122)

где Уц = J r^h d r .

Из условия (122) получаем

* в 2 =

J ° д л h d r +  ОдЛ (г,^ ГцЛц

_ в*разр

1 -
zd

2пг„

a rlph b + ра>%
(123)

Рис. 13.15. Определение запаса по цилиндрическому сечению

Расчет проводят для различных радиусов гц и для оценки прочно­
сти учитывается минимальное значение Къ2. Обычно это значение со ­
ответствует подободной части диска. В удовлетворительно работаю ­
щ их дисках [ Кв2 ] = 1,4; . . . ;  1,5.



Замечания. 1. Допускаемое значение [ ] так как диаметральное разруше­
ние диска более опасно по своим последствиям.

2. Запас КВ2 определяют для гц > а ,  иначе отверстие предполагается «несущим», что 
неправильно. При г= а следует считать Кв2 — К»,.

3. В общей модели статической прочности температурные напряжения не учитыва­
ются. Предполагается, что к моменту разрушения идут процессы пластичности и пол­
зучести, приводящие к релаксации температурных напряжений. Влияние температуры 
сказывается на значениях о дл(г).

Эквивалентный запас по разруш ающ ей частоте вращ ения. Если 
диск работает на различных режимах с температурами 7} с длительно­
стью tj, то определяется эквивалентный запас по разрушающей частоте 
вращения по принципу линейного суммирования повреждений (гл .12 ):

гд е  т эхв = m i , если , как обычно, режим 1 относится к реж иму наи­
меньшего запаса прочности. В равенстве (124) входят во второй 
степени, так как запас по частоте вращения соответствует квадрату за­
паса по напряжениям.

М одели локальной статической и длительной прочности диска. 
Эти м одели служ ат дополнительными критериями прочностной на­
деж ности диска, оценивая местные запасы прочности

г д е  а дЛ(Т, f) —  п р едел  длительной прочности при температуре Т и 
длительности нагружения t ; стэквтах —  наибольшее эквивалентное на­
пряжение.

В практических расчетах часто принимают

г д е  сттах —  наибольш ее напряжение (радиальное или окруж ное) на 
данном радиусе.

Значение Кт определяется для сечения, в котором Кт минимально. 
При работе диска на различных режимах определяется эквивалентный 
запас прочности. Обычно принимают

т

(124)

(125)

*-*эквтах

[ Кт ] >  1,6



KN = Npa3p/ N >  [KN ] ,  (126)

где  ЛГразр—  число циклов нагружения до разрушения диска; N  —  чис­
ло циклов нагружения в процессе эксплуатации, KN —  запас по цик­
лической долговечности.

Для удовлетворительно работающих дисков расчетный запас дол ­
говечности равен 5 .  При экспериментальном определении за­
паса долговечности в составе изделия [А д^]= 3 . Минимальные значе­
ния Kff получаются в местах концентрации напряжений.



Г л а в а  14 

ПЛАСТИНКИ И ОБОЛОЧКИ

В современной технике многие элементы конструкций могут рас­
сматриваться как тела, у  которых один размер (толщина) мал по срав­
нению с двумя другими.

Если срединная поверхность таких тел плоская, то они называются 
пластинками, если искривленная —  оболочками.

45. Пластинки

По форме срединной поверх­
ности в плане различают круглые 
и прямоугольные пластинки (рис.
14.1). Значительно реже исполь­
зуются расчетные модели в виде 
эллип тически х, треугольн ы х и 
других пластинок.

В зависимости от относительной 
толщины пластинки ( h /R  , h /a  ) 
различают тонкие ( h /R <  0,1 ) и 
тол сты е ( h /R >  0 ,4) пластинки 
(плиты). Расчетные м одели для  
указанных пластинок различны.

В дальнейш ем ограничимся изучением прочностных моделей тон­
ких пластинок.

О сновные гипотезы  при построении прочностных м оделей пла­
стинок. В инж енерной практике применяются две основные гипотезы  
при построении прочностных м оделей тонких пластинок.

О бе они использую т то обстоятельство, что толщина пластинки  
мала по сравнению с ее  размерами в плане.

Первая гипотеза, принадлежащ ая Кирхгофу, утверждает, что нор­
маль к срединной поверхности (плоскости) оболочки остается нор­
малью к ней п осл е деф орм ации. Эта гипотеза, вполне аналогичная ги­
п отезе плоских сечений при изгибе и растяжении стержней, называет­
ся гипот езой жесткой нормали.

Рис. 14.1. Круглые (а) и прямоугольные 
(б) пластинки



Вторая гипотеза утверж дает, 
что напряженное состояние в точ­
ках пластинки является двуосным; 
нормальными и касательными на­
пряжениями в площадках, перпен­
дикулярных оси z, жно пренеб­
речь.

Уравнения равновесия для осе­
симметричного изгиба и растяже­
ния круглых пластинок. Осесим­
м етричная деф орм ация круглых 
пластинок возникает, когда нагру­
жение и условия закрепления явля­
ются осесимметричными. В общем 
случае к элементу пластинки (рис.
14.2) приложены распределенные
(на единицу площади срединной поверхности) нагрузки qr и qz. По гра­
ням элемента действуют (на единицу длины) изгибающие моменты 
Мг и M q , усилия Nr , N q и перерезывающее усилие Qr . В силу сим­
метрии Qq = 0 .

Измененное значение силового фактора в связи с приращением ко­
ординаты г отмечено верхним индексом (звездочкой).

Составим проекцию всех сил на радиальное направление (см. 
разд.44):

Рис. 14.2. Усилия и моменты, прило­
женные к элементу пластинки

■Nr rdQ  +
'  dNr N 

Nr + ~ r d r  r dr
( r  + d r ) d® -  N Qd Q d r  + q / d Q d r -  0

или
dNr i- ± + L {N r - N q ) +  qr-  o . ( 1)

При действии центробежных сил получим

q(r) = parrh . (2)

Уравнение (1) было выведено ранее (в разделе о растяжении дис­
ков). Равновесие сил в вертикальном направлении приводит к следу­
ющему равенству:

dQ r
Q / d Q - Q' + - * dr

( г  + d r )  dQ  -  q j  dQ dr = 0



Теперь составим уравнение моментов относительно касательной к 
окружности радиусом г  :

Моменты M q вошли в уравнение, так как имеют составляющие 
2М0  sin (<20/2) относительно рассматриваемой оси. В уравнении (4) 
должны быть сохранены члены второго порядка малости, так как чле­
ны первого порядка взаимно уничтожаются, члены третьего порядка, 
и среди них момент от поперечной распределенной нагрузки, должны 
быть отброшены.

В результате получим

Деформации круглых пластинок. Точка А 0, лежащая в срединной 
плоскости пластинки, при осесимметричной деформации получает

смещение и0 вдоль радиального на­
правления (рис. 14.3) и смещ ение

-  М /  dQ  + M r + ar ( r +  dr) d& -  M q dr d& -

/

V J

(5)

z A(r,z)i> (прогиб) w вдоль оси z. Положитель­

но (г, О)
''д* ное направление прогиба w примем 

противоположным направлению оси 
-------  z. Перемещение в радиальном направ­

лении точки Л, отстоящей на рассто­
яние z от точк. Aq, будет равно

Рис. 14.3. Деформации при осесим­
метричном нагружении круглых 

пластинок
где ф(г) — угол поворота нормали (от­
резка AqA ) в результате деформации. 

Соотношение (6 ) является выра­
жением гипотезы жесткой нормали.

При осесимметричной деформации имеем
er = du /dr , (7)



Внося в последние равенства соотношение (6 ), находим

ег = Zr + z ^ - , (9)
г dr

e © = e 0 o + z f .  ( 1 0 )

где £r = d u ^ d r , ее() = ы</г — деформации срединной поверхности. Из
равенств (9) и ( 10) вытекает, что деформации в пластинке распреде­
ляются по толщине стенки линейно.

Соотношения упругости для круглых пластинок. При двуосном 
напряженном состоянии (вторая гипотеза)

ег = - | ( о г -ц с т 0 ) + а Г ,  (П )

е © = - |( а 0 - ц а г )+  а Т  (12)

или, в другой форме,

^ « г .  (13)

° в = Т Г ^ (Е® + ^ , - т ^ " 7'- (14>

Температура в точках пластинки

Т= T ( r , z )  ( I 5)

изменяется по радиусу и толщине.
Учитывая соотношения (9) и (10), запишем уравнения (13) и ( ) в 

такой форме (при отсутствии нагрева):

<*г = °г0 + °ги . <16)

<*е = ° 0 О + аеги , ( 17>

где напряжения в плоскости пластинки (напряжения растяж ения) 
равны



f  — 0 ( £- + U£q ) ,
1 — |X u 0

CT©„-"0 1 - Ц 2 ' ^ °  

а напряжения изгиба —

(ee„+  Ц£Го), (19)

1 -  Г

E

dr r

<4 = z , 2и 1 -  ц

J

'SL+ ^
r *  dr

\  J

, (20) 

• (21)

Рис. 14.4. Связь напряжений и силовых 
факторов

Л/2

Отметим, что напряжения из­
гиба линейно изменяются по тол­
щине стенки. Для точек средин­
ной плоскости они обращаются в 
нуль. Усилия и моменты (на еди­
ницу длины), действующие на 
пластинке, связаны с напряжени­
ями следующими простыми соот­
ношениями (рис. 14.4):

Л/2

Nr = J ar dz  1, Nq = j  o Qdz  1,
-Л /2  -Л/2

h/2 h/2 
Mr =  -  J ar z d z  1, M e  = -  J ( T q  z  dz  • 1 . (22)

-h/2 -h/2

Подставляя в последние равенства зависимости (13), (14) и считая 
параметры упругости постоянными, получаем важные соотношения:

Nr =

Щ  =

Eh 'du0 " o '
I - l i 2 dr +

Eh (  “ 0 duo

1 -  Ц2
---+rV

~ N T,

- N T,

(23)

(24)



f .  \  _ ft/ 2 
^ + ц 2  
dr r

V J
ц

- h / 2

Мл -  -Z) £
Л/2

г ц dr 1 -  Ц.V 7 -h/2
j  a T z d z ,  (26)

где 7Vr  — жесткость на изгиб единицы длины сечения (множитель
'У

( 1 -  (J. ) в знаменателе связан с плоским напряженным состоянием):
h/2 h/2 з

N T = J u T d z , 0  = — L -  J Ez2* »  -----— — —  . (27)
. >-М.г. , л  1 2 ( 1 -  Ц2 )

Из уравнений (23) — (26) и уравнений равновесия вытекает суще­
ственный результат: напряженные состояния в плоскости пластинки 
определяются независимо от ее изгиба.

Усилия Nr и Nq определяются из условия равновесия (1) и соотно­
шений (23), (24). Они соответствуют уравнениям, полученным для рас­
тяжения пластинки.

Для определения изгибных напряжений в пластинке используются 
уравнения равновесия (3), (5) и соотношения (25), (26).

Круглая пластинка постоянной толщины с постоянными пара­
метрами упругости. Подставляя в уравнение равновесия (5) значения 
изгибающих моментов из соотношений (25) и (26), приходим к диф­
ференциальному уравнению

dr2 '  &  i2 D D dr ’ V '

где М т — температурный изгибающий момент:
h/2

М т= —1—  J  a T z d z  . (29)
'  1 -  a  J 

- h/2

Уравнение изгиба пластинки (28), составленное относительно угла 
поворота нормали <р(г), оказалось точно таким же, как уравнение для 
радиального перемещения и(г) при растяжении пластинки.

В соответствии с решением (82) разд. 44 можно записать
г т\ г

<р(г)= С хг + С2\  -  7 5  1 Г1 I  Qr(r2) dr2 dr\ + 7 - J  rxM j{r{)d rx. (30) 
a a a



Г

М г(г)= - D ( \ +  д ) С 1+ D ± ^ C 2 + j  Qj(r j) dr j —

1 Г Г' r 
~ — 7 ^  J  r l /  QMl) dr2 dri + j  г {Мт{гх) drx,

a a a

r
M q = - D  (1  + Ц ) Cr -  — - ^   ̂C2 + |i J Qr{r\)drx +

a?

1 _ T r‘ '
+ I  r l I  QMi) dr2 dry -  J г{Мт(гО dry + ( 1 -  д ) M T. (32)

a a a

После интегрирования по частям второго интеграла представим 
равенства (31) и (32) в таком виде:

Мт= -£ > ( 1 + ц )  С, + ° ( Ц ) С2-  Fl(r)+ F2(r)+ F(r) , (33) 

M Q = - D ( l + i i ) C l - ^ ± p ^ C 2 + Fl{r ) -F 2(.r)-F{r) + ( l - V L ) M T, (34)

где функции нагрузки
Г

* lW =  QrirOdry,2
а

(35)

W  j  rj Qrfn) drx (36)

и температурная функция

F (r)=  1 ^  j  г\Mj{rj) drx

Произвольные постоянные определяются из краевых условий



где М та, Mrb — заданные (распределенные) изгибающие моменты на 
внутреннем и внешнем контурах пластинки.

Из соотношений (33) — (37) имеем

D (  1 + ц ) С! = - у ^ Ц Г  а2Мт - Ъ 2МгЬ- Fx(b) -  F2(b) -  Д Ь)1, 
bz -  aZL J

2 2
£ > ( 1 -  ц ) С 2 = ~ ^ ~ ^ М га-  Mrb+ Fx(b) + F2(b)+ F(b) ] .

Подставляя значения произвольных постоянных в равенства (33) и 
(34), получаем следующие формулы:

Мг = МгЬ h2 „2 о — а

-  ( Fi(b)+ F2{b))

1 - ^
\

.2

- м,га и2Ъ -  а

b -  а
1 - + Fi(r)+ F2(r) —

F(b)

М р ,  — M rl-  M rb ,2 2bl -  ar

-  ( Fi(b)+ F2(b))

b2 -  a2 

, a2  ̂

^  уJ

+ F (r) ,

a b2 -  a2
1 +

.2  2 b -  a

b — a
i q2 
1 + 7

2i a 
r2

/2

+ Fx(r) -  F2(r)

-  F (r)+  ( 1 -  ц ) М г .

(39)

(40)

Для сплошной пластинки (пластинки без центрального отверстия) 
следует считать С2 = 0 из условия ограниченности, реш ения при 
г —> 0 . Полагая в равенствах (39) и (40) а =0, находим

Mr = MTb -  F{(b) -  F2(b) + F\(f) + F2(r) -  F (b )+  F(r) , (41)

M & = Mrb -  Fi(b) -  F2(b) + F](r) -  F2(r) -  F (b )~  F (r )+  (1 -  ]L) MT . (42)



Функции Fx(r), F2(r) и F(r) вы­
числяю тся при а =  0 . В центре 
пластинки

Fj (0) = 0 , F2(0) = 0 , F  (0) =  ̂  М-р.

Соотношения (39) и (40) позво­
ляют определить изгибающие мо­
менты в пластинке, если известно 
значение перерезывающего уси­
лия  Q/r).  Величина Qr(r) может 
быть определена из условия рав­
новесия при наличии закрепления 
только на одном контуре (статиче­

ски определимое закрепление пластинки).
Рассматривая равновесие части пластинки радиуса г (рис. 14.5), 

получаем
Г

2лaQra -  2п j  rxqz(rx) drx -  2кг Qr{r) = 0

Рис. 14. 5. Определение перерезываю­
щей силы

ИЛИ

(43)

При наличии двух опорных контуров необходимо сначала найти 
неизвестные силовые факторы, действующие на одном из контуров за­
крепления, из условия отсутствия прогибов или углов поворота. Во 
многих случаях удобно функции Fx(r) , F2(r) и F (г) находить путем чис­
ленного интегрирования.

Напряжения изгиба в круглой пластинке. Если учесть зависимо­
сти (25) и (26), то получим следующие формулы для напряжений:

Л/2

( 1 -  \ f ) D  

Е

Mr + z
( 1 -  ц ) ( 1 -  \l2 )D_ 

Е

—  J a T i r f z - (44)
D i ,„ l - ц ’Л/2

Л/2

ст® = ~ z 7~,------2-----М е +  г ---------------------5---- J a T z d z -  ш (45)
(1 - v ? ) D  °  ( 1 - ц ) ( 1  ~V?) D_Sh/2 1 - Ц



Eh'
1 2 ( 1 — |А ) 

обретают следующий вид:

12 Мг Е
Or = - Z ----г—+ 12

Л/2

1 -  Ц 

12 Mq е

<’в = " 2 “ ^ г + т ^

J a  T id z  — а  Т
-Л /2

Л/2
1212 Гz —  J a T z d z -  а Т

-Л /2

(46)

Вторые слагаемые связаны с неравномерным нагревом по толщине 
пластинки.

Определение прогибов круглой пластинки. Из соотношений (25) 
и (26) вытекает, что

dm ю Мг М т
* + K = - ¥ + ~d ’
ф d(D M q М т 
г + ^ - 0 + ~ 0 >

(47)

где, как и раньше,
Л/2

Мт = J a 7 i  d z .
-Л/2

Из равенства (47) следует важная формула:

1

( 1 -  \ ? ) D
( M Q -  ЦМ г ) + 1

( 1 + ц)£>
М 7

Угол поворота ф(г) и прогиб w(r) связаны соотношением

dw(r) _
dr =  ф(г) •

Если при г = с прогиб обращается в нуль, то

Г

w(r) = w(c) + J  <Р(Г!) drx .

(48)

(49)

(50)



Прогибы часто оказывается удобным определить численным мето­
дом, так как аналитическое выражение обычно весьма громоздко.

Пример. Рассмотрим сплош­
ную, шарнирно опертую пластин- 

л т ку (рис. 14.6) под действием рас- 
— пределенной нагрузки q и с линей­

ным распределением температуры 
по толщ ине АТ= kz . Значение 
0Дг) находим по формуле (43):

у ш ш
я.

V \

1А -< г
Ь

J

м,
Ч
вг(г)

г
вг(г]

Рис. 14.6. Пример определения напряже­
ний и прогибов пластинки

г
Qr(r) = - -  J rxqz drx =

Далее вычисляем

h/2
М-т= [ aATz dz =

1 1 — u. J 1 -
-h/2

0

f 2=  r \Q Tdrx = -  X- ^ q r 2 ,
2

l
F (r )=  J r j M Tdr — Eakh 

24 '

По формулам (41) и (42) определяем

Мт =
3+  |Х 

16 '
„  3+  ц
м в = - f i

bZ _  1 + 3 ^ 2  
3+ |х

Отметим, что выражения для М г и Ме  не содержат температурных 
членов. Напряжения в пластинке находим по формулам (46):



12 Mr e  
стг= - z — r -  +

1 -  ц

a e  = - z
12 M , 0  £+ -------

3 1 -  (X

'  1 2  Ir h 3  Ir  Лz - 3 a t - - a t z

12 u h z  —  ok —  -  okz
h 6 12

= -  2 '

= -Z  '

~h*~' 
12 M e

. 3  •

При линейном распределении температуры по толщине стенки и 
шарнирном опирании на контуре температурные напряжения отсутст­
вуют. Напряжения растяжения возникают при z  < 0 и достигают наи­
большего значения:

<*г 2
\ у

а 0
(  h Л 6 М г-

,2  •

Угол поворота нормали по формуле (48):

ф = JL____ (3  + Ц )< 7

( 1 — JLl ) Z? 16 (1 + Vl) D
М 7

= '0 Т Т Г )З й [<3+ (1+ “ ) '2] +
Прогиб определяем по формуле (50), полагая с - Ь  \

ь
w(r) = -  J  ф(г,) drx.

Прогиб в центре пластинки ( г =  0):

< ь

*<0 )=  -  J 4 H '- . ) * l= i ,+ , |1 ) D g ( 5 +  I » -  2 , ^ ) 0 -

Прогиб, вызванный температурной деформацией:

vt^O) = -
M jb2 Eakh ЪЬ2 akb

2 ( 1 + |i)£> 12 E h 3 
1 2 ( 1 — М-2 )

Линейное изменение температуры не вызывает напряжений в пла­
стинке, но приводит к прогибу.



Рис. 14.7. Изгиб прямоугольной 
пластинки

Изгиб прямоугольных пластинок. 
Деформации. Рассмотрим прямоуголь­
ную пластинку (рис. 14.7), отнесенную 
к системе координат X ,  Y, Z .  Элемент 
поверхности после деформации пока­
зан на рис. 14.8; точка Ад до деформа­
ции лежит в срединной плоскости, по­
сле деформации она получает смеще­
ния и0 , v0 , w0= w .  Точка Л, отстоя­
щая на расстояние z от точки A q , после
деф орм ации переходит в точку А*. 
Угол поворота «жесткости нормали» 

(гипотеза Кирхгофа) имеет состав­
ляющие фх и фу в координатных
плоскостях.

П ерем ещ ения произвольной 
точки пластинки (точка А ) равны

и  = u Q + z y x , v  = vQ + zfy ,w  = , (51)

где щ , v0 , w0 — смещения точки А0 , 
лежащей в срединной плоскости.

Д еформацией в направлении 
нормали пренебрегаем. В соответ­
ствии с формулами для деформа­
ций имеем

Рис. 14.8. Деформации изгиба прямо­
угольной пластинки: 

а — в плоскости zx; б — в плоскости zy

: £ x 0  +  z

Эф*
Эх

£ у -

ди 
дх
dv Эфу
----- £у0 + *ду ду

~ Ух)0

ди dv _ 
УхУ~ ду + дх~

Эф* Эфу 
+ Z Эу + дх

(52)

где £*0 > ЕуО > УхуО — деформации в 
срединной плоскости пластинки:



Эип dvn Эм о Эу,о
дх ’ *у° ду ’ Ух>°~ ду ' obc ‘ 

Учитывая, что
dw dw

ф*~ ~ д х  ’ д у ’

получаем следующие зависимости:

(fiw _ Э2̂  32w
*х ^*0 2  ^уО z  ^2 ’ ~  Т&суО ^  Z <к ду '

(54)

Уравнение упругости. Предполагается, что напряженное состоя­
ние является плоским. Пренебрегая для простоты температурной де­
формацией, имеем

о г = - ^ ( г* + цеу ) ,  оу
1 -  ц" ' " ' ' '  ’ '  1 -  ц‘

Внося в (55) равенства (54), получаем

Е

2 ( Еу + ДЕ* ) > Хху -  2 ( 1 +  и ) УхУ '

° х ~  а х 0 ~  2

Оу — Оуо Z

1 -  Ц 

Е

f d2w cPw 
дх2 * * 1 ду2

Хху

(fiw д\>  
ду2 *  ^ дх2

cPw

(56)

2 ( 1  Н } 1 _ у? дх dy ’

где о^о, Оуо, Tjjq — нормальные и касательное напряжения в средин­
ной плоскости пластинки. Они определяются по равенствам (55) для 
значений , £уо, ГхуО ■

Силовые факторы в сечениях прямоугольной пластинки. В слое 
dz  (рис. 14.9) действуют нормальные ( ох , оу ) и касательное (т^у) на­
пряжения, которые создают усилия и моменты (на единицу длины):

Л/2 Л/2 Л/2

Nx =  j  ox d z ,  Ny — J Oydz, Nxy= J T ^ d z ,
-h/2

h/2
- h / 2

h/2
- h / 2

h/2
Mx = J ox z d z  , My = j  oy z d z , Мц, = J x ^ z d z  . 

- h / 2
x y -  J ~xy' 

h/2



Подставив значения о* , ау и из формул (56), найдем для усилий 
в срединной плоскости

Величина D  называется жесткостью (единицы длины) пластинки. 
Замечание. Отметим очевидное свойство парности касательных напряжений

Тху  — ^ух

и вытекающие из него условия для касательных усилий и крутящих моментов.

Nxy — Nyx , Мху — Мух •

Условия равновесия элемента прямоугольной пластинки. На рис. 
14.9 показаны усилия и моменты, действующие на грани элемента пла­
стинки.

Рассматривая равновесие сил по осям х и у  , приходим к следую­
щим уравнениям:

Nx — Ox(fi — Nxо , Ny — сiy(/i — Nyo, Nxy Nx& •

Для изгибающих и крутя­
щих моментов получим

Ny ' f Qy

Рис. 14.9. Силовые факторы в сечении 
пластинок

где (61)



Условие равновесия сил по оси z дает
эе* эо,

Условие равновесия для моментов приводит к двум уравнениям:
дМY dMvr 

- + ~ ^ + Q x -  0 , (65)дх ду

ЭМуу Э
Эх +  Эу

+ - ^ + ( 2 у = 0 .  (66)

Пять условий равновесия (62) — (66) характеризуют равновесие 
элемента пластинки.

Замечание. Шестое уравнение равновесия относительно оси z приводит к уже из­
вестному результату

Nxy=Nyx.

Разрешающие уравнения. Ранее были рассмотрены три группы 
уравнений: геометрические уравнения (51) — (54), описывающие гео­
метрию деформаций пластинки; физические уравнения (5 5 ), (56), ус­
танавливающие связь деформаций и напряжений; статические уравне­
ния равновесия (62) — (66).

Первая группа параметров: и0 , v0 , , £*,, > NxyO —
характеризует усилия и деформации в плоскости пластинки. Уравне­
ния равновесия будут удовлетворены, если положить

м  n  = n  - 1 е -  
х 3/  ’  г*2 ’ * > - д х д у -

Используя уравнение совместности деформаций

д2&с0 д2̂ У0 _ ^УхуО 
ду2 + Эх2 ^хЭу ’

приходим к бигармоническому уравнению для функции усилий F. Лег­
ко заметить, что для определения усилий в плоскости пластинки по­
лучается плоская задача, разобранная в гл.2 .

Усилия, напряжения и деформации в плоскости пластинки опре­
деляются независимо от деформации изгиба.

Вторая группа параметров: — , , Мх , Му , М ^ ,  Qx , Qy

— характеризует изгиб пластинки.



Разрешающее уравнение (уравнение, решение которого позволяет 
определить неизвестные параметры задачи) получается следующим 
образом. Дифференцируя уравнение (65) по х, уравнение (66) по у, за­
тем складывая их, получаем с учетом соотношения (64)

# М Х 2 # M V
~ ^ Г + -« ■  <67>Э* 2 dxdy Эу2

С помощью зависимостей (58) — (60) находим для пластинок по­
стоянной толщины

< 6 8 >Эх дх? Эу̂  Эу D

Это и есть разрешающее уравнение изгиба пластинки постоянной 
толщины. В более краткой форме оно записывается так:

V4W= - £ ,  (69)

где V4 — бигармонический оператор:

V4= i i + 2 _ i 4_ + i i  
дх4 Эх2 Эу2 Эу4 '

Определение прогибов и напряжений в пластинке вариационным 
методом. Будем использовать вариационный метод Галёркина, в соот­
ветствии с которым примем следующее выражение прогиба:

т
М х ,у )=  X  с 1 ^ (х ,у ) ,

1 = 1

где ф,- (х, у) — заранее выбранные функции, удовлетворяющие краевым 
условиям задачи; С,- — коэффициенты, подлежащие определению. 

Коэффициенты С,- найдем из системы уравнений

Ф,- dx dy = 0 ( i = 1 , . . .  , т ) .
0 0  ' ^  '

Система уравнений может быть представлена в матричной форме:



Точность решения возраста­
ет при увеличении числа членов 
ряда.

Пример. О пределить прогиб 
пластинки, шарнирно опертой по 
четырем сторонам (рис. 14.10), 
при действии равномерно распре­
деленного давления. Краевые ус­
ловия состоят в отсутствии проги­
бов и изгибающих моментов по 
краям пластинки. Этим условиям 
удовлетворяет функция

_ . тсс . JW w = С\ sin— sin-^-.
а Ь

При одном параметре из урав­
нений (70) находим

Рис. 14.10. Прямоугольная пластинка, 
шарнирно опертая по четырем сторонам, 

под действием постоянного давления

с, =

а Ь

IJ q<V\dxdy
0 о___________

а Ь

D j  j  9 jV49 j dxefy 
о о

Вычисления дают

J J <P]dxdy= |  J sin —  sin ̂  dx dy = j  sin —  dx  J sin ̂  dy = . 
00 oo a b 0 a 0 b #

a b

JJ (PjV\ i d x d y : T  ̂ J?
a2 + b2\

b

\  ab
JJ sin2—  s in^- dxdy = 
00  °

тс2 Tt2 1 1
+  T  i 7  a b  ■ a2 b2 J 4

Окончательно получаем



что дает погрешность порядка 10%. Знак минус означает, что прогиб 
направлен противоположно оси z.

Замечание. В круглых и прямоугольных пластинках применялось различное прави­
ло знаков для положительного значения прогиба. Разумеется, окончательные результа­
ты не зависят от правила знаков, но следует выработать умение делать вывод, сопостав­
ляя его с расчетной схемой и принятыми в ней положительными направлениями.

Гипотеза жесткой нормали, деформации. При осесимметричной 
деформации цилиндрической оболочки (рис. 14.11) точка срединной 
поверхности Aq (рис. 14.12) получает смещения по оси оболочки щ  
вдоль радиуса w0. Точка А, отстоящая от срединной поверхности на 
расстояние z, будет иметь перемещения щ ,  w , нормаль к срединной 
поверхности повернется на угол ф . По гипотезе жесткой нормали по­
лучим

Если пренебречь деформацией материала тонкостенной оболочки 
в радиальном направлении, то

46. Цилиндрические оболочки

и  =  Uq — Z(p . (71)

W = Wq . (72)

г
X

Рис. 14.11. Цилиндрическая 
оболочка

Рис. 14.12. Схема деформации 
оболочки

Деформации в слое z



W WQ £q — = u r. r +  z

гДе r̂i) — ди(/дх  — деформация в точках брединной поверхности. По 
гипотезе жесткой нормали имеем

Ф =
Э^о
etc (75)

П о л агая  для тонкостенной 
оболочки г + z ~  г , получаем

д\>
дх1 ’

е@ = w /  г .

(76)

(77)

Напряжения и силовые факто­
ры. В слое на расстоянии z от сре­
динной поверхности действуют 
напряжения о* и ст0  (рис. 14.13), 
создающие усилия и моменты (на 
единицу длины сечения):

Рис. 14.13. Усилия и моменты, действу­
ющие на единицу длины сечений 

оболочки

Л/2 Л/2

N X =  J ox d z ,  N Q =  J a e d z ,  
-h/2 -h/2  

h/2 h/2
Mx = - J  cx z d z ,  M q = -  J OQz dz .

(78)

-h/2 -h/2

Уравнения упругости. Напряжения и деформации связаны следу­
ющими соотношениями упругости:

е*= I  t q * -  ц а0 ] + а Т,

ев = -  [ а 0 -  (iar ] + а Т,

(79)

(80)

где Е и Ц — модуль упругости и коэффициент Пуассона; а  — коэф­
фициент линейного расширения; Т  — температура.



Из уравнений (79) и (80) следует, что

ст*= Г ^ ( е*+Ц£0) ' Т ^ а7’’

а 0  = Ш ,) - ( 8 2)

В дальнейшем для упрощения будем пренебрегать температурной 
деформацией, полагая а Т~  0 .

Учитывая соотношения (76) и (77), находим

с 0  =

w

l - [ i z
d w  w 
c b ? + r

(83)

(84)

Подставляя величины ax и ст0  из соотношений (81) и (82) в (78), 
получаем

Eh

1 -М 2
£*0 + Ц‘

w

Na  = Eh
0  , 2 

1 -  М

w
' + M£*o

„  d 2w 
x ~ cb ? '

M Q = \iD d 2w
d J  ’

(85)

( 86)

(87)

( 88)

где

D  = E
h/2

1 -  Ml
j  z2dz =
h/2 1 2 ( 1 -  \l£ )

(89)

Величина D  называется цилиндрической жесткостью. По физи­
ческому смыслу она представляет жесткость на изгиб полоски, шири-

2
на которой единица, а высота h (множитель 1/ (1 -  \х ) связан с пло­
ской деформацией).



Равенства (85) и (86) позволяют выразить деформации срединной 
поверхности через усилия

du.
ех 0 ~

0 1
dx Eh (Nx -

e0 ° =  7 =  ^ (ЛГе -

(90)

(91)

Уравнения равновесия. Рас­
см отрим  равновесие элем ен та  
оболочки (рис. 14.14). Будем счи­
тать, что к срединной поверхно­
сти приложены внешние распре­
деленные нагрузки (на единицу 
площади) qx и qz . Проектируя си­
лы на направление осей х и z  , на­
ходим

dNr
dx

+ qx = 0 , (92)

4Q..
dx

NQ + q z = 0 . (93)

Условие равновесия для мо­
ментов приводит к соотношению, 
которое встречается при изгибе 
стержней: Рис. 14.14. Условие равновесия элемента 

оболочки

dM,
dx + Q =  0 . (94)

Дифференцируя уравнение (94) по х и принимая во внимание за­
висимость (93), находим

d 2Mx 1
(95)

Замечание. Следует помнить, что усилия и моменты в уравнениях равновесия от­
носятся к единице длины соответствующих сечений.

Разрешающее дифференциальное уравнение. Оно получается из 
уравнения равновесия (95), если выразить силовые факторы через про-



гиб срединной поверхности w( x) . Замечая, что из соотношения (91) 
следует

Nq = ^ W+ uNx , (96)

и используя зависимость (87), находим из уравнения (95) разрешающее 
уравнение

d z 
dx2

D d \ >  
dhс2

E h  Li . .+ ~ ^ w =  qz -  ^ N x . (97)

Для оболочки постоянной толщины с постоянными параметрами 
упругости разрешающее уравнение будет таким:

d 4w .„4  1— т- + 4В w = — 
dx4 О

где 4(3'4 _  Eh_ _ 1 2 ( 1 — [ i f
? D Л 2

(98)

(99)

или

р = -
V 3 ( 1 -  ц )2

При обычном значении коэффициента Пуассона |х = 0,3 имеем
о 1.285

4 7 Z '
( 100)

Напряжения в сечениях оболочки. Если известно значение проги­
ба оболочки w(x), то силовые факторы определяются равенствами 
(87), (88 ) и (96). Осевое усилие (на единицу длины) равно

N
N* = 2 п г ’ (Ю1)

где N  — осевое усилие, действующее на оболочку.
Перерезывающее усилие Q  (на единицу длины) находится из соот­

ношений (94) и (87):

Q =  - D
d 3w
db?

( 102)

В поперечном сечении оболочки нормальные напряжения распре­
деляются по толщине стенки линейно (рис. 14.15)



В продольном (меридиональном) 
сечении

N q 12Mq
ст©- 0 0 0  +  ст©и =  "7Г ----- П - z - ( 104)

Отметим (см. соотношения (87) и 
(88)), что

М0 = цМ*. (105)

Касательные напряжения суще­
ствуют только в поперечном сече­
нии и распределяются так же, как в 
стержне прямоугольного сечения:

2 * 2 (106)

Длинные оболочки. Цилиндри­
ческая оболочка называется длин­
ной, если

Рис. 14.15. Силовые факторы и напря­
жения в сечениях оболочки

Р /=  1,285
47h

> 3, (107)

где I — длина оболочки.
Решение уравнения (98) для длинной оболочки следует принять в 

виде
w(x)= С] е~ Р* cos Рх + С2 е~ Р* sin Рх + w*(x), (108)

где С] и С2 — произвольные постоянные, определяемые из условий 
закрепления оболочки, w*(x) — частное решение уравнения (98).

Дифференцируя равенство (108), получаем следующие зависимо­
сти (штрих означает производную по х ):

w'(x) = -  Ci Ре-  ̂ (cos Рх + sin Рх) + С2Ре-  ^*(cos Рх -  sin Рх) + w »(х), (109) 

w"(x) = 2С] Р V  ^sin  Рх -  2C2p V  cos рх + w,"(*), ( 110)



w"'(x) = 2С ф 3е~ ^(cos рх -  sin (ix) + 2C2P3e ^(cos (к + sin Px) +

+ w,'"(x). (1П)

Из структуры решения (108) видно, что первая часть, зависящая от
условий закрепления при х =  0 , 
имеет множитель и по мере 
возрастания л: затухает (при рос > 3 
ею можно пренебречь). Таким об­
разом, в зоне закрепления оболоч­
ки имеется краевой эф ф ект. Ре­
шение (108) описывает прогибы 
оболочки возле края х =  0 . Для 
определения прогибов возле края 
оболочки х = I используется то же 
решение, но для координаты

У,

Мх (0)

= I -  X . ( 112)

Рис. 14.16. Длинная оболочка под дей­
ствием внутреннего давления:
I, II — зоны краевого эффекта

Рассмотрим в качестве приме­
ра цилиндрическую оболочку под 
действием внутреннего давления 

q (рис. 14.16). Края оболочки приварены к жестким диафрагмам. Счи­
тая радиус внутренней поверхности оболочки г приближенно равным 
радиусу срединной поверхности, получаем

qz = q \  (ИЗ)
осевое усилие N =  лr^q и

N  = J L = TL 
х 2тсг 2

(114)

Частное решение уравнения (98) будет постоянной величиной:

D
ц

q ~ \ q

или

1 ~ 2  ^ 

~”ЁЛ



Легко понять физический смысл частного решения. В оболочке, 
свободной от закрепления, под действием внутреннего давления q со­
здаются окружные напряжения

° 0 О = Я ^ •

При действии осевого усилия напряжения в поперечном сечении

_ ^ _ I  L  
0x0 h 2 q h '

Деформации в окружном направлении

w 1 . .
еео -  j. -  Е ( сте  -  №х ) :

1 - 2 *

~Hh q-

Следовательно, частное решение (115) представляет прогиб (пере­
мещение) срединной поверхности оболочки, свободной от закрепле­
ния, под действием внешней нагрузки. Произвольные постоянные С\ 
и С2 найдем из условий при х  = 0 :

w(0) = 0 , w'(0 ) = 0 . 

Из уравнения (108) и (109) получаем

(116)

С\ = -  w*(0) = - -
1 - 2 *

Eh q i с 2 -  С\ .

Для прогиба оболочки

w(x) =
1 - 2 *

Eh
1 - е  |k (cos|3x + sin(3x)]. (117)

Изгибающий момент Мх (на единицу длины) найдем из соотноше­
ний ( 110):

Мх = Dw"(x) =
1 - 2 »

е ( cos (Зх -  sin |3х) . (118)



Осевое усилие постоянно по длине:

» г 1
N x = 2 q r '

Окружное усилие определяется по формуле (96):

N e (x) = qr 1 -
1 ~ г »

е ^  ( cos Рх + sin (Jx)

При Рх > 3 ( е < 1/20) можно считать, что

?

w(x) = w*(x) =
1 ~ Ь

Eh
N q(x ) = q r ,

Я, ( 120)

т.е. влияние закрепления оболочки не сказывается. Расчетные соотно­
шения справедливы и для края х -  I , если расстояние х отсчитывать 
от этого края (замена х  на Xj ). Модель прочности оболочки содержит 
раздельную оценку общих и местных напряжений (напряжений в зоне 
краевого эффекта).

Условие прочности по общим напряжениям имеет вид

V о?п +  cd n  -
[ « 0 1 . ( 121)

’х0 + °©0 ~ °х0 а 0 °

гд е  Og)o= Nq /H , o^o= Nx/h  , ств — предел прочности м атериала, 
[гсо] — допускаемое значение запаса по общим напряжениям.

Условие прочности для местных напряжений (в сечениях х =  0 и 
х = I )

^ [ п м ], ( 122)
"V О? +  О д  -  CTVо0

где [ пм ] — допускаемое значение запаса по местным напряжениям; 
Од., о 0  — наибольшие напряжения в оболочке при z=  ± h / 2  (см. урав­
нения (103) и (104)); обычно принимается

[ "м 1 *= [ п° ] ■



Меньшее значение принимается потому, что за счет появления 
пластических деформаций изгибные напряжения уменьшаются.

Замечания. 1. Для оболочек из хрупких материалов следует принимать

[лм] = [п0] .
2. Модель прочности учитывает однократное статическое нагружение. При повтор­

ных (циклических) нагружениях роль местных напряжений возрастает.

Краевой эффект и безмоментное напряженное состояние в длин­
ных цилиндрических оболочках. Для длинной оболочки прогиб мож­
но представить в виде

(123)

Здесь w, — прогиб оболочки при безмоментном напряженном со­
стоянии:

W] = С[ е~ ^  cos Р* + С2 е~ sin ря , (124)

w2 = С\  е Р(1 х > cos |3( / -  х ) + С2 е Р( 1 х) sin Р( / -  х  ) , (125)

где произвольные постоянные Сх и С2 определяются из условия за­
крепления при я: = 0 ; CJ и С2 — из краевых условий при х = I . Пред­
полагается, что условия закрепления при л: = О и х  = I не сказываются 
друг на друге. Решения w, и w2 выражают краевой эф ф ект .  Для при­
мера на рис. 14.16 имеем

?■

w* =
Eh Я-

Возможность представления (123) вытекает из того, что диф ф е­
ренциальное уравнение (97) содержит малый параметр при старшей 
производной (изгибная жесткость D  для тонких оболочек является ма­
лой величиной). Если qz и Nx — достаточно плавные функции и их 
производными можно пренебречь, то частное решение можно принять 
в виде

( .. л
= 1

Qz' :Nr l L . (  - М л / '
Eh Qz г x

(126)

Прогиб w*(x) выражает безмоментное напряженное состояние, при 
котором Мх ~ 0 , M q ~ О, £? = 0 . Решение (123) представляет прибли-



женное реш ение уравнения цилиндрической оболочки. Это реше­
ние называется асимптотическим, так как его точность возрастает 
при h —» 0 . Приближенное решение позволяет проводить раздель­
ное определение произвольных постоянных для краевых условий и 
дает общую приближенную формулу для частного решения (фор­
мула (126)).

Замечания. 1. Зоны возмущения возникают не только в зонах закрепления оболоч­
ки, но и в зонах, где приложены сосредоточенные воздействия.

2. Уравнение с малым параметром при старшей производной и краевой эффект для 
таких уравнений встречаются и в других задачах математической физики (например, в 
задачах теплопроводности).

Короткие оболочки. Для коротких оболочек (|3/> 3 )  решение 
уравнения (98) удобно представить с помощью нормальных фундамен­
тальных функций (функций Крылова):

w(x) = w(0)y,(x) + w\0)Y2{x) + w"(0)K3(x) + w'"(0)Y4(x) + У,(х), (127) 

где У](л:), У2(х ), У3(х), У4(х) — функции Крылова:

выражает частное решение уравнения (98). Для коротких оболочек 
приближенное решение (123) непригодно, так как зоны краевого эф ­
ф екта занимают всю длину оболочки. Модели прочности коротких 
оболочек основываются на решении (127).

При оценке прочности учитывается различная опасность равномер­
но распределенных напряжений по толщине стенки (напряжений от 
усилий) и изгибных напряжений, которые уменьшаются при появлении 
пластических деформаций.

(128)

Функция

(129)



47. Приближенные методы расчета прочности 
и устойчивости оболочек вращения 
при осесимметричном нагружении

Срединная поверхность оболочек вращения может быть образо­
вана путем вращения отрезка кривой вокруг оси (рис. 14.17,а —в). 
Оболочки вращения (цилиндрические, конические, сферические, 
тороидальные и др.) широко применяются в технике (корпуса дви-

Рис. 14.17. Оболочки вращения и отрезки кривых, вращением которых они образуются

гателей, летательных аппаратов, сосу­
ды и т.п.). Элемент оболочки враще­
ния показан на рис. 14.18 (п — вектор, 
нормальный к срединной поверхно­
сти). Плоскость, проходящая через точку 
А и ось вращения, называется меридио­
нальной плоскостью: АА\ — элем ент 
кривой меридионального сечения; R x — 
радиус кривизны в точке А ; 0 \  — центр 
кривизны дуги меридионального сече­
ния. Ч ерез нормаль к поверхности 
можно провести множество плоских 
сечений (среди них — два главных). 
Одним из главных сечений является 
меридиональное.

Второе главное сечение проходит 
через нормаль п и перпендикулярно 
меридиональной плоскости. Радиус 
кривизны плоской кривой в указанном

р0,

Рис. 14.18. Радиусы кривизны сре­
динной поверхности оболочки 

вращения



Рис. 14.19. Силовые факторы в сечениях 
оболочки вращения

Рис. 14.20. Условие равновесия элемента 
оболочки при безмоментном напряженном 

состоянии: 
а — элемент оболочки; б — сечение 

в меридиональной плоскости

сечении равен R2 , центр кри­
визны лежит на оси вращения в 
точке 0 2 ■

Безмоментное напряж ен­
ное состояние и условие рав­
новесия элемента оболочки. В 
общем случае осесимметрич­
ного нагружения в оболочке 
действуют нормальные усилия 
Ni и N2 , перерезывающее уси- 
лие Q, изгибающие моменты 
Mj и М2 (рис. 14.19). На неко­
тором удалении от края и дру­
гих зон возмущения в оболочке 
возникает безмоментное напря­
женное состояние, при котором 
изгибающими моментами и пе­
ререзывающей силой можно 
пренебречь. Ранее это было по­
казано для цилиндрической 
оболочки, но такое явление 
происходит и в других оболоч­
ках вращения.

Рассмотрим условие равно­
весия элемента оболочки при 
безмоментном напряж енном 
состоянии (рис. 14.20).

По граням элемента дейст­
вуют (на единицу длины) уси­
лия N x и N2; на срединной по­
верхности распределены нор­
мальные усилия (на единицу 
площади) qn . В большинстве 
практических задач qn — дав­
ление среды в мегапаскалях. 
Составим проекцию сил, при­
ложенных к элементу оболоч­
ки, на направление нормали п:

qnd S x dS2 = 2N x dS2 sin dtp j + 2N2 dS\ sind<{>2 . (130)



dcpi — dSx/ R x, dip2 — dS^/R2 , (132)

то из условия (130) находим важное соотношение

N \/R \  + N2/ R 2 -  Яп • (133)

Считая нормальные напряжения cTi и ст2 равномерно распределен­
ными по толщине оболочки Л, получаем a xh = N \ ,  o-ji=  N2 . Теперь 
из соотношения (132) следует, что

Уравнение (134) часто называют уравнением Лапласа.
Замечания. 1. Уравнение (134) и рис. 14.20 показывают, что при безмоментном на­

пряженном состоянии оболочка противостоит внешнему давлению за счет кривизны 
элемента.

2. Напряжение a i называется меридиональным, напряжение 02 — кольцевым или 
окружным. При осесимметричной деформации оболочек вращения напряжения a i и аг 
являются главными. Однако не следует считать, как это часто делается при анализе на­
пряженного состояния, что Oi является наибольшим напряжением. Здесь индексы 1 и 2 
присваиваются направлениям действия напряжений.

Общее условие равновесия произвольной части оболочки. Для
определения действующих в оболочке усилий и напряжений необхо­
димо рассмотреть равновесие части оболочки (рис. 14.21). Допустим, 
рассматривается часть оболочки, заполненная жидкостью, выделенная 
сечением А ХА2 ■ В соответствии с методом сечения в каждой точке по­
верхности должны быть приложены действующие усилия. При сече­
нии «по металлу» прикладываются напряжения a j , при сечении «по 
жидкости» — давление р.  Условие равновесия всех сил в направлении 
оси оболочки имеет вид

o x/ R x + a 2/R 2 = qn/ h . (134)

01 h cos a  2nr = pm 2 + (7Ж + Go6, (135)

где Сж — вес жидкости; G0$ — вес оболочки. 
Из уравнения (135) находим

р г  Сж Собмг _____  ^  —II -.. (136)



При составлении условия равновесия радиусы внутренней и сред­
ней поверхностей оболочки считались приблизительно одинаковыми.

Рис. 14.21. Условие равновесия час- Рис. 14.22. Цилиндрический сосуд
ти оболочки

Пример 1 . Цилиндрический сосуд под действием газообразной 
среды с давлением р .  Радиус цилиндрической оболочки равен г, тол­
щина стенки h (рис. 14.22). В рассматриваемом случае главные радиу­
сы кривизны Л, = R2 = г . Из уравнения (134) получаем кольцевое 
напряжение

02= P J -  (137)

Меридиональное напряжение находим из уравнения (136), пренеб­
регая весом среды и весом оболочки ( а =  0 ):

01 = \ р ^ .  (138)

В цилиндрической оболочке при действии внутреннего давления 
окружные напряжения в два раза больше, чем продольные (меридио­
нальные). Этим, кстати, объясняется, почему в трубах при избыточном 
давлении трещины идут вдоль образующих.

Пример 2. Сферический сосуд под действием газообразной среды 
с давлением р.  Радиус сферической оболочки равен г; толщина стенки 
Л (рис. 14.23):



R\ = R2 = r ,  CTj= a2 = a .

По формуле (134) получаем

° - M -  (139>
Сопоставляя равенства (137) и (139), нахо­

дим, что наибольшие напряжения в стенке сф е­
рического сосуда в два раза меньше, чем в стен­
ке сосуда цилиндрического. Поэтому часто со- р Ис. 14.23. Сфериче- 
суды для хранения газообразной среды под дав- ский сосуд
лением делают сферическими.

Пример 3. Сосуд с тяжелой жидкостью (рис. 14.24,а). Сосуд имеет 
цилиндрический и конический участки, заполнен тяжелой жидкостью 
с удельным весом у.  Рассмотрим сначала напряжения в цилиндриче­
ской части сосуда. Кольцевые напряжения по формуле (134) равны

<*2(*i) = P(*i) ^  = y t i f  > <14°)

где р(х{) = ух\ — давление жидкости на расстоянии Xj от свободной 
поверхности.

01 (х) 02 (X)

г

Рис. 14.24. Определение напряжений в стенках сосуда с тяжелой жидкостью



Продольное напряжение определим из уравнения (136). Пренебре­
гая весом оболочки, получаем

. . 1 ro L 1 
° 1(*1) = 2 4 t т%( а-  х, ) - 1 + а ) у

И Л И

/ ч 1 Г0 1 /fc лГ0 (141)

Продольные (меридиональные) напряжения в цилиндрической ча­
сти сосуда постоянны по длине. Определим напряжения в конической 
части сосуда ( х2 > а ) .  Из условия равновесия (136) имеем

I  г (*2) _
° 1 2  2 Х̂'2 h cos a  2л/- (jc2) /г cos а  3~т----- - • 4 ^ 2(Х2) ф -  Xг) 7 •

Так как
г(х2) = ( Ь -  х2 ) tg а ,

то
sin а1 (Ь -  х2) sin а  ^

„ С ( А  + 6^ Л ( '’ “ " 2) Y'
(142)

Для конической части сосуда главные радиусы кривизны равны

Я i(*2) = 00 . Я2(*2) = К*г) i  = (*  "  х2 ) Sm acos a

Из уравнения (134) находим

Щ х 2) ух 2

СО!s2a

ч Sin a  ( b - * 2) — j - .  
« cos^a

(143)

В сечении = О

Ст!(0 )=  | ( f e - a ) y ^ ,  a 2(0 ) = 0 .

В сечении х 2 = а

1 го 1 . го . ч / о  a,(a)= - a y  —+ - ( f e - а ) у - ,  а2(а )= а у ~ .



П рим ерное р а с п р ед ел ен и е  на­
пряжений OjCx:) и а2(х) показано на 
рис. 14.24,б,в. В месте перехода от 
цилиндрической части сосуда к ко­
нической имеется скачок напряже­
ний. Кроме того, в месте перехода 
возникает моментное напряженное 
состояние, и потому переходные зо­
ны в о б о л о ч к а х  п о д к р е п л я ю т с я  
кольцевыми поясами.

Приближенная модель прочности 
оболочки вращения при осесиммет­
ричном нагружении. При построении 
приближенной модели принимается, 
что основное напряженное состояние 
оболочки явл яется  безмоментным.
Краевой эффект учитывается прибли­
женно с помощью расчета «эквивален­
тной цилиндрической оболочки» (рис.
14.25). Напряжения в оболочке при 
безмоментном напряженном состоя­
нии определяются на основе зависимо­
стей (134) и (136).

М естные изгибные напряж ения 
возникают в зонах крепления оболоч­
ки. Для определения моментного на­
пряженного состояния возле сечения 
х =  0 оболочка вращения замещается 
полубесконечной цилиндрической оболочкой с радиусом

г=  R2( 0).

Для расчета используется решение (124)

w = С] е~ Ро* cos Pqx: + С2 е~ ^  sin PqX ,

где при ц = 0,3

1,285

Рис. 14.25. Приближенная модель 
прочности оболочки вращения: 

а — схема оболочки; б — напря­
жения при безмоментном напря­

женном состоянии

(144)

(145)

Ро =
V Я2(0)Л(0)

R2(0) и А(0) — второй главный радиус кривизны оболочки и толщина 
оболочки в сечении х = 0 .



Произвольные постоянные С] и С2 определяются из условий за­
крепления края х = 0 . Например, при заделке края эквивалентной ци­
линдрической оболочки

* 2(0) ,  ' , 
с \ -  c 2 = - i ^ ( N m -  н а д ) .

Для края при х  = I моментное напряженное состояние определяет­
ся из решения

w = С\  cosР/ ( 1 - х  + )+  C ^ e ~ ^ l ~x  ̂sin Р; ( 1- х  ) , (146)

где при ц =  0,3

Р ^  ! ’285

Модель прочности при статическом нагружении по общим (безмо-- 
ментным) напряжениям

—  > [«о ] , (147)
10+ ° 20“  а 10а 20

где ств — предел прочности материала; [п0 ] — допускаемое значение 
запаса по общим напряжениям, обычно принимается

[/г0 ]=  1,3 +2,5.

Модель прочности по местным напряжениям имеет вид

о„

V ст? + 0 2 -
> [ П Ы],  (148)

О] о 2

где O j, о2 — напряжения, учитывающие изгибную деформацию оболоч­
ки; [ пм 1 — допускаемое значение запаса по местным напряжениям.

Приближенные модели устойчивости оболочки. Потеря устойчи­
вости (внезапный рост прогибов и деформаций) может возникнуть в 
оболочках, если в них имеются значительные зоны, в которых дейст­
вуют (общие) сжимающие напряжения. При внешнем давлении q в ци­
линдрической оболочке возникают сжимающие окружные напряжения

° 2= ~ q h'



и, следовательно, при

в оболочке может возникнуть потеря устойчивости ( qKp — значение 
внешнего давления, соответствующее потере устойчивости оболочки). 

По приближенной формуле Папковича (вывод формулы опускается)

где Е — модуль упругости; г , h , / — радиус, толщина и длина обо­
лочки (расстояние между закрепленными контурами). Приближенная 
модель устойчивости цилиндрической оболочки при внешнем давле­
нии имеет вид

г Де [Пу] — допускаемое значение запаса устойчивости оболочки; 
обычно [ пу ] =  1,5 + 2,5.

При недостаточном запасе устойчивости проводится подкрепление 
оболочки кольцевыми и продольными стержнями.

Стенки оболочки могут потерять устойчивость при сжимающих 
продольных напряжениях

Эта величина может служить оценкой для опасных ( в смысле ус­
тойчивости) напряжений сжатия при изгибе тонкостенных оболочек.

(150)

(151)

(152)



Г л а в а 15 

МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Современные ЭВМ дают возможность широкого использования 
численных методов определения напряжений и деформаций в элемен­
тах конструкций сложной формы. Среди таких методов наибольшее 
практическое значение имеет метод конечных элементов, разработан­
ный и усовершенствованный в последние годы.

48. Введение в метод конечных элементов

Связь вариационных методов и метода конечных элементов. В ва­
риационных методах упругие смещения, возникающие в теле под на­
грузкой, представлялись в виде

п п

U = H  aifi (*> У’ z ) > v = X  b№i (*> У> z) •
/ = 1  , = i (1)

п v '

W =  X  c i V i ( x , y , z ) ,
i = 1

где^- ,  ф,-,  V)/(- — заранее выбранные функции; щ , ft,, с,- — неизвестные 
коэффициенты, определяемые из условия минимума полной потенци­
альной энергии системы.

Основные трудности при использовании вариационных методов со­
стоят в выборе аппроксимирующих функций^ , ф,-, у,-. Разумеется, что 
с помощью увеличения числа таких функций точность решения может 
быть повышена, однако учет местных особенностей напряженного со­
стояния (концентрации напряжений) остается весьма трудным.

В методе конечных элементов тело разбивается на малые, но ко­
нечные элементы . Аппроксимация функций и , v , w проводится в 
каждом элементе отдельно. В качестве основных неизвестных прини­
маются смещения в узловых точках, сопрягающих отдельные конечные 
элементы (рис. 15.1).



Аппроксимация смещения внутри малой области позволяет ис­
пользовать простейшие функции (линейные и квадратичные функции 
координат). Как и в вариационных методах, для получения разрешаю­
щей системы уравнений относительно неизвестных смещений узлов 
используется начало возможных перемещений:

111 I56}7 W d V ~  j  J J {5“f  И d V -  J J {5u}T \p) dS  = 0, (2) 
v v s

где , \p} — векторы объемной и 
поверхностной нагрузки; {бе}, {5м}
— вариации (малые отклонения) 
векторов деформаций и смещений; 
верхний индекс «т» означает транс­
понирование.

О сн овн ы е этапы реш ений в 
методе конечных элементов:

1. Разбиение конструкций на 
элементы.

2. Выражение перемещений и 
деформаций в элементе через сме­
щ ения граничных точек (узлов) 
элемента.

3. Составление разрешающих 
уравнений с помощью начала воз­
можных перемещений.

4. Определение узловых смеще­
ний, деформаций и напряжений.

В качестве конечных элементов 
могут использоваться не обязатель­
но малые элементы. Важно только, 
чтобы поведение элемента (части 
конструкции) достаточно точно опи­
сывалось смещениями его узлов. На­
пример, в качестве конечного эле­
мента можно использовать стержень 
и т.п.

Рассмотрим несколько примеров.
Пример 1. Статически неопреде­

лимая ферма (рис. 15.2). Считаем ко­
нечными элементами стержни; узла­
ми элем ентов являются шарниры.

Рис. 15.1. Разбиение области на 
конечные элементы

Рис. 15.2. Расчет статически неоп­
ределимой фермы методом конеч­

ных элементов



Отличным от нуля будет узловое смещение U j. 
Деформация в элементе 2 :

1
^2 = у “ 1 -

Деформация в элементах 1 и 3 :

со^ае3 -

Напряжения в элементах:

е 1 -  ез _ i и \ ■

Е cos^a Е 
a l =  стз  =  ------ ]------“ 1 . ст2 = у “ 1-

Начало возможных перемещений (2) запишем для системы в сле­
дующем виде:

X  J 1 1 { ^ Г  Ы  d V~ J J M T W d S = о •
п = 1 5

В этом равенстве интеграл по объему тела рассматривается как 
сумма интегралов по объему каждого элемента. Так как

n n COS^OC п п 1 обе, = 5е3 = — -—  5и!, 5е2 = -  omj ,

то

п  =  1 к

+ j d u j j U i l F ,

где F — площадь сечения стержней.
По физическому смыслу

J J {8м}т \р\ dS= bu\Q

представляет возможную работу внешних сил при вариации смещения 
узла 1. В соответствии с равенством (3)



5ui (1 + 2co^a. ) u x-  Q

EF(  1 + 2coiftx)
I

Так как 5м x *  0 , то получаем

= 0 или Ьих ( К ххи х-  Q ) =  0,

где К хх =

и 1 =
^41 EF 1 + гсо^а

Усилия в стержнях

Е со ^ а  01 1 cosPaJVj = N3 = a xF=  ---- -— -*=---------- r - F =  Q -----------r - ,
Z i + 2cosPa 1 + 2cos^a

v E Ql 
N2 = o2F= F - Q -

I EF i + гсо^а  1 + гсо^а

По физическому смыслу Хи пред­
ставляет усилие, которое следует при­
ложить в узле 1 для единичного сме­
щения узла ( и \ =  1 ). Величина Хц на­
зывается коэффициентом жесткости.

Пример 2. Статически неопреде­
лимая ферма под действием произ­
вольной нагрузки (рис. 15.3). Смеще­
ние узла 1 имеет составляющие и х и 
к,. Для определения деформаций в 
стержнях находим проекцию полного 
смещения узла 1 на направления стер-

Рис. 15.3. Расчет статически неоп­
ределимой фермы под действием 

жней и относим эту величину к его произвольной силы методом конеч-
длине I : них элементов

( и х cos a  + U\ sin a  ) cos2a  sin a  cos a
£} = ------------- -------------- cos a  = — -—  U] + ------- ------- vx ,

I I

e2 :

( Mi cos a  -  vx sin a  ) cos2a  sin a  cos a  
e3 = ------------- j------------- cos a  = — j — u x -  ------- ;------ к, .



И спользуя начало возможных перемещений (уравнение (3)), 
получаем

s- с о ^ а  „ sin а  cos а  ом, — :— + 8 к,
I

1 и \+ 8ы1у у £ Л +

I «Г
со^а 

I
-+ vx sin а  cos а  

I
EF- I

cosa

5- cos2a  ~ sin a  cos а  ои х — -— -  5kj

“ 1
cos2a

У\

I
sin a  cos a

/
(5)

I
I

* f = - № - W = « ,

где

Qu = Q sin P , Qv = Q cos P .

Собирая члены при одинаковых вариациях, находим

(6)

5м j

+ SKj

2cos3a  EF EF 
I + I

V

u\ ~  Q u \  +

2sin2a  cos a
У \ ~  Qv

(7)
= 0

или

5Uj

где матрица жесткости

I K] м. Qu
Qv

= o,

m
EF

I
1 + 2cos3a  

0
0О

2sin a  cos a

В силу произвольности вариаций из уравнения (8) получаем

“ 1 1 I QuI K ]
У\ Qv

= 0 .

(8)

(9)

( 10)

Зависимости ( 10) позволяют определить смещение и затем дефор­
мации и напряжения в стержнях.



49. Основные уравнения метода конечных элементов
Аппроксимация перемещений внутри элемента. Ограничимся рас­

смотрением плоской задачи (например, растяжение листа с отверсти­
ем и т.п.). Область тела разбивается на малые, но конечные элементы, 
в частности треугольного типа, изображенного на рис. 15.4. Упругие 
перемещения в пределах п-го элемента будем считать линейными 
функциями координат

и(*,У) =  « 1  +  Oj^C +  (Х3У , (11)

И*,;у) = а 4 +  а 5х +  а бУ- (12)

Н е и зв ес т н ы е  парам етры  
а , ,  0С2 ........(Ц выразим через сме­
щения узлов.

Применяя равенство (11) для уз­
лов I , j , т, получаем

Рис. 15.4. Конечный элемент при ре­
шении плоской задачи

(13)

(14)

, представляем равенст-

(15)

а , + a p i  + 0С3у,- = щ , 

а , + а 2xj + 0С3уу = uj ,

а , + ciqXm + «зуш = ит .

В матричной форме имеем

1 xi У1 а , щ

1 Х1 У] «2 • = • Uj

1

£Sк

1 «3 ит

Определяя из этого уравнения а] , , а з 
во ( 11) в таком виде:

и(х, у) = ( Щ + Ьрс + С{У ) Ы, + ( Clj + bjX + Cjy ) Uj + 

"*■ ( a m bm * СщУ ) u m •

Коэффициенты а,-, b,•, с,- определяются выражениями



a i = ( х)Ут~  V i ) ^ ,

с,- ( xm Xj ) >

где

— Xp>m — Xfrfj + X{ ( yj — ym ) + yj ( Xm — Xj ) .

По физическому смыслу A — площадь треугольника i j  т . Осталь­
ные коэффициенты a j , . . . ,  ст получаются из равенств (16) с по­
мощ ью  круговой  п ер естан о вк и  индексов i , j , m .  Н априм ер,

(х тУ1 — х 1Ут) „
Оу- ^  и т.д. Для смещения вдоль оси у  имеем

1 xi У>: «1

1 xi  Vj • «2

1

Р?1 «3
VJ (17)

Формула для v аналогична (15):

V(x,y) = ( at + bpc + c-y )Vi + ( aj + b-x+ cjy)Vj +

+ ( am + bmx  + стУ ) Kn ■ (18)

Равенства (15) и (18) выражают смещения точек треугольного ко­
нечного элемента через смещения его вершин (узлов).

В матричной форме уравнения (15) и (18) представим так:

К М "  = { [ф/Ь [ф>] ’ [ф- ]

где матрицы

[ Ф, ] = ( а, + Ьрс+ с{у) 

и векторы смещений узлов 

500

Ui
ui
и„

(19)



По физическому смыслу матрица формы [ Ф,- ] выражает перемеще­
ния точек элемента в случае, когда компоненты смещения узла i равны 
единице ( и,- = 1 , vt = 1 ), а смещения других узлов отсутствуют. В со­
отношении (19) вектор-строка и вектор-столбец имеют блочную 
структуру; в более компактной форме зависимость (19) можно запи­
сать следующим образом:

В равенстве (22) и в некоторых случаях в дальнейшем указаны чис­
ла строк и столбцов в блоках (верхние цифры) и числа строк и стол­
бцов в самой матрице или векторе (нижние цифры).

Замечание. Главное преимущество при разбиении матрицы на блоки состоит в сле­
дующем: в дальнейшем блоки могут рассматриваться как обычные элементы матрицы. 
При умножении матриц (вектор также рассматривается как матрица) «внутренние» чис­
ла, указывающие размерности матриц и их блоков (попарно одинаковые), пропадают! 
Например, в равенстве (22) такими числами являются 3 в нижней строке и 2 в верхней. 
Крайние числа показывают числа строк и столбцов в той матрице и ее блоках, которые 
получаются в результате перемножения.

Деформации и напряжения внутри элемента. В плоской задаче 
связь деформаций и перемещений в п -м элементе устанавливается из­
вестными соотношениями (см. разд. 9):

2 x 1  2 x 2  2 x 1

l x l  L1 х 3 3 x 1

(22)

где

(23)

Ех~ дх ’ £У~ ду ’ Уху Эу + дх'
Эи dv ди dv

Запишем эти равенства в векторной форме:



где вектор деформаций в п -м элементе

ы

и матрица дифференцирования

£х
%- ’ К ' = 1

ования

' Ъ_ 0
Эл: д_

] = 0 Эу
■ д_ _Э̂

Эу Эх

(27)

Если учесть соотношение (22), то

ы =  [ 0 ] [ Ф п ] { ип\ = [Вп \{и п\

где матрица
[5 „ ]  = [ /? ] [ Ф п ].

(28)

(29)

Получим теперь равенство (29) непосредственно из соотношений 
(15) и (18). Дифференцируя, находим

е * =  Ъ1Щ +  bjUj + Ьтит , £у =  qVi + CjVj +  cmvm , 

Уху =  с ы  + bft + cjuj +  bjVj + cmum + bmvm .

В матричной форме имеем

(30)

Щ

'*« 0 bi 0 bm 0 ' 4

0 ci 0 ci 0 Cm ■
Uj
Т/

с, bi ci bi Cm bm vj
um
Vm

(31)

причем матрица

bi 0 bi 0 bm 0
0 ci 0 ci 0 Cm
Ci bi ci bi cm bm



В дальнейшем матрицу [ Вп ] удобно представить в блочной форме:

3 x 2
[Вп ] =  Г [Bf ] , [ B j ] ,  [Bm ] l =  [ Вп ] .  (33)

L J 1 v а

Каждый блок матрицы относится к определенному узлу. 
Соотношения упругости для плоской задачи:

1 1 ч „  2 (1 + ц)
ех = р ( а х -  ^°у) + а Г > еу= р (^ У "  |ХО*) + а Т  ’ Чху~ Е %ХУ

или

Е

°х =  М£у)_ 1 - v a T ' Су~ ! - цг(еу+ ^
Е а Т,

Уху-*У 2 ( 1 + |Д.)

Последние уравнения представим в матричной форме: 

{ст} = [Л]({е}- {al}),

где матрица

[ А ]  =
1 -  vr

1 ц О

ц. 1 О 

О О 2

. о  =
'ху

(34)

(35)

(36)

Вектор температурной деформации

а 7j=  а Т  1
О

Учитывая формулу (28), получаем

3 x 3  3 x 3  
{о}= [ А ]  
1x 1 1x 1

3 x 2  2 x 1  3x 1  
[ Вп ] { и п }- {«Г} 
1 x 3  3 x 1  1x1

(37)

(38)

В последнем равенстве снова указана блочная структура матриц, 
приспособленная к принятой структуре матрицы [ Вп ].



Вариационное уравнение метода конечных элементов. Применяя 
начало возможных перемещений для всего тела, запишем

I J I  {Se}T{ a } d F -  J I I {Su}T{.F}rfF- j  J {8и}т {/>}<Ю = 0 , (39)
V V s

где V и S  — объем и площадь поверхности тела.
Векторы объемной и поверхностной нагрузки

Интеграл по всему объему равен сумме интегралов по объемам 
элементов:

N,_ г
I  Ш{&*} К К - Ш Ы  й ^ ) = о ,  (41)

V.  V.  sn*sм = 1

где N3 — число элементов.
Последний интеграл распространяется только на участки поверх- 

j  ности элементов, принадлежащие внешней поверхности тела ( Sn е S).  
Из равенства (28) вытекает

{&*} = [Вп\ {5t/„} (42)

и для транспонированного вектора

{^}T= {5t/„}T[5 J T. (43)

С помощью соотношения (22) находим

{6 £ U  = [Ф„] {8£/„} (44)

и далее

{5н}т = {5С/П}Т [Ф„]т . (45)

Учитывая соотношения (43), (45) и (35), записываем уравнение (41) 
в таком виде:



",
I  № Г

П = 1
J J j  [Bnr  [A] [Bn} d v )  {Un} -  J J J [Bnf  [A] {aT} d V -

-  J J J [Ф„Г W  d V -  j  J [Ф„]т \p )  dS
У Sn e S

= 0 .

Уравнение (46) представляет вариационное уравнение метода ко­
нечных элементов для плоской задачи.

М атрица жесткости элемента. В основном вариационном уравне­
нии (46) элемент представлен матрицей жесткости

2 x 2

[ К* ] = JJJ [ Вп ]т [ А ]  [В~]  dV.
3 x 3  Vn 3 x 1  l x J  1^x3

2 x 3 3x3 3x2
(47)

Отметим, что при транспонировании матрицы числа строк и стол­
бцов меняются местами.

В развернутой форме получим

[ *4i ] [Ki j ]  [ Кы \ 
[Кп \ [Кп ] [ Kjm ] 
[А ^ ,] [Л ^ ,]  [Ктт]

(48)

где квадратные подматрицы — блоки п -го элемента (индекс п для 
краткости опускается):

lKi j ]=  JJJ [ Bi )T [ A ] [ B j ] dV. (49)

Матрица [ Kq ] содержит компоненты усилий в i -м узле при еди­
ничных смещениях у -го узла при условии,что остальные узлы смеще­
ний не имеют.

Узловые нагрузки. В уравнении (46) внешние воздействия приво­
дятся к эквивалентным нагрузкам, приложенным к узлам элемента. Ес­
ли элемент примыкает к внешней поверхности тела ( Sn е S ) , то рас­
пределенная нагрузка дает следующий вектор статически эквивален­
тных узловых усилий:

{ Q <? ) } =  J J [Ф„1ТМ ^ . (50)
S „ e S
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;

Д ля внутренних границ элем ентов 
{ Qtp* } = 0 . Вклад массовых сил и температур­
ных воздействий в узловые усилия составляет

{ Q (P ) ) =  J j J 1Фп ]т { F } d V ,  (51) 
К

{ Q P } =  I I j  [Bn f [ A J { u T } d V .  (52)

Отметим, что узловые нагрузки не зависят 
от искомых смещений и могут считаться за­
данными.

Разрешающая система линейных алгеб­
раических уравнений метода конечных элементов (МКЭ). Уравнение 
(46) представим в следующей записи:

Рис. 15.5. Формирование 
матрицы жесткости для 

двух элементов

N.

Х{5С/„Т} ( [ ^ П)] { ^ } -  {G (n)} )=  0 .
п = 1

(53)

где суммарный вектор узловых усилий равен

{ С (л)}= { ( № } +  { Q ^ } -  (54)

Рассмотрим в качестве простейшего примера плоское тело, разби­
тое на два конечных элемента (рис. 15.5). Для указанного тела урав­
нение (53) в развернутой форме будет таким:

{8 £^}т ( [  */}> ] т  + [ К &  ] { U 2} + [ К ®  ] {U3} -  {Q\l) } )+

+  { Ш 2У  Г [ ] {£/i> +  [ к $  ] { U 2} + [ К $  ] { U 3} ~  { Q P  > V
+ {8 С/3}Т f [ Хз(}> ] { U l } + [ к ®  ] { и 2} + [ ] { U 3} ~  } J +

+ {8 £/2}t  (  [ K ®  ] {U2} + [ Kg> ] { U 3} + [ K $  ] {U4} -  {Q%] } J+

+ {8t/3}T f [ K $  ] { U 2} + [ Kg> ]{t/3> + [ K£ ] ] Ш  -  {Q ?} > V

+ {8 t/4}T ^ [ Kg> ] { U 2} + [ Kg> } { U 3} + [ Kg> ] { U4} ~  {Qtf> }  ) =  0 .

В уравнении (55) вектор {C/J содержит компоненты смещения 
щ , vf узла i ( i =  1, 2 , 3 , 4 ) .

Ч
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