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В основу настоящего учебного пособия положены курсы лекций, 
прочитанных автором в высших технических учебных заведениях, в 
различных научно-производственных объединениях и научно-исследо­
вательских организациях, а также выборочно в МГУ им М. В. Л омоно­
сова. Большой интерес, проявленный слушателями к этим лекциям , 
послужил стимулом к систематизированному изложению как теорети­
ческих основ технического обслуживания сложных систем, так и прин­
ципиальных вопросов, связанных с реализацией математических мо­
делей обслуживания в автоматизированных системах контроля и у п ­
равления .

Известно, что за счет совершенствован«я математического обеспе­
чения технического обслуживания сложных систем в процессе эксп л у ­
атации можно получить существенный экономический эффект. И мен­
но поэтому в «Основных направлениях экономического и социального 
развития СССР на 1981— 1985 годы и на период до 1990 года» большое 
внимание уделено необходимости осуществления мер по радикально­
му улучшению технического обслуживания сложного оборудования, 
ускорению внедрения автоматизированных методов и средств контро­
ля качества его работы, совершенствованию вычислительной техники и 
ее математического обеспечения, средств и систем сбора, передачи и 
обработки информации.

Среди имеющихся в настоящее время пособий по теории эксп луата­
ции сложных систем следует отметить книгу В .К . Дедкова и Н . А. 
Северцева «Основные вопросы эксплуатации сложных систем», полу­
чившую Золотую медаль ВДНХ. Однако за последние годы не только 
получили дальнейшее развитие изложенные в этой книге математичес­
кие модели, но были получены и новые результаты , связанные с э к с ­
плуатацией сложных систем по состоянию, их контролем и диагнос­
тикой, взаимодействием операторов и сложной системы, эксп луата­
цией систем в отсутствие или при ограничении запасного комплекта 
элементов. Все это нашло отражение в настоящем пособии.

Пособие состоит из девяти глав.
В гл. 1 даны общие понятия, определения и показатели, используе­

мые в пособии, характеризуются средства технического обслуживания 
сложных систем и классифицируются применяемые математические 
методы.

В гл. II подробно изложены оптимальные модели эксплуатации 
«стареющих» элементов систем по ресурсу. Рассмотрены стареющие 
элементы различной структуры. Показано, как можно рассчитать объ­
ем запасного комплекта для оптимальной эксплуатации элементов по 
ресурсу.

з



В последние годы большое внимание уделяется моделям и методам 
эксплуатации сложных систем по состоянию, реализация которых на 
практике может дать существенный экономический эффект при сохра­
нении (а в ряде случаев и при увеличении) надежности систем. Вопро­
сам эксплуатации сложных систем по состоянию посвящены гл. III  и 
IV. В этих главах рассмотрены модели, лежащие в основе создания про­
грамм экспуатации сложных систем по состоянию, изложены методики 
оценки предполагаемого эффекта от внедрения моделей и методов экс­
плуатации сложных систем по состоянию. Приведены технические 
решения, позволяющие реализовать с помощью автоматизированных 
устройств контроля (на базе вычислительной техники) рассмотренные 
модели эксплуатации систем по состоянию.

В процессе измерения (контроля) состояния системы практически 
всегда имеют место ошибки измерения. Поэтому возникает вопрос о 
достоверности (правильности) результатов контроля состояния систе­
мы. Методы оценки и повышения достоверности контроля сложных сис­
тем в процессе эксплуатации изложены в гл. V.

В гл. VI дано описание моделей эксплуатации систем в условиях, 
когда отказ может быть обнаружен только при очередном контроле 
(проверке). Рассматриваемые модели критичны к имеющейся информа­
ции о надежности системы и времени ее эксплуатации.

В гл. V II пособия рассмотрены проблемные вопросы эксплуатации 
сложных систем, связанные с теоретическим и практическим решением 
задач контроля и диагностики, адаптивной диагностики, оценкой взаи­
модействия операторов и сложной системы, эксплуатацией системы, в ко­
торой при отказах допускается изменение структуры для сохранения 
приемлемой эффективности (работоспособности).

Гл. V III посвящена вопросам оптимизации, возникающим при экс­
плуатации групп однотипных систем. Дается характеристика упраЕ* 
ляемых систем массового обслуживания и подробно рассматривается 
задача массового обслуживания, известная в литературе как задача 
В. В. Филиппова. Уделено внимание перспективным моделям повыше­
ния производительности труда, позволяющим анализировать системы 
производства, в которых возможно прерывание работ по обслужива­
нию техники (§ 8 .2  написан В. В. Филипповым).

В гл. IX изложены вопросы информационного обеспечения, возни­
кающие при эксплуатации сложных технических систем. Показаны 
роль и место вычислительной техники при решении этих вопросов.

Автор считает необходимым отметить, что создание настоящего по­
собия было бы невозможным, если бы он не имел возможности исполь­
зовать советы и помощь Б. В. Гнеденко, Ю. К. Беляева, В. А. Кашта­
нова, И. Н. Коваленко, А. Д. Соловьева и А.Н. Ширяева.

Автор выраж ает глубокую благодарность инициатору данного по­
собия Н. А. Северцеву, написавшему § 3 гл. VI, коллегам по работе 
В. Б. Алексеевой, В. Ф. Воскобоеву, Г. С. Гладуну, В. В. Корнееву, 
В. В. Плямоватому, Ю. А. Юркову; полученные ими результаты бы- 
ли использованы при написании гл. V II, а также В. Г. Мезенцеву 
и А. В. Кравченко.

Особую благодарность автор приносит рецензентам книги.



Под программой эксплуатации системы понимают совокупность 
взаимосвязанных по месту, времени и содержанию работ, которые 
обеспечивают хранение, транспортировку и поддержание системы в за ­
данном состоянии для применения ее по назначению. Работам по тех­
ническому обслуживанию в программах эксплуатации отводится зна­
чительное место.

Оптимальная программа эксплуатации заключается в обеспечении 
наилучшего применения системы по назначению при выполнении обслу­
живающим персоналом фиксированного объема работ во время ее 
эксплуатации. Для создания оптимальных программ эксплуатации 
применяют современные математические методы и вычислительные 
средства. Оптимальные программы эксплуатации, по сущ еству,явля­
ются оптимальными программами управления в общей постановке за­
дачи управления.

Основной в теории управления является теория оптимизации, по­
зволяющая максимально улучшить качество управления. Д о 50-х годов 
в теории оптимального управления изучались задачи расчета траекто­
рий ракет для достижения заданной высоты, дальности и траектории 
при минимальном расходе горючего и задачи отыскания оператора об­
ратной связи как функции фазовых координат системы. Затем эти за ­
дачи решали в рамках единой теории управления, общие методы кото­
рой используют в настоящее время и в теории эксплуатации сложных 
систем. Бурное развитие теория оптимального управления получила 
после работ Л. С. Понтрягина, в которых был сформулирован принцип 
максимума. В настоящее время язык теории оптимальных процессов 
является универсальным языком современной теории управления. 
В технике возник термин «оптимальные системы». Это понятие еще не 
имеет [27] четкого математического содержания. При проектировании 
оптимальных систем управления систему нельзя охарактеризовать 
одним критерием. По мнению автора, некоторую аналогию  здесь мож­
но провести и с понятием «оптимальная программа эксплуатации сис­
темы». Последняя представляет собой набор определенным образом 
оформленных решений оптимальных задач. Х арактер многих из этих 
задач и методы их решения подробно описаны ниже.

Отметим также, что управляющее воздействие на эксплуатируемую 
систему должно осуществляться либо в соответствии с программой 
эксплуатации, которую составляют заранее, исходя из априорных 
сведений о системе, либо в виде так называемой позиционной страте­
гии, соответствующей управлению состоянием системы по принципу 
обратной связи, В последнем случае управляющее воздействие на экс-



плуатируемую систему формируется апостериорно, на основании до­
полнительной информации о состоянии системы, которая становится 
известной при измерении параметров ее состояния в процессе эксплуа­
тации. Такое управление системой далее называется эксплуатацией 
системы по состоянию. Модели, лежащие в основе определения про­
грамм эксплуатации системы, требуют полной информации об исход­
ных данных (о надежности и ремонтопригодности системы, о статисти­
ке случайных процессов изменения ее параметров, о накоплении нару­
шений в системе и др.). Однако на практике требование полноты ис­
ходных данны х выполняется не всегда. Поэтому в настоящем пособии 
рассмотрен и вопрос формирования программ эксплуатации в случае 
неполных исходных данных о надежности системы.

Программы эксплуатации реализуются автоматически или опера­
торами с помощью технических средств (автоматов контроля и вычис­
лителей, пультов управления, контрольно-измерительных приборов 
и т. д .). Д л я  одиночной системы программа эксплуатации в большин­
стве случаев сводится к указанию последовательности работ по техни­
ческому обслуживанию системы в процессе эксплуатации.

Многие из математических моделей технического обслуживания 
сложной системы можно описать следующей общей схемой. Пусть в дис­
кретные моменты времени наблюдается векторный случайный процесс 
1  (/) == X (7) * Л’ (I) с известными статистическими характеристиками 
составляющих X (/) и N  (/), где X (() — вектор состояния (характери­
зуемый, например, набором выходных контролируемых параметров) 
сложной системы, контролируемой идеальными техническими сред­
ствами; N  (() — аддитивный вектор ошибок измерений (как правило, 
это гауссовский случайный процесс). Обозначим через /? (7) векторную 
неслучайную функцию, имеющую ту  же размерность, что и 1  ((), и яв­
ляющуюся дискретно наблюдаемыми реализациями (траекториями) 
вектора 7. (/). На наблюдаемых траекториях случайного процесса 
1  (0  зададим некоторый функционал потерь

ф { Я ( 0 Ь  (В.1)

которые определяются как потери на управление процессом 1  (/) 
для удерж ания его в заданной области О {!). Физически функционал 
Ф {/? (/)} означает потери времени или стоимости на техническое обслу­
живание сложной системы в процессе ее эксплуатации, а область
О (0 — эксплуатационные допуски на все контролируемые параметры 
системы (как правило, О (¿) — О ).

Обозначим, далее, через 6/. (¿<;), ¿ =  0, 1, 2, ... решение на управ­
ление процессом 1  (/¡) в момент и,. Назовем набор решений

ЬТ (2г) =  |б х (£}), 6 г (¿г),..., 6  ̂ (¿Гй =  ¿т)\ (В.2)

стратегией управления на периоде (О, Т), где Т  — период эксплуата­
ции слож ной системы (не исключен случай Т -*  °о). Физически стра­
тегия 6Т (7.г) означает все воздействия, которым подвергается слож­
ная система в процессе эксплуатации со стороны обслуживающего пер­
сонала (регулировка, замена блоков системы и т. п.).



Задача состоит в выборе стратегии управления б г (2  г) =  6 т (%т), 
минимизирующей математическое ожидание функционала потерь на 
периоде эксплуатации (О, Т), т. е. обеспечивающей

гшп М (Ф {/? (/)}]. (В.З)
»г

При решении сформулированной задачи важно знать вид функционала 
потерь Ф{/? (0} и класс известных процессов, которыми можно аппрок­
симировать реальный процесс 2  (¿).

Если состояние системы полностью определяется выходными пара­
метрами, то для поиска оптимальной стратегии управления состоянием 
системы применяют либо аппарат марковских (полумарковских) 
управляемых случайных процессов, либо правила оптимальной оста­
новки, либо моделирование. Аппарат марковских и полумарковских 
управляемых случайных процессов применяют, если параметры харак­
теризуются слабыми зависимостями в последовательные моменты изме­
рений. Рассматривая для такой системы математическое ожидание 
функционала потерь (В.1) как показатель затрат на эксплуатацию  сис­
темы, получаем однородную и марковскую оптимальную стратегию  
управления состоянием системы 142]. Если выбранное в фиксирован­
ный момент времени управление состоянием системы зависит только от 
этого момента времени, то его называют марковским, а стратегию , оп­
ределяемую этими управлениями, — марковской стратегией. Если это 
управление не зависит от времени, то оно называется однородным и 
марковским. Стратегия из марковских однородных управлений яв л я ­
ется однородной марковской стратегией управления.

Д ля отыскания оптимальной марковской однородной стратегии 
управления состоянием системы широкое применение получили мето­
ды динамического и линейного программирования. Отметим, что для 
полумарковского процесса оптимальная стратегия управления такж е 
является однородной марковской стратегией. (П олумарковский про­
цесс задается помимо набора вероятностей переходов из состояния в со­
стояние в соседние моменты времени функциями распределения вре­
мени пребывания процесса в каждом из состояний перехода.)

Если параметры, которые характеризую т состояние системы в про­
цессе эксплуатации, не являются марковскими, то помимо отыскания 
оптимальной стратегии методом моделирования для параметров (про­
цессов) монотонного типа, характеризующих естественный износ и 
старение системы, можно воспользоваться аналитическим методом, ос­
нованным на лемме Д. Дуба (231.

Рассмотрим процедуру использования этой леммы при отыскании 
оптимальной стратегии технического обслуживания системы. П риве­
дем правило остановки наблюдений. Пусть наблюдается последова­
тельность случайных величин | 2, •••> I ш ••• П равим  остановки про­
цесса наблюдения есть функция х  { |ь  с2, ..., принимающ ая зна­
чения 0, 1, 2, ... Функция м (сь  | 2, ..., сп,...) имеет следующий смысл: ес­
ли V (х,, х 2, ..., *„,...) =  т, то это означает (при условии , что
— х и ..., | т  =  * т ), что процесс наблюдения случайной последователь­
ности заканчивается на т-м  шаге.



Если V (£ь  | 2....... .) =  0, то принимают решение не проводить
наблюдения над случайными величинами.

Определим для любых х и ..., х п (п  ^  0) функцию убытка
У =  У п{х1, —, х п) (В.4)

как  убыток, имеющий место при остановке наблюдений на п -м шаге, 
когда ^  — х и  ..., 1п — х п. Если известна функция распределения слу­
чайных величин ^...... . •••» то при заданном правиле остановки
V (1х, | 2, ..., | п. •■•) можно определить математическое ожидание зна­
чения процесса у п в момент остановки наблюдений, т. е. величину

М[«д,(!„ ?....... (II,---, и ] -  (В.5)

П равило V *  называется оптимальным правилом остановки, если 
оно обеспечивает минимальное математическое ожидание (В.5). 
Д л я  эффективного практического отыскания оптимальных правил ос­
тановки д ля  функционала (В.1) или (В.4) важную роль играет следую­
щ ая лемма.

Лемма Дуба. Если существует правило остановки V * (хи х 2, ...), 
для которого выполняются следующие условия:

1) М [V * ]  существует и конечно;
2) для любых п ^  0 и х ъ  ..., при п ^  V * (л ,̂ ..., х п_ъ ...) вы­

полняется соотношение М !«/„ (лгх, ..., лгп 1 , £„] ^  Уи \ (*1. Д п -1), 
при  п V* (дг1 р _!...) — соотношение

М \уп (̂ >1, Хп_ 1, Еп)1 ^  Уп- 1  С̂ 1> •••> х п_ 1),

3) пр и  любых п, х1.........х д л я  некоторой константы К

м  [|у п (хи  ..., Ъ„) —  //„_! (Х1........  Х„_!) I ] <  К,

то V* — оптимальное правило остановки.
При решении задач технического обслуживания сложных систем 

1) и 3) условия леммы выполняются всегда.
Рассмотрим процедуру проверки условия 2) при решении опти­

мальной задачи эксплуатации по состоянию сложной системы. Пусть 
дискретно контролируемый параметр системы X (¿), определяющий в 
процессе эксплуатации ее работоспособность, изменяется монотонно 
(монотонно возрастает). Допустимая область изменения X  (/) задана 
соотношением О £̂Г. X  (/) <  О , где Б  — верхняя граница допуска на 
параметр системы. Параметр контролируется безошибочно в дискрет­
ные моменты =  ¿Д/ с интервалом A í (1 =  0, 1, 2, ...).

Рассмотрим управление, заключающееся в том, что параметр можно 
регулировать с обязательным возвращением в нулевое состояние в лю­
бой момент контроля при нахождении в пределах допуска. Кроме того, 
параметр подлежит обязательному управлению в момент контроля, 
когда впервые обнаружен выход его за границу И (аварийная регули­
ровка).

Обозначим приращения параметра X  (/) по шагам контроля через 
I/ (/ =  1,2 , ...), примем их независимыми и имеющими общую функцию



распределения Я (*). Функция убытка на п-и  шаге

У п -х 'хх,..., х п_1 , £„) =

С, если X (/„) <  Д
= :  Х х , . . . ,  ? 7 1 - 1  =  - ^ П — 1 »

С +  А , если Х ( / „ ) > 0 , 
?1 =  ■*!,•••, Еп-г^-^п-!*

где С время, затрачиваемое на управление (регулировку) парам етра 
X. (¿), если он не вышел зз допустимым уровень 1У\ С А. — врем я нз 
регулировку вышедшего за допуск параметра X  (() (А — некоторое 
дополнительное время (штраф), возникающее в результате выхода п ар а­
метра за уровень £>.

Естественно предположить, что в момент контроля /п_1 известны  
все приращения процесса X  (¿) и процесс находится ниже у р о вн я  О . 
Величина у п_г (*ь  хп_ъ 1п) является случайным убытком (в си­
лу того, чтоб убытки С и С +  А  возникают с определенными вер о ят­
ностями на каждом шаге наблюдения), имеющим место при остановке 
наблюдения на (п — 1)-мшаге (известно, что ^  =  Хх,..., | п-1 — х п х)

Введем удельный убыток у п, обозначив через 4  момент выхода п ара­
метра X (/) за уровень й :

Уп {Хх,- х п-Х, 1п)—

СПп, если tn < ^ z,
1̂ Х х , . . . ,  Еп -■= ?;

{С +  А)Ц п, если t n ^ í . ,
1̂ ■ 7̂1 — 1 — Л-71—1-

Запись |„  =  ? означает, что величина еще не наблюдалась (наб­
людения закончились на (п — 1)-м шаге). Д ля условного математичес­
кого ожидания удельного убытка у п для п-то шага наблюдения про­
цесса X (/) при условии, что приращения процесса наблю дались до 
(п — 1)-го шага включительно, применяя формулу полной вер о ятн о ­
сти, имеем

М [у„ (*,...., У ]  =  - £ - Р  {£„ <  О -  X, Л х  =  Х1, ...
‘71 П 1

С + А
■■■^п~1-Хп-х} +  —^— [ \~ Р  {£„ <  Я - Х ^ Д  =  | п_, = Х П_ 1}] =

~ Р  =  1п-1 = * „ - ! ) ] .  (В.6)

Проверим условие 2) леммы Дуба. Запишем это условие д л я  я ^ О  
и удельного убытка у п: при п —  1 <  V* (Х1, ..., х„_ь  ...)

М [уп (Хх,..., Хп ] , £„)] ^  у п_  ! (Хх,..., Хп- \ ) ,  
при п  — 1 >  V* (Хх, х п_ъ ...)

М  \ у п (Хх,. . . ,  Хп_ 1 , £„)] ^ у п — 1 (Х !,..., Хп— \).



Покажем, что при п — 1 V * (л ,̂ х п_ъ ...)

^  \-Уп (-̂ 1»--•> Хп— 1, ^п)] С /¿ц— 1 — Уп — 1 (Х| , . . Хп — 2> 1), (В .7)

и наоборот (см. условие 2) леммы). Докажем, что условие (В. 7) выпол­
няется при

В самом деле, подставляя в (В.6) вместо 1— Я{£„ С  £> — /£х=
* =  х г......  |„_1 =  *„_].} большее или равное значение С/[А (п — 1)],

ср азу  же получаем (В .7). Аналогично проверяется и вторая часть усло­
ви я  2). Следовательно, V* (лг1( . . . ,  х п _ ъ  . . . )  =  п* —  1, где п* -г- на­
ибольшее п,  при котором еще верно соотношение (В.8).

Таким образом удается получить в явном аналитическом виде оп­
тимальный алгоритм эксплуатации сложной системы по состоянию. 
Если, под параметром состояния системы понимать ее наработку, то в 
поиске оптимальной стратегии управления состоянием системы в про­
цессе эксплуатации по показателю оперативной готовности (вероятно­
сти застать систему в произвольный момент времени в исправном со­
стоянии и безотказно проработать некоторое (малое по сравнению со 
средним временем ее безотказной работы) заданное время) фундамен­
тальную  роль играет теорема В. А. Каштанова [4].

Пусть имеем дробно-линейный функционал (относительно функций

где А (хъ х 2,..., Хм) и В  (д^, х 2, ..., Хм) — произвольные функции; 
С* (**), I =  1,2 , ..., /V, — функции распределения некоторых положи­
тельных случайных величин. Теорема Каштанова позволяет облегчить
процедуру определения экстремумов функционала к  (б) на множество
й  функций распределений б  =  {й1 (лгх), б 2 (х2), ..., (Хл)}.

Теорема. Если функционал (В. 9) ограничен на множестве £2 и
В  (х1г х 2........  Хы) сохраняет постоянный знак при любых аргументах,
т о локальные экстремумы функционала достигаются на множестве 
£2* функций распределения

Применяя эту теорему при решении задач технического обслужива­
ния сложных систем, можно переходить от решения вариационных за­
дач (отыскания экстремумов функционалов) к решению задач на опре­
деление экстремума функций одного или нескольких аргументов. 
В приложениях функции О* (дг£) имеют смысл функций распределения

I -  Р Ц п < 0 — Х г п_1/& =  * ,  ..., & .- != * » _ !}  <  С/М (п - 1)].
(В-8)

Ог (х) )
ев во оо

А (О) - оо  о
ОО ОО 00 (В.9)

о о  о
] ] '• • • ] ' ^  (Х1 ’ *2'- --  I хм) (*1) (¡02 (^¡¡). . .  йбдг ( д:^)

(В.Ю)



времени между моментами окончания предупредительных замен эле­
ментов сложной системы, а функции вида (В. 10) означают, что замены 
элементов осуществляют через детерминированные времена т,-, I =
= о.

Если параметром состояния сложной системы (или ее элемента) яв ­
ляется наработка, то математическое ожидание функционала (В. 9) 
является показателем оперативной готовности —  дробно-линейным 
функционалом относительно й  (*). Все условия теоремы Каштанова в 
этом случае выполнены, и можно сравнительно просто решить задачу по 
определению сроков предупредительных замен стареющих элементов 
сложной системы (элементов с монотонно возрастающей функцией ин­
тенсивности отказов X ( /) ) .

В основе успешного применения моделей технического обслужива­
ния сложных систем на практике лежит объективная и оперативная 
информация об их надежности, эксплуатационной технологичности и ре­
монтопригодности. В процессе эксплуатации сложных систем большое 
внимание уделяется весьма сложным вопросам оперативной передачи 
информации. Здесь, безусловно, должен быть учтен как накопленный 
опыт, так и новые технические средства передачи данных (буквопеча- 
тание по радио, дистанционный ввод (вывод) данны х в машину, переда­
ча кодированием по радио); в ряде случаев могут оказаться достаточ­
но оперативными и обычные средства передачи данных.

Д ля ускорения внедрения современных вычислительных систем 
(цифровых, аналоговых, комбинированных и специализированных вы ­
числительных машин) в практику эксплуатации сложных технических 
систем необходимо решить следующие задачи: разработать требования 
к вычислительным системам по быстродействию, объему памяти, спо­
собам и времени ввода данных в машину, формам представления обра­
ботанных данных и т. д.; создать алгоритмы и рабочие программы для 
вычислительных систем, решающих задачи обработки информации кон­
троля и выдачи рекомендаций обслуживающему персоналу; разрабо­
тать алгоритмы решения задач по составлению расписания группового 
обслуживания систем, учитывающие их наработку и состояние и обес­
печивающие максимальную готовность групп систем.



ТЕОРИЯ ЭКСПЛУАТАЦИИ СЛОЖНЫХ СИСТЕМ 
КАК НАУКА

§ 1.1. Основные понятия, термины и определения *

Сложная система. Под сложной технической системой (далее прос­
то системой) будем понимать совокупность функционально связанных 
разнородных устройств, предназначенных для выполнения общих функ­
ций и решения стоящ их перед системой задач. Сложная система со­
стоит из большого числа элементов, однако сложность системы в ос­
новном определяется связями, возникающими между элементами в про­
цессе работы системы. Примерами сложных систем являются совре­
менный летательный аппарат, корабль, радиоэлектронный комплекс, 
космический корабль и др.

Сложные системы в процессе эксплуатации, как правило, взаимо­
действуют с оператором (операторами). В этом случае вводят понятие 
человеко-машинного комплекса или системы. Если сложные системы 
объединены организационно, то их рассматривают как большую систе­
му или систему большого масштаба (такой.системой, например, является 
парк самолетов гражданской авиации, таксомоторный парк большого 
города и т. д.).

Под элементом будем понимать часть системы, восстанавливаемую 
в процессе эксплуатации только путем замен. Д ля элементов старею­
щего типа вводятся предупредительные замены (до отказа) по истече­
нии заданной наработки (ресурса).

Программа эксплуатации сложной системы. Программа эксплуата­
ции — это совокупность взаимосвязанных по месту, времени и содер­
жанию работ, обеспечивающих эксплуатацию системы (систем) в за­
данном состоянии готовности, а также применение ее (их) по назначе­
нию. В программе эксплуатации сложной системы помимо работ по тех­
ническому обслуживанию  предусматривают ее взаимодействие с опера­
торами и другими системами, участвующими в решении общих задач; 
учет различных режимов работы; перестройку структуры системы при 
возникновении нарушений; организацию ремонтов; модернизацию и 
продление ресурса системы.

Реализация положений программы эксплуатации системы должна 
обеспечить значения показателей качества ее работы, предусмотрен­
ных нормативной документацией.

Техническое обслуживание системы. Техническое обслуживание 
определим как комплекс работ для поддержания исправности или толь-

* В пособии использованы ГОСТ 16263—70, 183—73, 13377—75 и 
1.25—76.



ко работоспособности системы при ее подготовке и использовании по 
назначению, хранении и транспортировке. В процессе технического 
обслуживания восстанавливается качество работы системы. Техничес­
кое обслуживание предусматривает проведение предупредительного 
(профилактического) обслуживания либо текущее обслуживание (теку­
щий ремонт) системы.

Эксплуатационные свойства сложной системы. Эксплуатацион­
ные свойства определяются ее безотказностью, сохраняемостью, дол­
говечностью, ремонтопригодностью, степенью готовности к выполне­
нию стоящей перед системой задачи и приспособленностью к техничес­
кому обслуживанию в заданных условиях эксплуатации.

Определим ремонт как комплекс работ для поддержания и восста­
новления исправности или работоспособности системы. Ремонт, пре­
дусмотренный в нормативной документации и осуществляемый в пла­
новом порядке, назовем плановым. Ремонт, выполнение которого ого­
ворено в нормативной документации, но осуществляемый в неплано­
вом порядке, назовем неплановым.

Ремонт, осуществляемый в процессе эксплуатации для гарантиро­
ванного обеспечения работоспособности системы и состоящий в замене 
и восстановлении ее отдельных частей и их регулировке, определим 
как текущий.

Ремонт, осуществляемый для восстановления исправности и пол­
ного или близкого к полному восстановления ресурса системы с за­
меной или восстановлением любых ее частей, вклю чая базовые, и их 
регулировкой, назовем капитальным.

Обеспечение ремонтопригодности системы обусловливается меро­
приятиями при ее проектировании, создании и эксплуатации, направ­
ленными на сокращение продолжительности технического обслужива­
ния и затрат на его проведение. По способу использования сложные сис­
темы подразделяются на: непрерывно работающие, системы разового 
действия и дежурные.

Понятия, термины и определения, связанные с контролем сложной 
системы. Объект контроля — система, информацию о техническом со­
стоянии которой необходимо иметь в процессе производства и эксплуа­
тации.

Измерительная информация — информация, поступающая из объ­
екта контроля в аппаратуру контроля и характеризую щ ая состояние 
объекта контроля.

Контроль — процесс приема, обработки и отображения информа­
ции, характеризующей соответствие состояния объекта контроля предъ­
явленным к нему требованиям и обеспечивающей принятие решения на 
техническое обслуживание и выдачу управляющих воздействий.

Информационная система контроля — совокупность измерительной 
информации об объекте контроля (сложной системе), средствах конт­
роля, измерения и передачи измерительной информации.

Контрольно-измерительная аппаратура — комплекс технических 
средств для решения задачи контроля и измерения параметров объек­
та контроля. Она может быть ручной, полуавтоматической и автомати­
ческой.



Контролепригодность характеризует приспособленность объекта 
контроля к проведению контроля.

Контролируемый параметр — величина, определяющая техничес­
кое состояние системы или составной ее части (вплоть до элемента).

Классификация видов контроля сложной системы. По целевому на­
значению различаю т: контроль на функционирование (без количест­
венной оценки); контроль работоспособности (количественный); ди­
агностический контроль; прогнозирующий контроль; профилактичес­
кий контроль (обнаружение и замена элементов с параметрами, близ­
кими к предельным значениям).

По оценке результатов контроль можно подразделить на: допуско- 
вый («да» — «нет», «меньше — норма—  больше»); количественный.

По анализу параметров различают: выборочный контроль; последо­
вательный контроль.

По времени выполнения имеют место: непрерывный контроль (в 
процессе работы объекта); циклический контроль (в процессе работы 
объекта); периодический контроль (в течение срока эксплуатации объ­
екта).

По виду контроля различают: динамический контроль — контроль 
выходных характеристик объекта без разрыва обратных связей; ста- 
ти\еский контроль.'— контроль объекта по отдельным параметрам.

По степени автоматизации контроль можно подразделить на: руч­
ной; полуавтоматический (автоматизированный); автоматический (без 
участия человека в процессе контроля).

По организации контроль делится на: программный; схемный с по­
мощью встроенного в объект оборудования; дистанционный и центра­
лизованный.

А лгорит м контроля — последовательность операций для осуществ­
ления процесса контроля.

Математическое обеспечение задач контроля, управления и диаг­
ностики. Математическое обеспечение'— это совокупность алгорит­
мов контроля, управления и диагностики для обеспечения эксплуата­
ции сложной системы.

Введем понятие управляемого случайного процесса, играющее фун­
даментальную роль при решении оптимальных задач эксплуатации по 
состоянию слож ны х технических систем. Проиллюстрируем определе­
ние этого понятия на примере марковской управляемой цепи. Извест­
но, что случайный процесс (характеризующий состояние некоторой сис­
темы) с дискретным временем |  =  { |<п, п. =  0 , 1, ...} образует марков­
скую (неуправляемую) цепь, если

Р  {£г„+ 1 =  х „ 1/£<„.•••. £гЛ 1 =  Р {£<я + | =  х п + ,/£гп |-
Д ля определения управляемой цепи предположим, что заданы не­

которое пространство £)' управлений и набор переходных вероят­
ностей или матриц вероятностей перехода (что одно и то же)

Р  -и ~ Хп + \ ^ п  ' Ь п 
зависящих от управлений £ О '.



Пусть в каждый момент решение о выборе конкретного значения 
управления й1п может осуществляться на основе предыдущих наблюде­
ний х 0, *!, х п, т. е. =  с1,п (л:0, х п). К аж дая из таких функций 
задает некоторое управление в момент времени ц  =  0,1, ... Таким 
образом, если результаты наблюдений в момент ¿г, I =  0 , п, есть 
х 0, хъ  ..., х п и выбрано управление, характеризуемое функцией 

(л:0, х п), то состояние системы в момент ¿п+1 определяется пере­
ходной вероятностью

Р 1^«+1 ~ Хп + \ ^ п  ~ х п > ^ п (х0.--.,*п)}- 

Известно, что набор б =  {й1п, п ^ 0 }  управлений (функций)

=  ¿и (х0),
(*о> * 1),

^(п — ^(п (̂ "01 •••» Хп)

задает некоторую стратегию управления б. Если выбрана стратегия 
управления б, то набор переходных вероятностей ( 1. 1) д ля  каждого фик­
сированного начального состояния х 0 определяет некоторый случай­
ный процесс (обозначим его через (£, б), чтобы подчеркнуть зависи­
мость от стратегии управления б), который будем называть управляе­
мой (посредством стратегии 6) цепью.

Если функции ^  =  й(п (х 0........х п) зависят не только от значений
х п, но и от предыдущих значений х 0, ..., х п_и то управляемая цепь уже 
не является марковской. Интересно отметить, что если однородный мар­
ковский процесс управляется с помощью марковской однородной стра­
тегии, то получаемый управляемый процесс является однородным и 
марковским.

В заключение остановимся на понятии процесса восстановления. 
Процесс восстановления — это последовательность независимых, оди­
наково распределенных случайных величин. Обозначим такую  после­
довательность через {¿ь}.  Важную роль в приложениях играют: 
функция восстановления [среднее число восстановлений в интервале 
(О, /)] Н  (/) =  М [# ,], где =  шах л, при котором Я« <  и =  
=  +  г2 +  ••• +  г„; математическое ожидание процесса восстанов­
ления ц =  М Ш.

Процесс восстановления может быть, например, образован после­
довательностью моментов отказов заменяемого элемента на фиксиро­
ванной позиции в сложной системе при ее длительной эксплуатации.

§ 1.2. Используемые показатели, интерпретация 
некоторых математических результатов

В настоящем параграфе рассмотрены показатели, используемые 
далее для решения оптимальных задач технического обслуживания 
сложных систем. Характер получаемых оптимальных стратегий тех­



нического обслуживания (при эксплуатации сложных систем по состо­
янию) иллюстрируется графически.

Коэффициент оперативной готовности р (.х, /) — вероятность за­
стать элемент (систему) в исправном состоянии в произвольный момент 
t  и проработать безотказно с момента t заданное оперативное время х. 
Стационарное значение коэффициента оперативной готовности

р  (х ) =  lim  р (x, t).

используемое в гл. II, при х  — 0 имеет смысл широко известного в ли­
тературе коэффициента готовности.

После определения оптимального значения заданного ресурса ста­
реющего элемента т0 (см. § 2 . 1) эксплуатация его организуется по 
схеме, приведенной на рис. 1. 1, на которой х ъ х г, х 3 — реализации слу- 

( чайной величины X '  — вре-
X'-Xt X=Xz *>=Xj U т.д. мени безотказной работы

_  элемента. В момент t О 
£ элемент устанавливают в си­

стему и планируют его про­
филактическую замену че­
рез время т0. Однако эле­
мент отказывает через время 

x i <  то- Поэтому при t =  х 1 его замену перепланируют (для про­
стоты полагаем мгновенным время замены элемента): по плану она 
должна выполняться в момент х 1 +  т0, если от момента t ~  х х до мо­
мента х х +  т 0 элемент не откажет (этот момент и изображен на 
рис. 1 Л, где х 2 >  т0). Следовательно, в момент хг +  т0 осуществляют 
плановую предупредительную (профилактическую) замену элемента. 
В момент Хх +  т0 вновь назначают плановую замену через время т0 
(она долж на проводиться в момент лгх -f— 2 т0). Но после последней за ­
мены элемент отказывает через время х 3 <  т0 и в  момент x t +  т0 +  
-f- х 3 его очередную замену перепланируют. В указанном порядке осу­
ществляют и дальнейшую замену элемента.

Показатель средних удельных затрат в виде математического ожи­
дания отношения двух случайных величин используют в задачах опти­
мизации, когда имеет место первый выход параметра за пределы уста­
новленного допуска. Оптимальная стратегия эксплуатации системы, по­
лученная с помощью этого показателя, отличается от оптимальной стра­
тегии эксплуатации, полученной по показателю, который называется 
показателем средних удельных затрат в виде отношения математичес­
ких ож иданий двух случайных величин. Строго говоря, первый показа­
тель применяют для систем однократного действия, второй — для сис­
тем, эксплуатируемых в течение длительного времени. Однако исполь­
зование обоих показателей для систем длительной эксплуатации (на 
примере параметра марковского типа) показало, что оптимальная стра­
тегия эксплуатации для систем одноразового действия является ква- 
зиоптимальной для систем длительной эксплуатации.

Поясним подробнее смысл введенных показателей. Обозначим че­
рез С затраты  на регулировку параметра системы, Тогда:



£ _  I С!, если осуществляется предупредительная регулировка ;
I С2, если осуществляется аварийная регулировка.

Пусть Т  — время до регулировки параметра. Тогда
Т ъ если имеет место предупредительная регулировка;
Т 2, если имеет место аварийная регулировка.

Величины С и Т  являются случайными. Поэтому введенные показа­
тели средних удельных затрат можно соответственно записать как

~у =  М  [С/Т] или и =  М  [СУМ [Г].

Очевидно, что М [С/Т] Ф  М  [С]/М [Г].
Показатели оценки эффективности применения методом моделиро­

вания различных моделей технического обслуживания систем. Ис­
пользуют следующие показатели:, средние затраты на отказ-, среднее 
время до первого отказа; коэффициент готовности системы-, средние 
затраты на регулировку и (отдельно) восстановление системы, сос­
тавной показатель зат рат ы  — надежность».

При минимизации средних суммарных затрат на эксплуатацию  сис­
темы или средних удельных затрат важно учитывать и показатель на­
дежности (ненадежности) системы — вероятность ее безотказной ра­
боты (вероятность отказа) за фиксированное время. Обозначим задан­
ную вероятность безотказной работы за шаг контроля через ЯД(. Тогда, 
например, для всех моментов остановки наблюдений п  <С п* — 1 (см. 
выражение (В.8)) должно выполняться неравенство

Р ~  *1 >■••> £Л-1  “  Хп - \  } Р АГ

Если это неравенство выполняется и для момента п* — 1, то по пока­
зателю надежности система в течение очередного отрезка времени А/ мо­
жет выполнять свои задачи.

Показатели, связанные с достоверностью контроля параметров сис­
темы. Под достоверностью контроля понимают вероятность правиль­
ной оценки состояния параметров (параметра) системы. Все исполь­
зуемые в дальнейшем показатели достоверности выражаю тся через 
«риск изготовителя» (ошибка первого рода) и «риск заказчика» (ошиб­
ка второго рода). Прежде чем перейти к показателю достоверности 
контроля (при многократных измерениях параметра), определим 
риск изготовителя как вероятность того, что работоспособная система 
будет в результате контроля признана негодной, а риск заказчика — 
как вероятность того, что неработоспособная система будет признана 
по результатам контроля годной.

Введем показатель оптимизации по достоверности — решающую 
функцию Р (к, п), к ^  п. Определим ее следующим образом. Пусть 
происходит я-кратное измерение высокочувствительным средством 
контроля одного и того же параметра. Если не менее /е раз (& я) 
средство контроля покажет, что параметр находится в заданном кван­
те, то принимают решение о нахождении контролируемого параметра



в этом кванте. Такую процедуру (систему) принятия решения назовем 
(к, п)-процедурой.

Решающей функцией Р (к, п) назовем условную вероятность полу­
чить заключение, что параметр находится в заданном кванте, если в 
/г повторных измерениях из п (1 <  к <  п) отмечается нахождение па­
раметра в заданном кванте при условии, что в действительнссти пара­
метр находится в заданном кванте, и о тем, что параметр не находится 
в заданием КЕанте, если в не более чем (к—  1)-м измерении из п отме­
чается его нахеждение в заданном кванте при условии, что параметр

в этом кванте не находится. 
Обычно стремятся при фиксиро­
ванном п выбрать такое к — копт, 
чтобы обеспечить

т а х  Р (к, п) — шах Р (к, п).

При этом минимизируются ошиб­
ки первого и второго рода, ко­
торые в рассматриваемом слу­
чае трактуются следующим об­
разом: ошибка первого рода — 
вероятность того, что при нали­
чии не менее к показаний о на­
хождении параметра в заданном 
кванте принимается решение о 
нахождении параметра в этом 
кванте, хотя в действительности 
параметр там не находится; 
ошибка второго рода — вероят­

ность того, что при наличии по крайней мере (к — 1)-го показания
о нахождении параметра в заданном кванте принимается решение, что 
параметр там не находится, когда в действительности он в этом 
кванте находится.

Важным показателем, связанным с достоверностью контроля, ко­
торый используется ниже в одной из оптимальных моделей техничес­
кого обслуживания, является вероятность отсутствия после контроля 
системы (группы функциональных элементов) необнаруженных отка­
зов.

В заклю чение рассмотрим важный вопрос о характере получаемых 
при эксплуатации систем по состоянию оптимальных стратегий управ­
ления. М арковская однородная стратегия управления для параметра с 
двусторонним допуском изображена на рис. 1.2, а, неоднородная стра­
тегия управления для параметра (немарковского) монотонно возрастаю­
щего типа с односторонним допуском — на рис. 1.2, б. В обоих слу­
чаях поле возможных изменений параметра разбито на три зоны (А, 
Б  и В), которые мысленно можно окрасить (по аналогии со светофором) 
соответственно в зеленый, желтый и красный цвета. При нахождении па­
раметра в зоне А  регулировки (преграды к изменению) параметра не 
назначают, зона Б предупреждающая — необходима предупредитель-
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Зона А ~~^_Зона в

6)
Рис. 1.2

г



ная (упреждаюшая) регулировка («остановиться, осмотреться, иначе 
двигаться дальше опасно»), хотя система не отказала (параметр не вы­
шел в аварийную зону В).  При попадании параметра в зону В осущ еств­
ляют аварийную регулировку (дальнейшие изменения параметра недо­
пустимы — аналогия с красным сигналом светофора).

В гл. II I  показано, как выбрать границу между зонами А ,  Б  и 
В  так, чтобы обеспечить минимум рассматриваемых показателей затрат 
и сохранить высокую надежность системы. Получаемые при этом оп­
тимальные стратегии управления имеют вид стратегий, изображенных 
на-рис. 1.2 (стратегии I и II).

§ 1.3. Технические средства контроля и диагностики 
сложных систем как инструмент эксплуатации 

по состоянию

При совершенствовании программ эксплуатации сложных систем 
и переходе к их эксплуатации по состоянию возникают проблемы созда­
ния алгоритмов обработки статистической информации, накапливае­
мой е помощью средств контроля, с целью выдачи оптимальных (по 
показателям готовности и надежности) рекомендаций обслуживаю ­
щему персоналу о проведении необходимых (упреждающих или ава­
рийных) регулировок или об оптимальных путях поиска неисправно­
стей. При обслуживании по состоянию предполагается широкое исполь­
зование текущей информации, получаемой в результате измерений па­
раметров систем.

В настоящее время получили широкое применение встроенные в си­
стему средства автоматизированного контроля, которые позволяю т бы­
стро оценивать работоспособность оборудования, а при наличии неис­
правностей выдавать сигнал «негоден». Однако эти средства автоконт­
роля пока выполняют свои функции с небольшой достоверностью и точ­
ностью; по мере совершенствования микроэлектроники и вычислитель­
ной техники встроенные средства контроля также совершенствуются, 
что позволит обеспечить более оперативное и эффективное использова­
ние различных технических систем по своему прямому назначению.

Д ля обслуживания систем существуют стационарные пункты и уст­
ройства контроля и диагностики, с помощью которых выполняются 
работы, связанные с аварийными или профилактическими заменами 
(регулировками), ремонтом, осуществлением мероприятий сезонного 
характера, различными доработками.

В ряде случаев встроенные автоматизированные системы контроля 
(например, на транспортных самолетах) могут выдавать инструкции по 
ремонту (замене съемных блоков) непосредственно в полете или после 
посадки.

Все.средства автоконтроля должны быть универсальными, легко 
приспосабливаемыми к различным системам. Они должны не только 
указывать (с точностью до сменного блока системы) место неисправно­
сти, но и выдавать по результатам контроля необходимые рекоменда­
ции на обслуживание, прогнозируя и предупреждая о возможнных не­
исправностях, одновременно сокращ ая до минимума трудозатраты  на



обслуживание. Зада*ча сводится к созданию алгоритмов анализа накап­
ливаемой информации с помощью автоматизированных систем контроля. 
Т акие алгоритмы обработки информации контроля непосредственно раз­
рабатываю т для ЭВМ, входящих в системы автоконтроля, используя 
априорную  информацию о техническом состоянии контролируемого 
оборудования. По существу, задача сводится к управлению ходом слу­
чайного процесса изменения контролируемого параметра системы и 
установлению границ его изменения на основании информации о про­
текании процесса. Это позволяет по мере накопления опыта эксплуа­
тации либо уменьшать, либо увеличивать допуски на рабочие характе­
ристики системы.
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Рис. 1.3

Проблемы самоконтроля систем автоматизированного контроля, 
высокой их надежности, малого веса и достоверности выдаваемых ре­
зультатов измерений очевидны.

Рассмотрим типовую блок-схему встроенной (или конструктивно 
объединенной с системой) автоматизированной системы контроля, в ко­
торой отображена возможность реализации алгоритмов управления 
техническим состоящим ^мл-ктов и выдачи по результатам контроля 
обоснованных рекомендаций обслуживающему персоналу. Укрупнен­
ная блок-схема такой встроенной типовой автоматизированной сис­
темы контроля изображена на рис. 1.3. Рассмотрим отдельные элемен­
ты, входящие в ее состав. Коммутаторы предназначены для выбора и 
подключения контрольных точек, согласования выходов источников 
сигналов с последующими целями. В современных системах контроля 
адреса контрольных точек поступают на коммутатор в виде последова­
тельного кода, а затем с помощью сдвигового регистра разворачивают­
ся в параллельный (или параллельно-последовательный) код. Коммута­
ция контрольных точек, как правило, двухпроводная. Каждый комму­
татор питается от сети питания системы отдельно.

Центральное обрабатывающее устройство содержит следующие 
блоки: управления (программирующий блок); селекции сигналов (ком­
мутации, нормализации и преобразования сигналов в постоянные на­
пряж ения); блок измерения и вычисления, состоящий из преобразо­



вателей «аналог — код» и вычислительного устройства; блок п и та ­
ния, в который может входить устройство управления выводом и ин­
дикацией.

Блок управления включает долговременное запоминающее у строй ­
ство (ДЗУ), выполняемое обычно на диодах. В Д ЗУ  содержатся про­
грамма контроля и информация по каждому кон филируемому п ар а ­
метру (номинал, предельно допустимые и упреждающие профилакти­
ческие допуски). Управляется Д ЗУ , как правило, от счетчика, кото­
рый одновременно выполняет функции регистра и счетчика команд. 
В числе команд должны находиться операции безусловного перехода с 
возвратом, что позволяет организовать стандартное программирование 
и менять последовательность проверок. Обычно программа контроля 
одного параметра содержит несколько команд. Команды, считанные с 
ДЗУ, поступают на счетчик команд, регистр управления селекцией си г­
налов, регистр команд и регистр выбора контрольных точек.

Блок селекции сигналов служит для выбора необходимого комму га­
тора, подключения выхода коммутатора к цепям нормализации и п ре­
образования и запоминания мгновенного значения сигнала для изм е­
рения. В блоке селекции имеются: коммутатор для подключения вы ­
хода коммутаторов параметров к нормализаторам и преобразователям 
в любой комбинации, буферные усилители, схемы запоминания н а п р я ­
жения, нормализаторы, детекторы, усилители и другие элементы . 
В блоке селекции измеряются следующие величины: постоянное н а­
пряжение, отношение постоянных напряжений, пиковое значение пере­
менного напряжения, среднее значение переменного напряж ения, от­
ношение пиковых значений переменного напряжения, частота, период.

Блок измерения преобразует методом поразрядного кодирования 
аналоговые сигналы в цифровую форму. Собственно блок измерения по­
чти всегда включает схему сравнения и преобразователь «код 
аналог». В качестве регистров управления преобразователями часто 
используют регистры арифметического блока.

Арифметическое устройство выполняет четыре арифметических 
действия. В гл. III будет показано, что часто для каждого парам етра 
не нужно хранить результаты всех предыдущих измерений, а необходи­
мо только запоминать значение параметра в момент измерения, х р а ­
нить в памяти номинал и признак (номер ) допустимого диапазона от­
клонения параметра. Это позволяет значительно уменьшить объем п а­
мяти, необходимой для хранения информации о параметрах.

Таким образом, для каждого параметра вычисляется отклонение 
измеренного значения от заданного номинала, которое затем норм али­
зуется и сравнивается с одним из диапазонов допустимого отклонения.

Перспективным является создание такого арифметического блока, 
в котором были бы предусмотрены контроль переходных процессов и 
функциональный (тестовый) контроль системы, а структура и ф у н к ­
циональные возможности блока были бы тесно связаны ,как с м етода­
ми решения задач контроля переходных режимов аппаратуры, т а к  и 
со структурой блока измерения.

Продолжим описание блок-схемы. Блок питания и связи вы дает 
питающие эталонные напряжения на центральное обрабатывающее уст-



роиство, устройство записи на магнитную ленту, блоки управления и 
выдачи сигналов для индикаторных панелей, блоки выдачи и контроля 
правильности записи на магнитную ленту и на счетчики измерения вре­
мени. Встроенная в систему индикаторная панель предназначена для 
выдачи персоналу обобщенного представления о состоянии и возмож­
ности дальнейшего использования систем оборудования (индикация 
работоспособности). Н аиболее распространенная конструкция такой 
панели — световое табло. Обычно все системы (при контроле с помо­
щ ью  встроенных средств) подразделяются на отдельные группы (для 
вывода на табло). В каждой группе может быть несколько подсистем 
или характерных мест отказов.

Кроме того, на специальную панель может выдаваться информация
о месте отказа с точностью до сменного блока. Эта информация должна 
сохраняться до конца использования системы. В этой панели исполь­
зуется ие световое табло* а бленкеры. При срабатывании бленкера его 
невозможно закрыть до тех пор, пока не заменен отказавший блок. 
Н а панель выводятся такж е сигналы самоконтроля автоматизирован­
ных средств контроля (АСК).

Блок записи на магнитную ленту предназначен для записи пара­
метров прогнозирования (которые затем обрабатывают отдельно с по­
мощью особых приставок для уточнения значений оптимальных упреж­
дающих допусков, содержащихся в ДЗУ) и параметров, вышедших за 
границы  установленных допусков. Питание и управление блоком осу­
щ ествляется от центрального обрабатывающего устройства. Параметр 
может записываться, например, в виде 12-разрядного слова (в две стро­
ки , по шесть разрядов в каждой).

Как видно из описания приведенной блок-схемы автоматизирован­
ной системы контроля, в ней, по существу, применена цифровая спе­
циализированная вычислительная машина. Однако это не исключает 
возможности выполнения задач управления контролем, анализа резуль­
татов, хранения программ и исходных данных с помощью универсаль­
ной ЭВМ. Следует только учитывать, что усложнение оборудования и 
решаемых с его помощью задач значительно увеличивает требования к 
ЭВМ. Поэтому решение с ее помощью еще и задач управления контро­
лем  потребует увеличения возможностей ЭВМ или компромисса между 
решением задач контроля и выполнением других задач.

Возможно использование ЭВМ при решении наиболее сложных или 
специфических задач контроля, когда АСК и ЭВМ связаны через схе­
му прерывания.

Степень комплектования сложной системы различным оборудо­
ванием влияет на организацию процесса его контроля. Так, в зависи­
мости от типа системы часть функций по контролю и индикации рабо- 
тос пос-обности может осуществляться на уровне всей системы, а часть— 
на уровне ее отдельных подсистем. В первом случае для автоконтроля 
и поиска неисправностей возможно применение центральной или от­
дельной ЭВМ. Во втором случае для этого используют либо ЭВМ сис­
темы, выполняющую наряду с основными функциями и функции конт­
р о л я , либо специализированное вычислительное устройство. Не ис­



ключено также использование резервных возможностей Д ЗУ  ЭВМ од­
ной подсистемы для автоконтроля других подсистем.

Выше отмечалось, что для выработки сигнала «система исправна —■ 
неисправна» (по результатам контроля параметров) необходима ед и н ­
ственная операция сравнения. Обычно измеренные в различных к о н ­
трольных точках аналоговые сигналы после нормализации и п реоб ра­
зования в цифровые подаются в специализированную (или ц ен тр ал ь­
ную) ЭВМ, где сравниваются с допустимыми (аварийными) или у п р е ж ­
дающими профилактическими пределами (допусками), хранящ им ися 
в ДЗУ. Однако этот традиционный путь измерения может быть н а р у ­
шен: операции измерения контролируемых параметров могут быть з а ­
менены непосредственно операциями их сравнения с допустимыми п р е­
делами, выполняемыми схемами сравнения, которые встраивают в ко н ­
тролируемый блок (подсистему).

Ограничения по весу не всегда позволяют устанавливать во встр о ен ­
ных системах контроля точные генераторы стимулирующих си гн алов  
и различные устройства обработки информации по результатам к о н тр о ­
ля работоспособности и поиска неисправностей. Эти устройства часто 
используются автономно. Автономные средства автоконтроля систем  
находят применение при более детальном поиске неисправностей в си с­
теме после установления факта наличия неисправности с помощью 
встроенных средств автоконтроля, на складах в процессе контроля с н я ­
тых с эксплуатации систем и находящихся на хранении отдельных под­
систем с указанием места неисправности до уровня отдельных блоков, 
модулей, плат; в ремонтных ба за х  и мастерских с локализацией неис­
правности внутри блока, модуля, платы до уровня отдельных элем ен ­
тов. Большая часть этой работы выполняется автоматически, од н ако  
остаются еще и многочисленные ручные операции. После устранения 
неисправностей, выполнения ремонтных и регламентных работ автоном ­
ные устройства автоконтроля осуществляют более глубокую проверку  
всего контролируемого оборудования, чем встроенные средства авто ­
контроля. При этом ЭВМ во встроенной системе контроля долж на р а ­
ботать совместно с ЭВМ автономного средства автоматизированного 
контроля (например, в процессе записи на магнитную ленту автоном ­
ная ЭВМ анализирует те дополнительные параметры, которые не под­
вергались анализу с помощью ЭВМ, входящей в состав встроенных 
средств контроля).

Отметим также, что функции автоматического (аварийного или 
профилактического) ремонта, ограниченные на первом этапе о п ер ац и я ­
ми замены отказавших блоков и регулировками параметров, могут 
быть реализованы на базе современной техники. Например, перебои в 
том или ином устройстве могут быть устранены автоматической р егу ­
лировкой его рабочих характеристик.

На основании накопленного опыта конструирования, производства 
и эксплуатации аналоговых систем, опыта проведения испытаний си с­
тем, впервые поступающих в эксплуатацию, назначают (приближ ен­
но) основные и упреждающие (профилактические) допуски на все и з­
меряемые в процессе эксплуатации параметры. Если обслуж ивание в 
эксплуатации производят с помощью средств автоконтроля, то  для



уточнения введенных допусков собирается информация о поведении па­
раметров оборудования во времени. Далее эта информация обрабаты­
вается по однотипным системам, эксплуатируемым в пределах одной 
климатической зоны. Затем проверяют различные модели реальных 
процессов изменения параметров. Последующие алгоритмы обработки 
такой информации представляют собой во многих случах стандартные 
алгоритмы решения задач математического программирования или про­
стых вероятностных неравенств (как правило, со случайным аргумен­
том). Для решения задач по имеющимся алгоритмам управления (и 
прогнозирования) техническим состоянием систем используют ста­
ционарные ЭВМ. Д ля хранения, обработки, использования (в том чис­
ле и выборочного) накопленной информации могут быть применены ме­
тоды новой науки — теории информатики.

После уточнения основных (предельных) и упреждающих профи­
лактических допусков все регулировки (аварийные и профилактичес­
кие) осуществляют непосредственно при эксплуатации систем.

§ 1.4. Методы исследования сложных систем 
как объектов эксплуатации

Задачи эксплуатации сложных систем, выдвигаемые практикой, 
последние два десятилетия решали с помощью математических моде­
лей, на которые накладывали такие большие допущения, что целесо­
образность применения полученных решений вызывала большое сом­
нение. В настоящее время к исследованиям все шире привлекают ма­
тематиков. Это такие крупные советские ученые, как Б. В. Гнеденко, 
Ю. К- Беляев, А. Д . Соловьев, И. Н. Коваленко, В. А. Каштанов и др., 
из иностранных ученых следует упомянуть Р. Барлоу, С. Дермана, 
Ф. Прошана и др.

При решении задач эксплуатации систем стали, по существу, в пол­
ном объеме применять методы математической статистики, особенно но­
вого раздела этой науки — статистики случайных процессов, метод 
статистического моделирования.

В последнее время для решения все усложняющихся задач эксплу­
атации сложных систем с успехом применяли следующие методы: уп­
равляемых марковских и полумарковских процессов, теории восста­
новления, последовательного анализа (правила остановки наблюде­
ний), теории управления запасами, математического программирова­
ния (рис. 1.4).

Следует отметить, что многие задачи эксплуатации еще не решены 
либо из-за сложности разработки подходящих математических мето­
дов, либо из-за непреодолимых пока трудностей вычислительного ха­
рактера (например, при решении задач большой размерности методом 
динамического программирования).

Все это позволяет говорить о перспективе широкого использования 
современных математических методов для решения задач эксплуата­
ции сложных систем и о теории эксплуатации сложных технических 
систем как о новом, практически важном и перспективном научном на­
правлении.
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В знак признания достижений науки об эксплуатации сложных сис­
тем в ряде публикаций ее называют эксплуатационной кибернетикой. 
Следует такж е подчеркнуть, что ряд проблем, рассматриваемых при 
эксплуатации сложных систем, относится не только к прикладной ма­
тематике, но и к медицине, инженерной психологии и педагогике (на­
пример, проблема повышения качества работы операторов, взаимодей­
ствующих в процессе эксплуатации со сложными системами). Пробле­
ма выявления причин износа и разрушения элементов и узлов слож­
ных систем при эксплуатации уже сейчас занимает умы химиков, фи­
зиков, металлургов и математиков.

Ниже рассмотрено применение современных математических мето­
дов для решения разнообразных (в большинстве случаев экстремаль­
ных) задач эксплуатации сложных технических систем. Изложение тео­
ретического материала сопровождается иллюстрирующими примера­
ми (которые в ряде случаев имеют и самостоятельный интерес) и тех­
ническими решениями, позволяющими автоматически реализовать 
предлагаемые алгоритмы.

ГЛ А В А  И

О РГАНИЗАЦИЯ ЭКСПЛУАТАЦИИ ЭЛЕМЕНТОВ 
СИСТЕМЫ ПО ЗАДАННОМУ РЕСУРСУ

Создавая современные технические системы (особенно высокоответ­
ственные), отказы  в которых могут поставить под угрозу безопасность 
человека или привести к невыполнению заданий, стремятся спроекти­
ровать и изготовить систему на основе так называемого «принципа 
равнопрочности». Образующие такую  систему элементы одного иерар­
хического уровня (например, системы, входящие в сложный авиаци­
онный радиоэлектронный комплекс, или элементы внутри каждой сис­
темы этого комплекса) должны обладать высокой и примерно одинако­
вой надежностью.

Однако принцип равной прочности далеко не всегда удается реали­
зовать на практике. Причин много: различные нагрузки (механические 
или электрические) на элементы конструкции, неодинаковое воздейст­
вие окружающей среды, отличия в технологии изготовления элемен­
тов и др. Поэтому в реальных системах в процессе эксплуатации воз­
никают так называемые «слабые» или «узкие места» — некоторые эле­
менты отказываю т наиболее часто и очень важно заменить такой эле­
мент до отказа, но сделать это наиболее экономично. К элементам по­
добного типа в радиоэлектронной аппаратуре принадлежат, например, 
некоторые типы генераторных ламп, разрядников, различные трущиеся 
детали др. Эти элементы, как правило, при отказе «разрушаются» на­
столько, что не подлежат восстановлению. В дальнейшем будем назы­
вать такие элементы стареющими. Время до их отказа часто подчиня­



ется нормальному закону распределения, а функция интенсивности от­
казов возрастает со временем.

Функция интенсивности отказов невосстанавливаемых элементов 
имеет вид

/(Оk( t ) :
1 - F ( t )

где F (t) — функция распределения времени безотказной работы эле­
мента; /  (t) — F' (t). Статистически функция к (t) определяется сле­
дующим образом. Пусть имеются данные по отказам N  однотипных эле­
ментов и пусть п к — число отказов на /г-м интервале 1(/г — 1) h, kh] 
длины h.  Тогда для k-vo интервала статистическое значение функции 
к (t) (обозначим его через к* (t) ) определяется [19] по формуле

= --------------—-------------- ,-(Л— 1) А < /< Д г А .
(/V— nk _ i ) h

В дальнейшем предполагается, что стареющие элементы обладают мо­
нотонно возрастающей функцией к  (/), т. е. к' (t) > 0 .)

Проанализируем сначала модель выбора оптимального значения 
ресурса стареющего элемента, рассматриваемого как  «черный ящик». 
Далее в качестве стареющего рассмотрим зарезервированный элемент 
с известной структурой соединения входящих в него подэлементов. 
Затем будет рассмотрена процедура выбора комплекта запасных эле­
ментов, необходимых для осуществления технического обслуживания 
системы с элементами' стареющего типа.

Важнейшим результатом всей главы является вывод о том, на­
сколько повышается надежность системы при эксплуатации элементов 
стареющего типа по заданному (выбираемому оптимально по показа­
телю оперативной готовности) для каждого элемента ресурсу. Далее 
рассматривается модель технического обслуживания стареющих эле­
ментов с учетом зависимости по времени обслуживания. Применение 
полученных здесь результатов на практике позволит создать для ряда 
систем оптимальный регламент технического обслуживания при эксплу­
атации элементов по ресурсу.

§ 2.1. Определение оптимальной величины задаваемого  
ресурса для элемента стареющего типа

Рассмотрим непрерывно работающий в системе элемент стареющего 
типа. Предполагаем, что стареющие элементы в технических системах 
функционируют независимо и имеют пренебрежимо малую  вероятность 
отказа при простоях системы.

Считается, что отказ элемента происходит мгновенно и факт появ­
ления отказа сразу же становится известным обслуживающему пер­
соналу или фиксируется с помощью автоматической аппаратуры конт­
роля. Элемент может быть заменен исправным в порядке профилакти­
ческого обслуживания или в аварийном порядке (при отказе). Счита­
ется, что в среднем известно время замены отказавш его и исправного 
элементов. Обозначим эти значения соответственно через Т г и Т г.



Очевидно, что 7 \ ^  Т2, так как после замены отказавшего элемента 
часто планирую т дополнительные проверки. Предполагается также, что 
во время любой замены элемент нельзя использовать по назначению.

Определим заданный ресурс элемента как наработку, по истечении 
которой он должен быть заменен. Показателем, по которому выбирают 
оптимальное значение заданного ресурса стареющего элемента, явля­
ется коэффициент оперативной готовности р  (х , t). Этот показатель име­
ет смысл вероятности застать элемент в исправном состоянии в произ­
вольный момент времени t и проработать безотказно после момента t 
в течение времени х. Предположим вначале (затем от такого обобще­
ния откаж емся), что времена плановых замен элемента являются реа­
лизациями некоторой случайной величины Y, имеющей функцию рас­
пределения G (¿). Интервалы между заменами элемента образуют во 
времени последовательность независимых, одинаково распределенных 
случайных величин (образуют процесс восстановления). Обозначим ма­
тематическое ожидание числа восстановлений к моменту t через Н  (t). 
Ф ункцию Н  (t) предполагают дифференцируемой и называют функци­
ей восстановления.

П редполагаем длительную эксплуатацию системы, поэтому рас­
смотрим показатель р (х, t) при t-*- оо, т. е. р (х) — lim р (х, t).

<-оо
Запишем выражение для р (х, t) через функции G (t), F (t) и Н  (t) и 
перейдем к пределу при t-*- оо.

Событие, заключающееся в том, что элемент безотказно прорабо­
тает в промежутке (t, t +  х), является суммой следующих событий: 
в промежутке (0 , t< не планируется замена исправного элемента и в 
интервале (0 , t + x )  элемент не отказал (в течение времени оператив­
ной работы х  его замена не планируется); в момент |  (0 ^  t) за­
кончилась замена элемента (исправного или после отказа) и далее в 
интервале (£, t ) не планируется замена исправного элемента, а в про­
межутке времени (I, t +  х) не произошло отказов элемента.

Вероятность первого события такова: [1 — F (t +  *)1 И — G (/)]. 
Вероятность второго события равна (£ может принимать любые зна­
чения от 0 до t, поэтому применяем формулу полной вероятности)

J  [1 _  о  ( / _ £ ) ]  [1 - F ( t  +  x - l ) }  dH  (£).
О

Рассмотренные события несовместны, следовательно, окончательно 
получаем

р (х, t) — (1 — G (01 [1 — F (t +  *)] +
t

+  J [1  — G (i — £)][ 1 -  F (t +  x  -  g)J d H ( l ) .  (2.1)
0

Чтобы в выражении (2.1) перейти к пределу при со, восполь­
зуемся узловой теоремой восстановления (251: если Q (t) — неотри­
цательная, невозрастающая функция, определенная при всех t и 
Q (0 <  оо, то

t ОО

lim Г Q (t— и) d Н (и) =  —  [ Q (и) du. 
f->oo (X J

0 О



Теорема сформулирована применительно к процессу восстановления, 
поэтому £> (0  =  [I — б  (/)] И — Р (I х)1; математическое ожи­
дание интервала между заменами элемента (либо после отказа , либо 
после выработанного расчетного ресурса). Тогда

ас
р(х) = —  Г [1 - 6 (0111 — Я (* - ;Г )1 <М. (2 .2 )

" }
Определим и по формуле полного математического ожидания:

и -  ^ [ 1— б  (01 [ 1— я  т  а  -г т г \ ^  (о й б  (о -г т ,  (■ о  (о ^  (о- <2.з>
о о ' о

Здесь первое слагаемое есть математическое ожидание времени работы 
элемента без отказов и замен, второе слагаемое характеризует долю 
времени (от величины Тх) на замены отказавших элементов на фикси­
рованной позиции, а последнее слагаемое — долю времени (от вели­
чины Т 2), приходящуюся на предупредительные замены исправного 
элемента.

Учитывая выражение (2.3), запишем (2.2) в виде

с [1 —О (/)] [1 —^ и  -г*)] А*
/ ч оР (х) = ---------------------------------:--------------------------------------------------------------•ОС ОС ЛЗ

Г [1—0 ( о ш - П О Н '+ М  р (0 ¿а(1)-гТ2 \ [1—
о 0 о

Интегрируя по частям, можно получить для р (х) выражение вида
во I ОС

р (х) =  [ А (0 сЮ (0 ] в  (0 сЮ (0- (2.4)
0 10

Последнее выражение является дробно-линейным функционалом от­
носительно б  (/).

Строго говоря, следовало бы найти такой закон распределения б  Ц), 
рри котором вероятность р (х) принимала бы максимальное значение, 
т. е. решить сложную задачу вариационного исчисления. О днако мы 
сведем данную задачу к исследованию на экстремум функции одного 
аргумента, воспользовавшись тем, что максимум дробно-линейного 
функционала типа (2.4) необходимо искать в классе функций распре­
деления

0 |  0 при « т ,  (2 6)
I 1 при t > т .

Прежде чем перейти к отысканию экстремума функции р  (л;), по­
кажем, что ее действительно можно привести к виду (2.4). В самом деле, 
если обозначить

( + х
У ( ( , х ) =  Г [1 — ̂ (0 1  с1/ =  [[1  — Р(* +  х)] м ,

< о



то можно записать

|  \|> (/, х) АО (/)

р(*) =  - ------------- 5---------------------------------- , (2 .6)
Г [ф </, 0) +  7’|  +  (7’1- Г 1) ^ ( / ) |  «Ю(0
о

где А (/) =  т|> а,  0) > 0 ;  В (/) — (*, 0) +  Т г +  (7 \ -  Т г) ^  (0 > 0 .  
П одставляя в  (/) из (2.5) в (2.6), получаем

('+*)! <1/
р  (Х< Т )  =  --------------2--------------------------------------------------  ( 2 . 7 )

Г [1 —^  (01 +
о

Дифференцируя (2.7) по т и приравнивая полученный результат нулю, 
находим необходимое условие экстремума функции р  (х , т):

Т х - Т ,

I
+

Т

- 7 - ^ " -—- ^  (т) +  ^  (т) Г [1 — Р  (01 «1/ 
1— г  {Г) 3

-р(ч)

г , - г ,
^ (т )

1 — /■ (т +  х)
о

1—5 (т+ х )

(2.8)

Уравнение (2.8) имеет хотя бы один корень, в чем можно убедиться, 
сравнивая значения его левой и правой частей в точках т =  0 и т  =  оо. 
П усть т1,.. . ,  тп — корни уравнения (2.8). В данном случае X' (/) > 0 ,  
поэтому оптимальным значением корня (обозначим его через т0) сле­
дует считать наименьший положительный корень уравнения, так как 
в этом случае функция т а х  р  (х, т,), I =  1, п, является монотонно

убывающей по тг. При некоторых допущениях уравнение (2.8) можно
*

упростить. Так, если считать, что х<ё  | [1 — Р (/)] (время оператив-
ной работы элемента мало по сравнению со средним временем его без 
отказной работы, что чаще всего и бывает на практике), то

1 Р  (1 +  х) «  1 -  Р  (0  4 ( 1 -  У (/)]' х =  1 — Р  (/) — /  (0 х.

В этом случае (2.7) преобразуется к виду

X

I  [1—^ ( 0] (И— т) 
р (X) ~   ̂ . (2.9)

|  [1— Р ( 0 ]  ё (+ Г 3- (Т 1- Г 2)Р ( т )
о



Дифференцируя (2.9) по г и приравнивая полученный результат нулю, 
получаем уравнение (необходимое условие экстремума функции р (х, 
т) с учетом введенного допущения)

-Т2-\-х

т

- Р (т) +  к (х) Г [ 1 -  Р  (01 хК (т), (2 . 10)
^ ‘ 1 — 1 2~ГХ

решение которого определяет оптимальное значение заданного ресур­
са элемента; по истечении этого ресурса элемент должен быть о б яза­
тельно заменен. Если ввести еще одно часто выполняемое на практике 
допущение Т г ((т) 1, то уравнение (2 . 10) принимает вид у р авн е­
ния Трулава [63]:

££ 1-

1- ^ ( т )  +  Х(т)Г [1 -/4 0 1

(2 . 11)

Т а б л и ц а  2 .1

т , при значениях отношения Тг/ ( Т1 +  х)

а,  отк/ча а Ь,  отк/ч 1л о
о о

ед
о

ео
о о

Ю
О

Ю
О О

00
О

СЙ
о

э*

к

1,05— 1,25 0—0 ,08 5 7 10 12 15 20 30 40 50 80 10

0,004
0 ,9 5 0— 0,04 6 8 12 20 24 30 37 65 115 200 20

0 ,9 3 0 - 0 ,0 4 6 9 13 21 26 34 46 68 120 250 21

0 ,85 0— 0,02 6 9 15 21 27 36 53 75 128 310 22

0,0015
1 ,10— 1,25 0—0,03 7 10 16 22 28 37 51 76 130 315 25

0 ,8 5 — 1,05 0— 0 ,3 8 13 18 24 30 40 57 80 140 340 37

0.001
1 ,10— 1,25 0—0,02 9 14 20 25 32 42 58 82 145 345 40

0 ,8 5 — 1,05 0— 0,02 10 16 25 30 4.) 52 70 НО 150 400 42

0,0006
1 ,10— 1,25 0—0,012 12 20 27 35 45 57 75 120 16Э 410 43

0 ,8 5 — 1,05 0—0,012 15 23 30 40 50 60 85 140 230 5 0 0 60

0,0004 0 ,8 5 — 1,05 0—0,008 20 27 45 55 60 80 100 200 300 600 70

0,00015 0 ,8 5 — 1,05 0—0,003 30 45 60 90 110 140 200 250 400 1000 120

0,0001 0 ,8 5 — 1,5 0 - 0 ,0 0 2 35 50 75 100 140 180 260 350 600 1300 150

0.00Э06 | 0 .8 5 — 1,05  I 0—0,00012 | 5Э | 75 |Ш |1 5 а |2 0 0 1  250 | 350 | 5 0 0 1 7 0 0 11700)200



а,  отк/ч* Ь,  отк/ч

То при значениях отношения Тг/(Ту-\-х)

Т. ,  ч
0 ,0 5 0 ,1 0 ,2 0 ,3 0 ,4 ° - 5 - 0 ,6 0 ,7 0 ,9

0 ,0 1 0—0 ,2 3 5 8 12 15 20 25 30 100 7 ,5
0 ,0 0 8 0—0 ,1 6 4 6 9 13 17 22 27 35 120 8 ,5
0 ,0 0 6 0—0,12 5 7 10 15 19 25 32 45 140 10
0 ,0 0 4 0— 0,08 6 8 12 17 22 28 35 50 150 12
0 ,0 0 3 0 - 0 ,0 6 7 9 14 18 25 32 40 60 200 17
0 ,0 0 2 0— 0 ,0 4 8 И 17 22 28 37 48 70 230 21
0 ,0 0 1 6 0—0,032 9 12 19 25 33 44 58 76 260 25
0 ,0 0 1 2 0—0,0 2 4 Ю 14 21 29 37 49 65 90 280 29
0 ,0 0 0 8 0— 0,016 12 17 26 35 45 60 72 100 340 37
0 ,0 0 0 6 0—0,012 14 20 30 40 52 65 82 115 380 43
0 ,0 0 0 4 0—0,008 17 24 37 50 62 80 100 140 450 54
0 ,0 0 0 3 0—0,006 19 28 42 57 72 92 120 165 500 63
0 ,0 0 0 2 6 0—0,0 0 5 21 31 47 62 80 102 127 175 550 72
0 ,0 0 0 2 0—0,004 23 34 52 70 88 110 145 190 600 80
0 ,0 0 0 1 5 0— 0,003 28 40 59 77 100 120 163 220 670 93
0 ,0 0 0 1 0— 0,002 33 46 71 98 125 150 200 270 850 110
0 ,0 0 0 0 8 0—0 ,0016 36 53 81 107 138 175 226 310 950 130
0 ,0 0 0 0 6 0— 0,0012 44 62 92 125 160 205 260 350 1050 150
0 ,0 0 0 0 4 0— 0,0008 53 77 115 152 186 250 320 430 1300 185
0 ,0 0 0 0 3 0—0,0006 63 85 132 117 225 285 370 500 1500 215
0 ,0 0 0 0 2 5 0— 0,0005 66 95 145 193 247 312 400 540 16Э0 240
0 ,0 0 0 0 2 0—0,0004 74 108 163 216 275 350 450 600 1800 270
0 ,0 0 0 0 1 6 0—0,00032 84 119 181 242 307 390 500 670 2000 300
0 ,0 0 0 0 1 4 0—0,00028 90 128 193 257 330 417 535 720 2150 325
0 ,0 0 0 0 1 2 0—0,00024 95 139 209 279 355 450 575 775 2350 350
0 ,0 0 0 0 1 0— 0,0002 105 153 229 305 390 492 635 850 2550 385

У равнения (2.10) и (2.11) удобно решать (если нет возможности исполь­
зовать ЭВМ) графически: строят график функции, стоящей в правой 
части  уравнений, по оси ординат откладывают отношения Т г/(Т1 —
—  Т 2 + х )  или Т 2/(Тх х).  Точка пересечения построенной функции, 
имеющей монотонно возрастающий характер, и прямой 7У (7\ — Т 2 +  
+  х)  или Т 2 1(Тг +  х), параллельной оси абсцисс, определяет зна­
чение т0.

Н а практике поступают следующим образом. После определения 
вида функции X* (/) и сглаж ивания ее с помощью монотонно возрас­
тающей кривой для использования соотношения (2 . 11) необходимо 
зн ать  7 \, Т 2, х  и функцию Т7 (г1). Значения 7\, Т 2 определяют простым 
расчетом непосредственно из статистики, величину х  задают условиями 
применения системы, а функция Р  (/) после нахождения Я (/) имеет вид

«
—|  Л (/) 61

/=■(/)= 1 — е 0 . (2 . 12)

Д л я  удобства использования предлагаемой методики на ЭВМ с помощью 
алгоритма (2 . 11) были рассчитаны оптимальные сроки замен элемен­
тов по наработке. При этом варьировалось отношение 7 У (7 \ +  х) 
и были взяты наиболее распространенные функции вида К Ц) =  аР*+Ь,



где а характеризует тенденцию роста кривой к (/), а  — скорость ее р о с ­
та, Ь — начальное значение функций к  (/).

В табл. 2.1 приведены значения т0 при изменении Т 21 (7 \  +  х ) 
от 0,05 до 0,9 и различных а, Ь, а , а в табл. 2.2 — при а  =  1. В табл . 
2.1 и 2.2 Т 0 — среднее время безотказной работы элемента:

Т 0 =  7 [1 — Р  (01 СИ,
0

1 — Р (0 =  0 при Т  >  Ттах, где Т тах — максимальное значен ие 
реализации случайной величины Т  в рассматриваемой выборке.

Определим эффективность предлагаемых оптимальных замен э л е ­
ментов по ресурсу (наработке), считая, что все элементы с внезапными 
выходами из строя эксплуатируются до отказа (по уровню надежности) 
и по заданному оптимальному ресурсу. Оценим эффект по числу п р е­
дупрежденных отказов, получаемый в результате применения п р ед л а­
гаемой эксплуатации по ресурсу. Очевидно, что общее число замен при 
этом увеличивается. Пусть имеем систему из десяти съемных элементов 
(узлов). Эксплуатация системы по наработке должна длиться 2000 ч. 
Интенсивности отказов каждого из 10 элементов, значения Т ъ Т 2, 
Т 2КТ 1 +  х) и рассчитанные по алгоритму (2 . 11) значения т0 для к а ж д о ­
го элемента приведены в табл. 2.3.

Т а б л и ц а  2 .3

№
элемента >. (О. 1/ч Т„  ч г . .  ч

т,
т0. чТ1 +  Х

1 0 ,0 0 6 — 0 ,0 2 3 6 0 ,27 20
2 0 ,0 0 4 —0,0 1 5 3 6 0 ,2 7 22
3 0 ,0 0 2 —0 ,0 1 5 4 5 0 ,4 0 31
4 0 ,0 0 8 — 0,01 4 14 0,21 23
5 0 ,0015— 0,0005 4 5 0 ,4 0 55
6 0 ,0 0 1 — 0,0005 4 12 0 ,2 4 36
7 0 ,0 0 4 — 0,0004 3 5 0 ,3 0 51
8 0 ,0 0 2 — 0,0003 4 5 0 ,40 72
9 0 ,0 0 0 6 —0,0002 4 12 0 ,2 4 56

10 0 ,0008— 0,00008 12 13 0 ,6 7 203

Полученные методом моделирования количественные данные, х а ­
рактеризующие число предупрежденных отказов системы в течение 
2000 ч ее эксплуатации, и необходимый запасной комплект элементов 
приведены в табл. 2.4*.

Как видно из табл. 2.4, при эксплуатации элементов системы по 
ресурсу процент упрежденных (внезапных) отказов элементов системы 
доходит до 60 (относительно числа выходов из строя элементов системы 
при их эксплуатации по уровню надежности, т. е. до отказа). При этом  
число замен при отказах и предупредительных замен (а следователь­
но, и ЗИПа) возрастает примерно в 1,5—2 раза.

* Эти данные впервые приведены в 124]. 
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Число требуемых замен
(запасной комплект)

Номер элемента Процент учрежденныхсистемы отказов при эксплуатации
при эксплуатации при эксплуатации по ресурсу

до отказа по ресурсу

1 62 98 33
2 50 88 58
3 52 68 44
4 48 78 60
5 34 49 30
6 38 52 46
7 40 54 33
8 28 30 31
9 22 35 47

10 14 15 8

В § 2.3 выведены аналитические зависимости для определения ком­
плекта ЗИПа в условиях организации оптимальной эксплуатации эле­
ментов стареющего типа по заданному ресурсу.

§ 2.2. Эксплуатация по заданному ресурсу 
зарезервированного элемента

Зарезервированным назовем элемент, содержащий п элементов, из 
которых т являются основными ( т <  п ),а  п  — т  — резервными. Ре­
зерв может быть любого вида. При современной технологии изготовле­
ния элементов, входящ их в сложные системы, зарезервированный эле­
мент может быть выполнен в виде отдельного модуля, содержащего уст­
ройство автоматического подключения резервных элементов вместо от­
казавших основных. Будем считать, что модуль отказывает, если при 
отсутствии резервных элементов происходит отказ хотя, бы одного из 
т  основных элементов. При этом модуль подлежит восстановлению пу­
тем замены отказавших и регулировок исправных элементов.

Рассмотрим длительную  эксплуатацию зарезервированного ‘ эле­
мента. Так как зарезервированный элемент обладает монотонно воз­
растающей интенсивностью отказов, т. е. является стареющим эле­
ментом, то выражение

Т

р  (х, I) =  /  [ 1 — р  (г +  х)] си ¡\1
о

справедливо и в данном случае. Только здесь интервал т — наработка 
зарезервированного элемента, по истечении которой он должен быть 
подвергнут регламентным работам, заключающимся в замене отказав­
ших элементов и восстановительных мероприятиях (регулировках и 
наладках) исправных элементов. Поэтому в рассматриваемом случае

И =  р 0 (т) Т 0 4- рх (т)7\ -Ь ... +  рп (т) Т п 4- т,



где р г (т), / -  0, п, — вероятность иметь к началу регламентных р а­
бот I отказавших элементов, Т ,, г =  0 , п, -  среднее время полного 
восстановления зарезервированного элемента во время регламентных 
работ при условии, что имеется / отказавших элементов. Очевидно.

что 2  (т) — 1- Таким образом, имеем

(  [ I — -4-*)](!<

Р (х , 0  --------------------------—---------------  (2 1 Я*
Ро (т) Т 0-г  . . .  ~грп (т) Т п -4-т ’

Далее для каждого вида резерва определяют функции ^  (/), р 1 ((),
I =  0 , п, и из условия

др (х , ()
—  ■ — 0  (2 .14)

<7Т

при существовании единственного (или глобального) максимума функ­
ции р (х. I) находят искомый оптимальный период регламентных работ 
для зарезервированного элемента по наработке.

Вычислим оптимальный период выполнения регламентных работ 
для зарезервированного элемента, состоящего из одного основного и 
одного, двух и трех элементов в ненагруженном резерве. Считаем, что 
время безотказной работы элемента на основной позиции распределено 
экспоненциально с интенсивностью X. Пусть зарезервированный эле­
мент сначала состоит из двух элементов — основного и резервного 
(резерв ненагруженный). В этом случае

Р (0 =  1 _  (1 +  щ  е - и
Тогда

Т

|  [1 + Ц

Р (X, т ) :
Т'ое ^т-гГ 1А,те

Убеждаясь в существовании единственного максимума функции 
р {х, т), полагая для простоты х  — 0 и используя условие (2.14), 
получаем уравнение для определения оптимального периода профилак­
тики т0:

2т Г2 е-*-*— Г.- е ~ 2Хг — >хг е ~ Кг___ —
‘ к  '

+ т е~ЛТ + 2 Т° е~ХГ “ Т° е~п% + е-Хт—

— Л7\ х е ~ 2Ят— Г2Ят е ~ ?-* =  0. (2.15)

Уравнение (2.15) можно решить графически.
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Д ля зарезервированного элемента, состоящего из одного основного 
элемента и двух ненагруженных резервных элементов,

Р ( т )
Т 0 е - Ят +  7Ч Хт е “ * т +  Т г е ~ Лт +  Т а |

т

1 ( 1 + ^ + е - Х т (1г

! + \ т  +  р р - ) е - и |+ т
(2.16)

Где я, — интенсивность отказов одного элемента; Т 0 — среднее время 
контроля системы, если все три элемента исправны; 7 \ — среднее 
время контроля системы при неисправности одного элемента; Т 2 —  
среднее время контроля системы при неисправности двух элементов; 
Т 3 — среднее время контроля системы при неисправности всех элемен­
тов.

Считаем,что при контроле все неисправности устраняются, поэтому 
Т 0 <  7 \  <  Т 2 <  Т 3. Из выражения (2.16), выполняя требование 
(2.14) и производя преобразования, получаем трансцендентное уравне­
ние для определения оптимального периода регламентных работ заре­
зервированного элемента, состоящего из одного основного и двух ре­
зервных элементов

З т е - ^  +  (3/2)Хт2 е - ^  +  (Я2/ 2) т 3 е - ^  — 2Г0е - 2̂  +

+  Лт7,0 е - 2̂ — Ь2 т2 Тх е ~ 2кх +  Т 2 е ~ ^ — 2кхТ2 +
+  (Я2/2) т2 Г 2 е ~ ^  — Г2 е - ?Ят +  ЯтГ2 е - 2Ят — (3/2) X2 т2 Т2 е ~ ^  +

+  7 з е - я т  +  ЯТГ3 е ~ Кх— № х 2Т 3 е ~ ^ ~ Т 3 е - 2^  — 2А,тТ 3 е ~ 2^ —

— (Хг/2)  т* Т 3 е ~ 2 и — к3т3 Тя е - 2^  +  ( З А ) е - ^  +  ЗГ 0е - ^  +
+  3 Гг е - 2^  — 37,1 е - Хт +  (Я,*/2) т2 7 \ е - 2̂  +  ЗХт7\ е ~ ^  +

+  2Х2 т2 Г ,е - * * — З Д - 0 .  (2.17)

Д ля зарезервированного элемента, состоящего из одного основного 
и трех резервных элементов (х  — О, резерв ненагруженный)

Т
[ (1 + Х / +  Х2 /*/2 +  X3 /3/6) е “  (1/

р (т) =
7'0 е_Л'т +  Г1 Хт е - Хт+ Г 2 (А,* тг е“ Лт/2 )  +  

|  (1 + Х/ +  Х* Р/2  +Х,з ¿з/6 ) е _Я ( (1/

+ Т з(^ 1 Г " е ~ Лт) “гГ<
X» тг X3 т3 \ т

1 _  1 + Х т -Н — т— +  — “—  е т

(2.18)



Выполняя требования (2.14), можно получить исходное уравнение 
для определения т0 в данном случае. Решения этого- уравнения и урав­
нений (2.15) и (2.17) приведены в табл. 2.5. Исходные уравнения были 
решены на ЭВМ методом деления отрезка пополам или методом про­
порциональных частей. Корень каждого уравнения находился в два 
этапа. Сначала функция р (т) исследовалась на знакопеременность и 
определялся интервал, в котором находится максимум. Затем в этом 
интервале, но с меньшим шагом, отыскивался корень т0. Исследования 
функций р (т) на знакопеременность показали, что эти функции глад­
кие, не терпят разрывов и каж дая имеет только один максимум.

Значения т&*>, то3), т{,4) для случаев, когда зарезервированный 
элемент состоит соответственно из двух, трех и четырех элементов, 
при наиболее часто встречающихся на практике значениях X, Т 0, Т и  
Т 2, Т 3 и приведены в табл. 2. 5.

Т а б л и ц а  2 . 5

№ п /п отк/ч

Время регламентных работ, ч
О п ти м ал ьн ая  периодичность 

проведен и я регламентны х 
р аб о т , ч

То Т, Т, Т, г . Л  г)  То 4 3>

1 0 ,0 5 0,1 0 ,2 0 ,3 0 ,5 0 .7 5 ,2 1 9 ,0 3 13,8
2 0 ,0 2 0 ,2 0 ,4 0 ,8 1,1 1,2 11 ,9 2 1 ,0 2 8 ,6
3 0,01 0 ,3 0 .5 0 ,9 1 ,3 1 ,7 2 1 ,7 4 0 ,3 6 0 ,6
4 0 ,004 0 ,6 0 ,9 1 ,4 1,9 2 ,5 5 0 ,4 9 6 ,8 148,1
5 0,002 0 ,8 1,2 2 ,0 2 ,6 3 ,4 8 7 ,5 174 ,6 273,1
6 0,0012 1,2 1 ,8 2 ,6 3 ,2 4 ,0 140,8 2 8 5 ,6 460 ,5
7 0,001 1.3 2 ,0 2 ,8 3 ,4 4 ,2 163,2 3 3 4 ,7 5 4 5 ,6
8 0,00084 1,5 2 ,2 3 ,2 3 ,9 4 ,6 192,1 3 9 4 ,7 6 4 1 ,8
9 0,00015 1,9 2 ,6 3 ,4 4 ,2 5 ,0 6 4 7 ,2 1514 ,7 2749

10 0,00005 2 ,5 3 ,2 3 ,8 4 ,9 6 ,0 1467,6 3678 7003

§ 2.3. Выбор числа запасных элементов для обеспечения 
оптимальной эксплуатации по заданному ресурсу

В данном параграфе приведена модель выбора запасны х элементов, 
которая тесно связана с моделями определения оптимальной наработки 
элементов при их эксплуатации по ресурсу, изложенными в двух пре­
дыдущих параграфах. Заметим, что для применения излагаемой ниже 
модели к задаче, рассмотренной в § 2 . 2 , необходимо знать функцию 
интенсивности отказов всего зарезервированного (стареющего) эле­
мента и осуществлять его замену либо после рассчитанного по алгорит­
мам § 2.1 ресурсу, либо после его отказа (при отказе (п  — т  - 1)-го 
элемента) *.

• Приведенные ниже результаты впервые получены Э. Н. Степановым и 
В, Н , Степановым [36].



Д ля определения запасного комплекта воспользуемся сначала сле­
дующим асимптотическим (при t оо) результатом, справедливым для 
конечных М [Г] и О [Г1 ([19]):

V </)— |?/М ГГ] ,  )
- = = = = г < х  } « ф ( х ) .  (2.19)
V О [Т] */(М (7'])» )

Выражение (2.19) выведено для мгновенного времени осуществле­
ния замен. Здесь V (/) — число замен элемента (фиксированной пози­
ции) за время I: М [Г] — среднее время до замены элемента (либо пос­
ле отказа, либо после выработанного ресурса); О [Г ]— дисперсия сред­
него времени Г  до замены элемента; Ф (я) — функция Лапласа.

Применительно к случаю мгновенной замены элементов

I Р (() при « Г ,
I 1 при / >  Г; '

для мгновенного времени замен
ас Т

М Г Л  =  |  [ 1 - Л - ( / ) ] ( 1 /  =  |[1 -7 ? (0 ]< 1 * ;
о о

О [Г] =  л и г * ] — (М [Т \)\
т

где М [Г 2] =  ] 2/ [1 — Р (/)] (1г.
о

Приведенный алгоритм определения запасного комплекта эле­
ментов верен при их эксплуатации как по ресурсу, так и по надежно­
сти (до отказа). Он имеет, с одной стороны, самостоятельный интерес, а 
с другой — будет полезен при изложении модели выбора запасного 
комплекта в более сложном случае — при учете конечного времени 
замен для модели эксплуатации по ресурсу элемента стареющего ти­
па.

В излагаемой ниже модели выбора запасного комплекта для дли­
тельной эксплуатации стареющего элемента времена замены элемента 
после отказа и до него рассматриваются как случайные величины. 
Обозначим случайное время восстановления отказавшего элемента, 
затрачиваемое на поиск причины отказа, на устранение последствий 
отказа и на замену элемента, через а неотказавшего — через у2- 
В § 2.1 математическое ожидание интервала между заменами элемента 
было обозначено через ц, пусть М [71] =  7 \ М 1у2] =  Т г. Обозначим 
далее Л  (*) =  Р  {У1 <  /}, Р г (*) =  р  {Уг <  ¿}.
Интервал между заменами складывается либо из интервала от момента 
предыдущей замены до момента начала замены исправного элемента 
(замены по ресурсу), либо до момента начала замены отказавшего 
элемента и из длительности самой замены элемента (обозначим ее 
через у в). Смысл рассматриваемых ниже функций распределений 
Р  ( / )  и в  (<) такой же, как и в § 2.1, т. е. Р  (() =  Р  { X  <  /} ;  в  (/) =
=  Я { К < 0 -

Ниже рассмотрен вырожденный вид функций О (¿) со скачком в точ­
ке т (т0 — оптимальный период замены элемента по ресурсу).



Момент «обновления» (замены) элемента (момент регенерации) 
на фиксированной позиции наступит, очевидно, через время min 
(X, т) 1>в. Если из двух значений Х и т  меньшим является значение 
т (это записывается так: min (X,  т) =  т), то ув =  у 2, если наоборот, 
то y„ =  Vi-

По аналогии с выражением (2 .20) можно записать:

П  I ■ / V  х ^  л  f F  ( 0  ПРИ * ^  т >Р {min (Л, т) <С t) =  { г
I 1 при х.

Обозначим через л случайную величину — время между соседними 
заменами элемента (М [л] =  ц). Д ля определения числовых характе­
ристик случайной величины я  рассмотрим сначала распределение сум­
мы зависимых случайных величин 7 „ и min (X, х) — ^ при t  <  х и 
t ^  т. При / <Г т, применяя формулу полной вероятности, получаем

t  t 

р  fa +  Yb <  0  =  \ d F (у) Р  {vB <  у) =  \ Fj (t — у)  dF (у):
о 8

при

р  i n - f  Т в <  *} =  jj d F ( y ) P  {Vl < / _ - * , } + , [ 1  —  F( x) )  p  {y2 <  t  —  t }  =
0

=  i  Л  (t — y) d F (у) -1- ( 1 — F fr/1 F-i (t —  t) .J
0

Воспользовавшись выражением для распределения суммы случай­
ных величин, запишем

Т t ос Т

¡а =■- t j  f x (t — у) d F (у) d i — \ t j  /, (t — y) d F (y) dt  +
0 0 t o

30 T T
-f  f t [1 — F ( t ' ] / s ( t —  T> d t - -  i 'd F ( t )  Г i/i (t — y)  d t +

T 0 0
T со oo

-f  j d  F (y) tfi (t— y) d t — [1 —  F(t)\  t f2 ( t— t )  d t.
O r  T

где A (t) =  F ' (f), / 2 (0 =  F 2 (0  
Окончательно имеем

Ц =  м  [я] =  J ydF (у) +  T 1 F ( x )  +  (Ti +  x ) l l - F  (т)] =
0

=  J  [1 -  F (у)] dt, +  Т г F  (т) +  Т г 11 -  F  (т)]. (2 .21)
0

Дисперсию случайной величины л  находим по формуле 
D [я] =  М [л2] — (М 1л])2.



Таким образом,

D (л) ~  j t* j  U t - у )  dу  dt  +  j  t2 j h  't - y ) dF (y) di +
t  0

+  [ 1 — F  ,T)] /., ( t — t )  d / — (M  [л ] )2

=  $Д.Р (у) ^ 2/, у) Ы +  ]’ [1— ̂ (т)] г2/ 2И —  т) df — М ([л])2.
О у  х

П олагая г  =  { — у,  имеем

О [л] =  М[7 ?] У7 (т) +  2 7 ! |  у / (г/) dу  +  |  г/2/  (у) dy +  [ 1 — Р (т)] х
X М 1у|] +  2т Т г [1 — /  (т)] +  т2 [1 -  ^  (т)] — (М [л])2,

где М [ =  О IV»] +  (М 1 7 В]) 2.
Выражение (2.19) в данном случае принимает вид

U m P \  v ( 0  / / f X

t-*- 00 V a2 //u3
— 3 =  f e - “’
V 2я J

- ui/ 2 dU, (2 .2 2)

где |л =  M [я]; а 2 =  D [л]; v /i — случайное число замен элемента за 
время эксплуатации t. Выражение (2.22) удобно записать в следующем 
виде:

Р  (v ( t  ) < ; ri} =  Р n — t /ц, .) =  ф  / ..
] \  "V О2 //цэI- сг2 //(.I3 1^а2 //|х3 1 \  V о2 //¡л3

Н апример, для доверительной вероятности 0,975 по таблицам для нор­
мального закона находим

/! — //ЦФ — Ф (2),
V"а2 г/цЗ

откуда (л — t/\i/y'a2t/n3 — 2 , или

л =  ¿/ц +  2o!\)lY t!\i =  (1/fi) (t +  2 о К //|д ).
Т а б л и ц а  2.6

Л, отк/ч* т0. ч
л , ш т., при t , 4

720 2160 4320 8640 17 280

0 ,2 - 1 0 —s 340 3 7 14 28 55
0 ,1  10 — 5 480 2 5 10 20 39
0 .5 -  1 0 - е 650 1 4 8 15 29
0 ,2 5 - 1 0 - в 920 1 3 5 11 21



По изложенной выше методике (с использованием ал го р и тм а 
(2 .1 1 ) ,  приведенного в § 2 .1  при определении оптимальной н аработки  
т0 для замены элемента по ресурсу) в [36] подсчитано при доверитель­
ной вероятности 0,975 и к (¿) =  +  Ь необходимое число зап асны х  
элементов при различных I, М [у?), М [уЦ, т0, Т г1Тх. Результаты п р о ­
веденных расчетов сведены в табл. 2.6, в которой Т 2/ Т 1 =  0,1;  
М1711 =  1,3 чг и М(7?1 =  125 ч2, Ъ =  0 ,2 - 10- 5 отк/ч.

§ 2.4. Обобщение задачи эксплуатации стареющего 
элемента по заданному ресурсу

Рассмотрим систему, состоящую из двух элементов и Э2 стареющего ти п а. 
Пусть кх И кг — соответствующие стоимости раздельной замены элементов, &12—
— стоимость совместной замены элементов. Будем считать элементы Э! и Э 2 
зависимыми по стоимости замен, если 612 Ф  кх +  къ или, что одно и то ж е , к 12=  
=  (1 — р) (£х -{- к г), где 0 ^  Р <  1. Полагаем, что состояния системы о п р ед ел я ­
ются в установленные моменты времени Ы Т п, где Т п — период (цикл проверки), 
N  =  1 ,2 ,.... Система работоспособна, если оба. элемента исправны. Если система  
отказала в момент х  £ [А'Т’п- ( ^ +  !) Т’пЬ то в промежутке времени (Лг+  1 ) Т а —
— х  она не работоспособна и при 
этом возникают потери /г* [(N + 1) X 
X Т п — х], где к* — удельная стои­
мость (потери) простоя системы.

Под состоянием элемента будем 
понимать его наработку с учетом 
отказов и замен. Если элемент отка­
зал в данном цикле, то до очередной 
проверки он находится в состоянии, 
которое условно обозначим символом
оо . Такой элемент при очередной 
проверке всегда заменяется. Возможны следующие решения о зам ене э л е ­
ментов системы: й11 — заменяются оба элемента; <110 — заменяется тольк о  
первый элемент; ¿о1 — заменяется только второй элемент; й00 — замены эл ем ен ­
тов не проводятся.

Переход элементов из одного состояния в другое при принятии реш ения (1 
происходит следующим образом. Если, например, элементы находятся в со ст о я ­
нии (Аъ А 2) и  принято решение А , то система переходит в состояние 
¿ 2), из которого по истечении времени Т п может перейти в класс состояний  
(С„ С,) (рис. 2.1).

Условные вероятности перехода в-каждое из состояний можно вычислить, 
если заданы функции распределения времени «жизни» элементов Рх (() и ( /) . 
по формулам

. .  ,  . +  ^ ( ¿ , +  Г п) - ^ ( / . 1)
р  (оо, С О / Ц ,  ¿ 2) = ------------Г ----------------------------------- = ------------ :-------  .

р  1 ( Ьх) Р 2 (Ь2)

где ?  (О =  1 — /ч  (0 . ? 2 ( 0 = 1 -  ^  (О-

Обозначая Ф (¿ 2; *) =  • — — — и \|5 (¿ а; х) =  1 — — 2-̂ ~ ,
Р1 ( ¿ 1) Р 2 ( ¿ 2)

(¿ь *) =  • — (¿-ь * ). ^2(^-2 +  ^) — ' — ^ ( ¿ 2  +  *)- запишем 

Р (оо, ¿ 2) ~  Ф Т а) (¿ 2; Т’д).

С, Сг
1-г+Тп )

(1ч*Т„; ° ° )  
( ° °  1 г + Г „ >  
( ° ° ; 0 0  )  

Рис. 2.1



Аналогично имеем:

р  (оо, ¿ 2 +  Т п/ ¿ а) =  Ф ( ¿ 1 ; Т п) [1 1|) (¿2> Т'п)). I

р  (¿ ! +  Т п, ао/Ь1г ¿ 2) =  11 — Ф (¿1! Т’п)! ^  (^г> Т а), 1 (2.23)

р  (1.1 +  Т в , Ь г "Ь Г ц / ^ ,  /-г) =  11 — Ф (¿ 1 ! Т'п)! П Ф (^ 2* Т'п)!- ^

Вероятность отказа системы равна вероятности того, что по крайней мере 
один из элементов откажет, поэтому функция распределения времени «жизни» 
системы имеет вид

^чС^гЧ-*)—Л  (¿0 , х)—Р2 (¿г)
Н  (¿ !, 1 2; х) = -----------— Н -  —

Рг (¿х) ^  (1 «)

/"1 (^1 “1“-*)— (^г) (£2 ~Ь ^2 (^2)
~  ^ ( ¿ о  ? 2(^2)

ИЛИ _  -  —
/ / ( ¿ ! ,  ¿ а; х) =  1 —  Ф (£.1 ; ж) Ч> ( ^ ;  *): © ( ¿ 1 ; х )  =  1 — Ф (1г;ж );

^  (¿¡¡; х) =  1 —1|)(£2; а:).
Зная Н (Ь, ¿ 2\ х),  можно определить среднее время пребывания системы в со­

стоянии отказа:

Т с р =  ^ (Т'п— х) АН (1ц, £ 2» х ) ,  
о

следовательно, потери простоя для одного цикла работы системы равны

Гп
к* |  (^ п — х) &Н (¿ь  Ь2; х ). 

о
Введем коэффициенты 1х и 12:

1 при с!11 и ¿10,
в остальных случаях;

1 при (¿ч и ¿п ,-и51 V 0 в остальных случаях.
Тогда потери от замен выразятся так: +  %гк% — (*1 +  Суммируя
потери от замен и простоев, получаем общее выражение для потерь на одном цик­
ле:

г [ ( А 1, Л2) ,  йА^  =  *1 ~ Ы в * * — £1*2 Р ( * 1 + * г )  +

+  ** |  (ГП- х )  д Н ( Ц ,  1 2; х) .  (2.24)
о

Однако процесс эксплуатации является многоэтапным, поэтому для общих 
потерь имеет место следующее функциональное уравнение [54):

V* (А 1 Л4) =  т ш  ^ [ ( Л ^  Аг),  ¿Л , Л ] +

+  2  Р К С !, С , ) / ^ .  и ,) ,  ¿Л1' А'] У* (Си  С2) } -  (2.25)
(С,, С,) 1

Используя функциональное уравнение (2.25), можно найти оптимальную 
стратегию замен элементов системы. При этом следует заменить программу вычис­
лений с числом циклов, стремящихся к <», на программу с конечным числом иик-



лов Л' (Л' <  оо). С ростом N  приближаемся к значению (Аи  А 2). При оп реде­
лении оптимального значения ( А ,  Л2) следует учитывать, что оптимальная 
стратегия эксплуатации не должна изменяться при дальнейшем увеличении чис­
ла итераций, т. е. при некотором N  ё.*и  (Аъ  Л2) =  (А и  Л2), и

VN № 1> А2)— — 1 (А> А2)
шах 

(А1г А 3) N (А» А2)
< е ,

где е — любая сколь угодно малая величина.
Пусть в начальный момент система находится в состоянии (¿4Х, Л2), для кото­

рого необходимо получить оптимальное решение по минимуму средних сум м ар­
ных потерь. Используя (2.24), для первого цикла итерационного процесса вели­
чину минимальных потерь находим из системы уравнений

VI (А .Л а) =
У }1 (А и  А2) з г ЦА,  А 3),  * » ] = * !  +  *» — ? (*! +  *,) +  

+  к* /  (Т п — х) М  (0 ,0 ;  х ) , (2 .26)

п
Н °  (Аи  Л2) =  г [ ( А ,  Аг),  <Р*] =  к1+ к *  |  ( Т п - х ) d Я (0 . ¿ 2; х) .

А )  з г Ц А и Л,),  < *» )> = * ,  +  * •  |  (Т п - х ) й Н ( Ь х , 0; х ) ,
о

тп
У°1° (Аи  А 2) =  г {(А!,  А ,) ,  се*>) =  к* С ( Г п — х ) ё Я  0; * ) .

о
I

Для Ы-то цикла итерационного процесса, учитывая (2.25), получаем
У^(А1, А 2) =

У%Х (АХ, А ) - У * 1 ( Л .  А , ) + р ( Т я . Т п 10, 0) У*ы _ { (Тп , Т п) +

+  р ( о о , Г п/ 0 , 0 ) ^ _ ,  (00, Т л ) +  р ( Т п , оо/О, 0) ^ дг_) (Тп , оо) +  

-Ь р (о о , о о / 0 , 0 ) У ' ^ _ 1 ( о о , о о ) ;

V}/  (Аг,  Л2) =  К5в (Аи  А г )+ р ( Т а , Т п +  Щ 0, ¿ 2) X 

X Ц  +  Т п) + р ( ^ , 1 . г +  Т п /0,  У % _ 1 ( о о .¿ ,+ Г п) +

- г Р  ( Т п ,  ° ° /0 .  ¿ а )  ( Т п . ° ° И Р  (оо , оо/О , 1 2) (оо, оо);

» 7 /Ч А . А ) - ^ 1 (А , ,  А г) +  р ( Ц ~ Т п , Т п Ц х , 0 ) Х  {2 .27) 

X — 1 ( ^ 1 - \ -Тп , та) + р  (¿х4 - Т а , <30/ 1 г , 0) 1 ^ —1 (/-1 +  7 ,̂,, оо) +

+  Р(°°> Т 'п /^ .  0) (оо, Гп) +  р ( о о ,  ооЦх, 0) У % _ 1 (оо, оо);

У ^ ( А Х, Л2) =  ̂ о (у 11, Л1) +  р(£ | -*-Гц, ¿ 2) X
X (¿1 +  7 'п ,А 2 +  Г п) +  р ( ^ 1^ 7 '„ ,  о о / ! ! ,  ¿ 2) 1 ^ _ ,  X

X (¿1 +  Т„.  о о )+ р (о о , ¿ 2-Ь Г ,,/ / .! , 1 2) V* (оо, ¿ 2 +  Гп) +

+  р  (оо, о о /Х ^  ¿ 2) (о о , 00).

=  гшп



Структура уравнений для определения оптимальных стратегий в случае сис­
темы из т  зависимых в отмеченном выше смысле элементов прежняя. Если, 
например, рассматривается система из трех элементов, то взаимную зависимость 
элементов по стоимости можно учесть с помощью коэффициентов р12, р13, Р23 и 
Р123, которые позволяют характеризовать экономию средств за счет одновремен­
ной замены элементов.

Функция распределения времени «жизни» системы, состоящей из трех эле­
ментов; Н  (/•!, ¿ 2, ¿ 3; х),  определяется также с помощью функций распределе­
ния каждого из элементов (¿), Р.г (/) и Р 3 (()■ Возможны следующие решения о 
замене элементов системы, находящейся в состоянии (Л!, А г , Л 3): с(ш , ¿ш , 
¿м»1 ( ¿юо1 ¿оп> ¿ою1 ¿оо1) ¿ооо Учитывая сказанное, для одного цикла итерацион­
ного процесса в данном случае величину средних минимальных потерь получаем 
из следующей системы уравнений:

У \1 1 (^1- А 2, <43) =  /г1 +  62 +  /г3— Р12З (^1 +  2̂ +  ̂ з) +

О

(Лх, А „  А 3) = к 1 +  к2- $ 12(к1 +  к2) +

о

К ]01 ( А г , А 2, А 3) =  к1 -\-к3— Р1з(^1 +  *з) +

Ти 

о

=  Ш 1П 1/1»° (/? !, А 2, А 3) = к г +  к* |  ( Т п - Х )  а я ( 0 , ¿ 2, ¿ 3; х ) ,  (2 .2 8 )
о

А 2, А3) =  к2 +  к3- $ 23(к2-\-к3) +

О

1/о»о (Л ,, А 2, А 3) =  кг+ к *  $ (Тп - х ) д Н  ( I , .  О, Ь3; х) ,
о

К0, 01 ( А  Л2, А 3) =  к3 +  к* |  (Тп - х ) А Н ( 1 1, Ц ,  0; х) ,
о

1/?»° ( А г , ^ 2 . А 3) =  к* |П(Т п- х )  а я ( 1 х, ц ,  ц-,  х).
о



V*N (A lt  Л2, Л3) =

V y i  (Al t  А г , A 3) =  V \ "  (A lt  А г , А 3) + р  (Тп , Г п , Г п/0 , 0, 0) х  

X V J ^ , (Тп , Т п, Гп) + р  (Гп , Гп, оо/0, 0 , 0) V £ _ ,  (Г„, 7-п , оо) +

+  р (Г п, оо, Гп/0 ,0 ,  0 ) 1 ^ _ ,  (Гп, оо, Г п) +  р ( Г п , оо, оо/О, О, 0)Х  

X (Гп, оо, оо) +  р (оо , Гп, Гп/0 , О, 0) (оо, Гп, Гп) +

+  р (° ° .  Т а , оо/О, 0, 0) (оо, 7 П, оо) +  р (оо, 00, Т п /О, О, 0) X

=  min X , (оо , оо, Гп) +  р (оо, оо, оо/О, 0, 0) 1/д,^  , (оо , оо, оо), ^  2gj

M i, A 3) =  Vi»» (A lt  А ш, A , )  +

+  p(Z,1, Tn , L2 +  7 n , Ь3^ Т П/ЬХ, L 2, L 3) ,

V*N— i (¿ i +  ^ п ’ ^ "2+Т’п )+  P ( -̂l +  ^ п ’ ¿г +  Т’п* 00/L i ,  L 2, L 3),

V*N_  j (¿i +  T’n °°) +  ■ • • +
+  p (o o ,  oo, oo / h ,  ¿ a ,  L3) V*N __X (o o , 00 , 00).

.

Оптимальным является решение d *A  ̂ ^  Лз, которое позволяет минимизировать 
И х. ^ з)' 5 ' г

Рассмотрим основные этапы решения на ЭВМ уравнений (2.26) и (2.27). На 
первом этапе вычисляют: V\  (Ль А 2) для всех возможных состояний системы. 
При этом и А г можно ограничить сверху значениями qrT cР1 и q2T cpv  где 
7’ср1 и Т срг — среднее время жизни элементов и Э2 соответственно; значени я 
<7, и <?2 задаются. Особенностью вычисления потерь за N  этапов является то, что 
решение системы уравнений (2.27) осуществляется с использованием величин 
оптимальных потерь за N  — 1 этап и соответствующих значений переходных ве­
роятностей. Алгоритм решения уравнений (2.27) приведен на рис. 2.2. Если реш е­
ния удовлетворяют отмеченным выше условиям, то на печать в качестве опти­
мального выводится решение d^  (А , ,  А.г). В противном случае N  увеличивают на 
единицу и процесс решения повторяют.

Рассмотрим пример. Пусть имеется система из двух зависимых (по стоимости) 
элементов со следующими исходными данными: Ft (t) — 1 — exp [— /2/(2 of )J, 
f 2 (0  =  1 — exp (— t2!(2 o |) ] , =  80 ч, a2 =  100 ч, =  2 уел. ед. ст., k2 =  
=  2,3 уел. ед. ст., k* =  1,5 уел. ед. ст/ч, (J =  0,1, Т а — 6 ч.

Гп
Ясно, что Гер =  J ехр !— /2/(2ст2)] df, откуда Гср1 =  100 ч, ГСр2 =  125 ч. 

Примем </i =  <?2 =  1,5, тогда =  150 ч при А [  =  1,5 и Т '  =  188 ч при
А  г =  1,5. Будем искать оптимальные решения для состояний системы 
и А 2 <; А'2). Используя (2.26), находим:

АН (0, 0; х) =  ехр ( -  хУ(2о*) -  х  1(2а\) ) (2x1(2о*) +  2х!(2а\)  ) dx ;
АН  (О, Lt , х) =  {ехр [ -  xV(2o \)  -  (Lt  +  х)У(2о*)] Г2 а} +  2 (Lt  +

+  х)/(2о*)]}/[1 -  ехр ( -  ¿ |/ ( 2 о |) )  ]Ах- 

АН (Ц ,  0; х) =  {ехр [ -  (Lt +  х)2/(2о?) -  х*1(2о\)} [2 ( Ц  +  х)!(2а\)  +
4- L (Lt  +  x )/(2 a |)]} /[ 1 -  ехр ( -  Ц / ( 2 а?) )] dx;

АН (Llt ¿ 2; х) =  {ехр [— (Lj +  x)V(2a\)  — (¿ 2 +  х)2/(2 а 2)] [2 (Lx +
+  х)!(2о\)  +  2 (¿ 2 +  х) 2ст|]}/{[ 1 — ехр ( -  L \ / ( 2 а 2)1 [1 -

— ехр (— i . | / (2 а |))]} dx.



Для определения \?’ы (-4,, А г,)......  У%в (Л ,, А 2) необходимо в уравнении
(2.27) знать условные вероятности тех состояний, в которые может перейти сис­
тема после Ы-го  цикла. Легко видеть, что р (Т в , Тп/0 ,0), р (оо, Г„/0,0), р (Т п, 
со/0,0) и р (оо, оо/0,0) постоянны при любых состояниях А у и А 2. Остальные 12

_______ ± 1
Определение v.*_ t для 

( tn, t ((K  ( „ f ,

0в) , ('»,'»)

Да

Определение V* t

ДЛЯ (tiv fj + t nI и
I” . fj + t„l

Определение V* .n - I
для ({, + t n. t j  и 

tf, + » „ . “ >

« — ...... -EF>
Оп-1ндрляние V  
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>1
Определение V t 

и условных 
вероятностей

_ l —

'

Определение
V \  V10 уО 1 yOO

Рис. 2.2

значений условных вероятностей, входящих в (2.27), легко определить. Напри­
мер,

р (L, -г  Т L 2 -f- T n/ L lt L2) — {exp [ - -  (Ly 4- r n)2/(2af)]/exp [—¿.f/(2of ) | } X
X exp [ -  ( Ц  4 - Гп)2/(2 а |)] /ех р  [ -  ¿ |/ (2 a |) ] } ,



если принято решение йт и элементы к очередному циклу Не отказывают. Осталь­
ные значения условных вероятностей определяют аналогично из (2.23). Графи­
ческая интерпретация решения рассматриваемого примера приведена на рис.2.3.

Таким образом, стратегия замен, учитывающая взаимные связи м еж ду эле­
ментами, для двухэлементной системы состоит из четырех областей решений:

¿10, г*11. Вид граничной линии зависит от степе­
ни связи между элементами, их показателей надежно­
сти, стоимости замены каждого из них и потерь, свя­
занных с пребыванием системы в состоянии отказа.

Результаты, приведенные на рис. 2 .3 , используют 
следующим образом. Если, например, в момент про­
верки наработка первого элемента равна А у (в преды­
дущий момент проверки эта наработка находилась в 
пределах отрезка оси абсцисс, являющейся границей 
области решений поэтому первый элемент замене 
не подлежал), а наработка второго — Л 2, то в рас­
сматриваемый момент проверки необходима одновре­
менная замена первого и второго элементов (пунктир­
ные линии на рис. 2.3, которые пересекаются в области 
решений <1п ).

В заключение отметим, что в данном параграфе изложены результаты, полу­
ченные на основе работы [54]. В [6] приведен общий алгоритм решения системы, 
состоящей из произвольного числа стареющих элементов. *

§ 2.5, Организация эксплуатации системы с элементами  
стареющего типа

При конструировании современных технических систем стремятся 
положить в основу так называемый «принцип равной прочности». 
Однако осуществить этот принцип на практике удается далеко не всег­
да. Более того, в сложных радиоэлектронных системах всегда сущ ест­
вуют наиболее часто отказывающие элементы, которые хотя и малочис­
ленны, но дают большой процент от общего числа отказов. Таким об­
разом, в процессе эксплуатации сложной системы возникает проблема 
учета так называемых слабых звеньев. Элементы, образующие такие 
звенья, часто являются элементами стареющего типа и, как  уж е от­
мечалось, несут большую нагрузку механического или электрического 
характера. Несмотря на то что эти элементы отказывают внезапно, по­
явление отказов можно (см. § 2 . 1) предотвратить своевременной зам е­
ной (после выработки элементом запланированного, расчетного опти­
мального ресурса по наработке). При этом удается обеспечить наи­
меньшие (в среднем) потери на эксплуатацию элементов старею щ его 
типа и значительно повысить надежность системы в целом в процессе 
эксплуатации.

В программе эксплуатации системы, которая должна составляться 
на этапе проектирования, необходимо предусмотреть систематический 
анализ информации о работе элементов, подозреваемых п старении (по 
опыту эксплуатации таких элементов в системах аналогичного назн а­
чения). По мере получения информации о надежности элементов в эк с­
плуатации необходимо строить функции интенсивностей отказов в зя ­
тых под наблюдение элементов, проверять эти функции на монотонное 
возрастание и, учитывая характеристики эксплуатационной техноло­
гичности системы (величина Г., для стареющего элемента) и ееремонтно-



пригодности (величина Т х), рассчитывают по алгоритмам § 2.1 оптималь­
ные сроки замен для всех элементов стареющего типа в системе.

Если ж е к моменту начала эксплуатации системы по результатам 
стендовых испытаний известны значения интенсивностей отказов всех 
старею щ их элементов системы, то в программе эксплуатации или в 
инструкции по эксплуатации системы должна быть предусмотрена обя­
зательная замена таких элементов после выработки установленного 
(рассчитанного по алгоритмам § 2.1) ресурса. При этом может возник­
нуть вопрос о группировании сроков замен некоторых элементов ста­
реющего типа, так как регламентные или ремонтные работы для всей 
системы могут устанавливаться в жестко определенные сроки. В этом 
случае для оценки риска при отступлении от оптимальных сроков 
замен элементов по наработке рекомендуется строить для каждого 
старею щ его элемента график функции р (х, т) по т. Например, для поло­
гого участка графика функции р  (х , т) в окрестностях максимума от­
ступление от оптимального срока замены данного элемента может быть 
значительным.

Д ля  удобства планирования таких замен желательно иметь задан­
ные значения разности р (х, т 0) — р (х, т3) для каждого элемента, где 
т3 — время замены элемента; т 0 — расчетное оптимальное время его 
замены, т3 ^ т 0.

Д л я  удобства сбора и обработки статистики об отказах элементов 
стареющего типа или подозреваемых в старении необходимо иметь кар­
точку отказов элемента (по каждой позиции, на которой устанавливает­
ся стареющий элемент) (табл. 2.7).

Т а б л и ц а  2.7
Карточка учета отказов (замен) элемента 

Схемная позиция №

N . Д ат а
установки

1 5 .1 0 .1 9 7 4
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.0

5.
 

19
75

3.
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. 
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. 
19

76

Г-.
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сп

12
.1
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19
77

Наработка до
отказа 50ч — 30 ч 10ч

Наработка до
замены — 100 ч — 100 ч —

Эксплуатаци­
онные харак­ Время замены
теристики исправного

0 ,8  чэлемента элемента 0 ,7  ч ~

Время замены
отказавшего

элемента 1 ,3 ч 1,1ч 1,4 ч

Сбор статистического материала по таким карточкам позволяет не 
только рассчитать или уточнить оптимальные сроки замен элементов



по ресурсу, но и оценить их эффект. Д ля удобства чтения карточка з а ­
полнена цифрами, иллюстрирующими записи необходимых данны х при 
эксплуатации системы. Как видно, т0 =  100 ч.

Необходимо отметить, что если в системе ненадежно работает толь­
ко небольшая группа элементов, а среднее время отказов остальных 
элементов (элементов с постоянной интенсивностью отказов) значи­
тельно превышает технический ресурс системы, то проблема продления 
ресурса системы в целом решается выбором ресурса всех элементов ста­
реющего типа и их заменой после выработки расчетного (оптимального) 
ресурса по наработке.

В ряде случаев информация с датчиков наработки старею щ их эле­
ментов системы поступает в ЭВМ автоматизированного устройства кон­
троля системы, где происходит ее сравнение по каждому элементу с на­
бором констант (расчетными оптимальными сроками их замен). По ре­
зультатам сравнения с некоторым упреждением во времени обслуж и ва­
ющему персоналу выдается команда о замене соответствующих эле­
ментов системы.

Разумеется, что при эксплуатации элементов системы по ресурсу 
элементы должны быть выполнены в виде отдельных легко снимаемых 
и устанавливаемых блоков или модулей. После замены такой блок или 
модуль, как правило, не подлежит восстановлению. В противном слу­
чае необходимо предположить, что после ремонта стареющий блок или 
модуль полностью восстанавливается (обновляется), т. е. ведет себя 
статистически как новый.

Г Л А В А  III

МОДЕЛИ ЭКСПЛУАТАЦИИ СЛОЖНЫХ СИСТЕМ  
ПО СОСТОЯНИЮ

В основе теории разработки моделей эксплуатации слож ны х сис­
тем по состоянию лежит общая теория управляемых случайны х про­
цессов. Создание этой теории — крупное достижение современной ма­
тематики. Одним из быстро развивающихся прикладных направлений 
теории управляемых случайных процессов является теория э к с п л у а т а ­
ции сложных технических систем.

Аналитические методы теории управляемых случайных процессов 
находят развитие при марковской и полумарковской аппроксимации 
реальных процессов изменения параметров сложных систем р азл и ч ­
ного назначения. Считают, что задача управления, решенная д л я  мар­
ковского случая, может быть решена и для полумарковского случай ­
ного процесса.

Развитие «чистой» теории управляемых случайных процессов с в я ­
зано, в первую очередь, с именами А. Н. Колмогорова, Л . С. П онтря-



гина, Р. Веллмана, А. Н. Ш иряева. Приложения общей теории управ­
ляемы х случайных процессов к задачам профилактики технических 
систем содержатся в работах С. Дермана 147—49], М. Клейна (521, 
И . Н . Коваленко [24], А. В. Притцкера [55—58]. С. Осаки, X. Майне 
[62], В. Ф. Воскобоева [12, 13], а также в книге [4].

Немарковские случаи управления применительно к задачам про- 
ф илактик систем основываются на общих идеях теории статистического 
последовательного анализа (раздел «Оптимальная остановка наблюде­
ний»), которая изложена в монографии А. Н. Ш иряева [42]. Не ис­
клю чено также использование методов моделирования для решения бо­
лее сложных задач в области управляемых случайных процессов.

Основные понятия, определения, термины и некоторые конечные 
результаты  теории управляемых случайных процессов, а также показа­
тели управления приведены в § 1. 1, 1.2 .

В настоящей главе приведены модели управляемых случайных про­
цессов применительно к задачам эксплуатации сложных технических 
систем по состоянию. Изложение иллюстрируется примерами, имею­
щими в большинстве случаев нетривиальный характер и представляю­
щими самостоятельный интерес.

§ 3.1. Проблема эксплуатации сложных систем 
по состоянию

Работы по техническом/ обслуживанию сложных систем в процес­
се эксплуатации можно осуществлять двумя способами: проводить р е­
гулярн о , через выбранные заранее промежутки времени (например, рас­
считанные оптимально г ак, как  в моделях гл. II) или сначала измерять 
некоторые параметры системы, которые изменяются в результате дей­
стви я внешних факторов и старения (разрегулировок, разладок, из­
носа), наблюдаемого в составляю щ их систему блоках, устройствах, 
м одулях и т. д., а затем решать вопрос о проведении того или иного ви­
да работ по техническому обслуживанию системы, т. е. организовывать 
это  обслуживание в зависимости от фактического состояния системы. 
О рганизуемая таким образом эксплуатация системы получила назва­
ние эксплуатации по текущему состоянию или просто эксплуатации по 
состоянию.

Развитие автоматических и автоматизированных устройств коли­
чественного контроля состояния технических систем, с одной стороны, 
и создание математических моделей обработки измеряемой информа­
ции для оперативной выдачи обязательных рекомендаций персоналу 
(или управляющему устройству) по обслуживанию системы — с дру­
гой , обусловили повышенное внимание специалистов к эксплуатации 
по состоянию как к прогрессивному методу обслуживания техники в 
различны х отраслях народного хозяйства. Это объясняется тем, что при 
эксплуатации по состоянию используют более глубокую количествен­
ную  информацию о техническом состоянии системы по сравнению с ин­
формацией только о моментах отказов системы, которая берется за ос­
н ову  при организации эксплуатации по первому из упомянутых выше 
способов. Именно большой объем знаний о состоянии системы позво­



ляет так организовать ее эксплуатацию по состоянию, чтобы было м ож ­
но значительно улучшить эксплуатационные показатели.

При организации эксплуатации системы по состоянию возникаю т 
следующие задачи:

— выбор минимально необходимого числа контролируемых п а р а ­
метров, несущих достаточную информацию о состоянии системы в лю ­
бой момент времени;

— обоснование допустимых областей изменения выбранных д л я  
контроля параметров;

— разработка алгоритмов математического обеспечения д л я  обо­
снования программ эксплуатации по состоянию;

— создание технических средств контроля и диагностики (обеспе­
чивающих высокую точность измерения параметров в пределах д о п у с­
тимых областей изменения и определение места неисправности), р е ­
гистрации и оперативной обработки измеряемой информации.

Ниже приведены модели оптимальной эксплуатации по состоянию , 
в которых рассматриваются критерии минимума средних удельных э к с ­
плуатационных затрат при выполнении некоторых ограничений (н а­
пример, на заданный высокий уровень надежности системы в процессе 
длительной эксплуатации). Если оптимальная эксплуатация по состо- 
нию системы строится по набору независимых параметров, то и в ц е­
лом система эксплуатируется оптимально (по одному и тому же п о к аза ­
телю).

§ 3.2. Управление при монотонном изменении параметра

Условимся считать, что управления (регулировки) параметра си с ­
темы осуществляются на основе его дискретного измерения в моменты

п =  0,1, 2, ... На рис. 3.1 изображена реализация монотонно в о з­
растающего случайного процесса 5  (0  с независимыми приращениями 
Х„, п — 1,2, ..., в моменты контроля (заметим, что предположение о 
независимости приращения не 
является принципиальным и 
потребовалось только для упро­
щения изложения материала).
Таким образом, наблюдаем не­
которую последовательность слу­
чайных величин Х 1? Х 2,
... Назовем функцию ср (Хь Х 2,
.... Х п, ...), принимающую зна­
чения 0 , 1, 2 ..., правилом оста­
новки (наблюдений). Будем счи­
тать, что если, например, <р (Х1( ..., Х п, ...) — т <  п, т. е. если

=  *1........Х т — х т, то процесс наблюдения заканчивается на т -м
шаге. Если ф (Л^,..., Х„, ...) =  0, то это означает, что принято ре­
шение вообще не производить наблюдений над случайными величина­
ми.

Отметим, что обозначения х ъ х 2, ..., х п относятся к уже наблю дав­
шимся приращениям (реализациям случайных величин X ,. Х2, ..., Х п),



если же приращение не наблюдалось, то считаем его случайным 
и обозначаем символом X , например если последнее наблюдение за ­
кончилось в момент то приращение процесса 5  (/) от _х до 
обозначим через Х п.

Далее также для простоты изложения будем считать, что все слу­
чайные величины Х п, п  =  1, 2, ..., имеют одинаковое распределение. 
Рассматриваемый метод может быть применен и к процессам с зависи­
мыми приращениями, характеризуемыми условными распределениями 
приращений при условии наблюдения процесса на определенном ша­
ге контроля.

Введем следующую функцию удельных потерь:

Л „ V  \ С/^п+1> ^п+1 /о 1\
Уп+1 ......... п+0 ( С + А ) Ц п+и *п+1

Наблюдая процесс 5  (0  до момента включительно, далее решают, 
какие средние удельные потери имеют место, если процесс остановлен 
в момент В (3.1) С — среднее время возвращения процесса в ноль, 
если 5  (¿п+г) <  I ;  С +  А  —  среднее время его возвращения в ноль 
при 5  (¿„-и) >  Ь, где Ь — допускаемая граница изменения процесса 
5  1г _  момент выхода процесса 5  (0 за уровень I .  Так как числи­
тель дроби в правой части (3.1) случаен, то найдем оптимальное пра­
вило ф*, минимизирующее средние удельные затраты, т. е. определим 
пппМ  1уп+1 (*1, •••, х п, Х п+1)]. Запишем выражение для средних удель- 

ч>*
ных потерь:

^ [ У п + 1 (Х1 , ■■■, х п , Х п+1)] =  т-— ^ { ^ п + 1<  ^  — 5(^„)} +
‘п +1

+  ^  [ ! — Я  { Х „ + 1 < С 1 — 5 ( /„ ) } ]  =  Ь “ -—  х
¡п + 1 'п  +  1 1п+х

Х [ 1 - Я { Х 11+1<  Ь - Э  (/„)}]. (3.2)

Покажем, что М  [уп + х (л?!, ... , х п, Х п + Х)1 <  у п (*1........х п _ ь  Х п),
если процесс наблюдения остановить не позже момента, соответствую­
щего значению ср*, т. е. при

п  <  ср* (хи х п) (3.3)
и если

1 - Р { Х п + 1 < 1 - 5 ( * п)} < С /( Л л ) .  (3.4)
Действительно, подставляя (3.4) в (3.2), убеждаемся, что утверж­

дение верно. И наоборот, покажем, что М  1уп+1 (х ъ •••> х п, Х„+1)1 ^  
^  Уп ( * 1 . ..., хп- 1, Хп),  если процесс наблюдения остановить не рань­
ш е момента, соответствующего значению ф*, т. е. при

п ^  ф* (*!, х п) (3.5)
и если

1 - Р  {Хп+1< £ - Я  ( / „ ) } >  С/(Ля). (3.6)
Подставляя в (3.2) выражение (3.6), убеждаемся, что и обратное утверж­
дение справедливо.



Пусть п* есть такое п, при котором имеет место знак равенства в 
(3.3) и (3.5). Покажем, что тогда

Ф* (хъ ..., х п, Х п+1) =  п*. (3.7)

Действительно, в данном случае выполняются все условия оптималь­
ной леммы, доказанной в § 3.3, откуда и следует, что утверждение (3.7) 
справедливо и п* нужно отыскивать как наибольшее п, при котором 
еще верно выражение (3.4). Найдем из (3.4) уравнение кривой опти­
мального упреждающего допуска (кривая 1 на рис. 3.1). Из (3.4) име­
ем

Р ( I  — 5  ( О  ) >  1 — С ¡(Ап).

Взяв от обеих частей этого равенства функцию, обратную Р,  получа­
ем

Ь -  5  Цп) >  F - 1 (1 -  С!(Ап)  ),
или

5  (*„) <  £  -  /г- 1 (1 — С! (Ап)  ).

На рис. 3.1 прямая 2 — «аппроксимирующая» линия для кривой 1, 
более удобная для практической реализации в системах контроля (для 
уменьшения объема памяти ЭВМ при контроле многих параметров).

В следующем параграфе приведены некоторые сведения из совре­
менной теории построения оптимальных правил остановки и показано, 
какое место среди них занимает фундаментальный результат, который 
был использован в § 3.2 для явного отыскания оптимального правила 
остановки наблюдений.

§ 3.3. Некоторые математические результаты, лежащие 
в основе модели эксплуатации по состоянию 

(монотонный случай)

Воспользуемся графической интерпретацией правила остановки и док аза­
тельством его оптимальности, предложенными И. Н. Коваленко. Для случая, 
когда каждая из случайных величин может принимать лишь конечное число зн а ­
чений (рис. 3.2), процесс реализации случайных величин | 2, ... можно пред­
ставить в виде дерева. Каждой вершине 1-го ранга соответствует некоторое зн а ­
чение каждой вершине 2-го ранга — некоторое значение пары (Ъ,х, | 2) и т - Д- 
Правило остановки в этом случае можно интерпретировать как «обрубание» ве­
ток дерева. На рис. 3.3 изображено «обрубленное» дерево. Заметим, что даж е при 
небольшом числе возможных значений случайных величин |„  задание правила 
остановки с помощью дерева громоздко. Возможен другой путь: определить не­
которые функции ф„ == фп ( | 1, .. . ,  \ п) и принять решение остановить процесс  
наблюдения на п-м шаге на основании значения ф„. В этом случае правило оста­
новки можно представить себе как систему барьеров для блуждающей частицы  
(рис. 3.4).

Если блуждающая точка (я; фп) попадет на один из барьеров при п — т,  
то это означает, что процесс наблюдения заканчивается на т -м шаге. Как же срав­
нить все возможные правила остановки и выбрать оптимальное?

Допустим, что для любого л > О и  любых х и  . . . ,  х п определена некоторая 
функция убытка у п — Уп (*1> ■ ■■> х п). Эта функция интерпретируется как убыток, 
имеющий место в случае, если процесс наблюдения остановлен на п-м шаге и при 
этом первые п наблюдений приняли значения ^  — х х, . . . ,  =  х п. Предположим, 
что известен вероятностный закон, управляющий образованием случайных вели­



чин I ,,  | а.......... .  Тогда при заданном правиле остановки V (£ь  можно
вычислить среднюю характеристику

Байесовский принцип оптимальнрсти правила остановки состоит в выборе такого 
правила остановки v*. для которого /  (v*) =  min I  (v), где v* — оптимальное

(байесовское) правило остановки процесса наблюдения.
Фундаментальную роль в теории оптимальных правил остановки играет сис­

тема рекуррентных уравнений для минимального риска. Пусть используется
124} некоторое правило остановки V .

тематическое ожидание ру {хг, . . . ,  х п) убытка при условии, что получены указанные 
наблюдения. Функция р<л’) (*,, . . . .  хп) называется риском после п наблюдений.  
Вид этой функции зависит от правила остановки V . Минимум функции по всем
допустимым V называется оптимальным риском и обозначается р (хх......  х п).
Получив п наблюдений х х, .. . ,  можно принять одно из решений: провести 
еще хотя бы одно наблюдение или остановиться. Допустим, что принято первое 
из решений. Тогда имеем п + 1  наблюдение хх........х н , | „ +1. Следуя затем опти­
мальному правилу остановки, понесем убыток, математическое ожидание кото-

рого р (лг,......  х п , i n + i). Таким образом, риск после п наблюдений при условии,
что будет сделано еще хотя бы одно наблюдение и после этого применено опти­
мальное правило остановки, равен

Pl (*1.........-*n) — М (р (*1 .. ...........Хп , fn + l) /5 l ~  -*i > • • ■ ■ in. — х п)  •

Предположим теперь, что принято решение остановить процесс наблюдений. 
Тогда понесен убыток у п =  (* ,....... хп).

Определим оптимальный риск. Если у п ........х п) ^  pt (xlt ... хп), то выгод­
нее сделать остановку после п наблюдений, т. е. р (хх........ х п) =  у п (хх........  х п);
если же у п (хх........х п) >  pt (хх, ..., х п , то выгоднее сделать еще одно наблюдение,
так чтор (*t , .. . . л:п) =  pt (xj, . . . ,  х п\. Объединяя эти два случая, получаем рекур­
рентную формулу для оптимального риска: .

Зная р (де1т .. . , х п+1), можно по этой формуле вычислить р (хх....... х п). Оптималь­
ное правило остановки теперь таково: если получены п наблюдений ..

V

Каждой возможной траектории случайной 
последовательности ( | 1, | 2, .., | п, ...) 
соответствует некоторое значение убытка 
Уу (li.--.iv)’ где ' ,== ''(?!. ?2----)- Был0
отмечено, что оптимальное правило сос­
тоит в минимизации /  (V ) ,  т. е. матема­
тического ожидания этого убытка. Пред-

Рис. 3.2
3 положим теперь, что получены наблюде­

ния ^  ........!„ — х п. Тогда поведение
после п -го наблюдения должно быть та­
ким, чтобы минимизировать условное ма-

Рис. 3.3 Рис. 3.4

Р ( * i .........х п) — min [ уп (atj...........х п). М { р (* , ...........хп . | „ +1)'Íi==

— Х1 ’ ■ • ■ . In =  -^п}-



U Т° вычисляют значения р1 =  р1 (хи  .. . ,  *„) и у п =  у п (дг,....... *„); при
<  Р обязательно делают остановку; при у п рг обязательно делают еще хотя 

бы одно наблюдение; если, наконец, у п ~  р1, то оба решения (остановка и про­
должение наблюдений) равнозначны в смысле риска и можно принять любое из 
них.

Однако любая рекуррентная формулировка требует некоторых начальных 
условии: нужно задать р (х1, .... жл,), тогда можно вычислить р (х1% .. . ,  х п) при 
всех п <  N.  Эффективный метод такого задания состоит в следующем. Ограни­
чим число наблюдений некоторым .V и выберем квазиоптимальное правило ос­
тановки V*' > при этом ограничении. Отметив все введенные выше функции при 
данном ограничении индексом (А;), получим:

Р(Л,)(А>........ *П) =  пИп { * „ (* ,-------- х п ), М { р ^ ) ( х 1, . . . > х п , £ „ + ,) /£ ,=

(\г\
р (л.-! , . . . ,  л:л,) =  ум (х1, . . . ,  Хд,).

Таким образом, процесс вычисления р (Л,) (д ,̂ .. . ,  х п) вполне определен. Правило 
остановки V ■ \  как и выше, определяется функциями у п ( х . . . ,  хп), р ^  (хх,
...» АГп).

Для оптимального правила остановки V* имеем 1 (V )  == р ,  где р  — частный
случай р (х ,........ х п) при п — 0. Далее получаем I — р<Л,). Очевидно,
р <: р ’. Если при достаточно большом N  р(Л,) — р ^  е, где е >  0 — до­
пустимое отклонение от оптимального риска, то вместо V *  можно использовать
V . Таким образом, следует лишь найти соответствующее N ,  если оно сущест-

Пусть

Уп — Уп (*1, ... , х п) — Сп +  V (-̂ 1. . . . ,  х п)

ГД6  ̂ Хп  ̂ ^  ^  — некоторая константа. Тогда если (3 =  Р (V  >чУ)>
то р > — р <  р/С; в то же время при любом п >  О

Р Му п/ С ы +  [,
следовательно,

Р — р < г ------- К т 1  ГЛуп < г ------- К 2-
° Л ' + 1  п >  0 ь Ы +  \

Таким образом, если Сп -*■ оо при п оо, то по любому е >  0 найдется со ­
ответствующее значение N.  В [24] отмечено, что, несмотря на принципиальную 
простоту построения оптимального правила остановки, фактическое вычисле­
ние оптимального риск?) — трудная задача. Однако при выполнении определен­
ных условий монотонности, как следует из приведенной выше и повторяемой да­
лее леммы, возможно непосредственное определение оптимального управления 
процессом. Это оптимальное управление случайного процесса монотонного типа 
(для непрерывного и дискретного случаев) используется ниже.

Пусть имеется возможность наблюдать последовательность случайных вели­
чин §1, ь2, . . . .  еп, ... Совместный закон распределения этих случайных величин 
предполагаем известным. Пусть, далее, задана функция убытка у п =  у п (д^, ...
• ••. хп), п 5* 0, имеющая, согласно предыдущему, смысл убытка при остановке 
процесса на п -м шаге после получения наблюдений со значениями =

Х1 .........~  хп.
Лемма [24]. Пусть существует правило остановки V* (д^, х.2, . . .), обладающее 

следующими свойствами: 1) ,МЛ1, существует и конечно-, 2) для любых  л ^ О  в
*1, выполняются неравенство .% п+1 (х , ........ 1п-ц) <  Уп (х, ,  .. . ,  х п)
п р и п у х  (х-,........х „) и неравенство Щ п+Х(хъ  х п , | п+, ) >  (*!, ...

П > ''* {Ч...... *'1’ - );о)М | у п (хг....... х п, | )  — у п ^  х п) I <  К для некоторой константы
л , каковы бы ни были п, х1, . . . ,  хп .



Тогда V* —  оптимальное правило остановки среди всех правил остановки V, 
для которых  Му конечно.

В силу определения правила остановки выполнение неравенств V (.*!, ... 
х п , .. .) и п V (дгх........х п , ...) не зависит от переменных лсп+1, хп+2, ■■■ Вели­

чина М1/п+1 (*1 , . . . ,  х п , 1п+г) является условным математическим ожиданием 
Уп»  (£ъ 1п,  5п+г) при условии (§1( . . . ,  | „)  =  (хь  ..., хп).

Заметим, что в соответствии с основным определением оптимальность правила 
остановки понимается в смысле минимизации функционала I (V).

Приведем доказательство леммы, предложенное И. Н. Коваленко [24]. Д о ­
кажем сначала следующее утверждение. Пусть V — произвольное правило оста­
новки. Зафиксируем некоторое N  0 и зададим правило остановки \ (ЛГ': если 
для последовательности ж,, х2, . . . ,  х п , . . . ,  V (хх, . . . ,  х п , . . . ) <  N.  то (дг1, ... 
... х п , .. .) =  V (*!, . . . ,  х„); если V (хх, . . . ,  хп , . . .) >  N,  то г (Л,) (*!, .. . , хп) =  ¿V; 

—■ усеченное правило остановки.
Пусть далее выполняется третье условие леммы. Если V ■— вновь произволь­

но заданное правило остановки, для которогоМ V <  оо, то, | /  (V) | <  со и для 
любого е >  0 можно указать такое Л', что I (у(Л/)) ^  /  (г)--(-е, т. е. если правило 
остановки усекать достаточно далеко, то математическое ожидание претер­
певает сколь угодно малое изменение.

Д о к а ж е м  л е м м у .  Пусть Е  (А) — случайная величина, принимаю­
щая значение 1, если происходит событие А,  и 0 — в противном случае. Тогда

ОО
/ М =  ^  МУ* Е (у =  п)>

п =  О

'оо

так что I /  (V) | -<  V  М I уп I Е ( \  =  п).  Предположим, что V >  0. В этом случае

без ограничения общности можно считать, что у 0 =  0, и последняя формула при­
нимает вид

оо оо п

2  м \ уь—ук~ \ |  2  2 м 1^ - ^ - 11£ (',==/г)-*=1 п = 1А=1
Изменяя порядок суммирования, имеем

ОО ОО

\1 (V) I <  2  М I Уь—Ук- 1| 2  Е ('' =  ")•
1 л = *

оо

Так как 2  Е  (ч — п) =  £ (V >  &), то получаем
п — к

оо

\ 1 М  к  2  м \Ук—Ук- \ \ Е (г > *)■
к =  I

Событие {V >  к] зависит только от £1, это событие означает,
что процесс наблюдения не остановлен после (/г — 1)-го шага. Далее имеем:

м  | Цк — Ук-х \ Е( \  > к)= Р {у > к) М [ \ уи — Ук-  \ I / V  > *}. 

Очевидно, М | |  уь  — Ук — \ |/'у >  <  К . Суммируя по всем £, находим
ОО

1 ( м ) \ < С К  к) — К М ч < 9 ° -
к =  1

Первое утверждение свойства усекаемости доказано.



Рассмотрим теперь правило остановки Имеем 
ы -  1

1 ( у ) дг 2  Щ п £ ( ^ ^ п )  +  Му 1̂  Е  (V >  Л'),
П •» О

ее
откуда, учитывая, что /  (V) — Му п Е ( ч  — п), имеем

п— О

/ ( V )  — /  ^ (Л,)) =  2  ^ ( У п — У м ) Е ( ^ - п) —  
п = лг

* *  £  2  ^  ( У к ~ У к - 1 )  Е ^ - п) ~  
птЫ **=Л/ + 1

*= 2  м  (ук— ук -1)  2  £  ( у = л ) =  2  м  ( уь~Ун- ] ) Е (у  >  * ) •
*»»ЛГ-М п=*к * = ЛГ + 1

Последнее выражение представляет собой остаток сходящегося ряда. Отсюда 
/ ( у (ЛГ>) /  (V), что и требовалось доказать.

Сформулируем теперь вспомогательную лемму, из которой на основании 
свойства усекаемости следует доказываемая лемма.

Вспомогательная лемма. Пусть выполнены условия основной леммы. Тогда 
для любого N

I ^ * (Л,)) « / ^ (Аг>),
каково бы ни было правило остановки \ .

Докажем, что из вспомогательной леммы следует основная. Пусть V — лю­
бое правило остановки с конечным Мг. Тогда 1 ( \ * ^ )  ^  I  при любом Лг, 
в то же время /(г * (Л,)) -► /  (V), /  -*• /  (V). Отсюда /  (V*) <  /  (V), что и 
требовалось доказать.

Д о к а ж е м  в с п о м о г а т е л ь н у ю  л е м м у .  Д ля простоты 124] 
ограничимся случаем, когда принимает конечное число различных значений.

Допустим, что V — некоторое правило остановки, для которого V ^  Л\ при­
чем г (ЛГ) не совпадает с v*(Л,). Существуют две, не исключающие одна другую, 
возможности: 1) найдется набор х?, . . . .  х° (п <  ЛО такой,  что v* lN) (х°, . . . ,  
*Я. •••) >  п> ¥ (•*?>•••. хп • ■■■)— п '< 2) найдется набор *5, . . . ,  х “ (п ^  ¿V) такой,  что

V *(Л,) ( х ? ..........хп , . . . ) <  я,  у ( х “ , , . . , х ® , . . . )  =  ге.

Рассмотрим первый случай. Определим новое решающее правило Имеем
ц (х? .........х» , . . . )  =  я + 1 ;е с л и (* , ...........х„) ф  (х?...........х»), то ц (хг , . . . ,  х п , . .  . ) =
=  у* <*> ( х ! .........х „ П о  формуле полного математического ожидания,

Цч)=р( (1г .......*;!:■) Мм * ? .................................... хп)+
+ Р (&1.........Ы Ф ( * ? .......... { » » / « ! .......................... Ы ¥ = ( * ? • • • ■ •  х °п)\’

но

=  .......... Ы =  Ы ...........х ^ )М у п +  1 ( х ? , . . . , х « )  +

+  Р ((?!.......6п)чЬ (X»..........X» )М { ^ / ( | , ......... 1п) ф  (X!........... Х)(,
поэтому

/ ( , ! ) _ /  (у ) =  М [ (/п +  1 ( * } ..........X«)— у п ( х \ ........... ..................................Ы  =

....... *Х))-



Так как п < у  (х } , . . . ,  х°,  . . . . ),  то по Второму условий леммы последнее выраже­
ние меньше или равно нулю. Значит, если согласно правилу остановки V процесс 
наблюдения останавливается раньше, чем предписывается правилом остановки, 
определенным леммой, то можно определить новое правило остановки, такое, что
для рассматриваемого значения вектора наблюдений (х£.........х°) решение об
остановке принимается на шаг позднее. Очевидно, эту процедуру можно осуще­
ствить для произвольного вектора (х^, . . . ,  х°), для которого V (х\ ,  . . . .  х°) =
=  п, (ж®, . . . ,  х°п, . . . . ) >  0. Таким образом, не увеличивая значения /  (V),
можно полностью исключить существование векторов указанного вида.

Рассмотрим теперь второй случай. Пусть существуют векторы (ж£..........х ”),
для которых г * (Л,) (.<», . . . ,  <  п , у (л» ........х°п, ...} > / | + 1 .  Выберем век­
тор, для которого п максимально (такой вектор найдется, так как, по определе­
нию, (х1, х г , ...) <  N  для любых Хк  х2,...) . Таким образом, V (х?........х®,
г) — я +  1 для любого г. По формуле полного математического ожидания,

/ ( у )  =  Р ( ( | 1, . . . , Ы  =  ( х » .........х°))М  уп + 1 (X »............X», ?„ +  ,)  +

+Р (<Л1 .........1») ф  < * ? ...........м  {уч. / а , ....................1п) ф  ( х » , . . . ,  х*)}.

Определим новое правило остановки ц. Имеем

ц ( х? . . . .  , х « , . . . )  — п\ если (х4.........х„) #  ( ..........х»), то ц (X!..........х п , ...)  =

— ( X I , . . . ,  хп , . . . ) .  Тогда

I  (И) =  Р (( |1 .........£п) =  ( ...........Ж» .........Х») +

+  Р « 1 1 . • . . , $ » > ¥ = ( * ! .........**)) М { уу / Ц г ..........Ы  Ф ( ж?, . . . ,  х«)}.

Вычитая нз этого выражения предыдущее, получаем

/  (р.)— /  М = ,-Р ( ( ^ .........!„ ) =  ( * ? ...........жп.) [Уп ( х ? .......... * « ) -

- М у я +  , ( х ? . . . . ,  х»,  +

По второму условию леммы, /  (^) — /  (V) ^  0. Следовательно, правило останов­
ки V можно заменить правилом остановки ц, для которого решение об остановке 
принимается ранее. Эту процедуру повторяют до тех пор, пока не получают пра­
вило остановки которое удовлетворяет второму условию леммы. Это ут­
верждение завершает доказательство основной леммы."

§ 3.4. Эксплуатация по состоянию системы с параметрами 
полумарковского н марковского типов *

Рассмотрим параметр системы, число состояний которого конечно 
(/ =  0, Ц .  Назовем состояние параметра' 0 новым, а состояние Ь —- 
состоянием отказа системы. Будем считать, что процесс изменения со­
стояний системы является управляемым полумарковским процессом, 
т. е. для каждого состояния заданы **; множество {й^}  вероятностей

* В настоящем Параграфе изложены результаты В. Ф. Воскобоева [12, 13], 
опирающиеся на работы [47, 48, 52, 62).

** Полумарковский процесс считается заданным, если помимо набора пере­
ходных вероятностей из состояния в состояния задан соответствующий набор 
условных распределений времен пребывания для этих же состояний {131.



того, что в состоянии { принято решение к, 1 =  0, Ь, к =  \ Г К ‘, мат­
рица пере>ходных вероятностей с учетом принятия решения —

¡1 Ра !; *, матрица распределений времен пребывания в состоянии I 
при известном следующем состоянии /  с учетом принятого решения
^1к ~  \\Fij 11*» Г 1 затраты в единицу времени, связанные с приня­
тием решения <*<■ .

Тогда средние удельные затраты
£ к

В выражениях (3.8) и (3.9) л } — стационарная вероятность пре­
бывания параметра в состоянии /; т]* — математическое ожидание 
безусловного времени пребывания параметра в состоянии /' с учетом 
принятого решения А, т. е.

Теперь задача сводится к выбору переменных х ,к таким образом, 
чтобы минимизировать целевую функцию (3.10) при выполнении огра-

(3.8)с к

Ой =I
где л7, /  — 0, удовлетворяют системе уравнений

(3.9)

где Ьц математическое ожидание времени пребывания параметра в 
состоянии /  с учетом принятого решения к:

о
Вводя обозначение =  х ^ ,  получаем

. ^ > 0 ,  /  =  0 , I ,  Д: 1, /С; (3 .1 0 )

К  £. К

<3.11)

I. к

/«.О £ = 1



ничений (3.11). Приведем сформулированную задачу к задаче линей­
ного программирования. Введем следующие обозначения:

(3,2)

*“ »/( £ ' 2  (ЗЛЗ)/ \ / = о *=1 /

Тогда (3.10) и (3.11) принимают соответственно вид

« =  £  £  г1У1к’ У1к > 0' /  =  (З.Н)
;<е0 »«1

2 2  ,3,5)А** 1 *•* 0 А*“ 1 '/
/- /С

Таким образом, данная задача сведена к следующей задаче линей­
ного программирования: минимизировать линейную форму (3.14) 
При линейных ограничениях (3.15) по переменным у]к.

Рассмотрим частный случай, при котором изменение состояния 
системы является управляемой цепью Маркова со стационарными ве­
роятностями переходов. Напомним, что марковская цепь есть полумар- 
ковский процесс, в котором каждое распределение безусловного вре­
мени пребывания является вырожденным и сосредоточенным в едини­
це времени. В этом случае

ч * , - 1. Л . ' Г 7 ------ = х *
2  2  « а/ = 0*=>1

выражение (3.14) принимает вид
I. к

и = П г/ Ч '  (ЗЛ6)/ = 0 й = 1

а ограничения (3.15) — вид (3.11).
Ниже на примерах показано, что оптимальная стратегия управле­

ния для марковского случая является однородной марковской. Для 
полумарковского случая характер оптимальной стратегии не изме­
нится. Однородность оптимальной стратегии означает выбор упреждаю­
щего допуска параллельно основному допуску.

Рассмотрим [12] параметр марковского типа, характеризующий работу сис­
темы и находящийся в исходном состоянии 0 в начале эксплуатации. Область до­
пустимых в процессе эксплуатации состояний параметра заключена между состо­
яниями 0 и Предположим, что эта область разбита на семь одинаковых состоя­



ний (квантов). Пусть заданы следующие затраты  на управление (р е г у л и р о в к и )  
параметра в процессе эксплуатации:*

г*
Т п , если г е о ,  I — 1, к £ О, I -

Т р, если ('=*/,, (  £  О, А — 1;
О в остальнык случаях ,

где Г,, — среднее время регулировки параметра до выхода за ф иксированны й 
уровень I ;  Гр — среднее время регулировки после выхода за уровень  /. (на 
практике всегда Т р ^ Т п). Пусть р =  Т и/Т р .  Тогда (3.16) можно з а п и с а т ь

в

в виде
1.-1 и — 1 I.—1

« =  а  ^ + р  2  2  ( 3 1 7 )8=0 ¿=05—0
где Х'в — л 1 В 1

Считаем далее, что для исследуемого параметра известна матрица с т а ц и о н а р ­
ных вероятностей перехода | | ¡ | ,  значения которых должны оп ределяться  для  
неуправляемой цепи. Тогда

и
Рц— 2

к= 1
где — вероятность перевести параметр из состояния б в /. Пусть

0 , 2 0 0 , 2 0 0 , 1 2 0 ,  10 0 , 0 5 0 , 0 3
0 , 3 0 0 , 2 0 0 . 1 3 0 ,  12 0 , 0 8 0 , 0 7
о . ю 0 30 0 , 2 0 0 , 1 2 0,  10 0 , 1 0
0 , 1 0 0 , 1 0 0 , 3 0 0 , 2 0 0 , 1 5 0 , 1 0
0,  10 0 , 1 0 0 , 1 5 0 , 3 0 0 , 2 0 0 , 1 0
0 , 08 0 , 1 0 0 , 1 0 0 , 2 0 0 , 3 0 0 , 2 0
0 0 0. 0 0 0

Минимизация (3.17) при ограничениях (3.11) была осуществлена [12] с п о ­
мощью алгоритма линейного программирования, в результате была н ай д ен а  и с ­
комая матрица решений | |£)^ | | .  В каждой строке этой матрицы имеется один 
элемент, равный единице, остальные элементы строки равны нулю. Ч а с т ь  э л е ­
ментов матрицы, равных единице, расположены на главной диагонали, о с т а л ь ­
ные — в первом столбце. Наличие единиц в первом столбце матрицы о зн ач ае т  
обязательную регулировку параметра с возвращением его в исходное со сто я н и е ,  
нахождение единиц на диагонали означает, что параметр регулировке не п о д ­
лежит.

При р =  0,09 искомая матрица решений для  исследуемого п араметра имеет
вид

0 0 0 0 
1 0  0 0
0 1 0  0 
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 

\ , О 0 . 0  о
Задача решена для значений р из интервала 0 ^  р ^  1 (табл. 3.1).

Т а б л и ц а  3. 1

Р 0 - 0 , 0 1 0 ,0 5 - 0 ,0 8 0 ,0 9 0 , 10—0 , 0 2 0 О 1_ О

1* 1 2 3 5 6



В табл. 3.1 /* — номер состояния, при попадании параметра в которое долж ­
на проводиться оптимальная регулировка. В данном случае р — 0,4, ¿* — 6 .

Рассмотрим параметр, после допуска которого также разбито на семь состо­
яний. Д л я  этого параметра

0 , 3 0 0 , 2 0 0 , 2 0 0 . 1 2 0 , 1 0 0 , 0 5 0 , 0 3
0 0 . 3 0 0 . 2 0 0 . 1 5 0 . 1 5 0 , 1 2 0 , 0 8
0 0 0 , 3  0 0 , 2  5 0 , 2 0 0 ,  15 0 . 1 0
0 0 0 0 , 3 0 0 , 3 0 0 , 2 5 0 , 1 5
0 0 0 0 0 , 3 0 0 , 3 5 0 . 3 5
0 0 0 0 0 0 . 3 0 0 , 3 0

», 0 0 0 0 0 0 1

Решения задачи линейного программирования для данного параметра и ра з ­
личн ы х значений р приведены в табл. 3.2, где (* имеет прежний смысл.

Т а б л и ц а  3.2

р 0 —0,05 0 ,09 0 , 1

■4«о"1<мо
0 , 6 0 ,8 - 1 , 0

1* 1 2 3 4 5 6

При р ■— 0.4 значение оптимального ( 'тационарного, однородного марков­
ского) упреждающего допуска составляет примерно 0,7 от основного допуска 
(<* = 4). Этот допуск имеет вид прямой, параллельной основному допуску.

§ 3.5. Модели эксплуатации по состоянию системы 
с параметрами гауссовско-марковского типа *

В настоящем параграфе рассмотрены случайные процессы гауссовско-мар­
ковского  типа, которые с ненулевой вероятностью выходят за границы допусков. 
О пределим допуски как границы для изменения параметров системы. П арамет­
р ы ,  находящиеся внутри границ, не подвергаются регулировкам, а параметры, 
вышедшие за эти границы, обязательно  (с помощью регулировок) должны быть 
возвращ ены  в исходное начальное состояние.

Считают, что выход параметра за  пределы выбираемых допусков не приводит 
к отк азу  системы, однако ее эксплуатация при этом экономически невыгодна.

Д л я  простоты рассмотрим систему, имеющую один непрерывный параметр, 
который измеряется в дискретные, равноотстоящие моменты времени. Регулиров­
к а  системы заключается в том, что при выходе параметра за допуск его возвращ а­
ют в исходное состояние. Основное допущение состоит в предположении статис­
тически  идентичного поведения параметра до и после регулировки.

При решении излагаемой ниже задачи должна использоваться статистичес­
к а я  информация о параметрах системы, характеризующая ее состояние в про­
цессе  эксплуатации и позволяю щ ая аппроксимировать процессы изменения п ара­
метров  случайными процессами гауссовско-марковского типа.

Часто в сфере производства бывает важно экономически оценить ущерб от 
откл о нен ия  параметра прибора, станка или другого устройства от номинала и 
п р и  заданных стоимости регулировки  параметра и интервале его проверок выб­
р а т ь  границу поля допуска. Е сли  допуск на параметр выбирают без строгого уче­
т а  этих  экономических факторов, то возникает ситуация, когда система продол­
ж а е т  «удовлетворительно» работать  даже с вышедшими зч границу поля допуска

* В § 3.5 и 3.6 изложены работы А. Притцкера [55—58].



Следует отметить, что если в системе трудно оценить «ущерб», выз- 
!  Разрегулировкой параметра, и в то же время к ней предъявляется т р е б о ­

вание выполнить задание с высоким качеством, что не допускает большого н а к о ­
пления разрегулировки, излагаемый ниже подход неприемлем. ° ЛЬШ0Г°  Н а К 0

Считаем, что стоимость измерения параметра, стоимость регулировки и ущ еоб
^ Г й Г Г о п п ° РаЗРеГуЛИрОВКОЙ’оКОТОрЫЙ с р а ж а е т с я  в е д и н и ц ^ с т о и м о с т Г м о :

гт определены и заданы. Введем следующие обозначения: Ст — е д и н и ч ­
ная стоимость одной регулировки; Се -  единичная стоимость одной пр овер ки
Л ~Н0Г°  измеРения); Ci —  единичная стоимость разрегулировки; СО) — о ж и ­
даемая средняя стоимость за одну проверку для /-го случ'ая, где 1 ^  <  у  -f- 1

% , , 1 ! СЛ0 квантованнЬ|х УРовней между верхним и нижним допусками, 
им ость npivnun0 Превышению паРаметРами допусков чувствительны к ак  сто- 
увеличеЕииn n n v r L  rJnu И стоимость Разрегулировки. Другими словами, при  
ют оежеЪ я п М0СТЬреГуЛИр0ВКИ Уменьшается (регулировки в ы п олня-
лопускя гтпиГпгтк п ра3реГуЛировки возрастает, и, наоборот, при уменьшении допуска стоимость регулировки увели­
чивается (в силу более частых регули- 
ровок), а стоимость разрегулировки 
уменьшается. Поэтому интуитивно яс­
но, что можно выбирать такую величи­
ну допуска, которая минимизирует зна­
чение СО).

Пусть далее (рис. 3.5) х п — изме­
ренная величина параметра в момент 
tn, L —  интервал между верхним и ниж­
ним допусками; k t — интервал между 
«-ми верхним и нижним квантованными 
уровнями (кванты имеют одинаковую 
нумерацию вверх и вниз от нулевого 
уровня).

Определим используемые ниже слу­
чайные события и соответствующие им
вероятности. Запишем выражение Р  (п , S ,  Т)  =  Р  {xn . l £ S / x n С Т} ,  где 

п постоянные величины соответствующих интервалов изменения п ар а м е т ­
р а ^ .  В частности, Р  (0, 5 ,  Т) =  1 при п =  0 и Р  {1, S ,  Г) =  Р  с  Г) при

Обозначим промежуточное число квантованных уровней через / Тогда оче­
видно 1 ^  ^  у  1; например, кг <  L ^ k 3 при / =  3 или k u <  L  приI — У -f- 1. у Г

Определим событие А \ !) следующим образом. Д л я  всех событий, которые 
происходят внутри наибольшего интервала с числом квантованных уровней £ т а ­
кого. что I <  I/ - f  1 ,если t <  / — 1 . то — событие х е к 1 +  1 и х ё  если / =  
=  / - ! ,  то А ' » - с о б ы т и я х  e : L  и  х е * , . , ,  где / — 1 >  0 ; если « =  / ,  то 
' V  ^ собьпие х  е  kj  и х е  L,  где /  <  уЛ- ]; если < >  / ,  то A W  — событие х  ^

Ж п

Рис. 3.5

Д л я  всех событий, которые происходят вне наибольшего интервала i т а к о го ,  
что Í =  ; f  1, если г

j < y + \ ,  то — событие х Е  ку - если / =  у 4 - 1 .  то Л , — событие х Е к .

Пусть Р { А (1П происходит к моменту л -го  измерения}; Q¡-f > =
— Я происходит к моменту n -го измерения при условии, что в (п —  1)-м 
предыдущем измерении регулировки не производились).

Нужно так выбрать допуск, чтобы минимизировать величину С тои ­
мость проверки Сс нечувствительна к выбору допуска, если интервалы п роверки



заданы. Поэтому, прим еняя  формулу полной вероятности, выражение для С О  
запишем в виде

»+1  )-»  . ¿'-И
с«» =  с т  2  **т  Ч п  +  2  с *1!т у{! « +  2  с « - 1 Ит У(Л . (з-18)

/ ¿ Г /  Л - * 0 0  /  а а  1 П—♦'ОС /  =  /  Л-*ОС *» Л

Будем считать, ч т о ~С0) имеет предел. Первый член уравнения (3.18) опре­
деляет среднюю стоимость регулировки, приходящуюся на единичный интервал 
проверки. Второй член определяет среднюю стоимость разрегулировки за один 
интервал проверки в случае, когда регулировки не выполняются, третий член 
определяет среднюю стоимость разрегулировки, приходящуюся на один интер­
вал проверки. __

Покажем, что минимизация величины СО) по Ь эквивалентна минимизации
по I  величины С<*> (/ =  1).

Перепишем вы раж ение  (3.18) для / =  1:

С<п  = С т  2 *  П т  С , _ ,  П т  и $ \ .  (3.19)“ • / =х 1 Я-*00 I в  I П-+0О

Значение допуска, минимизирующее б’*1), может быть получено в результате 
дифференцирования уравнения (3.19) и решения полученного уравнения отно­
сительно I .  Существование оптимального решения и особенности численного оты­
скания этого решения продемонстрированы ниже на примере, в котором п ара­
метр х  — марковский гауссовский неоднородный случайный процесс.

Теперь докажем, что С(/) =  С!1). Для этого сначала выведем выражение 
для  Нш У}1'},. Выпишем для  / <  /, /  =  I и /  >  ( значения вероятностей

Вероятности представляют собой вероятности события А которое осу 
щест 
щей
ществляется в первый раз к моменту п -й проверки при условии, что в предыду­
щей (п — 1)-й проверке регулировки не проводились. Запишем выражения для

(?</>=/> (п; ь м - р р . ь к ^ ) ,
1 <  М ,•> (3.20)

= Р { п - \ - , ц  Ц ) - Р ( п -  ц к у ), / =  < /+ !;

( аУ}а =  Р ( п - . Ц К , ) - Р { п - , Ы ) ,  ¡ Ф У  +  1;

' { ( ¿ У ^ ^ Р ^ Ц К А - Р ^ Л Л ) ,  1 =  у +  и

. Г <?,</*. = Р (« : к /н. . ) —р («; К,).
/ >  М  • (3.22)

[ (г}'.».,, „ =/> («; ц - р  («; Ц  ¿ =  / - 1-

Д л я  пояснения смысла уравнений (3.20) — (3.22) положим у — 2, 1 = 1  
/  =  2 (см. рис. 3.5). Тогда (так как здесь имеет место случай / >  > и I =  /  —
— 1) из второго вы раж ени я  уравнения (3.22) получаем

а \ 2\ = р  (п, Ц  Ц - Р  (П-, Ц К г ) ,

т. е. вероятность того, что х п L и х п £ при условии, что хг, дг2, . . . .  х п-1  
есть вероятность того, что х1г х2, х п - 1  (; /. и *л , минус вероятность того, 
что х1, х2, Хп- 1  £  Ь и * п £ К\.

Вероятность У\^п есть вероятность события А \ ^  при фиксированном п. Эта 
вероятность равна сумме вероятностей всех событий, которые имеют место к мо­
менту п -й проверки. Событие А может произойти к моменту л-й проверки при 

условии, что при (л — 1)-й предыдущей проверке с вероятностью не было



необходимости в регулировках. Событие может произойти  к моменту л-й 
проверки и при следующем условии: к моменту т -й проверки (т  <С л) регулиров­
ка выполнялась, а в последующие л — т — I проверок (я -ю проверку не учи­
тываем, так  как к моменту ее проведения и относится вероятность  события 
регулировка не выполнялась. Вероятность выполнения хотя бы одной регули­
ровки к моменту т -й проверки равна +  ... +  а вероятность того, 
что событие «Л |,) произойдет к моменту л-й проверки, когда известно, что к мо­
менту т - й  проверки была выполнена регулировка и в последующие л — т — 1 

проверок она не выполнялась» есть Q $ _ m (считаем, что вероятностное распреде­
ление последовательности регулировок известно; кроме того, предполагаем, что 
поведение параметра после регулировки статистически эквивалентно его поведе­
нию до регулировки).

Таким образом, вероятность события во втором сл учае  есть

QÜ'n-m №  +
Так как т принимает значения от 0 до п,  то

+  Qü'n * №+ -  +  vj/U.n]' (3 •23)
где y j>0 == Q. 0 =  0 и свертка * определяется как

п
® п * Ь п —  2  а т bл — л г

Можно показать, что

0 <»
и+ 1
2 vir!n . b —i

v+\
2  W n

k = i
V < / >  v i, n •

Поэтому уравнение (3.23) перепишем в виде

У(Л  =  +  I Qlihn +  ■■■+Qi iU . n ) * K iU . n =  Ql.n« -

vi’l . (3.24)

где

Если выполнены [38] условия 2  Qi!h <  00 и 2
rt — О П =  0

lim v4>n = ' 2  < # )» /» (i).П-+ОС п _ 0

оо /  V +  1 \

s</ )= 2  л 2  Q(r‘?n •
п =  0 \  г — i /

Второе условие будет выполнено, если lim Р (я; L\ L) =  0. 

Из уравнений (3.20) и (3.21) имеем 
у + \

у + 1 ,
2  Q{rhn 

L r = i
=  1 , то

(3.25)

(3.26)

=  2  Ь  L ) - P ( n - ,  L; L)].
п — 0

2  «!!’„
L r — i

В частности, N -и член суммы, стоящей в правой части равенства, 
SN =  1 — Р  (А/; L; L)  и lim S N =  1, если lim Р  (jV; L; L) =  0.

N-+ ОО



Теперь п окаж ем , что уравнения (3.18) и (3.19) эквивалентны.
Перепишем уравнения (3.20) — (3.22) для случая /  =  1 и у >  1. 

При /  =  1

<?<>>„ = Я  (л; К х ) - Р ( п -  ¿ ; 1 ) ;

£г '!’ = Я ( л ;  I ;  К { ) - Р ( п ; /Сг-х); 1 <  / <  у + 1 ;

О Д  1, ( « - 1; £) («; А; /с»);

(3.27)

(3.28)

(3.29)
при /  >  1

(г!П„ =  Р  (я; К 1+1) - Р { п ;  I ;  /Сг), / - 1  >  /;

<?},1 , , в= Р ( я ; 1 ; А ) - / , (л ;1 ; /С,-,). / - 1  =  <;

<г^п =  Я(л; I ;  К ,) -Р (п ; ¿), / =  / <  у + 1;

=  ̂ > (п! ^¡) Р Ь\ Кь—х), /’< * , ¿< (/-¡-1; 

(«—1; /.)—/»(«; *„), /= £ ,•= * + !; 

о*№ |.)я=“ я <п—*:^  А) - ^ ( я ;  а . а). / = ‘= < /+ 1-
Из приведенных выражений видно, что

^,'1 =  ^ + 1. л "PH / — 1 >*;
/ - ■

при / - 1  =  1;
в— 1

<?/,/)п=  2  при / =  «';
1

при / <  *'•

Подставляя. (3.25) в уравнение (3.19) и полагая В; — 2  имеем
п=0 '

с “ )=-=-
( 1)

»+1 £+1 

(=1 1=2

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

л

(3.34)

П одставляя  уравнение (3.25) в уравнение (3.18), получаем

с " > = :̂</>
{'+1 / 1» \ / — 1 /ОО \ ¡̂ +1 /оо

с -  2  2  <?<Л +  2  с , (  2  <?!!п +  2  ^  2 ^
* =  / ■ п = 0 ' (•=! ' п= 0 / / = / \п — 0

П одставляя  в последнее уравнение выражения (3.30)—(3.33) и используя 
выражение д л я  В г, имеем

1 Г У + 1 /  /  £+1 \  / / — I / - 1  \
\ Ст 2  2  В° +  2  3« +  2 С ,8 ж - С н 2 й , +

П I. / = / V в = 1 1 = /+1 I \  # = 1 8 = 1 /
/  / у+1

+ \ cj- i 2  в * +  2  С1-1В>
\  5—1 /« /  + 1

У “г *
+  С } - \ В } +  2

/= у + 1

я«>

<?+1

Сщ 2  4' 2  ^ -1  ^г~Ь 
г=1 «=2

»-Ы 'у+ 1
с т  2  +  2  с «-1

г=1 ¿—2



Сравнивая уравнения (3.34) и (3.35), видим, что 

Следовательно,
00 / 0+1 \ 00 /»+ ! 
2 » (  2 # *  - 2 »  2 < W

поэтому С^) =  CU), что и требовалось доказать.
Таким образом, допуск, который минимизирует среднюю стоимость, при­

ходящуюся на единичный интервал проверки, может быть определен из исход­
ного выражения для С<; ) при любом /, в частности при /  =  1 . Определим допуск 
для неоднородного гауссовского марковского случайного процесса вида х п =  
=  ax n_ , - f  ип , х0 =  0 , где и п — случайная  нормально распределенная величина с 
нулевым средним и дисперсией а4. Рассмотрим верхнюю половину симметрично­
го относительно нуля допуска. Аналогично обстоит дело и с уровнем квантова­
ния Ki- _

Так как уравнение для CÜ) некритично к индексу f, то опустим его и преоб­
разуем уравнение (3.19) следующим образом (t =  1, 2):

С ~ С т V | >n-f 'Cnilim V 2 t n ~i~Cx lim V 2 n ~ C m  l im  Vj ft-J-
rt~*  oo * n~*  00 * n ~ *  00 П-+О О

4"(Cm-i-Ci) lim V2 „• (3.36)
» - w o  ’

Разделив это уравнение на Ст - f  Сх и вводя обозначение т) =  Ст/(Ст - f  C J ,  
получаем

С1(Ст +  С1) =  г] lim V u  n - f  Hm V’2 n . (3.37)
П-+ОО 1 П-+00

Н иже рассмотрен пример, в котором случайный процесс х п характер изует ­
ся следующими параметрами:

М Ы = 0 ,  ап — М lx n i ~ ° 2 ^ 1 ] ’

где о =  1,4;

№\Xn — i X n] on_  j
г п — — а

° п —1 о п Оп
Все реализации этого процесса начинаются с нуля. Д и сперси я  составляю ­

щей ип равна a Ufl — 81.
Введем новое обозначение : а  =  L ! К х, где Ki —  уровень квантования,  со­

ответствующий условному отказу системы.
Таким образом, необходимо определить допуск из условия L  ^  K lt однако 

для получения общих зависимостей будем изменять а  от 0,2 до 2,5 (при значе­
ниях i — 1,2). Значение L в этом случае такж е соответствующим образом изме­
няется. Д л я  данного примера

VxmVi.n и ~7Г « = 1. 2 ,
П -+00  Q tX  п -* - 00

определяются аналитически, но их выраж ения громоздки и здесь не приводятся, 
Ниже показана процедура получения решения и приведены числовые результаты 
решения для исходных данных примера.

Дифференцируя уравнение (3.37) по а ,  приравнивая полученный результат 
нулю, получаем исходное уравнение



При решении этого уравнения относительно а  при фиксированном 11 необ­
ходимо производить итерации и для  некоторых величин т] решение может не су­
ществовать. Более  приемлем поэтому другой путь — получение решения для ц в 
терминах  а:

<1
<1а ( ' ' т 1/2,п) \П-*'00 /

(3.39)

После решения уравнения (3.39) строят график г) в функции предполагае­
мых а .  Полученную_кривую затем используют для определения а ,  минимизи­
рующего отношение С/(Ст +  Сх) при выбранном т). Д л я  рассматриваемого при­
мера результаты  расчетов помещены в табл. 3.3.

Т а б л и ц а  3.3

а ч
1 ¡ т  у
П-*-аа п 11т  у 

п-*-оо 2, п т щ /  С ^
1 ст + с >/

0 , 2 0,0241 0 ,6 Л66 0,0133 0,0279
0 ,4 0,1508 0,3544 0,0305 0,0839
0 , 6 0,4127 0,2972 0,0699 0,1554
0 , 8 0,6296 0,0958 0,1287 0,1890
1 , 0 0,7367 0 0,1947 0,1947
1,05 0,7516 —0,0215 0,2107 0,1945
1 . 1 0,7635 —0,0420 0,2262 0,1941
1.5 0,8009 —0,1693 0,3263 0,1907
2 , 0 0,8092 —0,2646 0,4031 0,1890
2 ,5 0,8113 —0,3251 0,4521 0,1884

Табл. 3.3. содержит необходимые сведения для выбора допусков при к аж ­
дом фиксированном т) минимизирующих С. Напомним, что Ст — стоимость ре­
гулировки , приходящаяся на единичный проверочный интервал.

При измерении периодичности регулировки Ст также изменяется, следова­
тельно, изменяется и т]. Таким образом, в табл 3.3 отражена (через стоимость)

связь  между периодом регулировки и опти­
мальным допуском.

П ри  таком подходе период регулировки 
задается  и изложенная методика дает воз­
можность выбрать оптимальный допуск из 
соображений экономического характера.

Может случиться, что средства, отпущен­
ные на эксплуатацию системы, ограничены, 
тогда для выбора допусков полезен график 
Сщш =  /(«опт), который можно построить по 
данным табл. 3.3. Укажем графическую связь 
между величиной а о пт (значением а ,  кото­
рое минимизирует С) и отношением стои­
мости т|. Эта зависимость представлена на 
рис. 3.6. Из графика видно, что ¿опт ^  Ки  

если т| ^  0,7. П ри небольшой стоимости регулировки (величины Ст) по срав­
нению с С1 определяющим величину т) будет значение стоимости разрегулировки 
Сх\ в этом случае  т) определена в меньшем диапазоне допустимых значений, на­
пример р авна  0,3. Тогда ¿ 0цт Э* 0,5 Кх, т. е. регулировка будет производиться 
чаще (так  к а к  стоит меньше, чем, например, при т] €£ 0,6-г0,7). Наоборот, при

Ст
СтЧ

0,8
0,6

№
0,2

О

/!/
0,4 0,8 иг 1,6 2.0 2,4*ти,

Рис. 3.6



сравнительно большой стоимости регулировки  (по сравнению со стоимостью  р а з ­
регулировки) определяющим значение г| является  именно стоимость р е г у л и р о в ­
ки, в этом случае значение г| должно быть увеличено.

Выше была описана процедура выбора допусков при постоянных интерва- * 
лах  проверки, теперь покажем принципиальную  возможность одновременного 
оптимального выбора как допусков, так  и интервалов проверки. О бщ ая  средняя  
стоимость С^)  была определена на интервале проверки. Теперь ан а л о ги чн у ю  ве­
личину стоимости определим за фиксированный период времени, внутри  которо­
го будем варьировать интервалы проверки.

Кроме того, стоимость разрегулировки представим как функцию и н терв ал а  
проверки, так  как  значение разрегулировки системы, например, увели чивается  
при возрастании интервала проверки. Допустим здесь линейную зависимость  
стоимости разрегулировки от длины интервала проверки. Тогда у р ав н ен и е  для 
стоимости С за период Т  для одного допустимого уровня квантования м ож но  за 
писать в виде

где Т  — общий период; т — интервал проверки; к — константа, 0 ^  А: ^  1. 
Остальные обозначения не отличаются от уж е известных. Рассмотрим случай , 
соответствующий / =  1. Преобразуем уравнение (3.40) к виду

Взяв частные производные от правой части уравнения (3.41) по а  и т, 
имеем:

Полагая - ¡ ^  и равными нулю и решая полученные у р ав н ен и я  относи­

тельно б =  Ст!(Схк) и к  =  Сс!(Схк),  имеем

В ыражения для Л и б записаны в неявном виде, так  как  в ы р а ж е н и я  а  =  
=  /  (Л, 6 ) и т =  /  (Л, 6 ) в явном виде очень сложны и численные р е ш е н и я  для 
а  и т в терминах Л и б громоздки. Т ак  к ак  уравнение (3.42) не дает зависимости- 
по то сначала необходимо определить б при заданных о  и т, затем подставить

(3.40)

Т
(3.41)

т

дС дС

6 = (3 .42)—т

и

Л =  6

(3.43)



э т о  значение в уравнение (3.43) и найти к. Вычисляемые б и Л являются стоимост­
ными величинами, для которых соответствующие значения а  и т  минимизируют 
С. И зм ен яя  а  и можно получить диапазон значений б и Л, для которого а  
и т  минимизируют С. После решения уравнений (3.42) и (3.43) может быть выбра­
на величина к,  которая характеризует  допустимый уровень изменения (разре­
гу ли ро вки )  параметра системы.

В заключение рассмотрим применение метода статистических испытаний 
(М онте-Карло) для выбора допусков. При аналитическом подходе к определению 
доп у ск ов  делалось одно из основных допущений, позволившее воспользоваться 
результатам и  теории восстановления, а именно предполагалось, что после регу­
л и р о в к и  система ведет себя как  новая. При использовании метода Монте-Карло 
это  ограничение снимается, т а к ж е  может быть снято и ограничение о том, что 
стоимость разрегулировки — дискретная  функция измеряемого параметра. По- 
п р еж н ем у  будем считать заданным описание работы системы и проводимых на 
ней регулировок.

Несмотря на перечисленные преимущества, метод Монте-Карло имеет и су­
щественный недостаток: он дает наилучшее решение лишь среди всех предполагае­
мых решений и не позволяет непосредственно обобщить результаты. Перечислим 
последовательность действий по методу Монте-Карло, приводящую к выбору оп­
ти м ал ь н ы х  значений допусков.

1. Предварительный выбор допусков, перекрывающих возможный диапа­
зон величин допусков.

2 . Выбор величин, характеризую щ их изменение параметра системы.
3. Вычисление стоимости регулировки и разрегулировки.
4. Прекращение изменения параметра, если его значение в момент проверки 

превы ш ает допуск, и выбор величины параметра при последующей проверке 
с учетом эффекта регулировки.

5. Суммирование подсчитанных стоимостей разрегулировки и регулировки 
со всеми предыдущими их значениями.

§ 3.6. Применение метода статистических испытаний 
для выбора профилактических допусков

Н и ж е  рассмотрены примеры, иллюстрирующие использование метода Мон- 
т е -К а р л о  для  выбора допусков.

Пример I. Д л я  представления стоимости разрегулировки используется не­
п р ер ы в н ая  функция. Параметр во времени задается с помощью рассмотренного 
вы ш е стохастического уравнения

*о ~ 0 ; х п =  1 ,Ахп — х-|-Ыц, п >  0 , (3.44)
где и п — случайное отклонение, распределенное нормально с нулевым средним 
и дисперсией ст2 — 0,09. М оделирование показало, что этот процесс быстро ра з ­
в и в ае тс я  и является процессом «взрывного» типа. Такой процесс может характе­
р и зо в ат ь ,  например, параметр износа после периода накопления усталости. 
И з  уравнен ия  (3.44) следует, что х г — иг. Предположим, что регулировки т а ­
к овы , что значение переменной в течение проверки, следующей за регулировкой, 
оп редел яется  как ип . Показателем, по которому производят вычисления, явля ­
е т с я  стоимость за период Т,  т. е.

N
C т =  Cm N <)-\-Ci '2i x¡ (3.45)

или

с г _  ЛГ„ с, Д
ЫСт N  +  Сш А ,  N '( = 1

где С Т — общая стоимость N  проверок; Ст и Ci—единичные стоимости регули­
ро в к и  и разрегулировки; Л̂ 0 — число регулировок, соответствующих N  провер­
кам; N  — число проверок в системе, сделанных в течение ее оперативной 
ж и з н и  Т.



С помощью Метода Монте-Карло определим допуск L,  который м иним изирует  
величину C j l ( N C m). Из уравнения (3.45) видно, что стоимость р азр ег у л и р о в к и  
является функцией квадрата измеряемой переменной х.  В этом уравнении с т о и ­
мости проверок не учтены, так как интервалы проверок выбраны о динаковы м и 
и постоянными.

Приведем упрощенную последовательность выполнения программы на Э В М  
при решении данной задачи.

Л  Генерация случайных чисел /?;, равномерно распределенных в и н терв а-
Л6 (U, I),

2 . Использование этих чисел для получения стандартного нормального с л у ­
чайного отклонения

3-„ Подсчет и п =  a | n +  jx =  0,3£п> так  как  и п — нормально р а сп р едел ен н ая  
случайная величина с параметрами (i — 0  и а  =  0,3. Таким образом, если с л у ­
чайное число Ri  =  0,7, то In  =  0,524 и и п =  0,157.

4. Подсчет х п =  1А хп^  +  ип .
5. Определение х *.

п — 1
6 . Суммирование хД и 2  xf  Ддя получения

¿ = 1

2 *1 = 1

7. Проверка условия \ х п \ >  Z,. Если условие выполнено, то переход к п . 8 , 
если нет, то переход к п. 9 .

8 . Прибавление единицы к jV0 и получение х п =  0 .
9. Прибавление единицы к переменному индексу п.
1 0 . Проверка условия п =  N  +  1 . Если условие выполняется, то п ер ех о д  

к п. 11 , если нет, то переход к п. 1 .
11. Вычисление для различных значений С ;/С т

NCm N  'г  Ст  '

12. Выдача результатов на печать.
13. Установление новой величины L  или останов.
При моделировании использованы следующие данные: N  =  2000- С,1Ст  =  

=  0,05 -f- 1,00 через 0,05; L =  0 , 2 5 -f- 1,75 через 0,25.
Результаты вычислений сведены в табл. 3 .4  и 3 .5 , где приведены зн а ч е н и е  

Cj-/{NCm) для нескольких комбинаций значений L и ¿¡/Ст и оптимальные з н а ­
чения L при заданных С,/Ст  и СТ/ (ЫСт).

Т а б л и ц а  3 . 4

c T i ( N C m)

/- =  0 , 2 5 0 , 5 0 0 , 7 5 1 , 0 0 1 ,2 5 1 ,50 1 , 75

0,05 0,434 0,272 0,228 0 ,197 0,186 0,182 0 , 2 0 5
0 , 2 0 0,450 0,301 0,278 0,272 0,286 0,315 0 , 3 9 4
0,40 0 ‘471 0,340 0,344 0,372 0,421 0,493 0 , 6 4 5
0,60 0,492 0,379 0,411 0,472 0,555 0,671 0 ,8 9 6
0,80 0,513 0,418 0,477 0,573 0,690 0.849 1 ,1 47
1 , 0 0 0,534 0,457 0,544 0,673 0,824 0,027 1 ,3 9 9



Т а б л и ц а  3 .5  По данным табл. 3.4 построены
графики, которые изображены на 
рис. 3.7 и 3.8. На рис. 3.7 представ­
лена зависимость Cr/ ( N C m) =  /  (¿) 
при различных значениях отноше­
ния С;/С т ; на рис. 3.8 — зависи­
мость С(/Ст =  /  (¿опт), где точки 
¿опт взяты из рис. 3.7 (они соот­
ветствуют нулевым наклонам кри­
вых). Из графика рис. 3.8 может 
быть определено значение ¿ опт. ко­
торое минимизирует стоимостную 
функцию СТ при заданном С;/С т . 

Был исследован т а к ж е  [1] гауссовско-марковский процесс х п =  ах„ _ t +  
+  и п , п >  0 , х 0 — 0  (ип — нормально распределенная случайная величина с 
нулевым средним и дисперсией о2) при а — 1,4; 1; 0,4 и различных а.

Результаты моделирования для данных примера 1 приведены на графиках 
рис. 3 .9—3.11.

Пример 2. Предположим, что параметр х описывается следующим стоха­
стическим уравнением:

c i / c m ^ОПТ с т! ( "ст)

0,05 1,370 0.176
0 , 2 0 1 , 0 0 0 0,265
0,40 0,610 0,335
0,60 0,538 0,380
0,80 0,450 0,415
1 , 0 0 0,425 0,453

*о =  0; *1 =  “х! *л =  1А х п_ г ' -0 , 2хп , 2 + « „ ,  П > (3.46)

где и п — нормально распределенная случайная величина с нулевым средним 
и дисперсией, равной 9.

Будем считать, что регулировка  блока, состояние которого характеризует­
ся  параметром х,  осуществляется при выходе параметра за выбираемый допуск

путем замен всего блока и режим изме­
нения параметра после замены блока ос­
тается таким же, каким он был у п ара­
метра предыдущего блока. Кроме того, 
предположим, что замена блока проис­
ходит при достижении параметром зн а ­
чений ±  23 (отказовый допуск)*. Обоз­
начим интервал замены блока через Б.

к  
Сщ 
0,8 
0,6

0,2

0А 0,6 0,8 1,0 Ц  1„

Рис. 3.7 Рис. 3.8

Т аки м  образом, если значение параметра х  меньше чем — 23 и больше чем 
-+- 23, то происходят отказы, после которых немедленно осуществляются регули­
ро вки . Будем считать, что стоимость разрегулировки имеет смысл только тогда, 
когда происходит отказ, следовательно, стоимость отказа равна Ст +  С,-. З а ­
д а ч а  заключается в таком выборе допусков для значений параметра внутри от- 
казовы х допусков, при котором общая стоимость для контролируемого пара­
м етра  минимальна.

* Считаем, что отказовый допуск в данном случае выбирается (назначает­
с я )  из соображений неэкономического характера.



Общее уравнение стоимости для данного примера запишем следующим о б ­
разом:

С-р = С т Л/у,

или (после нормализации)

N I Л/у 
(Ст  +  С,)Лг‘ 11 Л/ +  Л/

(3.47)

где N 1 — число регулировок, выполненных при достижении параметром в ы б и ­
раемых (в данном случае упреждающих) допусков (отказов не было); Л'у — число

регулировок, выполненных при достижении параметром отказовых допусков 
(произошли отказы); т) =  Ст /(С т  +  С*). Следовательно, общее число р е г у л и ­
ровок Л'о =  Л'г +  /V/.

Последовательность вычислений на Сг 
ЭВМ для получения искомого решения (/(СтЩ) 
аналогична приведенной в примере 1 .

При моделировании контроля па- ’ 
раметра х  были использованы следую­
щие величины: N  =  1000, т| =  0, 0,05,
0 , 1 0 , 0 , 2 0 ........... 1,0 ; а  =  ¿ /Я  = 0 , 1 ,
0,2, 0,4, 0,6, 0,8, 1,0.

Результаты вычислений приведены 
в табл. 3.6.

Н а основании данных табл. 3.6 по 
формуле (3.47) были найдены значения 
СТ![Ы (Ст +  С*)] для различных а  при

1к
Ст
/
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_/и‘0,0-*/
у \ 0А

\ 4“

'0 ,5  1 1,51,6 т ш

Рис. 3.11

О 0,1 0,7 0,3 т  0,5 0,6 0.7 0,80,91,0 ос 

Рис. 3.12



заданных т). Результаты этих расчетов 
представлены на графике рис. 3.12, а н а ­
лизируя который приходим к следую­
щим выводам. Во-первых, при г| ;> 0,8, 
упреждающие допуски должны быть 
выбраны равными отказовым допускам 
(а  =  1). Во-вторых, при 0  <  т] ^  0,7 
имеется область оптимальных значений 
а  по критерию минимальной стоимости 
(на графике видны точки с наименьши­
ми значениями отношения СТ/[Ы (Ст +  
-(- С;)]). Например, а 0ПТ =  0,055 при 
Т| =  0,3.

Сделаем еще несколько замечаний о применении метода Монте-Карло к ре­
шению рассмотренных задач.

Отметим достоинства этого метода.
1 . При исследованиях с помощью метода Монте-Карло можно описывать 

процесс х п любым способом.
2. Ограничения на функции стоимостей не накладываются.
3. Допуски не обязательно должны быть симметричными.
4. Возможны различные типы регулировок.
5. С помощью метода Монте-Карло можно оценить эффект ошибок в описа­

нии процесса х п .

а —Ь/Р " г Nf

0 , 1 4788 0
0 , 2 2800 0
0,4 1907 3
0 , 6 1537 84
0 , 8 740 713
1 , 0 0 376

ГЛАВА IV

ОЦЕНКА ЭФФЕКТА ОТ ВНЕДРЕНИЯ  
ОПТИМАЛЬНЫХ МОДЕЛЕЙ  

ЭКСПЛУАТАЦИИ СИСТЕМЫ ПО СОСТОЯНИЮ

Интуитивно очевидно, что эксплуатация систем по состоянию в си­
лу достаточно подробной информации, имеющейся при контроле сис­
темы, должна обеспечить лучшие значения показателей эксплуатации 
системы (связанных с ее готовностью и надежностью в процессе приме­
нения) по сравнению с эксплуатацией систем по наработке или кален­

дарному времени.
В настоящей главе на основе моделирования реальных процессов 

изменения параметров состояний систем и реализации применительно 
к этим процессам некоторых оптимальных алгоритмов управления, 
описанных в гл. I I I ,  получены количественные соотношения показате­
лей, характеризующих эксплуатацию систем по состоянию и по нара­
ботке.

§ 4.1. Оценка эффективности оптимальных моделей 
эксплуатации системы по состоянию

В настоящем параграфе приведены результаты сравнения оптималь­
ной стратегии эксплуатации системы по состоянию (системы с одним 
определяющим параметром монотонного типа) и такой оптимальной 
стратегии эксплуатации системы по наработке, которая была получе-



на на основе статистики только по отказам системы (по моментам выхо­
да определяющего ее параметра за фиксированный уровень). Анало­
гичное сравнение можно провести для оценки качества и других рас­
смотренных выше оптимальных моделей эксплуатации по состоянию.

Рассмотрим процесс 5  (/„), изображенный на рис. 4.1 [7]. Он харак­
теризует процесс изменения определяющего параметра некоторой сис­
темы. На этом же рисунке представлена плотность распределения мо­
ментов выхода процесса 5  (/„) за уровень Ь. Эта информация исполь-

Моменты выхода реализации за допуск

о z  ь 6  s ю  и  к  ю  п  20 гг ь

Рис. 4.1

зована далее при построении функции X (t), для которой, как увидим 
ниже, X'(t) > 0 .  Следовательно, в этом случае для выбора оптималь­
ного интервала регулировок параметра S (tn) при известных моментах 
выхода его за уровень L  (и при неизвестных значениях параметра
S  (tn) внутри поля допуска) можно воспользоваться моделью эксплуа­
тации по ресурсу элемента стареющего типа, изложенной в § 2 . 1.

Оценку качества оптимальной модели эксплуатации системы по со­
стоянию произведем в сравнении с результатами использования опти­
мальной стратегии модели § 2 . 1, полученной для случая, когда извест­
на статистика только по моментам выхода параметра 5  (tn) за уровень

Представляет интерес провести сравнительную оценку как затрат 
времени на обслуживание, так и получаемой надежности системы 
(среднего времени наработки до первого отказа) при различных мето­
дах управления случайным процессом S (/„), п =  0, 1, ... Реализации 
исследуемого монотонно возрастающего процесса S  (t„) (процесса с 
независимыми приращениями) получены при

F (х ) =  Р { Х п <  *} =  1 — е- '»’*, 

где Ну =  М [Xn], п =  1,2, ...



Д ля этого процесса было рассчитано среднее время Т  до первого вы­
хода за границу поля допуска L  (равную 10 уел. ед.) в случае отсут­
ствия управления (регулировки), при оптимальном управлении про­
цессом S (/„) по средним характеристикам выхода реализаций за уро­
вень L  (см. § 2.1) и при оптимальном управлении процессом по отдель­
ным реализациям*. Эти величины обозначены соответственно через 
7(i) > т !(*)> 7<з).

В первом случае

Т  —  2  n t / N ,
t = 1

где rii — количество условных единиц времени (шагов) до выхода t-й 
реализации за допуск L; N  — количество реализаций.

Было получено, что Т(1) =  13,2 ед. времени, выраженных в числе 
шагов At (tn =  пЫ).

Д ля расчета Т (2> предварительно была определена интенсивность 
выходов процесса S (tn) за уровень L  (интенсивность отказов) при п — 
=  1,2.......  20 :

К  =  ГПп j ^ N — 2  m h

где m n — количество отказов на п -м шаге.
Окончательные результаты приведены в табл. 4.1.

Т а б л и ц а  4.1

п 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Щп 0 5 6 7 13 15 6 11 6 12 7 5 4 3
к 0 0 ,50 0,63 0,79 0,160 0,218 0 , 1 1 1 0,230 0,187 0,388 0,368 0,416 0,576 1, 0

Сглаженная ^-характеристика, изображенная на рис. 4.2, является 
монотонно возрастающей функцией времени и аппроксимируется вы­
ражением X (/) =  а/5/2, где а =  0,001  [отк/ч2].

При управлении по средним характеристикам случайного процес­
са 5  (/„) исходной для расчета оптимального периода замен т0 (см. 
§ 2.1) является величина X (/). Оптимальный период для монотонно­
возрастающей X (/) рассчитывался по алгоритму (2 . 11), который в 
данном случае можно записать так:

Т то < ' '
1 х „

е ® +  X (т0) е ё/
о

* Рассматриваемое управление процессом по отдельным реализациям и яв ­
л яется  в общепринятом смысле управлением или эксплуатацией системы по 
состоянию.



Оптимальный период т0 находился графически, для чего правая 
часть выражения (4.1) была обозначена * через

1
Ф (т0) =  1-------- т,--------------------------‘ '

м<> <а Хо - 1 МО <и
е +  X (т 0) ]  е (1/

о

Полученные значения ф (т0) приведены в табл. 4.2.

Т а б л и ц а  4.2

п 5 8 10 12 * 14 16 18 19 20

Ф (То) | 0,045 0,197 | 0,370 0,523 0,656 0,767 0,832 0,862 0,923

По данным табл. 4.2 построен график функции ц> (т0), изображ ен­
ный на рис. 4.3, где по оси ординат отложены значения 7^ 7 \- Задава­
ясь различными значениями Т г, а следовательно, и отношения 7 гГГх

при фиксированном значении Т х — Т г =  А,  определяем оптималь­
ный срок профилактики т0 (на рис. 4.3 эта процедура показана стрел­
ками), выраженный в условных единицах времени п (числе ш агов конт­
роля). Принимаем А =  1 (одной условной единице времени), Т г 
=  0,2, 0 ,4 , 0,6, 0 ,8 , 1,2, 1,4, 1,8. Д ля  различных Т 2 были получены 
значения т0, приведенные в табл 4.3.

Т а б л и ц а  4.3

0 ,2 0,4 0,6 0 , 8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8

0,167 0,286 0,395 0,445 0,500 0,546 0,538 0,615 0,643

8,0 9,0 10,0 11,0 11,7 12,4 13,0 13,4 14,0

* Расчет приведен «вручную» из чисто методических соображ ений , чтобы 
раскрыть процедуру получения решения. На практике следует использовать  
ЭВМ.



При управлении по средним статистическим характеристикам пред­
полагался равновероятным выбор реализации после возвращения про­
цесса 5  (¿„) в первоначальное исходное состояние. Момент выхода про­
цесса за допуск определялся непосредственно при моделировании и был 
обозначен через Т ч, при этом было введено обозначение: — инди­
катор реализации, соответствующей </-му выходу процесса 5  (/„) 
за уровень №  =  1 при <7 =  1,2 ,...

Н а основании полученных данных для каждого т0 были найдены 
среднее время до первого отказа Л 2* =  2 Т дШ,  где N  =  шах =
=  500; 4

затраты  на регулировку системы (в единицах времени — шагах) 
С<а> =  Т г 2&<?>; ’

ч
затраты  на восстановление (ремонт) А<2> =  7УУ;
средние затраты на один отказ а<2> =  (С<2> +  А(2>)/М;
средние затраты на единицу времени (шаг) р<2> =  (С<2> +  А<2)) /2 Г  ;

коэффициент готовности (вероятность в_произвольный момент за­
ставь систему в рабочем состоянии) к {тг) =  Л 2) /(Г<2> +  а (2)).

Результаты  расчетов значений Л 2’, а<2>, р<2> и #*> приведены в 
т ам .  4.4.

Т а б л и ц а  4.4

т. / 7 \ 0,167 0,286 0,375 0,445 0,500 0,546 0,583 0,615
/
0,643

742) 123 74,5 71,5 43,8 37,4 29,6 27,6 35,1 24,6
а<2> 4.4 4,2 5,5 4 ,4 4,7 4,0 6,0 4,2 4,4
Р(2) 0,036 0,059 0,078 0,100 0,126 0,136 0,216 0,170 0,182

,4=1 0,970 0,948 0,928 0,918 0,887 0,880 0,872 0,856 0,848
ь< 2) , /4= 2 0,954 0,895 0,965 0,835 0,800 0,785 0,775 0,747 0,737
К Г А=  3 0,941 0,850 0,810 0,726 0,726 0,710 0,697 0.664 0,650

А=4 0.928 0,808 0,770 0,715 0,665 0,648 0,633 0,595 0,582

При управлении по реализациям, как и в предыдущем случае, по 
таблице случайных чисел выбирался номер реализации, для которой 
на каждом шаге проверялось неравенство (3 .4), принимающее в рас­
сматриваемом случае вид

( ( п _ 1, ) ^  Тг

( Т , - Т г) ( п _ 1) '
где у =  1.

При первом выполнении данного стохастического неравенства оп­
ределялся шаг, соответствующий моменту оптимальной регулировки— 
(п 1). У казанная процедура повторялась для следующей реализа­
ции и так  до тех пор, пока процесс 5 (/„) (в пределах рассматривае­
мом реализации) не выходил за уровень Ь. Это событие фиксировалось 
как отказ и подсчитывались количество просмотренных реализаций и 
накопленное по всем реализациям время до отказа Т ч.



Значения Т г и Т\  — Т г были те же, что и при управлении на осн о ­
вании знания момента выхода процесса 5  (<„) за уровень ¿ .  Д алее д л я  
всех имевших место отказов среди рассматриваемого числа р е а л и за ­
ций подсчитывалось общее суммарное время ЪТц.  По полученным дан-
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ным для каждого отношения Т г!{Тх — Т 2) были рассчитаны п о казате­
ли Т(3), а (3>, Р(3) и &(г3). Значения показателей приведены в табл. 4 .5 .

Т а б л и ц а 4.5

Г 2 0 , 2 0,4 0,6 0 , 8 1,0 1,2 1,4 1,6
Т1—-г.
7 < з) 365 169 89 78 64 50 44 45

а (3) 6,0 7,0 5,3 5,7 6,4 6,2 6,0 6 ,9
Р<з> 0,036 0,041 0,060 0,073 0,090 0,122 0,139 0,156

А=  1 0,968 0,960 0,945 0,930 0,910 0,890 0,880 0 ,865

4 3>
А = 2 0,950 0,920 0,885 0,861 0,834 0,803 0,783 0 ,762

/4 =  3 0,937 0,882 0,850 0,807 0,770 0,732 0,706 0,681

/1=4 0,908 0,852 0,792 0,753 0,716 0,672 0,643 0 ,616

Одновременно была рассчитана кривая оптимального упреж даю щ е­
го допуска, уравнение которой имеет вид

Кривая оптимального упреждающего допуска для экспоненциаль­
ного закона распределения приращений Х п имеет вид кривой /  на 
рис. 3.1.

П оданным табл. 4.4 и 4.5 построены зависимости (рис. 4 .4 , 4 .5 , 
4.6, 4.7) среднего времени до первого отказа Т,  средних удельных за-
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трат  по наработке системы р, средних затрат на один отказ а  и коэф­
фициента готовности 6Г от затрат на регулировку системы Т г для уп­
равления по средним характеристикам процесса и управления по ре­
ализациям. Анализируя эти графики, можно сделать следующие вы­
воды.

1. Среднее время до первого отказа (рис. 4.4) для обоих случаев 
возрастает при уменьшении Т ъ причем при управлении по реализа­
циям до Т 2 =  0,8 оно примерно в два раза больше, чем при управле­
нии по средним характеристикам. При Т 2 =  0,2 отношение 
«  3.

с*

в

6

4-

2

■ Управление по 
реализациям

Л ~тх-

Управление _по средним 
характеристикой

1 1 I I I
0,1 0А 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 Тг 

Рис. 4.6

Управление по средним 
характеристикап

0 0,1 0Л 0,6 0,8 1,0 1,2 1Л 1,6 1,8 Тг 

Рис. 4.7

— п о й ( К |  (Рис„ 4 -5) с увеличением Т 2 увеличиваются. При Т 2=
0,2  р / р = 2 . Затраты  на один отказ при управлении по реали­

зациям несколько больше (рис. 4.6) соответствующих затрат при управ­
лении по средним характеристикам.

3. Коэффициент готовности кГ (рис. 4.7), рассчитанный для фикси­
рованных значений Т 1 — Т г, примерно одинаков для обоих методов 
управления и уменьшается с увеличением Т Следовательно при 
уменьшении времени регулировок по сравнению с временем ремонта 
(при малых Т 2) управление по реализациям дает существенный выиг­
рыш в надежности и средних затратах на единицу времени наработки 
системы по сравнению с управлением по средним характеристикам 
процесса 5  (/„). ^

§ 4.2. Э ксплуатация системы по состоянию составляющих 
элементов с учетом критерия «стоимость 

(го то в н о сть )— эффективность»

Рассмотрим сложную  техническую систему с избыточностью по на­
дежности (эффективности). Эта избыточность меняется в зависимости 
от выполняемых системой задач. Рассмотрим сначала общую матема­
тическую схему эксплуатации такой системы по состоянию, когда со­
стояние системы определяется исправностью или неисправностью со­
ставляющих систему элементов (блоков, подсистем и т. д.).



Пусть система состоит из N  элементов (блоков, подсистем и т. д .) .  
Обозначим через v i (¿), I =  1, ДО, параметр, характеризующий по п р и н ­
ципу «да» — «нет» состояние ¿-го элемента в процессе работы системы:

Пусть 0,- (?) — наработка ¿-го элемента системы к моменту /. С ле­
довательно, в произвольный момент £ состояние системы может быть 
описано вектором V (/) =  (г), 0 Х (0 ; V*, (0 . ©к (О}- 
Обозначим через А  множество всех состояний элементов системы с уче­
том их наработки, образованных по принципу «да» — «нет» для каж д о ­
го элемента (например, все элементы системы исправны, неисправен 
один элемент и т. д.). Очевидно, что в множестве А содержится некото­
рое подмножество Л о, при попадании в которое вектора V (/) система не 
может выполнять стоящую перед ней задачу с заданной эффективно­
стью. Опишем изменение состояния системы при ее работе с учетом про­
водимого технического обслуживания на основании наблюдения за 
состоянием составляющих вектора у (0 - Считаем, то перед применением 
система полностью прошла предусмотренное нормами техническое об­
служивание (все элементы работоспособны, счетчик отсчета времени 
наработки системы установлен на нуль, т. е. t(, — 0). В процессе исполь­
зования системы предусмотрим контроль элементов в моменты tt =  
=  Ш , / =  1 ,2 , ... Такой контроль может осуществляться автомати­
чески (по отработанной программе) и практически мгновенно. В р е­
зультате контроля определяется вектор V (¿) и фиксируются наработки 
элементов системы. Область Л 0 применительно к выполняемой систе­
мой задаче вводится в виде матрицы в вычислительное устройство.

Если в процессе контроля и сравнения вектора V (1) с границей об­
ласти А о обнаруживается, что в момент и  (1= 1,2 ,.. .)  система не может 
выполнять стоящую перед ней задачу с приемлемой эффективностью 
в результате отказа одного или несколько элементов (в этом случае 
V (/¡)€Ло)> то автоматически выдается команда о прекращении ф ун к­
ционирования системы. Если же составляющие вектора V (¿) не п р и ­
надлежат в момент контроля области А 0, то это значит, что либо не от­
казал ни один из элементов системы, либо произошел отказ некоторых 
элементов, что, однако, незначительно повлияло на эффективность сис­
темы и она продолжает выполнять поставленную задачу. При этом вы ­
рабатываются рекомендации (например, вычислительным устройством, 
имеющимся в системе) по наиболее эффективному использованию ис­
правных элементов системы. Вычислительное устройство может так ж е  
в случае необходимости выдавать информацию о вероятности выполне­
ния системой задачи с приемлемой эффективностью, начиная с лю бого 
момента контроля. Информация выдается в виде двух цифр, означаю ­
щих условную вероятность выполнения системой задач при условии, 
что ее состояние в момент и известно, и условное среднее время, в т е ­
чение которого система способна выполнить задачу при условии, что 
в момент и известно состояние ее элементов.

0 , если 1-й элемент исправен в момент t,
1 в противном случае.



Рассмотрим потери (выраженные в единицах стоимости, времени, 
трудозатрат и т. д .), которые связаны с эксплуатацией системы. Пусть 
на подготовку системы, в процессе которой проверяется работоспособ­
ность всех элементов и в случае необходимости происходит восстанов­
ление (в основном путем замен) неработоспособных элементов, расхо­
дуется С, единиц затрат. Ниже обслуживание системы оценивается по 
критерию «стоимость-эффективность», поэтому под С\ будем понимать 
средние затраты стоимости на проверку системы, включающие затра­
ты на амортизацию аппаратуры проверки, самих элементов системы и 
стоимость ремонта замененных элементов.

Следует отметить, что все эти расходы, как правило, пропорцио­
нальны времени проверки. Поэтому проводимая ниже оптимизация 
технического обслуживания системы по критерию стоимости с учетом 
эффективности эквивалентна оптимизации по критерию «готовность — 
эффективность».

Введем теперь затраты, связанные с невыполнением системой за ­
дания (при V (¿¡) £ А 0). Обозначим средние затраты, связанные с не­
выполнением системой задания, через Сг. Если С 2 придать смысл стои­
мости, то это стоимость расхода системой ресурса энергии или горюче­
го и масел, денежное содержание обслуживающего персонала, отнесен­
ное к времени «холостого функционирования», плюс стоимость проверки 
и стоимость брака «продукции», вызванного неисправно функциони­
рующей системой. Очевидно, всегда С2 ^  Сх. Задача заключается в 
оптимальном разбиении по составному критерию «стоимость—эффек­
тивность» области А  возможных состояний системы {V (4 ), th}, к =  1,
2, ..., на три непересекаю циеся подобласти Л 0, Л ь  Л 2. Подобласть А„ 
определена выше. Подоб тасть А 1 — подобласть состояний системы, 
при нахождении в которой она способна выполнить задачу с заданным 
уровнем эффективности без проведения каких-либо работ по техни­
ческому обслуживанию. Обнуление счетчика времени наработки сис­
темы происходит после проведения подготовительных работ. По опре­
делению, такая подготовка проводится либо сразу после отказа систе­
мы (при V (¿¿) 6 А  о), либо при первом попадании вектора V (/¡) из об­
ласти А 1 в область А 2- Подобласть Л 2 — подобласть состояний систе­
мы, при нахождении в которой она еще способна выполнять задачу с 
заданным уровнем эффективности, но должна пройти техническое об­
служивание (подготовку к работе с обнулением счетчика времени пос­
ле ее завершения) и быть возвращена в начальное состояние (в область 
Л х). Если же в условиях дефицита времени подготовки такое обслу­
живание не проводится, то принимают во внимание значение двух по­
казателей — условной вероятности выполнения задачи в течение фик­
сированного времени и условного среднего времени успешного (с эф­
фективностью не ниже заданной) выполнения задачи. По этим значе­
ниям принимают решения о направлении системы на выполнение за ­
дачи или о ее техническом обслуживании. В случае вынужденного на­
правления системы на выполнение задания без требуемой подготовки 
счетчик времени не обнуляется и производится более тщательная про­
верка системы, например контроль элементов с меньшим интервалом 
времени.



Введем показатель (критерий), по которому будем оптимизировать 
выбранную модель эксплуатации системы. Свяжем этот показатель с 
эффективностью системы (через времена переходов из области Л х в Л 2 
и в Л 0 и из А 2 в Л 0) и с ее стоимостью (готовностью) через затраты 
на обслуживание системы — величины С, и С2.

Показатель оптимизации определим, как и ранее:
М [ у , ( А 0, А ъ А 2) ] ^ у (, (4.2)

где
СгИ, если в момент / осуществлен переход вектора V (¿) в 
область А 2;

у ( —
С 2/7, если в момент / осуществлен переход вектора V (¿) в об­
ласть Л 0.

Задача сводится теперь к определению таких областей Л*, А \  
(Л0 и А \  1) М  =  Л), для которых

М \Уг (Л0, А\ ,  Л 5)] =  пип М \у( (Л0, Л ь  Л 2)]. (4.3)
л4ф. ^1» ^2 

Л ои Л »  — <4

И в данном случае оптимальное правило эксплуатации системы опре­
деляется неравенством

Р {[V ((г), Ь) 6 А 0/\{х (/„), ^> , * =  6Г Г Й ]}  <  ■■ ■■ Д 1 - —  (4.4)
— С.1) ((— 1)

типа неравенства (3.4), решение которого и является искомым алго­
ритмом работы вычислительного устройства системы.

Условная вероятность выполнения задания системой при условии 
наблюдения состояния ее элементов (см. левую часть выражения (4.4)) 
определяется так:

Р 0 (0 =  1 -  Р { [V (0, /] 6 Л 0/ [V (М , к  =  0,1 -  1},
г д е / г_!; тогда условное среднее время функционирования сис­
темы с заданной эффективностью таково:

М [ Л =  ]  л , (0 <1/,
4-1

где Т  — время функционирования системы с заданной эффективностью 
с момента t i_l .

Отметим, что для каждой выполняемой системой задачи долж на быть 
составлена схема соединения ее элементов по надежности. Чаще всего 
это параллельно-последовательная схема соединения элементов. Д ля 
каждой задачи должен быть задан также свой уровень эффективности. 
Это означает, что </-я задача характеризуется значением подобласти 
Л^>, < /=  1, п, где п — число решаемых системой задач.

Покажем, используя алгоритм (4.4), как долж на осуществляться 
оптимальная эксплуатация системы, если за время функционирования 
решается п задач. Пусть при решении ^-й задачи используются эле­
ментов системы, ц =  1, п, Ыд ^  N.  Допустим, что, например, при ре­



шении q-й и (q +  1)-й задач могут быть использованы одни и те же эле­
менты. Все элементы с начала функционирования системы включаются 
в работу. Система функционирует непрерывно до момента вывода 
на профилактику (т. е. техническое обслуживание до отказа) или до 
такого момента времени, когда система не может решить хотя бы одну 
из п  поставленных задач. Последовательность решения задач во вре­
мени при этом не принимается во внимание.

Пусть А ^ у q =  1, я, — подобласть состояний системы, при попа­
дании в которую вектора v (/) =  {vx (/), 0 Х (t), .... vNq (t), 0 N(? (t)} 
система не может с заданной эффективностью выполнить q-ю задачу, 
q =  1, п.  Тогда для q-к задачи алгоритм, аналогичный (4.4), запишется 
так:

______  с (ч)
р  {[V, </,) *,] 6 (/*), tk , k  =  0, I -  1]} <  — -------------------- . (4.5)

Пусть t f t  и t[4) — соответствующие моменты первого невыполнения
(4.5) и первого наблюдателя события [vg (t), t\ 6 A[q) (с точностью до 
шага контроля). Тогда момент вывода системы на техническое обслу­
живание (предупредительные регулировки или ремонт) определяется 
как (общий отсчет времени ведется с начала работы системы, т. е. с 
t0 =  0) m in (tt* \  t z ' \  ..., 4 n>)- Таким образом, считаем, что сис­
тему нельзя использовать по назначению, если она не в состоянии вы­
полнять любую из поставленных задач либо из-за отказа, либо из-за 
того, что не должна, по предположению, использоваться после момен­
тов $*’, i (i"} без проведения технического обслуживания. Здесь воз­
можно и другое предположение: система не может быть использована 
по назначению, если не в состоянии выполнить задачу в течение фик­
сированного отрезка времени. В этом случае также нужно с момента 
начала работы системы для каждой задачи вести вычисления по алго­
ритму (4.5). Отметим, что при этом в вычислитель помимо аргумента 
времени долж на вводиться и информация о фактическом состоянии 
элементов, участвующих в выполнении конкретной задачи. В вычис­
лителе по-прежнему содержится информация, необходимая для при­
нятия реш ения о возможности выполнить системой любую задачу с 
момента последнего контроля ее состояния. Если в момент tfö для q-ü 
задачи впервые не выполняется (4.5), то вывод на техническое обслу­
живание системы осуществляется сразу после этого момента.

Таким образом, рассмотрен оптимальный алгоритм, который лежит 
в основе эксплуатации комплекса средств (технической системы с из­
быточностью) по состоянию, определяемому по принципу: работает 
каждое средство или не работает. При этом критерием оптимизации 
являлся составной критерий «-стоимость (готовность) — эффектив­
ность».

Пример работы алгоритма (4.4) системы с резервированием под­
робно изложен в [21]. Д ля удобства применения описанной в настоя­
щем параграфе модели выпишем левую часть управляющего неравен­



ства (4.4) для типовых избыточных схем соединения элементов систем 
по надежности.

1. Система рассматривается как единое устройство с функцией ин­
тенсивности отказов Л (/), Л ' (/) > 0 .  В этом случае условная веро­
ятность отказа системы, стоящая в левой части выражения (4.4), име­
ет вид

2. Система имеет параллельно-последовательное соединение раз­
личных по надежности элементов. Число последовательно соединенных 
элементов равно ДО, параллельно соединенных — п.  О тказ системы 
происходит при отказе любого из последовательно соединенных эле­
ментов и более т (0 <  т <  п) параллельно соединенных (резерв на­
груженный).

Подключение резервных элементов по мере отказа основных про­
исходит мгновенно (с вероятностью, равной единице). Времена без­
отказной работы последовательных элементов имеют функции рас­
пределения (0, / =  1, ДО; _параллельных Ф ? (/), / == 1, п.

Пусть ~Р (0 =  1 — Р (/); Ф (/) — 1 -  Ф (/). В этом случае левая 
часть выражения (4.4) принимает вид

где ,..., кч — номера отказавших элементов параллельной группы 
к моменту /г„, (0 < : ^ <  т <  п).

3. Система состоит из одного основного элемента и п  аналогичных 
элементов в ненагруженном резерве. Отказ системы наступает при 
отказе (п +  1)-го элемента. Обозначим число отказов элементов в сис­
теме к моменту через хг и наработку функционирующего элемента к 
моменту к  — через 0 ,-.

Пусть (/) — функция распределения времени безотказной рабо­
ты каждого элемента системы (Р\ (/) == 1 — (/)). Тогда левую часть 
выражения (4.4) можно записать так:

4. Система состоит из одного основного элемента и п  идентичных 
элементов в нагруженном резерве; остальные обозначения те же, что

(0  +  М)  =  1 — Л  (0  +  Д/)АР, (0 ),
<

^  (0  * Л  (*) =  I  (* -  (*)■о



и в предыдущем пункте. В этом случае левая часть выражения (4.4) 
имеет вид

Р (хг =  п +  1 , гг_!} := дп + 1 - * 1- 1,

где <7, =  1 — Л  ( ^ / Л  (*!_!).
5. Система имеет ветвящуюся схему соединения элементов по на­

дежности. Все элементы нагружены и равнонадежны. Число одина­
ковых ветвящихся структур равно в каждой структуре коэффи­
циент ветвления равен К,  а М  — количество рангов (рассмотрим слу­
чай К  — 4 и М  =  5). В каждой структуре допустимое число отказов 
выходных элементов равно т ( т  =  дКм ~ ' ,  0 < < 7 < 1).

Обозначим через р (1) вероятность безотказной работы любого эле­
мента структуры за время /, ц (¿) =  1 — р (/).

Л евую  часть выражения (4.4) можно записать в виде

1— Р Ц 1)/Р((1_ 1),
где

__ 4т 4т — з, 4т—■ в, — Яг 4т — в, — 5, — 53

^ ( 0  2  2  2  2  Р ' Л К , м , ц р и ( к , м , ц х
$, =  0 я 2 =  0 53 =  0 54 =  О

х Л ,  (К, М ,  *)Р , 4 (К, МЛ).

Вероятности Я, (К, М ,  ¿) вычисляют рекуррентно:

Р А К , Ь + 1,0 =  3 Рп (Д-, о с ‘Г *  Я5“ "* (01/ ^ - «  (0,
« = о к

где [«//С] — целая часть я//С, 0  <с; я <с: 1 <  £  М — 1. Область 
суммирования: 0 <  в4 <  4 т  — — б2 — б3, 0 < 53 < 4  т — з1 — з г, 
0 < я , < 4 т — 5Ь 0 < .ч 1 < 4 / п ,  4 т  <  К м ~ 1.

§ 4.3. О технической реализации моделей 
эксплуатации системы по состоянию

Технические средства, реализующие правила оптимального уп­
равления состоянием систем, могут быть различными в зависимости 
от конструктивного выполнения систем, средств автоматизированного 
контроля, требуемого качества решения задач технического обслужи­
вания и т. д.

При наличии систем контроля реализовать правила оптимального 
обслуживания можно либо с помощью ЭВМ, либо с помощью специ­
альных приставок к системам контроля. Наличие ЭВМ позволяет по­
строить такую  систему обслуживания, в которой информация о тех­
ническом состоянии аппаратуры от автоматов контроля собирается и 
обрабатывается централизованно. При таком техническом обслужива­
нии ЭВМ должна иметь запоминающее устройство для хранения ин­
формации (например, об оптимальном допуске, вычисленном заранее) 
д ля  каждого процесса логической программы, позволяющей выбирать



из этого массива нужные величины (при решении задачи оптим ально­
го управления). Необходимо также выделить определенное количество 
рабочих ячеек для хранения информации, поступающей от систем 
контроля.

Можно говорить и о более совершенной системе обработки эк сп л у а­
тационной информации, включающей элементы самообучения. В т а ­
кой системе на основании дополнительных данных о параметрах, на­
пример таких, которые были рассмотрены в § 3.4, производится уточ­
нение оценок переходных вероятностей, с учетом новых данных реш а­
ется задача линейного программирования по определению оптим аль­
ных уровней остановки наблюдаемых случайных процессов, а затем 
с полученными уровнями сравниваются текущие данные от автоматов 
контроля. Следует отметить, что при такой системе обработки инф ор­
мации к ЭВМ необходимо предъявлять более жесткие требования как  
по объему запоминающего устройства, так и по быстродействию. Это 
вытекает из необходимости дополнительно выделить, например, место 
в запоминающем устройстве для алгоритма определения оценок пере­
ходных вероятностей, кроме того, при решении задачи линейного про­
граммирования по определению оптимального упреждающего у ровн я 
требуемый минимальный объем запоминающего устройства (по числу 
рабочих ячеек) для запоминания информации о параметре равен  
п (т +  п), где п — число переменных, т  — число ограничений. Н е­
посредственно сам алгоритм линейного программирования заним ает 
примерно 200 ячеек.

Для того чтобы получить оценку времени решения задачи, приве­
дем данные о времени решения задачи линейного программирования 
на ЭВМ с быстродействием 10 тыс. операций/с. При таком быстродей­
ствии время решения задачи по определению уровня оптимальной 
установки составляет: при делении области работоспособности на 6 
квантов — 1 мин 22 с; при делении области работоспособности на 
10 квантов — 4 мин 12 с. Отсюда понятно, что при необходимости ре­
шения большого числа задач (имеющему, например, по числу и зм еряе­
мых параметров порядок 1000—2000) время решения может быть очень 
большим. Так, при разбиении области работоспособности на 10 кван ­
тов для 1000 параметров время решения составляет 70 ч (при бы стро­
действии 10 тыс. операций/с). Такие расчеты следует производить за ­
ранее, при отладке программ, поэтому в реальных условиях э к с п л у а ­
тации при внедрении описанных методов управления решения о ре­
гулировках параметров (рекомендации обслуживающему персоналу) 
выдаются за приемлемое время.

Вторым возможным направлением реализации методов оптим аль­
ного управления параметрами технических систем является создание 
специальных приставок к автоматам контроля. (Возможны как  авто­
матические приставки с заложенной жесткой программой проверки, 
так и полуавтоматические с ручным управлением порядком проверки 
аппаратуры.) Это позволит, например, непосредственно на проверяе­
мом объекте определить блок, подлежащий замене.

Третье направление связано с созданием решающих элементов, 
встроенных в блоки проверяемой аппаратуры. Этот способ весьма удо­



бен, например, для радиоэлектронной аппаратуры на твердых схе­
мах и пленках.

Следует заметить, что при таком исполнении аппаратуры вопрос
об использовании ЭВМ и централизованных автоматов контроля в 
системе обслуживания требует специального исследования, так как 
неизбежны трудности при стыковке такой аппаратуры с автоматичес­
кими системами контроля.

Встроенные в блоки аппаратуры элементы, принимающие решения, 
могут изготовляться непосредственно на заводах-изготовителях, что 
способствует удешевлению системы технического обслуживания (от­

сутствуют ЭВМ, автоматы контро­
ля, затраты времени на обработку 
информации о результатах измере­
ния). Вместе с тем такой подход 
требует, с одной стороны, большой 
априорной статистики о поведении 
каждого выбранного параметра, а с 
другой — нельзя корректировать 
уровень оптимальной остановки для 
вывода системы на регулировку.

Рассмотрим идею технической 
реализации моделей эксплуатации 

систем по состоянию. Н а рис. 4.8 изображена функциональная схема 
реализации способа управления техническим состоянием сложной ап­
паратуры . Аппаратура 1 имеет контрольные выходы 2 , с которых сни­
мают контролируемые сигналы и подают их на входы 3 измеритель­
ного прибора 4, который по сигналам с программного устройства 5 
производит операции измерений в заданные моменты времени. Вели­
чина измеренного сигнала оценивается в анализаторе 6, куда с прог­
раммного устройства вводятся значения номинала и допуска на изме­
ряемый параметр. Если параметр находится в пределах допуска, то 
анализатор 6 выдает на индикаторное устройство 7 команду «Годен». 
О днако такое решение является недостаточным для оптимального уп­
равления (с помощью цепи 8) состоянием аппаратуры. Поэтому сигна­
лы  управления поступают по цепи от управляющего объекта 9. В роли 
управляю щ его объекта может выступать оператор или кибернетичес­
кое устройство. В схеме предлагается дополнительно с программного 
устройства вводить в анализатор значение упреждающего допуска 10. 
П ри превышении параметром упреждающего допуска выдается реше­
ние 11 на индикатор 7 для  управляющего объекта 9 (решение о регу­
лировке параметров сложной аппаратуры), в случае превышения па­
раметром основного допуска фиксируется отказ аппаратуры. Если к 
моменту измерений контролируемый параметр не превысил значения 
упреждающего допуска, то регулировочные воздействия на аппара- 
ту р у  1 не назначаются. По мере накопления статистических данных 
контролируемые значения упреждающих допусков корректируются.

Следует особо отметить, что при организации эксплуатации систем 
по состоянию возрастают требования и к накопителям информации, в 
которых должна записываться, сортироваться и храниться информа­
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Рис. 4.8



ция об изменении параметров системы во времени. Общие вопросы  
обработки, передачи и отображения эксплуатационной информации 
более подробно рассмотрены в гл. IX .

Рассмотрим устройство, в котором реализуются принципы ко н тр о ­
ля с использованием оптимальных упреждающих допусков. Это у с т ­
ройство предложено Л . А. Кореневским и В. В. Пигиным и п р ед н а­
значено для периодического контроля параметров системы на соответ­
ствие установленным допускам, проверки по упреждающим допускам  
и регистрации текущего значения параметров. Проверка по у п р е ж ­
дающим допускам введена для получения возможности определения 
рационального момента для производства регулировки, настройки или 
ремонта. Наличие регистрации позволяет, кроме того, получить и с ­
ходные данные для последующего прогнозирования, а принятая ф орм а 
записи на перфокарту облегчает автоматизацию прогноза.

Для упрощения контрольного устройства в системе установлен 
унификационный ряд допусков, который разработан таким образом , 
что каждый меньший допуск является упреждающим для больш его. 
Исследования показали, что для широкого класса параметров системы 
минимизация стоимости эксплуатации достигается при упреждаю щ ем 
допуске, составляющем 60—80% от основного. Этот коэффициент был 
использован при разработке унифицированных допусков, которы е 
приведены в табл. 4.7.

Т а б л и ц а  4. 7

Лв
п/п

Величина рабочего 
(основного) допуска, %

Упреждаю щ ий допуск, %

расчетный принятый

1 100 60 — 80 80
2 80 48 — 64 50
3 50 30 — 40 30
4 30 18 — 24 2 0
5 20 1 2 — 16 15
6 15 9 — 12 10
7 10 6 — 8 5

Применение метода предварительного группирования к о н тр о л и ­
руемых сигналов по видам нормализованных электрических си гн алов  
и замена проверки каждого сигнала по своему допуску проверкой всех 
сигналов по всем допускам с переходом от последовательного к ком­
бинационному поиску позволяет создавать относительно простые уст­
ройства, обладающие большой универсальностью и пригодные для  
контроля целого класса систем. Рассмотрим один из возможных в а р и ­
антов такого устройства, функциональная схема которого приведена 
на рис. 4.9. Устройство работает следующим образом: сосредоточенные 
в определенном порядке сигналы с выхода группирователя поступаю т 
на коммутатор, который по командам формирователя допусков п осле­



довательно опрашивает все точки выходного разъема группирователя 
и передает сигналы, снятые с этих точек, на вход нуль-органа. На 
второй вход нуль-органа из формирователя поступают опорные напря­
жения (уставки). Измерительное устройство сравнивает сигнал с оче­
редной уставкой и выдает результат сравнения.

Чтобы устранить необходимость сравнения каждого сигнала с за­
данной уставкой, применяется последовательная поэтапная проверка 
каждого выхода группирователя на соответствие всей заранее уста­
новленной гамме допусков. Только после измерения подключенного 
сигнала по всем допускам формирователь допусков выдает команду 
на подключение коммутатором следующего сигнала и на продвижение 
карты для записи на один шаг.

Рис. 4.9

С выхода нуль-органа результат измерения поступает на устройст­
во записи, на второй вход которого из формирователя допусков посту­
пает команда, соответствующая допуску, по которому в данный мо­
мент проверяется измеряемый сигнал. Результат каждого измерения 
записывается на карте в месте, соответствующем номеру сигнала и 
допуску, по которому он в данный момент проверяется.

Таким образом, по окончании работы устройства все измеряемые 
сигналы  проверены на соответствие всем допускам установленного 
ряда, т. е. получено закодированное абсолютное значение каждого 
нормализованного электрического сигнала, а результаты измерения 
записаны на карте в виде определенных знаков, пробитых отверстий, 
отпечатанных точек и т. д.

Выявление минимально необходимой для допусковой оценки сигна­
л ов  полезной информации и исключение лишней (ложной) произво­
дится предварительным нанесением на карту контура, который делит 
ее на четыре зоны: упреждающую, зону исправности, зону неисправ­
ности и зону избыточности информации. Разделение на зоны произво­
дится в зависимости от максимально допустимых уходов каждого из­
меряемого сигнала; зоны избыточности информации представляют со­
бой участки карты, соответствующие сигналам, которые отсутствуют 
в данной конкретной группе.



Признаком выхода какого-либо сигнала за пределы допуска я в ­
ляется запись знака в зоне неисправности в столбце, соответствующем 
номеру данного сигнала.

Во многих случаях измеряемые сигналы зависимы, поэтому д л я  
диагностики вводят приоритетные признаки каждого сигнала в виде 
номеров, начиная с входных и кончая выходными сигналами. П ри ори ­
тетные признаки в виде номеров, вырезов, специальных знаков и т. д. 
наносят на карту в каждом столб­
це, соответствующем порядковому 
номеру сигнала. Здесь же могут 
быть нанесены обозначения уст­
ройств, из которых состоит объект 
контроля и состояние которых ха­
рактеризуется измеряемыми сиг­
налами.

При диагностике состояния уст­
ройств по результатам измерения, 
зарегистрированным на карте, в 
качестве неисправных идентифици­
руют устройства, сигналы которых 
имеют минимальный приоритетный 
номер и знак в зоне неисправно­
сти. То же относится и к сигналам 
в упреждающей зоне.

Д ля облегчения работы опера­
тора часть поверхности карт, соот­
ветствующую указанным зонам, 
можно выделить окрашиванием, 
например, в разные цвета. При 
этом отдельно выделяют зону, со­
ответствующую упреждающим до­
пускам. Примерный вид карты 
приведен на рис. 4.10.

По сравнению со специализиро­
ванным автоматом, предназначен­
ным для проверок одного объекта, 
рассмотренное устройство требу­
ет увеличения емкости коммутатора и наличия подготовленных кар т .

Вместо рассмотренных выше карт, по информации на которых п р и ­
нимается решение об управлении состоянием системы, могут быть и с­
пользованы и стандартные перфокарты. При использовании стан д ар т­
ных перфокарт расшифровка результатов производится с помощью 
шаблона. В этих перфокартах номера столбцов соответствуют номерам 
контролируемых параметров, а в строках проставляют номера д о п у с­
ков (например, номера основного и упреждающего допусков). О б л ас­
ти, находящиеся вне допуска, для каждого параметра вновь зак р аш и ­
вают определенным цветом (чаще всего красным). Оформленная таки м  
образом перфокарта становится документом, который может бы ть 
включен в состав технической документации на контролируемый объект.

Зона исправности
Ш - .Упреждающая зона
Щ - Зона, неисправности
зона избыточной информации

совмещена с зоной исправности
/-# -  приоритетные номера сигналов 

Рис. 4.10



Каждый параметр должен быть последовательно проверен на со ­
ответствие основному и упреждающему допускам. Вначале проверяют, 
не вышел ли параметр за основной допуск, затем проверяют, вышел или 
не вышел параметр за пределы упреждающего допуска. Если впервые 
зафиксировано нахождение параметра вне допуска (например, упреж­
дающего), то сигнал, соответствующий номеру упреждающего допус­
ка, заставляет срабатывать перфоратор и выбивать отверстие на стро­
ке перфокарты, являющейся координатой упреждающего допуска. 
Н а перфокарте можно регистрировать и абсолютное значение изме­
ряемого параметра. Т ак как информация о значении параметра на пер­
фокарте выражена в позиционном коде, то рекомендуется использо­
вать специальное устройство сопряжения автомата контроля с универ­
сальным перфоратором. В ряде случаев удобно использовать специа­
лизированный перфоратор.

В процессе контроля все контролируемые сигналы приводятся к 
одному уровню (нормализуются), поэтому абсолютные значения до­
пусков для всех контролируемых сигналов одинаковы.

Специализированные автоматы допускэвого контроля рассмотрен­
ного выше типа могут быть как встроенные, так и сервисные (подвиж­
ные, расположенные конструктивно вне контролируемого объекта). 
В последнем случае контролируемые сигналы (параметры) должны 
быть выведены на контрольную панель и сгруппированы по описан­
ному способу. В этом случае при контроле можно использовать один 
автомат для любых объектов с индивидуальными перфораторами.

ГЛАВА V

М ОДЕЛИ ПОВЫШЕНИЯ ДОСТОВЕРНОСТИ  
КОНТРОЛЯ СОСТОЯНИЯ СЛОЖНОЙ СИСТЕМЫ

Д ля управления состоянием сложных систем в процессе эксплуата­
ции важно знать достоверность контроля их состояния. В моделях 
управления состоянием сложных систем, рассмотренных в гл. III и IV, 
предполагалось, что достоверность контроля состояния равна едини­
це. Во всех рассмотренных моделях управления можно учесть фактор 
достоверное™ контроля состояния систем. Это привело бы к усложне­
нию процедур получения решений, но не изменило бы их характера 
(например, в задачах с управляемым параметром марковского типа 
учет достоверности контроля привел бы к изменению уровня упреж­
дающего допуска, а оптимальная стратегия управления осталась бы 
однородной и марковской).

В настоящей главе рассмотрены модели, лежащие в основе оценки 
достоверности контроля сложных систем (§5.1) и основанные на извест­
ных результатах (см. например, 19, 15]), и две модели повышения до­
стоверности контроля: мажоритарная (§5,2) и оптимальная (§5,3),



Показывается, что мажоритарная модель приемлема на практике по 
точности получаемых решений и более проста с точки зрения аппара­
турной реализации (§ 5.4).

В заключение рассмотрена модель выбора оптимального числа конт­
ролируемых в процесе эксплуатации параметров сложной системы по 
показателю достоверности.

§ 5.1. Достоверность контроля состояния сложной системы

В процессе определения технического состояния сложной системы 
при контроле каждого параметра возможны следующие независимые 
и единственно возможные события: годный параметр оценивается сис­
темой контроля как годный; годный параметр оценивается системой 
контроля как негодный; негодный параметр оценивается системой 
контроля как негодный; негодный параметр оценивается системой 
контроля как годный.

Под годным понимаем параметр, находящийся в пределах уста­
новленного допуска (кванта), под негодным — параметр, вышедший 
за пределы допуска (кванта).

Введем следующие обозначения: Л,- — ¿-й параметр годный; 
д .  —  ¿.й параметр негодный; В,- — 1-й параметр оценивается систе­
мой контроля как годный; В,- — ¿-й параметр оценивается системой 
контроля как негодный.

Тогда перечисленные выше сложные события можно записать в 
виде А 1В 1 , Л Д ь_ Л Д , _ Л Д ,  а их вероятности — соответственно
Р (Л/В,-), Р (Л Д ) ,  Р  (Л,-В,), Р (А,В,).

Указанные события составляют полную группу событий, поэтому 
сумма их вероятностей равна единице:

Р (А,В,)  +  Р ( Л Д )  Ь Р ( Л Д )  +  Р  (Л,-В,-) =  1. (5.1)
По теореме умножения вероятностей имеем:

Р  (Л,В,) =  Р (АДР (В/ Л ;), (5.2)

Р ( Л Д )  =  Р (Л,-)Р Д /Т Ы , (5.3)

Р ( Л Д )  =  Р $ , ) Р  (В,- л,-), (5 .4 ) 

Р (А,В,)  =  Р (А,)Р (В Д ,-). (5.5)
В формулах (5.2)—(5.5) Р  (В;/Л г) --- условная вероятность оцен­

ки параметра годным при условии, что параметр годен; Р (В,-/Л,-) 
условная вероятность оценки параметра негодным при условии, что 
параметр годен; Р Д /Л ,-)  -  условная вероятность оценки параметра 
негодным при условии, что параметр негоден; Р  (В,-/Л;) условная 
вероятность оценки параметра годным при условии, что параметр не­
годен .

Очевидно, что _
Я (В ,М ,) + Я  (В,/Л,) =  1, (5.6)
Р (В,1А,) +  Р (В,-/Лг) = 1 .  (5.7)



Приведем формулы, вытекающие из (5.2)—(5.5): 

Р  (А () =  Р ( А ^ )  +  Р (А Л ) ,

Р  (Лг) =  Р (Л ,В г) +  Р ( А М  

Р (В,) =  Р (Л ,В г) +  Р ( А М  

Р т  =  Р ( А Л )  +  Р ( А М

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)
Н еправильная оценка параметров системой контроля имеет место 

при наступлении событий Л ¡В, и Л^В,-. Тогда достоверность контроля 
параметра (О ,), под которой понимается вероятность правильной оцен­
ки системой контроля состояния параметра, выражается формулой

О, -  Р (А,В,)  +  Р ( Л Д ) .  (5.12)
^Вероятности ^неправильной оценки состояний (-го параметра 

Р (Л,В,) и Р (А¡В,)  представляют собой соответственно ошибку вто­
рого рода (риск заказчика) и ошибку первого рода (риск изготовителя.)

Для того чтобы было можно определять вероятности О,-, Р (А^В,) 
и Р (ЛгВ,) по характеристикам параметра и системы контроля (ве­
личине допуска, среднему квадратическому отклонению, точности из­
мерения), запишем аналитические выражения для этих вероятностей.

Введем ряд  обозначений (рис. 5.1). На этом рисунке /  (х г) и (х¡) — 
соответственно плотности распределения параметра и ошибок измере­
ния; х н1 и х В 1 — соответственно нижняя и верхняя границы 
допуска на ¿-й параметр; х а1 — номинальное значение параметра; 
А, (1 +  /г() =  х в1 — х „ 1  — величина допуска на параметр; 6 , =
— (х ы — Х(1()/ (хП1 — *„,) — коэффициент несимметричности поля до­
пуска. Тогда

Нг

Я (Л ( 5 , ) =  Г /  (хг) /  1 (к) ■-)-

Ахь

к  (Ь) Мг

__ __ н г нг ®

Р  (Лг В , ) -  ]' /  (*,) |  /, (/,) |  / х (/,) Аи

(5.13)

<3*г, (5.14)

Ахг +

__  х н (  " х в г  х  П  "  \ Х Ы ~ Х  ~1

Р ( Л ,Я , ) =  |  / (* ,)  |  /1 (¿г) й к  (1х г +  | / ( х г) |  си,.



Д ля практического использования формул (5.13)— (5.16) необхо­
димо выразить их через характеристики параметров. Обычно в состав 
контролируемых систем входит большое число элементов, на которые 
в процессе эксплуатации действуют различные дестабилизирующие 
факторы. В результате влияния большого числа факторов и равномер­
ного их воздействия на основании 
центральной предельной теоремы 
теории вероятностей можно пола­
гать, что параметры системы рас­
пределены по нормальному закону.
Опыт эксплуатации систем данное 
допущение, как правило, подтвер­
ждает. Следует заметить, что в по­
давляющем большинстве случаев 
встречается нормальный закон рас­
пределения погрешностей. На ос­
новании этого подставим в формулы (5.13)—(5.16) плотность рас­
пределения параметра /  (х¡) и плотность распределения ошибок 
измерения Д (/,) для нормального закона:

 ̂(*г) =  е ~  ̂  ~*ог)!/<2°'? ) . (5.17)

Д (/,) =  — ^ - =  е - ^ - ' о ^ 20^ -  (5.18)Оц у  2л

Здесь а1 — среднее квадратическое отклонение параметра х (; ои  — 
средняя квадратическая погрешность измерения параметра л:г систе­
мой контроля.

Будем полагать в дальнейшем, что систематическая ошибка изме­
рения отсутствует, т. е. /ог =  0. Пусть А¡/аг =  гг — характеристика 
производства, Зст1г-/А* =  г { — характеристика точности измерения. 
Произведем замену переменных: у  =  (х; — л:ог)/стг и т =  ¿¡/сг1г.

В результате преобразований получим следующие выражения:



Т ак как  интегралы в формулах (5.19)—(5.22) не выражаются через 
элементарные функции, то определить их можно численными мето­
дами. Имеются [15] номограммы для расчета вероятностей Р (ЛгВг) и 
Р  (Л;В(). Аналогичные номограммы можно построить и для вероят­
ностей Р (А¡В[), Р (Л Д ) .  П оданны м номограммам, зная характерис­
тики параметра г,-, ¡¡¡, г; (гг определяют по результатам испытаний сис­
темы контроля), можно определить любую из вероятностей Р (Л ¡В;), 
Р  (Л гВ г), Р  (Л ;В,:), Р (Л;В,). В частности, по номограммам можно ре­
шить и обратную задачу: определить допустимую погрешность изме­
рения параметра и выбрать поле допуска на параметр, при котором 
вероятности неправильной оценки системой контроля состояния па­
раметра Р (А¡В,)  и Р (.А 1В 1) находятся в заданных пределах.

Напомним, что указанные вероятности относятся к одному пара­
метру. Однако по контролируемой системе в целом (по совокупности 
т  контролируемых параметров) также можно определить вероятно­
сти Р  (А В ), Р  (АВ), Р (АВ), Р (А В ). В конечном счете важны именно 
последние вероятности, так как они дают правильную оценку техни­
ческого состояния контролируемой сложной системы.

Д алее контролируемую систему будем называть (для удобства из­
лож ения) объектом контроля (ОК.). _  ___ _

Безусловно, вероятности Р (АВ),  Р (АВ), Р (АВ), Р (АВ)  опреде­
ляю тся соответствующими вероятностями контролируемых парамет­



ров. Найдем эти зависимости. Прежде всего определим, что следует 
понимать под годным объектом контроля (характеризующимся т  
контролируемыми параметрами). Будем полагать, что контролируемые 
параметры являются независимыми.

Из физических соображений ясно, что годным (исправным) объек­
том контроля следует считать ОК, у которого годны (находятся в пре­
делах установленных допусков) все контролируемые параметры, и 
соответственно негодным (неисправным) — объект контроля, у  ко­
торого негоден хотя бы один параметр. Это записывается следующим 
образом:

Р(А)== П Я ( Л |) ,  (5-23)
/*=1

Р (1 )  =  п Я (Л {) — 2 Р Й | Л Г , ) +  S P ( Á i A j A k ) —  . . . +
í= i <-l i- l' k

—  m
_ l (— I)"*-1 P (Л, Аг, .... A m) ~  1 — П  P ( ‘4i)> (5.24)

Í =  1

Вторым условием перехода от вероятностей отдельных параметров 
к вероятностям для всего объекта контроля является условие

Я (В )=  П  ^ ( 3 , ) .  <5 -25)
/=.1

Р ( В ) =  у .  P { B i)— ' 2 i P( B i B j) +  2  P ( B i B j B h) — ... +  
i t i U  ' • i - k

+  (_ 1 )« " -1 Р (В 1В „ . . . ,В и) = 1 -  ñ P ( B | ) .  (5.26)
i

Очевидность условия (5.25) заключается в том, что оценка объекта 
контроля «Годен» возможна, если каждый из параметров оценен сис­
темой контроля как годный.

Учитывая формулы (5.8), (5.10), (5.23) и (5.25), запишем вы раж ения
для Р  (Л) и Р  (В): ^  

р  (А) — Р  (АВ) +  Р (АВ) =  Р  (А ) Р  (В/А) +  Р (А)Р (В/ А)  =  

=  П \Р (At)P (Bi/At)  +  Р  (At)P (Bi/At)] =

m fTi m
=  П IP (At)P (В,/Л,)1 - f  П P  (Л ¡) 11 -— П P (BJAt)],  

í= 1 i==1 _
p  (В) =  P (АВ)  +  P (A B ) =  P (A)P (B/A) +  P (B)P (A/B)  =  

=  ñ  IP (At)P (BtiAt)  +  P  (Bi)P (Ai/Bi)] -  
i=i 

=  ñ [ p  (Ai)P (Bi /At )] +  П Р  (Bi) [1 -  П P (Ai/Bi)].
/=i í=i



Окончательно имеем:
т

Р ( А В ) = П Р ( А 1В 1), {5.27)
Г — 1

--------  --- т т
Р (А В)  =  Р ( А ) - Р  (В) +  П  Р  (А, В 0  =  Р  ( В ) ~ Р  (А) +  П  Р (А1 В %),

,=1  г=1
(5.28)

__  т
Р { А В ) ^ Р { А ) ~ П Р ( А 1В 1), (5.29)

<=1
_ т

Р ( А В )  =  Р { В ) - П Р ( А 1В 1). (5.30)
1=1

Таким образом, зная вероятности Р  (Л;£*). Р  (Л ;Вг)- Р (А ¡б г), 
Р  \AiBi)  и определив предварительно Р (Л ^. Р  (Вг). Р (А) Р (В) 
соответственно по формулам (5.8), (5.10), (5.23), ]5.25), по формулам 
(5.27)—(5.30) определяем вероятности Р (АВ), Р  (А В ), Р  (.А В ), Р (АВ).

Приведем формулы, которые используют при вычислении вероят­
ностей Р  (АВ), Р  (АВ),  Р  (АВ),  Р (АВ):

т
Р  (В/А)  =  и Р ( В , / А 1). (5.31)

¿ = 1
__ т

Р ( В / А )  — 1— П  Р ( В 1/ А 1), (5.32)
/=]

т
Р ( А / В ) = П Р ( А 11В1), (5 .33)

г = 1
—  т

Р  (А /В)  =  1 —. п  Я (А1/В 1). (5.34)
/=1

Выразить вероятности Р (В/А),  Р (В/А), Р (А/В), Р (А/В) через 
соответствующие вероятности отдельных параметров в простом виде 
не представляется возможным.

Примем за количественную оценку достоверности контроля веро­
ятность правильного определения системой контроля технического 
состояния объекта контроля. В общем виде достоверность контроля 
зависит от методической достоверности, под которой понимается веро­
ятность правильного определения технического состояния объекта 
контроля по контролируемым параметрам при условии правильной 
и х  оценки системой контроля, и инструментальной достоверности, 
т . е. вероятности правильной оценки системой контроля контролируе­
мых параметров. Причем достоверность контроля равна произведе­
нию  методической и инструментальной достоверностей.

В настоящей главе рассмотрена только инструментальная досто­
верность контроля, которая в дальнейшем для краткости называется



просто достоверностью контроля и обозначается £>. В соответствии 
с определением

Э  =  Р (А В ) 4- Р  (АВ).

Рассмотрим, как изменяется достоверность контроля в зависимости 
от количества контролируемых параметров объекта контроля. П р и ­
мем следующие значения вероятностей для одного парам етра: 
Р ( А ^ )  =  0,9990, Р  ( А Л )  =  0,0007, Р  ( А Л )  =  0,0002, Р (А ¡В ,  =  
=  0,0001 и будем считать, что все контролируемые параметры о д и ­
наковы, т. е. характеризуются

РШ ) РШ )одними и теми же вероятностями.
Графики изменения достовер­

ности контроля И  и вероятностей
Р (АВ) и Р (АВ)  в зависимости от 
количества контролируемых пара­
метров приведены на рис. 5.2. Из 
графика й  — ф (т) видно, что с 
увеличением числа контролируемых 
параметров достоверность контроля 
сначала уменьшается, достигает 
минимума, а затем увеличивается.
Поэтому необходимо отметить, что утверждение о безусловном ум ень­
шении £) при увеличении т не соответствует действительности.

Минимальное значение достоверности £>т1п имеет место при т ,  оп ­
ределяемом из следующего уравнения (при одинаковых параметрах)*:

Ю 20 50 ЮО200500/0002000т 
Рис. 5.2

=  2 [Я (Лг В£)]т 1п Р (А1 В г)-
Ат

■ \ Р ( А 1 ) Г \ п Р ( А 1)-

[Р (В г) Г 1п /> (В | ) =  0 . (5.35)

Для графика, приведенного на рис. 5.2, О ш1п соответствует 
т  «  1100. Вероятности Р (АВ) и Р (АВ)  имеют максимум при т ,  оп ­
ределяемом из уравнений (также при одинаковых параметрах)

- 4 ^ * 1  -  [Р ( А 0 Г  1п Р М |)— [/> (А1 В г ) Г  1п Р (А1 В,) -  0, (5.36)
Ат

<\Р(АВ)
Ат =  [Р (Вг)1т 1п р  Л ) - 1 Р  (Аг В,)]" 1п Р  (Л, В,) -  0. (5.37)

В рассматриваемом примере т  да 1100.
Д ля повышения достоверности контроля наряду с повышением 

точности измерения и рациональным выбором допусков на парам етры  
можно использовать метод введения избыточности в систему кон тро­
ля.

При дифференцировании т. принимают непрерывной величиной.



§ 5.2. М ажоритарная модель повышения достоверности
контроля

Под избыточностью будем понимать установление некоторого по­
рогового уровня, например k  такого, что если среди п (к ^ . п )  измере­
ний одного и того же параметра по крайней мере k  раз система конт­
роля выдает решение «Годен», то тогда общее решение системы по дан­
ному параметру — «Годен». Такая система принятия решения отно­
сится к (k , л)-системе принятия решения (системе «голосования»). 
Естественно потребовать, чтобы выбранное k, 1 <; k п, минимизи­
ровало вероятность принятия системой контроля неправильного ре­
шения. Излагаемая ниже оптимальная модель повышения достоверно­
сти исследована в работах [21, 59].

Рассмотрим выражение для вероятностей Р (A¡Bi), Р (Д"Д) при 
использовании (k , я)-системы:

Pik.a)(Ai B i) = P ( A l) ' % [ ' ! ) & ( B i / A ^ P ' - i f a / A t), (5.38) 
i=k

/ W l , B i )  =  />(T ,) 2  1 ' ¡ )P , (Bt / A i) P n- , @ llAi). (5.39)
;=o v'

Достоверность контроля i-го параметра равна

D (k, n ) t - p  (At)  J  ( ? ) P /( f l |M f) P n- , ( B i / A i) +
/•=4 '

+  P ( A t) * 2  ( rl ) P 4 B , / A i) P n- i (Bi / A i). (5.40)
/ = о 1

Из выражения (5.38) получаем

D (*.«,i (  I  j  IP (A i) P k (Bt / A l) P n ~ k

~ Р Ш Р к (В1/А1) Р п- к ф 1/А1). (5.41)

Решим разностное уравнение:

Д D =  )  [Р (At) Р» (В .М О Я»-* ( B t / A t ) -  

-  Р  (Я З Р к (в ,M i) Р п~ к (B t l A d ] =  0, (5.42)

где AD = D lh+l n ) — D (ft п). Если п’ — решение этого уравнения, 
то

п ' =  log [р рп ( 5 )  рп ( h / M  (5 43)
log  [Я ( B i / J i ) P  ( B i / l o g  \P (B i /A t )  P ( f i j M j ) ] '

( B t / A d -



(5 .44)

При Р ( B j A t X P  ( В М д
( п, если 

k n =  \ ln ']+ l>  если 1 < [ « ' ]  <  n,
{ 1, если [ « '] <  1,

где In’] — наибольшее целое число, не превосходящее п  , a k n — з н а ­
чение k, при котором для t-го параметра максимизируется ф ун кц и я 
D (h, п)- При Р ( B j A i )  > Р  (Bt/Ai) и при Р  ( В М д ^  P(Bi / Ai )  с о о т ­
ветственно имеем:

Ь  если Р  (Лг) >  Р (Ад,  (5.46) 
I п,  если P ( A i) < P { A l) .

Если помимо Р  (B J A i ) =  Р ( B j A i )  еще и Р  (Лг) =  Р (Лг), то 
D(h п) i =  0.5 для любого 1 <  k  <  п.  Наибольший интерес из п р и ­
веденных зависимостей для k n представляет (5.44), поскольку п р ак ти ­
чески всегда выполняется условие Р ( BJ Ai )  <  Р (В ./Л ;) (табл. o . l ) .

Т а б л и ц а  5.1

( 1, е с л „  п ’ > п  (5 45)
In, если п <  1.

PIA) - 0 . 8 9 ;  Р ( В / А ) —0.9

п | ‘ 1 2 ! з 1 ♦ 5 1 6 7 1 8 1 9 1 10

р ( в Га ) - -П 01 0,033 0,37 0,71 1,05 1,39 1,73 2,07 2,41 .2,75 3 ,0 9
(0) (0) (0) (1) (1) (1) (2) (2) (2) (3)

Р (в Д )= =0,06 0,05
(0)

0 ,5
(0)

0,97
(0)

1,45
(1)

1,92
(1)

2,38
(2)

2,85
(2)

3,32
(3)

3,78
(3)

4 ,2 5
(4)

Р(В/А)==0,11 0,073
(0)

0 ,6
(0)

1,14
(1)

1,68
(1)

2,21
(2)

2,75
(2)

3,28
(3)

3,82
(3)

4 ,35
(4)

4 ,89
(4)

Р(В/А) = 0 . 9 3

п ‘ 2 з * 5 6 7 8 9 10

Р(В/А)--=0,01 0,08
(0)

0,45
(0)

0,82
(0)

1,19
(1)

1,56 
(1)

1,93
(1)

2 ,3
(2)

2,67
(2)

3,05
(3)

3,41
(3)

Р(ВГА)--0 ,06 0,1154
(0)

0,61
(0)

1,11
(1)

1,61
(1)

2,1
(2)

2 ,6
(2)

3,1
(3)

3,6
(3)

4,1
(4)

4 ,6
(4)

Р(В/А)-^0 11 0,14 0,7 1,27 1,83 2,4 2,97 3,53 4,09 4,66 5 ,2 3
(0) (0) (1) (1) (2) (2) (3) (4) (4) (5)

п > 2 3 5 6 7 8 9 10

Р(В /Л )=0,01 0,15
(0)

0,56
(0)

0,97
(0)

1,39
(1)

1,8 
' (О

2,22
(2)

2,63
(2)

3,05
(3)

3,46
(3)

3,87
(3)

Р( В/ А) =0 , 06 0,2
(0)

0,74
(0)

1,3
(1)

1,82
(1)

2,36
(2)

2 ,9
(2)

3,45
(3)

3,99
(3)

4 ,53
(4)

5,07
(5)

Р ( В / А ) = о . п 0,23
(0)

0,83
(0)

1,44
(1)

2,04
(2)

2,65
(2)

3,26
(3)

3,86
(3)

4,67
(4)

5,08
(5)

5 ,68
(5)



Продолжение табл.  5.
Р{В/А)=0 , 9 9  .... . " ■

ft 1 I 1 2 3 1 ♦ 1 5 1 6 1 * 1 » 1 9 10

Р ( В Щ = 0,0  

P ( B / Ä ) = 0 , 0 t  

P ( f l / T ) = o , n

0,27
(0)

0 ,34
(0 )

0,38
(0 )

0,78
(0 )

0 ,9 7
(0 )

1,06
(1 )

1,28
(1 )

1,59
(1 )

1,75
(1 )

1,78
(1 )

2,22
(2 )

2,43
(2 )

2,28
(2 )

2,84
(2)

3,14
(3)

2.78  
(2 )

3,47
(3)

3.79  
(3)

3,28
(3) 

4,09
(4) 

4,47
(4)

3,78
(3) 

4,72
(4) 

5,16
(5)

4,28
(4) 

5,34
(5) 

5,84
(5)

4,78
(4) 

5,97
(5) 

6,52
(6 )

Р{А = 0 , 9 4 ; Я(В/Л) = 0 , 9

n 1 * 2 1 з 1 « 1 5 6 7 1 8 9 10

Р ( В / А ) = 0,01 

Р ( в / Т )= о ,о б  

P ( B / Ä ) = 0 , U

0,064
(0)

0,076
(0)

0,073
(0)

0,275
(0)

0 ,3 9
(0)

0 ,46
(0)

0 ,14
(0)

0 ,86
(0)

0 ,99
(0)

0,95
(0)

1,32
(1)

1,53
(1)

1,29
(1)

0,79
(0)

2,07
(2)

1,63
(1)

2,25
(2 )

2,6
(2 )

1,97
(О

2,72
(2 )

3,14
(3)

1,31
(1)

3,05
(3)

3,67
(3)

2.65  
(2 )

3.65
(3) 

4,21
(4)

2,99
(2 )

4,12
(4)

4,74
(4)

Я(В/Л)== 0 . 9 3

п • 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Р ( В / Т )= 0 ,0 1  

P ( B / Ä ) =  0 ,06

P ( ß / J ) = 0 , l l

0,01
(0)

0 ,06
(0)

0 ,05
(0)

0 ,3 6
(0)

0 ,49
(0)

0 ,57
(0)

0 ,73
(0)

0 ,99
(0)

1,14
(1)

1,1
(1)

1,49
(1)

1,7
(1)

1,47
(1)

1,99
О)

2,27
(2)

1,84
(1)

2,49
(2 )

2,83
(2 )

2,21
(2 )

2,98
(2 )

3,39
(3)

2,58
(2)

3,48
(3)

3,96
(3)

2,95
(2 )

3,98
(3) 

4,53
(4)

3,32
(3) 

4,48
(4)

5,09
(5)

Р(В/А)==0.96

» » 2 з * 1 5 6 1 Г 8 9 10

Р ( в / X ) = o .o i  

Р ( В / А ) = 0,06

Р ( В /  J ) = o , l l

0 ,06
(0)

0 ,09
(0)

0,1
(0)

0 ,48
(0)

0 ,63
(0)

0,71
(0)

0 ,89
(0)

1,17
(1)

1,32
(1)

1,3  
(1) 

1,71 
(1) 

1,92 
(1)

1,72
(1)

2,26
(2)

2,53
(2)

2.13  
(2)

2,79
(3)

3.14  
(3)

2,55
(2)

3,34
(3)

3,74
(3)

2,96
(2)

3,88
(3) 

4,35
(4)

3,38
(3) 

4,42
(4) 

4,96
Í4)

3,79
(3) 

4,97
(4) 

5,56
(5)

Р(В/А)-=0,99

п 1 2 3 1 « 1 5 1 6 1 7 8 1 9 1 10

Р ( б /Л ) = о ,о 1  

Р ( в /  Л ) = о ,о б  

Р ( В / А ) = 0 М

0 ,2
(0)

0 ,3
(0)

0 ,3
(0)

0 ,7
(0)

0 ,8 8
(0)

0 ,97
(0)

1,2
(1)

1,51
(1)

1,65
(1)

1,74
(1)

2,13
(2)

2,33
(2)

2,21
(2)

2,76
(2)

3,01
(3)

2,71
(2)

3,38
(3)

3,69
(3)

3,21
(3) 

4 ,0
(4) 

4,38
(4)

3,71
(3) 

4,63
(4) 

5,06
(5)

4,21
(4) 

5,25
(5)

5,74
(5)

4,71
(4) 

5,88
(5) 
6 ,43
(6)



Р ( Л ) = 0 , 9 9 ;  Р ( В / А ) = 0 , 9

- < 2 3 5 6 7 8 9 10

Р(В /А)  = 0 , 0 1 0,34 0,004 0,34 0 , 6 8 1 , 0 2 1,36 1,7 2 ,04 2 ,38 2,72
(0 ) (0 ) (0 ) (0 ) ( 1) ( 1) ( 1) (2 ) (2 ) (2 )

Р ( В / А ) = 0 , 0 6 0,44 0,03 0,49 0 ,9 6 1,42 1,89 2,36 2 ,82 3 ,29 3,76
(0 ) (0 ) (0 ) (0 ) ( 1) ( 1) (2 ) (2 ) (3) (3)

Р ( В / Л ) = 0 , 1 1 0,48 0,054 0,59 1 , 1 2 1 , 6 6 2.19 2,73 3 ,26 3 ,79 4,43
(0 ) (0 ) (0 ) ( 1) ( 1) (2 ) (2 ) (3) (3) (4)

Р< В /Л )  = 0 , 9 3

п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Р(В/А)==0 , 0 1 0,27 0 , 1 0,47 0 ,84 1 , 2 2 1,59 1,96 2 ,3 3 2 ,7 3,07
10) (0 ) (0 ) (0 ) ( о ( 1) (!) (2 ) (2 ) (3)

Р ( В /  А)==0,06 0,34 0,16 0,65 1,15 1,64 2,15 2,65 3,14 3 ,64 4,14
10) (0 ) (0 ) ( 1) ( 1) (2 ) (2 ) (3) (3) (4)

Р (В/А)==0 , 1 ! 0 ,37 0,19 0,76 1,33 1,79 2,46 3,02 3 ,59 4 ,15 4,72
(0 ) (0 ) (0 ) ( 1) ( 1) (2 ) (3) (3) (4) (4)

Р ( В / А ) — 0 , 9 6

п | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Р(В /А)==0 , 0 1 0,18 0,24 0,65 1,07 1,48 1,89 2.31 2 ,72 3 ,14 3,55
(0 ) (0 ) (0 ) ( 1) ( 1) ( 1) (2 ) (2 ) (3) (3)

Р(В /А)==0,06 0 , 2 2 0,32 0,87 1,41 1,95 2,49 3,03 3 ,58 4,12 4,66
(0 ) (0 ) (0 ) ( 1) ( 1) (2 ) (3) (3) (4) (4)

Р(В /А)==0 , 1 1 0,23 0,38 0,98 1,59 2 , 2 2 , 8 3,41 4,01 4,62 5,23
(0 ) (0 ) (0 ) ( 1) (2 ) (2 ) (4) (4) (4) (5)

Р < В /Л )  =  0 , 9 9

- « 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Р ( А / Л ) = 0 , 0 1 0 , 0 0 2 0,5 1 , 0 1,51 2 , 0 1 2,51 3,01 3,51 4,01 4,51
(0 ) (0 ) ( 1) (1) (2 ) (2 ) (3) (3) (4) (4)

Р ( В / А ) —0,06 0 , 0 1 0,63 1,26 1 , 8 8 2,51 3,13 3,76 4 ,38 5,01 5,63
(0 ) (0 ) (1) (1) (2 ) (3) (3) (4) (5) (5)

Р ( В / А ) = 0 М 0 , 0 2 0,7 1,38 2,07 2,75 3,43 4,11 4 ,8 5 ,48 6 , 1 6
(0 ) (0 ) (1) (2 ) (2 ) (3) (4) (4) (5) (6 )

П р и м е ч а н и е .  В таблице указаны значения п '  и (п ' ]  (в скобках); зна­
чения кп выбираются согласно ( 5 . 4 4 ).

Рассмотрим как увеличивается достоверность контроля при исполь­
зовании системы «голосования» (или системы принятия решения по



больш инству «голосов», т. е. мажоритарной системы принятия реше­
ния). Д ля этого положим, что вероятности для одного параметра (при 
одном измерении) равны значениям, принятым ранее, а именно: 
P ( A i B i ) = 0,9990, Р (A iBt)—0,0007, Р  (¿¡В г)= 0 ,0002, Р  (Л ;В г)= 0 ,0001.

Найдем л ' и k n для различных л и величину получаемой достовер­
ности контроля при этих значениях k n. При данном п это максимальная 
величина достоверности контроля. Результаты расчетов приведены

в табл. 5.1. График зависимости 
D{k.n)i  от количества измерений 
л изображен на рис. 5.3.

Выбрав допустимую величину 
D(h, п) г. по графику можно опреде­
лить необходимое количество из­
мерений и затем по табл. 5.2 -— 

. значение kn. При этом желательно,
/  2 3 4 s  6 7 п  чтобы количество измерений было 

р _ ч не слишком велико.
ис' ' Из рис. 5.3 следует, что£>(fei п) г

при л > 3  увеличивается незна­
чительно, поэтому целесообразно, чтобы выполнялось условие п 3. 
Примем л  =  3, при этом k n =  2, что не вызывает затруднений при ап­
паратурной реализации системы голосования. Вероятности Р  (Л ¡5*), 
Р (AtBi ) ,  Р  (AiBi),  Р  (Ai B t) соответственно равны: Р (2-3) (Ai Bt) =  
=  0,99919987, Я(2> 3) ( Л Д )  =  0,00076562, Р (, зК( Л Д )  =  0,00000013, 
Pi2, з) (AiBi)  =  0,00003438.

Т а б л и ц а  5.2

п п* = Ю  +  1 P(k,n) (Ai Bi) pik.n) ( h  5,) . n)i

1 1 0,9990 0,0007 0,9997
2 0 ,9 1 0,99919936 0,00061250 0,99981186
3 1,7 2 0,99919987 0,00076562 0,99996549
4 2 ,5 3 0,99919976 0,00079433 0,99999409
5 3 ,3 4 0,99919960 0,00079913 0,99999873
6 4,1 5 0,99919939 0,00079987 0,99999926
7 4 ,9 5 0,99919999 0,00079954 0,99999953

Достоверность контроля, например, при 100 и 500 контролируемых 
параметрах (одинаковых) соответственно равна 0,993 и 0,997. Ранее 
достоверность контроля при 100 и 500 контролируемых параметрах 
была равна 0,970 и 0,899, т. е. выигрыш в оптимальном случае значи­
тельный. Если вероятности для одного параметра соответственно рав­
ны: Р  ( А ,Я ,) =  0,56, Р ( Л Д )  =  0,21, Р  (Л Д г) =  0,14, Р  (Д,В,) =  
=  0,09, то по формулам (5.38) — (5.40\ (5.43) и (5.44) получаем зна­

чения л /, Р (к< п) (Л Д ) ,  Л * , п) (Л Д ) ,  Р ( к , п ) ь  приведенные в 
табл. 5.3.

DMi
1,0

8,9999

0,9998

0,9997



п п’ *п р (Ь,п) (л г в {) ^<л, п> в г) ° ( Ь ,  п> г

1 0,192 1 0,56 0 , 2 1 0 ,7 7
2 0 ,75 1 0,67 0,147 0 ,8 17
3 1,3 2 0,6272 0,2352 0 ,8627
4 1,87 2 0,68096 0,19551 0 .87647
5 2 ,4 3 0,657356 0,251076 0 ,908432
6 3 3 0,688128 0,223293 0,911421

Результаты, приведенные в табл. 5.3, показывают, как мож но у ве­
личить достоверность контроля при заданном числе измерений и 
оптимально выбранном /г. Если при одном измерении достоверность 
контроля I =  0,77, то при трех измерениях получаем В (2 зИ =
=  0,8627, а при п  =  6 и кп =  3 £>(з 6) г =  0,911421.

Таким образом, использование системы с голосованием позволяет 
значительно увеличить достоверность контроля при измерении состоя­
ния сложной технической системы.

Изложенная в настоящем параграфе мажоритарная схема п р и н я­
тия решений (несмотря на отмеченные ошибки при определении сос­
тояния системы) является универсальной и может быть применена, 
например, при определении категории ремонта неисправной системы, 
решении задач разведки полезных ископаемых, определении состоя­
ния сложной системы с резервированием, обработке информации в це­
лях решения задач диагностики.

В следующих двух параграфах рассмотрено применение м аж ори­
тарной схемы принятия решений в автоматических системах контро­
ля (АСК) и при принятии решения о состоянии сложной системы с ре­
зервированием.

§ 5.3. Оптимальные модели повышения достоверности 
и их применение в автоматических системах контроля *

Одной из важнейших характеристик автоматических (автом атизи­
рованных, с частичным участием человека) систем контроля является  
достоверность результатов контроля — степень объективности о тр а­
жения результатами контроля истинного технического состояния 
контролируемого объекта. При организации эксплуатации объекта 
(системы) по состоянию необходима оценка результатов измерения п а­
раметров с учетом достоверности контроля для определения точности 
измерения параметра относительно поля допуска.

Для контроля объектов по состоянию эта точность в АСК долж на 
быть повышена и составлять не более 0,1  от поля допуска на контро­
лируемый параметр. В практике контроля нашли широкое применение 
следующие показатели достоверности результатов контроля работо-

* В написании настоящего п араграф а принимали участие Р. Н . Б е л о к о н ь  
и В. Г. Кендель.



способности: абсолютная достоверность результатов контроля — ве­
роятность принятия правильного решения

D  =  1 — а  — ß; (5.47)

достоверность результата «Годен» — апостериорная вероятность 
работоспособности объекта, признанного годным по результатам конт­
р оля:

D T =  (Р — а)! (Р -  а  +  Р), (5.48)

достоверность результата «Брак» — апостериорная вероятность 
неработоспособности объекта, признанного негодным по результатам 
к о н троля:

De =  (1 — р  — р)/ (1 — Р +  а  — ß), (5.49)

где Р  — вероятность работоспособности объекта; ос — риск изготов­
ления — вероятность того, что работоспособный объект признан не­
годным (см. выражение (5.3)); ß — риск заказчика — вероятность 
того, что неработоспособный объект признан годным (см. выражение
(5.5)).

К ак следует из (5.47)— (5.49), все показатели достоверности резуль­
татов контроля работоспособности объектов выражаются через риски 
изготовителя и заказчика, поэтому величины а  и ß будем называть 
характеристиками достоверности контроля.

Д л я  повышения достоверности контроля в АСК вводится инфор­
мационная избыточность в виде n -кратных измерений контролируемо­
го параметра (КП) с помощью одного измерительного устройства (ИУ) 
(временная избыточность) либо однократного измерения КП п иден­
тичными ИУ (аппаратурная избыточность). В обоих случаях имеем 
п  результатов измерения y t — £ +  T)j (i — 1, п), где £ — значение КП; 
г]г —  погрешность i'-го измерения (¿-го ИУ), причем будем полагать 
{ilt. •••> Лп) независимыми реализациями случайной величины ri. Сово­
купность правил, в соответствии с которыми обрабатывают результа­
ты измерений и принимают решение о годности параметра, называет­
ся алгоритмом контроля. Оптимальный алгоритм контроля максими­
зи рует один из показателей достоверности контроля.

Показано [9], что с точки зрения теории статистических решений 
критерий шах D  эквивалентен критерию идеального наблюдателя, 
а критерии шах D r и шах D 6 — критерию Неймана—Пирсона, при­
чем max D T соответствует m in ß при а  <  а д, a max D 6 — min а  
при ß ^  ßÄ, где а д и рд — некоторые специально выбранные констан­
ты.

В настоящее время широкое распространение получил оптималь­
ный алгоритм контроля, опирающийся на решающие правила, раз­
работанные в теории статистических решений. При оптимизации по 
критерию  идеального наблюдателя решающее правило состоит в том, 
что параметр признается годным, если

(I/i/i. * =  1. « ) d | ^  1/2, (5.50)



где 1а, Ь] — гарантийный допуск на КП; ^  (£/¿/¡,(1 =  1, п) —  апосте­
риорная (условная) плотность распределения значений КП при усло­
вии полученных результатов измерения, и негодным, если неравенст­
во (5.50) не выполняется.

Показано [9], что в случае нормального закона распределения КП  
и погрешности измерения алгоритм контроля, оптимальный по крите­
рию идеального наблюдателя, заключается в получении оценки п ар а­
метра

1 п

& = — 2  у* <5 -51)
<=1

и сравнении ее с оптимальным контрольным допуском [а, В]:

■ а- ('а~ т1 ) ап ■ ~ь _ ь , (ь~ тО ° гп
па 1 ’ п о *  ’ (5.52)

где т ь  — соответственно математическое ожидание и среднее квад­
ратическое отклонение КП; — среднее квадратическое отклонение 
погрешности измерения.

Характеристики достоверности контроля при оптимальном ал го ­
ритме вычисляют по формулам:

Оо =
У  2л

X

I'
— кх

<#-
2л

X

I е— кх:
<1т <И; (5.53)

К
1

У\ + г * __

] ___
— к х  У I  +  г*

X
2л

х  3 е
— кх

“ Т
Л
2

с1т (М;

£>Отах 1 • а „ Ро

(5.54)

(5.55)

где х  — (Ь — щ ) / о 1  — нормированный гарантийный допуск на КП; 
« — ( т 5 — а) / (Ь — т | )  — коэффициент несимметрии поля допуска;
г — V п — нормированное среднее квадратическое отклонение 
погрешности измерения.

Алгоритм контроля, оптимальный по критерию Неймана—П ирсо­
на, заключается в получении оценки К П | (5.51) и сравнении с опти-



мальным контрольным допуском, который определяется из уравнений: 
при максимизации £)т

У =  ( [ ‘Т  е " ’ * ] " ' — . - 0 -
У2п 4  -**  1 (_ * /_ ()/г J

(5.56)
при максимизации £ 6

у \ +г> _ Л  . * — £ - Г - ( * + ‘>/* 1

I  • ’ * - = [ * ’ [ . Л . *  Ч * -V *  ____ - ь
-Лх/У1+г*

- р ,  =  0, (5.57)

где [х =  (Ь — т 5)/а£; =  ( т 5 — а)/(Т|] — нормированный контроль­
ный допуск.

В § 5.2 описан алгоритм контроля, который был назван мажори­
тарным. Дадим интерпретацию полученных в § 5.2 результатов при­
менительно к контролю работоспособности объектов с помощью АСК.

Мажоритарный алгоритм контроля состоит в сравнении каждого 
результата измерения с гарантийным допуском [а, Ь]. Имеем т  исхо­
дов «результат измерения в допуске» и п  — да исходов «результат из­
мерения вне допуска». Если Б,  где 5  (или кп) — заданный порог 
(число), то принимается решение «Годен»; если т <  Б,  то принимается 
решение «Негоден».

Условная вероятность получения да результатов измерения в до­
пуске, а п — да — вне допуска, согласно теореме о повторении опытов 
применительно к измерению параметра, равна:

Р  (да, п,  1) =  |  Р т (I) [1 - Р  Ф Г ~ т  . (5-58)

г д е  р  ( |)  =  |  /  (у/1)йу —  условная вероятность того, что результат
у  6  [о. Ь )

измерения параметра окажется в допуске; /  {у!\) — условная плот­
ность распределения результата измерения при фиксированном зна­
чении КП.

Условная вероятность забраковать годный параметр (ошибка пер­
вого рода) равна, очевидно, вероятности того, что число т  окажется 
меньшим заданного порога 5  при условии, что действительное значе­
ние КП принадлежит допуску:

а  (5, п, I) =  Р  {да <  5 , п/% е  [а, Ь]} =  2  Л  (т, п, £), ( |  (ЕЕ [а, 6]). (5.59)
1 =  0

Условная вероятность принятия негодного параметра (ошибка вто­
рого рода) равна вероятности того, что число т  окажется равным или



большим порога 5  при условии, что действительное значение КП не 
принадлежит допуску:

р Я, п, I) =  Р [т >  5 , п Ц  [а, Ь]} =  2  р г (т . я . 5). (6 ё  [а, 6]). (5.60)
х =  S

Д ля того чтобы получить выражения для рисков изготовителя и 
заказчика, необходимо умножить правые части (5.59), (5.60) на веро­
ятность того, что параметр принимает значение £, равную <р (£)<!£, и 
проинтегрировать полученные выражения в соответствующих преде­
лах. В результате получаем:

S - 1

a ( S , r t ) = 2 r  .) Ф ( | )
г= 0  \П ! 5е [о , ft]

S f  ( y / t )  dУ
ys.[a. ft]

1— S f ( y l t ) d y
ye [a, ft]

dg;

P (s ,n )=  2  ( M  5 ф(|)[ S
i = S  Vя  , [a ,  ft] L y e  la • *]

X

X 1 — S /  ( y l l )  dу
US: [a, ft]

d t

(5.61)

(5.62)

При нормальном законе распределения КП и погрешности изме­
рения выражения (5.60), (5.61) принимают вид

a(S,/i) =  — ( М  f  е-*' /* F‘ ( t ) [ l - F ( t ) r ~ ‘dt-, (5.63) 
У 2я £ 0  \ п 1 J kx

P(S, n)  =
п

V
- kx

У  2л , t s  \ я / l -  
> __tj

+  J  e 2 F ( t ) [ \ ~ F ( t ) \

J e - (,/2 Fl (t) [l —  F  ( / ) ] " - ' +

n~ ‘ dt \

1/ 2я

(5.64)

Ti/2  d T

— нормированная функция Лапласа.
Перейдем к оптимизации мажоритарного алгоритма по критерию 

идеального наблюдателя. Очевидно, необходимо найти такое S =  S 0, 
при котором достигается max {D (S, п) = 1  — a  (S, п) —

1 Si S <  п
— Р (S, п)).  Аналитическое исследование функции D  (S) невозможно 

из-за ее сложности, однако расчеты на ЭВМ при различных значениях 
параметров k, х, г и п показывают, что она либо монотонно возрас­
тает, либо монотонно убывает, либо имеет максимум. Следовательно, 
в первом случае 5 0 =  п, во втором случае S„ =  1, а в третьем случае



1 <  5 0 <  я . При этом максимальное значение абсолютной достовер­
ности контроля

Ом  шах — 1 — а  (5 0, я) — р (50, п). (5.65)

Оптимизация мажоритарного алгоритма по критерию Неймана— 
Пирсона вытекает из следующих свойств характеристик достоверности 
контроля.

(5.66)С в о й с т в о  1. шах а  (S,  я) =  а  (я*, я*).
K S  п 
\^п^п*

С в о й с т в о  2. min ß (S, п) =  ß (я*, n*t).
K S z n
1

(5.67)

Д ля доказательства первого свойства определим приращения функ­
ции а  (5, я) по 5  и я:

■(Л s -\  « /|е=[а, 6]

A as (S, я) =  а  (S  +  1, я )— а  (S, я) =

5 /(«//£) Ф
[а. Ъ]

n - S

d l > 0 ; 

(5.68)

А а„(п , я) =  а ( я  +  1, я - f  1) — а  (я, я ) =  J  q>(g)
l s  fa,

X

X J f  ( у И )  dу
п

1 — 1 /  ( у  11) ¿У
У е  [а, Ь] »е[о,й]

d £ > 0 .  (5.69)

Следовательно, функция а  (Б, я) — возрастающая, поэтому спра­
ведливо неравенство (5.68). Аналогично доказывается второе свойство.

На основании свойств (5.66), (5.67) можно сформулировать опти­
мальный мажоритарный алгоритм контроля, максимизирующий, на­
пример, достоверность результата «Годен»: принимается решение «Го­
ден», если результат измерения ни разу не вышел за пределы допуска; 
при этом оптимальным числом измерений я* является наибольшее це­
лое число, удовлетворяющее неравенству

V 2
2— Г е - ‘*/2
2л J

— кх

Фо X— t
+ ф ° ( ^ г )

dt — a g sc: 0 .

М аксимальное значение достоверности результата «Годен»
Р — а  (п*, п*)

Ом тах

(5.70)

(5.71)
Р — а ( п * ,  л*) +  р (п*. л*) '

Сравнение рассмотренных оптимальных алгоритмов контроля с 
точки зрения аппаратурной реализации показывает несомненное пре­
имущество мажоритарного алгоритма, которое заключается в следую­
щем.



1. Д ля реализации оптимального алгоритма нужно иметь в памя­
ти АСК результаты измерений, соответствующая обработка которых 
дает оценку КП, необходимую для сравнения с оптимальными допус­
ками и принятия решения о годности или негодности параметра. При 
использовании мажоритарного алгоритма отпадает необходимость по­
лучения результатов измерения; измеряемая величина непосредствен­
но подается на НУ — компаратор, формирующий результат контро­
ля. Поэтому, в то время как мажоритарный алгоритм применим как 
в случае допускового контроля, так и в случае количественного конт­
роля, оптимальный алгоритм можно использовать лиш ь в АСК, реа­
лизующей количественный контроль.

2. Аппаратурная реализация мажоритарного алгоритма проще 
оптимального, так как для осуществления последнего необходимо 
иметь вычислительное устройство, в то время как мажоритарный ал­
горитм требует несложного счетчика команд «в допуске», поступающих 
от компаратора.

Эффективность алгоритмов контроля сравнивалась при Дг — 1, 
х  =  2 , гх =  1. Анализ результатов расчета, приведенных в табл. 5.4, 
5.5, показывает, что: 1) оптимальный алгоритм контроля более эф­
фективен; 2) при увеличении количества получаемой информации о 
КП, т. е. при увеличении количества измерений п,  «приращение 
эффективности» двух алгоритмов ■---£>0тах — Р м т а х  (Ашотах =
=  £>о шах — шах) уменьшается. Поэтому при возможности введения 
достаточно большой информационной избыточности предпочтительно 
применение мажоритарного алгоритма контроля, как  более простого 
при аппаратурной реализации.

Т а б л и ц а  5.4

п
Оптимальный алгоритм Мажоритарный алгоритм

X, О ,  тах 5в ° М  тах

1 4 0,9556 1 0,855
2 3 0,9592 I 0,9457
4 2,5 0,9655 1 0,9606
9 2,22 0,9741 4 0,9696

16 2,125 0,9798 7 0,9756
25 2,08 0,9836 12 0,9802

Т а б л и ц а 5.5

а8

Оптимальный алгоритм Мажоритарный алгоритм

т
°0  шах и* &М  шах

0,228 1,48 0,9925564 2 0,9910160
0,271 1,27 0,99718 3 0,99546
0,376 0,92 0,9996178 4 0,9979701
0,59 0,56 0,9999998 9 0,9999400
0,74 0,38 1,0 16 0.9999994



§ 5.4. Принципы автономной технической реализации 
мажоритарного алгоритма контроля

При наличии ЭВМ в автоматических или автоматизированных сис­
темах контроля состояния сложных систем рассмотренные выше алго­
ритмы повышения достоверности контроля реализуются программно. 
При автоматизации контроля сложных систем намечается тенденция 
нецентрализованного контроля (контроля состояния отдельных под­
систем, блоков) с автономной обработкой результатов измерения и вы­
дачей рекомендаций на обслуживание подсистемы или блока. В этом 
случае возникает необходимость в разработке схем контроля, в ко­
торых учитывалась бы специфика алгоритмов повышения достовер­
ности контроля.

Рассмотрим два этапа технической реализации (на уровне блок- 
схем, поясняющих принципы такой реализации) предложенного в 
§ 5.2  алгоритма контроля на примере построения автоматического уст­
ройства индикации отказов в резервированном комплексе. В этом комп­
лексе при отказе системы, входящей в ссстав основного оборудования, 
автоматически подключается резервная система (рассмотрим случай, 
когда резервные элементы находятся в нагруженном состоянии). При 
определении состояния основных систем (для выявления состояния 
отказа) в зможны ошибки первого и второго рода (соответственно риск 
изготовителя и риск заказчика). С целью их минимизации предлага­
ется в автономную схему автоматического контроля состояния систе­
мы и выдачи команд на переключатель резерва включать как состав­
ное звено схему, реализующую мажоритарный способ организации 
контроля.

Рассмотрим сначала принцип работы автоматического индикатора 
отказов, не содержащего мажоритарного звена. В этом индикаторе 
формируется сигнал отказа сложной системы (комплекса) с нагружен­
ным резервом при ее самоконтроле. Ранее были известны индикаторы 
отказа сложных систем с ненагруженным резервом, у которых для 
снижения уровня текущей информации, поступающей к оператору, и 
перенесения части функций с оператора на автомат в системе «чело­
век-авто м ат»  между выходом устройства самоконтроля рабочей под­
системы и индикатором отказа системы был включен интегрирующий 
накопитель, например реверсивный счетчик, объем памяти которого 
равен общему числу резервирующих друг друга подсистем. Подобные 
устройства предназначены для использования в системах с ненагру­
женным резервом, т. е. в системах, в которых в любой момент времени 
(до отказа системы) имеется одна рабочая и некоторое количество ре­
зервных подсистем. Их применение в системах с нагруженным резер­
вом, т. е. когда в общем случае в любой момент времени (до отказа сис­
темы) имеется несколько рабочих подсистем в нагруженном резерве 
и некоторое количество подсистем в ненагруженном резерве, вызыва­
ет увеличение объема аппаратуры, так как подобное устройство необ­
ходимо подключать к каждой из рабочих, резервирующих друг друга 
подсистем. Чтобы исключить этот недостаток, между устройствами 
самоконтроля каждой из рабочих подсистем и указанным реверсивным



счетчиком включают предварительный сумматор, выполненный, на­
пример, в виде ячейки ИЛИ с числом входов, равным количеству под­
систем. Схема такого индикатора отказов приведена на рис. 5.4.

В общем случае система 3 с нагруженным резервом состоит из 
а +  Ь идентичных подсистем с устройствами самоконтроля 8. Причем 
а подсистем 6 являются рабочими и, следовательно, функционируют 
как нагруженный резерв, а Ь подсистем 7 являю тся ненагруженным 
резервом. Кроме того, в систему 3 включены входной 4  и выходной 5

3

Ь  15 
13

Рис. 5.4

коммутаторы, служащие для подключения входа 1 и выхода 2 систе­
мы к соответствующим (работающим в выбранный момент времени) 
подсистемам. Каждая из подсистем 6 и 7 имеет встроенное устройство 
8 самоконтроля. Выходы устройств 8 подключены к дешифратору- 
анализатору 9 и к предварительному сумматору 10. Выход сумматора 
10 подключен к одному из счетных входов 14 реверсивного счетчика 11, 
к выходу которого подключен индикатор отказов системы 3. К ревер­
сивному счетному входу 15 счетчика 11 подключен источник 13 сигна­
лов восстановления подсистем б и 7.



Работу системы лучше всего рассматривать с момента подачи на 
нее питания. При этом полагается, что подсистемы б и 7 исправны, 
а вся система 3 считается работоспособной до тех пор. пока исправны 
не менее а подсистем, т. е. до тех пор, пока не наступит (Ь — 1)-й отказ 
(без учета восстановления резерва в процессе работы). Пусть, далее, 
одна  (произвольная) из рабочих подсистем 6 вышла из строя. Сигнал
06 этом с соответствующего устройства 8 самоконтроля попадает в де­
шифратор-анализатор 9, который, проанализировав его, отключит с 
помощью коммутаторов 3 и 4 неисправную подсистему и включит вмес­
то нее одну из подсистем 7.

Сигнал устройства 8 , пройдя предварительный сумматор 10, посту­
пает через счетный вход 14 в счетчик 11 и увеличивает число, записан­
ное в нем (в начальный момент эксплуатации счетчик 11 обнулен), на 
«единицу» и т. д. до тех пор, пока в счетчике 11 не будет записано чис­
ло 6 1; в этом случае срабатывает индикатор отказа системы 12 и 
оператору подается сигнал «Система вышла из строя», который несет 
следующую информацию: «Весь исправный резерв использован, в ра­
бочем состоянии осталось количество подсистем, число которых мень­
ше требуемого на единицу». По этому сигналу оператор принимает 
решение" (в зависимости от обстановки) о выводе системы на обслужи­
вание или о дальнейшем использовании, но уже с меньшей эффектив­
ностью.

Если по мере выхода подсистем 6 из строя производится их вос­
становление (ремонт), то по окончании процесса каждого такого восста­
новления восстановленная подсистема переводится в число подсистем
7 ненагруженного резерв?, о чем на клемму 13 подается сигнал, кото­
рый затем поступает на ре ¡ерсный счетный вход 15 счетчика 11 и умень­
шает число, записанное в нем, на единицу; кроме того, этот же сигнал 
подается на дешифратор 9 и стирает в его памяти информацию о вы­
ходе соответствующей подсистемы из строя. В результате такая под­
система может быть использована повторно.

Д ля уменьшения ошибок первого и второго рода при подключении 
резерва предлагается осуществлять его контроль по мажоритарной 
схеме, предложенной выше. Необходимо информацию с выходов уст­
ройства 8, подключенных к дешифратору-анализатору 9, предваритель­
ному сумматору 10 и реверсному счетчику 11, обрабатывать по схеме, 
изображенной на рис. 5.5.

Техническое решение, автономно реализующее алгоритм, предло­
женный в § 5.2, изображено на рис. 5.5. Принцип реализации данного 
технического решения поясним на примере проверки резервных уст­
ройств или блоков (в автоматизированной системе контроля). Рассмот­
рим устройство для автоматического (количественного, а в ряде слу­
чаев качественного) контроля сложных систем с проверкой резервных 
устройств или блоков (например, блока анализа), так как подключе­
ние резервного устройства или блока без предварительной проверки 
может привести к увеличению времени контроля и получению ложных 
результатов контроля. Д ля технического решения задачи в автомати­
зированной системе контроля дополнительно используем вспомога­



тельное устройство, выдающее серию одинаковых кодов, распредели­
тель импульсов и счетчик импульсов «Годен».

Опишем работу устройства, изображенного на рис. 5 .5 . Оператор 
с помощью органов управления с пульта /  в заданный момент времени 
начинает контроль. Сигнал с пульта управления поступает на устрой­
ство управления 2, которое выдает дискретные команды управления 
на все устройства информационно-измерительной системы. Эти

Контролируемый
объект

Код
измеряемой г—-  
Величины У 

/ /  | Л 7  
Результаты

Ю

Dim J
анализа ?l

Эталонные коды_____
измеряемой величины 31

Годен

Распределитель импульсов

Рис. 5.5

команды определяют характер и последовательность работы системы 
контроля. Устройство управления 2 воздействует на датчик управля­
ющих сигналов, прибор времени 4 и коммутатор 5, который создает 
электрические цепи, связывающие контролируемый объект с соответ­
ствующими устройствами информационно-измерительной системы. Сиг­
налы от контролируемого объекта (сложной системы) через коммута­
тор 5 подаются на устройство 6, которое преобразует измеряемую ве­
личину в цифровой код. По окончании преобразования код вводится 
в основное устройство анализа 7, где полученный при измерении код



сравнивается с кодом, соответствующим номинальному значению 
преобразуемой величины.

В устройстве 7 полученная разность сравнивается с нижним и верх­
ним допусками на измеряемую величину. В результате устройство 
анализа формирует сигналы о состоянии проверяемой величины. Ре­
зультат анализа подается в устройство управления 2, пульт управле­
ния 1 и прибор регистрации 8. В процессе проверки измеряемых па­
раметров объекта возможна ситуация, когда откажет один из блоков 
самой аппаратуры контроля, например блок анализа 7. При отказе 
устройства анализа в нем вырабатывается сигнал «Отказ», который 
воздействует на вспомогательное устройство 9, задающее серию оди­
наковых кодов. Это устройство выдает в блок анализа 10 серию прове­
рочных кодов, соответствующих сигналу «Годен» на выходе блока 10.

Сигналы с блока 10 подаются на распределитель импульса 11, а за­
тем на счетчик импульсов «Годен» 12 и одновременно на общую точ­
ку Л и на один из управляющих электродов тиристоров 13, 14 и 15. 
Таким образом подсчитывается число показаний прибора об исправ­
ности резерва при многократном осуществлении одних и тех же опера­
ций контроля и сравнивается это число с некоторой константой кп, оп­
ределяемой по формулам, приведенным в § 5.2.

Число циклов, выдаваемых устройством 9, вполне определенно, 
поэтому в соответствии с расчетным числом кп (например, К  =  3) ус­
танавливается соответствующее число тиристорных ключей (назван­
ному случаю  соответствуют ключи 13, 14 и 15).

На рис. 5.5 показано включение дополнительного тиристорного 
ключа 16, который включается при срабатывании тиристора 15 и обес­
печивает прохождение импульса тока через первичную обмотку транс­
форматора 17, вторичная обмотка которого включена в цепь тиристо­
ра 18, управляющего реле 19. Это реле, сработав, отключит устройст­
во анализа 7 и подключит устройство анализа 10.

§ 5.5. Обоснование оптимального алгоритма 
контроля системы с учетом достоверности *

Характерной особенностью эксплуатации многих сложных систем 
является необходимость контроля их технического состояния по не­
которым выходным параметрам. При этом желательно так организо­
вать проверку параметров, чтобы информация об исправности систе­
мы, полученная по результатам контроля, давала наибольшую уверен­
ность в готовности ее к выполнению возложенных функций. Однако 
во многих случаях время контроля ограниченно и меньше, чем время, 
отводимое на полный контроль системы. Тогда показателем эффектив­
ности контроля технического состояния служит вероятность отсутст­
вия после контроля системы необнаруженных отказов. Обозначим эту 
вероятность через Р 0. Этот показатель характеризует полноту и до­
стоверность контроля. У казанная вероятность тем выше, чем большее

* В параграфе использованы результаты, полученные А. И. Бондаренко, 
А. Н . Киселенко и В. А. Мироненко.



количество выходных параметров проверяем ой системы охвачено к о н т ­
ролем и чем выше достоверность результатов  контроля к а ж д о го  из 
этих параметров.

Увеличение количества проверяем ы х параметров и при м ен ен и е 
только высокгточных, а следовательно, и наиболее слож ны х ср ед ств  
контроля явно противоречит ограничению  на время кон троля. О б ъ е­
диним все элементы системы в п независим ы х групп по вы полняем ы м  
системой ф ункциям . Тогда при некоторой организации кон троля  м о ж ­
но добиться

П
max Р о с т а х  П  Р; (5 .72)

<=1
при условии

2  Я; < 6 ,  (5 .73 )
i=  1

где pi — вероятность отсутствия после контроля t-й группы эл е м е н ­
тов необнаруженных отказов; аг — врем я, затраченное на ко н тр о л ь
1-й группы элементов (i — 1, п)\ b задан ное время контроля с и с те ­
мы.

Контроль функциональных элем ентов может быть следую щ и м : 
контроль на работоспособность, кон троль на правильность ф у н к ц и о ­
нирования (менее полный, чем преды дущ ий).

Д ля каж дой t'-й группы ф ункциональны х элементов сочетани я р а з ­
личных совокупностей контролируемых параметров и видов их к о н тр о ­
ля образую т множество К  различны х вариантов контроля. В ар и ан ты  
контроля i -й группы характеризую тся последовательностью

(P u \  a u ), j  =  1, К .  (5.74)

Следует отметить, что значения р ц  зав и сят  не только от числа к о н тр о ­
лируемых параметров и вида кон троля, но и от степени их в заи м о ­
связи.

П редполагаем, что при проверке системы перед применением к а ж ­
дая i-я группа элементов контролируется только по одному и з в о з­
можных вариантов, поэтому (5.72) м ож но записать так:

Л> =  П  П  Рц1К i =  1. л. / = 1 ,  К ,  х и  =  0 или х {}=  1, (5 ,75) 
<=1/=1

при ограничении

2  * » =  1. (5 .76)
/=»

Логарифмируя (5.75), получаем

п к

i n р 0=  2  2  х и ХпРа- 
/ = 1 / = i



Введем следующие обозначения: 1п Я0 =  1п р и  =  Сц.  Тогда 
рассм атриваем ая задача принимает вид

8 =  2  2  с и Х ц - +  т а х , / =  1 7 п, / = Т ~ К.  (5.77)
<= 1 > =  I

при  ограничениях

п к  к
2  2  -% =  °  или =  !• (5.78)

¿ = 1 /=1 /=1

Поясним сф ормулированную  задачу. Имеем систему, предназна­
чен ную  для выполнения п  функциональных задач. Время проверки 
системы  ограничено и равн о  Ь. Устройства (совокупности элементов, 
составляю щ их части системы); предназначенные для  решения 1-й 
ф ункциональной задачи, м ож но проконтролировать одним из К  воз­
м ож ны х вариантов. В ариан там  контроля <-й функциональной задачи 
соответствую т векторы

£<21 •••< ^а< •••• С(к }• 0/2" •••» •••( Яж }<

где С ,-} —  «полезность»; ои  — продолжительность контроля по /-му 
вари ан ту  для /-и ф ункц иональн ой задачи.

Необходимо для каж до й  функциональной задачи , решаемой систе­
м ой, указать такой вар и ан т  контроля, при котором суммарное время 
проверки  системы не превы ш ало бы заданного значения, а «полезность» 
кон троля  была бы м аксим альной. При решении данной задачи произ­
в о д ят  ранж ировку продолж ительности вариантов контроля для каж ­
д ой  выполняемой ф ункции и учитывают тот ф акт, что суммарные про­
долж ительности вариантов контроля для некоторых из п функций пре­
восходят  величину Ь. П редполагается такж е, что за  большую «полез­
ность» контроля приходится «платить» и больш ей продолжительно­
стью  контроля.

Д л я  решения сф орм улированной задачи ш ироко используется об­
щ ий алгоритм, разработанн ы й в ВЦ Риж ского Н И И  Гражданской 
авиации под руководством А. М. Андронова. Этот алгоритм состоит 
и з  приближ енного (А)  и точного (Б) алгоритмов. Алгоритм А основан 
на методе линейного программирования и следую щ их предпосылках:

а) среди множества оптимальны х решений (без условия целочис- 
ленности (5.78) ) найдется такое, для которого не более двух перемен­
н ы х, соответствующих одном у множеству {х ц , Хщ, .... х(К}, являю т­
с я  нецелочисленными;

б) необходимыми и достаточными условиями оптимальности реше­
н и я  задачи (5.77) при ограничениях (5.78) и при

■^1V (1) ~  1. (2) ~  I « • • • г Агу> ^¡ь 1 > -^гу (г) = 1 Х гу , . . . ,  Х/\> (¿)

-  1.,..., х т  ,п) -  1 и Х ц ~ 0



для всех остальных индексов являю тся неравенства 

Сы (/> -  С,1 >  (а,, и) - а л ) — ^ (г) ~ С™
агч (г) — агу

при 1= 1, п; |  =  1, к  (а,\Мг ) > а .1 соответствую т одному м нож еству
{•^¡ъ -*¡2, •••< *,к});

(1) +  (2) +  • ■ • +  и Г\  -Г  йгм (г) ~ ь  . . .  +  а ,'у  (/) +  • . . +  (и) =  Ъ.

Алгоритм £  основан на использовании метода ветвей и гр ан и ц  в 
комбинации с оценками, вытекающими из приближенных реш ен ий  
задачи по алгоритму А.

Опыт решения задач по алгоритмам А  и Б  свидетельствует об их 
больших возможностях по сравнению с вычислительными ал го р и тм а­
ми, основанными на методе динамического программирования.

Пример. Имеется система, в которой выделены сгруппированные по р еш ае-  
мым задачам конструктивные элементы, образую щ и е функциональные трак ты . 
Зададим для каж дого 1-го (» -  1, п) ф ункционального тракта системы с л е д у ю ­
щие вероятности: р/  — вероятность того, что до момента контроля лю бой («по­
степенный» или «внезапный») отказ в тракте не возникает; щ  — вероятность
того, что до момента контроля в тракте не возникнет «постепенный» отказ; о , __
вероятность того, что до момента контроля в т р а к те  не розникнет «внезапный» 
отказ, 5,- - вероятность того, что в течение контроля функционального т р ак та  
отказ его из-за «отрицательного» влияния контроля не возникнет.

Значения этих вероятностей определяют априорную  информацию о н а д е ж ­
ностных и точностных характеристиках системы .

В практике эксплуатации систем (наприм ер, радиоэлектронны х) в основном  
реализуют контроль работоспособности и правильности ф ункционирования. 
Применение этих видов контроля позволяет найти приемлемое соотнош ение м е ж ­
ду количественной оценкой, полученной по результатам  контроля информации
о техническом состоянии системы и величиной затрат на ее получение и р е а л и за -

При оценке достоверности результатов контроля технического состоя н и я  
системы важно знать, с какой вероятностью объект контроля, признанный г о д ­
ным. на самом деле является неисправным. Д остоверн ость  этого собы тия д л я  
каждого функционального элемента системы м ож ет быть оценена следую щ им и  
вероятностями: — вероятностью обнар уж ен ия отказа в /-м ф ункциональном  
тракте при контроле его работоспособности; — вероятностью о б н а р у ж ен и я  
отказа в /-м функциональном тракте при контроле правильности его ф у н к ц и о ­
нирования. :

Вероятности р,-, х; , <?; и £ , далее считаю тся заданными. В качестве ц е ­
левой функции принимаем вероятность отсутствия после контроля системы н е ­
обнаруженных отказов, приводящих к невы полнению  задания.

Если 1-й функциональный тракт проверяется на работоспособность, т о  в е ­
роятность отсутствия после такого контроля ¿-го функционального трак та н е ­
обнаруженны х отказов равна

*¿4-(1 - И )  (1 — 8,) </¿=<7, (1 — р, 5 , ) + р ,  5,; ( 5 .7 9 )

’ соответственно сумма вероятностей сл едую щ и х несовместных собы тий: 
вероятности того, что отказ до контроля работоспособности не возник и не бы л  
вызван контролем; вероятности того, что отказ до контроля имел место и бы л во  
время контроля обнаруж ен , и вероятности того , что отказ возник в п р о ц е сс е  
контроля и был обнаруж ен при контроле.



Если 1-й тракт контролируется на правильность функционирования, то ве­
роятность отсутствия после контроля в 1-м функциональном тракте необнару­
ж енны х отказов, приводящ их к невыполнению задан ия, равна

р \ 2 ) = 1 Ч  II’; s ¡ +  ( l — v i ) ¿¡ +  У; (1 -« г )  к 1] =  к 1 щ  (1— VI *;) +  р г (5.80)

В квадратных ск о б к а х  заключена сумма вероятностей взаимоисключаю­
щ их событий: вероятности того , что внезапный отказ до контроля не существовал 
и не был вызван контролем; вероятности того, что внезапный отказ до контроля 
сущ ествовал и был об н а р у ж ен  при контроле, и вероятности того, что внезапный 
отказ возник в процессе контроля и был при этом обнаруж ен.

Если контроль ¿-го функционального тракта не проводится, то вероятность 
того, что в нем к моменту окончания контроля системы отказа не будет, равна

Я<3> = Р (. (5 .81)

Введем переменные х ц  — 0 илй х ц  =  1, ¿ =  1, п; / =  1, 2 , 3, и ограничение

3  
^  х ц = \ ,  1 =  1, п.  (5 .8 2 )

/  =  |

В случае, когда вы ходны е параметры функциональных трактов независимы, 
значение целевой ф ункции Р  равно:

Р  =  П [ Р { , ) ]* '1 [Р/<8>]* |* [Р { 3>] ' <8. (5 .83 )
¿=1

Вероятность о б н а р у ж ен и я  отказа в 1-м функциональном тракте при конт­
рол е его работоспособности есть условная вероятность события, состоящ его в 
том, что среди неисправны х элементов в 1-м функциональном тракте, поступив­
ш их на контроль, ок аж утся  элементы, признанные негодными. Эта вероятность 
определяется соотнош ением

=  1 (5 ‘8 4 > 

где р*з*. — вероятность верного заключения о результате контроля «Н его­
ден», соответствующ его состоянию  £-го функционального тракта «Неисправен»; 

р<£) _  вероятность пол учения результата контроля «Годен», соответствующ е­

го состояния ¿-го ф ункционального тракта «Неисправен». Значения р^*,. обыч­
но определяют с помощ ью  номограмм [15].

Вероятность о б н а р у ж ен и я  отказа в £-м функциональном тракте при конт­
роле правильности его функционирования (условная вероятность события, со ­
стоящ его в том, что неисправны е по внезапным отказам элементы в 1-м ф ункцио­
нальном тракте ок аж утся  признанными негодными) определяется соотношением

к . =  ^  = 1 -  и '1 (0 с« ~ Г _нн>_   ̂ (5 .8 5 )
1 1 — — гн

где и ( г ) __вероятность верного заключения о результате контроля «Негоден»,
соответствующ его состояни ю  ¿-го функционального тракта «Неисправен» по вне­
запным отказам; Уск — вероятность того, что в пределах наработки до момента 
контроля не возникает внезапный отказ средства контроля; гНн вероятность 
возникновения такого отказа средства контроля, при котором неисправный кон­
тролируемый тракт признается годным; гн — вероятность возникновения такого  
отказа средства контроля, при котором контролируемый тракт признается не­
исправным независимо от его действительного технического состояния.



Уверенность в исправности системы будет наибольш ей, если на каждом  
этапе эксплуатации контролировать работоспособность всех ее функциональны х  
трактов, что не всегда возможно. Н ередки случаи, когда система должна быть 
проверена в ограниченное время. Поэтому задача состоит в выборе такой со в о к у ­
пности параметров и способов их контроля, которая соответствует максимально­
му значению целевой функции (5.83) при соблюдении ограничения на время т е х ­
нического обслуживания

2  [**1 4 ! * 4 --*¡2 4 г *¿3**/*] ^ Ь, (5 .8 6 )
/=  1

где — среднее время контроля работоспособности 1-го функционального  
тракта; 4 Г  — среднее время контроля правильности функционирования £-го 
тракта; — среднее время подготовки к работе 1-го ф ункционального трак та, 
если контроль его технического состояния на данном этапе эксплуатации не 
проводится (но проводится, например, внешний осм отр , ввод исходны х данны х, 
смена программ и т. п.); Ь — заданное время на техн ическое обслуж ивание с и ­
стемы.

Линейный вид целевой функции получим, прологариф мировав вы ражение  
(5.83):

1п Р =  ^  \ х ц  1п Р }1) +  хи  1п Р |2>-Ь * гз 1п Р<-3>}. (5 .8 7 )
г = |

Таким образом, задача состоит в следующем: максимизировать Р , а сл ед о ­
вательно, 1п Р (см. (5 .87)) при ограничениях (5.86) и (5 .82).

Д ля  решения задач небольшой размерности м ож но перебором перечислить  
все комбинации проверок и выбрать программу контроля, которая дает м а к си ­
мальное значение целевой функции (5.87) и удовлетворяет отмеченным огр ан и ч е­
ниям. Однако при увеличении размерности задачи эффективным является общ ий  
алгоритм, рассмотренный в начале параграфа. Р езул ьтаты  его применения для  
исходных данных, приведенных в табл. 5 .6  и 5 .7 , помещены в табл. 5 .8 . В табл. 5 .6  
приведены значения 1п Р ! 1), 1п Р !2), 1п Р } 3), в табл. 5 .7  — значения и

(с). И з табл. 5 .8  видно, что максимальное значение целевой функции (Р т ах =  
=  0,98121 при времени проверки Ь — 2 ч) достигнуто за  счет перераспределения  
проверок на работоспособность функциональных трактов (х21, х 31, х Ь1 =  1) 
и проверок на правильность функционирования (х42, х 62, х 7г, х 82, хЧ2 — 1). 
При этом первый тракт долж ен допускаться к применению  без контроля т ех н и ­
ческого состояния.

Т а б л и ц а 5 .6

1 "■ _ /
Варианты контроля

1 2 1 3

1 —0,00001 —0,00003 —0,00100
2 —0,00160 —0,00270 —0,01816
3 —0,00612 —0,07644 —0,13000

Функциональ­ 4
5

—0,00007
—0,00270

—0,00017
—0,02481

—0,03118
—0,05604ные тракты 6 —0,00280 —0,00321 —0,03304

7 —0,00342 —0,00411 —0,23004
8 —0.00001 —0,00003 —0,00090
9 —0,00001 —0,00003 —0,00090



/ Варианты контроля
> ' 1 2 з

1 1360 985 5
2 610 243 6
3 3600 300 10

Функциональ­ 4
о

1560
95

810
20

160
2ные тракты 6 345 120 2

/ 3260 1800 3
8 1240 70 20
9 1240 70 25

Т а б л и ц а  5.8

Значения л*и !п Р 1
ч

1 2 3

1 0 0 1 —0,00100 5
2 1 0 0 —0,00160 610
3 1 0 0 —0,00612 3600

Функцио­ 4 0 1 0 —0,00017 810
нальные 5 1 0 0 —0,00270 95
тракты 6 0 1 0 — 0.00321 120

7 0 . 1 0 —0,00411 1800
8 0 1 0 —0,00003 70
9 0 1 0 —0,00003 70

Г Л А В А  VI

М ОДЕЛИ ОБСЛУЖИВАНИЯ СИСТЕМЫ 
ПРИ ОГРАНИЧЕННОЙ ИНФОРМАЦИИ О НАДЕЖНОСТИ

В гл. I I— V рассм атривались задачи эксплуатации сложных сис­
тем по состоянию , т. е. управления состоянием неотказавш ей системы. 
Задачи уп равлен и я состоянием отказавш ей системы, связанные с конт­
ролем и диагностикой , будут рассмотрены в §7 .1  и 7.2.

Особый кр у г  задач  в теории обслуж ивания сложных систем состав­
ляют задачи, в которы х предполагается наличие неполной информа­
ции о надежности систем. Эти задачи чаще всего встречаются на п р ак­
тике, особенно на начальном периоде эксплуатации систем. Их специ­
фика потребовала разработки специальных прикладных математичес­
ких методов исследования, близких к теории игр и основанных на ми­
нимаксных п одходах . Эти методы позволяю т проследить за количест­
венным улучш ением  показателей обслуж ивания по мере уменьш ения 
степени неполноты используемой информации о надежности системы.



В основу излагаемого в данной главе М атериала полож ены книга 
15], некоторые постановки задач из учебного пособия [21] и работы 
[30, 46, 60, 61]. В [5] дан обзор работ в области обслуж ивани я сис­
тем по неполным данным о надеж ности.

В данной главе приводятся общие схемы технической реализации 
получаемых в рамках рассматриваемых моделей реш ений. Такой по­
рядок представления материала позволяет «перекинуть мостик» от 
«чистой» теории к ее реализации на практике, что особенно важ но при 
создании автоматизированных систем управления различного  назна­
чения, в которых обеспечивается единство алгоритм ов математичес­
кого обеспечения и технических средств их реали зац и и .

§ 6.1. Описание круга рассматриваемых задач

В практике эксплуатации технических систем часто возникаю т си­
туации, при которых невозможно собрать достаточно статистических 
данных об их отказах, неисправностях или предпосы лках  к появле­
нию отказов или неисправностей. Это, например, имеет место, если 
эксплуатируется новая система, или в тех случаях , когда существую­
щими методами контроля и диагностики не удается обнаруж ить воз­
никновение некоторых неисправностей или предпосы лок к неисправ­
ностям или отказам. Возникает задача такой организац ии  проверок, 
при которой с заданной уверенностью  (вероятностью  обнаруж ения 
отказа при проверке, если он возник до начала ее проведения) будут 
обнаружены возникшие в системе отказы , а время пребы вания систе­
мы в состоянии отказа (неисправности, предпосылки к неисправно­
сти или отказу) в среднем наименьшее. При этом естественно предпо­
лож ить, что такие модели проверок разны е в зависимости от имеющей­
ся информации о надежности системы и тем лучш е (в смы сле получения 
выигрыш а по критерию стоимости или готовности, причем готовность 
характеризуется средним временем пребывания системы в состоянии 
отказа), чем больш ая информация имеется о надеж ности системы.

Н иж е рассмотрены следующие модели организации проверок систе­
мы: модель проверок при полном отсутствии информации о надежно­
сти системы; модель проверок при наличии минимальной информации
о надежности системы; модель проверок при полной информации о на­
дежности системы.

П ервая модель описана для конечного (и задан ного) времени экс­
плуатации системы, модели проверок при наличии минимальной ин­
формации о надежности системы рассмотрены как  д ля  случая  конечно­
го (заданного) времени эксплуатации системы, так  и д л я  случая  бес­
конечного времени ее эксплуатации. Термин «бесконечное время* 
понимается в общепринятом математическом смысле (предельны е зн а­
чения вводимых величин определяю тся при t —*■ с»), а физически это 
означает, что рассматривается длительно эксп луати руем ая  система, 
восстанавливаемая полностью (путем замены или профилактически) 
после каж дого отказа.

О бласть применения каж дой из рассматриваемых моделей описана, 
а применение моделей проиллю стрировано на при м ерах . Изложены



принципы технической реализации полученных результатов на п рак­
тике.

При создан ии  моделей проверок в случае отсутствия информации
о надеж ности системы или при наличии ее в минимальном объеме (под 
минимальным объемом известной информации о надежности системы 
имеем в ви ду  знание одной точки функции распределения времени меж­
ду отказам и, неисправностями или предпосылками к неисправностям 
и отказам  системы) будем использовать так  называемый минимаксный 
принцип. Э тот принцип ш ироко используется, например, в теории игр, 
когда игрок  строит свою стратегию  в предположении, что партнер при­
менит сам ую  «хитрую» стратегию  (нанесет максимальный ущерб), а он 
выбором своей стратегии долж ен минимизировать предполагаемый 
м аксим альны й ущ ерб и добиться своих целей в игре. П ри этом стра­
тегия и гр о к а  строится в предположении, что он ничего не знает о за ­
мыслах своего партнера.

А налогичная ситуация возникает и при построении моделей про­
верок. Н ичего или почти ничего не зн ая  о надежности системы, будем 
предполагать, что система имеет наихудшую (в смысле выбранного 
критерия) надеж ность (в этом случае имеем наибольшие (максималь­
ные) средн ие потери). Это имеет место, например, если отказ системы 
происходит ср азу  ж е после какой-либо из проверок. Д алее задача бу­
дет заклю чаться  в выборе плана проверок (при конечном времени 
проверки), обеспечивающем минимум предполагаемых максимальных 
средних потерь для системы на рассматриваемом периоде эксплуата­
ции. П ри этом получаем некоторое гарантированное (минимаксное) 
значение вы бранного критерия. В любом другом случае (при нали­
чии дополнительной информации о надежности системы) значение вы­
бранного кри тери я меньшее (в смысле потерь стоимости, времени). 
Разум еется , и модель при этом претерпит изменения или задача будет 
реш аться другим и методами.

§ 6.2. О пределен ие п л ан а  проверок системы 
при отсутствии инф орм аци и  о надеж ности

П усть новая система (блок, узел и т .п .), о надежности которой ни­
чего не известно, долж на эксплуатироваться в течение заданного ка ­
лендарного  времени Т.  Во время эксплуатации система может отказать. 
Д л я  поддерж ания ее готовности к работе назначают проверки. Отказ 
системы мож но обнаруж ить только при проверке. Если учесть стои­
мость проверок и потери от пребывания системы после отказа в неис­
правном состоянии, то ясно, что, с одной стороны, нельзя слишком 
часто н азн ачать  проверки, а с другой стороны, редкие проверки так ­
ж е  при водят  к большим потерям. (Вместо стоимостей проверок и за ­
трат  от пребы вания системы в состоянии отказа м сж но рассматривать 
средние врем ена проверок и время пребывания системы в состоянии 
отказа. В этом  случае реш аемая ниже задача приводит к оптимизации 
плана проверок  системы по готовности.) Предположим, что функция 
распределен ия времени до о тказа  £ неизвестна. Если в системе произо­
шел о тказ, то во время очередной проверки (при реализации выбран­



ного плана проверок) он вы является  с вероятностью р  и эк сп л у ата ­
ция системы прекращ ается. П лан  проверок системы зададим  после­
довательностью  х 0 — 0 <  <  х 2 ... <  х п <  х п+1 =  Т.

Пусть Gxn (£) — функция потерь, которые имеют место, если от­
каз системы происходит в момент |  и принят план проверок Х п =  
=  (*!, х 2, • ••« х п)- Система хранится в течение времени, не превыш аю ­

щего Т,  поэтому Gxn (I) = Gxn (Т), если % > Т .
Выражение для средних потерь за  период хранения системы Т  име­

ет вид

МF GXnß ) =  [ GXn (и) d F (и) +  GXn (Т) [1 - F ( T ) ] .  (6.1)
о

Так как  функция F (t) неизвестна, то определим такой  план про­
верок X * , при котором достигает минимума sup MF Gx (I) =  Цх ,

f  71 u
т. e. определим \ix * =  min \ix  .

n
Д л я  рассматриваемой системы ф ункция Gxn (I) имеет следующий

вид:

Зх, t ö -

nC при | > Т ,  

nC +  v ( T — t) при

kC +  p [ v ( x k+ i — Ъ) +  С] +  р  ^  ( l - p f l v i X k + s + i — D-i-

+  ( 5 +  1) C] +  (l — р , п - k [V ( T — l) +  (n —  k) С] при

* „ < £ < * *  +  ! (¿  =  0 , п —  1),

(6.2)

где С — стоимость одной проверки; V — потери от пребы вания систе­
мы в состоянии отказа в единицу времени.

Преобразуем выражение д ля  д х п (I) (** <  I  ^  **+1)- Введем 
обозначения ^ -4- 5  =  /, д =  1 — р , тогда

Л — 1
Gxn (t) =  p ( k + l ) C  +  p v ( X k + i — l) +  p 2  Ч1~ к ((' +  С

t -  k -  I

+  v (Xi+i — l)] +  qn- k [nC +  v ( T - ~ l ) ]  g ( x  1 , X.,......х п, £)

(k 0, п 1).

Учитывая (6.3), перепишем вы раж ение (6.2):

(6.3)

пС при |  >  Т,
пС +  V ( Г — Е) при х п С  £ ^  Т,
g { x x......х п', I) при * * < £ < * * + ,  (k — 0, п — 1).



Математическое ожидание потерь MF G является линейным функцио­
налом относительно F. В этом случае можно показать, что sup Мр G

F
достигается  на вырожденной функции распределения со скачком в не­
которой точке х.

Д л я  вырожденной функции распределения F(t) MF G =? Gx (x), 
поэтому

Pv sup AV G max G v (v).
" Г "

И з определения (6.2) функции G.\ U') следует, что шах Gx (х) =
" " О < * si Г п

max g  (Л'„ .... х„; x b f  0) g  <л,......... х„; xs  - f  0), где xs  —
h

точка максимума. Таким образом , максимальные средние потери до­
стигаю тся на вырожденной функции распределения Fs , со скачком 
в точке д'5.

Н айдем  оптимальный план проверок X*.  Обозначим через С„ класс 
проверок объема п. Тогда д ля  класса проверок См, объем которых 
не превы ш ает М.  имеем С Лг =  U Сп. Обозначим через С„ (С’п сг С„)

п  «г М
класс проверок объема п, для которого я , .......хп определяю тся из ус­
ловия

g  (a'i........х„; х п +  0) =  g  (хг, х п; x t +  0) =  ... =

=  g  х„; х п +  0), (6.4)

См» =  U С I
п^М

Д окаж ем , что оптимальный план  проверок X *  £ C n *, т .  е. число 
проверок в оптимальном плане, не превышает N*,  где N*  — макси­
м альное полож ительное число, д л я  которого выполняется неравенство

N  (N —  1 ) <  2иТ/ (рС). (6.5)

П усть Х„ —  произвольный план  проверок из класса С„, п > М * .  П о­
каж ем  сн ач ала , что для лю бого плана проверок Х п найдется лучший 
план проверок X  из класса : Цх„ >  Цх, X £ C N*. Очевидно, 

что пС.  План проверок X  £ CN* возьмем из более узкого клас­
са С ,v*. поэтому для такого п лан а имеем

g (Xi......x N*; Хо +  0 ) =  g  (xu . . . ,x N*; хг +  0) ...

• •• = g  (* i...... хм*; x N* 4-0), (6.6)

т. е. X С,у  с  Су» а  С,у*.
П окаж ем , что для вы бранного плана

+  [(/V* +  1) р  - f  2] j^ xpN*  -4- 1). (6.7)



В самом деле, при к ^  М* — ]

ё  >->*; 4-0) р  (к + 1) С  -\-рь (дг̂ -ц —д̂ ) 4-
Л’* — I

‘г Р  2  Ц1~ к К»-г 1) с  +  и (Хк+ 1 — д?*)]-Ь<7Л'*-* [/V* с  +  и ( Т ~ х „)1 ==/ =  к -}-1 \ я м
[ .V* — 1

=== С \Р (¿4- 1)4-р У  (*+ 4-Л *̂9л’*-М-д-
I ¡ = *4-1 ' I

- ^ Д, +  ̂ - - *  V  Д .) =  с ( / , А’у 1
1 »-* *£л I I £■* 7
4. дг. ^лг. |  ^  ̂  |р ^ * • >

1 1 ■“ * ,± 1  -1 

=  С (Р Д  (< +  1)<?‘- *  +  Л'* ?■''*“ * |  +  и |  V  ^ - * д , | ,

Д« =*х* + , ~ х л, £ =  1, Л'*— 1. (6.8)

Из (6.8) следует, что для любого плана проверок из класса С *. 

£ (*1,.. .,  ** ,;  л> _  1 4-0) ~  д а  (*!,..., дгд;.;л:л +  0 ) 4 - С ^ - Ь  и Д * _ , ,

£  (*ъ..., Хл’»; д-д,. +0)=--  ̂СЛ^*4-оД,у*( & =  1, М*, (6.9)

т п и И ^ 1’ Хы,] Хк~1 +  =  8  (Хъ •••’ ** +  0), й =  7717* то имеет место план проверок X 6 С * ., для которого из (6.9) получим

8  ^ .... Хы*: ** 4-0) —С^4-(у/р) Д*— ], £ = 1, Л/*. (6 10)
Учитывая (6.6) и (6.10), имеем Л̂ * -  1 уравнение

Л* -=Д*_1 — Ср V, £ =  ! , # * — 1 (6.11)
и уравнение

А* = ^ к - х  Р ,  к =  М * .  (6.12)
Из уравнений (6.11), (6.12), принимая во внимание нормирующее ус­

ловие 22 Л,- =  Т, непосредственно получаем

Г  ---ДЛ„  (1 4 - + Ср_ ̂ ( А * - . )  . (бЛЗ)
с* 2

Д л„ ^  Т - С р Х *  (/V*— 1)/2р

п . рЛ’* + |
оэтому для плана X  £ С*. на основании (6.9) и (6.13) имеем

Их {хи ..., Хк,\  Л'д-.4-0) =  Л'* С + г Д * . =- -?Г+‘У*СИ-У*-!-1)-г2|/2
рл;* 4-1

что доказывает справедливость (6.7). (6-14)



Т еперь покажем, что Цхп ^  Их. Х £ С м » -  Т ак  как  ц *п ^  яС 
и п ~ > к * ,  то, учитывая (6.5), имеем

_ иТ +  И * С [ р ( А /*+ 1) +  2 ]/2  ^  С _  „ 
Рхл - ) > х > п С ------------------ — ------------- > - ^ Т Г > 0 -

З н ач и т , оптимальный план X * 6 Сы*-
Д а л ее  покажем, что X * 6 С  (п — произвольное), п* <  Л/* (п* 

соответствует плану X *), и определим значение п*.  Убедимся, что 
произвольны й план объема п  (Х п 6 С„) хуже плана X  £ С „., для ко­
торого  выполняется (6.4). Д л я  этого необходимо доказать, что

, , , т )  иГ +  ис [р ( п + 1) +  2]/2  | ¡.̂  
ш ах \ ё  (хъ ..., х п\ *ь +  0)} > ------------^ 7̂ --------------• (Ь-15)

к

П окаж ем  справедливость (6.15) методом от противного. Пусть спра­
ведли во  обратное утверж дение:

, , , П41 ^  уТ +  пС[р  ( п + 1) +  2]/2
ш ах {§ (хъ . . . , х п\ х и + 0 )}  С ------------—— --------------•

к Рп ~Г 1
Это значит, что при любом /г

, , ги иТ-\-пС [р ( я + 1) +  2 ]/2
ё ( х  ........* „ ;* *  +  0 ) < ------------- --------------------- • (Ь-1Ь>

Т о гда

^  о  ^  иТ +  пС [р ( « + 1) +  2] /2  _ о  /с  17 \2  g ( x u . . . , x n\ x h -r0)  =  s n < n -------------— ¿п*.  (Ь .1 /)
Л =  0

И з (6.9), добавляя тож дество  р ё{ хй, х г, ..., х п; х 0 +  0) =  
=  Рё  (*о. Хх....... Х0 +  0), получаем систему уравнений

(хъ . . . ,  Хп \ х к +  0) =  Ц (* 1, . . . ,  х п\ х к +  0) —

— ё  {Х\, •••, хп; Хь_1 +  0) +  +  Скр (к =  1, п),
Рё (х0, Х1........х п; х 0 +  0) =  рё (х0, х и ..., х п\ х 0 +  0).

С ум м и руя левые и правы е части системы уравнений, имеем 

р 5 п —- — (1 — р ) ё  {хо,хъ . . . ,х п\ х 0 +  0) +

+ §  ( ^ ......х п\ * „ + о ) - и  2  д * +  с р п(п2' “  >
к =  0

о тк у д а , учитывая, что ё  (x i, ■••> х п> хп +  0) — Сп  +  получаем ^

p S n +  qg (х0, x lt ..., х п-, х 0 +  0) =  vT +  пС [2 +  р (п +  1)]/2.
(6.18)

Т а к  к а к  правая часть (6.18) не зависит от плана проверок, то уравне­
н и е  (6.18) справедливо и д л я  плана из класса С„. Поэтому

p S „ .  +  qg* (х 0, Xi, .... Хп, +  0) =  pSn +  Яё (х0, х и  ..., х п\ х 0 +  0). 
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На основании (5.17) З п, > З п* следовательно,

ё ( х 0, х и . . . , х п\ x0 +  0 ) > g *  (х0, х п; хо +  0) —

=  +  [Р (я +  1) +  2] | I  (рп +  1),

что противоречит принятому предполож ению  (6.16). Значит, при л ю ­
бом п план из класса С'п лучше другого п лан а того ж е объема. П оэтом у  
оптимальный план X*  надо искать в классе  £%*, т. е. можно за п и с ат ь
■X* € (-’Ы* С  Сдг*.

Теперь определим объем оптимального плана X* ,  т. е. найдем, при 
каком п* ^  меняет знак разность

{ V  - Ц Л. - д
п л — 1

Ясно, что

Д „ уТ +  пС [2 +  р (я +  1)]/2  уТ  +  (а +  1) С (2- гпр) /2  

П (я — 1) р + 1

В результате простых преобразований имеем

Л ^п =  - ...п2~ п ( | +  ‘? ) ^ + 2 (С - уТ р )1Ср» 0  6 Л 9
2 ( р л + 1) [1+ ( л - П р ]

Так как  знаменатель выражения (6.19) полож ителен, то для  о п р ед е ­
ления п*,  доставляю щ его минимум ф ункции ц** как функции п,  не­
обходимо исследовать числитель вы раж ени я (6.19), представляю щ ий 
собой квадратны й трехчлен (обозначим его через /  (п )). При а н а л и зе  
поведения функции /  (п ) необходимо учесть два  варианта: либо п*  о п ­
ределяется как  наибольш ее п, для  которого  /  (п ) 0 при С <С иТр ,  
т. е. Ср2п2 +  2 (Срп  +  С — ирТ)  — Ср2п  ^  0, либо п* =  0, если  
С >  ьТр.

Покажем, что п* ^  /V*, для которого еще справедливо (6.5), т .  е. 
N*2 —  N*  — 2ьТ!Ср  =  ф (Ы*) .<  0. О пределим в интервале [0, N*1 
искомые значения п * . Из (6.19) имеем /  (п) =  п 2 +  п (1 +  </)/р +  
+  2 (С — Тюр)/Ср2 =  п2 — п — 27Ъ/Ср +  12/р2 +  2п1р], о т к у д а  

следует, что /  (0) > ф  (0) =  —2уТ!Ср  и ф ' (М) =  2М — 1 <  / '  (я ) =  
=  2АГ — 1 +  21 р  при п — N  — 0. Запиш ем  явное вы раж ение д л я  

плана X* .  И з (6.11) после элементарных преобразований п олучаем

Ли =  Р&ы +  Ср (Ы —  1 —  *)/». (6 .20)

П одставляя (6.13) в (6.20), имеем

¿ » - ' ’ { - ¿ г г - < * + ' > - +  ) -I. р/У + 1  и 2у (рД/ + 1) )

^ Р {— лГП ------+  7 "  —  р + 2 ' ) .  (6 .21)I рД, +  1 у 2у р/У+ 1  ;



П окаж ем, что д л я  момента проверок, определяю щ их оптимальный 
п лан  X*,  имеет место следую щ ая формула при любом /г =  / +  1 > 0 ,  
/г <  Л' ~  1:

С /У [ ( /У + 1) р  +  2] ¿ + 1  С 1 (6  2 2 )

2ю рЛ̂  +  1 2 о Г

Для этого достаточно показать, что разность А к (£ =  0, п), опреде­
ленная с помощью (6.22), совпадает с (6.21):

Л и ( т , С Л^[(Л/+1) р + 2 ]  ) , 
х к + 1 Хк - А к - - 'л Р {  рЛ, +  1 Т  2а рЛ^+ 1  } +

' т I с  ^ К ' У + и р + г ц  (  ̂+ 1) р ( £ + 2) с
рЛГ+1 ' 2у р№+1 I 2у

Г  | С ЛГ[(ЛГ +  1 ) р + 2 ]  ) * р ( * + 1 ) С

р]У+ 1  1 2и рЛ^+1 ]  2ц

г г  _с У1СУ.н-.;^+г| | _ с г . 12№ +  1)1 -
1 рЛ/+1 2у рА^+1 } 2и

_ л ______ { к , 1 ) с  , с  у н м + р р + щ
рМ + 1  V ' 2о рЫ + 1  I

Рассмотрим примеры применения изложенной модели и укажем 
область ее возможного применения.

Пример 1. Рассмотрим выбор оптимального плана проверок системы по_ 
готовности. И звестно, что среднее время одной проверки системы равно 0 ,5  ч, 
вероятность обнар уж ен ия во время проверки имеющегося в системе отказа 
р  — 0 ,8 . Проверки необходим о спланировать на время работы системы Т  =  24 ч.

Рассчитывая по ф орм ул е (6.22) план и число проверок, получаем с точно­
стью  до 1 ч следующ ий план оптимальных проверок: число проверок равно 10; 
времена проверок, отсчитываемые с момента начала эксплуатации системы, 
равны (ч): х  1 =  4, х г — 8 , х 3 =  11, х х — 14, х & — 17, л:6 ■= 19, х- =  20, х 8 — 22, 
*9 ^  ~  23.

Режим эксплуатации системы следующий: работа— проверка— работа и т. д. 
Н априм ер, с начала эксплуатации система работает 4 ч, затем 0 ,5  ч проверяется, 
дал ее  работает 3 ,5  ч, после 8 ч общей эксплуатации начинается вторая провер­
ка и т. д.

По формуле (6 .14) находим  ц х , =  6 ч. Это означает, что при выбранном 
оптимальном плане проверок система всегда находится в неработоспособном со­
стоянии (на проверках или в состоянии отказа) не более 6 ч. При р — 1 это вре­
мя уменьшается.

Пример 2 . Рассмотрим оптимизацию плана проверок системы по стоимо­
сти на периоде эксплуатации (хранения) Т =  24 мес. Партию новых систем одно­
временно закладывают на хранение на два года, во время хранения каждая  
система может отказать. П о д  системами можно понимать, например, запасное 
оборудование на ск л адах , хранящ иеся пищевые продукты, медикаменты и 
т. п. Таким образом , каж дая  система в любой момент времени хранения мо­
ж ет потребоваться к немедленном у использованию по назначению. Поэтому 
н уж н о так организовать проверки, чтобы их суммарное время за два года и вре­
мя пребывания в непригодном для применения системы состояния (отказе) 
б ыли бы в среднем минимальны, точнее, не превышали бы некоторой гарантиро­
ванной (минимаксной) величины. Говоря, что потери должны  быть в среднем ми­
нимальны, понимаем применение выбираемого плана проверок для большого 
числа систем (например, нескольких сотен систем). Так как системы новые, то
об их надежности ничего не известно. Поэтому воспользуем ся изложенной вы­
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ше моделью. О системе известна такая информация: стоимость одной проверки  
системы С — 0 ,5  ед. стоимости, стоимость от пребы вания системы в состоянии  
отказа в течение месяца и =  10 ед. стоимости. П од  единицей стоимости будем  п о ­
нимать некоторую условную  единицу, вы раж енную , например, в рубл ях, со т ­
нях рублей и т. д. Выбор и обоснование V производи тся  специалистами той о б ­
ласти, в которой реш ается задача, с учетом эконом ического убытка от пребы ва­
ния систем (продукции) в негодном состоянии при хранении. Как было п о к а ­
зано выше, случай V =  1 характеризует оптим изацию  (минимизацию в м иним акс­
ном смысле) среднего времени пребывания системы на проверках и в состоянии  
отказа (при этом нахож дение системы на проверке считается неблагоприятны м  
событием, если система не может быть использована по назначению до о к о н ч а ­
ния проверки).

Расчеты по формулам (6 .22) и (6.14) показы ваю т, что за два года на к аж дой  
системе нужно провести 33 проверки (времена проверок по дням месяца для к а ж ­
дой системы приведены в табл. 6 . 1), средние потери стоимости равны 17 ед .

И з табл. 6.1 видно, что частота проверок к кон цу второго года заметно в о з ­
растает. Это объясняется тем, что если достаточно долго при проверках не бы ло  
обнаруж ено отказа, то к концу периода вероятности появления и обн ар уж ен и я  
отказа возрастают. Увеличение вероятности появлен ия отказа с течением в р е ­
мени очевидно, а возрастание вероятности о бн ар уж ен и я  отказа можно пояснить  
следующим образом. П усть =- — вероятность необнаруж ения отказа при  
«;й проверке (в рассматриваемом примере £ =  1, 33 , очевидно, что =  1 —  р ). 
Предположим, что проведено 20 проверок и отказ не обнаруж ен , хотя на самом  
деле он имел место у ж е после 15-й проверки. Т огда вероятность обн ар уж ен и я  
отказа при 16, 17, 18, 19 и 20-й проверках равна 1 — р'°.

Т а б л и ц а  6 .1

Первый
год

Номер
провер­

ки
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Число,
месяц

9
февр.

23
марта

3
мая

9
июня

15
июля

22
авг.

23
сент.

4
нояб.

2
дек.

29
д ек .

Номер
провер­

ки
И 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Число,
месяц

28
янв.

24
февр.

26
марта

21
апр.

15
мая

8
июня

29
июня

19
июля

10
авг.

29
авг.

Второй
год

Номер
провер­

ки
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Число,
месяц

12
сен т.

2
окт.

18
окт.

30
окт.

11
нояб.

21
нояб.

26
нояб.

5
дек.

10
дек.

14
д ек .

Номер
провер­

ки
31 32 33

Число,
месяц

20
дек.

26
дек.

28
дек.

П р и м е ч а н и е .  Февраль каждого года условно имеет 28 дней.



Очевидно, что при увеличении числа проверок вероятность обнаруж ения  
отказа растет. С ледовательно, при планировании проверок для заданного ин­
тервала эксплуатации необходим о в его конце и из соображ ений наилучшего (по 
вероятности) обн ар уж ен и я  отказа увеличить частоту проверок. Напомним, что 
система при обн ар уж ен и и  отказа восстановлению не подлежит и снимается с 
эксплуатации.

В заклю чение у каж ем  область возможных применений изложенной 
в настоящем п араграф е модели. Это хранение технических систем (стан­
ков, оборудования, зап асн ого  фонда) на складах , в специальных поме­
щ ениях, контейнерах и д р .; эксплуатация оборудования, работающе­
го в труднодоступных местах или не допускаю щ его непрерывных про­
верок (метеорологическая аппаратура в горах, некоторое оборудование 
на спутниках и косм ических станциях, в системах с автоматизирован­
ным режимом ф ункционирования).

Следует отметить так ж е , что модели проверок системы при полном 
отсутствии информации о надежности и модели проверок с частичной 
(минимальной) информацией о ее надежности при конечном и беско­
нечном времени эксп луатац и и  имеют одни и те ж е области применения.

§ 6.3. Определение плана проверок при ограниченной 
информации о надежности системы

Предположим, что в эксплуатацию  поступает система, функция 
распределения времени безотказной работы |  которой известна в од­
ной точке: ^  (у) =  Р  { I <  у )  — я .  Самостоятельной индикации от­
каза  в системе не происходит, поэтому для  обнаружения появившего­
ся отказа в заранее  назначенные моменты времени х к (6 =  О, М) про­
водятся проверки. В отличие от предположения, сделанного в § 6 .2 , 
будем считать, что при очередной проверке отказ, появившийся в сис­
теме после преды дущ ей проверки, обнаруж ивается с вероятностью, 
равной единице (р =  1). Эксплуатация системы длится либо до момен­
та  обнаружения о тк аза , либо до некоторого назначенного момента Т,  
если не был обнаруж ен  отказ до этого момента. За проведение к аж ­
дой проверки взим ается  плата С. Кроме того, при простое системы в 
неработоспособном состоянии за единицу времени теряется стоимость 
V, т. е., как и ранее, считаем, что если отказ появился в момент / , а был 
обнаружен в момент х  ( х  >  /), то потери составляю т V (х — (). Задача 
состоит в определении моментов х^,  при которых минимизировались 
бы максимально возм ож ны е ожидаемые потери за указанный период 
эксплуатации (О, Т).

Выпишем ф ункцию  потерь, если отказ произойдет в момент .V. Из 
постановки задачи следует, что при фиксированном плане проверок

X  — (Хо О Х\  — <0 £ т  У ^  Хтп-\-1 + п + я + 1

ф ункция потерь имеет вид



Ожидаемые потери есть линейный ф ункционал
00

I  (F) =  Gx (X) dF (x). (6.24)
о

Обозначим через m  (1, у,  л) множество ф ункц ий  распределения, к о ­
торые в заданной точке у  принимают заданное значение л . Тогда н уж н о 
определить план X * ,  при котором достигается

m in max 1(F). (6 .25)
X F ern  ( I , у, я )

При решении первой части задачи — определении наихудшей ф у н к ­
ции распределения F*,  при которой достигается  максимум I  (F) по 
F 6 т  (1, у,  я ) , заметим, что экстремум /  (F ) достигается на ф ункции 
распределения, имеющей два скач­
ка: величины я  в интервале (0, у] 
и величины 1—л  в интервале (у, оо)
(этот факт известен в теории ф унк­
ционального ан ализа и вариаци­
онного исчисления), т. е.

m ax I { F ) ~  m ax 1(F),
Fe.m  (1, у, я )  F e r n *  (1, у, л)

где т* (1, у,  л) — множество сту­
пенчатых функций распределения, 
имеющих в каждом интервале (0, г/1, (у, +  оо) только  одну точку роста 
и для которых F (у) =  л  (одна из таких ф ункций распределения п ред ­
ставлена на рис. 6.1). Тогда пусть xf =  x s, д л я  которого Gx ( tJ)  =  
=  Gx (ха) =  m ax GK (xh), и т 1 =  у,  если Gx (у) =  max {Gx (у),

О k m
Gx (Xh), k > m } ,  или T2 =  xm + V, если Gx  (*m+v) =  max {Gx (y), 
Gx (Xh), k > m } .  Построим функцию распределения

I 0 при х  <Z т*,
F* (х) -- I я  при (6.26)

[ 1 при х  >  т*

и покажем, что F* (л:) — экстремальная ф у н кц и я . В самом деле, д л я  
любой F £т*  (1, у,  л ), имеюшей две точки роста: и т 2, О ^С тх<  г / ^  
^  х.г, можно записать

I  (F) =  Gx  (xi)n +  Gx (тг) (1 — я ) <  Gx (т !)я  +  Gx  ( tj)  (1 — л ) =  
=  I (F*)

в силу выбора точек t j  и и убывания ф ункц ии Gx  (х ) на каждом и н ­
тервале [xk, x s+1). Следовательно,

I(F*)=  m ax I{F) =  л  max G*(xh) +  (1 — я) m ax Gx (x),
F e m ( l . j f ,  я) K t - m  x = y , x m + i .....хт ± п

Рио.  6.1



т. е. при фиксированном  плане X  можно определить наихудш ую ф унк­
цию распределения F* (х ).

Д алее выберем план  X* ,  минимизирующий наихудшие потери. З а ­
фиксируем сн ачала моменты и количество проверок до у,  т. е. величи­
ны т, х ъ ..., х т фиксированы , и определим оптимальные моменты 
х т+1, ..., х т+п и величину 0. Из определения функции потерь 
Gx (х ) имеем

Н п — ^ G x  (A’m-fs) +  Ох (у) =  2  l(m +  s +  1) С -\-v (xm+s+i  —
s —1 s — 1

— Хщ+s'] —  С 4- (tn 4* 1) С 4- v (xm+1 — y ) - - v ( T — y) 4~

- f  С {m (n 4- 1) 4- n (n/2 4- 3 /2 )} .
Отметим, что H n не зависит от моментов x m+s, а зависит от коли ­

чества проверок п  после момента у. Таким образом, чтобы минимизиро­
вать max Gx (х) в равенстве (6.27) по всем возможным х  =  
= у ,  я т + 1, ..., х т+п при фиксированных т, п , x lt х т, нужно реш ить 
только одну зад ач у : определить точку (г\, . . . ,  z*n) на гиперплоскости 
zi +  4- , =  const =  Н  (z t ^  0), в которой достигает мини­
мума функция f  (zu  . . . , z n) =  max z t . Н етрудно заметить, что иско-

I I П
мая точка оп ределяется  равенством

z* =  Hin,  i =  1, п. (6.28)

Д л я  точки, определяем ой равенством (6.28),

f  ( z l  Z*2.........Zn) =  H i n .
П окаж ем, что

m in f  (zx, . . . , zn) =  H/n.
г , + г п = А

П редположим противное. Пусть сущ ествует такая  точка (г?, . . . ,  z °„)

г ? 4 - -  +  4  =  Я , (6.29)

для которой

ш ах  2? — /  (г?, ..., z°n)< —  .
1 $.1 Т

п

Но тогда 2  z<! ^  п  n iax  zf  <  И,  что противоречит условию (6.29). Про-
i—i 1 5= f П

тиворечие приводит к  доказательству сформулированного утверж де­
ния.

Таким образом , приходим к выводу, что при фиксированных т, 
п, хи  х т зн ачен и я  х т+1, х т+п нуж но выбрать из условия

Gx (У) =  Gx (хт+1) -  ... -  Gx {Xm+n) -  • (6.30)
я 4* 1



Выпишем значения х т+а, в =  1, п, в явном виде из условия (6.30). 
П усть п > 0 .  Тогда при я — 2, п

^  й х (Хгп + 1 ) +  Ох (у) ~  "— у- =  V (х т+ъ — у)  +  С тв С
г= 1

или

%т -f s — У “Г S
С I п (я *-}- 3)

л +  1 ' 2v \  я - f 1
(6.31)

V  , __v  _ Т —У Сп (я— 1) ^  Л
Хт-\-п X m -j -n — 1 —  ' — — - —  ^  0

При s — 1 из условия Gx ( у ) — H J  (п +  1) получаем аналогич­
ный результат. Равенство (6.31) определяет х т+3 при s =  1, п.  Д ля 
этих значений должны вы полняться неравенства x m + s + l — х т+$ >  0 
при s =  1, л  — 1; Т - х т + п >  0.

Проверим эти условия:

v . . . „ ...  Т — у  , С п ( п + 3) C ( s + 1)
X m  +  s -Ь 1 —  X m  - f  s  —  —  -4 -  —  _ _ _  —

fi *t~ 1 2v Я + 1  v

П олученная разность как  ф ункция s убывает. П ри  s =  п  — 1

Т — у  Сп (я —  1)

я + 1  2 v ( n + \ )
если выполняется условие

Ог,
n ( r t — 1 ) < —  ( Т - у ) .  (6.32)

Следовательно, при выполнении условия (6,32) х т+1 <  х т+2 <  ... 
... <  х т+п <1 Т  (справедливость последнего неравенства при усло­
вии (6.32) проверяется непосредственно). Выберем оптимальное п. 
И з условия (6.32) определяем п* как  наибольш ее целое, удовлетво­
ряющее этому неравенству. П ри 0 ^  п ^  п* строим  планы проверок 
из условия (6.30) и сравниваем  их. Сравниваем значения Н п/ (п  +  1) 
при различных п из области 0 п ^ . п * :

^ k - H-Jf ± “ T i k w i C ( " I + " + 2 ) - - 2v  ° < 6 М >
при

91)
п { п + \ ) К ~ { Т - у ) - 2 .  (6.34)

Выбираем k как наибольш ее целое, удовлетворяю щ ее (6.34). Если 

~С (т —  У) —  2 <  0, то считаем п  =  0. П усть N  =  m in  (п, я* ). Т ог­
да можно утверждать, что N  определяет оптим альное число проверок, 
проводимых после у.

В самом деле, если N  — п,  то в силу условия (6.33) H nl (я +  1) 
при п =  N  достигает минимума и A i <  п *, т. е. удовлетворяет усло-



вию (6.32). Е сли  N =  п *, то достаточно показать, что планы, у  кото­
рых количество проверок после момента у  больше п*, хуж е построен­
ного плана. Возьмем наименьшее целое, для которого п (п — 1) >  
>  (2у!С) (Т  —  у)  . Обозначим его через п°. Тогда по определению п°

( „ « _ ! )  ( „ о _ 2) < ^ {Т - у ) .

Величина п° —  1 принадлеж ит [0, п*] (п° — 1 =  п*), поэтому опти­
мальные потери при таком числе проверок после у  равны в соответст­
вии с (6.30)

(п° +  2)

}'

с другой стороны , потери при любых т и п  больше (т +  п)С, но при 
п >  п°

£ _  (п° —1) (по +  2) =
2 п°

( т 4 - п ) С -
у ( Т — у)

IIо
■Ст-

С (п°—  1 )(п °— 2)

+  Сп-

л®
С (п» —  1) (га° +  2)

2 п» 2 па

2п°
1) 2п° = 

=-- С (п— п°- \ -1) > 0 ,

С п ----- — (п*-
2л°

Сп— С (п° — 1)

следовательно, планы с числом проверок п > п *  хуже. Разработка 
алгоритма определения оптимального плана проверок после момента 
у  при ф иксированны х т, х и  ..., х т заверш ена.

Т еперь переходим к выбору моментов х к, к <  т,  и величины т. 
И сследуем сем ейства планов, у которых х т =  у. Пусть т  фиксировано. 
Тогда, и сп ользуя  приведенные выше рассуждения, можно показать, 
что оптим альны й выбор величин х к соответствует условию

где Н,

6 х  (0) — (^1) — ••• — (х т ) — Н т1ш, 

С (т +  1)/2 +  уу1т. В этом случае

Хг 2и
т- ■0 / --= 0, (т—  1).

> 0 ,  необходи-Д л я  того чтобы вы полнялись условия х 1Ч1 
мо и достаточно выполнение условия

т (т — 1) <  2иу/С. (6.35)

О птимальное т  выбирают таким , чтобы минимизировать величину

л 4 - ^ + 1 )  + -  У 2 т.
+  ( 1 —  л )

у ( Т - у )  

п+  1
С т п (п +  3) 

2 (п +  1)



И сследуя поведение разности А т+1 — А щ, получаем , что нужно 
взять минимальное целое полож ительное т,  д ля  которого

т ( т +  1) >  2лиу—  ,
7 ( 2 - я )  С

или максимальное >целое полож ительное т,  д ля  которого

(6.36)

(6.37)
(2 — я) С

Заметим, что т  ;>  О, так к а к  при т  =  1 неравенство вы полняет­
ся . И так,

т (т—  1) 2nvy <. т (т-f l ) . (6.38)
(2- я) с

Проверим, выполняется ли при таком т  x l+l —  Xi >  0, .
i =  0, (т — 1). Если вы полняется условие (6.38), то вы полняется ус­
ловие (6.35), так  как  я /  (2 —  я )  ^  1. С ледовательно, условия 
x i+l — Xi >  0 при I =  0, т  — 1 вы полняю тся.

Таким образом, приведенные рассуж дения позволяю т следующим 
образом строить оптимальные планы при условии у  =  х т.

1. Определяем п =  N  =  ш ах (0, m in (я , я*)), где я *  — наиболь­
шее целое, удовлетворяющее неравенству

п (я — 1) <  ( Т — у); 

п — наибольшее целое, удовлетворяю щ ее условию
2vя (я +  1) ( Т - у ) - 2.

2. Определяем тэт как  наибольш ее целое, удовлетворяю щ ее нера­
венству

3. Находим
( 2 - я )  С

+ { г ( т ~ < >) лри т .

4. Определяем

Xm+i =  y  +  i  , , ■ о п f  1 2v

5. Вычисляем минимаксные потери:

при / =  1, я .

я С ( m - f l )  vy 
2 m

+  (1 — я) l Ü n J ' L . f  c ( m  +  n~ {n +  3)
я + 1  \  2 ( л - f  1) . (6.39)

Исследуем теперь семейство планов, для которы х х т <  у.  О пти­
мальный выбор моментов хи  . . . ,  х т при п > 0  обеспечивает условие

Сх (0) =  0 Х (Хг) =  ... =  Ох (хт) =  Нт/ (т +  1),



но в случае

из этих  условии получаем

*х т + 1 _ £  

т + 1 2и
в (т- 1), (6.40)

причем д л я  выполнения условия дг8+1 — л:, > 0 ,  в =  0, т,  необхо­
димо и достаточно выполнения условия

2 и
(т-г  1) ( т  — 2) <  —  А-т + 1.

О
(6.41)

Равенство  (6.40) позволяет определять оптимальные моменты про­
верок до момента у,  если заф иксированы  т  и х т+1. Теперь решим воп­
рос о вы боре т.  Заметим, что второе слагаемое суммарных потерь за ­
висит то лько  от т,  причем п и х т+х от т  не зависят. Значение т  вы ­
бираем таки м , чтобы минимизировать суммарные потери

"1+2 /-. , 1'хт + 1 I , /1 _•> V (Т — у) , п  | п  П (л+ 3) „
"  —  С  +  - ^ Г _ - ^ Г + С т + С ' ^ Т ) \  = в -

(6.42)

И сследуя зн а к  разности В т+1 —  В т, приходим к выводу, что опти­
м альное т  есть целое число, удовлетворяющ ее условию

т  ( т +  1)
2л т +  1 <  ( т +  1) ( т + 2 ) . (6.43)

Теперь необходимо проверить условие х $+1— х 3 >  0, я =  0, т.  У с­
ловие х 8+1 —  х в >  0 очевидно при я — 0, т,  так как  из выполнения 
услови я  (6.43) следует вы полнение условия (6.41).

Е сли п =  0 , то Н т =  С т -■ -  +  иТ.  Тогда получаем, что ми

ним аксная стоимость 

С т ~  71

2

vTт (от +  З) £  ,
2 ( т  +  1) т  +  1

+  (1 я) (Ст +  V (Т УУ), (6-44)

где ш  — м аксим альное неотрицательное целое, для  которого

т ( т + 1 ) <  2я(7> ~ а ,
4 '  (2 — я) С 

П ри этом  из условия в х  (0) — (-*а) =  ... == б х  (хт) получа"
ем

* г т +  1
С / т ( т  +  3)

И так, м ож но следующим образом  построить оптимальный план при 
х  т  <  У-



1. Определяем п — N  — ш ах (0, m in (я, я*)), где п* —  наиболь­
шее целое, удовлетворяющее неравенству

п ( п —  1) < с ~  ( Т — у); 

п — наибольшее целое, удовлетворяю щ ее неравенству 

п ( п + \ ) < ^ ( Т - у ) - 2 .

2. Если п >  О, то определяем m  как  наибольш ее полож ительное 
целое, удовлетворяющ ее условию

/ , ^  ^ 2я VX.'

Тогда

X m + i  — y - i - j

m+ 1
m +  1

T - y  . С 

n +  1 2o

, i =  1, m;

n + 1
- / - 1

и минимаксная стоимость равн а

»t+ 2 и*7Л + 1
m +  1 +  (!■ - я ' Z S L J L  +  Cm  +  С

n +  1 2 (я +  1)

3. Если п  — 0, то определяем  т  как  наибольш ее полож ительное 
целое, д л я  которого

2п  (аТ— С)m  (m +  1)

, - « Г -

(2 — я) С

■(L m  +  1 2v 

и минимаксную стоимость

n (m(m +  3) с _, *Г

от ( т  +  3) 
т + 1 - О } 1, т,

, 2 ( т 4  1) у  j  +  (1-— я )  (Cm  +  ü ( Г — </)).

О кончательный ответ получаем, сравнивая минимаксные стоимости
(6.43) и (6.39), если я  >  0, или (6.44) и (6.39), если и  =  0 . Е сли  при 
п >  0 вы полняется неравенство 5 т  <  А т, то вы бираем  п л а н е  
х т <1 у,  если противоположное неравенство, то в качестве оптим аль­
ного нуж но выбрать план с х т =  у.

Аналогично и для случая п — 0. Если при п — 0 вы п о л н яется  не­
равенство С т <  А т, то оптимальным является  план с х т <  у\  в про­
тивном случае — план с х т — у.

Пример. П редположим, что в течение года следует экспл уати ровать  снсте-
” 1й7й(1Ме>’ ИдЛОжени°й  8 начале настоящ его параграфа (время эксплуатации

I — й/ъи ч). Априори известно, что при эксплуатации больш ого количества
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аналоговых систем через ( =  1752 ч отк азал о  0 ,12  от всех систем, поступаю щ их  
при ( =  0  в эксплуатацию  (я =  0 ,12 ). П усть , далее, стоимость одной проверки  
С =  10 ед. стоимости, V =  1 ед. стоим ости . Т ребуется определить оптим альное  
(минимаксное) число проверок, ук азать их  конкретные значения и рассчитать  
ож идаемую  минимаксную стоимость эксплуатации системы в течение года.

И сп ользуя приведенные в данном параграф е алгоритмы и ф орм улы , п ол у­
чаем, что оптимальное число проверок п* — 41, а минимаксная стоим ость равна 
424 уел. ед. Значения составляющих оптим ального плана проверок приведены  
в табл. 6.2 (в календарных часах эксплуатации системы, которые л егк о  при не­
обходимости пересчитать, как это бы ло сделан о в табл. 6 . 1).

А н ализируя расчетные формулы (для определения числа проверок) и 
табл. 6 .2 , м ож но сделать вывод, что зн ан и е одной точки функции распределения  
времени безотказной работы системы сущ ественно влияет как на число проверок, 
так и на интервалы между ними. Т ак как до момента 7 = ; 1752 ч (Т7 (I) — л  =  
=  0 , 12) вероятность отказа системы сравнительно невелика, то проверки до 
 ̂ =  5500 ч планируются с сущ ественно бол ее продолжительными интервалам и, 

чем впоследствии. Причем интенсивность проверок возрастает по мере прибли­
жения к концу планируемого периода эксплуатации.

Отметим теперь следующие важ н ы е обстоятельства. Р асчеты  [21, 
30] показываю т, что знание одной точки функции распределен ия поз­
воляет планировать проверки таки м  образом, что м иним аксная стои­
мость эксплуатации системы ум еньш ается в ряде случаев на 7 0 — 80% . 
Например, при Р (0,95Т) =  0,001 д л я  С =  8 уел. ед. и и =  1 уел . ед. 
выигрыш по минимаксной стоимости (по сравнению  со случаем , когда 
функция Р  (¿) полностью неизвестна) составляет 80% . О д н ако  для  
наиболее типичных ситуаций этот вы игры ш  в среднем р а в е н -10— 20% .

Следуя [60], можно указать д л я  больш их значений ьТ/С  ф орм улу 
для определения 1] — доли сокращ ения расходов на эк сп л у атац и ю  
системы, д л я  которой известно одно значение функции Т7 (¿) (при этом 
за единицу принимается м иним аксная стоимость эксп луатац и и  си сте­
мы, для которой функция Р  (¿) полностью  неизвестна):

т] =  V  я (2  — я ) Ц Т  +  (1 — я) У ( Т -  ()/Т.

Таким образом, по мере накопления информации о надеж ности  си с­
темы улучш ается планирование проверок на заданном периоде эк с ­
плуатации. О днако решить задачу , аналогичную  излож енной выш е, 
даж е для  двух  известных точек ф ункции распределения Р (¿) пока не 
удается. Тем не менее предельное реш ение этой задачи, когда ф ункц ия 
Р (/) полностью известна, а Т - > » ,  получено (см. § 6.5).

§ 6.4. Определение плана проверок системы 
при длительной эксплуатации и наличии 
минимальной информации о надежности

В настоящем параграфе рассмотрен случай длительной э к с п л у а ­
тации системы. Все остальные допущ ения о системе те ж е, что и в пре­
дыдущем параграфе. Таким образом , рассматривается систем а, в ко ­
торой проводятся проверки работоспособности и ремонт, полностью  
обновляющий систему. П редполагаем, что в системе нет сам о сто ятель­
ной индикации отказа. Проверки системы осущ ествляю тся в зар ан ее  
назначенные моменты времени и планирую тся в момент * =  0  на пери­



од (О, Т).  П ланирование заклю чается в выборе X == (л^, х 2, х„) 
моментов проведения проверок работоспособности системы и коли­
чества этих проверок п за  период (О, Т). Составляю щие векто р аХ  вы­
бираю тся так, что 0 <  *! <  х 2 <.  ... <  х п <  Т  =  х п +  1.

Если в некоторый момент х к (к — Г, п) система работоспособна, 
то производится проверка, если  система неисправна (что вы является 
с вероятностью , равной единице), то осущ ествляется ремонт, полно­
стью  обновляющ ий систему (или система заменяется на новую, исправ­
ную ), и далее процесс обслуж и ван и я  повторяется. П ри отсутствии от­
к а за  до момента Т  проводится в момент Т  профилактический ремонт, 
т а к ж е  полностью обновляю щ ий систему, и процесс обслуж ивания 
вн овь  повторяется. М оменты окончания ремонтов являю тся момента­
ми регенераций (обновлений системы). Считаем, что эксплуатация 
системы длится бесконечно долго . Это означает, что число периодов 
регенерации стремится к  бесконечности. П редполагаем, что система 
проверяется  и рем онтируется (восстанавливается) настолько быстро, 
что временем проверки и рем онта можно пренебречь. Таким образом, 
в момент / =  0 для периода работы системы (О, Т)  планируем про­
ведение п  проверок; (п  1) -я проверка всегда планируется в момент 
Т  (х п+г =  Т). Пусть С — ср ед н яя  стоимость проведения одной про- 
в гр к и , а V —  средняя стоимость потерь за единицу времени пребыва­
ния системы в состоянии необнаруж енного отказа  (система пребывает 
г состоянии отказа от момента его  возникновения до очередной провер- 
ш ) .  Н апример, если отказ системы  произошел после п -й проверки, то 
о 5щая стоимость О эксп луатац и и  системы, очевидно, равна пС +  иЫ,  
г / е  — время от момента возникновения отказа  до очередной 
{п +  1)-й проверки (в момент Г).

О бозначим через |  случай н ое время до отказа системы. Тогда

|  (£ +  1) С +  у (хц + 1 —  I) при х к < 1  <  х*+ 1 , 6=--0, « — 1,
О Ф  =  «С +  у ( Т - 1 )  при <  5 <  7 \

( пС  при Т  <

Обозначим через 1  ( |)  промеж уток времени от момента /  =  0 до 
зам ены  системы (при проверке, следующей за моментом ее отказа, или 
в момент Т).  Назовем этот промежуток периодом регенерации (циклом 
замены системы). Тогда

¿ л ) - . {  ** + ь  есл и  х к < К * *  + 1, 6 =  0 , л,
1 Т,  если  Т  < 5 .

П ри бесконечной эксп луатац и и  для средней удельной стоимости 
эксп луатац и и  системы имеем

ЛГ(<)

Ср {I)  =  П т  —  У  в  (6.45)
£ ¿шшI — 1

где N  (¿) — число циклов зам ен , завершенных к моменту t. Очевидно, 
что С $ )  зависит от ф ункции распределения Р (() случайной величи­
ны £. П редполагаем, что о ф ункции Р (¿) ничего не известно, кроме ее



значения в точке Т, т. е. ^  (Г) =  Р  {£ <  Т )  =  я ,  Г  > 0 .  М атем ати ­
ческие ож идания величин С и г  зави сят  от /=\

В данном случае средние удельны е потери (стоимости) при б еско­
нечной эксплуатации системы мож но определить как отнош ение с р е д ­
них потерь за  период регенерации к средней длительности это го  пе­
риода. Поэтому предел (6.45) можно запи сать так:

с Р (I) =  м Р ю  (г ,  1 )УмР \ г  (х ,  I)]. (6 .46 )

Выбирая план проверок X,  мы хотим минимизировать ш ах СР (X ),
р

так как Р  (/) неизвестна, кроме значения при / =  Г , т. е. вн о вь , к ак  
и во всех предыдущих задачах настоящ ей главы, стремимся о п р ед е­
лить гарантированную  среднюю величину рассматриваемого ф у н к ц и о ­
нала. В данном случае таким ф ункционалом  является СР (X),  поэто­
му задача сводится к определению (X) =  гшп шах СР (X) и ф унк-

X Р
Ции Т7*, на которой это экстремальное значение ф ункционала д о сти ­
гается.

Решим сформулированную минимаксную  задачу. О чевидно, что 

М / г [ 0 ( Х ,  £ ) ] =  |  0 ( 0  ( 1 ^ ( 0 =  2  §  [ ( ¿ - 4 -  1 )  С  +  и  ( х * + 1 —

— t)]dF(t)  +  f  [nC +  v ( T - t ) ] d F ( t )  +  f nC dF (t);
* n  т

® П Xk+\
ip[Z(X, | ) ]  =  j, Z ( 0 d F ( 0 =  2  i  xk + l dF( t )  +•"..............  j - ................  *

xh

+  5 T d F ( t )  =  2  p hXk+i  + ( 1 — Л) T,
T  * =  0

где P h =  F (хЫ1) -  F (xk).
Воспользовавш ись (6.46) и вы раж ениям и для МР [G] и М Р fZ], 

получаем (если считать при записи правой  части неравенства, что  от­
каз всегда происходит немедленно после проверки)

п — 1 x k -f 1
S  J [ (* + I )C  +  c»(** + 1- / ) j d f  (/) +

Gf (X) =  *.~ °
п

2  xk+ 1 + о ~ я ) т
* =  о

г
lnC + v(T — t)] d F(t) +

;г
+  j  [nC + v ( T - t ) ]  d F  ( t ) +  J  nC d F (t)

----------sC



£С
2  Р к  [(^~ Ы ) С + и  ( * * + 1  ---*Ь)]4-^П [пС +  У ( Т ----*п)]4"

4 = 0

2  Яй ^ +1 +  ( 1 - п ) Г
к = О

+  ( 1 - я )  пС. ------ =  т а х С р ( Х )  ( 6 . 4 7 )

2  ^  хк +  1 +  (* — л) ^
* =  0

О чевидно, что 

О бозначим

и к =

2  Рк =  ^  (Хк+1) =- ^  (т) -  д . (6.48)
к = 0

я ( £ + 1 )  С +  пи ( х к + 1—  **) +  (1 — л )  пС и _ 7Г-^ -----Т.
- ■' '■■■ ‘ . ' ( /2-- /I — 1 ,

ялгА, +  1 +  (1— л) Т

ж г __ л  пС  -|- яр (Т  — хп) -)- (1 — л )  пС  ^
п ~  л Т  +  ( 1 - п ) Т

и предположим, что вектор X  равен вектору X '  с составляющ ими х{, 
х'2, х'п такими, что

и 0 =  и г =  ... =  и п =  и .  (6.50)

Тогда из (6.49) и (6.50) следует, что

Ы 4+ 1  4- (1 — п ) Т ] и  =  л ( 1 г +  1)С +  я и  (хк+1 —  х к) +

4- ( 1 — я )пС, 1г — 0, п — 1; (6.51)

\ л Т  4- (1 — л)Т]1/  =  я  пС  +  я  и (Т —  х'п) 4- (1 — п)пС.

И сп о л ьзу я  (6.47) и учиты вая (6.48) и (6.51), можно непосредственно 
п о к азать , что СР (X ') <  С/. Это означает (так как  рассматриваются 
то л ь к о  отказы , происходящ ие сразу ж е после проверки), что
ш ах  СР (X' )  =  и .

г  _______
Найдем частные производны е функции IIк (к =  0, п — 1) по х к и

дик я и _____ <  0 .
д хк ядс^+1  4 ( 1— я) Г

д и к (1 — я) уТ  —  я  (<г4-1) С + п у х к — (1 — л )  пС

дхк+1  [ " * * + 1+ ( 1“ " ) 7’]*
_ Сп [(1 — я) Г  +  я*ь]— {С [(Л:4  1) я + ( 1 — я) п]} 

[ядс*+ 1+ ( 1- я ) Г ] *

О тсю да следует, что д и к/дх 1 + 1 > 0 ,  если V [ (1 — л ) Т  4- п х к] >  
> С  [(£ 4- 1)" +  (1 — л )п ].



Д алее рассмотрим стратегии, для  которы х выполняется п оследн ее 
неравенство. О казы вается, что в данном  случае

ш ах  Ср(Х' )  =  Ср* (Х*) =  т т т а х  С>(Х). 
р х  р

Запишем теперь алгоритм для найденного минимаксного п л ан а  
проверок. Введем следующие обозначения: (} =  С / (иТ), Лг =  и  ¡/и, 
у г =  * г/7 \ Тогда из (6.49) получаем:

к к =  (1 — л )пС +  я  [ (Л +  1)(3 +  7й+1 — к =  0, п —  1;

К  =  +  я  (1 —  у„). (6 .52)

На основании (6.50) имеем Л0 =  =  ... =  Нп =  Л. Реш ая к а ж д о е  из 
уравнений (6.52) относительно у к и п ри равнивая каж дый р аз  к  
Л (к =  0, п), получаем

(6.53)

( 1 —п) Л—( 1—я) nQ— kn Q -\-n yk _ , ___
..-------------------- , Л = 1 ; п ;

л (1 — Л)
j (!—я) Л—(1—п) nQ—пяф+луп 

V n + i -  я ( 1— А) '

Исклю чая 7й, после преобразований окончательно имеем

(1— A)"+i  =  1 - я ---------- ^ ------ [1— (1 — Л)" ], (6 .54)
А (Л— nQ) К v ’

откуда можно найти оптимальное число проверок п* для за д ан н о го  
интервала (0, Т).

Д алее составляю щ ие плана вы числяю т рекуррентно из соотнош ений 
(6.52), для чего последние преобразую т к  виду

яуп* =  n *Q  +  я  —  h;

Я7Й_! =  (1 — h)nyn — (1 —  я )  (Л — n*Q) +  nkQ.  (6 .55)

Остановимся на применении полученных результатов. У р ав н ен и е  
(6.54) нельзя решить явно относительно h. О днако для заданной пары  
значений л  и Q можно получить численными методами оп ти м альн ое 
значение п, следовательно, и оптимальны й план проверок. П усть п*  — 
оптимальное значение п\ h* — оптим альное значение h. К ак п * ,  т а к  
и h* зависят от Q =  С/ (v Т) и л . О чевидно, что п* при л  =  c o n s t у в е ­
личивается, если Q уменьшается, a h* ум еньш ается с уменьш ением Q. 
Следовательно, при я  =  const долж но сущ ествовать такое зн ач ен и е  
Q =  Qn, меньше которого нужно п ри н ять п* =  п,  а больше —  п*  =  
=  п — 1.

Запишем, используя соотношение (6.54), явное вы раж ение д л я  л :



Л* л* <? я
План  проверок на интерва­

ле 0, . . . ,  100 ч
План проверок на интерва­

ле 0, . . . .  1000 ч

1 0,0474 0,1 47,37 473,68

3 0,0161 0 ,1 8 7 0 23 ,26; 47,32; 72,28 232 ,61; 473,23; 722,75

0,1 6 0,008 0 ,3 0 2 8
12,39; 25,28; 38 ,5;  
52 ,72; 67,42  ; 82 ,85

123,94; 252,76; 386,99; 
527,23; 674,15; 828,49

9 0,0053

1

0 ,4 0 2 3
8 ,06; 16,42; 25 ,13; 

34 ,21; 43,72; 5 3 ,7 ;  
64 ,19; 75,27 ; 86 ,98

80 ,57; 164,22; 251,28; 
342 ,13; 437,2; 536,95; 

641,9; 752,65; 869,81

1 0 ,1 5 0 ,4 37,5 375

3 0,0529 0 ,6 0 8 9 17,08; 36,58; 60 ,36 170,23; 365,8; 603,62

0 ,4 6 0,0230 0 ,8 0 3 6
6 ,83; 14,37; 23 ,11; 
33,83; 47,86; 67,42

68 ,29; 143,73; 231,09; 
338,31; 478,64; 674 ,14

9 0,0118 0 ,9 0 4 4
3 ,22; 6,63; 10,34; 

14,57; 19,66; 26 ,18 ;  
35,09; 47,97; 67 ,48

32 ,2 ; 66 ,26; 103,42; 
145,72; 196,62; 261,82;  
350,89; 479,72; 674,82

1 0,1714 0 ,6 28,57 285,71

3 0,0602 0 ,7 9 6 0 11,8; 26,25; 47,32 118,03; 262,54; 473,24

0 ,6 6 0 ,0184 0 ,9 2 9 9
3,24; 6 ,75; Ю ,95; 

16,86; 27,03; 47 ,88
32 ,41; 67 ,55; 109,52; 

168,56; 270,31; 478,79

9 0 ,0053 0,9841
0 ,9 ;  1,82; 3 ,91 ;  

5 ,3 5 ; 7,62; 11,95; 
21,46; 43 ,9

9 ,02 ; 18,25; 28; 
39 ,0 9 ; 53,48; 76,15; 

119,51; 214,59; 438,99

1 0 ,1333 0 ,8 16,67 166,66

3 0,0421 0 ,9 2 6 6 5 ,63; 12,75; 27 ,29 56 ,32; 127,5; 279,91

0 ,8 6 0 ,0049 0 ,9 9 2 2
0 ,6 ;  1,25; 1,97; 
3,18; 6,78; 22,31

6 ,14 ; 12,46; 19,75; 
31 ,8 ; 67,75; 232,12

9 0 ,0005 0 ,9 9 9 3
0 ,0 6 ; 0,11; 0 ,17; 
0 ,2 3 ;  0,32; 0 ,5 ;  
1,19; 4,42; 20 ,3 5

0 ,5 7 ; 1,14; 1,72; 2,34; 
3,16; 5; 11,92; 
44,23; 203,52



При постоянном значении к  в граничной точке (я , (?) плана д о л ж ­
но выполняться равенство я  (п) =  л  (п — 1), т. е.

..= ---------- . (657)
1 , <? [1—(1—Л)" ] , <?[! —(1—Л)" —Ч

^  Л (А — я<?) ^  Л[А— (я —  1) (?)

Реш ая (6.57) относительно (?, получаем некоторое граничное з н а ­
чение (Iп, больше которого ((} ><Зп) имеем п* — п —  1, меньше — 
(С}<(1п) п* =  п :

<2 = ..............................................-Н . (6.58)
Ь л /  *  , П — (1 — А)” - 1)

• 2 (1  — А) ' V 4 (1 —-А)2_г А (А— (я — 1) С?]

П одставляя значение <?„ в (6.56), находим д л я  задан ны х величин п и 
к соответствующее значение л .

Пример 1. Пусть я  =  0 ,2 5  и <3 =  0 ,0013. О пределить значения А* и я * .
Из (6.58) и (6.56) находим, что =  0 ,04  при ^  =  0 ,0013  и =  0 ,2 7 6 4  

и Ад — 0,03 при (?2 =  0 ,0013  и я 2 =  0,1660. М етодом интерполяции о п р ед ел я ­
ем, что значениям я  =  0 ,2500  и <3 =  0,0013 соответствует Л* =  0,038.

Итак, п\  =  15 (при =  0,04, <?, =  0 ,0013  и % =  0,2764) и п% =  11 (при  
А* =  0 ,03 , <32 =  0 ,0013 и я 2 =  0,1660). Искомое зн ачени е я * , соответствующ ее  
значениям (} =  0 ,0013 , я  =  0,2500 и к* =  0 ,038 , находим  методом интерполя­
ции: я* =  14.

Пример 2. О пределить оптимальные планы проверок для наборов исходны х  
данных (} и я , приведенны х в табл. 6 .3.

И спользуя выражения (6 .58) и (6.56), определяем  значения п* и к* для к а ж ­
дой пары исходных данны х. По найденным значениям п*  и А*, используя соот­
ношение (6.55), находим оптимальные планы проверок. Результаты  расчетов т а к ­
ж е приведены в табл. 6 .3 .

§ 6.5. Определение плана проверок системы 
при длительной эксплуатации и полностью известной информации

о надежности

Предположим, что о  надежности системы, находящ ейся в процес­
се длительной эксплуатации, известно столько  сведений, что мож но 
построить функцию распределения времени безотказной  работы и сч и ­
тать ее заданной.

К ак будет показано ниже, для рассм атриваем ого случая при и с ­
пользовании в качестве показателя оптим изации оперативного коэф ­
фициента готовности интервалы  между проверкам и в оптимальном 
плане являю тся не переменными величинами, к а к  это было выше, а 
постоянны и одинаковы  на всем периоде эксп луатац и и  системы.

Предположим, что V  — время контроля {проверки) исправной си с­
темы, и  — неисправной, X  — время от момента окончания контроля 
до отказа  системы, ¥  — время между последовательны ми моментами 
контроля (от момента окончания преды дущ его контроля до н ачала 
последующего контроля). Вначале считаем, что все эти времена я в л я ­



ются случайны м и с соответствующими функциями распределения
^  (о. р и (о . т .  о  (/).

Обозначим через Z  следующую величину:

1У +  У, если Х > У ,

^ ~ \ У +  и ,  если Х < У .
Основное допущ ение состоит в предположении, что {¿ь} — после­

довательность независимы х одинаково распределенных случайных ве­
личин, т. е. эти величины образуют процесс восстановления с (х =  
=  М Ш  и ф ункцией  восстановления Н  (О =  М [М<], где Nt  =  ш ах п. 

Здесь п  — число, при котором 5 П ^  /, S n = Z 1 +  Z 1 +  ... +  1 п. 
Тогда диф ференциал 6Н  (0  можно трактовать как вероятность того, 
что контроль системы закончится в момент t. Действительно, для  ма­
лого отрезка Д*

М [Л?д,1 =  0 • р 0 (ДО +  1 • Рг (АО +  2рг (ДО +  ... »  Р1 (АО +

+ о (до,
где рх (ДО —  вероятность того, что контроль системы закончится 
на малом отрезке  времени Ди

В § 2.2 было показано  (этот результат верен и здесь), что вероят­
ность застать систем у в произвольный момент t исправной и вероят­
ность того, что система с момента / безотказно проработает время х, 
определяется вы раж ением

р  (х,  0  =  [1 —  О ( 0 1 II —  р  (* +  *)] +

+  / [ 1  _ О ф ]  [ 1 ' ( !  =  *)] й Н « - 1 ) ,  (6.59)
о

так как за врем я х  система, по предположению, не долж на подвергать­
ся контролю (отсюда при х  =  0 имеем нестационарное значение коэф­
фициента готовности). Выражение (6.59) определяет коэффициент опе­
ративной готовности. К ак и в гл. II, он является показателем опти­
мизации и в рассматриваемой здесь задаче выбора оптимального пла­
на проверок системы.

П роизведем в вы ражении (6.59) зам ену переменной интегрирова­
ния (£ =   ̂— м) и воспользуемся узловой теоремой Восстановления; 
в результате получим

1 °°
Нш р (х, /) =  р (  х ) =  — 11— 0(со)][1 — Т7 (со +  *)] (1<о,
(~*ОС г1 0

где =  М Ш .  О пределим ц. Очевидно, ц. =  М [У +  V], если X  >  У, 
или М [У +  и],  если X  <  У.

П усть ф (г) — Р { I  <. г} =  Р  {X +  V  С  г, X  >  У)  +  Р  {У +  

+  и < г ,  X  <  У }. Тогда

Ф (г) =  [ [ ]" d /г (х) dG (у) d (и) +  ^  (х) ^  (У) ^ и
у - г У :

х > у  х < у



следовательно,

*1 =  | [ 1 — у(г)]Аг.
О

Д алее будем считать, что случайные величины  V, I/ и У постоян­
ны и соответственно равны  Т„, Т и и Т к. Тогда эти постоянные величи­
ны, являю щиеся частными случаями величин V, и  и У, можно ф ор­
мально характеризовать вырожденными ф ункциям и распределения:

/г (/) П ' если * > то  (6 60)
(О, если

/ ? ( / )  =  Л ’ если (6.61)
(О, если / < Г и;

б (/) =  ( 1 ’ ССЛИ * ^ Т к ’ (6.62) 
10, если

Допущение о неслучайном характере V и II можно объяснить тем, 
что контроль и диагностика технических систем на практике часто осу­
ществляются с помощью автоматических систем кон троля, а восста­
новление — простой заменой отказавш его блока, причем доступ к з а ­
меняемому блоку предполагается достаточно удобным (замена лю бо­
го блока долж на занимать примерно одинаковое время).

Переход к выражению (6.62) объясняется тем, что максимум ф унк­
ционала р (х ) достигается в классе вырож денны х функций (3 (/) (см. 
§ 2.2), т. е. интервалы между проверками д л я  рассматриваемой систе­
мы длительной эксплуатации долж ны быть одинаковы ми.

Последовательно интегрируя вы раж ение д л я  ср (г), учитывая (6.60), 
(6.61), имеем

\ к М +  Т и 5 Р(х)<Ю(х) +  Т в \  ¿Р  (д) =  
т\  \

=  Т к +  Т и Р ( Т к) +  Т в Ц - Р ( Т ъ ) ] .
Этот результат можно получить и непосредственно из определения ве­
личины (х, используя введенные выше допущ ения. Теперь выражение 
для  р  (л:) запишем следующим образом:

Ти’ к
С [ 1 — .Р (СО +  х ) ]  (1(0

р(х ,  Т к)-
П + Т и Р(Тк) + Т „ 1 1 - Р ( Т к)]

откуда, дифференцируя по Т к и приравнивая полученный результат 
нулю, имеем

1 —^ (х +Ткопт) ^ (Ти—Ту) /  (7^опт) +  1 ^

Ч п »  ~ TkoaT +  (Tu- T v) F ( T konт) +  Tv ’
\| ¡1 — Р (* +  со)] с1со



где /  Щ =  Р'  (О. Уравнение (6.63) нельзя решить аналитически. О д­
нако сущ ествование решения очевидно из качественного анализа по­
ведения его левой и правой частей в точках Т к — 0 и оо.

Рассмотрим частный случай. П усть Р (/) =  1 — е ~ и  . Тогда, вво­
дя обозначения н =  ^ 7 \ эпт. а = ХТг +  1, а >  1, V  =  и +  а, 

из (6.63) получаем

е -"  (и +  а) — 1 =  0. (6.64)
Л огариф м ируя (6.64), имеем

-  (V  — а) +  1п V =  0, или 1п V — V — а, V >  1.

Так как  ^7 'копт — и — V — а, то искомый (одинаковый на всем 
периоде эксп луатац и и ) оптимальный интервал между проверками сис­

темы равен

Т к =  (V -  а)/К"опт л 7

где разность У — а можно определить 
непосредственно, если построить графи­
ки прямой V  — а  и функции 1п V 
(рис. 6.2).

Пример. П усть имеется устройство, р е ­
гистрирую щ ее параметры окруж аю щ ей среды  
и работающее в труднодоступном для провер­
ки месте. П оэтому проверки не могут о с у ­
ществляться непрерывно. При отказе реги­
стратора записи информации не происходит.

Д ля контроля работы регистратора необходимо назначить проверки. И з­
вестно, что время безотказной работы регистратора подчиняется экспоненциаль­
ному зак ону с о  средним Т в =  1/Х. =  150 сут. Время проверки всей аппаратуры  
регистратора Т с — 12 ч.

Запиш ем уравнение (6.64) в виде

е йопт(Х Г „опт+ Я Г с) - 1= 0 , 
откуда 7’»,о1_т 3* 12 сут.

§ 6.6, Принципы технической реализации 
оптимальных моделей проверок системы

На п р ак ти ке  при большом числе однотипных систем, находящ и х­
ся в эксплуатац ии , организация проверок каждой из них в расчетное 
оптимальное врем я (например, по методикам, рассмотренным в преды­
дущих п араграф ах  настоящей главы) при ограничениях на средства 
контроля и количество обслуживающ его персонала, что часто имеет 
место, встречает больш ие трудности. Поэтому необходимо, с одной 
стороны, автом атизировать процесс выдачи рекомендаций о проведе­
нии проверок по излож енным выше алгоритмам с некоторым уп реж ­
дением, а с д ругой  — организовать процедуру проверок так, чтобы 
проверки проводились в расчетное время с наименьшими потерями, 
связанны ми с простоями персонала и средств обслуж ивания, пере­
мещениями средств  обслуж иваняия или их коммутацией и т. д.

1пУ V а



О становимся на двух возможных путях технической реализации 
приведенных выше оптимальных моделей проверок систем. П редла­
гаемые устройства могут найти применение на базовых скл ад ах  хра­
нения слож ны х однотипных технических систем, требую щ их провер­
ки с помощью автоматических систем контроля и средств вычисли­
тельной техники.

Предполагаем, что сроки проведения проверок систем предвари­
тельно рассчитываются для каж дой системы и заносятся в ж урн ал  де­
ж урного оператора. Дежурный по скл ад у , просматривая ж у р н ал , оп­
ределяет системы, требующие проверки, и вызывает контролирую щ ую  
машину.

П рактически изделия поступают на хранение в больш ом количест­
ве и неравномерно по времени. П оэтому часто допускаю тся ошибки в 
определении очередности проведения проверок и ош ибки, связанны е 
с проведением дежурным по ск л ад у  канцелярской работы . Эти ошиб­
ки сниж аю т готовность хранящ ихся систем к применению.

В приведенном ниже индикаторе сроков проверки хран ящ и хся  сис­
тем каж дое штатное место хранения укомплектовывается реле време­
ни, выходы которых подключаются к управляю щ ему входу  автомати­
ческой системы контроля через устройство управления очередью .

Н а рис. 6.3 изображена схема предлагаемого устройства ин ди ка­
ции.

В исходном состоянии системы 1 отсутствуют, клю чи 3  ш татных 
мест 2 хранения разомкнуты, вычислительное устройство 20  обнулено 
и индикаторы 6 и 12 находятся в погашенном состоянии. П усть, далее, 
на склад  поступает на хранение партия систем. При устан овке каж дой 
такой системы 1 на свое место 2 зам ы каю тся концевые вы клю чатели 3. 
При этом напряж ение питания через контакты вы клю чателей 3  и уп­
равляемый умножитель частоты 17 поступает к ин ди катору 7 номера 
штатного места. На индикаторной панели вы свечивается (цветом, 
принятым для индикации нормальной ситуации, например зеленым) 
номер штатного места, на котором размещ ена х р ан ящ аяся  система. 
Одновременно напряжение питания подается на реле времени 4 и в  
вычислительное устройство 20, где на единицу увеличивается 
число, записанное в регистре пам яти количества годных систем. И н­
дикация числа годных систем, находящ ихся на складе, производится 
с помощью индикатора 12. По истечении очередного срока  хранения 
системы (установка сроков хранения производится уставкам и , зад а­
ваемыми на вход 24 реле времени с пульта 18 оператором по цепям 21) 
сигнал с входа 23 поступает на вы ход 25 реле времени 5, а затем — на 
управляю щ ий вход умножителя частоты  17. При этом цветность номе­
ра штатного места изменяется на «тревожную» (требую щ ую внимания 
оператора, например оранжевый цвет), что означает необходимость 
проведения проверки системы, располож енной на этом месте.

Одновременно с выхода 25 си гн ал  поступает на устройство у п р ав ­
ления очередью 13 и через ячейку И Л И  26 на индикатор 9  «На очере­
ди». Устройство управления очередью  подключает входны е цепи ав ­
томатической системы контроля 14 к выбранному объекту  (по порядку 
получения заявок на обслуж ивание; в особых сл у чаях  очередность



мож ет быть изменена оператором путем подачи команд по цепям 22 с 
пульта оператора 18) и зап у скает  систему контроля 14 в рабочее сос­
тояние. П о окончании процесса контроля данные документирую тся 
устройством  15, а конечный результат в виде электрического сигнала 
через коммутатор-деш ифратор 16 и умножитель частоты 17 поступает

к ин ди катору  6. Если система или объект 1, прошедший проверку, го­
ден , то число, записанное в регистре памяти количества годных сис­
тем устройства 20, не изменится и показания, индицируемые индика­
тором 12, такж е останутся без изменений; если ж е объект не годен, то 
это  число уменьшится на единицу, что соответственно отразится на 
п о к азан и ях  индикатора 12. Д ал ее , если объект годен, то сигнал воз­
б уж ден ия с выхода деш ифратора 16 подается только на индикатор год­



ности объектов, причем этот си гн ал  индицируется зеленым цветом 
(сигнал возбуж дения проходит через устройство 17 без ум н ож ен и я  час­
тоты); если ж е  система не годна, то сигнал  с выхода деш иф ратора 16 
подается на управляющ ий вход ум нож ителя 17, а затем на и н д и к ато ­
ры 10— 11 негодности объекта, в этом случае «засветка» п рои зводи т­
ся «тревожным» цветом, например оранж евым.

По окончании процесса проверки, обработки данны х и ф иксации 
на панели 5 соответствующих си гн алов  оператор принимает реш ение 
о выводе объекта на регулировочно-восстановительные работы , если 
он не годен, или о назначении нового срока проверки, если о б ъ ект  го­
ден. Новый срок назначается путем подачи с пульта оператора новой 
уставки по цепи 21 на вход 24 реле времени 4, в результате чего  сам 
датчик и индикатор 6 возвращ аю тся в исходное состояние, соответ­
ствующее тому, в котором они н аходились после установки на ш тат­
ное место новой системы.

В случае необходимости установления готовности х р ан ящ и х ся  си с­
тем к заранее заданному сроку такой  срок  в виде кода задается с п у л ь ­
та оператора на индикатор 8 и одновременно на вы числительное у с т ­
ройство 20. Вычислительное устройство по результатам п р ед вар и тель­
ных проверок (данные о них хранятся  в устройстве докум ентировани я 
15) производит прогнозирующие расчеты , а на индикаторную  пан ель 
5 выдает следую щие данные:

о системах, срок годности которы х истекает до намеченного оп ер а­
тором времени, — через коммутатор-деш ифратор 16 и соответствую ­
щие умножители частоты 17 на индикаторы  10— 11 негодности этих 
систем;

о системах, которые до намеченного срока должны быть п о д вер гн у ­
ты очередной проверке (но срок годности которых в пределах  наме­
ченного оператором времени не истекает) — через соответствую щ ие 
ячейки И Л И  26 к индикаторам 9 «На очереди»;

о системах, срок годности которы х в пределах заданного врем ени 
не истекает и которые не требуют проверки в пределах задан н ого  ср о ­
ка, данные не выдаются.

Вычислительное устройство из общ его числа хранящ ихся систем 
вычитает число систем, срок хранени я которых к заданному врем ени 
истекает, и систем, которые к задан ном у времени долж ны  н аходиться 
на проверке, и эта разность подается на индикатор 12 общего состоя ни я.

О бкладки электролюминесцентных конденсаторов, из которы х вы ­
полнены индикаторы панели 5, соединены  с передающими устрой ст­
вами 19 телемеханической системы связи  склада с управлением  за п а ­
сами систем данного класса, поэтому в последнем всегда имеется и н ф ор­
мация о состоянии систем как на отдельны х складах, так  и о всех  име­
ющихся в наличии запасах.

Таким образом, описанное устройство позволяет автом ати зи ровать 
процесс контроля на хранении при минимуме затрат. С ледует отме­
тить, что работа рассмотренного и н ди катора сроков проверок х р а н я ­
щ ихся систем весьма чувствительна к изменению в сети питаю щ его н а ­
пряж ения. Эта сеть должна резервироваться при работе дан н о го  ин­
дикатора.



Д л я  исклю чения потери информации, вызываемой, например, к р а т ­
ковременными перерывами в работе систем электроснабж ения, мож­
но  м еж ду выходом электронн ого  реле времени и индикатором сроков 
проверки  хранящ ихся систем  дополнительно установить электроме­
хани ческое отсчитывающее устройство, например ш аговый искатель.

П ринципиальная электри ческая  схема предполагаемого устрой­
ства  изображ ена на рис. 6 .4 .

Рис. 6.4

Устройство состоит из ш татны х мест (на рисунке не показаны) хра­
нения систем, подвергаю щ ихся проверкам. К аж дое штатное место 
уком плектовано концевым выключателем 4 с нормально-замкнутыми 
контактам и 13 и 14 и нормально-разомкнутыми контактами 15— 18. 
К роме того, в него входят: реле  времени 1 с выходным ключом 8, элект­
ромеханические отсчитываю щ ие устройства 5 (по числу штатных мест 
хран ен и я), переклю чатели 6, служащ ие для задания интервалов про­
ведения профилактических работ, например переключатели галетного 
типа, устройства сам облокировки 7 и индикаторная панель 8, состоя­



щая из индикаторных табло 9 (по количеству штатных мест хран ен и я). 
Каждое индикаторное табло состоит из индикатора 10 загруж енн ости  
штатного места и индикаторов 11 и 12 соответственно норм ального и 
аварийного сроков проведения проверок.

В исходном состоянии штатные места хранения не загруж ен ы , кон ­
цевые выклю чатели находятся в норм альном  состоянии, ш аговы е ис­
катели 5 — в нулевом положении, клю ч 2 разомкнут, реле времени
1 обесточено и индикаторы 10, И  и 12 погашены.

Перед установкой систем на ш татны е места хранения д ля  них н а­
значаются сроки проведения проверок, которые в виде уставок  з а ­
даются с помощью соответствующих переклю чателей 6. П осле этого  
системы устанавливаю т на штатные места хранения (при этом с р а б а ­
тывают концевые выключатели 4) и с помощью ключа 2 на схем у по­
дается питание.

Н апряж ение питания через контакты  17, 18 вы клю чателей 4  по­
ступает к  индикаторам 10 загруж енности штатных мест хран ен и я  и 
«зажигает» их. Одновременно зап уск ается  реле времени 1, которое 
выдает сигналы с помощью ключа 3 с заранее установленной ди с­
кретностью, например 10, 15 или 20 ч. Эти сигналы через контакты  15, 
16 концевых выключателей поступают на вход шаговых искателей  5 
и заставляю т их срабатывать. У стройство работает до тех пор, пока 
ламели ш аговых искателей не займ ут расчетное положение, что про­
изойдет в момент, соответствующий расчетному моменту проведения 
проверок на выбранной системе. В этом случае с выхода ш агового  ис­
кателя 5 сигнал через переключатели 6 поступит на индикатор 11 нор­
мального (расчетного) срока проведения проверок и «зажжет» его, н а­
пример, желтым цветом. По этому си гн ал у  оператор вы зы вает ко н тр о ­
лирующее устройство и проверяет соответствующ ую систему.

Если по истечении расчетного ср о ка  хранения данную  систему 
проверить невозможно, то устройство продолж ает работать и по исте­
чении некоторого количества циклов реле времени (количество ци клов 
выбирается таким , чтобы временная зад ер ж ка  не превы ш ала д о п у с­
тимой задерж ки в проведении проверок) с выхода ш аговых искателей  
на индикаторы 12 аварийного срока проведения проверок соответству­
ющих индикаторных табло 9 поступят сигналы  и «зажгут» их, н ап р и ­
мер, красным цветом. В этом случае оператор должен приним ать эк с ­
тренные меры по обслуживанию системы , допустимый срок п роведе­
ния проверки которой истек.

Сигнал с выхода шагового и скателя  подается такж е на устройство 
самоблокировки, поэтому если д аж е  обслуж иваю щ ий персонал не в 
состоянии проверить систему в течение одного цикла реле врем ени , то 
при дальнейш ем срабатывании ш агового  искателя сигнал  в о зб у ж д е­
ния с индикатора 12 не снимается.

Если в процессе работы устройства по каким-либо причинам  в р е ­
менно прекращ ена подача электропитания (с последующим восстан ов­
лением цепи электроснабж ения), то это  вызовет сбой в работе то ль ко  
реле времени 1 и не отразится на полож ении электром еханических эл е ­
ментов устройства (шаговых искателей 5 и переклю чателей 6), поэто­
му ош ибка в вы держ ке заданного временного интервала будет не бо­



л ее  одного цикла реле времени, незначительного по сравнению с вре­
менным интервалом от н ачала хранения до момента проведения про­
вер ки . Кроме того, эта ош ибка (в зависимости от величины) может 
быть скомпенсированна оператором с помощью переклю чателей 6.

Д л я  проведения проверок систему снимают со ш татного места хра­
нения и помещают на кон трольн ую  позицию. П ри этом концевые пере­
клю чатели переводят в нормальное положение и через нормально­
зам кн уты е контакты 13 и 14 на шаговые искатели подается обнуляю ­
щ ий сигнал, по которому подвижные элементы ш аговых искателей 
заним аю т свое первоначальное положение.

П о окончании проверки систему вновь устанавливаю т на штатное 
место хранения и работа возобновляется по описанному принципу. 
П ри этом измененный (скорректированный) срок хранения до очеред­
ной проверки задается оператором с помощью переключателей 6.

И ндикаторы 11 и 12 м огут быть выполнены как  в виде сигнальных 
ф онарей, так  и в виде электролю минесцентных табло, позволяющих 
изм енять цветность в зависимости от информации, заложенной в инди­
цируемом сигнале.

Г Л А В А  V II

ПРОБЛЕМНЫЕ ВОПРОСЫ  ТЕОРИИ ЭКСПЛУАТАЦИИ 
СЛОЖНЫ Х СИСТЕМ

В данной главе рассмотрены  некоторые новые и важ ные вопросы 
теории эксплуатации слож ны х систем, решение которых позволит рас­
ш ирить круг задач теории и практики эксплуатации сложных систем 
и у казать  направление дальнейш их исследований. К перспективным 
нап равлени ям  исследований в области теории эксплуатации сложных 
систем относится нап равлени е, связанное с контролем и диагностикой 
состоян ия динамических систем [14].

Существо предлагаемого в [ 14] нового подхода заклю чается в авто­
матическом анализе си гн ала сложной формы и оперативном классифи­
цировании и отображ ении имеющейся в нем диагностической информа­
ции. В основе метода леж и т  теория распознавания образов — много­
м ерная математическая статистика. Контроль и диагностика систем 
осущ ествлялись в динам ических режимах, обратные связи внутри си­
стем не разры вались. П рим енение на практике методов контроля и ди­
агностики существенно увеличивает число определяемых отказов и 
неисправностей слож ны х систем и в перспективе позволит синтези­
ровать единую систему кон троля  управления состоянием и диагности­
ки слож ны х систем в процессе эксплуатации. Вопросы контроля и диаг­
ностики сложных динам ических систем изложены в § 7.1. Задачи, свя ­
занн ы е с адаптивной диагностикой  состояния слож ной системы, рас­
смотрены § 7.2, в котором показано, как номере накопления опыта ана­



лиза признаков об отказах и неисправностях  сложной системы с о в е р ­
шенствуется процесс диагностики.

За последние годы за рубежом интенсивно развивается н а п р а в л е ­
ние исследований в области теории «выживания» сложных систем  (те­
ории каннибализма) [31]. Суть этой теории состоит в том, что в с л о ж ­
ных системах, всегда имеющих избы точность по надежности (эф ф ек­
тивности), в условиях дефицита или отсутствия запасных элем ентов 
при отказах системы можно за счет перестановок работаю щ их эл ем ен ­
тов (при их унификации и стан дартизац ии) поддерж ать надеж ность 
части систем (или отдельной системы) н а  приемлемом уровне. Н а п р и ­
мер, при отказе двух систем почти всегда удается сделать одну р аб о то ­
способной (при отсутствии запасных элементов), а перестановка пе­
редних колес автомашины со стары ми покрыш ками и задних колес 
с менее стертыми покрышками увеличивает безопасность д ви ж ен и я .

Такой взгл яд  на сложную систему, которая «поедает» себя в п р о ­
цессе длительной работы, но продолж ает функционировать с п р и ем л е­
мой эффективностью, позволил создать схемы оценок избы точны х си с­
тем, в которые укладываются все задачи  резервирования.

Проблема оценки взаимодействия оператора со слож ной систем ой 
в процессе эксплуатации не является  новой [26]. О днако при влечение 
современных математических методов исследования к решению задач  
оценки слож ны х систем «человек—техника» по количественным п о к а з а ­
телям является весьма перспективным.

§ 7.1. Принципиальные пути решения комплексной задачи  
контроля и диагностики сложной системы *

В общей проблеме эксплуатации слож ны х систем одной из сам о ­
стоятельных задач является задача определения состояния систем ы  и 
в случае обнаруж ения неисправностей — их поиска. О пределение со ­
стояния системы и поиск неисправностей с помощью традиционны х а в ­
томатов контроля требует измерения больш ого числа различны х по в е ­
личине и виду параметров. Это приводит к трудностям построения сам их 
автоматов контроля и систем связи  их с контролируемыми о б ъ е к т а ­
ми, а такж е к большим затратам времени на контроль и сам окон троль.

Перспективным направлением построения систем контроля я в л я е т ­
ся направление, связанное с измерением (оценкой) обобщенных п а р а ­
метров систем на основе методов распозн аван ия образов.

Сформулируем задачу определения состояния системы как  зад ач у  
распознавания образов. Пусть эволю ция состояний системы о д н о зн ач ­
но описывается с помощью параметра X  (/), являю щ егося случай н ы м  
эргодическим процессом. Параметр X  (/) назовем обобщенным п а р а м е т ­
ром системы. Рассмотрим случай, когда все возможные состоян и я  си ­
стемы относятся к одному из двух  классов А и и Л ь  т. е. Р { Х  {I) £ 
£ А 0 ^} =  1 для произвольного I. Распределения состояний в н у ­

три каж дого класса описываются условной плотностью вероятн ости

* Параграф написан В. Ф. Воскобоевы м, В . Б. Алексеевой и Ю. А . Ю рко­
вым.



/ г (х /Л г), I == О, 1. О бозначим оператор преобразования системы р а с ­
п озн аван и я  через (х ). Тогда реакцию  системы распознавания можно 
п редставить в виде вы раж ен и я

оо

5 г =  ] /г (х /Л ;) ф (х) дх, I =  О, 1. (7.1)
— оо

П оверхность, разделяю щ ая классы А 0 и А ъ описывается у р ав­
нением

5  =  5 0 — 5 ,  =  0, (7.2)

реш аю щ ее правило имеет вид

|  х  £ А  о, если 5  > 0 ,  (7.3)

1 х  £ А ъ  если 5 ^ 0 .

Д л я  реализации системы, работающей по указанном у правилу, не­
обходимо определить условны е плотности вероятности (х / А г) и вы­
б р ать  оператор тр (х).

О пределение условны х априорных плотностей вероятностей по экс­
периментальным данным затруднений не вызывает. Поэтому оста­
новимся на выборе оператора преобразования, так  как  от этого в зн а­
чительной мере зависит ф изическая реализуемость системы распозна­
в а н и я . Определим вид оператора преобразования, обеспечивающего 
разделен ие состояний в соответствии с (7.3), причем выберем гр (х) =  
=  (х) так, чтобы

15, М>* (*)] -  [ Г  (х)} | =  ш ах {|50 ( х ) ! - ^  [Ч> (*)11). (7.4)

Рассмотрим случай, когда распределения /,• (х! А г) имеют дискрет­
ны й характер и заданы при некоторых х¡, / = 1 , 2 , . . .  П усть существует 
точка  х  =  х к, в которой плотность распределения /„ (х /Л 0) отли­
чается  от / ,  (х А\)  на е  > 0 ,  т. е.

¡о (хк/ А 0) — / х (хъ!Ах) =  е > 0 .  (7.5)

И з условия нормировки следует, что всегда сущ ествует по крайней 
м ере еще одна точка х'к, в которой

/о {ХУ А 0) — / х (х'к'Ах) =  — е. (7.6)

Допустим для простоты, что во всех остальных точках х, таких, 
что  х  Ф  х к или х  ф  х'ь, /„  {х!А0) =  Д (х М ^ . Д л я  дискретного аргу­
мента реакцию системы распознавания (7.1) можно представить в виде

ао

=  2  Л V (X}). (7.7)
! =  1

Т огда при сделанных предполож ениях разность реакций системы

5  =  2  [/о ( Х ] / А 0) — / г (х]/ А 1) г|) (X]) =
¡=--\

= [  /о {хк/А0)  —  ¡г ( х к/А г)] гр ( х к) +  [ /0 (х»/А0) -  -  Д  { х У А $  о|з ( х ’к)  =

=  е»р (хй) — елр (х'к). (7.8)



Очевидно, что при сколь угодно малых е > 0  величина ег|) (хк) м а к с и ­
мальна, если

4’ (Хк) =  б (х — х к), (7 .9)

где б (х — х к) — дельта-функция Д и р ак а . Кроме того, необходимо 
выбрать знак 6 (х — х к) так, чтобы разность (7.8) не оказалась р авн о й  
нулю. Отсюда следует, что оператор преобразования тр (л:) надо в ы ­
бирать по правилу:

| 6 ( х — х к), если ¡„(хк/ А 0) ^ 1{хк/А1),
4  (хь) -  — б ( х — хк), если /о (лУА)</1 (*ь/А), (7 .10) 

(о во всех остальных случаях .

В этом случае разность реакций (7.8) 5  — 2еб (х  — х к) м акси м ал ь­
но возможна.

Таким образом, оператор преобразования системы распозн аван ия 
должен иметь бесконечную амплитуду соответствующего зн а к а . 
В этом случае лю бое конечное отличие в распределениях п озволяет  
системе распознавания классифицировать исследуемый сигнал, о т ­
нося его к одному или другому классу.

При выводе вида оператора преобразования характер р асп ред еле­
ний /,• (х/А) предполагается дискретным. П рави ло  (7.10) не и зм ен и т­
ся , если /,• (х/А) непрерывны или кусочно-непреры вны .

Далее, из способа задания оператора гр (х) ясно, что, во-первы х, 
он (точнее, последовательность в чередовании знаков) зависит от о т ­
ношения плотностей / г (х / А ) для каж дого  состояния или группы  с о ­
стояний. Во-вторых, если условные плотности / г (х/А) зави сят  от 
времени, то оператор г|) (х) может быть нестационарным.

Рассматриваемый способ определения технического состояния с о ­
стоит из двух традиционных для систем распозн аван ия этапов: о б у че­
ния и собственно распознавания.

В процессе обучения нужно выполнить следую щ ие операции: п о л у ­
чить условные плотности распределения; после их анализа по п р а в и л у  
(7.10) определить вид оператора тр (х); найти значение выходной р е а к ­
ции, соответствующее границе между классам и .

Н а этапе распознавания по реализации обобщ енного параметра н е ­
обходимо оценить условную  плотность распределен ия, преобразуя к о ­
торую и решают задачу  определения технического состояния систем ы  
(объекта) по правилу (7.3).

Покажем принципиальную  реализуем ость описанного подхода к  р а с ­
познаванию технического состояния контролируем ого объекта на п р и ­
мере различения сигналов разной формы (синусоидальных си гн ал о в  
с различными видами искажений). Б лок-схем а эксперим ентальной 
установки изображ ена на рис. 7.1. Б лок  формирования си н у со и дал ь­
ного сигнала представляет собой стандартны й генератор звуковы х к о ­
лебаний ГЗ-ЗЗ с собственным уровнем нелинейны х искажений 0 ,2 —
0,3% .

Блок формирования сигналов с искаж ениям и предназначен д л я  в н е ­
сения искажений в синусоидальный сигнал , получаемый с вы хода з в у ­
кового генератора. Он позволяет получить сигналы  с искаж ен и ям и



трех  типов: а) с и скаж енной  фронтальной частью; б) с искаженной 
вершинной частью ; в) с искажениями и фронтальной и вершинной 
частей. В схеме предусм отрена возможность плавного изменения ис­
каж ений каж дого ти п а .

Нелинейный ф ункциональны й преобразователь можно выполнить 
на базе специального преобразователя, получивш его название поли- 
трона [ 14]. О сновной характеристикой, определяю щ ей преобразование, 
является  время взаим одействия исследуемых сигналов с каж дой из 
десяти пар ф ункц иональн ы х пластин. П ризнак-ф ункция выбирается 
в виде распределения времени пребывания сигналов на заданном уров­
не. Генератор ш ум а —  стандартный генератор низкочастотного шума 
Г2-37. Интегратор вы полнен на основе стандартны х блоков модели-

Рис. 7.1

рующей машины М Н -7. В качестве индикатора использован цифровой 
периодомер 4 3 -2 2 , которы й отсчитывает время накопления на интегра­
торе. Описанное устройство позволяет различать сигналы с различным 
уровнем и типами -искажений, классифицировать сигналы при наличии 
низкочастотных ш умов и др.

П роиллю стрируем принцип работы устройства распознавания на 
примере классиф икации сигналов, отличающихся по уровню нелиней­
ных искажений во фронтальной части. П усть заданы два класса сигна­
лов: класс А  о — уровень искажений < 1 4 % ;  класс А! — уровень ис­
каж ений ^5 14%.  Г раница соответствует уровню 14%.

Сформируем оператор преобразования, д ля  чего на вход поочеред­
но подадим сигналы  классов А 0 и Аь а на функциональные пластины — 
некоторое постоянное напряж ение (последовательно на каждую  пару). 
Результаты  измерений выходных реакций помещены в табл. 7.1, в по­
следней строке которой на основании правила (7.10) сформирована по­
следовательность зн ако в  оператора.

Т а б л и ц а  7.1

Вид сигнала

Функциональные пластины

I II ш IV V VI VII VIII IX X

1530 1487 1590 1539 1542 1543 1542 1538 1527 1541
1536 1499 1590 1537 1505 1519 1547 1545 1529 1546

1|>(х) — — 0 + 4- + — — —



Д ля границы разделения классов вы ходная реакция S =  1405. 
Поэтому классиф икация осуществляется по правилу: если S <  1405, 
то х  £ А0, если S  ^  1405, то х  £ Ах.

При подаче сигналов с уровнями искаж ений 2 ,0  и 22,0% получены 
следующие реакции: S  =  1259 для k} =  2 ,0 % ; S  — 1504 для k} — 
=  22,0% .

Применение устройства распознавания позволяет уверенно отн е­
сти первый из них к классу А 0, а второй — к классу к х:

Рассмотрим некоторые особенности построения устройства р асп о з­
навания. Применение однократного нелинейного преобразования п о з­
волило различить (с вероятностью, равной единице) сигналы, нелиней­
ные искажения которых отличались на 2%  во всем исследуемом д и а ­
пазоне (от 0,2 до 40% ) изменения нелинейных искаж ений, т. е. о д и н а­
ково хорошо различались сигналы с уровням и нелинейных искаж ений , 
например 0,5 и 2,5%  в начале диапазона и 38 и 40%  в его конце. С ле­
дует отметить, что при реализации нелинейного оператора т|з (х ) на 
политропе амплитуда была равна 10 В.

Одним из способов повышения чувствительности устройства р а с ­
познавания является  последовательное применение нелинейного п р е­
образования с конечной амплитудой, наприм ер введение второй сту п е ­
ни преобразования с оператором ф2 ( д г ) ^ ^  (х), что позволяет увеличить 
разрешающую способность установки, а именно разделять сигналы, о т ­
личающиеся на 0 ,5%  нелинейных искаж ений во всем диапазоне.

Было установлено, что при последовательном применении нелин ей­
ного преобразования не полностью реализую тся возможности к л а с с и ­
фикации электрических сигналов, так  как  конструктивны е особенности 
политрона накладываю т ограничения на выбор оператора. Д альнейш ее 
увеличение разреш аю щ ей способности устройства распознавания м о­
жет быть осуществлено за счет более глубокого и полного анализа р а с ­
пределений амплитудных значений исследуемых сигналов при введении 
специального блока самонастройки между блоками первичного и в то ­
ричного нелинейных преобразований. Э ксперим ентально показано, что 
если принять разреш аю щ ую  способность устройства преобразования 
с однократным преобразованием за единицу, то при двукратном п ре­
образовании разреш аю щ ая способность увеличится в 4,5 раза, а при 
введении блока самонастройки — в 11,6 р аза .

Важным свойством устройств анализа технического состояния р яд а  
систем является возможность распознавания состоян ия по обобщенному 
параметру при наличии шумов, которые м огут быть обусловлены к а к  
собственными внутренними шумами исследуемы х объектов (например, 
радиоэлектронных объектов), так и шумами от внешних источников.

Д л я  системы распознавания с однократны м преобразованием были 
проведены исследования по разделению в ш ум ах сигналов, имеющих 
различные вид и степень искажений основного (синусоидального) 
сигнала.

Критерием качества распознавания бы ла вы брана вероятность 
суммарной ошибки Р^,  вычисленная при условии  равенства ош ибок 
первого и второго рода:

Р s =  Р { х  < т 2 —  а о 2} +  Р { х  > т г +  а а г},



где т х; а ь  т ъ ст2 —  числовые характеристики распределений двух 
разделяемы х си гн алов: а  — (т2 — т1)/(а2 -+• о^).

В результате статистической обработки массивов измерений вы­
ходных сигналов получено, что последние распределены по нормаль­
ному закону. В табл . 7.2  приведены числовые характеристики распре­
делений выходных сигналов  при отношении сигнал/ш ум, равном 1,5, 
д ля  двух видов и скаж ений  (в вершинной и фронтальной частях). К ак 
видно из табл. 7.2, вы ходная реакция устройства распознавания моно­
тонно возрастает с увеличением коэффициента искажений. В ероят­
ность суммарной ош ибки распознавания практически равна нулю 
(с точностью до ш естого знака после запятой) при выбранном соотно­
шении сигнал/ш ум . Уменьшение отношения сигнал 'ш ум до 1 и 0,7 
(табл. 7.3) приводит к существенному увеличению величины суммар­
ной ошибки (до 0 ,0002 и 0,2150 соответственно).

В устройстве с двум я ступенями преобразования при наличии шумов 
различались сигналы , имеющие соответственно уровни искажений 0,2 
и 20% .

Т а б л и ц а  7.2

Тип
искажения Параметры

Неискаженный 
сигнал, =
— 0 ,2 %

Процент искажений

1 0 20 40

I Математ. ожидание 1498 1617 1746 2074
Среднеквадр. откл. 11,8 12,8 15 15,7

п М атемат. ожидание 1519 1670 1780 1978
Среднеквадр. откл. 9 , 13 10,5 12,7 14,2

Т а б л и ц а  7.3

Отношение Параметры Уровень
Кратность нелинейного 

преобразования

сигнал/ш ум искажения,
% 1 2

М атематическое 
ож идание, мс

0 ,2
20

1480
1587

2224
3330

1 Среднеквадратическое 
отклонение, мс

0 ,2
20

12.5
15.6

43,1
6 4 ,9

В ероятность суммарной 
ошибки распознавания

0,0002 0

М атематическое 
ож идание, мс

0,2
20

1483
1517

2514
2889

0 ,7 ' Среднеквадратическое 
отклонение, мс

0 ,2
20

13.2
14.2

5 3 ,6
58 ,5

Вероятность суммарной 
ош ибки распознавания

0,2150 0 ,0 0 8



Статистическая обработка массивов изм ерений показала, что вы ­
ходные сигналы двухступенчатого устройства распозн аван ия расп ре­
делены по нормальному закону с параметрами, представленными в 
табл. 7.3. В этой ж е таблице приведены величины  вероятности сум м ар­
ной ошибки распознавания при выбранных отнош ениях сигнал/ш ум . 
Из табл. 7.3 видно, что применение двукратного  преобразования сн и ­
ж ает вероятность суммарной ошибки расп озн аван и я  в шумах более 
чем в 250 раз! Достигнутое увеличение разреш аю щ ей способности 
устройства распознавания электрических си гн алов  позволяет досто­
верно судить о состоянии обобщенных параметров обследуемых объек­
тов или при заданной величине ошибки распозн аван ия обеспечивает 
возможность принятия решения в условиях более интенсивных помех.

Д о настоящего времени рассматривался в основном процесс р а с ­
познавания сигналов, отличающихся уровнем нелинейных искаж ений 
при их фиксированном типе. О днако имеется возмож ность различать 
не только уровень нелинейных искажений, но и их тип. Пусть набор 
сигналов состоит из: сигнала I с уровнем и скаж ений  =  0 ,25% ; с и г ­
нала II с искаженной вершинной частью, k f 2 0 % ;  сигнала III с ис­
каж енной фронтальной частью, к, — 20% .

Возможны различны е варианты разбиения этих  сигналов на к л а с ­
сы: 1) I ^ А 0, {II,  I I I )  £ A i; 2) II £ А0, {I, I I I }  £ А1; 3) III  £ А 0, 
{I, II} ^ Aj.. Д ля этих вариантов на основе вы ш еизложенного были 
построены операторы, приведенные в табл. 7 .4 .

Т а б л и ц а  7 . 4

Выходная реакция, соответствующая классу  А 0, нормировалась к 
уровню 1500 ±  15. В ходе проведенного далее  распознавания для к а ж ­
дого оператора были получены следующие вы ходны е реакции (табл. 7.5).

Т а б л и ц а  7 . 5

Оператор
Выходная реакция системы при подаче сигнала типа

1 j и | ш

Ь
ь
Ф.З

К ак следует 
на классы обесш

1502
5424
•3338

из табл. 7.5, при 
'чивается однозн

2017
1506
8050

любом варианте 
ачное вы деление в

3005
8778
1514

эазбиения сигналов 
ыбранного си гн ала.



Из рассмотренны х примеров видно, что применение устройства р ас ­
познавания позволяет решать задачу определения состояния и поиска 
неисправностей системы. Тип состояния зависит от физического смысла 
решаемой задачи . Если, например, класс А 0 содержит все работоспособ­
ные состояния, а класс — неработоспособные, то состояния класси­
фицируются по принципу «работоспособен— отказал» (решается задача 
сигнализации о наличии отказа). Если в класс Ах включить состояния 
области оптим альной остановки (см. § 3 . 2  и 3.3), а в класс А 0 — все 
остальные из задан ного  множества, то система распознавания обеспе­
чит вы работку рекомендаций о необходимости проведения предупреди­
тельного восстановления из условий экстремума заданного критерия 
качества (реш аю тся задачи сигнализации о работоспособном состоя­
нии или необходимости проведения технического обслуж ивания, ре­
монта) .

Возможность различать и выделять сигналы , отличающиеся типом 
нелинейных искаж ен и й , открывает новую принципиальную возмож ­
ность создан ия устройств локализации неисправностей.

§ 7.2. Адаптивный алгоритм диагностики состояния 
сложной системы

В настоящ ем параграф е излож ен подход, связанный с адаптивной 
диагностикой состоян ия сложной системы и основанный на работах в 
области создан ия методов автоматической обработки больших массивов 
информации [16, 17]. Н иж е рассмотрен метод диагностики состояния 
в сложных систем ах, основанный на запоминании в структуре специаль­
ного графа (сети) наборов признаков, сопровож даю щ их отказ или не­
исправность. Х ранени е информации о признаках неисправностей в 
форме специ ального  графа удобно, так как  дает возможность наглядно 
выделять наборы признаков (типы неисправностей), облегчая тем самым 
процесс технической диагностики. .

О тыскание неисправностей — сложный процесс, на который даж е 
опытный обслуж иваю щ ий персонал тратит большую часть активного 
времени ремонта. Поэтому разработка мер по его упрощению позволит 
сократить не то лько  основную долю времени активного ремонта, но и 
уменьшить ф изическую  и умственную н агр у зку  обслуживающего пер­
сонала.

Н еобходимость поиска неисправностей в сложных системах предъя­
вила особые требования к специалистам, осуществляющим этот поиск.

В отличие от др у ги х  видов деятельности по техническому обслуж ива­
нию систем процесс поиска неисправностей следует в большей мере от­
нести к творческой деятельности, так как  при его реализации вы раба­
тывается способность реш ать задачи и находить новые стратегии поиска.

С пециальные инж енерно-психологические исследования показали, 
что значительны е резервы  повышения эффективности мыслительной 
деятельности связан ы  с внедрением новых структурны х средств выдачи 
информации, разработкой  методов поиска решений, исследованием за ­
кономерностей и механизмов процесса решения задач человеком с 
целью автоматизации указанного процесса и разработки устройств



(программ)-«советчиков» (более подробно эти вопросы применительно 
к эксплуатации системы в целом рассмотрены в гл. IX , здесь ж е  они 
рассмотрены только применительно к диагностике состоян ия сложной 
системы).

С помощью устройств (программ)-«советчиков» обслуж иваю щ ий 
персонал получит возможность оперативно использовать накопленный 
опыт, а «рекомендации» этих устройств служ ат дополнительны м веским 
доводом для принятия правильного реш ения.

Современный уровень науки позволяет раскры ть некоторы е прин­
ципиальные моменты сложнейших информационных регуляторн ы х ме­
ханизмов, которые леж ат в основе психических процессов при принятии 
решений. Т ак, представляется несомненным построение с помощью спе­
циального «языка» информационных аналогов (моделей) решаемых 
человеком задач. На создание таки х  моделей человек трати т  значитель­
ное время и энергию, а эффективность мыслительной деятельности за ­
висит от уровня сформированное™  модели. А это значит, что даж е пред­
варительная разработка элементов информационных моделей по поис­
ку неисправностей облегчит умственную  нагрузку  обслуж иваю щ его 
персонала, позволит оперативно использовать накопленны й опыт.

Рассмотрим общую схему поиска решений при оты скании неисправ­
ностей при следующих начальны х данных:

1) исходная ситуация — система отказала, неисправность не обна­
руж ена;

2) целевая ситуация — неисправность определена;
3) набор резрешенных действий (операторов) задан .
П редполагается, что все ситуации описаны наборами признаков.

Требуется с помощью заданных операторов получить ситуацию , удов­
летворяю щ ую  целевой.

Решением задачи является последовательность операторов, пре­
образующих исходную ситуацию  в целевую (такая зад ача  получила 
название задачи преобразования). П оиск решения задачи преобразова­
ния можно интерпретировать к ак  поиск пути в связном  графе, верш и­
ны которого соответствуют ситуациям , а ребра — операторам . Реш е­
ниям соответствуют пути между верш иной, представляю щ ей исходную 
ситуацию , и вершинами, представляющ ими целевые ситуации .

Необходимость применения специальны х методов поиска решений 
возникает, если граф настолько велик, что поиск путей простым пе­
ребором невозможен. В этом часто встречающемся сл у чае  нуж ны  не­
которые правила, по которым м ож но было бы отобрать наиболее пред­
почтительный оператор и ситуацию  на каждом ш аге поиска. Т акой  от­
бор фактически осущ ествляется в процессе поиска неисправностей. 
Н акопленный практический опыт поиска неисправностей мож но ото­
бразить в форме элементов информационных моделей в программах- 
«советчиках».

1. М одель объекта управления и описания протекаю щ их в нем про­
цессов является семиотической (знаковой) и строится на основе тек­
стов, написанных на некотором язы ке. Модель описания ситуаций 
такж е является семиотической, базирую щ ейся на некотором (возмож ­
но, естественном) языке.



2. М одель объекта уп равлен и я  и протекающих в нем процессов 
создается  специалистом либо до ввода в ЭВМ, либо на основании ан а­
л и за  поведения объекта в различны х ситуациях, проводимого самой 
ЭВМ. В последнем случае в ЭВМ  должны быть залож ены  механизмы 
для осущ ествления такого ан али за .

3. М одель управления объектом строится либо на основе обучения, 
либо на основе опыта, накапливаем ого ЭВМ в процессе работы.

4. Д л я  построения модели управления необходимо наличие спе­
ци альн ы х механизмов обобщ ения, с помощью которых строится обоб­
щенное описание (понятие) зад ач  и ситуаций.

Ф орм ирование понятий (обобщенной информации), по сути, я в л я ­
ется процессом выделения закономерностей, свойственных объектам 
уп равлен и я. Н а этих принципах разработан метод поиска неисправ­
ностей в слож ны х системах, в основу которого положено обобщенное 
описание классов неисправностей с помощью методов, развитых в рам­
ках  нап равлен и я, получивш его название формирование понятий с по­
мощью раст ущих пирамидальных сетей [17].

Метод растущ их пирамидальны х сетей служ ит для запоминания ин­
формации, представленной неупорядоченными наборами признаков. 
А нализ известных типов организации памяти, ускоряю щ их информаци­
онный поиск, показывает, что метод растущ их пирамидальных сетей, 
я в л я я с ь  новым типом организац ии  памяти, обеспечивает более эффек­
тивный информационный поиск. В растущих пирамидальных сетях 
информация хранится не в виде кодов отдельных слов, а запоминается 
в стр у кту р е  сети (памяти). В несение новой информации в такую  память 
вы зы вает перераспределение связей  между запоминающими элемента­
ми, т. е. изменение структуры  сети (памяти).

Введем ряд  определений. Датчиком признака неисправности на­
зовем элем ент сети, который сигнализирует о наличии конкретного при­
зн а к а  неисправностей.

Ассоциативным  назовем элемент с одним выходом и п входами 
(я >  1), одновременный приход на которые сигнализирует о наличии 
п ри знаков  неисправностей, с датчиками признаков неисправностей 
соединены  все входы ассоциативного элемента.

Распознающим неисправности назовем элемент, выход на который 
си гн ал и зи р у ет  о неисправности блока.

М нож ество, включающее ассоциативный элемент а  и Есе элементы, 
от которы х на графе сети имею тся пути в направлении стрелок к эле­
менту о , назовем субмножеством  элемента а.

М нож ество всех элементов, к которым на графе сети имеются пути 
в нап равлени и стрелок от элем ента а, назовем супермножеством эле­
мента а.

Р астущ ая  пирамидальная сеть  представляет собой множество дат­
чиков п ри зн аков  и ассоциативных элементов, соединенных между собой 
с вы полнением  следую щих условий: а) выход элемента может быть 
соединен с любым числом входов других элементов, не включенных в 
его  субмнож ество; б) каж ды й вход  не может быть соединен более чем 
с одним выходом. Такую  сеть можно представить ориентированным 
графом (рис. 7.2, а, б, в).



Элементы из субмножества элем ента а, связанны е с ним неп осредст­
венно, образую т 0 -субмножество элем ента.

Элементы из супермножества элем ента а , связанны е с ним непо­
средственно, образую т 0 -супермножество элемента.

Алгоритм ввода. Д о  ввода информации о неисправностях сеть  со­
стоит только из датчиков признаков неисправностей. А лгоритм  ввода, 
по сути, является  алгоритмом построения сети.

Введение в сеть информации о неисправностях осущ ествляется  
одновременным «возбуждением» датчи ков  признаков конкретной неис­
правности. К алгоритму ввода необходимо обращ аться при вводе к а ж ­
дой очередной неисправности. А лгоритм  ввода описывается сл ед у ю ­
щими двумя правилами.

Правило 1. Если при восприятии неисправности «возбуж дается» 
множество элементов / \  составляю щ ее часть О-субмножества н ек о то ­
рого ассоциативного элемента а и содерж ащ ее не менее д вух  элем ентов, 
связи элемента а с элементами из м нож ества Р  ликвидирую т (при  вы ­
черчивании сети на бумаге стирают). К  сети ж е присоединяю т новы й 
ассоциативный элемент, входы которого  соединяю т с вы ходами всех 
элементов множества Р, а выход — с одним из входов эл ем ен та  а .

Д ействие правила I показано на р и с . 7 .2 , б. После прим енения п р а ­
вила I применяют правило 2 . *

Правило 2. П усть <7 — множество «возбужденных» элементов сети , 
не имеющих ассоциативных элем ентов в своих О -суперм нож ествах. 
Если С содерж ит не менее двух элем ентов, то к сети присоединяю т но­
вый ассоциативный элемент, входы которого соединяют с вы ходам и  
всех элементов из множества б .

Д ействие правила 2 показано на рис. 7 .2 , в.
В результате применения правил 1 и 2 получают пирам иду, в ос­

новании которой находятся датчики при знаков  неисправностей, е е  в ер ­
шины соответствуют типам неисправностей, входящ им в описание п о н я ­
тия неисправного блока. Понятие неисправного блока — набор  всех 
типов неисправностей. Статистику по признакам  неисправностей  со ­



бираю т следующим образом . В процессе работы после обнаруж ения 
неисправности заполняю т табли ц у  описания неисправностей (табл. 7.6).

Т а б л и ц а  7. 6

Признаки неисправностей и их коды

Кв п/п
Наименование
отказавшего

блока Аг
(нет развертки)

Вх (четвертая 
лампочка на конт­
рольном пульте 

горит)
С| (напряжения 

питания в норме)

1
2

Блок 1 
Блок 2

+
•4-

+ ■ +

К аж дая строка табл. 7 .6  является описанием одной неисправности 
в  при зн аках , ее сопровож даю щ их. Знаком « + »  отмечают наличие при­
зн а к а , знаком «—» — его отсутствие. В табл. 7.6  фиксируют каждую  
неисправность независимо от того, была она раньш е или нет.

Д л я  удобства заполнен ия табл. 7.6 рекомендуется заполнять пере­
чень признаков неисправностей (табл. 7.7). В этом случае в графе 
«П ризнаки  неисправностей и их коды» (табл. 7.6) записывают только
коды признаков.

Т а б л и ц а  7.7

№ п/п Код признака 
неисправности Описание признака неисправностей

1 А Нет развертки
2 Четвертая лампочка контрольного пульта горит
3 С 1 Н апряжения питания в норме

К признакам  неисправностей, занесенным в табл. 7.6, применяют 
п р ави ла  1 и 2, в результате  чего получают пирамидальную  сеть, вер­
ш ины  которой соединяют с распознавателями отказа блока, выход на 
распознаватели свидетельствует о появлении неисправности, имевшей 
р ан ее  место и описанной набором признаков соответствующей верши­
ны . Н апример, пирамида, возглавляемая элементом а (рис. 7.2, в), 
сл у ж и т  для запоминания набора признаков 1, 2, 3, 4, 5, а пирамида, 
возглавляем ая  «новым элементом», «запоминает» набор признаков 2,
3, 4, 5, 6, 7. П ирамида, возглавляем ая элементом Ь (признаки 4, 5), 
соответствует набору при знаков , которые могут входить в описание 
различны х типов неисправностей.

Каждому вершинному элементу сети ставят в соответствие «вес»
—  процент неисправностей от общего числа отказов, сопровождаемый 
набором  признаков соответствующ ей вершины. Чем больше вес вер­
ш ины , тем вероятнее появление отказа, описанного набором призна­
ков  этой вершины.

Д л я  иллюстрации на рис. 7.3  изображена часть сети, хранящ ая ин­
ф ормацию  о неисправностях системы. При появлении, например, при­
зн а к а , который входит в набор 1, 2, 3 и 1, 9, 10, целесообразное пер­



вую очередь проверить, есть ли признаки 2 и 3, так как «вес» н аб ора
1, 2, 3 (40%) больше «веса» набора 1, 9, 10 (10% ).

Если в процессе диагностики вы является  неверное распознавание 
отказавш его блока (сеть недостаточно «обучена»), то новую инф орм а­
цию вводят по приведенным правилам. Сеть изменит структуру, ф и к ­
сируя новую информацию.

А  -  Распознаватель неисправностей блоков системы 

Рис. 7.3

Метод растущ их пирамидальных сетей позволяет наглядно зап ом и ­
нать большое количество типов неисправностей и логические св я зи  
между их признаками, обеспечивая тем самым их быстрый поиск. 
Методические рекомендации по поиску неисправностей в форме р а ­
стущих пирамидальных сетей особенно полезно иметь на стадии о сво ­
ения новой сложной техники, когда обслуж иваю щ ий персонал еще не 
имеет достаточного опыта и знаний.

(

§ 7.3. Проблема эксплуатации системы в условиях 
отсутствия или ограниченности запасного комплекта 

элементов

В настоящем параграфе рассмотрено интересное направление, связанн ое с 
автономной или почти автономной эксплуатацией систем. П оказано, в каких с и ­
стемах возможна рассматриваемая ниже перестройка структуры после отказов . 
При этом использованы идеи некоторых зар убеж н ы х авторов [50|, и зл о ж ен ­
ные и развитые В. В. Плямоватым [31].

1. Сложные системы с «выживанием». С лож н ую  техническую  систему м о ж ­
но представить в виде совокупности взаимосвязанны х простых устройств, р а з ­
новидность которых ограничена. Отличия м еж ду отдельными сложными систе-  
мами, их индивидуальность определяются, в принципе, количеством состав ля ю ­
щих простых устройств и характером связей м еж ду  ними.

Действительно, например, любая радиотехническая система состоит из с о ­
вокупности простейш их элементов: резисторов, конденсаторов, индуктивностей  
и т. п. Эту ж е систему можно представить как совокупность взаимосвязанны х  
различных усилителей, преобразователей форм и частоты сигналов, генераторов  
и других аналогичных устройств. Характер связей  определяет и то общ ее, что 
позволяет классифицировать и анализировать сл о ж н у ю  техническую  систем у.

Рассмотрим класс сложных систем, имеющих следую щ ие особенности.
1) совокупность простых устройств, образую щ их систему, можно разбить  

на группы однотипных по принципу действия, выполняемым функциям или д р у ­
гим признакам устройств;



2) связь м еж ду отдельными группами или отдельными устройствами «сла­
бая». Здесь понятие «слабая связь» интуитивно и количественно не определяет­
ся . Слабость связи говорит о том, что изъятие устройства не приводит к потере 
работоспособности всей системы, а лишь ухудш ает качество функционирования.

Примером такой системы является цех по изготовлению  деталей, технологи­
ческий процесс производства которых требует обработки на нескольких типах 
станков. О тказ одного из станков ухудш ает работу цеха, но не выводит его из 
строя. Вторым примером служ ит автомобильное хозяйство, состоящее из сово­
купности однотипных или разнотипных автомобилей. Отказ одного или несколь­
ких автомобилей не выводит из строя всего автохозяйства. Пусть автомобильное 
хозяйство испытывает дефицит запасных частей. В процессе функционирования, 
по мере появления отк азов , накапливаются неисправные автомобили. В таких  
условиях часть из них м ож но восстановить за счет други х и тем самым приоста­
новить процесс ухудш ен и я  качества всей системы. Иными словами, путем ча­
стичного «самоуничтож ения» система продлевает существование на заданном  
уровне ф ункционирования, т. е. «выживает».

Приведем ещ е один интересный пример. Рассмотрим сложную  систему — 
самолет, имеющий на борту  радиотехническое устройство управления стрельбой  
и радионавигационное устройство. К аж дое из них питается от собственного ис­
точника электроэнергии. Источники имеют одинаковые технические характери­
стики и взаимозаменяемы . При отказе одного из источников самолет полностью  
выполняет свои ф ункции , так как задачи стрельбы и навигации решаются, как 
правило, последовательно во времени. В данном примере самолет «изменяет» 
свою структуру во врем ени, «уничтожая» на некоторый период одно устройство  
в интересах другого , «-выживает» в условиях отказа. Выживание позволяет  
поддерживать ф ункционирование системы за счет перестановок исправных у ст ­
ройств из менее ответственны х мест в более ответственные взамен отказавш их. 
Такие перестановки возм ож ны  в случае, если в стр уктуре отсутствуют тесные 
связи между отдельными устройствами, т. е. при их определенной автономности. 
Выживание предполагает зависимость состояния системы как от состояния от­
дельных устройств, так  и от их места в структурной схеме.

Рассмотрим абстрактную  систему, состоящ ую  из двух устройств, каж дое  
из которых может вы полнять две функции: х1 и х 2. Обозначим показатель каче­
ства функционирования системы через П усть Ш =т- если система одновре­
менно выполняет х 1 и х%. Считаем, что =  соответствует случаю, когда одна 
из функций не вы полняется; ^  3 2. Равенство № =  0 справедливо, если си­
стема не выполняет ни одной функции. Факт, что 1-я функция не выполняется, 
обозначим через С остояние системы определяется набором четырех величин

где верхний индекс определяет номер устройства, выполняющего 1-ю ф унк­
цию. При И? = 0 имеем единственный набор величин

*</>}. <7.П)

Равенство В? =  5 !  возм ож но в двух случаях: I) произвольная, но только  
одна величина принимает значение х^!\  а остальные — 2) состояние систе­
мы характеризуется одним из наборов:

| *<1 > х [ 1 > * ‘2> *«,*>} - { 4 ‘ > Ц ' 1 ^ 2 ) ) - (7-12)

Равенство й? — 5 2 имеет место, если: 1} одно устройство полностью ис­
правно; 2) состояние системы характеризуется одним из следующ их наборов:

*;*>). (7.13)

Сравнивая вы раж ения (7 .12) и (7 .13), видим, что и в том, и в другом случае  
система состоит из д в у х  наполовину отказавш их устройств, количество невыпол- 
няемых функций такж е одинаково, а показатели качества функционирования от­
личаются.

П рименительно к записи (7.13) система «выжила» за  счет превращения двух  
частично ф ункционирую щ их устройств в одно полностью исправное.



2. Модель системы с «выживанием». В дальнейшем б уд ет  предполагать, что 
выполнение определенной функции эквивалентно наличию исправного элемента  
в данном месте структурной схемы. И так, лю бую  сл ож н ую  систем у, обладаю щ ую  
свойством выживать, представим в виде набора п элементов

{оь  а 2, . . . .  « „ } .  (7.14)

Величина определяет состояние элемента и пол ож ени е в наборе.
Д ля  простоты положим, что каждый элемент может находиться в двух со ­

стояниях: работоспособном (а* =  1) и состоянии отказа (а* =  0 ), (это верно и 
если элемент отсутствует вообщ е). В произвольный момент времени система о п и ­
сывается я-мерным вектором. К аж дая его компонента м ож ет принимать значе­
ние 0  или 1. Количество всевозможны х состояний системы равно 2 П. Д в а  вектора, 
описывающие состояние системы, мож но сравнивать. Векторы  с  и V'  удовлетво­
ряют неравенству только тогда, когда для компонент справедливо нера­
венство VI ^  иг' Каждому значению  вектора соответствует определенное значе­
ние показателя качества функционирования М нож еству 2п векторов одно­
значно сопоставлено множество С  показателя ,качества функционирования. 
Б ез потери общности положим С — ¡0 , 1, 2, . . . .  Н е делая предположений
0 характере функциональной зависимости (у), естественно считать, что ф унк­
ция № (и) монотонна, т. е. из V  ^  е '  следует Ф (V)  ^  Ц? (г»'). При V - -  (0, 0, 
0 , . . . ,  0 ) вектор № ■— 0 , при и == ( 1, 1, 1, . . . ,  1} вектор 11̂  -  <?.

Наличие избыточности в слож ны х системах позволяет весь набор элемен­
тов представить в виде набора групп }§, В еличина определяет  
совокупность а г х, которые выполняют одинаковые ф ункции (совокупность  
блокинг-генераторов, совокупность резистров, совокупность приемников и т. п .). 
П редполож им, что в пределах Р; все элементы взаим озаменяемы .

Д в е системы мож но сравнивать не только по состояни ю  всех компонент
но и по состоянию элементов только данного типа Д л я  этого рассмотрим  

Г} =  2р,-. Суммирование ведется по составляющим вектора о, для которых номер
1 принадлежит номерам а 4 из группы р^. Учитывая, что г^ принимает только зн а ­
чения 0  и 1, величину г , можно трактовать как количество работоспособны х эл е­
ментов группы р,-. Д ля лю бого V выполняется двойное неравенство 0  ^  ^  
^ 1Р ? 1, где | Р ^ — число элементов множества Р .̂

Д ва вектора и и о' назовем /'¿-эквивалентными, если количество работоспособ­
ных элементов группы Р̂ - у них одинаково, т. е. т-3 Щ  =  г-3 (а ').

Обозначим /"¿-эквивалентность так: V * ~  и ’. Д ва  вектора о и а ' назовем 
п рост о эквивалент ны м и  (пусть V ~  о ’), если они /-¿-эквивалентны для любого
1 ^  ^  N.  Иными словами, и ~  е '  предполагает равное количество исправных 
элементов во всех группах. М нож ество эквивалентных или /•¿-эквивалентных 
векторов обозначим [и] или М г̂ -.

Взаимозаменяемыми могут быть только элементы одн ой  группы или од­
ного типа, поэтому операция обмена местами элементов системы соответствует  
преобразованию  вектора V в вектор у ’ в  пределах м нож ества эквивалентности  
{с]^ . Свойству выживания теперь мож но дать математическую  интерпретацию: 
выживание — это такое преобразование вектора V (обозначим  это преобразова­
ние через Т) в вектор а ,, при котором вектор в1 не вы ходит за  пределы множест­
ва эквивалентности:

г>1 — Т  (с) £  к ’].

Изг>Г; ~  и'  следует, что Т  (и)г’ ~  о ’ и Т (и)Г* ~  Т  (« '). А налогично, из
V ~  о' вытекает Т (и) ~  и' и Т  (V)  ~  Т  (о '). О перация вы ж ивания преобразует  
и показатель качества ф ункционирования Ц7 (и) в № [Г  (»)]. И зм енение качест­
ва функционирования после выживания определяется разностью  ХР\ Т  (о)] —-
— V? (и). Если эта разность неотрицательна, то вы живание считают рациональ­
ным. Рациональность определяется равенством

« 7 |Г { и ) ] =  шах Т Г (г /).



М огут сущ ествовать несколько типов рационального выживания, которые объе­
диняю тся в класс О такой, что из Т  £ (3 следует

Г  ( у)  <  Г  [Г  ( о ) ]  =  Г » ( у ) .

П реобразован ие выживания не изменяет количество исправных элементов  
типа р/, а Лишь меняет их местами:

W ° ( v ) =  шах W (у). 
V' [» ]г

Д о  сих пор не учитывалась зависимость W  от различных групп элементов. Ч то­
бы учесть это влияние, введем преобразование 5,-. Действие S t на вектор v за ­
ключается в том, что в текущем значении v все а,- $  ßj  принимают значения  
равные 1, а i j  (  ß j  остаются без изменения. П реобразование S t эквивалентно 
предполож ению , что все элементы, отличные от элементов группы В,- абсолютно 
надежны. ,

П реобразован ие S £ — неубывающее, т. е. S t (у) С  S t (vj) при v <  v1. При

V I?Meei'i. S i  ^  ~  S i  кРоме тог° .  очевидно свойство S ; : если v 3 ~  y,, 
то S t (v) ~  S i  (yt ). К вектору S f (и) мож но применить преобразование выжива­
ния, при этом вектор у не выходит за  пределы множества эквивалентности:
Т  [S j (у)] ~  S i  (и). В частности, Т  [5,- (и)] ~  S ; (v)'i ~  v.

^П реобразования S t и Т  не перестановочны, тем не менее если v s ~  vlt

70 v J так  что ^  ~  ^  Применяя преобразование Т  к век­
тору S i  (у), получаем

ns,w]~s,[r(»i)].
Качество ф ункционирования системы после преобразования S t характеризуется  
величинои W  [S ;  (u)j — (у). На основании определения справедливо не­
равенство W (и) ^  (у).

Показатель качества функционирования для систем с выживанием. Пусть 
“ стояние системы в некоторый момент времени определяется некоторым у. 
К аж дом у (и) где 1 <  /  <  N,  соответствует величина Wj  (у), причем W (у) <  
^  Wj  (у) для л ю бого /. П ревращ ение некоторого неравенства при фиксированном /' 
в равенство свидетельствует, что качество функционирования системы в данный 
момент определяется  только элементами группы ß,-. Существуют системы, для 
которых с достаточной степенью точности может выполняться равенство

W (и) =  m in Wj  (v). (7 .15 )
1 i N

Такие системы м ож но назвать системами с определяющим типом элементов 
К онкретное значение /, для которого справедливо (7.15), может изменяться в 
зависимости от состояния системы. Д ок азан о [50] утверждение, что если для си ­
стемы вы полняется равенство (7 .15), то при рациональном (целесообразном ) 
выживании у ’

W»(v)  =  m in HP {Г ( » ) ] } =  m in W° [S г (ш)] =  m in W / » -  (7.16)
1 1 ff  1 I j ' N

Б олее того, если справедливо (7 .16), то для целесообразного выживания преоб- 
разования Т  и о,- перестановочны, т. е.

im/ %  W {TlSi  (ü),! = , ™invr  !Si 17 (c,’)1}'

Д л я  систем с определяю щ им типом элементов и способных к выживанию можно 
получить явное вы ражение для W0 (у). Отметим, что каждое множество эквива­
лентности 1у Ц  соответствует множ еству состояний этих систем, для которых 
W°(v) и W°j(v) постоянны в пределах [у],;.. В свою очередь, множество эквивалентно­
сти мож но рассматривать как подмнож ество некоторого множества Zj q. М ножест- 
во г / ,  С' где 1 ^  У ^  N,  0 ^  C s J  Q (по определению, дискретная величина С 
является текущ им  значением W),  объединяет различные [у]Г;., для которых



W f  (V) >  С =  const. Очевидно, что г,-л  z j  г;-|2 Г) . ..  ID 2д  Q, 1 < 7  <  Л'. Д ля  
каж дого вектора и из множества сущ ествует минимальное число элементов  
k] (С) типа ß7-, 1 <  /  <  N,  для которого выполняется неравенство W n- (v) >  C. 
Условием того, что этот вектор находится в множестве с , является выпол­
нение неравенства kj  (С) <  rj  <  | ß; | для всех 1 <  /  < ’ jV.

П ереходу вектора v из Zj с  в Zj c _|_j соответствует увеличение WQ (о) 
ровно на единицу. Введем в рассмотрение индикаторную  ф ункцию  '

/  | 1 при V ЕЕ г;- с ,

2 I  0  П р и  V (£ 2 j  с .

Ф ункция / 2 =  1 для каждого г ,  с , если rj  >  m ax k j  (С) для произволь-
* 1 /  V N

ного V £ г.- г . Если m in (v) =  C i, то равенство 
K K W

N  W

'{ VK <c>} = /=  1 ^  <c >)

справедливо для любого С <  С,. При С С, +  1 найдется хотя бы один век­
тор V (£ Zj с  и

N

Д  7{ <с>}= 0 -

Таким образом, если для системы выполняется условие №,/" (v) ~ m in W 1! (v)

v ° <l' > = 2  П  ¡ {r >k  (c)} =  2  r v {r > *  (C)J. (7.17)
C=1 7 =  1 J J •' 1

Действительно, при m in В70 (и) =• Cx 
Q N  C\  N  Q N

2  П  Л r >k (c)> =  2  П  / { r ,> b < 0 ) +  2  П  I {r.> k . «г)} =  c i-
c = l / =  ! 1 1 c= ! /=1 1 1 c= C i +  l /= 1  J i  1

Условие (7.15) очень сильное, однако существует много типов сложны х си ­
стем, которые ему удовлетворяют. П реж де всего это системы, состоящ ие из сово­
купности однотипных устройств (автопарки, заводские цехи и т. п .). Условию  
(7 .15) удовлетворяют и системы с определяющим типом элементов.

П редположим теперь, что вектор v —• случайная величина, т. е. количество 
исправных элементов данной группы г} случайным образом изм еняется (умень­
шается) во времени. Предположим такж е, что вероятность отказов элементов  
данной группы не зависит от места элемента в группе и отказы взаимно независи­
мы. Показателем качества функционирования системы является случайная ве­
личина

у о И 0 1 = * . (0 =  ^  f t  I с)). (7Л8)
С=1 /=¡1 1 '

Обозначим через М оператор математического ож идания, тогда из (6 .18) сл е­
дует, что '

M { W 7 0 ( 0 } = P { r < > ( / ) > C } = !  f l  М { /{  t)>k  }  =
С=1 /=  1 1 J

Q N

=  2  П  Р  {О  ( 0  > ¿ /(< 0 } . (7.19)
с =  1 / = 1



где Р {t j  (£) >  k f  (с)) —  вероятность того , что в момент t  количество исправных 
элементов типа Р} больш е или равно некоторой величине k f ( c ) .

-Зависимость (7 .19) имеет общ ий характер. Из нее как частные случаи мож ­
но получить вы ражения для вероятности безотказной работы простой системы. 
Действительно, для простых систем множество значений W определяется мно­
жеством С ' {О, 1} и М {№’* (i)} имеет смысл вероятности того, что С — 1, или 
вероятности безотказной работы; количество типов элементов N  равно общему 
количеству элементов п; k f  (С) =  t. Вы ражение (7.19) принимает вид

/> {Г =  1} =  П  (/)>!}. (7.ЭД)
/ = 1

Ф ормула (6 .20) определяет вероятность безотказной работы простой системы с 
раздельным резервированием, где rj (t) — кратность резервирования элемента 
/ в момент t, а Р  {гг (t) >  1} — вероятность того, что в момент t число работаю ­
щих элементов за номером / не меньше единицы. При г,- (<) =  1 получаем веро­
ятность безотказной работы п последовательно соединенных элементов.

Рассмотрим следую щ ий пример. В цехе имеется три станка по обработке  
деталей. Д л я  обработки каждой детали требуются три операции. П ервая опера­
ция на всех станках осущ ествляется с  вероятностью pt =  0 ,5 , вторая — с веро­
ятностью р ъ — 0 ,6 , третья — с вероятностью  р 3 =  0 ,8 . Найдем вероятность 
того, что система из трех станков будет функционировать, т. е. выпускать де­
тали, если она: а) не способна выживать; б) приспособлена к выживанию.

В первом случае необходимо найти вероятность Р (С 1) исправности не 
менее одного  станка. Станок исправен , если на нем можно выполнять все три 
операции. Событие С >  I противополож но событию С =  0, заключающемуся  
в том , что все станки неисправны:

Р (С >  1) =  1 —  Р (С — 0),

где Р (С 0) — вероятность одновременного отказа трех станков, Р (С ^  1) =  
=  1 — (1 — p r f 2p 3)3 =  1 -  (1 -  0 ,5 -0 ,6 -0 ,8)3 =  0,55.

П усть система способна к выживанию. За показатель качества функциони­
рования выберем число исправных станков. В данном примере количество групп 
N  =  3 , k j  (I )  =  1 и |Р ; [  =  3. И сп ол ьзуя  формулу (7.19), находим вероятность 
того , что исправен хотя бы один станок:

P{W°>  1} =  2  П Р Ь > 1 }  =  П Р { г р 1 } -  
е= I /=1 /=1

Д и ск ретн ая  случайная величина rj  имеет биномиальное распределение, 
поэтому

р { Г}>i } = 2  0?Ь н 1 - Р / ) 3~ ‘ = 1 - ( 1 - ^ ) э' 
i=i

где вероятность p j  равна соответственно 0 ,5 , 0,6  и 0 ,8 . Д алее находим: Р  ^  
>  1} =  0 ,8 7 , Р {гг >  1} =  0 ,9 4 , Р  {г 3 >  1} =  0,99, откуда Р {W6 >  1} =  
=  0 ,82 .

Д л я  систем с выживанием л егк о  получить аналитическое выражение вре­
мени спада ф ункционирования. Ф орм ул а (7.19) определяет математическое ож и­
дание величины W" С. М омент, когда W'  (f) — С, и определяет время сп а­
да ф ункционирования. И з формулы  (7.19) очевидно, что

N
P { № { t ) > C } =  П  P { r i ( t ) > k f ( C ) } .  

î= i



Д л я  того  чтобы определить Р  ( г ,  (<) >  к} (С)}, необходимо найти Р\г< (/) =  
(С)}. где С —изменяется от Сг до <?. Полученное выражение д л я  Р{г,-  (/) — 
(С)} просуммируем по всем до п устим ы м  С:

Я { Г »  (0  > С} =  п р  {г, ( 0  =  А, (С )} .
/=1 с=С,

(7 .21 )

Задача определения времени спада ф ункционирования приведена к з а д а ч е  н а ­
хождения P { r j  {{) — к^(С)}. Количество элементов г в момент / з ави с и т  от н а л и ­
чия ЗИПа. Если объем ЗИПа а  >  0 , то г =  | (51 в течение некоторого с л у ч а й н о г о  
времени и. После о тказа  последнего з ап асн о го  элемента начинается спад”ф у н кц и ­
онирования до уро вн я  С, и уменьш ение г до к (Сх).

Предположим, что а  --- 0. Тогда  вероятн ость  появления ровно | (5 | — т 
отказов из | Р ] элементов имеет р аспределение

Р {г ( 0  =  к {С)} =  (р -  к (С)) ^  ( 0 в~* {С) [1 (/)]* (С), (7 .2 2 )

где Р (?) — функция распределения времени до отказа  для  отдельного э л ем е н т а .
П усть  0 <  а  <  +  оо. Если п редп олож и ть , что поток отказов о р д и н ар н ы й ,  

то плотность распределения времени и до наступ лен и я  а - г о  о тказа  о п р е д е л я е т с я  
к а к  а - к р а т н а я  свертка :

' а  1 / ( и — 2 ) /а-
0

(г) ск,

где / {() — плотность распределения времени до отказа  отдельного э л ем ен та .
Вероятность  События, заключающегося в том, что на интервале I произой­

дет т  (¡) - -  а  +  Р — к (С) отказов,

I
Я { т ( 0 = а + Р - * ( 9 }  =  / Я { г ( / — «)==А(С)}/в {«) ди. (7.23)

о

Окончательный результат  п о л уч ается ,  если в формулу (7 .21)  п о д ст а ви т ь  
(7.22) или (7 .23) в зависимости от н али чи я  ЗИ П а. Все изложенное с п р а в е д л и в о  
для  с л у ч а я ,  ко гда  состояние элемента о п и сы вается  не только  д в у м я  с о с т о я н и я м и  
(О и 1), но и более широким набором состояний .

Д л я  практического  применения в ы р а ж е н и я  (7.21) необходимо р а с к р ы т ь  
с тр у кт ур у  множества  Г®, характер о то б р аж ен и я  «7 =  / {») и з ави си м о сть  k ¡  ( С). 
Если № — процент исправных однотипных систем в группе, з а ви с ящ и й  от  со­
стояния оборудования систем (или объем многономенклатурного  З И П а ) ,  то  
множество равно количеству и сп р авн ы х  систем (или количеству  н а б о р о в  з а ­
пасных элементов). В этом случае р авен ство  {/) =  к] (С) п р ев р ащ ае т ся  в  т о ж ­
дество г }  Ц )  =  к г ,  где £,• —  количество и сп р авн ы х  образцов о б о р уд о ва н и я  типа  
/ или объем З И П а  по заданной н о м ен к л ат у р е  в момент /.

Вычисления по формуле (7.21) то гда  с во д ятс я  к  следующей п р о ц е д у р е .  
Представим сн ачал а  систему с  вы ж и ван и ем  в виде некоторой матри ц ы  р а зм е р а  
N X к  (сначала  предположим, что все  | Ру| =  Л д л я  любого /):

®Н-

ЛЛ'1 •

,а.>

. . . а■Л’Л-

= Э . (7.24)

К аж ды й  элемент матрицы 1 ц,  / — 1, Л’’; f =  1, я,  отображает оп редел ен н ы й  
элемент технической системы. Он мож ет  н ахо ди ться  в д ву х  с о с т о я н и я х :  О и 1. 
Н ул ь  соответствует  о тказу ,  выключенному состоянию или отсутствию  э л е м е н т а ;



ед и н и ц а  — функционированию согласно  техническим требованиям. Система 
полностью  о ткаж ет ,  если все а.ц  =  0. К аж дая  строка матрицы моделирует одну 
вп о л н е  определенную функцию. Равенство а.ц — 0 д л я  фиксированного / 
о т р а ж а е т  факт невыполнения некоторой функции, хотя система продолжает с у ­
щ ество в ать .

П у с т ь  в произвольный момент состояние системы х ар актер и зуется  матрицей

П од действием оператора в ы ж и в а н и я  система трансформируется к  виду

С читается ,  что оператор дей ствует  мгновенно. Произвольный элемент а ц  
м о ж е т  находиться в состоянии 1 с вероятностью Рц  и в состоянии 0 с вероят­
ностью  1 — Р }1. Вероятности Р л  независимы по двум  индексам .

Качество выполнения /-й функции зависит от количества функционирующих 
эл ем ен тов  в /-й строке. М атрице состояний Т (Э) сопоставляется  матрица собы- 
ти й  разм ер а  N X (к +  1):

Событие а) (г) з акл ю ч ается  в том, что г элементов типа  / функционирую!'.  
К а ж д о е  событие а ;- (г) соответствует  длине ряда, составленного из функциони­
р ую щ и х  элементов в одноименной строке матрицы Э. Матрицы (7.24) и (7.25) 
о о л а д аю г  следующими свой ствам и : при перестановке строк матрицы не изменя­
ю т с я ;  перестановка элемента a.j■l в пределах строки изменяет  матрицу (7.24). 
П е р е с тан о вк а  элементов строки в матрице (7.25) недопустима. Перестановка а 7,- 
в  м атри ц е  (7.24) в пределах столбца возможна.

Все события а ;- (г) в у'-й строке  составляют полную гр уп п у .  Множество 
=  {0, 1, . . . ,  С, . . . ,  и^шах =  М - Вероятность того, что в данный момент в /-й 

с т р о к е  функционирует ровно г элементов,

гд е  — количество всево зм ож н ы х  выборок г элементов из й; Ут  — подмно­

ж е с т в о  т - й выборки из м н о ж ества  В¡,  составляющего с тр о ку ;

Э =

0 1  1 0 1  1 0 0 1  . . .
1 0 0 1 1 1 0 1 1 . . .

1 1 1 1 0  1 1 1 1 . . .

0 0 0 0 1 1 1 1 1 . . .  
Т (Э) =  о О О 1 1 1 1 1 1 ...

<Ы 1 1 1 1 1 1 1 . . .

“ 1 (* )  “ 1 (Л— 1) ■■■а1 (г ) . . .О ! (0)

А [Т (Э)] =  а ,  (А) а ,  (И - 1 )  . . .  а, (г). ..  а ,  (0) (7.25)

aN (л) aN (к — ]-)---аы(Г)- -аЫ (°>-

(7.26)

Ут -В)/Ут . (7.27)

П р и  равенстве  вероятностей Р л  по индексу I



Таким образом, к аж до м у  событию а) (г) м атрицы Л соответствует в е р о я т ­
ность Р ( г ) .  На матрице событий А определена матри ц а  вероятностей

Р =

Р1 (/г) Р1 (А— 1 ) . . . Р 1 (/■).. ,Р 1 (0)

Р] (К) Р] (Ь — 1 ) . . .  Р) (г) . . . Р) (0) 

\-Ры {ЩРы { к - \ ) . . . Р ы ( г ) ' . .Я м  (0) J

(7 .29 )

Свойства матрицы Р вытекают из свойств матрицы А: сумма вероятностей  
в каждой строке равна  1; матрица не измен яется ,  если строки поменять м е стам и ;  
перестановка столбцов не допускается ; вероятности событий в различных с т р о ­
ках  независимы. Множество всех событий а$ (г) до лж н о  однозначно о т о б р а ж а т ь ­
ся в множество В качестве такого о тображ ен и я можно выбрать соответствие  
между вероятностью события Р{№ С) и вероятностью  пересечения собы тий , 
заключающихся в том, что в каждой строке количество  исправных элемен тов  не 
менее г:

Р > С) =  Р (  П а (к]> 0 )1 =  П  Р {к]>г,} .
1'=1 J /=1

(7.30)

Из физических соображений ясно, что вероятность  Р { Г > С )  монотонна 
по аргументу С и возрастает при уменьшении С.

Согласно (7.30),

Р { У  =  Ц  =  Р { ф > С } - Р { 1 Г > С - 1 } =  П  р { к } >  0 } - П  Р { к , > п + 1 ) .  (7 .31 )
/ =  1 / = |

Вероятности Р{к;  >  /■} определяются матрицей Р:
Л

р {Ь)> П } =  ^  р } ^ ) -  (7 -32 )
к= г

Идея процедуры вычислений основана на том , что события в каж до й  с т р о к е  
составляют полную гр уп п у ,  а две произвольные строки независимы. 
п  9СЛ ассмотРим м атрицу , состоящую из д в у х  строк , принадлежащ их м а т р и ц е(/ .¿¡У):

р ^ Р !  (1г).. .Р1 ( г ) . . . Р 1 (0) | 

1̂ 2 (г)...И2 (0)1
п

®^3“ ? жны ТРИ варианта совершения события , вероятность которого р а в н а  
Р[ V/ — С ):  произошли события (г) и а% {к >  г) с результирующей в е р о я т ­

ностью Р1 (г) 2  Р 2 (/г); произошли события а 2 (г) и (к >  г) с р е з у л ь ти р у ю -  1
Л

щей вероятностью Р 2 (г) 2  Рх (к); произошло событие (г) |"| а ,  (г) с в е р о я т -
1

ностью {г) Р г (г),
Таким образом, дл я  матрицы (7.33)

Л И
Р { Ч ? = С } = Р 1 (Г) 2  Рш(к)+Р»(г)  2  Р 1 (Ь )+ Р Л г )Р * (г ) .  (7 .3 4 )

А=г-)-1 *=г+1
Вероятности Р{ \Р =  С} составляют новую с тр о ку  размера Л +  1. В н о в ь  

полученную строку  можно объединить описанным выше способом с т р е т ь е й  
строкой матрицы (7.29) и т. д . ,  пока не п олучится  одна строка

[Р { ^  =  Г т а х }  Р {«7 =  й 7 т а х - 1 } .  ■ -Р {№ =  С } . . . Р  {й? =  0}], ( 7 . 3 5 )



ко тор ая  определяется  отображением матрицы Р  в плотность распределения с л у ­
чайной дискретной величины W. Если вероятности 1 — P j ¡  в формулах {7.26) 
и (7.28) р ассматри вать  к а к  распределение времени функционирования элемента 
Fj¡{t),  то распределение {7.35) к а к  функция времени хар актери зует  процесс ф ун к ­
ционирования сложной системы во времени. Если Рц  — вероятность прави ль­
ного включения элемента то распределение (7.35) с л у ж и т  обобщенным крите­
рием безошибочных действий  оператора.

С ло ж н ая  система м о ж ет  иметь различное количество элементов в строках. 
Алгоритм получения распределения (7.35) и в этом случ ае  остается прежним, если 
предварительно перенормировать  все строки к  строке максимального  размера. 
Н ормировка состоит в  присвоении вероятностям Pj(rj)  новых номеров P¡ (И1)),

где  г '.1>=  г¡  . Н апример , если /imax =  8, h j =  6, то =  8 , Л'/* — 1 =  7

и т . д. Получаем новую нумерацию  для  строки h j — 6 : {8, 7, 0 ,  5, 4, 3, 0 ,  1, 0} . 
Т ем  местам строки, д л я  которы х номер отсутствует , присваиваем значение в е ­
роятности Р { 0 }  — 0 и нормируем строку в масштабе hmax --- 8. В р езультате  
получаем  матрицу с равн овелики ми  строками, к которой применимо изложенное 
выш е правило.

§ 7.4. Проблема оценки взаимодействия оператора 
и сложной системы в процессе эксплуатации *

Известно несколько методов, позволяющих априорно или апосте- 
'ш орно оценить деятельность человека (оператора) при взаимодейст- 
jhh  его со сложными техническими системами. К ним относятся 129]: 
структурны й метод, основанный на подробном анализе структуры  д ея ­
тельности с последующим описанием алгоритмов преобразования ин­
формации человеком к а к  совокупности дискретных операций определен­
ного типа; метод статистического эталона, основанный на оценке 
■овокупности количественных показателей (времени и вероятности без­

ошибочного выполнения операций), получаемых при выполнении опе­
ратором конкретных операций в зависимости от факторов сложности 
операторской деятельности ; операционно-психофизиологический ме­
то д , основанный на декомпозиции деятельности по критерию инвари­
антности психологического содержания отдельных действий и учи­
тывающий влияние на качество работы оператора специфической и не- 
специфической напряженности; метод оценки надежности технических 
объектов с учетом деятельности людей (операторов и обслуживающего 
персонала); метод оценки надежности и устойчивости систем «человек— 
маш ина» (СЧМ), основанный на концепции постоянного конфликта 
м еж ду человеком и машиной; методы, основанные на моделировании 
деятельности человека-оператора с использованием теории массового 
обслуж ивания, ситуационного управления, теории автоматического 
регулирования.

Из аналитических методов наиболее разработанным является с тр ук ­
турный метод. Он применим главным образом дл я  систем, в которых 
возможна дифференцированная оценка безошибочности выполнения и 
вероятности своевременного выполнения заданного алгоритма. При

* Параграф написан автором совместно с М. Т. Богдановым и В. В. Корне­
евы м .



этом используется смещенное гамма-распределение времени вы пол­
нения операций. С труктура деятельности в сл уч ае  применения этого  
метода состоит из таки х функциональных единиц, к а к  сенсорные, мо­
торные, логические блоки, блоки задерж ки , блоки с обратной связью , 
диагностические блоки и блоки самоконтроля. В рассматриваемом м е­
тоде приняты следующ ие допущения: независимость функциональных 
единиц в стр уктур е деятельности, однозначно детерминированная по­
следовательность их выполнения.

Метод статистического эталона наиболее подходит для СЧМ, в  ко ­
торых безошибочность выполнения алгоритмов взаимодействия з ав и ­
сит от времени, выделяемого на их выполнение. При этом использу­
ется смещенное экспоненциальное распределение времени безошибоч­
ного выполнения операций. Метод не требует детального анализа вы ­
полняемых операций и связей м еж ду ними. Он может быть применен, 
если имеется возможность с помощью стандартизованного эксп ери ­
мента получить исходные данные по типовым действиям , х ар ак тер ­
ным дл я  данной конкретной деятельности.

В основе операционно-психофизиологического метода лежит р а з ­
деление деятельности оператора на составляю щ ие операции, д л я  ко ­
торых известны исходное значение времени, точность и надежность 
выполнения, а т ак ж е  значение психофизиологической напряженности, 
с последующим синтезом структуры  деятельности и получением инте­
гральных характеристик. При этом учиты ваю тся закономерности из­
менения характеристик в различных усло ви ях  деятельности и закон о­
мерности интеграции отдельных действий и операций в единый про­
цесс. П редлагается перечень относительно простых инвариантных и 
типовых действий человека, которые вхо дят  в  состав любой д еяте л ь ­
ности, для них даю тся числовые значения исходных показателей. С у ­
щественной особенностью этого метода явл яетс я  учет таких психофизи­
ологических обусловленных факторов, к а к  влияни е специфической н а­
пряженности (темп поступления сигналов, их значимость и т . п .) и 
взаимовлияние совмещенных (параллельных и последовательных) дей ­
ствий.

Рассмотрим возможные случаи исследования надежности техниче-
Гч̂ тг V ЛТ1|Г”ГО«« Л ИТТЛФ/М!» 1ТПГТФЛПГ ППЛТ»» г.пл«

 ̂ 1 и р и о  о  и л  o iw .i i* / !_у а  I а ~

ции. Введем следующие допущения [43, 44, 51 , 53 ]: появление о тка за  
технической системы и появление сшибки оператора — независимые 
редкие случайны е.события; появление д вух  (и более) одноименных со ­
бытий за период (/, t +  Л<) применения системы практически невоз­
можно; способность к компенсации ошибки и к  безошибочной работе — 
независимые свойства операторов. Обычно вы деляю т четыре типа т е х ­
нических систем с операторами.

1. Системы с некомпенсируемыми ошибками операторов и о т к а за ­
ми техники. Невозможность компенсации последствий отказов м ож ет 
быть следствием отсутствия обмена информацией м еж ду оператором 
и технической системой, отсутствием самопроверки деятельности опе­
ратора и т. д .

Д ля безотказной работы технической системы  с некомпенсируе­
мыми ошибками и отказами необходимо, чтобы она не отказы вала и опе-



Р счм ,(к , АО =  Р т (/„ ДО Р 0 (¿ь  ДО,

где Р т (к, ДО — вероятность безотказной работы технической систе­
мы в течение времени (к, к  +  А/); Р0 (¿ь  М) — вероятность безоши­
бочной работы операторов в течение времени А/ при условии, что тех ­
ническая система работает безотказно; к  — общее время эксп луата­
ции технической системы ; Д/ — рассматриваемый период применения.

СЧМ с некомпенсируемыми ошибками операторов и отказами тех­
ники сравнительно редко встречаются на практике. Надежность таких 
систем можно считать нижней границей надежности СЧМ.

2. Системы с компенсацией ошибок операторов. В таких системах 
операторы своевременно исправляют (компенсируют) часть допущен­
ных ими ошибок. Если учесть, что вероятность одновременного появ­
ления д вух  ошибок и более пренебрежимо мала и считать, что каж д ая  
ошибка может быть <'мгновенно» компенсирована с вероятностью р, 
то вероятность безотказной работы СЧМ в течение времени (к, к +  А/*)

^счмД/ъ АО = Рг (к, АО {Р0 (ДО + II -  Р0 (01 р}.

Компенсация ошибок — дополнительный способ повышения на­
дежности СЧМ. Введение в конструкцию технических систем приспо­
соблений, облегчающих исправление ошибок (аварийные краны, вы ­
ключатели и т . п .), повышает надежность СЧМ.

3. Системы с компенсацией последствий отказов технических си­
стем. Компенсация последствий отказа приводит к увеличению надеж ­
ности систем. Т аки е системы работают безотказно, если оператор не 
совершал сш ибок, техническая система не отказы вает или отказывает, 
но благодаря вм еш ательству оператора выполняет свои функции. Ве­
роятность безотказной работы системы в течение времени (к, к +  ДО

Ясчм3(4, АО =  Рс (АО 1ЯТ (к, АО +  Ру (к ,  М ,  б)],

где Р у (к, Ы, 6) — вероятность безотказной работы СЧМ в течение 
заданного времени (к, к  +  АО с компенсацией последствий отказа при 
условии, что в момент б произошел отказ (к <  б <  ^  +  ДО-

4. Системы с компенсацией ошибок операторов и последствий отка­
зов технических систем. В таких системах операторы не только сни­
жаю т надежность систем из-за возможных ошибок, но и повышают эту 
надежность, компенсируя последствия отказа техники. СЧМ такого 
вида работает безотказно в течение времени (к, к +  АО при следую ­
щих возможных собы тиях: система не отказы вала и оператор не совер­
шал ошибки; техн и ческая система не отказы вала , оператор совершил 
ошибку, но исправил (компенсировал) ее; оператор не совершал ошиб­
ки, техническая система отказы вала, но благодаря вмеш ательству опе­
ратора СЧМ вы полняла свои функции; оператор совершил ошибку, но 
исправил (компенсировал) ее, техническая система отказы вала, но 
благодаря вм еш ательству оператора СЧМ выполняла свои функции.



Р с ч м ,=  {/>„ (А*) +  [1 -  Ро (А*)] Р } (*1, ДО +  р в (/1, М, 6)1.

В настоящее время для исследования и оценки качества д еятел ь ­
ности оператора широкое применение н ахо дят методы моделирования 
с использованием физических, логических и математических моделей. 
Основу физических моделей составляют реальны е элементы и сследуе­
мой СЧМ, макеты , тренажеры, на которых проводятся эксперименты 
с участием операторов. Логические модели представляю т собой форма­
лизованное описание отдельных составляющ их деятельности и связей  
м еж ду ними в виде системы обобщенных уравнений с последующим а н а ­
литическим решением. Моделирование на математических моделях б а ­
зируется на возможности имитации основных закономерностей д еятел ь ­
ности с использованием ЭВМ. Моделирование с помощью ЭВМ имеет 
преимущество перед другими методами, состоящ ее прежде всего в во з­
можности учета значительного количества случайны х событий, имита­
ция которых возможна с помощью ЭВМ. Н апример, для предсказания 
надежности СЧМ с помощью статистического моделирования можно 
учесть характеристики человека и оборудования. Из многих р азр а ­
ботанных математических моделей оценки качества деятельности с по­
мощью ЭВМ практически значимые результаты  получены при исполь­
зовании методов, основанных на формализации деятельности оператора 
с использованием математического аппарата теории массового обслу­
живания и передаточных функций [44].

Характерным для моделирования деятельности оператора с по­
мощью теории массового обслуживания я в л яетс я  представление этой 
деятельности в виде обслуживания потока з а я в о к . При моделировании 
входного потока осущ ествляют следующие операции: формирование 
входного потока; выбор заявок и постановка их в очередь; обслуж и­
вание заявок оператором; определение качества и степени обслуж и ва­
ния (обслужена, частично обслужена, получила о тказ); формирование 
дополнительных потоков заявок , возникающих из-за ошибок оператора.

Эти модели позволяют определять такие характеристики д еятел ь ­
ности, как  вероятность и время успешного выполнения задан и я , 
количественные характеристики загр узки  оператора, вероятность 
обслуживания отдельных заявок с определенным качеством и т. д .

Широкое распространение для оценки деятельности оператора 
получили математические модели, основанные на методах автоматиче­
ского регулирования [53]. Обычно эти модели вкгю чаю т ка к  со став­
ные части в более общие модели систем с зам кн уты м  контуром. Ф у н к ­
ционирование технических звеньев такой системы описывается с по­
мощью передаточных функций, поэтому и деятельность оператора т а к ­
ж е пытаются описывать передаточной функцией.

С развитием современной теории автоматического регулирования 
(теории оптимального управления) в настоящ ее время разрабатываю т­
ся  модели оптимального управления, осущ ествляемого человеком. 
Модель оптимального управления летательны м аппаратом, осущ ест­
вляемого человеком, изображена на рис. 74. Основополагающим



в разработке т ак и х  моделей является тот факт, что хорошо обученный 
и тренированный оператор ведет себя «почти оптимальным образом» 
при решении требуемой задачи. В модели, приведенной на рис. 7.4, 
предполагается, что человеку присущи недостатки, связанные с вре­
менными задер ж кам и  т и искажениями (случайность) при восприятии 
и обработке информации. Случайность моделируют непосредственно, 
учитывая с в я зь  белого ш ума «наблюдения» 1п (¿) с каждым воспроиз­
веденным выходным сигналом и белого ш ума «двигателя» \т  ((} с к а ж ­
дым управляющим входным сигналом. Характеристики человека мо­
делируют каскадн ой  комбинацией фильтра Калмана (оценивающее 
устройство) и упреждаю щ его (прогнозирующего) устройства. Фильтр

Зоэмущенич

Рис. 7.4

Калмана определяет состояние летательного аппарата на основе вос­
произведенной информации Упреждающее устройство оптимальным 
образом компенсирует зап  здывание т и вы дает оптимальные коэффи­
циенты усиления К , которь г  изменяют по предсказанной оценке состоя­
ния для получения ж елаемого результата управления. Коэффициенты 
усиления выбираю тся тлким образом, чтобы минимизировать соответ­
ствующий стоимостный функционал, связывающ ий цели управления 
с решаемой задачей . Необходимо заметить, что выбор стоимостного 
функционала я в л яет с я  нетривиальной задачей и предполагает по­
нимание и учет всех  требований, предъявляемых к СЧМ.

Движение летательного  аппарата описывается векторно-матрич- 
ным уравнением

x ( t )  =  к х  (0  +  Вы (0  +  W (t),

где х  (t) — состояние летательного аппарата; и (t) — управляющий 
входной си гн ал ; W (t ) — внешние возмущ ения.

При управлении летательным аппаратом оператор воспринимает 
информацию не о векторе х (t), а о векторе у' (t) =  Cx(t — т) +  
-г  In (t — т) с помехами (шумом «наблюдения») и временной задержкой 
т. Основой модели человека является фильтр Калмана, который обес­
печивает наилучш ую  оценку х (t — т) состояния летательного аппарата 
в соответствии с  уравнением фильтра [10, 531

x ( t — т)-=- А х  ( 0  +  В ы (t — т )— G [Сх (t — т) - f  %п (t— т) — C x (t— т)].
(7.36)



В уравнении (7.36) содержится точная модель динамики  летательно­
го аппарата, представленная с помощью заданн ы х матриц А, В, 
С и в .

Определив динамику летательного аппарата, услови я задачи и о г­
раничения оператора, можно получить множество показателей к а ­
чества работы как  оператора, т а к  и СЧМ. В частности, можно полу­
чить среднее значение и дисперсию параметра любого состояния, вы ­
ходного или управляющего сигнала системы. Описанную модель «че- 
ловека-оператора» можно, в частности, применить д л я  расчета надеж­
ности СЧМ при заходе самолета на посадку.

Встречаются, например, 143] работы, в которых д л я  оценки надеж ­
ности и стабильной работы СЧМ предлагается подход, основанный на 
концепции постоянного конфликта м еж ду человеком и машиной. Ос­
новное предположение при этом состоит в том, что конфликт м еж ду 
человеком и машиной возникает из-за потребностей в «средствах» 
для своего сущ ествования (функционирования). Д л я  того чтобы че­
ловек или машина могли выполнять возложенные функции, они н уж ­
даю тся в «средствах» для своего сущ ествования (функционирования). 
Например, для работы машины необходимы: эн ер ги я ; техническое 
обслуживание; гарантированный ресурс; обученные операторы и др . 
Человек ж е нуж дается в хороших условиях тр уд а , отдыхе, ему т а к ­
ж е присущи психологические, эмоциональные, социологические и д у ­
ховные потребности. Отсюда следует , что надежность и стабильность 
работы СЧМ зависят от потребностей в «средствах» д л я  сущ ествова­
ния (функционирования), т а к  к а к  они представляю т величины, з а ­
висящие от времени. В самом деле, даж е в течение рабочего дня пот­
ребности человека изменяются и во многих сл уч аях  наблюдаются изме­
нения в процессе функционирования СЧМ.

Воздействие человека на маш ину определяется отношением меры 
потребностей машины, удовлетворяемой им, к  мере всех ее потребно­
стей. Аналогично определяется воздействие маш ины на человека. 
Производная воздействия по времени хар актер и зует  процессы, оп­
ределяющие надежность и устойчивость СЧМ .

11роцесс функционирования СЧМ , выходной си гнал  у (1.) которой в 
течение всего времени работы надо поддерживать в определенных гр а­
ницах, чтобы обеспечить успешное выполнение зад ан и я , можно рассма­
тривать к а к  последовательную смену ее состояний. Очевидно, что вы ­
ходной сигнал системы у  (/) — случайная ф ункция времени. Отказом 
системы следует считать вы ход сигнала у  (/) за  установленные границы. 
Если тем или иным способом найден выходной си гн ал  СЧМ и установ­
лены его границы, то для определения выбросов з а  допустимые пре­
делы к а к  проявлений наруш ения надежности системы можно восполь­
зоваться теорией выбросов случайны х процессов.

Известно, что для определения числа выбросов за  допустимые 
пределы, если система линейная, можно воспользоваться сп ектраль­
ным анализом. Если число выбросов в единицу времени достаточно 
мало, то приближенно можно считать появление последовательных вы ­
бросов независимыми редкими событиями, подчиняющимися закону



П уассона. Тогда вероятность безотказной работы системы

Р  (/) =  е - « ,

где X — интенсивность потока выбросов.
Таким образом, в настоящее время для оценки надежности слож­

ных систем имеются различные подходы и методы, которые пока еще 
находятся в  стадии разработки. Некоторые из них могут быть с успе­
хом использованы дл я оценки надежности СЧМ уж е на ранних эта­
пах проектирования.

Г Л А В А  VIII

ЗАДАЧИ ГРУППОВОЙ ЭКСПЛУАТАЦИИ СИСТЕМ 
С ОПТИМИЗАЦИЕЙ

В практике эксплуатации группы  однотипных систем возникают 
сложные и интересные задачи. Н иже рассмотрены: задача оптималь­
ной организации эксплуатации группы однотипных систем (связанная 
с перераспределением средств, зан яты х обслуживанием систем), тре­
бующих д ва  вида обслуживания (подготовку и ремонт). Критерием 
оптимизации явл яется  интенсивность потока обслуженных требова­
ний на вы ходе системы обслуживания [39];

задача оптимальной организации эксплуатации группы однотип­
ных систем, ко гда допускаю тся перерывы в обслуживании. Критери­
ем оптимизации может быть один из критериев системы обслужива­
ния, например среднее время ожидания обслуживания системой 
(для удобства изложения обслуживаемые системы назовем объектами) 
[341;

задача планирования группового технического обслуживания с 
рандомизацией (учетом случайных временных характеристик при об­
служивании объектов) [3].

На примерах этих задач дается  представление о новом научном 
направлении в области эксплуатации сложных систем, связанном с 
организацией эксплуатации групп систем. Все изложенное ранее в 
основном касал ось  обслуживания одной системы. При групповой 
эксплуатации систем все полученные результаты  остаются в силе и 
должны быть учтены при длительном периоде эксплуатации систем. 
Глобальные задачи групповой эксплуатации систем не изучаю тся. 
Ограничимся рассмотрением эксплуатации систем при проведении 
определенных работ (ремонты, подготовки и т. д .) , а не всего комплек­
са работ в течение длительного времени эксплуатации.

Сначала кр атко  остановимся на подходах к решению задач группо­
вой эксп луатации  систем.



§ 8 .1 .  Состояние вопроса групповой эксплуатации 
сложных систем

В последнее десятилетие для и сследования  вероятностных с тац и о н ар н ы х  
характеристик длительно эксп луати руем ы х  однотипных технических систем 
применяли р езультаты  теории массового о б с л уж и ван и я .  На в з гл я д  а в т о р а ,  и с ­
пользование этих результатов затруднено, т а к  к а к  при исследованиях п р ед п о ­
лагается  неизменной с тр уктур а  системы массового  обслуж и ван и я  (СМО), что 
приводит к получению фиксированных вероятностны х хар а кт е р и с т и к  СМО, 
чаще всего д л я  установившегося реж има работы (стационарных х а р а к т е р и с т и к ) .  
При этом, с одной стороны, невозможно о ты скать  наилучшую с т р у к т у р у  си сте ­
мы массового обслуж и ван и я ,  а с другой стороны, возникает вопрос, у д о в л е т в о ­
ряют ли нас полученные стационарные вероятностные характеристики С М О  (н а ­
пример, вероятность застать  систему свободной от обслуж ивания  треб ован ий  
или занятой обслуж иванием  фиксированного числа требований и др .) .  П о это м у  
необходимо исследовать СМО с переменной стр у кт ур о й  (под переменной с т р у к ­
турой понимаем изменение, например, интенсивности обслуж ивания треб ован ий )  
для максимизации выходного потока о б с л уж е н н ы х  требований в еди н и ц у  в р е ­
мени.

С целью разработки  моделей СМО с переменной структурой  п р о ан ал и зи р уем  
т а к  называемые экстремальные задачи теории массового о бслуж ивания  [11 ] .

В р ам ках  допущений о марковости процессов, характеризую щ их э к с п л у а т а ­
цию групп систем, удобно использовать т а к  н азываем ый итерационный ал го р и тм  
Р. А. Х оварда [40] .  Перспективным при исследовании задач групповой э к с п л у ­
атации систем я в л я е тс я  использование р езул ь тато в  решения и д р у ги х  э к с т р е ­
мальных задач теории массового о бсл уж и ван и я .

Впервые предприняли попытку решить экстремальны е  задачи ТМО с помо­
щью метода оптимального управления Л . С. П онтрягина  его ученики, ко тор ы е  
для стохастического варианта применили это управление при оты скан и и  оп­
тимального реж и ма использования о бслуж иваю щ его  прибора с изменяемой  ин­
тенсивностью обслуж и ван и я  требований, поступающих на его вход. Е сли  т р е ­
бование заставало  прибор занятым, то оно н ап равл яло сь  в бункер , а при з а п о л ­
ненном бункере — терялось.  Задача з акл ю ч ал ась  в нахождении моментов п ере ­
ключения интенсивности обслуживания прибора с минимальной на м а к с и м а л ь ­
ную для  максимизации потока требований на вы ходе  прибора о б сл уж и ван и я  в еди ­
ницу времени.

Интересны следующие два подхода. Учет при исследовании о птимальной  
стратегии уп равлен и я  однолинейной системой массового обслуж и ван и я  с л е д у ю ­
щих факторов: случайного времени о б с л уж и ва н и я ,  случайного времени б ез ­
отказной работы и восстановления прибора, возможности в любой момент в р е ­
мени произвести контроль прибора. П редп о л агается ,  что при отказе  прибора  
время, затраченное на обслуживание треОований, т ер яетс я ,  т. е. после в о с с т а ­
новления прибора требование обслуж и вается  заново. Задача  оптимизации со ­
стоит в максимизации функции / (/, т) — математического  ожидания ч и сл а  т р е ­
бований, обслуж енных за  время / при условии , что в начальный момент времени  
возраст обслуживаю щего прибора равен т .

Второй подход заключается в том, что при рассмотрении однолинейной 
СМО с / потоками пуассоновского типа на входе  (Хг Ф  Л _ г, (' =  1, 2, . . . )  у ч и ­
тывают следующие моменты: в СМО обр азуется  очередь и за  определенный п р о ­
межуток времени ожидания в очереди требование  1-го потока ш траф уется  в е л и ­
чиной С,-. Время обслуж ивания требований имеет вид произвольной ф ун кц и и  
распределения. Задача состоит в выборе оптимальной дисциплины о б с л у ж и в а н и я ,  
минимизирующей средний убыток за  определенный промежуток вр ем ен и .

Можно рассматривать  СМО с потерями и с д в у м я  приборами о б с л у ж и в а н и я ,  
произвольным распределением независимых требований на входе и п р о и з в о л ь ­
ным временем обслуж и ван и я  требований к а ж д ы м  прибором с интенсивностями  
обслуживания щ  и ц2 соответственно. П олож им щ  >  ц2. П усть ,  н а п р и м е р ,  
имеются две гр уп п ы  обслуживания: одна, состоящ ая  из опытных сп ец и ал и сто в ,  
а д р у г а я  — из специалистов, не имеющих опыта самостоятельной п р акти ч еск о й  
работы. Можно попытаться для минимизации стационарной вероятности потери 
требования в случае ,  когда оба прибора свободны, посылать поступивш ие т р е ­



б о ван и я  на первый из них (интенсивность обслуж ивания f ij )  и найти оптималь­
ное значение |Xj при усло ви и ,  что щ  фиксировано. В частном случае (ко г ­
д а  на входе имеется простейший поток требований) известно соотношение [11] :

V  i + i р . , ,
Mi — .-------------(Hi + ̂ 2),

i + V  i -н/р
г д е  p =  X/(fix +  ц 2), к — интенсивность входящего потока.

Можно т ак ж е  решать з а д а ч у  оптимального выбора при фиксированном 
Iх!  “Ь Рг яля  системы с ограниченной очередью. В ли тер атур е  решены задачи оп­
тимизации СМО при одновременном обслуживании Q требований (рассматрива­
е т с я  оптимизация путей вы бора  Q).

Рассмотрим м атем атическую  модель, с помощью которой можно попытаться 
отобразить  работу гр уп п ы  однотипных систем, учи ты вая  работу исправных 
си стем ,  систем, н ахо д ящ и хся  на восстановлении и неиспользуемых, но исправ­
н ы х  систем. В основе успеш ного  применения данной модели, к а к  и любой м ате ­
матической модели, л еж и т  п р овер ка  выполнения на п р акти ке  допущений, л е ­
ж а щ и х  в основе модели. В настоящ ее время пытаются создать модель функци­
о н ирования групп систем д а ж е  при грубых допущ ениях , т а к  к а к  дальнейшие со- 
вер ш енствания моделей в с е гд а  проще создания новых.

Функционирование гр уп п ы  однотипных систем можно в ряде  случаев  р ас ­
смотреть  к а к  некоторую обобщенную систему, которая описывается линейным 
стохастическим дифференциальным уравнением

d x ( 0 = lA < 0 * { 0 + B ( 0 « ( 0 J<i< +  Cdw(<); 0 < i < r ,  x ( t 0) =  x0,

гд е  х (I) — га-мерный процесс состояния системы; и (t) — скал ярн о е  управление; 
ш ( t ) — известный стан дар тны й  случайный процесс; С — постоянная матрица. 
В  этом уравнении матрицы А (/) и В {/) зависят  от некоторого марковского про­
цесса  г (t), принимающего конечное число значений с известными переходными 
вероятностями . Процессы г (t) и <в (/) предполагают известными. Если x(t),  на ­
п р им ер , производственный процесс, то г (t) содержит информацию о том, ско л ь ­
к о  однотипных систем в момент t выполняют производственное задание, сколько
— н ахо дятся  на восстановлении и сколько  — н ахо дятся  в состоянии готовности 
к  работе.

Цель модели может  за кл ю ч а т ьс я  в выборе стратегии , минимизирующей 
з адан н ы й  квадратичный ф ункционал . Д л я  некоторых функционалов найдены 
[1 1 ]  эффективные ал горитмы  д л я  определения оптимальных стратегий, основан­
н ы е  на решении уравнений  В ел л м ан а .  При использовании данных алгоритмов 
д л я  исследования орган и зац ии  эксплуатации больших гр уп п  систем неизбежно 
во зн икаю т вычислительные трудности , которые, однако , при современном уров­
н е  вычислительной техники с учетом ближайших перспектив ее развития не я в ­
л я ю т с я  непреодолимыми.

При анализе вх о дящ и х  потоков в СМО, которые можно использовать для  
и сследования организации функционирования групп  систем, возникает пробле­
м а  описания входящ его  п отока ,  т. е. задача оценки параметров СМО при неоп­
ределенности задан и я  входящ его  потока требований.

В общих чертах матем ати чески е  модели о б сл уж и ван и я  конечного числа 
о бъектов ,  подверженных о т к а з а м ,  с учетом различных факторов, в том числе и 
м ар ш рутов  движ ения объектов м е ж д у  пунктами о б с л уж и ван и я ,  описаны в ( l l j .  
П ри  выборе оптимальной с т р у к т у р ы  учитывают ремонт приборов о бслуж ивания , 
и х  технологичность и численность обслуживающего персонала.

При описании работы гр уп п ы  систем в определенные моменты времени во з ­
н и к а е т  зад ач а  перераспределения  обслуживающего персонала для  выполнения 
предстоящ их работ. В н асто ящ ее  время  имеются попытки решения подобных 
з а д а ч .  Известна [11] еще одна  довольно общая модель о бслуж и ван и я  с разделе ­
н ием  времени. Она х а р а к т е р и з у е т с я  наличием нескольких  фаз о бслуж ивания с 
самостоятельной  очередью у  к а ж д о й  из них. Требования, поступающие в СМО 
по з а к о н у  П уассона , с л у ч ай н ы м  образом нап равляю тся  на одну из фаз. По 
окончании некоторой фазы о б с л уж и ван и я  требование по случайному зако н у  либо 
н а п р а в л я е т с я  на д р у гу ю  ф азу  д л я  о бслуж и ван и я ,  либо покидает систему. * Р а з ­



деление времени» характеризуется  тем, что в любой момент может в ы п о л н я т ь с я  
лишь одна фаза о бсл уж и ван и я .  Переклю чение с одной фазы на д р у г у ю  о п р е д е ­
ляется  общим алгоритмом, исключающим ли ш ь возможность преры ван и я  о б с л у ­
ж иван и я .  Описанную модель изучают методом вложенны х цепей М а р к о в а .  Н а й ­
ден оптимальный алгоритм переключения (при заданны х стоимостях о п р е д е л е н ­
ного промеж утка  времени ожидания треб ован и я)  для  различных фаз о б с л у ж и ­
вания.

В практике  групповой эксп луатац и и  систем часто встречаются «п о токи »  
систем, которые направляю тся  на о б с л уж и ва н и е  в исправном и треб ую щ ем  р е ­
монта состояниях . При этом приборы о б с л у ж и в а н и я  могут  быть общими д л я  обо­
их потоков. Д л я  ан али за  режимов экс п л у а т ац и и  и загруженности  СМО в  дан н о м  
случае  полезно использовать подходящие модели теории массового о б с л у ж и в а ­
ния. Проще начинать изучение с однолинейной системы о бслуж и ван и я  с  д в у м я  
входящими потоками и возможностью вы бора  на о бслуж ивание из больш ей оче­
реди.

Учет коррелированности обслуж иваю щ их приборов в СМО п р е д с т а в л я е т  
большой практический интерес. Здесь т а к ж е  можно начинать р а ссм о тр ен и е  с 
одно- или двухлинейной системы с ограниченной очередью при простейш ем в х о ­
дящем потоке и зависимом характере о б с л у ж и в а н и я  приборами. М ож но  р а с с м а ­
тривать т а к ж е  и случай , когда требования, образую щ ие простейший п о т о к ,  по­
следовательно о бслуж иваю тся  двум я  приборами. Образование очереди в  т ако й  
СМО не доп ускается .  По заданной сумм е интенсивностей обслуж и ван и я  приборов  
находят их значения , при которых вер оятн ость  потери требования м и н и м а л ь н а  
для  экспоненциального закона о б с л уж и ван и я .  Здесь удается  п о ка за ть ,  что  и н ­
тенсивность о бсл уж и ван и я  на первом приборе до л ж н а  быть больше, чем н а  в т о ­
ром.

Пусть состояние СМО описывается м ар ко вски м  процессом { К ( , ( ^  0} ,  
а доход от ее функционирования до момента / з адается  функцией / ( К ( ). С истема  
работает до момента Т, являющегося моментом остановки процесса У(.  Е сл и  в в е ­
сти понятие оптимального стохастического у п р а в л е н и я ,  состоящего в  в ы б о р е  мо­
мента остановки, д л я  которого м ак си м и зи р уется  М (/ (У т), то з а д а ч у  в т ако й  
постановке можно решить дл я  однолинейной СМО с простейшим вх о д н ы м  пото­
ком и общим распределением времени о б с л уж и ван и я .

Решен [111 вопрос «диспетчеризации» — выбора требований в однолинейной 
СМО с N потоками на входе и г местами д л я  ож и дан и я  требований. Д о к а з а н а  
оптимальность нерандомизированного (неслучайного )  правила вы б о ра  т р еб о ­
ваний при функции потерь, линейно з а ви с ящ е й  от стационарного р а сп р ед е л е н и я  
вероятностей состояния системы. Решена зад а ч а  «диспетчеризации» д л я  д в у х  
простейших потоков на входе СМО (и в  стохастическом  варианте) ,  а  т а к ж е  з а д а ­
ча д л я  однолинейной СМО с ожиданием , обслуживаю щ ей требования н е с к о л ь ­
ких типов. Интенсивность поступления треб ован ия  того или иного ти па  з а в и с и т  
от числа имеющихся в очереди требований р азл и ч ны х  типов, а т а к ж е  от т и п а  об-

д и п в а е м ш  и  о д й и п м и  м и м с н ь  ¡ ^ с и и в л п и и .  и р п  ¿» ю м  и и щ с с

мизированное правило  «диспетчеризации» — выбора требований из очереди  при 
освобождении прибора. Методом линейного программирования р еш а е т ся  з а д а ­
ча оптимального выбора требований из очереди при потерях , з а д а в а е м ы х  в  виде 
математического ожидания функции от состояния системы в  у ст ан о ви вш е м с я  
режиме.

Интересна и т а к а я  постановка задачи , к о гд а  рассматривается  СМО, в которой 
поступающие требования имеют назначение на обслуживание в о п ределен н ы е  
моменты времени. Однако фактические моменты поступления требований  в  с и ­
стему имеют случайны е отклонения от назначенн ы х и требования м о г у т  д а ж е  
вообще не прибывать на обслуживание.

Изучаю тся и СМО с прерываниями в  о бслуж ивании  требований (см .  § 8 .3 ) .  
Рассмотрена однолинейная СМО с N простейшими входящими потоками т р е б о ­
ваний интенсивности X,-, / =  1, Ы, и неограниченной очередью. Д л и тел ьн о сти  
обслуж и ван и я  требований постоянны. О б сл уж и ван и е  требования ¿-го п отока  
может быть прервано по двум причинам: поступило требование из потоков
1. г— 1; о тсутствует  промежуточная информация дл я  обслуж ивания . Н ай ден о  
оптимальное правило  прерывания о б сл уж и ва н и и ,  которое обеспечивает м и н и м ум



N
Р =  2^ где С ;  и V) — штраф за определенный п ромежуток времени о б ­

с л у ж и в а н и я  и среднее вр е м я  нахож ден и я  требования /-го потока в системе со ­
ответственно. Такие модели м о гут  формализовать многие системы уп равления 
производством и допускать получение решения с помощью ЭВМ.

Полностью решена з а д ач а  д л я  однолинейной СМО с д в у м я  пуассоновскими 
потоками требований на вх о де ,  найдено правило переключения обслуживании 
в  системе за  конечное вр ем я  и в одном частном случае  оптимизируются значения 
п а р ам етр а ,  определяющего моменты переключений при обслуживании н ахо дя ­
щ и х с я  в системе требований.

С позиций теории массового  о бслуж ивания можно рассматривать  и задачу 
проектирования  объектов, предназначенных для  о бсл уж и ван и я  потока вызовов, 
с в я з а н н у ю  с нахождением оптимальной схемы расположения и закрепления опе­
раторов  за объектами и выбором режимов обслуж и ван и я  объектов. В качестве  
к р и т ер и я  оптимальности р аспределения операторов при случайном характере  
вы зо во в  принято минимальное вр ем я  ожидания о бсл уж и ван и я  или время р е а к ­
ции (подготовка к о бслуж и ван и ю ) системы. Эта методика особенно эффективна 
в у сл о ви я х  недостатка информации о целесообразном обслуживании поступаю­
щих требований.

Известны работы [И ] ,  в которых изучается стоимостная структура СМО, 
формулируется  критерий д л я  выбора оптимального объема обслуживании и 
и ссл едуется  возможность у стан о вл ен и я  приоритетных правил обслуживания 
самими требованиями, реш ается  задача максимизации прибыли от э к с п л у а ­
тации  СМО с неограниченной очередью, когда СМО у п р а в л я е т ся  изменением 
цены  за  обслуживание в зависимости  от текущего  состояния системы.

В случае ,  когда время  о б с л уж и ван и я  требования зависит  от величины в р е ­
мени ожидания в очереди, можно показать ,  что порядок очереди оказы вает  з н а ­
чительное влияние на м ак си м ал ьн ую  интенсивность входящ его  потока, при ко ­
торой СМО находится в устойчивом состоянии.

Можно предложить идею и зучения сложных моделей путем разбиения таких 
моделей  на части и сведения задачи  исследования сложной модели (сети) к ис­
следованию  ее частей к а к  систем массового о бсл уж и ван и я .  Д л я  возможности 
т а к о г о  исследования необходимо изучить свойства выходящ его  потока систем 
массового  обслуж и ван и я .

Представляет  определенный интерес и сравнение различных алгоритмов так  
н азы ваем ого  приоритетного о б сл уж и ван и я ,  которому в последние годы в теории 
массового  обслуж ивания у д е л я е т с я  большое внимание. Т акое  сравнение обычно 
проводится  на основании средних времен ожидания. Здесь исследованы случаи, 
когда' оптимальным я в л я е т с я  алгоритм  обслуж ивания , при котором всегда в ы ­
би рается  требование с м инимальны м  отношением среднего остаточного времени 
обслуживании к стоимости единицы времени ожидания. Рассматриваю тся вопросы 
оптимального  выбора з а я в о к  на обслуживание в зависимости от текущего состоя­
н и я  СМО с конечным числом мест  ожидания. П редлагается  процедура такого 
вы б о р а  для  д в у х  типов систем: с общей конечной очередью и несколькими р аз ­
дельн ы ми  конечными очередями . При этом минимизируется функционал потерь 
от ож и дан и я  з а я во к  в очереди и отказов системы принять з а я в к у  на обслуж и ва­
ние из-за переполнения очереди. В этом случае имеются методы определения з а ­
ви с я щ и х  от состояния СМО уп равлений .

В литературе  111] у ж е  д е л а л и с ь  попытки исследования СМО, моделирующих 
р а б о т у  разнотипных систем д л я  конечного числа потоков разнородных требова­
ни й , при этом решалась з а д ач а  определения оптимальной организации обслу­
ж и в а н и я  в системе при услови и  минимизации вероятности потерь.

Известно, что при исследовании СМО основным аппаратом явл яется  теория 
м а р к о в с к и х  процессов. Поэтому проблемы (в том числе и вычислительного х а ­
р а к т е р а )  управления м ар ко вски м и  процессами с конечным числом состояний 
п р ед ставл яю т  большой п рактический  интерес.

В настоящее время д л я  определения оптимального уп равлен и я  марковскими 
процессами применяются в основ ’.-ом методы динамического и линейного програм­
м и р о в ан и я .  Однако в си лу  большой размерности задач , которые решаются с по­
мощью уп равляем ы х  процессов в теории массового о бсл уж и ван и я ,  эти методы



приводят к значительным вычислительным т р удн о стям .  Поэтому ж е л а т е л ь н о  
здесь появление работ, в которых бы приводились методы определения о п т и ­
мальных управлений марковскими процессами, специально предн азн ачен н ы е  
для  данного кл асса  задач.

В настоящем параграфе мы не преследовали цель изложить обзор п уб л и кац и й  
работ (кстати, пока весьма немногочисленных), леж ащ и х  в основе о р ган и зац и и  
эксплуатации групп  однотипных систем. Мы преследовали  цель в общих ч ер т ах  
познакомить читателя с зарождающимся новы м научным н аправлением , с в я ­
занным, с одной стороны, с эксплуатацией больш их групп технических си стем  
или, к а к  их иногда называют, систем большого м асш таба ,  а с другой — о п и р а ю ­
щимся на исследования и разработку м атем ати ч ески х  моделей у п р а в л я е м ы х  
систем массового обслуж и ван и я  и методов план ир о ван и я  и уп р авлен и я .

Ниже мы рассмотрим некоторые кон кретн ы е  модели в этой области.

§ 8.2. Оптимальная модель групповой эксплуатации систем 
при двух видах обслуживания

При решении задач групповой эксп луатации  систем часто во зн и ­
кает ситуация, когда помимо подготовки исправных систем о б сл уж и ­
вающий персонал должен решать с помощью только своих си л  и 
средств и задачи восстановления (ремонта) неисправных систем .

Если заниматься только подготовкой исправных систем, то число 
требующих восстановления (ремонта) систем будет расти, в проти в­
ном случае (при проведении только ремонта) к функционированию не 
будут допускаться не прошедшие подготовку системы.

Рассмотрим случай , когда число бригад, которые могут зан и м ать ­
ся как  подготовкой систем, так и ремонтом, равно п. П усть интервалы  
времени м еж ду поступлениями исправных систем на подготовку и н е­
исправных на ремонт имеют экспоненциальные распределения с ин­
тенсивностями и Я,2 соответственно, а  вр ем я подготовки исправной 
системы и время ее ремонта распределены произвольно с интенсивно­
стями fij и щ  (цх > ц 2). которые можно интерпретировать к а к  ср ед ­
ние числа обслуженных требований в единицу времени первого и в то ­
рого типов требований соответственно.

П усть t0 — среднее время обслуж ивания н аугад  взятого требо- 
DuIIH Л , ^оосл» **оосл —  СЛуЧыпНОС БрСМЯ обсЛуЖИБЗКИЯ ТрСбСБаНИЯ 
первого и второго типов; А ъ А 2 — собы тия, соответствующие п о ступ ­
лению требований первого и второго типов. Тогда

t0 =  Р {А ,}  М [ т +  Р { А г} М [т|бслМ 2]. (8 .1 )

Если Т — календарное время работы СМО, то максимальное с р е д ­
нее число требований на выходе равно числу бригад (приборов) об­
служивания п, умноженному на среднее число требований, о б сл уж ен ­
ных одной бригадой за время Т, т. е. на T/t0. Тогда м аксим альное 
значение интенсивности выходного потока

А _  п (Т//„) _  п 
^тах  — ~ — •I I о

Интенсивность выходного потока не зависит от управления (т . е. 
требования обслуживаю т в порядке поступления), если

•̂1 +  2̂ <  п^о ~  ‘̂ тах-



т . е . прк
(8 .2)

Если интенсивность выходного потока не зависит от управления, 
то  это свойство СМО назы вается эргодическим. Имеем:

Р {Л Х} =  +  Я2); Р{Л2} =  Я,2/(Я1 +  Я.2);
М (т^ л / Л г] =  1 иг, М (т*бсл/Л2] =  1/|х2.

В этом случае
 ̂ _ А.1____________ Х2 1 /р-1

Я-1 — 2̂ }*1 }*2 ^1+^г

П одставляя вы раж ение д л я  в (8.5), получаем

(̂ ■1/^1 + / ^ 2) {̂ 1-г ̂  ^  п 
^1+^2

т . е . >41.1! +  Х2/[12 С  п. Это означает, что в данн .м случае нужно брать 
требования на обслуж ивание в  порядке их гиступления (без приори­
тета).

Полученный р езул ьтат  и его толкование пр эдставляю т интерес и не 
являю тся очевидными, т а к  к а к  интуиция ь егда  подсказывает, что 
нуж но отдавать предпочтение подготовке исправных систем, а  не ре­
монту неисправных, если з а  фиксированное время необходимо подго­
товить наибольшее число систем или обеспечить максимальный темп 
их  подготовки.

Рассмотрим теперь сл уч ай  работы СМО, ко гда на ее входе образу­
ется  очередь требований первого и второго типов. Дадим строгую м а­
тематическую  ф ормулировку задачи для этого сл уч ая .

Предположим, что в  систему массового обслуживания, состоящую 
из п обслуживающих приборов , поступает пуассоновский поток тре­
бований первого типа с интенсивностью Кроме того, имеется склад , 
на котором находится неограниченное число требований второго типа, 
каж до е из которых можно мгновенно взять на обслуживание. Время 
обслуживания требований первого (второго) типа распределено по по­
казательному зако н у  с  параметром (1х (р,2). О бслуживание непрерыв­
ное. Поступающие требования первого типа принимаются на обслужи­
вание без задерж ки , если есть свободные приборы. В противном сл у ­
чае они становятся в очередь. В момент окончания обслуживания, 
ко гда освобождается прибор, на обслуживание берется требование 
первого типа, если есть очередь из этих требований. Если ж е требова­
ний первого типа нет, то в момент окончания обслуживания принимаем 
одно из следующ их д в у х  решений: ¿ 0 — дож даться следующего 
момента окончания обслуж ивания; — принять на обслуживание 
требование второго типа.

Состояние процесса обслуживания задается парой чисел (I, /),
1 =  0 , 1, 2 , . . . ;  / =  0 , п, где ¿ — число требований первого типа, 
находящ ихся в системе, т .  е . обслуживающихся или стоящих в очере­
ди ; / — число обслуживаю щ ихся требований второго типа.



Таким образом, управление й =  й (», /) есть функция состояния 
системы, принимающая значения с!п и с1и а управляю щ ие моменты — 
это моменты окончания обслуживании.

Если выбрано управление, то стационарные вероятности процесса 
Ри =  Рц (¿) являю тся функциями от уп р авлен и я. Выберем некоторую  
функцию цены V (¿, /), которую можно считать доходом за единицу 
времени в состоянии (¿, /). Тогда средний доход  на единицу времени

V =  V {¿) =  ^  V (¿, /) р „  (ф  (8 .3 )

является функцией управления. Задача оптимизации управления со ­
стоит в нахождении такого управления ё<°>, при котором

К(сг<0>)= ш ах V (ё), (8 4)

гдер  — выбранный класс управлений (не обязательно брать пол­
ный класс управлений, можем взять некоторый подкласс). На парам ет­
ры системы наложим два  ограничения:

* ч < я Ц ъ  Ц г < И 1- (8 .5 )

Первое условие необходимо и достаточно д л я  того, чтобы процесс 
обслуживания был эргодическим при любом управлении; второе у с ­
ловие означает, что требования первого типа обслуживаю тся быстрее 
требований второго типа.

Определим управление, дающее наибольшую интенсивность вы хо ­
дящ его потока. Возьмем в качестве средней функции цены

Ух =  А  =  Л ! +  Л 2, (8 .6)

где Л ! интенсивность выходящ его потока требований первого типа; 
Л 2 интенсивность выходящ его потока требования второго типа 
в стационарном режиме.

П окажем, что д л я  такой функции цены оптимальной явл яется  сл е­
дую щ ая дисциплина. В  каждый управляю щ ий момент нужно прини­
мать на обслуживание требование второго типа (если, конечно, нет
ОЖИПЯ1ЛГПНУ ТПА̂ лпаими пспплгл >г>ттл\ Т« ..лл _________________________ ___________ . .

-----,-----  лжинл}.  1 и п и ^  у  И р й П Л С П И С  ЦчЗ£1<1Чс!С1 ,

что в стационарном режиме все приборы зан яты  обслуживанием, но 
требования первого типа имеют относительный приоритет перед тр е­
бованиями второго типа. Покажем это, основы ваясь на эргодичности 
процесса. Возьмем большой интервал времени (О, Т). За время Г  
придут кгТ требований и их обслуживание зай м ет время С ле­
довательно, для обслуживания останется вр ем я пТ  — При
любом управлении за  это время обслуж атся не более (пТ — ^ 77^ )  ц 2 
требований. Таким образом,

Л 1 =  *1, А 2 <  (п. — &!■%) ц2 и Л <  А* +  (п — А ,/^) ^ 2-

С другой стороны, при дисциплине, ко гда все  свободные приборы 
занимаются требованиями второго типа, интенсивность Л , очевидно, 
наибольшая:

Л — Аг -)- (п — а г  ^ 1) ^ 2-



Заметим, что приведенные рассуждения нетрудно сделать совер­
шенно строгими, опираясь на эргодичность процесса и закон боль­
ших чисел.

Учтем теперь стоимость ожидания. Возьмем функцию цены

где Сх — цена обслуж ивания одного требования первого типа; С 2 — 
цена обслуживания одного требования второго типа; С0 — стоимость 
единицы времени пребывания требования в системе; пг — среднее 
число требований первого типа б системе. Д л я  данного случая

Пусть А — {(/, /) : й (/, /) =  £?„}, другими словами, А — это 
множество состояний, в которых в момент окончания обслуживания на 

обслуживание не берутся требования второго 
п ______________ _ типа. П усть А =  {(¿, /) : й (¿, /) =  ¿х}, А —

дополнительное множество. Множество А долж-
__ но удовлетворять условию: если (I, /) 6 А и
I г" г, /' ^  /, то (г", /') £ А. Это условие озна­

чает, что если в данном состоянии на обслужи­
вание не берутся требования второго типа, то 
тем более их не следует брать для более з а ­

груженной системы. Области А и А изображены на рис. 8 .1 . Об­
ласть А однозначно задается набором чисел п > /„ ^  /х >  /2 . . .  >  
^ / п - 1  ^  0, » -г ¡1 <  п - Состояние (¿, /) 6 А, если / ^

Число таки х  наборов не превышает

=  (2п)!/(п!/а ~  22п/У1Гп.

Д аж е при небольшом п это очень большое число. Д ля каждой выб­
ранной области А надо составлять и реш ать систему уравнений для 
стационарных вероятностей и вычислять функцию цены по формуле 
(8 .3 '. Поэтому предложим приближенный метод оптимизации, огра­
ничившись классом  управлений вида

Д л я одинаковых или близких цен Сх и С2 в формуле (8.7) такой класс 
управлений представляется разумным. Составим уравнения дл я  ста ­
ционарных вероятностей рц. Заметим, во-первых, что в стационарном 
режиме процесс находится только в состояниях, для которых /+/ 
Действительно, рано или поздно процесс попадет в область А г и ни­
когда из нее не выйдет, так  как  при попадании на границу / -)-/  =  г 
мгновенно добавляется з а я вк а  второго типа и имеет место состояние, 
при котором / +  / =  г +  1. Поэтому рц  =  0 для I +  / ^  г и необ­
ходимо составить уравнения только для вероятностей р ,;-, для кото­
рых I +  / >  г. Заметим, что / ^  г +  1. Найдем отличные от нуля ин­
тенсивности перехода из состояния в состояние (интенсивности ставим

V — СхАх +  С2А 2 — СоПх, (8.7)

V (¿, /) =  Сх(Хх пип (¿, п — /) +  С2ц,2/ — С01. (8 .8)

М Л , А г =  {(/, У); 1' 4- у <  г), г =  0, п— 1. (8.9)



над стрелкой, указываю щ ей переход). Тогда (случай  1) при I +  у =  
=  г +  1

(*'. /)— -*• (» +  1, у), (»', /)— -  (г —  1, / +  1).
При г +■ 1 <  I +  / <  п (случай 2)

(£’> /)----- К *  +  1. У). О’ , /)— - ( « —  1, у), («,  ] ' ) — - *  ( г , /  —  1).

При I +  У ^  я  (случай 3)

(». у) ►(*’- +  1» /). (*. /) —— '— *• (»— 1, у), (¿, у) — (г, /—  1).

Д ля случая 3 необходимо отметить, что из I з а я в о к  первого типа п — у 
обслуживаются, а остальные / +  / — п стоят в очереди. Если найде­
ны интенсивности переходов, то ср азу можно записать уравнения д л я  
вероятностей.

Составление уравнений для вероятностей поясним подробно на 
примере случая 1. Заметим, что и />2 есть интенсивности переходов 
при уменьшении на единицу состояния / или / соответственно. П окажем 
это. Пусть А/ — малый отрезок времени. Тогда если на обслуживании 
в системе находятся /г требований (к =  / или к ^  /), то вероятность 
того, что за время М  не будет закончено обслуж ивание одного требова­
ния, равна а вероятность, что не закончится обслуживание ни 
одного из к требований, есть (е-Л<м*)А =  е~д^ * .

Вероятность того, что за время Ы закончится обслуживание хо ­
тя бы одного требования из к (это значит, что закончится обслуживание
1, 2 , . .. ,  6 требований), равна 1 —

В силу малости Л/

е Ш|1|1 а ! 1- Д % ,  т. е. 1— е ~ Л<*1*'1 =  Д  ̂+  о (А/).

Так ка к  вероятностью того, что за малое врем я закончится обслуж и­
вание двух  (и более) требований, можно пренебречь, то кцкА/ есть ве­
роятность за время А/ изменить состояние СМО на единицу. Н апри­
мер, изменение состояния с г на I — 1 произойдет за  время А/с вероят­
ностью гщЛг, с / на / — 1 — с вероятностью ]\1 2Ы. В этом сл уч ае  
сомножители при А/ называются интенсивностями перехода из 
состояния I в состояние I — 1 и из у — в у — 1 соответственно. Если 
ж е осуществлен переход, например, из состояния / +  1 в у, то ин­
тенсивность этого перехода равна (у +  1) и т. д . Напомним, что 
^  — интенсивность поступления требования первого типа в систему.

В случаях  1 и 2 рассматривалось значение г +  1, а не г, т ак  к а к  
в момент управления требование всегда покидает систему и это нуж но  
учитывать при анализе состояний системы.

Составим теперь уравнения для стационарных вероятностей со 
стояний системы. Рассмотрим для случая 1 возможные переходы за 
малое время А/ из состояния (¿, у) и, наоборот, в это состояние (» -+- У =  
=  г 4 - 1) и запишем соответствующее уравнение. Диаграммы изм е­
нения состояний и интенсивности переходов д л я  этого случая приве­
дены на рис. 8 .2 .



На левой и правой диаграм м ах изображен переход (£, /)■«—► (*, /), 
который означает следую щ ее: за малое время А/ освобождается один 
прибор, занятый обслуживанием требований второго типа (вероят­
ность этого события равна а  интенсивность перехода — /щ), 
но т ак  к а к  I +  / — г> то на обслуживание ср азу  ж е берем требование 
второго типа и переводим состояние / — 1 в /, т. е. за время АI со­
стояние / в этом сл уч ае  не меняется.

И спользуя эти диаграммы , легко составить искомые алгебраиче­
ские уравнения, которые называю т уравнениями равновесия. Мнемо­
ническое правило составления таких уравнений заклю чается в  том,

что для левой части уравнения (см. левую 
диаграмму на рис. 8 .2) нужно вероятность 
состояния (¿, /), из которого на диаграмме вы­
ходят стрелки, умножить на сумму всех ин­
тенсивностей переходов (их значения постав­
лены над стрелками) в  состояния, на которые 
указываю т концы стрелок, т. е. л евая часть 
уравнения имеет вид рц  (А* 4- +  /Иг)- 
Д л я  составления правой части уравнения н уж ­
но воспользоваться нижней диаграммой и 
записать слагаемые к а к  вероятности состоя­
ний, из которых вы ходят стрелки, умножен­
ные на соответствующие интенсивности пере­
ходов, поставленные над стрелками. И так, 
правая часть уравнения такова: р . - н , ( £'+
+  О И1 +  Р 1,1+1 0  +  0  Иг +  Ра№г-

Таким образом, уравнение для случая 1 имеет вид

Р«.! (^1 +  гИ1 +  ¿Иг) =  Р<‘+1./ и  +  1) И1 +  Р‘. 1 +1 (/ +  *) Иг +  P H  I. / /И-.-
Приводя подобные члены, окончательно получаем уравнение для 

случая 1. У равнен ия для случаев 2 и 3 получают аналогично. Приве­
дем уравнения д л я  всех трех случаев:

1) при I +  / =  г  +  1

рц (̂ 1 +  г>1) =  Рг+ к/ (* +  1) И1 +  Р/./+1 (/ +  1) Из +  Р*+1. /-1 (£’ +  I) И^
2) при I +  / > г  +  1» г +  / <  «
Рц {Ъ.х +  +  /Иг) =  р1~  I, I  К  +  Рн- и / (1 +  I) И1 +  Рг.;+1 (/ +  0  Иг-
3) при I +  / 5?  п

Рц  1̂ 1+  И1 (п — /) +  /Иг1 Рг— 1. 1 'Ч+РгЧг1 .1 (п — /) И1 +  Р>- / -г I (/ +  1) Иг-
(8 .10)

Реш ая системы уравнений (8.10), определяем вероятности рц, 
£ =  1, 2 , . . . ;  / =  1, п, которые являю тся неявными функциями пара­
метра г.

Д алее, д л я  к аж д о го  фиксированного г определяем интенсивность 
выходного потока СМО:

л =  2  Р и ( {'И1+/И2>+ 2  Р и И «— О л + Л Ш - (8 -11>
*4-/ —п

а+ц)

Рис. 8.2



^Поясним формулу (8.11). Нели / +  / ^  п, то за  время М  из СМО 
выйдет в среднем ри  (ф ! +  /р,2) требований, а при £ +  / >  я  среднее 
число требований на выходе системы за А( равно р и ((п — /) ц, - -  
-  />2] М.

Решая систему (8.10), найдем стационарные вероятности, которые 
подставим в (8.3), где функция цены определяется формулой (8 .8), 
и найдем среднюю цену V ~ V (г). Если вычислить среднюю цену д л я
всех г  =  0 , н 1, то можно найти значение г, при котором V (г) 
принимает наибольшее значение 
(рис. 8 .3).

Сделаем некоторые дополнитель­
ные замечания.

1. Если в формулах (8.7) и (8 .8) 
взять нелинейную цену за  пребыва­
ние требований первого типа в си­
стеме, то задача услож н яется, так 
к а к  в этом случае среднюю цену 
уж е  нельзя выразить через стационарные вероятности. Наиболее 
интересен случай, когда цена з а  время пребывания

О при 7\
С0 при / >  Т,

где С0 — штраф за  невыполнение работы в ср о к .
2. Пусть в некотором комплексе имеется N технических устройств, 

каж дое из которых может отказать с интенсивностью к =  +  кг, 
причем при отказе с вероятностью щ  =  кук  возн и кает отказ первого 
рода с интенсивностью ремонта щ , а с вероятностью  я 2 = к2/к возни­
кает отказ второго рода с интенсивностью ремонта ц2 > 1̂ .  Если 
I  (0  — число неисправных устройств, то N — £ (/) — число исправ­
ных устройств. К ак и выше, п — число . ремонтных приборов.

Если надо выбрать управление, при котором среднее число исправ­
ных устройств V =  М [Л̂  — £ {/)] было бы максимальны м , то, как  не-
Т Т > \ ^ Н П  п ш г а з а т к  г т т т ж м г « э  т т и и и т л *  П П  Т Т О О Т Л П  1 Г П П П П  Т Т Л Т »Т Г Г »  г т г - ч т г---------~ “ •“ ) ^ 11^UUVДV1ШV, 11^П 1^^.*
бованиям первого типа предоставляется относительный приоритет. 
Задача такж е очень интересна, если расширить кл асс  принимаемых 
решений: допустить в управляющ ие моменты возможность принятия 
к обслуживанию более одного требования.

Рассмотрим численное решение системы уравнений (8.10). Необ­
ходимо для каждого г определить стационарные вероятности рц =  
~  Ри (г) с заданной точностью е. При заданном (фиксированном) г

Р и  =  О для / >  г 4- 2 ,1  =  0, 1........ Р а  =  0 д л я  / +  / <  г.
Поэтому отыскиваем значения р^  для I ^  г +  1 и / г +  1. 
Система уравнений (8.10) имеет место при соблюдении условия нор­
мировки

Г  1  ао

2  2  Р и - ' -/=0 г=0
Заменяя в первом уравнении (8 . 10) (I +  О Р г+ и М ! на ¿рг+и 

получаем систему уравнений дл я  г =  п — 1. Н айдем численное ре-



ш?ние уравнений (8.10) и уравнения для г — п — 1. Зададим некото­
рое число N ^  ti -\- 1 и решим конечную систему N уравнений, кото­
рая имеет вид:

1) при / +  / =  /■-+- 1, j  =  0 , г  +

( — ?ч — iji ,)  р\р +  ( i + l )  |*i/>Э Д, ,  +  (/+  1 ) |*аPi.7+1 +

+  (t + 1 ) , /_i =  0 ;

2) при г +  1 <  i +  / <  n, / =  0 , r +  1

( — К — *1*1 “  /1*2) />jf > +  (£' “  1 ) M + i ,/ + ( / +  1 ) М .7 -Г  1 +  М - 1, / =  0;

3) при я  sC î ^  /V — 1, / =  0, г  -j- 1

[—Я.а — (я  — /) |*1— /|**1 Р}/Г) +  ( «  — /) М + 1. / L (/ +  *) М . Т н  +

+ М - ,1./ -= ° ; (8 -12)
4 ) при i -г- / - Л/

n(AÎ) =  р<ЛГ) , =  0
/+1 PH-1./

— к « — /; р- i+ / N  р\р +  M - Î ,  / ----- °-
Д л я г — ti — 1 уравнения получаем, заменяя первсе из уравнений 

(8 . 12) на уравнение

i ---Д.! — ЦЦ) р\Р +  (П — /) P-lP, + l , j +  (/ + 1 ) !X2Pffi+\ +

+  (i +  1 ) H'iPj+i, /_i “  0 ,
i -f- / — г +  1 =  о , / =  0 , r + 1.

Уравнения д л я  г =  п — 1 решают при условии

S  Р Г  =  1;
г+1̂ /+/<ЛГ. 

i>0, 0</^г+1

ь остальных сл уч аях  p 'f*  =  0 .
О кончательная система уравнений состоит из (N — 2) (г +  2) 

линейных уравнений с неизвестными р1?\ г +  l ^ i  +  / ^  N, 
j =  0, г - f  1; i =  0 , 1, ... После определения р\р (г) для г =  0, п — 1 
по формуле (8 .3 ) вычисляют значения среднего дохода Ум(г), учиты­
вая (8 .8) (при суммировании по i +  j  ^  г +  1). Затем находят 
V'jv-f iW  и V N + 2  (г), г =  0 , п — 1, и проверяют условие

С
° N  +  \, N + 2  '

V N +  1 (Г)

VN + 2 (/•)
1 ^ е ’ ^N,N+\<~Z’

где е — зад ан н ая  точность вычислении.
Д алее определяю т такое г =  Я , при котором V (Я ) =  шах V (г).

0 г п— 1
Результаты  решения исходной системы уравнений для значений 

^1. (*1, Цг. п> С0, Съ С„ е приведены в табл. 8 .1* .

* Р е зу л ь т а т ы  получены А. В. Кравченко по алгоритмам, разработанным в
межф акультетской  лаборатории статистических методов М ГУ.



Co= C i = C2-.0,95, в — 0 ,03

Hi =0,5,  ц2 0,05 
[треб./ед. врем.|

Hi= 1 ,0 , Ma = 0 , 1

X, 0 ,0 5  
[треб. ед.

п 1 2 3 4 5  6 7 8 9  10

врем.) R ■ 0 0 1 2 3 4 5 6 7  8

X,  0, 1
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

R 0 0 1 2 3 4  5 6 7  8

О сл

п 1 2 3 4  5 6 7 8 9  10

R — 0 0 0 1 2 3 4 5  7
i; о

п 1 2 3 4 5 6 7 8 9  10

R --------0 0 0 0 2 3 4  5

^ = 1 , 5
п 1 2  3 4 5 6 7 8 9 10

R -------------0 0 0 0  1 2  4

Х ,= 0 ,0 1
п 1 2 3 4  5 6 7 8 9  10

R 0 1 2 3 4  5 6 7 8  9

Xi =  0 ,0 5
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9  10

R 0 0 1 2 3  5 6 7 8  9

О1!

п 1 2 3 4 5 6 7 8 9  10

R 0 0 1 2 3 4 5 6 7  8

X,  =  0, 5
п 1 2 3 4 5 6 7  8 9 10
.. i 
К 1 0 0 0 1 2 3  5 6 7  8

Х, = 1, 0
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

R — 0 0 0  1 3 4  5 6 7

X , -  1, 5 -
п 1 2  3 4 5 6 7 8 9 Ю

R — 0 0 0 0 2 3 4  5 6

> 4 = 2 ,0  -
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

R --------0 0 0 1 2 3 4  5

Xi = 2 , 5 п 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
*  ! ------- 0 0 0 0 1 3  4 5



Са — С ) —Сг - -  0 ,95 ,  в - 0 , 0 3

Щ - - 5 . 0 ,  ц 2 = 0 , 5

X, -=0,01
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Я 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ¡0

=  0 ,0 5
Я 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

==0,1
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Я 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

>,1—0 ,5
п 1 3 4 5 6 7 8 9 10

я 0 0 2 3 4 5 6 7 8 9

Х1=  1,0
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Я С 0 1 2 4 5 6 7 8 9

> 4 = 1 ,5
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

/? 0 0 1 2 3 4 6 7 8 9

> 4 = 2 ,0
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Я 0 0 1 2 3 4 5 6 7 9 *

п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Хх =  2 ,5
/? 0 0 1 2 3 4 5 6 7 8

=  5 ,0
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Я — 0 0 1 2 4 5 6 7 8

>4 =  7 ,5
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ю

Я — 0 0 0 2 3 4 5 6 7

п 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

— 10
Я — — 0 0 1 2 . 3 5 6 7

>4 =  0 ,01
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Я 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Я 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

ц1 = Ю, ¡г2 =  1,0



С„ =  С 1= С 2 =  0 , 9 5 ,  е =  0 ,0 3

щ  =  Ю, ц 2 =  1,0

X, 0,1
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9  Ю

Я 0 1 2 3 4 5 6 7 8  9

Х ,= .0 ,5
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9  10

Я 0 1 2 3 4 5 6 7 8  9

>4 =  1, 0
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9  10

Я 0 1 2 3 4 5 6 7 8  9

Хх ^  1, 5
,  п 1 2 3 4 5 6 7 8 9  10

Я 0 1 2 3 4  5 6 7 8  9

=  2, 0
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9  10

Я 0 0 2 3 4 5 6 7 8  9

А,х=2,5
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9  10

Я 0 0 1 3 4 5 6  7 8 9

А,! = 5 , 0
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9  10

я 0 0 1 2 3 4 5 6 7  8

Хх =  7, 5
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9  10

Я 0 0 1 2 3 4 5 6 7  9

Я.1 = 0 , 1 ,  Цг= 0,01

Их =  0 ,5
я  | 1 2 3 4 5 6 7 8 9  10

Я 0 0 0  1 2 3 4 5 6  7

■Цх =  1, 0
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9  10

Я 0 0 0 1 3 4 5 6 7  8

>■1 = 0 , 5 ,  щ  =  0,01

(11 =  0 ,5
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9  10

я — 0 0 0 0 1 2 3 4  5

Их =  1, 0
п 1 2 3 4 5 6 7 8 9  10

Л ' | 0 0 0 0 2 2 3 4 5  6

П р и м е ч а н и е .  Знак « — » о зн а !а г т ,  что д л я  с о зт в г г г т ву ю д с го  з н а « н и я  
п вычисления не проводились вслед :твие  ограничения (>.1<га|г1).



Физический смысл Я в табл . 8.1 следующий. В момент оконча­
ния обслуживания требования второго типа начинают обслуживаться 
то лько  при наличии не менее Я свободных приборов. В результате 
многократного применения этой процедуры обслуживания требований 
обеспечивается максимальный средний доход, получаемый при экс­
плуатации  системы массового обслуживания рассматриваемого типа 
в единицу времени.

§ 8.3. Модель групповой эксплуатации систем 
с прерыванием обслуживания

В § 8.1 было упомянуто об оптимальных моделях СМО, в которых 
д о п ускается  прерывание в обслуживании требований. Рассматривая 
т аки е  модели, к а к  правило, всегда предполагают, что прерывание не 
увели чи вает общего времени обслуживания требования, т. е. проис­
ходит очень быстро. Однако технология подготовок или ремонта слож­
ных технических систем не всегда допускает прерывание в обслужива­
нии требований. Тем не менее, где это допустимо, можно существенно 
улучш ить ряд характеристик СМО, в частности такую  важную  х а ­
р актер и сти ку , как  среднее врем я ожидания требованиями обслужива­
ния (по сравнению с СМО без прерывания).

Опишем модель СМО с оптимизацией, в которой допускается преры­
ван и е в обслуживании требований. При этом будем опираться на ре­
зул ьтаты , полученные А. Д . Соловьевым и В. В . Козловым [34]. 
Рассмотрим базу (прибор обслуж ивания), на которую поступают для 
ремонта технические системы (поток требований). Считаем, что мо­
менты поступления требований имеют как случайный, так  и детерми­
нированный характер , т . е . поток требований, поступающий на об­
служиваю щ ий прибор, произволен. Предполагаем, что потеря требо­
ваний недопустима.

Остановимся на понятии скорости обслуживания [34], которое по­
м ож ет при рассмотрении СМО с прерыванием обслуживания.

Определим скорость обслуж ивания из соотношения

%== | С (х) ¿х, (8.13)
I

где С (х ) — скорость обслуж ивания требования, поступившего в СМО; 
г] — действительное время обслуживания требования со скоростью 
С (х )'> Ло — время обслуж ивания требования с единичной скоростью.

Если С (х) =  1, то равенство (8.13) имеет место только при т|0 =  т], 
т . е.

^ +  "По

=  | — Ло- 
ч

При большой скорости обслуж ивания т] уменьш ается и наоборот 
(см . формулу (8.13)).



Назовем дисциплиной обслуживания <1 набор скоростей о б сл уж и ­
ван и я, зависящ их в общем случ ае от процесса обслуж ивания:

Л =  {С*. (со), г, к =  0. 1, 1 <  I <  *}, (8 .14)

где СО —  { ¿ 1 ,  ¿2> •••> • • • !  ^ 11  *̂ 2> %п> ■••}> 0 <  ^  < с  2̂ 
моменты поступления требований; хп — длина п-го требования; С *4 (со,
/) — скорость обслуживания ¿-го по п о р ядку  поступления требования 
в момент /, когда в СМО находятся А: требований.

Физический смысл скорости обслуж ивания поясним на примере, 
когда прибор может одновременно обслуж ивать только одно требо­
вание (хотя в СМО может быть несколько требований). В этом сл уч ае  
обслуживание с заданной скоростью можно реализовать следую щ им 
образом (при возможности прерывания обслуживания требован и я). 
Рассмотрим малый интервал времени Л. Если поочередно о б сл уж и вать  
требования с единичной скоростью в течение времени СН, а на врем я 
(1 — С) к (здесь С <  1) переклю чаться на обслуживание д р у ги х  
требований, то при /г 0 так ая  дисциплина эквивалентна о б сл уж и ­
ванию рассматриваемого требования со скоростью С.

Обозначим через £» число требований в СМО в момент /. Т огда 
процесс обслуживания (со, с?) определен на пространстве
{(м, ¿)} . Ниже приведена процедура нахождения такой дисциплины 
й, которая оптимизирует некоторый функционал от процесса

Рассмотрим такую  дисциплину обслуж ивания, для которой при 
любых /, со и /г

2  Сй|(®, / )= 1 .  (8 -15)
1=1

Сохраняя терминологию, предложенную  в [34], введенную дисц ипли ­
ну обслуживания будем называть консервативной. У словие (8 .14 ) 
означает, что требования, находящ иеся в СМО, обслуж ивает один 
прибор.

Определим период занятости СМО. П усть в момент / находящ ееся 
в СМО требование имеет остаточную дл и н у (оставшееся врем я обслу- 
жиБаКия), которую ПаЗовсм Зланои трс5оссти.л б м стслт Т сгдл  
при фиксированной точке ш процесс £( (со) не что иное, к а к  сум м а 
длин всех требований, находящ ихся в момент / в СМО. П ериод з а ­
нятости СМО — период, на котором Ъ (“ ) > 0 -  О казы вается, что при 
консервативной дисциплине обслуж ивания период занятости не з а ­
висит от дисциплины й.

Рассмотрим д ва  типа информации о процессе обслуживания в  мо­
мент t.

1. Известно прошлое каждого требования, находящ егося в  СМО 
в момент /. Т акж е известно, к а к а я  часть его длины обслуж ена. Если 
у  фиксированного требования обслуж ен а длина х, то о ставш аяся  не- 
обслуженной длина т]0 (х) распределена следующим образом:

Р  {Ло (х) >  0  -  О (х +  /)/С (х), _ ( 8 . 16)
где в  (х) — функция распределения длины требования г|0, й  (х) =  
=  1 — С (*).



2 . Помимо информации первого типа в момент поступления к а ж ­
до го  «-го  требования становится известной реализация его длины 
Ло =  х п-

При длительной эксп луатации  групп технических систем информа­
ц ия отмеченных выше типов в  подавляющем большинстве случаев из­
вестн а либо точно, либо с некоторым достаточным приближением. 
Рассмотрим консервативную  дисциплину й0, которая характеризует­
с я  тем, что в кажды й момент времени с единичной скоростью обслужи­
в ае тся  требование, имеющее наименьшую длину. Тогда в классе кон­
сервативны х дисциплин при любых ы, ( и й

£< (ш, с10) ^  Ь К  ф. ■ (8.17)

Это утверждение д л я  общего случая доказано в [34]. Дисципли­
на й0 является оптимальной д л я  следующих характеристик процес­
с а  £<: для средней очереди на входе СМО М [£*]; для вероятности 
превыш ения уровня — Р  {£( > « } .

Проиллюстрируем эффективность оптимальных дисциплин об­
сл уж и ван и я для восстанавливаемы х систем с избыточностью (при 
наличии информации первого или второго типа). Т акая  система с из­
быточностью изучена в  [20] с д р уги х  позиций. Система характеризует­
с я  тем , что в нее входит марковский поток с интенсивностями 
дл и н а требования имеет произвольное распределение в  (я), число 
обслуживаю щ их приборов равно г, а число мест дл я  ожидания неогра­
ниченно; !< =  0 при / =  0 . Считаем, что система исправна в момент

если ^  п, и неисправна, если ^  П ереход из состояния 
п в  п +  1 назовем отказом системы, а переход из состояния п +  1 в п
—  ее восстановлением.

Исследование такой системы при г =  1, т. е. при одной ремонтной 
единице, показало, что при использовании оптимальной дисциплины 
й0 основные характеристики ее надежности асимптотически совпадают 
с аналогичными характеристикам и  системы при неограниченном числе 
ремонтных единиц и дисциплиной обслуживания при которой тре­
бования обслуживаю тся в порядке поступления. Этот результат 
позволяет надеяться на получение большого эффекта от внедрения об­
сл уж и ван и я с прерыванием в практику эксплуатации групп техниче­
ск и х  систем.

Рассмотрим еще две  дисциплины обслуживания й2 и й3, которые 
не являю тся оптимальными, но при их применении можно в ряде сл у ­
ч аев  повысить производительность труда в случае, если поиск опти­
мальной дисциплины затрудн ен . Предположим, что известна информа­
ци я первого типа. Дисциплина й2 такова: в каж ды й  момент обслужи­
вае тся  то требование, д л я  которого математическое ожидание остав­
ш ейся длины минимально. Если ж е таких требований 6 , то каждое из 
них обслуживается со скоростью  1//г. Дисциплина (13 состоит в следую ­
щ ем. В каждый момент обслуж ивается последнее по времени прибытия 
в  систему требование.

Методом моделирования можно получить результаты  для более 
ш ирокого класса СМО при рассмотрении дисциплин (10, (¡и (¡.2 и (1Я.



Возможна такая  процедура обслуживания: если прерывание в об­
служивании требований невозможно, то в момент окончания обслу­
ж ивания следует из очереди брать требование с наименьшим временем 
обслуживания.

§ 8.4. Проблема организации проверок группы систем 
при ограничениях на средства проверок

Выше были описаны технические возможности реализации опти­
мальных алгоритмов проверок систем. Однако при ограничениях на 
число средств, выполняющих проверки, организовать последние в 
строго расчетные сроки, как  правило, не удается .' Например, при 
одинаковой частоте проверок большой группы однотипных систем и 
одном устройстве проверки м огут возникать ситуации , при которых 
устройство в одно и то ж е время может потребоваться д л я  проведения 
проверок на различных системах. В этом случае отступаю т от расчет­
ных сроков проведения проверок. Задача состоит в том, чтобы с неко­
торой заданной точностью приблизить сроки выполнения проверок 
к расчетным и обеспечить наименьшие потери, связан н ы е с перемеще­
ниями, коммутацией и амортизацией средств проверки. Назовем груп­
пу систем, на которых нам следует организовывать проверки, ком­
плексом.

Задача профилактического обслуживания группы  систем (в общем 
случае различных) ограниченным числом средств типична. Она воз­
никает при обслуживании станков, транспортных средств , авиацион­
ных систем и даж е различных систем бытового назначения (холодиль­
ников, радиоприемников, телевизоров и т. д .) .

Рассмотрим длительную эксплуатацию  систем. П риведем общий 
алгоритм составления расписания проверок д л я  систем комплекса 
при ограниченных средствах обслуж ивания. П редположим, что име­
ется комплекс, состоящий из N различных независимо работающих 
систем, которые обслуживаю тся одним прибором, осуществляющим 
проверку систем комплекса через заданные для к а ж д ой системы пери­
оды воемени т,-. / =  1, N. Обозначим /; =  1/тг, I — 1, Л̂ , и потребу-

N
ем, чтобы выполнялось соотношение V /; ^  1. Н а практике это соот-

¿= 1
ношение выполняется всегда, т ак  к ак  значения Т; являю тся большими 
(значительно больше единицы) величинами, а N ограничено. Э ксплу­
атацию систем комплекса строят таким образом, что отказы  м ежду 
проверками устраняю тся обслуживающим персоналом без использова­
ния прибора, осуществляющего проверку систем комплекса. Поэтому 
задача состоит в том, чтобы с помощью этого прибора производить про­
вер ку  через заданные промежутки времени т,-, г =  1, Л/, в процессе 
длительной эксплуатации комплекса. Трудность заклю чается в том, что 
прибор обслуживания может потребоваться в отдельные моменты вре­
мени ср азу для ряда систем комплекса, а это при составлении расписа­
ния недопустимо. Известно, что при проверке ¿-й системы затрачива­
ется ,ремя (стоимость) ТЦ\ I =  I, N. Очевидно, что сущ ествует много



вариантов обхода систем комплекса прибором обслуживания с интер­
валом обхода т ь  I =  1, N. О днако потери, связанные с затратами на 
обслуживание, д л я  различных вариантов разные. Поэтому необходимо 
составить тако е  расписание выполнения проверок систем комплекса, 
при котором средние потери на обслуживание, отнесенные к  единице 
времени эксп луатации  комплекса, минимальны.

Д адим  строгую  математическую  формулировку задачи. Если рас­
сматривается /-я система комплекса, проверка которой проводится 
через врем я т г, то будем считать, что следую щ ая проверка имеет ме­
сто для /-й системы с вероятностью рц, г, / =  0 , N (¿, / =  0 соответст­
вует  случаю  нахож дения прибора проверки в первоначальном месте 
вне систем ком плекса). Предположим, что величины /¡, г =  1, _ 
средние значения некоторых случайных величин (о допустимых дис­
персиях этих величин сказано ниже). Введение вероятностей ри , г, / — 
=  О, N, предполагает сущ ествование класса рандомизированных (слу­
чайных) правил проведения проверок систем комплекса. Обозначим 
этот класс через С и охарактеризуем  матрицей Рм =  {р0 }, где рц  ^  О,
Т ри =  1-
/

П усть {Х (: / =  0, 1, — последовательность систем, проверяв 
мых достаточно большое (бесконечное) время. В этом случае при на 
личйи матрицы Р ч последовательность {Х< : / =  0, 1, ...}  является 
марковской цепью с состояниями {0 , 1, . . . ,  А̂ } и стационарными ве­
роятностями перехода рц .  Предположим, что цепь начинается с состоя­
ния О (Р  {Х 0 •= 0} =  1). Запишем выражение дл я  средних затрат 
(потерь систем комплеса) в единицу времени:

У (Р м ) =  2 2 Л  РиТИп , (8 .18)
‘ /

где /, долж ны  удовлетворять (единственным образом) системе ур ав ­
нения

>  0 ; 2  Ьри =  и  2  /; =-- 1, I, / =  0, N ; (8.19)
‘ 7

Тп/)— средние потери на проверку }-а системы, выполняемую пос­
ле осущ ествления проверки ¿-й системы.

Задача заклю чается в выборе такого правила Р м £ С проведения 
проверок систем комплекса, при котором значение У (Р м) было бы 
минимальным при следующих ограничениях: последовательность 
{Х( : / =  0 , 1, ...}  имеет единственный эргодический класс (выраж е­
ние этого требования в числовой форме мы приведем в примере); имеет 
место система уравнений (8 .19)* .

Сформулированная задача явл яется  типичной задачей линейного 
программирования. Предложенный алгоритм построения расписаний 
проверок систем комплекса имеет р яд  преимуществ по сравнению с ал ­
горитмом организации проверок систем комплекса детерминированно.

* Эта зад а ч а  известна в ли тературе  к а к  задача  о «марковской у п ако вке »  или 
задача о «бродячем торговце».



Детерминированная процедура профилактики д л я  систем комплекса 
может быть вообще неприемлема для некоторого набора частот прове­
рок или вычисление оптимальной процедуры проверок приводит к 
большим трудностям (например, д аж е  для простого сл уч ая , когда к а ж ­
д ая  система комплекса должна проверяться одинаково часто). Преиму­
щ ества рандомизированной процедуры проверок или профилактик 
систем комплекса следующие: всегда (при сумме частот, не превышаю­
щей единицы) сущ ествует правило построения расписания проверок си­
стем комплекса; это правило может быть сравнительно легко  составле­
но; можно ожидать, что затраты  в единицу времени на проверку при 
эксплуатации систем комплекса будут более низкие, чем в случае 
детерминированной процедуры.

Недостаток использования рандомизированного правила проверок 
систем комплекса заклю чается в том, что системы (или их параметры) 
проверяются не в установленные заранее сроки. О днако случайные ко­
лебания моментов проведения проверок систем ком плекса в некоторых 
пределах допустимы. Более того, в процессе реш ения конкретной з а ­
дачи дисперсию времени проведения профилактики каж дой системы 
комплекса можно ограничить (задать в приемлемых пределах).

Пример. Пусть число п роверяем ых параметров системы равно 5. Частоты 
проверок соответственно равны : /* =  0 ,14 ;  /2 =  0 ,1 6 ;  /3 =  0 ,19 ;  /4 =  0 ,24 ;  
/ » =  0 ,17 ;  /0 =  0,1.

Матрица значений имеет вид (в некоторых у сл о в н ы х  единицах), пред­
ставленный в табл. 8.2.

Т а б л и ц а  8.2

1
1

0 1 2 3 4 5

0 100 2 1 1 1 0 ,5
1 0 ,25 100 0 ,5 0 , 5 0 ,5 0 ,2 5
2 0,25 1 100 0 , 5 0 ,5 0 ,2 5
с» 11,20 и ,о щи и,о и ,*
4 0 ,25 1 0 ,5 0 ,5 100 0 ,7
5 0,25 0 ,5 0 ,3 0 .5 0 ,7 100

Требование существования единственного эргодического  класса  в первом
приближении можно записать  т а к :  р0;  >  е„^, р ;0 >  е7-0 , / =  0 , 1, 2 ..........5, где

=  е ;0 =  0,01. В общем виде ограничение на дисперсию имеет вид

/“'> [ Е - Р м * 0 ] - 1  1 <  (1/2) {/|Р «  +  (1 -/ | )/ / | } .  (8.20)

где /<‘ ) — последовательность значений /0. /1........../ ¡ - 1 . / ¡+ 1 . -• -» /’л/'• ^  — е д и '
ничная матрица; 1 — вектор-столбец, составленный из единиц; Уц  — заданное 
верхнее  значение отклонения от срока проведения профилактических работ 
(проверок) по 1-й системе; Р м (1) — матрица, полученная  из матрицы Р м вы чер­
киванием /-Й строки и 1-го столбца. В первом приближении нелинейное ограниче­
ние (8.20) можно заменить вы р аж ен и ем :

/(/)[Е +  />м (< ) ]< (1 / 2 )  { / ¡ ^ - 4 - 0 - / « ) / / ; } •



полученным после разлож ен и я  обратной матрицы [Е — Р м (О!- 1  в бесконеч­
ный ряд  по степ еням  матрицы Р м (/) и вы деления только первых д в у х  членов 
этого р азл о ж ен и я .

В [3] была использована  и д р у г а я  форма ограничений на дисперсию Уц.  
Величина Vц  не до л ж н а  превышать значения

^ - ^ - ( ( * + 1 )  (* +  2 ) +  ? „ + { !  — (2А +  3 ) /,}//}),

которое п о луч ается  после выделения линейных частей из членов разложения до 
£-го вклю чительно . Такой подход позволяет расширить область решений, ч у в ­
ствительную к  изменению значений дисперсий Vц.

Решение, полученное в (3), имеет следующий вид (вероятности р г/ помещены 
в табл. 8.3).

Т а б л и ц а  8.3

i

Í
0 1 2 3 4 5

0 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,95
1 0,01 0 0 0 0,454 0,536
2 0,01 0 0 0 0,99 0
3 0,179 0,732 0 0 0,089 0
4 0,212 0 0 0,788 0 0
5 0,065 0 0,935 0 0 0

Д л я  по луч ен и я  решения была использована ЭВМ.

ГЛАВА IX

ИНФОРМАЦИОННОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ ПРОГРАММ 
ЭКСПЛУАТАЦИИ СЛОЖНЫХ СИСТЕМ

Основой теории эксплуатации , безусловно, являю тся статистиче­
ские методы исследования — задачи о проверке статистических гипо­
тез, о выборочном контроле, о статистике случайных процессов, непара­
метрические задачи математической статистики. После решения стати­
стических зад ач , связанны х с обработкой исходной информации о со­
стоянии слож н ы х систем в процессе испытаний и эксплуатации, воз­
никают задачи , рассмотренные в гл . II—V III настоящего пособия и 
лежащ ие в основе выбора программы эксплуатации сложных систем 
или их отдельны х блоков и элементов.

В настоящ ей главе рассмотрена информация, необходимая для ор­
ганизации процесса эксплуатации сложных систем, а такж е специфи­
ка возникающих при эксплуатации систем статистических задач на



примерах различения статистических гипотез о возрастании (невозра­
стании) интенсивности отказов невосстанавливаемых элементов систе­
мы в процессе эксплуатации; статистического оценивания функции 
восстановления или функции плотности восстановления (функции пара­
метра потока отказов для восстанавливаемых систем), хар актер и зуе­
мой монотонным возрастанием во времени, и получения статистиче­
ских оценок переходных вероятностей для марковских цепей, с помо­
щью которых можно промоделировать процесс дискретного и безоши­
бочного измерения параметров систем.

М атериал данной главы изложен конспективно, т а к  к а к  главн ая 
цель — привлечь внимание к статистическим методам исследования 
в теории эксплуатации сложных систем.

Большое внимание в главе уделено вопросам построения системы 
обработки информации (СОИ) д л я  обоснования программ эксп л уата ­
ции.

§ 9.1. Некоторые статистические задачи теории эксплуатации 
сложных систем

1. Статистические тесты для стареющих распределений. Напом­
ним, что стареющим называем распределение Р (£), д л я  которого 
^ (0  =  / (0/(1 — Р (0 ). (О > ° .  гДе / (0  =  Р' (0 - Н апример, гам ­
ма-распределение с плотностью

I т  =  Ь Ш)а~1 е~и  ^> 0 , а > 1, / > 0 ,
' ' ' Г (а)

(здесь Г (а ) — гамма-функция) и распределение В ейбулла с плот­
ностью

/ (0  =  Яя/*“ 1 е ~ «в , А > 0 , а > 1, / > 0 ,

являю тся распределениями стареющ его типа.
Од н я ко ня п п я к т и к р  я ид пягпреле.ления неизвестен и требуется 

определить с определенной степенью достоверности (в статистическом 
смысле) по реализациям случайной величины (например, по моментам 
появления отказов), является ли распределение случайной величины 
стареющим или нет. Таким образом, тест, лежащий в основе тако го  р аз­
личия, должен быть непараметрическим.

Опишем тест, впервые предложенный Прошаном и П айком [8 ].
П усть имеется п реализаций (значений) случайной величины X , имею­
щей распределение Р (/) и плотность / (/) при I ^  0 . Обозначим их 
через хп1, х п2, . . . ,  хпп и расположим в порядке возрастания (вводя д р у ­
гие обозначения); тогда получим статистический ряд  Тп1 ^  Г п 2 <  ••• 
... ^  Тпп. На основании этого р яд а  нужно различить две статистиче­
ские гипотезы: гипотезу //„, состоящ ую  в утверждении, что д л я  наблю­
даемой случайной величины X  ф ункция к (¿) =  к, где к — неизвест­
ная положительная константа; альтернативную  гипотезу в кото­
рой утверж дается , что Я (/) — возрастаю щ ая во времени ф ункция.



Рассмотрим процедуру различия гипотез И0 и Их. П усть

и

О т  =  пОп|; £ п2 =  (п — 1 )0
П усть далее

1, если 0 „г>£>пУ) I , /==1, я ,  
О в противном случае.

Обычно при различении гипотез в статистике находят некоторую 
вспомогательную  случайную  величину с известным распределением 
и с ее помощью получают необходимую информацию дл я различения 
исходных гипотез.

В рассматриваемом сл уч ае  в качестве такой вспомогательной ве­
личины выберем величину

Т огда н ул евая  гипотеза Н0 отвергается при уровне значимости а ,  если 
Уп > и па, а vna определено т а к , что Р {Уп > у „ а /#„} =  а .

Д л я  практических расчетов можно считать величину Уп асимпто­
тически нормальной. После установления факта возрастания X (/) 
д л я  случайной величины X  возникает задача статистической оценки 
наблю даемой на практике функции Хп (/) (при п наблюдениях величи­
ны X ), т . е. степени ее приближения к К (/) при возрастании п. Тесты 
д л я  ограниченных выборок имеются в [19].

2 . С татистическая оценка функции восстановления. Напомним, 
что при восстановлении слож ны х систем важной характеристикой я в ­
л яе т с я  ф ункция восстановления — среднее число восстановлений си­
стемы  на фиксированном отрезке времени. Это число восстановлений 
зависит ст  отрезка времени [0 , /], псэтсму является функцией времени. 
Выш е ф ункция восстановления обозначена через Н (¿)> а плотность 
восстановления (среднее число отказов в единицу времени) — через 
Л (/) =  Н' (/). Очевидно,

Ф ункцию  Н (¿) можно найти согласно закону больших чисел как  
среднее арифметическое я  функций Н1 (¿), / =  1, п, к аж д ая  из которых 
есть число отказов за время [0, /] в п независимых опытах. По закону 
больших чисел при п оо функция

П

/, /=1, /</

О

я »  (/) =  — 2  З Д  
п /=1

при любом / сходится по вероятности к функции Н Ц).



Воспользуемся для оценки отклонения Нп ({) от Н (/) р е зул ь ­
татом, доказанным Ю. К. Б еляевы м : если Нп (/) — непрерывная 
функция, т о  для любых Т и х >  0 при п ->■ оо

На основании сформулированного утверж дения, если необходимо, 
чтобы ошибка в определении функции Н (¿) на интервале [О, Т\ с ве ­
роятностью р не превышала величины а ,  нужно определить значение 
х из уравнения Ь (хр) =  р и затем  последовательно проводить на­
блюдения (при нарастании п) за  функцией Нп (Т) до тех пор, пока не 
будет выполнено неравенство

проксимацией функции Н (/). О днако д л я  получения хорош его при­
ближения функции Нп (/) к Н (0  требуется большое число испытаний 
п, так  к а к  сходимость в соотношении (9.1) происходит довольно мед­
ленно.

Д л я  отыскания функции Л (¿) нуж но аппроксимировать Нп (¿) 
кривой, имеющей по возможности простое аналитическое вы раж ен ие.

В табл. 9.1 приведены результаты  расчетов на ЭВМ (по п р ави лу 
(9.1)) ошибки в определении функции Н (Т) на некотором интервале 
[О, 71 для различных значений р, а  и п.

Например, если на интервале [О, Т] функция Нп (Т) =  1, 0  при 
п =  273, то ошибка в определении функции Н (Т) не превыш ает 0,1 
(а  =  0 , 1) с вероятностью 0,8  (р =  0 ,8).

П окажем, при решении ка ки х  задач  исследователи использую т 
функцию Н (/) или И, ( '), а следовательно, должны применять (в с л у ­
чае ограниченного п) изложенный выш е результат, лежащ ий в осно­
ве получения оценки функции Нп (1). Рассмотрим ситуацию , при ко­
торой слож ная система эксп луати р уется следующим образом. После 
проведения профилактики система непрерывно работает до следую щ ей 
профилактики, в результате которой она полностью восстан авли вает 
свойства. При отказах между проф илактиками и при проведении про- 
филактик система не используется по назначению. После о тка за  про­
исходит восстановление работоспособности системы в р езул ьтате  про­
ведения работ только по устранению о тказа . Требуется вы брать период 
проведения профилактических работ таким , чтобы в среднем м акси м и ­
зировать долю времени работы системы по назначению в процессе ее 
длительной эксплуатации.

Обозначим через Тп среднюю длительность профилактики, через 
т  — время м еж ду двум я последовательными профилактиками, через

Р  |ЯП(0  — Н У )\ < х \ / ГНп {() п \ -^ Ь (х )  г=

=  Н г т = 2  (— 1)* (2 & +  1) е~<2 (Ъс. (9 .1) 
0 У  2л к=о

п

Ф ункция Нп (() при большом п явл яется  достаточно хорош ей ап-



р 0 , 8 0 . -9 0 , 9 5 0 , 9 9

'ч а  

Нп
0 , 0 5 0,1 0,2 0 , 0 5 0, 1 0 , 2 0 , 0 5 0,1 0,2 0 , 0 5 0,1 0,2

0 ,1 108 27 7 156 39 ю 200 50 12 316 79 20

0 , 5 544 136 34 790 192 48 1008 252 63 1580 395 99

1,0 1092 273 68 1580 385 96 2020 505 126 3160 790 197

5 ,0 5500 1365 341 7700 1925 481 ЮЮО 2525 631 15800 3950 987

10,0 10920 2730 682 15800 3850 962 20200 5050 1262 31600 700 1975

(т) — математическое ож идание суммарного времени, затраченного 
на восстановление системы при отказах м еж ду двум я профилактика- 
ми. Очевидно, что доли времени, в течение которого система успешно 
работает, равна

М ( т  ) +  Г п
1 =  А(т).

т 4 ~ Г п -г М (т)

Д л я  систем, обладающих сравнительно высокими характеристика­
ми надежности и ремонтопригодности, т » М ( т ) ,  поэтому можно за ­
писать:

к (т) «  1 — (М (т) +  Г п) /(т +  Та). (9-2)

Обозначим через 0  среднее время восстановления системы при от­
к а зе . Тогда

М (т) =  в И (т),

где  Я  (т) — функция восстановления,, которую на практике заменяют 
ф ункцией ~Нп (0 , статистическая оценка которой уж е  была рассмотре­
н а . Перепишем выражение (9 .2 ) следующим образом:

* (Т) =  1 -  (&Н (т) +  Ти) (т +  Та).

Дифференцируя это вы раж ение по т и“приравнивая полученную про­
изводную  нулю, имеем уравнение для определения такого т =  т 0, 
при котором & (т0) =  ш ах £ (т). Это уравнение имеет вид

0й  (т) (т +  Ти) =  0  1/1 (з) ск +  Г п,
6

гд е  /г (¿) =  Н' ({).



П усть Н (¿) =  р -г  Тогда из (9 .2 ) имеем
т2 +  2тТа 4- (2щ) (рТп — Тп/в) =  О

и получаем приближенную ф ормулу

т о — [  ] / 1+2  . » - .р «  11 » 1 ,4 1  Тц ,

где р0  <  1.
3. Особенности обработки стати стики  случайных процессов изме­

нения параметров технических систем  при эксплуатации. В н асто я ­
щее время процессы изменения контролируемых (и неконтролируе­
мых) параметров сложных технических систем при эксп луатации  счи­
тают случайными функциями времени. П равда, вы сказы ваю тся пред­
положения, что поведение параметра при длительной эксп луатац и и  
системы часто определяет некоторая детерминированная составляю щ ая, 
обусловленная стабильностью технологии изготовления и ремонта 
систем, а т ак ж е  «жесткими» (электрическими или механическими) с в я ­
зями, существующими в системе.

Аппроксимация процессов изменения параметров техн и ческих 
систем случайными процессами известного вида приводит к  вы числи­
тельным трудностям, связанным с обработкой измеренных значений 
параметров. П окажем сложность получения оценок на сравнительно  
простом примере идеального измерения параметра м арковского  типа, 
который можно в моменты измерения представить дискретной цепью 
М аркова со стационарными вероятностями переходов. Р азобьем  поле 
допуска на параметр на т  квантов (считаем, что выход п арам етра за 
границу доп уска всегда приводит к  о тка зу  системы). Рассмотрим неста­
ционарную марковскую  цепь первого порядка. Обозначим через 
т =  0, 2£, . . . ,  Ы моменты наблюдения (измерения) парам етра . П усть 
имеется п значений (реализаций) парам етра, измеренного в  моменты  т. 
Если пц (т) — число реализаций, наблюдаемых в момент т —  1 в со­
стоянии / и в состоянии / в момент т (¿, ] =  1, . . . ,  т ) ,  то

т
Я; ( т — 1) =  2  п1ъ(х)> 

ь= 1

где (т — 1) — общее (безусловное) число реализаций, н ахо дящ и х­
ся в момент т — 1 в состоянии /.

Рассмотрим процедуру получения статистических оценок д л я  пере­
ходных вероятностей {рц} в данной цепи. Обозначим через рц  (т) 
оценку вероятности рц (т). Применим метод максимального правдо­
подобия. Ф ункция правдоподобия имеет вид

£ т
1 = п  П [ риМГч™

1= 1 1 , 1=\
и максимальна при

/>»(т) =  Р ц (т ) =  - - ^ (Т-Т' •П1 (т— I)



Значение р1} (т) и есть оценка рц  (т), которая имеет асимптотиче­
ски  нормальное распределение со средним рц  (т) и обладает свойст­
вам и  эффективной, состоятельной и несмещенной оценки. Переходные 
вероятности затем проверяю т на стационарность, далее обычно приме­
няю т статистическую  процедуру определения порядка марковской 
цепи.

Достаточной статистикой является набор {п.ц ( т ) }  д л я  каждого 
т  =  0 , 2?, . . . ,  Ы и I, / =  1, т .

Приведенные выше примеры даю т некоторое представление об объе­
ме статистической информации, с которой приходится иметь дело при 
информационном обеспечении программ эксплуатации сложных си­
стем . П олная исходная статистическая информация, необходимая для 
обеспечения программ эксп луатац ии , должна вклю чать статистиче­
ск ую  информацию о различных случайных величинах (например, о вре­
мени выполнения различных видов подготовок систем к работе, их 
восстановлений и ремонтов, регулировок параметров), случайных про­
ц ессах  изменения определяю щ их параметров систем во времени, о до­
стоверности измерительных систем (об ошибках первого и второго рода) 
и д р .

При организации процессов эксплуатации сложных систем всегда 
сл ед ует  иметь в виду их назначение, характер работы, допустимые про­
стои и т . д . Однако сущ ествует р яд  общих проблем информационного 
обеспечения программ эксп луатац ии  систем, носящих технический и 
организационный хар актер . Эти вопросы рассмотрены в последующих 
параграф ах настоящей главы .

§  9.2. Общие сведения о структуре систем обработки 
информации

Реализация рассмотренных в настоящем пособии оптимальных мо­
дел ей , лежащ их в основе математического обеспечения программ экс ­
плуатации  сложной системы, групп однотипных систем или систем 
больш ого масштаба, немыслима без стройной системы сбора, хранения, 
передачи и обработки массивов информации о состоянии технических 
систем  и составляющих их частей . Разработка, внедрение и исполь­
зо ван и е программ эксп луатации  сложных систем должны быть направ­
лен ы  на повышение эффективности применения систем в соответствии 
с и х  основным назначением (в промышленности, энергетике, на транс­
порте и други х  областях человеческой деятельности).

П рактическое использование программ эксплуатации современ­
ны х технических систем возможно на базе систем обработки информа­
ции , появившихся ка к  р езул ьтат  достижений в области кибернетики, 
вычислительной техники, теории информации. Современные системы 
обработки информации м о гут  основываться на вычислительных сетях, 
вклю чаю щ их рассредоточенные ЭВМ, источники и потребители ин­
формации, объединенные каналам и  связи. В таких системах возможно 
перераспределение вычислительных мощностей в зависимости от на­
г р у з к и , они позволяют собирать информацию непосредственно в пунк­
т а х  ее возникновения.



В системах обработки информации вычислительные маш ины не 
только выполняют арифметические операции, но и обрабатываю т ин­
формацию.

Объем информации, которая возн икает при эксплуатации объектов 
в промышленности, при планировании, разработке различных А СУ 
и в других областях, увеличивается со всевозрастающим темпом. 
Например, очень быстро растет объем технической докум ен тац ии . 
Поиск нужной информации сейчас у ж е  немыслим без использования 
технических средств на базе ЭВМ.

В основе построения системы обработки данных должны л еж ат ь  
управляемая система, система обработки данных и. управляю щ ий 
объект. Если управляем ая система довольно слож ная, то для о п ер ати в­
ного восприятия и переработки данных система обработки информации 
должна строиться на базе ЭВМ. З адач а системы обработки информа­
ции — обобщение и преобразование исходной информации д л я  п о л у­
чения сведений, которые в данный момент необходимы дл я  прин яти я 
решения.

Источники данных и пользователи системы обработки инфюрмации 
(СОИ) могут находиться в разных м естах , что вызывает необходимость 
включения каналов передачи информации. С вязь с периферийными 
устройствами СОИ осущ ествляется через устройство со п р яж ен и я . В 
территориально удаленных п ун ктах , входящ их в СОИ, функции у с т ­
ройства сопряжения выполняют концентраторы (они собираю т ин­
формацию от подключенных к ним оконечных устройств — тер м и н а­
лов). Концентраторы формируют поступающие сообщения в обобщ ен­
ные блоки и передают последние по кан ал ам  связи  к  устр о й ству со­
пряжения СОИ.

В периферийных устройствах предусмотрены специальные преоб­
разователи цифровых сигналов от ЭВМ в удобную  для передачи ан ал о ­
говую форму.

В СОИ сбор и сортировка (классиф икация) информации — о дн а из 
основных задач, т ак  как  избыточная информация приводит к у в е л и ч е ­
нию ее стоимости в эксплуатации. И сходная информация полностью  
определяет все возможности СОИ, поэтому при ее создании вопросам  
сбора информации, обеспечения требуемой достоверности и своеврем ен ­
ности поступления уделяется большое внимание. Н аряду с проблемой 
сбора информации возникают не менее важ ны е проблемы ее передачи 
и обработки. Информация может собираться от большого числа р а зн е ­
сенных территориально пунктов, удален ны х на значительное р ас ­
стояние от центра обработки. В этих сл уч аях  эффективная работа СОИ 
во многом определяется быстротой и достоверностью передачи инфюрма­
ции по проводным, кабельным, радиорелейным и другим кан алам  э л е к ­
тросвязи. Информация по любому к ан ал у  передается в двоичной фюрме.

Входным устройством передачи информации в канал могут б ы ть м а ­
шинописная кл ави атур а , устройства чтения с перфолент, перфюкарт, 
магнитных лент. Таким входным устройством может явл яться  и сам а  
ЭВМ. Прием информации осущ ествляется печатающим устройством д л я  
записи на магнитную  ленту или ввода в ЭВМ.



При обработке информации в СОИ, как  правило, соблюдается ие­
рархический принцип. Т ак , руководители нижнего уровня исполь­
зую т сведения для оперативного руководства подразделениями, на выс­
шем уровне рассм атри вается информация, необходимая, например, для 
перспективного планирования или организации в целом. Система обра­
ботки информации вы полняет следующие функции.

1. Сбор и отображение исходных данных. В ряде случаев исходная 
информация поступает на обработку в виде машинописных или р уко ­
писных отчетов, представлений, различных форм и т . п.

Иногда с этих документов производится перезапись на носители 
(перфоленты или перфокарты и др .) для последующего считывания ин­
формации ЭВМ.

2. Сортировку (классификацию ) информации.
3. Вычисление по заданны м  алгоритмам (решение некоторых оп­

тим альны х задач, определение критериев и др .).
4 . Обобщение данных д л я  получения итогового результата.
5 . Хранение данных (бумаж ны е документы, микрофильмы, запи­

си на магнитных носителях , перфолентах и т . д .).
6 . Поиск информации (нахождение требуемых сведений в устройст- 

ва;* хранения информации); этот процесс может быть полностью авто- 
ма гизирован.

7. Размножение данн ы х (копирование).
8 . Передачу информации м еж ду различными блоками в СОИ. Ин­

формация при обработке мож ет принимать различные формы, что сле- 
д/ ет  учиты вать при передаче информации.

Основные характери стики , принимаемые во внимание при опре­
делении требований к СОИ, кратко можно формулировать так : на­
деж ность математического обеспечения, экономичность, достоверность, 
оперативность, полнота информации и обеспечение ее избирательности, 
сж ато сть  сведений, их обобщенность, представление в удобной форме 
(граф ики, диаграммы и т . д .).

СОИ могут быть централизованными и децентрализованными, со­
стоящ ими из ряда «равноправны х» ЭВМ. Ц ентрализованные СОИ стро- 
я т с я  по иерархическому принципу. Интересно отметить, что сейчас, 
например, в системах СОИ уделяется значительное внимание «интел­
лектуал ьн ы м » терминалам  — терминалам, осуществляющим не толь­
ко ввод или вывод информации, но и предварительную  ее обработку. 
Эти терминалы выполняю т роль нижнего иерархического звена обра­
ботки информации в СОИ. В практике эксплуатации сложных систем 
таки м и  терминалами м о гут  быть решающие элементы, встраиваемые 
в  контролируемый блок и осуществляющие операцию сравнения теку ­
щ его значения контролируемого параметра блока с упреждающим и 
граничным допускам и . Рассмотрим кратко технические средства, при­
меняемые в системах обработки данных. Это ЭВМ (с периферийным 
оборудованием) и каналы  передачи информации. В ЭВМ осущ ествляется 
преобразование информации и координируется работа всех подсистем 
СОИ. Периферийное оборудование ЭВМ (внешнее устройство) в СОИ 
сл уж и т  для сбора, хранения и передачи информации от источников 
к  ЭВМ и выдачи р езультатов обработки потребителю.



Рассмотрим информацию на входе внеш них устройств СОИ. И н­
формация на входе этих устройств бы вает в алфавитно-цифровой форме, 
двоичной форме (в таком виде она поступает после аналого-циф рового 
преобразования и хранится на промежут -чных носителях — на перфо­
лентах, перфокартах, магнитных лентах и т . д .) , в графической и рече­
вой форме, иногда эта информация м ож ет быть и визуальной.

Остановимся подробнее на устройствах  ввода информации. К  т ак и м  
устройствам относятся: машинные носители (перфокарты, перф оленты , 
магнитные ленты и т. д .) ; оптические устройства считывания д ан н ы х  
с документов, напечатанных на пишущей машинке магнитными ч ер ­
нилами; устройства непосредственного ввода в ЭВМ (без п р о м еж уточ ­
ных носителей) информации, поступающей от человека.

Рассмотрим наиболее распространенный в настоящее вр ем я  вво д  
информации — ввод с машинных носителей. Достоинство перф окарт — 
высокая надежность хранения информации, доступность зап исей  д л я  
проверки и обновления. Однако площ адь перфокарты и сп о л ьзуется  
малоэффективно (на одной перфокарте можно записать не более 80 
знаков, в то время как  при машинописной печати на той ж е площ ади 
можно разместить до 2000 знаков). Скорость записи информации на 
перфокарты от 60 до 500 карт/мин [33].

Перфоленты такж е  сл уж ат  для хранения вводимой в ЭВМ  инфор­
мации. По сравнению с перфокартами их достоинство состоит в  том , 
что при записи информации нет ограничений по длине блока; они деш ев­
ле перфокарт, однако на ленте труднее исправлять и корр екти р о вать  
записи.

В устройствах ввода информации с перфолент используется э л е к ­
тромеханический или фотоэлектрический способ считывания. В  первом 
случае скорость ввода данных не более нескольких сотен зн ако в  в  с е ­
кун ду. При втором способе она со ставляет  примерно 2000 знаков/с. 
Скорость перфорации лент от 10 до 300 знаков/с.

Магнитные ленты в СОИ являю тся основными средствами, х р ан ен и я , 
ввода и вывода информации для ЭВМ . Основное достоинство это го  но­
сителя информации — компактность записи и вы сокая скорость вво д а  — 
вывода. Ленты помещают в кассеты . Е мкость одной магнитной ленты  
может превыш ать 20 млн. знаков, что экви вал ен тн о 250 тыс. перф окарт 
[33]. М аксимальная скорость ввода и вы вода на магнитных л ен т а х  в 
100 раз больше скорости ввода информации с перфокарт и более чем 
в 400 раз — скорости вывода информации на перфокарты. М агн и тн ую  
ленту можно многократно использовать д л я  записи, она надеж на в  э к с ­
плуатации. Ввод информации с ленты в ЭВМ и вывод информации на 
ленту производятся лентопротяжными устройствами, скорость д ви ­
жения ленты от 25 до 50 м/с, разгон ленты  до номинальной скорости  
занимает миллисекунды .

Число лентопротяжных устройств в ЭВМ, используемых в  СОИ, 
от 6 до 200 [33]. На ленты можно о сущ ествлять запись при вы воде ин­
формации из ЭВМ, с перфокарт и перфолент (с помощью сп ец иальн ы х 
преобразователей). Созданы специальные устройства записи инф орма­
ции с клави атуры  на ленту. Иногда зап ись на ленту производится с н а ­
копителя — магнитного диска. Основным недостатком магнитной л е н ­



ты  является необходимость специальных условий хранения (опреде­
л ен н ая  влажность, отсутстви е магнитных полей, пыли и др .).

Перечислим устройства вывода информации. Они подразделяются 
н а : устройства вывода на машинные носители информации (перфолен­
т ы , магнитные ленты и д р .) ; устройства вывода на документы (печатаю­
щ ие устройства, микрофильмирование и т. п .); устройства вывода при 
организации диалога м еж д у  человеком и ЭВМ (электрическая пишущая 
м аш инка, дисплей, речевой ответчик и др .).

В аппаратуре передачи данных в настоящее врем я можно выделить 
д ве  группы систем передачи данных: системы с коммутируемыми и вы ­
деленными каналами. у

§ 9.3. Возможная структура системы обработки 
информации д л я  обеспечения программ эксплуатации

Рассмотрим централизованную  систему обработки информации для 
обеспечения (реализации) программ эксплуатации однотипных слож­
н ы х технических систем.

С труктурн ая схема СОИ д л я  обеспечения программ эксплуатации 
слож ны х систем приведена на рис. 9 . 1.

Н а центральную ЭВМ  поступает обобщенная информация о состоя­
нии технических систем, за  эксплуатацию  которых отвечает руково­
дящ ий обслуживающий персонал высшего ран га . Информация может 
бы ть следующей: содерж ать сведения об общем числе исправных систем, 
систем в неисправном состоянии, находящ ихся в ремонте, на техниче­
ском  обслуживании, на доработках, планируемый отход систем в ре­
монт, число систем, выработавш их установленный ресурс, пополняю­
щ их парк эксп луати руем ы х систем, основные обобщенные эксп луата­
ционные показатели по климатическим зонам эксплуатации систем, 
сроки  установленных ресурсов и значения упрежааю щ их допусков на 
все  контролируемые параметры  систем, показатели избыточности сис­
тем  по эффективности и др .

Эти данные накапливаю тся в центральной ЭВМ, сортируются, хра­
н ятс я  и выдаются по требованию  в виде справок, документов, донесе­
ний руководящ ему обслуживаю щ ему персоналу высшего ранга. Ко­
манды  от руководящ его персонала высшего ранга по каналам связи 
передаю тся руководящ ем у обслуживающему персоналу среднего ран­
г а .  Эти команды содерж ат информацию об изменении эксплуатацион­
ных режимов работы систем, о проведении на них доработок, о коррек­
тировках  сроков и объемов работ по техническому обслуживанию, 
корректировках технической документации, изучений дополнитель­
ных распоряжений и указан и й  по организации работ по обслужива­
нию и изменениям технологии выполнения этих работ и другие мате­
риалы . Аналогичный обмен оперативной информацией осущ ествляет­
с я  м еж ду персоналом, зан яты м  непосредственным обслуживанием си­
стем , и руководящ им обслуживающим персоналом среднего ранга. 
Более подробная информация передается всем звеньям  обслуживающего 
персонала по системе центральной и периферийных ЭВМ, математиче­



ское обеспечение которых позволяет реализовать программы э к с п л у ­
атации сложных систем.

Таким образом, все ЭВМ (кроме ЭВМ низшего уровня) обрабаты ­
вают вторичную информацию. На каж дом  уровне накапливаю тся свои 
массивы данных; обобщенные данные передаю тся на следующий у р о ­
вень. П орядок обработки данных и формы обобщения при переходе от 
уровня к уровню определяются центральной ЭВМ. Периферийные Э В М  
низшего уровня могут входить в состав технических систем. Эти Э ВМ

Рис. 9.1

непосредственно накапливают, классифицируют, хранят и отображ аю т 
в удобной для последующего использования форме информацию, п о л у ­
чаемую в момент контроля состояния технических систем. (Это инфор­
мация о состоянии контролируемых параметров системы, о н ар аб о тке  
различных ее элементов, блоков, подсистем и системы в целом, об о т ­
казах  системы, трудозатратах на эксп луатацию , о требуемом ко л и ч е­
стве запасного имущества, точности измерения параметров, необ­
ходимом числе повторных измерений, значени ях выбранных осн овн ы х 
и упреждающих допусков на параметры, сроках  и объемах работ по 
техническому обслуживанию системы, ср о ках  направления си стем ы  
на восстановление ресурса и т. д .).

Недостатки, имеющие место при обработке эксплуатационной ин ­
формации без СОИ, следующие:



— несвоевременность информации (возрастающий объем информа­
ции и необходимость принятия срочных мер по изменению режимов 
эксплуатации систем заставляю т перерабатывать информацию с по­
мощью ЭВМ);

— неполнота информации о техническом состоянии систем (в ряде 
случаев при ручной обработке информации руководящ ий состав мо­
ж ет не получить данные, полезные при принятии решений);

— несоответствие формы представления и самой иж}юрмации 
(иногда возникает необходимость рассмотрения представленных ранее 
данных в другом асп екте ; руководящий состав может получить не 
т у  информацию и т . д .) ;

— высокая стоимость информации, получаемой вручную  или с по­
мощью вычислительных машин малой мощности.

В памяти ЭВМ, используемой в СОИ, хр ан ятся все сведения, не­
обходимые для подготовки ответов на поступающие запросы. При 
этом руководящий состав может быстро получать ответы на самые р аз­
нообразные запросы, а в СОИ используется вся  имеющаяся информа­
ция по данному зап росу, но выдаются только сведения, в полной мере 
соответствующие зап росу . При разработке СОИ должны быть учтены 
конкретные условия использования данной системы обработки.

Рассмотрим общие принципы проектирования и разработки систем, 
не зависящие от специфики применения.

Основная задача СОИ — повышение эффективности управления 
объектами: СОИ являю тг я звеньями более сложных систем, включаю­
щих комплексы технических устройств и коллективы людей. Эти слож ­
ные системы можно почт л всегда рассматривать к а к  системы управле­
ния с обратной связью .

При управлении сложной организационной структурой система 
управления может состоять из сотен и тысяч связанны х подсистем с 
обратной связью . Тлкие подсистемы взаимодействую т по иерархиче­
ском у принципу. При создании структуры , включающей СОИ, пер­
воначально основное внимание уделяют описанию входных и выходных 
информационных потоков. На следующем этапе раскрывают органи­
зацию исследуемой стр уктур ы , описывая ее к а к  совокупность взаимо­
действующих частей. СОИ должна обобщить поступающие в рассма­
триваемую  стр уктур у  данные и представить обработанные результаты  
руководителям различны х уровней. Решения в сложных структурах  
принимают на нескольких уровнях. Чем выше уровень руководителя, 
тем чаще обобщенная информация поступает к нему.

При создании СОИ, например для реализации программ эксп луа­
тации, необходимо сн ачала изучить техническую  систему как  объект 
эксплуатации, т. е. ее стр ук тур у , контроль, ремонтопригодность, вы ­
полняемые функции, техническую  документацию по ее эксплуатации 
и обслуживанию, описание алгоритмов ее функционирования и опре­
деления основных характеристик в процессе эксп луатац и и ,^ю ль и 
место автоматизированного контроля состояния системы и т. д . 
Необходимо такж е  вы делить основные показали, по которым оценива­
ется успешная работа технической системы (групп технических систем). 
Д алее описывают входны е и выходные потоки, связывающие систему



с внешней средой и характеризующие ее надежность, ремонтопригод­
ность, эксплуатационную  технологичность и эффективность. З атем  
выделяют отдельные подсистемы, входящ ие в состав исследуемой подси­
стемы, и детально анализируют функционирование этих систем.

Подробно должны быть рассмотрены режимы функционирования 
системы и всех ее подсистем, каналы обмена информацией м еж ду под­
системами в процессе работы системы.

Качество функционирования системы соверш енствуется на базе  
использования СОИ для реализации программ эксплуатации. О снов­
ные задачи СОИ в данном случае заклю чаю тся в регистрации, уч ете  
и обработке информации, контроле и диагностике текущ его состоян и я 
управляемого объекта (технической системы).

Техническое состояние системы никогда нельзя точно п р едсказать , 
и для его контроля и стохастического прогнозирования в ЭВМ вв о д ят  
данные об изменении определяющих параметров системы и о нар аб о т­
ке. На основании этих данных ЭВМ (после их обработки) вы дает р е ­
комендации по эксплуатации систем и передает обобщенную информа­
цию на верхний уровень иерархии.

На основании поступающих данных ЭВМ  непрерывно н акап л и вает  
информацию об определяющих контролируемых параметрах системы  
и вносит уточнения в выдаваемые рекомендации о дальнейшей э к с ­
плуатации системы.

В случае о тказа системы ЭВМ немедленно выдает соответствую ­
щую аварийную информацию.

Д л я оценки эффективности функционирования СОИ использую т 
следующие параметры: стоимость, быстродействие, помехоустойчи­
вость, надежность, удобство использования и др . При этом определяю т 
допустимые границы их изменения.

Проектирование СОИ необходимо осущ ествлять одновременно с про­
ектированием технической системы, д л я  реализации программ э к с ­
плуатации которой СОИ предназначается. При проектировании СОИ 
решают вопросы об объединении некоторых потоков информации, о 
форме входных данных, удобных для ввода в ЭВМ, о точности вво д а  
данных, о допустимых колебаниях в объеме выходных данных и т . д . 
Аналогично рассматриваю т и выходные потоки информации.

При работе с массивами информации определяю т частоту обращ е­
ния к массивам, скорость изменения м ассива, частоту обновления д а н ­
ных в массиве, возможность объединения массивов, затраты  маш ин­
ного времени на обработу информации и д р . Главные задачи, которы е 
решают в процессе реализации СОИ, — это разработка программ  
математического обеспечения работы СОИ, их отладка и проверка, и с­
пытание СОИ. Внедрение СОИ — слож н ая задача , связанная с р аб о ­
той больших коллективов людей, которые должны  изучать новые м е­
тоды работы и освоить способы использования СОИ.

ЭВМ в процессе эксплуатации СОИ обрабаты вает поступающую ин ­
формацию о текущ ем состоянии системы, сортирует, уплотняет ин­
формацию и отображает в удобной для выдачи форме. Д алее ЭВМ под­
готавливает оперативные инструкции д л я  обслуживаю щ его персонала, 
выдает инструкции о характере и объеме работ по техническому о б сл у ­



живанию системы. ЭВМ  так ж е  должна сигнализировать о приближаю­
щ ихся критических си туац и ях , связанных, например, с безопасностью 
персонала, который взаимодействует с системой, или с поломками и 
разруш ениями системы . Руководящий обслуживающий персонал вы с­
шего ранга использует сведения, хранящ иеся в ЭВМ, для получения 
необходимой для принятия решений информации.

В настоящее вр ем я актуальны м  явл яется  вопрос распределения 
автоматизированных и др уги х  операций при техническом обслужива­
нии систем и использования ЭВМ, входящих в состав СОИ, для обу­
чения персонала, зан ято го  эксплуатацией сложных технических систем 
различного назначения. Важны  такж е проблемы быстрого поиска ин­
формации в больших разнородных массивах в СОИ с использованием 
опыта работы библиотек и служ б  научно-технической информации. 
Опыт этой работы обобщает новая наука, назы ваемая информатикой.



М Е Т О Д И Ч Е С К И Е  Р Е К О М Е Н Д А Ц И И  
ПО Р Е А Л И З А Ц И И  М А Т Е Р И А Л О В  П О С ОБ И Я 
В У Ч Е Б Н О М  П Р О Ц Е С С Е ( П Р И  К У Р С О В О М  

И Д И П Л О М Н О М  П Р О Е К Т И Р О В А Н И И )
ПО Д И С Ц И П Л И Н А М  Э К С П Л У А Т А Ц И О Н Н О Г О  П Р О Ф И Л Я

Содержащийся в учебном пособии материал может быть использо­
ван в лекционных курсах  высших учебных заведений технического 
профиля по эксплуатационным дисциплинам, при проведении п р ак ­
тических занятий, лабораторных работ, курсовом  и дипломном про­
ектировании.

Ниже приведен примерный перечень тем дипломного проектирова­
ния. Указаны  основные вопросы дипломного задан и я по каждой тем е 
и даны рекомендации по составлению тем курсового  проектирования, 
которое должно предшествовать выполнению дипломной работы. При 
составлении задания на проектирование слово «аппаратура» сл ед ует  
заменить наименованием технической системы конкретного назначе­
ния.

В заданиях имеются определения автоматизированных и авто м а­
тических систем контроля. При этом п одразум евается , что в автом ати­
зированной системе контроля во время ее функционирования часть 
операций контроля выполняется с участием оператора. В автоматиче­
ской системе контроля такие операции отсутствую т.

Следует такж е учитывать и то обстоятельство, что реализация тех 
или иных алгоритмов контроля в апп аратуре возможна как  с помощью 
ЭВМ, так  и автономных решающих устройств-терминалов.

П Е Р Е Ч Е Н Ь  ТЕМ И О С Н О В Н Ы Х  В О П Р О С О В  
Д Л Я  К УР СОВО ГО И Д И П Л О М Н О Г О  

П Р О Е К Т И Р О В А Н И Я

Тема I (дипломная работа по м атериалам  гл . II): «Р азработка 
дистемы технического обслуживания элементов аппаратуры  по за- 
санному ресурсу».

1. Разработать автоматизированную систему сбора и отображе­
ния информации об отказах стареющих элементов аппаратуры  (п ере­
чень стареющих элементов аппаратуры  ук азы вается  в задании).

2. Рассчитать для каждого элемента по заданны м функциям Яг Ц), 
К  (0 > 0 , характеристикам ремонтопригодности и эксплуатационной 
технологичности (соответствующим значениям Тц и  Тг1) и оператив­
ному времени работы аппаратуры х (»' =  1, п, где п — число старею ­



щих элементов апп аратуры ) значения оптимальных ресурсов и объем 
запасных элементов на заданный период эксплуатации.

3. Провести электрический расчет тр акта преобразования инфор­
мации о наработке элементов, устройства реализации алгоритмов рас­
четов (предполагается, что в системе технического обслуживания от­
сутствует ун иверсальн ая ЭВМ).

Выполнению проектирования по теме 1 должно предшествовать 
курсовое проектирование с включением п. 1 и 2 или 1 и 3 задания.

Тема 2 (дипломная работа по материалам гл. III): «Автоматизи­
рованная система контроля параметров аппаратуры  с детальной раз­
работкой устройства принятия решения о техническом обслуживании».

1. Разработать функциональную  схем у автоматизированной систе­
мы контроля состояния аппаратуры.

2. Составить перечень контролируемых параметров на различных 
этапах эксп луатации  аппаратуры .

3. Обосновать алгоритмы контроля и принятия решения для все­
го перечня выбранных параметров (статистическое описание парамет­
ров задается руководителем).

4. Разработать устройство принятия и отображения решения по 
результатам  контроля параметров и произвести электрический расчет 
преобразовательного тр акта , вклю чая устройство ввода информации 
в ЭВМ.

Тема 3 (дипломная работа по материалам гл. IV): «Автоматиче­
ск ая  система контроля состояния аппаратуры  с детальной разработ­
кой специализированного вычислительного блока».

1. Разработать функциональную схем у автоматической системы 
контроля состояния аппаратуры .

2. Разработать предложения по контролю обобщенных характери­
стик блоков апп аратуры  (например, по контролю передаточных функ­
ций). позволяющ ему получать оперативную информацию о работоспо­
собности блоков.

3. Обосновать требования к устройству сопряжения контролируе­
мой аппаратуры  с ЭВМ.

4. Разработать специализированный вычислительный блок и про­
извести его электрический расчет.

Перед выполнением тем 2, 3 задаю тся курсовые работы с выпол­
нением п. 1 и 2 каж дой  темы.

Тема 4 (дипломная работа по материалам гл . V ): «Автоматизиро­
ванная система контроля параметров и состояния аппаратуры с де­
тальной разработкой устройства повышения достоверности измере­
ний».

1. Разработать функциональную схем у автоматизированной си­
стемы контроля параметров и состояния аппаратуры .

2. Обосновать перечень контролируемых параметров на различ­
ных этапах эксп луатации  аппаратуры и предложения по выдаче обоб­
щенной информации о работоспособности блоков.

3. Рассчитать оптимальное число повторных измерений дл я пара­
метров, при контроле которых учитываются ошибки первого и второго 
рода.



4. Разработать устройство повышения достоверности измерений 
и произвести его электрический расчет.

Перед выполнением проектирования по теме 4 задается кур со вая  
работа с обязательным включением п. I и 2, или 1 и 3, или 3 и 4 з а ­
дания.

Тема 5 (дипломная работа по материалам  гл . V I): «Автоматизи­
рованная система контроля находящ ейся на складском  хранении одно­
типной аппаратуры с детальной разработкой тр ак та  отображения ин­
формации о моментах проверок аппаратуры ».

1. Разработать функциональную схем у автоматизированной си ­
стемы контроля однотипной аппаратуры в режиме хранения.

2 . Обосновать перечень контролируемых параметров аппаратуры .
3. Рассчитать сроки проверок апп аратуры , обеспечивающие ми­

нимум затрат в условиях ограниченной информации о надежности 
аппаратуры (степень ограничения информации о надежности ап п ар ату­
ры уточняется руководителем).

4. Разработать устройство отображения информации о моментах 
проверок аппаратуры  и произвести его электрический расчет.

Перед выполнением проектирования по теме 5 задается кур со вая  
работа с обязательным включением п. 1 и 2, или 1 и 3, или 1 и 4 з а д а ­
ния.

Тема 6 (дипломная работа по материалам  гл . V II): «К омплексная 
система контроля и диагностики состояния аппаратуры  с обоснова­
нием требований к-нелинейному функциональному преобразователю».

I . Разработать функциональную схем у системы контроля и д и а г ­
ностики состояния аппаратуры .

2 . Обосновать требования к нелинейному функциональному пре­
образователю.

3. Произвести электрический расчет блоков индикации и обработки 
входных сигналов.

Перед выполнением проектирования по теме 6 задается к ур со вая  
работа с обязательным включением п. I и 2 задания.

Тема 7 (дипломная работа по материалам  гл . V III): «Система р е а ­
лизации приоритетов при организации технического обслуживания о д ­
нотипной аппаратуры».

1. Составить схем у обслуживания ап п аратуры  заданным количест­
вом бригад при наличии потоков поступлений аппаратуры на ремонт 
и проверки.

2. Разработать систему автоматизации сбора, отображения ин ­
формации и выдачи управляющей информации о порядке принятия на 
обслуживание поступающей аппаратуры .

3. Составить алгоритм расчета оптимальной дисциплины о б сл уж и ­
вания аппаратуры , требующей ремонта и проверки.

4. Произвести электрический расчет устройства отображения и н ­
формации о занятости обслуживающих бригад  и выдачи командной 
информации.

Перед выполнением проектирования по теме 7 задается к у р с о в ая  
работа по п. 1 и 3 задания.



Тема 8 (дипломная работа по материалам гл. IX ): «Разработка 
комплексной системы сбора, регистрации и отображения эксп луата­
ционной информации о работе аппаратуры».

1. Обосновать требования к  комплексной системе сбора, регистра­
ции и отображения информации.

2. Определить роль и место ЭВМ в комплексной системе сбора, 
регистрации и отображения информации.

3. Рассчитать характеристики ЭВМ, устройств ввода—вывода и 
хранения информации, исходя из заданного ее объема и частоты обра­
щений к ней.

4. Разработать схем у  использования эксплуатационной информа­
ции с учетом иерархической структуры  отрасли.

5. И сследовать и обосновать систему датчиков, преобразователей 
и коммутаторов.

П р и м е ч а н и я :  1. При наличии автоматизированных систем 
контроля ап п аратуры , в состав которых входит ЭВМ, и серийной ап­
паратуры регистрации необходимо обеспечить согласованное их ис­
пользование в комплексной системе сбора, регистрации и отображе­
ния информации.

2. Тему 8 м о гут  выполнять несколько дипломников (совместно). 
Перед выполнением проектирования по теме 8 курсовая работа может 
быть задана по каж до м у пункту задания.
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Аварийная зам ен а  27
— регулировка 19

Вероятность вы хода  за допуск 63, 
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— отказа 27, 72
-------системы усл о вн ая  52
— перехода 59, 61, 211, 212
— пропуска о тказа  при проверке 124 
Время безотказной работы среднее

33
----------- , плотность распределения 27
— восстановления 
 среднее 210
— выполнения регламентных работ 

209
— замены 27 
 среднее 27, 28

Диагностика системы 157, 164, 165, 
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-------адаптивная 4, 164
Допуск 62, 63, 67, 69, 70, 72, 75, 86, 
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Измерение параметра 18, 95, 108
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----------- .оптимальное число 101, 102,
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Интенсивность отказов 27, 32
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Информация статистическая 19, 62
— эксплуатационная 87

Коэффициент готовности 78, 79, 80 
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Л ем ма Д уба  7, 8, 55

М аркова процесс 14, 60
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Модели технического обслуживания 
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Параметр потока отказов 207 
Период (оптимальный) выполнения 
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Программа эксплуатации 4, 12, 19

Моделирование статистическое 17, 
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