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Н астоящ ее ..особие напнсано в соответствия с программой курса сМе- 
тоды теории теплообмена», читаемого авторам и в течение ряда лет в Д н еп ­
ропетровском государстве{1ном университете на механико-математическом 
факультете.

Книга содерж ит такж е ряд вопросов, которые не входят в програм м у 
и могут быть использованы в других спеадальны х курсах.

Пособие состоит из лаух частей и приложений.
П ервая часть посвящена- аналитическим методам реш ения краевы х 

залач стаиионарноА и нестационарной теплопроводности.
Классические методы и методы интегральных преобразований, позво­

ляющие получить точные аналитические решения, рассмотрены в гл. П — V. 
Основной акцент сделан на вопросы, связанны е с практическим получением 
решения. Читатель, интересуюш.ийся строгим математическим обосноиа- 
нием этих методов, может обратиться к известным учебникам по м атем а­
тической физике. Вопросы физического анализа аналигических решений 
детально ичложены н книгах А. В. Л ы кова и Ю. А. М ихайлова, а такж е 
А. В. Б ы к о в а , X, Карслоу и Д . Е гера

В гл. VI объединены вариационны е методы решения краевы х задач  
теплопроводности.

В гл. V411—X ч. 2 учебного пособия значительное внимание уделяется 
аналитическим метоя^^м, с 1шмо1цью которы х можно реш ать к р аевы е задачи 
с нелинейными граничными услониями (гл. V III) или с нелинейным ур ав ­
нением теплопроводности (гл. X), прн этом отдельно рассмотрены  задачи  
при наличии фазовых переходов (гл. IX) .  Кроме того, в гл. XI ч. 2 изло­
жены теоретические основы конечно-ра;«ностного метода. Способы построе­
ния; свойства и методы решения сеточных уравнений рассм атриваю тся для 
(^онкретных задач теплопроводности — одномерных нестаиионариы х 
(гл. XI I ) ,  многомерных нестационарных (гл. XI I I ) ,  многомерных стацио­
нарных (гл. XIV ). В основу излож ения положены работы 126, 42, 72, 88, 
113] и др.

Отличительной особенностью книги является то, что авторы  сочли целе­
сообразным основное внимание уделить излож ению  алгоритм ов и числовым 
примерам их применения для решения конкретных задач.

П редполагается, что читатели знаком ы  с основами высшей м атем атики, 
программировании (алгоритмические язы ки А Л ГО Л  и Ф О РТ РА Н ) и теории 
тепло- и массообмена. Изложенные методы иллюстрированы примерами и 
задачами для самосю ятельиого реш ения, многие н.ч которых снабж ены  от­
ветом или указаниями, облегчающими решение (прилож ение I).

Как справочный материал н приложении прииоднтся некоторы е све­
дения из функционального анализа (прилож ение I I ) ,  таблицы  корней 
характеристических уравнений, облегчаю щ ие решение задач  Ш турм а — 
Л иувилля (прилаж сние II!),  тнблица изобрнжений функций по Л ап ласу  
(прилож ение IV ), некоторые а л г о р т м ы  н программы, используемы е при



решенин за д а ч  теплопроводности аналитическими методами (прилож ение V) 
(прилож ения 11—V см. в ч. 2 пособия).

В списке литературы  приведены лиш ь те работы, результаты которых 
использованы  при изложении м атериала. Более по.'шая библиографии име­
ется в реком ендованны х моиография.х.

Авторы вы раж аю т благодарность коллективу кафедры теоретических 
основ теплотехники ЛАЛИ (зав. к а ф е д р о й — засл. деят. науки и техники 
РС Ф С Р, проф. В. К. Кош кин), проф. Д рейперу Г. А,, проф. Зарубину В. С. 
за ряд  ценных замечаний по рукописи учебного пособия. Авторы призна­
тельны т а к ж е  сотрудникам каф едры  прикладной газовой динамики и теп­
ло- массообм ена Д непропетровского государственного у 1?иверситета 
А. А. Кочубею , А., П. Деркачу, В. В, Кашнрникопу, Г. А. Ивановой за по­
мощь в оф орм лении рукописи и проведении чнслонны.х экспериментоя.

О тзы вы  и пож елания просим направлять по адресу; М осква, К-51. 
НеглиМная ул., 29/14. издательство «В ы сш ая школа».

Авторы



Г Л А В А  I

МАТЕМ АТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ПРОЦЕССОВ 
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

§ 1.1. Закон теплопроводности Ф ур ье

С п о с о б ы  п е р е н о с а  т е п ; 1о т ы .  Самопроизвольный необра­
тимый процесс переноса теплоты в пространстве с неоднородным 
полем температуры называется теплообменом. Под процессом пере­
носа теплоты следует понимать процесс обмена внутренней энергией 
между взаимодействующими физическими областями в форме теплоты. 
Заметим, что в общем случае перенос теплоты может вызываться 
не только неоднородностью распределения температуры, но и неод­
нородностью полей других физических величин, например разностью 
концентраций.

Перенос теплоты может осуществляться тремя способами: тепло­
проводностью, конвекцией и тепловым излучением.

Теплопроводностью называется перенос теплоты посредством 
теплового движения микрочастиц в среде, обусловленный неодно­
родным распределением температуры.

Конвекцией называется перенос теплоты в среде с неоднородным 
распределением температуры, осуществляемый макроскопическими 
элементами среды при их перемещении.

Тепловое ияличение представляет собой процесс распространения 
теплоты электромагнитными волнами, обусловленный лишь темпера­
турой и оптическими свойствами излучающего тела. Это излучение 
осуществляется за счет преобразования внутренней энергии тела 
(среды) в энергию излучения.

Теплообмен, обусловле1П1ый превращением внутренней энергии 
вещества в энергию излучения^ переносом излучения и его погло­
щением веществом, называется теплообменом излучением.

Т е м п е р а т у р н о е  п о л е .  Основной задачей аналитической тео­
рии теплопроводности является определение и изучение пространст­
венно-временного У1зменеиия основной физической величины, характе­
ризующей процесс теплопроводности,— температуры Т  =  [{ХуУ, г, т), 
где X,  у, 2 — пространственные прямоугольные координаты; т — время.

Температурным полем называется совокупность значений темпера­
туры для всех точек пространства в данный момент времени т. 
Температурное поле является скалярным, так как сама темпера­
т у р а —-скаляр. Если температура явv^яeтcя функцией одних только 
пространственных координат (д:, у, г), то по.пе называется устано­
вившимся или стационарным. Если же в общем случае температура 
изменяется также во времени, то поле называется неустановившимся 
или нестационарным.



Если соединить точки поля, имеющие одинаковую температуру; 
получим поверхность равной температуры, называемую изотерми­
ческой. \\р\] непрерывном температурном поле изотермические поверх­
ности для разных температур не могут пересекаться, так как в 
одной и той же точке тела одновременно не может быть двух раз­
личных значений температуры. Рассмотрим две изотермические по­
верхности с температурами Т  и Т-гДГ. При перемещении точки 
вдоль изотермы Т  (рис. 1.1) изменения температуры не происходит.

Перемещаясь вдоль направ­
ления I, пересекающего изо­
терму Т + Д 7 ‘, наблюдаем 
изменение температуры. При 
этом иаибольший перепад 
температуры на единицу дли­
ны будет получаться п нап­
равлении п к изотермической 
поверхности

Предел отношения изме­
нения температуры ДТ к 
расстоянию между изотерма­
ми по нормали Дп опреде­
ляет величину некоторого 
вектора, который называется

Рис. 1.1. Температурное поле и его ха- градиентом температуры.
рактеристики Градиент температуры на­

правлен по нормали к изо­
термической поверхности, причем за положительное направление 
этого вектора принимается направление в сторону возрастания 
температуры; таким образом,

g va6 T = T ^id T jd n ),

где — единичный вектор, направленный по нормали в сторону 
возрастания температуры.

Составляющие градиента температуры по осям прямоугольной 
системы координат равны соответствующим частным производным:

grad Т  =  = i {дТ/d x )- \- i (дТ/ду)-\‘к(дТ/дг),

где ¿, /, k — единичные векторы (орты), направленные по осям пря­
моугольной системы координат.

Т е п л о в о й  п о т о к .  З а к о н  Ф урье .^П еренос  теплоты тепло­
проводностью может происходить только при условйи, что в раз-- 
личных точках тела температурное поле неоднородно, т. е. для 
того чтобы внутри тела возникал тепловой поток, необходимо на­
личие градиента температуры, отличного от нуля. Тепловой поток 
в отличие от температуры (скалярной величины) имеет определенное 
направление: от точек тела с более высокой температурой к точкам 
с  более низкой температурой.



Д ля характеристики векторного поля тепловых потоков вводится 
вектор q, называемый вектором плотности теплового потока. В про­
извольной точке Р непрерывного температурного поля в изотропном 
теле вектор q uanpaBJieH противоположно градиенту температуры, 
т. е. его направление совпадает с направлением переноса теплоты, 
а его значение определяется как количество теплоты dQ, прохо­
дящее в единицу времени d r  через единицу площади изотермической 
поверхности d5:

i ?  =  d Q / ( d * S d T ) .  ( 1 . 1 )

Согласно предположению Фурье, тепловой поток через элемент 
изотермической поверхности определяется значением температурного 
градиента в рассматриваемой точке. Опытные данные показали, что 
плотность теплового потока прямо пропорциональна градиенту тем­
пературы, т. е. вектор плотности теплового потока определяется 
соотношением

q = ~ ‘k g T a d T  = —l ^ ‘k(dT/dn) ,  ( 1 . 2 )

где \  — коэффициент пропорциональности, именуемый теплопровод­
ностью.

Это равенство и составляет содержание основного aaKovia тепло­
проводности Фурье. Модуль вектора теплового потока q определя­
ется по формуле

¡7 =  — к (дТ /дп) .  ( 1 . 3 )

Скалярные величины составляюишх вектора q по осям прямоуголь' 
ных координат х, у, г:

q^ =  qcos{n,  х) = ̂ к{дТ/дп)со5{Пу х)=^— Х{дТ/дх)',
ду =  - 1 ( д Т / д у ) ,  q ,= = ~ l(dr /dz) .  ( 1 . 4 )

Теплопроводность К [Вт/(м.К)) является физическим параметром, 
характеризующим интенсивность процесса теплопроводности в ве­
ществе. В случае однородного изотропного тела теплопроводность >. 
численно равна количеству теплоты, проходящему через единицу 
поверхности в единицу времени вследствие теплопроводности при 
перепаде температуры на единицу длины нормали, равном одному 
градусу. f

В случае изотропной среды, когда X не зависит от направления, 
векторы q и grad Т  лежат на одной прямой, но направлены в про­
тивоположные стороны.

В анизотропных телах теплопроводность X существенно зависит 
от направления передачи теплоты и представляет собой тензор вто­
рого ранга

/ ^ х х  ^хУ ^хЛ
Ху^ Хуу Х^^



Наибольший интерес для практики из некристаллических анизо­
тропных тел представляет ортотропное твердое тело, имеющее раз­
личную теплопроводность в трех взаимно перпендикулярных направ­
лениях. Тепловые потоки в соответствующих направлениях равны: 

в прямоугольной системе координат х, у, г

— к
дх д у дг  ’

(1.5)

в цилиндрической системе координат г, в ,  г

дг ав дг

И т. д .
Например, теплопроводность древесины поперек волокон по 

сравнению с теплопроводностью вдоль волокон может изменяться

i. О

0,9

0,д

0.7

0,6

1
^ t / ^ 0

I ■ i I ,

___  7 / 7 - 7 / )  Л / . .  \ — í

ш
С  / с /  OU лС

Г - ----------------------
.  A l

A / t

1

■ ^ ¡ 3  

Z n 1

h

-------------1 N

' ^
J  Г л  '

Г 0  ,

1 -  —  1
250 t.*CО 50 100 150 200

Рис. 1.2, Зависимость теплопроводности от температуры  для 
некоторы х чистых металлов

В 3—4 раза. Позтому соотношения (1.4) для изотропной среды не 
справедливы для анизотропных тел.

Если использовать формулу для ум110жения тензора на вектор 
справа [55], то закон Фурье можно записать для анизотропных тел 
в проекциях на оси координат:

— Я̂  = к^^{дТ/дх) \^к^^(дТ/ду)+к^,(дТ/дгу,  
— Яу =  ̂ у ^^ ^Т /д х ) - \ -> у ^  ( д Г / д у ) А - \ ^ { д Т  idz)- 
— Яг = К х  {d T ¡  ду)  ■ 1-Я,, {д Т IÓZ).

( 1.6)



в  феноменологической* термодинамике [69] утверждается, что 
коэффициенты системы (1.6) должны удовлетворять соотношениям 
Онзагера, т. е. должны выполняться равенства

1 .^ху (1.7) Л, В т /(м -К )

-200 400

Это позволяет сделать вывод о сим- 
метр ичности тензора теплопроводности.

Таким образом, в случае теплопро­
водности в анизотропном теле векторы 
теплового потока и градиента темпера­
туры обычно уже не лежат на одной 
прямой. И только [) частном случае 
изотропного тела тензор теплопровод­
ности сводится к скаляру и векторы 
q и g rad T  всегда лежат на одной ли­
нии.

Теплопроводность твердых тел мо­
жет заметно изменяться не только в 
зависимости от направления, по и от 
температуры. Так, при повьппении тем­
пературы теплопроводность чистых 
металлов уменьшается (рис. 1.2, |41|), 
а теплопроводность сплавов увеличи­
вается (рис. 1.3, 141}). Теплопровод­
ность порошкообразных и пористых тел 
значительно изменяется с изменением 
объемной плотности материала, тепло­
проводность пористых тел зависит так­
же и от влажности.

Теплопроводность строительных материалов изменяется в преде­
лах 0,023 . . .  2,9 Вт/(м-К). Материалы, имеющие теплопроводность 
меньше 0,25 Вт/(м*К) и применяемые для тепловой изоляции, назы­
ваются теплоизоляционными.

На рис. 1.4 |41] показано изменение значений теплопроводности 
строительных и теплоизоляционных материалов с увеличением тем­
пературы.

Большинство применяемых в технике материалов в первом при­
ближении можно считать изотропными, а зависимость их теплопро­
водности от температуры в узком интервале температур можно ап­
проксимировать линейной функцией

Рис. 1.3. Заьнсимость теплоп ро­
водности от тем пературы  для 

различных сплавов:
/  — латунь 18; л а т у н ь - 3 0 :  3  —  
ла т у и ь -1 2 ;  4 — ни.чром; 5  — бронза  
(88 % Си, 10%,^11, 2 % У,п)\ Н — 
маргаицопистая Лрон:»а; 7 —  о р у д и й ­
ная бронза;  — сплав сл она  и цин­
ка; 9 —  фосфористая  (бронза; 10  —  
белый металл; I I  — константам;  
Г 2  -х м о н ел ь -м р т а л л ; I • 'i —  манган.^н; 
М — ннкелсиая сталь; — ж нлк и  I 

сплав олона с цинком

* Феноменологическое описание термодинамических процессов основано на 
установлении общих соотношений между определяющими параметрами явлен и я . 
Феноменологическая термодинамика вклю чает в себя термодинамику равновесны х 
и неравновесных процессов.



где >-0 — теплопроводность при Т —Та\ р — коэффициент пропорцио­
нальности, определяемый из эксперимента.

§  1.2. Дифференциальное уравнение теплопроводности 
твердых тел

Аналитическая теория теплопроводности основана на дифферен­
циальном уравнении теплопроводности Фурье. Физический смысл 
его заключается в том, что им связывается пространственное рас­

пределение температуры с измене­
нием ее во времени. Вывод диффе­
ренциального уравнения теплопро­
водности основан на применении за­
кона сохранения энергии, сочетаемо­
го с законом теплопроводности Фурье.

У р а в н е н и е  т е п л о п р о в о д ­
н о с т и  д л я  и з о т р о п н ы х  т в е р ­
д ы х  тел.  Предположим, что рас­
сматриваемое тело изотропно, темпе­
ратурные деформации элементарного 
объема пренебрежимо малы по срав­
нению с самим объемом и температу- 

■рное‘ поле нестационарно.
Рассмотрим бесконечно малый 

объем с гранями Лу, Лг, распо­
ложенный в трехмерной прямо­
угольной системе координат, как 
показано на рис. 1.5.

Согласно закону теплопровод­
ности Фурье, количество теплоты, 
подводимое к - поверхности элемен­
тарного объема вдоль оси Ох за 
время (1т, определяется по формуле

дТ
(1рд. =  <?д.с1у с12 (1т =  — АуАг с1т.

( 1.8 )
Количество теплоты, отводимое 

через противоположную грань, 
dQ^+dx. Пусть dQ^>dQx+йxy т. е. 

элементарный объем нагревается. Если неизвестную функцию 
<iQ̂ -̂ -dж разложить в ряд Тейлора и сохранить только два первых 
члена разложения, то получим

Р и с. 1.4. Зависимость тепло­
проводности от температуры для  
строительны х и теплоизоляцион­

ных материалов: 
/ — в о з д у х ;  5 — минер альная
ш ерсть;  3 — шлаковая вата; 4  —  
н ью вель;  5 — совелит; й — диатоми-  
тоаы й кирпич; 7 — красный кирпич;  
Н —  шлакобетонный кирпич; 9  —  ш а ­

мотный кирпии

дх
(1.9)



Изменение количества теплоты, вызванное теплопроводностью 
вдоль оси Ох за время дх, равно

dQ. — =  — — ( ( ? ( 1 2  =  — ' ld x d y d 2 dт. ( 1.
дх  д х \  д х )

10)

Изменения количества теплоты вдоль направлений осей Оу и О? 
за время dт можно записать аналогично:

dQy —  d<2y+dy =*— -  Лу dг  Л т /  Х ~)(1х(1у дгс1г;
'  ду  '  д у \  д у )

(1Л >

dQг — (О dA: 6 у  6г dт«■-̂  dлdy (\г Нт. (1.
дг  о г  \  дг /

1 2 )

Количество теплоты dQ1, которое должно накопиться за время 
dт в элементарном объеме вследствие теплопроводности,

=  dJ tdyd2 d т =  +
дJ( д у  ^ д г  ]  [ д х \  д х }

д у [  д у )  с 1 г  \  дг
dxdy d2 dт. (1.13)

Внутри тела из-за объемных химических реакций, прохождения 
электрического тока, испарения влаги и т. д. может выделяться или 
поглощаться теплота. Объемная плотность теплового потока опреде­
ляется как количество теплоты, вы­
деляемое (поглощаемое) внутренни­
ми источниками (стоками) в элемен­
тарном объеме среды в единицу вре­
мени, и обозначается через (?о(х, у, 
г, х). Количество теплоты, выде­
ляемое в элементарном объеме за 
время dт, равно

dQг =  í?цdxdy d2 dx. (1-14)

Изменения количества теплоты 
вследствие теплопроводности элемен­
тарного объема (1.13) и действия 
внутренних источников теплоты(1.14) 
вызывают изменение энергии веще­
ства. заключенного в элементарном 
объеме, которое вычисляется ' по 
формуле р

d Q з = ф  —  dл:dy d2 dт,

где с — удельная теплоемкость, Дж/(кг-К): р — плотпость, кг/м^ 
X — время, с.

Составим баланс энергии для элементарного объема dл:dyd2 за 
время dт, приравнивая теплоту, аккумулированную данным элемен-,

Рис. 1.5. К выводу дифферен­
циального уравнения теплопро­

водности

П



том объема, к теплоте, поступающей вследствие теплопроводности, 
и теплоте, образовавшейся в самом элементарном объеме из*за дей­
ствия внутренних источников теплоты:

Так как дqJдx-\-дqy|дy-\-дqJдz =  d \ v д, уравнение (1.15) перепишем:

Согласно закону Фурье, уравнение (1.16) можно представить в виде

В прямоугольной системе координат уравнение (1.17) запишется 
так:

В уравнениях (1.17), (1.18) с ,  р, к могут быть в общем случае функ­
циями X,  у ,  г ,  Т,  т. е. эти уравнения нелинейны.

Если предположить, что А., р и с постоянны, то уравнение (1.18) 
существенно упростится и в прямоугольной системе координат при­
мет вид

где Д  — оператор Лапласа; а =  А,/(^р) — температуропроводность, 
являю щ аяся физическим параметром вещества, м^с.

Из уравнения (1.19) видно, что при отсутствии внутренних источ­
ников теплоты (с?ц =  0) скорость изменения температурного поля во 
времени зависит только от одного физического параметра— темпе­
ратуропроводности а. Величина, обратная температуропроводности 
( 1/а ) ,  характеризует инерционные свойства тела в отношении рас­
пространения температурного поля

В курсах математической физики 1юказано, что уравнение тепло­
проводности (1.19) относится к дифференциальным уравнениям 
в частных производшях параболического типа.

Уравнение теплопроводности (1.19) может быть записано в сфе­
рической и цилиндрической системах координат.

Учитывая связь меж/]у прямоугольными н сферическими коорди­
ната ми х=г51пг^'со5(р; у =  г51п1|?51п ф; г =  гсо5 г|5, уравнение (1.19) 
в сферических координатах можно записать в виде

(1.15)

с р - -------- (1.16)

(1.17)

(1.18)

или
д Т / д х ^ а ^ ^ Т  +  д.Пср), (1.19)

г дг*
1 г* '

1 а

«



Прямоугольные и цилиндрические координаты связаны соотио- 
шениями х =  г с о зв .  y =  r s i n 0 ,  z ~ z .  Выполняя переход к новым 
координатам 0 . г. запишем уравнение теплопроводности в цилин­
дрических координатах:

\  дг* г дг  д в *  дг^ I  с р

Для процессов стационарной теплопроводности, т. е. при 
дТ/дт — О. уравнения (1.17) — (1.21) запишутся в виде: в общем 
случае

d i v ( > .  g r a d  =

при Я, —const

Последнее уравнение в математической физике называется урав­
нением Пуассона, а при ¿/, =  0. т. е. при отсутствии источников 
(стоков) теплоты, — уравнением Лапласа. В различных системах ко­
ординат имеем: в прямоугольной

„ 0 ;
д х *  дг* ^

В с ф е р и ч е с к о й

Г Пг* s i n  ф  ( ? ф  \  < ^ ф  /  г* s i n *  ф  ( ? Ф ^  ^

в ц и л и н д р и ч е с к о й

f L + _ L £ I _ L _ L ^  ' É ! L _ l 1 ^  =  0
дг-‘ г дг г» дв‘̂ дг  ̂ к

Уравнения Лапласа и Пуассона принадлежат к дифференциаль­
ным уравнениям эллиптического типа.

У р а в н е н и е  т е п л о п р о в о д н о с т и  д л я  а н и з о т р о п н ы х  
т е л .  Уже отмечалось, что многие технические материалы (дерево, 
кристаллические вещества и т. д>) имеют теплопроводность, значи­
тельно изменяющую свое значение в зависимости от направления 
потока теплоты, проходящего через тело.

Для таких'материалов уравнения (1.19)— (1-21), полученные и 
предположении, что теплопроводность — скалярная, величина, непри­
годны. Однако можно воспользоваться более общей формой диф ^- 
ренциального уравнения (1.16), (1.17), учитывав?, что для анизотроп­
ных веществ теплопроводность представляет собой тензор второго 
ранга. В этом случае правую часть уравнения (1.17) можно рас­
крыть согласно правилам умножения тензора на вектор [55] (в дан­
ном случае — тензора X на вектор g r a d T ) .



Получим

(1.22)

где I, /, к  — орты прямоугольной системы координат.
Если компоненты тензора теплопроводности не зависят от коор­

динат, выражение (1.22) может быть приведено к виду

Тогда уравнение теплопроводности для анизотропного однородного 
твердого тела при наличии внутренних источников теплоты запи­
шется так:

Уравнению (1.23) можно придать более простой вид заменой не-, 
зависимых переменных. В курсах математической физики {например, 
(81, 100 и др.]) показано, что всегда можно ввести новые прямо­
угольные координаты 11, С, при которых правая часть уравне­
ния (1.23) не содержит смешанных производных (при с?„=0):

Коэффициенты ^2, Х3 называют главными коэффициентами тепло­
проводности, а новые координатные оси п» С — главными осями 
теплой ро водности.

Если провести дополнительные преобразования координат, то по* 
следнее уравнение можно записать в виде, аналогичном уравнению 
теплопроводности для однородного и изотропного тела,

где =  Л ^  — произвольно вы­
бранная постоянная.

(1.23)



Следует иметь в виду, что проведенное преобразование коорди­
нат существенно упростило форму дифференциального уравнения, 
однако, за исключением частных случаев, задача решения этого 
уравнения не становится легче, поскольку при переходе к новой 
системе координат границы рассматриваемого тела приобретают более 
сложную форму, что ведет к усложнению граничных условий за­
дачи.

Для однородных ортотропных тел, для которых справедливы со­
отношения (1.5), уравнение теплопроводности в прямоугольной систе­
ме координат имеет вид

Аналогично запишется уравнение теплопроводности для однородного 
ортотропиого тела в цилиндрической системе координат:

Задача  1.1. Вывести уравнение теплопровод 1юсти в сферических координатах 
для нчотропнон однородной среды.

Задача  1.2. Вывести уравнение теплопроводности в цилиндрических коорди­
натах для изотропной однородной среды.

Г и п е р б о л и ч е с к о е  у р а в н е н и е  т е п л о п р о в о д н о с т и .
Уравнение теплопроводности Фурье (1.17) выведено при неявном 
предположении, что скорость распространения теплоты является бес­
конечно большой. Для процессов- умеренной интенсивности, обычно 
встречающихся на ^фактике, возможность такого допущения под­
тверждается соответствием расчетных и опытных данных. При иссле­
довании высокоинтенсивных нестационарных процессов, например 
при тепловых взрывах, при обтекании тел сверхзвуковыми потока­
ми газа, необходимо учитывать, что теплота распространяется хоть 
и с очень большой, но конечной скоростью и,. Впервые это обстоя­
тельство было отмечено П. Верноттом (124). Независимо от него 
Лыковым А. В. [65] была сформулирована гипотеза о конечных 
скоростях распространения теплоты и массы для процессов тепло- и 
влагопереноса в капиллярно-пористых телах.

Скорость распространения теплоты

где — постоянная времени, или время рела1ксации теплового на­
пряжения. Можно теоретически оценить порядок величины т^, так 
для азота т ,=  10~® с, для алюминия т^ = 1 0 ~ “  с. Д ля  высокоинтен­
сивных нестационарных процессов зависимость между плотностью 
теплового потока и градиентом температуры можно представить 
следующим образом [79, 124]:

(1.24)



в  частных случаях при стационарном режиме (с1̂ /-3т =  0) н прп 
стремлении скорости распространения теплоты к бесконечности 
{Т;.-> 0) уравнение (1.24) переходит в выражение для классического 
закона теплопроводности Фурье

д =  — ХуГ.

Подставляя значешю определяемое выражением (1.24), в урав­
нение баланса теплоты для одномерной задачи

д Т  д а ,ср — --------
дх дх

получим гиперболическое уравнение переноса теплоты
д Т  , д^Т  д Ч  , ,

дх ох^ ох-

справедливое, как показано в (102|, только для одномерного одно­
родного и стационарного пространства. Вопрос о возможности обоб­
щения гиперболического уравнения теплопроводности на случай 
трехмерного пространства рассмотрен в работе |65|, при этом в пра­
вой части ураннепии (1.25) оператор д'-1дх  ̂ заменяется на оператор
Л а п л а с а ----- ------------ .

дх~̂ ду^ аг*

§  1.3. Постановка краевых задач теории теплопроводности

Дифференциальное уравнение теплопроводности, выведенное па 
основе общих законов физики, устанавливает связь между вре.мен- 
ным и пространственным изменениями температур1я в любой точке 
тела, в которой происходит процесс те п л о п р о в о д 1Ю с т и . Дифферен­
циальное уравнение теплопроводности имеет в общем случае бес­
численное множество решений. Чтоб(>1 и з  э т о го  множества выбрать 
решение, характеризующее конкретный рассматриваемый процесс, и 
дать полное математическое описание этого [фоцесса, необходимо к 
рсновному ди(|к^)еренциальному уравнению присоединить дополнитель­
ные условия, включающие геометрические, физические и краевые 
условия.

Геометрические условия определяют форму и линейные размеры 
тела.

Физические условия определяют теплофизические параметры: 
% — теплопроводность, р — плотность тела, с — удельную теплоем­
кость тела, Яу — объемную плотность теплового потока.

Краевыми условиями называют совокупность начального и гра­
ничных условий. Начальные условия задаются только при изучении 
нестационарных процессов и состоят в задап*1и распределения тем­
пературы внутри тела в момент времени, выбранный за начальный. 
Граничные условия отображают условия теплового взаимодействия 
между окружающей средой и поверхностью тела.



Способы задания краевых условий. Задание начального условия 
заключается в том, что для некоторого момента времени т =  т,> 
(обычно полагают То =  0) должна быть и:^вестна функння Т  [х, у, г, 
Ти) =  /(х , у, Z) пространственнЕ51Х координат. Простейшее начальное 
условие имеет вид f{x,  у, z ) « r „  =  const. К такому условию, напри­
мер, относятся начальные условия вывода системы из установивше­
гося режима (разогрев из «холодного» состояния и т. д.) и др. Воз­
можны предельные случаи, когда можно пренебречь начальными 
условиями. Так, для конечных тел произвс^ьной формы начальные 
условия оказывают влияние л и 1нь на начальной стадии нестационар­
ной теплопроводности: начиная с некоторого момента т* наступает 
такой режим теплопроводности, при котором распределение темпе­
ратур в теле определяется только граничными условиями и не за­
висит от начальных.

Граничные условия для изучаемой задачи могут быть заданы 
несколькими способами; в теории теплопроводности различают гра­
ничные условия I, И, П1, IV** родов и др.

Граничные условия I рода. Задается распределение температуры 
на поверхности S тела как функция координат и времени

Т^ = ц'{х, у. г, т), X, у, z ^ S .  (1.26)

К граничным условиям 1 рода можно отнести задачи разогрева 
и охлаждения системы при заданном изменении температуры на гра­
нице или при BccbNia интенсивном теплообмене на поверхности, когда 
температура поверх1юсти близка к температуре среды. Однако круг 
таких практических задач ограничен и граничные условия i рода 
используются в основном при разработке математических методов 
решения краевых задач и оценочных расчетах.

Отметим, что при (р(л:, у, 2, т) =  0 условие (1.26) однородно от­
носительно температуры. Д ля процессов стационарной теплопровод­
ности функция ф в условии (1.26) не зависит от времени и это усло­
вие обычно называют условием Дирихле.

Граничные условия II рода. Задается распределение плотности 
теплового потока на поверхности тела как функция координат и 
времени

=  У. г, т). X, у, 2 ^ 5 . .  (1.27)

Согласно закону Фурье, условие (1.27) запишется в виде

— =  У. 2, т), х, у, z ^ S ,  (1.28)

где п — внутренняя нормаль к поверхности S.
В процессах стационарной теплрпроводности функц>1я а|з в усло­

виях (1.27) и (1.28) не зависит от времени т и эти условия обычно 
именуют условием Неймана.

Граничные условия IV рода иначе называют условиями сопряж ения.
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в  частном случае, когда плотность теплового потока на [юверх- 
'Ности тела остается постоянной для любого момента времени в лю- 
'бой точке повсфхиости, выражение (1.27) имеет вид

Такие условия теплообмена могут создаваться при нагревании 
тел высокотемпературными источниками теплоты, когда теплообмен 
происходит главным образом излучением по закону Стефана — Боль­
цмана, если при этом собственная температура тела значительно 
меньше температуры излучающей поверхности.

Кроме того, возможен случай задания однородного граничного 
■условия И рода

т. е. условия так называемой тепловой изоляции. Такое условие 
часто задается при равномерном обогреве поверхности тела, име­
ющего геометрическую симметрию. Например, задача симметричного 
прогрева пластины толнщгюй 2 /^ ( | х| < / ? )  {когда на ограничива­
ющих поверхностях x = ± R  задана плотность тепловых потоков qi = 

СВОДИТСЯ К эквивалентной задаче: задан тепловой поток до 
на поверхности x==R и задано условие д =  0 в плоскости симметрии 
пластины А' =  0.

Граничные услония I I I  рода. На поверхности тела задается за­
висимость плотности теплового потока вследствие теплопроводности 
•со стороны тела от температур поверхности тела и окружающей' 
^реды Гс.

В случае охлаждения (нагрева) тела имеем

где а — коэффициент пропорциональности, называемый коэффициен­
том теплоотдачи (теплообмена), Вт/(м^-К). Он характеризует интен­
сивность теплового взаимодействия среды заданной температуры 
с поверхностью тела. В нестационарных процессах температура 
окружающей среды в обш ы  случае изменяется во аремен{».

Уравнение (1.29) выражает закон Ньютона. Плотность потока, 
подводимая ‘(отводимая) за счет теплопроводности к (от) поверхности 
тела, определяется по закону Фурье. Следовательно, на основании 
закона сохранения энергии с учетом уравнений (1.29) и (1.2) имеем

где п — внутренняя нормаль к поверхности тела.
Уравнение (1.30) является аналитическим выражением гранич­

ного условия ¡11 рода, которое широко применяется при аналитиче­
ских исследованиях теплопередачи в твердых телах, обтекаемых по­
токами жидкости или газа па границе между телом и жидкостью.

В отличие от к коэ:}х{)ицпецт теплоотдачи « не является физиче­
ской постоянной, характерной для того или иного вещества. В об­
щем случае он отражает совместное действие конвекции, теплопро-

{дТ/дп)^—0,

i?5 = ± « (T '5  — Гс). (1.29)

(1.30)
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водности (I зависит от многих факторов. Так. например, только кон­
вективная часть определяется геометрической формой и размера­
ми тела, физическими свойствами обтекающего его потока, направ­
лением и скоростью потока, температурными условиями и другими 
факторами [1оэтому только в первом приближении можно считать 
К0'9!|)фициент «I постоянным.

Таким образом, постановку условия (1.30) не всегда просто вы­
полнить, так как вся сложность вопроса о теплообмене между телом 
и окружающей средой сосредоточивается на методе определения ко­
эффициента (/ при конкретных условиях задачи.

Из граничных условий 1П рода в частных случаях можно полу­
чить граничные условия I и II родов. Так, если отношение и/Х 
устремить к бесконечности (а-►со при A.s=!const либо О пр» 
а =  соп81), то приходим к граничным условиям 1 рода:

а/>—►о .а /Х  дп ; з
=0. т. е. Г , - Г , .

Б  случае, если и -► О, получаем частный случай граничных усло­
вий 11 рода:

— Х{()1/дп\^ = 0.

Заметим, что граничное условие (1.30) будет однородным отно­
сительно температуры поверхности при и Я и а, не завися­
щих от температуры поверхности.

В работах (65, (>8 | показано, что для нестационарных задач кон­
вективного теплообмена использованУ1е закона Ньютона при форму­
лировке граничных условий приемлемо не всегда. Физически более 
обоснованным является рассмотрение задач конвективного теплооб­
мена как сопряженных, т. е. при совместном рассмотрении темпе­
ратурных полеИ тела и окружающей среды. Такое рассмотрение 
приводит к формулировке граничных условий сопряжения, называ­
емых граничными условиями IV рода.

Граначные условия сопряжения {IV рода) соответствуют теплооб­
мену поверхности тела с окружающей средой (конвективный тепло- 
обмеЕ! тела с жидкостью) или теплообмену соприкасающихся твер­
дых тел, когда температура соприкасающихся поверхностей одина­
кова. Задаются они как условия равенства температуры и плотностей 
теплового потока на поверхности соприкосновения двух сред (или 
тел);

T\s=T2s^  (1-31>

. (1-32>
дп 5 дп 3

где д1дп означает дифференцирование вдоль нормали к поверхности 
раздела.

Равенство (1.31) выражает условие непрерывности температур­
ного поля, а равенство (1.32) — закон сохранения энергии на по­
верхности соприкосновения двух сред (или тел).
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Условия (1.31), (1.32) называют eme условиями идеального теп­
лового контакта. В реальных телах теплоперенос между слоями 
осуществляется не только теплопроводностью, но и конвекцией и 
тепловым излучением, которые играют здесь существенную роль. 
Поэтому точное задание граничных условий при контактном тепло­
обмене затруднительно и для расчетов используются более сложные 
идеализированные схемы.

Задачи с граничными условиями IV рода часто ставятся при 
расчетах многослойных теплоизоляционных покрытий в металлур­
гии, авиационной и космической технике.

Лригие виды граничных услочий. Кроме рассмотренных возможна 
постановка других граничт.1Х условий. Например, при наличии фа­
зовых превращений (промерзания, плавления) на поверхности сопри­
косновения условие (1.32) заменяется следующим;

где 5 — движущаяся граница раздела фаз ( / — твердая, 2 — жид­
кая); д — удельная теплота фазовых превращений; п — нормаль к 
поверхности

Если неизвестна зависимость ¿»(х, у, г, т), то условие (1.33) от­
носит решаемую задачу к классу пeлíffIeйньrx задач ¡1 требует осо­
бых методов ее решения

При достаточно высоких температурах поверхность гел излучает 
теплоту, при этом плотность теплового потока определяется по за­
кону Стефана — Больцмана. Согласно этому закону, в условиях 
термодинамическбго равновесия для абсолютно черного тела поверх­
ностная плотность потока излучения определяется так:

где 0 =  5,67032(71)-10“  ̂ Вт/(м''-К*) — постоянная Стефана — Боль­
цмана,

Применительно к неабсолютно черным телам этот закон нрини- 
-мает вид

Здесь е =  0 . . .  1 — коэффициент излучения теплового излучателя 
(коэффициент черноты).

Если тело подвергается нагреву излучением со стороны внешней 
среды, то граничные условия на поверхности тела в этом случае 
задаются в виде

где п — внутренняя нормаль к поверхности тела; а =  0 . . .  1 — ко­
эффициент поглощения; /Г — поверхностная плотность потока излу­
чения, падающего на поверхность 5. В общем случае падающий по­
ток излучения определяется не только внешними источниками излу­

— ''■г , —^ч . •
дп S дп S от

(1.33)

R = a T \

(1.34)
d n  S



чения, но и теплообменом за счет излучения между отдельными 
участками поверхности тела.

Граничные условия типа (1.34) формулируются при изучении 
процессов теплообмена в космосе, при отливке массивных тел, в 
термоэмиссионных преобразователях энергии и т. д.

Задачи с нелинейными граничными условиями типа (1.34) приня­
то называть задачами с внешней нелинейностью в отличие от задач 
с внутренней нелинейностью, к которым относятся задачи со свой­
ствами материалов, зависящими от температуры.

Дифференциальное уравнение теплопроводности вместе с задан­
ными дополнительными условиями полностью определяют краевую 
задачу теплопроводности, подлежащую решению.

К л а с с и ф и к а ц и я  к р а е в ы х  з а д а ч .  При известной матема­
тической модели процесса теплопроводности необходимо выяснить, 
какие величины и зависимости, входящие в описание, нам известны, 
а какие необходимо определить. В зависимости от этого возника­
ющие задачи можно разделить на два шда.

Пряман задача. Определить температурное поле, если известно 
дифференциальное уравнение процесса и заданы дополнительные 
условия, полностью определяющие краевую задачу.

Обратная задача. Определить граничные условия или коэффи­
циенты, входящие в ocHOBiioe дифференциальное уравнение, если 
известны математическое описание процесса и температурное поле.

В дальнейшем будем рассматривать только прямые задачи тепло­
проводности. Методы решения* обратных задач подробно изложены 
в монографиях ¡2, 97, 1011.

Кроме того, краевые задачи можно подразделить на линейные и 
нелинейные. Напомним, что уравнение называется линейным, если 
оно линейно относительно неизвестной функции  (температуры) и ее 
производных.

Если в математическом описании задачи хотя бы одно уравне­
ние нелинейно, то и краевая задача нелинейна. В зависимости от 
того, в каком уравнении и в каком члене уравнения сосредоточена 
нелинейности, нелинейные краевые задачи можно классифицировать 
следующим образом [50|: '

а) краевая задача с нелинейностью I рода — от температуры з а ­
висят теплопроводность к[Т). удельная объемная теплоемкость 
С Л Л = с ( Г ) р ( Г ) .

б) краевая задача с нелинейностью 11 рода — от температуры не­
линейно зависит плотность теплового потока на поверхности тела 
Q ( T s )<

в) краевая задача с нелинейностью 111 рода — от температуры 
нелинейно зависит объемная плотность теплового потока q̂ ,.

Задачи с подвижными границами, когда на границах действуют 
источники (стоки) теплоты, относят к задачам с нелинейностями И 
или III рода в зависимости от способа учета источника (стока) теп­
лоты в математической модели.

Однако можно формулировать и решать краевые задачи, содер­
жащие нелинейности всех трех родов.



В о п р о с ы  с у щ е с т в о в а н и я ,  е д и н с т в е н н о с т и  и кор^ 
р е к т н о с т и  д л я  к р а е в о й  з а д а ч и .  Диф(|зеренциальное уравне­
ние нестационарной теплопроводности относится к параболическому 
типу, а стационарной теплопроводности — к эллиптическому типу 
дифференциальных уравнений в частных производных, решение ко­
торых является одной из задач математической физики.

PeiuviTb краевую з а д а ч у — значит найти все функции, удовлетво­
ряющие данному дифферен[1иальному уравнению \( данным краевым 
условиям. Как правило, краевые условия стараются формулировать 
таким образом, чтобы краевая задача имела одно и только одно ре­
шение. Это требует в каждом случае доказательства теоремы суще­
ствования решения и теоремы единственности решения. Для различ­
ных частных случаев доказательства теорем существования и един­
ственности для краевых задач теплопроводности имеются, например, 
в работах [62, 63, 100 и др.]. Однако в самом общем виде дока­
зательств теорем существования и единственности пока не получено.

Кроме вопросов существования и единственности решения важен 
еше и вопрос о так называемой корректности сформулированной 
краевой задачи.

Дело в том, что при решении поставленной краевой задачи не­
обходимо учитывать наличие погрешностей разного происхождения. 
Погрешности первого рода могут быть вызваны тем, что при состав­
лении краевой задачи уравнения недостаточно точно описывают изу­
чаемый физический процесс из-за неполноты теории, неточностей из­
мерений и т. п. Возникает вопрос, как погрешность в данных крае­
вой задачи отразится на получаемом решении. В связи с этим можно 
дать следующее определение. Решение краевой задачи устойчиво в 
некоторой области Q, если для любого е> 0  найдется число (¡(е) > 0  
такое, что при изменении функций, входящих в краевые условия. 
нЗ величину, модуль которой меньше i| (е), решение основного диф­
ференциального уравнения изменится в области Q на величину, 
меньшую 8. Сколь угодно малым изменениям исходных данных в 
краевых условиях могут соответствовать большие изменения реше­
ния, в этом случае решение задачи неустойчиво.

Если решение краевой эадг?чи для какого-либо уравнения или 
системы уравнений в рассматриваемой области существует, единст­
венно и является устойчивым, то краевая задача поставлена кор­
ректно.

Классический пример постановки некорректной краевой задачи 
принадлежит Адамару [101].

Необходимо получить решение задачи Коши для процесса ста­
ционарной теплопроводности в полуплоскости у >  0:

- ° °  < < « > ;  у  > 0 ;
дх^ fly

Т { х ,  0 ) = 0 ;

ду



функция q{x) относится к исходным данным. Если ^*(л :)=0 , то 
(' сформулированная краевая задача имеет тривиальное решение

у ) = 0 .

EcvTH положить (x) =  —  cos Ал:, то решение соответствующей
к

краевой задачи

Т^[х, у )——  c o s s h / t y .
f

При k ~ ^ c o  функции равномерно сходятся к ^*{дг), однако 
f если при этом у ф  О, то решения (л, у) неограниченны и не
* моГут сходиться к Т* {х, у).

Таким образом, при отсутствии устойчивости даже сравнительно 
небольшая погрешность в исходных данных приводит к тому, что 
получаемое решение будет далеко от искомого. В предлагаемой 
книге рассматриваются только корректные постановки краевых за­
дач. Методам построения решений некорректно поставленных задач 
посвящена специальная литература | 101].

Погрешности второго рода связаны с процессом решения крае­
вой задачи. Эти погрешности могут быть двух видов:

1) погрешности метода — при применении приближенных методов 
не может быть получено точное решение задачи, даже в случае точ­
ной реализации метода;

2) вычислительные погрешности — погрешности округления при 
выполнении арифметических действий, погрешности в вычислении 
интегралов, производных и т. п.

0 [[енки вычислительных погрешностей не рассматриваются нами, 
так как это достаточно сложная математическая задача.

О з а д а ч а х ,  м а т е м а т и ч е с к и е  м о д е л и  к о т о р ы х  и з о ­
м о р ф н ы  к р а е в ы м  з а д а ч а м  т е п л о п р о в о д н о с т и .  Краевые 
задачи, имеющие математические модели, подобные краевым задачам 
теплопроводности, ставятся во многих областях науки и техники 
(металлургия, энергетика, геология, почвоведение, пищевая промыш­
ленность и др.). Прежде всего отметим, что процессы диффузии газа, 
описываемые скалярным полем концентрации; фильтрации жидкости 
в пористых средах, описываемые скалярной функцией напора; рас­
пространения теплоты, описываемые скалярным температурным по­
лем, объединяются общностью математической модели для определе­
ния скалярного поля искомой величины (концентрации, напора, тем­
пературы).

Так, дифференциальное уравнение диффузии имеет вид

— = d i v  (Ograd р,),
дх

где pi — массовая концентрация данного вещества (компонента), рав­
ная отношению массы компонента к объему смеси; D — коэффициент 
пропорциональности, называемый коэффициентом диффузии.



п р и  определенных допущениях плоская задача фильтрации жид­
кости в плите описывается дифференциальным уравнением Бусси- 
неска относительно пьезометрического напора h

± \ f ( H + h ) ^ ± U ± \ H H + h )
0Л- [ 0л- J оу . dy J Y V

где f  =  f{x ,  y) — коэффициент фильтрации; И = Н {х ,  у) — глубина дна 
пласта; р  — пористость слоя; у  — удельный вес; W = "W {х, у, т) — 
плотность выпадающих осадков.

Таким образом, методы, разработанные для решения краевых за­
дач теплопроводности, могут применяться и для решения краевых 
задач диффузии, фильтрации и других процессов, описываемых диф­
ференциальными уравнениями того же типа, что и уравнение тепло­
проводности.

§  1.4. О применении теории подобия

При решении краевых задач теории теплопроводности часто 
встречаются большие математические трудности, что вынуждает ис­
следователей обраишться к экспериментальному пути решения по­
ставленных задач. Правильное моделирование и экспериментальное 
исследование краевых задач основано на применении теории подо­
бия. которую используют также при аналитическом и численном 
решениях.

В теории подобия [32, 80, 95| доказывается, что для каждой за­
дачи существует совокупность характерт>1х для нее комплексных 
переменных, имеющих физический смысл, в которой следует рас­
сматривать эту задачу. MeTOiibi теории подобия дают возможность 
на основе анализа краевой задачи перейти от обычных физических 
величин к безразмерным величинам комплексного типа.

Анализ задачи в безразмерных величинах имеет ряд преиму­
ществ;

удается сократить число переменных величин;
величины комплексного типа более четко выявляют внутренние 

связи, характеризующие процесс;
новые переменные по своему существу являются обобщенными, 

так  как заданное значение комплекса величин может быть получе­
но в результате бесчисленного множества различных комбинаций 
величин, входящих в этот комплекс.

Важной задачей теории подобия является замещение обычных пе­
ременных безразмерными.

Д ля  определения безразмерных величин, специфических для 
краевой задачи, нет необходимости в завершенном аналитическом 
реше1Ши, достаточно располагать дифферешшальнымн уравнениями 
процесса и формулировкой конкретных краевых услоэий.

Определим те безразмерные величины, которые отвечают случаю 
нестационарной теплопроводности при наличии внутренних источни­
ков теплоты. Для этого прежде всего необходимо привести к без­



размерному виду основное дифференциальное уравнение теплопро 
водности, записанное в прямоугольной системе координат.

где теплофизические параметры а, с, р и объемная плотность тепло­
вого потока постоянны.

В этом уравнении следует различать три вида величин: незави­
симые переменные — время т, пространственные координаты х, у, г; 
зависимую переменную — температура Т; постоянные — а, с, р, q„, 
которые задаются при постановке задачи.

Выберем некоторый характерный размер тела / за масштаб и вве­
дем безразмерные пространственные координаты, так что

Х - х / / ;  К = у / / ;  Z ^ z J L

Так как в основное дифференциальное уравнение температура 
входит только под знаком производной, отсчет температуры можно 
вести от любой фиксированной для данного процесса температуры Т * .  
В случае, если начальное распределение температуры характеризу­
ется постоянной величиной Т,,—const, именно эту температуру мож­
но выбрать в качестве Т*.

Если кроме фиксированной температуры Т* задана еще другая 
фиксированная температура Т ^ ,  также являюи1аяся параметром за­
дачи, то за масштабную разность температур выбирают Оо=Т’# — Г* 
или Оо=Т* — Г#. В качестве Т* можно взять, например, темпера­
туру внешней среды. Тогда безразмерная температура в  определится 
выражением

Если задана только одна характерная температура Т * { Т ^ ) ,  то 
в зависнмости от условий задачи безразмерная температура имеет 
вид

0  =  Г /Г * .  или Ь =  (Т —  Т *)/Т* .

Для апериодических нестационарных процессов, стремящихся при 
больших значениях времени т к установившемуся состоянию, ие 
существует такого характерного промежутка времени, которь1й имел 
бы смысл естественной масштабной единицы. Поэтому, выполняя 
в уравнении (1.35) подстановки

оставим время т в его первоначальном виде, тогда получим
^  ¡ д ' ‘ Ь  д Щ  I \  I Я у

" ат ~  ага ] ср'
Разделив обе части уравнения па комплекс приходим

к уравнению
¿18 ■ _дЩ дЩ

(1.35)

(1.36)



в  последнее уравнение кроме безразмерной температуры 0  и без­
размерных пространственных координат входят также безразмерные 
степенные комплексы, составленные из разнородных физических ве­
личин:

Такие комплексы называются числами подобия, им присваиваются 
имена ученых, внесших выдающийся вклад в развитие соответствую­
щей областй науки.

Д л я  апериодических процессов теплопроводности комплекс ат/7‘̂ 
представляет собой относительную форму выражения текущего вре­
мени, поскольку параметр 1^!а может рассматриваться как вполне 
характерный для конкретного явления масштаб времени. Подобно 
размерному текущему времени т, величина Ро-=ат//^, называемая 
числом Фурье, представляет собой независимую переменную. Важная 
роль числа Фурье определяется тем, что оно дает правило сопостав­
ления температурных полей по времени. Если число подобия состав­
лено только из,..заданных параметров математического описания 
изучаемого процесса, то его мазыъшт критерием подобия. Например, 
для процессов, в которых температура среды, окружающей рассмат­
риваемое тело, изменяется по заданному пcpиoдичecкo^fy закону, 
число Фурье ат,)//'  ̂ приобретает смысл критерия подобия, равного 
отношению двух характеристических длительностей: длительности т,,,’ 
представляющей продолжительность задаваемого периода изменения 
температуры окружающей среды, и длительности, выраженной в фор­
ме ¿*/а и определяющей темп перестройки температурного поля 
внутри самого твердого тела. Что касается комплекса

О з = : = ^ ? Л [ ^ ( Г , - Г * ) ] ,

называемого числом Остроградского, то он. будучи составленным из 
первоначально заданных размерных параметров, является и в без­
размерной постановке задачи параметром, принимающим постоянное 
значение для конкретной задачи.

Таким образом, уравнение теплопроводности (1.35) в безразмер­
ных величинах имеет вид

ае  ' , а=в , (1.37)

Требуется ответить на вопрос: является ли полученный перечень 
безразмерных величин полным? Ответ зависит от содержания кон­
кретной краевой задачи теплопроводности.

При постановке задачи прежде всего необходимы данные о форме 
и размерах тела. Если имеется несколько характерных размеров, то 
только один из них, например /, будет фигурировать среди пере­
численных безразмерных величин. Из остальных же I", Г "  сле­
дует сформировать соотношения I '¡1, 1"11, Г'/1, которые служат до­
полнительными критериями подобия данной задачи.



Формулировка краевой задачи требует также задания краевых 
условий. Неравномерное начальное распределение температуры 
Т \х ~ о —1{х,у ,  г) должно быть отражено безразмерными величинами, 
которые конструируются на основе соответствующей аналитической 
зависимости.

Нри граничных условиях 1 рода, задаваемых температурой на 
поверхности тела в виде функции пространственных координат 
и времени, также возникают новые безразмерные величины.

При задании граничных условий И рода в рассмотрение вводит­
ся, число подобия

поверхности тела).
При формулировке граничных условий 111 рода возникает новый 

безразмерный комплекс, специфический для этой, практически важ­
ной постановки .задачи. Д ля  его получения запишем граничные 
условия III рода в виде

Отсюда видно, что граничным условиям 111 рода отвечает безраз- 
мерный комплекс а /Д ,  называемый числом Био: *

Число Био характеризует связь между полем температуры в твер­
дом теле и условиями теплоотдачи на его поверхности. Такой смысл 
придает ему содержание уравнения (1.38), из которого это число 
получается. С другой стороны, это число можно трактовать как меру 
от1юшения внутреннего и внешнего тепловых сопротивлений {1/Х) 
и (1/и) соответственно. Число Био, как вытекающее из уравнения, 
формирующего граничное условие при заданном коэффициенте теп­
лоотдачи U, сохраняет свою роль критерия подобия для любых про­
цессов изменения температуры в твердом теле, как периодических, 
так и апериодических.

Трехмерное температурное поле рассматриваемой краевой задачи 
при равномерном начальном распределении температуры и при гра­
ничном условии (1.38) может быть описано следующим уравнением 
подобия:

— X (di)/dn)^=ab^,

где
Выполнив подстановки n = l N ,  получаем

(1.38)

а после сокращения на

У!1. zjl, Bi, Os. Fo, r / l .  l"Jl, {"'¡I). (1.39)



Такие представление температурного поля относится к случаям апе­
риодического (т. е. монотонного) изменения температуры, которые 
и будут в основном рассматриваться в дальнейшем. При изучении 
периодических процессов время должно быть введено в уравнение 
подобия дважды: один раз — в составе числа Ро'=ато/^^ и второй 
раз — в параметрическом виде т/т^,:

е  =  /(х/г, у!1, гЦ, т/То, Ъ \ ,  05, Ро',  /7Л 1"!1, П / ) -  (1-40>

Можно показать, что уравнение (1.39), отвечающее случаю апе­
риодического процесса, представляет собой частную форму уравне­
ния (1.40). В самом деле, для апериодического процесса никакого 
характеристического времени не существует, а из уравнения (1.40) 
его необходимо исключить. Д ля  этого взятые порознь число Ко’ 
и относительная переменная т/То заменяются их произведением:

Ро' {x|x^) =  (axJl'^) ( т /т„ )= ат / /“==Ро.

Наиболее простой вид уравнения подобия (1.39), (1.40) приобре­
тают применительно к телам, форма и размеры которых позволяют 
рассматривать возникающее в них температурное поле как одно­
мерное.

Безразмерные величины, входящие в уравнения подобия, можно 
разделить на три вида:

определяемые — числа подобия, которые содержат искомые зави­
симые переменные (например, в);

определяющие — числа подобия, содержащие независимые пере­
менные (например, X,  V', 2, Ро);

критерии подобия — числа подобия, целиком состоящие из на* 
перед заданных параметров (постоянных) математического описания 
процесса (например, (;5, К1, В1).

Функциональная зависимость между числами подобия (уравнения 
подобия) является одинаковой для всех подобных процессов. Общие 
условия подобия физических процессов следующие [41]:

1) процессы должны иметь одинаковую физическую природу й опи­
сываться одинаковыми по форме записи дифференциальными урав­
нениями;

2) начальные, граничные, физические и геометрические условия 
процессов должны быть одинаковы во всем, кроме числовых значе­
ний размерных постоянных, содержащихся в этих условиях;

3) одноименные определяющие безразмерные величины и крите­
рии подобия процессов д о л ж е 1 ы  иметь одинаковЕ:>1е числовые зна­
чения.

Ясно поэтому, что если изучаемые процессы описываются одина­
ковым уравнением, то отсюда еще не следует их физическое подобие. 
Для физического подобия изучаемых процессов необходимо, чтобы 
выцолнялось третье условие подобия. При этом для подобия процес­
сов в целом достаточно потребовать только равенства чисел подобия.

Наряду с п01ЕЯТием о физическом подобии процессов естественно 
рассмотреть и понятие о физической аналогии. В первом случае



изучаемые процессы должны быть одинаковой физической природы^ 
а аналогию можно установить среди процессов разного рода, отли­
чающихся качественно друг от друга. Например, в потоке жидкости’ 
в трубе при определеннь1х условиях отмечается аналогия между 
распределениями температур и скоростей. Можно привести и много 
других примеров физической аналогии. В теории теплопроводности 
чаще всего используется аналогия тепловых процессов в теле с про­
цессами распространения зарядов в электрических цепях.

Необходимые и достаточные условия существования физической 
‘ аналогии процессов следующие: 1) сравниваемые процессы физически 

разнородны, но с формально-математической cTopom^i принадлежат 
одному типу; 2) условия однозначности заданы качественно едино- 

I/ образно и в количественном отношении тождественно (в безразмер­
ной форме); 3) критерии подобия, входящие аналогичным образом 
в безразмерные ди(1)ференциальные уравнения и построенные из ана­
логичных размерных параметров, численно равны.

При выполнении этих условий безразмерные поля зависимых 
переменных физически аналогичных процессов представляют собой 
тождественные распределения чисел в тождественных пространст- 
венно-временных границах изменения независимых переменных.

Решение краевой задачи, описывающей физический процесс в лю­
бой из аналогичны*х систем, является одинаковым по трудности 
в математическом смысле. Поэтому основное преимущество модели­
рования состоит в том, что если в одной из аналогичных систем 
легко решить задачу экспериментально, то полученные результаты 
несложно распространить и на другие исследуемые ана*югичные 
системы.

Как было отмечено выше, при решении задач теплопроводности 
наиболее широкое распространение получил метод электротепловой 
аналогии.

Закон Фурье q  = —^ g r a d T  и закон Ома Ь = -----i - ^ r a d V ,  где 6 —
f>

плотность электрического тока, V — электрический потенциал, р — 
удельное электрическое согфотивление, имеют одинаковое по струк­
туре математическое выражение. Это позволяет установить аналогию 
между температурщ^ш градиентом и* напряженностью электрического 

^поля, теплопроводностью и удельной электрической проводимостью. 
Несложно устанавливается и аналогия между тепловым потоком 
и силой тока, теплоемкостью и электрической емкостью.

Если масштабы времени электрических и тепловых процессов 
одинаковы и выполняется условие д=]/(ррСе), то уравнения, опре­
деляющие функции Т  ц V, становятся тождественными.

* Установив таким же образом аналогию между краевыми усло­
виями соответствующих задач, приходят к выводу о подобных рас­
пределениях температуры и электрического потенциала. Для исполь­
зования электротепловой аналогии исследуемую систему можно- 
моделировать средой или (и) сеткой дискретных элементов.



в  качестве сплошных сред используют жидкие (ванна с электро­
литом) или твердые (электропроводная бумага или металлическая 
фольга) проводники соответствующей формы.
- Электрические аналоги, использующие дискретные элементы 

— сетка омических сопротивлений и R —С — сеткн омических со­
противлений и емкостей), имеют более широкие возможности приме­
нения по сравнению с непрерывными моделями.

Лля решения задач теплопроводности применяются гакие типы 
аналоговых вычислительных машин (АВМ) (49]: модели-аналоги, 
структурные модели, комбинированные модели •—сочетание модели- 
аналога и структурной модели, гибридные модели — сочетание модели- 
аналога или структурной модели с цифровой вычислительной маши­
ной. Методы решения и результаты расчетов различных задач тепло­
проводности на АВМ даны в работах (49, 51 и др.].

Задача 1.3 . П оставить краевую  задачу o'í определении гемпературы неогра 
•ниченнои иластины 0 < д г < / ,  если ее начальная гемперагура является произволь 
ной функцией координаты х;  рассмотрегь случаи, когда: а) ограничивающие по 
верхности поддерж иваю тся при заданной температуре; Ц  поверхносгь х'—О тепло- 
•изолирована, а на поверхности г * -/ происходит конвективный теплообмен по з а ­
кону Ньютона со средой , 1 емпература которой задана.

Т еплоп роводятая  среда предполагается однородной.
Задача  1.4. Н еограниченная пластина получена соединением лвух

неограниченных пластин 0 < х < 1 , ,  с различными геплофизическими ко­
эффициентами. П оставить краевую задачу оО определении температуры в этой си- 
сте.ме, когда заданы  однородное начальное распределение температуры н системе 
« одно из условий'.

а) на ограничиваю щ их тело поверхностях j t — O и x ^ ^ L  гюддерживаются раз 
личные температуры:

б) поверхность í = U  теплоизолирована, а на п оверхнос1И  x ^ í .¿  происходит 
■конвективный теплообмен по чакону Ньютона со средой, п'мпература которой за 
дана и равна Т^;

в) поверхность x=*ü Harpiííiaiiicfl геплоным потоком ¡/o — const, а поверхность 
x —l^ поддерживнегся при нача.дьной температуре.

З адача  1.5, Неограниченный полый цилиндр с радиусами R-, и имеел на­
чальное распределение те.мнера1 уры 7',,. Температура цилиндра чаяисит oi радиу­
са и времени. В начальный момент времени цилиндр помещается н среду с по­
стоянной температурой Т ^ . Ко-^с^Лииненты т(тлоотдачи наружной и внутренней 
поверхностен различны ; а ,  a.¿. Сформулировать краевую  чаяачу и принести ее 
к  оезра-^мерному виду-.

Задача 1.6 . Д ан о  сферическое тело (шар) радиуса U с известным начальным 
распределением температуры  Т„. В начальный момент времени тело помешается 
в среду с температурой 7ц. Теплообмен с окружаю щ ей средой.происходит по з а ­
кону Ньютона. В нутри т а р а  действует источник геплоты при ^р =  сопб1. Сформу­
лировать краевую  задачу и привести ес к бе.тразмерному виду.

Задача 1.7. Н еограниченная пластина ( | г ! < / ? )  имеет начальную температуру 
T a^ co n s t. В момент времени Т'гО''" пластина помещается в среду, температура 
которой изменяется по закону простого гармонического колебания

Гс |т) — Trt- 7 eos 2nvx,.

где 7т  — амплитуда колебания, v — частота колебания температуры среды.
Между ограничиваю щ ими поверхностями пластины и окружающей средой 

-происходит конвективный теплообмен 1ю закону Ньютона. 0})|')рмулировагь крае­
вую  задачу для  нахож дения распределения гемпературы в пластине.



Существующие методы решения краевых зад ач  можно класси­
фицировать по рдзличньш признакам [50]. Один из них — форма, 
в которой получаются результаты решений. Решение задачи мо­
жет быть представлено в виде формулы, которая  позволяет по з а ­
данному значению аргумента получить значение искомой функции., 
В этом случае говорят, что рещение получено в аналитической 
форме.

С помощью численных методов решение м ож ет  быть представ­
лено числовыми значениями функции в некоторых заданных чис­
ловых значениях аргумента.

Часто для анализа аналитического решения на некотором этапе  
необходимо применение численных методов, т. с. в этом случае 
можно говорить о синтезе аналитических и численных методов.

Аналитические методы позволяют получить более наглядные 
решения по сравнению с численными методами, по которым легко  
проанализировать влияние всех факторов на результаты решений.

Использование численных методов даст возможность реш ать 
сложные краевые задачи, недоступные лля решения аналитически­
ми методами. Однако это не умаляет роли аналитических методов 
решения краевых задач теплопроводности, особенно в тех случаях, 
когда аналитическое решение может быть получено дешевле, точ­
нее н быстрее, чем численное [50].

Важным критерием для • аналитических методов является воз­
можность решения нелинейных краевых задач . Если метод р а з р а ­
ботан для решения нелинейных задач, то он применим и лля реш е­
ния линейных задач, обратное же часто невозможно.

Д ля  решения линейных задач теории теплопроводности приме­
няют:

I. К л а с с и ч е с к и е  м е т о д ы :  1) метод разделения перемен­
ных (метод Ф урье); 2) метод функций источников (функций Г ри на);
3) метод тепловых потенциалов *.

II. М е т о д ы  и н т е г р а л ь н ы х  п р е о б р а з о в а н и й :
1) в бесконечных пределах; 2) в конечных пределах.

При этом ядра интегралыгых преобразований выбираются р аз ­
личными в зависимости от формы тела и граничных условий.

Д ля решения нелинейных краевых задач теории теплопроводцо- 
сти применяют:

III. В а р и а ц и о н н ы е м е т о д ы :  1) Ритца; 2) Л. В. Канторо­
вича; 3) Треффтца; 4) Лейбензоиа; 5) Био.

IV. М е т о д ы  л и н е а р и з а ц и и  (сведение нелинейной краевой 
задачи к линейной): I) методы лодстаиовок (алгебраические и ин-

* Метод тепловых потенциалов может прим еняться д л я  решения зада»г 
теплопроводности с нелинейными граничными услоакям и.



тегральные); 2) приемы линеаризации; 3) методы последователь­
ных приближений; 4) метод возмущений {метод малого парамет­
ра) .

V. П р о е к ц и о н н ы е  м е т о д ы ;  1) коллокаций; 2) Бубнова — 
Галеркиид: 3) моментов; 4) интегральные м'етоды (интегрального 
теплового б ал ан са  и осреднения функциональных поправок).

VI. М е т о д ы  с в е д е н и я  к р а е в о й  з а д а ч и  к у р а в н е ­
н и я м  и з а д а ч а м  д р у г и х  т и п о в ;  1) приведение краевой з а ­
дачи с нелинейными граничными условиями к эквивалентному не­
линейному функциональному уравнению; 2) приведение краевой 
задачи с коэффициентами переноса, зависящими от температуры, 
к нелинейному интегральному уравнению; 3) приведение краевой 
задачи теплопроводности к краевой задаче для обыкновенного диф­
ференциального уравнения.

Следует ср азу  оговориться, что приведенная классификация 
аналитических методов является весьма условной, так как многие 
методы можно отнести не к одной группе методов, а к нескольким. 
Естественно, что существует целый ряд методов, которые не попа­
ли в данную классификацию.

В предлагаемой книге для удобства освоения аналитических 
методов выделено три группы методов решения нелинейных задач:
1) методы решения краевых задач с нелинейными граничными усло­
виями; 2) методы решения задач теплопроводности прн наличии 
фазовых переходов; 3^ методы решения краевых задач с коэффи­
циентами переноса, зависящими от температуры.

Применяя аналитические методы, можно получить точные или 
приближенные решения краевых задач.

В то же время численные методы всегда приводят к приближен­
ному решению, так как они основаны на замене непрерывной мате­
матической модели процесса приближенной дискретной моделью.

Д ля решения краевых задач теплопроводности применяют такие 
численные методы; 1) метод конечных разностей (метод сеток);
2) вариационно-разностные методы; 3) метод прямых; 4) статисти­
ческие (вероятностные) методы.

Наибольшее применение в теории теплопроводности в силу сво­
ей универсальности получил метод конечных разностей (26, 42, 50, 
72. 88, 113|. Среди вариационно-разностных методов, в которых 
дискретная модель задачи получается с использование.м вариаци- 
-онной формулировки, можно выделить метод локальных вариаций 
[38J и метод конечных элементов [721.

Применение метода прямых [50[ основано на замене производ­
ных по всем переменным, кроме одной (например, времени), конеч­
ными разностями. Это приводит к системе дифференциальных урав­
нений (в общем случае нелииейиых), для численного решения ко­
торой можно испол1>зо»ать методы Р унге— Кутта, Лдамса и лр. 
Значительный объем затрат машинного времг^ни, обусловленный 
многократными в 1>[числеииями правых частей уравнений на каждом 
шаге по выделенной переменной, и большой объем оперативной па­
мяти (для неодномерных задач) ограничивают возможности при­



менения метода прямых. Из вероятностных методов в теории тегт- 
лопроводности чаще всего используется метод М о н т е - К а р л о  [42] .  
Как отмечается в [38], применение этого метода может о к а з а т ь с я  
эффективным, если необходимо определить значения тем пердтуры  
только в одной или нескольких характерны х точках области. Р е а ­
лизация численных методов осуществляется с помощью эл ектр о н ­
но-цифровых вычислительных машин (Э Ц В М ) или (и) аналог^овых 
вычислительных машин (АВМ).

3 За каз  № iSS



Ч А С Т Ь  1

АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ

Г Л А В А М

РЕШЕНИЯ О ДНО М ЕРНЫ Х СТАЦИОНАРНЫХ КРАЕВЫХ 
ЗА Д А Ч  ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Задачи со стационарным распределением температуры имеют боль­
шое практическое значение. В пространственной области 12, в кото­
рой теплота не выделяется и теплопроводность Я постоянна, стацио­
нарная температура Т  удовлетворяет уравнению Лапласа

ДТ (X , у, 'г )= 0,  X ,  у, г €¿2. . (2.1)
При дейотвии в области внутренних источников теплоты 

с объемной плотностью теплового потока стационарное распреде­
ление температуры описывается уравнением Пуассона

ДГ(х, у, 2) + í / „ Д = 0 . (2.2)
В настоящей главе рассматриваются простейшие стационарные 

задачи теплопроводности при различных граничных условиях в пло* 
ской, цилиндрической и шаровой стенках.

Д ля решения более сложных задач применяют методы, изложен­
ные в последующих главах. Отметим также, что многие решения 
сложных задач можно получить из известных решений задач теории 
упругости, электродинамики и других дисциплин, в которых встре­
чается уравнение Пуассона.

§  2.1. Теплопроводность однородных тел
простейшей геометрической формы

Если предположить, что в однородном и изотропном теле с по­
стоянной теплопроводностью "к температура изменяется только водном 
направлении, то уравнение теплопроводности примет вид

^ + -  ^ + ^ = 0 .  (2 .3 )¿У® X ддг к

где у = 0, 1, 2 соответствует плоской, цилиндрической и шаровой 
стенке. Если в теле отсутствуют внутренние источники теплоты, то 
из уравнения (2.3) имеем

(Зх* ' ;г йх



На ограничивающих тело поверхностях могут '  реализоваться 
граничные условия разных типов в зависимости от условий взаимо­
действия поверхностей тела с окружающей, средой. Решения задач 
с граничными условиями I и III родов получим обобщенным мето­
дом [41).

Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  I р о д а .  Пусть известны температуры 
наружной и внутренней поверхностей стенки, равные соответственно 
Ts, и Ts,. Полагая, что нзотерму1ческие поверхности в рассматри­
ваемых одномерных телах при постоянной теплопроводности замк­
нуты {для плоской стенки изотермы замыкаются на бесконечности), 
легко видеть, что температура в этом случае будет функцией только 
одной координаты п — нормали к изотермическим поверхностям.

Согласно закону Фурье, тепловой поток через поверхность рас­
сматриваемого тела может быть определен

Q =  - > . ^ S ( n ) ,  • (2.4)
án

где Q=const для любой изотермической поверхности; S(n) — поверх­
ность рассматриваемого тела.

Тогда можно проинтегрировать уравнение (2.4), предварительно 
разделив переменные, в пределах по п  от Пх до Т' от Ts,
до Ts,'.

т

^  ‘ с1Г; Q =  (2.5)
t S (rt) . ’ ^  п  ̂ >\  S ( n )

Введем обозначение

и г

. S i n )

С d/I 
S ( n )J

(2 .6)

Эту величину назовем приведенной толщиной стенки. Итак,

а ^ Х { Т 5 , - Т з . ) / К [ -  (2.7)
Проинтегрировав уравнение (2.4) от до д и от Гз, до Т ,  по­

лучим распределение температуры:

т Ш —  I т = T s , - 1 к .
и ,

илн, подставляя значение Q из (2.7),

Т  =  Т з ^ - - ( Т з , ~ - Т з , ) ^ .  (2 ,8)
N'1’



Введем безразмерную температуру
0  =  ( Г - Г 5 . ) / ( Г 5 . - Г 5 . ) . (2.9

Тогда (2.8) примет вид

(2 . 10)

Введем безразмерную координату

Тогйа (2.10) примет вид 
0 = 1 - Х . (2 . 11 )

Уравнение (2.11) является универсальным. Его универсальность 
заключается в том, что распределение температуры в стенке любой 
из рассматриваемых форм можно представить единой прямой в от­
резках на осях для любого заданного значения температур поверх­
ностей Г з , , Тз,  и размеров стенок. Рассмотрим теперь конкретно 
случаи плоской, цилиндрической и шаровой стенок при граничных 
условиях 1 рода (и постоянной теплопроводности).

Плоская стенка. Рассмотрим процесс теплопроводности в плоской 
однородной стенке толщиной 6 . ^
Граничные условия зап и ш у тся  в виде

Тогда тепловой поток Q для плоской пластины определяется так:

где Х = л :/6 — безразмерная координата.
Б уравнении (2.12) величина Х/Ь называется тепловой проводи­

мостью стенки, обратная величина 6/Я — тепловым или термическим 
сопротивлением стенки. Термическое сопротивление стенки представ­
ляет собой падение температуры в стенке на единицу плотности теп­
лового потока.

яли в безразмерном виде имеем:

Определим парам етры  обобщенного решения:

п

X

Л '" ^ - |с 1 х / 5 = х / 5 :  Л ';|| =  б /5 .
о

а ^ х { Т 5 - Т з , ) з / ь .

Распределение температуры в стенке имеет вид 
0 = 1 _ х / 6 = 1 — Л ,

(2 . 12)

(2.13)



Цилиндрическая стенка. Пусть стационарный процесс теплопро­
водности осуществляется в цилиндрической стенке (трубе) с внутрен­
ним радиусом Гх и наружным радиусом г^.
На поверхностях трубы заданы грвничные условия 

или в безразмерной виде

Вычислим Ьараметры обобшенного решения:

л—г, /11—г,, /1а“ /'2; 5(п)-2я/'/;

J  2лг/ 2п / г , 2 л / r^

С учетом полученных параметров выражение для теплового по­
тока имеет вид

С=2л/Я  (Ts, -  Ts,  )/ln (Г2/Г1). (2.14)

а температура определится по формуле

—  I n i r / / ' , )

0 = 1 — М — . (2.15)

Введем безразмерную координату R = r / r i .
Отношение обозначим /С^, тогда выражение (2.15) можно 

записать в виде
0 = 1  — 1пУ?/1п Л р .  (2.16)

Величина 1п(К;^)/(2Я) называется линейным термическим сопрог 
тивлением цилиндрической стенки.

Шаровая стенка. Рассмотрим однородный полый шар с внутрен­
ним диаметром d i= 2 r i  и наружным диаметром d2= 2r^.

Теплопроводность "К предполагается постоянной: на поверхности заданы  р а в  
номерно распределенные температуры

Определяем параметры  обобщенного реш ения:

п = г ,  /Ji—r i ,  П2 = Г2 , 5 (/1 )= 4 л г* ;



(2.17)

Введем безразмерный радиус /? = г /Г [ , тогда
(2.18)

Рассмотрим те же задачи при условии, что теплопроводность за­
висит-от-температуры Я=Я(Г), а именно Х,=Яо(1+ Ь Т ),  т. е. имеет 
место линейная зависимость.

Уравнение (2.4), определяющее тепловой поток через стенку, 
примет вид

Интегрируя (2.19) в пределах от Ts^ до Гз, и от до п^, получим

тогда тепловой поток Q на поверхности тела определим по фор­
муле

Для того чтобы получить распределениё температуры в стенке 
при заданном постоянном тепловом потоке Q на поверхности, необ­
ходимо проинтегрировать уравнение (2.19) от Ts^ до Г  и от 
до п:

1 Э = - Я о ( 1 + 6 Т ) ^ 5 ( п ) . (2.19)

г,

Вычислив интеграл справа, имеем

откуда

(Тз, -  г з . )  [ I + & (Г5,+Г5.)/2]/л/;;1.

Введем среднеинтегральное значение теплопроводности

(2 .20)

Г г  -  ( Г  -  г у  1,

тогда



откуда

Т 1 , 2 '

Физическому'смыслу задачи удовлетворяет решение, где перед 
корнем необходимо взять знак плюс. В этом можно убедиться, под­
ставив решение в граничные условия. Итак,

или

1 /  / 1 ^  \2 2QN'Í 1
Т ^ У  ( 4 -+ 7 '5 .  - 4 ^ — 1 . (2 .21)

У \ Ь  ! 1пЬ Ь

Выражение (2.21) дает нам распределение температуры по тол­
щине стенки для всех трех геометрических форм.

Рассмотрим конкретные геометрические формы стенки.
Плоская стен ка. Вычислим параметры обобщенного решения:

Тогда тепловой поток на поверхности стенки определим по формуле 

^ ” Я с р ( 7 ’5^ —  ?’5 , )  5 / 6 ,  

а распределение температуры —  по формуле

^ ' 1^  - Т -
Цилиндрическая стенка. Параметры обобщенного решения имеют вид

Тепловой поток, проходящий через цилиндрическую  поверхность 3 ,

. --- - 1п —
2л /  Г 1

Выражение для  температурного поля имеет вид

-г-
Ш аровая стенка. Приведенные коорл^^наты

'*■  4л  \  г ,  г ) '  4л  V  ^  ''2 /

Подставляя полученное значение N  в уравнение (2 .20 ), имеем

«  -¡» .ср  (7-5. -  Т ' 5 . ) ] / [ ^



] /  а
1 1

v2 ср
( ^ S ,  - Т '5 . ) (2.24)

Д ля расчета теплового потока и температуры в пластине, ци­
линдрической и сферической стенках при граничных условиях 
I рода для Я =  const и Л=Я,о(1+дТ’) составлена программа на 
алгоритмическом языке Ф ОРТРАН Д\пя ЭВМ ЕС-1022.

1

111

1 0
9

11

12

13

ГРА Н И ЧНЫ Е УСЛОВИЯ ПЕРВОГО РОДА 
READ ( l , l j  N. К  
FORMAT (212)
r e a d  (1,111) TCI. TC2, D l,  D2. R l,  R2, BLO, B. 
D U ,  H , F
FORMAT ( З Е 2 0 .  1 0 )
P |= 3 .  l4
B L = B L O  * (1 +  B * (TCI+TC2)/2)
IF (N — 2) 3, 4, 5 
M = D L / H + 1  
IF ( K - 1 )  7, 7, 8 
WRITE (3, 6)
Ю НМ АТ ( T 2 0 , ’ ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ ПЛОСКОЙ 
СТЕНКИ С ПОСТОЯННОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬЮ’) 
DO 9 1 =  1, М 
Х=(1 — 1) * Н
Т=ТС1 — X/DL * (ТС1 -  ТС2)
WRITE (3, 1 0 )  X. Т 
FORMAT ( Т 5 0 ,  2 Е 2 0 .  1 0 )
CONTINUE
Q = B L O /D L  * (TCI — TG2) * F 
WRITE (3, 11) Q
FORMAT ( T 5 0 , ’ ТЕПЛОВОЙ ПОТОК ПЛОСКОЙ
СТЕНКИ
Q = \  Е 2 0 . 1 0 )
GOTO 1 0 0 0  
CONTINUE 
WRITE (3, 12)
FORMAT (’ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ ПЛОСКОЙ 
СТЕНКИ С ПЕРЕМЕННОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬЮ’) 
DO 13 1 =  1, М 
Х=(1 — I) * И
T = S Q R T  ( (1 /B + T C I)  * (1 /В  +  ТС1} — 2 * BL/BLO/B * 
(ТС1 — ТС2) * X / D L ) -  1/В 
WRITE ( 3 ,1 0 )  X. Т 
CONTINUE
Q = B L /D L  * (TCI — ТС2) * F



WRITE (3,11) Q 
GO TO 1 0  0 0  
CONTINUE 
M = (D 2  — D U / H + l  
IF ( K ~  1) 14, 14, 15 
CONTINUE 
WRITE (.3,16)
FORMAT ( Т 2 0 /  ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ Ц И Л И Н - 
ДРИЧЕСКОЙ СТЕНКИ С ПОСТОЯННОЙ Т Е П Л О ­
ПРОВОДНОСТЬЮ’)

, D O  17 ! =  1,М 
D = D 1 + ( I - 1 )  * Н
Т = Т С 1 — A L 0G (D /D 1)/A L0G (D 2/D 1) * (ТС1 — ТС2)
WRITE (3, 1 0 )  D, Т
CONTINUE
Q = 2  * PI * DLI * BLO * (TCI TC2)/AL0G (D2/D1) 
WRITE (3,18) Q
FORMAT (T 5 0 , ’ ТЕПЛОВОЙ ПОТОК Ц И Л И Н Д Р И ­
ЧЕСКОЙ СТЕНКИ Q = ’. Е 2 0 .  1 0 )
GO TO 1 0 0 0  
CONTINUE 
WRITE (3, 19)
FORMAT ( Т 2 0 /  ТЕМ ПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ Ц И Л И Н ­
ДРИЧЕСКОЙ СТЕНКИ С ПЕРЕМЕННОЙ ТЕПЛОП РО- 
ВОДНОСТЬЮ’)
DO 2 0  1 =  1,М 
D = ( I  — 1) * H+ D 1
T = S Q R T  ((1 /B + T C l)  * (1 /B + T C l )  -  2 * BL/BLO /B ^
(TCI — TC2) * A L 0 G (D /D I) /A L 0 G (D 2 /D 1 )) -  1/B
WRITE (3 ,1 0 )  D, T
CONTINUE
WRITE (3,18) Q
GO TO 1 0 0 0
CONTINUE
M = (R 2  — Rl) * H + 1
IF  ( K — 1) 21, 21, 22
CONTINUE
WRITE (3.23)
FORMAT {’ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ Ш АРОВОЙ 
СТЕНКИ С ПОСТОЯННОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬЮ ’) 
DO 24 i = l , M  
R = R 1 + ( I - 1 ) * H
Т = Т С 1  -  (TCI -  ТС2) * (1 /R l -  1/R)/(1/R1 -  1/R2)
WRITE (3, 1 0 )  R, T
CONTINUE
Q ^ 4  * PI * BLO * (TCI — TC2)/(1/R1 -  1/R2)
WRITE (3,25) Q
FORMAT (T 5 0 ,  Т Е П Л О В О Й  ПОТОК Ш АРОВОЙ 
СТЕНКИ Q = ’. Е 2 0 . 1 0 )



22

26

27

1000

GO TO 1 0 0 0  
CONTINUE 
WRITE (3,26)
FORMAT (T 2 0 ,
ВОЙ СТЕНКИ С 
СТЬЮ ’)
DO 21 1 =  1,М 
R = R 1 + ( I  — I) * Н
T = S Q R T ((1 /B  +  TC1) * (1 /В + Т С 1 ) — 2 * 
(TCI - T C 2 )  * (1/Rl -  1/R)/(1/R1 — 1/R2)) 
WR-ITE (3 ,1 0 )  R, T 
CONTINUE
Q = 4  « PI * BL *(TCl -T C 2)/(1 /R 1  -  1/R2)
WRITE (3,25) Q
CONTINUE
STOP
END

’ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ ШАРО­
ПЕРЕМЕННОЙ ТЕПЛОПРОБОДНО-

BL/B/BLO * 
~ 1 /В

С п и с о к  и д е н т и ф и к а т о р о в .  N — параметр формы; N может прини­
мать значения 1, 2, 3 , что соответствует плоской, цилиндрической и сферической 
симметрии задачи: К — параметр; если X=*const, то К=>1; если Х,«*Ло (1 + 6 7 ’), 
то К-=2; TCI и ТС2 —  заданны е температуры на поверхностях стенки; DL — тол­
щина плоской стенки; D 1, D2 —  диаметры цилиндрической стенки: R1, R 2 — ра- 
адусы  шаровой стенки; B L O  —  X = const стенки; В —  коэффициент ¿»выражения 
Х .о(1+^7’): D L I — длина цилиндрической стенки; F  —  площадь поверхности пло­
ской стенки; BL —  среднее значение Х.(Т); Н — ш аг по пространственной коорди­
нате; X , D , R —  координаты  в задачах с плоской, цилиндрической и сферической 
симметрией; Т — тем пература; М — число, показывающее, на сколько частей р аз­
бит отрезок; Q — тепловой поток через стенку.

Результаты расчета поля температур с ’помощью программы, 
приведенной выше, показаны на рис. 2.1. Из рисунка видно, какое 
влиянйе на распределение температуры в плоской стенке оказывает 
изменение коэффициента Ь. Поля температур определялись при тол­
щине стенки 0,25 м, Х.о =* 0-72 Вт/(м-К) и заданных температурах 
на граничных поверхностях 7s , =  13S0°C, T s ,= 5 0 °C .

Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  III р о д а .  Процесс передачи теплоты 
из одной подвижной среды (жидкости или газа) к другой через 
разделяющую их твердую стенку любой формы называют теплопере­
дачей.

Рассмотрим теплопередачу через однородную стенку плоской, 
цилиндрической или сферической формы. Пусть заданы размеры, 
определяющие толщину стенок, температуры окружающей среды 
Т'с, и Гс,, причем•7'с,>7'с,, коэс^ициенты теплоотдачи и теп­
лопроводность стенки X. Все перечисленные параметры, считаем 
постоянными, неизменными вдоль поверхности, что позволяет рас­
сматривать изменение температуры стенки только в направлении 
нормали к изотермическим поверхностям.

Тепловой Поток от горячей среды к стенке определяется урав­
нением

Q —a^Si (Tcj — Ts^)^ (2.25)



Учитывая стационарность процесса теплопередачи, получим, что 
тот же тепловой поток передается теплопроводностью через твердую 
стенку

Q = - ^ { T s ^ - Т з , ) .
N1*

(2.26)

[Выражение, аналогичное выражению (2.26), получено нами выше 
при рассмотрении граничных условий '
1 рода].

Тепловой ' поток от стенки к менее 
нагретой среде остается таким же:

Q = a A ( Г s . - Г „ ) .  (2,27)
/

Уравнения (2.25)—(2.27) можно 
записать в виде системы двух уравнений

^  (Тз, -  Т з ,)= К \о . ,8 ,  (Гс. -  Тз,),

1{Тз. ~ T з ,)^ K \o ^ гS 2 {T s .  -  Т с) .
(2.28)

Система (2.28) относительно двух 
неизвестных Тз, и Тз, может быть 
легко решена, например, по правилу 
Крамера: Рис. 2.1. Т ем пературное

/  2  ' \  пластины при гр ан и ч -
Г с  / ^  V r t 9 r 4 - n f l < » < ? r W  условиях I рода:

—  2 J  / - Ь - М О - ‘ г р а д - > ;  , г -
\ Л  * * = 1  /  6 - 8 1 0 - ‘ г р а д - > ;  3 - &  —

. '  * . , '  - . 0 , 0 1  г р а д - > :  4 - Ь = 9 Х
(  \  2 \  * X 10’ град“ '

И = и  2). (2.29)

Подставляя значения температур поверхности (2.29) в уравнение 
распределения температур в стенке любой из изучаемых форм (2 .8), 
получим

Т = Г с.4 -(7 ’с. -  Т е . )  1 ------1 +

аа5аЛ/ ;̂

— 1
а,5аЛ/;;^

(2.30)

Значение теплового потока вычислим по формуле (2.26):



Подставляя в выражения (2.30) и (2.31) параметры обобщенного 
решения, получим характеристики процесса теплопередачи в стен­
ках различных форм.

Плоская стенка.

аэывается коэффициентом теплопередсш.

Коэффициент теплопередачи имеет ту же размерность, что и коэффициент тепло» 
отдачи , характеризует интенсивность передачи теплоты от одной среды к другой 
через разделяю щую  их твердую  стенку и численно равен плогности теплового 
потока на стенке, отнесенной к температурному напору между теплоносителями

„ 1 6  1
В е л и ч и н а ./? —— + — + — , обратная коэффициенту теплопередачи К. назы- 

а ,  А. a-i
вается  термическим сопротивлением теплопередачи^ Как видно из определе­
н и я  R , термическое сопротивление теплопередачи однородной стенки складыва­
ется  из: I/О] —  термического сопротивления теплоотдачи от горячей среды к по» 
верхности стенки: б/Х —  термического сопротивления теплопроводности стенки] 
1 /С 2 —  термического сопротивления теплоотдачи от поверхности стенки к холод­
ной среде.

Цилиндрическая стенка.

М ожно определить плотность теплового потока, проходящего через единицу 
длин ы  трубы, т . е. линейную  плотность теплового потока:

т о м  теплопередачи. Она х арактеризует  интенсивность передачи теплоты от одной 
среды  к другой через разделяю щ ую  их стенку. Величина численно равна 
плотности теплового потока, который проходит через стенку трубы длиной 1 м 
в единицу времени от одной среды к другой прн разности температуры между 
ними в 1 К. Единицей коэффициента К 1 является В т/(м *К ).

Величина /?{ * -!//(/. обратн ая  линейному коэффициенту теплопередачи, назы» 
в ается  линейным термическим сопротивлением т еплопередсш :

\ f .  к \  
’) I ----------а I

f  1 8

Г, 01̂ 1 ajZ-j

Величина — I n — + — — —>C, называется линейным коэффициен- a,d, '2К d, atdtJ



Термическое сопротивление теплопередачи состоит из следующ их ком понен*

тов: — —, — - — термических сопротивлений теплоотдачи на соответствую щ их 
( t i d i

В отличие от плоской стенки линейные термические сопротивления тепло* 
отдачи для трубы определяются не только коэффициентами теплоотдачи Ох и Оа, 
но я  соответствующими диаметрами.

Шаровая стенка.

Величина /Сц, называется коэффициентом теплопередачи шаровой ст ен ки , 
единицей которого является В т /К . Величина обратная коэффициенту /Сщ, 
называется термическим сопротивлением теплопередачи шаровой ст енки.

При зависимости теплопроводности от температуры по линейному за к о н у  
Х—Х оО +А Т ) для расчета полей температуры  в стевках применяется ф о р м у л а  
(2.21). Тепловой поток рассчитывается по формуле (2.20), причем в р еш ен и я х  
(2.20), (2.21) значения температур поверхностей / — 1, 2, в Хор н а х о д я т с я

из следующей системы уравнений:

Д ля облегчения проведения расчетов тепловых потоков я тем пературны х  
полей в стенках при граничных условиях I I I  тода составлена програм м а на 
алгоритмическом язы ке <POPTPAH*IV для  ЭВМ  ЕС-1022, позволяю щ ая и ссл едо ­
вать задачи как  при X-*const, так и при Х—Хр (1-)-0Г).

С п и с о к  и д е н т и ф и к а т о р о в .  TG1, TG2 — заданные тем пературы  о к ­
ружающих сред; AL1, AL2 —  заданные значения коэффициентов теплоотдачи . 
Остальные идентификаторы имеют тот ж е  смысл, что и в программе расчета 
характеристик теплопроводности стенок при граничных условиях I рода.

Текст программы приведен ниже.

1 ¿2
поверхностях; —— In — — термического сопротивления теплопроводности стен к и . 

2л ui

ОаГа (Г а /г ,  —  I)

Обозначим

тогда
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42

42!

422

ГРАНИЧНЫ Е УСЛОВИЯ ТРЕТЬЕГО РОДА 
READ(1,1)N, К 
FORMAT (212)
READ(1,2)TG1, TG2. ALl ,  AL2, BLO, В, DL, DI, D2, Rl,
R2. F . D L I . H  
FORMAT(6F10.5)
P l= 3 .1 4  
I F ( N - 2 ) 4 ,  5, 6 
CONTINUE 
M =  DL/H-f-l 
! F ( K - I ) 4 1 ,  41, 42 
CONTINUE 
WRITE (3,411)
FORMAT-(T20,’ ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ ПЛОСКОЙ 
СТЕНКИ С ПОСТОЯННОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬЮ’)
DO 412 1 =  1, М 
Х =(1— 1) # Н
T -T G 2 + (T G 1  — TG2) * (1+B L 0/A L 2/D L  -  X/DL)/
(1 - f  B L 0/A L 1/D L +B L 0/A L 2/D L )
WRITE (3, 7 )Х , Т 
FORMAT( Т 5 0 ,  2 Б 2 0 . 1 0 )
CONTINUE
Q =(T G 1—TG2) * F /(1 /A L 1 + D L /B L 0 + 1 /A L 2 )
WRITE (3,413) Q
FORMAT ( T 5 0 , ’ ТЕПЛОВОЙ ПОТОК ПЛОСКОЙ СТЕНКИ 
Q = ’, E 2 0 . 1 0 )
GOTO 1 0 0 0  
CONTINUE
A1=(AL1 * A L 2 - B L 0  * (A L 1 /D L + A L 2 /D L )-B  * BLO * 
(ALl/DL * T G 1+ A L 2/D L  * TG2))/(AL1/DL+AL2/DL) 
A 2 = (B L 0  * AL 1  *A L 2 + B  * BLO/2 *AL1 * AL2 *(TG1 +  
+TG 2))/(A L1/D L+AL2/D L)
B L = — A1/2+SQRT(A1 * A1/4+A2)
TC1=(BL * A L l/D L  *TG1+BL * AL2/DL * TG 2+
+A L1 * AL2 * TG1)/(BL/DL * (A L l+A L 2)+A L 1 * AL2) 
TC2=(BL/DL * (ALl TG1+AL2 * TG2)+AL1 * AL2 * 
TG2)7(BL/DL * (AL1+AL2)4-AL1 * AL2)
WR1TE(3,421)
FO R M A T(T20,’ ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ ПЛОСКОЙ 
СТЕНКИ С ПЕРЕМ ЕННО Й ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬЮ’)
DO 422 1 =  1, М
Х = ( 1 - ~ 1 ) * Н  :
T = S Q R T ((1 /B + T C 1 ) * ( 1 / В + Т С 1 ) - 2  * BL/BLO/B * 
(ТС1-ТС2) * X /D L )— 1/В 
WRITE (3,7) Х .'Т  
CONTINUE ■
Q = B L /D L  * (TCI—ТС2) * F 
WRITE (3,413) Q 
GO TO 1 0 0 0  
CONTINUE



511

512

513 

52

621

M = ( D 2 - D l ) / H  +  l 
IF (K — 1)51, 51. 52 
CONTINUE 
WRITE (3,511)
FORMAT (T 2 0  ТЕМ ПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ Ц И Л И Н Д Р И ­
ЧЕСКОЙ СТЕНКИ С ПОСТОЯННОЙ Т Е П Л О П РО В О Д ­
НОСТЬЮ’)
DO 512 1 =  1, М 
D==D1+(I— I) * Н
T = T G 2 + ( T G I - T G 2 )  * (A L O G (D 2/D l)+ 2  * B L O /A L 2/D 2— 
—ALOG(D/Dl))/(ALOG(D2/DI)4-2 • BLO * (1 /A L I/D 1 +
+  I/AL2/D2))
WRITE (3,7) D, T 
CONTINUE
Q = P I  * DLI * (TGI— T G 2 )/( l /A L l/0 1 -Ь l /A L 2 /D 2 ^ -  
- f l / 2 / B L 0  * AL0G(D2/D1))
WRITE (3,513) Q
FORMAT ( T 5 0 , ’ ТЕПЛОВОЙ ПОТОК Ц И Л И Н Д Р И Ч Е С К О Й  
СТЕНКИ Q = , ’E 2 0 . I 0 )
GO TO 1 0 0 0  
CONTINUE
A1=(AL1 * AL2 * D1 * D2/4— BLO * ((ALl * D1 +
-i-AL2 * D2)/2/ALOG(D2/Dl))— В * B L 0/2 /A L 0G  (D 2/D 1) * 
(ALl * D1 * T G 1+A L2 * D2 * TG2))/((AL1 * D1 +
+ A L 2  * D2)/2/ALOG(D2/Dl))
A 2 = (B L 0  * ALl * AL2 * D1 * D 2 /4 + B  * BLO/8  * A L l  * 
AL2 * DI * D2 *(TG 1+TG2))/(ALI *Dl-}-AL2 * D2) * 2 * 
AL0G(D2/D1)
B L = —A I/2+SQ RT(A I * A l/4-fA 2)
T C l^(B L /2 /A L O G (D 2/D l) * (ALl * D1 *TG1 +  AL2 * D2 * 
TG2)+AL1 * AL2 * Dl * D2/4 * TGl)/(BL/2/A L0G  ( 0 2 /
Dl) * (ALl * D1 +  AL2 * D2) +  ALl * AL2 * D1 * D2/4) 
TC2=(BL/2/ALOG(D2/Dl) •  (ALl * Dl * T G 1 + A L 2  # D2 * 
TG2)+AL1 * AL2 * D l * D2/4 * TG2)/(BL/2/ALOG (D 2/D I)
* (ALl * D 1+A L2-*  D 2)+AL1 * AL2 * Dl * D2/4) 
WRITE(3,521)
FORM AT(T20.’ ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ Ц И Л И Н Д Р И ­
ЧЕСКОЙ СТЕНКИ С ПЕРЕМЕННОЙ ТЕПЛ О П РО В О Д ­
НОСТЬЮ’)
DO 522 1 =  1. М 
D==DH-(I — 1) * Н
T=SQ R T((1 /B +TC 1) * ( 1 / В + Т С 1 ) - 2  * B L /B L O /B  * 
(ТС1—ТС2) * AL0G(D/D1)/AL0G{D2/D1))— 1/В 
WRITE (3,7) D .T  
CONTINUE
Q = 2  * PI * DLI * BL * (TC1-TC2)/AL0G{D2/D1) 
WRITE(3,513)Q
GO TO 1 0 0 0  *
CONTINUE



611

612

613

62

621

1 0 0 0

M = ( R 2 - R 1 ) /H + 1  
I F ( K - l )  61, 61, 62 
CONTINUE 
WRITE (3,611)
FORMAT( Т 2 0 /  ТЕМ ПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ ШАРОВОЙ 
СТЕН КИ  С ПОСТОЯННОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТЫб’)
DO 612 I =  I,M 
R = R 1 + ( I _ 1 )  * И
T = T G 2 + (T G 1 —TG2) * (I+ B L 0 /A L 2 /R 2 + 1 /(R 2 /R 1 — 1)— 
- ( 1 / R l  — 1/R)/(I/R1 — 1 /R 2 )) /(1 + B L 0 /A L 2 /R 2 /(R 2 /R 1 -I)+  
+  BL0/A LI/R1/(1— R1/R2))
WRITE (3,7) R, T 
CONTINUE
Q = P I  * (TGI — TG2)/(1/AL1/D1 +  1 /A L 2/D 2+
+(1 /D 1  — l/D2)/2/BLO)
WRITE (3,613) Q
FORMAT ( T 5 0 , ’ ТЕПЛОВОЙ ПОТОК ШАРОВОЙ СТЕНКИ 
Q = / E 2 0 , 1 0 )
GO TO 1 0 0 0  
CONTINUE
A 1 = (B L 0  # ALl * AL2 * Rl * R2 * Rl * R2 — BL0 * 
(ALl * Rl * R I + A L 2  * R2 * R2)/(1/R1 — 1/R2)— В * 
BL0/(1/R1 — I/R2) * (ALl * Rl * Rl * T G 1+A L 2 *
R2 * R2 • TG2))/(AL1 * Rl * Rl-i-AL2 * R2 * R2) * 
(1 /R 1 - 1 /R 2 )
A 2 = B L 0  * ALl * AL2 * Rl * Rl # R2 * R2 * ( l + B / 2  * 
(TGl-bTG2))/(ALl * Rl * R1+A L2 * R2 * R2) * (1/Rl -
-  I/R2)
B L = —A l/2 + S Q R T (A l  * A l/4+ A 2)
TCI=(BL/(1/R1 — 1/R2) * (ALl * Rl * R) * T G I+ A L 2  * 
R2 * R2 * TG2)+AL1 * AL2 * Rl * Rl * R2 * R2 * TGI)/ 
(BL/(1/R1 — 1/R2) * (ALl * Rl * R14-AL2 * R2 * R2)+ 
-f-ALl * AL2 * Rl * Rl * R2 * R2)
TC2=(BL/(1/R1 — 1/R2) * (ALl * Rl * Rl * TG1 +
+ A L 2  * R2 * R2 * TG2)-bALl * AL2 * Rl * Rl * R2 *
R2 * TG2)/(BL/(1/Rl — 1/R2) * (ALl * Rl * Rl * AL2 #
R2 * R 2)+ A L l * AL2 * Rl * Rl * R2 * R2)
WRITE (3,621)
FORMAT ( T 2 0 , ’ ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ ШАРОВОЙ 
СТЕНКИ С П ЕРЕМ ЕН Н О Й  ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬЮ’)
DO 622 1 =  1, М 
R = R 1 + ( I _ 1 )  * И
T = S Q R T ((1 /B + T C 1) * (1/B-f-TCl) — 2 /B /B L 0  * BL *
(TCI - T C 2 )  * (1/RI — 1 /R ) / (1 /R 1 -  1/R2)) — 1/В 
Q = 4  * PI * BL * (TCI — TC2)/(l/Ri -  1/R2)
WRITE (3,613) Q
CONTINUE
STOP
END



с  помощью этой программы просчитаны  некоторые задачи стационарной 
теплопроводности. Так, на рис. 2 .2  показано влияние изменения коэффициента 
теплоотдачи щ  на распределение тем пературы  в плоской стенке при  * 7 0 0 °  С; 
Г .  - 3 0 “ С; 6 - 0 ,2 5  м; Х - 1  В т /(м -К ); а а = 1 0  В т/(м »-К ). ‘

ператур пластины в зависимости 
от значений коэффициента тепло­

отдачи В т/(м *’ К): 
1-а^ 0. 1: г —Cl. 

— 1 0 : 4 — а,
1; 3 — а , . 

• 1 0 0

Р и с. 2 .3 . Влияние теплопроводности  
м атериала на распределение тем п е р а ­
туры  в пластине (граничны е у сл о в и я  

I I I  рода):
; — \  =  I Вт/(М.К); 2 — А.— 10 Вт/^м К) ;  
Д — X — 1в* В*/(ы-К); 4 — 10» Вт / (м К)

По данным рис. 2 .3  можно проанализировать влияние изменения теп л о п р о ­
водности на температурное поле плоской стенки {Т^. 
«=20 В т/(м 2-К ); 0 2 - 1 0  В т/(м *.К ); д - 0 , 2 5  м).

7 0 0 ''С; Т .  -3 0 ®  С ; а,^

с) б)

Рис. 2 .4 . Распределение температуры в цилиндрической стенке при р а з ­
личных значениях теплопроводности (граничные условия 111 рода): 

а — ti, » 0 , 1 5  м, d,  «е0,165 м; б — d, =  8 ,15  м, =  0 ,3бм;  1 — \  1 Вт/(м - К) ;
2 ~  А.= 10 Вт/{мК):  j  -  X -  10» В т / ( м К ) ;  4 - К » -  10* В т / ( ы К )

4 З а к а з  ЛЬ S58 49



Д л я  цилиндрических стенок различной толщины на рис. 2-4 показано 
распределение температуры при различны х значениях теплопроводности. П олага­
л и  при расчетах =»— 15*’ С; а 1 = а 2 = 1 0 0 0  В т/(м 2-К )-

§  2.2. Теплопроводность многоспойных'плоских, 
цилиндрических и шаровых стенок

П усть многослойное тело состоит из п однородных слоев. Пред­
полагаем, что между слоями имеет место идеальный тепловой кон­
такт  и температура соприкасающихся поверхностей двух слоев 
одинакова. Полагаем также, что температура в рассматриваемых 
телах будет изменяться только вдоль одной пространственной коор­
динаты п  — нормали к изотермическим поверхностям. Если тепло­
проводность ( ¿ = 1, 2 , . . . ,  л) слоев постоянна, то тепловой поток, 
проходящий через любую изотермическую поверхность, будет одним 
и тем же, т. е.

них поверхностей тела и размеры слоев и значения тепло­
проводностей то с учетом соотношений (2.5) и (2.32) можно 
записать систему алгебраических уравнений для определен/1я тем­
ператур поверхностей соприкосновения слоев:

^cтeмy (2.33), имеем

а д / д п = о . (2.32)

Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  1 р о д а .  Если заданы температуры внеш'

(2.33)

I
(2.34)

теплового потока



Величина 5  2  (^i/^í) равна сумме термических сопротивлений

всех п слоев тела и называется полным термическим сопротивлени­
ем многослойного тела.

Если сравнивать перенос теплоты через стенку из однородного 
материала и многослойную стенку из разнородных материалов, 
то в рассмотрение удобно ввести эквивалентную тецлопроводность 
многослойной стенки

Из уравнения (2.36) следует, что коэффициент зависит от 
числа слоев, теплофизических свойств и толщины слоев, а также 
и от геометрической формы стенки.

Рассмотрим частные случаи полученных решений.
Плоская стенка. Используя вы раж ение (2.36) и решения (2 .34 ), (2 .35), по­

лучим расчетные формулы:

Ц илиндрическая стен ка.’ Вычислим р 1 и, используя реш ения (2 .34), (2 .35 ), 
(2.36), получим, .что температура лля любого слоя определяется так:

линейную плотность теплового потока (/ — длина поверхности трубы)
определим по формуле

(2.36)

к = \

^экв “  2  в/ /  2  
/— 1 /  г - 1

п

И эквивалентную  теплопроводность — по формуле

1 { d n ^ ^ ld ■ ^ )



Ш а р о в ая  стен к а . Из полученных обобщенных решений (2.34) — (2.30) имеем 
ф орм улы  д л я  расчета следующих характеристик: 

тепловой поток

п

тем пература на границе двух соприкасаю щ ихся слоев

д  1 / 1  1 \

11 ^  \

экви вал ен тн ая  теплопроводность

Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  III р о д а .  При теплопередаче через мно* 
гослойную стенку система уравнений (2.25)— (2.27) заменяется систе* 
мой алгебраических уравнений, учитывающей сопротивление тепло 
проводности всех слоев:

, _ 0 ^ .

O x S i

T s . - T s .

г .

+  !

(2.37)

Решая систему уравнений (2.37), получим

(2.38)



Температура на поверхности и границах слоев будет определяться 
выражениями

Г з . = Г . . - с Я ^ + ^ ) :
^ 0 1 6 1  А1  /

Проанализируем полученные решения для стенок различной 
геометрии.

П лоская стенка. Из формулы (2.38) получим вы раж ение д л я  плотности теп­
лового потока через п-елойиую стенку:

------------ -----------------------К ( Г с , - Г е ^ .

1 Й, 1

“ + 7 j“T + “~К 02

/ 1  V I  1 \
тде л — ------ 1- т , Т ' 4 - —  — полный коэффициент теплопередачи через много-С(| к, Оз

слойную плоскую стенку.
Температура на границе лю бых двух слоев / и определяетоя по фор­

муле

L

Ц илиндрическая стенка. В ы числяя вз решений (2 .3 7 ). (2 .38) имеем рас*
четные формулы лля потока теплоты, проходящего через едини цу длины цилинд* 
рической стенкн:

где •
П

/С Г * " — ------- ;---------- полное терм ическое сопротивление
o , d ,  dt a a d „ + ,

многослойной цилиндрической стенки.
Х1ля температуры на поверхностях соприкосновения слоев получим формулу



Ш ар о в ая  с те н к а . Тепловой поток через произвольную изотермическую ш аро­
вую  поверхность определится по формуле

Q -
я (Гс1 — Гсз)

где К '

1 1 1 /  1 _ \ \
ajd? 2' А,(  ̂d[ di+J 

* 1 /=1

V —
^  J а . /i.

= /С ш Я (Г с1 -Т сг ), (2.39)

i=l
+•

Т ем пературу  на поверхности контакта /-го и (»+1)-го слоев можно рассчи­
тать так :

_1 1 
Old,

1
dk+i

(2 .4 0 )

'Д ля расчета тепловых потоков и температур контакта слоев 
многослойных стенок составлена программа на алгоритмическом 
языке Ф О РТ РА Н -IV для ЭЦВМ ЕС-1022. Текст программы приво­
дится ниже.

ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ МНОГОСЛОЙНОЙ СТЕНКИ
41 FORMAT ( 1 5 0 ,  ’ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ ПЕРВОГО 

РОДА’)
43 FORMAT ( Т 5 0 ,  ’ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ ТРЕТЬЕГО 

РОДА’)
44 FORMAT ( Т 5 0 ,  ’ТЕМПЕРАТУРЫ НА ГРАНИЦАХ 

СЛОЕВ’)
4 5  FORMAT (Т 5 0 ,  'ТС (’, 12,’) =  ’, Е 2 0 .  1 0 )
46 FORMAT (Т 5 0 ,  ’ТЕПЛОВОЙ ПОТОК Q = \  Е 2 0 .  1 0 )  

DIMENSION Т С ( 1 0 0 ) ,  B L O ( 1 0 0 ) ,  D ( l 0 0 ) .  
D L ( 1 0 0 )
READ (1, 42) N

42 FORMAT (12)
K = N -b I  
P I= 3 .1 4
READ (1, 47) N1. K l ,  TGI. TG2, ALl, AL2

47 . FORMAT (2I2/6F10 . 5 ) «
READ (1, 48) (DL(I), 1 =  1. N). (BLO(I), 1 =  1, N), 
( D ( I ) „ I - 1 ,  K)

48 FORMAT (6F10.5)
IF  (N 1— 2) 1, 2, 3

1 GONTINUE
WRITE (3, 1 0 )

1 0  FORMAT ( T 5 0 ,  ’ПЛОСКАЯ СТЕНКА’)
А - 0
DO 12 1 =  1, N



12

11

112

111

13

132

131

2

20

22

A =A H -D L(I)/BLO (I)
CONTINUE 
IF(K1 -  1) 11. U ,  13 
CONTINUE 
WRITE (3, 41)
Q = ( T 0 1 - T G 2 ) / A  
WRITE (3, 46) Q 
WRITE (3, 44)
TC (1) =  TG1 
K = 1
WRITE (3, 45) K. TC(K)
DO 111 1 =  1, N 
Tl =  0
DO 112 K = l ,  I 
T1=T1 +  DL (K)/BLO(K)
CONTINUE
TC(I +  1 ) = T C ( 1 ) - Q *  Tl 
K = I + 1
WRITE (3. 45) K, TG(K)
CONTINUE 
GO TO 1 0 0 0  
CONTINUE I 
WRITE (3. 43)
Q=(TG1 -  TG 2)/(1 /A L1+A +I/A li2)
WRITE (3. 46) Q - 
WRITE (3, 44)
T C (1 )= T G 1 -Q /A L l  
K =  1
WRITE (3. 45)K, TC(K)
DO 131 1*1 , N
T1 =  0  • '
DO 132 K = l .  I 
T ]= T l-bD L (K )/B L O (K )
CONTINUE
TC(1 +  1 ) = T G 1 - Q *  (1/ALl+A)
K = I - h l
WRITE (3. 45) K. TC(K)
CONTINUE 
GO TO 1 0 0 0  
CONTINUE 
WRITE (3. 2 0 )
FORMAT (T 5 0 ,  ’ЦИЛИН ДРИЧЕСКАЯ СТЕНКА’)
A =  0
DO 22 1 =  1, N
A =A  +  AL0G(D(I +  l)/D(I))/2/BL0 (1)
CONTINUE 
IF (K1 -  1) 21, 21. 23 
CONTINUE 
WRITE (3, 41)



211

23

232

231

3

3 0

32

31

Q = P I *  (TGI — TG2)/A 
W R ITE (3, 46) Q 
W RITE (3, 44)
T C (1 )= T G 1
K = 1
W R ITE (3, 45) K , TC(K)
D O  211 1 =  1, N 
T1 =  0
D O  212 K = l ,  I
T1 = T 1 + ALOG (D ( K +  1)/D ( К ) ) / 8 / В Ю  (К)
C O N T IN U E
T C ( I + l ) = T C ( i ) - Q / P I *  T1 
K  =  I + 1
W R IT E  (3, 45) K. TC(K)
C O N T iN U E  
G O  TO 1 0 0 0  
C O N T IN U E  
W R IT E  (3, 43)
Q = P I  * (TGI -  T G 2)/(1 /A L 1/D ( 1 ) + A -f  1 / A L 2 / D ( N + 1)) 
W R ITE (3, 46) Q 
W R ITE (3, 44)
T C (1 )= T G 1  -  Q /P I /A L l /D  (I)
K  =  J
W R ITE (3. 45) K, TC (K )
D O  231 1 =  1, N 
T l =  0  
D O  232 K==l. 1
T1 = T H - A L O G  (D ( K +  1)/D (K )) /2 /B L 0  (K)
C O N T IN U E
T C (I  +  1)=TG1 - Q / P I *  ( 1 / A L I / D ( l ) + T l )
K =  I + 1 *
W R IT E  (3, 45) K. TC(K)
G O N TIN U E 
G O  TO 1 0 0 0  
C O N T IN U E  
W R IT E  (3, 3 0 )
FO RM A T ( T 5 0 ,  ’Ш АРОВАЯ С Т Е Н К А ’)
A = 0
D O  32 1 =  1, N
A = A 4 - ( 1 / D ( D -  l / D ( l - f l ) ) / 2 / B L 0 ( l )
CO N TIN U E 
I F ( K I - l )  31. 31, 33 
C O N T IN U E  
W R IT E  (3, 41)
Q = ( T G 1 - T G 2 ) * »  P l /A  
W R ITE (3, 46) Q 
W R IT E  (3. 44)
T C (1 )= T G 1  
K =  1



311

33

332

331

000

WRITE (3. 45) K ,  TC(K)
DO 311 1 =  1, N 
T1 =  0
DO 312 K = l .  1
Tl = T 1  + ( 1 / D  (K) -  1/D ( K +  l ) ) / 2 /B L 0  (K)
C O N TIN U E
TC(1 +  1)=:TG1 - Q / P I  * Tl 
K = I + l
WRITE (3, 45) K, TG (K )
CONTINUE 
GO TO 1 0 0 0  
CONTINUE 
W RITE (3, 43)
Q =  P I *  (TGI -  TG 2)/(1 /A L 1/D (1)/D (1)  +  A +  1/AL2/ 
D(N +  l ) / D ( N + l ) )
W RITE (3, 46) Q 
W RITE (3, 44)
T C (1 )= T G 1  -  Q /P l / A L l / D  (1)/D (I)
K - 1
WRITE (3,45) K . TC (K )
DO 331 f = l .  N  
T1 =  0
DO 332 K = l ,  1
T l  = T l  - f  (1/D (K) — 1/D (K-l- I ) ) /2 /B L 0  fK)
C O N T IN U E
T C ( i - f - l ) = T G l  - Q / P I *  (1 /A U /D ( 1 ) /D ( 1 ) 4 - T 1 )
K = H - l
WRITE (3, 45) K. TC(K)
CONTINUE
GO TO  1 0 0 0
CONTINUE
STOP
END

С п и с о к  и д е н т и ф и к а т о р о в .  N — число сло№ в стенке; N 1 — пара­
метр, равный I, 2. 3 при плоской, цилиндрической и сферической симметрии со> 
ответственно; К1 — парамегр, задающий вид граничных условий, К1 принимает 
значения I и 2 при условиях 1 и 111 родов соответственно; Т С — массив значе* 
ннй вычисленных тх'мперагур на грпнтах  слоев; BLO — массив значений коэф­
фициентов геплонроводности для слоен; D — массив диаметров слоев в цилиндри­
ческой и сферической стенках; DL — массив толщин слоев плоской стенки; AL1 
и AL2 — значения коэффициентов теплоотдачи 0 | и Ог при граничных условиях 
I I I  рода; TG1, TG2 — заданные температуры па поверхностях Ьго и N-ro слоев 
при граничных условиях I рода; заданные температуры окружающих сред при 
граничных условиях III  рода; Q — тепловой ноток через стенку; А. Т1, К. I — 
рабочие переменные

Программа позволяет решать краевые задачи д ля  многослойных 
стенок (плоских, цилиндрических, шаровых) при граничных усло­
виях I или [И рода.



Н а  рис, 2 .5  и  2.6 приведены результаты расчетов температур­
ных полей 5-слойных стенок различной геометрии при одних и тех 
ж е условиях  (Г 5  ̂=  250®С; 7’5 ,= 5 0 °С ) .

§  2.3. Теплопроводность однородных тел простейшей 
геометрической формы при действии внутренних 
источников теплоты

Пусть в объеме твердой стенки простейшей формы, толщина 
которой есть м алая  величина по сравнению с другими размерами,

п роизвольно распределены источники 
теплоты с объемной плотностью тепло­
вого потока Вт/м^. На поверхностях 
стенки заданы постоянные коэффициен­
ты теплоотдачи, известны такж е посто­
янные температуры Тс, и Гс, подвиж­
ных сред, омывающих стенку. Будем 
считать, что температура стенки изме­
няется только вдоль одной пространст­
венной координаты (х — плоская стен­
ка, г — цилиндрическая и шаровая 
стенки) и теплопроводность материала 
постоянна. Тогда дифференциальное 
уравнение теплопроводности имеет вид 
(1*7’ \  дТ  (дг)
йх»

«О , Х1<Х<Х^,  (2.41)

Ри<?. 2.5. Температурное поле 
пятислойной плоской стенки при 

граничных условиях 1 рода:
ж 0.1 м. б, 9 0.2 м. 6̂ СВ 0,9 ы. 

6^а0>4 м, ЕЖ 0,6 м;
= .  1 В т / ( м - К ) ,   ̂ “  1. 2 .............6;
9 — В т / ( м . К ) :  3 — ?., =
— 5 В т Д м - К ) .  X, =  50 В т / (м -К ) ,  
X, — во  В т / (и  К ) .  >.4 =  70 Вт/(м  К),  
Л , - 1 0 0  В т А м  К ) ;  4 - х .  =  
=• 1 В т / (м -К ) .  X , - 1 #  В т / (ц .К ) .  
Х , - 1 0 *  В т / ( м - К ) .  Х, — X , -  

— 1в* В т / ( м  К)

где V —  коэффициент формы тела; v = 0 , 
1, 2 Для плоской, цилиндрической, 
шаровой стенок соответственно. 

Граничные условия

6Т  ( Г с - Г а , ) ;
дх

й х

(2,42)

Х^Х,

Получим общее решение неоднород­
ного уравнения (2.41). Введем подста- 

б Т /д х  и из - уравнения (2.41) получимновку и

(1«/оЬс+v w /л := — (х)/Я

Р е ш ая  последнее уравнение, имеем



Интегрируя по х  уравнение (2.43), приходим к  общему решению 
уравнения (2.41): при

* /
Т  (х) =  О Д

/  1 1 \

/

Х<12-(-Са,

7 при у = 1  (цилиндрическая симметрия)

д ^ х ) х ^ < и \ х

(2.44)

^  , А- 1 г /  1Т (х)  =  с^х11п ---------- -- —
XI X J  г

•*л

г

х А х
\

(12 -|-Сз.

/

Рис. 2.6. Распределение температуры в пятислойной шаровой (а) и цилиндри­
ческой (б) стенках при граничных условиях I рода:

(/( за 1 м. — 1 , 1 м, — 1,3 м. — 1,6 м. <<, — 2 м. — 2 . 5  м: 1— 4 — те ж е .  что
и на рис.  2 .5

Определим постоянные Сх и Са, удовлетворяя граничным усл о ­
виям (2.42): при \ ф \

С , = - ^ ( С , - Г с . ) ;

где

aгTc^+W  (дга)+(ааА) ]  W  (г) дг+Р  (у) Гс,
С  _____________________£1_________________

г
W '( г ) = -L J ,^ ( ^ ; ) x v d ^ ;

\-*̂ а



при v=*l

Ci =  (ai/X) (С 2 — ToJ;

C , =

где

W ( z ) d z ^ F T , ^
*j

i L + £ l 2 3 ; , ^ l n i a . ;  
X jf,•fa

4.
W(z)=-  —  ̂ Q^  (x)x6x.

Из полученных решений можно получить расчетные зависимости 
для различных частных случаев процессов теплопередачи. Так, при 
а ^ - ^ о о  на соответствующей поверхности получаем решение, соот­
ветствующее граничным условиям I рода.

Рассмотрим несколько примеров.

Теплопроводность плоской стенки. Пусть (?р (дг) — ^р =  const; x i“ 0, дга—й; 
O i-O , О а и а ;  v - 0 ;

Тогда С , - 0 ;  /^ (v )—0; W {2)-"q„z;
С а - Г о + ? Л а + » в « “/(2Х); 

распределение температуры
T(x)-T„-\-q^b/a-\-q„ (й» — >*)/(2Х).
Теплопроводность цилиндрической стенки. Рассмотрим задачу стацяонарной 

теплопроводности цилиндрической стенки при fn — const, когда теплота отводится 
только через поверхность x —xi  вли в других о з н а ч е н и я х  г —г^. Тогда, полагая 
Оа—О, 0 1 * 0 , V— 1, получим»

С ,-(агА ) (С а -Т ._ ) ,
(Га)//-.

где
F-o^i/ra. W (га)-(9„//-з) [( ^ ) / 2 ].

Окончательно распределение температуры

Т {г) ~ Т^  + ip''!
2а

- 1
L\'‘l

+
4Х

! г \ 2-

8 ;

Теплопроводность шаровой • стенкн. Пусть шаровая оболочка теплоизолиро­
вана внутри при -г—ДГ1 и отдает теплоту только через внешнюю поверхность при 

const. Тогда положим J 'l—r ,,  Ж а^ 'а .'“ i - O .  Oj—о, V—2, —Гс- 
Вычислим значения коэффициентов, входящих в решение:

С ,-О ,  f  i v ) - 0 ,  W ( z ) - { z ^  —  r])/(3z^),

и распределение температуры в шаровой стенке:

Т(г)~Т^ +
ЗОд зх

_1

' г !
Расчеты процесса теплообмена при наличии источника с произвольной объем­

ной плотностью теплового потока можно выполнить с помощью про^аммы , со­
ставленной на алгоритмическом языке Ф 0РТРА Н-1У для ЭВМ типа ЕС.
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COMMON BLO, BK, B, R l .  R2, T G I ,  TG2, DL, A L U
AL2, H , BI
COMMON/A/X
EXTERN A L FI,  F2, F3, F5, F 6 , F7 , QV 
R E A D (1 , 44) N 
FORMAT (12)
R E A D (1 , 4 8 )TG I, TG2, DL, R l ,  R2, A L l ,  AL2, B L O , H  
FORMAT (6 F 1 0 .5 )
B I - A L l / B L O
B - 0 . 5
B K - 0 . 5
W R1TE(3, 46)N , TGI, TG2, DL, R l ,  R2, A L l ,  A L 2 , 
BLO, H
F O R M A T (T 5 0 ,  ’N - ’, I 2 / T 5 0 ,  ’T G I - ’, E 2 0 . 1 0 ,  
T G 2 - ’, E 2 0 . 1 0 / T 5 0 ,  * D L - ’, E 2 0 . 1 0 / T 5 0 ,  ’R l - * ,  
Ё 2 0 . 1 0 ,  ’R 2 - ’, E 2 0 . 1 0 , ’A L l - ’, Е 2 0 Л 0 , ’A L 2 - 4  
E 2 0 . 1 0 / T 5 0 ,  ’B L O - ’, E 2 0 . 1 0 ,  ’H - ’, E 2 0 . 1 0 )  
FORMAT ( T 5 0 ,  ‘ПЛОСКАЯ С Т Е Н К А ’)
FORMAT ( T 5 0 ,  ’Ц И Л И Н Д Р И Ч Е С К А Я  С Т Е Н К А ’) 
F O R M A T (T 5 0 ,  ШАРОВАЯ С Т Е Н К А ’)
FORMAT ( 2 0 Х ’, КООРДИНАТА*. 2 0 Х ,  ’Т Е М П Е Р А ­
Т У Р А ’, ’ТЕП Л О В О Й  П О Т О К ’)
F O R M A T (2 0 X , Е 2 0 . 1 0 ,  2 0 Х ,  Е 2 0 . 1 0 ,  2 0 Х ,  
Е 2 0 . 1 0 )
I F ( N — 2) 1, 2, 3 
C O N T IN U E  
W R IT E (3 ,  4)
CALL Q G 1 0 ( 0 ,  DL, F5, T l )
C:ALL Q G 1 0 ( 0 ,  DL, QV, T2)
C 2 - ( A L 2 *  T 1 / B L O / B L O + T 2 / B L O + A L I *  T G 1 /B L O +  
4 -A L 2*  T G 2 /B L 0 + A L 1 *  A L 2 *
* D L *  T G 1 / B L 0 / B L 0 ) / ( A L 1 / B L 0 + A L 2 / B L 0 + A L 1  •-
* A L 2 *  DL/BLO/BLO)
C l - A L l  * (C2 — TG 1)/B L 0 
M - D L / H  +  1 
W R IT E  (3, 43)
DO 11 I - l ,  M
X - ( I  — 1)* H I
CALL Q G 1 0 ( 0 ,  X, F3, T l)
T ------T l / B L O + C l *  X + C 2
CALL Q G 1 0  (0 , X, QV. T l )
Q - T l — C l *  BLO 
W R ITE (3, 45 )X, T, Q 
C O N T IN U E  
GO TO 1 0 0 0  
C O N T IN U E  
W R ITE (3, 42)
CALL Q G 1 0  (Rl, R2, F 6 , T l)
CALL Q G 1 0 ( R 1 ,  R2, F7. T2)
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2

21
1000

C 2 - ( A L 2 /B L O /B L O «  T 2 + T I/R 2 /R 2 /B L O -1-A L I/B L O
* R l *  R1/R2/R2* T G l + A L l *  A L 2 /B L 0 /B L 0 *  R i *
* R l *  ( l . /R l  — 1.R2).» T G 1 + A L 2 / B L 0 *
* T G 2 )/(A L 1 /B L 0 *  R l *  R I /R 2 /R 2 + A L 1  *
* A L 2 /B L 0 /B L 0 *  R l*  ( l . / R l — l./R2)-|-AL2/BLO) 
C l - A L l / B L O *  (C 2— TGI)
M - ( R 2 - R 1 ) / H  +  1 
W R I T E (3, 43)
D O  31 I - l ,  M 
R « , R 1 + ( I _ - 1) *  H 
C A LL Q G 1 0 ( R 1 ,  R, F7, T l)
T - C l *  R l *  R l *  ( l . /R l  _  l . / R ) _ T l / B L O + C i  
C A LL Q G 1 0 ( R 1 ,  R. F 6 , T l )

R i *Q = .T 1 /R /R  — C l *  B LO *
W R IT E  (3, 45 )R, T, Q
C O N T IN U E
G O  T O  1 0 0 0
C O N T IN U E
W R IT E  (3, 41)
C A LL Q G 1 0 ( R 1 ,  R2, F I .  
C A LL Q G I 0 ( R 1 ,  R2, F2.

R l/R /R

T2)
T l)

C 2 - ( A L 2 /B L O /B L O *  T 1 + T 2 /R 2 /B L O + A L 2 /B L O  *
* T G 2 + A L 1 /B L O /R 2 *  R l *  T G l + A L l *
* A L 2 /B L 0 /B L 0 *  R l *  A L 0G (R 2 /R 1)*
* T G 1)/{A L 1/B L 0*  R I /R 2 + A L 1 *  A L 2 /B L 0 /B L 0  *
* R l *  A L O G (R 2 /R l)+ A L 2 /B L O )
C I - A L l / B L O *  (C2 — TGI)
M - ( R 2  — R l) /H  +  1 .
W R IT E  (3, 43)
D O  21 l - I ,  M 
R « . R l _ f _ ( I _ l ) *  H

C A LL Q G 1 0 (R 1 .  R, F2, T l )
T - C l *  R l *  ALGG(R/R1) — T l / B L 0 - f C 2
C A LL Q G 1 0 ( R 1 ,  R, F I ,  Q l )  I
Q - Q I / R - C l *  BLO* R l /R
W R IT E  (3, 45 )R, T, Q
C O N T IN U E
C O N T IN U E
STO P
E N D
FU N C T IO N  F7(X)
COMMON BLO, BK, B, R l ,  R2, TGI. TG2, DL, A L l.
AL2, H, BI
E X TE R N A L  F 6
C ALL QG 8 (Rl, X, F 6 , F71)
F 7 - F 7 1 / X / X
RETU RN
E N D
FU N C T IO N  F 6 (X)



F 6 « Q V ( X ) «  X *  X
RETURN
EN D
FU N C T IO N  F3(T)
COMMON/A/X 
F 3 - Q V ( T ) *  (X — T)
RETURN
E N D
FU N C TIO N  F5(X)
COMMON BLO BK, B, R l .  R2, T G I ,  TG2, DL, A L l ,  
AL2, r t ,  BI 
F 5 « Q V ( X ) *  (DL — X)
RETURN
EN D
FU N C T IO N  FI (X)
F l - Q V ( X ) *  X
RETURN
EN D
FU N C T IO N  QV(X)
COMMON BLO, BK. B. R l ,  R2, T G I,  TG2, DL, A L l ,  
AL2, H , BI
Q V - B L O *  BK* E X P ( — B *  X)
RETU RN
E N D
FU N C T IO N  F2(X)
COMMON BLO, BK. B, R l ,  R2, T G I,  TG2, DL, A L U
AL2, H , BI
EX TER N A L FI
CALL QG 8 (RU X, F I ,  F22)
F 2 - 1 . / X *  F22
RETU R N
EN D

С п и с о к  и д е н т и ф и к а т о р о в .  N — параметр геометрической формы, 
равный I, 2, 3 в задачах с плоской, цилиндрической и сферической симметрией 
соответственно; BLO — значение теплопроводности стенки; R1, R 2 — радиусы 
стенки в задачах с цилиндрической или сферической симметрией; DL — толщина 
плоской стенки; Н — шаг по координате; М — число точек, в которых вы числя­
ются температура и поток; TG1, TG2 — температуры окружающих сред; Т —  тем­
пература; Q — тепловой поток; X, R — координаты точки в задачах с плоской 
и цилиндрической (или сферической) симметрией; F1, F2, F3, F5, F6, F 7 — рабо­
чие подпрограм!^; С1, С2, Т1, Т2, Q1 — рабочие переменные; Q V — подпрограм­
ма-функция, задающая вид функции объемной плотности теплового потока внут­
реннего источника теплоты.

В тексте программы, приведенной выше, описан источник c?i,/X= 
= Y ex p '(—рх); в программе ВК отвечает V» ^ В —  р. Н а рис. 2 .7  
приведены результаты расчетов температурного поля в стенках р а з ­
личной геометрии при —Рл') с  граничными условиями I I I  
рода на поверхности стенок (Гс1=  ЮОО ®С: Г с ,= 0 ° С ;  a i = a 2== 
=  1000 Бт/(м2.К); Я = 1  Вт/(м-К); р = 1 0  м~^; К/м^).



Рис. 2.8 иллю стрирует результаты расчета поля температур 
в стенках различной геометрической формы в зависимости от объем­
ной плотности теплового потока внутренних источников (стоков) при 
граничных условиях 1П рода (7’с^= 1000 °С; Т о .= 0 ° ;  0 1=  1 Вт/(м^-К); 
0 2 = 1 0 0 0  Вт/(м*-К); Хх =  1 Вт/(м*К); ^ = 0 ,0 1  м~').

Т е п л о п р о в о д н о с т ь  с т е н о к  к а н а л а  п р и  МГ Д - т е ч е н н н  
К у э т т а .  Пусть в плоском канале, образованном параллельными

стенками 2 = 0  и г = Л  ,осуществля­
ется стационарное течение несжи­
маемой вязкой электропроводящей 
жидкости, вызываемое движением 
верхней стенки с постоянной ско­
ростью У(, и продольным градиен­
том давления др1дх.

Стенки канала имеют конечную 
толщину Их, удельную прово­
димость и теплопроводность 
^ 1, Яз. Внешнее магнитное и 
электрическое поля постоянны: 

В ^= 5 о = со п 5 1 ;  £ у = Я о = с о п з 1. 
Установившееся распределение 

температуры в канале по коорди-
Р„с. 2.7. Влияние геометрической найти решая еле-
формы стенки (6*1 м) яа распределе- Дующую систему дифференциаль*
ние температур при действии внутрен- ных уравнений, записанных в без-

него источника теплоты: размерном виде [44]:
^ — цилиндричеокая

^ » ■ . ^ : ^ + ^ с Е сР р Я Ч ^ = 0 ;  (2.45)
/  — п л о ск ая  с т е н к а ;

с т е н к а ; 3  —  ш а р о в а я  ст е н к а

4 -Е с Р г 

(1*0

= 0 ;

К х / - ^ + К , , Е с Р г  Н М К - 1)>=:0 . 

при граничных условиях на внешних поверхностях канала

(2.46)

(2.47)

(2.48)

на внутренних поверхностях канала

0 , ( О ) = 0 ( О ) ,

© 2 ( 0 = в ( 1 ) .

А'
“ ГГ 1 - 0  (1$
(102 

=  —
6-1

5 - 0

5-1*

(2.49)

(2.50)

Здесь в^, ва ,  0  — избыточные температуры стенок канала (индек­
сы 1, 2) и жидкости, отнесенные к некоторой характерной разности 
температур А Т ;  1 ^ г / к  — безразмерная поперечная координата; /С«=

= Е „ Ц У М -  Р г= ц с р /) . ;  Ес=У<,/(с„Д7’); Н = В , Н У ~ ^ - ,  Кк, =  1,/Х-.



K \ , = K ß \  /Со, Ко.=<^2/а; K R , = h J h \  Хл, =  1+ V / i  —  числа
1/ / ^ч  s h W Í ,  Р .  R e — W«/C / s h / / g  , s h H ( l — $) ^подобия; K ( | )  = ----- -------- £----------------- ------S-J--------- i------í l L _ n  — fiAQnaQ-

зНЯ W2 , sh H sh H
1 ) — б е з р а з -  

dp
мерный профиль скорости течения жидкости, где Р =»—  Re=»

р1/2

— — числа подобия.

Общее решение каждого из уравнений (2.45) — (2.47) имеет вид 
(2.44). Д ля  нахождения шести постоянных С* в решениях и с п о л ь ­
зуются шесть граничных условий (2.48) — (2.50).

о.)

Рис. 2.8, Температурное поле п ло­
ской (а), цилиндрической (б) и ш аро­
вой (в) стенок при различной объем­
ной плотности теплового потока вн ут­
ренних источников (стоков) теплоты : 
<; / - у = Ю ’ К/ы»;

2 — V ”  0.5 к /м * :  5 _  V -  — 'О* К /м *

Определив постоянные, запишем решение задёчи (2.45) — (2 .50):  

0(^ )  = — Е с Р г [ ( 1  -  Л ) Ч Ь 2 Я ё  +  Л З с Ь 2 Я ( 1  —  & ) - 2 Л ( 1  +  Л ) х  
x c h  /У (1 ~  2 |)]/(4  sh^ Я ) + 2 Е с Р г  (К- \-Л)  [(I + /4 ) s h  sh Н  ( i  —

— ^)]/sh И —  0 ,5ЕсРг (i(-L

( |)  =  “ *0,5/(о, ЕсРг Н ‘̂ К% (^+  / ( « , ) / /(í., (>íi ~~ T i ) / К -{-Hl, 

е ,{ 1 )  =  ~ 0 , Ь К о . Е с Р г Н Н К - \ ) Н ^ ^ + К н , ~ Ц ^ К н ^
Х(Кз — Г а)/(1  —  К ц , ) - \ - { Т ^ ~  Кн,У.2)/{1 — /с « ,) ,



где  Ks. =Kx./Kff.: =  -  1);

« i= '^ 8 + (J  +  ̂ s . )« 2 ; , — X sJ] /[ ( ]  + -K i,) i l  + /C s ) — 1];
Cj =  X2 — C2 +  C5;

С2-=и1+Сб; Cg =  E cP r  H { Л + 2 /( )1 Л  (ch И — \ ) —  l) /sh  / / ;

¿7̂  =  Е с Р г Я | ( ] + Л ) с Ь Я  -  Л)(1 _  Л - 2 /O /sh  / ;  +  ЕсРг +  

С ь-0 .2 5 Е сР г  1 (14-Л )Н -4 '"сЬ  2И — 2 A { \ - h  А ) сЬ Н ^ Ъ А ( К ~ ^ А ) х  
x s h ^ W ] /s h “ W;

с , =  ЕсРг [0,25 { \ - \ - A f  ch 2 W +  ^V 4 -  0 ,5Л ( I — Л) ch Я  —
~ 2 ( К  +  /1)(1 +  Л)5Ь‘̂ Я +  0,5(К +  ЛУ'//’' зЬ“^]/5Ь'“Я;

С7 *Св — Cj — Сд4-0,5/(в, ЕсРг Тх,
св ' ^с ,  -  с, -  с, -  К . ,Г ,+ 0 ,5 К о ,  (1 -  /(fi.) ЕсРгЯ== (К -  1)».

Н а  рис. 2.9 показано влияние изменения теплопроводности мате­
р и ал а  первой пластины и числа Гартмана Н  на распределение тем-

Ö)

0,2 0,4 0.6 0,8 0.2 ОЛ 0.6 0.8 г

Рис. 2.9. Распределение температуры жидкости по сечению ка­
нале:

а —при различных значениях чисе;| /< б — при изменении чисел I арт-Л1- 
мннв Н

пературы  в потоке жидкости при безнапорном течении Куэтта 
( Р ^ Р е = 0 ) ,  когда Г 1= 0 ; Г а = ] ;  Л 'л . - 0 ,5 ;  /( . .  =  10;
К о . “  100.
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ПРИМЕНЕНИЕ КЛАССИЧЕСКИХ МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ 
КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

§ 3.1. Метод Фурье (метод разделения переменных)

Метод Фурье относится к классическим методам решения л и н ей ­
ного дифференциального уравнения теплопроводности. Реш ен ие  к р а е ­
вой задачи основано на ряде свойств входящего в уравнение теп л о ­
проводности оператора ^ [ Х ( р ) ' ^ Т ] .  В классических работах  Ф у р ь е  
этот метод был связан с разделением переменных в диф ф еренц иаль­
ном уравнении теплопроводности. При этом предполагалось, что 
частное решение уравнения теплопроводности

с ( т ) р ( т ) ^  =  У | ? ^ ( р ) У Г | .  т > 0 ,  p ^ Q ,  (3.1)
от

в случае декартовых прямоугольных координат р ^ { х - 1 , х^,  Хз),

V  =  +  ^ (где х., х») — конечная пространст-
дХ^ дх.. ЙДГз » 0  г г

венная область) разыскивалось в виде произведения двух ф у н кц и й :
Т{х^ ,  Ха, Хз)=/1в{т)1^{Х1, х,. Хд). (3.2)

Граничные условия для уравнения (3.1) считались приведенны ми
к однородным условиям, например

Т { р ) ~ 0 .  р ^ 8 ,  (3.3)

на 5  — границе области
Представление решения в виде (3.2) при подстановке его  в (3.1) 

приводит к двум дифференциальным уравнениям: 
относительно 0 (т)

с ( т ) р ( т ) ^  =  — î■^0(t): (3.4)
(1т

относительно д(Х4, х^, Хд)

V  1^(Х1, Ха, Хз) =  — (3. 5)

где {А** — постоянная разделения переменных.
Задача нахождения тех значений постоянной для ко торы х  

существуют нетривиальные (ненулевые) решения уравн ен и я  (3.5), 
удовлетворяюш,ие соответствующим однородным граничным у сл о в и я м , 
называется задачей Штурма  — Л и у в и л л я .  Эти решения обы чно н азы ­
вают собственными функциями оператора  V  [X, V  а ч и с л а  ц* 
соответствующир этим собственным ф у н кц и ям ,— собствен1з1ы м и  чис~ 
лами оператора V  V



п р и  постоянной теплопроводности Я,=соп51 задача Штурма — 
Л и у в и л л я  решена для тел, образованных пересечением ортогональ­
н ы х  координатных поверхностей, различных систем координат 
(табл . 3.1).

Т а б л и ц а  3.1

С истем а коо р л и н ат Вил Ф ункц ий . н х о д яи 1их п реш ен и е

Декартова»
Круговая цилиндрическая

Параболо-цилиндрическая
Эллиптнко-цилкндрнческйя
Сферическая

Вытянутого сфероида
Сплюшенного »
Параболическая
Коническая
Эллипсоидальная
Параболонлальпая

Экспоненциальные, тригонометриче­
ские, гиперболические 

Экспоненциальные, Бесселя, тригоно­
метрические- 

Тригонометрические, Вебера 
Тригонометри ческие, Матье 
Лежандра, тригонометрическая, степен- 

наи
Тригонометрическая, Лежандра 
То же
Тригонометрическая, Бесселя
Ляме, сте[1енная
Ляме
Бэра

Н апример, В случае П рям оугольны х координат и однородных крае­
в ы х  условий ^ 1 5 = 0  функции

d.i ¿3
«а}. Л*=соп51, П к=1, 2, 3, . .  

удовлетворяю т дифференциальному уравнению
3 „

(3.6)

dl

и обращ аю тся в нуль на поверхности параллелепипеда 
/с— 1, 2, 3. Таким образом, функции (3.6) являются собственными 
ф ункц иям и  оператора Л ап л аса  в параллелепипеде, образованном 
ортогональными плоскостями х « = 0 ,  к = \ ,  2, 3. Соответству­
ю щ и е  собственные числа этого  оператора

^ > 0 . « « = 1 , 2 , 3 . (3.7)

Система функций (3.6) ортогональна в метрике ¿ 2 (^)  (см. прило­
ж е н и е  П), где О — параллелепипед; эта Система будет и ортонорми- 
рованн рй , если положить

2 ^ 2



Заметим, что система (3.6) полна в метрике Lz iQ )  (см. п ри лож е­
ние U), исходя из того, что система функций sin  (n jU j /d i )  полна 
в ¿ з (0 ,  d,). Формулдй (3.б) исчерпывается система собственных ф унк­
ций однородной краевой задачи (3,3) для оператора Л а п л а с а  в па­
раллелепипеде ()<Х,г<с/к-

Приведем общие решения дифференциальных уравнений д ля  не­
которых одномерных задач Ш турма —  Лиувилля: 

в сферических координатах

s in tx ^ rW s «

£ (  12 . 
d^ l dr

I N
—  C O S | X /  
r

(3.8)

в цилиндрических координатах

+  (3.9)

^  Л J  о +

где А^, — произвольные постоянные: — собственные числа, ко­
торые определяются соответствующими однородными граничными 
условиями краевой задачи; — функции Б есселя 1-го рода
нулевого порядка; К(,(|л^г) — функции Бесселя 2-го рода нулевого 
порядка.

Решение уравнения (3.4) не вызывает затруднений:

0 ^ (х )=  ехр

Общее решение уравнения (3.1) с  граничными условиями (3.3) ввиду 
его линейности можно представить в виде

ов

Т = (р) ехр

где {р) — собственные функции, отвечающие собственным числам 
коэффициенты Ак определяются из начального условия д ля  у р а в н е ­
ния (3.1) [при т = 0  Г  (г, /о)**ф(;’)]

где — рассматриваемая область; — норма собственной ф ун кц и и  * 

■&̂ (/7). равная  N1 =  11 \  |Р = 1

К ак  отмечается в приложении И ,  собственные функции симмет­
ричного положительно определенного оператора ортогональны и об­
разуют полную в ¿ 2(Й) систему функций. Все приведенные выше



операторы , входящие в задачу Штурма — Лиувилля с однородными 
граничны ми условиями, обладают такими свойствами.

Окончательно  решение краевой задачи (3.1), (3.3) вместе с на­
чальны м  условием Г  (О, р ) = ф ( р ) ,  имеет вид

Т { р ,  i>«)exp
1

— I
О

(ЗЛО)

где (ф, cp^^dfi.

Р я д  (ЗЛО) является классическим (сильным) решением рассмат­
риваемой задачи, если он допускает почленное дифференцирование 
д в аж д ы  по пространственным координатам и один раз  по времени. 
Е с л и  р яд  таков, что его сумма Т  (х^, Хд, Хд, т ) ^  ¿ а ( ^ )  ^  непрерывна 
по т ,  то  такое  решение будем называть обобщенным решением или 
слабым. В понятие слабого решения можно включить такое решение

Т  (Хр Ха, Хд, т), производные которого по координатам — , ------- ,
дХ) дх^дх I

----- п ри надлеж ат  ¿.г(^) непрерывны по т.
дх̂ 1

О бш ирны е результаты по слабым решениям уравнения теплопро* 
водности содержатся, например, в [62, 63].

Ряд (3.10) полностью решает краевую задачу, если собственные функции опе­
ратора V [Х у ^ !  известны. Однако нахождение этих функций в общем случае, 
как уже упоминалось, далеко не простая задача. Поэтому естественно попытаться 
представить решение в виде ряда (ЗЛО), но по собственным функциям более про­
стого оператора— сходного* оператора, например, оператора Лапласа ДО;

00

Г (дГ], ■*’я> ^  (•*’ь  (3.11)

Представление решения в форме (3.11), где — собственные функции неко­
торого сходного положительно определенного оператора, тесно связано со схемой 
процесса Б убнова— Галеркина н и|)именении к задачам нестационарной гепло- 
проводности. Обычно она приводит к системе обыкновенных дифференциальных 
уравнений относительно c^,{т) — неизвестны.х коэффициентов в (ЗЛ1).

Метод Бубнова— Галеркина иримеиялся к разным случаям нестационарных 
задач многими авторами. Обширная библиография по этому вопросу содержится 
в монографии (б2|. Естественно, что в случае ггредсгавления решения в виде ряде 
(3.11), где 0»с(Л|. Ха. •*'з) — собственные функции оператора 7 ( Х 7 0 ) ,  схема 
Бубнова — Галеркина и решение по методу Фурье форма.1 ьно совпадают.

Задача  построения решения уравнения более общего вида, чем 
(3.1), а  именно решение краевой задачи

с ( т ) р ( т ) - ------Ч \ > ^ { p ) V T \ = q „ { p ,  т), т > 0 ,
ох

^  + N { p ) T ^ p ,  (3.12)
оп 5

(где 5  — граница области О), строится следующим образом.

, * Два самосопряженных положительно определенных оператора Л » В назы- 
вакэтся сходными, если они имеют обш,ую область определения, и полусходными, 
если их энергетические пространства состоят из одних и тех же элементов.

Т { р ,  0 ) =  ф(р), Х(р)



Допустим, что решение Г ( т .  р) задачи (3.12) сущ ествует. Прн 
любом т > 0  оно является элементом пространства ¿ з ( ^ )  и разлага  
ется в ряд по любой полной и ортонормированной в ¿-2 {^) системе, 
в частности по системе собственных функций оператора У [ М / 0)У<^] 
Обозначим эти функции через •^„ =  ̂ „ (р ) ,  а соответствующие им соб; 
ственные числа — через Обозначая скалярное произведение

(Г (т .  р), ^ „ ( р ) ) - | г ( т .  /7)^ „ { р )с 1р =  с„(т), (3.13)

получим

Г ( т ,  /г) = = 2  с„(т)^„(/?).

По определению собственной функции имеем

д J= ^ x Jc ,(т ) .

Обозначая-(£7р(т, р), ^к)=»/«(т), получим обыкновенное дифференци­
альное уравнение первого порядка  для определения коэффициентов 
Ск (т):

с*( 1̂ )Н- ‘̂кС ,(х )= /Л т) .  т > 0 . (3.14)

Общий интеграл этого уравнения имеет вид

^ ..2,
с„ (т)==е

ц1/
е /к ( / )с 1/ , а« =  соп51.

Начальное условие для уравнения (3.14) получаем из равенства 
(3.13)

Сп(0 ) =  | Г ( 0 , р ) 0 „ (р )ар= |( ( ;( /7 )д „ (р )с1 /?  =  (ср(;0), 0 „(р)).

Отсюда а«=(Ф , д^) и решение уравнения (3.14) запиш ется  в виде

с Л т ) = ( ф ,  0 «)е 4 -

Таким образом, если задача (3.12) имеет решение, то она пред­
ставляется рядом

Г ( т ,  р ) = ^ ( ф ,  ^ „ ) е  ^ п ( Р ) + ' ^ К ( Р ) ^

(3.15)

Обоснование метода Фурье. Докажем, что ряд (3.15) действительно дает ре 
шение краевой задач ' теплопроводности (3.12). Проверим следующие его свойства

1) ряд (3.15) сходится в метрике пространсгва ¿ 2  (^ ) равномерно по  ̂ е  10, Г]



2) ряд (3.15) — ортогональный в ¿ 2  (^)> и достаточно проверять что равно­
мерно на сегменте (0. Т] сходится ряд из квадратов коэффициентов. Обозначим 

тогда

т
(ф. е 

I О

- v „ ( T - 0
/л  (/) dM < 2  V '  {ф.

-2V„T

+2 (3.16)

Пусть функция (р, т) непрерывна при т > 0  по т и S  ¿а (й) при всех
p e i î ;  отсюда следует, чго на сегменте [О, Г] непрерывна Я / (т) 1

1ри всех 
) \Qv  (Р.

т)]‘/2 ёр.
Поэтому можно доказать, что ряд в правой части (З .!6) сходится раиномерпо. 

По неравенству Коши — Буняковского (см. приложение II),

IL-е 'V n(O di f l ü )  dt-

1—e
2v„ 5

Заменив здесь наименьшим значением \ , > 0  [здесь используется то, что опе­
ратор V ( к ^ Т )  — положительно определенный), получим, что обший член ряда

оценивается —  |  Í ^ ( í )d í ,  Для  д„{р.  т ) е / . 2 ( 42)  при т 0 [О, Г] имеет место ра-

векство

У  / ; ( т ) =»Ц/ ( т ) ' ] я 1  (Р. т) dp, (3.17)

которое показывает, что ряд (3.17) с неотрицательными непрерывными членами 
сходится и имеет непрерывную сумму. Позтому ряд (3.17) сходится равномерно 
на сегменте [О, Т) при любом Т > 0  и, знячит, сходится и второй ряд в послед­
нем неравенстве (3.16).

—2v„t
Сходимость ряда 2 " устанавливается следуюш.им образом.

Имеем 2 (ф. е < 2  (ф, ^п)*,  а ряд 2 ^  (ф, д^)* сходится в силу того,
Пг= 1

что ф S /-2  (^ )  И — ортонормированная в ¿-2 (^) система функций. Из ска­
занного следует, что сумма ряда в (3.15) Т (р, т) является непрерывной по т > 0  
функцией и принадлежит ¿ г ( ^ )  B c e x . p é Q .

Ограничимся доказательством только этого свойства ряда (3.15). Для него 
можно получить и ряд других свойств, например рад (3.15) можно дифференци­
ровать по т- Этот новый ряд будет сходиться в метрике /.^ (Q) равномерно по т 
на интервале (О, Г). Вопросы обоснования этих и других свойств ряда ряссмот- 
рены, например,  в [62).



' примеры, приведенные ниже для некоторых задач  нестаиионар-
, , ной теплопроводности, в достаточной степени проиллю стрирую т ска-

Рассмотрим предварительно один из приемов, позволяю щ их неод­
нородное уравнение теплопроводности и неоднородные граничные 
условия привести к однородным |15].

Пусть дана краевая задача

т. е. ограничимся случаем, когда неоднородные члены являются 
функциями только пространственных координат. Задача  (3.18) ли­
нейна, поэтому представим ее решение в виде суммы функций:

где функция Т^^{р)  не зависит от времени и определяет  установив­
шееся распределение температуры, которое находится  как  решение 
следующей краевой задачи:

Таким образом, для определения функции Г ,  (р,  т) приходим 
к краевой задаче с однородным дифференциальным уравнением и од­
нородными граничными условиями, для решения которой можно 
применить метод Фурье.

Представление решения краевой задачи (3.18) в форме (3.19) воз­
можно не всегда, а именно если значение подводимого количества 
теплоты задано в каждой точке граничной поверхности тела. В са­
мом деле, применим к уравнению (3.20) теорему Гаусса — Острог рад- ,  
ского, тогда получим

Однако количество подводимой к телу теплоты, определяемое усло­
вием (3.21) при N{p) — 0, может и не удовлетворять этому соотно­
шению. С физической точки зрения это означает, что установившееся 
распределение температуры невозможно, если суммарное количество 
теплоты подводится к телу со скоростью, отличаю щейся от той, 
с которой теплота поглощается внутри тела.

занное.

д Т  (р, x ) / d x = a V ' ^ T  {р, х)-\-д^(р)/(ср),  p ^ Q ,  т > 0 .  

Г ( р ,  0 ) = / ( р ) .  р б О ;
1 д Т (р ,  х)/дп \-N { р )Т (р ,  T ) = g ( p ) ,  р б 5 ,

(3.18)

Т  (р, т) =  Г „ ( Р )  +  7’г(р. т). (3.19)

а  v “7’^ ,^ .(p)-^^г,(p)/(cp^=0, p e ^ ;  

) . i d T , J d n ) - { - N i p } T ^ , = g { p ) ,  p ^ S .

Д л я  определения T i ( p ,  х) приходим к уравнениям  
дТ^(р ,  x ) / d x = a V ^ T ^ { p ,  т), p ^ Q ,  т > 0 ; 

k ( d T j d n ) ^ N  ( p ) T i i p ,  т ) = 0 ,
Т , ( р ,  0 ) = / ( р )  — Г „ ( р ) ,  p ^ Q .

(3.22)

(3.20)

(3.21)

S и



в  этом случае  решение задачи следует представить в виде 

Т { р ,  т) =  Рт +  Г „ ( р ) + Г Л Р ,  т). (3.23)

где, ка к  и раньш е, функция Т ^{р ,  т) удовлетворяет системе (3.22) 
при соответствующем N,  а функция Т^.^{р) находится как ре­
шение следую щей краевой задачи:

a V ’‘ 7’„ ( p ) + l , „ ( p ) = p ,  р ё й ;  
ср

^ \ д Т ^ ^ ( р ) / д п \ = ё ( р ) ,  p ^ S .

П рименяя ф ормулу Гаусса — Остроградского, получим

p = - L
cfiV

q„i p) dQ-{ - ^g i p ) 6S

где V — объем тела.
Из реш ения (3.23) видно: распределение температуры в теле при 

больших значениях времени изменяется таким образом, что прост­
ранственное распределение температуры (р) остается неизменным, 
а значение температуры в каждой точке увеличивается с постоянной 
скоростью р (заметим, что Тх{р,т)  при этом стремится к некоторому 
постоянному значению].

Т е м п е р а . т у р н о е  п о л е  с т е р ж н я  п р я м о у г о л ь н о г о  с е ­
ч е н и я .  Распределение температуры Т  {х, у,  т) в стержне прямо­
угольного сечения при пренебрежении передачей теплоты по длине 
стерж ня описывается уравнением

(3.24)
дт \  дх^ ду* /  ср в

0 < х < с 1 ,  0 < у < Ь ,  т > 0 , 

при начальны х условиях

Т{х,  у,  0) =  ф(д:, у); (3,25)

при граничны х условиях

^(О .  у ,  х) =  Т { й ,  у,  т ) = 0 :
(3.26)

Т.{х,  О, т) =  7’ (л:, Ь, т )—0.

Согласно методу Фурье представим решение уравнения (3.24) 
в виде ряда

ОО

Т { х ,  у,  т ) =  I  с „ „ ( т )^ ^ „ (х ,  у),  (3.27)
т. пз*1

где — ортонормированная система собственных функций, удов­
летворяющих граничным условиям (3.26), а (т) — неизвестные 
функции времёни, которые подлежат определению. Можно проверить,



что собственные функции оператора Л апласа  ■ 0 _ „ = —^  s i n X
V d b

x s i n ортонормированы в прямоугольнике Q ( 0 < x < d ,  0 < у < / ? ) ,  
ь

т. е.
р  Í  О , л  =5¿ р  И Л И  т ф  h ;

y ) 6 x d y  =
1, п =  р , rn— h.

Дело сводится к определению П одставив ряд  (3.27)
в уравнение (3.24) и умножив его скалярно на у), получим*
обыкновенное дифференциальное, уравнение д л я  с„^(т):

c„„ ,(T )+a jA ^c„„(x )= /„^ (T ) .

Здесь

^  sin ^  dxdy .
\ r r d ¡ ¡  ^ ^

Общий интеграл последнего уравнения

c ^ „ (T )= e x p ( - f l} i í^ T ) « n m + J  exp (a f i ;„ í  ) / n « ( O í i í
o

Начальные условия получим из разложения начального условия
(3.25) в ряд по ортонормированной системе ф ункций:

а ОI л
=  ^ п т ) ^ '  Ч>(Х, У )К т (Х .  у ) б х 6 у .

Таким образом, решение задачи (3.24) — (3.26) представляется 
рядом следующего вида:

ео

Т { Х ,  у, х )=  2  (Ф . ^ „ т ) е х р ( - а 1 А 2 ^ т ) ^ „ ^ ( х ,  у ) +
т. " в 1

+  2  У) 1  e x p ( - a ^ l „ „ ( т - / ) ) / ^ „ ( / ) d ^
т. '1»1 К

В слу^йе, если !п „ (х )  является непрерывной функцией т, а 
Ф(х, у )^ Л а ( ^ ) ,  этот ряд, как показано выше, сходится  к функции 
Т { х ,  у, т), непрерывной по т на (О, т,,], и Т  принадлеж ит к ф у н к ­
циям, интегрируемым с квадратом по области 1 ^ ( ( ) < х < й ,  0 < у < ^ > ) .

Н а г р е в  н е о г р а н и ч е н н о й  п л а с т и н ы .  Неограниченная 
пластина, толщина ><оторой равна 2R  в начальный момент времени, 
помещается в среду с постоянной температурой 7’с>7'{х, 0)=ф (х). 
Между ограничивающими поверхностями пластины и окружающей



средой п р ои сходи т  теплообмен по закону Ньютона. Найти распре­
деление тем пературы  по толщине пластины в любой момент времени.

Уравнение теплопроводности и его краевые условия имеют сле­
дующий вид:

d T j d x  — а & ^ Т т)/(ср), т > 0 ,  — / ? < х < / ? ;
Т  ( X,  0)=ф(д:) ;
- Х [ д П Н ,  x ) / d x ] + a [ T ^ ^ T { R ,  T ) i  = 0; 
K [ d T ( ~ R ,  x ) / d x ] + a [ T ^  —  T i — R ,  т)] =  0.

(3.28)

Предположим, что функции <?р(х, т), ф(х) — четные, т. е. Ф(х) =  
= ф ( — х), поэтому ф ' ( 0 ) = 0 .  В силу симметрии краевых условий 
в (3.28) можно предположить, что решение задачи (3.28) — четная 
функция X.  Введем новую функцию в  (л:, х ) = Т ^  —  Т { х ,  х). Д ля  
0 (д:, X) получим следующую задачу:

=  — т)/ (ф) ,  т > 0 , — R<:x<R■.
дх- дх^

Т ( х ,  0) =  Т ^ ~ в ( х )  =  ц>(х)

или

0 {>:) =  Го —  ф { х )= ф ,  (л);
X \ d & { R ,  т ) / ^ х | + а 0 ( / ? ,  т )= 0 ;

—> ,[д 0 (— /?, T)/5x]-f-a0(— R ,  т) =  0.

Запишем общ ее решение краевой задачи (3.29) в виде

(3.29)

в ( х ,  х ) =  2  W .
п =  I

(3.30)

где 0 ^ { х )  — неизвестные функции переменной т, а ^„(х) — ортонор- 
мированная система функций краевой задачи

— (dtj) (/?)/dx] (R)  =  0\
—X (dip (— ^?)/dx]+a\ij  (— R) =  0.

(3.31)

Нетрудно видеть, что система функций т(7̂ (;с) =  —
V  r Y  li^+sin (2ц„)/2 

где — корень  характеристического уравнения c tg |A = ^ V (a /? )  (см. 
табл. И 1.1 п ри лож ения  111), является ортонормированной в ¿ g (— R ,  R)  
и представляет собой нетривиальное решение задачи (3.31). Ряд (3.30) 
удовлетворяет краевым условиям в (3.29). Д л я  определения коэффи­
циентов D^{x)  подставим искомую форму решения (3.30) в уравне­
ние задачи (3.29) и умножим его скалярпо на Ч'т(>^). Принимая во



внимание ортогональность (л:) на отрезке [— Я\,  получим о б ы к ­
новенное дифференциальное уравнение д л я  функций 0 ^(т):

=  —/ Л т ) .  1г>0. ^  (3 .32)

Здесь

яАх> х ) с о $ ^ й х .

Общий интеграл (3.32) запишется в виде

D „ ( T ) ^ e x p ( — ац 2т/
Т

a „ - | e x p ( a M - 2W ^ ) / „ ( i ) d i

Начальные условия для D n (0 )= a „  получаем  из р13Л0жения н а ­
чального условия в ( х ,  0)= ф 1(х) в р яд  по ортонормированной с и ­
стеме функций (х):

= Ют---- - , ----- г J 9i ( x )c o s ^ d ;c .

Общее решение краевой задачи (3.29) запишется следующим образом :
оо у

0 ( х ,  т ) = Г о  — Г (х ,  т)=: 2  (<Pi. ^ п ) е х р ( — а|л;т//^^) ^„(л:) —
П в  I

СО %

— 2  i [ " ~  
п »  I о

Как и ранее, можно показать, что если (т) — непрерывная н а  
[О, То1 функция, а <Pi(x)^L 2 (— ^)* то сумма ряда  (3.33) я в л я е т с я  
непрерывной на [О, т ,̂] функцией и интегрируемой с квадратом на
i - R , R ) .

Д ля случая, когда q„(x,x)/(cp)  и Фх(х) являю тся нечетными 
функциями X,  решение краевой задачи (3.29) имеет вид

С О

0 (х. т ) = - Т ^ ~ Т ( х ,  т ) =  2  (Ф1. >^п)ехр(— avjx//?!») х„(д:) —
/1 ^ 1  ' '

«  Т

— 2  W  j e x p  | — av2(T — 0/^^*) fn (O d / ,  (3 .34)
п =  I о

V  v - s i n  (V„x/'R) ,  , г. г»\где x„(x) =  —  — овтоновмированная в L { — R ,  R )
У R  (Vfl — 0, 5s i n  2Vfl)

система нечетных функций, а является корнем трансцендентного
уравнения t g v = — v/ Bi .  Первые шесть корней этого уравн ен и я
приведены в табл. 1П.2 для различных значений Bi.



При равномерном начальном распределении температуры, т. е. 
ф (х )= Т о ,  и при д^{х,  т) =  0 решение (3.34) примет форму

00

0 (л, т) =  Го — Т (л :,т )  =  (Т^ — Го) 2  ( 1, х „ ) е х р  ( — х„(х) .

Н а  рис. 3.1 схематически показано распределение температуры 
в неограниченной пластине.

Т е м п е р а т у р н о е  п о л е  н е о г р а н и ч е н н о г о  ц и л и н д р а  
п р и  о х л а ж д е н и и .  В неограниченном цилиндре дано распре-

+ Х -X

Рис. 3 .1 . Раснредипение 1емпературы и неогра­
ниченной пластине для различных значений 

критерия Био:
1 — В1 “► се: л — во > В1 > 0; » — Bf о

деление температуры по радиальной координате в виде некоторой 
функции ф(л). В нача;|^)ный момент времени поверхность цилиндра 
охлаждается до некоторой температуры которая поддерживается 
постоянной на протяжении всего процесса охлаждения.

Найти распределение температуры по радиусу внутри цилиндра
Ч любой момент времени (рис. 3.2).

Математически задача формулируется следующим образом:

Т (г ,  0 )=^{р(г); (3 .3 5 )

Ё 1 В Л = 0 ,  T i R , x ) ^ T ^ ,  Т ( 0 , х ) Ф о э .
от

Введем функцию е(/- ,  т ) = Г  (х,. т) — Тогда задача (3.35) 
запишется следующим образом:

^  ̂ à ( д е \  , ,

0(Г, 0 )= ф (г )  — Го=ф1(г);  

0 0 ( 0 ,  т ) /0 г = 0 ,  0 ( /? ,  т )= 0 ;  
в  (О, т) Ф  со.

(3.-36)

Равенство нулю производной от искомой функции по радиальной 
координате на оси цилиндра означает, что процесс теплообмена



симметричен относительно оси цилиндра, где температура п р и н и м а е т  
конечное значение.

Запишем решение краевой задачи (3.36) в виде

в ( ^  т ) =  2  0 „(т)У „(г). (3 .37)

где система функций Кд(/‘) удовлетворяет так называемому у р а в н е н и ю  
Бесселя

(3 .38)± Л - ( r J L \ ^ k ‘̂ V =0 \  V { R ) ^ Q ,  У { 0 ) Ф о о .
г & \  ф- /

Общее решение (3.38) может быть представлено в виде
V ( г ) ^ C , J , { k r ) + C , Y , { ^ r ) ,  (3 .39 )

где Jo{kr) и Ко(у^О— функции Бесселя 1-го и 2-го родов н у л е в о г о  
порядка (рис. 3.3); — произвольные постоянные.

Так как Ко(^л)-*-со при г О ,  то полагаем в (3.39) С а = 0 .  
Постоянные к  определяются из граничного условия У ( / ? ) = 0  к а к  
корни трансцендентного уравнения 

(/г/?)=0. Первые К9рни уравнения 
^„{|1 ^ ) = 0  приведены в табл. 111.6
с точностью до четвертого знака после 
запятой.

Д л я  определения коэффициентов 
ряда  (3.37) подставим этот ряд в уравне­
ние задачи (3.36) и умножим его с 'калярно 
на ^К„('^). При вычислении интегралов 
на отрезке [О, /^) воспользуемся следую ­
щими свойствами функций Бесселя Уо(^т '’)’

о ( ^  1 (^т*^) ~  о (^д|^) ^  1 (̂ я-*̂ ) 

к 1 - к 1
Рис. 3.2. Распределение тем ­
пературы в неограниченном 

цилиндре [69]При !г„Фк„ и правая часть послед­
него выражения равна нулю вследствие 
условия JQ{k„R)—Jrs iK^) =‘ ^- При т ^ п  имеем

и
I  г ^ 1 { К г ) ^ г = ^  А{кг,Н).
о ^
О едовательно, если в качестве выбрать систему ортон орм и -  

рованных с весом г функций У„{г)= ■ то гр ан и ч н ы е

условия в (3.36) всегда удовлетворяются.



Учитывая сказанное, получим для дифференциальное
уравнение вида

'Сумма ряда 0 ( г ,  т) является непрерывной по т функцией, если 
('■. т)/(ср) непрерывна по т на отрезке |0 , То], и 0 (г, т) является 

интегрируемой с квадратом и весом г функцией, если (/■. т)/(ср) 
и <Pi (г) — функции с такими же свойствами. Отметим, что в(г , т) 
м о ж ет  представить собой более гладкое решение (например, иметь 
в области определения решения 0  (т >  О, непрерывную
производную  по т и непрерывные вторые производные по г) в случае 
налож ен и я  на д,,{г,х),  9 i ( r )  более жестких условий.

Рассмотрим частный случай задачи, полагая д „ ~ 0 ,  тогда получим

0 П т ) + а Л 5 л „ ( т ) = / „ ( т ) ,  
, /-- л

(3.40)

являются коэффициентами

Общее решение задачи (3.36) 
представится в форме следующего 
ряда:

00

П O I I

Рис. 3.3. Графики функций Бесселя: оо т
а — 1 - г о р о д а :  б — 2 - г в р о д а

п  —  1 О
(О d i.

в ( / - ,  т ) = Г  (л, т ) —  =
со н

ехр [ - a v . l x I R ' ^ ]  Г г< р ,(О Л (|i„/-/R)dr.



Из последнего решения при / (г)= Г о—const имеем в ы р а ж е н и е  
для относительной избыточной температуры

0 (Г. т ) =
Т„ -  Те

На рис. 3.4 представлены кривые распределения относительной  
избыточной температуры в неограниченном цилиндре по относитель­
ному радиусу г / Я  для различных значений числа Фурье Р о = а т / / ? ^ .

t e м п e p a т y p н o e  п о л е  ш а р а  п р и  н а г р е в е  п е р е м е н н ы м  
т е п л о в ы м  п о т о к о м .  Д ля  определения нестационарного тем п е­
ратурного поля шара при граничных условиях II рода имеем к р а е в у ю  
задачу

дТ {г, т) — а
дх
d T ( R .  X)

д Ч  ,
дг-̂

í/(t)

дг
Т)

дг
=0 .

ср

дТ (О, т)
дг

=0 ;

Т ( 0 , т ) ^ с о ,  Г (л О )= /о { ' ' ) -

Граничное условие при г —Я $ 
неоднородно, поэтому пред­
ставим искомое решение в 
виде следующего ряда: о,д

(3.41>

Т{г,  т) =
2XR

• е ( т ) +

Sin|A„r//? (3.42)

В- выражении (3.42) 
является корнем трансцен- '̂2 
дентного уравнения tg |1„, 
что обеспечивает точное
удовлетворение граничным О Л  0,8 (1- г / й )
условиям при г = 0  и r = R  в „  ^
/ о д ц  ” ис. 3.4. Температурное поле неограничен-
'  ного цилиндра (граничные условия I родаУ

Физическии смысл © (т)
определяется следующим
образом. Выведем среднюю температуру шара из равенства 

I  т (г, X) н

б Заказ М 55S а>



Вычислим среднюю температуру, используя решение в виде (3.42) 
и дифференциальное у4?авнение (3.41). Учитывая граничные условия 
п р и  г = 0  и и тот факт, что, среднее значение ряда в решении 
<3.42) равно нулю в силу того, что является корнем трансцен­
дентного уравнения (см. табл. III .4), получим

« .
С г Г* Л*

/■ 3 1 п  Ц п --------( 1 г  = * > -------------  \  X  5 1 П  X  ( 1 х = ----------  ( 5 1 п  X  —  X  С О З  Х )

л  “ Ч  л  “ Г1

=  0 .

П о с л е  очевидных преобразований имеем следующие соотношения:

т ( г ) = , Л я ^ 1 Е . + в - ( х у ,
\0к

^  к
й Т _ '¿ад (т) , 3
дт ХЯ срЯ

н
1* ( ^  т) с1г,

■откуда
X тл

Г(т)==Го 4 - ^ | ? ( х ) а х Ч — ^  х ) й г 6 х .
5 ср/?* ’о ^

Д л я  определения постоянной используем среднее значение 
начального  распределения температуры в шаре:

т (г, 0 ) = / „  ( л ) = - | ^ + э „ +  У  о „  (0)

И з последнего равенства для среднего значения по объему шара 
получим

н

Окончательно

г  ( т )  =  I ,  (X) d x  +  ^  I  ( г . . )  А г  й . + ±  1 г %  ( . )  

= = - ^ 2 ^ + в ( т ) .  (3.43)

Т а к и м  образом, 0 ( т )  оказывается линейно связанной со средней 
температурой шара Т  (т).



Д л я  функции 01 (r, т )=  ^  (T) имеем следую щ ую
п  — I

краевую задачу;
-с) д  /  d*6i 2 д е , \  f/o(f,  X) 

(?t \  <9г2 /■ dr j  ср

н
3f  (X)

10Х,/? ср/?®
(3.44)

т ) /д г = а 0 1  (О, х) /дг=0.  0 1  (О, т)  Ф  оо;

' 0 l ( ^ O ) = f o í '■ ) “ í?o^V(2^^?) — 0 0 -
П одставляя в дифференциальное уравнение (3.44) вы раж ени е  д л я  

0 г(''. ■'). умножая обе части равенства на г51пр.„г//^ и ин тегрируя  
от О до R,  получим обыкновенное дифференциальное у равн ен и е  для 
определения коэффициентов (т):

dP„[T) «И„ ^  hn^V
dT lh inn„r/ /? l l* '

(3.45>

где
А»

_  l i H .  (5^2 3 /?2) __ 3
raç^{r, T ) d r sln  {[L^r/R)  dr.

cp lOX/i  ■ c p R ’'

После несложных преобразований fi„(T) можно представить в виде

— М ( ^ ) .

г д е / „ ( т ) = — ■t ) s i n( ^i „r / ; ?) dr ;
Sin* Ил 51пцд

Запишем решение обыкновенного дифференциального уравнени» ' 
(3.45):

г  т

D „ | t ) = e x p ( - , i J - ^ )  D „ ( 0 ) + J / „ W e x p ( ( . | - ^ ] d x -

2 *

-  M (r) exp -^)+РЛ+ P» ̂  J i W “ P (h'Î - )̂
0

= -  M (T)+P„<7n exp  (^-vl - ĵ+exp (-И'“ - )̂ X 
t  2 

D „ ( 0 ) + J /„  ( X )  exp P„ j  </ (X) e'xp ( n j  djt

(3.46У

e a



Коэффициенты £>„(0) определяются из начального условия, 
запи сан ного  для функции 0 1  (г, 0 ):

©I (Л 0 ) =  ̂  (0 ) = (3.47)

n =  I

У м н ож ая  обе части равенства (3.47) на r s \ n \ i ^ r l R  и интегрируя 
о т  О до  R ,  получаем

Dn (ОУ

R о Л
J  rfo (г) sin Цл'’/R  dr — f r® sin H„r/R dR 
0 2 k R

R  &\T\̂

llsinn;,r//?||* 

rfo (r) Sin \Lr,r/R dr —  ^пЯо=Уп -  PWo-

с  учетом последнего выражения решение (3.45) перепишется 
следую щ и м  образом:

£>„ ( т ) = е х р  у „ + 1  (X) ехр йх  -

(3.48)

О пределим  выражение д л я  0 „ ( т )  в случае ^ ( r ) = i 7o= co n s t ,  fo — О 
и f ^ ( x )  =  0. Из (3.48) получаем

£>п ( t ) =
2 R ‘‘̂ (7n (  9 û t  \----- — ехр — ц2 — } =  ;------------ ---------- е х р ( - , ^ ^ , .

О бщ ее решение задачи (3.41) запишется в виде ряда:

Т ( г ,  [ ¿ Z ( x ) d x + — [ (л  X) d r d x i -'  ’ '  2XR im  ' гпрз J J ‘io '  ’ ^10^ XR cpR^ 0 0

+■1 ; .i S  “
0 1^^^ 0

2 ^
—  p „ g  (T) e x p  ^  i (3.49)



Решение (3.49) при \п  =  0. /!я('^)— 0. £?(т)=<7о=соп51 переходит 
а известное решение о нагреве ш ара  постоянным тепловы м  потоком 
без внутренних источников теплоты:

Т Л г ,  т) =  . ^
2\R

Zq^R I За?оТ
lOX \R

2^90 
Я

ОО

у fA^rsinji^ \ - К у г

JhB. Злт 3/?*— 5га

Л* ю;?*

00
2Rsln\inr/R

COS|i«r>t„
ехр .  ят 

М '« —Г'« / 2̂
—  1.2

■ Задача 3.1. Требуется найти распределение температуры внутри шара радиуса 
R с известным начальным распределением гемпературы Гц. В начальный момент 
времени поверхность laapa мгновенно охлаждается до постоянной температуры Тс. 
которая поддерживается постоянной на протяжении всего лроцесса охлаждения.

Задача 3.2. Дан неограниченный полый цилиндр с радиусом внешней поверх­
ности R и внутренней /?п и с заданным начальным радиальным распределением 
температуры f (г). В начальный момент времени т= 0 +  температура • внешней и 
внутренней поверхностей аилиндра стьнет равной Т, и Т , соответственно и остается 
постоянной на протяжении всего процесса.

Найти распределение температуры в цилиндре в любой момент времени, если 
изотермы представляют собой коаксиальные цилиндрические поверхности, т. е. 
температура цилиндра зависит только от радиуса и времени.

Задача 3.3. Найти температуру стержня ( 0 <  х < 1 ) ,  если на боковой поверх­
ности его происходит конвективный теплообмен со с 1ГСдой нулевой температуры, 
а на концах заданы постоянные тепловые потоки. Предполагается, что начальная 
температура является произвольной функцией х  (17).

Р а с ч е т  н е с т а ц и о н а р н о г о  н е с и м м е т р и ч н о г о  т е м п е ­
р а т у р н о г о  п о л я  в м н о г о с л о й н о й  п л а с т и н е  п р и  г р а ­
н и ч н ы х  у с л о в и я х  ill р о д а  х,
[7]. П о с т а н о в к а  з а д а ч и .
Д ана  п-слойная неограниченная 
пластина с известным начальным 
р'асп ределением температуры. Н а 
границах между слоями осущест­
вляется идеальный тепловой контакт 
(т. е. выполняются граничные усло­
вия сопряжения). На внешних гра­
ничных поверхностях заданы гранич­
ные условия i l l  рода. Действием 
объемных и поверхностных источни­
ков теплоты пренебрегаем. Требуется 
найти распределение температуры по 
толщине многослойной пластины Рис. 3.5. Многослойная пластина 
(рис. 3.5) в любой момент времени.

Температурное поле в системе разнородных пластин описывается 
следующей системой уравнений, представленной в безразмерном виде:

‘■ct

гГ Г*" J г*"

. ..

Л«

...

£72
....

On

к Sr,

tc2

(П,, Fo)
(i =  l ,  2 .......... п)\ (3.50)



(3.52)

при н ач аль н ы х  условиях

^ l{ 'Ц l> ^ o ) \ н ,~ o = f t { 'n i )  (¿ =  1, 2, . . . .  л); (3.51)

при граничны х условиях на внешних поверхностях системы

— д ©1 (0. Ро)/д% -1- В 1101 (О, Р о )= 0 ;  
д 0 „ ( Д „ ,  Ро)/(5т1„ + В 1„ [ — а + 0 „ { Д „ ,  Р о ) ]= 0  

и у с л о в и я х  сопряжения на поверхности- стыковки слоев

Р о ) » 0 , ( О .  Ро) (/ =  2.......... л); (3.53)

а е ,_ .  (¡ =  2, . ........ (3 .5 4 )

где Л,=Я,^/А, — безразмерные коэффициенты; Р о = а т / 6  ̂—
число Ф урье; В 11= а о 6Д 1, В1„=^а„+,6Д„ — число Био; Т1, =  л: /̂д 
(¿ =  1 , 2 , . . . .  л) — безразмерная координата ¿-го слоя пластины; 
Л | =  д , /б  (/=*1, 2, . . п ) — /Толщина ¿-го слоя п;1астины; 0,(т]^, Р о )=  
= ( Г о , — Г^)/(7’о, — Го) — относительная избыточная температура ¿-го 
слоя; 0 =-(Гс, — Гц )/(Гс — Т о ) — безразмерная температура; а — 
н аи м ей ьш ая  температуропроводность; X — теплопроводность слоя 
с  температуропроводностью а.

О бщ ее решение задачи (3.50) — (3.54), удовлетворяющее неодно­
родным граничным услрвиям, представим в виде суммьп

=  ( ¿ - 1 , 2 .......... п), (3.55)

где  ф у н к ц и я  ^?^(т|^) является решением краевой задачи стационарной 
теплопроводности при соответствующих неоднородных .граничных 
усл о ви ях  вида (3.52) и соответствующих условиях сопряжения вида 
(3.53), (3.54), а функция Ро) является решением нестационарной 
краевой задачи  с однородными граничными условиями и неоднородным 
начальны м  условием, которая будет записана ниже. Д л я  нахождения 
ф ункции Л^^(т1„ Р о )  используем метод разделения переменных.

И т а к ,  функции Я^(г|,) должны удовлетворять системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений

( / = 1 , - 2 ...........п)

с  2л граничными условиями!

- а / ? 1 (0 )/ат11+ в 1х /?п 0 ) “ 0 ; ^
с1/^„(Дп)/с1Лп-ЬВ1„ [ - 0 + ^^ „  (Д,)1- 0;
i ? l ( A í - I ) = ^ ? i ( 0) ( ¿ = 1 , 2 ...........п);

( Д | _ з ) / ( 5 т ) | _ 1 = ! ( 0)/(Зт1|  (£»я 2 , , , , ,  п)>

Р еш ен и е  этой сивтемы представляется в виде



где д ля  определения постоянных интегрирования А{ и имеем 
следующие рекуррентные соотношения:

‘ В1, X ^  А* н,
V - '

Здесь

х ^ — — н— !— -1- V
В],л, ^  /I*

Д л я  нахождения функций Ро), описывающих иеустано-
внвшееся поле температур при однородных граничны х условиях, 
имеем

^^П Л^..Ро) 2, л). (3.56)
дРо ^ 2

Начальные условия

Л^((П(. ^^о)|р£.-.о=А(Л() — ^ ( ( ^ ¡ )  (¿=‘ 1 , 2 .......... п).  (3.57)

Граничные условия на внешних поверхностях:

_  м ,  (О, Р о )= 0 ;
дП1

(3.58)

Граничные условия сопряжения на внутренних поверхностях:

^ * ~ 1 (А (-1, Ро)«Л^,(0 , Ро) ( ( » 1 ,  2, п); (3.59)

ауу,.(О̂ Ро) ( , ^ 1 , 2 , . . . . , , ) .  (3,60)
^ 1/

в  силу однородности граничных условий частное решение каждого 
из уравнений системы (3.56) определяется в виде произведения двух 
функций, одна из которых, Х^(т]^), зависит только  от безразмерной 
координаты т)̂ , а другая  представляет собой экспоненциальную 
функцию числа Фурье Ро;

^ ((Л (.  Ро) =  Х,(т1( ) ехр(  — и,''— ] ( 1 * 1 , 2 .......... п).  (3.61)
\ о*

Подставляя  (3.61) в (3.56), получим чдстное решение в виде 

Л/((т)р Р о )= Д ^ е х р  ( — ^ x 2 ^ ') s in  - ^  +  <р,') ( ¿ = ^ 1 . 2 .......... л).
>  ̂  ̂ [ у ^  /

Общее решение ¿-го уравнения системы (3.56) определяется  в виде 
ряда



И спользуя  граничные условия (3.59), (3.60) и общее решение 
(3.62), получим

А , - и 5 1 п / - Ь ^ + ( р , _ 1 Л  =  Л ,^ 5 1 п ф „  ( ¿ = 2 , 3 ...........«); (3 .63)
V V  /

> 1 ! ! -  ^ ¿ - 1  С05 /  + ф ^ _ , Л  С05 (1 =  2 , 3 ,  . . ., п ) .

У  */_, V V  А<-1 / к*/
(3 .64)

И склю чая  А 1К (̂ ’= 1 .  2 .........п) в уравнениях (3 .63) ,  (3 .64 ) ,  получим
характеристическую систему в виде цепочного трансцендентного 
уравнения, определяющую собственные числа ц* и постоянные 
Фа''* ■ ■ Фт1—1к*

tg .  - ^ ^  +  Ф и = - V ^  tgф2«;. К*. I
■ t g  /  \  ^  У А  t g

V “,-, I

I д ,  \  _  у д ,. ^ 6 ------I Фп—1л . Фп'<‘
V К*„_.

Значения постоянных фд« нетрудно найти, подставляя
в граничные условия (3.58) общее решение (3.62); ‘

Ф1к = — a r c t g ' ' -
ъ \ , У Т ,

Фnк =  a г c t g ( - - Ь ^ \ - i ^ .
\ Ъ 1 „ у Т „ /  Ук„

И сп о л ьзу я  уравнение (3.63), можно получнть следующие соотно­
шения д л я  определения коэффициентов Ащ'.

(¿ =  3, п),

где М х ^ = \ \

1

V k

M^к=  J I sin ф^  ̂ Ф 0 .

П  sin



с  учетом полученных соотношений оби^ее решение (З.б2)*запи* 
шется в виде

00

Л/,(Л(, F o )=  V  ехр sin Í +  \
1 6 * ;  J

(( =  1. 2 ..........п). , (3.65)

Произвольную постоянную Л ц  определим из условий ортого*
/I

нальности собственных функций Х ,ЛЛ|) на отрезке ^  A¡. Д л я
1

рассматриваемой задачи это условие имеет вид 

д.
const при к — р,
О при к Ф р.

Из начальных условий (3.57) с учетом представлений решения 
(3.61) и (3.65) следует, что

Л 'пч,. 0 ) =  \ ^  Х/-(Ч ,) =  V A .A l „ s i n  +  (3.66)
jU  ¿ á  \Vk,

I Ч <=> I

Умножая (3.66) на Х^«(т1 )̂ (í =  1, 2, n) и используя условие 
ортогональности, получим

л.

V I ,

I
^ Л 1 ( *  j* Л̂ (̂Т1(, 0) sin - ^ ^ + ( p íK  dT],

л —  ̂~-- ---

У А д , 2 ? ' \ , „ . / ^ + Ф , Ь п ,

Таким образом, температурное поле в многослойной пластине 
описывается суммой функций R¡(r\i) и N¡{r^¡,Fo)  (í==l, 2 , . . . .  n).

Рассмотрим один из частных случаев, получающихся из выше­
описанного решения, а именно задачу иестацнонарной теплопровод­
ности при постоянном начальном распределении температуры

(T]¿, 0 )= /¿ ( í ]¿ )=  1 , равных температурах омывающих сред 7’с, =  Т'с, 
и граничных условиях I и III родов.

Поскольку Тс, =  Тс,,  то коэффициент 0  =  0,  поэтому Ri{r\t) в (3.57) 
равна нулю и нестационарное температурное*поле будет обусловли­
ваться только неустановившимся состоянием, которое о п и с ы в а Л я  
общим решением. (3.65), где постоянные ф1«, . . . ,  ф„^ опреде­
ляются из ранее приведенных формул, а постоянная A ik — из 
последнсто соотношения при 0 ) =  I . П олагая  в условиях (3.58)
Bi,==co, Bi„ =  co  (Bii =  co, B i „ ^ c o ) ,  получим решение поставленной 
краевой задачи при граничных условиях I (смешанных граничных



>

Рис. 3.6. Зависимости I — в  от Fo для двухслойной 
пластины при симметричных граничных условиях 

\  I I I  рода:
у — В1 -  o . i ;  / / — В 1 1: i  — и ,  -  Д , /2 . ‘ i —

Я, =

Рис. 3.7. Зависимости 1 — 9 - от Ро для двухслойной 
#  пластины при смешанных граничных условиях

I и III родов (В!} —оо):
/ — В1 , » 0 , 1 .  2 —В1, —0.2 , л, — Д, / 2 ; а —.В !» .0 .;г. 

— —В1, в О ,2, п . - Д , ;  5 —В1, —0. 1.
5 — В1, -  0. 1. П, — Д,



условиях I и  111) рода. В этом случае общее решение также и м еет  
вид (3.65), где y4iK определяется, как и прежде, при ’ iV, (т] ,̂ 0 ) =  I ,
а постоянные fi«. Фг«.......... цепочного характеристического
уравнения с учетом следующих соотношений для фх«, ф„«; 

граничные условия I рода

ф1К =

Фплг'

‘ IX/C,

-ПК ’ к » 1, 2 , . . .

смешанные граничные условия I и III родов

ф,„вЯК.

9пн------ arc tg i '- 1. 2. ...

В качестве примера проведем численный расчет нестационарного 
температурного поля в двухслойной пластине, изготовленной из 
титана ( 1-й слой) и стаяи / 2-й слой) при следующих данных;

Ткган . . . . . .  . 6 , —0,0.U4 м;
С т а л ь ..................... .. 6 j—0,002 м;

а , - 6 . 1 0 - “ mV c; 
¿ Z ,-12,5-JO -" vVc;

16,24 Вт/{м- К) 
Х ,-45 ,24  В т / ( м - К )

Для расчетов построен алгоритм численного нахождении собственных чисел 
и нестационаркых температурных нолей двухслойных пластин иля ЭЦВМ М-222  
в транслятором ТА-1М. Результаты расчетов представлены на рис. 3.6, 3 .7 , 3 .8 .

На рис. 3.6 показано влияние величины критерия Био на характер распре­
деления температур в двухслойно»! /мястине при симметричны.' граничных условиях

Рис- З.Ь. Зависимости I — Ь  от Ко для 11вухслойной 
пластины при смешанных граничных условиях II и 

II I  родов { B i,^ 2 ,0 ; B ij—0): 
ф  ( — Tij — 0 ; г  — п, — д , / 2 ; 3  — я,  — ():■« — п, — Д,

II I  рода на внешних поверхностях. Поле гемператур двухслойноА пластины при 
смешанных граничных условиях (I и II I  родов) показано на рис. 3.7.

Рис. 3.8 иллюстрирует процесс теплообмена двухслойной пластины при 
смешанных граничных условиях П и (И  родов ка ее внешних поверхностях.



Подводя итоги, следует отметить значительные трудности приме­
нения метода разделения переменных при неоднородных граничных 
условиях и при граничных условиях сопряжения (IV рода). Метод 
Фурье может быть использован для решения задач теплопроводности 
в неограниченной области, если вместо суммирования частных решений 
по индексу, пробегающ,ему целые значения, провести интегрирование 
по непрерывно изменяющемуся параметру. Непосредственное решение 
краевых задач методом Фурье в полуограниченных областях невоз­
можно, за исключением тех случаев, когда спектр собственных значений 
соответствующей задачи Ш ту р м а— Л иуви лля  является дискретным.

При решении задач стационарной теплопроводности основная идея 
метода Фурье состоит в том, что исходная краевая  задача для уравнения 
в частных производных сводится к двум или трем (в зависимости 07 
числа пространственных независимых переменных) обыкновенным 
дифференциальным уравнениям, решение которых не вызывает особых 
затруднений.

»
Задача 3.4. Дан неограниченный цилиндр радиуса /? с однородным распре­

делением температуры в начальный момент времени. Цилиндр нагревается постоян­
ным тепловым потоком равномерно по всей поверхности. Найти распределение 
температуры по радиусу цилиндра в любой момент времени.

Задача 3.5. Найти температуру неограниченной круглой цилиндрической трубы 
если ее начальная температура равна / ( г ,  ф) { 0 < ф < 2 д ) ,  а на 

внешней и внутренней поверхностях происходит конвективный теплообмен со средой, 
температура которой равна нулю [17].

§ 3.2. Метод функций источников (функций Грина)

Сущность метода ф ункций источника заключается в том, что любой 
процесс распространения теплоты в теле можно представить в виде 
суммы процессов выравнивания температур, вызываемых действием 
множества элементарных количеств теплоты (источников), распреде­
ленных в пространстве и времени.

1. Элементарными решениями метода функций источников являются:
для одномерного пространства функция точечного мгновенного 

источника Q'
{ х ~ х ' У

сл р  —  ■
2ср У  па ( т — т ')  

ф ункция точечного мгновенного диполя С"
д О о ( х , х ‘ , 1 , т ‘ ) _______ ______________________  г

4 а (т  — т ')  ’

Оо{х, х ' ,  г ,  т ' ) = -------- . - ______ ехр (3.67)

дх' 4ср (т — 1 ‘ ) а У  па (т — т ')

длй случая пространства т  измерений функция точечного мгно­
венного источника Q'

Оо{р, р \  X, х ' ) = —  ( — ■ ■* -  [ — (3-68)
[ 2 У а п ( х ^ х ' ) 1  I- 4 а ( т - - ^ ) ]

где
Г = 1/ ( Х х - Х ;)2 +  (Х2 - Т ; ) 2 -Н . . .



функция точечного мгновенного диполя Q" с осью п'  
dGoip, р ' , х л ' ) Q" /  1 \ '"  гсозф '

дп' ср 2 l / a n ( T - T ' ) /  2а ( т - т ' )
ехр

4а (т

где ф' — угол между векторами п'  и р ' р  (рис. 3.9). В одномерной 
задаче созф'=* ±  1 .

. 2. Применение функции точечного мгновенного источника (диполя)  
 ̂ позволяет определить температуру в точке р  неограниченного п р о ­

странства в момент времени т, 
полученную от действия точеч- 

{ ного мгновенного источника 
(диполя) теплоты с объемной 
плотностью теплового потока Q', 
помещенного в точку р'  в мо­
мент времени т ' .  При этом по­
лагаем, что в момент времени 
т = 0  в пространстве Q темпе­
ратура Т —0 .

Функция 0( , { р ,р \т ,т ' )  удо­
влетворяет уравнению теплопро 
водности по переменным р, т 
что можно проверить пепосред 
ственным дифференцированием 
Поэтому функцию G q {p , р ' ,  х  
т'), определяемую формулами (3.67), (3.68), называют еще ф у н д а ­
ментальным решением уравнения теплопроводности.

Выясним еше некоторые свойства функции Ga{x,  х ' , х ,  х ' ) ,  о п р е ­
деляемой формулой (3.67).

Функция источника G o ( J t , т,  т ')  обладает свойством си м м етрии  
по пространственной координате G q (x , х ' , х ,  x ' ) ^ G ( , { x ' , х ,  х ,  х ' ) ,  т .  е . 
действие в точке х  источника, помещенного в точку х ’, равно д ей с тв и ю  
в точке х '  такого ж е источника, находящегося в точке х .

Нетрудно убедиться в том, что '

Рис. 3 .9 . К методу функций источников

00

J  Оо(л, х ',  т , T ')d x = Q '/(c p ).
ОО

в  самом деле, если положить

(3.69)

2 (X — т ')
то ■

(1^ =  сЗл: / 2 ] / ^ а ( т  — т ')  .
00

Известно, что |  ехр (— |^) сЗ |= ] /"л ,  откуда и получим требуем ое .  
00

Формула (3.69) показывает, что количество теплоты на оси х  н е  
меняется с течением времени.



Д л я  того чтобы представить графически зависимость функции (̂ о 
■от координат, предположим, что С?7 ( ф ) = и  и введем новый аргумент 
т)—а ( т  — х'), тогда д ля  Од получим зависимость

Оо(х, х' ,  Т1) = -----^ е х р [ — и  — х')2/(4»1)|-
2 У п г \

На рис. ЗЛО представлен график функции 0^  в зависимости от 
X  — х '  для различных значений г;. Из рисунка видно, что для малых

Рис. з л о .  Распределение температур, описываемое функцией 
точечного мгновенного источника

значений т — т ' >  О почти вся теплота сосредоточена в малой 
окрестности точки х ' и в момент времени т —т' все количество теплоты 
■находится в точке х'  {х — х'  = 0 ) .  Температура в точке, где выделяется 
¡теплота, неограниченно велика для малых значений ц, в остальных 
точках тела температура С?о= 0  при г | = 0 , хотя остается отличной 
о т  нуля для сколь угодно малых моментов времени.

Подобный результат  получается в связи с тем, что при выводе 
уравнения теплопроводности предполагают, что теплота имеет б^с- 
■конечную скорость распространения. Функция точечного мгновенного 
диполя описывает более сложное физическое явление.

Если в момент времени т»»т' в точке р'’ поместить точечный 
•мгновенный источник теплоты интенсивностью Q' =»l / / ,  а в точке р'  
поместить точечный мгновенный сток теплоты такой же интенсивности 

Ч/ — расстояние между точками р ” и р'),  то температура в точке р 
в  момент времени t  при условии ср— J определится выражением

Т  {р, T) =  |Go(p. р \  т ,  x ' )  —  G q {p ,  р ' ,  т ,  х ' ) \ ] 1 .

При неограниченном приближении р" к точке р'  вдоль отрезка п \  
выходящего из точки р \  получим функцию точечного мгновенного 
диполя

\ \ т  Т { р ,  x ) - ~ G o { p , p ' , x , x ' ) .
о" р '  <т



Д л я  случая одномерногЪ пространства распределение т ем п ературы , 
вызываемое точечным мгновенным диполем, представлено на рис . 3.11.

Качественная картина функций источника и диполя, данная  выше, 
имеет место и для случая пространства т. измерений

3. Решение задачи теплопроводности методом источников з а к л ю ­
чается в правильном выборе и распределении этих источников. 
Сушествует три основных способа задан ия  источников: метод выравнИ “ 
вания, метод отражений, метод непрерывно действующих источников.

? М е т о д  в ы р а в н и в а н и я  позволяет получить распределен ие  
температур в неограниченном теле в различные моменты врем ени

дИд/дх'

Рис. 3 .и .  Распределеине температур, опясываемое функцией точеч­
ного мгновенного диполя

В виде суммы распределений температур, вызываемых действием  
точечных мгновенно действующих источников, распределенных в о б ъ ем е  
тела. Пусть \|)(х) характеризует распределение температур в н е о г р а ­
ниченном теле в начальный момент времени. Количество теп л о ты , 
находящееся в плоском слое толщиной (1х ',  равное ср\15(л:')бх', с л е д у е т  
рассматривать как мгновенно действующий источник, сосредоточенный 
в плоскости х'  в момент времени т '«»0 . Тогда расп ределен и е  
температуры, вызванное действием этого источника, определим из 
выражения (3.67), приняв

Q ' — ф 1̂ ( х ' )  с1х'.

Суммируя действие всех источников, получим искомое р асп р ед е ­
ление температур в теле: у

оо
с  (■»—

Г ( х ,  т ) =  I г|)(х')----- ^ е  ё х ' .  (3 .7 0 )
ч) 2 лат



Иными словами, ф ункция  точечного мгновенного источника дает 
возможность найти решение задачи Коши для однородного уравнения 
теплопроводности:

1 дТ  
—  а от

Г !  х = о  =  Ф(/?). (3.71)

Решение задачи (3.71) существует в случае одномерного про­
стр ан ств а  в виде формулы (3.70), а двух- и трехмерного пространств — 
соответственно в виде равенств

Т  {X, у,  т) ^ ( х ' ,  у ' )
аях

■(г =  | / ( х  — х ')“+ (У  — УУ}, (3.72)

Т ( х , у , г , х ) =  А Н х \ у ' , г ' ) ( ------! _ У е  6 х ' 6 у '
2 У алх

[ г ^ У { х - х ' ) Ч ( У  -  у ' ? Н г - 2 ' ? У (3.73)

Выражения (3.70), (3.72), (3.73) называются формулами Пуассона. 
М е т о д  н е п р е р ы в н о  д е й с т в у ю щ и х  и с т о ч н и к о в .  

П р и  непрерывно действующих источниках (диполях) теплоты можно 
вы разить  заданные условия нагрева в виде суммы мгновенно дей­
ству ю щ и х  источников (диполей) д[х), распределенных во времени. 
Температурное поле, вызываемое непрерывно действующим источником 
^диполем), для одномерного пространства определяется формулами

Г  (X, т) = ‘/('С')

2ср У п а  (х  — х ' )
ехр ( х - х ' у

4а (т — т ')
¿ т '; (3.74)

Г  {X,  Т ) :
{ х ~ х ' ) д { х ' )

4Я (т — т ' )  У  п а  {х — х '

{ х - х ' ) *

(3.75)

Д л я  многомерного пространства формулы имеют аналогичный вид.
Сущность м е т о д а  о т р а ж е н и й  сводится к продолжению 

ограниченного  тела по пространственным координатам и подбору 
дополнительных источников в продолженные областях таким образом, 
чтобы удовлетворялись условия на ограничивающих тело поверхностях.

Использование метода источников позволяет получить решения 
задач  в наиболее простом виде в случае неограниченных размеров 
т е л а  для начальных периодов распространения теплоты.

П о л у б е с к о н е ч н о е  т е л о  п р и  г р а н и ч н ы х  у с л о в и я х
I и !1 р о д о в ,  а) Д ано  полубесконечное тело, ограниченное плоской 
поверхн остьн эх=0 . Н ачальн ая  температура везде одинакова и равна 0.



При т*=0+ температура на поверхности мгновенно поднимается до 
значения и далее поддерживается постоянной.

Решение получим, если в Пv^ocкocти х ' =  0 поместим непрерывно 
действующий диполь интенсивностью 2ХТ^.  Подставив в (3.75) вместо 
^ (т ')  его значение, получим •

Г (х ,  т) = -----^  е dT'.
2 У я а  J ] /(т —т')=*

о

Полагая ^ =  х/[2 (т — т') j, имеем 

Т  (х, т) =  erfc ( х/[2  ат)),

•XI

где er f c-— — ^  \ е“ *̂ d | — дополнительный интеграл вероят-
2 1/"ат л “

ности; здесь и=” д: / [2 ]Л ат  j; e r l cu=“ l — erlu, где ert u — ф у н кц и я  
ошибок Гаусса;

и

erf и =  ̂
] ^ я  Ь

Функция ег!си изменяется от 1 при ц =  0 до О при и оо; 
б) тепловой поток через поверхность х ==0 постоянен и равен 
д —до, т >  0 ; д= 0,  т —0 .
Решение получим, поместив в плоскость х' =  0 непрерывно дей­

ствующий источник интенсивностью 2д^ и подставив в уравнение 
(3.74) его значение:

Т { х ,  т) = ----- \  ^ — d T ' .

ср V  па J  У х  — т '
о

Полагая ^,= х Д 2  ) /"о (т  — т ' ) ), получим

Т { х ,  х) =  Ъ̂ У ' '  2iertc ‘ ' .
У  Кс1> 2 V  ах

<Х

где i c r f c u — I e r l c ^ d ^ - — ::г е “ "’ — uer f cu;  и = —
и у  п 2 У  ах

Рассчитаем температурное поле по полученным аналитическим решениям.  ̂
Пусть заданы следующие данные: Г^^-вООК; (?о«=2200 Вт/м*; Х =37.2 В т/(м -К ); 
с =  682 Дж /(кг*К): р “ 7800 кг/м®.'

Составим программу для расчета таблицы температур полуограниченного тела 
в точках х = 1 0 -* ; 5 1 0 -* ; Э-Ю“ *; 13-10-*; l ^ l C r » м  при 10“ * т = 1 , 2 ,
3. . . . .  20 с на алгоритмическом языке ФОРТРАН-IV.



с  ТЕЛШ ЕРА ТУ РА  П О Л У О Г РА Н И Ч Е П П О ГО  МАССИВА 
DIMENSION Т1 (17. 2 0 ) ,  Т2 (17, 2 0 )
БЫЧИСЛКМИЕ И С Х О Д Н Ы Х  Д А Н Н Ы Х
DATA Г - 7 6 0 0 0 . / ,  S / 0 . 0 1 / ,  Q / 2 2 0 0 . / ,  T S / 8 0 0 . / ,  AM

* /37 .2 / ,  R / 7 ^ ^ 0 0 , / ,  С /6 8 2 . / ,  P I /3.141593 /
A r - A M / C / R
ВЫ ЧИСЛКНИЕ З Н А Ч Е Н И Й  TEMHEl’A TY P Б  ТОЧКАХ
П О Л У О Г РА Н И Ч Е Н М О ГО  МАССИВА
DO 1 1 =  1, 17, 4
DO 1 - 1 ,  2 0
T =  F * J
H - S  * I
и -=11/(2. * SQRT(A * T))

С Г Р А Н И Ч Н Ы Е  У С Л О В И Я  ПЕРВОГО Р О Д А  
Т1 (I, J ) = T S  * (1 — ERF(U))

С  Г Р А Н И Ч Н Ы Е  У С Л О В И Я  ВТОРОГО РОДА
Т2(1. J )= 2 .  * Q * S Q R T (T  AM/C/R) * Е Х Р (— IJ)/ *

* Е Х Р ( — U)/SQRT(PI) — и  *ER F(b '))
С  П Е Ч А Т Ь  Р Е ЗУ Л Ь Т А Т О В  РАСЧЕТА В ВИДЕ Т А БЛ И Ц

1 CONTINUE
DO 2 1 =  1, 17, 4 
W R ITE (3, 3) I 
W R IT E  (3, 4)
W R r r E  (3, 5)
W RITE (3. 6 )
W R IT E  {3, 7)
DO 9 1 =  1 ,2 0
W RITE (3, 8 ) T1 (I, J), T2 (1, J)

8  . FORMAT (39X, Г ,  3X, El 1.4, 3X, ’Г, 3X, El 1.4. 3X, ’Г)
9 CONTINUE 

W RITE (3, 5)
W’RITE (3, 7)

3 FOR/WAT ( / / / 4 0 X ,  Т А Б Л И Ц А  ЗН А Ч Е Н И Й  Ф У НКЦИИ
* Д Л Я  Х =  ’, 12)

4 FORMAT (‘0 ‘, 38Х, 37{’— ’))
5 FORMAT (39Х, ’Г, 17Х, ’Г , 17Х, ’I’)
6  FORMAT (39Х, ’Г, 7Х. Т1, 8 Х, ’Г, 7Х, Т2, 8 Х, ’Г)
7 FORMAT (39Х, 37 (’— ’))
2 C O N TIN U E 

STO P 
E N D

С п и с о к  и д е н т и ф и к а т о р о в .  Л — температуропроводность я; Q — плот­
ность теплового потока qn\ TS — температура поьерхности тела Т^', AM — тепло­
проводность X; R — плотпость тела f»; С— удель11ая теплоемкость с; P I — чис­
л о  л;  F  — шаг по временной переменной т; S — шаг по пространственной пере» 
менной А - ; ' Т ,  Н —  значения переменных т и д", в которых вычисляются темпера­
туры ; Т1, Т2 — массивы значений температур тела при граничных условиях 1 и 
I I  родов соответственно.

В Э Т О Й  программе встреченная функция ERF вычисляет значения 
ф ункции erfu .  Результаты расчетов представлены в табл. 3.2 и 3.3,



Поле температур полуограниченного массива 
(граничные условия I рода)

X . м
10” ’ X.

1. 1 0 - ’ 5. И)- 9 .10" 13 1 0 -- 1 7 -10- ■

1 0.77НО[-: 03 0,09041: 03 0.0049Е 03 0.5230Е 03 0 .4 4 0 0 Е 03
2 0.7844Е 03 0.7223Е 03 0.0001Е 03 0.0009Е 03 0 .5 4 2 7 Е 03
3 0.7873Е 03 0,7305Е 03 0.0802Е 03 0. 0365Е 03 0 .5 8 7 9 Е 03
4 0,78:)0Г, 03 0,74Г.0Е 03 0.7013Е 03 0. 0580Е 03 0 .0 !5 4 Е 03
5 0.7П02Г. 03 0. 7508Е 03 0.7110Е 03 0.11728Е 03 0 .6 3 4 5 Е 03
6 0.7910Е 03 0.7551Е 03 0.7193Е 03 0.0838Е 03 0.048(ЗЕ 03
7 0.7917Е 03 0.7584Е 03 0.7253Е 03 0.0923Е 03 0 .6 5 9 6 Е 03

0.79221: 03 0.7011Е 03 0.7301Е 03 0,0992Е 03 0 ,6 6 8 6 Е 03
9 0,7927Н 03 0. 7033Е 03 0.7340Е 03 0.7049Е 03 0 ,0 7 0 0 Е 03

10 0.79301: 03 0.7052Е 03 0.7374Е 03 0.7098Е 03 0 .6 8 2 3 Е 03
11 0,79341: 03 0.7008Е 03 0.7403Е 03 0.7139Е 03 0 .6 8 7 7 Е 03
12 0,7930Е 03 0,7082Е 03 0.7429Е 03 0,7170Е 03 0 .6 9 2 4 Е 03
13 0.7939Е 03 0,7095Е 03 0.7451Е 03 0.7208Е 03 0 .0 9 6 6 Е 03
14 0, 79411: 03 0, 7706Е 03 0.7471Е 03 0, 7237Е 03 0 .7003Е 03

15 0.7943Н 03 0.7710Е 03 0,7489Е 03 0.7262Е 03 0 .7037Е 03
16 0. 79451-: 03 0.7725Е 03 0 . 7505Е 03 0,728бЕ 03 0 .7 0 6 7 Е 03
17 0,7947Е 03 0.7733Е 03 0.7520Е 03 0.7307Е 03 0 .7 0 9 5 Е 03

18 0.7948Е 03 0.7741Е 03 0.7533Е 03 0.7326Е 03 0.7Г20Е 03
19 0.7949Е 03 0.7747Е 03 0,7540Е 03 0.7344Е 03 0 .7144Е 03

20 0.79511: 03 0.7754Е 03 0.7557Е 03 0.7361Е 03 0 .7 1 6 5 Е 03

Т а б л и ц а  3.3

Температурно: поле полуограниченного массива 
(граничные условия И рода)

10~“ X ,

1 1 0 - ‘

1 0. 12991: 02
•2 0 , 1866Е 02
3 0.2300Е  02
4 0.20671- 02
5 0.2989Е  02
6 0.3281Е  02
7 0.3550Е 02
8 0.37991: 02
ч 0.40341: 02

10 0.4250Е  02
11 0.44071: 02
12 0.40О81-: 02
13 0,481)2Г 02
14 0.5048Е  02
15 0.5227Е  02
16 0.54П1Е 02
17 0.5509Е  02
18 0,5732Р. 02
19 0 .58 .11 : 02
20 0.0040Е 02

5 10- 9- 10' 10- 10- 17. 10

0 . 1060Е 02 
0 . 161УН 02 
0 . 20Г)ОН 02 
0.2414Г-: 02 
0.27351- 02 
0,.%21;Е 02 
0 ,3 2 ‘;4Е 02 
0.35431: 02 
0.37771-. 02 
0.3998В  02 
О.4209Е 02 
0,44101£ 02 
0 ,4603Е 02 
0.4789В  02 
0.49()8Е 02 
0 .5141Е  02 
0.5309Е  02 
0.'^472Р. 02 
0.51)311-: 02 
0.57801: 02

0.8()45Е 01 
О, 14и41: 02 
О, 182оЕ 02 
0.2185Е 02 
0,2503Е 02 
0 .27 'Л Е  02 
0.3056Е  02 
О.ЗЗОЗЕ 02 
0.3536Е 02 
0.3756Е 02 
0 ,3% 5Е  02 
0.4165Е 02 
0.4358Е  02 
0,4543Е  02 
0.4721Е 02 
0.4894Е 02 
0.5062Е  02 
0.5234Е 02 
0.53821- 02 
0.5537Е 02

0 .7 0 4 1 Е  01 
0. 1218Е 02 
0 . 1627Е 02 
0 . 1978Е 02 
0 .2290Е  02 
0 .2573Е  02 
0 .2 8 3 5 Е  02 
0 .3080Е  02 
О.ЗЗЮ Е 02 
0 .3528Е  02 
0 .3730Е  02 
0 .3935Е  02 
0 .4125Е  02 
0 .4 3 0 9 Е  02 
0 .4 4 7 8 Е  02 
0 .4 6 5 9 Е  02 
0 .4825Е  02 
0 .4987Е  02 
0 .5145Е  02 
0 .5298Е  02

.0 .5 7 3 2 Е  01 
0 . 1055Е 02 
0 . 1449Е 02 
0 .1 7 9 0 Е  02 
0 .2094Е  02 
0 .2 3 7 3 Е  02 
0 ,2 в3 0 Е  02 
0 ,2 8 7 1 Е  02 
0 .3098Е  02 
0 .3 3 1 4 Е  02 
0 .3520Е  02 
0 ,3716Е  02 
0 , 3900Е 02 
0 .4 0 8 8 Е  02 
0 .4 2 6 4 Е  02 
0 .4434Е  02 
0 .4й00Е  02 
0 .4 7 6 1 Е  02 
0 .4 9 1 7 Е  02 
0 .5070Е  02



4. М етод источников является разновидностью интегрального 
метода решения задач теплопроводности, заключаюш,егося в пере­
ходе от дифференциальных уравнений в частных производных 
к интегральны м уравнениям.

И н тегральн ая  форма решения уравнения теплопроводности

(где Д —  т-м ерн ы й оператор Л апласа по координатам т-мерного 
пространства; р — точка конечной области ^  т-м ерного  простран­
ства) имеет вид (81]

о 1г •

где п '  — внутренняя нормаль к границе 5  области Й в точке р ',  
причем в случае одномерного пространства ( т = 1) интеграл по 5 
следует заменить выражением

где XI и Х2  — левый и правый концы отрезка до — функция еди­
ничного мгновенного источника, получаемая из 0^  при (3 ' (с(>) =  1.

В ы раж ен и е  (3.76) нельзя использовать для решения краевых 
задач, так  как для вычисления интеграла по [юверхности 5 в пра­
вой части уравнения надо знать значения телншратур Т  и темпера­
турны х градиентов дТ/д п  вдоль поверхности 3. В действительности 
ж е  задан ие  краевых условий предполагает знание либо температур, 
либо градиентов. Поэтому выражение (3.76) необходимо преобразо­
вать так , чтобы исключить значения температур или температурных 
градиентов, не заданных в краевых условиях. Это можно осущест­
вить, применив вместо фундаментального решения уравнения тепло­
проводности Со функции Грина (?.

5. П у сть  V {р, р' ,  т, т '), как  функция точки р  и времени т, 
является  решением однородного уравнения теплопроводности. Пусть 
V { р ,  р ' ,  т ,  т ')  дважды непрерывно дифф^фенцируема по координатам 
точки р  в области р., непрерывно диф|)еренцируема по времени т 
и непреры вна в замкнутой области 0 и | 0 , т|.

Тогда если функция

При т  —  т '  =  + 0  в области й  вне точки /? = р '  обращается в нуль, 
а  на поверхности 5  области удовлетворяет однородным гранич­
ным условиям  какой-либо из краевых задач для уравнения тепло-

Ц Г ]  ------a ^ T
' ‘ дх

Яу (р. т) 
ср

X
Т ( р ,  т ) = | { Т ( р ' ,  т ' ) 6о1-^/=оаО' — а

(3.76)

0 { р ,  р ’, т, т')=Ьо(р. р' ,  т, х ' ) - ^У {р ,  р \  т. т') (3.77)



проводности в области Q, то она называется ф ункцией Грина соот­
ветствующей краевой задачи.

Так же как и функция мгновенного точечного источЕпша, функ­
ция Грина имеет простой физический смысл. О на дает  распределение 
температур н области Q в любой момент времени т > т '  нри дейст­
вии в момент времени т ' в точке р'  единичного мгновенного источ­
ника теплоты при условии, что на границе S  пространственной 
области во все моменты времени т > т '  имеют место физические 
условия, соответствующие однородным граничным условиям данной 
задачи, причем в момент времени т ' температура точек пространст-

i венной области О равна нулю.
Таким образом, используя функции Грина, м ож н о записать ре­

шение краевых задач при граничных условиях: а) Т  (р, T)is =

=  ф(р, t ) | s  — 1 рода, б) = Ф ( р ,  x ) | s — П рода и
дп S

— — а Г ( р ,  т) =т)(^з, т )Ь  — И) рода в интегральной фор-
дп S

В)

ме соответственно:'

—  d i” d x 4
дп'  ,

Т { р ,  t ) = f i ] 4 p ')G (p ,  р' ,  т, 0 ) d Q '+ a  х ')
о S

4- Г { 0 { р ,  р \  т. x ' ) d Q ' 6 x ' \  (3.78)
ср 

о и

Т  {р, T) =  \ yp i p ' )G {p ,  р' ,  т, 0)dQ" — а  f ГСф (р ' ,  T ')c i5 'd T '- f  * 
й  о  S

+ j ’ J  р ' .  X. T ' ) d Q ' d T ' ;  (3 .79 )

О ■
X

T i p .  т) =  j i | : i p ' ) G ( p ,  р '.  т, 0) d Q ' — а j* jG r i  (р ' ,  T ' ) d S 'd t '  +
b -s

t
^ C C ^ v i P ^ ^ J l C i p ,  p \  T. T ')d Q 'd x ' .  (3.80)

J J Ф
0 V

где ip(p) — заданное начальное распределение температуры.
В решення.х (3.78), (3.79), (3.80) 0{ р ,  р ' ,  т, т ' )  —  функ]гия Грина 

краевой задачи для области Q прн граничных условиях 1, II и 
III родов соответственно. Решения (3.78), (3.79), (3.80), вообще го­
воря, носят формальный характер, а при строгом математическом 
решении необходимо провести дополнительные исследования условий 
применимости интегральной формулы для оператора  уравнения 
теплопроводности. Но, как правило, эти исследования приводят 
к положительному результату и вопрос о решении краевой задачи 
можно свести к нахождению соответствующих ф ункц ий  Грина.



Д л я  ряда важных в практике случаев функции Грииа найдены 
в явном виде ¡45],

К достоинствам метода функций Грина относят его универсаль­
ность, позволякмцую применять его для решения краевых задаЦ 
в обшей постановке, нанример в случае нелинейных граничных 
условий [131-

Т е м п е р а т у р н о е  п о л е  к в а д р а н т а  п л о с к о с т и .  Применяя 
метод функций Грииа, ронниь краевую задачу;

—  — а (л:>{), у > 0 , т > 0 ): (3.81)

Т { х ,  у. 0 ) - : / ( х .  у); (3.82)
Г (х ,  О, т )-^Ф (х , т); (3.83)
Г (0 ,  у. т) =  ^1'(у. т). (3.84)
Прежде всего необходимо построить функцию Грииа при гра­

ничных условиях  I рода для четверти плоскости х > 0 ,  у > 0 ,  С этой 
целью н точке у') , лежащей в четверти плоскости х > 0 , у > 0 ,
поместим единичный мгновенный источник

К \ Р '  Р\
2 V к а  (т — т ')

ехр
4а (т — т ')

Ф унк1ш я 6а[р,  р\ ,  т, т' 1  при х Ф х ' ,  т — обращается 
в нуль, а при х ~ 0 ,  т > т '  отлична от нуля. Чтобы конструируемая 
функция Г рин а  удовлетворяла однородному граничному условию
(3.84), действие источника йо (Р- р\> т, т ')  необходимо компенсиро­
вать единичным мгновенным стоком

—Л„(р. р'^, т. т ')  =  — охр
4а (т — т ')

симметричной с точкой
2 у  ли {'Т — т') 

который помещен в точке р'^{—х ' , у'), 
р \ ( х ' ,  у')  относительно начала координат.

Чтобы удовлетворить однородному граничному условию по у 
(3.83), необходимо ксЗмненсировать действие источника в точке 
р \ { х ' ,  у'); для  этого в точке р'^{х'. — у'] поместим елинич(няй мгно­
венный сток — 6„ (/7, р' ,̂ Т .  т ') .  В точке р'^{—х ' , —у') поместим 
единичный мгновенный источник (/;. р'. ,̂ т, т '1 для компенсации 
действия стоков в точках р ’̂ и р\ .  Наложение этих источников и 
стоков обеспечивает равенство нулю температуры на границе чет­
верти плоскости и обращение ее в нуль вне точки р =  р\ при 
т —- т '  =  0 Т аки м  образом, функция Грина для данной задачи имеет 
вид

— ехр

О {р. р ' , т  — т' )  

(л'+дг')*
4а (т —  т ')  ^

2 (т — т ')

;ехр
4а{т  —  т ')

ехр

— ехр

( х - х ' У

4а (т — х ' )

{у+у'
4а { X  — т ')



Решение краевой задачи (3.81)—(3.84) получим в виде 

00 00

Т { х ,  у, т ) - = |  I  0 \ г ' ^ о Ц х ' ,  у ' )йх ' ( \у ' - \ -
0 о

~\-а дт' ( / .  т ')
дО

дх'
о

дх'

Задача 3.6. Начальная температура стержня (—с о < .г < о о ) с геплиизолиро- 
ванной боконой поверхностью задана выражением

0 при — оо<л-<0,
1 при +оо>ДГ>0.

Найти распределение температуры Т  (дг, т) в стержне.
Задача 3.7. Требуется решить краевую задачу;

Т(х,  0):

дТ д Ч
— - 0 - — . 0<Л-, Т <  +  « ;  Т ( х . О ) ^ ( { х ) .  0 < д -<  +  оо; 
д1 дх*

, дТ(0 ,  т)
—X------------=ф(т). 0 < т< + с о .

дх

Задача 3.8. Построить функцию Грнпа мгновенного гочечного источника и 
с ее помощь») ¡¡егиить краевую задачу;

дТ д'Ч' у„ {х, т) 
• = а ^ —+ ------------

5т дх^ ср
дТ(0 ,  т)

7’ ( .̂ 0 ) - /(^ ) .  0<л-</; Г(/. т) = ф{т). - X ---- ------^ » Ч ’ Сс).
дх

Задача 3.9, Используя функцию Грина, решить красные :'{адачи для уравне­
ния теплопроводности [17|

дТ
------=  a v n ^ x .  V,  г ,  т) +
дт:

Яу{х, у,  2 , т) 
ср

(—СО<Л-, 2<4-оо, 0 < у . т < + с о )  
с начальным условием Т  у. г) и с граничными услониями;

дТ
а) Т  

в)' —X

у=о*Ф(-» '̂ ■'):
дТ

ду у=о

6) ду у=0

- а  [Тс — Т\

где Гс=1|: {х. г. т).
Задача 3.10. Построить функцию Грина мгновенного точечного исгочника 

теплоты д̂ тя прямоугольного параллелепипеда 0 < д г< /|, 0 < у < / з .  0 < г < / з .  Рас- 
гмотреть случаи, когда поверхность пяряллолепипедя: я) полдерживаетгя при ну­
левой темперлтуре; б) геплонзолирована [17|.

Д л я  решения задач стационарной теплопроводности такж е можно 
применять метод функций Грина. Применение этого метода н ста­
ционарных задачах основано на использовании формулы Грина, 
являющейся следствием формулы Остроградского — Гаусса.

Рассмотрим область ограниченную сн аруж и  замкнутой по­
верхностью 5 и изнутри — произвольно расположенной сферой в



(рис. 3.12) с радиусом р„, лежащей целиком внутри 5, и пусть
V  [х, у, г) и V {х, у, 2 ) — две произвольные дважды дифференци­
руемые функции. Тогда формула Грина для этой области имеет вид

------ К — 1(15+ 7 t /  —дУ
drii дп дп

(3.85)

где Пц п  — единичные векторы внешней нормали к s и S соответ­
ственно..

Введем определение функции Грина для задачи Дирихле (трехмер­

ный случай). Обозначим через гр,р =  ] /  (х — Хо)'^+{у * - Уо)"-1'(2 — 
расстояние между точкой Рц{Хц, у^, г^), лежащей в центре объема,

ограниченного сферической поверхностью s 
(рис. 3.12), и точкой Р(х,  у, г), принадле­
жащей области S. Несложно проверить, 
что функция 1/гр„р — гармоническая, т. е. 
удовлетворяет уравнению Лапласа во всех 
точках, за исключением точки P„, где она 
обращается в бесконечность. *

Пусть функция (1)(х, у, 2 ) является ре­
шением краевой задачи

Д о ) - 0 ,  X, у , Z ^ Q ,  (ö U ,  у. '

P ' € S .  (3.86)
Ркс. 3.12., К

функций Грина
методу

Тогда функция Грипа G определяется ра­
венством

G{x, у,  2) =  1;'гр„р-}-а)(д:, у, г). (3.87)

Ф ункция Грина G{x, у, г) является решением уравнения Л ап ­
ласа Д(?-.= 0 8 области й  при нулевых граничных условиях на по­
верхности 5

=0. (3.88)

Д л я  решения краевой задачи с граничными условиями I рода 
(задача Д ирихле)

Д Г ( х ,  у,  2 ) - - 0 ,  X, у, (3.89)
Т { х ' ,  у ' ,  г ’) = / ( х ’. У ,  г'), х ',  у ' ,  г ' ^  5, ’ (3.90)

в формуле Грина (3.85) положим U — G, \/ =  Т.  Тогда соотношение
(3.85) с учетом (3.87), (3.88), (3.89), (3.90) принимает вид



/  — / 14- / 2—
1 , [* / дт(15+ I О) --- -

дп дп !
д(л '

Так как в области, ограниченной поверхностью х, функции <0 
н Т  тоже удовлетворяют уравнению Лапласа, то, применяя в этой 
области формулу Грина, получим, что интеграл / 2  -0. Таким обра­
зом, нам остается вычислить значение интеграла / , :

торой точке с(}юры 5.
В пределе при р(,-»■ О значение первого члена в (3.92) стремится 

к нулю пропорционально р„, а второго — к 4пТ{Р^) .  Следовательно,

Так как точка у^, г^) является центром произпольно рас­
положенной сферы малого радиуса внутри области, ограниченной 
поверхностью 5  (т. е. произвольная точка области), то фор'мула
(3.93) дает решение задачи Дирихле (3.89), (3.90), если определена 
функция Грина. Однако ясно, что нахождение функции Грина не 
намного проще исходной задачи. Тем не менее для некоторых типов 
областей и ограничивающих их поверхностей функции Грина по­
строены (см., например, [81, 100] и др.). Аналогично вышеизложен­
ному могут быть построены функции Грина и решения краевых 
задач с граничными условиями других видов (см., например, [ 10 0]).

Применяя теорему о среднем, имеем

(3.92)

где и ( Т )  — значения соответствующих функций в неко-
\  У

и соотношение (3.91) принимает вид

5
или

4я Т ( Р , )  =  ~ ^ [ ( Р ' ) ^ й 8

(3.93)



Тепловыми потенциалами простого и двойного слоев называются 
интегралы (ВЦ:

Г с1т ' Г Х 1 (р ', х')аб^(р,  р' .  т, т ')д 5 ':  
о 5

К (/7, Ч) == Г с1т' ГХзСр', х')а\дЬ(,(р, р ' ,  т. т ' ) / ^ ^ ' |д 5 ' .
о X

(3.94)

(3.95)

Здесь 5 — граница т-мерной пространственной области п'  — внут­
ренняя нормаль*к 5; Х 1 (р',  х') и ^ 2 (Р'^ т ')  — непрерывные функ­
ции времени т ' и точки р ' ,  называемые плотностями тепловых по­
тенциалов: б„(р, р ' , X ,  х')  — функция точечного мгновенного источ­
ника нри ( ? ' ' ( ф ) = 1 .

в  зависимости от числа измерений пространственной области 
(т =  \,  2, 3) говорит об одномерном, двухмерном и трехмерном теп­
ловых потенциалах.

При поверхность 5  состоит из левого и правого Х2 кон­
цов прямолинейного отрезка 12, параллельного оси х,  при т ==2
5  — замкнутая кривая (рис. 3.9), а при гп =  3 5  — двухмерная по­
верхность.

В случае т — \ под интегралом по 5  следует понимать сумму 
значений подынтегральной функции в точках x^ и x̂ ¿. Таким обра­
зом. одномерные тепловые потенциалы имеют вид

и  (х, т) —

X

2 У л а  (т — т ')

Х^л:,. т ' ) е  т ')е
X

I

(1т'; (3,96)

У(х,  х) =
4 (X — х ')

X

'2
X  Х 2 ( Х 1 , х ' ) е  ‘̂'< ^ “ ^'>/-1С05ф', +  Х2(х2. — -с')

X
йт'

(т

X

(3.97)

где г, =  | х  — л:, |, г .^ = |х  — Хг!, ф] и ф ' — углы  между векторами п', 
х^х и соответственно п', х^х (если Х] <  х <  Ха, то с о 5 ф ,= с о з ф 2  =  1; 
если Х < Х 1, то С 0 5 ф |=  — 1, С05ф2=1; если X >  Х;̂ , то С05ф' =  1,
С05ф2== — 1).



в  случае т — 2 тепловой потенциал простого слоя (3.94) и теп ловой  
потенциал двойного слоя (3.95) соответственно принимают вид

1

U ip ,  т)

о .V

X i( p ' ,  т')а
2 па (т  — X')

? где г=^\р ~  р ' \ =  Y { x  —  х')^-\-{у — У)^; ф ' — угол между векторам и

р 'р  и нормалью п'  'к контуру § в точке р ' (рис. 3.9).
Лпалогичмый внд имеют теплоиые иотеипиаль} п с лу чае  т=>3.
Рассмотрим основные свойства тепловых потенциалов.
1. Тепловые потснппалы вне точки поверхмостн 5, по которой 

происходит интегрирование, являются рен1ениями однородного у р ав -  
не{}ия теплойроводмостн н удовлетворяют однородпы.м н а ч аль н ы м  
условиям: что свойство следует из того, что они строятся иа основе  
фупламентальпых решений уравнения теплойроволности (источиика 
и диполя).

2. Тепловой потенциал простого слоя (3.94) в точках поверхности 5  
является непрерыв!юй функцией точки х  и времени т.

3. При подходе к точкам поверхности 5  тепловой п о тен ц и ал  
двойного слоя (3.95) и производная по нормали от . т еп л о в о го  
потенциала простого слоя терпят разрыв. Аналитически

где U'*', V~,  ¿/“  — предельные значения тепловых потенц иалов  
при подходе вдоль нормали к точке р* поверхности S соответственно 
изнутри и извне; dU{p*,T) /dn  — ре;}ультат' формального д и ф ф ерен ­
цирования и  [р, т) под знаком интеграла но направлению внутренн ей  
нормали П К поверхности ^  в точке р*\ У(р* ,т)  — результат ф о р ­
мальной подстановки в выражение (3.95) точки р* вместо р.

Приведенные свойства потенциалов позволяют применить и н т е ­
гральные уравнения-к решению краевых задач теплопроводности при  
граничных .условиях I, И и И1 родов и условий сопряжения и, что 
особенно важно, к краевым задачам с нелинейн1>1ми граничны м и 
условиями. При этом решение краевой задачи с граничными у сл о в и я м и  
\ рода с однородным начальным условием находится в виде п о тен ц и ал а  
двойного слоя (3.95), плотность которого определяется из и н т е г р а л ь ­
ного уравнения, полученного подстановкой (3.95) в граничнре у с л о в и е ,  
с учетом формул дли предельных значений теплового п о тен ц и ал а  
двойного слоя (3.98), (3.99).

V ^ { p \ T )  =  X ^ { p * ,T ) i2 4 -V { p * ,x y ,
У - { р * ,  х) =  —  Хг(р*, T)/2 +  V (p*,_T); 

ди~^{р*,  т ) / 5 л =  — x)/2-\-(W (р*, х) /дп‘, 
д и ~ { р * ,  x ) /dn  =  X i { p * ,  j ) /2- ]-dU (р*,  х)/дп.

( 3 . 9 8 )
( 3 . 9 9 )

( 3 . 1 0 0 )
( 3 . 1 0 1 )



Решение краевь5х задач с граничными условиями 11 и 111 родов 
при  однородных начальных условиях следует искать в виде тепловых 
потенциалов простого слоя (3.94). плотности которых определяются 
из интеграль11ых уравнений, получающихся при подстановке в гра­
ничные условия, с учетом формул для продельных значений нормальной 
производной теплового потенциала простого слоя (3.100), (3.101).

Peuienne смешанной краевой задачи определяется в виде суммы 
теплового потенциала двойного слоя по той части поверхности S, на 
которой заданы граничные условия I рода, и теплового потенциала 
простого слоя по той части поверхности S,  на .которой эада11ы 
граничные условия П или III рода.

Отметим, что при ненулевом начальном распределении температуры 
следует иснользовать интеграл Пуассона.

В отличие от метода разделения переменных метод тепловых 
потенциалов позволяет решать краевые задачи с нелинейными гра­
ничными условиями: задачи с зависящим от времени и температуры 
поверхности коэффициентом теплообмена, с подиижиыми границами 
и др.

К достоинству метода тепловых потенциалов относится и то, что 
интегральное уравнение типа Вольтерра второго рода, к которому 
сводится краевая  задача, более удобно для проведения численных 
расчетов на ЭЦВМ. Однако метод несколько громо:чдок и его вряд 
ли  следует применять при решении линейных краевых задач 
с постоянными коэффициентами.

П о л у о г р а н и ч е н н а я  п л а с т и н а  п р и  с м е ш а н н ы х  
г р а н и ч н ы х  у с л о в и я х .  Пусть задана краевая  задача:

дТ1дх=^ад^Т1дх^ {О < x < R .  т >  0); (3.102)
Г ( х ,  0) =  0; (3.103)
Г {0 .  т) =  ф(г); (3.104)
( а г / а х - я л 1. = . я = Ф ( т ) .  (3.105)
Решение задачи (3.102) — (3.105) ищем в виде суммы тепловых 

потенциалов двойного слоя (3.97) и простого слоя (3.9б):

Т { х , х ) ^ \  Х г ( т ' ) ------  е
dx'

2 ( т - т ' )

(3.106)
^ 2 У  а п  [х —  х ' )

Подстановка решения (3.106) в граничное условие (3.104) с учетом 
формул (3.98) и (3.99) дает первое интегральное уравнение Вольтерра 
д л я  определения плотностей и Хг

X
{* л / ~  я»

=  - е (3.107)
^ ^  2 | / д ( Т  — т')



=  - / / а

Хг(т' )  ^ 4 . , г - г Л Г _ - £ ! --------— . (3.108)
2а ( т - т ' )  ^ Í 2 ( T - T ' )

f  ‘Решение системы интегральных уравнений Вольтерра (3 .107 )  и 
(3.108) может быть получено методом последовательных п ри бли ж ен и й . 
Д ля  нахождения аналитического решения системы (3.107), (3 .108) 
можно применить метод интегрального преобразования Л а п л а с а  | 1 12).

í i e o r p a H M 4 e H H a f l  п л а с т и н а  п р и  н е с и м м е т р и ч н ы х  
г р а н и ч н ы х  у с л о в и я х  111 р о д а .  Имеем краевую задачу тепло* 
провод1юсти с переменными во времени коэффициентами теплоотдачи:

д Ь / д Р о  =  d ^ b / d X \  \ Х \ < ] ,  Fo >  0; (3.109)

0 ( Х .  0)=(); (3 .110)

д Ь / д Х  -  Bi‘ ’ ’ (Fo) öJa =  -  1 (Fo); (3 .111)

ö B /ö X -f  Bt'^'(Fo) e  a - i = ' I > 2 (Fo). (3 .112)

Решение краевой задачи (3.109) — (3.112) ищем в виде теплового
потенциала простого слоя:

0 ( X . F o )  =  —  \ -'■■■- е M F«~Fe ')dFo '- i-
У И  J У р о  — Fo'

о

<1

________е " ‘Р" -  р* ') d F o '.  ( 3 .1 1 3 )
y z  д) у  Fo — Fo'

Используя второе свойство тепловых потенциалов, получим

Fe

lim - 4 = = = е  4 i P ° - p ° ' ) d F o ' = +  X (F o ) .
д Х  я   ̂ | / f o - F o '



Подставляя форму искомого решения (З.ПЗ) в граничные условия 
(3,111) и (3,112), с учетом (3.114) получим систему интегральных, 
уравнений, Вольтерра для  определения плотностей Х ,(Ро)  и Х 2(Ро):

Х.ЛРо) - В ] < ‘Ч Р о) X, (Ро')

1 /л  ^ К  Н о -  Ро'
е {1Г'о' -I-

Х2 (Ро') с1Ро'
1 / п  У Ро — Ро' 

о

Х>{1-о) +  В 1'^’ (Ро)

X. (Рп' ) е Ро — Ко'

У п  V (Ро— Ро')^
дРо = ‘1̂ 1 (Ро);

Ро
Х | (Ро')

V п  , К  Ро — Ро'
о

Ро

Ха (Ро ') е Ро — Р о '

Ро

Ха( Ро ' ) е Ро -  Р о '

1 / я  I/  (Ро— Ро')**

(1Ро'

(1Ро' =  Ф2(Ро).

Полученная система в общем виде решается численными методами.

Задача 3.11. Используя метод тепловых потенциалов, получить аналитическое 
р#и1ение краевой задачи

дТ д П-----=  а -----
дт дх'^

(О <  г  <  оо, т >  0); Т  {х. 0) =  0; Т  (0. т) =  ф (т).

При решении задач стационарной теплопроводности потешшалами 
простого и двойного слоев называют интегралы [81] соответственно

(3,115)

где 5  — произвольная гладкая  поверхность (или кривая в двухмерном 
случае); о(р),  ■Э'(р)— определенные на Ŝ кусочно-непрерывные, 
интегрируемые функции, называемые плотностями соответствующих 
потенциалов', 6 (р^, р) — функция единичного источника в точке Ро



для стационарного уравнения теплопроводности; |Д-(р„. Р) — функиня
единичного дниоля в гочке с осью л„ Для урагяюния (3.89)*.

Потребуем, чтоГ)ы поверхность удовлетворяла еще двум условиям, 
а именно.

угол р\  между 1Юрмалямн в двух соседних точках р' ,̂
поверхности такой, что

0) ( p¿, р) <  . Л, >- =  const.

ишр фиксироватюго радиуса t] >  О с центром в любой точке 
поверхности содержит часть поверхности S, которая’ всякую прямую, 
параллельную нормали к понерх}юсти S в центре шара, может 

Г встретить только в одной точке**
Воспользуемся свойствами потенциалов (З .П5) для решения 

краевых задач.
С в о й с т в а  п о т е н ц и а л о в .  1. Потенциалы простого и двойного 

слоев удовлетворяют стационарному уравнению теплопроводности 
внутри области S, так как функции единичного источника и диполя 
являются решениями уравнения -Лапласа.

2. Потенциал простого слоя непрерывен в точках поверхности S.
3. Потенциал двойного слоя и производная по внутренней нормали 

потенциала простого слоя в точках поверхности 5  являются раз­
рывными функциями. Аналитически

где р* — точка, лежащая на поверхности 5; к==2,1 для трехмерной 
и двухмерной задач соответственно; знаки «-Ь», «— у отвечают 
предельным значениям функций при подходе к точке р* с внутренней 
и наружной стороны поверхности соответственно.

• Д ля случая трехмерной задачи 
0(р„. р)^1/(4пл),

д
î(í>o. Р )- — Ро)*=со5ф̂ ,/(4яга). щ

•* Поверлности, удовлетворяющие леречисленным условиям, называю тся 
поверхностями Ляпунова.

V + ( p * )  =  V  ( p * ) - \ - K n v { p * ) \

V_ {p*) = v  ip*) — K71V ip*);
(di l  { р * ) /д п ) + = д и  (p*)/dn —  Kjw (p*); 
(d(J ( p * } f d n } - ^ d L /  (р*} /дп- \ -кяа  ip*).

(ЗЛ16)
(3.117)
(3.118) 
(ЗЛ19)

где {X — — Уп)®+(г —  г„)*.

ZUiH двухмерного уракненид Лапласа

где г -  | / ( j f  — X o in íj»  — Уо)*-



Решение краевых задач с граничными условиями 1 и 11 родов 
ищется в виде потенциалов двойного и простого слоев соответственно. 
При этом для определения плотности потенциалов из условий 
удовлетворения соответствующим граничным условиям получают 
интегральные уравнения типа Фрсдгольма- второго рода. При этом, 
как показано, например, в работе |100|, эти интегральные уравнения 
всегда разрешимы.

Отметим, что метод тепловых потенциалов позволяет эффективно 
получать численные решения краевых задач для областей сложной 
формы.

П р и м е н е н и е  ф у н к ц и й - Г р и н а  и м е т о д о в  т е о р и и  
п о т е н ц и а л а  д л я  р е и 1е н и я  с т а ц и о н а р н ы х  з а д а ч  т е п л о ­
п р о в о д н о с т и  в о б л а с т я х  с л о ж н о й  ф о р м ы .  0|юрмулнруем 
задачу Дирихле для области ограниченной замкнутой кривой

51и52, причем кривая достаточ­
но гладкая и ие имеет кратных точек 
(рис. 3.13):

дх̂
У ) = 0 :

( 3 , 1 2 0 )  

У б 5 , и $ 2 .  ( 3 . 1 2 1 )

Функция объемной плотности 
теплового потока внутренних источ­
ников теплоты предполагается опре­
деленной и непрерывной в области 

Если область .̂1 имеет достаточно 
сложную форму, то построение фун- 
•Лапласа в этой области — очень 

сложная задача, часто практически не выполнимая. Однако ситуация 
меняется, если область О целиком лежит в области V , ограниченной 
замкнутой кривой более простой формы. В этом случае, если
известна функция Грина 0{х ,  у, х', у') оператора .Лапласа для 
области V,  формальное решение краевой задачи (3.120), (3.121) 
удобно представить с помощью поте!щиала

Рис. 3 .13 . К решению задачи Д и ­
рихле

кции Грина для оператора

Т (х ,  у) =  ]' 0{х,
Л,

( 3 . 1 2 2 )

где О (х, у, х '. у') — функция Грина оператора Лапласа для области V', 
|л(х', у ') — неизвестная функция плотности потенциала.

Д ля определения ц.(х', у') выполним предельный переход р(х, у)-> 
р{х', у') ^ Зг, тогда в силу граничного условия (1121) значение



температуры в левой части решения (3.122) обращается в нуль и. 
1 имеем интегральное уравнение типа Фредгольма первого рода

Ф (х ,у )=  ( 0 (х .у .  д : ' . / ) р ( ; е ' . / ) с 1 8 П л ' , / ) .  (3.1(3.123)
л-

’ 1 ггде (р(-х. у) — значение интеграла —  ! У* х ' , у' )  {х' , у' ) (х' ,у' )

Для проведения численных расчетов удобно представить решение
(3,123) в другой форме, использовав параметрическое задание кривой 5 :̂

х = х ( 0 ,  г = у ( 0 .  0 < / < / .
Тогда уравнение (3.123) примет вид

Решение уравнении (3.121) не вызывает нринцнпнальных затруд­
нений и может быть получено численными методами (см., например, 

I [42|). С помощью потенциальных представлений, учитывая, что функция 
Грина имеет особенность того же типа, что и ядро потенциала простого 

' слоя, можно получить решение краевых задач с граничными условиями 
I! и 111 родов, однако здесь для определения плотности потенциала 

1 получаем интегральное уравнение типа Фредгольма второго рода 
Аналогично можно получить решения краевых задач и для

I областей более сложного вида — двухсвязп мх и многосвязных.
Рассмотрим пример применении этого метода для относительно 

простых задач. Более сложные задачи рассмотрены в работах 
С. П. Гавели, Ю. А. Мельникова и др.

С т а ц и о н а р н о е  т е м п е р а т у р н о е  п о л е  в п р я м о у г о л ь -  
н к к е ,  о с л а б л е н н о м  о т в е р с т и я м и  р а з л и ч н ы х  фо р м^  
Рассмотрим задачу Дирихле для двухсвязной области 12, ограниченной 
извне прямоугольником 5, (0<д :<^ , 0 < у < 6 ) ,  изнутри — некоторой 
кривой без самопересечений $г:

Распределение температуры Т (х, у) в области О. ищем в виде 
потенциала

( 3 . 1 2 4 >
о

( 3 , 1 2 5 )

( 3 . 1 2 6 >  

( 3 . 1 2 7 ) .

Т ( х , у ) = 0 ,  X,

■ Т{х,  У ) - Ф ( Х ,  у). Л', У б 5 г -

(3.128)



где  С(х,  у, х' ,  у') — известная функция Грина задачи (3.125)—(3 127) 
д ля  прямоугольника

0 (х .  у, х ' .  / ) -

V т л х  г п л х '  к л у  А-лу'
С 0 5 ------- СОХ -----------  С 0 5 ------^  С 0 5

___  2(1 ‘Ы  2Ь 2Ь
А *  I . ,Ч 5, . . ,

2(/ / ' 2 Ь

В решении (3.128) граничное условие (3.126) удовлетворяется за 
счет выбора функции Грина для задачи Дирихле в прямоугольнике, 
а граничное условие (3.127) — за счет неизвестной функции плотности 
потенциала.

Удовлетворяя граничному условию (3.127), получим интегральное 
уравнение относительно функции \ х {х ' , у ' ) :

ф(х, у) =  _| а { х , у , х ' , у ' ) \ х [ х ' , у ' ) 6 8 ^{х ' , у ' )  при X, Ус 5а
Л'.

Предположим, что контур 5 2 |х = х ( / ) ,  у=у(?)] расположен внутри 
прямоугольника симметрично относительно его стороны. То(дг) 
уравнение (3.128), записанное в параметрической форме;

'¿я _________
Ф (0  =  |  0 ( 1 ,  х)\1 { т ) У  х ' ’- , - ^у ' х6 х ,  (3.129)

п

д л я  сокращения численных расчетов удобно представить в виде

ф(/ )  =  4 ] С(^, т )^ l íт ) l^ x '^  +  y ' id т .

Д ля решения уравнения (3.129) применим метод квадратурных 
формул (прямоугольников), что приводит к линейной системе 
алгебраических уравнений

—  с « , ,  Г , ) 1 Х ( Т , ) 0 ( Т , )  =  Ф ( / , ) ;  ( 3 . 1 3 0 )
Л / 1

Л ( т ) = : К х ' ,  +  У'г, ;= 1 ,  2 . .3 ......... N.

Абсолютная погрешность вычислений 

Й ( х ,  у) =  Г  ( X ,  у).— Т{х,  у).

где Т  — приближенное решение задачи (3.125)—(3.127) — представляет 
собой гармоническую функцию. ‘

Согласно принципу максимума, погрешность вычислений 6(л, у) 
в любой точке области не превысит максимального значения погреш­
ности на границе.

Для конкретных форм областвй И решение системы (3.130) может 
быть получено методом Гаусса (см. алгор11тм 3 приложегшя V).



Приведем результаты расчетов полей 1емператур для некоторых 
случаев* при п =  1 5 ,  Л̂ =  6 0  в уравнении ( 3 . 1 3 0 ) .  Если размеры 
прямоугольной области положить равными ^ =  ¿ = 1 ,  внутренний 
контур представляет собой окружность радиуса 0 . 5 ,  а ф  { / )  - со5^® 
то распределение температуры в области Р, представленное линиями

Рис. 3.14. Распределение темпера­
тур в области и погрешность 
удовлетворения граничному усло­

вию

Рис. 3.15. Т ем пературное поле- 
в области, ограниченной киадратом 

и астроидой

уровня, показано на рис. 3.14, б. На рис. 3.14, а показана зависимость- 
погрешности 6(?) =  T Is — ф(/) удовлетворения граничному услови«> 
(3.127).

Максимальная относительная по1‘решпость 

100 %
max Т

пе превышает в этом случае 6-10” ^%.
Распределение температуры в области О, огра|{ичеиной снаружи 

квадратом 5^ ( d = b = l ) ,  а изнутри — астроидой (уравнение

* Расчеты ировсделы Б . Г. Азановым.



X  , где х=^асо5^Л у —а51п'*?, О <   ̂ <  2л при « = 1 /2 ] ,
приведено па рис. 3 .15,6 при ф(/)=со5‘‘̂ Л А на рис. 3.15, а 
■показано, с какой точностью приближенное решение удовлетворяет 
•граничному ус«10вию на контуре 5^.

На рис. 3.16, а, б  приведе1гы линии уровня температуры и 
»погрешность на границе 5^ в области О. ограниченной квадратом 5,

t — 25
' 5

> Y

itг %

ч

U

/
^ 5 0 ' /

iP hc. 3 .16. С тационарное температур- Рис. 3.17. Стационарное распрелеле 
нов п о л е  в области Si ние температур в области

< d = s 6 = l )  и Крив ой четвертого порядка с уравнением х^-\-у^= 
= а * (x^-f-y^), u = l / 2 ,  при ф{0=со5'*/. Как видно из рисунка, макси­
мальная относительная погрешность решения не превышает 0,1 '(о. 
Линии уровня в области, изображенной на рис. 3.17, а, б  (уравнен-ие 
контура 5.2 — лг* +  И = а ^ ,  а =  1/2, на контуре5, r f = 6 = l ) ,  и зависимость 
отклонения 6 (i)  приближенного решения на поверхности ^2 построены 
при ф(г‘)= 1 -  Максимальная относительная погрешность не превы­
шает здесь 0 ,0 2 % . Более выс окой точности прн необходимости 
можно достигнуть, увеличивая число квадратурных узлов н соответ­
ствующих формулах интегрирования или применяя квадратурные 
формулы повышенной точ1юсти.
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МЕТОДЫ КОНЕЧНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

Для решения линейных краевых задач теплопроводности при не- 
' однородных начальных и граничных условиях одними из эффектив­

нейших являются методы интегральных преобразований в конечных 
и бесконечных пределах. Методы интегральных преобразований 
имеют ряд преимуществ перед классическими методами: стандарт- 
Еюсть методик применения; получение решений в удобном для рас­
четов виде; наличие таблиц соответствий между оригиналами и изо­
бражениями функций и др.

Интегральные преобразования, применяемые к решению краевых 
задач теплопроводности, разделим на два класса: интегральные пре­
образования с конечными пределами и интегральные преобразова­
ния с бесконечными пределами интегрирования. В данной главе 
расс.мотрим первый класс интегральных преобразований.

§ 4.1. Общая схема применения метода

Пусть f{xi ,  Х2 ..........л„) — функция п переменных, определенная
в конечной области Q. Выражение

/ (Yi> Ya> ■ • Xfjj+i, . • j  ^(-^1» • • •» -̂ n) ^  

x K { x ^ ......... Yl.....................y j ( \ x , 6 x^............dx^,  ( m < n )  (4.1)

(где /(Yl, Ya, Ŷ '. •••.  x J  — функция m  переменных Yi,
Ya. • • V Ym И n —  rn переменных л:„) будем называть ко­
нечным интегральным преобразованием функции f (x,  х^, х„) по 
переменным х^, х^, . . . .  х„ с ядром K{Xi,  х^ и ,  Уз. • • •> Ym)-

Интеграл (4.1) называют также изображением (по переменным
Xi, x J  функции f{x^, Хз..........х„). которую в этом случае
называют оригиналом.

Всякое интегральное преобразование считается заданным, если 
определены ядро K(xi ,  х^, х„; уГ. Ya» • • •♦ Ym)» область Q инте­
грирования и множество F функций f (х^, х^ x J ,  к которым 
оно применяется.

Преобразование, с помош,ью которого функция f{y^,  Уз. •••» Yml 
. . . ,  x J  снова преобразуется в функцию /(х^, ............. х«), на-



зывается обратным преобрситанием.  При этом само преобразова­
ние (4.1) называют прялшм.

В качестве примеров конечных интегральных иреобразованнй 
можно указать:

конечное синус-преобразование Фур1>е

л

Н у) = \  sin yx f {x)áx\
о

конечное косинус-преобразование Фурье

л

Цу ) =  с созух/
о

• конечное преобразование Лежандра 

1
Г ( \ } =  I  Р у { х ) Ц х ) й х ,

—1

где — полином Лежандра степени у ( у  принимает •значения О, 
1, 2, . . . ) .

Общая схема применения интегральных преобразований 1ю одной 
переменной для решения краевых задач состоит в следующем.

Используя интегральное преобразование, исключают дифферен­
цирование по одной из переменных и приходят к более простой за­
даче относительно преобразованной функции. Определив эту функ­
цию, с помощью обратного преобразования находят меизвест}|ую 
функцию, дающую решение первоначальной задачи. В случае ие( б- 
ходимости интегральные преобразования применяют повторно, по­
следовательно исключая дифференциальные операции по ряду пере­
менных.

Пусть задано линейное уравнение теплопроводности с постоян­
ными коэффициентами вида

Ниже предполагаем, что все функции, подвергаемые интеграль­
ному преобразованию, обладают свойствами, которые делают такое 
преобразование возможным.

Применим к уравнению (4.2) интегральное преобразование по 
перемен1юй х:



Пределы ши'егрмровапия при преобразовании выбирают так , 
чтобы они совпадали с прелеламп (¿, Ь) изменения переменной пре- 
образовапия х. Тогда получим

& л ь
~  К (х, у) — а 1 ^  К (X, у) Нл: — а I ^  К {х, у) йх  —

^ ох дх- I ду*
(I (! (1

К(х ,  у ) йх  = 0. (4.4)
J  дг^ J  со
4 /1

Найдем условия, обеспечиваюшие преобразование уравнения (4.2) 
с соответствующими краевыми условиями к виду, при котором пре­
образованная задачг^ не содержит операций диф^ренцирования или 
интегрирования по переменной преобразования.

Согласно правилам интегрирования, члены, пе содержащие диф­
ференциальных операцш'! по х, могут быть представлены в области 
изображений так:

ь ь ь
у)(1х =  ~ ^ Т К ( х ,  У)(1х—  Г г  ~ К ( х ,  у ) 6 х =^

^  д \  &х  ̂ ^  ^х
<1 (I <1

дТ{у,  V. г, т )  .
д\

? ¡д*Т . /а * Г  , д*Т \
 ̂ \  ду' дг* /   ̂ ду^ дг*

J ср Ср

Второй' интеграл в левой части (4.4) проинтегрируем по частям:



Выражение (4.5) не будет содержать в области изображений 
интегральных операций по х,  если потребуем выполнения следующего 
равенства:

где — величииа, не зависящая от х.
В самом деле, если удовлетворяется (4,6), то (4.5) представим 

в виде

Соотношение (4.6) можно рассматривать как уравпепие для опре- 
.;,сления ядра К(х,  у). Однако за ядро преобразования нельзя вы­
брать произвольное решение уравнения (4.6). Дело в том, что вне* 
интегральный член в (4.7)

ожет быть вычислен, если граничные условия чадачи допускают 
аыражение условий по переметши х только через известные функ- 
чии переменных у, г, иначе в преобразованное уравнение кроме 
'1)ункции Т  войдут и другие неизвестные функции. Мо и этого тре- 

,  бования недостаточно, так как значения Т  и дТ/дх  при других ра:}- 
тичных значениях х  не могут одновременно фигурировать в усло- 
ииях задачи. Поэтому на ядро преобразования следует наложить 
граничные услрвия, которые позволяют вычислить выражение (4,8) 
и полностью исключить из уравнения задачи диф(^)еренциа;!ьпые и 
интегральные операции по переменной х.

Для того чтобы установить формулы, осуш.ествляющи'е прямое
11 обратное преобразова}шя, представим ядро прямого преобразова­
ния в виде

< де Су — функция от аргумента; у — нормирующий делитель.
Выражс1гие (4.9) подставим в уравнение (4.6), тогда для опреде- 

ления ядра к{х,  у) получим

Уравнение вида (4.10) изучено в математической физике в связи 
с классической задачей Штурма— Лиувилля: найти такие значения 
параметра (т. е. собственные числа задачи), при которых уравне­
ние (4,10) имеет отличные от тождественного нуля решения (собст­
венные функции задачи), удовлетворяющие однородным граничным 
условиям

/С„ =  -Х-^К, (4 .6 )

ь

6

(4,8)

К{х,  у) = к(х,  у)/Су, (4.9)

(4 .1 0 )

{(1^дк;дх — р^к) и=^ =  0;
(а^дк/дх^^^к)  |х=* =  0. 
Известно, что:

(4,П)
(4.12)



1) собственные числа задачи Штурма — Лиувилля X® образуют 
бесконечную возрастающую последователыюсть положительных 
чисел Х,^< ^2 <  >,3 <  . . . ;

2) каждому собственному числу Ху соответствует одна собствен­
ная функция ку\

3) система собственных функций 2, 3 ....) полна в смыс­
ле сходимости в среднем, т. е. любая функция ¡{х), имеющая квад­
рат, интегрируемый в интервале (¿, Ь), может быть представлена в

форме ряда Oyky,  сходящегося в среднем к функции f  (х);

4) собственные функции к а , понарно ортогональны, т. е.

Если положить к{х, у) = ку{х), в граничных условиях для упро­
щения принять h = с1 = 0 , Ь ~ ( 1 ~й* ,  то решение зада­
чи (4.10) — (4.12) имеет вид

-Для доказательства осуществимости интегрального преобразова­
ния остается показать, как вычисляется выражение (4.8). Если для 
уравнения (4.2) по координате х  заданы граничные условия общего 
вида

то, учитывая, что ку{х)  удовлетворяет граничным условиям (4.11) 
(4.12), для (4.8) имеем выражение

Выражение (4,14) легко вычисляется, так как содержит лишь 
известные функции. Аналогично могут быть рассмотрены другие 
виды граничных условий.

Таким образом, после применения к уравнению (4.2) интеграль­
ного преобразования (4.3) с ядром (4.9), где К{х,  у) определяется 
по формуле (4.13), в области изображений получим уравнение отно­
сительно функции Г  (V, у, г, т):

К этому уравнению необходимо присоединить систему краевых усло­
вий по координатам у, г, которые преобразованы интегральным

00

ь

ку  (х) =  cos x+(/í/Xy ) sin \ y  X, 

где Яу удовлетворяет трансцендентному уравнению

корни которого приведены в табл. II1.3 приложения 111.

(4.13)

(4.14)

(4.15)



преобразованием (4.3) по координате х. Решая краевую задачу для 
уравнения (4.15), находим выражение для изображения функции 
Т  {х, у, 2. т) — /("У, у, 2 , т).

Задача обратного интегрального [феобразования заключается в 
нахождении оригинала функции по ее изображению.

Д л я  этого разложим функцию Т  в ряд

Т ^ ' ^ й у к у  ( 4 . 1 6 )
у=1

ПО полной системе собственЕГых функций ку задачи Штурма — Лиу­
вилля. Умножая ряд (4.16) па ку и почленно интегрируя его, учи­
тывая 4-е свойство собственных функций задачи Ш турма— Лиувил­
л я ,  получим 

ь
ау =  —  I к у Т с1х.

Замечая, что ку!Су является ядром К(х,  у) прямого преобразо­
вания, получим

ь
й у = ^  к  (л. у ) Т { х ) д х  =  Т  (у).

(I
Теперь из выражения (4.16) следует, что оригинал Т  изображе­

ния Т  можно найти по формуле
(Х>

Т{ х .  у, г, т ) = ^ ; Г ( у ,  у, 2, х)ку(х)
у=1

Обычно методом конечных интегральных преобразований исклю­
чают дифференцирование по одной или нескольким пространствен­
ным координатам, сводя, таким образом, уравнение теплопроводности 
в области изображений к обыкновенному уравнению по времени.

Следует отметить, что метод конечных интегральных преобразо­
ваний имеет те же ограничении, что и метод разделения перемен­
ных; он применим только к лииейиым ураннепиям теплопроводности 
с линейными граничными условиями, рассматриваемыми в простей­
ш их областях изменения незаьзисимых переменных. Поэтому с этой 
точки зрения метод конечных интегральных преобразований не рас­
ш иряет  круга рассматриваемых задач по сравнению с методом раз­
деления переменных. Метод конечных интегральных преобразований 
математически эквивалентен также методу собственных функций |41|. 
Тем не менее во многих случаях применение этого метода гораздо 
более целесообразно |82|.

Во-первых, конечные интегральные преобразования имеют свое 
физическое обоснование. Любое интегральное преобразование, взятое 
по пространственны.м координатам, с физической точки зрения явля­
ется некоторым усреднением исследуемой физической величины. При 
этом если усреднение сделано в соответствии с характером процес­
са , формой тела, граничными условиями, то решение для изображе­
н и я  функции будет представлять самостоятельный интерес. Дело в



том. что алализ решения для усредненных значений исследуемой 
физической всличин1>1 позволяет получить ряд закономерностей про­
текания физических прокессов.

Во-вторых, простота техники вычислений, свойственная интеграль- 
нь!М методам, стаидартност1> методики позволяют э(}х^)ективно решать 
системы ди(|х|)ерснниальных уравнепий в частных производных.

Н е с т а ц и о н а р н а я  т е п л о п р о в о д н о с т ь  н е о г р а н и ч е н ­
н о г о  ц и л и н д р а  п р и  н е с и м м е т р и ч н о м  н а г р е в е .  Задача о 
нахождении температурного поля несимметрично нагреваемого нео­
граниченного цилиндра свс»дится к решению уравнения теплопровод­
ности

1 д Т  {г. ц,, т) {г, т) .__ 1 д Т  {г , ф, -с) .__ 1 д^т (г,  ф,  т)

а дт Ог''‘ г дг г*

(О <  г <  /?. о <  ф <  2л, т >  0).
Граничные условия:

■условие на внеш{!ей поверхности цилиндра

условие ограниченности на оси 
Т  (О, ф, т) <  со; 
условие периодичности по углу 
Г  (л, (р, х) = Т(г ,  Ф +  2л, т).

Начальное условие 
Т(г ,  ф. O - T . i r ,  ф).

Ядро интегрального преобразования, позволяющего исключить 
дифференцирование но ф,  имеет вид

K { v .  ф)  =  ™ / < л = ( ф ) ,  (4.17)

где функция /<у(ф) удовлетворяет дифференциальному уравнению

дТ {И, д>. т)
дг

аТ (R,  ф. т) =  0;

(Ф)
------ ------ 1-гп^Ку, (ф)=0 (4.18)-

и условию периодичности
A:v(ф)  =  л : v ^ ф - f  2л).

Нормируюш,ий коэ4х^)ициент Су, определяется по формуле
(4.19)

Су, =  1‘ |/<v(9)f с1ф.
о

Линейно независимыми решениями диффереггциального уравне­
ния (4.18) будут функции созшф и 51птф. Эти решения взаимно 
ортогональны и удовлетворяют условию (4.19) при т  — О, 1 , 2 ..........



Так к а к  каждому собственному числу т соответствуют две 
собственные функции, то перенумеруем /(v{ф) так:

с о зт ф  при v =  2m;
т ф  при

Тогда Cv = 2 я  при /п = 0  и Су = л  при т ф О  независимо от иск 
мера V . Теперь ядро интегрального преобразования, позволяющего 
исключить операции дифференцирования по ф, можно представить 
в виде

^ у ( Ф ) = |
( 51П

где

Ф)

2 при т —^\

яе„
со зтф  при v =  2m;

при v =  2m-i-l,
(4.20)

— 51П/Пф 
Я

1 при /П 0.
Применив преобразование п о . ф в интервале [О, 2л] с ядром 

(4.20), исходную задачу приведем к виду
(г, т) 1 дТ^{г, т)

длз г

д T ^ { R , x ) '
дг

Гv (О, Т )< со ;

Гу (Г, 0 )= 7 'ovИ »

дг г«

аТу,{Я,  т) =  0;

Гv(г, т) =  -

(4.21)

' 2я

Г А \ Т х ( г ,  т ) =  I* Т  (л, ф, т ) /С  (V, (|-) (I ф —  и з о б р а ж е н и е  ф у н к ц и и  Г  {г, ср,
о

т) по переменной ср.
Ядро интегрального преобразования, позволяющего исключить 

операции дифференцирования по г, имеет вид

N„^n,  г ) ^ - ^ r N ш . r Л ' ^ ) .  (4.22)
,п

где функция ^т.п{' ' ) является собственной функцией задачи 
Штурма — Лиувилля:

{1Л2

I »1 / 0 \  ЛI ------------- ЬаЛ/„,.„(/?) =  0;

(4.23)

(4.24)
дг

N ^ , „ { 0 X 0 0 .  (4.25)
Решение уравнения (4.23), удовлетворяющее условию (4.25) 

с точностью до постоянной, имеет вид
Nm.n{r)==J^ф,г.nr)  =  J^(}in, .nr¡R).  .  (4.26)



Условие (4.24) определяет собственные числа которые
будут корнями трансцендентного уравнения

т (И-'п." ) / Я/-11 (М'"’. /1) — (4.27)
Определим нормирующий делитель Ст.„ ядра (4.22);

■ т  ( Ц т ,  п ) 'Л '  '^»»1 + 1  ( М ' т ,  п] ~ ~
\

(4.^8)

С т . п — */т /  — «/m ( Ц т ,  я) “Ь ( Ц ' т ,  п)
^ \ R /   ̂ 1

—2 ------- ]^(]Хгп, п)<̂ т + I (М'т. п)
\>-т.п

Таким образом, преобразование (4.22) определено формулами 
(4 .26)-(4 .28).  , ' .

Применяя преобразование (4.22) к задаче (4.21), приходим к. 
обыкновенному дифференциальному уравнению первого порядка

(4,29>
дх ,

С начальным условием
2 л к

Т^ . п ( 0 ) =  ( f7 '„ (^  ф)K(v, (^)N„(n,  г)с1гс1ф. (4.30>

Решение уравнения (4.29) с учетом (4.30) имеет вид

Последовательно выполняя обратные преобразования, получим:
00

(^. i ) — ^  Т'V,« (т) <1 ff, PiTi.n —-V»
R /

a »  I
GO

T(r ,  ф, T)= V  \T^^{r,  Т)с05/?1ф+7’2„^1(г, T )s in m f] .  (4.31)
ni’BiO

Подставляя соответствующие значения Т^{г,  т) в (4.31), оконча­
тельно получим решение задачи:

ОС с©
Т(г ,  ф. т) = ^ ^ е х р ( — ц ^ _ ^ ~ ^ с о з т ф У ^

«*0 п=1
2 л  И

x f  \ Т^{Г, ф)Н21^Л'„(/г, г)с1г0ф-}-
J J 
о о

со 00 

tn  =  j rjss 1 ,

2nR
X j  j  (r, Ф) л-^ (n, r) (3г0ф.

0 0



Зад ач а  4 .1 . ?-?ачалыгая тем(?ераг)’()а шара (O ' r ^ R )  раниз Т  (г, 0) — То 
= c o n s t ,  а на и о н е ix h o c th  ш ара  с момента времени т = о  ' поддерживается темпе­
р а т у р а  r c ^ c o i i s t .  Н а й т и  тем пературу  ш ара  при  т > 0 .

З ад ач а  4 .2 . П а  поверхности куба 1 л -1 с / .  \у\<1,  равномерно нагре ­
того в н а ч а л ь н ы й  момент Времени до тем пературы  Т„,  пройсходиг коноективнын 
теплообмен со ср е д о й ,  температура которой равна нулю. Н анти  в ы р аж ен и е  для 
те м п е р а ту р ы  н ц е н т р е  куба [17].

З ад ач а  4 .3 . Р е ш и ть  зад ачу  об охлаж ден и и  бесконечного круглого  цилиндра 
при у сл о ви и ,  что н а ч а льн ая  тем пература  Г  (г, 0) =  Г п (1  —  r'^/R^) и на его но- 
нерхиости .п о д д е р ж и в а е т с я  пулевая  тем пература  [17 | .

Задача  4 .4 . Н а й т и  гемнературу бесконечной круглой  цилиндрической  трубы 
R „ ' . r < R i -  есл и  с  момента времени т = 0  через ее внешнюю поверхность подается 
с н а р у ж и  п о с т о я н н ы й  тепловой поток, плотность которого q ,̂ а впугреп)1яя п о ­
верхность  т р у б ы  поддерживается  при начальной температуре,  ранной н улю  [17].

З а д а ч а  4 .5 . О п реде ли т ь  распределение тем ператур  р неограниченном брусе 
с  л р я ш у г о Л |^ ( ь ш  поперечным сечслпем — с о < 2 <  +  оо, если
его  н а ч а л ь н а я  т е м п е р а т у р а  Т { х ,  у. г, 0 ) = [ ( х ,  у. г), а на поверхности: I) имеет 
место т е п л о к а я  и з о л я ц и я ;  2) [юддерживается н у л е в а я  температура |1 7 | .

Задача  4 .6 . Неоднородный п рям оугольны й параллелепипед  составлен  из 
,днух о д н о р о д н ы х  прям оугольны х  параллелепипедов 0 < > '< > 'о ,
0 < - ’ < гп ]  и (л-,,< > • < / , - 0 < у  -;у„, 0 < г < г , | 1 .  изготовленных из различны х материа- 

- Л ( , н .  Н ай ти  т е м п е р а т у р у  параллелепипеда ,  если  èro  поверхность поддсфживается 
fipH нулевой  т е м п е р а т у р е ,  а нача льн ая  тем пература  Т  (х. у, г.  0) — /' (л- v. г) [17].

§ 4.2. Способы улучшения сходимости решений

Следует иметь в виду, что применение метода конечных интег­
ральных преобразований к задачам иестаггионарной теплопроводно­
сти приводит к решениям в форме бесконечных рядов, которые 
часто сходятся неравномерно.

Причиной плохой сходимости рядов является то, что они не 
могут удовлетворять неоднородным граничным условиям, поскольку 
каждый член ряда удовлетворяет однородным граничным условиям, 
что обусловлено построением ядер конечного интегрального преобра­
зования. Это приводит к необходимости при расчетах учитывать 
большое число членов ряда ввиду медленного убывания коэфс|)ици- 
ентов решения прн возрастании их номера. Поэтому такие решения 
нуждаются в доработке, что впервые было отмечено в работе |27].

Необходимость доработки решений краевых задач с неоднород­
ными граничными условиями, полученных методом конечных ин- 

'тегральных преобразований, проиллюстрируем на примере следую­
щей простой краевой задачи.

Процесс нестационарной теплопроводности в неограниченной 
пластине ( 0 < Л ’< 1 )  с различными постоянными температурами 
на ограничивающих поверхностях и однородном начальном распре- 

.делении температуры описывается уравнением теплопроводности 
и краевыми условиями;

=  0 < Х < 1 ,  F o > 0 ;
ríFo

0 ( Х .  0) =  0; Н{0. F o ) = l ;  (-)(!. Го) =  в.„ 

тде в = ( Г  — Го)/(Г1 — Г,,), =



Ядро интеграл!.ного преобразования К{х,  \ )  представим соглас­
но (4.9) в виде К ( Х ,  y ) ^ - k { X ,  у),Су. Функция к { Х ,  y) должна 
удовлетворять уравнению (4.10) при однородных граничных условиях 
/е(0, Y) =  0; к{ \ ,  у ) ^ 0 .

Общее решение уравнения (4.10) имеет вид
k { X,  y) =  Л, eos íwX +  zíaSin XA".
Из граничных условий для k ( X ,  y) имеем k { X ,  у) = ky{X)  =  

=  s i n X y X .  где
Нормирующий делитель Су вычисляется по формуле 

1
Су = 1  sin“ nYA'dX =  1/2.

n
Таким образом, ядро интегрального преобразования принимает- 

вид
К ( Х ,  Y) =  ̂  sin луЛ.
Применим интегральное преобразование по переменной X  в пре­

делах от о до 1 с выбранным ядром К( Х ,  у) к диф4)ереициальному 
уравнению геплонроводности нашей дадачи. Тогда и области изоб­
ражений с учетом (4.14) и (4.15) имеем дифференциальное уравце- 
нне первого порядка

Л^0 =  - ( -1 )* 2 .п у ( - ) ,  +  2яуОго

с начальным условием (-)(ü) =  ü.
Решая последнее уравнение, получим в области изображений

|
Н<)

2лу J e x p ( n V O |lH - (— 1)'’ '‘ ‘

о

Совершим обратный переход в область оригиналов по формуле 

в  (Л, Fo) =  v e  (Y, Fo)/¿(X, Y).
v^)

Тогда имеем
»  í  f-'o

S ( X ,  Fo) =  2 y  exp(—я ^ Г 'о )  лу е х р ( л ^ О Х
V-l l o

X [ 1 + ( — i )^+‘ Ьг) tlí^ Sin nyX.  (4.32)'

Для улучшения сходимости ряда в (4.32) воспользуемся прие­
мом, предложенным в |27].

Решение (4.32) можно записать в виде

в ( Х ,  Fo) — V  yy(Fo)sinYnX. (4.33)
Y =1



Если рассматривать в ( Х ,  Ро) как известную функцию, то 
последнее выражение представляет собой ее разложение в ряд 
Фурье. Согласно теории рядов Фурье, коэффициенты разложения 

'функции в ( Х ,  Ро) можно представить в виде [55)
1

0 у (Р о )=  2 ( (")(Х. Ро)51п луЛ 'dX.

Если в .последнем выражении дважды произвести интегрирова­
ние по частям, то получим

,(Р 0 ) = :^
( _ 1 ) Y  1 / 1  V  \

— 0 ( 1 ,  Р о ) ^ ----- ----- -----. -----  S i n  л у Л ----
у  V U y о х  /

1 . v - v-----з т л у л а л
n*Y* .о

Учитывая граничные условия для функции в (Х ,  Ро), имеем 

g y  (Fo) = - [ - + е ,  - Ф , ( Р о ) ,  (4.34)
Л Y

где
1

0V (Ро) — ——  ^ -^ s in  луХс1Х.
^ лЗуа , дХ^ '

О

После подстановки (4.34) в (4.33) получим

Y=1 V=1

а° I
— Ov (Ро) sin луХ.

Y=1

Используя известные разложения
СО с о  •

V  sin л у Х ^ л Х  V ^ s in n y X  _ л

2 и  Y 2 ’ 2 d  у  ?v=i v=i
•безразмерную температуру представим н' боле^* простой форме'. 

0 ( Х ,  Ро)=и^ (X )— ^  Ф^(Ро)з1плуЛ, где =  l Х +
Y = l

Заметим, что ряд

0 ( Л ,  Р о ) - \ ^ ( Л ) = -  V  Фу(Ро)51плуЛ
Y=1



САодигся равномерно внутри интервала ( 0 < Л < 1 )  и сходится быст­
рее, чем ряд в (4.33), так как каждый член ряда в (4.35) убывает 
пропорционально а в (4.33) — пропорционально у “ ‘-

Таким образом, при использованцц метола конечных интеграль­
ных преобразований целесообразно представлять ранение в виде 
суммы двух функ11ий, одна из которых удовлетворяет неоднород­
ным граничным условиям задачи, а другая — однородным..

С учетом этих соображений можно записать

^  (-)у (Ро) 51 п луА — W{X)
.V-!

в { Х .  Ро) =  и^(Х| +

Тогда если воспо:1ьзоваться представлением (ЛГ) через ряд Фурье

ои 00

Ц7(Х) =  2 V - Н  2(^2 \ ^ (-1)^~ в ш к у Х ,
^  лу

I 1

то получим решение, содержащее ряд с улучшенной сходимостью 
по сравнению с рядом в (4,33):

о с

§0 (Х ,  Ро) =  » ' ( Х ) + > ' ' ,  0 , ( Р О ) - - ? -------- 26 ,  Ь .'.); 
лу--------------- п \

51П ЛуХ.

(4.36)
Результаты расчетов при 02 =  2 по формулам (4 32) и (4.36) 

представлены в табл. 4.1.
Из таблицы видно, что в граничной точке X =  1 решение (4.32) 

вообще не удовлетворяет граничным условиям, а в точке Л'а^О.й 
для получения приемлемого по точности результата необходимо 
учитывать большое число членов ряда, даже при относительно 
больших значениях безразмерного времени Ро., В то же время 
данные табл. 4.1 подтверждают быструю сходимость ряда в реше­
нии (4.36). Так, уже при значениях Ро>0,1 н Х =  0,5 достаточно 
учитывать один член ряда. Этот пример подтверждает необходи­
мость доработки решений краевых задач с неоднородными гранич­
ными условиями при применении конечных интегральных преобра­
зований.

Существует два приема, с помощью которых можно устранить 
этот недостаток в решениях, получаемых методом конечных ин­
тегральных преобразований. В работе [27] разработан общий метод 
улучшения получаемых в решениях рядов с помощью применения 
функций Грина некоторых' вспомогательных краевых задач.

Для различных задач линейной нестационарной теплопроводно­
сти в декартовых координатах в работе [105] приведена таблица 
расчетных формул этого метода улучшения сходимости рядов 
и даны конкретные примеры.

Рассмотрим модификацию метода конечных интегральных преоб­
разований, предложенную автором работы [120], при которой реше­



ние исходной краевой задачи теплопроводности представляется как 
сумма решений для квазистационарной и нестационарной задач.

Нестационарное температурное поле в конечной однородной, 
изотропной области Q с внутренним источником теплоты т)

Т а б л и ц а  4.1
P e зy л ь fa т ы  расчета нестационарного поля гемператур 

в неограниченной пластине

Ч и с л о  у ч н т ы ь а е м ы х Р а : ч е т  ПО ф ор м у л е Насчет  ПО формул«'
ч л е н о в  р я д а ( 4 . 3 2 ) 1 4 .3 6 )

Х =  1, Р о = 0 ,1

1 0 2,0000
2 0 2,0000
5 0 2,0000

10 0 2,0000
50 0 2,0000
80 0 2.0000

Л:«=0.5, Р о -0 .0 1

3 — 0,1952 0,0315
7 — 0.1163 0,0013

10 0,0958 0 ,0013
50 0,0203 0,0012
90 0,0118 0,0012

А := 0 .5 . Р о = 0 . )

1 1,1980 0,7881
3 0,5615 0,7883
7 0,9435 0.7883

Ю 0,8828 0,7883
50 0,8073 0,7883
90 0.7988 0,7883

Л = 0 .5 .  Р о = 0 ,5

1 1,8961 1,4863
3 1.2595 1,4863
7 1,3686 1,4863

10 1,5808 1,4863
50 1.5054 1,4863
80 1,4743 1,4863

При постоянных теплофизических свойствах материала описывается 
уравнением

{р, т), т > 0 .  (4.37)
а от к

где р — точка области с координатами х^, х .̂ 

Ш



Граничные условия II рода на поверхности, ограничивающей 
область запишутся в виде

ХдТ(р,  x)!дn^ =  qi{s^, т), p ^ S ^ ,  (4.38)
где поверхность S состоит из г непрерывных координатных поверх­
ностей Si (1= 1, 2 , г); — внешняя нормаль к поверхности 5^;

— точка на поверхности Sj.
Начальное условие
Г  [р. {)) = F(p),  р 6 £2. (4.39)
Вспомо! ательная iaAana Штурма — Лиувилля Для нахождения 

собственных чисел \i„̂  и собственных функций k„(p)  имеет вид
V^A;(/J)-h!i4’(/i) =  0, p ^ Q ;
dk{p)/dn,  = 0, p ^ S , .
Собственную функ[шю k^{p) = k{\i„p) примем в качестве ядра 

конечного интегрального преобразования. Используя свойство орто­
гональности собственных функций задачи Штурма — Лиувилля, по­
лучим

^  =  j

{4.41)

Из (4.41) следует, что =  ̂  также является собственным числом 
для функции ¿o=const=5¿ 0 . Введя функции квазистационарного рас­
пределения температуры То){р,  т), являющиеся решениями краевой 
задачи:

V “7'o^(;5. т ) + %  т) =  —

дп/

J  T a j l p ,  T ) d Q  =  (),
SJ

где — дельта-функция (6,/=*0 при ¡Ф 1 и 6,7 == 1 при / —/);

(4.42)

XV
60, O c l Q d / + 6j  Í7,.(s,, O flS íd í (4.43)

где V — объем Q,
Решение системы (4.42) — (4.43) может быть получено, как обыч­

но. методом конечных интегральных преобразований с ядром k„(p);  
ее решение имеет вид 

00

Т’оЛЛ х) = ~  *ж{Р)[боЛ f^mÍP)QvÍP> T )d Q +' Á r\____
т = \

+  ̂ ^ \ T)d5,
S.



Раскладывая ряд по собствешплм функциям к„[р) разность

Т  {р, т ) — X T'ojiP’ ■'■)> можно записать
i-=0

'^(Р'  =  ^’оИР. C„,k,„(p)j k^ ip)
i=o m = 0

т (р, т ) —

X)
,=0

dQ. (4.45)

Выделим в (4.45) первое слагаемое при т  =  0 и учтем, что из 
(4.37) — (4.38) имеют место следующие соотношения: ,

_d
dx ;

Т ( р ,  T ) d Q = - ^  ¡QviP,
-J ^  L “  ‘= 1 5 /

X Г

| г ( р .  T ) d Q = f / ' ( p ) d Q + - ^ J ’ ^ q ^ i p ,  i ) d ^ +
0 a

r

+2i= \ s.
d/.

Тогда (4.45) запишется в виде

Т{р,  т) =  - ^  ] /"(;») <10 + 2 1  +  т)1 +  21 с^к^{р)У.
/=о

X ip) Т { р ,  X)— V  T^jip.  X) 
/=о

c\L2. (4.46)

Уравнение (4.45) является решением системы (4.37) — (4.39), 
поэтому получим, что

—  k „ i p ) T { p ,  x ) dQ=a[ i l  k^ ip)
clx

2  Tt^jiP. x) —  T ( p ,  T)
1=0

dQ.

Проинтегрировав это уравнение по времени и подставляя ре­
зультаты в (4.46), имеем решение задачи в виде

'^{Р^ =  \W|{^:)^T^)^p,  т ) |+  2  с„к^{р)Х

F{ p ) ~ -  : z T , j i p ,  0)
/-0

x e x p  (~аЦ?„т) М k^{p)

«
г I

Oil£3d/ .

dQ —



Здесь точка вверху означает производную по времени. С учетом 
выражений (4.43) и (4.44) распределение температуры в области Q 
представится в виде

т  Г

Т{р.  x) = - ^ \ f (p )AQ +  ^ \  +
^  а о I о

I "1 ' 00
t )dS,  d / + 2 i ] ^ o y ( P -  т ) + ^  с Л ( р ) е х р ( —

i= 1 s.. (= 0

X  f  k „ , ( p ) F { p ) d i } -------- ^  [  k ^ ( P ) Q v i P ’ f  (S; )  (Si. 0 ) x
Ш L fi ■"' = !  5 .

x d S i
0
J e x p ( a f i 2 / j  k^ ( p ) Qi P,  +  k „ ( s , ) x

.s

XQiiSi, l)dSi d t l (4.47)

Ряды в решении (4.47) сходятся равномерно, если мы предпо­
ложим, что функции Р{р), д^(р,  т), т) не только интегрируемы 
по своим независимым переменным, но и имеют непрерывные пер­
вые и вторые частные производные по пространственным перемен­
ным, а функции Яу(р,  т) и q̂ {Sl■, т) имеют еще и непрерывную 
производную первого порядка по времени.

Т е п л о п р о в о д н о с т ь  с ф е р ы  ( т р е х м е р н а я  з а д а ч а ) .  Н е­
стационарное температурное поле 0 ( /? ,  О, ф, Ро) в однородной, 
изотропной сферической области ^  ( 0 < / ? < 1 ,  0 < ф < 2 я )
при постоянных теплофизических параметрах материала описывается 
уравнением теплопроводности

_ 1__

/г®

д¥о’

о '
J r

д , „
Sin и  —

ad
дЩ

sin* о  дф*.
-f-Os(/?, ф, Ро) =  

( 4 .4 8 )

Qo ('■. Ф- ^0где Os(/?, 0, ф, Ро) = --------- ----------------- функция объемной плот-
У1\

ности теплового потока внутренних источников теплоты; (“) = 7 ’/7"*,
¥о = т! ^ 1 .

На поверхности 5  области 12 заданы граничные условия 11 рода
а е / а / ^  =  К 1 ( 0 ,  ф, Ро) (/? =  1, 0 < ^ > < л ,  0 < ф < 2 я ), ( 4 .4 9 )

где ф.  Р о ) =  с/ ( 0 ,  ф,  X)
Начальное условие

0 ( / ? ,  О, ф,  0)  =  Р { Я ,  (>, ф),

где Р{Н, О, ф) =  Гп(г, Ф)/Г,.



Задача Ш турм а— Лиувилля для нахождения собственных чисел 
и собственных функций запишется в виде

с* ^2 \ 
дя  \ а/? 50' \  д'д I  О с?ф

1тп

0< 0< л, 0<ср<2я);
= ̂  ( / ^=1,  0 < 0 < л ,  0 < ф < 2 л ) .

(4.50)

Применяя для решения задачи (4.50) метод разделения перемен­
ных. получим

о .  =  ,(). ,„/?) Р™(С050 ) 1  ((, ш,  п =
I 51П ш ф  ]

=  0, 1. 2, . . . ) .

где — собственное число, являющееся /-м неотрицательным кор­
нем уравнения ([х,„) — {̂ l „̂) =  0: — присоединенная

2 2 
функция Лежандра первого рода, порядка т и степени п.

Определим нормирующие коэффициенты Согласно формуле
(4.41).

2л

О О О
I

тогда =  I '1+' и 2
л

^ 4.  ̂ “  I (СОХЙ)]2 51пОс1<> =

X  ; б,„о — дельта-функция Кромекера.
( п  —  т ) 1

Определим квазистационарное распределение температуры 0(,(/?, 
О, ф, Ро) непосредственно из системы уравнений для ее нахождения. 
Имеем краевую задачу

1

¡п О а д  \  /  31П *0  <3ф*а/? д^/  51п

(1(0 (Ро) 

(1Ро

+ 0 5 ( /? ,  о ,  ф, Ро) =  

<4.51)

( 0 < / ? < 1 ,  0 < 0 < я ,  0 < ф < 2 л ) ;

=  К) (0. ф, Ро) ( ^  = 1, 0 < f> < я .  0 ^ ф < 2 я ) ;

0о( /? ,  О, ф, Fo)^? ‘‘̂ s i n í ^ d ^ ? d д d ф  =  0.

(4.52)

(4.53)



Для решения задачи (4.51) — (4.53) применим двойное интеграль­
ное преобразование по переменным ф и -О:

2я л

т ,  п,  Р'о, (р') =  |  с о з т ( ф — ф')с1ф  ̂ 0(,(/?, О, ф, Р о ) х  
о о

X Р™(СО«<>) 51п& и й .

Тогда в области изображений получим

1

4 я й ^ А . - ^ ^  (4.54)' т о  по 

дв, = К)(/г. т ,  Ро, ф') при /? — 1.

При ЭТОМ выполняются соотношения ^ О, О, Ро, =  О
о

и вр(/?. о, т ,  Ро, ф') =  0 ( т = 1 ,  2, . .  .),
Определим функцию ©(Ро) по формуле (4.43) и постоянную V:

1 о, п  2п г

(1)(Ро) = — (* с1/ 5 1 п ^ с 1 д  1 ср. 04*
4л о 5 о .

' 1 
- | - |0 5 ( / ? ,  ф, (1ф;

о J

1/ =  Л |с1£2  =  7зЛ-
а

Решив уравнение (4.54), найдем оригинал функции 0^ по ф ор­
муле

00 со

елл:. ф. Р о ) = 2 ^ ^ — л. т .  Ро, ф),
т^О '1=0

Тогда выражение для квазистационарного распределения темпе­
ратуры запишется в виде



'1*1

2 Я

P/7mP?(cosd) ?
_í_ >  \  2 2̂ 1 л 2 ------ L P '« (cosO )sinddi^x

^  ̂ л ( 1 + б ^ „ )  ¿ '

X . —  Ki (^, ф', F o ) +  <̂  +  ') * Í ф'^ Fojp^+VdpH------ !— х
J  п [ 2 n - \ - i ) n J  ( 2 n + l )
о 9

X
-R I

Os(p. О, ф', Fo) р "+ ‘р dp 4 -f  Os(p, O-, ф', Fo) í— Y‘ p dp 
J J l  P /

X  co s /П (Ф — ф') d f ' .  (4.55)

Решение исходной системы уравнений (4,48) — (4.41) теперь не­
посредственно следует из формулы (4.46):

b { R ,  ф, Fo) =  — f j  j* F{R,  i>, ф) s i n i D dдdф+( t t  (F'o)-t- 
ó 0 n

CO Э0  oo

+  e , ( R ,  0, Ф, F o ) + V  V у  - 2 ! = ^  P”  (cos Й) x
^  ^md jmJ^O+Omn)”  /=sl m=0 4=0

2 n  1 Л

X e x p ( — (i2^Fo)  ̂ J  n+ \ /2 {\^1, Я ) Р ' ^  {cos & ) F { R ,  ф ' ) / ? ^ ^ ^ Х
0  0 0

I Л
X  s in  0  d/? d o  —  Ц- 2 [  f /2 (fi,„^?) P"'(cosO)Os(/^,  1&, ф', 0)x  

_ ó ó

n
x/?3/2siní>dy?di') +  y ^ + , /2 ( p , j | P n c o s ^ ‘>)Ki(d, ф', 0 ) s i n d d 0

Fo

J
0

I Л
f Jn+ i/2  (p,„/i) P^{cos#)Os(y?, 0 ,  ф \  t )R^/ '^x.  

. 0  0

Л

X s in ^ d /?  df) '+y„+,/2  (M-/n) j  P"‘ (costf)Ki,{i>, ф', í ) s in í ) d d d O x



Ряды в выражении (4 56) сходятся равномерно и значительно 
быстрее, чем в решении, полученном обычным способом

§ 4.3. Применение таблиц интегральных преобразований

Использование интегральных преобразований значительно уп р о ­
щается наличием таблиц ядер, характеристических уравнений, фор^ 
мул преобразования и обращения интегральных преобразований 

, в прямоугольной, цилиндрической и сферической системах координат
■ для областей различной 

протяженности при разли- у ¿=/,2
, чных видах краевых уело- ‘

ВИЙ, которые приведены 
ниже.

О д н о м е р н а я  з а д а ­
ча.  Н е о г р а н и ч е н н а я  
п л а с т и н а  и п о л у ­
о г р а н и ч е н н о е  т е л о .
Для реш ения несиммет­
ричных к р аевы х  задач 
при однородных граниЧ' И. +ос  Т 
ных у слов и ях  И ) рода ‘ Ôx ’
(рис. 4.1) можно приме­
нить интегральное пре* 
образование

T i n  т ) = \  K i n  х / Л х  Рис. 4 .1 . к  выбору ядер инте|-рал1.ного преоб- 
^  р а з о в а н и я  (табл. 4.2) (68J

х Т ( X .  T ) d x .

Ядра интегральных преобразований /( (̂ х̂ . х/1) выбираются из 
табл. 4.2 {[б8|) в зависимости от вида заданных граничных 
условий.

Переход к оригиналу осуществляется по формуле

ОО

Т ( х ,  Т ) -  2  К  x f i ) T  ()L^, T).
-7=1

Вид ядра конечного интегрального преобразования, характеристи* 
ческое уравнение и его корни в случае полого цилиндра определя­
ются из табл. 4.3 и 111.8— 111.14 (см. приложение 111 ч. 2) в 
зависимости от вида граничных условий.

Лля сплошного цилиндра ( 0 < г < /? )  ядро и характеристическое 
уравнение определяются из табл. 4.4.

Дв у х -  и т р е х м е р н ы е  з а д а ч и .  П р я м о у г о л ь н а я  с и ­
с т е м а  к о о р д и н а т .  Методом интегральных преобразований можно 
решить большое число краевых задач теплопроводности.

R табл. 4.5 приведены формулы преобразования, обраш,ения, вы­
ражения для лапласиана в области изс^ражений для различных



пространственных областей. Выражения д^тя ядер К  выбираются из 
табл. 4.2 в случае конечного интервала изменения пространственной 
координаты и из табл. 4.6 — для полупространствеиных интервалов.

Ядра конечного преобразования и характеристическое уравнение 
для неограниченной пластины

граничные условия

при Х = 0  при Х=1
Ядро «  ( Ji„. f / l )  . Х ар актер истич еско е  

у раннение  лля ц

Wj-'O O Wa=.oo

/у ,  « с о Я а « 0

Н , - 0 Wj •» 00

f / , = 0

Я а ‘“ Const

^ const Я а — ОС

Н , =.consl Я а = 0

/ / ,  = co n s t Я г  =  const

V 2Ц s i n ^ i n ( j T / / )

Y ^ l  sin|tn(-f/0

V  2 / /  С0 ?|Д.„ (дг//)

COSH-п ( x / l ) *

.  / ? Г
V  I  ̂ nl + Hp^+H^l
X C O S ^ tn  ( x / l )

Vt
XsinHrt(l ~x/ l )  

Х С 0 5 Ц „  (1 —  x / l )

/ f

1/2

1/2

1/2

— }1лСОЗЦ„(Д'//) +  //,/51пЦпХ 

HJ

, 11/2
+  ff. /

-+

sinn=*0 

C O S |A = 0  

sin n*=0 

sin^i—0

\l 1ёЦ-Я2/

Hctgn— Wj/

\1

. 1  П р и м е ч а н и е .  W=oo — граничные услооия I р о я Н  Я = 0  — граничные условия 
U р о д а :  « —co ns t  — граничны е у с л о в и и  П1 рода: ц = в / .

•  П ерв ы й  к о р е н ь  ц  ра в е н  н у л ю .

Рассмотрим пример решения трехмерной задачи:

£!1-1
дх*  д у ‘  дг^ а д х '

Т{х ,  у, Z,  0) =  (р(х, у,  г);

(4.57)

(4.58)
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— 2, X) пр и  ^ = 0 ;
дх

37
^ 2 ------ ' r ^ 2 T = h { V ,  2, Т) п р и  X =  li\

дх

dl ' 
—K z — ЬаэГ =  /з{х, г, т) при у =  0;

д\

—  + и { Г г ,  т) при у = ^ 2*
ду

—Л . ^ ^ + а 5Г = / в ( х .  у,  X) при 2 =  0;
дг

> ^ e ^  +  «e7' =  fa(-i. У> t )  При 2 =  /з. 
ог

(4.60)

(4.61)

Т а б л и ц а  4.4

Ядра /С(11п» г/Я)  и характеристические уравнения 
интегрального преобразования для конечной области ( 0 < г < / ? )  

в цилиндрической системе координат [68]

граничны!.' 
условии 
при r =R

Ядро Ку ( ' / R ) Харнктеристиче- 
C K u e  ураннення

1 рода 
W - = а Д  •=> ^  

( Х « 0 ) •^v

11 };оЛ<1 
Я  »«0 ( а  “ 0:

/ ■ I
R

V* - i / v  J y i \ i n r j R )

111 рода 
W =  const

/ 2 ^

R I  Urt /

/  _ \  ~ t / 2  J-v

П р и м н ц я н и е .  1Х»р/?; / /«»аА — а,/Л,

К системе (4.57) — (4.61) применим интегральное преобразование:

^(Рп. Упг т )=  ¿^(Р„. х) / ( (у„,  у)/С(е^. г ) Г ( х ,  у. г, т ) х
ООО

ХЙА:(1ус12.

в  области изображений дифференциальное уравнение (4.57) при­
мет вид

^17'(^. Уг.. Ч .  +  (Р^, е ^, т ) = . f  (Р„,
е^, т). (4.62)
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Д ‘к
Х (1у(12 +  - |А : ( Р „ .  I 1 А (е ^ .  г ) К ( у ^ ,  У ) /г{ У . 2 . т ) ( 1 у с 1 2 + - х

п о 3̂

,х 1 ^  (Y^. У)1у=о ] \  К  (Вй, г)/((р„, х )и{х ,  г, т)6х(\г~\ -^ \К (у^,  у)]у^/,х 
' 8 5 4̂

X (  1 л:{е^. г ) К ф ^ ,  х)1^{х, г,  т) с1л d г  +  ̂  [/С (е^, г ))^= о  (  ( /С {р^ ,  х ) х
П ?) • {(б

► 'ад
х / С ( у „ .  У )1^(х , у, т ) с 1 д : а у + - ( / С ( е ^ ,  /С (Р ^ , х ) К { у „ ,  у ) Х

^  5 б
Х/е (Л, >', Т)(\х (\у.

11ри этом мы воспользовались формулой для лапласиана из вто- 
рой строки табл. 4.5, •

Т а б л и ц а  4 .6
Ядро интегрального преобраю вания для п о л у  пространственной 

задачи (0 < ж < о о )

гр ан и ч н ы е
у с л о в и и  1 ф И  ( ° х О Я дро К  ( 3 .  * )

Р 005 Р Х-\-Н 51п Р

I 1 рода 
Н -0  (а-0) (2/л)'^^005 Р-«'

1 рода 
Н^оо (Х-0) (2/п)‘'*8Шрж

Получив решение уравнения (4.62), воспользуемся формулой пе­
рехода в область оригиналов из табл. 4.5:

00 00 00

Т ( х , у ,  2, т ) - у  2  ^  ехр[—а ( р ; + у ^ + е 2 ) т ] А : ( Р „ ,  х ) х
I т =  1 к =  I

т
х л :(у ^ ,  у)К{Е^, г )  $(Р„. у^,  г ^ )+ |е х р [а (Р = + у '„ .  +  е^) ( \ Ефпг  Ут-

'Де 5(Р„. Ут, ей)=[Г(р„. Уш. «й. т ) ]х -о“ 1 /С(Рп. х)К{у„,  у ) х
« 5 5

ХЛ{е^, 2)ф(д:, у, г ) ^ х й у ( \ 2 .
Вид ядер К  приэеден в последней строке табл. 4.2.



Ц и л и н д р и ч е с к а я  с и с т е м а  к о о р д и н а т .  Если темпера­
тура цилиндрического тела зависит от двух пространственных коор­
динат Т  {г, г, т) или Т{г ,  О, т), то для таких задач формулы пре­
образования и обращения содержат функции от двух переменных. 
Формулы интегрального преобразования и изображения 'тапласиаиа 
содержатся в табл. 4.7 для различных интервалов изменения прост­
ранственных координат.

Н е с т а ц и о н а р н а я  т е п л о п р о в о д н о с т ь  к л и н о в и д н о й  
о б л а с т и .  Задача определения нестационарного температурного 
поля в плоском однородном клине с углом раствора х (0 < - 0 < х ,  
0 < х < 2 я ) ,  ограниченном дугой окружности р =  Ро, сводится к реше­
нию уравнения теплопроводности

^ = ^  +  - ^  +  4 ^  (0<Р<Ро. 0 < О < х ) ,  (4.63)
дРо ф® р ф  ()*

где ¥ о —ах!Н'^ — число Фурье; \ ) ^ r | R  — безразмерный радиус при 
соответствующих краевых условиях.

Пусть начальная температура клина
^ (р ,  *Ро)|ро=о ^). (4.64)

Н а гранях клина заданы граничные условия I и II родов, а именно: 
при й  =  0 Г ф ,  О, Ро) =  /(р , Ро);

„ к  д Т  (р, X, Fo) , с  \при =  ч --------------------i=fi(p . Fo),
р a v

(4.65)

и на дуге окружности р =  Ро выполняются граничные условия III 
рода

^Z>Q i±f2l +  B i | r (p o ,  Р о ) - Г , ( д ,  Ро)] =  0. 
др

Для того чтобы исключить зависимость от переменной О, при­
меним интегральное синус-преобразование по "i) (см. табл. 4.2, 
вторая строка);

X
T’ ip, v^, Fo) =  j ’ /({v^, ^ )Г (р ,  О, Po)di>,

n

г д е  K (v ^ ,  ft) =  | / ^ ^ s i n  v„ =  (2 / i - | - l )  л/(2ф„).

Тогда в области изображений получим задачу

( 2 л + 1 ) /  (р. Ко) 

2хр
f L _ L _ L i T _  . ^ Г 4 - — i / " —

(I (?р р ‘̂  Л( '  V к

- ( - 1 ) ”4-^>(Р. Fo) 1 = 4 ^ .  (4 66)к ОХ

0) =  г„ (р ,  v„); (4.67)

аг(,, v„. F ° ) .^_Bll7'(po, v„, F o ) - f . ( v „ ,  Fo)| =  0. (4.68)
Ф
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Применение к (4.66)— (4.68) преобразования Ханкеля по пере­
менной р (см, табл. 4.4, третья строка)

Г(е^. v„, F o )=  fpK vJeh .  р )Г (р ,  v„, Fo)dp

с ядром
|/ 2

Kv (е*,. р)== — 1 Í +  1 - ^  
4  \  4 р п

—  1/2 Р)

где е,, — положительные корни характеристического уравнения 
eУv„(epo)^-BiJv„(£po)=^^ приводит к неоднородному обыкновенному

дифференциальному уравнению относительно функции Т  (е^, v„, г). 
Решая уравнение, получим

V  Fo) =  e x p (—elFo) v„) +

ho
-f  _ exp (Efe, v^, t)Aí 

__p«

-i J  jr„(p, ......
O o

_____ P ü

p 2 . + l ) n / ( p ,  ,)

где
(2л+1)я<>‘

^ ) s in ------ ---------Kv„i4> p ) p d p d d ;

W
2 x p

X

Sin O dO .
2x

■ H
X K v j E h ,  p ) d p  +  B í P o / ( v j E t i ,  P o ) l / ^ A  Г

функции T  и T  получим, совершая обратный переход в область  
оригиналов, по формулам

iXi
^(р- Fo) =  ̂ 2j  ̂ p ) f  (8ft, Fo);

Г(р ,  « , F o ) - l / ’ - I V s i n - g ^ t ' ) " »  Г (р ,  v„, Fo).
y  V 2x

-i-=n

Тогда распреде'1ение температур в клиновидной области имеет вид 

Г(р, ■». Fo) =  ^  А  ^  sin "О- ^  /Cv, (е„ р)Х



С ф е р и ч е с к а я  с и с т е м а  к о о р д и н а т .  Уравнение теплопро­
водности в сферических координатах можно представить в виде

1 дЧI__L _L
а д\ дг  ̂ г дг г* (Эц

где ц«соз{^.
Разделен ие перемен ных при водит 

дифференциальным уравнениям;
к четырем обыкновенным

d V (T)/dT-f-af}^tJ (т)= 0 ;  
6‘̂и ((p)/d9‘'^+m“w (<р) =  0; 
d*(o (г) 2 d(o (г)

dr®
_d
d|^

dr

( 1 - Ю ^ 1 + [ " ( п  +  1)
dn

n ( л + 1 ) (ü (г)=0;

I -  (V

(4.69)
(4.70)

(4.71)

(4.72)

Частные решения уравнений (4.69) 
ственно

о(т) — ехр(—ац^т);
U(ф)- - - s in т ф ,  co s /пф;

/И (|л )-0 .

(4.72) имеют вид соответ-

0)(Г)

Aí(fi)

»/ri-f 1/2 (р''). Л+1/2
К рлV ür

- Р ^ ( ц ) .  Q,?(fx).

Здесь Рп{[1 ) и (ц) — соответственно функции Лежандра степени 
п порядка т первого рода и степени п порядка т  второго рода; 
Л,^-1/2(Р0 и Ка+1/2 (рг) — соответственно функции Бесселя порядка 
п-1-1/2 1-го рода и порядка п+ 1 /2 ,2 -го  рода.

Функции Бесселя 1-го и 2-го родов, порядок которых равен 
половине нечетного целого числа, связаны со сферическими функ­
циями Бесселя 1-го и 2-го родов:

и  (2) +  1/2(2); у„(2): / г УП+М2 (2).

(2)«г« —

Д ля целых значений п сферические функции Бесселя суть эле­
ментарные трансцендентные функции:

у (г )= ( -1 ) ' -н ^ „ _ , (2 ) (^ = 1 .  2. . . . ) ;2 dz / г 
/ о ( г ) = з 1П 2/ 2, У о ( 2 ) ^ ~ С 0 5 Х / л .

Переменная |х=созО  изменяется от — 1 до + 1 ,  так как угол
О изменяется от О до п.  Д ля  разных интервалов изменения пере­
менной р. в табл. 4.8 приведены формулы прямого и обратного 
преобразования, определено ядро преобразования. В табл. 4.Р при­
ведены формула преобразования и обращения, выражение для ла­
пласиана в области оригиналов и изображений при различных



' граничных условиях. Вид ядер определен в табл. 4.8. Ядро в послед­
ней строке таблицы выражается формулой

Г) =  Г " ‘/^,4_1/2КрГ)

где v„p — положительные корни уравнения 7„+i/2 (v/?i) =  0,

 ̂ /V,jVu «=-----— Jn~  i/2 (Vnp^i)‘̂ '1+3/2 (Vnp/?i).

Используя табл. 4.8, 4.9, можно решать конкретные задачи в сфе- 
рической системе координат.

Д в у х м е р н о е  н е с т а ц и о н а р н о е  т е м п е р а т у р н о е  п о л е  
т а р а .  Однородный шар (0<г<У<‘) с начальной температурой T qÍí , ц) 
помещен в среду с температурой т) (|i =  cosí».

При т > 0  между поверхностью шара и средой происходит тепло
обмен по закону Ньютона, причем изнутри шар нагревается источ

Т и Л л н ц а  4.h
Интегральное п1)ео(Н)азование Лежандра 

и соотвегствую ш не формулы обращ ения д̂ 1я раз.1ичнмх ин тервалов  
изменения переменной fi |68j

Иитерввл
изменения

Интегряльное 
преобрв «ованис Формула обра : екн»- ^!дро прео6рвзоввнн>

—  1 < Ц < 1
1

Г , ( п ) «  J  К„  (fi) Т д ц  
- 1

i  K „ ( ) L ) T , { n )
/ЖОО

0 < ц < 1 T f  { 2 п + \ ) ~
1

. - [  f<2n+l  (Ц) Т ' Ф  
0

î ' =  i !  / < а л + | (Ц )Х  

ж 7 /  ( 2 f j + l )

^•¿Я +  1 ( и )  “  

_ У 4 п - Ь З  Р 2 Л + 1 0 0

0<»А <1
1

Г / ( 2 п ) - [  К , „  (ЮГс1м 
0

Г -  2  К , п { \ ^ ) Т , ( 2 п )
rtvO

Р 2 л ( Ц )

—  1 < ц < 1 Т , ( п .  т ) ~
1

-  ^  с  ((*) T iv -  
- 1

T-  2  с  W x

х Г ; ( п ,  m)
< ( и ) -

/~ 2 л + 1  ( п  — т ) !  ^

V  2  (п-Ь01)!

ником теплоты с объемной плотностью теплового потока ц,, т).
Нахождение температурного поля связано с решением дифферен­

циального уравнения

=  V h -  — [(1 — ц‘̂ )—  и. т)
а дх дг \  дг J д\1 d\i _ к

ф < г < П ,  т > 0 )  (4.73)
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при начальном условии
Т(г ,  [X) (4,74)

и граничном условии

ц, т ) - Г , ( ц ,  т)] -0. (4.75)
дг

Применяя К задаче (4.73) — (4.75) преобразование Лежандра 
^(см, табл. 4.8, первая строка), получим в области изображений 
(см. табл- 4.9, первая строка) трансформированную задачу

' -----f + q , { r .  п. х) !К (4.76)а di дг \ дг ! гз

Т  (г, п, 0) =  Т„(л, п)\ (4.77)

х Я Ж Л ^ 4 а | Г ( / г .  п. х ) ~ Т , { п ,  т)| =  0. (4.78)
дг

Для того чтобы к уравнению (4.76) можно было применить пре­
образования Ханкеля, введем новую функцию г (г, п,  т), связанную 
с Т{г,  п, х) зависимостью г — Т.  Тогда задача (4.76) — (4.78) 
приведется к виду

+  я. Т )А  (4.79)
а  дх г дг \ дг /

г(г, п, 0) =  г'^^То(г. n) =  z„(r, п); (4.80)

x A E _ 2 : _ J l  +  ( a - - L ) z ( / ? ,  Г1, т ) - а ) / ^ Г , ( л ,  т) =  0. (4,81) 
дг \ 2 Р  /

Применим к этой задаче интегральное преобразование Ханкеля 
порядка VB=n+l/2 (см. табл. 4.4, третья строка), получим в области 
изображений уравнение первого порядка по переменной т

■ ^ + а у ^ ( « ) г = и / |у ^ ( / 1), п, xJ; (4.82)

г(0) =  го, (4.83)

где Vm («) — положительные корни характеристического уравнения 
(см. табл. 4.4, третья строка)

yJ,.+i/2 (Y^)+Biy,.4-1/2 (yR )=0: 
и

i^=i \ r^f ^Kn+\ i 2 \y„{n), r\Z(,(r, n)dr,J
0

R
№-{y„(n). n. T l = i j ’ /-^«i:„+,/2 |Y„(rt).

n

Kn+ï/2 [y,„{n), R \ T ^ n ,  x).



Решение задачи (4.82), (4.83) находим элементарно:

2 =  е х р [ — ау^,(п)т] 2о Ц-]* ехр (п)/| ^  (я), л, t ]dt  .
I о

С помощью формул обращения преобразований Ханкеля и Ле- 
;жандра запишем решение задачи (4.73) — (4.75): ф

оо вф
Т ( Г , Ц ,  т ) = 2  2  г~^'^Кп+х/2 \у„{п),  г |Л Л Ц )е х р 1- а у ^ ( / г ) т  х

х | 2о + |  Й5'|у„(п). п,  / ]ехр  [ау^(п)^](]^|.



Г Л АВ А  V

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ В БЕСКОНЕЧНЫХ 
И ОДНОСТОРОННЕ БЕСКОНЕЧНЫХ ПРЕДЕЛАХ

 ̂ § 5.1. Виды преобразований и пример|}1 применения

Рассмотрим наиболее часто применяемые и теории теплоггровод- 
пости интегральные преобразования.

О д н о с т о р о н н е е  интегральное п р е о б р а з о в а н и е  Л а п ­
л а с а

ОО

Т(з)= 1. [ / (т )1 =  | / ( т ) е х р ( ~ 5т)(3т (5,1>
'п

ставит в соответствие каждой однозначной функции (оригиналу) /(т> 
(т — действительная переменная) единственную функцию /  (5) (изобра­
жение) комплексной переменной 8 =>о±т.

После решения краевой задачи в изображениях переход к ори­
гиналам осуществляется в общем случае по формуле

I  Г(5)ехр(5Т)(15.

Путь интегрирования лежит справа от всех особых точек f{s). По­
дробно вопросы применения интегрального преобразования Лапласа 
рассмотрены в § 5 .2 — 5.5.

Д в у с т о р о н н е е  п р е о б р а з о в а н и е  Л а п л а с а  задается 
соотношением

оо

/й{5)=  ̂ f ix)exp^■— s ^) 6 x (5.2)
— во

И представляет собой некоторое обобщение преобразования Лапласа, 
применяемое к задачам, где участвуют значения / ( т )  при т< 0 . 

Переход к оригиналам осуществляется по формуле
О-^/оо

I  Го(8)ехр(5т)с15. (5.3)

Интегрирование в (5.3) проводится в комплексной области, при 
этом а 1< Р е 8= а < а 2. Во многих частных случаях двустороннее пре­
образование Лапласа связано с преобразованием Лапласа простыми 
зависимостями. Так, например, L^,[/(т)]=*L[/(^:)]. если / ( т ) = 0  при



x < ü * ,  (т)] L [ / (т)| — C/s, если f ( t )  =  C при т < 0 .  В общем жс 
•случае одностороннее преобразование Лапласа связано с двусторон­
ним соотношением

¿-d [ / ( t ) |  =  / - ! / ( t )1 +  í . [ / ( — т ) |

Вопросы применения двустороннего преобразования Лапласа под­
робно рассмотрены в [18].

П р е о б р а з о в а н и е  Л а п л а с а  — К а р с о н а  получило широ­
кое распространение наравне с преобразованием Лапласа. Преобра­
зование Л апласа — Карсона задается следующим образом:

О С

L^\ f  (т)] =  S J  / (т) ехр (—ST) dT. 
о

Формула обращения
0 + ^  о о

=  ^  j  -í-f;,^(s)exp(sT)d5.
а — loo

Преобразование Лапласа — Карсона связано с преобразованием 
Лапласа простым соотношением

( / ( т ) | .

Поэтому все результаты, полученные в ^ 5.2 для преобразования 
Лапласа, могут быть легко распространены на случай интегрального 
^преобразования Лапласа — Карсона Наиболее полные таблицы ин­
тегрального преобразования Лапласа — Карсона приведены в (34).

Если положить в формулах двустороннего преобразования Лап­
ласа (5.2) и (5.3), что 5 =  2nív, то придем к формулам, дающим ин­
тегральное п р е о б р а з о в а н и е  Ф у р ь е :

00

F{v)= / ( т )ехр(—2nívx)dT, (5.4)

} (х )=  I  F (v)exp(2лívт) dv, (5.5)
—  ОО

Причем интеграл в правой части формулы (5.5) понимается в смысле 
главного значения, т. е. как предел

1]гп I  (V) ехр (2ш \т) d v .
—►ОС — I

* Здесь  L —  о п ер ато р  одностороннего п реобразован и я  Л а п л а с а ;  опера
•тор д в у с т о р о н н е г о  преобразования  Л а п л аса .



преобразование Фурье применимо, если функция f  {х) абсолютно 
интегрируема на числовой прямой

| / (T ) |d T < o o .  (5 6 )
—ОО

Условие (5.6) значительно ограничивает область применимости
* интегралыюго преобразования Фурье. Например, условие (5.6) не­

выполнимо даже для элементарных функций, таких, как / (T)=c ons t ,  
Sint ,  COST и т д. Отметим, что интегральное преО|бразование Фурье 
может быть также применимо в другой форме:

(5.7)

F((j)) =  —-!— ( / (т) ехр (—í(üt1 dt;
1 /2Л -00 

00

f { x ) ~ — F(o)) ехр ( í w t )  dü) ,
У -¿л —ОО

или
ОО

F(cú)~ / ( т ) е х р ( —í (DT)dT;
--СО

ОО
/(т} =  —  i F((ú)exp(í(úT)d(D.

2я — ОО

Рассмотрим к о с и н у с -  и с и н у с - п р е о б р а з о в а н и я  Ф у р ь е .  
Введем соотношения

_ 00 _ое
—1 /  ~  /(x)costtTdT и / ( t ) = = i /  1. (а) cos arda.

У  л 6 V  п о
функции, связанные указанным образом, называются парой косинус- 
преобразований Фурье. Аналогично вводится пара синус-преобразова­
ний Фурье:

0 0  ____ ОО

=  i / ( T ) s i n a T d t ,  / ( т )  =  | у ^  1- 1 f 5 ( a ) s i n a T d T .

Для применения этих преобразований необходимо, так же как 
и в случае преобразования Фурье, потребовать абсолютную интег­
рируемость функции f ix):

со

j  | f ( T )d T |< c o .  (5.8)
о

Если функция f  (х) — четная функция, то косинус-преобразование 
Фурье совпадает с преобразованием Фурье (5.7) F {u)) — t\{in).  F-сли



функция f'{т) — нечетная функция, то синус-преобразование Фурье 
связано с преобразованием Фурье (5.7) соотношением

f (co )  =  [ f ,  (со).

Косинус-преобразование Фурье удобно применять для решения 
краевых задач при граничных условиях 11 рода [65], а синус-пре­
образование Фурье удобно при граничных условиях I рода.

Так как условие (5.8) значительно сужает область применения 
синус- и косинус-преобразований Фурье, то было предложено ис­
пользовать обобш,енные косинус- и синус-преобразования Фурье:

Наличие дополнительных множителей ехр( +  от) позволяет ис­
пользовать преобразования (5.9) для тех случаев, когда обычные 
косинус- и синус-преобразования Фурье неприменимы, например при 
/ ( t )  =  const, COST, s i n t  и т. п.

Рассмотрим интегральное п р е о б р а з о в а н и е  М е л л и н а .  Нели 
в формулах (5.2) заменим s на —s и т на t =  t ^ , то получим:

Для применимости этих формул достаточно потребовать выпол­
нения следующих условий:

1) фуикция ^(^)  кусочно-непрерывна и имеет конечное изменение 
на каждом отрезке полуоси ?>0;

(5.9)

оо

о
00

/ ( 1 п О = —  Í / ( —s)ex p (—sin  О ds.2jií _ .í
Если теперь положить /( ln /)=»g(/)  и / ( —s)= g (s ) .  то получим 

формулы преобразования Меллина:
00 0 + / о о

g ( s ) ^ f  g { t ) í ^ - ^ á í \  R{í) = ~ í (5.10)
о — íoo



2) существуют две постоянные и 02 (01< а 2) такие, что инте-
00  00

гралы и абсолютно сходятся;
о о

3) прямая интегрирования в формуле (5.10) принадлежит полосе
С ,< 0< 02 .

Условия применимости преобразования Л^еллина могут иметь 
и другой вид [611. Преобразование Меллина является некоторым 
видоизменением преобразования Лапласа, поэтому ряд свойств пре­
образования Меллина следует из соответствующих свойств преобра­
зования Лапласа.

Для решения задач в цилиндрических или полярных координа­
тах в полуограниченных областях применяют иногда п р е о б р а з о ­
в а н и е  Х а н к е л я .  Формулы преобразования Ханкеля порядка п 
имеют вид

ОС» со
Г(а) =  | ^ / 'И - / п Н ) а г :  ¡{г)= ¡ 'Г(а)^„(га)ас1а. 

о о

Приведем формулу для изображения комбинации производных, 
встречающуюся в выражении оператора Лапласа;

(¿г* г — —а=Г(а).л*

{ С и м в о л р а з д е л я ю щи й ,  например, функцию §{г) и ее изображе- 
. ние 5  (а), следует читать так: функции g  {г) в области изображений 
! соответствует функция ^(а) и, наоборот, функции ^ (а )  в области 

оригиналов соответствует функция §(г). |
: Кроме рассмотренных выше преобразований существует еще ряд  

интегральных преобразований, в ядро которых входят функции 
Бесселя (преобразования Канторовича— Лебедева, Мейера и др.). 

! При решении задач теплопроводности эти преобразования приме­
няются редко и не имеют большого практического значения.

Отметим, что в теории теплопроводности часто применяется пре­
образование Лапласа (одностороннее) и преобразование Л ап л аса  — 
Карсона по отношению к временной переменной. Однако, когда 
начальные условия краевой задачи заданы в виде функции про­
странственных координат, эффективность применения этих методов 
снижается, так как в области изображений приходится решать не­
однородное дифференциальное уравнение относительно простран­
ственных координат.

В таких случаях можно применять: интегральное преобразова­
ние Фурье (5.4), (5.5) для тел неограниченной протяженности; 
косинус- и синус-преобразоваиия Фурье для полуограниченных тел 
прн граничных условиях П и I родов соответственно; интегральное



преобразование Ханкеля для тел полуограниченной протяженности, 
когда тело имеет осевую симметрию.

При применении разновидностей интегрального преобразования 
Фурье следует строго проверять условия сходимости соответству­
ющих интегралов, которые являются более ограничительными, чем 
условия сходимости соответствующих интегралов преобразований 
Лапласа и Лапласа — Карсона.

Преобразование Меллина может быть использовано для исклю­
чения из дифференциальных уравнений выражений вида 

по переменной |  в полуограниченной области.
Т е м п е р а т у р н о е  п о л е  с и с т е м ы  д в у х  п о л у о г р а н и -  

ч е н и ы х  т е л  ¡65]. В начальный момент времени два полуограии- 
чеиных тела с различной начальной температурой приведены в со­
прикосновение. Определить распределение температур в системе. 
Тепловой контакт считается идеальным.

Математическая формулировка задачи;

ат, {дг. т) (jf, т) , ^ > 0 ,  Jt>0); 
fh óx'̂  ^

X) T) ,^ > 0 .  Í< 0 ) ;  
dx dx^

(5.11)

(5.12)

Ti ( x ,  0 ) = f^(x), T^{x,  0) =  /г(х); (5.13)

r,(+0, т) =  Г з ( - 0 .  T ) ; (5.14)
j дТ,ф.  T)  , .57', (0, T í .  

'  dx dx
(5.15)

дТ^ ( +  0 0 .  T)  дТ^ (—oo, T)  ^

dx dx
(5.16)

Сопряженную краевую задачу (5.П) — (5.16) можно привести 
к двум задачам, вводя неизвестную функцию теплового потока иа 
поверхности контакта

=  =  (5.17)
дх дх

Д ля решения задачи применим бесконечное косинус-преобразо­
вание Фурье

Т (а, т) =  ] /^2/л \ Т  (х,  T)co''aJcdA:. 
о

Тогда'уравнение (5.11) в области изображений с учетом условии 
(5,16), (5.17) имеет вид

_d̂ (a^ ^  —ц-^а^Г 1 (а. т) — - ^ | / 2 / л | л ( т ) .  (5.17')
□Т A-i



к  уравнению (5.17') необходимо присоединить начальное условие в 
области изображений

( а ,  0)  =  | / " 2 / л  1* {л: )со8ах(1х.

Тогда решение уравнения (5.17') запишется так:

2 У ла|Т '
ехр { х + х 'У

4а)Т
+ е х р

( х ~ х ' У
4а,т

X

х б х ' ----- -- л у  —  г  - ^ е х р ---------- -------  dt.
У ^   ̂ У-х [ . 4а, (т —о .

(5.18)

Решение для Гг (л:, т) получим аналогично, преобразовав область 
0 ( —с о < л < 0 )  в область Й '(0 < 2< о о )  заменой переменной х =  — г:

'Га(—2, т) =
2 У

ОО

' /2(“ ^ '){ехр (г+А*')*
4ооТ

+ ех р
{ г - х ' У

4021 4̂ 2 ("С — о

(5.19)
Неизвестную функцию ¡д.(0 определим из граничного условия 

равенства температур при х = 0

«/■'(X), (5.20)

где /^(т) =  --------^
(а,, У О̂у +  А.._. ]/"а| ] т 

”  Г ¡2 (— х ' ) е х р  ( — ^ )  < х̂'

Уравнение типа (5.20) называется интегральным уравнением Абеля  
относительно функции и (т); его решение имеет вид



Подстановка выражения для  |х(/) (5.21) вформулы (5.18) и (5.19) 
д ает  окончательно распределение температур в системе. Так, в част­
ном случае /х(л:)==Т’о1 =  соп51, /2 (х)=Т„а = соп81 выражение для пра­
вой части в (5.20) упрощается;

(т) = ( Т — Т’иа) ^  /(^1 +^2 ) =сопз1

и peuJeниe интегрального уравнения Абеля (5.21) запишется так:

ц (^01 ~~ ^02)
/ я 7

где  е, = |/>.,С;р( , / = 1, 2 .
Решения (5.18) и (5.19) иVIeют вид

) (д; т;) = = -----------!------  г  ехр Г— — ------- 1X
'Го1-Гоа1 л ( '  + л:^).] I 4а, ( 1 - 0 .

X
V t { x - t )

) (X, т ) = ^^ -̂ ’̂ -----  ‘ ехр
п1\ +  К , ) .л(1 + Хе), I 4а2(т —О 

О

Х - ^

Т е п л о п р о в о д н о с т ь  а н и з о т р о п н о й  п л а с т и н к и  [24]. 
П усть  неограниченная пластинка нагревается движущимся по о круж ­
ности радиуса R  точечным источником теплоты с объемной плот- '  
ностью теплового потока Угловая скорость движения источиика 
постоянна. Пластинка помещена в среду с нулевой температурой 
и обменивается со средой теплотой по закону Ньютона. Материал 
пластники обладает цилиндрической анизотропией в отношении 
теплофизических свойств. Считаем, что в течение всего процесса 
теплопроводности пластинка теплоизолирована на бесконечности.
В начальный момент времени известно распределение температуры 
в пластинке / (г, 0 ).

Уравнение теплопроводности в цилиндрических координатах в 
этом случае имеет вид

дТ  ̂ / д ч  . I д Т \  , д ‘ Г  ,.2 ^  , 0̂С(. = я ,  ( ^  +  И - ~  ^  6 ( г - ^ ) б ( в -  ауг),
дх V дг* г  д г  !  г* г

(5.22)

где  б (д;) — дельта-функция; а^ = 2а^/Л: — коэффициент теплоотда­
чи; >.0 — теплопроводность в радиальном и тангенциальном на­
правлениях; Н — толщина пластинки.



Дополним уравнение (5.22) краевыми условиями 
Г  (г, е ,  0) = /(г, в ) ;  (5 .23)

Т ( с о ,  (-), т) =  0, — (со, 0 ,  т) —0. (5 .24 )
дг

Решение задачи (5.22) — (5.24) получим с помощью последова­
тельного применения преобразоваЕшя Фурье по переменной 
("){О<0<2л) и преобразования Х ан келя  порядка v (см. таб;|. 4.7, 
седьмая строка) по переменной г ( 0 < г < о о ) .  Применив преобразова­
ние Фурье

2 л

Т ( т ,  в ) =  { c o s m (0  — 0 ' ) Г  ( 0 ' ) d B '  
о

к уравнению (5.22), получим в области изображений

д^Т , i д Т  V» ^  2 ^  I д Т  I tfn 8/ г»ч
^---------— -------------- Т " “ -------- , b { r - R )xдг* г д г  а  дт г  X,

x c o s m ( 0  — о)т), (5 .25)

где v‘‘* =  X e^V^r. а  = ХДср),  у^ =  а7^л-
Присоединим к уравнению (5.25) трансформированные к р а евы е  

условия

Т{г, т,  в .  т )= 7 (г ,  т,  0 ) ,  (5 .26)

Г  (со, т ,  0 ,  т) = 0, -^ ( с о ,  т.  В , т) =  0. (5 .27)
дг

К задаче (5.25) — (5.27) применим преобразование Х а н к е л я  по­
рядка V

•JU

Tv (о) =  j  гУ V (ог) Т  (г) dr.

Тогда получим неоднородное дифференциальное уравнение первого 
порядка

д Т  ^
— (a^+Y^) Tv —q a Jx (a R )  cos m ( 0  — шт) (5 .28)
дх

С начальным ус.ювием

Tv{a,  т,  0 ,  0) = Г(а, т, 0 ) ,  (5 .29)
где q=-qj>^r-

Решение задачи (5.28), (5.29) имеет вид

Тм{а, т,  0 ,  x)~Jy,(a,  т, 0 ) е х р ( —a (o 'fY ^ )T ]  +
(о^+у^) J^ {a R )  am(aqJ^{(jR)

COSш ( 0  -  СОТ)------- : v  ; ____ . . .  X
m2<ü®+a* (<̂ *+Y*)* /n*CD»+fl*(o»4-Y*)’

x s i n m ( 0  — ojt).



Воспользовавшись обратным преобразованием Ханкеля
ОО

7’ (r) =  J аУ у (о г )Т у (о )0 о ,
о

получим
00

Т{г ,  т,  в ,  т) = е х р ( —ау'Ч) f o J v ( a r ) f v { o ,  m,  в ) е х р ( —ааЧ )Х  

X d a+ a^ ç  cos m  ( 0  — (от)
о (a*+Y*) Jy, (oR) Jy, (or)

do

2 • Ч a J^ i oR )  J^iar)
—  а г т о ю  sin m (B — сот) ------------------------ da, (5.30)

Использовав выражения для  двух последних интегралов в фор­
м у л е  (5.30) из справочника ¡55), получим решение (5.30) в форме

оо

Т ( г ,  т,  0 ,  т) = ехр (—ауЧ ) j  o^v(or)/v(o. m, 0 )  ехр {—ааЧ )  d a +

T ) . (5.31)

F{r, m, T) =

/v(^Ci) Kv ( i?c ,)exp  [—im((-) — îot)|+/v (rcg) Kv X 

Х(/?Сг) exp [¿m ( 0  — ü)t)| при 0< л< / ? ;
/v (/?Ci) K v  ( r c i ) e x p  |— iffî  ( 0  —  (ü t)]  +  / v ( / ? C 2 ) A v  X  

X (ГС2) exp  (¿m  ((-) — o )t)] при /■>/?; 

y^-\-im(ù/a=c'\, — i n n û l a= c\ ,  Reci, Сг>0.

П рим еняя  к выражению (5.31) обратное преобразование Фурье 

Т ( 0 )  =  - ^  X Т [т, 0 )  (р =  1/2 при т  = 0,
я  /71*0

Р«= 1 при т  — 1, 2, . . . ) ,

решение задачи (5.22) — (5.24) представим в окончательном виде;

со  i  00

Т [ г ,  0 ,  т) = - ^  V  е х р (—а у ’Ч) o J , i ( a r ) j { o ,  т,  0 } х
”  I  О

X ехр  (—ао'Ч) (\o-\- ĵ\ q̂RQF {г, т ,  т)|. 

16Ь



§ 5.2. Определение и основные правила выполнения 
операций преобразования Лапласа

Операционные методы (математические нетоды, преображающие 
символы одной математической операции в символы другой) широко 
применяются для решения линейных дифференциальных уравнений 
в частных производных параболического типа, к которым приводятся 
многие задачи ¡¡естаиионарной теплопроводности. Эти методы позво­
ляют получить не только точное решение, но и приближенные ре­
шения с известной степенью точности.

Операционное исчисление начали развивать в своих работах 
Эйлер (1707— 1783), Лагранж (1736— 1813), Л аплас ( 1 7 4 9 - 1 8 2 7 ) ,  
Ф урье (1768— 1830), Коши (1789 — 1857). Систематическое изложение 
операционного метода было дано в 1862 г. профессором Киевского 
университета М. Ващенко-Захарченко. Английский инжепер-элек- 
трик О. Хевисайд (1850—1925) впервые применил операнионный 
метод к решению физико-технических проблем.

Строгое обоснование и дальнейшее развитие операционное исчис­
ление получило и работах Д . Карсона, Бромвича, Ван-дер-Поля 
и др. Большой вклад в развитие операционного исчисления внесли 
ученые А. iM. Эфрос, А. М. Данилевский, В. А. Диткин , А. П. П руд­
ников и др.

Операционное исчисление на основе интегрального преобразова­
ния Лапласа получило широкое применение в теории теплопровод­
ности благодаря работам А. В. Лыкова и X. С. Карслоу.

О п р е д е л е н и е  б е с к о н е ч н о г о  и н т е г р а л ь н о г о  п р е о б ­
р а з о в а н и я  Л а п л а с а .  Рассмотрим класс функций /(т) действи­
тельного аргумента т, произведения которых на ехр ( —5т) (где з — 
комплексное число, вещественная часгь которого положительно 
определенная) стремятся к нулю при т -\-оо таким о б р а з о м ,  что

несобственный интеграл j  / (т : )ех р (—st)(1t сходится. В результате
о

вычисления этого интеграла получим функцию параметра s, которую 
обозначим через ^(5):

Функцию I (т) }шзывают ори гиналом ,  а !  {5) — и з о б р а ж е н и е м  по 
Лапласу функции I (х).

Важно отметить, что не в с я кая  функция /|т) имеет изображение 
по Лапласу (¿-изображение) Например, не сущ ествует /.-изображе­
ния от функции ехр(т^), так к а к  произведение ехр (т^) ехр (—5т) 
является возрастающей функцией и ие стремится к  нулю прн х->-оо. 
Поэтому при применении интег1ч«льного преобразования Л апласа  
предполагают, что функция [ (т) удовлетворяет следующим, трем 
условиям:

СО

(5.32)

t



т, кроме возможных точек 
каждом .интервале конечной

действительных числа /4>0 и а(,>0,

1) f ( T )  непрерывна вместе со своими производными достаточно 
высокого  порядка для* всех значений 
р азр ы ва  I рода в конечном числе на 
длины:

2) f  (т) =  0 при х < 0 ;
3) сущ ествует  два таких 

что д л я  любых значений т
1/(т )1<Лехр(0( , т ) ,  (5.33)

т. е. модуль f i x)  растет не быстрей, чем некоторая показательная 
ф ункция.

В  силу условия 1 оригиналы ни при каком значении х не обра­
щаются в бесконечность. Условие 2 не является стеснительным для 
п р акти ки ,  так  как в практических задачах всегда можно принять 
за н уль  то значение х. начиная с которого нас интересуют значе­
ния функции / ( X ) .

Очевидно, что каждой функции /(х), удовлетворяющей перечис­
ленным выше трем условиям, соответствует единственная функция 
f [ s ) ,  являю щ аяся ее изображением и вычисляемая по формуле (5.32). 
Из формулы (5.32) следует т ак ж е ,  что изменение значения функции 
f i x )  в какой-либо единственной точке х —х̂  не окажет влияния на 
величину интеграла, поэтому каждому изображению T(s) будет со­
ответствовать в классе разрывных функций бесчисленное множество 
оригиналов f ix) .

Тем не менее эти оригиналы могут отличаться друг от друга 
только  на так  называемые нуль-функции Л/ (х), т. е. на такие 
функции, для  которых при всех положительных х имеет место
X

| л / (0  d/ =  0.

В классе ж е  непрерывных функций одному изображению f  {$) 
будет  соответствовать одна и только одна функция /(х), что и со­
ставляет  содержание теоремы единственности Лерха Так как в при­
кладны х задачах теории теплопроводности оригинал обычно пред­
полагается непрерывной функцией, то приведенная теорема позво­
л яе т  находить решение однозначно.

Рассмотрим некоторые примеры нахождения изображений по 
Л ап л асу  простейших функций.

1. Найти ¿.-изображение постоянной f ( х ) ^  const:

L (С)_=* { Се-®^ dx = C lim i е~^  ̂dx = C l i m

2. Найти ¿-изображение показательной функции /(х) = е* ,̂ где
i  =  const:

( e ' ‘ - “ ' dT = lim
0 —►CO - ( S  -  b) s — b



Из линейиых свойств определенного интеграла вытекают сле­
дующие следствия в отношении преобразования Л ап л аса :

а) при умножении на постоянный множитель оригинала изобра­
жение такж е  умножается на этот множитель, т. е. из соотношения

следует Cf ( т ) -> C/{s), где C=const;
б) сумме оригиналов в качестве их изображения соответствует 

сумма их изображений; инр>1ми словами, из соотношений
f2(T)->72(s) следует /i (т )+ / 2 ( т ) -*-7i ( s )+ 7 г (5 ) :

в) любой линейной комбинации оригиналов в качестве их изо­
бражения соответствует такая  ж е  линейная комбинация их изобра­
жений, т. е. из соотношений 2, . .  п)  следует

где C, = const, ¿=1 ,  2,  . .  п.
О с н о в н ы е  п р а в и л а  в ы п о л н е н и я  о п е р а ц и й  п р и  

п р е о б р а з о в а н и и  Л а п л а с а .  При применении преобразования 
Лапласа каждой функции из области оригиналов соответствует 
определенная функция в области изображений. Однако при решении 
краевых задач необходимо знать не только изображение отдельных 
функций, но и правила перевода в область изображений выпол­
няемых над функциями операций. Например< если в области ори­
гиналов производится дифференцирование функции, то в области 
изображений этой операции должна отвечать вполне определенная 
др угая  операция. Приведем основные «правила», или теоремы, пре­
образования Лапласа, необходимые при решении краевы х  задач;

1. Т е о р е м а  п о д о б и я .  Если аргумент оригинала (изображе­
ния) умножается на положительное число, то при этом изображе­
ние (оригинал) и его аргумент s ( t ) делятся на это число:

/(ат)-*- (1/а)Г(5/а), 
(а>0)

f{as)  -*■ (1 / а )/ (т/ а ) .
(5.34)

Д окажем  первое из соотношений (5.34). П усть оригинал 
/(т) имеет изображение /(5). Умножим аргумент т на положитель­
ное число а  и найдем изображение функции / (а г) .  По определению 
изображения (5.32) имеем

Г (а5}= [ / (ат )ехр  (—ST)dT.

• Это соотношение читается: «функция / (т) имеет своим изображением по 
Л апласу функцию / (х)* и, наоборот, «функция-изображение /'(х) имеет оригинал
/(т)»-



Произведем замену переменной интегрирования, полагая от = /. 
Тогда получим

оо

Н аг )  ^  J  / (Оехр ( - - i  = ) .
О

что и требовалось доказать.
Рассмотрим следующий .пример. Зная из таблицы преобразова­

ния Л ап ласа  (см. приложение IV), что со5х-^  5/(5'^+1). для функ­
ции со5Лд:, пользуясь теоремой подобия, получим

1 (s/л)COSЛ.X '
л (5/я)*-|-1 5® + Л*

К ак  следствие из этой теорем1э1 можно получить следующие 
результаты;

а) начальное значение оригинала связано с конечным значением 
изображения соотношением / (0 )= l im  s/(s);

s-vco
б) конечное значение оригинала связано с начальным значением 

изображения равенством = при  этом предполагается,
5-0

ЧТО сущ ествует  конечный предел 

И т / ( т )  =  /(со).
Т—.оо

Д о к аж ем  первое утверждение (второе доказывается аналогично). 
Перейдем к пределу при а->0 в соотношении (5.34)

l i m f ( a T ) ^ Í i í n ( Í / a ) J ( s / a ) .  (5,35)
а-»0 о-«-0

Но И т / ( а т )= / (0 )  и, как  известно из примера, изображением по-
а-̂ О

стоянной f ( 0 )  служ и т  f(0)/s, т. е.

/(0)->f(0)/s, (5.36)

С другой стороны, имеем

lim  — f \ = — lim — / Í—W — lim f  (s'),
a -»o  a  \ a  /  s  a - 0  a  \ a }  s $ '-*co

где s/a—s'  и при а-^-О s'->co, оставаясь в правой полуплоскости,
поскольку а > 0 .  Таким образом, равенство (5.35) можно записать 
в виде

/ (0)->— lim  f { s l  (5.37)
s  s -»o o

Сравнивая равенства (5.36) и (5.37), получаем требуемый результат. 
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2. П е р в а я  т е о р е м а  с м е щ е н и я .  При запаздывании изме­
нения данного оригинала на значение аргум ента  т =  а > 0  его изоб­
ражение умножается на ехр{—$а):

/( т  — аз)  ( о > 0 ,  / { т < 0 ) = 0 ) .  ( 5 . 3 8 )

Предположение о равенстве нулю/(т) для всех  отрицательных т, 
во многих случаях играющее второсте­
пенную роль, здесь особенно важно и 
его всегда следует иметь в виду.

При т < а  аргумент т—а отрн- 
дателея, поэтому  / ( т —а )= 0 .  Следо­
вательно, график функции /(т—а) 
получается из графика функции /(т) 
смещением последнего вправо на рас­
стояние Оа II одновременным дополне­
нием его в интервале между О и а 
отрезком оси т (рис. 5,1).

Докажем справедливость соотноше­
ния (5.38). Введем обозначение

Рис. 5 .1 . Смешение графика 
фу»гиции / (т )  вправо

!а ( Т) -
О при т < а ;

/(т — а) при т > а .

Найдем изображение оригинала /о(т). Согласно определению
(5.32), имеем

и

/ о  ( т ) - ^  [  [ а  ( " г )  ехр ( — 5 Т )  (1т= I* (т)ехр ( — 5 Т )  (1т +
5 о

0 0  ОС

ч -   ̂/о (т) ехр { — 5 Т )  с1т =  I  / (т — а) ехр ( — 5т) с1т,
 ̂ а

так как /ц(т)=»0 при т < а .
Выполнив подстановку т — a = t ,  получим

ОО 0 0

т. е. /(т — а )^ Г (5 )ех р { —а$), что и требовалось доказать. 
Пример применения теоремы имеется в п. 6  § 5.4. •
3. В т о р а я  т е о р е м а  с м е щ е н и я

(5.39)

Эта теорема противоположна первой теореме смещения в том 
смысле, что график функции /(т) смещается теперь на отрезок Оа 
не вправо, а влево.



Такое смещение приводит к тому, что начальный участок гра­
фика ( 0 < т < а )  пропадает, так как новую функцию тоже можно 
рассматривать только  при значениях т > 0 .  Поэтому ясно, что изоб­
ражение f (s) не может быть связано непосредственно с новой, усе­
ченной функцией Это и объясняет появление в правой 
части соответствия (5.39) конечного интеграла Лапласа от функции 
f (x)  при значениях 0 < т < а .

4. Т е о р е м а  з а т у х а н и я .  При умножении оригинала на
— произвольное комплексное число) в его изображении s 

заменяется на s-f-X;

Действительное затухание оригинала имеет место только в слу­
чае, когда к  представляет собой положительное вещественное число.

Дока зат ел ь ство .  Пусть дан оригинал /(т), имеющий изображе­
ние f  (s). Рассмотрим новый оригинал е~^^/(т) и найдем его изоб­
ражение. На основании 5.32 имеем

Пример применения этой теоремы дан в п. 6 § 5.4.
5. Т е о р е м а  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  д л я  о р и г и н а л а .  

Предположим, что наивысшая рассматриваемая производная функ­
ции /(т) сущ ествует  в каждой точке т > 0  и имеет изображение. 
Тогда из этого предположения следует, что более низкие производ­
ные, включая первообразную функцию, т акж е  имеют изображения:

Д ля  решения краевых задач это правило является самым в аж ­
ным. Трансцендентная в области оригиналов операция— дифферен­
цирование— зам еняется в области изображений тривиальной опера­
цией— умножением изображения на степень аргумента 5 с одно­
временным добавлением многочлена, коэффициенты которого явл я ­
ются «начальными значениями» оригинала. Включение в изображе­
ние начальных значений оригинала является особенно ценным при 
применении теоремы к нестационарным краевым задачам (см. §5 .4 ) .

Докажем справедливость соотношения (5.40). Пусть /(т) — диф­
ференцируемая функция и ее производная ¡ ' (т)  также является 
оригиналом, причем |/(т)|<Л1е®»^, |/'(т)|<А11е̂ »'  ̂ при т > 0 .

/ (т ) е х р (— Ят)-*>/(5+Х).

f  (T)->s/(s) — / (+ 0 ) ;  

/ " ( T ) ^ s 2 7 ( 5 ) - / ( + 0 ) s - / ' ( + 0 ) ; (5.40)

/ " ( т ) - » - 5 ' ' 7 { 5 ) —  / ( + 0 ) s " - ‘  —

—/ ' ( + 0 ) s " - 2 _ _  . — /‘^ - 2 » (+ 0 )5 — p - ' ) ( + 0 ) . (5.41)



Допустим, /(T)-^f(s), / '(T)-»-/i (s). Найдем связь  между f { s )  и
00

fl (s). По о п р е д е л е н и ю , (s)— / ' ( т ) е х р (— st) c1t . Выберем здесь  s
о

так , чтобы одновременно выполнялись неравенства Re(s)>CTo; 
Re(s)>Oi. Выполняя в правой части последнего равенства интегри ­
рование по частям |и= ехр(—st ), d v ’^ f '  (х) 6х],  находим

[ _ »
Fl (5) = / (т) ехр (— st)|“ 4-s J  f  (т) ехр ( — sx) с1т =

О
ОО

’ =.—/ (0)-| S I / ( т ) е х р (—sx )dx=  — /(0) + s f ( s ) ,
h

так к ак  lim ехр{—sx)/(x) = 0, что и требовалось доказать.
Т “*00

Предполагая, что оригинал f { x )  можно продифференцировать 
п  раз и что /<'’ ’ (х) такж е  является оригиналом, методом индукции 
из формулы (5.40) легко получить более общее соотношение (5 .4 1 ) .

6. Т е о р е м а  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  д л я  и з о б р а ж е н и я .  
Как и в случае дифференцирования оригинала, операция диффе­
ренцирования изображения заменяется в пространстве оригиналов 
элементарной операцией — умножением оригинала на независимую  
переменную, взятую со знаком минус;

7 ' (s)-^ — xf (X); 

f ' ( s ) - » 'x ’̂ /(x):

7'"'* (s)-*- {— 1)" x"/ (x).

Так как изображение является всегда аналитической ф ункцией, 
то все производные в правой части соотношений существуют.

7, Т е о р е м а  и н т е г р и р о в а н и я  д л я  о р и г и н а л а .  И н тег ­
рирование оригинала от нуля до переменной точки х в области 
изображений заменяется делением изображения на аргумент s:

| / ( i ) d i - f j î ( s ) .

При применении этой теоремы необходимо предполагать, что 
если функция /(х) имеег изображение, то и интеграл от функции f  (т) 
имеет изображение.

В самом деле, если / ( х )— оригинал, то и покажем, что и ф( х )  =

=  j/ (/ )d / — оригинал. Очевидно, что д л я  функции ф(х) выполня-
0

ются условия:
1) при х < 0  ф^х) =  0;



2) интеграл от кусочно-монотонной и кусочно-непрерывной функ­
ции сам будет функцией кусочно-моиотонпой и непрерывной;

3) из оценки I / (т) | < с л е д у е т ,  что

Ф(т)| =
A/f

1" / (т) dx <  j  [/(х) [dx <  М  ехр (а„х) “  Ч

Отсюда имеем: а) при Од>0 | ч (х) |<(М/о„)е‘’»'; б) при Оц<0 
1ф(х)|</И/аи; в) если ао==0, то заменим его больишм числом и ис­
пользуем оценку а).

Выполнение условий 1, 2, 3 доказывает, что высказанное ут­
верждение справедливо: интеграл от оригинала также является 
оригиналом.

т
Найдем теперь изображение функции ср ( т )=  ( / (/)dí. Так как

о
/(х) —ср (х), то, полагая  ср (х)-^-(р (5), по формуле (5.40) находим 
связь  между ф(5) и /($):

/(5) =  5ф(5) — фо =  Зф(5).

Отсюда следует
к

(S) = — f(s) ,  т. е. / ( O d i ^ - f ( s ) .  
S J

ф,
$

о
См. пример применения этой теоремы в п. 6 § 5.4.
8. Т е о р е м а  и н т е г р и р о в а н и я  и з о б р а ж е н и й .  Предпо- 

л а га я ,  что оригинал /(х) удовлетворяет условик) |/1х)/т1‘- А при 
х -» -+ 0 , можно показать , что в этом случае функция /{х)/х также 
будет оригиналом. Тогда, рассматривая функции /(х), удовлетворя­
ющие этому условию, проинтегрируем равенство

7 (5 )=  \ ^ ( т ) е х р ( —sx)dx
о

по переменной 5 вдоль любого пути, лежащего в полуплоскости 
Ке^5)>о,>аи от произвольной точки 5 до со, причем Р е (5)-»-+ со : 

00 00 00

' 7 ( s ) d s  I ds | / (х ) е х р (—ílx)dx. 
о 6 п

Меняя порядок интегрирования в правой части, находим
С С  0 0  ОО

j 7 ( 5 )d s  =  J ^ ( т ) d x  е х р ( —sx)ds=
, о о

^  dт I -  ехр ( - 5 Х )  dx. (5.42)
J I X ) .1 т
о » о



Замена порядка интегрирования в равенстве (5.42) з ак о н н а ,  
поскольку последний интеграл равномерно сходящийся (так к а к  он 
определяет изображение оригинала /'(т)/т). Таким образом, приш ли 
к следующему результату: если функция /(т)/т — оригинал, то  из

9. Т е о р е м а  с в е р т ы в а н и я  ( и л и  у м н о ж е н и я  и з о б р а ­
ж е н и й ) .  Введем определения. Сверткой  двух  функций /^(т) и / 2 (т> 
называется функция

Операция получения свертки функций называется с в е р т ы в а н и ем  
функций.

Функции-свертке (5.43) можно придать другой вид, вводя вместо- 
/ новую переменную а = х — 1\

Из соотношений (5.43), (5.44) ясно такж е , что при свертывании 
функций /i, /2 эти функции играют одинаковую роль.

Сформулируем теорему свертывания. Изображение свертки д в у х  
оригиналов равняется произведению изображений этих оригиналов :

/ i ( t )  * /г (т)-*-Т2(5)Гг(5|.
Сформулированная теорема называется еще теоремой Э. Б о р е л н .  

Для доказательства ее покажем вначале, что если / i(x) и — 
оригиналы, то свертка /i(x) * f2 ( t )  есть тоже оригинал.

Для функции /т * ^ /1 (т)/'а(т — условия 1 и 2 опреде-
6

ления оригинала (см с. 170), очевидно, выполняются. Ф у н к ц и я  
!\ * /а удовлетворяет и условию 3 функции оригинала. П о каж ем  это:

! А (т) К / I ,  ехр (5„т) и |/г(т)(</11ехр(б-1Т); 
следовательно,

соотношения I ( х ) -*■ f  {s) Cv^eдyeт, что

о

Символически свертка обозначается так :  /1 (т) * /^(т), т.- е.

(5.43V
п

(5 .44 )
о

т

X X



П у с т ь  т о г д а

т г
1/1 * С ехр(5„^)ехр[5о(т — 0]с1^=Л2 ехр(5оГ) Г с1/ =

6
=  А.2Х ехр (5оТ)< Лгехр ((8о4-1) т],

поскольку при т > 0  т < е х р (т ) .
Следовательно, свертка * /̂2 является оригиналом. Далее 

«меем

В этом равенстве двукратны й интеграл по области Й (0< :т< со ,  
0 < / < т )  (рис. 5.2) сходится абсолютно, так к а к  изображение ори­

гинала * /2 определено в полупло-

Таким образом, свертыванию в пространстве оригиналов соот­
ветствует  умножение функций в пространстве изображений. Пример 
применения теоремы см. в п. 3 § 5.4

10. Т е о р е м а  о б о б щ е н н о г о  у м н о ж е н и я  ‘ и з о б р а ж е ­
н и й .  А. М. Эфрос доказал  важную теорему, из которой как част­
ный случай вытекает теорема Бореля. Вели и ф(т, О-*- 
-►\^>(5)ехр1—¿9(5)), где \;-(5) и <?{$) — аналитические функции, то

Докажем , что соотношение (5.45) справедливо. По определению 
изображения,

о
Рис. 5 .2 . К доказатель­
ству теоремы свертывания X  / 1  (м )ехр  ( — 5И) с1м,

т. е. /̂1 * (5) [^(5).

ОС

(5.45)



в  правой части этого равенства можно изменить порядок интегри-
00

рования, так  как несобственный интеграл 0 ^ /  к а к  функ-
0

ция-оригинал существует. Тогда получим
ое СО с о

/ (О ф (т, о   ̂/ (О [ ехр (— 5Т) ф (т. г) 6т.
0 0 0

По условию теоремы,
00

1 (р(т, / )ехр (—5т)с1х =  11: ' ( з )ех р [— ^(?(5)].
о

Из двух  последних равенств имеем
0 0  40

О

ИЛИ

7 (/) ф (т, о  (5) I / (!) ехр  (5)J 61,

' 7 ( 0 ф (т . (5) Г(?(5)1.

так как

I  / (/) ехр [—/£? (5)1 6( -^1 [(? (5)],
о

что И требовалось доказать.
Рассмотрим частный случай теоремы Эфроса, положив (?(5)=5> 

тогда ф(т, /)-*-ф(з)ехр(—1$) и по первой те’ореме смещения

<р(т — /), т > Л
ф(т, 0^ ,

[ О х < ( .

Отсюда следует

I  / (О ф (т. О с1̂  =  I  / (О Ф (т — ()61,
о  о

так  как
00

^ / ( 0 ф (Т “ 0  с1̂  =  0.
о

Таким образом, приходим к теореме Бореля
т

О



11. Т е о р е м а  Д ю а м е л я .  В 1853 г. Дюамель впервые при­
менил следующие интегральные соотношения.

Если / i ( t )  * f 2 i r ) ^ h i s )  /2 (5). то
т
■ (s, /; (s) (5.46) 

, от
о

или
т

■ +  (X) f ,  ( O ) ^ s f ; ( s )  (s). (5 47) 
J  ^
0

Соотношения (5.46), (5.47) называют интег ралами Дюамеля.  
Д л я  доказательства соотношений (5.46), (5.47) применим Teope\fy 
дифференцирования оригинала

j  ft (О /2 [т- -  О (S) f\ (s)
о

или

f /г U) ¡1 (т — О di->s/i (S) fa (s),
d t  J

т а к  к а к  по свойству свертки функций * ¡ 2 = ! 2  * f v
Применив формулу дифференцирования по параметру, известную

из анализа :
е t)(t)

±  f ( T ,  i ) d t =  ■ i £ ^ d T + f [ T ,  Р ( т ) ) Р ' ( т ) -  
dt J   ̂ от

а(т)  a(t)
— FIT, а ( т ) ] а '  (т), 
получим

t ) d t = \ h  ( i )  [ x - t )  d i-h f i (X) h  ( 0 ) -  Tf, (s) h  (s).i
.Т а к и м  образом, если одна из функций f i (x )  и /,(х) дифференци­

р уем а ,  а д р у г а я  непрерывна, то свертка fi * /2 функций диф­
ференцируема:

’ <it+ h  (т) (0) -> sK is) h  (s).
0

T

' h  ( 0 Ts (s).
J
0

в  теории теплопроводности интегралы Дюамеля применяются 
при решении краевых задач. Рассмотрим, например, случай гранич­
ных условий П1 рода. Предположим, что тело подвергается нагреву



в среде с  температурой Т'с(т). Распределение т ем п е р а т у р ы  в теле 
я в л я е т с я  решением краевой задачи

д Т  (х, у ,  Z, x ) l dx=aS; / ‘̂ T (х, у ,  z,  т);
Т{х,  у ,  Z, 0) =  0 ; (5.48)

( V T ) s  - Г 5 1 - 0 ,  ( Н ^ а / Х у

Применяя к  задаче (4 .58) преобразование Л а п л а с а ,  получим 
в области изображений

s f ( x , y ,  Z, s ) = a \ 7 ‘̂ f  {X, у ,  z,  s), |

Если через iiJ(x, у ,  г,  т) обозначилт решение зад ач и  (5 .48 ) при 
7 ’^ ( т ) = 1 ,  то \j:(x, у ,  Z, т)-^^(лг, у ,  г ,  s). С учетом  того , что 
решение задачи (5 .48) при Тс =Т^. {х)  в  о бласти  изображений 
имеет вид

f  {X, у ,  Z, s) =  s f ^ ( s jü f  (X, у ,  г .  S ) .

Переход в область оригиналов совершим с  помош.ью соотноше­
ний (5 .46), (5 .47):

X

Т(Х,  у ,  Z, т) = Го(0)11)(Л, у ,  2, т ) + |  T 'oit — у .  2, i ) d i ,
о

или
т

Т ( х ,  у ,  2, т )= Гс(т )ч|з(х , у ,  2, {X, у ,  Z, x — i ) d t .
0

П олученные решения можно записать  т ак :
т

Т{х ,  у .  2 , t ) = £ J r ^ ( T  — /)д1>{х. у ,  2 , i ) d i »  (5 .50)

или
1

Т ( х ,  у ,  Z, т )= ^ | 'т ^ (/ )> 1 ) (х ,  у ,  г. т — o d i .  (5.51)

Соотношения (5 .50) и (5,51) представляют собой математическое 
вы раж ен и е  теоремы Д ю ам ел я :  если Тд{х)  и T q{x) — кусочно-непре­
рывные функции при т > 0 ,  а  функция у ,  z, х) представляет 
собой решение краевой задачи (5.48) при Т „ — I, то ф ункция Т{х,  
у ,  Z, т), определяемая формулой (5.50) или (5 .5 1 ) ,  я в л я е т с я  реше­
нием краевой задачи  (5 .48).

С помощью теоремы Д ю ам ел я  легко получить  реш ения  кр аевы х  
задач , в которых температура  внешней среды и зм е н я е т с я  с течением 
времени, по известным решениям задач  с  постоянной температурой  
среды.



Ф ормулы (5.50), (5.51) можно применить и в случае более общего 
граничного условия вида

M { p ){ дT | д n ) ^ N { p )T  = Ц)(' í )K{p)  при p ^ S ,

где S  — граничная поверхность области Q.
Тогда формулы (5.50) и (5.51) запишутся так :

т  т

Т ( р ,  x) ==~\f f ( x~t }xp( p> о  dt ,  Т ( р ,  t ) , = ¿  f ф (? )^ (р .  x — t ) át ,  дх^ дх^

где tj: (р,  т) — решение соответствующей краевой задачи с  нулевым 
начальным условием и с граничным условием

М(р) ( д^/дп)+Л/(р)}1 '=/( (р )  при p ^ S .

З адач а  5 .1 . Пользуясь теоремой подобия, найти изображения функций;
1) c o s t a r ;  2) s in a x c o s p r ;  3) cos a t  cos ßx; 4) s i n a t s i a ß t .
З адач а  5 .2 . Пользуясь теоремой затухан и я, найти изображення функций:
1) cos Зт cos 4т; 2) ch3T s in*x ;

t "  ц- Т" о-3) — еР ^ со зат ;  4) —; e'^^sin ат . 
п!  л'

З адач а S .'S . Пользуясь теоремой дифференцирования оригинала, найти изоб­
раж ения вы ражений:

1) дг® (X) — Заг' ( т)-}-2дг { т ) « т е ' ' , дг(0)=>=1. д г ' ( 0 ) - —2; 2) д г ' ( т )  — ' (т) —. 
— 4 ^ "  ( т ) 4 - 2 л - ' ( t )  — ^ { t ) + 8 - 0 ,  ж ( 0 ) - 5 ,  л - ' ( 0 ) - 0 ,  (0) = *~1. г*”  ( 0 ) - 2 ;  
3) 3 r ' " í T )  — 2л- * ( т )4 -5= 0, г ( 0 ) — ~ 1, д - ' ( 0 ) - 2 ,  г"  (0) = —3.

З адач а  5 .4 . П ользуясь теоремой интегрирования оригинала, найти изображе­
ния функций;

0 0 о

З адач а  5 .5 .  П ользуясь теоремой интегрирования изображений, найти изобра­
жения функций:

IJ l lL L .  2)  ̂ 3J ехр (—от) S im
X ’ x e x p ( t )  ’ X '

З ад ач а  5 .6  [И 2 ] . Пользуясь теоремой умножения изображений, найти ориги­
нал лесного из данных в каждом примере изображений. Оригиналы остальных 
найти по оригиналу первого, пользуясь теоремами дифференцирования или интег­
рирования оригинала:

S 1 1 1) -------- , ---------, ------------ -
S* — 1 S* — \ S (S* — 1)

2> - _____ L _____________ _̂_____________ i_______
{ 5 —  1 ) ( . S » + 1 )  ■ ( 5 -  1) ( s » + l )  ■ , S ( 5 -  1) ( S*4 - I )  ’

1 Л I3) ------------------------------ -----------------------------  -----------------------------,
(s+ 1 )  (s*+ 2 s-f2 ) (S+ I) (s ‘ + 25+2) s ( s - f l )  ( S 4 2 s + 2)



После того как задача решена в изображениях, по данному изо- 
Сражению f ( s )  следует найти оригинал /(т) (т. е. выполнить обрат- 
ioe преобразование Лапласа) по формуле

<1+|(Ж
f(s)exp (ST )ds, (5.52)

2л1

которая называется формулой о б ращ ени я .
Каким же условиям должна удовлетворять функция комплекс­

ного переменного f(s) ,  чтобы ее можно было принять за изображе- 
пие некоторого оригинала /(г)? Это ясно из следующей теоремы.

Т е о р е м а  о б р а щ е н и я .  Пусть функция комплексного перемен­
ного f(s) удовлетворяет условиям:

1} функция 7(s) — аналитическая в области Ke(s)>a(,;
2) в этой области lien / (s)= 0 ;

i Ш  ̂^
3) функция f(s) абсолютно интегрируема вдоль всякой прямой, 

параллельной мнимой оси, лежащей в полуплоскости Re(s)>Oi>cTo:
^ + ¡0 0  оо

J l f l s l = j  )7 (0  +  It]} ) dTl = /l<CQ.
a — loo —oo

Тогда [($) является изображением оригинала, которым является  
функция f ( r ) ,  определяемая по формуле (5.52), гд е  интегрирование 
проводится по любой прямой, параллельной мнимой оси, лежащей 
в полуплоскости R e (s )> a i> a o .

Так как функция f{s)  — аналитическая в правой полуплоскости s, 
определяемой неравенством Re(s)>(jo, то путь интегрирования можно 
заменить другим путем при условии, чтобы он кончался у прямой 
a ± í c o ,

Д ля многих задач теории теплопроводности функция f ( s )  такова,  
что все полюсы лежат на отрицательной действительной оси а  или 
на мнимой оси т). В первом случае путь интегрирования может быть 
взят в виде полуокружности с центром на прямой cr=consí, а во 
втором случае — в виде прямоугольника (рис. 5 .3  и 5.4).

Если построенный контур С содержит внутри себя конечное 
число особых точек и не проходит ни через одну из них, а функция 
f ( s )  на контуре, аналитическая и  однозначна, то по теореме о выче- 
тах [61] имеем ^

0+/оо

= j  f ( s )exp (sT )d s*= ;^  f r ( s ) e x p (S T )d s  =

a
.= Resjf(s)exp(ST)J, 

k̂ \ \

*



т. е. оригинал может быть определен как  сумма вычетов относительно 
всех особых точек внутри контура С. Таким обра:1ом, при опреде­
лении оригинала функции /(х) могут быть привлечены мощные сред­
ства аппарата теории функций комплексного переменного, Однако 
в больп]инстве случаен обратное преобразование можно осуишствить 
более элементарными средствами, а именно с- помощью: 1) таблицы 
соответствий м ежду оригиналами и ичо'^ражеииямн, приведенной

6 ■►¡.во

6*-1р2
6^1р,

— С

6-1р^
6-1р^

6-1р^
6 -1 —

Рис. 5 .3 . Выбор системы 
контуров, если полюсы 
расположены на действи­

тельной оси [65]

VI

/^3/ м/ А/]г -

/ \ ПWJ\мЛм,V0

С,
с,

0

(5 '*■ Ссо

6'1р^
бНр,

6~1р, 
6-1р^ 
6-1р^ 
6-  ¿во

Рис. 5 .4 . К выбору си­
стемы контуров при по­
лю сах, расположенных 
на лействительной и мни­

мой осях [651

В Приложении IV; 2) формулы обращения, использующей операции 
дифференцирования и предельного перехода; 3) теорем разложения.

Как доказапо, например в |65], вместо'формулы (5.52) для опре­
деления I (х) можно воспользоваться формулой обращения

/{т)=* Н т
а!

р )  ¡ ± (5.53)

не содержащей контурного интегрирования. Например, пусть /(5) =  
=  l/(s-f-l), тогда

Согласно формуле (5.53), получаем

т_^Со| '1̂ \Т/ /, '»,■‘-'-1
I

1 + -  т П

1ПТ1
X

! + -п

Т е о р е м ы  р а з л о ж е н и я .  П е р в а я  т е о р е м а  р а з л о ж е ­
н и я .  Пусть изображение /($) разлагается в ряд по отрицательным



степеням сходял1ИЙся для  значений р, удовлетворяю щ их неравен-
00

ству 1&|>1/р, 7(5)= Тогда в области оригиналов имеем

HoKci3ameAf>cnieo. Если функция /(s) разлагается в сходящ ийся 
степенной ряд по отрицательным степеням s

то. используя таблицу преобразования Л апласа  jcM. приложение V ), 
формально можно записать оригинал функции J ( s )  для значений 
т > 0  а виде ряда

/(т)  =  У с , ^ ^ .  .

предполагая, что ^(т) =  0 при т < 0 .
Для доказательства того, что этот формально найденный ряд^ 

действительно определяет оригинал функции f [ s ) ,  необходимо п о к а ­
зать справедливость следующих утверждений;

ОО

► C-k— сходится для всех т > 0 ;

2) сумма ряда /(т) удовлетворяет третьему условию для ориги ­
нала (см. стр. 170)

(■/(т) I </4ехр(ОоТ);
3) функции /(х) и / (s) связаны определенным соотношением

/(т)-»-Г(5).
Эти положения доказаны, например, в [611.
В т о р а я  т е о р е м а  р а з л о ж е н и я .  Пусть f{s) — рациональная 

алгебраическая функция, выраженная отношением двух многочленов 
Г ы  =»Ф(5)/’ф(з), причем степень многочлена \i’ (s) выше степени мно­
гочлена Ф(5); тогда для вычисления обратного преобразования Л а п ­
ласа функции f i s )  имеем:

1) если { s)= »ao (S  — s i ) ( s  — Sa) . . .  (s —  s„ ) (все корни ур авн ен и я  
\};(s)*“ 0 простые), то

/ (т) = L-^ [/ (s)J =  1 = V ехр (s^x);



2) если тр (s) = flo(5 — 51Г' (s— SzK*. . .  (s — s j ' "  (/•„ — степень кратно 
сти корня), то

Д т ) = 1 - Ч Г ( 5 ) ]  =  ^ - * [ - ^  = У  V  M , ^ . x 4 - ' e x p ( S f t T ) ,  ( 5.54;
1]5 (S )  J  fezal /=1

1 d ^ - ‘  i  ( s  - ' S * ) ' *  <Г (5)

где

М . , =
(/ -1)1  ( г * - О  dŝ “ ' Ч-- (S)

Доказательство .  Рассмотрим 1-й случай, когда полином т|:(5) 
имеет только простые корни. Тогда

ф(5) Ф (S) Ck
ф ( 5)  (S — Si) (S — i j )  ••• (5 —  '5я) . « Ä J s — Sft

(5.55)

где не зависят от 5.
Д л я  нахождения коэффициента С, умножим обе части (5.55) на 

(5 — 5,), получим

ф(5) I С* (5.56)

Используя правило Лопиталя, определим C-i из (5.56), устремив 
S к s :̂

С =  iim 2 i£ Ü lZ l i iL =  lim фМ-‘̂ )(  ̂—-S|)+9(5)
 ̂ — S, Ф ( 5 )  s - i - s ,  l i j ' ( s )  V '  ( S l ) '

Итак,
Ci =  q3{Sj)/i|;'(Si).

Аналогично можно показать, что 

Cn =  ̂ ( 0 / V (S n ) -  
Поэтому выражение (5.55) можно написать в виде

’i^(s) Ы  (S — Sk)

Замечая , что l/(s — s ^ ) -► ехр (s t̂), получим

ф ( 5 ) ] _ У ^  ф

ф(5) ]
ft=l

15*)
{Sk)

exp(SftT), (5.57)

гд е  51, 5̂ , . . . ,  5  ̂— простые корни полинома <̂ >(5).
Во 2‘ М случае, когда полином 11’ (5) имеет кратные корни, функ­

цию /(5) также можно разложить на сумму простейших дробей.



Гак. каждому действительному корню уравнения ij)(s) =  0 от-
îc4aeT rf̂  простых дробей вида

6\/(5 — а ) ,  C^/(s — a ) ‘̂ .............C r J { s  — a)'< ,̂
де — степень кратности корня Sft=a.

Разложение функции f i s )  можно представить в виде

f(s )^ ( ( ) (s )/ i l . ' ( s )« Î^ (s )+ C ^ (s  — . (5.58)

Д ля определения умножим обе части (5.58) на (s —
Я устремим s -*-s^:

(S )  (S  —  S * ) '’ *ит
** Ч' («)

Далее, из таблицы преобразования Лапласа известно, что 

~  ') !  ' ехр (8*т),
(5—8*)'̂ *

поэтому можно написать

(5.59)

С,.
L ‘ ехр (s^T) .

( ' ■а — I ) !<5—5й) * ' * ^

Подставляя в правую часть последнего выражения значение Сг  ̂
из формулы (5.59), получим, выполняя обратное преобразование 
Лапласа,

___
(S  —  S i )ik

iim

—  1

'fc (ds *

(S — (f- f^) 

\Ji(S)

—  1

— 5*)'*̂  y  (s) 

exp (SftT).

e x p  (s t )

Слагаемые, содержащие (з — 5^) в степени i<.r¡^, могут  быть так ­
ж е  переведены в область оригиналов по формуле

'к ~~ ^т expis/tX)
(s — sk) ( i — П1(Гй—i)'  di-i-»

(5 -  y  (s)

V>(s)

Суммируя по i от 1 до члены, соответствующие корню поли­
нома \р(5) г^'й кратности, и сум м ируя по к (число кратных корней) 
полученные выражения, приходим к формуле (5.54).

Замечание 1. Каждой паре комплексно-сопряженных корней соот­
ветствуют Гк простых дробей вида

С, •......................c , .

s+b

l ( s - a ) ' 4 ü ) * l



где г* — кратность корней su- В этом случае обратные преобразования таких сла­
гаем ы х находятся по таблицам преобразования Лапласа (см. приложение IV), 
кою ры е затем суммируются.

Замечание 2. Если один из корней s* уравнения i|-(s) = 0 является также 
корнем уравнения c f(s )= 0 , то полиномы cf (s) и (s) имеют общие множители, 
па которые ич слелует сократить.

Замечание 3 . Ф ормулу (5 .57 ) можно распространить на случай, когда изо­
браж ение I (s) представляет собой отношение трансцендентных функций ср (s) и 
Ч5(.5)1()5|.

В этом случае функция / (s) может быть разложена в ряд по простейшим 
дробям и для перехода в область оригиналов можно воспользоваться формулой 
(5 .5 7 ). При ^том предполагается, что функция г|> (s) есть обобщенный полином 
(т . е . полином сколь угодно высокой степени) и имеет только простые корни 
S i, S j, . . . .  Sn, . . причем она не имеет нулевого корня. Например, функция
ф (5 )= с Ь 1 ^ 5 Л ’ прелстаЬл^ет собой обобщенный полином, так как  c b \ ^ s - x  =

1
■1 1+•— r * s + — 5’*+ причем этот полином имеет бесчисленное множество

простых корней s « « — М' л- ' ( 2п — 1) д/2.
Если функции (s) и (s) не являются обобщенными полиномами, но их 

можно привести к ним, умножив на 5*(|А’ |<1), то такж е можно воспользоваться 
теоремой разложения при переходе з область оригиналов, например

ф1 (.?) ______ sh У  S X_______

'f ' < * ) " ( s h V 7 + / 7 s h V 7 ) '
гд е  числитель ф, (s) и знаменатель ф) (s) не являются обобщенными полиномами, 
но они могут быть преобразованы в о^бшенные полиномы путем умножения ка
VT.

Тогда можно воспользоваться соотношением

j s )  K I .  ф (s) ^  aft+QiS+aa--;‘‘+

ф, (s) |/s”  •••

и применить теорему разложения, если корни s„ отличны от нуля.
В общем случае имеем

Ф(5) s \ x ( s )  -^ф1 (S) 
lim  ---------- -- lim --------------— =■ lim  - - —;------------------;---------- .

¡5^ф, (5)1 s N ’ i (5 )+ *s* 4 ’i ( s )

Если ь„ есть корень (ä). то в результате получим

ф (5) .. Ф, (") 
lim  --------—= lim —I------ .

При равенстве нулю какого-либо корня изображение f  ($) необхозимо 
представить как  отношение двух обобщенных полиномов.

Таким образом, необходимое условие теоремы разложения состоич в гом, что 
изображение / (s) должнр быть предстанлено в виде отношения двух сходящихся 
степенных рядов, показатели степени которых должны быть натуральными числами, 
при этом постоянная обязательно ряпна нулю при Qq, отличном от нуля.

Эго обобщение 2*н теоремы разложения широко используется в теории 
‘геплопроволности (см. п. 2, 4. ') 5 .4 ).

Основные правила и теоремы преобразования Лапласа приведены 
в табл . 5 .1 .



№
п/гт

15

16

I ( т )

I о  +  I  »

/ = [ Т(5)е -̂'<1т
2 т  о — / со

("Е)

/ '( т )

е -̂^Мх)

(1/а) I (х/а)

(1/а) е̂ "̂ / (т/о)

П т  — й), если / (т )= 0 , при х < 0

|М 0) йв
о >
те
1 1 / (^) с1й бв
о о

т/ (т)

1'Ч (х)

<1# = Л ./*
0 
ее
1 /(Оф(1. Ос1̂ . где /■(т1-^Г(5).
о

ф (Т, О -*■ ^  (5) ехр [—  (5))

(8*) »¿т
• е *

/I

у

П>' (5й)

1

к \

X И т

( * - ! ) [  

к—1

С15,* -1
Ф (5) (5 -5 ^ )*

(случай кратных корней)

I  ( * )  - - ш Щ  ( Т ) ]

I  / (Т) С1Т=У(5)

ЛМ5)+Вй (5) 
^Г(5)-/ ( + 0)
s"?(s)--s '^--V(+0)-s '^-2/ ' ( + 0 ) -

-  ( + 0)
Ти  -  а)

} (05)
} (as — Ь)

—  r ( s )х

- y f í s )

- Г  (5)
( -  (Л)

Л (5) /а («) 

Г[д(5)} >f(s) 

ф ($)•
i^(s)

Ф{5)
, где гр (.4):

-=(5 — $]) (5 — 52) • • • (5 — 5т)^ X
X  (5  —  5п4-(- 1) . . .  ( 5  —  .‘ л)

>1) (<) — ПОЛИНОМ степ ен и  м ен ьш е  п.



§  5.4. Примеры решения краевых задач с помощью 
преобразования Лапласа

I. З а д а ч а  об  о х л а ж д е н и и  п о л у о г р а н и ч е н н о г о  т е л а  
1651. П усть  в начальный момент времени температура полуограни- 
ценного тел а  постоянная и равна Го- Начиная с момента времени 
Т“ 0 и во время всего процесса на поверхности полуограниченного 
тела (при ;с==0) поддерживается постоянная температура Т^. Найти 
тем пературу  Т  {х, х) в любой точке тела и в любой момент времени

Д л я  решения задачи (5.60)—(5.63) применим интегральное преоб­
разование Л апласа . Перейдем в уравнении (5.60) к изображениям

К левой части равенства применим теорему о дифференцировании 
■оригинала функции (см. п. 5 § 5.3)

В уравнении (5.64) обозначение частной производной заменим 
на обозначение обыкновенной производной, так как  в уравнении 
встречается производная только по одной из переменных. Перепишем 
уравнение (5 .64 ) в виде

Т'{х,  5) — (s/ a ) ( f  (X, 5) — Г(,/51 =  0. (5.65)
Полученное однородное ур ав 1гение второго порядка относительно 

неизвестной функции Г  (х, $) — Го/з имеет характеристическое 
уравнение

— з/а = 0.
Общее решение уравнения (5.65) имеет вид

где С, и Са — постоянные, определяемые из изображений граничных 
условий (5 .62) и (5.63). Перейдем к изображениям в условиях (5.62) 
и (5.63);

дТ/дт = а{ д ‘̂ Т/дх-), л: >  О, т >  0; 
Т  (х , 0 ) =  То =  соп51;
Т  (О, т) =  Тр = соп&1.

(5.60)
(5.61)
(5.62)

Считаем, что при х -»*со  нет перепада температуры:

д Т  (со, т:}/дх=‘ 0. (5.63)

00

(5.64)

Т( х ,  5)



Гак как  изображение постоянной • ¿ [С]*=С/5, то 
1[дГ/(оо, х)!дх\ = <\Т{оо, 5)/(1х==0.
Определим постоянные С1 иСз из условий (5.66), (5.67). Используем 

/словие (5.67):

Л евая часть равенс1ва (5.68) может р авняться  нулю, если только^ 
С ]= 0 .  Поэтому имеем

Д ля нахождения оригинала воспользуемся формулой таблицы 
изображений функций (см. приложение IV)

где ег?си=*1 — е г\и.  Или д л я  определения относительной избыточной- 
температуры 0  имеем формулу

е = ( Г - Г „ ) / ( Г „ - Г „ ) = е г Г |  х/(2 1 / ^ ) ] = е г Г  [ 1/(2

где Ро^^ат/х^ — число Ф урье для  координаты х.
2. Т е м п е р а т у р н о е  п о л е  п л а с т и н ы  п р и  к р а е в ы х  

у с л о в и я х  1П р о д а .  Бесконечная пластина толщиной 2R,  во всех 
точках которой в момент времени т = 0  температура равна То=соп$1, 
помешена в среду, температуру которой равна Тс==соп51, >  Го. 
Между ограничивающими поверхностями пластины и окружающей 
средой происходит теплообмен по закону Ньютона. Найти темпера­
турное поле пластины.

Г ( х ,  з) =  Сге
Определим Сд, используя (5.66). Полагая д;—О, получим 
С ,= (Т : , - Г „ ) / 8 .
Итак, решение задачи в изображениях примет вид

Имеем:
ОТ{х, т) д  д^Т(х,  т) 

&х дх^
(т >  О, |х| <  Я)\

Т ( г

f a | 7 ’c — 7'(/?. т)1 = 0;



Задача симметрична, так  как теплообмен между поверхностями 
«о кр уж аю щ ей  средой происходит одинаково с обеих сторон. Поэтому 
вместо условия (5.69) можно записать

д Т  (О, т ) ( д х —0.
Перейдем в задаче в область изображений, используя теорему 5 

-(см.  ̂ 5 .3 )‘
I

s ) - { s l a ) ( f [ x ,  s ) - T , / s )  = 0, (5.70)

-  f ' (R.  5 ) + Я  l(T„/s) -  Г  (/?, s)] =  0 ; (5.71) 

f ' ( 0 ,  s) =  0 . (5.72)
^де И —а/Х — относительный коэффициент теплообмена.

Общее решение дифференциального уравнения (5.70) имеет вид

Т (х. s) — T j s  =  Ci  ch s/ax-hCg sh ]/^s/ax.

Из условия симметрии (5.72) сразу получим, что С з= 0 , и решение 
обратится в следующее;

Т{х, S) — T i j / s ^ C ,  ch Y s ! a x .

Найдем C j из условия (5.71):

— Cl J/^s/й sh Y s j a R ^ H T j s  — H T j s  — HCi  ch ]/^sjaR=Q\

/-< Tq — To "pt
s ch &/аЯ+(\/И) V^s/u sh У s/aR 

1Л решение в  изображениях имеет вид

s ) ~ ~  = ________(^С— s/qjf_______ _ ф(з)
.s ch V^s/a/?+{l/Я) V^s/д sh V s/ fl/ ?

(5.73)

В правой части этого уравнения и в числителе, и в знаменателе 
стоят целые трансцендентные функции от s.  Действительно,

■ c h / s / a x - l + - £ s + ^ s ' +  . . .

И в числителе дроби свободный член не равен нулю. В знаменателе 
находится множитель s, а выражение в квадратных скобках — полином
от S, так как  ch |/^s/ax — полином и выражение ]/^s/a  sh ]/"s/aR 
тоже полином, а именно



Следовательно, дробь, стоящая в правой части (5.73), удовлетворяет 
всем условиям обобщенной теоремы разложения. Переходя в (5.73) 
к  оригиналам, имеем

г  (X, г) -  Т-. = (Г„ -  Г„) у  е’"’ .
^  (Sn) 
fl »= ('

I функция tp(s) имеет счетное множество корней Sn, Si, s ,̂ . . . .  
причем Sg=0 ,  а остальные корни s„ (п =  1, 2 ,  . . . )  находятся из 
уравнения

ch ] Л s/aR~'r{l/H)]/'s/ash У s/aR = 0 , 

которое можно записать в виде

COSI У s/aR+(\/H)  ]/"s/a(1/0 sin i y s ¡ a R  = 0 .

Здесь использованы соотношения chz = co s í2, sh 2 =  (l/t) sin ¿2.
Вводя обозначения / ]/^s/a/? = fx, aß/X. =  B i,  получим — |asin|x+

-|-Bi cosp, = Ü или
ct^H = (l/Bi)^i. (5.74)
Это трансцендентное уравнение решается различными приближен­

ными методами. Д л я  нахождения приближенных значений корней 
уравнения (5.74) можно построить графики функций y i  = ctg^i и 
У2 —(1/Bi)p. Абсциссы точек пересечения этих графиков дают корни 
уравнения (5.74). Д ля  каждого В1 уравнение имеет счетное множество 
вещественных корней, заключенных в промежутках

^<1^1 < ^ / 2 ;  п < Р а < З я / 2 ;  . . ( й — 1 ) я  <  <  (2Ä — 1)я/2.
По известным корням |х„ уравнения (5.14) (см. табл. И М ; ч. 2, 

прилож. 11!) можно определить счетное множество значений по 
формуле

Продифференцируем \|)(s) и подставим в него вместо s соответст­
вующее значение корня s„:

l im  ti--' (s)=  — j i i „  sin -  —  (i„ sin ^
8  P

=  — y ( [ x „ s in [ i„ + s in t i„ c tg j i„ + ^ „ c o s f i„  ctfífl„) =

1 l , ■ ■ I y > sin Ufl COSUn+Ufl

2 sm n„ 2 sin ц.„



Кроме того, имеем:

ip'(So) =  U 4>{So) = T^ — T, ,̂ 
Ф Ы  =  (Т’ с —  ^  о) COS (x / R ).

Учитывая найденные значения (р(5п) и получим решение
задачи в виде

в  =  1 —  2  > ^ r . c o s ^ n X e x p ( —  
п C=í I

где в  = { Т - Т о ) 1 ( Т , ~ Т , ) ,  X = x/R, f o  = ax/R\

А  ̂= 2 sin |A„/(^„ +  sin cos [Lj.

3. Т е м п е р а т у р н о е  п о л е  с и с т е м ы  о г р а н и ч е н н о г о  и 
п о л у о г р а н и ч е н н о г о  т е л .  Пусть ограниченный стержень 
приведен в соприкосновение с полуограниченным стержнем, имеющим 
другие теплофизические коэффициенты. Боковые поверхности стержней 
теплоизолированы. Начиная с момента соприкосновения на границе 
тел действует источник теплоты с поверхностной плотнос^гью теплового 
потока í? ( t ) .  Н ачальная  температура обоих стержней одинакова и 
равна нулю, при этом температура свободного конца первого стержня 
на протяжении всего процесса нагрева поддерживается постоянной 
и равной нулю.

Начало координат выберем на поверхности системы. Тогда имеем

Т (х, т) — Тр_J ___
Т с - Т „

И Л И  в безразмерных величинах

Т,{х. 0) = Т^{х, 0) =  0; 

Т,{0,  t )  =  0;
Tg ico , т) =  0;
T'i ( ^ .  т) =  Гз(/? , т);

(5.75)



Применяя интегральное преобразование Л ап ласа  к задаче (5 .75), 
в области изображений получим:

Т\{х, 5 ) -------- Ту{х,  5 )=0;
а,

I Т 1 (х .  5 ) -  —  Т А х. е )=0- .
Оа

Г ^ о .  5) = 0;

7*2 (со, з)=0; 

f A R ^ s )  = f2{R^ 5);

, (1Л , с1Г2(/?.5) Г/.Ч
^1 ----- --------  ^2 7 <7(Ŝаж ах

(5 .76)

(5.77)

Решение дифференциальных уравнений (5.76) имеет такой вид: 

Т , {X, 3 ) = -  ехр ( ] ^ з/а^х' -̂ г̂В  ̂ехр ( — ]Л5/а1>:];

Г з  (X, 5 )  =  Л а  ехр ( 5 / ^ 2  -̂ )+ ^2  ехр ( —  1 / з/а^ х ) .

(5.78)

Определив постоянные в выражениях (5.78) из граничных усло­
вий (5,77), получим решение поставленной задачи а изображениях:

f^{x,  5) =

X

__  *
ех р (  У 5/Д1ДГ ) — ехр  ( — У $ / а х Х  ) 

ехр ( ^ ^ s/ a l^ ? )— Лехр ( — 1^5/611/?) J

Т.{Х, 5) У^аг/5(г(5)ехр — У з/ а ^ (х  — R) X

X

ЛЛ> + /С,) 

е х р  { V  s/a^R) —  ехр [— 

е х р (|/  ь'/а,/?)-— /1 ехр (— | ^ / а 1/?)

где Кь ^ { К / Ю У ^2 /^ 1  — критерии, характеризующий тепловую 
активность первого стержня по отношению ко второму: Л=(1 — 
— / ( е ) / ( 1 ) — безразмерная величина, абсолютное значение кото­
рой всегда меньше единицы.

Сделаем следующее преобразование [65]:

е х р  [ у  5 / а , У ? )  —  Л е х р  { — Уч/и^^)

=  —  ( 2 п  —  \ ) У  .

I*  1



Полученный р яд  быстро сходится при |Л|<1. Используя преобра­
зование (5.79) и теорему Бореля (см. § 5.3), получим решение 
в общем виде:

' I ,  1 + К, ЯП)
>^(т —о л

X

VX  >  Л'‘“ ^ | е х р

1̂= I

\{2п~\)Н-^х^ 
4а, ( т - / )

— ехр 1(2г»-1);?+д-]« 
4 а , (т — /)

Тг(х,  т) = V  а, 1
Я (О

] / ' п ( х - 0

(5.80)

X ехр ( х - Р У
4а., (т  — I)

СС

I :
пв=0

— (1 — Л) Т  . Л'’- '  ехр
(х —/?)+2п;? 1/  —

4а.г ( Т  —  о
(И. (5.81)

Из решений (5.80) и (5.81) при ¿?=<?о=соп51 получим:

Г , ( х ,  =
л , 1+ Л е

X , е г Г с - Р " - '^ - ± : ^ Ь
I 2 ^ 0 ^  2|/а1Т

£ег1с-
х - я

2 V  а^т

-  (1 -  Л) V  Л " - ' ¿ е г к



Решая ту ж е  задачу при q=qaX’̂ , имеем:
СО

V^xKt SП=1
Яг ( 1 4 - /Се)

^  , erfc erfc
I, 2 ]/" OjT 2 у  a,T J

' Г2(лг, T )= i^ ^ ^ S^ aH ^ (4T h + ‘/2 ¿2'n+lerfc -
Яг(1 + Кв) 2 V  a.x

X — R-\-2nRV a- i l o i

2 V Oat

где П ( т )  =  Г { т + 1 )  — гамма-функция или П-функция Гаусса.
На рис. 5.5 показано вли­

яние коэффициента тепло­
вой активности на изменение 
температуры поверхности кон- 
такта, teмпepaтypнoe поле 
системы ограниченного и по­
луограниченного тел пред­
ставлено на рис. 5.6 при по­
стоянной плотности теплово­
го потока на поверхности 
соприкосновения тел.

4. Т е м п е р а т у р н о е  по ­
л е  ш а р а  п р и  г р а н и ч ­
н ы х  у с л о в и я х  II р о д а  
(65). Дан шар радиуса R с 
равномерной начальной тем­
пературой Т(,. С момента 
времени т = 0  происходит на­
гревание шара равномерно 
по всей поверхности при по­
стоянной плотности теплово­
го потока

Рис. 5 .5 . Изменение температуры поверх­
ности контакта неограниченной пластины 
и полуограниченного массива во времени 
для различных значений коэффициента 

тепловой активности

0< л< / ?) ;  (5.82)
V дг* г д г  J

дТ {г, т) 
дх

Т{г.  0) = Го;
- d T { R ,  x )/dr+ gJX^Q ; 
дТ{0, х)/дг = 0\
Т {0 , х )ф со .



Необходимо найти распределение температуры в шаре. 
Предварительно приведем уравнение (5.82) к  виду

т)] _ ^ д>[гГ(г,  т)1 
дх дг*

(5.83)

Простым дифференцированием в (5.83) можно показать тождест­
венность уравнений (5.82) и (5.83).

Рис. 5 .6 . Распределение температуры в системе неограничен­
ная п ластина— полуограниченный массив при <7о-»сопз(, К . =1

Применим интегральное преобразование Лапласа к  уравнению 
(5.83), тогда в области изображений получим

[ r f { г ,  8) ] "— ( 8 /а ) г Т{ г ,  5)-|-гГо/а+0. 

Решение уравнения (5.84) имеет вид

г Т ( г ,  5) — гТ^18=  8 !а г~ \ -В 8\\У з1аг

зЬ V" 5/аг

(5.84)

■В

граничные условия в области изображений запишутся т а к ’

- Г  {Я, 5)-|-£?о/(М = 0; (5.85)

Г ( 0 ,  5) = 0; (5.86)

Г  (О, *5)¥=оо. (5.87)



у  л овлетворяя граничным условиям  (5.86) и (5.87), получим, что
\ = 0 и

f ( r ,
S г

Ъстоянную в  определим из оставшегося условия (5.85): 

f — в У  s/a ( \ / R.) c b y s f a R - ^ ^ i B /  R^) sh ]/~^aR-\-qJ(ks) = 0\

В = -
ks  ( ) /  •^/aR c l i j ^^/aR — shV ^ s/aR)

Таким образом, распределение тем п ературы  в ш аре в области  
13ображений следующее:

Г  (г , S) —  Го/5 =  ф(5)/т(1(5),

•де
,;o_^shl^s/ar.

9 ( s )  =  -
x V  s/i

i|'(s)=s^
/

1)45) = s  ch ] /  s / a R ----------!----- sh  У s/aR .
[ W a R

1>ункции cp(s) и \|)(5) являются обобщенными полиномами; в самом 
1еле,

± , ^ + ± E L s +  . . . ] - ( ± B ^ + ± ^ s +  ...
_  21 ^  а 41 0'̂   ̂ \ 3 ! (» й! о»

= s-í|(s),
где через ti(s) обозначено выражение в квадратных скоб ках ,  кото­
рое представляет собой обобщенный полином относительно s. Поли­
ном знаменателя не содержит постоянной, т. е. условия теоремы 
разложения выполнены.

Применяя теоремы разложения, находим: 1) s = 0  (двукратный 
корень); 2) — бесчисленное множество простых корней,
эпределяемых из характеристического уравнен1г>;

t g n = p ,  (5.88)
которое выводится так:

ch y s f a R  — — i L —  sh У s/aR =  eos ( s/a R ----------- -—— sin i  x
Y  S/aR ■ i V  S/aR

x y s f a R = 0 - ,

eos ¡X-------- sin p = O, (5.89)

где ¿ y s ¡ a R = ^ ,
Из (5.89) следует уравнение (5.88).



Д л я  двукратного корня s = 0  применим вторую теорему разло 
жения:

J L m  =  lim [ А и г И ) ) ] »  lim
(0) s - * o L d s \  11(5)/ ] s - * o  n (s )  n (s )

5-i£Lnli£Ll =,SsiB- _____L ]
[T](s))* J к \R^ 2R» 10)'

— e

т а к  как  (p(0) = i?o^A. Л(0) =  ^ 7 (3 а ) .

Ч>' (0) = [rV(6a)] ( q ^Rß ) ,  Ti' (0) = (1 /30) (RVa^).

В случае простых корней воспользуемся обобщенной теоремо! 
разложения (см. § 5.3, с. 188), предварительно найдем 1|з'(s) и под 
ставим  в него вместо s соответствующее значение корн; 
Sn̂ ------aixl/R^:

yp'{s) = с Ь У s ¡ a R --------- ---- — s h y s/aR —^-~Уs j a R s ^ y s j a R  —
V  s j a R

1 sh y  si'aR
-  - L c h  y s l a R +  - L

У читывая характеристическое уравнение (5.88), получим

(s„) =  ̂̂
= ---------- s i n  = -------^  C05

Д л я  (p(s^) имеем

„,/с %\wlVs„! ar  sin Ил (/•/;?)

V S„l0f Xr\i„

Получим решение в окончательном виде:

Т{г,  т) = 'Го+ QnR Зат
3R‘  -  5г» 

Юг*

00

i :
Rsm  —- 

И
cos ц„

ехр -



ли в безразмерном виде: 

0  =  _ Z i i l i I z i I o _  ==Ki
Т с - Г о

3 F o ----- i - ( 3  — 5X2) —
10 ^

К  v-n
/J= J

s ia u X  / 2^  \ - ^ e x p ( —
X\Ln

де К\~д^Я/{Х{Т^ — Гр)] — число Кирпичева; X = r fR.

Рис. 5 .7 . Зависимость между 
0 /К1 и безразмерным временем 
Ро для поверхности (/) и цент­

ра (2) шара (65]

Рис. 5 .8 . Распределение 
температуры в шаре при 

flo—const

Р яд  в полученном решении в силу неравенств 1̂1<И 2<Из<С ••• 
)Ыстро сходится. Поэтому начиная с некоторого значения им можно- 
тренебречь по сравнению с д вум я  лервыми членами решения.

этого момента времени температура в любой точке шара будет 
шнейной функцией времени (рис. 5.7), а распределение температуры  
10 пространственной координате — параболическим (рис. 5 .8), т. е. 
1аступает квазистационарный режим для  поля градиента температур.

Метод интегрального преобразования Лапласа позволяет полу* 
4ить отдельное решение, пригодное д л я  малых значений числа Р о . 
Для этого решение в области изображений запишем в виде

зН $/агТ {г, 8) _ Тр
S s{s/aR сЬ У^^sJaR — $ ъ У  $/аЯ)

При Ро О величина у 8/ а Я - * ' 0 0 . Из курса математического

анализа известно, что при значениях |/^5/а/?>6,0 с точностью до 
третьего десятичного знака можно записать: 

ьИ х = сЬ д: =  е^/2, 1Ьх = с1Ьх=1.



Поэтому для значений г ,  близких к R,  можно sh ]/~s/ar заменит! 

на ( l/ 2 e x p  ( ]/"s/ar))  и решение в изображениях примет вид

f ( r ,  s ) - _ Is- д а ----- ----------------- - е х р [ — j/ s/ a (/ ?  — r) j .
® X«\]/s/a;? — l)

Переход к оригиналам по таблицам изображений функций 
(см. приложение IV) дает

в  =■ — ̂  ” =  К i —  f e x p iF o ------i— ^ \ e r f c  ~ ----- lA F o \  —
T c - n  ^  4  X I у  I

, 1 — X 
— erfc.

г К р о

5. Т е м п е р а т у р н о е  п о л е  ц и л и н д р а  п р и  г р а н и ч н ы х  
у с л о в и я х  [ р о д а  [65]. Д ано  начальное распределение темпера­
тур ы  по радиусу неограниченного цилиндра Го=соп51. В началь­
ный момент времени температура поверхности цилиндра мгновение 
сниж ается  до температуры Тс=соп51. Найти радиальное распреде­
ление температуры в любой момент времени.

Имеем

дТ  (г.  т)  /д*Т {г т)  , д Т  (г, т)
V дг* гдг  /дх

7’ (г,0) =  Го; 

т) = Г , ;

д Т  {О, х) ! д г  = 0, Г  (О, х ) Ф с а .

П рименяя интегральное преобразование Лапласа к  задаче, получим;

? " ( '• ,  « ) + — ? ' '  (г. 8 ) ------2 . Г ( л  8 ) + - ^ - 0 ;  (5 .90)Г а а

Т ( Я ,  5 ) -Г е/ 5 ;  (5.91)

д Г  (О, $ ) д г= 0 ,  Г  (О, в ) Ф о о .  (5.92)

Уравнение (5.90) представляет собой обыкновенное дифферен­
циальное модифицированное уравнение Бесселя относительно функ­
ции Т  (г, 5), его решение состоит из суммы двух  частных решений. 
П ервое частное решение представляет собой функцию

2»-4» 2>-4*.6*

Т .  е. модифицированную функцию Бесселя 1-го рода нулевого по­
р яд к а .



' Второе частное решение представляет собой модифицированную 
-функцию Бесселя 2-го рода нулевого порядка

Ko(z) = - / o W [ lo g ( - y j  +  c] +  ( - y j 4 ( l + Ÿ '

г

f
(2!)

2 ' • 3 ;  (31)* ' 
где С = 0 , 5 7 2 2 . — постоянная Эйлера.

Общее решение уравнения (5 .90) имеет вид

' . f  ( г ,  S )  — Г о / 5 = Л / „ ( ' 1 / 5 / а г )  +  В / ( о ( ] / 5 / а г ) ,

где А и В — не зависяш,ие от г  постоянные, которые определяются 
из граничных условий.

Постоянную В = 0  находят из условия (5.92), т а к  к а к  при г - > 0
a r j —  ОО, что противоречит условию (5.92) при ВфО.

К ак видно из разложения, функция — четная, она
удовлетворяет условию симметрии задачи.

Определим постоянную А из условия (5.91)

f ( R .  s) = T„l s  +  A I „ [ ] / l f a R )  = T J s ,  Л = -------, ■
s/o \У s / a R )

Тогда решение задачи имеет вид в области изображений

(г, S )  =  J o { V .s/ar) ^  ^

M V J a R )

К а к  видно из разложения’ функции /о(г), дробь (5.93) представ­
ляет собой отношение двух степенных рядов с натуральными пока­
зателями относительно s,  причем ряд знаменателя не содержит 
постоянной, т. е. выполнены все условия обобщенной теоремы раз­
ложения для  перехода от изображения к оригиналу.

Найдем корни функции ti)(s), для  чего приравняем ее нулю;

Tli(s)==s/o(V" s/aR) = sJo{i\/^s/aR]==0.  (5:94)

Из (5.94) имеем: 1) s = 0 (нулевой корень); 2) i Ÿ ~ s J a R ^  
= { i„ (n = I ,  2, . . . )  — корни функции Бесселя (см. табл. IV. 6;
ч. 2, прилож. IV). Д ля  бесчисленного множества корней s„ получим
s ^ ^ ~ a \ i y R \

Затем применим теорему разложения для  простых корней s„. 
Предварительно найдем т))' (s), используя соотношения

¡1 (2) =  d/û (2)/^, /i (2) =  (i/t) Л  ( i 2 ) ^  _

'ÏJ' (s)==/o(V^s/a^)+  /i ( y ^ s/q R) =  У(, ( i  /?)-[- 
___ 2 V a s

y  s/a RJi ,  ( i  y~ ^ a R ],



Т аки м  образом, получим

Г ( 0 )

или

Т , ~ Т { Х ,  т ) = ( Г , - Т е ) - ( Г , - Т о ) 2УЛиЛг//?)1 
^  \inJl  (Ил)

к е х р

П ереход к  безразмерному виду дает окончательное решение

[45]. Регенератор служит для передачи теплоты от движущейся горячей 
жидкости к холодной. При его работе горячая и холодная жидко­
сти попеременно обтекают твердую . стенку регенератора. При про­
хождении горячей жидкости стенка регенератора нагревается, а з а ­
тем отдает аккумулированную теплоту протекающей холодной 
жидкости . Далее этот процесс циклически повторяется. Пусть стен­
к у  регенератора можно представить в виде полуограниченного 
твердого тела у > 0 ,  а в области у < 0  в направлении оси х осущест­
вл яется  равномерное течение жидкости со скоростью и.  Предпола­
гается ,  что температура жидкости в любой плоскости, перпендику­
лярной направлению потока, одинакова вследствие интенсивного 
перемешивания. Однако при этом положим, что перенос теплоты 
теплопроводностью вдоль потока пренебрежимо мал по сравнению 
с  конвективным переносом.

Обозначим массу жидкости, соприкасающуюся с поверхностью 
стенки, через ТИр удельную теплоемкость жидкости — через с,, тем­
пературу жидкости — через Т  {х̂  т), температуру поверхности стенки 
регенератора — через Т$(х,  т), коэффициент теплоотдачи стенки — 
через а .

При введенных обозначениях температура жидкости должна 
удовлетворять уравнению

где Н1 =а/{М 1С̂ ).
Температура стенки должна удовлетворять нестационарному 

уравнению теплопроводности, но упростим задачу, полагая, что 
стенка выполнена из материала с бесконечно большой теплопровод­

00

0 = 2  ц2Ро),

^ ^ и ^ - Ь И , { Т ^ Т з ) ^ 0  (х>0,  х>0).  
дх дх

(5.95)



ностью вдоль оси у  и нулевой вдоль оси X. Тогда температура 
.поверхности стенки удовлетворяет уравнению

- ^ + / / ( Г 5 - Г ) = 0  (т > 0 ,  д:>0), (5.96).
дт

где Я=а/(;Мс) {М — масса материала стенки, приходящегося на 
единицу поверхности стенки, с  — его удельная теплоемкость).

Предположим, что начальные температуры жидкости и стенки 
равны нулю, а в момент т =  0+ температура жидкости в плоско­
сти д:=0 станет равной единице и не изменяется в да.тьнейшем. т. е.

Г(;^, 0) =  0, 7 '5(д;, 0) =  0, Г ( 0 ,  т )= 1 .  (5.97)

Краевую задачу о начальном разогреве идеального регенератора 
(5.95) — (5.97) решим с помощью интегрального преобразования 
Л апласа. Используя основные правила выполнения операций 
(см. § 5.2), получим в области изображений:

+  /с1д:+//1 { f  -  Т з  ) =  0 (х > 0 ) ;  (5.98)
(^5 -  Г )= 0  (х > 0 ) :  (5.99)

Г ( 0 .  5)= 1/3. (5.100)
Начальные условия в (5.97) были учтены при применении тео­

ремы дифференцирования оригинала (см. п. 5̂ § 5.2).
Определим Т з  из уравнения (5.99):

подставим его значение в уравнение (5.98). Тогда получим линей­
ное дифферепц«гальное уравнение первого порядка относительно Т

Решение последнего уравнения с учетом граничного условия
(5.100) запишется в виде

х{5+Н1) , хИНх (5.101)
и и (в+ И )

а для функции Т'з имеем выражение

Т , = ------— е х р [ - - ' *'+'̂ *^ (5.102)
5 (''+Н) [ и Ц (5 + ̂ ) ]

Д л я  перехода в область оригиналов воспользуемся формулой 
приложения IV

-  exp(^;/s)-»-/^, (2  У h

где /q (х) — модифицированная функция Бесселя 1*го рода нулевого 
порядка.



Согласно теореме затухан ия  (см. п. 4 § 5.2), имеем

^ е х р  Н ) / ( , ( 2  У Т х ).  (5.103)

Д а л ее  воспользуемся теоремой интегрирования для оригинала 
(см. п. 7 § 5.2)

1 / 1  1 \ /к— -------  —  ехр —
Ô \ s  s + b ;  \ s + &

T

e x p (— 60 ^0  (2  k t ) d i .
о

Из последнего равенства и (5 .103) следует, что

7 ^ ' ‘Р ( 4 : i ) - " “ P ( 2 / * т ) +

-Ь Ь ‘ ехр (—bt )  I ^ [ 2 - ^ k t ) à t
Q

или, интегрируя по частям, имеем

( 5 J 0 4 )

где /i (2) =  d/(, (z)/dz — модифицированная функция Бесселя 1-го рода 
первого порядка.

Воспользуемся формулами (5.103), (5.104) и первой теоремой 
смещения (см. п. 2 § 5.2), тогда из выражений (5.101) и (5.102) 
получим, что Т  W T s  равны нулю при x<xj u ,  а при x y x j u  опре­
деляются формулами

Т{х,  т) =  е х р (—Я 1д:/м)х
_____ х/и _____

\ + Y  Ах г ех р (—Я О Л  (21/Л ;с/ ) = :
Ô )

«—*/и __________
Ts{x,  х) = И J  е х р (— Я ^/о  (2  ) / -4>ri)d/,

где A = - HHj u .
Приведем пример расчета температур жидкости Т {х, т) и по­

верхности регенератора Т^{х, т) с помощью ЭВМ М-222. Пусть 
заданы следующие данные: и»=80 м/с; И — 2,Ъ\ //i = 960.

Запишем на алгоритмическом языке АЛГОЛ-60 (транслятор 
ТА-1М) программу расчета Т{х,  т) и Т^{х, т) в точках a : i= 0 ,05  м;
JC2 = 0,1 м; дгз =  0,15 м; м в моменты времени 0,25; 0,5; 1; 5 с.
BEGIN
REALQ, TAU, U, H, H I , P ,  X, Y l ,  Y2, XI, INTl, INT2;
REAL T, TS, Э, Я;
ARRAY I N [1 ;4 J

s  ( s  +  6)
e x p x



ü : « 8 0 ;  Н ;= 2 .5 ;  Н 1 ;= 3 0 ;
FOR T A U ;-=.25,.5, 1. 5 DO 
FOR X := .05 , .1 , .15 , .2D O  
BEGIN
P : = E X P ( - A x X / U ) ;
IN[11: = .00001 ; IN [2]; =TAU — X/Ui 
{N{3j:=IN(21/10; IN [4 ];  = .0001;
A: =  H x H l / U ;
IF TAU<(X/U)THEN GO TO FIN;
1 N T I := P 0 6 5 5 (Q . Y l ,  IN[1], I, J);

' I N T 2 ;* P 0 6 5 5 (Q ,  Y2. INl l j ,  I, J);
T : = P x ( l - f - S Q R T ( A x X ) x I N T l ) ;
TS:  =  H x P x i N T 2 ;
P1041(TAU. X, T. TS);
GO TO M,
1: BEGIN
X l : - 2 x S Q R T  ( A x X x Q ) ;
Я : = P 0521  (XI); Э : = P 0 5 2 2 (X I ) ;
Y I :  = E X P ( - H X Q ) X  Э/SQRT (Q);
Y 2 ; = E X P ( - H x Q ) x H ;
I END;
F I N ; T ; = 0 ;  t S : = 0 ;
P1041 (TAU, X, T, TS);
M:END;
END

С п и с о к  и д е н т и ф и к а т о р о в .  L/-~ скорость движения жидкости и\ 
Н , HI — комплексы И, и W, соответственно; X — значение координаты дг; 
TAU — значения времени т ; Т . TS — значения температур жидкости и стенкм , 
соответственно; 1NT1, Я , Э , Р , Y1, Y2, 1NT2 — рабочие переменные; IN — р а ­
бочий массив; Р0521 (Z) — подпрограмма вычисления функции /о (г ) ; Р 0522  (Z )— 
подпрограмма вычисления функции (г).

Результаты расчетов представлены в табл. 5.2.

Задача 5 .7 . Пластина толщАной 2R находится в тепловом равновесии 
с окружающей средой, т . е. имеет температуру, равную  температуре о кр уж аю ­
щей среды То- В начальный момент времени температура среды повыш ается 
по закону Тс (х) — То-Ь^т. где Ь — постоянная, град/с. теплообмен м еж ду по­
верхностями пластины и внешней средой осущ ествляется по з ак он у  Н ью тона. 
НаЙ1Н распределение температуры по толщине пластины в любой момент врем е­
ни и провести анализ полученного решения.

Задача 5 .8 . Дано сферическое тело радиуса R при равномерной начальной 
т€мперат)^е Т„. В начальный момент времени оно помещается в среду с темпе­
ратурой Tc>T q. Теплообмен с окружающей средой происходит по закон у Нью­
тона. Внутри тела действует источник теплоты, объемная плотность теплового 
лотока которого равна ¿ур.

Найти распределение гемпературы Лри; а) —ipo — const; б) — е х р х  
х ( —*т). * = consl-

Задача 5 .9 . Неограниченный цилиндр радиуса R с постоянной по р ади усу  
начальноГ! температурой То в начальный момент времени помещается в ср еду  
с посгоянной температурой Тс>Тг,. П редполагая, что температура цилиндра 
з<10йсиг только от радиуса и времени, нзйти распределение температуры в ци­
линдре в любой момент времени (теплообмен происходит по закону Н ью тона'.



З адача 5 .10 . Д аи а система из двух полуограниченных тел. Начальные- 
температуры тел разные. В начальный момент времени тела приведены в соири- 
косновение и начиная с момента соприкосновения на границе тел действует 
источник теплоты, поверхностная плотность теплового потока которого q. Найти 
распределение температуры  а системе ппн: а) одинаковых начальных температу’- 
рах , (7= io * c o n s t ;  б) различных начальных температурах, <?=*i7o = const.

Т а б л и ц а  5. 2
Значения тем ператур  жидкости и поверхности стенки регенератора

X, м
г .  г р ад

0 .  05 0. 10 0 ,  15 0 , 2

Т = 0.25 С

Ts 0 ,4334 0.4269 0.4205 0.4141
Т 0 ,9895 0,9791 0,9688 0.958^

■с—0,5 с

Ts 0.6821 0,6759 0,6689 0,6623
Т 0 ,9942  - 0,9893 0,9824 0,9765

т — 1 с

Т’5 0 ,8897 0.8861 0.8825 0,8789
т 0 ,9979 0,9959 0 ,9939 0,9918

т«=5 с

Ts 0 ,9760 0,9763 0,9768 0,9772
т 0 ,9996 0,9991 0,9987 0,9983

§ 5.5. О численном обращении преобразования Лапласа

Самым трудным этапом применения операционного метода Лап­
ласа является, к а к  показывает практика, этап нахождения ориги­
нала /(т) по его изображению f ( s ) ,  т. е. задача обращения преоб­
разования Л апласа .  Имеющиеся в настоящее время таблицы соот­
ветствий между оригиналами и изображениями охватывают далеко 
не все необходимые для  практики случаи. Кроме того, часто зна­
чение оригинала вы ражается через очень сложные функции, кото­
рые не всегда табулированы и трудно вычисляемы. Возникает необ­
ходимость в построении приближенных методов обращения преобра­
зования Л апласа , которые позволяют находить числовые значения 
оригинала функции.

Задачу нахождения оригинала /(т) по его изображению можно 
рассматривать как  задачу  решения интегрального уравнения перво­
го порядка

00

f е х р (—5т)/(т)с1т = /(5).. (5.105)
Ö



Эта задача относится к классу некорректных задач, которые 
можно охарактеризовать двумя свойствами: а) они разрешимы не 
при всех значениях параметров, определяющих их решение; б) м а ­
лым изменениям этих параметров может отвечать большое измене­
ние решения.

Вышесказанное очень затрудняет решение таких  задач. Пусть, 
например, изображение /(s) известно на действительной полуоси 
комплексной плоскости s > a  и аргумент s есть действительная 
переменная. Уравнение (5.105) имеет решение не для  всех функций 
/(s), непрерывных или даж е  гладких*  при s > a ,  оно, в частности, 
неразрешимо в случае, когда /(s) не является  аналитической 
при s > a .

С другой стороны, предположим, что f {s )  суть  изображение 
некоторой функции f ( x)  и, следовательно, уравнение (5.105) разре­
шимо. Проведем замену функции f (x)  на некоторую другую функ­
цию /i (t ) , которая отличается от / ( т )  наличием возмущения боль­
шой величины на некотором достаточно малом участке. На осталь­
ной части полуоси [О, оо| функции /(т) и ( t )  совпадают. Тогда 
новому оригиналу f i{x)  будет соответствовать новое изображе­
ние (S ), которое мало отличается от /(s) д л я  любых s > a .  Следо­
вательно, малому возмущению правой части (5.105) может соответ­
ствовать большое изменение в решении интегрального уравнения.

Рассмотрим теперь некоторые методы, которые позволяют осу­
ществить численное обращение преобразования Лапласа [58].

Если / (т) является оригиналом, а f {s )  — его изображением по 
Лапласу, то для нахождения оригинала по изображению можно 
пользоваться в комплексной плоскости интегралом

f /(s)exp(sT)ds, (5.106)
2^' « i »

где о — абсцисса в полуплоскости абсолютной сходимости интегра­
ла Лапласа.

Непосредственное вычисление интеграла в (5.106) затруднено 
тем, что он является несобственным, с колеблющимся ядром и тре­
бует знания функции ^ (s) для комплексных значений s = a - f í ’a  
(—со < а < о о ) .

Ь работе (581 изучаются три группы методов численного обра­
щения преобразования Лапласа. Рассмотрим первую из них. ^ о  
группа методов обращения преобразования Л ап ласа ,  основанных 
на применении интерполяционных квадратурных формул. Произво­
дится замена функции J{s)  в интеграле Меллина (5.106) другой 
функцией, которая интерполирует f ( s )  по значениям ее в несколь­

• Функция у ( х)  называется малкой на промежутке Й, если функция у (х}  
непрерывна вместе со своей произооднок на этом промежутке.



ких точках. Погрешность вычисления интеграла (5.106) зависит 
в  основном от точности, с которой интерполируется функция-изоб­
ражение f{s) .  Д л я  обеспечения достаточной точности вычислений 
следует согласовать способ интерполирования со свойствами функ­
ции |(s) ,  являю щ ейся не произвольной, а функцией-изображением.

При интерполировании f {s)  можно варьировать как  выбором 
узлов интерполяции s^, так и выбором функций (iûp(s)}, которые 
используются в процессе интерполирования. Так как изображение 
/ ( s ) -»-О при S, стремящемся к бесконечности, то представляет 
интерес рассмотреть случай, когда f ( s )  убывает  п о  степенному-  
закону, в частности ее можно представить в виде /(s)=«(s — а)~ '’х  
X^l^(s) (Y>0)» функция \l;(s) регулярна в полуплоскости
R e s > 0 () и ограничена в полуплоскости R e s > a ( a > g „ ) .  Параметр а 
должен удовлетворять условию R e a < a ^  и выбираться так, чтобы 
функция t{3(s) в полуплоскости R es> a„  обладала «лучшими» свойст-- 
вами, чем f ( s ) ,  т . е. чтобы t|3(s) имела меньше особенностей, чем 
/(s), и чтобы особые точки функции \p(s) были расположены дальше 
от прямой R e s  =  0 g, чем особые точки изображения J ( s ) .

Предположим, û = 0 < a g < a ,  чего всегда можно добиться парал­
лельным переносом осей координат. После замены функции /(s) 
в  интеграле (5 .106) получим

В интеграле (5.107) интерполируем функцию >р(5) с помощьк: 
линейных комбинаций некоторой полной системы функций шр (5), 
р = 0, 1, 2, . . . .  Так  ка к  1|’ (5) регулярна в полуплоскости R e s > a ,  
непрерывна в полуплоскости Нез>ац, включая бесконечную точку, 
то в качестве о)  ̂ (з) можно взять рациональные функции от 5, 
которые должны быть ограниченными при 5->оо и полюсы которых 
лежат в полуплоскости Res<o^,.

Д л я  простоты вычислений лучше всего интерполировать г|5(5̂  
многочленами от 1/5. В зяв  пока произвольные узлы интерполяцир

1, 2, . . . ,  п), лежащие в полуплоскости Не5>0о, построи\ 
•интерполяционную формулу для 1|)(5):

o -fico

(5.107;

п
'l’ ( s ) «  2  ^(Vs)xi5(sfc)+z„(s), (5.108

г д е /h(l/s)=iüA(l/s)ü)ft(l/Sh); cùft(l/s)=ûi(l/s)( l/s — l/s^); o)(l/s) = 

= n  ( l / s - 1 / s , ) .



Используя представление (5.108), получим следующую формулу 
для вычисления интеграла Меллина (5.107):

/ ( t ) “ S  Л (т)Ч > (5^)+ ;?„ . (5 ,109 )

СН-<®® , C-i-ioo
где  j  ex p (ST )s -v/ f i( l/ s )d s ;  =  f cxp  (s t ) X

0 — ÍQO a — i a o

XS” V n(s )d s  — остаточный член.
Отбросив остаточный член в (5.109) и раскладывая  /^(l/s) в  р я д

, по степеням — |/b(I/s)= из (5.109) получим
• \ "о у 

'■=0
где Г ( х ) — гамма-функция.

В (5.110) коэффициенты а^} з а в и с я т  от выбранных у зл о в  ŝ , и , 
зн ая  м ож но л егко  вычислить коэффициенты /За (т) д л я  лю бы х 
значений т.

Задача о стремлении остаточного члена Rni s )  (при п->оо) 
к нулю может быть решена только д л я  некоторых конкретных 
узлов S;, и частных классов функций H)(s), что затрудняет приме­
нение этих методов численного обращения преобразования Л а п л а с а  
на практике. При построении квадратурной формулы (5.109) необ­
ходимая степень точности интерполяции при заданных узлах  интер­
полирования в полуплоскости Res>OQ достигалась за счет вы бо­
ра квадратурных коэс^ициентов Степень точности квадратурной 
формулы может быть увеличена т а к ж е  за  счет выбора узлов интер­
поляции. Вычисление интеграла Меллина при этом сводится, (п у ­
тем замены переменных) к вычислению интеграла:

e-f/oo
Г e x p (s ' )T * (s ' )d s ' .  ( 5 . I I I )

2л{ X Jе—Í00

где е > 0 ;  Í* (з ') =  Г(з'/т-Ьо,^); s = s'/r+Oo.
Относительно функции ¡Г* (s) предполагаем, что она может бы ть  

представлена в виде /*(s)=(l/s) ' 't l )(s ) , где  y > 0, функция 1|;(5) ре­
гулярна в правой полуплоскости R e s > 0 .

Тогда для  определения функции f ( r )  необходимо найти зн ач е ­
ние интеграла

e + i o o

*
2я/

Г ехр(з)Г*(8)(1зл^ ^  А^^Р(5^). (5 .112)
г-1 сс »

За счет выбора узлов в  формуле (5 .112) достигают того, что 
она становится точной для любого многочлена степени 2п  —  1 
от переменной х=1/5.



в  формуле (5.112) коэффициенты вычисляются по формуле

нахождение их связано с большими вычислительными трудностями 
и потерей точности при вычислениях.

Существуют т а к ж е  методы вычисления интеграла Меллина с по­
мощью квадратурных формул с равными коэффициентами, т. е. 
интеграл (5.106) представляют в виде формулы

Неизвестные и узлы  вычисляются так ,  чтобы, формула (5.113) 
бы ла точной для многочленов степени п  от 1/s: с„=  !/[пГ(у)]-

Применение формулы (5.113) к вычислениям затруднено тем, 
что с ростом п  все большее количество узлов интерполяции ŝ , вы­
ходит из области регулярности функций, т. е. переходит в левую 
полуплоскость R e s < 0 0  [58].

Вторая группа методов численного обращения преобразования 
Л ап ласа  основана на том, что задача вычисления интеграла Мелли­
на может быть приведена к вычислению интегралй Фурье. Послед­
нее является классическим аппаратом исследования широкого круга 
прикладных задач, и было предложено много способов для его чис­
ленного осуществления. Каждый из таких способов можно приме­
нить к решению задачи обращения. Вычисление интегралов Фурье 
по значениям преобразуемой функции f  (х) основано, как  и вычис- 
-ление интеграла Меллина, преимущественно на интерполировании 
функции f{x) с помощью многочленов или рациональных функций, 
при этом интерполирование выполняется либо во всей области ин­
тегрирования. либо в ее частях . Чем более гладкой является функ­
ц и я  f (x)  и чем быстрее она стремится к нулю при т -^  со, тем точ­
нее может быть вычислен интеграл.

При вычислении интегралов Фурье функцию-оригинал/(т) можно 
улучш ить в направлениях: а) увеличения плавности изменения;
б) увеличения скорости стремления /(т) к нулю при неограничен­
ном возрастании ее аргумента; в) улучшения дис|)ференциальных 
•свойств оригинала /(т).

Увеличения плавности изменения. / (т) можно добиться выделе­
нием из нее особенностей. Улучшение дифференциальных свойств ори-

г д е  производная от Р^‘''^(1/5) берется по д:=1/5.
Узлы интерполяции являются корнями многочлена

оооо

о

—  ехр (S) s - Ц )  (S) ds «  У  \\> ( s j .
>1Т/

(5.113)



гинала /(т) предполагает, например, увеличение порядка ее диффе- 
ренцируемости.

Методы второй группы численного обращения операционного 
преобразования Лапласа имеют один принципиальный недостаток, 
а именно; все эти методы не учитывают того, что под знаком ин­
теграла Меллина стоит не произвольная функция f {s )  с комплекс­
ными значениями, а функция-изображение, которая заведомо обла-

I дает некоторыми заранее известными свойствами, такими, например, 
к а к  регулярность в полуплоскости R es> ao  (ао<о), стремление 
к  нулю при удалении точки s в бесконечность и т. д . Поэтому вы­
числительные методы обращения, отнесенные к первой группе, я в ­
ляются более предпочтительными, так  как  в них в той или иной 
мере учитываются свойства изображения.

Важным моментом уточнения методов обращения преобразования 
Л апласа , основанных как на интерполировании функции-изображе­
ния f ( s ) ,  т ак  и на применении преобразования Ф урье  д л я  вычисле­
ния интеграла Меллина, является  вопрос о выделении особенностей 
функции-изображения f{s)  и оригинала /(т).

Вычисление оригинала f ( x)  связано с интерполированием изоб­
ражения f  {s) или функции i{)(s), где f (s)«\|i (s) (s — a )“ v. Интерпо­
лирование будет тем более точным, чем более «гладким» будет изме­
нение f i s )  или \j5{s) В полуплоскости R es> ao . Ma гладкость  изме­
нения функций f{s)  и \{3{s) в этой полуплоскости влияют: а) распо­
ложение особых точек f{s)  (изменение f{s)  и \{3(s) будет тем более 
«гладким», чем дальше особые точки удалены от полуплоскости 
R es> ao l;  б) характер особых точек / (s).

На точность интерполирования т а к ж е  влияет скорость стремления 
величины \ T(s)\ к нулю при s - ^ c o :  точность увеличивается  при 
увеличении скорости убывания ] /"(s) | .

Вопрос о выделении особенностей функции-изображения связан  
с  уменьшением влияния особых точек на поведение J ( s )  или, если 
это возможно, с устранением ближайших к прямой R e s = a o  особых 
точек функции f{s). Это делают с помощью представления f\s )  в виде 
суммы / (s )= f^ (s )+ f i{ s ) ;  /i(s) выбирается так , чтобы она имела ос­
новные особенности f(s) ,  влияние которых мы хотим ослабить у 
f ( s ) ,  или те особенности функции-изображения, которые нужно 
устранить; Л (s) должна такж е  быть функцией-изображением, ориги­
нал f  (х) которой можно найти точно. Построив таким образом 7 i  (s), 
можно надеяться, что f a ( s )= f ( s )  — f i ( s )  в полуплоскости R e s = e > a  
будет изменяться более плавно, 4 e u J { s ) ,  и ее оригинал может 
быть найден более точно, чем оригинал /(т) функции-изображения

Кроме рассмотренных выше методов обращения преобразования 
Л апласа существует третья группа методов, основанных на исполь­
зовании специальных разложений. Рассмотрим некоторые из них.



И с п о л ь з о в а н и е  п о л и н о м о в ,  о р т о г о н а л ь н ы х  н а  к о ­
н е ч н о м  п р о м е ж у т к е .  П усть  искомый оригинал f ( t )  — функция, 
интегрируемая на любом конечном отрезке [О, i]:

ОО *

P ( T ) l/ ( T ) P d T < o o ,
о

I со

где р( т)  — неотрицательная функция на [О, со], причем j  р (т) d t< o o .
о

Известно преобразование Л апласа  Ф («) функции / (т )р (т ) :
00

Ф  (s) =  J  ехр  (—ST) / (т) р (т) d r .  
о

Необходимо найти 'оригинал /(т).
П утем замены переменной л:—ех р (—,т) можем получить

1
ф  (5) =  j  х^о)_(х) {р (х) dx,  (5 .1 14)

о
где ср(х) =  / (— 1п;с), о)(х) =  р (— 1пх)/х. Придавая s значения О, 1, 2,
3, . . . ,  получим так называемые «взвешенные моменты» функции 
(р(х):

îft =  Ф (A ) =  | 0 (x )x * ф (x )d x ,  А = 0 , 1, 2, . . . .

Параметр 5 может принимать целые положительные значения, 
т а к  к а к  (5.114) справедливо в  полуплоскости Re 5 > 0 .  В этой по­
становке задачи необходимо восстановить функцию ф(х) по ее взве­
шенным моментам |х̂ .

В частном виде можно рассматривать задачу следуюш.им образом: 
по заданным л + 1  взвешенным моментам Ио. ^̂1* *̂2. •••» Ип функции

п

Ф(а:) построить полином ^ „ (х) =  2  такой, чтобы (л+1)-первыек=0
взвешенные моменты его совпадали с заданными моментами функ­
ции ф(х):

1
ф(fe)=J(й(x)x*£?n(x)dx=^Aft, А=0, 1, 2, . . . .

Будем  искать полином в  виде

м  “ 2  Ф (* ) ' ! ' » .  » м .  (5.115)

где ’Ра. п(л:) — полиномы степени п,  для которых
• [ О при з ф к ,
I х°(1  — х)Р n { x ) d x - {  (5.116)
 ̂ 1 1 при 8 = « .

ч



Каждый полином 0 < Л < п , будучи заданным своими
{п-\- 1)*первыми моментами

( О при I Ф  к,
= , . , 1* . . . .  л,I 1 при

определен однозначно и, следовательно, представление (5.115) един­
ственно.

Рассмотрим некоторые варианты построения функции я (х).
1. Пусть в (5.116) постоянная р = 0 ,  а весовой множитель Р(т)=» 

=  е х р [— ( а + 1 ) т ] ,  тогда искомому разложению функции
00

^ (т )=  2  (2й+а-4-1)ай/>^“' °>ехр(—т),
¿-о

где Р а“’ (х) =  (__1)" /__па (Д+Д+Р+1) . . .  (f^+a+P+fe)
\ п ) (а+1) (а+2) . . . (а+й:)

х л *  — полиномы Якоби; ~~ (*+а) — число
\ п  )  п1

всех сочетаний из п-{-а различных элементов по а ,  будет соответ­
ствовать разложение преобразования Л ап л аса  Ф (5) в ряд

ф (3) = V ( 2 * - f а + 1) -
(*+я-|-1) (в+a^-ft-^-l)

где коэффициенты вычисляются из треугольной алгебраической 
системы

Г(2п-Ьа-Ц) ' ^ 2 А + а ^ / З п + а + 1 \
п1Г(л-|-а+1) ~ ^ 2 п + а + \  [  п  ~  к  )  '̂

Полиномы 'Ра. п(д:) сводятся к виду

/п \ /п4-к -{ -а\
Ч^*,а(А;)“ ( - ‘ 1)'*” * ( «  +  *-ЬС1+1) X

\ «/  \ п  /
Э - У /  1 ) .-ш  т + п + а + 1  1п \ / п + т + а \  „  

rп4-A-l-a-f 1 \т.] \ п I
твО

2. Пусть а= »р = 0  и весовой множитель р ( т )  =  ех р (—т).
Тогда /(т) представима в виде ряда

00

П т ) = 2 ( 2 * ! + 1 ) а Л ' ’ ' ' " е х р ( - т ) ,
А—О

где Р^к' (т) — полиномы Лежандра.



Этому разложению соответствует разложение преобразования 
Лапласа в ряд

оо

Ф ( 5 ) = \ ^ Ч 2 ^ + 1 )  ••• а , , .^  (з+1){з+2) . . .  {5+к+1)к=̂0
где коэффициенты О}̂  вычисляются из треугольной алгебраической 
системы

Т а б л и ц а  5. 3

Р езультаты  численного обращения преобразования Лапласа некоторых 
функций по алгоритмам 5, 6  (приложение V)

1
М т )-1/ > ^ х я

точное значение данные по алгоритму 6 данные по алгоритму 
5

1 0 , 5 6 4 1 9 0 , 5 6 5 5 5 0 , 5 6 4 1 9
2 0 ,3 9 8 9 4 0 . 3 9 9 1 2 0 . 3 9 8 9 4
3 0 . 3 2 5 7 4 0 , 3 2 6 5 5 0 , 3 2 5 7 3
4 9 0 ,2 8 2 0 9 0 , 2 8 2 7 8 0 . 2 8 2 0 9
5 0 ,2 5 2 3 1 0 . 2 5 1 7 4 0 ,2 5 2 3 1

10 0 . 1 7 8 4 1 0 , 1 7 7 9 6  ' 0 . 1 7 8 4 1

М т)— 1 - ехр ( - — ]
V

Точное значение данные по алгоритму 
б точное значение денные по алгоритму 

6

0 , 0 2 0 , 0 1 9 9 9 8 7 0 ,0 1 9 9 9 9 4 0 . 0 0 0 0 0 0 0 — 0 . 7 1 6 4 9 - 1 0 - »
0 . 0 4 0 ,0 3 9 9 8 9 3 0 , 0 3 9 9 9 0 8 0 . 3 9 1 7 7 - 1 0 - » « — 0 ,9 3 6 3 7 . 1 0 - ®
0 . 1 0 , 0 7 9 9 1 4 7 0 .0 7 9 9 1 8 1 0 , 7 4 3 3 6 - 1 0 - 5 0 . 8 9 3 4 2 - 1 0 - ^
0 . 3 0 ,2 9 5 5 2 0 2 0 .2 9 5 5 9 1 4 0 .0 3 6 7 4 6 5 0 ,0 3 7 2 5 0 7
0 . 5 0 ,4 7 9 4 2 5 5 0 .4 7 9 2 5 0 5 0 , 1 0 7 9 8 1 9 0 . 1 0 7 9 3 7 3
0 . 7 0 . 6 4 4 2 1 7 7 0 .6 4 1 9 2 9 1 0 . 1 6 1 6 0 5 2 0 , 1 6 1 1 9 2 9
1 , 0 0 . 8 4 1 4 7 0 9 0 .8 3 6 7 9 6 1 0 .2 0 7 5 5 3 7 0 . 2 0 7 2 3 7 0

/ (т)—ехр (—0.5т)

данные по алгоритмуданные по алгоритму 0 6

0 . 0 2 0 , 9 9 0 0 4 9 8 0 . 9 9 0 0 5 0 3 0 . 9 9 0 0 4 8 4
С.0 4 0 , 9 8 0 1 9 8 7 0 . 9 8 0 1 9 9 2 0 ,9 8 0 1 9 8 0
О.Ю 0 . 9 5 1 2 2 9 4 0 . 9 5 1 2 2 9 9 0 . 9 5 1 2 2 7 3
0 . 3 0 0 ,8 6 0 7 0 8 0 0 , 8 6 0 7 0 8 4 • 0 . 8 6 0 7 0 5 3
0 , 5 0 0 .7 7 8 8 0 0 8 0 . 7 7 8 8 0 1 3 0 .7 7 8 7 9 8 4
0 . 7 0 0 ,7 0 4 6 8 8 0 0 .7 0 4 6 8 8 6 0 , 7 0 4 6 8 7 0
1 . 0 0 0 , 6 0 6 5 3 0 6 0 . 6 0 6 5 3 1 3 0 , 6 0 6 5 1 7 9



Полиномы имеют вид

/п \ /л +  ̂ \

\ « / \ «  /

¿ d  m + k + l \ m l \  П ,гл=0
Методы третьей группы трудно использовать в практике числен­

ных расчетов, так как  бесконечные системы уравнений с треуголь­
ными матрицами для  определения коэффициентов • неустойчивы 
относительно роста погрешностей.

В приложении V приведены две программы, реализующие мето­
ды численного обращения преобразования Л ап л аса  (алгоритмы 5 и 6), 
записанные на языке АЛГОЛ-60.

В табл. 5.3 приведены данные расчетов по численному обраще­
нию некоторых функций с помощью алгоритмов 5 и 6. Сравнение 
результатов расчетов показывает более высокую точность расчетов 
по алгоритму 5. Однако при нахождении оригиналов сложных изо­
бражений алгоритм 6 имеет -г'о преимущество перед алгоритмом 5, 
что при его использовании нет необходимости выделять мнимую 
и действительную части функции-изображения.

Покажем на примерах, к а к  составить программу численного на­
хождения оригинала функции с помощью алгоритма 6.

1. Пусть нам задана функция Pi (x,  s) в области изображений по 
Л апласу

-  , , sh ( д г К Т )
Pi {х, S) -- ----------------------------------------------- — — .

s K r H c h K l - i / l / T s h V 7 )
Требуется составить программу вычисления оригинала P i(x ,  т) в точ­
ках  х = 0 ,2 ;  0,4; 0,6; 0,8; 1 для  значений т =  0 ,05 ; 0 ,1 ; 0,5; 1.

Д л я  составления программы расчетов воспользуемся процедурой 
L1NV (см. приложение V, алгоритм 6), записанной на алгоритмиче­
ском языке АЛГОЛ-60. Тогда программа численного обращения 
функции Pi(x,  s), записанная на языке АЛГОЛ-60 для  ЭЦВМ 
М-222 (транслятор ТА-1М), имеет вид:
BEGIN
REAL PROCEDURE SH{X); VALUE X; REAL X;
S H : =(EXP (X) -  EXP (X))/2;
REAL PROCEDURE CH(Y); VALUE Y; REAL Y;
CH: - ( E X P (Y )  +  E X P (—Y))/2;
INTEGER m ,  NA; REAL ТА, FA; M A : - 5 ;  N A : - 1 0 ;
BEGIN 
REAL K;
INTEGER I, J ;
ARRAY R l ( l : 5 | ;
REAL T, P, FI;
ARRAY NA[1:NA];



PROCEDURE L IN V (P A , NA, ТА, FA. VA, MA);
VALUE NA, ТА; INTEGER MA, NA;
REAL ТА, FA; ARRAY VA;

. REAL PROCEDURE PA;
BEGIN
INTEGER lA , KA. NH, SN;
REAL AA'
ARRAY G A [0 :N A ] ,  H A [ l ;N A / 2 ] :
IF M A - N A  THEN GO TO CA;
G A [ 9 ] : - 1 ;  N H : - N A / 2 ;
FOR I A : - 1  STEP 1 UNTIL NA DO 
G A [ I A ] ; - G A [ I A  — I j x I A ;
H A [ l ] : - 2 / G A  [ N H - 1];
FOR I A : - 2  STEP 1 UNTIL NH DO
H A [IA ]:  =  I A t N H x G A  ( 2 x  IA1/(GA (NH -  l A ) x G A  [ l A j x G A  ( l A -  I]) 
S N : - 2 x S I G N ( N H  — N H - : —2 x 2 ) -  1;
FOR I A : - 1  STEP I UNTIL NA DO 
BEGIN[VA I A ] : - 0 ;
FOR K A : - ( I A + 1 ) : ------- 2 STEP, 1 UNTIL
IF IA < N H  THEN lA  ELSE NH DO
V A [ I A ] : - V A [ lA J - h H A [ K A ]/ ( G A ( I A - K A ]x G A  [2 x K A -~ IA j) ;
V A [ I A ] : = S N x V A [ l A ) ;  S N : ------SN
END;
M A : - N A ;
C A : F A : - 0 ;  A A : =LN(2)/TA;
FOR I A : - 1  STEP 1 UNTIL NA DO 
F A : - F A + V A ( l A ] x P A ( I A x A A ) ;
F A : - A A x F A  
END LINV;
REAL PROCEDURE PI (SI); VALUE SI ;
REAL S I ;
P l : - S H (S Q R T ( S l ) x K ) / S Q R T (S l ) x K / S l/ (C H  (SQRT ( S l ) ) -  
SH (SQRT(SI))/SQRT(S1));
FOR T : - . 0 5 ,  .1, .5, 1 DO
BEGIN
P1041(T);
I : - 0 ;
FOR K : - . 2  STEP .2 UNTIL 1.001 DO
BEGIN
I : - l  +  l
LINV ( PI .  NA. T. FI ,  VA, MA);
R 1 [ I ] : - F 1 ;
END K;
P1041 (R l) ;
END;
END;
END;

Отметим, что зависимость p^(x,  s) при x=\  представляет собой 
изображение функции безразмерной температуры поверхности шара



0 ( 1 ,  Ро)/К1 при симметричном нагреве его тепловым потоком по­
стоянной плотности (см. с. 201).

Сравнение результатов численных расчетов, представленных 
в табл. 5.4, с графической зависимостью в ( 1 ,  Ро), представленной 
на рис. 5.8, свидетельствует о согласовании данных, полученных 
различными методами.

2. Если для  решения задачи о нагревании неограниченной п л а ­
стины по закону Ньютона в среде с постоянной температурой ‘при-

Т а б л и ц а  5. 4
Значения функции р ,  ( х ,  ' )

X

т 0. 2 0 , 4 0 . 6 0. 8 1. 0

0 .05
0 .1
0 ,5
1

0 ,2 4 6 7 .1 0 “ » 
0 .2 8 9 9 -1 0 -*  
0 ,4 8 8 0 -10-> 
0,1088

0 ,3111-10-2
0 ,1806-10-1
0,2008
0,4428

0 ,2 1 3 9 -1 0 ’  
0 ,6 8 3 4 -1 0 -1  
0 ,4968  
1,1037

0,9601 • 10-» 
0,2001 
0,9128 
1,9329

0 ,3 1 2 2
0 ,4 8 6 8
1 ,7000
3 ,2 0 0 0

менить преобразование Лапласа, то в области изображений решение 
представляется в виде (см. § 5.4)

Т { х  -) 5/ах
5 51|) (5)

где я1)(5) = сЬ]/^ s | a R -\ -{\| H )'\ í 5/а5Ь|/^ з/а/?, И = а ./ ‘К.
Вычислим значение оригинала 0  (X,  Р о )= [Т  [х, т) — — Т^)

в т о ч к е Х  = 1 ' в  момент времени Ро=ат//?^=*0,05; 0,1; 0 ,5 ; 1 при

Т а б л и ц а  5. 5
Значение функции в ( 1 ,  Го)

В| »  0 .2 В1 ив 1 В1 — 10

Ро Э  ( 1 .  Р о ) Ро в ( 1 .  Р о ) Ро в  (1  , Р о )

0 ,05 0 ,0485 0 ,05 0 ,2 0 9 6 0 ,0 5 0 .7 6 7 7
0,1 0 ,0676 0.1 0 ,2 7 6 4 0 .1 0 ,8 2 9 4
0 ,5 0 ,1475 0.5 0 ,4955 0 ,5 0 ,9 3 5 7

0 .2239 1 0 .6 5 1 9 1 0 .9 7 6 8

значениях критерия В1 = а/?/Х. =  0,2; 1; 10 с помощью процедуры 
численного обращения преобразования Л апласа ЬГЫУ (см. прило­
жение V, алгоритм 6).

программа, составленная на язы ке АЛГОЛ-60, предназначенная 
для ТА-1М ЭЦВМ М'222, вычисляет значения оригинала следующей 
функции:

ро (5)=сН |/*5 /  5 (сН ) / 54-1/В1 ) .



П рограм м а  запиш ется  следую щ им образом:
BEGIN 
R E A L BI, К;
INTEGER I, J ;
ARR A Y R 2 [ l ; 5 ,  I ; 3 ] ;
R E A L T, F2;
A R R A Y , V A[1 :N A ] ;
PROCEDURE LINV (PA,  NA,  ТА, FA, VA, MA);
V A LU E  NA, ТА; INTEGER MA, NA;
R E A L  ТА, FA; ARRAY VA;
RE A L PROCEDURE PA;
BEGIN INTEGER lA,  KA,  NH,  SN;
R E A L AA'
A RRAY GA[0;NAJ ,  H A [ l : N A / 2 j ;
IF M A - N A  THEH GO TO CA;
G A [ 0 ] : - 1 ;  N H := N A / 2 ;
FOR IA: = 1 STEP 1 UNTIL NA DO 
G A [ I A ] ; = G A  [lA — l ] x I A ;

*  H A t l ) ; = 2 / G A f N H  — 1);
FOR ! A : = 2  STEP 1 UNTIL NH DO
H A [ I A ] : « I A t  N H x G A [ 2 x I A ]/ (G A [N H -IA ] x GA[IA]x G A [ I A - I ] ) ;  
S N : = 2 x S I G N ( N H  — N H — : — 2 x 2 )  — 1;
FOR I A : - 1  STEP 1 UNTIL NA DO 
BEGIN VA[IA ] :  = 0 ;
FOR K A ] := ( I A  +  1 )— : — 2 STEP 1 UNTIL 
IF I A < N H  THEN lA ELSE NH DO
V A [ I A ] : = V A ( I A ) - { - H A [ K A ] / ( G A [ I A - K A j x G A  [ 2 x K A - I A ] ) ;  
V A [ I A ] : « S N x V A ( I A ] ;
S N :  =  - S N ;
END;
M A :  =NA;
C A : F A : - 0 ;  A A :  -  LN (2)/TA;
FOR IA:  = 1 STEP 1 UNTIL NA DO 
F A : = F A + V A [ I A ] x P A ( I A x A A ) ;  F A : - A A x F A  
END LINV;
R E A L  PROCEDURE P 2 (S 2 ) ;  VALUE S2; REAL S2;
P 2 :  - C H  (SQRT ( S 2 ) x  K)/S2/(CH (SQRT (S2 )+SQ R T  (S2)/B1 x  
XSH(SQRT(S2) ) ) ;
FOR T : « . 0 5 , . l ,  5, 1. 0 DO
BEGIN
P1041(T) ;
I : = 0 ;
FOR K: =  .2 STEP. 2 UNTIL 1.001. DO 
BEGIN

+  1 := 0 ;
FOR BI:  = .2 ,  1, 10 DO 
BEGIN
I : = i  +  1;
L IN V(P2 ,  NA, T, F2, VA.  MA);



R 2 [ l ,  J ] : = F 2 ;
END;
END K;
END T ; .
END;
END;

Р езультаты  вычислений по данной программе представлены в  в и д е  
табл . 5 .5 . Д ан н ы е  расчетов (65) по аналитическим  решениям п о к а з а н ы '  
на рис. 5 .9 .

расчета численным методом и а н а л и т и -  

9(1, Fo)

Сравнение результатов 
ческим показы вает  их 
совпадение.

З а д а ч а  5 .1 1 .  В точках 
отрезка  О <  t  <  1 числен­
но определить значения ори­
гиналов  следующих функций 
в области изображения по 
Л а п л а су :

0,2
.3 / 2

2) 2 (5+2,5)

3) *+3 ’

4)
V

—  ехр ( — 2 F ”s ) .

Рис. 5 .9 .  Изменение относительной избыточной 
температуры  поверхности пластины в ( 1 ,  Ро)  
во времени при различных значениях числа  В1: 

/ — 8 1 — 1 0 . 0 ;  ^ — В 1 — 1 . 0 !  31 о  0 . 2

Вычисления провести с 
помощью программы, состав­
ленной на алгоритмическом 
языке А Л ГО Л -60 с  использо­
ванием алгоритмов Уи  6 ,  при­
веденных в приложении V.

Результаты  вычислений сравнить с  точным значением оригиналов, н а й д е н н ы х  
по таблицам соответствий (см. приложение IV ) .



МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ВАРИ АЦИ О Н НЫ Х З А Д А Ч

К р а е в а я  задача д л я  дифференциального ур авн ен и я  теории поля 
<в том числе и теории теплопроводности) может быть заменена экви ­
валентной BapiianHOHHoft задачей  об экстремуме (обычно минимуме) 
некоторого  ф ункционала, характеризую щ его  рассматриваемый процесс 
в интегральной форме [36|. При этом диф(^ренциальное уравнение 
мож но  рассматривать  к а к  уравнение Эйлера — Л а гр а н ж а  для 
сформулированного вариационного условия.

Решение вариационной зад ач и  может быть получено йепо срелст-  
венно , прямыми методами . А  т а к  к а к  вариационная задача экви ­
вал ен тн а  краевой зад ач е ,  то эти методы явл яю тся  одновременно и 
методами  решения к р а е в ы х  зад ач  для  уравн ени я  теплопроводности.

В данной гл аве  кром е методов решения вариационных задач 
рассмотрен  т а к ж е  метод Б убнова  — Галеркина, который часто относят 
к вариационным методам , однако  возможности его  применения шире, 
т а к  к а к  при использовании этого метода нет необходимости форму­
л и р о вать  вариационную з а д а ч у .

§ 6. 1. Постановка вариационных задач нестационарной
теплопроводности

Д л я  линейного у р а в н е н и я  нестационарной теплопроводности

с о  —  — div (Я (р) g r a d  Т’) » 0  (6.1)
дт

с  соответствующими кр аевы м и  условиями дадим вариационную фор­
м у л и р о в к у  на основе вариационных принципов неравновесной 
термодинамики .

Объединяя первое и второе начала равновесной термодинамики 
(6 9 ] ,  получаем соотношение Гиббса

T d S = ^ d a - p d V — i ;  (6.2)
k— I

устанавливаю щ ее с в я з ь  м е ж д у  экстенсивными параметрами системы — 
энтропией S,  внутренней энергией U, объемом V, массой k-ro  ком­
понента в п-компонентной системе и интенсивными величинами — 
тем пературой  Т,  д авлением  р ,  химическим потенциалом 
компонента.

Соотношение (6 .2) обобщ ается на случай  неравновесных систем 
на основе принципа л о кальн о го  равновесия (в  элементарных объемах 
системы  при переходе ее  во всем масштабе от равновесного состояния 
к  неравновесному п р едп о лагается  выполнение условий равновесия). 
Т о гд а  соотношение Гиббса д л я  неравновесных систем можно получить



'из (6 .2), зам ен яя  полные производные с1 экстенсивны х  п арам етров  
субстанциональными и вводя у д е л ь н ы е — энтропию 5, внутреннюю 
энергию и  и объем и:

=  —  2  ( 6 . 3 )
к « »  II

п
где  з = 5 / т ;  и = 1)1т\ v = V|m\ Сг, = т и т \  т =  2  —  о б щ ая  масса 

системы.
Уравнению  (6 .3) можно д а т ь  я вн ую  интерпретацию  с  помощью 

балансовых уравнений — законов сохранения д л я  р ассм атр иваем ы х  
субстанций. Т а к ,  для  непрерывных систем запишем: 

баланс ннутренней энергии

V  -(риг1+Уд) =  сг̂ „ ри^и-Ь У  Ĵq=̂ Яv\ (6-4)

Л
=  I ]  Л - П ;

1

баланс энтропии

- ^  +  У - ( р . . + Л )  =  а > 0 ;  

р ( 1 , 5 + У Л  =  о > 0 /

где У^г— диффузионный поток к-то компонента системы ; J , — 
потоки теплоты и энтропии; Р  — вязкий  тензор д а в л е н и я ;  — 
вектор внешних сил, действующих на единицу м ассы  /г-го компонента 
системы; V — скорость центра м асс ;  (?р — объемная плотность теплового 
потока внутренних источников энергии ; о — ло кальн о е  производство 
энтропии;

баланс массы

(П  I

П
P‘̂ т^h^“ V {к=\у  2» . . л);

п

 ̂ся 1

2  р =  2  рл* Рл
к »  1 1 V

где  — стехиометрические коэффициенты; I — число химических 
реакций, протекающих в каж д о й  точке системы; о)̂  — у г л о в а я  скорость



вн утрен н его  вращ ения элемента  объема системы; — скорость к-г о  
компонента системы; 

баланс з ар яд а

^  +  У - / = 0 ;  pd,r, +  V • У  =  0;
(?Т

1 ” '*
Л ------ 2  РйЛл; /=Рл®+У; У = 2  ЛлЛ.

Р  А .  I А . .  I

где л  — полный з а р я д  единицы массы; т)  ̂— зар яд  единицы массы; 
J ,  / — диффузионный и полный электрические токи; 

балан с  импульса

^ + у - ( р о т + Р ) =  Е  р = р и + Ф - ,
СП 1

п
2  Рк^к>к аш 1

=  Ла (£ '+ с“ ‘ [и^Й])+й--|-0)2г4-2[ч7^(0],

где  Е  — вектор напряженности электрического поля; В — вектор 
магнитной индукции; Ф — тензор давления ; р — давление; £/ — 
единичный тензор;

б ал ан с  полного м ом ен та ко л и ч ества  дви ж ен и я

=  ( Ж Ч Л ! “) -  -  V  { [ г Я ] + Л } + р  т .

где  М  — полный момент количества  движ ения единицы массы системы? 
Ж*, Ж “ — внешний и внутренний моменты количества движения 
единицы м ассы  системы; J  — средний момент инерции частиц, обра­
зую щ их единицу массы системы ; — аксиальный вектор плотности 
потока внутреннего  момента количества движения.

Я вн ую  форму баланса энтропии получают при подстановке законов 
со хр ан ен и я  субстанций в соотношение Гиббса (6 .3 ). Сравнение 
р е зу л ь т а т а  подстановки с  законом сохранения энтропии (6 .5) при­
водит к  вы р аж ен и ям  д л я  потока  и производства энтропии:

/ А В 1
П

0 = ------L y  . у г _  V — — Ф:  —
7а « ' '  ^  \ т  )  Т

к »  I

— -|г 2  +  ̂  ^  Л * { Я л (£ -Ь с - 'К й ] )+ й '+ ш “г+2[г»дО>])>0./ < о  1 1 А ЕЭ 1



функцию производства энтропии можно р ассм атр ивать  к а к  били­
нейную форму от т  независимых обобщенных потоков У; и обобщенных 
сил Х{.

т

J , ( ■ ) X ¡ > 0 .  (6 .6)
/== 1

'где  (- )^  — кр атн ая  с вер тка ;  I — ранг тензорной величины.
Если производство энтропии а  умнож ить на тем п ературу  Г ,  то 

получим так  называемое рассеяние энергии в необратимых процессах

т

4-==стГ= 2
/ =  I

где 4' — диссипативная функция, н азван н ая  по ан алогии  с рэлеевской 
функцией рассеяния в механике.

Подчеркнем, что согласно второму н ач алу  неравновесной термо­
динамики рассеяние энергии ф и производство энтропии а  долж ны  
быть положительно определенными величинами. Установлено , что д л я  
исследования неизотермических систем целесообразно использовать 
энтропийное представление, а  д л я  изотермических — энергетическое . 
Эти представления можно взаимно преобразовать  с  помощью соотно­
шении Х] = Х'1Т,  /==1, . . . .  поэтому в дальн ей ш ем  при рассмот­
рении общих положений термодинамики будем использовать  в основном 
энтропийное представление (6.6).

При термодинамическом равновесии системы производство энтропии
о равно нулю и вместе с ним одновременно обращ аю тся в н ул ь  
независимые компоненты скалярны х  сил и потоков . Если система 
незначительно отклоняется от положения равн о веси я , то согласно 
гипотезе Онзагера обобщенные потоки и си лы  связаны  д р у г  
с  другом  линейно:

т

2  Ь 2 , . . . .  П,

где  — тензор, д екарто вы  компоненты которого  называю тся 
феноменологическими или кинематическими коэффициентами.

В скалярной форме феноменологические ур авн ен и я  О нзагера 
имеют вид

т
2  (6 .7)

/= I
где декартовы  компоненты независим ы х  потоков и сил.

Д л я  многих процессов переноса с т р у к т у р а  уравн ени я  (6 .7 ) 
известна. Т ак ,  при переносе теплоты в изотропном твердом теле  д л я  
связи  теплового потока с  градиентом тем п ератур ы  используют закон  
Ф урье

— КдТ:дХ].



По своей с т р у к т у р е  это соотношение аналогично уравнениям  О нзагера, 
причем теплопроводность Х интерпретируется к а к  кинематический 
коэффициент, а  градиент температуры — к а к  обобщенная сила,

В линейной теории коэффициенты считаются независимыми 
от потоков и сил  X}, т . е. от градиентов параметров локального 
состояния.

У равнения О нзагера  можно записать  и в энергетическом пред­
ставлении:

Л “  2
/ - 1

где L l ¡ ^ - y Ц } ■
Ф еноменологические коэффициенты обладают важны\1 с в о й ­

с т в о м  в з а и м н о с т и

^ = 1 ,  2, . . Ш,

установленным  О нэагером д л я  скал яр н ы х  необратимых процессов. 
В дальнейш ем, при рассмотрении векторных и тензорных процессов, 
Казимиром были найдены более общие соотношения взаимности, 
известные к а к  соотношения Онзагера — К азим ира . Однако соотношения 
взаимности не выполняю тся , если м еж ду  потоками или силами 
сущ ествую т зависимости . Необходимо отметить такж е ,  что основное 
положение термодинамики неравновесных процессов, выраженное 
системой феноменологических уравнений Онзагера (6 .7), имеет огра­
ничение, у стан авл и ваем о е  теоремой (принципом) Кюри, т . е. система 
линейных уравн ени й  (6 .7) должна быть инвариантна относительно 
ряда ортогональны х преобразований координат. Согласно принципу 
Кюри, д л я  изотропной системы представление (6.7) возможно лишь 
в том сл учае ,  ко гд а  обобщенные термодинамические силы X/ — Тензоры 
одинакового р ан га  или разница в р ан гах  четная И спользуя соотно­
шения взаимности О нзагера для  феноменологич^ких коэффициентов, 
можно представить  производство энтропии и диссипативную функцию 
в виде оД1Юродн.ых квадратичны х выражений относительно обобщенных 
сил:

т
0 - 2  l u ^ k X J > 0 ;  (6.8)

¿г. I

т
2  L l ¡ x [ x ¡ > 0 .  ■ (6.9)

Т ак  к а к  производство энтропии (по крайней мере в необратимых 
процессах) — величина положительно определенная, то феноменоло­
гические коэффициенты должны еще удовлетворять  условиям



' ■ в  качестве альтернативной формы вы р аж ен и й  (6 .8), (6 .9) и сп о л ь ­
зую т представления функций а  и через обобщенные потоки;

т
0 =  2  (6 .1 0 )

А. / =  I

-  I
2  J k J ' | > 0 .  (6 .1 1 )

*./=/ %
В ыражения (6 .10), (6 .11) можно р ассм атр и ва ть  к а к  н еравновесны е 
потенциальные функции. Д р уги е  неравновесные потенциальны е 
функции можно получить, используя л о кал ьн ы е  потенциалы р а с ­
сеяния:

в энтропийном представлении
т

2  * .  / -  I

1

ф { J , J ) — L  2  LTi'JkJ}>0^,  (6 .1 2 )
2

'  в энергетическом представлении 

0*  = Т0 ,  Ф *  =  Т Ф
По определению, эти функции по значению равны половинам  

производства энтропии и диссипативной функции соответственно и, 
следовательно, подобно энтропии, м о гут  с л у ж и т ь  локальной мерой 
неравьювесности. Онзагер в 1931 г .  сформулировал и нтегральны й  
вариационный принцип наименьшего р ассеян и я  энергии. В л о к ал ь н о й  
форме |29] этот принцип утверж дает  экстремальность некоторого  
функционала, записанного в представлении через в а р ь и р у е м ы е  
потоки при постоянстве обобщенных сил X  в виде

р з - Н У - Л  — Ф (У , У)}^ = {о(У, А^ — Ф (У ,  У)}л: =  т а х  (6 .1 3 )

или

й {а(У , А") — Ф ( Л  У)}^ =  0, 6 J ф Q ,  Х ^ с о л з ! ;  6Х=0.  (6 .1 4 )  

В ар ьи р уя ,  получим
т

6 [а  (У„ X ,)  -  Ф  (Л ,  ^  { - ^  [о

- ^ | Ф ( Л . А ) ] } й 5 , .

Из билинейного выражения производства энтропии (6 .6) с л е д у е т ,
что

{дo¡ дJцU^=Xl„  /е =  1, 2, . . т .  (6 .1 5 )



Потенциал р ассеи ван и я  рассматривается к а к  функция только 
потоков в соответствии с определением (6 .12 ) , поэтому, учиты вая 
(6 .12),  (6 .15), необходимое условие экстремума запишем в виде

(6.1Г>)

Отметим, что так  к а к  Ф  является  однородной квадратичной положи­
тельно определенной функцией независимых потоков, то экстремум, 
определяемый услови ем  (6 .16), может быть только  максимумом.

Можно д ать  д р у г у ю  формулировку пpииц^^пa О нзагера, используя 
представление через си лы  [36]. При этом в варьируемом выражении 
вместо потенциала рассеивания Ф  используют силовую функцию 
рассеяния G(X ,X)

р 5 + У * Л  — ^  = [ а ( У ,  — С(А', А')] = т а х .  (6.17)

В а р ь и р у я  выражение (6 .17 ) по силам при постоянных потоках 
и учиты вая (6 .6 ), (6 .7 ) ,  получим условие экстремума

X , ) ~ G { X „ X , ) ] j  =

i r r  I./ .. л ,11 ----------- ^
\dXk

V  [а {J„ [G (Л„ Х„)1 &Х,

(6.18)

Обе формы принципа наименьшего рассеяния энергии м о ж е ю  
объединить в одно вариационное условие [36]

б{ст — ф — С} =  0 , (6.19)

где  варьирование м ож ет  проводиться к ак  по потокам, т ак  и по силам. 
У словие локального экстр ем ум а  (6.19) приводит к  принципу экстремума 
локальной функции О нзагера  — М ахлупа у  =  а  — Ф  — О и включает 
в себя все положения феноменологической теории Онзагера;

0 ( о - Ф - С ) ^ =  V X ,
(9Ф
dJk

б./, =  0;

X ,  =  const, ö X ; =  0; ÖJft ^  О, Lkj^ =  Lfk\
m

б ( а - Ф - О )  = У ( У . - ^ ) б Х „ = 0 ;
jmU \ oXk Ik= 1

(6 .20)

(6 .21 )

^¿ =  соп51, ЬJ¡ = 0, бХ^т^О, 1,^ = 1],

Необходимо отметить, что принцип экстремума (6.19) не является  
в  действительности вариационнЕлм принципом неравновесной термо-



(

динамики, а представляет  собой некоторый локальны й  дифферен­
циальный принцип, который должен вы п о л н яться  в каждой точке 
сплошной среды. Д ь я р м а т и  [36] установил справедливость  универ ­
сального локального принципа в интегральной форме, применимой 
д л я  всей сплошной среды,

6 j v d ^  = б j  |р5-1-У*У, — О — ф ]d íЗ  =  6 | ( а — С — Ф ) а 0  =  0;

ЬJ Ф  О, ()Х Ф  0.

Из этого принципа можно получить частные соответствующие 
интегральные 4юрмулировки локальны х  принципов в представлении 
через потоки или силы . При решении вариационны х задач обычно 
задают постоянные значения интенсивных п арам етров  на границе 
или потоков через границу.

Не останавливаясь  на других  вариационных принципах нерав­
новесной термодинамики [4, 14, 25], выведем  уравнение переноса, 
описываюш.ее процесс теплопроводности [36 ],  используя  интеграль­
ную форму представления принципа наименьш его рассеяния энергии 
через силы:

б С +  =  6 1  (о -Ф )с 1 £ 3  =  0 , (6 .22)
Ь.

где J = J J T .
Плотность теплового  потока может быть представлена в трех  

различных формах:

=LqqXq

где  обобщенные силы равны

АГ,;’  =  - У Г ,  Л '; =  - ^  = - у 1 п Т ,  A■, =  V ( l / r ) .

Аналогично можно определить производство энтропии:

о„ —я 'рз 'р Ч <1

и локальный потенциал рассеяния:

ф ;•  =  ( Л / 2 ) ( v r ) ^  ф ; .=  ( л ; / 2 ) ( У 1 п Г Д  ф ,  =  ( ¿ „ / 2 ) [ v

причем выполняются соотношения

ф " = т ф ; * = ™ , .

В приведенных вы р аж ен и ях  величины даны  соответственно в пред­
ставлении Ф урье  (X. и величины, отмеченные д в у м я  звездочками), 
в энергетическом представлении {величины, отмеченные одной звез-



дочкой) и в энтропийном представлении (величины, не отмеченные 
звездочкой).

Установим теперь , что уравнение теплопроводности можно рас­
сматривать не то лько  к а к  уравнение, эквивалентное системе из 
уравнения б ал ан са  энергии и закона теплопроводности Фур{5е, но 
и к ак  уравн ени е , которому должно удовлетворять  искомое распре­
деление т ем п ератур ы  в системе, чтобы обеспечить экстремум неко­
торого ф ункционала .

Представление Ф урье . И спользуя величины в представлении ' 
Ф урье , у слови е  вариации (6.22) запишем следующим образом: ^

б ||7 ’!  [ p s + V • ( У , / Л - Ф • ; ] ) ,  =  [ Г “о , - Ф “ | ё й  =  0.
О я я

У читы вая ,  что

и ДЛЯ твердого  т е л а

5 =  -
1 и= - с„дГ
Т Т дх

ИЗ последнего у с л о в и я  получим принцип экстремума

р с , Т  ^-^+Т\7 с1̂ 2 =  т а х .

где подынтегральное выражение считается зависящ им только от 
температуры.

Из ур авн ен и я  б алан са  внутренней энергии д л я  твердого тела

видно, что из постоянства потока 6У ^= 0 следует  и постоянство

рс^— . Поэтому, в а р ь и р у я  ¿  по тем пературе  при фиксированных 
дт

У- И рс , . — , получим необходимое условие максимума
дт

дТ
дтрс^— 6 Г - ( Л + Х У Л - У 6 Г с1й =  0.

З ам еняя  Л  упростим последнее соотношение:

■I
р с ^ ~  -  V - а ч  Т)

дт
д Г ( 3 0 - 0 .

принимая во внимание, что локальная  вариация дТ  произвольна, 
получаем в к ач естве  уравнения Эйлера — Л а г р а н ж а  дифференциаль­
ное уравнение теплопроводности Ф урье

p c/ - f= V ■ (> ^ V Г ) .
ОТ



' Определим плотность лагранж иана вариационной проблемы. Т ак  
к а к  — = •{ЬТХ\7 Т)+К\7  Т 6 Т  и, согласно тео­
реме Г а у с с а — О строградского,

’ V  • {ЬТХ V  Г )  (10 == Г ХЬТI — ) с15 
J  J  \ д п /
о 3

’ (где  п  — внеш няя нормаль к поверлности 5 ) ,  получим, уч и ты вая ,  
что X V  7"-V  67’ =*б[(?1/2)(у  Л^]. условие э к с т р е м ум а  в виде

б 1 = Л б ( р с „ Г ^ )  +  б [ (Я / 2 ) (У  Л ’' |с1£2— Г ЯбГ ( ^ | с 1 5  =  0.
П 3

Предположим, что температура вдоль поверхности  5  не в а р ь ­
ируется , тогда необходимое условие м ак си м ум а  ¿. запиш ется в виде

« ¿ - 6  Г [ р с „ Т ^ + ( ^ / 2 ) ( У Т ) ф й - 0 .
J  ^
О

Отсюда можно получить плотность л а гр а н ж и а н а  

^ т ^ т ( Г .  V  Г )  =  р с „ г ^ + ( А / 2 ) ( У  Т)‘ .
дх

с  помощью которой представим интегральный принцип в форме 

6 А (Г )  =  6\  ; б . 2 4 )

Соответствующее уравнению  (6 .24) уравн ен и е  Эйлера — Л а г р а н ж а  
имеет вид • '

д Т  д ( д Т ! д х } )
/=|

Выполнив дифференцирование, получим ур авн ен и е  Ф урье  (6 .23).  
Энергетическое представление. Воспользовавш ись энергетическим 

представлением величин, условие вариации (6 .22 ) запишем в виде

6 ^  [ Т  [ р 5 + У - ( ^ ^ ) 1  - Ф ; 1  с1й =  б I  \Та„ —  Ф ; ]  d Q ^ O .

Из второго равенства в правой части получим принцип м акси м ум а

— I  1 п Г  +  (1*^/2) ( V  1пТУ'‘ | с10 =  т а х .

Выполнив преобразования, аналогичные проведенным в пред­
ставлении Ф урье , и в ар ьи р уя  по 1п Г , ф и кси р уя  рс^{дТ/дх) и 
(считаем т а к ж е ,  что температура  вдоль поверхности  5  не в а р ь и р у ­
ется), приходим к  принципу максимума в виде

с „ р 1 п Г ^ ^ + - ^ ( У 1 п Г ) “ с1й =  т а х .



Из последнего у с л о в и я  имеем выражение д л я  плотности л а гр ан ж и а ­
на вариационной задачи

Л г  = Л г ( 1 п Г ,  V  1пГ) = - с „ р 1 п Г ^ - ( 0 2 ) ( у 1 п Г ) “.
ОХ

Интегральный принцип запишется в форме 

б/ .[1п Г ) =  б ] ' ^ , п 7-с1 0 = 0 , (6.25)

откуда  получаем  уравн ени е  Эйлера — Л а г р а н ж а

V  д
• = о .

д ]и Т  ^^дxJд{д\r\T/дxJ)

Выполнив дифференцирование, получаем уравнение

p c „ ^  =  - V  - ( ¿ Й У  1 п Г ) .

которое экви вален тн о  уравнению Ф у р ь е  (6 .23).
Энтропийное представление. Из вариационного принципа (6.22) 

при энтропийном представлении величин, применяя теорему Г а у с ­
с а — О строградского , получим

Если поток J q  и темперэтурз Т  вдоль поверхности 5  не варьи ­

руются, то с учетом  известных выражений д л я  5 и Ф^ запишем в а ­
риационное у сл о ви е  в форме

Т дх 2

дТВ ар ьи р уя  по 1/Т при фиксированном рс ,̂ — , получим из послед-
дт

него условия 

дТ
\(I

б/"— М с1Й =  0, \т I,
откуда  имеем ур авн ени е  Эйлера — Л а гр а н ж а

И спользуя вы р аж ен и е  д л я  последнее уравнение легко  при­
вести к уравнению  теплопроводности в форме Ф урье.



' Из необходимого у сл ови я  вариационной зад ач и  получаем плот­
ность лагранж иана

используя которую запиш ем вариационную з а д а ч у  в виде

 ̂ 6 / . (— ) =  б ( ^ , / г  =  0 . (6.26)\ т I

• ур авн ен и е  Эйлера — Л а гр а н ж а ,  отвечающее последнему интег­
ральному принципу, имеет вид

3

д{[/Т) У . (|)/ч
= 0 .

/=1
Вариационные услови я  (6.24) — (6 .26) даю т вы раж ен и е  в различ­

ных представлениях  глобального интегрального  вариационного 
принципа термодинамики необратимых процессов, сформулирован­
ного ДьярмаТи (36).

Функцию ^  =  или в более общем сл уч ае  ^  =  а  — Ф , можно 
рассматривать к ак  термодинамическую плотность л а гр ан ж и а н а ,  рав­
ную разности м еж ду  «кинетической» частью, вы раж аю щ ей  скорость 
изменения энтропии, и «потенциальной» частью, которая  определя­
ется  к а к  потенциал рассеяния в представлении термодинамических 
сил. Тогда д л я  интегральной функции Л а г р а н ж а  £ от т  независи­
м ы х скал яр н ы х  параметров справедлив интегральны й  вариацион­
ный принцип

1 = ^ ^  дQ = m a x .
и

Экстремум функционала ¿  реализует  система уравнений Эйле­
р а — Л агр ан ж а

д  ■ л п-~=^— \ ------------------ , 1 =  1, 2, т,
ар/ д{д^ц!дг})

/==1

полученная варьированием 1  по интенсивным парам етрам  состояния 
системы при постоянстве потоков. Последнее усл ови е  означает обра­

щение в нуль  вариации и в связи  с  этим в ур авн ени ях  Эйле­

р а — Л а гр а н ж а  отсутствую т вариации п ар ам етра  Это и состав­
л я е т  основное отличие принципа Д ь я р м а 1и от обобщенного прин-

т

ципа Гамильтона б '  [  ^  с1̂ 2 с1т =  0 д л я  непреры вны х систем.



И сп о л ьзуя  непосредственно принцип Гамильтона, Био [14] раз* 
вил иной вариационный подход, с помощью которого решен ряд 
койкретны х  з а д а ч  теплопереноса (подробное описание метода Био 
см. ^ 6 .6 , 8 .5 ,  10.4).

И. Ф . Б а х а р е в а  [4] , ср авн и вая  с т р у к т у р ы  рассмотренных выше 
вариационных условий , а т а к ж е  принципов Циглера [106] и При- 
гожина [25 ],  п о к а за л а  принципиальную эквивалентность этих усло­
вий одному общему вариационному принципу, который д л я  с к а л я р ­
ных процессов можно записать  в дифференциальной форме:

где  — термодинамическая сила .
При решении конкретны х  задач можно использовать различные 

экви вален тн ы е  вариационные принципы.

§ 6.2. Постанорка вариационных задач стационарной 
теплопроводности

Рассмотрим основные кр аевы е  задачи стационарной теплопровод­
ности и их экви вал ен тн ы е  вариационные формулировки. Д л я  у р а в ­
нения теплопроводности с переменными коэффициентами

где  р  — точка /п-мерного евклидова пространства с п рям оуголь­
ными координатами  х ,̂ х̂ , . . . .  х„\ 3  — граница конечной обла­
сти 12; V — в н е ш н яя  нормаль к 5 ;  /, к ~ \ — т  данные функции, 
непрерывные вм есте  со своими производными в замкнутой области Й; 
/<■ (р )> 0  — ф ун кц и я ,  непрерывная в а ( р ) > а д > 0 .

Заметим, что в частном случае  Я ;/=1, Я;^ =  0, ¡ Ф к ,  сум м а  в
(6 .27) зам енится  оператором Л ап ласа .

У равнение  (6 .27 ) предполагается  невырождающимся эллипти­
ческим в области  О, т . е. к ако вы  бы ни были точка р  и веще­

т

т

(6 .27 )

сформулируем граничные условия :
I рода Т |5 = 0 ;
II рода R (Т)  [ 5 = 0 ;
И! рода [ 7 ? ( 7 ' ) + а ( р ) Г ] 5  = 0 .

Л инейная ф ун кц и я  R (Т ) в (6.30) определена так :

(6.28)
(6 .29)
(6.30)

Г71
(6 .31)

I .  *= 1



ственные числа 1̂ , 1̂ , . . 1„, найдется  т а к а я  положительная по­
стоянная  [Хо>0, ко гда

т т

К аж дую  кр аевую  задачу  математической физики можно зап и сать  
в виде операторного уравнения

где /4[ Г ] — оператор данной краевой зад ач и , заданный на соответ­
ствующем гильбертовом пространстве; Г  и 9 ,̂ — элементы ги льбер ­
това пространства (первый — искомый, а второй — данный).

Поясним это на примере [74]. В области  Q, ограниченной по­
верхностью 5 ,  тр еб уется  определить функцию  Т {р), которая у д о в ­
летворяет уравнению  Пуассона

где р  — переменная точка области Q.
Предположим, что д,,{р) непрерывна в  области Q и .квадратично 

суммируема в ней, искомая функция Т (р)  непрерывна в з ам кн уто й  
области =  вместе с первой и второй производными, к р о м е
того, производные суммируемы в открытой области Q.

Ф ункция Т  (р) и q^[p)  можно р ассм атр и в а ть  к а к  элементы г и л ь ­
бертова пространства, квадратично с ум м и р уем ы е  в области Q; под  
оператором А в  данном случае понимают оператор Л ап ласа ,  в з я ты й  
с  противоположным знаком, заданный на множ естве  функций A i, к о ­
торые; 1) непрерывны в замкнутой области Q; 2) в открытой о б л а ­
сти дваж ды  непрерывно дифференцируемы; 3) имеют квад рати ч н о  
суммируемый в U лапласиан ; 4) обращ аю тся в  н уль  на границе  S .

Теперь ясно, что если на множестве М  задади м  оператор А\Т]’=~ 
=  —Д Г , то задачу  (6 .33), (6.34) можно з ап и сать  в виде (6 .32).

Таким образом, любая из кр аевы х  задач , описываемых диффе­
ренциальным уравнением (6.27) с  соответствую щ ими граничными 
условиями (6 .28) — (6 .30), может быть з ап и сан а  в операторном ви де
(6.32). Через (ф, -ф) обозначим скал яр н о е  произведение элементов ф 
и 1)3 в соответствующем гильбертовом пространстве. Н ап р и м ер ,
8 случае рассматриваемы х краевы х  задач

А[Т] = д , , (6 .3 2 )

с краевым условием 

Г  =  0, p ^ S ,

(6 .3 3 )

(6 .3 4 )

где с1Й — элемент меры (объема, площади).
Тогда переход от операторной формы записи краевой з а д а ч и  

к вариационной формулировке о сущ ествл яется  с помощью теоре-



Если Л — полож ительны й оператор и уравнение A[T]=q^  имеет 
решение, то это реш ение сообщает функционалу

^ ( Г )  =  ( Л [ Г ] ,  Г ) - 2  (Г ,  q^) (6.35)

наименьшее значение. Если ж е  сущ ествует  элемент, реализующий 
минимум ф ункционала (6 .35 ) , то этот элемент удовлетворяет у р а в ­
нению A[T\^q^.

Заметим, что области  определения функционала F f T ]  и опера­
тора А\Т\ совпадаю т. Однако может сл учи ться ,  что оператор опре­
делен на недостаточно широком множестве функций AI. В этом 
сл уч ае  задача  о м и ни м ум е  функционала (6 .35) может не иметь ре­
шения, поэтому с л е д у е т  расширить множество допустимых функций 
М,  а вместе с ним и оператор А\Т], т аким  образом, чтобы задача
о минимуме ф ун кц и онала  F[T\ была разрешимой. Известно, что 
такое  построение вс е гд а  возможно д л я  положительно определенного 
оператора. В монографии [74] показано, что оператор уравнения
(6 ,27) на множ естве  функций, непрерывных вместе со своими част­
ными производными, до второго порядка включительно в области Q 
и удовлетворяю щ их к р ае в ы м  условиям (6 .28), или (6.29), или (6 .30), 
положительно определен . Известно, что если оператор положите^ть- 
но определен, то он тем  более положителен. Поэтому д л я  построе­
н и я  функционала м ож но  воспользоваться формулой (6.35).

В случае  кр аево й  задачи  с граничными условиями  I рода в а ­
риационная за д а ч а  своди тся  к  нахождению минимума функционала

m
f ( r ) = \  V  ^ f : ^  +  A : r _ 2 , „ r l d Q .  (6 .36)

^  dxj dxk

где  допустимые функции удовлетворяют кр аево м у  условию (6.28).
К раевая  з ад ач а  (6 .2 7 ) ,  (6.30) с граничными условиями III рода 

сводится к  нахож дению  минимума несколько иного функционала
1 m * 1 Г*

F{T)=  , V  dQ-b i uT^dS. (6.37)

и s
При этом область допустимы х функций м ож ет  быть расширена за 
счет включении ф ункций , не удовлетворяющих условию (6 .30), т а к  
к а к  граничные у с л о в и я  учтены при составлении функционала.

При выводе ф ункционалов (6.36) и (6 .37) использовалась форму­
л а  Грина

(Л|Г], Г )=  \ ГЛ[Т1(1Й = I V  Хд — — +  /(Т" d ß -
jmd  dXj dxk

i.k^[



ф ункционал  д л я  второй краевой зад ач и  (6 .27), (6 .29) с о в п а д а е т  
с  (6 .36), причем множество допустимы х функций может в к л ю ч а т ь  
в себя функции, удовлетворяющие и не удовлетворяю щ ие к р а е в о м у  
условию (6.29).

Рассм атри вался  случай, когда К ( р ) > 0 .  В случае , ко гда  коэф ­
фициент К ( р )  м ож ет  обращаться в  н у л ь  где-либо в Q, все  п о л уч ен ­
ные р езультаты  остаются в силе, кр о м е  второй краевой з а д а ч и  
(задачи Н еймана) . При /С(р) =  0  необходимым и достаточным у с л о ­
вием разрешимости задачи Неймана я в л я е т с я  условие

‘ U . ( P ) d ^  =  0. ь
Эквивалентны й функционал имеет вид

У , hJif- dQaxj axh

И д л я  того, чтобы решение было единственным, множество д о п у с т и ­

мых функций долж но  удовлетворять р авен ству  1 7’ (р)с1Й=0.
о

Был рассмотрен случай однородных граничных условий. С ф орму­
лируем вариационные задачи д л я  однородного уравнения Л а п л а с а

-  у Т ( р )  =  0, 

при неоднородных краевы х  услови ях :

I рода Т \ з = ! { р ) ,  р^8\

II рода ^  Р ( . $ ;дп

III  рода
дп

=  (р(р), P 6 S .
S

Соответствующие вариационные зад ач и  состоят в оты скании  м и ­
нимума функционала:

1. К раевые услови я  I рода

F{T} =  ̂  (grad T f  di2. 
n

Д опустимые функции на границе 5  принимают заданное зн ач ен ие  
^(Р)-

2. К раевы е у сл ови я  II рода 

F{T) = ^ { g v a d T ) 4 Q - 2 \ q T  dS.
Ll S



Задача  разреш има с точностью до постоянной, если q(p}dS=‘ 0,
и

И решение будет  единственным, если потребовать, чтобы множество 
допустимы х функций удовлетворяло , например, условию

| Г ( р ) а й - 0 .

3. К раевы е у с л о ви я  III рода 

f m  =  j ( g r a d T ) i d ß +

г д е  — относительный коэффициент теплоотдачи.
Допустимые ф ункции м о гут  не удовлетворять  краевы м  условиям . 
П усть  — ф ункционал , значения которого ограничены снизу , 

определен на некотором к л а с с е  функций, обычно называемых д о ­
п у стимыми .  При этом суш .ествует  точная н и ж н я я  rp an im a  функцио­
н ал а  F (Г)

in ff (7 ' )  = [A>—со.

Последовательность функций Tj,  Т^, . . . ,  Т „ ,  принадлежащих 
области  определения ф ункционала  F{T], назовем минимизирующей, 
если  д л я  этого ф ункционала

« —►со

П усть  д л я  последовательности.ф ункций сущ ествует  предел и 
сп раведлив  предельный переход

lim  FiT^)  = F (T , ) .  (6 .38)

Т о гда  /^{Гр)==ц и ф ун кц и я  является  искомым решением постав­
ленной вариационной задачи .

Т аки м  образом,, д л я  решения вариационной задачи необходим©: 
а )  построить минимизирую щ ую  последовательность Т^; б) доказать  
сущ ествование предельной функции и возможность предельного 
перехода  (6.38).

Наиболее важ ны м и  методами построения минимизирующей по­
следовательности я в л я ю т с я  методы Ритца [74] и Канторовича ¡43], 
применяю тся т а к ж е  методы  Треффтца, наименьших квадратов . К у ­
р анта  и др. [30, I I Ij,

§ 6.3. Метод Ритца

Приближенное реш ение вариационной задачи по Ритцу ищется 
в классе  функций, удовлетворяю щ их краевы м  услови ям , но не удов­
летворяю щих основному дифференциальному уравнению.

J  [ № - 2 f ( F A ) r i d 5 ,



в  конечной области О с границей 5  рассмотрим неоднородное 
дифференциальное уравнение, которое запишем в виде

(6 .39)

и пусть заданы  краевы е услови я

А / ( Г ) | 5 = ^ ( Р ) .  р е  5 .  (6.40)

Если А — положительно определенный оператор, Л ' (Г )  — линей­
ная  ф ункция, а ( р )  — заданны е  функции, то к р а е в а я  задача 
(6 .39), (6 .40) эквивалентна, к а к  у ж е  известно, вариационной задаче
о минимуме функционала

^ ( Г )  =  ( Л [ Г 1 ,  Г ) - 2 ( Г .  А„) ( 6 . 4 ! )

на множестве допустимых функций, удовлетворяю щ их краевому 
условию (6 .40). Заметим, что последнее требование к допустимым 
функциям  не всегда необходимо и часто может бы ть  опущ ено, как 
видно на примере задачи (6 .27),  (6 .29).

Задачу  о построении функции, реализующей м инимум  функцио­
нала (6 .41), приближенно решим следующим образом. Построим 
последовательность линейно независимых функций

Т ' о ( Р ) .  Т , ( Р ) ...............т ^ р ) ,  ( 6 . 4 2 )

удовлетворяю щ их условиям :
1) Т 1 {р) (¿ — О, 1, 2, . . . ,  п)  имеют столько н епреры вны х произ-■ 

водных в замкнутой области О = 5 ^ + 5 ,  к а к о в  порядок уравне­
ния (6 .39);

2) 7’ {(р) удовлетворяют однородному к р а е в о м у  условию
= 0 (1=  1, 2, . .  м п), а </7) — неоднородному кр аево м у  у с ­

ловию (6 .40);
3) при любом 8 > 0  д л я  любой функции Т  из м н ож ества  допу­

стимых вариационной задачи найдутся  т аки е  числа  а ,̂ что при 
определенном конечном значении п

А

—2 А.. Т -  < 8 .
\ {=0 /

Совокуггность (6 .42) назовем  к о ор ди натной  с и ст ем о й  фунщиО.  
Решение задачи в п-м приближении найдем в виде

Т^,п ){р)=Т^{р) -^^а [Г ,{р ) ,  (6.43)

при з^ом Т(п)[р)  удовлетворяет  краевом у  условию (6 .40 ) .
Подставим T^n)\p) вместо Т  в  функционал (6 .41 ) ;  это превратит 

Р (Т )  в функцию п  независимых переменных 2 , - . п):



Коэффициенты выберем из необходимого услови я  минимума 
ф ункции (6 .44 ) , т . е. потребуем выполнения условий

д Ф ( а 1, йо, а^)/аа, =  0 (/ = 1 ,  2, п).  (6 .45)

П роизводные (6 .45) л е гко  вычисляются, и п олучаем ая  система 
ал геб р аи ч ески х  линейных уравнений  является  замкнутой и разре­
ш имой. Д л я  решения системы (6 .45) можно использовать стандарт­
н ую  п р о гр ам м у  решения системы  алгебраических ураииекий (см. 
п р ило ж ен ие  V I , алгоритм 3).

О пределив коэффициенты и подставив их в (6 .43), получим 
функцию  Г (п ) (р ) ,  которую назы ваю т приближенным реш ени ем  крае ­
вой з а д а ч и  (6 .39) — (6 .40) п о  Ритцу .  Сходимость метода Ритца до­
к а з ы в а е т с я  в  (43, 74] д л я  широкого кл асса  краевы х  задач .

П о к аз ан о ,  что приближенное решение Т („ )(р )  тем ближ е к точ­
ному, чем больше п,  т . е . большее число координатных функций 
берется  при решении.

О дн ако  при использовании большого числа координатных функций 
в  с л у ч а е  их неудачного подбора возможны большие ошибки из-за 
н ак ап л и в аю щ и х ся  погрешностей вычислений, поэтому следует  раз­
л ич ать  сл уч а и  устойчивости н неустойчивости счета по методу 
Р итца . Подробно этот вопрос исследован в работе С. Г. Мих- 
л ин а  |75].

Н а г р е в  с т е р ж н я  (д вухм ер н ая  задача).  В стерж не с к в а д ­
ратным поперечным сечением имеются внутренние источники тепло­
ты постоянной мощности, например, вследствие прохождения эл ек ­
трического  т о к а .  У становивш ееся распределение температуры Т{х, у) 
в  б езр азм ер н ы х  величинах с учетом  теплоотдачи на поверхности стен­
ки  по з а к о н у  Ньютона я в л я е т с я  решением следующей краевой 
зад ач и :

дЧ1дх^-\-дЧ1ду^=~\, 1х1<1, (6.46)

дТ1дп^^Т, 1x1=1, |у|==1. (6.47)

С огласно  (6 .37 ) ,  функционал, эквивалентный задаче (6 .46), (6 .47), 
имеет вид

Р ( Г )  ==1

П 8

Д л я  допустимы х функций 7’ {(р) не требуют удовлетворения к р а ­
евому условию  (6.47).

П риближ енное решение, уч и ты в ая  симметрию задачи, 1«щем 
в виде



/ 5 , 8 , 48 9 2 \
. т. е. ^ ( Г ( 2)) =  8 ( а , + — 0102+ — £32— «1 —
 ̂ Условия (6.45) приводят к  системе линейных алгебраических, 

уравнений д л я  определения коэффициентов а Д г  =  1, 2):

1 / 8 ^  =  2а , +  « / А - 1 = 0 ;  
да,

1 / 8 ^ ^ = -/ за ,  +  » « Л л - ^ ,  =  0.
002

решение которой дает  а 1 =  *®/1в. ^2 = — ®̂/п4*
Приближенное решение имеет вид

Т(2){х, У) =  7 в 4 [ 5 2 — 15(х2-1-у2л (648^

Полученное решение можно уточнить, увел и ч и в  число коорди­
натных функций до трех :

Г , з , ( х ,  у) = а 1 + а 2 ( У ^ у 2 ) 4 , а з х у .

При этом

7в^  (7’(з)) = а ;+®/эа1а2+*71&а2+7за1аз+®®/45ад+

+ ^1г.аз —

и из линейной системы уравнений для  а |(1 =  1, 2, 3)

2 а 1 + “/эа2+ ^ заэ— 1 = 0 ;

^ 1 + ® “/ 1 5 а г + ^ 7 Л - 7 з  =  0;

3̂ 1 +  45^2+ '*/16^3---  7в =  О

получаем :
п  * - > 3 9 /  f J  _____ 16/ л  = 8 /
“ 1 М88* “ 2 “  /58« “ з /8в‘

Приближенно решение Г (3)(д:, у )  з ап и ш ется ,  в  виде

У) =  ‘/ 1 в Л 1 3 9 - 4 5 ( : ^ Ч у ' ‘) -Ь 1 5 хУ 1 . (6 .49 )

Сравнение приближенных решений (6 .48) и (6 .49 )  с точным дано 
в табл . 6.1.



Результаты  расчета показывают, что решение (6.49) обеспечи­
вает достаточную  степень точности определения температуры , т а к  
к ак  погрешность не превыш ает 1 %.

Т а б л и ц а  6.1

Точка с ко орди натам и
Расчет  

по ( 6 . 4 8 I
П огреш­
ность, %

Расчет
по ( 6 . 4 9 )

Погреш­
ность.  %

д - = 0 , 0 ,8125 — м 0 ,82738 + 0 . 7
х^О, 0.5781 +  3 , 8 0.55952 + 0 , 4
ДГа.1. 0 ,3438 —9 , 5 0.38095 + 0 . 2 5

Зядлча  6 . 1 .  Н а  д в у х  противоположных вершинах  олноролного тела куби­
ческой формы по ддер ж ивается  соогветственно температура в безразмерных вели­
чинах Н-! и — 1. Б о к о в ы е  грани куба  теплоизолированы. Стационарное распреде­
ление температур  удовл етв ор яет  уравнениям

ЛТ(х. у ,  г ) - 0 .  г ,  у .  \у\<^-
дТ
~=>0 при | у 1 = 1 ,  1 г | - 1 ;
дп
Т{х, у ,  г) —К  при д г = у « .2 “ /(“ ± 1 .

Обосновать выбор приближенного решения в виде

у. г ) ^ а ( х + у + г )  +  {1— За)хуг,

где о — неонреде^тенный коэффициент, и определить распределенио те,мператур 
у ,  г)  по м ето ду  Ритца.

§ 6.4. М етод  Л. В. Канторовича

Приближенное решение вариационной задачи можно получить, 
зад авая  поведение неизвестной функции по одной из независимых 
.переменных и о с т а в л я я  ее произвольной по другим независимым 
переменным.

П одставляя  выбранную  форму решения в функционал и интегри­
р у я  по выделенной переменной, приходим к функционалу от неиз­
вестных функций, зависяш.их от др уги х  переменных. Эти функции 
выбираются из услови я  минимума полученного функционала, что 
приводит к системе дифференциальных уравнений Эйлера—/1агранжа.

Довольно ч асто  расчет по таком у методу проще и обладает бо.ть- 
шей точностью по сравнению с  методом Ритца. К преимуи1ествам 
этого метода о тносят  и то, что в нем стр уктур а  приближенного 
решения по одной из переменных определяется априори, а по д р у ­
гим переменным — в соответствии с характером  задачи

Изложим метод более подробно, сл е д у я  |43|.
Рассмотрим уравн ен и е  стационарной теплопроводности с источ­

ником теплоты переменной объемной плотности теплового потока

д^Т/дх‘̂ ^д-^Т/ду^-^д,{х,  у) =  0. х. (6.50)

прн граничных у с л о в и я х  1 рода



Положим, что область О огран ичен а  прямыми и х =  Ь
и кривыми y ^ g { x ) ,  у ^ к { х ) .  Ф у н к ц и о н а л ,  эквивалентный у р а в н е ­
нию (6 .50), получаем  из (6.36), до п усти м ы е функции д о л ж н ы  у д о в ­
летворять условию (6.51).

Предположим, что приближенное реш ение выберем в виде

Т(п){х, У) =  2  Фi(л:, у )а^ (х ) , (6 .5 2 )

где функции ф ,(1 = 1 , 2, п)  обращ аю тся  в н уль  на гр а н и ц е  5 ,  
за исключением, может быть, п рям ы х  х —(1 и х—Ь.

Подставим вы раж ение (6.52) в ф ункционал  (6.36):

Е{Т.п)) = с1л:(1у =

I/
Ф  (л, а , ) с1д:,

(/
где

Ф (х ,  а„  а , )  =
п

¡дц/, , ¿А/ 
\ дх ¿X

-ь ду
V с1у.

Итак, зад ач а  определения функций а^ (х) свелась  к н ахо ж д ен и к?  
минимума определенного интеграла. Соответствую щ ая система о б ы к ­
новенных дифференциальных уравнений  имеет вид

С1 С1Ф А ,•  1 о
йх йа, (6 .5 3 )

Полученную систему относительно функций а ,  необходимо ре­
шить при граничных условиях

(¿ )  = а ,  (/7) =  0 (¿==1, 2, . . п).

Тогда приближенное решение (6 .52) удо влетво ряет  граничному у с ­
ловию (6 .51), Д л я  численного реш ения системы (6 .53) м о ж н о  
использовать стандартную  программу реш ения системы дифференци­
альных уравнений (см. приложение V ,  алгоритм  4).

Л . В. Канторович доказал , что уравн ен и е  (6.53) можно п ред­
ставить в более простой форме:

дх̂ ду ‘̂



Таким  образом, метод Л .  В. Канторовича сводит интегрирование 
к р а е в ы х  задач стационарной теплопроводности к  интегрированию 
системы  обыкновенных дифференциальных уравнений .

Т е м п е р а т у р н о е  п о л е  б р у с а  п р я м о у г о л ь н о г о  с е ч е -  
н и я* Найти устан о вивш ееся  распределение температур  в брусе 
прям оугольного  сеч ени я ' 1у|<6), если в теле действует
источник теплоты с объемной плотностью теплового потока 
при нулевых кр аевы х  у с л о в и я х  1 рода (?v= l) ;

дх  ̂ ау^
Т {X , у) =  0, ^ 1  =  ̂ . \у\ =  ь.

Решение в первом приближении по методу Канторовича ищем 
в  виде

У) =  Ф1 (^> У ) а ( х ) ,  (6 .55 )

гд е

Ф 1 (X, У) =  Ф1 (у) =  — у \

Такой выбор функции ф1 (;с, у) обеспечивает выполнение краевых 
услови й  по одной из независимы х переменных.

П о дставляя  реш ение (6 .55) в (6 .54), соответствующее нашему 
уравнению , получаем дифференциальное уравнение второго порядка 
д л я  определения функции а{х)

а " - { ^ , Ь ^ - ) а = ~ У , Ь ^  (6 .56)

при граничных усл о в и ях

а ( ± ^ ) = 0 .  (6.57)

Решение ур авн ен и я  (6 .56 ) представим в виде 

а { х ) =  А с Ъ у ^  5/2 (х/6) +  В5Н ]/" 5/2 (х/&)+0,5 ,

гд е  0 ,5  — частное реш ение неоднородного уравн ени я  (6,56). 
Постоянные А и В  определяются из условий (6.57):

В  =  0. Л - - ( 1 / 2 ) с Ь - 1 ] / ' ^ ( ^ / & ) .

Таким  образом, п олучим  первое приближение

с Ь / 2 . 5  (.г/6)Г ,1 ) ( х ,  у ) = 0 , 5 ( Ь 2 - у ^ ) 1 —

сН У2,5( ё/Ь)

Погрешность приближенного решения можно оценить по следу­
ю щ ему примеру: при с1=\, 6=1/2 Г ( 1) (0 ,0) = 0 , 1 1443, а  точное 
значение Т (0 ,0 )  =  0 , 11387, т. е. погрешность 0 , 5 % ,  что вполне 
удовлетворительно.



И дея метода Треффтца в некотором см ы сле  противоположна идее 
метода Ритца. При конструировании приближ енного  решения в м е­
тоде Ритца в качестве  координатных вы бираю т функции, удовлет ­
воряющие краевы м  условиям , но не удовлетворяю щ ие дифференци- 

, альному уравнению, а  в  методе Треффтца вы бираю т функции, у д о в ­
летворяющие дифференциальному уравнению , но не удовлетворяю - 

, щие краевым услови ям .
Предположим, нам известны частное решение и  неоднородного 

' дифференциального уравнения

А[Т] = д„{р), р ^ 9 .  (6 .58)

и система линейно независимых м еж д у  собой решений {и,} {1 — 
=  1, 2, . . . ,  п)  соответствующего однородного дифференциального 
уравнения

А[и\ = д^„ Л[и^] =  0 (1 =  1, 2, . п).

Ф ункция

п
Т („) —U +  2  

1=\
я в л я е т с я  решением неоднородного у р а в н е н и я  (6 .58) при любом 
наборе постоянных Определим коэ(}х}зи11иенты  а ,  т а к ,  чтобы д л я  
приближенного реш ения Г(„) наиболее точно выполнялось кр аево е  
условие, которому долж но  удовлетворять  точное решение поставлен­
ной краевой задачи. Краевые условия п редстави м  в виде

N\T] = R ( T ) + a { p ) T  = g ( p ) .  p e S ,  (6 .59 )

где  R{T)  — линейная функция, о п ред еляем ая  по формуле (6 .3 1 ) ,  
если оператор А з ад ан  соотношением (6 .27).

Рассмотрим случай  граничных условий I рода

7’ (P ) ls= ^ (/ ^ )  I s -

Т а к  ж е  к а к  и в методе Ритца, образуем  ф ункционал

^ (Ф . ^’) = 1  V , дХ] axh
dQ (6 .60 )

и будем считать, что / ' (ф )= ^ (ф , ф).
При сделанных в § 6 .2  ограничениях на оператор А функционал 

^ ( Ф ) > 0  и /^(ф)=0 только если ф=сопз1 (в  сл уч ае  /С >  О то лько  
д л я  ф =  0).



Согласно м ето ду  Треффтца потребуем, чтобы погрешность е от 
замены точного реш ения Т{р)  линейной комбинацией Т[п){р)

П
е =  Г („) — T - U + 2  a ^ U i - T  {6.61)

1= 1
стала  возможно меньшей в области причем измерение этой 
погрешности производится посредством величины функционала F, 
т. е. должно в ы п о л н ять ся  условие

F{z)—F а + 2  — =  min. (6 .62)
V <-= 1 /

Т р еб уя  вы полнения (6 .62 ) , приходим к  системе п  линейных алгебраи­
ческих уравн ени й  д л я  определения а,  '

^ ^ ^  = 2F ( u +  2  — Т,  Uft] = 2 / '( е ,  и^) = 0. (6 .63)oak \ i =, I /
коэффициенты которой вычисляются через интегралы по простран­
ственной области Q. Д л я  упрощения вычислений используем формулу 
Грина

j  фЛ =  f  (Ф ,  TJ:) — j  (^R  (ij)) dS . (6 .64)

Тогда, п о л а г а я  ф = е .  получим выражение (6 .64) в виде 

J e ^ [ U f t ] d Q  +  ̂  e i? (U ft)d5  =  0 {k=\, 2 ............n).

Учитывая , что / 4 { « J  =  0, получим систему д л я  определения а,,
П
' ^ a A u , R { u ^ ) d S = . { ( T - u ) R { u „ ) d S  ( k = l ,  2 ............nj .  (6 .65)

i = 1 S Л’

причем в пр авую  часть  следует  подставить вместо Т{р)  его заданное 
значение на гр ан и ц е  области 5  — g i p ) -

В сл учае  гран и чн ы х  условий более общего вида (6.59) уравнения 
Треффтца можно получить д р уги м  способом, используя более общую 
формулу Грина

j  (фЛ [iji] —  ijM  [ф ]) dO== — f \ц>Я (ij;) —  ypR  (ф)] d 5 . (6 .6 6 )
s

Положим в (6 .66 )  ( f = T  — и,  тогда интегралы по области Q
обращаются в н у л ь ,  т а к  к ак

А [г — ц] = Л  [«й]=0, 
и остается и нтегр ал  по поверхности 5



Рассмотрим теперь первую к р а е в у ю  за д а ч у .  Если в Н ( Т  —  и )  
заменить приближенно аргумент

П
Т  — и — 3

1

то получим систему п  линейных ал геб р аи ч ески х  уравнений  д л я  
определения коэффициентов а,:

2  а ,  I U - J ) R ( U s ) d S  (А =  1, 2 ............п) .  (6 .6 8 )

Получается система уравнений (6 .68) , экви вален тн ая  системе (6 .6 5 )  
в силу равенства

f (Uj) — («й)]с15=0 ( й = 1 ,  2 ............п\ i — l ,  2 ............... л ) ,

которое сл едует  из формулы Грина (6 .6 6 )  при Ф=Ы|1 и
При граничных условиях  П рода [в  (6 .59) а ( р ) = 0 ]  в ы р а ж е н и е

п

для  известно на S, поэтому, з а м е н я я  ,Т — и  на 2

получим систему п  линейных ал геб р аи ч ески х  уравнений:

П
2  iif j  U}^\R(T) — R  ( u ) ]  dS  {k—\, 2 .............n).

(6 .6 9 )

В случае  граничных условий HI рода, считая, что а ( р ) ' 5 ^ 0 ,  
имеем на S

7 а / ? ( Г - и ) - Н Р ,  (6 .7 0 )

где ^ =  g/a — U — (V a )  ^ ( и ) .
Подстановка выраж ения (6 .70) в ур авн ен и е  (6.67) дает

| | / ^ ( r - « ) | V a ^ ^ ( u , ) + u , | - t i / ? ( u , ) l d S - 0  (fe==l. 2 ............ п).

( 6 .7 1 )
П оложив в /? |Г — и\ уравнения (6 .71 )

получим систему п  линейных ал геб р аи ч ески х  уравнений относи тельно  
коэффициентов а<:

п I
d 5 = '  p i? (U ft)d5  ( A = i .  2, . . n).

{ -  r s i



Т аки м  образом, во всех  трех случаях  д л я  определения коэффи­
циентов тр еб уется  вы ч и слять  только интегралы  по поверхности 5  
пространственной области . Поэтому при численной реализации метод 
Треффтца имеет в аж н о е  преимущество перед методом Ритца в отно­
шении затрат  маш инного времени.

Д л я  иллюстрации м етода  Треффтца рассмотрим следующий пример. 
Стационарное распределение температуры в стерж не  квадратного  
поперечного сечения при граничных усл о в и ях  I рода и действии 
источника теплоты с  единичной объемной плотностью теплового 
потока  определяется к а к  решение следующей краевой  задачи (Х=1):

-1 -1 = 0 ,  | х | < 1 ,  1у [ < 1 ;

^ ( х . у )  —О при и |  =  1, 1у |==1-

Согласно методу Треффтца, приближенным решением сформули­
рованной задачи б уд ет  сум м а

П
Т(п)(х,  У ) = и +  2  У).

( «  I

гд е  а  — частное решение неоднородного дифференциального уравнения

а^г/ах^+а^г/ау'^ч- 1 =- о;

{¿ — 1, 2, . . . ,  п)  — частны е решения однородного дифференциаль­
ного  уравнения

д^T/дx^-\-дf^T/дy^=^0

в соответствующих о б л а с т я х .
В данной зад аче  в к ач естве  и можно вы брать  полином

и=-{х^+У^)/4 .
Частными реш ениями уравнения Д ап л аса  в к в ад р а те  ( 1 х | < 1 ,  

|у 1 <  1) будут , например , функции Не(х4-«У)'”-
Нечетные степени координат  х  и у  не вклю чаю тся в выражение 

д л я  так  к а к  з а д ач а  симметричАа по л: и у.
Если ограничиться вторым приближением, т . е. положить п  = 2, 

то  получим

г/1 =  Не (X+ 1у)*=х* —  бх'^у^+ у\
иа—Ке ( х + 1у)®=;с® —  28х^+ 70д^> '*  — 28х“у'’ +у®.

Отметим, что ф ун кц и я  и=соп51 такж е  я в л я е т с я  решением одно­
родного дифференциального уравнения, поэтому пока решение находим 
с  точностью до постоянной.

Коэффициенты находим  из системы алгебраических  уравнений 
(6 .6 5 ) ,  которая в наш ем сл у ч а е  приобретает вид



После вычисления интегралов получим  систему линейных у р а в ­
нений

(48/7) a i — (1664/99} 0 2 + 1 / 3 = 0 ; —  2 0 8 a i+ (1 5 2 3 2 / 1 3 )a2  —  1 1 = 0 ,

решение которой:
— 3619/79856, íJ2 = 429/319424.

Т аки м  образом, приближенное реиюние краевой задачи за п и ш е т с я  
в виде

Г ,2, (X, у) =  с —  (1/4)(х Ч у ")  —  (3619/79856){х  ̂—  6 х ^ + У " )  +

+  (429/319424) (х® — 2 8 х«уН 7 0 л*у ‘  — 2 8 x V + / ) .
Постоянную с  определим из у с л о в и я  наименьшего о тк л о н ен и я  

функции от н у л я  на границе области.
Если положить в Т{2 ){х,у)  х = и  то  получим

Г ( 2)(х . y ) = C ~ y + f i y ) ,  

где у  =  93 903/319 424, т. е.

319 4 2 4 / (у )=  — 5 0 1 2 У Ч 1 5  5 5 4 /  — 12 0 1 2 /  +  429ув.

Колебание функции f (y )  в  и нтер вале  0 < у < 1  о п р ед ел я ется  
числом а =  1150/319 424. Поэтому, если с = у + о / 2  =  94 478/319 4 2 4  =  
=  0 ,295776, то значения приближенного реш ения Г ( 2) (х ,  у) на гр а н и ц е  
области б у д у т  л е ж а т ь  между — а/2 и + а / 2 .  А п оскольку  п р и б л и ­
женное решение по Треффтцу точно уд о вл етво р я ет  основному диффе­
ренциальному уравнению, то значение погрешности во всей области  
не превосходит а/2.

П редставляет  интерес сравнение м е ж д у  собой рассмотренных выше 
методов Ритца, Канторовича и Треффтца. С этой целью п олучи м  
решения рассмотренной в этом параграф е задачи о стационарном  
распределении температуры в с т ер ж н е  квадратного  поперечного 
сечения методами Ритца (первое и второе приближения) , К ан тор о ви ч а  
[первое (см. § 6 .4) и второе п р иб ли ж ени я]  и разделения перем ен н ы х  
(точное решение).

Полученные решения запрограм м ируем  на алгоритмическом  я з ы к е  
Ф О РТРА Н -IV д л я  ЭВМ ЕС-1022. С  помощью программы вы ч и с л я ю т с я  
значения Т{х, у )  в точках xj=:jh^, y i = i h y  {i, /= 0 , 1, 2 , 3 ,  4; 
h^=hy=0 ,25 )  по соответствующим реш ениям.

С п и с о к  и д е н т и ф и к а т о р о в .  Н Х ,  H Y  — шаги по переменным х, у  
соответственно; М — число точек разбиения отр езка  (О, 1]; X ,  Y —  з н а ч ен и я  
переменных х, у ,  R S ,  R R ,  RC, R T  — одномерные массивы значений т ем п ер а ту р ы  
ь точках Xj (/—О, 1, 2, 3. 4) при. фиксированном _у,, вычисленные по точному 
решению, методу Ритца, методу Канторовича, методу Треффтца соответственно ;  
N — параметр, равный I при 'В ы ч и с л е н и и  первого и 2 — второго п р иб л иж ени й .

Приведем текст  программы.
С  СРА ВН Е Н И Е  РЕЗУЛЬТАТО В Р А С Ч Е Т А  ТЕМ П ЕРАТУР 
С П Л А СТИ Н Ы  РА ЗЛ И Ч Н Ы М И  ВАРИ А Ц И О Н Н Ы М И  МЕТО- 
С ДАМИ

DIMENSION R S (5 ) ,  RC(5), R T (5 ) ,  RR  (5)



М  =  5
Н Х =  1 . / ( М -  1)
H Y = H X  
N =  1
W R ITE  (3,9)

9  FORMAT C 0 \  4 0 X ,  22H ПЕРВОЕ П РИБЛИЖ ЕНИЕ)
11 DO 1 1 =  1, М 

Y = H Y  .  ( I -  1)
W RITE (3 ,3) Y

3  FORMAT C 0 \  5X , 2 H Y  =  ,  E IL 4)
DO 2 1 =  1, M
X =  HX * ( I - l )
R S ( I )= S O b ( X ,  Y)
R C (I )= C O N T (N , X , Y)
RT(I)==TREF(N, X . Y)

2 R R ( I )= R I T (N ,  X. Y)
W R ITE  (3,4)
W R IT E  (3 ,5 ) RS •
W R ITE  (3 ,6)
W RITE (3 ,5) RR 
W R ITE  (3,7)
W R ITE  (3 ,5 ) RC 
W R ITE  (3,8)
W R ITE  (3 ,5) RT

4 FORMAT C 0 \  4 0 X .  16H ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ)
5  FORMAT i ' 0 ’ , 2 5 X ,  5E16.5)
6  FORMAT (’ 0 * .  4 0 X ,  I3H МЕТОД РИ ТЦ А)
7 FORMAT (’ 0 ’ . 4 0 X ,  19H МЕТОД КАНТОРОВИЧА)
8  FORMAT C 0 \  4 0 X ,  15H МЕТОД ТРЕФ Ф ТЦ А )
1 CONTINUE

IF (N . GT. 1) GO T O  12 
N = N  +  1 
W R ITE  ( 3 , 1 0 )

1 0  FORMAT C 0 \  4 0 X ,  22H  ВТОРОЕ ПРИБЛИЖ ЕНИЕ)
GO TO 4 1

12 CONTINUE 
STOP

. END
С  ВЫ ЧИ СЛЕН И Е ПО М ЕТО ДУ РА ЗД Е Л Е Н И Я  ПЕРЕМЕННЫХ 

FUNCTION SO b (X , Y)
СН (Z )= (E X P (Z )+ r ./ E X P (Z ) )/ 2 .
PI = 3 .1 4 1 59 2 6 5  
P = P l / 2
H S = 2 ./ P  ** 3 * (1 .  — C H (P  * X )/ C H (P ))+ C O S (P  * Y)
DO 1 K - 2 , 4 0  
P = ( 2  * K — 1) * PI/2 .

1 H S * H S + 2 . / P  3 *  (— 1) * •  ( K — 1) * (1 .— C H (P  * X)/ 
/CH (P)) * C O S(P  * Y)
S O L = H S



RETURN 
END

G В Ы Ч И С Л Е Н И Е  ПО М Е Т О Д У  РИ Т Ц А  
FUNCTION RIT (N, X , Y)
X Y = {1 — X • X) * (I -  Y  * Y)
IF (N .E Q .l )  H R = 5 ./ I6 . -h X Y
I F (N .E Q .2 ) H R « 3 5 ./ 3 2 ./ 2 7 7 .+ X Y  * ( 7 4 .  +  15. *  (X * X + Y  * Y))
R IT = H R
RETURN
END

С ВЫ Ч И СЛ Е Н И Е  ПО М Е Т О Д У  КАН ТО РО ВИ ЧА 
FUNCTION CONT (N, X , Y )
CH (Z) =  (E X P (Z )+ 1 ./ E X P  (2))/2.
A =  1.57 0  8,15 
0 = 5 . 0 5 2 9 7  
YM =  Y * Y -  1.
I F (N .E Q .1 )H C =  - YM * ( l . — C H (S Q R T (2.5) * X)/
/СН (SQRT(2.5)))/2.
I F (N .E Q .2 )H C = Y M  * (C H (A  * X)/CH(A) * ( 0 . 5 1 5 5 8  —

-  0 . 1 1 4  * Y * Y ) - C H ( G  * X )/CH (G ) * ( 0 . 0 1 5 5 8  —
-  0 . 1 1 4  * Y * Y ) — 1./2.)

CONT =  HC 
RE TU RN -
END

С ВЫ Ч И СЛ Е Н И Е  ПО М Е Т О Д У  Т Р Е Ф Ф Т Ц А  
FUNCTION TREF (N, X, Y )
U S -  - ( X  * X + Y  * Y)/4.
X 2 « X  * X 
Y 2 =  Y * Y 

• X 4 =  X2 * X2 
Y 4 =  Y 2 # Y2
U l  =  X 4 - 6 .  » X 2 * Y 2 + Y 4
U 2 =  X4 * X 4 - 2 8 .  * X 2  * Y 2 (X 4  » Y 4 ) + 7 0 .  * X 4  * Y 4 *
* Y4 »  Y4 
IF (N .E Q .l )G O  TO 1 
GO TO 2

1 C = 8 7 ./ 2 88 .
C l = - 7 . / 1 4 4 .
C 2 = 0 .
GO TO 3

2 IF (N .E Q .2 ) C=-94478./319424.
C l =  — 3619./79865.
C 2 -4 2 9 ./ 3 1 9 4 2 4 .

3 T R E F = C + U S + C 1  * U 1 + C 2  * U 2 
RETURN
END

Ч асть  результатов  расчета по первому и второму приближениям  
вариационных методов ср авл и вается  с  точным реш ением (метод 
разделения переменных) в  табл . 6 .2 .
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Анализ значений Т{х ,у ) ,  вычисленных различными методами, 
подтверждает более высокую  точность метода Канторовича по с р а в ­
нению с методами Ритца и Треффтца. Но процесс решения системы 
дифференциальных уравнений {метод К анторовича) , безусловно, 
сложней решения систем алгебраических ур авн ен и й  (методы Ритца 
и Треффтца). Внутри области вдали от гр ан и ц ы  5 ,  метод Треффтца 

. д а ет  более точные результаты  по сравнению с методом Ритца, О днако 
при приближении к границе 5  наблю дается обратное явление.

Ясно, что в общем случае отмеченные в этом примере законо­
мерности могут и не иметь места, т а к  к а к  точность приближенного 

' решения в значительной мерс зависит от удачггого выбора коорди­
натных функций.

§ 6.6. Метод Био

Вариационный принцип, разработанный Био [14 ] ,  позволяет р ас ­
сматривать задачи теплопроводности по аналогии  с  задачами  механики, 
использующим)! идею обобщенных координат, которы е описывают 
механическую систему, обычно имеющую конечное число степеней 
свободы. Термодинамическая система я в л я е т с я ,  по сущ еству , физи­
ческой системой, состоящей из молекул  и атом ов . В описание ж е  
процесса теплопроводности вход ят  макроскопические  параметры, 
такие , к а к  температура , теплопроводность, теплоем кость  и др. Поэтому 
макроскопически систему можно представить в виде конечного, но 
очень большого набора отдельных ячеек , со держ ащ и х  достаточное 
число молекул  или атомов для того, чтобы в ней были справедливы 
макроскопические законы . В то ж е  время к а ж д а я  т а к а я  ячейка должна 
быть достаточно' малой, чтобы ее поведение м ож но  было описать 
с  помощью макроскопических параметров. В  классическом  описании 
тепловых явлений используется скалярное  температурное поле Т.  
В одном из методов описания процесса теплопроводности Био [14] 
вводит векторное поле Н ( х , у , г , х ) ,  которое н азы вается  в ектором  
теплового  потока  и определяется уравнением

где И — вектор, представляющий л о кальн ую  плотность потока, 
теплоты на единицу площади.

Рассмотрим закон сохранения энергии без учета  источников 
теплоты

у , 2 , т).
дх

(6.72)

рсГ=» — Н, (6.73)
т

где- Т  — температура; с —с{х, у ,  г)  — теплоемкость ; М  = Нйх.
к )  у

Согласно закону сохранения энергии, имеем

ОС — С11У Н = ------— Н.
дх дх



в  последнем р ав ен ств е  изменен порядок операции —  и Умнож ая
дт

обе части этого  р авен ства  на и интегрируя  от нуля  до т, 
получаем  (6 .73).

Закон со х р ан ен и я  энергий должен выполняться , г а к ж е  для  
вариаций 6Н и ЬТ. Поэтому из (6.73) д л я  вариаций вектора И 
и тем пературы  Т  имеем

П одставляя  в последнее равенство соотношение (6.74), получим

рс — —  d iv  {% g r a d  Г ) “ О, 
дх

т . е. уравн ени е  теплопроводности в е го  обычной форме без учета 
внутренних источников теплоты.

Вариационный принций с использованием вектора плотности 
потока теплоты получается  следующим образом. Умножим уравнение
(6 .76) на ЬИ и проинтегрируем  по объему среды Й:

где  п  — единичный вектор внешней нормали к поверхности 5 ,  
ограничивающей объем О. И спользуя уравнение (6.75), имеем

С к а л яр ,  и граю щ ий роль потенциала тепловой системы опре­
деляется  к а к  объемный интеграл

рсЬТ — — d iv  ЬИ.

Закон теплопроводности Ф урье  запишем в виде

(6.75)

grad  Г + - А - Я = 0 .
Уы

(6.76)

Применим к обеим частям  (6.76) операцию дивергенции

div (Я grad  Г ) 4 - d iv  Я  =  0.

И нтегрирование первого  члена по частям дает

(6.77)

/

\
(6.78)

(6.79)



Подставив ЬЕ в уравнение (6 .78), получим

о

Тп -6 Н68 .

Последнее вы раж ение является  вариационным принципом Б и о

связанный с понятием диссипации энергии . Обозначим его вар и ац и ю  
через 6 0  Тогда из (6 .80) получаем основное вариационное у р а в н е н и е

Равенство (6 .81 ) можно записать  в виде уравнений Л а г р а н ж а .  
Д л я  этого выберем д л я  каждой компоненты Н1 вектора Н ф у н к ­
цию, зависящ ую  от некоторого набора п арам етров  (обобщенных к о ­
ординат) £?<(т) (/“ ■1, 2. . . . ) :

/У, =  (72. • - ■. Аг,. У* 2, т).

Тогда для  вариации каждой компоненты имеем

с другой стороны,

/у, =  V  {дИ^дЦ}) Ц}+дИ11дх
/

н дЙг/дд^^дИ^дд}. _
Вариация векторного поля Н вы ч и сл я ется  аналогично:

5// =  2  (дН/д^}) Ьц}. ( 6 .8 2 )
I

Потенциал Е б удет  т а к ж е  функцией обобщен,ных координат 
и можно записать , что

Учитывая последнее выражение, запиш ем уравнение (6 .80) в виде

в теплопроводности. Интеграл по объему от — НЬН имеет см ы сл ,

б£ +  60=» Гп-бЯс15. ( 6 .8 1 )

( 6 .8 3 )



П о ско льку  вариации  ЬqJ я вляю тся  произвольными, из (6.84) выте­
к а е т  соотношение

=  —  Г г - ^ « а 5 .  (6.85)
a7^  ̂ I. дд^ ^ дд^

Г • С ' ~ С ‘ -
О б о з н а ч и м - ^  —  7/ М С 2= 0 ,то гда  — = — Я  — с1й= - 1 ^  — ё й

2 J  ^ д'д,  ̂  ̂ ^и а п
и  (6 .85) можно п ер епи сать  в другой форме:

дEjдqJ+дD|дqJ=^QJ, } = \, 2, . . . .  п,  (6.86)

гд е  QJ = -  Г Т - ^ п б З .

Д л я  решения системы  уравнений (6 .86) необходимо задаться  
ф ункцией H —H{qJ, х, у ,  г ,  т) с некоторым числом обобщенных ко­
ординат qj, выбранным исходя  из физического содержания задачи. 
З атем  по выбранному векто р у  Н из уравнения (6 .73) определяется 
температурное поле Т  = Т  {qj, х, у ,  г,  т). С помощью этих функций 
н ахо д ятся  величины Е, О,  входящие в вы раж ение (6 .86), кото­
ры е  дают п  уравн ени й  первого порядка д л я  неизвестных qJ.

Полученные выш е р езул ь таты  применимы к системам с источни­
кам и  теплоты. Д л я  этого  необходимо представить вектор теплового 
смещ ения Н в виде суперпозиции двух  отдельных полей И 
гд е  Их выбирается т а к  ж е ,  к а к  и ранее, а  вектор  Яд удовлетворяет 
уравнению

Л\ч H.  ̂= ]q^{x,  у ,  2, t )Лt  (6 .87)
о

с  функцией q„, обозначающей скорость выделения теплоты внутрен­
ними источниками в  единице объема. Закон  сохранения энергии з а ­
пиш ется в виде

X

рсТ  = — (1 ^ / / +  (?о(л:, у ,  г ,  t ) d t .  (6 .88)
' о

Рассмотренный вариационный принцип сформулирован с помощью 
варьи ровани я  вектора  теплового смещения Н,  выбранного таким  об­
разом , чтобы вы п о л н я л с я  закон сохранения энергии (6.73). По­
с к о л ь к у  тем пературное поле Т  является  более естественной физи­
ческой величиной, чем вектор  теплового смещения Н, можно варь­
ировать  тем пературное поле Т  и выразить в вариационной форме 
условие непреры вности 'теплового  потока, которое яв л яется  законом 
со хран ен ия  энергии .

Рассмотрим процесс теплопроводности в т ел ах ,  свойства кото­
рых не за в и сят  от тем п ератур ы .



Запишем уравнение распространения теплоты в форме

д  = (6 .8 9 )

Здесь Я = ^ (д1:, у ,  2) — теплопроводность; Т ( х ,  у,  г ,  т ) — т е м п е р а ­
тур а ;  д  — вектор плотности теплового потока.

Закон сохранения энергии запиш ется  в виде

р с { д Т ! д х ) ^ Ч =  (6 .90 )

Удельная теплоемкость с  и плотность р могут  (5ыть ф ун кц и ям и  ко­
ординат, а с/р(т, X, у, г) я вляется  функцией тепловыделения вн утри  
тела. Умножим уравнение сохранения энергии (6 .90) на вариацию  
ЬТ и проинтегрируем результат  по объему

( {[)сдТ¡дх-\-Ч 'Я — с1£2==0. (6 .91 )
й

При произвольных вариациях  температурного поля ЬТ у р а в н е ­
ние (6 .91) определяет  закон сохранения  энергии в интегральной  
форме. И нтегрируя  (6.91) по ч астям ,  придем к равенству

I (рс(ЗГ/^т — 1 ? р ) й Т ' 7 б 7 ’ с1^4-\ (? -л 6 Г (1 5 = 0 . (6 .92 ) 
о й 5

Поверхностный интеграл в вы раж ении  (6 .92) берется по п о вер х ­
ности 5  обьема тела а п  обозначает единичную внешнюю нор­
маль к поверхности 5.

Преобразуем второй интеграл в у(1авнении (6.92):

-  ‘ ^ . у й Г с 1 Ь ^ = | А у 7 ’ - У б Г с 1 а  =  й | ( 6. 93)  
{) и

где 0  = ~  (’ Х ( у 7 ’ )“ ( ]0  = — J Ч ( g г a c i r ) 2 d ^ .  (6 .94)

По физическому смыслу последнее вы раж ение может быть и столко­
вано к а к  вариация диссипативной функции О.  С учетом (6 .93) 
и (6 .94) выражение (6.92) перепишется в форме

рс— - И б Г ё £ 3  +  6й-|- д ‘ЪдТ68=^0.  (6 .95)
,  . ^  1и 5

Выражение (6.95) представляет собой др у гу ю  форму вариационного 
принципа д л я  уравнения теплопроводности.

Применение вариационного метода при решении задач  нестацио­
нарной теплопроводности можно рассмотреть на примере распро­
странения теплоты в пластине толщиной I, с постоянной теплопро­
водностью X и удельной теплоемкостью с .  Н ачальная  т ем п ер атур а  
пластины Г = 0 .  С момента т = 0  на стороне пластины при л := 0  з а ­
дается  температура 7'о = Т'о(т), а  на  другой  стороне, при д : » / ,  тем ­
пература  Гх«=7'1(т).



Счевидно, что задание температурного поля в виде
п

Г ( т .  х) = Г(,(1 — дг//)+(х//)7’, + 2  (6.96)

I
(6.97)

^ с?л (т )  — обобщенные координаты , точно удовлетворяет  заданным 
тем пературны м  условиям  иа границе пластины.

З акон  теплопроводности д л я  этого случая  запишется в виде

=  — X gтa¿ Т =  — — XI
дх

Т, ( т ) - Г . . ( т )  
I

• —  П

2 клV 7
Алд-

I
(6,98)

Д и сси п ати вная  ф уикция 0{х)  вы раж ается  в следующей форме:
I I

?■ ( 7 . - 7 , ) »  , I У '  Г'
2 I 2 I Я» (т), (6,99)

Вариационный принцип д л я  процесса 1еплопроводности в нашем 
с л у ч а е  можно вы разить  уравнением

I
рсГбТ' d д :+ 6D -f  ̂  Я'пЬТ  d S  =  0. (В .100)

В равен стве  (6.100) последний интеграл учитывает тепловой поток 
через обе стороны пластины . Обозначим

в  =  —  С рсГ® (\х,
2 Г

то гд а  уравнениями Л а г р а н ж а  б удут  п  уравнений вида

дВ  , ОО п  , . о  ------- =  Рд, к —1,-2,  . ,  п,

гд е
п Г-----дТ , с

( 6 . 101 )

( 6 . 102)

(6 .103)

5  п редставляет  собой единичную площадь на стен ках  л := 0 , х —1. 
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г кпх
Т ак  к а к  :дq^^ =  ■̂ t̂  =  'Y  у 5 1 п - ^ ,  то б7',й(?^ =  0  при л: =  0  и

х=1.  Поэтому Я /1 = 0 в рассматриваемой задаче.
Вычислим частные производные, входящ ие в (6 .102):

I I ' I
Т  - ^ с 1 х  =  ()с Г т  —  (1х =  рс Т'фй(.у)(1г,

J  ' и  J
О О О

дР
Оон ,] дх дх \dqk l  . дх дц^ \ д х }

(6 .1 0 4 )

, дх с1д- . <5дг
6

йх.. (6 .1 0 5 )

И нтегрируя  последнее выражение по частям при усл о в и и , что 
\['й(0) = 1|:^(/) =  0. получим

дО . д Т  , , ,
ддц дх

о о

П одставляя  в (6 .102), (6.104) и (6 .1 06 ) ,  имеем
I

о с ^  {х)6х==0, ^ = = 1 ,2 ,  3 ............
с̂ т дх̂

(6 .1 0 7 )

Представление решения в виде (6 .96 )  я в л яется  приближ енны м . 
Точное представление, очевидно, б у д е т  при п->-со, т. е . в  ви д е

Г ( т ,  у) =  7 ' о ( 1 Л + 2  х )+ Т ’з ( т ,  X),
I 1 ) 1

(6 .1 0 8 )  

(6 .1 09 )где х )^То (\  — х/1)-\~(х/1)Т ,̂

которое я в л я е т с я  не чем иным, к а к  представлением реш ения в виде 
разлож ения по полной и ¿-2(0, О системе функций г|>; (̂х) =

— Предполагая, что вектор К ^  рсдТ1дх — 'кдЧ'!дх^

принадлежит функциональному пространству  Ц (0 ,  /) по х  и непре­
рывен по т , видим, что ус.ювие (6 .1 07 )  означает не что иное, к а к  
ортогональность вектора И полной системе функций Н'л(-’̂ )- О тсю да 
можно заклю чить, что R — нулевой  вектор :



П одставляя  в (6 .107) выражение длл ^ ( т ,  х) из (6 1С8), получим

I
¡ [ ( ) c d T ^ ! d x ~ ‘kd‘’-T^fdx^ — f ] t k ( x ) d x  = 0 , k = \ , 2 ,  3, . . ( 6 . 1 1 1 )  
о

гд е  f i x ,  x) = pcd\^'/dT— Xd' \̂\'/dx̂  = i>c\fo{\^x/l)-\-{x/l)ti\.
Система уравнений (6 .1 1 1 )  устанавливает с в я з ь  меж ду уравне­

ниями  Л а гр а н ж а  и методом Галеркина.
Получим теперь систему  уравнений д л я  (т) — коэффициентов 

р я д а  (6 .108) или обобщенных координат. Вычислим частные произ­
водные, входящие в у сл о ви е  (6.102), ограничиваясь  пока конечным 
представлением тём пературпого  поля н ииде (6 .96):

I
дВ

Q
I

i\dx^

=  рсГо ( [ 1 ----- Г>:я -̂^с1х+р£'(7ь = р с ^ ^ [ Г о - ( - 1 ) * Г , ]  +
J  \ I / I , «л
о о

-грс(?я; '  (6 .112)

, Сд*Т , ,  ̂ г / V   ̂ ^— урм^х------ X 1  i^kdx.
д̂ м , дх* ,! ,*=!

о о

Т а к  к а к  функции г|̂ (̂д:) удовлетворяю т дифференциальному уравне- 
кл 2

НИЮ — 1 ЧЧ—О, то  последнее выражение перепишется в виде
\ I !

I
дВ . л ¡ кл  / V  I 1 J  1 , с  \ го\ 2  Ч\6х=х — ] qk 6.113)
дЯк и  / . \*-1 / .Л  ̂ /

о

в си лу  того, что г|̂ ^̂ (л:) — ортонормированная система функций на 
[О, /]. Из выражений (6 .1 12 ) ,  (6.113) можно получить окончательно 
следую щ ую  систему обыкновенных дифференциальных уравнений 
д л я  д^{х):

+  . (6 .П 4 )

г д е  a=X/{^)c), /^(т) =  [ (— 1 )* 7 '1 - * Г о ]| / 2 / / (^ я ) .  Общий интеграл 
(6 .1 1 4 )  запишется в виде



Ч ', .М

(6 .1  16)

который я в л я е т с я  не чем иным, к а к  обобщенным (слабым) реш ением  
п о ставлстю !!  задачи. При п - ^ с о  сходимость этого ряда м о ж ет  б 1>1ть 
исследована аиалогично тому, к а к  это было сделано в  ̂ 3.1.

Т е м л е р а т у р н о е  п о л е  н е о г р а н и ч е н н о й  п л а с т и н ы  
п р и  т е п л о в о м  у д а р е  [14|. К р а е в а я  зад ач а  имеет вид

Согласно методу Био, профиль тем п ератур ы  выберем в виде к в а д ­
ратичной [)араболы

где (?1 (т) ~ 6 (т) — толп1.ина прогретого слоя . Д алее  вы числяем  все 
величины, входящ ие в уравнение Л а г р а н ж а  (6.86). О пределим по­
тенциальную энергию теплового поля;

Р ассм атриваем ая  задача одномерна, поэтому имеем одну состав -  
ляю 1цую Й}, которую обозначим через //. Интегрируя (6 .7 3 ) ,  по­
лучим

с учетом того, что /7 (х, т)--=0 прн а:  -(•/,
Д л я  функции рассеивания 0{т)  л «ге.мпературниЛ си лы » QJ 

имеем:

дТ:дт = а[ д -Т ¡дх - ) ,  0 < х < / ,  т > 0 ,

Т{х,  0) =  0 , Г  (О, т ) - Г с ,  дТ{1, т )/ах  =  0.

Т{х,  т) =
' ^ с [ ' ----------^ 1 ^  П р и  Х < ( ? 1  ( Т ) ,

91 (■̂).

О при Х>£71(т),

о

X

И(х, х) = — ¡C()Tdx  = ̂ -^^q^{x)  1 -------
^ 3 д,  (т)



Подстапляя в ы р аж ен и я  Е, О н (¿1 в уравпсиие Л агр ан ж а

дЕ/дд^ -^дО/дд^ = Q ,̂
получим

=  (147/26) (Х/Ф) =  (147/26) а.

где а  — температуропроводность.
Реш ая днф^юреЕщиальное уравнение исрпого порядка, пoлy^шe^ 

формулу для определения толщины прогретого стоя

(т )=  |/"(147/13)ат ^  3 ,36  |/ат .

Тогда в перпод, ко гд а  понятие толщины прогретого слои имеет 
смысл, т. е. при £?1</. получим рстсии е  задачи и оиде

Т {х, т) =

T J  \ X \2 
— -  П р и  X

3 . 3 6  V ах 

О

< 3 ,3 6  ) / а т ,  

. / ---
Прн х > 3 ,3 6  [ ат .

Начиная с момента времени г* .  соответствующего достижению 
толщиной прогретого сл оя  д  ̂ значения / т*  0 ,0885  выраже-

0.8

0.6

ОЛ

0,2

иие для  температуры непрнгоднс 
и следует искать  решение в тепло­
вом режиме, когда тело участвует 
в нагреве по всей толщине.

Выберем профиль температур
0 ЭТОМ сл учае  таким образом, 
чтобы удовлетворялись  граничные 
условия задачи

Т{ х ,  т) =  (Г^ — <72)(1 — +  

- г (?2 т > т * .

Тогда, проделав описанную выше 
процедуру, получим для параметра 
д  ̂ следующее выражение;

‘?г(т) =  7 'с { '  - е х р ( — 
- 0 , 2 1 4 { т / т *  — 1)1}, т > т * .

Таким образом, полученные 
формулы позволяют рассчитывать 
температурное ноле пластины в

любой момент времени.
На рис. 6.1 приведено сравнение результатов  расчета по полу­

ченным формулам с численным ранением этой задачи и видно, что 
результаты  расчетов по методу Био хорошо согласую тся с числен­
ным решением.

т Д * и,о

\\ л
V

\ р ,2

0.2 О,и 0,5 0,8 х/1

Рис. 6 .1 .  Распределение относи­
тельной температуры  в неограни­
ченной пластине по относительной 

координате |15]:
— рагчрт по чи сл еи н о м у  л;етоду:

—  — ------- расчет но м е тоду  Био



Метод Бубнова — Галеркина не относится к вариационным м ето ­
дам Он применим к более широкому к р у г у  задач, а и сл уч а е ,  ко гда  
задачу можно р<.миить и методом Р н ш а ,  и методом Б убнова  — Г а ­
леркина, последний в болынннсп !$(' случаен  Г)ыстрее и1)т ю д и т  к ре­
шению.

¡•■Рассмотрим применение методн Б убнова  — Галеркииа к к р а е в о й  
задаче иестачионарно1| тепл()П[)1)и^дпости. Пуст/. распред<'.т1'(п{е тем­
ператур в области !--* описывается линейным уравнением генлипро-
ВС)ДН0СТИ

А\Т]=дТ/дх— а\/^Т — х, у)/(ср) =  0, х, у ^  13. т > 0 ,  (6 .1 1 7 )

при началыа^1Х условиях 7'(0, х, 3') = /(х, у) и произвольных линей­
ных однородных I рачичиых условиях на грапичной поверхности 

'''(7’)15 = 0, где /ч (Т) — линейная фуикция.
Выберем бескоп(;чкую |{оследовагельн(;ст(> коордпнатиь^л ф ун кц и й  

Т 1 {х. у) , . . Т^{х, у), котор1.1е у д о в л е т 1ю р яю 1 тем ж е  .заданным 
условиям , что и в методе Ритца. Т ак  к а к  гр а !1ичное условие линей-

п
ное, то функции Т(„){х, х, 1 ')=  2  о, ,{х)Т,,{х,  V) у д о вл етво р я ет  гра-

ничиым условиям  задачи.
(Согласно метод\ Бубнова — [ а л е р к и н а ,  коэ4х})инненты а/,(т:) 

{̂ 2 = 1, 2, . . ., п) определяются из требования . чтоб;.1 л е в а я  часть  
уравнения (6 .117) стала гкх-ле подстановкн  в нее 7',, (¡.место Т  орто ­
гональной функциям {Т,} (¿-^\. 2, . /I). Тем сам;,1м метод Б у б н о ­
в а — Галеркина приводит 1\ следующ ей системе п  линейных о б ы кн о ­
венных диф(|1еренциальных уравнений ;

= +  т,\ (¡ =  1, 2 ............ п)
^  ¿Х ^  \ср )
6=1 »(-I

(6.П8)
п

при начальных условиях  2 ^ í , ( 0 ) ( 7 ’ fe. 7’ ,) =  (/, 7’ ,) ( 1 ^ 1 ,  2 .............п).
к  -  I

Если предположить ортонормироваи|к)сть системы координатны х  
функций {T^) (1 = 1, 2, - . п], то система (6 118) приобретает  нор­
мальный вид

=  а „ ( т ) ( У * Г „  +  Г , )  ( ¿ = 1 ,  2 ........... п|, г > 0 ,
ат 1 \ С(> /

(6 .1 19 )
с начальными условиями а , ( 0 )  =  (/, Т^) ( ¿ = 1 ,  2, . .  п).

Б сл учае  стационарного тем пературного  ноля коэффициенты а* 
не зави сят  от време)/и; левые части уравнений (6.118) и (6 .1 1 9 )  об- 
раи1аются в н у л 1. и система диф4х?ренциальных уравнений (6 .118) 
или (6 .119) превращается в систему линейных алгебраически х  у р а в ­
нений. При этом она совпадает с системой линейных ал геб р аи ч ески х



у р а т ю н и й ,  полученной по методу Ритца, если пыбраны одинаковые 
системы координатных функций.

Решение задачи {6.117) методом Бубнова — Галеркина может быть 
построено несколько иначе 1114|, а имен1ю ф ункция вида

П
Т{п)= т ) ,  1: > 0 , (6.120)

I. ,>-1 ’
гд е  — неизвестные коэ(|к|)ицнепты; т) — полная Л-ортонор-
м а л ь н а я  система фушчций в области ^}х (0 , со), д аст  решение зада ­
чи (6 .117). Оператор А определяется выражением

— ( 6. 121)

а  условие Л-ортонормальЕЮ сти определяется соотношением 

1, ¿ = 1 = 1 — (п\
(М>и. о,

Если система функций {ф,-;) является  /4-орто[юрмальной, то коэф- 
ф|ИП1е н 1ы ai j  определяю тся просто:

('■. / = 1 .  2, . . . ) .

Рассмотрим к р аевую  зад ач у  для  простого уравн ени я  теплопро­
водности

(iT/ax — =  т)/(ср) = /(х, х), j ( x ,  I J x

Х [0 ,  со)) (6.122)
с однородными начальны ми и граннчиыми условиями

Т {х, 0) =  Г ( 0 ,  т) =  7’ (1, т) =  0, 0 < х < 1 ,  г > 0 .  (6.123)

Выберем в форме

tp;j(x, т ) - ] / 2 s in m x i| :^ ; ( T )  (i =  l , 2, . . n;  / =  0,  I,  . . 1 ) ,

(6.124)
гд е  y\\j{T) являю тся иеизвестнымп функциями т , которые определя­
ю тся  т а к ,  чтобы функции (6.124) были Л-ортонормальным мпоже- 
с : в о м  функций в области [О, 1)х|0 , .о), удовлетворяющими гра­
ничным условиям

=  =  ̂  ( t = l .  2,  л;  I, 2,  « — 1). (6.125)

Система функций (6 .124) является  Л-орто1юрмальной, если функции

Ац>ц=У 2 s i n  inx\\\j-\-\/^2a(i7i)‘ s'u]inx\\-ij, (6.126)

гд е  \1,, 'h i ,  являю тся  полной ортонормальной системой функций
dT



в ¿ 2((О- сю))- Такой системой, полной и оргонормальной
Ü ‘̂ ))> является система

]/^2 siiu'jTx — c~~^^^Lj(2uT) (i =  l ,  2 ,  . . . ;  / = 0, 1, . . . ,  а > 0 ) ,

(G J2 7 )

где Lj{ii) жктяю тся полиномами Л а ге р р а  (55) порядка j.
П риравнивая правую часть (6.I2G) функциям (6 .127), получаем

1/^ 9п
^  e - “4 j ( 2 ü T )  (i =  l .  2, / =  0, 1. . . . ) ,  К ~ ^ах

X  ( / л )%  U  г/: Д ’ ,

Если приближенное решение задачи  (6.122) взять  в форме

_  п — I п
Т(а)(х,  т) =  ]/  2 ^  ^  a;iS\ninx\\i^f{T)y 

/=0 ¿=1

где функции 1[‘г ;(т )  являются решениями последнего ур авн ен и я  при 
условиях  (Ü.125), то коэффициенты a^j определяются равенствим

Т̂)- |/"251п1ЛА'\1?(^(т) j  =

00 i

x j  dx j/(A', T ) s in in x e - “^Lj(2at)dA:. 
ü 0

11СЛИ в качестве координатт^а функций ф;>(р, т) выбрать  п ол ­
ную в ¿ г ( ( 0 ,  1 1 х (0 ,  со)) систему функции, не Л ортонормальную , 
то д л я  нахож дения коэф(^)ициептоц получим систему а л г е б р а и ­
ческих уравнений

п
' ï i  ü ü i M i h  (/, m =  l ,  2, n). (6 .1 2 8 )

i .

Проиллюстрируем этот метод реш ения для  следующей к р аево й  
задачи. Д ано  уравнение теплопроводности с известной объемной 
плотностью теплового потока внутренних  источников теплоты

Л Г  — а ^ ^  =  c s i n л х е х р {— \^)» 0 < л :< 1 ,  т > 0  { сф О ,  Y > 0 )  
dt дх̂

(Ü.129)
и с начальным и граиичрплми услови ям и



приближенное реш ение задачи (6,129), (6 .130) будем искать в 
форме (5 .120) Рассмотрим три варианта выбора системы координат­
ных (j)yHKiiHii: 
предстанлепие А

= sin т х т “ ехр (— /т) ( i ,  /= 1 , 2 ...........п;  a > 0  =  const);

представление В

(f',y =  sm m A ;W exp (- '-aT ) {i, / = 1 ,  2, . . п);

представление С

Можно показать  (75 j ,  что система А неминимальна, система функ- 
ииЛ Б неминимальна, система функций С сильно минимальна 
в  соответствующем энергетическом пространстве (см. приложение 11).

В работе f75J до казан о ,  что необходимым и достаточным условием 
устойчивости вычислительного процесса Бубнова — Галеркина я в л я ­
е т с я  сильная минимальность системы координатных функций в со­
ответствую щем энергетическом  пространстве (см приложение И).

Из систем функций А, В , С только представление координатной 
системы функций в форме ( '  удовлетворяет этим условиям.

¡ ¡олучим  соответствующие решения [114J.
Определим функцию для  различных представлении системы 

координатных функций:

A. =  1л л : [ а (1лу-̂  т“ ехр  ( — ‘ (а  — /т) ехр ( —/т)];

B. ¿пх [а (тУ ^  (/ — а х )  ехр{— ах);

X cos (2/ arc tg  х) — X s in  (2/ a rc t^  x)j .

Вычислим соответствую щ ие скалярные произведения (Лер,;.

J/  ̂л  К 1 + Т*

V  л \ 1 -Н X*

. , 1 (/л)* sin (2/arctg т) 
S in  ¿ЛХ  ^ f( l-rX-^)-^/212/x

А. (Лфу, =

В. =



с. (Ач„.
2/ ' / 2/г \

S S '- -  -_________\2р/ \2q
р  о f-n

( -  1 »t -  I

/ 2/ 

2 р + 1
/ ? = -0  о

X I ) {— 1)'*^ Й(/-Нлг — р p i - q - t^ ] -\ - i^n :^nx
~Q~\-1 ' ' *  ̂■

I — \ n

—  Г Л -

/ 2; \ /2n\

^ ^ \ 2 p - r  1, V2i?/ 
p=<l ^=0

^ ^ ' ' 2 p H 2 ( ? + W
, =11 p z ^ O

S  S  f ̂ pl 1) (2Л1) -
p  (I (,. (1

P - .  0 5 = 0

■ " S s l ' y  ( 2Г+.
r,^0 /)=()

ГД1' пота-фупкция H(x, y )  определяется no формуле
n/2

в ( х , у )  = 2 ) (cos ' (s il l (Iz .
')

Определим скалярны е произведения (c s in  лд: exp (— y t ) .  ■4q.j/) =  v,;: 

A C6,, 1 , , .  ,., -, <1 ! , ' i !
A  v ; ,  =  - i ^  ( а ( ш ) - - / 1 ------------ — — i-

D 1 ; а ( 1л ) ’* — (i , ,
b- —̂ + 1

J , 1  I Г  \(a+ Y) '
r ~  Г ”

С, Vj; = c l /  — 6 , j  л 'М 'е х р (—Y/)sin (2/arctf|/)( l+/ '^)“ ‘/^d/ +  2/ 

00

>' 1 exp(--Y0fos(2/arctLi/)(l —  J ie xp ( — \ '0 x

хъпц2/ arclf4i)(,l



З нач ен ия  коэффициентов при выборе решения 
в  форме А ( у = 1 0 ,  с  = у  — п-, а = 1 )

К о ч ! ]  • З н а ч е н и я  п

>! п л и
('II I  ы 2 3 4

>!с1 Г ) . « 1  • 1 0 " 1 . 3 9 -  Ю ! » 5 , 3 2 - 1 0 " *

“ II - 5 ,  1 . Ч -  1 0 - * 1 . 1 8 - 1 0 - 3 —  1 , 7 : 5 - 1 0 “ ’

( г , 2 4 . ( ¡ 8 -  Ю - " * — 2 , 2 0 - 1 0 - “ . ' ^ 2 5 - 1 0 - ^

— 0 , 1 2 - 1 0 - ' ' ^ — 3 , 0 3 - 1 0 - 1

« . 4 — — 4 . 3 0 - 1 и - '

« 1 Л — • — —

« 1 Я — — —
— — —

' ^ 1 8 — — —

4 . 8 1  • 1 0 - = ’ " 3 , 0 4 - 1 0 - ^ ^ 0 . 4 7 - 1 0 - " ‘

‘llj =0, I У' 1. /“  1. 2, . . . .  »
________________________________ ____________________ Продолжение тайл.  6 .5

Ко'»|!|- Значении п
(ищи -
СИТЫ 5 в 7 8

<1е! 4 . 3 5 - 1 0 - ’ 7 ,50 -10 -*« 2 ,1 0 -1 0 -^ ’ 7 .08-10-1 ' '^
“ и 1 .9 1 •1 0 -3 - 1 .7 8 - 1 0 - ® 1,.57-10-^ -1 ,38 -10 -= *
''12 - 8 , 0 7 - 1 0 - 2 9 ,8 3 -1 0 -* —1.08 -1 0 -» 1 .16 -10 -1
« п 7 .3 5 -1 0 -1 — 1,25 1.80 —2,43
«1.1 —2 .1 9 5,83 -1 .1 7 -1 0 1 2.05-101

2 ,02 — 1,11-10» 3 ,4 5 - 10‘ - 8 , 4 0 - 1 0 1
— 7,41 —4,69.101 1,77-102

0|7 — — 2,40-101 - 1 ,8 4 - 1 0 *
— — — 7 , 5 Ы 0 ‘

1 .121( !-2-^ 7 ,88 -10-** 1 ,5 1 -1 0 - “ 8,91 • 10-=̂ “

I , /= 1, 2.......... п
Т а б л (I ц а 6 .4

З начения  коэффициентов при выборе решения 
в  форме В ( у =  10, с  у  — а  = 1)

КоэфОжциенты
Знячения II

2 3 4 I

с|е1 2 ,5 2 - 1 0 - » 8 ,39-10“ “ 1 ,83 -10 -ы 1.31-10-81
О ц 1 ,30-10-1 1 .30-10-1 1.30-10-1 1 ,30 -10 -1
0|3 - 8 , 3 9 - 1 0 - 0 ’ - 8 , 5 0 - 1 0 - ^ -8 ,5 0 -1 0 -= ’ —8,50 -10—'’
0|3 — 3 .6 2 -1 0 - « 3 ,69 -10 -* 3 ,7 0 -1 0 - «
0,4 — — — 1.70-10-® — 1 .20 -1 0 -ь
а , 5 — — — 3 .0 4 -1 0 - »

,ЧС8 1,74-10-32 1,75-10—'’" 3.15-10-=’ '' 3 ,10 -Ю -"-



Решение системы алгебраических уравнений  (6.128) может быть 
получено различными чис.псипыми методами. В  частности, и си альзуя  
метод исключения Гаусса  (см. приложение V , алгоритм  3), получим 
зиачеиия коэффициентов прн различны х пpeдcтaвлeииvlx систем 
координатных  функций (тл5л. ().3 — (3.5). В первых строках  этих  
таблми. даН1,1 зпач(Ч1ия соответстпуюп1.их определителей системы 
(0.128), 'Л нижних — зиачеиия опп^бки

•=г I
Т а 1 ' | л и и а  6 . 5

Значения коэ(1)фи1шс11тов при вы боре рсшемня в  форме С 
(V 10, с  ■; — а 1)

Яиачспни r i ’

il ицк- 
снты 2 ■1 5

del 1 . 0 3 - l ü ‘ 1.1-MÜ" 1,37 .  КГ 1.8Ü- 10l '̂
«11 .5.7Г)- l i ) - * 3.72- l ü - “ 3 .72 -  1 0 - * 3 .7 2 -1 0 —»
ül'> G.(>7-10-'* G.2:i 10 -* t i .K ).  1П-* Ü .I8 ’ 1 0 - *

— 7 ,8 !  И)~^ 7 .02 -  iO -* (>.93- lü~*
— — 7.55- f ü - * 6 .49-  lO -*
— _ — 0.57-  l ü - *

ü)« — — — —
0 ) 7 — — — —
a „ — — — —
a,„

ses 8.38-10-=*^ 3.01 •10 -^ ' ’ 8 ,2 8 -1 0 - '^ ' ' I .IO -IO -**

a{j=0, 'ть ! ,  /=--1, L'.......... I!
Продолжение табл. 6.5

Коэф­ 3iin ЧСШГЯ П
фици­
енты - 9

del 2 ,0 1 -10 ‘ ^ 4.Ш- 10>* 7,29-10^0 1 ,4 0 - 10‘ »
ûii 3 . 7 2 - I 0 - ’ 3.72- IÜ -» 3 . 7 2 - K i- * 3 . 7 2 - 1 0 - *

6 ,1 8 - 1 0 - * 6 ,1 8 -1 0 -* G. 1 8 - 1 0 - * G .18 -1 0 - *
0 ,9 7 - 1 0 - * <).97-U)“ 4 G ,9 7 -U ) -* G .97-1 0 - *
G .42 -10 -* Ü ,4b-10-* G.4 7 - 1 0 - * 6 , 4 7 - 1 0 - *
5 ,38 -10“ * 5 . 3 i i - 10-* 5 .4 3 -  1 0 - * 5 , 4 1 - 1 0 - *

Olu Г),4Г). 1 0 - ' 4,22- Ю-* 4 .2 G -1 0 -* 4 , 3 3 - 1 0 - *
ûi , — 4,4" .-10-* 3 , 2 5 - 1 0 - * 3.33- 1 0 - *

— — 3 , 6 2 - 1 0 - * 2 , 4 9 - 1 0 - *
«11> —• --- 2 , 9 6 - 1 0 - *

ses l.iiG- 10-2« 2,Ül • 10 -2« 3 .95-10-= *“ 3 , 8 3 - 1 0 - ”

a i j  =- 0 ,  t > l ,  / - 1 ,  1 , ___  n

* Если с и с тем у  ((3.128) з а и и с а п ,  н виде Лх=[,  г д е  Л — м атр и ц а  коэффини- 
еигои ,  г — 1! е к г о 1> моняпсстпых, / •— пскгор ц р а и и х  ч а с ю н ,  а  через у  о б о з н а ч и ть  
пр и б ли ж ен н о е  р еш ен и е  системы, то /1у‘=



И спользуя табл . 6 .3  — 6.5 , вычислим значения Г ( х ,  т) при у =  10, 
а = 1 ,  c = Y — ^ некоторых точках (х, т). Д анны е расчетов пред­
ставлены в табл . 6 .6 .  С целью сраппепия результатов  методом pa:s- 
деления переменных можно получить точное решение задач11 (6 129} 
(6.130):

Т  (л-, T ) = c s i n  л  X (охр (-—л-г) — ехр (—

Результаты  расчета температуры  по последнему решению приве­
дены в табл. 6 .7 .

Т ;| Г) л н (1, а (ь6 
Сравнение значения  Т (х,  т ) ,  вычисленных методом 

Бубнова  — Г ал ер к и н а  при различном выбо|)е коорлииатлых  фушсций

т 1/6 1/3 1/2 ■гп /6

11релсгаплеиие решения в форме А (н = 8)

0,1
0 ,2
0 .3

3 .1 !  10-^ 
2,55-10-- '’ 
1 ,65 -\0~^

5 .3 8 - 1 0 - ‘ 
4.41 10~* 
2,85- Ю- *̂

G.21- 10-^ 
.5,10-10-® 
.5,30-10-='

5 .38 -10-*  
4,41 10-® 
2 ,8 . 'v l0 -*

3.11 10-* 
2 ,55 -10-*  
1.65. !0-®

[1релстяиление рспк'ния ь форм«- В (л-=5)

0.1 
0 .2  
0 .3

2,41 • 10-=* 
1.78’ Ю-* 
9 ,9 2 - 10“ <

4.18-
3,09.10-® 
1,72-10-='

4 .8 2 -10 -  
5,Г)7- 10-=* 
1,9910-= '

4,18- 10-=' 
.3.09-10-=‘ 
1,72-10-=’

2,41- I0-* 
1.78' 10-* 
9 .9 2 .1 0 - «

Предсгаилеине решсчжя и с^юрмс t (п = 9)

0,1
0 .2
0 .3

2 ,3 0 -1 0 - “ 
2,09-10-® 
8 ,5 9 .1 0 - «

Значения Т {

З.У8-10--' 
3 .6 2 - 10-='
1.49- 10-='

ДГ, -с), в ы ч и с л е ч  
задач и  (6.12^

4.59.10-=^ 
4,18-10-® 
1 .7Ы 0-®

1ые по точно 
) ,  (6.130)

3.98- 10-=‘ 
3,Г)2-10-=* 
1 ,49 -1П-3

Т
ч у  решению

2,30-10-® 
2 ,09 .10 -*  
8 ,59 -10-*

1 л и ц а ().7

X
t i/6 '¿П 2/3 5/('

0,1
0 .2
0 .3

2 ,4 1 4 . lO-« 
l . 7 № - 10-=' 
9 ,9 3 1 - 1 0 - “

4, 182- 10-=- 
: i .097-10-^  
1 . /20-10-='

4,828- 10 - ' ’ 
Л.57(>- 10-* 
l,98i).10-=*

1,182-10-== 
3.(Ш-1П-=’ 
1,720 10- "

L\414.10-* 
1.788 Ю-* 
'1 .931 .10-«

Из табл. 6 .6  видно, что представление решения в форме А ири- 
водит к неустойчивости в 1,)числ1П(‘лыюго ггроцесса, что и следовало 
ож идать . В то ж е  вр ем я  представление решений 15 форме В и (!! 
приводит к р езул ьтатам ,  хороп]о с0гласуюпи1мся с точным ре­
шением.

Однако система координатных (¡.уикций В не является  сильио 
минимальной и хорошее согласование ириближениого решения с точ­



ным неожиданно. К ак  отмечено в работе f I I4J ,  неустойчипость. с в я ­
занная с использованием неминимальной системы коорди[{атных ф ун к­
ций. мож^'Т не возинкагь , если иерпые один или дна адемента неми­
нимальной системы определяют очень хорошее мерное приближение 
к решению ^<адачи.

Т е м п е р а т у р н о е  п о л е  п л а с т и н ы  п р и  г р а н и ч н ы х  
’ у с л о в и я х  I р о д а .  lla iiTji распределение тем ператур  п одномер­

ной пластине при наличия внутренних равномерно раси р ед елст ! ! ,1х 
источников теплоты с постоянной плотностью теплового патока и 
гранични.х услови ях  1 рода;

о в /d f-’o = (-Hi/dA'--l-Os. = (Г„ -  Г^)].
0 ( Л ,  0) =  (% Л =  Ро =  ат/У?2),

0 ( — J, Fo) =  B , (F o ) ,  В{1, Ро) = в 2 (Ро).

Приближенное решение задачи ищем в виде

F o ) = i | e i + e , ^ X ( e j - e , ) l + i :  o, ( F o u i  -- ' ' “v
2 4=1

Решение в такой форме удовлетворяет граничным условиям задачи. 
Рассмотрим частный случай задачи, ко гда  в начальный момент 

времени температура на границах мгновенно принимает заданное 
значение, которое поддерживается на протяжении всего процесса 
теплообмена, т. е.

(-)j {Ро) =  (-)2 (Ро) = в с  =  соп$1 и d0(O , Fo) v)X=()

Ограничимся нахождением первого приближения решения

(- ) ,„ (Л . Fo) = B , . f - u (F o ) ( l  - Х = ) .

Реализуем  метод Бубнова — Галеркина:
1 1
’ i l ( ]  _ ; ( 2 ) 2 с 1 Л : - а  ’ ( - 2 ) ( 1  -  X 2 )d X -h O s  Г(1 ~X^)dX\

,  dFo . .1
0 0

гf l 0 „ + a ( O ) ( l  - Х * ) | ( 1  - X “) d ^  =  0 „ J  (1 - X ^ ) d A ,
О ^

пОотучим обыкновенное линейное дифференциальное уравнение п е р ­
вого порядка относительно коэффициента a (F o )

(4 '.S)(da/(iFo)-i-2 ii = Os 
с начальным условием

а(О} =  ( 5 / 4 ) ( 0 , - < ' - д .  (В .131)

Интеграл уравнения (В.131) с учетом начального  условия имеет
вил

а  (Fo) 11 1— -I) -  (.-),) ехр ( - 2 ,5 F o ) .



0<,) (Л:, Г̂ о) = (-),Н ~  -  (% )  ехр {-2 ,5 i'ü ) +

- f - i ^ ( l - A = ) t l - e x p ( - 2 , r . F ü ) | .

Интересно отметить , что точное peincHne соответствующей ста ­
ционарной задачи  с о 1М1 адает  с

lim © d ) ( X ,  Fo) =  b,-|-{06'/2)(l -  Л' )̂,
fo-» оо

Это сви детельствует  о достаточно хорошей сходимости приближен­
ного решения к точному при больших значениях  числа Ф урье

Аналогично можно но-
лучнть  последующие при­
ближения. На рис. 6.2 
иредс'1'айлеиь5 результаты  
расчетов расиреде.леиия 
отноентельнон избыточной 
температуры по относи­
тельной координате x/R 
в  нервом приближении, в 
третьем приближении (Ю7| 
п по точному решению 
[65 ]. Из рис. 6.2 видно, 
что погрешность прибли­
ж ен н ы х  решений умень­
ш ается  с увеличением но­
мера приближения и зн а ­
чений числа Ф урье . М ак­
си м альн ая  погрешность 
имеет место вблизи нуле­
вого 315ачеиня Ф урье . Это 
объясняется тем, что на­
чальное условие удовлет­
воряется  в среднем, а не 
точно.

Т е п д о п р о ц о д п о с т ь  с т е р ж н я  с ф о р м о й  п о п е р е ч н ( ь  
г о  с е ч е н и я  п п и д е  а л л и  не  а.  Рассмотрим более сложную за ­
д ачу .  Тепловыделяю щий элемент (представляющий собой [leorpann- 
ценное цилиндрическое тело) е раБПомерио распределенной объем­
ной плотностью теплового  потока источника теплоты имеет тем­
п ературу  на поверхности  ф ( т ) .  П ренебрегая аксиальной теплопро­
водностью, найти распределеш ю  темш 'ратуры , если область попереч­
ного сечения цилиндра представ.'1яег собой эллипс с полуосями d ,  
Ь и границей S'-

Рис. 6 .2 .  Распределение отиоситс.'и.ний из­
быточной температу ) )ь1 по отиосигслыюй ко­

ординате x/R:
/ — третье приближ ение по методу I’ yi 'noiui — I ;i 
лер кни а ;  2 — р е з у л ь ч а т м  р.к'чет^! по точному ро те  
нию; 3  — первое п ри ближ ен ие  по методу Dyfjiio 

на — Г ад ер к и ч а



М атематическая формулировка задачи

дТ1дх = а{д -Т 1 <)\' \ д Ч ' т > 0 ;

Т {х , у, 0 ) - 7 ’ц, Т (х , у, т )Ь = ф (т ) .

Приближенное решение, удовлетиоряю щ се [ 'раничиому усл ови ю  
, задачи, будем искать в виде

У. т) =  ф(т) I- V  0/Лт)[1 — {х/^)-~-{у/Ьу\[{х;с1)--\^
«■=1

\ 21f t  -  1~Ну1Ь?
Ограничимся определением реш ения  п первом приближении . За- 

ПИН1СМ н е в я зк у  Л[7'(„)1=т^0 при « = 1 :

Ф' (т) (т) [ 1 — {х/с1у — {у/Ь)Ц-\-2 а 1 (т) {а/й'^-^а/()’) —

Выполним процедуру метода Б уб н о ва  — Галерк[Н1а:

I  |ф'{т) +  а'|{т)[1 — (Jí/d)- — (у/6)-| \-2a^{т){a|d'^-tt !Ь-)~qJ{c{>)\x 
й

Х|1 ~(у/6)-|с1Й =0,

1К)лучим линейное обыкновенное дп(|к|)еренциальное ур авн ен и е  пер­
вого порядка относительно коэффициента а^{х)

1 da ,  , a { d -  +  b - )  

; ( )т  d ‘ b^ - ' P ' W  (6 - '3 2 )•2 [  ср J

С начальным условием

Й1(0) = {3/2)|Г,-ф(0)|.  (6.133)
Дифференциальное уравнение (6 .1 32 )  получено при произволь- 

[П.1Х з ак он ах  изменения ф(г). Это позволяет найти приближенное 
поле температуры при любых кон кретн ы х  законах  изменения тем ­
пературы поверхности эллипса во времени.

При ф(т) =  Ге =  const, решая уравн ени е  (6 .132) с  н ач альн ы м  
условием (6 .133) , получим

где Ро = (ат/2)(1/еЯ-]-1//Я).
Относительная температура внутри  цилиндрического т е л а  эл л и п ­

тического сечения в первом приближении имеет вид

(-)(^. 1|, Ко) =  | у е х р ( —GFo)-|-Ostl — ехр (—6Fo)] | (1 —

где l  = x/d, ц=у/Ь,  Os^q^(Pb-/[2k{d~-\-b-){r,^ — Tj\.
Р а с п р е д е л и т е  температур!,i при стациопариом режиме со вп адает  

со станиопарпым распределением температуры , полученным при 
1'о ;



П о э ю м у  с увеличением значений числа Ро приб.'шженное ре1леиие 
кр аево й  задачи довольно быстро сходится к точному решению

З а д а ч а  6 .2  [1П|' В бесконечном цилиндрическом стержне выделяс'тся 
теплота  внутренними источниками, объемная плотность теплового потока ко 
торы х

д„ = С] 1') з1п 2#,

гд<‘ О, и (/2 — постоянные.
Запишите лиф(1х'ренциальное уравнение теплопронодности, если иредиолагаетсн. 

что процесс установившийся и температура не изменяется ндоль оси цилиндра.
Сфо|)мулируите вариационную  задачу ,  эквивалентную краевой задаче теило- 

пронодности, если температура  на границе равна нулю ( Г ( 1 ,  ^ ) )= 0  прн всех ^ ) .  
В ы брав  приближенное решение в виде

Т (г , (r)sinд-¡-a..(r)sin2/>,
определите  а ,  и а., методом Канторовича.

З а д а ч а  6 .3 .  Найти ф ункцию  Т (х. у),  реализующую минимум интеграла

‘ С[/дТ\2  / д Г \ 2  к 

О о

d x d y  '  (6 .134)

и удовлетноряюшую |раничным условиям

Г ( 1 .  у )  = Г{{), у)^=Т{х. п )  = Т{х,  0 ) = 0 .  (6 .135)

1. Запишите дифференциальную формулиронку задачи (6 .134) ,  (6 ,135),  если 
Т (х, у )  описывает распределение температуры но пластине, на кр аях  которой 
п оддерж ивается  нулевая  те .чперагура .  а отдача теплоты с поверхности ее проис­
ходит со скоростью, равной s in  n A ' s i n j .

2 .  В ы брав  функцию Т (д:. у )  в  виде Г  =д’ (1 — -г) а, (_у). определить функцию 
Qj {у)  методом Канторовича.

3 . Выбрав функцию Т {х. у )  в  виде Г = д - (1 — ж) а ,  (_у) +  .г* (I — дг)*а2 (>>). 
определить (()ункции « i (V) и a^i y )  методом Канторовича.

4. Сравнить полученные приближенные решения с точным решением

Т {х, у )  “=— 11 / (л * + 1 )  I s in  ял- s in  V

рри г = 0 . 2 5 ;  0 ,5  и у ~\  и д а т ь  оценку погрешности приближенных решений 
в этих  точках.

§ 6.8. Совместное применение методов Бубнова —  Галеркина 
и характеристик при решении нестационарных задач 
теплопроводности

П усть  цилиндрическое тело постоянного поперечного сечения 
д в и ж е т с я  прямолинейно вдоль одной из осей прямоугольной систе­
м ы  координат (например, г)  с известной скоростью ш(т). Уравнение 
переноса теплоты в д в и ж у щ е м с я  стержне имеет вид

а г  , , , а г  / а * г  , д п  , а * т "  ,
— 1- 1£^(т)—  = а  — I-------- 1---------Ь — •
а-г дг \ д х *  а у *  дг* / ср

В отличие от задач теплопроводности для неподвижных тел з а ­
писанное выше уравнение содержит слагаемое с первоГ; производ­
ной по координате, х арактеризую щ ее изменение плотности тепло­



вого потока вдоль оси z вследствие движ ения т е л а .  Наличие кои- 
вективного члсиа w d T j d ^  в у р а 1и1еиии значительно у с л о ж н яет  про­
цесс его рОНН'НИЯ.

В работе |Г)6| предложен метод решопия т ак о го  типа задач , со- 
cTonuiHM в последовательном применении методов Б убн ова  — Галер- 
кино и характеристик. Суть  метода состоит в том. что приближен­
ное решение задачи, удовлетворяющее граничным усл ови ям  на по­
верхности стержня, ищется в виде ряда с неоцределениымн коэф­
фициентами, зависящими от времени и акси альной  к о о р д т т г ы ,  а 
координатные функции зави сят  от координат п.'юскости поперечного 
сечения. Выполняя процедуру метода Б убн ова  — Галеркина , для 
определения неизвестных коэффициентов получаю т систему уравне­
ний гиперболического типа в частных производных первого по­
р ядка .

Д л я  решения этой системы применяется метод х ар актери ­
стик [55j.

С целью иллюстрации тако го  подхода рассмотрим  нагрев (на 
участке  О <  z <  со) стерж н я  прямоугольного  сечения

д п и ж у т е г о с я  со скоростью i c ;= c o n s t  вдоль оси г.  Счи­
таем , что изменение теплового потока вдоль оси сте^ 'жня, обуслов­
ленное теплопроводностью, мало  1ю сравнению с изменением тепло- 
BO J 'O  потока вдоль оси, обусловленнв1м дви ж ен и ем  тела ,  т. е. 
и: д Т :dz '}/a дП'/дг'^

Пусть ма входе в участок  теплообмена т е м п е р ату р а  тела посто- 
япна во все моменты времени т > 0  и равна  T̂  ̂ — начальной темпе­
ратуре  гела. На поверхности стерж н я  з а д а н 1>1 граничные условия 
И пода, а внутренние источники теплоты отсутствую т . Тогда со- 
ответствуюпшя задача имеет вид

дТ/дт - f  W ()Т¡дг  =  а  {д^Т¡дх- +  â^'jdy'^y,
l d T j ô v  = q̂ î  {у= ±d/2, \х\-^Ь/2У,
kdTfdv=^q^.^ {x=±b/2,  |y|<d/2);

Г  =  Го (т =  0, 2 =  0).

где  V — нормаль к границе полеречиого сечения телй.
Д л я  функции (-) =  (Т — T ,̂)/XQs в безразмерны :; переменных 

X —2xld^, Y---2y;d^, Z = 4az/(wdl ] ,  Ро = 4ат/(15 и схо дн ая  кр аевая  за- 
дача запиик'тся следующим образом;

а е /а Р о -1- w  ( ^ ¡ à z = - ( m i d x - - \ ^ < . m ! d Y \

ôt-)/av = u„ |У =  ± (1 + у )/ 2 ,  UV|<(l-i-Y).(2Y)J;

ô 0 / a v= K  I^  = ±(1+Y)/(2y). |KK(1-|-y)/2]: 
e = o  (F o = o ,  z = o),

где Y =  ii/&; Q s = ‘Kqcb^±q^dd)\ W = wlw\ d  ̂= 2bd({b^d)\  ^ = q j q ^ b ,  
“ o = Y/f2(l+Y)(1+Py)1’ V — нормаль к границе, з а и и с а т ш я  в без­
размерных переменных; w  — н екоторая  х а р а к т е р н а я  скорость дви ­
ж ен и я  тела.



0 ( Х ,  К ,  2 , Р о )  =  й „ (2 ,  Р о )- |- « (Х ,  К .  7 , Р о ),

г д е  a^,{Z, Г'о) н ах о д и т с я  из у р а и и е н п я  б ал ан са  теплоты  в теле ;  
и {Х,  У)  —  реню ние соответстиуюиАей с тац и о 11ариой задач и  при не­
одн о р о дн ы х  гр ан и ч н ы х  у с л о в и я х ;  ф ун кц и я  ь {Х,  V,  Z, Го) — реш е­
ни е  н естац и о н ар н о й  кр а ево й  зад ач и  прн однородных гр ан и ч н ы х  
у с л о в и я х  н а  поверхн ости  т е л а .

Д л я  о п р е д е л е н и я  ф ункции по дставим  с у м м у  из п ервы х  д в у х  
с л а г а е м ы х  п о следн его  в ы р а ж е н и я  в  искодное дж^|)ереициальиое 
у р а в н е н и е  и п р о и н те гр и р уем  п о лучен н ое  в ы р аж ен и е  но области  по­
перечн ого  с еч е н и я  т е л а  О  с  уч ето м  гран и чн ы х  vC‘^olШЙ:

Г Г ^ ^ Ю - ь П *
J . .  ОРо ' J J  д г  дУ Ч

в о  о
о т к у д а

=  _ !  г  г  dD,
дЪ'о о/  п  , } \дХ- д У ^ )

о

гд е  о “ ( 1+ у)"/У  — п л о щ адь  понеречиого сеч ен и я  т е л а .
С  и с п о л ь зо в а н и е м  ф ормулы  Гри на

п олучи м  с л е д у ю щ е е  у р а в н ен и е  д л я  о п ределен и я  функции a^ {̂Z, Го): 

а а ,/ д Г о  +  Г  д a J д Z  -  у/{ I +  

реш ен ие  к о т о р о г о  имеет  вид

a„{Z,  Го)==|
Ро/о, 2 > 1 ^ ( Р о ) ,  

г < Г ( Р о ) .

п р и  \^ =  11̂ (Г о )  последнее  у р а в н е н и е  м о ж ет  быть  решено методом 
х а р а к т е р и с т и к .

Ф у н к ц и я  и{Х,  У) н ах о д и тся  с учетом  в ы р а ж е н и я  д л я  Ро)
к а к  реш ен и е  у р а в н е н и я

д' и̂ , д^и с?а„ , дог, ------------ = --- ÍL _ L  ^  -Д.
дХ' дУ" аро д г

С со ответствую щ и м и  г р а ш 1чнымп усл о ви ям и .
Это у р а в н е н и е  решено меч'од,ом кон ечн ы х  и н те гр а л ь н ы х  [треоб- 

р азо ван и й  (см  гл .  IV):

' . С

С !
где с =  (Г ; -7 )/ (2 у ) .  /‘ - ( Р г У ) / ^ .  ^ ’2 = ------ - ) ) м (Л ,  К ) а Х а к .

о о



О пределение ф ун кц и и  У, 2 ,  Ро) с в о д и т с я  к  решению к р а е ­
вой задачи

д и / д Г о - 1 - ^  др/д2=&^и/дХ'^+д^и/дУ^;
о * = - К ( 2 .  0 ) - г и ( Х ,  У)\, Р о = 0 ;

; с/ =  — [Оо(0 , Ро) +  и ( Л ,  У)1 2  =  0 ;

' a u / Э v | s = 0 ,

вид  реш ения которой  по методу Б у б н о в а  —  Г а л е р к и н а  п р ед стави м  
‘ следую щ им о бр азом : '

и{Х.  У, г ,  Р о ) =  V  а^{1,  Р о ) 4 ' ; , ( Х .  У),

где Н‘к ( ^ .  координатных

ф ункцнй ; Ф й(Х , У) — н еко то р ая  п о лн ая  с и с т е м а  ф ункций (дл я  д а н ­
ной задачи  в з я т ы  полиномы Ч еб ы ш ев а ) ;  а/ , (2 .  Го) — н е и з в е с т ­

ные ф ункции ; (1) ( Х ,  К) =  (с- — Х-)1{2с) - г  (/“ —  ̂ ‘ }/(2/)------ ^  X

/
¿ I___________ к*

-------1------- ; постоянные о п р е д е л я ю т с я  из у с л о в и я

' к ,  2 ,  Ро) =  0.
О

Выполняя п р о ц е д у р у  метода Б у б н о в а  —  Г а л е р к и н а  д л я  о п р е д е ­
лен и я  ф ункции а ^ ( 2 , Ро) (/г=1,  2, . . . ,  п), п олучи м  систем у  диф ­
ф еренциальны х у р а в н ен и й  в частных п р о и з в о д н ы х  вида

и = 1, 2 ............п )  (6 .1 3 6 )
^  V <̂>̂о д г  /

с условиями Однозначности

¿  0 ) =  f П M 2 );
5̂5В I

V А^^а^(0,  Ро)-/^<2) (Р о )  ( т  =  1. 2 .............л ) ,

где  =  ]  I  1
о о

' о

О Н и ( Х .  К) ]Ч;„(10;
О

¡̂„ ’̂ ( Р о ) = - ] ’ | к ( о .  Ро) + и а :,
О

дХ дХ
^ 2 ^  
дУ дУ )

60 ;



Д а н н а я  си стем а*  реш ен а  методом х а р а к т е р и с т и к  (55|, с у т ь  кото ­
р ого  з а к л ю ч а е т с я  в след ую щ ем . П у с т ь  а , ,  . . . .  — некоторое 
н епрерывно диф ф ер ен ц и р уем о е  решение си стем ы , а  ^  — н ек о то р ая  
г л а д к а я  к р и в а я  б е з  к р а т н ы х  точек. З н а я  реш ение системы на к р и ­
вой 3 ,  с д е л а е м  п о п ы т к у  о ты скать  на ней частн ы е  производные 
р;, =>(?а^_/(?Ро и (7 l̂ =  (?a^,;c)Z ( / ¿ = 1. 2 . . .  п),  зн ачен ия  кото ры х  на 
этой кривой  с в я з а н ы  у р авн ен и ям ! !

^  2 ...........п)
*’>=1 = 1

и диф ф ереиц иальи ы мн соотношениями 

| ) , ^ 6 f o^ q ,^ i i Z  =  d a , , i k = \ ,  2 , . . . ,  п).

П р ед п о л о ж и м , что в  некоторой точке  кри во й  ^ с ] р о ^ О .  тогда

(1 Z/d Ро  ай/с1 Ро 

{к = \, .2 ,  . . . .  п)

н д л я  о п р е д е л е н и я  получим с л ед у ю щ у ю  систему  ур авн ен и й :

£  — Л„^(\Z)q^, = F„^\X -  V
*=Х I « =  1

П
где  ( т  =  1, 2 ............п).

Если ж е  с)Ро  =  0 ,  то  и ан ал о ги ч н у ю  систем у  ур авн ен и й
получим д л я  н е и з в е с т н ы х  р ,̂.

Если о п р е д е л и т е л ь  записанной вы ш е си стем ы  не равен  нулю , т. е.

В ц й ? о ~  А ц Л г  А,‘;г д  Ро — Л ,2 с1 ^ ...............А^„ 6 I

021 <1 Го — ^ 2 1  2  В. ,̂ d Ро — Лоо ( 1 2 ..............В.,„ й Ро — d 7.

В„ I d Ро — Лп| ^  Йдл d Ро — d 2 ..............(1 Ро ~~ Апп (\ ^

> 0 .

ТО. следовательно, по значе1н1ям <7,. а.,, .. о,, иа кривой ^  
в каждой ее точке мож!Ю од1юзначно найти частные производные 
этих функции.

Есл !1 Л =  0 , то  си стем а  имеет бесконечное число решений. В этом 
с л уч ае  к р и в а я  ^  н а з ы в а е тс я  х ар актер и сти ко й  системы уравн ен ий
д л я  определен и я  a,,{Z, Ро) (Л = 1 ,  2 ............п)

Т ан ген с  у г л а  н а к л о н а  касательной  к  ^  с осью  Ро о п р едел яется  
из ур авн ен и я

^12 --- ...
в , , 1 >• ^23 — Л/4з2 • • •

^ п г  ~- л  п2 . . - х л



которое имеет п  различны х к о р н е й ,  со о тв етств ую щ и х  п  р а зл и ч н ы м  
сем ей ствам  х ар ак тер и сти к .

Н а х ар ак тер и сти к е  к-то с е м е й с т в а  (/с=1, 2 ,  . . . .  п )  р еш ен и е
а.2, . . . .  0 ,̂  с в я з а н о  д в у м я  у с л о в и я м и :  первое — Д '= 0 , н а з ы в а е м о е  
ур авн ен и ем  иаиранлеиия х а р а к т е р и с т и к и ;  второе — Д^«=0 , и а з ы в а е -  

[ мое диффере1П1.иальиым соотнош ением  на х а р а к т е р и с т и к е ,  г д е  Д^,—
' оп р едел и тел ь ,  иолученньи! из Д зам ен ой  к - ?о  с то л б ц а  стол б ц о м  сво ­

бодных член ов  исходной систем ы  у р а вн ен и и ,  т. е. из с и с т е м ы  Д —О,
= Д 2=' • - — г.южет бы ть  онре-

; делено  искомое решение a^, a.¿, , , а„.
Т а к и м  образом , си стем а  у р а в н ен и й  

(б. 136) реш ена методом х а р а к т е р и с т и к ,  
нри численной реализации котор ого  
были использованы  ал го ри тм  и про­
г р а м м а  на я з ы к е  Ф 0 Р Т Р А Н - 1 У  (дл я  
Э Ц В М  типа ГС ),  приведен ная  в  работе  
1781.

Н а  рис. 6 .3  п оказан о  изм ен ен и е  во 
времени тем п ер а тур ы  угловой  точки  
боковой поверхности т е л а  (л: =  /7/2 ,

^у =  ̂ /2 ) дли  р азли чн ы х  значений п а р а ­
м етра  формы тела  у  при отпош еп ии 
плотностей теплового  п о то ка  р = 1.
З а д а ч а  б ы ла  решена при 1к"=соп81.

А н ал о ги ч н о  и злож ен н ом у  вы ш е  
м о гу т  б ы ть  получены реш ен ия  за дач
н е с т а 11Ионариой теплон роводн оси ] д л я  д в и ж у щ и х с я  т е л  п ро из­
вольн ого  поперечного сечения и при д р у г и х  в и д ах  г р а 1и1чных 
усло ви й  на боко вы х  п о ве р х н о с тях .  Н еобходимо л и ш ь  с о о т в е тс т в у ю ­
щим образом  вы брать  форму р еш ен и я  задачи  по м е т о д у  Б у б н о в а  — 
Г а л е р к и н а .  Ч и слен н ая  ж е  р е а л и з а ц и я  метода х а р а к т е р 11с т и к  при 
этом о стан ется  без изменений.

§  6.9. Метод совместного применения интегрального 
преобразования Лапласа и вариационных методов

Д\етод состоит в сл ед ую щ ем . К р а е в а я  з а д а ч а  н естан лон арн о й  
теплопроводности  п о д в е р гаетс я  щ |тегральному п р ео бр азован и ю  
Л а п л а с а  по временний неременний и в области  и зо б р аж е н и й  при­
водится  к реп^ению грапнчной за д а ч и  1Ю п р о стр ан ствен н ы м  коорди­
н атам .  Д л я  приближ енного  р еш ен и я  задач и  в об л асти  и зо бр аж ен и й  
п р и м ен яется  один из в ар и ац и о н н ы х  методов или м етод  Б у б н о в а  — 
Г а л е р к и н а .  П ри бли ж енн ое  р еш ен и е  в  области  и з о б р а ж е н и й  о б р ат ­
ным преобразованием  Л а п л а с а  п ер еводи тся  в о б л а с т ь  о р и ги н а л о в .

О тметим , что применительно  к з а д а ч а м  теп л о п р о во дн ости  метод 
д ет ал ь н о  р азр аб о тан  в монографии 1Г В. Ц о я  [107 ] .

Рис. 6 .3 .  41змененне темпе­
ратуры у гловой  точки д в и ­
ж у  щегося 11 ря моу гол ьного 

телгк
V' I (С1;.пи111Иан / т 1и|М); и ~  
в  0 ,5  (п> 11кти р п ан  л х и н я ) ; 

Г — у =  у — V — 0.5



Р а с п р е д е л е н и е  и естаиио нарн ой  тем ператур ы  в  анизотропном  теле  
мри н еси м м етри чн о м  о б о греве  о п и сы вается  краевой  задачей :

^ д Т  д
^ йт “  ^  dxi

I
(6 .137)

Т{р .  0 ) - / ( р ) ,  p ^ Q ,  т  =  0 ,  '  (6 .138)

Т  (р ,  т ) - Ф ( / ? ,  T) =  ipi(/?)tp2 (T), p ^ S ,  т > 0 .  (6 .139)

О т м ет и м ,  что кр о м е  у с л о в и я  (6 .139)  на поверхности тела  м о гут  
б ы т ь  з а д а н ы  и д р у г и е  г р а н и ч н ы е  усло ви я  11. III родов

Если теплоф и зически е  п а р а м е т р ы  с, р, Я з а в и с я т  т о л ь к о  от 
п р о с тр а н ст в е н н ы х  к о о р д н н ат ,  то  к системе (6 .137 )  — (6 .1 3 9 )  приме­
ним и н т е г р а л ь н о е  п р ео б р азован и е  Л а п л а с а ,  п р е д п о л а га я ,  что ф ун к ­
ции Г (/7, т).  q „ [p ,  т). срз(т) у д о в л е тв о р яю т  необходимым у сл о в и ям  
п р и м е н е н и я  п р ео бр азо ван и я  Л а п л а с а  по времеш юй переменной 
(см . г л ,  V ,  §  5 .2) .

В о б л ас т и  изображ ений  к р а е в а я  задач а  (6 .1 37 )  — (6 .13 9 )  пред­
с т а в и т с я  п виде

^ [ Г |  =  V i - / X i ~ ) - c p l s 7 ' ( p ,  s} — f { p ) ] ^ q j p ,  s ) - 0 ; (6 .140)  
^ d x i \  dx(j

f  (p ,  s)  =  ̂ ^{p)^^_{s), p ^ S .  (6 .141)

Д л я  п р и б л и ж ен н о го  р еш ен и я  задачи , вы раж ен н ой  ф ормулами 
(6 .1 4 0 )  — (6 ,1 4 1 )  и с о д ер ж ащ ей  дифференциальные операции только  
по п р о стр ан ствен н ы м  п ер ем ен н ы м , м о ж н о  применить вари ац и о н н ы е  
м етоды  или м етод  Б убн ова  — Г а л ер к и н а .  П о с к о л ь к у  последний 
не т р е б у е т  вариационной ф о р м ули р о вки  задачи  (6 .1 40 )  и (6 .141) ,  
то  п р и б л и ж ен н о е  реш ение по методу  Бубнова — Г а л е р к и н а  ищем 
в  В1ще р я д а

П
Т^{р ,  5 )= ф ,  (/?)ф2(5)-Н (s) М ' / ( 6. 142)

¿«1

‘ г д е  ко о р д и н ат н ы е  ф ункции у д о в л е тв о р яю т  однородным граничны м 
у с л о в и я м .

К о эф ф и ц и ен ты -и зо браж ен и я  (s), при которы х в ы р а ж е н и е  (6 .142)  
д а е т  н а и л у ч ш е е  п р и б л и ж ен и е  по методу  Б уб н о ва  — Г а л ер к и н а ,  

■ оп ред еляю тся  из усло ви й  орто гон альн о сти  невя'зки

e „ [ a i ( s ) ,  0 2 (5). a „ ( s ) ;  s ,  p\ ’= A [ f ^ { p .  s)J (6 ,143)

к - к а ж д о й  из к о о р д и н атн ы х  ф ункций

■i). P=P{Xv X s ) i Q .  т > 0 ;



В ы полн ив  интегрирование в ( 6 .1 4 4 ) ,  п олучи м  си стем у  п  л и н е й ­
ных а л ге б р а и ч е с к и х  уравнений

É  ( í^ ih -r^/ í ,s )ü í (s )  =  3 , , ( s )  (/ г= 1 , 2, . . . .  п) .  ( 6 .1 4 5 )
¿=1

М атри ц ы  коэ(|х|)ициентов системы  (6 .1 4 5 )  при любом вы б ор е  к о о р ­
д и н атн ы х  ф ункций  д л я  вы п укло й  о б л ас т и  Ü п о л о ж и тел ь н ы  и с и м ­
метричны [107 ] ,  т .  е . =  =  П р и м е н я я  п р а в и л о  
К р ам ер а  д л я  реш ения системы ( 6 .1 4 5 ) ,  получим

П
Í ( 5 )  =  Í ]  d j ( s )Aj¿ ( s )/Á(s )  (с =  1, 2, . . . ,  п), ( 6 .1 4 6 )

у=1

где  Д (s) =  l I — основной о п р е д е л и т е л ь  систем ы  (6 .1 4 5 ) ;  Л,^(з)  —  
ал геб р аи ч еск о е  дополнение о п р ед ел и тел я  A(.s).

Коэс})фициент-изо6 раж ен ие a¿ (s) я в л я е т с я  р е гу л яр н о й  ф у н к [ш е й  
п ар ам етр а  s  и п р ед ст ав л я ет  собой и зо б р аж е н и е .  П р и м е н я я  к  ф у н к ­
ции (Ü.146) т ео р ем у  р азл о ж ен и я  и т е о р е м у  у м н о ж ен и я  и з о б р а ж е н и й  
(см. гл .  V ,  § 5 .2 ,  5 .3 ) ,  получим в о б л ас т и  о р и ги н ал о в  в ы р а ж е н и е  
д л я

-^ j'í (-'’Vil)

i

í i / ( O e x p l s ^ ( T  — 0 ] d i ,

где d j ( t ) с1^(з); 5,„(гп = 1, 2 , . . . ,  п)  —  простые корни у р а в н е н и я  
Д ( 5 ) - 0 .

Т а к и м  образо м , решеине з а д а ч и  (6 .1 37 )  — (6 .13 9 )  и м е е т  вид 
в л-м  приближ ении

'^п(Р’ т ) - ф 1 (р)ч>2 (т)-Н ^^ а ^ (т )  Ф , (р ) .

П ро и л л ю стр и р уем  изложенный м ето д  на  н екото ры х  п р и м ер ах  и з а ­
д а ч а х  из [107 ] .

Т е п л о п е р е д а ч а  ч е р е з  п л о с к у ю  п л а с т и н у .  Н е о гр а н и -  
че1П1а я  п л асти н а  толщиной 2 /? с л у ж 1гг р азделяю щ ей  п е р е го р о д к о й  
д в у х  сред . Т ем п ер а т у р а  первой с р е д ы  ( х < — /?) и з м ен яется  во  вр е ­
мени по з а к о н у  Ф1 (т) ,  ьторой (л'>/^) —  по з а к о н у  ф2 (т) .  Н а ч а л ь н о е  
р асп р еделен и е  тем п ер а тур ы  в п л а с т и н е  известно  и з а д а н о  ф у н к ц и е й

Т (х .  0) = /(х).  (6 .1 4 7 )

Р асп р ед ел ен и е  тем п ератур ы  в п л а с т и н е  о п и сы вается  у р а в н е н и е м

дТ/дх^а(д '^Т^дх- ) - г д^ (х ,  г)^(ср) ,  т > и ,  ( 6 . 1 4 8 )



t .  e. п ласти н а  я в л я е т с я  т еп л о вы д еляю щ ей . М е ж д у  пластиной и о к р у ­
ж а ю щ и м и  средами  п р о и с х о д и т  теплообмен по з а к о н у  Ньютона;

— |ч 1 |т) — Г) ,  x =  — R\ ( 6. 149)

d T / d x  =  h ^\ i f i ( x )  — Т],  x  =  R ,  (6 .150)

г д е  h i  — a ^ ß  (i =  l .  2 ) — относительны й коэф(})ициент теплоотдачи .
П ри м ен и м  п р ео б р азон ап и е  Л а п л а с а  ио временной переменной 

к к р а ев о й  за д ач е  ((> 147) —  (6 .1 5 0 )  и получим в области  изображений :

а  (с1-̂  T/d -  s r  = ( X )  —  q j i c p ) ;  (6.151)

—d T/d = (s), x =  —R-, (6.152)

d T /d (s), x =  R.  (6.153)
П р и б л и ж е н н о е  {¡ешение задачи (6 .15 1 )  —  (6 .1 5 3 )  по методу 

Б у б н о в а  — Г а л е р к и н а  и щ ем  в виде
П

T ^ (x lR ,  s) = V (X/R, s ) 4 - i j  a,,(s)y\-h{x/R), (6 .154 )

г д е  {1|;,Дх//?)} — лю б ая  с и с т е м а  линейно н е зави си м ы х  ф ункций , не­
п р е р ы в н ы х  вмес'И' си СВ0 ИЛИ1 вто['Ыми производными на ин тервале
— 1 < х / / ^ < 1 .  у д о в л е т в о 1)яю н и 1я н улевы м  1|)аничным ус л о в и я м .  Ф у н к ­
ц и я  V(x/R,  s) д о л ж н а  у д о в л е т в о р я т ь  у с л о в и я м  ( 6 . 1 5 2 ) — (6 .153) .  
П о л о ж и м :

V ( x / R ) =  А ( s ) ( x, ' R) - l  /;(s):
it:i (х// )̂ = 11 -  {x, R f - ^d ( x/R) - \ - d i \\

4\W/^) = |1 -U//^)^P(a-//^)^'^-^4/  ̂= 2, 3, . . . .  n);

4 ( s ) -B i iB i2 (4 - ,  -  Ч2)

/i (s) = |(H-Bi i)  Bi,ffo +  (l -hBi.) Bii
d = 2 ( B i o -  Bit)d.^. dj = |2(Bii +  Bi. )̂ +  4| dg;
B\t=‘ h , R ( } = \ .  2); ii, = (Bii4-Bl2-}-2Bi,ti i2)"‘ .

П о д с т а в л я я  н р п б л и ж ен н и е  решение ((i. 154) в у сл о в и е  о рто гон аль ­
н о сти  н е в я з к и  (6 .14 4 ) ,  п о л уч и м  систему ли н ей н ы х  ал геб р аи ч ески х  
у р а в н е н и й

где

— idt^ +  bi^s)ü},(s)  = C i{ s ){ i ^ { ,  2............ п),
г=1

1

=  J  г,,„= J
-) - )

I

Г(= sV (Л, S) — 1\ Х )  — I Tjj(A)d Л, X ^ x / R .
_ 1  **



в  общем с л у ч а е ,  формально вы п о лн и в  о бр атн о е  п р ео б р аз о в ан и е  
Л а п л а с а ,  решен не м о ж н о  записать гак ;

Г ( Л .  т ) = Л í x ) A ' - H / í ( т ) ^ - a l ( t ) l l  —

+ (1  - Л Т  2 ^ а ,  ( т ) Х 2
к='2

где

A(x) = L-^\A(s)\,  B{x) = L~^\B^s)]\

¿ “ ' — оп ератор  обр атн о го  п р ео бр азо ван и я  Л а п л а с а .
Рассм отрим  частньн”! сл уч ай ,  по лож и в : 1) ц.'̂  =  Т^=^сопя1, Т^фТ^\ 
2) /1, =  /12 =  /1, В1, =  В 12 =  В|; 3) 1{Х) = Т,у\ 4) (/„ =  0. Т огда  в п е р в о м  
п риб лнж еш ш  в области  изображеини п о л уч и м

Т,{Х,  8) = ^ ^ ^ ----- ^  А' - ■ Ь ± Ь .  _
25(В1 + 1)

2+ В 1
—  А" ( 5) ,

где а 1 (5) =
5 ( Б | + 3 ) В )  гТ-  ̂+  Т 

2 ( В ! ^ + 1 0 В 1 + 1 5 )  \
5 + ' -

5 ( 3 1 + 3 )  В1 

В|2+ Ш В 1 + 1 5

Интересно о тм ети ть ,  что в п р ед ел ах  и з м ен ен и я  числа В( о т  О 
до 1 значение }1'̂  о тли чается  от точного  зн а ч ен и я  не более чем 
на 0 ,0 8  *̂0 . .М акси м альн ое  о т кл о 1! е 1гис а'*' о т  точного зн ач ен и я  при  
В| '-1 0  не иревьп нает  1 ,3 % ,

О сул1е с т в л я я  о бр атн о е  преобр азовани е  Л а п л а с а  с  и сп о л ьзо ван и ем  
ф ормулы  (см. п р и л о ж ен и е  IV)

/ , - Ч 1/(л'+й)] =  е х р ( —йт), 

получим  реш ение за д а ч и  в наш ем сл уч а е .

Г ( Х ,  Ро)

2 +  В1

 ̂2 — ^ I  ̂г ^  1 __ И'
2 ( В 1 + 1 )  2 2

¡\ + Т, 
2

—  Т п  X

X — А^'] е х р  ( — Ро), 
/

где  \■o = ax¡R'^ — число  Ф ур ье .

З а д а ч а  6 . 4 .  Р е ш и т ь  -шлач'.. 1 5 ы р а ж е « «у ю  (|юрму'лами (6 .1 4 7 )  —  ( 6 . 1 5 0 ) .  
в первом 1фиб.|цжении при / ( Л ) - 7 ' „ .  = 0 .В 1 1 ^ В 1 2 = » В ! ,  Ч') ( т ) - - ф 2 ( т ) = ф  ( х ) .  
п о л а г а я ;  а )  ф ( т )  =»У'с*^-соп$1; 6) '1 ( т )  =  7’и + ( 7 ' с  —  Г^) т ;  н) ((. ( т ) * 7 ' о  + Л Т '51П  ш т  =  

+  Рс1 Ко, г д е  Л Г * .  Г,, -  7 ’,,. Р(1 = (о/^^/с/.
2. Реш ить  З а д а ч у ,  в ы р а ж е н н у ю  ({юрмулами ( 6 . 1 4 7 )  —  (6 .1 5 0 ) ,  во вто р о м  п р и ­

ближении при / ( Х )  — 7'ц, В1| =аВ 1. ;=»В1, 7г/"“ 0 .  п о л а г а я

Т(Х.  5 ) -ф  (*;) — А'-^ + Яд (3) (1 — А^)*.

при ф( Т)  —Т с  =  С0П51 и В1 =  1.

Н е о г р а н и ч е н н а я  р а о н о с т о р о н н я я  п р и з м а  т р е ­
у г о л ь н о г о  с е ч е н и я .  П усть  о б л астью  с л у ж и т  т р е у г о л ь н о е  
сечение нео гр ани чен ной  нризмы (рис. 6 .4 ) .



У р авн ен и е  к о н т у р а  S ,  образуемого  п р ям ы м и  у  = кх, у  — — kx\ 
x = h ,  имеет вид

у )  = {У̂  — {h — х) =  0 .

П о л а гаем ,  что и т е л е  имеется источиик теплоты  с ранномерно 
распределенной объемной нлотносп .ю теп л о во го  потока темпе­

р а т у р а  на бо ко вы х  г р а н я х  п о ддер ж и ­
ва е тс я  равиомсрнон по всей поверхности 
и и зм ен яется  во времени по з а к о н у  ф(т) .  
Н ачальн ое  р асп ределен и е  т ем п ер атур ы  р а в ­
номерное, р авн о е  7’f,. Т ем п ер атур н о е  иоле 
нахо дим  из реш ен ия  кр аево й  задачи

öT jdx -= а  {д~Т/0х^-\-(РТ/ду-) -\-q^ /(ср),

{6 .1 5 5 }
.V, у  ^ И,  т > 0 ,
Т{ х ,  у .  0) =  Т„ ,  Г ( х .  у ,  t ) U ,  =  

- Ф ( т ) .  (5 .1 5 6 )
Рис. G.4. Сеченне т р е у г о л ь ­
ной неограниченной призмы

С оверш ив п е р е х о д  в область  изображ ен и и , решение по методу 
Б убн ова  — Г а л е р к и н а  ищ ем в виде

r„(.Y, у, 5) = ф(5) — {у//г)-|х
П

X (1 — x;h)  Щ  Ui (S )  i y /h ] ^  “  (x/h)‘~\

Решим з а д а ч у ,  в ы р а ж е н н у ю  ф ормулами (6 .1 5 5 ) ,  (6 .15 6 ) ,  в первом  
приближении д л я  равно стор он ней  тр еу го л ьн о й  призмы /.’ --ti4.30 =̂-

=  1/ ' з / з .
Выполнив п р о ц е д у р у  метода Б убн ова  — Г а л ер к и н а ,  получим 

в области и зо б р аж ен и й

a i ( s )  =  {63/2)|ci„/(6'iis) ;-(7 ’„ — 5ф)| |s-h42a//i‘-‘ |-\ (6 .157 )

При постоянной т е м п е р а ту р е  стенок ф (т )  =  Т’,, переход к орш'и- 
н ал ам  (см. п р и л о ж ен и е  V ) в (6 .157)  д а е т

Qi(Fo) =  (3/4)(t/„ftVM|l - е х р ( ~ 4 2 Г о ) | - ( - ( 6 3 / 2 ) ( Г , - Т , ) х  
х е х р ( ~ 4 2  Ро)

и о тн оси тельная  и з б 1лточная  тем п ер а тур а  о п р едел яется  по ф ормуле

Ö(S. П. Fo)=’ ( r - 7 ' J / ( r „ - r , )  = { ( ü s / 4 ) i l  _ e x p ( - 4 2 F o ) l  +

+ 1 0 ,5  exp  ( - 4 2  Го)} (1 -  ^) (^^ -  3ii^); (6 .158)

F o  =  qt//i '^  l==x/h,  i| = y/ / z ,  О з  =  (7,/2'71Х(Го — r j | .

Д л я  с р а вн ен и я  п р и ведем  точное реш ение задач и ,  вы раж ен ной  
ф ормулами (6 .15 5 ) ,  (6 .1 5 6 ) ,  в стационарном реж име ;

Т{х,  y )^7 ' , - i - l (/„/ i^/ (4M Jl(x ,7 i)— 3(y//i) '^ l( l - x / h ) .  (6 .15 9 )

'Ш



Задача 6.5. Найти относительную llзfíытoчнyю т е м п е р а т у р у  призмы [задача 
(0 .155 ) ,  (6.156)1 при ф (т) =  Т(,+.А7’г .  где АТ —  постоянная  скорость изменения 
во »ремони т(.“мперату1>ы границы нризмы.

Задача 6 .6 .  Цилиндрическое тело {рис. 6 .5) с нярабо.тическим перпендику­
лярным сечением (область О ограничена линиями у = к х ' ,  у~Н.  | х | < а ,  0 < у < к ) ,  
ранномерно нагретое до температуры под- 
ве1) гаегся ннс,запному охлаждению  с нулевой 
температурой на 1Юверхност».

Выбрав в области изображений первое 
приближение решения по методу Бубнова  —
Галеркииа  в виде

Т(х ,  у ,  5)=сг^(5) ( у  — (Л — у),

найти распределение температуры по сече­
нию тела в любой момент времени. Пред1Ю- 
л а гае тся ,  что тенлопровод(юстью по длине 
цилиндрического тела пренебрегаем.

Рис. Г).5. К задаче 6 .6

§ 6.10. О выборе системы 
координатных функций

П рименение р а зл и ч н ы х  систем  коор­
д и н а т н ы х  ф ункций д л я  р еш ен ия  одной
и той ж е  краевой  задач и  п о к а зы в ае т ,ч то  при одном и том  ж е  количестве  
к оо рд и н атн ы х  (})ункций точн ость  пр и б ли ж ен н о го  р еш ен и я  во мно­
гом  за ви си т  от уда ч н о го  п одбора эти х  ф у н к ц и й .  О дн ако  общей 
м етодики построении оп ти м ал ьн о й  системы , при которой з а д ан н ая  
точн ость  дости гается  н аи м ен ьш и м  числом к о о р д и н а т н ы х  функцнй, 
не с у щ ес т в у ет .

Напом[(им, что системой коор ди н атн ы х  ф ун к ц и й  н азы вается  
п о л н ая  в области си стем а  линейно н е з а в и с и м ы х  ф ункций ф1, 
Ф-2. •. Фп' у до вл етво р яю щ и х  однородным г р а н и ч н ы м  усло ви ям  
з а дач и .  В настоящ ее  в р ем я  р азр аб о тан ы  р ек о м е н д а ц и и ,  облегчаю щие 
выбор системы коо рдинатны х  функций.

1. Д л я  простых д в у х м е р н ы х  областей  в к а ч е с т в е  координатны х 
ф ункций чаще всего  вы би р аю т системы  с т еп е н н ы х  ф ункций и си­
стем ы  тр игоном етрических  ф ункций , у д о в л е т в о р я ю щ и х  однородным 
гран и ч н ы м  ус л о в и я м .  П о стр о ен н ая  т а к и м  о б р а з о м  система будет  
полной в ограниченной области 12 [43] , и о п р е д е л е н и е  коэффициен­
то в  в си стем ах  Ритца  или Б убн ова  — Г а л е р к и н а  сво д и тся  к вычис­
лению  простых ин тегр ало в .  Н ап ри м ер , д л я  п р я м о у г о л ы ш к а  со сто­
ронами 2(1 и 2Ь в с л у ч а е  однородных г р а н и ч н ы х  у сл о ви й  I! рода

= 0  (6  160)
д п  3 

ДЛЯ у р а вн ен и я
д ‘̂ Т/дх--^гд-Т/ду~--=у (6 .161)

приб лиж енное  решение ищем в  пиде п о лино м а , вклю чаю щ его  не- 
четные степени у  и Ч(“Т1П>1е стсисип  х  |43):

^ Л , у \



Полчпни.м это  р еш ен и е  гран н ч и ы м  у с л о в и я м  (6 .160)
дТ
дл

02_
ây

=  ± { 2 A ^ d - ^ 2 A , y d - { - 4 A ,æ - r 4 A , y æ - } - 2 A , f d } ^ 0 ;
-t о

^  А . , З А , - г  А,х^ +  Л,л-' Л«А-'Ь'̂ - f  Л„ =  О.

П р и р а к п и н а я  н ул ю  коэ;|х|>1П1л е н т 1̂) при р азл и ч н 1>)х с т еп е н я х  х 
и i‘. получи м :

Л.= . Л„ =  0 ; Л ,  = — 2 Л ,/ ^  4 j = — З Л ,6' ^ - Г ) Л ,^ ^

l ; i K к а к  р епк-ние  ураимеиий (().1(Ю), ( ( i . lG l )  т к е т с я  с  точиостью до 
тк^стоянной, то  мож!Н) по ло ж и ть  Л1—0 . В р е а з л ь т а т е  п р и б л и ж ен ­
ное р еш ен и е  ищ ем  в виде

Т {X, у )  =  Л „ ( х ' — 2а'“л ' - ) - ! - Л , ( У ' ' - 36^)') f  Л„ (У^ -

2 Д л я  д в у х м е р н ы х  o6 ;iacTei"i с и з в е с т 1п>1м ур авн ен и ем  гр ан и ч ­
ного к о н т у р а  в р аботе  143] д ан ы  рекомендации по выбору системы  
координат({ых ф ун кц и й  в с л у ч а е  гран нчны л  условии ! рода .

П у с т ь  у р а в н е н и е  з а м к н у т о г о  к о н т у р а  S  имеет вид

(1) {X, v) =  0 ,  X, у  6 S,
г д е -S — г р а н и ц а  поперечного сечени я  U [ш линдрического  т ел а ,  ось 
которого  с о в п а д а е т  с осью Ог.  В к а ч е с т в е  координатны х мож но  
в з я т ь  ф у н к ц и и ,  со ставл ен н ы е  из произведений ( d ( x , у) и р а зл и ч н ы х  
степ ене ! '  х ,  у .

Фт (X. y) =  oi; фг(х, у) =  (ох; фд(х, y) =  íny; ф^(л, у) =  (оху.

П о стр о ен н ы е  т а к и м  образом  ф ункции ф»,(х, у )  о бр ащ аю тся  
в н ул ь  на г р а 1{иие 5  области  L‘ . О тметим , что в к а ч е с т в е  ф ункции 
о>(х, у )  м о ж е т  б ы ть  в з я т а  лю бая  н еп р ер ы вн ая  ф ун кц и я ,  имею щ ая 
вн утр и  о б л а с т и  1? ограниченны е и непрерывные производные 
d(ùiâx и д(1)^ду  и у д о в л е тв о р яю щ а я  у с л о в и я м

tit(x, у ) > 0 ,  X. y ^ Q ,  (6 .162 )

o>(jt, у )  =  0 ,  дг, у  ^ 5 .  (6 .163)

Если и з у ч а е м о е  тем п ер а тур н о е  поле  симметрично относи тельно  
одной из осей ко о р д и н ат ,  например  оси Ох,  то при построении 
Ф^(х, у )  к о н т у р  ü)(x ,  у) с л ед ует  у м н о ж а т ь  только  на четные степ е ­
ни у .  Н а п р и м е р ,  д л я  р авносторон него  тр еу го л ь н о го  б р у с к а  5 ( у  =

=  ± х  ] / з / з ,  х  =  Л, г д е  Л в ы с о т а  т р е у г о л ь н и к а ) ,  получим 
Фй (X, г) =  (х ‘7 3  — у^) (Л — х) х ^ ' - ' у 2 ( / е =  1, 2,  . . . ,  п).
Очевидно, что (d (a:, y) =  (xV 3  — у'^)(Л — х) у д о в л е тв о р яе т  у с л о в и я м  
(6 .162 ) ,  ( 6 .1 6 3 ) .

Л л я  в ы п у к л о г о  м н о го у го л ь н и к а ,  у р а в н е н и я  сторон которого  

а<х-|-Ь^у4 -С/=»0 2 , . . . .  т ) ,

с л ед у е т  п о л о ж и т ь

" (X ,  У) =  ± W i-Ч-/^1,1 rC i)  . . .  (А,„л i - b ^ y + c j ,



Э тот ж е  прием сп р ав ед л и в  и д л я  к р и во л и н ей н ы х  в ы п у к л ы х  
областей . Н ап ри м ер ,  д л я  ш понкп, со стап лен н ой  о к р у ж н о с т я м и  р а ­
д и усо в  л Н!2  (рис. 6 . 6 ). мож но  п р и н я ть

О) (д:, )') =  (/?■’ ~  — V''*) — Rx-hV~)■
Д л я  н е в ы н у  к л ы X м н о I' о у I о л ь н п к  о в при построении ф у н к ­

ции (1)(д:, у )  н у ж н о  вводить  модули и ф ун к ц и ю  о)(А', у)  з а д а в а т ь  
различны м  образом  в р азн ы х  час­
т я х  области . Н а п р и м ер ,  д л я  обла- У

■Р

Рис. 6 .6 .  К выбору системы 
координатных функций 1< вы- 

nyклoí^ области

■Я
Рис. 6-7 . К выбору системы ко 
орлинагных функций в нспы- 

пуклом  f̂HOГOVГO.^ЬHИKf■

сти, и зображ ен н ой  на рис. 6 .7 . Г|)(х, у )  о п р е д е л я е т с я  т ак  |43|;

й) у) = ( и )-Ь|у 1 —  X — );) (л -Ьр) { у — х} {Н — у)=^

~2у{х^ -р ) ( у~{ -д ) (1  — х){1г— у )  [О, 1\ —д,  0 ] ,

—2 ( х + у )  (;с-Ь/?) {у-\-Я) (/ -  X)) (/1 -  у )  [ - Р ,  0; —я ,  0), 
- 2 х ( х + р ) ( у + 9 ) ( / - х ) ( / 1 - у )  \ ~ р ,  0; 0 . 1̂|,

В и д  ф ункции ш(х ,  у )  не единствен , он а  м о ж ет  в ы б и р ать ся  и в 
д р у г о й  форме (подробней об этом см. Н З)) .

3 . Д л я  т р е х м е р н ы х  тел ,  о гр ап и ч еи н ы х  по верхн остью , к о т о р а я  
п олучена  путем  вр а щ е н и я  непрерывной к р и в о й  у =  /(д:) на о т р е з к е  
¿ < х < 6  во к р у г  оси X,  м ож !ю  пр и н ять  [107|

ю(х, у ,  г)  = {у^-\-г‘̂ ) — 1‘̂ (х),
при этом п р е д п о л а г а е т с я ,  что / (с/) =*/(/ ;)=().

Е сли  ж е  Ц с 1 )Ф ( ]  и ¡ {Ь) -фО,  то в к а ч е с т в е  ф ункции  со (х ,  у ,  г )  
м о ж н о  вы б рать

(о(х, V. г) =  ((у'^+г‘̂ ) — /^(х)1(х — ^ ) ( / ?  —  X ) .

Н ап ри м ер , при вращ ении кривой  (ур ао ({ ен и е  эл л и п са )  у^ {Ь 1( 1 )х  
в о к р у г  оси Ох получим  {2^-\-у^)1 Ь̂ -\-Х̂ 1 й^^\  и ф у н к ­

ция (1) ( х ,  у ,  .г) з а д а е т с я  в виде



К о о р д и н атн ы е  ф ун кц и и  д л я  элли п со и да  вра щ ен и я  имеют вид  

, ,  г ) =  (^ =  1, 2 ............ л) .

4. Ч асто  з а д а ч а  вы бора снстем !>1 ко о р д и н атн ы х  функций у п р о ­
щ ается ,  если и з в естн о  преобразование коо р д и н ат ,  в которых областЕэ 
имеет  более простой вид . Д л я  различны х областей  в [75] приведены  
примеры т а к и х  п р ео бр азо ван и й . В с т а т ь е  147|, п р и м ен яя  преобра­
зо ван и е  к о о р д и н ат ,  а в то р ы  решают п естацпоиарн ую  з а д а ч у  т еп л о ­
проводности методом  Б у б н о в а — Г ал ер ки н а .

С л е д у е т  и м еть  в в и д у ,  что, упр ощ ая  геом етри ческую  форму об­
л а с ти .  у с л о ж н я ю т  основное  диф^зерепциальное ур авн ен и е  и тем 
сам ы м  объем вычисленш '! .

5. В работе  [ 107] п р е д л а г а е т с я  при выборе координатных ф ун к ­
ций и сп о л ь зо вать  асимп тотические  реш ения и сследуем ы х  к р а е в ы х  
задач .  Н ап р и м ер ,  построим систему коордипатш>!х ф ункций д л я  
краевой  з а дач и :

д T / д F o  = д-T/дp^-^[\;p)(дT;дp)-\-q^R~/k,  0 < р < 1 ,  т > 0 ;  (6.1П4) 

7 ' (р. 0) =  Т„; (6 .165 )

дT/дp\^=i =  B\{T^ — Ts\,  дТ/д()[>=о=^-  (6 .166 )

Поле т е м п е р а т у р ,  описываемое системой (6 .164 )  и (6 ,16 6 ) ,  при 
достаточно б о л ь ш и х  зн ач ен и ях  Ро с т ан о ви тся  сташ ю н арн ы м , т . е . 
д7'/сЗРо =  0 П оэто м у  реш им  вначале  с тац и о н ар н ую  за д ач у

(1“7'/(1р"-}-(1/р) =  0

при гран и чн ы х  у с л о в и я х

[с1Г/(1р +  В 1(7 ’ 5 - Г , ) ] 1 , =  . = 0 , а Г , % | р ^ о = 0 .

Ее реш ен ие  и м еет  вид

7’ {p) =  7 ' ,  +  [ í ? ,/ ? V (4 M l [p ■ ^ - (2 ^ -B i )/ B ¡ ] .

Т еп ерь  ясно , что , д л я  того  чтобы п р и б ли ж ен н о е  решение задачи  
(6 .164 )  — (6 .16 6 )  асим п тотически  п р и б л и ж ал о сь  к  точному при б о л ь ­
ших зн ач ен и ях  Ро , в к а ч е с т в е  коо рд и п атн ы х  ф ункций с л ед у е т  вы ­
бир ать  систем у

Фа(Р) =  |(В| : 2)/В1 — ( ¿ =1 ,  2,  . . . ,  п).

6 . В по следни е  го д ы  при ренимпш за д а ч  теплопроводности д л я  
областей  с л о ж н о й  формы со сложш>;ми граничными усло ви ям и  у с ­
пешно п р и м е н яе тс я  м етод  /^-фушчций [85 ,  86  и д р . ] .  .Метод /?-фупк- 
ций ос}10вап на исп о льзовап ш ! ал геб р ы  л оги ки  и систем обычных 
функций д л я  п о стро ен и я  априорной формы приближ енного  реш ения. 
Систем атическое  и з л о ж ен и е  метода /^-функций имеется в раб отах  
(85 , 8 6 ], где  р ассм о тр ен ы  т а к ж е  вопросы при.мсиении метода  к к р а ­
евы м  за д ач ам  теплоп роводн ости .



7. П р »  у в ел и ч е н и я  числа к о о р д и н а т н ы х  ф ункций , у ч и т ы в а е м ы х  
в приближенном реишиии, с о о тветств ую щ и й  вычиолнтрльпый п р о ­
цесс м о ж ет  о к а з а т ь с я  неустойчивым.

Де.ао в том , что с увеличением  п о р я д к а  п ри б л и ж ен и я  м а т р и ц ы  
коэф(})иииенть( и свободные- члены в с е г д а  в ы ч и сл яю тся  с н е к о т о р ы ­
ми, п усть  малы м и  погрению стями. П о э т о м у  нри высоком п о р я д к е  
системы и о греш н о сть  рошеиия м о ж ет  о к а з а т ь с я  зн ач ительной . К р о ­
ме того, эта  110г р е 1нность мож ет  в о з р а с т а т ь  из -за  н а к а н л и в а ю и щ х с я  
погреииюстей при рен1ении самой си стем ы .

П риведенны е в ^ 6 ,3  у сло ви я ,  н а к л а д ы в а е м ы е  на систем у  к о о р -  
динатнь5Х ф>нк[1нй, практически  п о з во л яю т  п о л учи ть  н р и б л и ж ен н о е  
решение т о л ь к о  при небольшом числе п .  1З с в я з и  с этим при с р а в ­
нительно  б ольш их  зн ач ен и ях  п  т р е б о в а н и я  к  систем е  к о о р д и н а т н ы х  
ф ункций необходимо усилить . В р а б о т а х  ¡7 4 ,  75] д о к а з а н о ,  что  
устойчивость  со о тветствую щ его  в ы ч и сл и тел ь н о го  процесса о п р ед ел и -  
ется  свой ствам и  си стем ы  коордииатш>!Х ф ун кц и й  и д ан ы  р е к о м е н д а ­
ции но п р ак ти ч еск о м у  выбору систем к о о р д и н а т н ы х  ф ункций , о б е с ­
печивающих устой чи во сть  вы чи сли тельно го  процесса  д л я  р а з л и ч н ы х  
видов  к р а е в ы х  з а д а ч  (в  частности, и т еплоп ро во дн ости ) .



ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ, В КОТОРЫХ ИСПОЛЬЗУЕТСЯ 
ПОНЯТИЕ ТЕРМИЧЕСКОГО СЛОЯ

В теории теп л о п р о во д н о сти  нашли пр именение различны е а н а ­
л и ти ч еск и е  м етоды , х а р а к т е р н ы е  тем, что в них в сочетании с д р у ­
гими  методами и с п о л ь з у е т с я  понятие толщ и ны  (гл уб и н ы )  терми че­
с к о г о  (возмуи ;.енного) с л о я ,  назы ваем ой  еш е  т а к ж е  глубиной прони­
к а н и я  (п р о н и к н о ве н и я ) .

Это и н те гр а л ьн ы й  м е т о д  теплового  б а л а н с а ,  в ариацион ны й  метод 
Био, метод Ш в ец а ,  м е т о д  осреднения ф ун кц и о н ал ьн ы х  п оправок , 
м е т о д  В ей н и ка  и др .

И н те гр ал ьн ы й  м е то д ,  м етод  Ш веца были п р ед л о ж ен ы  д л я  реш е­
ни я  нелинейных г и д р о д и н ам и ч еск и х  зад ач  погран и ч н о го  сло я .  Эти 
м етоды  м о гу т  с у с п е х о м  п р и м ен яться  д л я  р еш ен и я  любой задач и ,  
оп и сы ваем ой  у р а в н е н и е м  ди({х|)узиоииого т и п а .  К о тя  р еш ен и я , най­
д ен н ы е  с иомои1ы о  т а к и х  методов , п р и бли ж ен н ы , тем  не менее они 
ч а с то  вполне у д о в л е т в о р и т е л ь н ы  с инженерной то чки  зр ен и я .

Н а з в а н н ы е  м етоды  и сп о л ь зу ю т  т а к у ю  м о д ел ь  процесса теплопро­
водности , со гл асн о  к о т о р о й  п р ед п о л а гае тся ,  что подводимый тепло­
вой поток постепенно  п р о н и к а е т  в глуб ь  н а г р е в а е м о го  тела .  Т олщ и­
на 6 (т)  т ер м и ч е с к о го  с л о я  при этом н еп р ер ы в н о  у в ел и ч и в ается  
и т о л ь к о  через о п р е д е л е н н ы й  отрезок времени т*  тело  п р о гр евает ­
с я  по в сем у  сечени ю . В  этот  момент з а к а п ч и в а е т с я  этап н ач ал ь ­
н о ю  (инерционного) и н а ч и н а е тс я  этап р е г у л я р н о г о  (уп ор ядо ченн о ­
го) н а г р ев а ,  х а р а к т е р и з у е м о г о  участием  в с е го  т е л а  в процесссе 
н а г р е в а .  П ри м енение  э то й  модели з а тр уд н ен о  следую щ и м . Н есмотря  
на п р едпо лож ение , ч то  процесс  р асп р остр ан ен и я  теплоты  происхо­
д и т  с конечной с к о р о с т ь ю ,  решение з а д а ч  теплопроводности 
с и сп о л ьзо ван и ем  этой  модели  обычно о с н о вы в а е т с я  на кл а сси ч е ­
ск о м  ур авн ен и и  теп л о п р о во дн о сти  Ф у р ь е ,  которое  вы ведено  в пред­
п о л о ж ен и и , что т е п л о та  р асп р о стр ан яетс я  с бесконечной скоростью .

П оэтому методы  р еш ен и я  к р а е 11ых задач  с использованием  ин­
ж е н е р н о й  модели  теп л оп ро во дн ости  тр еб ую т  доп олн и тельн ого  обос­
н о в а н и я .  Р ассм о тр и м  н е к о то р ы е  из т а к и х  м етодов .

§ 7.1. Метод осреднения функциональных поправок

Идею метода  о с р е д н е н и я  ф ун кц и о н ал ьн ы х  п оправок  примени­
т е л ь н о  к у р а в и ен ш о  теплоп роводн ости  [83 ]  и зл о ж и м  д л я  одномер­
ной задач и .

Д а н о  у р а вн ен и е  теп лоп роводн ости

д Т  — /ОХ’ , (7 .1)



с н ач ал ьн ы м  усло ви ем

Т  {х, 0) =  7' ^ = с о п 5( ( 7 ,2 )

и гран и ч н ы м  у сл о ви ем

R\Tl( ) ,  т)| =  ф(тК ( 7 .3 )

гд е  /̂  — л ян е н н ы н  оператор; ф (т )  — з а д а н н а я  ф ун кц и я .
П р е д п о л а га я ,  что волна т е п л о в о го  во зм ущ ен и я  п р о д в и г а е т с я  

с  конечно!! с кор остью , положим, что  д л я  х > ^ ( т )

Г (X, г ) = 1 7 ’ „ .  (7 .4 )

А н зоне теплопого  возм ущ ения  0 < д : < 6 ( т )  положим  в п е р в о м  при- 
бли ж еи ии

(7 .5 )

где  прин им аем

Л(т)  ̂ ^5(ах)
о

или
#/т)

/ И Т )*
аЛ (X)

—  ( Тх(х, х ) д х  —  Т^(Ь,  т )  (т)
с1т

( 7 .7 )

И н те г р и р у я  у р а в н е н и е  (7.5) , п о л у ч и м  профиль т е м п е р а т у р ы  т е р м и ­
ческого  с л о я  в виде

Т^(х,  т )  =  [ ,  (т)  + а ,  (т) ( т ) .  (7 .8 )

Д л я  о п р ед ел ен и я  произвольны х ф ун к ц и й  и н те гр и р о в ан и я  в в е д е м  
д о п ол н и тел ьн ы е  у с л о в и я  IV р о д а ,  обесп еч и ваю щ и е с о п р я ж е н и е  т е м ­
п е р а т у р н ы х  полей прогретой и н еп р о гр ето й  зон т е л а  и а  г р а н и ц е  
р а з д е л а :

Л  ( 6 . т ) - Г , .  ( 7 .9 )

д Т , (Ь ,  т ) / ( ? х « 0 ,  ( 7 .1 0 )

П о д с т а в л я я  (7 .8 )  в (7 .9 )  и ( 7 .1 0 ) ,  и м еем :

а И х )  =  — /1 ( т ) Й ( т ) ,  ( 7 Л  1)

Ь г ( х ) ^ Т , ^ Ш д Ц х } / 2 .  ( 7 .1 2 )

Профиль т е м п ер а тур ы  (7 .8 )  с  и сп о л ьзо в ан и ем  (7 .1 1 )  и ( 7 .1 2 )  
имеет  вид

Л (X. г ) « Г „ Ч -/1 (т )|6 (I )  -  х]У2.  ( 7 .1 3 )

С в я з ь  м е ж д у  неизвестными ф у н к ц и я м и  времени 6 ( т ) ,  у с т а ­
н а в л и в а е т с я  в к а ж д о м  к о н кр етн о м  c ; J yч a e  из у с л о в и я  н а  гр^лш ц е 
(7 .3 )  и можеп бы ть  пр едставлен а  в  виде

=  [й ( т ; ,  т ] .  ( 7 .1 4 )



П о д с т а в л я я  (7 .13 )  и ( 7 .1 4 )  в  условие  о средн ен и я  (7 .6)  или (7 .7 ) ,  
п о л у ч и м  ди ф ф ер елтн альп ое  ypaiMieime, о п р едел яю щ ее  за ко н  продви­
ж е н и я  теплслюй в о л н ы  î̂ (t ), т .  е. то лщ и н у  терм и ческого  слоя . 
Т а к и м  образом , п о с т а в л е н н а я  задача  реиюиа в первом приближе- 
пни .

В торое  и ]ю сл еду !01ций п р иближ ения  н а х о д я т  ан алоги чн о .  При 
э т о м  у р авн ен и е  тен л о и р о во ди ости  для  второго  п р и б л и ж ен и я  записы- 
п а е т с я  в виде

д'^Т^{х, х ) ! д г  = дТу{х,  т)/(9(ат)-[-/2(т) , (7 .15)
|'де

Ь.
^2 (т )  =  - ^  ( ~  \Т^{х, х) — Т^{х, x )]dx  (7 .16 )

а 6 ( т )  J  ‘ “
о

И ЛИ

I i  I ^^  ̂  ]' ‘ 
Т а к  к а к  р а с с м а т р и в а л о с ь  полуограниченное тело , то в нем 

н а б л ю д а е т с я  т о л ь к о  и п ср и и о и п и и  режим н а г р е в а .  В  с л уч а е  т е л а  
к о н еч н ы х  разм ер ов  т е х н и к а  пр(1меиенпя метода о среднени я ф ун к ­
ц и о н а л ь н ы х  п оп раво к  о с т а е т с я  такой ж е .  О д н ако  fia втором ( у п о р я ­
доченн ом) этапе  и а г р е в а  осредиеиие о с у щ е с т в л я е т с я  ио толщине 
т е л а  и в к ач естве  н а ч а л ь н о г о  условия  вы б и р ается  решение, п олу­
ч ен н о е  на  первом э т а п е  пронесся  ирп т =  т* .  11ри этом врем я  окон­
ч а н и я  первого  э т а н а  т *  о пределяется  из у с л о в и я  Ь{т) = 1, где  
I —  к о о р д и н ата  г р а н и ц ы  т е л а .

Т е м п е р а т у р н о е  п о л е  п о  л у о г р а н и ч е н н о г о  с т е р ж н я .  
Н а й т и  р аспределение т е м п е р а т у р ы  вдоль но луо гр ан и ч ен н о го  с т е р ж ­
н я  при граничн[>1х у с л о в и я х  1 рода

0 ( 0 ,  т )  =  0  (7 .18)
и при  н ачальн ом  у с л о в и и

в ( х .  0 ) = [ ,  (7 .19)

г д е  0 (jc, х) =  {Т{х, т )  — Г ^ 1/(Г^ — Г , ) .
С  уч ето м  усло ви я  (7 .1 9 )  р еш ен и е  (7 .13) примет  вид

в , { х ,  т ) = 1 + / \ ( т ) ( 0 ( т ) - л ' | 7 2 .  (7 .20)

а  cooTHoniefîHe (7 ,14 )  у с т а н а в л и в а е т с я  подстан овкой  (7 .20 )  в  (7 .18):

/ i ( t )  = — 2/0'Мт). (7 .21)

П о д с т а в л я я  (7 .20 ) ,  ( 7 .2 1 )  в  (7.7), получим дрк|х|)еренциальное 
у р а в н е н и е  с р а з д е л я ю щ и м и с я  неремеииымц

ô d ô = G a d x  (7 .22)

с  н а ч а л ь н ы м  усло ви ем  й ( 0 ) =  0 .
И н т е г р и р у я  (7 .22 ) ,  п о л уч и м



I

at :5,4(|-1 4iir

J ИЛИ, ВВОДЯ пр ]п1я т у ю  в  з а дач ах  д л я  п о л у б е с к о п с ч и ы х  тел  п ср ем ен -

I и ую  Б о льц м ан а  ц = х 1 \ 2  \ a x j ,  имеем

! е , ( х .  т )  =  в ,  (П) =  ( 2 / ( / з ' ) ( , | - г г / 3 , 4 6 4 ) .
У
! С л е д у е т  и м еть  в в и д у ,  что п о л учен н ое  реш ен ие  о п р едел яет  ф у н к ­

цию р ас п р ед е л е н и я  телш ературы  иа  и н те р в а л е  в о з м у щ е и и и

i 0 < х < 6 { т )  =  2 ] /  З ат  или
П олучеииое реш ение можно у то ч н и ть ,  вы чи сли в  второе прибли*  

же!Н1е. Д л и  это го  первое п р и б л и ж ен и е  н адо  подставить  в ( 7 .1 5 ) ,  
п р о и н тегри ровать  д в а ж д ы  но х н, и с п о л ь з у я  у с л о в и я  IV р о д а  (со- 
н р я ж е и и я )  (7 .9 ) ,  (7 .10 )  и н а ч а л ь н о е  у с л о в и е  (7 .19 ) ,  п о л у ч и т ь  
про4'иль тем/1е р а т у р .  Зател! лсиол1<зуется у с л о в и е  на гр а н и ц е  (7 .1  8 ) 
дли опр еделения  с в я з и  (7.14) и р е ш а е т с я  дифф еренциальное у р а в н е ­
ние относительно  толщ ины т ер м и ч еск о го  с л о я  6 (т), п о л уч аем о е  из  
у с л о в и я  (7 .17).

В р е з у л ь т а т е  получим слож н о е  дн(|х|)еренциальиие у р а в н е н и е ,  
приближенное реш ение которого им еет  ви д

« 2 (Ч) =  (2  ( 7 .2 3 )

Точное ж е  реш ен и е  задачи  (7 .1) ,  (7 .1 8 )  п (7 .1 9 )  имеет вид 

e)( t i )  =  erf)| 

и мож ет  быть  пр едставлен о  в виде  р я д а

« ( ' ! ) = (  2 / 1 / л  ) ( , | - , | “,3 + .| ”/ 1 0 - 1 1 ’ /42-! . . . ) .  ( 7 . 2 4 )

Д л я  с р а в н е н и я  приближ енных р еш ен и й  с точным с о с т а в л е н а  
п ро грам м а  на ал горитм ическом  я з ы к е  Ф 0 Р Т Р Л 1 Ы У  д л я  Э Ц В М  
ЕС-1022. В п р о гр ам м е  предусмотрен в ы в о д  1Ш печать т аб л и ц ы  з н а ­
чений коо р ди н аты  1|, SHaMeHijJi iiepBOJ'o, второго  и р и б л и ж е и и и  
и точного р еш ен и я ,  а  т а к ж е  п о стр о ен и я  граф ика  з а в и с и м о с т е й
01 (П). 0 2 (Л). 0 (П)-

П риведем  т е к с т  нро1'раммы:
D1A\ENS1()N Л (99 ,5 ) .  X (99)
E X T E R N A L ЕСТ
Р 1 - 3 . 1 4 1 5 9 3
N - 9 9
DX =  SQ R T (3 .0 )/ (N  — 1)
Х ( 1) =  0 .
DO 1 1 - 2 ,  N



1 X ( I ) = X ( I - D ^ u x  
DO 2 I -  1. N 
Y =  X(I )
A ( l ,  1) =  X(1 )
A(1 ,2 )  = 2 . / S Q R T ( 3 . 0 )  * { Y - Y  ** 2/3.464)
A ( l ,  3 ) - 2 . / S Q R T ( 3 . 0 )  * ( Y - Y  * * 3 / 3 + V  ** 4 1 0 . 4 )  
Z - Y  * S Q R T ( 2 . 0 )
CALL  NDTR (Z. P ,  D)
A ( L  5) =  0 ,
A ( ! ,  4 ) - 2  * SQ K l  ( 2 . 0 )  * ( P - 0 . 5 )
A ( ! ,  4) =  2 * P  — 1
A (I ,5 )  =  2 . 0 / S Q R T ( P 1 )  * (Y — V ** 3/3. +  V ** 5 / 1 0 . -  
— Y ** 7/42)
C A L L  Q G 1 0 ( 0 . 0 .  V. FCT,  \( ! ,5 ) )

2 CONTINUE
3 FORMAT ( 5 (/), 1 0 X ,  9 9 ( 5 G 1 L 3 , ) .  5(/))

WRITE (3,8)
WRITE (3,4)
WRITE (3,7)
DO 5 1 = 1, N

5  WR ITE  (3,(i) I,  ( A ( l .  J), J  =  l , 5)
4 FORMAT ( 1 0 X ,  8 5 ( ’ - ’ )/

1 1 0 X .  ’ Г ,  7X. ’ Г ,  M X ,  T ,  4(15X,  ’ ! ’ )/
2 1 0 X ,  4* .  3X, ’N’ , 3X. ’ I’ , 5X. ' X ’ , 5X.
3  T ’ . 5X ,  ’Т Е Т А Г ,  5X,  ’ Г,  5X. ’T E T A 2 ’ ,
4 5X, 5X,  ’T E T A — ’ , 5X.  5X, ' T E T A P ' ,  5X,  T , /
5 I 0 X ,  7X.  ’ Г ,  I I X ,  4 ( 15 X ,  ’ Г)/
6 1 0 X ,  8 5 C  — ’))

W R ITE  (3,7)
7 F O R A \ A T (1 0 X ,  ’ Г .  7 X ,  ’ Г ,  I IX ,  ’ 1’ . 4 { I 5 X ,  T ) )
8  FORMAT (,')(/), 47X.  ‘Т Л Б Л И Ц А  Ф У.1 К1 1И П 7 

I 46X,  1 8 Г - ’ ), 3(/) )
6  FORMAT ( I 0 X ,  T \  3X,  12, 2X,  ’Г ,  3X,  Ft>.4,

* 2X ,  ’Г .  4 ( 2X ,  G11 .3 ,  2X,  ’ Г))
9  F O R M A T ( 1 0 X ,  8 5 ( ’— ’ ), 5(/))

W RITE  ( 3 , 1 0 )
10 FORMAT (5 2 X , ’

CA L L  PLOT (1, A, 99 ,  5,  99 ,  0)
STOP
END

Ч а с т ь  р е з у л ь т а т о в  р а с ч е т а  п редставлен а  в т а б л .  7 .1 , где с р авн и ­
в а ю т с я  п р и б л и ж ен н ы е  р еш ен и я  по методу осредн ен и я  ф ун кц и о н аль ­
н ы х  п о п р аво к  с точным .

К а к  видно из т а б л .  7 .1 ,  у ж е  в первом при бли ж ен и и  решение 
у д о в л е тв о р и т ел ь н о  с о г л а с у е т с я  с точным. В то р о е  п риближ ение  не 
в н о си т  зн ач и тел ьн о го  у л у ч ш е н и я  в р е зул ьтаты  расчетов .  З то  с в я з а н о  
с  т е м ,  что реш ен ие  ( 7 .2 3 )  приближенно.



М етод осреднени я ф ун к ц и о н а л ь н ы х  п о п р аво к  м о ж е т  бы ть  приме­
нен к з а д а ч а м  с п ер ем ен н ы м  во времени коэф ф ициентом теплообме­
н а  [84] .

д^1д?о =  {\1Х’̂ )д\Х'^д^1дХ]1дХ, 0 < Л  =  х / / ? < 1 ,  Р о = а т / / ^ 2 > 0 :  

д 0 ( 1 ,  Fo)/dA =  B i (Fo) [1 —  6 ( 1 ,  Fo)|;

0 (A " ,  0)*=в|) =  сопз1; d 0 (O ,  Fo)/i?A' =  0.
Т а б л и ц а  7.1

9 ,  (Л) « t  (П) ^  (л)

0,1060 0 . 1J9 0 ,122 0, J19
0,1591 0,175 0,182 0 ,178
0,2121 0,230 0,241 0 .236
0,2651 0,283 0 ,299 0 ,292
0,3181 0,334 . 0 ,356 0 ,347
0.3712 0 ,383 0 .4 Л 0,400
0,4242 0,430 0,4()4 0.451
0,4772 0,475 0.51Г< 0,500
0,5302 0,519 0.564 0,547
0,5832 0,560 0,610 0 .59 !

О п у с к а я  п р о м еж уто ч н ы е  в ы к л а д к и ,  получим на ин ерци онном  этапе 
н а г р е в а  в  первом  пр и б ли ж ен и и  ( 0 < F o < F o * )

I - 0 , ( Л .  F 0 ?  _  B i  f F 0 ) 6 ( F Q )  j  J -  Л  2|

1 -  00 2 6 (Fo) V 
гд е  __________________________

6 (Fo) =  l / . ^ i ^  j B i ( O d /  +  D l .  (7 .25 )
\  Bi (Fo)

З десь  по стоян н ая  D о п р е д е л я е т с я  из начальЕюго у с л о в и я  б ( 0 ) » 0 .  
В р е м я  о ко н ч ан и я  первого  э т а п а  н а г р е в а  Fo* м о ж н о  опр едели ть  по 
ф орм уле  (7 .2 5 ) ,  п о л о ж и в  в ней Fo =  Fo^ и й ( Р о * ) = 1 .  Н а  р е г у л я р ­
ном э тап е  н а гр ева  F o ^ < F o < o o  р асп р ед ел ен и е  т е м п е р а т у р ы  в первом  
при б ли ж ен и и  имеет вид

1 — « j ( A ,  Fo) , , li i  (Fo) , ,  .̂,.'1
------ ---------------¿ - « e x p  — <f(Fo)4 — ^ ( l - X ^ ) L

1 — Wo * J

i-'o
где  (f (Fo) =  B i  (Fo*)/6 + B i  (Fo)/3 — |B i 'M 0 '3  — ( m + 0  Bi  (/)] d i .

1- 0 ,

Б работе [84] приведен численный пример , г д е  кр и тер и й  Био 
з а д а н  в  виде B i (F o )  =  Bio — B i j e x p i — f'o) при B i o = l ,  2; B i j  — l ,  0.

В т абл .  7 .2  приведен171 р е з у л ь т а т ы  расчета  т е м п е р а т у р  п оверхн о­
сти 0 5  (Fo) и срединной плоскости  0ц(1-о) д л я  р а з л и ч н ы х  моментов 
времени по численному м етод у  и методу  о средн ен и я  ф ун к ц и о н ал ьн ы х  
п оп равок  (первое приближ ение)  с оценкой отн оси тельной  погрешно-



сти [84 ] .  С р а в н и т е л ь н ы й  а н а л и з  п о к а зы в а е т  эффективность метода 
о ср ед н ен и я  ф ун к ц и о н ал ь н ы х  п о п р аво к  у ж е  в первом приближ ении .

М ето д  о с р е д н е н и я  ф ун к ц и о н ал ь н ы х  п оп р авок  успеш но п р и м ен ял ся  
т а к ж е  д л я  р еш ен и я  н ели н ей н ы х  к р а е в ы х  задач .

Т а б л и ц а  7.2

Ро

(К о)

С9
А
О
е; 

X §  
| 0  

| а  
2  = по 

ме
то

ду
 

ос
ре

д­
не

ни
я 

ф
ун

кц
ио

­
на

ль
ны

х 
по

пр
а­

во
к 

\

«0

1
• 'А
ъ

' 
по 

да
нн

ы
м 

Н
. 

В.
 

С
ок

ол
ов

а

по 
ме

то
ду

 
ос

ре
д­

не
ни

я 
с|’У

нк
и,

ио
- 

на
ль

кы
х 

по
пр

а-
 

! 
во

к

ф

1
•  :3 
Ф

0 ,5 0 0 ,5 2 6 0 ,5 4 5 — 3 .4 9 0 .4 0 0 0 .3 9 0 -1-2.56
1 ,00 0 ,6 7 8 0 ,6 8 0 — 0 ,3 0 0 ,5 3 8 0 ,5 1 6 +  4 ,3 6
1 ,50 0 ,7 6 9 0 ,7 7 8 — 1. К) 0 ,6 6 2 0 ,63 8 + 3 , 7 8
2 .0 0 0 ,8 4 7 0 ,8 4 8 - 0 , 1 2 0 ,7 7 0 0 .7 3 8 + 4 , 3 4
2 .5 0 0 .8 8 3 0 ,89 4 —  1 ,23 0 ,8 3 3 0 ,8 1 4 2 ,3 4
3 ,0 0 0 ,92 1 0 ,9 2 5 — 0 ,4 3 0 ,8 7 8 0 ,8 6 8 +  1 .10
3 ,5 0 0 ,9 4 7 0 .9 4 8 — 0,11 0 ,9 1 7 0 .9 0 7 +  1.10
4 ,0 0 0 .9 6 4 0 ,96 4 0 .0 0 0 ,94 4 0 .93 5 + 0 , 9 6

§ 7.2. Интегральный метод теплового баланса

Л^атематический метод , н а зв ан н ы й  ин тегральн ы м , п о з во л яет  по­
л у ч и ть  п р и б л и ж е н н ы е  реш ен ия  р я д а  нелинейных задач  нестац и о н ар ­
ной теп л о п р о во дн ости .  При реш ении к р а е в ы х  з а д а ч  нет  необходи­
мости их  л и н е а р и з о в а т ь ,  т а к  к а к  с ам  метод по зво ляет  преодолеть  
т р уд н о с т и ,  в ы з в а н н ы е  нелинейностью  задач и .  Н ап ри мер , использо ­
в ан и е  и н т е г р а л ь н о г о  метода д л я  реш ен ия  дифференциального у р а в ­
н ен и я  теп лоп ро во дн ости  с нелинейными граничными у с л о в и я м и  при­
водит  к  о б ы кн о вен н о м у  дифференц,иальному уравн ен ию  с задан н ы м и  
н а ч а л ь н ы м и  у с л о в и я м и .

И н те г р а л ь н ы й  м етод  и с п о л ь зует  т а к у ю  модель  процесса тепло ­
про вод н о сти ,  к о г д а  в р ассм о тр ен и е  вво ди тся  величина б ( т ) ,  н а з ы в а ­
е м а я  то лщ и н о й  терм и ческо го  с л о я ,  и д л я  всех значений л :> 6 (т) 
счи таю т , что т еп л о та  не р ас п р о с тр ан яе тс я  з а  пределы  х = б ( т )  и т е м ­
п е р а т у р а  т е л а  р а в н а  н ач альн о й  тем п ер а тур е .

Д л я  в ы я с н е н и я  осно вн ы х  идей ин тегрального  метода рассмотрим 
п р о стую  з а д а ч у  нестационарной теплопроводности [30] .

1. Р а с п р е д е л е н и е  т ем п е р а ту р  в  по .туограниченном с т е р ж н е  опи­
с ы в а е т с я  у р а в н е н и е м  теплоп роводн ости

дТ 1 дх ~ ад^ Т/ д х \  х > 0 ,  г > 0 ;  (7 .26)

н а ч а л ь н а я  т е м п е р а т у р а

Т{х,  0 )  =  Г о ;  (7 .27)

гр ан и ч н о е  у с л о в и е

— 1 дТ  {О, х )1 дх = д  {х). (7 .2 8 )



П отребуем , чтобы искомое реш ение ( 7 .2 6 )  —  (7 .2 8 )  у д о в л е т в о р я л о  
не п ер во н ачал ьн о м у  уравн ен и ю  теп л о п р о во дн о сти ,  а  о ср ед н ен н о м у ,  
т .  е. ур авн ен и ю  (7 .2 6 ) ,  ум н о ж ен н о м у  на  с1х и п р о и н те гр и р о ван н о м у  
по X от ;с =  0 д о  х =  6 (т) :

Соотношение (7 .29 )  н азы ваю т  и н т е г р а л о м  т е п л о в о г о  балан с а .  
П ро и н тегр и р о вав  (7 .29 ) ,  имеем

о

Т ак  к а к  в р ассм о тр ен и е  введена  в е л и ч и н а  б ( т ) ,  то н еоб ходи м о  
к  граничным у с л о в и я м  на граничной п о в ер х н о сти  д: =  0  д о б а в и т ь  
гран и ч н ы е  у с л о в и я  н а  д: —б (т ) :

Р еш ен и е  диф ф еренциального  у р а в н е н и я  (7 .3 0 )  с гр ан и ч н ы м и  
усло ви ям и  (7 .2 8 ) ,  ( 7 .3 1 ) ,  (7 ,32 ) ищем в в и д е  многочлена второй  
степени

где  коэффициенты а ,  (¿ =  0 . 1 . 2) в общ ем  с л у ч а е  з а в и с я т  от  в р е ­
мени X.

Д л я  того  чтобы приближ енное реш ен и е  ( 7 .3 3 )  у д о в л е тв о р ял о  г р а ­
ничным у с л о в и я м  з а д а ч и ,  подставим  (7 .3 3 )  в у с л о в и я  (7 .2 8 ) ,  ( 7 .3 1 ) ,  
(7 .32 ) и получим  си стем у  трех ли н ей н ы х  а л ге б р а и ч е с к и х  у р а в н е н и й  
относительно коэффициентов а ,  (/ =  0 , 1, 2 ), р еш ая  которую  и м еем

В (7 .34 )  в х о д и т  одна  н еизвестная  ф у н к ц и я  й ( т ) — толщ и на т е р м и ­
ческого  сл о я ,  к о т о р а я  определится  из  у р а в н е н и я  (7 .30). И н т е г р а л  
теплового  б ал ан с а  (7 .2 9 )  с  учетом гр а н и ч н ы х  усло ви й  (7 .2 8 ) ,  ( 7 .3 2 )  
и ур авн ен и я

о
п р ео б р азуетс я  в сл ед ую щ ее  о бы кн овен н о е  диф ф еренциальное у р а в ­
нение ; 1ер во го  п о р я д к а  относительно б (т ) :

( 7 .2 9 )

о о

^ | 0  — 7’ ( ,б(т )]  =  а  ~ { б ,  т ) — ^ ( 0 , т)  .
(1т дх дх

( 7 . 3 0 )

Г  (6 . т) =  Г„. 

д Т (Ь ,  х)/бх=0.

( 7 .3 1 )

( 7 .3 2 )

( 7 .3 3 )

Т  (X ,  т)  =  Г„+£?(т)/|2Хб (т)| ¡6  (т)  — х] .̂ ( 7 .3 4 )

0  =  1  Г  с]х =  7’об4-6'^(^/(6>.)

( 7 .3 5 )



с  н ач ал ьн ы м  у с л о в и е м  

6 (0 ) = 0 .,

В ур а вн ен и и  ( 7 .3 5 )  перемен ны е л е г к о  р а з д е л я ю т с я  и реш ение
имеет  вид

q { t ) d t
1/2

(7 .36 )

В  частном с л у ч а е  при  постоян ной  плотности теп лово го  потока <?(т) =  
= c o n s t  из ( 7 ‘36 )  п о л у ч и м

6 (т)  б а т .

П ол о ж и в  д: =  0  в  ( 7 .3 4 )  и подставив  б ( т )  из (7 .36 )  в (7 .3 4 ) ,  опре­
д е л и м  т е м п е р а т у р у  п о вер хн ости  тела :

_____  _  г  Т 1 1 / 2

Г ( 0 ,  т ) - Г „ + 1 / з / 2 ( | / о а ) <7(t) (7 .37 )
L О J

п р и  i/(T) =  ^o =  co n s t  из (7 .37 )  получим

Г ( 0 .  х) =  Т ^ + У ~ Щ 2 д У т ! Х .  (7 .38 )

Точное реш ен и е  этой  задачи при (7 (T)=i?(, имеет вид

Т  (О, т )  =  Г о + У ^ 4 / л  io  V (7-39)

Из с р а в н е н и я  в ы р а ж е н и й  (7 .38 )  и (7 .39 )  ви д и м , что по форме ре­
з у л ь т а т ы  с о в п а д а ю т  полностью , за  исклю чен ием  зн ач ен ия  числового

коэффициента. Т а к  к а к  ]/ ^ 4 / л s t ;  1 ,13, а  l / * 3 / 2 = l , 2 3 ,  то о ш ибка  
я а 9 % .  У ч и т ы в а я  г р у б о с т ь  п рин яты х  допуш ,ений, с л ед ует  п р и зн ать  
р е з у л ь т а т  р асч ета  у д о в л етв о р и тел ь н ы м .

2 .  П роцесс н е ст ац и о н а р н о й  теплопроводности  в  неограниченной 
п л асти н е ,  о гр ан и ч ен н о й  плоскостям и  х »= 0  и x = R ,  о п и сы вается  
ур а в н ен и е м  (7 .2 6 ) .  З а д а н о  нулево е  н а ч а л ь н о е  распределение  тем пе­
р а т у р ы

Т( х ,  0) =  0 .  (7 .40 )

П о вер хн о сть  х —О п о д ве р г а е т с я  вы со к о тем п е р ату р н о м у  н а г р е в у ,  
п р и  этом п ло тн о сть  т е п л о в о го  потока ч ерез  п о верхн ость  х = 0  в ы р а ­
ж а е т с я  нелинейной ф ун кц и ей  времени и т е м п е р а ту р ы  поверхности

Т{0.  т ) ] .  (7 .41 )

У сл о в и е  (7 .41 )  м о ж е т  в ы р а ж а т ь  усло ви я  л уч и сто го  теплообмена, а э ­
р о д и н ам и ч еско го  н а г р е в а  и т. п.

П овер хн о сть  x = R  при т > 0  п о д д е р ж и в ае т ся  при начальной тем ­
п е р а т у р е

T{R ,  т) =  0 .  (7 .42 )



Н а н ач ал ь н о й  стади и  процесса р а с п р о с т р а н е н и я  т еп л о ты  г р а н и ч ­
ное у сл о в и е  при =  не с к а з ы в а е т с я  н а  р асп р о стр ан ен и и  т е м п е р а ­
т у р  и п л асти н у  м ож н о  р а с см а тр и в а т ь  к а к  полубескон ечн о е  т е л о .

Т аки м  о б р азо м , на начальной с т а д и и  процесса  »необходимо р е ­
шить у р а в н е н и е  (7 .2 6 )  с  краевы м и  у с л о в и я м и  (7 .4 1 ) .  ( 7 .4 2 ) .  П р и м е ­
н я я  и н те гр а л ьн ы й  метод, п олучи м  у р а в н е н и е  теп л ово го  б а л а н с а
(7 .30 )  и доп о л н и тел ьн ы е  гр ан и ч н ы е  у с л о в и я  на  х =  б (7 .31 )  и ( 7 .3 2 ) .

Искомьгй профиль те .мпературы п р е д с т а в и м  в  виде  к у б и ч е с к о й  
параболы

7' =  ао*Ьа1Л-1-аиХ^Ч-йзХ^ при х < 6 (т ) .

Д л я  о п р ед ел ен и я  четырех коэф ф ициентов  п ар аб о лы  н ео б х о д и м о  
иметь четыре гр ан и ч н ы х  у сл о в и я .  Т ри  гр ан и ч н ы х  у с л о в и я  у ж е  з а ­
д ан ы : (7 .31 ) ,  ( 7 .3 2 ) .  (7 41). Ч етвер то е  п о л у ч и м  след ую щ и м  о б р а з о м :  
продифференцируем соотношение ( 7 ,3 1 )  по времени и п о д с т а в и м  
д Т (Ь ,  х)/дх в у р а в н е н и е  (7.26):

П олучен н ое  соотношение н а з ы в а ю т  у с л о в и ем  пл а вн о ст и ,  т а к  к а к ,  
ко гд а  оно в ы п о л н я е т с я ,  профиль т е м п е р а т у р  более п л авн о  с о п р я г а ­
е т ся  с  н а ч а л ь н ы м  распределением  т е м п е р а т у р ы .

Н ай дем  коэффициенты а ,  (¿ =  0 ,  1, 2 , 3), у д о в л етв о р и в  г р а н и ч ­
ным у с л о в и я м  (7 .3 1 ) ,  (7 .32 ), ( 7 .4 1 ) ,  ( 7 .4 3 ) .  Т о гда  профиль т е м п е р а ­
т у р ы  п р е д ст а в и т с я  в виде

Т аки м  о бр азом , в ф ормулу  (7 .44 )  в х о д и т  ф акти чески  одна  н е и з в е с т ­
н ая  ф ун кц и я  врем ен и , которую о п р е д е л и м  из  и н тегр ала  т е п л о в о г о  
б а л а н с а  (7 .3 0 ) .

И н тегр ал  теп л о во го  баланса  (7 .3 0 ) ,  и с п о л ь зу я  (7 .4 1 )  и ( 7 . 3 2 ) ,  
п редстави м  в виде

И с п о л ь з у я  ( 7 .4 5 ) ,  исключим 6 из ( 7 .4 6 ) ,  (7 .47 )  и п о л уч и м  о б ы к ­
новенное дифференциальное у р а в н е н и е  отно си тельно  Т  (О, т)

с н ач ал ьн ы м  у с л о в и е м  ?  (О, т)  =  0  при  т  =  0.
У р ав н е н и е  (7 .4 8 )  м о ж ет  быть^ р еш ен о  ан ал и ти ч ески  в д в у х  с л у ­

ч а я х :

д Ч ( Ь ,  х ) ! дх^- -0 . ( 7 .4 3 )

Г ( х ,  т) =  [ Г ( 0 , т}/6" ] (6 -л :) '^  

г д е  6 =  3 ? .Г ( 0 ,  т )/ П 7 ' ( 0 ,  т). т|.

( 7 .4 4 )

( 7 .4 5 )

( a Д ) / = a d 0 /dт.

В ы р аз и м  0  ч ер ез  Т  (О, т) и 6 :

( 7 .4 6 )

ь 6
в ( 7 .4 7 )

о о

4 а
П 7 ' ( 0 .  т ) .  т]

Г » ( 0 .  т) ( 7 . 4 8 )



1) f  не з а ви си т  от  т .  Р еш ен и е  (7 .48) имеет  вид  

т (0. т)

3

2 г/(г ) ~  (г)

I/ (2)Г
(1г;

2) / не за ви си т  от  Т  (О, т ) .  PeQienne (7 .48 )  имеет  вид

1/2

/ ( Л с 1/ ’г  (О, т)  = - ^ / ( Т )
3

(7 .50)

К о гд а  фронт т е п л о в о г о  возм ущ ения  д о с т и г а е т  гран ицы  x = R,  
гр ан и ч н о е  у сл о в и е  на  этой границе н ач и н ает  с к а з ы в а т ь с я  на р ас ­
п р еделен и и  т е м п е р а т у р  по толщ ине пласти н ы  и е го  с л ед у е т  уч и ­
т ы в а т ь .

Н ач альн ы й  период про цесса  з а к а н ч и в а е т с я  и вр ем я  окон чан ия 
э то го  периода т *  м о ж н о  определить  из у р а в н е н и я  (7 .50 )  при под­
с т а н о в к е  в него  7"(О, т )  =  Т * ,  где  о п р е д е л я е тс я  из ур авн ен и я  
( 7 .4 5 )  при 6 { т )  =  К .  Н а  этой стадии процесса п о н яти е  толщ ины тер ­
м и ч е с ко го  сл оя  т е р я е т  с м ы с л  и из четырех гр а н и ч н ы х  ^¡^ловий о ста ­
ю тся  то лько  д в а ,  о п и с ы в а е м ы е  уравн ен и ям и  (7 .4 1 ) ,  (7 .42 ) .  Чтобы 
и с п о л ь зо в а ть  к у б и ч е с к и й  профиль т е м п е р а ту р ы ,  необходимо п о л у ­
ч и ть  еш е одно г р ан и ч н о е  у с л о в и е .  Продифференцируем вы р аж ен и е  
( 7 .4 2 )  по времени и, и с п о л ь з у я  ур авн ен и е  (7 .26 )  п р и х ^ / ? ,  получим

d^T{R,  T)/dx* =  0 .  (7 .51 )

У д о в л е т в о р я я  г р а н и ч н ы м  усло ви ям  (7 .4 1 ) ,  ( 7 .4 2 ) ,  (7 .51 ) ,  профиль 
т е м п е р а т у р ы  п р е д ст а в и м  в  виде

\2 R 2 к ' I  2/?* U  R Г
(7 .52 )

П о д с т а в л я я  профиль тем п ер а тур ы  (7 .52 )  в у р а в н е н и е  теплового  
б а л а н с а  (при этом и н те г р и р о в а н и е  о с у щ е с т в л я е т с я  по всей толщ ине 
нео гран и чен н о й  п л а с т и н ы  от  О до R),  п о лучи м  д л я  Т  {О, т)  диффе­
рен ц и а л ьн о е  у р а в н е н и е

(7 .53)
12о Г / т  (0, т) • d ■5 ! '

L X R dT L R Л

А н ал и ти ческо е  р еш ен и е  ур авн ен и я  (7 .5 3 )  м о ж е т  быть получено 
в  д в у х  с л у ч а я х ;  к о г д а  / з а в и с и т  только  от Т  (О, т)  и ко гд а  / з а ви ­
с и т  т о л ь к о  от т .

в  первом  с л у ч а е  имеем

Т(0. %)

/?* * J  ! ( г ) - г / И
Г,

П остоянны е т *  и Г *  х а р а к те р и з ую т  врем я  и т е м п е р а т у р у  в конце 
н а ч а л ь н о го  периода п р о ц есса  и начале второго  периода ( р е г у л я р ­

dz ( т > т * ) .



ного). Они о п р едел ен ы  нами вы ш е. Е сли  / не  з а ви си т  от Т  (О, т ) ,  
то  решение п р и н и м ает  вид

В этом с л у ч а е  по сто ян н ы е  Г *  и о п р е д е л я ю т с я  из си стем ы  д в у х  
а л геб р аи ч еск и х  ур авн ен и й :  у р а в н е н и я  ( 7 .4 5 )  при п о дстан овке  в  н е г о  
Ь — И и у р а в н е н и я  (7 .48 )  при т  =  т * .

3. В се  р ассм о трен н ы е  задачи имели п л о с к у ю  симметрию  и и с к о ­
мое реш ение в ы б и р а л о с ь  в виде  п о лином а .

В з а д а ч а х  цилиндрической  и сф ерической  симметрии п р е д с т а в л е ­
ние профиля т е м п е р а т у р ы  в виде  п о ли н о м а  не  д а с т  хо р о ш его  р е ­
з у л ь т а т а ,  т а к  к а к  найденное при этом р еш ен и е  д л я  больш их з н а ч е ­
ний времени не с тр ем и тся  к п р ед ел ь н о м у  зн ач ен и ю  стац и о н ар н о го  
со сто ян и я . Это п о ло ж ен и е  о б ъ я с н я е т с я  т е м ,  что  в с л у ч а е  ц е н т р а л ь ­
ной симметрии объем , в который р а с п р о с т р а н я е т с я  т еп л ота ,  не о с т а ­
е т ся  о ди н ако вы м  д л я  р авн ы х  зн ачен ий  п р и р ащ е н и я  р а д и у с а ,  к а к  
это имеет место  в п ло ски х  з а д а ч а х ,  и , к а к  с л е д с т в и е  этого , д л я  п о ­
луч ен и я  п р ави л ьн о го  реш ения необходимо  в ы б и р ать  д р у г и е  ф у н к ­
ции профилей. А именно в с л у ч а е  ц и л и н д р и ч еской  симметрии п р е д ­
л а г а е т с я  с л е д у ю щ а я  форма профиля:

Г  (г , т ) = ( а о + а , г + о / ^ +  . . . ) 1п г .

А налогично , д л я  сферической си м м етри и , т а к  к а к  с тац и о н ар п о е  р е ­
шение пропорционально  1/г, п р е д л а г а е т с я  профиль

Т( г ,  т )  =  (а„ +  а 1Г + а / Ч

4. В н асто ящ ее  в р е м я  п р ед ло ж ен о  н е с к о л ь к о  методов п о в ы ш е ­
ни я  точности п р и б л и ж ен н ы х  р еш ен ий , п о л уч ен н ы х  и н те г р а л ь н ы м  
методом: а) у в ел и ч е н и е  степени а п п р о к с и м и р у ю щ е го  п о л и н о м а ;
б) решение, п о лученн ое  и н тегр альн ы м  м етод о м , сч и тается  п е р в ы м  
пр иб лиж ением . П оследую щ ие п р и б л и ж е н и я  н а х о д я т с я  при р а з д е ­
лении пр о гр етого  с л о я  на д в а  у ч а с т к а  и бо л ее  и на к а ж д о м  у ч а с т ­
к е  производится  усреднени е. Н е и звестн ы м и  счи таю тся  зн а ч е н и я  
искомой т е м п е р а ту р ы  на гран ице к а ж д о г о  у ч а с т к а ;  число н е и з в ес т ­
ны х  равно  числу  и н теграло в  теп лово го  б а л а н с а ;  в) т а к  к а к  р а с с м а ­
тр и в ает с я  линейн ое  ур авн ен и е  теп ло п р о во дн о сти ,  то , и с п о л ь з у я  
обычные методы  (наприм ер , т еп л о вы х  п о тен ц и ал о в  или и н т е г р а л ь ­
ного п р ео б р азован и я  Л а п л а с а ) ,  т е м п е р а т у р у  поверхности  м о ж н о  
вы р ази ть  в виде  и н те г р а л а  ти п а  с в е р т к и ,  в кл ю ч аю щ его  за ви си м о с т ь  
от теплового  по то ка .  Реш ение , п о л уч ен н о е  и н те гр а л ь н ы м  м етодом , 
вы б и р ается  в  к а ч е с т в е  первого  п р и б л и ж е н и я ,  а  по следую п ш е н а х о ­
д я т с я  из п о лучен н ого  и н те гр а льн о го  у р а в н е н и я ,  нап ри м ер , м етодо м  
п о сл едо вател ьн ы х  приближений .

Т’ СО, т)  =  | -/ (т )Н -  Г *  — /( т* )  е х р

т

т .



З а д а ч а  т е п л о в о г о  в з р ы в а  г е т е р о г е н н о й  с и с т е ­
м ы  д в у х  п о  л  у  о г  р а  н и ч е и н ы X т е л  (10|. П остановка  
з а д а ч и  с у ч е т о м  диффузии ак т и в н о го  ком п онента .  П римем 
осн о вн ы е  д о п у щ е н и я  р аб о ты  [23 ] .  Р ассм о тр и м  простейш ую  систем у ,  
со сто ящ ую  из д в у х  п о л уо гр ан и ч ен н ы х  об ластей ,  в которой горючее 
з а н и м а е т  о б л асть  л :< 0 , а  газообразны й о ки с л и те л ь  — область  л:> 0  
(ри с .  7 .1 ) .  В  м о м ен т  врем ен и  / — О со ст ав л я ю щ и е  системы  имеют

о ди н ак о вую  н ач альн ую  тем пе­
р а т у р у  и в г а зо вую  ф азу  
м гновенно  вводи тся  ак ти в н ы й  
комп онент . С ч и таем ,  что с мо­
м ен та  врем ени  /=-0 на п о вер х ­
ности р а з д е л а  сред  х — 0  про­
т е к а е т  э к зо т ер м и ч е с ка я  р е а к ­
ци я , с к о р о с ть  которой опреде­
л я е т с я  за ко н о м  А р р ен и уса  |3].

В ы д е л я ю щ а я с я  в р е з у л ь т а т е  
р е акц и и  теп лота  п ер едается  
теплопроводностью  в горючее и 
о ки с л и те л ь ,  кроме того , в г а зо ­
образной со ставляю щ ей  проис­

хо ди т  диф ф узия а к т и в н о г о  компонента и п р о д у к т о в  р еакц и и . 
П р е д п о л а га е м ,  что  р е а ги р у ю щ и й  г а з  п р е д с т а в л я е т  собой эффек­
ти вн ую  б и н а р н у ю  с м е сь .  Гомогенные р еакц и и  и ф азовые 
п р е в р а щ е н и я  не у ч и т ы в а ю т с я .  Считаем т а к ж е ,  что вы деление т е ­
плоты  в с л ед стви е  д и ссоц и ац и и  энергии  пренебреж им о  м ало . Д л я  
то го  чтобы в  п е р в о н а ч а л ь н ы х  у р а в н е н и я х  исчез член , учитываю щ ий 
ко н векти вн ы й  теп л о о б м ен ,  по лагаем , что по верхн ость  р а зд ел а  с о  
с т а в л я ю и ш х  н е п о д в и ж н а  и вводим н о вую  н езави си м ую  простран -

т

2

X X

с, , а,

ШШШ/МУА

Рис. 7 .1 . Система д в у х  
чеиных тел

полуограни-

с твен н ую  п ер ем ен н ую  р (1х.
6

При этом у д о в л е т в о р я е т с я  ур авн ен и е  н еразры вн ости  д л я  газовой  
ф азы . М а т ем а т и ч е с к и  к р а е в а я  з адач а  з а п и ш ется  то гд а  в виде

(4\ о 
01

о
д1

д
дф

д\р

68 () 
д\р 

дТ((\р,  О

(0<-ф<со);

1, О <  <  оо; I

0) =  5о. Г , ( я р ,  0) = Т ,  (¿ =  1. 2); 

5 (с х ) ,  Л  ( с о .  0  = Т „

Т,(хр ,  п ри  со;

Г ^ О .  0  =  Г , ( 0 , /);

¿'/'.(О . О
р Л

дт, (0 . о

(7 .54 )

■ 2,  — о о < 11) < 0 К

(7.'55)
(7 .56 )

(7 .57 )

(7 .58 )

(7 .59 )

(7 .60 )



_  ^ ) е х р | - £ / / ? Г , ( 0 .  /)]. ( 7 . 6 1 )
' Зтр

где  Г  — аб с о л ю тн ая  т ем п ер а тур а ,  К ;  х  —  п р о до л ьн ая  к о о р д и н а т а ,  м ;  
/ — в р е м я ,  с ; 5  — м а с с о в а я  д о л я  а к т и в н о г о  ком п онента ;  р — п л о т ­
ность, кг/м-’: X —  теплопроволность , В т/ { м -К ) ;  с — м а с с о в а я  т е п л о ­
ем кость ,  Л ж / { к г - К ) ,  г а з о в а я  п о с т о я н н а я ,  Д ж / ( к г - К ) ;  Е —  э н е р ­
г и я  а к т и в а ц и и .  Д ж / к г ;  О — коэф ф ициент бинарной диффузии, м '^ с ;  
С — тепловой  эффект р еакц ии ; Д ж / к г ;  к  —  п р едэкспо иеит , к г/ (м ® .с ) ;

a  ̂= p^\JCi,  ( = 1, 2 ; О з= р 2 0 .

П редп о л ож и м  д а л е е ,  что коэф ф ициенты  а ,  2 , 3) я в л я ю т с я
постоян ны м и , к а к  отмечено в |23|, э т о  у с л о в и е  все  еще д о п у с к а е т  
изменение в небольш их п ределах  теп л о ф и зи ч ески х  с вой ств  д л я  г а ­
зово го  о к и с л и те л я .

С ведем  си стем у  тр ех  в з а и м о с в я з а н н ы х  диф ф еренциальных у р а в ­
нений (7 .5 4 ) ,  ( 7 .5 5 )  с  краевы м и  у с л о в и я м и  (7 .56 )  — (7 .61 )  к  к р а е в о й  
з а д а ч е  д л я  д в у х  дифференциальных у р а в н е н и й  относительно  т е м п е ­
р а т у р  горю чего  и о ки сли тел я .  С  этой иелью  к  системе  у р а в н е н и й
(7 .54 )  — ( 7 . 6 ! )  применим и н те гр а л ь н о е  п р ео бр азоо ан и е  Л а п л а с а  по 
временной переменной Л Т огда  в о б л ас т и  и зображ ен и й  по Л а п л а с у  
реш ен ия  дифф еренциальных у р а в н е н и й  (7 .5 4 ) ,  (7 .55 )  п р е д с т а в л я ю т с я  
в виде

5 .̂,(^|  ̂ « ) — 5„/5 =  С е х р  ( — ( 7. 62)

Т ц Ц \  s) — T J s  = B^ex\)( — \ í s ¡ a i ^ )  ( ¿ = 1 ,  2). ( 7 , 6 3 )

К а к  н етр удн о  в и д еть  из  у сло ви я  ( 7 .5 9 ) ,  им еет  место р а в е н с т в о  

В^ = В ^ = В .
У д о в л е т в о р я я  в  области и з о б р а ж е н и й  по Л а п л а с у  г р а н и ч н о м у  

усло ви ю  (7 .6 0 ) ,  имеем

В + р д ? . ,  V B =  Qp]DG [ —' У 5/аз).

Отсюда п о лучи м

О — У о ) .

Т о гда  из у р а в н е н и й  (7 .62) и (7 .6 3 )  при  ^  =  0 сл едует  

5^ { 0 ,  5) —  5 оА  =  — |(]/plЯlг :J-|- 

+ / ¡ ; ¡ г í ; ) / ( Q P l / D  ) | 1 Г , ( 0 .  5 ) - Г „ / 5 ] .  ( 7 .6 4 )

П ерехо д  в о б л ас ть  ори ги налов  в выраже//ии (7 .64 )  п о з во л я е т  у с т а ­
новить  с в я з ь  м е ж д у  ф ункциями 5 ( 0 ,  I) и Г  (О, 1)

5 ( 0 ,  0  =  5 о - у | Г ( 0 .  0 - Г „ | .  _  ( 7 .6 5 )

гд е  у  =  ( | / р 1^ 1С Н -)/р г^ гС г)/ (< 2 Р 1 ] .



У ч и ты в а я  ф у н к ц и о н а л ь н у ю  с в я з ь  (7 .65 )  и в во д я  б езр азм ер н ы е  
п ер ем ен н ы е ,  з а д а ч у  ( 7 . 5 4 ) — (7 .6 1 )  сводим к си стем е  д в у х  дифферен­
ц и а л ь н ы х  у р авн ен и й  с соответствую щ и м и  к р а е в ы м и  у с л о в и я м и :

=  ( £ = 1. 2, т|>0, т > 0 ) ;  (7 .66 )
дх “ дг]'^

0) =  0 (£= 1. 2): (7 .67)

-  Т)]; (7 .68)
/ = \

0 , ( с о ,  т )  =  0; (7 .69)

(О, т) =  ©2 (0 , т ) .  (7 .70)

З д е с ь  S^•^E/{RTly{T^  —  Г ^ ) — б езр азм ер н ая  т е м п е р а ту р а :  »1 =
=  \|)/у — б е зр а зм е р н а я  п р о стр ан ств ен н ая  коо р д и н ата .  I — без-

/ н \
р а з м е р н о е  вр е м я ;  д ( в )=»(1 — р в )" 'е х р : -| — — б езр азм ер н ы й  теп­

л о в о й  поток на п о вер хн ости  р а з д е л а  р еа ги р ую щ и х  ср ед ;  и — R T JE ^  — 

б е зр а зм е р н ы й  п а р а м е т р ;  ^ =  — ~НРи̂ а̂£а)— ^—2 _  б езразм ерны й

/ ¿  \
п а р а м е т р ;  у  = ------------- ---------------- ¡ — масш таб дли н ы ; =  Л2рй/(^1Р1).

EKQS'^ \f^TJ
Л’ , * а . г / а ,  — б е з р а з м е р н ы е  пар ам етр ы .

Д л я  п ри б л и ж ен н о го  р еш ен и я  краевой  за дач и  (7 .66 )  — (7 .70) 
прим ени м  и н тегральн ы й  м ето д .  И н тегр и р уя  (7 .66 )  в п ределах  то л ­
щ и н ы  терм и ческого  с л о я  6 , (1= 1, 2), с  учетом гран и ч н о го  усло ви я  
<7 32 )  получим о б ы кн о в ен н о е  дифференциальное у р а вн ен и е

—  в^  =  - / ( Г  (1 =  1. 2). (7 .71)
с1х Т̂1

г д е  в [ =  ]* в^ (т1, т)£1т1. 
о

Т ем п ер атур н ы е  п о л я  по толш.инам т ер м и чески х  сл оев  аппрокси- 
1\1и р у е м  степенным р ядо м

X л ) * ’ (7 .72 )
<г==0

Коэффициенты a^  ̂ о п р е д е л я ю т с я  из усло ви й  

0 ^(0 , т )  =  в ( 0 , х ) ; 0 Д й ( .  т)  =  0 ; 

д^в1ф,,  т)



I
что п о з во л яет  свести (7 .72 )  к  ви д у

0 ({1Ь т) =  0 (О ,  т ) ( 1  — Т1/6 ;)". (7 73)

С  учетом  (7 .73 )  у р а вн ен и я  (7.(38), (7 .7 1 )  п р е о б р а з у ю т с я :
« 0 ( 0 ,  т ) ( 1 / б ,+ / (х 6 з )  =  ̂ / ! в ( 0 .  т )) ;  (7 74)

т)] 1 йз 
с11Л#(0. т)) /(, б, ■

Из (7 .7 5 )  очевидно, что

=  (7 .7 6 )
Решс1я совместно  (7 ,74) и (7 .7()) , оп редели м

6 ^ = л  у ' ' К ' - ^  • - (7 ,77 )
' ^ 9 | в ( 0 . т)1

П ро сум м и р о вав  л евы е  и п р а в ы е  части у р а в н е н и й  (7 .7 1 )  с  учетом  
(7 .74 )  и (7 .77 ) ,  получим н елиней но е  диф ф еренц иальн ое  у р а в н е н и е  
д л я  о п ределен и я  т ем п ератур ы  поверхности  р а з д е л а  с р е д

—  ( ! + / ( , ) =  — т)| (7 .78 )
Г2+1 Нт 1 «| Н (0 , г)| I '  ̂ ^

с  н ач ал ьн ы м  условием  .0 (0 , 0 ) =  0 ,
г д е ’ — кри терий  теп ловой  ак т и в н о ст и .

И н те гр ал  у р а вн ен и я  (7 .78 )  и м се !  вид
{2т — 3

п+1 и +  ̂ 1  I

X 1(^1 — Ь^)Ф(2т — \ — к) — {2Ь, — 4Ь^)Ф{2т — к)  —
2 т  -  2

¡ 2 т — 2\  ̂ \ ¿,2т  -  2 -  ^2т ~  2 — к) ^
^  V ^ /
'̂ =П

—  4 Ф  (2/п — 1 — А ) + 4 Ф  ( 2 т  — /г)| .

З десь

Ф(р)= :—---- \Е\{гг) — (2г)| — ехр 1гг)х
(р — I)'

р -  I
rP-^

► ------------------------------------------------ ь е х р  и п х
^  ' ^ ~ М р - ! ) ( р - ' 2) . . . ( р - / ) ^  ’

и —
гР-^

1Р-‘ ( р - \ ){ р -2 )  ... ( р - 0  

г = 1/(«+(^) ; ^ =  2р/и; /?1 =4г2"’ - '«2 'п -и .
=  ¿}з =  ( 1/2) 

г  =  2 0 (О ,  т ) ( ]  - и р ) / [ 1-1- 1̂0 (и, т)];



г

— ч и сл о  в с ех  сочетаний из р  по к\ Е1(у)  =  К е Е 1 (у )  — модифи­

ц и р о в а н н а я  и н т е г р а л ь н а я  п о к а з а т е л ь н а я  ф ун кц и я ,  т а б у л и р о в а н н а я  
в  |55].

Д л я  с л у ч а я  постоянной кон ц ен тр ац и и  лим ити рую щ его  компонен­
т а  ( т  =  0 )  и н т е г р а л  у р а в н е н и я  (7 .78 )  зап и ш ется  в виде

х = Р { у ) - Р { г ) ,  (7 .79 )

гд е

^ ( у )  = п (1 +  ̂ . ) ^  
п+1 и»

+

е х р ^  — 

е х р

2 ( —
и ы®

_ 1 / А _ 4 )  +  ± + —
. У I «  Г  у* ■ 2

у  =  2 /(1 + и 0 ).

И з ( 7 .7 9 )  п р едел ьн ы м  пер еходо м  и->0 получим

т  = 0 2 (0 , т )  — 0 (0 , -с) — ^ ехр - 2 0 (0 . т ) + - ^

и при и  о о

П+1
( Н - У С е ) ' 0 ^ ( О ,  Т ) .

Н а  р и с .  7 . 2 — 7 .6  п р и вед ен ы  р е з у л ь т а т ы  п ар ам етр и ч еско го  иссле­
д о в а н и я  в л и я н и я  величин и ,  т ,  р на б е зр азм ер н ую  т е м п е р а ту р у  
п о в е р х н о с т и  р а з д е л а  0 (0 , т )  к а к  ф ункции от б е зр азм ер н о го  време­
ни X- Т и п и ч н ы е  к р и вы е  з а ви си м о сти  0 ( 0 ,  х) от х при м а л ы х  з н а ­
ч е н и я х  п а р а м е т р а  и  п о к а з ы в а ю т ,  что при 0 ( 0 ,  х ) - > 0  т ~ 0 * ( О ,  х), 
0 ( 0 ,  х ) ( т > 0 ) ,  х - » - с х ) .  В р е м я  з а д е р ж к и  восп лам ен ен и я  (со­
о т в е т с т в у ю щ е е  р е зк о м у  п е р е х о д у  от  н и зко тем п ер атурн о го  р еж и м а  
к  в ы с о к о т е м п е р а т у р н о м у  р е ж и м у  п р о текан и я  экзо тер м и ч еско й  гете ­
р о ген н о й  р е а к ц и и )  х* оп р едел и м  из у р а вн ен и я

йЮ (О, т) = 0 ,
|т=т»

кор н и  к о то р о го  м о г у т  б ы ть  вы ч и слен ы  с помощью Э Ц В М .
Р а з л и ч н ы е  н ач ал ь н ы е  т е м п е р а т у р ы  реагенто в . В с л у ч а е ,  ко гд а  

г а з о м ,  в ы з ы в а ю щ и м  восп лам ен ен и е ,  я в л я е т с я  кислород  д л я  иниции­
р о в а н и я  пр о ц есса  в о с п л а м е н ен и я ,  необходима в ы с о к а я  н а ч а л ь н а я  
т е м п е р а т у р а ,  поэтому п р е д с т а в л я е т  интерес в а р и а н т  з а дач и ,  ко гд а  
н а ч а л ь н ы е  т е м п е р а т у р ы  г а зо о б р аз н о го  о ки сли тел я  и горю чего  
р а з л и ч н ы  В этом с л у ч а е  в с е  полученные р е з у л ь т а т ы  со­
х р а н я ю т  с и л у ,  о дн ако  вм есто  н ач альн о й  т е м п ер а тур ы  Г «  в  к ач естве  
о п р е д е л яю щ е й  с л ед у е т  в з я т ь



Рис. 7 .2 . Влияние параметров </ и т  на из­
менение температуры поверхности раздела 

фаз во времени {К  ̂ = 0 ,  Р = 1 ) :
/ — 1? — и = 0 . в : 3 - к  = 0,5; 4 —и = 1,0;

6 — и ~  10

Рис. 7 .3 .  Зависнмосгь  температуры  
поверхности к о н так та  от времени д л я  
различных  значений параметра и 

= 0 ,  Р - 1 .  т - 0 , 5 ) ;
/ — и =  0,- 2 — и  =  0 , 3 .  3 — и  =  0 , 5 ;  4 — 

и =• 1 , 0 ;  5 — ы =  10

Рис. 7 .4 . Влияние параметра и на измене­
ние температуры контакта  во времени 

{К̂  = 0 , г?1= 0):
i . - U i з 0 . 1 i  ¿  — ' . ^ 0 . 3 ;  5 — « : = 0 , 3 .  4  — и » > 

= I; 5 — и =» ев

Рис. 7 .5 .  .Яяяисимость ге .чпературы 
поверхности раздела  сред от времени 
для  различных  значений порядка р е а к ­

ции т  (^==1 , ц = 0 ,3 ) :
/ — Щ я * 0 , 5 ;  2 — т * » Г ,  3 — m ¡ = i



п р и  этом б е з р а з м е р н ы е  н ач ал ь н ы е  т е м п е р а ту р ы  о ки сли тел я  и горю ­
чего с в я з а н ы  р а в е н с т в о м  в “ = — К,- 0 .̂

О сновн ы м о тли ч и ем  п о л уч аем 1.1х н этом с л у ч а е  р е з у л ь т а т о в  я в л я ­
ется  д о п о л н и т е л ь н а я  за ви си м ость  т е м п е р а ту р ы  поверхности к о н т а кт а  
от д а в л е н и я  в г а зо о б р азн о м  о ки сли тел е ,  т а к  к а к  х а р а к те р и с т и ч е с к а я  
т е м п е р а ту р а  в  этом  с л уч а е  за ви си т  от д а вл е н и я .

Н агрев  п о вер х н о сти  р аздел а  теп л о вы м  потоком. П усть  из области  
х > ( )  н ач и н ая  с м омента  времени / « 0 + на поверхность  р еакц ии 
п адает  теп л о во й  п о то к ,  плотность которого  произвольно  и з м ен яется  
во времени Т о г д а ,  вы по лнив  со ответствую щ ие п р ео бр азо ван и я ,

0 (О,т;

Рис. 7 .6 .  В л и ян и е  параметра {5 на изме­
нение т ем п ер атур ы  контакта  во времени 

( т - 1 ,  и = 0 ,3 ) :
/ — { $ =>0 . 1 .  2 — Р * = 1 , 0 ;  3 — 0  — 5 . 0 :  4 -  

0 =  10

Рис. 7.7.  Влияние плот­
ности теплового потока 
на изменений температу­
ры контакта во времени 

(/(^ « 0 .  и = 0 .3 ) :
/ — а = 5 , 0 ,  г — а  — 2 , 0 ;
5 — а = 1 , 0 ;  4 ~ а  =  в , 5;  

5 - 0 - П

получим , что б е з р а з м е р н а я  плотность  теп лово го  потока ц{Ь), т) в 
з а д а ч е  (7 .6 6 )  —  (7 .7 0 )  о пр едели тся  по формуле

¿7 (0 . т) 1 - ( 5 в + а , У (5)

Л (Т — 5)
ехр

-|-и0
•и2<3(Т),

где а ,  = — ^ <?оУ (1, = Я*) ^—^  ех р  —
KS'l^Ql^a^(),QSnV О поо

У р ав н е н и е  в и д а  (7 .7В), к котором у  приходим  и н тегр альн ы м  ме­
тодом, в общ ем с л у ч а е  не д о п у с к а е т  р азд е л ен и я  переменных и м о ж ет  
бы ть  п р о и н т е гр и р о в ан о  численно. (Зднако  в сл уч а е ,  ко гд а  /7г =  0 , а 
(?о (т)  =  сопй1, и н т е г р а л  у р а в н е н и я  (7 .78 )  имеет вид

П +  П  '  .



В л и ян и е  плотности теплового  потока на т е м п е р а т у р у  ко н ­
т а к т а  п о казан о  на рис. 7 .7 ,  А н ал и з  р е з у л ь т а т о в  р а с ч е т а  п о к а з ы в а е т ,  
что наличие теп лового  потока  приводит к  у м е н ь ш ен и ю  времени з а ­
д ер ж к и  восп лам ен ен и я .

Н агрев  поверхности реакции л уч и сты м  п о то ко м  теп л о ты . П усть  
' поверхность  р а зд е л а  со ст ав л я ю щ и х  п о д в е р г а е т с я  воздействию  лу*
, чистого гютока теп лоты  и сам а  отдает  т е п л о т у  в о к р у ж а ю щ у ю  с р ед у  
' посредством тепловой  ради ац и и : В ы п о лн и в  п р ео б р а з о в а н и е  Л а п л а с а ,  

п т у ч и м ,  к а к  и выш е, д л я  плотности т е п л о в о го  п о то ка  на поверх -  
\ 1ЮСТИ р аздел а  следуюи^ее в ы р аж ен и е :

Я {(-К т) = 1 -  р е  -  ^
( т — 5)

X

х е х р -------------П2К 1 — ( 1 + и в с о )* 1,
I -1-/(0

(7 .8 1 )

он.т1.\ Е
где  II, =  —  ■-  ------- и П2 = --------- е х р -----------б е з р а з м е р н ы е  комп л е к -

1/0  « Г .
сы ,  х а р а к те р и з ую щ и е  ин тен си вн ость  и з л у ч е н и я ;  зн ач ен и е  в этом  
с л уч а е  вы б и р ается  по ф о рм уле  (7 .80).

П рименение и н те гральн о го  метода при т а к о м  вы р аж ен и и  д л я  
плотности теп лового  потока  д ( 0 , т) п р и в о д и т  к  ур авн ен и ю  ви д а  
(7 78) . в котором перемен ны е не р а з д е л я ю т с я  в общ ем с л у ч а е  и не­
обходимо примени ть  численное и н те гр и р о в ан и е .  О дн ако  при т  — О 
плотность теп лово го  потока  за ви си т  т о л ь к о  от  т е м п е р а т у р ы  п о в е р х ­
ности;

д  ((-)) =  ехр  -------- Г12[(1 + ц 0 )̂  — (1 + и 0 оо)*).
! + и в

В этом с л у ч а е  дифф еренциальное у р а в н е н и е  ( 7 .7 8 )  д о п у с к а е т  р а з д е ­
л ен и е  переменных и е го  реш ение п р ед стави м  в ан али ти ческом  ви де :

т = - ^ - ( 1+АГ, ) »^ ’ ((-)(0 , х)|, 0 - 8 2 )П + ]

н (О, I)
г д е  т )| =  _2 г̂(? (г) — г ^ (г) З д е с ь  д ' { г ) ~ — -̂----- х

' z  \
Х е х р , ------- —' 4 П 2и ( I + и 2)*.



Р е з у л ь т а т ы  р а с ч е т а  т е м п е р а т у р ы  по вер хн о сти  р а зд ел а  по ф ормуле 
(7 .82 ) ,  п р е д с т а в л е н н ы е  в  т а б л .  7 .3 ,  п о к а з ы в а ю т ,  к а к  в ли яю т  л у ч и ­
стый поток  т е п л о т ы  и т е м п е р а ту р а  г а зо в о й  среды  на изменение 
к он тактн о й  т е м п е р а т у р ы  при и =  0 ,01 .

Т а б л и ц а  7 .3

е  - 0.1 00 в  =0 ,5  се
е

п . " .
0. 2 1,0 2.0 0,2 1,0 ■2,0

0 ,1 0 ,0 0 6 0 ,0 0 6 0 ,0 0 6 0 ,0 0 6 0 ,00 4 0 .0 0 3
0 ,2 0 ,0 2 2 0 ,0 2 2 0 ,0 2 2 0 ,0 2 0 0 ,01 6 0 ,0 1 2
0 , 3 0 ,041 0 ,0 4 2 0 ,0 4 2 0 ,0 3 0 0,031 0 ,0 2 4
0 ,4 0 ,0 6 3 0 ,0 6 4 0 ,0 6 4 0 ,0 5 9 0 ,04 8 0 ,03 7
0 ,5 0 ,0 8 5 0 ,0 8 6 0 ,0 8 7 0 ,0 8 0 0 ,0 6 5 0 ,0 5 2
0 , 6 0 ,1 0 5 0 , ю ь 0 ,1 0 8 0 ,0 9 9 0 ,08 2 0 ,0 6 6
0 ,7 0 ,1 2 3 0 ,1 2 5 0 ,12 7 0 ,1 1 7 0 ,0 9 8 0 ,0 8 0
0 ,8 0 ,1 3 9 0 ,14 1 0 ,1 4 4 0 ,1 3 3 0 ,1 1 2 0 ,0 9 3
0 , 9 0 ,1 5 3 0 ,1 5 6 0 ,1 5 9 0 ,1 4 6 0 ,1 2 5 0 .1 0 5
1 ,0 0 ,1 6 5 0 ,1 6 7 0 ,171 0 ,1 5 8 0 , 1 3 « • 0 ,1 1 5
1 ,) 0 ,1 7 4 0 ,1 7 7 0,181 0 ,1 6 7 0 ,145 0 ,1 2 3
1 .2 0 ,1 8 2 0 ,1 8 5 0 ,1 9 0 0 ,1 7 5 0 ,15 2 0 .131
1 ,3 0 ,1 8 8 • 0 ,1 9 2 0,19(> 0,181 0 ,1 5 9 0 .1 3 7
1,4 0 ,1 9 3 0 ,1 9 7 0 ,201 0 ,1 8 6 0 ,1 6 3 0, 142
1 ,5 0 ,1 9 7 0 ,2 0 0 0 ,2 0 5 0 ,1 9 0 0 ,16 7 0, 140
1 ,6 0 .2 0 0 0 ,2 0 3 0 ,2 0 8 0 ,1 9 2 0 ,1 7 0 0 ,1 4 9
1,7 0 ,2 0 2 0 ,2 0 5 0 ,2 1 0 0 ,1 9 4 0 , 1 7 2 ’ 0 ,151
1 ,8 0 ,2 0 3 0 ,2 0 6 0 ,211 0 ,1 9 6 0 ,1 7 4 0 ,1 5 2
1 ,9 0 ,2 0 4 0 ,2 0 7 0 ,2 1 2 0 ,1 9 6 . 0 ,17 5 0 ,1 5 3
2 .0 0 ,2 0 4 0 ,2 0 8 0 ,2 1 2 0 ,1 9 6 0 ,17 5 0 ,15 4

П рименение ч и сл ен н ы х  методов . Д л я  о ц ен ки  погреш ности реш е­
ний, п о л у ч а е м ы х  и н те гр а л ь н ы м  п рео б р азован и ем  Л а п л а с а ,  м о ж н о  
п олучи ть  ф у н к ц и о н а л ь н о е  реш ение кр а ев о й  задач и  (7 .66 )  —  (7 .70):

г
в , (Т ). т )  = а 1 « ( 0 ,  г)|

■1 -  I [т — г)

Н е о п р е д е л е н н а я  п ока  т е м п е р а ту р а  поверхн ости  р а зд ел а  0 ( 0 ,  т) 
о п р едел яется  из н е л и н е й н о г о ' и н тегральн о го  у р а вн ен и я  В о л ь тер р а  
второго  рода

(0. т ) ^  (* 1 .М ’ а  2. (7 .8 3 )
3 1/ я ( т - г )
о

В к а ч е с т в е  п е р в о г о  п ри б ли ж ен и я  при реш ении у р а вн ен и я  (7 .83 )  
методом и тер ац и й  вы б и р аем  реш ение, полученн ое и н те гр а льн ы м  
методом. П о с л е д у ю щ и е  итерации о с у щ е с т в л я л и с ь  по формуле

2 ( 4 . _ а ) ' / 2  т



гд е  [а ,  6 ] — о тр езо к  и н те гр и р о в ан и я ;  а) [\ — х^]\ —

абсциссы  1 'а у с с а ;  — веса  Г а у с с а  п о р я д к а  2т.
В тех с л у ч а я х ,  к о г д а  реш ение в з а м к н у т о й  форме и н т е г р а л ь н ы м  

методом п о л уч и ть  не у д а в а л о с ь ,  в к а ч е с т в е  первого  п р и б л и ж е н и я  
вы бирало сь  реш ен ие  тран сц ен ден тн о го  у р а в н е н и я ,  р е к о м е н д у е м о г о  
в работе (115 ] :

■̂ т-1
I С ^/10(0 , г)|

0 (0 . т)^
( 1+ ^ е) V л ( х ~  г)

С1 2 4 -

О + к , )
2

У п  (т  -  г)
( 7 . 8 4 )

т - 1

Н а рис. 7 .8  и 7 .9  приведены  р е з у л ь т а т ы  р еш ен и я ,  в ы ч и с л е н н ы е  
методом п о сл ед о в ател ьн ы х  п р и б л и ж е н и й ,  г д е  в к ач естве  и с х о д н о г о  
пркГхтижения в з я т о  решение

1,5

0,5

О

//

и /
ЗуОк

//

/ 5  у

// >
/ /  / /

0,1 О, г 0.3

полученное и н тегр альн ы м  методом.
П ри вед ен ы  т а к ж е  кри вы е ,  п о л у ­
ченные по ф о р м ул е  (7 .84) ( п у н к ­
тир).

В  с л у ч а е  т > 0  д в а  последова­
т ельн ы х  п р и б л и ж е н и я  б е р у т  в 
в и л к у  истинное решение, к ото р ая  
п р акти ч ески  з а  2 — 3  приближ ения 
сх о д и тся  к  н ул е во й .  В с л уч а е  
т  =  0 к р и в ы е ,  полученн ы е ин тег­
р ал ьн ы м  методом , л о ж а т с я  выш е 
истинного р еш ен и я  и последова­
т ельн ы е  п р и б л и ж ен и я  с х о д я т с я  
к  точн ом у  с одной стороны. Ч ем  
меньш е з н ач ен и е  т ,  тем бы стрее  
сход и тся  м етод  итераций. П ри 
этом в  области  и зм енения  т , п р ед ­
с тавл яю щ ей  п ракти ч ески й  инте­
рес, р а с х о ж д е н и е  м еж ду  числен­
ным реш ением и решением, п о л у ч е н н ы м  
не п р евы ш ает  3  %.

А н ал и з  р асчето в-  п о казы вает ,  что  при  решении и н т е г р а л ь н о г о  
у р а вн ен и я  (7 .8 3 )  в данной зада.че в  к а ч е с т в е  первого п р и б л и ж е н и я  
целесообразно принимать  решение, п о л у ч е н н о е  и н те гр а л ь н ы м  м е т о ­
дом , а не реш ен ие , р ассч иты ваем ое  по ф о р м у л е  (7 .84).

Н а рис. 7 .1 0  ср авн и ваю тся  р е ш е н и я ,  п о лученн ы е  и н т е г р а л ь н ы м  
слособом, методом осреднения ф у н к ц и о н а л ь н ы х  п оправок , с  ч и с л е н ­
ным реш ением  по методу п о с л е д о в а т е л ь н ы х  п ри б л и ж ен и й . М е т о д  
осреднения ф ун кц и о н ал ьн ы х  п о п р а в о к  д а е т  у д о в л е т в о р и т е л ь н у ю  
точность у ж е  во  втором  п р и б л и ж ен и и .

Рис. 7 .8 .  сравнение решений, по- 
л уч еи и ы х  интегральным методом 
( к р и в а я  /) .  методом пос-тедонатель- 
ны х  приближений (кри вы е  2— 4) ,  
п о  ф ормул е  (7.84) ( к р и ва я  5 )  л ри  

«=0; и = 0 .3 ;  т  =  0

и н те гр а льн ы м  м е т о д о м ,



М етод  и н т е г р а л ь н о г о  теп л о во го  б алан са  м о ж н о  п ри м ен ять  и д л я  
р еш ен и я  с т а ц и о н а р н ы х  к р а е в ы х  задач  тенлоп роводн остн . Рассмотрим  
с х е м у  п рим енен ия  м ето д а  д л я  двух м ер н о й  з а д а ч и  [ 122] в пластине 
Q ( 0 . < x < l ,  0 < y < d y .

аТ/ах2+а^Т/Эу2 =  0 , 0> <x <l ,  0 < y < d ;  (7.85)

д Т / д у \ у ^ о  = щ Т { х ,  0) ;  (7 .86)

дТ/ду\у.^, ,  ==щТ{х, dy ,  (7 .87)

Г  (О, у ) =  А ( у ) ;  (7 .8 8 ).

Т{1, У ) - / 2 (Я -  (7 .89)

П у с т ь  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  т а к о в ы ,  что векто р  теплового  потека  
почти  п ар ал л ел ен  оси Ох.  В т а к и х  с л у ч а я х  обычно п о лагаю т ,  что

т е м п е р а т у р а  Т  не за ви си т
в ш

0.75

0,5

0.25

'  у' /г

Г/
//

от ко о р д и н аты  у .  и р а с ­
с м а т р и в а ю т  одномерную  
з а д а ч у  теплопроводности .

В м есто  этого  ап п р о к ­
с и м и р у е м  т е м п е р а ту р н у ю  
з а в и си м о с т ь  от координаты  
у  параб оло й

Т  {X ,  у ) = ^ Л х ) - Ь -  

-^гАу(х)у^-А.{х)у'^.  (7 .90 )

П о т р е б о в а в  удо вл етво р е ­
ния гран и чн ы м  у с л о в и я м  
(7 .8 6 )  и (7,87)^ вы р ази м  
д ва  коэффициента А̂  через 
третий . П у с т ь  этим о став ­
ш и м ся  неизвестны м  коэф­
фициентом б удет  Д„ (х).

Т а к  к а к  з а д ач а  (7 .85 )
—  (7 .8 9 )  с тац и о н ар н а ,  то 

т о л щ и н у  тер м и ч еско го  с л о я  положим  равной р а з м е р у  пластины  гю 
к о о р д и н а т е  (при у с т а н о в и в ш е м с я  процессе то лщ и н а  терм и ческого  сл оя  
п о сто ян н а  и не з а в и с и т  от  врем ен и ) .  Введем о средн ен н ую  т е м п ер а тур у

'О 0,5 ХО 1,5 г
Р и с .  7.9,  Сравнение решений, полученных 
интегральны м  методом ( к р и в а я  /),  методом по 
следовательных приближений (кри вы е  2—5), 
по формуле (7 .84)  ( к р и в а я  б) прн /С̂  » 0 ,  

ц -=0,3 , I , (5=*: I

e = | r d y  и п олучи м  и н т е г р а л  теплового  б а л а н с а !
о 

d
j  {d^jdx^) d y-\-{dT¡dy)y^a —  {dT¡ d y ) y^Q = 0 ;
6

=  —  д Т 1 д у  . ( 7 .9 1 )

Т а к  к а к  =  то  д л я  определе1ш я коэ([)фициента Ац{х) из
( 7 .9 1 )  получим ди(|)4)еренциальное у р а 1ш ение в тор о го  п о р яд ка  вида



' к  ур авн ен и ю  (7 .9 2 )  присоединим п р е о б р а з о в а н н ы е  г р а н и ч н ы е  у с л о ­
ви я  (7 .88 )  и (7 .8 9 )   ̂ ф

0 1 А„ ( 0 ) I =  В ,  =  c o n s t . (/)) =  Hg =  c o n s t .

П ри меним  описанны й метод д л я  р еш ен и я  следую щ ей  з а д а ч и .  
Т е м п е р а т у р н о е  п с л е  п р я м о л и н е й н о г о  о х л а ж д а ю -  

, щ е г о  р е б р а .  В области , и зо б р аж ен н о й  на рис. 7 .1 1 .  имеем  к р а е ­
вую  за дач у

д ‘̂ Т!дх^-\~(ГТ1ду^ =  0, 0 < х < 1 .  \ y \ < d / 2 ;  ( 7 . 9 3 )  

■ d7'/<3>'ly=^d/2=+(cii/^)('^s — 7 'с); (7 .94>

Г  1,^0 = Г ( 0 . у); ( 7 .9 5 ^
(7,96>

где  а , ,  (12 — коэффициенты т е п л о о тд ач и  на поверхности  р е б р а  
и в в ер 1иипе ребра соответственно ; Гч  — т е м п е р а ту р а  н о в е р х н о с т )»  
ребра ; Г,, — т е м п е р а т у р а  о к р у ж а ю ­
щей ребро ж и д к о с т и .

В ы бр ав  реш ен ие  в . виде к в а д ­
ратичной п ар аб о л ы  (7 .90 )  и у д о в л е т ­
ворив гр ан и ч н ы м  усло ви ям  (7 .94 ) ,  
получим

Т  (X, у )  = А̂ ^{х) +  Т^-\- 

+ (81/2) А,(х)\ \ - 1 2 у / ё П

в(0,т)

1.0

0.8

0.6

ОМ

0,1

О

!
/

/

/  у  
/  /

г J

0,038 0,076 о .т  о , т  т

где  А(,{х) =  Ть — Т̂ . имеет р а зм е р ­
ность т е м п е р а ту р ы ;  В1 —ас^Д2Я) — чис­
ло Био.

О пределим  осредненную  те м п е р а ­
т у р у :

4/2
0 =  1 Г (X ,  > ' ) а у = Л о (^ )^ (1  +

-(¡/2

П о д с т а в л я я  0 [/ 4 о (х ) ]  в и н те гр а л  
теплового  б а л а н с а ,  приходим к 
о бы кн овен н о м у  дифференциальному 
у р авн ен и ю  втор ого  п о р ядка

Л р ( X )  ___^ 1 ______ 1

(1 +  В1/3)

Г ран и чн ы е у с л о в и я  прео бр азую тся  с л е д у ю щ и м  о бр азом :

Л о ( х ) - 0 .

Р и с .  7 .10 .  Сравнение решений, по­
л уч ен н ы х  интегральным методом  
( к р и в а я  4),  методом итераций ( к р и ­
в а я  .?), методом осреднения ф у н к ­
циональны х поправок ( к р и в ы е  / и 
2 — 1-е и 2-е приближения соот 
нетственно) при —О, и —О,

т  = 0

(7 .97>

'Ч-1
в ( 0 ) =  j  Г  (О, y ) d y ,  ( d 0 / d x ) lx ^ ^  =  — (U2/À )[0 (i) — ï 'ç d ] ,  

~d!2



о т к у д а  Л и О ) = Г о ,

г д е  То  —  т е м п е р а т у р а  о с н о в а н и я  ребра:

(6 (х)/с1 X) \Jc=l =  — Ло {/).

Р е ш а я  (7 .97 )  с г р а н и ч н ы м и  усло в и ям и  (7 .9 8 ) ,  ( 7 .9 9 ) ,  получим

Лп (*■) __ — Т'с __ сЬ М  —  х ) 1 Н ъ\\М {I — х)
Го ¥.  сМ +  М ’

(7 .9 8 )

( 7 .9 9 )

г д е М = 1/ В 1/{1 +  В1/3) {2jd)\ П = n J ( K M ) .
Д л я  теп л о во го  п о т о к а  в ребре  единичной ш ирины имеем

ql{XTa) = Md{s\\ М1 +  Н ch  M/)/{ch М1-\-И sh Ml).

Н а  рис. 7 .1 2  п р е д с т а в л е н ы  резу .тьтаты  расчето в  значений тепло­
в о г о  пото ка  при р а з л и ч н ы х  зн ач ен и ях  п а р а м е т р о в  B i  и 2l.'d, кото­

рые с р а вн и в а ю т с я  с р езул ьтатам и  
расчетов по одномерной теории и со г ­
л ас н о  ч ислен ному решению исходной 
з адач и  кон ечн о-р азн о стн ы м  методом.

Р е з у л ь т а т ы ,  п о л уч ен н ы е  при ис­
пользовании и н те гр а л ь н о го  метода б а ­
л а н с а ,  у д о в л етв о р и тел ь н о  с о гл асую тся  
с  р е з у л ь т а т а м и  численного  реш ения 
при  всех  з н а ч е н и я х  числа  Био, в 
то  время к а к  р е з у л ь т а т ы  одномерной 
теории с у в ел и ч ен и ем  числа Био зн ач и ­
тельн о  отли чаю тся  от  точных.

Р и с .  7 .11 .  Схема прямолиней- З ад ач а  7 .1 .  Д ан  шар радиуса к .  Найти 
ного ребра распределение тем пературы  в шаре для на­

чального периода процесса нагрева шара, 
е с л и  известно, что н а ч а л ь н а я  температура шара r , ,  =  const и нагрев осущ еств­
л я е т с я  тепловым потоком плотностью « c o n s t .  .

З а д а ч а  7 .2 .  Найти поле температур  неограниченной пластины толщиной 
R (0 < x < R ) ,  если задано  начальное  нулевое распределение температуры, темпе­
р ат у р а  поверхности л-=0 в  начальный момент времени скачком изменяется до 
значения  Тс,  а поверхность дг-»/? теплоизолирована.

§  7.3. Метод Ш веца

О сн о вн ая  и д ея  м е т о д а  Ш в е ц а  [110} з а к л ю ч а е т с я  в  совместном 
прим енен ии  м ето д а  п о с л ед о в а те л ь н ы х  п р и б ли ж ен и й  и инженерной 
м о дел и  процесса  теп лоп ро водн ости .  С х е м у  применения метода 
Ш в е ц а  р ассм о тр и м  н а  с л ед у ю щ е м  примере.

Р а сп р ед ел ен и е  т е м п е р а т у р ы  в по луограниченном  теле  о п и сы вается  
у р а в н е н и е м  теп л оп ро во дн ости

^ T jd x ^ = ^ { \ / a ) d T !d v ,  аг>о. т > 0 ,  

с  н ач ал ьн ы м  у с л о в и е м  

Т{х,  0) =  0

(7 .100 )



П р и б л и ж ен н о е  решение з а д а ч и  ( 7 . ]  0 0 )  —  (7 .102 )  ищ ем  в  в и д е

Т) =  2  Т^(х.  тК 
*•=0

где  частн ы е  реш ен и я  Г ^ (й = » 1, 2 ,

д^Т,/дх^^(\/а)дТ ,^ ,1дт.  

а  То н ах о д и т с я  из ур авн ен и я  

д2Го/ах“ =  0 .

л )  у д о в л е тв о р яю т  у р а в н е н и ю

( 7 .1 0 3 )

(7 .104>

К а к  и в ин тегральном  м етоде ,  в в е д е н и е  толщ и ны  тер м и ч е с к о го -  
сл о я  б ( т )  приводит  к д в у м  д о ­
п о лн и тельн ы м  граничны м у с л о в и ­
ям :

Г  (6 , т ) - 0 ;  (7 .1 0 5 )

а Г ( 6 , т)/а:с =  0 . (7 .1 0 6 )

И н т е г р и р у я  ур авн ен и е  (7 .1 0 4 ) ,  
с учетом  гр ан и ч н ы х  у с л о в и й  
(7 .1 02 )  н (7 .1 0 5 )  получим в  н у л е ­
вом п р и б ли ж ен и и

Гд(дг) - 1  — х/д.

П ер во е  п ри б л и ж ен и е  Гх(д:, т) 
н ай дем , и н т е г р и р у я  у р а в н ен и е

&̂ Т1/дх'^=дТг,{х, т)/д{ах)

с гран ич ны м и усло ви ям и  (7 .1 0 2 )  
и (7 .1 0 5 ) .  Н р е з у л ь т а т е  п о л уч и м

Ту(х,  г )=»1 — x/д(т)-i-
(7 .1 0 7 )

г д е  6 —  п р о и зво д н ая  по ах.
Т олщ и н а  терми ческого  с л о я  6 (т )  в (7 .1 0 7 )  о п р е д е л я е т с я  и з  у с л о ­

в и я  (7 .1 0 6 ) ,  которое  дает  д и ф ф ерен ц и альн ое  у р а в н е н и е  6 6 = 3  с  н а ­
ч альн ы м  у с л о в и е м  6 (0 ) = 0 .

Р еш ен и е  по следнего  у р а в н е н и я  и м еет  вид

6 =  2 , 4 5 ] / ^ .

Т а к и м  об р азо м , з адач а  р еш ен а  в  п ер вом  п р иб лиж ении .
И н тересно , что тепловой п о то к  на  по верхн ости  т е л а  х = 0 ,  в ы ­

численны й по п ервом у  п ри б л и ж ен и ю ;

Рис. 7 .12 . Влияние числа Био на 
плотность теплового потокя в п р я ­
молинейных ребрах разл и чн ого  от­

носительного ул л н н е н и я :
---------------- по одномерной те о р и и ;

- — по и н тегральн ом у м е т о д у  т е п ­
лового б ал ан са ; О О О О  — численное- 

реш ение



{

о т л и ч а е т с я  от точного  в ы р а ж е н и я  д л я  теп лово го  потока  то лько  
ч и с л о в ы м  м н о ж и тел ем  (0 ,5 6 4 ) .

Д а л е е  с помощью м етода  Ш веца  м о гу т  б ы ть  п олучен ы  прибли­
ж е н и я  более в ы соко го  п о р я д к а ,  при этом п о р ядо к  дифференииаль- 
н е г о  у р а в н е н и я  д л я  ô ( t )  и с т еп е н ь  ап п р о кси м и р ую щ его  полинома 
с о о т в е т с т в е н н о  п о вы ш аю тся .

Д и ф ф еренциальное у р а в н е н и е  д л я  толщины п р о гр ето го  сл оя  по­
л у ч а е т с я  после н а х о ж д е н и я  со о тветствую щ его  ч астн ого  реш ения из 
у с л о в и я  (7 .106) .

Н а рис. 7 .1 3  j l l ü )  с р а в н и в а ю т с я  р е з у л ь т а т ы  расчето в  по при- 
б л и ж е 1ш ы м  речиепиям с р е з у л ь т а т а м и  точного решения.. Р е з у л ь т а т ы

втор ого  приближ ения удо в л е тв о р и т ел ь ­
но со гл асую тся  с точным реше}шем.

З а д а ч а  7 .3 . На поверхности полуограни- 
ченного тела з^(днн тепловой поток посчиянпой 
плотности :/o=co')st- З ная ,  что гело имеет н у ­
л ев ую  начальную температуру, найти перное 
приближение распределения температуры по 
методу Швеиа, если нулевое приближецив/иы- 
брало Ü таком ииде:

где

а) Т„ = г(1 — Л-/6);

б) 7’o = i ïn ( ï— 6);
в) Tn=2 ~~q^x.
г — температуре поверхности Т (О, т).

0.0

Р и с

W 2.0 2.0 X/ï^

7 .13 .  Темперауурное 
поле " полуограниченного мас- 

СИВЯ-.
I  — точнее реш ение; S  — 2  е  п п н  
^ и ж е н н е ;  3 — Ь е  приближение

Метод Ш веца применим  и д л я  ре­
ш ен и я  нелинейных з а д а ч  теплопровод­
ности.

Т е м п е р а т у р н о е  п о л е  с и с т е ­
м ы :  п о л у б е с к о н е ч н о е  р е а г и ­
р у ю щ е е  п р о с т р а н с т в о  п р и  з а ­
ж и г а н и и  н а г р е т о й  с р е д о й  [28] .  

П у с т ь  полубескон ечное  п р о стр ан ство ,  {аполиенное горючим м ате ­
р и а л о м ,  о момент вр е м е н и  т = 0 + й сгуп ает  в к о н т а к т  с на ­
г р е т о й  средой , имеющей д р у г и е  теплофизические коэффициенты. 
В  р е з у л ь т а т е  происходит  з а ж и г а н и е  горю чего  м а т е р и а л а ,  причем 
п о л а 1' а ем .  что имеет место  эк .^отермическая  р е а к ц и я  н у л е в о г о  по­
р я д к а ,  все  гепло{)изические коэффициенты п о стоян н ы , а на п о в е р х ­
н о сти  к о н т а к т а  р е а л и з у ю т с я  г р а н и ч н ы е  усло в и я  со п р яж е !Ш я (I V рода) 
( и д е а л ь н ы й  тепловой к о н т а к т ) ,  Т о г д а  м ате м ати ч ес к ая  ф о р м ул и р о вка  
з а д а ч и  и м е е 1 вид

г Ж ^ А ) / - а ‘-‘Н,/ат|^ +  е х р 0 1  п > 0 ,  / > 0 ;  (7 108)
^ < 0 ,  ( > 0 .  (7 109)

Н а ч а л ь н ы е  и г р а н и ч н ы е  у с л о в и я :

© 1 (П< 0 ) ^ ( - ) г (о о ,

^ г ( 1 »  0 )  =  в 2 ( — о о ,  i )  =  0 ;

« 1 (0 , = t),  =  t ) i d l .

(7 .110)



У р а в н е н и я  ( 7 .1 0 8 ) — {7 .11 1) з а п и с а н ы  а  б е з р а з м е р н ы х  в е л и ч и н а х ,  
имею щ их следую щ и й см ы сл : B^ =  ( T ¡ — E/{^RT'^  ̂—  б е з р а з м е р н а я

т е м п е р а т у р а ;  г\ = х ' ^ е х р —  б е з р а з м е р н а я  ко-
£

, о р д и н ата ;  (7K„/:T/[CiPi/?rj) | е х р
I * RTr.

___^
R T ,

— б е з р а з м е р н о е  в р е м я ;

То — н а ч а л ь н а я  тем п ер а тур а  н а г р е т о й  н ер еа ги р ую щ ей  с р е д ы ;  (-)„ =  
("р __Т ) Е

_ : _ о ------- -----------б езр азм ер н ая  н а ч а л ь н а я  т е м п е р а т у р а ;  Ке  =
RTl

— коэффициент относительной т е п л о в о й  а к т и в н о ­
сти  н ер еаги рую щ ей  среды ; — н а ч а л ь н а я  т е м п е р а т у р а  гор ю ч его ;  
и н дексы  1, 2 со ответствую т го р ю ч ем у  и и е р е а г и р у ю щ е й  среде ,  
о с тал ь н ы е  обозначения те ж е ,  что  и в ^ 7 .2 .

Д л я  н ах о ж д ен и я  т е м п е р а т у р н о го  п о л я  систем ы  п р и м е н и м  метод 
Ш вец а .  В вед ем  толщины п р о гр еты х  сл о ев  б, (/) и ógíO - Т о г д а  г р а ­
ничные у с л о в и я  на ± с о  и н а ч а л ь н ы е  у с л о в и я  з а п и ш у т с я  в  виде

0  =  0 a ( - f t í .  0  =  0 . ó i (0 )  =  6.,(0) =  0. (7 .112)

Н ай дем  н ул ево е  п ри б л и ж ен и е  по методу  Ш веца :

^ _  _ в н ( й . + ^ _ И 1 )  у (Ü,  ^  ( 7 . п 3 )

Л, b . ¡ + K , b ,  '

Д иф ф еренциальные у р а в н е н и я  д л я  н а х о ж д е н и я  п е р в о г о  при б ли ­
ж е н и я  определим , п о д став л яя  в ы р а ж е н и е  (7 .11 3 )  в у р а в н е н и я  (7 .108 )  
и (7 .1 09 ) ;

=  — I « "  (б,  4)1 - е х р  М)|; (7 .1 1 4 )д!

| н !;” (б, Е)|. (7 .1 15 )
ор' о1

И н т е г р и р у я  ур ав н ен и я  ( 7 .1 1 4 ) ,  (7 .1 15 ) ,  п олучи м  т е м п е р а т у р н о е  
поле си стем ы  в первом п р и б л и ж ен и и ;

где  =  —K t  0 h/(¿2-í-Ae 6 i ) ;  =  — ©„/(ó^+ZCe 6 0 ;  =  6 j  =  — В М ( ^ г +  
6 ,) .



Коэф ф ициенты  Ai, ( ¿ = 1 ,  2) определим , у д о в л е т в о р я я  усло ­
в и я м  ( 7 .1 1 1 )  и (7 .1 1 2 ) : '

Ai =  txp{b^)/a^ +  K t  А'̂ ; f i i  =  e x p  (& i)/û^+ fia ;

2̂-^2 =  (^ 2Н“ ^ е  ^l)  ' 

1+ûlÔ,

( «2 -  6?) -  ( a , è î + a , ô î )  -  0 „ -

е х р ( б 2)

В^=  Лайг+ ^аб^/б  — 6362/2 ,
г д е  е =  е х р  ( — в „ ) ;  то чка  в в е р х у  обозначает  дифференцирование по 
п ер ем ен н о й  /.

Д л я  н а х о ж д е н и я  зн ач ен и й  тер м и ч ески х  слоев  6 1 (0  и 6 2 (0  по-
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нейных диф ф еренциальных у р а ­
внения , у д о в л е т в о р я я  у с л о в и я м  
теплоиепроницаемости  на г р а ­
ницах  пр о гр еты х  слоев :

|т1- А (0  =  
= а е у а ^ | . = 5 , , о “ 0.

Т о гда  имеем :

10' 3 ^ 5 6  7 д 9 г

Рис. 7 .14 .  Изменение толщины тер м и ч е­
ск и х  слоев  во времени ( ---------- —  б^,

------ -Ô,):
/ _ Г  ==0. 1. /С8 = 0,01; 2 - Г ц = - 0, 1. 
/Се = 0.1: 5 ~ г  =» 1. Kg- 0 . 0 1 ;  4 -  = 

0.5. /<е = 0 . 1

2
е *-'2

2

■Кг в „  +

0,02 —  К о  и

+  -- ехр
0 |

- a , { ^ + K , à , ) \ = 0 ;  (7 .116)  

Û./2

А 2̂
- ь ,  ^ + K . a A + Y  -

ûlôi
—  ®н'Ь

_1_е — (1 — о А )  ехр (fei)_ Q  ( 7  1 1 7 )

Д л я  п р и б л и ж ен н о го  р е ш е н и я  системы (7 .116) ,  ( 7 .1 1 7 )  применим 
м етод  р а з л о ж е н и я  в р яд :



=  +  (7 .1 1 8 )

П о д с т а в л я я  (7 .11 8 )  в у р а в н е н и я  (7 .1 1 6 ) ,  ( 7 .1 1 7 )  и п р и р а в н и в а я  
н улю  члены при t с  о ди н ако вы м и  с т еп е н я м и ,  п о л уч и м :

Yi =  Y3 =  K^ ' ß » = P 2= 0 ;

01 =  2 4 (1  + K e  f { v ~ 4 . ) p ^  / ( / б Л : е " 0 ^);

о , =  2 4 (1  + K e ) V v - e ) P 2 / ( / б / С ^ © ; ) .

г д е  v =  e x p ( — в „ / ( 1 + / ( е )); p i= [ ( 9 + 9 / ( e  +  4 0 „ ) ( v  — е) — 97<в е в „ 1 / [2 4 х  
X ( 1 + К е  ) ( v  — е ) 0 „ ] ;  р 2 =  1 9 ( 1 + К 8  ) ( v ~ e )  — К ? 0 „ ( 6 v  - f  5 е ) ]/ [2 4 х  
Х ( 1+/Се ) ( v  — e ) 6 „j.

М о ж н о  п о к а з а т ь  128), что  сходи м ость  м е т о д а  Ш вец а  д л я  р а с см а ­
тр и ваем о й  задачи  имеет  м есто  д л я  у м е р е н н ы х  зн ач ен и й  t (0 < / < í .^ ) ,  
г д е  — в р ем я  п р о гр ев а  р е а ги р ую щ ей  с и с т е м ы ,  которое  м о ж н о

о пр еделить  из у с л о в и я  — (О, t ) — 0.
дп

Па рис. 7 .14 п о ка зан о  в л и я н и е  в х о д н ы х  д а н н ы х  топливной си ­
с тем ы  на изменение толщ и ны  тер м и ч ески х  с л о е в  во времени .



ПРИЛОЖЕНИЕ

ОТВЕТЫ И УКАЗАНИЯ К ЗА Д А Ч А М

Г л а в а  I. М а т е м а т и ч е с к о е  описан ие  процессов теплопроводности

1 .3 . И м еем

ЬТI d x ^ a i d ^ T !дх^),  0 < ^ < / ,  т > 0 , Т{х.  0 )= /(л :) ;
а )  Г ( 0 , т )  =  ф , ( т ) ,  Т{1, т ) -= Ч г (т ) ;

б ) д Г ( 0 . х) ! дх  =  {\ х)\ = 0,
<h

гд е  а  — коэф ф ициент теплоотдачи .
1 .4 . С и стем а  у р а в н е н и й  теплоп роводн ости ;

dT- l̂dx = a-^{d^Tilox^), т>0, 0<x<íi', 
d T y d x  =  a,¿{d^TJdx~),  т > 0 ,

Н а ч а л ьн ы е  у с л о в и я ;

TiU, 0) = Гз(д:, 0) = Го.
Г раничны е у с л о в и я  па поверхн ости  к о н т а к т а :

T ) « r 2 Í/i, т);
=  x)¡dx\.

Н а вн еш н и х  п о в е р х н о с т я х ;

а )  Т ^ (0 ,  =  7 'з (/2. т )  =  ч!2 (т) ;

б) дТ^{{\ т)/^л: =  0 ,  т)) =  0 ;
дх

в) Яд =  x) =  r „ = c o n sV .
дх

1 .6 . В  б е з р а з м е р н о м  виде  имеем :

■ ,l l£g_LP^.F°)l ,  0 < р < П ;
(3Fo ф*

0 (р, 0) =  в „ ;  c í0 (O , Fo)/dp =  0 ;  0 ( 0 ,  Fo) оо; l-o)/dp-l~
+  B i ( !  - 0 ( 1 ,  F o ) | = 0 .

где  0  =  r / r , ;  [Vx^aR  P o =  ( Г ,  -  Г„)|.
1.7. В б е з р а з м е р н о м  виде  имеем:

.a4")/dX'^ =  (Je)/f?Fo ( F o X ) .  | А (< / ^ ) ;

0 ( Л ,  0) =  0 ,  ( 3 0 ( 0 ,  Fo)/dX =  0;

„ , ^ l ü j J ! 2l 4 . B i | c o s P ( I F o - 0 ( I .  Fo)l =  0 ,  
дХ

где 0=*(7'  — 7'о)/Г^;  B i  =  a/^/^; ? ú  =  2%\R'^ja\ X = x ¡ R \  F o = at/ Í?* . 
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I
3.1 .

оо

n j i ( r ! R )  \ R ' !
<1t= I

3 .2 .  Р еш ен ие с л е д у е т  и скать  в виде

Т {г, т) =  /?(г) +  (-)(г, т),

гд е  R( r )  я в л я е т с я  реш ением со о тв е тс тв у ю щ е й  стационарной  з а д а ч и ,  
а  ф ун кц и я  в  (г, т )  у д о в л е тв о р яе т  о с н о в н о м у  диф ф еренц иальн ом у 
ур авн ен и ю , о дн ородны м граничны м у с л о в и я м  и н ач ал ьн о м у  у с л о в и ю  
0 (г, 0)=zf (г) — R (г).  Подробное р еш ен и е  з а д а ч и  приведено в [7 9 ] .

3 .3 . З а д а ч а  с в о д и тс я  к решению к р а е в о й  задач и

дТ10х =  а( д^Т1дх^) — НТ, 0 < х < 1 ,  т > 0 ,  

где W =  «/>.;

—к \ д Т и ,  x)/dx\^Qj-, x)/dX\=Q2 ', Т  {х. 0 )= / { х ) .

Реш ение ищем в виде

Т  {X. х) =  Т^.^,(х)-\-Ь(х,  т ) ,

где  Т^^(х) — реш ен ие  соогветствуюиАей с т ац и о н ар н о й  зад ач и  с  н е ­
однородными гран и ч н ы м и  у с л о в и я м и ;  в  (х ,  т)  — реш ение н е с т а ц и о ­
нарной задач и  с однородными гр ан и ч н ы м и  ус л о в и я м и  и с о о т в е т ­
ствую щ им н ач ал ь н ы м  условием .

3 .5 .  М а т е м а т и ч е с к а я  ф о рм ул и р о вка  з а д а ч и

0 < ф < 2д , т > 0 ;
(h \ дг* '  д г  г*

Т( г .  ф, 0 ) =  /( г ,  ф);

\ д т / д г ~ н , т \ г ^ ^ = о ,  |ат’/ а г + / / , Л г = « , = о .

гд е  //, =  Uj/X.j — приведенный коэффициент теп лоотдачи .
3.6 .

Т {X ,  т) =  — e ‘̂ -*"‘' e r t c  i --------
I, 2 V^flT

3 .7 .  У к а з а н и е .  Ф у н к ц и я  Гри на и м еет  вид

G{x, х \  X, т ' )  = ---------- ^ j e x p
2ср У  ла{т — х') ^

{ Х - Х ' ) >

4а (т — т ' )

(Х + х')* 
4а (т — т ' )



3 .8 .  У к а з а н и е .  Ф у н к ц и я  Гри на им еет  вид

СО

G{x, х ' .  т ,  х') = --------■ -  V  { — 1)" |ехр
2 1 / ^ ( т - т ' )  ^

(^х~х'+2п!У 
4а (т —  т ')

ехр  —
(x+x'-{~2niy  

Аа (т — т ' )

8 .1 0 .  У к а з а н и е .  П р е д п о л а га е т с я ,  что з а д а ч а  м о ж ет  бы ть  р а з ­
д ел ен а  на три  о д н о м е р н ы х  задач и .

Г л а в а  IV. М е т о д ы  ко н ечн ы х  и н те гр а л ь н ы х  преобразований

4 .1 .
ОО г

2R sin
г  (г ,  Т) =  7 ' „ + ( Г „ - Г , ) ^  ( - 1)”+'

п=̂  1
гд е

4 .2 .

Г  (О, О, о, т ) = 8 Го/-Г

ОО

i : ( - 1 Г ехр  ( —

г д е  |х„ ( л = 0 , 1, 2 , . . . )  —  п о ло ж и тельн ы е  корни у р а вн ен и я  

tg f i/= /y/f i ,  Н —а/Х.

4 .3 .

Г  (г ,  т )= -8Т , i : к . 

íp/l)
ехр

г д е  р.д — п о л о ж и т е л ь н ы е  корни ур авн ен и я  Jo(^ i)  =  0 .
4 .4 .

ОО

Т { г ,  T ) = 7 ’ , , , .{ r ) -h

Х е х р ( — ц 2о т ) ,

г д е  Т .~ (г) „ M l í n - C реш ен ие  со ответствую щ ей  стационарной

з а д а ч и ,  у д о в л е т в о р я ю щ е е  гран ич ны м  ус л о в и ям ,  — п о л о ж и тел ьн ы е  
к о р н и  у р а вн ен и я



Коэффициенты определяются по формуле

-------- ] '  ^Т„ (Г) У,  ̂ i^Л) V, (^^И -

, —  >'o(Mo)^^Л^^hOld'■

4 .6 . М атем ати ческая  формулировка задачи

а г _ ,  ¡ д Ч . д П д ^ Т )  0< х< дсо . 0 < у < У о ,  
ат ^[дх^ ду̂  дг*Г 0 < 2 < 2 д ,  Т > 0 ;

д Т  л 1 д Ч  , д Ч  , а т  Х (,< Х< 1, 0 < у < У о .
' - 0 < . < г « ,  т > 0 ;

Т (Ха ,  У, г, т )= Г (Х о , у , 2, т);

ЗТ" дТ'
у» г, т)=^а---{^о^ У ’ ■̂)*дх дх

Т  1д:=о =  7 '  \ х = .1 = Т  (у —0 =  7 '  | у= у , =  Т ' \ г ^ о ~ Т  | г= 1 , =  0 ;

Т( х,  у ,  г ,  0)==Их, у ,  г).

Г л а в а ' V .  Интегральные преобразования в бесконечных и одно- 
сторонне бесконечных пределах

5.7 .

со

Т ( х .  т) =  r „  +  í . т - f  [ й ^ ( 1 + ^ ) - х » 1  +  ^ 5 1 у ' ^ Х  2а [  \ В 1 / ]  а  ^ 2

4=1

х с 0 5 ц ^ - ^ е х р ( —

рде — корни уравнения c t g ^ = ( l / B i ) ^ i ;  Ро=ат/Я'^;

( _ ! ) » + !  '^В1 / в i « + ^ ^ ;

^1л+5?ПНл СОЗВАЛ (Bi*-hBi-^нS¡



а)  T( r ,  т ) = Т „ + ( Г , - Г о )

ОО

_ /?s inu„ —
9 l \ л rо rt e x p ( - f i j F o )

г д е  О з =
^ (Te  -  r , )

JH __ 2 (s in |A „— tinCQStt„) 2Bi

ЧИСЛО О стро градско го ;

¡ y  1)2

(An— sin [if, eos

\3î  —  к о р к и  у р а в н е н и я  t g ) i = — ia/(Bí — 1); 

6 ) T í r ,  T) =  r „ + ( 7 ' , - r , )

/?Bi s in  V Pd ( r/R)

- ^ i x
Pd

X  1 -
r  l (B i  -  l ) s i n  V Pd + V P á c o sV P d  .

e x p  {— P dF o )  —

00s 1 —
Os

Pd-f^Ü

. s in  U» (Л//?) , , , , ,  ,
Л п ---------  ̂ - exp  (  - \ i  h o )ф„ N ' ,

г д е  Рс1=(й/а) — ч и сло  П р ед в од и тел ева ,  о с т а л ь н ы е  обозначения 
т е  ж е ,  что и в а ) .

5 .9 .  У к а з а н и е .  В о б л асти  изображений реш ен ие  задач и  имеет
ви д

'о _  { Т с .  —  '/'(,) /р { V 5 / 0  г  }Т(Г,  3)

г д е  /^(д:) — м о ди ф и ц и р о ван н ы е  ф ункции Б е сс е л я  1-го рода ,
п е р в о г о  и второго  1! о р я д к а  соотБстственно.

В  области  о р и ги н а л о в  получи м

в :
Г  {Г, л ) - Т ,

Г л - Г „ i -  ^  {l^n- j j  е х р  ( - Ц ^ Р о ) ,

г д е  —  корни х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р авн ен и я :
2В|

(Bi f  (И/i)]



6 .1 .  П ри бли ж ен н о е  реш ен и е  имеет  вид 

Тц ) {х ,  у ,  z ) = ~ { x - \ - y ^ z ) - h - ] - x y z .
(> ¿

6 .2 .  Ди(|х})еренциальное у р а в н е н и е  имеет вид 

± ± ( r ^ J -  + - L ¿ ! I + G i  s in  B + G ^r^  s in  2 0  =  0 .
r д г  \ д г  1 de*

6 .3 .
2. Ф у н к ц и о н а л  F[ T)  з а п и ш е т с я  в  виде

n

У сл о ви е  стационарности  ф у н к ц и о н а л а  F (Г)  им еет  вид

— —  lO a i“ — s i n y ,  ( я )  =  а ,  (0 ) =  0 . 
я®

Т о гда  д л я  коэффициента (у)  п о л уч и м  в ы р а ж е н и е

1 120 - 
(у )  =  —

Я '  1 1

3. С и стем а  диф ф еренциальных у р авн ен и й  Э й л е р а — Л а г р а н ж а  
имеет вид

1 d*Q, I d*a¡¿ , 2  , 2  8 . р.
---------------- -------------------- ------------Qi-4-------- ü 2 -{--------S in  у = 0 ;

13 d>2 70 d y  3 15

1 d*a, I d^íb , 1  , 4  , / 96 8 \ .-------------- L --------------i j ------ a  j -------Д --------------- s in y= = ü
70 dv* 315 d y ^  15 105 \ n'* л */

С граничными условиями

(n) =  a i  (0 ) =  0 ; u2 (n) =  a 2 Í0 ) =  0 .

Р еш ен и е  этой системы имеет ви д

, > 8,87791 . ,  , 10,0912 .
Ü, (у)==------ г _ _ 5 1 п у ;  а а (У )  = -----------г - sin у .

л*

6 .4 .
б)

в = ( Е ,  т|. р о )= - г  ;■  I + л  (1 - 1) -
у  I —  /  I

_  А (1 +  Л )(1  _ | 2 _ Y ) e x p ( - 6 F o ) ,  

где  Д =  Д 7'/ (Г 1 — Гц).



ОГЛАВЛЕНИЕ

Стр.
П р е ди с л о ви е  .......................................................................................................................................................... .......... 3

Глава  ¡ .  М атем ати ч еско е  описание процессов теплопроводности , . , . 5

§  1.1- З акон  теплопроводности Ф у р ь е .   5
§  1.2. Дифференциальное уравнение теплопроводности тверды х

т е л ............................................................................................................................... ......... 10 .
§  1.3. П остановка  к р а евы х  з а д а ч  теории теплопроводности . . 16
§  1.4. О применении теории п о д о б и я ............................................. .........  . 24
4  1.5. О классификации м е то д о в  решения кр аевы х  з а д а ч  . ,  , 31

Ч а с ^  1. Аналитические методы

Г л а ва  //. Реш ения одномерных стаци он арн ы х  краевы х  з а д а ч  теплопровод­
ности .................................................................................................................................................34

§  2.1,  Теплопроводность однородных тел простейшей геом етри­
ческой ф о р м ы .............................................................................................................34

§ 2.2. Теплопроводность многослойных плоски-х, цилиндрических
и ш аровы х  с т е н о к ................................................................................................... 50

§  2.3. Теплопроводность однородных тел простейшей геом етри­
ческой формы при действии внутренних источников теп­
лоты  ............................................................................................................................... 58

Г  ла ва  ¡Л.  Применение классических методов решения кр аевы х  з а д а ч  . . 67

§  3 .1 . М етод  Ф урье  (м е т о д  разделения переменных) . . . .  67
§  3.2.  М етод  функций источников (функций Грина) . . . .  92
§  3 .3. М етод тепловых потенциалов . . . . . . .  106

Гл ава  IV. М ето ды  конечных интегральны х  преобразований . . . .  117

§  4,1.  О бш ая  схема  применения м е т о д а ............................................. 117
§ 4.2.  Способы улучш ения сходимости решений . . . .  126
§ 4.3. Применение таблиц  интегральных преобразований . 137

■Глава V. И нтегральн ы е преобразования  в  бесконечных и односторонне
бесконечных п р е д е л а х ....................................................................................................159

§  5.1.  Виды преобразований и примеры применения . . 159 
§  5,2. Определение и основные правила выполнения операций

преобразования Л а п л а с а ........................................................................169
§  5.3- Н ахож дение оригинала функции по ее изображению . 183 
§  5.4.  Примеры решения к р а е в ы х  задач  с помощью преобразо­

вания Л а п л а с а  190
§  5.5,  О численном обращении преобразования Л а п л а с а  . 208

Г л а в а  VI. М ето ды  решения вариационны х з а д а ч ...................................................... 222

§  6.1.  П остановка  вариационны х  задач  нестационарной тепло­
проводности ...............................................................................................................22?

§  6 .2  П остановка вариациоины х  задач  стационарной тепло­
проводности ...............................................................................................................234

§ 6.3.  М етод Р и т ц а ..............................................................................................................238
§ 6.4,  М етод Л- В. К а н т о р о в и ч а ........................................................................ 242
§  6 .5. М етод Т р е ф ф т ц а   2 4 5 '
§  6.6.  М етод Б и о .............................................................................................................253
§  6.7.  М етод Бубнова  —  Г алеркина  263

азб



§ 6.8. Совместное применение методов Б у б н о в а  — Г алеркина 
и характеристик при решении нестаци он арн ы х  з а д а ч

теплопроводности , ............................................................................................274
§ 6.9. Метол совместного применения интегрального  преобразо­

вания Л ап л а са  н вариационных методов ..................................... .......279
§ 6,10. О выборе системы координатных функцнй . . . .  28S

Глава УП. П риближ1-нные методы, в  которых используется  понятие тер ­
мического с л о я .......................................................................................................................290

§  7.1. М етод  осреднения функциональных п оправок  . . . 290
§  7.2. Интегральный метод теплового б аланса  . . . . .  29&
§ 7.3 Метод Ш в е ц а .............................................................................. .............................314

Приложение .  Ответы и у к аз ан и я  к  з а д а ч а м ............................................... ........................320



Николай Михайлович Беляев .
Алекс андр  Андре е вич Р я д н о

М ЕТО ДЫ
ТЕОРИИ

ТЕПЛ О П РО ВО ДН О СТИ

З ав .  редакцией К. И. Аношина. Редактор  издательстна 
М. Т. Самсонова .  Мл. редактор  Т. А. Дорофеева. 
Х удо ж ествен н ы й  редактор  Н, К. Гуторов. Художник 
В. 3 .  К азакеви ч ,  Технический редактор  Э. М. Ч и ж е в ­

ский. Корректор Г. И. Кострикова.

ИБ № 3377

И зд . № ОТ-342. С дано а набо|) 19,11.81, П одп. к печати 02.08.82, 
Т-13529, Ф орм ат 60Х 90'.ц . Ь ум , тип. 3. Г арн итура ли те­
р а т у р н а я . П ечать вы со кая . О бъем 20,5 уел . п. л Уел. к р -о тт . 
20.5. Уч. и зд . л. 19,56. Т и раж  10 00(1 экз. З а к . 558. Цена ПО коп. 
И зд ате л ь с тв о  «В ы сш ая ш ко л а* , М о сква . К '51, Неглин,иая ч л „  

д , 29/14
Т ипограф ия и зл-8а «Урал|>скиЯ рабочи й», г, С вердловск, 

проспект Л ен ин а. 49,


