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Ч А С Т Ь  2

АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ЗАДАЧ. МЕТОД КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ

• Расчеты температурных полей, выполненные на основе линей­
ных математических моделей процесса теплопроводности, не всегда 
приводят к удовлетворительным результатам, особенно в тех сл у ­
чаях, когда температура изменяется в значительном диапазоне. П о ­
этому для постраения наиболее адекватной реальному процессу 
математической модели необходимо учитывать зависимость от тем ­
пературы теплофизических характеристик материалов, плотностей 
поверхностных потоков и внутренних источников теплоты, измене­
ние формы тела и возможные фазовые и структурные превращения.

Во второй части учебного пособия изложены приближенные ана­
литические методы решения краевых задач с нелинейными гранич­
ными условиями (гл. V I I I ) ,  при наличии флзовых превращений 
(гл. IX ) и при зависящих от температуры плотности, удельной теп ­
лоемкости и теплопроводности материалов тел (гл. X ). Однако, как  
отмечено в монографии [50], при решении нелинейных двухмерных 
и трехмерных краевых задач теплопроводности в областях со слож ­
ной конфигурацией границ необходимо применять численные мето­
ды. В  практике вычислений чаще всего применяется метод сеток 
(конечно-разностный метод).

В  главе X I пособия изложены теоретические основы метода се­
ток. Далее рассмотрены вопросы применения этого метода для ре­
шения одномерных нестационарных (гл. Х П ) ,  многомерных неста> 
ционарных (гл. X I I I ) ,  многомерных стационарных (гл. X IV )  линей­
ных и нелинейных задач теплопроводности. Разностные методы 
решения краевых задач математической физики, появившись в 30-х 
годах XX в., получили широкое распространение в связи е развити­
ем быстродействующей вычислительной техники с достаточно боль­
шим объемом оперативной памяти.

Существенный вклад в развитие методов построения разност­
ных аналогов краевых задач и методов их решения сделан совет* 
скими учеными [19, 26, 72, 88— 91, 94, 113 и др.].



Г Л А В А  VIII

МЕТОДЫ РЕШ ЕНИЯ З А Д А Ч  ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
ПРИ НЕЛИНЕЙНЫХ ГРАНИЧНЫ Х УСЛОВИЯХ

В  настоящее время в связи с развитием высокотемпературной 
теплофизики уделяется значительное внимание разработке анали­
тических методов решения нелинейных задач теплопроводности. 
При высоком температурном уровне существенную роль может иг­
рать теплообмен излучением, могут протекать различные физико­
химические процессы с перемещением границ фаз. Учет этих явле­
ний приводит к з а д а ч а м  математической физики с существенной 
нелинейнос'гью в грдничном условии, при решении которых встре­
чаются серьезные трудности. Если при этом зависимость коэффи­
циентов переноса от температуры в заданном интервале не оказы­
вает существенного влияния на изучаемый процесс, краевую за­
дачу можно формулировать на основе линеаризованного уравнения 
теплопроводности, что дает возможность воспользоваться преиму­
ществами метода суперпозиции. Одни из приближенных методов 
решения задач теплопроводности при нелинейных граничных ус­
ловиях был рассмотрен в § 7.2. Это интегральный метод теплового 
баланса. В  этой главе рассмотрим другие часто используемые ме­
тоды приближенного решения задач с нелинейной зависимостью 
теплового потока на поверхности от температуры самой поверхно­
сти.

§ 8.1. М етод  сведения краевой задачи к эквивалентному 
интегральному уравнению

Метод перехода от нелинейной краевой задачи к эквивалентно­
му интегральному уравнению смешанного типа является одним из 
первых, предложенных для решения задач теплопроводности с 
нелинейными граничными условиями [99].

Для перехода от краевой задачи к эквивалентному интеграль­
ному уравнению могут быть использованы различные методы: ме­
тод тепловых потенциалов [13, 81, 99], л!етод функций Грина [12], 
метод интегрального преобразования Лапласа [9], [92].

Рассмотрим метод перехода от краевой задачи нестационарного 
теплоизлучения к эквивалентному интегральному уравнению с по­
мощью функций Грина.

1. П о с т а н о в к а  к р а е в о й  з а д а ч и .  Рассмотрим однородное 
тело й, ограниченное гладкой поверхностью 5 типа Ляпунова*.

Пусть поверхность 5  состоит из двух частей 5] и^з- На поверх­
ности 5г происходит теплообмен по закону Стефана — Больцмана.

• См. § 3.3, с. 111.



а на поверхности 5  ̂ задана температура ф(;?, т), Внутри
тела Q действуют источники теплоты, объемная плотность тепло­
вого потока которых q^(p).

Кроме данных, определяющих поведение температуры на поверх­
ности 5. пусть дана начальная температура f (р), p ^ Q .  Тогда для 
определения нестационарной температуры тела Г (р , т) имеем урав­
нение теплопроводности

(1/а)(^Г/(Зт) =  У^7'+£?р/А,. p ^ Q ,  т> 0 , (8.1)

внутри тела Q при начальном условии
T ( p , 0 ) =  f {p ) ,  p^Q-, (8.2)

при линейном граничном условии на
Т{р ,  т) = ф{;?, т). p ^ S i ,  г>0, (8.3)

и нелинейном граничном условии на 5г
~Х {дТ/дп ^)  =  д\{Т{р,  т)]. p^S ^,  т> 0 . (8.4)

у
где rZj, — внешняя нормаль в точке р  поверхности.

Определим функцию плотности теплового потока q в уравнении
(8.4). Закон Стефана — Больцмана является одним из основных 
фундаментальных законов теории теплового излучения. Он имеет 
место при остывании тел в вакууме и заключается в том, что ко­
личество теплоты q, отнесенное к единицам времени и площади, 
излучаемое в окружающее пространство поверхностью абсолютно 
черного тела, пропорционально четвертой степени абсолютной тем­
пературы Т  поверхности тела:

д ^ а Т \

Величина а = 5,67* 10“ ® Вт/(м‘‘*-К'*) называется константой и з л у ­
чения Стефана — Больцмана. В  применении к серым телам закон 
излучения целесообразно представить в следующем виде:

д — се  (Т) Т*.

Величи!1у 6 (Г )  называют коэффициентом черноты серого тела\ 
она равна отношению энергетической яркости серого тела к энерге­
тической яркости абсолютно черного тела при одинаковой их тем­
пературе.

Значения е ( Т )  могут изменяться в пределах 0 < е ( Г ) < 1  и  незна­
чительно зависят от температуры.

Применяя закон теплопроводности Фурье и закон Стефана — 
Больцмана, получим на поверхности

к{дТ/дп^) =  ̂ а г ( Т ) Т \  p ^ S , ,  т> 0 .

Если на данную поверхность падает поток теплоты, плотность 
которого равна qi ip, т), то

X(dT/drtp) =  £/i — 0 8 (Т )Т*, p^ S^ ,  т> 0 ,



и если этот поток' обусловлен излучением теплоты со стороны внеш­
ней среды с температурой т), то

я Л р > х) =  ог {Т^)Т1 .

Уравнение теплового баланса в этом случае преобразуется к виду

Л ст [е (Г )  Г "  —  е (Г^) ], р   ̂5 .̂ (8.5)

Условия (8.4), (8.5) нелинейны, так как в них входит темпера­
тура в четвертой степени. Отметим, что на части поверхности 5, 
возможны и другие граничные условия. Например, [юверхиость 
может быть поверхностью раздела двух сред с различной тепло­
проводностью и Хз

'к1 {дТ^1дп )̂ = — К Ф Т ^ д п 2)̂  т>0,
Т , = Гг, т> 0 .

где Пх и ^2  — внутренние нормали для первой и второй сред соот­
ветственно.

Поверхность 5  ̂ может быть теплоизолированной, т. в.

д7'/5л„=0, р ^ $ х ,  т> 0 .

В  монографии [131 показано, что система уравнений (8.1) — (8.4) 
допускает только одно положительное решение.

2. П р и в е д е н и е  н е с т а ц и о н а р н о й  з а д а ч и  т е п л о и з ­
л у ч е н и я  к э к в и в а л е н т н о м у  и н т е г р а л ь н о м у  у р а в н е ­
н и ю .  Нелинейное интегральное уравнение, эквивалентное неста­
ционарной задаче теплопроводности с нелинейными граничными 
условиями (8.5), получим с помощью функции Грина для уравне­
ния теплопроводности при нулевом начальнйм условии и соответст­
вующих однородных граничных условиях:

Д,,С — (1/а)(30/ат) = —4лб(р — (3)6(т — 0.
^  с т>/;

С(р, С. 0)=0, I ,3 .̂
С(р. т — 0 = 0, т>^;

4 - 0 ( р .  С1 . т - о = о ,  д е < - М - 5 ,  т > г .
оп

Напомним, что мгновенный точечный источник 4лХ6(р — Q)x  
Х б ( т  — О означает, что в момент времени х — 1 в точке Q выделя­
ется количество теплоты 4лЯ, а функция Грина С(р, Q, т — /) 
описывает распределение температуры в дальнейшие моменты 

•времени т>/ для любой точки тела р, т. е. функция Грина описы­
вает распространение теплоты от ее исходного распределения, при 
этом начальная температура тела равна нулю, а на поверхности 
тела 5 выполняются однородные граничные условия в (8.6).



По определению б-функции известно, что
т
I  ) ' gíQ,  — — т).
о о

функция Грина удовлетворяет условию причинности и существенно 
положительна при т>^:

0 {р, Q,. т — О—О, т</; 
0 {р, Q, т — О>0.

(8.7)

Эту функцию определяем как 0(^7, Q, т — 0 = ̂ о(Р> т  — О —
— и(р, т — 0. где \ { р .  О,, x — t) =  -— "■ - ■, -̂ехр X

(2 к  п а ( т — /))
2̂

X  — -— — фундаментальное решение уравнения теплопровод-
4а (х — о

мости, а х ( р ,  О, т — 0 удовлетворяет по р,  т при фиксированных 
Q, ( однородному уравнению теплопроводности, нулевым началь­
ным условиям и неоднородным граничным условиям:

Ур>« — (1/̂ 1) {дус/дх)=0 ;
к (л  Q, 0)=0;

х(р. Q, т — 0=<5л(р, Q> т — /),

—  х (р , Q, т
дп

( )= —  6,, т — /), р 6 5г.
дпп

(8 .8 )

Для существования функции Грина С необходимо потребовать, 
чтобы поверхность 5 тела Q была настолько гладкой, чтобы суще­
ствовало решение краевой задачи (8.8),

Отметим, что функция Грина д ( р ,  Q, г — 0> как функция Q, I 
удовлетворяет сопряженному дифференциальному уравнению

Дд С+(1/а) (аО/аО=4яа(р _  С) б (т -  О- (8.9)

Теперь, используя функцию Грина С?(р, (2, г — 0. получим 
нелинейное интегральное уравнение, эквивалентное краевой задаче 
(8.1) — (8.4). С этой целью умножим уравнение (8.1) на 0 { р ,  Q, 
т — 0. а уравнение (8.9)— на Т  {Q, 0. вычтем первое из второго 
и проинтегрируем по области и по времени / от О до т-ЬО:

т+о t-̂-0
' л П г у р С - О У р Т | (1 й о  +  - | ’ й0 5  ' + о ” 11(]/=

^ о а д о I  д1о д о
т+О
^ аг о С(1 йд — 4лГ (р, т). (8 .10)



к  первому из интегралов в (8.10) применим вторую формулу Грина

'' [ Т у ю  -  GV^T] dQg =  (f) [ G —  -  Г  — 1 dSo .
^  ^  L .

Второе слагаемое в (8.10) проинтегрируем по времени:

J  (TG '+ T '(5 )dT= T’(j +  const.

Тогда решая (8.10) относительно Г (р , т), получим

1
Т { р ,  т ) = ^  J  d i j i i j Q ,  i ) G ( p ,  Q, т — Odfio-h 

^ 9  о
т+О

+  ±  ' d ( { f ) i G ^ - r i 5 - l d S o - ; ^  f[rC ]|< 3+ »dQo. (8.11)
4я J  J  L J 4яа J  '

Выражение (8.11) можно упростить, учитывая граничные и на­
чальные условия (8.2) — (8.4), (8.6) и условие причинности (8.7). 
В  результате получим искомое функциональное решение краевой 
задачи (8.1) — (8.4):

Т { р ,  х ) = Т „ { р ,  f d/ Г e { T ) T * [ Q ,  t ) 0 { p ,  Q, т — i ) X
4ял J  J  0 5«

X d5g, Q i  p  ̂ G + S , (8.12)

где Тд{р ,  т) — решение соответствующей линейной задачи, когда 
часть поверхности 5  ̂ только носпринимает тепловой поток плотно­
стью e {T^ )aTt  (р, т), часть поверхности S i поддерживается при 
температуре <f(p, т), внутри тела имеются источники теплоты, 
объемная плотность теплового потока которых q ,  (р, т), а также 
задано начальное распределение температуры f {p) :

Тл(р, Q. т — 0)dQQ +
Q

1

i f  (Q. t) G (p, Q, x — t) dQq —4nX .} J
0 Q

4)(Q, + [ е ( Г „ ) Х4л J  » дпп 4n  ̂ ,

x T t { Q ,  í ) G { p ,  Q,  Т — O d S o .
Решение (8.12) называем функциональным, поскольку правая 

часть формулы (8.12) зависит от значения искомой функции на 
поверхности 5г- Полагая в уравнении (8.12) р ^ З ^ ,  приходим к не­
линейному интегральному уравнению для определения Т  (р, к)



на поверхности 5а, которое по р  является уравнением типа Фред­
гольма, а по т — типа Вольтерра. В  частном случае, пренебрегая 
незначительной зависимостью коэффициента черноты тела е от тем­
пературы, получим нелинейное интегральное уравнение в виде

Т { р ,  х)=^Т^{р, т) — ^  j d i  J  7^(Q, t ) G ( p ,  Q, x — i ) x  (8.13) 
^ 0  s,

x 6 S q , p  ^ S^,

где Y = постоянная.
3. Р е ш е н и е  н е л и н е й н о г о  и н т е г р а л ь н о г о  у р а в н е ­

ния .  В статье (99] для случая граничных условий П рода 
(т. е. когда 5=52) доказана разрешимость нелинейного интеграль­
ного уравнения (8.13) методом последовательных приближений, 
В  монографии [13) доказана разрешимость нелинейного интеграль­
ного уравнения (8.13) методом последовательных приближений 
в общем случае смешанной краевой задачи. Единственное решение 
интегрального уравнения (8.13) дается рядом

Т { р ,  x) =  T i ( p ,  т) +  [7’а(р, т) — T iip , T )]- J-

+  [Гз(р. т) — T^ip,  т)1+ ..

п-я частная сумма которого равна {р, т).
Общий член ряда Т^{р ,  т) может быть подсчитан согласно 

рекуррентной формуле

Т „ {р ,  х )=Т^{р,  т) —  ^  j ' d i  I  T n - i (Q ,  t ) G { p ,  Q, T — t ) x

X d S g ,  Q 6 5 2 .  peS^(nJ2, . . . ’).

В  качестве первого приближения T i { p ,  т), как правило, выби­
рают решение соответствующей линейной краевой задачи

T i (p ,  х )=Т ^( р .  t).

Тогда, для того чтобы второе и все последующие приближения 
имели физический смысл, необходимо потребовать выполнения 
неравенства

т ) > - ^  d i  Г  Г л ( / 7 ,  x)G{p,  Q, x ~ t ) d S Q ,  р е  Si ,  Q^S^ . ,
i  i

Метод последовательных приближений применялся при реше­
нии конкретных задач нестационарной теплопроводности в работах 
[13. 87 и др.].

Для решения нелинейного интегрального уравнения могут быть 
использованы и другие приближенные методы.

Приведем примеры расчетов температурных полей рассмотрен­
ным методом.



О с т ы в а н и е  т е п л о и з л у ч а ю щ е г о  . п о л у о г р а н и ч е н -  
и о г о  м а с с и в а  (99]. Рассмотрим однородное полупространство, 
температура которого Т  (х, т) зависит только от времени т и одной 
пространствеинсж координаты х(0<х< со). Пусть в начальный мо­
мент времени известно однородное распределение температуры 
поверхность х—-О излучает теплоту по закону Стефана — Больцмана 
во внешнюю среДу с нулевой температурой.

В дифференциальной формулировке имеем
д^Т {х, х)1дх^={\1а)(дТ¡дх)-,

Т { х ,  0 )- Го ; I
д Т  {О, х ) /д х = у Т Ч О ,  т).

С помощью функции Грина С{х,  х', т— О для одномерного урав­
нения теплопроводности

дЮ!дх^ — (1/с) {59/5т)=— 4яб (х — х') б (т — 0;
0 { х ,  х ' , 0) =  0, дО!дх\х=а —О

сведем задачу, выраженную уравнениями (8.14), к нелинейному 
интегральному уравнению типа Вольтерра. Функция Грина в этом 
случае имеет вид

0 { х . х ' .  т - # )  = ---- ‘ е +е
ла (т — Í)

(Х - Х ')»  (х+х')>

.(8.15)

Подставляя (8.15) в (8.13), приходим к нелинейному интеграль­
ному уравнению Вольтерра для определения температуры поверх­
ности x=0 полупространства

7 (0 , т )= 7 '„ ---- ^  (8.16)
V  %а J  У 'т  — Í

О

После того как найдено решение Т  (О, т) нелинейного интеграль­
ного уравнения (8.16), распределение температуры в пространстве 
х>0 в любой момент времени т определяется квадратурой

Г ( . ,  . , = Г „ - - ^ Г ^ : у ^ е х р  - áí .  ' (8-17)

Введем новые переменные 2 и т = г/х'̂ ,  ̂—?/н-, где 
п — уТ 1/ \ / '  ла,  и положим 0(2) = Т(О, 2/к2)/Г,|, тогда для опреде­
ления 0 (2 ) получаем нелинейное интегральное уравнение типа 
Вольтерра

<

1 —  ___________

6

Ю

л  04 (t\
0 (2 )= 1 -  --- - -  dE. (8.18)



Если решить это уравнение, то Г  (О, т )= Т '„в (х  х*) и распреде­
ление температуры в полупространстве определится вычислением 
интеграла в (8.17).

Таким образом, процесс остывания равномерно нагретого полу­
пространства при выборе соответствующих масштабов температуры 
и времопи определяется одной и той же кривой 0 (2), являющейся 
решением некоторого стандартного нелинейного интегрального 
уравнения Вольтерра. ,

Введем новую функцию ф(2)=0*(2) и перепишем уравнение 
(8.18) в виде

ф ( 2 )  = 1 —
Ф (^ )

К  г - 1
(8-19)

В  работе А. Н. Тихонова [99] доказано, что решение уравне­
ния (8.19) существует и единственно. Это решение может быть 
получено методом последовательных приближений:

г 14

1 _  ‘ с1^Ф п (2 )  =
У г - :

При этом все Фп(г) с четными номерами меньше ф(2 ), а все фп(г) 
с нечетными номерами больше ф(2), если в качестве фо(2) выбрана 
функция, заведомо меньшая решения ф(г). Действительно, так как 
Фо{2) <ф ( 2 ), то

ф 1 (2 ) = 1 —
Фо ( )̂ Ф (1 )

но если ф1 (2 )> ф (2), то

Ф г (2 )  = Ф1 ( )̂

У г - 1
< 1 —

Уг -1

Ф (^ )

У 7 ^

= Ф ( 2 ) ,

=  Ф ( 2 )  ( 8 . 2 0 )

и т. д. Таким образом, последовательные приближения сходятся 
к решению уравнения (8.19), подходя с разных сторон.

Однако может случиться, что

Ф. (I) 
/  г - 1

с1^>1

для некоторого значения г > 2\̂ \ и тогда неравенство (8.20) может 
не иметь места.

и



в  этом случае введем функцию 

1 р г (г )=  1 -  1
V г - i

И полагаем

Фз(2) =<
ур {̂г), 0<2<г(1),

0. г > 2 П ) .

9
и и

0,3

0.8

0.7

0,5

0,5
О 5 2

Очевидно, что фз(2Х 9 (2 ) для любых значений г. Третье прибли­
жение, как и первое, при этом будет больше ср(2 ), т. е. Фз(2 )>

> ф ( 2 )  И Т. Д. Если 
нач ать выч исл ите л ьн ый 
процесс с Ф о (2 )  = 0, то 
п оследовател ьн ые при­
ближения графически 
представятся в виде кри­
вых, показанных на 
рис. 8.1.

И 3 ложен н ый метод 
решения задачи приме­
ним также и в случае, 
когда начальная темпе­
ратура полупространст­
ва изменяется по коор­
динате X

В ы с о к о т е м п е р а ­
т у р н ы й  р а з о г р е в  н е о г р а н и ч е н н о й  п л а с т и н ы .  Задача 
определения температурного поля неограниченной пластины 0 < Х  = 
—x/R■^\ при высокотемпературном разогреве сводится к решению 
краевой задачи с нелинейным граничным условием.

В  безразмерных величинах имеем

д Щ ( Х ,  ?о) /дХ ‘̂ = д в ( Х ,  Ро)/аРо, 0 < Х < 1 , Ро>0;
е (Л, 0)=©о;

а0{О,  Ро)/дХ = 0;
- а в (1 ,  Ро)/6а : + п ® (1 . ро ). Р о]= о,

Рис. 8Л. Зависимость функции ф (г) от без­
размерного времени г:

I. 2, 3, 4 — соответственно 2. 3, 4, 5-е приближе­
ния по методу итераций:  ̂ — точное решение

(8 .21)

где 6 = Т { х ,  т)/7'тах — безразмсрная температура; — число
Фурье; /[0 (1 , Но), Ро] — произвольная интегрируемая функция 
безразмерной температуры поверхности и безразмерного времени.

Запись граничных условий в (8.21) является достаточно общей, 
так как включает в себя режимы: 
аэродинамического нагрева

/[0 (1 , Ро), Ро] = В 1 (Р о ) [0 Д Р о )- 0 (1 .  Ро )]-В1р0*(1 . Ро);



нагрева (охлаждения) тепловым излучением

/[0 (1 , Fo), F o ]= ± B ip [e í (F o )— 0*(1. Fo ) ]  (8.22)

и др.
Здесь Bi=a^/?^ — число Био; В1р = еао/?Гтах/^ — радиационное 
число Био; 0^(Fo) — безразмерная температура восстановления 
в пограничном слое; 0,. (Fo) — безразмерная температура источника 
теплового излучения.

Сведем краевую задачу (8.21) к эквивалентному интегральному 
уравнению. Функциональное решение задачи, выраженной уравне­
ниями (8.21), получим, применяя метод интегрального преобразо­
вания Лапласа (см. гл. V)

00

y ( s )= Г е- '̂ у̂ (T)dx.
о

в  области изображений система (8.21) запишется в виде 

d % (X ,  s)/dX“ - s 0 ( X .  s)+0o =  O;

d0(O, s)/dX = 0; [ (8.23)

— d 6 ( l,  s)/dX4-Íc(s) = 0,

00

где x (s )“= f / [ 0 ( U  Fo). Fo ]exp (— sFo)dFo. 
b

Решение уравнения в (8.23) имеет вид

é ( X ,  s) —0n/s=:<4ch j/^s Л -l^Bsh ] /  s

Определив постоянные А н В  аз  граничных условий в (8.23), 
получим

0 ( Х .  S) — 0 o / s = x (s )c h ]A s x / { l ^  s ' s h y í s ).

Для перехода в область оригиналов воспользуемся теоремой 
разложения и теоремой умножения изображений (см. § 5.2, 5.3). 
В результате получим функциональное решение краевой задачи 
(8.21), которое содержит неизвестную функцию 0 (1 , Fo) под зна­
ком интеграла:

Ро оо
. 0 (Л ,  F o ) = 0 o + f f ( 0 ( l . O .  ¿ l d í + 2

5 «“ 1
Ро

х Г  П ® (1 . 0. ^Jexp [— ( i J ( F o — OJ di, (8.24)
n

где



Положив в решении (8.24) jX =  \, приходим к нелинейному 
интегральному уравнению типа Врльтерра второго рода относитель­
но неизвестной функции 0(1,  Foy:

Fo 00

0 (1 , Eo) = 0 „ + f / [0 (1 ,  t), V  (- l) " c o s H « X
0 '*“ 1

Fo
X j" /[0 (1 , 0. i]exp [ ~ \ i l  (Fo — t\ At. 

b

Уравнение можно записать-в виде
Fo

z (Fo )=0o  +  f ^ (F o — 0/[z(0. (8 25)

где 2 (Ро) = 0 (1 , Ро) — температура поверхности пластины;
ОО

^ (Ро  — 0 “ ‘ 1-Ь2 2  (— 1)" со5[х  ̂ехр (Ро — 0 ] — ядро интеграль-
я  =  1

него уравнения.
Д ля решения нелинейного интегрального уравнения (8.25) при­

меним метод аппроксимации ядра интегрального уравнения/г (Ро — 0 
конечной суммой [57].

Приближение нулевого порядка находится при предположении, 
что ядро имеет вид /г(Ро — /)=1. Тогда уравнение (8.25) запи­
шется так:

Ро

г ( Р о ) = е , +  [ / [ 2 ( 0 ,  ¿ ] с 1 Л  ( 8 . 2 6 )
О

Дифференцирование обеих частей уравнения (8.26) по времени 
приводит нас к нелинейному дифференциальному уравнению первого 
порядка

2 '(Ро )= / [г (Ро ), Ро] (8.27)

при начальном условии 2 (О) = 0„. Уравнение (8.27) является урав­
нением энергии для неограниченной пластины в предельном случае 
бесконечно большой теплопроводности, и его решение часто может 
быть получено аналитически. Приближение первого порядка нахо­
дится при предположении, что ядро ¿(Ро  — /) имеет вид

^{Ро — 0=“  1 “ ■ 2 с05|Л1 ехр — |л2{Ро— /).

В  результате приходим к интегральному уравнению такого вида:
Ро

г(Ро) = 0о+ ’ /[^(0.  ]̂ с1̂  — 2 со51X1^1 (Ро), (8.28)
о

Ро

где У1 (Ро)=ехр( — ц2Ро) ехр ( ц ; / ) / [ 2 (0 ,
о



Вычислим первую и вторую производные по Ро от обеих частей 
уравнения (8.28): \

г '(Ро ) = (1 — 2 соз[А1) / (2  ̂ Р о )+ 2 ц2 соз|Л1У1 (Ро), I

г"  (Ро) =  (1 — 2 со5|х^)/' (г, Ро)4-2[х2 созц! — 2 0 0 5 ^1^1 (Ро)^1{. |
(8.29)

Если из уравнений (8.29) исключить интеграл 71(Ро), то полу­
чим дифференциальное уравнение второго порядка

г"(Ро)Н-И.2г'(Ро)=(1 — 2 со5^11)/'(2, Ро) — |л2/(г, Ро).

с начальными условиями
г(О) = 0„, 2 '(О )= (1 - 2 со5^1О/(0о. 0).
Первое приближение является более точным, чем нулевое, пото­

му что ядро в этом случае представлено более точно. И  вообще
1-е приближение находится при предположении, что ядро имеет вид

й{Ро — 0=1 +2^ (- 1 )'’ со5[х„ ехр | — |л2(Ро — О .

Ди4)фереЕ1цирование 1Ч-1 раз обеих частей получаемого интег­
рального уравнения приводит к интегро-дифференциальному урав­
нению. Исключение инте­
гралов из интегро-дифферен­
циального уравнения дает 
нелинейное диф(1зеренциаль- 
ное уравнение

(Ро) =
=Ф{/. .........

г('), г),
к которому необходимо при­
соединить начальные условия.

Таким образом, краевая 
задача нестационарной тепло­
проводности с нелинейными 
граничными условиями в ито­
ге приводится к решению за­
дачи Коши для нелинейно­
го дифференциального урав- 
пения. Самый простой путь решения таких задач —  численное ин­
тегрирование.

На рис. 8.2 приведены результаты расчета {57| температуры 
поверхности пластины путем использования формул Рунге —  Кутта 
четвертого порядка при граничных условиях нагрева тепловым 
излучением (8.22).

Анализ результатов показывает, что точность аппроксимации 
возрастает с увеличением времени и порядка приближения. Кроме

Рис. 8.2. Сравнение решений, полученных
методом аппроксимации ядра интегрального

уравнения, с точным решением:
2, 3, в — соответственно I .  2. 3. 0-е прибли­

ж ения; 5 — точное решение



того, результаты расчетов улучшаются по мере уменьшения радиа­
ционного числа Био Bip,

§ 8.2. Метод линеаризующик подстановок

Метод сводится к выбору подстановки, связывающей искомую 
температуру с некоторой новой функцией таким образом, что крае­
вая задача относительно новой функции будет иметь линейное 
граничное условие. Предложены различные вид[,1 подстановок 
[22, 40, 92].

Рассмотрим подстановку, которая содержит корректирующий 
параметр, на примере аэродинамического нагрева [40].

Н е с т а ц и о н а р н а я  т е п л о п р о в о д н о с т ь  н е о г р а н и ч е н ­
н о й  п л а с т и н ы  п р и  а э р о д и н а м и ч е с к о м  н а г р е в е .  Для 
нахождения температурного поля обшивки летательного аппарата 
в условиях аэродинамического нагрева при малой теплопроводности 
материала обшивки или большой ее толщине необходимо решить 
уравнение теплопроводности

Ср -  ( \ x \ < R . x > 0 )  (8.30)
дт дх‘

с начальным условием 
Т { х ,  0 )=Го

и граничными условиями

X ( d T { R ,  т)/0Х) = (?«о„з +  (?солн
—  еОоТ^(/?, т);

д Т  (О, х ) / д х = 0 .

Q„3^=^\Tr —  T ( R ,  t ) ] + î7 ,o ,h  —

(8.31)

(8.32)

Полагая, что теплофизические характеристики материала, темпе­
ратура восстановления коэффициент теплоотдачи постоянны, 
систему (8.30)— (8.32) запишем в безразмерных переме1?ных:

( I X  к  1. Ро>0);
(ЗРо дХ^

(8.33)
0 ( Х ,  0 )= = е „ ;

00 (1 , Fo)/aX = B ip {(B i/B ip ) [ 1 - 0 ( 1 ,  Ро)] +

+  K i/ B ip - 0 M 1 . Fo)} =  B ip/(0 ): 
ô0(O, Fo )/ax=o.

где В ( Х ,  Fo) =  T/T^. X = x l R .  fo = aT /R ^ ,  B i~a/?/X  — число Био; 
К1=(?еолн^/(^7’г) — число Кирпичева, Bip=eao7’r/?/A, — радиационное 
число Био.



Применим для решения задачи, выраженной уравнениями (8.33), 
интегральную подстановку

_____________ Ё®______________ ^ Г ( в ) ,  (8.341
~ р  J  (Bi/Bip) (1-0)4-Ki/Bip-0«

где р — корректирующий параметр, который определяется нике 
Выполнив подстановку (8.34), получим в новых переменных

d O (X , Fo)/öFo —с?^Ф(Х, Fo)/5X'^+\|i(X, Ро )и
Ф { Х ,  0) =  ехр[— p f (0о)]=Ф„;
аФ(1, Fo)/dX = — p B ip O (l, Fo);
аФ(0, Fo)/öX=0.

где ip(X, Р о )= р Ф -------------------------- (B i/BL+ 4e= ’ - p ) .
[(Bi/Bip)(l-e) + K i/Bip-0T ”

в  случае, когда нелинейный комплекс Fo) = 0, решение
задачи, выраженной уравнениями (8.35), легко может быть полу­
чено известными методами. Поэтому корректирующий параметр р  
найдем из условия, чтобы комплекс у̂ (Х,  Fo)-*-0. Для выполнения 
этого условия достаточно потребовать

p-»-Bi/Bip+403(X, Fo).

В  процессе нагрева искомая температура 0 ( Х ,  Fo) находится в 
пределах 0 о < 0 (Х , Ро)<0уст« где значение установившейся темпе­
ратуры 0уст= lim В ( Х ,  Fo) определяется из уравнения

Ро~^оо

B i ( l  — 0 ) + K i- B ip 0 “ = O.

Корпи этого уравнения приведены в табл. 8.1.
Разобьем диапазон изменения температуры 0 у „  — на не­

сколько интервалов (0 q. 0 i , 0 j, Ög, , . 0„ ,  0уст) и, полагая для 
каждого интервала Pj = Bi/Bip-h-40f, приближенно обеспечим выпол­
нение требования i|5(X. Fo) —0.

Далее определение нестационарного поля температур выполня­
ется в два этапа.

1. Для каждого интервала (0 j_ i, 0^) решается краевая задача 
(8.35) при г|5(Л', Fo)=0. При этом начальным условием для i-ro 
интервала является распределение температуры в конце (i — 1)-го 
интервала.

2. Используя .полученное решение и зависимость (8.34), находим 
искомую функцию 0 ( Х ,  Fo). Сравнение результатов расчета по 
данному методу с числовыми данными по методу сеток, получен­
ными на ЭЦВМ , показало [40], что погрешность в определении 
температуры 0 ( Л .  Fo) не превышает 6 %  в области

Bi/Bip<2,ü; 0 < K i/B ip < l,ü ; 0 y ,,- 0 o < ü ,8 .
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включающей большинство реальных процессов нагрева. При этом 
для значений В1р<1 число интервалов N может быть взято рав­
ным 1, для 1,0<В1р<2,0 N = 2 ,  для 2,0<В1р<3,0 Л^=3. С увели­
чением числа интервалов N точность расчетов увеличивается [40].

Таблица  8.1

В1 \
0 0.2 0. 4 0. 6 0,8 1 & 10

0,2 1,00000 0,72449 0,64780 0,60310 0,57195 0,54825 0,39450 0,33907
0.4 1,00000 0,79762 0.72449 0,67975 0,64780 0,62311 0,45661 0,39450

О 0.6 1 .оопоо 0,83666 0,76803 0,72449 0,69281 0,66805 0,49593 0,43003
11 0.8 1.00000 0,86198 0,79762 0,75557 0,72449 0,69995 0,52504 0,45661

I 1.00000 0.88004 0,81955 0.77902 0,74867 0,72449 0,54825 0.47799
5 1,00000 0,96527 0,93805 0.91565 0,89660 0.88004 0,72449 0.64780

10 1,00000 0,98144 0,96527 0.95094 0,93805 0,92536 0,79762 0,72449

0 1,49535 1.25743 ' 1,13622 1,05737 1.00000 0,66874 0,56234
0.2 6,00000 1.45972 1,24194 1,12883 1,05448 1,00000 0,67922 0,57396
0,4 3.50000 1,42695 1,22776 1,12208 1,05184 1,ООООО 0,68865 0,58438

II 0,6 2,66667 1,39701 1.21480 1,11592 1,04944 1.ООООО 0,6 )̂724 0.59385
0.8 2.25000 1.36981 1,20295 1,11028 1,04724 1,ООООО 0,7051( 0,60253

1 2,00000 1.34516 1,19212 !,10511 1,04521 1,00000 0,71237 0,61о54
5 1.20000 1 .1338Й 1,08793 1.05266 1,02405 .1,00000 0,79684 0,70524

10 1.10000 1,07344 1,05116 1,03195 1,01507 1,00000 0,84,504 0,76231

0 2.23607 1,88030 1.69904 1,58114 1,49535 1,ООООО 0,84090
0,2 26,00000 2,20854 1,86384 1,68725 1,57201 1.48800 1,ООООО 0.84222

■*лII 0.4 13,50000 2.18126 1,84758 1,67560 1,56302 1,48076 1,ООООО 0,84352и 0.6 9,33333 2,15425 1,83153 1,66413 1,55417 1,47363 1,00000 0.84478
0,8 7.25000 2,12757 1,81570 1,65282 1,54545 1,46662 1,ООООО 0.84603

1 6,00000 2.10123 1,80009 1,64169 1,53687 1,45972 1,00000 0,84725
5 2.00000 1,68077 1.54462 1,45789 1,39460 1,34516 1,ООООО 0,86747

10 1.50000 1.41893 1,36225 1.31861 1.28314 1,25328 1,ООООО 0,88541

0 2,65915 2,23607 2.02051 1,88030 1,77828 1.18921 1,ООООО
0.2 51,00000 2.63711 2.22227 2,01023 1.87205 1.77138 1,18809 1,00000о 0.4 26,00000 2,61512 2,20854 2 ,ооооа 1,86384 1,76452 1,18698 1,00000

II 0,6 17,66666 2,59318 2.19487 1,-98982' 1,85569 1,7о771 1,18588 1.ООООО
'.!2 0.8 13.50000 2,57132 2.18126 1,97970 1,84758 1,75095 1,18479 1,ООООО

1 11,00000 2,549.54 2,16772 1.96965 1,83953 1,74423 1,18371 1,ООООО
5 3,00000 2,14818 1,91780 1,78413 1,69118 1,62057 1,16403 1,ООООО

10 2.00000 1.79320 1.68077 1.60341 1.54462 1.49733 1,14390 1,ООООО

§ 8.3. М етод  последовательных приближений 
(метод итераций)

В  тех случаях, когда нагреваемое, тело является термически 
массивным (в случае радиационио-конвектидного нагрева число В\ 
не превышает 0,5), для определения температуры в одномерных 
телах классической формы можно применить метод последователь­
ных приближений [21].



Процесс нагревания твердых тел, теплота к которым подводится 
одновременно конвекцией и излучением, описывается краевой 
задачей *

ае (л :. Ро )/аРо= а"0 (Х . Po)/aл'2+ (v/X)x 
х|а0(л:, Ро)/ах) ( | Л | <  1, Ро> 0); 
в(Л :, 0) = в«; (8.36)
^0(0, Ро)/ах = 0;
д в ( \ .  Ро )/аХ-В1р(р [1  — 0(1,  Ро)!+1 —  0М 1.'ро )),

где р=В1/В]р>0, v= 0 , 1, 2, для задач плоской, цилиндрической 
и сферической симметрии соответственно.

Для решения задачи, выраженной уравнениями (8.36), применим 
метод последовательных приближений. В  качестве т-го приближе­
ния {т ~\,  2, .. .) можно принять аналитическое решение краевой 
задачи

д в ^ ( Х ,  Ро)/аРо=а^0„(Л , f o ) / d X ‘̂ -h iv /X )x
х 1 а е „ ( Л .  Р о ) / а х ] ;

ае,ло , Ро)/ах=0;
d Q j \ ,  Fo)/dX =  B \ J \ - e j \ . F o ) l

(8.37)

которое может быть получено любым классическим методом.
Первое приближение вычисляется при B i i  = Bip(p-f4) = consl. 

В  последующих приближениях при решении системы (8.37) полагают

Bi„ =  B i ^ b + l + 0 „_,(l, Fo‘) +  e^_,(l. F o» )+ 0J,_,(1, Fo')] =
= const,

I

где Po* — момент времени, для которого необходимо найти изме­
нение температуры по сечению тела.

В  силу того, что имеют место соотношения
B ii =  B ip (p+ 4 )> B i2  = B ip [p + l+ 0 i ( l ,  Ро* ')+ 0 ?(1 , P o * )+ 0 iX
Х(1. Ро*)]>В1з= . . .  > B ip [p + l +  0 ( l ,  Ро*) +  02(1, Ро*)+  ^
+  0^(1, Ро*)|,

для последующих приближений будут выполняться неравенства вида 
0 i ( A .  Ро*)> 02 (Х . Ро*)> 0а(Л , Ро*)>  . . .  > в { А ' ,  Fo).

Как правило, достаточно ограничиться третьим приближением, 
потому что аппроксимации более высокого порядка дают незначи­
тельные уточнения.'

Анализ результатов использования метода итераций показал 
(табл. 8.2, [21j), что максимальная погрешность расчетов имеет 
наибольшее значение в начальный момент времени для теплового 
центра тела и не превышает 6 % .  С увеличением значений Ро рас­



хождение быстро уменьшается. При прочих равных условиях точ­
ность определения температурного поля для шара и цилиндра 
выше, чем для пластины.

Таблица 8.2
Сравнение результатов расчета гемпературы 

неограниченной пластины (В1р=2; B i »0 ;  9о=0>2)

Fo
в ( . Fo). вычисленная

численным методом методом итераций б. %

0,1 0,7548 0.7810 3,47
0,2 0,8391 0,8512 1.42
0.3 0.8774 0,8855 0.92
0,4 0,9026 0,9092 0,73
0,5 0.9215 0,9267 0.56
0.6 0,9364 0,9407 0,46
0,7 0.9483 0,9519 0.38
0.8 0,9579 0.9610 0,32
0.9 0,9719 0,9741 0,23

0(0.  Fo)

0,! 0,2146 0,2198 2,42
0.2 0,3012 0,3191 5.94
0.3 0,4087 0,4315 5,58
0,4 0.5070 0,5301 4,56
0.5 0,5910 0,6131 3,74
0,6 0,6614 0,6817 3,07
0,7 0,7201 0,7384 2,54
0,8 0.7589 0,7851 2,11
0.9 0,8093 0,8235 1.75
1,0 0.8428 0,8550 1.45

§ 8.4. М етод  малого параметра

В настоящее время асимптотические методы решения нелинейных 
уравнений в частных производных с малым параметром [73, 76] 
стали широко применяться в теории нелинейного теплопереноса [50].

Суть применяемых методов, называемых еще методами возму­
щений, заключается во введении небольших поправок к основному 
(невозмущенному) решению задачи в виде ряда. При этом парамет­
рами разложения являются содержащиеся в краевой задаче малые 
числовые коэффициенты.

В случае граничных условий, содержащих несущественные нели­
нейности. методы возмущений дают приближенные решения при 
сравнительно несложных вычислениях [105].

В последние годы разработаны новые приемы н варианты ме­
тода малого параметра для решения краевых задач нестационарной 
теплопроводности с существенно нелинейными граничными условиями.

Изложим метод |50|, который позволяет решать задачи с нели­
нейными граничными условиями для тел любой геометрической 
■формы.



Необходимо определить температурное поле в теле произволь­
ной геометрической формы в случае постоянных К, с, р при со­
вместном радиационно-конвективном теплообмене в среде, темпера­
тура которой есть произвольная функция времени.

Математическая постановка задачи имеет вид

дТ/дт~а^^Т, т>0;
7'1т=о=/(р): .

дТ
дп

(8.38)
(8.39)

(8.40)

где а̂ , —  так называемый суммарный коэффициент теплоотдачи, 
который в общем случае произвольно зависит от температуры 
поверхности тела Т, и температуры среды Тд.

В  выражении для а̂ , выделим зависящую и не зависящую от Г ,  
части:

т1 = а^.^(Г^, х ) + Р { Т „  Т^т),  т).

Например, в случае радиационно-конвективного нагрева коэффициент
и ,= а , | Г „  Т „  т |+ о, [ ( г ‘ - Г ‘ ) / ( Г „ ( т ) - 7 ’^]

(где Ов равно произведению постоянной Стефана— Больцмана на 
коэффициент черноты поверхности тела), т. е.

=  т )+ Ф (Г ,,  Тс. т)+Ое — Г^)/(7'с — Г^)].

Тогда, вводя параметр е(0< е< 1) в граничное условие (8.40), после 
выделения линейной части получим

— ^ ~  + “ 2 (Т’с — Т^, т) =  0, (8.41)
дп  ̂ о

где т) = а^^(Г^, т)+0в7’?; т )= ф [Г „  Т^, т ](Гр  —

- 7 ’.) А  [ т ! т ^ - т 1 ] .
Предполагаем, что выполняется условие малости Р[Т^, Т^, х\, 

необходимое для применения теории возмущений:

| ^ |Г „  Г „ ,  т|/(а, Г Л « 1 ,  (8.42)

Последнее условие выполняется всегда при ф=0. Если же 
Т^, т)=7̂ =0 , то необходимо установить область изменения Т ,̂ в ко­
торой выполняется условие (8.42). Граничное условие (8.41) совпа­
дает с граничным условием (8.40), если положить е=1, а в случае
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е=0 имеем граничное условие линейной, так называемой «невозму- 
щениой», краевой задачи, математическое описание которой имеет вид

а дх

Т f, |г^о — / {рУ,

Ê L
дп

—  к

(8.43)

Методы решения задачи (8.43) известны.
Искомое решение задачи (8.38), (8.39), (8.41) согласно методу 

возмущений представим в виде ряда по возрастающим степеням е

Т { р ;  т, е )-  2  "Г* £)•
т = 0

(8.44)

где функции Т „ { р ,  т, е) определяются последовательным решением, 
начиная с решения «невозмущенной» задачи (при т= 0 ), имеющей 
математическую модель (8.43).

Подставляя (8.44) в (8.38), (8.39) и (8.41) и раскладывая в (8.41) 
Р(Т^, Тс, т) в ряд Тейлора по степеням параметра г, выбираем 
члены, содержащие коэффициенты прн одинаковых степенях е. 
Получаем систему уравнений для определения т = 1 , 2, ..

^ ^ = 0  ( pgQ.  т>0); 
а дх

дТп 
дп

(8.45)

где Т^, х]/о.^ в отличие от случая, когда г п = 0 , не
заданная функция Т^{х),  а функция, определяемая из предыдущих
приближений и зависящая от вида Р{Т^, Т^, т). В  общем случае

^ 1 = / ' ( Г Л е ) ,  Г ^ ( т ) ,  е = 0 ;

' \ да /е=о’

р  1
( т  —  \)\ \

В  результате с помощью метода малого параметра краевая за­
дача с нелинейным граничным условием (8.45) сводится к решению 
последовательности краевых задач по определению коэффициентов 
р^13ложения Т „ { р ,  т) формального решения (8.44). При этом за­
дачи (8.43) и (8.45) имеют одинаковые структуры и для их решения 
можно воспользоваться единым методом.



На первом шаге определяется функция как решение задачи 
(8.43), а затем последовательно определяются функции ^ „ (х ,  т), 
т = \ ,  2, . . . .  как решение задач (8.45).

Для получения решения нелинейной краевой задачи (8.38)— 
(8.40) в виде суммы ряда (8.44) при е =  1

СО

Т { р ,  т . е ) =  7 '(р ,  т. 1 )=  2  т )
т=0

достаточно ограничиться двумя-тремя приближениями и точность 
расчета при т = \  . . .  3 достигается в пределах 1 % |50].

Итак, основная идея описанной методики применения метода 
малого параметра к решению нестационарных нелинейных задач 
теплопроводности заключается в выделении линейной и нелинейной 
частей в суммарном коэффициенте теплоотдачи Достоинство 
методики состоит в том, что может быть получено решение такой 
краевой задачи с нелинейными' граничными условиями, у которой 
есть решение соответствующей линейной задачи (невозмущенной).

В ¡50) приведены результаты решения методом малого параметра 
такой задачи:

^ = = а 1 & ^ Т / д х - ), \ x \ < R , т > 0 ;  
от

+ и (Г , )1 Г „- Г ,1  =  0;
дх X— Я 

Т {X, 0) =  Го,

где и (Г ,) = « ; . (Г . )= а » + а ,[ (Г ’ - Г : ) / ( Т , - Г , ) ; .
Для расчета выбраны следу­
ющие значения величин:7^=
= 1873 К; Г „  = 28] К; Л =
— 0,25м; а,1== 109,5 Вт/(м'^К); «д 
Я = 27.4 ВтД м .К ); а = 0,бх ’
X 10~  ̂ мVc; Ов— 1.67-Ю“ ** дс 
Вт/Чм-^-К )̂.

Результаты расчетов пред- 
ставлены графически на 
рис. 8.3 [50], при этом резуль- о,2
тат третьего приближения  ̂ ои об  аХ/~^
полностью совпадает с кри- ’ ' ’
вой 2. Анализ результатов
по казы вает , что  погреш ности  8.3. Изменение относительной темпе-
метода м алого  п арам етра за- ратуры поверхности неограниченной пласти-. 
в и с я т  от врем ени : при Р о =  «иь! во времени при соимесгном нагреве коя- 
>=ат//?^<0,3 д остаточно  не- векцией и радиациен:
_____ _______\ „  „ „  ..л  { — Ь е  приближение при рсшенки методом малого
п о льзо вать  1-е при бли ж ени е , параметра; ? — решение методом работы |19]: 
при Р о < 0 ,6  необходимо вы-  ̂— 2-е приближение: О-е приближение



полнить 2-е приближение. Сравнение кривых 4 и 2 свидетельствует 
о той ногрешности, которая возникает при решении линейной за­
дачи по сравнению с решением нелинейной.

§  8.5. Метод Био

В  своих работах Био (14) при решении линейных задач тепло­
проводности предложил использовать запись уравнений в форме 
Лагранжа. В  работах [14, 118, 121) вариационный метод Био при­
меняется для решения задач с нелинейными граничными условиями. 
Рассмотрим метод Био в применении к задачам с нелинейными 
граничными условиями на примере теплоизлучающего полупрост­
ранства [121].

Температурное поле аппроксимируется с помощью п-{-р основ­
ных координат

Т  =  Т (х ,  у, г. £/2, . . . ,  £/„+р).
К а к  и в случае линейной задачи, использование первых п обоб­
щенных координат приводит к системе дифференциальных уравнений, 
записанных в форме Лагранжа (6.86):

Координаты >  О с номерами у = л + 1, п-1-2, л+ р  использу­
ются для приближенного удовлетворения нелинейным граничным 
условиям краевой задачи к( Т)\ ^= 0,  где (Г )  — нелинейная 
функция.

Требуется выполнение до некоторой степени произвольного урав­
нения баланса энергии на поверхности 5

Уравнение (8.47) представляет собой систему р алгебраических 
уравнений.

Пусть дана следующая краевая задача:
ср{дТ/дх)  =  ‘к (д^Т/дх^), х>0, т>0;
Т {х ,  0) =  Т,-
к { д Т { 0 ,  х)/дх]^-Н[Т'^{0, т ) - Г Г ] = 0 ,

где в случае конвективного теплообмена т = 1 ,  /г=а — коэффициент 
теплоотдачи, а при радиационном теплообмене т  =  4; Л ——ео (е — 
коэффициент черноты поверхности; а — постоянная Стефана — Больц­
мана); Гс — абсолютная температура окружающей среды.
'  Введем две обобщенные координаты: дх — абсолютная темпера­

тура на границе, — глубина прогретого слоя — и представим 
функцию температуры в виде

дE/дq}^\~дD/дqi=QJ, (8.46)

(8.47)

(8.48)



Подставляя профиль температуры (8.48) в выражение (6.74), нахо­
дим вид вектора теплового потока:

//=-е{(1/3)ср^?2(7’о“ ^1)[1 (8.49)
где е — единичный вектор, направленный вдоль оси х.

Используя (8.48), получим выражения для функций £  и С:
£=(1/10)ф£?2 {Го — íгl)^
о = - ^  [ 5 , 1 _  15 ( Г ,  -  ?,) ,«<71?. +13 (Г „  -  .

С учетом выражений для 6  (8.48) и //(8.49) определим «темпе­
ратурную» силу по формуле

Подставляя выражения для £' и О в формулу (8.46), получим урав­
нение Лагранжа для координаты

84 (Го — (срА) £?г — 3 (То — ^1) ̂ 21 =  0. (8.50)
Связь между координатами и ^2 находим, удовлетворяя усло­

вию (8.47):

-  {« Г  -  Г Г )  а,=0. (Ь.51)
Выразим (?г через из уравнения (8.51) и подставим его значение 
в уравнение (8.50). Приходим к дифференциальному уравнению 
первого порядка с начальным условием (?1= То при т=0, которое 
легко интегрируется:

С (1 - г ) [5(г'” - 2 ^ )+ З т (1 _ г )г '”-Ч  ̂ 21 ,

------------------- -— --------------^  а г = ----- t.
[г-  -  г Ч У  В

I

Здесь /=1Л‘‘/ (ср М 1Г§ ''"- ‘ 'т ,  г = ^ / Г „  г „= Г „/ Г „ .
В частных случаях: 

при т = \

(8.52)
5 2 \ Z — Zal г— 1 — го 

при т  =  4

42  ̂ ( 1 ~ г )  гв-Ьг5(3 _ 4 г ) 1
5 11

1

Л (

3 ( 2в-|-2} (го —  1)
—  агс1й ( г - 1) го

2г„ (2о —  г) (гo-f 1) г» г |+ г
(8.53)

На рис. 8.4 [121] представлены результаты расчетов по форму­
лам (8.52) и (8.53) при 7^=0, Тд=0,5То, То =  2То. Сравнение этих



0,01

V ^ 1
\ /л(гЛ \\ \\ 

V  \\ / 5-

/ /
д /

данных с точным решением при 
гп— \ и Гс= 0  показывает вполне 
удовлетворительное согласование 
результатов.

§ 8.6. Построение 
асимптотических 
решений задач 

с нелинейными граничными 
условиями

0,5 f.5

Рис. 8.4. Измене 1̂ ие температуры 
поверхности для полуиространстиа 
в случае, когда тепловой поток на 
поверхности пропорционален т-й сте­

пени температуры поверхности:
1—т̂ \. Т̂ О̂: 8 —т==4, 7'.=0:
3 — тп*=4,

=»2Г„:
Т„=0,6Г„

5 _ « ^ 4 .  Г,= 
сешекие. т = 1

.- т = 1 .
>2Та; в — точное 

Т„=̂ 0

На основе исследования анали­
тических свойств решений .преоб­
разованных по Лапласу краевых 
задач получены асимптотические 
решения уравнений параболическо­
го типа с нелинейными гранич­
ными условиями [92].

Проиллюстрируем метод на при­
мере одномерной задачи ¡епло- 
проводности с однородным началь­
ным распределением температуры. 
Имеем

d0/dFo=a2e/dX“+ (l/v )(a0 /ax ), о< л:< 1 , Ро>0;
0 ( А ,  О) =  0 , ;
а0 (1 , Ро)/аА' =  В1[0(1. Ро)][0^ — 0(1,  Ро)]; 
д В  (О, Ро)/(?Л=0,

где V — коэффициент формы тела.
Нелинейное граничное условие в (8.54) можно представить в виде
^0(1 , Ро)/аЛ =  В1 [0 (1 , Ро)]|0(, — 0 (1 , Ро)]= д(Ро), (8.55)

где функция ^ (Ро ) допускает интегральное преобразование по Лап­
ласу.

Применим к задаче, записанной уравнениями (8.54), (8.55), ин­
тегральное преобразование Лапласа (см. гл. V ) и в области иЭобра-

(8.54)

жений получим решение в виде 
© ( Л ,  з ) ~ в „ / 8 ^ д ( ^ Р { Х ,  5 ^

с Ь [|/ '5  Х^1\^5  зЬ ]/"5 , у = 0;

где (X , 5)= '^п[У^ -^)/1/^5 7, 5 ), v=  1;
/ -  — 

зН (|/^5 Х ' ^ / У 3 X  с̂Ь ]/"х  ̂ зИ У !>

(8.56)

г  =  2.

Р е ш е н и е  д л я  б о л ь ш и х  з н а ч е н и й  в р е м е н и .  Известно 
что поведение функции при больших значениях времени 

схэ определяется в области изображений самой правой особой



точкой в комплексной области. Такой точкой для функции F { X ,  5) 
является полюс s=0. Тогда, учитывая, что ^ ( s ) ( F o ) ,  F { X ,  s ) - ^
~^TtsF{X,  s)-=v+l, и применяя теорему умножения изображений 
(см. § 5.2), осуществим переход к оригиналам в (8.56):
'  Fo

С-)(А:, F o ) - © o ^ ( v  +  l) f B i [0 ( l ,  0 ] [ © с - ® ( 1 .
b

при Fí) со. (8.57)
Полученное решение (8.57) не учитывает распределения темпе­

ратуры по пространственной координате X.  Поэтому для получения 
последующих приближений, учитывающих неоднородность распреде­
ления температуры по пространственной координате, выделим вто­
рой член в асимптотическом разложении изображения. С этой целью 
представим правую часть выраже11иЛ (8.56) в таком виде:

[s5‘(s) — £?(0)]/^(Х, s)(l/s).
2

Учитывая, что sq{s) — ^ ( 0 ) (Fo) и ^ — >■ res =

/ , 1ЧГГ I (V+3)X> — (v-f-l) .= (v- }- l)ГО 4--̂ -̂-- 2 ^ — * используя теорему умножения изоб­
ражений, получим

Fo
0 ( Х ,  Fo) — 0 o ^ ( v 4 - l )  J  í?(¿)d/+ í?(Fo) (v+ 3 ) X » - ( v + I ) (8.58)

По этому методу можно получить дальнейшие приближения 
к истинному температурному полю при больших значениях време­
ни. В  п-м приближении полное асимптотическое разложение для 
больших значений времени запишется в виде

0 (X , Ро) -  00 -  2  0^ (X ) г!;, (Ро). (8.59)

Функции ср;,(А’) представляют собой полиномы, совпадающие с 
собственными функциями температурного поля при граничных 
условиях II рода [65]. Полученные асимптотические решенйя явля­
ются формальными, так как функции \15д(Ро) нелинейно зависят от 
значения искомой функции на границе 0(1,  Ро). Д ля определения 
температуры поверхности из уравнений (8.57), (8.58) и (8.59) всегда 
можно получить интегродифференциальные уравнения. Например, 
урав1гение (8.58) при Х = \  представляет собой нелинейное инте­
гральное уравнение типа Вольтерра второго рода и его решение 
представимо в виде

в  (1. Го)

, v - | ) ( F o - F o • )=  I’ | 1 _ - ^ ^ [ В 1 ( 0 ) ( 0 „ - в ) ] } х



Здесь 0* — начальное значение искомой функции 0 (1 , Fo) для дан­
ного интегрального уравнения, которое может быть определено из 
алгебраического уравнения

0 * = 0 „- l- B i(0 * ) (ö c - e * ) [ l/ (v + 3 ) l .
Вопрос о нахождении момента времени Fo*, соответствующего 

значению температуры 0*, не может быть решен точно. Поэтому 
для нахождения времени Fo* можно применять различные методы: 
метод интегрального теплового баланса (см. § 7.2), метод, основанный 
на принципе максимума для параболических уравнений. После того 
как определена температура [юверхности тела 0(1,  Fo), распреде­
ление температур по толщине находится элементарно:

0 ( Х ,  F o ) b . 0 ( i .  F o ) + B i [ 0 ( l ,  F o ) | ( 0 , - 0 ( 1 .  F o ) ] ( l / 2 ) ( X ^ - 1).
(8.61)

Р е ш е н и е  д л я  м а л ы х  з н а ч е н и й  в р е м е н и .  Поведение 
функции для малых значений времени может быть определено с по­
мощью упрощения ее выражения в области изображений при боль­
ших значениях параметра s.

Для асимптотического анализа решения (8.56) используем асимп­
тотические разложения специальных функций, входящих в F { X ,  s) 
(921- Так, например, при s -*■ со

ch ^|/"s sh |/̂ ,s exp — j/*s (1 — X ) +

+exp ~ ] i s  ( l -bX )  .

В  результате в области изображений получим

q{s) У Т  {ехр 

+ехр — l/ 's  (1 -г А")

S

v  =  0;

Ч(в)1У~Л\Ь'У  ̂+  ( 1 + З Х ) ; ( 8 > ^ Г  X  Ц2) 

х Х У Х ^  ехр — \ / ^ ^ ( \ ~ Х ) .  у = 1;

X ехр — ] / ^  (1 — X ) ,

у = 2.
Осуществив переход в область оригиналов в (8.62), с использо­

ванием теоремы умножения изображений получим: 
при v==0

Fo

0 (X,  Fo) — ©о ехр { \ - х у
4 (Fo -  О +

+ехр {1+ху-
4 (Fo — i) di\ (8.63)



при v=s 1
Ре

Ро) — ©о—

1-ЬЗЛ

« К а

при \ =  2

ег1с 1 — X

Л И .
У х

dí■,

У л  (Ро — í)
ехр

4 (Ро — О . +

(8.64)

Ро

0 { Х ,  Р о ) - 0 о ^ 9(0 ехр
4 (Ро —  О

dí.(8 .65)

Отметим, что представ.тение (8.62) в случае v = l,2  несправедливо 
вблизи центра симметрии, так как в этом случае У 5 Х- >0 .  Для 
этой области вблизи центра симметрии можно воспользоваться дру­
гим представлением специальных функций (92].

Полученные функциональные решения (8.63)—(8.65) представ­
ляют собой при Х =  \ нелинейные интегральные уравнения типа 
Вольтерра второго рода. Приближенное решение этих уравнений 
можно получить, аппроксимируя функцию теплового потока рядом 
Тейлора /* _

(8 .66)(?(/)^(?(Ро)-!-(/ — Ро ) ? ' ( Ро )+  . . .  — ^ ¿ 7 "̂’ (Ро).,

Тогда, подставляя (8.66) в формулы (8.63)— (8.65) и ограничиваясь 
двумя членами ряда в разложении, получим: 
при v= 0

0(1, Ро) — ©о ^  ¿/[0(1, Р о) ] 2 ]Л Р о ^+2('егГс
У  л У г о

1 \

/

Р о)]
О

при Г=1

—  Ро у  Ро 
2 У л

(8.67)

©(1, Ро) — ©о^( ? [ в (1 ,  Р о)]
У р о  , Ро , Ро̂ 2̂

\

- д ' \ в ( \ ,  Ро )]  

при v =  2

У п  2 

_2Ро^ , Ро̂  , 6Ро»Кро

V з К п

2 У  п

— 4

(1. Ро) — ©о=^(?[©(1, Ро)]

10

'' 2 К ро

(8 .68)

V л

\ з У к
(8.69)

/



Из полученных решений видно, что каждый последующий член 
имеет более высокий порядок малости.

Если ограничиться в (8.67)— (8.69) первым членом, то получим 
алгебраическое уравнение для нахождения температуры поверхности 
6 ( 1 ,  Ро): __  __

2 |/ Р о  [̂ \ ^ 2  ¡ег(с 1 / ]/ "Ро ), у = 0;

2 ]/ ”ро 11 / [ / л  4 ']/ 'Ро у'"44-РоД4 л

V -- 1;

0 (1 , Р о ) - в о
А [6 (1 .  Fo)]

В  табл. 8.3 [92] приведены результаты расчета безразмерной 
температуры 0  на поверхности и в центре пластины, проведенного 
по формулам (8.60) и (8.61), в сравнеинн с точными значениями, 
полученными в [65] при В 1 =  4.

Т а б л и ц а  8.3
Сравнение результатов расчета температуры для больших значемнй Ро

Fo

0 (1 , Fo) в  (0. Fo)

точное peiueHHt' расчет пи (8.601 точное реннские расчс̂ г по (8.61)

0.3 0,7697 0,7437 , 0,2306 0,2310
0.4 0,8041 0.7Н42 0,3513 0,3525
0.5 0.8334 0,8181 0,4476 0,4543

0,9251 0.9228 0,7517 0,7684
2 0,9962 0,9851 0,9445 0,9,583
3 0,9999 0,9992 0,9996 0,9998

Анализ показывает удовлетворительную точность метода во вто­
ром приближении.

На основе данных расчета по аналитическим зависимостям для. 
малых и больших значений чисел Фурье Ро и с использованием 
разностных методов в переходной области В . В. Саломатовым и его 
сотрудниками |92| построены номограммы для расчета температур­
ного поля тела простой формы при условиях высокотемпературного 
теплообмена на поверхностях тел.

Общая погрешность расчета по номограммам не превышает
2— 3 %  в сторону занижения результата расчета.

При построении номограмм использовалось свойство практически 
линейной зависимости температурного поля в режимах нагрева от 
начального распределения ©о, при прочих равных значениях опре­
деляющих чисел подобия и ©о<0,6.

Аналитически это свойство можно записать так;
0 ( Х ,  Р о ) ^  0'  {X, Ро) —
( 0 о ~ 0 о ) [ 0 " ( Л : ,  Р о ) - 0 > ( Х ,  Po )]/ (0 i‘



Испо*1ьзуя соотношение {8.70), по известным распределениям 
температуры для значений начальной температуры 0 i  и ©о* можно 
определять температурное поле для произвольного значения 

рис. 8.5—8.10 построены номограммы для неог­
раниченной пластины и неограниченного цилиндра в условиях л у ­
чистого нагрева:

д в { \ .  Ро)/^Л = В 1р[1 — ©М 1. Ро)1-

Для условий аэродинамического нагрева — .Я ; — В } | ) _  0  ( | ̂
дХ

Ро)] — В)р©М1. Ро) на рис. 8.11—8.14 приведены номограммы для 
расчета относительной температуры неограниченной пластины и 
неограниченного цилиндра.

При совместном действии теплового излучения и конвекции 
а©(1. Ро)/дХ = В1[1— ©(1. Ро)] +  В1р[1— 0 ‘*(1, Ро)1 расчет относи­
тельных температур пластины и цилиндра можно провести по номо­
граммам,_ показанным на рис. 8.15— 8.18. В  условиях нагрева пла­
стины и цилиндра от источника теплового излучения, изменяющего 
свою температуру по линейному закону ¿^©(1. Ро)/аХ =  В 1р[ ( 1 +  
- 1- Р(]Ро)“ - 0^(1. Ро}), следует использовать номограммы па 
рис. 8.19-8.22.

Радиационный нагрев квадратного бруса можно рассчитывать 
по номограммам, приведенным на рис. 8.23 и 8.24.

Для процессов охлаждения тел необходимо применять другой 
алгоритм расчета. На рис. 8.25— 8.27 приведены номограммы рас­
чета относительной температуры пластины и цилиндра в условиях 
лучистого охлаждения

( ; в ( 1 , Р о )/а х = В 1р[©*(1 , Р о ) - ! ] .

с  [юмощью номограмм просто решаются две основные задачи, 
встречающиеся на практике.

О п р е д е л е н и е  т е м п е р а т у р ы  т е л а  по известной начальной 
температуре и времени прогрева рассмотрим на следующем примере 
[92]. Плоский образец из углеродистой стали толщиной 6 =  0,35 м 
нагревается на сплошном поду в печи с постоянной температурой 
газов 7’с=1273К. Необходимо определить температуру внешней по­
верхности, центральной плоскости, а также среднюю по массе об­
разна через 2  ч после начала прогрева, если начальная температура 
металла 7' =  293 К. Теплофизические свойства стали заданы: Ср—
— 0,65 кДж/(кг*К); р = 7800 кг/м^ а = 0 , 0 2 4 - 6 , 6 - м ^ с ;  л=» 
==35 Вт/(м-К) (среднее значение в интервале 293— 1273 К).

Значение видимого коэффициента излучения Од^З.б Вт/(м-К*).
Вычислим значения чисел подобия: В1р = ав6 ТсД  = 0,722; ©о =  

^^Т 1̂Т .̂ =  0,230-, Ро = ат/6'^=0,392 и с помощью номограммы на 
рис. 8.5—8.7 определим температуру поверхности: ©з =0,668,
=850 К; плоскости симметрии: ©̂  =  0,386, 7'ц=491 К; среднюю по 
массе: © — 0,477, Т’ = 607К соответственно.
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Рис. 8.11- Номограмма для расчета относительной гемпературы на поверхности 
плоского элемента в условиях аэродинамического нагрева:
• — B ip = 0 .2 5 :----------В1р=4.0; B ip = 0 .5 ; -------Bip=2.0

I 05 2 5 12 си ол 0.5
61/В1-Р — ^ —►

Рис. 8-12. Номограмма для расчета относительной температуры в адиабатном 
ссчении плоского элемента и условиях аэродина.унческого нагрева {oбoэнaчefíИя

см. на п/п рис. 8.11)



й5ф! 7. ; о.? й,7 ОА 0$
81/815, —» 3,--*-

Рис. 8-13. Номограмма для расчета относительной температуры на поверхности 
цилиндрического элемента в условиях аэродинамического нагрева (обозначения

см. на п/п рис. 8.11)

Рис- 8.14. Номограмма для расчета относительной температуры в адиабатном 
сечении цилиндрического элемента в условиях аэродинамического нагрева (обо­

значения см. на п/п рис. 8.11)



Рис. 8.15. Номограмма для расчета относительной температуры на поверхности 
неограниченной пластины ь условиях лучисто-коивектинного нагрева; *

,1—Н(р=.0.25; й—Н1р*=|.0; 9—В1р=4.0

вiD •? г 1 й? / 2 й.‘, 0.6В1/81р ^
Рис. 8.16. Номограмма для расчета относительной температуры в пептре неогрв- 
ниченной пластшш в условиях лучисго конвективного нагрева (значения В1 см.

на п/п рис. 8.15)



Рис. я. 17. Номо1‘раммя для расчета oтJlocитeлы^oй температуры на поверхности 
бесконечного цилиндра в услониях лучнсто коннскгинного мигрени (значения В1

см. на п /11 рис. 8.15)

Рис 8.18. Номограмма лля расчета относнтслыюн температуры на оси бесконеч­
ного цилиндра и условиях лучисто-конвектипного нагрева Цначения В\ см,

на п/н рис. 8.15)



Ри с . 8.19. Номограмма для расчета относительной температуры на поверхности 
неограниченной пластины, нагреваемой от лучистого источника теплоты, изме­
няющего Свою температуру по линейному закону (обозначения см. на п/п

рис. 8.11)

Ри с . 8.20. Номограмма для расчета относительной температуры в центре неогра­
ниченной пластины, нагреваемой от лучистого источника теплоты, изменяющего 

свою температуру по линейному закону (обозначения см. на п/п рис. 8.11)



Рис. 8.21. Номограмма дл>1 расчета относительной температуры на поверхности 
бесконечного цилиндра, нагреваемого от лучистого источника теплоты, изменяю­
щего свою температуру по линейному закону (обозначения см. на п/п рис. 8.11)

Рис. 8.22. Номограмма для расчета относительной температуры на оси беско­
нечного цилиндра, нагреваемого от лучистого источника теплоты, изменяющего 

свою температуру по линейному закону (обозначения см. на п/п рис. 8.11)



Рис. 8.23. Номограмма для расчета относительной тгмпературы центра 
бруса киадрятного сечения н услониях лучистого нагрена

Рис". .8.24. Номограмма 1 ля расчето относительной температуры се­
редины грани квадратного бруса в условиях лучистого нагрева



Рис. 8.25. Номограмма для расчета огносительноЙ температуры на 
поиерхнисти неограничсннпй пластины в условиях радиационного ох­

лаждения

Рис. 8.26. Номограмма для расчета относительной температуры на поверхностр 
бесконечного цилиндра в услониях радиационного охлаждения
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Рис. 8.27. Номограмма для расчета относительной температуры на оси беско 
иечного цилиндра в условиях радиациоиного охлаждения

Сформулируем вторую часто встречающуюся задачу.
О п р е д е л и т ь  в р е м я  п р о г р е в а  стального слитка цилиндри­

ческой формы от 7'о=273 К  до средней по массе температуры Т  =  
=  1373 К  в печи G постоянной температурой 1573 К  [92]. Диа­
метр нагреваемого образца 2R — 750 мм, тсплоприводность (средняя 
в интервале от 273 до 1373 К ) ?̂  =  45,36 Вт/(м-К). Другие данные, 
необходимые для расчета: с,,--0,712 кДж/(кг-К); р =  7500 кг/м^ 
О :-0,0305 м^ч; ав^-4,65 Вт/(м‘̂ -К^).

Значения чисел подобия: в„--=0,173; Bip=l,5; в  —0,87.
По значению 0„ на среднем графике номограммы (см. рис. 8.9) 

находим точку, соответствующую значению (-). Затем через эту 
точку проводим прямую под произвольным наклоном к оси абсцисс 
до пересечения с прямыми 0о =  О,2 и 0о = О,6. По значениям 0  , 
полученным в точках пересечения, и заданному значению числа Bip 
определяем число Fo из левого и правого графиков номограммы. 
Сравнивая найденные значения числа Фурье, изменяем наклон пря­
мой на среднем графике так, чтобы значения чисел Фурье слева 
и справа совпадали. Это значение и будет искомым числом Фурье. 
В  рассматриваемом примере значение Fo—0,44, а соответствующее 
время нагрева т « 2  ч. Кроме рассмотренных выше двух задач 
с помощью номограмм можно решить и другие задачи, нанримср 
нахождение скорости изменения температуры, скалярной величины 
градиента температурного поля и др.



Отметим,что при построении номограмм для расчетов процессов 
нагрева при линейном изменении во времени температуры высоко­
интенсивного источника теплоты {рис. 8.19— 8.22), наряду с данны­
ми численных расчетов, использовались такж е  следующие законо­
мерности [92]. В  процессе нагрева условно выделили две стадии;
а) инерционного теплового режима, когда температурное поле внут­
ри тела слабо зависит от потока собственного излучения и сущест­
венно определяется первоначальным распределением температуры;
б) теплового режима, когда собственное излучение теплоты играет 
решающую роль в формировании температурного поля.



Г Л А В А  IX

МЕТОДЫ РЕШ ЕНИЯ КРАЕВЫХ ЗА Д А Ч  
ПРИ НАЛИЧИИ Ф А З О В Ы Х  ПЕРЕХОДОВ

Теоретическое изучение процессов теплопроподности при иалнчии 
в изучаемых системах фазовых переходов (процессы плавления и 
звтвердевания материалов, процессы горения и т, д.) в значительной 
мере усложннетсн тем, что математические модели этих процессов 
представляют собой нелинейные краевые задачи теории теплопро­
водности.

Для исследования математических моделей этих процессов П1и- 
роко примемиются приближенные аналитические методм, позволяю­
щие решать одномерные задачи, а н последнее времн. н связи 
с быстрым развитием т .1числителык)й техники, все более широкое 
применение находят численные методы решения таких задач. Точн1>1е 
решения задач теплопроводности при наличии фазовы.ч иревратений 
из-за их нелинейности получить, как правило, не удается.

При решении краевых задач теории теплопроводности с нели­
нейностью, обуслг^влениой фазовыми переходами, наиболее широко 
применяются следующие приближенные аналитические и численные 
методы; методы взвешенных вычетов [ЗО], интегральный метод |30, 
50, 67, 77], вариационные методы [14, 50, 93], метод малого пара­
метра [50], метод итераций [50. 71], методы сведения к интегральным 
и дифференциальным уравнениям |87|, метод сеток [50. 79, 88|, 
метод прямых [50, 88].

Рассмотрим примеры применения некоторых из вышеперечислен­
ных приближенных аналитических методов к нелинейным краевым 
задачам теплопроводности (процессы теплопроводности при наличии 
фазовых переходов).

§ 9.1. М етод  сведения краевых задач 
к интегральным уравнениям типа Вольтерра

Основные положения метода сведения краевых задач нестацио­
нарной теплопроводности к интегральным уравнениям типа Воль* 
терра (метод тепловых потенциалов) были изложены нами ранее 
в § 3.3. Теперь рассмотрим вопрос о применении данно1о метода 
к решению задач нестационарной теплопроводности при наличии 
фазовых переходов. В качестве примера рассмотрим одномерную 
задачу Стефана о процессе распределения теплоты в среде, сопро­
вождающемся выделением скрытой тен.юты фазового превращения 
(87) (считается, что конвективный теплообмен отсутствует).

В математической формулировке задача об отыскании полей 
температур твердой [Г , (х, т)] и жидкой [Т'.̂ Сх, т)| фаз, а также



границы раздела фаз [х-у{т ) )  сводится к интегрированию следую­
щей системы уравнений:

0< л< у(т);дТ.
— = а , ----'
д-1 дх̂

~  - 2̂ ^ -  У (т )< х< 1; 
(Н дх̂

Т , { { ) ,  т > 0 ;
T^iy{x),  т) = Т.^(у(т). т) = 0, т> 0 ; 
7’а(/. т ) ^ / 2 ( т ) > 0 . т>0;
Г , ( л .  0) =  Ч1 и ) ,  Ф1(}'. 0) =  0;

Т ^ (х , 0) =  ч :г (х ), ф^О', 0) =  0;

(9.1>

(9.2>

(9.3>

(9.4)

где а, и а:̂  — температуропроводности сред.
[1оложение границы раздела твердой и жидкой фа:1 при затвер- 

деваини последней определяется из условия Стефана

р^ду(т-) =  Я , ^  
ох Г г = у  ( Т ) —  О

дТ.,
дх (х)+0

(9..-П

где О — теплота фазового превращения; Р1 — плотность твердой 
фазы.

Так как рассматривается задача при граничных условиях 1 рода, 
то ее решение ]в силу услов||й (9.3), (9.4)] ищем в виде

//(О - r~8 i ix ,  У1. т, /)(1/Т,(х ,  т ) =  ( — 1)'^'

у (01

н- I ф ((£ )§1(^с. т- 0)с1^+а^ I у (^ ). (9.6}

где у , = 0 , у  ̂=  1\ ¿= 1.2 ; д , {х ,  I ,  х. /) —
функции Г'рина перноЛ краевой задачи для уравнений теплопровод­
ности;

дТ.:дх-. -а,д'П\ дх  ̂ И 1.2)  (9.7)

соответственно (для полупрямой дг>(! в случае /— 1 и для иолупря* 
мой х</ в случае 1 - 2 ).

Положим ¡̂(х, х) = <)Т (X. х)/дх, т>0,  причем 1 — 1 в случае 
0<А<у ( т )  и /--̂ 2 в случае у(т)<дг</. Рассматривая процесс при 
т> 0 и считая, что для твердой и жидкой фаз координата л: изме­
няется в пределах ()<а:<)'(т) и у ( т ) <х< /  соответственно, мри опре­
делении д можно производить операцию дифференпироьаиия под 
знаками интегралов в (9.6). По аналогии с вышеизложент:)1м введем 
в рассмотрение функции 0,{х, т, О. равные функциям Грина для 
второй краевой задачи уравнений теплопроводности (9.7). Очевидно,
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что функции gi  и 61 (¿— 1,2) взаимно сопряжены [87]. Пользуясь 
сопряженностью функций Грина и выполняя интегрирование по 
частям, для £?, (л:, т) получим следующие выражения:

q^(x, т )= (— 1)‘+1 [9 ,(y í) — /i(0)]Gt(x, О, т. 0) —

у (0)
' f i ( t )Gi (x ,  Ур т, t ) á t +  j  (Pí(^)Gj(x, l ,  т, 0)dt +

y,

-\-Q¡ ü i { t ) ~ g , { X ,  y { t ) .  T. t ) á t  , 
ox

b

(9.8)

где ¿=1,2; точки над знаком функции от одной переменной озна­
чают полную производную по этой переменной.

Перейдем теперь в равенствах (9.8) к пределам при л:-^у(т)Ч- 
+ (— 1)'+^-0 (1— 1,2). Наряду с этим будем пользоваться свойствами 
теплового потенциала двойного слоя, а именно тем его свойством, 
что при подходе к точкам границы рассматриваемой области тепло­
вой потенциал двойного слоя терпит разрыв. Это свойство теплового 
потенциала двойного слоя рассмотрено нами ранее в § 3.3, там же 
дано его аналитическое выражение. -

Из уравнения (9.8) получим Щ

Viix)~  lim

т V (0)
x G ¡ { y { x ) ,  0, т, 0) — j /, (О (у (т), Yi, т, t ) á t +  j  (p¡(^)X

о

Из последнего равенства следует, что

v^ {x ) =  2 [ c p x (0 )- / i (0 ) ]G i ( y (T ) ,  ü, T, 0 ) -

ч у ( 0 )



1 ^ | / 2 ( 0 С 2 ( У ( т ) ,  I, I  Ф2(1)<^г(У>('г). I .  т. 0)с1^ —

которое представляет собой интегральную форму записи условия
(9.5), получим систему интегральных уравнений типа Вольтерра, 
к которой свелась исходная краевая задача. Искомые поля темпе­
ратур твердой и жидкой фаз выражаются через функции с^(т) 
(¿=1,2) и у(т)  с помощью квадратур.

В работе 187] показано, что полученная система интегральных 
уравнений может быть решена разностно-итерационным методом. 
При численном решении интегральных уравнений интегралы в пра­
вых частях системы заменяются конечными суммами с помощью 
квадратурных формул. Затем полученные уравнения решаются ите­
рационным методом.

Программа решеиия уравнения Вольтерра, записанная на языке 
АЛГОЛ-60, имеется в приложении V  (алгоритм 7).

В  работах ]87, 98] методом сведения к интегральным уравнениям 
решены некоторые задачи нестационарной теплопроводности при 
наличии фазовых превращений. В  ряде случаев получены точные 
решения задач, в отдельных случаях получаемые системы интег­
ральных уравнений решаются итерационными методами.

В качестве примера, иллюстрирующего процесс применения ме­
тода сведения краевой задачи теплопроводности прн фазовых пре­
вращениях к системе интегральных уравнений и последующего ее 
решения методом последовательных приближений, рассмотрим 
процедуру решения одномерной задачи Стефана |87]: теплопроводя­
щая двухфазная среда заполняет слой 0<л:<1 таким образом, что 
первая фаза расположена внутри слоя Ух (т)<л;<У2 (т), а вторая — 
вне этого слоя. В начальный момент времени температура первой 
фазы равна температуре фазового превращения (принята равной 
нулю), температура второй фазы линейна в каждом из слоев 
0 < д ^ < У 1 (т ) и У 2 (т )< л :< 1 , Уг(0) = 0,25, а у2 (0 ) = 0,75. Температура 
второй фазы в точках х=0 и х = \  равна — 1.

Согласно описанной выше физической модели, математическая 
модель рассматриваемого процесса представляет собой задачу об

о у  (0)

Добавив к этим двум уравнениям выражение



определении поля температур второй фазы и границы фазового пе­
рехода у ( т )  и сводится к интегрированию уравнения теплопровод­
ности (температуропроводность и отношение приняты равными
единице)

дТ1дт^д'^Т1дх^, 0 < х < , у { г ) ,  т> 0 , (9.9)
с начальными и граничными условиями вида

Г (0 ,  т) =  — 1; Т (х ,  0) =  — 4 (О ,25-х ); 7’ (у(т), т )- 0 ;

дт дх

(9 .1 0 )

(9.11)

; у(0)=0,25.
<=»У (Т)

Перед тем как приступить к расчетам, приведем без доказатель­
ства лемму |87|; пусть и (7о, определены и пс'прерывпы в обла­
стях О X у  (т) и соотиетствс'нно у ( т ) <  л: <  ! при 0 - 4 т < / ,  при­
чем в этих областях

дх̂  дт

V\ I х=у =

дх  ̂ дт

и 2 I »:=у (Т) =0.
Тогда неравенства

у ( т ) > 2 (т) при 0 < т < т п < ^ ;

дх I г = у ( Т )  

влекут за собой неравенство

г ( т ) < у ( т )  при То<Т</.
Изменение знака в неравенствах (9.11) — (9.13) влечет за собой из­
менение знака в неравенстве (9.14), Краевая задача (9.9) — (9.10), 
как это сделано ранее, сводится к системе двух интегральных урав­
нений:

дт I  дх

(9.12)

(9.13)

(9.14)

V (т) =  4 / ег[ у (т)+=\25

г К т
егГ

у (т) — 0,25 ■>

X

Хе

' 4 ( т - 0

[У (т ) -ь у  (/),|»)

2 / х
|У(Т) - у ( / ) ] ‘

4 (Т-/)

-------X
К  л

У(т) + У(0 
4 ( т - 0 X

4 (Т-0 (11

%
у  ( т ) = 0,25 -I- С V (О 6.1.

(9.15)



с  помощью леммы можно предварительно оценить длительность 
процесса по времени. Полагая

erf

|Т| = -  1 - : z (t )= 2 y 1 / t .

выберем параметр у таким образом, чтобы выполнялось условие

(12 у ^  дТ
дх х=г (X)

г(т)  =
dT V

т . е .  г ( т ) < Н Е ^ ) .
лт erf Y

Определенные таким образом функции Т (х, т) и г(т)  удовлетво­
ряют всем условиям сформулированной выше леммы, и, следователь­
но, 2 ( т ) < у ( т )  для всего времени протекания процесса. Положив 
Y = 0 , 6 ,  получаем, что 2(т) станет равно 0,5 за время 0,174, т. е. 
время протекания процесса ¿<0,174. Мажоранта для у(т) опреде­
ляется следующим образом: у {т )< 2 (т )“ |/"0,0625-1-2т, что приводит 
к неравенству />0,093. Таким образом, 0,093</‘<0,174.

Далее вычислительный процесс проводится следующим образом. 
С учетом последней оценки задаемся интервалом (О, t) и точками его 
разбиения (fe = 0, 1, 2, .. ., N), причем Г  Начальные
приближения выбираются путем графической экстраполяции
для т>0,01 с помощью (|юрмулы

-ij + l

при 0,00002 •< Т -< 0,01. Здесь (3 — поправочный коэффициент; 
Ип (0,00001) принято равным (0) = у (0) = 4.

Интегралы [5 правых частях уравнений (9.15) считались по фор­
муле Симпсона или по формуле

Л' — 1
с1т ^  V(I) (/,

/ г г fr=0
(о )(Л  T fi)+ w (/ , Tfi+i)l ( l / / —

( ¿2  ̂ (/^ — . . .  — 2̂)

в том случае, когда формула Симпсона неприменима. После вычис­
лений начальных приближений Оо(Ть) (^ = 0, 1, 2, . .., N) вычисля­
ются Уо(т^). Затем вычисляются 1'1 (Тй), У\{т̂ ) и так далее до дости­
жения заданной точности.

В табл. 9.1 представлены результаты расчетов и „(т) и у„ (т)  для 
различных значений времени. Погрешность итераций при вычисле­
ниях, как следует из этой таблицы, невелика. Несколько большая
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погрешность итераций при вычислениях и^(т) для значений времени 
т=0,02 li т = 0,06 объясняется тем, что для этих точек экстраполя­
ция начальных («нулевых») приближений была проведена несколько 
менее удачно.,

 ̂ §  9.2. Метод последовательных приближений
I

Идея метода последовательных приближений (метода итераций) 
была изложена нами применительно к краевым задачам теории не­
стационарной теплопроводности при нелинейных граничных условиях 
в 8.3, а применительно к задачам при коэффициентах переноса, 
зависящих от температуры, будет изложена в ÿ 10.6. Ранее было 
отмечено, что этот метод может б[>1ть использован при решении задач 

f нестационарной теплопроводности при наличии фазовых нереходов. 
Здесь рассмотрим задачу о промерзании жидкости, в которую помешен 
цилиндрический бесконечный стержень (71).

Пусть жидкость заполняет некоторую область а">г„. Те.мпература 
жидкости поддерживается постоянной и равной Т^, причем выше 
температуры фазового перехода Т, .  Начиная с момента времени т —О 
на поверхности стержня { г -  г„) поддерживается заданный тепловой 
режим (задан тепловой поток постоянной величины), вследствие чего 
жидкость начинает промерзать.

В данной задаче искомыми функциями являются толщина намо­
роженного слоя г—у(т)  и температурное поле в нем Г  (г, т). Будем 
считать, что теплофизические свойства намерзающего на стержень 
льда заданы и постоянны, а также известна теплота фазового пере­
хода Q. При сделанных допущениях для определения искомых 
функций Т(г ,  т) и у( т )  приходим к осесимметричной однофазной 
задаче Стефана:

где а — коэффициент теплоотдачи на поверхности раздела фаз; р. с, 
X — плотность, удельная теплоемкость и теплопроводность льда 
соответственно: — плотность теплового потока на поверхности 
стержня, у=(1у/с1т; — температура на границе раздела.

Проинтегрируем уравнение теплопроводности (9.16) в пределах 
от г„ до г:

(9.17)

(9.18)

(9.19)

(9.20)

(9.16)

...

7'(у(т),  т )—r^=const;
X —  = а ( Г с  — r^_)+pQy;

дг Г:ш,у (Т)
у (0 )= г , .



с  учетом условия на поверхности стержня (9.17) последнее выраже­
ние записывается в виде

Г
— рс dr. (9.21)
(5r ' J  ^  ♦

Из последнего выражения с использованием (9.19) будем иметь

a ( T ' „ - r , ) + p Q y = ^  +  - i^ , 'V (т) у (т) J  дх
'а

откуда получим, что

у (X)
U 'Г V I I I  ̂ • Г дТУ =  — ( 7  ----à ---- j-------- \ г — dr.

pQ pQ V (т) Q V (т) J  д\

Проинтегрируем уравнение (9.21) в пределах от г до у(т), предва­
рительно разделив его на г:

у (Т) /
Г ( у ( т ) ,  т) J  i jV ^ ^ d r d r .

Учтя в последнем равенстве граничное условие (9.18), получим сле­
дующее выражение:

Т{г ,  х) =  т, — ' ^ \ п ^ i f r ^ d r d r .  (9.22)
•  ̂ г  ̂ J   ̂ J  ÔT

Воспользуемся далее тем обстоятельством, что d i d j —ydjdy  и произ­
водная у не зависит от координаты г:

у = - ^ {Г^  — Т^) +  - ^  -Î— 1— f  г — dr. 
pQ pQ у (т) Qy (т) J  ду

После несложных преобразований получаем выражение для скорости 
движения границы раздела фаз у  в виде



Учитывая в уравнении (9.22), что д1дх ~уд 1ду ,  и подставляй а не­
го полученное выражение для у, будем иметь

г
(9.24)

Разделим переменные в уравнении (9.23) и проинтегрируем по* 
лучеиное равенство в пределах от О до т (от до у(т) )  с учетом 
условия (9.20). Это можно сделать вследствие того, что правая часть 
(9.23) не зависит явно от времени. Получим, что

Последнее уравнение позволяет вычислить значение времени, за 
которое граница раздела фаз дойдет до положения л=у(т )  |т. е. тол­
щина льда станет равной у ( т ) —‘ Г„],

целью облегчения дальнейших выкладок введем безразмерные 
переменные и величины:

(9.25)

( Г — Г , )/((//„); 1 =г!г^\ Ро =  Ят/(рсг^);
2 = У/''о; У =  — Г,)/(?5; ti=QV(c^í^5)■.

Запишем выражения (9.24) и (9.25) в безразмерном виде:



уравнение (9.26) представляет собой нелинейное интегро-диффе- 
ренциальное уравнение, которое решается методом последовательных 
приближений {методом итерации), вычислительная схема которого 
имеет следующий вид:

г &
С 1 г

1 ------------ 5---- !------------ . ^9_28)в , ^ ,  =  1п

dz

dl

l —  уг
(1г. (9.29)

В  качестве нулевого приближения берется выражение 
ео = 1п^/г,

что соответствует равенству нулю величины d(-)jjdz в уравнении (9.28) 
(случай, когда теплоемкость намерзающего вещества стремится к нулю).

Зная '©п, вычисляем по (9.29) 
начальное приближение Ро^, за­
тем 0 1 , Fo^; во, F 03 и т. д. Вы­
ражения для последующих при­
ближений (первого, второго и 
т. д.) громоздки, и авторы ра­
боты [711 их не приводят. Тем 
не менее итерационный процесс 
(9.28), (9.29) сходится достаточ­
но быстро. Характер сходимос­
ти этого процесса представлен 
на рис. 9.1 для различных ком­
бинаций параметров у и р. На 
рисунке видно, что в данном 
примере методика удовлетворя­
ет требованиям сходимости. 

Метод последовательных приближений применён здесь для реше­
ния задачи Стефана при граничных условиях И рода. Механиз.м его 
использования мало отличается от описанного выше при решении 
задач с граничными условиями 1 и I I I  родов.

§  9.3. Вариационный метод

Вариационные методы решения линейных стационарных и неста­
ционарных задач теплопроводности рассмотрены в гл. VI- Здесь 
остановимся на решении задачи о затвердевании плоской отливки 
вариационным методом Био [93]. Этот метод использован также для

Рис. 9.1. Изменение положения границы 
фалоного переходя н зависимости от вре­
мени (индексы соответствуют номерам 

приближений) {71]



решения задач нестационарной теплопроводности при нелинейных 
граничных условиях {см. § 8.5) и при коэффициентах переноса, за­
висящих от температуры (см. § 10.4).

При рассмотрении процесса  затнердевания плоской отливки при­
мем следующие допущения: теплофизические свойства затвердеваю­
щего вещества постоянны; переохлаждение расплава у фронта кри­
сталлизации пренебрежимо мало; температура жидкой фазы затвер­
девающей отливки постоянна и равна температуре кристаллиза­
ции Тх..

При этом считаем, что начало координатной системы находится 
на поверхности отливки, охлаждение которой осуществляется за счет 
теплообмена с жидкостью по закону Ньютона. Толщина отливки 5, 
температура охлаждающей жидкости постоянна. В  начальный 
момент времени (т=0) температура твердой фазы является функцией 
координаты л:. В  математической постановке приходим к нестацио­
нарной краевой задаче:

дТ лгг
= Х—  т> 0, 0< л:< у(т)< 5; 

дх̂
(9.30)

дх х=0
(9.31)

дх Х=>У{Х) ох
(9.32)

Г ( у ( т ) .  Т) =  Г ^ (9.33)
Г ( х , 0) = ф(х); (9.34)

у(0)==Уо» (9.35)

где с, р, а — теплопроводность, удельная теплоемкость, плотность, 
коэффициент теплоотдачи соответственно; т — время; л: — координата; 
С — удельная теплота кристаллизации.

В  работе [20] задача о затвердевании отливки в постановке
(9.30)— (9.35) решалась интегральным методом. Профиль темпера­
тур в сечении твердой фазы задавался формулой

Т (х ,  т) =  Т , - ^
т.— т,

1 — пк/(ау)
1 —

У (т)
(9,36)

Значение п определено в [20] для случая, когда внутреннее теп­
ловое сопротивление (5Д ) твердой фазы отливки велико по сравне­
нию с внешним тепловым сопротивлением (1/и).

Применим для решения задачи (9.30) — (9.35) вариационный ме­
тод Био. Следуя процедуре данного метода, которая подробно опи­
сана в 5? 6.6, для рассматриваемой одномерной задачи получим диф­
ференциальное уравнение

с?я/ау+ао/ау-и/. (9.з?)

Уравнение (9.37) получено -из (6.86) при /— 1, и в качестве обоб­
щенной координаты взята толщина затвердевшего слоя. Согласно мето­



ду и учитывая специфику рассматриваемой задачи, для потенциальной 
энергии теплового поля Е,  функции рассеивания О и «температур­
ной силы» W (обозначение принято только в данном параграфе) 
имеем следующие выражения:

5 ^
Е  =  ̂ -^\еЧх\ 0 = - { н ' Ы х - ,

 ̂ о _ о

ду ж=о

По определению вектора теплового поля Н и согласно закону 
сохранения энергии (см. § 6.6, формулы (6.72), (6.73)) имеем

Н =  —'Кд@/дх', ~-срЬ =  6 Ы Н.

Учитывая, что / / = — •—, и полагая ~ = р О + Ф — ( в б х .  мы тем са­
ду дх ду

мым удовлетворяем граничному условию (9.32). В  самом деле,

, дв ' дН  • ‘ д с а, лX — =  _ у _ ^ _ р ( 3 у - е р у -  0 сЫ . 
дх ду ду О

что При х = у ( т )  и с учетом выражения для В  дает нам усло­
вие (9.32).

Профиль температур в сечении твердой фазы выберем и виде 
функции (9.36), которая имеет вид

1 + п / (гВ 0  \ г )  '  ^

где В1 = а67 '̂. 2=у/5; Х =  х /3.
Подставляя выражение (9.38) в уравнение (9.37), в результате 

приходим к ди({)ференинальному уравнению для определения обоб­
щенной координат?)) г:

(л+ 1)(п+ 2)
(5/1+3) г*+ (16п+9) г^п/В{+(13п+7) (гп/В!)^ 

(л+1)> (2п+1)(2л+ 3)

-]-г(г +  —  ̂ г+2п/В1 г (2 +л/В|) {г+Зп/В1)

— —  4- 
(1Ро I  В ] /

¡/  Г14-1 2(2л+1)

где Ро=ат/5*; /С =  Q (Г ^ —* — критерий интенсивности тепловы­
деления.



. Считая, что в начальный момент времени толщина затвердевшего 
слоя равна нулю {у^=0), интегрируем последнее уравнение;

Л 1 Ро= 2 (а1-Р1 )2+ 2 Н 27 1Л 2 1п1^ ^^ + у,Ва1пХ
г

X 12*+ааг +  ]) + Ух !  (г).
\02 /

Здесь: 1) / (2 ) = —   ̂ aгct g— _  агс1е— —  ̂ , 
У  Щ — а \ \  у  4Й2 ~  а\ — а\ ^

если 4&2 — <32>0;

2  ̂ ^ 2)—— — _̂_____1п ~  )/ (22+02+ 1^ 4̂ )3 — 2̂ )

" К  — “**2 (^2— 1/  ̂02 — 4Ьг )/(о2 + 1^ — 46̂  ) 

если 4̂ 2 — а^<0,

3) ^(2) = 2[1/а2— 1/(2г+а2)], если 46г — 2̂ = 0,

где 2 — корень уравнения г’*+-р12'^4-р22+Рз= 0;

; Ва=1 -  Лз; а1 =  ̂ г/71: ^=Уз/Т1;
г*+а2г+а.. г

02- Р , +2; ^2=— Рз/2; Уг=а2 — Рз — [^1(0, — Р1): У2=«з — Рз — 
х((1] Уз =  с[4 Рэ(о1 [̂ 1); Я1 = В1//4|, и.2 =  С1/Л],

î2 = Я l/ f l:  =  /И =  2^,//Э,, Нри этом

Л^=КЧ4/С/02+(5пЧ^З)/1.2; А,=/1|4/С“4-14/С/Сз+(16п-[-9)/121;В1; 
С1-.я"|6/С^+16Л:/02+(13л + 7)/12]/ВГ^ О1=п^\АК^+&К/0 \̂/Ы̂ -, =  
= п*К7В1“; /̂ 1 =  /(+(Зп+1)/(2/'2); 0^=« [З К + (4 «  +1)//2]/В1;
= n'^[3/(+(5n+l)/(2f2)]/Bi^ ¿1=/г’*/С/В1̂ ; Сз=(/г4-1) (п + 2); ¿..¿ =  
=  {п-\-\^{2п-\- 1)(2я4"3); Р2= (« 4 ' 1) ( 2л +  ̂ )-

Определив таким образом неизвестную толщину слоя у (т), можна 
получить выражение для Н, откуда легко определяется искомая 
температура.

При в1->со (в частности) для толщины затвердевшего слоя 
г (Ро) ргшение имеет вид

г(Ро) = ] / ' М  Ро.

На рис. 9.2 представлены результаты расчетов коэффициента М  
как функции от п. Там же представлены результаты расчеГов этого 
коэффициента, соответствующие решению из работы [20] и точному



решению [65]. Значения коэффициентов М, полученные в работах 
[93, 20], близки в точках пересечения с кривыми, соответствующими 
точному решению.

Результаты расчетов по формулам работ [20, 93] практически 
совпадают при использовании значений показателя п, которые рас­

считаны н [93] по методу сеток и 
представлены на рис. 9.3 для 
различных значений чисел В1 и К.

Рис. 9.2. Изменение коэффициентов М , рассчитанных вариационным мето­
дом— /, по формулам [)аботы |20| — //, по точному решению (651 — ///. 

Значения К соотиетстпенно раины: а — 0.413; б— 0.823; в — 2.03 [93J

Рис. 9.3. Результаты расчета значений показателя п

В заключение отметим, что пока еще вариационные методы при­
меняются при решении нестационарных задач теплопроводности при 
иалнчин фазовых переходов лишь для одномерных задач в случае 
цыделения внутренней теплоты при постоянной температуре. Кроме 
чтого, вариационные методы, обладающие сравнительно высокой точ­
ностью, в ряде случаев приводят к довольно громоздким соотноше­
ниям по сравнению с другими методами.

§ 9.4. Интегральный метод

Интегральный метод нашел широкое применение при решении 
различных задач теории теплопроводности. В  § 7.2 кратко изложе- 
•ны основы интегрального метода теплового баланса, в настоящем 
параграфе рассмотрим особенности применения этого математическо­
го аппарата к реп]ению краевых задач теплопроводности при нали­
чии фазовых переходов.

Рассмотрим стационарную задачу горения конденсированного 
топлива, содержащего плоские, равноотстоящие друг от друга тепло­
проводящие элементы [5]. Предположим, что теплофизические пара­
метры топлива и теплопроводящих элементов не зависят от темпе­



ратуры. Теплопроводящие элементы тонкие (6/Я„ ¿/Х), поэтому 
распределением температуры поперек элемента можно пренебречь. 
Температура продуктов сгорания топлива постоянна. Здесь 6 и й — 
половина толщины теплопроводящего элемента и половина расстоя­
ния между ними соответственно; X и — теплопроводность топли­
ва и металлического элемента соответственно.

На рис. 9.4 приведена схема горения конденсированного топлива 
с плоскими теплопроводящими элементами. Система координат свя­
зана с поверхностью топлива, отделяющей конденсированную фазу 
(слева от поверхности) от продуктов сго­
рания. Тепловые потоки от продуктов 
сгорания к поверхности конденсирован­
ной фазы и поверхности плавления ме­
таллических элементов считаются из­
вестными. Закон теплообмена между 
продуктами сгорания и выступающей 
частью теплопроводящего элемента со­
ответствует обтеканию полубесконечной 
пластины ламинарным потоком..

Математическая модель рассматри­
ваемого процесса состоит из уравне­
ний теплопроводности для конденси­
рованной фазы, внутренней и высту­
пающей частей теплопроводящего эле­
мента:

Рис. 9.4. Схема процесса 
горения конденсирован­
ного топлива с плоскими

де/дХ = дЮ/дХ--^-д^е/ду ;̂

(120м , Н 0;, -0

(9.39)
теплопроводящими

ментами

Н-— —  ;К)̂ и ду >1=0

с1Х ах*

(9.40)

(9.41)
' УКаХ 

и граничных условий:
X  = F iy), 0 = 05, ^4-1и„ = иде/дМ\ 
Х-^ — оо; 0= 0^ = О;
Х  = Р{о) = 0, 0м= 0 5 (О)=1: (10„(+О)/(1Х = с10„(-О)/(1Х;
Х  = И, (0 ^ < 0 ,).  0 „ = 0^, ^м/“ Ч-^м=й0„/с1Х;
Х->со. (0 ^ > 0 Д  0 , = 0 ,, 6&JdX==0^ 
у = 0 ,  в  =  в ,

у = и К ь ,  д Ь / д у = 0 ,  д Р / д у = 0 ,

где Х —Р(у ) — искомое уравнение подвижной границы топлива, при­
чем функциональная зависимость между температурой поверхности 
конденсированной фазы и фундаментальной скоростью горения топ­
лива считается известной; — проекция скорости на внешнюю нор­
маль к поверхности конденсированной фазы.

(9.42)
(9.43)
(9.44)
(9.45)
(9.46) 
(9 47) 
(9.48)



в выражениях (9.39) — (9 48) приняты следующие обозначения:
X  -=■-vx|a\ у=ьу1а\ N~vn|a;. u~vЬ/a,

где V — скорость горения теплина; х, у — координаты; а, — тем­
пературопроводности топлива и теплопроводящего элемента; Т  — 
температура; Г« н Г *  — температура в точке (О, 0) и на бесконеч­
ности; I и — теплоты фазового (химического) превращения, с и

— удельные теплоемкости топлива и металлического э«1емента; 
</ Яы — плотности теплового потока от продуктов сгорания к по­
верхности конденсированной фа:-1ы и поверхности плавления метал­
лических элементов соответственно; Рг̂ ,, — число Прандтля, 
теплоемкость и теплопроводность продуктов сгорания, /г — длина 
выступающей части теплопроводяшего элемента.

Система дифференциальных уравнений (9.39) — (9.41) с гранич­
ными условиями (9.42) — (9.48) позволяет при известны;  ̂ чначемиях 
параметров Ка, К ),, /Сс , х. М/. (безразмерная гемпе-
ратура на поверхности сгорания), (-)̂  (безразмерная температура на 
поверхности плавлений) металлического элемента) и известной функ­
циональной зависимости температуры поверхности конденсирован­
ной фазы от скорости нормального горения топлива рассчитать [>ас- 
пределения температуры в конденсированной фазе и теплопроводя­
щих элементах, скорость горения и и форму поверхности конденси­
рованной фазы Р(у).

Для решения краевой задачи (9.39) — (9.48) применим интеграль­
ный метод.

В дâ н̂oм случае одно из диф(},еренциальных уравнений является 
уравнением эллиптического типа, что требует некоторой модифика­
ции интег1)ального метода. 11роинтегрируем дифференциальное урав­
нение (9.39) по X  в пределах от — со до Р(у). Меняя порядок диф­
ференцирования !1 интегрирования в последнем члене правой 
части (9.39), с учетом граничных условий (9.42), (9.43) получим 
уравнение

<-) = (Г  — 7’»)/{'Го — Г* ); Ka^aJa■, Кй

(Т, -  Г»)]; =

х=-

(9.49)

(9.50)

—  безразмерная толщина теплового пограничного слоя; С(у)=» 
««^в(/^(у). уМдХ\ в^=в(/^(у), у], штрихом обозначены полные про­
изводные по у.



Уравнение (9.49) устанавливает зависимость толщины теплового 
пограничного слоя от формы и температуры поверхности конденси­
рованной фазы, а также градиента температуры в направлении 
оси X  на данной поверхности Граничные условия для дифферен­
циального уравнения (9.49) имеют вид

у_.0. + = /'=0; (9.51)
у.-^иКь , Г ^ { ) .  (9.52)

Условие (9.51) получено интегрированием по X  уравнения (9.40) 
в пределах от — со до О с использованием (9.46). Условие симмет­
рии (9.52) следует из (9.48).

Из (9.42) можно получить еще одно дифференциальное уравне­
ние, устанавливающее связь между формой поверхности конденси­
рованной фазы и распределением температуры вблизи этой поверх­
ности.

Действительно, так как и ( 1 + / ^ <30 (/̂ , y)¡дN =
= ( 1+ f — ( 1 то из (9.42) следует

(1+/г-2)С — (и^/и)(14-/'2)1/2 = (9.53)

Используя (9.53), исключим из (9.49) член, содержащий С. Тогда 
уравнение (9.49) перепишем в виде

Г - 0 5 - (Г 0 / + (Ц ; '/ ц )(1 + / ^ '2 ) ‘/2_|_^^О. (9.54)

Считая 0̂ . и Р известными величинами, уравнение (9.54) можно 
форМ';.’1ьно проинтегрировать:

иК̂ ,
I  [  (1 -1-Р'2)‘/2 (|у-|-/.(и/Сл — у); (9.55)
у у

у > " '̂л у ‘■/<6
г>=:<КО)+ ( ' Г 0 ,5 С1у -  (с1у \ (-)5 С1у- Ь - - ^ ( 1у (1+/^'2 ) 1 /2  

!' Й V о у

-\-LyiuK, -  у/2). (9.56)

С помощью выражения (9.55) из граничного условия (9.51) можно 
исключить и получить интеграл теплового баланса в конденсиро­
ванной фазе

[ е^(1у .иКгЛП,-\1К„)+^  I (\+Р'г)Фйу^-ЫКь.  (9.57)
П “  О . _

В котором левая часть представляет собой количество теплоты, рас­
ходуемое на прогрев конденсированной фазы до температуры 0^, 
первый член правой части — тепловой поток от теплопроводящего 
элемента к кон денсированной фазе, второй член — тепловой поток 
от продуктов сгорания к поверхности конденсированной фазы, тре­



тий — теплоту химической реакции, происходящей в поверхностном 
слое.

При отсутствии теплопроводящих элементов температурное поле 
конденсированного топлива подчиняется экспоненциальному закону 
распределения 0 = ехр(Х). Поэтому при наличии теплопроводяпхих 
элементов температурное поле удобно аппроксимировать зависи­
мостью

0 = 0^ {е (у)ехр [X  — Р) +  \ I — 8 (у)| ехр\{Х — Р)/К\). (9.58)

где К  и е(у) — подлежащие определению параметр и функция. 
И з (9.58) следует, что и С связаны зависимостью

. (9.59)
К  ̂ К

Таким образом, при наличии функциональной зависимости между 
температурой поверхности конденсированной фазы и фундаменталь­
ной скоростью горения топлива

е^= ф (ид ,)= ф (и/]/  1+^'2)

поставленная задача сводится к решению интегро-дифференциаль- 
ного уравнения (9.53) с нулевым граничным условием, причем О 
определяется по формулам (9.59) и (9.57).

Скорость горения топлива является собственным значением урав­
нения (9.53) и должна удовлетворять соотношению

0(ы/Сй) — «^/  ̂— ¿  = 0, • (9.60)

полученному из (9.52) и (9.53).
Следовательно, для определения неизвестных параметров и и К  

имеется два уравнения (9.57) и (9.60). Третьим неизвестным пара­
метром является тепловой поток от выступающей части тепло­
проводящего элемента к внутренней его части. Значение 6'„ опреде­
ляется из решения дифференциального уравнения (9.41) и усло­
вия (9.44).

Дифференциальное уравнение (9.41) с граничными условиями 
(9 .44) — (9.46) не имеет точного аналитического решения. Поэтому 
будем искать решение (9.41) в виде функциональной’ зависимосги, 
совпадающей с решением уравнения теплопроводности с постоянным 
коэффициентом теплоотдачи а и удовлетворяющей интегралу, тепло­
вого баланса, полученному интегрированием (9.41) по X  в Пределах 
от О до // (при от О до оо):

н

О
оо

в .  -  1 = Г -  а д  (в„, >  0»)-
“  .) К  л . А-О



Данная функциональная зависимость имеет вид

©м = вг, — 1}{(1 "С)ехр(~а)Л://С„) — сехр fíai - 1) Х/Л:.,]}, 

где с, Н и (Ji определяются из следующих соотношений: при 

____ехр (—  (л Н / К д ) —  (Bfe - е ^ ) / ( в ^  1).

ехр Í ( t i )+ D  Н / К а \  —  ехр (—  ш Н / К „ )

-  bL „  =  ü) ~  е х р ( — [(01+  1) HíKJ]
Ка

В щ  ---- I  ^  Ц у I  Л  I X  в (>  ----- 1= -\-L̂  Uoi ---
Да “ "  Ац

Ка

£ ± L y Í—  —

Cú+l
1 iüH Í9.6!

где у {а, x) = j* е~7““ ‘ d¿ — неполная гамма-функция; при 0 ^ > 0 ¿,

Н  00

с=0, (x./u)(n/(j})^f^— \~(ú. (9.62)

Тепловой поток от выступающей части теплопроводящего элемен­
та к внутренней его части определяется по формуле

(9.63)

Теперь рассмотрим вопрос об определении скорости горения и 
формы выгорающей повер;(ности конденсированной фазы при по­
стоянной температуре данной поверхности, т. е. при I.

В этом случае интегро-дифференциальное уравнение (9.53) значи- 
тeль^ю упрощается и может быть записано в виде

и
(9.64)

где G-=Go+-
у

{ \ - L ) y ¡ u K i - - ^ ) ~ F - ~ ~ \ d y  f (l-ff'2 )l/2dy .
l 2 )  и  i

Производная Р ' определяется из уравнения (9.64) с точностью 
до знака.

В зависимости от знака Р  в окрестности точек у=0 и у — аКа 
цожно получить четыре вида кривых функции f  (рис. 9.5). При



этом из (9.64) следует, что в окрестности точки у —иКь знак Р ' со­
впадает со знаком выражения 1 — Ь ^ ¡и , т. е. если введение ме­

таллических элементов в топливо приво­
дит к увеличению скорости его горения, 
то в окрестности точки у~иКь функция 
Р  является выпуклой (рис. 9.5, а. б), в 
противном случае — вогнутой (рис. 9.5, в, г). 
Очевидно, что тип поверхности кондепси- 
рованной фазы, представленной на рис. 9.5, 
на практике не реализуется.

Уравнение (9.64) значительно проще ис­
ходной системы уравнений (9.39) — (9.41), 
однако точного аналитического решеиия 
не допускает. Будем искать приближенное 
решение уравнения (9.64) в виде функции, 
непрерывной вместе со своей производной 
на промежутке О <  у <  и К ь . обращаю­
щейся в нуль в точке у=0 и достига­
ющей экстремума в точке у—и К ь .

Для проведения' расчетов удобно пользоваться следующей 
функциональной зависимостью для Р и Р':

У

Рис. 9.5. Качественный 
характер формы поверх­
ности конденсированной 

формы

Р  =
^ [с Ь У 1 „ - с Ь

[ \ }'n/J

Сг
и/с*

сь л Л  1 иК,

У< Уъ

у > У1;

-- У < У ъ

зЬ л ,  ( \ — иК, У>Уъ

где у, =  у„иЛд (Л„ — Л,)/(Л„иКй АгУпУ. сЬ Л„ +
иК̂

(9.65)

(9,66)

X

Х сЬ  Ло(1 — —
\ У<,

Постоянные Л„, А-̂  и уо определим из условия выполнения урав­
нения (9.64) в окрестности точек у=0, у=Уо и «в среднем», Под» 
ставляя выражения (9.65) и (9.66) в (9.64), получим следующую си­
стему уравнений:

0„сЬ^ Ло — (и^/м)сН До — '¿=0;
иК̂  иК(,

 ̂ (1+ Г2 )6 ’ с1у — ~  I  (1+^'2)'/гау — /-«/<6 =0;

(9.67)

(9.08)

С20(у,)-\С 'С .1и~ 1 ^ 0 , 
1. Уо<У1; 

где С о= г.и л ( \ Уо

(9.69)

сЬ А, (\
иК. Уо > У1-



Таким образом, для определения и, К , Ор, Л„, Л 1 и Уо необхо­
димо решить систему уравнений (9.57), (9.60), (9.61), (9.67) — (9.69). 
В  первом приближении уравнение формы поверхности конденсиро­
ванного топлива находится из выражения (9.65), Из (9.64) можно 
получить уравнение формы выгорающей поверхности во втором 
приближении

F (y )= i ¿ Y z ^ i y ) — Idy, (9.70)

где

Z{y) = (u^/u+ l/ W yu 4 ^ LG  )/(2G),
sign(A,), y <  уо; 

^■"Ь1ёп(Л,). У > Уо:
С (у) определяется из выражений (9.59),
(9.56), (9.65), (9.66). Система уравнений
(9.57), (9.60), (9.61), (9.67) — (9,69) реша­
лась численно на ЭЦВМ. Некоторые ре­
зультаты решения представлены ны 
рис. 9.6—9.8.

На рис. 9.6 приведена зависимость ско­
рости горения топлива от безразмерного 
теплового потока W при следующих зна­
чениях параметров: /(̂  = 10-; Кк = \0̂ \ 
/(is =20; к = 0,5; 0̂ , = 9; 0^—8. Йз ри­
сунка вид!10. что с уменьшением толщины 
теплопроводящих элементов скорость го­
рения конденсированного топлива возрас­
тает.

Вид поверхности конденсированной фа­
зы при различных значениях рассчи-

Рис. 9.G. Закисимисть <:ки 
рости горения коидсиснро 
ванного TOit.iHHii or безраз­
мерного теплового потока

О 0,5 У

Рис. 9.7. Влияние тепло­
вого потока на форму 
выгорающей поверхности: 

/ — »'гжо.ог: 2 —

'Щ
Рис. 9.8. Сравнительные 
результаш  расчета фор­
мы выгорающей поверх­
ности по формулам 1-го 

и 2-го приближений: 
а — первое приближение; 

б — второе приближение



тайный по формуле (9.70), показан на рис. 9.7. Из рис. 9.8 видно, 
что совпадение кривых первого и второго приближений удовлет­
ворительное.

Представленные расчеты показывают, что инте1ральныи метод 
является достаточно эф^'ективным при исследовании процессов горе­
ния конденсированного топлива с плоскими теплопроводящими эле­
ментами. Анализ поставленной задачи, произведенный на основе 
интегрального йетода, позволил*выявить различные типы формы вы- 
гораюгаей изотермической поверхности.

Метод решения интегро-дифференциального уравнения (9.64) легко 
распространить и на случай неизотермической поверхности конден­
сированной фазы.

§ 9.5. Метод малого параметре

Метод малого параметра (метод возмущений) применяют не толь­
ко при решении некоторых нелинейных задач нестационарной тепло­
проводности (см.  ̂ 8.4, 10.7), но и при решении задач теории 
теплопроводности при наличии фазовых превращений в системах 
тел. В настоящем параграфе рассмотрим пример использования этого 
метода для решения задачи о промерзании жидкости при гранич­
ных условиях ! рода |П9].

Жидкость заполняет полупространство х > О и имеет температу­
ру. равную температуре фазового перехода (температура образова­
ния льда) Гд = 0. С момента времени т = 0 в плоскости х=0 под­
держивается заданный тепловой режим, задана температура как 
функция времени Т^(т), в результате этого начиная с плоскости 
х=0 идет образование льда. Считая теплофизические свойства твер­
дой фазы (льда) постоянными и теплоту фазового перехода Q задан­
ной, математическую модель рассматриваемого процесса *■ можно за­
писать в виде краевой задачи

где Т{х, т) — искомое поле температур; а, к — температуропровод­
ность и теплопроводность льда; р — плотность льда; у(т) — граница

дТ¡дх—ад^Т¡дх ,̂ т>0, 0<х<у(т); (9.71)

Т (О, т)= Г^(т); 
Г (у (т ), т)-0;

(9.72)

раздела фаз; у—иу, с1т.



в  безразмерном виде краевая задача (9.71) — (9.72) может быть 
записана следующим образом:

в  ( О ,

В (2 (0 . 0=0; 
дв/дХ и=гсо = ̂ г/(1̂ ; 
2(0^=0,

(9.73)
(9.74)
(9.75)
(9.76)
(9.77)

где Х  = х l/pQ/{̂ .Г x̂ ,̂)■. в=-Г/Т^; г = у У  pQ|ikTcX^)\ и
— некоторые характерные величины температуры и времени; 

5^=с^,Тс/Q — число Стефана; Ср — изобарная теплоемкость льда.
Для системы лед— вода число 5 !«С I, поэтому решение краевой 

задачи (9.73) — (9.77) ищем в виде ряда:

0 (Х .  ^ 5 о = е „ (Х ,  0 + 2  О. (9.78)

Подставив выражение (9.78) в уравнение (9.73) и приравнивая 
коэффициенты при одинаковых степенях 5f, для определения функ­
ций 0  ̂(X , О получим систему дифференциальных уравнений:

дЩJдX'^=0\ ■ 
во (О., 0= 05 (0 : 
0 ,(г(О . 0 - 0 ; 
дЧ%1дХ'^=д%.,1д1\
0,(0. 0=0;
0^(2(/), 0= 0 (^=1. 2, ...).

(9.80)

Решая систему уравнений (9.79) — (9.80), получим следующее вы­
ражение для поля температур:

0 (Х .  51)- 1 - — '^вo+Síвo Л4-
г I  ̂ ^ V 31 30

О̂

21 г» I 3! .
Ч* • • м (9.81)

где г— г̂1б1,
По аналогии со сделанным выше, аналитическое выражение для 

границы раздела фаз представим в виде

¿(0  5 0 -  5^2^(051). (9.82)



с  использованием условия (9.76), как и ранее, приходим к си­
стеме дифференциальных уравнений для определения функций 
гл(Л51'):

dг^/d¿=a0,'axl.v..(n  (^^=1 , 2, ...). '

Если в первом уравнении системы (9.83) использовать выраже­
ние для функции О’ из (9.82). то получим уравнение

d2o/d/ = -  05 m г .+ S i  2, + 0  (5Р)1,

интегрирование которого с учетом условия (9.77) [условие (9.77) за­
писывается так: 2^(0) = 0 ( * = 0, 1, 2, ...)] приводит к следующему 
выражению:

с. г  г, (/.5Г)вЛ0
/<| (Ч  /о

О

где fo(0 = l  /  — 2 { 0 5 (Od¿

Аналогично сделанному выше второе уравнение системы (9.83) 
(При к=1) может быть редуцировано к виду

(/) I г„ (I) (0/0^ (О -  2в^ (<)/г„ (0]/6.

Последнее равенство можно проинтегрировать с учетом граничного 
условия (9.77) и привести, учитывая формулу (9.84), к виду

г.((.5Г)= -^  -^|(0^(^)Р/А,(Ос1^. (9.85)
О ' о

Выражение (9.85) получено с учетом (9.84), при этом второе слагае­
мое там не учитывалось.

Таким образом, уравнения (9.82), (9.84) и (9.85) определяют гра­
ницу раздела фаз системы лед — жидкость в первом приближении.

В качестве конкретного примера рассмотрим процесс образова­
ния льда в жидкости в случае, когда ©^(О является периодической 
функцией, и пусть 0 5 (2“) = — s in ¿ ( ü < ¿ < ^ ) .  В этом случае форму­
ла (9.81) примет вид

] л:-1-
\  2 3 sin г /

0 ( A , S f ,  í) = — (1---- j s i n í —Sfsin/

Л"* '  у



Из уравнения (9.85) имеем
Zx{t. 5f) = — 2 Í-!— —̂ - cos ----- ^cos^ í

I  9 3 2 9
Подставляя последнее равенство в уравнение (9.84) (с учетом того, 
что —2sinO. а затем полученное выражение в (9.82) (yfe=(),l), 
после несложных преобра­
зований получим

2 (í ,  S f ) = 2 s i n  -----

— ^  sin —  sin t. (9.86)
3 2

На рис. 9.9 показано из­
менение функций fi(t ) —

-  2sm Y  4 /2(0 =
1------ . í . . ---- sin—  sin t,
■i 2

откуда
Рис. 9.9. Сравнение изменения во времени 

функции /, ( Í)  и f i  (Оследует, что функция /, по 
абсолютному значению зна­
чительно превышает функцию /2- Этот факт свидетельствует о 
том, что для достижения достаточной точности вычислений мож­
но ограничиваться несколькими приближениями решений. В дан­
ном случае оказывается достаточным решение, учитываюш,ее нулевое 
и первое приближения.

В случае, когда функция 0^(0 изменяется по степенному зако­
ну (0^=— соответствующие выражения для в и г  примут вид



МЕТОДЫ РЕШ ЕНИЙ КРАЕВЫХ ЗА Д А Ч  ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ 
Д И Ф Ф ЕРЕН ЦИ АЛ ЬН Ы Х УРАВНЕНИЙ ТЕПЛОПРбВОДНОСТИ

Получение решения дифференциального уравнения теплопровод­
ности с коэффициентами, зависящими от температуры, связано с 
большими трудностями из-за нелинейности краевой задачи. Поэтому 
точное аналитическое решение в настоящее время получено для 
ограниченного круга задач.

Как отмечено в [б5], разработка приближенных методов решения 
нелинейных краевых задач является первостепенной задачей теории 
теплопроводности.

§ 10.1. Преобразования зависимых переменных

Многие приемы получения точного аналитического решения не­
линейных уравнений теплопроводности основаны на преобразова­
ниях зависимых переменных, которые иногда позволяют линеари­
зовать исходные уравнения или привести исходную задачу к обык­
новенным дифференциальным уравнениям или изменить тип нели­
нейного уравнения.

Рассмотрим некоторые из них.
П р е о б р а з о в а н и е  Кир хгоф а .  Пусть нелинейное уравне­

ние нестационарной теплопроводности имеет вид

Преобразованием Кирхгофа называется следующее преобразова­
ние зависимой переменной:

где — теплопроводность при температуре, равной 0.
Впервые подстановка (10.2) была применена в работах Кирхго­

фа [116, 117].
Диф^ренциальные соотношения для перехода к новой искомой 

функции имеют вид

с (Г ) р{Т)дТ/дх=&1ч (Я (7')кгас1 Г). ( 10. 1)

т
( 10.2)

о

(10.3)



применение преобразования Кирхгофа к уравнению (10.1) при­
водит к уравнению

—  —  = V i‘B. (10.4)
<1 & г

где о(в )^А(0)/[с(0)р(0)] .
При этом полагаем, что функция 0  = 6  (Г ) имеет обратную
7 = 7 ( 0 )

Лля случая нестационарной задачи теплопроводности часто по­
лагают а ((“)) = const.

Это условие достаточно хорошо выполняется для многих чистых 
металлов, графита и некоторых теплозащитных материалов.

Лля решения краевой задачи с уравнением (10.4) покажем 
изменение краевых условий при преобразовании (10.2).

/1егко видеть, как изменяются начальные условия задачи 
Т {х, ())=f(;ic); 0(х, O)=0[f(x)]. Граничные условия I рода также 
не изменяются по форме при преобразовании (10.2):

Т{х, т)|5=Ф(л, т)!^; &{х, т)|_5=В|ф(х ,  т)]!^.

При граничных условиях II рода 
Х(Т)дТ/дп\^=‘-[р{х, т), .V65,

преобразование Кирхгофа приводит к линейному граничному усло­
вию

?.дд0/^л t5=t|i(x, т).

При стационарном поле температур, описываемом уравнением 
Пуассона

div(?.(7)gradr)=-<7,, (10.5)

преобразование Кирхгофа (10.2) позволяет полностью линеаризовать 
исходное уравнение (10.5). Линейное уравнение относительно новой 
функции 0 имеет вид

div(grad 0 )= —

Т е п л о п р о в о д н о с т ь  п л а с т и н ы  при лин е й н о й  запи-  
с и м о с т и  к о э ф ф и ц и е н т а  т е п л о п р о в о д н о с т и  от т е м п е ­
ра туры .  Имеем краевую задачу

г) {0< x< R, т>0); (10.6)
дт. дх  \ д х )

Т{х, 0) = f{x)-, 7(0, с) = Ф(т):
,дТ{К. t) , ,\ ---= q(T).

дх



Ec;íи теплопроводность зависит от температуры по линейному 
закону — то преобразование Кирхгофа сводится
к подстановке

0 ^-L \ x iT )dT  = T + ^ .
0̂ 6 ^

Преобразованное уравнение теплопроводности примет вид 
1 а е  д щ  . д„{х ,  т )
а дт дх* ^0

С краевыми условиями
в{х , 0) = f(x )-h [iP (x )/2^ fW ; '
0 (О, т) = (р (т)Ч-рф^{т)/2 —Ф{т): (10.8)

т)/^л:]-=(?(т).

Задача (10.7), (10.8) может быть решена аналитически при а = 
--=const. Переход от © к Г  в этом случае осуш,ествляется по фор­
муле

Т{х, x) = {\\ + 2f>@{x, т)]'/2 _ 1}/р.

Таким образом, преобразование Кирхгофа не изменяет области 
изменения независимых переменных и позволяет полностью линеа­
ризовать квазилинейную краевую задачу стационарной теплопро­
водности при граничных условиях 1 и П родов. При нестационар­
ном температурном поле преобразование позволяет записать исход­
ное уравнение в более простой форме, которая, в частности, более 
удобна при дальнейшем решении задачи, например с 1юмощью 
ЭЦВМ.

Р а з д е л е н и е  п е р е м е н н ы х .  В некоторых специальных слу­
чаях при степенной зависимости теплофизических коэффициентов 
материала от температуры удается получить точ­
ные рв1Ив«#1я краевых задач для квазилинейного уравнения тепло- 
ироводиост« методом р^кздвдвнкя переменных [12]. Уравнение теп­
лопроводности в этом случае имеет вид

-L r^ ^ ^ d iv ir^ g ra d T ), (10.9)
Оо дт

где ao=^o/(Cop) — температуропроводность при т = п  — 0 и темпера­
туре Го-

Применим преобразование Кирхгофа 
т

© = {т-| 1) \ Г " *дГ—



к уравнению (10.9), тогда с учетом соотношений 
r  =  p i  — 0^/(m+l).’ т '
grad Т  = — !— ©-"»/("i+i) grad 0 ;

m -b 1
__ I ^0 

dx m-\-1 i9t

уравнение (Ш.9) преобразуется в следующее:

±  ^  = div (0<" -  "<)/(т+1 ) gj-ati 0 )_ (10.10)
0(1 at

Уравнение (10.10) имеет вид уравнения теплопроводности со 
степенной зависимостью от температуры только теплопроводности. 

Поэтому будем рассматривать только уравнения вида

J - ^ = d i v ( r "  grad n
Uo dl

ограничиваясь одномерной задачей по пространственным переменным. 
Вводя показатель геометрии пространства V ,  имеем

—  — ]. (10.11) 
0 (1 дх г"̂  —  ̂ дг \ д г )

где у 2, 3 для прямоугольной, цилиндрической и сферической 
систем координат соответственно.

Частные решения уравнения (10.11) ищем в виде произведения 
двух функций, каждая из которых зависит только ат одного аргу­
мента

Т{г, х)==У['(\)и{х), ‘ (10.12)

где аргумент r\ = г/R(xУ, R ix ) — пока не известная функция, опре­
деляемая в дальнейшем.

Переменную т] называют подобной переменной, так как значение 
функции I/(т]) в точке г],, не изменяется для всех точек кривой 
л=Г1у/?{г) на плоскости г, х. Полагая, что уравнение (10.11) до­
пускает решение в форме разделенных переменных (10.12), подста­
вим (10.12) в (10.11) и получим обыкновенные уравнения для опре­
деления функций и  (Х ) ,  ^ ( Т 1 ) ,  /?(т).



Вычислим значения производных в уравнении (10.11):

^  ^ (Л) у- ,т) - г  (л )У ' ,Т) -  л 6/ (т) “Х ;
дт (т) с1т1 и  (т) (1г) . 

— •
а-- /г (т) dтl ’
r v v -  =

аг /е (т) ат)

(т )Х
—  1 д г

ХТ)''“  ' 1^ (̂Т1)~ бг\

г * V — 1 1 й (т)

д г ) . / ? ( '^ ) л . М{х) dt̂ Я {г)

ич+> ( т )  1 с1
У *(т1 )11 '^ - ' —  

(1п/?*(т) ^ v - -  1 с1т]

Подставляя полученные значения производных в уравнение
(10.11) и умножая обе части получившегося уравнения на 7?2(т)=?̂ 0, 
получим

гУ*+Чт) I
п'’-  ’

(\у

*̂(Т1) T1V-I

г\и (х )Я ' (т) (10.13)

Для того чтобы в уравнении (10.13) переменные разделились, по­
требуем, чтобы функции и  {х) и /?(т) были связаны между собой 
диф(|.)еренциальным уравнением

и  (т) Я ’ )т) =  - С & ' (т) R  ( X ) ,  (10.14)

где С — произвольная постоянная.
Интеграл уравнения (10,14) имеет вид

(т)=[£У (т)]"^ или ¿У (т) = |/? (т)]~’/̂ .

С учетом связи (10.14) правая часть уравнения (10.13) запишется 
в виде

R {x ) \ R  (х )и '  (х) V (Т1) —  цб/ ( т ) Я '  (т)с1У/с]11]— 7?^(т)1/' (т)х 
х(1 (̂т1)-(-Ст1с] /̂(1т]1. (10.15)

Произведем разделение переменных в уравнении (10.13) с уче­
том (10.15):

■IV - 1 ат1 V*' (0)11V -- I 111 
с1л J (Т) и' {т)

1'(г|)+Ст1 —(1Т1

где б  — постоянная разделения. 

78

(т)
= -в .



Для определения функций К (т]) и (т) имеем обыкновенные диф­
ференциальные уравнения

dn dti + С0Л'’— + ß r i ' '* ‘V'(n)^=0;
dTi

(10.16)

(10.17)

Уравнение (10.17) vierKO интегрируется, его общее решение 
имеет вид

(10.18)

где То — произвольная постоянная интегрирования. 
По известной функини R{x) легко определяется

U ix )^ 2C+k
-1 /С 2 С + *) (10.19)

Для определения функции V (т]) перепишем уравнение (10.16) 
в более удобном для интегрирования виде:

—  2 С )/ С

{А-+1)С dт̂dn л(1-с)/ск*(п) dV
dii

di\
(10.20)

Уравнение (10.20) может быть проинтегрировано по т) один раз 
в двух специальных случаях: С=1/у; С — 1/2.

Рассмотрим первый случай. Опуская постоянную интегрирова­
ния. получим дифференциальное уравнение первого порядка

ПV- iy*(Ti)— rjVV(^) = 0;
dTi V

так как т]'’“ ’К(г1) О, то. производя сокращение на этот множи­
тель, получим

d̂ '̂̂  (л)
dTi ßr]-

Интеграл последнего уравнения запишется в виде

2v
1/*

( 10.21)

где т]о — постоянная интегрирования.



Из решения (10.21) видно, что при т)=11ц функция принимает 
нулевое значение. А из дифференциального уравнения (10.16) сле­
дует, что при Т1 = т)(, обраш.аются в нуль первая и все последующие 
производные функции К(г]). Поэтому для всех 'П>г|о функция 1̂ (т]) 
тождественно равна нулю. Поэтому с учетом решений (10.18),
(10.19), (10.21) семейство частных решений исходного уравнения
(10.11) представится в следующей форме:

Т[г, т) = (2+■V;t) V

0.

где т]
/?(т)

а̂ В

(То +  Т)

(То+т)

. 0<1|<г)о: 

г)о<1|Соо. (10.22)

Полученное семейство решений, зависящее от трех произволь­
ных постоянных в, Тц, т|д, позволяет получать точные аналитические 
решения конкретных краевых задач.

Специфической чертой процессов, описываемых нелинейными 
уравнениями теплопроводности со степенной зависимостью тепло­
проводности от температуры, является наличие конечной области 
влияния, граница фронта, отделяющая возмущенную среду от среды, 
до которой в данный момент времени т возмущение еще не дошло, 
определяется выражением

й(Т) = 11о
а.В

{2 + vk)v (ТоН-т)
l/(2+v*)

а конечная скорость распространения возмущения

{2-̂ vk) V (То+Т)
-( Ц-у*)/(2+у*)

Таким образом, в нелинейной теории теплопроводности, если 
в начальный момент времени теплопроводность равна нулю, то в 
каждый данный момент времени тепловое возмущение охватывает 
только определенный конечный объем.

Рассмотрим второй случай, когда С=1/2, тогда

=0. (10.23)

Интегрируя (10.23) и опуская постоянную интегрирования, по­
лучим

(2 — А . * о 2Т] -----^  V* (Т)) -  -  —  В ц \(1т1 А+1 2



Семейство решений нелинейного уравнения (10.23) найдем» 
интегрируя последнее уравнение:

V

г  1г I 

-2С.
(^+1)
'̂¿+vk)

2 + \ к

к+1В \ -  П .  о<т1<Ло;

Тогда семейство частных решений нелинейного уравнения тепло­
проводности (10.11) запишется в виде

Т(г. т) =
4 (1 + *)

(То -Ьт)

Ло*-Ь1 — Л
2+1г\
к+1

I
1-Ь« 1+* А;(^+1) 

_2 (2+vA;) В х

о<л<Пп;
Т 1 „ < Т ] < 0 0 .

(10.24>

где 11—г (т„ Ч-т) - 1 / Г 2  ( 1 4 - * ) ]

[ 4(1 + /е)
В полученных реи1ениях (10.22) и (10.24) можно легко изба­

виться от параметра посредством сдвига во времени, т. е. вместо 
тц-ьт пишут т. При этом дифференциальное уравнение (10.11) инва­
риантно относительно сдвига по т.

Рассмотрим пример определения постоянных В и г]„ в получен­
ных решениях при конкретных краевых условиях задачи. Пусть 
в начальный момент времени в точке пространства, являющейся 
началом координат, мгновенно выделяется количество теплоты Q- 
Необходимо найти решение уравнения (10.11), описывающего про­
цесс распространения тепловой волны, вызываемой этим мгновен­
ным точечным источником. Согласно закону сохранения, общее ко­
личество теплоты в рассматриваемом пространстве не изменяется 
во времени, т. е. должно выполняться условие

где 5у — площадь едииичной сферы в пространстве соответствующей 
геометрии.



Если подставить выражение (10.12) в (10.25) и перейти к пере­
менной интегрирования г\, то получим

СО 00

\Т{г, x )r^ ~ Ы r---R ^ {x )U (x )\V {n )y f- ^ àц ^
о о

оо

= f̂/‘ — I* V {ri)îi'’- I dî) —Q/5v, (10.26)
о

а 9TÜ возможно в случае, когда С —1/л.
Этот случай нами исследован Btiiue, и решения представлен?:.! в 

виде выражения (10.22). Однако среди решений (10.22) физический 
интерес представляют только решения, для которых выполняется 
ycjoQife

дТ{0, х)/дг = 0, Т  (оо, т) = 0. ПО.27)
Второе условие в (10.27) удовлетворяется автоматически, так как 
Т(г,  т) = 0 при л>Ло* при г>0(т).

Первое условие также выполняется для решений (10.22), так 
как dy(0)/dT| = 0, что следует из решения (10.21).

Таким образом, для определения постоянных В а %  у нас 
остается только одно условие (10.26). Подставляя в условие (10.26) 
выражение (10.21), перепишем его в виде

V (ll)'n' ’̂ — ' dl] = i —  Т]'’“  ' dT| :\ 2v / Q 
j_ i

: y  '  *  ( 6 ^ 2 +  I  V Г (  I  _  ^2) I / -  1 d i  =  Q / 5 v  .
\ 2v ; ' ’ in

И з последнего равенства имеем

( 1 0 . 2 8 )

где = J  ( 1 — /2)1/ - 4 t  =

V n  Г(\/Ь)
2+k rH/2+[/k)' 

k
2(1 + A) ’
k V  n r(l+l/fe)

v=2;

, v==32(2+3*) Г(3/2+1/А!)
(Г (X) — гамма-функция). _

Вычислим площадь единичной сферы 5v =2 [)/^я Г (v/2) и запи­
шем (10.28) в виде

(10.29)

где •/7v ==“ —̂ -̂-----— . Использовав все условия по-
V » V  Г ( у / 2 - Ь ] / А )  ^



ставленной задачи, удалось определить только связь между пара­
метрами \  и В. Однако этого достаточно для однозначного реше­
ния задачи, так как анализ решений (10.22) и (10.24) показывает, 
что они зависят фактически только от комбинации T]232/(2+vfe) по­
стоянных T)jj и В.

В самом деле,

Г(г.  T)-t/(T) W - î- W i/ (T )/ ?- !/ * (T )B ‘/*('—\R(x)} \2v}

^2B2/(.+v.) [....: ^
2ûT \ °  L(2-|-v-î>)v J J

(10.30)

ax J/(2+V*)
1.(24- V*) V

Подставляя в решение (10.30) значения комбинации постоянных 
т)(, и В (20.29), получим точное решение задачи о распространении 
тепловой волны в виде

Т (г, т).

(24-V*) к
2ах Ô*(T)

0<г<0(т) ,
О, 0(т)<л<оо,

где
6(т)= tn / С/ \*

2-f-vfr ^

_v_

l'(l/v)
2+v  ̂ r(v/2- l̂/A')

Итак, в рассматриваемом случае нам удалось довести решение 
сложной нелинейной задачи до конца и получить точное аналити­
ческое решение.

Однако такие случаи очень редки. Поэтому считается, что при 
решении нелинейных задач методом разделения переменных даже 
сведение исходной краевой задачи и частных производных к иссле­
дованию обыкновенных дифференциальных уравнений — это зиачи», 
тельное продвижение на пути получения конечного результата.

Точное решение нелинейных обыкновенных днфс!еренциальных 
уравнений,. как правило, не может быть получено. В этих случаях 
следует применить чнслениые или приближенные аналитические 
методы ш1тегрирования получаемых обыкновенных дифференциаль- 
'’Ь1Х уравнений.
С)*



П о д с т а н о в к а  Г уд м э н а .  Интегральное преобразование за­
висимой переменной Т  типа 

т
И = \Су^Т, дИ1дТ = Су, (10.31)

о

где // — однозначная функция Т, называется подстановкой Гудмэна 
или преобразованием Гудмэна-, Су,—с(Т)р(7 ’).

Применение преобразования (10.31) к уравнению (10.1) с учетом 
соотношений дН¡дх — СудТ¡дт, \7 Н = С у Ч Т  позволяет привести 
уравнение (10.1) к виду дH¡дx = ^\\\а{И)^а6Н\, где а (Н ) — 
^ Ц И У С у (Н ).
■ Несмотря на то что подстановка Гудмэна не позволяет линеари­

зовать исходное уравнение, она меняет тип нелинейного уравнения, 
что может быть полезно при дальнейшем исследовании уравнения. 
Преобразование Гудмэна часто применяют совместно с преобразова­
нием Кирхгофа.

§ 10,2. Преобразования независимых переменных 
(метод подобия)

Для упрощения задачи решения нелинейного дифференциального 
уравнения теплопроводности можно применять различные преобра­
зования независимых переменных, приводящие к нелинейным обык­
новенным дифференциальным уравнениям.

Решение нелинейного уравнения теплопроводности при зависи­
мости теплофизических свойств от температуры получено аналити­
чески только в случае некоторых краевых задач для полуограни- 
ченного тела. Для тел конечных размеров разработаны приближен­
ные методы решения.

• П р .е о б р а з о в а н и е  Б о л ьц м а н а .  Необходимо решить диф­
ференциальное уравнение теплопроводности

с(7')р(Г)  dT¡dx=
дх

Я ( Л —
дх

(х>0, т>0) (10.32)

при краевых условиях

Т {X ,  0)=Т^, Т (0. х)=Т^. (10.33)

Анализ размерности величин, входящих в уравнение (10.32), 
показывает, что уравнение остается без изменений, если масштаб 
длины изменить в к раз, а масштаб времени — в раз. При таком 
совместном изменении масштабов длины и времени краевые усло­
вия (10.33) также не изменяются, Т(кх, кН) =  Т{х, т) при любых 
значениях х, т, к.'



ч
Введем /г= I /(2 ]/^т тогда получим

Т ( к . х )  =  т [ х 1 [ 2 У ^ ] .  1/4) =  7-*/(т1),

где Т* представляет собой некоторое фиксированное значение тем­
пературы, а ц = х1[2 ]/^т ).

Таким образом, Т зависит только от переменной т). Поэтому 
следует искать зависимость температуры от аргумента т), который 
является комбинацией переменных л: м т.

Вычислим производные, входящие в уравнение (10.32):
дТ ____ гТ* (1/ _____
дт. (1т1 2т с1т) ’

д Т _____Г* дГ \ д Г ‘  df \

’̂ 1 d { i V z  n )  \ 2 К ,  ‘*4

4т dT] V dx]j

Подставляя полученные соотношения в уравнение (10,32), получим 
для f (г\) уравнение в полных дифференциалах

- 2 c ( / ) p ( / )T | i  = i [ x ( / ) i ]  (10.34)
ОТ] dt| I dri J

с Краевыми условиями

/(сю) = Г„/Г*, /(0) = Г,/Г*.
в  случаях, когда получение аналитического решения уравнения 

(10.34) затруднено, можно воспользоваться численными методами.
Преобразование независимых переменных 11==х/(2]/т) называют 
преобразованием Больцмана. Подстановка применима к уравнению 
(10.32) только в случае теплопереноса в неограниченной или полу- 
ограниченной среде, в противном случае не удается так разделить 
переменные, чтобы граничные условия зависели только от одной 
переменной ц. Например, в случае неограничепиой пластины тол­
щиной R гтри граничных условиях

Г(0. т) = Г ,.  T (R , х) = Т^
нельзя использовать подстановку Больцмана, так как аргумент во 
втором условии после преобразования становится зависящим от 
времени т.

Т е п л о п р о в о д н о с т ь  п о л у п р о с т р а н с т в а  при л и н е й ­
ной з а в и с и м о с т и  к о э ф ф и ц и е н т а  т е м п е р а т у р о п р о ­
во д н о с ти  от т е м п е р а т у р ы .  При постоянной объемной теп­
лоемкости cp=const уравнение теплопроводности запишется так:

^  = А
дт дх

дТа (Т ) —
ох

где а(Т) = к(Т)/(ср).



Рассмотрим случай [82], когда а—а( {̂Т1Т )̂ для полупростран­
ства 0<х<со с краевыми условиями Т {О, т) = Го=соп51, Т {х, 0)=- 
=  0 .

Тогда, применяя подстановку

граничные условия примут вид

0=1 при ^=0, #=0 при ^=оо.

Дальше необходимо применить численные методы интегрирова­
ния дифференциальных уравнений второго порядка [55].

С в е д е н и е  к р а е в о й  ' задачи  для п о л у п р о с т р а н с т в а  
к н е л и н е й н о м у  и н т е г р а л ь н о м у  у р а в н е н и ю .  Приведем 
метод решения нелинейного уравнения теплопроводности для полу­
пространства (0<х<оо), изложенный в работе [69]. Имеем краевую 
задачу

Сократим число независимых переменных в задаче, описываемой

Понизим порядок дифференциального уравнения в (10.36) введением 
подстановки с1Т/(1̂  = ы, тогда уравнение в (10.36) примет вид

1 ^ х / [2  У а „х ),

получим уравнение в полных дифференциалах 
2Е(с10/(1 )̂ + (с]в/с1 )̂М-«(с1''‘0/(1£-̂ ) = О,

где
0  = Г/Го.

Последнее уравнение можно упростить, положив {>=02:

с { Т ) р { Т )  —  = —  Х { Т ) — ] ( 0 < А < о о ,  х > 0 ) ;  
д-1 дх дх

Т (х , 0) = Г„;
Т  (О, т) = 7'д; ¿ Г  (со. х)/дх—0.

(10.35)

уравнениями (10.35), с помощью подстановки 1=х1\/'х. Тогда 
уравнения (10.35) запишутся в виде

Г (с о )- Г , ;  'Г(0) = Г ,;  с1Г(со)/с1  ̂= 0. (10.36)

(10.37)

«



Интегрируя уравнение (10.37), получим выражение 
Б

1п (Хи) = -срй/(2Х )(1Н 1пЛ  
о

или ?̂ и = Лехр —ср [ /̂(2>.) с1̂  
о

Вспоминая определение функции и, проинтегрируем последнее 
уравнение еще раз:

Г =  Л I ехр
о

—Ф Я +  б.

Постоян^/ые интегрирования Л и В  определим из граничных 
условий в (10.36). Решение в безразмерном виде представится 
в окончательной форме:

©(X, т) =

6
j ехр 

Г с - Г (л - , т) 0 0

d t

I

Гс —  Tq  о о i 1
с г £ г1/ •
1 ехр

\
0 0

(10.38)

Уравнение (10.38) дает функциональное решение задачи (10.35) 
и представляет собой нелинейное интегральное уравнение, так как 
в его правую часть входит температура Т.

Одним из возможных методов решения нелинейного интеграль­
ного уравнения (10.38) является метод последовательных прибли­
жений 1:сли уравнение (10.38) записать в виде B  = F {& ), то после­
довательные приближения находят по формуле

©.•.1 = /-'(вп) (^=1. 2, . . . ) .

Процедура расчета повторяется до тех пор, пока отличие между 
следующими друг за другом приближениями не даст результат 
с интересующей нас точностью.

Получим формулу для определения начального — нулевого приб­
лижения. С этой целью в функциональном решении (10.38) положим 
ср = const, тогда получим

6(х, т) = -

J 'e x p

0

и

г  и

0

ч л
X*

оо П
С ' 2’1 . d л

0 0

(10.39)

где = (0); т] = х1{2\/'а,^гУ ао = Х(,Цср), Яд — теплопровод­
ность при температуре, равной начальной То- ,



Положив в (10-39) = т. е. допуская, что из (10.39)
получим нулевое приближение для процедуры последовательных

При проведении расчетов следует иметь в виду, что для значе­
ний п>3,0 функция ег/т] = 1  с высокой степенью точности и, сле­
довательно, тем самым определяется целесообразный интервал 
изменения т].

Реализация метода последовательных приближений целесообразна 
с использованием ЭЦВМ.

О б щ е е  п р е о б р а з о в а н и е  подобия. Преобразование Больц­
мана является частным случаем общего метода автомодельных реше­
ний (метода подобия) или метода теории групп, который часто , 
применяется для получения асимптотических оценок поведения 
искомой функции.

Рассмотрим, в част|{ости, более общее одновременное преобразо­
вание независимых и зависимой переменных ( 12 ]:

где А, В  — произвольные постоянные; к, к, /, / — функции» 
подбираемые и определяемые как решения нелинейных обыкновен­
ных дифференциальных уравнений.

Отметим, что преобразование (10.40) включает в себя как част­
ный случай и метод разделения переменных.

Нелинейное диф^ренциальное уравнение теплопроводности (10.32) 
с помощью преобразований зависимой переменной можно привести 
к одному из видов:

1 ае
а(0) ат "  дх̂  ■

Первое уравнение можно получить, используя преобразование 
Гудмэна, а второе — преобразование Кирхгофа.

Пусть коэффициент с (0 )  является степенной функцией, тогда 
решение краевой задачи

о

Г| = Л^(т)/1 (х); Т  = ДА’ (т)/, {х)^ (л). (10.40)

или

дВ д Сскь ав 1 , ♦ лк— = ао—  0 *—  (ао = соп51, ^>0); 
ат а^ [ дх \

0 *—  (ао = соп51, ^>0);
дх.

(10.41)

0 (х, 0) = 0, 0 (0. т )= 0 от̂ . 6 (00. т) = 0 (п>0)

получим, применив общее преобразсванис подиОия (10.40).



Пусть ri=x/(CT'"), 0{х, T)=x"f(n). где c=const, тогда

(5в / t d / \ de I d /— nf — mi l —  , — = — T"“ "*— ; 
dt Л  6 T\) dx с dr)

0«^  __L t; '‘
dx с d Tl’

дх д х )  И Т1 V d Г|

И уравнение (10.41) принимает вид

'  <1 т) / с* d Т1 V d т) /

Упростим последнее уравнение, исключив зависимость от т, 
использовав право выбора числа т .

Положим п — \ =п{\-\-к) — 2т, откуда т=(\-\-пк)/2.
Сокращая получившееся уравнение на т"“ \ имеем обыкновенное 

нелинейное дифференциальное уравнение второго порядка для функ­
ции Мл)

1 1 \ (10.42)
2 d t l  c ® d r | \  d r l /

К которому присоединим преобразованные граничные условия

М 0)=в„, Поо)=0.

В общем случае уравнение (10.42) интегрируют численно. 
Рассмотрим частный случай, когда п=1/к.
^ Тогда, полагая и(т1)г=/(г])/0о, получим краевую задачу

—  U — Т 1 ~ = — — (и*— V и(0):^1, ц(оо)=0. (10.43)Ь dl) dT) \ df) /

Положим c‘*=a„0o/ft, тогда уравнение в (10.43) примет вид

I / л г\ л л  \—  U — т| —  —  U*—  . (10.44)
* d 1| d ц \ <1 п /

Ищем решение уравнения (10.44) u (ri)= (l —-т])“ , удовлетворяющее 
первому из граничных условий в (10.43). При этом du/dT) = 
= _(х(] ^ г ))"- ' ==—ц(1 _т])-^и{г]), u^da/dT) = — а(1 — П)“ *~ ’^ (̂л). 
поэтому, полага'я а=\/к, запишем уравнение (10.44) в виде 
и/к — г\б u/d г\ ——d u/d т).

Частное решение последнего уравнения есть



Так как при этом kyO, то это решение вещественно только на 
отрезке 0<г|<1.

Для того чтобы получить решение краевой задачи (10.43) на 
всем интервале 0 < ti< c o , рассмотрим краевую задачу для уравне­

ния (10.44) в области 1<г]<со. а именно 
и(1)^0, а(со)--..:0.

В силу непрерывности решения диффе­
ренциального уравнения (10.44) следует, что 
d«(l)/dTi и все производные более высоких 
порядков при т]“ 1 равны нулю. Поэтому 
решение u(ri)= (l — следует продолжить 
на полуось 1<г|<оо тождественным нулем, 
т. е. ц(т1)—О при т)>1. Таким образом,

1,и X решение краевой задачи (10.41) при n— [/k,
п , г> т= 1  получим в видеРи с . 10.1. Распределение . ■'
температуры в полуогра- (1 —  х / ( с т ) ! 0 < х < с т ;

ниченном массиве (100] 0  т )  =
О . х > с т

Анализ решения показывает, что и в этом случае ватна тепло­
вого возмуш.ения движется с конечной скоростью с= V a  005/А. На 
рис. 10.1 показано распределение S{x , т) для значений параметров 
k =  2, 00 =  10, 0(1=0,5.

При kr^O  а=ацв*-*'ао, а скорость распространения теплового 
возмущения с-*-со.

§  10.3. О  способах линеаризации нелинейного 
уравнения теплопроводности

Последовательность операций над нелинейной краевой задачей, 
в результате выполнения которой получаем линейную краевую 
задачу, соответствующую исходной'нелинейной, назовем линеари­
зацией.

Линеаризация может быть неполной, т. е. в результате прове­
денных операций исходная нелинейная краевая задача упростилась, 
но осталась нелинейной. Такая линеаризация называется частичной, 
например преобразования Кирхгофа, Гудмэна.

Ошибкой линеаризации (или частичной линеаризации) назовем 
разность между решениями линеаризованной (или частично линеари-' 
зованной) краевой задачи и исходной нелинейной краевой задачи. 
Рассмотрим факторы, влияющие на ошибки линеаризации, на при­
мере одномерного уравнения теплопроводности, записанного в пря­
моугольной системе координат, ^

с ( Г ) р ( Г ) ^ = ^ ( Х ( Г ) ^ ) + с Л Л ,  (10,45)дх дх \ дх) 
которое запишем в более удобной форме:

с ( Л р ( Л  ____ ! _ V -  =0 (10 46)
Я (Г) ах дх* 1 (Т )дТ\дх ) Х(Г) ' - \ ■ >



простейший прием линеаризации уравнения (10.45) состоит в замене 
значений Х(Т), с (Г), р(Т), д^(Т) некоторыми постоянными значе­
ниями Ло, ро, тогда уравнениям (10.45), (10.46) отвечает 
линеаризованное уравнение

(10.47)

Сравнение уравнений (10.46), (10.47) показывает, что ошибка 
линеаризации зависит от законов изменения ’от температуры тепло-

Рис. 10.2. Время нагрева поверхности неог­
раниченной пластины (6=»1— Оп) при 
Т (х, 0) = 7'„ в среде с Го*“ СОП51, если тепло­
физические коэффициенты тела заданы урав­

нениями:
^ = ^ 0  ( и с = с ,  ( 1 + п д ) .  где 1) = ( Г  —  г,)/ 

( Г .  -  Г о )  [ '3 3 )

физических характеристик с„{Т ), Х (Г); закона изменения объемной 
плотности теплового потока внутренних источников теплоты д^{Т); 
градиентов изменения температуры во времени и в пространстве



(которые, в свою очередь, зависят не только от X, с̂ , но и от 
краевых условий, геометрической формы тела).

К  настоящему времени благодаря развитию главным образом 
численных методов проведено большое число исследований (см., 
например, [51]), показывающих, что ошибки линеаризации могут 
быть не только велики количественно, но и изменять качествеи}1ую 
картину исследуемого процесса.

Т е м п е р а т у р н о е  поле т е л  пр о стей ш ей  формы с ли­
н е й н ы м  и з м е н е н и е м  т е п л о ф и з и ч е с к и х  коэффициен-

-0.7 -0,4- '0.2 О I 2 J  4 5 6 7

Рис. 10.3. Время нагрева средней плоскости пластины ( 0 — 1 —  Оц). Условия 
и теплофизические характеристики те же. что и на рис. 10.2

ТО в. Если зависимости массовой теплоемкости с„ и теплопроводности 
X от температуры можно аппроксимировать линейной функцией
с,=со(1+п0); Я=Яо(1 + т 1?) где ; То — начальная тем-\ Тс — То
пература тела; Гд — температура окружающей среды), то при теп­
лообмене на поверхности тела по закону Ньютона соответствующая 
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математическая модель, описывающая 
теплопроводности в теле, имеет вид

процесс нестационарной

11 Ач дl + n i >  ----- --- -----а Fo ал ол
. ■V /I ,

<>(Л, 0) = 0; (l+m i»di> (l, Fo)/r)X = Bi [1 -  д(1, Fo)]; 
(3\'>(0, Fo)/dA'==0,

(10.48)

где.Х=д://?; Fo = XyT/(C(,/?’̂ ); B i = a/?/Xn; v = 0. 1, 2 в прямоугольной, 
цилиндрической, сферической системах координат соответственно.

Рис. 10.4. Время нагрева поверхности шара при Г  (дг, 0) — Го ь среде с Т̂ > 
—const при задании зависимости физических свойств тела уравнениями 

Х=\^ ( I + m d )  в  с-=Ов ( 1 + п ^ ) ,  г д е  0 - = ( Г  — Т ^ ) К Т ^ — Та)  i l 6 J

Нелинейная краевая задача (10.48) решена методом конечных 
разностей, и по результатам расчетов построены номограммы [16, 33], 
предлагающиеся для инженерных расчетов. Д ля  неограниченной 
пластины номограммы приведены на рис. 10.2 и 10.3. Определение 
изменения температур поверхности и центра шара производится по 
номо1-раммам, представленным на рис. 10.4 и 10.5.



Центральные поля номограмм повторяют известные номограммы 
Д. В. Будрина, построенные для постоянных значений X, с„, а 
{гп — О, п — 0): 0 =  — О—/(Ро. 81). На полях к центральному полю 
расположены четыре поправочные номограммы, учитывающие пере­
менность теплофизических характеристик. Верхняя и нижняя (ю-

4^ис. 10-5. Температура в центре шара при Т {х 0) — нагреваемом в среде 
с Г с —const, если фи;^ические свойства тела заданы уравнениями •

( ц-,пО) и с==с„ ( t+nO). гд е  д= (Г — Т„)/( — r j  ílfii

правочные номограммы учитывают влияние переменности тепло­
емкости (значение п), а левая и правая — теплопроводности (значе­
ние т )  тела.

Как пользоваться номограммами? Пусть заданы Bii, rtj.
Тогда для определения времени прогрева Ро  ̂ до значения темпера­
туры 0 1 начинают с определения точки пересечения прямых, соот­
ветствующих заданным значениям 0 i и т^. От точки пересечения 
по кривой Bii=const определяют значение 0* как пересечение 
кривой B ii  с ординатой т= 0 . Пересечение абсциссы 0 = в *  в пре­
делах центрального патя дает значение Ро*, которое соответствует



решению задачи при ni=0. При ni=const окончательный ответ 
Fo=Foi находится как пересечение кривой (Fo=Fo*. 0  = 0^) 
с абсциссой n=rii верхней или нижней поправочной номограммы.

Как пример пользования номограммами определим время нагрева 
и температуру центра шара радиуса /?=0,2б м из стали IX18H9T 

' в среде Г  = 1000°С при а=29,1 Вт/(м^-°С) от начальной темпера­
туры То=0°С до T (R , Xi)=800^C. Теплофизические коэффициенты 
стали 1Х18Н9Т в интервале температур О—ВОС^С аппроксимируем 
линейными зависимостями

г. (Г ) = 15.1 (1 Ч-О.ОО 187Г) Вт/(м ■ °С);
с, (Л  = 0,537(14-0,000547) кДж/(кг."С),

I
или

^(í^) = 15.1(l-hl.87д) Вт/(м-"С);
(0) = 0,537(1 +0,54^) кДж/(кг• “С )*

Тогда для расчета по номограммам имеем: Bii=a/?/A-^=0,48lг
т ,  = 1,87; П1==0,54; 0^=1— =0, 2.  Поданным Bij 0 i,
mi находим Fo* = l,15 (см. рис. 10.4). Поправка на значение п̂ --̂  
=0,54 даст Foi=l,75 или Xi~FoR^/af,=^0,S36 ч. Далее, при задан­
ных Bii, Foi, rij находим Fo* = l,22 (рис. 10.5) и соответствующее 
ему в*=0,18. Поправка на т=1,87 (рис. 10.5) дает окончательное 
значение температуры центра шара 0=0,25 или 7’ц=750°С. При 
нагреве пластины толщиной =0,025 м из стали той же марки 
в среде с 7^=1200 ®С и коэффициентом теплоотдачи 310 кДж/(м-“С) 
в том же интервале температур по номограмме, представленной на 
рис. 10.2, находим время нагрева поверхности Fo  ̂= 2,13 или 
т = 0,106 ч.

Если же оценивать время нагрева при линеаризованной постанов­
ке чадами [аср = 4,72* 10“ * м̂ /с, Лор = 0,209 Вт/(м-К)|, то по номо- 

' грамме (см. рис. 10.2, центральное поле) найдем т=0,00864 ч.
В табл. 10-1 [33| показана погрешность вычислений температуры 

поверхности и центра пластины для случаев расчета с помощью 
номограмм с использованием нелинейной модели (10.48) — 6* и рас­
чета с помощью линеаризованной посредством усреднения тепло­
физических характеристик модели (10.48) — 6 по сравнению с чис­
ленным решением задачи (10.48) методом сеток.

Из таблицы видно, что максимальные ошибки в определении 
температуры с использованием линеаризованной модели достигают 
38%,  а с помощью HOMorpaiyiM — всего 4 % . Таким образом, в пер­
вом случае ошибки на порядок больше.

Приведенные выше оценки ошибок линеаризации получены для 
конкретных примеров. В общем случае при других зависимостях» 
Я (Г), Ср(Г), других граничных условиях и т. п. ошибки линеари­
зации могут быть меньше или больше.

При линеаризации краевой задачи путем выбора вместо не­
линейной величины ее некоторого фиксированного значения



оно (постоянное значение) выбирается по среднему значению 
температуры. Это значение обычно определяется как полусумма 
мип1шяль]!0Г0 и максимального значений температуры в рассматри­
ваемом интервале. Однако такой выбор не является оптимальным. 
В  работе [51] показаны возможности уменьшения ошибок .линеари-

Таблица 10.1
в:

В1- 5 1 В1— 1 8 1 = 0 . 5

^п'
% '

б,*.
%'■

йп- »п.
%|

С
%1

%1 % Йп'
%1

«

т - 2  1 
п -1  /

7.3 — 2.64 1.3 1.34 10,95 — 1,57 1.17 0,46 14,2 6.2 0.77 0,33

т - —0,7 1 
Л - - 0 .7  1

— 30 28,8 2.5 3,03 — 17,3 25,9 •г 06 1.96 — 18.2 17,5 ■¿.т 1,2

в=1 - ■»̂ =0,05
В1»5 В1=1 В1=0,5

®п‘
% %

бп»
% %

&п. % %
Ф

*п.
% %

вг,- % й,. % Лп-
%

т —2 
п — 1

7.7 — 20 1.99 0.77 10.1 — 11.0 2,68 0.9 12,6 — 9.3 0.21

т ——0,7 1 
-----0.7 /

- 2 5 38,4 0,47 Г). 7 — 28.0 38,8 4.1 1.56 -2 7 ,7 27,8 1.8 0,55

зации, зависящих от законов изменения теплофизических характе­
ристик и краевых условий, вследствие правильного выбора постоян­
ных величин теплофизических характерис'гик. Необходимо заметить, 
что некоторые приемы линеаризации при определеины>1 условиях поз­
воляют свести ошибки линеаризации к нулю (например, преобра­
зование Кирхгофа для стационарной краевой задачи теплопровод­
ности с граничными условиями 1 рода). Поэтому видоизменеиие 
математической модели с помощью специальных преобразований, 
а затем обоснованный выбор постоянных значений соответствуюпхих 
нелинейных величин во многих случаях позволяют получить мини­
мальную 'ошибку линеаризации. Отметим еще две возможности 
линеаризации нелинейного уравнения теплопроводности.

Предположим, что выполняются следующие упрощающие усло­
вия: кривую зависимости к(Т ) с достаточно высокой точноспио 
можно представить линейной или экспоненциальной зависимостью 
Ф=соп$1.

В этом случае нелинейное ураш1ение теплопроводности допус­
кает линеаризацию [108].



уравнение нелинейной теплопроводности
с{Т)^){Т)дТ/дт = й'\̂  (^(^бгас! Т\

можно записать в виде

Если в последнем уравнении
ХдТ¡ ( А А - const, d T j d X =  const, ПО.49)

то придем к линейному уравнению теплопроводности с постоянными 
коэффициентами относительно функции Первое из условий (10.49) 
соответствует экспоненциальному виду кривой Х(Т)

Услоиия (10.49) противоречивы, за исключением случая ?. = соП51. 
Поэтому можно предполагать, что лишь одно из них выполняется 
точно, а в другом величину А ил-и В  надо заменить ее средним 
зиачением в рассматриваемом интервале изменения температуры. 
Можно также обе величины /1 и В заменить их средними значени­
ями в рассматриваемом интервале температур.

Еще один способ линеаризации состоит в применении преобра­
зования Кирхгофа '

с помощью которого исходное уравнение приводится к виду
ср (дТ дВ) (гК">/с*т) = ?̂ ,Л7‘̂ 0.

Если в последнем уравнении

то также получится линейное уравнение.
Существуют и другие способы линеаризации нелинейного урав­

нения теплопроводности для различных частных видов зависимости 
коэффициентов переноса от температуры [6^.

^ 10.4. Вариационный метод Бмо

Рассмотрим пример определения температурного поля полуогра- 
ниченного тела, удельная объемная теплоемкость которого зави­
сит от температуры [14].

А.,=Я„ехр[(Г1 — Го)/Л|, 

а второе — ее линейной аппроксимации

т

С{)дТ/d0=const, (10.50)



Математическая формулировка задачи такова; 
с^{Т)дТ!дт = 'кд'̂ Т¡дх̂  (^с>0, т>0);
Г (х ,  0) = 0; Г(0.  х) = Т „

где полагаем
с,(7’)=Со(1+Г/Г,).

Теплопроводность Х и температуру поверхности тела Т, считаем 
постоянными.

в  работе [14] показано, что вариационный принцип в случае 
нелинейной краевой задачи формально тождествен вариационной 
формулировке для линейного случая и приводит к системе п урав­
нений Лагранжа

Здесь диссипативная функция О и «температурная сила» QJ (по 
аналогии с силами в механике) определяются по тем же формулам, 
что и в § 6.6, а именно:

Однако суммарная потенциальная энергия теплового поля Е  опре­
деляется иначе:

здесь функция Е  связана с температурой Т  и удельной объемной 
энтальпией Л тела следующей зависимостью:

Отметим, что в случае, когда не зависит от температуры, выра­
жение для /•' припГ1мает вид

дE/дqJ^дD/дqJ^QJ (/=1, 2........п)..

(10.52)
о

(10.53)
5

(10.54)
Q

Л
(10.55)

о

Удельная объемная энтальпия определяется формулой
7

h= \c,iT )dT . (10.56)
о



что совпадает с подынтегральным выражением для потенциальной 
энергии в § 6.6.

Приступим к решению краевой задачи, описываемой уравнени­
ями (10.51). Поле температур аппроксимируем квадратичной пара­
болой

Т = Т 5 (\ - х 'д )\  . (10.58)
где .толщина термического (возмущенного) слоя д играет роль 
обобщешюй координаты Отметим, что такой выбор приближенного 
решения обеспечивает точное удовлетворение граничному условию 
задачи (10.51). Вычислим значения фуикций, определенных форму­
лами (10.54)—(10.57), для рассматриваемой задачи. Имеем:

7

Л = | с„(7 ')с1Т=с„7'+с„Г7(2П-);
О

<1/1=с, (Т )( 1Г ;
7

Р = ̂  С, (Т) TdT= cJУ2^CoTУ i^Ts );

Е= ]Р6 х  = 3\СоТ1д/2\0.
о

Вектор теплового поля И определим по формуле Я-=-^/1с1д:,
X

тогда
ч

и  =^[coTs{\ — х/д)^/2\йх
о

и, полагая г = \ — х/д, получим
Н =(2^/3 +  2®/10)СоТ51?.

Подставляя в формулу (10.52) выражение для Н, получим для 
диссипативной функции О следующее соотношение:

1 г ■ 0,0643 о • 

о

Из (10.53) в случае / = 1 Q6(?= Ts6W (где бЯ = 13/30соТ56<7 —  ва­
риация Н при х=0). Из последнего равенства находим выраже­
ние для «температурной» силы

д = 13/30с„г1

Подставляя полученные выражения для Е, О, Q в уравнение 
Лагранжа при /=1, получим

0,0Шдд==2/7{Х/с^,).



с  учетом начального условия ¿71х»о=0 интеграл последнего 
уравнения имеет вид

(]0.59)

Формулы (10.58) и (10.59) позволяют рассчитать температурное 
поле в полуограниченном теле.

Необходимо отметить, что решение краевой задачи для уравне­
ния теплопроводности с теплопроводностью, зависящей от темпера­
туры, также может быть проведено методом Био. С ,этон целью 
необходимо предварительно применить преобразование Кирхгофа 
(см. § 10.1). Вид краевых' условий при этом не изменится, в урав­
нении теплопроводности остается температурозависящий параметр — 
температуропроводность, что позволяет применить описанный выше 
метод.

Задача 10.1. Применить метод Био для решения задачи об охлаждении иолу- 
ограниченного тела от температуры 7’=Т’оДО температуры Т'-О, если теплофи- 
зическне параметры тела такие же, как и в задаче, описываемой ураыи'!!иями 
(10,51). Сравнить полученное решение с решением задачи о нагревании (10.51).

§ 10.5. Сведение краевой задачи в частных производных 
к сбыкновенным дифференциальным уравнениям

Кроме преобразований подобия (см. § 10.2) для понижения по­
рядка нелинейности применяют и другие методы.

М е т о д  Б у б н о в а  — Г а л е р к и  на*. Метод Бубнова — Галер- 
кина широко применяют при реше1ши нелинейных нестационарных 
задач теплопроводности в сочетании с другими методами и подхо­
дами [30]. Основная цель применения метода состоит в сведении 
краевой задачи в частных производных к краевой задаче для обык­
новенных дифференциальных уравнений. Применение метода Буб­
нова— Галеркина к задачам, содержащим нелинейность в дифферен­
циальном уравнении, рассмотрим на следующем примере [107].

Дана краевая задача

= А  a„( l-fpГ)  - ^ 1 , \x \K R , т>0; (10.60)
дт дх \_ дх ]

Т (± н ,  г )= Т „*Т {х , 0 )= Г„.

Введем безразмерные независимые переменные Ро— — 
~x/R, тогда задачу (10.60) можно представить в виде

дТ _ д Ч  о д
аро ах* ̂  ах дХ

Т (± ] ,  ¥о) = Т „  Т (Х ,  0)=Го.
;ю ,б 1 )

* в  с̂ 1учае. когда неопределенные коэффициенты приближенного решения 
вависят от координат, этот метод называют иногда методом Л. В . Кантор01шча.



Согласно методу Бубнова — Галеркина, приближенное решение 
задачи (10.61) ищем в семействе функций, точно удовлетворяющих 
граничным условиям задачи

Т(Х,  Р о ) = Г „ +  2  а,(Ро) (X), (10.62)

где коэффициенты а, (Ро) определяются из условия ортогональности 
невязки уравнения (10.61) к каждой из координатных функций ф ^(Х). 

В  первом приближении примем, что
Т {Х ,  Ро) = Г,+ а(Ро )(1  — Х2). (10.63)

Подставим выражение (10.63) в уравнение (10.61) и потребуем 
выполнения условия ортогональности невязки к функции (1, — Х' )̂, 
тогда получим нелинейное дифференциальное уравнение первого 
порядка

---^й(Ро)11-Ь0,4ра(Ро)]. (10.64)
(1Ро 2

Разделяя переменные в уравнении (10.64) и интегрируя, получим 
а(Ро);[1 +0,4ра(Ро)| = Сехр (— 2,5Ро). ,

 ̂ Определим гюстояияую интегрирования С из начального условия 
задачи /

1
[Т (X, 0) -  г,] d X = a (0 )\ ( ¡-  Х )̂ а х = Г о  -

о
откуда

а (О Н (3/2 )(То-Т ,) и С=1,5(7’о - Г , )/ [1 + 0 ,б Р (Г „- Г Л .

Таким образом, функция а(Ро) имеет вид

а (Ро)=[ 1,5ЛТ ехр (—-2,5 Ро)У[ I +0.6Я ехр (—2,5 РЪ)], (10.65)

где
ДГ= Го — Те. И^^АТ.

Подставим значение (10.65) в выражение (10.63) и получим фор­
мулу для определения относительной избыточной температуры в 
первом приближении

0  (X рди - ^ ^^  ̂ ( 1 _
АТ 1+ 0.6Яехр (- 2 ,5 Ро )

В случае выполнения процедуры Бубнова ~  Галеркина для по« 
следующих приближений будем приходить, к нелинейным систе­
мам п обыкновенных дифференциальных уравнений, решение котот



рых возможно только с помощью ЭЦВМ. Однако задача решения 
системы дифференциальных уравнений первого порядка, как пра­
вило, проще, чем решение исходной задачи в частных производных.

Алгоритм решения системы нелинейных дифференциальных 
уравнений г̂-го порядка приведен в приложении V.

И н т е г р а л ь н ы й  метод  т е п л о в о г о  ба ла н са .  Изложен­
ный в § 7.2 метод интегрального теплового баланса может быть 
применен для решения задач с температурозависящими теплофизи­
ческими характеристиками.

Пусть дано нелинейное уравнение теплопроводности

а  дХ
(10.66)

где в---=(7' — То)/АТ — безразмерная температура; Х ^ х Ц  — относи­
тельная координата; С=с/с^ — относительная удельная теплоемкость; 
Е — — относительная теплопроводность; /̂  = р/р„ — относительная 
плотность тела; t = rXJ{p̂ JĈ yP) — безразмерное время; М —СЯ — отно­
сительная объемная теплоемкость; величины при начальной темпе­
ратуре Тп тела имеют индекс 0.

соответствии с теорией интегрального метода получим урав­
нение интегрального теплового баланса; для этого умножим урав­
нение (10.66) на дХ и проинтегрируем от Х^ до б( )̂:

(̂0

Хг, Х„

ах . (10.67)

где Ло — координата поверхности тела, подверженного тепловому 
воздействию.

Зададим профиль температуры известной функцией пространст­
венной координаты (например, полиномом в  —а„-[-Л1Х - 1-а2Х “). Тогда 
с помощью граничных услови»! задачи можно выразить все коэффи­
циенты в соответствующих членах, зависящих от температуры, 
через толщ11Н)’ термического слоя 6(/) и известные функции вре­
мени из граничных условий. Имеем:

Г , И ( 0) — ( ^ Л ' =  Г ж [ 6 ( О ,  л  х\ =

=/■(5(0, t)дЬ{í)|dt\



Таким образом, интеграл теплового баланса (10.67) приводится 
к виду

F iЬ {í), t)d6{t)/<ít=f{Ь{t), t) при 6(0|(=о = Х„.
т. е. к нелинейному обыкновенному дифференциальному уравненик> 
относительно функции 6(/). Решение уравнения (10.67) справедливо 
до момента времени когда толщина прогретого слоя станет рав­
ной толщине тела. Для моментов времени />/* интеграл теплового 
баланса видоизменяется: верхний предел интегрирования в (10.67) 
станет постоянным и равным Х 1 — координате другой ограничива­
ющей поверхности тела. В температурном профиле 0(а^ X )  оста­
ется одна неизвестная функция времени (остальные выражаются 
через известные функции из граничных условий), которая определя­
ется из интеграла теплового баланса

Г(а^, t)da J(\ í = f{at„ (). (10.68)
Здесь

^(йй. 0 =  | А ^ [ 0 (ай, Х)]|90(йл, t, X)/дaf^dX;
Хо
X, ^

Уравнение (10.68) также представляет собой нелинейное диффе­
ренциальное уравнение первого порядка. Уравнения вида (10.67) и 
(10.68) редко удается решить аналитически. Поэтому чаше всего 
приходим к необходимости численного интегрирования уравнений 
(10.67) и (10.68), что не представляет особых трудностей.

Интегрирование уравнений (10.67), (10.68) может быть выпол­
нено с помощью стандартных процедур Рунге — Кутта, Адамса. 
Милна и др. [55] и требует меньших затрат машинного времени по 
сравнению с методом конечных разностей.

Метод теплового интегрального баланса позволяет решать одно­
мерные задачи при самых различных функциональных зависимостях 
теплофизических характеристик тела от координаты и времени при 
граничных условиях всех видов.

§ 10.6. М етод последовательных приближений 
(метод итераций)

Простой алгоритм решения нелинейного уравнения теплопровод­
ности методом последовательных приближений рассмотрим приме­
нительно к одномерной задаче с граничными условиями И рода:

’ .(0 <,1 < Л , т>0);с (Т )р (Т )- ^ = ±  
дх дх

Х(Т) 
дх

Т{х, 0)=0; дТ{0, худх=0; 
к {Т )д Т {Я , х)/дх=д(х).'



Используя преобразование Кирхгофа в(д:, т )= —  h{T)<\T и пола-
К  -о

гая, что зависимость коэффициента а от температурного аналога 0
п

И'Меет вид ¿^(0)= ^  получим:

а© = \ ^  (0< А < 1. Ро>0);
Р̂о ^  ал* ^

к = О

в (Х ,  0)=0:

д0{О, Ро)/ал:-0; (10.69)

¿0 (1 , Ро)/йХ=(^* (Ро).

где X  =  x /R ; Л,,—а^/ац: д* =  д к1 ‘К(,; Ро=^й(,''^/ “̂-
Для решения задачи, выраженной уравнениями (10.69), приме­

ним метод последовательных приближений, тогда £-е приближение 
находится как решение следующей краевой задачи:

д^1 {X, Ро) d ^ i (X , Fo)
оРо С/Х*

е , ( Х .  0)=0;
.50,.(0. Ро)/дХ=0: ^0((1, Ро)/аЛ'-;?*(Ро). (10.70)

Решая задачу (10.70) с помощью интегрального преобразования 
Лапласа, для 1-го приближения получим формулу

Р о  Н о  1 *

в , (Х .  Fo)= j’ i * (O d i  + j’ j 'f| e ,_ , (A ,  1)\йШ^-
О О О

00 F o  1

+  ]]^C0S[1„X \ ■ (-{)'' q* (t)-\- \ Г[е^^^{Х, Olcosix^XdA'X 
я=1 М  о

Хехр [ — (Ро — о ]|  di, (10.71)

П
где F [ e , _ , ( X ,  0 1 = 2 ;А Д - 1 (Х , Ро)а^в(_1 (Х, Ро)/дХ\

k î
Расчеты по формуле (10.71) продолжают до тех пор, пока 

|0j — 0j_ i l  не станет меньше заданной величины. Затем осуществ­
ляется переход к функции Т {х, т).



Изложенный метод применим также к решению задач с фазо­
выми переходами, с переменными коэффициентами и произвольными 
граничными условиями на ограничивающих тело поверхностях.

Решение задач может производиться в прямоугольной, цилинд­
рической и сферической системах координат.

§ 10.7. Метод возмущений (метод малого параметра)

Сущность метода малого параметра применительно к дифферен­
циальным уравнениям состоит в следующем. Прежде всего должно 
выполняться предположение о том, что дифференциальный оператор, 
входяищй в нелинейное дифференциальное уравнение, может быть 
представлен в виде

Д (Т) -  = Л (10.72)
где е — малый параметр; — лииейный дифференциальный опера­
тор, удонлетворяющий соотношению

^0 ^  <7'j).Ví=( / <.=.1
Решение уравнения (10.72) ищется в виде ряда, расположенного 

по степеням параметра е:
(X

(10.73)
Jh=0

где Гд — функции, подлежащие определению.
Подставляя ряд (10.73) и уравнение (10.72) и собирая коэф( )̂и- 

uviCHTbi при одинаковых степенях параметра е, получим систему 
ди(}х '̂ерснциальных уравнений для определения неизвестных функций

^ (7 ', )+ a V i= 0 . (10.74)
*

Функции Ф ^_1 представляют собой выражение, в состав которого 
могут входить функции Та, T l, .. ., и их производные, извест­
ные из решения предыдущих дифференциальных уравнений. Следо­
вательно, решение линейного уравнения (10.74) не должно вызывать 
затруднений.

Покажем применение метода малого параметра к нелинейной за­
даче HecTaHHOHápHofi теплопроводности (105],

Уравнение теплопроводности запишем в виде

с(7') —  = d iv fX (r )V 7 ’l+í?^„ т > 0. (10.75)
дх

Предположим, что коэффициенты с{Т ) и 1{Т) зависят от темпе­
ратуры по линейному закону

с ( Г )= с „ (1 - Р Г ) ;  ;.(Г)=Яо{1+рГ). 
где Сц, Хц, р — постоянные.



Тогда уравнение (10.75) представим в виде

c „ ^  =  X , „ V " T + p [ x „ d i v ( r v r ) - c „ T ^ ) l + i „ .  p f f i ,  t > 0 .
a t  I  ax j

(10.76)

Решение уравнения (10.76) ищем в виде ряда

00.77)

где функции Т,, последовательно определяются из уравнений вида 

£■()— = 1> л: 6 т]>0 (А=1, 2, . .. )дх

при соответствующих краевых условиях.
Рассмотрим, как формируются краевые условия, для решения 

к-й задачи. Пусть заданы краевые условия к уравнению (10.76), 
состоящие из начального условия Т [р, т) —ф(р) при т = 0 и гранич­
ного условия 111 рода

[Х{Т)дТ/дп-\-аТ\\^=ур(р, т) npnp^S.

Тогда, подставляя в уравнение (10.76) ряд (10.77), начальное и 
граничное условия и приравняв коэффициенты при р в нулевой сте­
пени, получим, что нулевое приближение находится как решение 
следующей краевой задачи:

с^,дТп/дх=К^‘̂ Т-\-д̂ , p ^ Q , т > 0;
То(р. т)=ф(р), ре '̂ ===0;
{dTJdn-\-HTn)\s=^(p, т)До. P^ S , т> 0 ,

где
Приравняв коэффициенты при р в первой степени, уравнение для 

первого приближения запишем в таком виде:
CodTi/dx = 'k„\7-Tf-\-On[T^{p, т)], p^Q, т > 0;
T i(p , т) = 0, p^Q, т==0;
(аг,/ап+яг1)|5=/о[7’о(р, X)], P6S, т>о,

где f,AT^{p, x)] = — TodTjdn, p ^ S , т > 0.
Аналогично определяются и краевые задачи для нахождения по­

следующих приближений. Необходимо отметить, что вопросы при­
менения метода малого параметра к решению нелинейных задач 
теплопереноса требуют дальнейшей разработки.

Т е п л о п р о в о д н о с т ь  п л а с т и н ы  при т ем п ер а тур о за-  
в и с я щ и х  т е п л о п р о в о д н о с т и  и о б ъ е м н о й  п л о т н о с т и  
т е п л о в о г о  п о то ка  в н у т р е н н и х  и с т о ч н и к о в  т е п л о ты .  
Рассмотрим задачу решения нелинейного дифференциального урав-



нения теплопроводности с нелинейным источником теплоты при одно­
родных краевых условиях |67]:

дТ  д 
С() — =  —  

 ̂ г)т дх
Х(Т) дТ_

дх
+о)о (л:, т) Q (Г), О < л: < /?. т > 0;

Т(х. ()) = 0; Г  (О, т) = 0, Т {к ,  т) = 0,

где О),,(л:, т) — аналитическая функция от дг, т> удовлетворяющая 
условия^! О),|(0, т) = (Оо(/?. т) = 0.

ГТ1)сдположим, что нелинейные функции Х{Т) и ( ¿ ( Г )  аппрокси­
мированы полиномами:

(3 (7- )= 2 ,»е*Г ‘ .
»{=0 *=0

где 8 — параметр (0<  е < р < оо); и ¿7,̂  — заданные постоянные.
Решение исходной задачи ищем в виде ряда по степеням пара­

метра е
00

г - V ,  г Г , [ х ,  X).

Потребуем, чтобы ряд формально удовлетворял исходному диф­
ференциальному уравнению. С этой целью преобразуем это уравне­
ние, подставив в [1его соотношения для Х{Т) и (2 (Г):.

дТ  л д Ч  ,

=̂1

+ а)„и , т ) 2Аг=0

Подставим разложение искомой функции в последнее уравнение 
и введем некоторые необходимые обозначения. Пусть дан ряд у —

оо

= 2  который сходится абсолютно в некоторой окрестности ну-
п=-.0

левой точки. Обозначим через коэффициент при е" ряда, полу­
ченного после возведения у в степень к {к > 2), Тогда

ОО

2  у«*’«”-
п=0

Коэффициенты полученного ряда обладают следующим свойством:

Уп У’ Уп—(1̂ 0
\

где т  — целое гюложительпое число или нуль и удовлетворяет не­
равенству т  к.



при этом принимаем, что 

1, л=0;у5.‘'--уп.
>>L*> =  0, '  ■ о, я = 1, 2.............

Тогда с учетом введенных обозначений получим

ох т —О ОХ^ т —0 fe=l /=0

/ UW N UU

x V f f l i ' W V r S V l V i l ^\ дх // дх̂
/ - 0  \ /=о / /=о/=о

со

-Но,И^ r j V .
/=о

Систему уравнений для определения неизвестных функций полу­
чим из последнего уравнения, приравнивая коэффициенты при оди­
наковых степенях параметра е:

■F {̂x, X) {О <  X  <  R, X >  0);дТ'гп_у_ f im  
дт “ дх̂

Т^{х, 0) = 0; Г „(0 , x )^ T „ iR ,  т)=0 (ш==0. 1. 2, .. .) ,

где функция F „{x , т) содержит Т j ,  дТ¡¡дх, д^Т¡¡дх  ̂ со всеми номе­
рами /, удовлетворяющими неравенству / < т .

решение краевой задачи можно представить в виде
■сЛ

(X , т )=  ‘ f G {X, л. т  —  О F „  (г|, О dr\ 6t,
о о

где С(д:, ,т), X — 0 = “ ^^,ехр — ] Х { т  — О sin— д:sin ~  т].
R \ R I J R R

Суммируя функции Т „{х , х), получим формальное решение исход­
ной задачи

dT| d/.

С т а ц и о н а р н а я  т е п л о п р о в о д н о с т ь  д в у х с в я з н о й  пла­
с т и н к и  [104]. Пусть имеется изотропная пластинка, имеющая в 
плане вид двухсвязной области, ограниченной гладкими кривыми 51



(внешний контур) и (внутренний контур). Уравнения контура 5̂  
имеют вид

x= R¡ (eos CCS n,fí'); 
y= R , (sin -~B¡ sin n¿í>), í = l .  2,

'̂1Р (|ei I < !)•
Например, при З1гочениях параметров R  ̂= R¡, 81= 1/5 , б2 = 0, 

«1 = 2(1) и R̂  — R¡, 81 г-1/9, 82 = 0, ^1 = 3(11) пластинки имеют форму, 
показанную на рис. 10.6.

Предполагая, что теплопроводность материала зависит от темпе­
ратуры. применим преобразование Кирхгофа, Тогда распределение 
температурного аналога в 
пластинке (обозначение для 
температурного аналога оста­
вим Т) описывается уравне­
нием .Лапласа

Рис. Ю.(). Вид пластинок, форма которых 
определена параметрическими уравнениями 

( I )  и (И )

(10.79)

' а-г 1 аг 1 д п

дг- г дг
(10.78)

На поверхностях пластин­
ки рассмотрим преобразован­
ные граничные условия I рода

Т{г, г'О ls, =  rs ,= const,
Т{г, {f)\s, = Ts,=comt,

которые более целесообразно записать в декартовой системе коорди­
нат X ,  у:

T{x¡-^e)h¡, Уi-i-гik¡)=Ts^, x¡, y t^ S ¡. (10.80)
Здесь x,=rjCOs^, y¡=r¡smi^ — координаты точки, расположенной 
на окружности радиуса Ri, h¡=R¡cosni<}y k¡7=— R isin  n¡'& — вели­
чины приращений координат y¡, которые устанавливают соответ­
ствие между точками окружности радиуса R¡ и точками контура S¡.

Для решения задачи (10.78), (Í0.80) применим метод малого па­
раметра. В качестве малого параметра выбираем величину 8= 81. 

Запишем разложение функции Т  в ряд по степеням параметра е

í-=0 (10.81)

Подставляя разложение (10.81) в уравнение (10.78), получим
/V

*=0
т. е. каждая из функций удовлетворяет уравнению Лапласа



Получим граничные условия для функций Т^(^=0, 1, . . М). 
С этой целью разложим в ряд Тейлора функции температурного 
аналога в точках внешнего и внутреннего контуров, тогда гранич­
ные условия (10.80) запишутся в виде

Г {х ,, y ,)- T s , (10.82)

где /!̂  ̂=  {h¡д/дx■̂ ]~kiд/дy)” ,̂ е.1 = г, е2= те. Подставив разложение (10.81) 
в условия (10.82) и приравняв коэффициенты при одинаковых сте­
пенях параметра е, получим граничные условия для фуикций 7\:

к

«1
П =  1

(10.83)

'1 прн /= 1;■:
где ¿^1 ,  2; 6.— . »‘ т  при i = 2.

Если ограничиться третьим приближением, то получим
Т  -- Т о Н - е Т 2 - } - е ^ Т 3, (10.84)

где Т„-^фо(г); Tj ■--/(Л>) cos v,0-|-/(^0 cos v..ii; Талера (г)-1-/(r^v,) x 
X  cos 2v,\')'4-/' (r^v.jcos 2v2\^+/ {r^ )̂cos\l■t)-rf (r' )̂ cos xil>; 7\- Т ( Л ‘)Х  
xcos Vji'f -)- f (r^''i)cos SviO +  Ф  (r'̂ '») cos Vol.'̂  4- f (r̂ '̂ >}cos Svjf} ~  f (r̂ )̂ X 
XCOSpii) +/(/^‘)COS fi.,i>-i-/(r‘̂ >)COSCDit>-f-f (rtJ>)C0S 0)2̂ .

Здесь = In/'+fi;, (ife==0, 2): /(r') — Т( Л*)  = СЛ>4- 
-l-Dr-'v.; 0{r^i) = Er'̂ -̂\-Nr~'̂ >\ V i^ ^ i+ l; «2;
K — /7i fn^.-f-2; 2 п ,+ П 2  +  3; p 2 = 2 n 2 + « i +  3; o)] =  2/Z] —  Пз 1-1; 0) 2=  
=  2n.̂  — П1 +  1.

Постоянные A ,̂ S^, Ĉ , C, D, E, N определяются из гранич­
ных условий (10.83):

dTn7 '„-Г5 ,; r,--= :-6,r,ii^cos(n ,.+ l)e;,n= = -e,
' I 4

— ^ s in ( r t i - f i ) 0 ( ;  Гз=
8 dr dr

7I 2 d̂ 7’o\ / I 14 a I /'Г , '■+ ''‘ - r r  cos(«i-4-l)’» + —  Г о - г ~ + -dr* / dr \ dr

Xcos3{n^4-l)#  +-|- r f- ^ ^ co s^ (n ;+ i)f l+ fr i 

X  sin^ (П;4-1) I'bi-sin 2 («¡ +  1) x'i ̂  — Г; ^

Xcos(rtj-t-l)ii — ^  s in (n j- M )o L  i=l> 2.J

Xdr2
dT, J ¿)^r,
3r ' dO*
, dr..

X

no



Полученное решение (10.84), (10.85) можно значительно упростить 
для случая, когда внутренний контур является круговым, т. е. 63= 
= т  = 0. Распределение температур в пластинке в этом случае выра­
жается следующим образом:

Т (г. i!>) = (po (/■) т-е/ (Л>) cos [(pgi/") / (/' '̂’0 cos 2vi^]-h
4-e'̂  tF(^>)cos cos 3vi"ft],

Постоянные интегрирования, входящие в решение, имеют такой вид:
— Т S, )/!п (г̂ /Лз): Bo = (Ts, In Г1 Ts, In r )̂/\n 

Л,= Нг'!/1п(г1/г,); S ,=  -Hr?ln/-,/ln(rj/r,); C,v, =

D „ ,  = -P< ‘ > rfV f/(rf Í -  г Г У , C = Q rV (rf -

D = - Q A r f K r f ~ r n
где H = - p C ,v ,l Р '‘ ' = - Л „ ;  Р<2)=ргГ'*0,^, +  A„/2; P<» = 
= 2prT^®D2v, -  P (P + 1) IV, /2 -  Л„/3; Q = -  Í Л,+2рг?“C^v, + 
4-«iP^^iCiv,/2 ; р = я̂  + 1 .

В табл. 10.2 и 10.3 показано распре;|.еление температурного ана­
лога.Г/Т^ в пластинках, нредстаиле'нных на рис. 10.6 в различных 
приближениях по методу малого параметра. Полагали, что Ts  ̂= Ts> 
а r s ,= 0, отношение для треугольной пластинки равно 1/3,
для квадратной — 1/2. При удовлетворении граничным условиям наи­
большая погрешность равна 1,2 % для треугольной пластинки 
(табл. 10.2) и не более 1 % для квадратной пластинки (табл. 10.3). 
Таким образом, погрешность расчетов вполне удовлетворительная для 
приближенного метода.

Таблица 10.2

ПриПли-
жсник

0 = 0“ 0 = 60°

1.6 г, 2.1 г. 3 г. на S, 1.2 г. 1.5 г. 2.1 г, на S,

Ü 0,368 Ü.Ü75 1 1,166 0,163 0.368 0,675 0,795
1 0,348 0,613 0.774 0.850 0,171 0.388 0,737 0.889
2 0,371 0,689 0,902 1,033 0,189 0.411 0,813 0.981
3 0,369 0,682 0.880 1,012 0.190 0,413 0.820 0,992

Т а б л и ц а  10.3

Приближении
0 = 0 ° 0 = 45'’

1.4 г, 2 г, на 1,2 г. 1.4 на 5,

0 0,485 1,152 0,264 0,485 0.831
0,449 0,839 0,908 0,280 0,521 0.938

2 0,484 0,919 1.012 0.299 0.556 1,001
• 3 0,483 0,918 1,000 0,300 0,555 1,000



На возможность решения задач нестационарной теплопровод­
ности с помощью применения интегральных соотношений впервые 
указал А. С. Лейбензон [64|.

Рассмотрим применение метода интегральных соотношений Лей­
бензона для приближенного решения нелинейных задач теплопро­
водности [59].

Вместо избыточной температуры ■0=7' — Го вводится энтальпия

Тогда нелинейная краевая задача нестационарной теплопровод­
ности (в простейшем случае граничного условия I рода) запишется 
в безразмерном виде:

соответственно максимальное и минимальное значения энтальпии; 
й*, 5* — соответственно объем тела и площадь поверхности, огра­
ничивающие тело; йд — температуропроводность при температуре Гд.

Безразмерную температуропроводность с известным приближе­
нием можно представить в виде полинома

Умножая обе части уравнения (10.86) на ёО и затем интегрируя 
и применяя при этом к правой части теорему Остроградского, 
получим

Учитывая разложение (10.87) и граничное условие (10.86), по­
лучим так называемое интегральное соотношение Л. С. Jleйбeнзoнa, 
записанное в обобщенной безразмерной форме:

Выражение (10.89) показывает, что при граничных условиях I рода 
нелинейная задача нестационарной теплопроводности линеаризуется 
относительно новой переменной 0.

о

о

с)0/5Ро=(1]У 1А (У)йгас] 0], Ро>0; ,
В {р , 0 ) = @ ^ ( р ) ,  Ро=^0;

0 (р , Ро) =  0, р^8, Ро>0,
( 10.86)

где в  = (1 — 1о)/(1« — ¿о); А {Ь ) = а/ао\ Ро^аот//'-"; ¿о —

4(0)==1-Ь/^,е-Ь/^20Ч . . .  4-/е„е\ (10.87)

(10.88)

(10.89)



приближенное решение уравнения (10.89) ищем в виде

0=сф(р),

где с — неизвестная функция безразмерного времени, а ф(р) — вы­
бранная нами координатная функция пространственных переменных.

Тогда от интегрального соотношения (10.89) приходим к диф(̂ )е- 
ренцнальному уравнению относительно с(Ь'о)

с1с/с=—|1с1Р'о, (10.90>

Интегра’л (10.90) имеет вид 

с=с^,ехр(—цРо).

Произвольная постоянная может быть определена из услови»

Следовательно, приближенное решение задачи имеет вид

В  = с,,(р (р)ехр(—}х1-о),

и задача решена.
В частном случае одномерной модели функцию ср задаем в виде 

(р(у*Х)- Собственные числа V* при этом, согласно условию (10.86), 
находятся из уравнения ф(г^)=0 (Х = 1 — координата поверхности, 
пластины). Тогда частное решение можно записать в виде

в=Со.^Фй ехр(— Ц;,Ро),

В силу линейности (10.89) общий интеграл представляется в виде

Нормирование коэффициентов Со./? производится при отыскании 
минимума функционала отпосительно начального условия

ч

минимума функционала 6  ̂ |во(р) — СоФ(р)^¿^  =  0, откуда
и

00

(10.91)



Если система функций cph(v*X) обладает свойством ортогональ’
ности

/ ф Л v ? л : )Ф i  ( v ?x )dQ =  
i.’

о, '̂Ф̂ '1 

ь1>0, k = ¿.
то из (10.91) следует

Je „  (X)ф,(v2x)d^
о

J4 'i (

Рассмотренный метод применим и для решения более сложных 
задач, например в случае граничных условий III рода.

Задача 10.2. Расс.мотрим задачу об охлаждении шара для граничных усло­
вий I рода. Д ля  переменной i =  (T — Т„)/(Т,гг —  ^о) краевая задача определяется 
системой

1(Х,  0 )= 1 ;

 ̂(О, Ро )^ о о , /{1,  Ро)=0, д1 (О, Ро)/дХ =‘0.

Требуется, используя выражение для энтальпии, разложение (10.87) и при­
меняя метод Лейбензона. найти приближенное решение задачи в виде

0= {/-и/(^^ -/„)= с(1 -Х “).

§ 10.9. Сведение краевой задачи к интегральному 
уравнению типа Фредгольма

Согласно методу, описанному в [67], решение нелинейной задачи 
теплопроводности сводится к решению интегрального уравнения 
типа Фредгольма. Решение последнего ищется в виде ряда по функ­
циям времени и пространственных координат. Рассматривается два 
способа выбора функций пространственных координат: а) собствен­
ные функции симметричного ядра интегрального уравнения; б) функ­
ции, построенные специальным образом.

Рассмотрим применение этого метода для решения одномерной 
задачи, представлешюй в безразмерном виде:

дТф, Ро)/ал=0, Т{\, Ро)=Ф(Ро),
где л = л://?; Ро=от//?^; А.=Х/К„] C=cfc(,; /? — характерный размер; 
v=0, 1, 2 для плоской, цилиндрической и сферической симметрий 
соответственно.

di

Т {Х ,  0) =  f ( X ) ; (10.92)



уравнение (10.92) можно записать, выделив линейный оператор 
Лапласа:

X . Ро), 1Х1<1, Ро>0,

п г  /Т> V  г  Ч С дТ дТ /  V , I дА \ где 'У (Г, л , Ро )~ ----------- ----
А д?о дХ \ X ' А дХ  

С помощью функций Грина

С„(А, )̂ = í v=ü;

G i(X , 1) = \ v = l ;  '

^ ( . Y - l ) .  0<5<-Y.
v=2,G ,(X , |)=

перейдем от краевой задачи (10.92) к интегральному уравнению 
Фредгольма

1
Т {Х , Ро) = Ф (Р о )^ - jG v íX ,  1 )^ (Т , t  F o )d t  (10.93)

о
Предполагая выполнение теоремы существования и единствен­

ности решения, решение уравнения (10.93) ищем в виде
. П

Т (Х . Fo) = (D (Fo )+V  р^^(Х)ф»(Ро), (10.94)
/г==1

где (р,, (Ро) — неизвестные функции времени, подлежащие опреде­
лению; fíftv('^) — такие функпии пространственных координат, по 
которым функция Грина может быть разложена в билинейный рав­
номерно сходящийся ряд, а именно для случая (а)

П
Ovix, a = : s  Pív(A-)p.v(y/í*L. í?=i

Здесь p/ív. f̂ év — <-‘«(>т»̂ -‘тствен1!о собственные функции и собственные- 
числа ядра 6 (Х ,  Ро).

Для V -̂0, 1, 2 собственные функции и собственные числа имеют 
следующий вид соответстве{ию:

P,io(- )̂ = l/"2cos[(2/e — 1)лЛ:/21, -(2/г— 1)л/2;

P;¡1 </(|(M'íi1'̂ )/'̂ 1 (H'íii)'

где — корни уравнения /„([i) 0; t̂ /,2(^ ) У'"2 úuknX, |x,,2--



Подставляя форму решения (10.94) в уравнение (10.93) и учи­
тывая ортонормируемость собственных функций, получаем систему 
нелинейных дифференциальных уравнений первого порядка для оп­
ределения неизвестных функций времени ф^(Ро):

П
ср/(Ро)=3 [^гАФ*(Ро)+/^;,ф^(Ро)Ц-Л^^: (10.95)л=|

I
где Х;й=,--- ~

о О

X  —
1

Из начального условия в (10.92) при подстановке в него (10.94) с 
учетом ортонормируемости собственных функций получим начальные 
условия для системы (10.95):

(10.96)

Решение системы (10.95) с начальными условиями (10.96) может 
быть получено численно методами Рунге — Кутта, Эйлера, Адамса 
[55] и др.

В  случае (б) для функции ['рина предлагается разложение в 
специальный билинейный равномерно сходйщийся ряд

где
Уй VI Уг • • • Уй-1
Сй, 1 Сл С21 . • • Сй_ 1,1

С/г.й—1 С|, Л_1 Сг, А_| I

А .=

41 •̂гl
42 '-'22

(10.97)



Здесь т , (Х )  = | С ( Х ,  = |  | 0 ( Х ,  |) р ,(Х ) р ^ Ц )й Х 6 1
О 0  0

(I, й=1, 2, . . . .  п).
Последовательность является произвольной системой

функций, удовлетворяющей условию полноты, например полиномы 
Лежандра [55].

Определив функции по формуле (10.97) и выбрав решение в 
форме (10.94), можно получить систему дифференциальных уравне­
ний, аналогичную (10.95).



О СН О ВН Ы Е ПОНЯТИЯ МЕТОДА КОНЕЧНЫ Х РАЗНОСТЕЙ

Для приближенного решения краевых задач теплопроводности 
широко применяется метод конечных разностей (метод сеток). Идея 
метода состоит, в следующем. Область непрерывного изменения 
аргументов заменяется расчетной сеткой — дискретным множеством 
точек (узлов). Вместо функции непрерывных аргументов вводятся 
функции дискретных аргументов — сеточные функции, определяемые 
в узлах сетки. Частные производные, входящие в диф^^еренциаль- 
ное уравнение и граничные условия, заменяются (аппроксимируются) 
разностными соотношениями *.

В результате такой замены краевая задача в частных производ­
ных сводится к системе разностных уравнений (алгебраических 
уравнений), называемых еще разностной схемой.

Если решение системы разностных уравнений существует и при 
измельчении сетки стремится к реи\еиию поставленной задачи (т. е. 
сходится), то это решение и является искомым прнближенп1,1М 
решением краевой задачи. Несмотря на то что число неизвестных 
в этой системе алгебраических уравнений весьма значительно, 
решение ее с точки зрения математических трудностей более просто, 
чем исходной задачи.

При ре1иении конкретной задачи необходимо рассмотреть сле­
дующие вопросы: 1. Каким образом выбрать сетку? 2. Как по­
строить разностную схему? 3. Определить, с какой точностью раз­
ностная схема аппроксимирует исходную задачу. 4. Проверить 
устойчивость разностной схемы. 5. Выяснить скорость сходимости 
решения разностной задачи к решению исходной краевой задачи.

§ 11.1. Построение сетки. Сеточные функции 
и сеточные аналоги норм

Итак, заменим область непрерывного изменения аргументов О 
искомой функции г  некоторым конечным множеством точек, лежа­
щих в этой об.части. Это М!!ожество назовем разностной сеткой,

•Если, рассматривать (|)у11кцию целочисленного аргумента и (к ), где ¿= 0 . 
±1, ± 2 ......... то можно образовать разности в точке к нераого порядка'.

правую: (¿-}-1) —  и {к),
левую: у и *  = 1̂ (й)  —  1).
Обозначив uk= ^u(k), получим

/г  ~  и / I  —  I •
Тогда ДЛЯ разности второго порядка имеем

(Ди/е).=»Л(и*.̂ , — = —п/,.ц) — (г̂ /гН1— = г Ик-
Аналогично определяется разность п-го порядка:



сами 10ЧШ — узлами сетки, а функции, определенные тем или иным 
способом на этой сеточными функциями.

Расположение узлов сетки в области может быть произвольным 
и определяться спецификой решаемой задачи.

Рассмотрим примеры сеток.
1. В простейшем случае одномерной задачи Й = можно

ввести р а в н о м е р н у ю  се тк у .  Для этого отрезок (О, /] разобьем
на N равных частей

Рис. 11.1.

------ о_й•kh x . , i ‘ x.*0.5h 
------с

I  X

N-l N
точками Xfi — kh, k ~ 0 ,
1, .. ., N  (рис. 11. I). 

Расстояние между
— Xb=h на-К расположению узлов па отрезке 

(О, I)
зывается шагом сетки. 

Так как в рассматриваемом случае h==l/N—const, то множество 
узлов х̂ , k=0, 1, . . iV, представляет собой равномерную сетку 
па отрезке 0<л:</ и обозначается ilfj={x^~kh, /г==0, 1, 2, . . . ,  N ).

В качестве области определения сеточных функщ1Й кроме узлов, 
называемых еще целыми точками, часто используют полунелые точки 

= отмеченные на рис. 11.1 крестиками. Если отрезок
(О, /] разбит на N частей произвольно взятыми точками 0< a 'i<  
<Х2<- • . -<x,v—1</, причем x:„ = 0, хы = 1, то получим 
неравномерную сетку с шагом зависящим от номера
к узла Xf̂ ,

2. С е т к а  на п л о с к о с т и .  Пусть Q = {0<^;<d, 0 < у < 6 } — 
прямоугольник. Отрезки [О, d\ и [О, Ь] разобьем соответственно на 
N и Л1 частей и через точки x̂  = kh, 
к=0, 1, . . N, h=dlN, У}^1р, /=0,
\, ..., М, p = bjM проведем прямые, па­
раллельные координатным осям.

Множество точек (х̂ , у/) образует сет­
ку в прямоугольнике 2̂. Полученная сет­
ка равномерна по каждой из перемен­
ных л: и у. Если Ифр, то сетка называет­
ся прямоугольной, а в случае h=p — 
квадратной. Если построить сетку нерав- 
померной хотя бы по одной координате, то 
полученная сетка будет называться неравномерной. На рис. 11.2 
дан пример прямоугольной сетки.

3. Приведем пример неравномерной и з о м е т р и ч е с к о й  с е т к и  
на п л о с к о с т и .  Область О<0г^2л), представляю­
щую собой кольцо, покроем окружностями

У
i h / ] )

-1
h

Рис. 11.2. Выбор ' сетки 
в прямоугольной области

г— /?iexp(t/i), где h={\!N)\n{R.jR^), ¿=0, 1, N,

и лучами 0^5= ;̂?, где /)*=2л/М, к=0, 1, . . . ,  М — \. Множество 
узлов 0^) и представляет собой сетку в рассматриваемой области 
р̂нс. 11.3).



4. Рассмотрим, сетку из правильных треугольников (рис. 11,4). 
Узлы  сетки области й образованы пересечением прямых:

у^ = [ У т ) к к ,  у, =  К З х + (К з / 2 )* Л ;

^ 2 кН, /1>0, к=0, ¿1 , ¿ 2 ........
( 11 . 1)

5. По аналогии с разностной сеткой для пространственных 
областей вводится сетка по временной переменной т. В общем слу*

Р и с .-11.3. Пример неравно­
мерной изометрической сетки 

на плоскости

Рис. 11.4. К  выбору треугольной 
сетки

чае эта сетка может быть неравномерной и тогда Т1  ̂— шаг сетки — 
зависит от номера шага. Узлы сетки определяются точками <2т, = 
=  (т „  /=0, 1. 2. М; = —

Для решения, например, одномерной по пространственным 
координатам нестационарной задачи используют произведение сеток

= Т̂ ), + /е = и, 1,
2, . . . .  /V; ( = 0, I, 2, Л1; д:о = 0. х^=1, т„=0, Тл1 = 0- (П.2)
представляющее собой пространственно-временную разностную сетку 
(рис. 11.5). Совокупность узлов сетки, лежащих на линии т = т̂ , 
называют 1-м слоем. Для простых областей, рассмотренных ранее, 
всегда можно ввести такую сетку, чтобы «крайние» естественные 
узлы сетки попадали на границу области. З^и узлы называются 
граничными, а остальные — Граничные условия задачи
следует задавать именно в этих граничных узлах. Однако для 
областей более сложной формы, например когда граница двумерной 
области криволинейна, «крайние» естественные узлы сетки далеко 
не все попадут на границу области (рис. 11.6).

Тогда следует рассматривать два возможных подхода к заданию 
граничных условий: 1) ввести дополнительнЕяе узлы в точках пере­
сечения линий сетки с границей (см., например, рис. 11.6) 
и в них .задавать граничные условия;' 2) границу области аппрок­
симировать ломаной, проходящей через ближайшие к границе есте­
ственные узлы (жирная линия на рис. 11.6) и перенести каким-то 
образом заданные граничные условия на эту ломаную.



Вопрос оптимального выбора шага сетки и тем самым количе­
ства ее узлов является непростым. С одной стороны, чем большая 

> требуется точность, с которой необходимо получить решение, тем 
более мелкий и]аг желателен. С другой стороны, слишком мелкий 
ишг значительно увеличивает число неизвестных, что повышает 
требования к быстродействию и объему памяти ЭВМ . Очевидно, 
должны существовать некоторые «оптимальные» сетки со сравнительно 
небольшим числом узлов. Такие сетки принято называть грубыми 
или реальными.

Построение разностной схемы проводится таким образом, чтобы 
получаемая в результате решения сеточная функция и была как

Рис. 11.5. Пример прост- Рис. 11.6. К  выбору сетки
ранстпенно-временной сетки в области сложной формы

можно ближе к решению Т соответствующей краевой задачи тепло­
проводности. Так как функция и есть функция дискретного аргу- 
мс'нта. а Т — функция непрерывного аргумента, то они принадлежат 
разным функциональным пространствам.

Для определения степени близости этих фуикций обычно посту­
пают так. Осуществляется переход от непрерывных функций к се­
точным по правилу; значение сеточной функции в узле равно 
значению непрерывной функции в этой же точке. Например, в узле 
(х ,̂ т̂ ) cetки одномерной нестационарной задачи

П  = Т {х „  т,), (11.3)

причем пространственные узлы сетки обозначают подстрочными 
индексами, а временные — надстрочными. В этом случае говорят, 
что сеточная функция Т* является проекцией функции Т  на про­
странство сеточных функций. Для обозначения сеточной функции 
можно использовать и другую запись: к символу, обозначающему 
функцию; ставится внизу индекс к, например Тц.



Существуют и другие способы проектирования решения Т  на 
пространство сеточных функций. Например, если функция имеет 
разрывы первого рода или только интегрируемая по х, то полагают

T ‘k——  ( Т  {х, Ti)dx. (11-4)
h  J— л/2

в  случае, когда Т  является непрерывной функцией х, значения 
сеточных функций, определенных формулами (11.3) и (11.4), совпа­
дают.

Для оценки близости функций и н Т рассматривается величина 
и —  Tf̂ \\, где [| • 11 — некоторая норма в пространстве сеточных 

функций. Нормы в сеточных пространствах вводят так, чтобы при 
стремлении шага сетки к нулю они переходили в нормы в обычных 
функциональных пространствах. Наиболее часто используются: 
сеточный аналог чебышевской нормы в пространстве непрерывных 
функций С

|!иЦс= max ЦиЦ; (11.5)
“л

сеточный аналог гильбертовой нормы в ¿2

Цм1Ь.=( S  (И .6)

где H = h  в одномерном случае; B=h-^h  ̂ в двухмерном случае.
Тогда если при бесконечном дроблении сетки величина 

I IU — ТдЦ-^О, то можно говорить о близости решений разностной 
задачи а и краевой задачи Т.

§  11.2. Построение разностных схем. Порядок аппроксимации

Решение исходной краевой задачи сводится, таким образом, 
к нахождению таблицы числовых значений функции в точках 
сетки на соответствующей области. Для приближенного вычисления 
этой таблицы необходимо дифференциальный оператор краевой 
задачи Л, заданный в классе непрерывного аргумента, приближенно 
заменить (аппроксимировать) разностным оператором заданным 
на множестве сеточных функций. Разностный аналог, аппроксими­
рующий исходную краевую задачу, можно построить различными 
способами. В  связи с этим возникает задача построения такой 
разностной схемы, которая была бы оптимальной в определенном 
смысле. Обычно требуют, чтобы построенная разностная схема на 
сравнительно грубых сетках обеспечивала необходимый уровень 
точности для получаемого приближенного решения. Поэтому при 
построении разностных схем важнейшие свойства исходных опера­
торных уравнений должны сохраняться и у их разностных ана­
логов.



ср еди  множества возможных конструктивны х  подходов к  по­
строению разностных аналогов д л я  дифференциальных о п ераторов  
выделим основные: 1) метод формальной замены п р о и зво д н ы х  

' конечно-разностными выраж ениями ; 2) метод и нтегр альн ы х  т о ж д е с т в  
(интегро-интерполянионный метод); 3) вариационные м етоды  построе­
ния разностных схем; 4) метод неопределенных коэффициентов.

М е т о д  ф о р м а л ь н о й  з а м е н ы  п р о и з в о д н ы х  к о н е ч ­
н о - р а з н о с т н ы м и  о т н о ш е н и я м и .  М етод к о н с т р у и р о в а н и я  
р азностны х  схсм  с помощью з а м е н ы  производных к о н е ч н о -р а з н о с т ­
ными вы р аж ен и ям и  основан на использовании  р а з л о ж е н и я  в  р я д  
Тейлора достаточно  гладких ф ун кц и й , что, к а к  п р ав и л о ,  п о з в о л я е т  
сохранить  л о к ал ь н ы е  свойства ди ф ф ере !щ н альны х  у р а в н е н и й .  З а ­
меним к а ж д у ю  из-производных, в х о д я щ и х  в к р а е в у ю  з а д а ч у ,  р а з н о ­
стны м  отно[иением, со дер ж ащ и м  зн ач ен и я  сеточной ф ун кц и и  в н е ­
скольких  у з л а х  сетки , образую щ и х  некоторую о п р е д е л е н н у ю  ко н ­
ф игурацию . Т а к а я  совокупность у з л о в  н азы в ае т с я  ш а бл он ом .  У з л ы ,  
в  которых р азн остн ая  схема з а п и с а н а  на шаблоне, н а з ы в а ю т  р е г у ­
лярными, а остальны е узлы — н ер е г ул ярн ы м и .  Р а с с м о т р и м  в о з м о ж ­
ные способы аппроксимации диф ф еренциального  о п е р а т о р а  в и д а

определенного па множестве непреры вны х в области Q =  {d<ix<^b}  
функций, имеющих ограниченные производны е до  т р е т ь е г о  п о р я д к а  
вклю чительно. П усть Q̂ , =  {xй =  Л/i, О а к а М ,  Н={Ь— с1)/М)— р а в ­
номерная  с е т к а  на отрезке Т о гд а  наиболее е с т е с т в е н н ы й  сп особ  
з ам ен ы  производной о сн овы вается  на определении п р о и зво д н о й  к а к  
предела

Если зафиксировать Л в этом равенстве, то получим п р и б л и ж ен ­
ную формулу для первой производной через конечные р азн ости

Можно рассматривать и линейную  комбинацию (И  .8) и (1 1 .9 )

где а  — любое вещественное число. При а = 1 / 2  получим ц ент раль -  
ное ра зно ст ное отношение

(1 1 .7 )

6Т/бх— Н т \Т (^+/1) — Т (х)]/Л.

¿Т/(\х \Т (х-\-к) — Т {х)ук.

( 11.8 )

(1 1 .9 )

оГ*. (1 — о ) Г - ( 11. 10)



П ри зам ене  оператора А[Т]  разностными вы раж ениями  (1Г.8) —
(1 1 .1 1 )  д о п у с к ае т с я  погреш ность Ф й ( х ) = — (Л [Г])^, назы вае­
м а я  по гр еш но ст ью  аппроксимации  оператора А разностным операто­
ро м  Л/, в  точке X.

Д л я  вычисления оценки (д:*) разложим Т(х)  в  каж дом  вн ут ­
р ен н ем  у з л е  л:,, сетки

г  (л:* ±Л) =  г  (X.)± кГ  (x,,)+'̂ ~J■'̂ к^)±'ÍJ'''{x,)+0 .̂ĥ)■ (11 ■ 12)

Т о г д а  в точке  получим следующие вы раж ения , соответствующие
р а зн о с т н ы м  отношениям (11 .8 )  — (1 1 .11):

= г  Г "  (л: J + 0  (Л )̂; ( 1 1 . 1 3 )

% ( 4 ) =  r - „ - T ' ( x , ) ^ - ^ J ' ' ( x , ) + 0 m ;  (11.14)

1|1, ( x ^ ) = r „ ,   ̂-  Г  { ^ ь ) = ( о - 1 )  h r  ( ;с , )+ 0  ( П  (11.15)

иг
^п^х^)=То^ ^ - Г ( ^ , )  =  ̂ Г " а д + 0 ( П  (11.16)

Р азностны й  оператор аппроксимирует ди<})ференциальный опе­
рато р  Л с  порядком п  в  точке  х, если

'1’й ( ^ ) - ^ а Т ' , ( л : ) 1 - ( Л [ Г ( х ) 1 ) ,  =  0(Л'').

Ф а к т  аппроксимации в точке называют часто локальной аппрок­
сим аци ей .  Тогда из равенств  (1 1 Л2) — (11Л6) следует , что порядок 
л о к а л ь н о й  аппроксимации оператора в узловой точке сетки разно­
стн ы м и  операторами (11.8) — (11.11) равен единице в первых трех 
с л у ч а я х  и д в у м  — в последнем .

О тметим , что разностная производная (11.8) я в л яется  правой от­
н о сительн о  у з л а  и в то ж е  время левой относительно у з л а  х̂ +1. 
О тносительно полуцелой точки х*4-1/2=х^+0,5/7 эта ж е  производная 
б у д е т  центральной. Поэтому разностная производная ( П . 8) аппрок­
с и м и р у е т  производную (\Т/йх с  первым порядком в у з л а х  к и Л+1 
и со  вторы м порядком в полуцелой точке /г-|-1/2.

Т а к и м  образом, видим, что выбор шаблона существенно влияет 
н а  свой ства  разностного оператора.

П ри  решении задач теплопроводности необходимо уметь аппрок­
си м и р о в ать  и вторую производную

Л [ 7 ’ 1=с1=“7'/с1х^

В  отличие от первой производной, для аппроксимации которой до­
статочно  двухточечного ш аблона, для второй производной выберем 
трехточечны й шаблон (:с^_1, х̂ {̂}. Тогда в к-м у зле  получим 
р азн о стн ы й  оператор



П о л ьзуясь  разложением в р я д  Тейлора функции Т (х,^±к) (11.12), 
получим, что порядок аппроксимации в этом с л у ч а е  р авен  двум ,  
т а к  к ак

Т  ( х , ) +  к Г  +  ̂  Т"{х,)+!^ Г "  ( х , )  + 7' -v (^^) +

( х , ) + 0  (Л’ ) -  2 Г  ( * ^ ) + Г  (х̂ ) -  кТ' (хО +
ОI • 01

+27 “  з 7 "  57

_1_ IV
И‘Т "{ х ^ )+ Щ ----- но (Л»)

41

Л , | Л | - Г ' ( х ^ )  =  | т ' ^ а д + 0 О Т  =  0 ( а .

Рассмотрим оператор одномерного уравнения теплопроводности '

А\Т\ = дТ/дх — ад'-Т/дх  ̂ в области 0 < т < ^ } ,  (11 .18)

предполагая , что функция тем п ератур ы  непрерыв>1а  вм есте  со сво­
ими производными до четвертого порядка по переменной л: и до , 
второго порядка по времени т .  Область непрерывного  изменения 
аргументов заменим сеточной областью

<3лп =  {(д:,„ т,). х^---^кк, 0< А < ;У , 0 < г < М ;  т] =  ^/М}.

Аппроксимируем производную по времени п р а в ы м  разностным 
отношением

Г ‘г=<П-^' '' ( И . 19)

а д л я  второй производной по переменной х можно за п и с а т ь  разно­
стное отношение (11.17) на временном слое 1:

Т'-.., .  =  (7''»+| -  2 П + П _  ,)!№■ {11.20)

ИЛИ на временном слое ¿4-1:

Т '^ .\ М П % \ - ' 2Т‘̂ '+ Т [^ 1 ,)/кК (11 .21 )

В соответствии с этим можно рассмотреть две  разл и чн ы е  аппро­
ксимации оператора (И .8 )

Л н п [ Т \ - - П - а Г - , \ \  ( 11.22)

/1),ИЛ =  7 ' ^ - а Г У  \  (1 1 .2 3 )

на шаблонах, изображенных на рис. 11.7, а, б ,  соответственно.



П о гр еш н ость  локальной аппроксимации оператора (11.18) разно­
стны м и  оп ераторам и  (11.22) и (11 .23) будет равна соответственно

п а/1*
[ Г „ „ ]  -  ( А |Г ] )л , =  |  (V )  -  ^

Ahi\ [Т ftTil 

ah^

—Т1

12 дх* 
Ö4i

Л дх̂

■ 0 (/ i^ )-0 ( i i  +  /i-'); 

0 ( 4 ' ^ ) -

12 дх*
.0(/1*) =  0(т1 +  /г").

О ператор  (11 .18) можно аппроксимировать и на шеститочечном 
ш аблоне (р и с .  11.7, в), образовав  линейную комбинацию уравнений
(1 1 .2 2 )  и (1 1 .2 3 ) ;

Л^г[[Тиг]\— Тх а  [ а , 7'

аппроксимацииОценим порядок локальной 
р азн о стн ы м  оператором (11.24):

дТ [

(11.24) 

оператора (11.18)

Afir][Thr\\ — ('41Г])/,п =  -
Г)

дх 2
-гО(п'^) — flGi дх̂ л дх̂  дт

+ 0(л^ )+ 0(/1^}
Г 1

—  ааа — 0 ( h - )  
д х ‘

X

Если

П ри

д*П дЧ
----------Oia
öx* дх^ дт /

—  { ^ [ 7 ’ |)/п|=а(1 — O l — Оз) X 

' \
л  + 0 № + Л -- ) .

0 1 = 0 2 = 1 / 2
предп олож и ть  о, + 02=  1. то Анц — ( Л [Г ] )л ц = 0 (л  Ч-Л^).

А,п1Тн^] -  (-4 |Г|)», =  ̂  1(А[Т\),^ +  О ( V  -I- Л*) =
2 ох

=0(г|*+/^“), Т. е^ в этом случае 
оператор А[Т]  аппроксимиру­
ется со вторым порядком по Т]. 

Метод и н т е г рал ьн ых  
« тождеств .  Интегро-ин* 

т ерполяццонный  метод. 
При численном решении кр а ­
евых задач естественно потре­
бовать, чтобы для  построенной 
разностной схемы выполнялись 
основные зак о н ы  сохранения 
субстанции (теплоты, энергии, 
массы и т . п.), положенные в 
основу при постановке крае-

а)

S)

в )
Рис. 11.7 . К выбору шаблона для неста­
ционарного уравнения теплопроводности

вой з а д а ч и  в дифференциальной форме. Разностные схемы , д л я  ко­
то р ы х  удо вл етво р я ется  это требование, наз1>1ваются консервативными; 
сх ем ы , в  ко то р ы х  наруш аются законы сохранения, — неконсерватив­
ными. А . Н . Тихоновым и A . A .  Самарским предложен один из наи-



к-1о- - о  I*!

более эффективных методов построения кон сервати вн ы х  разностны х  
схем — интегро-интерполяиионный.

С уть  метода состоит в следующем. После выбора ш аблона  о б ласть  
изменения независимых переменных разбивается  на элем ен тарн ы е 
ячейки, связанны е с шаблоном. Затем исходное ди(|)фереициальиое 
уравнение интегрируют по ячейке и 
приходят с помощью формул вектор­
ного анализа  к интегральным соотно­
шениям. выражающим законы сохране­
ния д л я  этой элементарной ячейки. Ин­
тегралы  и производные, »ходящ ие в эти 
соотношения, заменяю тся затем  раз­
ностными отношениями так ,  чтобы не 
наруш ались законы сохранения . По­
ск о л ь к у  разностные отношения могут
быть взяты  не единственным образом, то можно получить  различ­
ные разностные схемы. В качестве  примера рассм отрим  уравнение 
нестационарной теплопроводности с  переменной теплопроводностью

Рис. 11 .« .  к  построению кон 
сервативной схемы

дт д (, , , аг
от адг \ дх

(11 .25)

На шаблоне, изображенном на рис. 11.8, вы б ер ем  ячейку 
X 1 < х < х  1 ,  т .  <  показанную п ун к ти р о м , и составимк — — ЙЧ—

уравнение теплового баланса д л я  этой ячейки:

Г Г ф £ 11с ]т (1 :с= Г (’ - / Я ( х ,  т ) — '(а т с и .
J J  дт J J  дх)

И спользуя формулу гр и на

I (’ ( ^  +  ~)г1хс1а-= Ф (}1бх+(^(\х), 
J  J  \ (?х ох I  ^

преобразуем  уравнение баланса  к виду 

‘ (¡+1/2 ¿+1
(д Т \

[Т(х,  ^¡+^)^Т{Х, т,)]с];с=  ̂ ?^(ха+1/2,
Ч —1/2

/ ) ( ' Щ  М. (11.26)
\дх /к~  1/2 ]

Обозначим

д{х, т) =  —Я(л:, т)дТ/дх



и вычислим приближенно интегралы в (11.26);

*+1/2
]  { ^ { Х .  т,.+1) -  Т [ X ,  т^)] й х ^ к [ Т  (х,„ т,+х) — Т (х ,̂ т,-)];

(11.28)
1 / 2

—  д(Х^+1/2, Т1^.,)— (/(Х^^1/2, Т()-]-д{Х1г- 1/2, Т^)|. (11.29)

’С  учетом ( II .27) — {11.29), з ам е н я я  в правой части (11.29) плотности 
тепловых потоков разностями, получим разностную аппроксимацию 
ур а в н е н и я  (11 .25) ;

“Г '  —
2ср/1

,̂4-,
¿+— л

1* ----
2

(11.30)

О тметим , что в уравнении (11.30) вместо символа Г ,  обозначаю­
щего точное решение уравнения (11,25), использован символ и. 
Одним из преимущ еств интегро-интерполяцион}и)го метода я в л яется  
возм ож ность  ег?) применения д л я  уравнений с разрывными коэффи­
циентами к(х,  т ) ,  так  как  интегральная  запись закона сохранения 
субстанции  позволяет  выделить из всех математически допустимых 
решений к р а е в о й  задачи именно то, которое представляет физически 
п равильное  обобщенное решение.

В а р и а ц и о н н ы е  м е т о д ы  п о с т р о е н и я  р а з н о с т н ы х  
с х е м .  Н апомним , что если к р а е в а я  задача теплопроводности может 
быть п р ед ставл ен а  в виде операторного уравнения

(11.31)

где А\Т\ — положительный оператор, заданный на соответствующем 
гильбертовом  пространстве, то эта задача может быть сведена к э к ­
вивалентной з ад ач е  отыскания функции, реализующей минимум функ­
ционала

Р (Т )^ ( А [Т \ ,  Г ) - . 2 ( Г ,  д,) (11.32)

на со ответствую щ ем  множестве допустимых функций.
П оэтому есл и  имеется вариационная формулировка исходной кр ае ­

вой зад ач и ,  то  можно использовать один из вариационных методов

т



т + /

д л я  построения вариационно-разностной с х е м ы .  В  самом простом 
случае  рассматривается сетка  которой вво ди тся  д и скр етн ая
аппроксимация ф ункш ю нала З н а ч е н и я  в у:У1ах  с е т к и
0,  ̂ определяются из условий минимизации ф ун к ц и о н ал а  Ff {̂â ,). Б о ­
лее общий прием построения вариацион- 
но-разностных схем, называемый методом 
конечных элементов  (МКЭ), основан на ми­
нимизации функционала с помощью спе­
циального выбора конечного числа непе- 
ресекающих'ся сеточных элементов и ко ­
ординатных функций, построенных для  
этих элементарных областей.

Д л я  примера построим вариационно- 
разностный аналог уравнения Пуассона

т

дх- ду^ —  яАх, У)==0
Рис . 11 .9 . Прямоугольный 

сеточный элемент

на прямоугольной сетке  с ш агами Ф у н к ц и о н а л  (11.32) в этом
случае  имеет вид

/^(Т)= (дТ/дх)'^-\-{дТ/ду)'^-------Тд^̂ {х, у )  дх(1у,
X

(11 .33)

Каждый прямоугольный сеточный элемент разо б ьем  на два  тр е ­
угольны х  (рис. 11.9). В каж дом  треугольнике м о ж н о  аппроксимиро­
вать  искомую функцию интерполяционным полиномом степени М, 
используя , например, сплайновую интерполяцию *.

Ограничимся рассмотрением линейной ап проксим ации  (Л^=1) 
функции Т (х, у)  в треугольном элементе о). Т о гд а

Т{х, у ) ^и{Х,  У) = и„^ ^  — Х^){ип+и ип, т )  +  (1/^2)Х
Х{У~~Ут)(^п.т+\~и.п. ш), X, у - ^ т ,  (11.34)

X, (11.35)

Объемную плотность тепловых потоков вн утрен н и х  источников те ­
плоты в элементе го можно аппроксимировать, н априм ер , так :

-{Яо)пш='^пт~ (11.36)

* Задача интерполяции функции одной переменной сплайном сводится к по­
строен НИ) многочлена п-н степени

П
= ам1х‘.

(=0
коэффициенты которого постоянны и который в узлах интерполяции принимает 
заданные значения и ненрерыьеи вместе со своими 1 производными.



И сп ользуя  в ы р а ж е н и я  (11.34) — (11.36) , вычислим интеграл в (11 .33) 
по элементарной области  (о:

[ди1дх )^^(ди]ду)^  — — ад^К

Л|
6х д у =  I дх

о о
г  (^ л - | - 1 , т  '

-  “ п^ “+ - 7  <“ "■ ™+' ~  “  2 и 7 „ „ м „ „ + Н ! ^  (̂ х -  х „ )  X 
н1

2»̂ '
Х(Мп+1.т (у  Удг) 'И-И ^^пт) с 1 у = ' - ^ Х

2

„ (Цп+1. гп (Ип. т+1 „ ^ п т  (^^пт“Ь
/¡̂  3

-\-и,п+\. т^¥-п. т+О

С ум м и р уя  и н т е гр а л ы  в прямолинейной ячейке , а затем  и по всем 
треугольны м  элем ен там , получим функционал

У —  (Мл+1. т  —  « п т )^ Н ---7  ( “ л+ 1. ^+1 — ■ и п .  т + [ )^  +
'Т *1

1 1  2 
4  г  (^п, т+1 Г (^п+1, -т4-1 *Т ^п/л (^^пт'^“

2
+  т+ О -----Г^^«+1. т+1(Ил+1. т + 1 т  +

и

+  М.,. ; „ + 1 )  = Г П 1 П ,

Д л я  н а х о ж д е н и я  минимума этого функционала приравняем нулю 
его производны е по и,^„. В результате  д л я  нахождения неизвестных 
и„^ п о л у ч а е м 'с и с т е м у  линейных уравнений

—— ( и п -+1, т  ~~ 2UfJ^ “¡“ Ып — I , т ) { ^ п ,  т+1 “ “  — I )~Ь

---- (2и^ \-^п+1, т-{~^п. т-\-\ п. т — — ( И . 37)
6 .

Это с т ац и о н ар н ая  разностная схема , которая , к ак  ле гко  видеть, 
аппроксим ирует  дифференциальное уравнение стационарной тепло­
проводности. Д л я  того чтобы получить разностную схему более вы* 
сокой точности , следует вместо линейной аппроксимации искомой 
функции в конечном элементе использовать аппроксимацию более 
высокого п о р я д к а .



М е т о д  н е о п р е д е л е н н ы х  к о э ф ф и ц и е н т о в .  С у т ь  м е т о д а  
заклю чается в том, что для аппроксимации дифференциального о п е ­
ратора записываю т линейную комбинацию значений  сеточной ф у н к ­
ции в у з л а х  априори выбранного ш аблона. Н еопределенные п о сто ­
янные коэффициенты этой комбинации оп ределяю т из услови я  п о л у ­
чения наивысшего порядка аппроксимации в данной точке диффе­
ренциального оператора разностным. Н ап рим ер , д л я  о п е р а то р а  
А[Т]—д^Т1дх^+д^Т¡ду^ в точке на ш аблоне «крест» с о с т а в и м  
разностную аппроксимацию в следующем ви де :

4 ■

Л / , [ ц ] = а ( р о ) ( 11. 38)  (=1

здесь координаты точки р,- определены следую щ им  образом:

Рй=РЛЧ^ У}У> y^); У>+Л): Рз =Рз ( Хн ~
— h , y j ) ; p ^ ^ p ^ { X f „ y J - h ) .

По свойству инвариантности оператора Л а п л а с а  относительно 
любого поворота системы координат в ы р аж е н и е  (11.38) можно у п р о ­
стить и представить в виде

4

Л „[и1= С оЦ (ро)+ С12 u{p^). ( И . 3 9 )

П редполагая сущ ествование непрерывных ч етвер ты х  производных по 
X и у ,  разложим в р я д  Тейлора и{р^)'в  окрестности  точки р„ и с о ­
ставим н ев я зк у  д л я  (11.39), о граничиваясь  д л я  простоты ч лен ам и  
0 (М ) :

, д'-Т ,  . , д Ч  ,  .  , Г ^ /  V , 1,^7' , , , Л® , , ,

{Ро)—СоТ {Ро) — С1 Т  Ро) +  Л — (Р о Н -г г—  Ро) +  дх^ ду^ ’ дх  21 дх^
, д ч  ,  ̂ , Н* д*Т , , „ , V , Т’  / » а г  , , , Л* , ,  , 

31 дх^ 41 дх* а у  21 ду^ 
. д Ч  , . I Л* д*Т ,  I л 1.4 р 'Г' / V » а Г  , , ,

+ 17 Рп) — Л—  Ро +Л  ду^ 4! ду* дх  
, Л* а * г  ,  , Л* а * г  , , , а « ?  , .  , ч , - г  / > I,

Т Т Т 7  ^ ‘>^+77 ~~ * 3̂*»2! дх^ 3! дх^ 41 дх* 
дТ  , , , Л* а^Г , , л® д Ч  , , , Н* д*Т ,  ,

Х —  (Р о -)+ - - ^ ( Р о ) - ~  - г т  ^ «  + 77  У ^ -0 4 Л )д у  2! ду^ 31 д у '  4.' ду*

Требуя далее , чтобы порядок невязки  \[) был равен 0(Л."‘) ( г д е  
т — к а к  можно большее число), для  н ахо ж д ен и я  коэффициентов 
получим систему алгебраических  уравнений:

и̂ +  4с  ̂-- 0;

1.

откуда  с„ =  —4;Л■  ̂ С1= 1/71’̂ .
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П о дставляя  коэффициенты С| в ( П .39), получим разностную ап­
проксимацию оп ератора  Л ап ласа  в виде

4 1 ^
'^/Л«1= — 7 Г « (Р | * )+ 7 ;  2  И(Р|) =  (“ й+1. /+1 / +

+  I -  1 — 4uk, ,)//г̂ .

д л я  п орядка  «локальн ой»  аппроксимации имеем

г^)=-------Сг
4!

^ и , , т } - О Л  У;) +  ̂ ( Х , „  У; +  0 ,/ 1 )+ " (Х й - '0 : ,/ 1 ,  У;) + 
(9л-* ОЛ'*

У ;— 04/1)1 =  0
ду*

Отметим, что применение метода неопределенных коэффициеггтов 
предполагает наличие достаточного числа раз  непрерывно дифферен­
цируемых коэффициентов и решений. Он часто используется для  
того, чтобы среди аппроксимаций данного порядка найти наилуч­
шую по определеш ю му признаку. Однако из-за своей громоздкости 
этот метод и спользуется  реже, чем методы, описанные вьине.

П о г р е ш н о с т ь  а п п р о к с и м а ц и и  н а  с е т к е  и е е  п о р я ­
д о к .  Приведенные выше оценки порядка погрешности аппроксима­
ции дифференциальных операторов носят локальный характер  (так  
к а к  получены д л я  одного у зл а  сетки). Обычно интерес представляет 
получение оценки порядка разностей аппроксимации на всей сетке. 
При этом д л я  реш ения задачи теплопроводности необходимо аппрок­
симировать к а к  основное дифференциальное уравнение, так  и крае ­
вые условия . А порядок аппроксимации разностной схемы в целом 
зависит не то л ь к о  от порядка аппроксимации дифференциального 
уравнения , но ц от порядков аппроксимации каж дого  из граничных 
условий.

П усть  в области  о  переменных Р~{х1, х̂ , . . . ,  х„}, ограничен­
ной поверхностью 5 ,  корректно поставлена к р а е в а я  задача

А\Т {р)\=д^(р}, .  ре^>^
/?1Т(/7)1 = (р(р), Р ^ З .  (11.40)

Область непрерывного изменения аргументов ^ + 5  заменим сеткой 
с шагом./I, состоящей из множества внутренних узлов и,, и множе­
ства  граничных узл о в  8 ,1. Тогда на сетке запишем сеточный 
ан алог задачи (11 .40) :

Л К ( р )1 = “ /Лр )-
^/ ,К (Р)1=|Лл(Р)- рб '^л- (5 141)

Сеточные функции

трл (Р )= ( '^  \Т'\ — Яv) — [^1 — Р ?  - н ’
Уп (Р) =  ( ^  1^1 — ф) — {Rn П  -  Ц/,). Р 6 5^,

определяют степень близости разностной схемы ( И .41) к краевой 
задаче  (11.40) в точке р.



Введем, определение.
Разностная схем а  (11.41) аппроксимирует к р аевую  задачу  (11 40 ) 

на сетке, если

1 Н ' 1 и , - 0 .  Ц У л 1 и , - 0  при (1 1 ,4 2 )

порядок аппроксимации равен п, если

Н  1и , ,= 0 (Л ' ’). при (1 1 ,4 3 )

Отметим, что т а к  к а к  функции Т, ф п р ин ад леж ат  разным к л а с ­
сам функиий, то к а ж д у ю  из них можно оценивать  в своей н о рм е , 
то ж е относится и к  их сеточт .1М ан ал о гам  и,,, го ,̂ ц,,.

Выбор нормы в (11.42), (11.43) оп ределяется  д в ум я  противоречи­
выми соображениями. 'С одной стороны, чем слабее  норма Ц . , 1)7., 
тем легче построить и исследовать сх од ящ ееся  в этой норме р а з н о ­
стное решение; с другой  стороны, ж ел атель н о , чтобы p¿lзнoc^'нoe 
решение и было близко к точному решению Т  к а к  можно в б о л ее  
сильной норме. В выражениях  (11,42), (11 ,43) д л я  случая  нераино- 
мерпой сетки под шагом Н следует понимать какую -либо  пop^!y с е ­
точной функции например

/ г '-11̂ (1 !1г =  т ах / гь .*
В случае многих переменных определение аппроксимации в ос ­

новном не изменяется , необходимо только потребовать, чтобы к н у л ю  
стремились размеры  ш агов по всем переменным. Порядок а п п р о к с и ­
мации может быть различным по разным переменным. Н ап р и м ер , 
если для  двухмерной задачи

И 1и ^= О (т1*  +  /10 при г|->0, (1 1 .4 4 )

то говорят, что аппроксимация имеет к-н  порядок  по времени и г-й — 
по переменной х.

Если погрешность аппроксимации вида  (11 .44) стремится к н у л ю  
при любом законе стремления шагов к нулю , то аппроксимацию  
называют безу словной  или абсолютной.

П усть , например,

=  при ->-0 и /1-> О,

тогда , для  того чтобы надо дополнительно потребовать ,
чтобы (7]"^/ / г " * ) 0. Аппроксимацию такого  вида называют у словной .  
В определение н евязки  ^^(р)  и у , ;(р ) входит решение Г (р )  исходной 
задачи ( 1 1.40), которое, вообще говоря, неизвестно. Поэтому, к а к  
правило, вместо функции Г (р )  берут какую -то  функцию у{р],  п р и ­
надлежащ ую  достаточно широкому кл ассу  У,  к которому завед о м о  
принадлежит и Т  (р). Тогда если на всех  ф ун кц и ях  класса  У и м еет  
место аппроксимация порядка п

11 Л 1у ( Р )1 — Л [ у ( р ) ] Ч - м ^ р )  — (?„(р)11«,  ̂=  0 ( И  при Л-»-О, 

то и аппроксимация на решении Г ( р )  б удет  п орядка  не ниж е п.



§ 11.3. Устойчивость и сходимость разностных схем
I

П усть  тр еб уется  найти решение Т {х, т )  краевой  задачи тепло; 
проводности:

дТ/дт = а{х, х)д^/дх^, 0 < т < ^ ,  { П .45)

Т{х,  0) =  1р(х ),

[дТ/дх — а(х)Т\х=а = Ц (т ) .  
[ д Т / д х ~ у ( т ) Т \ ^ ^  = v ( t ) .

(11,46)

г д е  а, у> И* — зад ан ны е функции переменной т .
Введем п р ям оуго л ьн ую  сетку  узлов x^ =  íi-^^г/I {к=0, 1, /V), 

т ^ = 1Т) {¿= 0 , 1, . . М) ,  где Н={Ь — й ) !^ ,  С помощью ме­
тода  разностной аппроксимации запишем три варианта  разностной 
схем ы  для  ур авн ен и я  (11 .45) ,  при этом вместо индекса времени I 
б уд ем  применять более удобные обозначения:

''
и{х^, т ,)  =  Ил, « (Х д , и{х^, =

Т о гда ,  в ар ь и р у я  аппроксимацию производной дТ1дх, имеем в а р и ­
а н т  I

(«fe — «ft)/'n =  Oft(«ft+i — 2 ............N — \;

i - 0 .  1............M - 1 ) ;  (11.47)
I

в а р и а н т  II
V

("ft — 2,  Л̂  — 1:

i =  l ,  2 ............M ) ;  (11.48)

в а р и а н т  III

(«fc — Иа)/(2л ) ^ ^ й( « й+1 — 2 ............iV — 1;

i = l .  M ~  1). (11.49)

Т а к  к а к  число неизвестных в ур авн ени ях  (11 .47)—(11.49) боль­
ше числа уравнений , то  к  каж дому  из уравнений необходимо при­
соединить начальны е и граничные услови я , записанные в разност­
ной форме:

(«1 — £io)//i — а и о = и ;
(и^ —UN-\)lh — yUN=^y ( i = l ,  2 ............М ).



Обозначим и представим ур авн ен и я  (11 .47)—(11.49) в  т ак о й
форме:

ий=(1 — +  {к=\, 2, . . N  — \,
/= 0. 1, . . ., М — 1); ( 1 1 .5 1 )

{А=1. 2 ........... Л ^ - 1 ;  
/= 1 , 2, . . . ,  М ); (1 1 .5 2 )

Л
^й” 2pc^  ̂(« (̂+1. — 2г/^+И;;_1)+и^ (/¿” 1, 2, , . ¿V— I; 

¿ = 1 ,  . . . ,  М - \ ) , (1 1 .5 3 )

а краевые услови я  (11.50) — в т а к о м  виде:

и  ̂— (\^~На)иа = к1Х ( / - 1 ,  2, . . . ,  УИ);
(1 — /¡у) «л/—  мл^-1 = /Iv (/= 1 , 2, М );

=  (А = 0 ,  1, . . Л̂ ).
( 1 1 .5 4 )

Можно п оказать ,  что уравнения (11 .51) и (11.52) а п п р о к с и м и ­
руют уравнение (11.45) с порядком 0(г\-^Ь^), а уравнение (1 1 .5 3 )  — 
с  порядком 0 (т1’̂ -]-/12), Погрешность аппроксимации кр аевы х  у с л о в и й
(11.46) уравнениями  (11.50) имеет первый порядок’ относительно к .  
Поэтому разностные схемы (11.51), (11 .54 ) ;  (11.52), (11.54) и (1 1 .5 3 ) ,
(11.54) имеют по пространственной переменной порядок О (Л).

К акую  схем у  из полученных целесообразнее использовать д л я  
получения приближенного решения и к ако е  соотношение м е ж д у  
шагами г\ н Н можно брать? С точки зрений численного п р о ц есса ,  
приводящего к искомому решению, наиболее просты у р а в н е н и я

Разностные схемы , позволяющие вы чи слять  значение и ском ой
А

функции на (¿+1)-м  временном слое непосредственно по
известным значениям  функции на с л о я х  с  номерами /(/<01  н а з ы ­
вают явными. При нахождении приближенного решения по с х е м е  
(11.52) д л я  вычисления на /-м временном слое необходимо р е ­
шить систему N — 1 или N-^1 линейных алгебраических у р а в н е н и й .  
Такие разностные схемы паз1?1вают неявными.  В случае н е я в н ы х  
схем численный процесс нахождения реш ения бо,1ее сложен по срав*. 
нению с явной схемой.

При решении задачи с  помощью третьей  схемы (11.53) , п о с л е  
того к ак  вычислены значения решения на первом временном с л о е ,  
организация счета так  ж е  проста, к а к  и в схеме (11.51). П о это м у  
эта схема т а к ж е  относится к явным разностным схемам. З н а ч е н и я  
решения на первом слое можно получить с  помощью р а з л о ж е н и я  
в ряд Тейлора искомой функции:

(11.51) , (11.53).

« й ^ “ 2+Л(5и/^т)0-Ь0(т12) (^ = 1 ,  2 , Л^— 1). (1 1 .5 5 )



И спользуя  основное дифференциальное уравнение теплопровод­
ности , получим, что

[и .)1=аЦи,^)%  (11.56)

н подставим (11.56) в (1 1 .5 5 ) ;  тогда

З а м е н я я  производную {и,.Л  разностным отношением и пренебрегая 
бесконечно малыми п о р я д к а  н О(Н-), получим

«■ = (1 -  2ра») и Ч + ?,аЧ (и 1 ^ , +  и 1 _  ,),

Т аки м  образом, на первый взгл яд  к а ж е т с я ,  что целесообразней 
вс е го  вести расчет задачи  по схеме (11.53) (вариант 111); с точки 
зр ен и я  точности аппроксимации это уравнение лучш е по сравнению 
с  д в ум я  первыми. Составим программу расчета поля температур для  
зад ач и  (11.45), (11.46) на алгоритмическом я зы к е  Ф О Р Т Р Л Н -IV для  
Э В М  ЕС-1020. П рограмма состоит из «головной» программы, под­
програм м ; печати з а го л о в к а ,  решения по I, П. И! вариантам раз­
ностных схем; подпрограмм-функций для вычисления кoэi^зф^^^^иeптoв

решении системы алгебраических уравне­
ний, получаемой по II в ар и ан ту  разностной схе.мы, использовался 
м ето д  прогонки (см. § 12.1).

Приведем текст программы д л я  случая ,  когда  а{х, т )= 1 .  -(.(л:)=0, 
а ( т ) = 0 ,  \i{x) = 0 , y ( t )  =  0 , v ( t ) = 1 .
С  . ГОЛОВНАЯ ПРОГРА.НМА (ИСОТЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИ- 
С  В 0 С 7 И )

DIMENSION и  ( 4 0 1 ,  II)
READ (1, 2) А , В, A L . N, А\

2 FORMAT (3F 7 .4 ,  213)
H = ( B - A ) / ( N  -  1)
R 0 = A L / (H *  Н)
CALL RAZ SH l (N, M, A , Н, AL. RO, CJ)
C ALL R A 2SH 2 (N , M, A, Н, AL, RO, U)
CALL RAZ SH 3 (N, M, A , H, AL, RO. U)
STOP
END

С  ПО ДПРО ГРАМ М А ПЕЧАТИ ЗАГОЛОВКА
SU BRO UTINE W R T B L  (К, N, М, A, П , AL, RO) 
DIMENSION X { U )
WRITE (3, 2 0 )  RO, H. AL 

2 0  FORMAT (9X, 3 H R 0  =  , F 5 .3 ,4X , 2HH =  , F5 .3 , 4X, 2HL =  , F6.4) 
W RITE (3 ,5) К

5 FORMAT (9X//28X, 18H РАЗНОСТНАЛ СХЕМ А. 11/)
DO 6 1 =  1, N

6 X ( I ) = A + ( f  — 1) •* n
W RITE (3, 7) ( X ( l ) ,  1 =  1, N, 2)



n
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7 FORMAT (9X, 7 8 ( ’ — ’)/9X, Ч  ____* 6 ( ] 0 C J \
’)/9X, * ’ * _ N _ *  _ T / X ’ , •____ * 6 ( F I 0 . 3 ,  ’ * ’ )/9X,

’ - ______ __________ ’ *_______ 6 ( 1 0 ( _ ’ ) , ’ * *)/9X. 7 8 ( ’ - ’ ))
RETURN
END
РЕ Ш Е Н И Е  КРАЕВОЙ З А Д А Ч И  ПО П Е Р ВО Й  Р А З Н О С Т ­
НОЙ СХЕМЕ
SU BRO UTIN E RAZSH1 (N, М, А, Н, A L , R 0 .  U) 
DIMENSION U (M , N)
К - 1
C A LL VVRTBL (К . N, М, A , Н, A ^  RO)
DO 61 =  1, N Ш
X = A - f ( l  -  1)* H T

6 U ( l ,  1 )= E I (X )
L = 0
T = 0
W RITE (3, 1 0 )  L, T, ( U ( l ,  I), 1 =  1. N, 2)

1 0  FORMAT (9X. 13. ’ * F 6 .3 ,  ’ * 6 ( F l 0 . 3 .  ’ )) 
N 1 = N - 1  
DO 7 1 = 2 ,  N1 
X = A + ( 1  — 1) * H

7 U (2 ,  I) =  ( l - 2 *  R O *  (A M (X , T)) * * 2) * U ( 1 ,  i ) + K O *  
((A M (X , T))

* * * 2 ) *  ( U ( l ,  l +  l ) - h U ( l ,  1 — 1))
K l = 2
K2 =  6

13 DOS 1 =  K1, K2 
T = A L  * ( J -  1)

2 U ( J ,  1) =  (U ( J ,  2 ) - A L F l ( T ) *  H ) / ( l + H *  A L F 0  (T))
U ( J ,  N )= ( U ( J ,  N - 1 )  +  H * B E T l (T))/(l -  i l  * B E T 0 ( T ) )  
I F ( J  — M) 3, 5. 3

3 DO 8  1 = 2 ,  N1
X =  A + (1 -  1) * H

8 U ( J  +  1. !)  =  ( !  — 2 * RO * (A M (X , T ) ) * * 2 ) * U ( J ,  l)  +  
+  R 0 *  ((AM (X. T))

* * * 2) * (U (J .  I + 1  ) +  U ( J ,  I — 1))
5 L =  L-|-1

I F I K 2 - M )  И , 12, 12
11 II =  K2

DO 15 12= 11 , П
15 W RITE (3. 1 0 )  L, T, (U ( I 2 ,  1). 1 =  1, N, 2)

Kl =  K l + 5
K 2 - K 2 + 5
I F ( K 2 - M )  13, 13, 14

14 K 2 - M  
GO TO 13

12 DO 16 J l  =  M, M
16 W R 1T E (3 , 1 0 )  L, T, ( U ( J 1 ,  I), I = ; l .  N, 2)

WRITE (3, 9)



9 FORMAT (9Х, 78 (” )///)
RETURN
END

С  РЕ Ш Е Н И Е  К Р А Е В О Й  ЗАДАЧИ  ПО ВТОРОЙ РАЗНОСТ- 
С  НОЙ СХЕМЕ

SU BRO UTINE R AZ SH 2 (N , М, А, Н, A L , R 0 ,  U) 
DIMENSION Р ( 4 0 1 ,  I I ) ,  Q { 4 0 1 ,  И ) ,  U (M ,  N)
К  =  2
D 0 6  1 =  1, N 
Х = А + ( 1 -  1 ) *  N

6 U ( l ,  1 )= F 1(X ) 3  
N I =  N - 1  ^
DO 5 J - 2 ,  М 
T = A L *  (J  -  1)
P ( J ,  l ) - . - l / ( H - H  * A L F 0 ( T ) )
Q ( j ,  l ) = - H *  A L F I (T ) / { I + H *  A L F 0 ( T ) )
R S - 1  — H * B E T 0  (T)
A L S = - H  * B E T l ( T )
DO 8 I - l ,  N1 
X - - A + ( I -  1 ) *  H
B = l  +  l/ ( 2 *  R O *  (A M (X , T ) ) *  * 2)

I)/ (RO * (AM (X, T ) ) *  * 2)
P ( j ,  I + l ) = l / ( 2 *  B - P ( J ,  I))

8  Q ( J ,  1 4 -1 )= (Q ( J .  I ) - D ) *  P ( J ,  I +  l )
U ( J ,  N ) = ( A L S - Q ( J .  N))/(P(J, N ) - R S )
U ( J ,  N - 1 ) = P ( J .  N ) *  U ( J ,  N )+ Q (J ,  N)
DO 2 1= 2 , N1

2  U ( J , N - l )  =  P ( J , N - I - f - l } *  U ( J , N - I  +  I) +  Q(J, N - i  +  1) 
5  CONTINUE

C A L L  W R T BL (K, N, M, A. H. A L , RO)
11 L= = 0

DO 1 0  J = l ,  M, 5 
T - A L  * (J  -  1)'
W RITE (3, 9) L , T, ( U ( J ,  I), 1 =  1, N, 2)

9 FORMAT (9X, ' * 13, ’/ F 6 .3 ,  ’ *  ’ , 6 ( F I 0 . 3 ,  ’ * ’ ))
1 0  L =  L-j-5

W RITE (3 , .3 )
3  FORMAT (9X, 78 ( ’ - ’ )///)

RETURN
END

С  РЕШ ЕН И Е К РА Е В О Й  ЗА ДА ЧИ  ПО ТРЕТЬЕЙ РАЗНОСТ- 
С  НОЙ СХЕМЕ

SUBROUTINE RAZ SH 3 (N, М, А. Н, A L , R 0 ,  U)
DIMENSION U (M ,  N)
к = з
C A LL W RTBL (К , N, М, A, Н. A L . RO)
DO 6 1= 1 , N 
X = A + ( I -  I ) *  H

4 U ( l ,  I )= F I (X )
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L - 0
T = 0
WRITE (3, 1 0 )  L. T, ( U ( l ,  I), 1 =  1, N, 2)

1 0  FORMAT (9X, 13, F6.3, ’ * 6 ( F 1 0 . 3 ,  ’ * ’))
N \ - N  -  1 
DO 7 1= 2 .  N1 
X - A + ( l  -  1 ) *  H

7 U (2 ,  I ) - ( l  — 2 *  R O *  (A M (X , T)) * * 2 ) *  U ( l ,  i ) - f -R O *
* ((A M (X , T ) ) *  * 2
* ) *  ( U ( l .  l - l - I ) + U ( l ,  1 - 1 ) )

K i - 2
K 2 - 6

13 DO 5 1 - K l .  K2 
T = A L *  (J -  1)
U ( J ,  1 )= (U ( J ,  2 ) - H *  A L F 1(T ))/ (1 -| -H * A L F 0 ( T ) )
U (I ,  N )= ( U ( J .  N — 1 )+ H  * BFTI(T))/(1 — H *  B E T 0 ( T ) )  
I F ( J - M )  3, 5, 3- 

3 DO 8 1 - 2 .  N1 
X = A + ( I -  1 ) *  H

8 U ( J + 1 ,  I ) - 2 *  R O *  ((A M (X , T ) *  * 2 ) *  ( U ( J ,  i - f l )  — 2 *  
U ( J .  I )+

* U ( J ,  1 -  l ) ) - b U { J - -  1, I)
5 L - L + 1

I F ( K 2 - M )  11, 12, 12
11 i l = K 2

DO \5 12 =  H , II
15 WRITE (3, 1 0 )  L , T, (U (1 2 ,  I). 1 =  1, N, 2)

K l =  K l + 5
K 2 = K 2 + 5  

• I F ( K 2 — M) 13. 13, U
14 K2 =  M 

GO TO 13
12 DO 16 J1 =  M, M
16 W RITE (3 , 1 0 )  U  T , ( U ( J l ,  I), 1 = 1 .  N, 2)

W RITE (3, 9)
9 FORMAT (9X, 78 ( ’ - ’ )///)

RETURN
END

С В Ы Ч И С Л Е Н И Е  З Н А Ч Е Н И Й  Ф У Н КЦ И И  А ( Х ,  TAU)
F I  NOTION AM (Z , Y)
A M ^ ^ l . 0  
RETURN 
END
ВЫЧИСЛЕНИЕ З Н А Ч Е Н И Й  Ф УН КЦ И И  Н А Ч А Л Ь Н О Г О  
Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Я  ТЕМ П ЕРА ТУРЫ  
FUNCTION FI(Z )
F1 =  0 . 0  
RETURN 
END



В Ы Ч И С Л Е Н И Е  ЗН А ЧЕН И Й ГРАНИЧНЫ Х Ф У Н КЦ И Й
П Р И  Х =  А
FU N CTIO N  A L F 0 ( Y )
A L F 0 - 0 .
R E T U R N
END
FU N CTIO N  A L F l ( Y )
A L F I - 0 .
R E T U R N
EN D
ВЫ Ч И О ТЕ Н И Е  ЗН А ЧЕН И Й ГРАНИЧНЫ Х Ф У Н К Ц И Й ,
П Р И  Х - В
FUNCTION B E T 0 ( Y )
B E T 0  =  0 .  ^
R E T U R N
EN D
FUNCTION B E T l (Y )
В Е Т Ь --= 1 .0
R E T U R N
END

П риведем  часть результатов  расчетов по трем схемам для  сле­
дую щ их д а н н ы х :  а{х, т) =  1, ф (д:)=0, и ( т ) = 0 ,  |л(т) =  0, у ( т )  =  0, 
v ( т ) — 1, £¿ =  0 , 6 = 1 ,  0 < т < 1 .

п р и  результаты  расчетов даны в табл. П .1 ,  при этом
/г= 0 ,1 ;  Л =  0 ,01 .

Из т аб л и ц ы  видно, что расчеты по И варианту  даю т качест­
венно приемлемые результаты , а  расчеты по I и 1П вариантам р аз ­
ностной сх ем ы  приводят к абсурдным результатам , по крайней 
мере у ж е  на временном слое Т5==0,050. В случае 1 и П1 вариантов 
разностной схемы встречаемся с явлением, которое назы вается  не ­
у ст ойчиво стью  разностной схемы , й уть  этого явления заклю чается 
в том, что при счете по неустойчивой схеме вычислительные, по­
греш ности , и збежать  которых невозможно хотя бы из-за окр углен и я  
чисел, п о я в л я я с ь  на некотором временном слое, быстро растут  и 
в ско р е  п р и во д ят  к неприемлемым результатам .

Если ж е  возникающие в процессе расчетов вычислительные 
погреш ности  имеют тенденцию убы вать  (по крайней мере, не воз­
растаю т) ,  то  разностная схем а н азы вается  устойчивой.

Т еперь  уменьшим шаг по временной переменной, пусть г[^-^0,005, 
то гд а  р = 1 . '2 .  Проведем расчет температурного поля по трем вари­
ан там  сх ем  д л я  сформулированной выше краевой задачи. Р е з ул ь ­
таты  расч етов  приведены в табл . П .2.

З десь  в  отличие от табл . 11.1 счет по I варианту разностной 
схем ы  устойчив  и результаты  расчетов по I и II вари ан ту  близки 
м е ж д у  собой. Счет по III в ар и ан ту  неустойчив. Если при доста­
точно м а .ты х  ш агах  по разным переменным для  устойчивости раз­
ностной сх ем ы  шаги должны удовлетворять  дополнительным соот­
ношениям, то устойчивость н азы вается  условной', 1 вариант р а з ­
ностной схем ы  относится к условно устойчив1.1М схемам. Ниже



будет  показано, что разностное уравнение (1 1 .5 1 )  устойчиво то льк о  
при а 1||//г^<1/2 .

Уменьшим еще раз ш аг  по временной переменной, п о л а г а я  
»1 =  0 ,0025; тогда р = 1 / 4 .  Р езультаты  расчетов приведены  в табл . 11.3.

Т а б л и ц а  11.1

I нариант •

X 0.0 0 ,200 0.400 0.600 О.йОО 1 ООО

0 0,0 0 .0 0 .0 0 ,0 0 .0 0 ,0 0 .0
5 0,050 0 .0 0 .0 0 .0 0,100 0 ,300 0 ,200

10 0.100 0.100 —0,600 —5,900 — 17,500 — 16,500 6 .9 00
15 0.150 1G7.400 659,699 1871,097 3102.396 2230,497 —822 ,999
20 0,200 58911.46!) « « « « « « « « « » « 127146.063
25 0,250 *****
30 0,300 ***** « « « * «

11 нариан Г

0 о.и 0 ,0 0 ,0 0 ,0 0 .0 0 ,0 0 ,0
Г) 0.050 0,001 0,004 0,014 0,044 0. 126 0 .300

10 0.100 0,012 0,021 0.049 0, ПО 0 ,223 0 .405 '
15 0.150 0,034 0,050 0,093 0.173 0 ,300 0 ,486
20 0.200 0,066 0,087 0. 140 0, 231 0 .367 0,554
25 0,250 0, 104 0. 129 0.188 0,286 0 .428 0 .616
30 0.300 0. 147 0. 174 0,237 0.339 0 ,484 0 ,673

111 царнннг

0 0 .0 0 .0 0 .0 0 ,0 0 ,0 0 .0 0 ,0
5 0,050 0 ,0 0 ,0 0 ,0 1,600 13,200 —7,100

10 0.100 51,200 —742.399 21638.352 • « « « » *»}Ц*** 74718,438
15 0.150 ****** * • • • « »
20 0.200 • «•«•■к* ««•ж»»* ******

• П1'чатание эвездочек означает, что значения функций достигли такого размера, что 
« е  могуг вместиться в формат печати

Из табл. 11.3 видно, что значения тем п ератур , рассчитанные по 
вариантам  I и И, меньше отличаются д р у г  от д р у га ,  чем 
в табл. 11.2. В то ж е  время счет по 111 в а р и а н т у  по-прежнему 
неустойчив.

Разностные схемы , которые при достаточно м ал ы х  ш агах  по 
независимым переменным и любом сколь угодно м ал о м  р > 0  неустой­
чивы, иазываюгся абсолютно неустойчивыми: пример — разностная 
схема 111 варианта.

Если ж е  факт устойчивости имеет место при любом соотношении 
шагов по различным переменным, лишь бы они были достаточно



м ал ы , то с х е м а  н азы вается  бе зу словно устойчивой:  пример — н еяв ­
н ая  р азн о стн ая  сх ем а  II варианта .

Д ади м  стр о гое  определение устойчивости разностных схем. Р а з ­
ностная  сх ем а  (11 .41)

Ан[и] = ш,  =

Т а б л и ц а  11.2

1 париант

1 > < 0 . 0 0 , 2 0 0 0 .  4 0 0 0 .  6 0 0 0 ,  8 0 0 1 , 0 0 0

0 0 .0 0 .0 0 ,0 0 ,0 0 ,0 0 ,0 0 ,0
Fi 0,025 0 ,0 0 .0 0 ,0 0 ,006 0,056 0.2}9
1П 0,050 0 ,0 0 0 0,001 0,007 0 ,036 0,121 0 ,296
1^ 0,075 0 .003 0 .006  ■ 0.023 0 ,072 0,175 0,354
?0 0.100 0 ,0 12 0 ,016 0,043 0 ,105 0,220 0 ,402

0,125 0 .025 0.032 0.066 0 .138 0,261 0,445
30 0.150 0 ,042 0 ,050 о.оао 0 ,169 0,298 0,484

0,175 0 ,062 0,071 0.115 0 ,200 0,333 0 ,519
40 0,200 0 ,084 0,093 •0,141 0 ,230 0.366 0 ,553

П вариант

0 ,0 0 ,0 0 ,0 0 ,0  ' 0 ,0 0 ,0 0 ,0
0,025 0 ,000 0 ,000 0,002 0,014 0.066 0,229
0 ,050 0,001 0,003 0,012 0 ,044 0.128 0,302
0,075 0 ,004 0.010 . 0 ,029 0 ,078 0 ,180 0 ,359
0 .100 0 ,0 1 0 0,020 0,049 0,111 0,225 0,407
0,125 0 ,0 2 0 0,033 0,070 0,143 0,265 0 ,449
0.150 0 ,032 0,049 0,093 0 ,173 0,302 0,487
0 ,175 0 .047 0.067 0,116 0 ,203 0,336 0 ,522
0 ,200 0 ,0 6 4 0,086 0,140 0.231 0,368 0,555

III вариант*

0

ос

0 ,0 0 ,0 0 ,0 0 .0 0 ,0 0 ,0
5 0,025 0 ,0 0 ,0 0 ,0 0 ,100 0,900 — 0,300
10 0,050 0 ,100 — 1,400 44,400 -*302 ,999 —467,999 201,800
15 0.075 -4 511 ,477 20221,227 -132815,563 370276,875 357747,125
20 0 ,100 «««*«** • « • « ж * **«*«
25 0,125 •««««А

30 0,150 «*«•«** « « «« •*

35 0.175 «»««** «« «* « •
40 0.200 «с«***# «*»*»*

• Печатанне эиеэдочек мначает, что значения искомо» функцни достигли т ак о го  размера, 
что не м о гут  вместиться в формат печати.

устойчива, есл и  решение системы разностных уравнений непрерыв­
но зависит от входных данных ш, причем эта  зависимость, равно­
мерна относительно ш ага сетки. Или д л я  любого е > 0  сущ ествует  
такое б ( е ) > 0 ,  что д л я  данного решения и  разностной схемы (11.41) 
и любого и, являю щ егося  решением разностной задачи



выполняется неравенство Ц« — и о д н о в р е м е н н о  д л я  в с е х  

Л (0<Л < /1о), к а к  только  Цш — о ) 1 ц < б ,  Ц — |л |1ц^<6.

I в ар к а н т

< X 0 . 0 0 . 2 0 0 0 .  4 0 0 0 .  6 0 0 0 , 8 0 0 1 , ООО

п 0 0 0 ,0 0 ,0 0 .0 0 .0 0 .0 0 , 0
П 01? 0 ,0 ' 0 .0 0 .0 0 .000 0.022 0 , 1 7 3

1ПП , ( д а 0 ,000 0.000 0.001 0 ,009 0,061 0 , 2 2 6
Ь'’) 0,ПЛ7 0,000 0,000 0.004 0 ,023 0,096 0 .2 6 7
? п 0,050 0,001 0.001 0.009 0 ,040 0 ,126 0 .3 0 1

0,062 0 ,002 0,004 0,017 0 ,057 0,153 0 ,3 3 1
ЯП П,П75 0 ,005 0.008 0 .026 0.074 0 .178 0 . 3 5 8
3,^ 0,087 0 ,009 0.013 0.035 0 ,092 0,202 0 , 3 8 3
4П 0, 100 0 ,014 0.019 0.046 0 .108 0,224 0 . 4 0 6
4r̂ 0,112 0 .020 0,026 0.057 0 ,125 0,244 0 ,4 2 7
50 0,125 0 ,028 0,034 0,069 0,141 0.264 0 ,4 4 8

П вариант

0 0 ,0 0 ,0 0 ,0 0 ,0 0 .0 0 ,0 0 , 0
5 0,012 0 ,000 0,000 0,000 0 ,003 0,030 0, 180
10 0,025 0 ,000 0,000 0,002 0 ,013 0,067 0 ,2 3 1
15 0.037 0 ,000 0,001 0.006 0 .0 2 8 0,100 0 ,2 7 0
20 0,050 0,001 0,003 0.012 0 ,044 0,129 0 ,3 0 4
25 0,062 0 ,002 0,005 0 .019 0,061 0.156 0 .3 3 4
30 0,075 0,004 0,009 0.028 0 ,078 0,181 0 .3 6 0
35 0,087 0 ,006 0,014 0,038 0 .094 0,204 0 .3 8 5
40 0,100 0 ,010 0,019 0,048 0.111 0.226 0 ,4 0 8
45 0,112 0.014 0.026 0.059 0,127 0,246 0 ,4 3 0
50 0,125 0 .019 0.033 0.070 0, 143 0,266 0 ,4 5 0

1П в ар и ан т*

0 0 ,0 0 .0 0 ,0 0 ,0 . 0 , 0  • 0 ,0 0 , 0
5 0.012 0 .0 0 ,0 0 ,0 0 .006 0,094 0 . ,И 9
10 0,025 0 .000 —0,003 —0,114 - 1 , 1 9 4 —2,645 1 .527
15 0,037 —0,504 2,647 26,012 104,209 128,937 — 53 . 119
20 0,050 147,500 —585,331 —3040,449 —7574,238 —7035,031 274^ ,474
25 0,062 —22383.219 77906,938 282880,313 1463,188 418375.188 « « « « *
30 0,075 • « « « « • * • • • • *****
35 0,087 « « • « « «
40 0.100 «* •«** • « « « * » « • • • « ******
45 0,112 ******
50 0.125 «« « «* • «««** ******

• ( ' м .  сноску  к таб л .  11.1 и 1 1 . 2 .

Если операторы и линейны, то  разностное реш ение л и ­
нейно зависит от входных данных и схем а  (11 .41) устойчива  при 
выполнении некравенства

11 и -  u \\u ^ <N  II (О —  ш 1Ц + Л /1II \1 — (ГЦц ,̂ (1 1 .5 7 )

где постоянные УУ и Л̂ 1 не зависят  от ш а га  Л.’



Разностную  схем у  назы ваю т устойчивой п о  правой части, если 
разностное решение непрерывно зависит от ш, и устойчивой по гра ­
ничном у условию, если  разностное решение непрерывно зависит 
о т  }А. Если в краевой  зад ач е  задано начальное условие, то устой­
чивость по начальн ом у  условию при т  —То н азы вается  устойчиво­
ст ью  по начальным данным.

Рассмотрим вопросы устойчивости разностных схем для  неста- 
цио1гарных задач теплопроводности. При этом отметим, что и ста­
ционарные кр аевы е  зад ач и  теплопроводности часто численно решают 
с  помощью постановки соответствующей нестационарной задачи 
(счет на установление).

Будем  р ассм атр ивать  только  д в у х с л о й н ы е  схемы, т. е. схемы, 
содержащ ие только  один слой с известными значениями искомой 
функции и один слой с неизвестными значениями искомой функ­
ции, например схемы (11 .51 ) ,  (11.52).

Д л я  двухслойной сх ем ы  решение нестационарной краевой задачи 
теплопроводности на некотором слое т*  можно рассматривать к ак  
начальное условие д л я  последующих временных слоев. Д вухслой ­
н а я  разностная схем а  н азы вается  равномерно устойчивой по началь­
ным. данным, если  она устойчива относительно возмущений, вноси­
м ы х  на каж д о м  временном слое.

Если разностная сх ем а  линейна, то условие равномерной устой­
чивости в ы р аж ается  неравенством

Ци(т) — й (т )1 | < К Ц и (т * )  — и{т*)|1, Т о < т * < т < ^  (11 .58)

где  постоянная К  не зависит  от Л и т* ;  и, и — решения разност­
ной схемы /4/1{и] =  (о с  разными начальными данными и одной 
и той ж е  правой частью. Значение в условии (11.58) обеспе­
чивает  ненарастание погрешностей, вносимых на каж дом  временном 
слое.

Из установленного ф акта равномерной устойчивости по началь­
ным данным следует  обычная устойчивость по начальным данным.

О})ормулируем признаки  устойчивости двухслойны х разностных 
сх ем  [42].

П р и з н а к  р а в н о м е р н о й  у с т о й ч и в о с т и  по  н а ч а л ь ­
н ы м  д а н н ы м .  П усть  и — решения разностного уравнения 
Â \̂u] = (si при различны х начальных усл ови ях , тогда д л я  равномер­
ной устойчивости по начальным данным достаточно, чтобы при 
всех  I выполнялось  неравенство

11 и ' — и “  | | < ( 1 + ^ Т 1) 11^^'—. и "  II'  ̂= ~  л>0. ( 1 1 . 5 9 )

Записанное неравенство  означает, что ош ибка, имеющаяся на г-м 
слое, при переходе на следующий временной слой возрастает 
не более чем в 1+ Л г)  раз .

П р и з н а к  у с т о й ч и в о с т и  по  п р а в о й ,  ч а с т и .  Пусть 
сх ем а  Л д[и ] =  (1) равномерно устойчива по начальным данным и та-



нова, что если д в а  разностных р еш ен и я  сх ем  Л л [“ ' ] = “ ' > =
= (ü '̂ равны на некотором слое = и ” , то на следую щ ем с л о е  
выполняется н ер ав ен ств о !

|| и ‘ — и*' |]<рТ1 II íú' — и*'||, p = const. (11.60)

Тогда разностная схема устойчива по правой части.
С л е д с т в и е .  Если выполнены соотношения (11.59) и ( 1 1 .6 0 ) ,  

то разностная схема устойчива и rjo начальны м данным, и по п р а ­
вой части.

Д л я  исследования устойчивости разностных схем с у щ е с т в у е т  
несколько методов: принцип м ак с и м у м а ,  метод разделения п е р е м е н ­
ных, метод энергетических н еравенств , метод операторных н е р а ­
венств и др.

П р и н ц и п  м а к с и м у м а ’ п озволяет  исследовать усто йч и во сть  
разностных схем  в Ц-||,. Д в ух сл о й н ую  разностную схем у  м о ж н о  
записать в виде

=  +  ( 1 1 .6 1 )
к т

где суммирование на каждом слое проводится по узлам  ш аб л о н а  
во кр уг  п -го  у з л а ,  причем коэффициенты у,, перенумеруем т а к ,  чтобы
I у„ | —шах I Yfc ]. Тогда сформулируем достаточный признак устойчи -

ь
вости двухслой н ы х  линейных разностны х  схем вида (1 1 .6 1 )  (4 2 J .  

1 Схема равномерно устойчива по начальным данным , е сл и

(3 + ^ n )| Y o | >  +  /4 =  const .  ( 1 1 .6 2 )
*7̂ 0 т

2. Схема устойчива по правой части , если выполнено н е р а в е н ­
ство f l l . 6 2 )  и

IYoI“  И 1^а1>с/г). c = c o n s t > 0 .  ( 1 1 .6 3 )

Данный признак , к ак  правило, применим к разностным с х е м а м  
точности 0(г|). Отметим такж е ,  что схем ы  вида (11.61) имеют к р а е ­
вые условия , которые тоже представимы в форме (11.61). П о это м у  
этот признак справедлив для исследования устойчивости по к р а е ­
вым условиям .

Например, уравнение теплопроводности

дТ ¡дх  =  ад'^Т ¡дх ^+ Í  ̂  /(Ф)

с краевыми условиями

Т (О, х) =  ф(л:),

T(á ,  T ) - (p i (T ) ,  Т{Ь,  т) =  ф2(т)



аппроксим ируем  неявной разностной схемой на равномерной сетке: 

(«й — =  — 2 и ^ + ц ^ 1 ) + ^ й ,  \<к<М  — 1.

«о =  ф1- « ^  =  92* (11.64)

'Т о г д а ,  чтобы представить  э т у  схему в виде (11 .61 ) ,  примем 

Уо=1/Л +  2а/Л^ Y - l  =  Yl =  a//г^ Ро =  1/т при — 1;

Рд =  _ 1  при ¿= 0 ;

У о= 1 , ро =  0 при к = 0 ,  k=~-N.

О стальн ы е  коэффициенты равны  нулю.
Теперь ле гко  ви деть ,  что условие (11.62) выполняется во всех  

у з л а х  сетки , а условие ( 1 1 . 6 3 )— в р е гул ярн ы х  у з л а х  сетки. Поэто- > 
м у  н еявн ая  схем а (1 1 .6 4 )  безусловно устойчива по начальным д ан ­
ны м , правой части и граничным условиям.

М е т о д  р а з д е л е н и я  п е р е м е н н ы х  позволяет исследовать 
устойчивость разностны х  схем  в

П усть  линейная д в у х с л о й н ая  схема записана в канонической 
форме

В (и — и)/г]-1-Аи =  а>, (11.65)

■где А, В — разностные операторы, действующие йа сеточные функ-
л

ции и и и  к а к  функции пространственных переменных.
Заф иксируем п р авую  часть уравнения (11 .65) и внесем ошибку

Л
на исходном слое то гда  ошибка Ьи на следующем слое удов­
л етво р яет  уравнению

В6и =( В  — г\А) 6и. (11.66)

Ч астное решение ур а в н е н и я  (11.66) имеет вид разностной гармоники

би(Хь, т^) =  ̂ г!Ie'”Ч  (11.67)

г д е  I — мнимая единица; п — произвольное действительное число.
Величина н а зы в ае т с я  множителем ро ст а п-й гармоники  при 

переходе слоя  на слой , т а к  к а к

6и=|Лп6ц.

Д л я  определения подставим (11.67) в уравнение (11.66):

ц„В е '"^= (В  — 11 Л) е '”^ . (11.68)

Если система разностны х  уравнений (11 .65 ) имеет постоянные 
коэффициенты и определена на равномерной сетке , то величина



определенная из уравнения (1 1 .68 ) ,  не будет з а в и с е т ь  от х и т.
Сформулируем необходимое усл ови е  устойчивости.
Разностн ая  схема (11.65) при постоянных коэффициентах устой­

чива по начальным данным, если  д л я  всех  п  имеет место  нера- 
. венство

|[x„|<l-f/4Ti. Д — const. (11 .69)

Условие (11 .69) часто называю т условием Неймана.
При выполнении условия (11 .69) и дополнительного у с л о ви я  

(11 .63) разностная схема (11 .65) устойчива по правой части  в ||-||/,. 
При проверке условия (11.69) часто полагаю т Л =  0, т а к  к а к  при 
больших значениях постоянной А устойчивость б уд ет  слабой. 
Метод разделения переменных прим еняется  д л я  исследовани я  устой­
чивости разностных схем в з а д а ч а х  с д в у м я  (и более) пространст­
венными координатами. Н апример, д л я  д в у х  измерений частное 
решение ищется в виде

Ьи{х^,

а условие Неймана можно за п и с а т ь  в виде Д"ТЯ всех  л  и у .
,П ри переменных коэффициентах в уравнении (11 .65 )  или при 

неравногЛрной сетке непосредственно применять п ризнак  (11 .69) 
нельзя , т а к  к а к  решение у р а в н е н и я  (11.68) относительно будет  
содерж ать  неустранимую зависимость  от й и м н ож итель  роста 
не будет  постоянным для  данной  гармоники . В этом с л у ч а е  часто 
пользуются принципом « зам о р аж и ван и я»  коэффициентов. С у т ь  его 
состоит в том, 4J0 значения коэффициентов схем ы  в некотором 
k-u узле считают постоянными и определяют из ур ав н ен и я  
(31.68). Тогда если при любых k я  п выполняется  у сл о ви е  Н ейма­
на, то схема считается устойчивой. Получаемые при этом усл ови я  
устойчивости более ж естки , чем в зад ач ах  с постоянными коэф^^и- 
циентами. Принцип « зам о р аж и ван и я»  коэффициентов хорошо себя 
зарекомендовал  в практике  реш ения уравнений с достаточно  гл ад ­
кими коэффициентами. Однако известны примеры [90 ],  к о гд а  при­
менение этого метода даж е  к  з ад ач ам  с кусочно-гладким и  коэффи­
циентами приводит к неверным р езул ьтатам .

Из д р у ги х  методов исследования устойчивости разн о стн ы х  схем 
наиболее известен метод энергетических  неравенств, подробно изло­
женный в работах [88. 90). О сновная  идея метода состоит в том, 
что д л я  оценки погрешности разностного реш ения вы б и р ается  
метрика , в которой разностная сх ем а  устойчива, а затем  у с т а н а в л и ­
вается  эквивалентность выбранной метрики с энергетической нормой 
разностного оператора. С помощью этого метода д о к а з а л а  устой­
чивость и получены операторные оценки точности д л я  многих 
кр аевы х  задач  стационарной и нестационарной теплопроводности 
с переменными коэффициентами.

С х о д и м о с т ь .  При решении разностной задачи  необходимо, 
чтобы разностное решение стремилось к точному решению соответ-

J



ствую щ ей  краевой задачи при уменьшении шагов сетки . Будем  го­
в о р и ть ,  что решение и разностной задачи

A^[uix)]=^й{к), х б й д ;  (11.70)

•сходится к точному решению краевой задачи 

^ e ^ ;  R[T]=ц){x) ,  х ^ з ,

есл и  при /г-»-0

(11.71)

11 и (х) — Т  (х)1|„^^->0.

Причем если  \\и{х) — Т{х)\\и̂ ^—0{кР) при то разностное реше­
ние имеет порядок точности р.  Свойство сходимости разностной 
сх ем ы  — основной критерий кач ества  разностной схемы . К ак  видим 
на примере решения задачи  (11.53),  (11,54), наличие факта аппрок­
симации  еще не обеспечивает сходимосги разностного решения 
к точному. Кроме аппроксимации необходимо еще потребовать 
и вы полнения свойства устойчивости разностной схемы.

Р азностную  схему назовем корректной,  если решение ее сущ ест­
в у е т  и единственно д л я  лю бых данных ы, |л, принадлежащ их за­
д а н н ы м  к л ас с ам  функций, и сх ем а  устойчива.

В сл уч а е ,  если граница области 2̂ состоит из н ^ к о л ь к и х  
у ч астк о в  с  различными граничными условиями, то д л я  сущ ествова­
ния решения разностной схем ы  должны выполняться условия 
со гл асо в ан и я  этих граничных условий меж ду собой.

Сф ормулируем одну из важнейш их теорем теории разностных 
с х ем .

Если р еш ение Т[д^,  ф] краевой  заОачи (11.71) с ущ ест ву ет , ра.1- 
п о ст н а я  схема (11.70) аппроксимирует  задачу  ( П . 71) на данном  
.реилении и корректна, т о ра зно ст ное  решение сходится к точному.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з определения невязки  можно записать:

Р а зн о стн ая  схема (11.72) и сх ем а  (11.70) различаются только пра­
вы м и  ч астям и  на величину н евязки . Т ак  к а к  схема ( 1 1.70) коррект­
н а ,  а  значит и устойчива, то д л я  любого е > 0  найдется 6 (е) такое, 
что ¡|Ы — 7’ Цм^^<е, если Ц |(о)^,<'3(б), || у  (е). Из факта ап­
проксимации  следует, что д л я  любого 6> 0  сущ ествует  такое 
что 11у|1и;,<^1 к а к  только  /г</1о(б). Таким  образом, .для
любого 8> 0  найдется тако е  /1о(6 (е)), что 1| и — 7 ' ка к  только 

о т к у д а  следует  сходимость разностного решения к точному.

Замечание 1. Нетрудно видеть, что устойчивость яиляется необходимым 
условием сходимости. Так как  любии, даже сколь угодно малые, ошибки исход­
ных данных н случае неустойчивости разностной схемы приводят к значительмой 
погрешности решеиия, то сходимости быть не может.

Замечание 2. Если выполнены условия теоремы сходимости, олерагоры 
и /?/, — линейные, порядок аппроксимации равен р. то и сходимость разностной

(11.72)



схемы ( И . 70) имеет порядок не ниже р. Доказательство этого у твер ж ден и я  
«есложно.

Ои11еделим погрешность разностного решения:
г{х) = и { х ) - Т ( х ) .

Тогда и силу линейности операторов А/, и для г  (г) имеем разностную схему 

>1л|2{лг)| = «1:{̂ ), /ц 73)
/?й|г(А-)1 = 7 и ) .  ,
В силу устойчивости (по условиюч теоремы сходимости) получим оценку

Так как схема (11.73) и схема (11.70) имеют одинаковый порядок ап п ро кси ­
мации р го ^

Подставляя эти оценки в выражение (11.74), получим а п р и о р н у ю  м аж о р ан т ­
ную оценку погрешности

 ̂Ь/= 1 1 ^ И |'ле

В качестве примера рассмотрим неявную  схему (1 1 .64 ) .  В § 11.2 
была установлена аппроксимация этой схемы с погреш ностью  
|1 11̂ = 0 (п+Л^) Применяя принцип максимума (см.. § 11 .4 ) ,  п о к а ­
зали, что схема (11.64) безусловно устойчива но начальны м  д а н н ы м ,  
правой части и граничным усл ови ям  в \\-\\с. Отсюда с л е д у е т  с х о д и ­
мость в II и — ГII, с первым порядком  точности по врем ени  и вто ­
рым — по пространству

Задача 11.1. Применяя метод формальной замены производных конечными 
разностями, для уравнения стационарной теплопроводности в стержне

(I — отношение площади стержня к пе|)иметру сечеиия) с граничными условиями

составить разностные схемы с первым и вторым порядками аппроксимации на 
решении поставленной краевой задачи.

Задача 11.2. Составить консервативную разностную ■ схему для  краевой 
задачи стациопарпои теплопроводности

7'(0)-Г^.^, Г(1) = Г̂ .̂

пользуясь интегро'интерполяционным методом {I— то же. что и в задаче  (11 .1 ) .  
Функции Я(л-). а  (дг) и (л') кусочно непрерывны.

Задача 11.3. Для уравнения зеплопроводности дТ ;дх - -ад 'Ч  1дх'  ̂ па шаблоне 
рис. 11 .й составить разностную схему методом неопределенных ко^#ффициентов. 
представив разностное уравнение в виде

'Л
(11.74)



З а д а ч а  11.4. С помощью вариационного "метода Ритца (см. гл . IV) построить 
разностную схему для краевой задачи стационарной теплопроводности:

где  (х) — непрерывная функция, а при \(х)  имеет разрыв первого рода 
и . следовательно, заданы граничные условия сопряженй'я

? .{ + 0 )  £1Г(+0)/с1г=Х(—0) (37

записать разностные аппроксимации граничных условий сопряжения с лервым 
и вторым порядками аппроксимации на решенин сформулированной задачи.

З ад ач а  11.6. Используя метод разделения переменных, исследовать устой­
чивость явной разностной схемы

Г{+ 0) = Г (—0);

( « А  — = А=1.  2........../V —  I .

«



н е с т а ц и о н а р н ы е  о д н о м е р н ы е  к р а е в ы е  

ЗАДАЧИ т е п л о п р о в о д н о с т и

§ 12.1. Однопараметрическое семейство схем *

Рассмотрим простейшую зад ач у  о распространении теплоты  в 
неограниченной пластине { 0 < x < d ) ,  нагреваемой з а  счет внутренних 
источников, с граничными услови ям и  I рода на гр ан и ц ах

d T l d x  — ad^Tldx^+q^ix, т)/(ср)
(0 < л :< й ;  0 < t:< / ,  a = c o n s t > 0 ) ;  (12.1)

Т ( х ,  0 ) = / ( х ) ;  ( 1 2 . 2 )

Г  (О, т)==}л(т), Т {d, t )  =  v (T ) .  (12.3)

В области Q =  [0 < x < i/ ]  X  | 0 < t < / ]  выберем п р ям о уго л ь н ую  р ав ­
номерную сетку с шагами Л и г )  (рис. 12.1). Н а  сетке  возьмем 
шеститочечный шаблон (рис. 12.1) и составим на нем' двух слой н ую  
разностную схему с параметром а ;

\ ^ ЛГГ л  л  А f j
—  {Uk -  « й) =— — 2i^h +  w ^+i)+ (l -  о) — 2ы д+

— 1; (12.4)

ul=f{kh) - ,  (12.5)

“ ft='v(Ti+i) . (12.6)
где iDft можно вычислить по формуле

^k = —  Qvi k̂> ^¿+Л/2). (12.7)
ср

И зменяя  параметр а  в уравнении  (12.4), м о ж н о  п о л уч ать  р а з ­
ностные схемы с различными свойствами. Т а к ,  при а = 1  получим 
сх ем у  с шаблоном, показанным на рис. 1 1 .7 ,6 ,  к о т о р а я  н азы вается  
чисто неявной,  при а = 0  шаблон схемы (12.4) с тр о и тся  то ж е  только  
на четырех точках (рис. 11.7, а)  и т а к а я  сх ем а  н а з ы в а е т с я  явной  
При о = Г / 2  получаем симметричную  схему (и м еется  в ви д у  сим­
метрия по-времени , т а к  к а к  схем а (12.4) по х  симметрична при 
любом значении о), известную еще и к а к  схема К р а н к а  — Николь- 
сона (шеститочечный шаблон н а  рнс. 12.1).

П о р я д о к  а п п р о к с и м а ц и и .  Вычислим п о рядок  н евязки  
схемы (12.4) в точке (л: ,̂ т  ̂+  т]/2):

ср j x = x ^  П

- i - f  ( Г , _ ,  -  2 7 - , + 7 ’ ,^ . , )+ ш ,



Д л я  этого  разл о ж и м  решение в у зл ах  шаблона в ряд  Тейлора, вы ­
б и р а я  з а  центр разлож ения полуцелую  точку (х^, т ,+ Г 1/2):

оо

2 4  Х Х Х Х

где  зн ач ен ия  функции и производных отнесеш:>1 к точке {х,̂ , т^-Ьл/^)* 
Т о гда  п олучим

Из последнего  вы раж ения следует , что если сод вычислить по 
формуле (1 2 .7 ) ,  то при о ^ 1 / 2  л о кальн ая  погрешность аппрокси-

— Краевые у с л о в и я  (12 .2), (12.3) 
Рис. 12.1 . к  выводу однопарамет. а п п р о к с и м и р о в а н ы  то ч н о  р а з -
р и ч е с к о го  р азн о стн о го  у р а в н ен и я  Н0СТН1)1МИ выражениями (12.5),

(12 .6). Л 8 случае граничных усло­
вий не I рода  аппроксимация граничных условий обязательно со­
дер ж и т  н еко тор ую  по1решность, которую необходимо учиты вать при 
оценке  п о р я д к а  погрешности аппроксимации разностной схемы.

С х е м ы  п о в ы ш е н н о й  т о ч н о с т и .  Преобразуем выражение 
д л я  н е в я з к и  (12 .8 ) ,  учиты вая , что решение Т {х, т) дифференциаль­
ного у р а в н е н и я  теплопроводности (12.1) удовлетворяет соотношению

(*^ ----  1 / 2 )  ХХ Х Х  ----  Т т т т / 3 ) +  7" 4 -Ь 12

+ т ^ - - ^ ^ + 0 (г]'‘+ П
С р

( 12.8)

мации уравнения (12.4) равна 
0 (т1-{-Л'' )̂, схема с весом а — \/2 
имеет более точную аппроксима­
цию. (){г)24-^^)-

Погрешность аппроксимации 
с х ем ы .определяется, вообще гово­
р я ,  не .только разностным ураш 1е- 
нием, но и краевыми условиями.



Тогда

^ • - f (

+

оТ  хххх--------  Т" xtt 1 “Ь
• / I \ , ah* а’п а ---- Ч----

’ 2  Г  12
Т  +х х х х  '

/ I  \ 1 -  1 -  
а -  — --------+  --------------‘?г'V 2 / ср адг'̂  ср

Если в (12.9) выбрать значения о и из услови й  обращения в 
н уль  выражений в квадратны х  скобках , то получим

а — h} -  \ -  h'*
------ ; о)ь==—  а„-\--------------
\2аг\ ** ср у ” 12 дх^

( 12. 10)

и погрешность аппроксимации схемы (12.4) и (1 2 .1 0 )  будет  О (т)^4- 
Более того, если в разложении Тейлора у д е р ж а т ь  большее число 
членов ряда ,  то можно п оказать , что н евя зка  (1 2 .9 )  при выборе о 
и 0);̂  по формулам (12 .10) имеет порядок

Если ií выражении (12.10) —^
дх̂ заменить второй пространствен­

ной разностью, то получим более удобную ф орм улу : 

1 / 1 — , 5 — I I —
12. 11)

Порядок погрешности аппроксимании при этом с о х р а н я е т с я  0(т]*-|-/г*), 
Полученные оценки погрешности аппроксимации имеют место, 

если непрерывны производные решения Т {х, т ) ,  входящ ие и- вы ра­
ж ен и е  главного члена невязки .

И с с л е д о в а н и е  у с т о й ч и в о с т и .  П рименим метод разделе­
ния переменных, полагая

л

а^=ехр {1лгх^с1)., «,̂  =  |д.̂ ехр {¿лгх^/ф.

Л

Подставим значения в разностное у р а в н е н и е  (12.4) при
со̂  =  0 и получим после сокращ ения на общий м н ож итель

J- / 1 ч üo г / , ft \ , /. л \ — (¡д,, — 1 )= —-  ехр  —1л г —  — 24- е х р  inz  —  
í| [ \ d I \ d

exp { — inz — 2 - f  exp ,

У читывая , что s h ^ = [e x p  (x) — exp (—x)]/2 и sin д: =  — г sh (ix), из no- 
следнего уравнения находим

I 4ат], ,  , •) ягЛ1 -------- ' (1 — 01 s u r ----- и  , , 4¡2T| - у mh \{ 1 Н-----OSHl^-------  .

/ I 2d )



Согласно п р и з н а к у  устойчивости, схем а  (12.4) с  постоянными 
коэффициентами устойчива по начальным данным, если д л я  всех  г '  
вы полняется  неравенство  1ц,^|<1.

П оследнее неравенство  выполняется при

причем это неравенство  я в л яется  условием равномерной устойчи­
вости сх ем ы  (1.2.4) по начальным данным в норме [¡-Ц/,.

Схема (1 2 .4 )  устойчива и по правой части при выполнении 
условия (1 2 .1 2 ) ,  т а к  к а к  д л я  нее при v^юбыx Л и т ]  имеет место и 
неравенство (11 .63 ) .

Условие (1 2 .1 2 )  выполняется при любом соотношении шагов /г 
и т] д л я  значений  а = 72* 1» т. е. симметричная, чисто н еявн ая  << 
схема и сх ем а  повышенной точности безусловно устойчивы.

При а = 0  услови е  (12.12) выполняется только при 1/2,
т. е . в этом с л у ч а е  схема устойчива условно (это было обнаружено 
нами и р ан ьш е  в § П.З). Применяя принцип м аксим ум а , можно 
доказать ,  что выполнение неравенства

является  достаточным условием устойчивости схемы (12.4) в норме 
•|[‘ ||̂ . Отметим, что условие (12.13) более жесткое по сравнению 
с  условием (1 2 .12 ) .

И с с л е д о в а н и е  с х о д и м о с т и .  Если проверить выполнение 
условий теорем ы  сходимости, то о к аж е т с я ,  что на решениях Г  (л̂ , т), 
имеющих достаточное число непрерывных производных при выпол­
нении у с л о в и я  (12.13) , разностное решение схемы (12.4) — (12.6) 
равномерно сх о д и тся  к точному. При этом

В ы ч и с л е н и е  р а з н о с т н о г о  р е ш е н и я .  Наиболее простой 
алгоритм вы чи слен и я  разностного решения у  явной схемы . При 
а = 0  из (1 2 .4 )  имеем формулу ' .

где р = а г 1//1‘̂  ^  ‘
Т ак  к а к  и з  начального условия (12.5) известны значения реше­

ния в у з л а х  начального  слоя сетки , то по ним легко  н аходятся  
значения р еш ени я  в у зл ах  первого с л о я ,  затем второго слоя и т .д .

В к ач естве  примера рассмотрим применение явной схемы реше­
ния задачи теплопроводности в неограниченной пластине:

а > ( 7 з  — /г7(4ал)). (12.12)

а > 1  — /г2/(2ал) (12.13)

и^ =  (1 — 2р) (Цй^1+и^_1), (12 .14)

д 0 / д Р о —г7■^0/5x^ 0 < л :< 1 ,  Ео>С 
@{ х,  0) =  0;
0 ( 1 ,  Ро) =  0 ( О ,  Р о )= 1 ,

где 0 = ( Г  — Г , ) / ( Г с - Г ^ ) .  Fo= aт/7^  Х =х//.



Д л я  .расчетов составим программу на алгоритмическом  я з ы к е  
Ф О РТРАН . Вводные данные включают т| (ш а г  по безразм ерном у 
времени Ро), М  — число интервалов к  по пространственной коор ­
динате X,  (значение максимальной т ем п ер атур ы  в центре п л а ­
стины, представляющее интерес) и некоторое определенное число,

Рис. 12.2. Блок-схема решения разностной задачи по явной
схеме

показывающее, через сколько  шагов по времени  будет о су щ е с тв ­
л яться  выдача на печать результатов расчета температурного  п о л я  
пластины. 

Блок-схема программы приведена на phc. 12.2.

С п и с о к  и д е н т и ф и к а т о р о в .  CONST — 1 — 2ß; DX — пространствен­
ный интервал h] DTAU— временной шаг г];* F — функция, задающая начальное 
условие, I {х)\ I — индекс, обозначающий /г-й узел сетки . Согласно ограничениям 
ФОРТРАНа. 1< 1< М + 1 соответствует 0<й</И н тексте ;  ICOUNT — счетчик 
числа шагов по времени; IFREQ — число временных шагов, через которое осущ е­
ствляется печать; М — число интервалов h  на отрезке (0. 1]; RATIO — fi=T]//i“; 
T A U — время, Po; ТМАХ — максимальная температура . в центре пластины, до 
значения которой ведется расчет; TOLD, TNEW — массивы значений температур 
в начале и конце временного шага соответственно; X —  массив координат X к а ж ­
дого узла сетки.

Текст программы приведен ниже: 
С  Н Е СТАЦИ О Н АРН АЯ ТЕП Л О П РО ВО ДН О СТЬ П Л А С Т И Н Ы  
С Я В Н А Я  С Х Е М А  
С 
С НАЧАЛЬНОЕ Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Т Е М П Е Р А Т У Р Ы  
С  ЗА Д А Е Т С Я  Ф У Н КЦ И Е Й  F ( X ) .  З Н А Ч Е Н И Я  
С Т Е М П Е РА Т У РЫ  ПРИ Х = 0  И Х =  1 ЗАДАЮ ТСЯ 
С Ф У Н К Ц И Я М И  G 0  (TAU) И G1 (T A U ) С (Х )Т В Е Т С Т В Е Н Н О . 
С  З Н А Ч Е Н И Я  Т Е М П Е РА ТУ РЫ  П Е Ч А Т А Ю Т С Я  НА 
С  КАЖ ДО М  IFREQ В РЕ М Е Н Н О М  Ш А ГЕ , ПОКА

Ч
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n HE Д О С Т И Г А Е Т С Я  ЗА Д А Н Н А Я  Т Е М П Е РА Т У РА  
TM A X  В Ц Е Н Т Р Е  [Ш С Т И Н Ы

.......О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Ф УН КЦ И Й  Д Л Я  ВЫ ЧИ СЛЕН И Я
Н А Ч А Л Ь Н Ы Х  И ГРА Н И Ч Н Ы Х  УСЛ О ВИ Й ......
F ( D l S T ) - 0 . 0  
G 0 ( T 1 M E ) = 1 . 0  
G1 { Т 1 М Е ) = 1 . 0
DIMENSION T 0 L D (2 I ) ,  TNEW (21), X (21), A RR A Y  ( 2 5 0 0 )
.......В В О Д  П А РА М ЕТРО В И ВЫ ЧИ СЛЕН И Е
П О С Т О Я Н Н Ы Х ......

1 REA D  ( I ,  1 0 0 )  DTAU, TMAX. M. IFREQ 
INT =  M / 1 0  
F L O A T M = M  
C X = 1 .0 / F L O A T M  
R A T IO -D T A U / (D X  * DX)
W R IT E (3 ,  2 0 0 )  DX, DTAU, TMAX. M. iPREO, RATIO 
C O N S T = l - 0 - 2 . 0  * RATIO
...... В Ы Ч И С Л Е Н И Е  И ПЕЧАТЬ Н АЧАЛЬН Ы Х  ЗН АЧЕН И Й

Т Е М П Е Р А Т У Р ......
М Р 1 = М + 1  
DO 21 =  1, МР1 
F L 0 A T I  =  1
X (I )= (F L O A T I  -  1 .0 )/FLO ATM

2 T 0 L D ( 1 ) = F ( F L 0 A T I  * DX)
T A U - 0 . 0  
W R ITE  ( 3 . 2 0 1 )
W RITE ( 3 , 2 0 2 )  TAU, (TOLD (I). 1 =  1. M P I . iNT)
!COUNT =  0
.......В Ы Ч И С Л Е Н И Е  Т Е М П Е Р А Т У Р  НА
П О С Л Е Д О ВА Т Е Л Ь Н Ы Х  В Р Е М Е Н Н Ы Х  С Л О Я Х .......

3 TAU  =  T A U + D T A U  
lCOUNT =  ICO U N T-h l 
DO 4 1 = 2 ,  М

4 T N E W (I )  =  R A T 1 0  * (TOLD ( ' -  1 )+ T 0 L D  (1 +  1)) +
-bCONST * TOLD (I)

.......З А М Е Н А  С Т А Р Ы Х  ЗН А ЧЕН И Й  ТЕМ П ЕРА ТУРЫ
Н О В Ы М И .......
DO 5 1==2, М

5 T O L D (I )= T N E W (I )
С ...... В Ы Ч И С Л Ё Н И Е  ГРАН И ЧН Ы Х УСЛОВИЙ.......

T O L D { l )= G O { T A l  ) .
T 0 L D (N P 1 )= G 1  (TAU)

С ...... П Е Ч А Т Ь  Т Е М П Е Р А Т У Р Ы .......
IF((ICOUNT/TFREQ) * IFREQ. NE. ICOUNT) GO TO 3 
M O VER2 =  M/2
W R IT E  ( 3 , 2 0 2 )  TAU. (TOLD(I), 1 =  1, M P I ,  INT) 
IF ((TNE\V/M 0VER2). LF. TMAX) GO TO 3 

С .......Ф О РМ А Т Ы  Д Л Я  ВВОДА И П ЕЧА ТИ  Д А Н Н Ы Х .......



1 0 0  FORMAT (бХ, Р 7 Л  1 0 X .  F5 .2 . 6X, 13, 1 0 X ,  13. И Х .  I3> 
2 0  0  FORMAT (82H1______ НЕСТАЦИ О Н АРН АЯ

1 ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ ПЛАСТИНЫ, Я В Н А Я  С Х Е М А ,
2 С ВВОДНЫ М И ДАННЫ М И/12Н0,_______DX,_________ =
3 _ F 1 0 . 5 / 1 2 H ____ _ _ D T A U ____ =  _ F 1 0 . 5 / 1 2 H _
 4  ТМ А Х ____ = ____ F 1 0 . 5 / 1 2 H __________ ______________=

=  _ 1 4 / 1 2 Н ______ ^ _ 1 F R E Q _ = _ .  1 4 / ! 2 Н _ _ _ _
-R A T 1 0 =  , FI 0 . 5 )

2 0 1  FORMAT {8H 0______ В Р Е М Я , 18X. 39 H  З Н А Ч Е Н И Я
1 Т Е М П Е РА ТУ РЫ  В У З Л А Х  СЕТКИ)

2 0 2  FORMAT ( 1 Н _ .  F 7 .3 / (1 H _ ,  _ 7 Х .  _ 1 1 F 8 . 5 ) )
END

Просчитано поле температур д л я  четырех вар и ан то в  вво дн ы х  дан ­
ных;

М = 1 0  
М = 1 0  
M---IO 
М =  20

ТМ А Х  =  0,95, 
ТМАХ =  0.95, 
ТМ АХ =  0,95, 
ТМАХ =  0,95,

О ТА и =  0.005,
О Т А и =  0,0025.
О Т А и =  0,001.
отли=о.оо1 .

Вид печати результатов  расчетов по 
веден ниже:

НЕСТАЦИОНАРНАЯ ТЕПЛОП РОВОДНОСТЬ 
Я В Н А Я  СХЕМА, С В ВО Д Н Ы М И  ДАН НЫ М И  . 
О Х = 0 ,05000, О Т А и = 0,00100 , Т М А Х = 0,95000 , М =  20 , 
R A T Ю = 0,40000 .

1FREQ =5, 
IF R E Q = 10 . 
IFREQ =  25 , 
[FREQ =  25 . 
четвертому вар и ан ту  при- 

П Л А С Т И Н Ы , 

1FREQ =  25,

Время Значения гемпературы в узлах сетки
0 .0 и.о 0 ,0 0 .0 0 ,0 0 .0
0 .025 1,00000 0,65225 0,36671 0 ,17 539 0,07450
0,050 I ,00000 0,75439 0,53563 0 , 3 6 ^ 0.25878
0.075 1.00000 0,81085 0,64050 0 .505В8 0.4193Ü
0,100 1.00000 0,85258 0,71962 0 ,6 1414 0.54645
0 .125 1,00000 0,88492 0.781\\ 0 .6Я873 0 ,04584
0. 150 1,00000 0,91015 0,82909 0 ,76 477 0.72347
0.175 1,00000 0,92984 0,86656 0 .8 1 6 3 3 0.78408
0,200 1.00000 0.Ü4522 0,89580 0 ,8 5 6 5 9 0.83141
0,275 1,00000 0,97392 0,95039 0 ,93 172 0,91974
0,300 1,00000 0,97963 0,96126 0,'>46б9 0.93733
0.325 1,00000 0.98410 0.96975 0 .95 837 0.95106
0,350 1,00000 0.98758 0.97638 0 ,9 6 7 4 9 0.96178

Время
0 ,0 0 ,0 0 .0 0 ,0 0 .0 0 ,0 0 ,0
0,025 0,04429 0.07450 0,17539 0,36671 0 .65 225 1.00000
0,050 0.22245 0,25878 0,36562 0,53363 0 .75439 i ,00000
0,075 0.38967 0.41936 0,50568 0,64050 0 .81085 1 .OOÜOO
0,100 0,52312 0.54645 0.61414 0,71962 0 ,8 5 2 5 8 l.OOfUU
0,125 0.(>2762 0.64584 0,69873 0.78111 0 ,88492 1,00000
0,150 0.70924 0.72347 0.76477 0.82909 0 , ’91015 ' 1.00000
0,175 0.77297 0.78408 0.81633 0,86656 0 ,92984 1.00000
0 .200 0.82273 0.83141 0.85659 0,89580 0 ,945 22 1,00000
0,275 0.91561 0 , !  1974 0,93172 0,?5039 0 ,9 7392 1 .OOÜOU
0,300 0.93410 0.93733 0.94669 0,96126 0 .976 93 1 . ооооо
0,325 0,'14Ь54 0.95106 0.95837 0,96975 0 .9 8410 1 ,OOÜOO
0,350 0,95982 0.96173 0,96749 0.97638 0 ,9 8 7 5 8 1,00000



Точность вычислений разностного решения можно оценить по 
д а н н ы м , приведенным ниже, где  результаты  расчетов по , четырем 
ва р и а н та м  вводны х  данных сравниваю тся с результатами  расчетов 
по ан ал и ти ч еско м у  решению. П ринимая во внимание небольшое 
число  и спользуем ы х  узлов  сетки , согласование результатов  расчета 
с л е д у е т  сч и та ть  удовлетворительным. Более вы сокая  точность дости­
г а е т с я  увеличением  числа узлов  сетки:

Время,  РО 0 . 0 5  0 . 1  0 . 1 5  0.2  0 . 2 5
в ц  (то ч н о е  з н а ч е н и е ) .................................. ..0 ,228  0,526 0,710 0 ,823  0.892
«п (1  в а р и а н т ) ................................................ ..0 ,219  0,526 0,713 0 ,826  0 ,895
0 „  ( И  в а р и а н т ) ..................................; . 0 ,210  0,520 0,707 0 ,822  0,891
е „ ( И 1  в а р и а н т ) ................... .... ..................... 0 ,226  0,523 0 ,708  0.822 0,891
в ц ( ! У  . в а р и а н т ) ........................................... ..0 ,222  0,523 0,709 0 ,823  0,892

При 0 = 1  {чисто неявная  схема) д л я  нахождения значений реше­
н и я  в у з л а х  1-го временного слоя при известных значениях  реше­
н и я  в у з л а х  предыдущих слоев необходимо решать систему алгеб ­
р аи чески х  уравнений с большим числом неизвестных.

И звестное из к урса  высшей алгебры Правило Крамера д л я  ре­
ш ения систем  линейных алгебраических уравнений непрактично, т а к  
к а к  тр е б у е т  большого количества арифметических действий д л я  вы ­
числения определителей — минимум ^  — порядок системы).

П рименение метода последовательных приближений д л я  решения 
системы  алгебраически х  уравнений т а к ж е  невыгодно с точки зрения 
численной реализации , т а к  к а к  увеличение шага по времени (допу­
стимое д л я  н еявны х  схем) вы зы вает  увеличение числа итераций, не­
обходим ы х д л я  получения разностного решения с заданной точ­
ностью. О дин из лучших методов решения линейных систем общего 
вида  — м ето д  ^|^аусса с выбором главного элемента [42]. Расчет по 
ф о р м улам  это го  метода требует —  7 з  арифметических операций. 
О днако  при  решении системы разностных уравнений сл едует  учиты­
в а т ь  ее специф ику. Д ело  в том, что матрица коэффициентов систе­
мы р азн о стн ы х  уравнений имеет трехдиагональную форму и это по­
зво л яет  о р ган и зо вать  вычисления по методу Гаусса  т а к ,  чтобы обой­
ти м асси в ы  нулевы х  элементов. Тем самым объем вычислений зна­
чительно ум еньш ается .

Рассм о тр и м  наиболее важ ны й  частный случай метода Гаусса  — 
метод про гонки .  Систему разностных уравнений (чисто неявн ая  
сх ем а )

—  -  2 ц \ + и \ + ,)+ м ,  (к = 1. 2 ............К - \ У ,
т| к-

ио =  [л, и 1 = 1 (кН) {к = 0 , 1, . .  ., К)
можно з а п и с а т ь  в каноническом виде:

Хо =  [х, (12.10)

где  п о л а г а е м  х^=и^ ( ¿ = 0 ,  1, 2, . . . ,  /С).



Решение системы (12 .16) будем искать  в  виде

{к=К  и  К —>2, . . . .  1), (1 2 .1 7 )

где и — неизвестные коэффициенты.
Соотношение (1 2Л 7) справедливо д л я  всех  значений индекса ку 

поэтому можно записать

Уй- 1+Р) 1— ( 12Л8)

Подставим значение в (12Л6):

(7&-1 +

И запишем последнее уравнение в виде ( ] 2 . ) 7 ) ;

------------Е*------- (12.19>

С равнивая  вы р аж ен и я  (12Л7) и (12Л 9), н аходим  рекуррентны е 
соотношения д л я  определения коэффициентов Ул и

( 12.20)

r\
Из граничного условия в точке х=0  имеем Yo =  t .̂ Ро=0. Д а л е е  

по форму.1ам (12.20) находим при ^ = 1 ,  2 ,  . . К  — 1. По из-
А

вестному из второго граничного условия значению %  =  v, исполь- 
а у я  рекуррентную  формулу (12Л 8), можно определить последова- 
тельро Таким образом, система линейных алге -
браических уравнений (12.16) решена. Необходимым условием устой- 
чивости счета по формулам прогонки я в л я е т с я  у сл о ви е  | pft [ <  1.

Достаточное условие устойчивости прогонки назы ваю т условием  
преобладании диагональных элементов-, это усл ови е  имеет вид

I i ^  I 1+1С( 1-

Д л я  решения системы (12.16) по методу прогонки требуется  •— 9/( 
арифметических действий, т . е . гораздо меньш е, чем в методах  
Г аусса  или Крамера.

Сущ ествую т разнообразные варианты метода прогонки. В  част­
ности, разработан метод матричной прогонки д л я  решения систем 
разностных уравнений многомерных задач . М етодам  решения систем 
разностных уравнений посвящена монография [91].

Составим программу решения системы (12 .16) методом прогонки 
д л я  краевой задачи теплопроводности (12.15).

С п и с о к  и д е н т и ф и к а т о р о в  для программы тот же , что и в явной 
схеме, исключая TOLD, TNEW. и добавлены следующие: А, В , С, D — векторы 
коэффициентов системы уравнений (12.16); Т — вектор значений температуры и 
каждом узле сетки; TR1DAQ — подпрограмма решения системы уравнений, име­
ющих трехдиагональную матрицу коэффициентов, методом прогоики; ВЕХА,



САЛША — векторы для вычисления коэффициентов р* и у*; 1Р, L — индексы, со­
ответствующие первому и последнему уравнениям системы; V — вектор, содержа­
щий вычисленное решение.

Текст п рограм м ы  приведен ниже. Б лок-схема программы дана  на 
рис. 12.3, а, а  па рис. 12.3, б  показана блок-схема подпрограммы

0̂* П 9m-0(Fo)

Решение системь/ с коэф­
фициентами а̂ .Ь̂ .Ск- 
'(k=!,Z...M-l) Подстанод- 
ка решений 8 9,....вм-г 
{подпрограмма TRIDA&)

d,^d,*p9o
вм

_ /  к = 1,2,... 
...М-1 Гк—^к-idK

-акГ^-ij/c^

[Выход ^к-ГГ..ЛР,./к

Рнс. 12,3. Блок-схема решения разностной задачи по чисто неяв­
ной схеме

TRIDAG д л я  решения системы алгебраических уравнений с трех ­
диагональной матрицей коэффициентов методом прогонки.
С Н Е С ТА Ц И О Н А РН А Я  ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ ПЛАСТИНЫ 
С  Н Е Я В Н А ) !  СХЕМ А 
С



с Н АЧАЛЬН ОЕ РАСП РЕДЕЛЕН И Е Т Е М П Е Р А Т У Р Ы  З А Д А -
С ЕТСЯ Ф У Н К Ц И Е Й  Р(Х), З Н А Ч Е Н И Я  Т Е М П Е Р А Т У Р Ы
С ПРИ Х =  0  И Х =  ! ЗАДАЮ ТСЯ Ф УН КЦ И ЯМ И  G 0 (T A U )
С И ( i l (T A U )  СООТВЕТСТВЕННО,
С ЗН А Ч Е Н И Я  ТЕМ П ЕРА ТУРЫ  ПЕЧАТАЮ ТСЯ НА К А Ж -
С ДОМ 1FREQ ВРЕМЕННОМ Ш А ГЕ , ПОКА НЕ Д О С Т И Г А -
С ЕТСЯ ЗА Д А Н Н А Я  Т Е М П Е Р А Т У Р А  ТМАХ В Ц Е Н Т Р Е
С П ЛА СТИ Н Ы . ТРЕХ ТО ЧЕЧН О Е РАЗНОСТНОЕ У Р А В Н Е -
С МНЕ НА КАЖДОМ В РЕ М Е Н Н О М  СЛОЕ РЕШ АЕТСЯ С
С П 0М 01Ц ЬЮ  ПОДПРОГРАММЫ TRIDAG.

 ̂ С ......О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Ф У Н К Ц И И  Д Л Я  В Ы Ч И С Л Е Н И Я
С Н А Ч А Л Ь Н Ы Х  И Г Р А Н И Ч Н Ы Х  УСЛ О ВИ Й ......

r - ( i ; i s T ) - - 0 , 0
G 0 ( T I M E ) - 1 . 0
G 1 (T 1 M E )= 1 .0
DIMENSION A(21), C(21), D (2 i ) ,  T{21)

С ...... В ВО Д П АРАМ ЕТРО В И В Ы Ч И С Л Е Н И Е  М А СС И ВО В
С А, В, С .......

1 R f -A l ) ( l ,  1 0  0 ) DTAU, Т М А Х , М, IFREQ 
FLOATM =  M 
DX 1 .0/F L O A T M  
RATIO = DTAU/{DX * DX)
\VRITE(3, 2 0 0 )  DX. DTAU. T M A X , M, (FREQ, RATIO 
DO 2 1 =  2, M 
Л ( \ ) = - RATIO 
B ( I ) -  I . 0 + 2 . 0  * RATIO 

2 Q i )  =  - R A T I 0
С ...... В Ы Ч И С Л Е Н И Е  И П Е Ч А ТЬ  Н А Ч А Л Ь Н Ы Х  З Н А Ч Е Н И Й
С Т Е М П Е Р А Т У Р ......

MPI М + 1  
DO 3 1 - 1 ,  МР1 
FL0A T1 =  I 

3 T ( I )  =  F (F L 0 A T I  * DX)
TAD 0 . 0  
WRITE (3, 2 0 1 )
\VRITE(3, 2 0 2 )  TALi, (T(I), I===l, M P I)
I C O U N T - 0

С ......О РГАН И ЗАЦ И Я ПОСЛЕДУЮ Щ ИХ Ш АГОВ.......
4 TAU----TAI. +  DTAU 

I C O lN T - I C O U N T - f l
С ...... МНОЖЕСТВО ГР А Н И Ч Н Ы Х  З Н А Ч Е Н И И .......

T ( D = G 0 ( T A U )
T (M P 1 )= G 1  (TAU)

С .......В Ы Ч И С Л Е Н И Е  ВЕКТОРА D........
DO 5 1 =2 ,  М 

5 D ( I ) - T ( I )
D (2 )= D (2 ) +  RATЮ * Т(1)
D(M) =  D(M)-{-RATIO * T (M PI)



п
о .......В Ы Ч И С Л Е Н И Е  Т Е М П Е РА Т У Р НА О Ч Е Р Е Д Н О М

Ш А ГЕ .......
CALL T R ID A G (2, М, А, В, С. D, Т)

С  П Е Ч А Т Ь  Т Е М П Е Р А Т У Р
1F((IC0UNT/IFREQ) * IFRE Q .N E .1C 0U N T)G 0 ТО 4 
MOVER 2 = М / 2
W R !T E (3 ,  2 0 2 )  TA U , (T(I), 1 =  1, M PI)
1F (T (M 0V E R2)-  LE. TMAX) GO TO 4 
GO TO 1

С  ......Ф О РМ А ТЫ  Д Л Я  ПЕЧАТИ И В В О Д А .......
) 0 0  F 0 R M A T (6 X , F 7 .4 ,  1 0 Х ,  F5.2, 6Х , 13, 1 0 X ,^ L 3 ,  И Х . 13) 
2 0  0  FORMAT(82H I_______ НЕСТАЦИОНАРНАЯ ТЕ1 К'ЮПРО-

1 ВОДНОСТЬ П Л А С ТИ Н Ы , НЕЯВНАЯ СХ ЕМ А . С ВВО ДН Ы - 
МИ Д А Н Н Ы А Ш /12 Н О _______ D X _

 2  _ F 1 0 . 5 / I 2 H ___________ _____ D T A U _____ _ ,  _
F 1 0 . 5 / T 2 H _

 3  ^ T M A X ______ F 1 0 . 5 / T 2 H ________________ M _____
_  _  =  _ I 4 , 1 2 H

4 ,____ . I4/12H __________________________ R A T 1 0 _ - _ ,
_  FI 0 . 5 )  •

2 0 1  FO R M A T (8H O _____ВРЕМЯ, 18X, 39H ЗН АЧЕН И Я TEM-
1 П Е Р А Т У Р Ы  В У З Л А Х  СЕТКИ)

2 0 2  F 0 R M A T ( 1 H _ ,  F 7 .3 / ( 1 H _ ,  _ 7 X ,  _  11F8.5))
END

С  П О Д П РО ГРА М М А  РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ  Л И Н Е Й Н Ы Х  
С У Р А В Н Е Н И Й  С Т Р Е Х Д И  АГОНАЛЬНОЙ МАТРИЦЕЙ 
С  К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т О В . У РА В Н Е Н И Я  ПРОНУМЕРОВАНЫ  
С  ОТ IF ДО L  И ИХ П 0 1 Щ И А Г 0 Н А Л Ь Н Ы Е , ДИАГОНАЛЬ- 
С  Н Ы Е И Н А Д Д И А ГО Н А Л Ь Н Ы Е  КОЭФФ ИЦИЕНТЫ  ЗАПО- 
С  МИНАЮ ТСЯ В МАССИВАХ А, В , С . ЗН А Ч Е Н И Я  ВЫЧИС-
С  ЛЕН Н О ГО  РЕ Ш Е Н И Я  V(U-)............V (L ) ЗАПОМИНАЮТСЯ
С В МАССИВЕ V.
С

SU BRO UTINE TR1DAG(IF, L. А. В , С, D, V)
DIMENSION A(L). B(L), Q L ) ,  D(I.), V(L). B H T A ( l 0 l ) ,  
GAMMA ( 1 0 1 )

G ...... В Ы Ч И С Л Е Н И Е  МАССИВОВ B E T A  И GAMMA.......  •
B E T A (/ F )= B ( iF )
G AM M A ( I F )=  D(IF)/BETTA(IF)
I F P l = l F + l  
DO 1 I =  !F P 1 ,  L
BETA(I) =  B ( 1 ) - A ( i )  * C(I -  1 ) / B E T A ( I -  1)

1 G A M M A { 1 ) = (D ( I ) - A ( ! )  * GAMMA(1 -  I ) )/BFTA (1)
С  .......В Ы Ч И С Л Е Н И Е  ВЕКТОРА РЕШ ЕНИЯ V

V { L )-G A M M A (L )
LAST =  L — IF 
DO 2 K = 3 .  LA ST
I =  L - K

2 V (I ) = G A M M A ( I ) ~ C ( I )  * V(1 +  1)/BETA(I)



UlZTtRN 
_ END

Поле тем ператур  просчитано д л я  д в у х  вариантов дан н ы х : 
D T A U - 0 ,0 0 2 5 ,  ТМ АХ:--0 .95 , М ^ Ю  I F R E Q - 1 0 ;
D T A U = 0 ,0 1 2 5 .  ТМАХ = 0 .95 ,  М = Ю  IF R £ Q = 2 .

Печать р езультатов  для  второю вар и а н та  даннр>1х имеет ви д : 
НЕСТАЦ И О Н АРН АЯ ТЕП Л О П РО ВО ДН О СТЬ П Л А С Т И Н Ы . 
ЧИСТО Н Е Я В Н А Я  СХЕМ А. С В В О Д Н Ы М И  Д А Н Н Ы М И  D X =  
-^0 ,10000 , DTAU =  0 .0 )250 . Т М А Х  • Q,95000, М = 1 0 ,  I F R E Q = 2 .  
RATIO = 1.25000.

Время
0,0
0.025
0,050
0,075
О, 100
0 ,125
0.150
О, 175
0,200
0,225
0.250
0,275
0.300
0,325
0,350

Значения температуры в  узлах сетки
0,0 0,0 0,0 0 ,0 0.0 0 ,0
1,00000' 0,5:»32(> . 0,32471 0.17391 0.10104 0 ,07965
1,ооооо 0,7;Ш4 0,51047' 0,35033 0,25667 0 ,22612
1,00000 0,S00U 0,62336 0,48730 0,40248 0,37377
1, ооооо 0,84392 0,70394 0,59387 0.52385 0 .40986
1, ооооо 0,87671 0.76568 0.07782 0.62157 0 ,60222
1,00000 0,90227 0.81416 0,74429 0,69948 0 ,68404
1, ооооо 0,92246 0,85251 0,79702 0,76140 0 .74913
1.00000 0.93845 0.88293 0.83887 0,81058 0,80084
1,00000 0.95И4 0.90706 0.87209 0,84963 0 ,84189
1. ооооо 0,96121 0.92622 0.88846 0,88063 0 ,87448
1.00000 0,96921 0.94143 0.91939 0.90524 0 ,90036
1,00000 0.97556 0.95350 0.93600 0.92477 0 .92090
1. ооооо 0,98059 0,96309 0,94920 0,94028 0 ,93720
1, ооооо 0.98459 0,97070 0,95967 0,95259 0 .95015

Время
0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0 .00.025 0,10104 0,17391 0,32471 0,59326 1,000000,050 0.25G6? 0.35033 0.51047 0,73394 1.000000,075 0,40248 0,48730 0,62336 0,80014 1,000000.100 0,52385 0.59387 0.70394 0,84392 1,000000,125 0,62157 0,67782 0,76568 0,87671 1 ,000000,150 0,69948 0.74429 0,81416 0,90227 1, ооооо0.175 0.76140 0.79702 0,85251 0,92246 1, ооооо0,200 0,81058 0,83887 0,88293 0,93845 1. ооооо0,225 0,84963 0.87209 0,90706 0,95114 1. ооооо0,250 0,88063 . 0,89845 0.92622 0,96121 1. ооооо0,275 0.90523 0,91939 0,94143 0,96921 1, ооооо0,300 0,92477 0,93600 0,95350 0,07566 1,000000,325 0.94023 0,94920 0,96309 0,98059 1, ооооо0,350 0,95259- 0.95967 0,97070 0.98459 1, ооооо

Печать результатов , приведенная вы ш е, содержит з н а ч е н и я  б е з ­
размерной температуры  на каж дом  втором временном ш аге .  Н и ж е  
даны значения безразмерной тем пературы  центра пластины 0 ц  д л я  
д « у х  вариантов вводных данных в сравнении  с известным т о ч н ы м  
решением:

Время, Fo . . . . 
«ц (л = 0.0025) . . 
e ,j (г| =>0,0125) . . 
0ц{7очиое решение)

0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 
0,231 0,520 О, 704 0,817 0,887 
0,226 0,500 0 ,Ш  0.801 0,874 
0,228 0.526 0,710 0,823 0,892



Из приведенных значений видно, что не очень малый шаг по 
в р е м е н и  >] =  0 ,0025  д ает  удовлетворительный по точности результат . 
Д а ж е  ш аг г) =  0 ,0125 пригоден д л я  грубых инженерных расчетов, 
особенно  если учиты вать  минимально необходимое в этом случае 
м аш и н н о е  врем я . Заметим, что в последнем сл уч ае  ^ = ] , ‘2о, и то 
в р е м я  к а к  д л я  явной сх ем ы  верхний предел [ i= 0 ,5 .

Рассмотрим особенности аппроксимации граничных условий 
i l l  рода , например вместо условий (12.3) имеем

а т  (О, x)/dx = a j ( 0 ,  T)+fi,(T), a i  = const >  О, 1 (12 2П
д Т {d, х)/дх=а2Т (d,  т )  +  Р2("^). >  0 . /

А п п р о кси м и р уем  производную в первом уравнении (12 .21) односто­
ронн ей  разностью, тогда

( « I  —

О ценим  н е в я зк у  этого разностного урапнения:-

V. =  i t  J „  -  ( г ,  -  t „ )  =  -  4) (ft),

Т. е .  в точке на границе порядок малости меньше, чем в р е гу л я р ­
н ы х  у з л а х  внутри области . Это невыгодно с точки зрения обшей 
точности  расчета.

Применим м е т о д  у м е н ь ш е н и я  н е в я з к и  для получения 
р азн о стн ого  граничного услови я  точности 0(/г^). Р азлож им  в ряд 
Т е й л о р а  функцию Т (дг^ т):

Т (х-1, т) =  Г (х „ ,  х)-^т\(хп^  +  т ) +  . . .

В  силу  того что уравн ени е  (12.1) справедливо в точке х̂ , запи­
ш ем

t ) = - | - х) — Т(Ха,  i:)|™ 
h

_ L / J   ̂ ( x „ ,  T ) _____ ^

2 Q с)г К 'i) + .

З а м е н я я  производную д Т  [Хд, х)/дх, аппроксимируем ее разностным

вы р аж ен и ем  — Получим разностную аппроксимацию про­
изводной оТ ¡дх  в точке —Хо с погрешносттзЮ 0(/г'^). Т огда , подстав­
л я я  это выражение г. первое условие (12,21), запишем последнее в 
в и д е ,  аналогичном разностному уравнению (12.4) с  параметром о:

/  л л '
« 1  ---- Ur, , ,  ,  ,  / U , -и„ 1О ■■■  ̂ — aiU.) +(1 — а) —L — u^uq =

\ h / \ Л /



где =  Г1)„ — сеточная аппроксимация источника теплоты  в
точке х = 0 .

Можно показать, что при конкретном значении п а р а м е т р а  о раз- 
ностяос выражение (12.22) аппроксимирует граничное у с л о в и е  (12 .21) 
в точке л := 0 с той ж е  точностью, с которой а п п р о к си м и р уется  
уравнение теплопроводности (12 .4 ) .

Условие (12.22) можно привести к риду, удобному д л я  примене­
ния метода прогонки. Если

Проводя аналогичные вы к л ад к и ,  аппроксимируем второе граинч- 
ное условие в (12 .21) «  точке х-=(1:

Если в задаче (12.1), (12.2), (12 .21) предположить, что с боковой 
поверхности стерж ня происходит теплоотдача в о к р у ж а ю щ у ю  среду  
с  нулевой температурой, то ур авн ени е  (12.1) запиш ется  в виде

где а  — коэффициент геплоотдачи с боковой поверхности с т е р ж н я ;  
\ — отношение площади сечения стер ж н я  к  периметру е г о  сеч ени я . 

Уравнение (12.25) аппроксимируем уравнением, ан ал о ги ч н ы м  (1 2 .4 ) :

Присоединим к  этому уравнению разностные ан алоги  н ач альн о го  
условия (12 .5) и граничных условий (12.23), (1 2 .2 4 )* .  Д л я  реш ения

* Граничные условия (12.21) при '^том задаются в виде 
дТ (0 ,  х)/дх‘==а̂ Т (О. г) — Р, (т); — дТ{(1. т )/дх^а2Т (с1, т) — ра (т) , 

соответственно изменяются и коэффициенты фу. л|)о.

г7(14-аА.*г)+/г*/(2ат|) ’

Ф о = —  ((> — 0 )^ 1 +  --------(1 — (Т>(1-Ьа1/1)1«о+4'“ о — Лр
о ( 2ап 2

то условие (12.22) запишется т а к :
л л

(12 .23 )

(12 .24)

дх дх ‘  ср\ ср
(12 .25 )

(1 2 .2 6 )



си стемы  алгебраических уравнений  (12.26), (12 .5), (12.23), (12.24) 
применим  метод прогонки, предварительно записав уравнение 0 2 .2 6 )  
Г’, ниде

(12.27)

где  а,, -=Ci, =  t]aa/h'-\ b^--^— \2a : f i ‘ -\-a/{c()y) an  1-1; ¿ ^ ^  — 11(1 — а ) х  
_  а  а  (Ufe — И д _ | )  а
X  ------------------ ;---------------------;--------------- ;------------------------ U,, rЦ(iУ,r^^h■

И h h h г()\'
Т о гд а ,  воспользонавшись известными формулами прогонки (12.17) —

(1 2 .2 0 )  и п о лага я  у„==ф,). Ре­
ш аем  з а д а ч у  (12.27), (12 .5), (12 .23) ,  (12.24). Д л я  реализации описан­
ного ал го р и тм а  составлена п р огр ам м а*  па алгоритмическом язы ке 
Л Л Г О Л -6 0 .

Д л я  то го  чтобы расчет с помощью прогонки был устойчивым, 
лостаточно  выпол}К'ПИя условий

l i  ^  1 ^  ; 1 , а  \---  -------- , и,«2 >• -  -i-
ФУ *10 2а а ' 1| ср-у/

С п и с о к  и в о л и м ы х  и д е н т и ф и к а т о р о ! ! .  Е1. Е2 — числовые ппрямсг- 
ры, задающие вил гр^шичмых услониГ!; Е1 = Е2 = 0 — граиичные услоиия ! рола; 
ё 1=Е^2=! — граиичные услоиия i l  и /II родпи; Е1*=0. Н2= I или 1'2-'--0 —
смешанные граничиыо условия; А1, А2 — числовые параметры а , ,  (и  и Г|'а11ичмых 
усл о ви ях  II » III родов; А. Q — значения температуроп13овплности а и комплек­
са и/{сру) соотиегстяснио; N — чис^ю интерв.';лов, на которые рачбит шрезок 
{0. rij; AL — параметр (т схемы; Н — шаг по координаге х\ Т.Л —"-чги^и'нис мо­
мента времени, при котором следует закончить счет; К — число marou по време­
ни т, через которое осуществляется выдача результатов на печать; T A U — т а г  г| 
по времони т.

Крсше ввода перечисленных величин необходимо еще оформить процедуры: 
НУ (V) — заданно начального условия в массив V; С4 ( Х,  Т, F ) — заааиие 

оРъе.чной плотности теплового потока внутренних источников теплоты q^Kcp)  как 
функции F от коо1)диняты X и времени Т; Ф1 (Т, F1). Ф 2 (Т ,  F1) — задание тем­
ператур на границах тела при граничных условиях I рода; КВ (Т, В1. В2) — за­
дание функций (т) и (т) при граничных условиях II и III родов.

Т о гд а  программа расчета температурного поля ограниченного 
с т е р ж н я  запиш ется следующим образом;

BEGIN
REAL A L , T A U ,-H . О, A, Т, ТА . R, Я , D2. А2, A l ;
REAL Б 1 .  В2. ВЗ, В4. В5. FI. X;
NTEGER S, I, N. С2, К , Е1, Е2;
PROCEDURE MY(V);
REAL ARRAY V;
BEGIN
FOR 1 ; « 0  STEP 1 UNTIL N DO V [ I ] : = 0  
END;

• К р я к в и н а С .  А. Программа решения одномерного уравнения теплопро-» 
водности с постоянными коэффициситами/Под общ. ред. В . В .  Воеводинт. Вып. 28, 
М . ,  Изд-во МГУ. 1967.



PROCEDURE C4(X, T. F); VALUE X, T; REAL X, T, F;
BEGIN F; -0  END;

, PROCEDURE Ф1{Т, FI); VALUE T; REAL T, FI;
BEGIN F I : - I  END;

' PROCEDURE Ф2(Т, FI); VALUE T; REAL I .  F I;
F I : - I F  T HE МЕНЬШЕ 0,40 AND T HE БОЛЬШЕ 0,6 THEN 0,0 
ELSE 1;
PROCEDURE KB(T, B l, B2); VALUE T; REAL T, B l,  B2;
BEGIN L31:-0; B2: = l END;
P0042 (E l. E2, AI, A2, A, Q, N, AL, H, ТА. К , TAU); .

, BEGIN REAL ARRAY W , B, V [ 0 :N 1 ;
' SWITCH F :-F1 , F2, F3, F4, F5;

GO TO Ml;
, L ;D 2 :-A Lx E2 / (A Lx (l^ A 2 x H )+ H i2 x (l/T A U  Q x  AL)/(A x 2)); 

\ V [l| :- A L x E l/ (A L x (l -AI х Н )+  Hf2x(l/TAU -r Q x AL)/(A x 2)); 
T :-0 ,
GO TO 1 .
F1:R:«TAU/Hf2;
FOR I : - l  STEP I UNTIL N— I DO
W ll- f l | ;- A L x R  x A / (2 x A L x R x А-Ы — A L x R x A x V V jI|  | AL 
x Q x T A U );' ^
L l:C 2 :-0 ;
L2:T:=T+TAU; B3:=B1; B4:=B2; S:=2; GO TO Г;
F2:S: -3; X; -0; GO TO P;
F3:B(I);--=W(l|xHxiAL><Bl H(f — A L )x (- V  [G| x ( W1 i pAl) 
+У1\)уНьВЗ) -гНх(Я-ьУ101х(1/ТАи - ( 1  -  AL) x Q))/(2 x A))/AL 
4 - (1 - E I)x F I;
S:=4; X :- N x H ;
GO TO P;
F4 :B5 := D 2xH x (B2xA L+ (l -  A L )x (- V  [N]x (l/H+A2)-|- 
V[N  -  1]/H l-B4)-hHx(V{Nlx{l/TAU - Q x ( l  — AL))-bSI)/(2x 
A))/AL |-{1 -  E2 )xFI;
FOR 1 = 1 STEP 1 UNTIL N — I DO 
BEGIN S :-5 ; X :- Ix H ;  GO TO P;
F5 :B|I [-1]; - W |l +1]X (A L x R x  Ax В [I| + TAUx Я + V  [IJ+ (l
- A L )x T A llx iA x (V il4 - U  — 2xV|l]-hVll -11)/Н[2 — Q xV  
[I))) '(A Lx R x  A)
END;
V[N1: =(D2x B[NJ-1-B5)/(I -  D2x W [N]));
FOR I = N — 1 ST EP- 1  UNTIL 0 DO 
V [IJ:- W ll- t- llx V |I-b l] + B|l-bl|; C2: -C2^1;
IF T HE МЕНЬШЕ TA + TAli THEN GO TO M ELSE 
BEGIN
IF C2 -K THEN P104i(V) ELSE 
GO TO L2;
GO TO L I 
END;
M1:HY(V);
GO TO L;



Г : К В ( Т ,  B l ,  В 2) ;
GO ТО F l S l ;
Р ;С 4 { Х ,  Т, Я ) ;
1F Х - 0  THEN Ф 1 (Т , FI) ELSE Ф 2 (Т, FI);
GO ТО F [S 1 ;
M;END
END;

§ 12.2. Свойство монотонности

Если д л я  уравнения теплопроводности

a r / a T - a d ^ r / a j c '

задано  монотонное начальное условие и температура на границе 
тел а  1;остоя[(гг '1. то полученное точное решение сохран яет  мо!Ютон-

ность профиля тем пературы  в 
любой момент времсчги.

Возникает вопрос: сохран я­
ется  ли свойство монотонности 
у разностного решения'-’ Мли, 
если профиль а,, монотонен, б у ­
дет ли MOHOTOUiH.iM профиль

и^? Однородные разпосш ые схе­
мы, сохраняющие монотонность 
профиля разностного решения, 

н а зы в аю тс я  монотонными. Свойство монотонности особенно про­
я в л я е т с я  при решении задач с разрывными и быстропеременными 
точными ренюниями. Качественная картина решения таки х  задач по 
MOHOTonriori и jieMonoTOHHOH схемам  показана на рнс. )2 .4 . Расчет 
по немонотонной с.хеме дает  «разб о лтку» ,  по монотонной — с гл аж ен ­
ную  к р и в у ю . Н е следует путать  «разболтку»  с неустойчивостью схемы.

П р и з н а к  м о н о т о н н о с т и .  Я вн ая  двухслойная  линейная 
однородная  схем а

4  =  (12.28)

монотонна т о гд а  и только то гда , когда все [42]. И спользуя
этот п р и з н а к ,  легко  показать , что схема (12.14) сохраняет монотон­
ность проф иля температуры д л я  задачи с начальными условиями  на 
бесконечной прямой при определенных условиях . В самом деле, 
я в н а я  с х е м а  может быть записана  в виде (32.28);

ГГ!г=— 1

При выполнении условия устойчивости для явной схемы 
< 1 ,  2 в с е  и схема монотонна. Б общем ж е  случае  при а  ^  О,

Рис. 12.4 . Kii^eciaeiiiiaii к.цлипа сц;- 
та 111) немонотонной схеме



полагая  (0  ̂=  0, можно получить для  неявной сх ем ы  (12.4) достаточ­
ное условие монотонности

и менее строгое необходимое и достаточное у с л о в и е  монотонности 
схемы (12.4)

Из условий (12.29), (12.30) видно, что н еявн ы е  схемы монотонны 
при очень малом шаге по времени г] ~  И склю чение — это чисто 
неявн ая  схема (а---1), которая монотонна при любом соотношении 
шагов. Это свойство позволяет успеиню использовать  ее при решении 
нелинейных задач. В вид у  того что чисто н е я в н а я  схем а д ает  реше­
ние, имеющее невысокую точность, достаточно гл а д к и е  решения на 
подробных сетках  можно находить и по немонотонным схемам.

§ 12.3. Явные схемы

Выше были рассмотрены две явные схемы . К ласси ч еская  д в у х ­
слойная (12,14), которая является  условно устойчивой , и трехслой­
н ая  схема Ричардсона (11.49), которая имеет л о к а л ь н у ю  погрешность 
а [1прокснмации ио безусловно неустойчива . Явные схемы
имеют несомненное преимущество перед неявн1,1ми н простоте о р га ­
низации вычислений. Однако большинство я в н ы х  схем я в л я е т с я  
условно устойчивыми и это сниж ает их эффективность.

Рассмотрим некоторые известные ян1п>)е сх ем ы .
С х е м а  Д ю ф о р т а  — Ф р а н к е л а  (ю лучается  из схемы Р и ч ар д ­

сона зам е1юй в правой части схемы (11.49) зн ач ен и я  на п о лу ­

сум м у  {ы\^ц^)/2:

В формулу (12.31) вход ят  значения сеточной ф ункции и на трех  
слоях по времени. Уравнение (12.31) легко  разреш имо относительно
Л

и,,. После того к ак  вычислено решение на п ервы х  д в у х  слоях  
(см  ̂ 11.3). вычисление решения на последующих не вы зы вает  з а ­
труднений

Применяя метод разделения переменных, м о ж н о  п оказать ,  что 
схема (12.31) безусловно устойчива,

В самом 'деле , д л я  множителя роста п-й гарм он ики  получаем  
уравнение

ат1/Л"<1/|2(1 -а ) ] (12.29>

ат1//1-<(2 — о)/|4 (1 — а^)]. (12 .30 )

(12 .31)



откуда

^  г| ^ co sп > ,± l '> co s^ ;/ ,- .^ P Ч I  J 2 ^ c o ^ n h ± У ' ~ e ] / ( \ + 2 ^ ) .
■ 2Р+1  ̂  ̂ '

где р =  ат1//1̂  е =  4( ’̂̂ 51п'^л/г>0. При е > 1  корни Â„. — комплекс­
ные, с о п р яж ен н ы е  и

|ц„, J < l Л ( 2 í i - 1 )/ (2 р + 1 )< 1 ;

чим

п р и е ^ 1  и м еем , что I- 1 — и 

|̂ 1п, J ^ ( 2 ^ c o s п / г ± Y ) / { 2 И - ^ ) < l •

Таким  обрьазом, схема (12.31) безусловно устойчива в |¡ ||/̂ по 
начальным данны м . Оценим погрешность аппроксимации схемы
(12 .31) С о стави м  невязку ;

д Т  д ‘ Т \-̂ 1 1 'Г . I а /т' 'Г 'Г  т  V
\ дт дх^ ^  ^

П р едп олож им , что функция температуры  Т [х, т) достаточное 
число р а з  дифференцируема, тогда , р аск л ад ы в а я  решение в у зл ах

/ у г о А т г л и о  гз п а п  Т ^ о й я/ * > п о  гт/^тт*г-.

Рис. 12.5. Шаблон схемы бегущего счета Схема (12.31) обладает  УСЛОВ­
НОЙ аппроксимацией 

поэтому сходимость имеет место только когда  т|//1-+• О 
при Л 0.

Тем не менее  схема (12.31) выгоднее классической явной схемы 
(12.14) , т а к  к а к  при расчетах отношение аг\/Н'̂  будет влиять  только 
на точность реш ения, а не на устойчивость схемы.

С х е м а  б е г у щ е г о  с ч е т а  строится на шаблоне рис. 12.5. 
Р асчет  на четн ы х  слоях  по времени идет слева направо (рис. 12.5, а) 
по ф ормулам

>---------- - >---------—1---------- 0--------- с

5 )

------------------------------
А

1----------о

л Л*
Ч о (■Уfe. т — П̂ 2) 

ср
12.32)

а  на нечетны х слоя.Х'— справа налево (рис. 12 .5 ,6 )  по формулам

-  (Мй — «л )  =  -^ (и^-г  -  Ил — Ц>,+Цд+1)+
Т1 А* ср

(12.33)

Порядок аппроксимации каждого  из уравнений есть 0(т|'^+Г1Л+/г'^+
-  т] к). О д н ако  при переходе со слоя на слой происходит сложение



I погрешностей прямого и обратного ходов; в  р е зул ь тате  получи м .
что суммарный порядок аппроксимации схемы (1 2 ,32 ) ,  (12 ,33) р ав ен  

L т. е . такой ж е , к ак  и в схеме Дюфорта — Ф ран^
' кела.
’ Применяя метод разделения переменных, нетрудн о  по1̂ азать , что 

схема бегущего счета безусловно устойчива. Т а к и м  образом, с х е м а  
Дюфорта — Ф ранкела  и схема бегущ его счета близки  по своим с в о й ­
ствам.

Рассмотрим пример применения простейшей явной схемы д л я  ре ­
шения краевой задачи с нелинейными граничными условиями.

Н а г р е в  н е о г р а н и ч е н н о й  п л а с т и н ы  т е п л о в ы м  и з л у ­
ч е н и е м .  При лучистом теплообмене на поверхности неограниченной 
пластины для  Определения температурного п оля  пластины имеем 
следующую краевую  задачу :

Fo)/aFo =  a2© (X , Fo )/ax^  0 < X < 1 ,  F o > 0 ;
0 ( X ,  0 ) = e „ ( X ) :

( )b(\,  Fo)/aX =  B ip [ l  — 0 ^ 1 .  Fo)]; 5 0 ( 0 ,  F o )/ a x  =  0.

Здесь 0 = -7 ’/T(.,, 0o =  r „ K  = xj l ,  Fo =  aT//^, В1р =  о„Гс//Я,.
Соответствующая краевой задаче я в н а я  р азн о стн ая  схема з а п и ­

шется так :

Wft=(l — 2 р ) ( U / 1 + t 1)> 2 -^ k ^ K  — 1;

w«=©o(ft/i), и,=11г; +  (1 — u^.)/i,

где р =
Последнее уравнение имеет четыре корня . Из них в ы б и р ается

л л
только корень который стремится к ик~\  при Л -» -0 .  М о ж н о

л

показать  [109], что полученная я в н ая  сх ем а  при таком  вы боре и'  ̂
будет устойчива только  при р ^ 1 / 2 .

Выполним расчет температурного поля пластины  прн сл едую щ и х  
значениях входных данных: 0„= О ,15 ; B ip = 0 ,5 ;  h — OA\ т] —0 ,0 0 5 .

Составим программу на алгоритмическом я з ы к е  Ф О Р Т Р А Н -IV  
д л я  ЭВМ типа ЕС.

С п и с о к  и л с  н г и ф и к я т о р о в. L — координата правой 1 [)аиииы; 1.’ ,\ — 
шаг сетки по координате X; DT — шаг сетки по числу Fo; U — .массиЕ! значений 
темперагуры; AI. — коэффициент XR. XI — массивы действите.чьных частей 
и коэффиинентои при мнимых частях корней уравнения четвертуй степени соот­
ветственно; N, К — число узлов сетки tio координате Л и безразмерному времени 
Fo соответственно; Л — число B in ; . F1 (X) — функция начального распределения 
в п ( Х ) .

С ТЕ М П Е РА Т У РН О Е  ПОЛЕ Н Е О ГРА Н И Ч Е Н Н О Й  
С ПЛАСТИНЫ  ПРИ ТЕПЛОО БМ ЕН Е И З Л У Ч Е Н И Е М

DIMENSION и  (11, 11), С (5), XR (4), XI (4), Z (4), W (4>
1 FORMAT (3F7.4)
2 FORMAT (212)



R E A L  L
REA D  (1 , 1) L, T, A 
WRITE (3, 1| L, T. A 
READ (1 ,  2) N, К 
D X -L/{N — 1)
DT T / ( K -  1)
AL--DT/DX/DX 
DO 31 =  1, N 
X :D X  * (I -  1)

3 U( I .  ] )  =  F 1 (X )
DO 4 1 =  2, К 
N b .: :N  — 1

С  В Ы Ч И С Л Е Н И Е  ТЕМ П ЕРАТУРЫ  ВО В Н У Т Р Е Н Н И Х  
С  Т О Ч К А Х  ПЛАСТИНЫ 

DO 5 1 =  2, N1
5 U( I ,  J )  =  ( l  - 2 *  AL ) *  U( l ,  J  -  D + A L *  ( U( I  +  1, J -  1) +  

. - U ( l - 1 ,  J - 1 ) )
С  В Ы Ч И С Л Е Н И Е  ТЕМ П ЕРА ТУРЫ  НА ЛЕВОЙ ГРАНИЦЕ 
С П Л А СТИ Н Ы

U {1, J )  =  U {2, J)
С  РЕ Ш Е Н И Е  А Л ГЕ БРА И Ч Е С КО ГО  УРАВН ЕН И Я 4-ГО 
С  П О Р Я Д К А  Д Л Я  О ПРЕДЕЛЕНИЯ ТЕМ П ЕРАТУРЫ  НА 
С  П Р А В О Й  ГРАН И Ц Е ПЛАСТИНЫ 

С ( 1 ) - А *  DX 
С (2 )  =  0 .
С ( 3 ) = 0 .
C ( 4 ) = L
С (5 )  =  — ( U ( N -  1. J)  +  A *  DX)
C A L L  QUART ( 0 ,  XR, Kl)

С  П Е Ч А Т Ь  Д Е Й С ТВИ ТЕ Л ЬН Ы Х  (XR) И МНИМЫХ (X I) 
С  Ч А С Т Е Й  КОРНЕЙ УРАВ-НЕНИЯ 

W R IT E  (3. 6) (X R (1 ) , 1 =  1. 4)
W R IT E  (3, 6) (X [ ( I ) ,  i =  I, 4}

6 FO RM AT (4 E 11.4)
M - 0
DO 7 1 - 1 ,  4
IF ( X l ( I ) - 0 . )  7, 8, 7
W ( M ) - X R ( 1 )

7 C O N TIN [iE
W R IT E  (3, 6) (W ( I ) ,  [ =  1. ЛМ 
DO 1 0  I---1, M ‘

1 0  Z( I )  =  A B S ( W ' - ( I ) - U ( N  -  1, J))
RM . . Z( l )
MM:  1
DO 11 r = I ,  M 
I F ( R M - Z ( I ) )  11, 11, 12

12 R M - Z ( l )
MM 1

11 CONTINUE



W RITE (3. 6) RM 
С В Ы Ч И С Л Е Н И Е  ТЕМ П ЕРА ТУРЫ  НА ПРАВОЙ Г Р А Н И Ц Е  
С ПЛАСТИНЫ

L J (N ,  J )  =  W (M M )
W R ITE  (3. 2) М, МхЧ 

С  П Е Ч А Т Ь  РА С П РЕ Д Е Л Е Н И Я  ТЕ М П Е РА Т У РЫ  Н А  J -O M  
С ВРЕ М Е Н Н О М  СЛОЕ .

4 W R ITE  (3, 13) (U (I .  J ) ,  1 =  1, N)
13 FORMAT (11 E l l . 4)

STOP
END

С Ф У Н КЦ И Я  НАЧАЛЬНОГО Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Я  
С  ТЕЛ\ПЕРАТУРЫ 

FUNCTION FI ( X)
F l = 0 .15
RETURN
END

В табл. 12.1 показаны результаты  расчетов температурного  п о л я  
неограниченной пластины при лучистом нагреве  при р —0 ,5  (ч и с л и ­
тель) и (3 =  0 ,75  (знаменатель). Из таблицы  видно, что р е з у л ь т а т ы  
расчетов гемператур |>1 при р =  3/4 не имеют физического с м ы с л а .

Т а б л и ц а  12.1

Fo
Зняченля координаты К

0 , 5 0 . 6 0 7 0 . 8 0 , 9 1 0

0 ,015
0,1500 
0.1500

0 ,  15о;> 
0,1500

0,1500
0,1500

0 ,1625 
0.1500

0.1874 
0,1874

( } . 237-Л 

0 , 2 3 7 5

0,030
1516 

0.1500

и , 1547 

0,1300
0 , 1'б56 
0.1711

0.1843 

0 .1710
0,2185 

. 0.2201
0 ,2 6 8 3  
0 .2 6 9 8

0,045
0.1560
0.1618

0 . IG50 
0 . I4B0

0,1794 
0,2026

0,2047 

0.1779
0,2408
0,2483

0 ,2 9 0 4  
0 ,2 9 8 0

§ 12.4. Решение задач с переменными коэффициентами

При геплопронодности I,  зависящей от времени т и ко о р ди наты  л:, 
рассмотрим уравнение теплопроводности вида

^  =  т), ( ф = 1 ) .  ( 1 2 . 3 4 )
дт дх \ дх 1

Будем считать, что Х{х, т) и д„{х, т ) — кусочно-непрерывные ф у н к ­
ции, В п рактике  этот случай часто встречается (теплопроводность  
слоистых сред, задачи с фазовыми переходами и др.).



в  конечном числе точек разрывов первого рода функций т) 
и  т) функция тем п ературы  Т{х,  т) имеет особенности, т. е.
реш ение будет обобщенным.

Д л я  того чтобы получаемое разностное решение сходилось к до­
пустимому о бобщ етю м у д л я  составления консервативной разностной

Рис. 12.6. Шаблон консервативной 
разностной схемы

(ри с . 12.6) и путем  интегрирован 
в и м  уравнение б алан са  энергии

схемы, используем метод балан­
са.

Уравнение (12.34) ;^аиишем в 
виде системы д вух  у р а 1;непцй

дТ¡(Н ~ —дд!дх-\-(^,{х, т); )

ц ~ —к{х, х)дТ:дх. I
(1 ‘̂ .35)

На шеститочечном шаблоне 
выделим элементарную ячейку 

м\ первого уравнения (12.35) соста- 
для  ячейки:

--- Ь-|---
2 т-ьл т+1> г

(Г  — Т)с1л:= j  — +  j  (\т I д^{х,х)(\х.
' ж ,  2'^ т * '

? 9
(12.36)

Второе уравнение в (12 .35) проинтегрируем по интервалу сетки

 ̂ Т)

Несмотря на то что на интервале (д: ,̂ Я,(х, т) может иметь
разр ы вы , формула (12 .37) имеет смысл благодаря  свойству аддитив­
ности операции интегрирования. Приближенно вычислим интегралы 
в  (12 .36) , (12.37) по простейшим квадратурным формулам. Интеграл

I  <7с1т вычислим по двухточечной формуле с весом о  на верхнем слое, 
а  в  (12.37), учитывая свойство непрерывности теплового потока в точ­
к а х  разрыва первого рода, функцию д{х, т) заменим ее средним 
значением



в  результате  получим консервативную разност[1ую схему:

А
2 2 /

( 1 2 . 3 8 )
А л

^̂k — Uk+\ Чк—Чк+1 ( 1 2 .3 9 )

где н1----Хк+\/2 — Хк- мч ,  —  лг̂ ;
‘ а-и

( 1 2 . 4 0 )

Ы;, = - Ц   ̂ с1т _ д^{х, т) с1х. ( 1 2 . 4 1 )

Интегралы (12 .40) и (12.41) при решении конкретных з а д зч  м о ж н о  
та к ж е  аппроксимировать с помощью известных кв а д р а ту р н ы х  ф ор­
мул . Если разностная сетка выбрана таки м  образом, что е е  у з л ы  
совпадают с точками разрыва Х(д;, т )  и др{х,х),  то можно р е к о м е н ­
довать следующие формулы:

а * ^ 1/2 т). а*4.|/2 » ( Х ( х ^ ,  т)+>‘ (-«й+1, т))/2;

Рассмотрим свойства схемы (12 .38) , (12.39). При о О д л я  о п р е ­

деления приходим к линейной системе алгебраических  у р а в н е н и й  
с трехдиагональной матрицей. Д и аго н ал ьн ы е  элементы м атр и ц ы  п р е ­
обладают, т а к  что решение, получаемое методом прогонки, е д и н с т ­
венно и устойчиво. Достаточное услови е  устойчивости по н а ч а л ь н ы м  
данным д л я  схемы (12.38), (12 .39) имеет вид

следовательно, при а > 0 , 5  разностная схема (12.38), (1 2 .3 9 )  аб со ­
лютно устойчива.

При а < 0 , 5  необходимое условие устойчивости

А.{дг*. т)+Х.(дгл;+1 , т)

“ й — о. т)|.

о > 1 /2 — 1/(4г)) пип(Л‘̂ а), ( 1 2 . 4 2 )

Т]<П1П1 (/г-/^) 11/(4 (0 ,5  — а))].



П о это м у  явн ая  схема , получаем ая  при а —О, устойчива лишь при 
^ < ( 1 / 2 )  min(/iVa), что существенно затрудняет  ее применение при 
б ольш и х  значениях теплопроводности.

Д л я  сл уч а я ,  к о г д а ' ( л : ,  т )  и х) кусочно-непрерывны вместе 
со  своими первыми и вторыми производными, причем линии разрыва 
н а  плоскости х, т п ар ал лел ьн ы  оси т, можно д о казать  сходимость 
с х е м ы  (12.38), (12 .39) [88].

Сформулируем окончательный результат.
С хем а (12.38), (1 2 .39 )  прн выполнении условия устойчивости 

(1 2 .4 2 )  равномерно сх од и тся  на специальных сетках  с точностью

0 (т1̂ 4-Л?), где v = 2  при а = 1 / 2 ,  v =  1 при 1/2.

З д е с ь / г )  — средний шаг специальной сетки, выбранной 
т а к ,  что все точки р а зр ы в а  функций Х.(х, т) и ( ?„(х,  т) и их у к а ­
за н н ы х  производных я в л я ю т с я  ее узлами. С калярн ое  произведение 
вво д и тся  по формуле

4- 00  ^

(у,  и) =  2  
—00

Если ^{х, т) и q„{x, т )  д в аж д ы  непрерывно дифференцируемы, 
т о  при выполнении у с л о ви я  устойчивости схем а (12.38), ( !2 .3 9 )  рав ­
номерно сходится на произвольных сетках  с точностью 0 ( i i ' ’ +/ic).

С хем у  (12.38), (12 .39 ) в связи  с ее высокой точностью часто на­
зы в а ю т  наилучшей.

И спользуя  признак монотонности, мож1Ю показать ,  что наилуч­
ш а я  схем а монотонна при t i í¿ [1/ (2 (1  — о))] m in (/г|/а,,) для  всех зна-

к
чений а ,  исключая а = 1 .  Чисто неявная схема ( а — 1) монотонна при 
лю бом  соотношении ш агов . Отметим, что при рассмотрении свойств 
с х е м ы  (12.38), (12.39) считалось, что краевы е условия аппроксими­
р о в ан ы  точно.

§ 12.5. Особенности решеийя задач в криволинейных 
координатах

Рассмотрим особенности численного решения кр аевы х  задач теп­
лопроводности в цилиндрических и сферических координатах для 
с л у ч а я ,  когда температурное поле не зависит от у глов  (-) и ([..

Уравнение теплопроводности с переменной теплопроводностью 
Х (л , т) и объемной плотностью теплового потока внутренних источ­
н и к о в  теплоты ¿/у(г, т) можно записать в виде (ср==1)

т ) í ф ) + í „ ( ^  t) . (12.43)d i  ,-v дг \ д г  !

г д е  v^- 1,  2, 3 соответственно для  задач в прямоугольны х , цилиндри­
ч еск и х  и сферических координатах.



П о льзуясь  интегро-интерполяиионным методом, м ож но  п о л уч и ть  
разностную схему для  уравнения (12.43) , являю щ ую ся обобщ ением 
паилучшей схемы (12.38), (12 .39 ) .  Уравнение (12 .43) п р ед стави м  
в виде системы д в ух  уравнений

------^  т);
дх дг

д =  _ Х ( г ,  т) —
дг

12 .44)

и первое из них проинтегрируем по элементу объема элементарной. 
ячейки г''(1г с1т, связанной ' с шеститочечным шаблоном, а второе 
уравнение — по радиусу :

'’*г+1/2. т+1|

' ь — \/2
Т+П '*+1/2

+  I с1т (  д^(г,  т)г''с1г, (1 2 .45 ) '
'  Ч -  ,/2

' а+1

' ĥ\ \ — Т'к — \{г. т)
с1г. (1 2 .4 6 )

Заменим интегралы - в ур авн ен и ях  теплового б ал ан са  (1 2 .4 5 ) ,
(12.46) квадратурными фор.муламй. При этом отнесем зн ач ен и я  тем ­
пературы  к узлам  сетки, а значения тепловых потоков — к с ер ед и ­
нам интервалов («полунелые» точки). Т огда , так ж е  к а к  и в §  12 .4 , 
получим консервативную разностную схему с весами:

1 , ' '  V '  , 1— —  (Г* . -  1/2 — к-^М̂ Як+Мг) +
Ч

 ̂к

I/2---й м  1 /2

л*
(1г

к {г. т)

1г+\/2
аЛ г . т ) л а г ,

(1 2 .4 7 )

(1 2 .4 8 )

(1 2 .4 9 )
й -  1/2

где — объем кольцевого или сферического слоя: 
'‘к+1/2

'к -  1/2

12 З а к а з  559



Д л я  вычисления а  можно использовать формулы, аналогичные 
ф о р м ул ам  § 12.4.

Д л я  правой части в работе [88] рекомендуется формула

 ̂ Т-1-Л/2).0)^ = 1 (у
48г

Необходимо отметить, что при у= 1, 2 уравнение {12.43) имеет 
особенности в точке г = 0 ;  это необходимо учиты вать при построении 
разностной  схемы. Чаще всего в этой точке решение задачи должно 
б ы ть  ограничено и в си лу  симметрии формулируется граничное у с ­
л о в и е

д Т ! д г \ г ^ о = ^ .  ' (12.50)

П р и м ен яя  условие (12 .50 ) и правило Л опиталя  при г-»-О , пра­
в у ю  ч асть  уравнения (12 .43) представим в виде

11т
о

+ — >.(г. х)?~-\гЯ^{г, т )  = ( l + v ) ^
г  д г  дг

— 11т
г - 0

^ (0 .  т)
дТ_
дг + а „ ( 0 .  т).

(12.51)

И с п о л ь з у я  представление (12 .51 ) и соотношение =  (симметрич­
н ость  поля температур Т ) ,  получаем разностное уравнение

“о а  I [ о («1 — и о ) - ( 1  _ а )(«1  — ио)]+1.2

12.52)

Если граничное условие на внешней поверхности тела  аппрокси­
м и ро ван о  точно, ТО разностная схема (12.47), (12 .52) аппроксимирует 
у р а в н е н и е  теплопроводности (12.43) с условием (12 .50) , имея по­
гр еш н ость  при любом значении а Ф  1/2 и погреш­
н о сть  О (л^+й^ +  у/г^/г) при а  =  1/2, где

к
Д л я  решения системы разностных уравнений (12.47), (12.52) 

обычно применяется метод прогонки,

§ 12.6. Нелинейное уравнение теплопроводности

При исследовании высокотемпературных процессов необходимо 
у ч и т ы в а т ь  зависимость теплофизических свойств материала  и источ­
н и к о в  (стоков) теплоты от температуры . Квазилинейное уравнение 
теплопроводности в этом сл учае  запишется в виде



Это уравнение с помощью преобразования Гудмэ-на 0  — j C ( 7 ' ) d r

можно привести к виду

ох дх \ дх I
(12.54)-

На примере уравнения (12 .54) рассмотрим основные особенности 
построения разностного алгоритма д л я  нелинейных к р а е в ы х  задач . 
Применение явных схем для решения таких  задач нецелесообразно , 
т а к  к ак  условие устойчивости д л я  разностного а н а л о г а  vpanneHHir
(12.54) ■п<Л7[2 шах (0){ требует  значительного у м е н ь ш е н и я  шага 
по времени. Наиболее удобной д л я  решения ур авн ен и я  (1 2 .5 4 )  о ка ­
зы вается  чисто неявная схема ( а = 1 ) ,  устойчивая и м онотон н ая  при 
любом соотношении шагов ио х и т.

Наиболее часто на практике  применяется два  в а р и а н т а  т а к и х  
схсм, которые могут быть получены интегро-интерполяционным ме­
тодом.

Первый из них

Ufe — Uk
а*+1/2

(Uk + i — и,,)
O k —  I /2 (О, 12.55V

назовем линейным, а второй

{Uk+i Cl-b- 1/2
(Ufe — Uk~i)

— нелинейным  вариантом.
Значения а, ы п уравн ени ях  (12.55), (12.56) о п р е д е л я ю т с я  по. 

формулам;

1) с2й+1/2 =  >, ^-— П)  =

III) IV)
ЧУ<г) +  ̂  («Л-+-\)

о),,--и^(и,,).

Сравним схемы (12.55) и (12 .56 ) .
Схемы (12.55), (12.56) имеют одинаковый порядок ап п р о к си м ац и и  • 

0 (п  +  /1‘̂ ) на четырежды непрерывно дифференцируемых реш ениях  
и кроме свойств абсолютной устойчивости и монотонности о б л ад аю т  
еще свойством консервативности. Линейный вариант прощ е по с р а в ­

нению с нелинейным в организации вычисления т а к  к а к  у р а в ­

нение (12.55) линейно относительно Поэтому разностное реш ение
А

П}, по схеме (12.55) легко  находится прогонкой, к о т о р а я  устойчи ва



в в и д у  преобладания диагональны х  элементов, В нелинейном вари­

ан те  си стем а  разностных уравнений  (12.56) нелинейна по т а к  к ак
А Л  Л А

коэффициенты ak+¡/2, c ik - 1/2 и функция щ  з ави сят  от и .̂
Вещ ественное решение системы (12.56) сущ ествует  при доста-

А
точно м ал о м  шаге г|. Д л я  нахож дения  значений на каж дом  вре­
менном ш аге  необходимо организовать  итерационный процесс.

Н ап р и м ер ,  в  методе простой итерации в качестве нулевого  при-

■ближения берут значения с известного предыдущего слоя 
и s-e приближение н аходят  следующим образом:

“i ' l lл  U  ь_|  I и и л Д(5- 1) *+ '____t____ 1)“ Wl/2 и “ fe- I/i -ьh

(12.57)

Л А|А/^
гд е  }- На каж до м  итерационном шаге значения

ц * ’ н а х о д я т с я  из системы (12 .57 ) методом прогонки.
П роцесс  итераций проводится до тех пор, пока не ныполнится 

у сл о ви е р
m a x  |<е m ax  I I.

k ' k '  ̂ '

гд е  е — зад ан н ая  точность вычислений.
Итерационный процесс д л я  большинства встречающихся на прак- 

гике з а к о н о в  изменения X и сходится линейно и, вообще говоря, 
не бы стр о . Более эффективным способом решения системы (12.56) 
я в л я е т с я  метод 1-)ьютона. В методе Ньютона считается известным

А
некоторое приближение с номером s к корню и^. Затем нели­
ней н ая  за д а ч а  аппроксимируется линейной. П олучаемая линеаризо­
в а н н а я  з ад ач а  представляет собой систему линейных алгебраических 
ур авн ен и й  относительно приращений известных величин. Решение 
этой системы  дает приращение, которое склады вается  с для  по­
л у ч е н и я  а 1юследиее, к ак  правило, япляется  более хорошим 
приближ ением  к решению нелинейной системы Этот процесс про­
д о л ж а е т с я  до выполнения условия сходимости, причем в отличие от 
м ето да  простых итераций д л я  метода Р-1ьютона это условие имеет вид

m a x  I j< e .  '  (12.58)

Б о лее  подробно ньютоновский процесс заклю чается в следующем. 

В у р а в н е н и е  (12.56) вместо подставляем и * Д а л е е  про- 
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водим линеаризацию получаемой системы, р а з л а г а я  в р яд  нелинеи-
л л  л

ные функции а/г+1/2, а * _  1/2, и ограничиваясь  д в у м я  членами 
ряда ,  например

^4+1

Тогда получим систему линейных алгебраических ур авн ен и й  отно­
сительно приращений 6ы̂ *> с трехдиагональной матрицей  коэффи­
циентов

6и л+-1 - б « , ,
/( 2 л  Л

— |-afe-f-l/2^-o:* _  1/2 
1

Си,,, -  и ,)  + ^ ^ 1 ^  (и ,  -  и , . , )  -
дЫ!, ди/, дик

X
да,' к — 1/2 '' чй к -  1/2--------------— (и^ — Мь_1)

/ ¡ З а  а

=  -  ( “ й — “ й) — ак-\.\/2 X 
Л

У  (и^н-1 — -  1/2 (И  ̂— Мй-1) —

(индекс 5 в этом уравнении опущен).
л

Определив методом прогонки получаем (х +  П-е приближе-
Л А , А

ние =  В качестве  нулевого прибли ж ени я  целесооб­
разно брать решение, получаемое по линейному в а р и а н т у .  При до­
статочно малом шаг« 11 приближенное решение б ы стро  сход ится ,  т ак  
к а к  сходимость вблизи корня квадратична. А это  значит , что на 
к аж д о м  итерационном шаге число верных десяти ч н ы х  зн ако в  при­
мерно удваивается (пока не достигнут уровень о к р у гл е н и й ) .  М ожет 
случиться , что сходимость итераций недостаточно б ы с т р а я ,  в этом 
случае  рекомендуется уменьшить шаг по времени п-

■ )пыт использования схем (12.55), (12.56) п о к а з а л ,  что фактиче­
с к а я  точность и устойчивость нелинейного в ар и ан та  (1 2 .56 )  значи­
тельно выше, чем у линейного варианта (12.55). Д л я  достижения 
заданной точности схема (12.56) позволяет использовать  более к р уп ­
ный шаг по времени т| и, несмотря на проведение итераций , требует 
меньшего объема вычислений.

Д л я  уравнения (12.54) с краевы м и  условиями

в(,У, 0) = Ф(х), У1(т)0(О, т) + аг(т)-0, Уз{т)^(1- т)+а2(т) = 0
составим программы {на алгоритмическом язы ке Ф О Р Т Р А Н -1 У ) ре­
шения краевой задачи с использованием линейного (1 2 .5 5 )  и нели­
нейного (12.56) вариантов аппроксимации уравн ени я  (1 2 .54 ) .



п
п

п
п ГО Л О В Н А Я  ПРОГРАЛЬЧА РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОЙ 

К Р А Е В О Й  ЗА Д А Ч И  ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ С ИСПОЛЬ­
З О В А Н И Е М  Л И Н ЕЙ НО ГО  ВАРИАНТА А П П РО К С И Д и- 
Ц И И  ТЕПЛОПРОВОДН(^СТИ
D IM EN SIO N  Т Р ( 1 0 ,  3 0 ) .  F ( 3 0 ) ,  Р ( 1 0 ) ,  ^ ( 1 0 ) .  i ' V i ! 0 ) ,

*  T R ( 1 0 ) ,  TF(8)
E X T E R N A L  CM. SC. FX, FF, A 
N - 1 0  
M - 3 0  
N 1  —  1 
DO n  =  l .  M

1 F ( I ) - ( 1  -  1 ) 4 - 0 . 0 1  
E P S = 1 . 0 E  - 4
C A L L  BNMPR (K,  M , F, E PS . TP, GM. SO, FX, FF, A,

* P ,  Q. TU. T)
DO 2 J  =  l ,  M 
T - F ( J )
DO 3 1 = 2 ,  N1

3 T F ( I  -  1-)=TP(1, J)
W H IT E (3 ,  4) T, (TF{1), 1 =  1,8).

4 F O R M A T  ( ’ 0 * .  E 15.5)
2 C O N TIN U E  

S T O P  
EN D
S U B R O U T IN E  BNMPR (N , M, F, EPS. TFM P. ^M , S C  FX,

*  F F ,  A. P , Q, T R l ,  TR2)
D IM EN SIO N  T E M P (N , M). F (M), P (N ), T R l(N ) ,

* T R 2 (N )
A K ( T 0 .  T l ) = A ( ( T 0 + T l ) / 2 . )
H = l . / ( N - 2 )
F B  =  0 . 0  
X =  — H/2.
T E M P d ,  1 )= F X (X )
DO 1 1 = 2 ,  N 
X =  X-f-M

1 T E M P  {I, 1 )= F X (X )
N 1 = N  -  1 
M1 =  M -  1 
К  =  2

1 0  F S  =  ( F ( H - 1 ) - F B ) / K  
DO 22 1= 1 ,  N 

22 T R l  ( I ) - T E M P ( l ,  L)
DO 5  J  =  l ,  К 
F 0 = F B + F S *  j  

С П Р Я М О Й  ХОД ПРОГОНКИ 
в в  =  0,0
GG =  H * G M ( 0 ,  F 0 )
B G  =  B B - G G  
P (2 )= (B B + G G )/ B G



Q (2 )= 2 .*  Н * S G ( 0 ,  F 0 )/ B G  
DO 3 1 = 2 ,  N1 
T 0 = T R 1 { I  -  I)
T != T R I ( I )
C 1 M = A K ( T 0 .  T l )
T 0 - T 1  
T 1= T R 1 (1 +  1)
A I M = A K ( T 0 ,  T l )
B 1 M = (A 1 M *  C IM + H  * H/FS)/2.
D lM  =  - H  +  i - U  ( T 0 / F S + F F ( T 0 ) )  
A B C = 2 .*  B I M - C I M *  P ( I )
P (1 -4-1 )= AIM/ABC 
Q ( H - l ) = ( C i M *  Q (I )  — DIM)/ABC

3 CONTINUE
С О БРАТНЫ Й Х О Д ПРОГОНКИ 

ВВ =  0 . 0
G G = H  * G M (1 ,  F 0 )
BG =  B B - G G
R 0 = (B B + G G ) / B G
S 0  =  2 *  H * S C (1 ,  F 0 )/ B O
TRl ( N ) = ( Q ( N ) - S 0 ) / ( R 0  - P ( N ) )
DO 4 11 =  1, N1
l = N - n

4 T R l ( l ) = P ( l - b l ) *  T R l ( l - f  l} +  (^ ( l - t  1)
5 CONTINUE 

l F ( K - 3 )  6, 7, 7
6 DO 9 I =  1, N
9 TR2(I ) =  TR1 (I)

K - K + l  
GO TO 1 0

7 DO 11 1 =  1, N
11 TR2 ( I ) = A B S ( T R l  (I) -  TR2 fl))

DO 12 1 =  2, N
I F ( T R 2 ( I ) - T R 2 ( 1 -  1)) 14 I J ,  12

14 T R 2 { I ) = T R 2 ( I -  1)
12 CONTINUE 

I F ( T R 2 ( N ) -  E PS) 15, 15, 16
16 DO 17 1 =  1, N
17 TR2(I) =  TR1 (I)

K =  K-f*l
GO TO 1 0

15 DO 18 1 =  1. N 
T R 2 { l )= T E M P ( l ,  L)

18 T E M P(1 , L +  l ) = T R l  (I)
W R1TE(3 . 1 0 0 )  FB . (T R2(I) .  1 =  2,9) 

1 0 0  FORMAT C0 \ 9E13.5)
2 F B = F ( L + 1 )

RETURN
END



FU N CTIO N  GM(1X, T)
I F ( I X .  EQ. 0 )  G M G -1 .
IF (IX . EQ. O G M G - l .
GM---GMG
R E TU RN
END
FUN CTIO N  S G (IX , T)
1 F (IX , EQ. 0 )  S G S - - 1 .
I F ( I X .  EQ. 1) S G S - - I .
S G - S G S
R E T U R N
END
FUNCTION FX (X )
F X = 0 . 2
R E TU R N
END
FUN CTIO N  F F (T )  
F F = 0 . 0  
R E TU RN  
END
FU N CTIO N  A (T )
A =  T-|-T/2
RE TU RN
END

Обращение к подпрограмме, соответствующей линейному варианту разностной 
схемы, осушестпляется оператором CiALL BN>\PR {N, >i, h. FPS TEMl^ GM. 
SG, FX. FF. A. P g .  T R I .  TR2).
Здесь N — число точек, на которое разбивается отрезок [Ü. I); М — числи точек 
по времени, для которых проводится счет; F — массив размерностью М. перед 
обращением к  подпрограмме BN'A\PR должен содержать значения времени, для 
которых проводится счет; EPS — задаваемая точность расчета; TF.MP — массив 
размерности N, М, после работы подпрограммы содержит значения вычисленных 
температур; GM. SG — подпрограммы-функции, зависящие от днух параметров 
IX и Т. вычисляют значения коЦ>4'^*ч“ентов у* и соответственно и зависи­
мости от времени Т ; параметр IX принимает значения 0 , 1, что соответствует значени 
ям к=\.  2 соответсгвенно; FX — подпрограмма функция, завися1ная от па|)амстра 
X. вычисляет начальное распределение функции Н — Ф (л-); F — подпрограмма-функ­
ция. зависящая от параметра W, вычисляет значения функции W; А — подпро 
грамма-функция. вычисляющая зна'1ения теплопроводности К(Н); Р, Q, TRI. 
TR2 — рабочие массивы с размерностью N.

Периым оператором п подпрограмме BNA№R является оператор-функция 
А К ( Т 0 . Т1). который вычисляет значение '{ункции i)*

Задаваемая точность вычислении имеет следующий смысл; п[)и вычислениях 
временной отрезок F ( L - f l )  — F{L) делится на две части (К = 2) и значения тем­
пературы и момен! времени F (L + 1 )  присваиваются элементам массива T R I ( I )  
(1= 1 ,  2 ............ N). Затем значение К увеличивается на еди[(ицу, проводится ра­
счет температуры и значения ее в момент времени F ( L 4- 1) присваиваются эле­
ментам массива T R 2 ( I )  (1 = 1. 2 ............N). Если выполняется условие

щах | a b s | T R l ( I ) — TR2(I)|1< E PS,
K N

то вычисления и ¡'екращаются и проводятся [>асчеты для следующего момента 
времени F(L-i~2). В противном случае элементам массива TR1 нрисваин11югся



значения элементов массива TR2, значению переменной К присваиваегся значе- 
аио К+1 и вычисления продолжаются до момента достижения точности. Выше 
приведен текст программы решения сформулированной краевой задачи при А, ( в )  =» 
=iO.50®; W ( e ) « 0 :  Ф (а г )= 0 ,2 ;  Y i( t )  = I; у 2 (т) = 1; о , (т)= 0 2  (т) = ' с использова­
нием полпросраммы BNMPR. Вычисление коэффичиентя осуществляется  
по иарианту I.

Часть результатов расчета значений функнин в  (дг, т) приведена в табл. 12 .2 .

Т а б л и ц а  12.2

Р езультаты  расчета температурного поля пластины по «линейному»
,  Ч к - Ч ц  I \

вари анту разностной схемы . |-------^------ |

■̂̂ наченин координаты x
T

X| «» X,

0 ,01 0 ,5 6 6 4 0 .2070 0 ,2 0 0 0 2 0 .2 0 0 0 0
0 ,0 2 0 ,7 4 7 2 0 .2354 0 ,2 0 0 3 0 ,2 0 0 0 0
0 ,0 3 U ,28 !7 0 ,2 0 1 3 0 ,2 0 0 0 1
0 ,0 4 0 ,8 6 6 5 0 ,3 3 7 0 0 ,2 0 3 9 0 ,2 0 0 0 4
O.On 0 ,8 8 3 2 0 ,3949 0 ,2 0 7 7 0 ,2 0 0 1 1
0 ,0 6 0 ,89 16 0 ,4512 0 ,2 1 4 4 0 ,2 0 0 2 i i
0 , 0 i 0 ,9 0 1 1 0 ,5404 0 ,2 3 7 3 0 ,  ‘J 0 0 9 S
0 .1 8 0,9331 0 ,7 5 1 8 0 .4 7 5 2 0 , 2 4 0 8
0 ,2 0 0 ,9 3 6 3 0 ,7 6 6 5 0 ,5 1 8 5 0 , 2 0 2 8
0 ,2 2 0.9391 0 ,7782 0 ,5 5 5 1 0 , 2 9 0 3
0 .24 0 ,9 4 1 0 0 ,7 9 0 5  • 0 .5 8 5 2 0 , 3 2 2 5
0 ,2 5 0,94.38 0 ,8005 0 ,6 1 0 1 0 .3 .584
0 ,2 8 0 .9 4 5 9 0 .8093 0 ,6 3 1 2  . 0 , 3 9 6 7

Подпрограмма, соответствуюа1ня нелинейному ва])ианту разностной схем ы , 
имеет такой заголовок: SUBROUTINE BNMIT (N, М, V. ЕР. EPS, TEMP. GM.
SG. F-X, FF A, P, (v, T, TR, TM. TV). Здесь параметры N, M, V, EP. TEM-P.
ВТ. SG, FX, FF, A имеют тот же смысл, что и в подпрограмме BNMPR; Р , Q, < 
Т. TR, ТМ. TV — рабочие массивы с размерностью N.

Первый оператор в подпрограмме BNM/T — оператор-функаня Л К ( Т 0 .  Т1), 
который вычисляет значение коэффициента i) одной из четырех
формул, приведенных выше; E P S — заданная точность итераций е.

Точность процесса игераций контролируется условием

max I — и\ < в  max | |.

Приведем текст  программы решения краевой  задачи д л я  у р а в ­
нения (12.Г)4) с использованием подпрограммы BNMIT при т е х  ж е  
услови ях , что и в линейном варианте разностной схемы (в ы ч и с л е ­
ние коэффициента a t _ i /2 осущ ествляется по вар и ан ту  (V).

С ГО ЛОВНАЯ ПРОГРАММА РЕШ ЕН И И  Н Е Л И Н Е Й Н О Й  
С КРА Е ВО Й  ЗА Д А Ч И  ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ С И С П О Л Ь - 
С ЗО ВА Н И Е М  НЕЛИНЕЙНОГО В А Р И А Н Т А  А П П Р О К С И - 
С МАЦИИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

DIMENSION Т Р ( 1 0 ,  3 0 ) ,  Р ( 1 0 ) ,  Р ( 1 0 ) ,  Q ( I 0 ) ,  T U ( I 0 ) .
1 T R ( 1 0 ) ,  T F (8 ) ,  V ( 3 0 ) ,  T V { 1 0 )

EXTERNAL ВТ, GM. SG. FX, FF . A



N • = 1 0  
М = 3 0  .
N1 =  N — 1 
Е Р = 1 . 0 Е ~ 4  
E P S = 1 . 0 E - 4  
DO 11 =  1, М

1 V ( l ) = ( I  -  1 ) *  0 . 0 1
C A LL B N M IT (N , M, V, EP. E P S ,  TP , ВТ, GM. SG, FX. 
FF. A , P ,  Q, TU. TR, F , TV)
DO 2 J  =  l ,  M 
T = V ( J )
DO 3 1 = 2 ,  N1

3 TF(1 -  1 ) = T P ( I .  J)
W RITE (3, 4) T, (T F (I ) ,  1 =  1,8)

4 FORMAT ( ’ 0 \  9E 13.5)
2 CONTINUE 

STOP 
END
SU BRO U TIN E  BN M IT(N , M, V. E P , E PS , TEMP. GM. SO. 

I FX, F F , A. P , Q, T, TR, TM, TV)
DIMENSION T E M P (N , M), V (M ) . P (N ) ,  Q (N ). T (N ) ,  TK(N), 
T M (N ), T V (N )
A K ( T 0 ,  T I ) = 2 . *  A ( T , 0 ) *  A (T 1 )/ (A (T 0 )4 -A (T 1 ) )
H =  l , / ( N - 2 )
FB =  0 . 0  
X = — H/2.
T M (1 )= F X (X )
T E M P ( 1 ,  I )= T M (1 )
DO 1 1 = 2 ,  N
X = X + M
T M ( i )= F X { X )

1 T E M P (I , I) =  T M (I)
N1 =  N — 1 
M 1 = M  — 1 
DO 2 L = l ,  A l̂ 
K K = 2

31 S F = - ( V ( L + 1 ) - F B ) / K K  
DO 3 0  1 = 1 ,  N

3 0  T R ( l ) = T E M P ( I ,  L)
DO 12 1 =  1, KK 
K = 1
F 0 = F B - h S F  * J 
DO 32 1 - 1 .  N 
T V (I )  =  T R (I )

32 T ( I ) = T V ( I )
С  ПРЯМОЙ Х О Д ПРОГОНКИ 

В В  =  0 . 0
G G = H  •* G M ( 0 ,  F 0 )
B G = B B - G G



P (2 )= (B B + G G )/ B G  
Q ( 2 ) - 2 . *  H * S C ( 0 ,  F 0 )/ B G  
BB =  0 , 0
GG =  H * G M (1 , P 0 )
BCj =  B B - G G  
R 0 = (B B 4 -G G )/ B G  
S 0 = 2 . *  M *  SC (1 , F 0 )/ B G

1 0  DO 3 1 =  2, N1 
T 0 - - = T A \ ( 1 - 1 )
T l = T R ( l )
CIM =  A K ( T 0 ,  T l )
T 0 - T 1
T l = T K ( l  +  l)
A1M- A K ( T 0 ,  T l )  
B I M - ( A iM - f C I M - f H  * H/SF}/2 
D I M -  — H *  И *  ( T V ( [ ) / S F + F F ( T 0 ) )  
A B C - 2 . *  В 1 М - С 1 М *  P ( l )
P (1 4 - 1 )  =  AIM/ABC 
Q(1 +  1) =  (C IM *  Q (l)  — DIM)/ABC

3 CONTINUE 
С  О Б РА ТН Ы Й  ХОД ПРОГОНКИ

T R (N ) =  ( Q ( N ) - S 0 ) / i R 0  - P ( N ) )
DO 4 11 =  1. N1
1 =  N - 1 1
T R (I )  =  P ( 1 4 - D *  TR(I +  l ) + g ( l  +  l )  
DO 6 1 =  К N

6 T{I) =  A B S ( T R ( I ) - T ( 1 ) )
XAM =  A B S (T R (1 ) )
DO 7 1 =  2, N 
1 F ( T ( 1 ) - T ( I - 1 ) )  8, 9. 9

8 T (I )  =  T ( I - 1 )
9 I F ( A B S ( T R ( I ) ) -  XAM) 7, 11, 11

11 XAM =  A B S (T R (D )
7 CONTINUE 

I F (T { N ) / X A M - E P S )  12, 12, 14
14 DO 15 1 =  1, N
15 T(i) -TRii)

K =  K +  1 
GO TO 1 0

12 CONTINUE 
DO 16 1 =  1. N

16 T M ( l )  =  A B S ( T R ( I ) - T M ( i ) )
DO 17 r = 2 ,  N
I F { T M ( I ) - T M ( I -  1)) 18, 17, 17

18 T M ( I ) - T M ( I - 1 )
17 CONTINUE 

I F ( T M ( N ) - E P )  19, 19, 2 0
2 0  DO 21 1 =  1, N

21 T M (1 ) = T R ( I )



К К = К К + 1  
GO ТО 31

19 DO 22 1 = 1 ,  N
Т Е М Р (1 , L + 1 )  =  T R (I )

22  T M ( l )  =  T R (I )
2 F B  =  V ( L - M )

RETURN
END
FUNCTION G M (IX ,  T)
IF (IX . EQ. 0 )  G M G ^ l .
IF (IX . EQ. 1) G M G = 1 .
G M -G M G
RETURN
END
FUNCTION S G (I X ,  T)
IF(1X. EQ. 0 )  S G S =  — 1
1F(IX. EQ. 1) S G S = - 1
S G = S G S
RETURN
END
FUNCTION F X (X )
F X - 0 . 2
RETURN
END
FUNCTION FF {T)
FF =  0 . 0
RETURN
END
FUNCTION A (T )
A = T  * T/2 
RETURN
END

Значения функции в ( д : ,  т), вычисленные по программе, приве­
д е н ы  в табл. 12.3.

Сопоставление тем п ератур н ы х  нолей, рассчитанных по различ­
н ы м  вариантам  разностимх  схем (табл. 12.2 и 12.3), показывает, 
что  отличие н значениях  функции Ь(х,  т) может превышать 100 "о. 
В  свя зи  с этим тем пературное  поле пластины Н (х ,  т) (при тех ж е  
д а н н ы х ,  что и выше) просчитали для четырех различны х-законов 
аппроксимации  теплопроводности, используя линейный (табл. 12.4) 
и нелинейный (табл. 12.5) варианты-схемы. Сопоставление резуль­
т а т о в  табл, 12.4 и 12.5 свидетельствует  о том, что данные расчетов 
при  различных з ак о н ах  аппроксимации коэффициента du+i/2 лучше 
с о гл асую тся  между собой д л я  нелинейного вари ан та .  Наиболее на­
д е ж н ы м и  представляю тся  значения В (х, г), рассчитанные по 1 и
II  видам  аппроксимации ац+\/2 , хорошо согласую щ иеся м еж ду  собой 
п ри  использовании к а к  линейного, так  и нелинейного вариантов 
с х е м ы .  Кроме того, при некоторых значениях  л: и х в распреде-



г  а Г) л и ц а 1 2 .3  
Р езул ьтаты  расчета температурного поля пластины

ПО нелинейному в ар и ан ту  разностной схем ы  ---------------- ---------------

1
Нначеннп коорди наты  х

’■1 I , л. X.

и,а1 0.24У1 0.2004 0.2000 0 ,2 0 0 0
0,02 0,319?« 0,2018 0,20002 0 ,2 0 0 0
о.из 0.4214 0,20:>2 0,20006 0 ,2 0 0 0
0,04 0,5556 0,2118 0,20017 0 ,2 0 0 0
0,05 0,6972 0 ,2229 0,2004 0 ,20 0 01
0,06 0,8084 0,2393 0,20085 0 ,2 0 0 0 2
0,08 0,9122 0,2866 0,2028 0 ,2 0 0 0 8
0,18 0,9216 0.6771 0,2754 0 ,2041
0,20 0,9279 0.7265 0.3110 0 .2 0 74
0,22 0,9340 0,7582 . 0 .3449 0 ,2 1 24
0,24 0.9384 0.7760 0.4053 0 ,2 2 0 0
0,26 0,9411 0,7852 0 ,4585 0 ,2 3 0 8
0.28 0.9426 0 .7909 0 ,50 99 0 ,2 4 55

Т а б л и ц а  12.4
Сравнение результатов расчета температурного поля пластины 

при различных законах аппроксимации чависимосги теплопроводности 
от температуры (линейный вариант)

Номер нарнанта 1
З н ач ени я  координаты »

*1 .

1 0,8832 0 .3950 0,2077 0 ,2001
11 0,8798 0 ,4432 0,2131 0 ,2 0 0 2

111 0.05 0.7493 0 .2714 0.2018 0 ,2 0 0 2
IV 0.6782 0 .2210 0,2004 0 .2 0 0 0

1 0,9099 0 ,6233 0,2734 0 .2027
11 0,9114 0 .6459 0,3034 0 .2 0 4 7

111 0.1 0,8007 0 ,3822 0,213В 0 .2 0 4 0
IV 0,9339 0 .3450 0, 206,') 0, 2002

1 0,9268 0.7226 0,3994 0 .2 1 8 3и 0,15 0,9276 0.7280 0.4367 0 ,2 2 5 6
• 111 0,8255 0.4540 0,2388 0 .2 2 4 8

IV 0,9202 0,5558 0, 2,443 0 ,2 0 1 3

1 0,9363 0 ,7665 0,5186 0. 2628
II 0.20 0.9368 0 ,7706 0,5421 0 .2 8 7 5

111 0,8411 0 ,5006 0,2783 0 ,2771
IV 0,9274 0 ,7203 0.3033 0 ,2 0 6 6



Сравнение р езультато в расчета температурного поля пластины 
при различных законах аппроксимации зависимости теплопроводности 

от температуры  (нелинейный вариант)

Номер иариантя т
Значения координсны х

1 0.8824 0.3982 0,2082- 0,2001
II 0 ,0 5 0,8791 0,4456 0,2139 0,2002

III 0 .8838 0.3237 0.2034 0 , 200Г) ,
IV 0.6972 0.2229 0,2004 0.2000

1 0 , ‘)096 0 ,6250 • 0,27(.3 0. 2030
к 0 .7 0,9112 0 ,646« О.ЗОМ 0.20л0

111 , 0,9081 0,5701 0.2422 0,2014
IV 0.932Э 0.3534 0,2071 0,2002

1 0 . '2 6 7 0,7226 0,4036 0,2195
II 0 .7 5  • 0.927'^ 0.7279 0,4397 0,2:ЮЗ

III 0,9242 0,7092 0,3447 0,2098
IV 0.9188 0, ,%87 0.2374 0.2016

1 0.9361 0,7663 0,5214 0,2660
II 0,9367 0.7704 0.5438 0,2910

III 0 .9352 0,7604 0 ,4746 0,2386
IV 0.9279 0,7165 0,3110 0,2074

Т а б л и ц а  12.6 
Примеры «разболтки» значений температуры при использовании 

III и IV видов аппроксимации теплопроводности

( Х1'мя 111 (т=̂ 0. ?7)

Вариант
- -^наченнн »

ч к. <4

Линейн ЫЙ 0,8595 0,5624 0,3721 0,4034
Нелиней ный 0,9436 0,7988 0 ,6032 

. 1...... .... .

0,3319

\ е М>" I V 1 I  ̂ I

Вярнант
^инчеинн г

0 . 0 « 0 . 0 9 0 . 10 0 ,  11 0,  12 0 ,  14 0 ,  16 0. 18 0 , 2 0

Тинейный
1 е л и н е й ы ы й

0 . ‘ 086
0,9122

0 ,9272
0 ,9282

0 .9339
0 ,9330

0,9341
0.9320

0.9309
0.9285

0 ,9229
0,920.)

0,9191
0,9184

0,9215
0,9217

0,9274
0,9279



лении функции W (x, t ) ,  полученном при III и IV ви д ах  а п п р о к с и ­
мации а*.и/2, наблюдалось наруш ение монотонности профиля тем п е­
ратуры  (табл. 12.6).

В работе [53] приведены р езул ьтаты  численного реш ения к р а е в о й  
задачи с нелинейным параболическим уравнением

^ v ? , ( r ) ^ U ^ „ ( r )  (0 < х < / ,  т > 0 )  (1 2 .5 9 )
dx . дх \ дх }

при начальном условии

Т U. 0) = (р(х)
и граничных условиях  III рода

дТ  
дх 

дТ
дх / х^1

В\Т

(1 2 .6 0 )

(1 2 .6 1 )

где 1епло(})из11ческие характеристики  и источник теплоты яп п р о кси -  
мир01?а!1ы CTenefUibiMii зависимостями вида

Л(7') =  йх -гЬкТ'"-, с { Т ) ^ а ,  q , ( T ) ^ a ^ + b p \  (1 2 .6 2 )

Рис. 12.7. Изменение распределения 
температуры с течением времени:

7 — н а ч а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  те м п е р а т у р ы :  
2 — Т = 4 . 2 9  с п ри  а ^ г = 2 . 2 '  i)Ĵ  = 0 . 0 0 0 1 ,

т « 3 ;  — т = 0 , 6 6 с :  4 — т = 1 . 9 й с ;
6 — т — 4 . 2 9  с при

т 1*= 3 :  «  — т =  1 , 9  8  с

= 0 .
при

т=вЗ

2,2, 6. -0,01.

Рис. 12.8. Распределение темп еп ягу  
ры н стержне при ?^=(2.2+?1„7'^):

/ — начальное распределение те\ 1Ш 'р а т ,у р ы ;
2  _  Т = 3 , 3  е :   ̂ -  т = 1 6 , 5  с :  4 — т = г 2 9 , 7  с  
п р и  ^ п = 0 ;  5 . 6  — т * 3 . 3  с;  ?  — т =  1 6 -  5  с  
при Х^=0,4: в - х = 1 6 , 5 с :  — т = 2 9 . 7 с  

при [ 5 3 )

Уравнение (12.59) записывается в конечно-разностной ф орм е с 
использованием чисто неявной схем ы  [нелинейный ва р и а н т  т и п а  
(12.56)] с погрешностью аппроксимации 0(Л^4-ч)- Граничные у с л о ­
вия (12.61) аппроксимирую тся по координате со вторым п о р я д к о м .

Д л я  решения соответствующей нелинейной системы а л г е б р а и ­
ческих уравнений используется метод простых итераций в со ч етан и и



с  методом прогонки. В ы ход из итерационного цикла осущ ествляется 
по условию  (12,58).

Во всех исследуемых вари ан тах  начальное условие задавалось 
в  виде Т(х,  0) -  50 sin (л.\; 33) (х вы раж ается  в см), кроме того, 
о с т а в а л и с ь  неизменными величины аг ^^921,8 Вт/(м-К ); а у ^ " '8 ,3 8 х
X  1 0 «  Дж/(м'*-К); ü f - 'O.

Рис. 12.9. Температур!1ое поле в слу 
чае сферической симметрии:

/ _  начальное распределение температуры; 
— х = 1 , 9 8  с; 3 — т--=4,2  9  с при = 2 , 2 .

Ь^^=0,1, ГП--1 ; — х= 0 . 6 6 с;  ̂ — т=
« . 1 , 9 8  с ;  б — т = 4 , 2 9  с ;  7 _ т = 1 0 . 8 9 с  

при  aJ  ̂ — 2 . 2 .  = 0 . 0 1 .  т = 3  Г 5 3 )

Рис. 12.10. Изменение р.чсиреяеления 
температуры с течением иременн 
в сл>*чае цилиндрической симметрии: 
/ — н а ч а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  т е м п е р а т у р ! . ! ;  
г — т = * 4 . 2 9 с ;  ( — т= гЮ .23с при а = 2 .

Ь = 0 . 0 0 1 .  т=2.  4 — т = 0 , 6 6 с :  « — т =

= У ,9 й  с; 5 — т = 4 . 2 9 с ;  7 - х = 1 0 . 8 9 с  
IIрн = 2 . 2 .  = 0 . 1 , т * = 2  Г5 3  1

Рассмотрим результаты  расчетов при граничных услови ях  1 рода, 
ко то р ы е  задавались  в тако м  виде: при у =  0 Т ! х= о~7'|*= зз—0; при 
v = l , 2  Т  1**ж-16,5 =  7’ |,= )б, 5 =  0.

В лияние  изменения тепло !1роводности 'К{Т) на температурное 
поле неограниченной пластины при с (Т )  =  а^ =соп51 и £?„(Т) =  а ^ = 0  
п о казан о  на рис. 12.7 и 12.8.

При увеличении параметра  Ь-,. уровень температуры  понижается 
(рис.. 12.7), однако более существенно на уровень температурного 
п о л я  в л и я ет  закон изменения зависимости )^{Т) (рис. 12.8).

А нализ температурных полей на рис. 12.9 и 12.10 показывает, 
что при прочих равных услови ях  одинаковое увеличение Я (Т ) вызы­
вае т  более значительное снижение уровня температурного поля 
ш ар а  по сравнению с цилиндром.

Сопостаплеиие рис. 12.11 и 12.12 [ю казывает , что с увеличением 
С  {Т) значительно п роявляется  тепловая инерция, а влияние коэф­
фициента Ьу, незначительно.

Д л я  сл учая  неограниченной пластины на рис. 12.13 и 12.14 
п о казан о  влияние источника теплоты ¿/р(Т) на температурное поле. 
Е сл и  сопоставить тем пературны е поля при соответствующих зна­
ч ен и ях  вр гм е1П1, то за.метна общая тенденция к  повышению тем­
п ер атуры .



Граничные условия [I рода при решении задачи (1 2 .5 9 )— (12,61) 
з ад авали сь  в таком виде:

дТ-К(Т) —
дх

ВАТ),

где Л ,( 7 ’ ) =  а ,  +  & ,Г - .
Д и нам ика  изменения температурного поля п о казан а  на рис. 12.15, 

12.16 (цилиндр) и 12.17 (шар). К ак  видно на рис. 12 .15, при о тсутст ­
вии теплового потока на поверхности цилиндра увел и ч ен и е  тепло­

проводности Х{Т) м о ж е т  значитель­
но нитенсифицнровап ь тепловой  про­
цесс. При решении з ад ач и  с гра­
ничными условиями III рода (12 .61) 
в  неограниченной пласти н е  при х=1 
зад авал и сь  граничные у с л о в и я  I ро­
д а .  Изменение распределений  темпе­
р атур ы  во времени п о к азан о  на

ио

30

20

10

Г з
ч

Т,’С

UQ

30

20

10

3,3 6.6 9.9 13.2 л,СМ

Рис. 12.11. Распределение температу­
ры в стержне:

1 — н а ч а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  г с м п с р а т у р ы ;
2 —Т=9.24 с при Оу=2.
т=*3; .У — ■с=6,6с; 4 — 1=13.2 с при 

0 ^ = 2 .  { г -*=0 .001 . т = 2  (531

1 2 ^

2.2 Ч М  6.6 П !3,2 х.см

Рис. 12.12. Изменение распределения 
температуры в стержне с течением

времени при = 0 , 1:

/ — н а ч а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  т е ы п е р а т у р ы ;
7 — т = « 3 . 3  с ;  J  — т — 1 6 . 5 с ;  4 —  т =  

= 2 9 . 7  с  [ 5 3 ]

рис. 12.18: Л, =  — 1 0 -^  Л э - 2 0 - 1 0 - * ;  на рис. 12 .19: =  — Ю Л  
Д з = - 4 ( М 0 - ^  на рис. 12.20: Л , =  - 1 0 - 2 ,  Дз =  -2 0 .1 0 -< * .

Сопоставление рисунков показы вает  влияние зависим ости  тепло­
физических характеристик от температуры  на х а р а к т е р  процесса 
теплообмена на граничной поверхности.

Задача 12.1. Дана неограниченная пластина толщиной 2/ с заданным началь 
ным распределением температуры в виде функции f{x) .  В момент времени т —О-ь 
пластина помешается в среду, температура которой изменяется по известному 
закону Ге (т )>  Г (-V, 0). Между поверхностями пластины и окружающей средой 
происходит теплообмен по чакону Ньютона. Сформулировать краевую  задачу для 
определения температуры пластины и составить разностную схем у ,  имеюп;ую 
по1'решность аппроксимапии 0 (т|-Ь/1̂ ), где i|, h — шаги сетки по временной и 
пространстненной пере.менным.



Рис . 12 .13 . Распределение температу­
ры с течением времени в стержне: 
;  — н а ч а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  т е м п е р а т у р ы ;  
г —  т =  5.28 с . 3 — т=3.3 с ; 4 —  т =  1 . 6  б с 
п р и  а ^ = 0 .  Ь ^я к \0 ~‘ . т=г4' ,  5 ~ х = 0 . 3 3  о 
п р и  а ^ О . Ю ~ ‘ . т=4; 6 — 1 = 6 . 6  с; 
7—т=3,3 0 при я̂ О. т**4 [53]

Рис. 12.14. Изме»1’ние распределения 
температуру и стержне с течением 

вред«енн;
—  н а ч а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  T f мп ер н ту р ы  

п ри  ü y = Ü ,  ¿ > ^ = 0 . 0 0 0 1  т = 3 :  J  — т=г 
= 0 , 3 3  с:  J  — T e l . 9 8  с ;  4 — т = 3 , 6 3 с ;  

5  —  т = = 3 . 9 6  Г 5 3 ]

Рис. 12 .15 . Распределение температу­
ры в  случае цилиндрической симмет­

рии:
I —  н а ч а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  т е м п е р а т у р ы  
п ри  а ^ ^ = 2 . 2 .  о ^ = 0 . 0 1 .  т = 3 ,  У —  т =

= 0 . 6 6  о ;  —  т « 0 . 9 9  с ;  4  —  1 = 4 . 2 9  с  [ 5 3 ]

Рис. 12.16. Температурное поле ци­
линдра;

I  — начальное распределение темп ератур ы  
при Л , = 0 . 0 0 0 1  у - т = ^ 1 . 9 8 с ;  ^ — т=. 

= 4 , 2 9  с ;  4 — т = 8 . 5 8  а [ 5 3 ]



Рнс. 12.17. Иимеисике распре- Рис. 12.18. Изменение температурного поля 
деления гемперагуры с течени- во времени;

е м  в р е м е н и  Р) С([К!])С; / — н а ч а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  т е м п е р а т у р ы :  ^ —  т =
I — н а ч а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  т е м п е -  = 5 . 6 1  с :  — т-—9 , 9  с  п р и  а^у = 2 .  = 0 . 0 0 0 0 1 ,

р а т у р ы  п ри  - 4 , = 0 :  ¿’ - т = 1 , 9 н с ;  , „ ^ 3 ; 4 _ т = = 1 . б 5 с ;  4  —  т = 5 . 6 1  с  п р и  о ,  = 2 . 2  
-  г  - 4 , 2 9  с .  4 Т:--Н .=)8 с;  А.

5 — т . ^ З . б - )  с [ 5 3 ;  = 0 , 0 0 1 .  т - 3 [ б З ]

Рис. 12.19. Ичменение распределения тем ­
пературы с течением времени;

/ — н а ч а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  т е м п е р а т у р ы ;  2 —т= 
= 0 . 3 3  с;  3  — т = 1 , 3 2 с ;  ■< — т = 3 , 3 с ;  .5 —  т »  

= 4 . 2 9  с  п р и  д ^ ^ = 2 . 2 .  ¿ ^ ^ = 0 . 0 1 р  т = 3  [ 5 3 ]

Рис. 12.20. Изменение температуры поля 
с течением времени при = 2 ,2 ,  Ьу_ = 0 ,1 ,  

т  =  2;
I — начальное р а с п р е д е л е н и е  температуры: 2 — т =  

= 0 , 3 3  с;  3 -  т = 0 , 6 6  с ;  •/ — т - 3 , 3  с;  5  -  т = 6 . 6  с  
[ 5 3 ]



З адач а  1 2 .2 . Сферическое гело (шар) рядиуса R с известным начальным 
распределением температуры /(л) с момента времени нагревается равно­
мерно по всей поверхности (r=^R) тепловым потоком, плотность котирою явля ­
ется известной функцией времени с?(т)- Записать соответствукашую красную за ­
дачу теплопроводности и неявную разностную схему с порядком аппроксимапии 

где п  ̂ — шаги сетки по временной и пространственной переменным.
З адач а  1 2 .3 . При симметричном нагреве цилиндрической •^агогонки и зоне 

выдержки нагревательных или термических печей красная чндача генлс1нроцод- 
ности запишется в виде

дТ  /д^Т 1 дТ  \
------- О О ;  Г (г, 0 )=/{г) ;  Т {R. т) = Гс=сйи51;

от V о/-* г д г  I

дТ{0.  х)/д г^О.  Т ф .  х )фоо .

Составить неявную разностную схему, соответствующую сформулированной кр а ­
евой задаче с погрешностью аппроксимации 0(т]®-|'А®).

З адач а  1 2 .4 . Составить разностную схему Дюфорга—Франкелз (с погреш­
ностью аппроксимации (Л*+Л®+(Л/Л)^) и программу расчета температуры неог­
раниченной пластииы, если краевая задача теплопроводности сформулироннна 
в виде

0 < .< / ,  х> 0 ;  в „ ,  0 , - 1 ;
дт  ад-* ф(7^о— 'с )  

д е  (О, 1)/дх = 0, 0  {I, т )= 0 ;

где е « ( Г - Г с ) / ( 7 ' „ - Г с ) .
Расчет поля температур провести при следующих данных: а= 1  м’̂ /с; = 

/=1 м; шаг по времени п=0,004 с, шат по координате х Л*=0,1. Сравнить ре- 
вультаты расчетов по численному, точному решениям (точное решение может 
быть легко получено методом разделения переменных).

З адач а 1 2 .5 . Д ля измерения лучистой энергии в инфракрасной части спектра 
наиболее часто применяют термоэлемент. Краевая задача для определения темпе­
ратурного поля термоэлемента имеет вид |109|

где Н-=ар/(ср5). ^=еор/(ср5); р — периметр; 5  — площадь поперечного сечения 
термоэлемента; ^^Т /Т^ :  Тц — начальная  температура теплового исг«чннка; 6^= 
= Гс/То; Г с  — температура теплового источника; а  — постоянная Стефана— 
Больцмана; е — коэффиниент черноты поверхности тела;

0 (д- .  0)  = /̂ (ж), 0 ( —л т ) « е ( / .  т)=хО.

Составить явную раэносгную схему и программу на алгоритмическом ячыке 
ФОРТРАН д л я  решения сформулированной задачи.

З ад ач а  12 .6 . Процесс иесгационарной геилопроводносги ь многослойных 
конструкцилх , применяемых в летагсльных аппаратах и двигателях, при опре­
деленных услови ях  [38] описывается системой дифференциальных уравнений

дт* д  !  дТ-,\

с произвольным начальным распределением температуры в слоях и граничными 
условиями:



на внешних поверхностях многослойной стенки 

--- ------а ,  (Г ,  — 0 ,)4 -е ,ао Г {  при дг-д:,;

* АМ “ ^ * “ 2 ( ® 2  — / п) — При д-*Га.

где 9| = 7'1 с+<?1/ «1: 9а  = 7’2_с+(;2/а2: на поверхности контакта / го и (/-(-1)-го 
слоеп

Т)=Т'1+\- ' 1̂дТ11дх’̂ \1^^дТ1^11дх.

Составить неявную разностную схему, используя «елииейный иариант анпрок 
симации дифференциальных уравнений типа (12.56) и программу расчета темпе 
ратур на алгоритмическом языке АЛГОЛ-бО.



РЕШ ЕНИЕ М Н О ГО М ЕРН Ы Х  НЕСТАЦИОНАРНЫ Х 
З А Д А Ч  ТЕПЛОПРОВОД НОСТИ

§ 13.1. Экономичные схемы

Численное исследование нестационарных задач теплопроводности 
в д в у х -  и трехмерном пространствах принципиально сложней, чем 
решение зад ач  в  одиоМ(^рном случае. При этом не вызывает з а тр у д ­
нений само построение разностных аналогов  краевых задач . Б оль­
шинство рассмотренных ньние конечно-разностных схем можно обоб­
щить на с л у ч а й  д в ух  (и более) измерений, применяя известные ме- 

:тоды построения разностных схем (см. -§ 11.2).
Однако число  неизвестных в разностных схемах в многомерном 

•случае  значительно  возрастет. Если выбрать равномерный шаг И. 
по всем пространственным переменным, то на каж дом  временном 
шаге необходимо решать систему алгебраических уравнений с 
неизвестными, где р — число измерений. В связи  с этим значител[>- 
но возрастет  объем физических операций, необходимых д л я  решения 
системы разностны х  уравнений. Т ак ,  если в прямоугольнике 
(0 <Х1<с/, 0 < л :2< й )  задана  кр аевая  задача  с  граничными услови я­
ми I рода

то на прям оугольн ой  сетке (рис. 13.1), выбрав шаблон, изо­
браж енны й на рис. 13.2, можно составить неявную двухслойную  
разностную  сх ем у  с весами:

дт
--1--- (7р(х1, Ха, т) (0 < Х 1 <^> 0< Х г< Ь, 0 < т < 0 ;

Ф
(13.1)

'Г (X I, Ха, т )- :/ (X I,. х.г), т^ О ; 
г  (О, Хг, Т )= ^ (Х 2 , Т ) ,  Т{(1, Ха, т)= 'у(Хз, т); 
Г ( X I ,  О, г )= у (Х ; ,  т), Г ( Х 1 , 6, т )= х (Х 1 . г ),.

(13.2)

(13.3)

(13.4)

(13.5)

(13 .6)

(13.7)

(13.8)

Л Л л

Здесь  введен ы  разностные операторы 

^ 2 ^ п т  ■ ^  (^ п ,  т -ь  1 ^  ~  О/ ̂ 2*г *̂ п т



По аналогии с  § 12.1 устанавливается , что схем у  (13.5) — (13.8). 
среднеквадратично сходится с точностью где у = 2
при 0 = 1/2 н v = l  при а^^1/2, если вы п олняется  условие устойчи­
вости в- Ц • ¡1/,;

а >
4ап1 .2

Посмотрим с точки зрения объема вычислительной работы на 
полученную схем у , полагая , что число узлов  по каждой [1еремен-

пой равно N. При а==0 схема (13.5) я в н ая  и д л я  вычислении 
по известным значениям 
требуется выполнить общее чис> 
ло действий, пропорциональное 
числу узлов сетки (—
В случае  пространства р-изме- 
рений число действий •— / / /  ..А /

/ /
/ / /  /

/
/

й л,
Рис. 13.1. Сетка в прямо­

угольной области
Рис. 13.2. К выбору шаблона для 

неявкой двухслойной схемы

В этом смысле нет необходимости улучш ать  явн ую  схему, но я в н а я  
схема устойчива лишь при жестких  ограничениях  на шаг по в р е ­
мени

2 а г | < 1 / ( л !+ Л ^ ) ~ Л ' - ^ .

Т акое дробление ш ага  по времени не с в я з а н о  с  требованиями  
точности решения и приводит к неоправданно большому объему 
вычислений (полный расчет требует действий).

При офО  схема (13 .5 )  неявна. Она устойчива при любых ш а г а х  
Г] и И. Если в зять  г ) ~ ^ .  то на каж дом  временном слое необходи­
мо решить систему уравнений. Д л я  реш ения этой системы м е­
тодом Гаусса  необходимо провести действий. Значип, пол­
ный расчет до момента времени / требует действий. При р > 2  ' 
расчет по неявной схеме даж е  менее' эффективен, чем по явной.

Таким  образом, я в н а я  и неявная схемы имеют свои положитель­
ные качества . Я вн ая  — объем вычислений пропорционален числу  
узлов  разностной схемы , неявная — безусловная  устойчивость схем ы . 
Разностные схемы, сочетающие эти положительные свойства я в н ы х  
и неявных схем, называю т экономичными.

Наибольи]ее распространение получили экономичные разностные 
схемы, основанные на методе дробных шаг'ов по временной пере-



менной [И З ] .  Экономичность решения многомерных задач с  помощью 
разностных с х ем , основанных на методе дробных шагов, достигается 
сведением многомерной задачи к решению последовательности одно­
мерных, д л я  реш ения которых применим метод прогонки.

Рассмотрим некоторые наиболее часто используемые экономич­
ные схемы.

§ 13.2. М етод  переменных направлений 
(продольно-поперечная схема)

Метод переменных направлений я в л я е т с я  одним из лучших для  
.решения д вух м ер н ы х  краевы х  задач нестационарной теплопровод­
ности, Д л я  гюстроспия разностного аналога  уравнения ( ) 3 .1 )  введем
с етк у  с координатами узлов ( п = 0 ,  1, 2 ........... Л̂ ), -
( т  =  0, 1, 2, М ) . т/=/п (/ =  0. 1, 2, . . . ) .

Выберем на сетке  шаблон, содержащий полуиелый слой т^-т-|- 
-1-т)/2 (рис. 13 .3 ) ,  и составим на нем следую щ ую  разностную схему:

(13 .10)

( и „ ^ -  и„^ )Л 1= (Л ,(7„^  +  Лаи„^+о)„^)/2, (13 .11)

где разностные операторы и Ла определены выражением (13 ,9).
Из уравнений  (13 .10 ) ,  (13.11) видно, что переход от /-го времен­

ного слоя к (/ + 1 ) -м у  временному слою осущ ествляется в два  шага. 
Сначала с помощью уравнения (13.10) вычисляют промежуточные 
значения искомой функции Уравнение (13.10) содержит три 
неизвестных и п - \ . т ,  ^пт' “ п -ы .т ;  остальные значения и  опреде­

лены на исходном слое, т. е. уравнение
(13.10) неявно по  координате дг, н явно 
по координате х̂ - При любом фиксиро­
ванном т уравнение (13.10) может быть 
решено методом одномерной прогонки по 
направлению Д ал ее ,  схема (13.11),

А .  Л
содержащ ая неизвестные т - ь
л
ип.т+[,  неявна по направлению Хз и яв ­
к а  по направлению х,. Поэтому решение 
системы (13 ,11) можно получить одномер­
ной прогонкой по направлению х̂ - Таким 
образом, переход с /-го временного слоя 
на (/-1-1 )-й соверш ается с помощью одно­
мерного метода прогонки вначале в про­
дольном, а затем  в поперечном направле­
нии. Отсюда и произошло название этой 
схемы.

Как  и в одномерном случае, в ур авн ени ях  (13.10), (13 .11 ) диа­
гональные элементы  преобладают, следовательно, прогонка устой­
чива, разностное решение существует и единственно. При иеследо-

на для продольно-попереч­
ной схемы



вании аппроксимации разностной сх ем ы  (13 .10) , (13 ,11) о б ы ч н о  
определяют промежуточные значения вы читая  уравнение ( 1 3 . 1 1 )  
из уравнения (13 .10) :

=  — — ( 13. 12)

Затем, сложив уравнения (13.10) и (13 .11) , исключают из них з н а ­
чения разностного решения на полуцелом слое:

(^пт ^пт)/Л Л ;) {UJ^̂ -\-UJ^̂ )/2 (М„^ ^̂ nm)
 ̂ ( 1 3 . 1 3 )

Оценим предпоследнее слагаемое в уравнении  (13.13):

Л ^ Л 2 ( « n ,п - “ n J л / 4 « Л ’'7'^2ф^^4 =  0 ( V ) .

С точностью до 0(т)‘‘̂ ) уравнение (13 .13) совпадает  с симметричны м 
вариантом схемы (13.5), имеющей порядок аппроксимации О 
+  +  Следовательно, и схема (1 3 .10 ) ,  (13 .11) имеет п о гр е ш ­
ность локальной аппроксимации на равномерной сетке, р а в н у ю
О +  Рассмотрим вопрос аппроксимации граничных у с л о ­
вий (13.3), (13 .4). Постановка разностных граничных условий  н а  
целом слое не вы зы вает  затруднений:

“ по =  ' (̂-^1п. Л  ипм =  х(х1п  ̂ ^  ^\<n<N  — \). (1 3 .1 4 )

Д л я  прогонки по направлению необходимо зад авать  з н ач е н и е  
при п ~ 0  и n —N. Однако з ад ав ат ь  —ц и и^т^У  н е ц е л е ­

сообразно, т ак  к а к  значения и не вполне соответствуют м о м е н т у  
т и при этом вносилась бы погрешность 0(т1). Поэтому при а п п р о к ­
симации граничных условий на полуцелом слое необходимо в о с п о л ь ­
зоваться уравнением (13.12) в у зл ах  п —О и п =  М:

= — Л 2 ( í l ^ - | l J r l / 4  ( 1 < т < У И  — 1);

ил'm =  ( Y m + Y J / 2 - Л 2 ( " у ^ - у „ )  П/4 ( ] < т < М — 1). ( 1 3 .1 5 )

Выбрав граничные условия в виде (13.14), (13.15), обеспечим 
второй порядок аппроксимации граничных условий (13.3), ( 1 3 .4 )  по 
времени. Применяя метод разделения переменных, можно п о к а з а т ь ,  
что схема (13.10), (13.11) равномерно и безусловно устойчива по 
начальным данным и устойчива по правой части. Из фактов а п п р о к ­
симации и устойчивости следует, что схема (13.10), (13 .11) б е з у с л о в ­
но сходится в 11 •![',. Можно показать, чти в прямоугольной о б л а с т и  
на равномерной сетке схема (13.10), (13 .11) сходится с точностью  

если решение имеет непрерывные производны е 
не ниже пятого порядка.



Продольно-поперечная схема может быть обобщена на случай 
ур авн ен и я  теплопроводности с теплопроводностью, зависящей от 
пространственных к о о р д и н а т 'и  времени \{х, у ,  т). Расчетная схема 
д л я  Х(х, у .  т) имеет тот ж е  вид (13 .10) , (13 .11 ) ,  где разностные 
операторы A i и Aj определяю тся следующим образом;

—^1 (rtH-1/г, т) (Wn-f I. m — (n — 1/2. m) X

X(U„„ — U ^ _ ! .m )/ * i„ ;  . (13.16)

“ ^2 {n. m-f-1/2) i^n, m+1 ^2 In. m — 1/2) X

X (u„^  — Мл. r « -  (13 .17)

В расчетной п р акти ке  применяются д в а  варианта вычисления 
коэффициенто!} и а .̂ В  первом на всех трех  слоях  — исходном,, 
полуиелом и новом целом — коэффициенты вычисляются при 
т=т+г)/2. т. е. нм приписываются значения на полуцелом слое; 
во  втором варианте  на этих  слоях полагают соответственно «¿(т), 
i^ i( '^+^/2). a j ( x - fT i ) .  Предпочтительней пользоваться вторым ва­
риантом, т ак  к а к  в о б ластях  прямоугольной формы д л я  него д о ка ­
з а н а  безусловная  сходимость с точностью О когда 
теплопроводность непрерывна вместе со своими вторыми производ­
ными. 1

Отметим, что если область определения решения имеет не пря­
м оугольную  форму, а более сложную, то теоретическое обоснование 
продольно-поперечной схемы более сложно, особенно при неоднород­
ны х  кр аевы х  усл о ви ях .  В частности, при задании граничных усло­
вий I рода на границе области сложной формы

r u = < p ( p .  т ) Ь  (13.18)

соответствующий разностный аналог имеет вид

л л (13 .19)
И|5=Ф(Р«

гд е  S  — м ножество граничных узлов.
Погрешность аппроксимации условия (13 .18 ) на полуцелом слое 

р авн а  0(Tj), что сн и ж ает  порядок точности схемы (13.10), (13.11), 
который в области произвольной формы с граничными условиями 
(1 3 .1 9 )  будет равен О +

Те мп ера ту рн ое  п о л е  бруса к вадратного  с е ч е н и я .  
Б р у с  бесконечной длины  с квадратным поперечным сечением со 
стороной 21 имеет в начальный момент времени температуру
— const. В момент времени т= 0 +  температура  на его боковых по­
верхн остях  принимает значение Т ^ ф Т ^ .  Необходимо вычислить 
значения температуры  в последующие моменты времени.

Введем безразмерные величины '

V х!1, У-^у.1,  fo -^aт/^^  t ) - ( 7 ’ - r „ ) / ( r , - r „ )



и запишем уравнение теплопроводности в виде
a e / a F o = a 2 0 / д л : ^ + й ч w ^  р о > о. ( 1 3 .2 0 )

Так  к ак  задача  симметрична, то можно рассматривать  т о л ь к о  чет ­
верть области (рис. 13.4), тогда 
краевые условия запишутся в 
виде

в ( Х ,  К, 0) =  0; (13 .21)

0 ( 1 ,  К, Р о )= 1 ,
0{Л:, 1. Р о ) = 1 ;  (13 .22)

¿0 (0, Ро)/аХ=0, 
ав(Х, о, Ро)/ау'=о. (13.23)

Д.1Й численного решения зад а ­
чи (13.20) — (13 .23) применим ме­
тод переменных направлений, ос- 
новываюш,ийся на формулах( 13.10),
(13.11). Граничные условия (13.23) 
аппроксимируем со вторым по­
рядком по временной переменной, применяя метод ум ен ьш ен и я  не­
вязки . Тогда, например, система уравнений  (13.10) д л я  н а х о ж д е н и я  
йпт фиксированном т  имеет вид

- « о т  +

—йп -  1. +  — йп+1. ш ( 1 3 . 2 4 )

—иы — 3̂ т-\-Ьим—2 . т — UN — I. ¡п =  -  2^
—Цд/_  2, т  +  — I, т  =  ̂ Л'— I,

где dĴ  =  Un, т~~ ] т+1> ДЛЯ ^ =  0 ,  ̂ ^  “  2.1 0 .

¿Л/ -  I =  Мл/ — I .  т  — I - \ - f U f j  — 1, m - ‘r^ ^ N  — 1, т + |  + И л / ш .  1

=  д л я  л =  0,1 , Л̂  — 2,1 при т = 0 ;  6 =  2 ( 1 / ^ + 1 ) ,

— I =  2мл?_  1, 1+ /и^ — 1. о-Ь^л^о I / =  2 ( 1 / Р — 1), (5 =  г|//1̂ .

Отметим, что вторая  форма д л я  вычисления ко гд а  т = 0 ,  
связана  с рассмотрением граничного услови я  а©(0, У, ¥ о ) / д Х ^ О .  
Матрица коэффициентов уравнений (13 .24 )  имеет т р е х д и а г о н а л ь н ы й  
вид, и д л я  ее решения применяем метод прогонки. П р о ц е д у р а  по­
вторяется д л я  последующих значений т ~ 0 ,  1, . . . ,  ¿V— 1, п о к а  
не б уд ут  определены все значения и  на полуцелом временном с л о е .  
Температура на втором полушаге по времени находится а н а л о г и ч н о  
с использованием уравнения (13 .11) и соответствующей а п п р о к с и ­
мации граничных условий по У,

у Г
^ / / / / / / / / / ^ ^ ^  у

Рис. 13.4. К 1юс1ановке кр аево й  з а ­
дачи {13.20) — (13.23)
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ô>
i ‘ 0,1,2..... Л/
j-0.12,... W

F hc. 13.5. Блок-схема программы к продольно-поперечной схеме



Процесс решения задачи (13 .20 )  — (13.23) методом п ер ем ен н ы х  
 ̂ направлений опишем программой на алгоритмическом я з ы к е  Ф О РТ - 

PAH-1V д л я  ЭВМ типа ЕС. Б лок-схем а  программы п р е д с т а в л е н а  па 
рис. 13.5.

С п и с о к  и д е н т и ф и к а т о р о в .  ÜTAU — вреиепной шаг t| по перемен­
ной Fo; DX — пространственный интервал ft; F — /=>2(1,р — 1); I, J  — индексы 
ло строкам и столбцам; ICOUMT — число шагов по времени; IFREQ — число 
шагов по времени, чере.1 которое печатается n a ie  температур; N — число  про- 
странств*'нных интервалов между Х = 0  и RATIO — (З=т)/Л^; Т —  массив

' значений 0  в каждой точке сетки; TAU — время Fo; ТМАХ — м акси м ал ьн ая  
температура в центре пластины, до значения которой ведется расчет; T P R IM E  — 
массив дня хранения значенкй температуры, вычисляемой подпрограммой TR ID A G ; 
TRIDAO — подпрограмма решения трехдиагональной системы алгебраических  урав-  

' нении; TSTAR — массив значений температур на первой полоиине временного  
шага; А. В, С, D — массивы коэффициентов трехдиагональной системы ал геб р аи ­
ческих уравнений.

Ниже представлен текст программы;
С НЕСТАЦИОНАРНАЯ ТЕП ЛОП РО ВО ДНО СТЬ Б Р У С А  
С С К ВА Д РА Т Н Ы М  П О П Е Р Е Ч Н Ы М  СЕЧ ЕН И Е М  
С П РО ДО ЛЬН О -П О П ЕРЕ ЧН АЯ СХЕМА

DIMENSION А(22), В (2 2 ) ,  С (2 2 ) .  D (22). Т (2 2 .  22).
1 TSTAK (И .  11). TPRIME (11)

С .......В ВО Д  И ПЕЧАТЬ И С Х О Д Н Ы Х  Д А Н Н Ы Х ........
1 READ (1. 1 0 0 )  OTAU. T.MAX. N. IFREQ 

N P l - N + 1  
FLO A T N = N  
DX =  1 0/FLOATN 
RAT10=D TAU /(D X * DX)
W RITE ( 3 , 2 0  0 )  DTAU, DX, RATIO. TM AX. N. IFREQ

С ...... ЗАДАНИ Е Н А Ч А Л Ь Н Ы Х  И ГРА Н И Ч Н Ы Х
С УСЛ О ВИ Й ......

DO 2 1 =  1, N 
Т (1 ,  N P 1 ) = 1 , 0  
T (N P 1 .  l) =  1 . 0  
TSTAR (I, N P1)= 1 0  
TST A R  (N P I .0 = 1 . 0  
DO 2 J  =  l , N 
T ( l ,  J ) = 0 . 0

2 T S T A R (l ,  J ) = 0 . 0  
T (N P 1 . NP1)=1 0  
TSTAR (N P I, N P 1 ) = 1 . 0

С .......В!э1ЧИСЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ М А С С И В О В  А,
В с
В ( 1 ) - 2 . 0  * ( 1 . 0 М Т Ю Н - 1  0 )
F =  2 . 0  * ( 1 . 0 / R A T I O -  1 . 0 )
DO 3 1= 2 , N 
А(1) =  - 1 . 0  
B ( I )  =  B (1 )

3 С(1) =  - 1 . 0  
С ( 1 ) = - 2 , 0



и
и

ICOUNT =  0  
TAU =  0 . 0
.......ПОДГОТОВКА ВЫ Ч И СЛ Е Н И Й  НА ПОСЛЕДУЮ Щ ИХ
В Р Е М Е Н Н Ы Х  С Л О Я Х

4 TAU =  T A lJ ^ D T A U  
1C O U N T -1C O U N T + 1

С  .......ВЫ ЧИСПЕНИЕ Т Е М П Е Р А Т У Р  НА ПОЛУЦЕЛОМ
С Л О Е ......
DO 8 J = l ,  N 
DO 7 1 =  1, N 
IF {J. NE. 1) GO TO 6 
D ( l ) - 2 . 0  * T ( I ,  2 ) + F  * T(I , 1)
GO TO 7

6 D ( I ) - T ( I ,  J - 1 )  +  F * T ( ! .  J) +  'I{ ! .  .1+1)
7 D (N ) =  D(N) i -T { N P l .  J )

C A LL TRIDACi (I .  N. A. B. C, D, TPRlME)
DO 8 1=1 . N

8 T ST A R (1 , J)  ^T P R IM E (I)
С  .......ВЫ ЧИ СЛЕН И Е Т Е М П Е РА Т У Р НА ЦЕЛОМ СЛОЕ.. ..

DO 12 1 - 1 .  N
DO 11 J = l ,  N
IF (I. NE. 1) GO TO 1 0
D ( J ) - 2 . 0  > T ST A R (2 , J ) + F  *T ST A R (1 . I)
GO TO 11

1 0  D ( J ) - T S T A R ( 1  — 1, J )  bF * T S T A R (L  J) i -T ST A R (I  +  l .  J )
11 D (N ) -:D(N) f -T S T A R ( l .  N P l)

CALL TRIDAG (1. N. A. B, C, D. TPi^IME)
DO 12 J = l .  N

12 T ( I ,  J )  =  T P R IM E (J )
С  .......ПЕЧАТЬ Т Е М П Е РА Т У РЫ  В О БЛАС ТИ .......

IF (ICOUNT-NE. IFREQ) GO TO 15 
ICOUNT = 0  
W RITE ( 3 , 2 0 1 )  TAU 
DO 14 1 =  1. N P l

14 W R ITE  ( 3 ,2 0 2 )  (T ( I ,  J ) .  J = l .  N P l)
15 I F (T (1 ,  1 ) - T M A X )  4, 4. 1

С  .......ФОРМАТЫ Д Л Я  ВВО ДА И П ЕЧАТИ  Д А Н Н Ы Х .......
1 0 0  FORMAT (6Х, F6 .3 . I 0 X ,  F5.2. 7Х, 13, И Х , 12)
2 0  0  FORMAT (47Н______ Т Е М П Е Р А Т У Р Н О Е _ П О Л Е _ Б Р У С А _

1 К ВАДРАТН О ГО  СЕЧЕНИЯ/)
2 1 2 Н 0 ______ DTAU____ _ F 1 0 . 5 / 1 2 H _______________

D X _ _ _ _ = = _ ,  FI 0 . 5 /
3  1 2 Н _ ______ ^ R A T I O _ = _ .  F 1 0 .5 / 1 2 H ______ ^ _ Т М А Х _ _ =

=  _ ,  FI 0 .5 /
4 12Н_________N _ ,_______=  , I 4 / 1 2 H _ _______I F R E Q _  =  _ ,  14)

2 0 1  FO RM AT (1 2 H 0 ____ ^ _ В Р Е М Я _ - _ ,  _ F 8 .5 /
1 23HO______ ^ З Н А Ч Е Н И Я _ Т Е М П Е Р А Т У Р / 1 Н _ / )

2 0 2  FO RM AT (4H_________ , 11F8.5)
END
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Если ввести данные DTAU —0,05, 
ТМ АХ =  0,95, N =  10, IF R E Q = 1 , то 
печать результатов имеет вид: ТЕМ­
П ЕРАТУРНО Е ПОЛЕ БРУС А К В А ­
Д РАТН О ГО  С Е Ч Е Н И Я  D T A U =  
=  0 .05000 D X = 0 ,10000 R ATIO = 
=  5 .00000 ТМАХ =  0 ,95000 N = 1 0  
1FREQ --1 .

Выше представлены значения без­
размерной температуры в каж дом  
узле пространственной сетки в  к в а д р а ­
те {п = 0 . 1, . . . .  10; т = 0 ,  1, 10) 
для  некоторых значений безразмер­
ного времени Fo. Ш аг по времени 
был выбран равным 0,05 , т. е . в 20 
раз больше, чем максимально воз­
можный шаг при решении задачи 
по явной схеме.

Таким большим значением шага 
т] объясняется появление на первом 
шаге по времени значения темпера­
туры  больше 1. Но так  как-схемы  
обладает свойством устойчивости, то 
в результате расчетов для  последу­
ющих значений времени получают­
ся  удовлетворительные результаты .

В табл. 13.1 сравниваю тся зна­
чения температуры в центре к в ад р а т ­
ного бруса, вычисленные методом 
сеток с точным решением.

Т а б л и ц а  13.1

1ремя. f-o
(ПО неян- 

ной схеме)
(ПО ючному 
решению)

0.1 0 .09333 0 ,09 883
0 .2 0 .40354 0 .40 354

0 ,3 0 ,63224 0 ,63 179

0 .4 0 ,77532 0 .7 7 4 8 6

0 .5 0 .86283 0 .86252

0 , 6 0.91624 0 .91607
0 .7 0.У4886 0 .94877

Ка

I о  о  §

с о  с  
h  о  С7) о-.
г. С-. а> 05О) СГ> СТ-.

о о о о о о о о* о о —'

irtOOOtDCNCOOO — OlOoc^ti>^iooortc4co — 
»оророоорфф^о; 'W '  W • ^  V ^05050505050:C>0>0
о о о о о о о о о о —

(М  (М  с о  Ю  0-. C S  I '  Q0 00 00 G000C0Q0a>C5O. ■ 
0 5  CFi 0 5  0 5  0 5  O i 0 5  0 5  '

p o* о о о о о о о о

0 0 5 u 0 t^ 0 5 u 3 x 0 x i c 0  inh'<£iO$>CO — 1ЛСО<СО cOtDl''C50cOy^O-. C'iiCO t^t^h-t^OOiOoCCpCiC'O
O^ ^  0 5  O^ 0 5  0 5  0 5  C": о

о о* о* о* о о "  о о  о  с’ —

0 5  —  Ci) 1Л с о  Г--

о о о о о о о о о о —

юбс^счоЬ — o m i c f o ^  Г' со O’. — со о  IC С; 'Г. о  <рС£>!ОГ-~Г-~К0СХЛО5О 0>0>0>050)0505 0-05С-0
о о* о’ о о о* о о о о —

05COTr00003t---CO:£iCNO
СООО— с ч с ч г ^ о с - ^ о  оЗ ^ о с о - —«г05«гсс^о  c£l«Ci5t'-t-~r^iX0CC'. о  С ^ 0 505 050 )0 > 0 > 005 0  о
о* о о* о о о* о о о о —’

S ^ L O ^ m o i i O  — 0 0 X 0  
- « ■ о б —■ C S Q c D O i O ' O Q  —■счео1Х)а5со^'<ог'^р <pt0t0^043t^r--00xcr-. о  Л05050^0;0>0>010>0>0

о о о о о о о о о о —’

СЧ — ОСОС̂ ЮО; lOOf'Q lOO^QOQOt^COC^fOOо — CN-̂ COĈ tO'Mt̂ 'e-p
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§ 13.3. М етоды  расщепления (локально-одномерная схема)

Метод переменных направлений нельзя непосредственно при­
менить к  з а д а ч а м ' теплопроводности с числом измерений р > 3 .  
В самом д е л е ,  ’рассмотрим р-мерное уравнение анизотропной тепло­
проводности:

V  Л , Г ;  Ч = с о п «1 .  (13.25)
(П ¿^1 дх̂

Если, ввести  р — 1 промежуточных слоев и на каж дом  слое со­
с т ав и т ь  с х е м у ,  неявную по одному из направлений и явную  по 
остальны м , ти п а  (13.10), (13 .11) , то о каж ется ,  что построенная схе­
ма о б л ад ает  д в у м я  нежелательными свойствами. Во-первых, схема 
условно устойчива  и, следовательно, 'неэкономична. Во-вторых, она 
в силу  своей несимметричности имеет лишь первый порядок аппрок­
симации по времени. Можно непосредственно построить симметрич­
ную н е я в н ую  схему для  уравн ени я  (13.25)

—  (и — 2  (13.26)
'I  ̂ ^=1

где р азн остн ы е  операторы Л;, можно аппроксимировать формулами 
типа (1 3 .9 ) ,  имеющими второй порядок аппроксимации по простран­
ственным координатам . Несмотря на то что схема (13 .26) г< этом 
сл уч ае  имеет погрешность аппроксимации 0|т)^+^/г||, применение

этой сх ем ы  нецелесообразно, т а к  к а к  она неэкономична.
И зло ж и м  идею метода расщепления. П усть требуется найти ре­

шение з ад ач и  Коши для уравнения (13.25) на интервале времени 
Предположим, что значения температуры известны .на  

слое Т; и надо  определить функцию температуры на временном 
слое Ввредем число промежуточных временных слоев, равное
размерности  уравнения (13.26) по пространству. Н а каж дом  слое

Р а
заменим в правой части уравн ени я  (13.26) V  Л ;,(у - [-и ) на рЛ,^х

л
><, (и -г-а) и в левой части выберем ш аг г\/р. Решение соответствую­

щих разн о стн ы х  задач на промежуточных слоях обозначим через 
(/г=1, 2 , . . ., р). Тогда вместо решения задачи (13.26) приходим 

к  1ю следовательному решению системы уравнений вида

=  { * = 1 .  2 ............р); (13.27)

=  =  ............=  (13.28)

Р азностн ы е  уравнения (13.27) — одномерные, гак как  операторы 
Л,, одномерны. Поэтому схем у (13 .27) , (13.28) называют еще ло- 
ко яьно -о дномерной .  Каждое разностное уравнение представляет собой



, неявную симметричную схему типа (12.4) при о = 1 / 2 .  Значит, учи- 
1 т ы в а я  устойчивость схемы (12.4), можно зак л ю ч и ть ,  что и сх ем а  

(13.27), (13.28) безусловно устойчива, так  к а к  ош ибка начальных 
данных не. будет возрастать  при переходе со сл о я  на слой. Д л я  
решения уравнений (13 .27) применяется метод прогонки , причем 
выполняются условия устойчивости прогонки, поэтом у  разностное

ре[нение и  суш естнует и единственно.
Т ак  к ак  cxeмíl безусловно устойчива, то р асч ет  можно вести 

с шагом по времени На каждом целом врем енном  слое не­
обходимо выполнить прогонки по р  н ап равлен и ям . Значит, нп к а ж ­
дый узел сетки требуется  ~ 1 0 р  действий незави си м о  от размеров 
ш агов по пространственным переменным, т . е. с х е м а  (13 .27) , (13 .28) 

' экономична. При исследовании аппроксимации с х е м ы  (13.27) , (13 .28) 
разностное решение сравнивается  с точным то льк о  на целых с д о я х ,  
а па. промежуточных решения (13.27), (13 .28) вообще не аппрок­
симируют уравнение (13 .25) . Погрешности аппроксим ации  проме­
ж уточны х слоев суммирую тся  и компенсируются т а к ,  что на целых, 
слоях  погрешность аппроксимации равна

Локально-одномерную схему можно построить и д л я  уравнения- 
с переменными коэффициентами

Однако операторы Л ^ [Г ] ,  задаваемые формулой (1 3 .3 0 ) ,  не обладаю т 
свойствами коммутативности , поэтому схема т и п а  (13 .27) , (13 .28) 
д л я  уравнения (13 .29) будет иметь п о рядок  аппроксимации

0| Л +  2  . При этом разностные операторы до л ж н ы  строитьсЯ'

по образцу наилучшей одномерной схемы (12 .38 ) ,  (12 .39 ) .  Такой ж е  
порядок аппроксимации будет  иметь и чисто н е я в н а я  локально- 
одномерная схема

(13 .29)

где

(1 3 .3 0 )

р

(1 3 .3 1 )

л р

с разностными граничными условиями I рода
А



Схему более  высокого порядка аппроксимации можно построить, 
применяя симметричный алгоритм по времени. Д л я  этой цели на 
интервале |т,, т^+г] вводится полуцелый слой т. С помощью симме­
тричной сх ем ы  типа (13.27). (13.28) вычисляем  значения приближен­
ного реш ения на полуцелом слое, затем по этой ж е схеме, только 
в обратном п о р я дке ,  к = р, р — 1, . . . .  1. перейдем на целый слой 
т,+,. П остроенная  таким  образом схем а  имеет порядок аппрокси­

мации О 2  Щг ■ Схема (13.31) мож ет  быть использована при

решении квази .тинейных уравнений теплопроводности. При решении 
задачи (1 3 .3 1 )  с  зависимостью теплопроводности от температуры на 
каж дом  слое  ( т а к  ж е  к ак  и в § 12.6) можно пользоваться двум я  
вариантами вычисления Х{р, х, Г )  — линейным и нелинейным.

В области Í2 с криволинейной границей м о ж н с  построить без­
условно устойчивую  и равномерно сходящ ую ся  с точностью

О
\

разностную с х е м у  д л я  уравнения (13 .29) , если точное решение 
Т{р,  т ) к р а е в о й  задачи непрерывно вместе со своими четвертыми

производными всюду н «клю чая гра­
ницу области 5 .  С этой целью во вну­
тренних у зл ах  области Й уравнение (13.29) 
аппроксимируем чисто неявной локальн о ­
одномерной схемой (13.31), а в нерегу­
лярны х у зл ах ,  образованных точками пе­
ресечения линий сетки с границей, зада ­
дим естественные граничные услови я  I 
рода.

Т е м п е р а т у р н о е  п о л е  ч а ш и  
у н и ф и ц и р о в а н н о г о  ш л а к о в о з а .
Рассмотрим задачу  нестационарной тепло­
проводности дл я  одного из а гр егато в  ме­
таллургического  оборудования — шлако- 
воза для  уборки доменного и сталеплавиль­
ного ш лаков. Одним из наиболее напря­
женных мест шлаковоза является  ш лако­
вая  чаша, представляю щ ая собой толсто­
стенную оболочку, состоящую из сфе­
рического сектора , сопряженного с по­
лым усеченным конусом конечной длины.

Задача рассматривается для  сфериче­
ской части чаши в сферических коорди­

натах. д л я  конической — в цилиндрических. На стыке решения со­
гл асо вы ваю тся  с помощью граничных условий сопряжения (IV рода).

Ввиду т о го  что чаша является  телом вращения, а граничные 
условия симметричны относительно оси вращения, достаточно ре­
шить зад ач у  д л я  области, изображенной на рис. 13.6.

Рис. 13.в .  Расчетная 
область



Так к ак  угол  м еж д у  образующей ко н уса  и осью вращения отно­
сительно мал (около 16°), то можно р ассм атр ивать  ко н и ч ескую  
стен ку  к ак  цилиндрическую.

М атематическая модель задачи примет следую щ ий вид:
дТ,
д\

'•* д г  \ д г
д Т Л

г дг дг

I д /■ л--------------51П О
г“ З1п д  \ дд

аг» ’

где 0< 0 < (> о , 0 < 2< 1 , 0 < т < ? .
Запишем граничные условия:

=0, 0 = 0,
ао г,

I г,

_1_ ^
г д&

д7

аГа
д г

г .

(^ = ^ о )Л (2  =  0),

=  «а (7 ’ а 1 г .  — Т'о). 2 =  ¿ .

дг г,
=а2{Гг| г , — Тс). ¿ = 1 .2 ,  0 < 0 < д о ,  0 < г < ^ .

Условие на поверхности чаши, омываемой ш лаком , представим  
в виде
■ л дТ, К

т  Г '  I  I  I  Г - +  273^^ -  (7 ^  +  273)*

{= 1 , 2. г =  /̂ 1. (■ 0 и 2 )е Г ^ ( т ) ;
дг

( д и г ) б Г ,1 ,

где (т) зависит от уровня заполнения чаши ш лаком ; к  —  т е п ­
лопроводности ш лака  и материала чаши; б — величина г а з о в о го  
зазора между ш лаком и стенкой; Т^, Т — температуры  ш л а к а  и 
окружающей среды; а^, Од, а ,  — эффективные коэффициенты т е п л о ­
отдачи стенок чаши в окружающую среду ; а  — тем пературопровод­
ность материала чаши.

В начальный момент времени задана тем п ератур а  чаши Г^|т=о =  
= Т о {( — 1. 2). р авн ая  температуре окруж аю щ ей среды (Т^— Г д ) .  
Физически это соответствует моменту первой зали вки  ш лака в ч а ш у .

Д л я  перехода от дифференциальных уравнений к конечно-разно­
стным уравнениям введем в расчетной области сетку . Д л я  э то го  
отрезки (О, дп) и (О, 1)  вдоль образующей чаши разобьем со о твет ­
ственно на /VI — 1 и Л/з — V , равных частей с шагом =  г\/(Л'1 — I) 
в сферической части и с шагом hJ—L|{N̂ ¿ — в конической. А н а ­



логично, отрезок {R ,̂ разобьем на М — 1 равных частей с ш а­

гом /1. =  — - Точки вдоль образующей чаши пронумеруем от 
М — I

1 до в сферической части, от Л 1̂ +  1 до  N2 — в конической. 
Точки по нормали к  образующей пронумеруем от 1 до М.

Значения т ем п ератур ы  в у зл ах  сетки обозначим нижними, индек­
сами к и /. Поле тем п ератур  на сетке рассматривается  в фиксиро­
ванные моменты времени с некоторым шагом 1) от О до / так ,  что 
0<т<^, т̂  = п1.(»--0, 1, //Г))-

И спользуя  локально-одномерный метод, заменим исходную к р ае ­
вую  задачу  разностной:

— Ц -(з1п (> ц-)а  (А = 1 , 2 ............М);
Т] г? Ч Ш д ;

/=2, Л?г— 1; ¿ = 0, 1, р), р =  (!х\\ (13,33)

— номер сл оя ,  соответствующий сты ку  сферической части с ко­
нической; =

— « л ,  8 +  .¿ —  I
— А.------ =  0 (/^ -1 ,  2 ............/И): {13.34)

г.Щ

^  2............М ); (13 ,35)

/) =  а ( ^ - ) ,  {к=\ ............М ; ¡ = N , ^ 1 ,  N̂ ■

(13.36)

—Я (З^А , л* .-2 )  =  2 Л ^ (аЛ  (1^*. л/, 1г. — Т^);
(13.37)

Ы * , , - ( ф 1 ) * , ; = - ^ ( ^ ' ( ф ! ) г ) .  ( * = 2 .  М - 1 ;  , =  1............

(13.38)

где  I — коэффициент формы, равный 1 и 2 в  цилиндрических и сфе­
рических координатах  соответственно; Ф1= и ,

, 3 (ф/)м,  ̂—  4 (Фг)л1- 1, ¡ + Ы ) м - й ,  i  
—А — ((Ф 1)л1 .  ̂1 г . —  Т 'с)

г.2Н,

{/ =  1 . 2 ;  (13.39)
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2Л, Г “' ■ 6
- Г . . л +

А.=

/ = 1 . .

• 2Нг

N. (1 3 .4 1 )

Полученные сеточные уравнения реш аем  методом прогонки.
Из разностной схемы (13,33) с помощью рекуррентного с о о т н о ­

шения

I — V * .  /4-1 “ Ь Р * .  / (13.42)

получаем общие коэффициенты прогонки  д л я  сферической ч а с т и  
чаши:

У*, г

Р..

/+|
51П '0,+ , +  81п 0 , (1 — \л. ;- , )  +  Л^ г\ 81пО/(аТ1) 

5Ш ОуРл ; _ 1  +  и* г\ 51П ^;/(0П)

51п д , +  ,Ч-з1п !■>, (1 — +  г\  51П Ь)!{аг\)

(13.43)

где  / =  2, . . . .  Л̂ 1 — 1; к —\...........М.
Из граничных условий (13.34) и соотношений (13.43) при /_=2 

найдем ,, р* I, а затем по формулам (13.43) вычислим у* /, р* г 
( у ^ = 1 .  2 ...............М ;  / =  2 ................... Л^1 —  1) .

Из разностной схемы (13.36) с помощью соотношения, а н а л о г и ч ­
ного соотношению (13.42), получим- формулы коэффициентов п р о ­
гонки для  конической части чаши:

У к. ¡=-
Н

\+2R~Ryk.  Г-, \ + 2 R - R y ^ , l - г
13.44)

где /̂  = a ц ¡ h i ,  — i ;  /г=1, 2, . . . .  М .
Из граничных условий (13.35) , соотношений (13.42) и (1 3 .4 3 )  

при /~Л\ — 2, ¿VI — 1, соотношений (13.44) при /--Л^1-Ь1 н а й д е м  
■У;̂  .V и рй N , а  затем по формулам (13 .44) найдем у* / / (^  =
- 1...........М ; / =  Л^1+1, . . . ,  Л^2— 1).

П ользуясь  граничным условием (13 .37) и соотношением т и п а  
(13.42). найдем Wk ы,, а затем по ф ормулам  (13.42)

Л ',............1), «й, ,(/ ---1 ............................ /̂ 1 — 1); к ^ \ ,  . . . .  М .



_ _ А Л
Теперь по известным / и и*, , найдем / и «* ,  /. Из раз­

ностной схемы (13.38) с помощью рекуррентного соотношения

(’Pí)A+l. /=^*+1. /(ф/)*. ; +  I (/ ^ 1 .  2) (13.45)

получаем общие коэффициенты поперечной прогонки:

1к. ¡ = Г‘̂  _ |/2^^^| 1+ ^ / ' I ’' k -  |/2 +  ''1+1/20 /)]!;

(Ф0>, ;+^Ч+1/2'^* + ». I_______ (13 46)

'■* -  1/2+ '’*+1/2 (̂  ~  *-1, /)

гд е  Н‘ =  а/[Н/^) (/ = 1 .  2; ^ = М - 1 ,  . . . .  2; / = 1 ,  . . . .  Л̂ )̂-
И з граничных условий  (13.39) и соотношений (13.46), взяты х 

при к —М — \, найдем ^ затем по формулам (13.46) вы­
числим /, V*, I (к =  М  — 1, . . ., 2; /---1, . . . .  Л̂ г)-

Из граничных условий  (13.40), реш ая уравнение 4-й степени, 
или из граничных условий  (1 3 .4 ! )  с помощью соотношения (13.45)

найдем ^ 1. ,  и а затем  по формулам (13.45) вычислим и*.

{/=1, . . . .  Л',: к =  2. . . . .  М).
Аналогичные вычисления производятся при переходе со слоя 

(¿ +  1)11 на слой (1 +  2) и т. д.
В табл. 13.2 приведены результаты расчета одного из вариантов 

задачи : граничное услови е  (13.40) линеаризовано путем введения

Т а 6 л и и <) 13.2
Изменение температуры  во времени в характерных сечениях чаши

Время, 
мн н

Температура н
° С

сечении /. 1емперятура в сеченнн 11.  
С

Температуря н сеченин 1/1.
с

ииутрекния
поверхность

ннешннн
поверх.

иость
внутренняя
поверхность

внешнян
поверхность

ннутреннии
понерхиость

инешння
поиер«ность

15 ,5 179.9 9 8 . Ü 3 4 1 ,У 176,7 394 ,9 205 ,5
31 269 ,0 188 ,7 483 ,4 33 4 ,7 546 ,5 376 ,5
4 6 ,5 338 ,6 2 6 6 ,3 5 7 6 ,2 447 ,7 641 ,9 4 9 2 ,9
7 7 ,5 432 ,4 3 7 1 ,7 669 ,2 5 6 0 ,0 730 ,6 5 9 8 ,9
93 459 ,5 4 0 2 ,6 684 .6 581 ,0 742,4 6 1 6 ,0

■ 124 483 ,2 4 3 2 ,9 680 .7 588 ,9 731 ,8 • 61 7 .8

П р и м е ч а н и е .  Сеченне / — дно чаши (д=С). сечение // — стык сферической и ко­
нической частей чаши г=»0); сечеиие /// — район опорного кольцо чаши (г=1,'>Э2 м).

эффективного коэ(|)фициента теплоотдачи определенного экспери­
ментально.

В расчете приняты следующие значения величин, входящих 
в математическую модель : —75°; /. =  2 .576 м; /=-155 мин; /?1 =  
=  1,07 м; / ? г - 1 ,1 7  м; Лй =  1,5"; Л ,=0,01 м; /1,=  0 ,1288 м;

т 1 - 9 3 0  с; Г ,  =  Г„ =  20=С; р =  7850 кг/м^.

V*. / =
1 +  Н‘



Теплопроводность и удельная  теплоемкость материала чаш и 
{стали ЗОЛ) считались постоянными; Я- 3 2 .5 6 5 6  В т '(м -К ) ,  с =  
= 0 ,6 7  к Д ж / (к г -К ) .  Температура ш лака  и эффективный коэффи­
циент теплоотдачи от ш лака к стенке на гр ан и ц е  з а д а в а л и сь  
линейными функциями времени;

Г.щ- Г ,  - { Г 1 — ^Л1) .

где Т^=\ОЬОХ\ \1 , =  т  Вт;{м'^-К); ^ i2 -5 3 ,5  ВтДм'^-К).
Эффективные коэффициенты “геплоот- 

дачи иг, а »  определились в виде суммы 
«с+ (а^ ,) ; ,  где а р - - 9 ,3  Вт/(м‘'‘ -К);

А1(им ./+27Э)* -{Т,+2?3}* ]
Ю / =  — Чм. ¡ — Т'с, 
Аг-АЛЛО-^  Вт/(м2.К");

Рис. 13.7 . Распределение тем­
пературы в сечении ///:

' — т=15.б м и н ,   ̂ ~  т * = 4 6 . 6  м и н .  
3 — т = 1 2 4  мин

/ =  1...........N..
Аналогично определялся  коэффици­

ент ц,.
Расчетная область но сучению чаши 

была разбита сеткой с количеством у з ­
лов 7 1 x 1 1 .  Программа составлена на 
язы ке  Ф О Р Т Р А ! ! .  Время счета и печа­
ти значений температур для  одного мо­
мента времени на ЭВМ ЕС-1022 соста­
вляло  45 с*

11роведепные исследования показы­
вают (рис. 13.7). что в начальный пе­
риод времени после заливки  ш лака по 
толщине стенки чаши возникают наи­
большие градиенты температуры . С увеличением времени по мере  
прогрева чаши происходит выравнивание тем п ератур  по сечению 
стенки

Ниже приводится список основных идентификаторов и т е к с т  
программы.

С п и с о к  и д е н т и ф и к а т о р о в ,  и . УР — массикы значений температур на
Л

целом и полуцелом слоях ( 1 1 и* УР — м« ; ) :  Л, В , О — массивы ковф. 
фициешоп продольной и поперечной [>рогонки ( А - - у-  В ~  Р — V); 
■‘ЕТ — чассин значений угла д  ( 0 < 0 < § о ) ;  — массии значений радиуса г  

А1РА. АЬР !,  АЬР2 — массив коэффициентов геплооглачи от стенок 
чаши а воздух (АЬНА ~  а. ,̂ АЬР1 -*• а^. А Ь Р 2 ~ а 4 ) ;  Т — массив момептоь нр«- 
менн; НК — шаг по радиусу (НР ~  >г̂ ); НТЕТ — шаг по у гл у  д  (НТЕТ ~  /1̂ )  ; 
Н 2 — ша1 по оси г (вдоль конической части) {Н2-— Л*); Н Т — шаг по времени 
^НТ ~  т|); АТ — температуропронолпость (АТ ~  а ) ;  LJAM DA — теплопроводность 
(ЬЛАМПА~Х); ТТ — температура ¡илака (ТТ — Тщ); Ь —  количество моментов

* Численные расчеты на ЭВМ выполнены В. И. Завелионом.



времени ( L ~ í / i i ) ;  T S — температура окружающей среды (Bo;iÄyxa) (TS — Г(;); 
N i — номер слоя, соотнетстнующий стыку сферы с конусом; N 2— номер слоя 
в продольном напранленин. соотнетствуюишй торцу чаиги; M l — число точек по 
толш,ине чаши (г*. ............ M l ) .

DIMENSION А (11,71), В  (11 ,71) , U (11.71), UP (11 ,71) ,
* Т Е Т (5 1 ) ,  R ( l l ) ,  A LF2(11 ) . D ( 1 1 . 7 l ) ,  Q ( l l , 7 1 ) ,  A L F l (71).
* A L F A (7 1 ) ,  Т ( 1 0 )

RE A L LJA M D A
DATA H R / 0 . 0 1 / ,  H Z /0 .1288/ , N1/51/, N2/71/, M l ; l l / ,

* L / I 0 / .  T S / 2 0 ./ ,  P I/ 3 .1415926/. H T / 9 9 0 ./
* J 7 = 6 9  

P 7 = J 7  
M==]
DO 7 0  1 =  1, Ml 

7 0  R ( I ) - 1 . 0 7 + ( 1  -  1 ) *  HR
B l = P l / 1 8 0 0  ■ .
B 2 - P I / 1 8 0 0  * 75 
M J 1 = M )  — ]
N11 =  N1 -  1
N22 =  N 2 - 1
N 1 2 - N 1 4 - 1
U A M D  A =  2 8 -/ 3 6 0  0
AT ==28./ 0 . 1 6 / 7 8 0 0 / 3 6 0  0
H T E T - ( B 2 — B1)/N11
DO 1 1 = 1 ,  N1

1 T E T  ( I ) = B ) 4 - ( )  -  1) * HTET 
D O '2 I= * l ,  L

2 T ( I ) = H T  * 1 
DO 3 1 =  1, M l
A L F 2  ( ] )  =  (8 +  4.1 * l .E  — 0 8  * 4 * 293 ** 3 )^ 3 6 0  0  
DO 3 J  =  l ,  N2
A L F l  ( J )  =  (8 +  4.1 * l . E — 0 8 *  4 *  2УЗ ** 3 j / 3 b 0 0  
ALFA ( J ) = A L F 1  (J)

3 4 (1. J )  =  2 0 . 1
24 CONTINUE

T T = 1 2 0 0 . - 2 0 0 . / L  * M 
DO 4 1 =  1, Ml
A (I. 1) =  H TE T ** 2 *  R ( l ) *  S ! N ( T E T ( 2 ) ) *  R(I)/HT/AT/

* (SIN (T E T  ( 2 ) ) - 3  * SIN (TET ( 3 ) ) ) + l  
A  (I ,  2) =  l . / ( 4 - 3  * A (1. 1))
В (I ,  1 ) = U  (1. I) * HTET 2 * R (1) 2 * SIN

* (TET (2))/HT/AT/(3 * A (1. 2) * (SIN (TET (2)) *
* ( 1 _ A  ( I .  I)) +  HTET * * 2 *  R (I )  ** 2 *  SIN (TET (2))/
» HT/AT) — SIN (TET (3)))

DO 5 J = 2 ,  N11
H =  H T E T  ** 2 * R (I )  ** 2 * SIN ( TET (J))/HT/AT 
Z = S IN  (T E T  (J  +  1))+SIN  (TET (J ))  # ( 1 - A ( 1 ,  J _ l ) ) - | - H  
A (I .  J ) = S I N  (TET ( J + l ) )/ Z

5 В (I. J ) - : ( S I N  (TET (J)) * В (I. J  -  1 )+ U  (1, J )  * H)/Z



X A = - 0 . 5 / H Z  
XB =  2./HZ
X C = - 1 , 5 / H Z -  l/R ( I ) / 2 / H T E T - f ( - 4  * A (I. N1 -  1 )4 -

* - i - 3 + A ( l .  N1 - 2 )  » A (1. N1 -  1))
X D - ( 4  * В (1, N 1 - 1 )  — A (1. N1 — 2) * В (1. N1 — 1) —

-  В{1, N1 - 2 ) ) / R  i l) '2/H T E T  
XR =  AT * HT/HZ ** 2
A (1, N 1 ) - ( X B *  X R - b ( l - r 2 *  XR)  * XA)/XR,'(XA — XC)
1 1 -1-2 * XR -  XH * A (I. N1)
A {1. N1 T-1)- -XR/Z
В (1. N i ) - ( X A  * U (4, N1) — A (1. N1 i - l )  * XD * Z)/

* (Л (I,  M - ; - l )  -̂- ХС » Z — XA * XR)
DO 6 J N12,  N22
A (1. J)  - XR ( ( 1 + 2  * XR)  -  XR * A (1, J -  1))

6 В (1, f) - ( XR  ̂ В (Í. J  -  l/ - f  U (I .  J)) ( И - 2  * X R -  
.. XR * A (I. J -  1})

UP (1, N2) =  (?  * ALK2 (1) * T S  * HX/LJAMDA +  4 *
* В (Í . N22) -  A (I, M22 — 1) * В (1. N22) -  В (1, N 2 2 —  1))/
* (З н2  * AI.F2 (1) 11/ ;иЛЛ\1)А  -  4 * A (1. N22) +
-f-Л (1. N22 -  1) * A( l ,  N22))

DO 7 J--T I, N22 
K . N 2 2 - J H - 1  

. 7 UP (1, K ) - U P  (1. K f  I) * A ( i .  K ) + B  (1. K)
4 CONTINUE

DO 8 .1 -  1, N !
ALFl  ( J )  =  — A LFl (J)
D ( M l .  . I ) - ( H R  ** 2 * R (M l — l ) / A T / H T - 3  *

* R ( M l - 2 ) - l - R ( M l ) ) / ( R ( M l ) - 3  * R(M1 -  2) -  2 *
* [ ^ (wi  _ 2 )  * ALFA (J) * H R / U A M D A )

Z1 :U P  (M l - 1 .  J)  * Í2 * U A M O A / H R - O  ( Ml ,  J )  »
* (3 * LJAA\DA/2/HR +  AL.FA ( J ) ) ) - f  A LFA  (J )  * TS *
* () — A T  * HT/HR 2/R (M l — I) * ( D( M1 .  J )  * R ( M 1 )  — 
_ R ( M l ) - R ( M l - 2 ) ) )

Z2=-(3 * LJAMDA/2/HR +  A LFA  (Л)) -  1 — AT « HT/HR
* 2/R (M l — ! )  * (J) ( Ml .  J )  * 'R ( M ) ) - R  ( A \ l ) -
* {Ml  - 2 ) ) ) - A T  * HT * R (M1)/HR ** 2/R ( Ml  — 1) *
* 2 * L J A M D A / H R - D ( M 1 ,  J )  * (3  * LJÄMDA/2/HR +
-f-A[.FA (J")))

Q( M1 ,  J )  =  71/Z2 
DO 9 1 = 2 ,  M i l  
K = M i  -  I +  l
Z 3 - 1  -  AT * HT/HR ** 2/R(K)  * (D{K +  1 , J )  * R ( K  +  l )  — 

_ R ( K - r l ) - R ( K - l ) )
D (K , J )  =  AT * HT * R ( K -  1)/HR ** 2/R (K)/Z3 
Q ( K ,  J )= ^(U P (K . J)H-AT * HT * R (K  +  1)/HR ** 2 / R ( K )  * 

. Q (K +  1, J ) )/23
9 CONTINUE

A L = ( 1 5 2 . - 1 0 6 . / L  * ( M -  l) )/36  0  0  
IF ( J .L E .J7 )  A L - A L  * ( 1 - 2  * ( P 7 - J ) / P 7 / 3 )



A L = - A L
IF ( J - J l )  1 0 .  1 0 ,  II

1 0  U (1, J ) = ( - 2  * A L  * TT .  H R / L J A M D A - D  (3. J )  #
* Q (2, J ) - Q  (3 .  J ) + 4  * Q (2, J))/(D (3 . J )  * D (2. J ) -  
- 4  * D (2, .1 )4-3 - 2  * AL * H R/U A M D A)

GO TO 12
n  4 {1, J )  =  ( - 2  * A L F l (J) » T S  * H R / L J A M D A - D  (3, J )  »

* Q (2,  J ) - Q  (3 , J ) + 4  * Q (2. J ) )/D (3 , J )  * D (2 , J ) -  
- 4  * D (2 , J ) + 3  — 2 * ALFl (J) * HR/l.JAM DA)

12 DO 13 1 =  1, M i l
13 U (1 +  1, J )  =  D (1 +  1, J)  * U (1, J ) + '^  (1 +  1, J)

A LFA  ( J ) = ( 8  +  4 . l  .  l . E - 0 8  * ({U ( M l ,  . l )+ 27 3 )  -  4 -
* - ( T S + 2 7 3 )  **  4)/(U (Ml ,  J ) - T S ) ) / 3 6 0 0  '
' A L F l  ( J ) = ( 8 + 4 . 1  * l . E - 0 8  * ((U (1,  J ) + 2 7 3 )  ** 4 -

.  - ( T S + 2 7 3 )  **  4)/(U (1, J ) - T S ) ) / 3 6 0  0
8 CONTINUE

DO 1 4 J = N 1 2 ,  N2 
T T = 1 2 0 0 . - 2 0 0 . / L  * M 
A L F l ( J ) = - A L F 1  (J)
IF ( J .G E .6 5 .0 R .J .L E .6 8 )  T T = 1 2 0 0 . - 5 0 . / L  * ( M -  1)
H l  =  -L JA M D A / 2 / H R / A L F A  (J)
Z = 3  +  l ./ H l
H = A T  * HT/R (MI)/HR/HR
D ( Ml ,  J ) = ( 3  * (R ( M l ) - 3  * H R / 2 ) -  l . / H - R  ( M I ) +

* +HR/2)/(Z * (R ( M l ) - 3  * H R / 2 ) - R  (M l)+ H R / 2 )
Dl =  l + H  * R ( M l ) - 3  * HR/2+(R ( M D - H R / 2 )  * (1 -  

- P  ( M l ,  J)))
D ( M l - 1 ,  J ) = l . / ( 4 - Z  * D ( Ml ,  J))
Q ( Ml .  J ) = ( U P  ( M l .  J )+TS/H 1 # D (M l -  1. J )  * Dl)/

* (D1 * Z * D (M l  -  1, J ) - H  » (R ( M l ) - H R / 2 ) )
EiP 15 I=»2, M i l
K = M l  - I  +  l
H = A T  * HT/R (K)/HR/HR
Z = l + H  * ( R ( K ) - H R / 2 + ( R ( K ) + H R / 2 )  * ( 1 -  D ( K + 1, J))) 
D (K . J ) - H  * (R (K ) - H R / 2 )/ Z
Q (K , J ) = ( U P  (K , J ) + H  * (R (K) +  HR/2) * Q ( K + 1 .  J))/Z

15 CONTINUE
A L = (1 5 2 .— 1 0 6 . / L  « (M — l ) )/ 3 6 0  0  
IF ( J .L E .J7 )  A L  =  A L  * ( 1 . - 2  * ( P 7 - J ) / P 7 / 3 )
A L = - A L
IF ( J - J 2 )  16, 16, 17

16 U (1,  J ) = ( — 2 * A1 * TT * H R /U A M D A  — D (3. J)  *
* Q (2, J ) - Q  (3 . J ) + 4  * Q (2. J))/(D (3, J )  * D (2. J ) -
— 4 * D (2. J ) + 3  — 2 * A L F l (J )  * HR/LJAMDA)

GO TO 18
17 у  J )  =  ( —2 * A L F l (J) * T S  * H R / L J A M D A - D  (3. J )  *

* Q (2,  J ) - Q  (3 , J)  +  4 * Q (2, J))/(D (3 . J )  * D (2. J ) -  
- 4  * D (2, J ) + 3 - 2  * M ? \  ( J )  * HR/LJAMDA)

18 DO 19 1 =  1, M i l



19 и  (14*1. J ) = D  (I +  l ,  J )  * U (I ,  J ) + Q  (1 4 -1 ,  J)
ALFA (J )  =  ( 8 4 - 4 .1  * l .E  — 0 8  * ((U ( M l .  J )  +  273) 4 —

* - ( T S 4 - 2 7 3 )  ** 4)/(U ( M l .  J ) - T S ) ) / 3 6 0  0
A L F l (J )  =  (8 4 -4 .1  * l . E - 0 8  * ((U (1.  J ) 4 -2 7 3 )  ** 4 —

.  - ( T S  +  273) ** 4)/(U (1, J ) - T S ) ) / 3 6 0 0  
DO 8 0  1-=1, M l
ALF2 (1) =  (84 -4 .1  * l . E - 0 8  * ((U (1, N 2)4-273) ** 4 —

* - ( T S + 2 7 3 )  ** 4)/(U (I. N 2 ) - T S ) ) / 3 6 0 0  
8 0  CONTINUE

14 CONTINUE
WRITE (3, 2 0 )  T (M)
WRITE (3 .21)
WRITE (3 ,22)
WRITE (3 ,23) (I , 1 =  1,11)
WRITE (3 ,22)
WRITE (3 ,25 )
WRITE (3 ,22)
WRITE (3 ,21)
DQ 36 J = l j 5 1 , 2  
W R iT 5  (^ 2 2 )
WRI TE (3.2&) J ,  (U (1, J ) ,  1 =  1,11)
WRITE (3 ,22)
W'RITE (3 ,21)
■WRITE (3 ,22)
W RITE (3 ,27 )
WRITE (3 ,22)
WRITE (3 ,21)
DO 28 J = 5 2 ,  71 
W R IT E  (3 ,22)
WRITE (3 ,26 ) J ,  (U (1. J ) .  1 - 1 . 1 1 )
WRI TF (3 .22)

28 WRITE (3 ,21)
2 0  FORMAT ( 2X.  ’T =  '. F 6 . 0 )

21 FORMAT ( 2X,  117 ( * - ’))
22 FORMAT (2X.  Г .  5X,  T .  11 ( 9X,  T ) )
23 FORMAT ( 2X.  1’ , 5X,  Г .  11 ( 3X,  I = ' .  12, 2X,  1 ))
25 FORMAT ( 2 X,  T ,  ’С Ф Е Р И Ч Е С К А Я  Ч А С Т Ь ’ . 98X, I )
26 FORMAT ( 2X.  T ,  ’J =  ' ,  13, 'V, 11 (F 9 .4 , T ) )
27 FORMAT ( 2X,  ’Г ,  'К О М И Ч Е С К А Я  Ч А С Т Ь ’ . 99X. I )

IF ( M - L )  4 0 ,  5 0 ,  5 0
4 0  M =  M -l- l  

GO TO 24 
5 0  STOP 

END

Задача 13.1. Определение полей температур при затвердевании и охлаждении 
отливки прямоугольного сечения (х. о песчаной форме {х. у  е  Йа) сво ­



дится к решению нелинейной нестационарной сопряженной краевой задачи тепло­
проводности; дифференциильное уравнение

.дт д , д т  \ а л аг \
1 7 }  ' - ^ е а . и п « .  т> 0 ,

-где теплофнзические коэффициенты с.  р. X — функции температуры, принимающие 
различные значения в областях 2̂, (¿=»1, 2): начальные условия задаются н мймент 
заливки жидкого металла в форму:

Т { 0 . х . у ) ^ Т , .  X, y ^ Q ,  а0<х<(1,/\(0<у<Ь1)) .
Г  (О, X. у ) ^ Т п ,  X, y e . ^ 2 ^ { d , < x < : d ) A i Ь l < y < b 2 ) ) .

где Г | — температура заливки металла; Гд — начальная температура песчаной 
формы; Ь, ^|, — характерные размеры; граничные услоиия вдоль осей коор­
динат X и у

а г (т ,  0. у)/ал-.*о. а г ( т ,  0)/а>-=.0: ^

граиичные условия па поверхности формы
• - ? .о Г (х ,  '1. г ) ' с )^ = а  [ Г  (т. й, у)  — Гс|;
—\ д Т { 1 . х. Ь )1 д у=-а [Т  (т, х. Ь) — Гс).

1ле .«  — эффективный коэффициент геплоотдачи на поверхности системы тел; 
Г,, - тем п ер атур а  окружающей среды.

Испольчуя метод переменных направлений, разработать алгоритм решения 
■сф()[)мули[)01и и т(1Й краеной задачи.

Задача 13.2. Нестационарное осесимметричное распределение температуры 
в орп;гропном полом цилиндре конечной длины при копвектинном теплообмене на 
-в:ех его поверхностях описывается уравнением

ОТ , •, а*г 1 аг \ , а»г
'Р , ■=̂/■1 + , )+^? „ . Rl<^<H2, и<г</, ат  \ аг* г  д г  } аг*

с  начальным и гр<^ничными условиями 
Т — 0„ ( г ,  г) при т=аО;'
Х^дТ/()г=а2[Т  — 0 а  (2, т)] при 
X, а Г / а г= — «1 \Т— 0 ,  (г , т)] при r=‘ R2',
ХгаГ/02=»а4 } Г — 04 (г, т))  при 2= 0 ;

Х г а Г / а г * —аз (Г  — 08 ('■. т)1 при г^1 .

Исполыуя локально-одномерный метод, записать разностную схему, соответ- 
сгвующую сформу;1ированной краевой задаче.



КРАЕВЫЕ ЗА Д А Ч И  СТАЦ И ОНАРН ОЙ  ТЕПЛ О ПРО ВОД НО СТИ

§ 14.1. М етод счета на установление

< К р аевая  задача  стационарной теплопроводности в теле С?, о г р а -
I ниченном областью 5 ,  при граничных усл о ви ях  I рода з а п и ш е т с я  

в виде

d iv (Я (p )¿ г a d r (p ) )+ (y ^ , (^ з )= 0 ,

7 ’ (Р)\ь р е  5 ,  I * ■ ^
/

где р=р(х^ ,  Хз, . . — точка к-мерного пространства.
Поставим в соответствие стационарной задаче (14.1)  н естац и о н ар ­

ную задачу  теплопроводности с тем  ж е  граничным условием и п р о ­
извольно выбранными начальными данными:

д в { р ,  т)/дх=^6\\ {l{p)gTa(\Q{p, x))^q„{p) ,  
p ^ Q ,  т > 0  (ср=  1); 
в (/ ) ,  0 ) = f ( p ) ;

^Нр < -^)\s=g{p)-

(Н.2>

Д л я  того чтобы сравнить решение Т  (р)  стациойарной (1 4 .1 )  
и решение 0  (р, т)  нестационарной (14 .2 )  задач , рассмотрим ф у н к ­
цию ф(р, т) =  в(/7, т) — Т(р) .  Если из уравнений (14.2) в ы ч е с т ь  
соответствующие уравнения (14.1), то д л я  функции г1’ (;0, т) п о л у ч и м  
нестационарную краевую  задачу:

бу^(р, х)/дт=6\\ {K ip j g v ad -^ ip ,  х)), т > 0 ;

ПЧР. f ^ ) = % { p ) = f ( P ) ~ T ( p ) i  
4>(р  ̂ T) l s = 0 ,

(1 4 .3 )

где без ограничения общности т|)о(/̂ ) м ож но  считать п роизвольной  
функцией.

Применяя метод разделения переменных (см. ^ 3 .1) , з а п и ш е м  
решение задачи (14 .3 ) в  виде ряда

СО •

^(Р* A^ц>k{p)Q í̂p{—Ĥ )̂f ( 1 4 .4 )
к^1

где фь и — собственные функции и собственные числа со о тветст ­
вующей задачи Ш турма — Л и уви л л я ;  — коэффициенты р а з л о ж е ­
ния начального у сл ови я  по системе собственных функций.



Известно, что собственные функции задачи Ш турма — Л иувилля  
об р азую т  полную ортонормированную систему в 6 ( р ) ,  а собствен­
ные значения |Д),>0 и образую т неубывающую последовательность

. . .  . (14.5)

Оценим норму функции ■ф(/?, т) с учетом свойств собственных 
•функций и собственных чисел;

1/2

X
1/2

У  Л ^ е х р ( —2iifcT) < е х р ( —^ iT)x
. *=1

=  е х р ( —^А,т)|И’„(/’ ) ; к , .  (14 .G)

Вспоминая определение функции ij^(p, т), из неравенства (14.6) 
заклю чи м , что при т -► оо функция \р(р, х ) -*■ О и решение неста­
ционарной задачи в ( р ,  т) среднеквадратично сходится к решению 
Т ( р )  стационарной задачи . Можно показать, что если решения Т (р) 
и <"Цр. т) имеют в области равномерно ограниченные п о т  произ­
водные, то сходимость S ( p ,  т) к Г ( р )  при т оо будет равномерной. 
Н етр удн о  понять, что в качестве решения стационарной задачи
(14. 1)  можно взять  решение нестационарной задачи (14.2) при 
достаточно большом значении времени т.

Такой способ реш ения стационарных задач назы вается методом 
у ст ан овл ени я .  Применение этого метода д ает  возможн9сть решения 
стационарных задач теплопроводности известными методами решения 
н е  одномерных по пространству нестационарных краевы х  задач 
теплопроводности (метод переменных направлений, метод дробных 
ш аго в  и др.), причем сам  процесс установления стационарного 
р еж и м а  интереса не вы зы вает .  Более того, часто он является  функ­
цией последовательных приближений и лишен смысла. Само уста­
новление стационарного режима теплопроводности происходит до­
вольно  быстро за счет экспоненциальной зависимости решения от 
начального  распределения температуры. Из оценки (14.6) видно, 
что если требуемая точность -» -е ,  то расчет надо вести до значения 
т  =  т*:

T* =  ( l /^i i ) l n( l /e) .  (14.7)

Рассмотрим некоторые вычислительные аспекты  применения 
метода установления.

Д л я  рен!ення нестационарной к-мерной задачи (14.2) можно 
применить один из экономичных методов (см.  ̂ 13.2. 13.3). Д л я  
того  чтобы установивш ееся распределение температуры  было доста­
точно близким к решению Т  (р) стационарной задачи, необходимо 
вы бирать  достаточно м ал ы е  шаги ц и /1^(1<^<к). С другой стороны 
( т а к  к а к  нас не интересует  сам процесс установления), д л я  умень­
шения вычислительных затр ат  на решение стационарной задачи 
ж елательно  выбрать ша! по времени м аксимально  возможн1)1м. 
Поэтому ж елательно  найти оптимальный ш аг Цц по времени.



Рассмотрим двухмерную  
с граничными условиями

задачу  стационарной теп лоп ровод н остч  
рода в прям оугольнике :

=  0<Л<£/, 0 < у < 6 ;
дх'  ̂ ду  ̂ я 

т  (X. у)  и  у).
(1 4 ,8 )

Задаче (14.8) поставим в соответствие нестационарную з а д а ч у ;

(л:, у) _
дг ду  ̂  ̂ Я. ’

0 < х < ^ ,  0 < у < / ? ,  т > 0 ;  ( 14 .9 )

в ( х ,  у . 0) =  /(х . у);
V. т)],ч = ц (х .  у).

Д л я  решения задачи (^ .Э )  одним из экономичных методов в о б л асти  
( ) < у < 6 }  Ешедем равномерную  сетку {х,  ̂=  пк^, 

и</2<Л', и < т < ; И } .
Е:сли применить метод переменных направлений (13 .10 ) ,  (1 3 .1 1 ) ,  

то можно п оказать  (см., например, (42|), что оптимальный ш а г  по 
времени выбирается по формуле

Г], ( 14 . 10)

\
причем дл я  достижения заданной точности расчета е необходимо 
сделать минимум Ф  шагов

т /  > 1 / , ^>М->/2/ 1 , 1 \->/2 , 1 - / 1 ^ 1 1 .ф Г1о) = ---- : ------ ------ /------------ 1п---- , ( 1 4 . И )
“ Л \Л/2 ‘ М “ / I 6* /

Сравнение выражений (14-7) и (14. 10)  дает

ф  ( 1 1 , , ) =  —  

ч..

Исследование локально-одномерной схемы (13.27), (13 .28) п р им е­
нительно к задачам  (14.8), (14.У) п о казы вает ,  что формулы ( 14 . 10 ) ,
(14.11) справедливы  и в этом сл уч а е .

К сожалению, опенки типа (14 .10 ) ,  (14.11) уд ается  п о луч и ть  
только для  кр аевы х  задач с известными границами с п е к т р а  р а з ­
ностного оператора. Однако формулы (14 .10) , (14.11) м ож но  и сп о л ь ­
зовать и при решении более с .ю ж н ы х  задач . Например, прл иссле­
довании температурных полей в о б ластях  сложной формы м ож но  
подставить в (14.10)  характерные размер!.) области, число у зл о в  
сетки !1 определить порядок величины к) .̂ Значение г)ц о к а з ы в а е т



сущ ествен н о е  влияние на число шагов Ф(Ло)* необходимых для 
у с т а н о в л е н и я  нестационарного решения с заданной точностью. 
]к а ч е с т в е н н а я  картина зависимости Фе (л) п оказан а  на рис. 14.1. 
М и н и м ум  кривой Фе (л) достигается  в точке =  Неболыиое 
о ткло н ен и е  ш ага от оптимального  значения увеличивает требуемое 
ч исло  ш агов  Ф  во столько  р аз ,  во сколько  т\ отличается от

Так к ак  в общем случае неиз­
вестно необходимое число шагов по 
времени для  достижения установле­
ния решения, на п рактике  вычисле­
ния прекращают при выполнении од­
ного из условий:

1|и — u f | < e ;  ( 14 , 12 )

l j i - a [ | < e [ l - i A : ^ \  ( 14 . 13 )

\  ñ u ~u \ ] J

Условие (14.13) я в л яется  более на­
дежным по сравнению с условием 
эффективность метода установления 

ув е л и ч и в ае тс я ,  если при расчетах  использовать оптимальный .ш аг 
rio по временной переменной. Д ругой  эффективный прием уменьше­
н и я  требующегося времени счета на установление заключается 
в к о м п л е к с н о й  о р г а н и з а ц и и  р а с ч е т а .

С у т ь  ее заклю чается в следующем. В пространственной области 
Q (р) строится последовательность сгущ аю щ ихся вдвое сеток. На 
исходной , самой грубой, сетке  задаются начальные значения темпе­
р а т у р ы ,  которые можно выбирать и из физических соображений. 
Т а к  к а к  число узлов сетки  в этом случае невелико , то установление 
д о сти гается  при небольшом числе вычислений. Полученное решение 
интерполируется  на следую щ ую , более мелкую, с е тк у  if выбирается 
н а  ней в качестве начальн ого  условия и т . д . Полученное в ре* 
з у л ь т а т е  решение можно д а л ее  уточнить способом Р ун ге  * с  исполь­
зо ван и ем  всех сеток. В р аботах  (72, 881 показано т а к ж е ,  что счет 
н а  установление можно проводить с переменным шагом по времени.

Д л я  краевы х  задач с  известными границами спектра разностных 
операторов  построены специальные наборы ш агов т ] , ( 1 < г < Ф ) ,

•Опишем способ Рунге  для задачи с одной иространспк'ньой переменной. 
П усть  имеются значения численного решения на двух последовательных сетких 
ц ( г ;  Л) и и{х\ kh),  где é > l .  Тогда погрешность решения на сетке с Mem>ujHM 
шагом равна

Ди (дг; h)*^\u{x;  h ) и {х', — I),

где V — порядок точности схемы по переменной х. Если погрешность Да (^; Л) 
суммировать с численным решением, то тем самым мы уточним его:

и (л; (X-, h)+[u (дг; Л) — и (лг; — 1).

Рис. 14.1. Зависимость необхо­
димого числа шагов для уста ­
новления с заданной точностью 

Ф е  от тага  г}

(1 4 .1 2 ) ,  К а к  показано выше,



расчет с которыми обеспечивает более быстрое установление , чем  
использование постоянного оптимального ш ага . Т ак ,  при с ч е т е  на

■ установление задачи с граничными условиями  I рода в к у б е  по 
экономичным схем ам  с ч е б ы ш е в с к и м  н а б о р о м  ш агов  т р е б у е т с я

~\/~N Епагов, а с постоянным оптимальным шагом ш а г о в ,
где N — число узлов  по одной координате.

§  14.2. Стационарные разностные схемы и прямые м етод ы  
вычисления разностного решения

Численное исследование стационарны х задач теплопроводности  
возможно и Ла основе решения краевой  задачи д л я  стац и о н ар н о го  
уравнения теплопроводности

d iv (> .(p )g гad  Т (р ) )^ д „{р )  =  0. ( 1 4 . 14 )

С  помощью известных методов построения разностны х  с х е м  
(см. § 11-2) можно перейти к аппроксимирую щ ему уравнение (1 4 .1 4 )  
разностному ан алогу .  Например, д л я  краевой задачи стац ио н ар н о й  
теплопроводности в прямоугольнике (при Х=соп51) с  гр ан и ч н ы м и  
условиями 1 рода с помощью вариационного метода можно с о с т а в и т ь  
следующую стационарную разностную схем у :

( М я — I. т —  т)1Ь\-\-{ип. т — 1 т + | ) / Л . 2 +  0 ) д ^  =  О

( \ 4 . Щ

на сетке х  ̂=  пН1, Уп = тН.  ̂ 0 < / и < М ) .
Задача решения схем типа (14 .15) я в л я е т с я  слож ны м во п ро со м . 

Матрица системЕЯ типа (14.15) — л енточная , слабо зап олнен а . При 
небольших N и М  вычисление разностного решения во зм о ж н о  
методом исключения Гаусса . Но у ж е  при решении т р ех м ер н о й  
задачи методом Г аусса  число действий неприемлемо в е л и к о ,  т а к  
к а к  в этом методе не используется слабое  заполнение ленты м а т р и ц ы .  
Чаще всего д л я  решения стационарных схем теплопроводности  
используются итерацио1̂ ные методы (см. §  14.3). А  д л я  н ек о т о р ы х  
краевы х  задач в области простой формы (прямоугольник , к р у г ,  
ступенчатые области) разработаны быстрые прямые методы (п р е о б р а ­
зование Ф ур ье ,  метод декомпозиции) [88].

Рассмотрим, например, применение метода б^ктрого п р е о б р аз о ­
вания Ф урье  к решению уравнения (14.15) . Согласно м ето ду  р а з ­
деления переменных, представим разностное решение в ви де  р я д а

2  (14.16) ■
(аО

где у~ехр(2л{/Л ') ,  сс; =  ехр(2л1/М ). Д л я  определения коэффициентов
подставим вы раж ение (14.16) в  уравнение (14.15), р е з у л ь т а т ы  

умножим на и просуммируем по п от О до N — \ и по



т  от о до М — 1. Т о гд а ,  учиты вая  условие ортогональности гар ­
моник , получим в ы р аж ен и я  д л я  коэффициентов Ф урье

/\н\  л/ М I '

гд е  dJ^ =  ~  2  Ё  0 < ; < ;У  — 1, 0 < ^ < Л 1  — 1.
П-.0 т=-0

( 14 . 18 )

Расчет  по формулам ( М . 17), (14.18) неэкономичен. Если числа 
и М  разлагаю тся  на множители, то формулу (14.18) можно 

преобразовать  так , что ч и с л о  действий для  нахожле>!ия коэф(|ш- 
циентов dJf, значительно уменьшится. В этом случае  расчет по 
методу  Ф урье  по экономичности практически не уступает  даж е  
м етоду  прогонки.

§ 14.3. Применение итерационных методов

Д л я  решения стационарных разностных схем типа (14.15) наи­
более эс}^ктивны мн явл я ю т с я  итерационные методы. Рассмотрим 
некоторые общие вопросы решения систем линейных уравнений 
методом итераций. Система линейных разностных уравнений может 
б ы ть  записана  в форме

Аи=<р, ' (14.19)

где  и — вектор неизвестных; А — матрица коэффициентов при неиз­

вестны х ; <р — вектор свободных членон.
М атрица А не вы р о ж ден а , поэтому всегда имеет обратную и ре­

шение уравнения (14 .19) можно записать в виде

и = Л “ 'ф. (14.20)

С  помош,ью элементарных преобразований уравнение (14.20) можно 
привести к более удобной форме для  итерационного процесса:

\ u  =  B u -^ g .  (14.21^

Гогда алгоритм н ахо ж д ен и я  (Л+1)-го приближения записывается 
в  виде

(у^=0. 1, 2. . . . ) .  (14.22)

Д л я  определения погрешности приближенного решения имеем 

на Л-й итерации е<*̂ ==ы —
Тогда

2(й+1)_ц —

и т а к  к а к  из (14.21) {Е — В)и=^§, ю  е(*+‘ > =  и — — [Е — В ]и ,
(14.23)



Из равенства (14.22) следует

7(*+1) =  в 5*> =  В 2 7 ( * - ! ) =  . . . = В * 5 о». (14 .24 )

Записанная  последовательность равенств п оказы вает ,  что метод 
итераций (14.22) сходится при любых если все  собственные
числа матрицы В по модулю меньше единицы. Т а к и м  образом , 
условие сходимости итерационного алгоритма

Р ( В ) < \ ,

где р ( 5 )  =  т а х | 11„|; — собственное число м атри цы  В.
т

Рассмотрим некоторые итерационные методы, наиболее  часто 
применяемые в практике решения стационарных задач  т еп ло п р о вод ­
ности. Простейшим алгоритмом я в л я е т с я  метод простой итерации , 
называемый еще точечным м ет од ом  Якоби .  Запишем р а зн о стн ую  
аппроксимацию уравнения П уассона в декартовых к о о р д и н а та х  на 
равномерной пространственной се тк е  с шагом Н:

{^п-^  I , гп ~~ 2M ;J^  • “Ь и , !  — 1 , гп )/ ^  т-\-1 ~~ т  — 1 "f"
(« = 1, 2, Л' -  1; 2, , , М — 1).

Представим последнюю систему уравнений в виде (1 4 .2 1 )

=  -  1. ..-Ы т -  1)/4~/1‘'^(0„„/4,

откуда  следует  простейший итерационный алгоритм

* ==(и^1+ 1. 'Л — 1, ^ -\-uh_\n— \ )!
( 14 . 25 )

Известно ¡88), что для схемы (14 .25)

р ( В )  =  (соз л/Л/ +005 л/М )/2< 1,

поэтому процесс итераций (14 .25 )  всегда сходится. О д н ако  при 
малом ш аге /г(больших .V и .М) р ( В )^— \ н сходимость итерации  
поэтому очень медленная. П редложены итерационные а л г о р и т м ы  
с более высокой скоростью сходимости. Т ак ,  в метод е  З е й д е л я  это 
достигается за  счет того, что на каж дой  итерации новые з н а ч е н и е  

используются сразу  по мере их вычисления:

( 1 4 . 2 6 )

Итерационная схема Зейделя (14. 26)  выгодна еще тем, что д л я  
своей реализации требует всего уУ Н1 и ;И +  1 ячеек  п а м я т и  д л я  
хранения значений так  к а к  новые значения с р а з у  з а ­
носятся на место старых

Т е п л о п р о в о д н о с т ь  к в а д р а т н о й  п л а с т и н ы .  Н а й д е м  
распределение температуры в квадратной пластине, на одной сто ­



т 'О

т= т‘

роне которой поддерживается температура 100 °С, а  на остальных 
т р е х — тем п ератур а  О 'С  (рис. 14.2). При отсутствии внутренних

источников теплоты (^  ̂=  0) разностный 
ан ал о г  уравнения теплопроводности 
имеет вид

т-\ Чп — 1. т р,+ ! +
/V — 1; т  =

- - 1 .  2. . . М -  I).

Решение системы алгебраических 
уравменнй получим с помощью итера­
ционной схемы Зейделя (14.26) при 
а> -^0. В' нулевом приближении по 
всем у  объему зададим тем пературу  0°. 
Процесс итерапий во всех у зл ах  сетки 
повторяется до тех пор, пока раз ­
ность в значениях температуры  после­
дующих итераций не будет  достаточ­

но м а л а .  А  именно расчет прекращ ается , когда сумма е абсолютных 
зн ач ен ий  разностей тем п ератур  в двух  последующих итерациях 
6о  всех  точках  станет меньше заданной величин!.! в Вычисления

(п.т)

1
1

м

Т=0‘

п-0
У т--о̂

Ри с .  14.2 . К постановке крае 
вой задачи теплопроводности 

квадрятной пластины

б у д е м  т а к ж е  прекращать, если число полных итераций к  станет боль­
ш е предельно заданного значения

С о стави м  программу на алгоритмическом я зы к е  Ф ОРТРАН  д л я  
Э В М  Е С -1022.



С п и с о к  и д е н т и ф и к а т о р о в .  ЕР5 — с у м м а  е абсолютных 
величин отклонений тем пературы  в последующих приближ ениях ; 
ЕРЗМАХ — наибольшее допустимое значение из е; Н О Ь О Т — 
массив д л я  хранения вычисленного решения на к а ж д о й  итерации;
I, J  — индексы узлов  сетки ; Í T E R ~  счетчик итераций /г; 1ТМАХ — 
м аксимально  возможное число итераций; N — число интервалов по 
одной из сторон квад рата :  Т — массив температур .

Т екст  программы представим ниже. Блок-схема п рограм м ы  пока­
зана на рис. 14.3.

С  С Т А Ц И О Н А РН А Я ТЕПЛОП РО ВО ДНО СТЬ К В А Д Р А Т Н О Й  
С ПЛАСТИНЫ 
С
С  ...........ВВО Д И ПЕЧАТЬ ИСХОДНЫ Х Д А Н Н Ы Х  ...............

DIMENSION Т( 11 ,  11)
1 R E A D O , 1 0 0 )  N.  1Т М А Х , EPSMAX 

W R IT E (3 ,  2 0 0 )  N, IT M A X . EPSMAX
С  ...........ВЫЧИСЛГ.НИЕ ЗН АЧЕН И Й  Н А Ч А Л Ь Н О Й
С Т Е М П Е Р А Т У Р Ы ...........

N P 1 - N  +  1 
DO 2 1 « 1 .  NP1 
Т (1 .  1 ) = 1 0 0 .  0
0 0  2 J =  2, NP1

2 Т{\, J ) - 0 .  0
С  ...........ВЫЧИСЛЕНИЕ П О СЛЕДО ВАТЕЛЬН Ы Х
С ПРИБЛИЖЕНИЙ Д Л Я  ЗНАЧЕНИЙ ТЕ|МПЕРАГУРЫ 
С В У З Л А Х  СЕТКИ, И ТЕРАЦИ И  П Р О В О Д Я Т С Я  ДО 
С ВЫ ПОЛНЕНИЯ У С Л О В И Й  С Х О Д И М О С Т И ............

1 Т Е К = 0
3 E P S = = 0 . 0  

IT E R -IT E R 4 -1  
DO 4 1 = 2 ,  N 
DO 4J =  2, N 
H O L D T = T (I .  J)
T ( I ,  J ) - ( T ( I ,  J + 1 ) + T ( l ,  J - l ) + T ( I f  1, ./)+ 
+ T ( I - 1 ,  J ) )/ 4 .0 .

4 E P S = E P S - f A B S ( T ( l ,  J ) - H O L D T )
С  ........... УСЛОВИЕ П РЕ КРАЩ ЕН И Я ИТЕРАЦИЙ

IF (E PS. LE. EPSMAX) GO TO 6 
IF ( I T f iR - .  ITM AX) 3, 3 , 8

С ...........ПЕЧАТЬ П А РА М Е Т РА  ITER И
С РЕ ЗУ Л ЬТИ РУ Ю Ш Ы 'О  ПОЛЯ Т Е М П Е Р А Т У Р ............

6 W R 1T E (3 , 2 0 1 )  ITER 
DO 7 1 =  1, NPI

7 W R IT E (3 ,  2 0 2 )  (T( I ,  J ) ,  J =  l .  NPI )
GO TO 1

С  ...........КОМ.МЕНТАРИЙ Д Л Я  С Л У Ч А Я , К О Г Д А  ЧИСЛО
С ИТЕРАЦИЙ ПРЕВЫШАЕТ 1 Т М А Х ...........

8 WRITE (3. 2 0 3 )



DO 9 1 =  1, N Pl
9 W R IT E  (3, 2 0 2 )  ( T ( l ,  J ) ,  J = l .  NP l )

GO TO 1
С  ........... Ф0РЛ1АТЫ Д Л Я  В В О Д А  И ПЕЧАТИ Д А Н Н Ы Х  . . . .

1 0 0  Р О К М А Т ( П Х ,  14. И Х .  И ,  12Х, Е8.1)
2 0  0  FOI^MAT ( 6 2 Н 1 ______ С Т А Ц И О Н А РН А Я ^

X- ТЕП ЛОП РО ВО ДНО СТЬ _
1 К В А Д Р А Т Н О Й  _  ОБЛАСТИ _  ПРИ _  Д А Н Н Ы Х / 1 0

* H Ü N _____________ = 2  Í5/1H _  I T M A X ____ '
* Í 5 / 1 0 H  _  F.PSíMAX „  =  Е12.2 )

2 0 1  FORiWAT ( 3 1 Н 0  У С Л О В И Я  _  СХОДИМОСТИ _
* ВЫП()ЛН!и-1Ы _  ПОСЛЕ,

i 13. _  9П _  ИТП/’А[1ИЙ/18НО ТЕМПЕРАТУРНОЕ
* ПО ЛЕ) “

2 0 2  FO R M A T (1Н^). 11F9.4)
2 0 3  FORMAT (33110 _  У С Л О В И Я  СХО ДИ М (,СТИ  _  НЕ

* ВЫ П О ЛН ЯЮ ТСЯ)
EN! )

И сходны е данные для расчета ;
I в ар и ан т :  N =  8. ITMAX - 1 0 0 ,  E P S M A X -  1 .О Е-  4;
И в ар и ан т :  N = 4 . ÍTM AX~ñO. E P S M A X -^1 .OF — 5,

Р е з у л ь т а т ы  счета 1 варианта  данных: N —8, I TMAX^I OO,  
E P S M A X - О Л О Г  -  03.

Условия сходямосгн вып(1лнены п о сл е  88 ит сраиий  
Температурное поле

100,0000 0 ,0 0 ,0 0 .0 0,0 0.0 0 ,0 0 ,0 0 ,0

100.0000 •18,'2587 2б.9:?01 16,35()7 10,2941 IÍ.4373 3,7683 1,7413 0 ,0

100,0000 66,1045 43,1052 28,2027 18.3822 11,6868 Ü.8946 3.1969 0 ,0

100.0000 73,0542 5 J J 8 3 5 34.9567 23.3?55 »5,0330 8,9206 4,1515 0,0
100,0000 74.9290 53.1)078 37.1353 24,9944 16 Л 733 9,6273 4,4826 0 ,0

100,0000 73.0542 51,1835 34,96Г>7 2:-. 3455 15.0330 8.9266 4,1515 0 ,0

100,0000 <>(j. )045 43,1052 28,2027 18..3822 11,'868 6.8946 3,1969 0 ,0

100,0000 48,2587 2(),9301 1 С .3567 10,2941 6,4373 3.7683 1.7413 0,0
100.0000 0 .0 0,0 0 ,0 0 .0 0.0 0.0 0 .0 . 0 .0

Р е з у л ь т а т ы  дли И варианта  данных; N ^ 4 ,  1ТД\АХ =  50, 
E P S M A X * O .I O E - ü { .

Условия сходимости »ыполнены после 22 итераций 
Темпег>атурное поле

100.0000 0 .0 0,0 0 ,0 0 .0
100.0000 42,8571 18,7500 7,1428 0 ,0
100 .0000 52,0785 25,0000 9,8214 0 ,0
100,0000 42,8571 18,7500 7,1428 0 ,0
100,0000 . 0 ,0 0 ,0 0 ,0 0 ,0



Распределение температур  в квадрате  п риведено  на сетках  
с узлами  8 x 8 и 4 x 4 .  Д а ж е  при таком количестве узлов  получено 
удовлетворительное согласование м еж ду  р е зу л ь т а т а м и .  У с к о р и ть '  
сходимость итерацион1н-.1х схем типа (14.25) и (1 4 .2 6 )  можно при­
менением релаксационных параметров.

Очевидно, что равенство

1) „  (14 27)п т  ■ (Л ■ ' V чп!  '1 1 1 1/  ̂ \ ^ ‘ I

предс-|а1’ляет собой тождество при \=-1. Меняя  значение у .  м<1Ж1!о 
уп р авл ять  итерационным процессом, который с учетом (14. 26)  
и (14.27) примет вид

' '  '>п> ' ' V  п ~  . т  I а + 1. П| ' п .  —  I  ̂ '

+  (1 к 2 8 )

А н а л ж  со6 стпенн!»1х зипчений матрицы В сх ем ы  (14.28)  [И)1\а:чы- 
в?Jeт |8 8 ], что итерационный процесс сходится при 0 < \ < 2 . При утом 
сущ ествует  оптимлл1,Н(.е чначеиие 1 < у „ < 2 .  Т а к .  д л я  разностног'ч 
аналога  уравнен1:я Пуассона на рапномернон с е т к е  в прямоугольной 
оПластп

¥ „ = 2 / ( 1  + 1/ |

Если наиГх'Лыиая скорость сходимости итерационного пр-оцесса 
достигается нрп Уи>*> процесс называется м ет од ом  верхнего р е ­
лаксации,  при У(|<1 — методом ни ж н ей  р елак сации .

При решении сложных задач , где определение (>(й) матрицы за ­
труднительно. онтимал!.иое значение у„ п ар ам етр а  у  определяют 
с номоинло численного эксперимента. Вначале з а д а ч а  просчитывается 
с пара.метром \ - 1. Затем постепенно увеличиваю т у .  контролируя 
скорость сходимости итераций. Как только скорос"1ъ  сходимости ите­
рационного процесса зам ед ляется ,  дальнейнк'е увеличен и е  у прекра­
щ а е т с я . ’ Полученное значение >'о считается оптимальны м .

^Сравним методы Зейделя п верхней р елаксац ии  па примере ре­
шения следующей задачи.

Т е п л о п р о в о д н о с т ь  п р я м о у г о л ь н о й  п л а с т и н ы .  
П усть  процесс стационарной теплопроводности и б р усе  прям оуголь­
ного сечения (переносом теплоты вдоль бруса пренебрегаем ) описы­
вается  уравнением стационарной теплопроводности

=.0  ̂ 0 < х < й .  0 < у < Ь ,  

с граничтлми условиями

Т'|д:ы{) =  Ц1 (у), Т’ |>’дяО =  И‘з('*̂ )1
Т' |*о,(/ =  |Х2 (у)» Т' |у^Ь =  ̂ 1'4 (л̂ ).
Решение сформулированной краевой задачи получим  д л я  сл ед у ­

ющих исходных данных: — (/„(д:, у) =  — 1; ц, ( у ) - ( У ) =  • — лу.  Ь;



1Лд{д:)—|Л4(х)=1; Ь = \, й= 2 .  Вначале  на алгоритмическом язы ке  
А Л ГО Л  (т р а н с л я т о р  ТА-1М) составим программу решения методом 
Зей деля .

С п и с о к  и д е н т и ф и к а т о р о в .  Н1 — шаг по координате дг; Н2 — шаг по 
координате _у; D, В —  размеры прямоугольника; E P S — погрешность счета; 1 . J  — 
текущие координаты узлов; 1N, J N — число узлов по оси х и у; КМАХ — число 
итераций; К — текущий номер итерации; U — массив значений искомой функции.

М ЕТО Д З Е Й Д Е Л Я
BEGIN REAL D , В , P I ,  L I .  L2 , Т . H I,  Н 2. Z, R, RMAX. KP,
E P S ,  S;
INTEGER I. J ,  IN, JN , JN M , K, KM AX. INM;
P 0 0 4 2  ( IN,  J N .  D, B. PI ,  KM AX, E PS , RP);
P1041 ( IN,  JN'. D, B, PI, KMAX, EPS. RP);
BEGIN 'ARRAY l i J N ) ;
I N M : = I N  — 1; J N M : = J N — I; H l ; = D / I N M ;  H 2 := B / JN M ;
P1041  ( H I ,  H2);
L l : - 1 / H l f 2 ;  L 2 :  =  l/H2|2; I : = 2 x ( L l +  L2); Z : = 0 ;
FOR J : = 2  STEP ] UNTIL J NM DO 
BEGIN FOR 1 ; = 2  STEP 1 UNTIL INM DO
U [1, J ] :  - 0 ;
U  [1,  J]:==LJ ( IN,  J|: =  I - S I N ( P l x ( J -  l)/ JN lI ) i2 ;
END;
FOR I ;  =  l  STEP 1 UNTIL IN DO
U  [I .  I1: =  U [ I ,  JN ] :  =  l;
FOR K : =  l STEP 1 UNTIL KMAX DO
BEGIN
R M A X := 0 ;
FOR I: = 2  STEP 1 UNTIL INM DO 
FOR J : = 2  STEP 1 UNTIL INM DO 
BEGIN S : - U  [I, J];
U  [1, J } : = ( L l x ( U [ l H - l .  J ] + U [ I - 1 ,  J ] ) - f L 2 x ( U f I .  J+ 1 ] -| -U X  
X l l ,  J - l ] ) - l ) / T ;

R - . - - A B S  (S  — U [ l ,  J]);
IE RM AX — R < 0  THEN R M A X : = R ;
END;
P1041 (K, R M A X );
IF R M A X < E P S  THEN GO TO M;
END;
M:FOR I: =  l STEP 2 UNTIL IN DO
P 0 7 4 0  ( U [ I ,  1], Z. 0, IN,  03, 04. 03. 04 , 03. 04, 03. 04, 03. 04.
03 .  04, 0 ,3 .  04 .  03. 04, 03, 04. 03 . 04);
END;
END;

Д л я  реш ения  тестовой задачи по методу верхней релаксации на 
ал горитм ическом  язы ке АЛГОЛ составлена программа д л я  тр ан сл я ­
тора  ТА-1М. которая  записывается в виде (список идентификаторов 
тот ж е ,  что и в предыдущей программе):
М Е ТО Д  В Е Р Х Н Е Й  РЕЛАКСАЦИИ



BEGIN REAL D, B, P I ,  LI , I X  T, H I ,  H 2, 2 ,  R, RM AX, RP,
E PS . S;
REAL Y;
INTEGER I, J .  IN, JN , JNM. K. KMAX. INM;
P0Ü42 (IN,  N.  D. B.  PI .  KMAX,  EPS, RP);
P1041 (IN,  N, D, B , P ! .  KMAX. EPS, RP):
BEGIN ARRAY U l l : l N ,  \:Щ\
I N M ; = 1 N - 1 ;  J N M : = J N — 1: H1:  =  D/1NM; H 2 :  B/JNM;
P1041 (HI .  H2);
L l :  =  l /Hl f2 ;  Ь2: =  1/Н2|2; T; = 2 x ( L l + L 2 ) ;  Z: ^  0;
FOR J : :^  2 STFP 1 UNTIL JN M  DO 
BEGIN FOR 1 = 2  STEP 1 UNTIL INM DO 
U (l, J 1 := 0 ;
U [ l .  J1 := U | 1 N , J ) :  =  l -  SIN (PI * (J  -  l )/ JN M )f2 ;
END:
FOR 1: =  ! STEP 1 UNTIL IN DO 
ü [ l ,  11: =  U|1. JN ] :  =  1:
К ; -  1;
FOR K: = l STEP 1 UNTIL KMAX DO 
BEGIN
R M A X : = 0
FOR 1 : = 2  STEP 1 UNTIL INM DO 
FOR J : = 2  STEP 1 UNITL J N M  DO 
BEGIN S : = U 1 I ,  J]:
U[l, J ] := (L lx U n  + U J|+U|l -1 , JD+r.2x(UfI, J+1)+U|l, 
J - l ] ) - l ) / T ;
R : = U ( 1 ,  J ) - S :  U [ l ,  J J : = S + R P x l < ,
IF A B S (R )> R M A X  THEN R M A X ; = A B b ( i < b  
END;
P I 041 (K. RMAX);
IF RM AX<EPS THEN GO TO M;
Y : = R M A X ;
END;
M;FOR 1:==1 STEP 1 UNTIL IN DO
P0740 ( U f l ,  1), Z, O, IN. 03, 04 . 03. 04. 03. 0 4 .  03 . 04. 0 3 .0 4 ,  03 .
04 , 03 , 04, 03. 04, 03. 04);
END:
END;

При решении тестовой задачи no обоим м етодам  были введены 
одинаковые исходные данные: IN =  11, JN  =  I ,  К М А Х  =  350, E P S =  
=  0 , l • 1 0 - ^  R P = 1 ,3 .

В результате расчвта температур по методу Зейделя  было сде­
лано 73 итерации. Р езультаты  решения приведены в табл. 14 .1 . 
При расчете температур  по методу верхней р ел а к сац и и  счет пре­
к рати лся  после выполнения 40 итераций, р е зу л ь т а т ы  счета показаны  
в  табл . 14.2. Если сравнить результаты  расчетов поля температур  
по методу Зейделя и методу верхней релаксации  с «точным» реше­
нием задачи (табл. 14.3), полученным по методу Зейделя  после 238 
итераций (отличие значений температуры в последовательных при-



З н а ч е н и я  к о о р д и н а т ы  у

зг 0,0 0, 1 0.2 0,3 0,4 0.6 0.6 0.7 ■ 0.8 0,9 1.0

0 ,0 1.00Ю0 0,9042 0,1)548 0.,3450 0,0959 0.0000 0,0949 0,3444 0,6533 0,9037 1,0000
0 ,2 1.0000 0 ,8047 0.7221 0.5ЙС0 0,4881 0,4517 0,4879 0.5865 0,7217 0,8644 1,0000
0 .4 1.0000 0,8941 0,7997 0.7225 0.6712 0,6531 0,6711 0,7225 0,7996 0,8941 I .0000
0 .6 1,0000 0 .9178 0,8485 0 . 7У53 0.7516 0,7501 0.7016 0,7954 0,8486 0,9179 1,0000
0 .8 1,0000 0 .93 05 0.8738 0,8304 0,8038 0,7949 0,8039 0.8305 0.8734 0.9306 1,0000
0,10 1.0000 0 ,9343 0.8803 0,8409 0,8162 0,8080 0.8163 0,8409 0.8808 0,9344 1.0000
1,2 I .0000 0 .9305 0,8733 0,8305 0,8039 0,7949 0,8040 0.8308 0,8734 0,9306 1,0000
1,4 1.0000 0 ,9178 0,8486 0,7954 0.7617 0,7502 0,7618 0.7955 0.8487 0,9179 1.0000
1.6 1,0000 0 .7942 0,7098 0.7228 0 ,6 '13 0,65ч32 0.6713 0.7226 0,7997 0,8941 1.0000
1,8 1.0000 0 .8047 0.7221 0.5870 0,4882 0,4518 0,4880 0.580С 0,7217 0,8045 1,0000
2 .0 1.0000 0 ,9042 0,6548 0,3459 0,0959 0.0000 0.0949 0.3444 0,6533 0,9037 1,0000

Т а б л и ц а  14.2

З н а ч е н и я  к о о р д и н а т ы  у

л 0 , 0 0 ,  1 0 , 2 0 . 3 0  4 0 , 6 0 , 6 0 ,  / 0 . 8 0 9 1 . 0

0 ,0 1.0000 0 ,90 40 0,6548 0,3459 0,0959 0,0000 0,0949 0,3444 0,6533 0,9037 1.0000
0,2 1,0000 0 ,86 47 0,7221 0,5870 0,4882 0,4518 0,4879 0,5866 0,7217 0,8645 1,0000
0 ,4 1,0000 0 .8941 0,7998 0,7227 0,6713 0,6533 0,6713 0,7226 0,7998 0,8942 1,0000
0 ,6 1,0000 0 ,9 179 0,8486 0.7955 0.7618 0.7503 0,7619 0,7956 0.8488 0.9180 1,0000
0 ,8 1,0000 0 ,930 6 0,8734 0,830<) 0,8041 0,7952 0,8042 0.8308 0,8736. 0,9307 1,0000
1,0 1,0000 0 ,9 344 0,8809 0,8412 0,8166 0,8083 0,8167 0,8412 0,8810 0.9346 1,0000
1,2 1,0000 0 ,9 306 0,8735 0,8307 0,8042 0.7963 0,8043 0,8309 0,8736 0.9307 1.0000
1.4 1,0000 0 ,9 1 8 0 0.8488 0.7952 0,7620 0,7505 0,7620 0,7957 0,8488 0„9180 1,0000
1.6 1,0000 0 ,8 942 0.7999 0,7228 0,6715 0,6534 0,6715 0,7228 0,7998 0.8942 1,0000
1,8 1,0000 0 ,8 648 0,7222 0,5871 0,4883 0,4519 0,4881 0,5867 0,7218 0,8645 1.0000
2 ,0 1.0000 0 ,9 0 4 6 0,6548 0,3459 0.0959 0,0000 0,0949 0,3444 0.6533 0,9037 1,0000

Т а б л и ц а  14.3

З а а ч е н н я ' к о о р д и н а т ы  у

X 0 . 0 0  , 1 0 . 2 0 , 3 0 , 4 0 , 5 0 . 6 0 , 7 0 , 8 0 , 9 1 . 0

0 ,0 1,0000 1),9046 0,6548 0,3459 0,0959 0,0000 0,0949 0,3444 0,6533 0,9037 1,0000
0,2 1,0000 0 ,864 8 0,7223 0,5872 0,'4884 0,4520 0,4882 0.5867 0.7218 0,8645 1,0000
0 ,4 1,0000 0 .8 943 0,8000 0,7231 0,6718 0,6537 0,6717 0.7230 0,7999 0,8942 1,0000
0 ,6 1.0000 0 ,9181 0,8490 0,7960 0,7624 0,7508 0,7623 0,7959 0,8490 0,9181 1.0000
0 .8 1,0000 0 ,9 308 0,8738 0,8312 0.8047 0.7957 0,8047 0,8311 0,8738 0,9308 1,0000
1,0 1,0000 0 ,9 347 0,8813 0,8416 9,8171 0,8088 0.8171 0,8416 0,8812 0,9347 1,0000
1,2 1,0000 0 .9308 0,8738 0,8312 0,8047 0,7957 0.8047 0.8311 0,8738 0,9308 1,0000
1,4 1,0000 0 .9181 0.8490 0,7960 0,7624 0,7508 0.7623 0,7959 0,8490 0,9181 1.0000
1.6 1,0000 0 ,8 9 4 3 0,8001 0,7231 0,6718 0.6637 0,6717 0.7230 0.7999 0,8942 1,0000
1,8 1,0000 0 .8 648 0,7223 0,5872 0,4в84 0,4520 0.4882 0,5867 0,7218 0,8645 1,0000
2 .0 1,0000 0 ,9 046 0,6548 0,3459 0,0959 0.0000 0,0949 0 .3444 0.6533 0,9037 1,0000



ближениях  было порядка 10” ' ”), то о к а ж е т с я ,  что расчет по м е т о д у  
верхней релаксации  точнее.

Затем й приведенных выше п рограм м ах  заменим критерий  т:оч-
л л ''

ности па |и — £1 | < е ( 1 — (м — u)/(u — и)] и просчитаем тестовую  з а ­
дачу  при тех ж е  данных. В р езультате  при счете по методу З е й д е л я  
было сделано 96  итераций. Р е з у л ь т ат ы  расчета п р и в ед ен ы  
в табл. 14.4. При счете по методу верхней релаксации счет п р е к р а ­
тился после выполнения 49 итераций. Р е з у л ь т а т ы  расчета поля  т е м -

Т а б л и ц а  14.4

Нначении координаты у

().0 0 . 0 . 2  0 . ; í  0 . 4  0 , 5  U. 6  0 . 7  0 , 8  О, У I . О

I . Ü000 
1.0000 
1,0000 
1.0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000

9046
8648
8943
9181
.9308
,9346
,9308
9181
8943

,8648
,9046

6548
7223
8000
8490
8737 
8812
8738 
8490 
8001 
7223 
6548

3459
5872
7239
7959
8311
8415
831
7959
7230
5872
3459

0959
4884
6717
7623
8046
8170
8046
7623

.6717
4884

.0959

0000
4520
6536
7507 
7956 
8087 
7956
7508 
6536 
4520 
0000

0949 
.4881 
6716 
7623 
8046 
8170 
8046 

.7623 
,6717 
,4881 
, 0;)49

3444
5867
7229
7959
8311
8415
8311
7959
7229
5867
3444

6533
7218
7999
8490
8738
8812
87,38
8490
7999
7218
6533

9037
8645
8942
9181
9308
934В
9308
9181
8942
8645
9037

,0000
,0000
,0000
,0000
,0000
.0000
,0000
.0000
.0000
.0000
.0000

иератур совпадаю тс результатами счета по методу Зейделя.(табл. 14 .4 ) .
А

Сравие1и1е р езультатов  расчета по критерию \и--и\<С& и по кр и -
. л \|Л | ц _ и | \  ,

терию |и — и | < е  1 — '---------  п одтверж дает  более высокую  н а д е ж -
V  I и —  и |/  

ность второго из них.
Важно отметить, что рассмотренные итерационные процессы м о ж н о  

интерпретировать к а к  разностную схем у  решения некоторых н е с т а ­
ционарных задач . Т ак ,  с^ему простой итерации (14.25) можно фор­
мально записать в виде

£ (и — и)/г] — V  О),
/=|

г д е  =  , т  _  1 . т ) ! ^  * ^ 2^ ^ ^  =  (ип, щ (-1
4-Ип, т - 1 / г | = 4 / 7 1 2 ,  или В более общей форме больш инство  
итерационных схем можно представить т а к :

В,^+1(и — и)/т|й+1+Ли=сй. (1 4 .2 9 )

Если в итерационной схеме (14.29) оператор В и ш аг г| не з а ­
висят  от номера итерации к, то итерационный процесс н а з ы в а е т с я



стационарным .  П редставление итерационных схем стационарной 
теплопроводности в виде (14.29) позволяет использовать для  реше­
ния многомерных стационарных задач экономичные схемы перемен­
н ы х  направлений, расщ епления и др., разработанные д л я  решения 
разностных аналогов  задач  нестационарной теплопроводности. Кроме

того, для решения задач типа (14.29) раз­
работаны и алгоритмы, которые невыгод­
но применять для  решения нестационар­
ных задач теплопроводности. Рассмотрим 
о д н у .и з  таких схем , называемую поп ер е ­
менно -треу гольной  [88].

Пусть ' в прямоугольной области ^  
процесс теплопроводности описывается 
уравнение.м П уассона

Рис. 14.4. Шаблоны к по- 
переменно-треугольной схе­

ме:
------------ для оператора Л ,;

— — —для оператора Я ,

Я, — ( 14. 30)
дх̂

В области и  выберем шаблон типа «крест» 
и, переходя к нестационарному уравне­

нию, отвечающему стационарному (14.30), составим чисто неявную 
разностную схему:

(ы — и)/т1 =  (Л1-|-Л2)и +  со. (14.31)

Схему (14 .31) перепишем в канонической форме типа (14.29):

{Е — т|Л1  — т)Л2 ) (и  — и)/г\ — (Л 1 -)-Л 2 ) и =  м. (14.32)

С хемы  (14.31), (14 .32) неэкономичны, т а к  к а к  требуют большого 
числа операций д л я  получения разностного решения в каждом узле  
сетки .

На треу|'0 1̂ьных ш аблонах  (рис. 14.4) введем треугольные опе­
раторы:

^1 {’̂ пт — — 1 т)/Л| +^2 (и„^ Пп, т — \)/
— i^̂ nm — ^̂ n+\. т)1^ \ т+[)1^2-

14.33)

Т ак  к а к  Л , + Л 2= —(/^1+ ^ 2), то схему (14 .32) можно записать 
в таком  виде:

{E-^r\R^+r\R^) {и — и)/г] — (Л 1 +  Л2)ц = ш . (14.34)

Схема (14 .34) имеет первый порядок точности по временной пе­
ременной, поэтому если в левую часть схемы прибавить член

■r\̂ R̂ R̂ {u.— и)/г\,

имеющий порядок малости О (т]'''), то это не повлияет на порядок 
ее  точности. Зато оператор E-\^r\Rl-{-r\R2 -\ -r fRlR2 допускает  факто­



ризацию, т. е. представим в виде произведения д в у х  о п е р а то р о в

{E-\-r\R̂ ) {£' +  т1/?2){и — «)/л — (Л1+  Лз) и =  м. (14.35)

Решение системы (14.35) мож ет  бы ть  получено методом б е г у щ е г о  
счета. Сначала па каждом слое обращают оператор р е ш а я
систему

(¿ ' +  г1/?г) и =  Р{и),

где Р ( и ) = 11<о +  т1 (Л 1+  Аа) и-{-{Е+ 11̂ 1) + Л ^ з )  “ •
Вычисления при этом ведут сл ева  направо по н ап р а в л е н и я м  Хх, 

начиная с у зл а  (Хщ, х п̂) (рис. 14.5) и кончая узлом  {х^ ,̂ Хад,)- З а ­
тем, обращ ая оператор 
{E-¡гr\R2), проводят вычи­
сления в обратном поряд* 
ке , начиная с узла  ix̂ ¡ ,̂ 
х^м)- Р азностная  схема об­
ратного хода имеет вид

(£-|"П^2) и =  и.

Попеременно-треуголь­
ная схема мож ет  приме­
няться в многомерном с л у ­
чае, а т а к ж е  при решении диqxpepeнциaльныx уравнении  теп ло ­
проводности с разрывными или переменными коэффициентами [91 ] .

Задача 14.1. Применяя метол разделения переменных, доказать, что ш аг  по 
времени, определяемый формулой (14.10),  будет оптимальным для продольно-по­
перечной схемы, соответствующей краеной чадаче (14.9) (параметр схемы а - = 1 '2 ) .

Задача 14.2. Записать локально-одномерную схему, соответстиующую краевой 
задаче (14.9).  и доказать для нее. что оптимальный шаг по времени выбирается 
1ш формуле (14.10) (параметр схемы 0= 1 /2 ) .

Задача 14.3. Д л я  ураинения Пуассон.ч в прямоугольнике (0<дг<(/. 0 < .у < ^ )  
на сегке с  получить формулы вычисления решения краевой задачи с гр а ­
ничными условиями I рода по методу Зейделя

Задача 14.4. Получить формулы мычисленин но .методу верхней релаксации 
на неравном» рной сетке (Н1Ф Н̂ ) для задачи стационарной теплопроводности с 
граничными условиями 1 рода при действии внутренних источников геплоты в п р я ­
моугольнике (0<дг<(/. 0<у<Ь) .

Рис. 14.5. Схема порядка вычислений к  по­
переменно-треугольной схеме:

•I— Прямой ход;'б — обратный ход «



Г л а в а  ХГ Основные понятия метода конечных разностей

11.1 На равномерной счтм — /г =  0. I, . . Л,, запишем 
разностное уравнение д л я  внутренних узлов в виде

им-,} —2ит> + им.1 «  , 1 .. п ■
/;2 \1 X "

г д е  сОй =  с/1,<х^), если (д:) — непрерывная функция .
Граничное условие при х = 1  примет вид 11)1 — Граничное ус­

ло вие  на границе х =  0  аппроксимируем ра:-<11остным уравнением

(и] — ип)!Ь = {а1/к) (и„ — Гс) .

Н ев язк а  это1-о разностно1'о урависмшя раина.

Л Л' . ь ?.

-fO(Лn--Of/I),

0,5/1 (Г

Т. е . имеет меньший порядок малости, чем и еь я зк а  оснониого диф­
ференциального уравнения в регулярных у:4лах 
, Изменим разностное уравнение й у зл ах  на левой границе так, 

чтобы порядок аппроксимации составлял О(Л^). С этой целью раз­
л о ж и м  7" (дг) по формуле Тейлора в окрес') пости учла х - О :

Т'| = 7'„-[-/1 (Т д.)|,-1-0,5Л‘'* {Т а;,х),,+̂  ̂
о т к у д а  получим

(Тг ~  Г « )/ Л ^  (Г , ) « + 0 ,5 Л  (Г^^)„+0

Найдем выражение д л я  второй производной в точке х--=0 из ос­
новного дифференциального уравнения

(7'*х)п = - ^  То —

и подставим е/'о в предыдущ ее равенство:

- 0 .5 / 1

Т а к и м  образом, вы раж ение в левой, части последнего равенства ап­
прокси м и рует  производную 6Т/6х в точке х = 0  на решении диффе­
ренциального  уравнения со вторым порядком. У читывая  это, полу­
чаем , что разностное уравнение на левой границе стержня

(ц  ̂ ¿¿о)/Н- Рз (Р 1 -[-0,5/га/Я/; =



имеет второй порядок аппроксимации на решении поставленной  к р а е ­
вой задачи.

11.2. И нтегрируя дифференциальное уравнение на отрезке- 
x * _ i / 2<x<jtfe+i/2, получим ур авн ени е  баланса теплоты

-{- j  q^{x)dx =  j  j‘ и(х)Г(ж)с1х;
'fe —1/2 ‘ b-\/?

q =  — ‘kdT/dx. ^

Проинтегрируем второе уравн ени е  по интервалу сетки :

‘ /г
Tk- i  — T ^ =  j  q{x)/X{x)dx.

Ч- i

Затем аппроксимируем интегралы, входящие в ур ав н ен и я ,  п о л ь з у я с ь  
простейшими интерполяциями в окрестности у з л а  х :̂

1 а ( х ) Т  {х)йх '-  ̂ =  — | и (л)

**-1/2 *« — 1/2 
Ч

— I  \1'К{х)Ах.

Отсюда определим приближенное значение q^ -̂ 1/2 плотности  теп­
лового потока:

С учетом полученных соотноп]ений из уравнения б а л а н са  теп лоты  
получим консервативную разностную схему

h

4+1/9
где 1 ¿/^х)ёх.

* *  -  1 / 2

11.3. Составим невязку  данной схемы для ур ав н ен и я  теплопро­
водности;

ярй =  (7'х — — СГ^+1 — DTf^.



Р а з л о ж и м  решение в р яд  Т ейлора около у зл а  т^), ограничи­
в а я с ь  членам и  0(т|) и 0{к'^):

' ^ к ± 1 = - - Т ^ ± П Т ^ ( х , „  т , )± 0 (Л ^ ).

П о д с т а в л я я  полученные значения  в н евязку ,  получим

'115й =  (7 'т а ( Т (^х  )л 4- — С) Ь X 

Х ( Г ^ ) й -  1 / 2 (Л -Ь С )Л ^ (Г ^ ^ ,  +  0 - 0 { т 1 2 ) + { Н - С ) - 0 ( П .

П р и р а в н я е м  нулю коэффициенты при подобных членах в правой 
ч асти :

Л +  В + С + О - О ,  1 1 0 + 1 = 0 .  Л - С = 0 ,  0 , 5 ( Л + С ) Л 'Ч а = 0 .

О тсю д а  определим

Д =  С  =  —а/Л"; В =  2а/Н̂ -\-\/т}; 0 = - \ / ц .

П одставим  значения коэффициентов в исходное разностное ур ав ­
нение и получим неявную  разностную схему

(«л  — «ь)/П =  (а//1“) (и\+1 — 2^„ +  4 - 1 ) .

1! . 4„ Известно (см. гл . VI ) ,  что поставленная к р а е в а я  задача 
э к в и в а л е н т н а  задаче оты скан и я  функции Т  (х), реализующей мини­
м у м  функционала :

1
Ф ( Г ) = | ( Г ,  Т ] ~  \ д „ { х ) Т ( х ) д х - щ Т Л О ) - а , Т ^ Т ( ] ) ,  (1)

 ̂ О
•4'де

1
[ы, с»1 =  I  [>. (л:) а '  (х) и ' (х )+ и {л :) ы (х) у  (х)//] ск+ И х« (0) и (0 )4 -

0

+ а 2 « ( 1 ) и ( 1 )  (2)

н а  множ естве  элементов пространства 11̂ 2 [О, I], которое состоит из 
■функций пространства Ч* имеющих на [О, 1] интегрируемые
с  к в ад р а то м  ошбщенные производные.

С огласно  методу Ритца (см. гл . VI) ,  приближенное рещение за­
д а ч и  ищем в виде

Т „ = ‘ 2 ' а , Ч ' Г * .  (3)
<г=0

•где координатные функции — базис подпространства й^2 [0 , 1]. 

.242



П одставляя  в функционал (1), получим

п — \ ■ п ~  \ , п — I

—  2<г=0

где = (5>

(6 >

Из необходимого условия минимума  функции п переменнЬтх п о ­
лучаем систему алгебраических уравнений  для  определения коэф ф и­
циентов а,,

Д л я  того чтобы построить разностную сх ем у  д л я  исходной з а д а ч и ,  
введем на отрезке  [О, 1) равномерную с е т к у  [с шагом Н ~ \/(п — 1)
и узлами х̂  = кН, ^ =  0. 1, 2 ........... /V, где Л̂  =  гг— 1] и определим на
ней координатные функиии (л:), которые построим таки м  о б р а ­
зом, чтобы матрица системы (7) с тала  трехдиагональной, а и к а ч е ­
стве параметров в решении (3) выберем значение искомой ф у н к ­
ции в у зл ах  сетки .

В качестве функций 6 возьмем  функции

которые отличны от нуля  только при \ X — X] \ <Л , л :€ [0 ,  1], и о р ­
тогональны в смысле (2) при 1 ^ - / 1  > 2 .

2  М /  — /¿=0,  1............п -~ \ (7>

О при 0<Хл_1, л:й+1<л<1; 
и  — при 
{х^+1 — х)1Н при x^<x<x^^+^_

для  к=\ ,  2,  . . /V — 1

(8>

(9>



Тогда система (7) примет вид

рА. * —1«й-14-Рй, = (й=1, 2, ..., Л̂ — 1);
Ро. 0«о+Ро. 1И1 = Уо-
Рл/. N ~  \иы ~ \ +Рл/. мЧы =  У ы .

г д е  коэффициенты р определяю тся  по следующим формулам:

f>k.k=h-'^
Ч-1

4+1

x{x^Xf ,+JЫx\  

Р<г, *+1—Р̂ +1

X (а: — х^) с1л: 

ро.о==Л-’̂

1 —л

‘/г

 ̂ (:с) с1д:+— [ а (х) {х — кТ (1х
л / о

1 I
I  Я,(л:)ёл+-!- I  а{х){х — \ укТАх
— л  ̂ I — л

Уo=^h--^\q„{x){h — x)i\x^-aJ'^■,
0

II ЯЛ^М^— ^+Щ(\х-\-а.^Т^.
1 - л

П .5 .  Построим равномерную  сетку с шагом к т ак ,  что точка 
р азр ы ва  х —О совпадает с  узлом сетки х .̂ Из первого граничного 
у с л о ви я  следует , что ф ункция Т {х) непрерывна при х - 0. поэтому 
значения сеточной функции при х = 0  б уд ут  аппроксимировать это 
условие . Простейшая аппроксимация второго граничного условия 
имеет вид

а  (М (иь+1 — и^ ) !Ь=а  (0 ) {и  ̂-  

г д е  а{х) определяется , например, формулой

а ( х ) = Х ( х  — 0,5Л).



Погрешность аппроксимации равн а

(Л) ( Г , „  -  T,)/h -  а  (0) ( Г ,  -  T , _ , ) i h ^ l  ( + 0 )  -

dA- 2 d A - d r  / *--4-0 2 dA-\ Лх x=—Q

Из дифференциального уравнения процесса получим
ч

d /. d r  \ ,
djr . дх j

И подставим  это  выражение в н е в я з к у

( х ) + 0 (/г )̂,

т . е. погрешность аппроксимации есть  величина О (Л). Отсюда видно 
т а к ж е ,  что если второе условие со п ряж ен и я  заменить разн о стн ы м  
уравнением

а  (/I) (Ий+, — чн)!^ — а  (0) (Ui. “

то погрешность нового уравнения б уд ет  0 (/i )̂.
11.6.' Необходимым условием устойчивости по начальны м д а н н ы м  

для  сформулированной задачи я в л я е т с я  условие Н еймана (1 1 .6 9 ) .  
Д л я  определения множителя роста /2-й гармоники |л„ получаем  у р а в ­
нение

_  1) е"’*» =  - ^  I е'" -  2е '"- '*+ е '"  ('* “  '’>],

, 4ат1 . о ткуда  ^ i„ = l

Из неравенства Неймана при Л==0 имеем, что оно в ы п о л н я е т с я  
д л я  любого п, только если 2at|//i2< l  или ai^//i’̂ < l/ 2 , т . е. и с с л е д у е ­
м ая  схема условно устойчива.

Г л а в а  ХП. Нестационарные одномерные краевые 
задачи теплопроводности

12.1. М атематическая модель сформулированной задачи  им еет  в и д

д Т 1дх^ад^Т !дх^  0 < х < 1, 0 < т < Т к ;  Т{х. 0)=f{x) ,

- - ^ ^ ^ 1 ^ + - [ 7 „ ( т ) - - Т ( / ,  т ) ] = 0 : д Т ( 0 , т)/дх=0 . 
дх X

В расчетной области введем равномерную  сетку  T ,~tT](i =  0 ,  1, . . ., 'N), 
Xf^--={k-{-\i2)h (k =  — \, О, . . . ,  К ) ,  где  r l^т^/Л^ h = l lK .  Ф и к т и в н а я  
сетка  Xh на пйлшага перекрывает расчетную область и в в о й и т с я  
с  целью лучшей аппроксимации граничных условий. Р а з н о с т н а я



с х е м а ,  имеющая первый порядок  аппроксимации по времени и вто­
рой  — по пространству , зап и ш ется  в такой форме:

12.2. Соответствую щ ая к р а е в а я  задача состоит из уравнения 
теплопроводности

н ач альн о го  Т ( г ,  0 ) = f{r)  и граничных условий

д Т  {R,  т) д Т  (Ü, т) Q

дг X ’ д г

в  области [О, T h Ju [0 ,  R\ введем равномерную сетку  t  ̂=  îti (Ît=0,
1 ............Л )̂; (/г =  0 , , . К) ,  где = h  =  i}K- Разностная
с х е м а  с  порядком аппроксимации запишется в виде (при­
м е н я л и  интегро-ннтерполяционный метод)

=  f  ( i + l / 2  I 

— f̂c+1/2 W*+l/2+i?ft+l/2)J ( ^ = t .  2, . . . .  1);

12 .3 . Применяя интегро-интерполяционный метод, получим раз­
ностную  схему

лЧк — Uk
П

2u/j-4"i^ii-i-i) {^—0, 1, . . . .  К  1; 1 — 0, 1, . .
л*

N — 1);

(^ - - - 1 .  О............К ) ;  -
ut( — uk-\ _  g 

h X

я . л А л

2
л л А

( i  =  0. 1. 2, . . . .  Л ^ - ] ) ;



Г~~ (uft — t “ f i- i  “  “ it — “ ft +  Wft+i) +  fh¿Г] • ,
{k=2,  3.

« Г ‘ = 1  ik=\ ,  2 ........... /С);
ср(Го — 7c)

¿ .  =  « . ^ + ( 1 - 2 ^ ) « .  ( i = l ,  2 ..................N )- , 

=  0 ( i = l .  2 ............N).

Вычисление значений тем пературы  на втором временном сл о е  
( ¿ = 1) проводим по формулам

и р  =  и(0 ) - | , ^ + ( 1  - 2ал д а и (о > ;

и('> =  и^+ ат ]/Л = '(и ‘ ^ ,  — 2 4 «) +  « ^ ^ , ) ;  « ( ‘ > =  0 .

Точное решение поставленной задачи  при i?p=0 з а п и ш е т с я  
в виде

ОО »

0 (л:, т ) =  2  2/ (л л ) (— 1)"+Чо5 (л:Ат//)ехр{—п^я^ат//^).
'?яя I

12.5. В оспользуемся схемой (12 ,4 ) при а = 0  и получим, что

Wft= S  — 0 *) (2 < * < y v  — 1);

“ i = ^ ( ^ h )  a i = w ^ = 0  (/ = 2 ,  K),

(ще c - i  =  Ci =  Ti/̂ i, Co =  l  — 2ri//i — /ir|.

В ы е д е м  о с н о в н ы е  и д е н т и ф и к а т о р ы .  N, К — число у з л о в  с е т к и  
по осям X и тсоответственно; t  — координата границы  термоэлемента/; Т —  м а к с и ­
мальное значение оременн т. до которого проводится расчет; Н. G — к о м п л е к с ы  
Я ,  g  в дифференциальном уравнении; Q — температура  теплового источника  в о ?  
DT, DX — шаги г| и /j; CI. С2 .С З  — коэффициенты с—i . c iv . c ,  разностной с х е м ы .

Если в программу (алгоритмический язы к  Ф О Р Т Р А Н -IV), п р и ­
веденную ниже, ввести данные / = 1; Х т „ = 0 .2 ; Я = 0 , 5 ;  ¡ f = 0 , l ;



0 (5= 1; f { x ) = l ;  N =  \0-, К —Ю, то результаты  расчета запиш утся 
в следую щ ем виде: ^

0 .0 0.9889 0,9889 0,9889 0,9889 Ü.9889 0,9889 0,9889 0,9889 0,0
0 .0 0.5373 Ü.9823 0,9823 0,9823 0,9823 0.9823 0,9823 0.5373 0 ,0
0 .0 0 ,5fil4 0,7780 0,9783 0,9783 0,9783 0,9783 0.7780- 0,5814 0 ,0
0 ,0 0,4904 0,8344 0,8857 0.9758 0.9758 0.8857 0.8344 0,4904 0,0
0 .0 0,5133 0.7449 0,9318 0,9337 0,9337 0,9318 0,7449 0,5133 0,U
0 .0 0.4739 0,7857 0,8628 0,9465 0,9465 0,8628 0,7857 0,4739 ‘ o.p
0 .0 0,4906 0.7333 0,9007 0,9181 0,9181 0,9007 0,7333 0,4906 0 .0
0 .0 0,4678 0,7624 0,8573 0,9290 0,9290 0.8573 0,7624 0,467» '0 ,0
0 .0 0.4799 0,7303 0.8833 0,9120 0,9120 0.8833 0.7303 0,4799 0 ,0

С  Я В Н А Я  СХЕМ А Д Л Я  УРАВН ЕН И Я  С Н ЕЛИ Н ЕЙ Н Ы М  
С  ИСТОЧНИКОМ ТЕ П Л О ТЫ  

DIMENSION и ( П , П )  
REAL L 
DATA L. Т . Н, G. Q / 1 . 0 ,  0 . 2 ,  0 . 5 ,  0 . 1 ,  1 . 0 /

К=10
D X  =  2 *  L / ( N - 1 )  
DT =  T / ( K - 1 )  

С  В Ы Ч И С Л Е Н И Е  ПОСТОЯННЫХ 
A L=D T/(D X  * DX) 
C 1 = A L  
С 2 = 1  — 2 * AL — Н * DT 
C 3 = A I .  ‘ . 
D 0  3I =  1,N 
X =  DX-!-(I -  I) * L 

С  Н АЧАЛЬН О Е УСЛ О ВИ Е  
3  U ( l ,  l ) = F l ( X )  

N l - N  — 1 
DO 4 J  =  2, К 
DO 5 1 = 2 ,  N1 

С  РАЗНОСТНАЯ С Х Е М А  
5 U (l, J)=C1 * Li(l -  1, J _  I)-fC2 * U (I, J ~  1)4-C3* 

* U ( l  +  1, J  — I) — G * ( U ( l .  J -  1) 4 — Q ** 4) 
С  УСЛОВИЯ НА Г Р А Н И Ц А Х  М П ЕЧАТЬ РЕ ЗУ Л Ь Т А Т О В  

U ( l ,  J ) = 0  
U( N,  J ) = 0  

4 WF^ITE (3, 6 ) ( U ( i ,  J ) ,  1 =  1. N)
6  FORMAT ( 1 1 ЕИ 4) 

STO P 
END 
FUNCTION FI (X ) 
FI = . 1 . 0  
RETURN- 
END



12.6. Д л я  каж дого  ¿-го слоя  толщиной введем  т ,  — 1 узло* 
вьfx точек с  равным шагом На и нтер вала  времени
г|;, - т ^+1 — аппроксимируем 1-е дифференциальное уравнение 
в  /-М узле ¿ - го  слоя соотношением

\С) ------------------- \ ^ f + 0 .  Ь ) 1 --------;;------------ Ь  'Л /—0 .  5. I ------ г ~ “—
'1*+р 2 

*+1

(^V1^_,</<Л1„ /VI,=  ^ ...........
Р*к1

Условия идеального теплового ко н такта  в у зл е  М , +  1 на поверх­
ности соприкосновения 1-го и ( ¿ + 1 )-го слоев имеют вид

В граничных узлах  сетки с номерами 1 я Н — со ответст ­
вующих х = х̂  и к — х̂ , запишем разностные соотношения:

‘ \ . и — 1 “г ~  ‘*1 I '' f А '' 1 -------- ^=1^3/2, 1 , + а )  1в ,  — и̂ }

/ , . “ л/— “ .V и
¿^*-1-1 'Ь.

4-аа ( 0  — и^)  — (е^)п Оо и^.

1 ~  “л

Н ачальные условия определяю тся соотношениями

и 1= 1;{Х1), 1< £<П ,

Д л я  решения полученной системы N разностных ур ав н ен и й  на 
каж д о м  интервале времени м ож но  применить метод п о сл ед о в а тел ь ­
ных приближений, используя на каж дом  шаге метод п р ого н ки . 
П роцедура, реализующая описанный выше алгоритм  р еш ени я  си­
стемы разностных уравнений на алгоритмическом я з ы к е  А Л Г О Л -6 0 ,  
дана  в работе [51].



13 .1 . Запишем краевую  зад ач у ,  используя безразмерные пере- 
менньге линейные размеры

0  =  (Т  — Т'о)/?^; Л=х/{^, У =у({1, В~Ь/й, В1=Ь^(1, 0=с1^(1  

и п о л а г а я  Т^ — Тц;

^ дт дХ {  д Х } дУ \ дУ )  '

0 ( 0  X  у.. I (2 )
'  ’ М о  П р и Л ,  К с ^ 2 ( ( ^ ^ < ^ < 1)Л (Й 1< > '< й ) ) ;

а е / а х = о  при х = о ;  О)
д&/дУ =  0 при У = 0 ;  (4)

^Хд(д/дХ==айВ  при Х = 1 ;  (5)

-~кд@/дУ=а(1& при У = В .  (6 )

Д л я  перехода  к разностной схеме введем равномерную сетку  А\?=
=  ( ;е Ч '1/2 )Я 1, YJ = {J +  \/2)h^,  т , =  1П, где ^ =  - 1 . 0 ............Л?,;
/ = - 1 ,  О............/V.; / - -0 .  1, N,- ^  =  h^ -̂B|N̂ ■, -1 =  г/Л/з.

П р и м ен яя  йнтегро'интерполяционный метод, получим разностный 
а н а л о г  дифференциального уравнения на шеститочечном шаблоне:

“ А , 1 U t c + ¡ J ~ U k J
о  Сй,/рл,/ ^  Kk-̂ ~l/2, уЙ ' '  * / л, Ц 1 ,

1 \
А л \ / л л

. — И*—1,у 1 I 1 ■
---1/2.1-------------- -̂--------- -Г Т “  \ ^*./+1/2к, / ^2 \ ’ 

л л \ •
1— ^ * . / - 1/2 -------- ---------- . (/)/

г д е  / ^ « 0 . 1, 2 ...........Л ^ - 1; / =  0 . 1, 2, . ' У г - ! ;  ¿ =  0 , 1, 2 , . . . ,
А/а-^ 1

Граничные условия на сетке  аппроксимируются уравнениями



п р и м ен яя  метод переменных направлений, вводим промежуточный 
(¿-|-1/2 )-й слой и значения сеточной функции и переход от слоя 
/ к слою (* +  1) выполним в д в а  этапа . На к а ж д о м  этапе  у р а в н е ­
ние (7) заменяется одномерными уравнениями т а к о г о  вида :

,,, «А.У— 1 . —
-------------- --- 1/2 ./

' l i
j

■ - Ч . Н Y

Л а /

Л

^ ^ k . r 1

О . б т ) ^ 1

“  “ í f — 1 , /

\

+
/

“ k . l

\

h-i /

0,5л 1̂ \ ’ *̂1

— ( --------- ;----------- . + 1 “  ^*,Н-1/2 --------------- ----------n¡ \ Ла

«2 /

^к+\/2.1 --------- -----------------
\ h,

Í  л л

1 1 “*./+1 ~—  Л.*,/+1/2-------- ---------------
h.¡ \ Из

— —7--- -— • 0 3 )
^2 /

При решении к системе уравнений (12)  присоединяю тся гранич-
К —

ные условия (8 ) — ( И) ,  в которых значения и  з ам ен яю тся  на и. 
Систему алгебраических уравнений (12) и (13) п редставим  в виде, 
удобном для  применения метода прогонки:

^h- r l/2. ¡ _  / 

\

Ч + 1 /2 .; , K - \ / 2 , i

11

XUk . i  +

^k,l4-\/2 ^ *./-1/2

' *2 T|

X

(14)

X
■ ' \ . " i  2̂ j

(15)
^2

^  / ^ * . / - 1 - 1 / 2 ,  h , 1 - 1 / 2  \  I

где Gk.¡ = ------ ;— и*./+1 — ------ г — '-------- -̂----------------- 1--------- ^̂ h.| +и2 ' 1Л /,2 Т]«2 \ ^2 '*2

>•*./“ 1/2 .. . с  V t- l/2 . ; -  4^ 1/ 2 ./  , h - l / 2.1 ---- /"*./=--------------------------------- ------  Uk+l.l— — -- ------- h ------ --— -̂-----
h¡ ' ■ ' I  Л?

y '  77 , , j_/2.



И с п о л ь з у я  далее, метод прогонки по каж д о м у  направлению, 
п олучим  прогоночиые соотношения на (¿-}-1/2 )-м временнбм слое;

Сеточные соотношения д л я  перехода от (¿4-1/2)-го слоя 
к  (1‘4 - 1)-му слою имеют такой  вид:

В соотношениях ( 2 2 ) —* (2 7 )  индекс к  принимает значения 
^ = 0 , 1 , 2 ............

О писанный алгоритм (16) — (27) полностью решает сформулиро­
ванную  з а д а ч у .

13 .2 . В рассматриваемой области введем равномерную сетку : 
''й =  (Л+1/2)/1 ,;  г^==(/-Ь1/2 )/1, ;  =  где — 1. О, . .  ..
/=  — I, О, . .  N2, Nl={R2~~ к 1)/Н/, N^—l|h/, Ф иктивная
сетка  в во ди тся  с  целью аппроксимации граничных условий со вто­
рым п о р я д ко м  по пространственным координатам.

Запиш ем  разностный аналог сформулированной краевой задачи:

Уо./=
Ро./=0;

(16)

(17)

(18)

(19)

(20) 

(21)Uk-^.i^Uk,|Уk.i+f)k.| {k=Nl,  Л̂ ! — 1........... 0).

(22)
(23)

(24)

(/ =  0 , 1............Л ^ , - 1 ) ; (25)

(26)

Uk.|-l=-Uk.iУk.¡-j-Plг.N, (/=Л/2. Л'а— 1, 0). (27)



1 П , ) { к = - \ , 0 ,  1...........Л/,; 1...........N,r,  (2>

(3)
« л  ,• ---  ^  \ i Ул / +«  ,  , А 1

X, _  а  I Л ^ 1 _ = 1 л 1  _  е , , , )  = 0 ;

К  +а, “ '̂ -■■'+"^-1 :1 - 0 , ( 1 = 0; (4>
/I, \ 2 

,  “ . . о - 2 » , - 1  = 0 ; (5 )'
V 2

Л
и .  м.

д

В соотношениях (3), (4) индекс / принимает значения / = — 1,
0. 1, . . N̂ . а в (5), (6 ) — Ь О, 1. . . N1.

Построим локальнр-одномерную схему. Решение^ на промежуточ­
ных слоях обозначим через ( п = 1, 2 ).

Система разностных уравнений для  определения запиш ется 
в таком  [шде:

V - )

- ( ^ 1 - 0 =  7 -'^ (^1 +  1̂ 1 ) ;  . (7)Г| 2

г \ .» м  . .

'̂1 ( О , /) “  ^̂ 1 ( - 1 . Л  „  '̂1 ( 0 . / > + " | ( - 1 . / )1 I |Ц. п  ̂ 1 — 1. л __  > <1>. П ■ I I—> ./> __ ,
Ь, \ г  /

А Л  / а  л  •

X , -------------- ----------------- + а . ( ^ ---------------- ^

п =  2 

- ( ^ ' 2 — = 'г )= 4  ■ (8>
Г| 2

л • л ( ' '  а '' '
 ̂ '̂2 \ н . 0 ) - ' ^ 2 { к . ~ \ )  *̂2 ( * . 0 ) Т ^ ' 2  ( * . - 1 )  А  

Л,---------------------------- — ^̂ 4 ------------------------- ------ ^ 4 . *  »'  /I, ’ \ •¿ /
А " л  • / а  л  .  '

'I, \ 2 ■ . у •

В уравнениях  (7), (8 ) индексы /г, } опущены. Т еперь  но извест-
А  Л

ным значениям и^{к, /) вычисляем ик. ^

Ил, / =  ̂ 2 (А, /)•



14.1. Продольно-поперечная схема, соответствующая дифферен­
циальн ом у  уравнению  краевой задачи (14.9), запишется в форме

—  (ы — ы ) = —  (Л , +  Ло) ( «  ----- ^  (и  — +
Т) 2  ” 4

гд е  (О =  (•'‘•а» УтУ^' (^п+1. т
Л?

~  г  (^̂ л, т +1 'п—О-
н1

( 1)

П р ео б р азуем  схему (1) к канонической форме: 

В {и — и)/т1Н-Ли =  (|), (2)
-где

/4 =  — (Л1-1*^2)» В  = ( Е  —

Чтобы получить  решение соответствующей стационарной задачи,

численный р асч ет  по схеме (2) ведут  до тех пор. пока и ^ и .  Тогда 
схема (2 ) в пределе  переходит в разностную схему, аппроксимиру­
ющую стационарную  задачу  (14.8):

Ли =  оз, Л =  — (А 1 +  Л2). (3)

О птимальный шаг для  расчета выбирается из условия мини­
мума числа итераций (шагов по т). Необходимое условие этого — 
начальные д а н н ы е  за  один ш аг должны за т у х а т ь  к ак  можно си ль­
нее. П рименим метод разделения переменных д л я  исследования по­
ведения разностного  решения.

П оложим

где — м н о ж и тел ь  роста рг-й гармоники;

( 1 < / ) < Л ' — I, 1 < г < У И  — 1)

(4)

(5)^ ь
— собственные функции оператора А в прямоугольнике на равно­
мерной се т к е .  Подставим выражения (4), (5) в разностную схем у  (2) 
и определим множители роста гармоник:

_  ( 1 - У р ) ( 1 - Р г )  ■ 
(1 +  Ур) ( 1+ М  ’

211 . 5,лрЛ|
а2 2(1

2г) . лг/г., 
а2  2Ь



Из вы раж ения (6 ) видно, что все [м-р,|< 1, т . е. все  гармоники 
Vp, з а т у х аю т  при переходе со сл о я  на слой. П редстави м  множ и­
тель fip, в  виде произведения:

где v^ ,= (l — Yp)/(l-f-Yp); ф. = ( 1  — Р.)/(1 + Р ,)-
Сомножители н (р̂  монотонно убывают при увелич ен и и  номе­

ров р  и г. п р и  этом максимальны ми по модулю б у д у т  сомнож ите­
ли Vj, Ф1 или Ф ^_1. Поэтому и |Лр, принимает м акси м ал ьн ы е  
по модулю значения либо при р = = г= 1 , либо при p=^N — I ,  г = М  — 1 . 
Эти гармоники и б удут  сильнее всего препятствовать  вы х о д у  на 
стационарный режим.

Считая N и М достаточно большими числами, м ож но  положить:

лЛ| л  л  - n { N — \)hx n { N — \) .
Sin ---- ! - = S i n ---- —  ; sin —i--------------- Í—L í ^ s i n —i--------- - ' s e  l

2d 2N 2N 2(1 2N
nho Л . я  ( M  — I)  Л ,s in  — ^ s »  — ; s i n — -̂-------- —  « s  1,
2h 2M 2b

Тогда получим, что
1 'i / 1 , 1 \ y d* 6* , 7 ,IX., «  I -  Л ,-, «  1 -  —  -  — , (7)

Анализ выражений (7) п о казы вает ,  что с увеличением  ш ага  т| 
уменьш ается [а^̂ , а во зр астая ,  приближается к единице,
и, наоборот, с  уменьшением ш ага  ц  [Ац-^ I, а i . ia ' - i ,  м-\  уб ы вает .  
Поэтому выберем шаг т ак ,  чтобы Цц (г|о)=цл/—i. /м—|(Ло)> т .  е .

1 -  А о  ( i / d ' 4  1=dV{r\o^^) -

откуда

\ (  d} . УП / 1 , 1  \->/2

Вы раж ение (Ь) определяет оптимальный шаг» т а к  к а к  при о ткло ­
нении ш ага от tIq одна из гармоник (Цц, м -О  б у д е т  з а т у х а т ь  
медленнее, чем при оптимальном шаге,

14.2. .Локально-одномерная сх ем а , соответствуюш,ая дифферен­
циальному уравнению задачи (14 .9 ) ,  имеет вид

Е — ^  Л , j u = ^ H + - ^  Л , | ы + ( 1) 

— —  Аз) и =  + +  (2 )

где разностные операторы ^1 и Л 2 определены выше в з а д а ч е  14.2,. 
а функции сод и (02 выбирают т а к ,  чтобы



Запиш ем  схемы (I )  и (2) в  двухслойном виде, ум н ож ая  уравне- 
/ Т1 \ / I \ 

ние (1) с л е в а  на Е~\— ^ Лз . уравнение (2) на Е --------и ис-
_  V  2 7  , V  2 /

к л ю ч а я  и:

Е — ^ К )  ('£ -  ^  Л ,)  «  =  ( £ + - ^  Л .| Л ,)  и +

+ л (^ 1 + С 0 2 ) - г у  (ЛаШ, —

П олучен н ую  схему преобразуем  к канонической форме типа (2) в 
п р и м ер е  14 . 1 : ,

Л

Е -- Д. Л11(£--^ЛЛ ^ ^ “ -(Л.+Л2)и==
2 /\ 2 'I ц

=  -|-т2 4~“~  — Л,о>2). (3)

Если положить -4 =  — ( Л,  +  Л 2), в  =  [ £ ------¡- Д., Е ------ ! - ,  то
2 / \ 2 / 

л е в а я  ч асть  схемы (3) сов[1ад ет  с  левой частью продольно-попереч- 
и о й 'с х е м ы  |схема (2) » примере 14 .11. Л так к ак  затух ан ие  гармо­
н ик  в этих  схемах определяется  одинаковыми множителями, то и 
о п ти м альн ы й  шаг по т д л я  локально-одномерной и продольно-попе­
речной сх ем  будет  одинаковым и равным г|„.

14.3. Н а прямоугольной сетке  — У}=1к^, к ~ 0 ,  1, . . .  N. 
1= 6 , 1, . . . .  /И, ĥ  = d|N. /12= Ь / М ) запишем соответствующую раз­
ностную  схем у :

(Л( Н-Лз) и = — со; (I)

«0 . , =  иы. , =  Ф2(>';); и*. 0 =  Фз(-^й). Л1 =  Ф4(^Сь) (2)

Т р еб у е т с я  найти [1еизпестные значения иь, , д л я  внутренних уялов 
с е т к и .  Расгю ложим неизвестные естественным образом по строкам 
с е т к и ,  на чина я  с нижней строки:

I 1 - , /  ̂ '-------г  1. I ------ I +  —Т Г —  1 I —
л !  I

Г . I Г 1 =0)*, у. (3)
' í̂ "I

В схем е  (3) неизвестные ии—1, / и иь. ,~| предшествуют и*. ¡, а 
и к ^ 1, / и и/1. ,+( следуют за  ¡.

А лгоритм  Зейделя д л я  схем ы  (3) запишется в виде

•¿¿Л. I =  —  + —
[  '4

+  “ 7

* ,,«+М , I „ «  + *) 1 I ,, (0  1—  ик—{. ,Н— г  Чк /-1 -1— “  и*+1. ,-|-
/I?

(1 < Л '  -  1. 1 < ;  <  Л1 -  1),



Вычисления начинаются с  у з л а  сетки / г«1 ,  /— I и продолж аю тся  
либо по строкам, либо по столбцам  внутренних у з л о в  сетки . Най­
денные присваивают м а с с и в у  а*''.

14.4. Д л я  рассматриваемой задачи расчетные ф орм улы  метода 
верхней релаксации имеют вид

2 . 2
и г + т ?

1 . I
л“

и '^ ' ,+у —  ИЛ-1. / +

д л я  к = \ ,  2 , . . . .  N — \\ / = 1 , 2 , М - \ \

^̂ о/ =  ф|(У/); ил'/=Фа(У#);

ик. о=Фз(-«л); Л1=Ф4(-^».): ^ = 0 ’ •

Ход вычислений такой ж е ,  к ак  и в методе Зейделя (см . пример 14.3).

П РИ Л О Ж ЕН И Е 
анализа [75]

Н екоторые сведения из функционального

Н о р м и р о в а н н ы е  п р о с т р а н с т в а .  М н о ж ество  Е аб стр ак т ­
ных элементов называется ‘̂ еи1̂ ественным (ком плексны м ) линейным  
нормиронанным про стран ством,  если:

1) £  — линейная система с умножением на вещ ественны е (соот­
ветственно комплексные) числа;

2) к аж д о м у  элементу и  системы Е ставится в соответствие  веще­
ственное число (которое н азы вается  нормой этого элем ен та  и обозна­
чается и  ), удовлетворяющее следующим акси ом ам : а) Ц и 1| >  О, 
причем и = 0  только для  нулевого  элемента; б) | Ц <  || и ||-Ь 
+11 у 1] — неравенство тр еуго льн и ка ; в) Ц || =  | X11| и| .

^  В таком  пространстве вводится естественная м е т р и к а :  расстояние 
р( и,  V)  м еж ду  элементами и  \\ V определяется равен ством  р (и .
*=||м — о|[. Сходимость последовательности {ы„) элем ен тов  Е к и ^ Е  
в норме £ (иначе говоря, си льн ая  сходимость в Е) о п р ед еля ется  
тем, что ||а„ — и ||-^0  при п - ^ с о .

Говорят, что совокупность элементов Е ' с .Е  в сю ду  плотна в Е, 
если любой элемент Е может бы ть  получен к ак  предел  в норме Е 
элементов из £"

Если в Е имеется счетное* , всюду плотное м н ож ество  элементов, 
то пространство Е называется с епара бельным.  Если д л я  любой после­
довательности сходящейся в себе, т . е. такой , что Ц Ц О 
при р,  д -*■ с о ,  сущ ествует в Е предельный элемент, то пространст­
во Е назы вается полным Полное линейное нормированное простран­
ство принято называть пр о стран ством  типа В  или банахо^<ым пр о -  
странстном.  Все рассматриваемые ниже пространства б у д у т  полны­
ми II сепарабельным^}.

* Счетное множ ество— чти ¡акое  множество, лпементы когорого  можно з ан у ­
меровать н бесконечную последовательность; и^, u•¿. ..............Чц .....................



Ч астн ы м  случаем  банаховы х  пространств являю тся  пространства 
Г и л ьбер та .  В вещественном гильбертовом пространстве Н  д л я  любой 
п ар ы  эл ем ен то в  и и у определено скалярное произведение (и, v) — 
вещ ественное  число, удовлетворяю щ ее следующим аксиомам: а) (и, 
v )  =  {v, и ); б) {¿¿1+ ^ 2  ̂ v ) +  (u ,̂ vy, В) (Хи, v) =  X{u, v)', г) (и.
и ) > 0 ,  причем  {и , и) —О только  для  нулевого элемента.

В ко м п лексн о м  гильбертобом пространстве скалярное произведе­
ние {и, V)  есть  комплексное число, удовлетворяющее аксиом-'м 
б) — г) и акси о м е  (и, и)  вместо аксиомы а).

В  к а ч е с т в е  нормы элемента  и берется число || ti|| =  }/^(w, и). 
В определение гильбертова пространства включаем требование его 
полноты и сепарабельности.

Д л я  лю бы х  д вух  элементов и и ч из Я  имеет место неравенство 
Коши — Б у н я к о в с к о го  — Ш варца |(и, f )  1 <  II w ||*Ц к Ц, которое име­
н у е т с я  короче  неравенством Коши. В пространстве Н кроме сходи­
мости по норме (сильной сходимости), когда — u||-^ü , можно 
р а с с м а т р и в а ть  и слабую сходимость. Последовательность {и^} назы­
в а е т с я  сл аб о  сходящейся в Я  к  элементу и,  если (w„ — и,  d)-*-»- О 
при п с о  д л я  всех v i : ¡ i .  Н етрудно попять, что если нормы 
равн о м ер н о  ограничены ( Ц ]| < - M i) ,  то д л я  доказательства  слабой 
сходимости  {у„) к и достаточно убедиться , что v ) ^ 0  при
п с о  т о л ь к о  для  какого-либо всюду плотного в Н множества v. 
П оследовательность  {и„} не м о ж ет  слабо (н тем более сильно) схо­
д и ться  к  д в у м  разным элементам  И. Если (и„} сходится к и в нор­
м е Н, то  она сходится к и и  слабо. Обратное утверждение неверно. 
О дн ако  есл и  кроме слабой сходимости {г̂ „} к и  известно еще, что 
| | u J [ -> | | u | l ,  TOl{u„} сходится к и сильно.

Гильбертово  пространство (по определению считаемое полным), 
а  т а к ж е  любое его зам кнутое  подпространство полно и в отноше­
нии слабой  сходимости. М ножество М  назы вается компактным  в В, 
если  в с я к а я  .бесконечная последовательность элементов из М содер­
ж и т  сходяш .ую ся в себе подпоследовательность. Если пределы всех 
т а к и х  подпоследовательностей принадлежат М, то М  назы вается 
ком пакт ным  в  с е б е .  В гильбертовом пространстве Н аналогично вво­
д я т с я  п о н яти я  слабой компактности и слабой компактности в себе. 
И меет м есто  следующий признак  слабой компактности в Н.

Теорема 1 . Замкнутое  ограниченное множество в Н слабо ком­
пактн о  в себе.

П риведем  д в а  примера вещественных пространств В и Н.  Сово­
куп н о сть  в сех  принимающих вещественные значения измеримых 
функций и{х),  определенных на области Q евклидова пространства

и имею щ их конечный интеграл

ll«||p.Q =  | j l « W I " C Í í y ' ‘’ (1)

С каки м -ли бо  фиксированным р >  1. образует (полное) сепарабель­
ное пространство  Б ан ах а ,  если норму в ней определить равенст*



BOM (1). Д л я  этого пространства принято  обозначение ¿ .p (Q ) .  В к а ­
честве плотного в L p ( i2) множ ества  м о гут  быть в з я т ы ,  н ап р и м ер ;
а) все бесконечно дифференцируемые функции, или все  полииомы , 
или д а ж е  только полиномы с рациональными коэффициентами;
б) все бесконечно дифференцируемые функции, равны е нулю  вб лизи  
границы Q (равные нулю в пограничной полосе Q ш ирины 6  >  0 ).

Пространство есть вещественное пространство Г и л ь б е р т а ,
если в нем ввести скалярное произведение с помощью р а в е н с т в а

( и , . о ) =  I* U ( х )  V U )  (1л:.

Приведем р яд  алгебраических и функциональных н ер ав ен ств :  
неравенство Коши

SI. /=»1
< 1 / 2  a , i U l V

У I. /=1
аиЩЛ) . (2 )

справедливое для  любой неотрицательной квадратичной  формы 
с а() = ал  и произвольных вещественных 

неравенство Коши с г

\аЬ\^  - ^ 1^ 1" + - ^  1^ 1"’

справедливое при всех е >  О и произвольных а  Ь. Из ф ун кц и о­
нальных неравенств приведем неравенства ,  являю щ иеся  к о н к р е т и з а ­
цией неравенства треугольника  и неравенства Коши.

Д л я  пространства ¿ г ( ^ )  имеют вил

1/2 /Г . \ '/2 , / о . \ >/2С \ 1/  ̂ / Г  \ 1/2 / [‘ „ \ i
J  ( u  +  y )^ d A :|  <  j I W jd x  j + / J
i  / U  / \fl у

I* ИУ (1х
о

О б щ и е  с в е д е н и я  о л и н е й н ы х  ф у н к ц и о н а л а х  и л и ­
н е й н ы х  о г р а н и ч е н н ы х  о п е р а т о р а х  в г и л ь б е р т о в ы х  
п р о с т р а н с т в а х .  Линейным функционалом / на Н (ком п лексно м  
или вещественном) называется линейная  непрерывная ч и сл о в ая  ф ун к ­
ция 1(и), определенная для  всех  и ^ И .  Линейность I (или д и с т р и ­
бутивность) означает, что для любых элементов и-1 к из И  и лю­
бых чисел и |.1

I (>.«1 =  г./ («1)+ц/ ( и г ) .  (5)
Непрерывность ж е  1{и) означает, что / (и „ )-> / (и ) ,  если  и.

Д оказано , что для  /(и), удовлетворяю щ их свойству (5), н еп р ер ы в ­
ность эквивалентна  ограниченности 1{и) на поверхности единичной 
сферы 5 ,  =  {и:|| гг ||г= 1}, или, что то ж е ,  неравенству



Т еорем а Ф . Рисса у т в е р ж д а е т ,  что линейный функционал I на Н 
м о ж е т  быть представлен в виде скалярного  произведения

1 {и )= (и ,  у ) .

причем  элемент v  оп ределяется  по 1{и) единственным образом Ве­
л и ч и н у  называю т нормой ||/Ц линейного функционала /. Оче­

ви дн о , что ЦI || =  sup  ̂  ̂ I и я вл яется  наименьшей из всех возмож-
II “ 11

н ы х  постоянных с, д л я  которых верно (6 ).
Перейдем теперь к линейным операторам в Н. Оператор А, опре­

делен ны й  на некотором множ естве  D{A) пространства Н, сопостав­
л я е т  к а ж д о м у  элементу и из Я  некоторый элемент ü из Я ,  и это 
п р и н ято  записы вать  т а к :  v = A u  или v~A{u) .  Если на D{A) спра­
в е д л и во  равенство

Д {Яи1-Нцы2) =  ?.Л (u i)+|a-4 (Ua),

то  го во р ят ,  что А линеен (при этом предполагается, что D ( Л)  — ли­
нейное множество). Если при этом сущ ествует  постоянная с  т а к а я ,  
что д л я  всех  и из D{A)

II Ли 11 <  с 11 и 11, (7)

то  л  н азы вается  ограниченным оператором на D{A). Такой опера­
т о р  м ож ет  быть непрерывным способом распространен на з ам ы ка ­
ние D( A)  в Я  (которое, очевидно, будет зам кн уты м  подпростран­
с тво м  в И,  причем (7) б уд ет  верно для всех и  из D (Л)). Такой опе- 
р ато р  м ож но  распространить (разными способами, если О ( Л ) с Я )  
н а  все  Я  с сохранением неравенства (7). Н аименьш ая с. д л я  кото­
рой неравенстео  (7) имеет место для всех и  из D{A), называется 
нормой II Л || оператора Л, т ак  что

II Д 11= . и р
-•ew 11 «11

В ы делим  д в а  класса  ограниченных линейных операторов. Один — 
э то  к л а с с  с  а м о с о п р я ж е  н н ы X операторов: оператор Л называ­
е т с я  самосопряженным, если

{Аи, v )={u ,  Av) д л я  всех  и, v ^ H .  ' (8 )

С пектр  такого  оператора веществен и располагается  на отрезке
I — ||ЛЦ, 11 Л Ц ]. Д ругой  к л а с с — это класс вполне н е п р е р ы в н ы х  
оп ераторов . Оператор Л назы вается  вполне непрерывным,  если он 
лнзбое ограниченное множество переводит в компактное. Спектр т а ­
к о го  оператора А состоит из точки нуль и не более чем счетного 
н абора  собственных значений, который может иметь точку накопле­
н и я  лиш ь в нуле. К аж д о е  из этих собственных значений, кроме 
т о ч ки  н уль , имеет конечную кратность. Ввиду этого собственные 
зн ач ен и я  могут  быть пронумерованы в порядке убы вания их моду-



ля ; |^1 |>1^2 1 >  • • причем на каж дой  окруж ности  ви да  
м ожет лежать  лишь конечное число

Если оператор А самосопряж ен  и вполне н еп р ер ы вен , то его 
спектр веществен и дискретен с  единственной точкой н ако п л ен и я  в 
нуле. Все собственные знйчения. кроме нуля , имеют к о н ечн ую  к р ат ­
ность Их можно расположить в порядке уб ы ван и я  их модулей : 
|Я, 1 >  1^ 2 ! >  |^з1 >  причем X ; , О  при 1г->-со.  С оо тветству ­
ющие им собственные элементы (т. е. решения ур а в н е н и й  =  
=X¡^u^) можно выбрать взаимно ортогональными и нормированны ми. 
Н атянутое  на них замкнутое подпространство с о в п а д а е т  с И, 
если Х,==0 не есть точка дискретного спектра (т. е. е сл и  уравнение 
Аи=0  имеет только тривиальное решение; ы =  0).

Особо важными оказы ваю тся те  гильбертовы п р о стр ан ства ,  кото­
рые имеют плотное счетное множество. К ак  у ж е  уп о м и н ал о сь ,  т аки е  
пространства называются сепарабельными. В ажное д л я  приложений 
пространство сепарабельно.

Теорема 2. Д л я  того чтобы в гильбертовом п р остр ан стве  сущ е­
ствовала  полная счетная или конечная ортонормированная система, 
необходимо и достаточно, чтобы это пространство бы ло  сеп ар аб ель ­
ным По определению, подпространство гильбертова п р остран ства  Н 
есть линейное замкнутое множество элементов из Н . К а ж д о е  под­
пространство само есть некоторое полное гильбертово пространство . 
Приведем несколько примеров подпространств п ростр ан ства  ¿ г (О ) .

П р и м е р ы .  1. .Множество функций, удовлетворяющих р ав ен ст ву

очевидно линейно и предста1»ляет собой подпространство ф ункций, средние чначе- 
ния которых по области равны нулю .

2. Подпростраиотпа образуют т а к ж е  функции, гождественнп р ав н ы е  постоян­
ной (своей для  каждой функции).

3. Пусть и  совпадает с (0. ¿л| оси х. Чножестао ф ункций, р яд ы  Ф у р ь е  ко ­
торых содержат только синусы, образую т подпространство; о.чевндио, функции 
втого подпространства ортогональны ф ункциям  созгиг а  = 0, I, 2 ,  . . . .  т .  е .

4. В пространстве (Й) векторных функций, определенных в  трехм ерной о'"'- 
ласти Q,  рассмотрим грн линейных множ ества  вехторов; а  — м и о ж ество  векторов ,  
дивергенции которых раины нулю; — множество градиентов с к а л я р н ы х  функ 
ций; V — множество градиентов таких  ск ал я р н ы х  функций, ко то ры е обращаются 
в нуль  на грапиис области О.

Присоединив к каж дому  из э ти х  множеств его п р едел ьн ы е  точки, 
получим подпространства ^  —^^г(^)-

Само гильбертово пространство Н можно р ассм атр и ва ть  к а к  под­
пространство, /Чножество, содерж ащ ее  только н улево й  элемент, 
т а к ж е  является  поцнространством Эти два подпространства н а зы в а ­
ются тривиальными.  Подпространства примеров 1— 4 н етри ви ал ьн ы .



П у с т ь  д ан ы  гильбертово пространство Н и его подпространст­
во И у  П у с т ь  (р — произвольный элемент из И. Д о к а зы ва ется ,  что 
в //, с у щ е с т в у е т  единственный элемент ф ,̂ обладающий тем свойст­
вом. что

■ Уф — ф1 ll =  m in  Цф — ф 11-
Фен,

При этом  элемент фг =  ф — Фг ортогонален любому элементу подпро­
стр ан ства  Я ,  или, к а к  говорят  короче, ортогонален Я , .  Элемент ф, 
н а з ы в а е т с я  ортогональн ой  п р о е кци е й  элемента на подпространст­
во Hi\ сл о во  «ортогональная» часто опускают и говорят просто 
«п р о е к ц и я» .  Таким  образом, любой элемент р азлагается  в
с у м м у :  ф ~ ф 1-Нф2- Ф1 С Я 1 е с ть  проекция на Hi, я ортого­
нально Hi-  Нели то фг==ф, Фз=0; элементы подпространства 
совп адаю т со своими проекциями на это ж е  подпространство.

Если пространство// сепарабельно, то его подпространства такж е  
с еп ар аб ельн ы  и проекцию можно строить так : если {ф',,} — ортонор- 
м и р о ван н ая  система, полная в Hi,  то

оо
Ф1=  (Ф. (9)

Н етр удн о  видеть, что подпространства примеров 1 и 2 ортого­
нальны , а их ортогональная с ум м а  (по аналогии с тем, что ортого­
н ал ь н ая  с у м м а  осей Ох и Оу  д а е т  плоскость хОу) дает  пространст­
во /-2 (^2 ). Подпространства а  и у  примера 4 т а к ж е  ортогональны; 
их о р то го н ал ьн ая  сумма д ает  все  векторные пространства L.iiQ).

Т еорема 3. Заданный на плотном множестве линейный ограничен­
ный ф ункционал  можно, и притом единственным образом, расширить 
на все пространство с сохранением нормы.

В а ж н у ю  роль н приложениях играют билинейные и квадратич­
ные ф ункционалы .

П у с т ь  в гильбертовом пространстве Н задано плотное линейное 
м н о ж ество  М и пусть каждой паре его элементов ф и ф приведено 
в соответстви е  одно и только одно число '11(ф, ф). Будем называть 
Ф (ф , ф) билинейным функционалом, если: \) при фиксированном ф 
ф ун кц и я  Ф  линейна; 2) справедливо  тождест1ю

ф  ( ф ,  ф) =  Ф(г(;, ф) ,  ( 10)

Е сли  Ф  (ф, ф) — билинейный функционал, то функционал Ф  (ф, ф) =  
=  Ф (ф ) н азы вается  о дно ро дным квадратичным функ1щоналом  или 
к в а д р а т и ч н о й  формой.  К вадратичная  форма удовлетворяет тождеству

Ф  (ф +  Ф )= Ф  (ф )+ Ф  (ф. Ф )+  Ф  ( '^  Ф )+ Ф  {ф)

Если  Ф ( ф ) —^квадратичная форма,’ а I — линейный функционал, 
то  в ы р а ж е н и е

(Ф ^ ^ ф (ф )  _ /ф — /ф- f const U *)



назы вается  квадратичным функционалом.  В с л у ч а е  вещественного 
 ̂ гильбертова пространства имеем следующие р ав е н с тв а ;

Ф ( ф .  =  ф);

Ф ( ф  +  ) ] : ) = Ф ( ф )  +  2 Ф ( ф ,

^  (ф) ^--ф{ф) — 2/ф-)-СОП51.

(12)

Н а некотором множестве О {А) элементов ги ль бер то ва  простран­
ства  И определен оператор А, если каж д о м у  элементу  ф ( ; 0 ( Л )

. приведен в соответствие по некоторому закон у  один и только  один 
> элемент 11̂ гильбертова пространства Н Это зап и сы вается  т ак :  

Множество 0( А}  н азы вается  обла стью о п р е д е л е н и я  операто­
ра А, а множество R{A)  всевозможных элементов г|) — областью 
значений того ж е оперптора. Можно сказать ,  что Лф есть функция, 
которая  переводит элемент 0 (/ 4 )  в элемент гр ^ /?(Л ).

Необходимо отметить, что в определение о п ер ато р а  существенно 
входит его область определения.

Д в а  оператора /1 и б  считаются равными, если  совпадаю т их 
области определения и если д л я  каждого  элемента  ф, входящ его  в 
область их определения, Лф =  Вф. Если О (А)  е с ть  часть О (В)  и 
д л я  каж дого  элемента ф ^ О ( Л )  имеет место р авен ство  Дф=Вф, то 
оператор В называется р а сш ир ени ем  оператора А

О н е о г р а н и ч е н н ы х  о п е р а т о р а х .  В отличие от ограни­
ченных операторов д л я  неограниченного оператора А не сущ ествует  
постоянной с ,  при которой выполняется неравенство  (7) д л я  всех и 
из О {А). Будем рассматривать  лишь таки е  с л у ч а и ,  когда  0{А)  
плотно в Н.  Множество значений А будем о бозн ачать  через Ri A) ,  
т а к  что ,4 [0 (/4 )]  = /?(/4).

Рассмотрим неограниченные операторы, п о ро ж д аем ы е дифферен­
циальными выражениями. К аж дом у  такому вы р аж ен и ю  со п оставля­
ются различные операторы, определяемые у к а з а н и е м  их области 
определения В качестве примера рассмотрим дифференциальное вы ­
ражение Ы{х)  г)' ц̂/с1х'- на отрезке х ^ [О, 11, в з я в  з а  Н веществен­
ное функциональное пространство ЩО,  I). Е м у  можно сопоставить 
оператор А, определенный на всех бесконечно дифференцируемых 
ф ункциях и(дг) с носителем в (О, 1). На и (х) из О (А) оператор А 
вычисляется так :  Аи=1и=(Ри{х)/6х^.  Л егко  ви д еть ,  что А на О (А)

■ неограничен. Этому ж е  выражению Ы  можно сопоставить  другой  
неограниченный оператор А, областью определения которого я в л я ­
ются все бесконечно дифференцируемые на (О, 1) функции. На них 
А вычисляется так  ж е , как  А на О (А), а именно: Аи==6 и̂ (х)/6х ,̂ 
ААежду А А есть естественная упорядоченность: 0 ( Л ) с 0 ( / 4 )  и 
Аи --Аи. В этом случае  оператор А есть расш ирение оператора А. 
Область определения для  /. можно выбрать бесчисленным множ ест­
вом способов, и каж ды й  раз придем к др уго м у  неограниченному 
оператору, вооОпш говоря, с другими  свойствами.



О ператоры А и А. описанные выше, имеют существенно различ­
ные сво й ства .  Например, д л я  оператора А справедливо соотноше­
ние

I 1
(Лы, и) =  Г ^ и а л : = ( и .  A v ) = [ u ~ d x ^ ,  (13)

о о

здесь и,  о — произвольные элементы из 0{А).
Д л я  о п ер ато р а  ж е  А это свойство не имеет места, т ак  к а к

{Аи, v )= { u ,  / 4 & )+ ~  V
йх

Хяз1 ^

дх
Х = 1

(14)
х=гО

И сум м а  д в у х  последних членов правой части не равна нулю для  
всех  « ,  v ^ D { A ) .  Свойство (13) гарантирует  симметричность опера­
тора А, оператор  ж е  А несимметричен. Теория симметричных опе­
раторов хорош о разработана и может быть использована д л я  изуче­
ния оп ределен н ы х  классов дифференциальных операторов. Одним из 
важ н ей ш их  понятий в ней я в л яется  понятие самосопряженного опе­
ратора.

Оператор А назы вается  самос опр яженным,  если он симметричен, 
т . е. если

{Аи, v ) ^ { u ,  Аи) д л я  всех и, v i D { A )  (15)

и если из то ж д ества

(Аи,  и ) = ( и ,  (¿1), (16)

в  котором V и са; фиксированы, а ы — любой элемент из О {А), следу ­
ет , что и ( : 0 {А) и w —Av.

Иначе г о в о р я ,  А самосопряжен , если сопряженный ему опера­
тор А* имеет т у  ж е  область определения 0 ( А)  и А = А* на 0{А).

Определение I. Симметричный оператор А назы вается положи­
тельны м , если  квадратичная  форма (Аи,  ц) >  О и {Аи, и) =  0 тогда 
и то л ьк о  т о г д а ,  когда и = 0 .  Например, оператор, действующий в 
п ростр ан стее  Н ^ Ц { 0 , I)

с  областью  определения 0 {А)у состоящей из функции и, удовлетво­
ряю щ их требованиям  и ^ С * ( 0 , 1) и д важ д ы  непрерывно дифферен­
ц ируем ы х  на (О, 1) и и ( 0 ) = и ( 1 ) = 0 ,  симметричен.

Д л я  д о к а з а т е л ь с т в а  положительности составим квадратичную  
форму;



Допустим, что {Аи, ы )= 0  и, следовательно  f (u O ^ d x —0. Т о гд а

u'{a:)=sO и  «  ( л; )  S  const. Теперь из условий u ( 0 )  =  u ( l ) = 0  в ы т е к а ­
ет, что и(л:) =  0. Значит, оператор (17) полож ителен .

Определение 2. Си\4метричный оператор А н азы вается  п олож и­
тельно определенным, если сущ ествует т а к а я  п остоянная  у  >  что

(Ли, (18)
Последнее неравенство назы вается  неравенством п оложител ьной  о п р е ­
д еленно сти.  Очевидно, что всякий  положительно определенный опе­
ратор положителен. Обратное, вообще г о в о р я ,  неверно. П о к а ж е м  
это на примере.

Пусть оператор В  определяется формулой
= _  0<jc<oo; (19)

и 6 С^(0, со), ы (0 )  =  0, ц (х) =  О при д: >  а  >  со.

Имеем
(А/ а  ии
Z' Л̂и Л •

{Ви. и ) ~ — — (\х= ( « ' ) ^ d x = '  (u 'Ydx.
. dx* J  J

При этом если {Ви, м )= 0 ,  то (u ' )^ d x —0.

Гак к ак  подынтегральная функция неотрицательна , то и'{х) =  0  
и W (ж) ^  const, но и ( 0 ) = 0  и. значит, и ( д : ) ^ 0 .

Оператор В  не положительно определен. Чтобы убедиться в этом»
(Ви, и)д о каж ем , что н иж няя  грань отношения р а в н а  нулю, а не не­

которой положительной константе.
Возьмем последовательность функций

j  х{п — если 0 < д :< л ;
I х > п = а .

Л егко  видеть, что Найдем норму Uf .̂ Имеем
flsso

|1“ п 1Р=* где a = c o n s t .

Сделаем замену х=п^ .  Очевидно, l ^ j O ,  If,
1

I I « »  1Р = л " | е « ( 1  - i n i = c , n \  c , = c o n s t .

ОО It

Д ал ее ,  u j = |  ( d x = J  (л — — д;)“* dx .



З ам ен а  х = п 1, д а е т
I

(Ви^,  [ ( 1  — С2 =  соп51-
о

Теперь
В»П, »/I_ с 2  ̂ 0

(I и  |р С,я“ Л-+-СО

(Ви„, Ип) л
И , следовательно , н и ж н яя  грань — ¡ - —О, что и доказы вает  ут-

I) II

верждение.
О п е р а т о р  у р а в н е н и я  с т а ц и о н а р н о й  т е п л о п р о в о д ­

н о с т и .  П усть

Л 0 = - ^ ( ? . „ ^ ) + с { х ) е  (2 0 )
дxJ V <?•»■*/

— дифференциальное выражение, коэффициенты которого определены 
в некоторой конечной области трехмерного пространства Е̂ . 
Границу Г области  ^  будем считать кусочно-гладкой. Примем еще, 
что —  прос1 ранству функций, непрерывных в Q вместе со
своими первыми производными.

Д 1гфференциальное выражение (20 ) будем  считать эллиптическим 
в замкнутой  области  й .  В этом случае все собственные числа ^.^(а:), 

Цэ(-^) — матрицы старших коэффициентов X/;, (д;) — имеют в й  
один и тот ж е  з н а к .  Изменив, если это нуж но , знак вы раж ения Л 0 ,  
можно все гд а  считать , что (л :)>0 ,

У равнение  относительно |л(х)

^12» ^13

2̂1* ^22 —Ц. ■ 2̂3 =  0

'̂■31- ^32' ^за —м

имеет старш ий коэффициент (— 1)'^= — 1. прочие коэффициенты этого 
уравнения непрерывны в Q- Отсюда следует , что корни ц^(х) этого 
уравнения — непрерывные в О функции о-^х.  Будучи положитель­
ными в ком пактной  замкнутой области 2̂, они в этой области 
ограничены сн изу  некоторой положительной постоянной, которую 
обозначим через Уо̂

)Аа(а:)>Уо при всех  х^9 . .  (21 )

Эллиптическое дифференциальное выражение, удовлетворяющее 
неравенству (2 1 ) ,  назы вается невырождаюш.имся в У. Пусть 1̂ , 1̂ , 
/д — произвольные числа Ьсли [.^(х) — наименьшее из собственных 
чисел матрицы (/, к =  \, 2, 3), то, к а к  известно,

3

(- )̂ (- )̂ ^



' Воспользовавшись неравенством (21), получим 
а

' Уо 2̂ 1 (2 2 )
I

Потребуем д л я  (20) дополнительно, чтобы

с(д :)> 0  при всех (23>

; Рассмотрим теперь задачу  с однородным к р ае в ы м  условием

= 0|г=О. (24)
( (УХ ̂  ОХц /

I
Вудем считать, что / (х) б ¿-2 (^^). и будем  и скать  решение задачи  (2 4 )  
д л я  0  (х) ^ З а д а ч а  (24) порождает оператор , который о б о ­
значим через Z. С II действует по формуле

' ¿ е ) =Л( “У = — — —  Н -с(х )В .дх( \ дх1г)

*3а его область определения D(Z) можно принять  множество тех  
функций из С^(^2.) которые удовлетворяю т однородному кр аево м у  
условию (-) |1 = 0 .

Д окаж ем , что оператор Z в — положительно определенный.
Достаточно установить три факта: 1) множ ество  D(Z) плотно в

2) оператор Z симметричен, т. е. (/О, у) —(0 , Z у); 3) опе­
ратор / удовлетворяв^ неравс!1ству положительной определенности 
{Z0, 0)>у'-^ II Н Ц■̂ У"=соп51>0.

Очевидно, что ■ множество функций из С ^ (0 )  и обращ ающ ихся в 
нуль  на Г плотно в ¿.2 (^ )̂- Л окаж ем  симметричность оператора Z. 
П усть 0 ,  и^О{Х) .  Это значит, что в ,  и 0|р =  с^|г=О.

Составим разность:

{ХН, у) — (0, / . v ) = ( A ^ ,  у )— (в, A v ) - - j j ( v A Ь  — 0Ло)с1Й,
г

Применив к последнему интегралу формулу Грина, получим

(Z0 , у) — (("), Zl^}= ----- в - ^ ) с о з ( « ,
J  \ дх,1 /
г

В силу равенства (24) интеграл справа равен нулю. Симметричность 
оператора Z д о казан а .

Остается доказать  неравенство положительной определенности- 
Имеем

(Z0 . У) =  (/1и ,  0 ) - ^ -  ' 0 - í ! - h ^ ' ) d ( ) _ | .  ' - в м и .
J  дх) \ дхц} J  
^ и



Применим к  первом у  интегралу  формулу Грина. В силу однород* 
н е го  краевого  у с л о ви я  0 ] р = О  интеграл на поверхности исчезает 
и мы получим

( г в ,  0 ) = Г К ^ - ^ + с в ' ^ ) с ! й .  (25)
\ дXJ дх)г /

Интеграл (25) оценим снизу. Прежде всего  отбросим неотрица­
тельное слагаем ое  св* . Д а л е е  воспользуемся неравенством (22), по« 
л о ж и в  в нем

.  д е  'д@ / д 0  \2

дх,  дх^ J ^ \ д x „ )

П усть точка х'- л е ж и т  вне области Й. Доопределим функцию в (д :) .  
положив ее равной тождественно нулю вне , О. Ф ункция в  (л:) при 
этом остается непрерывной ввиду условия 0 ] г = О .  Имеем по фор­
м у л е  Ньютона— Лейбница

Х ‘

© ( ; « ) - 0  (0, х ' ) = С ~ ( Е .  х . Ц а .

П усть точка (0. х )̂ л еж и т  вне ^  (этого можно добиться, поме­
стив Q в трехмерный параллелег1нпед). поэтому

X ’

0 ( 0 ,  x^)=0 и 0 ( Х ) = Г — (I. х^)^1.
о

По неравенству К ош и— Буняковского ,

0 0 о

где «1 — сторона  параллелепипеда , содерж ащ его  Й.
Проинтегрируем последнее неравенство по всему трехмерному 

параллелепипеду П { 0 < х ^ < а ;^ .  к=\,  2, 3}:

Г (*с1х2 [ - ^ ] ^ с 1 х з = а ?  ' 6x1 ' йх^
I  I  1 ^ г

чх.О)



Отбросим интегралы  по области Ох— П — О, к а к  р а в н ы е  н у л ю ,
3

и прибавим сп р ава  неотрицательную с у м м у  Это п р и ве -

дет нас к неравенству

(26)
'2 к=\

Неравенство (26) известно к а к  неравенство  Ф ридрихса. Д л я  ф у н к ­
ции в  (х) ^ D(Z)  это неравенство сп раведливо ; окончательно п о л у ч а е м

3

(26 . в » у „  (' у .  ( ( 10> ^  II в  II (27)
J  \ / а?

ЧТО и д о казы вает  его  положительную определенность.
Оператор (24) часто встречается в приложениях , с к о т о р ы м и  

приходится с тал ки ваться  при решении задач стационарной т е п л о ­
проводности в изотропных и анизотропных ср едах . П р и ведем  б ез  
доказательства  следующую теорему, св язан н ую  с эн ер гети ч ески м  
пространством оператора (24).

Теорема. Энергетическое пространство Иг  состоит из т е х  и 
только тех функций, которые: I) к вадрати чн о  сум м ируем ы  в О и 
имеют квадратично суммируемые обобщенные первые п р ои зво д ны е ,
2 ) удовлетворяю т краевому условию 0 ] г= О  в следующем с м ы с л е :  
если 0  6 ^ 2 , то сущ ествует  последовательность функций 
таки х , что

О

(28)

В пространстве Нг  энергетические произведения и норма о п р е ­
деляю тся формулами «

[О. с-1=( (29)
J  \ дxJ адг* I
п

о

Заметим, что при с = 0  формулы (29), (30) дают э н е р г е т и ­
ческое произведение и норму оператора Л ап л а са  задачи  Д и р и х л е ,  
т. е. --Лв= /(А :) .  0|г= О .-

/  I  \ дх/, дх̂  I  п—*оо
^  - е г  '

(т=1, 2, 3, ...).



Задача  Д и ри хле  д л я  оператора (24), т. е. зад ач а  2 0 - - Л в = / ( х ) ,  
в  [г = 0 .  имеет единственное решение в силу  его положительной 
оп ред елен н о сти 'п р и  любой / (х) 6 решение (’■)u(x)^Wz-
Ф у н к ц и я  (-̂ о с ум м и р уем а  с  квадратом, имеет суммируемы е с к в ад ­
р ато м  обобщенные первы е  производные и обращ ается н пуль па 
гр ан и це  области в см ы сле  первого из соотношений (28). Обобп1ен- 
п с е  решение 0 о (х )  е с ть  решение задачи о минимуме функционала

F { 0 ) =  ц е г - 2 ( в ,  f ) =  
J  \ ОХ/ OXfiгл

при краевом условии 0 1 г = О .  Это решение можно представить в 
ви д е  ряда

N

e S ' ( x ) = S ( f .  w Jo )^ (a : ) ,  x ^Q,  
fe=i .

гд е  (О,¡ (x) — последовательность функций, удовлетворяю щ ая условию 
Í,)/, 1г =  0 и (йртонормированная в энергетическом пространстве ///.

Рассмотренный нами оператор (24) интересен тем, что сфо[)му- 
л и р о ван н ая  для  него зад ач а  Дирихле может быть решена не только 
с  помощью п редставления реп1ения « виде р яда  по собственным 
ф ункциям  оператора /1Н. но и по собственным функциям оператора

Л а п л а с а  Д 0 ,  т. е. ф ун кц и ям  0^, — Г~| sin если область
í!'.= l

п араллелепипеда  < af .̂ Взятые в качестве координатных при
решении зад ач и -Д и р и х л е ,  эти функции дают решение со свойствами: 
1) вторые производные 0 ^  (х) сходятся в метрике к вторым
производным точного решения; 2) первые производные сходятся 
в  L^iQ),  а приближенные решения 0 ?  равномерно сходятся в Q к 
точному решению |62|.

Положительно определенный симметричный линейный оператор 
/  и задача н ахо ж д ени я  его  собственных функций и собственных 
чисел , т. е. нетривиальны х решений уравнения

Z 0  — р в  = 0. в 1 г = 0 ,

м о гу т  о казаться  полезными во многих прикладны х задачах  теории 
стационарной и нестационарной теплопроводности и тепло- и массо- 
обмена.

Примем без* д о каза тел ьства  некоторые свойства , касающиеся 
собственных чисел и функций оператора Z: 1) собственные числа 
симметричного оператора вещественны; 2) в сепарабельном гильбер­
товом пространстве симметричный оператор имеет не более чем 
счетное множество собственных чисел; 3) собственные функции сим­
метричного оператора образую т ортонормированную систему; 
4 )  собственные элементы положительно определенного оператора 
ортогональны в энергетическом пространстве, если они ортого­
н альны  в исходном пространстве; 5) любое' собственное число поло-



жительно определенного оператора не меньш е нижней грани э т о г о  
оператора.

Последнее определение иллю стрируется следуюш^им примером. 
П усть 0  6 О (2 )  — области определения оп ератора  Z, заданного соот­
ношением (24), тогда д л я  любого собственного числа этого оп ера ­
тора имеет место неравенство 

{'¿в.  в )

0

где — постоянная в неравенстве (Z 0 ,  0 )> у ®  i Ö II

П РИ Л О Ж ЕН И Е 1Н. Таблицы корней характеристических 
уравнений

Корни уравн ени я  c tg
Т а б л и ц а  I I I .  t'

81 U , (i 11 s JA.

0 0 3 .1 4 1 6 (j.2832 9 ,4 2 4 8 12 .5664 15 .7080
0,001 0 .0316 3, 1419 6 ,2 8 3 3 9 ,4 2 4 9 12 ,5665 15 ,7080
0 ,00 2 0 .0447 3 .1 4 2 2 6 ,2835 9 ,4 2 5 0 12 .5665 15,7081
0 ,00 4 0 ,0632 3 .1 4 2 9 6 .2 8 3 8 9 ,4 2 5 2 12 .5667 15 ,7082
0 .0 0 6 0 .0774 3 .1435 6,2841 9 .42 54 12 ,5668 1 5 ,7 0 8 3
0 ,0 0 8 0 .0 8 9 3 3.1441 6,2R45 9 ,4 2 5 6 12 ,5 670 15 ,7 085
0,01 0 ,0998 3 ,1 4 4 8 6 ,2848 9 ,4 2 5 8 12 .5672 15 ,7 086
0 ,0 2 0 .1 4 1 0 3 ,1 4 7 9 6 ,2864 9 ,4 2 6 9 12 .5 680 15 ,7092
0 .04 0 ,1987 3 .1 5 4 3 6 ,2895 9 ,4 2 9 0 12 .5696 15 ,7105 .
0 ,0 6 0 ,2425 3 ,1 6 0 6 6 .2927 9 ,4311 12,5711 15 ,7 118
0 .0 8 0,2791 3 .1668 6 .2959 9 ,4 3 3 3 12 .5727 15.7131
0,1 0,3111 3,1731 6.2991 9 ,4 3 5 4 12 .5743 15 ,7 143
0 ,2 0 ,4328 3 ,2 0 3 9 6 ,3148 9 .4 4 5 9 11 .5823 15 ,7207
0 ,3 0 ,5 2 1 8 3 ,2341 6 ,3305 9 ,4 5 6 5 12 .5902 15.727Ü
0 .4 0 ,5932 3 .2 6 3 6 6 .3461 9 ,4 6 7 0 12 ,5981 15 ,7334
0 ,5 0 ,6533 3 .2 9 2 3 6 ,3616 9 ,4 7 7 5 12 ,6060 15 ,7397
0 , 6 0,7051 3 ,3204 6 ,3770 9 ,4 8 7 9 12 ,6139 1 5 ,7 4 6 0
0 .7 0 ,7506 3 ,3477 6 ,3923 9 .4 9 8 3 12 ,6 218 1 5 ,7 524
0 , 8 0 ,7910 3 ,3744 6 ,4074 9 .5 0 8 7 12 ,6 296 15 ,7587
0 .9 0 ,8274 3 ,4 0 0 3 6 ,4224 9 .5 1 9 0 12 ,6 375 15 ,7 650
1 .0 0 ,8603 3 ,4 2 5 6 6,4.373 9 ,5 2 9 3 12 ,6 453 1 5 .7 7 1 3
1,5 0 .9882 3 ,5 4 2 2 6 ,5097 9 ,5801 12 ,6841 1 5 ,8 026
2 . 0 1.076;) 3 ,6 4 3 6 6 .5783 9 ,6 2 9 6 12 ,7 223 1 5 .8 3 3 0
3 .0 1,1925 3 ,8 0 8 8 6 ,7040 9 .7 2 4 0 1 2 ,7 966 1 5 ,8 945
4 . 0 1,2646 3 .9 3 5 2 6 ,8140 9 ,8 1 1 9 12 ,8 678 1 5 .9 536
5 . 0 1.3138 4 ,0 3 3 6 6 ,9096 9 ,8 9 2 8 12 ,9352 1 6 ,0 107
6 , 0 1.3496 4 .1 1 1 6 6 ,9924 9 ,96 67 12 ,9988 16 ,0654
7 .0 1,3766 4 ,1 7 4 6 7 ,0640 10 ,0339 13 ,0584 1 6 , l i 7 7
8 . 0 1,3978 4 ,2 2 6 4 7 ,1263 10 ,0949 13 ,1141 1 6 ,1 6 7 5
9 ,0 1,4149 4 ,2 6 9 4 7 ,1806 10 ,1502 13 .1 660 1 6 ,2 147

ю.о 1.4289 4 .3 0 5 8 7,2281 10 .2003 1 3 ,2 142 16 ,2594
15 ,0 1,4729 4 ,4 2 5 5 7 ,3959 10 ,3898 13 ,4 078 16 ,4474
2 0 ,0 1,4961 4 ,4 9 1 5 7,4954 10 ,5117 13 ,5420 16 ,5864
3 0 ,0 1.5202 4 ,5 6 1 5 7 .6057 10 ,6543 13 ,7085 16,7691
4 0 ,0 1,5325 4 ,5 9 7 9 7 ,6647 10,7334 13 .8 048 16 ,8794
6 0 ,0 1,5451 4 ,6 3 5 3 7 .7259 10 .8172 13 ,9094 17 ,0 026
8 0 ,0 1.5514 4 .6 5 4 3 7 ,6573 10 ,8606 13 ,9644 17 ,0 686

100,0 1.5552 '4 ,6 6 5 8 7 ,7764 10,8871 ‘ 13 ,9981 1 7 ,1 0 9 3
ОО 1.5708 4 .7124 7 ,8540 10 .9956 14 ,1372 17 ,2 788



В1 а» а . и. и.,

0 1 .5708 4 ,7 1 2 4 7 ,8540 10.9956 14,1372 17 .2788
0,1 1 ,6320 4 ,7 3 3 5 7,8667 11.0047 14,1443 17 .2845
0 . 2 1 .6887 4 ,7 5 4 4 7,8794 11 .0137 14,1513 17 ,2903
0 . 3 1.7414 4.7751 7 ,8920 11 .0228 14,1584 17,2961
0 .4 1 .7906 4 .79 56 7 ,9046 11 ,0318 14,1654 17,3019
0 .5 1 .8366 4 ,8 1 5 8 7,9171 11 ,0409 14.1724 17 ,3076
0 . 6 1 .8798 4 ,83 58 7 ,9295 I 1 ,0498 14.1795 17,3134
0 ,7 1 .9203 4 ,85 56 7 ,9419 11 ,0588 14,1865 17,3192
0 . 8 1 ,9586 4 .8751 7 ,9542 11 ,0677 14.1935 17 ,3249
0 , 9 1.9947 4 ,8 9 4 3 7 ,9665 11.0767 14.2005 17,3306
1 .0 2 ,0 2 8 8 4 ,91 32 7 .9787 11 ,0856 14,2075 17,3364
1,5 2 .1 7 4 6 5 ,00 37 8 ,0385 11 .1296 14,2421 17,3649
2 , 0 2 .2 8 8 9 5 .0 8 7 0 8 ,0962 11 ,1727 14.2764 17,3932
3 .0 2 .4 5 5 7 5 ,2 3 2 9 8 ,2045 11 ,2560 14,3434 17 ,4490
4 .0 2 ,57 04 5 ,3 5 4 0 8 ,3029 11 ,3349 14,4080 17,5034
5 ,0 2 .6 5 3 7 5 .4544 8,3914 11 ,4086 14.4699 17,5562
6 . 0 2 ,7 1 6 5 5 .5 3 7 8 8 ,4703 11 ,4773 14 ,5288 • 17,6072
7 . 0 2 ,7 6 5 4 5 ,60 78 8 ,5406 I 1 .5408 14,5847 17 ,6562
8 .0 2 ,8 0 4 4 5 .6 6 6 9 8.6031 11 ,5994 14,6374 17 ,7032
9 .0 2 ,8 3 6 3 5 ,7 1 7 2 8 ,6587 11 .6532 14,6870 17,7481

J 0 . 0 2 .8 6 2 8 5 ,7 6 0 6 8 .7083 11 ,7027 14,7335 17 ,7908
15 ,0 2 ,9 4 7 6 5 ,9 0 8 0 8 ,8898 11 ,8959 14,9251 17,9742
20 .0 2 ,9 9 3 0 5,9921 9 ,0 0 1 9 12 ,0250 15,0625 18 ,1136
3 0 .0 3 ,0 4 0 6 6,0831 9 .1294 12 ,1807 15 ,2380 18.3018
4 0 .0 3,0651 6 ,1311 9 ,1987 12 ,2688 15,3417 18 .4180
5 0 ,0 3 ,0801 6 .1 6 0 6 9 ,2420 12 ,3247 15,4090 18 ,4953
6 0 ,0 3 ,0901 6 .1 8 0 5 9 ,2715 12 ,3632 15 ,4559 18.5497
8 0 .0 3 ,1 0 2 8 6 ,2 0 5 8 9 ,3089 12 ,4124 15,5164 18.6209

100 .0 3 .1 1 0 5 6 ,2211 9 ,3317 12 ,4426 15,5537 18 .6650
00 3 ,1 4 1 6 6 ,2 8 3 2 9 ,4248 12 .5664 15,7080 18 ,8496

Т а б л и ц а  I I I . 3

Корни уравнения  ^|х=2ц^В1/()х® — В1*)

и, 1̂ ; и-, и ц. ип

0
0 .0 2 0 ,1 9 9 7 3 .1 5 4 3 6 ,2895 9 ,4 2 9 0 12.5696 15 ,7105
0 ,0 4 0 ,2 8 1 9 3 .1 6 6 9 6.29.59 9 ,4 3 3 3 12.5727 15,7731
0 ,0 6 0 ,3 4 4 7 3 .1 7 9 3 6 .3004 9 ,4 3 7 5 12,5759 15 .7156
0 ,0 8 0 .3 9 7 4 3 ,1917 6 ,3085 9 ,4 4 1 7 12,5791 15,7181
0 .1 0 .4 4 3 5 3 ,2 0 3 9 6 ,3149 9 ,4 4 6 0 12,5823 15 ,7207
0 ,2 0 ,6221 3 .2 6 4 0 6 ,3462 9 .4 6 7 0 12,5981 15.7334
0 , 3 0 ,7 5 5 8 3 ,3217 6 ,3772 9 ,4 8 8 0 12.6139 15.7461
0 ,4 0 ,8 6 5 6 3 ,3 7 7 4 6 .4079 9 ,5 0 8 9 12,6297 15,7587
0 , 5 0 ,9601 3 .4 3 1 0 6 .4382 9 ,5 2 9 6 12.6454 15,7713
0 .6 1 .0436 3 .4828 6 .4682 9 ,55 03 12,6611 15 .7840



81 1̂1 и. и и. а«

0 .7 1, 1184 3 ,5328 6,4978 9 ,5 7 0 8 12.6767 1 5 ,7 9 6 5
0 , 8 1 ,1864 3 ,5811 6.5271 9 ,5 9 1 2 12 ,6923 15 .8091
0 , 9 1.2489 3 .6279 6 ,5560 9 ,6 1  !(■) 12 ,7078 1 5 .8 2 1 6
1 ,0 1. 3 ,6732 6 ,5846 9 .6 3 1 7 12,7232 15 ,8 341
2 ,0 1.720О 4 .0571 6 .8513 9 .8 2 0 3 12.87Ш 1 5 ,9 5 7 3
3 ,0 1 ,97(к^ 4 .1492 7.0У44 10 ,0073 13 ,0193 1 6 ,0 7 6 9
4 .0 2. 4.Г>77й 7.2<S71 10 .1740 13,1566 И). 1923
5 , 0 2,2 ; '44 4 ,7612 7. 4 .3(5 10 .3264 13 .2 «62 16 ,3031
6 , 0 2.384!) 4 ,9 1 1 2 7 .6175 10 ,4659 13,4079 1 6 ,4 0 9 0
7 .0 2 ,4645 5 .0 4 5  1 7,7521 10 ,5927 13,5218 1 6 .5 1 0 0
8 ,0 2 . . ^ 9 2 5 , 140Н 7,3703 10 ,7080 13,6280 1 6 .6 0 5 8
9 , 0 2 ,5827 5,23(1:’. 7,9747 10 .8130 13,7201 1 6 .6 9 6 8

10,0 2,<127? 5 ,3 0 7 3 ¿'.0;-)72 10 ,9087 13,8193 1 6 ,7 8 2 7
со 3. 1416 6 .2 8 3 2 9, 4:^48 12 .5664 15,7080 1 8 .8 4 9 6

Т а б Л й ц я  111.4
Корни уравнения ц ' ( В 1  — 1)

В1 и, 1*. и и.

0 0 ,0 0 0 0 4 ,4934 7,7253 10,9041 14,0662 1 7 ,2 2 0 8
0 ,005 0 ,1224 4 .4 9 4 5 7,7259 1 0 ,9 046 14.0666 1 7 ,2 2 1 0
0,01 0 ,1 7 3 0 4 , 4!)5(5 7,7265 10 ,9050 14,0об9 1 7 ,2 2 1 3
0 ,0 2 0 ,2445 4 ,4979 7,7278 10 ,9060 14,0676 1 7 ,2 2 1 9
0 ,0 3 0 ,2991 4,5001 7,7291 10 ,9069 14,0683 1 7 ,2 2 2 5
0 ,0 4 0 ,3 4 5 0 4 .5 0 2 3 7,7304 10 ,9078 14.0690 17 ,2231
0 .05 0 ,3854 4 ,5045 7,7317 10 ,9087 14.0697 1 7 ,2 237
0 ,06 0 ,4 2 1 7 4 .5068 7,7330 10 ,9 096 14,0705 1 7 ,2 242
0 ,0 8 0 ,4 8 6 0 4 ,5112 7,7356 10 ,9 115 14,0719 1 7 ,2 254
0 .1 0 0 ,5 4 2 3 4 ,5157 7,7382 1 0 ,9 1 3 3 14.0733 17 ,226()
0 ,1 5 0 ,6 ( :09 4 ,5 2 6 8 7,7447 10 ,9 179 14,0769 1 7 ,2 2 9 5
0 ,2 0 ,7593 4,5.379 7.7511 10 ,9 225 14.0804 1 7 ,2 3 2 4
0 .3 0 .9 2 0 8 4,5601 7.7641 10 ,9 316 14,0875 1 7 ,2 3 8 2
0 ,4 1,0528 4 ,5 8 2 2 7,7770 10 ,9 408 14,0946 1 7 ,2 4 4 0
О.б 1,2644 4,6261 7,8028 10,9591 14.1088 1 7 ,2 5 5 6
0 ,8 1,4320 4 .6 6 9 6 7,8284 10 ,9 774 14,1230 17 .2 672
1,0 1.5708 4 ,7124 7,8540 10 ,9 956 . 14.1372 17 ,2 788
1.2 1,6887 4 ,7544 7.8794 • 11 ,0 137 14.1513 ,17 ,2903
1.4 1.7906 4 ,7 9 5 6 8,9046 1 1 ,0 3 1 8 14,1654 17 ,3 019
1.6 1 ,879й 4 ,8 3 5 8 7,9295 11 ,0498 14,1795 17 ,3 134
1,8 1.9586 4,8751 7,9542 11 ,0677 14.1935 17 ,3249
2 ,0 2 .0 2 8 8 4 ,9 1 3 2 7,9787 11 ,0 856 14.2075 17 ,3364
2 .5 2 ,1746 5 ,0 0 3 7 8:0385 11 ,1296 14,2421 17 ,3649
3 ,0 2 ,2889 5 .0 8 7 0 8,0962 11, 1727 14,2764 17 ,3932
4 . 0 2 ,4557 5 .2 3 2 9 8,2045 11 .2560 14,3434 17 ;4490
6 , 0 2 ,6537 5 .4 5 4 4 8,3914 11 ,4086 14 .4699 17 .5 562
8 ,0 2,76>54 5 ,6 0 7 8 8,5406 .11,5408 14,5847 17 ,6 567

10 ,0 2 ,83 63 5 ,7 1 7 2 8,6587 11 ,6532 14,6870 17 ,7481
16,0 2 .9476 5 ,9 0 8 0 8.8898 11 ,8959 14,9251 17 ,9742



В| U ,

2 1 .0 2 ,9930 &.9921 9 .0 0 1 9 12 ,0250 15 ,0625 18,1136
3 1 .0 3 .0406 6 ,0831 9 ,1 2 9 4 12 ,1807 15 ,2380 18.3018
4 1 ,0 3,0651 6 ,1311 9 .1987 12 .2668 15,3417 18.4180
5 1 ,0 3 .0801 6 ,1 6 0 6 9 .2 4 2 0 12,3247 15 ,4090 18.4953
6 1 .0 3,0901 б . 1805 9 .2 7 1 5 12 ,3632 15,4559 18.5497
8 1 .0 3 ,1028 6 .2 0 5 8 9 ,3 0 8 9 12 ,4124 15 ,5164 18,6209

10 1 ,0 3 ,1105 6 .2211 9 .3317 12 ,4426 15.5537 18,6650
ОО 3 ,1416 6 .2 8 3 2 9 .4 2 4 8 12,5664 15 ,7080 18,8496

Т а б л и ц а  I I I . 5
ц (Bll 4* В1г) 

Корни ур ав н ен и я  - t g p .|1* —

В1.
61,

o .e i в .  1 ( in 100

0 ,01 0 ,141 0 ,327 0 ,1 0 0 0 .31 6 1 ,000
3 ,14 7 3 .176 0 .8 6 8 1.435 1.562
6 .2 8 6 6 ,3 0 0 3 .42 8 4 .30 8 4 ,667
9 ,4 2 7 9 ,4 3 6 6 .43 9 7 .2 2 9 7 ,77 7

12.57 12,57 9 ,5 3 0 10.201 10 .89
15.71 15 ,7 ! 12 ,64 13.21 14 .00

0 J 0 .3 2 7 3 ,20 4 0 .3 1 6 1 ,000 1,616
3 .1 7 6 6 ,31 5 0 .9 2 9 1 .490 3 .162
6 ,3 0 0 9 ,4 4 6 3 ,45 2 4.327 4 ,68 6
9 .4 3 6 12 ,58 6 ,4 5 2 7,241 7 ,78 9

12,57 15 .72 , 9 .5 4 0 10,21 • 10 ,89
15,71 18 .86 12 .65 13 ,22 14 ,00

1 .0 0 ,1 0 0 0 .3 1 6 1 ,000 1.875 2 .01 2
0 ,8 6 8 0 ,9 2 9 1 ,306 3 ,162 4 ,8 6 6
3 ,4 2 8 3 ,452 3 ,6 7 3 4 .507 7.901
6 ,4 3 9 6 .452 6 ,5 8 4 7 .35 5 10 .00
9 , 5 3 0 9 .5 4 0 9 ,6 3 2 10 ,29 10 .97

12,64 12.65 12 ,72 13,27 14,07

10 0 ,3 1 6 i , 0 0 ü 1,87^ 2 ,62 8 2 ,8 3 6
1 ,43 5 1,490 3 ,1 6 2 5 .307 5 ,707

> 4 ,3 0 8 4 ,327 4 .5 0 7 8 .06 8 8 .62 7
7 ,2 2 9 7,241 7 ,35 5 10 .00 11,59

10,201 10,21 10,29 10.91 14.59
13 ,2 ) 13,22 13,27 13.82 17.62

100 1 .00 0 1,61b 2 ,01 2 2 ,83 6 3 ,080
1 ,562 3 ,162 4 .8 6 6 5 ,707 6 .1 6 0
4 ,6 6 7 4 .68 6 7 ,901 8 ,62 7 9 .2 4 0
7 .7 7 7 7 .78 9 10 ,00 11,59 12 .32

10 .8 9 10,89 10.97 14.59 15 ,40
14 .00 14 ,00 14.07 17 ,62 18 .48



К ( ^ и  уравнений О и ^ 1 (ц ) * 0

л v=*.o «=•1 \=0 V•í=;|

1 2 .4 0 4 8 3,8717 6 18,0711 1 9 .6 1 5 9
2 5.5201 7.0156 7 • 2 1 .2 П 6 2 2 ,7 6 0 1
3 8.65:17 10.1735 8 24 .3525 2 5 .9 0 3 7
4 11 ,7915 13.3237 9 27 ,4935 2 9 .0 4 6 3
5 »4 .9309 16,4706 10 30 .6346 32 . 1897

Т а б л и ц а  111.7

Корни уравнения Уо (Ц)/У1 (И)*Ц/В1

и,
-- 1

11 и
•

и

0 0 .0 0 0 0 3,8317 7 ,0156 10 .1735 13.3237 1 6 .4 7 0 6
0 ,01 0 .1 4 1 2 3.8343 7 .0170 10 ,1745 13,3244 1 6 .4 7 1 2
0 ,0 2 0 .1 9 9 5 3 ,8369 7 ,0184 10 .1754 13.3252 1 6 .4 7 1 8
0 ,0 4 0 ,2 8 1 4 3.8421 7 ,0 2 1 3 10 ,1774 13,3267 1 6 ,4 7 3 1
0 ,0 6 0 ,3 4 3 8 3.8473 7 ,0241 10 .1794 13,3282 1 6 .4 7 4 3
0 ,0 8 0 .3 9 6 0 3 ,8525 7 ,0270 10 ,1813 13,3297 1 6 ,4 7 5 5
0 .1 0 0 ,4 4 1 7 3 ,8577 7 .0298 10 .1833 13,3312 1 6 .4 7 6 7
0 ,1 5 0 ,5 3 7 6 3 .8706 7 ,0369 10 .1882 13,3349 1 3 .4 7 9 7
0 .2 0 0 ,6 \ 7 0 3 ,8835 7 .0440 10 .1931 13.3387 1 6 .4 8 2 8

• 0 .3 0 0 .7 4 6 5 3.9091 7 .0582 10 .2029 13,3462 1 6 ,4 8 8 8
0 .4 0 0 .8 5 1 6 3 .9344 7 .0723 10 .2127 13,3537 1 6 ,4 9 4 9
0 .5 0 0 .9 4 0 8 3 ,9594 7 .0864 10 ,2225 13,3611 1 6 .5 0 1 0
0 .6 0 1,0184 3.9841 7.1004 10 .2322 13.3686 1 6 .5 0 7 0
0 ,7 0 1 ,0873 4 ,0085 7 .1143 10 .2419 13,3761 1 6 ,5 1 3 1
0 ,8 0 1 ,1490 4 .0325 7 .1282 10 ,2519 13.3835 1 6 ,5 1 9 1
0 ,9 0 1 ,2048 4 .0562 7.1421 10 .2613 13,3910 1 6 ,5 2 5 1
1 ,0 1,2.558 4 ,0795 7 ,1558 10 ,2710 13,3984 1 6 ,5 3 1 2
1.5 1,4569 4 ,1902 7 ,2233 10 .3188 13.4353 1 6 ,5 6 1 2
2 .0 1 ,5994 4 ,2910 7 ,2884 10 .3658 13.4719 1 6 .5 9 1 0
3 ,0 1,7887 4.4634 7 .4103 10 .4566 13,5434 1 6 ,6 4 9 9
4 ,0 1.9081 4 .6018 7,5201 10 .5423 13,6125 1 6 .7 0 7 3
5 ,0 1,9898 4.7131 7.6177 10 .6223 13,6786 1 6 ,7 6 3 0
6 , 0 2 .0 4 9 0 4 .8033 7,7039 10 .6964 13 ,7 4 И 1 6 .8 1 6 8
7 . 0 2 ,0937 4 ,8772 7,7797 10 ,7646 13.8008 1 6 ,8 6 8 4
8 ,0 2 ,1 2 8 6 4.9384 7,8464 10 .8271 13.8566 1 6 ,9 1 7 9
9 ,0 2 .1 5 6 6 4 ,9897 7 ,9051 10 .8842 13.9090 1 6 ,9 6 5 0

10 .0 2 ,1 7 9 5 5 ,0332 7,9569 10 ,9363 13,9580 1 7 .0 0 9 9
15 .0 2 .2 5 0 9 5 .1773 8 ,1422 11 ,1367 14,1576 1 7 .2 0 0 8
2 0 ,0 2 .2 8 8 0 5 ,2568 8 .2534 11 .2677 14,2983 1 7 .3 4 4 2
3 0 ,0 2,3261 5 .3410 8,3771 11 ,4221 14,4748 1 7 .5 3 4 8
40 .0 2 ,3 4 5 5 5 .3846 8 .4432 11 ,5081 14,5774 1 7 ,6 5 0 8
50 ,0 2 ,3 5 7 2 5 .4112 8 .4840 11,5621 14.6433 1 7 ,7 2 7 2
6 0 ,0 2.3561 5,4291 8 .5116 11 .5990 14.6889 1 7 .7 8 0 7
.80 ,0 2 .3 7 5 0 5 ,4516 8 .5466 11,6461 14.7475 1 7 .8 5 0 2
100,0 2 .3 8 0 9 5 .4652 8.5678 11 .6747 14,7834 1 7 .8 9 3 1

ОО 2 .4 0 4 8 5.5201 8,6537 11 .7915 14,9309 1 8 .0 7 П



К орни уравн ени я  У о (*ц)  (В !Уд (ц )  +  \iJl  (р )̂) — Уо ( В 1К„ (и) 4 - (¡О) = 0

В1

100 10 5 1 0.2

1 .2

14,9617
29 ,9633
45 ,0 159
60 .1 340
75 ,3225

11 ,5348  
2 5 ,5 0 9 9  
4 0 .5 3 4 5  
5 5 ,9 0 4 3  
7 1 ,4 1 4 3

10,2945
24 ,6549
39 ,9513
55,4701
71 ,0706

8 .6 9 4 2  
23 ,8 712  
3 9 ,4 5 7 3  
55 .1121  
7 0 ,7 9 0 3

8 .2624
23,7051
39 ,3562
55 ,0395
70 ,7339

1 ,5

6 ,1474
12 ,3156
18,4812
24 ,6482
30 .8180

5 ,3 2 5 6  
. 10 .9454 

16 ,8188  
2 2 .8 4 8 8  

, 2 8 ,9 6 6 8

4.8212
10,3895
16.3515
22,4675
28.6507

3 ,8 5 5 0  
9 .7 2 1 8  

15 .8908  
22 ,1227  
28 ,3 770

3 ,5056  
9 ,5618  

15,7912 
22 ,0508 
28 ,3208

2 , 0

3 .0918
6 ,2114
9 .32 55

12,4381
15,5504

2 ,8 5 2 6
5 .76 86
8 .7 2 3 6

11 .7203
14 .7512

2 ,6626  
5 4857 
8.4241 

11,4379 
14,4953

2 .1 4 0 6  
4,9901 
8 ,0 3 0 4  

11,1239 
14 .2377

1,8801 
4 ,8418  
7 ,9338  

11,0530 
14,1820

2 .5

2 .05914  
4 .1495  
6 ,2339  
8 ,31 65  

10,3984

1,9466
3 ,9358
5.9311
7.9391
9 .9 6 0 5

1,8485 
■ 3 ,7725  

5 ,7356 
7 ,7353  
9 ,7613

1,5202 
3 ,4 0 0 8  
5 .4 0 6 2  
7 ,4 5 5 6  
9 ,5235

1,3166
3 ,2648
5 ,3133
7 ,3864
9 .4686

3 .0

1,5404 
3 .1134  
4 .6804  
6 ,24 55  
7 .80 98

1,4749 
2 ,9882  
4 .4 9 9 8  
6 ,0 1 5 5  
7 ,5367

1,4151 
2.88.36 
4 ,8659  
5 .8064  
7 ,3825

1,1887 
■ 2 ,5979  

4 ,0911 
5 ,6 2 0  
7 ,1656

1,0243 
2 .4738 
4 .0022  
5 ,5526  
7, 1116

3 , 5

1,2286 
2 ,4900  
3 ,7 4 5 8  
4 ,9996  
6 ,2553

1 .1856  
2 ,4 0 7 8  
3 .6 2 6 3  
4 .8 4 5 6  
6 .0 6 7 2

1,1452 
2 .3356  
3 ,5301 
4 ,7 3 3 8  
5 ,9467

0 ,97 90  
2 .1104  
3 ,2 9 9 5  
4,5177 
5.7.502

0 ,8429
1,9974
3.2148
4 ,4520
5,6972

4 . 0

1,0207 
2 .0739  
3 .1217  
4 .1676  
5 ,2 1 2 8

0.9901  
2 .0157  
3 ,0 3 6 9  
4 ,0 5 7 6  
5.0791

0.960У
1,9629
2,9649
3.9714
4 ,9836

0 ,83 33
1 .7813
2 .76 98
3,7817
4,8061

0 .7183
1,6784
2,6894
3,7180
4.7541



Корни уравн ен и я  . /1  (ц) (^^) — В1Уо (ц * ) )  +  (ц) {В1Уо (цА) — цУх (^ i* ) )  =  0

В1

100 10 5 1 0. 2

1.1

14 .7168
15.5341
16.9120
43..1776
43 ,6860

8 ,6 2 9 8
9 ,3 3 1 2

11 .386
12 .555
14 ,248

5 ,6 0 8 0  
6 ,3 3 0 8  
8 .3 9 4 8  
9 .5 3 0 9  

11 .288

2 ,3105  
3 ,51 37  
5 ,25 40  
6 ,6 2 1 2  
8 ,2 2 8 5

2 . 1 3 8 0  
3 , 6 2 3 2  
5 . 1 8 7 7  
6 , 6 6 9 5  
8 .  19.50

1,2

7 ,99617
23 ,5806
39 ,2749
52 ,6078
53 .2130

5 ,51 13
6 ,0117
7 ,8499
9 ,3 7 1 2

10.473

5 ,2 0 6 0
6 .2 3 2 3
7 ,8 3 3 0
9 .3 0 6 4

10 ,576

2,2091
3 .3639
4 .9923
6 .3 5 1 0
7,8181

2 . 0 4 1 5
3 ,4 0 0 1
4 .9 4 7 1
6 , 3 7 2 2
7 . 8 1 5 0

1.5

3 ,45635
9 ,62143

15.9701
22 .4487
27 ,7813

3 .9893  
8 ,4117  
9 .3645  

10,474 
12.289

2 .4 5 4 9  
2 .8 3 2 6  
4 ,1 4 7 5  
5 ,9 9 2 2  
6 ,5 2 6 2

1,9174
3,0361
4 .2987
5 ,6 7 6 6
6 .8 1 7 5

1 ,7 9 0 1
3 , 0 5 7 5
4 , 3 3 2 8
5 , 6 2 3 8
6 , 8 0 3 9

2 .0

1,78095 
4 ,78 64 ?  
7 ,8940 : .  

11.0211 
14.1548

1,6958
4.7271
7 ,8537

10,991
12,325

1 .6418
4 ,7 0 7 2
7 ,8 4 4 0
9 ,0 5 6 0
9 .7 5 8 2

1.5233 
2 .6508  
3 .5209  
4 .6 8 1 5  
5 ,7757

1 .4 7 1 3
2 , 5 6 6 9
3 . 5 9 6 8
4 . 6 7 4 6
5 . 7 3 6 6

2 ,5

1 ,2426 
3 ,2365 
5 ,2562  
7 .4012  
9 ,4673

1,2421 
3 ,4389  
5 ,0876  
7 ,5215  
8 ,8355

1 ,2418
3 ,6 9 0 7
5 ,0 2 2 0
7,5.566
8 ,6 7 0 5

1,2409 
2 ,3077  
3 ,0724  
3,9371 
4 ,9362

1 ,2 4 0 4  
2 , 2 0 5 2  
3 . 0 9 0 6  
3 .9 8 9 1  
4 . 9 1 2 9

3 ,0

0.96141 
2 ,4266  
3 ,9963  
5 ,5078  
7 . 13И

0,97612  
2 ,3232  
4 ,1124  
5 ,31 53  
7,3007

0 .98911  
2 ,2244  
4 ,1 7 1 6  
5 ,2281  
7 ,3 5 7 9

1,0359 
2 .0 0 4 3  
2 .7 6 1 5  
3,4331 
4 .2592

1 ,0 6 7 6
1 . 9 2 5 3
2 , 7 1 4 4
3 . 4 8 7 3
4 , 2 8 4 2

3 .5

0 .78736  
1,9553 
3,1961 
4 .4403  
5 ,6629

0.80271 
1,9023 
3 ,2835  
4 .4698  
?^,4741

0 .81757
1 .8613
3,4931
4 .4 8 3 6
5,3741

0,8821 
1,7545 
2 ,4 9 1 6  
3 .0 8 9 6  
3. 7520

0 .9 .3 4 3  
1 ,7 0 3 6  
2 , 4 1 8 1  
3 , 1 0 5 0  
3 . 8 0 0 4

4 .0

0,66849
1.6419
2 ,6610
3 .7129
4 .7370

0,68173
1,6195
2,5;)45
3 ,8210
4.7195

0 ,69 525
1 ,6023
2 ,4 9 5 5
3 .8989
4 ,7 1 1 3

0 ,7 6 3 6  
1.5526 
2 ,2474  
2 ,8292  
3 .3793

0 , 8 2 8 6  
1 ,5 2 4 8  
2 , 1 7 6 7  
2 , 8 0 0 8  
3 . 4 2 0 2



Корни ур а в н ен и я  (ц) Y\ (и.А) — Kj (ц.) Jx  (^ i* )= 0

k м, M̂t W, Ur

1,1 31 ,4219 6 2 .8 4 3 8  , 94 .2500 125,6562 157,0625
1 ,2 15.7266 3 1 ,4 258 47 ,1328 6 2 ,8 3 5 9 78 ,5469
1 ,5 6 .32 1S 12 .5859 18,8633 25 ,1 426 31 ,4238
2 . 0 3 ,1965 6 .3 1 2 2 9 ,4443 12 ,5810 15.7197
2 . 5 2 .1565 4 .2231 6 ,3066 8 ,3 9 5 2 10,4863
3 . 0 1.6357 3 ,1 7 8 8  • 4 .7380 6 .3 0 2 7 7,8696
3 . 5 1.3220 2 .5 5 2 2 3,7971 5 ,0 4 7 4 6 .2999
4 , 0 1.1119 ■ 2 .1 3 4 2 3,1697 4 ,2104 5 .2535

Т а б л и ц а  111.11

Корни у р а в н ен и я  (ц) К© (Ц*) — Ki (^i) Ус>

( .

l . l 16,0117 47 ,2344 78 ,3938 110,0156 141,4062
М 5 10.7695 31 ,5 156 52 ,4219 7 3 ,3 4 3 8 94 ,2812
1 .2 8 ,14 65 23 ,6641 39.3281 55 ,0 234 70 .7188
1 ,5 3 ,4028 9 .5 2 0 5 . 15,7656 22 .0 332 28 .3066
2 . 0 1.7940 4 .8 0 2 0 7.9089 11 ,0352 14,1680
2 . 5 1.2427 3 .2 2 6 6 5 ,2888 7 ,36 86 9 ,4546
3 , 0 0 ,9 5 9 6 2 ,4 3 7 2 3,9781 5 .53 49 7 ,0976
3 . 5 0 ,78 55 1 ,9624 3 .1913 4 ,4 3 4 6 5,6835
4 . 0 0 .6 6 7 0 1 .6450 2,6664 3 .7 0 0 8 4 .7405

Т а б л и ц а  I I U S

Корин уравн«1ИЯ Уц (ц) (B iK o  (|Л*) — n K i i n * ) ]  — Ко (ц) |Bi7o (И*) — ( h * ) ) “ 0

В1

1
100 10 5 1 0 . 2

1.2

14,9554 
29 .9515  
44 ,9994  
6 0 ,1 145  
75 .3 013

11.3495 
25 ,3639  
40 .4309  
55 ,8261 
71 .3519

9 ,9 9 2 5
24 ,4829
39 .8399
55 ,3888
71 .0066

8 .1969  
23 .6807  
39 ,3414  
55 ,0289  
70 .7256

7.7011
23 .5115
39 ,2396
54 ,9563
70 .6690

1.5

6 ,1 4 6 6
12,3137
18,4784
24 ,6445
30.813Г)

5 ,2684
10.8704
16,7497
22 ,7897
28 .9 166

4 ,6886  
10.2695 
16,2618 
22..3982 
28.594[î

3 .4962
9 ,5 5 5 5

15.7871
22 ,0478
28 ,3185

3 ,0315
9 .3877

15,6857
21 ,9752
28 .2620



В{
к

100 10 Б 0.2

2 .0

3 .0918
6.2111
9 .3249

12.4373
15,5493

2 .8 3 7 3  
5 ,7 4 0 1  
8 ,6 8 9 5  

11 ,6855  
14 .7179

2,6151
5 ,4203
8 .3630

11,3857
14.4504

1 .9153  
4 ,8 5 3 2  
7 ,9 4 0 4  

1I .0577 
14 .1856

1 ,5086  
4 .6 8 9 0  
7 ,8 3 9 8  

1 0 .9 8 5 4  
14 .1 292

2 ,5

2 ,0593  
■ 4 .1495  

6 .2337 
8 .3162  

10,3980

1,9411
3 ,9 2 2 5
5 ,9 1 2 8
7 ,9 1 8 2
9 ,9 9 7 9

1,8274
3 ,7348
6 ,6942
7,6957

.9 .7253

1 ,3693
3 ,2 8 6 3
5 ,3 2 6 2
7 .3 9 5 5
9 ,4 7 5 7

1 ,01 60  
3 .1 2 6 8  
5 .2 2 6 7  
7 .3 2 3 7  
9 ,4 1 9 5

3 ,0

1 ,5406
3 ,1134
4 .6803
6 ,2454
7 ,8097

1 ,4729
2 .9811
4 .4 8 9 2
6 ,0 0 2 3
7 .5 2 1 9

1.4046 
2 .8605  
4 ,3373  
5 ,8365  
7 .3537

1,0831
2 .5 0 1 6
4 ,0 1 9 2
5 ,5 6 4 8
7 ,1211

0 .7 7 5 3
2 .3 4 7 4
3 .9 2 1 1
6 ,4 9 3 4
7 ,0 6 5 1

3 .5

1,2288
2 ,4901
3 .7458
4 ,9996
6 ,2526

1 ,1851
2 ,4 0 3 9
3 ,6 1 9 6
4 .8 3 6 8
6 ,0 5 6 9

1,1398
2,3207
3 .5098
4 ,7110
5 ,9236

0 ,9 0 2 8
2 .0 2 3 9
3 .2347
4 ,4 6 6 3
5 ,7 0 8 3

0 ,6 3 3 1  
1 ,8 8 0 6  
3 ,1 3 8 2  
4 ,3 9 5 6  
5 ,6 5 2 7

■».О

1,0209
2 ,0740
3 ,1217
4 ,1676
5 ,2127

0 ,9 9 0 4  
2 ,0 1 3 4  
3 ,0 3 2 5  
4 ,0 5 1 5  
5 ,0 7 1 8

0 ,9583
1,9530
2,9501
3 ,9539
4 ,96 50

0 .7 7 6 9
1 ,7123
2 .7 1 1 2
3 ,7 3 3 8
4 ,7 6 6 5

0 .5 3 9 2  
1 ,5 6 9 9  
2 .6 1 6 5  
3 ,6 6 3 8  
4 ,7 1 1 2

Т а б л и ц а  111.13

Корни уравнения (М-) (1^*) “

и и.

1,1 15 ,4062 47 .0312 7 8 .4 6 8 8 ■ 109,9062 • 14 1 ,3 4 3 8
1 .2 7 ,5 6 6 4 23 .4688 3 9 .2 1 1 0 54 ,9375 7 0 ,6 5 6 2
1 .5 2 .8 9 0 0 9 ,3447 15 ,6602 21 ,9570 2 8 .2 4 8 0
2 , 0 1 .3608 4 ,4660 7 ,8 1 4 2 10 ,9673 1 4 .1 1 5 2
2 .5 0 .8 6 6 0 3 ,08350 5 ,2 0 1 0 7 .3054 9 , 4 0 5 3
3 .0 0 ,6 2 5 6 2 .3040 3 ,89 54 5,4751 7 ,0 5 1 0
3 ,5 0 ,4 8 5 0 1,8372 3 ,11 25 4 ,3 7 7 3 5 ,6 3 8 5
4 .0 0 ,3 9 3 4 1,5266 2 .5 9 0 8 3 ,6456 4 ,6 9 7 0



Корми у р а в н е н и я  (}1) -Ь В1[Уо (Ц)) (цА) — М'^'1 ~  [В|1 К„ (^х) +
а1)ЛВ12Л)(М*)— при *=1,2

131,
В1,

100 10 1 0.2

100

14.2819
28 ,6250
43 .0509
57 ,6053
72 ,2814

10 .9064
2 4 ,2 5 4 5
38 ,6467
5 3 .4 2 0 5
6 8 ,3 9 2 6

9,593/
23 ,3819
38 .0563
52.9814
68 ,0446

7 ,8239 
22 ,5811 
37,.5565 
52 ,6195  
67 .7611

7.3286 
22 ,4116  
37 .4543  
52.,5463 
67 .7040

10

11,0801
24 ,3888
38 .7356
53 ,4809
68 .4350

8 ,6 0 0 5  
2 0 ,2 9 4 8  
34 .2031  
4 9 ,1 3 7 3  
6 4 ,3 7 7 4

7 ,4835  
19.3503 
33 .6046 
48 .6540 
64.0007

5 .8 0 4 6
18.4468
33 ,0394
48 .2534
63 .6929

5 .2 9 0 3  
18,2523 
32 .9233  
48 .1722  
63 .6308

5

9 .8842  
23 ,5437 
38 ,1534 
53,0451 
68 .0886

7 ,6 0 6 8  ■ 
19 ,3804 
3 3 ,6 1 2 3  
4 8 .6 5 6 8  
6 4 ,0 0 1 9

6 .5313  
18 .3775 
32.9314 
48 ,1645 

, 6 3 .6 2 0 9

4 .8 2 2 2
17,3996
32 .3449
47 .7560
63 ,3095

4 ,2659
1 7 .и б 8
32 ,2242
47 .6732
63 .2467

1

8.3145
22 .7625
37 ,6583
52 ,0850
67 ,8059

6 ,1631  
18 ,4964 
3 3 ,0 5 0 5  
4 8 ,2 5 7 2  
6 3 ,6 9 4 6

5.0739
17,4175
32 ,3480
47 ,7570
63 .3099

з . п о з
16,3375
31 .7406
47 ,3416
62 .9 955

2 ,3234  
16 ,0985 
31 .6153  
47 ,2574  
62 .9321

0 . 2

7,^^860
22 .5963
37 ,5570
52.6121
67 .7489

5 .73 64  
18 .3043  
32 ,9347  
48 ,1761 
6 3 .6 3 2 6

4.,6200 
17,2064 
32,2276 
47 ,6743 
63 ,2472

5

2, '4638 
16.0996 
31 ,6155  
47 .2574  
62 ,9321

1.4095 
15,8536 
31 ,4893 
47 .1729 
62 ,8686

100

6 ,0285
12.0788
18.1280
24,1809
30.2394

5 ,1 7 8 9  
10 .6763  
16 ,4413  
2 2 .3 6 5 2  
2 8 .3 7 7 5

4,6124
10.0829
15,9566
21.9751
28.0564

3 ,4336
9 .3 7 1 8

15.4827
21 .6249
27 .7779

2 .9696
9,2041

15,3814
21 .5523
27 ,7233

Ю

5,2340
10.7483
16.5072
22 .4206
28,4233

4 ,5 5 8 8  
9 ,5 2 5 9  

14 ,9345  
2 0 ,6 6 0 8  
2 6 .5 7 9 5

4,0785
8.9608

14,4422
20 ,2545
26 .2459

2 ,9 9 2 2
8,2431

13 .9460
19 .8838
25 ,9497

2,5307 
8 ,06926  

13.8386 
19.8065 
25 . 8Н96



Bl,

в>.
100 10 5 1 0,2

5

4 ,7420 
10,2004 
IÜ.Ü437 
2 ? ,041 0  
28 ,1080

4 .1 5 0 5  
9 .0 0 9 2  

14.4G49 
20,26.58 
2 6 .2 4 8 3

3 ,7165
8.4И69

13.9560
19,8476
25,9043

2 .6 S 0 5
7 ,6 8 5 5

1 3 ,4 3 5 9
1 9 .4 6 4 3
2 5 ,6 0 4 6

2,2137
7 ,5000

13.3226
19.3843
25.5431

1

3,7897
9.536G

15,5841
21 .6966
27 .8343

3 .2 9 8 9
8 .3 4 4 6

13 ,9834
19 .9000
2 5 .9 5 7 9

2,9235
7.7388

13,4499
19.4694
25 ,6070

1 ,9 1 9 3
().8У11

1 2 ,8 9 4 6
1 9 ,0 7 2 0
2 5 .3 0 0 5

1.3751
6 .6717

12.7726
18.9887
25 .2376

0 . 2

3,4425
9 ,3768

15,4845
21 .6246
27 .7780

2 .9 6 8 0  
8 .1 7 9 5  

13.7761 
19 ,8223  
2 5 ,8 9 8 0

* = 2

2,5996
7.5612

13,3378
19.3897
25 ,5456

1 ,5 5 5 0  
6 ,6 7 7 6  

1 2 ,7 7 3 5  
1 8 .9 8 9 0  
2 5 .2 3 7 7

0 .8869  
( ¡ .4444 

I2 .h 4 9 l  
18 ,9050 
25 ,1744

100

3.0611 
6 .1503  
9 ,2339 

12.3164 
15,3986

2 ,8 1 1 5  
5 ,6 8 7 2  
8 .6 0 8 5  

11 .5753  
14,5781

2,5923 
5.3711 
8 .2845 

11.2768 
14,3116

1 .8 9 8 6  
4 ,8 0 6 5  
7 .8 6 2 9  

1 0 .9 4 9 6  
14 ,0471

1 ,4926 
4 ,6424  
7 ,7623  

10 ,8773 
13 ,9907

10

2 .8262
5.7151
8 ,6416

11,6091
14,6102

2 ,6 0 9 7
5 .3 0 3 5
8 ,0 6 9 3

10 ,9136
^3,8252

2,4157
5,0111
7,7578

10,6186
13,5573

1 .7 6 8 8  
4 . 4 6 1 3  
7 ,3 3 6 4  

1 0 .2 8 6 5  
13 ,2 864

1,3685 
4 .2962  
7,2341 

10.2124 
13,2284

5

2,6395 
5 .4356  
8 .3448  

11 .3285 
14 ,3555

2 ,4 4 5 8
5 ,0 4 7 7
7 .7 8 5 8

10 ,6373
13 .5695

2,2696
4,7658
7 .4748

10,3377
13.2966

1 ,6 5 9 2  
4 ,2 1 6 4  
7 .0 4 2 1  
9 , 9 9 5 8  

1 3 ,0 185

1,2618 
4 ,04 72  
6.9361 
9 ,9191  

12 ,9587

Í

2.1227
4 ,9430
7 .9524

11.0150
14,0982

1,9737 
4 .5742  
7 ,3 9 5 8  

10,3197 
13.3061

1,8349 
4 .2953 
7.0737 

10,0099 
13,0257

- 1 ,3 0 2 7  
3 .7 0 5 5  
6 . 6 0 9 0  
9 ,6 4 9 7  

1 2 ,7 373

0 .8 9 3 2
3 .50 95
6.4921
9 .5 6 8 2

12,6751



Bi,
Bi,

100 10 5 1 0 ,2

1 ,8636 1 ,7263 i .5976 1,0797 0 ,6217
4 .7950 4 .4 2 6 8 4 ,1445 3 ,5263 3 ,3129

0 , 2 7 .8559 7 .2 9 7 8 6 ,9717 6 ,4 9 6 3 6 ,3744
10.9443 10,2471 9 ,93 46 9 ,5 6 9 3 9 ,4864
14,0426 13 ,2487 12.8665 12,6756 12,6128

f e - 3 , }

1,5326 1,4655 1.3978 1.0783 0,7711
3 .0978 2 .96 68 2,8471 2 ,4896 2 ,3355

100 4.6571 4 ,4 6 7 6 4 ,3167 3 ,9996 3 ,9 0 1 5
6 .2145 5 ,97 35 5 ,8086 5 ,5374 5,4661
7 ,7711 7 ,4 8 5 8 7 ,3183 7 ,0800 7,0301

,  1.4677 1 ,4057 1,3429 1 .0393 0 ,7367
2 ,9738 2 ,8521 2 ,7397 2 ,3935 2 ,2397

10 4 ,4785 4 ,3011 4 ,1576 3 ,8463 3 ,7480
5 ,9865 5 .7594 5 ,6005 5 ,3318 5 ,2600
7 .5002 7 .2291 7 ,0658 6,8341 6 ,7777

1,4084 1 ,3508 1,2921 1,0028 0 ,7045
2 ,8700 2 .7 5 5 5 2 ,6482 2 ,3099 2 ,15 58

6 4 ,3455 4 .1 7 5 3 4 ,0359 3 ,7262 3 ,6268
5 ,8383 5 .6 1 7 8 5 ,4604 5 ,1900 5,1171
7 ,3469 7 ,0 8 0 2 6 ,9172 6 ,6826 6.6251

1,1835 1 ,1390 1 ,0930 0,8511 0 ,5651
2 .5858 2 .4 8 2 8 2 ,3850 2 ,0522 1,8864
4,0714 3 ,9 0 8 6 3 ,7719 3,4507 3.3427
5,5927 5 ,3751 5,2171 4 .9342 4,8561
7.1304 6 .8 6 4 0 6.6991 6 .4546 6 ,3 9 4 0

1,0198 0 .9 8 1 0 0 ,9409 0 .7222 0 ,4315
2 ,4619 2 ,3 6 0 7 2 ,2639 1,9217 1,7402

0 , 2 3,9826 3 .8201 3 ,6826 3 ,3522 3 .2386
5 ,5252 5 .3 0 7 5 5 ,1482 4 ,8596 4 .7703
7.0764 6 ,8 1 0 5 6 .6436 6 ,3967 6,.3340

f t= 3 ,5

1,2236 1 ,1802 1 ,1353 0 .8995 0 ,6 3 0 3
2,4800 2 ,3 9 4 4 2 ,3119 2 ,0212 1,8729

100 3,7308 3 ,6 0 5 6 3 ,4964 3 ,2 2 2 0 3 ,1255
4,9797 4 ,8181 4 ,6930 4 ,4 4 8 7 4 ,3780
6,2277 6 ,0 3 3 5 5 ,9008 5 .6 8 5 8 5 ,6302



В1,
В1,

100 10 & 1 1 0 .2

10

1.1809 
2 ,3985  
3 ,6122  
4 ,8268  
6 .0436

1 .1402
2 ,3 1 8 0
3.4941
4 .6 7 3 5
5 .85 84

1,0979
2 .2398
3,3898
4 .5530
Г>,7294

0 .8 7 2 6  
1 ,9579  
3 ,1 2 1 0  
4 ,3 1 1 8  
5 ,5 1 5 9

0 ,6 0 7 6
1,8101
3 ,0 2 4 5
4 ,2 4 0 9
5,4601

5

1,1408
2,3267
3 ,5166
4 ,71 55
5,9237

1 .1025
2 .2 5 0 3
3 .4031
4 ,5 6 6 8
5 .7 4 2 4

1 ,0627 
2 .1757 
3,3022 
4 ,4486  

• 5 ,6146

0 ,8 4 6 9
1 ,9007
3 ,0 3 6 3
4 .2 0 7 6
5 , 3  99

0 ,5 8 5 8
1,7550
2 .9392
4 ,1380
5 ,3432

1

0 ,9755
2 ,1025
3 ,2868
4,5001
5.

0 .9 4 5 5
2 .03 47
3 .1 7 9 6
4 ,3 5 5 2
5 .5484

0 ,9138
1,9676
3 ,0825
4,2.377
5 .4 1 %

0 ,7 3 3 2  
1 .7 0 3 8  
2 .8 1 2 1  
3 ,9 8 8 2  
5 .1 9 6 8

0.4861 
1 ,5487 
2 ,7 0 7 9  
3 ,9 1 1 8  
5 ,1 3 7 0

0 .2

0 ,8399  
1,9897 
3 .2022  
4 ,4344  
5 .6746

0 ,8141  
1 ,9237  
3 .09 56  
4 ,28 97  
б . 4952

0 ,7869
1,8580
2 ,9983
4,1715
5,3656

0 .6 2 6 8  
1 .5899  
2 .7 2 0 7  
3 ,9 1 6 8  
б , 1394

0 , .% 22 
1 ,4216 
2 ,6 1 0 8  
3 ,8378  
5 ,0 7 8 4

<г =  4

100

1,0173 
2 ,0669  
3, 1113 
4 .1538  
5 .1955

0.986У
2 ,0 0 6 8
3 ,0 2 2 6
4 .0384
5 .0 5 5 4

0 ,9550
1,9467
2,9407
3 ,9413
4 ,9490

0 ,7 7 4 5
1 .70 68
2 ,7 0 2 4
3 ,7 2 1 6
4 ,7 5 0 9

0 .5 3 7 2  
1 ,5640  
2 ,6077  
3 ,6 5 1 6  
4 ,6 9 5 6

10

0 ,9868  
2 ,0092  
3 ,0270  
4 ,0444  
5 ,0627

0,9581  
. 1 ,9521 

2 .9 4 2 7  
3 ,9 3 4 3  
4 ,9 2 8 5

0,9279  
1,8948 
2 ,8642  
3 ,8407  
4 ,8252

0 ,7 5 4 6  
1 ,6 6 1 8  
2 ,6 3 0 8  
3 ,6 2 4 1  
4 ,6 2 8 9

0 ,5 2 0 9
1,5202
2 ,5 3 6 2
3 ,5 5 4 0
4 ,5 7 3 5

5

0 ,9 5 7 8
1,9566
2 ,9 5 5 4
3 ,9587
4.967.Л

0 ,9 3 0 6
1 ,9022
2 ,8 7 4 3
3 ,85 19
4 ,8 3 6 4

0,9018
1,8473
2 ,7983
3,7604
4 ,7346

0 ,7 3 5 2
1 ,6 2 0 0
2 ,5 6 8 1
3 ,5 4 5 0
4 ,5381

0,5051
1.4788
2 ,4 7 3 2
3 ,4 7 4 4
4 ,4 8 2 2

1

0 ,8309
1.7758
2 ,7610
3,7694
4 ,7904

0,8091 
1 ,7278  
2 .6851 
3 ,66 63  
4 ,6617

0,7859
1,6788
2 ,6130
3,5764
4 .5600

0 ,6 4 5 8
1 ,4642
2 ,3 8 2 6
3 ,3 5 5 8
4 ,3 5 7 4

0 ,4 2 9 6
1 .3186
2 ,2821
3 ,2 8 1 0
4 ,2 9 8 4

0 ,2

0 ,7162
1,6730
2 ,6806
3 ,7058
4 .7385

0 ,6 9 7 7
1 ,6266
2 ,6 0 5 4
3 ,6029
4 ,6 0 9 8

0 .6780
1.5791
2,5334
3 ,5127
4 ,5075

0 ,5 5 5 3  
1 ,3 6 3 8  
2 ,2 9 7 8  
3 ,2 8 7 6  
4 ' ,3016

0 ,3 4 5 5 6  
1 ,2072  
2 ,1 9 1 6  
3 .2 1 0 0  
4 ,2 4 1 3



.4«
п/п

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

И

12

13

14

15

16

17

18

284

5
п! у-'*—̂

5 - ( « -Ы / 2 )  2, 3 . . . . )

Г ( т ) {т>0)

Г  (т -4 -  1) И ( т )
5Ш+ 1

1

1

(т >  —I)

1
( 5 —  а ) "

Г ( т )

( 5 - а ) *

( л = 1 ,  2, 3. . .  .)

(5— аУ‘ (т>0)

1П (5 +  |2) — 1П (Х+Й).
Н б 5 > — Не а ,  — Ней

________ 1_______

(5 — а) (« — 6)
.V

( 5— 0) {х— &)
(3 +  2£1) 1п (5-Ь2*)-Н5 1п 3 —

—  2 (^ + а )  1п (5 + 6 ) .
Нб5>0. —Не 2о

2 - Ч ' ( - | + | ) - 2 - 4 ^ 1 ) .  Ке5>0 
(— а ) « + ‘  ■ф(") (д5). Не 5> 0

■ф‘^Чг)--£^1|5(2)

1
(5 _  п) (5  —  Ь )  (5 —  С) 

к
5*+

s

2"т

[1 -3 -5  (2/1— 1)1 | / л

1

^ т - 1 ^ а х

1
а  — Ь

I
а — Ь

ах ^Ьх\( е " ^ -

(1 + е -^ Г ^

т" (| —  Неа>0

{Ь — с) +  (с — о) (а  —  ¿») е

( а — ^) {Ь — с) {с — а) 

8Ш Ат



№
п/п

19

20

21

22

23

24

25

2(i

27

28

29

30

31

____ l___

___ l __ _

4« — A'3

(s*+a*) (s2+í>2) 
(2n) 1 a2"

5[s4(2a)21 [4*.f.(4fi)^| . |5a-h(2/ia)'l
R e  ,s>2n I ím  я  I

(2ft+l) 1 r r^ - ‘______
(s^+a )̂[s^+(3a}>\ ^■Ч 

+  ( ( 2 n + l )  a l*}

Re s>  (2rí-|-1 ) I lin a | 
j,/i+1

ni

y ,  ( -X y  . ( —  ! ) " '  ;
\ d

0< 2 in < r'

¡  n+ \ \ I a \2 m + l

2m-{-1 / \ s 

Re  .s >  ( I m í3 [ 

(2n) ' <r«
s ls4 (2 a )^

s*
X' 1 +

[v+ (2M *]

+

2 ! íj2 ' 4  I 

■̂ ( s » - h 4 a ’̂ ) . . .  | s * + 4 ( n u  — ü)» l  

(2n) I a«"

Re i > 2 n  j Im ü I

ch kx

sh kx

2k

—  (1 — COS*T)

—  (/:t — sin/?T)

— (s i  n é x  —  ÄT eos  k l )

—  s i n  kx 
2k

( s i n  * T + ¿ T - C O S  Лт)

T c o s  kx

e o s  a x  —  eos  bx  

- a ^

sin^" (ax) 

s i n » "  b i  (ax)

T'’ s i n  ax

CCS*" (í7X)



№
п/п

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

(2п+ 1) ! û*".s
(5*+а*) I s * + (3 û ) * l  . (s*-i -(2nü)*l

( s*-fû* (s*+a») (s49û*)x lH ----- -̂----- ----------------------- -+
31 a* 51 a"

+

+
|s * +g « )  ■ ■ ■ [5« +  ( 2 n û - g ) » |  | 

( 2 n + l)  I fl*" i '

Re s > (2 r j- f  1) I Im ü I 

ni

S
\ < 2 m < n + \

Re s>  I Im a I

_____________ 2abs____________

(s* + (o+ôri h*+(a-ô)»t ’ 
R e .ç >  I Îm ( ± ü ± b )  j 

h (s* — a*+b»)

[s‘+(a+ft)*|[^*4-(a-i.)'l ■
R e s >  I Im ( ± a ± / i )  I

__________b  ( s * +a*+ b* )_________
[5 «+ (a+ ô ) i||5*+ (a_6 )4  ■ 

R c 5 >  I 1 т { ± о ± й )  J 

Ak* 
s* +  4**

s* +  4A*

1
V* —

ь
,<;* —~k*~

1
(s— o)*4-̂ * 

5»+**

Т" COS(от)

ein (от) sin Ibx)

COS ( a t )  sin (bx)

cos (от) COS (bx)

s in  *T ch k i  —  cos k i  sh k t  

I
2A*

sin kx sh kx

1
2**

1
2**

(sh kx—  sin fet) 

(ch fix — cos kx)

- e " ’" slnkj

— k r 2e ^  —  p CO?
kx / з

, / -  « т К з
—  К 3 sin — - —



№
п/л

43

44

.45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

I / S — 1 \п 
s i  S

( s - é ) 3/2

V  5 —  а  —  S —  Ь 

i

VT+k

V 7
ç— **

J£ L

1

V T  (s *»)

1

1/7
1

________1

( s  +  k)

e“ * ^  (A>0)

(*>0)

s*

л1 dT'*
1

ЛТ
1

e*^ (1+2H)

2 ПТ*

—  k e**^ erfc ] / T
V  ЛТ

* 4-fe e*’  ̂ert <ii 
ЯТ

V^nt V^n

—  e ' " * ’ "* erf i  K '

VT
**x dx

e*‘ ^erfc kV^x

V b ^ k
e erf —  A) T

1 — erf

■2 V 1^  
k

♦t

‘2 K ‘
• erfc

2V"i

Ä / *• \ 
4Ti‘ eric — ; з - -  ■ t+ - r ) x

2 K T  ^
—  **

x e r io
2 V



№
ii/п

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

28»

V
-к V' (k>0)

K . S -

( l 4 - K  s/b  )

(*>0) 

— * V  5

r =r  (k>0)

1

V  ^+2fe

(V' S + / ?  )  ( ] / "  s+6 )

l ( m )

(3  +  ̂ ) " '  (S-1- Й ) ' "
(/n>0)

V:
(4t)"^^ »:« e r f c ------ z :

2 V T
T

J У л 2

J—*V (4T) __ p* +f>T

x e r f c  / — ~ -  + V  bx

erfc
■2 1/t 

x e r ic  i  bV~r
] / T

4-

k
X e r i c 3  + f) Y 1

2 K x

Уо(Ат) 

/о (¿т )

Ае-^М /Л*т)+/.

k — h

m—1/2

k — b

-{k^b) T/2,



I*
п/n

67

68

бЯ

70

71

72

73

74

75

76

77

7Ь

7Ь

BV

19

1

]/  S+2A- -i-Ks 

(1
^4-1 /2 

( i - s ) «
,л4-3/2

( Y 7 ^  -  sY

1

1

( S *  —  * 2 ) m

1

(m > 0)

{m>0)

A/s

Vs
1

I

S

,*/s

.-V *

Ms

(m >0)

—gm (m>ü)

(ft+ö) T/2 /о
k — b

, ‘k — b 
Ч" Л ^

—  „  - * T

П I

/, (At)

(2 n )  I I ' ЛТ
2̂/1 ( K  t )

K n  (2f i+ l)  I

(*'t) 

/ T 1/2
Г(ш) l 2 * j  ‘/(m-l/2)(*^)

V n  / T '̂ WI—1/2
T (m ) ( . i i r j  ^ m - i/ 2 )(ÄT>

_1

к

(2 Vkx ) 

-—  cos 2 V
rtT

~—  ch 2 V

V"
>\п2У' kx

— ~  sh 2 V  kx
V  л/f
ТП —  1

( I )  ' ('i К  Й )

m — i



Kl
п/п

81

82

83

84

85

«6

87

88

8 9

90

91

92

9 3

94

Q')

29 0

JL *s (й> 0)

- ( 1 — е“ **) (k>0)

0 < а < Ь

^+Ь е - ^ ‘ {а>0)

1

9*(S* +  0
- { 1 _ е “ 2тпя5/а)
ll\

m - l .  2, . . .

g -*  F  (5+*) 

s i s+ è )

VV+6»

y  s*4-b*

-  fc’

К  s * — è»

( У  -  s )

V s»+b^

- l g ( l  +  fes) ( è > 0 )  
s

Ig
Í. — k 
s —  ti

s‘+k*

Ig
• s *— A>*

— In s 
s

0, 0<T<ft;
1, T > *

l ,  0< T < A ) 

ü,  x>i>

0. Û < T < a ;

1, a<T<6;
0. T>6

G. T < 2o ;

t — 2o, 2a<K o+6| 
2ô —  t ,  a -f-ô < T < 2 6 ) 

0 . T> 26

0. 0 < т< л ;

T>«

COS ( a i ) ,  0 < 1< 2т л /а ;  
0, т>2тл/о

О, 0 < x < A ;

c>A

0, 0< x< ft;

J o { b V ~ V ^ k ^ ) ,  x>k

0. 0< T< ft; 

lo ( г > К т * - ^ 0 .  '> *  

Ja (ô / ^ + w 7 )

— E i  ( — t / f t )

( _  e” )/i

2 (1 — CCS kx)/i  

2 (1 —  ch ftt)/T 

•In(YT) 1где y « e x p  (0 ,5772) ]



Ni
n/n

9b

B7

9i<

99

1(K'

101

10:̂

103

104

105

10ft

i07

108

109

no

111

112

19*

npodoAOH-eHue n p u A o y c .  !V

HBofipaxeRHc l̂yHKuHH f  (s)—L [/ (v).i OpMrHHS  ̂ 4iyHKlVHH I (Tl

1
s«+*

In*

In

In

s^b
s+d

s*+ 6*

In

e**'* erfc (* > 0 )

(s+a)^ + /t' 

k
arctg —

— e***’ erfc *,<• (* > 0 )

eii'̂  erfc (*> 0)

— —̂  erfc y  ks
VT

— i—  e** erfc K  *5 (*> 0 )
VT

erfo

e* ‘ ' ‘  er ic
V T  V 7

e“ * ' /o ( b s ) .  e X )

n 6 e “^ ‘ /, (6 s ), ¿>>0 

/(o ( ŝ)

— eÂ  /Cl (V~^)

‘ + 2 + I  +
1 1 T«

H—  — In(YT) —  n m
( e _ a T _ , . - i . T ) / ,

2 [cos (at) — cos (6x)]/i 

2 cos (*T) (  e~*"* —

— sin (Ax) 
X

i__
* V n

erf f — )
U * /

Vk
n V  1 (t+*)

0. 0<T<-^: 
(nт)->/^ T>*

V  n (T + ft )

—̂  sin (fi* V ^ )  
n t

-  ̂ e-2  * / « "

—  ( 2 6 t — ' < T < 2 6 |  
n

0 , T^2fc

( ¿ > - . « ) ( 2 6 t — t*)“ *^'^. 0 < T < 2 6 | . 
0 , 0 2 6

0, 0<T<*{
(t» — ^*)-*'*. t> *

_L  *V(4f)
2t  *

r V  «(T+2*) ft



rijiH примскении анали ти чески х  методов рсшеиия к р а евы х  задач нестационар­
ной те||Л011роволноеги часто возникает  необходимость использовать числеииые ме­
т о ды  для  получения окоичагельмых результатов. Ниже приведены некоторые 
ал го р и тм ы  численных методой записанные на я зы ке  А Л Г О Л -GO.

Принедем примеры применения зтих алгоритмов. Алгоритм I может быть 
испольяован при вычислении K034Kf)miHeHT0n систем Ритца, Бубнона—Галер- 
к и и а  и др . Алгоритм 2 применяется  для нычислсния корней характеристических 
уранн ен ий .  Метод Г аусса  (алгоритм  3) может применяться для  решения систем 
Р и т ц а ,  Треффтца и т .  д .  При использовании мегода Канторовича можно приме­
н я т ь  метод Р у н ге — К угта  (ал горитм  4) . Очень часто решение в изображениях по 
/1апласу получается а гаком виде, что аналитически переход в область орити- 
н.чло» неоозможеи. В этих с л у ч а я х  можно применять численное обрящение пре­
о бр азо ван и я  Л апласа  (ал горитм ы  5 и 6).

Алгоритм I вы числения  определенного интеграла (см. с. 297). 

Процедура — функция R O M BIN T вычисляет значение интеграла 
h
\ fix ) dx. 
û

Обратиться к  данной процедуре можно, например, оператором

Y: = R 0 M B 1 N T (F ,  Л. В. К ) ;

F  —  идентификатор процедуры  — функции типа rea l ,  иычисляюшей подынтег­
р ал ь н ую  функцию f {х);

А. В — арифметические вы раж ен и я  ти[1а rea l ,  нижний и верхний пределы 
интегрированиЛ соответственно:

(\ — арифмогическое в ы р аж ен и е  типа inte.i>er, заданае,\юе число узлов интег­
р ир ован и я .  К > 0 .

Выходов из тела процедуры нет, стандарш ые процедуры и подпрограммы не 
и спользую тся .

При увеличении числа у зл о в  К точность вычисления интегралов увеличивается .  
О днако  если производные нечетных порядков функции f (х) на концах интер­

в а л а  интегрирования равны нулю  или равны между собой, го интегрирование по 
Р о м б ер гу  дает  худший р езул ь тат ,  чем интегриронзмие по методу трапеций. Про­
ц е д у р а  R O .M B IM  взята  из книги : А г е е в  М. П .,  М а р к о в  Ю. И .,  Ш в а -  
к  о  в а Г ,  М, Алгоритмы (2 0 1 — 250) .  М .,  Ин-т проблем уп рав лени я .  ВЦ АН СССР, 
1971.

А лго р и тм  2 н ах о ж ден и я  вещ ествен н ы х  корней произвольной функции (см. с. 297).

В алгоритме реализо15ан метод Мюллера нахождения вещественных корней Cj 
произвольной функции у= г ( {х ) .

Обращение к  процедуре осущ ествляется  оператором ZEROS (FU.NC, N, МАХ, 
E P S 1 ,  EPS2, EPS3. ЕТА) R E S Ü L T  (С); FUNC (/?. f )  — процедура,  вычисля­
ю щ а я  значение функции /•' по данному аргументу. R;
N , МАХ — арифметические в ы р аж ен и я  типа in teger ;
N — ожидаемое число корней;
М А Х — максимально допустимое число итераций;
E P S I ,  EPS2, EPS3, i :T A  — арифметические выражения типа rea l ;
E P S ] — относительный критерий сходимости итераций;
E P S 2 — абсолютный критерий сходимости итераций по значениям функции;
E P S 3  — точность вычисления корней;
Е Т А  используется в случае  кр атн ы х  корней.

Если \ r - C i  K e p s  3. то г заменяется  на л-(-е1а;
С — идентификатор массива .

М а сс и в  С [ 1 :  A/j перед обращением к  процедуре должен содержать приближен­
н ы е  значения кс^ней. после работы процедуры он содержит вычисленные корни. 
П роцедура  ZEROS взята  из книги : А г е е в И. ,  А л и к  В . П . . Г а л и с  Р .  М. 
М а р к о в  И. И. Библиотека алгоритмов (1—50).  М .,  Советское радио, 1967.



Алгоритм 3  реш ения системы линейных ур а в н ен и й  методом Г а у с с а  (см .  с .  298 ) .

Актод Г а ус са ,  реализованный в а л го р и тм е ,  состоит в преобразовании и с х о д ­
ной системы п  уряьнений вида 

п
( ¿ -1 ,  2, . . . .  п)

/=1
к  эквиналснтно!.! ей системе с треугольной матрицей

.  .  .  -^~b,„x„=gy;

Х2-\- . . .

—S n -
Решение экнивалентной системы начиная  с  х„ от>1скнвается  по формуле 

r̂nm + i^m+1 — •••
Обращение к процедуре осушеств-ляется оператором 

GAUSS (U . А. Y):
и  — арифметическое выражение тина In teger  соответствует числу н е и з ве ст н ы х  си- 
сгемы; Л, Y — идентификаторы массивов.

Массив А ( 1 :  U, I: U + l j — расш иренная  матрица, состоящ ая из к в а д р я т н о й  
матрицы U x U  (коэффициенты при неизвестны х)  и столбца свободных ч л е н о в .

^\accив Y [1; U] содержит значения неизвестных после работы п р о ц е д у р ы .  
Ограничений на входные параметры при обращении к процедуре нет, с т а н д а р т ­
ные подпрограммы и другие процедуры не используются .

Если система уравнений несовместна или имеет бесконечное м н о ж ест в о  реш е­
ний, то предусмотрен выход из тела процедуры  к глобальной метке s i g n a !  107'v. 
Процедура в з я т а  из книги: А г е е в  М . И . ,  К р и в о н о с Л .  С . ,  М а р к о в  Ю . И .  
Алгоритмы (101— 150). М .,  ВЦ ЛН СССР, 1967.

Алгоритм 4  интегрирования си стем ы  обыкновенных 
дифференциальных уравнений м етодом  Р у н г е  — К у т т а  IV п о р я д к а  

с  автоматическим выбором ш ага

Алгоритм позволяет решать з а д а ч у  Коши для системы диф ф еренциальны х  
уравнений вида

Ш .
fit ‘‘ f t  ( i  < У\‘ У2 .............Уп). ¿ “ 1. 2, . . .  л

на любом заданном отрезке (?о- fHOHl с автоматическим выбором ш ага  и н т е г р и р о ­
вания h .  Он особенно эффективен при интегрировании сложных систем, им ею щ и х  
нелинейности типа разрывов или изломов в  правы х  частях ,  которые п р о и с х о д я т  
в неизвестные заранее  моменты времени, а т а к ж е  в тех  с л у ч а я х ,  к о гд а  степ ен ь  
гладкости решения сильно меняется в ходе интегрирования.

Обр0щение к  процедуре осущ ествляется  оператором

U R K V H (T .  Y ,  H. F. N, M, E P S .  T K ) ;

здесь T — арифметическое выражение типа r e a l — аргумент системы. П ер ед  о б р а ­
щением к  проие,']уре Т должно быть присвоено начальное значение t g .  П о с л е  р а ­
боты процедура Т принимает значение конечного времени, ^ о  может б ы т ь  либо 
заданное конечное время либо момент, на котором произошло о б н у л е н и е
шага h  из-за малого значения параметра точности F P S .

Y — идентификатор массива искомых функций системы. М ассив Y ( l :  N] 
перед .обращением к  процедуре должен  со держ ать  начальные значен ия  y t  (/о), 
»■=1, 2 .............п .  После работы процедуры этот массив содержит р е з ул ь т а ты  и н т е г ­
рирования.

Н — арифметическое выражение типа r e a l — ш аг интегрирования. П ер ед  о б р а ­
щением к процедуре Н должно быть присвоено ориентировочное н а ч а л ь н о е  з н а ­
чение шага h .  Н изменяется  в процессе работы процедуры и после ее  о к о н ч а н и я  
принимает значение конечного шага интегрирования .



F — идентификатор процедуры  вычисления правых частей системы. В основной 
пр о грам м е  описание F  должно иметь вид:
P R O C E D U R E  (Т. У, Z);
У А Ь и Ё  Т ;  R E A L  Т;
A R R A Y  Y , Z;

E N D ,
Т —  переменная интегрирования ;
У — массив аргументов п р авы х  частей. < =  1. 2 ............. щ
Z — MaccHR результатов вычисления  функций h ,  /= 1 ,  2 ............. п.
N — арифметическое в ы р аж ен и е  тип.ч in t eg e r— порядок системы.
E P S  —  арифметическое в ы р а ж е н и е  типа r e a l - - требуемая  относительная точ­

ность  интегрирования г .  На одном ш аге практически следует  брать 1 0 - ’ < е < 1 0 - ' ‘ . 
П р и  уменьшении е автоматически б удет  выбираться меньший шаг интегрирования 
в среднем .  При е * 0  вычисления будут  проходить с  постоянным шагом, равным 
н а ч а л ь н о м у .

ТК  — арифметическое в ы р аж ен и е  тина real — заданное конечное значение /кон* 
М — арифметическое в ы р а ж ен и е  типа integer — помер функции ут  { 1< т < п ) .  по 

которой  ведется контроль точности интегрирования для выбора ш ага .
Если перед обращением к процедуре положить М = 0 .  то контроль будет 

в е ст и с ь  по той функции, для  которой получилась м аксимальная  относительная 
о ш и б ка  на данном шаге.

В ыходов из тела процедуры U R K V H  нет. сганлартные подпрограммы и д р у ­
г и е  процедуры не использую тся .

Т ек ст  программы см. в книге :  Л ю б и м о ь Ю .  К . .  ' а з  н о в а  Л .  Л .  
А л го р и т м ы  метода М онте— К а р л о  и численного интегрирования дифференциаль­
н ы х  уравнений с автоматическим выбором шага. М.. 1970 и ПМ-

Ллгоритм 5 численного обращения преобразования Лапласа

П роцедура  предназначена для  вычисления и заданных значениях аргумента т 
соответствую щ их значений функиии / (т) по известному ¿-изображ ению  f ( s ) .  
Д л я  вычислений используется следую щ ая интерполяционная формула:

/ ( т ) - ‘2 е х р  (ат)/т(-~  Re { / ( а ) Н - У  Re {? cos ( * я т / П  (U

г д е  постоянная а положительна и больше, чем действительные части особенностей 
ф ун к и и и  / (т) .

Обращение к  процедуре осущ ествляется  оператвром

L A P L A C E I N V E R S E (R F I F .  T F .  NTF, АР. NAF. iT E R F .  R E S U L T A T F .  ECRI).  

Определение параметров:
R F I F  — процедура-функция типа rea l  с двумя  параметрами соответственно: 
д е й с тв и т ел ь н а я  часть s и м ним ая  часть ч. Процедура R F I F  вычисляет действи­
т е л ь н у ю  часть функции f(s).
N T F  —  число значений т. в ко то ры х  вычисляется значение / (т) .
T F  —  идентификатор одномерного массива типа real границы которого 1 в NTF, 
Он содержит значения т.
N A F  — арифметическое вы раж ен и е  гипа integer — число значений, принимаемых 
пар ам етр ом  а .  При решении тестовых  примеров NAF равнялось  5.
A F — идентификатор одномерного массива гипя rea l ,  границы которого о и 
N A F — 1. В момент обращения чтот массив датж ен  содержать  значения а .  
В  тестовых  примерах зти значен ия  были следующими; 1.15, 1.20, 1.25, 1.30, 
1 , 3 5 .  Эти величины вы браны  путем подбора как  наилучш ие для  множества 
ф ун к ц и й  (около 30 самых р азличных) ,  которые вы числялись .  Однако эти значе­
н и я  не наилучшие для  к а ж д о й  конкретной функции.



IT E R F — арифметическое выражение типа  Integer, равное 1/8 от  числа  членов, 
учитывяемых в бесконечной cyMvte в  уравнении (1 ) .  Н априм ер .  I T E R F  может  
быть взято  равным 8.
R E S U L T A T F — идентификатор одновременного массива, гр а н и ц ы  которого  I 
н NTF. В конце работы процедуры массив содержит NTF и с к о м ы х  значений 
функции f  (т ) .

ECRI — процедура с одним действительным параметром ( в р е м я ) .  Она долж на 
печатать то значение параметра, при котором получается деление на н у л ь .  Д ело  
в том. что в процедуре EPSALGOR из-за  равенства д в у х  членов в  зн ам ен ател е  
может произойти деление на н уль .  Т о гда  программа в ы зы вает  п р о ц ед ур у  E C R i 
и переходит к  следующему значению величины т .  Значение ф ункции f ( t ) ,  к о то ­
рое Hfc вычислялось по этой причине, б у д е т 'р ав н ы м  нулю.

Процедура L A PLA C EIN V E R SE может  быть применена то л ь к о  д л я  тех изо 
бражений. дл я  которых ожидается  достаточно гладкое  поведение о р и ги н ал а .  
Текст программы см. в журнале «C om m un ica t ions  of the  A C M * , v .  17, 1974, 
№ 10, a lg .  486.

Алгоритм 6  численного обращ ения прео(^аэования Л ап ласа

Процедура L1NV выполняе]  численное обращение преобразования  Л а п л а са ,  
т .  е .  вычисление оригинала функции по его изображению. О бращ ение к  про­
цедуре осущ ествляется  оператором L I N V  (PS , NS, Z, FS ,  V S ,  M S) ,  где P S —• 
идентификатор процедуры, которая вы ч и сл я ет  значения и зо б р а ж е н и я .  В основной 
программе описание процедуры P S  до л ж н о  иметь вид

REAL PROCEDURE P S ( S ) ;  V A L U E  S ;  R E A L  S;

N S —‘ Целое число разбиений области определения функции F (t).
NS должно быть четным;
Z — переменная гипа r e a l — ар гум ен т  функции, для  которой в ы ч и с л я е т с я  зн ач е ­
ние оригинала ;
F S  — приближенное значение оригинала F ( t ) ,  полученное в  р е з ул ь т а те  работы 
процедуры:
VS — вещественный одномерный м ассив ,  используется один раз при вычислении 
оригинала в точках  Z;
(V& — целое, отличное от (VS.

Процедура LINV дает приближенное значение FS величины о р и ги н а л а  F (Т). 
Значение Fb  вычисляется по формуле

S/2-U
{N/2 -  k)\ k\ (А  -  1)1 (I -  é ) l  (2k -  i)\

Точность вычислений зависит от числа NS. Н аилучш ая  точность значений 
оригинала достигается  при N 5^ .10 .  А лгоритм  проверен д л я  с л у ч а я  N S * »8 ,  9 , 10;

М = 5  для функций Р  P ( s )  = --------
VT

Ограничение метода — FJt)  д о л ж н а  быть непрерывна в окрестности  точки  Т.  
Алгоритм см. в  ж ур н ал е  «Comm unicat ions  of the ACM», a l g .  №  368 ,  G anuary, 
J970, Ns l .  p. 47—49 и  fil).

Алгоритм 7  решения интегрального  уравн ени я  Вольтерра второго  р о да

Метод последовательных приближений, реализованный в процедуре ,  позво* 
ляет  гюлучить решение интегрального уравн ени я  Вольтерра второго рода

X

и ( т ) — /) U (О d/-/(T), (т. i e l a .  ¿>j).
а



tin ( т ) = /  ( т ) + |  К  (т,  I) w * _ i  (/) dt (k= \. 2.  . .  . )•
а

О б р а щ е н и е  к  п ро це д ур е  о с у щ е с т в л я е т с я  операгором P R O C E D U R E  V  (F ,  Л.  Н,
В ,  К ,  Е ,  Y ) .  З де сь  F | l ;  N j — м а с с и ь  правой части;  N нрисваиИается  значение  
п  =  ( й — a)/h+\\ А  —  Нс)чальное з н ач е н и е  переменной;  Н — п р и с в аи ва е тс я  з н ач е ­
н и е  Hj ar a  / i = c o n s t ;  В — в е р х н и й  продел  и:1менения  т ,  t; К  — я др о ,  которое  
н у ж н о  о фо рм ить  в виде R E A L  P R C i C E D U R E  К { Х .  S ) ;  Е — относ ите ль на я  то ч­
н ос т ь  е  —  процес с  итераций п р е к р а щ а е т с я ,  к о г да  |] и*  —  -v е ;  
У | 1 :  N ] — м а с с и в ,  к от ор ому  п р и с в а и в а е т с я  решение- после  процесса  итераций;
А.  И .  В ,  Е —  а рифметич еские  в ы р а ж е н и я  типа  R E A L ;  в к а че с тв е  начального  
приб. ;1и ж е н и я  «о ("f) “ п ро це д ур е  и сп о л ь з у е т с я  фу нк ция  / ( т ) .  В про це ду р е  ис п о ль ­
з у е т с я  с т а н д а р т н а я  пр о гра мм а  Р 10 2 4  ( К .  А,  В,  С.  .  . . )  ( т р а н с л я т о р  Т А - 1 М  — 
о п е р а т о р  в ы в о д а  А,  В .  С,  . . .  по к-му к лючу ) .

П р о ц е д у р а  V в з ят а  из к ни г и :  В е р  л а н ь  А.  Ф . ,  С и з и к о в  В .  С .  М е ю д ы  
р е ш е н и я  и н т е г р а л ь н ы х  у р а в н ен и й  с  п р о г ра м м а м и  х т я  Э В М .  К . .  Н а у к о в а  д у м к а .  1978.

P R O C E D U R E  V (F,  А,  И,  В,  К.  Е,  Y) ;
V A L U E  А.  Н.  В,  Е; A R R A Y  F,  V; 
R E A L  А,  Н,  В,  Е;  R EAL  P R O C E D U R E  К;  
B E GI N I NTEGER N;
N ; = ( B - A )  H + l ;
B E GI N A R R A Y  YK,  YKl  [1 : NJ ;
R E A L  X, N ORM , N OR Ml ,  G,  G l ;  INTEGER I, J .  K;
K, = 0;
F O R I : =  1 S T E P  I UNTI L  N DO
YK 1 I ] : - Y K 1  [ I ] :  =  F [11;  
P 1 0 2 4  (1 ,  K, YK) ;  
Q- K.  =  K + 1 ;
F 0 R 1 : =  1 S T E P  I UNTI L  1 DO 
B E GI N X:  =  A +  (1 — 1) X H ;  
Y K [ 1 1 : =  F [ l ] :  IF 1 =  1 T HE N GO TO P;  
F O R I : =  1 S T E P  1 U NT I L  I DO
Y K [ I ] :  =  YKI1]  + H X ( 1 F  J = 1  O R J  = I THEN.  5 EL S E 1) 
X K  ( X , A + { J  — 1 ) X H ) X Y K 1 1 J ) ;
P :  ENDI ;
N O R M ;  =  A B S  ( Y K f l ] ) ;  N O R M I = A B S  ( Y K { 1 ] - Y K 1 ) ;
F 0 R i :  =  2 S T E P  1 UNTI L  N DO
B E G 1 N G :  =  A B S  ( Y K ( 1 ! ) ;  I F G > N O R M  THEN N O RM : =  G;
G I: =  A B S  { Y K [ I ] - Y K I f I l ;  IF G 1> N 0R A ^ 1 THEN N OR Ml :  =  Gl j  
ENDI ;
P 1 0 2 4  (1 , K. YK) ;  IFN O R M  i/ N O R M > E  THEN
B E GI N FORI :  = ] S T E P  I U NT I L  \  DO YKi  [I] : =  Y K [ 1 ] ; G O T O Q  
END;  
F O R h  =  l S T E P  i UNTI L  N DO Y[ 1 ] : =YK[ I ]  
END;  
ENDV;



П Р О Г Р А М М А  1 (к с. 292)

REAL PROCEDURE ROMBINT (F ,  Л, В, К ) ;
V A L U E  А, В, К;
INTGER К;
REAL Л, В;
RAEL PROCEDURE F;
BEGIN REAL D, S, H; INTEGER M, I, J ,  N;
ARRAY T l ]  : K - j - ) ] ;
D : =  B - A ;  T 1 J |  : =  (F  ( A)  -  F  ( B ) ) / 2 ;  N : =  1;
FOR I ; =  1 STEP 1 UNTIL К DO 
BEGIN
S  : =  0 ;  N ; =  N x 2 ;  H ; =  D/N;
FOR J ; =  1 STEP 2 UNTIL N DO 
S : =  S + F  ( A + J x l l ) ;
T  lI  +  l J : « = ( 2 x S / G + T [ I ] ) / 2 ;  M : = ^  1;
FOR J  ; =  1 S T E P -  I UNTIL 1 DO 
BEGIN
^\: =  ̂ \XA. Tl . I )  : =  T [ J + 1 1  +  ( T [ J  +  1] - T [ J ] ) / ( M - 1 )  
END;
END;
R O M B I N T  : =  T [ I ]  X D  
END;

П Р О Г Р А М М А  2 (к  с. 292)

P R O C E D U R E  Z E R O S  ( F U N C ,  N, M A X .  E P S I ,  E P S 2 ,  E P S 3 ,  E T A )
R E S U L T  ; ( C ) ;
V A L U E  N, MA X,  E P S l ,  E P S 2 ,  E P S 3 ,  ETA;
A R R A Y  C;
I N T E G E R  N,  M A X ;
R E A L  E P S I .  E P S 2 ,  E P S 3 ,  ETA;
P R O C E D U R E  F U N C ;
B E GI N I N TE GE R  \. J ,  K;
R E A L  P,  P ! .  P2 ,  XO. XI ,  X2.  R.  F.  F I .  D.  E,  H,  U ,  V,  W,  I ;
S W I T C H  S  : =  S1 ,  S2 ,  S3 ,  S 4 ;
F O R  K : =  I S T E P  I U N T I L  N DO 
BEGIN

J :  =  0 ,  P :  =  0 . 9 x C [ K l ;  P I  : = l . l x C [ K ] ;  P 2 :  =  C [ K ] ;
IF C [ K ]  ==() THEN
BE GI N P — 1; P I  : = 1 ;  P 2  : = 0
END;
R : =  P ;
GO TO R EG;
51 ; R ; = P 1 ;  XO : =  F1;
GO TO REG;
5 2  : R : =  P 2 ;  XI : =  F I ;
GO TO REG;
S 3 : X 2 :  =  F 1 ;  D : = —0,5; H ;  =  I F  C [ K 1 = 0  T H E N — 1 E L S E  —  0,1 X C  [ K ] ; 
I TER : E : = H - D ;
T :  =  X 0 x D t 2 - X l x E t 2 + X 2 x ( D  +  E ) ;
U  : =  T t 2  — 4 x X 2 x D x E x  ( XO XD —  X l  X E  +  X 2 ) ;
U :  =  IF U=g:0  T H EN 0 E L S E  S Q R T  ( U ) ;
V :  =  T + U .  W : = T  — U;
U ;  =  I F  A B S ( V X A B S i W )  T H E W A V  E L S E  V;
IF U  =  0  T H EN  U : = ! ;
T - =  — 2 X X 2 X F / U ;  H :  =  T x H ;  R : = N  +  H;
GO TO IF A B S  ( H / R ) < E P S 1  T H EN  C A L C  E L S E  REG;
S 4 : I F  A B S ( F I X A B S ( X 2 X 1 0 )  T H EN  
B E GI N XO : =  X1 ;  XI : =  X2;  X2  : =  F 1 ;  D : = T ;
GO TO ITER



END;
Т :  — 0 . 5 х Т ;  Н : « = 0 . 5 х Н ;  R : - = R  — Н}
R E G : J ;  =  J + 1 ;
C A LC  : F U N C  (R .  F ) ;  FI : « F ;
IF J ^ M A X  TH E N  GO TO FIN;
FOR I : =  2 S T E P  1 UNTIL К DO 
BEGIN E ; « R  — C [ l  — I ] ;
IF A B S  ( E ) > E P S 3  THEN FI : =  F l/ F  E L SE  
BEGIN R : =  R + E T A ;
GO TO C A L C  
END; END;
GO TO IF  A B S  ( F ) < E P S  2 V A B S  ( F 1 ) < E P S 2  THEN FIN ELSE 
S [ I F  J < 4  T H E N  J  ELSE 4 ] ;
F I N : C [ K ]  : =  R 
END;
END;

П Р О Г Р А М М А  3 ( к  с. 293)

P R O C E D U R E  G A U S S  (U , A )  R E S U L T ;  (Y ) ;
V A L U E  U ; IN TEG ER  U ; ARRAY A, Y;
BEGIN JN T E G E R  I, J ,  K. M, N; REA L T E M P,
N : « * 0 ;
M 1 0 : N :  — N +  1;
FO R K : - = N  S T E P  1 UNTIL U DO 
IF A [K. N]=?i>0 THEN GO TO M i l ;
GO TO S IG N A L  107;
M i l  ; IF K =  N THEN CO TO M12;
FO R M i - » N  S T E P  1 UNTIL U + 1  DO 
BEGIN
T E M P  ;= » A  [N .  M ] ;  A [N. MJ : =  A [K, M ] ;  A [K. M ]  : - T E M P X ( - l )  
END;
M 1 2  : FOR J  : — U + 1  S T E P — 1 UN TIL N DO 
A  [N. J ]  : - A  [N, J ]/A  [N. N ];
FO R I :  — K + 1  S T E P  1 UNTIL U DO 
FOR J :  — N + 1  S T E P  1 UNTIL U - f l  DO 
A [I .  J ]  : - A  П . J J  -  A [I .  N J X A  [N. J ]}
IF N¥=U TH E N  GO TO MIO; 
f o r  1 : - = U  S T E P  — 1 UNTIL I DO 
BEGIN Y [ I ]  : « A  [1. U +  l]/A I, 1] ; 
f o r  K : — I — 1 ST E P — 1 UNTIL 1 DO 
A [K. U 4 -1 J  : - A  [K. U + 1 ]  - A  [K. I ] X Y I I ]
END;
END;
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