
АЭРОДИНАМИКА
ЛЕТАТЕЛЬНЫХ
АППАРАТОВ



H. C. Аржаников 
(1905— 1982)



Н. С. АРЖАНИКОВ 
Г. С. САЛЕКОВА

АЭРОДИНАМИКА
ЛЕТАТЕЛЬНЫХ
АППАРАТОВ

Д опущ ено Министерством высшего  
и среднего специального  
образования СССР 
в качестве учебника 
д л я  студентов авиационных  
специальностей вузов

МОСКВА
«ВЫСШАЯ ШКОЛА» 1983



ББК 22.253.3 
А80

УДК 533.6 (075.8)

Р е ц е н з е н т ы :
кафедра аэродинамики  Московского высшего технического училища 
им. Н. Э. Баумана (зав. кафедрой — д-р техн. наук, проф. Н. Ф. Краснов); 
заслуженный деятель науки и техники РСФСР, д-р техн. наук, проф. 
А. К ■ Мартынов  (Центральный аэрогидродинамический институт им. проф. 
Н. Е. Жуковского)

Аржаников Н. С., Садекова Г. С.
А80 Аэродинамика летательных аппаратов: Учебник для сту

дентов авиационных специальностей вузов. — М.: Высш. 
шк., 1983. — 359 с., ил.

В пер.: 1 р. 10 к.
В у ч еб н и к е  систем атически и злож ен ы  теоретические основы аэродинам ики, а т а к 

ж е  м етод ы  оп ределен и я  аэродин ам ически х характеристик современных летательны х 
ап п ар ато в  и их частей  (кры льев и корп усов) при дозвуковы х, сверхзвуковы х и гипер- 
звуковы х ск о р о стях  полета. П риведены  сведения об особенностях обтекания и аэро 
д и н ам и ч ески х  характери сти ках  тел в разреж ен ной  среде.

ББК 22.253.3 
533

©  Издательство «Высшая школа», 1983



Предлагаемый вниманию читателей учебник обобщает и системати
зирует материал лекционных курсов, на протяжении многих лет чи
тавшихся Николаем Сергеевичем Аржаниковым студентам и аспиран
там Московского ордена Ленина и ордена Октябрьской Революции 
авиационного института им. Серго Орджоникидзе (МАИ).

Выдающийся педагог и крупный ученый Н. С. Аржаников на
чал свою научную деятельность в аспирантуре Московского государ
ственного университета, а затем в Центральном аэрогидродинамичес- 
ком институте им. Н. Е. Ж у к о в с к о г о  (ЦАГИ) в конце 20-х 
годов под руководством крупнейших ученых-механиков нашей стра
ны академиков С. А. Чаплыгина и А. И. Некрасова. Уже в то время им 
были опубликованы фундаментальные работы по обтеканию тел несжи
маемой жидкостью, теории крыла с закрылком, получившие заслу
женное признание научной общественности.

Трудовая деятельность Н. С. Аржаникова началась в ЦАГИ и мно
гие годы была связана с ним. В предвоенные годы он работал первым 
заместителем начальника этого ведущего научного центра отечест
венного авиастроения. Одновременно Н. С. Аржаников занимался 
педагогической работой, которую не оставлял до последних дней сво
ей жизни. Им многое сделано для организации высшего инженерного 
образования в стране особенно для становления учебного процесса 
и научных исследований в МАИ, куда он пришел молодым профес
сором в год создания этого вуза (1930), где работал заведующим ка
федрой, деканом самолетостроительного факультета, заместителем 
директора по учебно-научной работе.

В памяти многих поколений выпускников МАИ Н. С. Аржаников 
останется блестящим лектором, сочетавшим строгость и стройность 
изложения сложнейших вопросов теоретической аэродинамики с яс
ной их физической интерпретацией. Ему принадлежат ранее издан
ные учебники «Аэродинамика» (1952 и 1956 гг. совместно с В. Н. Маль
цевым), «Аэродинамика больших скоростей» (1965 г. совместно с 
Г. С. Садековой), в которых на высоком научном и методическом уров
не в сжатой форме, но с должной глубиной и широтой рассмотрены 
основные проблемы аэрогазодинамики. Этими учебниками и по сей 
день пользуются студенты авиационных специальностей вузов страны.

В послевоенные годы Н. С. Аржаников руководит системой выс



ших технических учебных заведений сначала в авиационной промыш
ленности, а затем в Министерстве высшего образования.

Николай Сергеевич пользовался заслуженным авторитетом среди 
ученых страны. Его научная эрудиция и высокая общая культура яр
ко проявилась во время работы (начиная с 1956 г.) ученым секрета
рем — членом Президиума Комитета по ленинским и государствен
ным премиям СССР в области науки и техники, где он работал рядом 
с такими выдающимися учеными нашей страны, как М. В. Келдыш 
и А. П. Александров.

Коммунистическая партия и Советское правительство высоко оце
нили большую научно-педагогическую, общественную и организа
ционную деятельность Н. С. Аржаникова, присвоив ему звание «За
служенного деятеля науки РСФСР» и отметив многими высокими на
градами Родины.

Николай Сергеевич скончался 4 июня 1982 г., когда эта книга 
готовилась издательством к печати.

Начальник ЦАГИ 
академик Г. П. СВИЩЕВ

Июнь 1982



П РЕДИ С ЛО ВИ Е

Аэродинамика является одной из фундаментальных профилирующих 
дисциплин, необходимых специалистам, работающим в области авиа
ционной и ракетно-космической техники. Она имеет важное значение 
и для ряда смежных наук. Данные аэродинамики широко используют
ся при определении летно-технических характеристик летательного 
аппарата, исследовании его устойчивости и управляемости, расчете 
аппарата на прочность.

Без прочных и глубоких знаний аэродинамики невозможно стать 
квалифицированным инженером в области авиации, ракетостроения 
и космической техники. Важно прочно овладеть основами аэродина
мики, достаточными и необходимыми для решения различных конкрет
ных задач, связанных с полетом летательного аппарата.

Настоящая книга является учебником по курсу «Аэродинамика 
летательных аппаратов». Основой учебника послужили лекции, чи
таемые авторами студентам Московского орденов Ленина и О ктяб
рьской революции авиационного института им. С. Орджоникидзе.

В учебнике достаточно полно представлены как теоретические 
основы аэродинамики, так и прикладные вопросы аэродинамики сов
ременных летательных аппаратов (ЛА). Изложению теоретических 
основ аэродинамики в учебнике уделено особое внимание, так как  
без этого невозможно изучение и глубокое понимание аэродинамики 
ЛА, а в дальнейшем и творческое решение практических задач в этой 
области.

В гл. 1—6 рассмотрены основные понятия и определения, теория 
вихревого движения, основные уравнения движения газа, вопросы 
аэродинамического подобия, теория скачков уплотнения и потенци
альных течений.

Последующие четыре главы (гл. 7— 10) содержат теоретические 
основы обтекания и методы расчета аэродинамических характеристик 
крыльев бесконечного и конечного размаха, тел вращения при малых 
и больших дозвуковых и сверхзвуковых скоростях. Здесь наряду с 
аналитическими зависимостями аэродинамических характеристик, 
важных для понимания физической сущности явлений, представлены 
также некоторые результаты численных решений задач аэродинами
ки на ЭВМ.

Вопросы аэродинамики гиперзвуковых скоростей сведены в отдель
ную главу (гл. 11), в которой изложены важнейшие результаты ис



следований применительно к гиперзвуковым ЛА. В частности, здесь 
рассмотрена теория скачков уплотнения с учетом реальных свойств 
газа при высоких температурах, характерных для обтекания тел ги
перзвуковым потоком.

В гл. 12 в достаточно полном объеме описаны теория погранично
го слоя и методы расчета сопротивления трения частей Л А как при 
малых, так и при больших скоростях полета.

В гл. 13 приведены аэродинамические характеристики ЛА при 
дозвуковых и сверхзвуковых скоростях полета. Здесь изложены во
просы интерференции частей ЛА, а также его аэродинамические ха
рактеристики в продольном и боковом движениях. Особое внимание 
уделено пониманию физической сущности сложных явлений взаимо
действия частей Л А.

Гл. 14 посвящена особенностям обтекания и аэродинамическим 
характеристикам простых тел в условиях разреженного газа.

Учебник написан в соответствии с программой курса по аэроди
намике для студентов авиационных институтов.

Материал в учебнике распределен следующим образом. Введение, 
гл. 2, 4 и 6 написаны Н. С. Аржаниковым, гл. 9—11, 13 и 14 — 
Г. С. Садековой, а гл. 1, 3, 5, 7, 8, 12 написаны совместно.

Надеемся, что этот учебник позволит студентам творчески изучать 
вопросы аэродинамики Л  А и будет способствовать развитию у них 
навыков самостоятельной работы в этой области науки.

В работе над рукописью учтены ценные указания, полезные со
веты и предложения рецензентов — д-ра техн. наук, проф. А. К ■ М ар
тынова и сотрудников кафедры «Аэродинамика» Московского высше
го технического училища им. Н. Э. Баумана, возглавляемой д-ром 
техн. наук, проф. Н. Ф. Красновым, которым приносим глубокое 
признание.

Особую благодарность выражаем научному редактору д-ру техн. 
наук, проф. Ю. А. Рыжову за большую помощь, оказанную при со
здании учебника.

Замечания и советы читателей, которые позволят в дальнейшем 
улучшить содержание учебника, будут приняты также с благодар
ностью; их следует направлять по адресу: Москва, К-51, Неглинная, 
29/14, издательство «Высшая школа».

Авторы



ВВ Е Д Е Н И Е

Аэродинамика — наука, изучающая законы движения воздуха (га
зов), законы взаимодействия между воздушной средой и движущим
ся в ней твердым телом. Определение сил и моментов, действующих 
на твердое тело при его движении в воздушной среде — одна из основ
ных задач аэродинамики. Аэродинамика является теоретической ос
новой авиационной и ракетно-космической техники.

При малых скоростях движения воздуха, когда малы и разности 
давления в различных точках потока, влиянием сжимаемости возду
ха можно пренебречь, т. е. считать плотность воздуха постоянной 
величиной. При этом законы движения воздуха и его взаимодействия 
с обтекаемыми телами совпадают с законами гидродинамики — нау
ки о движении несжимаемой жидкости. Теоретические основы гидро
динамики были заложены Л. Э й л е р о м  и Д.  Б е р н у л л и .

При течении воздуха или газа с большими скоростями, соизмери
мыми со скоростью звука, влиянием сжимаемости нельзя пренебречь. 
Такое движение газа сопровождается большими изменениями давле
ния, плотности и температуры. Поэтому законы движения воздуха 
(газа) с большими скоростями, изучаемые в аэродинамике больших 
скоростей (в газодинамике), отличны от законов движения несжимае
мой жидкости.

Аэродинамика больших скоростей (газодинамика) — раздел аэро
динамики, в котором изучаются законы движения газа (воздуха) при 
больших дозвуковых и сверхзвуковых скоростях, законы взаимодей
ствия между воздушной средой и телом, движущимся в ней с большой 
дозвуковой и сверхзвуковой скоростями. Применительно к летатель
ным аппаратам газодинамика стала интенсивно развиваться в начале 
40-х годов в связи с созданием и совершенствованием сверхзвуковых 
летательных аппаратов. В дальнейшем успехи, достигнутые в созда
нии мощных ракетных двигателей, позволили увеличить скорости 
полета летательных аппаратов до космических — первой космической 
скорости, приблизительно равной 8 км/с, и второй космической ско
рости — 11,2 км/с.

В связи с потребностями ракетной и космической техники, наряду 
с газодинамикой умеренных сверхзвуковых скоростей, бурное разви
тие получила аэродинамика больших сверхзвуковых (гиперзвуковых) 
скоростей.

При полетах космических аппаратов на очень больших высотах,



т. е. в условиях разреженной атмосферы, воздух нельзя рассматри
вать как сплошную среду. При этом нужно учитывать молекулярно
кинетическую структуру газа, что составляет основу аэродинамики 
разреженных газов.

Таким образом, по диапазону скоростей (чисел М) и высот полета 
можно выделить следующие разделы аэродинамики: аэродинамика 
несжимаемой среды, аэродинамика больших скоростей (газодинами
ка), аэродинамика гиперзвуковых скоростей и аэродинамика разре
женных газов.

При аэродинамических исследованиях широко используется прин
цип обращения движения, в соответствии с которым вместо движущего
ся с постоянной скоростью в неподвижной среде тела рассматривают 
обтекание неподвижного тела потоком со скоростью, равной скорости 
движения тела. Прием обращения движения следует из общего прин
ципа относительности, применяемого к системе среда — тело, соглас
но которому обращение движения не влияет на действующие на тело 
аэродинамические силы и моменты.
«*! При изучении обтекания тел потоком обычно рассматривают упро
щенные модели жидкости и газа. Например, во многих случаях мож
но пренебречь влиянием вязкости среды. Тогда рассматривают мо
дели идеальной жидкости: при малых скоростях — модель идеаль
ной несжимаемой жидкости, а при больших скоростях — модель 
идеальной сжимаемой жидкости.

В тех случаях, когда влиянием вязкости нельзя пренебречь, на
пример при определении сопротивления трения, вводят модель вяз
кой жидкости. При обтекании тел в большинстве случаев влияние 
вязкости проявляется только в тонком пристеночном слое, называе
мом пограничным, слоем. Поток вне пограничного слоя можно считать 
невязким. Исследования пограничного слоя проводятся с целью оп
ределения как сопротивления трения, так и аэродинамического нагре
ва поверхности летательного аппарата при больших скоростях по
лета. Современная теория пограничного слоя базируется на фунда
ментальных исследованиях Л. Н а в ь е, Д. С т о к с а ,  О.  Р е й 
н о л ь д с а ,  Л.  П р а н д т л я ,  Т.  К а р м а н а  и др.

Большую роль в решении задач аэродинамики играют экспери
ментальные исследования, проводимые в аэродинамических трубах 
и газодинамических установках.

Первые в России аэродинамические лаборатории (в Московском 
государственном университете, Московском высшем техническом учи
лище им. Н. Э. Баумана и в Кучино под Москвой) были созданы под 
руководством проф. Н. Е. Ж у к о в с к о г о  (1847— 1921). В 1918 г. 
по его инициативе был организован Центральный аэрогидродинами- 
ческий институт (ЦАГИ), который стал одним из крупнейших миро
вых научно-исследовательских центров в области аэродинамики.

Н. Е. Жуковский является признанным основателем и подлинным 
руководителем русской школы авиационной науки и техники, созда
телем основ теоретической и экспериментальной аэродинамики, ор
ганизатором высшего авиационного образования. В. И. Ленин на
звал его «отцом русской авиации». Еще в 1909/10 учебном году



Н. Е. Жуковский впервые в мире в МВТУ начал читать лекции, в 
которых в систематическом изложении были разобраны теоретические 
вопросы, связанные с авиацией, разработанные как русскими учены
ми, в том числе и самим Н. Е. Жуковским, так и зарубежными; пока
зана необходимость сочетания теоретических и экспериментальных 
исследований. Курс лекций, названный им «Теоретические основы 
воздухоплавания» был издан в России в 1912, 1925, 1938, 1950 гг. и 
во Франции в 1916 и 1931 гг.

Осуществление первых полетов на аппаратах тяжелее воздуха в 
начале XX в. настоятельно поставило перед учеными задачу о созда
нии теории, объясняющей причину образования подъемной силы кры
ла и способов ее определения. Эту задачу также решил Н. Е. Ж уков
ский. Исключительная важность его открытия заключается в том, 
что, используя модель идеальной несжимаемой жидкости, он впервые 
в мире предложил искать источник силового воздействия на тело в 
образовании циркуляции, создаваемой присоединенными вихрями. 
Так, 15 ноября 1906 г. Н. Е. Ж уковский сообщает Московскому ма
тематическому обществу о своем открытии и формулирует знамени
тую теорему о подъемной силе, носящей в международной литературе 
его имя. Однако перед ученым возникла трудность в практическом 
применении этой теоремы к крыловым профилям из-за произвола в 
выборе циркуляции для наперед заданной величины скорости обте
кания. Это блестяще решил С. А. Ч а п л ы г и н ,  предложивший 
ввести постулат, заключавшийся в требовании плавного схода струй 
с задней кромки профиля, что дало возможность однозначно опре
делить величину циркуляции, а следовательно, и величину подъемной 
силы. Через 10 лет теорему Н. Е. Жуковского обобщает в Германии 
проф. Л. Прандтль для крыла конечного размаха произвольной фор
мы в плане. Начиная с 1912 г. внимание Н. Е. Жуковского сосредо
точивается на второй основополагающей проблеме — создании вих
ревой теории гребного винта самолета. И это он успешно е ы п о л н и л  

и опубликовал работу под названием «Вихревая теория гребного 
винта».

Открытия, явившиеся основой создания теоретической и экспе
риментальной аэродинамики, упрочили за Н. Е. ЖукоЕским миро
вую известность, как одного из главных создателей классической 
аэродинамики.

Другой крупнейший ученый, имя которого неразрывно связано 
с созданием классической аэродинамики, — это соратник и продол
жатель работ Н. Е. Жуковского — академик С. А. Ч а п л ы г и н  
(1869— 1942), являющийся одним из основоположников газодинами
ки. Его докторская диссертация «О газовых струях», опубликован- 
ная в 1902 г., опередила мировую науку на несколько десятилетий. 
Отличную характеристику значимости этой работы дал ученик 
С. А. Чаплыгина — выдающийся академик М. В. Келдыш. «Работу 
С. А. Чаплыгина «О газовых струях» постигла интересная судьба.

В 1903 г. он защитил ее как докторскую диссертацию, однако в то 
время она осталась почти незамеченной. Ни сам Сергей Алексеевич 
и никто другой не продолжили развитых в ней идей, и никто не при



дал работе исключительного значения... Только через 30 лет, после 
появления работы «О газовых струях», когда авиация стала подхо
дить к скоростям полета, близким к звуковым, и вопросы изучения га
зовых потоков с большими скоростями стали актуальнейшими вопро
сами, было раскрыто все значение этой работы.... Работа С. А. Чап
лыгина стала в центре многочисленных исследований аэродинамиков, 
она явилась основой для решения задач о дозвуковых течениях, и 
развитие созданных в ней методов привело к решению вопросов, 
связанных с работой крыла при больших дозвуковых скоростях и 
других вопросов современной аэродинамики»*. Эта работа стала клас
сическим трудом по аэродинамике больших дозвуковых скоростей, 
после появились работы как советских, так и виднейших зарубеж
ных аэродинамиков (Л. П р а н д т л ь, Т. К а р м а н ,  А. Б у з е- 
м а н, X. Ш. Т з я н и др.).

Обращаясь к последующему развитию аэродинамики, следует 
отметить грандиозный количественный и качественный скачок в 
скоростях полета, который произошел за сравнительно небольшой 
исторический отрезок времени. Скорости полетов аппаратов от сверх
звуковых и гиперзвуковых значений достигли космических. Этому 
росту содействовало бурное развитие ракетной техники. И здесь 
высшим авторитетом становится выдающийся ученый современности 
М. В. К е л д ы ш  (1911— 1978) — главный теоретик космонавтики.

Работы М. В. Келдыша в области космической науки явились 
продолжением комплекса его исследований в области специальных 
проблем математики и аэродинамики. Он оставил в науке огромный 
след в виде фундаментальных работ, создания новых направлений и 
новых теорий. Из числа его великолепных исследований по аэроди
намике следует указать на обобщение М. В. Келдышем теоремы 
Н. Е. Жуковского на случай обтекания профиля сжимаемым газом.

Из всех крупнейших открытий М. В. Келдыша в период его рабо
ты в ЦАГИ следует особенно отметить блестящее решение такой слож
нейшей проблемы, как проблема флаттера. Работами М. В. Келдыша 
были не только заложены фундаментальные основы теории этого 
сложнейшего явления, но и разработан практический метод реше
ния этой задачи.

С именем М. В. Келдыша связано создание совершенно новой нау
ки — вычислительной математики, возникшей на базе классической 
математики и новых вычислительных средств. Без этой науки были бы 
невозможны многие фундаментальные достижения современности, 
в частности развитие ракетной и космической науки и техники.

Разработка межконтинентальной баллистической ракеты позво
лила открыть перспективу создания первого поколения ракет-носите
лей и предоставить уникальную возможность для человечества выр
ваться из сферы земного притяжения. Такую возможность отчетливо 
видел М. В. Келдыш, под руководством которого с середины 50-х 
годов начали разрабатываться теоретические предпосылки вывода

* Келдыш  М. В. Сергей Алексеевич Чаплыгин. Биографический очерк.— 
В кн.: Классики науки. С. А. Чаплыгин. Избр. труды.— М., Наука, 1976.



искусственных тел на околоземные орбиты, а в дальнейшем — к 
Луне и планетам Солнечной системы. Так, под руководством 
М. В. Келдыша, в тесном сотрудничестве с Генеральным конст
руктором С. П. К о р о л е в ы м  4 октября 1957 г. был выведен 
на орбиту первый искусственный спутник Земли.

М. В. Келдыш становится главным научным руководителем ог
ромного комплекса сложнейших космических исследований и кон
структорских разработок. С именем М. В. Келдыша связано не толь
ко проведение серии полетов к Луне, Венере и другим планетам, но 
и подготовка и осуществление первого выхода человека в космос. 
Исторический полет 12 апреля 1961 г. первого космонавта планеты 
Ю. А. Г а г а р и н а на космическом корабле «Восток» открыл новую 
эру освоения человеком космического пространства. Это было обеспе
чено советскими учеными и конструкторами под непосредственным 
руководством главного теоретика космонавтики акад. М. В. Келдыша 
и Генерального конструктора акад. С. П. Королева.

Отметим, что отличительной чертой многих выдающихся русских 
ученых-механиков было органическое сочетание их научных исследо
ваний с решением чисто практических инженерных задач. К их числу 
принадлежал и проф. Н. Е. Жуковский — создатель основ аэроди
намической науки и авиационной техники. Эту отличительную осо
бенность — сочетание теории с практикой — Н. Е. Жуковский привил 
и своим ученикам — академикам А. Н. Т у п о л е в у, Б. С. С т е ч -  
к и н у ,  Л.  С. Л е й б е н з о н у  и Б.  Н.  Ю р ь е в у ,  профессо
рам А. М. Ч е р е м у х и н у ,  Г. Н.  М у с и н ь я н ц у ,  Г . X . С а 
б и н и н у ,  В. П. В е т ч и н к и н у, К- А. У ш а к о в у, Н.  И.  В о- 
р о г у ш и н у ,  И. И. С и д о р и н у ,  А. А. А р х а н г е л ь с к о 
му ,  И.  И. П о г о с с к о м у  и другим — подлинной авиационной 
когорте прославленных ученых и конструкторов. Эта особенность 
ярко проявилась в поразительном по своей могучей силе творчестве 
акад. М. В. Келдыша, разработавшего блестящие математические 
приемы для решения сложнейших инженерных задач.

Решения XXVI съезда КПСС, нацелившие ученых на еще большее 
расширение фронта научных исследований, активно способствуют 
более интенсивному развитию научных исследований, органически 
связанных с эффективным решением сложных практических задач 
в области народного хозяйства и новой техники.



ОСНОВНЫ Е ОБОЗНАЧЕНИЯ

И — удельная газовая посто
янная, Дж /(кг-К ); 

р  — давление, Па; 
р — плотность, кг/м3;

Т  — абсолютная температу
ра, К;

сг,, ср — удельные теплоемкости 
при постоянном объеме и 
давлении, Дж/(кг-К); 

й — отношение удельных теп
лоемкостей; 

в — удельная энтропия, 
Д ж /(кг-К );

/ — удельная энтальпия, 
Д ж /кг;—►

V — вектор скорости потока, 
м/с;

а — скорость звука, м/с;
'Ох,

— составляющие скорости 
потока по осям координат;

Г — циркуляция скорости, 
м2/с;

— динамическая вязкость, 
Па-с;

V — кинематическая вязкость, 
м2/с;

хх у > •••>
— касательные напряжения, 

Па;
Рхх<Рчч> — нормальные напряжения,

Ргг Па;
Гст — температура стенки, К;
Т г — температура восстановле

ния, К;
Т* — определяющая температу

ра, К;
а — угол атаки, рад, град; 
р — угол скольжения, рад, 

град;
сх  — коэффициент аэродинами

ческой продольной силы 
(коэффициент продольной 
силы);

Су — коэффициент аэродинами
ческой нормальной силы 
(коэффициент нормальной 
силы);

Сц — коэффициент аэродинами
ческой поперечной силы 
(коэффициент поперечной 
силы);

сха — коэффициент лобового со
противления;

Су а — коэффициент аэродинами
ческой подъемной силы

(коэффициент подъемной 
силы);

сга — коэффициент аэродинами
ческой боковой силы (ко
эффициент боковой силы);

р — коэффициент давления;
<7 — скоростной напор, Па;

X  — аэродинамическая продоль
ная сила (продольная си
ла), Н;

У — аэродинамическая нормаль
ная сила (нормальная си
ла), Н;

Z  — аэродинамическая попереч
ная сила (поперечная си
ла), Н;

Х а — сила лобового сопротив
ления, Н;

У а — аэродинамическая подъем
ная сила (подъемная си
ла), Н;

Za — аэродинамическая боковая 
сила (боковая сила), Н;

М х  — аэродинамический момент 
крена (момент крена), 
Н-м;

Му  — аэродинамический момент 
рыскания (момент рыска
ния), Н м ;

М г — аэродинамический момент 
тангажа (момент танга

жа), Н-м;
М ш — шарнирный момент орга

нов управления, Н-м;
тх  — коэффициент аэродинами

ческого момента крена 
(коэффициент момента 
крена);

т у — коэффициент аэродинами
ческого момента рыскания 
(коэффициент момента' 
рыскания);

тг — коэффициент аэродинами
ческого момента тангажа 
(коэффициент момента 
тангажа);

тш — коэффициент шарнирного 
момента;

Ох — продольная ось;
Оу — нормальная ось;
Ог — поперечная ось;

0 х а — скоростная ось;
0 у я — ось подъемной силы;
0 г 3 — боковая ось; 

х, у , г — координаты по осям Ох, 
Оу, Ог;

х а, уя , га — координаты по осям 0 ха , 
Оуа> 0 г а,



г =  2г/1 — относительная координата 
вдоль оси Ог; 

с — относительная толщина 
сечения крыла;

х с — относительная координата 
максимальной толщины 
сечения крыла; 

х л — относительная координата 
центра давления;

Хр — относительная координата 
аэродинамического фокуса; 

Хх — относительная координата 
точки перехода; 

х т — относительная координата 
центра масс летательного 
аппарата;

®в» э̂»
8Н — углы отклонения органов 

управления тангажом (ру
лей высоты), креном (эле
ронов) и рысканием (ру
лей направления); 

бр — угол отклонения рулей; 
<их , о)у , — угловые скорости лета

ем тельного аппарата вокруг 
осей Ох, Оу, Ог, рад/с;

а а
у ’ у а ’ — производные аэродинами-

т а тсУ с® ческих коэффициентов;
г '  г  ' у
1*е, М,— числа Рейнольдса, Маха,
Рг, вЬ, Фруда, Струхаля, Стан- 
Б!, Рг тона, Прандтля;

Мкр — критическое число М;
СР — коэффициент подсасываю

щей силы;
Cf — местный коэффициент тре

ния;
С /  — суммарный коэффициент 

сопротивления трения пло
ской пластинки;

Ь — хорда крыла, м;
Ьо, Ьк — корневая и концевая хор

ды крыла, м;
— средняя аэродинамическая 

хорда, м;
¿ср — средняя хорда, м;

^п. к — угол стреловидности по 
передней кромке;

7-с — угол стреловидности по 
линии максимальных тол
щин сечений крыла;

^0,5 — угол стреловидности по 
линии середин хорд;

^з. к — угол стреловидности по 
задней кромке;

7-р— угол стреловидности по 
оси вращения руля;

X— удлинение крыла с под- 
фюзеляжной частью;

■̂к — удлинение двух консолей 
крыла;

Хф — удлинение корпуса (фюзе
ляжа);

л нос> лц>
•̂корм — удлинения носовой, ци

линдрической и кормовой 
частей корпуса (фюзеля
жа);

■'¡корм— сужение кормовой части 
корпуса (фюзеляжа);

5  — характерная площадь ле
тательного аппарата, м2;

5  к — площадь двух консолей 
крыла, м2;

5ф — площадь миделя корпуса, 
м2;

I — размах крыла, м;
£ф — длина корпуса (фюзеля

жа) м;
н̂ос>

¿коРм>
¿хв — длина носовой, кормовой 

и хвостовой частей кор
пуса (фюзеляжа); 

е — угол скоса потока.

И н д е к с ы

оо — невозмущенный поток;
£ — индуктивный; 

бал — балансировка; 
в — верхний; 

вихр — вихревое;
в. о — вертикальное оперение;
г. о — горизонтальное оперение; 

оп — оперение;
дон — донный срез корпуса (фю

зеляжа) ; 
из. кр — изолированное крыло; 
из. ф — изолированный корпус 

(фюзеляж); 
ист — истинный; 
кр — критический; 

корм — кормовая часть корпуса 
(фюзеляжа); 

н — нижний; 
не — несжимаемый; 

нос — носовая часть корпуса;
р — рули; 

сеч — сечение; 
тр — трение; 
ф — корпус (фюзеляж); 
ш — шарнирный; 
ц — цилиндрическая часть кор

пуса (фюзеляжа).



1
ГЛАВА

ФИЗИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА,
ПАРАМЕТРЫ И ФУНКЦИИ 
СОСТОЯНИЯ ГАЗА

§ 1.1. Г И П О Т Е З А  
С П Л О Ш Н О С Т И  СРЕДЫ.
У Р А В Н Е Н И Е  СОСТОЯНИЯ Г А З А

Гипотеза сплошности среды. Движение жидкости и газа значительно 
сложнее движения твердого тела, так как в них отсутствуют жесткие 
связи, присущие твердому телу.

Истинное строение жидкости и газа — молекулярное, т. е. среда 
состоит из большого числа отдельных молекул, хаотически движу
щихся друг относительно друга с довольно большими скоростями. 
Однако при изучении практических вопросов силового взаимодейст
вия между средой и движущимся в ней твердым телом (в чем и состоит 
основная задача аэродинамики) жидкость и газ можно рассматривать 
как сплошную среду, в которой отсутствуют пустоты, межмолекуляр- 
ные промежутки и молекулярное движение. Это предположение на
зывается гипотезой непрерывности или сплошности среды.

Гипотеза сплошности дает возможность рассматривать кинемати
ческие и динамические элементы (скорость, давление и др.) как 
непрерывные функции координат х, у, г и времени I, что позволяет 
использовать хорошо известный математический аппарат, базирую
щийся на этих непрерывных функциях. Молекулярное строение 
жидкостей и газов при этом учитывается косвенно — через физические 
свойства среды — плотность, вязкость, теплопроводность и др.

Гипотеза сплошности среды неприменима для сильно разрежен
ных газов, когда длина свободного пробега молекул становится со
измеримой с линейными размерами обтекаемого тела.

В рамках гипотезы сплошности основными параметрами, характе
ризующими среду, являются плотность р, давление р и температура 
Т. В термодинамике часто вместо плотности р используется удельный 
объем V =  1/р.

Уравнение состояния газа. Рассмотрим некоторые сведения из 
термодинамики, которые необходимы для изучения свойств потоков 
газа. К  ним прежде всего относится уравнение состояния газа.

Опыт показывает, что между основными параметрами, характе
ризующими состояние газа (давлением, плотностью и температурой), 
существует определенная зависимость. Уравнение /(р, р, Т) =  О, 
устанавливающее связь между этими параметрами, называется урав
нением состояния. Поэтому состояние любого газа определяется дву



мя параметрами (например, плотностью и температурой), так как 
третий параметр (давление) можно найти из уравнения состояния. 
Для идеального газа уравнение состояния можно представить в виде

где R  =  8314/т — газовая постоянная, зависящая от относитель
ной молекулярной массы газа т. Для воздуха т =  29, R  =  
=  287 Д ж /(кг • К).

Под идеальным газом принято понимать газ, в котором взаимодей
ствие молекул между собой осуществляется посредством упругих 
столкновений, а линейный размер молекул по сравнению со средним, 
молекулярным расстоянием мал.

Многочисленные эксперименты подтверждают справедливость 
уравнения (1. 1) и для реальных газов в широком диапазоне изменения 
давления и температуры.

Существенное отклонение свойств воздуха от свойств идеального 
газа наблюдается при высоких давлениях и низких температурах. 
При высокой температуре термодинамические свойства воздуха могут 
также существенно отличаться от свойств идеального газа. В этом 
случае в молекулах возбуждаются колебательные (внутренние) сте
пени свободы. При более высокой температуре (Т  >  2000 К) происхо
дит диссоциация молекул, а при дальнейшем увеличении температуры 
(Т >  5000 К) — ионизация газа. Степени диссоциации и ионизации 
зависят от температуры и давления. Повышение температуры и сни
жение давления приводят к увеличению степеней диссоциации и иони
зации.

До наступления диссоциации относительная молекулярная масса 
m и соответственно газовая постоянная не изменяются. Уравнение 
состояния для воздуха в этих условиях совпадает с уравнением (1.1)* 
где R — const.

Для диссоциированного и ионизированного воздуха относитель
ная молекулярная масса уменьшается и зависит от температуры и 
давления m  =  m(T, р), а газовая постоянная R  соответственно воз
растает: R — R(T, р). Например, при 7 =  10 000 К  и р — 10 Па 
газовая постоянная R =--■= 614, 2 Д ж /(кг • К). В тех случаях, когда 
R  =  R(T, р), уравнение, устанавливающее связь между параметра
ми состояния газа, усложняется [21]. При этом вместо уравнения со
стояния можно пользоваться соответствующими таблицами термоди
намических функций [30] или диаграммами состояния газа [12].

§ 1.2. У Д Е Л Ь Н Ы Е  ТЕПЛОЕМКОСТИ Г А З А

Рассмотрим некоторый произвольный термодинамический процесс. 
Количество теплоты dq, подведенное к 1 кг газа в этом процессе, вы
разим через приращение температуры газа dT:

Множитель с, представляющий собой количество теплоты, необхо

р  =  R p T , ( 1 . 1)

dq — cdT. ( 1.2)



димое для подогрева 1 кг га
за на 1 град в данном про
цессе, называется удельной 
теплоемкостью.

Удельная теплоемкость су
щественно зависит от харак
тера процесса.

Рассмотрим теплоемкости, 
соответствующие процессам, 
происходящим при постоян
ных объеме с„ и давлении ср. 
Зависимость между удельны
ми теплоемкостями идеально
го газа с„ и ср определяется 
следующим соотношением:

Ср —  =  ( 1. 3)

В термодинамике и газодинамике важное значение имеет отноше
ние теплоемкостей к =  ср/св. Величина й зависит прежде всего от 
структуры молекулы газа. Так, для идеальных одноатомных газов 
М =  1,66, для двухатомных газов, в том числе и для воздуха, & =  1,4, 
для многоатомных газов й =  1,33.

Удельные теплоемкости реальных газов с„, ср зависят от темпера
туры — при ее увеличении удельные теплоемкости возрастают. Как 
указывалось выше, при высокой температуре свойства воздуха суще
ственно отличаются от свойств идеального газа с постоянными тепло
емкостями.

При возбуждении внутренних степеней свободы молекул, диссоциа
ции молекул компонентов воздуха и ионизации атомов подводимая к 
воздуху теплота идет не только на увеличение энергии поступатель
ного движения молекул, но и на увеличение энергии вращательного, 
колебательного движения атомов, преодоление сил взаимодействия 
между атомами при диссоциации и отрыв электронов от атома при 
ионизации. Вследствие этого теплоемкость воздуха при высокой тем
пературе значительно возрастает.

Ввиду того что теплоемкости с„, ср зависят от температуры, их от
ношение й также изменяется с температурой — при ее увеличении 
оно уменьшается. Поскольку при одной и той же температуре пони
жение давления приводит к усилению эффектов диссоциации и иони
зации, то удельные теплоемкости сг1, ср и их отношение зависят 
также от давления: с ^Т , р), ср (Т ,р ), й(Т, р). Зависимость ср от тем
пературы при различных давлениях воздуха показана на рис. 1. 1.

§  1.3. П Е Р В Ы Й  ЗА К О Н  Т Е Р М О Д И Н А М И К И .
Ф У Н К Ц И И  СОСТОЯНИЯ Г А З А

Первый закон термодинамики. Пусть некоторое количество газа на
ходится в равновесном состоянии. Обозначим йС1 количество подве- 

, денной к газу извне теплоты. В общем случае подвод теплоты приво

Рис. 1.1. Изменение удельной теплоемкости 
воздуха в зависимости от температуры и 
давления:
1 —  ср =  с о п з1:; 2 —  р - 100- кП а; 3 — р =  100 П а



дит к изменению внутренней энергии газа dU  и объема. При изменении* 
объема газ^совершает внешнюю работу, равную dL =  pdV. Поэтому

dQ =  dU  -1-  pdV  ( 1.4).

или, относя все величины к 1 кг массы газа, получим

dq =  du +  pd(llp), (1.5)

где dq — суммарная теплота, подведенная к 1 кг массы газа извне;. 
du — изменение внутренней энергии 1 кг массы газа; pd( 1/р) — ра
бота, затрачиваемая на расширение (1/р  — объем, занимаемый 1 кг 
массы газа).

При постоянном объеме dV  =  0 , dQ =  dU или dg  =  du, т. е. вся 
теплота, подводимая извне к газу, целиком тратится на увеличение его 
внутренней энергии. Поэтому

d u = c 0dT. (1.6)

Пренебрегая зависимостью св от температуры и имея в виду, что. 
при Т  =  0 и =  0, имеем

u =  cvT. (1.7)
Внутренняя энергия является одной из функций состояния газа. 
Используя формулу (1.6), уравнение (1.5) можно представить в виде

dq = cv d T +  pd(\lp). (1.8)

Уравнения (1.5) и (1.8) являются математическим выражением 
первого закона термодинамики.

Энтальпия. Введем еще одну функцию состояния г, определяемую 
соотношением

di =  cvdT, (1-9)

или, пренебрегая изменением ср, представим (1.9) в виде
i — срТ. (1.10)

Эта функция называется энтальпией. Из определения энтальпии 
(1.9) следует, что ее приращение di представляет собой приращение 
теплоты dq в процессе р =  const. Имея это в виду, из уравнения (1.8),. 
интегрируя его в предположении р =  const, получим

i — u +  plp. ( 1-11)

Используя уравнение (1.1), а также выражения (1.3) и (1.10),. 
имеем

i =  [k/(k— l)] R T = [ k l(k —  1 ) ] р / р .  (1. 12)

Из формулы (1.12) следует, что для идеального газа энтальпия за 
висит только от температуры и пропорциональна ей. Отметим, что- 
для реальных газов энтальпия является функцией двух любых па
раметров состояния, например температуры и давления: i =  (Т , р ) .

Энтропия. При изучении течения газа часто пользуются еще од



ной функцией состояния газа s, которая называется энтропией. Эта 
функция определяется дифференциальным соотношением

ds =  dqlT . (1.13)

Найдем выражение для энтропии в конечной форме, предваритель
но установив связь между энтальпией и энтропией. Так как из (1.13) 
Tds =  dq и, как следует из уравнения (1.5), dq =  du +  pd( 1/р) =  
=  d(u +  p/p) — dp/p =  di — d p /p, to

Tds — d i — dplp. (1-14)

Заменяя di на cpdT  и учитывая, что на основании уравнения со
стояния (1.1) d p /p= R dT —pd( 1/р), получаем ds =  cpd T /T — [RdT  —
—  p d (l/p )] /T , откуда после простых преобразований имеем

ds =  R {[ l/(k —  1)] d T /T  Ar d  (1/р) (1/р)}. (1.15)

Интегрируя дифференциальное уравнение (1.15), находим выра
жение для энтропии:

s =  £ l n ( T 1/(*-I)/p ) + c o n s t. (1.16)

Из формулы (1.16) следует, что энтропия s является функцией со
стояния газа, зависящей от двух независимых параметров состояния 
(в данном случае Т  и р). Пользуясь уравнением состояния (1.1), не
трудно выразить энтропию через другие параметры, например через 
Р . р:

s =  cv ln (p/pk) +  const. (1-17)

Реальные течения сопровождаются необратимыми потерями энер
гии и теплообменом с окружающей средой. В необратимых термоди
намических процессах энтропия растет (ds >  0), а в обратимых про
цессах она остается неизменной (ds =  0). Из выражения (1.17) сле
дует, что если энтропия s =  const, то

p/pk =  const. (1-18)

Процессы, протекающие с постоянной энтропией, называют из- 
энтропическими. Используя выражения (1.18) и уравнение (1.1), 
для изэнтропических течений получим следующие соотношения:

Рг!Рх =  (p2/p i) ft; P ,/P i =  ( 7 у т \ ) 1/(* - , ) ; p j p ,  =  ( Г , / 7 0 ‘ /(* - , ) , (1 .1 9 )
где индексы 1 и 2 относятся к каким-либо двум состояниям газа в 
изэнтропическом процессе.

§  1.4. С Ж И М А Е М О С Т Ь  Г А ЗА . С К О РО С ТЬ ЗВУКА

Важным свойством газа является сжимаемость — свойство газа из
менять объем, а следовательно, и плотность при изменении давления 
и температуры. Предположим, что изменение давления на величину 
А р  вызывает изменение плотности на величину Ар. При этом сжимае
мость газа характеризуется отношением Д/?/Др. Чем больше Ар при



заданном Др (чем меньше 
отношение Др/Др), тем 
сжимаемость газа больше. 
Это отношение при Ар ->-0 
и Др ->  0 определяет ско
рость распространения ма
лых возмущений — ско
рость звука:

а =  V й р !й р . ( 1-20)

В несжимаемой среде 
а = оо . Эту формулу лег
ко получить, пользуясь 
известной формулой рас
пространения звука в уп
ругой среде

а =  УЕ!р  ,

Рис. 1.2. Зависимости скорости звука от тем
пературы и давления:
1 —  а =  V  2 — р =  100 П а ; 3 —  р -1 0 0  к П а ; 4 —
/?—100 М Па

( 1.21 )
где Е — модуль объемной упругой деформации.

Изменение давления на малую величину dp в сжимаемой среде вы
зывает изменение объема на dV , причем dp =  —E dV/V . Здесь dV /V  — 
=  —dp/p. Это непосредственно следует из закона сохранения массы 
d(pV) =  0 или pdV +  Vdp =  0. Тогда

E l р =  dp/dp. ( 1.22)

Подставляя (1.22) в (1.21), получаем (1.20).
Для изэнтропических течений, используя (1.18), имеем dp/dp  =  

~ k p / р. Следовательно,

V k p / p  . (1.23)

Учитывая, что р/р  =  R T , выражение (1.23) можно представить 
в следующем виде:

=  V  kRT . (1.24)

Таким образом, в сжимаемой среде малые возмущения распро
страняются с конечной скоростью а, зависящей от температуры.

При диссоциации и ионизации воздуха скорость звука отличается 
от значений, вычисленных по формуле (1.24). При этом скорость зву
ка зависит не только от температуры, но и от давления. Характер 
зависимости а от Т  и р при высоких температурах приведен на рис. 1.2.

Отношение скорости потока к местной скорости звука называет
ся  числом М; М =  v/a. Это число является одним из основных кри
териев подобия при больших скоростях потока (см. § 3.3).

Как уже указывалось, влиянием сжимаемости воздуха можно 
пренебречь только при малых скоростях и « а ,  М <^1. В этом слу
чае воздух можно рассматривать как несжимаемую среду, полагая 
приближенно р =  const.



Пренебрежение фактором сжимаемости при 
малых скоростях движения с математической 
точки зрения стирает различие между жидко
стью и воздухом, а найденные при этом условии 
законы движения оказываются одинаково при
менимыми как к жидкости, так и к воздуху.

Рис. 1.3. Течение вяз § 1.5. В Я З К О С Т Ь  И  ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ Г А ЗА
кой жидкости

Вязкость. Рассмотрим движение жидкости или 
газа вдоль плоской твердой стенки (рис. 1.3). 

Если бы жидкость была невязкой (идеальной), то скорости всех 
частиц, находящихся в данный момент времени на нормали Оп к 
поверхности, были бы одинаковыми. В действительности частицы 
реальной жидкости, непосредственно примыкающие к поверхности, 
под действием молекулярных сил сцепления прилипают к ней и 
скорость таких частиц оказывается равной нулю. При удалении 
от стенки скорость частиц увеличивается. Характер распределения 
скорости по нормали к поверхности зависит от режима течения 
вязкой среды. Течение жидкости (газа) может быть ламинарным или 
турбулентным. Упорядоченное течение жидкости (газа), происходя
щее параллельными слоями, называется ламинарным течением.

Турбулентное течение в отличие от ламинарного сопровождается 
беспорядочным движением частиц, приводящим к поперечному пере
мешиванию вязкой среды и к пульсации параметров потока (скоро
сти, давления, плотности и температуры). Значения возникающих в 
вязкой среде касательных напряжений в случае ламинарного течения 
можно определить с помощью закона Ньютона. Сущность этого зако
на состоит в том, что напряжение трения т(Н/м2), возникающее меж
ду слоями, зависит от вязкости и относительной скорости скольжения 
одного слоя по отношению к другому. Формула Ньютона имеет вид

т =  \хди!дп, (1-25)

где ^ — динамическая вязкость, Па • с; дь/дп — градиент скорости 
по нормали к поверхности, характеризующий скорость движения 
одного слоя жидкости относительно другого.

Отсюда следует, что вязкость проявляется только в том случае, 
когда градиент скорости по нормали к поверхности отличен от нуля, 
т. е. в непосредственной близости от поверхности обтекаемого тела. 
Тонкий слой жидкости или газа, примыкающий к поверхности тела, 
называется пограничным слоем.

Динамическая вязкость зависит от вида жидкости (газа) и темпе
ратуры. При увеличении температуры динамическая вязкость газа 
возрастает. При высоких температурах коэффициент (1 зависит так
же от давления (¿(Г, р)[ 12]. Д ля характеристики вязкости газа кроме 
величины ¡л вводят также кинематическую вязкость: V =  ц/Р (МУ Ф

Решение задач аэродинамики с учетом вязкости вызывает большие 
математические трудности. Вместе с тем в ряде случаев вязкость не 
имеет большого значения и ею можно пренебречь. В этом случае



можно пользоваться упрощенной моделью идеальной (невязкой) 
жидкости*.

Теплопроводность. Процесс теплопроводности в газе, так же как 
происхождение сил вязкости, связан с молекулярным строением газа.

Удельный тепловой поток, переданный посредством теплопровод
ности, определяется по закону Фурье:

(7 =  — \g ra A T , (1-26)

где X —■ теплопроводность, Вт/(м- К).
Коэффициент X, так же как коэффициент (х, зависит от вида газа и 

температуры. При увеличении температуры значение X возрастает. 
При высоких температурах теплопроводность реальных газов зависит 
от двух параметров состояния — температуры и давления [12].

§ 1.6. П О Н Я Т И Е  О С Т АН Д А РТН О Й  А Т М О С Ф Е РЕ

Все параметры атмосферы Земли — давление, плотность, темпера
тура, скорость звука, динамическая и кинематическая вязкости, теп
лопроводность и др. — изменяются с высотой. Давление и плотность 
воздуха с высотой уменьшаются. Например, давление на высоте 
11 ООО м по сравнению с давлением на уровне моря оказывается мень
ше почти в 4,5 раза, а плотность —■ примерно в 3,35 раза; к высоте 
20 ООО м давление падает в 18,3 раза, а плотность —■ в 13,8 раза. 
На больших высотах значения давления и плотности воздуха отли
чаются от земных значений в десятки тысяч раз. Например, к высо
те 80 ООО м давление уменьшается примерно в 96,5 тыс. раз, а плот
ность — в 66,5 тыс. раз.

Немонотонный характер изменения температуры обусловил при
нятое деление атмосферы на различные слои: тропосфера (условно 
до 11 ООО м); стратосфера (условно до 20 ООО м); хемосфера, про
стирающаяся до 80 ООО м; далее следуют ионосфера и мезосфера.

Многолетние наблюдения состояния атмосферы показывают, что, 
кроме того, давление, плотность, температура воздуха изменяются 
как в течение суток, так и в течение года. Они зависят и от географи
ческой широты, метеорологических явлений, солнечной активности 
и пр. Изменение физических параметров атмосферы в широких пре
делах не позволяет предсказывать состояние атмосферы в момент 
полета. В связи с этим для практического использования введены ус
ловные характеристики атмосферы Земли в виде стандартной ат
мосферы, в которой представлены статистически осредненные значения 
физических параметров атмосферы для широты 45032'33", соответ
ствующие среднему уровню солнечной активности в зависимости от 
высоты (ГОСТ 4401—73). В настоящее время накапливаются и уточ
няются сведения о строении атмосферы и других планет — Марса, 
Венеры, Юпитера [10].

* Следует отметить, что понятия «идеальный газ» и «идеальная жидкость» 
имеют различный смысл. Идеальный газ —  газ, удовлетворяющий уравнению со
стояния (1.1), а идеальная жидкость —  невязкая жидкость (газ).



ГЛАВА

КИНЕМАТИКА ЖИДКОСТИ  
(ГА З А )

§ 2.1. М Е Т О Д Ы  К И Н Е М А Т И Ч Е С К О ГО  
И С С Л Е Д О В А Н И Я  Д В И Ж Е Н И Я  
Ж И Д К О С Т И  (Г А З А )

Задача кинематического анализа движения жидкости заключается в 
определении значений скорости в каждой точке движущейся жид
кости для любого момента времени Зная значения скоростей, мож
но, как показано ниже, найти распределение давления, а следова
тельно, и силы, действующие в жидкости. Движение жидкости мож
но изучать методами Эйлера и Лагранжа.

Метод Эйлера. В методе Эйлера фиксируется точка пространства 
с координатами х, у, г и исследуется изменение скорости в этой точ
ке с течением времени. Совокупность величин х, у, г, / называют пе
ременными Эйлера. Следовательно, движение жидкости по методу 
Эйлера задается следующим образом:

ух =  / Л х > у• 2> 0 ; х)у =  /2 (•*> У’ 2> 0 ; ^  У’ 2> 0 - (2-!)
Предполагая движение жидкости непрерывным, будем считать 

указанные функции однозначными, непрерывными и дифференци
руемыми функциями координат х, у, г и времени

Проекции ускорения жидких частиц в переменных Эйлера

а”х
<и

¿Гу
ИГ

йуг
си

Используя правило дифференцирования сложной функции, полу
чаем

йг)х II 1 
^

 
\Н , дих с!х до

+ - Г  ду
йу ди1 X йг

м д( дх сИ с11 1 дг сЫ

или так как ёх
сИ ~ о*. 1!5̂11 -к»

чз 
чз Оу,

то
йг)х дг>х дох

сИ ~  д* +  дх

Аналогично,

ду дг
(2.2>



Следует еще раз отметить, что когда берутся полные производные 
(2.2) и (2.3), то учитывается не только изменение составляющих ско
рости по времени но и их изменение в зависимости от координат 
частицы жидкости х, у, г. Эти производные называются конвективны
ми. Частные производные по времени берутся, как обычно, при фик
сированных значениях координат х, у, г и называются локальными 
производными.

Метод Лагранжа. Второй путь изучения движения жидкости, 
называемый методом Лагранжа, в отличие от метода Эйлера рас
сматривает движение индивидуальных жидких частиц вдоль их тра
ектории. Так как жидких частиц бесчисленное множество, то данную 
частицу следует как-то характеризовать. Это можно сделать, если в 
качестве характеристики жидкой частицы выбрать ее координаты 
в начальный момент времени / =  0. Пусть при  ̂ =  0 координаты час
тицы будут а, Ь, с. Это означает, что из всей бесчисленной совокуп
ности траекторий частице принадлежит та, которая проходит через 
точку а, Ь, с. Таким образом, координаты рассматриваемой жидкой 
частицы х, у, г зависят от величин а, Ь, с, /, называемых переменными 
Лагранжа, т. е.

х =  9 1(а, Ь, с, ¡у, у =  ср2 (а, Ь, с, (у г =  % (а, Ь, с, ¿). (2.4)

Выражения (2.4) представляют собой уравнения семейства траек
торий, заполняющих все пространство, занятое жидкостью; величины 
а, Ь, с являются параметрами, определяющими траекторию.

Таким образом, если в методе Эйлера траектории жидких частиц 
получаются путем интегрирования дифференциальных уравнений, в 
методе Лагранжа они оказываются заданными уравнениями (2.4). 
Пользуясь уравнениями (2.4), находим проекции скорости и ускоре
ния частиц:

ь х =  дх!д/,  ьу =  ду/д(,  1>г  =  д г / д / ;  ]

а)х =  д2х1д12, хшу =  д2у /д ( 2, т г =  д 2z!д t2. } ;

Метод Эйлера получил преимущественное применение в аэродина
мике, так как он более прост и дает возможность широко использо
вать хорошо развитый раздел математики — векторный анализ.

Классификация движений жидкости (газа). Проекции скорости 
их, V , уг в наиболее общем случае неустановившегося движения 
жидкости (газа) являются функциями координат х, у , г и времени

Если в фиксированной точке пространства величины их, у2 
со временем не изменяются, то движение называется установившимся. 
В этом случае

их =  к ( х ,  У,  г,  / ) ;  юу =  / 2 ( х ,  у ,  г ,  ¿)1 ^  =  /з  (*> У> 2 - 0 -  ( 2 -6 )



Движение жидкости (газа) называется плоскопараллельным, если 
все частицы, находящиеся на одном и том же перпендикуляре к неко
торой фиксированной плоскости, движутся параллельно этой плоско
сти с одинаковыми скоростями. В плоскопараллельном (иг = 0 ) не- 
установившемся потоке ух =  ¡х(х, у , ¿), уу=  ¡г(х, у, /), а в установив
шемся потоке их — ¡х(х, у), иу =  / 2(х, у).

Если движение жидкости (газа) симметрично относительно неко
торой оси, т. е. одинаково во всех плоскостях, проходящих через ось 
симметрии, то такое течение называется осесимметричным. Осесим
метричными являются движения жидкости и газа в соплах и диффу
зорах круглого сечения, а также течение, возникающее при обтека
нии любого тела вращения потоком, направленным вдоль его оси.

В некоторых случаях, например при обтекании конуса под углом 
атаки, скорость сохраняет постоянное значение вдоль прямых, про
веденных из некоторой фиксированной точки. Такое течение называ
ется коническим, а фиксированная точка — полюсом конического 
течения.

§ 2.2. Л И Н И Я  ТО КА

Рассмотрим в момент времени t какую-либо точку пространства, за
полненного жидкостью. Пусть скорость находящейся в ней частицы
жидкости изображается вектором (рис. 2.1). В этот же момент вре
мени  ̂ возьмем на векторе скорости точку 2, бесконечно близкую к 
точке 1. В этой точке находится другая частица жидкости. Так как 
точка 2 имеет другие координаты, чем точка 1, то и скорость в ней
другая, изображаемая вектором г»2. В тот же момент времени  ̂ возь
мем на векторе скорости и2 точку 3, бесконечно близкую к точке 2 .
В ней вектор скорости и3 и т. д. В результате такого построения (в 
данный момент времени) получается ломаная 1-2-3-4-5-..., обладаю
щая тем свойством, что вектор скорости, соответствующий начальной 
точке любого ее звена, направлен вдоль этого звена.

Будем неограниченно увеличивать число звеньев ломаной, устрем
ляя к нулю длину каждого ее звена. Тогда в пределе (рис. 2.2) полу
чится кривая, называемая линией тока.

Следовательно, линия тока обладает тем свойством, что каждая 
частица жидкости (газа), находящаяся на ней в данный момент вре
мени, имеет скорость, совпадающую по направлению с касательной 
к этой линии.

Рассмотрим распределение скоростей в момент времени V . 
Если движение неустановившееся, то в момент в точке 1 скорость

и [ отлична от вектора Следовательно, для того чтобы передвинуть
ся в соседнюю бесконечно близкую точку, нужно двигаться по но
вому направлению, изображенному на рис. 2.1 пунктиром. Отсюда 
следует, что для момента I' линия тока иная. Это означает, что при не-



Рис. 2.2. Линия тока (а) и 
трубка тока (б)

установившемся движении совокупность линий тока изменяется по 
времени.

Если же движение установившееся, т. е. скорости в точках 1, 2 
и других не изменяются по времени, то очевидно, что и линии тока 
не изменяются с течением времени. В случае установившегося движе
ния линии тока и траектории совпадают. Составим дифференциальное 
уравнение линий тока. Из условия совпадения в данной точке линии
тока вектора скорости и(их, иу, иг) с касательной к этой линии йв^х, 
ёу, йг) следует, что

йх!{ох {х, у, г, /)] =  йу1[иу (х, у, г, ¿)] =  ¿ 2/[иг (л:, у, г, /)]. (2.8)

Выражение (2.8) представляет собой дифференциальное уравнение 
линий тока.

Введем понятие о трубке тока. Д ля этого проведем в жидкости не
который малый замкнутый контур С, не являющийся линией тока, и 
через каждую точку этого контура проведем линию тока. Совокуп
ность проведенных таким образом линий тока образует поверхность, 
называемую трубкой тока. Ж идкость, протекающую внутри трубки 
тока, принято называть струйкой.

§ 2.3. Ц И Р К У Л Я Ц И Я  СКОРОСТИ

В аэродинамике, как теоретической, так и прикладной, исключи
тельно большое значение имеет понятие о циркуляции скорости. С ве
личиной циркуляции связывается понятие интенсивности (напряже
ния) вихрей. От закона распределения циркуляции по размаху кры
ла зависят значения сил и моментов, действующих на это крыло.

Выделим в движущейся жидкости произвольный фиксированный 
в пространстве замкнутый контур С (рис. 2.3). Пусть в некоторой его
точке М  скорость изображается вектором V. Составим произведение 
vgds, где V5 — проекция вектора скорости на направление касатель
ной к контуру в точке М. Возьмем от этого выражения криволиней
ный интеграл по дуге АВ. Тогда



Рис. 2.3. Определение 
циркуляции скорости

Г =  V cos a d s .

А В

Это выражение называется циркуляци
ей скорости по дуге А В. Обычно цирку
ляцию Г определяют по всему замкнутому 
контуру С:

§ с vsds. (2 .10)

Направление обхода контура С будем 
считать положительным, если охватывае
мая контуром С область остается при этом 
слева. Заменяя в выражении (2.10) vs на 
v cosa, получаем

(2.11)
Замечая, что подынтегральное выражение в формуле (2.10) явля

ется скалярным произведением векторов V и ск, циркуляцию пред
ставим в следующем виде:

Т =  ф c vxdx +  Vydy +  vzdz, (2-12)

где их, ь у, Уг — составляющие скорости потока.

§ 2.4. Д В И Ж Е Н И Е  Ж И Д К О Й  Ч А С Т И Ц Ы

В кинематике твердого тела доказывается, что в общем случае движе
ние твердого тела в каждый момент времени складывается из посту
пательного перемещения и вращения вокруг некоторой оси, называе
мой мгновенной осью вращения. Движение жидкости гораздо слож
нее, так как всякая жидкая частица при своем движении не только 
перемещается поступательно и вращательно, но и деформируется.

Рассмотрим в какой-либо момент времени t движение бесконечно 
малой жидкой частицы. Пусть в некоторой точке М (х, у, г) внутри 
частицы (рис. 2.4) проекции скорости 
суть vx(x, у , z), vy(x, у, z), vz(x, у , г).
Тогда проекции скорости в некото
рой точке М х(х +  x it у  +  г/i, z +  г4) 
на поверхности частицы можно 
представить в виде

o*i =  v x (x  +  * i .  У +  Ук  z +  Zj);

v v i  =  v v  (х  +  x v  У +  У1 ’ z + z j ) ;

Vzi  =  V Z (X +  Xv  y  +  y v  Z +  Z2) .

Воспользовавшись разложением в 
ряд Тейлора и удерживая в нем

Рис. 2.4. Движение частицы жид
кости



только величины первого порядка малости, т. е. члены, содержа
щие х и у и в степени не выше первой, получим следующее вы раж е
ние для скоростей:

до да
vXl =  vx +  - ^  х 1 +  - ^ - у 1+  гх;

дх ày дг

dv„ dv„ dv„
v yi — v y +  +  — -  i/i +  — — ZiJ

дх ду dz

n — я 4- dvz v _l dv* „ *
v z i  —  v z H--- r~  x i  H— —  У1 +  z i 'dx ày dz

(2.13)

где для краткости положено vx =  vx(x, y, z), vy =  vy(x, y, z), v z —  
=  vz(x, y, z).

Преобразуем эти выражения, для чего прибавим к правой части
1 dv  1 ди2

первого уравнения (2.13) величины ±  ух и ± —— —  zi и пе-
регруппируем члены. В результате будем иметь

1 /  \  1 /  \
ü*i =  vx H----- ------------ I —-  H--------  1 г/i H------ | —-  H--------- 1 z , -f-

x l  x dx  1 2 \  ду dx )  U1 ^ 2  I ôz т  ^  j  1 ^

H . J . / i k - i S L U , - .
2 l dz дх I dx

d 0 x

ày Vv

Аналогичными преобразованиями из второго и третьего уравне
ний (2.13) можно получить:

0 -  « +  ÔVy и  +  Ч  dVv 4 - г  4 -  1Vy l - V y +  —  у г + Т [ - ^  +  —  ) Х 1 +  Т

у j  1 2 ( ду дг )  1’
^у_
дх ду

+

'*1 =  +  

1

dv

дг

dv dv ,__z_____ Ь
2 \ dy дг

Введем обозначения:

dv,_
dy dz

1 + _L î̂  + ^ ) X i+ ±  *b. + %L
2 U j  dx )  2 l dy dz 1

У1~ ~ 2

dvx
dz

d V Z

dx



1 ди„ ди

2 \ дх ду

ех — дьх1дх, еу — дьу1ду, ег =  ди2/дг.

Тогда полученные выше выражения для иж1, иу1, и21 можно пред
ставить в виде

(2.16)

+  (ш у г 1 —  +  е х х 1 +  (в у г  1 +  £гУ1)'>

о»1 =  о» +  (“ Л  — “ Л )  +  +  ( е л  +  е ^ ; } 
«21 =  о* +  (<•>*& — <*>„*!) +  +  ( е ^  +  е ^ ) .

(2.17)

Рассмотрим вспомогательную квадратичную функцию 

Ф =  (1/2) (ехх\ +  еуу[ +  егг\ +  2еху1г1 +  2гих1г1 +  2вгхгу\) , (2.18) 

производные которой по координатам х и  У и  имеют вид 

дФ1дхх =  ехху +  чуъх +  ггу{, |
дФ!дуг =  еуу1 +  ехгх +  егхх; | (2-19)
дФ/дгх =  егг1 +  еху1 +  еуХ]_. )

С помощью функции Ф выражения для проекций скоростей мож
но представить в следующем компактном виде:

о*1 =  +  (“ у2! — шгУд +  дФ/дх»
г)у\ =  иу +  (<ЙЛ  —  “ А )  +  дФ /дуу,

иг! =  иг +  (ыхУ1 —  ПуХ^ +  дФ/дг1.
(2 .20)

Выясним физический смысл выражений (2.20). Члены V,., уу, иг 
представляют собой, очевидно, проекции скорости поступательного 
перемещения рассматриваемой частицы в пространстве твердого тела; 
члены (ю^! — <»,¿/1), (<а2*1 — © Л ), (®ХУ1 — — проекции угло
вой скорости частицы жидкости (так же как твердого тела) вокруг 
мгновенной оси, проходящей через точку М. Такое вращательное 
движение частиц жидкости называется вихревым движением, а компо

ненты угловой скорости Ю,, (ду, и г — 
компонентами вихря.
Как следует из равенств (2.14),

0

V,

V.

М

/  V*!!

'о  I
1
I

X,

О) =  —  го1 V.
2

(2.21)

Уус Выясним смысл слагаемых дФ/дхи 
дФ/дуи дФ/дг^. Прежде всего из физи- 
ческих соображений ясно, что жидкая 

Ъ о  частица при движении деформируется.
—  Члены дФ/дхи дФ/дуи дФ/дг1 представ- 

к ляют собой компоненты скорости дефор- 
Рис. 2.5. Деформация частицы мации частицы. Покажем это на прос- 
жидкости том примере.



Пусть бесконечно малая жидкая частица имеет в момент времени 
/ форму прямоугольного параллелепипеда. Д ля упрощения рассмот
рим проекцию этой частицы на плоскость х, у, т. е. бесконечно малый 
прямоугольник М ВБС  (рис. 2.5). Если компоненты скорости в точке 
М(х, у) прямоугольника обозначить их, иу, то составляющие скоро
сти в точках С(х +  х 1 , у) и В(х, у  +  можно представить в виде 
(с точностью до малых первого порядка)

0*с =  их +  (дих/дх) хх, 1>йС =  vy +  (доу/дх) хх; 1
^хв =  ох +  (дих1ду)у1, иув =  ии +  (диу/д у )у1. } '

Поскольку рассматривается относительное перемещение точек С  
и В  (относительно точки М), приведем равенства (2.22) в следующем 
виде:

ихС — их =  (дрх/дх) х1г vvc — Vy =  (дюу/дх)хг;

ихВ — »* =  № х/ду) й , VyB — ьу =  (диу/ду) у1.

Очевидно, что скорости (дих/д х )х 1 — ехх и (дуу/ду)у 1 =  еуу 1 явля
ются скоростями линейной деформации ребер прямоугольника МВОС~г 
скорости (& у/дх)х1, (дюх!ду)у1 указывают на поворот ребер М С  и 
М В  (рис. 2.5), т. е. являются скоростями деформации скашивания пря
моугольника М ВОС  в некоторый косоугольник (пунктир на рис. 2.5), 
Очевидно, что ребро МС  поворачивается с угловой скоростью дьу/д ху 
а ребро М В  — с угловой скоростью дих/д у . Так как скорость измене
ния прямого угла ВМ С  складывается из угловых скоростей вращения 
ребер МС и М В, то, следовательно, она представляет собой сумму: 
дьу/дх +  дьх!ду — 2ег.

Проводя аналогичные рассуждения для других граней паралле
лепипеда (или их проекций на координатные плоскости), можно так 
же просто показать, что величина (ди2/дг)г1 =  ехг1 является скоро
стью линейной деформации вдоль оси г и что значения угловых ско
ростей скашивания остальных прямых углов параллелепипеда вы
ражаются соотношениями диг1ду +  диу!дг — 2гх и дьг!дх +  дих/д г=  
=  2гу.

Из изложенного следует, что величины дФ /дхи дФ /дуи дФ /дгх 
действительно представляют собой компоненты скорости деформации 
жидкой частицы, причем величины ех , еу, е2 характеризуют деформа
цию скашивания, а величины ех, еу, ег — линейную деформацию (рас
тяжение или сжатие). Обращаясь вновь к формулам (2.20), физиче
ский смысл которых теперь полностью выяснен, можно сделать сле
дующий вывод.

Элементарное перемещение частицы жидкости (газа) состоит из
поступательного перемещения ее центра со скоростью у(ьх, V,,, и2) 
вращения относительно некоторой оси, проходящей через этот центр
с угловой скоростью (о(о^, ®2), и деформационного движения, ха
рактеризуемого функцией Ф(хи у и г4).



При исследовании обтекания тел во многих случаях можно принять, 
что движение жидкости является потенциальным.

Потенциальным движением жидкости называется безвихревое дви
ж ение, т. е. такое движение, в котором компоненты вихря ых , со,,, 

равны нулю. Из условия отсутствия вихрей сох =  (1/2){диг!ду —
—  диу/дг) — 0 , (ои =  ( 1/ 2)(дух1дг — дуг1дх) =  О, =  (1/2)(дуу/дх — 
—- дох1ду) =  0 следует, что

диг1ду =  дУу/дг, дух/дг — дог1дх, диу/дх  =  дих/ду. (2.23)

Рассмотрим теперь дифференциальный трехчлен ьхйх +  иу(1у +  
+  игйг. Как известно, равенства (2.23) являются необходимыми и 
достаточными условиями того, чтобы этот дифференциальный трех
член был полным дифференциалом некоторой функции, т. е. юхйх +  
+  ьи(1у +  у /к  =  йц>(х, у, г).

Функцию ф называют потенциалом скорости. Раскрывая полный 
дифференциал с1ц>, т. е. ух(1х +  оуйу +  =  (дц1дх)йх +  (ду/ду)с1у+ 
-\-(с1(р/с1г)с1г, и сравнивая коэффициенты при йх, йу, йг, имеем

их — дц>/дх, уу =  дц>/ду, иг =  Эф /дг, (2.24)

т . е. проекция скорости на координатную ось равна частной производ
ной от потенциала скорости по соответствующей координате.

Это важное свойство потенциала скорости сохраняется и для про
извольного направления, т. е. проекция скорости на произвольное 
направление равна производной от потенциала скорости по этому 
направлению.

§  2.6. ОСНОВЫ  ТЕ О Р И И  В И Х Р Е Й

Изучение вихревого движения жидкости и газа в аэродинамике имеет 
исключительно важное практическое значение. Как показано ниже, 
на вихревой теории основаны методы определения аэродинамических 
характеристик крыльев бесконечного и конечного размаха. При об
текании тел реальным потоком может происходить отрыв потока с 
образованием вихрей, которые оказывают существенное влияние на 
их аэродинамические характеристики. Рассмотрим основные поло
жения теории вихрей.

Вихревая линия. Вращательные движения частиц характеризу
ются угловыми скоростями:

«>х =  ( 1 / 2) (<Эу2/ду — диу/ дг); |
шу =  (\/2 )(дух1дг— дуг/дх); | (2.25)
ог =  ( 1/ 2) {дУу/дх — дьх1ду). )

Это означает, что в каждой точке пространства вращение жидких
частиц можно охарактеризовать вектором угловой скорости со, модуль 
которого



Рис. 2.6. Построение 
вихревой линии

Рис. 2.7. Вихревая 
трубка

Рис. 2.8. Схема вычисления 
циркуляции по бесконечно ма
лому прямоугольному контуру

«о =  ^/~ а)* +  °>̂  +  шг • (2.26)

Каждый такой вектор © характеризует местное вращение ж и д 
кости (газа). Допустим, что в данный момент времени t в какой-либо
точке 1 вектор угловой скорости равен (рис. 2.6). Возьмем в этот 
же момент времени на этом векторе близкую к точке 1 точку 2 и по
строим соответствующий ей вектор угловой скорости со2 .Продолжая 
это построение, в данный момент времени получим ломаную линию 
1- 2- 3- 4- которая в пределе, т. е. при стремлении длины каждого 
звена ломаной к нулю превращается в так называемую вихревую 
линию. Вихревой линией называется линия, проведенная в данный м о
мент времени в потоке жидкости (газа), в каждой точке которой век
тор угловой скорости касателен к ней.

Дифференциальное уравнение вихревых линий имеет вид

с1х/шх =  йу/шу =  (2.27)

Вихревая трубка. Рассмотрим произвольный малый замкнутый 
контур С, не являющийся вихревой линией, и проведем через каж дую  
точку этого контура вихревую линию. Тогда совокупность этих линий 
образует поверхность, называемую вихревой трубкой (рис. 2.7). Ж и д 
кость (газ), заключенная в ней, называется вихревым шнуром, вихре
вой нитью или вихрем. Под напряжением или интенсивностью ви х р я



понимают величину х =  2 ^ а айа, где а  — площадь нормального 
(поперечного) сечения вихревой трубки. Пренебрегая изменением о> 
по сечению вихревой трубки,^получим

х =  2ю а. (2.28)

Значение напряжения (интенсивности) вихря х связано с возни
кающей вокруг вихря циркуляцией Г. Установлению этой связи 
посвящена теорема Стокса.

Теорема Стокса. Рассмотрим в движущейся жидкости вихревое 
поле, т. е. предположим, что в жидкости непрерывно распределены-

-4
вихри (векторы со). Выделим бесконечно малый объем в форме прямо
угольного параллелепипеда с ребрами йх, йу, йг (рис. 2.8). Рассмотрим 
в плоскости уг бесконечно малый прямоугольник аЬсйа со сторонами 
йу  и йг, являющийся проекцией рассматриваемого параллелепипеда 
на плоскость уг. Подсчитаем циркуляцию Гж по элементарному кон
туру аЬсйа, приписывая индексу х  смысл обхода вокруг оси, парал
лельной оси х.

Пусть и — проекции вектора скорости точки а на оси у, г. 
Подсчитаем значения скоростей, направленных вдоль сторон Ъс и 
йс в точках Ь и й, т. е. (и2)й =  ьг +  {ду2/ду)йу, (иу)а =  юу +  
+  (диу/дг)йг.

Циркуляция йГх по контуру аЬсйа складывается, очевидно, из 
циркуляций вдоль бесконечно малых сторон, равных произведению- 
скорости на длины соответствующих сторон прямоугольника. Таким 
образом,

йТх =  иуйу  +  [ь2 +  (ди21ду) йу] йг — [% +  [дьу1дг) йг] й у — ь2йг.

Знак «—» вдоль сторон ей и йа берется потому, что направление 
обхода обратно направлению скорости. Отсюда йГх =  (ди:/ду  —
— диу/дг)йуйг, или, обозначая йуйг =  йах, получаем

йГх — 2(охйах. (2.29а)

Аналогично, для контуров, расположенных в плоскостях, перпен
дикулярных осям у  и г,

йТу =  2(оуйоу1 (2.296)

йТг =  2(о гйаг. (2.29в>

Распространяя полученный результат на произвольно располо
женную в пространстве бесконечно малую прямоугольную площад
ку йа, имеем

йТ =  2со пйа, (2.30>

где (оя — проекция угловой скорости ю на нормаль к площадке.
Таким образом, циркуляция по бесконечно малому прямоугольному 

контуру равна напряжению вихря, пронизывающего этот контур.
Полученный результат можно легко распространить на произ

вольный конечный плоский контур Ь (рис. 2.9). Д ля этого разобьем



f

Рис. 2.9. Схема вычисления цирку- Рис. 2.10. Про- Рис. 2.11. Кон-

илощадь, ограниченную контуром Ь, системой взаимно ортогональ
ных прямых на бесконечно большое число элементарных прямо
угольников. Рассматривая внешние стороны прямоугольников, рас
положенных на периферии, замечаем, что они составляют много
угольник, вписанный в данный контур. Рассмотрим циркуляцию вдоль 
сторон каждого бесконечно малого прямоугольника в отдельности. 
■Согласно доказанному, циркуляция равна напряжению пронизываю
щего его вихря. Суммируя циркуляции по всем бесконечно малым 
прямоугольникам, замечаем, что циркуляции по смежным сторонам 
прямоугольников взаимно уничтожаются, как разные по знаку . 
■Следовательно, в пределе при неограниченном увеличении числа бес
конечно малых прямоугольников суммарная циркуляция дает цир
куляцию вдоль контура Ь (так как в пределе вписанный многоуголь
ник превращается в контур Ь) и поэтому

Формулу (2.31) можно обобщить на случай произвольной поверх
ности 5 , опирающейся на произвольный контур Ь (рис. 2.10). Дей
ствительно, разобьем, как и выше, поверхность 5  на бесконечно боль
шое число бесконечно малых площадок йа. Тогда, считая площадки 
ёа  вследствие их малости плоскими, для любой из них циркуляцию 
4Т  можно определить по формуле (2.30).

Суммируя выражение (2.30) по всем площадкам и переходя к  пре
делу, получаем формулу (2.31). Формула (2.31) называется интег
ральной формулой Стокса. Она показывает, что циркуляция по про
извольному контуру в пространстве равна сумме напряжений (инт ен
сивностей) вихрей, пронизывающих поверхность, опирающуюся на  
этот контур.

Теорема Гельмгольца о вихрях. Сформулируем ряд теорем о вих

ляции по замкнутому плоскому кон
туру

извольная !по- тур, располо- 
верхность, про- женный на по-
низываемая по- верхности вих-
током вихрей ревой трубки

(2.31)



рях , составляющих наряду с теоремой Стокса основу теории вихрей. 
Одной из основных является следующая теорема: напряжение по дли
не вихревой трубки не изменяется.

Д ля доказательства рассмотрим часть вихревой трубки (рис. 2.11), 
заключенную между двумя произвольными сечениями I  и I I .  Оче
видно, теорема будет доказана, если докажем, что напряжение в се
чениях /  и I I  одинаково, т. е. что */ =  *//. Д ля этого соединим 
точки а и Ь обоих сечений произвольной линией аЬ, лежащей на по
верхности вихревой трубки, и рассмотрим циркуляцию по контуру 
аЬсйеЬа}ёНа. Так как этот контур является простым замкнутым кон
туром и лежит на поверхности вихревой трубки, то Г =  0. Но цир
куляция по нему состоит из циркуляции по контурам I , I I  и линиям 
аЬ и Ьа. Следовательно, Г/ +  Го4 — Т ц  +  =  0. Так как 
очевидно, что ТаЬ =  — Г4а, то Г/ =  Т ц  и, следовательно, на ос- 
вании теоремы Стокса х/ =  хц .

Из этой теоремы можно сделать вывод о возможных формах су
ществования вихрей. Важным следствием этой теоремы является то, 
что из-за постоянства напряжения вдоль вихревой трубки вихрь не 
может обрываться в жидкости (а Ф  0), так как в противном случае 
(при а =  0) и —>-оо, что физически невозможно.

Вихри могут быть замкнутыми, образуя вихревые кольца, могут 
опираться на граничные области — на поверхность твердого тела 
либо на поверхность раздела двух сред с различной плотностью. Вих
ри теоретически могут иметь также бесконечную протяженность. 
Однако форма существования вихря в виде бесконечного или полу- 
бесконечного вихревого шнура возможна только в невязком газе 
(в идеальной жидкости). В реальных условиях под действием вязко
сти вихрь постепенно разрушается (затухает).

В невязком газе (идеальной жидкости), где отсутствуют касатель
ные силы — силы вязкости, тормозящие вращение, вихри не исчеза
ют. По этой же причине в идеальной жидкости вихри не возникают. 
Рассматривая вихри в невязкой среде, изучают модель явления, при
чиной которого является вязкость.

Формула Био — Савара о вихревом влиянии. Найдем скорость, 
вызываемую вихрем произвольной формы с напряжением Г в какой- 
либо точке А  жидкости (рис. 2.12). Для этого выделим элемент йЬ. 
Обозначим г расстояние от точки А  до элемента йЬ; а  — угол, обра
зуемый радиусом г  с касательной к оси элемента вихря с1Ь. Тогда ско
рость (IV, индуцируемая элементом вихря йЬ в точке А,

Эта формула носит название формулы Био—Савара-
Для определения полной скорости, индуцируемой всем вихрем 

в точке А , выражение (2.32) надо проинтегрировать по длине вихря:

Применим формулу (2.33) к случаю бесконечно длинного прямо-

dv — [Г7(4иг2)] sin adL. (2.32)

(2.33)



Рис. 2.12. Схема вих
ревого влияния

Рис. 2.13. Схема для определения 
скоростей, индуцируемых прямоли
нейным бесконечно длинным вихрем

линейного вихря с напряжением % =  Г. Сначала найдем скорость 
V,  индуцируемую в точке А конечным участком этого вихря (рис. 2.13).

Радиус-векторы ги г2 и углы а и а 2, соответствующие точкам А и  
В и а также длину перпендикуляра h, опущенного из точки А  на ось 
вихря, считаем заданными (задана также и величина Г). Выделим 
на участке A iB i вихря бесконечно малый элемент CD =  dL. Из тре
угольников CKD  и САК  находим CD =  dL  =  rda/s'ma.

С другой стороны, из треугольника О А С  имеем г — h /s im .
Подставляя значения г a dL в формулу (2.32), получаем

dv =  [I7(4irA)¡ sin seda.

Для определения скорости, индуцируемой вихрем A^Bi в точке А ,  
это выражение надо проинтегрировать в пределах от а2, до сс4. Тогда

V =  [Г/(4я/г)] (cos a2— cosaj). (2.34)

Обозначая О A i — x t и OBi =  х2, формуле (2.34) можно придать
вид

V =  [Г/(4тт/г)] ( ь / У  x 22 +  h2 — Xl\ y  х2\ +  /г2 ) . (2.35)

Рассмотрим два частных случая.
П е р в ы й  с л у ч а й :  полубесконечный вихрь, простирающий

ся от точки О до бесконечности. При этом — п /2 , а2 =  0 и, следо
вательно,

V =  Г / (4чт/г). (2.36)

В т о р о й  с л у ч а й :  бесконечно длинный в и х р е Е е й  шнур, про
стирающийся в обе стороны до бесконечности. При этом а 1 =  я , 
а 2 =  0 и формула (2.34) принимает вид

V =  Г/(2т:/г). (2.37)

Формулами (2.36) и (2.37) широко пользуются при рассмотрении 
теории крыла конечного и бесконечного размаха.



3
ГЛАВА

ДИНАМИКА Ж И Д К О С Т И  
И  ГАЗА

§  3.1. О СНОВНЫ Е У Р А В Н Е Н И Я  
Д В И Ж Е Н И Я  Ж И Д К О С Т И  
И  Г А ЗА

Рассмотрим произвольное пространственное неустановившееся те
чение газа. В этом случае при заданных массовых силах движение га
за можно считать известным, если известны три проекции скорости 
потока уЖ) иу) ьг и параметры состояния газа — давление р, плот
ность р и температура Т.

Для определения шести указанных неизвестных величин нужно 
составить шесть уравнений. Выведем основные уравнения движения 
газа. При этом будем пользоваться методом Эйлера, в котором иссле
дуется изменение ьх, уу, аг, р, р, Т  в зависимости от положения точ
ки (координат х, у , г) и времени. Для установившегося движения эти 
величины зависят только от координат.

Для того чтобы сформулировать общие законы механики приме
нительно к жидкой или газообразной среде, необходимо выделить в 
этой среде некоторую ее часть и заменить действие окружающей ее 
среды соответствующими силами. В том случае, когда в результате 
решения задачи должны быть известны распределенные характери
стики (распределение скорости и давления), применяется метод эле
ментарных объемов. При этом из жидкой или газообразной среды вы
деляется элементарный объем, в пределах которого изменением ско
рости и плотности можно пренебречь. Применительно к этому объему 
можно составить соответствующие уравнения механики, относящиеся 
к динамике точки. Тогда в результате предельного перехода при стя
гивании элементарного объема в точку получаются дифференциальные 
уравнения движения.

При составлении дифференциальных уравнений искомые функции 
(скорость, давление, плотность) предполагаются непрерывными диф
ференцируемыми функциями координат. Как показано в гл. 5, это 
не всегда возможно.

В некоторых случаях (например, при определении суммарных 
аэродинамических характеристик тел — аэродинамической подъем
ной силы, сопротивления и момента аэродинамических сил) можно 
применять метод конечных объемов. Для этого в жидкой или газо
образной среде выделяют конечный объем, в пределах которого не
обходимо учитывать изменение скорости и плотности. Применитель-



но ко всей массе, заключенной в этом 
объеме, можно составить уравнение ме
ханики, относящееся к системе матери
альных точек (например, теореме об из
менении количества движения). При 
этом для определения сил с необходи
мой точностью в ряде случаев достаточ
но знать распределение скорости весьма 
приближенно. Уравнения, полученные 
с помощью метода конечных объемов, 
применимы и к областям с разрывным 
изменением параметров потока.

£ 3.2. У РАВНЕН ИЕ Н ЕР А ЗР Ы В Н О С Т И

Уравнение неразрывности представляет собой уравнение сохранения 
массы применительно к неразрывным течениям жидкости и газа.

Для вывода этого уравнения рассмотрим в потоке газа фиксиро
ванный в пространстве объем V в виде прямоугольного параллелепи
педа с ребрами йх, йу, йг, параллельными осям координат, и с цент
ром в точке С (рис. 3.1). Обозначим их, уу, иг, р составляющие скоро
сти потока и плотность газа в точке С в момент времени t. Масса газа, 
вытекающего из объема V в направлении оси х  в единицу времени, 
(Р2и2ж— р!»1,  )йуйг, где индексы 1 и 2 — плотность и составляющие 
скорость vx на левой и правой гранях параллелепипеда.

Так как pvx =  ¡(х, у, г, {), то р2и2гс и Р Л *  с точностью до малых 
первого порядка можно представить в следующем виде:

РаУг* =  /(*  +  <1x12, у, г, П  =  ы х +  [д(р)х)/дх] с1х/2;

РЛ* =  ¡(х —  йх/2, у, г, 0  =  ри* — [5 (рvx)/дx\ (1x12.

Тогда

(Ра^* — РЛ*) ^уйг  =  [3 (рих)/дх] йхйуйг.

Аналогичные выражения можно привести для массы газа, выте
кающего из параллелепипеда в направлении осей у  я г:

д ({Л'у)1ду] йхйуйг, [5 (рьх)1дг\ йхйуйг.

Если эти выражения сложить, то получим суммарную массу газа, 
вытекающего из параллелепипеда в единицу времени:

[5 № я)1дх -Ь а (рУу)/ду +  3 (ри2)/дг] йхйуйг. (3 .1)

Согласно закону сохранения массы для неразрывных течений, вы
ражение (3.1) должно быть равно изменению массы газа в объеме V  
за единицу времени. Масса газа в объеме V в момент времени  ̂ равна 
рйхйуйг, а в момент времени t +  М будет [р +  (др/д£)сИ]йхйуйг.

Следовательно, в единицу времени масса газа объема V изменяет
ся на величину

г,-и .....
/  С

«В /

Р&К

с(х

Рис. 3.1. Схема для вывода 
уравнения неразрывности



причем при положительном знаке выражения (3.1) масса газа в объе
ме V уменьшается, т. е. при этом dp/dt <  0. Приравнивая выражения 
(3.1) и (3.2) с учетом их знака, получаем

д (pvx)/dx +  д (рvy)/dy  +  д (рvz)/dz =  — dp/dt

или

dp/dt +  d (pvx)/dx  +  d  (p vy)/dy +  d (?vz)/dz =  0. (3.3)

Уравнение (3.3) представляет собой уравнение неразрывности. 
Его можно представить в виде

dp/dt +  div (ри) =  0, (3.4)

или

(Мр) dp/dt + d i v y  =  0. (3.4')

В частном случае установившегося движения dp/dt =  0. Тогда 
уравнение неразрывности приобретет вид

d (pvx)/dx -f- d (pvy)/dy +  d (pi>z)/dt =[.0; (3.5)

div (p"tT) =  0. (3.6) 

Для несжимаемой среды (p =  const)

d v jd x  +  d V y / d y  -f- d v jd z  =  0; (3.7)

divi) =  0. [(3.8)

Выведем уравнения неразрывности применительно к плоскому по
току. В этом случае, принимая за плоскость потока плоскость х, у, 
будем иметь vx(x, у , t), v Jx ,.y , t), vz =  0, p(x, у, t). Тогда вместо урав
нений (3.3), (3.5) и (3.7) получим

dp/dt +  d (pvx)/dx  -f- d (pvy)/dy =  0 ; 
d (pvx)/dx +  d (pvy)/dy =  0 ; 
d v jd x  +  dvy/dy  =  0 .

(3.9)

Чтобы составить уравнения неразрывности в цилиндрических 
и сферических координатах, достаточно воспользоваться формулами 
для вычисления дивергенции в соответствующих системах коорди
нат.

Приведем уравнение неразрывности для потока, обладающего 
осевой симметрией (осесимметричного потока), для которого во всех 
меридиональных плоскостях течения газа одинаковы. Рассмотрим сна
чала сферическую систему координат и воспользуемся выражением 
дивергенции в сферических координатах:



где г — длина радиус-вектора; 0 — полярный угол; ^  — долгота.
В случае осесимметричного потока т|э =  0, а ьг, не и плотность 

р зависят только от г, 0 и t. Тогда из выражения (3.10)

Подставляя это выражение в уравнения (3.4) и (3.6), получаем 
уравнения неразрывности для неустановившегося и установившегося 
осесимметричного потока в следующем виде:

Аналогично, используя соответствующее выражение div(py), мож
но составить уравнение неразрывности в цилиндрических координа
тах. Для осесимметричного потока уравнение неразрывности в ци
линдрических координатах имеет вид

rdpldt - f  d(rpvx)ldx +  д (rpvr) !дг — 0.

Здесь vr, vx— составляющие скорости по осям цилиндрической 
системы координат.

В случае установившегося одномерного движения газа можно 
пользоваться также уравнением неразрывности в форме массового 
расхода:

pvF =  const,

где F — площадь поперечного сечения трубки тока.
Для несжимаемой среды (р =  const) это уравнение можно пред

ставить в форме объемного расхода:
vF =  const.

§  3.3. Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е
У РА В Н Е Н И Я Д В И Ж Е Н И Я  Н Е В Я ЗК О Г О  Г А З А
(И Д Е А Л Ь Н О Й  Ж И Д К О С Т И ) В  Ф О РМ Е Э Й Л Е Р А

Уравнения движения невязкого газа можно получить как частный 
случай из уравнений движения вязкой среды. Рассмотрим вывод этих 
уравнений в другой последовательности — сначала дадим вывод 
уравнений движения невязкого газа, а затем подробно изучим течение 
вязкого газа. Это позволит прежде всего четко представить влияние 
вязкости на поверхностные силы и отметить сложности, возникающие 
при решении задачи движения вязкой жидкости по сравнению с иде
альной.

div (рг ) =  д (р vT)/dr +  (1 /г) д (рг,) /дВ +  (2/г) pvr +  ( 1 /г) pt>e ctg 0.

dpldt-f d (pvr)ld r+ ( 1 /г)д (pvt)ldQ-\-(2/r) pvr+ ( l /r )  pve ctg 0= 0; 

rd (pt>r)/dr +  a (pt»e)/dB +  2pvr - f  pv6 ctg 0 =  0 . (3.11)



Для вывода дифференциальных урав
нений движения невязкого газа восполь
зуемся методом элементарных объемов и 
выделим в потоке малую частицу в форме 
прямоугольного параллелепипеда с цент
ром в заданной точке пространства С и 
с длинами ребер йх, йу, (1г (рис. 3.2). Мас
са частицы рс1хйуйг. Применяя принцип 
Даламбера, рассмотрим равновесие сил, 
действующих на выделенную частицу. Си
лы, действующие в жидкости, можно пред
ставить в виде массовых и поверхностных 
сил. Следует отметить, что поверхностные 
силы при изучении движения газа являют
ся основными.

Массовые силы распределены по всему объему жидкости и пропор
циональны массе рассматриваемой частицы. Обозначим /  вектор 
массовой силы, отнесенной к единице массы, а X , У, Ъ — его проек
ции на оси координат. Примером массовой силы является сила тяжести. 
При этом X  =  О, У — —g, Z =  0.

Проекции массовой силы, действующей на данную частицу, в 
общем случае можно представить в виде рХйхйуйг, рУсШуйг, 
pZd.xd.ydz.

Со стороны окружающей среды на частицу действуют поверхно
стные силы, распределенные по граням параллелепипеда. В случае 
невязкой среды вектор поверхностной силы — силы давления —■ 
направлен по внутренней нормали к поверхности. Обозначим р и 
рг давления по граням, перпендикулярным оси х, р3, р4 и ръ, рв — 
давления по граням, перпендикулярным осям у  и г . Тогда проекция 
поверхностных сил, действующих на частицу, в направлении оси х  
будет равна (р1 — p2)dydz, в точке С давление р — ¡(х, у, г, 1). Давле
ния на левой и правой гранях параллелепипеда с точностью до малых 
первого порядка могут быть представлены в следующем виде:

р1 — /(*  — dxl2 , у, г, ¿) =  р  — {др!дх) (¿х /2);"
р2 =  /  (х +  dx/2 , у, г, I) =  р 4- (др/дх) ^х/2 ),[

а суммарная проекция сил давления в направлении оси х  бу
дет —(дp/дx)dxdydz. Аналогично получим проекции сил давления на 
направления осей у и 2, т. е. —(дp/дy)dxdydz, —(дp/дz)dxdydz.

Суммарные проекции всех сил, действующих на частицу, в направ
лении осей х, у , г:

Рх =  [X — (1 /р) (др/дх)\ pdxdydz‘,

Ру =  [У —  (1 /р ) (др/ду)] р dxdydz;

Рг =  [ I  — (1 /р ) (др/дг)] pdxdydz.

Согласно принципу Даламбера, действующие на частицу поверх

Рис. 3.2. Поверхностные 
силы, действующие на час
тицу идеальной жидкости



ностные и массовые силы в каждый момент времени должны уравно
вешиваться силами инерции. Проекции инерционной силы:

— (йьх!(И) $с1х(1уйг, — (с1иу/сН) (.с!хс1ус!г, -—

Тогда, приравнивая проекции сил инерции проекциям суммар
ной силы, действующей на частицу, получим уравнения движения 
невязкой среды (идеальной жидкости) в форме Эйлера:

йьх1(Н — X  — (1 /р) др1дх\ |
¿Юу/сИ — У — (1/р)др1ду; (3. 12)

— (\/р)др/дг. }

Уравнения (3.12) применимы для исследования движения как сжи
маемой, так и несжимаемой среды. Каждый член уравнений пред
ставляет собой ускорение; йьх!(И, йиуШ , &ог1<И — проекции полного 
ускорения движения; X , У , 1  — проекции ускорения частицы газа, 
вызываемого массовыми силами, а — (1/р ) др/дх, — (1/р  )др/ду, 
—(1/р)др/дг — проекции ускорения частицы от сил давления. Полное 
ускорение движения частицы складывается из ускорений, вызывае
мых массовыми и поверхностными силами (силами давления).

Учитывая, что составляющие скорости потока их, vv, являются 
функциями координат*, у, г и времени t, уравнения (3.12) представим 
в следующем виде:

дvx|дt +  схдух/дх +  уудух!ду + $ ^ х1дг-= X  — (1/р) др/дх;
дVy/дt +  1хдьу/дх +  vyдvy/дy•+^v2дvy/дz =  У — ((1/р) др/ду, (3.12')
дьг!д1 +  ихдь’х1дх +  vyдvz/дy  +  ь ^ 21дг — I  — ( 1/р) др/дг.

Уравнения Эйлера приведем также в векторной форме:

№ ¡сИ =  /  — (1/р) бга<3/7. (3.13)

^ 3.4. Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е  У РА В Н Е Н И Я  
Д В И Ж Е Н И Я  ВЯЗКОГО ГА ЗА .
УРА В Н Е Н И Я  Н АВ ЬЕ  —  СТОКСА

Вязкость приводит не только к появлению касательных напряжений, 
но и к изменению нормальных напряжений по сравнению с их значе
ниями в невязкой среде (в идеальной жидкости). Это значительно 
усложняет дифференциальные уравнения движения вязкого газа по 
сравнению с уравнениями Эйлера.

Рассмотрим движение частицы газа в виде элементарного паралле
лепипеда с ребрами, параллельными осям координат е центром в точ
ке С (рис. 3.3).

Различие в поверхностных силах по сравнению с невязкой средой 
состоит в том, что в этом случае на грани частицы действуют не только 
нормальные напряжения, но и касательные, так как поверхностные 
силы в вязком газе не ортогональны к рассматриваемой поверхности. 
Это означает, что направление поверхностной силы, действующей на



каждую грань параллелепипеда, не сов
падает с нормалью к грани и, следова
тельно, каждая такая сила (напряже
ние) имеет три проекции на координат
ные оси.

Введем следующие обозначения. Для 
каждой проекции вектора напряжения, 
действующего на рассматриваемую 
грань, примем два индекса: первый ука
зывает направление нормали к рассмат
риваемой грани, а второй — ось, на ко
торую проецируется поверхностная си
ла (напряжение), действующая на эту 
грань. В этих обозначениях составляю
щие поверхностного напряжения, дей
ствующего на левую грань, перпенди

кулярную оси х, можно представить в виде рхх, ххУ, тхг; состав
ляющие, действующие на грань, перпендикулярную оси у, — в ви
де т ^ ,  р уу, хУг, а составляющие поверхностного напряжения, дей
ствующие на грань, перпендикулярную оси г, — в виде хгХ, хгУ, 
ргг, где р хх, руу, р1г — нормальные напряжения, действующие на 
грани рассматриваемого элементарного параллелепипеда; ххУ, хх:, 
хух> т«2> тгж. х гу — касательные напряжения.

За положительные направления нормальных составляющих при
мем направления вдоль внешних нормалей к граням. На трех гранях, 
проходящих через точку М , за положительные направления каса
тельных составляющих примем отрицательные направления осей 
координат, а на остальных трех гранях — в сторону положительного 
направления координатных осей.

Рассмотрим проекции на ось х  поверхностных сил, действующих 
на выделенную частицу газа. Проекции на ось х  дают нормальные на
пряжения, действующие на левую и правую грани:

— рххйуйг\ [рхх +  (дрхх/дх) (1х\ йхйу;
касательные напряжения, действующие на заднюю и переднюю грани:

— хгхйхйу; [тгзс +  (дхгХ/дг) йг] йхйу,

а также касательные напряжения, приложенные к нижней и верхней 
граням:

— хухйхйг] [хух +  (дхух/ду) йу] йх(1г.

Суммарная проекция на ось х  поверхностных сил, действующих на 
все грани параллелепипеда,

(дрхх/дх  +  дхух1ду +  дхгх!дъ) йхйуйг.

Проекции массовых сил, отнесенных к единице массы, по-преж
нему обозначим X , У, Ъ. Тогда проекция на ось х  всех сил

=  [X +  ( 1/р) (дрхх1дх +  дхух1ду +  дхгх!дг)] рйхйуйг.

г хх

и  ,< 6’¡■ и /!
— < ! С •-  1 м

{  Рц 
1 '*£гу

/ й г

</</

X II у  ъ 
г

Рис. 3.3. Поверхностные си
лы, действующие на частицу 
вязкой жидкости



Используя принцип Даламбера, получаем:

—  (йох!(И)рйхйуйг +  [ X  +  (1 /р  )(дрхх/дх +  дтух/ду  +  

+  дхгх/дг)} рйхйуйг=  0;

<1ьх!(И — X  +  (1/р) (дрхх/дх  +  дхух/ду +  дт2Х/дг). 

Аналогично можно получить еще два уравнения:

(3.14)

йьу!(Н =  У +  (1/р) (дхху/дх  +  друу/ду +  дх1У/дг); 1 
¿юг1сИ =  1  +  (1/р) {дххг!дх +  дхуг!ду +  др1Х/дг). /} (3-15)

Покажем, что из шести касательных напряжений независимыми 
являются лишь три, причем ххУ =  хУх, хУг =  хгУ, ххг =  хгх. Со
ставим уравнения моментов, действующих на частицу сил, относитель
но осей, проходящих через центр частицы и параллельных осям коор
динат. Моменты массовой силы и нормальных составляющих поверх
ностных сил относительно указанных осей равны нулю. Поэтому 
при составлении уравнений моментов необходимо учитывать только 
моменты от сил, определяемых касательными напряжениями. Напри
мер, уравнение моментов относительно оси, параллельной оси г, имеет 
вид

— хух(1х(1г(1у12 — [туа: +  (дхух/ду) dy] dxdzdy/2  +

+  xxydydzdx/2 +  [хху +  (дхху/дх) dx\ dydzdx|2  =  0 .

Отсюда, отбрасывая малые члены четвертого порядка, получаем 
х ху =  хух. Аналогично, из уравнений моментов относительно осей 
х  и у  имеем хуг =  хгу, ххх =  х гх. Система трех уравнений (3.14) 
и (3.15) содержит шесть напряжений — три нормальных рхх, руу, 
р гг и три касательных хху =  хух, хуг =  хгу, хх2 =  х 1х.

Представим нормальные напряжения в следующем виде:

Рхх — ---Р +  Я**. Руу =  --- Р +  Ъуу, р„ =  — р +  кж, (3.16)

где п хх, п уу, п гг — дополнительные нормальные напряжения, за
висящие от вязкости. В невязкой среде и в покоящейся вязкой среде
л хх =  Луу =  п 2г =  0.

Воспользуемся гипотезой пропорциональности напряжений со
ответствующим скоростям деформационного движения. Согласно этой 
гипотезе, касательные напряжения пропорциональны скоростям де
формации скашивания угла, а нормальные напряжения л хх, п уу, 
п хг, зависящие от вязкости, пропорциональны соответствующим ско
ростям линейной деформации (в случае несжимаемой среды), скоро
стям линейной и объемной деформации (в случае сжимаемой среды):

ъху =  Тух =  р- (дух1ду +  дУу/дх); 
г Х2 =  хгх =  р. (дух/дг +  дуг1дх)\ 
Чуг =  хгу =  1* (диу/дг +  дог/ду);

(3.17)



гсжж =  2]хдьх!дх (Ну V ; 

Куу =  2\хдуу!ду +  р (Ну у; 

ъгг =  2у.дьг!дг +  р (Ну у .

где ц. — динамическая вязкость, а ц — величина, зависящая от коэф
фициента [г.

В частности, из уравнений (3.17) можно получить известный за
кон Ньютона для одномерного течения жидкости параллельными 
слоями. Действительно, полагая, что жидкость движется вдоль оси 
х(и =  и г — 0), из первого выражения (3.17) получаем т х у —  %уХ =  
=  \>.дох/д у  или т =  \idvfdn, т. е. соотношения (3.17) являются обобще
нием закона трения Ньютона.

Из формул (3.18) следует, что в общем случае п хх ф  п уу ф  п ггУ 
т. е. нормальные напряжения р хх, р уу, ргг по трем взаимноперпенди
кулярным площадкам, проведенным через точку М , различны. При
мем за давление в данной точке вязкой среды величину

Р =  — (Рхх +  Руу\+ Р«)/3- (3.19)

Подставляя в равенство (3.19) выражения (3.16) и (3.18), получа
ем, что в несжимаемой среде оно выполняется тождественно, так как
при этом сПуи =  0, а для его выполнения в сжимаемой среде необ
ходимо, чтобы

2;х 3(* =  0, — (2/3) [л. (3.20)
В результате, используя (3.16), (3.18) и (3.20), имеем 
Рхх]'=  — Р +  2р,диж/д * —- (2/3) ¡л (Ну сГ;
Р у у  =  — р  +  2{л5ов 1ду — (2/3) ¡х (Ну у; (3.21)-

ргг — — р  +  2|лду2/дг — (2/3) р. (Ну V .

Подставим выражения (3.21) и (3.17) в уравнения (3.14) и (3.15) 
и представим в них проекции полного ускорения с1их/сИ, с1и,/сИ,. 
<Ь)г/<И в развернутом виде:

(IV___я. _ доX 1 у) до__х_ до __ х_ до

дгдх 1 их дх ду

а-
|»< ,1

доу
+  ° х

дvy
+  *>у

доу
1 о  а°у

и ~ д Г ~дх ду 1 1 ~дГ

¿Уг _
сЧ

дог
д1

+  0*
дУг
дх

дог

ду
! до,

+  я г ,  •дг

Тогда получаем уравнения движения вязкой среды:
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dz dy

Дифференциальные уравнения (3.22) называются уравнениями 
Навье — Стокса. В этих уравнениях шесть неизвестных величин: 
vx, vy, vz, р, р, Т. Динамическая вязкость зависит от температуры. 
В уравнениях (3.22) закон изменения ц в зависимости от температуры 
считается известным.

Представим уравнения (3.22), предполагая, что коэффициент вяз
кости является постоянной величиной (fi =  const), в виде 

dv dv dv dv i a n
+  +  0 _ £  +  0 l - £  =  x - - i -  1 e  +

“ " л-  dz  p d xdt

+  v A y *  +

dv,.

dx И dy

ч d (d iv v ) 
3

dv
V-

dt

+  *A vy +

+  v,

dx
dv.

dx У dy 
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dv
у +  v v = Y -

2 dz
d p

дУ
+

dv dv
—  +  —  dt dx

dv dv
' Щ - r -  +  vt

d y dz
=  Z 1 dp 

p dz
+

4- vAuz +  — d (d ivlT )
dz

(3.23)



где v =  ¡Vp — кинематическая вязкость.
В векторной форме уравнения (3.23) имеют вид

dvldt =  f  — (1 /р) grad р -4-|мДи (v/3) grad (div v). (3.24)

Здесь Д — оператор Лапласа.
В декартовых координатах

Ди =  d2v/dx%Jr 'd 2v/dy2.+ dh)ldz2.
Уравнения (3.24) по сравнению с уравнениями Эйлера (3.13) име

ют два дополнительных члена: первый из них учитывает влияние вяз-
кости в несжимаемой среде, когда divt» =  0, а второй— дополнитель
ное влияние вязкости с учетом сжимаемости (т. е. при divu ф  0).

§ 3.5. У Р А В Н Е Н И Е  Э Н Е Р ГИ И
Д Л Я  В Я З К О Г О  ТЕ П Л О П Р О В О Д Н О ГО  ГАЗА

Выведем уравнение энергии для частицы газа в виде прямоугольного 
параллелепипеда с массой рdxdydz. Согласно закону сохранения энер
гии, изменение полной энергии частицы равно сумме работы всех 
сил, приложенных к частице, и количества подводимой извне теплоты 
вследствие теплопроводности.

Приращение энергии частицы за время dt
pdxdydzdldt (и +  и2/ 2),

где и — внутренняя энергия частицы, отнесенная к единице массы 
(« =  cvT).

Составим выражение для работы внешних сил, действующих на 
частицу. Работа массовых сил при перемещении частицы за время d t

р (Xvx +  Yvy +  Zv¡) dxdydzdt.

Работа поверхностных сил, действующих в направлении оси х,

Iд (рххох)/дх  +  а, (тyxvx)/dy + íd  (тzxvx)/dz\ dxdydzdt.

Аналогично представим выражения работы сил, действующих 
вЦнаправлении осей у я г:

[5 (rxyVy)/dx]+ д ÍPyyVy)/dy +  d\(xzyvy)!dz] dxdydzdt;

[d {xxzv¿)/dx  + rd (Tjlzvz)/dy +  ff(pzzvz)/dz\ dxdydzdt.

В этих выражениях нормальные напряжения равны рхх =  —р  +  
^хх> Руу =  Р “Ь Ргг =  Р “Ь ^ zz•
Определим приток энергии вследствие теплопроводности газа. 

Обозначим qxdydzdt количество теплоты, которое за время dt проте
кает через левую грань параллелепипеда. Тогда количество теплоты, 
втекающей за  время dt через левую и правую грани частицы,

qxdydzdt — [qx +  (d q jd x ) dx] dydzdt =  — (dqjdx) dxdydzdt.



Проводя аналогичное рассуждение для граней, перпендикулярных 
осям у  и г, получим выражение для полного количества теплоты* 
втекающей через все грани параллелепипеда за время Ш:

— {дцх1дх -|- дцу!ду +  дцг1дг) dxd.yd.zdt,

где, согласно закону Фурье, <7* =  —КдТ/дх, =  —ХдТ/ду, =  
=  —ХдТ/дг\ X — теплопроводность, Вт/(м • К).

Приравнивая изменение энергии частицы за время dt сумме ра
боты всех сил и притока теплоты через все грани параллелепипеда* 
после некоторых упрощений получаем уравнение энергии для вяз
кого теплопроводного газа:

р  1 1  №  +  т 1 =  р  { Х х ) х  +  +

д (рух) д(руу)
дх ду

дг
+  («**»* +  Г ^ у  +  Ххгрг) +  -2- (тухих +  к вУи„ +

+  ъ л )  +  ~  ( ь л  +  ь л  +  * ,л >  +  тх [х ^ )  +  тв {х % )  +

+ - * № ) ■  <3-25>

Преобразуем уравнение (3.25). Для этого умножим уравнение 
(3.14) и (3.15) соответственно на vx, уу, Vг; сложим их и полученное 
уравнение вычтем из уравнения (3.25). Тогда

11 , /  до _ до,, до \  /  до д о ,

=  — Р ( “57 +  " 5 7  +  1 г )  +  +  * " |'" а 7  +

+  т»‘  ■ е,

до \  /  3» до \  [ д о  до

д и +  ^  +  л .  и  « Ц  +  л .  и  « : )  +
дг I  дх  ^ дх I  ду  ^ д у  I

Используя уравнение неразрывности (3.3) и уравнения состояния 
идеального газа р =  ЯрТ, получаем

до__ до,. до. \  _  р  ар ар ат
- р  _ *  +  _ »  +  =  Л .  Л И .  в

У дх ду дг у  р <Н <Н сИ

Учтем, что ср — св — Я. Кроме того,



Тогда, подставляя вместо касательных и нормальных напряже
ний хжу, r Xz, ..., п хх, л  уу, п2г выражения из формул (3.17) и (3.18) 
м  предполагая, что ср = const, имеем

d T  Ип f_ Г /  \ 2 /  dv  '  *
рср -----=  —— +  div (к grad Т) +  {л 2

+

d t dt 

дх)г V
d z  )

+ h f l +
dv dv„ \  2 I  dv dv \ 2 __£ J___ V. I 4- | __-|-------- L.
dy d x  ) l dz dx

+ (М )Ч Н ' ( 3 ' 2 6 )

В уравнении (3.26) члены правой части, заключенные в фигурные 
скобки, представляют собой теплоту, подводимую к единице объема 
в  единицу времени вследствие трения. Эти члены называются члена
м и  рассеивания или диссипации энергии, а функция

Ф  =  2
dx  1 I dy  I dz

. dv dv

/  dv  dv \ 2 /  dvlt dv \ a 2 / .  —\s  ~

называется диссипативной функцией.
Введя функцию Ф, уравнение (3.26) можно представить в виде

Р CpdTldt =  dpi dt +  div (k grad T) +  [&■ (3.28)

Левая часть уравнения (3.28) представляет^ собой суммарное ко
личество теплоты, подводимой к единице объема газа в единицу вре
мени. Оно складывается из количества теплоты, подводимой к части
це вследствие теплопроводности div(Xgradr), работы сил давления 

■dp/dt и сил трения ¡аФ.
Из уравнения (3.25) легко получить уравнение энергии для не

вязкого и нетеплопроводного газа (без учета массовых сил):

Р (d ldt) (cvT  - f  v2/2) =  — [a (pvx)/dx  -f  d (pvy)/dy +  d (pvjdz]. (3.29)

Преобразуем уравнение (3.29) применительно к установившему- 
-ся движению. В этом случае

а (pvx)/dx  +  a (pVu)/dy -1- а (pvz)ldz =  dpi dt +  р div v. (3.30)

Здесь pdivu  =  —dp/dt +  RpdT/dt.
Подставляя выражения (3.30) в уравнения (3.29), имеем (d/dt)(v2/ 2 +  

+  cvT) — —RdT/dt. Отсюда

(dldt) (v2/2  +  cpT) =  0 или (d ld t) (v2!2 +  i) =  0, (3.31)



где i =  срТ  =  [k/(k  — I) ]# ! 1 =  [k/(k — l)]p /p  — энтальпия газа [см, 
(1. 12)].

В случае установившегося одномерного течения это уравнение 
можно представить в виде

v2J2 -f- i — const. (3.32)>

§ 3.6. П О Л Н А Я  СИСТЕМ А У РАВН ЕН И И  
СПЛОШ НОЙ СРЕДЫ .
Н АЧ АЛ ЬН Ы Е  И  ГР АН И Ч Н Ы Е  УСЛОВИЯ

Рассмотрим систему уравнений невязкого газа. В этом случае д л я  
несжимаемой среды неизвестными величинами являются три состав
ляющие скорости vx, Vy, vz и давление р, а полная система уравнений 
состоит из уравнений Эйлера и уравнения неразрывности:

dvldt — f  — (1 /р) grad р, div v — 0. (3.33>

С учетом сжимаемости полная система уравнений должна вклю 
чать Шесть независимых уравнений для определения шести неизвест
ных величин — составляющих скорости vx, vy, vz, давления р, плот
ности р и температуры Т. К их числу относятся уравнения движения,, 
неразрывности и уравнение состояния газа. В качестве шестого урав
нения необходимо составить уравнение термодинамического процес
са. Для изэнтропических течений s =  cvlnp /pk =  const зависимость 
между давлением и плотностью описывается уравнением р /р к — 
=  const. В дифференциальной форме это уравнение применительно« 
к движению газа имеет вид

(d/d t) р/р* =  0;

(dldt) р/р* +  vx (д/дх) р /pft +  vy (д/ду) p iр*«+ % (d/dz) plpk =  0

или

(d/dt)p/pk +  t» grad (jo/pft) =  0. (3.34)

Используя уравнение (3.34), получаем полную систему уравнений 
для невязкого сжимаемого газа:

dvldt =  f  — ( 1/р) gradp, dpldt +  div (pii) =  0,

p =  RPT, (d/dt) (p/pk) + trgrad (pip*) =  0. (3.35)

В случае вязкой несжимаемой среды полная система уравнений 
состоит из уравнения Навье — Стокса и уравнения неразрывности:

dvldt =  ~f —  (1 /р)gradр +  vAv, divv =  0- (3.36)

Здесь неизвестными являются составляющие скорости и давление. 
В общем случае вязкой сжимаемой среды необходимо использо



вать уравнение движения вязкого сжимаемого газа (3.22), уравнение 
неразрывности (3.4), уравнение энергии для вязкого теплопроводно
го газа (3.28) и уравнение состояния газа (1.1).

Решения системы уравнений должны удовлетворять начальным 
и граничным условиям. Начальные условия необходимы при решении 
задачи для неустановившегося движения и определяют значения ис
комых функций в некоторый заданный момент времени.

Граничные условия задаются при решении задачи как установив- 
ашегося, так и неустановившегося движения газа и должны выполнять-

о _  —► —►
•ся в каждый момент времени. В невозмущенном потоке v =  vx , р =

P o o )  Р  Р  30 1 Т  Г о о .

При рассмотрении задачи обтекания тела потоком невязкого газа 
должно выполняться условие безотрывности обтекания (условие не- 
протекания). Поскольку при этом вектор скорости потока направлен 
по касательной к поверхности, то нормальная составляющая скорости 
.в каждой точке поверхности равна нулю: (vn)s =  0. Если поверхность 
задана уравнением f(x , у , z) =  0, то направление нормали к поверх
ности в любой точке совпадает с направлением вектора:

grad /  =  idf/dx  +  j  d f/d y +  kdfldz.

Н а основании условия безотрывности обтекания векторы скорости
v  и grad/ в каждой точке поверхности должны быть ортогональны, т. е. 
•скалярное произведение этих векторов должно быть равным нулю. 
Тогда условие безотрывности обтекания (vn)s =  0 можно представить
в  следующем виде: (ugrad/) =  0, или

vxdf/dх  +  V y d f / d y  +  vzdf/dz =  0. (3.37)

Следовательно, в случае невязкого газа необходимо задать значе
ние vx, vy, vz, р, р, Т  на бесконечности, а на поверхности задается 
одно условие — равенство нулю линейной комбинации vx, vy, vz с 
переменными коэффициентами (3.37).

При исследовании обтекания тела потоком вязкого газа на поверх
ности тела выполняются граничные условия прилипания вязкой сре
д ы  к поверхности, т. е. условие равенства нулю скорости потока 
(v)s =  0.

Кроме того, на поверхности необходимо задать граничные условия 
д л я  температуры газа. В зависимости от решаемой задачи эти усло
вия могут быть сформулированы по-разному: а) задана температура 
поверхности тела (T )s — Гст; б) в каждой точке поверхности и в лю
бой момент времени может быть задан удельный тепловой поток q. 
Поскольку удельный тепловой поток, осуществляемый посредством 
теплопроводности, согласно закону Фурье, можно представить в 
виде q =  —ХдТ/дп, то в этом случае граничное условие эквивалентно 
заданным значениям производной температуры по нормали к поверх
ности тела, дТ/дп. В случае теплоизолированной стенки дТ/дп =  0; 
в) задана связь между неизвестными значениями Гст и (дТ/дп)s:



а(Тсг —  Т г) =  — ХдТ/дп, (3.38)
где а  — коэффициент теплоотдачи, Вт/(м2 • К ); Т г — температура 
восстановления, К.

При малых скоростях значение Т т близко к Т ^ ,  а при больших 
скоростях движения газа оно может быть значительно выше (см. 
гл. 12).

Следует отметить, что в случае вязкого газа полная система диф
ференциальных уравнений имеет первый порядок относительно д ав
ления и плотности и второй порядок относительно составляющих 
скорости и температуры. Поэтому для определения давления и плот
ности по-прежнему достаточно задать одно условие (на бесконеч
ности), а для нахождения ух, уу, и Т  необходимы два условия —  
на бесконечности и на поверхности тела.

§  3.7. И Н ТЕ ГР АЛ Ы  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  
У РАВН ЕН И Й  Д В И Ж Е Н И Я  Н ЕВ Я ЗК О ГО  Г А З А

Интегралы дифференциальных уравнений (3.12') могут быть получены 
в двух частных случаях — для потенциального течения (уравнение 
Лагранжа) и для установившегося движения (уравнение Бернулли). 

Уравнение Лагранжа. Рассмотрим случай 'нёустановившегося
потенциального движения газа. При этом ю =  го1:и/2 =  0, <ах =  а>у =  
=  <вг — 0. Огсюда доу/д г  =  дог1ду, дох/д г  — дог/д х , &иу/д х  =  дих/д у .

Преобразуем левые части уравнений (3.12'). Используя условие 
потенциальности течения, получаем:

2 2 I 2 1 2где и2 =  их +  ьу +  VI .
Аналогично,

йуу/сИ =  (д1ду) (ду/д( +  а2/2); йу1/(К =  (д/дг) (д<р/д1 +  у2/2). (3.396)

Для того чтобы преобразовать правые части уравнений (3 .12 '), 
введем функцию давления Р, определяемую из соотношения йр/р  =  
=  йР или §йр/р  =  Р. Тогда

(1/р)др/дх=‘ дР/дх\ (11р)др/ду =  дР/ду\ (1/р) др/дг => дР1дг. (3.40)

Если известна однозначная зависимость между давлением и плот
ностью р(р), функцию давления определить легко.

Кроме того, примем, что массовые силы обладают потенциалом. 
«Обозначим потенциал единичной массовой силы и .  При этом

дих/д1 =  (д/д1) (ду/дх) =  (д/дх) (дф/д/); уудих/ду =  уудоу/дх =  

=  (д/дх) ( 4 / 2 ) ;  угдух1дг — и2ди1/дх =  (д/дх) ( о*/2 ) .
Тогда

йух/(И =  (д/дх) (<Эф/<3/ 4- V2/ 2), (3.39а)

X  =  ди/дх, V  =  ди/ду, 1  =  ди/дг. (3.41)



Для силы тяжести U — —gy.
Подставляя выражения (3.39)—(3.41) в систему уравнений (3.12'), 

получаем:

(д/дх) (dy/d t +  v2/2  +  j  dp/p — i/) =  0; (д/ду) (ЗфIdt +  v2/2 +

+  J  dp!p — u ]  =  0 ; ((dldz) (dy/dt +  v 2I 2  +  j  dpip — t/) =  0 .

Отсюда следует, что выражение dyld t +  v2/2  +  j  dplp не зависит 
от координат, т. е. имеет одинаковые значения для любых точек по
тенциального потока. В случае неустановившегося движения оно 
является функцией только времени:

дер Idt +  v2/2  +  J  dplp— U =  С (t). (3.42)

Уравнение (3.42) называется уравнением Лагранжа.
В случае установившегося потенциального течения dy/d t =  О 

величина С не зависит от времени. Тогда интеграл (3.42) приобретет 
вид

v2/2  +  J  dp/p — U =  const. (3.43)

Интеграл (3.43) называется уравнением Лагранжа — Бернулли .
Уравнение Бернулли. Рассмотрим установившееся движение газа. 

При этом d v jd t  =  d V y ld t  =  d v jd t  =  0, р =  р(х, у, г). Преобразуем 
левую часть первого уравнения системы уравнений (3.12):

^  =  +  +  =  ( А . \  4- J
dt * дх v ду дг дх [ 2 ) д.

у V, ду дх )  дх \ 2 )  1 \  д! дх
dv

~dtf (т)+2
*де выражение (рг<ау — — проекция вектора [©у] на направ
ление оси х.

Тогда

dvxld t — (д/дх) (и2/ 2) +  2 [о> V ]ж. (3.44)

Аналогично, для производных dvy|dt и dvzldt

dVy/dt - (д/ду) (ь212) +  [и и]у; dvzldt — (д/дг) (ь2/2) +  [ ш и]2.
(3.45)

Здесь [сои]*, [сои];,, [и 1)]2 — проекции вектора [юи] по осям коор
динат.



Подставим выражения (3.44) и (3.45) в уравнения (3.12). Кроме 
того, введем функцию давления (3.40) и потенциал единичной массо
вой силы U (3.41). Тогда

(д/дх) (о*/2 +  j  dpIp— Û j =  — 2 [ шЦ]х; (д/ду) [v2/2 +

+  j  dp/p — £/) =  — 2 p ] , ¡  (3/az) (ü2/2 +  J  dp/p -  £/) =

=  — 2 [<o ojz.

Умножим первое уравнение на второе — на dy, третье — на 
dz и почленно сложим. В результате для установившегося движения

d(v2/2-\- j  dp/p— £/) =  — 2 ([ со

где ds — вектор элементарной дуги с проекциями dx, dy, dz.
Скалярное произведение ([©y]ds) =  0 вдоль линии тока и вдоль

вихревой линии, так как векторы [сои] и ds перпендикулярны. Таким 
образом, вдоль линий тока и вихревых линий

d [у2/2  +  j  dp/p — Í/J — 0; v2/2  +  j  dp/p — U =  const (3.46)

где значение постоянной различно для разных линий тока и вихревых 
линий.

Уравнение (3.46) называется уравнением или интегралом Б ернул
ли. Эго уравнение имеет фундаментальное значение в теории движ е
ния невязких жидкостей и газов и является теоретической основой 
для практических расчетов.

Рассмотрим уравнения Бернулли для различных частных случаев 
движения жидкости и газа. Д ля несжимаемой среды (р =  const) 
функция давления равна Р =  р/р. Примем U =  —gy. Тогда уравне
ние (3.46) приобретет вид

у2/2 -f- р/р +  gy =  const. (3.47)

Если пренебречь массовыми силами, то (3.47) примет вид

р +  pv2/2  =  const. (3.48)

Из уравнения (3.48) следует, что при установившемся движении 
несжимаемой среды полное давление, равное р -J- ру2/ 2, вдоль линии 
тока или вихревой линии остается неизменным.

Для сжимаемого газа без учета массовых сил

ü2/2 +  J  dp/p =  const. (3.49)

Допустим, что течение газа является изэнтропическим. Тогда 
р/р* =  С. Отсюда

dp =  C kp^dp  и dp/p =  Ckpk~2dp, j  dp/p — С [k/(k — 1)] р*-1 =



=  [kl(k— l)]p/p.

Подставляя выражение интеграла в (3.49), получаем: 

о*/2 +  [k/(k — 1)]р/р =  const; 

v*/2t+ [k/(k — 1 )]R T  =  const.

Учитывая, что [k(k — l)]p/p =  [k/(k — 1)]/?Г =  i, имеем 

v2/2 +  i =  const. (3.52)

(3.50)

(3.51)

Уравнение Бернулли в форме (3.52) совпадает с уравнением энер
гии для невязкого и нетеплопроводного газа (3.32).

Выясним, какова ошибка в определении давления при использо
вании уравнения Бернулли (3.48), полученного без учета сжимае
мости. Допустим, что поток воздуха обтекает какое-либо тело. Пусть 
на достаточно большом удалении от тела скорость потока к«, и давле
ние роо- В критической точке на поверхности скорость равна нулю, 
а давление равно давлению торможения р0. Используем уравнение 
Бернулли для несжимаемой среды (3.48). Постоянную С определим 
из условий на бесконечности:

С =  /0оо+ poL/2.
Подставляя найденное значение в уравнение (3.48), находим

А =  peo +  pvi/2  —  Р1Я72.
Д ля определения давления в критической точке положим v =  0. 

В результате

Определим теперь давление в критической точке с учетом сжимае
мости. Для этого найдем постоянную С в уравнении (3.50) из условий 
на бесконечности:

С =  [k/(k — 1)] рос /р.«, +  xLt
Подставляя найденное значение С в уравнение (3.50) и используя 

выражение р /р*= роо/р^,, получаем

[kl(k -  1)] (pjpoo) (p/p») (k~ 1),k +  W 2  =  [k/(k -  l ) ] p j paa+  v l/2 .

Положив в этом уравнении v =  0, что соответствует критической 
точке, будем иметь

или, учитывая, что 6роо/роо= а2ж, Voo/a«, — Moo, после несложных пре
образований получаем

Ро =  Рос +  püoo/2. (3.53)

[k/(k -  1)] (Poo/Poo) (Ро/Роо)(‘“ 1)/А =  [kl(k -  1)] pjpoo  +  v l/2

P o /P co  =  (l +  p - l ) / 2 ] M 200)ft/(é- I). (3.54)



Формулой (3.54) можно пользоваться для определения давления 
в критической точке р0 с учетом сжимаемости.

Поскольку влиянием сжимаемости потока можно пренебречь толь
ко при малых значениях числа М«,, то, для того чтобы выяснить пре
делы применимости формулы (3.53), полученной без учета сжимаемо
сти, в формуле (3.54) примем Мю< <  1. При этом условии разложим 
правую часть выражения (3.54) в ряд по степеням [(й — 1)/2] М ^ < <  
«  1 по формуле бинома Ньютона:

-  1+  „ 1  +  ( _ * -------0  (—  « ¿ V  +Рп к — 1 2 2 к — 1 \ к  — 1

-------1) /6 к—1 и ~1 / и+  4 -  Т ^ Т  ( т ^ Г -  0  ( г ^ - 2 )  л0 3 +

ИЛИ

Ро/Р«, =  1 +  (к/2) М1 (1 +  М1/4 +  [(2 -  к)/24] м£, +  • • •).

Отсюда, учитывая, что (¿ /2)/7<х>М̂ =  /2 , имеем

Ро =  Роо +  Роо«1/2 (1 +  М ^/4 +  [(2 — к )/24] м£, +  • • • ) .

Представим это выражение в виде

р0 =  рао+ [( роо ^1о)/2 ] (1 + 8р), (3.55)
где

®р =  1 +  М2м/4 +  [<2 — Л)/24]М1Н----- .  (3.56)

Сравнивая формулы (3.55) и (3.53), замечаем, что величина е Р 
в формуле (3.55) представляет собой погрешность, отнесенную к 
скоростному напору при определении давления в критической точке 
без учета сжимаемости. Величину ер можно трактовать также к ак  
относительную поправку, учитывающую влияние сжимаемости. И з 
формулы (3.56) следует, что величина е Р зависит от числа М«,.

Ниже приведены значения еР в зависимости от М» при & =  1,4:
М .............  0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
£р . . . .  0,25 1,0 2,25 4,0 6,2 9,0

Отсюда следует, что, допуская ошибку не более 2%,  при определе
нии давления р0 можно пользоваться уравнением Бернулли, получен
ным без учета сжимаемости воздуха при М <  0,3. При больших ско
ростях (М > 0 ,3 ) ошибка в определении р 0 возрастает.

§ 3.8. А Э РО Д И Н АМ И ЧЕС КО Е П О Д О Б И Е

Методы теории подобия используются как при теоретических, так  и 
при экспериментальных исследованиях аэродинамических характе
ристик летательных аппаратов и их элементов. Важное значение тео
рия подобия имеет в экспериментальной аэродинамике. Она позво



ляет установить требования к моделям, к условиям проведения экспе
римента в аэродинамических трубах и к обработке результатов испы
таний моделей, которые обеспечивают возможность перенесения дан
ных эксперимента на натурные объекты.

Понятие о подобии потоков. Рассмотрим два потока, обтекающих 
натурный объект и его модель. Назовем сходственными такие точки 
этих потоков, которые геометрически подобно расположены относи
тельно рассматриваемых тел, т. е. координаты таких точек удовлет
воряют условию х2 =  к  fit , Уг =  /С/í/i, z2 =  KiZi, где K¡ — линей
ный масштаб. Аналогично можно ввести понятие о сходственных мо
ментах времени: t2 =  K tt Здесь K t — масштаб времени.

Два потока называются подобными, если все физические величины 
для любых сходственных точек и в любые сходственные моменты вре
мени пропорциональны друг другу, т. е. два подобных потока в сход
ственных пространственно-временных точках различаются между со
бой только масштабами характерных величин. Подобие потоков пред
полагает наличие геометрического, кинематического и динамического 
подобия. Кинематическое подобие означает, что в сходственных точ
ках геометрически подобных потоков в сходственные моменты времени 
отношение скоростей v jv i  =  K v одинаково. Здесь K v — K tK t1 — 
масштаб скорости. При геометрическом и кинематическом подобии 
отношение ускорений движения в сходственных точках K w — w2/w i =  
=  K¡K]2 также одинаково.

Потоки называются динамически подобными, если силы, действую
щие на их сходственные элементы в сходственные моменты времени, 
пропорциональны, т. е. при этом должно соблюдаться подобие сил — 
инерционной силы, сил давления, вязкости и массовой силы соот
ветственно.

Критерии подобия. Рассмотрим условия динамического подобия 
при обтекании тел потоком вязкого сжимаемого газа. Для этого 
составим систему уравнений — уравнения Навье — Стокса, нераз
рывности, уравнения энергии и состояния газа, а также соответствую
щие граничные и начальные условия в безразмерной форме. При этом 
будем считать р, =  const, X =  const, ср =  const.

Примем за характерную длину некоторый линейный размер (на
пример, хорду крыла или длину корпуса). Другие характерные вели
чины — их значения в невозмущенном потоке: скорость и«, , давле
ние рао, плотность р.», температура Т х , энтальпия /«,, кинематическая 
вязкость ve»; характерное время процесса t0„ =  l/vx -

Введем следующие безразмерные величины: х '=  х/1, у ' =  у/1 ,

=  v/vco, Г  =  f / g ■ Здесь /  — вектор единичной м э с с о е с й  силы.
Преобразуем сначала уравнения Навье — Стокса (3.24) и урав

нение неразрывности (3.4). Выражая в них все размерные величины 
через безразмерные, получаем:

г ' =  z /l, f  =  t / in , v ' =  v/Voc, p ' =  p/pco, p ' : p/p«,- T ' =  T /T x , v '

V oo
dV
d v'

+



___ _____L grad'p' - f  [v'A'TT' +  (v'/3) grad' (divV) 1; (3.57)
Р» 1 p' 12

—  div' (PV )  =  0. (3.58)
dt' I v  J >

Здесь символы div',grad', Л ' означают, что дифференцирование 
производится в безразмерных координатах.

Уравнения (3.57) и (3.58) являются размерными. Однако в них 
размерные величины представлены в виде коэффициентов с одинако
выми размерностями. В уравнении (3.57) такими размерными множи
телями явля:огся иъх .//, vocrJx / l 2, v ^ / t^ ,  g  (м/с2), а в уравне
нии (3.58) — рос/4о, poof«,/ /  [кг/(м3 • с)].

Поделив на любой из указанных размерных множителей, получим 
уравнения в безразмерной форме.

Для того чтобы получить принятые критерии подобия, разделим 
обе части уравнения (3.57) на величину о2«,//, а уравнения неразрыв
ности (3.58) — на px va /l. Тогда

I dv' , • dv' . • dv’ . ' до' g l  -Л
^ J Z 1 F  +  V‘ ~e7  +  + oo

— —  - i -  -  grad' p' +  L 'A 't f  +  —  grad' (div' 7 )  1 ; (3.59)
Poo Vto  ?' VJ  L 3

llivJcc) dp'ldt' +  div' (pV) =  0. (3.60)

Здесь рх / p«,= a2x /k  и ( p j p ^ i l / v ^ j )  =  1/(£ЛС ).
В этих уравнениях содержится ряд безразмерных параметров, 

составленных из размерных величин: v00!/Va0=  Re — число Рейнольд
са; Уоо/Доо =  М.,,— число Маха; v2M /g l — F r — число Фруда; 
vMtx / l  — Sh —число Струхаля.

Число Re равно отношению размерных величин v j l  и v оои<»//2> 
характеризующих соответственно инерционные силы и силы вязкости, 
и представляет, собой критерий вязкости. Если для двух геометриче
ски подобных потоков числа Re одинаковы (Re =  idem), то в них 
одинаково проявляется влияние вязкости.

Число М — критерий сжимаемости и характеризует отношение 
инерционной силы к силе давления. Если для двух геометрически 
подобных потоков одинаковы числа М (М =  idem), то в них влияние 
сжимаемости проявляется одинаково.

Число Fr определяет отношение инерционной силы к силе тяжести 
и является критерием подобия, учитывающим влияние силы тяжести 
газа. В задачах аэродинамики в большинстве случаев число Fr не име
ет существенного значения, поскольку, как правило, влиянием тя
жести воздуха в этих задачах можно пренебречь.

Число Sh характеризует отношение конвективного ускорения дви
жения частицы к локальному ускорению и учитывает нестационар- 
ность движения.



Используя безразмерные числа Re, М, Fr, Sh, уравнения (3.59) 
и (3.60) представим в следующем виде:

1 dv '  . at»' , dv' . /  dv' 1 f ,
—  —  -J- Vx ----------f- Vy ------ Vz ------- ------ ----- --------  /
Sh dt' *  d x '  v dy ' d2' Fr

“  T Ï T  "Г- grad V  +  ~  Ь 'ЬГЬ  +  (v73) grad' (div'o')]; (3.61) 
p Re

( l/S h )ôP7  d t' +  d iv '(pV ) =  0. . (3.62)

Аналогично, в безразмерном виде можно представить уравнение 
энергии (3.28), заменяя в нем полную производную выражением

dT  д Т  . д Т  . дТ  . дТ
—  =  " Г -  +  vx +  V y  —  +  vt —  ;
dt dt дх ду дг

Т ос ,  д Т '  , rr v oo , (  ' d T  . ' д Т ’ , , д Т ' \
Р Л —  Р ¥ + Р < ^ Т Р (» Я -£Г  + Vy - ^ + V * - ^ j  =

=  +  X —  div' (grad' Г )  +  Ф',
too  d t ' 12 1

где Ф' — диссипативная функция, определяемая по формуле (3.27), 
в которой размерные величины составляющих скорости и координат 
заменены соответствующими безразмерными параметрами.

Поделим все члены уравнения на величину рх сгТ^ос/1. Кроме того, 
учтем, что на основании уравнения состояния идеального газа 
pjpoo =  RToc, где газовая постоянная R  =  ср — cv, cp/c v — k. Тогда

1 , д Т '  , , / •  д Т ’ , 1 д Т '  ' д Т ' \—  р ' -------h '  » ------- [- v ------- 1- v —  =
Sh d t '  V * дх' у ду '  z дг ' )

=  +  —----- — d iv '(g rad 'Г )  +  ( k— I) — Ф'. (3.63)
k  Sh d t '  Re Pr ^  ’ Re2 '

Здесь Pr =  СрцД — число Прандтля, являющееся мерой отно
сительной значимости влияния вязкости и теплопроводности (Рг <  1; 
для воздуха при Т  <  1300 К число Рг <  0,72). Таким образом, число 
Рг является критерием подобия, учитывающим одновременно влия
ние вязкости и теплопроводности.

Уравнение состояния газа в безразмерной форме имеет вид
р' =  РТ '.  (3.64)

К системе уравнений (3.61)—(3.64) необходимо добавить безраз
мерные начальные и граничные условия. К  граничным условиям от
носятся безразмерные значения скорости, давления, температуры в 
невозмущенном потоке. Согласно выбранным характерным величи
нам, их значения равны единице. На поверхности тела, уравнение 
которой должно быть в безразмерных координатах, граничными усло
виями являются равенство нулю безразмерной скорости (v' =  0),



а также условие, накладываемое на температуру. Граничные условия 
для скорости и давления нового критерия подобия не дают, а требова
ние выполнения граничных условий для температуры приводит к до
полнительным условиям подобия. Это следует из граничного условия 
для температуры (3.38), приведенного в безразмерной форме:

(а//Л) (т'сТ —  т’г) =  —  дТ'/дп'.

Здесь а  1/% — №  — число Нуссельта.
Безразмерное отношение Т С̂ 1ТХ =  Т ’ат принято называть темпе

ратурным фактором, Г ' =  Т г/ Т ао зависит от числа М«, (см. гл. 12). 
Число №  можно выразить через числа Стантона =  а /(е  р«.»«,), 
Ие и Рг:

№  =  (ср[х/Я) (роо̂ оо//1*) [а/(Срроо^оо] =  Рг Яе 81.
Система уравнений в безразмерной форме позволяет установить- 

условия, необходимые для подобия двух потоков.
Рассмотрим два подобных потока. Из условия подобия следует*

что безразмерные величины и ', р ' , р ', Т '  в сходственных точках по
токов и в сходственные моменты времени должны быть одинаковы.
С другой стороны, параметры V', р ',  р, Т'  являются решениями безраз
мерной системы уравнений (3.61)—(3.64) с безразмерными граничны
ми условиями. Следовательно, для обоих потоков должны быть оди
наковыми и уравнения с соответствующими граничными условиями. 
Отсюда следует, что если два потока вязкого газа подобны, то числа, 
1*е, М, Рг, БИ, Рг, и отношение ср/с г1, а также температурный фак
тор 7 СТ/Гоо для этих потоков должны быть соответственно одинако
выми. В этом случае подобие потоков называется полным. Однако- 
во многих случаях можно ограничиться условиями частичного подо
бия. Например, как отмечалось выше, в большинстве задач аэроди
намики влиянием числа Рг можно пренебречь. При малых скоростях 
потока М «  1 можно пренебречь и влиянием сжимаемости, т. е. 
числа М. Тогда в случае установившегося движения для подобия та
ких потоков требуется только равенство чисел Яе.

При дозвуковых и умеренных сверхзвуковых скоростях основны
ми критериями подобия являются числа Яе, М, БЬ (в случае неуста- 
новившегося движения), 8^ в гиперзвуковом потоке недиссоцииро- 
ванного газа, кроме того, должны сохраняться величины темпера
турного фактора, числа Рг и отношения удельных теплоемкостей 
£ =  ср!сю.

$ 3.9. ПОНЯТИЕ
ОБ АЭРОДИНАМИЧЕСКИХ КОЭФФИЦИЕНТАХ.
ПРОИЗВОДНЫЕ АЭРОДИНАМИЧЕСКИХ КОЭФФИЦИЕНТОВ

Аэродинамические коэффициенты. Рассмотрим два подобных потока: 
один — обтекающий натурный объект, а другой — обтекающий его- 
модель. Выделив в потоках два сходственных бесконечно малых эле



мента. Пусть на эти элементы действуют силы йЯ и ^ ,  создающие 
ускорения хю и ш4. Очевидно, можно составить следующие равенства: 
ЛЯ — хтс1т, ¿Ях =  хш1йт1, где йт, йт1 — массы этих элементов.

Выразим массы йт, с1т1 через плотность и линейные размеры: 
йт =  р(&1)г, йт 1 =  р^сИ^3. Тогда, подставляя их в выражения для 
сил, получаем йЯ =  р{й1)3хю, йЯ \ =  р^сИ^хи^ Деля эти равенства 
почленно, имеем К п=  йЯ ^й Я  — К^К)КШ . Так как К ю =  К 1 К ' ,  
то выражение для Кн можно представить в виде Кк =  К Л
Замечая, что К] К *  =  К1 , находим

К Я = К 9 К1К]. (3.65)

Полученное соотношение для элементарных сил можно распро
странить и на силы Я, Яи  действующие на конечные объемы, так как 
любой конечный объем можно разбить на бесконечно большое число 
элементарных объемов, для каждого из которых выполняется выра
жение (3.65). Силы Я, Я 1 равны по величине и противоположны по 
направлению силам, действующим со стороны потока на обтекаемые 
тела. Сила воздействия потока на тело называется аэродинамической 
силой. Тогда, подразумевая под Я, Я\ полные аэродинамические силы, 
действующие на геометрически подобные тела, можно вывести следую
щее соотношение:

/Сн =  Яг/Я  =  />/(рУ2/2) или Я1 (ро2/2)’ =  я А  /?).

Учитывая, что вследствие геометрического подобия тел 1*/12 =  
-= получим

Я/(Я Ру2/2) =  ^ / ( 5 ^ / 2 )  =  сп
или

Я =  сн5 Р1>2/2, (3.66)

где сп — безразмерный коэффициент полной аэродинамической силы; 
рУ2/2= (7  — скоростной напор, Па; 5 —характерная площадь, которой 
может быть площадь крыла в плане или площадь миделева сечения 
корпуса.

Распределенные по поверхности тела аэродинамические силы (си- 
.лы давления и касательного напряжения) можно привести к резуль
тирующей силе Я  (полной аэродинамической силе), приложенной в 
выбранной точке (в центре масс — применительно к летательному ап
парату), и к результирующему моменту (полному аэродинамическо
му моменту), действующему относительно оси, проходящей через эту 

точку.
Вместо векторов Я, М  в аэродинамике рассматривают их проек

ции по осям координат. Обычно используются две системы коорди
нат — скоростная и связанная, каждая из которых представляет 
•собой декартову прямоугольную правую систему осей координат.

В скоростной системе Охау ага скоростная ось Оха направлена 
вдоль скорости полета летательного аппарата (рис. 3.4), ось подъем-



ной силы 0 у а перпендику
лярна оси Оха и располо
жена в плоскости симмет
рии летательного аппарата; 
боковая ось Ога перпенди
кулярна плоскости Охауа.

Плоскость симметрии х у

В связанной системе 
координат Охуг (рис. 3.4) 
продольная Ох и нормаль
ная Оу оси расположены в 
плоскости симметрии лета
тельного аппарата, причем 
ось Ох направлена вперед 
либо вдоль оси корпуса, 
либо вдоль хорды крыла, 
поперечная ось перпенди
кулярна плоскости симмет
рии.

Рис. 3.4. Связанная Охуг и скоростная 
Охау аг а системы координат

Ориентация аппарата относительно вектора скорости определя
ется углами атаки а , скольжения р. Угол атаки а  — угол между про
екцией вектора скорости на плоскость симметрии аппарата Оху  и: 
продольной осью Ох, угол скольжения р — угол между вектором 
скорости и плоскостью симметрии Оху.

Проецируя полную аэродинамическую силу Я на оси скоростной 
и связанной систем, соответственно получаем Х а, Уа, и X ,  У, Z, 
где Х а — сила лобового сопротивления, Уа — аэродинамическая 
подъемная сила (подъемная сила), Z a — аэродинамическая боковая 
сила (боковая сила), X  — аэродинамическая продольная сила, (про
дольная сила), У — аэродинамическая нормальная сила (нормаль
ная сила), Z  — аэродинамическая поперечная сила (поперечная сила)..

Ввиду того что проекция вектора на ось Оха всегда отрицатель
на, принято, что Х а и X  — составляющие силы по осям Оха и Охг 
взятые с обратным знаком.

В соответствии с формулой (3.66) для проекций суммарной аэро
динамической силы можно составить следующие выражения:

Х а — схас)8, X  =

Za — сга^5, Z  — сдБ,  .

где сха — коэффициент лобового сопротивления; суа — коэффициент 
аэродинамической подъемной силы (коэффициент подъемной силы); 
сга — коэффициент аэродинамической боковой силы (коэффициент- 
боковой силы); сх — коэффициент аэродинамической продольной силы 
(коэффициент продольной силы); су — коэффициент аэродинамиче
ской нормальной силы (коэффициент нормальной силы); сг — коэф 
фициент аэродинамической поперечной силы (коэффициент попереч
ной силы).

^а =  суа<75 . У =  Суф\ (3.67>



Полный аэродинамический момент М  обычно проецируют на оси 
связанной системы осей координат: М х, М у, М г. Здесь М х — аэро
динамический момент крена, М у — аэродинамический момент рыс
кания, М г — аэродинамический момент тангажа, или продольный 
момент. Положительные направления моментов указаны на рис. 3.4.

Аналогично (3.67) вводятся коэффициенты моментов: М х =  тхц81, 
М у =  /пу<75/, М г=  т д Б Ь ,  где тх — коэффициент аэродинамиче
ского момента крена (коэффициент момента крена); ту — коэффи
циент аэродинамического момента рыскания (коэффициент момента 
рыскания); тг — коэффициент аэродинамического момента тангажа 
(коэффициент момента тангажа); I, Ь — характерные линейные раз
меры летательного аппарата.

Обычно при определении коэффициентов тх, и ту за характерный 
размер принимают размах крыльев, а для коэффициента тг — сред
нюю аэродинамическую хорду (см. § 7.8). Однако в качестве / и Ь 
можно использовать и другие характерные размеры, например в 
качестве £  длину корпуса. _

Аналогично можно ввести понятие о коэффициенте давления р. 
Под коэффициентом давления понимают отношение разности давления 
в  данной точке и давления в невозмущенном потоке (р — рх ) к ско
ростному напору невозмущенного потока:

Покажем, что в сходственных точках подобных потоков коэффи
циенты давления одинаковы. Для этого представим отношение раз
ности давлений (р — р^) =  Ар  в рассматриваемых точках в следую
щем виде:

А Р1/АР =  (А^1/А51)/(А/?/А5) =  (А/уДЯ) (А/)2/(А/1)2.

Здесь А5Ь ДЯ — элементарные сходственные площадки, а 
А ^/А Р >  =  /Сн.

Отсюда, используя выражение (3.65), получаем А р ^ А р  — р^ /Ч ри2) 
или Ар1/(р 1и12) =  Др/(ри2). Последнее выражение означает, что р^ =  
=  ~р. Отношение Лд/(ри2) — Ей называется числом Эйлера.

Преобразуем выражение скоростного напора:
ри2/2  =  (ра2/2) М2, 

где а 2 =  кЯ Т  =  кр/р.

Р =  (р — рх)/(Рос»«/ 2 ) . (3.68)

Тогда

ри2/ 2  =  6рМ 2/2 .

Подставляя выражение (3.69) в (3.68), получаем

(3.69)

р =  [2/(Ш 2)] (р1рх  -  1). 

Д ля воздуха при /г =  1,4 

р =  ( 1 , 4 3 ^ )  (р /р о о -1 ).

(3.70)



Аэродинамические коэффициенты для заданной формы летатель
ного аппарата или его частей являются функциями безразмерных 
параметров. Такими безразмерными величинами, очевидно, явл я 
ются соответствующие критерии подобия, рассмотренные в § 3.3. 
Другие параметры, определяющие движение летательного аппарата, — 
углы атаки а , скольжения р и углы отклонения органов управления 
бг тангажом, рысканием и креном, а такж е угловые скорости летатель
ного аппарата вокруг связанных осей (<аж, ©у, юг). Кроме того, в 
общем случае неустановившегося движения летательного аппарата 
необходимо учитывать влияние изменения по времени углов йа/сИ 
ф /М ,  угловых скоростей й<ох /сИ, йа>у(с1{, с1а2/сИ.

Введем безразмерные кинематические параметры в виде

шх =
(0 1 X , Н>у V  “А» .
2*00 Л 9 г — у 2У=о "со

а =  -
ИГ '

^А_
"оо ’

р _  ¿Р 7  ■ Л8В
сИ 2их  сН

й — ¿ья 1
3 “  И Г  ’ ш* _н сИ 00

Шу = Ла,у /2 ~  ¿и> Ь\ 
ш — г

Ш 412оо
* * ЛЛ р2оо

¿0) /2
<И 4и2 >

(3.72)

;
Здесь за характерные линейные размеры приняты средняя аэро

динамическая хорда Ьа и  половина размаха крыльев 1/2; 8В, 6Н, 6Э — 
углы отклонения органов управления тангажом (рулей высоты), 
рысканием (рулей направления) и креном (элеронов).

Производные аэродинамических коэффициентов. В общем случае 
зависимость аэродинамических коэффициентов от углов а, р, 6г и 
безразмерных кинематических параметров (3.68) имеет сложный 
нелинейный характер. В том случае, когда эти параметры малы, 
аэродинамические коэффициенты можно представить в виде рядов
Тейлора вблизи а  =  р =  б =  юа:= о у =  © 2 =  а  =  р =  бг =  о);(; =
=  шу =  =  0 с сохранением членов до первого или второго по
рядка малости. Коэффициентами таких рядов являются производные 
от аэродинамических коэффициентов по этим параметрам.

Частные производные по какому-либо углу с'у, сьув , ..., тг , т®в,. . . ,  
с ̂  сьгн, тх, тьхз , т%, тьун называются статическими производными, а 
производные по параметрам и>я, и>у, а также по скорости измене

ния углов (а, р, 6г) и угловым ускорениям о ,  оэу , со2) — враща
тельными производными.

Одни из рассмотренных производных характеризуют аэродинами
ческие свойства летательного аппарата при бг =  0 (с'у, с1, т\, тх, . . . ,  
т “г, т “* ,...), а другие связаны с отклонением органов управления



(сьув , т®в , т®э, ...). При этом каждая из этих производных имеет опре
деленный физический смысл.

Статические производные су и с\ характеризуют изменение нор
мальной и поперечной сил при изменении углов атаки и скольжения,, 
производные с*в и с\* — ПРИ изменении углов отклонения соответ
ствующих органов управления. Производные с1 и с\ имеют важное 
значение для управления движения центра масс летательного аппара
та в продольном и боковом направлениях.

Статические производные тпг, т*, щ  дают представление о степе
ни изменения коэффициентов моментов тг при изменении угла ата
ки; тх и т.у — при изменении углов скольжения и поэтому характе
ризуют устойчивость продольного, поперечного и бокового движений; 
летательного аппарата. Производные т ®в, тТун, тьхэ характеризуют 
эффективность соответствующих органов управления.

Вращательные производные определяют продольное демп

фирование, ту\  т?у— демпфирование рыскания, а Шхх — крена. 
Производная т “* характеризует влияние вращения летательного ап

парата вокруг оси Ох на значение коэффициента момента ту, а т“у— 
влияние вращения вокруг оси Оу на величину тх.



4
ГЛАВА

ИЗЭНТРОПИЧ Е С КИЕ  
ТЕЧЕНИЯ Г АЗА

$  4.1. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ 
Д Л Я  УСТАНОВИВШИХСЯ ОДНОМЕРНЫХ  
ИЗЭНТРОПИЧЕСКИХ ПОТОКОВ ГАЗА

Рассмотрим изэнтропическое течение газа вдоль трубки тока (рис. 4.1). 
Установим связь между основньми параметрами — скоростью, дав
лением, плотностью, температурой, скоростью звука. Обозначим

<i. T u р и рь a t параметры потока в сечении Л ь v, i, Т , р ,  р, 
а — эти же параметры в сечении АВ.

При изэнтропическом течении газа энтропия вдоль линии тока 
не изменяется: s =  const. Энтропия является функцией состояния и 
для идеального газа определяется по формуле (1.17) s =  с„1п(р/р*). 
Если s =  const, то р /pft =  const. Тогда, рассматривая два сечения 
трубки тока A u Bi и АВ,  получим (p/pi) =  (p/pi)ft- Для тех же сече
ний на основании уравнения состояния идеального газа p /p i  =  
=  (Т /Т i)(p/pj). Используя это выражение для изэнтропических те
чений, получаем связь между давлением и температурой газа p /p i  =  
=  (T /T ^ klk~ x а также между плотностью и температурой газа p /p i=
=  (т/то 1/* -1.

На основании уравнения (3.52) для сечений A^Bi и А В  можно на
писать i +  у2/2  =  ¿1 +  v2i/2. Если положить vt =  0 и при этом i 
обозначить «0, то

i +  t>2/2 — i0 (4.1)

или

vV2 +  [k/(k -  I)] RT  =  [k/(k —  1)] R T0. (4. Г)

Из этих выражений следует, что при /0 
рости течения газа изменяется и значение 
энтальпии (температура газа). Это одно из 
характерных отличий течения газа от тече
ния несжимаемой среды, температура ко
торой изменяется только при подводе теп
лоты извне или при отводе ее наружу.
Условия движения жидкости, например 
сужение или расширение струи, не могут 
вызвать изменения ее температуры (если 

¿пренебречь трением). В газе же темпера-

=  const с изменением ско-

Рис. 4.1. Одномерное тече
ние газа
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тура изменяется в зависимости от условий его движения; с умень
шением скорости течения температура газа возрастает. Наибольшая 
температура достигается при V =  0. С другой стороны, из уравнения
(4.1) видно, что скорость газа, обладающего в состоянии покоя опре
деленной энтальпией, не может превышать некоторого максималь
ного значения ит ах, при приближении к которому величины г, Т, р, а 
стремятся к нулю. Скорость потока достигает максимального значения 
при расширении • аза до абсолютного вакуума. В этом случае <0 =  
=  Ушах 2, откуда

Из выражения (4.2) мо&но сделать вывод, что максимальная ско
рость итах является функцией только энтальпии г0. Используя форму
лу г0 =  [&/(& — 1)]-^7’о и уравнение состояния р0 =  Яр0Т0, а также 
формулу скорости звука а 20 =  кЯ Т 0, выражение (4.2) для иШах пред
ставим в виде

Параметры газа, соответствующие у =  0, называются параметра
ми торможения. В частности, давление, плотность, температура и 
энтальпия, соответствующие этому состоянию, называются давле
нием, плотностью, температурой и энтальпией торможения и обо
значаются р0, р0, Т 0, /0. Как видим, формула (4.3) отражает связь 
между максимальной скоростью потока и значениями параметров тор
можения.

Отметим, что давление р0 не влияет на величину Ушах, а только 
лишь на величину расхода газа.

Определим, в какой мере повышается температура газа при его 
торможении от некоторой скорости V до нуля. Из уравнения (4. Г)

Чтобы вывести формулы для определения давления, плотности, 
температуры и скорости звука в зависимости от скорости потока, на
до воспользоваться уравнением (4.1), приводя его в виде

Считая течение газа изэнтропическим и подставляя выражение
(4.4) в формулы р /р 0 =  (Г /Г о)^*-1), р/р„ =  (7у7’о)1/(*-1), получаем:

Ушах == У 2 /0 • (4.2)

(4.3)

ДГ =  Г0 — Т  =  [(£ — Щ Щ ]  у2/Я.

При А: =  1,4 и Я =  287 Д ж /(кг • К) имеем А Т  ~ и 2/2000.

Ш о — Т 1 Т 0 —  1 —  У2/  Ушах- (4.4)

р/ро — ( 1 — У2/Уш ах)*/<& 1); 

р/ро =  (1 — У2/Утал)1/(*_1); 

Т/Т0 =  \ — У2/  Ушах •

(4.5)

(4.6)

(4.7)



Рис. 4.2. Зависимости 
давления, плотности и 
температуры от скоро
сти потока

Рис. 4.3. Изменение ско
рости звука в зависимости 
от скорости потока

Пользуясь формулой (4.6), можно установить, что при малых 
скоростях течения плотность изменяется весьма незначительно. Д ей
ствительно, разлагая р/р0 в ряд, получаем

р/ро =  1 —  [ M { k —  l ) ] ü 2/  U rn a x +  { { 2  —  k ) / [ 2 { k  —  l ) 2] } t > 7 t w ----------------

Отсюда, отбрасывая малые величины выше второго порядка, на
ходим

(р РеУРо=  0 1  ^ш а*-
Если принять Т 0 — 288 К (Umax =  756 м /с), то при скоростях 

и <  75 м/с плотность будет изменяться в пределах 2%. В этом случае 
для давления, используя формулу (4.5), находим

р/р0 =  1 — [k/(k — 1)] U2/  Umax +  • • • •

Подставляя сюда выражение (4.3) в виде vmax =  [2k/(k —  0]#>/Po 
и отбрасывая малые члены выше второго порядка, имеем р =  р0 —
— ри2/2 , т. е. при малых скоростях движения газа давление определя
ется из уравнения Бернулли для несжимаемой среды.

Зависимости давления, плотности и температуры от скорости те
чения газа (в безразмерных величинах) представлены на рис. 4.2. 
Полученным зависимостям нетрудно дать простое физическое толко
вание.

При изэнтропическом течении газа возрастание его кинетической 
энергии может происходить только при условии понижения потен
циальной энергии газа. Поэтому увеличение скорости потока при 
изэнтропическом течении газа связано с падением его температуры 
и давления. Но так как при этом давление падает интенсивнее, чем 
температура, то плотность газа с ростом скорости течения уменьша
ется.

Так как скорость звука в потоке газа зависит от температуры 
[см. (1.24)], то

а2/  4  =  Т /Т 0 =  1 -  и2/  i4 ax, (4.8)



где а0 — скорость звука при v =  0.
Используя формулы (4.3), получаем

а2 =  [(k — 1)/2] ( Vmax — v2) • (4.9)

Из формулы (4.9) следует, что с увеличением скорости потока ско
рость звука уменьшается и при некоторой скорости потока становит
ся равной ей (рис. 4.3). Эга местная скорость потока, равная местной 
скорости звука, называется критической скоростью и обозначается
а кр*

Сечение трубки тока, в котором местная скорость потока равна 
местной скорости звука, называется критическим. Все остальные па
раметры потока — давление, плотность, температура — при v =  акр 
тоже называются критическими и обозначаются соответственно ркр, 
Рвр’ ^кр-

Если в формуле (4.9) скорости о и а считать равными якр, то

4p  =  [ (* - l ) / ( f c  +  l)]o L « . (4.Ю)
Для воздуха (k  =  1,4) критическая скорость акр =  0,408 Umax. 

Из выражения (4.10) следует, что критическая скорость зависит толь
ко от температуры торможения TV Действительно, подставляя в
(4.10) значение vmax по формуле (4.3), имеем

акр =  l(k — 1)/(£ +  1)] 210 =  [2k/(k 4- 1)] RT0 — [2k/(k +  1)] PqIPo-
(4.11)

В частности, по формуле (4.11) для воздуха [k =  1,4, R =  
=  287 Дж /(кг • К)]

акр= 1 8 , 3 / П .  (4-12)

Если критическую скорость акр выразить через критическую тем
пературу Ткр, то на основании формулы акр =  V k R T KV

аКр — 20,1 V T KV . (4.13)
Для температуры газа Гкр, соответствующей критической ско

рости, по формуле (4.7)

Ткр/Т0 =  1 Акр/ Vmax ,

откуда, используя формулу (4.10), получаем

Ткр =  [2/(k +  1)] Т 0. (4.14)

Так как для изэнтропического течения ркр/р 0 =  (7’Kp/^'o)1/(ft_I), 
Р/Рнр =  (Ткр/ Т Х ' « - 1К то

PKp =  [2/(fe+  l)]17̂ - 1* Р„; (4.15)

Ркр =  [2l(k 4- l)]ft/(ft—‘> Po- (4.16)
Таким образом, все параметры газа в сечении, где скорость пото



ка достигает скорости звука, являются функциями только парамет
ров торможения Г,,, р0, р0. Формулы (4.14)— (4.16) при й =  1,4 прини
мают вид

Тк р =  0,831:Г0; ркр =  0,636р0; ркр =  0,528ро. (4.17)

Таким образом, при изменении скорости потока от и =  0 до V =  
=  а КР температура воздуха уменьшается на 16,9%, плотность — на 
36,4, а давление — на 47,2%.

Введем безразмерную величину

Х =  и/ак р, (4.18)

которую назовем приведенной скоростью. Приведенная скорость в 
отличие от числа М пропорциональна скорости потока, так как кри
тическая скорость в потоке с постоянной температурой торможения 
не изменяется.

В большинстве случаев удобно пользоваться формулами для па
раметров газа, выраженными не через скорость потока, как в урав
нениях (4.5)—(4.7), а через величины М и X. Получим эти формулы. 
Используя формулу (4.8), имеем

V2/^ а х  =  (а2/ а 20) ( а§/ и2тах) (у2/а2) =  (1 — и2/  1&ах) [{к — 1)/2]М2, 

откуда
и2 ^  [(к — 1)/2]М2 1 и2 _______ 1______
ш̂ах 1 + К * -1 )/2 ]М 2 ’ 3 ^тах “  1 +  [ ( * -  1)/2] М2 •

С другой стороны, учитывая равенства (4.10) и (4.18), имеем

V2/  Ушах =  (  й-кр/ ^ш ах) У2/  # к р  =  [{к —  1 ) / ( ^  1 )] X 2.

Следовательно,

1------ Г ~  =  * =  1 — Т -ГТ  ^ 2> (4Л9)
V, 1 +  (к — 1) М2/2 к +  1

откуда

А =  1 / 1 + 1  ..... .......  . (4.20)
V  2 V  1 +  (к —  1) М 2/2

Используя выражения (4.19), формулы (4.5)— (4.7) можно привес
ти к виду

р0/р =  [1 +  (к —  1)М*/2]*/(А—*»; (4.21)

р0/р =  [1 + (Л -1 )М * /2 ] ,/(* - , ) ; (4.22)

Т01 Т =  1 +  {к—  1)М2/2 (4.23) 

или



pipв =  11 -  (k -  1) Wl(k +  ; I
p/pe =  [ 1 — (k — 1) M {k  +  ; (4-24)
TIT0 = l —  ( k —  l)A*/(Jfe+l). J

Из формул (4.21)—(4.24) видно, что с ростом числа М и приведен
ной скорости К температура, скорость звука, давление и плотность 
газа уменьшаются. Формула (4.21) имеет большое практическое зна
чение. Ею, в частности, обычно пользуются для нахождения числа М 
в дозвуковых аэродинамических трубах, определяя эксперименталь
но давление торможения р0 и статическое давление р в потоке.

Из формулы (4.23) следует, что температура торможения зависит 
от температуры и числа М потока:

T0 =  T [ l  +  (k —  1)М2/2], (4.25)

для k — 1,4

ГТ0 =  Т(1 +  0,2 М2). (4.26)

При больших числах М температура торможения значительно 
превышает температуру набегающего потока. Например, для fe =  1,4 
при М =  1 температура торможения Т0 =  1,2 Т, при М =  5 темпе
ратура Т0 =  6Г  и при М =  10 температура Т0 =  21 Т.

При численных расчетах изэнтропических течений удобно пользо
ваться таблицами газодинамических функций [12], в которых приве
дены значения отношений р/р0, р /р0. Т /Т 0 в зависимости от числа М 
и приведенной скорости L

$ 4.2. ЗАВИСИМОСТЬ МЕЖ ДУ СКОРОСТЬЮ 
ТЕЧЕНИЯ Г А ЗА  И  ФОРМОЙ ТРУБКИ ТОКА

Для установления зависимости между изменением скорости потока 
и формой струи воспользуемся уравнением неразрывности рvF =  
=  const. В результате дифференцирования и почленного деления на 
рvF получим

dplp +  dv/v  +  dF/F — 0. (4-27)

Используя формулу (4.6), выразим dp /р через относительное из
менение скорости dv/v :

dplp =  — (и2/ a2) (dv/v). (4.28)

Тогда, подставляя выражение (4.28) в (4.27), имеем

dF/F  =  — (1 — v2/a2) dv/v. (4.29)

Здесь возможны следующие случаи:
1. Скорость течения газа меньше скорости звука (у < а ) ,  т. е. 

(1 — и2/ а 2) >  0.
Из уравнения (4.29) следует, что при этом с увеличением скорости 

(dv>0) площадь поперечного сечения струи уменьшается, т. е. dF <  0.
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Рис. 4.4. Зависимость скорости 
течения газа от формы канала

Рис. 4 .5 . Схема сверхзвукового

2. Скорость течения газа больше скорости звука (у >  а). В этом 
случае (1 — у2/ а 2) <  0 и, следовательно, знаки йь и ¿Р  совпадают. 
Это означает, что при увеличении сечения струи скорость потока 
возрастает.

Заметим, что в обоих рассмотренных случаях характер зависимо
сти между скоростью и давлением не изменяется. Например, если 
скорость возрастает, то давление падает, и наоборот. На характер за
висимости между скоростью (или давлением) и сечением струи суще
ственно влияют отношения скорости потока к скорости звука, т. е. 
число М =  у /а (рис. 4.4).

3. Скорость потока равна скорости звука (у =  а). В этом случае 
(1 — у2/ а 2) =  0 и из уравнения (4.29) следует, что йР =  0.

Поскольку при ускорении дозвукового потока площади сечений 
струи уменьшаются, а при ускорении сверхзвукового потока они уве
личиваются, то отсюда следует, что при непрерывном переходе ско
рости потока от дозвуковых значений к сверхзвуковым сечения сна
чала уменьшаются, а затем увеличиваются. В наименьшем сечении 
струи скорость потока достигает скорости звука (и =  а кр). Как вид
но, критическое сечение газовой струи является ее минимальным се
чением. На рис. 4.5 приведена форма сопла, предназначенного для 
получения сверхзвуковых скоростей (сопло Лаваля). Там же показан 
характер изменения скорости и давления по длине такого сопла.

Рассмотрим зависимость удельного расхода газа ру от скорости 
потока. Удельный расход можно представить в следующем виде: 
ру =  р0ур/р0, где р0 — плотность при скорости газа, равной нулю.

Используя формулу (4.6), имеем

ру =  р0у (1 — У2/Утах)1/(*_1) - (4.30)

Отсюда видно, что удельный расход газа равен нулю при у =  0 
и у =  Ушах- Используя условие й(ри)/с1и =  0, легко показать, что удель
ный расход достигает максимального значения при у =  якр. Зави
симость относительной величины удельного расхода ру/ркраьр от 
приведенной скорости К =  у /акр представлена на рис. 4.6.



Рис. 4.6. Зависимость от
носительного удельного 
расхода газа  от приведен
ной скорости

Рис. 4.7. Зависимость отноше
ния площади сечения сверхзву
кового сопла к площади кри
тического сечения от числа М

риР =  

(4.31)

Найдем отношение площадей /г/ /7[.р в зависимости от числа М. 
Для этого воспользуемся уравнением неразрывности 
=  РкрОкр^кр. откуда

^ /ч ,р =  (Ркр/р)(акр/°)-
В формуле (4.31) сделаем следующую замену: 

о =  оМ, Ркр =  [2/(& +  1)]1/(А_1) р0; 

р0/р =  [1 +  (^  —  1 )М 2/2 ] 1/(* ~ 1) ;

*̂кр 1 М2
(4.32)

(А+1)

В’результате подстановки (4.32) в формулу (4.31) получаем 

_Л_ _  Ч +  (^— 1) М2/2](&+1)/[2
^кр [(6 4 -1)/2](&+1)/[2 (*_1)] М

Для воздуха при 6 =  1,4 

^ кр =  (1 +  0,2М2)3/ (1,73 М).

(4.33)

(4.34)

Значения отношения Ркр/Р =  ри/ркракр в зависимости от числа М 
и X приведены в таблицах газодинамических функций [12]. Из формул
(4.33) и (4.34) или таблиц следует, что отношение площадей /7 /гкр 
зависит от числа М, которое необходимо получить в данном сечении 
(рис. 4.7). При заданной конфигурации сопла формулами (4.33) и (4.34) 
можно пользоваться для определения числа М в выбранных сечениях. 
Давление в этих сечениях можно найти по формуле (4.21).

Если расчетное давление на срезе сверхзвукового сопла равно 
наружному давлению ри, т. е. давлению в среде, куда происходит



истечение из сопла, то режим истечения 
называется расчетным. При этом давление 
вдоль сопла непрерывно уменьшается от 
давления р0 до наружного давления рн 
(кривая СгС3-С2 на рис. 4.8).

Все другие режимы истечения газа, 
когда наружное давление не равно расчет
ному (р Ф  рн), называются нерасчетными.
При этом могут быть следующие случаи:
а) режим недорасширения, когда давление 
на срезе сопла больше, чем наружное дав
ление (р >  рн); б) режим перерасширения 
(р <  рн). Если наружное давление рн мень
ше расчетного, то распределение давления 
вдоль сопла по сравнению с расчетным ре
жимом не изменяется. Понижение наруж
ного давления по сравнению с расчетным 
приводит только к расширению струи пос
ле выхода из сопла.

Характер течения газа за соплом и внутри него может существен
но измениться, если наружное давление больше расчетного. В этом 
случае у выхода из сопла может сформироваться система так называе
мых скачков уплотнения (см. гл. 5), которая при дальнейшем увели
чении наружного давления рн может переместиться внутрь сопла, 
приводя к существенному отклонению характера течения газа в соп
ле от расчетного. И

На рис. 4.8 показан примерный характер распределения давления 
вдоль сопла при некотором значении наружного давления, большем 
расчетного (кривая Ci-C3-C'3-C '2). Заметим, что в этом случае течение 
газа внутри сопла не является изэнтропическим. Энтропия постоян
на только на отдельных участках сопла — до скачка уплотнения Si =  
=  const и после него s2 — const (s2>  s^.

§ 4.3. РАСПРОСТРАНЕНИЕ М А Л Ы Х  ВОЗМУЩЕНИИ  
В ПОТОКЕ ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА.
КОНУС ВОЗМУЩЕНИИ

Рассмотрим источник малых возмущений, расположенный в точке О. 
Такие возмущения в покоящемся газе (v =  0) распространяются во 
все стороны одинаково со скоростью звука, образуя сферические зву
ковые волны с центром в точке О. Иной характер происходит в дви
жущемся газе (v Ф  0). Здесь могут быть два случая: 1) скорость пото
ка дозвуковая v < а ,  2) скорость потока сверхзвуковая v > a .

При v Ф  0 мгновенный центр возмущений уносится по потоку. 
Например, к моменту времени t =  1 с эта точка находится от точки О 
на расстоянии v • 1, а радиус сферической волны при этом равен а • 1 
(рис. 4.9, 4.10). Тогда в дозвуковом потоке передний край волны воз
мущений будет находиться всегда перед точкой О, а в сверхзвуковом 
потоке — за источником возмущений, т. е. в дозвуковом потоке воз-

Рис. 4.8. Расчетный и нера
счетный режимы работы 
сверхзвукового сопла



Рис. 4.9. Распространение малых 
возмущений в дозвуковом потоке

Рис. 4.10. Распространение 
малых возмущений в сверх
звуковом потоке

мущения от источника О распространяются во всех направлениях, 
в том числе и против потока, а в сверхзвуковом потоке возмущения 
вперед не распространяются.

Огибающая сферических волн, построенных для различных мо
ментов времени при v >  а (рис. 4.10), называется конусом возмущений 
(конусом Маха) и представляет собой границу возмущенного и не
возмущенного потоков. Угол полураствора конуса возмущений на
зывается углом возмущений. Из рис. 4.10 видно, что sinjj, =  ai/(vt)= 
=  1/M; tg{x =  1/ У  M2 — 1 . Отсюда следует, что с увеличением числаМ 
зона возмущенного движения сужается. Огибающая звуковых волн 
на плоскости состоит из двух полупрямых, называемых линиями 
возмущений.

§ 4.4. ОБТЕКАНИЕ ВЫПУКЛОГО ТУПОГО УГЛА  
СВЕРХЗВУКОВЫМ ПОТОКОМ  
ТЕЧЕНИЕ П РАН Ц Т ЛЯ —  МАЙЕРА

При сверхзвуковом обтекании тупого угла, большего 180° (рис. 4.11,
а), происходит непрерывное ускорение потока от скорости на уча
стке АО до скорости v3 на стенке ОС. При этом давление, плотность, 
температура в соответствии с законами изэнтропических течений 
уменьшаются.

Поворот потока на конечный угол 90 можно представить как по
следовательные повороты на малые углы 0О', 0О" ,  $<!", ... (рис. 4.11,
б). В результате такой замены получаем обтекание поверхности, со
стоящей из плоских участков 0 i0 2, 0 20 3, 0 30 4, .... При этом в каждой 
угловой точке О и 0 2, 0 3, ... возникает слабая волна возмущений, со
ставляющая с направлением скорости на предыдущем участке угол 
ja  =  arcsin (1/М). Вследствие того, что вдоль направления движения 
число М увеличивается, угол возмущений уменьшается. Поэтому при 
обтекании такой поверхности возникает расходящееся семейство сла
бых волн разрежения, причем первая линия OB [¡Ai =  arcsin(l/Mi)] 
является границей областей невозмущенного I  и возмущенного по
токов, а последняя линия OD представляет собой границу возмущен-



Рис. 4.11. Обтекание выпуклого тупого угла сверхзвуковым потоком

ной области I I  с постоянной скоростью v2 и области I I I ,  в которой 
происходит непрерывное изменение направления и значения скоро- —► —►
сти потока от Vt до v2.

Если участок ломаной линии 0 г 0 2-03... стянуть в точку, то вмес
то расходящегося семейства линий разрежения получим пучок ли
ний разрежения (рис. 4.11, а).

Определим значение скорости потока в области I I I .  Д ля этого 
введем полярные координаты г, е, взяв начало координат в точке О 
(рис. 4.11, в). Угол отсчитываем от вертикали вправо. Соответственно 
введем составляющие скорости по направлению полярного радиуса 
vr и по направлению, перпендикулярному полярному радиусу va. 
Учтем, что обе эти составляющие скорости зависят только от поляр
ного угла е, так как скорость вдоль линии возмущения постоянна. 
Кроме того, введем потенциал скорости ф(г, е). Тогда

vr =  дф!дг =  vr (е), vя =  (Иг) (дф/де) =  vs(&). (4.35)

Так как dvrld& =  (д/де)(дф/дг) — (д/дг)(дф/де), то, используя вы
ражения (4.35), получим

диг/де =  (д/дг) (rvs) =  v3 +  rdv jdr .  (4.36)

Составляющие скорости vr, v3 не зависят от радиуса, т. е. dv jd r  =  
=  0, a dvr/de =  dvjdz, поэтому

vs =  dvr/ds. (4.37)

В качестве второго уравнения для нахождения составляющих 
скорости vr, vs используем уравнение Бернулли (3.50);

( О? +  Vs)/2 +  [k/(k -  1)] p/p =  Ушах/2* (4 38)

Учитывая, что составляющая скорости в направлении, перпенди
кулярном линии возмущения, всегда равна скорости звука, получим

vs =  а =  V  kpjp .



k p /p = V s .  (4.39)

Используя (4.39) и (4.37), приведем уравнение (4.38) к виду 

[{к +  Щ к  — 1)] (dvr/de.)* +  v2,  =  г4х  • (4-40)

Отсюда dvг/dг =  У  {к — 1) (к +  1) ] /  Vmг¡x — и, . Интегрируя это 
уравнение, имеем

Ът =  ОтахЭШ [ V  (к —  I )/(Й + 1 )  (е С)] , (4.41)

где С — постоянная интегрирования.
Используя уравнение (4.37), найдем вторую составляющую ско

рости:

V . =  v  ( к - 1 ) / ( к + 1 )  Ушах COS [ У ( к = Щ к  +  Т) (е +  С)]. (4.42)

Установим теперь зависимость между числом М и углом поворота 
потока 0 (рис. 4.11, в). Д ля этого в формуле (4.41) заменим vr на

Vr — V COS [А =  v У  1 — 1/Ма , а в формуле (4.42) vs на v sinjo, =  а. 

Тогда

vr/v3 =  =  V  (к +  Щ к - l )  tg V ( k - l ) l ( k + l )  (е +  С).

Отсюда

е +  С =  V (k  +  1 )1(к —  1) arctg V ( k - l ) / ( k +  1) V  М2— 1. (4.43)

Из рис. 4.11 видно, что угол поворота потока 0 =  ц +  е — л/2* 
где тг/2 — [х =  arctg ]/ М2 — 1 .

Поэтому

е =  б +  arctg ] / м 2 — 1 . (4.44)

Подставляя в уравнение (4.43) выражение (4.44), устанавливаю
щее зависимость между углами е и б, получаем

С +  б =  У (к +  1 )/(к —  1) а п ^  У (к —  1 )/(к +  1) X 

X ] /М 2 — 1 — arctg М2— 1 . (4.45>
Д л я  определения постоянной интегрирования достаточно восполь

зоваться граничным условием на линии возмущения ОБ, т. е. при 
6 =  0 число М =  М4. Тогда

С =  /  (Л+1)/(А  — 1)' arctg / ( / г - 1 ) / ( £  +  1) ^ М ? — 1 —

— arctg ] / м ?  — 1 . (4.46)=

Отсюда следует, что для данного газа постоянная интегрирования 
С зависит только от числа При М1 постоянная С =  0. Из сравне-
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ния формул (4.46) и (4.45) следу
ет, что постоянная С представляет 
собой угол поворота звукового по
тока до получения заданного чис
ла Mj (рис. 4.12). Этот угол назо
вем фиктивным углом поворота по
тока и обозначим бф. Тогда

M ,> i

Рис. 4.12. Фиктивный и сумм ар
ный углы поворота потока

0 +  0Ф =  V  ( k +  i)/(k— 1) arctg V { k — \) l ( k +  1) Y  M2 — 1 —

— arctg V M2 — 1 . ' (4.47)

Подставляя в уравнение (4.47) 0 =  б0, получаем значение числа 
■М2. Далее, пользуясь основными соотношениями для изэнтропических 
течений (4.21)—(4.23), можно определить давление, плотность и тем
пературу.

Результаты расчета числаМ по формуле (4.47) в [12] приведены в виде 
подробной таблицы значений М в зависимости от угла поворота по
тока 0О при Mi =  1. Там же приведены соответствующие значения 
р/ро, р/ро, 77Т0. Этой таблицей можно пользоваться для расчета па
раметров потока при любом значении Mi- Для этого прежде всего, 
пользуясь таблицей, по заданному значению Mi необходимо найти 
фиктивный угол 0ф. Тогда по величине (9Ф +  0О) суммарного угла 
поворота звукового потока из таблицы можно найти значения М2, 
pdpoi p j Po, Т 2/Т 0.

Используя табличные значения отношения р/р0, можно определить
и коэффициент давления« р =  (р2 — pi)/(pivi2l2). В соответствии с 
формулой (3.70) имеем

p =  - ( 2 / k ) { l / M \ ) ( \ - P2/Pl), (4.48)

где p jp i  =  {pdpо) ^¡(pjpü)- Здесь р2/ро определяется по значению 
суммарного угла поворота потока (0ф +  0О), а p j p 0 — по известному 
значению числа М4.

Найдем максимально возможный угол поворота потока. Очевид
но, что он представляет собой угол поворота звукового потока Vi =  
=  а кр, Mi =  1 до получения после поворота скорости v2 =  vmax, 
•М2 =  сэо.

Подставляя в формулу (4.47) бф =  О, М2 = о о , получаем

0тах ” (тс/2) [У ( k +  l)/(fe— 1) -  1 ] .  (4.49)

При k =  1,4 уГОЛ бтах =  130,4°.
Предельный угол, на который может повернуться сверхзвуковой



I 5 /ОМ,

Р и с 4.13. Зависимость 
предельного угла пово
рота потока от чис
л а  М)

поток, зависит от числа М4:

0пр =  ешах-0ф(М1). (4.50)

Эта зависимость приведена на рис. 4.13.
Если рассматривается обтекание тупого 

угла при 0О >  0пр, то после поворота поток 
следует не вдоль стенки, а по лучу, соответ

ствующему углу 0пр. При этом скорость
V итах, а давление и плотность стремятся 
к нулю (р ->- 0, р —>■ 0). Необходимо отме
тить, что эти результаты получены как пре
дел теории, основанной на гипотезе сплош
ности. Очевидно, что при р 0, р ->  0 ги
потеза сплошности не выполняется.



5
ГЛАВА

ТЕОРИЯ СКАЧКОВ  
УПЛОТНЕНИЯ

§ 5.1. ВОЗНИКНОВЕНИЕ  
СКАЧКОВ 
УПЛОТНЕНИЯ

Одна из особенностей сверхзвуковых течений заключается в том,, 
что в ряде случаев основные параметры, характеризующие движение 
и состояние газа, не являются непрерывными функциями. При тор
можении сверхзвукового потока возникают поверхности, на которых 
параметры потока изменяются скачкообразно. Места резкого скачко
образного увеличения давления, плотности и температуры и умень
шения скорости называют скачками уплотнения.

На рис. 5.1 показаны скачки уплотнения, возникающие при обте
кании остроносого тела сверхзвуковым потоком. В этом случае при 
определенных условиях (см. § 5.5) скачок начинается на острой кром
ке тела и называется присоединенным скачком уплотнения.

Во многих случаях скачок уплотнения образуется на некотором 
расстоянии от носовой части обтекаемого тела и имеет криволиней
ную форму (рис. 5.2, а). Такой скачок уплотнения называется отсо
единенным (отошедшим).

Поверхности скачков уплотнения могут быть перпендикулярны-

Рис. 5.1. Обтекание остроносого тела сверхзвуко
вым потоком



ми направлению скорос
ти набегающего потока 
(рис. 5.2, б), и не пер
пендикулярными ей 
(рис.5.2, в). В первом 
случае скачок уплотне
ния называется прямым, 
а во втором—косым. Оче
видно, что криволиней
ный скачок уплотнения 
(рис. 5.2, а) состоит из 
элемента прямого скач
ка (в центральной час
ти), плавно переходяще
го в криволинейную по
верхность, каждый эле
мент которой представ
ляет собой косой ска
чок уплотнения.

Возникновение скач
ков уплотнения объяс
няется характером рас

пространения возмущений в сверхзвуковом потоке.
В дозвуковом потоке возмущения распространяются во всех на

правлениях, в том числе и против направления скорости потока. 
Поэтому волна повышенного давления, возникающая, например, 
перед телом, распространяясь вперед, деформирует набегающий по
ток, при этом линии тока искривляются уже перед телом. Поток как 
бы заранее приспосабливается к обтеканию тела, «ощущая» его при
сутствие. Вдоль нулевой линии тока скорость непрерывно уменьшает
ся от и«, до V =  0 в критической точке, а давление возрастает от рх  
до давления торможения р0. Поэтому в дозвуковом потоке скачки 
уплотнения не возникают.

В сверхзвуковом потоке возмущения не могут распространяться 
навстречу набегающему потоку. Поэтому непосредственно перед за
остренным телом с малым углом полураствора (0 <  0шах, (см. § 5.5) 
поток не возмущен. При встрече с таким телом направление скорости 
потока внезапно изменяется. Это приводит к скачкообразному из
менению значений скорости потока, давления, плотности и темпера
туры. Тогда возникает присоединенный скачок уплотнения.

При обтекании затупленного или заостренного тела при 0 >  0т ах 
появляется сильная волна повышенного давления, которая распро
страняется навстречу потоку со скоростью, превышающей скорость 
звука. По мере распространения волны повышенного давления ин
тенсивность ее падает. При этом уменьшается и скорость ее распро
странения. Поэтому скачок уплотнения возникает перед телом и на 
таком расстоянии от него, когда скорость распространения волны 
повышенного давления становится равной скорости набегающего 
потока. Расстояние между отсоединенным криволинейным скачком

5

Рис. 5.2. Криволинейный скачок уплотнения (а), 
элементы прямого (б)  и косого (в)  скачков уп
лотнения



уплотнения и телом зависит от формы тела и скорости невозмущенно
го потока.

Очевидно, что чем больше тем ближе располагается скачок 
уплотнения к телу.

Скачок уплотнения представляет собой не поверхность, а слой 
весьма малой толщины (порядка длины свободного пробега молекул). 
Поэтому математически скачки уплотнения заменяют поверхностя
ми разрыва. Исключение составляют, например, скачки уплотнения 
в потоках разреженного газа.

В скачках уплотнения происходит торможение потока — скорость 
потока уменьшается (и2 <  и4), давление, плотность, температура, эн
тальпия возрастают (р2 >  р и р2 >  рь Т 2>  Т и 12 >  ¿1). При этом уве
личивается и энтропия, так как в скачках уплотнения происходят- 
необратимые переходы механической энергии в тепловую.

£ 5.2. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ 
Д Л Я  ПРЯМОГО СКАЧКА УПЛОТНЕНИЯ

Рассмотрим основные свойства скачков уплотнения. Допустим, что 
в некотором сечении АВ  сверхзвукового потока газа образовался 
прямой скачок уплотнения. Обозначим параметры состояния газа до 
скачка р 1у рь Т 1 и скорость а после скачка — р2, р2, Т2, и2. На 
рис. 5.3 показан характер изменения скорости и давления в прямом 
скачке уплотнения. Для определения зависимости между параметра
ми газа за скачком уплотнения и перед ним используем уравнения 
неразрывности, количества движения, энергии и состояния газа.

Уравнение неразрывности, выражающее равенство секундных 
масс газа до и после скачка, представим в виде

(5.1)РА =
Так как количество движения газа при прохождении через плос

кость скачка изменяется в результате разнос
ти давлений (р2 — рд, то

РА (их — Щ))= р2 — р1. (5.2)

-м— ———

1Г, ' 1 1[ и2

Равенство полной удельной энергии перед 
скачком и за ним имеет вид

у?/2 +  г’х =  х)\/2 12 =  £0. (5.3)

Возможность применения этого уравнения 
к сечениям трубки тока, расположенным по 
разные стороны от плоскости скачка, обус
ловливается тем, что процесс сжатия газа в 
скачке уплотнения можно считать адиабати
ческим. При прохождении газа через скачок 
его полная энергия не изменяется, а проис
ходит только перераспределение различных

ч

Р,’Р,'Т< Р2’Р2Лг

р,
1

: \ (р,
2

Рис. 5.3. Характер из
менения скорости и 
давления в скачке уп
лотнения



видов энергии; в результате уменьшения кинетической энергии эн
тальпия газа увеличивается.

Используя уравнение состояния газа, имеем

р2 — RpvT2- (5- 4)
Система уравнений (5.1)—(5.4) позволяет определить параметры 

газа за скачком по их значениям перед ним.
Из условия постоянства полной удельной энергии i0 до и после 

скачка уплотнения следует, что температура торможения в скачке 
уплотнения не изменяется. Тогда, пользуясь формулами (4.3) и (4.10), 
получаем, что в потоках до и после скачка уплотнения максимальная 
г»шах и критическая акр скорости имеют одинаковые значения. Следо
вательно, в потоках до и после скачка уплотнения значения удельных 
расходов ри, полной удельной энергии £0, температуры торможения 
Т0, максимальной t w  и критической акр скоростей одинаковы.

Получим формулу для определения скорости потока за скачком 
уплотнения. Из уравнения (5.2) ut — и2 =  р2/(р2и2) — pJ(pivi)- Умно
ж им  обе части этого уравнения на произведение скоростей v{U2:

Ш  (»1 — о*) =  (Л/Ра) f  1 — (PifPi) »2- (5- 5)
Выразим отношение р/р через скорость потока. Для этого пред

ставим р/р в следующем виде: р/р — a2/k, где а2 можно определить по 
формуле (4.9). Тогда

р/р =  l(k — 1)/(2£)] ( Umax — V2) ; (5.6)

Pi Pi —  [(& — l)/(2 Щ] ( Umax )>

p2lp2 =  \{k 1)/(2&)] ( Umax — Ol)-
Подставляя в уравнение (5.5) отношения p j р2 и p jp i  из (5.7), 

получаем

VjV2 (Ux —  V2) =  i(k — \)/(Щ \  [ Umax К  —  U2) —  VjV2 (ux —  Ua) ]  .

В скачке уплотнения ut Ф  и2. Поэтому, сокращая обе части этого 
уравнения на разность (pi — и2), в результате простых преобразова- 
»ний имеем

Vlv2 =  [(k —  l)!{k +  l)j Umax. ИЛИ VjV2 =  alp. (5.8)

Выражение (5.8) называется формулой Прандтля.
Обозначим приведенную скорость до скачка уплотнения =

— Vi/alt за скачком — =  и2/а2. Тогда из формулы (5.8)

^ , =  1. (5.9)

В формулах (5.8) и (5.9) скорость потока до скачка уплотнения 
•сверхзвуковая: ut>  ai(^t >  1). Поэтому скорость за скачком уплот
нения, равная и2 — a2KP/ui, всегда меньше скорости звука (и2<  а2, 
Я2 <  1). Следовательно, при переходе через прямой скачок уплотнения 
сверхзвуковой поток становится дозвуковым.

24 I (5-7)



Получим формулу для определения отношения v j v i  в зависимости 
от числа Mi. Из формулы (5.8) получим

Wj/t»! =  £*ко/ V2! . (5.10)

Представим выражение а2кр/и12 в следующем виде:

Дкр _  а кр 1 _  Ткр Т 0 1 _  2 /  j . k  —  1 д^2\ 1 

o f  а \ М* T t T t  м *  ft +  1 \  2  V  М? ’

Подставляя полученное выражение в формулу (5.10), имеем

v j v x =  [М? +  2/(k -  1)]/{[(k +  l)!ik — 1)] Ml) . (5.11)

Из формулы (5.11) следует, что чем больше число Mi, тем больше 
относительное изменение скорости в прямом скачке уплотнения, т. е. 
чем больше число Mi, тем интенсивнее скачок уплотнения.

Получим формулы для определения изменения давления p jp u  
плотности p2/pi и температуры T 2lT i  в прямом скачке уплотнения в 
зависимости от числа М^ Из уравнения (5.2)

PilPi =  1 +  b jp i )  vi (1 — vjvy).
Подставляя сюда v jv i  по формуле (5.11) и принимая pi/pt =  

=  kla] , имеем

PJ Pl =  [2kl(k+  I)] М? — (fc — l ) / ( k +  1). (5.12)

Из формулы (5.12) следует, что изменение давления в прямом ска
чке уплотнения для данного газа зависит только от числа М4 
{рис. 5.4). При Mi =  1 отношение p j p i  =  1, а при ->оо отноше
ние неограниченно возрастает.

Для определения отношения p2/pi воспользуемся уравнением
(5.1), т. е. p2/pi =  vi/v2. Подставляя сюда отношение vt/vi из (5.11), 
имеем

Р./Рх =■[(* +  1)/(Л -1)]М ?/[М ? +
+  2 /(k— l)]. (5.13)

Отсюда следует, что при =  1 от
ношение p2/pi — 1, а

l im  J i  =  A ± _ L  .
м̂ —>оо Pi h — 1
Следовательно, при переходе через 

прямой скачок уплотнения плотность 
возрастает, но не более чем в (k +  1)/
/(k — 1) раз (для воздуха при k  =  1,4 
не более чем в шесть раз). Кривая за
висимости от Mi представлена на рис.
5.5.

Рис. 5.4. Относительное изме
нение давления в прямом скач
ке уплотнения в зависимости 
от числа М 1



Рис. 5.5. Относительное измене
ние плотности в прямом скачке 
уплотнения в зависимости от чис
л а  М!

Рис. 5.6. Относительное измене
ние температуры в прямом скач
ке уплотнения в зависимости от- 
числа М 1

Возрастание температуры можно определить, пользуясь уравне
нием состояния (5.4):

7V 7\ =  (p2/Pl) l /(Pa/ Pl), (514)-

где отношения p jp i  и p2/pi можно найти по формулам (5.12) и (5.13).. 
Кривая зависимости отношения T 2lTi от Mj показана рис. 5.6.

Из формулы (5.14) следует, что при Mj =  1 отношение T J T i  =  1, 
а при M i->'оо отношение температур Т21Т{ неограниченно возраста
ет. Например, при Mj =  10 температура воздуха за скачком уплот
нения больше температуры перед скачком примерно в 20 раз.

По известным отношениям v jv^  из (5.11) и T j T i  из (5.14) можно 
определить число М2:

м 2 =  м х (vjv ,)  V t J t T •

Значения p2lpi, р2/рь T 2ITi  и M2 при заданном значении числа. 
Mi можно определить, используя таблицы газодинамических функ
ций для прямого скачка уплотнения [12].

§ 5.3. СРАВНЕНИЕ СЖАТИЯ В СКАЧКЕ УПЛОТНЕНИЯ 
С ИЗЭНТРОПИЧЕСКИМ СЖАТИЕМ

При изэнтропическом течении изменение параметров состояния газа' 
определяется соотношением

Р2 /Р1 =  (рг/рз)*« (5-15)
Из уравнения (5.15) следует, что при неограниченном возраста

нии давления плотность увеличивается неограниченно. Кривую за
висимости давления от плотности при изэнтропическом течении на
зывают изэнтропой.

Получим соотношение, связывающее давление и плотность газа 
до и за скачком уплотнения. Д ля этого воспользуемся уравнениями
(5.12) и (5.13). Из уравнения (5.13)



Рис. 5.7. Изэнтропа и удар
н ая  адиабата в координа
тах р2/ри p2/pi:
/  — изэнтропа; 2 — ударная 
адиабата

Рис. 5.8. И зэнтропа и ударная 
адиабата в координатах Р2/Р 1, 
Т*1Т1:
1 — изэнтропа; 2 — ударная адиабата

1 \ k  —  1 P i / I \ ß  —  1 P i

подставим это выражение в уравнение (5.12). Тогда

р , _  ( к ± ± _ 2 г _  _ Л 1 { ± ± ± _ _ Р г _ \  ( 5 Л 6 )

Р1 \ к — 1 рх / 1 \ к  —  1 рх

Соотношение (5.16) выражает закон ударной адиабаты Гюгонио.
На рис. 5.7 изображены два закона: изэнтропический и закон 

ударной адиабаты в координатах р21р1 и р2/р 1-
Пользуясь уравнением состояния газа до скачка уплотнения р 1 =

— Яр 1Т 1 и за скачком р г — Яр27’2, для прямого скачка уплотнения 
можно вывести зависимость между отношениями давлений р2/р 1 и 
температур Т21Т1. Для этого в уравнении (5.16) надо выразить плот
ность через температуру и давление:

Рг __ /  & +  1 Рг 7*1 __ 1 \  /  /  к 4- 1 _  рг Тг
Рг и - 1  Р1 Т2 ) / { к - 1  р ,  Т 2

Решаем это уравнение относительно Т^Т^.

- £ - [ £ г *  +  ( * )  1 / ( ^ г ^  +  1) -  (5Л 7>
На рис. 5.8, так же как и на рис. 5.7, изображены два закона: 

изэнтропический и закон ударной адиабаты, но только в координатах 
р 21р1 и 7У7У Из рис. 5.8 следует, что при одинаковых отношениях 
давлений температура при скачкообразном (ударном) сжатии больше, 
чем при изэнтропическом. Сильный разогрев газа в скачке является



м,

причинои того, что плотность газа 
за скачком даже при неограничен
ном возрастании давления остает
ся конечной величиной.

§ 5.4. ДАВЛ ЕН И Е ТОРМОЖЕНИЯ 
ЗА ПРЯМЫМ СКАЧКОМ 
УПЛОТНЕНИЯ

Рис. 5.9. Д авление торможения за 
прямым скачком уплотнения

Обозначим 1>1, р1, /?! соответствен
но скорость, плотность и давление 
в сверхзвуковом потоке перед пря
мым скачком уплотнения; и2> Ра» 
р2 — скорость, плотность и дав

ление непосредственно за скачком уплотнения, а р01 и р02 — дав
ления изэнтропического торможения и торможения за прямым скач
ком уплотнения (рис. 5.9). Отношение давлений торможения

Ай/А)1 =  а  (5Л8*
называется коэффициентом восстановления полного давления.

Выведем формулы для определения отношения Рог!р1 и коэффи
циента о. Д ля этого представим отношение р021р1 в следующем виде:

Р02/Р1 =  (Р2/Р1) (Рол/Рг)- (5 - 19>

Отношение р 21р1 найдем по формуле (5.12):

Л / Л = [ ( * — ! ) / ( * +  1 ) ]М ? [2 6 /(£ - ;1 ) -  1/М?]. (5.20)

По формуле (4.5) для изэнтропического течения

Л/Ро*= О — аг/итах)*7'*- 0  
или, используя формулу (5.8),

{1 -  К* -  №  +  1)]
Если в этой формуле заменить отношение скоростей vйivi по фор

муле (5.11), то

Р*1Р02 =  [2 ( к -  Щ к  +  1)»]‘/(* -,) (2 Ш(к -  1) -  МП$)тк- 1). (5.21)

Подставляя в выражение (5.19) значения р21рх и рш!рг из (5.20) 
и (5.21), получим искомую формулу для давления в критической точ
ке за прямым скачком уплотнения:

«2
(5.22)Р02 * - 1  Г (к +  I)2 ]

Р1 к +  1 [2 (*— 1) I
*/(*—!)

[2&/(& — 1) — 1/Л1̂ ]1/(А—1> 

которая при £ =  1,4 приобретает вид 

Р0 2/Р1 =  166,7М?/(7 -  1/М?)2’5 .



Формулы (5.22) и (5.22') называются 
формулами Рэлея.

Зависимость PoJ Pi от Mt изображена на 
рис. 5.10. Для сравнения здесь приведена 
кривая, определяющая давление в крити
ческой точке pojpi  из (4.21) при отсутст
вии скачка уплотнения (давление изэнтро- 
пического торможения).

Исключая из формул (5.21) и (4.21) 
давление р и получаем выражение для ко
эффициента а =  PoJPoi-

Poi'/Pf
Р оЛ

100

50

РоЛ

'Рог/Р .̂

1 м,

Рис. 5.10. Зависимости от
ношений P02ÎPI и Poi/Pl ОТ 
числа Mi

_____  Г (* +  1) __________________________________________  .
k +  i \ _ 2 ( k ~  1) ] f  2k 1 \ U ( k - i )  f  k— l ’

( t + ~ N
(5.23)

при k  =  1,4

a  =  166,7Mj/[(7 — 1/M?)2'5 ( 1 +  0,2Mi)3’5] . (5.23')

Зависимость коэффициента a  от числа Mi приведена на рис. 5.11. 
При Mi =  1 коэффициент а  =  1 (р02 =  р01), а при М4 >  1 коэффи
циент а <  1. С ростом числа Mt коэффициент о  убывает (потери пол
ного давления возрастают).

Значения pojpi  и а можно определить такж е по таблице газоди
намических функций [12].

Формула Рэлея (5.22) позволяет, в частности, определить число 
Mi сверхзвукового потока по замеренным значениям давлений р02 
и pi.

Для наглядности иллюстрации необратимых потерь в скачках 
уплотнения сравним параметры потока за скачком уплотнения и при 
изэнтропическом торможении. В прямом скачке уплотнения энтро
пия по всем линиям тока возрастает на одну и ту же величину. П о
этому за таким скачком уплотнения поток такж е является изэнтро- 
пическим (s2 =  const). Ввиду того что температура торможения Т 0, 
максимальная и критическая скорости в адиабатических потоках 
до и после скачка уплотнения одинаковы, для определения изэнтропы 
за скачком уплотнения достаточно построить семейство изэнтроп 
Р — А>(1 — v 2lvmaX)k/<-k~l ) , соответствующих различным изэнтропиче- 
ским течениям с одинаковой температурой торможения Т„ и перемен
ным давлением торможения р0 (рис. 5.12). Рассмотрим возможные 
скачкообразные переходы с одной из этих кривых на другую.

Определим производную:

d p ld v  =  —  \p%k l{k  —  1)] (1 —  v2l  i& ax)I/U -1 ) 2 v /  Umax.



Рис. 5.11. Зависимость ко
эффициента восстановления 
полного давления от числа 
М,

Рис. 5.12. Необратимые потери в скачках 
уплотнения

Отсюда, используя формулы (4.3) и (4.6), получим йр!&о =  —ри. 
Так как в прямом скачке уплотнения р м  =  р2и2, т°  (ф /^и )1 =  
=  (йр!(Щ2, т. е. углы наклона касательных к изэнтропам до и после 
скачка уплотнения при скоростях соответственно и  и2 должны быть 
одинаковыми.

Найдем отрезки, отсекаемые касательными на оси давления. Из
рис. 5.12 следует, что р =  р +  ри2. Тогда, согласно уравнению (5.2),
Р\ — Рг> т - е - отрезки, отсекаемые касательными к изэнтропам до 
и после скачка уплотнения на оси р, также одинаковы. Следователь
но, скачок с кривой 1 (с энтропией в4) на кривую 2 (с энтропией в2) 
происходит между точками А и В, в которых касательные к кривым 
р — р{ь) совпадают.

Из рис. 5.12 видно, что в скачке уплотнения происходят необра
тимые потери механической энергии. Прежде всего отметим, что в 
скачке уплотнения давление возрастает менее интенсивно, чем при 
изэнтропическом торможении до той же скорости и2(р2<  р2 ).

При ускорении потока за скачком уплотнения до первоначальной 
скорости VI давление в потоке за скачком уплотнения меньше, чем 
давление в обратимом изэнтропическом течении: р (  <  р г. При ус
корении потока за скачком уплотнения до скорости и /, при которой 
давление становится равным первоначальному давлению ри и / <  
При полном торможении потока ( V  — 0) р 0 2  <  ро1. При одной и той 
же скорости VI в потоках до и после скачка уплотнения происходят 
необратимые потери давления, при одинаковом давлении ру — по
тери скорости.

Таким образом, в скачках уплотнения происходят необратимые 
превращения механической энергии в тепловую. Чем сильнее ска
чок уплотнения, чем больше прирост энтропии, тем больше в нем по
тери полного давления.

Установим зависимость между изменением энтропии в скачке 
уплотнения и коэффициентом восстановления полного давления а. 
Значения энтропии перед скачком уплотнения и за ним определяются



по формулам Si =  cjnpi/p* , s2 =  с01пр2/рг . Представим отношения 
pi/pf и p j р* через соответствующие параметры торможения р/р* =  
=  p0/ç>o . Подставляя сюда р0 из уравнения состояния 1/р„ =  R T 0/p0, 
получаем p/pk — R kTo /Ро '• Используя это выражение и учитывая, 
что температура торможения при этом не изменяется, найдем при
рост энтропии в скачке уплотнения:

«а — Si — — cv In (Po2/Poi)ft-1> или s2 — sx =  — R  In a. (5.24)
Отсюда следует, что чем больше прирост энтропии, тем меньше 

коэффициент а, т. е. больше потери полного давления.

§ 55. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ  
Д Л Я  КОСОГО СКАЧКА УПЛОТНЕНИЯ

Рассмотрим обтекание вогнутого тупого угла (клина с углом полу- 
раствора, равным S) сверхзвуковым потоком (рис. 5.13). Как ука
зывалось в § 5.1, при этом непрерывность течения нарушается и при 
определенных условиях возникает косой скачок уплотнения, обра
зование которого можно обосновать следующим образом. Через точ
ку О проведем две линии возмущений: линию OB' под углом fij к пер
воначальному направлению скорости потока =  arcsïn(l/Mi)]
и линию ОВ" под углом ¡д,2 к направлению скорости потока и2 [ц,2 =  
=  arcsin(l/M2)].

Ввиду того что ¡д.2 >  Мч, линия возмущения ОВ” располагается 
перед линией OB', т. е. изменение параметров газа должно закончить
ся на линии возмущения ОВ", лежащей в области, где это изменение 
еще не начиналось. Отсюда следует, что в рассматриваемом случае 
непрерывное изменение параметров газа невозможно. При сравнитель
но небольших значениях угла поворота потока скачок уплотнения 
располагается между линиями возмущения ОВ' и ОВ". Положение 
косого скачка О К  определим с помощью угла р, отсчитываемого от
направления скорости невозмущенного потока

Определим параметры потока за косым скачком уплотнения. Раз-
■ ^

ложим векторы скоростей Vi и у2 на две составляющие: vln, v2n — по

В"

Рис. 5.13. Схема обтекания во
гнутого тупого угла сверхзву
ковым потоком

Рис. 5.14. Составляющие скорос
ти потока до и за  косым скачком 
уплотнения



нормали к плоскости скачка уплотнения и vi t , v2 t — вдоль скачка 
уплотнения (рис. 5.14). Для нахождения скорости, давления, плот
ности и температуры газа за косым скачком уплотнения используем 
уравнения неразрывности, количества движения, энергии и состояния. 
Уравнение неразрывности в этом случае имеет вид

PAn =  Р 2̂ 2 л* (5-25)
Используем уравнение изменения количества движения, применив 

его для направления, перпендикулярного плоскости скачка уплот
нения. Это уравнение можно представить так же, как и для случая 
прямого скачка, с тем лишь различием, что вместо скоростей и v2 
уравнение будет содержать их нормальные составляющие:

Р A n  (v in —  Vin) =  Р а— Pi- (5- 26)
Представим это уравнение для направления, параллельного плос

кости скачка уплотнения: pivin(vi t — v2t) =  О, откуда vlt  =  v2t —
— v t, т. e. касательная составляющая скорости при переходе через 
плоскость косого скачка уплотнения не изменяется. Поэтому косой 
скачок уплотнения — это скачок нормальной составляющей скорости.

При адиабатическом течении полная удельная энергия в скачке 
уплотнения не изменяется v j 2 +  i'i =  v'J2 +  i2 - i0, где vf =i»in+
+  üt> v \  — v 2n +  Vt-

Подставляя в уравнение энергии эти выражения, получаем

v in /2 +  h  =  V2nI 2  -f- 12 =  i0 — vt/ 2. (5.27)

Сравнивая уравнения (5.25)—(5.27) с соответствующими уравне
ниями (5.1)—(5.3), замечаем, что основные уравнения для косого 
скачка уплотнения можно получить из уравнений для прямого скачка 
путем замены в них скоростей потока vt и v2 их нормальными состав
ляющими vin, v 2n и замены полной удельной энергии i0 удельной энер
гией Го =  г0 — vtJ2. Для определения нормальной составляющей 
скорости, давления, плотности и температуры потока за косым скач
ком уплотнения можно воспользоваться соответствующими формулами 
для прямого скачка со следующими изменениями. В формулу (5.8) 
вместо Vi и v2 необходимо подставить vin и v2n, а а^Р нужно заменить 
величиной а^р , найденной по удельной энергии ¿0 =  t0 — v j 2:

ак2р =  {(k -  i)/(k +  1)] 2 (i0 -  vV  2) =  a2KP -  [(k -  1)1 (k +  1)] v2t ,

где акр=  \{k —  \)!{k +  l)]2t0 =  l(k -  \)!{k +  l ) k w
Тогда для определения нормальной составляющей скорости за 

косым скачком уплотнения получим следующую формулу:

“  К* - 1)/(* +  1)] V9} , (5.28)

где

vln =  ojsin Р; vt =  i^cos p. (5.29)



Из формулы (5.28) следует, что значение нормальной составляю
щей скорости потока и2п зависит от VI и угла наклона скачка уплот
нения, причем у 2п< .  а 2 . О т  тех же параметров зависит и скорость-
v2 =  У~ х&п +  ь] . При р =  п/2 составляющая скорости VI =  0 и 
формула (5.28) совпадает с формулой (5.8) для прямого скачка уплот
нения. При сравнительно слабых косых скачках уплотнения (при 
малых углах Р) касательная составляющая скорости по величине 
мало отличается от 1̂ . Поэтому скорость и2 может быть больше ско
рости звука. При сильных косых скачках уплотнения с углом р, близ
ким к я/2, скорость потока за скачком уплотнения дозвуковая. Сле
довательно, в зависимости от угла Р поток за косым скачком 
уплотнения может быть как сверхзвуковым, так и дозвуковым.

Выведем формулы для определения давления, плотности и дав
ления торможения за косым скачком уплотнения. Д ля этого в фор
мулах (5.12), (5.13) и (5.23) для прямого скачка уплотнения доста
точно заменить число М! числом М ^ п р , найденным по нормальной 
составляющей скорости потока v^n. В результате получим:

р2/рх =  [2£/(& +  1)] М! э т 2 р — (к — Щ к  +  1); (5.30)

[ (Л + 1 ) /(Л _ 1 )]М ? 8 1 п * р  , _ 01ч
Ра/Рх = ------;------------------------ *. (5.31 >

М, в т 2 ¡3 +  2/(А — 1)

а =  [± = 1 1  П ± И П * '< * - V  51п, р I \1— ------
и - н  Л 2 ( л — 1) ]  1 л и — 1

1 \ 1/(*—1) / к — \ „2 .------------------ I /1-4- ____  М С1Г»2 Й\
М, б!п2

I I  1 М2 • 2 /с ОГ)\14----- -— М ^ т 2 ^  . (5.32)

Отношение температур определяется, так ж е как для прямого- 
скачка, на основании уравнения состояния:

Т21Тг =  (р21р1)1{р21?1)- (5.33)

Уравнение ударной адиабаты для косого скачка останется, оче
видно, тем же, что и для прямого (5.16) или (5.17), так как в него не 
входят ни скорость, ни полная энергия газа.

Из формул (5.30)—(5.32) следует, что изменение параметров по
тока в косом скачке уплотнения несравненно меньше, чем в прямом 
скачке уплотнения.

При обтекании тел вместо одного может возникнуть система по
следовательно расположенных скачков уплотнения. Такая система, 
например, возникает при обтекании тел, образованных ломаными 
поверхностями. В этом случае расчет каждого последующего скачка 
уплотнения производится по параметрам за предыдущим скачком. 
Суммарный коэффициент восстановления полного давления предста
вим в следующем виде:

°  =  Ро^Рш =  (Ро2^Ро1) (Роз!Р02) ••• (Ро (1+ 1) / Рог)>



где poi — давление изэнтропического торможения; р02, р03, .. .— 
давления торможения за скачками уплотнения (р02 — за первым, 
р03 — за вторым скачком и т. д.).

Учитывая, что р02/р0 1 =  о и Роз^ог =  •••> Poi+JPot =  аи по
лучим

а =  а 1ст2. . . а г. (5.34)

Можно показать, что потери полного давления в системе скачков 
уплотнения оказываются меньше, чем в одном прямом скачке уплот
нения. Это используется, в частности, при торможении потока в 
сверхзвуковых воздухозаборниках.

§ 5.6. ЗАВИСИМОСТЬ УГЛА НАКЛОНА
КОСОГО СКАЧКА УПЛОТНЕНИЯ
ОТ УГЛА ПОВОРОТА СВЕРХЗВУКОВОГО ПОТОКА

Формулы, приведенные в § 5.5, показывают, что все параметры газа 
за косым скачком уплотнения зависят от угла ß — угла наклона скач
ка уплотнения к направлению набегающего потока. Установим за
висимость угла ß от угла поворота потока б. Из рис. 5.14

tg(ß — 0) =  v2J v t. (5.35)

Преобразуем выражение (5.35), используя соотношения (5.28), 
.(5.29) и введя число М^

tg (Р — б) =  i < 4 / «i — №  -  !)/(£ +  Ol М? cos2 р}/(М? X
X sinßcosß). (5.36)

Так как акр1а\ =  T j T i  =  (T KVtT 0) T jT t  -  Щ к  +  l ) ] ^ / ^  
я  T J T  =  1 +  (k — 1)М?/2, то

акр/ aí =  [21 (k +  1) [ 1 +  (k -  1) Mi/2 ] .

Подставляя выражение для <¿p/at в (5.36), получаем

tg (ß — 0) =  [2 +  (k — 1) М? sin2 p]/[(Jfe +  1) Mi sin ß cos ß]. (5.37)

Используя соотношение tg(ß — б) =  (tgß — tg6)/(l +  tgßtg0), 
уравнение (5.37) можно представить в следующем виде:

tg 0 =  ctg ß (Mi sin2ß — l)/{ 1 +  M? \{k +  l)/2 — sin2~p]}. (5.38)

На рис. 5.15 приведено семейство кривых зависимости угла ß от 
угла поворота потока 0 при различных значениях Mi. Из уравнения 
(5.38) следует, что угол поворота потока 0 равен нулю в двух слу

чаях:
а) когда М* sin2ß — 1 =  0, т. е. когда sinß =  1/Mt и ß =  ц. Здесь 

угол наклона скачка уплотнения равен углу возмущения. В этом слу
чае скачок уплотнения преобразуется в слабую волну возмущений;

б) когда ctgß =  0, ß =  я/2 , т. е. в прямом скачке уплотнения.



Из рис. 5.15 следует также, 
что для каждого числа М1 су
ществует максимальное значе
ние угла поворота потока бшах, 
на который сверхзвуковой по
ток может повернуться, пройдя 
через косой скачок уплотнения.
Величина бтах возрастает при 
увеличении числа М1. При за
данном числе М1 одному и тому 
же углу поворота потока б 
соответствуют два положения 
скачка, принадлежащих семей
ству сравнительно слабых и 
сильных скачков уплотнения 
(на рис. 5.15 участок кривой, 
характеризующий сильные скачки уплотнения, проведен пунктир
ной линией).

Если угол полураствора клина бкл меньше максимального угла 
отклонения потока при данном значении числа М1, то возникает при
соединенный (сравнительно слабый) косой скачок уплотнения. При 
этом для определения угла наклона присоединенного скачка уплот
нения нужно пользоваться сплошными кривыми, изображенными на 
рис. 5.15, считая при этом, что угол поворота потока равен углу полу- 
раствора клина (б =  бкл).

Если угол 0КЛ больше 0тах для данного числа Мь  то образуется 
отсоединенный криволинейный скачок уплотнения, расположенный 
на некотором расстоянии от тела. На нулевой линии тока угол нак
лона скачка уплотнения равен я/2, т. е. имеется элемент прямого 
скачка уплотнения. По мере удаления от нулевой линии тока угол 
наклона скачка непрерывно уменьшается от я/2 до При этом нигде 
в скачке уплотнения угол поворота потока не равен 6КЛ. Вдоль кри
волинейного скачка уплотнения угол поворота потока изменяется 
в зависимости от угла р. На нулевой линии тока 0 =  0, затем он воз
растает до бтах, а при дальнейшем удалении уменьшается до б =  0..

^ 5.7. УДАРНАЯ ПОЛЯРА

Так как угол наклона скачка уплотнения зависит от угла поворота
потока, то, изменяя углы б при постоянной скорости у4, получим 
различные углы наклона скачков уплотнения. При этом изменяются
значение и направление скорости потока и2. Поэтому одной и той же 
скорости до скачка уплотнения VI соответствуют различные векторы
скорости 1>2 за скачком. Соединяя концы векторов у2 при неизменной 
скорости VI, получим годограф скорости за скачком уплотнения.

Найдем уравнение годографа скорости и2г,=  /(и2ж, v^). Для этого 
в плоскости годографа направим ось абсцисс вдоль скорости

Рис. 5.15. Зависимость угла наклона 
скачка уплотнения от угла поворота 
потока при различных значениях 
числа М 1
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Рис. 5.16. Составляющие 
скорости потока за  косым 
скачком уплотнения

Рис. 5.17. Ударная поляра

(рис. 5.16). Тогда составляющие скорости по осям координат можно 
представить в следующем виде:

v2x =  v¡ cos ß +  v2n sin ß; üa„ =  ot s in ß — Ü2n c0sß- (5.39)

Используя соотношения (5.28) и (5.29), выражение для v2x можно 
преобразовать:

v2x =  Okp/öi +  [2 l(k +  1)] v1 cos2 ß. (5.40)

Исключим из (5.40) угол ß. Д ля этого воспользуемся свойством 
постоянства касательной составляющей скорости в скачке уплотне
ния. Ввиду того что üi( =  v2t, прямая, соединяющая концы векторов —► ' ►
скорости Vi и v¡¡, должна быть перпендикулярна плоскости косого 
скачка уплотнения.

Из треугольника ABC  следует, что ctg ß =  v2y/(v4 — v2x). Отсюда

cos2 ß =  vlyllivi — v2xf  +  vty] . (5.41)

Подставляя выражение (5.41) в уравнение (5.40), получаем урав
нение годографа скорости:

2 У =  ( » i —  v2x)2
[2/(k +  l ) ]v1 +  a / Vl — v.

(5.42)

Из уравнения (5.42) следует, что годограф скорости за скачком 
уплотнения представляет собой кривую, симметричную относительно 
■оси абсцисс с вертикальной асимптотой v2x =  [21(k +  l)foi +  aKJ v t 
(рис. 5.17). Составляющая скорости v2y равна нулю при следующих 
значениях v2x\

а) при v2x =  v2 =  vu при этом значение и направление скорости 
не изменяются, а скачок уплотнения преобразуется в слабую волну 
возмущений (р =  ц);

б) при выполнении условия v2x — aKPlvi =  0 или v2 =  aKp/v t . 
Это значение скорости потока при заданной скорости Vi соответствует 
прямому скачку уплотнения (точка А  на рис. 5.17).



Следовательно, годограф скорости за скачком уплотнения состоит 
из петли, расположенной между точками Л(и2 =  акрЬ^) и В{и2 =  
=  «1), и двух бесконечных ветвей БD и ВЕ. Кривая, представляемая 
уравнением (5.42), называется строфоидой; петля этой кривой — 
ударной полярой.

Покажем, что бесконечные ветви строфоиды физического смысла 
не имеют. Для этого из начала координат в плоскости годографа ско
рости проведем луч под некоторым углом 0 , который пересечет стро
фоиду в трех точках (1,2,3). Эти точки при заданном угле поворота 
потока дают три математически возможных значения скорости за 
скачком уплотнения. В точке 3, расположенной на бесконечной ветви 
строфоиды, и2 >  Иь т. е. эта точка соответствует скачку разрежения. 
Покажем, что при адиабатическом течении скачки разрежения не
возможны.

В скачке уплотнения р02<  р01. Допустим, что возникает скачок 
разрежения, т. е. газ, наоборот, из состояния 2, характеризуемого 
давлением р2, плотностью р2 и давлением торможения р 02, переходит 
в состояние 1 с давлением Р\<^ Рг, плотностью р4<  р2 и давлением 
торможения /?„1 >  рог. При этом энтропия уменьшается, что следует 
непосредственно из формулы (5.24): в, — =  —ср[п(р01/р02)(м К Так 
как уменьшение энтропии противоречит второму закону термодина
мики, отсюда следует вывод о невозможности существования в адиа
батическом потоке скачков разрежения.

Следует иметь в виду, что условие адиабатичности, на котором 
основывается невозможность скачка разрежения, весьма существенно. 
При неадиабатических течениях скачки разрежения возможны и 
наблюдаются на практике. Примерами скачков разрежения являются 
фронт пламени в потоке газа, скачок конденсации, который возникает 
при конденсации влаги, находящейся в газообразном состоянии в 
сверхзвуковом потоке воздуха.

Ввиду того что в адиататическом потоке скачков разрежения быть 
не может, бесконечные ветви строфоиды физического смысла не имеют.

Таким образом, для данного угла поворота потока 0 возможны 
два значения скорости, соответствующие сравнительно слабым (точ
ка 2) и сильным (точка 1) скачкам уплотнения. Проведем окружность 
радиусом акр с центром в начале координат, которая разделит удар
ную поляру на две части. Точки, расположенные вне этой окружно
сти, соответствуют сравнительно слабым скачкам уплотнения со 
сверхзвуковой скоростью v2, внутри окружности — сильным скач
кам уплотнения с дозвуковой скоростью у2.

Угол наклона касательной к ударной поляре, проведенной из 
начала координат, определяет максимальный угол поворота потока 
бшах для заданной скорости VI. Как отмечено в § 5.6, при малых уг
лах 0](Л (0КЛ<  9тах) образуется присоединенный скачок уплотнения. 
Угол поворота потока при этом равен углу 0КЛ, а из двух возможных 
решений реализуется б о л ь ш а я  скорость потока и2 >  а кР (точка
2 на рис. 5.17). Это подтверждается и тем, что при 0 О значение 
скорости потока за скачком уплотнения должно увеличиваться и 
приближаться к скорости И], а не к а*кр/ь1.
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Рис. 5.18. Отсоединенный 
скачок уплотнения (0Кл >
^бтах)

Рис. 5.19. Семейство ударных поляр

При ®кл >  ®тах возникает отсоединенный криволинейный скачок 
уплотнения (рис. 5.18). Центральный элемент поверхности волны
перпендикулярен вектору скорости ^  (элемент прямого скачка уплот
нения), скорость потока за этим элементом — дозвуковая. По мере 
удаления от точки О вдоль скачка уплотнения углы наклона элемен
тов скачка уплотнения уменьшаются (п/2 >  Р^>(х). На различных 
участках криволинейного скачка уплотнения угол поворота потока, 
степень уменьшения скорости и соответствующее изменение всех ос
тальных параметров потока различны. За участком А А ',  соответ
ствующим сильным скачкам уплотнения, образуется дозвуковое те
чение. Каждой точке на криволинейном скачке уплотнения соответ
ствует определенная точка на ударной поляре.

На рис. 5.19 приведено семейство ударных поляр, построенных 
для различных значений чисел М 1 (1 <  М1 <  оо). Скорости, отложен
ные на диаграмме, отнесены к критической скорости потока а кр.



6
ГЛАВА

П О ТЕНЦИАЛЬНЫ Е ТЕЧЕНИЯ  
ГАЗА

§ 6.1. КРИТЕРИИ  
ПОТЕНЦИАЛЬНОСТИ  
ПОТОКА ГАЗА

Выясним, при каком условии в потоке отсутствуют вихри, т. е. поток 
является потенциальным. Рассмотрим линию тока аА (рис. 6.1). Про
ведем в точке а касательную, направленную вдоль вектора скорости
V и внутреннюю нормаль п. Составим уравнение движения газа в 
проекции на нормаль п:

(6.1)

центростремительное 
ускорение частиц газа.

Допустим, что при переходе от одной линии тока к другой полная 
энергия г0 и энтропия 5 изменяются. Тогда, используя выражения 
(4.1) и (1.16), получим:

+  сИ =  (И0 Ф  0; (6.2)

1 /Т  (Ш —  ф / Р) =  &  ф  0. (6.3)

Исключая из уравнений (6.2) и (6.3) величину 
сИ, находим йр!р =  сИа — — Тёз. Подставляя 
значение йр/р в уравнение движения (6.1), имеем 
и2!г =  —сИ0/кп +  +  Тйэ/йп или

у2/г =  — (1/р )йр/йп, 

где г — радиус кривизны, равный Оа; и2/г

V (йиШ п  —  VIг) =  сИп!с1п —  Т й з / й п . (6.4)

Рассмотрим выражение, стоящее в скобках, 
для чего используем рис. 6.1. Возьмем бесконечно 
близкую линию тока йс и элементарную площадку 
аЬсс1а, ограниченную двумя линиями тока и бес
конечно близкими полярными радиусами Оа и ОЬ. 
Применим к этой площадке теорему Стокса:

Г,аЬсйа =  2(!)7Д<1, =  2шгАгАа.

Кроме того, по определению циркуляции, 
г а м а  =  ^гАа — [V +  (Л>/е?п) Аг] (г — А г) Да, 

или, раскрывая скобки,

Рис. 6.1. Схема 
для  вывода усло
вия потенциально
сти потока



Г abCda — (v —  rd v /d n ) A rA a  -f- (d v /d n ) (Ar)2Aa.

Отбрасывая бесконечно малые третьего порядка, находим

Гabcda =  {v — rdvldn) ArAa =  2cozrArAa.

Отсюда 2coz=  vlr — dv/dn.
Подставляя полученное выражение в (6.4), получаем d i jd n  —

— Tds/dti — —2u)2v, т. e., для того чтобы вихрь отсутствовал, необ
ходимо следующее условие: d i jd n  — Tdsldti =  0.

Очевидно, что это равенство выполняется при г0 =  const и s =  
=  const. В общем случае оно выполняется при

d i j d n  =  0 и ds/dn =  0. (6.5)

Заметим, что случай выполнения условия dijd ti  — Tds/dn =  О 
при d i jd n  Ф  0 и ds/dn Ф  0 не представляет интереса, так как ему 
соответствует движение с линиями тока либо в виде концентрических 
окружностей, либо параллельных прямых [14].

Следовательно, если полная удельная энергия и энтропия при пе
реходе от одной линии т от  к другой не изменяются, то поток газа 
является потенциальным.

Если в сверхзвуковом потоке возникает скачок уплотнения с пря
молинейной образующей, то в потоке за ним энтропия s2 =  const, 
т . е., согласно (6.5), поток за таким скачком уплотнения остается 
потенциальным. В случае криволинейного скачка уплотнения энт
ропия вдоль каждой линии тока возрастает по-разному. Наибольшее 
увеличение энтропии происходит за элементом прямого скачка уп
лотнения. По мере отклонения скачка от прямого возрастание энтро
пии уменьшается, т. е. при этом ds/dn<i 0. Следовательно, за криво
линейным скачком уплотнения поток вдоль линии тока может быть 
изэнтропическим, но энтропия при этом изменяется при переходе 
от одной линии тока к другой. Вследствие этого при переходе через 
криволинейный скачок уплотнения потенциальный поток становится 
вихревым.

§ 6.2. ОСНОВНОЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ  
УРАВНЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛЬНОГО ПОТОКА ГАЗА

Выведем сначала дифференциальное уравнение для плоского уста
новившегося потенциального потока газа. Используем уравнение 
неразрывности, которое в этом случае имеет вид d(pvx)/dx +  
+  d(pvy) /dy  =  0. Выполняя дифференцирование, находим

vxdp/dx +  Vydp/dy +  р (d v jd x  +  dvyldy) =  0. (6.6)

Выразим значения производных др/дх, др/ду через компоненты 
скорости vx , vy, для чего представим эти производные в следующем 
виде:

dp _ dp др _ 1 др д? _  dp др _ 1 др у.
дх dp дх а2 дх ду dp ду а2 ду



Заменим с помощью уравнений Эйлера (3.12) в выражениях (6.7) 
производные от давления р на производные от компонентов скорости:

(6.8)

Используя выражения (6.7) и (6.8), будем иметь

(6.9)

Подставляя выражения (6.9) в уравнение (6.6) и учитывая, что 
vx =  д(р/дх, vy =  дер/ду, получим следующее уравнение для потенциа
ла скорости ф(х, у):

(а2 — Vx)d2<f/dx2 — 2vxvyd2(pfdxdy +  (а2 — v%) д2ц>/ду2 =  0, (6.10)

где а — скорость звука, определяемая по формуле (4.9).
Уравнение (6.10) является основным дифференциальным уравне

нием для плоского потенциального установившегося потока газа.
Таким же образом можно вывести уравнение для установивше

гося пространственного потенциального потока. Д ля этого достаточ
но воспользоваться уравнением неразрывности (3.5). Тогда в резуль
тате аналогичных преобразований получим

(а2 — t>x) д2<р!дх2 — 2vxvyd2q>/дхду +  (а2 — v2y) д2ц>/ду2 —

—  2vxvzd2q>Idxdz —  2vyvzd2((/дудг +  (а2 —  v2z) д2<рIdz2 =  0. (6 . 10')

Уравнения (6.10) и (6.10') являются нелинейными дифференци
альными уравнениями второго порядка в частных производных от
носительно потенциала скорости. В уравнения (6.10) и (6.10') вторые 
производные входят линейно. Поэтому эти уравнения называются 
квазилинейными дифференциальными уравнениями.

Покажем, что в частном случае для небольших скоростей движе
ния газа по сравнению со скоростью звука уравнения (6.10) и (6.10') 
превращаются в уравнение Лапласа. Действительно, деля их почлен
но на а2 и полагая скорости движения газа настолько малыми, что 
величинами vx/a 2, vy/ a 2, vz/a 2, vxvv/a 2, vyvz/ a 2 и vAv J a 2 v c » fc  пре
небречь, приведем уравнение (6.10') к виду д2<р/дх2 -J- д2(р/ду2 +  
+  д \ / д г 2 — 0, т. е. к уравнению Лапласа, справедливому для слу
чая р =  const.

Для решения уравнений (6.10) и (6.10') используются два метода: 
а) метод малых возмущений (метод линеаризации), широко приме
няемый при определении аэродинамических характеристик тонких 
тел при малых углах атаки как в дозвуковом, так и в сверхзвуковом 
потоках; б) метод характеристик для определения поля скоростей 
в сверхзвуковом потоке.



§ 6.3. МЕТОД М А Л Ы Х  ВОЗМУЩЕНИЙ

Рассмотрим основные положения метода малых возмущений. Практи
ческое использование этого метода для определения аэродинамиче
ских характеристик тел приведено в гл. 7—9.

Изучим обтекание тонкого тела под малым углом атаки. Поток 
около такого тела мало отличается от невозмущенного потока. Тогда
составляющие скорости v  в окрестности тела можно представить в 
следующем виде:

v x ^ v c o + v ' x ]  v y =  Vy\ vz =  v’z ,  ( 6 . 1 1 )

—► —► H* —►
a вектор скорости v  =  1»«,+ v , где v  — вектор скорости возмущения, 
a v'x, v'y, v'z — составляющие этого вектора.

Здесь направление оси х  принято вдоль скорости В выражении
(6.11) v'x, v'y, v'a я  v '  —  малые величины ( |ü * | «  v M ; \vy \ <  vx  , \vz |<< 
«  о » ,  \v ' | «  o« ,).

Утверждение о малости возмущений справедливо всюду, за ис
ключением области критической точки, в которой скорость потока 
равна нулю и vx =  —vx , vy =  vz — 0. В области критической точки 
составляющая скорости возмущения vx примерно равна скорости 
невозмущенного потока.

Предполагая, что малому возмущению скорости соответствуют 
малые изменения давления, плотности и температуры, получаем р =  
=  Р» +  р ' ,  р  =  р о о  +  р ' ,  Т  =  Tco +  Т ,  где р' «  р х ,р' «  Рос, т’ «  
С Т ». При этих условиях нелинейные уравнения можно привести 
к линейному виду, т. е. линеаризовать их.

Сущность метода малых возмущений (метода линеаризации) за
ключается в том, что во всех формулах и уравнениях удерживаются 
только малые члены первого порядка. Полученные уравнения и опи
сываемый ими слабовозмущенный поток называются линеаризован
ными. Рассмотрим прежде всего квадрат скорости потока:

Vx =  (voc +  v'xf  =  vio +  2v„ v'x +  v'x2 ;

v2 =  ( ü o o  +  V x ) 2  +  Vy - j -  V z  — Voo +  2 ü o o  V x  +  Vx +  Vy +  vz.

Отбрасывая в (6.12) v / ,  vy, v\,  имеем 

Vx v i  -+- 2vx  v'x ; t>a =  t>i +  2üo„v*. (6.13)

Отсюда v —  ( u ^ o  +  2v00vxYh. Разлагая в ряд, предполагая 
что Vx/Voo «  1, и отбрасывая малые высших порядков, получаем

v =  v00 +  vx . (6.14)

Как известно из (4.9),

а2 =  {(k — 1)/2] ( üm ax — v2) .

(6. 12)



Это же выражение для невозмущенного потока можно предста
вить в виде

=  [(& — 1)/2] ( г 4 а х - У 2оо).

Отсюда а2 =  йао — [(6 — 1)/2](и2 — или, используя (6.13), 
получаем

а* =  а 1 - ( к - 1 ) иоои'х . (6.15)

Отсюда, разлагая в ряд, получаем линеаризованное выражение 
скорости звука:

а =  ах  (1 -  [(к -  1)/2] М2Х ¿х/  и«,}. (6.15')

Найдем теперь давление р  в возмущенном потоке. Из уравнения 
Бернулли (3.49) следует

йр =  — (6. 16)

Интегрируя уравнение (6.16), получаем
V

Р = Р о о —  j  pvdv,

где р „о— давление в невозмущенном потоке.
Применяя теорему о среднем, имеем

Р =  Рос —  Н е *  (» —  vx ), (6.17)
здесь (ри)ср — среднее значение удельного расхода на рассматривае
мом интервале. Так как (ри)ср =  [pooUoo+ (р«>+ р')(°«>+ ü*)]/2, то 
пренебрегая малыми величинами р'и°°, РоЛ, p'vx, найдем (ри)ср =  
=  Pooüoo- Тогда

P ^ P oo- P ^ v^ V ; .  (6.18)

Выражение (6.18) называется линеаризованным уравнением Бер
нулли.

Используя уравнение (6.18), найдем коэффициент давления: р — 
=  —2vx/ v x . Определим угол возмущения в линеаризованном потоке: 
sinp, =  1 /М  =  a/v. Подставляем сюда выражения (6.14) и (6.15'):

Д.11

sin |xj= sin jC  i;----- 1̂ +  m !

Отсюда следует, что в линеаризованной постановке, т. е. при 
vx/ v°o <  1, в любой точке потока угол возмущения ¡i =  ¡i^.

Для того чтобы провести линеаризацию основного уравнения 
(6.Ю), являющегося нелинейным дифференциальным уравнением, 
заменим в нем величины a2, vi, vi, vx, vy по формулам (6.15), (6.13) 
и (6.11). Тогда с принятой точностью



[ а2х  — г£, —  (б +  1) Ооо и*] д2у!дх2 — 2ум ууд2ц>/дхду +

+  [а ! . — (6 — 1)г'<х.^]52ф/5г/2 =  0. (6.19)

Заметим, что вторые производные по координатам от потенциала 
Ф для тонких тел при малом угле атаки являются малыми величи
нами. Например,

д 2Ф 1дх2 =  дих/дх =  д +  и*) /дх  =  дих/дх.

Поэтому, отбрасывая в уравнении (6.19) члены второго порядка и 
деля его на а«Д окончательно имеем

Аналогично можно привести к линейному виду уравнение (6.10') 
для пространственного потока:

Суммарный потенциал скорости линеаризованного потока можно 
представить в виде ф =  ф<» +  ф ', где ф«,— потенциал скорости не
возмущенного потока; в выбранной системе координат ф«, =  у„х , 
а ф'— потенциал скорости возмущения. Очевидно, что функция ф' 
удовлетворяет тем же линейным уравнениям (6.20) и (6.21).

Линеаризованные уравнения (6.20) и (6.21) справедливы как при 
дозвуковых (Мсо <  1), так и при сверхзвуковых (Моо> 1) скоростях. 
Однако методы решения этих уравнений при Мм<  1 и Моо> 1 различ
ны, так как при М,»< 1 уравнения (6.20) и (6.21) являются уравне
ниями эллиптического типа, а при М«, >  1 — гиперболического.

^ 6.4. ЛИНЕАРИЗОВАННОЕ ОБТЕКАНИЕ  
ТУПЫХ УГЛОВ СВЕРХЗВУКОВЫМ ПОТОКОМ

Рассмотрим обтекание тупых углов сверхзвуковым потоком в линеа
ризованной постановке, предполагая, что углы мало отличаются от 
180° (рис. 6.2). Угол Д0 будем считать положительным в случае об
текания угла, большего 180° (рис. 6.2, а), и отрицательным в случае 
обтекания угла, меньшего 180° (рис. 6.2, б).

Очевидно, что скачок уплотнения преобразуется в слабую волну 
возмущения, т. е. р =  ц, а веер линий разрежения — в одну линию
разрежения. Здесь tg [х =  1/)/~М2 — 1. Тогда, проводя, линию 
возмущения у  =  получим области невозмущенного /  и возму
щенного I I  потоков. Составим граничные условия задачи. В области 
/  скорость всюду постоянна и равна и1; т. е. в области /  (у >  
>  *^М-) ъ'х =  =  0, ф' =  0.

На второй стенке, т. е. при у  =  —- хД0, выполняется следующее 
граничное условие: —у'у/и'х =  Д9 или —и'у/(и1 +  и'х) =  Д0. Отсюда 
в пределах линеаризованной теории, отбрасывая величину второго 
порядка малости у'х А0, получаем

(1  —  М 2Х )  д 2ф /д х 2 +  д 2Ф/ду2 —  0 . (6.20)

(1 — М ») д2у /д х 2 +  д 2ф 1ду2 д 2ф /д г 2 =  0. (6.21)



Рис. 6.2. Линеаризованное обтекание тупых углов сверхзвуковым 
потоком

у'у — — ухД0. (6.22)

Потенциал скорости возмущения удовлетворяет волновому урав
нению (6.20), общим решением которого является функция

Ф' =  ¡1 (У ~  х  tg ц) +  Ь ( у + х  tg ¡а). (6.23)
В этом можно убедиться путем непосредственной подстановки 

функции (6.23) в уравнение (6.20). Здесь /4 и / 2 — произвольные функ
ции, определяемые из граничных условий задачи. В рассматривае
мой задаче обтекания тупых углов частное решение / 2 (у  +  д^[д,) 
физического смысла не имеет, так как линия возмущения у  +  =  
=  0 наклонена навстречу потоку, что физически невозможно. Поэто
му функцию ф' можно представить в виде

<Р' =  ЫУ — х1ё\х) ,

т. е. потенциал ср' вдоль линии возмущения у  — =  0 не изме
няется.

Дифференцируя функцию ср' по х  и у, находим составляющие ско
рости; и'х =  да'/дх =  — / ^ ц ,  V’ =  дц'/ду =  / ь где Д — производная 
функции ¡ 1  по аргументу (у — л ^ ц ). Отсюда

=  — ь'у/ ] / м ? — 1 .

Используя граничное условие (6.22), получаем

ь 'х =  v1̂ Q I У  М, — 1 . (6.24)

Из формулы (6.24) следует, что если Д9 > 0  (тупой угол больше 
180°), то их >  0. При этом у2>  т. е. происходит течение разреже
ния. Если Д9 <  0 (тупой угол меньше 180°), то их < 0 ,  и2 <  что 
соответствует течению уплотнения. Линию возмущения при Д0 >  О 
назовем линией разрежения и обозначим пунктирной линией, а при



Аб <  0 — линией уплотнения и обозначим 
сплошной линией (рис. 6.2, а).

Найдем изменение давления. Для этого 
воспользуемся линеаризованным уравнени
ем Бернулли (6.18):

Рг =  Рх—  2?хДб /  |/~м ! — 1 , (6.25)

где ^  =  р1з̂ 12/2  — скоростной напор не
возмущенного потока.

Отсюда найдем коэффициент давления:

Р =  (Рг —  Л)/<71 =  — 2Аб/ | / м ?  — 1 .

(6.26)

При Аб >  0 (рис. 6.2, а) р < О, а при 
Дб <  0 (рис. 6.2, б) р >  0.

^  6.5. МЕТОД ХАРАКТЕРИСТИК

Метод малых возмущений, описанный выше, позволяет получить 
аналитическое решение уравнений газодинамики, основанное на ли
неаризации этих уравнений. Рассмотрим также метод численного 
решения исходного нелинейного дифференциального уравнения в 
частных производных (6.10).

Из различных численных методов в газодинамике наиболее раз
виты разностные методы, к которым относится, в частности, и метод 
характеристик. Изложим основную идею метода характеристик при
менительно к плоскому установившемуся потенциальному потоку 
газа. Введем понятие о характеристиках в плоскости потока.

Предположим, что газ движется слева направо со сверхзвуковой 
скоростью V  >  а. В каждой точке плоскости х, у  можно провести два 
направления линий возмущения. При переходе от одной точки к дру
гой направление линий возмущения изменяется, так как значения 
у и а в различных точках плоскости х, у  в общем случае различны. 
Имея это в виду, найдем в плоскости х, у  (рис. 6.3) такую кривую 
у  =  у(х), в каждой точке которой направление касательной совпада
ло бы с направлением одной из линий возмущения для данной точки. 
Эту кривую назовем характеристикой.

Из рис. 6.3 следует, что tgц =  tg(-r —- ^ )_ ^ ш и _ 1 ^  =  — tgб)/ 
/(1 +  tg1ftg0). Учитывая, что tg(x — 1/ У  (и2/а2) — 1, tg-1' =  йу/йх, 
1|?б =  Ру/у*, имеем

1/(а2/а2) — 1 (йу/йх  — Vy!vx) =  1 4- (оу1ох) йу/йх.

После небольших преобразований ¡получаем уравнение

(а* — а2) (йу!йх)2 — 2уруйуШ х  +  ( — а2) =  0. (6.27)

Рис. 6.3. Построение ха
рактеристик в физиче
ской плоскости



Рис. 6.4. Характеристики в физической плоскости (а )  и в плоскости годо
графа скорости (б ):
/  — характеристика первого семейства; 2 — характеристика второго семейства

Отсюда

йу!(1х (юхьу ±  УV2, — а2) /(  Ох — а2) . (6.28)

Уравнение (6.28) является дифференциальным уравнением харак
теристик. Отсюда следует, что если v >  а, то уравнение (6.28) имеет 
два различных вещественных корня. В соответствии с этим через 
каждую точку плоскости х, у , где V >  а, можно провести два элемента 
характеристик, а вся плоскость может быть покрыта д в у м я  
семействами характеристик. Уравнение (6.10) в этом случае явля
ется уравнением гиперболического типа.

Для определенности интегральные кривые у  =  у(х), соответст
вующие уравнению (6.28) с положительным знаком перед радикалом, 
назовем характеристиками первого семейства, а интегральные кри
вые у  =  у(х), соответствующие отрицательному знаку перед ради
калом, — характеристиками второго семейства.

Если V =  а, то уравнение (6.28) имеет один вещественный корень, 
т. е. при V =  а получим только о д н о  семейство характеристик. 
В этом случае уравнение (6.10) является уравнением параболического 
типа. Из уравнений (6.28) следует, что для определения характери
стик в физической плоскости надо знать поле скоростей ух (х, у), 
уу{х, у).

Определим изменение скорости вдоль характеристик в физической 
плоскости. Пусть в точке А (рис. 6.4, а) известны значение и направ
ление скорости потока V.  Тогда в плоскости ( и х , иу) точке А  будет 
соответствовать точка А '.  При перемещении вдоль характеристики



первого семейства в плоскости х, у  (вдоль кривой Л Л ^ . . . )  концы 
векторов скорости опишут кривую А 'А ХА %' . . . — характеристику 
первого семейства в плоскости годографа скорости (рис. 6.4, б). Ана
логично, характеристике второго семейства ЛЛ3Л 4... (рис. 6.4, а) 
в физической плоскости будет соответствовать характеристика вто
рого семейства А 'А 3'А,/... (рис. 6.4, б) в плоскости ьх, Уу.

Характеристики в плоскости ох, уу располагаются в области, ог
раниченной двумя окружностями, описанными из начала координат 
радиусами а Кр и утах (рис. 6.4, б): акр <  V с  утах.

Д ля того чтобы найти уравнение характеристик в плоскости го
дографа скорости, воспользуемся уравнением (6.10), которому долж
ны удовлетворять составляющие скорости их и vy сверхзвукового по
тока газа. Эго уравнение представим в следующем виде:

(а2 — у2х) — ухуу 1 ~  +  +  (а2 — »*) — ■ =  0 (6.29)
дх \  ду дх  )  ду

ИЛИ

(а>_ й ) ------- V .  _ „ А
\  дх а3 — ^  <5г/ у у \ дх у у

(6.30)

Рассматривая изменение скорости вдоль характеристик у  =  у  (х), 
составим два очевидных соотношения:

йох!йх =  дих/дх +  (дих/ду) й у /й х  =  дюх/дх -\-:тдих/ду,

йьу!(1х =  дОу/дх +  (дьу1ду) йу /йх  =  дуу1дх +  тдуу1ду, (6.31)

где т  =  й у /й х  — тангенс угла наклона касательной к характерис
тике в плоскости х, у.

Кроме того, для потенциального потока составляющие скорости 
связаны соотношением

дхзу!дх — дух/ду  =  0. (6.32)

Используя выражения (6.31) и (6.32), приведем уравнение (6.30) 
к виду

(а2 — у*) ^  =  ( * _ #  ( т +  X
ах йх \ а2 — V*)

X Г dvv рх рЛ т + ( ° * - рр А р«р»)Д ЦЦу.
[ д х  ( « e - « í )  [ * + « » .  V ( a * - ^ ) 1  5 í /

=  0. (6.33)

Уравнение (6.33) выполняется вдоль характеристик в плоскости 
х, у, и поэтому входящие в него составляющие скорости vx и vv явля
ются составляющими скорости вдоль этих характеристик. Отсюда 
следует, что это уравнение является дифференциальным уравнением 
характеристик в плоскости годографа скорости. Рассмотрим дробь, 
стоящую в квадратных скобках уравнения (6.33):



А =  [т +  (а2 — у2у)1ихуу]/[(а2 — и*) {гп +  vxvy)/(a2 —  и*)] =

=  [ти^уКа} — ^ ^  +  (а2 —  и1)/(а2 — ь2х)]/[т +  ихиу/(а 2— и2х) ] .
(6.34)

Используя известное свойство квадратного уравнения (6.27), имеем

тх +  т 2 =  Ъ хьу! ( V2 — а2) ; т^  =  ( и2у —  а2)/(  — с2), (6.35)

где ти т2 — тангенсы углов наклона касательных к характеристи
кам соответственно первого и второго семейств в плоскости х, у.

Тогда выражение (6.34) можно привести к виду

А =  — [т {т-х +  т2) — 2т1т г]/{2т — т х — т2).

Вдоль характеристик первого семейства, для которых т =  т1, 
А  =  —т1. Вдоль характеристик второго семейства, для которых 
т  =  т2, А — —т2, т. е. А =  — т  =  —йу/йх.

В таком случае выражение, стоящее в квадратных скобках урав
нения (6.33), является полной производной йиу/й х  вдоль характе
ристик в плоскости х, у. Тогда уравнение (6.33) можно представить 
в виде

(а2 — VI) &ох1 йх  — [юхиу -1- (а 2 — (т  +  ьхуу)!(а2 — у1)]йиуШ х=0,  

откуда

=  (а2 — и*)/ +  (°2 — [т +  ихиу/(а2 —  VI)]} ,

или <&у!йих =  1/[2уа.иу/(а 2 — и*) +  т ].
Используя выражение (6.35), получаем

^у1йюх = \1 (т  — тх — т2). (6.36)

Отсюда следует, что для характеристик первого семейства, где 
т  =  т и

( с ^ / Л ^  — — Цт2 =  — 1/(йу/йх)2, (6.37)

а для характеристик второго семейства, где т  =  т2,

(& у/ ^ х)2 =  — 1 / т х =  — 1/(йуШх)1. (6.38)

Подставляя сюда выражения (6.28), приведем уравнения харак
теристик в плоскости годографа скорости (6.37) и (6.38) к виду

& у/йух =  ( и* — а2) /  {у^у  ± а ] / Г ь2х +  VI — а2 ) .  (6.39)

Из дифференциальных соотношений (6.37) и (6.38) следует, что 
при выборе осей х  и у  параллельно осям и и у характеристика пер
вого семейства в произвольной точке плоскости х, у  перпендикулярна 
характеристике второго семейства в соответствующей точке плос
кости ьх, vy и, наоборот, характеристика второго семейства в плос
кости х, у  перпендикулярна характеристике первого семейства в плос



кости vx, vy (рис. 6.4). Вдоль характеристик в физической плоскости 
составляющие вектора скорости потока удовлетворяют обыкновен
ному дифференциальному уравнению в переменных vx, vv, поскольку 
правые части уравнений (6.39) зависят только от vx и vy и не зависят 
от координат х, у. Поэтому для любых безвихревых течений газа ха
рактеристики в плоскости годографа скорости имеют всегда один 
и тот ж е вид и могут быть точно рассчитаны. При этом следует иметь 
в виду, что в физической плоскости х, у  характеристики для разных 
задач различны.

Проинтегрируем уравнение (6.39). Для этого перейдем от перемен
ных vx, vy к переменным и и S, где В — угол наклона вектора ско
рости к оси х. Правую часть уравнения (6.39) легко привести к пе
ременным V и 0:

{dvyld v x)1=  — 1 l(dyldx)2 =  — ctg(0 — ¡a) ;

(dvy/dvx)z =  — \!(dyldx)l =  — ctg(0 +  n),

т. e. уравнение характеристик в плоскости годографа скорости можно 
представить в таком виде:

dvyldvx =  — ctg (0 ±  ¡a). (6.40)

Переходя в левой части этого уравнения к новым переменным 
v и В (vx =  ucos0, vy =  usin0, dvx =  cos Bdv — usin0d0, dvy =  
=  sin0du +  vcosBdB), получаем

dB — {[sin 6 +  ctg (0 ±  ¡a ) eos 0]/[sin 0 ctg (0 ±  ¡a) — eos 0]} dvlv,

или

dB =  {[tg 0 tg (9 ±  ¡a) +  l]/[tg  0 — tg (0 ±  ¡a)]} dvlv, 

откуда dB =  ± ( l / t g \i)dv/v, но tg¡A =  l/( \  (v2la2) — 1), а потому

dB — ±  У{ь*1а?) — 1 dvlv. (6.41)

В результате интегрирования уравнений (6.41) получаем уравне
ния характеристик в плоскости годографа скорости:

0 =  ±  [ V  {k +  l)/(k — 1) arctg V  ( k — \ ) l ( k + l )  1/M 2- 1  -

— arctg / М 2— 1 ] +  С, (6.42)

где знаки «+» и «—» относятся к различным семействам характе
ристик, а С —■ постоянная интегрирования.

В уравнении (6.42) 1 < М < о о ,  что соответствует изменению 
скорости потока от акр до игаах.

Характеристики в плоскости потока (6.28) и годографа ско
рости (6.42) позволяют рассчитать поле скоростей в плоском уста
новившемся сверхзвуковом потоке.

Ниже это показано на конкретных примерах.



§ 6.6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОЛЯ СКОРОСТЕЙ  
В ПЛОСКОМ УСТАНОВИВШЕМСЯ  
СВЕРХЗВУКОВОМ ПОТОКЕ 
МЕТОДОМ ХАРАКТЕРИСТИК

Рассмотрим решение некоторых частных 
задач.

З а д а ч а  1. В физической плоскости х, у  на не
которой кривой ¿45 (рис. 6.5), не являющ ейся харак 
теристикой, даны скорости потока. Требуется опре
делить скорости потока в области, ограниченной 
этой кривой и двумя характеристиками А С  и ВС 
разных семейств, проведенными из точек А я В. Эти 
характеристики надо определить в процессе решения 
задачи.

Рассмотрим на кривой АВ  ряд точек А\, ..., А 1, Л{+], ... и проведем из к а ж 
дой точки линии возмущения двух направлений. Уравнения этих прямы х в ко
нечных разностях имеют вид у—у 1 = т ц (х — Х1)  и у—У1 = т 21(х—х{).

Обозначим точки пересечения линий возмущ ения разных направлений, про
веденных из соседних точек, Ы2, ..., N¡. Координаты точки Лг/ определяю тся 
из уравнений у —у 1 =тх 1 (х—х{), у—у 1+1= т 2и +1)(х— х1+\), где Хи у и х/+и У1 + 1  — 
координаты соседних точек на кривой АВ.  Точки Ы\, к 2, —> М/ мож но принять 
за точки пересечения характеристик разного семейства. Назовем их узловыми  
точками. Их количество на единицу меньше количества выбранных точек на 
кривой АВ.

Для определения скорости потока в узловы х точках достаточно составить 
уравнения соответствующих характеристик в плоскости годографа скорости 
(6.37) и (6.38). В конечных разностях они имею т вид

1 1
Ь  ~  "Я  =  ~  “  ржг)> °У ~  ~  7ГТ ( °х ~  их м ) -тг1 ти + 1

Решая эту систему уравнений, найдем составляющие скорости в узловой  
точке Ы/.

Таким образом можно найти скорости во всех узловых точках N.  П рини
мая эти точки за начальные и проводя дл я  них те ж е расчеты, можно опреде
лить скорости в последующих узловых точках и т. д. В результате найдем поле 
скоростей в узловых точках в криволинейном треугольнике, ограниченном кри
вой АВ  и двумя характеристиками АС  и ВС. Точность расчета зависит от ко 
личества выбранных точек на исходной кривой АВ. Чем их больше, тем точнее 
результаты.

З а д а ч а  2. Заданы  скорости на двух характеристиках АВ  и АС  разны х 
семейств, выходящих из точки А  (рис. 6 .6). Требуется определить поле ско
ростей в криволинейном четырехугольнике, ограниченном данными характери с
тиками и двумя характеристиками ВО  и СО, исходящими из точек В  и С, к о 
торые надо определить в процессе решения задачи.

Рассмотрим на дугах АВ  и АС  ряд  точек Л[, Л2, ... и В,, В2, ... Т огда у зл о 
вую точку Р\, найдем как точку пересечения линий возмущения разного н ап р ав 
ления, проведенных из точек Л[ и В?.

У — УЛг =  т 1 А  (х  — ХА,У, У ~ У в , =  т 1 В1 (X ~  .

Составляющие скорости в этой точке определяются из уравнений

1 1
о, -  ЩА1 =  -  ( В, -  -  vyBi =  -  -  ихВ1).

Затем можно определить координаты узловой точки Р2 и составляю щ ие 
скорости в ней, принимая за начальные данны е известные составляю щ ие ско-



/

в

Рис. 6.6. Схема для реш е
ния задачи 2

Рис. 6.7. Схема для реше
ния задачи 3

рости в точках В2 и Р 1 и т. д. Таким образом, можно определить поле скоростей 
в узловых точках в криволинейном четырехугольнике АВПС.

З а д а ч а  3. Заданы  скорости на характеристике АВ. Известно, что точ
к а  А  лежит на твердой стенке. Требуется определить поле скоростей в области, 
ограниченной дугой АВ, твердой стенкой АС и дугой ВС характеристики друго
го семейства, которая определяется в процессе решения задачи.

Возьмем на характеристике А В  ряд точек А ь Л 2, А 3, ... (рис. 6 .7 ). Из точ
ки А\ проведем линию возмущ ения второго направления до пересечения со стен
кой в точке Ы\. Координаты этой точки определяются из совместного решения 
уравнений линий возмущения у  — у А1 =  (х  — ^Л,) и заданной поверх
ности стенки у= у(х ) .  О трезок А\Ых можно принять за элемент характеристики 
второго семейства, а точку —  за  точку пересечения проведенной из точки А\ 
характеристики второго семейства со стенкой. Кроме того, учтем, что в точке 
N 1 направление скорости известно — на основании граничного условия безот
рывное™  обтекания (условия непротекания) она направлена вдоль касательной 
к поверхности, т. е. в точке долж но выполняться условие иу/  =  (¿у/йх)М1. 
П оэтом у составляющие скорости потока в этой точке определяются из совме
стного решения уравнения характеристики в плоскости годографа скорости 

—  °УА, =  ~  ( «х —  Х)ХА,)1 т 1 Аг и Уравнения оу =  г>ж (с 1 у М х )^  .
Затем, зная составляющ ие скорости потока в точках А 2 и Ыу так же как 

в задаче 2, можно найти скорость потока в точке Р\. Скорость потока в точ
ке определяется аналогично скорости в точке N 1. Таким образом, последо
вательно рассчитываем скорости в узловых точках, расположенных в облас
ти АВС.

Отметим, что рассмотренные здесь основные задачи можно использовать при 
решении общей задачи, например для расчета обтекания профиля произвольной 
формы сверхзвуковым потоком [3].



7
ГЛАВА

ПРОФИЛЬ И  КРЫ ЛО  
КОНЕЧНОГО РАЗМ АХА  
В НЕСЖ ИМ АЕМ ОМ  ПОТОКЕ

§ 7.1. ПЛОСКИЕ  
ПОТЕНЦИАЛЬНЫЕ ТЕЧЕНИЯ 
НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ

Функция тока. При исследовании плоских потенциальных потоков 
кроме потенциала скорости ср [см. (2.24)] большое значение имеет 
функция тока. Рассмотрим ее применительно к плоскому установив
шемуся потенциальному потоку несжимаемой жидкости.

Из уравнения неразрывности (3.9) дих/д х  =  д(—ьу)/(1у. Это ра
венство означает, что дифференциальный двучлен {ух<1у — ууйх) равен 
полному дифференциалу некоторой функции г|э:

(7.1)Ьхйу — ЬуйX :

Кроме того, используя уравнение линии тока (2.8) йх/ух — с1у/иу, 
имеем

ух<1у — ууйх — 0. (7.2)

Сравнивая выражения (7.1) и (7.2), получаем, что вдоль линии 
тока =  0, откуда, интегрируя, найдем уравнение семейства линий 
тока

■ф (х, у) =  С, (7.3)

где С — произвольная постоянная.
Различным линиям тока соответствуют различные значения по

стоянной С. Функция 1); называется функцией тот.
Из соотношения (7.1) следует, что составляющие скорости V;' и 

уу можно выразить через функцию тока:
(7.4)их =  д\р/ду, уу — — д^/дх.

Составляющие скорости ух и иу представим также в виде производ
ных потенциала скорости <р [см. (2.24)]:

ух =  ду/дх, иу =  ду/ду. (7.5)

Сравнение формул (7.4) и (7.5) приводит к важному соотношению

дф/дх =  д^/ду, дц>/ду — — д^/дх. (7.6)

Если потенциал скорости ф, являющийся функцией координат 
х и у, приравнять постоянной ф (х, у) — С, то, очевидно, будем иметь



семейство линий, обладающих тем свойством, что вдоль каждой такой 
линии потенциал скорости сохраняет постоянное значение. Такие 
линии называются эквипотенциальными.

Из формул (7.6) следует соотношение между функциями ф и ар, 
т. е. (ду/дх)д$/дх  +  (дф/ду) д ^ /д у  =  0. Это соотношение является 
условием ортогональности кривых ф(лт, у) =  С и г]з (х, у) — С. Таким 
образом, в плоском установившемся потенциальном потоке семей
ство линий тока и семейство эквипотенциальных линий ортогональны.

Потенциал скорости и функция тока удовлетворяют уравнению 
Лапласа:

Уравнение (7.7) следует из уравнения неразрывности d v jd x  +  
+  dvy/dy  =  0 после подстановки в него выражений (7.5), а уравнение 
(7.8) — из условия потенциальности потока dvy'дх — d v jd y =  0 в 
результате использования выражений (7.4).

Метод наложения потенциальных потоков. В исследовании потен
циальных потоков большое практическое значение имеет метод на
ложения потенциальных потоков, заключающийся в следующем. 
Пусть имеется два потенциальных потока, обладающих потенциалами

и Фг. удовлетворяющими уравнению Лапласа (7.7):

d ^ J d x 2 +  д2Ф J d y 2 =  0; д2ф2/дл:2 +  д2ф г!ду2 =  0.

В таком случае вследствие линейности этого уравнения потен
циал скорости, равный их сумме ф =  Ф1 +  ф2, также удовлетворяет 
уравнению Лапласа, т. е. представляет собой некоторый новый поток 
несжимаемой жидкости.

Новый сложный поток с потенциалом Ф =  Ф1 +  ф2, является ре
зультатом наложения двух исходных потоков, т. е. результатом гео
метрического суммирования в каждой точке пространства скоростей 
первого и второго потоков, так как для сложного потока vx= dq/dx  =  
=  d(fi/dx+d(f2/d x = v lx+ v 2x\ vy =  д ф у  =  д ^ /ду+ д(р2/ду  =  viy+ v2y.

Аналогично можно показать, что для нового сложного потока 
функция тока г|з =  +  я|э2.

Следовательно, наложение двух (и более) потоков сводится к про
стому алгебраическому суммированию потенциалов и функций тока 
исходных потоков. Поэтому, имея ряд решений, соответствующих 
некоторым простейшим течениям жидкости, путем суммирования 
их в различных сочетаниях можно получить решения, соответствую
щие более сложным течениям.

Комплексный потенциал. Эффективным методом изучения свойств 
плоского течения является метод комплексного переменного, полу
чивший в аэродинамике большое применение. Основные функции, 
характеризующие свойства плоского потенциального течения, — 
функция тока я|з (х,у) и потенциал скорости ср(х, у) определяются 
соотношениями (7.6).

В теории функции комплексного переменного эти соотношения,

д2ф/дх2 +  д2Ф 1ду2 =  0; 

д ^ / д х 2 +  дЦ>1ду2 — 0.

(7.7)

(7.8)



как известно, носят название уравнений 
Коши—Римана и выражают то условие, 
что комплексная комбинация из этих функ
ций от двух действительных переменных, 
т. е. ф(л;, у) +  i г|)(л;, у), является аналити
ческой функцией комплексного переменно
го z =  х  +  iy. Обозначим эту функцию

w (z) =  ф +  пр. (7.9)

Функцию w(z) называют комплексным 
потенциалом или характеристической 
функцией течения.

Как показано ниже, комплексный по
тенциал w(z) дает возможность использо
вать хорошо разработанный аппарат теории функций комплексного 
переменного для решения задачи об обтекании тел и играет исключи
тельно важную роль в аэродинамике плоскопараллельных течений.

Введем понятие о комплексной скорости. Возьмем производную 
от комплексного потенциала w(z) по комплексному переменному z. 
Как известно из теории функций комплексного переменного, произ
водная dw/dz =  д(р/дх-\1д\р/дх = —idq>/dy : д\\/ду. Отсюда, используя 
выражения (7.4), получаем

dw/dz =  vx — iVy. (7.10)

Производная dw/dz  называется комплексной скоростью. Очевидно, 
модуль комплексной скорости бедет давать значение самой скорости 
V. Комплексную скорость можно интерпретировать геометрически 
как вектор, представляющий собой заркальное отображение отно
сительно действительной оси вектора скорости vx +  ivy (рис. 7.1). 
Выражению (7.10) для комплексной скорости можно придать такж е 
и другой вид. Д ля этого представим составляющие скорости vx , vy
в виде Уд =  ü c o s Q * , vy =  usinS* ( б *  — угол наклона v). Тогда

dw/dz =  V(cos 6* — ¿sin 0*) — ve~í0*. (7.11)

Из выражений (7.9) — (7.11) следует, что если известен комплекс
ный потенциал потока, то достаточно просто можно определить линии 
тока "ф =  С, где функция тока if равна мнимой части комплексного 
потенциала: =  Jm  [до(г)], а также направление и значение скорости 
потока в любой точке (по значению производной комплексного потен
циала dw/dz).

Примеры плоскопараллельных потенциальных течений. Рассмот
рим прежде всего наиболее характерные примеры простейших плос
ких установившихся потенциальных потоков, комбинацией (нало
жением) которых можно получить сложные практически важные по
токи.

П р я м о л и н е й н ы й  р а в н о м е р н ы й  п о т о к .  Пред
положим, что плоское течение задано комплексным потенциалом

Рис. 7.1. Определение 
комплексной скорости



Рис. 7.2. Источник в н а 
чале координат

где а =  di — ia2 — комплексная величина.
Требуется определить характер течения.
Подставляя в (7.12) выражения w, а и 2, 

получаем ср +  гг]) =  (ах — ia2)(x +  iy), отку
да, приравнивая действительные и мнимые 
части, находим <р =  ахх  +  а2у, г|з =  —а2х  +  
+  «i У-

Приравнивая функции ф и о|> постоянным, 
составляем уравнения эквипотенциальных ли
ний и линий тока:

ахх  +  агу =  Cv  —  а2х  +  аху =  С2,

т. е. уравнения семейств взаимно ортогональ
ных прямых. В этом случае комплексная ско

рость йю/с1г =  а =  ах — ¿а2. Следовательно, поток течет по прямым, 
наклоненным к оси х  под углом а ^ а = а 2/а1), со скоростью V =
=  | йхю'.йг | =  | / а ?  +  а1 ■

При а2 =  0 (а =  ах >  0) получим поток вдоль оси х  со скоростью
V =  а. Комплексный потенциал такого потока имеет вид

(7.12')

и с т о к .  Пусть поток задан комплексным по-

w (г) =  vz.

И с т о ч н и к
тенциалом

w (г) =  ln z. (7.13)

В этом случае для исследования характера течения жидкости 
удобнее пользоваться представлением комплексной координаты г че
рез полярные координаты рассматриваемой точки г и 0 (рис. 7.2): 
г  =  ге*9. Тогда хю(г) =  ф + 1ф =  1пг +  ¿0, откуда ф =  1пг, ф =  0.

Очевидно, линии тока г|> =  0 =  С представляют собой семей
ство лучей, исходящих из начала координат, т. е. начало координат 
является источником. Покажем, что направление течения соответ
ствует направлению, показанному на рис. 7.2. Для этого найдем ком
плексную скорость: dwldz  =  1/г =  (1 /г) е ;6. Отсюда, используя вы
ражение (7.11), найдем значение скорости потока

о = 1  /г ' (7.14)

и угол наклона вектора скорости 0* =  0, т. е. направление потока 
совпадает с положительным направлением полярного радиуса. Сле
довательно, комплексный потенциал (7.13) соответствует потоку от 
источника, расположенного в начале координат.

Заметим, что в рассматриваемом примере начало координат яв
ляется особой точкой: для функции хю — изолированной логарифми
ческой точкой, а для комплексной скорости <1хю/<1г — полюсом пер
вого порядка, так как при г =  0 (г =  0) величины хю и ¿ш/йг беско
нечны. Формулой (7.14) можно пользоваться во всех точках, за ис
ключением начала координат.



Найдем удельный расход жидкости <2, т. е. количество жидкости, 
вытекающей в единицу времени из источника. Удельный расход при
нято называть мощностью источника. Она равна О, =  у2кг. Подстав
л яя сюда выражение (7.14) для рассматриваемого примера, имеем 
<2 =  2л.

Следовательно, в общем случае комплексный потенциал источника 
мощностью (2

м(г) =  1(}/(2тс)}1п 2. (7.15)
Если источник находится не в начале координат, а в точке 

г  =  а, то

ш(г) =  [ф/(2тс)] 1п(г — а). (7.16)

Случай, когда жидкость течет в обратном направлении, т. е. вте
кает в начало координат по прямолинейным лучам, соответствует 
стоку. Очевидно, что функция ш(г) для стока мощностью <2 отлича
ется от аналогичной функции для источника только знаком, т. е.

да (г) =  — [<2/(2*)] 1п г и до (г) =  — (0.!2к) 1п (г — а). (7.17)

В и х р ь .  Зададим комплексный потенциал в виде
ад(г) =  — [Я7(2гс)] 1пг, (7.18)

т. е. линии тока представляют собой семейство концентрических ок
ружностей г =  С (рис. 7.3).

Для установления направления потока найдем комплексную ско
рость:
ёлю/Лг =  —[(гТ/(2я)]1/г, или йт/йг =  [Г/(2кг)] е~1^ 12+Ь). Отсюда, 
используя выражение (7.11), найдем

о =  Г/(2тег), (7.19)

а  0* =  л /2  +  0, т. е. движение жидкости совершается в сторону 
возрастания угла 0, т. е. против часовой стрелки.

Таким образом, все частицы жидкости движутся по концентри
ческим окружностям с постоянной для данной окружности скоро
стью. Это означает, что вдоль оси, перпендикулярной плоскости х, у  
и проходящей через начало координат, расположен бесконечно длин
ный прямолинейный вихрь, вызывающий в перпендикулярной ему 
плоскости движение частиц жидкости по концентрическим окружно
стям.

Постоянная Г в выражении (7.18) представляет собой циркуля
цию скорости по любому замкнутому контуру, охватывающему на
чало координат. Действительно, циркуляция скорости по окружности 
с  центром в точке О при этом равна v2лr. Подставляя сюда выраже
ние (7.19), получаем, что она равна постоянной Г. Как и в случае 
источника, начало координат является особой точкой.

Если вихрь находится не в начале координат, а в точке г — а, 
то до = —[¿Г /(2л)]1п(г — а). В общем случае

. да =  ±  [Я7(2*)] 1п (г — а), (7.20)



У

(-С,О) (+С,0)

Рис. 7.3. Вихрь в н а
чале координат

Рис. 7.4. Схема для опре
деления комплексного по
тенциала диполя

Рис. 7.5. Диноль в 
начале координат 
с осью вдоль оси х

где знак «+» соответствует направлению вращения вихря по часовой 
стрелке, а знак «—» — против часовой стрелки.

Д и п о л ь  н а  п л о с к о с т и .  Диполем называется комбина
ция источника и стока одинаковой мощности, помещенных на беско
нечно малом расстоянии друг от друга. Сближая источник и сток, 
предполагаем, что мощности их неограниченно возрастают так, что 
в пределе произведение ф2е стремится к некоторой конечной величине 
т, называемой моментом диполя. Прямая, соединяющая источник 
и сток, называется осью диполя.

Рассмотрим диполь с осью вдоль оси х (рис. 7.4). Предположим, 
что в точке (—е, 0) расположен источник, а в точке (4-е, 0) — сток. 
Используя метод наложения потенциальных потоков, найдем сум
марный комплексный потенциал:

ау =  4- ш2 =  [С?/(21Г)] 1п [(2 4- е)/(г — е)].

Переходя к пределу при е 0, получаем комплексный потенциал 
диполя в начале координат с моментом т  и осью вдоль оси х  в виде

Отсюда найдем функцию тока 1|> =  —[т/(2п)]у/(х2 +  у 2) и урав
нение семейства линий тока у/(хг 4- у 2) =  С, откуда х 2 4- \у —
— 1/(2С)12 =  1/(4 С2).

Очевидно, совокупность линий тока представляет собой семей
ство окружностей с центрами на оси у, касающихся оси х  в начале 
координат (рис. 7.5). Таким образом, жидкость по указанным окруж
ностям вытекает из начала координат и вновь в него втекает. Оче
видно, в этом случае расход жидкости через произвольный замкнутый 
контур, окружающий диполь, равен нулю. Если же диполь располо
жен в точке г =  а, то комплексный потенциал имеет вид

т{г) — [т/( 2и)]/г. (7.21)

ш(г) =  [т/(2тт)] 1/(2 — а). (7.22)



Рассмотрим обтекание цилиндра 
круглого сечения при Г =  0 (бес
циркуляционное обтекание) и Г =/=0 
(циркуляционное обтекание).

Бесциркуляционное обтекание 
цилиндра. Наложим друг на друга 
два потока: равномерный прямо
линейный поток, движущийся в 
направлении оси х  со скоростью 
«оо, и поток, получаемый от дипо
ля, расположенного в начале ко
ординат, с осью вдоль оси х  и моментом т.

Для нахождения комплесного потенциала сложного течения нуж
но сложить комплексные потенциалы исходных потоков (7.12') и 
(7.21). Следовательно, в рассматриваемом случае комплексный по
тенциал имеет вид

w{г) =  vя,{г +  [ml(2■кvм )\lг}. (7.23)

Отсюда найдем функцию тока:
•ф =  Уоо {у  — [т/(2та>да)] у/(х2 +  у2)}.

Чтобы найти линии тока, приравняем функцию тока постоянной 
у  —  [т/(2л;Уо<,)] [у/(х2 +  у 2)] =  С, откуда у{(х2 +  у 2) — т1(2лд»)] =  
=  С(х2 +  у2).

Как видим, линии тока представляют собой семейство кривых 
третьего порядка. Д ля выяснения характера течений найдем нулевую 
линию тока, соответствующую С =  0. Для нулевой линии тока по
лучаем два уравнения: у  =  0 и х2 +  у 2 =  т/(2т:уао).

Следовательно, нулевая линия тока представляет собой участок 
оси х  и окружность радиусом г — У  т!{2т:ь00) с центром в начале 
координат. Принимая указанную окружность за  твердую границу 
и рассматривая течение жидкости вне этой окружности, можно трак
товать полученный поток как поток, обтекающий бесконечно длинный 
цилиндр радиусом г =  У т / ( 2 ^ 00).

Для того чтобы получить обтекание цилиндра заданного радиусом 
г„, необходимо подобрать момент диполя из условия г% =  т/{2 ^ ^ ) ,  
т. е.

т  =  2 (7.24)

Таким образом, в рассматриваемом случае воздействие цилинд
ра на поток заменяется воздействием диполя. Задавая постоянной 
С различные значения, получаем семейство линий тока в окрестности 
цилиндра (рис. 7.6).

Подставляя выражение (7.24) в формулу (7.23), получаем комплек
сный потенциал потока, обтекающего цилиндр радиусом г0:

ш =  иоа(г +  г1 / г ) . (7.25)

Рис. 7.6. Бесциркуляционное обтека
ние круглого цилнндра



Найдем распределение скорости по поверхности цилиндра. Для 
этого, как и в предыдущих примерах, достаточно определить произ
водную dwldz — üoc(l — ryz1).

На поверхности цилиндра (рис. 7.6) г =  г0е‘9. Тогда

dwldz =  и«, ( 1 — e~2i6 ) — ¿e~i0 2v„, sin 0.

Отсюда найдем скорость потока:

v — 21>от | sin б | . (7.26)

Из формулы (7.26) следует, что распределение скорости по верхней 
и нижней поверхностям цилиндра симметрично. При этом циркуля
ция скорости Г =  0. В точках А (В =  *) и В  (0 =  0) скорости по
тока равны нулю (о =  0). Эти точки называются критическими. В 
точках С (В =  тг/2) и D(B =  —ir/2) скорость принимает максимальное 
значение, не зависящее от радиуса цилиндра и равное удвоенной ско
рости на бесконечности: v =  2vao.

Вычислим давление на цилиндре, используя уравнение Бернулли: 
р — Pao +  р ^ /2  — pv2/2. Подставляя скорости v из (7.26), находим

р — Pao =  (1 — 4 sin2 0) pt^/2.

Введя безразмерный коэффициент давления р = (р — px )!(çvlj 2 ) r 
имеем

р =  1 — 4 sin2 0. (7.27)

Как видим, безразмерный коэффициент давления не зависит от 
foc и роо. При 0 =  0, тс (в точках В  и А) р =  1, а при 0 =  те/2, —тт/2 
(в точках С и D) р  =  pmin =  —3, т. е. в этих точках наблюдается мак
симальное разрежение.

Из симметричного распределения давления по цилиндру следует, 
что результирующая сила давления потока на цилиндр равна нулю, 
т. е. при этом тело не испытывает сопротивления. В этом заключа
ется известный парадокс Эйлера — Даламбера. Этот результат мож
но распространить и на случай произвольного контура при его без
отрывном обтекании потоком идеальной несжимаемой жидкости.

На рис. 7.7 приведена теоретическая кривая 1 распределения ко
эффициента давления р по поверхности р =  f(B), рассчитанная па 
формуле (7.27). Там же для сравнения представлена эксперименталь
ная 2 кривая р  =  F(B). Из рис. 7.7 видно, что теоретическая кривая 
существенно отличается от экспериментальной в кормовой части ци
линдра. Это объясняется тем, что на этом участке поверхности реаль
ный поток вязкой жидкости (газа) перестает омывать цилиндр и отры
вается от него, образуя за ним вихревую область (см. гл. 12).

Циркуляционное обтекание цилиндра. Чтобы получить циркуля
ционное обтекание круглого цилиндра, наложим на рассмотренное 
выше течение чисто циркуляционный поток от плоского вихря, рас
положенного в начале координат с направлением вращения по ча-



Рис. 7.7. Изменение коэффициен
т а  давления в зависимости от по
ложения точки (угла 0) на по
верхности цилиндра:
1 — теоретические данные; 2 — экспери
ментальны е данные

Рис. 7.8. Циркуляционное 
обтекание круглого цилинд
ра в случае Г < 4 я у <х>г0

совой стрелке. Сложив комплексные потенциалы указанны х потоков 
(7.25) и (7.20), получим

w (г) =  о«, (z +  ro/z) - f  [tT/(2«)] ln z. (7.28)

В этом случае в каждой точке пространства к  скорости бесцир
куляционного потока, обтекающего цилиндр, прибавляется скорость 
от чисто циркуляционного потока. Наложение циркуляционного 
потока нарушает симметрию линий тока, так  как  на верхней поверх
ности скорость от чисто циркуляционного потока направлена в ту  же 
сторону, что и скорость бесциркуляционного потока, а внизу скорость 
чисто циркуляционного потока направлена в обратную сторону. 
Вследствие сложения скоростей над цилиндром образуется область 
повышенных, а под цилиндром — область пониженных скоростей. 
Суммарная скорость потока на поверхности цилиндра

v =  | 2üoosin0 +  I7(2w 0) | . (7.29)

Критические точки А и В (рис. 7.8) в этом случае сходят с оси х 
и располагаются на нижней поверхности цилиндра. Найдем угол 
6 кр , определящий положение критических точек, д ля  чего прирав
няем нулю скорость потока (7.29). Тогда

sin 0кр =  — r/(4irüoc¡r0). (7.30)

Очевидно, значению Г <  4яиоог0 соответствуют две критические 
точки А и В. Как видно из формулы (7.30), с увеличением Г крити
ческие точки смещаются вниз. В случае, когда Г =  4яУоо г0, получаем 
sin  0„р =  — 1, т. е. критические точки сливаются в одну точку. При



дальнейшем увеличении Г , т. е. при 
Г >  4яvxr0, критическая точка схо
дит с цилиндра.

На рис. 7.8 показан характер об
текания цилиндра, соответствующий 
случаю Г <  4nvaor0.

Найдем распределение давления 
по поверхности цилиндра. Используя 
уравнение Бернулли р +  ov2/2 =  
=  Роо +  рУоо2/2, для определения ко
эффициента давления р — (р — рх)/ 
/(ро^/2) получим р =  1 — и2/и^. Под
ставляя сюда выражение (7.29), име
ем

р — 1 — [2 sin 0 +  Г/(2тсОооГ0)]2. (7.31)

Из формулы (7.31) следует, что распределение коэффициента дав
ления симметрично относительно оси у. Поэтому при циркуляцион
ном обтекании цилиндра, так  ж е  к а к  при Г =  0, сопротивление равно 
нулю: Х а =  О (парадокс Э й л ер а— Даламбера). При этом подъ
емная сила не равна нулю. Она определяется по формуле Ж уков
ского.

§ 73. ФОРМУЛА ЖУКОВСКОГО

В основе современной теории крыла лежит теорема Жуковского о 
результирующей силе давления потока на обтекаемое им тело.
Н. Е. Ж уковский, используя модель идеальной жидкости, предло
жил искать источник силового воздействия потока на тело в образо
вании циркуляции.

Поясним это на частном случае обтекания круглого цилиндра. 
К ак показано выше, при бесциркуляционном обтекании цилиндра 
скорости и давления распределяются симметрично, что приводит 
к  отсутствию результирующей силы давления. Если цилиндр обте
кается с циркуляцией, то симметрия в распределении скоростей и 
давлений относительно оси х наруш ается, в результате чего появля
ется подъемная сила. Образование циркуляции можно представить 
к ак  результат воздействия на поток вихря, расположенного вдоль 
оси цилиндра.

Вычислим значение подъемной силы, возникающей при обтекании 
цилиндра. Найдем сначала подъемную силу, действующую на эле
ментарную площадку Ids (здесь I — длина участка цилиндра вдоль 
его оси) в направлении оси у, т . е. в направлении перпендикуляра 
к  вектору скорости невозмущенного потока vx  (рис. 7.9). Она равна 
dY a =  —plds sinQ. Введем коэффициент давления р. Тогда р =  рх +  
+  РР1&/2 и dYü =  —p(pv2J2 ) ld s  sin0 — р«, Ids sin 0. Здесь ds =

Рис. 7.9. С хема для определения 
подъемной силы, возникающей при 
циркуляционном обтекании ци
линдра



=  rod0. Тогда, интегрируя по у гл у  
6 от 0 до 2я  и имея в виду, что ин
теграл  от второго члена равен нулю, 
получим суммарную подъемную силу:

2 2г.

Уа =  - - ^ -  lr0 I" psin  QdQ.
ó

Подставляя сюда выражение р 
(7.31) и учитывая, что

2п 2я 2it
I* sin 0d0 =  0 , I" sin3 QdQ =  0, s in2 QdQ 
ö ö ó 
ковского:

Рис. 7.10. Схема для вывода 
формул Чаплыгина о резуль
тирующей силе давления и о 
моменте

тс, получаем формулу Жу-

Уа =  РГУоо/. (7.32)

Итак, при безотрывном обтекании цилиндра установивш имся 
потоком идеальной жидкости результирую щ ая сила давления пер
пендикулярна вектору скорости набегающего потока. Значение ее 
не равно нулю только при циркуляции: Г Ф  0.

§ 7.4. ФОРМУЛА ЧАПЛЫГИНА 
О РЕЗУЛЬТИРУЮЩЕЙ СИЛЕ ДАВЛЕНИЯ

Покажем, к ак  непосредственно по комплексному потенциалу потока 
вычислить результирующую силу давления.

В 1910 г. акад. С. А. Чаплыгин в своей известной работе «О д ав 
лении плоскопараллельного потока на преграждающие тела» дал  
общий прием определения результирующей силы и ее момента, соз
д ав  основы теории крыла бесконечного размаха*.

Сущность метода Чаплыгина сводится к  следующему. Допустим, 
что задан описываемый комплексным потенциалом w =  ср +  /ф 
плоский поток, плавно обтекающий цилиндрическое тело произволь
ной формы, ограниченное в плоскости х, у контуром L.

Рассмотрим на контуре произвольную точку А (рис. 7 .10). Про
ведем в ней касательную % и нормаль я  к  контуру. Обозначив а и р  
углы , образуемые касательной с координатными осями, а '  и Р' — 
те ж е углы  для нормали, получим:

cosa ' ==— dylds — — sina; cos p '  =  +  dxlds =  cos a . (7 .33

* Позже эти формулы были получены немецким профессором Б л а з и у с о м  
и в зарубежной литературе носят его имя.



Д авление р в точке А контура определим из уравнения Лагранжа— 
Бернулли

р =  С — ри2/2,

где V — скорость на контуре.
У м нож ая элементарную силу давления pds в точке А на cos а' и 

cosp ', найдем ее проекции на оси х и у'. Проекции результирующей 
силы давления на координатные оси X и Y, очевидно, выразятся в

виде X  =  I* pds co sa ', Y — j* pds cos P',
1  L

или в соответствии с формулой (7.33)

Х =  — I" р sin ads; Y — J p  cos ads. (7.34)
L L

Используя формулы (7.34), получаем

Y +  iX  =  [ p (cos a — i sin a) ds.
L

П одставляя выражение д л я  p из уравнения Л агранжа — Бер
нулли, имеем

Y iX  =  [  (С — ри2/2) (cos a — i sin a) ds.
I

Здесь

J  С cos ads — С J  ds =  С J  dx = 0;
L L L

J  С sin ads С j* - ip -  ds — С J  dy =  0,
L L L

т а к  к а к  координаты x и у  при полном обходе по контуру принимают 
первоначальное значение. Тогда выражение для Y  +  iX  примет сле
дующий вид:

Y +  iX  = -----y  J  v2, (cos a — i sin a) ds. (7 .35)
L

Преобразуем в формуле (7.35) подынтегральное выражение. Так 
к а к  на контуре скорость направлена по касательной, то v =  d(f/ds 
или dq> =  vds.

Т ак к а к  контур L является  линией тока, на которой ф =  const, 
то , следовательно, на контуре dw = d(cp +  /ф) =  dtp и поэтому

vds =  dw. (а)

Кроме того, на контуре L д л я  комплексной скорости dw/dz имеем



dw/dz =  vx — ivy =  v (cos a — i sin a).

При подстановке выражения (а) и (б) в формулу (7.35)
(б)

Y +  i X = - J - [ ^ - d w .  2 J dz
L

Но так как  dw =  (dwldz)dz, то окончательно

(7 .36)
L

Это формула, позволяющая для потока, заданного комплексным 
потенциалом до, найти проекции X  и У результирующей силы д авле
ния по осям координат, называется формулой Чаплыгина.

Полная сила давления при этом р а м а  Я =  У Х 2+  У2. Заметим, 
что здесь X, У — силы, действующие на единицу длины тела в на
правлении оси, перпендикулярной к плоскости х, у.

§ 7.5. ФОРМУЛА ЧАПЛЫГИНА
О МОМЕНТЕ РЕЗУЛЬТИРУЮЩЕЙ СИЛЫ ДАВЛЕНИЯ

Д ля определения аэродинамических характеристик важно знать не 
только значение результирующей силы давления потока на тело, 
но и точку ее приложения, называемую центром давления, который 
будет известен, если подсчитать момент результирующей силы д ав 
ления.

По формуле Чаплыгина можно вычислить момент результирующей 
силы давления, зная комплексный потенциал потока. Д ля нахожде
ния момента М результирующей силы давления относительно начала 
координат поступим следующим образом.

Представим момент dM элементарной силы давления pds (рис. 7 .10) 
относительно начала координат в следующем виде: dM =  
=р{хcos^' — í/cosa')ds. Результирующий момент сил давления, очевид
но, получится, если мы от этого выражения возьмем интеграл по 
замкнутому контуру L тела:

М — I" р (х eos a - f  у sin a) ds. (7.37)

Подставим в этот интеграл выражение д ля  давления р из уравне
ния Лагранжа — Бернулли р =  С — ри2/2. Тогда

L

М  =  j* (С — pü2/2) (х  cos a - f  y  sin a) ds,
L

или

L L



Покажем, что первый интеграл равен нулю:

(х eos а +  у sin  а) ds =  Г (х +  у ds
ds  ds )

L

L L
т ак  как  при полном обходе контура Ь координаты х и у  приобретают 
первоначальные значения. Следовательно, выражение для момента 
М  принимает следующий вид:

Д ля преобразования подынтегрального выражения вычислим 
произведение:

zdwldz =  (х +  iy) (vx — ivy) =  (xvx +  yvy) +  i (yvx — xv„).
Вводя обозначения xvx +  yvy — m, yvx — xvy — n, получаем

Вычислим теперь произведение (dwldz)dz:

(dw/dz) dz =  ivx — iVy) (dx +  idy) =  (vxdx +  vydy} +  i (vxdy —
—  V y d x ).

Так к ак  vxdx +  vydy =  dy, vxdy — vydx =  d']> и на контуре L, 
являющемся линией тока, dty =  0, dtp =  vds, то

(dwldz) dz =  vds. (6)
Перемножаем выражения (а) и (б):

z (dwldz)2 dz =  v (m +  in) ds. (в)

Так к ак  т. =  xvx +  yvy =  u(xcosa +  ys in a), n =  yvx — xvy =  
=  v(ycosa — x s in a ) , то соотношение (в) можно представить в следую
щем виде:

z(dwldz)2 dz =  v2 (л: cos a -|- у sin a) ds +  iv2 (y cos a — x sin a) ds, 
т. e. v2(x cos* +  у  s in a ) ds =  Reel [z(dw/dz)2 dz].

П одставляя это выражение в (7.38), окончательно находим

Формулу (7.39) называют формулой Чаплыгина, которая позволяет 
для заданного комплексным потенциалом ш потока вычислить резуль
тирующий момент М силы давления.

В качестве примера, иллюстрирующего применение выведенных 
формул (7.36) и (7.39), рассмотрим циркуляционное обтекание ци

(7.38)
L

zdwldz — т  +  in. (а)

(7.39)



линдра. В этом случае комплексный потенциал определяется по фор
муле (7.28). Дифференцируя ш по z, т. е. dw/dz =  v00(l — г%/гг) +  
+  (И'12л)/г, и подставляя найденное значение dw/dz в формулу Чап
лыгина (7.36), получаем

4 я 2 Z2

Вычет относительно полюса г =  О даст лишь член, содержащий 
1/z, т. е. (ivxTln)/z. В таком случае

У -f- iX  =  — (р/2) 2 т  (VcdT/iz), или У +  iX  =  ро^Г,

откуда X  =  О, У =  рОсоГ.
Поскольку в рассматриваемой задаче обтекания цилиндра направ

ление оси х совпадает с направлением скорости невозмущенного по
тока, то X — Х а, Y =  Уа, т . е. полученный результат означает, что 
при этом лобовое сопротивление отсутствует (Ха =  0), а подъемная 
сила, отнесенная к  единице длины цилиндра (I =  1), определяется 
по известной формуле Ж уковского Уа =  pw«, Г [см. формулу (7.32)].

Д ля нахождения момента М результирующей силы давления, 
действующей на цилиндр, используем формулу (7.39). Подставим 
в нее выражение z(dw/dz)2. Тогда

М =  Reel {(р/2) 2м  [Г»/(4**) +  2£ г § ] } .

Так как  выражение в фигурных скобках представляет собой чисто 
мнимую величину, то М =  0, т. е. в этом случае результирующая 
сила Ya проходит через ось цилиндра.

§ 7.6. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ ЖУКОВСКОГО 
В СЛУЧАЕ ПРОИЗВОЛЬНОГО КОНТУРА

Д ля определения по формуле (7.36) результирующей силы давления 
и ее проекций X  и У, действующих на контур, нужно задать комплекс
ный потенциал потока w(z), к а к  при определении подъемной силы, 
возникающей на цилиндре (см. § 7.5). Д ля доказательства теоремы 
Жуковского в случае произвольного контура вместо потенциала w(z) 
рассмотрим производную dwldz и представим ее в окрестности бес
конечно удаленной точки в виде следующего р яда  Лорана:

dwldz =  а0 +  ах!г +  a jz 2 +  • • • • (а)

Очевидно, что для определения результирующей силы по формуле 
(7.36) в разложении dwldz достаточно знать значения только двух  
коэффициентов: а0 и at. Найдем их. Из выражения (а) следует, что

а0 — lim  (dwldz).
Z -+ 0 0



Вследствие того что скорость набегающего потока известна 
и составляет некоторый угол 9 с осью х, то согласно выражению (7.11)

Н т (йш!йг) =  и^е 10.
г-*оо
Тогда а0 =  ^осе-10. Если принять, что ось х направлена вдоль век

тора скорости 1^ ,  то 0 =  0 и а0 =  у«,-
Д ля нахождения а1 проинтегрируем йю/йг по некоторому зам к

нутому контуру С, охватывающему заданный контур Ь:

йг =  2тла1. (б)
¿2 1

С

Кроме того, учтем, что

I  ~сЬ~ =  ,[  °̂х ~ +  ]*х)хС1х +  |  УхЛУ— ^ х -
с с с с
Здесь J  ухёх  +  уус1у =  Г — циркуляция скорости по контуру 

с
С [см. (2.12)], а  ^ихйу — ууйх — 0. — количество жидкости, про- 

с
текающей через замкнутый контур С. Согласно уравнению нераз
рывности, в случае установившегося движения оно равно нулю. По
этому

—  йг =  Г . (в)
Лс

Приравнивая правые части выражений (б) и (в), имеем =  Г/(2ш).
После подстановки значений а0 и щ в ряд (а) получаем выражения 

производной ёт/йг и квадрата производной (йш/с1г)2:
(¡ш  , Г  1 , а ,  ,

—-  =  Усо +  — --------- ь - г  +  • • • ;с1г 2ы г г2
сЬи)\2 2 Г1)оо 1 / г 2 0 \ 1 ,

) -- а̂о 4" ( . „ 2 ^2̂ 00) 2 4 “а г  )  7сг г  \ 4тс- / г 1

П одставляя выражение (йхю/йг)2 в формулу Чаплыгина (7.36) и 
замечая, что

с с
при любом п ф  1, находим У 3 4- IX я =  —рУоо Г • Отсюда Уа =  
=  —рУосГ, а  Х а =  0. Здесь знак «—» указывает на то, что при выб
ранном направлении вектора и«, вдоль положительной оси х подъ
емная сила У 3 >  0, если Г <  0 (циркуляция скорости по часовой 
стрелке), и, наоборот, Уа <  0, если Г >  0 (циркуляция скорости



против часовой стрелки). И так, доказана т е о р е м а  Н. Е. Ж у 
к о в с к о г о :  результирующая сила, действующая на плавно обте
каемый произвольный контур (на единичный участок бесконечно длин
ного цилиндрического тела произвольного поперечного сечения), по зна
чению равна Ка =  рУооГ. Д ля того чтобы получить направление силы, 
нужно вектор скорости vCa повернуть на 90° против направления цир
куляционного движения.

§ 7.7. ТОНКИЙ ПРОФИЛЬ КРЫЛА 
В НЕСЖИМАЕМОМ ПОТОКЕ.
ТЕОРИЯ ТОНКОГО ПРОФИЛЯ

Профиль крыла представляет собой контур сечения крыла бесконеч
ного размаха плоскостью, перпендикулярной его разм аху. Д ля х а 
рактеристики формы этого профиля (рис. 7.11) рассмотрим его основ
ные геометрические параметры.

Линией, относительно которой определяются координаты верхней 
и нижней плоскостей профиля ув и уя, является его хорда. Хорда Ь — 
это отрезок прямой, соединяющий две наиболее удаленные точки про
филя (переднюю и заднюю кромки). Обычно координаты профиля 
определяются в долях хорды ув =  ув/Ь, у„ =  ун1Ь. Толщина профиля 
в данной точке равна длине перпендикулярного хорде отрезка, сое
диняющего точки верхнего и нижнего контуров профиля. Обычно 
под толщиной профиля с понимают его максимальную толщину. Од
ним из основных геометрических параметров профиля является от
носительная толщина профиля: с — с/Ь. Форму профиля определяет 
такж е расстояние хс от его передней кромки до точки на хорде, в ко
торой профиль имеет максимальную толщину. Это расстояние такж е 
определяется в долях хорды: хс =  хс/Ь.

В значительной степени форму профиля определяет его средняя 
линия — линия, соединяющая точки, расположенные посередине 
толщин профиля. Расстояние от хорды до средней линии называ
ется вогнутостью. М аксимальная вогнутость выражаемая в 
долях хорды, называется относительной вогнутостью или относитель
ной кривизной профиля. Расстояние от передней кромки профиля 
до точки на хорде, соответствующей максимальной вогнутости, обо
значается X], а в долях хорды х̂  — х^Ь. Д ля симметричного профиля 
средняя линия совпадает с хордой и / = 0.

В § 7.2 рассмотрена задача обтекания контура в виде круга  (се
чения круглого цилиндра). Задача об обтекании профиля произволь
ной формы решается до конца, если известно конформное преобра
зование внешности этого профиля на внешность кр уга . Однако отыс
кание такого конформного преобразования в явном виде для профиля 
произвольной формы связано с большими трудностями.

Классические работы Н. Е. Ж уковского и С. А. Чаплыгина по 
теоретическим профилям, основанные на введении отображающих 
функций, дали возможность построить точное решение для ограни
ченного класса профилей [2]. Поэтому представляют интерес прибли-



ь

Рис. 7.11. Геометрические х а 
рактеристики тонкого профиля:

Рис. 7,12. Тонкий профиль в несжи
маемом потоке

/ — средняя линия; 2 — хорда

женные методы решения задачи обтекания профилей произвольной 
формы. Наибольшее применение при определении аэродинамических 
характеристик профиля находят результаты теории тонкого профиля, 
основанной на замене профиля системой простых особенностей в виде 
присоединенных вихрей. Рассмотрим обтекание тонкого слабоизог
нутого профиля под малым углом атаки а  установившимся потоком 
невязкой несжимаемой среды с заданной скоростью и«,.

Поместим начало координат в передней кромке профиля, ось х 
направим вдоль хорды, ось у  — перпендикулярно ей вверх (рис. 
7.12). Введем следующие упрощения:

а) предполагая профиль достаточно тонким, считаем, что он мало 
отличается от своей средней линии, и рассмотрим вместо профиля 
обтекание его средней линии;
 ̂ б) предполагая профиль слабоизогнутым, принимаем, что средняя 

линия незначительно отличается от хорды профиля;
в) рассматривая обтекание тонкого слабоизогнутого профиля под 

малым углом  атаки , считаем, что обтекание безотрывно, т. е. средняя 
линия явл яется  линией тока.

Затем заменим профиль непрерывно расположенными по его сред
ней линии вихрями бесконечного размаха с осями вращения вдоль 
оси г (вдоль перпендикуляра к  плоскости ху).

Возможность такой замены подтверждается следующими сообра
жениями. Согласно формуле Ж уковского (7.32), подъемная сила про
филя Ка Ф  0, если циркуляция скорости по контуру Ь, охватываю
щему профиль, отлична от нуля: Г Ф 0. С другой стороны, на осно
вании теоремы Стокса о вихрях условие Г 0 означает, что об
л асть , ограниченная контуром Ь, пронизывается вихрями с суммарной 
интенсивностью, равной циркуляции Г. Отсюда следует, что про
филь по своему воздействию на обтекающий его поток эквивалентен 
вихрям . Эти вихри называются присоединенными.

Обозначим у(х) погонную циркуляцию скорости:

Здесь ДГ — циркуляция скорости от вихрей, расположенных на 
элементе Ах средней линии. Функцию у(х) следует подобрать из

~[(х) =  П т  [ДГ/(Дх)].
Л*-*0



условия, что средняя линия профиля является линией тока. Напом
ним, что в случае круглого цилиндра достаточно ввести один присо
единенный вихрь, расположенный вдоль его оси.

Вектор скорости в окрестности профиля и на его средней линии \ •—► —+ —► —> 
можно представить в виде суммы: о =  у«, +  ^г, где иг — вектор ско
рости, индуцированной в данной точке присоединенными вихрями. 
Д ля тонкого профиля примем, что вихри расположены вдоль хорды, 
а не на его средней линии. По формуле Био — С авара (2.37), ско
рость, индуцированная элементом с циркуляцией ¿V =  '((£)^$ в 
некоторой точке хорды с координатой х, равна сЬг =  [ч(£)$]/[2п(х —
— 5)]. Здесь за положительное направление скорости ог принято на
правление вниз. Тогда скорость, индуцированная в этой точке всеми 
вихрями,

’ • м = ^ - т = т -  (7-40>
о

Эту индуцированную скорость уДл:) на хорде профиля можно при
нять равной индуцированной скорости на поверхности профиля. 
Наличие этой скорости изменяет угол атаки в данной точке на вели
чину Д а — При этом местный угол атаки будет а  — ог(х)/ум.

Д ля того чтобы профиль обтекался безотрывно, необходимо, что
бы в каждой его точке местная скорость была направлена по касатель
ной к поверхности, т. е. должно быть равенство

« — иг/Уоо =  ¿у ! йх, (7.41)

где у — у(х) — уравнение средней линии профиля.
Используя выражение (7.40) для уг, равенство (7.41) можно пред

ставить в следующем виде:

р  (£)<*£ (7>42) 
х —.5 с1х2

Уравнение (7.42) — интегральное уравнение относительно неиз
вестной функции ^('). Введем вместо х и \ новые независимые пере
менные 0) и 0, определяемые равенствами х — (Ы2) (1 — соб©!), 
£ =  (Ы2) (1 — соэ0). Очевидно, когда х и % изменяются в пределах 
0 <  *  с  переменные 0* и 0 изменяются в пределах
0 ^  0) ^  я , 0 <  0 ^  я .

Будем искать у(0) в виде ряда

до “1
Ао с4§  —  +  Лп эш п0 , (7.43)

п= 1 -Л

коэффициенты которого Л0, Л ь  Л 2, . . .  должны быть подобраны так , 
чтобы удовлетворялось условие безотрывности обтекания, т . е. урав-



нение (7.42). Д л я  этого прежде всего приведем выражение (7.40) и 
уравнение (7.42) к  переменному 0:

7 (0) sin Odd
cos о — cos i

v . = _L f  ■ J_ f
1 2® J x — 6 2k J

о 0

Найдем теперь выражение 7 (6) sin0:

7 ( 0) sin© =  2woo|,/40ctg - у  +  j ^ s i n  n0^ sin 0 =
V rt=1 '

[ °o
A0 (1 +  eos 0) +  A n sin n 0 sin 0 =

n~ 1

=  2I, . U ( l + c o s 8 ) + y ^  “ ■<—  ')«~c°.(" +  l)
L n=1

П одставляя полученное выражение в формулу (7.44), имеем

i40 cos ddO ,

(7.44)

v i == Pqq r  Apdd r
71 J COS 0 —  COS 0 , 7C J

0 o
eos o — eos (

, »«. Г "X ̂   ̂ eos (я — 1)0 — cos (n -f- M d e . 
2rc J  eos 0 — eos 0!

(7.45)
O n=  1

Т ак к а к
TC Tí

j  dQ/(cos 0 — cos 0г) =  0, j  cos kBdB/(cos 0 — cos 0 j)= ií sin &0x/sin 0X,
о  0

то, подставляя значения этих интегралов в формулу (7.45), после 
некоторых преобразований получаем

vt =  va
°о 1

о— ^  Апcos n 0j  .
п —I J

(7.46)

Теперь уравнение (7.42) можно представить в следующем виде:

а — Ап
оо2п = I

cos пВ =  •
dx

(7.47)

Коэффициенты Л п этого уравнения определяются методом, обыч
ным дл я  рядов Фурье. Умножая обе части уравнения (7.47) поочеред
но на 1, соБб, соз2б, совЗб, . . .  и интегрируя в пределах от 0 до я , 
получаем:



где у(х) выражено через 0 с помощью подстановки х =  (Ь/2) (1 —
— сов6).

В случае симметричного профиля у — 0, с1у/с1х =  О и А 0 =  а , 
Л , =  Л2 =  ... =  0. Тогда =  2иооа^в/2. Отсюда очевидно, что 
при удалении от передней кромки профиля интенсивность присоеди
ненных вихрей уменьшается. На задней кромке (6 =  я ) 7 =  0.

Зная распределение интенсивности присоединенных вихрей по 
хорде, легко найти подъемную силу и момент, действующие на про
филь. По теореме Жуковского, йУа =  рч(х)увой х  и, следовательно,

Аналогично вычисляется момент относительно передней кромки 
профиля:

ь
У а =  р̂ оо I | т (*) ¿ х-

0
Переходя к  переменному б, получаем

=  рг£, 1Ь (А0 +  А1/2) тс,

откуда коэффициент подъемной силы

С у  а. =  2тс ( Л 0 +  Л 1/ 2 ) . (7 .49)

ь

Переходя к  переменной 0, имеем
2 62 Г

рУоо̂ Т (х) Х(1х =  I —  Л0(1 — сое2 0) +



2 /
Отсюда коэффициент момента
Ст =  - ( тс/2)(Л0 +  Л - ^ / 2 ) .
Как видим, значения подъемной силы и момента определяются 

лишь первыми тремя коэффициентами разложени я: Л0, Л  у и Л2; ос
тальные коэффициенты не влияют на суммарные аэродинамические 
характеристики (подъемную силу и момент), но влияют на распре
деление ^(х).

Подставляя в формулы (7.49) и (7.50) выражения (7.48), получаем:

Угол а 0 называется углом атаки  нулевой подъемной силы, т. е. 
при а  — а 0 эта сила равна нулю.

Из формулы для суа следует, что для тонких профилей коэффициент 
подъемной силы линейно зависит от угла атаки а ,  а производная 
с*а =  2п не зависит от формы профиля. Коэффициент сот0 равен коэф
фициенту момента при нулевой подъемной силе.

Из формулы (7.53) следует, что величины а 0 и стЛ зависят только 
от формы средней линии профиля (от вогнутости). Д ля симметричных 
профилей а а =  0, ст0 =  0. При увеличении относительной вогну
тости профиля а 3 и ст0 по абсолютной величине увеличиваются.

При малых угл ах  атаки  зависимость коэффициента момента от 
коэффициента подъемной силы (угла атаки), т ак  ж е как  зависимость 
суа от а ,  линейна [см. (7 .52)]. Однако при больших углах атаки без- 
отрывность обтекания профиля нарушается — происходит отрыв по
тока (см. гл. 12). При этом зависимости суа(а) и ст (а) становятся не
линейными.

На рис. 7.13 приведен типичный характер зависимости коэффи
циентов суа и ст  от у гл а  атаки для несимметричного профиля. Здесь 
« к р  — критический угол  атаки, при котором коэффициент подъем
ной силы имеет максимальное значение су3 =  суз т „ , а диапазон углов 
атаки а  <  а*  соответствует безотрывному обтеканию профиля с ли
нейным характером зависимости коэффициента су3 от а. При малых 
у гл ах  атаки теоретические результаты удовлетворительно согласуются 
с опытными данными. Опыт подтверждает, что кривизна профиля

Суа =  2и (а — а0); (7.51)

(7.52)

где

0 (7.53)

2 J йх 
о

— Г (соэ 0 — соэ 20) йО.



не влияет на значения произ
водных с*уа и Ст- Однако теория 
дает завышенные значения про
изводной с“а, так  к ак  на вели
чину caay влияет относительная 
толщина профиля. С увеличе
нием относительной толщины с 
Производная с*уа уменьшается.

На значения коэффициента 
ст0 и угла а 0 существенно влия
ет кривизна профиля [см.
(7.53)]. При этом теория дает 
завышенные значения ст0 и а 0.
Относительная толщина на ст0 
и а 0 практически не влияет.

Введем понятия о центре давления и фокусе профиля.
Центром давления называется точка на хорде профиля, через 

которую проходит равнодействующая аэродинамической силы.
Фокусом профиля называется точка на хорде, относительно кото

рой (или относительно оси, проходящей через эту  точку) момент не 
зависит от угла атаки.

Обозначим хд и хр соответственно относительные координаты цент
ра давления и фокуса. Д ля определения координат центра давления 
и фокуса приведем выражение момента М(х) относительно произ
вольной точки на хорде: М(х) =  М +  Ух, где М — момент относи
тельно передней кромки; х  — координата рассматриваемой точки. 
Отсюда коэффициент момента ст (х) — ст  +  су.Лх- Подставляя сюда 
выражение (7.52), находим

Ст(х) =  ст0 +  (х — 1/4)с„а. (7 .54)

Здесь при малых углах  атаки су — суа.
Д ля центра давления, т. е. при х =  лгд, коэффициент ст (х) — О, 

тогда, используя выражение (7.54), получим

хЛ =  1/4 ст0/суа. (7.55)
Из формулы (7.55) следует, что для симметричных профилей не

зависимо от формы хя = 1/4. В случае несимметричных профилей 
относительная координата центра давления зависит от формы про
филя и коэффициента подъемной силы суа (у гл а  атаки). При увели
чении угла атаки центр давления смещается к  передней кромке.

Поскольку относительно фокуса момент не зависит от угла атаки , 
то из выражения (7.54) следует, что при х  =  xf

(хр — 1/4) Су\= 0, т. е. ~хр =  1/4. (7.56)_

Таким образом, фокус тонкого профиля независимо от формы 
располагается на расстоянии V4 хорды от передней кромки.

Рис. 7.13. Зависимости коэффициентов 
подъемной силы (а) и момента (б) от 
угла атаки



Рассмотрим еще одну существенную осо
бенность обтекания профилей. При обтека
нии цилиндра с заданной скоростью на бес
конечности Vя, имеется много решений, так  
как , выбирая разную циркуляцию Г, можно 
получить различный характер обтекания ци
линдра с различным расположением на нем 
критических точек [см. (7.30)]. Это наблюда
ется и для профиля с острой задней кром
кой. При обтекании профиля с заданной ско
ростью о.» из бесчисленного множества реше
ний можно выделить три случая, отличаю
щихся характером обтекания задней кромки 
профиля (рис. 7.14).

Первые два случая (рис. 7.14, а, б) не д а 
ют плавного обтекания, так  как  при пере

текании струй с одной поверхности профиля на другую на острой 
задней кромке теоретически скорость становится бесконечной, что 
физически невозможно. Плавное обтекание профиля возможно толь
ко тогда, когда поток не огибает острую заднюю кромку, а сходит 
с нее (рис. 7.14, в). Это условие представляет собой известную ги
потезу Чаплыгина — Ж уковского о сходе потока с задней кромки 
профиля. Гипотезу Чаплыгина — Ж уковского можно трактовать к ак  
условие о конечности скорости на острой задней кромке. Д ля к аж 
дого профиля кры ла с острой задней кромкой существует диапазон 
углов атаки , при котором профиль обтекается без отрыва потока 
(рис. 7.14, в) с конечной скоростью на острой задней кромке.

Легко убедиться, что ряд (7.43) удовлетворяет условию Чаплы
гина — Ж уковского, т ак  к ак  при этом на задней кромке (х =  Ь, 0 =  
=  я ) индуцированная скорость имеет конечное значение. При б =  я  
функция 7 =  0.

$ 7.8. ОСОБЕННОСТИ ОБТЕКАНИЯ КРЫЛА 
КОНЕЧНОГО РАЗМАХА.
ВИХРЕВЫЕ СИСТЕМЫ КРЫЛА

Аэродинамические характеристики крыла конечного размаха зав и 
сят как от формы сечения, т. е. профиля, так  и от формы крыла в пла
не. Форма кры ла, показанная на рис. 7.15, а, характеризуется углом 
стреловидности передней кромки У.п.к и двумя безразмерными пара
метрами — удлинением К — //6ср, но Ьср =  5// и X =  /2/5, сужением 
г) =  Ь0/Ьк, где I — размах крыла, 5  — площадь крыла в плане, Ь0, 
Ьк — корневая и концевые хорды крыла.

На рис. 7.15 приведено крыло с прямой стреловидностью: У.л,к >  
>  0. Д ля крыльев обратной стреловидности Хп.к <  0. В частных сл у
чаях, например д ля  прямоугольного крыла, X = 0, т] = 1, поэтому 
достаточно ввести один параметр — X =  ИЬ\ для треугольного крыла
г] =  оо, а М^Хп.к =  4, т. е. такж е достаточно задать один параметр: 
Я или Хп к.

а)

Рис. 7.14. Различные 
схемы циркуляционного 
обтекания профиля



Рис. 7.15. Стреловидное крыло (а) и крыло сложной формы в 
плане (б), средняя аэродинамическая хорда ЬА (в)

Д ля крыльев сложной формы в плане требуется задать более трех 
параметров. Например, для кры ла, показанного на рис. 7.15, б, кро
ме удлинения и сужения необходимо ввести два у гл а  стреловидности 

и 7-2, а такж е относительную координату точки излома передней 
кромки 21 =  /4//.

В качестве характерного линейного размера кры ла обычно рас
сматривают среднюю хорду Ьср =  5// либо среднюю аэродинамиче
скую  хорду (САХ). Под средней аэродинамической хордой понимают 
хорду равновеликого прямоугольного крыла, имеющего те ж е аэро
динамические характеристики М г, У, X, что и у  исходного крыла.

Из равенства моментов М г для заданного и прямоугольного крыль
ев, принимая, что коэффициенты момента и нормальной силы сечений 
вдоль размаха крыльев не изменяются, найдем среднюю аэродинами
ческую хорду ЬА и координату хА передней кромки САХ (рис. 7.15, в)\

Здесь Ъ — хорда сечения кры ла; х — координата передней кромки 
сечений крыла.

Форма сечений крыла по его размаху может изменяться. Тогда 
имеют в виду аэродинамическую крутку . Крыло может иметь такж е 
геометрическую крутку, образованную переменным по размаху углом 
между хордой данного сечения и плоскостью хг.

Рассмотрим некоторые сссбенности обтекания кры ла конечного 
размаха. Как известно (см. § 7 .7), аэродинамические характеристики 
сечений крыла бесконечного размаха одинаковы. Если ж е крыло 
имеет конечный размах, то в основном из-за перетекакия воздуха 
через кромки с нижней поверхности на верхнюю (при положительном 
угле атаки) характеристики его сечений различны. При этом концы 
крыла оказывают существенное влияние на распределение скорости 
и давления по всей поверхности, особенно вблизи боковых кромок. 
Чем ближе к концам крыла, тем циркуляция скорости становится 
меньше: Г =  Г(г).

о о



Рис. 7.16. Свертывание вихревой 
пелены за  крылом

Рис. 7.17. Вихревая система 
крыла в виде совокупности 

' П-образных вихрей

• П оскольку циркуляция скорости в сечении по теореме Стокса рав
на суммарной интенсивности вихрей, проходящих внутри контура,- 
охватывающего сечение крыла, то интенсивность присоединенных 
вихрей, заменяющих крыло конечного размаха, изменяется не только' 
по хорде, но и по размаху ч(х, г). С другой стороны,- на основании1 
теоремы Гельмгольца интенсивность вихрей по длине вихревой труб
ки не изменяется, Поэтому уменьшение интенсивности присоединен-- 
ного вихря вдоль размаха крыла возможно только в том случае, если 
с задней и боковых кромок крыла сходят вихри интенсивностью, соот
ветствующей изменению циркуляции скорости по размаху (—¿¿Г). 
Эти вихри называются свободными и образуют за крылом вихревую 
пелену.

Исследования вихревой пелены показывают, что она неустойчива 
и на некотором расстоянии от задней кромки сворачивается в два 
вихревых ш нура (рис. 7.16). При теоретических исследованиях крыло 
конечного разм аха заменяется эквивалентной вихревой системой, 
состоящей из присоединенных .вихрей т(лг, г), образующих несущую 
поверхность, и вихревой пелены, сходящей с задней и боковых кро- . 
мок кры ла, при малых углах  атаки  — параллельно скорости невоз
мущенного потока. Подобная вихревая система положена в основу- 
теории несущей поверхности.

В случае крыла достаточно большого удлинения (Я >  3), пренеб
регая изменениям интенсивности присоединенных вихрей по хорде, 
вихревую поверхность приближенно можно заменить одним присо
единенным вихрем (несущей линией) с интенсивностью Г (г)=

ь
=  7 (х, г) йх. Этот вихрь обычно располагают вдоль линии центров дав-

0
ления. Тогда приближенно крыло можно заменить вихревой системой, 
состоящей из одного присоединенного вихря и вихревой пелены. Та
кая  вихревая система используется в теории несущей линии. Вих
ревую систему крыла представим такж е в виде совокупности



П-образных вихрей (рис. 7 .17).
П-образный вихрь состоит из отрез
ка присоединенного вихря и д вух  по- 
лубесконечных вихрей, сходящих 
с концов присоединенного вихря.

Интенсивность каждого такого 
П-образного вихря постоянна и 
изменяется при переходе от одно- Рис- 7.18. Скос потока и истинный 
го вихря к другому. угол атакн

§ 7.9. ОСНОВЫ ТЕОРИИ НЕСУЩЕЙ ЛИНИИ.
ПОНЯТИЯ О СКОСЕ ПОТОКА И ИНДУКТИВНОМ 
СОПРОТИВЛЕНИИ КРЫЛА
Рассмотрим обтекание крыла под некоторым углом атаки потоком 
со скоростью v00. В соответствии с теорией несущей линии заменим 
крыло одним присоединенным вихрем и вихревой пеленой (рис. 7.17). 
На рис. 7.17 ось х направлена вдоль скорости невозмущенного по
тока vx . При этом в окрестности и, в частности, на поверхности крыла
скорость V =  у,,, +  где и; — скорость, индуцированная вихрями 
в рассматриваемой точке. Так ж е к ак  в теории тонкого профиля, на
поверхности крыла примем и1 равной скорости в точках ее проекции 
на плоскость хОг. Эта скорость перпендикулярна плоскости хОг (пер
пендикулярна направлению скорости невозмущенного потока), т. е.
VI = у>г, и называется скоростью скоса потока. Скорость изменяет
ся как  по размаху, так  и по хорде крыла: vy(x, г). Однако для крыла 
достаточно большого удлинения, когда хорда мала по сравнению с 
размахом, изменением скорости vy по хорде в пределах одного и того 
ж е сечения можно пренебречь, считая ее постоянной и равной ско
рости скоса потока от свободных вихрей на оси присоединенного вих
ря. При этом vy изменяется по размаху: иу(г).

Выясним, какие изменения в характер обтекания крыла вносит 
появление скорости vy. Д ля этого рассмотрим произвольнее сечение 
крыла (рис. 7.18). Наличие скорости иу здесь приводит к отклонению 
потока на угол Д а, называемый углом скоса потока.

Так к ак  угол Да мал, то Д а  «  tgД а =  и̂ /Усо. В результате изме
няется угол атаки сечений и кры ла в целом. Истинный угол атаки 
а ист =  а  — Д а.

Воспользуемся теперь гипотезой плоских сечений, заключающей
ся в том, что при обтекании кры ла каждое его сечение можно считать 
сечением крыла бесконечного разм аха с соответствующим истинным 
углом атаки. Поэтому аэродинамические характеристики сечений 
крыла конечного размаха будем определять как  характеристики про
филя с учетом истинного угла атаки . Это основное положение теории 
несущей линии справедливо д л я  крыльев достаточно больного удли
нения (X >  3) и при малых у гл ах  атаки.

Д ля крыла бесконечного разм аха вектор результирующей силы 
согласно теореме Ж уковского нормален к направлению невозмущен-



Рис. 7.19. Индуктивное со
противление крыла

Рис. 7.20. Вихревая система 
крыла для приближенного оп
ределения среднего угла скоса 
потока

ного потока. Тогда при наличии скоса потока вектор результирую
щей силы должен быть перпендикулярен направлению истинной
скорости V . Следовательно, скос потока приводит к отклонению резуль
тирующей силы от направления, перпендикулярного скорости невоз
мущенного потока, на угол Д а (рис. 7.19). В результате появляется 
проекция силы вдоль направления невозмущенного потока. Эта до
полнительная сила Х Л1 та КаД а, которая возникает из-за скоса по
тока, назы вается индуктивным сопротивлением. Если эту силу раз
делить на скоростной напор и площадь ро^5/2, то получим величину 
коэффициента индуктивного сопротивления:

Таким образом, сопротивление крыла конечного размаха состоит 
из профильного сх&р и индуктивного сопротивлений, обусловленных 
скосом потока, т. е. для крыла конечного размаха сха =  сХЛр +  схя1. 
У крыла бесконечного размаха, где скос потока отсутствует, индук
тивное сопротивление равно нулю.

Выведем приближенные соотношения, позволяющие оценить зна
чения у гл а  скоса потока, производной суа и коэффициента схз1. Для 
этого приближенно заменим крыло простейшей вихревой системой — 
одним П-образным вихрем (рис. 7.20). Циркуляция скорости П-об- 
разного вихря при этом определяется из условия равенства подъ
емной силы крыла силе, создаваемой П-образным вихрем: Уа =  
=  суари^5/2 =  ру<х,Пв, отсюда

Расстояние между свободными вихрями при такой замене должно 
быть больше размаха крыла: /в =  / +  2е, где е =  (0,02 -г- 0,04)//2.

Скорость скоса потока х)у(г) в произвольной точке несущей линии, 
вызы ваемая правым и левым полубесконечными свободными вихрями, 
определяется по формуле Био — Савара (2.36):

сх а 1 —  Х { / ( р и 005 / 2 )  —  Суа Д < х. (7.57)

Г =  (1/2)суа8 у Л в. (7.58)



Рис. 7.21. Коэффициенты 
подъемной силы крыла ко
нечного и бесконечного раз
маха

Рис. 7.22. П арабола индук
тивного сопротивления 1 и 
поляра крыла 2

а средняя по размаху крыла скорость скоса потока
г/2

Оу  =  - у -  |  V, (г) йг,
—//2

или, заменяя ау(г) выражением (7.59), имеем
Г , 1 +  е 

V,. =  — - 1 п — 1— .
2тс/

Подставим в эту формулу выражение циркуляции скорости (7.58). 
Кроме того, учтем, что /в = 1(1 +  2е11), а /2/5 =  К. При е — 0 ,04//2
ориентировочно принимаем ----- -̂-----1 п -^ -^ £ -«4 . Тогда

1 +  2е/1 е
Уу =  суерЛк'ку, (7.60)

Да =  суа/(ъХ). (7.61)

Формулы (7.60) и (7.61) позволяют оценить значения скорости и 
угла скоса потока. Очевидно, что чем больше удлинение, тем меньше 
угол скоса потока. При суЛ =  0 угол Д а =  0, а с увеличением коэф
фициента подъемной силы угол  скоса потока увеличивается.

Используя выражение (7.61), выведем формулу д ля  определения 
коэффициента подъемной силы. Д л я  этого в формуле (7.51) заменим 
геометрический угол атаки а  истинным углом атаки а ист =  а  —
— Д а =  а  — суа/(яХ). Тогда су& =  [2 я (а  — а 0)]/(1 +  2/Я). Дифферен
цируя по а ,  имеем

су а =  2^ / (1 +  2). (7.62)

Отсюда следует, что с уменьшением удлинения коэффициент подъ
емной силы крыла уменьшается. Д л я  получения одной и той ж е подъ
емной силы при прочих равных условиях крыло конечного разм аха 
должно иметь больший угол атаки  а  +  Д а, чем крыло бесконечного 
размаха (рис. 7.21).



Выведем такж е выражение дл я  определения коэффициента ин
дуктивного сопротивления. Д л я  этого подставим выражение (7.61) 
в формулу (7.57):

схщ =  с 2уа/{кХ ).  (7.63)

Таким образом, значение коэффициента индуктивного сопротив
ления тем  меньше, чем больше удлинение крыла. В зависимости от 
суа коэффициент сха, изменяется по параболическому закону. Кривая 
схл, =  /(суа) называется параболой индуктивного сопротивления, а 
кривая полного коэффициента сопротивления крыла в зависимости 
от коэффициента подъемной силы сха =  Р(с.,а)-— полярой крыла 
(рис. 7 .22).

Следует иметь в виду, что формулы (7.62) и (7.63) являются при
ближенными и не учитывают влияния формы крыла в плане. Однако 
основные зависимости коэффициентов су3 от X, а сх.а от суз и X пред
ставлены в них точно. Более того, к ак  показано ниже, формулы (7.61) 
и (7.63) совпадают с соответствующими формулами, полученными 
по теории несущей линии для крыльев с эллиптическим законом рас
пределения циркуляции по разм аху. В этом случае угол скоса потока 
постоянен вдоль размаха и определяется по формуле (7.61), а ин
дуктивное сопротивление имеет минимальное значение по сравнению 
с любой другой формой крыла в плане и вычисляется по формуле 
(7.63).

Применительно к крыльям произвольной формы в плане для оп
ределения производной с*а вместо формулы (7.62) можно пользоваться 
следующим приближенным соотношением:

с'1 ¿/а 2 кХ/(РХ +  2), (7.64)

где Р -— поправка, учитывающая влияние формы крыла в плане и 
представляющая собой отношение полупериметра крыла к его раз
м аху.

Д ля крыльев с прямой нестреловидной задней кромкой

Р =  — i +  - — i - т  +  у  i +Л т)+1 I/ \ X y \ 7 j - J - l
(7.65)

При X -*■ 0 по формуле (7.64) можно получить предельное значение 
производной 4 а  Для крыльев достаточно малого удлинения: X <  1.

Из выражения (7.65) следует, что для треугольного крыла (т) =  
=  оо) при Х)~>0 значение Р Х - ^ 2 .  Тогда

C¡a =  теХ/2. (7.66)

Эта формула совпадает с формулой, полученной по теории тонкого 
тела [34], и дает удовлетворительные результаты при X с  1.

Отметим, что формулы (7 .62)— (7.64) являются приближенными. 
Поэтому ими можно пользоваться только для расчетов с целью при
ближенной оценки величин суа и cxai.



§ 7.10. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ 
ПОДЪЕМНОЙ СИЛЫ И ИНДУКТИВНОГО 
СОПРОТИВЛЕНИЯ КРЫЛА НА ОСНОВЕ 
ТЕОРИИ НЕСУЩЕЙ ЛИНИИ

У
Г - - Г ( г ) ^ .

. * . !  ! У  *
ъ ! \  

м й !  1
о а У  N

Рис. 7.23. Элементарная 
скорость скоса потока при
Г—Г (г)

-Если рассматривать крыло произволь
ной формы в плане, то циркуляция Г 
по размаху крыла будет изменяться, т. г~

Г =  Г (г). Получим основные соотно
шения, определяющие скос потока, 
подъемную силу и индуктивное со
противление Х аг- такого крыла.

Рассмотрим проекцию кры ла на 
плоскость уг (рис. 7.23). Вдоль разма
ха крыла циркуляция Г меняется по закону Г =  Г(г). Рассмотрим 
действие системы вихрей (вихревой пелены), сбегающей с кры ла, 
на произвольную точку А. Очевидно, с каждого элемента крыла 
сбегает элементарный вихрь с циркуляцией —йГ. Если положение 
точки А характеризуется координатой г, а положение элементар
ного вихря, сбегающего с участка крыла ¿С, — координатой С, то 
выражение для скорости, индуцированной этим вихрем в точке А, 
очевидно, имеет вид йиу =  —г/Г/[4я(С — г)].

Скорость в точке А, индуцированная всей вихревой пеленой,
1/2М (ёТ/£)<!:

-----------------------------,

-  2 (7.67)
- 1/2

где Г — функция С, а г — координата для данной точки А.
Скорость скоса потока такж е изменяется по размаху кры ла, т . е.

Ьу =
Д ля нахождения угла скоса Д а и истинного угл а атаки , которые 

в общем случае такж е изменяются вдоль размаха кры ла, можно вос
пользоваться формулами

Да =

. =  а —  Да,

(7 .67 ')

(7.68)

где а  — угол атаки, определяемый по направлению скорости на бес
конечности .

В общем случае угол атаки а  такж е  может изменяться вдоль раз
маха, например если крыло имеет геометрическую кр утку .

Подставляя в формулу (7.67') ьу из (7.67), получаем угол скоса 
потока для сечения крыла в виде

Да (г)  = 1
1/2I

— 1/2

(¿г/^) л: 
£ — 2

(7.69)

Тогда средний по размаху кры ла угол



И 2
Да =  - у -  ^ Да (г) йг.

- 1/2

(7.69')

Д л я  нахождения подъемной силы и индуктивного сопротивления 
выделим элементарный участок крыла с1г. Подъемную силу, действую
щую на этот участок, найдем по формуле Ж уковского:

Элементарная сила индуктивного сопротивления йХа1 =  ¿К аДа(2). 
П одставляя сюда выражения (7.69) и (7.70), имеем

К ак видим, аэродинамические характеристики крыла Ка, Х а* 
можно определить, если известен закон изменения циркуляции, т. е. 
функция Г =  Г(г), так  к ак  все они зависят от этой функции.

Выведем уравнение, позволяющее найти функцию Г(г). Д ля этого 
составим выражение элементарной подъемной силы по формуле Ж у
ковского йУя =  рГ(г)исойг и через коэффициент подъемной силы сече
ния суа, т. е. йУа =  суа(г) (ри2х 12)Ь(г)йг. Приравнивая эти выражения, 
получаем уравнение

устанавливающее связь меж ду циркуляцией скорости и коэффициен
том подъемной силы в сечении крыла.

Согласно гипотезе плоских сечений, на линейном участке зависи
мости суа( а )

где а0 — тангенс угла наклона прямолинейного участка кривой су3(а) 
для кры ла бесконечного разм аха (профиля).

В формуле (7.74) угол а  отсчитывается от угла нулевой подъем
ной силы, а угол скоса потока Д а  для данного сечения определяется 
по формуле (7.69). Тогда, подставляя выражение (7.74) в уравнение

¿У  а =  рОооГ (г) с£г; (7.70)

следовательно, для всего кры ла

— 1/2

(7.71)

-1/2
Полная сила индуктивного сопротивления

1/2 Г  1/2

(7.72)
- 1/2 ----1/2

Г Ф  =  Т  С;,а (2) Ъ (г) V, (7.73)

С у а (*0 ^оаист а0 (а Да),ИСТ (7.74)



(7.73), получаем уравнение дл я  циркуляции скорости в следующем 
виде:

г Ч2 -\
Г (2) ~  "‘ь м « и + _ ! _  Г . (7.75)

2 I 4та«  _ { 2 ]

Это уравнение носит название основного интегро-дифференциаль- 
ного уравнения крыла конечного размаха. Оно позволяет установить 
закон распределения циркуляции скорости по размаху крыла задан
ной формы в плане при условии, что известны функция а0(г), т. е. 
набор профилей по размаху, а такж е  а (г) при наличии геометрической 
и аэродинамической крутки крыла.

Одним из распространенных методов решения уравнения (7.75) 
является метод, основанный на представлении неизвестной ц иркуля
ции скорости в виде тригонометрического ряда:

оо
Г =  2 / ^  ^ М г ^ л л е ,  (7.76)

Л=1

где А и А 2, А п — постоянные коэффициенты, подлежащие определе
нию, а 0 =  агссоз(—2С//) — новая переменная.

В результате подстановки ряда (7.76) в уравнение (7.75) получаем 
алгебраическое уравнение, содержащее в качестве неизвестных коэф
фициенты ряда А п.

Как показывают расчеты, коэффициенты ряда (7.76) быстро убы
вают. Поэтому бесконечный ряд  можно заменить конечной суммой 
из N членов. Тогда для определения неизвестных коэффициентов 
А А 2, . . . ,  Ан полученное алгебраическое уравнение необходимо со
ставить для N сечений крыла по числу неизвестных коэффициентов. 
В результате будем иметь систему из N алгебраических уравнений. 
Подробно метод расчета коэффициентов А п изложен в [21.

Зная коэффициенты А п, а по ним и распределение циркуляции 
по размаху (7.76), можно определить подъемную силу (7 .71), индук
тивное сопротивление (7.72) и угол  скоса потока (7.69) и (7 .69 ').

Переходя в формуле (7.71) от переменной г к переменной В(йг =  
=  (1/2)$тВс1В) и подставляя вместо Г выражение (7.76), получаем:

ОО 71

Уц — Р ^  ^  Ап ^ ¡п / гб зт  0^0.
п = I О

Так как  Гвтп© э т  Вс1В =  [1С̂  ПРИ п —
J 0 пои п=4= 1.

то
О при п ф  1,

У =  (р̂ оо/ 2) 1ЧА,.
Отсюда коэффициент подъемной силы крыла

с уя =  « Ц -  (7.77)



Таким образом, подъемная сила крыла конечного размаха выра
ж ается только через первый коэффициент разложения циркуляции 
в тригонометрический ряд . Остальные коэффициенты, не изменяя 
общего значения подъемной силы, влияют лишь на характер распре
деления циркуляции по кры лу, следовательно, на распределение 
аэродинамической нагрузки по размаху крыла.

И спользуя выражения (7.69), (7.76) и заменяя переменные Си z 
на переменные б и 0ь а такж е  учитывая, что
- 1C

.j cos n6¿6/(cos 0 — cos бх) =  ir sin  nOj/sin 0J,
o
найдем угол скоса потока в сечении крыла:

1/2 00

j* У  пА„ sin  пдг

(dlVd:) dC =  ---------------. (7.78)
С--  Z sin 0!

" —1/2

Тогда, подставив выражение (7.78) в формулу (7 .69 '), получим 
средний по размаху крыла угол скоса потока:

Да =  ^  Л„ =  Лх+  ^  А п, или Да =  Ла I 1 +  ^  A -  J .
п=1 п=2 '  п=2 /

Зам еняя Л^ согласно формуле (7.77), выражением Л 1 =  cyJ(nk,) 
«чательно имеем

Д(Х =  [Сра/(я ^)] О +  т), (7.79)

где «г =  > ;
п= 2  1

оо2
Используя формулы (7.72), (7 .76), (7.78) и переходя от переменных 

С и г к  переменным б и бь  представим индуктивное сопротивление 
в  виде

| (  2 ^ « sinrt0i ) (  J ]  " ^ s i n / ^  j dBv  
Ó V Л = 1 /  \ m = l  /

где первая сумма определяет циркуляцию скорости, а вторая — угол 
скоса потока в сечении кры ла.

Отсюда, учитывая, что <

С а • о jo  (пк/2 при п =  т\\ т  s in  n 0 1 s in m 6 1í/61 =  J
J  I 0 при п ф т ,о

будем иметь 
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Хаг =  ^  тЛ2 У  пА1
/1=1

Коэффициент индуктивного сопротивления
оо

2

-1
Умножив и разделив правую часть в пос

леднем выражении на Л? и замечая, что А 1 =  
=  суа/(лХ), получим

с ха1 ~  Iе  у а / (*% ,)] (1  “Ь ^)>

Рис. 7.24. Поправки т 
и б для прямоугольного 
крыла

(7.80)

где 8 =
оо 

п —2

В формулах (7.79) и (7.80) значения поправок т и б зависят от фор
мы крыЛа в плане. При эллиптическом законе распределения цирку
ляции по размаху крыла коэффициенты А п, за исключением Л ь  рав
ны нулю. В этом случае т =  0 и 6 =  0. Очевидно, что множитель 
( 1 + 6 )  в формуле (7.80) показывает, во сколько раз коэффициент 
индуктивного сопротивления данного крыла больше коэффициента 
индуктивного сопротивления крыла с эллиптическим законом распре
деления циркуляции по размаху при одинаковых значениях коэф
фициента с я и удлинения I.

На рис. 7.24 в качестве примера приведена зависимость поправок 
т и б от К для прямоугольного кры ла.

$ 7.11. ФОРМА КРЫЛА В ПЛАНЕ
С НАИМЕНЬШИМ ИНДУКТИВНЫМ СОПРОТИВЛЕНИЕМ

При заданном значении суа крыла, очевидно, коэффициент сха1 мини
мален, если б =  0. В этом случае, согласно формуле (7 .80), все ко
эффициенты Л п, за исключением А 1, равны нулю и циркуляция Г (г) 
выражается только через первый член ряда Г =  2 / 1 ^ 1 5 ^ 0 . Отсюда 
при 0 =  я/2 циркуляция в корневом сечении крыла; Г„ =  2/УооЛь 
т. е. А 1 =  Г0/(2Ьоо)- ______

Так как  г =  2г11 — — с о б 0 ,  то Г =  2 ^ ^ ^  У I  — г2.

Учитывая, что Л 1 в данном случае равно Г0/(2/иоо), получаем 

Г =  Г0 ] / 1 — Г2 . (7 .8 1 )

Как видим, циркуляция Г(г) изменяется по размаху, сл едуя  эл 
липтическому закону, т. е. крыло имеет наименьшее индуктивное 
сопротивление при эллиптическом распределении циркуляции по 
размаху.



Подъемная сила кры ла с эллиптическим распределением цирку
ляции определяется по формуле

а 2
У  а =  pVoo |  Г (г) d z =  - j -  рос/г,,,

- 1/2

а  коэффициент подъемной силы

су& =  (* / 2 )Г 0/(О вА Р). (7 .8 2 )

Здесь ЬСр— средняя хорда крыла, bcv =  S/l.
В этом случае угол скоса потока (7.78) постоянен по размаху: 

Д а  =  A i =  T0/(2lvao), или, представляя Г0, согласно формуле (7.82), 
через коэффициент су&,

Да =  су&/(кк). (7.83)

Имея в виду, что для любого сечения крыла Г(г) =  (l/2)cyi(z)v00b(z), 
получаем, что эллиптического закона распределения циркуляции 
вдоль размаха крыла можно достичь путем соответствующего изме
нения величин суаи b{z). При постоянном значении суа вдоль размаха
крыло должно иметь эллиптическую форму в плане: b =  1 — г2 , 
где b0 =AAillCya.

Отметим, что приведенные результаты теории несущей линии 
и более приближенные зависимости, рассмотренные в § 7.9, весьма 
полезны, так  как они обладают достаточной простотой и потому поз
воляю т получить представление как  о характере обтекания крыла 
конечного размаха и процессе возникновения подъемной силы и ин
дуктивного сопротивления, т а к  и о зависимостях аэродинамических 
характеристик от формы кры ла в плане и удлинения. Однако теория 
несущ ей линии дает удовлетворительные результаты только при
менительно к крыльям большого удлинения и со сравнительно не- 
болыпрми углами стреловидности. Более точные сведения о рас
пределенных и суммарных аэродинамических характеристиках стре
ловидных крыльев как  большого, так и малого удлинения можно 
получить на основе теории несущей поверхности.

§  7.12. ТЕОРИЯ НЕСУЩЕЙ ПОВЕРХНОСТИ.
МЕТОД ДИСКРЕТНЫХ ВИХРЕЙ

В общем случае для определения аэродинамических характеристик 
крыло необходимо заменить более сложной вихревой системой — 
вихревой поверхностью или присоединенными вихрями, интенсив
ность которых непрерывно изменяется как по разм аху, так  и по хор
д е , и вихревой пеленой, состоящей из свободных вихрей, сходящих 
с  задней кромки и простирающихся до бесконечности.

Рассмотрим обтекание тонкого слабоизогнутого крыла при малом 
у гл е  атаки . В этом случае, т а к  ж е как для тонкого профиля, гранич
ные условия безотрывности обтекания (условия непротекания) можно



а]

Рис. 7.25. Замена крыла косыми подковообразными вихрями (а) и косой 
подковообразный вихрь (б):
А1 — контрольная точка, в которой удовлетвор яется  граничное условие непротекания

удовлетворять в точках срединной поверхности, т. е. поверхности, 
проведенной через средние линии сечений крыла, а индуцированные 
скорости vy определять в проекциях этих точек на плоскость хОг.

Заменим непрерывную вихревую поверхность приближенной си
стемой дискретных вихрей. Для этого разобьем крыло на ряд  яч еек , 
выбирая N полос по полуразмаху шириной l/(2N) и п панелей в к а ж 
дой полосе с размером вдоль хорды, равным Ь/п. На каждой ячей ке 
разместим косой подковообразный вихрь интенсивностью Г г. Здесь
i — номер косого подковообразного вихря 1 <  i <  nN.

Расположение вихрей и контрольных точек, в которых удовле
творяются граничные условия непротекания, показаны на рис. 7 .25 . 
Присоединенный вихрь располагается на расстоянии V 4 ширины 
ячейки от ее передней границы [1/4(Ь/п)]. а контрольные точки выби
раются посередине полосы на расстоянии 3/4(6/п) от той ж е границы. 
На рис. 7.25 свободные вихри, идущие от присоединенного вихря 
вниз по потоку до бесконечности, условно оборваны.

Рассматриваемая вихревая модель удобна для расчета аэродина
мических характеристик на электронных цифровых машинах. Это 
объясняется прежде всего тем, что здесь обтекание крыла описыва
ется набором простых особенностей в виде косых подковообразных 
вихрей.

При обтекании крыла симметричной формы в плане под углом  
атаки в симметричных точках правого и левого полукрыльев цирку
ляции Г одинаковы. Поэтому граничные условия достаточно удовле
творить только на правой половине кры ла с учетом влияния левой.



При этом количество неизвестных Г равно nN. Д ля определения 
используются граничное условие безотрывности обтекания (vn — 0) 
в выбранных контрольных точках, количество которых такж е равно 
nN .

Нормальная составляющ ая скорости

vn -  vx cos (пх) +  vy cos (ny) +  vz cos (nz), (7.84)

где cos (nx), cos (ny), cos (nz) — направляющие косинусы внешней нор
мали к поверхности.

Пусть у — f(x, г) — уравнение срединной поверхности крыла 
в связанной системе осей координат. Д ля тонкого слабоизогнутого
кры ла cos (пх) =  —df/dx, cos (ny) =  1, cos(nz) =  —df/dz. Тогда, под
ставл яя  в формулу (7.84) выражения направляющих косинусов, 
а такж е  составляющих скорости vx=  и,х>+ v'x, vy =  vxa  +  vy, vz =  
=  v'z и пренебрегая малыми второго порядка, получаем vn — 
=  —v00df/dx +  vy--\- vxa. Приравнивая vn нулю, имеем

v'y/vco =  — <x(x, z), (7.85)

где a(x,z) =  (a — df/dx) — местный угол атаки в контрольных точ-
nN

к ах , a t ) j=  У  (vyi +  Дvyi). Здесь vyi и Avui — составляющие 
/1=1

скорости, индуцируемые в данной контрольной точке соответственно 
i -м косым подковообразным вихрем правого крыла и симметричным 
вихрем левого крыла. Скорости vyi и Avyi пропорциональны Гг.

Расчетные формулы дл я  определения индуцированных скоростей, 
выведенные на основе формулы Био — Савара, приведены в [7].

Используя граничное условие (7.85), получаем систему nN ал
гебраических уравнений д л я  определения Гг.

В результате решения системы уравнений для крыла заданной 
формы в плане и срединной поверхности найдем Гг, после чего нетруд
но вычислить аэродинамические характеристики с,1а, т г как  крыла 
в целом, так  и его сечений Гсеч, cyace4 , т гсеч. _

При расчете Г г удобно ввести безразмерную величину Г г =  Г¡//¡^оо, 
где li =  1/2N — размах г'-го подковообразного вихря. Безразмерную 
величину можно представить в виде

Г| =  Г“а +  I V  (7.86)

Здесь Гог— значение Гг при а  =  0, а Г“ — производная Гг 
по у гл у  атаки. Первый член выражения (7.86) учитывает влияние 
у гл а  атаки , а второй — формы срединной поверхности.

Д л я  плоского крыла Гог =  0. Тогда Гг =  17 а.
Приведем формулы д ля распределенных и суммарных аэродина

мических характеристик плоского крыла. Циркуляция скорости в 
заданном сечении крыла z =  const



г е т  =  2 г ,  =  ^ 2  Г <“’ <7 ' 8 7 >
* сеч  *сеч

гДе ¿сеч означает, что суммирование происходит по сечению кр ы ла.
Д ля производной коэффициента подъемной силы сечения, исполь

зу я  уравнение саасеч =  2Гсеч/(и00Ьсеч), получим следующую формулу:

Суя сеч =  7  Г  ( 7 . 8 8 )
/V ” с е ч

.* с е ч

Продольный момент сечения относительно оси Ог

М г сеч =  2  Ру °°г ^ г х 1 = ] 2  р и «  1 ,Т 1 ы 1 г х р
^сеч  * с е ч  . ’

Коэффициент момента • ■

т г  сеч =  М г  с е ч / [ ( р У ~ /2 )  Ь\т й г \ ' ]

или .. •,
1 / - XI | ■ ^

т х сеч — "ГГ Т  ^  Г £ а  — »
" ®сеч / °свч1сеч

а производная коэффициента продольного момента сечения относи
тельно оси Ог

т г (7 -М )N Ьсеч ¡0 1 с̂еч

Здесь х1 — координата середины ¿-го вихря вдоль оси х.
Зная значения производных с£асечи т 1 с&ч, легко определить поло

жение фокуса сечения крыла: Хрсеч— —/Игсеч^сеч, где Хр =  Хр/Ьсеч— 
безразмерная координата фокуса относительно начала координат. 
Очевидно, что для плоского крыла центр давления совпадает с ф оку
сом.

Используя выражения (7.88) и (7 .89), можно получить формулы 
Для производных ¿1 а и т\ крыла в целом.

Представим суммарную подъемную силу У а и момент Мг в следую 
щем виде:

Ка =  2  | Суасеч  а Ьсечйг\ М г =  2 | т “ сеч а —  &оеч£/г.
о о

Отсюда
1/2 1/2

Суп =  ^  С у з  с е ч  ЬСйЧй г ,  Ш ̂  ^  /Иг сеч &сеч^2,

О О



где Ь — характерная хорда крыла.
Подставляя сюда выражения (7.88), (7.89) и переходя от интегра

лов к суммам с заменой йг на /г = //2Л/, получаем:

(7.90)
¿=1¿=1

т а
г

J l . ра _£1
N* ^  г Ь

(7.91)

Здесь X — P/S.
Относительная координата фокуса крыла определяется из урав

нения M l а  =  —¥ ахр. Отсюда

Перейдем теперь к рассмотрению возможности вычисления коэф
фициента индуктивного сопротивления. Теория несущей поверх
ности позволяет найти д ва  предельных значения индуктивного соп
ротивления — без учета так  называемой подсасывающей силы и с 
учетом полностью реализованной подсасывающей силы. В зависимо
сти от характера профилирования передней кромки крыла значение ко
эффициента индуктивного сопротивления находится между этими 
предельными теоретическими значениями.

Поясним физически механизм возникновения подсасывающей си
лы.

При обтекании передней кромки частицы жидкости протекают 
из области повышенного давления под крылом в область пониженного 
давления над крылом, огибая его переднюю кромку. При этом местные 
скорости потока возрастают, вследствие чего в этой области воз
никает разрежение. В результате появляется проекция сил давления, 
направленная навстречу набегающему потоку, т. е. подсасывающая 
сила.

При уменьшении толщины крыла разрежение, развивающееся 
около передней кромки, возрастает, а площадь лобовой проекции, 
на которую оно может действовать, становится меньше, причем их 
произведение остается почти постоянным и конечным до предельной 
нулевой толщины. Появление конечной подсасывающей силы в пре
дельном случае нулевой толщины объясняется тем, что при этом в  
окрестности передней кромки скорости и разрежения стремятся к  
бесконечности. Хотя толщина крыла бесконечно мала, силы давле
ния дают конечную подсасывающую силу, т. е. силу, направленную 
вперед.

Продемонстрируем появление подсасывающей силы на простом 
примере — пластинке бесконечного размаха (рис. 7.26). Согласно 
теореме Ж уковского, на пластинку действует сила Уа, перпендику
лярн ая скорости набегающего потока. С другой стороны, суммарная

(7.92)



Рис. 7.26. Схема сил, действую
щих на плоскую пластинку:
Р — подсасываю щ ая сила

ьуд
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Рис. 7.27. Влияние у гл а  
стреловидности на несущие 
свойства крыла при р а з 
личных удлинениях:
Т] = 1; с *  — производная по
угл у  атаки , измеренному в  р а 
дианах

0 0,5  1/П

Рис. 7.28. Влияние сужения на не- Рис. 7.29. Относительная координата фоку-
сущие свойства крыла при раз- са стреловидных крыльев при т] = оо
личных удлинениях:
Хп к “ 60®; с а  — производная по углу у  а
атаки , измеренному в радианах

сила давления У  должна быть перпендикулярна пластинке. Р асх о ж 
дение результатов объясняется подсасывающей силой. В теореме 
Ж уковского она учитывается автоматически, а при определении силы  
У она не учтена. Д ля крыла бесконечного размаха, когда сопротив
ление в идеальной несжимаемой жидкости отсутствует, подсасываю
щая сила равна проекции силы У  на направление скорости 
набегающего потока, т. е. Кэш а или при малых углах  атаки  
Р =  У а.

При реальном обтекании кры ла с острой передней кромкой бес
конечных разрежений быть не может. Н а малых углах атаки в окре-



Рис. 7.30. Влияние удлине
ния крыла на несущие 
свойства его сечений: 
эсп.к=60°; Ч“2

Рис. 7.31. Распределение Г=
—с#асеч^сеч%а/^ср по размаху крыльев: 
а  — при различных удлинениях для  %а  к =60°, 
т|“ 2; б  — при различных угл ах  стреловидно
сти для Я—5 и Г) = 1

стности передних кромок образуется 
местный отрыв потока, в результате ко
торого разрежение уменьшается, под
сасывающая сила практически не реа
лизуется.

Таким образом, предельные значения 
коэффициента индуктивного сопротивле
ния соответствуют без учета подсасы
вающей силы крыльям с заостренными 
передними кромками, а с учетом подса
сывающей силы — хорошо профилиро
ванным плавным передним кромкам. В
ПерВОМ Случае Х аг =  Уаа  и с хаг — с уа<Х.
Д ля плоских крыльев, представляя 
СУа =  с«аа  И а  =  с у й! с а , получаем=  С“аа  и а

__ 2 / а
: — Суъ! Суа • (7.93)

Здесь су& — производная коэффици
ента подъемной силы по у гл у  атаки, выраженному в радианах.

При полностью реализованной подсасывающей силе коэффициент 
cxa¡ можно представить в виде (7.80): cxai — BcyJ(nk), где множитель 
В зависит от формы кры ла в плане [7]. Опыт показывает, что теоре
тическое значение подсасывающей силы реализуется неполностью. 
Это обычно учитывается эмпирическим коэффициентом реализации 
подсасывающей силы [19].

По изложенной методике теории несущей поверхности проведены 
систематические расчеты распределенных и суммарных аэродинами
ческих характеристик крыльев различной формы в плане [7]. Поль
зуясь  этими результатами, можно произвести анализ влияния гео
метрических параметров кры ла на его аэродинамические характери
стики. Приведем характерны е результаты расчета.

На рис. 7.27 и 7.28 показаны кривые зависимости производной 
Суа , характеризующей несущие свойства крыла, от угла стреловид
ности, удлинения и суж ени я. Увеличение угл а стреловидности крыла



приводит к заметному снижению производной су& крыла больш ого 
удлинения, а для крыла малого удлинения 1 влияние угл а  стр е 
ловидности практически отсутствует; уменьшение удлинения при
водит к существенному уменьшению производной су& , а изменение 
сужения при заданном К и %п.к слабее влияет на величину суа .

Влияние удлинения и угла стреловидности на положение ф окуса 
наглядно видно из рис. 7.29, на котором представлены кривые з а 
висимости от к  и /п.к координаты фокуса х г , отсчитываемой от пе
редней кромки средней аэродинамической хорды и отнесенной к  ве- 
личи не Ьа ■ '

Д ля характеристики несущих свойств сечений крыла приведены 
такж е  кривые изменения производных суа сечений по размаху кр ы ль
ев различных удлинений при Хп.к =  60°, г) =  2 (рис. 7.30). Видно, 
что при изменении удлинения стреловидного крыла изменяется к а к  
значение производной с*асеч , так и закон ее распределения по раз
маху.

Д ля характеристики распределения нагрузки  по размаху кр ы л ьев  
желательно сравнить крылья при одинаковом значении суммарного 
коэффициента подъемной силы. Удобной величиной для такого ср ав 
нения является Г =  (суасеч с̂еч)/( сУаЬСр). Н а рис. 7.31 показано 
изменение характера распределения Г по размаху крыльев при и з
менении удлинения (а) и угла стреловидности (б). При уменьшении 
удлинения крыла происходит некоторое перераспределение н а гр у з 
ки — величина Г на концах крыла уменьш ается, а в средней части 
крыла увеличивается. Увеличение у гл а  стреловидности приводит 
к  уменьшению!’ в средней части и к увеличению Г на концах к р ы л а .

§ 7.13. НЕЛИНЕЙНЫЕ АЭРОДИНАМИЧЕСКИЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ КРЫЛЬЕВ МАЛОГО УДЛИНЕНИЯ

При рассмотрении аэродинамических характеристик крыльев при 
малых углах атаки принимается, что происходит безотрывное обте
кай ие. В результате зависимости коэффициентов подъемной силы 
сУа от угла атаки и момента т г от угл а  атаки  (коэффициента суа) ока- 
зы ваю тся линейными. Тогда несущие свойства и моментные х а р а к 
теристики крыльев определяются значениями производных с1а , т * 
или т гуа.

Экспериментальные исследования показывают, что зависимости 
коэффициентов суа(а ) и т г(а) при умеренных и больших углах  атаки  
становятся нелинейными. Это явление связано с отрывом потока. 
Возможны два типа отрыва потока. При больших углах  атаки отрыв 
пограничного слоя обычно начинается с задней кромки и вы зы вает 
общий отрыв потока с поверхности кры ла (см. гл. 12). Это приводит 
к уменьшению подъемной силы по сравнению с безотрывным обте
канием (см., например, рис. 7.13).

При умеренных углах атаки возникает отрыв потока у  боковых 
и передних кромок стреловидных кры льев с острыми кромками. В
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Рис. 7.32. Срыв потока с перед
ней кромки тонкого кры ла

¡0 к, град.

Рис. 7.33. Зависимость 
коэффициента подъемной 
силы треугольного кры
ла с острыми передни
ми кромками от угла 
атаки:
Л=1,5; 1 — нелинейная зави-

<с  уа )* = 0 а

Рис. 7.34. Зависимость коэффици
ента, определяющего нелинейную 
составляющую суа, от величины
(суа) 1=0

результате отрыва потока над 
крылом малого удлинения боль
шой стреловидности образуются 
два стационарных, сравнитель
но интенсивных вихря (рис. 
7.32). Расположение вихрей и 
их интенсивность зависят от 
формы передних кромок, формы 

крыльев в плане и у гл а  атаки. С увеличением угл а атаки интенсив
ность вихрей возрастает.

Вихри, образовавшиеся в результате отрыва потока с передних 
кромок, создают на верхней поверхности дополнительные разрежения 
и вызывают перераспределение нагрузки по крылу. При этом подъ
емная сила возрастает, изменяются моментные характеристики. Осо
бенно сильное влияние эти вихри оказывают на несущие свойства 
крыльев малого удлинения с острыми передними кромками. При 
сравнительно малых и умеренных углах атаки зависимости су&(а ) и 
т 2(а) становятся нелинейными. В отличие от нелинейности, связан
ной с отрывом пограничного слоя с поверхностью крыла, приводящим 
к  уменьшению подъемной силы, в этом случае подъемная сила возра
стает (рис. 7.33). Здесь для сравнения приведена также прямая

Суп —  (  Суа)а=0 *•

При изучении течений, сопровождающихся отрывом потока, ре
шающая роль принадлежит эксперименту. В настоящее время начали 
развиваться такж е численные методы расчета отрывных течений [8].

Д ля приближенного определения коэффициента подъемной силы 
с учетом дополнительной силы, вызываемой отрывом потока на перед
ней кромке, можно пользоваться формулой



где первое слагаемое су&а  определяет основную линейную зависимость, 
а второе слагаемое А а 2 представляет собой коэффициент дополни
тельной нелинейной составляющей подъемной силы; а  — угол атаки , 
рад.

Коэффициент А зависит от геометрических параметров Хп.к. X, 
•Л и формы передних кромок профилей в различных сечениях кры ла. 
Анализ экспериментальных данных показывает, что для кры льев с 
различными геометрическими параметрами, но одинаковыми значе
ниями производной cía при а  — 0 значения коэффициентов А п р ак 
тически одинаковы, т. е. коэффициент А можно представить в  виде 
функции от производной при а  =  0 (рис. 7.34). С увеличением 
значения производной сауа при а  =  0, т . е. с ростом удлинения или 
уменьшением угл а  стреловидности, нелинейная составляющая ко
эффициента подъемной силы уменьш ается.

(



8
ГЛАВА

ПРОФИЛЬ И КРЫЛО 
КОНЕЧНОГО РАЗМАХА 
В ДОЗВУКОВОМ ПОТОКЕ

§ 8.1. ПОНЯТИЕ 
О КРИТИЧЕСКОМ 
ЧИСЛЕ М

При обтекании плоской пластинки (с =  0) под нулевым углом атаки 
местная скорость на ее поверхности при отсутствии вязкости всюду 
равна скорости невозмущенного потока. На профиле при с Ф  0 или 
а  Ф  0 местная скорость потока в некоторых точках поверхности ста
новится больше скорости невозмущенного потока (у>Ооо), причем 
д л я  заданной скорости v«, местная скорость v в определенных обла
стях  течения тем больше, чем больше толщина и угол атаки. Поэтому 
при большой дозвуковой скорости набегающего потока местная ско
рость где-либо на его поверхности может стать равной или больше 
скорости звука.

Число М.» (невозмущенного дозвукового потока), при котором где- 
либо на поверхности обтекаемого тела впервые местная скорость по
тока достигает скорости звука (v =  а„р), называется критическим 
и обозначается Мкр.

При дозвуковой скорости невозмущенного потока возможны два 
случая обтекания:

1- М.» <  Мкр. При этом местная скорость потока всюду на по
верхности меньше скорости звука . В этом случае происходит чисто 

дозвуковое обтекание профиля (крыла).
2. Мкр С  Моо <  1- При дозвуковой скорости 

невозмущенного потока в некоторых точках по
верхности и в ее окрестности местная скорость 
становится больше скорости звука, возникает 
зона местных сверхзвуковых скоростей (рис. 
8 .2 , область ABC). Поскольку при этом поза
ди кры ла скорость потока меньше скорости зву
к а , то зона местных сверхзвуковых скоростей 
зам ы кается прямым скачком уплотнения ВС*. 
Иногда перед прямым скачком располагается 
косой скачок уплотнения ED. В результате об

* Здесь и далее замыкающий скачок называется 
прямым, так как он в каждой точке перпендикулярен 
местной линии тока.

Рис. 8.1. Зависимость 
критического числа 
МКр от коэффициента 
давления pmlu во



разуется так  называемый ^.-образный 
скачок уплотнения (подробнее см.
§ 12.9).

Величина Мкр зависит от относитель
ной толщины с и кривизны профиля /, 
формы профиля (прежде всего от поло
жения точки максимальной толщины хс) 
и угла атаки. Д ля крыла конечного 
размаха Мкр зависит, кроме того, от у г 
ла стреловидности и удлинения крыла.

Рассмотрим качественно влияние' указанны х параметров на ве
личину Мкр. Очевидно, что местная скорость потока впервые станет 
равной скорости звука  в той точке поверхности, в которой она имеет 
при данной скорости невозмущенного потока наибольшее значение. 
При увеличении относительной толщины с наибольшая скорость на 
поверхности профиля возрастает. В результате Мкр уменьш ается. 
Наличие кривизны (/ =/= 0) такж е вызывает увеличение местной ско 
рости потока и, следовательно, приводит к  уменьшению Мкр. А нало
гичное влияние оказывает смещение максимальной толщины вперед 
(уменьшение координаты хс).

При увеличении угла атаки (коэффициента подъемной силы суа) 
^кр> очевидно, уменьшается. Наличие у гл а  стреловидности при
водит к увеличению Мкр (см. § 8.4). Уменьшение удлинения т а к ж е  
приводит к росту Мкр. Это объясняется тем , что для крыла конечного 
размаха (X =/=оо) вследствие концевых перетеканий воздуха с нижней 
поверхности на верхнюю давление на верхней поверхности возра
стает, а в соответствии с уравнением Бернулли местная скорость 
уменьшается. В результате Мкр увеличивается. Чем меньше удли 
нение крыла, тем больше Мкр.

Поскольку наибольшей скорости соответствует минимум давления 
(минимум коэффициента давления) на-поверхности, то для определе
ния М кр достаточно знать значение коэффициента рт -т . Величину 
М кр для данного тела можно непосредственно найти по известному 
распределению давления на малых скоростях, т. е. по известному 
значению коэффициента рт -т в условиях несжимаемого потока. Кри
вая зависимости Мкр для профиля от коэффициента рт т  в несжимае
мом потоке приведена на рис. 8 .1. Сущ ествует определенная связь  
между коэффициентами рт ,„ в сжимаемом и несжимаемом потоках.

§ 8.2. ВЛИЯНИЕ СЖИМАЕМОСТИ 
НА АЭРОДИНАМИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ПРОФИЛЯ И КРЫЛА ПРИ М оо<М кр

Рассмотрим приближенный метод учета сжимаемости воздуха (метод 
Прандтля — Глауэрта) для чисел М „ <С МКр> основанный на линеа
ризации уравнения потенциала скорости (6.10).

В безвихревом слабовозмущенном потоке, каким является поток 
в окрестности тонкого крыла при малых у гл ах  атаки , потенциал ско-

Рис. 8.2. Обтекание кры ла 
при Мкр<Моо<1



роста возмущения ср' удовлетворяет линеаризованному уравнению 
(6 .20) для профиля и (6.21) для крыла конечного размаха. Путем аф
финного преобразования координат эти уравнения можно привести 
к  уравнению Л апласа. Рассмотрим прежде всего решение задачи об
текания тонкого профиля.

Вместо координат х, у  плоскости сжимаемого потока введем но
вы е координаты Хи у\ по формулам

хг = х \ У  1 - Л\1 , уг = у. (8.1)

Так как йхг/йх =  1 / У 1 — , йух!йу =  1,

то
д<р' 

дх

д у ______________ _________
дх2 ~  дх* 1 - М ^ ’ д«* ду\

_ dq>'
дх, V

д у
I— ЛИ

df' _ df' .
ду дУ1 ’

д у д у (8.2)

Подставляя эти выражения в уравнение (6.20), получаем

dWIdxl +  д^'/ду* =  0 . (8.3)

Уравнению Л апласа (8.3), как  известно, удовлетворяет потенциал 
скорости в несжимаемом потоке. Следовательно, плоскость у t мож
но рассматривать к а к  некоторую плоскость несжимаемого потока. 
П усть решение уравнения (8.3) <р'(*1» //i) известно. Нетрудно пока
зать , что функция ср'(х, у) =  7ф'(*ь у i), где ?  — постоянная вели
чина, является решением исходного уравнения (6.20). Тогда, удов
летворяя линеаризованному граничному условию (7.85), для исход
ного профиля получаем
(дер'/ду)у=0 =   ̂(д<р'/ ду^ у^  =  — Vooia — dy/dx)\ Для преобразованно

го профиля {ду'1дуг)у1=0 =  — — d y jd x j.
Здесь у =  у(х) и г/i =  г/i (Xi) — уравнения исходного и преобразован
ного профилей, рассматриваемых в сжимаемом и несжимаемом по
токах.

Подставляя (дф '/дг/Д ^ в выражение для производной (дф7дг/Ь=о. 
имеем 7 («1  — dyjdxi) =  (а — dy/dx).

Рассмотрим обтекание о д н о г о  и того ж е профиля с учетом и без 
учета сжимаемости при одинаковых углах атаки и скоростях невоз
мущенного потока, т . е. примем dyjdxi =  dyldx, а 4 =  а ,  Ui«, =  vx . 
Тогда 7 =  1 и ф'(х, у) =  ф '(*1, г/4), т. е. в этом случае при преобразо
вании координат потенциал скорости возмущения не изменяется. 
Дифференцируя это равенство и учитывая выражения (8.2) для про
изводных dtp /дх и дф’/ду, найдем связь между составляющими ско
рости в соответствующих точках сжимаемого (vx — дер'/дх, vy =  
=  дф '/ду) и несжимаемого (vXl = d<$'/dxt, vyi =  дф'/дг/i) потоков:



х '' J  Y 1 — MÍ , v =  v ‘ .xl I > V y 1 (8.4)

Установим связь между коэффициентами давления в соответствую
щих точках профилей в сжимаемом р и несжимаемом рвс потоках. 
На основании линеаризованного уравнения Бернулли (6.18) р —
— Peo =  —pacVKlv'x , рнс — Р<ю_= —pooVaoVXi. Отсюда, имея в виду, что 
р — (р — Poo)lQoo, получим plpac=  v j  vx¡. П одставляя сюда вы раж е
ние (8.4), имеем

_  Поскольку значение коэффициента давления в сжимаемом потоке 
р во всех точках поверхности профиля увеличивается по сравнению с 
рнс в одинаковое число раз, то между суммарными коэффициентами 
нормальной силы су (подъемной силы суа) и момента ст  в сжимаемом 
и несжимаемом потоках должны существовать аналогичные зависи
мости :

Ввиду того что коэффициенты р, си, суа, ст  являются линейными 
функциями угла атаки , аналогичные связи имеются и для производ
ных этих величин по углу атаки:

Из выражений (8.8) следует, что производные слу и суй с увеличе
нием числа М возрастают, а относительная координата фокуса хр =

В формулах (8.6) — (8.8) коэффициенты суи(., стис и их производные 
определяются по формулам (7.51) и (7.52). Д л я  крыла конечного р аз 
маха уравнение (6.21) преобразовывается в уравнение Лапласа с по
мощью аналогичных соотношений:

При этом форма крыла в плане в пространстве (*1, уи несж и
маемой среды отличается от исходной формы крыла в сжимаемом 
газе. Действительно, в пространстве (хь уи г1) все линейные р а з 
меры вдоль оси Ох 1 в соответствии с преобразованием (8.9) увеличи-

ются без изменения. Это приводит к увеличению хорд сечений кры ла

(8.5)

с — с,У с!)а — су анс / V  1 -  m i  ; (8 .6)

(8 .7)

(8 .8)

-cmlclа не зависит от числа m(XF — Xfhc)-

(8 .9 )

ваются в 1 / ]/  1 — M Í раз, а линейные размеры по осям Oyi, Ozi оста
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Рис. 8.3. Кривые зависимости 
производной с “а крыльев 
( 1 ^ Л ^ 5 )  от числа М „

Рис. 8.4. Кривые зависимости 
относительной координаты фо
куса для крыльев с различны
ми удлинениями от числа М „

в 1/1^1 — М ^ р аз , а размах крыла при этом не изменяется. В ре
зультате угол стреловидности увеличивается:

^ *п .к
1ёХ1п.к =  — = = : ;  (8.10) 

V 1 — м2.

удлинение крыла уменьшается:

Х1 =  X |/1 — М 1 ; (8.11)

сужение остается неизменным: г|± = т). При этом относительные ко
ординаты х =  х/Ь, г — г/(1/2) не изменяются.

Таким образом, задача о расчете аэродинамических характери
стик крыла конечного размаха в дозвуковом потоке такж е может 
быть сведена к  аналогичной задаче для преобразованного крыла в 
несжимаемом потоке.

Д ля того чтобы определить характеристики крыла с заданными 
геометрическими параметрами к, х„.К, т] при заданном значении числа 
М.» <  Мкр, прежде всего необходимо определить параметры преоб
разованного крыла Х1П.К. т)1 по (8.10) и (8.11). Затем рассчитать 
его аэродинамические характеристики (распределенные Суасеч » /Дгсеч’ 

лгрсечИ суммарные Суа, т аг, хр) в несжимаемом потоке (см. § 7.12). 
Переход от этих характеристик к аналогичным искомым характе
ристикам производится по формулам (8.8).

Относительная координата фокуса крыла с учетом сжимаемости 
равна относительной координате фокуса преобразованного крыла в 
несжимаемом потоке.

Влияние сжимаемости на величину сауа и относительной коорди
наты фокуса хр наглядно видно из рис. 8.3 и 8.4, на которых приве
дены результаты расчета для треугольных крыльев =  4, 
■Л = оо), имеющих различные удлинения X =  1 -н 5. Здесь коорди
ната хр отнесена к  корневой хорде. Представим tgx1п.к в следующем



mfl'e^tgXln.к~Xtg 1 п к |x]/r l — м 1 , т. е. вместо tgX|П.к введем 

Два параметра: А ^ Х п .к  и I  ] / 1  — м 1 . Тогда, учитывая, что
с.уанс^/^ь х.п.к. 111). формулу (8.8) можно представить в виде сле

дующей функциональной зависимости:

‘ » а Ч 1 /  К  1 —  ) /  ( х  1 —  , К t g  Х п .к - ( 8 . 1 2 )

или

с1а /  А =  ^  (я. V 1 -  Л С  , Я 1§ Х п .к , , (8.13)
т. е. для крыльев, имеющих различные удлинения и углы стреловид
ности передней кромки Хп.к, при различных значениях числа М«, 
отношения имеют одинаковые значения, если параметры ^ х п.к,
К "[/" 1 — М 1 , л для этих крыльев одинаковы.

§ 8.3. ОБТЕКАНИЕ ПРОФИЛЯ 
ЗАКРИТИЧЕСКИМ ДОЗВУКОВЫМ ПОТОКОМ.
ВОЛНОВОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ

Рассмотрим обтекание профиля при Мкр <  1. В этом диапазоне
чисел Моо, как указывалось в § 8.1, возникает зона местных сверх
звуковых скоростей, которая замыкается местными скачками уплот
нения. При этом наличие необратимых потерь в скачках уплотнения 
вызывает дополнительное сопротивление, которое называется волно
вым сопротивлением.

Объяснение физической природы волнового сопротивления при
ведем на примере обтекания симметричного профиля при а  = О зак - 
ритическим потоком воздуха(М кр <  Моо<  1). На рис. 8.5 зона сверх
звуковых скоростей, скачок уплотнения и скорости в характерных 
точках указаны на верхней поверхности, а эпюра распределения 
давления показана по нижней поверхности профиля.

В критической точке скорость потока равна нулю, а давление — 
давлению изэнтропического торможения р01 [см. (4.21)].

При удалении от критической точки давление уменьшается и в 
точке А, в которой скорость равна критической скорости (и --  а кр), 
Р ~ Рю =  0,528 /?„! (при к -  1,4).

Непосредственно перед скачком уплотнения (в точке В) скорость 
потока превышает скорость звука, а давление р 1 <  р К1). Позади скач
ка уплотнения скорость потока уменьшается, а давление возрастает: 
Рч> Р\. Если бы в рассматриваемом диапазоне чисел М к р < М оо<  1 
было возможно изэнтропическое обтекание, т . е. торможение потока 
в кормовой части без скачка уплотнения, то давление в кормовой части 
профиля было бы больше, так  как  при этом Ро =  р01. Следова
тельно, наличие местного скачка уплотнения вызывает понижение 
давления в кормовой части профиля по сравнению с изэнтропическим 
обтеканием, что и приводит к появлению дополнительного, так  н а
зываемого волнового, сопротивления.



Рис. 8.5. Распределение давления по 
поверхности профиля при наличии 
местного скачка уплотнения

Рис. 8.6. Схема для определения 
коэффициента волнового сопро
тивления профиля при М,ф<Моо< 
< 1

Очевидно, что волновое сопротивление профиля тем больше, чем 
больше потери полного давления в скачке уплотнения (л>2 <А и)- 
Потери полного давления зависят от числа М1 . Чем больше М1 перед 
замыкающим скачком уплотнения, тем больше потери [коэффициент 
с  меньше (см. § 5 .4 )]. Значение числа М 4 зависит от разности (Мю —
— М кр). Чем больше эта разность, тем больше М1 . При М =  М „ р 
Л*! =  1. Из этого следует, что волновое сопротивление профиля воз
растает с увеличением разности (Мм — М кр).

Рассмотрим приближенный метод определения коэффициента вол
нового сопротивления при М к р < М оо<  1.

Предположим, что на верхней поверхности крыла (рис. 8.6) обра
зовалась местная сверхзвуковая зона АВС, заканчивающаяся замы
кающим скачком уплотнения. Выделим в потоке элементарную струй
к у , проходящую через скачок уплотнения. Параметры газа перед 
скачком обозначим: скорость — давление — р1, плотность — рг, 
после скачка — соответственно и2, р2, р2- Проведем на достаточно 
большом удалении от профиля две контрольные плоскости: /—I и
I I—II. Обозначим соответственно р ^ , рух , У^'йуу^ плотность, давле
ние, скорость и элемент длины вдоль плоскости I—/, а р2оо, р2оо, 
у2оо, (1у2оо — те ж е  величины вдоль плоскости II—II. Из условия по
стоянства расхода для каждой струйки

Р1осг'1 А о о  =  Р2осУ2 А о с -  ( 8 Л 4 )

Применяя теорему о количестве движения к массе газа, заклю
ченной меж ду контрольными поверхностями, получаем

ОО 0 0  0 0

1  Р2соу 22о о ^ 2 о о -  |  Р ^ А о . “  $  ( Р 1 о с - Р 2 ~ ) йУ - Х а .в . (8 -1 5 )
— ОО ------ОО — 0 0

где х ав  — волновое сопротивление.
Учитывая соотношение (8.14), имеем

* а . в =  |  { Р 1оа- Р 2 о о ) йУ - Рюо^ос |  (8 Л 6 )



Во всех струйках, не пересекающих скачок уплотнения, р1х =
/̂2сю» 1̂оо — 2̂оо* Тогда в формуле (8.16) интегрирование от — оо до

оо можно заменить интегрированием по длине скачка уплотнения.
Далее примем, что на контрольных плоскостях /—/ и II—II  ско

рости одинаковы. Тогда

Учитывая, что при одинаковых скоростях давление на контроль
ной плоскости II—II  должно быть меньше, чем в плоскости /—/, 
так  как между ними находится скачок уплотнения, находим

Здесь а — коэффициент восстановления полного давления в скач
ке уплотнения (5.24).

Вводя а в выражение (8.17), а такж е замечая, что p̂<x,v lx dyioo —
— и = йу =  р ^ , ds/(pix о1оо), получаем

где интегрирование ведется по длине скачка уплотнения (вне скачка 
а  =  1). Так как на скачке уплотнения сг< 1, то Х а.в >  0 и с умень
шением о величина Х г, в возрастает.

Пользуясь формулой (5.24), можно показать, что при М£ =  1 
do/d^ l̂ =  £го/йЩ =  0. Тогда, разлагая выражение (1 — о) в ряд 
по степеням (М! — 1), получим

Так как для тонких профилей при малых у гл ах  атаки разность 
(М! — 1) мала, то с точностью до (М! — I)3 можно принять

разность (Mj — 1) в первом приближении можно принять пропор
циональной разности (Мсо — М КР) (при Мх  =  М кр M t =  1).

Подставляя выражение (8.20) с заменой (Mt — 1) на (Мх  — М КР) 
в формулу (8.19) и переходя от Х а в к сха в, получим

г д е с *а.в= Х-а.ЛЧооЗ) — коэффициент волнового сопротивленцу, А — 
постоянный коэффициент, зависящий от формы и распределения д ав 
ления по поверхности профиля.

Формулой (8.21) можно пользоваться для чисел М.х , не превыша
ющих величину М КР +  0,15. Из этой формулы следует, что для умень
шения коэффициента волнового сопротивления профиля при задан-

(8.17)
о

P2J P 100 =Ро2/Ро1 =  <У- (8.18)

S

(8,19)

1 -  о =  (1 /6) [d30/(dM?)]Ml=i (Mj -  l ) 3 +  • • • •

1 -  а  =  (1/6) [d 3a/ (dM i)]M=i (Mt -  l )3; (8.20)

=  А (М.*, — MKp)3, (8 .21)



Рис. 8.7. Зависимость коэффициента сопротивления профиля от чис- 
. ла М „

ном значении числа М«*, необходимо увеличить Мкр, что в основном 
достигается уменьшением относительной толщины профиля.

На рис. 8 .7  приведена зависимость коэффициента сопротивления 
профиля сха от числа М », причем возрастание коэффициента сопротив
ления сопоставлено с характером обтекания профиля при различных 
числах Мос— развитием скачков уплотнения на профиле крыла. 
С ростом числа Мооскачки уплотнения перемещаются в направлении 
к задней кромке и одновременно становятся протяженнее и сильнее, 
при этом коэффициент сопротивления профиля быстро возрастает.

Возникновение местных скачков уплотнения вызывает такж е 
значительное изменение коэффициентов подъемной силы и момента. 
Характер изменения сц&и ст  при увеличении М^в диапазоне М КР< 
< Moo < 1 зависит от формы профиля и соотношения между местными 
скачками уплотнения на верхней и нижней поверхностях.

На рис. 8 .8  для сравнения приведены типичные кривые распре
деления коэффициента давления по профилю р =  f(x) при некотором 
положительном угле атаки для различных чисел М«,: Моо< Мкр и 
Мк р < Моо < 1.



5) в)

Рис. 8.8. Распределение коэффициента давления по поверхности профиля: 
а  — при М00< М кр; б — при Мкр< М 00<1  с местными скачками уплотнения на верхней 
поверхности; в  — при МКр < М 00<1 с местными скачками уплотнения на верхней и ниж
ней поверхностях; 1 — сверхзвуковые скорости; 2 — скачки уплотнения

Д ля М00< М КР (рис. 8 .8, а) скорость потока на поверхности всюду 
меньше скорости звука, а давление р >  рКР, р >  ркр- При этом дав
ление изменяется по поверхности плавно.

Увеличение числа М«,, MI(p < М«*, < 1 (рис. 8 .8 , б) приводит к то
му, что в точке А верхней поверхности v =  акр, р =  ркр. За этой 
точкой до точки В скорость продолжает увеличиваться, образуется 
небольшая зона сверхзвуковых скоростей, а давление понижается 
и становится меньше критического ( р < р кР).

В скачке уплотнения (точка В) скорость резко уменьш ается, а 
давление возрастает и становится больше критического (р>  р кР). 
При дальнейшем увеличении числа М^фис. 8 .8 , в) местные зоны 
сверхзвуковых скоростей и скачки уплотнения возникают как  на 
верхней, так  и на нижней поверхностях профиля. Протяженность 
области сверхзвуковых скоростей на верхней поверхности сущест
венно увеличивается.

Д ля наглядности на рис. 8 .8  под каждой эпюрой распределения 
давления показано расположение свехзвуковых зон и скачков уплот
нения; участки разрежения, соответствующие сверхзвуковы м  ско
ростям (р< р кр), заштрихованы.

Следует иметь в виду, что величина р КР зависит от числа М«,:

Ррк =  0°кр — Р~)/( poo ) =  —  (1 ,43/m L) (1 — 0,528рО11рх).



Здесь отношение давлений 
PoilР°° зависит от числа Мх (4.21).

В соответствии с изменением 
распределения давления при уве
личении числа Мсо изменяется и 
коэффициент подъемной силы (рис. 
8.9). ПриМоо<МКР коэффициент 
с , согласно формуле (8.6), воз
растает. При дальнейшем увеличе
нии числа Мое в связи с возникно
вением на верхней поверхности 
профиля сверхзвуковой зоны с по
вышенным разрежением (рис. 

8 .8 , б) суа увеличивается вплоть до появления скачков уплотнения 
на нижней поверхности профиля.

С появлением сверхзвуковой зоны и скачков уплотнения увели
чивается разрежение и на нижней поверхности, что приводит к рез
кому уменьшению коэффициента с . При дальнейшем увеличении 
числа Mt*,коэффициент суа вновь возрастает вплоть до =  1, так 
как  при числах М«,, близких к единице, скачки уплотнения на верх
ней поверхности смещаются к задней кромке и зона разрежения уве
личивается (см. рис. 8 .8, в).

При М к р <  Moo < 1 существенно изменяется и координата фокуса 
профиля: на докритических числах М положение фокуса профиля 
не зависит от числа М (см. § 8 .2), а при числах М«,, близких к едини
це, в соответствии с изменением распределения давления фокус про
филя смещ ается назад.

§ 8.4. АЭРОДИНАМИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
СТРЕЛОВИДНОГО КРЫЛА

Применение стреловидных крыльев позволяет увеличить критичес
кое число М КР. Поэтому для стреловидных крыльев волновой кризис 
наступает при больших значениях числа М,*,.

Д ля того чтобы оценить влияние угла стреловидности, рассмот
рим обтекание скользящего крыла — крыла бесконечного размаха 
с постоянной хордой, передняя кромка которого не перпендикулярна 
скорости набегающего потока (рис. 8.10). Угол х называется углом 
скольжения.

Разложим вектор скорости набегающего потока на две составляю
щие: перпендикулярно передней кромке vn =  vxcosx и вдоль перед
ней кромки v i — Voo sinx- Тогда обтекание скользящего крыла 
(рис. 8 .10 , а) эквивалентно обтеканию прямого (рис. 8 .10, б) по
током, перпендикулярным передней кромке, со скоростью у«*, cosx. и 
потоком вдоль размаха крыла со скоростью у »  sinx-

В потоке невязкой среды составляющая скорости vt на характер 
распределения давления не влияет. Поэтому обтекание крыла 
(рис. 8 .10 , а) эквивалентно обтеканию прямого крыла (рис. 8 .10 , в)

Рис. 8.9. Зависимость производной 
С  от числа М о о



Это означает, что наличие угл а  
скольжения равносильно уменьше
нию скорости набегающего потока, 
причем чем больше угол х> тем 
меньше скорость vn . При меньшей 
скорости набегающего потока 
уменьшаются и местные скорости 
на поверхности крыла, что приво
дит к уменьшению разрежения на 
поверхности; при этом число Мкр 
увеличивается. Вследствие этого 
у  скользящего крыла волновой кризис наступает в том случае, если 
составляющая скорости уп = вю cosx, а не полная скорость потока к »  
превышает критическое значение. Тогда для определения критической 
скорости набегающего потока можно составить следующее равенст
во: икрх cosx =  иКрх=о- Отсюда М КРх =  MKpx = 0/cosy..

Величина М1!р для стреловидного крыла меньше, чем для сколь
зящего, так  как  в центральной части и в области концов крыла эф
фект скольжения нарушается. Тем не менее М11р у  стреловидного 
крыла значительно больше, чем у  нестреловидного с таким ж е про
филем.

Д ля перехода от М КР профиля к МКР стреловидного крыла не
обходимо ввести поправки на стреловидность и удлинение. Чем боль
ше угол стреловидности и меньше удлинение, тем больше М КР крыла.

Д ля определения числа МкР стреловидных крыльев можно поль
зоваться эмпирической формулой Мкрх =  Мкрх=о2/(1 +  cosx), по
лученной по результатам экспериментальных исследований. Из этой 
формулы следует, что при х=  35° по сравнению с нестреловидным 
крылом М КР увеличивается на 10%,  при х =  45° — на 17,5% , а 
при 1  =  60° — на 33%.

У стреловидных крыльев значение коэффициента волнового со
противления при Moo =  1 с увеличением угла стреловидности умень
шается. Это наглядно показано на рис. 8.11, где приведены экспери
ментальные зависимости коэффициента с от Моо для крыльев с 
различными углами стреловидности. Следовательно, в трансзвуковой 
области в диапазоне чисел МКР < М,*, < 1 стреловидные кры лья име
ют существенно меньшее сопротивление, чем нестреловидные.

При докритических скоростях (М«, < М КР), как  показано в § 8 .2 ,
отношение с*а Д  зависит от параметров подобия К \/ 1 — M i , 
MgXn.K- Используя правила подобия для околозвукового диапа
зона скоростей, можно получить, что при М КР< М 00 < 1 отношение 
с “ А  зависит кроме указанных параметров еще от одного параметра

1  j/" с , т. е. в этом диапазоне чисел Моо производная с*а зависит не 
только от удлинения, угла стреловидности и сужения, но и от тол
щины сечений крыла.

На закритических скоростях существенно изменяются и момент-

5)
\v„'- VocCQSX

v^sinx

б) v^cosx

Рис. 8.10. Обтекание крыла бесконеч
ного размаха со скольжением



Рис. 8.11. Зависимость коэффици
ента сопротивления стреловидных 
крыльев сха от числа М »

ол 0,6 0,8

Рис. 8.12. Зависимость относительной 
координаты фокуса хг треугольного 1 
и прямоугольного 2 крыльев от чис
ла Моо ^  1, Х=2

ные характеристики крыльев. Экспериментальные исследования по
казываю т, что характер смещения фокуса при увеличении числа М » 
существенно зависит от формы крыла в плане.

На рис. 8.12 для сравнения приведены данные для прямоуголь
ного и треугольного крыльев с одинаковым удлинением X =  2. Здесь
х f — координата фокуса, отсчитываемая от начала средней аэроди
намической хорды (САХ) в долях  САХ.

Относительную координату фокуса, так  ж е как  отношение с *Д , 
можно представить в виде зависимости от параметров

X j / l - M L  Xtgx„.K.4 и с [19].



9
ГЛАВА

ПРОФИЛЬ И КРЫЛО 
КОНЕЧНОГО РАЗМАХА 
В СВЕРХЗВУКОВОМ ПОТОКЕ

§ 9.1. ПЛОСКАЯ ПЛАСТИНКА 
В СВЕРХЗВУКОВОМ 
ПОТОКЕ

Схема линеаризованного сверхзвукового течения разрежения и уп
лотнения, рассмотренная в § 6 .4 , позволяет довольно просто решить 
задачу обтекания плоской пластинки при малых углах  атаки  (рис. 9.1) 

В сверхзвуковом потоке малы е возмущения против направления 
скорости не распространяются. Поэтому на плоскую пластинку набе
гает невозмущенный поток. Поэтому обтекание верхней и нижней 
поверхностей при М > 1 можно рассматривать независимо д р уг  от 
друга. Тогда обтекание верхней поверхности соответствует обтека
нию угла, большего 180°, с углом  поворота потока, равным -¡-а , а 
обтекание нижней поверхности — обтеканию угла , меньшего 180° 
(угол поворота потока равен —а ) .  При этом на передней кромке со 
стороны верхней поверхности образуется течение разреж ения, а на 
нижней поверхности возникает скачок уплотнения.

Поскольку между передней и задней кромками к а к  на нижней, 
так и на верхней поверхностях никаких источников возмущ ения нет, 
то скорости потбка и давления на этих поверхностях постоянны и 
равны vB, рв на верхней поверхности и vH , ри на нижней поверхности.

На задней кромке при обтекании верхней поверхности поток по
ворачивается на угол —а , при этом возникает волна уплотнения, 
на нижней поверхности угол поворота потока равен + а ,  при этом 
возникает волна разрежения.

Д ля определения давления и коэф
фициентов давления на поверхности 
плоской пластинки можно воспользо
ваться формулами (6.25) и (6 .26), под
ставляя в них М4 =  М«,, Pi — рос, cji — qx ; 
для точек верхней поверхности А9 =  а, 
а для нижней Д0 =  —а. Тогда

Рв =  Р°° —  2?со <* / V  M l  —  1 ;

Рн =  Роо + 2q°c« lV~Ml— I ; (9 .1)

р в =  -  2а /  | /M L  — 1 ; С9 -2)

Рис. 9.1. Схема обтекания 
плоской пластинки сверхзву
ковым потоком при малом угле 
атаки
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Рис. 9.2. Распределение давления (а), 
коэффициента давления (б) по плас
тинке; нормальная У и подъемная 
Ка силы, волновое сопротивление 
Х л (в)

1

Отметим некоторые особенности 
обтекания пластинки сверхзвуко
вым потоком. В сверхзвуковом по
токе в отличие от дозвукового дав
ление по пластинке распределяет
ся равномерно (рис. 9.2). Поэтому 
центр давления располагается по
середине пластинки (х =  0,5). В 
дозвуковом потоке, как  известно, 
хд =  0,25. Кроме того, по форму
лам (9.2), ра=  | рв |, т. е. по линей
ной теории в сверхзвуковом пото
ке подъемная сила одинаково соз
дается как верхней, так  и нижней 
поверхностями. В дозвуковом по
токе примерно 3/4 подъемной силы 
возникает под действием разреже
ния на верхней поверхности и 
только х/4 вызывается давлением 
на нижней поверхности.

Найдем нормальную силу, дей
ствующую на пластинку: Y = (рн —
— pB)qxb. Проецируя эту силу на 
направление нормали к скорости 
невозмущенного потока и вдоль
скорости vx , получаем подъемную 
силу F a =  Усоэа и волновое соп
ротивление X a =  F s in a  (другие ви
ды сопротивления отсутствуют).

При малых углах  атаки, заме
няя cosa на 1, s in a  на а, получа
ем Уа =  Y, Х а =  Ya.

=  су а.
Отсюда

суа ~  су — Ра Рв>
Подставляем в формулы (9.3) выражения (9.2): 

с у а  =  СУ =  4 а  / V м 1 с  — 1 ;

Сха =  4а2/ 1 ,
где а  — угол атаки, рад.

При малых углах атаки (на линейном участке зависимости суа 
от а )  коэффициент подъемной силы

(9.3)

(9.4)

(9.5)



Из формулы (9.4) 

с‘„ = 4 / > / | » ё ^ Т .  (9 .7 )

Величина с“а в сверхзвуковом 
потоке значительно меньше, чем в 
дозвуковом (8.8), причем чем боль
ше Мх , тем меньше суй.

Момент аэродинамической силы 
относительно передней кромки 
М =  —У Ь/2. Здесь положитель
ным считается момент на кабриро
вание, т. е. момент, направленный 
в сторону увеличения угла атаки. 
Отсюда коэффициент момента

ст =  м 1 О 2; сш =  - у с »  =

Рис. 9.3. Линеаризованное обтекание 
тонкого профиля сверхзвуковым по
током (а< 0о ')

2 а / [ / м 1 - 1 .  (9.8)

С увеличением числа М«, величина ст  уменьшается.

§ 9.2. ОБТЕКАНИЕ ТОНКОГО ПРОФИЛЯ 
СВЕРХЗВУКОВЫМ ПОТОКОМ

Рассмотрим обтекание тонкого профиля с острыми кромками сверх
звуковым потоком. Эту задачу можно свести к последовательному 
обтеканию тупых углов, если плавный контур профиля заменить 
ломаной линией (рис. 9.3). В зависимости от толщины профиля и угл а  
атаки могут быть различные случаи обтекания. При малых у гл ах  
атаки а  < 0О на передней и задней кромках как со стороны нижней, 
так и со стороны верхней поверхностей возникают скачки уплотне
ния. Если угол атаки больше угл а наклона касательной к поверхно
сти в точке Л , то на передней кромке со стороны нижней поверхности 
происходит течение уплотнения, а со стороны верхней поверхности — 
течение разрежения. Между передней и задней кромкой к ак  на ниж
ней, так и на верхней поверхностях при переходе от одного участка 
поверхности к другому возникает течение разрежения.

Предположим, что верхняя и нижняя  поверхности заданы  ур ав 
нениями ув =  ув(х), ун =  у„(х). Найдем давление на поверхности про
филя. Д ля этого воспользуемся формулой (6.25).

На участке А1 угол поворота потока равен (а  — 60), где 0о — 
угол наклона элемента А1 к хорде, равный (йув/йх)х=0- Если а  >  0о, 
(ос — 90) >  0, то при этом происходит течение разрежения; если 
а  < 0О, (ос — 0О) <  0, возникает течение уплотнения. Д авление 
на участке А1

Рх =  Рсо — 2^00 (а — 0о) / [ / м !  — 1 . (9.9)

При переходе от элемента поверхности А1 к  элементу 1, 2  поток



поворачивается на угол (0О — 61). Здесь 61 =  (йув/йх)1. При этом 
возникает течение разрежения, а

Рг  =  Р \  —  2 <7оо ( 6 0 — 6 1)  ¡ V  М 1 ,—  1 ■

П одставляя сюда выражение (9.9), получаем

рг =  раа — 29<в(а — е ; ) / | / м 1 , — 1 . (9.Ю)

Аналогично определяется давление на участках 2, 3 и 3, В.
В формулах (9.9) и (9.10) (а  — 6о) и (а  — 61) представляют 

собой местные углы атаки , т. е. углы между элементами поверхности 
и вектором скорости невозмущенного потока. В любой точке верхней 
поверхности местный угол атаки  представим в виде (а — йуъ/с1х), а 
давление для точек верхней поверхности

рв =  р<х> — 12^«, (а — йув/йх) 1 / | / м ! — 1 . (9.11)
Коэффициент давления

рв =  — [2 (я — йуа/с1х)\/ V  Мы— 1 • (9-12)

П ользуясь формулами (6.25) и (6.26), можно определить давление, 
а  такж е коэффициент давления в точках нижней поверхности:

Ри =  Р0о +  12с/оо (а — ¿Уп/Лх)] I [/ м 2оо — 1 ; (9.13)

Р а =  [2 (а — (1ун/с1х)]1 V ^оо — 1 • (9-14)

Из формул (9.12) и (9.14) следует, что по линейной теории коэф
фициент давления в любой точке поверхности профиля при задан
ном значении М » зависит только от местного угла атаки (а —■
— йув/йх) или (а  — йуи/с1х) и не зависит от наклона других элемен
тов поверхности.

Кроме того, коэффициент давления можно представить в виде
следующей суммы: р =  р* +  /?**, где р* — ±  2а I V  — 1 .

Д л я  точек верхней поверхности р** =  — (2йуь!йх) / М^,— 1 ;

д л я  точек нижней поверхности р** = — (2йун1йх) I V — 1 ■
Д л я  симметричных профилей (ув = —ук и с1ув/с!х =  —йун/ёх) коэф
фициент давления р** =  (2йу01йх) / V  Ш2Х — 1 .

В этих формулах р* — коэффициент давления на поверхности 
профиля нулевой толщины (плоской пластинки) при заданном угле 
атаки , а р** — коэффициент давления на поверхности заданного 
профиля при нулевом угле атаки.

Следовательно, в пределах применимости линейной теории_влия- 
ние угл а  атаки и толщины профиля на значение коэффициента р мож
но исследовать независимо др уг от друга: влияние угла атаки — на



Рис. 9.4. Распределение коэффициента давления по поверхно
сти профилей при а= 0 :
а — ромбовидный профиль 0 —с: б — четырехугольный профиль 01=  
“ с/(2х0 Ь 0 2” с/2(1—X с); в  — шестиугольный профиль 0 =  с/2хс ; г — 
профиль, образованный дугами окружностей, 0 О—2<-

примере обтекания плоской пластинки, влияние толщины и формы 
профиля — при а  =  0. Тогда суммарную  эпюру распределения д а в 
ления на поверхности профиля можно получить в результате нало
жения двух  эпюр — эпюры распределения давления по поверхности 
плоской пластинки при а  Ф  0 (см. рис. 9.2) и эпюры давления по 
поверхности профиля при а =  0.

Рассмотрим примеры распределения давления по поверхности 
симметричных профилей при а  =  0. Т ак  к ак  при этом условии д ав 
ление в симметричных точках профиля одинаково, то при нулевом 
угле атаки кривые распределения давления по верхней и нижней 
поверхностям совпадают. Для построения эпюр распределения ко 
эффициента давления отложим коэффициенты р по нормали к хорде, 
причем положительные значения — вниз от хорды, а отрицатель
ные — вверх.

На рис. 9.4 для примера приведены распределения коэффициентов 
давления по поверхности ромбовидного (а), четырехугольного (б), 
шестиугольного (в) и чечевицеобразного (образованного двум я д у 
гами окружностей) (г) профилей при а  =  0.

Найдем подъемную силу, сопротивление и момент относительно 
передней кромки профиля.

Подъемная сила, действующая на элементы нижней и верхней 
поверхностей (рис. 9.5), ¿У ан — рн соэ0н сЬн1, йУав =  —рвсоь 0В скв /, 
где 0 — местный угол атаки, равный а  — йу/йх\ сЬ — длина элемен
тарной дуги контура поверхности; I — длина участка крыла по раз-



Рис. 9.5. Схема 
профиля

определения подъемной силы и сопротивления

м аху ; индексы «н», «в» соответствуют величинам, относящимся к ниж
ней и верхней поверхностям.

Д л я  тонких профилей при малых углах атаки можно принять 
dsn =  dsB — dx, cos 0И =  1, cos б„ = 1. _  _

Тогда dY¡¡~ dY.in - f  dYaB =  (pa — pB)ldx, или dYa -  (ри — pB) q jd x .
b

Суммарная подъемная сила Ya =  q00l^ ( p n— pB)dx.
_ _ и

Подставляя вместо рп и ра выражения (9.14) и (9.12) и учитывая,
b ь

что Г dx =  ( dx =  0, получаем 
J dx J  dx
о о

Yа =  (4а / У  m l  — 1 ) q jb ,

где b — хорда профиля.
Отсюда

сул =  4 а / | / м 1 - 1  (9.15)

Из формулы (9.15) следует, что в пределах применимости линей
ной теории коэффициент подъемной силы не зависит о т  формы и 
толщины профиля и совпадает при прочих равных условиях с коэффи
циентом подъемной силы плоской пластинки (9.4).

Сопротивление, действующее на элементы нижней и верхней по
верхностей ldsH Idx, ldsB — Idx, равно dXa¡l — pHsinQJdx, dX.dn =
— —pBsinOBldx, где при малых местных углах атаки 0Н и 0В можно 
принять, что sin 0Н =  0Н =  а  — d y jd x , sin 0„ =  0В = а  —
— d yjd x . Тогда

dXa =  dXaH +  d X aB =  (рнВИ — p B0B) Idx.



Подставляя вместо рн и рв выражения (9.13) и (9.11) и интегрируя, 
получаем

Х а =  (4а2 1 ] / м 1  -  1 +  В / ) / м 1  -  1 ) дж1Ь.

Отсюда

=  4а2 / У М 1  -  1 +  В/ | / — 1 . (9 .16)

Здесь

В =  —  
ь

Лс. (9 .17)

Преобразуем выражение (9.17). Д л я  этого ординаты профиля 
представим в виде уп =  суп(х), уа =  сув(х), где с — толщина профиля. 
Тогда

А у в 
йх

—  С ¿У в 
йх

Здесь с =  с/Ь.
Подставляя эти выражения в формулу (9.17), находим

В =  2с2 (Н/п
йх

¿Уа
йх

й х .

Введем следующее обозначение: 2 '  Лу и V  / йув 42

О —
с1х йх

йх — кх,

где к̂  — коэффициент, зависящий от формы профиля. Тогда В =  
=  кхсг.

Подставляя выражение для В в формулу (9.16), получаем

4 а 2 +  V 2 /  —  1 . (9 .18 )

Отсюда следует, что коэффициент волнового сопротивления про
филя можно представить в виде суммы двух коэффициентов сопро
тивления: минимального коэффициента волнового сопротивления (при 
а  =  0)

(9 .19 )

зависящего при заданном значении М«, только о т  формы профиля и о т 
носительной толщины, и коэффициента волнового сопротивления 
профиля нулевой толщины (с =  0) при заданном угле атаки



совпадающего с коэффициентом волнового сопротивления плоской пла
стинки  (9.5). Это сопротивление принято называть индуктивно-вол
новым, поскольку оно возникает только при а  Ф  0 и суа =/= 0.

В формуле (9.19) для ромбовидного профиля =  4, для четырех
угольного =  1/[хс(1 — х с)], для шестиугольного & 1 =  2/хс, для 
профиля, образованного дугам и  окружности, 1г1 =  16/3. Наимень
ш ее волновое сопротивление при прочих равных условиях имеет ром
бовидный профиль.

Составим выражение д л я  момента сил давления относительно пе-
ь _  _

редней кромки профиля: ^  =  _[ (Рп Рв) Яо<>1х(1х. Подставляя сюда 
_ _ о

выражения ра и рв по формулам (9.14) и (9.12), в результате интегри
рования получаем

ст  — М/д^Ь2 =  — 2а / 1 / — 1 + 1

где  ст  — коэффициент момента относительно передней кромки про
филя; ст0 — коэффициент момента при нулевом угле атаки:

СтО
_____  Г /  с1ун . Лув \  —

V  М1  -  1 о \ ах йх!

Д л я симметричного профиля Лун/йх =  —йув/с1х. Поэтому

^то 0, а ст  2а 1 1 / м »  1 •

Зная значения коэффициентов ст  и ст , можно определить по
ложение аэродинамического фокуса, т. е. точки, относительно кото
рой момент аэродинамических сил не зависит от угл а атаки (точки 
приложения подъемной силы, зависящей от угла атаки). Д ля этого 
составим выражение для момента М{х) относительно произвольной 
точки профиля: М(х) =  М  +  Уях. Тогда ст (х) =  ст  +  сугх. Под
ставляем  сюда выражения для ст  и суй:

ст (х) =  ст0 +  (4а / [ / м 1  — 1 ) (х— 1/2). (9.21)

Если рассматриваемая точка совпадает с фокусом (х =  хР)_, то 
коэффициент момента не зависит от а  и равен ст  =  ст0. Тогда хр =  
=  1/2-

Следовательно, фокус тонкого профиля в сверхзвуковом потоке 
располагается на середине хорды. Как известно, в дозвуковом потоке 
ф окус тонкого профиля отстоит от передней кромки на расстоянии 
х/4 хорды.

Отметим пределы применимости метода малых возмущений (ли
нейной теории). Этот метод дает достаточно хорошие результаты для 
тонких (с <  0,06) профилей в диапазоне 1 , 2 < М 00< 5 .



Рис. 9.6. Обтекание плоской пластппки 
сверхзвуковым потоком (к методу скач- 
ков-разрежений)

Рис. 9.7. Распределение коэффици
ента давления по пластинке:
----------- метод скачков-разрежений ;
---------- метод малых возмущений

В трансзвуковой области ( М « , — 1) <sC 1 линейная теория непри
менима, так  как  при сравнительно небольшой сверхзвуковой ско
рости набегающего потока при обтекании даж е тонких тел возникаю т 
отсоединенные скачки уплотнения, за  центральным участком кото
рых поток становится дозвуковым. Д л я  гиперзвуковых скоростей 
(Moo »  1) она такж е неприменима, так  к ак  при этом основные до п у
щения метода могут не выполняться: в гиперзвуковом потоке малое 
относительное изменение скорости приводит к значительному изме
нению давления, плотности, температуры (см. гл. 11).

К ак отмечено в гл. 7, метод малых возмущений применяется в 
дозвуковом докритическом потоке (М«, < М Кр). В околозвуковой 
области (Мкр < Мм < 1) этот метод неприменим, так как в у к а з а н 
ном диапазоне чисел М^при дозвуковой скорости набегающего по
тока в окрестности крыла появляются зоны местных сверхзвуковы х 
скоростей, которые замыкаются прямыми скачками уплотнения.

§ 9.3. МЕТОД СКАЧКОВ-РАЗРЕЖЕНИЙ

В § 9.1 и 9.2 приведены простые формулы для определения распре
деленных и суммарных аэродинамических характеристик профилей, 
полученные на основе метода малых возмущений. При сверхзвуковом  
обтекании профилей распределение давления по их поверхности м ож 
но рассчитать, используя соотношения для косого скачка уплотне
ния и течения разрежения (Прандтля — Майера). Этот метод обычно 
называют методом скачков-разрежений.

Например, давление на поверхности плоской пластинки (рис. 9 .6) 
в сверхзвуковом потоке можно определить по теории косых скач ко в  
уплотнения (для нижней поверхности) и на основе течения П рандтля— 
Майера (для верхней поверхности).

Из рис. 9 .7, на котором приведено распределение коэффициента 
давления по пластинке, видно, что метод малых возмущений д ает  
заниженное давление как на нижней, т ак  и на верхней поверхно
стях. Отсюда следует, что ошибка в определении суммарных аэро-



Рис. 9.8. Обтекание профилей, составленных из прямолинейных 
участков, сверхзвуковым потоком: 
а — а<6в; б — а>6в

динамических характеристик, т. е. разности (рн — рв), на основе 
метода малых возмущений, очевидно, меньше, чем при определении 
коэффициента давления.

Аналогично рассчитывается давление на отдельных участках про
филей, составленных из прямолинейных отрезков (рис. 9.8). При 
обтекании нижней поверхности на передней кромке возникает косой 
скачок уплотнения, соответствующий углу поворота потока, равному 
сс +  6И. При обтекании верхней поверхности скачок уплотнения воз
никает, если а  < б„. При этом угол поворота равен (бв — а ) (рис. 9 .8, 
а). По величинам М«, и углам  (ос +  6„) и (6В— а), пользуясь соотно
шениями для косого скачка уплотнения или соответствующей табли
цей, можно определить угол наклона скачков уплотнения, отношение 
давлений р/рх , а затем и коэффициенты давления на участках и 
А В . Кроме того, для расчета коэффициента давления на последую
щ их участках поверхности необходимо определить число М и коэф
фициент восстановления полного давления 0  за косыми скачками 
уплотнения АК  и A K i .

М ежду передней и задней кромками как на верхней, так и на ниж
ней поверхностях происходит течение разрежения — последова
тельное обтекание ряда углов, превышающих 180°: ABC, BCD (на 
верхней поверхности) и A B fii , BiCiDi (на нижней поверхности). 
При этом углы поворота потока соответственно равны 9в, В с, •••, BBl, 
б с ,,

Зная число М за косыми скачками уплотнения и задаваясь угла
ми Вв , Bbi по таблице течения разрежения (Прандтля — Майера), 
можно определить отношение р/р02 для участков BiCi и ВС, где р02 —■ 
давление торможения за  косыми скачками уплотнения АК  и AKi- 
Тогда р/роо= (p/po2)o(poi/poc,)- Здесь poi — давление изэнтропичес- 
ко го  торможения: poi/px  =  [1 +  (k — \)fA^/2Yl(k~l)-

Таким образом, последовательно можно найти давление по всей 
поверхности профиля. При больших углах атаки , когда а  >  6В, в 
области передней кромки на верхней поверхности происходит тече



гГо=

Рис. 9.9. Влияние концов крыла в дозвуко
вом Га) и в сверхзвуковом (6) потоках:
/ — область, на которую концы крыла не влияют; 
// — область влияния концов крыла

Рис. 9.10. Пример формы крыла 
в плане, позволяющей при 
устранить влияние боковых кро
мок

ние разрежения (рис. 9.8, б). Поэтому при определении давления на 
участке АВ нужно пользоваться таблицей течения разрежения (Пран- 
Дтля — Майера). При этом р/р^ = (р/род^р™ )-

Следует отметить, что изложенная схема расчета применима лишь 
при таких углах атаки а , при которых углы поворота потока у перед
ней кромки меньше предельного угла для данного числа М^. В про
тивном случае вместо косого скачка образуется отсоединенный кри
волинейный скачок уплотнения (см. § 5.6).

§ 9.4. ОСОБЕННОСТИ ОБТЕКАНИЯ КРЫЛА 
КОНЕЧНОГО РАЗМАХА СВЕРХЗВУКОВЫМ ПОТОКОМ

Обтекание крыла конечного размаха сверхзвуковым потоком суще
ственно отличается от обтекания крыла дозвуковым потоком. Это 
объясняется различным характером распространения возмущений в 
сверхзвуковом и дозвуковом потоках.

Оценим влияние концов на примере прямоугольного крыла. Как 
известно, в дозвуковом потоке влияние концов проявляется по всей 
поверхности крыла. Вследствие перетекания воздуха через боковые 
кромки циркуляция скорости в дозвуковом потоке уменьшается во 
всех сечениях (рис. 9.9, а). В сверхзвуковом же потоке влияние кон
цов крыла проявляется только на части поверхности, а именно в об
ластях II  (рис. 9.9, б), ограниченных конусами возмущения, прове
денными через передние кромки концевых сечений. Распределение 
давления в области / совпадает с соответствующим распределением 
давления по поверхности крыла бесконечного размаха. Разность дав
лений (ри — рв) и подъемная сила уменьшаются только в областях 
II. Отношение площади области // ко всей площади прямоугольного
крыла равно 5 2/5 = 1 / (а, У  М ,̂ — 1 ] .  Поэтому уменьшение коэффи
циента подъемной силы зависит от величины произведения К V  М^,— 1 . 
Чем больше число М«, и удлинение крыла к, тем меньше влияние кон
цов на аэродинамические характеристики крыла. Более того, в сверх
звуковом потоке влияние концов иногда можно устранить, напри



Рис. 9.11. Обтекание пла
стинки со скольжением

мер в случае крыла со скошенными боко
выми кромками с углом f > ц (рис. 9.10). 
Все сечения такого крыла работают как 
сечения крыла бесконечного размаха.

Значительно большее влияние на аэро
динамические характеристики крыла ока
зывает направление передней кромки. Для 
того чтобы яснее представить характер об
текания крыла сверхзвуковым потоком, 
рассмотрим сначала обтекание бесконечно 
длинной пластинки с углом скольжения, 
равным у (рис. 9.11). Найдем проекцию
вектора скорости набегающего потока v<*> 

на направление перпендикуляра к передней кромке (нормальную сос
тавляющую скорости) vn = VooCosy и параллельную передней кромке 
v t — u*. sin у. На распределение давления влияет только проекция 
скорости vn, которая составляет с плоскостью крыла угол а п, т. е. 
sina„ = sina/cos у, где а  — угол атаки, отсчитываемый от направ
ления вектора скорости набегающего потока Voo.

Так как при малых углах атаки sin a  »  a , s in a „ «  a n, то a n = 
= a/cos y.

Число Mn и скоростной напор qn, соответствующие нормальной 
составляющей скорости, равны: Жп = M^cos у , qn =  qxcos2 у, где 
q<x> роо̂ оо/2 .

В зависимости от угла скольжения у и числа возможны сле
дующие случаи обтекания крыла сверхзвуковым потоком.

1. Нормальная к передней кромке составляющая скорости может 
быть меньше скорости звука. Тогда u^cos у < ах и M00c o s y < l .  
Отсюда < 1/cosy или cosy < 1/М«,. Поэтому cosy< sinp , а 
у > я/2 — (я. Это неравенство означает, что в этом случае на перед
нюю кромку набегает возмущенный поток, так как любая точка пе
редней кромки находится внутри конуса возмущений от любой дру
гой, расположенной правей этой точки (рис. 9.12, а). При этом через 
переднюю кромку происходит взаимодействие между нижней и верх
ней поверхностями крыла. Обтекание сечений скользящего крыла в 
области передней кромки аналогично дозвуковому обтеканию, не
смотря на то что скорость набегающего потока гл» сверхзвуковая. 
В этом случае (v„ < ах) переднюю кромку называют дозвуковой.

Введем параметр стреловидности м = tg у j  У  MiL— 1 . Для до
звуковой передней кромки п >  1 .

2. При увеличении числа М» линии возмущения приближаются к  
передней кромке. При М» = 1/cosy М„ = 1, у = л/2 — р и пара
метр стреловидности п =  1. Переднюю кромку в этом случае назы
вают звуковой.

3. Нормальная составляющая скорости может стать больше ско
рости звука: v cosy > ах . Отсюда М,*, > 1/cosy, у < л/2 — р, п < 1.

На переднюю кромку набегает невозмущенный сверхзвуковой.



Рис. 9.12. Дозвуковая (а) и сверхзвуковая (6) передние 
кромки

Рис. 9.13. Крылья с дозвуковыми (а) и сверхзвуковыми (б) задними 
и боковыми кромками

поток (рис. 9.12, б). В этом случае переднюю кромку называют сверх
звуковой.

Аналогично можно ввести понятие о дозвуковых, звуковых и 
сверхзвуковых задних и боковых кромках крыла конечного размаха 
(рис. 9.13). Очевидно, что форма задней (боковой) кромки не влияет 
на обтекание крыла, если она сверхзвуковая.

§ 9.5. АЭРОДИНАМИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
КРЫЛА БЕСКОНЕЧНОГО РАЗМАХА 
СО СКОЛЬЖЕНИЕМ ПРИ СВЕРХЗВУКОВЫХ 
ПЕРЕДНИХ КРОМКАХ

Рассмотрим обтекание пластинки бесконечного размаха с углом сколь
жения, равным х- Так как обтекание пластинки со скольжением 
подобно обтеканию плоской пластинки (^ = 0) потоком со скоро
стью ил, то при этом можно пользоваться формулами, полученными 
в § 9.1, с заменой в них М«, на М„ и а  на а п.



Обозначим pi — (р — Poo)/qn 
коэффициент давления, отнесен
ный к скоростному напору qn .

Тогда рх = ±  2ап / V м »  “  1 > 
где знак «—» соответствует верх
ней поверхности, а «+» — ниж
ней. _ 

Коэффициент давления р = 
= (р — poc)/qoc = Picos2 х- _Под- 
ставляя сюда выражение pit в 
котором а п = a/cos х, а М„ = 
= M^cos у , находим

(9.22)

Получим выражения для коэффициентов подъемной силы суа и 
волнового сопротивления сх&. При малых углах атаки cosa л; 1, 
sina «  a

сг/а =  Су = Рн — Яв = ( 4 cos х/ ML cos2 х 1 ) <*; (9.23)

=  Суаа- (9-24)
Найдем отношение коэффициента волнового сопротивления пла

стинки со скольжением схл и без скольжения (сл.а)х= 0:

CxJ(Cxa)x=о = (V  MÍ — 1 I  У  f f íL  c°s2X — 1 ) cosx- (9.25)
Из формулы (9.25) видно, что cxl¡/(cx¡¡)l=,0> 1, т. е. крыло со сколь

жением при сверзхвуковой передней кромке имеет большее волновое 
сопротивление, чем крыло без скольжения. С увеличением числа 
М.» влияние угла скольжения уменьшается (рис. 9.14).

§ 9.6. ТЕОРИЯ КРЫЛА КОНЕЧНОГО РАЗМАХА 
В СВЕРХЗВУКОВОМ ПОТОКЕ

Рассмотрим обтекание тонкого слабоизогнутого крыла конечного 
размаха произвольной формы в плане установившимся сверхзвуко
вым потоком невязкого газа. При этих условиях вносимые крылом 
возмущения малы. Поэтому можно воспользоваться результатами 
линейной теории.

Потенциал скорости ф = ср,» +  ф', где ср' — потенциал скорости 
возмущений.

Функции ф и ср' удовлетворяют линейным дифференциальным 
уравнениям в частных производных второго порядка (6 .21 ):

(M Í — 1) <32ф 1дх2 — д\/ду2 — д2ф /дг2 = 0; (9.26)

( М » — 1) d V  /дх2 — д2Ф Чду2 — d Y  / дгг = 0. (9.27)

1 2  3 4 Моо
Рис. 9.14. Влияние угла скольжения 
на коэффициент волнового сопротив
ления пластинки при сверхзвуковой 
передней кромке

р =  ±  2a  cos х / V  М 1  cos2 х —  1 •



Рассмотрим граничные условия, которым 
должен удовлетворять потенциал скорости 
возмущений ср'.

Крыло вызывает возмущения внутри вол
новой поверхности 2 , представляющей собой 
огибающую конусов возмущений (конусов 
Маха) с вершинами в точках передней кромки 
крыла (рис. 9.15). Волновая поверхность раз
бивает всю область потока на две части.
Внутри волновой поверхности ср' Ф  0, а вне 
ее ф' — 0 , т. е. граничное условие на по
верхности 2  имеет вид

Iф' (х, у, 2)Ь = 0. (9.28)
Согласно условию непротекания на по

верхности крыла, составляющая скорости вдоль нормали к поверх
ности ип =  0. Тогда, используя выражение (7.85), получаем

дц>'/ду = — а (х, г). (9.29)
Здесь а(х, г) — местный угол атаки в данной точке поверхности 

крыла.
В линейной теории условие (9.29) можно представить для проек

ции крыла на плоскость хОг, т. е. при у =  0.
При наличии подъемной силы [судф  0) за крылом конечного раз

маха образуется вихревая пелена 2^  Для тонкого крыла при малых 
углах атаки можно принять, что свободные вихри пелены параллель
ны скорости невозмущенного потока, а ширина вихревой пелены рав-г
на размаху крыла. На вихревой пелене составляющая скорости и* 
претерпевает разрыв, а составляющая скорости иу — ду'/ду и дав
ление непрерывны.

(<Э<р7ду)у = _ о = (дф7д«/)у~+о ; (9.30) 
(р)у=~о =  (р)и=+о • (9.31)
Здесь индексы + 0 и —0 указывают на то, что соответствующие 

значения берутся при приближении точки к вихревой пелене сверху 
или снизу.

На основании линеаризованного уравнения Бернулли (6.18) не
прерывность давления означает непрерывность производной дц>'/дх 
на вихревой пелене:

(дц>'1дх)и = -о  = (<?ф7 дх)у = + 0 . (9.32)
Из условия (9.30) следует, что потенциал скорости возмущений 

является нечетной функциейотносительно координаты у, т. е. ф' (х ,—у, 
г) = —ф'(*, + у, г). Тогда ‘

(дф7дх)у = _о = — (д<р'/дх)у = + 0. (9.33)

Следовательно, на вихревой пелене одновременно должны выпол

Рис. 9.15. Крыло конеч
ного размаха в сверхзву
ковом потоке



няться условия (9.32) и (9.33), а это может быть только в том случае, 
когда

(дср'/д-ф, =  0. (9 .34 )
Потенциал скорости возмущения является непрерывной функцией 

всюду вне крыла и области 2 4. Поэтому <р' — непрерывная функция 
в областях 2 2 и 2 2',  представляющих собой часть плоскости у  = 0 , 
отсекаемую волновой поверхностью и расположенную вне крыла и 
вихревой пелены. Учитывая, что ср' — нечетная функция, имеем

Таким образом, задача о крыле конечного размаха в сверхзвуко
вом потоке сводится к отысканию потенциала скорости возмущений 
ср'(л;, г/, г) внутри волновой поверхности 2 , удовлетворяющего урав
нению (9.27) и граничным условиям (9.28), (9.29), (9.34) и (9.35).

Ввиду того что потенциал скорости возмущений удовлетворяет 
линейному дифференциальному уравнению, поток в окрестности тон
кого крыла произвольной формы можно получить в результате нало
жения потока около крыла нулевой толщины при заданном угле ата
ки (ср/) и потока около крыла с симметричным профилем при нулевом 
угле атаки (ф 2 ' ) .  При этом уравнение поверхности крыла с симметрич
ным профилем у  = ±(г/в — у„)/2 , крыла нулевой толщины, т. е. 
срединной поверхности, у  = ( у в +  у н)/ 2■ Здесь ув, ун — координаты 
верхней и нижней поверхностей исходного крыла, знак «+» соответ
ствует верхней, а «—» — нижней поверхности крыла с симметрич
ным сечением.

Зная суммарный потенциал скорости возмущений <р' = ср/ + ср2', 
можно определить скорость в каждой точке потока, в том числе на 
поверхности крыла, а также найти давление и коэффициент давления

где р 1 — коэффициент давления на крыле нулевой толщины при 
<*=7̂ 0 ; р2 — коэффициент давления на поверхности крыла с симметрич
ным профилем при а  = 0 .

Давление р% не создает подъемной силы. Поэтому для определе
ния подъемной силы и момента тонкого крыла достаточно решить 
задачу обтекания крыла нулевой толщины при заданном угле атаки.

Коэффициент сопротивления равен сумме коэффициента сопро
тивления сл0 при а  =  0 и коэффициента сопротивления схл1, обуслов
ленного подъемной силой:

§  9.7. МЕТОД РАСПРЕДЕЛЕННЫХ ИСТОЧНИКОВ

В настоящее время имеются различные методы решения уравне
ния (9.27) при указанных граничных условиях. Наиболее эффек
тивными из них являются методы распределенных источников и 
конических течений.

[Ф'(*, 0 , г )]81> ъ-ш =  0 . (9.35)

Р =  Рг +  Ра, (9.36)

(9.37)



j Метод распределенных ис
точников позволяет решить за- 

I дачу обтекания тонкого крыла 
j произвольной формы в плане 

при малом угле атаки [16]. Рас- 
! смотрим сущность этого метода.

Предположим, что заданы урав
нения поверхности крыла у =
= f(x, г), а также передней и 
задней кромок х = (г) и 

! х = -
Так как уравнение (9.27) является линейным дифференциальным 

уравнением с постоянными коэффициентами, то для его решения мож
но пользоваться методом наложения потенциальных потоков. Тогда 
искомую функцию ф' можно представить в виде суммы потенциалов 
скоростей простейших потоков, удовлетворяющих этому уравнению. 
В качестве такого простейшего потока рассмотрим точечный источник.

При Моо > 1 потенциал скорости точечного источника определя
ется по формуле

Ф* = ----- --------- 1 -------, (9.38)
2,1 f/ (* -S )a - ( M l , - l ) [ y »  + (z-C)*]

; где q — интенсивность источника; £, С — его координаты в плоско
сти хг\ х, у, z — координаты произвольной точки пространства.

Путем непосредственной подстановки ф* в уравнение (9.27) можно 
убедиться, что функция ф* удовлетворяет уравнению (9.27). Поэтому 
воздействие крыла на поток можно заменить системой источников, 
непрерывно распределенных по поверхности крыла или на проекции 
поверхности на плоскость у = 0. Для того чтобы выполнить все гра
ничные условия, необходимо распределить источники также и вне 

, крыла — на вихревой пелене и в областях 2 а, 2 2'. Интенсивность 
распределенных источников определяется из граничных условий. 
При этом система источников в сверхзвуковом потоке создает такой 
же поток возмущения, как и крыло при заданном угле атаки.

При замене крыла системой источников потенциал скорости воз
мущений, вызываемых крылом в любой точке пространства (х, у, z), 
можно определить, складывая потенциалы скорости возмущения ис
точников, влияние которых проявляется в данной точке:

' ф'(* . Ц Т ........... ... -  ................... ..  (9.39)
| 2х V  (* -  W -  К о  -  1) \У2+ (2 -  с)21
I Для определения области интегрирования S из данной точки до

статочно провести конус влияния, который в отличие от конуса Маха 
ориентирован навстречу набегающему потоку (рис. 9.16). Область 

| интегрирования S зависит от числа Мм и координат рассматриваемой 
точки.

Следовательно, в отличие от обтекания крыла бесконечного раз-

Рис. 9.16. Схема построения конуса 
влияния



маха, когда скорость возмущения в какой-либо точке профиля зави
сит от угла наклона элемента профиля только в этой точке и не за
висит от наклона соседних элементов (см. § 9.2), в случае обтекания 
крыла конечного размаха на величину потенциала скорости в данной 
точке влияют все источники, расположенные внутри конуса влияния.

§ 9.8. КРЫЛО СО СВЕРХЗВУКОВЫМИ КРОМКАМИ

Рассмотрим обтекание крыла сверхзвуковым потоком, при котором 
кромки крыла являются сверхзвуковыми. Тогда функции ^(z) и 
tj)2(z) должны удовлетворять условиям

dtyjdz <  ctg [V, dty2/dz < c tg  jx. (9.40)
Область, образующаяся в результате пересечения конуса влияния 

с плоскостью у = 0 , состоит из точек поверхности крыла и точек не
возмущенного потока. В этом случае область интегрирования не вы
ходит за пределы крыла. При определении потенциала скорости в 
произвольных точках х, у, z над крылом (рис. 9.17, а) она ограничена 
передней кромкой и кривой (х — Е)2 — (Мй — 1)[г/2 +  (г — С)2] = 0 . 
При вычислении потенциала в точках поверхности крыла (х, 0, г) 
область интегрирования заключена между передней кромкой и пря
мыми х — S = ±  V  м !  — 1 (z — С) — образующими конуса влияния 
(рис. 9.17, б).

Следовательно, в случае крыла со сверхзвуковыми кромками для 
определения потенциала скорости возмущения в любой точке доста
точно знать распределение источников только по поверхности крыла. 
Для нахождения интенсивности источников q воспользуемся гранич
ным условием (9.29). В формуле (9.39) вместо области интегрирования 
S можно взять область S +  S * , так как за пределами волновой по
верхности в области S*, указанной на рис. 9.17, интенсивность ис
точников q — 0. Подставляя пределы интегрирования для области 
S  + S*, получаем

Х ,— У1

ф '  (xv  y v  Z j )  =  —  J  j <7 (€ . QrfSrfÇ

0 лГ----------
zi— у Ui—i)2+y*

Здесь x1 =  x j Ÿ M i —- 1 ; ух = у; zx =  z.

Преобразуем внутренний интеграл, введя новую переменную ин
тегрирования, по формуле

= sin и; da =
V  - w ~ ÿ \  V  (*i — e)a — » i— (*i — 0 я
При этом



Рис. 9.17. Области интегрирования при определении потенциала ско
рости возмущения в окрестности крыла (а) и на плоскости у — 0(6)

Z r f  V (Xt—í ) 2— У2,

Í <?(£, С) dídí

г , . - У  <*,-$)* V  ( 1̂ — £)2 — í/x - ( * 1  - С )2

ic/2

= j  <7 .̂ Zi — — 6)
—ic/2

Тогда
____I_

2tc

O 22— 1/1 sin «J ofw.

Ф
*i—i/1 я/2 ____________

j  j* Я zi  —  ) / ( * i —  5)2 —  г/i sin u] dude.
0 —it/2

Найдем производную от cp ' по координате í/±. Д л я  э т о г о  восполь
зуемся правилом дифференцирования интеграла по параметру:

л/2
ду'
dyi

í Í
j  <7 К*!---í/l)> Zl l ¿ «

- я / 2

3¡7 sin  u

d (*i — У1) 
<fyi

JCi—í/1 */2

0 —it/2 У  ( * i  £)2 y\
di

dud\.

Отсюда, предполагая, что дq/дí — ограниченная функция, при 
у = 0 получаем (д(р'/ду1)У1=0=  0,5д(х1,
или

q (xlt z2) = 2 (дф7дг/)^0 •
Подставляя в форм)
29), имеем
<7 =  —  2üoo а f o ,  Zj).

Подставляя в формулу (9.41) выражение для определения д<?'/ду 
(9.29), имеем

(9.41)
д<?'/ду

(9.42)
Следовательно, интенсивность источника в каждой точке поверх

ности крыла при заданной скорости набегающего потока определя
ется углом наклона касательной плоскости к поверхности крыла в 
этой точке относительно оси х.



Рис. 9.18. Крылья с конечным участком сверхзвуковой передней 
кромки (а) и полностью дозвуковой передней кромкой (б)

Подставляя выражение (9.42) в формулу (9.39), получаем

ф' (*1, Ук «О = —  ГГ ®(^1. 2Х) —.......................................... — ’ (9.43)
71 6' V  (дсх — €)* — — (*а — С)*

для точек поверхности крыла (у =  0)

(Т «<*„ ™ .........—  • (9.44)
* •Ч ✓ ( « 1 - 9 ’ - ( * 1 - 0 *

Формулами (9.43) и (9.44) можно пользоваться для таких точек, 
для которых область интегрирования не выходит за пределы крыла.

В общем случае для вычисления потенциала скорости по формуле
(9.39) необходимо предварительно определить из граничных условий 
значения д за пределами крыла. Задача по определению величины 
<7 вне крыла сводится к решению интегральных уравнений [16]. Од
нако в одном частном случае этими формулами можно непосредст
венно пользоваться для крыла произвольной формы в плане (как при 
сверхзвуковых, так и дозвуковых кромках), а именно для крыла с 
симметричным профилем при нулевом угле атаки. В этом случае зна
чение дер'/ду известно всюду: на поверхности крыла оно определяется 
по формуле (9.42), а вне крыла при у =  0 дф'/ду — 0.

Заметим, что метод источников позволяет находить потенциал 
ф' в любой точке в окрестности или на поверхности крыла произ
вольной формы при условии, что крыло обладает конечным участком 
сверхзвуковой передней кромки (рис. 9.18, а). В этом случае интег
ральное уравнение (9.39) с подстановкой <р' = 0, приведенное отдель
но для точек полосы 0 ! или а содержит только одно неизвестное — 
интенсивность источников в соответствующей полосе.

Если крыло в плане имеет впереди острие и обе передние кромки 
являются дозвуковыми, то область интегрирования в формуле для 
вычисления потенциала скорости для любой точки N содержит одно
временно неизвестные интенсивности источников обеих полос. При 
этом условии получим одно уравнение с двумя неизвестными. Поэтому 
если крыло имеет дозвуковую переднюю кромку или дозвуковым ока-



зывается выступающий вперед учас
ток передней кромки, то метод ис
точников не позволяет определить 
потенциал <р'. К таким крыльям от
носится и треугольное крыло с доз
вуковыми передними кромками 
(рис. 9.18, б).

§ 9.9. ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
АЭРОДИНАМИЧЕСКИХ 
ХАРАКТЕРИСТИК ТРЕУГОЛЬНОГО 
КРЫЛА СО СВЕРХЗВУКОВЫМИ 
ПЕРЕДНИМИ КРОМКАМИ

Рассмотрим треугольное крыло со сверхзвуковыми передними кром
ками (рис. 9.19). Уравнения передней и задней кромок крыла имеют
вид Xi = ±  nZi, Xi — ln/2, где ri — \ g x l V — 1 — пара
метр стреловидности (n < 1).

Предположим, что крыло имеет нулевую толщину и установлено 
под малым углом атаки. Тогда на поверхности крыла

(д<?'1ду)у=0 =  -  a Voo

Подставляя выражение (9.45) в формулу (9.44), получаем
V а  С С dS сП

Ф' = —  • (9.46)

В рассматриваемом примере поверхность крыла разбивается на 
две части (/ и II) с различным характером обтекания.

Обтекание части крыла (области /), лежащей вне конуса возму
щения с вершиной в точке 0 , совпадает с обтеканием крыла бесконеч
ного размаха со скольжением (угол скольжения равен углу стрело
видности). В области II поток конический с полюсом в точке О. Это 
область взаимного влияния полукрыльев. Зона влияния правого 
полукрыла на левое ограничена линией возмущения 1, левого полу- 
крыла на правое — линией возмущения 2.

Поэтому на участках поверхности крыла / и II  потенциал ско
рости возмущения выражается различными функциями. Аналити
чески это следует из того, что области интегрирования для них имеют 
различную форму — треугольную АВСА для области / и четырех
угольную NLOK.N для области II.

Для упрощения вычисления интегралов введем новую систему 
координат i' С', с началом в точке JV и с осями, параллельными об
разующим конуса возмущения. В координатах хи у и Zj угол (д.1 = 
= 45°.

Обозначим V С', текущие координаты по области интегрирования 
в этих осях; выразим их через координаты хи у и zt и |, С посредст
вом формул переноса и поворота осей координат:

(9.45)

Рис. 9.19. Области интегриро
вания для точек, расположен
ных на участках 1, II крыла



%' =  ( í  ---- X ¿  COS 7 +  ( ч ----- Z)  s i n  у ,  С  =  —  (?  —  X])  s i n  y  +  (C —  z )  e o s  7 .

Из рис. 9.19 видно, что y =  3/4 п. Тогда

/ 2 6 ' = (х, - 1) + (С  -  Zl), / 2 "  С' = f o -  S) -  (С -  г!). (9.47)
Введем следующие обозначения:

/ 2 Y  = 5lf / 2  С' = Сх. (9-48)
Из выражений (9.47) следует, что
5 =  ^  -  &  + У  /2; С = г, -  (С, -  ÉJ/2. (9.49)
В новой системе координат формула (9.46) преобразуется к виду 

av С Г di, d i ,
Ф' =  -= - , 7 = -  (9.50)

" V Si U

Формула (9.50) справедлива для обеих областей; в них различны 
только области интегрирования.

Пределы интегрирования для области /:

0 <- t <  2 (лг, (п -f-1) • о <  С ^  2 (*i razi)
"  1 ^  1 —я ’ "  1 ^  1 + я

Для точек поверхности, заключенных внутри конуса возмущения 
с вершиной в точке О, область интегрирования разобьем на две:

1) NKOLtN — область, где пределы интегрирования

0  <  Sj <  2 ( A f l 'i2|) ~~~( 1 : : n) •' ; 0 <  ^  <  f o  —  nz¿;
1 + «

2 ) L 1OLL1 — область с пределами интегрирования

0 < | 1< 2(^ - ^ ) - ( ,l+ .1)Cl.; ( ^ - Zl) < C x< 2 ^ ~ nzJ  .
1 — п 1 +  я

Следовательно, для точек области /
2 (X i —  n z ¡)  2 ( х ,  — n z i)  —  (п +  1) Cl

1+п с  1_n
ф'

a v  с* с*íо о
После интегрирования

ф' =  (хг — пг1)/ / 1  —п2 . (9.51)

Внутри конуса возмущения, проведенного из точки О,
2 ( * ,  +  П2 , )  — (1 — п) С1

а V~ 
ф' =  ------



о
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Рис. 9.20. Распределение (рв—Рв) по размаху треугольного 
крыла при сверхзвуковых передних кромках

2 (X j — nzQ 2 (X i +  nzQ — (1 +  n )  Cx 

p l + n p 1_ n d
+  J Jо 0

Отсюда
. “»«, (2 (Xi+nzJ

2 (jCj — nZj)
+  — , arcsinУ 1 — re2

Зная функцию <p\ можно определить аэродинамические харак
теристики крыла.

Используя полученные выражения (9.51) и (9.52), находим коэф
фициент давления р =  —(2/v<x)d(p'/dx. В области / (рис. 9.19)

р=  ±  (2а/ / м 2м - 1  ) ( 1//  1 — п2 ) •

Подставляя сюда значение параметра стреловидности п, получаем

р = ±  2 a cos х/^MLcos2-̂ —1. (9.53)
Здесь знак «+» соответствует точкам нижней поверхности, а знак 

«—» ставится при определении коэффициента давления на верхней 
поверхности крыла.

Из формулы (9.53) следует, что в области I давление не зависит 
от положения рассматриваемой точки и равно давлению на поверх



ности плоской пластинки бесконечного размаха, обтекаемой со сколь
жением (9.22).

Д ля точек области I I  (рис. 9.19)

После несложных преобразований это выражение примет вид

В области II  имеем 0с  |z| «  п.
Из формулы (9.56) видно, что в области II коэффициент давления 

сохраняет постоянные значения только вдоль лучей, исходящих 
из вершины крыла (при г/х =  const). При переходе от одного луча 
к другому коэффициент давления изменяется. _

Характер распределения разности коэффициентов давлений (рн —
— рв) по размаху треугольного крыла со сверхзвуковыми передними, 
кромками при п = 0,5 приведен на рис. 9.20. Из рисунка следует, 
что часть крыла, расположенная вне конуса возмущения с вершиной 
в точке О, при прочих равных условиях нагружена больше, чем крыла 
бесконечного размаха. В области II нагрузка на крыло меньше.

Выведем формулы для определения суммарных аэродинамических 
характеристик треугольного крыла.

Сила давления на крыло равна сумме сил Yi и Y2, действующих 
по областям / и II: Y  =  Y t +  Y2. Представим Y, Y t и Y2 в следую
щем виде: Y =  c^q^Sк, У4=  c ^ ^ S i ,  Y2 =  C y ^ S ^  где су — коэффи
циент нормальной силы крыла; cyi, су2 — коэффициенты нормальной 
силы для соответствующих областей, отнесенные к площадям S t и 
S 2, S K — площадь крыла в плане, qoa=  pxvx 2/2, S K =  (l2/4)tgx>. 
S i  =  (1 — n)(l2/4)tgx, S 2 =  n(/2/4)tgx- Тогда cy = cytS i/SK + 
+  Cy2S 2/ SK. Подставляя отношения площадей S t/SK и S 2/SK, полу
чаем

В области / давление распределяется равномерно [см. (9.53)]. По 
этому

(9.54>

(9.55>

где (z/x)tgx = 2z/l(x) =  г (рис. 9.20). Тогда

(9.56)

K m^ - i

4а
(9.57)

С у  =  Су 1  (1 — п) +  Су  2 п. (9.58)

S i  =  Рн  — Рв  = 4 а  cos х/ V MLcos2 х -  1. (9.59)



Найдем теперь су2. Так как коэффици
ент р в области II  постоянен вдоль лучей, 
исходящих из вершины крыла, то за эле
ментарную удобно принять площадку, ог
раниченную двумя лучами, составляющи
ми друг с другом угол (рис. 9.21):

йБ2 = Ъ ,Ь {112у^\Щ 1соэ^), 

или dS2 =  0,5(//2)^ уйг.

Сила давления, действующая на эту 
площадку, йУ2 = (рн — ^в) ^ 5 2. Под
ставляя сюда выражение (9.57), получаем

Рис. 9.21. Элементарная 
площадка для определе
ния коэффициента нор
мальной силы треуголь
ного крыла

4 a cos х (л  2 . V  п2— г Л  1 / / \2 . dY* = —  *• 1 ------- arcsin-----------1 а — —  tg y  dz.
V^M^cos2 x — 1 \ я V  1 — z2/ °° 2  V 2  J 

В области II  имеем —л< z <  п. Поэтому суммарная сила 

4 a cos х п с (  2  У  п2 —z2
, „ ____ =  2 Г 1 ----- — arcsin ^  — Ш я tg zdz -
V  M^cos2 х  — 1 J \ 71 У I — z2 / °° 2  \ 2 /о

В результате интегрирования

Су 2 Уг _ 4 я cos х

4<х, ^2  У M^COS2 X —  1
— (1 — п) +  V 1—Я3 ■ f)2tg/,(9.60)

Подставляя выражения (9.59) и (9.60) в формулу (9.58), получаем 
¡коэффициент нормальной силы крыла:

Су)- 4а/ V — 1 . (9.61)
Зная Су, можно определить коэффициент подъемной силы су& и 

коэффициент сопротивления крыла сх&1, обусловленного подъемной 
«силой: су&=  Сусоэа, сх&1 =  с^эта. Вследствие малости угла атаки а  
коэффициенты суа = су, сх,л =  суа. Поэтому

суа = 4а/К м 2*,— 1 , (9.62)

С,аг = 4а* / У м ^ Г Г . (9.63)
Из формул (9.62) и (9.63) следует, что коэффициенты суа и сха для 

¡крыла треугольной формы в плане со сверхзвуковыми передними 
кромками при толщине с = 0  не зависят от угла стреловидности и 
равны соответствующим коэффициентам пластинки бесконечного раз
маха. Совпадение коэффициентов суммарных сил объясняется харак



тером распределения нагрузки по поверхности крыла. Для треуголь
ного крыла со сверхзвуковыми передними кромками увеличение на
грузки в области / (рис. 9.20) по сравнению с крылом бесконечного 
размаха компенсируется уменьшением этой силы в области II.

Центр давления (фокус) треугольного крыла совпадает с центром 
тяжести треугольника: хд— хр =  2Ь0/3. Поэтому момент суммарной 
силы давления относительно оси г будет М г — —У2Ь0/3, а коэффици
ент момента т г = Мг1(дх 8Ь0) =  —2су/3. Подставив сюда су по фор
муле (9.61), получим

Из формул (9.61) — (9.64) следует, что при сверхзвуковой перед
ней кромке (УИоо> ¡/соэ х> п < \ )  суммарные аэродинамические 
характеристики треугольного крыла су, суа, сх,л1, т г не зависят от уг
ла стреловидности.

§  9.10. ВОЛНОВОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ 
ТРЕУГОЛЬНОГО КРЫЛА С СИММЕТРИЧНЫМ ПРОФИЛЕМ 
ПРИ <х=0

При симметричном обтекании интенсивность источников за предела
ми крыла в плоскости хОг равна нулю, а на поверхности крыла она 
известна [см. (9.42)]. Поэтому при любом значении числа М«, потен
циал скорости возмущения равен потенциалу системы источников, 
распределенных по поверхности крыла с известной интенсивностью, 
и определяется по формуле (9.44). Область интегрирования 5 ограни
чена кромками крыла и двумя образующими конуса влияния с 
вершиной в рассматриваемой точке. Зная величину <р', можно опре
делить значение коэффициента давления в каждой точке поверхности 
крыла, а по известному распределению давления легко вычислить 

и волновое сопротивление.
На элемент поверхности крыла йхйг действует сила давления 

йУ =  рцоойхйг. Ее проекция на направление скорости на егающего 
потока с1Ха =  йУ$(х, г), где Р — угол между осью х и плоскостью, 
касательной к поверхности в точке (х, г). Отсюда суммарное волновое 
сопротивление

Рассмотрим треугольное крыло (рис. 9.22) с четырехугольным про
филем. Положение максимальной толщины в каждом сечении будем 
определять с помощью безразмерной координаты хс, представляющей

т г =  — (8/3) а/ У м 1 — 1. (9.64)

5
а коэффициент волнового сопротивления

в



собой относительное рас
стояние максимальной тол
щины от передней кромки 
в долях хорды сечения. 
Тогда для определения уг
лов р,, р2 на передней и 
задней кромках сечения и 
угла наклона линии мак
симальных толщин Хс П0‘ 
лучим следующие соотно
шения:

Рис. 9.22, Треугольное крыло конечной тол
щины при нулевом угле атаки

а)

Рис. 9.23. Схемы для определения коэффициента волнового сопротивления 
треугольного крыла:
а  — при сверхзвуковы х линиях м аксим альны х толщин и передней кро м ке; б — при сверх
звуковой линии максимальных толщин и дозвуковой  передней кромке; в  — при д о зв ук о 
вых линиях максимальны х толщин и передней кромке

^ = - 4 ^ . ^  = -------- Ц -  , t gxc = ( l - a g t g x .  (9-65)
2хс 2 (1— хс)

Поверхность крыла можно разбить на две части, в каждой из ко
торых интенсивность источников постоянна. В области / интенсивность 
qi = 20 , ^ ,  <7¡¡ = 2* ^ 2. Такое распределение можно получить нало
жением друг на друга двух систем источников — с интенсивностью 
<7i = 2vx$ u распределенных по области ОВС, и с интенсивностью 
Я — <?2 — <?i = 2ü00(P2 — pi), помещенных в треугольнике ABC.

При анализе обтекания крыла необходимо различать три случая:
О б т е к а н и е  к р ы л а  с о  с в е р х з в у к о в о й  п е 

р е д н е й  к р о м к о й ,  т. е. когда 71 > ц,. В этом случае и -¡2 > И- 
(рис. 9.23, а). При этом пг < r ii<  1, где

«1 = t g x / ^ M i  — 1 , п2 — tg Хс /I ^  M Í — 1 .

Источники, расположенные в треугольнике АБС, не влияют на 
точки области ОБ ACO.

О б т е к а н и е  к р ы л а  с д о з в у к о в о й  п е р е д н е й  
к р о м к о й  и с в е р х з в у к о в о й  л и н и е й  м а к с и м а л ь -



м а л ь н ы х  т о л щ и н  (рис. 9.23, б). Здесь f i < [*, а -¡2 >  И- 
Поэтому п ! > 1 > п 2. Крыло располагается внутри конуса Маха с 
вершиной в точке О, источники треугольника ABC не влияют на точ
ки области ОВАСО.

О б т е к а н и е ,  п р и  к о т о р о м  п е р е д н я я  к р о м 
к а  и л и н и я  м а к с и м а л ь н ы х  т о л щ и н  д о з в у 
к о в ы е  (рис. 9.23, в). Тогда часть области I (АКС  и ALB) нахо
дится в области влияния источников, расположенных в треугольнике 
ABC. Здесь Ti < (г, fa < ц, п2 >  1, п{ > 1 (щ > п2 > 1).

В случае, когда передняя кромка и линия максимальных толщин сверхзву
ковые, суммарное сопротивление крыла складывается из сопротивления Хп, 
действующего в области I (рис. 9.23, а) (ОВАС) от источников интенсивностью 
<7к находящ ихся в той ж е области, сопротивления Хц, действующего в области 
И (ABC) от источников интенсивностью qh помещенных в области II, и сопро
тивления Х22, действующего в той ж е  области II от источников интенсивностью 
(<7г—qi ) ,  расположенных в треугольнике ABC.

Распределение давления в области I можно определить по формулам (9.53) 
дл я  области Г  и (9.56) для области I". Тогда для точек нижней и верхней по
верхностей крыла получим следующие формулы:

в области I'

р =  2ßx cos 1 1 V  cos2 x  — l : (9.66)

в области I"

p =  2 ? !  cos х / У  m L cos2 x  — 1 j l̂ — (2 /я) arcsin^j/" n\ — 2a j  j / 1 — z2 j j  .
(9.67)

Найдем силу dXц, действующую на элемент поверхности крыла: dX\t =
=pqoodS$i.

Так к ак  в областях ОВВ' (S ') и OB'А (S") (рис. 9.23, а ) коэффициент дав 
ления определяется по разным формулам, то силу Хц удобнее представить в 
виде суммы интегралов по этим областям (S ' и S"):

*  2 ßf cos х 
—— = 2   

V !Л 2х  cos2 х  — 1 J W i j j ' - T  у —
L S '  S"  \ K l  —  -

Если взять на линии AB точку В" с координатами (х, г), то площадь тре
угольника ОАВ" будет S  = S K(1—г ) 2z/[2(1— rz)], а d S= SK( 1—г)2 dzj[2(1—г г )2], 
гд е  S K — полная площадь крыла; z=(z/x)tg% — относительная координата точ
ки В", г=  1—хс. Тогда

X h / (?o o S h )  =  У  ! Л 1 - 1  ) ]G X (я1Р г). (9.68)

Здесь

(1 — Г) 2 п (  я  V  п\ — г 2 \ dJ
G, (п ,. г) = -------------- \ I —  — arcs in ----------------  -------------- . (9.69Ъ

/ П Г Р  J 0 - . 7 )2

Интегрируя (9.69), получаем

^ , 1 — г ( г
Gi (nit г) =  —------- I — arccos ях +



Сопротивление Х2и действующее на часть поверхности ЛВС  с углом накло
на 02 и вызываемое источниками той ж е  интенсивности Ци как  и в рассмотрен
ном выше случае, но помещенными в области II (рис. 9.23, а), можно предста
вить в виде разности сопротивления по полному крылу (г= 0 ) и сопротивления 
по области I (ОВАС):

* 2 1 / ( ? » 5 к) =  [ 8? А / ( *  К — 1 ) ]  [°1  ("1. ° ) - ° 1  ( »1 .  ' ) ] •  (9 -71)

Здесь 0 (П ],0 ) — значение функции (9.70) при г= 0 ; 61 (пи 0 )= я/ 2 .
Д ля определения сопротивления Х22 воспользуемся формулой (9 .68), заме

нив в ней п 1 на п2, полную площадь кры ла 5 Н — на Здвс и г — на г = 0. Так как 
в этой области интенсивность источников пропорциональна (р2— Р1) и они дей
ствуют по поверхности крыла с наклоном Рг. то

* м / (  ^ к )  =  [8  (Р, -  р,) Р2/ ( г  У  М2„  -  1 ) ]  (  5 АВС/ 5 К) ( я , ,  0 ) ,  (9 .7 2 )

где 8 авс/Зк= г, С,(п2> 0 ) =л/2 .
Суммируя выражения (9.68), (9.71) и (9.72), после несложных преобразо

ваний, используя формулы (9.65), получаем следующую формулу для опреде
ления коэффициента волнового сопротивления при а = 0 :

= ~  ~ Ь г |0- 0) - 01 ' » +

+ з т ^ ггт ;)  - <9та>
Введем отношение сх& в/Л?2:

схав 2

Хс2 тгк У  д^2 _ 1

+ (9' 74>
В формуле (9.74) параметр стреловидности

«1  =  1 или «1  =  Х х /  (*• — 1 ).

Тогда из формулы (9.74) следует, что значение отношения сха в/Хс2 зависит 
от параметров X — 1 , X х  и относительной координаты максимальной
толщины профиля Хс— (1 —г). Д ля треугольного крыла Л tgx= 4. Поэтому

с*ав /  Л с 2 =  /=■ (X | /  М ^, —  1 ,  .

Рассмотрим обтекание крыла с дозвуковой передней кромкой и сверхзвуко
вой линией максимальных толщин (/11> 1> п 2) . В этом случае источники, распо
ложенные в треугольнике ЛВС, не влияют на скорости возмущения в облас
ти ОВАС (рис. 9 .23 ,6 ). Поэтому суммарное сопротивление можно представить 
в виде суммы трех сопротивлений: Х1Ь Х2и Х22, где Х22 определяется так  же, 
как в первом случае, а для определения сопротивлений Хп, Х21 необходимо



Рис. 9.24. Области интегрирования при а= 0 : 
а  — в точках поверхности кр ы л а ; б — в области м е ж д у  дозвуко
вой кромкой и конусом М ах а

знать распределение давления по кры лу в случае дозвуковой передней кромки. 
Д л я  этого необходимо найти потенциал скорости возмущения ср' по формуле
(9 .44). Область интегрирования для  а= 0  показана на рис. 9.24, а  (область 
О В ^ С , ) .  Затем определить составляющую скорости у'х=д<ф'1дх и коэффициент 
давления р = — (2/ит ) (ду'/дх) :

48,- 1 V n f  — z 2_Pi----------------------arch -----  (9 .75)

В результате для определения коэффициента волнового сопротивления тре
угольного крыла с дозвуковой передней кромкой и сверхзвуковой линией мак
симальных толщин получим следующую формулу:

> с2 V  м2

01 + 5 ^ Г 7 , ) . (9.76)

где Ог(п, г) — функция, вычисляемая по формуле

1 — г / In п г 
G» (л . Л = --------- I -------------- 4 - --------------- arch п 4-

21 > 1 + г 1 / JF iT i

+  ■ 2  ----- a rc tg --------- ^  ^  • ) . (9-77)
/ 1  — г2я 2 п (1 — г) +  У v? -  1 /

Если передняя кромка и линия максимальных толщин дозвуковые, то часть 
кры ла (области АКС и ALB) находится в зоне влияния источников, располо
женных в треугольнике ABC (см. рис. 9.23, в ). Поэтому для определения полно
го коэффициента сопротивления крыла кроме сопротивлений Хц, Х2\, Х22 необ
ходимо найти дополнительное сопротивление Х12. Эта сила действует на облас
ти АКС и ALB и обусловлена влиянием источников в треугольнике ABC с ин
тенсивностью, пропорциональной (ß2—ßi).

Д ля нахождения сопротивления Xi2 нужно знать распределение давления 
м еж ду  конусом М аха и линией максимальных толщин. Д ля этого по формуле
(9.44) нужно определить функцию ф' (область интегрирования ОВ2С2 для а =0 
показана на рис. 9 .24,6 ), производную д<р'/дх и затем р = — (2/Va,) (ду'/дх):



р = arch
51 — 1 / я 2 — 1 У  z 2 — 1

(9 .78 )

Здесь г> 1 .
В этом случае формула коэффициента волнового сопротивления имеет вид:

Оз(«1, г) 1

Хс2 ^ X l/f t l2 - 1  I  г ( 1 ~ ' ^
'  00

1 1 
Gj(лг> 0)'

где

, ( 1 _ г) "  г (1 —г)

1 — г I In /ij г arch rtj

[G2 (nu  0 ) — G3 (n j , r)] —

F (л2, r) L  (9 .79 )

G3 («i. r) = 1 +  r \ V n * - l  V n * - 1
+

+
1

• In
V  n Y ~  i

1 —  T

2 У n2/-2 — 1 1 |

w j— 1 — V  n]r2 — 1 J j

1 + r

«1 (1 — 0  + К  nj —

In (Пд/-)

80)

+

+
1 r n x — 1 +  V (  n j — 1) (г2П| — 1

In
К п ? - 1  «1 (1 — 0

Подробный вывод формул (9 .7 5 )— (9.81) дан в учебнике [3].

(9 .81)

Из формул (9.74), (9.76) и (9.79) следует, что для всех рассмотрен
ных случаев отношение с*ав Д с 2 для треугольного крыла (т]— оо, 
МёХ = 4) зависит от параметрах — 1 и относительной координа
ты максимальной толщины сечения крыла.

На рис. 9.25 приведена кривая для крыла с ромбовидным профи
лем (хс =  0,5). Здесь же для сравнения представлена эксперименталь
ная кривая. Отсюда следует, что теоретические значения коэффициен
тов волнового сопротивления отличаются от опытных особенно там, 
где теоретическая кривая имеет резко выраженные пики, соответст
вующие звуковой линии максимальных толщин х V МI _1 = 2  и
звуковой передней кромке X V — 1 =4 .  Расхождение между тео
ретическими и экспериментальными значениями коэффициента схав 
объясняется тем, что в указанных случаях линейная теория непри
менима. Кроме того, из-за влияния вязкости поток в кормовой части 
крыла (за точкой максимума толщины сечений) расширяется непол
ностью.



Рис. 9.25. Коэффициент волно
вого сопротивления (с*а в /А,с-2) 
треугольного крыла (т1= о о , 
М ехп.к = 4) с ромбовидным 
профилем (жс= 0,5):
1 — линейная теория; 2 — экспери
м ент

Рис. 9.26. Влияние параметра стреловид
ности Лх и относительной координаты 
максимальной толщины сечения тре
угольного крыла на коэффициент волно- 
вого сопротивления (с* аа М«,2—1) /с2:
а  — крыло бесконечного р азм аха с ромбовид
ным профилем

При больших значениях ) У — 1 , когда линия максимальных 
толщин и передняя кромка становятся существенно сверхзвуковыми
(при х V  1л1о_1 »  4)> результаты лучше согласуются друг с другом.
Но и при этих значениях х У М »_1 линейная теория дает завышен
ное значение сжав.

Для оценки влияния положения максимальной толщины сечения
на рис. 9.26 приведены кривые схавУ  1 / с2 = / ( 1/%, хс), по
строенные на основании формул (9.74), (9.76) и (9.79). Здесь же на
несена прямая схт У м 2„ — 1 /с2 = 4, соответствующая крылу беско
нечного размаха с ромбовидным профилем а.

Отсюда следует ряд важных выводов — при заданном значении г
или хс =  1 — г максимальное значение схав У  — 1 /с2 получается 
при звуковой передней кромке (п1 = 1); при смещении максимальной 
толщины сечения вперед коэффициент схяв увеличивается; для суще
ственно сверхзвуковой передней кромки (% «  1 ; 1/ « ! »  1) значе
ния коэффициентов сжав профиля и крыла с ромбовидным профилем 
мало отличаются, а при дозвуковой линии максимальных толщин,
т. е. при л2 = tgx c/ У — 1 >  1 или ( У — 1 — < 0 - к0‘ 
зффициент волнового сопротивления сравнительно мало зависит от 
положения максимальной толщины.

Для крыла ироизвольнэй формы в плане количество независимых 
переменных больше. Кроме параметров X У М^ — 1ИХС необходимо 
ввести параметры и т), где у с — угол стреловидности по ли
нии максимальных толщин, т) — сужение крыла. Тогда в общем слу
чае



cx , j  ( i c * ) = f ( i  К м 2»  — i ) ,
^tgXi. Ъ*с)'

Для иллюстрации влияния пара
метра Xtgxc на рис. 9.27 приведено 
семейство кривых cxaJ lc 2 в зави.
симости от х V _1 и Xtgxc для
крыльев с сужением -ц — 5 и хс =
= 0,5.

Так же как для треугольного 
крыла, теоретические значения ко
эффициента схав отличаются от эк
спериментальных значений.

Отметим, что уменьшение отно
сительной толщины с, необходимое 
для снижения волнового сопротив
ления, по всем сечениям крыла 
приводит к уменьшению строитель
ной высоты его сечений, а следовательно, и полезного объема кры
ла.

Исследования показывают, что при заданном объеме минималь
ным волновым сопротивлением обладает крыло с переменной отно
сительной толщиной по размаху, уменьшающейся от корневого к 
концевым сечениям крыла.

§ 9.11. ОПРЕДЕЛЕНИЕ АЭРОДИНАМИЧЕСКИХ 
ХАРАКТЕРИСТИК ТРЕУГОЛЬНОГО КРЫЛА 
С ДОЗВУКОВЫМИ ПЕРЕДНИМИ КРОМКАМИ 
ПРИ афО

Аэродинамические характеристики треугольного крыла нулевой тол
щины с дозвуковыми передними кромками можно определить, поль
зуясь методом конических течений.

Метод конических течений применяется для исследования кониче
ских потоков, когда параметры потока v, р, р, Т сохраняют постоян
ные значения вдоль лучей, исходящих из некоторой точки, называемой 
полюсом конического потока. Таким является сверхзвуковой поток 
около произвольной бесконечной конической поверхности при усло
вии, что при этом образуется присоединенный скачок уплотнения. 
К числу конических потоков относится и течение около пластинки тре
угольной формы в плане при дозвуковой передней кромке. Если пе
редняя кромка сверхзвуковая, то поток является коническим внутри 
конуса возмущения, проведенного из вершины крыла (см. § 9.9).

Методом конических течений можно пользоваться для исследова
ния обтекания края прямоугольной пластинки при а  Ф  0. При этом 
на поверхности пластинки прямоугольной формы в плане образуется 
область конического потока внутри конусов возмущения с вершинами 
в передних кромках концевых сечений.

Рис. 9.27. Коэффициент волнового 
сопротивления крыла (г| = 5) с 
ромбовидным профилем (х с =0,5) 
при различных значениях пара
метра ^ Х с



Рис. 9.28. Схема . для определения аэродинамических 
треугольного крыла методом конических течений

характеристик

Рассмотрим сущность метода конических течений*. Вследствие 
того что вдоль лучей, проведенных из полюса конического потока, 
параметры возмущенного движения остаются неизменными, кони
ческое течение достаточно исследовать в одной из плоскостей, перпен
дикулярных скорости невозмущенного потока (рис. 9.28).

Если начало координат поместить в полюсе конического потока, 
то положение произвольного луча, проведенного из этой точки, опре
деляется значением отношений координат у/х и г/х, поэтому в кони
ческом потоке все параметры являются функциями только у/х и г/х.

Потенциал скорости возмущения ср' для тонких тел при малых уг
лах атаки удовлетворяет линейному дифференциальному уравнению
(9.27). Составляющие скорости возмущения ьх =  ду ’/дх, ьу —
— дер'/ду, vz = дф'/дг удовлетворяют тому же уравнению. Чтобы 
показать это, достаточно продифференцировать основное уравнение
(9.27) соответственно по координатам х, у, г. После дифференцирова
ния по х получим

(М^ — 1 ) (д/дх) д2(р'/дх2 — (д/дх) 32ф7ду2 — (д/дх) д\'/дг2 =  0 .
Это уравнение можно представить в следующем виде:

(Л £ — 1 ) {д2/дх2)ду'/дх — (дУду2)ду'/дх — (д2/дг2)ду'/дх=0
или

( м !  — 1 ) д2юх/дх2 — д2 их/ду2 — д^х/дг2 = 0 . (9182)
Аналогично получим уравнение для других составляющих ско

рости:

(М|, — 1 )дЧ>у/дх2 — дЬзу/ду2—дЬу/дг2 =0, (9.83)

( м !  — 1) д2 г̂/дх2 — д ^ ’г/ду2—дЧ)’г/дг2 = 0. (9.84)

* Подробно метод конических течений описан в книге [14].



Обозначим т] = у/х, II = г/х. Тогда ьх=  их (ть С), =  и'у (у, 
С), иг — иг (г}, С). Переменные 7] и С удобно рассматривать к ак  де
картовы координаты в плоскости, перпендикулярной скорости не
возмущенного потока (к оси х) и расположенной на расстоянии х 
от полюса конического потока. Следовательно, для решения задачи 
обтекания тела коническим потоком достаточно найти поле скоро
стей в какой-либо одной плоскости, перпендикулярной набегающему 
потоку. Конус возмущения с вершиной в начале координат пересека
ет эту плоскость по кругу с центром в точке ^ = С = 0 и радиусом, 
равным 1 ¡У~М » — 1 , а тело нулевой толщины пересекает плоскость 
по некоторой кривой. Например, пластинка при некотором угле ата
ки пересекает эту плоскость по прямой, параллельной оси ОС. При 
дозвуковой передней кромке изображение крыла на этой плоскости
располагается целиком внутри круга радиусом 1 / У  _1 , а  при
сверхзвуковой передней кромке — частично внутри этого кр уга , а 
частично вне его.

В уравнение (9.82) введем переменные т) иС. Тогда

дх
V! К с д°х
х  а^ X ас

X2
ач£

а ^2 +  - £ -X2
а Ч
ас2

1 а 2у '
— - ;  дг*

а 2, ; 1

X2 дг2 * 2

д\  _»£_ , Л . ^ 4  , 2т|С д"Ух , ц до'х ;  Зв^
дх2 х2 дт;2 х2 дС2 * 2 д:дт\ х2 5т) аС ’

д%х 1 дНх д2и'х 1 дЪх

ду2

В новых переменных уравнение (9.82) имеет вид

(1 _  Л V )  -  2АКу! 4 ^ + ( 1 - Л - )  -  2ЛЬ, -  
а у  а ^ а , а »2 а-̂

_ 2 Л 2С - ^ -  = 0, (9.85)
ас

где Л = м !  — 1 .
Нетрудно показать, что уравнение (9.85) внутри круга радиусом 

1/Л, т. е. внутри конуса Маха, является уравнением эллиптичес
кого типа, а вне его — гиперболического.

Уравнение (9.85) внутри круга радиусом 1/Л можно преобразо
вать в уравнение Лапласа.

Аналогичные уравнения можно получить для составляющих ско
рости уу и уг. Отсюда следует, что составляющие скорости их , иу , 
V г можно рассматривать как действительные или мнимые части ана
литических функций комплексного переменного. Тогда задача сво
дится к определению одной аналитической функции, действительная 
часть которой становится равной нулю на круге радиусом И — 1 /А



(на поверхности конуса возмущения vx =  vy =  vz — 0), а мнимая; 
часть функции (функция тока) равна нулю на отрезке действительной, 
оси —b «s b. При малых углах атаки можно принять, что в пло
скости С-/] крыло изображается отрезком оси ОС. В результате для оп
ределения коэффициента давления можно получить следующую фор
мулу:

р =  ±  2а tg т/[Е (¿ ') K l — (tgQ/tg Т)21'Г (9-86 ),

где E(k') — полный эллиптический интеграл второго рода,.

k' =  V n ^ l/ t v ,

а  — угол атаки, рад; т =  я /2 — х — полуугол при вершине крыла.-
Из формулы (9.86) следует, что коэффициент давления при прочих, 

равных условиях зависит только от угла б. Кроме того, коэффициент- 
давления на поверхности треугольного крыла с дозвуковой перед
ней кромкой вблизи передней кромки (9 ->■ 7) по абсолютной величине 
неограниченно возрастает. В центральном сечении крыла (9 = 0) 
р азность (р я— рв) имеет наименьшее значение.

Найдем суммарные аэродинамические коэффициенты. Нормаль
ная сила, действующая на элементарную площадку, показанную на. 
рис. 9.28, dY  = (рп — pB)9oo(b5/2)d9/cosz0 . Подставляя сюда выра
жение (9 .86) и интегрируя при — 7 < 0 с  7 , получаем суммарную- 
нормальную силу: Y  =  (2naig2~{IE(k')qaobÔ. Отсюда коэффициент 
нормальной силы

су =  2W [tg  хЕ (&')], с% =  2«/[tgx£ (k%  (9.87)>

Из формулы (9.87) следует, что при уменьшении угла у (увеличений; 
угла стреловидности уп,к ) коэффициент подъемной силы (су& = су)< 
треугольного крыла с дозвуковой передней кромкой уменьшается.

На рис. 9.29 приведены кривые изменения производной коэффи
циента су& по углу атаки а  в зависимости от числа М«, для дозвуковой, 
передней кромки при различных углах стреловидности (9.87) и для 
сверхзвуковой передней кромки (9.62). Здесь а  — угол атаки, рад. 
Учитывая, что для треугольного крыла A,tg-/n .к = [4, по формуле 
(9.87) получаем

4а =  *Я/[2£ (£')], (9.88).

где k' =  Y ti2— l/n, n =  t g x l  1 или n = 4 / l ) .

Тогда 4 Д  = (n/2)/[E(k')], t .  e . Ĉ J X = f  ^  j/ M^ _  j  j  _

Аналогично, используя формулу (9.62) для треугольного крыла со 
сверхзвуковой передней кромкой, имеем

C / i - W f a . / M i -  1 ) .  т - '• с' „ / ь - р (х У Ж ^ Т ) .



для треугольных крыльев от М » при 
дозвуковой и сверхзвуковой передних 
кромках

Рис. 9.30. Зависимость отноше
ния с /А, для треугольного 
крыла при дозвуковой 
(% Y М«|2—1<4) и сверхзвуко 
вой (X М „ 2—1>4) передних 
кромках от параметра 
X /Моо2—1

■Следовательно, семейство кривых, приведенных на рис. 9.29, в па
раметрах подобия можно представить в виде одной кривой зависимо
сти Су а /Х ОТ —  1 (рис. 9.30), участок которой при

я / м !  — 1 <  4 (п >  1) соответствует крылу с дозвуковой перед
ней кромкой, а при Я / м 1 - 1  > 4 (/ г< ;1 ) — крылу со сверх
звуковой передней кромкой.

Поскольку вдоль любого луча, проведенного из вершины крыла, 
давление постоянно, то центр давления (фокус) треугольной пластины 
и при дозвуковой передней кромке совпадает с центром тяжести тре
угольника: хд =  хр = 260/3. Тогда коэффициент момента тангажа от
носительно оси 2 , проходящей через вершину крыла, т г =  
= Л У ^ ^ А )  =  —2су/3.

Для треугольного крыла малого удлинения ('/ ->-я/2) параметр 
стреловидности п ->-оо, а -*■ 1. При этом значение эллиптического 
интеграла близко к единице: £(£') ж  1. Тогда формулу (9.87) для та
кого крыла можно представить в виде сауа — 2яЫ^у или, выражая 

через удлинение треугольного крыла = Я/4, получаем
Су = яЯ/2.

Найдем значение коэффициента волнового сопротивления. При 
сверхзвуковой передней кромке коэффициент сопротивления крыла, 
обусловленный подъемной силой, равен проекции нормальной 
силы на направление скорости невозмущенного потока сха1=  су<х.



Если передняя кромка дозвуковая, то, так же как и в дозвуковом 
потоке (см. § 7.12), происходит перетекание воздуха через кромку с 
нижней поверхности на верхнюю. Это вызывает разрежение в области 
передней кромки. Обусловленная разрежением сила, называемая 
подсасывающей, приводит к уменьшению сопротивления крыла: 
сх&— сиа  — c F, где cF — коэффициент подсасывающей силы. Его 
можно представить в виде Cf = cFcyi, где cF — коэффициент пропор
циональности, зависящей от числа М» и угла стреловидности. Чем 
больше M,» и меньше угол Хп.к , т. е. чем менее дозвуковая перед
няя кромка, тем меньше коэффициент cF.

При М«, = 1/cosxn.K, т. е. при звуковой передней кромке, М«, >  
>l/cosxn.K, т. е. при сверхзвуковой передней кромке коэффициент 
подсасывающей силы равен нулю. Опыт показывает, что действитель
ная подсасывающая сила меньше расчетной, особенно при больших 
углах атаки. Это объясняется тем, что при таких углах в окрестности 
передней кромки происходит местный отрыв потока, после чего даль
нейший рост разрежения в этой области прекращается.

§ 9.12. АЭРОДИНАМИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
СТРЕЛОВИДНЫХ КРЫЛЬЕВ 
В СВЕРХЗВУКОВОМ ПОТОКЕ

Результаты расчета коэффициента давления на поверхности треуголь
ного крыла можно использовать для определения аэродинамических 
характеристик крыльев со сверхзвуковыми задними и боковыми кром
ками, приведенных на рис. 9.31, а, б, в, г. В этом случае форма зад
них и боковых кромок на характер обтекания крыльев не влияет. 
Поэтому коэффициенты давления на поверхности указанных крыльев 
и треугольного крыла при прочих равных условиях одинаковы. 
Зная распределение давления, можно определить коэффициенты 
подъемной силы и момента тангажа, а также относительную коорди
нату центра давления (фокуса): xF = —тЦсау- При этом аэродинами
ческие характеристики зависят от формы крыла в плане. Например, 
при заданном угле стреловидности Хп.к коэффициент подъемной 
силы по сравнению с коэффициентом треугольного крыла увеличива
ется в случае (рис. 9.31, а) и уменьшается в случае (рис. 9.31, б), 
так как средняя часть треугольного крыла создает меньшую долю 
подъемной силы. При этом смещается и фокус крыла (в соответствии 
со смещением центра тяжести фигуры).

Если четырехугольные крылья (рис. 9.31, а, б) мало отличаются 
от треугольных, то для определения коэффициентов су& и mz можно 
пользоваться формулами суаж  суад/(1 — е), т г та т гь. /(1 — е), где 
е =  tgXs.ic/tgXn.K — отношение тангенсов углов стреловидности зад
ней и передней кромок крыльев, причем б  <  0  для крыла, изобра
женного на рис. 9.31, а , и е <  0 для крыла, показанного на рис. 9.31, 
б. Очевидно, что в рассматриваемых случаях |е| «  1. На примере 
треугольного крыла показано, что отношения с̂ /Х и mazIK при дозву
ковой и сверхзвуковой передних кромках зависят от параметров по-



Рис. 9.31. Крылья со сверхзвуковыми задними и боковыми кромками

добия X и М̂ у_п к . Геометрическая форма крыла с прямоли
нейными передними кромками в основном определяется тремя пара
метрами — удлинением X, сужением ?}, углом стреловидности, изме
ряемым по какой-либо линии (например, по передней кромке — Хп.к>- 
по линии середин хорд — хо,5, по задней кромке — Хз.к )• Прини
мая в качестве определяющего угол хо.э для крыла произвольной фор
мы в плане, получаем:

ф = / ( а , н в х 0>б, л ) ;

т 11 1 =  Р {Х I . Н ё х0,5 ,т] )-
Сужение крыла влияет на коэффициенты сравнительно мало. Приг 

околозвуковых скоростях отношение сау!Х зависит также от параметра
X}/ с. Графики зависимости отношения сау!Х от указанных парамет
ров, построенные по результатам теоретических методов расчета, а. 
также обобщением экспериментальных данных, позволяют опреде
лить производную с\ трапециевидных крыльев в широком диапазоне- 
геометрических параметров X, хо.5 , г1, с [19].

Для определения положения фокуса крыльев различной формы 
в плане, как указывалось в гл. 7, удобно ввести безразмерную коор
динату хр, представляющую собой координату фокуса, отсчитывае
мую от носка САХ и выраженную в долях САХ.

Для треугольного крыла ЬА =  2Ь0/3\ х\ =  Ь0/3. При 1 Хр =  
= 2Ь0/3. Здесь ха и  — координаты, отсчитываемые от вершины 
крыла. Тогда относительная координата фокуса, отсчитываемая от 
носка САХ, равна Хр = (1/Ьа)(хр—ха) =  0,5. В случае крыла про
извольной формы в плане х р =  / (я, У М 1 — 1 , Я х0>5. ч) ■ 
Введение САХ позволяет получить сравнимые значения относи
тельных координат фокуса для крыльев произвольной формы в плане. 
Для расчета координаты фокуса крыла произвольной формы при 
заданном значении числа М«, можно пользоваться графиками, по
строенными по результатам линейной теории и скорректированными 
с помощью экспериментальных данных [19].



Отметим, что уменьшение относительной толщины сечений крыла, 
¡необходимое для снижения волнового сопротивления, приводит к 
уменьшению строительной высоты сечений, а следовательно, и к сни
жению жесткости его конструкции. Это, в свою очередь, приводит к 
тому, что в полете под действием аэродинамической нагрузки проис
ходят упругие деформации элементов конструкции. В результате из
меняются как распределенные, так и суммарные аэродинамические ха
рактеристики упругого крыла по сравнению с характеристиками, по
лученными без учета упругих деформаций конструкции.

Влияние упругих деформаций зависит от различных факторов. 
Основными из них являются геометрия крыла, его жесткостные ха
рактеристики, распределение массы, угол атаки, число М«, и скорост
ной напор. Наиболее существенно влияние упругости конструкции 
при больших скоростных напорах.

Характер влияния упругости конструкции на аэродинамические 
характеристики крыла (а следовательно, и летательного аппарата) 
ввиду многообразия факторов не может быть универсальным. Здесь 
•отметим лишь то, что влияние упругости конструкции в отдельных 
случаях может быть существенным и должно учитываться для конкрет
ного летательного аппарата на возможно ранней стадии его проек
тирования.



10
Г Л А В А

ОСНОВЫ АЭРОДИНАМИКИ 
ТЕЛ ВРАЩЕНИЯ

§ 10.1. ОСЕСИММЕТРИЧНОЕ ОБТЕКАНИЕ 
КРУГОВЫХ КОНУСОВ 
СВЕРХЗВУКОВЫМ ПОТОКОМ

Рассмотрим обтекание конуса с углом полураствора 0К сверхзвуко
вым потоком при а  =  0 (рис. 10.1). Решение этой задачи использу
ется для определения коэффициента волнового сопротивления кони
ческих носовых частей корпусов летательных аппаратов. Кроме того, 
эти результаты принимают за исходные данные для численного рас
чета обтекания конусов при а  Ф  0, а также за начальную точку при 
расчете обтекания тела с криволинейной образующей. Результаты 
симметричного обтекания конусов применяют также для приближен
ного расчета распределения давления по более сложным телам.

При симметричном обтекании конуса (а  =  0) с углом полураст
вора 6К, удовлетворяющим условию 0К < 0тах (Моо), на нем возни
кает присоединенный скачок уплотнения с вершиной в точке О. Тог
да задача расчета обтекания конуса сверхзвуковым потоком сводится 
к нахождению угла полураствора конического скачка уплотнения (J 
и поля скоростей между скачком уплотнения и конусом. В этом слу
чае поток обладает осевой симметрией (является осесимметричным)- 
Поэтому для изучения обтекания конуса при а  =  0 достаточно рас
смотреть течение газа в одной из меридиональных плоскостей. Кроме 
того, во всех плоскостях, перпендикулярных оси х, течения между ко
нусом и скачком уплотнения геометрически подобны. Граничные ус
ловия (при 0 = 0К и 0 = Р) для этих сечений потока одинаковы*. 
Отсюда следует, что для сходствен
ных точек этих течений параметры 
потока одинаковы, т. е. вдоль любой 
прямой, проведенной из точки 0(0  =
= const, 0К< 0  < р), являющейся гео
метрическим местом сходственных 
точек, скорость потока как по величи- — 
не, так и по направлению, а также 
параметры состояния газа р, р, Т 
одинаковы.

Введем полярные координаты г, 0 
с полюсом в точке О. Тогда состав
ляющие скорости потока и О# бу- рис шл Осесимметричное обте- 
дут зависеть только от угла 0 , т. 6 . кание конуса



vr = vr(B), ü9 = Vü (6). Кроме того, в 'этом случае ввиду прямоли- 
шейности образующих скачка уплотнения течение за ним оста
нется потенциальным. Поэтому vr — дц>/дг, ve = (1/г)(дср/д9), где 
<р(г, 0) — потенциал скорости потока между скачком уплотнения и 
обтекаемой поверхностью. Для осесимметричного потока его можно 
представить в следующем виде: ср(г, 0) = г F (В). Отсюда vr = дер/дг =  
■= F(B), vg = (1/г)(д<р/дв) =  F'(9). Следовательно,

vB =  dvr/dü. ( 10 . 1)

Вторым уравнением, содержащим искомые величины vr, vu, явля
ется уравнение неразрывности div(pu) = 0 .

Используя формулу для вычисления дивергенции в сферических 
координатах (см. § 3.1) в случае осесимметричного потока, получаем

div ( pt) ) = d (pua )/dB +  2pyr -f- püe ctg 6 = 0

i
dvJdB +|2t)r +  ctg 9 +  ( üe/ p)Jdp IdB = O.f (10.2)

или

Течение около конуса в потоке за скачком является изэнтропи- 
ческим, так как при переходе через скачок уплотнения по всем лини
ям тока энтропия возрастает одинаково. Тогда плотность в зависимо

сти  от скорости можно определить по формуле для изэнтропического 
течения: р = р02(1 — u2/ümax)1/<ft-I). Пользуясь формулами v2 = vr +  
+  vl ; а2 =  [(k — l)(ümax — у2)]/'2 , получим выражение: (\/p)dpldQ = 
=  —(vr/a2)dvrldB — (üb /a2)dve /dB. Подставляя это выражение в (10.2), 
получаем уравнение неразрывности для случая осесимметричного 
конического потока:

(1 — v\/a2) dVb/dB +  (2  — vl/a2) vr + üe ctg 0 — 0. (10.3)

В уравнении (10.3) неизвестными являются только составляющие 
скорости vr и Ü8 • Поэтому для определения поля скоростей между 
■скачком уплотнения и поверхностью конуса имеем систему двух обык
новенных дифференциальных уравнений с двумя неизвестными

* 6 _____vb c tg  9 +  ( 2  v\/ а 2)  vr ' dvr ==v ^
г/0 1 — щ/ а2 dв

Для решения задачи необходимо задать граничные условия. 
На поверхности конуса (0 = 0К) нормальная составляющая ско

рости из условия непротекания равна нулю:

(0К) = 0- (Ю.5)
На поверхности скачка уплотнения (0 = |3) составляющие ско

рости иг, ив должны удовлетворять основным соотношениям для ко
сых скачков уплотнения (см. § 5.5): касательная составляющая ско
рости при переходе через скачок уплотнения не изменяется:



а нормальная составляющая скорости удовлетворяет уравнению

— «в (Р)уоо5‘п Р = а кР— [(6 — 0 / ( * +  1) 1 cos2 p. (10.7)
В выражениях (10.6) и (10.7) u^cos р и —ü^sin р — касательная и 

нормальная к скачку уплотнения составляющие скорости невозму
щенного потока, причем за положительное направление vt> принято 
направление в сторону увеличения угла. Заметим, что угол р неиз
вестен и должен быть найден в процессе решения задачи.

Вместо двух условий (10.6) и (10.7) можно представить одно усло
вие

-MWMP)tgP=a2Kp-[(6-l)/(¿-t- 1)К(Р)- (Ю.8)
Систему дифференциальных уравнений (10.4) при выполнении 

граничных условий (10.5) и (10.8) можно решить методом численного 
интегрирования. Численное интегрирование системы дифференциаль
ных уравнений (10.4) можно начать с поверхности конуса, задаваясь 
значением скорости потока на поверхности vK, или с поверхности 
скачка уплотнения, задаваясь углом (5 и v В первом случае в резуль
тате решения системы уравнений должны быть найдены соответствую
щие заданной скорости v K число невозмущенного потока, угол 
наклона скачка уплотнения р и поле скоростей между конусом и 
скачком уплотнения, а во втором случае — угол полураствора кону
са 9К и поле скоростей.

Введем безразмерные составляющие скорости потока и скорость
звука, отнесенные к максимальной скорости: vr =  vr/vmax; va =ив/итах’, 
a =  alv  max.

Кроме того, систему дифференциальных уравнений (10.4) пред
ставим в виде уравнений в конечных разностях:

M 9*+i)=  М 9«) —
Щ ctg0+(2— v 2h / aS )vr 1  
--------------------------------- Д9;

1 — V в /а3 J  6 = 0

Vr (0«+i) =  Vr(Bn) +  Щ (9„) Д9,

(10.9)

где Д 0— приращение угла б; 0„ — угол полурасгвора промежуточ
ного конуса 0К< 0„ <з р.

Если расчет начинается с поверхности скачка уплотнения, то 
6 П = Р — пД9, если с поверхности конуса, то 0П = 0К +  пД9. 
При п = 0 угол 0 = р или 0 = 0К. Рассмотрим метод численного 
интегрирования, задаваясь углом полураствора конуса 0К и отно
сительной скоростью ук на его поверхности. Задаваясь приращением 
угла Д0, т. е. переходя от поверхности конуса к промежуточному ко
нусу с углом полураствора 04 = 0К +  Д9, из пэрвого уравнения
(10.9) получим ^  (9^ = —2акД9, так как из (9К) =  0, а уг(9к) =  ук .



Подставляя полученное значение t»e (61) во второе уравнение (10.9)„ 
находим значение составляющей скорости и, на промежуточном ко
нусе с углом vr(6i) — vi: +  we (04)A0. Зная iv (^ i)  и щ (0j), из-
второго уравнения (10.9) определяем vr, а из первого — ve для про
межуточного конуса с углом полураствора 02 = 04 +  А9 и т. д.
Таким образом, зная v r и vb , для промежуточного конуса с углом, 
0„ можно определить составляющие скорости для конуса с углом по
лураствора 0„+1 =  0П +  Д9.

В результате численного интегрирования последовательно можно- 
найти составляющие скорости потока на поверхности ряда проме
жуточных конусов. Интегрирование должно продолжаться до тех пор,, 
пока не будет выполняться условие на поверхности скачка уплот
нения (10 .8 ), которое для составляющих скорости, отнесенных к vmaXy 
имеет вид

-О , ( Р ) V, (?) tg Р -  [(k -  \)/(k+ 1)] [1 - v r (Р)].
Угол промежуточного конуса 0; , для которого выполняется эта 

условие, равен углу наклона скачка уплотнения р, а соответствую
щие составляющие скорости — составляющим скорости за скачком; 
уплотнения. Зная угол р и составляющую скорости за скачком уп
лотнения и,.(|3), из условия (10 .6 ) можно определить а«, =  i>,.(P)/C0SP- 
Число М.», соответствующее заданной скорости на поверхности конуса «-«•» г *** 
vK, можно найти, пользуясь формулой М « = vx ! a где

а »  =  |/(/5_1)(1 —v 2J I  2.

Зная число М.» и угол р, можно вычислить отношение давления! 
рс, плотности рс и температуры Тс за скачком уплотнения к давле
нию рос, плотности роо и температуре невозмущенного потока Г«,:

р0/ров= [  2 k l(k +  1)]А1оо sin2p — (k— l)/(k+  1);

Рс/Рсо = l(k+ l ) l ( k - l ) ]  Mlsin*p/[ M lsin2p+2/(fe-l)]; 
T J T X =  (P c/P e o ) pM / Pc.

( 10. 10)

Отношения давления, плотности, температуры в любой точке 
между скачком уплотнения и поверхностью конуса к давлению, плот
ности и температуре непосредственно за ударной волной можно вы
числить, используя формулы изэнтропических течений:

р (  1 \ */<*-«> . / . ^\»/(*—1)

Р° \ l - v c2

_ZL =  J o _ .  ( 1 0 .1 1 )
Тс Рс Р

Для определения давления рю плотности рк и температуры Тк



Рис. 10.2. Изменение макси
мального угла полураствора 
конуса и клина, до которого 
возникает присоединенный ска
чок уплотнения, в зависимости 
от числа М ю:
/ — конус;  2 — клин

Рис. 10.3. Число Мк на поверх
ности конуса в зависимости от 
числа М то и угла полураствора 
конуса

на поверхности конуса в формулах
(10.11) достаточно положить V =  ик.

Коэффициент давления на по
верхности конуса

1 / Рк

М* Рсо
где

Р к  

Рсо
Р  к 

Р с

Р  с 

р»

Рис. 10.4. Коэффициент волнового 
сопротивления конуса в зависимо
сти от М » и угла полураствора 
6к

Легко показать, что коэффици
ент волнового сопротивления ко
нуса сжав, отнесенный к площади 
наибольшего сечения, равен коэф
фициенту давления рк.

Результаты численного реше
ния задачи обтекания конуса пред
ставлены в таблицах [4], позволяющих определить для заданного 
угла полураствора 0К при различных значениях относительной ско
рости на поверхности конуса vK угол полураствора конического скач
ка уплотнения |3, число параметры потока непосредственно за 
скачком уплотнения (pclpx ,рс/роо. T J T ^ ,  поле скоростей в возмущен
ном потоке vr, vn , изменение давления, плотности и температуры 
между скачком уплотнения и поверхностью конуса (p j p c, рк/рс> 
Тк/Тс), а также коэффициент давления ~рк. Из этих таблиц, в частно-



сти, следует, что скорость потока на поверхности конуса меньше ско
рости за скачком уплотнения vc, а угол поворота потока при переходе 
через конический скачок уплотнения 0С меньше угла 0К. Угол на
клона вектора скорости между скачком уплотнения и поверхностью 
увеличивается от 0С до 0К. Поэтому линии тока в возмущенной об
ласти в отличие от линий тока при обтекании клина являются криво
линейными. Скорость потока вдоль этих линий тока уменьшается, 
а давление возрастает. Следовательно, при обтекании конуса про
исходит ударное сжатие при переходе через скачок уплотнения и 
изэнтропическое повышение давления между скачком и поверх
ностью. Вследствие этого волновые потери, а также и волновое со
противление конуса при прочих равных условиях (М«,, 0„) меньше, 
чем для клина.

Угол полураствора конического скачка уплотнения (}(0К, М«,) 
при одинаковых значениях 0К и М*, меньше угла наклона плоского 
косого скачка уплотнения, а максимальный угол поворота 0тах, 
до которого скачок остается присоединенным, при этом больше, чем 
для плоского скачка уплотнения (рис. 10.2). Число Мк на поверх
ности конуса зависит от числа М«, и угла полураствора конуса 
(рис. 10.3).

Кривые зависимости коэффициента волнового сопротивления от 
тех же параметров (М^ и 0К) представлены на рис. 10.4.

§ 103 . ОБТЕКАНИЕ КОНУСА СВЕРХЗВУКОВЫМ 
ПОТОКОМ ПРИ а # 0

Наличие угла атаки приводит к существенному изменению характе
ра обтекания конуса. При а  Ф  0 параметры потока сохраняют по
стоянные значения только вдоль отдельных образующих и изменяют
ся при переходе от одной образующей к другой. Для определения по
ложения образующих введем угол меридиональной плоскости ф (0 <
<  <]> < я). На рис. 10.5 угол 6 = 0 соответствует наветренной, а 
ф =  я  — подветренной сторонам поверхности.

Математически задача обтекания конуса при а  Ф  0 сводится к 
решению системы нелинейных уравнений в частных производных, 
состоящей из уравнений движения невязкого газа (3.17), неразрыв
ности (3.4) и энергии (3.52), при выполнении соответствующих гра
ничных условий на поверхности конуса и в невозмущенном потоке.

Имеются аналитические методы решения этой задачи, основанные 
на использовании некоторых упрощающих предположений, позво
ляющих получить решение в явном виде. Например, при малых углах 
атаки параметры потока мало отличаются от соответствующих значе
ний для осесимметричного обтекания конуса. Поэтому влияние угла 
атаки можно учесть дополнительными членами первого, а при увели
чении а  — и второго порядка.

В настоящее время широко используются численные методы ре
шения задачи на ЭВМ. Применительно к задачам аэродинамики наи
более развиты конечно-разностные методы. Рассмотрим некоторые 
результаты численного расчета неосесимметричного обтекания ко



Рис. 10.5. Конус при а  ф  0

Рис. 10.7. Зависимости ко
эффициента давления рк от 
угла атаки при различных 
значениях угла -ф= 0 , я/2 , я

Рис. 10.6. Зависимость ко 
эффициента давления от 
угла ф, 0К=ЗО°; а  =  5% 
Моо =3
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Рис. 10.8. Зависимости ко 
эффициента давления рх 
при различных значениях 
у гл а  "ф=0 , я/2 , я  от числа 
М„, е„=25°, а =  10°

нуса при а  < 0К. При а  Ф  0 коэффициент давления зависит от по
ложения точки на поверхности (от угла ф ). Очевидно, что на навет
ренной стороне конуса ( ф = 0) давление должно быть больше, чем 
на подветренной ( ф = я). На рис. 10.6 показан характер изменения 
коэффициента р в зависимости от угла ф при заданных значениях угла 
полураствора конуса 0К = 30°, угла атаки а  =  5° и числа Мсо= 3. 
При увеличении угла конуса 0К коэффициент давления возрастает 
по всей поверхности.

Для малых углов атаки (а < 5°) приближенно можно принять, 
что коэффициент давления зависит от угла а  линейно. При больших 
углах атаки а  эта зависимость становится нелинейной, причем влия
ние угла атаки на величину рк существенно зависит от угла ф (рис. 
10.7).

При увеличении числа коэффициент давления изменяется мо
нотонно, причем характер его изменения меняется при переходе от 
одной меридиональной плоскости к другой (рис. 10 .8).

Зная распределение давления по поверхности, можно определить 
суммарные аэродинамические характеристики. Выведем формулы



для определения нормальной, продольной силы и момента относитель
но вершины конуса. Выделим элементарную площадку rdtydl (см. 
рис. 10.5). Нормальная сила, действующая на эту площадку, dY = 
=  —pq<x, г d ф d I cos ф cos0. Учитывая, что d/cos6 =  dx, и интегрируя 
по координате лг(0 <  х L) и по углу ф (0 <  ф <  2л), получаем вы
ражения для нормальной силы:

и коэффициента нормальной силы, отнесенного к площади миделева 
сечения:

где г = 2гШ, х =  х/Ь, % =  ЬМ. Здесь d — диаметр миделя, а Ь — 
длина тела вращения (конуса).

Аналогично можно получить формулу для коэффициента продоль
ной силы. Элементарная продольная сила dX — рдх 
Тогда

Формулы (10.12) и (10.13) применимы для любого тела вращения. 
В случае конуса, учитывая, что г = х, 0 = 0К, К =  1/(21§0к), по
лучаем:

Здесь коэффициент давления рк, как указывалось выше, являет
ся функцией углов ф, 0К, а  и числа М«, .

Коэффициент момента относительно вершины конуса, отнесен
ный к длине L, т г =  —2су/3. Коэффициенты подъемной силы суа и 
сопротивления сха можно определить по формулам перехода от свя
занной к скоростной системе координат:

Суа  =  с у  cos а —  с х s in  « ; с ха =  с х cos а +  с у  s ín а -

Из формул (10.14) следует, что коэффициенты нормальной и про
дольной сил зависят от углов атаки а , полураствора конуса 0К и 
числа Моо. Таблицы значений коэффициентов су, сх, суа, сха, т г для 
конусов приведены в работе [4]. Анализ этих результатов показывает, 
что при увеличении угла 0К коэффициент нормальной силы умень
шается (рис. 10.9), при этом коэффициент продольной силы возраста
ет (рис. 10 . 10).

о о

(10. 12)
о о

(10.13)
о о о о

(10.14)
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Рис. 10.9. Зависимости про
изводной Су от числа Мм и 
угла полурастзора конуса

Рис. 10.10. Зависимости коэф
фициента продольной силы от 
числа М «, и угла полураствора 
конуса, « = 10°

С увеличением числа Мм коэффициент 
нормальной силы увеличивается, а коэф
фициент продольной силы уменьшается. 
На рис. 10.9 приведены кривые для про
изводной коэффициента нормальной силы 
при а  = 0 , позволяющие оценить влияние 
числа Mo, и угла конуса на коэффициент 
нормальной силы при малых углах атаки.

Изменение коэффициента продольной 
силы Дсх = сх — сж0 в зависимости от уг
ла атаки для конуса с углами полураст
вора 0К = 20° при М = 3 показано на 
рис. 10.11. Там же для сравнения приведе
ны значения отношения Дсх/сх0. Здесь 
схо — коэффициент продольной силы при 
а  =  0 .

Рис. 10.11. Изменение коэф
фициента продольной силы 
по угл у  атаки:
0 к “ 2О°: м оо=3

§  103. ОПРЕДЕЛЕНИЕ НОРМАЛЬНОЙ СИЛЫ 
И МОМЕНТА ТАНГАЖА ТОНКИХ ТЕЛ ВРАЩЕНИЯ

Рассмотрим обтекание тонкого удлиненного тела вращения при малом 
угле атаки. В этом случае возмущенный поток в окрестности тела сла
бо отличается от невозмущенного. По методу малых возмущений по
тенциал скорости потока (рис. 10 . 12 , а) удовлетворяет линейному 
дифференциальному уравнению и может быть представлен в виде сум
мы трех составляющих: потенциала невозмущенного потока ф ,̂ по
тенциала скорости возмущения фо (х, г) при продольном (осесимметрич
ном) обтекании тела потоком со скоростью t^ c o s a «  (рис. 10 . 12 , б) 
и потенциала ф] (х, г, ф ), возникающего при поперечном обтекании 
тела потоком y^sina л; vxa  (рис. 10 . 12 , в).

На поверхности тела функции фо (х, г) и ф1 (х, г, ф) удовлетворя* 
ют соотношениям дфJd r  = vx dr/dx\ дц>[/дг =  —avx  соэф, получен
ным из условия равенства нулю нормальной к поверхности составля
ющей скорости потока.

f



• v„sinoí Voisin»

Рис. 10.12. Тонкое тело вращения при малом угле атаки

Линейная теория тел вращения подробно изложена в ряде книг 
(например, [3] и [18]). Ограничимся здесь рассмотрением теории тон
кого тела, разработанной применительно к телам, поперечные разме
ры которых малы по сравнению с продольными размерами.

Согласно линейной теории, потенциал обтекания тонкого тела опи
сывается уравнением

( m l — 1) д2ц>/дх2 — д2у !ду2 — ôV dz2 = 0 .

В безразмерных координатах х = x/L, у  = y/d, z =  z/d, где L — 
длина, a d  — диаметр миделева сечения тела, уравнение примет вид

(d2IL2) (М » — 1) д2у !дх2 — dsq>/dÿ2 — d2ylôz2 =  0.
Если тело достаточно тонкое (d2/L2 <  1), то первый член урав

нения становится пренебрежимо малым. Тогда

d \ ld if  +  д2(р/д? = 0. (10.15)
Отсюда следует, что поток в плоскости поперечного сечения тон

кого тела можно считать двумерным, совпадающим с поперечным об
теканием цилиндра радиусом, равным местному радиусу тела враще
ния г0(х), несжимаемой жидкостью (рис. 10.12). Кроме того, потен
циал обтекания тонкого тела не зависит от числа Ми.

Так как граничное условие уравнения (10.15) изменяется от сече
ния к сечению, т. е. в зависимости от координаты х, то решение урав
нения (10.15) также зависит от х.

Составим выражение комплексного потенциала потока в плоскости 
поперечного сечения тела:

W (Ç) = Voa sin а [С +  го (х)/С], где С = у +  iz.
Потенциал скорости равен действительной части функции

Ф = — üco sin аг eos if [ 1 +  го {х)!г2\.

Здесь —reos ф =  у, Т =  V у 2 +  z2.
Отсюда, исключая потенциал невозмущенного потока ср«, =  

=  —focsinarcos 6 , получаем потенциал скорости возмущения:



Составляющая скорости возмущения вдоль скорости набегающе
го потока vx = (д<р'/дх)дх/дха. Здесь дх/дха =  cosa; дц>'/дх =  
=  —UaoSinacos65'(x)/nr, где 5(х) — площадь поперечного сечения, 
тела, а £'(%) = dS/dx. Тогда vx = —ü00sin2acosij»5/(x)/2nr.

По известной составляющей скорости vx с учетом малых членов- 
только первого порядка можно определить коэффициент давления на. 
поверхности тела (г = г0):

р — — 2vx¡vx — sin 2a cos ijjS' (x)hr0. (10.17)»
Найдем нормальную силу, действующую на элементарную пло

щадку rydtydx! cosQ:
— С ' /дЛ
pq«г,, cos tydxdty или qx sin 2a — — cos2 tydtydx.Tí
В результате интегрирования этого выражения по углу ф (0

< 2я) получаем нормальную силу, действующую на элемент тела, 
вращения длиной dx:

dY — q^sin 2a S' (x) dx. (10.18)i
При малых углах атаки с заменой sin2a «  2a элементарную нор

мальную силу можно определить по формуле
dY =  2aqeoS'(x)dx.] (10.19).
Из формулы (10.19) следует, что нормальная сила появляется толь

ко на участках с переменной площадью поперечного сечения. Знак 
силы зависит от знака производной 5'(л:). Носовая часть корпуса,, 
где S'(x) > 0 , создает положительную, нормальную силу, а сужи
вающаяся кормовая часть [5'(х) < 0] — отрицательную силу. Соглас
но формуле (10.19), на цилиндрическом участке тела f5'(x) = 0] нор
мальная сила равна нулю.

Формула (10.19) позволяет определять распределение нормаль
ной силы вдоль оси тела. На рис. 10.13 показано распределение нор
мальной силы вдоль оси комбинации конуса с цилиндром (рис. 10.13,.
а) и по оси тела, образованного вращением дуги параболы (рис. 10.13,
б). Так как для конуса функция S'(x) линейно зависит от координаты 
х, то нормальная сила по длине конуса изменяется также линейно. 
На цилиндрическом участке согласно теории тонкого тела она равна 
нулю (рис. 10.13, а). Во втором примере (рис. 10.13, б) знак нормаль
ной силы в соответствии со знаком производной меняется, причем 
площади эпюры положительного и отрицательного распределения нор
мальной силы одинаковы, т. е. при этом суммарная нормальная сила 
равна нулю.

Используя формулу (10.19), найдем суммарную нормальную силуг
L

У =  q^ 2a j1 S' (x) dx = 2aqxSaos, 
ó



Рис. 10.13. Распределение нормальной силы по 
оси тела вращения:
а  — конус-цилиндр; б  — параболическое тело

Рис. 10.14. Схема 
для определения 
момента тангаж а 
Мг

где 5 Д0Н — площадь донного среза тела вращения.
Коэффициент нормальной силы, отнесенной к площади миделе- 

;ва сечения 5 Ф,
Су =  2а5Д0Н/5 ф, (10.20)

с“ ° =  0 ,0355дон./5ф. (10.21)

Для носовой части корпуса 5 Д0Н = независимо от формы су = 
= 2а = 0,035а°, а производная сау = дс^/да рад = 2, или су =  0,035.

По теории тонкого тела легко получить также формулу для опре
деления коэффициента момента т г для носовой части тела.

Момент элементарной нормальной силы относительно вершины 
тела (рис. 10.14) йМ2 = —йУх = —2даоаЗ'(х)хйх. Используя это 
выражение, получаем формулу для суммарного момента

ь
М г — — 2aqcю 1 5 ' (х) хйх 

о
и коэффициента момента

М, 2 а

Интегрируя, находим
т 2 =  —  2 а  (1  — № 75ф£), ( 1 0 . 2 2 )

тде Ь — длина, а № — объем носовой части.
Координата аэродинамического фокуса, отсчитываемая от верши

ны тела, определяется из уравнения Мг — —Ухр или т г = —суХр/Ь. 
.Подставляя сюда выражения (10.20) и (10.22), получаем

хр = Ь  —  ГС75Ф. (10.23)

Отсюда для конической носовой части имеем хр = 2Ц/3.



§ 10.4. НОРМАЛЬНАЯ СИЛА КОРПУСА 
ЛЕТАТЕЛЬНОГО АППАРАТА

Корпус летательного аппарата в большинстве случаев представляет* 
собой тело вращения или тело, близкое к нему по форме. В общем; 
случае его можно разбить на переднюю (носовую), среднюю (в боль
шинстве случаев цилиндрическую) и заднюю (кормовую) части. 
Наиболее распространенными формами носовых частей являются 
коническая, оживальная (с криволинейной образующей в виде дуги 
окружности) и параболическая. Носовые части корпусов летательных 
аппаратов, предназначенных для полета с большими сверхзвуковыми 
скоростями, обычно выполняют в виде затупленных тел.

Геометрическими параметрами, определяющими форму носовой, 
части, являются: удлинение Хнос = Ьнос/с1 в случае конической фор
мы; удлинение Хнос и уравнение образующей в безразмерных коорди
натах г(х) — 2г(х)/с1, х =  х/ЬН0С в случае носовых частей с криволи
нейными образующими; удлинение Хнос, уравнение образующей и от
носительный радиус затупления гс = 2гс/с1 для затупленной носовой, 
части. Здесь Ьнос — длина носовой части, с1 — диаметр миделя, гс — 
радиус сферического затупления.

Цилиндрическая часть тела вращения определяется удлинением^ 
Я,ц = Ьа/с1.

Геометрическими параметрами кормовой части являются форма 
образующей, удлинение Хкорм = Ькоры/с1 и сужение т]корм = йлон/с1,. 
где ¿дон — диаметр донного среза.

Рассмотрим прежде всего обтекание тела вращения при малых: 
углах атаки.

При таких углах атаки зависимость коэффициента нормальной 
силы су от угла атаки является линейной. В этом случае коэффициент- 
су тела вращения можно представить в виде су — с°уа. По теории 
тонкого тела производная сау (10.21) не зависит от числа Мю. Однако,, 
как показано в § 1 0 .2 , производная с*у для конуса не является по
стоянной величиной и изменяется в зависимости от угла 0 К (удли
нения) и числа М«, (см. рис. 10.9).

Исследования тел вращения показывают, что при сверхзвуковых 
скоростях добавление цилиндрического участка к носовой части тела 
(в отличие от результатов теории тонкого тела) приводит к увеличе
нию производной с“, так как при этом возникает нормальная сила и 
на цилиндре. Эта сила в основном проявляется на участках цилиндра, 
расположенных непосредственно за носовой частью. Значение этой 
силы и протяженность участка, на котором она действует, зависят 
от формы и удлинения носовой части, числа М«, и удлинения цилинд
рического участка корпуса [28].

Результаты эксперимента можно представить в обобщенном ви 
де — в виде семейства кривых зависимости производной коэффициен
та нормальной силы Су носовой части с цилиндром от параметров 
У К , — 1 / Хаос, К/Ьнос- При дозвуковых скоростях значение-



нос+цил удовлетворительно согласуется с данными теории тонкого 
тела, а при сверхзвуковых скоростях — с увеличением отношения 
\ А н о с  возрастает.

Появление нормальной силы на цилиндрическом участке при сверх
звуковых скоростях приводит также к смещению назад фокуса тела 
вращения, представляющего собой комбинацию носовой части с ци
линдром. Смещение фокуса Аувеличивается  при увеличении пара
метра У М» — 1 1 Хнос, а также с увеличением отношения удлинений 
цилиндрической и носовой частей.

Используя выражение (10.23) с учетом этого смещения, коорди
нату фокуса можно представить в следующем виде:

Хр — ^ цос ^нос/5ф  "4* Д^/г I

где

&Хр/Ьи0С — / ( / М .  1 I Я,нос> Яц/Янос|.

Зависимость производной Су от параметров н̂ос
и Ха/Кос можно получить и теоретически*.

Рассмотрим тонкое заостренное тело вращения, наклон контура 
которого к оси х в любом меридиональном сечении больше нуля 
или равен нулю. Линеаризованное уравнение потенциала скорости 
для ЛЬ > 1  можно представить в виде д\ /ду% +  д2ср!дг2 = -[2д2ср/с̂ 2,
где  ̂= (сШ) Очевидно, параметр у представляет собой
отношение максимального диаметра тела вращения к радиусу ко
нуса Маха, исходящего из носка тела, в плоскости этого сечения.

Заметим, что теория тонкого тела является предельным случаем, 
когда т -»-0 , т. е. когда тело бесконечно тонкое (й/Ь -*-0) или число М 
стремится к единице.

Для того чтобы найти функцию ф при малых, но не равных нулю 
значениях у, представим ее в виде ряда по у с сохранением малых пер
вого порядка: ф* =  ф„ +  ^ф4. Подставляя это выражение в исходное 
уравнение и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 7 , 
получаем Дф0 = Ои Дф4 =  0, т. е. функции ф0 и ф! являются решения
ми уравнения Лапласа. При этом будем считать, что функция ф* 
удовлетворяет заданным граничным условиям: на головной поверх
ности конуса Маха ф* = 0, а на поверхности тела вращения
дср*/дп = —у^соэ(п, Ооо) — в соответствии с условием непротекания.

Получим решение этой задачи для конуса с цилиндром при а  Ф  
Ф  0. Для этого рассмотрим отдельно обтекание конуса под углом ата
ки и цилиндра с протоком при том же угле атаки (рис. 10.15).

Составим уравнение Лапласа в плоскости уг в полярных коорди
натах г, ф:

* Здесь рассмотрен метод, разработанный Ю. А. Рыжовым.



Рис. 10.15. Обтекание конуса (а) и цилиндра с протоком (6) 
при М 00 > 1

(д/дг) (гду*/дг) +  (1/г) (д\*1д^) = 0. (10.24)
При этом граничные условия имеют вид
(ф*)г=я = 0; (Эф*ldn)r==d/2 = vx a cos гр. (10.25)

Граничное условие на поверхности конуса Маха для цилиндра с 
1ротоком следовало бы записывать с учетом влияния расположенного 
зпереди конуса. Однако ограничимся рассмотрением решения, удов
летворяющего условиям (10.25). Таким решением уравнения (10.24) 
является функция

Ф* = — vxa [ Го/( Го +  -R2)] (R2/f — f) cos tj>, (10.26)
где R, r0 — радиус конуса возмущений и радиус тела вращения при 
заданном значении координаты х.

Для конуса отношение i?/r0 = tg(^/tg0K, а для внешней задачи 
обтекания цилиндра р’адиусом г0 с протоком радиус R = r0 + х tg ц,.

Используя выражение (10.26), найдем коэффициент давления, 
обусловленный углом атаки:

р = — (2lvK) (Эф*!дх)г=га ■
Легко показать, что для конуса

р — [4а tg 0к/(1 +  tg20K/tg2(x)] cos ар, (10.27)
а для цилиндра

Р =  8  (ro(r0 +  A:tg[x.)tgix/[ro +  (r0 +  xtgiJ.)2]2} cosif. (10.28)

По известным значениям р находим нормальную силу dY/dx, дей
ствующую на единицу длины конуса и цилиндра:

dY/dx = 2aq^S' (x)/(l +  tg2 9K/tg2 ?); (10.29)

dY/dx = (r0 +  Artg[j.)tg[A/f ro+ (r0 +  x tg  ¡j.)2]2, (10.30)

При tg 0„/tg fi ->-0 формула (10.29) совпадает с формулой (10.19) 
теории тонкого тела.
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Рис. 10.16. Тела вращения с су
живающейся (а) и расширяющей
ся (б) кормовыми частями и тело 
вращения, составленное из кони
ческих и цилиндрических участ
ков (в)

Для коэффициента нормально 
силы сечений цилиндра

СуТх)
йсу {х)/йх =18 (1 + лс ¡х) tg (х/[ 1 4  

+ 0  +  ^ ) 2]2. (10.31
При х = 0 производная / с1х= 

=  2 / V м !  — 1 . С увеличением ко
ординаты х значение производной 
<Хс\!йх уменьшается.

Интегрируя выражения (10.29) и 
(10.30) по х от х = 0 до х — Ь и 
переходя к безразмерным величинам, 
получаем формулы для производных 
от суммарных коэффициентов нор
мальной силы конуса и цилиндра.

Для конуса
(10.32)^ = 2/(1 + 1^ 0к Л ^ )

или, учитывая, что tg2 Ĵ./tg2 0К = 2 ЛК0Н/ — 1 >

с1 =  81 [ 4 +  ( V / С - 1 |^о„)2] .
Для цилиндра

с] = 2 {1 — 2/ [1  +  (\ + 21ц/ У Ж ^

имеем

(10.33)

(10.34)

Здесь Хц — удлинение цилиндра.
Складывая выражения (10.33) и (10.34), получаем производную 

от суммарного коэффициента нормальной силы конуса с цилиндром. 
Очевидно, ее можно представить в виде функции двух параметров:
У т 1 -  1 / к“НОС И ^*ц/^НОС* При увеличении отношения удлинений
К/К производная су возрастает.

Определим нормальную силу суживающейся кормовой части 
(рис. 10.16, а) по теории тонкого тела:

корм

корм

5 (х) с1х — Яя-Яоо (¿>ф  5 д 0н) . (10.35)

а коэффициент нормальной силы
'V корм 2а (1

где 7]нирм с1лои/с1 
Из формулы (10.36)

‘корм/

сужение кормовой части.

(10.36)



В реальном потоке в кормовой части отрицательная нормальная 
ила Г корм значительно меньше, чем по теории тонкого тела. Это 
бычно учитывается путем введения в формулу (10.37) эмпирического 
оэффициента % < 1 :

с* = —0,0355(1— т]2 ) .  (10.38)#корм ’ \ 'корм/ '  /

Значение коэффициента 5 зависит от чисел Re, М«, и формы кормо- 
юй части. Ориентировочно можно принять 5 = 0,15 4-0,20 [19].

Расширяющаяся кормовая часть (конический стабилизатор) 
рис. 10.16, б) создает положительную нормальную силу. Используя 
формулу (10.35), получаем

Су корм =  0,035 (5доп 1) ,

где суКОрМ — коэффициент, отнесенный к площади поперечного сечения 
цилиндра, 5Ф = itd2/4, а 6’лои — (d10H/d)2.

В реальном потоке коэффициент нормальной силы конического 
стабилизатора меньше указанного. Это объясняется прежде всего 
влиянием торможения потока, вызываемого потерями полного давле
ния в носовом скачке уплотнения, а также явлениями отрыва погра
ничного слоя в области соединения цилиндрической части с кониче
ским стабилизатором (см. гл. 12).

Используя значения сауи0С+ Цил и саукорм, можно определить произ
водную Суф для тела вращения, состоящего из носовой, цилиндриче
ской и кормовой частей:

Суф — КОС-; ЦИЛ ! Су КОРМ ■ (10.39)
Производная коэффициента нормальной силы тела вращения, 

составленного из последовательно соединенных конических и цилинд
рических участков (рис. 10.16, в), имеет следующий вид:

4  Ф =  4  нос+цилd 2/ D2  +  с ' у  перех+цил ( 1 -  d V D * ) , (10.40)

где сад перех+цил — производная коэффициента нормальной силы пере
ходника с углом полураствора 0 К2 с учетом влияния второго ци
линдра.

Значение этого коэффициента при заданных геометрических пара
метрах корпуса (^„ос, Я,ц, бК2, Х2ц) обычно определяют эксперименталь
но. Результаты систематических экспериментальных исследований 
таких корпусов даны в работе [28].

Приведенные выше формулы составлены для малых углов атаки 
а  < 5°, при которых происходит безотрывное обтекание тел вращения.

Экспериментальные исследования тел вращения большого удли
нения показывают, что с увеличением угла атаки характер обтекания 
тел существенно изменяется. Это связано с влиянием пограничного 
слоя. Непрерывно утолщающийся по длине тела пограничный слой 
при больших углах атаки отрывается с подветренной стороны поверх
ности и сносится по потоку, сворачиваясь в интенсивные вихревые 
жгуты, расположенные с обеих сторон тела (рис. 10.17). Положение



линии отрыва в значительной степ 
ни зависит от угла атаки, формы т> 
ла, чисел Re и М^. Ввиду того что н 
подветренной стороне поверхности 
зоне отрыва давление уменьшается 
по сравнению с безотрывным обтекг 
нием здесь возникает дополнитель 
ная нормальная сила. Коэффициен 
этой силы Асу при прочих равных ус 
ловиях зависит от состояния погра 
ничного слоя. В случае турбулентно 
го слоя он меньше, чем для ламинар

Дополнительную нормальную силу приближенно можно рассмат
ривать как силу сопротивления цилиндра, обтекаемого вязким по
перечным потоком со скоростью к«, sina. Тогда для элемента поверх
ности длиной dx нормальную силу, вызываемую отрывом потока, 
можно представить в следующем виде:

dY = cp [(üoo sin a)2/2] 2rdx, (10.41)
где с — средний по длине тела коэффициент сопротивления цилиндра, 
отнесенный к площади d • 1. Коэффициент с зависит прежде всего от 
режима течения в пограничном слое. В случае ламинарного погранич
ного слоя можно принять с s i  1 ,2 , а турбулентного слоя с ^  0,3- г 0 ,4. 
Тогда коэффициент дополнительной нормальной силы

Асу =  (4/тс) сЯц sin2 а. (10.42)
Аналогично можно определять значение дополнительной нормаль

ной силы для тела с переменным по длине диаметром сечений. Для 
этого в выражении (10.41) нужно принять г =  г(х). Таким образом, 
при больших углах атаки зависимость коэффициента нормальной силы 
от угла атаки становится нелинейной, причем чем больше удлинение 
тела, тем сильнее проявляется нелинейность.

С увеличением угла атаки центр давления тела вращения большого 
удлинения смещается назад, так как возникающая при этом на ци
линдрическом участке нормальная сила растет быстрее, чем Унос 
(пропорционально произведению Xusin2a). На больших углах центр 
давления тела вращения располагается вблизи центра тяжести пло
щади меридионального сечения.

Исследования тел вращения показывают, что при больших углах 
атаки одновременно с вязкой составляющей нормальной силы в от
сутствие скольжения возникают поперечная сила Z и связанный с 
с ней момент рыскания Му. Появление силы Z и момента Му объяс
няется тем, что симметричная вихревая система на подветренной сто
роне тела неустойчива. Поэтому небольшие возмущения, в частности 
небольшие отклонения формы тела от осевой симметрии при его изго
товлении, могут нарушить симметричность расположения вихрей.

Значения коэффициентов поперечной силы сг и момента рыскания 
т у зависят от угла атаки, формы тела, чисел Re и Мю. Следует отме

Рис. 10.17. Поперечное обтекание 
тела потоком вязкого газа

ного пограничного слоя.



тить, что при углах а  > 60°, когда начинает преобладать поперечное 
обтекание тела вращения, наблюдается постепенное уменьшение коэф
фициентов сг и т у. Так как возникновение поперечной силы Z и мо
мента рыскания Му связано со сложным характером обтекания и об
разующейся при этом сложной вихревой системой, то коэффициенты 
с7 и т у для тела вращения заданной формы в основном определяются 
экспериментально.

£ 10.5. СОПРОТИВЛЕНИЕ КОРПУСА 
ЛЕТАТЕЛЬНОГО АППАРАТА

Сопротивление корпуса можно представить в виде суммы сопротивле
ния при нулевой подъемной силе (а = 0) и индуктивного сопротивле
ния, возникающего при а  Ф  0 .

Введя коэффициент сопротивления схз, отнесенный к площади ми- 
делева сечения, имеем

где сх0 — коэффициент сопротивления при а  =  0 ; сха1 — коэффици
ент индуктивного сопротивления.

Сопротивление при а  = 0 равно сумме сопротивления трения и 
сопротивления давления. В свою очередь, сопротивление давления 
при а  = 0 удобно разделить на составляющие по отдельным участкам 
тела, на которых оно возникает: на сопротивление давления носовой 
и кормовой частей и на донное сопротивление. Тогда коэффициент 
сЛ.а можно представить в виде суммы:

^хО ~  СХт р “Ь Сх нос “)- Сх  КОрМ “1“ Сх дон. (10.44)
Для ступенчатого корпуса (см. рис. 10.16) кроме указанных сопро
тивлений необходимо учесть сопротивление переходника, соединяю
щего цилиндрические участки с диаметрами й и й . Тогда

а̂гО СХТпр “Ь Сх нос^/Д2 “Ь Сх перех ^х корм ^х  дон-

Методы расчета коэффициента сопротивления трения подробно 
рассмотрены в разделе пограничного слоя (гл. 12 ).

Коэффициенты сха0С и сх корм. Коэффициенты сопротивления 
носовой и кормовой частей легко определяются, если известно рас
пределение давления по поверхности тела. Для этого достаточно 
воспользоваться формулой (10.13). При а  = 0

Учитывая, что Хнос tgBdx~ йг, формулу (10.45) можно представить 
в виде

(10.43)

(10.45)
о

(10.46)



Аналогично по известному распределению давления определяется 
коэффициент сопротивления кормовой части:

сЖКоРм =  2 j  p r d r .  (10.47)
гдон

Распределение давления по носовой части тела с достаточной сте
пенью точности можно определить, используя теорию обтекания тел 
потенциальным потоком невязкого газа. В § 10.1 в такой постановке 
приведено решение задачи осесимметричного обтекания конуса сверх
звуковым потоком. При этом давление по поверхности постоянно и 
сха = р к. В общем случае носовой части произвольной формы дав
ние вдоль образующей изменяется. Для расчета распределения дав
ления по поверхности тела с острым и с затупленным носком в настоя
щее время широко используются численные методы с применением 
ЭВМ [4, 22].

Параметрические расчеты позволяют получить определенные за
кономерности в зависимости от формы и удлинения носовой части, а 
также числа М^. При дозвуковых скоростях сопротивление носовой 
части тела вращения невелико. Оно сильно увеличивается при транс
звуковых скоростях в диапазоне Мкр<Моо< 1 ,2-ь 1,4. Это объяс
няется тем, что при МКр < Moo < 1 появляются местные зоны сверх
звуковых скоростей, замыкающиеся прямыми скачками уплотнения, 
а при 1 < Моо < 1,2 1,4 даже на заостренном теле возникают от
соединенные скачки уплотнения. Увеличение удлинения, очевидно, 
приводит к уменьшению сопротивления давления носовой части. 
Однако при этом растет сопротивление трения (см. § 13.13).

Графические зависимости для определения коэффициента схн0С 
для различных форм носовых частей (конуса, тела с параболической 
образующей, затупленных тел, носовых частей с воздухозаборником) 
приведены в работах [19, 28]. В работе [19] в области М„> 1,2 -И ,4 
использованы результаты теоретических расчетов, а при дозвуковых 
и околозвуковых скоростях—результаты экспериментальных иссле
дований распределения давления по поверхности тела.

В работе [28] приведены результаты экспериментальных исследо
ваний различных тел вращения при дозвуковых и сверхзвуковых ско
ростях.

При Мзо >  1 коэффициент сопротивления конической носовой час
ти Янос = l/(2 tg 0 K) можно определить, пользуясь данными, приведен
ными в § 10.1 (см. рис. 10.4).

Коэффициент сопротивления конического переходника можно 
определить по формуле

Сх п ер е«* '»  ^ СЛ 0Н2 (1 —  d2/D2),

где сжКОн2 — коэффициент сопротивления конуса с углом полураст- 
вора 9перех> а К  — коэффициент, учитывающий влияние носовой 
части корпуса [28].

Коэффициент сопротивления давления кормовой части зависит



Рис. 10.18. Схема обтекания донного среза дозвуковым (а) 
и сверхзвуковым (б) потоками

от числа Мм, формы образующей, удлинения ^„орм = LKopM/d и 
сужения 7|К0рм =  dmJ d .  Увеличение удлинения кормовой части при
водит, очевидно, к уменьшению коэффициента схКорм. Аналогичное 
изменение коэффициента сжКорм вызывает увеличение сужения при 
заданном диаметре корпуса, т. е. увеличение диаметра донного среза. 
Конкретные данные для определения сжкорм приведены в работе [19].

Коэффициент сжД011. Сопротивление, обусловленное разреже
нием на донном срезе тела вращения, принято называть донным со
противлением. Возникновение разрежения связано с отрывом потока 
в кормовой части тела (рис. 10.18). При этом за кормовым срезом на
блюдается сложное течение как при дозвуковых (рис. 10.18, а), так  
и сверхзвуковых (рис. 10.18, б) скоростях потока. При М«, >  1 у 
кромки тела реализуется течение типа Прандтля —■ Майера с после
дующим торможением потока в системе скачков уплотнения. Разре
жение зависит от многих факторов. Важнейшими из них являются 
состояние пограничного слоя перед донным срезом, геометрические 
параметры тела вращения, форма кормовой части, значения чисел 
Re и Моо, угол атаки и температура поверхности тела. Характер тече
ния еще более усложняется, если часть донного среза занята вы 
ходным сечением сопла работающего двигателя.

Ввиду многообразия факторов, влияние которых теоретически 
трудно учесть, в практических расчетах донного давления (коэффи
циента донного давления рдо„ < 0) приходится пользоваться резуль
татами эксперимента. Экспериментальные исследования донного д ав 
ления показывают, что влияние числа Re наиболее сильно проявля
ется в случае ламинарного пограничного слоя, а для турбулентного 
пограничного слоя влияние числа Re на коэффициент донного давле
ния мало. Учитывая, что в реальных условиях пограничный слой на 
большей части поверхности, тела вращения является турбулентным, 
можно принять, что коэффициент донного давления для длинных тел 
вращения не зависит от числа Re.

Пограничный слой, стекающий с поверхности тела, охватывает 
застойную зону за донным срезом, отделяя ее от внешнего потока. 
В результате этого эжектирующее действие внешнего потока ослабля
ется, поэтому чем толще пограничный слой у  донного среза (чем боль
ше длина тела), тем меньше донное разрежение.

Нагрев или охлаждение пограничного слоя путем теплопередачи 
от тела вращения также может оказать определенное влияние на



донное давление. При повышении 
температуры тела толщина погранич
ного слоя возрастает (см. гл. 12), что 
приводит к увеличению донного дав
ления.

Исследования показывают, что у 
тел вращения большого удлинения 
при малых углах атаки (примерно до 
5°) коэффициент донного давления 
практически не зависит от угла ата
ки. Наибольшее влияние на донное 
давление оказывает число М», а так
же форма кормовой части тела вра
щения. При увеличении числа Мот 
как в дозвуковом, так и сверхзвуко

вом потоке давление в донной части уменьшается (разрежение воз
растает).

Для оценки донного давления результаты удобно представить 
в виде зависимости коэффициента донного давления рлон = (рдон — 
—  Рдон)/<7°° от числа М оо.

Абсолютное значение коэффициента давления имеет максимум 
в области околозвуковых скоростей, а при сверхзвуковых скоростях 
с увеличением числа Мш значение коэффициента рлон непрерывно убы
вает. На рис. 10.19 приведена зависимость рдоа от Мотдля тела враще
ния без кормовой части, полученная по данным экспериментальных 
исследований в случае турбулентного пограничного слоя [19]. Для 
сравнения там же нанесены значения коэффициента давления, соот
ветствующие абсолютному вакууму: рдон = —1,43/М^.

На основании результатов эксперимента установлено, что при 
наличии сужения кормовой части (tjkopm < 1) донное давление воз
растает. Кроме того, рдон зависит и от формы образующей кормовой 
части. В условиях конкретного летательного аппарата донное давле
ние при наличии реактивных струй зависит также от газодинамиче
ских параметров струи, количества и взаимного расположения струй 
в донной части корпуса [28]. Следует отметить, что при этом распре
деление давления по радиусу донного среза может быть существенно 
неравномерным. Особенно сложным распределение давления оказы
вается в случае нескольких реактивных струй.

Для приближенного определения коэффициента донного сопротив
ления, отнесенного к площади миделева сечения тела вращения 5ф 
можно пользоваться формулой

°х  дон Рдон ) 5 дон/5 Ф> (10.48)
где рт а  — среднее значение коэффициента давления по донному сре
зу; 5 Д0Н — площадь донного среза тела вращения.

При наличии реактивных струй за площадь 5Д0Н принимается пло
щадь донного среза без учета суммарной площади среза сопл.

Коэффициент индуктивного сопротивления cxai. Представим

"Рдон  
0,10

0,16
0,12

0,08
ОМ

0,4 1,0 2,2 3,4 4,6

Рис. 10.19. Зависимость коэффици
ента донного давления (—рДОн) 
от числа М » :
1 — по экспериментальным д ан н ы м ; 2 — 
д л я  полного в аку ум а  ( _ р дон) —1,43/М2̂



коэффициент суммарного сопротивления корпуса в виде сха =  
= сжсо8а  + с^ш а. При малых углах атаки сха = сх +  су а/57,3. 
Подставляя это выражение в формулу (10.43), получаем

СуО./57,3 -)- Асх, (10.49)
где су а/57,3 — коэффициент индуктивного сопротивления, возникаю
щего за счет проекции нормальной силы корпуса; а  — в град; Ас х =  
= (сх — сх0) — изменение продольной силы при а  Ф  0.

При сверхзвуковых скоростях Дсх > 0 (см., например, рис. 10.11), 
а в дозвуковом потоке Асж<  0 , так как продольная сила при Мот< 1 
уменьшается за счет появления подсасывающей силы. Эксперименталь
ные исследования показывают, что величина Асх пропорциональна 
а 2:

где £ — коэффициент, зависящий от формы и удлинения носовой 
части корпуса, а также от числа Мот [19]. При Мот < 1 г < 0 ,  а при 
MOT> 1 £ > 0 .

Подставляя выражение (10.50) в формулу (10.49) и учитывая 
при этом линейную зависимость коэффициента нормальной силы от 
угла атаки (су =  с“ а ), получаем

В заключение отметим, что вклад различных видов сопротивления 
в суммарное сопротивление корпуса, очевидно, зависит от его формы 
и числа Моо* При заданном диаметре корпуса и высоты полета (отно
шения Б/\) коэффициент сопротивления трения возрастает с увели
чением удлинения корпуса (см. гл. 12). Волновое сопротивление, 
наоборот, уменьшается при увеличении удлинения. Поэтому для длин
ных корпусов (с большим удлинением) сопротивление трения состав
ляет значительную долю суммарного сопротивления, а у коротких 
корпусов основными сопротивлениями являются волновое и донное 
сопротивления.

Для определения наивыгоднейшего удлинения корпуса, обладаю
щего при заданных условиях минимальным сопротивлением, нужно 
провести анализ значений различных видов сопротивления. Напри
мер, для корпуса, составленного из конической и цилиндрической 
частей (с одинаковыми удлинениями) при Мос= 2, оптимальное удли
нение носовой части Лнос = 6,5; полное удлинение корпуса к =  13.

Очевидно, что оптимальное удлинение будет изменяться в зави
симости от формы тела и числа М«,. При сверхзвуковых скоростях 
обычно X >  10 .

Асх =  2С (а/57,3)2, (10.50)

cxai — (57,3с£ +  2 С) (а°/57,3)2. (10.51)



11
ГЛАВА

ОСНОВЫ АЭРОДИНАМИКИ 
ГИПЕРЗВУКОВЫХ 
СКОРОСТЕЙ

§ 11.1. ОСОБЕННОСТИ
ГИПЕРЗВУКОВЫХ
ТЕЧЕНИИ

При обтекании тел гиперзвуковым потоком возникает ряд качествен
но новых явлений, влиянием которых при умеренных сверхзвуковых 
скоростях можно пренебречь. Рассмотрим некоторые особенности ги- 
перзвуковых течений. При обтекании тонких тел гиперзвуковым 
потоком возмущения скорости, малые по сравнению со скоростью 
невозмущенного потока, могут стать соизмеримыми с местной скоро
стью звука. При этом малое изменение скорости приводит к значи
тельному изменению энтальпии, а следовательно, всех параметров 
состояния газа (давления, плотности, температуры).

Для определения изменения давления в зависимости от скорости 
воспользуемся уравнением Бернулли в дифференциальной форме: 
vdv + dp/р = 0. Отсюда dp/p = —(р/р) v2dv/v, или

dplp==— kM.2dv/v. ( 1 1 . 1)
Для изэнтропического течения газа dp/р = ( 1 /k)dp/p. Тогда по 

формуле ( 1 1 . 1)
dp/p = - M W t ) .  (11.2)
Из уравнения состояния газа р = RpT следует, что dT/T — dp/p—

— dp/p. Подставляя сюда dp/p и dp/р по формулам (11.1) и (11.2), 
находим

dTIT — — (k — 1) M2dv/v. (11.3)
Изменение скорости звука можно определить, пользуясь форму

лой da/a = 0,5dT/T. Поэтому
da/a =  — [(k — 1)/2 ] М2dvlv. (П-4)
Из формул (11.1)—(11.4) следует, что в отличие от умеренных 

сверхзвуковых скоростей, когда малое возмущение скорости приводит 
к малому изменению всех параметров состояния газа, в гиперзвуко- 
вом потоке небольшое относительное приращение скорости вызывает 
значительные изменения давления, плотности, температуры и ско
рости звука.

В этих условиях многие выводы линейной теории, столь эффектив



ной при изучении обтекания тонких тел потоком с умеренной сверх
звуковой скоростью, становятся неприменимыми. При теоретическом 
изучении обтекания тел гиперзвуковым потоком необходимо исследо
вать нелинейные уравнения. Нелинейность является существенным 
свойством гиперзвуковых течений.

При дозвуковых и умеренных сверхзвуковых скоростях и боль
ших числах Яе при определении параметров потока на границе по
граничного слоя около тонкого тела при малых углах атаки влиянием 
пограничного слоя можно пренебречь, так как толщина погранич
ного слоя при этом мала (см. гл. 12).

При обтекании тел гиперзвуковым потоком происходит взаимо
действие скачка уплотнения с пограничным слоем. Это объясняется 
тем, что с увеличением числа М область возмущенного движения су 
жается; скачок уплотнения приближается к поверхности.

Кроме того, сильное повышение температуры газа вследствие тор
можения потока приводит к увеличению кинематической вязкости и 
снижению местного значения числа Ке. В результате этого толщина 
пограничного слоя возрастает. Наличие толстого пограничного слоя 
эквивалентно изменению контура и увеличению толщины тела. Это 
вызывает возрастание угла наклона скачка уплотнения у передней 
кромки, искривление поверхности скачка уплотнения, изменение ха
рактера распределения давления по поверхности тела, что оказывает 
влияние на развитие пограничного слоя.

Повышение температуры за скачками уплотнения и в погранич
ном слое может привести к изменению термодинамических свойств 
и химического состава воздуха вследствие диссоциации и ионизации 
газа.

Скорость реакции диссоциации зависит от числа столкновений на
иболее быстрых молекул в единицу времени. Поэтому из-за уменьше
ния числа быстрых молекул за счет их распада скорость диссоциации 
с течением времени уменьшается. Одновременно с диссоциацией в 
воздухе происходит обратная реакция — рекомбинация, т. е. образо
вание молекул кислорода и азота. Скорость рекомбинации увеличи
вается по мере увеличения числа свободных атомов. Поэтому через 
некоторое время после повышения температуры скорости обеих реак
ций (диссоциации и рекомбинации) уравниваются. Начиная с этого 
момента число молекул, распадающихся за единицу времени, стано
вится равным числу молекул, образующихся вновь. Тогда устанавли
вается равновесная диссоциация. Время, необходимое для установле
ния равновесной диссоциации, называется временем релаксации.

При обтекании тел гиперзвуковым потоком время пребывания 
частиц (молекул и атомов) вблизи поверхности мало. Может оказать
ся, что это время меньше времени релаксации. В этом случае состоя
ние газа называется неравновесным. Неравновесность процессов, 
происходящих в газе при высокой температуре, значительно ослож
няет решение задач обтекания тел, так как при этом уравнения газо
динамики решаются совместно с уравнениями, описывающими физи
ко-химические процессы в газе. Отступление от термодинамического 
равновесия может заметно влиять и на структуру скачков уплотнения,



а также на распределение параметров состояния газа [33]. Для рас
чета параметров и функций равновесного состояния газа, вязкости и 
теплопроводности с учетом реальных свойств при высокой темпера
туре можно пользоваться таблицами термодинамических функций 
[30] или диаграммами состояния газа [12].

Для характеристики влияния реальных свойств газа в качестве 
примера найдем параметры потока за прямым скачком уплотнения 
при гиперзвуковых скоростях.

§ 11.2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ПОТОКА 
ЗА СКАЧКОМ УПЛОТНЕНИЯ 
С УЧЕТОМ РЕАЛЬНЫХ СВОЙСТВ ГАЗА

Рассмотрим прямой скачок уплотнения в гиперзвуковом потоке. 
Для прямого скачка уплотнения выполняются известные уравнения 
(см. гл. 5):

уравнение неразрывности

РА — Р2̂ 2> (11.5)
уравнение энергии

и?/ 2 ¿1 = Кг/2  4“ г'г — г'о> ( 1 1 .6)
уравнение изменения количества движения
Pг— Pl =  ?lvl(v1 — V2). (11.7)
При этом до скачка уплотнения справедливы основные 

я для идеального газа с постоянной теплоемкостью: р1
соотноше- 
= RpiTû

h = [£/(& — l)]RT*i; £i! = VkRT~\ Si =  c0 lnpj/p* , a за скачком уп
лотнения энтальпия i2(T2, р2), давление р2(Т2, р2), скорость звука 
а2(Т2, р2), энтропия s2(T2, р2) определяются по таблицам газодинами
ческих функций с учетом реальных свойств при высоких температурах 
газа [ 12].

Оценим влияние реальных свойств газа качественно. Обозначим 
Гг , р-2 , Щ параметры потока за скачком уплотнения, вычисленные 
без учета реальных свойств газа. Очевидно, вследствие затраты энер
гии на диссоциацию температура газа снижается: Т2 < Т2 , Т02 < Т01. 
Тогда р2 > , p2/pi >  pî/pi, где 1 < рг/Pi < 6 , т. е. отношение 
плотностей p2/pi при этом может быть больше шести.

Используя уравнение неразрывности (11.5), получаем u2/üi =
= l/(Pa/Pi) и хь/vi — l/(p2/pi). Отсюда v jv i  < vl/vlt т. е. скорость 
потока за прямым скачком уплотнения с учетом реальных свойств 
газа меньше, чем в идеальном газе.

Имея в виду проведенную оценку, для определения параметров по
тока за прямым скачком уплотнения можно воспользоваться методом 
последовательного приближения, задавая приближенное значение ис
комой скорости i>2 < v2*. Затем из уравнений (11.6) и (11.7) можно 
найти ¿2 — ¿о — (г̂ )2/2  и отношение давлений pi/pi = 1 +  klftt (1 —
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Рис. 11.1. Зависимости изменения темпера
туры Тг/Тх в прямом скачке уплотнения от 
числа М 1 и давления р1 с учетом и без уче
та (А>= 1,4) реальных свойств воздуха; 
Т1 = 222 К
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— v^/vi). Используя таблицы 
газодинамических функций, 
по данным ¿2, р2 можно опре
делить плотность р2, а из 
уравнения (11.5) — новое зна
чение скорости потока =
= l/(pj /рО. В результат^ 
последовательного приближе- 
ния определим v2, Рг, U, по 
таблицам газодинамических 
функций р2, Т2, а2, s2, Т02,
Ро2 > Роа> далее М2 = v2/ci2 - 
В табл. 11.1 приведены ре
зультаты расчета параметров 
потока за прямым скачком 
уплотнения с учетом реаль
ных свойств воздуха и при 
k =  1,4: для Mj = 20, 7\ =
= 222 К, р̂  = 981 Па (Н «
«  30 км).

Из табл. 11.1 видно, что 
температура за скачком уп
лотнения с учетом реальных 
свойств воздуха намного мень
ше, чем при k = 1,4. В дан
ном примере температура Т2 
за скачком уплотнения и тем
пература торможения Т02 поч
ти в три раза меньше, чем 
при k = 1,4. С учетом реаль
ных свойств сильно изменяет
ся и плотность воздуха. При 
этом отношение плотностей 
Р2/Р1 Для реального газа мо
жет быть существенно боль
ше, чем для идеального. Учет 
реальных свойств воздуха 
сравнительно мало влияет на 
давление за скачком уплот
нения.

Необходимо отметить, что 
в отличие от идеального газа 
с постоянной теплоемкостью, 
когда отношения р2/рь TJTi  
зависят только от числа Мь в
действительности с учетом реальных свойств воздуха при высоких 
температурах за скачком уплотнения эти отношения являются 
функциями трех параметров — числа М1( температуры Ti и дав-

P,-t 1Па
toгПа

0 lO3! o'ItMa

..... 1Л
----

0 2 8 10 12 Щ 16 1в 20 М,

Рис. 11.2. Зависимости изменения плотности 
Р2/Р1 в прямом скачке уплотнения от числа 
М] и давления р\ с учетом и без учета 
(к =1,4) реальных свойств воздуха, Т{ —
=222 К

Рис. 11.3. Изменение давления в прямом 
скачке уплотнения с учетом и без учета 
(6= 1,4) реальных свойств воздуха в зави 
симости от числа М ь 7,1=222К
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ления pv Это объясняется тем, что при изменении величин Tt и рх 
изменяются величины Тг и р2, а это приводит к изменению степени 
диссоциации. При повышении температуры и уменьшении давления 
степень диссоциации увеличивается.

На рис. 11.1—11.3 приведены кривые зависимости отношений Tz/Tu 
Pa/Pi> Р2 /Pi от числа Mt при различных значениях давления и 7\ = 
= 222 К. На этих же графиках для сравнения нанесены соответствую
щие кривые для воздуха при постоянном отношении теплоемкостей 
(k = 1,4).

Аналогично можно определить влияние реальных свойств газа 
на параметры потока за косыми и коническими скачками уплотнения. 
При этом углы скачков уплотнения |3 = Р(0К, Mi. Tu pt) по срав
нению с идеальным газом становятся меньше. В связи с этим число 
М2 за косыми и коническими скачками уплотнения в отличие от пря
мых скачков оказывается больше, а давление — меньше, чем в идеаль
ном газе. Влияние реальных свойств на давление также мало. Откло
нение температуры и плотности аналогично тому, как для прямого 
скачка уплотнения.

§ 113 . ГИПЕРЗВУКОВАЯ ТЕОРИЯ 
МАЛЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ

Основные зависимости теории малых возмущений в гиперзвуковом 
потоке можно определить из соотношений для сверхзвуковых течений 
в предположении, что число Мвелико (М^> 1), а угол отклонения по
тока мал. Полученные при этих условиях простые соотношения ис
пользуются для приближенного определения аэродинамических ха
рактеристик тонких тел. Кроме того, эти результаты позволяют уста
новить ряд законов, характерных для обтекания тел гиперзвуковым 
потоком, — законов гиперзвукового подобия и плоских сечений.

Течение разрежения. Рассмотрим обтекание внешнего тупого угла 
гиперзвуковым потоком (см. рис. 4.11). Для определения числа М2 
после поворота потока на некоторый угол 0О воспользуемся формулой 
(4.47), которая при М >  1 может быть существенно упрощена. Дей
ствительно, при М > 1 КМ2— 1 ^  М. Функции, входящие в пра
вую часть формулы, в результате разложения их в ряды и пренеб
режения малыми более высокого порядка, приближенно можно 
представить в таком виде:



arctg ^  | V №  — 1 »  arctg ^/"L - L  M =  -----
k +  1 2

- - . A i L - L ;
y  k — 1 M

arctg V^M2— 1 æ  arctg M = тс/2— 1/M.
Подставляя эти выражения в формулу (4.47), получаем
е0 = [2/(Æ — 1)]/Мх — [2/(Æ — 1)]/М2'

или

Мл/М, = 1 — (k — 1) ЛМо/2 . ( 1 1 .8)
Из формулы (11.8) следует, что отношение М,/М2 в гиперзвуковом 

потоке при заданном значении k — cv/cv зависит только от произве
дения Mj60, называемого параметром гиперзвукового подобия. Обо
значим его Ка. = Mj 0О, где индекс а  указывает на то, что в качестве 
характерного угла 0О рассматривается угол поворота потока.

Зная число М2 и пользуясь известными соотношениями для из- 
энтропических течений (4.21)—(4.23), можно определить все осталь
ные параметры (давление, плотность и температуру). При гиперзву- 
ковых скоростях, когда [(k — 1)/2]М2 >  1, эти формулы можно пред
ставить в следующем виде:

ь .  _  Ih ^ L  №)kl(k~l) • - J l  = i k~ l M2V/(ft_1) •

T

тогда

P \ 2 / p

J jL  = l u i  M2,

_£o_ _  /
Pi \

Отсюда

Рг!Р1 =  (М2/М2)2/!/<*~1). (11.9)
Аналогично можно получить формулы для определения отношений 

Ра/Р1 и Т'г{Т\-

Ра/Р1 = (М ^М /'*“ 1’ ; ( 1 1 . 10)
Т21Т1 = (М^М,)2. (11.11)
Подставляя выражение (11.8) с заменой М^о на Ка в формулы

(11.9)—(11.11), получаем:
2А 2

Р2 _/1 к - \  „  \к~1 . Ра /, к - \  „  ч4“ 1 • (1 1 . 12 )



Найдем коэффициент давления:
Pi  — P i  _______ 2_ _ И _  / j ____ Ра

Здесь отношение давлений p2/pi определяется по формуле (11.12). 
Тогда

=  _  А  _1 _
60 k К*а

1 - 1 1 - 0 = 1  K t w w (11.13)

Отсюда при М4 ->оо имеем р -»-0.
Из формул (11.8), (11.12) и (11.13) следует, что безразмерные от

ношения Мх/М2, p jp u  p2/pi. Т2/Ти p/Ql , при гиперзвуковых скоро
стях для данного значения k зависят только от параметра гиперзву- 
кового подобия. Поэтому для двух течений разрежения с различны
ми значениями числа Mt невозмущенного потока и угла б0, удовлет
воряющими условию К* = М(90 =  idem, отношения чисел M¡/M2, 
давлений p jp u  плотностей р2/рь температур Т2/Тt и р/д0 одинаковы. 
Полученный вывод является частной формулировкой общего правила 
гиперзвукового подобия.

Найдем составляющие скорости возмущения. Используя выраже
ния V = Ма, получаем

dv/v'= dm/m +  dala.

Подставляя сюда формулу (11.4), имеем
(dv/v)[ 1[+ (k — 1)М2/2] = dm/m. (П.14)
При М >  1 уравнение (11.14) можно представить в виде
dvlv= [2/{k — \)]dmim*. (11.15)
Отсюда в результате интегрирования получаем

v/vx = е 
Тогда

, - М‘
«s_ =  е * ' ^ м2 у • (11.16)
"i

Подставляя в формулу (11.16) выражение Mt/M2 (11.8) имеем



Разлагая в ряд правую часть полученного выражения при Mt »  1 
и малых углах 0О и ограничиваясь приближенно первыми двумя чле
нами ряда, находим

v2lv1 =  1 +  6о[1//Са-- {k--- 1)/4]. (11.17)
Из формулы (11.17) следует, что при »  1 и малых 0О можно 

принять v2/vi яг 1 .
Найдем составляющие скорости возмущения вдоль скорости не

возмущенного потока и перпендикулярно ей:
v'x = v2 cos 0О — Dj; vy =  — v2 sin 0O. (11.18)

При малых углах 0o(cos0o ä j  1, sin90 « 9 0), используя выраже
ние (11.17) и удерживая малые члены до второго порядка, получаем:

v'xlv1 =  [1/Ка —  ( k —  1)/4] б о ; v'y/vi  =  — 0О. (11.19)
Из формулы (11.19) следует, что при Mt »  1 в отличие от умерен

ных сверхзвуковых скоростей vx «  vy .
Течение уплотнения. Рассмотрим обтекание вогнутого тупого угла 

(см. рис. 5.13) с малым углом 0О гиперзвуковым потоком. При этом 
основные соотношения косого скачка уплотнения, приведенные в 
гл. 5, можно упростить. Действительно, при М( »  1 разность углов 
(ß — а) мала. В случае малого угла 0О мал и угол наклона скачка 
уплотнения ß. Поэтому, полагая в формуле (5.37) sinß ß, cosß «  1, 
tg(ß — 0О) «  (ß — 0О), находим ß — 0О = [2 +  {k — 1)М| ß2 ]/[(A: +  
+  1)М" ß]. Отсюда в результате несложных преобразований получа
ем (Mjß)2 — [(k + l)/2](M1ß)(M10o) — 1 = 0  или

K l - [ ( k +  l)/2]K .K 0 — l =  0, (11.20)
где Ка = Mi0o —■ параметр гиперзвукового подобия; Кс = Mjß — 
параметр, определяемый по углу наклона скачка уплотнения.

Решая уравнение (11.20) и учитывая, что Кс > 0, находим

K 0 =  (k +  1 ) К а / 4 +  V l(k +  1 ) Ка / 4 ] * + \ .
Отсюда

Лс_ = _J_ = k+_
К  00 4 , +  l /  1 +  ( i r r ) ’ “ icl

(11.21)

а к + 1 п При ->оо угол Р - —-— °о-
Так как при больших скоростях 1 <& < 1,4, то угол наклона скач

ка уплотнения отличается от угла 0О менее чем на 2 0 %.
Для определения давления и коэффициента давления за скачком 

уплотнения, используя (5.30), получаем



Из уравнения (11.20) следует, что К 1— 1 = (& 1)/Са Кс/2. 
Поэтому

~р/ 0о =  2 К С/К* • (11.23)
Подставляя в выражение (11.23) отношение /Сс//Са по формуле 

( 1 1 .21), имеем

k +  1 !1+/
При M t —*-оо

1 + 4
(k +  1) Ка (11.24)

р =  (k -(- 1) 0о . (11 -25)

Для k =  1,4 р — 2,4 0о • Следовательно, в гиперзвуковом потоке 
коэффициент давления за скачком уплотнения пропорционален квад
рату угла 0О. _

Из формул (11.21) и (11.24) следует, что отношения |3/0О и pIQо 
при заданном значении k зависят только от параметра гиперзвуко- 
вого подобия, т. е. при различных значениях 0О и Mj отношения р/0о 
и р/в о не изменяются, если при этом Ка — Mt0o = idem. Получен
ный результат является следствием правила гиперзвукового подобия.

Выведем формулы для определения составляющих скорости по
тока v2x и v2v за косым скачком уплотнения. Для этого в формулы
(5.39) подставим выражения для vt и и2п (5.28), (5.29). Тогда в резуль
тате несложных преобразований получим

ViJv-i = 1 — [2/(£ + 1)] (sin2 Р — 1/М?); | ^ } ^
Vty/v 1 =  [2/(k +  1)] ctg р (sin2 ¡3 — 1/M?). j
При малых углах 0О sinp р; ctgp да 1/Р, тогда

-^2- == 1 --------------Кс~ 1 02 ; р. (Ц.27)
Vi k+\  Д-2 0 k + 1 Д-2

Подставляя выражение К 1 — 1 (из (11.20) в (11.27), имеем:

vix!v 1 =  1 — К Л !К .  ; v2y/Vl =  0„. (11.28)
Используя выражения (11.28), получаем формулы для определе

ния составляющих скорости возмущения vx ,vy :

VKh x =  — К Л ! Ка  , = 0О, (1 1.29)
где отношение K JK a  определяется по формуле (11.21). Отсюда сле
дует, что при M i»  1 составляющая скорости vx много меньше vy , 
т. е. vx «  vy .

Пластинка в гиперзвуковом потоке. Для определения коэффициен
тов давления на верхней рв и нижней рн поверхностях пластинки при



малых углах атаки можно воспользовать
ся формулами (11.13) и (11.24), под
ставляя в них 0„ = а , /(с =  М^а. При 
М.» —>-оо давление рв = 0 , ра =  (к. +  1)а 2- 
Коэффициенты нормальной силы су, подъ-
емнои силы с„ сопротивления
мента т г относительно передней

'ха > мо"
кромки

равны: Су =  рн — рв ; сх су sina, mz =
=  —0,5^. При малых углах атаки сул — 
=  Су\ сха = суа . Подставляя в эти выра
жения формулы (11.13) и (11.24), полу
чаем:

Cyja2

т гЫ2 =
Cy/az =  f(Ka);  cxJ a ?  =  f(Ka);

0,5 f ( Ka )  (11.30)

суат 1  =  ц к * ) к 1 \ =  f ( K , ) K h  

(11.31)

Рис. 11.4. Зависимости 
коэффициента подъемной 
силы пластинки от угла 
атаки при различных 
значениях числа Моо = 
= 0н-оо

где

f ( K a )  =
k+  1 1 + / 1 + k + 1

2&

К*. +

(11.32)

Из формул (11.30) и (11.31) следует, что в принятом приближении
отношения cyala 2 а/а3, m jа 2, а также произведения суаМ« , схаМ«,,
mzМос зависят только от параметра гиперзвукового подобия К* =  
= Мооа, т. е. при различных значениях а  и М,*, эти величины одинако
вы при условии К, = idem. Этот результат является следствием об
щего закона гиперзвукового подобия.

Кривые зависимости коэффициента подъемной силы суа, рассчи
танного по формуле (11.30), от угла атаки при различных значениях 
Л!,» показаны на рис. 11.4. Здесь же для сравнения приведены зави
симости суа(а) при умеренных сверхзвуковых скоростях суа —
= 4а I Y ML — 1 и' при М =0(суа =  2яа). Отсюда видно, что в отли
чие от дозвуковых и сверхзвуковых скоростей в гиперзвуковом пото
ке зависимость коэффициента суа от а  уже при малых углах атаки 
нелинейна.

Известно, что в дозвуковом потоке около 3/4 всей подъемной силы 
создается верхней поверхностью и примерно х/4 приходится на долю 
нижней. При умеренных сверхзвуковых скоростях подъемные силы 
верхней и нижней поверхностей примерно одинаковы. В гиперзву-



Рис. 11.5. Клиновидный 
профиль

ковом потоке подъемная сила в основном соз
дается нижней поверхностью. Доля подъем
ной силы, вызываемой верхней поверхностью, 
тем меньше, чем больше параметр Ка ■

Отметим еще одну особенность обтекания 
пластинки гиперзвуковым потоком. Из фор
мул (11.19) и (11.29) следует, что при ма
лых углах атаки составляющие скорости 
возмущения вдоль направления невозмущен

ного потока как со стороны верхней, так и со стороны нижней по
верхности малы по сравнению с поперечными составляющими ско
рости. Поэтому с точностью до малых величин второго порядка 
можно принять, что пластинка, движущаяся в неподвижной среде с 
гиперзвуковой скоростью, при малом угле атаки вызывает смещение 
частиц лишь в плоскости, перпендикулярной направлению движения. 
Это свойство справедливо для любого тонкого тела, движущегося с 
гиперзвуковой скоростью при малом угле атаки, и представляет 
собой закон плоских сечений.

Применение законов гиперзвунового подобия при определении 
аэродинамических характеристик профилей. Пользуясь основными 
соотношениями (11.13) и (11.24), можно определить также аэродина
мические характеристики тонких профилей с острыми передними 
кромками. Рассмотрим обтекание тонкого клиновидного профиля 
(рис. 11.5) с углом полураствора 0„. Учитывая, что для тонкого про- 
филя tg0Ki»  0К, получим 0к =с/2. Обтекание нижней и верхней 
поверхностей клиновидного профиля можно рассматривать как соот
ветствующее обтекание тупых углов или пластин с углами атаки, 
равными местным углам атаки на рассматриваемом участке поверхности.

Коэффициент давления за скачком уплотнения на нижней поверх
ности можно определить по формуле (11.24), заменяя в ней угол_по
ворота потока местным углом атаки: _0О = а  +  с/2 = а ( 1_+ 0,5с/а), 
a параметр подобия Ка =  М00(а -f с/2) = М00а(1 +  0,5 с/а).

Характер обтекания верхней поверхности зависит от отношения 
с/а. Возможны два случая обтекания:

а) угол атаки меньше угла полураствора клина: а  < с/2. В этом 
случае на передней кромке со стороны верхней поверхности образует
ся скачок уплотнения. Поэтому коэффициент давления определяется 
по формуле (11.24) путем подстановки в нее местного угла атаки 
0О = с/2 — а  и параметра подобия Ка = Мос(<?/2 — а);

б) угол атаки больше угла клина: а  > с/2. В этом случае на верх
ней поверхности реализуется течение разрежения. Коэффициент дав
ления можно вычислить по формуле (11.13) путем подстановкитв нее 
вместо 0О местного угла атаки 0О = а  — с/2 и параметра подобия
Ка = Моо(а — с/2).

Зная коэффициенты давления на поверхности, можно определить 
коэффициенты суммарных аэродинамических характеристик — коэф
фициенты подъемной силы, волнового сопротивления и момента от
носительно передней кромки.



Найдем сначала коэффициенты нормальной су и продольной сх 
сил. Для тонких профилей, принимая sin9K да 0К> cos0K да 1, по
лучим: су = /?„ — рв, сх = (7>н +  рв)с/2- Учитывая, что при малых 
углах атаки суа = су> сха = сх +  су а ,  найдем:

Суа — Ра Рв > (11.33)

Сх а = (Рн +  Рв) с/2+ (рп — рв )а.  (11.34)
Поскольку давление по поверхности клиновидного профиля рас

пределяется равномерно, то координата центра давления (фокуса) 
Хр = Ь/2. Тогда коэффициент момента относительно передней кромки

mz = — 0,5(рн— рв ) .  (11.35)
Из формул (11.33)—(11.35) после подстановки в них соответствую

щих выражений коэффициентов ри и рв следует, что коэффициенты 
сэа, сха, т г зависят от трех независимых переменных — угла атаки, 
угла полураствора клина и числа М. Вместо трех указанных неза
висимых переменных можно ввести два независимых параметра, а 
именно М ма  и с/а или М^с и а/с. При этом формулы для определения 
коэффициентов давления можно представить в следующем виде:

Р/а2 = /i(M°oa, с/а )  ; р/с2 =  /2 (М~с, а/с)
или (11.36)

рМ2х =  /3 (Мха, с /а ) ; рМЦ, =  /4 (Мхс, <х/с ).

Аналогично можно представить и коэффициенты суммарных аэро
динамических характеристик. Тогда отношения cyJ а 2, сха/а2, m jа 2, 
c y jc 2,cxa/c3, m jc 2 или произведения Мi c ya, Мic * a, М2аот г оказыва- 
ются_зависящими только от двух параметров: М^с и с/а или от Мхс 
и а/с. Следовательно, параметрами подобия в этом случае могут^быть 
Мооа и с/а или Моос и а/с. Тогда для профилей с различными относи
тельными толщинами при различных углах атаки и числах М«, про
изведения М2оасуа, м 1 сд.а, М\ат г или отношения суа/с2, сха/(?, 
m jc2, суа/a 2, cxJ а 3, т г/а•? имеют одинаковые значения при усло
вии, что параметры гиперзвукового подобия М^а и с/а или Мхс и 
а/с одинаковы. Заметим, что при этом геометрическое подобие про
филей не требуется. Профили должны быть аффинно-подобными.

Аналогично формулируется закон гиперзвукового подобия для 
профилей произвольной формы.

На рис. 11.6 приведены кривые зависимости отношения cÿa/c2 
от а/с при различных значениях параметра М^сдля клиновидного и 
ромбовидного профилей. Отсюда видно, что при заданной относитель
ной̂  толщине и одинаковых значениях параметров подобия (М^с, 
а/с) большей подъемной силой обладает клиновидный профиль — 
профиль с плоской нижней поверхностью. Аэродинамическое каче-
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Рис. 11.6. Коэффициенты подъемной силы клиновидного (а) и 
ромбовидного (б) профилей

ство К  =  суа1сха у клиновидного профиля также больше. Для срав
нения аэродинамическое качество профилей можно оценить по отно
шению коэффициента подъемной силы к коэффициенту волнового 
сопротивления (рис. 11.7), так как коэффициенты сопротивления тре
ния тонких профилей примерно одинаковы, а коэффициент донного

сопротивления (в случае клиновидного про
филя) при гиперзвуковых скоростях мал:
Схдон =  — РлтС> где Рлои — коэффициент дон
ного давления. При полном вакууме в дон
ной части (рд0!1 = 0): рлт_=  — (2//г)/_м1 . 
Тогда стдон/с3 =  (2//г)/(Моос)2. При Мхс оо
г _Г)иосдон ч-/*

Вывод о преимуществах клиновидного 
профиля перед ромбовидным при гиперзву
ковых скоростях является более общим. При 
таких скоростях аэродинамическое качество 
профиля с плоской нижней поверхностью вы
ше, чем у  двояковыпуклых профилей с той 
же относительной толщиной, так как решаю
щее значение в создании аэродинамических 
сил имеет нижняя поверхность.

Аналогичный вывод можно сделать о 
пространственных телах. Например, аэроди

Рис. 11.7. Аэродинамиче
ское качество клиновид
ного 1 и ромбовидного 2 
профилей



намическое качество полуконуса оказывается выше, чем конуса с той 
же площадью наибольшего поперечного сечения.

Ввиду того что коэффициенты подъемной силы и волнового сопро
тивления профилей при МооС > 0,5 слабо зависят от параметра М«¡с 
(см. рис. 1 1 .6), формулы для расчета суа и сха удобно представить
В ВИДе С у а  С у а о о  “I- ДС у а ,  ^ х а  С х а ° °  ГДе C y a 0 Q f  ^ х а 0 0  3Hâ-
чения коэффициентов суа и сха при Мхс->~оо, а Асуа, Лсха — поп
равки, учитывающие влияние числа М00(М00с). Здесь cyaao/c2, схаос/с3 
зависят от формы профиля и параметра a /с. Для клиновидного про
филя при а  > 0к(а/с> 0,5)

C y J *  = (* +  1) («/с"■+■ 1/2 )2; cxJ c *  = (k +  1) (а/с+  1/2 )3 ;

Acya _  k + l  Г А  ! ■ 64 1_ 1 1 _ а _ .
2 [ у  (/¡+1)2 (Маес)2 J  ’

^ а _  = А± 1  [ , / ! + _ « _  * 5— 1 7 4 - + 0 .
¿5 8  [ |/ ( k  +  I ) 2 (М о с с )2 \ ^  /

Отметим некоторые особенности обтекания крыльев конечного 
размаха гиперзвуковым потоком.

Как известно, основная трудность при определении аэродинами
ческих характеристик крыла конечного размаха — это необходимость 
учитывать влияние боковых кромок и взаимное влияние консолей 
стреловидных крыльев. Боковые кромки влияют только в областях, 
ограниченных конусами Маха, исходящими из передних кромок кон
цевых сечений (в областях I на рис. 11.8). Зона взаимодействия кон
солей ограничена линиями возмущения, проведенными из передней 
кромки корневого сечения (область //).

Поскольку в гиперзвуковом потоке происходит сужение зон возму
щенного движения, то площади областей I я II незначительны по 
сравнению с площадью крыла. Поэтому при гиперзвуковых скоростях 
приближенно можно принять, что аэродинамические характеристики 
крыла с постоянной относительной 
толщиной по размаху совпадают с 
характеристиками профиля.

Определение коэффициента давле
ния на поверхности конуса при ги
перзвуковых скоростях. Рассмотрим 
осесимметричное обтекание конуса.
Пользуясь гиперзвуковой теорией ма
лых возмущений, получим прибли
женно аналитическое решение зада
чи.

При гиперзвуковых скоростях 
скачок уплотнения вплотную при
ближается к поверхности. Между 
скачком уплотнения и поверхностью Рис. 11.8. Крыло конечного р азм а

ха в гиперзвуковом потоке



конуса образуется тонкий слой уплотненного газа. При этом раз
ность углов (Р — 9К). мала. Тогда в интересующей нас области 
между скачком и поверхностью конуса разность между углами полу- 
раствора промежуточного и обтекаемого конусов (0 — 0 К) тоже ма
ла. Поэтому искомую радиальную составляющую скорости в любой 
точке приближенно можно представить в виде главных членов разло
жения в ряд по степени (0 — 0 К):

иг =  а +  м е - 0 к )  +  с ( 0 - е „ ) 2. (Ц.37)
Коэффициенты этого полинома определим из граничных условий. 

Из условия на поверхности конуса (10.5) и уравнения (10.3), учиты
вая, что == имеем а =  ок, Ь = 0, с = —ук. Подставляя 
найденные значения коэффициентов в выражение (11.37), получаем:

1 - ( 0 - 0 к)з, (11.38)

ие/ук =  2 (0 0К)2. (11.39)

Для определения связи между углами Р и 0К подставим выраже
ние (11.39) в граничное условие на скачке уплотнения: —ив (Р) = 
=  (р^рз^соэтр. Принимая э т р »  р, соэр »  1 и сохраняя малые чле
ны до второго порядка, имеем

р - 0 к = О,5(Р1/Р2)р. (11.40)
Подставляя сюда отношение плотностей по формуле (5.31), имеем

Кс — Ка =0,5 (к с +  2
А + 1 \ к — \ К,

где Ка =  М«,0К, Кс = М^р. 
Отсюда
Кс Р к + 1
Ка 6К к + 3

1
(* + 1)* Кга

(11.41)

При Моо̂ -сх» отношение р/9к = 2(6 + 1)/(& + 3).
Получим приближенную формулу для определения коэффициен

та давления на поверхности конуса: р — (2/1г)/м10(рК/р00 — 1). 
Представим отношение р к/р«> в следующем виде:

Рк!р<х> — (рс/рх)рк/рс- (11.42)
Здесь рс — давление за скачком уплотнения. Отношение рс/рао мож
но определить по формуле ( 1 1 .22).

Для нахождения второго множителя рк/рс в выражении (11.42) 
воспользуемся соотношениями для изэнтропического течения в пото
ке за скачком уплотнения:

Р«/Рс =  (Тк/Тс)к/̂ ,  или р > с = (ак/асГ (А_1). (П-43)
Скорости звука а К и а0 определяем по формуле (4.9):

Як =  [(к  —  1)/2] (  Ушах —  VI) ,  Ас =  [(£ —  1)/2] (  1&ах —  Ус) •



„2 „2 k— \ ( „2 „ “к , , k -  1 4  (  vl  Л  
« к * , , - —  ( % - * )  И —  =  1 +  —  - % - [ - £  - 1 J -

Подставляя сюда приближенные выражения (11.38) и (11.39) с
заменой vl на v% +  Уве, получаем a lla i =  1 +  (k — \)(vllal){$— 9К)2, 
или

a ll al =  1 + (k -  1) ( vl! v l)  (al/ al) (Kc - K *)2. (11.44)
Здесь v j v ^  1.
Тогда в результате использования выражений (11.43) и (11.44)

PjPo  =  [ 1 +  (k -  1) ( al/ ей) (Кс -  К.  )2]é/(A- 1).
Отсюда, разлагая правую часть полученного выражения в ряд по 

формуле бинома Ньютона и ограниваясь первыми двумя членами ря
да, имеем

p jp оо = l  +  k ( a 2J  al) (Кс - К * ) 2. (11.45)
В выражении (11.45) отношение квадратов скорости звука можно 

представить в следующем виде:

a j  al = ( p jp c) Ре/p«,, ( 11.46)
где pjpoo и РсРоо определяются по формулам (5.30) и (5.31) с заменой 
в них произведения MooSinp на К с =  Мс„р.

Подставляя выражение (11.46) в формулу (11.45), в результате 
несложных преобразований находим отношение давлений р к/р<», 
а затем и коэффициент давления на конусе:

—  = 1 + т ^ 7  (/Cl — 1) Ч-(/Сс— А"« )2 k(k +  l) - ,
Рх  k +  l k - l + 2 / K 2c

М^ « =  Т Т Т  ^  — 0  + 2  (Ка — Ка )2 ----- fe + 1 —  (11.47)
k + X А—1+2//С*

или

(11.48)

Здесь параметр /Сс = М^р, зависимый от К* — Моо9к, для ко
нуса можно найти по формуле (11.41).

Из формул (11.47) и (11.48) следует, что М и р к/ВI зависят 
только от параметра Ка =

Найдем предельное значение коэффициента давления на поверх
ности конуса при Моо-^оо.^т. е. рк/&I =  2[(6 +  1)(6 +  7)]/(& +  З)2. 
Для £ = 1,4 коэффициент рк =  2,083 в*.



Значения угла |3 и коэффициента давления, вычисленные по 
приближенным формулам (11.41) и (11.48), при Ка > 1 удовлетво
рительно согласуются с данными строгого решения задачи (см. § 10 . 1). 
Результаты, полученные для конуса, в частности формулы (11.41) 
и (11.48), можно использовать при расчете распределения давления 
на тонких телах вращения методом касательных конусов. В этом слу
чае параметр Ка определяется по местному углу атаки: Ка =МХйу/йх, 
где у =  у(х) — уравнение образующей тела вращения.

Отметим, что законы подобия имеют важное практическое значе
ние, так как они позволяют переносить результаты расчета и экспе
риментальных исследований аэродинамических характеристик тон
кого тела при заданном значении числа на бесконечную совокуп
ность аффинно-преобразованных тел при соответствующих значениях 
числа М^. В частности, основываясь на этом законе, можно определить 
аэродинамические характеристики заданного тела при больших Мю 
по данным испытаний модели аффинно-преобразованного тела при 
меньших значениях числа М00(М00»  1).

§ 11.4. ПРИБЛИЖЕННАЯ ТЕОРИЯ НЬЮТОНА

Согласно теории Ньютона, газообразная среда состоит из одинаковых 
и не взаимодействующих между собой частиц, расположенных на рав
ных расстояниях друг от друга; скорость движения частицы до столк
новения с поверхностью равна скорости невозмущенного потока; 
при столкновении частицы с элементом поверхности нормальная со
ставляющая ее скорости становится равной нулю, а касательная со
ставляющая при этом остается неизменной. Давление в данной точке 
при этом зависит только от ориентации соответствующего элемента 
поверхности по отношению к вектору скорости невозмущенного пото
ка, а форма остальной части тела не влияет на давление в заданной 
точке.

Теория Ньютона не дает возможности определить давление на уча
стках поверхности, находящихся в «аэродинамической тени» тела 
(рис. 11.9). На этих участках поверхности коэффициент давления 
нужно принимать равным нулю.

При М »  1 характер обтекания тел близок к приближенной схе
ме, принятой Ньютоном. Действительно, при этом скачок уплотнения 
вплотную приближается к поверхности, т. е. V =  ¡л» почти до столкно
вения частиц с телом; нормальная составляющая скорости за скач
ком уплотнения мала; касательная составляющая скорости в скач
ке уплотнения не изменяется; в областях разрежения (в аэродинами
ческой тени) р 0 .

Выведем формулу для определения коэффициента давления. Рас
смотрим элемент поверхности йЭ с местным углом атаки б (рис. 1 1 . 10). 
Тогда масса частиц газа, сталкивающихся в единицу времени с эле
ментом поверхности, равна рооиоосКвтб. До столкновения с поверх
ностью проекция количества движения этой массы на направление 
нормали к элементу поверхности выражается в виде



Азрадинамическ а я 
тень, р  = 0

Рис. 11.9. Приближенная схе
ма обтекания тела гиперзвуко- 
вым потоком

Рис. 11.10. Схема д л я  вы 
вода формулы Ньютона

После соударения с поверхностью нормальная составляющая коли
чества движения равняется нулю. На основании теоремы импульсов 
изменение количества движения, происходящее в результате стол
кновения частиц газа с поверхностью, равно импульсу действующих 
сил: poou^,sin20 = р — /?оо. Отсюда

р = 2 sin2 0. (1 1.49)
По формуле (11.49) коэффициент давления зависит только от ме

стного угла атаки. Для того чтобы учесть влияние формы тела и числа 
М при расчете распределения давления на поверхность тела вращения 
и профиля произвольной формы, рассмотрим уточненную (модифици
рованную) формулу Ньютона, полученную из условия, что значение 
коэффициента давления в фиксированной точке тела по приближенной 
формуле должно совпадать с точным значением р в этой точке. Тогда

р — р* sin2 0/sin2 0*. (1 1.50)
Для затупленных тел, принимая в качестве такой фиксированной 

точки критическую точку на поверхности (sin0 * = 1),‘

р = /7o2 sin2 0 , (11.51)

где р02 =  2/(kM2oo)(p02lpx — 1) — коэффициент давления торможения 
за прямым скачком уплотнения.

Отношение давлений püilpx определяется по формуле (5.22). При 
Moo —voo коэффициент р,)2 = 2~21̂ ~1'> (k +  1)(*+о/(*—i)/&*/(*-i); для 
k — 1,4 имеем р02 =  1,84.

Для остроносых тел вращения или профилей с острой передней 
кромкой р* — коэффициент давления на поверхности конуса (для тел 
вращения), клина (для профилей) с такими же углами полураствора, 
как на носке тела или на передней кромке.

В формуле (11.50) в общем случае тела произвольной формы
sin 0 = cos a sin i  +  sin а cos у cos ф, (11.52)

где а, -у, ф — углы, показанные на рис. 11.11. Очевидно, что при 
ф = 0 угол 0 = y +  a , a для ф =  л угол 0 = у — а .

Найдем границу области, расположенной в аэродинамической 
тени. В этой области р = 0. Тогда



Здесь фт — значение угла 
ф на этой границе.

г
Если а  < ^, то область аэ

родинамической тени отсут
ствует; если а >  то часть

Рис. 11.11. Схема к определению местного поверхности, удовлетворяю- 
у гл а  атаки элемента поверхности , Î ,1 щая условию ф > <]>т, находит

ся в затененной области.
Формула Ньютона дает удовлетворительные результаты для затуп

ленных тел вращения. Зная распределение давления по поверхности» 
можно определить и суммарные аэродинамические характеристики.

§ 11.5. МЕТОД МЕСТНЫХ КОНУСОВ (КЛИНЬЕВ)

Теоретические и экспериментальные исследования при гиперзвуко- 
вых скоростях показывают, что давление на поверхности заостренных 
профилей и тел вращения зависит в основном от местного угла атаки.
Об этом свидетельствует и удовлетворительное совпадение результа
тов расчета коэффициента давления по формуле Ньютона с опытны
ми данными. Такая особенность обтекания тел позволяет для при
ближенного расчета распределения давления и аэродинамических ха
рактеристик заостренных тел использовать метод касательных или 
местных конусов (для тел вращения) и метод местных клиньев (для 
профилей).

В методе местных конусов и местных клиньев приближенно пред
полагается, что давление в некоторой точке поверхности тела равно 
давлению на поверхности конуса (для тел вращения) и клина (для 
профилей) с углами полураствора, равными местному углу атаки для 
рассматриваемого элемента поверхности. При определении давления 
на местном клине и местном конусе число М набегающего потока при
нимается равным М«,, а угол атаки клина и конуса — равным нулю.

На рис. 11.12 показано построение местного конуса (клина) при 
a  =  0 и a  Ф  0. Давление на поверхности местного клина и местного 
конуса можно найти по точным соотношениям теории косого скачка 
уплотнения (для клина) и по результатам численного решения системы 
дифференциальных уравнений (для конуса) или при малых углах ата
ки по приближенным формулам (11.24) и (11.48), подставляя в них 
вместо угла 0О местный угол атаки элемента поверхности.

Определяя давление на поверхности тел методом местных конусов 
(клиньев), фактически предполагаем, что условия обтекания элемента 
поверхности совпадают с условиями обтекания местного клина и 
местного конуса, касающихся тела в данной точке, невозмущенным 
потоком, т. е. принимаем, что каждому элементу поверхности со
ответствует местный скачок уплотнения. Между тем в действитель
ности скачок уплотнения возникает на передней кромке (на носке 
тела вращения). Поэтому он является общим для всех элементов по
верхности. В этом основное несоответствие между допущениями, по-
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Рис. 11.12. Построение касательного конуса (клина) при
а = 0  (а) и а^=0 (б)

ложенными в основу рассматриваемого метода, и действительным 
характером обтекания тел.

Следует отметить, что методом местных конусов (клиньев) можно 
пользоваться для определения коэффициента давления только в та
ких точках поверхности, для которых местный угол атаки больше 
нуля.

§ 11.6. АЭРОДИНАМИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ЗАТУПЛЕННЫХ ТЕЛ В ГИПЕРЗВУКОВОМ ПОТОКЕ

При обтекании затупленного тела сверхзвуковым потоком перед 
ним образуется криволинейный скачок уплотнения (рис. 11.13). При 
этом непосредственно перед телом поток за скачком становится до
звуковым. В критической точке поверхности скорость потока равна 
нулю, давление — давлению торможения за пря
мым скачком уплотнения. По мере удаления от 
критической точки скорость возрастает, а давле
ние убывает. В некоторой точке поверхности ско
рость становится равной скорости звука: V =  акр, 
а давление — критическому давлению: р — ркр.
За этой точкой скорость сверхзвуковая. В пото
ке за скачком можно провести линию, в случае 
пространственного тела — поверхность, в каждой 
точке которой и = акр. Эта линия (поверхность) 
разграничивает область дозвуковых скоростей от 
области сверхзвукового потока.

При решении задачи обтекания затупленного 
тела сверхзвуковым потоком необходимо опреде
лить форму и положение отошедшего скачка уп
лотнения и поле скоростей между скачком и по
верхностью тела. Трудности такой математической 
задачи объясняются в основном тем, что течение 
около затупленного тела является нелинейным

Рис. 11.13. О б тека
ние затупленного 
тела при Моо>1



смешанным течением с дозвуковыми и 
сверхзвуковыми областями со свободной 
границей (отошедшим скачком уплотне
ния), которая заранее не известна.

В гиперзвуковом потоке необходимо 
учитывать также реальные свойства га
за за скачком уплотнения — изменение 
удельных теплоемкостей, диссоциацию 
молекул газа, обусловленные его высо
кой температурой. К настоящему вре
мени разработаны численные методы 
решения задачи обтекания плоских и 
осесимметричных затупленных тел для 
газа с постоянными теплоемкостями, а 
также течений с равновесной и нерав
новесной диссоциацией [6 , 22].

Результаты численного решения об
текания затупленных тел позволяют по
лучить полное представление о поле те
чения — о значении и направлении век
тора скорости потока, о давлении, плот
ности и температуре газа в возмущенной 
области между скачком уплотнения и 
поверхностью тела.

Рассмотрим закономерности измене
ния давления по поверхности затупленных по сфере конусов при 
а  = 0 и дадим качественный анализ влияния затупления на коэф
фициент сопротивления.

На сферическом затуплении коэффициент давления монотонно 
убывает от р02 (в точке полного торможения) до значения в точке 
сопряжения образующих сферы и конуса. Например, при М«, = 6 
коэффициент давления изменяется от р02 = 1,820 до р =  0,174.

Характер изменения коэффициента давления на конической по
верхности (вдоль образующей конуса) зависит от числа М«,- Для 
М оо > 3 коэффициент давления при удалении от точки сопряжения сна
чала уменьшается, а затем начинает возрастать. Минимальное значе
ние коэффициента давления при этом оказывается меньше, чем зна
чение р к для соответствующего острого конуса. При существенном 
удалении от носка (х —>-оо) коэффициент р асимптотически стрем ится 
к значению р к. Положение минимума р зависит от М »и  угла полу- 
раствора конуса 0К. На рис. 11.14 показано подобное изменение коэф
фициента давления вдоль поверхности затупленного по сфере конуса 
(в зависимости от х =  хД с) при М«, = 6 и 0К = 15°.

Ввиду того что на значительной части поверхности затупленного 
конуса давление оказывается ниже, чем для острого конуса, то сум
марный коэффициент сопротивления затупленного конуса при прочих 
равных условиях зависит от его длины х. С увеличением х влияние

Рис. 11.14. Изменение коэффи
циента давления вдоль поверх
ности затупленного по сфере 
конуса, М«, = 6, 0К=15°



сферического затупления уменьшается. В результате коэффициент 
сопротивления сха затупленного конуса большого удлинения сравни
тельно мало отличается от соответствующего коэффициента ста ост
рого конуса. Коэффициент сопротивления короткого затупленного 
конуса в основном определяется сопротивлением сферы и может на
много превышать его асимптотическое значение. Например, при Мос= 
= 6 и х = 20 коэффициент сха = 0,156, а при х =  2 коэффициент 
сха= 0,578. Дяя тех же Мэо и 0К асимптотическое значение сжа = 0,152.

§ 11.7. ПРИБЛИЖЕННОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
АЭРОДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
ЗАТУПЛЕННЫХ ТЕЛ

Численные расчеты аэродинамических характеристик выполняются 
для определенного варианта с фиксированными значениями парамет
ров. Для анализа влияния отдельных параметров требуются трудоем
кие расчеты. В инженерной практике не всегда это возможно. Поэто
му для определения аэродинамических характеристик приходится 
пользоваться и приближенными аналитическими методами.

Аэродинамические характеристики тел при гиперзвуковых скоро
стях можно определить на основе приближенной теории Ньютона, 
которая позволяет получить правильные зависимости основных аэро
динамических коэффициентов от геометрических параметров тел и 
угла атаки.

Получим основные соотношения для нахождения коэффициентов 
нормальной и продольной силы, а также момента тангажа. Приведем 
сначала выражения для аэродинамических сил, действующих в про
извольном сечении тела вращения. В сечениях без области затенения, 
т. е. при а  <  ̂ (см. рис. 11 .11),

тс
^ — =  2qoar Г р eos ifííi}?; (11.54)

dx Jо
к

=  2qx r tg y \pd'\, (11.55)
dx J

o
где радиус сечения г и угол 7 — функции координаты х.

Подставляя выражения (11.49) и (11.52) в формулы (11.54) и (11.55), 
в результате интегрирования получаем:

dY/dx =  nqоо г sin 2f sin 2a; (11.56)
dXIdx =  nqoo r tg 7 [2 sin2 y +  sin2 a (1 — 3sin2 f)]. (11.57)
Для сечений с затенением в формулах (11.54) и (11.55) необходимо 

изменить пределы интегрирования. Д ля таких сечений 0 < ф <  фт, 
где фт из (11.53) определяет границу области аэродинамической тени, 
в которой /7 = 0. Тогда



dY/dx = д.» r sin 2? sin 2a [i|5T +  (1/3) sin (tg 7/tg a -f
+  2 tg a/tg 7) ] ;  (11.58)
dXIdx =  q ^ r i g y  [ij7T 2 sin2 -f +  sin2 a (1 — 3sin2 f) +
+  (3/4) sin 2-f sin 2a sin грт]. (11.59)
Используя формулы (11.56) и (11.58), можно найти распределение 

нормальной силы по оси тела вращения. Интегрируя выражения 
(11.56)—(11.59) по х (0 <  х < L), получаем формулы для суммарных 
сил и их коэффициентов: су = Y/{qaonR2)\ сх =  Xliq^nR2). Здесь 
L — длина тела, R — радиус миделева сечения.

Аналогично вычисляется момент тангажа относительно оси, про
ходящей через носок тела вращения:

Фт _
d M J d x =  — 2<7оо j  р г cos a|> (л: +  г tg 7) (11.60)

о

L  Ф т __

М г =  — 2q0о j  pr cos г|5 (х -f  г tg 7) dtydx; (11.61)
о 6

коэффициент момента т г =  M J(qxnR2L).
Координата центра давления относительно носка в долях длины 

корпуса определяется по формуле хп = —m jc y.
Применим полученные формулы для определения аэродинамиче

ских характеристик затупленных тел — затупленного по сфере кону
са, цилиндра с полусферической носовой частью и сегментально-ко
нического тела, состоящего из лобового сегмента и обратного усечен
ного конуса. Получим прежде всего формулы для определения аэро
динамических характеристик простейших тел — конуса, сфериче
ского сегмента, цилиндра, которые являются составными элементами 
рассматриваемых тел вращения.

Конус. В этом случае, подставляя в выражения (11.56)— (11.59)
7 = б„, г — xtg0K (6 к — угол полураствора конуса) и интегрируя 
по х , получаем: 

при 0 < a  < 6К
Су — cos2 0К sin 2a ; (11.62)
сх =  2 sin2 6К -J- (1 — 3 sin2 0К) sin2 a; (11.63)
при 0 К < a  < я  — 0К

Су = 0,5 cos2 0К sin 2а Г1 +  —  arcsin (-M bl 'j _|_

сх =  0,5

1 tg2 0K / tg e„
tg2« \ tga

2
X arcsin 1 tg 0K V] 

tg“ /.

tgct 
tgoc (11.64)

tgöK

[2 sin2 0K -f (1 — 3 sin2 0K) sin2 а] +



tg2 eK 
tg2«

(11.65)
При а  — 0 коэффициенты су =  О, 

сж = 25ш20к. Используя выражение (11.61), 
получаем т г =  —2зт2а/3. Тогда

хд = 2/(За»2 0к). ( 1 1 .66 )
Для усеченного конуса с радиусами

и R  имеем: су = с„кон(1
X (1 — R2̂). Получим формулу для коорди
наты центра давления, отсчитываемой от переднего торца усеченного 
конуса в долях его длины:

,Х
Рис. 11.15. Сферический 
сегмент при аф'0

Хтт ---
1 1 4- ■■R\ Ri

COS2 6ц 1 - R \ 1 - R x
(11.67)

где R i  = Ri/R.
Сферический сегмент. При углах атаки a  <; 0С (рис. 11.15) область 

аэродинамической тени отсутствует. Тогда для определения аэроди
намических сил во всех сечениях сегмента можно пользоваться фор
мулами (11.56) и (11.57). При больших углах атаки (а > 0С) появля
ется область аэродинамической тени. При 0 < х < х* , гдех* =  /?(1—
— sina), аэродинамические силы в сечениях вычисляются по форму
лам (11.56) и (11.57), а при х* < х < R (  1 — sinÖc) — по формулам 
(11.58) и (11.59) с учетом области затенения. Для сферического сег
мента в эти формулы необходимо подставить sin-f =  (R  — x)/R,

sin 2-[ 2 [(R  —  х) Y 2 Rx —  x2]/R2.

В результате интегрирования полученных выражений по х в пре
делах от л: = 0 до х = R (  1 — sin0c) найдем коэффициенты нормаль
ной и продольной силы: 

при а  < 6С
су =  0,5 cos4 0С sin 2 a ;

сх =  2cos2 0c [l —0,5 cos2 0С — (1 — 0,75 cos2 9С) sin2 a ;

( 11.68)

(11.69)

при а  >  0С 
1

'У cos* . sin 2a 1 4" arcsin tg<

. 1 / sin 0C -1----- sin a arccos ------- -
71 l sin a +

tga

sin a  sin 0„

+

sin2 0C 13 ■
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Рис. 11.16. Зависимость коэффициен
тов су и сх сферического сегмента от 
угла атаки

Рис. 11.17. Затупленный ко
нус

0,5 cos20c —

— (1 — 0,75 cos2 0С) sin2«] cos2 0С + ТС arccos

+  cos а sin 6° ( 1 — 3 sin2 0С) 1/sin2 а — sin2 üc . 
2ic

(11.71)

В формулах (11.68) — (11.71) коэффициенты отнесены к площади 
лгс, где гс — радиус сферического сегмента.

Для полусферы коэффициенты с и сх определяются по формулам 
(11.70) и (11.71) при 0С = 0:

При а  — 0 су = 0, сх = 1. Если пользоваться уточненной форму
лой (11.51), то значения коэффициентов су и сх, вычисленные по фор
мулам (11.68)—(11.72), необходимо умножить на р02/2. Тогда, в част
ности, для полусферы 0О = 0 получим сх = 0,5р02.

На рис. 11.16, приведены кривые зависимости коэффициентов 
су и сх для наружной поверхности сферического сегмента от угла ата
ки. При увеличении угла сегмента 0О коэффициент нормальной силы 
уменьшается, а коэффициент продольной силы возрастает.

Ввиду того что полная аэродинамическая сила, действующая на 
сферический сегмент, проходит через центр сферы, то коэффициент 
момента относительно оси, проходящей через центр сферы, равен 
нулю.

Цилиндр круглого сечения. Рассмотрим бесконечный цилиндр 
при а  Ф  0. Очевидно, что подветренная сторона цилиндра при этом 
оказывается в аэродинамической тени (\рт = п/2). Тогда, подставляя 
в формулу (11.58)  ̂ = 0, г|)т =  я/2 для цилиндра круглого сечения, 
получаем: йУ/йх =  ( в / З ^ ^ т 2« ,  У =  (8/3)д00̂ Ь&т2а. Отсюда

су — cos2 (а/2) sin а, сх = cos4 (а/2). (11 72)

Су =  [ 16/(Зтс)] Я,ц э т 2 а ,

где Хц =  Ь/2Я — удлинение цилиндра.
Коэффициент продольной силы для цилиндра сх = 0.



Конус со сферическим а\ 
затуплением (рис. 11.17).
По теории Ньютона коэф- су 
фициент давления зависит 0,3 
только от местного угла 
атаки. Поэтому влияние 
затупления на распределе-  ̂? 
ние давления по кониче- ' 
скому участку поверхности 0 
при этом не учитывается. 
Тогда для определения ко-

В)

ол

эффициентов су и ст за- Рис. 11.18. Зависимости коэффициентов нор
мальной (а ) и продольной (б) сил за туп л ен 
ного конуса от относительного радиуса з а т у п 
ления , 0К=2О°; а= 10°

тупленный конус необхо
димо разбить на два эле
мента: сегмент с углом 
0С = 0К и усеченный конус
с радиусами сечений rccos9K и R; затем найти коэффициенты су и сх 
для этих элементов и привести их к единой площади — площади 
миделева сечения.

Тогда коэффициенты затупленного конуса:

у  кон (1  "*с COS2 0К) ,
( 1  —  Г о COS2 6 К) ,

С 1

С

где с

с „г-г с СуУ — с ' С 
~2 

зссх Сх сГс  “Ь Сх к0

(11.74)

ус> схс — коэффициенты сферического сегмента (0С =  0К), 
отнесенные к площади пг\\ сук0н, схкон — коэффициенты остроносого 
конуса; гс = гсШ — относительный радиус затупления. Здесь гс — 
радиус сферического сегмента; R — радиус наибольшего сечения ко
нуса.

При а < 0 к , подставляя в формулы (11.74) выражения (11.62), 
(11.63), (11.68) и (11.69), получаем

. sin 2а (1 — 0,5гс cos2 0 С) ,
сх= 2 sin2 бк +  (1 — 3 sin2 0К) sin2 а + 0,5гс  cos4 0К (2—3 sin2 а).

(11.75)

На рис. 11.18 приведены кривые зависимости коэффициентов су 
и сх от относительного радиуса затупления гс, полученные по форму
лам (11.75) для 0„ = 20° и а  = 10°.

Выражение для коэффициента момента т г относительно носка 
затупленного конуса имеет вид:

' суа га —  С
- r l  cos2 I

у  кон X

X д у-к
У-к
I +  1 - У-н

I
(11.76)

где т г = M J(qx nRil )̂> I =  l/lu хяУ,к — относительная координата
259



центра давления усеченного конус3
(11.67); сус, сукон — коэффициенты нор
мальной силы сферического сегмента
(11.68), (11.70) и конуса (11.62), (11.64); 
гс, Я, /1, I — величины, указанные на 
рис. 11.17, /у.к// = (1 — т,, соб бк) .

Цилиндр с полусферической носовой  
частью. Разбивая цилиндр с полусфе
рической носовой частью на два эле
мента — полусферу и цилиндр, получаем:

Су — Сус Суц, Сх — Схс,
т г = — Сусгси — Суп (I +  гс)/(21), или

т г = -  [ 1 /(2Л.)] сус — [(2А, +  1)/(4Л)] суц,

где сус, Суц— коэффициенты нормальной силы полусферы (11.72) и 
цилиндра (11.73); схс — коэффициент продольной силы полусферы 
(11.72); % =  1/(2гс) — удлинение тела.

Тело вращения произвольной формы. В этом случае тело также 
можно разбить на ряд простейших элементов. Тогда для определения 
его аэродинамических характеристик с учетом возможного затенения 
одного элемента другим достаточно рассчитать коэффициенты нор
мальной и продольной сил составных частей и привести их к единой 
площади, характерной для данного летательного аппарата. Напри
мер, в случае сегментально-конического тела (рис. 11.19) такими со
ставными элементами являются лобовой сферический сегмент и кор
мовой усеченный конус, а его характерная площадь равна л 0 2/4.

При угле атаки, меньшем угла полураствора усеченного конуса, 
аэродинамические характеристики сегментально-конического тела со
гласно теории Ньютона равны соответствующим коэффициентам ло
бового сферического сегмента. При а >  бк аэродинамические силы и 
момент создаются двумя элементами — лобовым сегментом и кормо
вым усеченным конусом. Аэродинамические характеристики лобового 
сегмента определяются по формулам (11.68)—(11.71), а для нахожде
ния коэффициентов су и сх обратного конуса можно пользоваться 
формулами (11.62)—(11.65) для прямого конуса, подставляя в них 
вместо заданного угла атаки а  угол (а — я). Кроме того, с учетом на
правления продольной оси х необходимо поменять знак коэффициента 
С-х.'

Очевидно, что для сегментально-конических тел коэффициент 
продольной силы сх, создаваемой в основном лобовым сегментом, на
много больше коэффициента нормальной силы су. Поэтому такие тела 
обладают малым аэродинамическим качеством К  = суа1сХ!1, где суа = 
=  су сова — сх5т а ;  сха =  схсоэа -(- с^эта.

Доля сопротивления трения в общем сопротивлении для таких 
тел невелика, и в принятом приближении ее можно не учитывать. 
Из формулы для определения коэффициента подъемной силы следует, 
что в некотором диапазоне положительных углов атаки суа <  0 , т. е.

Рис. 11.19. Сегментально- 
коническое тело



аэродинамическое качество 
сегментально-кониче с к и х 
тел оказывается отрица
тельным.

Используя формулы 
для определения коэффи
циентов нормальной силы 
лобового сегмента и усе
ченного конуса, координа
ты центра давления кор
мового конуса, можно вы
числить коэффициент мо
мента относительно оси г.

Аналогично можно рас
считать аэродинамические 
характеристики тел враще
ния более сложной формы.
На рис. 11.20 приведены 
результаты расчета коэф
фициента су, сх, т 2 (отно
сительно оси, проходящей 
через точку О) для корот
кого сильно затупленного 
тела, составленного из 
участков сфер, прямого 
усеченного (0 К = 10°) и 
обратного (0К = 70°) кону
сов, полученные на основе 
модифицированной теории 
Ньютона при Мм = 5,5.

Сравнение расчетных и экспериментальных данных* указывает 
на то, что в рассматриваемом случае теория Ньютона дает удовлет
ворительные результаты при всех значениях угла атаки от 0 до 180°. 
Основной причиной расхождения расчетных и экспериментальных 
данных является то, что теория Ньютона не учитывает влияния раз
режения в области аэродинамической тени. Приближенно это можно 
оценить, принимая в этой области при гиперзвуковых скоростях 
р = 0. Тогда на этих участках поверхности, в том числе на донном 
срезе, коэффициент давления можно определить по формуле 
р = —1,43/М ,̂.

100 120 Ш 160 К

Рис. 11.20. Сравнение результатов экспери
мента и расчета аэродинамических х ар ак 
теристик короткого сильно затупленного 
тела вращения:
О — эксперимент, =5,5, Ие-б-Ю8; ---------------по
данным расчета

* См.: Иоргансен Л. Аэродинамика аппаратов, предназначенных для входа 
в атмосферу Земли и предполагаемую атмосферу М арса. — Реферат № 172, БНИ 
ЦАГИ, 1966.



12
ГЛАВА

ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ 
И АЭРОДИНАМИЧЕСКИЙ 
НАГРЕВ ПРИ БОЛЬШИХ 
СКОРОСТЯХ

§ 12.1. ПОНЯТИЕ 
О ПОГРАНИЧНОМ 
СЛОЕ

Решение задачи об обтекании какого-либо тела, сводящееся к инте
грированию сложных дифференциальных уравнений при заданных 
граничных условиях, представляет трудности не только для случая 
вязкого газа, но и для несжимаемой вязкой жидкости. Рассмотрим 
сначала возможные упрощения уравнений Навье — Стокса. Суще
ствует ряд методов упрощения. Один из них заключается в том, что 
инерционные члены в уравнениях полностью отбрасываются, а слага
емые, определяемые вязкостью, сохраняются без изменения. Таким 
методом Стоксом решена задача об обтекании потоком вязкой жид
кости шара радиусом гс. Полученная формула для силы сопротивле
ния (формула Стокса) имеет вид X  = т. е. сила сопротивле
ния оказывается пропорциональной первой степени скорости.

Однако формула Стокса применима лишь при очень малых значениях 
чисел 1*е, так как полностью пренебрегать инерционными силами по 
сравнению с силами вязкости можно только в том случае, если число 
1?е достаточно мало.

Несколько иной способ упрощения задачи, уточняющий метод 
Стокса, разработал Озеен. Он заключается в том, что в уравнениях 
движения оставляются только важнейшие члены, учитывающие вяз
кость; нелинейная система дифференциальных уравнений движения 
вязкой жидкости сводится к линейным уравнениям с частными про
изводными первого и второго порядков. Метод Озеена приводит к 
весьма сложным выкладкам и практически применим также только при 
малых числах Яе.

Известен также метод упрощения уравнений Навье — Стокса, 
принадлежащий О. Рейнольдсу и состоящий в том, что в уравнениях 
движения вязкой среды инерционные члены отбрасываются полно
стью, а из вязких членов сохраняются главнейшие. Этот метод до
вольно широко используется при решении задач гидродинамической 
теории смазки и применим также при небольших значениях чисел Яе.

Таким образом, практическое применение результатов, получен
ных на основе указанных выше методов, крайне ограничено. Другой 
метод упрощения уравнений Навье — Стокса, принципиально отлич
ный от этих методов, применим, наоборот, к изучению обтекания тел



при больших числах Яе, вследствие чего он имеет важное значение 
для авиационной и ракетной техники.

Этот метод основан на понятии о пограничном слое. Как показа
но ниже, он позволяет построить приближенную теорию обтекания 
тела и, в частности, определить силу сопротивления тела в потоке 
вязкой среды.

Рассмотрим физическую сущность обтекания. Допустим, что не
подвижное тело обтекается потоком вязкого газа (рис. 12.1). Непо
средственные наблюдения показывают, что в тонком слое вблизи по
верхности тела скорость потока резко нарастает — от значения V = 
= 0 (на поверхности тела) до величины порядка скорости набегающе
го потока. Тонкий слой газа, прилегающий к поверхности обтекаемого 
тела и представляющий собой область больших значений градиен
тов скорости по нормали к телу, называют пограничным слоем.

Частицы газа в пограничном слое, пройдя вдоль поверхности обте
каемого тела, уносятся потоком. Скорости этих частиц, как правило, 
меньше скорости в окружающей среде. Заторможенные частицы об
разуют за телом область, называемую аэродинамическим следом.

Формула Ньютона для силы внутреннего трения т = \idvldn по
казывает, что внутри пограничного слоя и следа, где градиенты ско
рости значительны, силой внутреннего трения пренебрегать нельзя 
и среду в пограничном слое следует считать вязкой даже при малом 
значении коэффициента |л. Вне пограничного слоя и следа за телом, 
где градиенты скорости малы, силой внутреннего трения можно пре
небречь, т. е. считать среду невязкой.

Таким образом, движение среды вне пограничного слоя и следа 
можно изучать с помощью уравнений Эйлера. Внутри пограничного 
слоя среду следует рассматривать как вязкую и изучать ее движение 
с помощью уравнений движения вязкой среды.

Введем понятие о толщине пограничного слоя. На поверхности 
скорость потока V = 0 , а при удалении от поверхности эта скорость 
асимптотически приближается к скорости в невязком потоке, причем 
уже на достаточно малом расстоянии от поверхности она незначитель



Рис. 12.2. Толщина вытеснения

У

и

но отличается от нее. Толщина погра
ничного слоя — величина условная. 
Обычно за толщину пограничного 
слоя 6 в данной точке поверхности 
принимают расстояние от тела до та
кой точки, в которой действительная 
скорость потока отличается от ско
рости в невязком потоке на 1 %. Тол
щина пограничного слоя зависит от 
положения точки на поверхности. На 
передней кромке толщина б = 0 и 
увеличивается при удалении от нее.

Введем теперь понятие о толщине
вытеснения. Для этого найдем разность между секундным расходом 
через сечение пограничного слоя толщиной б для потока невязкого 
и вязкого газа.

В невязком потоке скорость при у =  0 не равна нулю и на неболь
шом расстоянии от тела по нормали к поверхности практически не 
изменяется. Поэтому в невязком потоке расход в слое толщиной б

составляет Ри° =  | рийу.

Учитывая, что за пределами пограничного слоя отношение ско
ростей ьх!и  изменяется мало (0,99 <  их/и < 1), в выражении (12.1) 
интеграл от 0 до б можно заменить интегралом от 0 до сю. Интеграл

о
штрихованная часть на рис. 12.1). Эту площадь можно приравнять 
площади равновеликого прямоугольника б*и. Тогда

Величина б* представляет собой условную толщину некоторого 
слоя, сквозь сечение которого в единицу времени и при постоянной 
во всех точках сечения скорости и протекает количество жидкости, 
равное указанному выше уменьшению расхода. Эта величина полу
чила название толщины вытеснения. Для сжимаемой среды

о
в

В вязкой среде Тогда разность расходов
о

о
(12.1)

| ( « — уж) йу можно представить в виде некоторой площади (за-

00

о
( 12.2)

оо



где р — плотность в потоке невязко- Граница пограничного слой

ния характеризует уменьшение се
кундного расхода газа через сечение 
пограничного слоя вследствие тормо
жения потока в пограничном слое.

го газа.
Следовательно, толщина вытесне-

Покажем, что толщина вытесне
ния, кроме того, характеризует ис
кривление линий тока вне погранич-

Рис. 12.3. Схема искрив
ления линий тока внеш
него потока вследствие 
влияния пограничного 
слояного слоя. Линии тока 1 при обте

кании плоской пластинки потоком
невязкого газа параллельны поверхности (рис. 12.3). Рассмотрим 
линию тока 2 в потоке вязкого газа, совпадающую перед плоской 
пластинкой с линией тока 1. Тогда через сечение А В  с равномерным 
распределением скорости и через сечение АС  с неравномерным рас
пределением скорости' 'иж(г/)£будет протекать одинаковое количество 
газа:

где у — координата точки С на^линии тока 2 в потоке вязкого газа; 
к — смещение линии тока 2 по отношению к линии 1 при х = О А . 
Отсюда

Из формулы (12.4) следует, что смещение линии тока зависит от 
координаты у. При увеличении координаты у расстояние между ли
ниями тока 1 и 2 увеличивается. Если у = б, т. е. в точке С линия тока 
2 пересекает границу пограничного слоя, то

При дальнейшем увеличении координаты у величина к практиче
ски не изменяется и характеризует искривление линий тока во внешнем 
потоке. Искривление линий тока вследствие влияния погранич
ного слоя можно приближенно оценить, рассматривая обтекание фик
тивного тела с толщиной, увеличенной на 26*, потоком невязкого га
за. Тогда, например, вместо пластинки нужно рассмотреть фиктив
ный профиль с уравнением поверхности у =  ±  8 * (я).

Для решения задачи с учетом влияния пограничного слоя на внеш
ний поток необходимо сначала определить скорость и давление на 
границе пограничного слоя, рассматривая обтекание заданного тела 
потоком невязкого газа. По найденному распределению давления и 
скорости вдоль поверхности тела, принимая эти параметры за пара

О

У

(12.4)
о

(12.5)
о



метры потока на внешней границе пограничного слоя, можно рассчи
тать пограничный слой, найти толщину вытеснения. Затем нужно 
найти скорость и давление на поверхности фиктивного тела.

Введем понятие о толщине потери импульса 8 **. Вследствие тор
можения потока в пограничном слое уменьшается количество движе
ния (импульс), проносимого через сечение пограничного слоя 81*

по сравнению с потоком невязкого газа: [ру*(ы vx)dy-
'о

Толщина потери импульса представляет собой условную толщину 
некоторого слоя, сквозь сечение которого в единицу времени с постоян
ной скоростью и переносится количество движения ры28**, равное 
указанному уменьшению импульса:

5
р«28** =  j  рvx (u — vx)dy.

о
Отсюда

8

ь** =  Г _р_ ( 1  _  i k )  dy. (12.6)
J  р И  “ /

В случае несжимаемой среды (р = р = const) 
г

8**= j  _ik_ / 1 _  М  ¿у щ (12.7)
о '  ’

Рассмотрим некоторые особенности пограничного слоя в сжимае
мом газе. При малой скорости кинетический нагрев газа вследствие 
торможения потока практически отсутствует. Например, при М = 
=  0,5 температура торможения Т0 = 1,057«,, т. е. отличается от тем
пературы невозмущенного потока всего на 5%. Поэтому, если нет от
вода и подвода теплоты через поверхность тела, температуру газа по- 
толщине пограничного слоя при малых скоростях можно принять по
стоянной и равной температуре набегающего потока.

Поскольку по толщине пограничного слоя давление также не из
меняется (см. § 12 .2), то сохраняет постоянное значение и плотность, 
газа. Вследствие этого при расчете пограничного слоя при малых 
скоростях потока можно принять, что температура, давление и плот
ность газа в сечении пограничного слоя постоянны. Неизвестными 
являются только составляющие скорости потока.

При больших скоростях вследствие торможения потока в погра
ничном слое значительно повышается температура. Для теплоизоли
рованной стенки, когда теплота не отводится от поверхности тела и 
не излучается ею в окружающее пространство, температура газа у стен
ки (у =  0) меньше температуры торможения Т0. Она равна темпера
туре восстановления Тг:



а) 5) В)

Рис. 12.4. Изменение температуры газа по сечению пограничного 
слоя

где г = (Тг — Тц)/(Т0 — Га) — коэффициент восстановления, пред
ставляющий собой отношение прироста температуры при адиабати
ческом торможении в пограничном слое (Тг — Та) и во внешнем по
токе (Т0 — Ть), здесь Т§ — температура на внешней границе по
граничного слоя.

Величина г зависит от числа Прандтля Рг = ¡я?р/Я. Д ля воздуха 
в среднем можно принять Рг = 0,72.

Коэффициент восстановления температуры в ламинарном погра
ничном слое приближенно можно определить по формуле г ~  ]/рр, а

3 —
в турбулентном пограничном слое — по г « у  Рг . Д ля воздуха в ла
минарном и турбулентном пограничных слоях г =  0,85 и г =  0,90.

Подставляя значение коэффициента восстановления температуры 
в формулу (12.8), при & = 1,4 для ламинарного и турбулентного по
граничных слоев получаем:

На рис. 12.4, а показан примерный характер распределения темпе
ратуры по сечению пограничного слоя в случае теплоизолированной 
стенки. Распределение температуры в пограничном слое существенно 
изменяется при наличии подвода или отвода теплоты. При охлажде
нии стенки максимальная температура в пограничном слое меньше 
температуры восстановления. Поскольку у стенки температура сни
жается вследствие отвода теплоты внутрь тела, то в этом случае тем
пература газа имеет максимальное значение внутри пограничного 
слоя (рис. 12.4, б).

При нагревании стенки до температуры, превышающей температу
ру восстановления (Тст> Тг), появляется тепловой поток от стенки к 
пограничному слою. Это вызывает увеличение температуры внутри 
пограничного слоя (рис. 12.4, в).

Учитывая, что повышение температуры более или менее значи
тельно только в тонком слое вблизи тела, можно ввести также поня
тие о тепловом (температурном) пограничном слое, в котором темпе
ратура газа изменяется от ее значения на стенке (у =  0 ) до температу
ры внешнего потока. В общем случае толщина температурного

ТГ= Т Х { 1 +  0Д7М1); 

Тг =  Та„(1 +  0,18Л£).



пограничного слоя, т. е. слоя, где происходит основное изменение 
температуры, не совпадает с толщиной динамического пограничного 
слоя, определяемого как область изменения скорости.

Поскольку при больших скоростях температура в пограничном 
слое изменяется существенно, то оказывается переменной и плотность 
газа. Вследстие того что давление по сечению пограничного слоя при
мерно постоянно, плотность в пограничном слое изменяется обратно 
пропорционально температуре: р =  (1 /Я)р/Т.

При этих условиях по сечению пограничного слоя оказываются 
переменными вязкость ¡х(Т) и теплопроводность ЦТ). С увеличением 
температуры ц и К возрастают. Зависимости вязкости и теплопровод
ности от температуры для воздуха можно выразить приближенными 
формулами [I = К =  Х1(7уГ1)х , где %! — значения ди
намической вязкости и теплопроводности при температуре Т1 =  
=  273 К , а показатели степени п да 0,76, х да 0,85.

Более точные значения р, и X в широком диапазоне температур и 
давлений приведены, например, в [ 12].

Таким образом, в общем случае расчета пограничного слоя неиз
вестными являются составляющие скорости потока и температура 
в сечении пограничного слоя. Остальные параметры — плотность, 
вязкость и теплопроводность — можно выразить через температуру.

$  12.2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ В НЕСЖИМАЕМОЙ СРЕДЕ

Выведем сначала дифференциальные уравнения для плоского по
граничного слоя в установившемся потоке несжимаемой среды 
(рис. 12.5).

Д ля изучения установившегося движения в пограничном слое 
используем дифференциальные уравнения (3.23), которые в рассмат
риваемом случае имеют следующий вид:

ди дv„ 1 Лп /д2г> д2и

7  +  Ч ^ + V  

„„ Л -  +  < ( ^  +  ^
дх ду р ду  \ дх2 ,ду2

Пренебрегая массовыми силами X и У и присоединяя к уравнени
ям движения уравнение неразрывности, получаем следующую систе
му дифференциальных уравнений:

д а х  , д о х 1 д р  . (  д ^ х  , д ^ х  х 4 -  — -  = ----------------—  +  ^“ Л.. я Л»дх ду р дх \ дх2 ду'

д1 , У д и У -  1 д Р  . .. ( д \  I ^
° ' ^ Г  +  1,» 1 7  = - т 1 7  +  , ( ^ + «

^  +  ^  = 0 . ( 12 . 11 )
дх ду



У »X 1

5 =§"(х)

Рис. 12.5. Схема к  вы во ду  
дифференциальных ур авн е 
ний пограничного слоя

Величина входящей в эти уравнения 
координаты у в пограничном слое ограни
чена неравенством 0 < у < б(лг). Это озна
чает, что в уравнениях координату у  мож
но считать малой величиной порядка б.
Заметим, что малость б следует понимать 
в том смысле, что мало отношение Ь/1, где
I — характерный размер обтекаемого тела 
(например, его длина). Имея это в виду, 
оценим порядок членов, входящих в уравнения (12 . 11).

Так как на стенке обтекаемого тела ух = 0, а на внешней границе 
слоя и х  имеет порядок V, где и  —  характерная скорость рассматривае
мого течения (например, скорость на бесконечности перед телом), то 
отсюда следует, что при изменении координаты у от 0  до б прираще
ние Дуж имеет порядок V, а приращение Ау — порядок б. Поэтому 
&их!д у ~  vlЬ. Аналогично можно показать, что внутри пограничного 
слоя д 2их1ду2 ~  и/82. Чтобы оценить порядок дьх/дх, заметим, что при 
перемещении вдоль обтекаемого контура на отрезок порядка харак
терной длины / скорость их может измениться на величину порядка 
V (например, от 0 до и), т. е. и в этом случае Аюх ~  V. Так как при этом 
Ах ~  I, то дух1дх ~  VII.

Нетрудно убедиться, что д 2их/дх2 ~  у//2. Используя затем урав
нение неразрывности дюх1дх =  —дъу!ду, делаем вывод, что диу/ду 
имеет тот же порядок, что и дих1дх, т.^е. диу/ду ~  у/1.

Поскольку иу — | (дьу!ду) йу, то уу //.

Имея в виду, что на поверхности обтекаемого тела =  0, и ис
пользуя полученную оценку порядка величины иу в точках внутри 
слоя, найдем порядок величины производных дьу1дх, дЪ у/дх2, 
дгиу/ду2: дьу/дх ~  ьЬ/12, д2уу/дх2 ~  г>8//2, д2уу1ду2 ~  ьЦЬ.

Определив порядок скоростей и их производных, входящих в 
уравнения ( 12 . 11), представим первое из этих уравнений, подставив 
под каждым членом порядок его величин:

= ____1 др [
р дх

д^х
дх2

+ д_ \
дуг

В этом уравнении можно отбросить член д 2ух1дх2, как малый по 
сравнению с членом д2юх!ду2. Тогда первое уравнение системы (12.11) 
примет вид

д ° х  . д v x  1
их ^ -  +  Уу —  = -------

ду Рдх
др , 
дх

д_ \  
ду2

Внутри пограничного слоя инерционные и вязкие силы имеют оди
наковый порядок. Тогда отношение {ь2Ц)1{^1Ъ2) =  (Ъ/1)2Це должно



иметь порядок, равный единице, т. е. (б//)гЯе »  1. Отсюда следует, 
что отношение 8// — Н У  1*е .

Рассмотрим теперь второе уравнение (12.11):
до до 1 др / дго дЪ

О* —*■ +  —*• = -----+  V — 8 Н--------------- И
х дх у ду [ Р ду \ дх? ду*

ы25 а2о р5 «
"Т2"" 1 *~ ИГ

Пренебрегая членом д2ау/дх2, так как он мал по сравнению с 
д 2уу!д у 2, представим это уравнение в виде

до до 1 яп д2о
= ----- !- 1 Г  +  , Т Г -  <12-12>дх ду р ду ду2

Инерционные и вязкие члены второго уравнения системы (12.11) 
имеют порядок а26/I2 или 0а/ (/ у г^ ‘).

Тот же порядок, что и сохраняемые во втором уравнении члены, 
имеет и величина (1/р)др/ду, т. е. производной др!ду можно пренеб
речь по сравнению с производной др!дх, имеющей порядок г)2//. 
Тогда второе уравнение системы (12.11) можно опустить, заменив его 
уравнением

др/ду — 0, (12.13)
которое означает, что давление внутри пограничного слоя не изменяет
ся вдоль нормали к контуру тела  и равно давлению на внешней 
границе слоя.

Из уравнения (12.13) следует также , что распределение давления 
вдоль поверхности совпадает с распределением давления по границе 
пограничного слоя. Эгот результат подтверждается экспериментом. 
Давление на границе пограничного слоя можно найти, решая задачу 
обтекания тела потенциальным потоком.

Для плоского установившегося движения, заменяя частную про
изводную др!дх на полную йр/йх, так как в этом случае давление р 
является функцией только координаты х, и используя уравнение не
разрывности, получаем следующую систему дифференциальных урав
нений пограничного слоя в несжимаемой ср еде  (уравнение Прандтля):

+  ^ -  +  ^  = 0. (12.14)
дх ду р <1х дуг дх ду

Система уравнений (12.14) интегрируется при следующих гранич
ных условиях:

их — Уу — о при 0 = 0 ; г,х =  и (х) при у =  °°-
Здесь и(х) — скорость на верхней границе пограничного слоя.

Поскольку уравнения (12.14) для составляющей скорости уу явля
ются уравнениями первого порядка, о для определения Уу достаточно 
задать одно условие (на поверхности тела).



Дифференциальные уравнения (12.14) для несжимаемого погранич
ного слоя получены в предположении, что граница твердого тела пло
ская. Эти уравнения с достаточной точностью справедливы и для кри
волинейной стенки. В этом случае следует отсчитывать абсциссу х 
по дуге контура тела, а ординату у — по нормали к поверхности тела.

§ 12.3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ В СЖИМАЕМОМ ГАЗЕ

Выведем уравнения пограничного слоя сжимаемого газа для устано
вившегося плоскопараллельного течения. При этом влиянием массо
вых сил пренебрежем.

В этом случае уравнения (3.14) и (3.15) примут вид

д г , х  , дх)х
“ Г  +  У!/ “Гдх ду

дип ди„ .

х дх у ду

до дт
И Х Х  у х  .
а*

дч
ду

дх

дрх у  Уу у

[ду

( 1 2 . 1 5 )

( 1 2 . 1 6 )

где по формулам (3.21)

Рхх = — Р- д и х

дх +  - £ - 1 + *
д ° х

дх

"ух Т Ху  = [1 . + ООН
ду дх

2 / до
р у« =  - Р ~ Т ^ Ы  +

дх)у
ду

дг>
+  2 [ х - ^  

ду

( 1 2 . 1 7 )

Так же как для пограничного слоя в несжимаемой среде, произве
дя аналогичную оценку величин отдельных членов, легко убедиться, 
что в правой части уравнения (12.15) можно пренебречь производными

д !  дг,х \ д (  ди \ д / ди„
дх \ дх I ' дх

водной

ду ду 1[А дх по сравнению с произ-

Тогда

дv __ др_ ,___ д _
дх ду ду

(12.18)

Аналогичная оценка членов уравнения (12.16) позволяет заме
нить его уравнением др/ду = 0. Этот результат также означает, что 
изменением давления поперек пограничного слоя можно пренебречь 
и, следовательно, принять, что давление в пограничном слое зависит 
только от координаты х. Тогда в случае установившегося движения 
частную производную др/дх можно заменить полной производной 
йр/йх\



др . д 
дх [ду

В уравнении (12.19) неизвестными являются составляющие ско
рости ух, юу, плотность р и в неявной форме температура, так как ди
намическая вязкость зависит от температуры.

В качестве второго уравнения используем уравнение неразрыв
ности (3 .5), которое для установившегося плоскопараллельного дви
жения имеет вид!

а в качестве третьего — уравнение энергии (3.25).
Преобразуем уравнение (3.26) применительно к пограничному 

слою. Для установившегося плоскопараллельного потока оно имеет 
вид

Из членов, содержащих вязкость, в этом уравнении должен быть 
сохранен только член ¡х (дох/ду)г. Определим порядок членов, содер
жащих производные от температуры по х и у.

Из уравнения Бернулли (3.52), полученного для потока вне по
граничного слоя, следует, что производная дТ/дх ~  у2/(ср1), а 
с ррихдТ/дх ~  рг>3//. Производная дТ1ду имеет порядок (ТГ — Г»)/б. 
Тогда, используя формулу (12.8) и учитывая, что иу ~  и5//, полу
чаем рсруу(1Т/йу ~  ру3//, т. е. оба члена левой части уравнения энер
гии имеют порядок ри3//.

Определим порядок членов, содержащих теплопроводность. Учи
тывая, что для газов число Рг = цср/А, порядка единицы, имеем  ̂ ~  
~  срц. Тогда член (д/ду)(ХдТ/ду) имеет порядок ци3/8 2, а 
(д/дх)(кдТ/дх) — порядок \у//1%. Огсюда (д/дх)(ХдТ/дх) «
«  (д/ду)(КдТ/ду). Поэтому в уравнении энергии для пограничного 
слоя членом (д/дх)(кдТ/дх) можно пренебречь. Порядок члена 
(д/ду)(кдТ/ду) совпадает с порядком остальных членов уравнения, 
так  как 6 2//а ~  1 /Ке, т. е. б2//2 ~  ц,/(ру/). В результате получим 
следующее уравнение:

Таким образом, для исследования установившегося движения сжи
маемого газа в пограничном слое имеем систему уравнений (12.19)— 
(12.21). Основными неизвестными в этих уравнениях являются их ,

д №х)!дх +[д (?иу/ду) =  О, (12.20)



При исследовании пограничного слоя вследствие выполнения у с 
ловия др/ду = 0 давление можно считать известной величиной. Плот
ность по толщине пограничного слоя изменяется обратно пропорцио
нально температуре: р = р/(ЯТ). Динамическую вязкость и тепло
проводность следует считать известными функциями температуры.

Дифференциальные уравнения пограничного слоя в таком виде 
пригодны лишь для изучения ламинарного пограничного слоя. К ак  
отмечено в § 1.5, структура турбулентного течения чрезвычайно слож
на. В этом случае параметры потока в фиксированной точке простран
ства по времени изменяются хаотически. Поэтому при изучении тур 
булентного течения приходится ограничиваться рассмотрением ос- 
редненного по времени характера течения, т. е. вместо мгновенных 
значений параметров потока ввести некоторые осредненные их вели
чины. Дифференциальные уравнения для осредненных величин в 
случае турбулентного течения вязкой жидкости приведены в учеб
нике [2].

Решение дифференциальных уравнений пограничного слоя к а к  
для сжимаемого, так и для несжимаемого потоков является достаточ
но сложным даже для простейших тел. В связи с этим используются 
и приближенные методы решения задач пограничного слоя, основан
ные на рассмотрении интегрального соотношения, являющегося ма
тематическим выражением теоремы об изменении количества движения.

§ 12.4. ИНТЕГРАЛЬНОЕ СООТНОШЕНИЕ 
ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ

Рассмотрим случай установившегося плоского пограничного слоя. 
Выделим в этом слое бесконечно малый объем АВОС  (рис. 12.6), ог
раниченный элементом ВБ твердой границы, которую примем за ось х, 
элементом АС верхней границы пограничного слоя и плоскостями А В  
и СИ, отстоящими друг от друга на расстоянии йх. Протяженность 
объема в направлении оси г примем равной единице. Применим к 
объему АВБС теорему об изменении количества движения. Вычис
лим изменение количества движения в направлении оси х за промежу
ток времени М. Очевидно, через участок А В втекает масса газа

Ш 1 Рихс1у, а через участок С О  — сИ Г рьхйу +  Ш  ( Г рvxdy | йх. 
4’ ¡! > ¡1 /

Разность между ними составляет &  |  ̂№х(1у | йх.

Рис. 12.6. Схема к  выводу 
интегрального соотношения 
пограничного слоя

0| X 1 Ну !
К  - 1« х >1



На основании условия неразрывности для установившегося тече
ния через верхнюю границу АС  втекает такая же масса газа. Она

а  6
вносит следующее количество движения: ий(йх | рихйу.

о
Здесь и — скорость потока на внешней границе пограничного слоя. 

Подсчитаем количества движения газа, вносимого и уносимого
через участки А В  и “СО. Через участок АВ  вносится количество дви-

8 '
жения йХ| ?г,х йу. Количество движения, уносимого газом через уча- 

о
8 , 8 . 

сток СИ, будет ^  ^рих йу + Ш | |* рих йу | ¿ х. Тогда раз-
о

ность количеств движения составляет ?Ух йу^йх.

Найдем полное изменение количества движения газа в объеме за 
время <И:

| рг/ йу — и | рихйу йхйи (а)
о о -

Вычислим импульсы внешних сил за тот же промежуток времени 
<и в направлении оси х. Очевидно, на элемент Л5СО в этом направ
лении действуют силы давления, приложенные к левой, верхней и 
правой граням элемента, и сила трения, приложенная к нижней его 
грани Вб. Проекции на ось х сил давления, действующих на грани 
АВ , АС  и ОС, соответственно равны р8, рйЬ, — {р& + \й,(рЬ)/йх\1х).

Сумма проекций сил давления
рЬ +  рйЬ — {рЬ +  [й (рЪ)!йх] йх) = — 3 (йр/йх) йх, 

а импульс сил за время ¡и составит
— 8 (йр/йх) Шйх. (б)

Импульс силы трения, действующей на элементе поверхности ВО,

— хййх&. (в)
Приравнивая выражение (а) для изменения количества движения 

сумме величин (б) и (в) для импульсов действующих сил, получаем 
искомое интегральное соотношение пограничного слоя для случая 
плоского установившегося движения газа (интегральное соотношение 
Кармана):

а
йх

О О
^9^х йу — и - ^ - <\>?охйу = — Ь ^ -  — х0. (12.22)

Следует отметить, что интегральное соотношение (12.22) пригодно 
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для изучения не только ламинарного, но и турбулентного движения 
внутри пограничного слоя. Входящие в интегральное соотношение 
пограничного слоя величины и, р можно рассматривать как известные, 
тогда для несжимаемой среды неизвестными будут только их, б и т0, 
а с учетом сжимаемости —ух, б, т0, р.

При использовании интегрального соотношения (12.22) нужны 
два дополнительных уравнения: закон распределения скорости по 
нормали к поверхности в пограничном слое, который в этом случае 
можно задать приближенно соответствующей аппроксимирующей 
функцией, а в качестве второго уравнения для определенного режима 
течения вязкой среды в пограничном слое — закон напряжения тре
ния. Например, для ламинарного пограничного елоя можно исполь
зовать формулу Ньютона т0 =  \1(дих1ду)у=о.

В результате подстановки выражений для ах и т0 в интегральное 
соотношение получаем обыкновенное дифференциальное уравнение 
для определения толщины пограничного слоя.

§ 12.5. РАСЧЕТ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ
НА ПЛОСКОЙ ПЛАСТИНКЕ В НЕСЖИМАЕМОЙ СРЕДЕ

Решение задачи об обтекании плоской пластинки в теории^сопротив- 
ления трения имеет большое значение. Пластинка (рис. 12.7), постав
ленная вдоль потока, является простейшим удобообтекаемым телом, 
сопротивление которого зависит только от касательных напряжений. 
Найденные для пластинки зависимости коэффициента сопротивления 
трения можно использовать при приближенных расчетах сопротивле
ния трения удобообтекаемых тел, например тонких профилей, крыль
ев и корпусов.

Задача расчета пограничного слоя в несжимаемом потоке сводит
ся к определению закона изменения толщины пограничного слоя, 
т. е. к функции б = б(*), и силы сопротивления трения Хтр при ус
ловии, что известны скорость набегающего потока их  и кинематиче
ская вязкость среды V.

Для решения задачи воспользуемся интегральным соотношением 
пограничного слоя (12.22). Так как в рассматриваемом случае и = и«, 
и ёр/йх =  0 , т. е. пластинка представляет собой тело с нулевым гра
диентом давления вдоль по хорде, то интегральное соотношение ( 12 .22) 
принимает вид

5 5
| ^  — |  ? ^ у  =  —  То.  (12.23)
в в

Уравнением (12.23) можно пользоваться для расчета как ламинар
ного, так и турбулентного пограничного слоев на плоской пластинке.

Расчет ламинарного пограничного слоя. Зададим х)х/х)ао в виде 
полинома третьей степени относительно безразмерной координаты 
у/8, т. е. ьхЬоо= а0 +  а$/б +  аг{у/8)г +  а3(у/б)3, где а0, аи аг, а3 — 
коэффициенты полинома, определяемые из граничных условий.



У На нижней границе пограничного

ТГс
«х слоя (у = 0) скорость ^ х)у=а — 0 ;

при у =  8 скорость примем
х" (у*Ь=5 = У», а т = 0. Тогда, соглас

но формуле Ньютона, (дих1ду)у=ъ =  0.

Рис. 12.7. Пограничный слой на 
плоской пластинке

Для определения четвертого гра
ничного условия рассмотрим диффе
ренциальные уравнения погранично
го слоя. Из первого уравнения 
системы (12.14) следует, что 
(д2ох/ду2)у=о = 0 .

Указанные граничные условия позволяют определить значения 
коэффициентов а0, а1, а2, а3: а0 =  0, а- — 3/2, а2 = 0, а3 =  —1/2. 

Следовательно, закон распределения скорости принимает вид

Используя закон Ньютона для внутреннего трения при ламинар
ном течении т0 =  ц(дих1ду)у=о и учитывая выражение (12.24), полу
чаем

После подстановки в интегральное соотношение (12.23) выраже
ний для скорости ух (12.24) и касательного напряжения т0 (12.25) 
получаем обыкновенное дифференциальное уравнение, содержащее 
одну неизвестную величину 6 .

Используя выражение (12.24), вычислим интегралы:
б 5

; Подставляя эти значения в соотношение (12.23), получаем диффе
ренциальное уравнение (13/140)ру<»бс/б = цйх, интегрируя которое 
находим (13/280)рУоо62 = цх +  С. Так как при х — 0 толщина погра
ничного слоя равна нулю, то С =  0. Следовательно,

Если протяженность пластинки по оси х конечна и равна Ь, то 
•можно ввести отношение толщины пограничного слоя к хорде б =

где Яе =
Из формулы (12.27) следует, что толщина ламинарного погранич

ного слоя вдоль пластинки нарастает по параболическому закону. 
Для заданного профиля скоростей (12.24) толщина вытеснения б* 
(12.2) и толщина потерь импульса 6 ** (12.7) определяются из соот
ношений б* =  36/8, б** = 396/280. Найдем изменение т0 вдоль пла-

Оя/Ооо =  0 ,5(3 у/Ь— у3183). (12.24)

|т0 = (3/2) (№„/8. (12.25)

о О

8 = 4,64 ]/ ух/и,*,. (12.26)

=  8/Ь:

(12.27)



стинки. Введем местный коэффициент трения 
по формуле ^  = т0/(ри1 /2).

Подставляя сюда выражение т0 (12.25) и ис
пользуя формулу (12.26), получаем

с, = 0,65 (У 7/ У 1^ )/ У х  - -  0 ,6 5 / 1 ^ 1 ,
(12.28)

где Кеж - - УооХ/у.
Из формулы следует, что местный коэффи

циент трения уменьшается при удалении от пе
редней кромки (рис. 12.8). Формула (12.28) 
дает хорошее совпадение с опытными данными, за исключением об
ластей вблизи передней и задней кромок.

Найдем силу трения. Обозначим С/ коэффициент суммарного со
противления трения, отнесенный к площади всей смоченной поверх
ности пластинки, т. е. 2/6. Здесь / — длина пластинки вдоль ее раз
маха. Тогда

2 ^
- т̂р = С/ 21Ь = J  т02Шх.

о
Отсюда

ь
С} = - у  | С/йх. (12.29)

о
Подставляя в формулу (12.29) выражение с1 (12.28), получим

С/ = 1 ,з / | / ^ . (12.30)

Таким образом, коэффициент сопротивления трения плоской пла
стинки при ламинарном пограничном слое зависит от числа Яе и 
изменяется обратно пропорционально ]/рё.

Расчет турбулентного пограничного слоя на плоской пластинке. 
Законы турбулентного течения наиболее полно изучены для движе
ния жидкости в круглых трубах. Используем результаты этих экспе
риментальных исследований для расчета пограничного слоя. Введем 
основное допущение: примем, что в пограничном слое на пластинке 
распределение скорости по сечению такое, как и в круглой трубе.

Необходимо иметь в виду, что полного совпадения этих законов 
быть не может, так как распределение скорости в трубе устанавли
вается под воздействием градиента давления йр/йх ф  0, а при обте
кании пластинки йр/йх = 0. Однако небольшая разница в распреде
лении скорости по нормали к поверхности при расчете пограничного 
слоя с помощью интегрального соотношения не имеет особого значе
ния.

Вводя гипотезу о тождественности безразмерных законов распре

Рис. 12.8. Изменение 
местного коэффици
ента трения вдоль 
пластинки



делений скорости по толщине пограничного слоя плоской пластинки 
и по радиусу круглой цилиндрической трубы, можно принять, что 
изменение скорости внутри пограничного слоя пластинки при тур
булентном течении определяется зависимостью

называемой законом одной седьмой. Это первое дополнительное урав
нение к интегральному соотношению.

Вторым дополнительным уравнением является зависимость между 
значением касательного напряжения т0, толщиной пограничного 
слоя 6 и скоростью vx набегающего потока. Эту зависимость примем 
такой же, как при турбулентном течении жидкости в трубе:

Подставляя найденные значения интегралов и выражение (12.32) 
в соотношение (12.23), имеем

Интегрируя и определяя постоянную интегрирования из условия 
х =  0 , б =  0 , после простых преобразований имеем:

где б =  8/Ь, х = х1Ь,Ц.е - vaoЬ/ч.
Из полученных выражений следует, что толщина турбулентного 

пограничного слоя нарастает более интенсивно (пропорционально 
*4/5)\ чем ламинарного (для которого б ~  х1/2), и обратно пропорцио
нальна Поэтому при прочих равных условиях 6Т »  бл. Это- 
объясняется тем, что вследствие поперечного перемешивания частиц 
в турбулентном потоке тормозящее влияние стенки распространяется 
на большее от нее расстояние.

Толщина вытеснения (12.2) для турбулентного пограничного слоя 
с распределением скорости по нормали к поверхности по закону одной 
седьмой б* =  6/8 , а толщина потери импульса б** = 76/72.

Определим силу трения Хтр. Используя выражение (12.32), по
лучаем формулу для определения напряжения трения:

vx/v„ =  (,y/bf7 , (12.31>

т0 =  0,0225Pi& [v/(0. 8)],/4, (12.32)

установленной экспериментально.
Вычислим входящие в соотношение (12.23) интегралы:

о о

(7/72) db/dx =0,0225 [y/(vj>)]114.

8 =  0,37 (v/»ee)1'5 x4/s-, 

Ь =  0,37*4/5/y/"Re ,

(12.33)

(12.34)

т0 =  О.ОгвЭра^/а«,)175/

и местного коэффициента трения:



Тогда суммарный коэффициент 
сопротивления трения (12.29)

С, = 0,072/у 'к Г .  (12.36)

Зависимость коэффициентов со
противления трения от числа Ие 
удобно изображать в логарифмиче
ских координатах, за которые прини
мают ^1*е и ]gCf (рис. 12.9). При этом 
зависимость для ламинарного по
граничного слоя изображается пря
мой 1, т. е. = ^1,3 — 0 ,5 ^ е  с угловым коэффициентом — 0,5, 
а зависимость С1 для турбулентного пограничного слоя — прямой 
2, т. е. =  щ0,072 — (1 / 5 )^ е  с угловым коэффициентом— 1/5.

Как видим, в обоих случаях с увеличением числа Ре коэффициент 
сопротивления трения убывает, но при турбулентном слое значитель
но медленнее, чем при ламинарном.

Как показывают опыты, более точно коэффициент сопротивления 
трения пластинки в случае турбулентного пограничного слоя выра
жается формулой

С; = 0,0741 (12.37)

Формула (12.37), полученная из (12.36) только заменой в ней чис
лового множителя 0,072 на 0,074, дает хорошее совпадение с резуль
татами измерений, что свидетельствует в пользу принятого допуще
ния о совпадении законов турбулентного течения в трубах и в погра
ничном слое пластинки.

Расчет смешанного пограничного слоя на плоской пластинке. 
Формула (12.37) справедлива, как уже известно, при условии, что 
пограничный слой на пластинке полностью турбулентен. Однако в 
действительности пограничный слой вблизи передней кромки остается 
ламинарным и становится турбулентным только на некотором расстоя
нии от передней кромки. Такой слой принято называть смешанным. 
Очевидно, что наличие ламинарного слоя уменьшает сопротивление 
трения. Для определения сопротивления трения в случае смешанного 
пограничного слоя предположим, что:

1) переход от ламинарного пограничного слоя к турбулентному 
происходит мгновенно в точке А , называемой точкой перехода 
(рис. 12 . 10); х( — координата точки перехода;

2) изменение толщины турбулентного слоя и распределение ско
ростей и касательных напряжений в нем аналогичны тем, которые 
были бы, если бы турбулентный слой начинался не от точки А , а 
от передней кромки О.

Исходя из этих предположений, расчет силы сопротивления трения 
можно произвести следующим образом. Обозначим ХтР силу трения

Рис. 12.9. Зависимость коэффици
ента сопротивления трения плас
тинки от числа Ие:
1 — ламинарный пограничный слой;
2 — турбулентный пограничный слой



всей пластинки в предположении, что 
пограничный слой на всем ее протя
жении турбулентный. Тогда, чтобы 
получить силу трения Хтр для сме
шанного слоя, нужно из ХтР вычесть 
силу турбулентного трения передне
го участка ОА, т. е.Хтрол, и приба
вить к полученной разности силу тре
ния этого же участка О А, считая его 
ламинарным, т. е. Х тро а ‘.

ХТр =  Хтр Х Тр оа ~Ь Х тр оа •

Сила сопротивления трения переднего участка пластинки при ла
минарном пограничном слое С!л (ри2Х1/2)2х11, а при турбулентном 
С/т (ро1а/2)2х{1.

Представим разность сопротивлений ДХтр в следующем виде:

д х тр= х ;Р!0̂ -  х ;р ол = (рт^/?) (с ;,:-  с}ау $ ц
Тогда изменение коэффициента сопротивления трения пластинки 

в зависимости от протяженности ламинарного участка выразится в 
виде ДС  ̂ = (С̂ т — С[л)х0  где С/т, С/л — коэффициенты сопро
тивления трения при полностью турбулентном и ламинарном по
граничных слоях, определяемые по числу Яекр=и00х(/у, а х( =  х(/Ь — 
относительная координата точки перехода.

Суммарный коэффициент сопротивления трения
С/ =  С/т — ДСу. (12.38)
Из изложенного следует, что сопротивление трения пластинки 

те м  меньше, чем больше длина ламинарного участка пограничного 
слоя. Следовательно, в случае смешанного пограничного слоя С^Яе, 
х г). На рис. 12.11 приведены кривые зависимости коэффициента 2С} 
от числа Яе и относительной координаты х{. Положение точки пере
хода обычно характеризуется числом Яекр = ■иоах1!\, называемым 
критическим числом Рейнольдса.
Значение Яекр зависит от ряда 
факторов, основными из которых 
являются число Ие, степень шеро
ховатости поверхности, продоль
ный градиент давления (т. е. форма 
тела), число М, температура стен
ки. Кроме того, 1*еКр зависит от 
степени турбулентности набегаю
щего потока.

При определении величины 
Я екр в основном используют эк
спериментальные данные. Очевид
но, что при увеличении Ке, степе

Рис. 12.11. Зависимости коэффициен
та сопротивления трения 2Cf от чис
ла Ие и относительной координаты 
точки перехода при М = 0

Рис. 12.10 .Схема для расчета сме
шанного пограничного слоя на 
плоской пластинке



ни шероховатости поверхности, степени турбулентности набегающе
го потока точка перехода смещается вперед. При увеличении числа М. 
число Кекр уменьшается, а охлаждение поверхности способствует 
стабилизации ламинарного пограничного слоя, т. е. приводит к росту

ко-
При обтекании криволинейной поверхности наличие градиента 

давления (йр/йх Ф  0) приводит к смещению точки перехода по срав
нению с пластинкой, а именно: отрицательный градиент давления 
способствует стабилизации ламинарного пограничного слоя, т. е. 
смещению точки перехода назад, а положительный градиент давления 
приводит к смещению точки перехода вперед. На этом основано про
ектирование ламинаризированных крыловых профилей, которые, об
ладая увеличенной зоной ламинарного пограничного слоя, дают вы
игрыш в сопротивлении трения.

§ 12.6 ЛАМИНАРНЫЙ ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ 
НА ПЛОСКОЙ ПЛАСТИНКЕ В СЖИМАЕМОМ ГАЗЕ

Для изучения пограничного слоя на плоской пластинке можно поль
зоваться системой дифференциальных уравнений или интегральным 
соотношением. В случае плоской пластинки (йр/йх — 0) уравнения, 
(12.19)—(12.21) и (12.23) имеют следующий вид:

ного А. А. Дородницыным*, уравнения для сжимаемого газа можно 
представить в виде, сходном с уравнениями для несжимаемого 
потока.

Интегральное соотношение в переменных $ и ц имеет вид

где щ — значение переменной т], соответствующее внешней границе 
пограничного слоя.

* См.: Дородницын А. А. Пограничный слой в сжимаемом газе. — П р и кл ад 
ная механика и математика, 1942, № 1.

(12.39).

(12.40 ')
о



Р и с . 12.12. Зависимость тол
щины пограничного слоя от 
числа М«, в случае ламинар
ного 1 и турбулентного 2 по- 
траничных слоев Рис. 12.13. Распределение скорости и 

температуры по сечению ламинарного 
пограничного слоя на плоской пластин
ке при различных значениях числа М<», 
Рг=1

’Рис. 12.14. З ависимость 
ведения с/

произ-
для ламинар

ного пограничного слоя от чис
л а  Мсо

Уравнение (12.40') по форме совпа
дает с интегральным соотношением по
граничного слоя в несжимаемом потоке 
(12.23). Поэтому его можно решить ме
тодом, рассмотренным в § 12.5.

Дифференциальные уравнения (12.39) 
в общем случае интегрируются числен
но. При этом результаты зависят от 
числа Л!«,, числа Рг, закона |л(Г), уста
навливающего связь между вязкостью и 

температурой, и граничных условий для распределения температу
ры (с подводом теплоты или без нее).

Для характеристики влияния сжимаемости (числа М*) приведем 
основные результаты расчета ламинарного пограничного слоя для теп
лоизолированной стенки (Гот = Тт), Рг = 1 и степенного закона вяз
кости с показателями степени п = 0,76.

Из расчетов для сжимаемого газа следует, что при увеличении 
числа М.» толщина слоя возрастает (рис. 12.12). Это объясняется по
вышением температуры газа в пограничном слое, в результате которо
го увеличивается динамическая вязкость, а плотность уменьшается, 
т. е. кинематическая вязкость возрастает.

При больших скоростях изменяется и закон распределения ско
рости по сечению пограничного слоя. На рис. 12.13 приведены про
фили скорости и температуры для ламинарного пограничного слоя на 
теплоизолированной пластинке при различных значениях числа М«,.

На рис. 12.13 по осям координат отложены безразмерные вели
чины: отношение их/уао составляющей скорости в пограничном слое 
к  скорости невозмущенного потока, отношение температур Т/Т 
За безразмерную координату вдоль нормали к поверхности принято 

•отношение координаты к линейной величине, пропорциональной тол



щине ламинарного пограничного слоя в несжимаемом потоке:
y lV Jy ^ jJvZ -

Деформация профиля скоростей при больших значениях М,*, при
водит к уменьшению поперечного градиента скорости (dvx/dy)y=0. 
Это вызывает уменьшение напряжения трения. Зависимость произ
ведения C ^ R e«, от числа М«, для плоской пластинки показана на 
рис. 12.14. При М«, = 0 Cyj/Re» = 1,33. При увеличении Мм произ
ведение Ct  уменьшается. (Здесь Re«, = vx b/Vc0.)

§ 12.7. РАСЧЕТ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ 
МЕТОДОМ ОПРЕДЕЛЯЮЩЕЙ ТЕМПЕРАТУРЫ

При больших числах температура газа в пограничном слое значи
тельно возрастает, причем распределение температуры по сечению 
пограничного слоя имеет сложный характер. Повышение температуры 
в пограничном слое приводит к изменению плотности, вязкости и теп
лопроводности. В результате этого изменяются распределение ско
рости по сечению пограничного слоя, его толщина, коэффициенты со
противления трения и теплоотдачи.

Ввиду того что расчет пограничного слоя при больших скоростях 
связан со значительными трудностями, при решении практических 
задач приходится пользоваться приближенными методами. Одним из 
таких методов является метод определяющей температуры. В этом 
методе предполагается, что для расчета толщины пограничного слоя 
и коэффициента сопротивления трения при больших скоростях мож
но пользоваться формулами, полученными для несжимаемой среды, 
подставляя в них значения плотности и динамической вязкости, со
ответствующие некоторой постоянной по сечению пограничного слоя 
температуре Т*, называемой определяющей температурой.

В случае ламинарного пограничного слоя для определяющей тем
пературы можно пользоваться формулой

Г* = 0,5 (Tt,  +  Ть) +  0,22 (Тг -  Га), (12.41)

полученной на основе решения системы уравнений сжимаемого ла
минарного пограничного слоя.

В этой формуле первый член представляет собой среднеарифмети
ческую величину между температурой поверхности и температурой 
газа на границе пограничного слоя, а второй член учитывает повыше
ние температуры газа вследствие кинетического нагрева в среднем по 
сечению пограничного слоя. Формулу (12.41) можно применить с 
известным приближением и для турбулентного пограничного слоя.

Используя понятие определяющей температуры, рассмотрим рас
чет ламинарного и турбулентного пограничного слоев на плоской пла
стинке при больших скоростях. Для плоской пластинки Га =  Too, 
а Г* = 0,5(ГСТ +  Тоо) +  0 ,22(Гг -  Г »).

Для нахождения толщины 8 воспользуемся формулами (12.26) 
и (12.33) для ламинарного и турбулентного слоев и заменим в них ки-



тематическую вязкость V =  V«, коэффициентом V*, соответствующим 
определяющей температуре. Тогда

8Л = 4,64 ; Зт =  0,37
Найдем отношение толщины пограничного слоя в сжимаемом и 

.несжимаемом потоках:

8д/8л.нс = ( ^ ) 1/2; (12.42)

У § т .н с = (^ М 1/5. (12.43) 
Здесь у*/\<х> = (м-УМРоо/р*, где

!х*/^ = (Т*/Тт Г  ; р*/роо = Тх /Т*. (12.44)
Подставляя выражение чУ'/х в формулы (12.42) и (12.43), полу

чаем
8Л/8Л.НС = (Т*/Тв0)('1+1)/2; 8Т/8Т.НС = (Т*/Тх){п+1)15, (12.45)

•Отсюда следует, что с ростом числа Мм (при увеличении Т*) толщина 
турбулентного пограничного слоя увеличивается значительно медлен
нее, чем ламинарного (кривая 2 на рис. 12 . 12).

Найдем напряжение трения т0 = с1 р00и1/2, где местный коэффи
циент трения ^  для ламинарного и турбулентного слоев в несжимае
мом потоке определяется по формулам (12.28) и (12.35) соответственно.

При больших скоростях по методу определяющей температуры 
найдем:

0 ,65  Р * ^  . _ ',0,0578 
Тол ,___ „ > Т0т — »

\/ъ*х 2 у к  *1

г д е  Яе* =  и^х/ч*.
Для местных коэффициентов трения, отнесенных к скоростному 

¡напору р00и!0/2 ,
0,65 р* . л 0,0578 р*

с/л — /■—-  „ > с /т —
/1*е* Рос у Ие*

Отношения коэффициентов с} для сжимаемого и несжимаемого по
токов равны:

С/л  /  (X *  р *  \ * ^ 2 .  С/ Т  I  (А *  \ 1/5 (  Р* \ 4/'5

С/ Л .н с  V ^ОО Роо / С/ т .Н 0 V ^о.

Подставляя сюда выражения (12.44), получаем

С/л/е/л.нс = (7 ’оо/7,*)(1_">/2; | (12  46)
е/т/с/т.нс — (Т,00/Т,* ) (4_Л>/5. I

Здесь Т*/Тх =  0,5(7,ст/7,в„+ 1) +  0,22(Тг/Тх -  1).



Представим отношение Т^/Т«, = (Гст/Т'г)Г л/7'ао, где Тг!Т ао — 
= 1 +  [(k -  1)/2]гМ1.
Видно, что отношение температур Т*/Тао зависит от Мзо и Тст/Тг 
(температурного фактора).

Так как при постоянной по хорде температуре стенки отношение 
Т*/Тх не зависит от координаты х, то полученные для местных коэф
фициентов трения результаты в этом случае справедливы и для сум
марных коэффициентов сопротивления трения.

Тогда, подставляя в формулу (12.46) выражения (12.30) и (12.36) 
соответственно, получаем:

где Reoo = v^b/v,».
Используя формулы (12.47) и (12.48), легко проследить характер 

зависимости коэффициентов сопротивления трения от и Тст/Тг, 
а именно при увеличении М«, (повышении Г*) коэффициент Cf умень
шается. С учетом теплообмена с окружающей средой, приводящей к 
уменьшению температурного фактора, коэффициент трения пластин
ки увеличивается.

Метод определяющей температуры позволяет произвести расчет 
пограничного слоя и в диссоциирующем газе. В этом случае опреде
ляющая температура находится с помощью таблиц термодинамических 
функций по значению определяющей энтальпии: г* =  0,5(/ст +  /в) +  
+  0 ,22(г'Г — is ), где ¿от— энтальпия газа у стенки; ц — энтальпия 
газа на внешней границе пограничного слоя; ir —■ энтальпия восста
новления.

Диссоциация газа приводит при прочих равных условиях к сни
жению температуры в пограничном слое. Поэтому рассчитанный с 
учетом диссоциации коэффициент сопротивления трения оказывает
ся больше, чем полученный без такого учета.

Таким образом, в общем случае коэффициент сопротивления тре
ния пластинки зависит от числа Reoo, относительной координаты точ
ки перехода xt, числа Мм, температурного фактора Тсг/Тг и при ги- 
перзвуковых скоростях — от реальных свойств газа.

Полученные результаты для коэффициента сопротивления трения 
плоской пластинки на практике используются при расчете сопротив
ления трения тонких крыльев и тел вращения. В таких случаях при
ближенно применяется метод, основанный на замене рассматривае
мого тела эквивалентной пластинкой. Коэффициенты сопротивления 
трения крыла схР и удлиненного корпуса (фюзеляжа) сх тр.ф прибли
женно выражают через коэффициент сопротивления трения плоской 
пластинки Cf с учетом соответствующей площади смоченной поверх
ности и характерной площади, к которой приводятся эти коэффициен
ты: сжтр.ф = С^ф/5ф, схР =* 2Cfr]a, где F$ — площадь смоченной 
поверхности корпуса (фюзеляжа); Sф— площадь миделева сечения 
корпуса (фюзеляжа); сжтр.ф— коэффициент сопротивления трения

С,ЯУ Re,» = 1,3 ( T J T * f - n) 12 (12.47)

(12.48)



корпуса (фюзеляжа); схр — коэффициент профильного сопротивления; 
г)с — поправочный множитель, учитывающий влияние толщины про
филя, г}с(с, х()\ при увеличении с множитель ??с возрастает. Например,, 
для х{ =  0 при с =  0,04 множитель %  =  1,10, а при с =  0,06 он 
равен г\а =  1,16.

Профильное сопротивление крыла представляется суммой сопро
тивления трения и сопротивления давления. При безотрывном обте
кании тонких профилей основное значение в общем сопротивлении, 
имеет сопротивление трения.

§ 12.8. ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ НА КОНУСЕ 
В ПРОДОЛЬНОМ. СВЕРХЗВУКОВОМ ПОТОКЕ

При обтекании тел вращения сверхзвуковым потоком параметры газа 
на отдельных участках поверхности могут существенно отличаться от 
параметров невозмущенного потока. Однако и в этом случае можно 
использовать данные для плоской пластинки. Покажем это на примере 
конической носовой чаети.

Предположим, что при продольном обтекании конуса сверхзву
ковым потоком возникает присоединенный скачок уплотнения. В этом 
случае все параметры газа, в частности давление, на поверхности ко
нуса, так же как  при продольном обтекании пластинки, постоянны; 
продольный градиент давления вдоль образующей равен нулю.

Сопоставляя решения уравнений ламинарного пограничного слоя 
на пластинке и конусе при одинаковых значениях параметров потока 
на границе пограничного слоя, можно показать, что толщины б, б*, 
б** на конусе при тех же значениях координаты х, отсчитываемой по 
пластинке и вдоль образующей конуса (х = /), в ]/з" раз меньше, а  
напряжение трения — соответственно в ]/з"раз больше, чем на пла
стинке [20 ].

Тогда для местных коэффициентов трения, отнесенных к скорост
ному напору, найденному по параметрам на поверхности конуса 
Я к =  рк^к/2 , можно составить следующее соотношение:

Получим теперь связь между суммарными коэффициентами со
противления трения С/кон и Су пл, отнесенными соответственно к 
площадям смоченной поверхноети конуса Р =  я ЯЬ и пластинки еди
ничного размаха ^  =  2£ • 1. Здесь Ь — длина образующей конуса.

Коэффициенты С}Ков и С/пл определяются из следующих выра
жений:

..он — СГ п я .

ь
С/кон1̂  =  | 1/ 3~ с/ пл 2т.гй1\ (12.49)

ъ



где г =■ RI/L — радиус произвольного сечения конуса; I — коорди
ната точки вдоль образующей конуса.

Подставляя в формулы (12.49) и (12.50) выражения cf пл при лами
нарном течении в̂  виде Cf пл Y I =  С и Cj пл У х  — С (здесь постоянная 
С = 0,65 l/v~/|/ü ), получаем

C f  КОН“ (4}/3"/3 )C/L; Cf n a = 2 C l Y L .
Отсюда при ламинарном течении

C f  кон =  (2 1^ 3 / 3 )С /  пл»

т. е. суммарный коэффициент трения на конусе при прочих равных 
условиях на ~  15% больше, чем на пластинке с той же площадью и 
длиной, равной длине образующей конуса.

В случае турбулентного пограничного слоя напряжения тре
ния на конусе и пластинке при прочих равных условиях отличаются 
меньше: cfKoa = 1,17^ пл(см., например, [18]).

ИЬпользуя выражение (12.49) и (12.50), а также зависимости
ПЛ V T . c  И Cf пл У 7  =  с ,  для турбулентного пограничного 

слоя имеем С/ноя — 1.04С, пп.
Коэффициент сопротивления трения С/Коноо, приведенный к ско

ростному напору невозмущенного потока, С}кояао=* А С/ПЛ(МК, ReK) X 
Хр„ук/(р<»Уоо)- Здесь Cf ПЛ(МК) ReK) — коэффициент сопротивления 

трения пластинки, рассчитанный по параметрам потока на конусе; 
А 1,15 и 1,04 — коэффициент для ламинарного и турбулентного 
пограничного слоев соответственно. Тогда

^7 коя со __ ^  С/ пл (М к , R eK) Р к 4  „

Cf пл» ”  С/пл(Мм) Re )̂ К°Н’

где К кон ““ поправочный множитель, учитывающий отличие парамет
ров потока на поверхности конуса от параметров невозмущенного 
потока.

При больших скоростях сопротивление трения конуса значитель
но превышает сопротивление пластинки. Эго объясняется прежде 
всего увеличением скоростного напора за коническим скачком уплот
нения (ркУк > Poô L). Кроме того, М„ < Шх. Эго также приводит 
к увеличению коэффициента трения. Множитель К КОя является функ
цией угла 9К (удлинения Хк = ;l/ (2tg0K) и числа Жх . При увеличении 
числа М »и  0К (уменьшении Хк) коэффициент К КОн возрастает. При 
Мх>< 2 -Г- 3 для конусов с >  2 можно принять Кц0н ^  1-

Для определения коэффициента сх тр.КОн, отнесенного к площади 
миделева сечения S, можно воспользоваться следующим выраже- 
нием: Сх тр.кон = K KQHCf F/S, где Cf  — суммарный коэффициент 
сопротивления трения пластинки; F/S =■ >l/sin9K — площадь боковой 
поверхности конуса.

Таким образом, введение коэффициента Кк0н< учитывающего от-



Рис. 12.15. Продольный градиент д а в 
ления на профиле

Рис. 12.16. Распределе
ние скорости по нормали 
к поверхности в различ
ных сечениях погранич
ного слоя

личие параметров потока на конусе от параметров невозмущенного 
потока, позволяет рассчитать значение коэффициента сопротивле
ния трения конуса по данным для плоской пластинки.

§ 12.9. ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ ПРИ НАЛИЧИИ 
ПРОДОЛЬНОГО ГРАДИЕНТА ДАВЛЕНИЯ.
ОТРЫВ ПОТОКА

Рассмотрим обтекание криволинейной поверхности, например про
филя крыла, дозвуковым потоком (рис. 12.15). При этом на внешней 
границе пограничного слоя скорость и — величина переменная, за
висящая от координаты х. Давление в пограничном слое криволиней
ной поверхности также функция х. Так как на поверхности профиля 
скорость сначала возрастает от точки А до точки В, а затем убывает, 
то давление сначала уменьшается, а затем возрастает. Следовательно, 
частицы газа в пограничном слое около криволинейной поверхности 
движутся при наличии градиента давления йр/йх, как отрицательно
го, так и положительного по знаку. Этот факт существенно отличает 
пограничный слой около криволинейной поверхности от пограничного 
слоя вдоль плоской пластинки, где йр/йх =̂  0 .

Частицы невязкого (идеального) газа преодолевают при своем 
движении только силы давления — на участке А В под действием 
отрицательного градиента давления (йр/йх <  0) частицы ускоряются» 
а в кормовой части ВС под действием положительного градиента дав
ления йр/с1х>0 скорость уменьшается.

В пограничном слое давление мало отличается от давления во 
внешнем потоке. Однако в непосредственной близости от поверхно
сти тела из-за влияния вязкости скорость, а следовательно, и кине
тическая энергия частиц малы (рис. 12.16, сечение В).

В кормовой части тела кинетической энергии частиц вблизи по
верхности может оказаться недостаточно для преодоления положи
тельного градиента давления. В этих условиях торможение приводит 
к остановке частиц, а затем под действием положительного градиента 
давления в пограничном слое возникает движение частиц, направлен
ное в сторону, обратную основному потоку (рис. 12.16, сечение С).



Столкновение основного потока с противотоком приводит к оттеснению 
линий тока от поверхности и к отрыву пограничного слоя. При этом 
масса газа, движущегося в пограничном слое против направления ос
новного потока, образует вихрь. Поэтому отрыв потока сопровождает
ся всегда вихрями, которые периодически сходят с поверхности тела. 
Причиной отрыва потока являются вязкость и положительный гра
диент давления.

Точка 5 , в которой {дих/ду)у=о =  0, называется точкой отрыва 
потока. Положение точки отрыва зависит прежде всего от значения 
положительного градиента давления. Для тел, имеющих малую кри
визну поверхности и обтекаемых под малым углом атаки, градиент 
давления йр/с1х мал; практически можно считать, что отрыв потока от
сутствует. При увеличении угла атаки градиент с1р/с1х на верхней по
верхности возрастает, что вызывает отрыв потока. Чем больше угол 
атаки, тем ближе точка отрыва к передней кромке.

Отрыв потока и образование вихрей приводят к существенному 
изменению распределения давления в кормовой части тела по срав
нению с безотрывным обтеканием. При этом распределение давления, 
рассчитанное для невязкого газа, не совпадает с действительным рас
пределением давления. В кормовой части при обтекании тела с отры
вом потока давление оказывается ниже, чем расчетное. Понижение 
давления в кормовой части приводит к появлению д о п о л н и т е л ь 
н о г о  сопротивления давления. Эго сопротивление называют вих
ревым сопротивлением. Для тонких профилей, крыльев и удлиненных 
тел вращения при малых углах атаки коэффициент этого сопротив
ления сх а.аихр мал, а с увеличением угла атаки он возрастает.

Отрыв пограничного слоя зависит также от режима течения газа . 
В случае турбулентного пограничного слоя отрыв потока затягивает
ся, так как скорость частиц газа вблизи стенки в турбулентном по
граничном слое оказывается больше, чем в ламинарном слое. Это 
наглядно видно из рис. 12.17, на котором приведено сравнение распре
деления скорости по сечениям ламинарного и турбулентного слоев. 
Поэтому турбулентный пограничный слой может более успешно 
противостоять большим градиентам давления. В результате точка 
отрыва смещается вниз по потоку, вихревая зона за телом сужается. 
Эго приводит к уменьшению вихревого сопротивления. Несмотря на 
некоторое увеличение сопротивления трения, полное сопротивление 
при этом часто оказывается меньше, чем в случае ламинарного по
граничного слоя. Особенно наглядно это проявляется при обтекании 
таких тел, как цилиндр, сфгра, у которых основным является сопро
тивление давления. Коэффициент сопротивления таких тел сущест
венно зависит от числа &е. При малых числах Ре коэффициент сха 
значительно выше, чем при больших числах Яе. Резкое уменьшение 
коэффициента сжа происходит одновременно с переходом ламинарного 
пограничного слоя в турбулентный. Эго объясняется тем, что при 
больших числах Яе вследствие перехода ламинарного пограничного 
слоя в турбулентный точка отрыва смещается назад, вихревая зона 
сужаггся, что приводит к резкому уменьшению коэффициента вихре
вого сопротивления.
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Рис. 12.17. Распределение 
скорости по сечению лами
нарного 1 и турбулентного 2 
пограничных слоев

Рис. 12.18. Зависимость коэффициен
та сопротивления сферы с*а от числа 
Яе

Рис. 12.19. Взаимодейст
вие скачка уплотнения с 
пограничным слоем при
Мир<Моо <11
1 — основной скачок уплот
нения; 2 — дополнительный 
скачок уплотнения; 3 — гра* 
нида пограничного слоя; 4 — 
граница зоны отрыва; 5  — 
точка отрыва потока

На рис. 12.18 приведена зависимость ко
эффициента сх& от числа Re для сферы. Яв
ление резкого уменьшения коэффициента со
противления неудобообтекаемых тел называ
ется кризисом сопротивления.

При больших скоростях наблюдается утол
щение, а иногда и отрыв пограничного слоя 
вследствие взаимодействия скачка уплотне
ния с пограничным слоем. Скачок уплотне
ния при наличии пограничного слоя начина
ется не у поверхности, а на некотором рас
стоянии от нее — на границе сверхзвукового 
участка пограничного слоя. При этом повы
шенное давление из области за скачком уп
лотнения по дозвуковому участку погранич
ного слоя вблизи поверхности распространя
ется вперед, в область перед скачком уплот
нения. Это вызывает утолщение погранично
го слоя, а при достаточном положительном 
перепаде давления может привести и к отры
ву потока перед скачком уплотнения. В ре
зультате изменяются также форма и интен
сивность скачка уплотнения.

Типичным примером такого обтекания яв
ляется обтекание тел околозвуковым потоком 
(Мкр < Moo < 1). В этом случае повышенное 
давление за скачком уплотнения, замыкаю

щим местную сверхзвуковую зону, распространяясь вперед через 
дозвуковую часть пограничного слоя, может вызвать отрыв потока и 
в соответствии с этим искривление линий тока во внешни потоке пе
ред скачком уплотнения. В результате перед основным скачком уп
лотнения, близким к прямому, может возникнуть дополнительный 
косой скачок, образуя в совокупности %. -образный скачок уплотне
ния (рис. 12.19).

ШШЯШШШШ.
Рис. 12.20. Отражение 
падающего скачка уплот
нения в невязком газе



'Рис. 12.21. Взаимодействие 
падающего скачка уплотне
ния с пограничным слоем:

Рис. 12.22. Отрыв пограничного 
слоя на ступенчатом корпусе
ПРИ Моо>1

/ — падающий скачок уплотне
ния; 2 — граница пограничного 
слоя; 3 — отраженный скачок 
уплотнения; 4 — область тече
ния разрежения; 5 — скачки уп
лотнения; 5  — точка отрыва по
граничного слоя

Отрыв потока возникает также при наличии падающего скачка 
уплотнения. Плоский скачок, падающий на твердую поверхность, 
в невязком газе отражается от нее также в виде плоского скачка уп
лотнения (М1 > М 2 > М 3) (рис. 12.20). Наличие пограничного слоя 
существенно осложняет характер обтекания, так как при этом падаю
щий скачок уплотнения при достаточном градиенте давления может 
вызвать отрыв пограничного слоя. Схематично характер обтекания 
поверхности с учетом взаимодействия падающего скачка уплотне
ния с пограничным слоем представлен на рис. 1 2 .2 1 .

Отрыв потока вследствие подобного взаимодействия скачка уплот
нения с пограничным слоем может произойти и при обтекании ступен
чатого тела вблизи точки излома образующей (рис. 12 .22).

Экспериментальные исследования показывают, что отрыв потока 
существенно зависит от интенсивности скачка уплотнения и состояния 
пограничного слоя. Взаимодействие скачка уплотнения с погранич
ным слоем наиболее интенсивно проявляется в случае ламинарного 
пограничного слоя, который по сравнению с турбулентным слоем слабо 
сопротивляется тормозящему влиянию положительного градиента 
давления.



13
ГЛАВА

АЭРОДИНАМИЧЕСКИЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ 
ПРИ ДОЗВУКОВЫХ 
И СВЕРХЗВУКОВЫХ 
СКОРОСТЯХ ПОЛЕТА

§ 13.1 АЭРОДИНАМИЧЕСКАЯ ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ.
ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ МЕЖДУ КРЫЛОМ И КОРПУСОМ.
КОЭФФИЦИЕНТЫ ИНТЕРФЕРЕНЦИИ

Выше рассмотрены аэродинамические характеристики изолирован
ных тел — профиля, крыла конечного размаха, тела вращения. Аэро
динамические характеристики летательного аппарата в целом нельзя 
получить простым сложением соответствующих характеристик его 
частей. Это объясняется тем, что вследствие интерференции, т. е. взаим
ного влияния частей летательного аппарата, их аэродинамические 
характеристики изменяются.

Интерференция между частями летательного аппарата зависит 
прежде всего от его аэродинамической компоновки — аэродинамиче
ской схемы летательного аппарата, формы и размеров его частей — 
корпуса (фюзеляжа), крыльев, оперения.

В зависимости от взаимного расположения несущих поверхно
стей по длине корпуса различают обычную (нормальную) схему с 
горизонтальным и вертикальным оперением, расположенным позади 
крыла, схему «утка» (с оперением, расположенным впереди крыла) 
и схему «бесхвостка».

Типичными примерами аэродинамической интерференции явля
ются взаимодействие крыла и корпуса (оперения и корпуса), крыла и 
горизонтального оперения, передних и задних несущих поверхностей, 
консолей Х-образного крыла.

Рассмотрим физический характер взаимного влияния крыла и 
/ корпуса.

В линейной постановке задачу об обтекании такой комбинации мож
но разделить на две более простые задачи:

а) углы атаки крыла и корпуса одинаковы и равны а. Обозначим 
этот случай а а ;

б) угол атаки корпуса (фюзеляжа) а ф = 0 , а угол атаки крыла 
а кр = б. Этот случай обозначим 60.

Предположим, что корпус летательного аппарата представляет 
собой цилиндрическое тело с большим удлинением с заостренной но
совой частью. Примем, что консоли на нем расположены по схеме 
среднеплана (рис. 13.1 а, б), а углы атаки крыла и корпуса равны меж-
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Рис. 13.1. Схема взаимного влияния кры
ла и корпуса

Рис. 13.2. Изменение вертикальной 
составляющей скорости, вызываем ой. 
влиянием корпуса, вдоль размаха* 
крыла

ду собой (случай аа ). Определим влияние корпуса на обтекание кон
солей.

Поле скоростей в окрестности такого цилиндра при малом угле 
атаки можно получить в результате наложения полей скоростей, 
возникающих при его продольном обтекании со скоростью и^соБа ^  
«  Уоо и поперечном обтекании со скоростью

Учитывая, что при малых углах атаки поперечный поток является 
дозвуковым, для приближенного определения поля скоростей от по
перечного потока воспользуемся теорией потенциального обтекания, 
бесконечного цилиндра несжимаемым потоком.

Комплексный потенциал потока в окрестности цилиндра радиу
сом Я определяется по формуле (7.25): ш(С) =  v00a(í +  #2Д ), где 
С = у +  1г — комплексная координата точки в плоскости уг. Тогда 
йю!с1\. — иу — шг — иоо«(1 — Я 2/С2). Отсюда следует, что на оси 
г(С = /г), вдоль которой расположено крыло, ьг =  0 , а

vy = v cool ( l+RЧz2). (13.1>
Используя формулу (13.1), получаем, что вследствие влияния: 

корпуса появляется дополнительная составляющая скорости уу =  
= или

v'y = vxaD2lz2, (13.2)»

где г = 2z/l, D — D/l, D — 2R. _  _
Эта составляющая скорости y борта корпуса (z = D) равна v^ct. 

и уменьшается при удалении от него (рис. 13.2). При этом суммарный 
вектор скорости отклоняется вверх, т. е. возникает отрицательный 
скос потока:

Еф =  — v'ylv 00 =  — aD2/ z2. (13.3)

Скос потока, вызываемый корпусом, приводит к увеличению мест
ных углов атаки сечений консолей крыла:



Вследствие этого нормальная сила кон
солей крыла в присутствии корпуса боль
ше нормальной силы аналогичных изоли
рованных крыльев, размеры которых сов
падают с размерами консолей. Увеличение 
нормальной силы благодаря интерференции 
наблюдается как при дозвуковых, так и 
при сверхзвуковых скоростях. Представим 
нормальную силу консолей в виде Y к =
— ^из.кр "Ь ^кр.ф» где ^из.кр нормаль
ная сила изолированного крыла; Ккр.ф — 
дополнительная нормальная сила, вызы
ваемая влиянием корпуса (фюзеляжа).

Под изолированным крылом следует 
понимать крыло, составленное из двух кон
солей, соединенных вместе. Полную норма

льную силу, действующую на консоли, удобно выразить в долях нор
мальной силы соответствующего изолированного крыла. Для этого вве
дем безразмерный коэффициент интерференции k KP = Y J Y кз.кр, ха
рактеризующий изменение нормальной силы консолей вследствие 
влияния корпуса.

В соответствии с формулой (13.4) коэффициент &кр -прежде всего 
зависит от отношения диаметра корпуса к размаху крыла. Если D = 
= 0, то kKV =  1. При D -> 1 несущие консоли становятся малыми. 
Однако при этом угол атаки а* возрастает. Ввиду того что вдоль бор
товой хорды (z =  D) местный угол атаки возрастает вдвое (а* = 2а), 
при D ->■ 1 нормальная сила консолей вдвое превышает нормальную 
силу изолированных крыльев, т. е. kKp = 2 .

Консоли, в свою очередь, оказывают влияние на обтекание корпуса, 
так как повышенное давление на нижней поверхности и разрежение 
на верхней поверхности крыла распространяются на корпус. В ре
зультате за счет влияния консолей на корпусе индуцируется допол
нительная нормальная сила. Обозначим ее Кф.кр. Тогда суммарная 
нормальная сила корпуса Уф= Киз.ф +  ^ф.кр- Для характеристики 
величины нормальной силы, индуцируемой крылом на корпусе, вве
дем коэффициент интерференции k,i} =  Y$.Kp/Yкъ.кр, также завися
щий от параметра D. При D =  О (корпус отсутствует) = 0. При 
D -*• 1 коэффициент Ьф — 2. Отсюда следует, что параметр D/1 суще
ственно влияет на коэффициенты интерференции /гкр, &ф и является 
основным критерием при оценке влияния интерференции между кры
лом и корпусом. Зависимости коэффициентов &кр и k$ от отношения 
D/1 приведены на рис. 13.3.

Таким образом, интерференция крыла и корпуса приводит к уве
личению нормальной силы как крыла, так и корпуса. При этом пол- 
лая нормальная сила комбинации крыла и корпуса

^к.Ф =  ^из.кр +  ^кр. Ф + ^из. Ф + Уф. кр- (13.5)

Рис. 13.3. Зависимости ко
эффициентов интерферен
ции для комбинации «кор- 
пус-крыло» от относитель
ного диаметра корпуса



Для расчетов суммарной нормальной силы комбинации «корпус- 
крыло» удобно ввести безразмерный коэффициент интерференции 
К »  [19]:

кр' 1 из. кр» (13.6)
где индекс а а  указывает на^то, что углы атаки крыла и корпуса оди
наковы (угол установки крыла на корпусе равен нулю), а Унр =
=  ^ и з .к р  “Н ^ к р .ф  +  У  ф.кр •

Коэффициент Каа. характеризует суммарное изменение нормаль
ной силы вследствие интерференции крыла и корпуса. Очевидно,. 
Ко.а = &„р +  £ф. При И = О коэффициент /Саа = 1  с увеличением 
параметра О коэффициент интерференции возрастает.

§ 13.2. КОЭФФИЦИЕНТ НОРМАЛЬНОЙ СИЛЫ 
И КООРДИНАТА ФОКУСА КОМБИНАЦИИ 
«КОРПУС-КРЫЛО»

Используя коэффициент интерференции К™, формулу (13.5) пред
ставим в виде

Выразим нормальные силы Ук.ф, Уиз.ф» Уиз.кр через соответствую
щие коэффициенты сук.ф, суф, суна.к?.

где 5ф, 5 К — площадь миделя корпуса и консолей крыла соответствен
но; 5  — полная площадь крыла, включающая в себя часть крыла, 
которая занята корпусом (площадь крыла с подфюзеляжной частью)- 

Подставляя эти выражения в формулу (13.7), получаем

При малых углах атаки (на линейном участке зависимости су от 
а) имеем: сик.ф = саук.ф а;

В реальной. компоновке летательного аппарата при определении: 
коэффициентов интерференции кроме параметра Б  необходимо учи
тывать влияние ряда других факторов. Для последовательного учета 
влияния этих факторов введем поправочные множители х, представ
ляющие собой отношение коэффициентов интерференции кф, йкр, 
Ки, полученных с учетом того или иного фактора, к соответствующим 
теоретическим коэффициентам интерференции.

Прежде всего необходимо учесть влияние сужения консолей. Из 
физических соображений ясно, что при увеличении сужения консо

(13.7)

(13.8)

где 5 Ф = Эф!8 , 8 К =  5„/Я.



лей коэффициенты интерференции должны возрастать. Действитель
но, если сужение увеличивается, то большая часть площади консолей 
располагается ближе к корпусу, т. е. в зоне повышенных углов атаки 
(см. рис. 13.2), что приводит к относительному увеличению нормаль
ной силы консолей, а следовательно, и индуцированной нормальной 
силы корпуса (множителя х,,).

На коэффициенты интерференции влияет также пограничный слой, 
возникающий при обтекании корпуса. Наличие пограничного слоя 
приближенно можно учесть заменой действительного корпуса фиктив
ным корпусом с диаметром И' =  И +  26*. Здесь 6 * — толщина вы
теснения. При этом, с одной стороны, увеличивается диаметр кор
пуса, а с другой — уменьшается площадь консолей, находящаяся во 
внешнем потоке. Первое вызывает увеличение нормальной силы, а 
второе — снижает ее. Суммарное изменение нормальной силы, вы

зываемое влиянием пограничного слоя, можно учесть путем введения 
поправочного множителя /п.с =  (К™/Кы)5к1 8 к, где штрихом обо
значены величины, соответствующие фиктивному диаметру кор
пуса £)'.

Исследования показывают, что *п.с < 1, т. е. уменьшение несу
щей площади консолей влияет на нормальную силу сильнее, чем уве
личение диаметра корпуса. На величину *п.с влияет ряд парамет
ров: относительная длина передней части корпуса = Ь1/И (здесь 
Ь1 — длина от носка корпуса до середины бортовой хорды консолей), 
сужение консолей , отношение 0/1, а также число М. Оценим качест
венно влияние этих параметров. Очевидно, что при увеличении Ь1 
и числа М.» толщина вытеснения 6 * возрастает. При этом доля несу
щей площади консолей уменьшается. Аналогичное влияние оказыва
ет увеличение параметра О, а также сужения консолей. Таким обра
зом, при увеличении параметров Ьи г)к, Мм величина хп.с умень
шается.

При определении коэффициентов интерференции необходимо учи
тывать такж е влияние числа М ». Экспериментальные исследования 
показывают, что при дозвуковых и околозвуковых скоростях (Моо< 
<  1,5) поправочный множитель хм можно принять равным единице, 
а при сверхзвуковых скоростях (М0<3> 1,5) хм < 1. При этом с уве
личением числа Ли множитель хм уменьшается.

Теоретические зависимости для коэффициентов интерференции 
получены в предположении, что крыло установлено на тонком цилинд
рическом корпусе бесконечной длины. В реальных условиях при 
■определении коэффициентов интерференции необходимо учитывать 
влияние длины как передней, так и хвостовой частей корпуса.

Экспериментальные исследования показывают, что при уменьше
нии относительной длины ¿ 1  коэффициенты интерференции снижа
ются, т. е. поправочный множитель, учитывающий длину передней 
части корпуса, хнос < 1. Чем меньше тем меньше хнос. При 1 У>  
>  8  -ь 10  можно принять хнос 1.

Рассмотрим влияние хвостовой части корпуса. В теории тонкого



тела предполагается, что зона влияния 
консолей расположена непосредственно 
между консолями и ограничена сечениями 
АА  и ВВ (рис. 13.4). Это предположение 
приближенно можно принять только при 
дозвуковых и околозвуковых скоростях.
В сверхзвуковом потоке волны давления с 
нижней поверхности и разрежения с верх
ней поверхности крыла распространяются 
вокруг корпуса по винтовым линиям, ко
торые пересекают образующие цилиндра 
под углом возмущения ¡л = arcsin (l/Mo,).
Каждая консоль при этом влияет в облас
ти, ограниченной винтовыми линиями, ис
ходящими из начала и конца бортовой 
хорды (рис. 13.4, а). На рис. 13.4, б, в уп
рощенно эта область показана как часть 
плоской поверхности, ограниченная линия
ми возмущения.

Если длина хвостовой части корпуса 
(от конца бортовой хорды до донного 
среза корпуса) достаточно большая
( l xb>(ttD/2) ]/ M l — 1) , то индуцируемая 
крылом на корпусе нормальная сила реализуется полностью. 
Для короткой хвостовой части ( ¿ хв<(гс0/2) — 1 )или в
случае LXB = 0 (рис. 13.4, в) коэффициенты интерференции кф и К<ш 
уменьшаются. При этом коэффициенты интерференции зависят не 
только от длины хвостовой части (LXB), но и от числа М », сужения кон
солей и параметра D. Ввиду того что при увеличении числа Мю, суже
ния консолей и диаметра корпуса (параметра D) протяженность зоны 
влияния консолей на корпус возрастает, для данной длины хвостовой 
части корпуса это приводит к уменьшению коэффициентов интерфе
ренции.

Следует иметь в виду, что влияние консолей распространяется по 
потоку на всю длину корпуса. При этом распределение индуциро
ванной силы по длине имеет периодический характер: непосредствен
но за консолями на первом «полушаге» винтовой линии эта сила по
ложительна, а на следующем полушаге, т. е. за отраженными от кор
пуса волнами, она отрицательна. Однако, ввиду того что по мере уда
ления от крыла индуцированная сила быстро убывает, особенно из-за 
влияния пограничного слоя, обычно ограничиваются рассмотрением 
индуцированной силы на первом полушаге.

Таким образом, с учетом влияния указанных факторов коэффи
циенты интерференции можно представить в следующем виде:

^кр = '̂кр.теор*’! хп.схм хнос > (13.9)

Я/2 Дл/мЧ

Рис. 13.4. Области вли
яния консолей на корпус



Здесь множитель Т7 учитывает влияние длины хвостовой части 
корпуса.

В формулах (13.10) и (13.11) при М«, < 1 для любой длины хво
стовой части корпуса, а также при ]№<*,> 1 для корпуса с достаточной
длинной хвостовой частью(^в >  (л/2 ) | / м ! — 1 )множитель ^ сле
дует принимать равным единице.

Расчетные формулы и вспомогательные графики для определения 
параметров , хп.с, хм, хнос, Р приведены в [18, 19].

Появляющиеся вследствие интерференции крыла и корпуса допол
нительные нормальные силы приводят также к смещению аэродина
мического фокуса. Смещение фокуса можно определить следующим 
образом. Коэффициент нормальной силы крыла, обусловленной углом 
атаки /СхаС^из.кр а , представим в виде суммы:

К а а С у  из .  кр  а  =  Су  из.кр® ~Ь ( ^ к р  1 )  С у  из .кр а  “Ь (Каа .  ^ и р )  ^ у  из .кр ®>

где второй и третий члены являются соответственно коэффициентами 
дополнительной нормальной силы консолей , вызванной влия
нием корпуса, и нормальной силы К ф .к р ,  индуцированной консоля
ми на корпусе.

Координату фокуса крыла с учетом интерференции между ним 
и корпусом можно определить, приравнивая момент равнодействую
щей нормальной силы сумме моментов ее составляющих:

Хр  =  [  х р  из. кр "Ь (^ к р  +  (^Со« ^ к р ) ^ ф , ]  » (13.12)

где хР из.кр — координата фокуса изолированного крыла (см. гл. 7— 
9); Хра, Хрф1 — координаты точек приложения дополнительных нор
мальных сил П р . ф ,  Г ф . к р ,  возникающих вследствие интерференции.

Точка приложения силы К к р .ф по сравнению с изолированным кры
лом расположена ближе к корпусу, что непосредственно следует из 
рис. 13.2. Расстояние по размаху между этой точкой и фокусом изо
лированного крыла, очевидно, зависит от параметра И. При 0  = 0 
оно равно нулю, при увеличении £) — возрастает. Однако при боль
ших значениях Б  (О >  0,2 -ь 0,3) дальнейшее увеличение параметра 
О приводит к уменьшению этого расстояния, так как при больших зна
чениях И распределение дополнительной нагрузки по размаху ста
новится более равномерным. Смещение точки приложения силы Ккр.ф 
по хорде зависит также от формы крыла в плане. Исследования по
казывают, что максимальное расстояние между указанными точками 
в долях полуразмаха консолей составляет ~3% [19].

Координата точки приложения нормальной силы К ф . к р , индуци
рованной консолями на корпусе хР$ , зависит прежде всего от длины 
хвостовой части (длины участка корпуса за крылом) и числа М». При 
увеличении ¿ хв и М«, фокус смещается назад, так как при этом про
тяженность зоны влияния консолей увеличивается.



§ 13.3. КОЭФФИЦИЕНТ ТОРМОЖЕНИЯ 
ПОТОКА

Формула (13.8) для комбинации «корпус- 
крыло» выведена в предположении, что ско
ростной напор перед крылом равен ско
ростному напору невозмущенного потока 
(q — <?оо)- В действительности при обтека
нии носовой части корпуса происходит 
торможение потока. Для того чтобы учесть 
влияние торможения на аэродинамические 
характеристики комбинации «корпус-кры
ло», введем коэффициент торможения 
kT =  qlqx , где q — среднее значение ско
ростного напора перед крылом. Учитывая, 
что q =  pv2/2 =  (k/2)pM.2 и q^— (&/2)/7<JYli[cM. формулу (3.69)], по
лучим kT = рМ2/(/?<*, mL).

При дозвуковых скоростях и малых углах атаки коэффициент 
торможения близок к единице. Однако в сверхзвуковом потоке коэф
фициент kT может существенно уменьшаться (feT < 1). Это объясняет
ся потерями полного давления в скачках уплотнения.

Получим формулы для определения коэффициента торможения 
для корпуса с конической носовой частью (рис. 13.5) при Моо> 1. 
Предположим, что при этом возникает присоединенный скачок уплот
нения. Давление за скачком уплотнения возрастает, а при переходе 
от конического к цилиндрическому участку корпуса происходит те
чение разрежения. При этом давление уменьшается и на достаточно 
большом расстоянии от начала цилиндрической части тела (более 
двух диаметров) приближенно можно принять, что р =  /?«>• Тогда 
коэффициент kT можно представить в виде

£Т= М 2/М1. (13.13)

Воспользуемся формулой для изэнтропических течений примени
тельно к потокам до скачка уплотнения и за ним: уо0)/роо=  (1 +  
+  0,2М1)3'5, рш/р = (1 + 0,2М2)3'5. Здесь р02 — давление торможе
ния за скачком уплотнения, a poi — давление изэнтропического тор
можения; М и  р — значения числа М и давления на цилиндрическом 
участке корпуса.

Далее, полагая р =  рх и введя коэффициент восстановления пол
ного давления а = рог/Рои имеем а =  [(1 +  0,2М2)/(1 +  0 ,2м 1)]3-5. 
Отсюда

М2 = 5 [(1 +  0,2mL) а0,286 — 1 ] .  (13.13')

В формуле (13.13') коэффициент а  зависит от произведения 
MooSinjJ. Угол полураствора конического скачка уплотнения р, в свою 
очередь, зависит от М«, и угла полураствора конуса (удлинения но
совой части) (см. § 10.1). Используя формулы (13.13) и (13.13'), полу

Рис. 13.5. С хема д л я  опре
деления коэффициента тор
можения носовой частью 
корпуса



чаем, что коэффициент торможения штока kT также является функ
цией числа М.» и Хное.

Определим качественно влияние этих параметров. Очевидно, что 
при увеличении Хнов (уменьшении угла бк) интенсивность скачка 
уплотнения уменьшается, а коэффициент а возрастает. При этом коэф
фициент kT также возрастает. При увеличении числа Mo» интенсивность 
скачка возрастает, коэффициент а уменьшается. При этом уменьша
ется также коэффициент торможения.

Если форма носовой части корпуса отличается от конической, то 
коэффициент торможения приближенно определяют по той же форму
ле (13.13), а число М — по формуле (13.13'), заменяя в ней носовую 
часть эквивалентным конусом, удлинение которого определяется из 
условия, что у заданной формы носовой части и конуса при данном 
числе М коэффициенты волнового сопротивления схвос одинаковы.

§  13.4. ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ МЕЖДУ КРЫЛОМ И ОПЕРЕНИЕМ.
СКОС ПОТОКА В ОБЛАСТИ ОПЕРЕНИЯ

При определении аэродинамических характеристик комбинации «кор- 
пус-крыло-оперение» необходимо учитывать не только интерферен
цию между корпусом и крылом, корпусом и оперением, но и влияние 
крыла на оперение. Наличие крыла вызывает скос потока в области 
консолей оперения. Это приводит к уменьшению угла атаки, а следо
вательно, и подъемной силы оперения.

Угол скоса потока е за крылом определяется по вертикальной со
ставляющей скорости, индуцируемой вихревой системой крыла: 
е =  Уу/Уоо. Ввиду того что вихревая пелена неустойчива и на некото
ром расстоянии от задней кромки крыла сворачивается в два вихревых 
ж гута, для приближенной оценки скоса потока в области оперения 
используется упрощенная модель вихревой системы в виде П-образ- 
ного вихря с постоянной интенсивностью, равной циркуляции ско
рости в корневом сечении (рис. 13.6). Для определения положения 
свободных вихрей (расстояния между ними /в) используем формулу 
Жуковского, согласно которой подъемную силу крыла можно пред
ставить в следующем виде:

Кроме того, при замене вихревой системы одним П-образным вих
рем имеем

= Poo v°° [ Г Ф  dz =  Р°о v°°1 J  Г (z ) dz .
(13.14)

О

Уа -- РоО̂СоГд/̂
Приравнивая правые части (13.14) и (13.15), получаем

(13.15)



Из формулы (13.16) следует, что относительная 
координата вихря гв зависит от закона изменения 
циркуляции по размаху крыла Г(2), что, в свою 
очередь, зависит от формы крыла в плане (удлине
ния, угла стреловидности, сужения) и числа М. 
Например, для эллиптического закона распределе
ния циркуляции Г(г)/Г0 = \/ 1 — г2 подформуле
(13.16) гв =  я/4 = 0,785.

Аналогично можно ввести упрощенную вихре
вую модель комбинации «корпус-крыло». В этом 
случае необходимо рассмотреть две пары П-образ- 
ных вихрей с постоянной интенсивностью, равной 
циркуляции скорости в бортовом сечении крыла 
(рис. 13.7). К аждая консоль заменяется присоеди
ненным и одним свободным вихрем, сбегающим с 
задней кромки. Наличие корпуса круглого сече
ния учитывается путем введения сопряженных вих
рей, проходящих внутри корпуса. Д ля того чтобы 
удовлетворить граничные условия на корпусе (ра
венство нулю нормальной составляющей скорос
ти), сопряженный свободный вихрь располагается 
на расстоянии Я*/г от оси корпуса. При этом нор
мальная составляющая скорости, индуцируемой на 
корпусе под действием внешних и сопряженных 
вихрей, равна нулю.

Введение упрощенной вихревой системы позво
ляет свести задачу определения скоса потока за 
крылом к расчету скорости, индуцированной П-об- 
разными вихрями. Рассмотрим скос потока от од
ного П-образного вихря в точке А, расположенной 
на оси х (рис. 13.8), в несжимаемом потоке.

Используя формулу Био — Савара (2.35), ско
рости скоса потока от присоединенного у й1 и  сво
бодного вихрей ьу2 можно представить в следую
щем виде:

Рис. 13.6. Упро
щенная ви хр евая  
модель кры ла

«1/1 =  П У К )]/  [ х У  \ + х 2)\

Рис. 13.7. У про
щенная ви хр евая  
модель ком би на
ции «корп ус-кры 
ло»

(13.17)

О у * = 1Т А « и )Ь  +  х 1 ( У  1 +  *2 ) ] ,  (13.18)

где”  — 2х/1ъ.
Суммарная скорость скоса потока юу =  иу1 +  vy2, а угол скоса 

потока е =  Тогда,подставляя сюда выражения (13.17) и (13.18), 
получаем
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Рис. 13.8. Схема 
д ля  определения 
скоса потока, вы
зываемого П-об- 
разным вихрем в 
несжимаемом по
токе

Рис. 13.9. Области
влияния П-образ- 
ного вихря в 
сверхзвуковом по
токе

Рис. 13.10. Схема для определения 
угла скоса потока в точках, рас
положенных выше плоскости кры
ла

при X -> ОО

е =  2Г0/(*/вОвв). (13.20)
Из формулы (13.19) следует, что скос потока слабо зависит от х 

и при достаточном удалении от крыла угол е мало отличается от угла 
скоса потока на бесконечности. Это объясняется тем, что влияние при
соединенных вихрей при удалении от крыла становится пренебрежи
мо малым, а свободные вихри при достаточном удалении от крыла при
ближенно можно считать двумерными. Например, для 2х11в >  2 
угол е отличается от значения при х ->оо менее чем на 6%. При эллип
тическом законе распределения циркуляции, когда 1В =  0,785, это 
наблюдается при х >  1,57 1/2. Здесь /— размах крыла.

В сверхзвуковом потоке величина угла скоса потока зависит от 
того, в какой области расположена рассматриваемая точка (рис. 13.9). 
Зона влияния левого свободного вихря ограничена конусом Маха, 
проведенным из точки А, а правого вихря — конусом Маха 
с вершиной в точке В. Тогда можно выделить три области влияния 
П-образного вихря. В области / влияния свободных вихрей не наблю
дается. В областях II  влияет только один из свободных вихрей, а 
в области III  скос потока определяется влиянием присоединенного 
и обоих свободных вихрей.

Рассмотрим скос потока в точке С, расположенной на оси в области 
III . На эту точку влияют присоединенный вихрь и отрезки А А и
BBi свободных вихрей =  о, х2 = x — (lB/2) V mL  — 1 ), попада
ющие внутрь конуса влияния с вершиной в точке С. Используя 
формулу для П-образного вихря в сверхзвуковом потоке [29],.».по
лучаем

е =  [2Г0/ « Ооо)] V 1 -  ( N & - \)/х\ (13.21)

Здесь х =  2х/1в. При х ->оо



Отсюда следует, что угол скоса потока при М«, > 1 для х  -*-оо 
совпадает с углом е в несжимаемом потоке (13.20). Таким образом, 
на большом расстоянии вниз по потоку сверхзвуковой П-образный 
вихрь образует поле вертикальных скосов, подобное полю, создавае
мому бесконечными вихрями в несжимаемом потоке.

Расчеты по формуле (13.21) показывают, что при
х / V  М1 — 1 >  2,5 угол е отличается от предельного значения
(13.22) не более чем на 8%.

Угол скоса потока е зависит также от координат у, г в поперечном 
сечении.

Для того чтобы определить влияние координаты у, рассмотрим 
скос потока в точке Г), расположенной выше плоскости кры ла 
(рис. 13.10). По формуле Био—Савара (2.37) скорость, индуцирован
ная в этой точке одним бесконечным вихрем, у1 =  Г0/2яг, где г =  
=  У ¥  -Н (/„/2)2. Тогда скорость скоса потока, вызываемая д вум я  
вихрями.Ур = (2Г0/2яг)соз9 = (Г0/пг2)/в/2, или иу =  (2Г0/я/в)/(1 +  у 2). 
Здесь у =  2у/1в. Используя эту формулу, получаем угол скоса пото
ка

Отсюда следует, что при удалении от плоскости крыла угол ско
са потока уменьшается.

При практических расчетах аэродинамических характеристик 
оперения обычно используется средний по размаху угол скоса потока 
еср — постоянный по размаху угол, вызывающий такое же уменьше
ние нормальной силы, которое получается с учетом изменения у гл а  
скоса потока по размаху оперения.

§ 13.S. КОЭФФИЦИЕНТЫ ИНТЕРФЕРЕНЦИИ 
МЕЖДУ КРЫ ЛОМ  И ОПЕРЕНИЕМ.
СРЕДНИЙ УГОЛ СКОСА 
И КОЭФФИЦИЕНТ ТОРМОЖЕНИЯ ПОТОКА

Интерференция между вихрями, сходящими с крыла, и оперением 
(задней несущей поверхностью) зависит от интенсивности и положения 
вихрей относительно оперения. Для фиксированного положения вихрей 
местная скорость скоса потока, а следовательно, и средний угол ско 
са потока на задней несущей поверхности пропорциональны интенсив
ности вихря (Г0). Тогда нормальная сила ДУ0п.кР, обусловленная 
интерференцией между крылом и оперением, пропорциональна про
изведению интенсивности вихрей и наклона кривой зависимости нор
мальной силы изолированного оперения от угла атаки YatíJа. Введем 
безразмерную интенсивность вихрей: Г 0 /(я1>оо/к .о п ) .  Здесь за х а р ак 
терную длину принята длина консолей оперения 1К.оп =  /оп — D- 
Тогда’' нормальная сила

где /оп — коэффициент интерференции между вихрями, сходящими

е = Vylvx  =  2Г0/(ис00/в)/(1 +  у2) . (13.23)

^^оп .кр  — ^Оп1-^о/('1'^оо^к.Оп)1 (13.24)



с крыла, и оперением; а  — 
угол атаки, рад.

Заметим, что знаки коэф
фициента /оп и нормальной 
силы ДГоп.кр совпадают. При 
положительных углах атаки 
крыла скос потока вызывает 
уменьшение нормальной силы 
оперения, т. е. ДКоп.кр < 0. 
При этом коэффициент интер
ференции также отрицателен
(*'оп ^  0 ).

Из формулы (13.24) следу
ет, что коэффициент интерфе
ренции /оп можно рассматри
вать как отношение двух без
размерных величин, одна из 
которых представляет собой 

отношение нормальных сил ДКоп.кр/Коп, а вторая — безразмерную 
интенсивность вихрей, сходящих с крыла (с передней несущей по
верхности):

*оп = = (А ^ о п .к р / П п )/ { Г о / [а д (/ 0„̂ -£ > )]} . (1 3 .2 5 )

Использование в формуле (13.25) отношения нормальных сил по
зволяет применить для определения коэффициента интерференции 
упрощенные методы, такие, как теория тонкого тела и др.

Простой метод вычисления коэффициента итерференции основан 
на использовании теории полос, согласно которой сечение задней не
сущей поверхности обтекается как сечение крыла бесконечного раз
маха под местным углом атаки (а — е).

Коэффициент гоп зависит от относительных координат вихря уа, 
гв в долях полуразмаха оперения, отношения диаметра корпуса к 
размаху Ооп =  О//0П, а также сужения консолей оперения. Для раз
личных значений параметра Ь оп и величин обратного сужгния консо
лей опгрения \/г]к.оп построена серия диаграмм /оп [19, 25]._

На рис. 13.11 приведена типичная диаграмма для 0 оп = 0,2; 
1/т̂ и.оп 0. Используя известные значения коэффициента интерфэ- 
ренции, можно вычислить нормальную силу оперения, вызываемую 
вихрями крыла. Д т я  этого рассмотрим упрощенную вихревую модель 
комбинации «крыло-корпус» с одним внешним вихрем на каждой кон
соли (см. рис. 13.7). Интенсивность вихря найдем, приравнивая нор
мальную силу консолей крыла с учетом влияния корпуса Ккон = 
=  &Кр^из.кр =  ¿крс^из.кра7*>5к нормальной силе тех же консолей, 
но вычисленной по теории несущей линии: Ккон =  рЛОс»Г02гв. Здесь 
2 В — координата вихря, отсчитываемая от борта корпуса. В резуль
тате

Го = К 9с'у Нз.КрУоЛ<*/(4гв). (13.25)

Рис. 13.11. Коэффициент интерференции 
м еж ду крылом и оперением в зависимо
сти от относительных координат вихря
Уй И 2в , 0 о п ” 0|2| Т]к.оп — 00



Подставим выражение (13.26) в формулу (13.24). Кроме того, в 
этой формуле У он — с̂ из.опОс̂ оо̂ к.оп. Тогда

Д ^ о п .н р  =  гоп̂ крс^из. к р С^ и з .о п  <?оо‘̂ к ^ к .о п а/,(^ :7г2в ^ к .о п )-  (13.27)

Используя формулу (13.27), найдем коэффициент нормальной
СИЛЫ ЛСуОп.кр =  А Г о п .к р / (?о о  ^ о ц ) ■

^ Су  ОП. кр =  10П^КРС^ ИЗ. кр ИЗ.Оп‘̂ 1'‘̂ И'ОПа//(4 'ГГ2В^К. оп )- ( 1 3 . 2 8 )

Здесь 5 К 0П = 5 к.оп/50п.
В инженерной практике для определения коэффициента нормаль

ной силы оперения, расположенного позади крыла, удобно пользо
ваться значением среднего угла скоса потока, вызываемого вихрями 
крыла. При этом формулы коэффициентов нормальной силы крыла 
и оперения имеют одинаковую структуру.

Представим СуОП в виде Су0п = (/СааС^из.кр)п (и еср)5 к.оп. 
При малых углах атаки ЕСр берос. Тогда Суоп == (^Сай^из.кр)п (1 
—е“р)5к.опа . Отсюда

ОП. кр  —  ( К а а  С у  и з .к р )п  е ср  а 5 к . о п . ( 1 3 . 2 9 )

Подставляя выражение (13.29) в формулу (13.28) для производной 
Еср, получаем

еСп 1 1_^_  { _5 /из.кр1 ккр1 (13.30)
СР 2к гв (кИ V лк Л  ^<шП

Здесь 2В = 2гв//К1 — относительная координата вихря, а индек
сы I и II — величины, относящиеся к крылу и оперению соответст
венно.

Коэффициент гоп в формуле (13.30) вычисляется при условии, что 
влияние вихря распространяется на всю площадь консолей оперения. 
Это справедливо при дозвуковых и околозвуковых скоростях. Одна
ко при Моо > 1 с увеличением числа М зона влияния вихря, ограни
ченная конусом Маха с вершиной в точке схода вихря с крыла, су
жается. Тогда при достаточно больших значениях числа М влияние 
вихря может распространиться не на всю поверхность оперения, а 
только на ее часть (рис. 13.12). При этом средний угол скоса потока 
уменьшается. Снижение угла еср (производной 8сР) при М«, > 1 по 
сравнению со значениями, полученными по 
формуле (13.30), приближенно можно 
учесть поправочным множителем пред
ставляющим собой отношение площади кон
соли, расположенной внутри конуса Маха, 
ко всей площади консоли оперения. Если
оперение полностью выходит из зоны рис т 2 _ Схема для 
влияния вихря (хе — 0 ) ,  угол скоса пото- определения множителя 
ка е = 0. ул



fi3 формулы (13.30) следует, что на угол скоса потока за крылом 
существенно влияет форма крыла в плане, а также число М. Влияние 
формы крыла в плане на величину е£р прежде всего определяется уд 
линением консолей крыла. При уменьшении Кк угол скоса потока уве
личивается.

Чем больше относительная координата свободных вихрей zB, т. е. 
чем ближе к концам консолей расположены свободные вихри, тем 
меньше скос потока. Выше, в § 13.4 показано, что координата zB, в 
свою очередь, зависит от закона распределения циркуляций по_раз- 
маху, т. е. от формы крыла в плане. От координат вихря ув, zB 
(см. рис. 13.11) зависит также коэффициент интерференции г'оп.

Из формулы (13.30) следует также, что угол скоса потока при за
данном угле атаки крыла е* зависит от производной Сут .кР. Вели
чина 4из.кР определяется формой крыла в плане и является функ
цией числа М. При дозвуковых скоростях (Моо< Мкр) с увеличением 
числа Моо производная с у из.кр возрастает. При этом увеличивается и 
скос потока. При сверхзвуковых скоростях с ростом числа М«, произ
водная сау из.кр. а следовательно, и угол скоса потока е“Р уменьша
ются.

При определении аэродинамических характеристик оперения кро
ме скоса потока необходимо учитывать также торможение потока 
как носовой частью корпуса, так и крыльями, расположенными 
перед оперением.

Коэффициент торможения

kT =  qiq00 =  K K '  (13.31)
где kT — коэффициент торможения потока, вызываемого носовой 
частью корпуса (13.13), а &т — коэффициент торможения, связанного 
с обтеканием крыльев.

Коэффициент kr зависит от числа М. При дозвуковых скоростях 
и малых углах  атаки коэффициент kT близок к единице (kr ж  0,98 Ч- 
-г- 0,95). В сверхзвуковом потоке с увеличением числа М. коэффициент 
kr уменьшается (торможение усиливается). Причиной торможения 
потока в сверхзвуковом потоке являются потери полного давления в 
скачках уплотнения, возникающих при обтекании крыла. Степень 
торможения потока зависит также от расстояния между крылом и 
оперением и отношения площадей S on/SKp. При увеличении рас
стояния между несущими поверхностями и отношения площадей 
S on/5Kp коэффициент торможения k"T возрастает (торможение умень
шается).

Следует отметить, что характер распределений угла скоса потока, 
а также коэффициента торможения k\ за крылом зависит от многих 
факторов, прежде всего от компоновки летательного аппарата, чис
ла М со и угла атаки. Поэтому на практике для определения этих ве
личин с учетом особенностей компоновки аппарата в большинстве 
случаев пользуются данными экспериментальных исследований.



§ 13.6. НОРМАЛЬНАЯ СИЛА Х-ОБРАЗНЫХ  
КРЫ ЛЬЕВ

При определении коэффициента нормальной си
лы х-образных крыльев (рис. 13.13) прежде все
го необходимо учитывать, что угол атаки каж 
дого крыла х-образной схемы меньше угла ата
ки горизонтального крыла а .  Легко показать, 
что а х =  асоэф. Кроме того, нужно рассмотреть рис. 13.13 . Схема для 
изменения истинного угла атаки вследствие определения нормаль- 
взаимного влияния крыльев друг на друга. ной силы х-образных

Очевидно, что нормальная сила +  -образных к Р ы л ь е в  
крыльев равна нормальной силе одного гори
зонтального крыла (Киз.кр)+ =  ^из.кР; или, учитывая, что в качестве 
характерной площади принимается площадь двух  консолей, то 
( ¿ - ¿ / И 3 . к р ) +  =  С у и з . к р -

Рассмотрим х-образные крылья. Если предположить, что взаим
ное влияние между крыльями 1 и 2 отсутствует, то нормальные силы 
крыльев 1 и 2 при малых углах а  в соответствии с изменением угла 
атаки по сравнению с горизонтальным крылом равны: =  Y2 ~  
= Yиз.кр соэФ. Проецируя силы Y t и К2 на ось у, получаем Yx — 
=  2FH3.Kpcos^ . Отсюда

Yх I ^из кр = 2 cos2о|). (13.32)
Если <]> = 45°, т. е. плоскости крыльев взаимно перпендикуляр

ны, то скос потока, вызываемый каждым из крыльев, направлен па
раллельно плоскости другого крыла. При этом истинные углы атаки 
крыльев не изменяются. Поэтому нормальную силу х-образного кры
ла можно находить по формуле (13.32). Подставляя в нее ф =  45°, 
получаем Yх =  Гиз.Кр , т. е. х -образные крылья с взаимно перпен
дикулярными плоскостями, так  же как +-образные крылья, создают 
такую же нормальную силу, как  аналогичные горизонтальные крылья:

(^из.кр)ж = ^из.ьр и (с^из.кр)ж =  сг/из. кр •

Найдем производную ^.Предположим, что крылья 1 и 2 при а  =  О 
отклонены на малый угол б. Тогда при прочих равных условиях 
Y t = Y2 =  Уиз.кр • Проецируя силы Y t и У2 на направление оси у, 
получаем Yx =  2ГИз.Кр cos^. При ф = 45° Yx =  Г из.кр V 2 .  От
сюда (с у из.кр)х=  сьу из.кр . т. е. производная Су у  х-образного кры
ла в ~Y2 раз больше, чем у  аналогичного горизонтального крыла. 
В случае - f -образной схемы (4 из.кр)+ =  с̂ из.кр •

Отметим, что при малых углах а  в случае летательного аппарата 
с одинаковой поперечной ориентировкой консолей крыла и оперения 
(схемы «+ + »  или «хх») угол скоса потока, вызываемый крылом в 
области оперения, а следовательно, и нормальная сила задней несу
щей поверхности будут такими же, как в аналогичной схеме с гори
зонтальным расположением крыла и оперения.



§ 13.7. П РОИ ЗВОДН А Я КОЭФФИЦИЕНТА  
НОРМАЛЬНОЙ И ПОДЪЕМНОЙ СИЛЫ  
ЛЕТАТЕЛЬНОГО АППАРАТА ПО УГЛУ АТАКИ

Д ля определения коэффициента нормальной силы летательного аппа
рата (ЛА) необходимо найти значения коэффициентов су изолирован
ных частей (корпуса, крыла, оперения) и привести их к характерной 
площади ЛА. Д ля крылатого ЛА за характерную площадь S  обычно 
принимают площадь крыла в плане с подфюзеляжной частью, а для 
бескрылых ЛА — площадь миделя корпуса. Затем необходимо учесть 
интерференцию между корпусом и крылом, корпусом и оперением. 
Например, для схемы оса ввести коэффициент интерференции Кт  
и коэффициент торможения потока корпусом kT. В случае крылатого 
ЛА необходимо учесть также интерференцию между передними и 
задними несущими поверхностями — скос и торможение потока, вы
зываемые в области оперения впереди расположенным крылом (е*, 
AjT).

Составим общее выражение для определения производной коэф
фициента нормальной силы применительно к крылатому ЛА для 
случая схемы а а . При этом предположим, что рули находятся в нейт
ральном положении (6 =  0).

В соответствии с принятыми выше обозначениями

С у  ЛА =  С у ф Б ф  -|- (  k ¡ K . a a  С у  из. кр <SK) Kp -f-

-f- [ kT k-tKaa ¿I из.кр S H ( 1 ---£*) ]on > (13.33)

где Бф =  Бф/Б, S K =  S K/S, a индексы «кр» и «оп» означают, что ве
личины Каа, S K, Су„з.кр берутся для крыла и оперения соответст
венно.

Найдем производную коэффициента подъемной силы ЛА саулп\- 
Д ля этого достаточно воспользоваться формулой перехода от связан
ной к скоростной системе осей координат с а = с cosa — сх sin a . 
При малых углах атаки, принимая c o s a »  1, sin a «  a°/57,3, cx да
~  CXQ,

°уаЛА — СуЛA cxo/57,3, (13.34)

где cx0 — коэффициент сопротивления ЛА при a  =  0; Су&, cl — про
изводные по угл у  атаки, град.

Из формул (13.33) и (13.34) следует, что производные саи л а  и сауаЛА 

зависят от величин сау корпуса, крыла и оперения, а также от отно
шения площадей: S í(  (S K)Kp, (S K)on.

Для большинства крылатых летательных аппаратов (с небольшим 
значением S<j,) доля корпуса и оперения в подъемной силе аппарата 
существенно меньше, чем доля крыла. Подъемная сила таких аппара
тов определяется в основном крылом и зависит от формы крыла в 
плане и площади консолей S K. В связи с этим характер зависимости



производной Су от числа М«, для аппарата в целом такж е мало отли
чается от характера зависимости слу(М«,) для крыла.

Для бескрылых летательных аппаратов (5Ф = 1) значение произ
водной Су и характер ее зависимости от числа М определяются в ос
новном характеристиками корпуса.

§ 13.8. ВЛИЯНИЕ ОТКЛОНЕНИЯ РУЛЕВЫХ  
ПОВЕРХНОСТЕЙ НА НОРМАЛЬНУЮ СИЛУ ОПЕРЕНИЯ. 
ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ЭФФЕКТИВНОСТЬ РУЛЕЙ

Выражение (13.33) составлено для определения производной коэффи
циента нормальной силы летательного аппарата при нейтральном по
ложении рулей (б =  0). Рассмотрим более общий случай, когда 
б Ф  0.

Относительная эффективность рулей. При малых угл ах  атаки 
и отклонении рулей коэффициент нормальной силы изолированного 
оперения можно представить в виде

с у  =  °1а +  С1Ь< и л и  с у  = С1 (а1+ п8)> (13.35)

где п =  с у! Су — относительная эффективность рулей, которую мож
но принимать как отношение нормальной силы, вызываемой откло
нением рулей на один градус, к нормальной силе, вызываемой изме
нением угла установки оперения относительно корпуса на т у  ж е ве
личину.

Из формулы (13.35) следует, что отклонение рулей на угол б экви
валентно изменению угла установки консолей относительно корпуса 
на угол Дер = п8. Относительная эффективность зависит от типа 
рулей, отношения площади руля к площади всей несущей поверх
ности оперения, а также от числа М.

На современных летательных аппаратах наиболее часто применя
ются рули типа поворотных консолей крыла или оперения (рис. 13.14). 
Эти рули оказываются достаточно эффективными в широком диапа
зоне чисел М, так как поворот руля на угол б приводит при угл е  стре
ловидности оси вращения ^  =  0 к такому же изменению угл а  атаки 
консолей Дер =  б, а в общем случае, когда х р Ф  0, угол атаки  кон
солей изменяется на величину Д<р =  бсоэ^р. Здесь х р — угол стре
ловидности оси вращения рулей. Некоторое снижение относительной 
эффективности рулей происходит за счет влияния щелей м еж ду кон
солями и поверхностью корпуса, так как перетекание воздуха через 
щели вызывает уменьшение нормальной силы консолей. Влияние ще
лей на относительную эффективность рулей, очевидно, наблюда
ется больше при М00< 1, в меньшей степени при М00> 1. Это влияние 
учитывается коэффициентом /гщ< 1. Тогда в рассматриваемом случае
п  —  Су!Су —  /¿щСОЭ'/р.

На летательных аппаратах, предназначенных для полета с дозву
ковыми скоростями, наиболее часто применяются рули, расположенные 
вдоль задней кромки стабилизатора (рис. 13.15). При малых ско



ростях (Моо< Мкр) отклонение такого руля 
вызывает изменение распределения давления 
не только на руле, но и на расположенной 
впереди поверхности стабилизатора. Поэтому 
отклонение руля вызывает увеличение нор
мальной силы по всей поверхности оперения, 
что обеспечивает достаточно высокую эффек
тивность рулей. При околозвуковых скорос
тях (Мкр < Моо< 1), когда на поверхности ста
билизатора перед рулем возникают местные 
скачки уплотнения, при отклонении рулей 
распределение давления на части поверхнос
ти стабилизатора, расположенной перед мест
ными скачками уплотнения, не изменяется. 
Поэтому нормальная сила оперения при от
клонении рулей увеличивается сравнительно 
мало. При больших числах М«,, когда перед
няя кромка руля становится сверхзвуковой, 
возмущение, вызываемое отклонением ру
лей, вперед не распространяется. При этом 
дополнительная нормальная сила возникает 
только на рулях. В результате их относи
тельная эффективность резко уменьшается. 
Этим объясняется широкое применение на 
современных летательных аппаратах пол
ностью поворотных консолей оперения, дос

таточно эффективных при всех числах М.
Производная с\. Рассмотрим комбинацию «корпус-поворотное 

крыло». Предположим, что угол атаки корпуса а  = 0, а консоли 
крыла отклонены на угол б, т. е. угол установки консолей относитель
но оси корпуса ф = пб. При этом Уф =  0, нормальная сила консолей 
близка нормальной силе изолированных крыльев Ккр.ф «  0, а 
Уф.кр Ф  0. Тогда, введя по аналогии с коэффициентом Кт  коэффи
циент интерференции крыла и корпуса Кю =  (Уиз.кр +  Уф ■ Кр }1У из.кр» 
обусловленный отклонением рулей на угол б при а  =  0, нормальную 
силу комбинации «корпус-поворотное крыло» можно представить в 
следующем виде:

(^ к .ф )б о  =  ^ и з - к р ^ г о  “  Су  и з . к р ^ о о - * к -

Отсюда, представляя (Кк.ф)го =  (с))К.ф)оо9°°5, получаем

(С У к.ф)с0 ~  Су из. кр ^ £ 0  п Ь̂-г$к-

В общем случае при а  Ф  0 и б Ф  О

Су  К.ф ~  Су  ф а  5 ф  4 “ &т / (а я  Су  из. кр а ^ к  "Ь Су  и з .кр  л 8 5 к .

Найдем производную коэффициента нормальной силы по’ углу 
отклонения рулей:

Рис. 13.14. Рули типа 
поворотного оперения

Рис. 13.15. Рули, распо
ложенные вдоль задней 
кромки стабилизатора:
1 — стабилизатор; 2 — руль; 
3 — ось вращ ения руля



Здесь коэффициент интерференции /Сео в основном зависит от от
ношения D/1 и от сужения консолей [19].

§ 13.9. КОЭФФИЦИЕНТ ЛОБОВОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ  
ЛЕТАТЕЛЬНОГО АППАРАТА

Сопротивление летательного аппарата определяется в виде суммы 
сопротивлений его частей — крыла, корпуса, оперения — с учетом 
интерференции между ними.

При дозвуковых и умеренных сверхзвуковых скоростях 4)
коэффициент сопротивления летательного аппарата можно предста
вить в виде суммы коэффициента сопротивления сх0 при суа =  0 и 
коэффициента индуктивного сопротивления cxai, возникающего при
с у& Ф  О-

Сх а  Схо  -f- (13.37)

Коэффициент сопротивления при отсутствии подъемной силы .
В общем случае сопротивление летательного аппарата при нулевой 
подъемной силе отличается от суммы соответствующих сопротивле
ний его частей на величину, обусловленную интерференцией частей 
аппарата.

При определении коэффициента сх0 коэффициенты изолированных 
частей аппарата необходимо привести к единой характерной площади 
5  и учесть интерференцию частей аппарата, проявляющуюся прежде 
всего в торможении потока в области крыла и оперения. Кроме того, 
в местах сочленения крыла и корпуса происходит утолщение погранич
ного слоя. При этом на тех участках поверхности, где имеется поло
жительный градиент давления, создаются условия, благоприятствую
щие отрыву потока. Это приводит к увеличению сопротивления ле
тательного аппарата.

Для предотвращения преждевременного отрыва потока в местах 
сочленения крыла и корпуса обычно устанавливают профилирован
ные поверхности («зализы»).

Экспериментальные исследования показы
вают, что сопротивление летательного аппа
рата в области околозвуковых скоростей мож
но уменьшить, применяя при компоновке ком
бинации «корпус-крыло» правило площадей 
(рис. 13.16). Согласно этому правилу, волно
вое сопротивление комбинации «корпус-кры
ло» равно сопротивлению эквивалентного те
ла вращения, у которого распределение пло
щадей поперечного сечения по оси корпуса 
совпадает с распределением площадей попе
речных сечений комбинации «корпус-крыло»
(рис. 13.16,6). В соответствии с прави
лом площадей корпус летательного аппа-

Рис. 13.16. Применение 
правила площадей: 
а  — исходная ко м б и н ац и я  
скорпус-кры ло»; б  — э кв и 
валентное тело с н ап л ы во м ; 
в  — корпус с п о д ж ати е м  в 
зоне расположения кр ы л а



рата в зоне расположения крыла должен иметь поджатие (рис. 
13.16, в).

Комбинация «корпус-крыло», спроектированная по правилу пло
щадей, по сравнению с исходной комбинацией в трансзвуковом диа
пазоне скоростей (0,9 < М«, < 1,4) имеет меньшее волновое сопротив
ление.

Таким образом, интерференция может привести как к увеличению, 
т а к  и к уменьшению сопротивления, т. е. при удачной компоновке 
вместо вредной можно получить положительную интерференцию.

Приведем еще один пример положительной интерференции. Рас
смотрим взаимодействие крыла с телом вращения, размещенным под 
ним, например с гондолой двигателя. В сверхзвуковом потоке от 
носка тела отходит скачок уплотнения. Если при заданном числе М 
и соответствующем взаимном расположении крыла и тела скачок уп
лотнения попадает на нижнюю поверхность крыла за линией его мак
симальной толщины, то на этом участке нижней поверхности давле
ние повышается, что приводит к уменьшению волнового сопротивле
ния крыла. Этот пример показывает, что влияние интерференции на 
коэффициент сх0 зависит от компоновки летательного аппарата и долж
но рассматриваться применительно к конкретной компоновке.

В том случае, когда на летательном аппарате используются про
стые геометрические формы корпусов, а крылья устанавливаются на 
цилиндрических участках поверхности по схеме среднеплана, интер
ференция сравнительно мала и в основном сводится к торможению 
потока в области крыла и оперения.

Суммарный коэффициент сопротивления летательного аппарата 
при нулевой подъемной силе можно представить в следующем виде:

^х0 ~  А- (Сдсоф^ф -f- krCxo к р  2  *->к "Ь ^тС*о 0п 2  ̂ к .о п  > (13.38)

где сж0ф, са0кр, сх0ои — коэффициенты изолированных частей лета
тельного аппарата [корпуса (фюзеляжа), крыла, оперения];
2 S K, 2 S K.on— отношения площади миделя корпуса (фюзеляжа), 
суммарной площади всех консолей крыльев и оперения к характер
ной площади; kT, kr — соответственно коэффициенты торможения 
потока корпусом и крылом; А — поправочный множитель на неуч
тенные сопротивления, который обычно принимают А = 1,05 ч- 1,10.

Определение входящих в формулу (13.38) коэффициентов сх0кр, 
схооп и схоф рассмотрено в гл. 9, 10, 12.

Из формулы (13.38) следует, что коэффициент сх0 летательного 
аппарата существенно зависит от отношения площадей и S K. Для 
крылатого летательного аппарата с увеличением площади крыла от
ношение 5ф уменьшается. Доля коэффициента сопротивления корпу
са при этом также становится меньше.

Коэффициент индуктивного сопротивления. Индуктивное сопро
тивление летательного аппарата можно представить в виде суммы 
индуктивных сопротивлений его частей. Тогда коэффициент индук
тивного сопротивления будет равен сумме коэффициентов индуктивного



со п р о ти вл ен и я  и зо л и р о ван н о го  к о р п у с а , п р и вед ен н о го  к  х а р а к 
терн ой  п лощ ади  л е тат е л ь н о го  а п п а р а т а  сха18 ф, коэф ф ициента и н д у к 
ти вн о го  с о п р о ти вл ен и я  к р ы л а  (п ередн ей  н е с у щ ей  п о в е р х н о с ти ), п о л у 
чен ного  с уч ето м  интерф еренции м е ж д у  к р ы л о м  и к о р п усо м  и при
веден н ого  к  х а р а к т е р н о й  площ ади  л е т а т е л ь н о г о  а п п а р а т а  k.TCx a i K p S Ky  
о п ер ен и я (зад н ей  н есущ ей  п о вер х н о сти ), вы ч и сл ен н о го  с  у ч е т о м  и н 
терф еренции м е ж д у  оперен ием  и к о р п у с о м , а т а к ж е  м е ж д у  к р ы л о м  и 
ОПереНИеМ *^к.оп •

х̂аI =  ж̂агФ̂ Ф т̂Сжа к̂р к̂ “Ь ^tJ^t Cxai оп^к-оп- (13.39)
При сверхзвуковых передних кромках (Мос> 1 /cocyj индуктив

ное сопротивление крыла (оперения) равно проекции нормальной 
силы на направление скорости невозмущенного потока: X ai = F s in a , 
или при малых углах атаки X ai =  Ка°/57,3. Тогда cxai =  cva°/57,3.

При дозвуковых скоростях и дозвуковых передних кромках (М00<
< 1/cosy) необходимо учитывать также подсасывающую силу. В этом 
случае cxai =  суа°/57,3 — cF , где cF — коэффициент подсасывающей 
силы (см. гл. 9).

Как показывают экспериментальные исследования, теоретическое 
значение подсасывающей силы на практике реализуется неполностью. 
Это особенно заметно при сравнительно больших углах атаки, при ко
торых в окрестности передней кромки происходит местный отрыв 
потока. В результате этого дальнейший рост разрежения в области 
передней кромки прекращается. Уменьшение коэффициента подса
сывающей силы по сравнению с теоретическим значением можно 
учесть коэффициентом реализации подсасывающей силы 5. Тогда

Коэффициент I кроме угла атаки существенно зависит от у гл а  
стреловидности и числа Мм. Кривые для определения величин сР и 
£ приведены в [18, 19]. На крыле с заостренной передней кромкой 
подсасывающая сила практически не реализуется (£ = 0, Ср =  0).

Отметим, что в выражении (13.40) коэффициент су должен быть 
вычислен с учетом влияния корпуса, т. е. су =  £крс*из Кр 05•

В соответствии с вышеизложенным формулу (13.39) применитель
но к случаю а а ,  т. е. когда рули не отклонены (6 =  0), можно пред
ставить в следующем виде: 

а) при 1 /сое х

(13.40)

(13.41)

б) при 1/cosx

С ха i ~  ^ха!Ф^Ф “Ь Су из. кр 5 7 ,3 \с р  (  Су из.кр ^кр) ]кр ^ tS k<x.̂ I5 7 ,3  -f-



Здесь сха1ф — коэффициент индуктивного сопротивления корпу
с а  (10.51). Последний член в формулах (13.41) и (13.42) относится к 
оперению, расположенному за крылом.

У сверхзвуковых летательных аппаратов обычно крылья и опере
ния имеют острые передние кромки. Поэтому подсасывающая сила 
на них практически отсутствует (5== 0, ср =  0). Подсасывающая си
л а  корпуса (фюзеляжа) составляет незначительную долю по сравне
нию с полным сопротивлением аппарата. Поэтому при приближенных 
расчетах ею можно пренебречь и определять коэффициент сжагф по 
формуле (10.51) при С = 0:

Подставляя в формулы (13.41) и (13.42) выражение (13.43) и при
нимая в формуле (13.42) \ =  0, а также учитывая выражение (13.33), 
д л я  аппарата в целом получаем

Таким образом, приближенно при указанных выше условиях 
индуктивное сопротивление летательного аппарата можно рассматри
вать как проекцию нормальной силы на направление

Этой упрощенной формулой приближенно можно пользоваться и 
при отклоненных рулях (б Ф  0) для таких летательных аппаратов, 
у  которых подъемная сила при отклонении рулей изменяется мало, 
т . е. когда индуктивным сопротивлением, вызываемым отклонением 
рулей, можно пренебречь.

Из выражений (13.41) и (13.42) следует, что коэффициент 
пропорционален а 2. Заменим в этих выражениях угол атаки на коэф
фициент подъемной силы су&: а  =  су&1сауд,. Тогда при малых углах ата
ки коэффициент индуктивного сопротивления можно представить 
в  виде

где множитель В не зависит от суа и характеризует степень изменения 
сопротивления аппарата по углам атаки. Из структуры формул (13.41) 
и (13.42) ясно, что множитель В существенно зависит от числа М и 
геометрических параметров летательного аппарата. Без учета подса
сывающей силы 5 =  1/57,Зс̂ а или 5 =  1/с^а (здесь а  — в рад). 
Отсюда, в частности, следует, что при уменьшении удлинения и уве
личении угла стреловидности в соответствии с изменением сауа множи
тель В возрастает как  при дозвуковых, так и сверхзвуковых скоро
стях; для крылатых летательных аппаратов увеличение числа М при 
сверхзвуковых скоростях приводит к существенному увеличению 
коэффициента В.

Используя выражения (13.37) и (13.45), представим уравнение 
поляры летательного аппарата, т. е. зависимости коэффициента со
противления сха от коэффициента подъемной силы суа при заданном 
значении числа М, в виде

с ха1ф  — с 1ф а2/57,3. (13.43)

= с*яг/57,3, или сх1 =  суа/57,3. (13.44)

(13.45)



При различных значениях числа М«, получим семейство поляр 
летательного аппарата:

сха =  f (суа, М«).

Важнейшими характеристиками летательного аппарата являются 
аэродинамическое качество К  =  cyJ c x& и максимальное значение 
аэродинамического качества при фиксированном значении числа М«,. 
Повышение максимального аэродинамического качества составляет 
одну из основных задач аэродинамической компоновки многих ле
тательных аппаратов.

Поскольку с изменением угла атаки изменяются коэффициенты 
суа и с*а> т0 от Угла атаки зависит и аэродинамическое качество. При 
некотором угле атаки, называемом наивыгоднейшим углом а наив> 
аэродинамическое качество имеет максимальное значение. Ввиду того 
ЧТО К  =  CyJ{cx0 +  В С у а ) ,  из условия, ЧТО П р и  к  =  Кшах. Т . е. 
dK/dCya =  0, находим Всуя НаиВ = см . Здесь cyaHa„B — значение 
Су& при к  — Ллпах- ОтСЮ ДЭ ВИДНО, ЧТО П р и  К  =  /Стах Коэффициент 
индуктивного сопротивления равен коэффициенту сопротивления при 
Суа 0, а Су а  н аи в = \^сх0/В.

Подставляя значение суанайв в выражение дл я качества, получа
ем

/Спи* = 1/(2 У ^ Т ) .  (13.47)

Отсюда следует, что величина Ктах определяется значениями коэф
фициентов сх0 и В, т. е. зависит от числа М ,̂ и формы аппарата и его 
частей. Максимальное аэродинамическое качество тем больше, чем 
меньше коэффициенты схо ^ В-

§ 13.10. МОМЕНТ ТАНГАЖА ЛЕТАТЕЛЬНОГО 
АППАРАТА

Коэффициент момента тангажа. Момент тангажа Мг — момент аэро
динамических сил относительно поперечной оси Oz летательного ап
парата, проходящей через его центр масс. Коэффициент момента тан
гажа т г = Mz/(q„cSL), где L — характерный линейный размер ап
парата. Для крылатых летательных аппаратов в качестве L обычно 
используют среднюю аэродинамическую хорду крыла (см. § 7.8).

Коэффициент момента т г зависит от компоновки и формы частей 
летательного аппарата, от числа угла атаки а  и углов отклонения 
органов управления б. Кроме того, на коэффициент т г влияет угло
вая скорость летательного аппарата сог, а в случае неустановившего- 
ся движения могут оказать существенное влияние скорости изменения
углов атаки а  и отклонения рулей б во времени. В общем случае эти 
зависимости имеют сложный нелинейный характер. Однако при ма
лых значениях параметров (а, б, а ,  8) коэффициент т г можно пред
ставить в виде линейной функции:



т г =  т г о +  т а .  +  т Ь  +  т “2ш2 +  т * а  +  т *  3, (13.48)

где т 20 — коэффициент момента при а  = б =  к>г = а  = б =  0;

<ог, а ,  б — безразмерные величины, получающиеся из соответствую
щих размерных величин умножением на отношение характерного 
линейного размера Ь к скорости и«, (3.72).

Производные гп2, т г обычно называют статическими, а т%г, 

т аг, т г — вращательными производными коэффициента момента т 1.

Величины т 10, гпг, т г, т™*, т аг, т г зависят от формы и компоно
вочной схемы летательного аппарата и от числаМ. Типичный характер 
зависимости коэффициента т г от углов а  и б приведен на рис. 13.17. 
На этом графике точки на оси а ,  в которых т г =  0, соответствуют 
состоянию статического равновесия, т. е. балансировки летательного 
аппарата. Каждому углу отклонения рулей б соответствует свой ба
лансировочный угол атаки а бал.

Понятия о фокусе и степени продольной статической устойчиво
сти летательного аппарата. Рассмотрим установившееся движение 
летательного аппарата при малых углах атаки а  и отклонении орга
нов управления б.

В этом случае для определения моментных характеристик аппара
та удобно ввести понятие об аэродинамическом фокусе. При этом обыч
но рассматриваются отдельно фокус по углу атаки хРа и фокус по от
клонению органов управления л:«.

Фокусом по углу атаки  называется точка на продольной оси лета
тельного аппарата, обладающая тем свойством, что при закреплен
ных органах управления момент относительно оси Ог, проходящей 
через эту точку, не зависит от угла атаки.

Аналогично можно ввести понятие о фокусе по отклонению орга
нов управления. Момент относительно оси Ог, проходящей через эту 
точку, не зависит от угла отклонения органов управления.

Понятиям о фокусах можно дать и другую трактовку. Для этого 
представим нормальную силу аппарата при малых углах атаки и 
углах отклонения органов управления в виде суммы трех составляю-

У = У0 +  Ува +  К58. (13.49)

Тогда из определения фокусов сле
дует, что фокус по углу атаки можно 
трактовать как точку приложения со
ставляющей нормальной силы, пропор
циональной углу атаки, т. е. силы У“а, 
а фокус по отклонению органов управ
ления — как точку приложения состав
ляющей нормальной силы, зависящей 
от угла б, т. е. силы У6 б.

щих:

Рис. 13.17. Зависимость 
коэффициента момента тан
гаж а от углов а  и б



Отсюда также следует, что в общем случае ни один из фокусов не 
совпадает с центром давления — точкой приложения всей нормаль
ной силы. В частном случае для симметричного относительно плоско
сти хОг аппарата (К0 = 0) при 8 =  0 нормальная сила У  =  У“, центр 
давления совпадает с фокусом по углу атаки, а при а  =  0, У =  У& 8 
центр давления совпадает с фокусом по отклонению органов управ
ления.

Следует отметить, что понятия о фокусах применимы только в тех 
диапазонах углов а  и б, в которых зависмости коэффициентов су и 
т 2 от а  и б линейны. При больших углах а  и б эти понятия не дей
ствительны.

Используя понятия фокусов, легко составить выражения момента 
и коэффициента момента тангажа относительно оси, проходящей через 
центр масс:

где хТ — координата центра масс летательного аппарата; хт, Хра , 
Хрь — относительные координаты в долях характерного линейного 
размера (л; =  х/Ц.

Отсюда легко найти производные т “ и т*:

Знак производной пг1 при а  =  а бал определяет характер равнове
сия летательного аппарата. Если при а  = а бал производная т *  < 0, 
то при увеличении или уменьшении угла атаки на малую величину 
Дос(а §  а бэл ) возн кает стабилизирующий момент Апгг =  т *  Д а, 
стремящийся возвратить аппарат в положение равновесия. В этом 
случае летательный ап па р ат  называется статически устойчивый.

Если т г >  0, то летательный аппарат статически неустойчив, 
так как при изменении угла атаки в любую сторону от положения рав
новесия возникает момент, направленный в ту же сторону, т. е. уво
дящий аппарат от положения равновесия. В случае т *  =  0 при малом 
отклонении угла атаки от балансировочного не возникает момента 
Дтгг =  0 и летательный аппарат называется нейтральным.

Производная т*2 характеризует степень продольной статической 
устойчивости. Ввиду того что при малых а  функции т г (а) и су(а) 
линейны, то, очевидно, существует линейная зависимость и между 
коэффициентами т г и су. Тогда для оценки степени продольной ста
тической устойчивости летательного аппарата можно пользоваться
также производной т / .  Из выражения (13.51) следует, что

и
М.г =  М 20 +  У“ а (хТ — Хра) +  К5 8 (хТ — Хре) 

т,  = т г0 + с“а (хт — хЛ ) +  с у Ъ (хТ — хп ) . (13.50)

Ш г  —  С у  ( х т  Х р а )  ,

П1г =  су {хТ — хп ) .

(13.51)

(13.52)



Величину trig принято называть запасом продольной статической 
устойчивости летательного аппарата. Он зависит от взаимного рас
положения его центра масс и фокуса.

Из формул (13.51) и (13.53) ясно, что для устойчивого летательно
го аппарата ( т а2 < 0, т /  < 0) фокус должен быть расположен позади 
его центра масс.

Желаемой степени статической устойчивости можно добиться пу
тем изменения положения фокуса и центра масс, т. е. соответствующей 
аэродинамической и внутренней компоновкой летательного аппарата.

Определение положения ф окуса летательного аппарата. Коорди
нату фокуса летательного аппарата по углу атаки, измеренную от 
носка корпуса, можно определить из условия равенства момента нор
мальной силы аппарата сумме моментов нормальных сил частей ле
тательного аппарата с учетом интерференции между ними. При этом 
полагаем, что органы управления не отклонены (б = 0). Например, 
для крылатого летательного аппарата обычной схемы из уравнения 
моментов получим:

xFa =  (1 у) [ ( kT CySKxFrj) Kp -j- ( kr kT с ^ кл;/?с)оп] i (13.54)

где с уф, хРф — производная коэффициента нормальной силы и коор
дината фокуса корпуса (см. § 10.4); с1кр, Xf«kP — производная коэф
фициента нормальной силы и координата фокуса крыла, определяе
мые с учетом интерференции между крылом и корпусом (см. § 13.2); 
Су — производная коэффициента нормальной силы аппарата (13.33); 
с£оп» xFa.on — производная коэффициента нормальной силы и коорди
ната фокуса оперения, найденные с учетом интерференции между кон
солями оперения и корпусом, а также с учетом влияния крыльев на 
оперение (см. § 13.5).

Из формулы (13.54) следует, что координата фокуса летательного 
аппарата, так же, как его отдельных частей — крыла, корпуса, опе
рения, — существенно зависит от числа М«,. При переходе от дозву
ковых к сверхзвуковым скоростям фокус летательного аппарата обыч
но смещается назад. Это особенно относится к крылатым летатель
ным аппаратам. В результате степень продольной статической устой
чивости увеличивается, что неблагоприятно влияет на характеристики 
управляемости аппарата.

Положение фокуса зависит также от формы частей аппарата — 
крыльев, корпуса, оперения, от отношения площадей: S$, S K.Kp,
*^к.оп .

Допустим теперь, что оперение (задняя несущая поверхность) 
отклоняется на некоторый угол б. При этом на оперении возникает 
дополнительная нормальная сила, определяемая согласно выражению 
(13.36) по формуле ДY  =  kTc^,3,KpKbonbSKqao. Эта сила приложена 
в фокусе по углу б.

Координата этой точки Хрь определяется аналогично координате 
хРа (фокуса по углу а) по формуле (13.12) с заменой в ней коэффициен



та интерференции /Си на К̂ о при /г1(р да 1. Это объясняется тем, что 
в случае 60, т. е. когда угол атаки корпуса равняется нулю, дополни
тельная нормальная сила ККр.ф, возникающая за счет влияния кор
пуса, также равна нулю.

Дополнительный момент А /И2, вызываемый нормальной силой 
АУ, относительно центра масс летательного аппарата АМг =  АУ(хт —
— Хрб)- Переходя к аэродинамическим коэффициентам, получаем

А т 1 — ктсу из.кр (^т
т г — т̂/Сад Су из кр пБк (хт }

Из формулы (13.55) следует, что для оперения, расположенного по
зади крыла (хрь>хТ), при отклонении рулей вниз (б > 0) Ат г <  0, 
а при б < 0 величина Ат 1 > 0, т. е. в обоих случаях т г < 0. В пер
вом случае балансировочный угол атаки уменьшается, а во втором — 
увеличивается (рис. 13.17).

§  13.11 ПОДЪЕМНАЯ СИЛА ПРИ БАЛАНСИРОВКЕ  
ЛЕТАТЕЛЬНОГО АППАРАТА

Рассмотрим прямолинейное установившееся движение летательного 
аппарата. Принимая в формуле (13.48) = а  — б =  0, получаем 
т г =  т г0 +  гп2а  +  >пгЬ. Из условия балансировки т г =  0 найдем 
угол отклонения рулей, необходимый для балансировки аппарата на 
заданном угле атаки: 6бал = —(1 / т ^ ( т л  +  т га).

В случае летательного аппарата, симметричного относительно 
плоскости хОг, имеем т л  — 0 и

(8/я)бал =  — т у т \ .  (13.56)

Для сбалансированного летательного аппарата

Су бал =  ® +  СЪЪ =  [ С\ +  Съу  (8/а)бал] а. (13.57)

Из формулы (13.56) следует, что для летательного аппарата нор
мальной схемы (с оперением, расположенным за крылом) (6/а)бал <  0 
и поэтому при балансировке происходят потери нормальной силы 
(13.57). Тогда для получения необходимой для полета подъемной силы 
требуется увеличить угол атаки, что приводит к увеличению индуктив
ного сопротивления. В результате аэродинамическое качество лета
тельного аппарата уменьшается.

Из формул (13.55) и (13.57) такж е следует, что потери подъемной 
силы при балансировке аппарата зависят от запаса его статической 
устойчивости, так как т г = т^у сау. При фиксированном центре масс 
(координаты хТ) производная т Ч  зависит от положения аэродинами
ческого фокуса. В случае крылатого летательного аппарата нормаль
ной схемы фокус при переходе от дозвуковых к сверхзвуковым ско
ростям полета обычно смещается назад. При этом запас статической



устойчивости аппарата возрастает. Этим объяс
няется увеличение потерь на балансировку при 
переходе аппарата через скорость звука.

Смещение фокуса аппарата при таком пере
ходе вызывается прежде всего смещением фоку
са крыльев, которое, как отмечалось в гл. 9, 
существенно зависит от формы крыла в нлане. 
Поэтому путем выбора соответствующей формы 
крыла в плане можно достичь снижения сме
щения фокуса по числам М. Этому условию 
удовлетворяют крылья сложной формы в плане 
(см. рис. 7.15), представляющие собой как бы 
комбинацию двух крыльев — исходного крыла 
сравнительно большого удлинения и крыла ма
лого удлинения (наплыва) с большой стреловид
ностью, так  как при малых скоростях благода
ря невысоким несущим свойствам наплыва сме
щение фокуса вперед, вызываемое наплывом, 
значительно меньше, чем приМ >  1. При боль
ших скоростях (М > 1) фокус крыла располага
ется вблизи центра тяжести фигуры, образован
ной формой крыла в плане (см. гл. 9).

При заданной форме крыла в плане умень
шению потерь на балансировку способствует 
также искривление срединной поверхности кры
ла, оптимизация которой позволяет уменьшить 
при заданном значении коэффициента суа значе
ние коэффициента индуктивного сопротивления

тельной геометричр- по с р а в н е н и ю  с п ло ски м  кр ы л о м , 
скои круткой 2 г-!, ,Эффективным средством уменьшения потерь

на балансировку и увеличения аэродинамиче
ского качества является, в частности, геометрическая крутка сече
ний относительно корневого сечения крыла на отрицательные углы, 
а такж е аэродинамическая крутка сечений, осуществляемая соответ
ствующим набором профилей по размаху крыла с различными значе
ниями угла нулевой подъемной силы а 0.

В случае отрицательной крутки крыла в отличие от плоского, 
подъемная сила становится равной нулю (суа =  0) при некотором по
ложительном угле атаки (рис. 13.18). При этом в сечениях, близких 
к  корневому, возникает положительная, а в концевых сечениях — отри
цательная нормальная сила. В результате у закрученного стреловид
ного крыла при суа =  0 появляется момент на кабрирование, т г0 >  0 
(рис. 13.19). Соответствующим подбором деформации крыла можно 
получить такое значение коэффициента т 20 > 0, при котором для за
данного значения суа коэффициент момента т г равен нулю ( т 2Лд = 0), 
т . е. летательный аппарат с закрученным крылом может быть сбалан
сирован без отклонения органов управления. В результате деформа
ция крыла может привести к уменьшению потерь на балансировку и 
к  увеличению аэродинамического качества аппарата.

Рис. 13.18. Зависимо
сти коэффициента 
подъемной силы от 
угла атаки  для плос
кого крыла 1 и крыла 
с отрицательной гео
метрической круткой 
2

Рис. 13.19. Зависимо
сти коэффициента мо
мента от коэффициен
т а  подъемной силы 
д л я  плоского крыла / 
и кры ла с отрица-



$  13.12. ДЕМПФИРУЮ 
ЩИЙ МОМЕНТ 
ТАНГАЖА.
ПРОИЗВОДНАЯ

Предположим, что ап
парат, летящий со ско
ростью V, одновременно 
вращается относительно 
поперечной оси Ог с у г
ловой скоростью со2. В этом случае в результате сложения поступа
тельного и вращательного движений летательного аппарата изменя
ются местные углы атаки элементов поверхности по сравнению с по
ступательным движением без вращения. Тогда возникают аэродина
мические силы, которые создают дополнительный момент тан гаж а , 
зависящий от угловой скорости.

Рассмотрим дополнительный момент от вращения летательного 
аппарата, вызываемый горизонтальным оперением. Наличие вращ а
тельного движения равносильно появлению дополнительной скорости 
потока на оперении, равной по величине и обратной по направлению 
окружной скорости (рис. 13.20). Ввиду того что хорда горизонталь
ного оперения обычно значительно меньше расстояния между центром 
масс и фокусом оперения (л^оп— *т)> приближенно примем, что 
вдоль хорды эта скорость постоянна и равна а>х(храоп — хт). Тогда 
угол атаки горизонтального оперения вследствие вращательного 
движения изменится на величину Да да 57,3шг (хРаОП — х^)ИУК  > 
или

Д а »  57,3а)г (л :^  оп — * .)/ (  Ь), (13.58)

где сог = (йг£,/Уоо.
В результате изменения угла атаки на оперении появляется до

полнительная нормальная сила

ДГоп= (^тК м ^и з.кр ^оц ^Д а, (13.59)

которая при положительной угловой скорости (о2 (см. рис. 3.4) на
правлена вверх. Эта сила создает дополнительный момент тан гаж а 
АМ2 =  — АУоа(храо1 — *т). Переходя от момента к коэффициенту 
момента Дт г =  АМг1(дх8Ц  с учетом выражений (13.58) и (13.59), 
найдем производную

”? = - 5 7 . 3 ( К ^ К  (13.60)

Из выражения (13.60) видно, что /л“г< 0, т. е. момент тан гаж а 
горизонтального оперения, обусловленный вращением аппарата от
носительно оси Ог, направлен в сторону, обратную вращению. Этот 
момент препятствует вращению летательного аппарата и называется

Рис. 13.20. Схема для определения демпфирую- 
щего момента оперения



демпфирующим моментом тангажа. Производная т “г горизонталь
ного оперения зависит от относительной площади консолей S K, квад
рата отношения (xFa — xT)/L и числа Моо. Чем больше S K и (xFa —
— xT)/L, тем выше демпфирующие свойства летательного аппарата.

Демпфирующий момент при вращении аппарата вокруг попереч
ной оси кроме оперения создают крыло и корпус. Демпфирующий 
момент оперения обычно составляет значительную долю суммарного 
демпфирующего момента летательного аппарата.

Следует отметить, что производная m lz не всегда меньше нуля. 
На некоторых режимах, например при закритических углах атаки, 
момент ДMz, возникающий при o)z Ф  0, способствует вращению

летательного аппарата ( т “г > 0), так как при этом увеличение угла 
атаки приводит к уменьшению нормальной силы.

§  13.13. МОМЕНТ ТАНГАЖА
ПРИ НЕУСТАНОВИВШЕМСЯ ДВИЖЕНИИ
ЛЕТАТЕЛЬНОГО АППАРАТА.
ЗАПАЗДЫВАНИЕ СКОСА ПОТОКА

При рассмотрении аэродинамических сил и момента тангажа предпо
лагалось, что движение летательного аппарата является установив
шимся, т. е. все параметры (скорость полета, угол атаки, углы от
клонения органов управления) не зависят от времени.

В случае неустановившегося движения летательного аппарата 
кинематические параметры являются функциями времени. При этом 
характер обтекания частей летательного аппарата может заметно 
отличаться от обтекания тех же элементов установившимся потоком. 
В результате аэродинамические силы и моменты при неустановившем- 
ся и установившемся движениях могут различаться. При неустано- 
вившемся движении коэффициенты аэродинамических сил и моментов 
зависят не только от значений кинематических параметров в данный 
момент времени, но и от производных этих величин по времени.

Решение задачи определения аэродинамических характеристик 
аппарата в случае неустановившегося движения в строгой постанов
ке чрезвычайно сложно. Эту задачу можно упростить с учетом следую
щего обстоятельства. Обычно при полете летательного аппарата кине
матические параметры движения изменяются по времени медленно, 
вследствие чего нестационарность обтекания влияет на коэффициенты 
сил и моментов сравнительно мало. Поэтому для такого случая в пер
вом приближении можно принять, что основное влияние на характер 
обтекания в каждый момент времени оказывают кинематические па
раметры именно в этот момент времени. Это предположение тем ближе 
к  действительности, чем меньше число Струхаля БЬ. В этом случае 
при исследовании нестационарного движения летательного аппарата 
обычно пользуются гипотезой стационарности, согласно которой при
нимается, что силы и моменты, действующие на летательный аппарат



в неустановившемся полете, полностью определяются кинематически
ми параметрами движения в данный момент времени.

Гипотеза стационарности не всегда применима. Ею нельзя поль
зоваться при определении момента тангажа горизонтального опере
ния, расположенного за крылом, когда при неустановившемся дви
жении летательного аппарата необходимо учитывать запаздывание 
скоса потока. Эго объясняется тем, что при неустановившемся движе
нии обтекание горизонтального оперения определяется не только 
параметрами движения в данный момент времени, как это следует 
из гипотезы стационарности, но и значениями параметров в пред
шествующие моменты времени. Для подтверждения этого рассмотрим 
более подробно условия обтекания горизонтального оперения при 
неустановившемся движении.

Предположим, что аппарат движется с постоянной скоростью v, 
а угол атаки с течением времени изменяется, при этом изменяется и 
скос потока в области оперения. Однако вследствие того что оперение 
расположено на некотором расстоянии за крылом, поток, скошен
ный крылом, достигает оперения только через некоторый промежуток 
времени: tü =  Ll)\ fk^ v. В соответвтвии с этим угол скоса потока в 
данный момент времени t при неустановившемся движении определя
ется как угол скоса потока при установившемся движении, но при др у
гом угле атаки а ,  соответствующем моменту времени ti =  t — A t.

Представим a t в виде a l =  a  (t) +  Д а, где Д а =  —a(t)At, причем
при а  (t) >  0 угол а 4 < а  (t), a при a(t) < 0 угол > а  (t).

Изменение угла атаки приводит к изменению угла скоса потока
на Де = е’ а. При a  (t) >  0 угол скоса потока по сравнению с устано
вившимся движением при заданном угле атаки уменьшается. При
a(t) < 0 скос потока увеличивается: Де >  0.

Следовательно, при неустановившемся движении аппарата про
исходит запаздывание скоса потока. Это приводит к возникновению 
дополнительной нормальной силы

AYon =  — [ККЫ cyH3KpSK)onq„ в'¿(О Д/ ( 13-61)

и момента относительно центра масс

AMz = A Y on(x Paon- x T). (13.62)
«

Из выражений (13.61), (13.62) следует, что при a  (t) >  0 момент
A Mz <  0, а при a  (t) < 0 момент А Мг >  0, т. е. возникающий вслед
ствие запаздывания скоса потока момент тангажа всегда препятству
ет изменению угла атаки (действует как демпфирующий момент тан
гажа).

Введя коэффициент момента Дт г =  A/ML/^SL), найдем произ
водную:

<  = -  ( V K  К а а  С I ИЗ. к р SK )опе* - . ^ 0П ~ ХТ. Ь* . (1 3.63)
z L L



Здесь а  =  aL/v [см. (3.72)]. Производная т “ всегда отрицательна.

Из выражения (13.63) следует, что величина производной гпг зависит 
от числа Моо. В соответствии с изменением сау , еа , xFa в зависимости от

числа М при увеличении М в диапазоне Мкр производная т'г 
возрастает, а при сверхзвуковых скоростях — монотонно убывает, 
т. е. демпфирующие свойства летательного аппарата ухудшаются.

Таким образом, коэффициент момента тангажа при неустановив- 
шемея движении летательного аппарата можно представить в виде 
суммы двух коэффициентов — коэффициента момента, вычисленного 
на основе гипотезы стационарности при значениях кинематических 
параметров для данного момента времени, и коэффициента дополни
тельного момента, вызываемого запаздыванием скоса потока.

§  13.14. АЭРОДИНАМИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ЛЕТАТЕЛЬНОГО АППАРАТА ПРИ БОКОВОМ  ДВИЖЕНИИ

Ограничимся рассмотрением физической природы возникновения по
перечной (боковой) силы, моментов крена и рыскания при скольже
нии аппарата, отклонении рулей направления, а также вращении ап
парата вокруг осей Ох и Оу.

Для определения производных от аэродинамических коэффициен
тов в боковом движении обычно пользуются данными эксперимен
тальных исследований.

Поперечная сила и момент рыскания при скольжении летательного 
аппарата. Выше рассмотрено движение летательного аппарата без 
скольжения (р =  0) и при отсутствии вращения вокруг осей Ох и 
Оу (сож = соу — 0). При наличии скольжения ф Ф  0) возникает по
перечная сила X, представляющая собой проекцию полной аэродина
мической силы, действующей на летательный аппарат, на направле
ние перпендикуляра к его плоскости симметрии. При этом боковая 
сила, являющаяся проекцией полной аэродинамической силы на на
правление оси Ог& скоростной системы координат, также Ф  0. 
Коэффициенты поперечной и боковой сил сг — 7/(<7<х,5), сга — 
=  г л ч »  5).

Физическая природа возникновения поперечной и нормальной сил 
аналогична. Отличие состоит в том, что нормальная сила в основном 
создается горизонтальными проекциями поверхностей частей лета
тельного аппарата при а  Ф  0, а поперечная сила вызывается их вер
тикальными проекциями при р Ф  0.

Очевидно, что для тела вращения, крыла + -образной схемы 
с г=  —с ° у .  Здесь учтено, что согласно правилу знаков (см. рис. 3.4) 
положительному значению р соответствует отрицательное значение 
коэффициента сг.

В общем случае несимметричного летательного аппарата произ
водную с£ можно приближенно определить так же, как производную



для аппарата, условно повернутого относительно оси Ох на 90° 
в сторону правого крыла: с\ =  — [4]эо°-

Момент рыскания М у — момент относительно оси Оу — создается 
в основном поперечными силами, действующими на части летатель
ного аппарата. Поэтому, так же как между поперечной и нормальной 
силами, имеется аналогия между моментами рыскания М у и тангажа 
М г. Тогда аналогично момент рыскания можно определить как момент 
тангажа аппарата, повернутого на 90° вокруг оси Ох: Му =  [М2]до°.

Введя коэффициент момента рыскания т у =  М у/(д^^(см. § 3 .4), 
получаем связь между производными т 1  и т * , т. е. — (¿//) [/и“]90°-
Отсюда следует, что производная ту, так же как  т аг, зависит от гео
метрических параметров летательного аппарата и от числа М«,. Про
изводная т 1  существенно зависит от относительной площади верти
кального оперения 5 в.0 /5 и отношения расстояния от центра масс 
аппарата до фокуса к размаху крыльев I, так к ак  момент Му, созда
ваемый вертикальным оперением, обычно составляет основную долю 
суммарного момента М у аппарата. С увеличением этих параметров 
производная ту  возрастает. Наибольшее значение производная т у  
имеет в трансзвуковой области. При увеличении числа М00(М00 > О 
обычно величина ту  уменьшается.

По аналогии с продольной статической устойчивостью, характе
ризуемой производной т г , в этом случае вводится понятие о путевой 
статической устойчивости, оцениваемой производной ту. Если про
изводная п̂ у < 0, то летательный аппарат обладает статической устой
чивостью пути, т. е. момент Му, возникший в результате скольжения, 
направлен в сторону уменьшения угла р (устранения скольжения).

Если т.у > 0, то аппарат неустойчив, т. е. угол скольжения воз
растает.

Аналогично приближенно можно определить статическую произ
водную коэффициента момента т у по углу отклонения рулей направ
ления 6: т ° н = (Ь/1) т^ в]90О , так как момент М у, возникающий при 
отклонении руля направления, аналогичен моменту тангажа Мг при 
отклонении руля высоты.

Момент крена при скольжении летательного аппарата. Момент 
крена Мх — момент относительно продольной оси летательного ап
парата — возникает при несимметричном обтекании аппарата, т. е. 
при полете со скольжением, отклонении органов управления боковым 
движением (элеронов, рулей направления), а такж е при вращении 
аппарата вокруг осей Ох, Оу, Ог. Коэффициент момента крена т х =  
= Мж/(^5/) (см. § 3.4).

Мерой поперечной статической устойчивости является производ
ная т'х. При т 1 <  0 аппарат обладает поперечной статической устой
чивостью, а при т.х > 0 он статически неустойчив.

Поясним это на следующем примере. Пусть аппарат, находящийся 
в установившемся полете, внезапно накренится в сторону правого



Рис. 13.21. Схема для  учета изме
нения параметров правого и ле
вого крыльев при $ ф  О

крыла на некоторый угол у. Тогда проекция нормальной силы на го
ризонтальную плоскость вызовет скольжение аппарата также на пра
вое крыло (Р >  0). Скольжение вызывает момент Мх относительно 
продольной оси. Если при этом момент Мх отрицательный (т1  < 0), 
то, согласно принятому правилу знаков, под действием этого момен
та аппарат накренится на левое крыло, т. е. в сторону, противопо
ложную первоначальному крену.

Момент крена создается в основном крыльями и вертикальным 
оперением. Момент крена, создаваемый крылом при р ^  0, главным 
образом зависит от угла стреловидности и угла поперечной У-образ- 
ности.

Рассмотрим влияние угла стреловидности. При ¡3 Ф  0 создаются 
различные условия обтекания правой и левой половины крыла. На
пример, скольжение на правое крыло (рис. 13.21) равносильно умень
шению угла стреловидности (хпр =  х — Р) и увеличению удлинения 
правого крыла.

При этом на левом крыле угол стреловидности возрастает (хлев = 
=  X +  Р)> а удлинение уменьшается. В результате нормальная сила 
правого крыла возрастает, а левого крыла уменьшается, вследствие 
чего возникает момент, накренивающий летательный аппарат на ле
вое крыло (т*  <  0). Коэффициент момента крена, пропорциональный 
углам р и а  (при малых Р, а),существенно зависит от угла стреловид
ности. При увеличении стреловидности производная т 1  возрастает.

Рассмотрим теперь крыло, имеющее поперечную У-образность, 
т. е. крыло, у  которого правая и левая консоли не лежат в одной пло
скости и составляют с плоскостью Охг угол ф Ф  0 (рис. 13.22). Пред
положим, что угол атаки а  — 0. Покажем, что вследствие скольже

Рис. 13.22. Крыло с попереч
ной У-образностью при



ния на правой и левой консолях появляются дополнительные углы►
атаки разного знака. Разложим вектор скорости v<x> на правом крыле 
на составляющие ^собР и ««^ тр . Ввиду У-образности крыла состав
ляющая не лежит в плоскости хорд. Поэтому ее проекция на 
направление нормали к плоскости крыла не равна нулю: vn =  
= УооЗтРэшг!). Эта составляющая скорости вызывает увеличение угла 
атаки правого крыла з т а пр =  Б тР эт^ . При малых углах р и ф  
а пР = Р1!5- Здесь а пр — угол атаки правого крыла, рад.

Аналогично, на левом крыле а лев = —Рг)>. Различие в углах ата
ки приводит к возникновению дополнительного момента крена в сто
рону левого крыла, т. е. при положительном угле р момент крена, вы
зываемый положительным углом У-образности, имеет отрицательный 
знак (т 1<  0). Величина производной зависит от угла г|э, формы кры
ла в плане и числа М. Очевидно, что чем больше угол г|э и производ
ная с*кр, тем больше т *.

Следовательно, производную т х крыла можно представить в виде 
суммы производной т 1 ,  связанной с влиянием угл а  поперечной 
У-образности и угла стреловидности. Первый член зависит от формы 
крыла — углов х. 'Ф» удлинения и сужения. Второй член также за
висит от геометрических параметров крыла и от угла атаки (от коэф
фициента су). Степень поперечной статической устойчивости стрело
видного крыла для разных режимов полета может оказаться различ
ной. При увеличении угла атаки (коэффициента су) поперечная устой
чивость возрастает. Уменьшение степени поперечной устойчивости 
стреловидного крыла можно получить путем придания ему отрицатель
ной поперечной У-образности.

На момент крена влияет также интерференция между крылом и 
корпусом. При полете со скольжением корпус изменяет характер 
распределения давления по прилегающим к нему частям крыла. В об
ластях сочленения крыла и корпуса 
с одной стороны возникает повышен
ное давление Ар > 0 (на крыле, на 
которое происходит скольжение), а с  
другой стороны корпуса разрежение 
Ауо < 0 (рис. 13.23). Возникающий 
при этом момент в случае высокопла- 
на (рис. 13.23, а) стремится накре
нить аппарат влево, а в случае низ- 
коплана (рис. 13.23, б) — вправо.
Следовательно, при схеме высокопла- 
на интерференция между крылом и 
корпусом увеличивает поперечную 
устойчивость, а для низкоплана 
уменьшает ее. В случае среднеплана 
изменение степени поперечной стати- _ , „
ческой устойчивости всгте/тстлие ин- Рис' 13'23' Момент кРена- возни- ческои устойчивости вследствие ин кающий вследствие интерференции
терференции мало. между крылом и корпусом



При полете со скольжением момент крена вызывает также верти
кальное оперение, если оно расположено несимметрично относитель
но плоскости О кг.

При р Ф  0, очевидно, возникает момент крена и на горизонталь
ном оперении. При этом кроме собственного момента М х возникает 
момент крена, вызываемый неодинаковым влиянием вихревой пеле
ны, сбегающей с передней несущей поверхности, на правую и левую 
консоли горизонтального оперения. Например, при ¡5 > 0 скос пото
ка на правой консоли больше, чем на левой, а подъемная сила соот
ветственно на правой консоли меньше, чем на левой. Поэтому появля
ется момент, накренивающий летательный аппарат на правое крыло. 
Этот момент крена может быть существенным для летательного ап
парата так  называемой схемы «утка», т. е. для летательного аппарата 
с расположенным впереди горизонтальным оперением. В этом слу
чае знак индуцированного момента крена вследствие интерференции 
оперения и крыльев обычно совпадает со знаком собственного момен
та крена крыльев. Поэтому суммарный момент крена при а  > О, 
6В > 0 и р >  0 может быть значительным.

При скольжении и одновременном отклонении элеронов 6Э и руля 
направления 6Н коэффициент момента крена при малых углах р, 6Э,
6Н будет т х =  т%  +  гпх%  +  т ? 6Н. ,

Учитывая, что элероны обычно располагаются у концов крыла,
„ 5Э \при определении производной т /  влияние корпуса можно не учиты

вать и пользоваться данными для изолированного крыла. Величина
производной т х зависит от формы крыла в плане, относительной хор - 
ды и размаха элерона (Ьэ =  b jb , 13 =  2ljl\  здесь 13 — размах од
ного элерона), а также от числа М.

Производная т хя определяется аналогично производной коэффи
циента момента тангажа по углу отклонения руля высоты т г. При

5Эпереходе от дозвуковых к сверхзвуковым скоростям производные /я*
8 Ни т х снижаются, так как при дозвуковых скоростях отклонение эле

рона и руля направления вызывает перераспределение давления по 
всей несущей поверхности, а при сверхзвуковых скоростях — толь
ко на самих отклоняемых поверхностях.

Величины потребных углов отклонения элеронов и рулей направ
ления для балансировки летательного аппарата в прямолинейном 
полете со скольжением и с креном определяются из условия равен
ства нулю коэффициентов т х и т у:

r n j  +  fnx%  +  т Ч п = 0; т у$ +  т \ н =  0. (13.64)

Отсюда

т„



Вращательные производные тЦх, тЦ*,
щ у, щ х. При вращении летательного ап
парата вокруг осей Ох и Оу с угловыми 
скоростями шх и а>у возникают моменты 
М х и Му, физическая природа которых 
аналогична природе продольного демпфи
рующего момента. Предположим, что ап
парат движется со скоростью и и одновре
менно вращается вокруг оси Ох с угловой 
скоростью сож. Вращение аппарата эквива
лентно появлению в каждом сечении крыла дополнительной верти
кальной скорости потока иу = сох2 (рис. 13.24). При направлении вра
щения, указанном на рис. 13.22, это приводит к увеличению угла ата
ки правого и к уменьшению угла атаки левого крыла на угол Д а =  
=  Уу/У. Здесь Да — угол, рад.

В соответствии с этим изменяются и нормальные силы на правой 
и левой консолях. В результате создается момент крена, препятствую
щий вращению летательного аппарата, т. е. момент крена, возникаю
щий при вращении аппарата вокруг оси Ох, является демпфирующим
моментом (гпхх < 0). Здесь сож =  <ож//(2у). Величина производной

(»>• о ат хх крыла, очевидно, зависит от распределения производной су по

размаху, т. е. от формы крыла, и числа М«,. Характер изменения Шхх 
по числу М аналогичен характеру зависимости сау от Мх .

Следует иметь в виду, что при закритических углах атаки, когда
Л > Л СО 4« цСу < 0, производная т хх имеет положительный знак, т. е. при этом 

появляется момент самовращения крыла, который ускоряет враще
ние крыла до тех пор, пока не достигнут режим установившегося вра
щения крыла вокруг оси Ох (авторотация). Вращательная производ-

СО у-
ная т хх летательного аппарата в основном определяется величинои
т£х крыла, так как демпфирующие моменты, создаваемые корпусом 
и оперением, обычно малы. Коэффициент демпфирующего момента 
оперения пропорционален отношению (5оп/5)/(/оП//2), которое обыч
но много меньше единицы.

Для аппарата самолетной схемы с развитым вертикальным опере
нием необходимо учитывать и демпфирующий момент крена верти

кального оперения. Производная тЦ̂ .о определяется аналогично про
изводной Шхх крыла. При вращении аппарата с угловой скоростью 
сож на вертикальном оперении возникают дополнительные скорости 
соху, перпендикулярные плоскости оперения. В соответствии с этим 
появляются углы скольжения Д|3 = соху1и, возникают поперечная 
сила I  и момент крена Мх.

Ввиду малости высоты оперения по сравнению с размахом крыла

0)х

I 1 1/
/  Уу=ш'кг

Рис. 13.24. Схема для 
объяснения изменения 
углов атаки правого и 
левого крыльев при вра
щении аппарата вокруг 
оси Ох



при расчете производной т “вх0 обычно не учитывают изменения угла 
Др по оперению, а считают его постоянным и равным углу Др в центре 
тяжести площади оперения (у =  г/в 0). Тогда вращательную производ

ную Шхъ.о можно выразить через статическую производную т хв,0.
Действительно, в этом случае т хв,0 =  /п*в.0Др, где Др да ыхув.0/и. 

Тогда, введя безразмерную угловую скорость (ож = ®х1/(2и), полу
чим

т °х =  2 и
В .О 1т 1 в.о I 1- (13.66)

При вращении летательного аппарата вокруг оси Ох с угловой ско
ростью сож вследствие приращения углов атаки изменяются и про
дольные силы X  на правом и левом крыльях. В результате возникает 
момент рыскания крыла М у.

В случае несимметричного вертикального оперения относительно 
плоскости Охг поперечная сила, возникающая на оперении при вра
щении летательного аппарата с угловой скоростью сож, может созда

вать также момент рыскания, т. е. вращательная производная пцх Ф  0.
Предположим теперь, что летательный аппарат движется со ско

ростью V и вращается вокруг оси Оу с угловой скоростью и>у. В этом 
случае в каждом сечении крыла появляются дополнительные скорости 
Да =  шуг, при положительном направлении вращения увеличивающие 
скорость потока на правом и уменьшающие ее на левом крыле. В со
ответствии с этим изменяются нормальные и продольные силы, дей
ствующие на правое и левое крылья. В результате возникают допол
нительный момент крена Мх(а>у), накренивающий летательный ап

парат влево ( т “ у < 0), и момент рыскания М„(со!/), препятствующий
вращению аппарата вокруг оси Оу (пцу <  0). Здесь т у — безразмер
ная угловая скорость: <оу =  юу1/(2у).

Вращательная производная т “у в основном создается крылом, 
в случае несимметрично расположенного вертикального оперения
также оперением, а вращательная производная пцу главным образом 
возникает за счет вертикального оперения и корпуса и в меньшей сте
пени крыла. Ввиду того что момент рыскания при вращении аппарата 
вокруг оси Оу аналогичен моменту тангажа, возникающего при вра
щении аппарата вокруг оси г, то, используя равенство производных 
Мау =  Гм “*] и переходя к безразмерным коэффициентам т  „ и пгх и

у  \_ г  _  _
угловым скоростям шу=  шу1/(2и) и о)г =  (ог1/и, получаем



Как указывалось выше,_ вращатель- Ось дpaщ t

£
Рис. 13.25. С хем а возникнове
ния шарнирного момента руля

§  13.15. ШАРНИРНЫЕ МОМЕНТЫ 
ОРГАНОВ УПРАВЛЕНИЯ

Шарнирным моментом Мт  принято называть момент аэродинами
ческих сил, действующих на органы управления (рули, элероны) 
относительно их осей вращения.

Из рис. 13.25 следует, что

где Кр — нормальная сила, возникающая на руле; к — расстояние 
между центром давления руля и осью его вращения.

Момент Мш можно выразить через коэффициент шарнирного мо
мента т ш:

где 5 р, 6д.р — площадь и средняя аэродинамическая хорда руля; 
<7 — скоростной напор.

Тогда, приравнивая выражения (13.68) и (13.69), получаем

Отсюда следует, что коэффициент момента т ш прежде всего зави
сит от типа рулей, их формы, числа М«,, углов атаки а  и отклонения 
рулей б. Эти параметры определяют значение коэффициента су р и 
положение центра давления руля. Коэффициент т ш существенно за
висит также от положения оси вращения.

Из выражения (13.69) [видно, что при заданном значении коэффи
циента т ш с увеличением размеров рулей 5 р, йд.р и скоростного на
пора шарнирные моменты, а вместе с ними и усилия, необходимые для 
отклонения рулей, интенсивно возрастают. Для снижения шарнир
ных моментов необходимо уменьшить коэффициент т ш. Это достига
ется путем применения аэродинамической компенсации рулей, т. е. 
такой компоновки рулей, при которой действующие на руль аэроди
намические силы давали бы относительно их осей вращения сравни
тельно небольшие моменты.

(13.68)

Мш =  ^ш^р^А.р . (13.69)

(13.70)



Имеются различные виды аэродинамической компенсации рулей 
[27]. Наибольшее распространение получила осевая компенсация ру
лей, при которой уменьшение шарнирного момента достигается путем 
смещения оси вращения руля назад от его передней кромки. При этом 
часть р ул я , которая находится перед осью вращения, создает шарнир
ный момент, способствующий отклонению руля, т. е. является компен
сатором. Очевидно, при увеличении степени осевой компенсации, опре
деляемой как  отношение площади компенсатора к общей площади 
руля, коэффициент шарнирного момента уменьшается. Однако при 
этом ухудшается обтекание несущей поверхности с таким рулем, что 
может привести к снижению его эффективности.

На величину шарнирных моментов кроме указанных выше влияют 
такие факторы, как форма носовой части руля, наличие щелей между 
рулем и стабилизатором и др ., которые трудно учесть при теорети
ческих расчетах. Поэтому экспериментальные исследования харак
теристик шарнирного момента имеют важное значение.



14
ГЛАВА

ОСНОВЫ АЭРОДИНАМИКИ 
РАЗРЕЖЕННОЙ СРЕДЫ

§ 14.1. РЕЖИМЫ ТЕЧЕНИЯ ГАЗА.
ЧИСЛО КНУДСЕНА.
КОЭФФИЦИЕНТ АККОМОДАЦИИ

В связи с освоением космического пространства, полетов летатель
ных аппаратов на больших высотах и полетов к другим планетам 
возникают задачи, связанные с аэродинамикой разреженных газов. 
В условиях разреженной среды, как  указывалось в гл. 1, гипотеза 
сплошности среды неприменима. Здесь необходимо учитывать молеку
лярную структуру газа.

Задачей аэродинамики разреженных газов является изучение за
конов движения газов и их взаимодействия с движущимися телами, 
когда длина свободного пробега молекул газа становится соизмери
мой с характерными размерами тела. В этом случае методы расчета 
течений газа, теплоотдачи и аэродинамических характеристик тел, 
основанные на уравнениях обычной газодинамики, становятся не
пригодными.

Теоретической основой аэродинамики разреженных газов является 
кинетическая теория газов. Рассмотрим основные сведения, не
обходимые для понимания физических явлений перехода от представ
ления о газе как  о сплошной среде в обычной газодинамике к  моле
кулярно-кинетическому подходу, свойственному в аэродинамике раз
реженных газов. Рассмотрим также аэродинамические характеристи
ки простых тел в условиях разреженной среды.

Молекулярную структуру газа можно охарактеризовать длиной 
свободного пробега молекул между их последовательными соударе
ниями. Поскольку мгновенные скорости хаотического движения от
дельных молекул, а также их пробеги от соударения до соударения 
могут изменяться в широких пределах, то длина свободного пробега 
различных молекул в рассматриваемом объеме также различна. По
этому обычно вводят среднюю длину свободного пробега молекул. 
Эта длина зависит от числа молекул в единице объема (от плотности 
среды), средней скорости хаотического движения (температуры газа) 
и от размеров самих молекул. Д ля определения средней длины сво
бодного пробега молекул удобно пользоваться следующей формулой:

/ = 1,255 у Т * / а , (14.1)
где V = ц/р — кинематическая вязкость; а — скорость звука , к  =
=  Ср/Св.



'“Пользуясь формулой (14.1), можно оценить изменение средней дли
ны свободного пробега молекул в зависимости от высоты полета. 
Легко показать, что величина I составляет миллионные доли санти
метра вблизи Земли и достигает нескольких метров на высотах поряд
ка  150 ю ;̂ на высотах порядка 200 км она равна сотням метров, а на 
высоте 300 км от поверхности Земли — порядка километра.
} При изучении обтекания тел потоком разреженного газа важным 

параметром является отношение средней длины свободного пробега 
Молекул I к характерному линейному размеру L, называемое числом 
Кнудсена: Kn =  1/L. Подставляя сюда I из (14.1), получаем

Кп =  1,255 У  k M/Re. (14.2)

При исследовании пограничного слоя в разреженной среде, при
нимая в качестве характерного размера его толщину б и учитывая, 
что в случае ламинарного пограничного слоя 6/L ~  \/У Re (см. гл. 12), 
получим Kn ~  M/V^Re-

В зависимости от значения числа Кнудсена принято рассматри
вать следующие режимы течения газа. Если К п < 0 ,0 1 , то можно 
пренебречь дискретностью среды, считать ее сплошной и применить 
гипотезу сплошности. Следовательно, значение Кп < 0,01 соответст
вует области обычной газодинамики, а Кп > 0,01 относится к области 
течения разреженного газа.

При чрезвычайно большой разреженности среды, если Кп > 10, 
т. е. если длина свободного пробега молекул значительно больше ха
рактерного линейного размера тела или рассматриваемой области 
течения, изменение скорости и направление движения молекул вслед
ствие соударения их друг с другом малы по сравнению с изменениями 
от соударения с поверхностью тела и ими можно пренебречь. Такой 
режим течения называется свободномолекулярным.

При умеренном разрежении, если 0,01 < Kn < 1, возникает так 
называемое течение со скольжением, которое существенно отличает
ся от сплошного и свободномолекулярного потоков. В сплошной среде, 
к ак  известно, выполняется граничное условие прилипания среды к 
поверхности тела. Поэтому в пограничном слое скорость потока из
меняется от нуля на поверхности (у — 0) до некоторой скорости на 
внешней границе пограничного слоя.

В свободномолекулярном потоке понятие о пограничном слое 
неприменимо, так как  отраженные от поверхности тела молекулы 
сталкиваются с молекулами набегающего потока лишь на достаточно 
большом расстоянии от тела.

В течениях со скольжением скорость потока у  стенки не равна ну
лю, а газ как бы скользит по поверхности тела с конечной скоростью. 
В пограничном слое таких течений скорость потока изменяется от 
скорости скольжения при у =  0 до скорости на внешней границе 
пограничного слоя. При этом температура газа у стенки также не 
равна температуре поверхности тела.

В переходной области от течения со скольжением до свободномо
лекулярного потока происходят чрезвычайно сложные явления. Здесь



Рис. 14.1. Границы различных режимов те
чения газа:
1 — течение сплошной среды ; 2 — течение со сколь
жением; 3 — переходный реж им ; 4 — свободномо
лекулярное течение

Рис. 14.2. Схемы отраж е
ния молекул от поверх
ности тела:
а  — диффузное; б — зер кал ь 
ное отражение молекул

одинаково важно как взаимодействие молекул друг с другом, так  и 
соударение молекул с поверхностью тела, поэтому необходимо учиты
вать также взаимодействие отраженных молекул с молекулами на
бегающего потока.

На рис. 14.1 нанесены границы различных режимов течения газа  
в зависимости от чисел и Re. Видно, что при заданном значении 
числа Моо изменение числа Re может привести к изменению режима 
течения газа. Например, с увеличением высоты полета число Re 
уменьшается и тогда можно получить различные режимы — от режи
ма сплошной среды до режима свободномолекулярного потока. 
В частности, для аппарата с характерной длиной L = 2 м при М«, =  
= 10 разреженность среды (см. область 2  на рис. 14.1) начинает про
являться на высотах более 40 км. На высотах более 120 км при М«, =  
= 28 режим течения можно считать свободномолекулярным (об
ласть 4).

Рассмотрим схему взаимодействия молекул со стенкой и введем 
понятия о коэффициентах отражения и аккомодации. Двумя предель
ными схемами отражения молекул поверхностью являются диффуз
ное (рис. 14.2, а) и зеркальное (рис. 14.2, б) отражения. Можно счи
тать, что при диффузном отражении молекулы газа при столкновении 
с телом адсорбируются (поглощаются) поверхностью тела на время, 
в течение которого происходит уравнивание температур газа и стен
ки, т. е. устанавливается термодинамическое равновесие между моле
кулами газа и поверхности, а затем испускаются (эмиттируются) по 
всем возможным направлениям с кинетической энергией, пример
но соответствующей температуре стенки.

При зеркальном отражении тангенциальная составляющая ско
рости остается неизменной, а нормальная составляющая изменяет 
направление на обратное при неизменной величине.

Как показывают исследования, в реальных потоках разреженного 
газа не реализуется ни один из этих предельных случаев и отражение 
имеет промежуточный (комбинированный) характер. В практике рас



четов широко используется модель отражения, являющаяся комбина
цией этих двух идеализированных схем.

Обозначим / коэффициент, представляющий собой отношение числа 
диффузно отраженных молекул к общему количеству отраженных мо
лекул. Тогда (1 — /) будет долей зеркально отраженных молекул. 
Коэффициент / зависит от разновидности газа, скорости его молекул, 
материала и температуры стенки, состояния ее поверхности. При 
умеренных скоростях и температурах доля зеркального отражения 
на реальных (технических) поверхностях мала и молекулы отражают
ся преимущественно диффузно. Поэтому величину / часто принимают 
близкой к единице.

Для интегральной характеристики энергообмена между молекула
ми и стенкой в потоках разреженного газа широко используется 
понятие о коэффициенте аккомодации энергии, учитывающем отличие 
температуры отраженных молекул от температуры стенки. Этот коэф
фициент можно выразить как отношение

аэ =  ( Е ^ Е Г)1(Е1 - Е СТ), (14.3)

где Е{, Ег — потоки энергии, переносимые молекулами, падающими 
на единичный элемент поверхности тела в единицу времени и отра
женными от этого элемента; ЕСТ — поток энергии, который перено
сился бы отраженными молекулами при условии установления тер
модинамического равновесия, т. е. в случае, если температура газа 
была бы равна температуре стенки.

Если Ег =  ЕСТ (при равенстве температур отраженного потока и 
стенки), то а3 =  1. В действительности коэффициент аккомодации 
Оэ < 1 и зависит от физических свойств и скорости газа, материала 
н состояния поверхности, температур газа и стенки, а также ряда 
других факторов, включая угол падения молекул на поверхность. 
Очевидно, что при зеркальном отражении, когда Е1 =  Ег, коэффи
циент аккомодации аэ =  0.

Введем также понятие о коэффициентах аккомодации нормальной 
и тангенциальной составляющих импульса а„ и а , :

а п  —  ( Р  п1  Р - п г ) ! ( Р п 1  Р п  ст)> —  ( Р * {  Р , г ) / Р , 1  >

где Р п1, Рх1, Р пг, Р ,г — нормальные (п) и тангенциальные (т) им
пульсы, приносимые падающими (¿) молекулами и уносимые отра
женными (г) молекулами; Рпст — нормальный импульс, уносимый 
отраженными молекулами при условии, что температура газа равна 
температуре стенки. Очевидно, суммарный тангенциальный импульс 
диффузно отраженных молекул равен нулю.

$  14.2. ТЕЧЕНИЕ СО СКОЛЬЖЕНИЕМ

В аэродинамической практике течение со скольжением (0,01 < Кп <
<  1) реализуется, как  правило, при низких числах Яе, когда непри
менима теория пограничного слоя и в то же время числа 1*е еще слиш
ком велики для использования приближения Стокса, основанного 
на частичном или полном пренебрежении инерционными силами.



Теория свободномолекулярных течений также не 
может быть использована из-за малости числа Кп.
Задачи о течении со скольжением относятся к од
ним из наиболее трудных.

Приближенным подходом к решению таких за
дач является подход, базирующийся на обычных 
представлениях о течении сплошной вязкой среды, 
но с коррекцией граничных условий на поверхнос
ти, т. е. с учетом скольжения газа, а также скачка 
температуры у поверхности тела (рис. 14.3).

Для того чтобы оценить значение скорости 
скольжения, рассмотрим пристеночный слой тол
щиной I, равной средней длине свободного пробе
га молекул. В данный момент в этом слое находят
ся как молекулы, еще не испытавшие соударения с 
телом, так и отраженные от него. Продольная ско
рость первых в среднем равна и0 +  1(&х/йу)у=о, где и0 — скорость 
скольжения; у — координата точки, отсчитываемая по нормали к 
поверхности; 1(дих/ду)у=о — изменение скорости в слое толщиной /.

Продольная скорость движения зеркально отраженных молекул 
равна их скорости до столкновения с поверхностью, а при диффузном 
отражении в среднем она равна нулю.

Учитывая при этом, что количество молекул, еще не испытавших 
столкновения с поверхностью, составляет половину всех молекул в 
слое, а количество зеркально и диффузно отраженных молекул со
ставляет (1 — /)/2 и /̂2 от всех молекул соответственно, найдем сред
нюю скорость продольного движения молекул в слое:

Рис. 14.3. Распре
деление скоррсти 
по нормали к по
верхности в слу
чае течения со 
скольжением

« Р
= —  [и0 +  / {дьх!ду)у=о] + ^ [«о +  /(дих/ду)у̂ о] +  - ¡Г 0'

Принимая иср да ы„, получаем 

«о =  К2 —  /)//] I  № х /ду)у=о ■ (14.4)

В случае изменения температуры вдоль стенки скорость скольже
ния газа определяется по формуле

2 ~ /

/
+ -2 -  

«I *

У-
Р Т

дТ
дх

(14 .5 )
у =о

в которой второй член учитывает дополнительную скорость сколь
жения, вызываемую продольным градиентом температуры. 

Температурный скачок у стенки [15]
дТ  \ 
д у  / у =о

АТ =  (Т)у=о ■ ■Т =1 ст
75я 2 — 0 ,827а э  ̂
128 а э

( 1 4 .6 )

При малой длине свободного пробега молекул (I -С Ь) величина
ми и0 (14.4) и АТ (14.6) можно пренебречь, заменяя тем самым гранич
ные условия скольжения обычными условиями прилипания газа к 
поверхности и полной тепловой аккомодации.



Рис. 14.4. Схема для  опреде
ления сил, действующих на 
элементарную площ адку

£ 143. СВОБОДНОМОЛЕКУЛЯРНОЕ ТЕЧЕНИЕ. 
ОБТЕКАНИЕ ВЫПУКЛЫХ ТЕЛ 
УСТАНОВИВШИМСЯ ПОТОКОМ

В свободномолекулярном потоке (1/Ь >  1) 
основную роль играет взаимодействие мо
лекул с телом, а соударениями между мо
лекулами, отраженными от поверхности, и 
молекулами набегающего потока можно 
пренебречь. Поэтому при рассмотрении 
свободномолекулярного течения можно 
предположить, что тело не влияет на на
бегающий поток. Тогда можно принять, 
что скорости молекул в набегающем и от
раженном потоках определяются по клас

сическому закону Максвелла, а аэродинамические силы, действующие 
на данный элемент поверхности выпуклого тела, можно вычислить 
независимо от других участков этой поверхности.

Рассмотрим элемент поверхности тела йБ. Примем систему коорди
нат, в которой направление оси у  совпадает с направлением нормали 
к поверхности (рис. 14.4). Обозначим еи еа, е3 направляющие косину
сы вектора скорости набегающего потока (вектора скорости упорядо
ченного движения молекул). Суммарную силу воздействия потока 
на элемент разложим по двум направлениям: на направление норма
ли к поверхности и по касательной к ней. Обозначим р нормальные 
напряжения, а т  — касательные; при этом напряжение, создаваемое 
падающими молекулами, обозначим индексом г, а отраженными — г.

Найдем прежде всего число молекул, соударяющихся с элементом 
¿ 5  в единицу времени. При максвелловском распределении молекул 
газа по скоростям доля (1п общего числа молекул в единице объема 
щ, обладающая составляющими скорости теплового движения в ин
тервале от их до их +  йих , от иу до иу +  Лоу и от иг до иг +  йуг ,
определяется по формуле

(1п =  п, (14.7)

где Vв — наиболее вероятная скорость хаотического движения мо
лекул:

1>в = / 2 £ 7 \ (14.8)

Выражение (14.7) можно представить в следующем виде:



где и'2 =  ьх +  уу +  у*.
Из выражения (14.9) следует, что величина йп зависит от отношения 

скоростей и'/ив и интервала изменения скорости. При Ф  0 на теп
ловое движение молекул накладывается упорядоченное движение со 
скоростью У00{ихе1, и00е2, и«.^). Обозначим их, иу, а, компоненты суммар
ной скорости движения молекул. При этом ух — их •— иу =
— — Ухег, ьг =  иг — ихе3. Тогда из формулы (14.9) следует, что 
число молекул в единичном объеме, имеющих составляющие скоро
сти в пределах от ух, иг до ьх +  йьх, иу +  йиу, +  йьг,

йп = пД/̂ Ч3) е" # [К - «’»'О2 + (уУ “ °»«*)2+( «У-'«*.)* х
X йухйиуйуг.

Молекулы, которые ударяются в единицу времени об элемент 
йБ, находятся в объеме с18иу. Тогда число молекул в объеме й8уу 
равно йпиуй8.

Для нахождения суммарного числа молекул соударяющихся 
с единичным элементом поверхности тела в единицу времени, полу
ченное выражение надо проинтегрировать по всевозможным значе
ниям уж, уу, иг. Для определения числа молекул, соударяющихся с 
элементом поверхности, обращенным навстречу потоку, необходимо 
интегрировать в следующих пределах: — оо <Соо; О -< 
< о о ,  — оо <  оо. Молекулы, имеющие отрицательную состав
ляющую скорости вдоль нормали к поверхности (оу <  0), не сталки
ваются с поверхностью. Тогда

1 1 Г ?  Г ~ ) 2+ (и2~с’оо<’«)2]/ив

Л', = ' " 7 ? Т  1 1 ] ”»е
в —оо 0 —оо

х  d v xdt)ydvz.

В результате интегрирования получаем

Ni =  л, [ов/(2 у Т ) ]  { e~',J +  V T  П 1 +  erf (р)]) , (14.10)

2 Г —<*где р =  a erf (8) = —  \ е dt — интеграл вероятности, или
о

Ni =  nt [v j( 2  У  к )]x i(P ), (14.11)

где



Аналогично можно определить число молекул Ы2, падающих за 
единицу времени на заднюю сторону единичного элемента поверх
ности, т. е. находящуюся в теневой части тела. Для этого достаточно 
в выражении (14.12) заменить р на —Р, так как при этом проекция 
вектора скорости на внутреннюю нормаль равна — ьаое2. Тогда

Л'г =  «г 1^в/(2 1/^ )]х г(Р ). (14.13)
где

ъ (Р ) =  е - ?‘ -1 А Г Е Н 1 -е г !(Р )] . (14.14)

Воспользуемся теоремой изменения количества движения в про
екции на некоторое произвольное направление I с направляющими 
косинусами 1и 12, 1з- Проекция скорости движения молекулы на на
правление I равна уг = УзЛ +  ъу1г +  vzí3. Тогда проекция количест
ва движения молекул, имеющих составляющие скорости в пределах 
от иж, уу, vz до и* +  Лих, +  <ЬУ, уг +  <к)г и ударяющихся об еди
ничный элемент поверхности в единицу времени, имеет вид с1№ =  
=  тЛп&х1х +  ьу12 +  vzl3), где т  — масса молекулы.

Проекция суммарного количества движения молекул газа для 
единичного элемента, обращенного навстречу потоку:

00 00 00

1 т  С С С [К - '-* *  )г+(''у-°«е* )2+(ог-«оо«3)2] / ”.

7 *  i  J J  Г ' ев  —оо 0 —оо

х  ( v j i  +  Vyl2 +  vzl3) dvxdvydvz.

В результате интегрирования имеем

О

— ( (ei î +  е4% 4- б3/3) е ' +  У~к
V ъ Г I

2

Р V ~оо 00

+  Pj е4г  +  Р ieih +  ¿3/3) [ 1 +  erf (Р)] j . (14.15)

Аналогично получим проекцию количества движения молекул 
газа для элемента, расположенного в тени:

^ 2  =  -Ь =  4 -  W i  +  -
*  у  ТС Р

-  у ч  +  р) ег1г +  р («Л  +  в,/*)] [ 1 -  erf (Р)]} • ( 14-16>

Здесь плотность р«, =  я гт .



Приравнивая выражения секундных количеств движения (14.15) 
и (14.16) импульсу сил в единицу времени, получаем прекции сил 
воздействия падающих молекул на направление /:

— =  - т Ь  Р \ {е А + е 21, +  е313) е_?‘ ±
Рсс ®»/2 / я

±  V * [ ( - 1 -  +  р) ег1г + р(еЛ  +  е3/3)] [ 1 ±  erf (Р)]}, (14.17)

где знак «+ » соответствует переднему элементу поверхности, а знак 
«—» — элементу, расположенному в тени.

Найдем значение нормальных напряжений, для чего воспользуем
ся формулой (14.17). Подставляя в нее значения /1 =  /3 =  0 , а / 2 =  1 
при определении напряжения рц  на передней стороне элемента и 
/2 = —1 — при определении р12 на теневой стороне, получаем:

Pn/{?«,v2j 2) =  [е\КУъ Р )]М Р ); (14.18)

P íJ (р«° ü»/ 2) =  [егНУ* Р)]*а(Р)» (14.19)

где

*х (Р) =  e41* +  V *  (1/(2?) +  р] [ 1 +  erf (р)]; (14.20)

*.(Р) =  -  е_э* +  1ЛГ [1/(2?) +  р] [1 — erf(p)]. (14.21)

Для определения проекций касательных напряжений т ¡х и т ¡г 
в формулу (14.17) необходимо подставить следующие значения на
правляющих косинусов: /2 =  /3 =  0, ¿1 = 1  для /4 =  /2 =  0 , 
/3 = 1 для т4г. Тогда

(TÍ3c)l =  (Р) i (14.22)

(Tix) J (роо̂ оо/ 2) = ^2^2 (Р) ’ (14.23)

(Tíi)i/ (роо̂ во/ 2) = (Р); (14.24)

0jz)a/(po°^oo/ 2) = б2е3Я.2 (Р)> (14.25)

где ЯХ(Р) = y V  Pxi(P); М Р) =  V *  Рх«(Р).

Для нахождения полной силы воздействия потока на элемент по
верхности необходимо знать еще силу, возникающую под действием 
отраженных от поверхности молекул. Нормальные и касательные на-
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пряжения, вызываемые отраженным потоком, зависят от характера 
отражения молекул.

При зеркальном отражении рг =  pt. Тогда суммарное нормальное 
напряжение, действующее на элемент поверхности, р =  2pt. Суммар
ное касательное напряжение т =  0, так как касательное напряжение 
хг, вызываемое отраженными молекулами, отличается от тг только зна
ком: т г =  —т; .

При диффузном отражении касательное напряжение от отражен
ных молекул равно нулю, так как  при этом все направления отраже
ния являю тся одинаково вероятными.

Выведем формулу для определения напряжения рг, действующего 
на элемент поверхности диффузно отраженными молекулами. Выше 
предполагалось, что в отраженном потоке скорости распределяются 
такж е по закону Максвелла, т. е. распределены также равновесно, но 
только уж е для состояния газа , характеризуемого температурой Тт.

Обозначим пт число молекул отраженного потока, заключенных в 
единице объема, a dn/— количество молекул в единичном объеме, 
имеющих скорости в пределах от v до v +  dv и отражающихся в ре
зультате соударения с единичной поверхностью по направлениям, 
составляющим углы с нормалью к поверхности в пределах от 9 до 
0 +  dQ. Это означает, что рассматриваются такие молекулы, которые 
после отражения от поверхности располагаются между двумя конуса
ми с углами полураствора, равными 0 и 9 +  dQ.

Из кинетической теории газов известно, что

dnr =  (2 ъпг I К я3) ( у 3/ vf) е—t,S// “'"sin б cos BdOdv, (14.26)

где vr — наиболее вероятная скорость теплового движения молекул 
в отраженном потоке.

Напряжение dpr можно выразить через проекцию секундного ко
личества движения этой группы отраженных молекул на направление 
нормали, т. е. dpT =  mdnrvcos9. Для определения рг, действующе
го на элемент поверхности, полученное выражение необходимо про
интегрировать по различным значениям и и 9 в пределах от у =  О 
д о у  =  о о и о т 9  =  0 д о 6  =  я/2. В результате

рг — nrmvf/4. (14.27)

Выразим пг через число молекул nt в единичном объеме набегаю
щего потока и параметр р =  Для этого достаточно приравнять 
число отраженных от единичной поверхности тела молекул Nr соот
ветствующему числу молекул N t (14.11) или (14.13), соударяющихся 
с поверхностью (из условия непроницаемости поверхности тела). Для 
определения Nr проинтегрируем выражение (14.26) в пределах от 
и =  О д о у = о о и о т б  =  Од о 0  =  я/2. Тогда

NT =  [пг/(2 Уж )]и г. (14.28)



(«г)* = nüL2 § ) v J v T, (14 .30)
где (nr)t и (яг)2 — соответственно количество молекул в единицу 
объема, отраженных от передней и теневой сторон элемента.

Подставляя выражения (14.29) и (14.30) в формулу (14.27) и учи
тывая, что рос =  щ т, получаем:

(P r ) J (P o ° v 2J  2 ) =  0 , 5 (üB/üoo) (tír/t»oo) Xi-(P); ( 1 4 . 3 1 )

{рТ)Л?°Ло1 2) =  °>5 (v jv «,) (ur/üo=) Xa (ß)- (14.32)
С учетом воздействия падающих и отраженных молекул полное 

давление на элемент поверхности можно представить в следующем 
виде:

-----РТТ~ = ---- Ч~,---- — f t — +  ^ — ^"Т Г ’ (14.33)
Рос ^ / 2  Рос v j z  Рос ^ / 2  ? oovJ 2

где первый член в правой части представляет собой отношение давл е
ния, вызываемого налетающими молекулами, к скоростному напору, 
второй и третий члены соответствуют зеркально и диффузно отражен
ным молекулам.

Касательное напряжение

т/( PcoüL/2) =  /тДрос^/ 2) . (14.34)
В выражениях (14.33) и (14.34) напряжения pt и в зависимости 

от ориентировки элемента поверхности по отношению к скорости на
бегающего потока определяются по формулам (14.18), (14.22) и (14.24) 
для элементов, обращенных навстречу потоку, и по формулам (14.19),
(14.23) и (14.25) — для элементов поверхности, расположенных в тени.

§ 14.4. АЭРОДИНАМИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  
ВЫПУКЛЫХ ТЕЛ В  СВОБОДНОМОЛЕКУЛЯРНОМ ПОТОКЕ

При свободномолекулярном обтекании выпуклого тела отраженные 
от его поверхности молекулы газа не могут попасть снова на тело. 
Это позволяет рассматривать взаимодействие каждого элемента по
верхности тела с потоком независимо от других его элементов. В этом 
случае по формулам, приведенным в § 14.3, можно рассчитать л о кал ь 
ные значения нормальных и касательных напряжений. И нтегрируя 
эти выражения по всей поверхности тела, можно определить и сум м ар
ные аэродинамические характеристики — подъемную силу и сопро
тивление для выпуклого тела любой формы.

Для примера рассмотрим пластинку при угле атаки а  Ф  0. В этом 
случае et =  cosa, е2 — sina, е3 =  0, а р = üooSÍna/t;B.

Примем, что отражение молекул с поверхности пластинки пол
ностью диффузное if — 1, аэ = 1) и Тст =  const. Найдем давление на



нижней поверхности ра. Д ля этого в формулу (14.33) вместо р1 и рг 
подставим выражения (14.18) и (14.31). Тогда

рн/(р~У~/ 2) = (в т 2 а /  |Л Г) хх (р)/р + 0,5 (vв/v00) (иг/о«,) ул  (Р).

Отсюда, заменяя функции х^р) и х*(Р) выражениями (14.20) 
и (14.12), получаем

7^ 7  “ 7= Т [ " '  + ]/* Иг + ?) '>+“'<№) +

+  V  — —  {е“ ра +  ^ г ^ 1 + ег{® ]Ь <14-35)2 И иво Ю

Аналогично можно определить давление на верхней поверхности. 
Д л я этого в формулу (14.33) вместо р1 и рг нужно подставить соот
ветственно выражения (14.19) и (14.32):

БШ2!* 1 ( —Р* . лг— / 1
4 -  - е  +  У *  - ¿ - +  Р) [ 1 —  ег{(Р)] 1 +

Роо ^ / 2  / * "  ^ ^

+  4 -  -Г "  V -  { — егГ(Р)]}. (14.36)
<6 ОО ОО

Используя выражения (14.35) и (14.36), найдем коэффициент 
нормальной силы:

Рн — Рв в т 2 а  2
+

"  Р«Уоо/2 / 7 -  I

+  У * - ¡ г  1 г  <14-37>оо оо

Определим касательные напряжения, действующие со стороны 
нижней и верхней поверхностей тн, тв. Из формул (14.24) и (14.25) 
следует, что Тг2 =  0. Это объясняется тем, что составляющая скоро
сти набегающего потока вдоль оси г равна нулю, а хаотическое дви
жение молекул не вызывает касательную силу. Поэтому х1 =  %1х.

Подставляя в формулу (14.34) выражения (14.22) и (14.23) при =  
=  сова, е2 =  э т а ,  / =  1, получаем:

— тн—  =  * «п « м в  |е_ э. +  ^ - р г1 + ег1 ф)]|.



Poo VL/2 / “ P
Тогда суммарное касательное напряжение вдоль пластинки
__ т хн +  тв п sin a cos а г _ps

Р» V J 2 Poo <>/2 >ЛГ
2 sin а cos ос (-е-р*_|_ perf(p) ] .  (14 .38)

Здесь т/(р00и00/2) =  сж — коэффициент продольной силы. 
Приведем формулы для определения коэффициентов подъемной 

силы су& =  CyCosa — cusiría и сопротивления сха =  c^cosa +  cusiría.
Подставляя вместо су и сх их выражения (14.37) и (14.38), полу

чаем:

S l n ^  GE C O S  Ct .  /Q \  i 1  .  / 1 А О П \Суа = ------й------  e r f ( P ) +K*  sin a cos a; (14.39)
P OO

-f- ]ЛГ sin2 a -(- 2 í  1 +  Sin a ) sin a erf (¡3).
/1Г P v 2p*

(14.40)
Подставляя в формулы (14.39) и (14.40) выражение р = s s in a , 

где s =  vx/vB, получаем:

C O S a  г  / • \ i V B  D r  .  п л  лс„а = ------- erf (s sin a) +  ------  —— s in aco sa ; (14 .41)
s2 s vB

сжа = —^ 7  —  exp (— s2 sin2 a) +  ---- sin* a +
■|/" 71 s s Ув

-f  2 sin a -f  erf (s sin a). (14 .42)

Здесь vrluB =  У т / r Z  (если принять коэффициент аккомода
ции аэ =  1 , то

ит1и00 =  УТ^/Тоо , а з = Ооо / Ув =  КА:/2 К м « ,  ) .

Из формул (14.41) и (14.42) следует, что коэффициенты суа и с ^  
пластинки зависят от большого числа параметров — угла атаки , 
отношения скоростей 5 =  v00/vв, отношения температур Тг/Т^. Кроме 
того, эти коэффициенты зависят от характера отражения молекул от 
поверхности. В формулах (14.41) и (14.42) принято I =  1.

Расчеты по этим формулам показывают, что в свободномолекуляр
ном потоке суа <С сха и суа!сха «  1 . В пределе при 5 ->оо коэффи
циент подъемной силы сйа = 0 , а коэффициент сопротивления сХй =  
=  2э т а .

Используя полученные формулы для нормальных и касательных 
напряжений, нетрудно рассчитать также коэффициенты сопротивле
ния прямого кругового конуса при а  =  0 , цилиндра, обтекаемого 
потоком, перпендикулярным его оси, и шара.



Рис. 14.5. Схема д л я  опреде- Рис. 14.6. Схема для Рис. 14.7. Схема для 
ления сопротивления конуса определения сопро- определения сопро

тивления цилиндр-а тивления шара

Для конуса (рис. 14.5) Х а = (р зт0к +  тсоз0к)^  — /?доня # 2, 
где напряжения р, г ,  ряон (давление в донной части) определяются по 
•формулам (14.33) и (14.34); 0К — угол полураствора; Р — площадь 
боковой поверхности конуса.

Т
щиент сопротивления, приведенный к площади я# 2:

1

Отсюда, полагая f =  1, Гст = const, Тт =  Гст, найдем коэффи- 
иведенный

~ \ f- р ^ ) ехР (— s2sin20K) +
s s in  0К

+  [ l  +  +  s i n 0K] / ^ 7 1" ) [1 +  e r f ( s s i n e I!) ] —  

где схЛ0Н — коэффициент донного сопротивления:

ДО Н» (14.43)

G*r. ттпм

1
2s3

у/ ñ S 

{ ] / Т  S  [1

ехр (— s2) • 1 + ^ Г )  [1 — erf(s)] +

■ erf (s)] — exp (— s2) ) У  T J T a

При в з т 0 к >  1 формулу (14.43) можно упростить:

с*а =  2 +  ( У Т / 5) з т  0К У Тп/Т., +  1 (14.44)
Д ля расчета сопротивления 

кругового цилиндра, обтекаемо
го поперечным потоком, найдем 
сначала силу, действующую на 
элемент поверхности йБ = ЬЯ.с№ 
(рис. 14.6): йХа =  (рътВ +  
+  %со&в)Ы?с1в, где Ь — длина 
цилиндра; И — радиус основа
ния; р и т  — величины, опреде
ляемые по формулам (14.33) и 
(14.34).

Рис. 14.8. Зависимости коэффициента Выполняя интегрирование по
сопротивления ш ара от параметра « поверхности, находим суммар- 
при различных значениях отношения с  ’ ■' г
температур Г.,/Г. ную силу сопротивления, а за-



тем и коэффициент сопротивления цилиндра, приведенный к пло
щади 2ЯЬ:

+

(14.45)

где "1П ’ Л  — модифицированные функции Бесселя соот-
ветственно нулевого и первого порядка.

При 5 >  1 формулу (14.45) можно представить в упрощенном 
виде:

Для расчета коэффициента сопротивления шара выделим элемен
тарную площадку в виде элементарного кольца (рис. 14.7) йБ =  
=  2л ^ 2соз9^б. Сила сопротивления, действующая на эту площадку, 
йХа =  (рэтЭ +  тсо50)2я^2со80с(0. В результате интегрирования 
по поверхности находим суммарную силу и коэффициент сопротив
ления, приведенный к площади л ^ 2:

Рассмотрим предельные значения коэффициентов сопротивления 
при в -мэо. Из формул (14.43), (14.45) и (14.47) следует, что незави
симо от формы тела (в рассматриваемых примерах для конуса, цилинд
ра и шара) при 5 -►оо коэффициент сха =  2. Это видно, в частности, 
из рис. 14.8, на котором представлены графики для коэффициента со
противления шара в зависимости от параметра 5 и отношения темпе
ратур Т^/Тж.

Асимптотическое значение сха =  2 можно получить также по удар
ной теории Ньютона, построенной на приближенной модели потока, 
согласно которой при соударении с телом скорость частиц газа стано
вится равной нулю. Действительно, секундная масса газа, соударяю
щегося с поверхностью тела в единицу времени, равна росИ^м, где 
5 М — площадь проекции поверхности на плоскость, перпендикуляр
ную направлению вектора скорости у«,.

Полагая, что после соударения частицы полностью теряют скорость, 
по теореме импульсов находим Х а =  рсо^^м- Отсюда, принимая в.

с ха. —  2  + (14.46)

4 s4 +

(14.47)
При s >  1

с*а =  2 +  (2/3) (V V / s) V  TJT.O +  1/s2. (14.48)



качестве характерной площадь 5 М, имеем сха =  2. Для пластинки 
при а  Ф  О площадь 5 М = Хэша и сха =  2 =  2 з т а . Это значение 
сха совпадает с предельным значением при в ->оо [см. формулу 
(14.42)].

Из рис. 14.8 видно, что при 5 > 5 значения коэффициента сха, 
соответствующие Тст = 71«,, близки к двум, т. е. к значениям, найден
ным по ударной теории Ньютона.

Следует иметь в виду, что здесь рассмотрены далеко не все задачи 
аэродинамики разреженных газов. В настоящее время этот раздел 
аэродинамики представляет собой самостоятельную область науки, 
практическое значение которой продолжает возрастать в связи с раз
витием космических исследований. В учебнике рассмотрены лишь 
основные понятия и прикладные вопросы, относящиеся к определению 
аэродинамических характеристик тел, причем простых форм и в ос
новном в свободномолекулярном потоке. Вопросы аэродинамики раз
реженных газов подробно изложены, например, в книгах [5, 13, 15].
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