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Рецензентлар:
Тошкент т щ и.ш ш лик ва енгил саноат институтининг профгссори 

Ш. Р, Марасулов, 
пахта тозалаш Марказий илмий- текшириш институтининг катта илмий 

ходит  т. ф, к .  3 .  Цосимов.
Дарсликда чигитли пахтанинг турлари ва сортлари, уни тайёрлаш, ташиш I 

саклаш ва тозалаш, чигитли пахта ва ундан олинадиган ма^сулотларнинг сиф<>т 11 
курсаткичларига оид масалалар ёритилган. Чигитли пахтага дастлабки ишлг: 
бериш технологик процесслари ва пахта тайёрлаш пунктлари ^амда пахта то*э I 
лаш заводларида ишлаб турган технологик машиналарнинг конструкциял» 
транспорт воситалари, серме^нат операцияларни механизациялаш батафсил куш - 
■шкилган. Чигитли пахтани ь;уритиш- тозалаш, жинлаш, чигитни линтерлаш§‘ 
делинтерлаш, тола ва липтни тозалаш, тола, линт ва толали чи^индиларни првс 
слашнинг иазарий асослари баён 1\илинган. |

Китоб олий ук;ув юртларининг чигитли пахтани дастлабки ишлаш ихтисосли- 
ги студентлари учуй мулжалланган б?лнб, ундан пахта тозалаш саноатида иш- 
ловчи инженер-техник ходимлар >;ам фойдаланишлари мумкин.
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сйбабли ф у н к ц и и  х  >  0 да текшириш ва унинг графигини
ш етарли. кейин эса ясалган графикни ординаталар уцига нис

с а н  акслантириш цолади.
■?) с функция графигининг координаталар уклари билан кесишиш
"аларини топамиз. f  нинг графиги ординаталар уцини (0 ; f (0)) 

нуктада кесиб утади. f (0)  нинг циймати 1 га тенг. Шу сабабли 
. афил (0 ; 1) нуцтадан утади.

Т функция графигининг абсциссалар уци билан кесишиш ну^та- 
сийи ~ пиш учун f ( x ) ^ 0  тенгламани ечиш керак. Мазкур ^олда

1 -• п тенглама илдизларга эга эмас, демак, f  нинг графиги 
хг + 1абсциссалар уцини кесмаиди.

4) f  цандай оралицларда мусбат, цандай ораликларда манфий 
кийматларни к,абул к,илишини аниклаймиз. Бу оралицларда (уларни 
функциянинг узгармас ишоралилик оралицлари дейилади) функция- 
нинг графиги абсциссалар укидан юкорида (мос равишда пастда) 
ёгади. Мазкур ^олда, з̂ ар цандай х  да хг -f  1 нинг циймати мусбат 
булганидан, сонлар турри чизирининг хамма ерида /  (х) > 0.

5) f  функция кандай ора.пик,ларда усувчи ёки кандай оралик- 
ji рда камаювчн эканлиги ^ацидаги маълумотлар (бу ораликлар функ- 
ц :ян /ушш ёки камайиш ора/ищлари дейилади) /нинг графигини 
ясаиша\Ц#ддий осонлаштиради. К,аралаётган функция учун усиш
о, злиги (— оо; 0 ] дан, камайиш оралири эса [0 ; с») дан иборат 
эканини исботлаймиз.

хг ва х2 — [0 ; оо) ораликка тегншли иккита циймат, шу билан 
бирга Xj > j t t булсин. х 1 ва х2 мусбат булгани учун > х ,  шарт- 
дан ушбулар келиб чщади: х* > х \ ,  х \ +  1 > * £  -f- 1 ва, нихоят

|  —Г ~  < — ~  ■
*1 + 1  * 2 + 1

Шундай кил и б, f ( x 1) < f ( x 2), яъни f  функция [0; оо) ораливда ка- 
мг 1чи.

V— оо; 0] орали^да f  функция усувчи. Исботи ю^оридагига ух- 
<n.'jp бажарилади (шунингдек, f  функциянинг жуфтлигидан хам фой- 

да^аниш мумкин).
6) функциянинг усишдан камайишга утиш ёки камайишдан 

усишга утиш ну^таларидаги ^ийматларини топамиз. К,аралаётган 
^олда ^ам усиш оралирига, хам камайиш оралирига тегишли битта 
ну^та мавжуд — бу абсциссаси 0 га тенг, ординатаси эса /(0 ;= -  1 
болтан нуктадир.

7) Нихоят х  нинг ^иймати чексиз катталашиб борганда хг 4 - 1
НИ11Г киймати чексиз ортиб боради, шунинг учун хам — 1-— нинг

х2 -f- 1
к.нимати, аксинча, 0 га яцинлаша боради.

Текширишнинг боришида — !—  функция ^акида олинган маълу-
х* +  1

‘тлар унинг графигини ясаш учун етарлидир.



34- раем. 35- раем.

Графикнинг (0; 1) ну^тасини ясаймиз. Биз [0; оо) орали^ f фут _  _ 3 7 -раем
циянинг камайиш оралири экапини ани^ладик. Ш у сабабли абсцидИ ( — оо; — ] /  3) ва (0; ] /3 )  орали^ларда f (x)  манфий 
саси 0 га тенг нуктадан унгрокда f  функция графигини «пас-график абсциссалар увидан пастда ётади. 
кетадиган» эгри чизи^ шаклида чизамиз (34-раем). Хар ^андай

бунда

5) [ 1; °°) ва ( — оо; —  1] оралик,лар /  функциянинг уенш ора- 
f  (х) >  0 булгани учун бу эгри чизик абсциссалар увидан пасг,1И1̂лари. Камайиш оралиги эса [— 1; 1] кесмадан иборат. 
тушиб кета олмайди, шу билан бирга (текширишнинг 7- пункты 6) функциянинг усиши камайиши билан алмашинувчи (ёки ак- 
царанг) унгга давом эттирилганда график абсциссалар у^ига чексьинча) ну^талар — 1 ва 1 абсциссали нуцталардан иборат: / ( 1) =  
я^инлашиб боради. f  функциянинг жуфтлигидан фойдаланиш кш=  _  2, / ( — 1) =  2.
ди: х  >  0 учун ясалган эгри чизикни ординаталар у^ига нисбата 7) |*| чексиз катталашиб борганда |f| нинг ^иймати чексиз усиб 
симметрик акслантириб, f  функция графигини ^осил киламиз (З^ради (^. 36-раем).
раем). ^араб чицилган мисоллардан куриниб турибдики, графикларни

2. 36-расмда f ( x ) — x3— Зл: функция графиги тасвирланган, у^сашда функциянинг усиши камайиши билан алмашинадиган ёки

? a T < T L £ £ ™ V < W  буладиган нуцталарни топиш му,имдир (/< * )_  Л - ф у „ к.
фойдаланинг.) u шя учун шундай нуцта 0 булди; f (x)  =  x* — 3x функция учун

1) f (x)  =  x3 — 3x функция сонлар тутри чизирининг а̂мнеа биз иккита — 1 ва 1 нуцта топдик). Бундай ну^талар макси- 
ерида аницланган. 1ум ва минимум нуцтала^ дейилади.

2) /(* ) =  х3 — Зх — то^ функция шу сабабли х > 0  да унш Т а ъ р и ф . Агар х 0 нуцтанинг бирор атрофидан олинган барча 
графигини ясаш, сунгра координаталар бошига нисбатан акслант- лар уЧу Н /  (ж) >  /  (ж0)тенгсизлик бажарилса, х 0 нуцта /  функ-

ришнннг узи етарли. иянинг м иним ум  нуцтаси  дейилади (37- раем).
3) / функция графигини: Т а ъ р и ф . Агар х 0 ну^тасининг бирор атрофидан олинган барча 

ординаталар уки билан кесишк лар учун f ( x ) < ^ f  ( х0) тенгсизлик бажарилса, х 0 нуцта /  функ- 
нуктаси — бу (0 ; 0) нуктадир иянинг м аксимум нуцтаси  дейилади (38- раем), 
нинг графиги абсциссалар укш ^
(0 ; 0), ( — 1/3? 0) ва { V %  1 
ну^таларда кесиб утади. /  г[ 
фигини ясар эканмиз, излана? 
ган эгри чизикни шу нуцталг 
дан утказишимиз керак.

4) Агар х  > |^ 3  ёки —V 3‘
< д г< ;0  булса, f нинг циймз,
лари мусбат, (j/ З ;  о о ) в а (— I 9 
0) орали^ларда f  нинг граф11 
абсциссалар увидан юкорида &36- раем. 38- раем

^ "геб р а  ва анали3 асосларн. (9—10- синф).
39- раем



Максимум нукталар атрофида (л^, хг, х3 нукталар— 39- paciJ 
функция графиги, одатда, «тепалик» куринишида, минимум нуцтала] 
ри (39-раем, xt, х ь ва л:в— нукталар) атрофида эса график «чун̂ у; 
лик» куринишида тасвирланади.

Максимум ва минимум нукталари учун умумий ном ь;абул килин 
ган — уларни экстремум нукталари*, функциянинг бу нукталар. 
даги кийматларини функциянинг экстремумлари дейилади.

3. Бундан кейин функцияларни текширишда биз тавсифланган 
схемага амал к,иламиз. Умумий холда текшириш схемаси цуйидаг> 
масалаларни ,\ал ^илишни уз ичига олади. *- »

1) Берилган f  функциянинг ани^ланиш со^асини топиш.
2) функцияни текширишни осонлаштирувчи хусусиятларга эгг 

ёки эга эмаслигини аниклаш (f функция: а) ток ёки жуфт функ
ция экани; б) даврий функция** эканлиги аникланади).

3) f  графигининг координаталар уклари билан кесишиш нукта 
ларини ^исоблаш.

4) /  функциянинг узгармас ишоралилик ораликларини топиш.
5) f  функция кандай оралиь;ларда "усувчи, цандай ораликлардс 

камаювчи эканлигини аницлаш.
6) функциянинг экстремум нукталарини топиш ва f  нинг шу 

нуцталардаги цийматларини хисоблаш.
7) f функция аргументнинг (модули буйича) каттта ^ийматлари 

да узини ^андай тутишини текшириш.^
Шуни таъкидлаш керакки, текширишнинг бу план и тахмини^

характерга эга.  ̂ Масалан, /(л) =  — функция 0 ну^тада аии^ланма
х

ган, аммо унинг графигини ясашда х  нинг нолга якин цийматларида 
f  узини ^андай тутишини текшириш керак. Купинча текширишнинг 
у ёки бу боскичини тушириб колдиришга тугри келади. Аммо имко 
ният борича функцияларни текширишнинг боришида бу схемага в) f (х) 
амал килган маъкул. к

функцияларни текширишнинг энг^ийин боскичи,одатда, усиш (каР*- а) f (х ) 
майиш) ораликларини ва шунингдек экстремум нукталарини излашЯ 
дан иборат. Навбатдагч бобда сиз бу масалаларни ^ал кгилишниш в) f (х) 
математик анализ тушунчаларига асосланилган умумий методлари 
билан танишасиз.

М аш цлар
81. Графиклари 40 — 43-расмларда тасвирланган функцияларнинг 

усиш ва камайиш ораликларини, максимум ва минимум нуктала 
рини курсатинг.
функцияни умумий схема буйича текширинг ва унинг графи 
гини ясанг (82 — 84).

82. a) f (x)  «  2х +  3; б) f  (х) -  Зх +  2;

42- раем

Зх -f 2 ;

41- раем

д) П х )ж * Щ
X — 1

84. a) f ( x) ^ x i +  2ж*+ 1; 
в) f (x)  -  г* -| Зх;

43- раем 

г) f ( x ) ^ 3  — x — 2x*. 

б) f (x)
х  — 3
__1__ _
(х+2)*’
2 х — 1

г) f  (х) =.-

е) f (х) —
' V 2х +  1

б) f ( x ) * = x * - 2лг; 
г) /  (х) — х3 — Зх.

* extremum латинча с^з булиб узбек тилига таржимаси «чекка» деган мат> 
нони билдиради.

** Даврий функциянинг таърифини 5 - п. дан царанг.

34

3 -§ . ТРИГОНОМЕТРИИ ФУНКЦИЯЛАРНИНГ АСОСИЙ ХОССАЛАРИ

5. Тригонометрии функцияларнинг даврийлиги

ЛаР кандай х  сон учун sin (х +  2я) =  sin* тенглик бажарили- 
шинн сиз энди биласиз. Бундан, синуснинг ^ийматлари 2 л п га 
Фзрц ^илувчи нуцталарнинг ^аммасида бир хил эканлиги келиб чи-

35



цади, бунда п — ихтиёрий бутун 
сон. Синус функциянинг бу хос 
саси даврийлик хоссаси деб ата 
лади. 2 л сон эса синуснинг 
даври дейилади.

Умуман, Т  даврли f  функ
циянинг даврийлиги ^ацида га- 
пирилганда Т ф  0 деб, f  нинг 
ани^ланиш сох,зси эса ^ар бир 
х  нуцта билан биргаликда л: ни 
Ох уц буйича (унгга, чапга) пТ 
(п — ихтиёрий натурал сон) ма 
софага параллел кучиришдан хр- 
сил булган з̂ амма ну^таларни 
^ам уз ичига олади деб фараз 
^илинади. Бу фаразда даврий 

функциянинг хоссаси цуйидагича ифодаланади.
Т а ъ р и ф. Агар f нинг аницланиш со^асига тегишли х;ар ^андай 

х  учун бу функциянинг х  ва х  +  Т ну^талардаги ^ийматлари тенг, 
яъни

f  ( х  +  Т) = f  (х)
б$лса, /  функция даври Т ф  0 булган даврий ф ункция  дейи 
лади.

Даврий функциялар мисоллари билан сиз анча олдиндан таниш- 
сиз. Х,ар кандай хаци^ий х  учун sin (х +  2л) =  siruc ва cos (х +  2 я) =
-  cos* булган и учун синус ва косинус даври 2 л га тенг даврий 
функциялардир. Тангенс ва котангенс даври л га тенг даврий функ
циялар, чунки tg (х +  л) =  tgx ва ctg (х +  п) =  ctgx.

Агар f  даври Т  га тенг даврий функция булса, у ^олда ,^ар цан 
дай бутун п ф  0 да пТ сон хам шу функциянинг даври булиши 
равшан. Масалан, п — 3 да даврий функциянинг таърифини бир 
неча марта ишлатиб, топамиз:

f ( x  +  ЗГ) =  f  ((х +  2 Т) +  Т)  =  /  (х +  2Т) =  f ( (x  +  Г) +  Г) =
— f (х Т) =■ /(* ).

sin* ва cos* функцияларнинг энг кичик мусбат даври 2л га тенг 
эканини исботлаймиз.

Айтиб утилганидек, 2 л бу функцияларнинг даври. Шу сабабли
2 л дан кичик мусбат сон уларнинг даври була олмаслигини ис- 
ботлашимиз ^олади.

а) Агар Т косинуснинг ихтиёрий даври булса, у холда ^ар цан- 
дай а  да cos (а +  Т) — cosa а  =  О деб олиб, cosT — cosO = 1  эка 
нини топамиз. cosT =  1 буладигдн энг кичик мусбат Т бу 2 я 
(44-раем).

б) Т — синуснинг ихтиёрий мусбат даври булсин У ^олда ^ар 
цандай а  да sin (a 4- Т) — sin а  булади, a  =  -у деб олиб,

44- раем
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I r  л. —\ — sin — =  1 ни топамиз. Ammo x =  — +  2 nn (n £ Z) даги-
S1 V 2 /  2 2
на sin* =  1. Шу сабабли T =  2пп. 2 пп куринишидаги энг кичик
мусбат сон 2 я.

tgx ва ctgx функциялар учун л сони энг кичик мусбат 
даврдир.

Агар Т  тангенснинг мусбат даври булса, у ^олда tg f  =  tg (0 + 7 ’) =
— tgO =  0. (0; я) интервалда тангенс нолларга эга эмаслигидан 
Г >  я. Олдин я  сони тангенс функциянинг даври эканлиги исбот- 
ланган эди, демак, у тангенснинг энг кичик мусбат давридир. ctgx 
функция учун исбот шунга ухшаш булади.

Асосий тригонометрик функцияларнинг даврийлигидан аслида 
биз уларнинг графикларини ясашда фойдаланган эдик. Ушбу уму- 
мий тасдиь; уринли: даври Т га тенг булган даврий функциянинг 
графигини ясаш учун у  ни [0; Т ] кесмада ясаш ва шундан кейин 
хрсил б$лган эгри чизикни Ох у^  буйлаб i/нгга ва чапга пТ ма- 
софа Kfldap параллел кучириш етарли (45- раем), бунда п — ихтиё- 
рий натурал сон.

Ха^ицатан (х0; у0) — даврий функция графигининг ну^таси бул- 
син. У ^олда х0 +  пТ  ну^та ^ар ^андай бутун п ва f  нинг ани^ла- 
ниш со^асига тегишли булади (пункт бошида берилган эслатмага 
^аранг) ва f  даврий булгани учун f  (х0 +  пТ) — f(x 0) =  у0 тенглик 
уринли. Демак, (х0; у0) нуцтани Ох уц буйлаб пТ  масофа цадар 
параллел кучиришдан ^осил булган (х0 +  пТ\ у0) ну^та хам f  нинг 
графигига тегишли булади.
▼ Куйидаги тасдиц уринли.

Агар f нинг энг кичик мусбат даври Т0 булса, у .\олда, бу 
Функциянинг %амма даврлари Т0 га каррали булади, яъни агар 

сон f нинг ихтиёрий даври булса, у хрлда
Т  =  пТ0,

бунда п~~ нолга тенг булмаган бутун сон.
Шундай эканини тескарисини фараз ^илиш методи билан исбот-

а миз. f  функциянинг ^  бутун сон булмайдиган J ,  даври мавжуд 

Деб ^ Р а з  киламиз. У *олда

Т 1 — пТ0 -f- /,
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- ч

бунда О С К Т 0, п эса бутун сон. Аммо Т0 ва Т l — f  функция- 
нинг даврлари ва шу сабабли f  нинг аницланиш со^асига тегишлн 
.■\ар ^андай х  учун x - \ - T t ва * +  / =  (х 4 -7 \) — лГ0 сонлар f нинг 
аникланиш сохасига тегишли булади ва

/  (х Ц-1) ^  f  (х 4- тг пТ0) =  f  (х +  Тл) =  f  (х).
Биз Т0 дан кичик мусбат I сон f  функциянинг даври эканини топ- 
дик. Бу Т0 функциянинг энг кичик мусбат даври деб ^илган фара-

J
зимизга зид. Бинобарин, фаразимиз нотугр*1 ва — — бутун сон ▼,

То
Машцлар.

85. функция даврийми:
a) f (x) =- 1; б) f (x)  =  х2; в) f (x)  •==; г) f (x)  =  {*}?

X
86. Тригонометрия функцияларнинг даврийлиги, жуфтлнги ва тоу 

лиги ^амда бошца хоссаларидан фойдаланиб, тригонометрик 
функцияларнинг' ^ийматларини аргументнинг мумкин булган энг 
кичик мусбат градуслар ёки радианларнинг цийматлари тари- 
касида ифодаланг:
a) sin405°; б) cos в) tg3333°; г) c tg (— ^ л ) ;

5 <
д) co s( 1985°); e) s i n (  — ^ ) ;  ж) t g ^ j i ;  з) cos Щ2.

87. Ушбу
а) г/ =- sin 2л:; б) y = x c o s x \  в) у - -  t g 2x ;r)  у — cos —; д) у= 4

б
функциялар берилган. Улар орасидан даврийларини курсатинг 
ва уларнинг з̂ ар бирининг энг кичик мусбат даврини топинг. 
функциянинг энг кичик мусбат даврини топинг (88 — 89).

88. a) cos2at, б) sin — ; в) tg4x; г) cos* +  sinx.3
89. a) cos(3*— 2); б) sin 4- l j ;  в)* ctg j-;  г)* c tg(3x  — 2).

90. 46 — 49-расмларнннг з̂ ар бирида Т даврли бирор.функция гра
фигининг бир ^исми келтирилган. Графикни [— 2Т; 3Т] кесма 
цадар давом эттиринг.

П Х1 т *
2

46- раем 47- раем
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Даврий функция сонлар тугри чизирининг ,\амма ерида усувчи 
9 1 ' була оладими?

6 у =  slnx функцияни текшириш

Синусни (шунингдек, бош^а асосий тригонометрик функцияларни) 
«исширишни \ам 4- п. да тавсифланган схема буйича утказамиз. 
теК j г и н у с н и н г  ашщланиш соуаси сонлар турри чизирининг х,ам- 
масидан, кийматлари со.^аси эса [— 1; 1] кесмадан иборат:

D (sin) — R, Е  (sin) =- [— 1; 1].

2. а) Синус ток, функция:
барча лар учун sin (— лг) == — sin*,
б) Синус даври 2 я  га тенг даврий функция: 
барча х £ Я  лар учун s in (х +  2 я) — sin*

(5-п.да курсатилганидек, 2 я  — синуснинг энг кичик мусбат даври).
3. х л п  нуцталар, бунда n £ Z ,  синуснинг ноллари.
4. Синуснинг узгармас ииюра ораликларини курсатамиз; бу 

(2 ял; я  +  2 ял) интерваллардан иборат булиб, уларда синуснинг ^ий- 
матлари мусбат з^амда (я +  2 ял; 2л 4- 2 л л) интерваллардан ибо
рат булиб, бунда синус мацфий ^ийматларни кабул цилади.

5. Синуснинг ijcuui оралицлари

[— — 4-2 ял; — +  2 я  п I
1. 2 2 I

кесмалардан иборат булиб, бунда п £ Z, камайиш оралицлари 

|^ -  +  2 лл; ^  +  2я л |.  

кесмалардан иборат булиб, бунда л £ Z.
6. Синус — -+-2лп нукталарда 1 га тенг максимумларга эга,

2

бунда n£Z,  ~ - j - 2 n п нукталарда— 1 га тенг минимумларга эга 
бунда п g Z.1 ~

Биринчи туртта хоссанинг исботи олдинги пунктларда берил- 
ган (уларни такрорланг). Шу сабабли 5 ва 6 -хоссани исботлашгина 
^олади.

^ ~ + 2  л  л ; +  2 л  л j орали^ларда синус усувчи эканини

Исб°тлаймиз. Синус даврий булгани учун исботни — y j  кес-

утказиш етарли. Бу орали^нинг хг<С х2 тенгсизликни ^аноат- 
лантирувчи хар цандай иккита x t ва х2 сони учун, синуслар айир- 

аси формуласини татбик этиб, топамиз:

sin хг — sin х х —- 2cos * — ■-* sin — ~A~ l - ( 1)
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— у  <  x t <  x t <  — тенгсизликдан

0 < . JL <  xi+**  JL 
2 2 2

экани келиб чи^ади. Шу сабабли cos -1 +  > 0 , sin ^ ^  >
2 2 

> 0  ва, демак, ( 1) тенгликнинг ^нг ^исми мусбат, яъни sinxx<
<  sin лг2. Шу билан синуснинг берилган орали^ларда усиши исбот-
ланди. | у +  2 л и ; ^  +  2 л л |  оралицлар синуснинг камайиш ора-

лицлари эканлиги хам шунга ухшаш исботланади (бу мулохазани 
мустацил утказинг).

6-хосса 5-хоссанинг яэдол натижаси. Масалан, ~  + 2  л п нук,-

талар синуснинг усиш ва камайиш оралицларининг умумий охир- 
ларидир, шу билан бирга бу нуцталарда усиш камайиш билан ал- 
машинади. Синуснинг бу ну^талардаги киймати 1 га тенг.

у  — sin х  функция билан утказилган текшириш бу функциянинг 
графигини ясаш имконини беради (50-раем), уни биз илгари ну^та- 
лар буйича ясаган эдик.

Машцлар.
92. Функциянинг ани^лаш со^асини топинг:

а) - ‘ ; б) —— ; в) sin**; г) s in — • 
sin*— 1 sin х  х

93. функциянинг цийматлари со^асини топинг:

a) sin 2х\ б) 2 sin х; в) sin* Здс; г) sin*x.

94. функциянинг узгармас ишора оралицларини ва нолларини 
топинг.

X 1a) s in 2jc; б) — s in —; в) ------ ; г) sin2*.
2 sin х

95. Сонларни усиб бориш тартибида жойлаштиринг:
a) s in 20°, sin 100°, s in (— 30°), s in (— 250°), sin 170°;
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6) sin 1,8; sin 2,3; sin у ;  sin (— 1); sin^— ^ л  )• 

дв функциянинг у'сиш ва камайиш оралик;ларини топинг:

a) sin Зх; б) s in (— х +  j j ;  в) sin (— 2х); г) s i n ^ x  — j j .

97. Сонларнинг берилган тенглама ёки тенгсизликни цаноатланти- 
рувчи тупламини топинг. Бирлик айланада шундай Р, ну^та- 
ларни белгилангки, улар учун тегишли кийматлар берилган 
муносабатларни цаноатлантирсин:

-i/ у  т/'з"  1

a) sin / =  у— \ б) sin/ =  — в) s i n / <  у ;

г) sin / >  — у .

98. Сонларнинг берилган тенглама ёки тенгсизликни цаноатланти- 
рувчи тупламини топинг. Синус графигини ясанг ва абсцисса
лар уцида мос тенглама ёки тенгсизликнинг ечимлари булган 
х  нукталар тупламини курсатинг:

ч . V T  ^ . у т  . . у гa) sjnx  = ---- -— ; 6)s in x  =  —— ; в) sin х  <  ;

ч • V Tг) s i n x > — •

99. функцияни текширинг ва унинг графигини ясанг:

г) sin 2*; б) sin^x — y j ;  в) s in ^ x -f  -yj; r) sin у .

7. у  — cos X  функцияни текшириш

Косинуснинг асосий хоссаларини ифодалаймиз.
1. у  — cosx функциянинг анщланиш со^аси сонлар турри чи- 

зигининг ^аммасидан, цийматлари со^аси эса [— 1: 1] кесмадан 
иборат:

D (cos) — R , Е  (cos) =  [— 1; 1].
2. а) Косинус жуфт функция:

барча х £ Я  лар учун cos(— х) =  cosx.
б) Косинус даври 2 л га тенг даврий функция:

барча х 6 R  лар учун cos (х +  2 л) =  cos х 
(2 л — косинуснинг энг кичик мусбат даври).

х — -)_ п п  нукталар косинуснинг ноллари, бунда n£Z .

( — у  +  2 я  л; - |  +  2 л л ) интерваллар косинуснинг узгар-
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мае ишора оралицларидир, бунда косинуснинг цийматлари мусбат 
ва [ у  +  2 л л; у  4- 2 л я )  интерваллардир, бунда косинус ман-

фий цийматларни цабул килади, я £ Z.
5. Косинуснинг |ш ш  оралщлари

[— л +  2 л я; 2 л я] 

кесмалардан, камайиш оралщлари
[2 л  я; я  4 2 л я ]

кесмалардан иборат, бунда я £ Z.
6. Косинус * = 2  л я , n ( :Z  ну^таларда 1 га тенг максимумлар- 

га эга, л  +  2 л я ,  я £ 2  ну^талар косинуснинг минимум ну^та- 
лари ва бу нуцталарда унинг ^ийматлари— 1 га тенг.

5 ва 6- хоссаларнинг исботини олдинги пунктдагидек утказиш 
мумкин (косинуслар айирмаси формуласидан фойдаланиш керак).
cosх — s in (* +  у )  келтириш формуласидан фойдаланиш ^улайрок.

Бундан масалан, косинуснинг усиш орали^лари синуснинг усиш
ораликларини чапга ^адар суриш билан хосил ^илиниши дархол

куринади. 1-п. да таъкидланганидек, бу формуладан, косинуснинг
графиги (51-раем) чапга у  цадар сурилган синусоида экани келиб

чицади.

М аш цлар
100. функциянинг аницланиш сохасини топинг:

а) —— ; б) ----- !-----; в) cos*2; г) cos—.
cos ж cos х  - f - 1 X

101. функциянинг цийматлари сохасини топинг:

а) — cos2*; б) 2 cos*; в) cos2* +  1; г) yC os2* - f  1.

102. функциянинг узгармас ишора орали^лари ва нолларини топинг:
X 1a) cos3*; б) cos—; в) — —; г) cos2*.
2 cos х  I
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|03 Сонларни усиб бориш тартибида жойлаштирипг:
а) cos20°, cos(— 30°), cos70°, cos 170°, cos 135°, cos(— 100°);
б) cos 1,2, cos (— 0,1), c°s ” , cos ( 1), c o s - p  cos 3.

|04 функциянинг усиш ва камайиш ораликларини топинг:

а) — cos3x; б) cosjx — - |) ;  в) c o s j— - j j ;  г) cos^2x — i j .

105. Сонларнинг берилган тенглама ёки тенгсизликларни цаноат- 
лантирувчи тупламини топинг. Бирлик айланада Р, ну^таларни 
белгиланг, бу нукталар учун t нинг тегишли кийматлари мос 
тенглама ёки тенгсизликларни ^аноатлантирсин:

a) cos t  =  б) cos i — в) cos t  <  г) cos О  —

106. Берилган тенглама ёки тенгсизликларни цаноатлантирувчи сон
лар тупламини топинг. Косинуснинг графигини ясанг ва абсцис- 
салар уцида мос тенглама ёки тенгсизликнинг ечимлари булган 
х  нукталар тупламини курсатинг:

1 / T F  1/Т 1/Тa) cosх  =  ■——; 6) c o s x ^  — ; b ) c o s * <  —— I

г) cosx<  — —.
' 2

107. функцияни текширинг ва унинг графигини ясанг:

а) cos 2* +  2; б) cos^ac— - jj ;  в) cos(* +  ” j; г) cos у .

8- У ~  tg X функцияни текшириш

Тангенснинг асосий хоссаларини ифодалаймиз.
1. Тангенснинг ашщланиш со^аси — +  я п, n £ Z  куриниши-

даги сонлардан бош.^а >;ациций сонлар тупламидан, цийматлари со%а- 
ш  эса сонлар тугри чизирининг ^аммасидан иборат.

2. а) Тангенс тоц функция:
барча ;e£D (tg) лар учун tg (— *) =  — tg*.

б) tg *  даврий функция, унинг даври я  га тенг:
' барча x £ D ( tg) лар учун tg(x +  л) == tg х  

(п тангенснинг энг кичик мусбат даври).
3. Тангенснинг ноллари х = л  п, n £ Z ,  нукталардан иборат.
4. Тангенснинг узгармас ишора орали^лари (л п\ ~  пл)  ин

терваллардан, бунда тангенс мусбат ва ^ ^  -f- ял; ял j  интервалдан 
иборат, бунда тангенс манфий ^ийматларни ^абул килади, n £ Z .
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5. Тангенс у  +  я  п; у  4- я  п j  , л 6 Z  орали^ларда ifcadu.

6. y = i g x  функциянинг экстремумлари мавжуд эмас.
5-хоссагина янги. Шуни исботлаймиз. Тангенс даврий булгани-

дан исботлашни ( — ; y j  интервал учун утказиш етарли.

х 1 ва х2 сонлар х2 > * ,  куринишдаги берилган интервалга те
гишли ихтиёрий сонлар булсин. tg * 2 > t g * x эканини исботлаш ке- 
рак.
in у v sin*2 sin xfi sin^cos^j — sinx,cosx2 sin (x.2 — Xj)lS X2 X1 ----------------------------------------------------- — ----------------.COS X 2 COS Xj COS Xj cos x2 cos xt cos x2

фаразга кура — ~ <  х г<  *2<  — . Шунинг учун cos*! > 0 .

cos*2 > 0 .  0 <  *2— *х<  я  булгани учун s in (* „— jcx) > 0 .  Демак,
*g* 2  — t g ^ i > 0 ,  яъни tg * 2 > tg * 1, шуни исботлаш талаб ^илинган 
эди.

Тангенснинг графиги 52-расмда ( — y < * < y j  ва 53-расмда 

тасвирланган.
t g х  функция у  нуцта атрофида узини ^андай тутишини ба-

тафсил цараймиз. Агар * <  — булса в а у  — га я^инлашса, бу
2 2

^олда tg *  нинг мос цийматлари 
мусбат ва чексиз усади («чексиз- 
ликка интилади» ^ам дейилади). 
Да^и^атан, бунда s in *  1 га,, 
cos* эса 0 га якинлашади, шу
сабабли тангенс

Ж
2

I . s in x  \
t g * = ------

\ cos X I
мусбат чексиз усувчи цийматлар- 
ни кабул ^илади.

Шунга ухшаш мулодазалар *
нинг — га унгдан я^инлашиши-

да ^яъни * > у  да j тангенс-

52- раем

нинг ^ийматлари модули буйича 
чексиз усади, аммо улар манфий 
(бу холда «тангенс минус чексиз- 
ликка интилади» дейишади).

Бу эслатмага биноан — + я  п 
2

га интилувчи * ларда тангенс 
функциянинг графиги * — — +  

+  я  п tv fph  чизиэда якинлашади,
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бунда х <  у  +  я п  да график «юцорига чексиз кутарилади», х >

> у  +  л п да эса «пастга чексиз тушади». Тангенснинг бу хусуси-

ятини унинг графигини ^араш билан тушуниб олиш мумкин (53- 
расмга царанг).

Машцлар

108. функциянинг аницланиш сохасини топинг:

a) tg(* +  -J); б) 2 tg (— 2х)\ в) г) —
1 4 /  tg Зое tg x + 1

109. функциянинг ^ийматлари сохасини топинг:

a) tg 2л:; б) 4 tg в) — tg2*; г) ~  tg2* +  1.

ПО. функциянинг узгармас ишора ораликлари ва нолларини топинг: 

a) tg 3jt; б) — tg у ;  в) tg2*; г) — tg** +  1.

4 1 .  Сонларни усиб бориш тартибйда жойлаштиринг:
а) tg 10°, tg 100°, tg (— 20°), tg (— 110°), tg 200°;
б) tg 2 , tg4 , tg 6 , tg (— 8), t g ^ ( t g y n .

o  4

112. функциянинг усиш ва камайиш оралшугарини топинг:

a) tg 2х; б) tg ( — * +  j ) ;  в) — t g ^  +  j J ;  г) tg - j .

*13. Берилган тенглама ёки тенгсизликни цаногтлантирувчи нуцта- 
лар тупламини топинг. Бнрлик айланада шундан Я, ну^талар-
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ни белгилангки, бу нукталар учун t нинг тегишли цийматларн 
берилган муносабатни ^аноатлантирсин:

a) tg f =  1; б) tg 1=  — У  3; в) t g f < y ' 3; г) tg / >  — 1.
114. Берилган тенглама ёки тенгсизликни каноатлантирувчи сонлар 

тупламини топинг. Тангенснинг графигини ясанг ва абсцисса- 
лар укида мос тенглама ёки тенгсизликнинг ечимлари булади- 
гаи нукталар тупламини курсатинг:

a) tgx= ^  — 1; б) tg *  =  К З; в) t g x <  — VЪ\  г) tg x  >  1.
115. функцияни текширинг ва унинг графигини ясанг:

a) tg 2х; б) tg^*  +  ~j-, в ) — tg(jf +  - - j ;  г) t g ^  +  я).

%
9. т  У =  ctgjc функцияни текшириш

Котангенснинг асосий хоссалари бундай.
1. Котангенснинг аницланиш сохаси л п  нуцталардан тацщари 

барча ^а^иций сонлар туплами, бунда n £ Z ; котангенснинг циймат- 
лари сохаси — сонлар тугри чизигининг ^аммаси.

2. а) Котангенс т щ  функция: 
барча x£D( c t g)  лар учун

ctg ( х) — с tg х.
б) y = c t g x  функция даврий, унинг даври л  га тенг: 

барча x £ D (ctg) лар учун c tg (х +  л) —• c tg х  
(л  — котангенснинг энг кичик мусбат давридир).

3. -J  +  л п ,  n £ Z  нукталар котангенснинг нолларидир.

4. Котангенснинг узгармас ииюра оралицлари — |л п ,  —+  л nj 

интерваллар, бу интервалларда котангенс мусбат ва ^— у  +  я я ,
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n nJ интервалларда котангенс манфий ^ийматларни кабул ^илади,

' $ котангенс (я л ,  я - f  я л ) ,  n ^ Z  оралицларда камаяди. 
g у  =  c tg * функциянинг экстремумлари мавжуд эмас. 
Котангенснинг графиги 54-расмда тасвирланган.

М а ш ц л а р
116*. ф ун к ц и я н и н г аникланиш со^асини топинг:

a) c tgf*  — -j-); б) ctg (— 2дг); в) —!— ; г) -  1 .
'  \  4 ) ctg дс ctg х  — 1

117*. функциянинг ^ийматлари со^асини топинг: 

a) ctg 2*; б) 3 ctg у ; в) ctg2*; г) y c tg 2* +  1.

118*. функциянинг узгармас ишора оралицларини ва нолларини 
топинг:

a) ctg 2г, б) —ctg | ; в) ctg2 *; г) 4  ctg2 * +  1.
119*. Сонларни усиб борнш тартибида жойлаштиринг:

а) ctg 10°, ctg 100°, c tg (— 20°), c t g ( - 110°), ctg315°;
б) c tg 2, c tg 4, c tg 6 , c tg 8, ctg j ,  ctg^ я  ).

120*. функциянинг усиш ва камайиш орали^ларини топинг: 

a) ctg 2*; б) ctgj — * - f  i j ;  в) — ctg ( у  — j j ;  г) ctg2*.

121*. Берилган тенглама ёки тенгсизликни цаноатлантирувчи нуц- 
талар тупламини топинг. Бирлик айланада шундай Pt нуц- 
таларни белгилангки, улар учун i нинг тегишли ^ийматлари 
берилган муносабатни ^аноатлантирсин:

a) ctg t =  1; б) ctg / — —1— ) в) c tg / <  ] / 3~; г) c tg / > l .
У  3

122*. Берилган тенглама ёки тенгсизликни ^аноатлантирувчи сон
лар тупламини топинг. Котангенснинг графигини ясанг ва 
абсциссалар укида тегишли тенглама ёки тенгсизликнинг 
ечимлари буладиган ну^талар тупламини курсатинг:

a) c tg *  — 1; б) ctg * — У  3; в) c tg * <  — V~3\ 
г) c tg*  >  1.

3*. функцияни текширинг ва унинг графигини ясанг:

a) c tg 2*; б) ctg^* — -^-j; в) — ctg (*  +  y j ;  г) ctg22*.
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4- §. ТРИГОНОМЕТРИК ТЕНГЛАМАЛАР ВА ТЕНГСИЗЛИКЛАРНИ 
ЕЧИШ

10. Арксинус, арккосинус ва арктангенс

1. Тенгламаларни ечишда фойдаланиш 1̂ улай булган бигга му- 
?̂ им тасди^ни (бу тасди^ни илдиз цацидаги теорема деб аташади) 
царашдан бошлаймиз.

Т е о р е м а .  /  функция /  орали^да усувчи (ёки камаювчи) бул- 
син, а  сони эса /  функциянинг шу орали^да цабул ^иладиган 
^ийматларидан ихтиёрий бири булсин. У *олда f ( x )  — а тенглама
I  оралицда биттагина илдизга эта булади.

Исботни усувчи функция учун утказамиз (функция камаювчи 
булганда хам мулохазалар шунга ухшаш юритилади). Теореманинг 
шартига кура а сони f  функциянинг /  оралиеда оладиган ^иймати, 
яъни /  оралиеда шундай b сони мавжудки, f(b) — а булади. Ь со
ни f (x)  =  a тенгламанинг ягона илдизи эканини курсатамиз. 
I  оралиеда f (c) =  a =  f(b)  тенгликни ^аноатлантирувчи яна битта 
с ф Ь  сони мавжуд деб фараз ^иламиз. У холда ё с <  Ь ёки 
ct>b.

Аммо /  функция /  оралицда усувчи, шу сабабли ё f(c)<Lf(b), 
ёки f ( c ) > f  {b). Бу f(c) — f(b) тенгликка зидлик цилади. Биноба- 
рин, цилинган фараз нотугри ва /  ораливда f (x)  — a тенгламанинг 
Ь сонидан бошца илдизлари йуц.

2. Сиз биласизки, синус функция £— ■—) -2-j кесмада усувчи ва

— 1 дан 1 гача булган барча ^ийматларни ^абул килади. Демак, 
илдиз ^ацидаги теоремага биноан | а | <  1 тенгсизликни цаноатлан-
тирувчи ^ар цандай а сон учун Ĵ— y j  оралицда sin х =  а тенг

ламанинг биттагина Ь илдизи мавжуд. Бу Ь сон а сонининг аркси- 
нуси дейилади ва arcsin а деб белгиланади (55-раем). Шундай к,и- 
либ, а сонининг арксинуси деб ^ y j  кесмага тегишли шун

дай сонни айтиладики, у  нинг синуси а га тенг булади.
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1-м и со  л . arcsin

V 2 -

2

arc sin

V 2 ни топамиз.

arc sin ■ =  —, чунки лSin--  :
4

V T
2

ва

2- м и с о л .

я ,  Г _л . _л_
Т  [ 2 ’ 2

ни топамиз.

тегишли jСинуси — у  га тенг бурчак Q — j ]  ораликда

__ !L га тенг. Шу сабабли arcsin^-----=
Арксинуснинг цийматларини жадваллардан (ёки калькулятордан 

фойдаланиб) топиш мумкин. arcsin а ни кисоблаш учун жадвал 
ёрдамида а° ли бурчак синуснинг — 90° <  а° <  90° ичида ётувчи 
ва s in a  =  а  булган (\ийматлари топилади. Сунгра а° радианларда 
ифодаланади (бунда бурчакларнинг градус улчовларини радиан ул- 
човларига утказувчи жадваллардан фойдаланилади).

3-м и со л . arcsin 0,9063 ни топамиз. Жадвалларга биноан:
0.9063 да sin 65°,
65° да 1,1345 (рад), 

arc sin 0,9063 да 1,1345.
3. Косинус функция [0; л] кесмада камаювчи ва — 1 дан 1 га- 

ча булган ^амма ^ийматларни кабул цилади. Шунинг учун | а | <  1 
тенгсизликницаноатлантирувчихар кандай а сон учун [0 ; я] кесмада 
cosх = а тенгламанинг ягона b илдизи мавжуд. Бу Ь сон а сони- 
нинг арккосинуси дейилади ва arccos а деб белгиланади (56-раем).

а сонининг арккосинуси деб [0; л] оралицца тегишли шундай 
сонни айтиладики, унинг косинуси а га тенг буЛади.

4-м и с о л . arccos V ~

cos-5- = У з
ва £  €[0; я).

6 2

5 -м и с о л . arccos

Злки cos _  У  2

' 4 \  __я_. л >
2 ’ 2

4.

( _ _ y j \ _  Зл 
(  2 )  4 ’

ва ^  6  [0 ;я ].
4

чун-

интервалда тангенс

Функция ^сувчи ва R  дан барча киймат- 
ларни кабул цилади. Шу сабабли ихтиё-
рий а сон учун (— ) интервалда

t g x = a  тенгламанинг ягона Ь илдизи 
Мавжуд. Бу Ь сон а сонининг арктан- 
&нси дейилади, arctg а деб белгилашади 
(57-расм). Шундай килиб,

4 Алгебра ва анализ асосларн. 9 -10 - синф. 49



а сонининг арктангенси деб (— у -; y j  интервалга тегишли 
шундай сонни айтиладики, унинг тангенси а га тенг б^лади.

6- м и с о  л . arctg 1 =  у ,  чунки t g y  =  1 ва y j-

7 - м и с о л .  arc tg (— |/ 3 )— — у ,  чунки tg (— у j =  — у  3*
я я  л \

в а ------6 ------ ; — ■3 \ 2 2 /
▼ 5. Котангенс функция (0; л) интервалда камаювчи ва R  дан 

барча кийматларни н а̂бул цилади. Шу сабабли ^ар к,андай а сон учун 
(0 ; л) интервалда ctg х  — а тенгламанинг ягона b илдизи мавжуд. 
Бу b сон а сонининг арккотангенси дейилади ва arcctg а деб бел- 
гилашади:

а сонининг арккотанге ней деб (0 ; я) интервалга тегишли 
шундай сонни айтиладики, унинг котангенси а га тенг бС)лади.

8-м и со  л . arcctg -  у ,  чунки ctg у  — ва у  6(0 ; л). 

9 *мис ол .  arcctg(—уА3) =  чунки ctg — =■ — |/" 3 ва

~ € ( 0 ; л).

М а ш ц л а р
^исобланг (124— 131).

124. a) arcsinO; б) arcsin 1; B)arcsin(— 1); г) arcsin — ;
_ 2

д) a rc s in ^ y - ;  е) ar cs i n^— ж) arcs>n ^

125. a) arcsin 0,3024; 6J arcsin 0,4305; 
в) arcsin 0,3033; г) arcsin 0,7801.

126. a) arccosO; б) arccosl; B)arccos(— 1); г) arccosy;

д) arccos^— y j ;  е) arccos У ~ .; ж) arccos | — ).

127 a) arccos 0,2164; б) arccos 0,8771; 
в) arccos 0,6081; г) arccos 0,5666.

128. a) arctg 0 ; б) arctg (— 1); в) arctg \  3 ;  г) arctg—
V  3

129 a) arctg0,3541; б) arc tg2,300; в) arctg( — 5); г) arctg 10.
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,чл* a) arcctgO; б) arcctg 1; в) arcctg(— 1); г) arcetg]/ 3;

Д, arcctg ( - ^ = ) -

, 3 1 * a) arcctg0,7080; б) arcctg6,386; 
в) arcctg 5; г) arcctg (— 10).

, 3 2  т>три муносабат ,^осил булиши учун юлдузча урнига тенглик 
ёки тенгсизлик белгисини цуйинг:

. 1 У з  ■ (  I \  У зa) arcsin *arccos - — ; б) a r c s i n ------I *arccos-—
2 2 \ 2

в) arctg Uarccos —; r) arctg (— у  3 ) *arcsin (— j  j.

^исобланг (133— 135).
• • , l133. a) arcsin — +  arccos — ;

/ V~2 \  /  У Т6) a rc s in ------ —  +  arccos '
2 J \ 2

v . У з  , ( УТв) arcsin-51------ h a r c c o s ---------
2 V 2

ч • I  V 3  \  , У з  r) arcsin — -—  +  arccos - —

134. a) arctg V  3 -I-arctg (— 1); 6) arctg— X—  -f  arctg 1;
V  з

в) arctg (— 1) +  arcs in r) arctg У 3 +  a rc c o s-^ -;

д) arcsin ( — -f- arccos ( — \ arctg —-—
I , -  2 )  \  2 /  V 3

135*. a) arcctg)/ 3 +  arctg У~3;

б) arctg ( — K"3) +  arcctg (— V  3);

в) arcctg У "3 -f  arctg ( — j ;

r) arcctg (— У  3) +  arctg ^ j .

136. [— 1; i] кесмага тегишли хар цандай хг ва ха сонлари учун 
■*i< хз тенгсизликдан
a) arcsin* ! <  arcsin б) arccosxt > a rcco sx2 

тенгсизлик келиб чи^ишини исботланг.



137. Дар ^андай *х ва х2 сонлар учун *х<  *2 тенгсизликдан
а) arctg* , <  arctg*2; б) arcctgхх > arcctg х2 
тенгсизлик келиб чи^ишини исботланг.
Сонларни усиб бориш тартибида жойлаштиринг (138— 139).

138. a) arcsin 0,8; arcsin (— 0,3); arcsin 0,9;
б) arcsin (— 0,5); arcsin (— 0,7); arcsin 0,2;
в) arccos 0,4; arccos (— 0,2); arccos (— 0,8); 
r) arccos 0,9; arccos (— 0,7); arccos 0,6.

139. a) arctg 100; arctg 1; arctg0,3;
б) arctg (— 100); arctg (—2); arctg (— 1);
в)* arcctg 12; arcctg 1; arcctg 0,2 ;
r)* arcctg(— 20); arcctg(— 10); arcctg(— 1).

140*. Тенгликни исботланг:
а) хар ^андай *£[— 1; 1] учун
arcsin* +  arccos* =  —;

2

б) з̂ ар цандан * учун arctg * +  arcctg * =  —.

141*. Куйидагиларнинг цийматнни топинг:
a) arcsin (sin 10); 6) arccos (cos 12);
в) arctg ( tg 2)J r) arcctg (ctg (— 3)).

11. Энг содда тригонометрик тенгламаларни ечиш
1. Ушбу

cost =  a ( 1)
тенгламадан бошлаймиз, бунда а — ихтиёрий ^аки^ий сон. Бу тенг
лама а нинг кийматларига борлиц равишда нечта ечимга эгалигини 
ва улар цандай эканини текширамиз.

Агар | а | > 1  булса, у холда (1) тенглама ечимларга эга эмас- 
лиги равшан, чунки >$ар цандай t учун | cos / f<:  1.

| а | <  1 булсин. cost — а тенглик уринли буладиган ^амма t 
ларни топиш керак. [0; я] кесмада ( 1) тенгламанинг аниц битта 
ечими мавжуд, бу сон arccos а.

Косинус— жуфт функция ва, демак, [— я;  0] кесмада (1) тенг
лама ани^ битта ечимга эга — бу ечим — arccos а  сонидан иборат. 
Шундай ^илиб, cost ~ a  тенглама узунлиги 2 я  га тенг булган
I— я; я] кесмада (а — 1 да бир хил булган) иккита ечимга эга: 
t — ±  arccos а.

у  — cost  функция даврийлиги сабабли колган ечимларнинг ^ам- 
маси бу ечимлардан 2 я п  (п £ Z) га фарц цилади, яъни (1) тенглама 
ечнмларининг формуласи бундай:

/ =  ±  arccosa +  2 я  п, n £ Z .  (2)
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6)
58- раем

(Эътибор беринг: бу формуладан | а | <  1 булгандагина фойдаланиш 
мумкин).

(1) тенглама ечимларини бирлик айланада намойиш цилиш мум
кин. Таърифга кура cos t— бирлик айлананинг Р( нуцтасининг абс- 
циссаси. Агар | а | <  1 булса, бундай ну^талар иккита булади (58-а 
раем); агар | а | =  1 ёки а — — 1 булса, битта булади (58-б раем).

а =  1 да arccos а ва — arccos а  сонлар бир хил булади (улар 
нолга тенг), шу сабабли

cos t =  1
тенгламанинг ечимларини

t =  2 я  я, я 6 Z
куринишда ёзиш цабул ^илинган.

а =  — 1 ва а =  0 булган доллар учун ( 1) тенглама ечимларини 
ёзишнинг «ало^ида» формаси к,абул цилин ган:

/ =  я  +  2 я  п, п £ Z  да cos t =  — 1;
4- и It = -  + ЯП, п £ Z да cos t =  0.

1- м и с о л .  cosx =  -y тенгламани ечамиз. (2) формулага кура

х =  ±  arccos у  +  2 я  п, n £ Z .

arccos-i-=  — булгани учун ушбу жавобга келамиз:
2 3

х =  ±  — +  2 я  я, я £ Z.
3

2 - м и с о л .  cosx = — 0,2756 тенгламани ечамиз.
(2) формулага биноан х =  ±  arccos (— 0,2756) +  2 я  я.
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arccos (— 0,2756) нинг цийматини калькулятор ёрдамида топамиз: у 
тацрибан 1,8500 га тенг. Шундай цилиб,
х  =  ±  *0 +  2 я  п (n£Z),  бунда х0 «  1,8500.

3- м и с о л . cos^2x — j  ) =  — j

(2) формулага биноан

(

тенгламани ечамиз.

2 х — ^ = ±  arccos j  +  2 л  п, n£Z ,

яъни

бундан

2х — — =  ±  — я  +  2 л л,
4 6

я 5я 
х  — J ± ] ^  - )-я л , n £ Z .

2. Ушбу
sin t =  а (3)

<
тенглама | а | > 1  да ечимларга эга эмас, чунки з̂ ар цандай / учун

sin/«s  1. | а  | <  1 да [ — —; — ] кесмада (3) тенглама а'йик битта
Г я  Зя I

ечимга эга: — arcsin а • —; — \ орали^да s in* функция камаюв-
чи ва — 1 дан 1 гача ^амма цийматларни ^абул цилади, шу сабаб
ли (3) тенглама бу орали^да хам аниц битта ечимга эга. 59- а расм- 
дан бу илдиз /, сони экани куриниб турибди, /2 =  я  — arcsina. Х,а- 
Ки^атан,

sin  t2 =  sin (я  — /j) =  sin tt — a.

Бундан таш^ари, — f  <  <  f  булгани учун, — j  <  — t t < ~
n n г я  З я ]

ва я  — <  я  — +  у  га эгамиз, яъни сони -j;; ~  I кес-
мага тегишли.

Шундай цилиб, (3) тенглама | — —; у  ] оралиеда иккита ечим
га эга: =  arcsin а ва t2 — n  — arcsina (a =  1 да бу ечимлар бир 
хил). Синуснинг даврийлигини (даври 2 я) ^исобга олиб тенгламанинг 
хамма ечимларини ёзиш учун бундай формула ^осил ^иламиз.

t =  arcsina +  2 я  п, (4)
t =  я  — arcsina +  2 пп,  n £ Z .  (5)
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(3) тенглама ечимларини иккита эмас, балки битта формула би
лан ёзиш цулай:

/ =  (— l)fc arcsina - f  я  k, k £ Z .  (6)
Жуфт k — Чп ларда (6) формуладан (4) формула билан ёзилган 

з̂ амма ечимларни топишимизга, то^ k — 2л - f  1 ларда (5) формула 
билан ёзилган ечимларнинг з^аммасини топишимизга осон ишончз^о- 
сил ь^илиш мумкин.

(3) тенглама ечимларини бирлик айланада намойиш цилиш цулай 
(59-расм). Таърифга кура sin/ бирлик айлана P t ну^таларининг ор- 
динатасидир. Агар | а \ <.  1 булса, у з^олда бундай нукталар иккита 
(59-а раем); а =  ±  1 да битта (59-6 раем).

Агар а =  1 булса, у з<;олда arcsina ва л —arcsina сонлар бир хил

булади (улар -у-га тенг), шу сабабли

sin/ --  1
тенгламанАнг ечимларини бундай ёзиш ^абул цилинган:

/ =  — -f  2лл, n £ Z .

а ~  — 1 ва a  -  0 да ечимларини бундай ёзиш цабул цилинган: 
я

агар / =  — — 2пп, n £ Z  булса, s i n / =  — 1,

агар / =  ял , л £ Z булса, sin/ =  0.

4 - м и с о л .  s i n / — тенгламани ечамиз. (6) формулага биноан:



5-ми со л. siru  =  0,3714 тенгламани ечамиз. (6) формулага би- 
ноан

х  — (— 1)" arcsin 0,3714-Ьял,л

Калькулятор ёрдамида топамиз: arcsin 0,3714 «  0,3805.
6- м и с о л .  Тенгламани ечамиз:

1 /Т

(6) формулага биноан

2 ~  ю =  (— 0  arcsin + n k , k £ Z .

I 1/2 \  яarcsin I -----) — —у  булгани учун ушбуларга эгамиз:

х я  . ь / я \
2 10 ~   ̂  ̂ ( — 4 ] +  Л*.

(— 1)k 7  -Ь2 яА, * 6 Z.

3. ХаР цандай t да j — —; — ) интервалда ани^ битта шундай
/ мавжудки, t g t — a булади, бу arctgaAHp.

Шу сабабли

tg /  =  а (7)

тенглама узунлиги я  га тенг ( — j интервалда аниц битта ил-
дизга эга. Тангенс даври л га тенг даврий функция булгани учун

(7) тенгламанинг долган илдизлари 
топилган илдиздан л п  га фар^ цила- 
ди (n£Z) ,  яъни

/ =  arctga- f - я л ,  n f Z .  (8)
tg / =  а тенглама илдизларини тан* 
генслар чизирини ^араш билан на- 
мойиш к,илиш ь;улай (60-раем), tg / — 
бу ОРи тугри чизик, билан тангенс- 
лар чизигининг кесишиш ну^таси Tt 

1 к нинг ординатаси эканини эслатиб ута- 
миз ( 1-п. га ^.) }^ар цандай а сон 
учун тангенслар чизигида ординатаси 
а га теиг биттагина Т  (1; а) нуцта мав
жуд. ОТ турри чизик бирлик айла- 
на билан иккита нуцтада кесишади;

60- раем бунда ( — 2 ’ 2 )  И11теРвалга Унг ЯРИМ
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ислнкнинг P ti нуцтаси мос келади, бу нуцта tx =  arctga ни
^аноатлантиради.

7- ми со л. tg *  =  / 3  тенгламани_ ечамиз.
(8) формулага к?ра х =  arctg У 3 +  л /t, л 6 Z ечимни топамиз, 

a r c t g / 3' =  J  булгани учун охирги
л

* =  J  + Л П , n £ Z

жавобга келамиз.
8- м и с о л .  tgjc =  5,177 тенгламани ечамиз.
(8) формуладан

х — arctg5,177 4- л п, n ^ Z
экани келиб чицади. Калькулятор ёрдамида топамиз: arctg 5,177 да 
ж  1,3800.

9- м ис ол .  c t g x =  — V 3 тенгламани ечамиз. Бу тенглама

тенгламага тенг кучли, буни (8) формула ёрдамида

ечамиз:

x =  arctg( — ] +  л п  =  — -f п п ,  n £ Z .

М а ш ц л а р
Тенгламаларни ечинг (142— 150).

= ^Т~' в) cosx =  — \  • г) <жх = —

’ В) sin * =  — г> sin * =  —

~  в) tg л: =  1; r ) t g x  =  - ^ = .

= в) c tg x =  — I; г)

142. a) cos х =  l y i ; 6) COS X =

143. a) sin х =  —;
2

6) sin х =

>44. a) tg * =  1; 6) tg*  =

145. a) ctg х 1; 6) ctg x —

146. a)sin* =  — 0,6; 6) COS x =

147. a) cos 2х =  —;
2

6) sin4x

148. a) sin  ̂ ~  )  = - Y I -  б
2 ’

^49. a) sin ( х — — j  =

l«'f
>

гII

) =  V 3 ;

г) tg 4jc =  3.

. 1 _  V 2 .
5 5 2 *

б) cos (1 — х) =  0;
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150. a) sinj — 4х +  = ~ J '  6) cos( — J  — 5j f )

B) 48 ( f  ) =  1/T: B) Sin( f  ~  1 ) =  0- 
161*. ctg t =  a тенгламанинг хамма ечимлари / =  arcctg a +  nn, 
n €Z формула ёрдамида топилишини исботланг.

12. Энг содда тригонометрия тенгсизликларни ечиш
Тригонометрик функцияларни уз ичига олган тенгсизликларни 

ечиш одатда
s i n x < a ,  cosх ^  a, t g x > a  

ва ^оказо куринишдаги энг содда тенгсизликларни ечишга келтири- 
лади.

Уларни ечиш усулларини мисолларда ^араймиз.
1-мисол.  Ушбу

sin* <  у  ( 1)

тенгсизликни ечамиз. Бу тенгсизлик бирлик айлананинг барча Р (
нукталари t нинг берилган тенгсизликни каноатлантирувчи циймат- 

1
ларида — дан кичик ординаталарга эга эканини билдиради. Барча
шундай нукталар туплами I ёйдан иборат булиб, бу ёй 61- расмда

1
ажратиб курсатилган (/ ёйнинг ~  ординаталарга эга булган охирлари

I
царалаётган тупламга кирмайди, чунки уларнинг ординаталари т  

• 1 1 
дан кичик эмас, балки ~  га тенг). P t нуцтанинг ажратиб курсатил
ган ёйга тегишлилик шартини ёзамиз. / ёйнинг охирлари Р я ва P w

6 б
нуцталардан иборат. Ръя - - Р  ?л эканини пайкаб, (1) тенгсизликнинг

6 6

61- раем 62- раем 63- раем
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узунлиги 2 я  га тенг [~1я; т] оралиеда тегишли ечимлари

ИНН топамиз. (Эътибор берииг: бошлангич тенгсизлик цатъий 
б у л г а н идан, теигсизликлар цатъийдир.) Синус даврий булгани учун 
колган ечимлар топилганларига 2 ял куринишидаги сон лари и ц?шиш 
билан зрсил цилинади, бунда л 6 Z , яъни узил-кесил жавоб бундай:

— -jr +  2 я л < / < у  +  2 ял , n £ Z .

2- ми со л. Ушбу тенгсизликни ечамиз:

cos 2/ з» — ~ . (2)

21 ни а  ор^али белгилаб берилган тенгсизликни бирмунча сод- 
далаштирамиз:

cos а  >  — — (3)

Бу тенгсизлик бирлик айлананинг барча Ра нуцталари сс нинг
1

(3) шартни ^аноатлантирувчи цийматларида — ~  дан катта еки ун-
га тенг абсциссаларга эга булишини билднради (62- раем). Бу ну^-

таларнинг ^аммаси х  = — ~  тугри чизи^дан унгда ёки шу тугри
чизш\нинг узида ётади. Демак, барча шундай ну^талар туплами 62- 
раемда ажратиб курсатилган ёйдан иборат. Олдинги мисолдан фар- 
ци шундакн, бу ённинг охирлари изланаётган тупламга киради: бу

охирларнинг абсциссалари — у  га тенг ва, демак, (3) тенгсизлик-
ни цаноатлантиради.

/ ёйнинг охирлари Рщ  ва /? 2я нуцталардан иборат эканини ку- 
Т  *7 з

рамиз. — д дан л гача оралиеда ётувчи а  бурчакларни цараш би
лан чекланиб. Р  нинг / ёйга тегишлилик шартини бундай ёзиш 
мумкин:

2я 2я
<4>

Косинус даврий булгани учун (3) тенгсизликнинг исталган бош- 
•Sa ечимн (4) тенгсизликни цаноатлантирувчи цийматлардан 2 ял га 
Фарк ^илади, яъни (3) тенгсизликнинг ечимлари туплами

2я 2я
— у  +  2 л л < а < у + 2 я л ,  n £ Z

Ни ^аноатлантирувчи а  сонлардан иборат.



Яна t  узгарувчига утиб, куйидаги жавобни ^осил ^иламиз;
2 я 2л

—  "у  +  2 яп  <  2/ ^  —  4 - 2 лп,

я я
— у  +  л п < / < у  +  я п ,  п 6 Z.

3- м и с о л .  Ушбу тенгсизликни ечамиз:

t g O l .  (5)

Тангенс даврий булгани учун (5) тенгсизликни <€:( — да
ечиш етарли. Агар t (5) тенгсизликнинг ечими булса, у ^олдатан- 
генслар чизигининг Т ( ну^тасининг ординатаси tg / га тенг булиб, 
1 дан катта ёки 1 га тенг б^лиши керак. Бундай ну^таларнинг з̂ ам- 
маси АТ  нурда ётади (63-расм). Бирлик айлананинг бу нурнинг Tt 
ну^таларига мос келувчи Р( нуцталари 63- расмда ажратиб курса- 
тилган ёйни тулдиради. Бу ёйнинг Р ( нукталари учун

я я
4 ** t< :  2

тенгсизлик бажарилади.
Жавобни ёзиб олиш учун тангенснинг даврийлигини з^исобга 

олиш ^олади:
я я
— +  цп <  / <  у  +  я  п, n £ Z .

М а ш ц л а р  '
Тенгсизликни ечинг (152— 158).

152. a) sin х У з .  
2 ' б) s in x  > в) s in x < _ У 2 . г) sin х  > 0,055.

Ж  
2 ’ б)

1
cos х  < В) cos х > _ У З \ г) cos х > 0,7900

У З ; б) tgx>y f ; В) t g * < - - У З ; Г)

ОАньл

1
" У з 1 б) c tg x  > 1; В) c t g x ^

1
У  з: Г) c t g x <  — 5.

1
> 2 ; б)

Зх у з  
cosT < i F ; в) t g ( - ? ) < *

2х
г)* Ctg — > — 100.

157. a) sin  ̂у  — х б) 2 cos  ̂2 х +  j -  j  <  У  3;
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13. Тригонометрия тенглам алар ва тенг лам ал ар систем аларн- 
ни ечиш мисоллари

11- пунктда энг содда тригонометрик тенгламаларни цандай ечиш 
курсатилган эди. Мураккабро^ тригонометрик тенгламаларни ечиш 
тригонометрик функцияларнинг хоссаларини ифодаловчи формула- 
ларни билишни талаб ^илади. Баъзи бир мисолларни ^араймиз.

1- ми с о л .  Ушбу тенгламани ечамиз:

6 sin*x— 5sinx- f -1 =  0. (1)
г/ =  siruc янги узгарувчини киритамиз. У ^олда (1) тенгламани 

бундай ёзиш мумкин булади:
Ь у * - 5 у +  1 =  0.

1 1
Биз квадрат тенгламага эга булдик. у — — ва у  — — унинг ил-

1 I
дизларидир. Демак, sinx =  — ёки sin* =  —. Биринчи ^олда ушбу 
ечимга эга буламиз:

к 1 4 я
х =  (— 1) arcsin — + я Л,  яъни х =  (— I) — - \-nk ,k£Z .

Иккинчи з^олда ушбуга эгамиз:
1

х — (— 1) arcsin j  +  я т ,  яъних =  (— 1) х0+ л m , m £ Z ,

бунда х0 =  a rc s in j  «  0,34.

2 - ми со  л. Ушбу тенгламани ечамиз;

6 cos® х — 5 sin х  - f  5 =  0.

cos®х ни 1 — sin2* билан алмаштириб, s inx га нисбатан квадрат 
тенгламага келамиз:

бундан 

яъни

6(1 — sin*x) — 5 s inx +  5 =  0,

— 6 sin* х  — 5 sin х +  11 =  0 ,

6 sin*x +  5 sin x — 11 =  0.
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L- мисолдагндек, s i n * = i /  янги узгарувчи киритамиз. У холла
11 11

6 г/*4 - Ъу—  11 =  0 , бундан у  — 1 еки у  =  — — s in* =  — — теНг.
I 111дама ечимларга эга эмас, чунки — — > 1. s i n * =  1 тенгламани 

ечиб, топамиз:

х  у  +  2 я k; k £ Z .

3- ми со л. Ушбу cos 2* +  sin х  =  0 тенглама ^ам квадрат тенг- 
ламага келтирилади, бунинг учун cos2* ни 1 — 2sin*jc ифода билан 
алмаштириб, s in* ни у  билан белгилаш керак (ечимни охирига ет- 
казинг).

4- м и с о л .  t g * 4  2 c t g *  = 3 тенгламани ечамиз.
I

tg *  ни у  билан белгилаймиз. c tg * — ~—  булгани учун у  +
2

4- ~  =  3 тенгламага эга буламиз. Бу (у Ф 0 шартда) у г — 3у  4 2 =
=  0 квадрат тенгламага келади. Бунинг илдизлари: у ~  2, у  — 1.

1) tg * =  2; * =  а п ^ 2 4 я & ,  яъни * =  * „4  л k, k £ Z ,  бунда 
*0 =  arctg 2 «  1, 11.

2) tg*  =  1, * =  — +  л к, k £ Z .
5- м и с о л .  Ушбу тенгламани ечамиз: (2)

3sin2* — 4 sin * co s* -b  cos**= 0.
Аргументнинг cos* =  0 буладиган ^ийматлари бу тенгламанинг 

ечимлари була олмайди, чунки cos * =  0 булса, у холда 3 sin1* — О 
тенглик бажарилиши керак, аммо косинус ва синус бир ва^тда нол- 
га тенг була олмайди. Шу сабабли тенгламанинг иккала ^исмини 
cos2* (ёки sin2*) га булиш ва бунда (2) тенгламага тенг кучли тенг
лама .^осил цилиш мумкин.

3 tg2* — 4 tg * 4  1 =  О,
бундан

1
tg*  =  1 еки tg *  =  у

Бинобарин,
я 1

х — — у яп,  n £ Z  ёки * =  arctg у  4 - ял,  n d Z .

6- м и с о л .  sin2* — s i n 2 * = 0  тенгламани s in 2* ни 2 sin*cos*
билан алмаштирилгандан кенин

sin2* — 2 sin * cos * =  О
тенгламага келтирилади.

Чап цисмини купайтувчиларга ажратамиз:
sin * ( sin * — 2 cos *) =  О,
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oit «in * — 0 , яъни х ^  лп,  п в п  ёки бундан sin*
in * — 2 cos * =  0,  tg *  =  2, яъни * - arctg 2 + я п ,  n £ Z ,

* =  *0 +  ЛП, n £ Z ,  бунда *0 =  arc tg2 «  1,11.
5 -  м и со л д а г и д ек , тенгламанинг иккала цисмини cos®* га булиб, 

tg2* — 2 tg * == О
тенгламани *осил ^илиш мумкин эди.

Агар sin** га булинса, у ^олда sin* =  0 буладиган * ларни 
собга олишга тугри келади, улар берилган тенгламанинг ечимла- 

ридир. Шу сабабли sin2* га булишдан кейин ^осил булган

ctg* — \  =  О

тен глам а ечимларига s in * — 0 тенглама ечимларини ^ам кушиш ке-
Рак- ,Купгина бошца тенгламалар, масалан, sin2* — sin*cos* +
-f-cos2* -  0 ёки sin3* +  2sin2* co s* — 3sin*cos2* +  2 cos3* -• О 
каби тенгламалар ва бошка тенгламалар ^ам чап ва унг кисмлари- 
ни косинус (ёки синус) нинг тенглама даражасига тенг даражаси- 
га булиш билан ечилади. * нинг cos* = 0  (sin"* га булганда 
s i n * = 0) буладиган кийматлари берилган тенгламанинг ечимлари 
булишини олдиндан текшириб куриш керак. Масалан, иккинчи да- 
ражали тенгламани cos2* га (ёки sin2* га), учинчи даражалитенг
ламани эса cos3* (ёки5Ш3*га)булинади. Кейин tg*  ни (ёки c t g * ни) 
у билан алмаштириб алгебраик тенглама >рсил ^илинади.

7-мисол.  Ушбу
5я

[ х ~ У  =  т *
(sin* =  2 sin у

5п
тенгламалар системасини ечамиз. Биринчи тенгламадан у — * — — ни
топамиз. У ^олда

_ .  / 5 я  \ /  5 я  5 я  \
г. sm у  — 2 sin ( * — — J — 2 ( sin * cos * ~  — cos * sin * — I =

=  2 ( s i n * . -  +  cos * j =  sin * +  V 3 cos *,

системанинг иккинчи тенгламаси sin* =  s in* +  1 3 соз*куриниш- 

ниолади, бундан c o s * = 0 ,  х  =  ~ - г л п ,  бунда n £ Z .
\ Шундан кейин, топамиз:

5 я  я 5 я  7 я
у  =  *  — - J  =  у +  лп — Y  пп —  , n£Z.

л"

^ а в о б :  * =  j  +  лп,  у  =  лп — n £ Z  - - - ^ « г е н -
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М а щ ц л а р

Тенгламаларни ечинг (1 5 9 — 166)

159. а) 1 4  cos х 4  cos 2х =  0; 

в) 4 sin х =  4 — cos2*;

б) 3 — cos2* — 3 sin х — 0 

г) tg*  +  ctgx =  2- ~

160. a) co s-j =  1 4- cos*;

в) 5 cos х +  12 sin х =  13;

181. а) 1 — cos х =  2 sin

в) cos 2х =  2 у  sin х;

б) tgх —tg( y ~ x ) =  1
г) 3 cos х — 2 sin 2х =  0.

х
б) 1 4  cos х =  2 cos 2 ’

г) V 3 s in x - c o s x  =  0.

182. a) cosx 4- sin x =  0; 6) cos2x — 3 s in x c o s x  =  — I;

в) 3 cos*x =  4 sin x cos x — sinax; r) 4 cos2x — 7 sin 2x =

183. a) 

в)

164. a)

3cosx44
2

=  2 ;

3 "V/2 sin x — 1 
3

5 tg x 4  8 1;

6)

r)

6)

3sin x-{-4 
2

=  2 ;

3 У  2 cos x — 1 
3

=  1.

в)

5 ctg x+ 8  

2

=  l;

1 /3  t g * +  5 2 ’

1 6 5 . a) I s i ^ + L ^ .

в)

1,5 sin x -)-3 
6

 ̂ ~V 3 ctgx 4  5 4
2 cos x +  7 

б) ГГ” ----T^T =  2;

tgx+2
=  3 — tg x; r)

l,5cosx 4  7 
6

166. a) -

в)

15
sin x +  1 

1

=  11—2sinx; 6)

c tg x 4 3
15

=  2 c tg x — 1; r)

cos *4- • 

10

=  3 — ctg x.

=  11 — 2 cos x;

t g x + 1  “ tgx  +  2

187. Тенгламалар системасини ечинг:

=  3 — ctg x.

. I sin x  4- cos у  — 0 ; 
a) 1

sin* ж 4- cos* у = —;
. I sin x cos у  — 0,25, 
) ( sin у  cos x  — 0,75;

тен < i
ч — it
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Т а р и х д а н  м а ъ л у м о т л а р

Хозирги вацтда тригонометрик функциялар ёрдамида ечилади- 
ан масалалар цадим замонларда пайдо булган. К,адимдан бундай 

м асалаларни еча билишга жиддий талабларни астрономия цуйган. 
А строном ларни сферада ётган катта доираларнинг ёйларидан тузилган 
сферик учбурчакларнинг томонлари билан бурчаклари орасидаги 
м уносабатл ар  цизи^тирган. Улар, сиз VI I I  синфда шугулланган те- 
кис учбурчакларни «ечиш» га дойр масалаларга цараганда мурак: 
каброь, масалаларни ечишни яхшигина уддалаганлар.

Бизнинг тригонометрик жадвалларимиз урнида кадимги матема- 
тиклар берилган узунликдаги ёйларни тортиб турувчи ватарлар жад- 
в а л п н и  тузишган.Эрамиздан илгари III — II асрларда грек математик- 
лари томонидан тузилган бундай кадим и й жадваллар бизгача етиб 
келмаган. Ватар узунликлари .\ак,идаги бизгача са^ланиб колган энг 
кадимий жадвал Александриялик астроном П т о л  е м е й  (эрамизнинг 
И асри) томонидан тузилган. Бу жадвалларда айлана ватарларининг 
узунликлари 30' дан оралатиб берилган. Ватар узунликлари уч хо- 
нали олтмишлик касрлар шаклида, яъни

а Ь с 
~60 +  60* +  60» ’

куринишда ёзилган, бунда а, Ь, с сонлари 0 дан 59 гача булган 
бутун сонлардир.

sin, cos, tg, ctg, sec, cosec тригонометрик функциялар айланада утка- 
зилган кесмалар узунликларининг нисбатлари сифатида V — X аср 
хинд ва араб математикларида учрайди. Х,инд математиги А р и а 
б х а т а  (V асрнинг охири) sin2a -j-co s2»* =  1 формулани ва ^атто 
ярим бурчак синуси, косинуси ватангенси формулаларини биларэди. 
Бу формулалар унга шу функцияларнингжадвалларини тузишучун 
хизмат килган.

Рарбий Европада тригонометрия XV— XVI асрларда актив ривож- 
ланди.-Бунда бир ^атор натижалар француз математиги Ф. В и е тг  а 
(1540— 1603) тегишлидир. Дифференциал ^исоб пайдо булиши би
лан тригонометрик функцияларнинг хосилалари учун формулалар то- 
пилди. Бу формулалар асосан И. Нъютонга маълум эди. Бу форму- 
лаларнинг геометрик усул билан чикарилишини К о т е с н  ин г (1682 
7" 1716) ишларидан топиш мумкин. Аргумент — сю дан +  оо гача 
Узгарганда тригонометрик функцияларнинг кандай узгариши ^акида- 
ри очиь; тасаввурлар Д. В а л л и с  (1616— 1703) нинг асарларида 
Учрайди. Аммо, умуман айтганда, Л. Э й л е р  (1707— 1783) гача 
булган математиклар бу хусусда унча катта изчиллик курсатмади- 
ЛаР ва баъзи масалаларга боглик равишда тригонометрик функция- 
•1арнинг ани^ланиш со.\аларини турли усуллар билан чеклаб цуй- 
Янлар. Сон аргументнинг сонли функциялари ёки кесма узунлик- 
ларининг бурчак катталигига ёки ёй узунлигига богликлиги дейилган- 
■5а нима назарда тутилиши очи^ эмас эди.
й ' лгеб[)а ва анализ асослари. 9—10- синф. 65



Тригонометрии функциялар назарияси ^озирги куринишни 
Л. Эйлер асарлари, жумладан унинг «Чексиз кичиклар анализига 
кириш». («Введение в анализ бесконечно малых») (1748) кито- 
бида олди.

Т а к р о р л а ш г а  д о й р  саволлар ва масалалар

1. 1) 1 радианта тенг бурчак нима? Градус ва радиан улчовларини 
богловчи формулаларни ёзинг.
2) Бурчакни радиан ^лчовга утказинг: а) 360°; б) — 180°; в) 18°-
г) 1°.

3) Бурчакни градус улчовга утказинг: а) л рад; б )^  рад; в)—^  
рад; г) 1 рад.

2. 1) Бирлик айлана нима? а  бурчакнинг синуси ва косинуси таъ- 
рифини беринг.
2) Агар а:

а) у ;  6) j n ;  B ) - f n; г) 30°; д) 570°; е ) - 2 4 0 °

ларга тенг булса, sina ва cosa ^ийматларини (калькулятор ва 
жадваллардан фойдаланмай) топинг. (Олдин бирлик айланада Р( 
ну^тани ясанг.)
3) Агар а:
а) 23°24'; б) 102°8'; в) 1,2; г) - 0 , 7
га тенг булса, s i na  ва cosa цийматини жадваллар ва калькуля
тор ёрдамида топинг.

3. 1) а  бурчакнинг тангенси ва котангенси таърифларини беринг. 
а  нинг кандай цийматларида tg a  ва c tg a  аникланган? Тангенс- 
лар чизири нима?
2) Агар а:

а) 30°; б) 45°; в ) - ц ;  г) у  я; д) — 7  л

га тенг булса, tg a  ва c t g a  кийматларини (жадваллардан ва каль- 
кулятордан фойдаланмай) топинг.
3) Агар а:
а) 39° 12'; б) 146°7'; в) 1,7; г) — 0,4
га тенг булса, tg a  ва c tg a  цийматларини калькулятор ёки жад
валлардан фойдаланиб топинг.

4. 1) Бир аргументнинг тригонометрик функциялари кийматларини 
богловчи формулаларни ёзинг.
2) Ифодани соддалаштиринг:
а) 1 +  tg*a; б) 1 +  ctg*a; в) ( s i na  -f  cosa)2; г) ( s ina — cosa)2-

3) Айниятни исботланг:
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а) Т Т Т ^Г  “  cosa * ’ 1- c o s a  sina
1) а  нинг ^айси координата чоракда ётишига цараб, sin a , cosa,
te a  ва c tg a  нинг ишорасини курсатинг.
2) Ишорасини ани^ланг.

а) sin 11°; б) sin у  л; в) cos 112°; .г) cos( - ■ “ );

Д) tg 100°; е) tg ( -  -J5 я); ж) ctg ( - 100°); з) ctg 8.

3) Тригонометрик функциялардан бирининг берилган щиймати ва 
а  ётган интервал буйичацолган асосий учта тригонометрик функ
ция ^ийматларини топинг:

а) s i n a =  у < а < я ;  б) cosa =  -у, 0 < а < у ;
1 З я  З я

в) t g a  =  7 , л < а < у ;  г) c tg a  =  — 3, у <  а <  2 л.

1) Келтириш формулаларини эслаб ^олиш учун мнемоник кои- 
дани ифодаланг. Бир нечта келтириш формуласини ёзинг.
2) Уткир бурчак тригонометрик функцняси ^ийматига келтиринг:

/ 33 \  172
а) s in 231°; б) cos(— 500°); в) t g ( — у  л ); г) c o s y  я.

3) Ифодани ссддалаштиринг:
7 я  5 я 7 я

а) sin—  +  c o s y  +  t g y ;

_____sin (180° — a) cos (180° +  «) tg (— «)____
/  3 я \ /  я \

sin (a — 270°) ctg ( a  +  у  J  cos | — a — у  J

1) Йигинди (ва айирма)1 нинг косинуси, синуси ва гангенси фор
муласини ёзинг.
2) Синус, косинус ва тангенс кийматларини (жадваллардан фой- 
даланмай) ^исобланг:

а) б) 75° ( - ^ =  у — у ,  75° =  45° -i- 30° эканидан фойда- 

ланинг).
3) Айниятни исботланг:

а) sin ( a  -f- — j  -j- sin ( a  — ~  j =  j / 3 s i n a ;

б) J g  * +  tg (60° — a) . _  sin (a +  P)
' tg a tg (60° — a) cos a  cos p „

rv Ппг. п _ чандаи масалалар >̂ ал
/ cos 2a cos 3a — sin 2a sin 3a =  cos 5a.
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8. 1) Иккиланган аргумент формуласини ёзинг.
2) Агар

a) cos а  =  ва 0 < а < — ; б) sin а  =  —  ва c o sa < 0
5 2 13

экани маълум булса, s in 2 a ,  cos2 a , tg 2 a  ва c tg 2 a  ни хИ- 
собланг.
3) Ифодани соддалаштиринг:

а)  ̂ (2cos*a— 1); б) 1— (cos a  — sin a )2.

9. 1) Косинуслар (синуслар) йигиндиси ва айирмаси формулала- 
рини ёзинг.
2) Жадваллардан фойдаланмай хисобланг:
а) cos 117° +  cos 63°; б) sin 225° — sin 75°;

. . я  . . 5я . 19л яв) s in ----- b s i n — ; г) cos------- cos— .
12  12  12  12

3) Ифодани соддалаштиринг:
ч sin 70° — sin 10° . /  я \  . /  я  \

а) -------------------; б) s i n ------ Н a  +  s i n ------- a  I’  cos 40° { 3 J I 3 )
Айниятни исботланг:

. c o s a + c o s 3 a  , »
B) -— ; . =  Ctg 2 a;

sm o -j-s in 3 o

r) sin 2 a  -f sin 4 a  +  sin 6 a  =  4 sin 3 a  cos 2 a  cos a.
10*. 1) Ярим аргумент формуласини ёзинг.

2) Агар:
1 Зя .  .  . 2 .  __а) cos a  =  —  ва — - < а < 2л ; б) sin а  ---------- ва л < а <
3 2 3

<С -^-я экани маълум булса, sin — cos tg -^-

ва ctg —  ни топинг. 
ь  2

3) Ифодани соддалаштиринг:
. sin a  . а  . ,  1 + c o s a  . _ a  ,а) ----------- c tg -------- sin*a; б) ------------ tg*— — cos*a.

1 4  cos a  2 1 — cos a  2

I I .  1) функция нима, унинг аницланиш ва кийматлари сщалари 
нима?
2) функциянинг аникланиш со.^асини топинг:

я \ ^ ^ У З  — х\ б) г/ =  ------ в) у  =■
2х — 3 cos х

а) 1 +  tg*a; б; t
jx) у  — -------.

3) Айниятни исботлан. ctg*
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64- раем

3) функциянинг ^ийматлари со^а

65 раем 

'асини топинг.

а) у — ——; ь ) у ~ —т "Ь 1» в) у — *2— I;
х  х г

г) у  =  2 sin x  +  1; д) г/ =  tg*-t; e ) y  =  cos*x.

12. I) функциянинг графиги нима?
2) 64- раемда тасвирланган нукталар туплами бирор функция
нинг графигими?
3) функциянинг графигини ясанг:

2
а) у — — 2х +  3; б) у

в ) у  =  хг — 2х\ г) у  = / 7 + 1 .
* + 1

13. 1) Камаювчи ва усувчи функциянинг таърифини айтинг.
2) Графиги 65-расмда тасвирланган функциянинг усиш ва ка- 
майиш ораликларини топинг.
3) функциянинг усиш ва камайиш ораликларини топинг:

а) У — — З х + 1 ;  б) у  — ------ — ; в) у= 2х*+ 4х ; г) у=х*.
х  4- 2

14. 1) функциянинг экстремум ну^талари (максимуми ну^талари 
вз минимуми нукталари) таърифини айтинг. функциянинг экст- 
ремуми нима?
2) Графиги 65-расмда тасвирланган функциянинг максиму
ми ва минимуми ну^таларини курсатинг.

Функциянинг максимуми ва минимуми нук,таларини топинг:
а> У -  (дс—3)* +  2; б) у  =  1 - ( х - 2)*;
B) ^ - s i n x ;  r ) y = t g * .
1) Функцияни текижришнинг боришида кандай масалалар ^ал 
^илинади?
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2) функцияни текширишни утказинг:
а) у  — хг —  4х +  3; б) ^ = c o s *  — 2;

12в) у  — 2 s in* 4- 1; г) у — ------- .
X

3) Шу функцияларнинг графикларини ясанг.
16. 1) Жуфт ва ток функциянинг таърифини беринг. Тоц ва жуфт 

функция графиклари цандай хоссага эга?
2) К,уйида берилган функцияларнинг кайсилари жуфт, кайси- 
лари тоц функция эканини аникланг:

v

а) у  =  **; б) у  =  х»; в) . у  =  — ;
X

г) у= х+ х»;  д L - ;  е) у  *=\х\.

3) функциялардан кайсилари жуфт, кайсилари ток ва ^айси- 
лари жуфт хам эмас, ток ^ам эмас функциялар:

a) /(*) — sin 3*; б) g(*) =  * sin *;

в) h (x )  — г) и(х) =  *4-cos*?
X

17. 1) Даврий функция таърифини беринг. функциянинг даври 
нима? Даврий функциянинг графиги кандай хоссага эга?
2) функция кандай эн г кичик мусбат даврга эга:
a) i/ =  sin*; б) у — cos*; в) у =  tg* ; г) у  =  ctg*?
3) функциянинг энг кичик мусбат даврини топинг:

а) /(*) =  sin 2*; б) g(*) =  cos

в) h{x) =  tg ~y  4 - 1; г) u(x) =  cos (4* 4- 1).

18. 1) Синус, косинус ва тангенснинг асосий хоссаларини айтиб 
чикинг.
2) Тенгсизликларни мос функцияларнинг хоссаларидан фойда- 
ланиб исботланг:

а) sin 290° <  sin 310° <  sin 370° <  sin 400° С  sin 430°;
б) cos(— 317°)>cos( — 2 8 0 °> co s( — 213°) > c o s ( — 193°);
в) tg ( — 253°)<  tg ( — 200°)<  t g ( — 175°)<  t g ( — 1 4 Г )<

<  tg ( — 112°);
r) s in4,7 <  sin 5,1 <  sin 5 , 6 < s i n 6 , 2 <  sin 7 < sin 7,8.

3) функция графигини (синусоидани абсциссалар уки буйлаб 
параллел кучириш билан) ясанг:

a)y =  si n ( * — -J-J; б) у  =  cos (* +



1) Илдиз *ацидаги теоремани ифодаланг.
2) Соннинг арксинуси таърифини беринг. К,андай сон лар учун 
арксинус аншуганган?

3> * исобланП , / у зЛ
a )  arcsin 0; б) arcsin 1; в) arcsin -g-; г) arcsin ( — - V j -

20 1) Соннинг арккосинуси таърифини беринг.
2) Арккосинус кандай сонлар учун ани^ланган?
3) Х исобланг: _  

a) arccos0; б) arccos 1; в) arccos-^-; г) arccos( —

2 1 1) Соннинг арктангенси таърифини беринг.
2) Арктангенс цандай сонлар учун аншуинган?
3) ^исобланг:
a) a rc tg 0; б) arctg 1; в) a rc tg ( — 1); r )a rc tg V " 3 .

22. 1) Энг содда тригонометрик тенгламалар: sin * =  a , cosх =  а , 
t g * =  а  ни ечиш формулаларини ёзинг.
2) а нинг цандай кийматларида энг содда тригонометрик тенг
ламалар ечимга эра?
3) Бирлик айлана ёрдамида

a) s i n a = 0 , 7 ;  б) co sa  = — 0,3;
в) tg a  =  — 2; г) s in a  = — 0,4

тенгламаларнинг ечимлари булган а  бурчакни курсатинг.
23. Тенгламани ечинг:

а) cos** — sin** =  1; б) 4 sin * cos * =  V  2 ;
в) 2 sin2* - f  3 s in *  =  2; г) 2 cos**— 5 c o s* = 3 ;
д) tg2* — 4 tg *  +  3 =  0; e) 6sin** — 4 s i n * c o s * = l .

24. Бирлик айлана ёрдамида
v . I V 2 .a) s i n a > -------- ; 6) c o s a < ------ *->

B) t g a <  3; r ) s in a  ^  2

тенгсизликларнинг ечими булган a  бурчакни курсатинг.

I бобга до й р  ц у ш и м ч а  м а ш ц л а р

•68. Синус (косинус)

а) ~  б) а Н— —; в) а ; г) - ^ ^ ( а > 0 ,  Ь > 0 )
31 а У  а2+ Ь2 а +  Ь

‘а тенг булиши мумкинми?
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Ифодаларни соддалаштиринг (1 6 9 — 172).

169. a) - - tg*g • i ± cti ! a  ■ б) c tg P j- c tg a .
1 +  tg2a  ctg2a  ’ tg a  — tg (J 

B) J j p +  tga  r) _j»n_«sinp . a  
ctg p + c t g  a  cos a  cos P

170. а) 1 +  tg*ф — tg2ф(cosa ф +  1);
6) (1 +  sin2 9 )ctg2 ф — 1 — c tg 2 ф;

. cos2a  — sin2 P , ,  .
B> — -V  ■ 2ft — ctg2 a  ctg2 p ;sin2a s t n 2P

r) ^ f — c te P c o sP-

171. a) (3 s in * - f  2 cos*)* +  (2 s in x  — 3 cos*)2;
б) tg2* — sin**— tg2* s in 2*;
в) ^ ф  +  l)a +  ^ ф  — l)2 +  (ctg ф +  1)* +  ( ^ ф — 1)*; 
r) У  sin2 P (1 - r  ctg  p) - f  cos2 Э (1 +  tg  Э).
„» cos a  +  sin a  , ,> s in P  — cos p172. a) --------------- ; 6) — --------- - .

sin a  — cos a  sin p +  cos P

173. Агар

a) t g a  =  - b  6 ) c t g a = ^ - ;

в) t g a  -------- i - ;  r) tg a  =  — 2

3 cos a  2 sin a  .булса, --------- 1---------  ифоданинг кииматини хисобланг.
2 cos о  — 3sin о

174. s in /  +  cos/ =  m  экани берилган. m орцали ифодаланг:
a) s in / cos/; 6) sin3/ -f- cos3/.

175. t g ф -f  c tgф  =  m экани берилган. m орцали ифодаланг:
а) tg2 ф +  ctg* ф ; б) tg 3 ф - f  ctg3 ф.

176. а) cos*a— s in * p = 0 ,5  экани берилган. sin*a — cos2|}hh топинг.

б) sin2a  +  cos2p >  1 экани берилган. cos2a  — s in * p <  1 экани
ни исботланг.
Айниятларни исботланг (177— 184).

177. sin2 a  sin2 p 4- sin* a  cos* p +  cos* a  =  1.
178. ( tg a  -f- ctga)2—(tg a  — c tg a )2 =  4.

. sin2 a  , 2 cos2 a  . „ ,179. а ) ---------1---------------- sin2 a  =  1;
tg2 a  ctg2 a

1 — 4 sin2 1 cos2 1 . с  • t  j6)  — =  1 — 2 sin / COS /.
(sin t -f- cos tY
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т »/ — sin»f _ гп^ _  sin t: б) ■ +-  =C0S/+Sin/.
180. a) 1- s in /c o s /

. / П Г 5 Г /  I sin 1 1 . 6 ) I /  1 sin t _ | cost |
|8 1 . а) У  Г + с oTt I 4  c o s /’ 1 1 +  sinf 1 + s in /

,8 2 .  (s in  a  +  tg  a ) (cos a  +  ctg a) -  (1 +  sin a) (1  +  cos a).
. no cin3 a  (1 +  ctg a) 4- cos3 a( 1 +  tg a) =  sin a  4- cosa.
1 . V i — 2 sin tcos/ , 2 sin / cos t _
184. Агар s i n t > c o s t  булса, sin2, _ cosa, +  sint +  ^ ,

__ sjn 1 4. cos t ни исботланг.
185. Келтириш формулалари ёрдамида уткир бурчак тригонометрик 

функциялари цийматлари билан алмаштиринг:
а) cos 108°; б )  sin 2 5 0 ° ;  в) tg 165°; г) cos 317°;
д ) s in  ( - 1 5 7 ° ) ;  е) t g (  — 144°).

186. Биринчи чорак бурчаги тригонометрик функцияси кийматига 
келтиринг:

г . Зя 9я , , 5я . . 2ла) s in — ; б) c o s— ; в) ctg — ; г) sin —

187. 45° дан кичик мусбат бурчак тригонометрик функцияси ^ий- 
матига келтиринг:
а) cos 89°; б) t g 68°; в) sin 7 Г ; г) c tg 47°.

188. Энг кичик мусбат аргумент тригонометрик функцияси ^ийма- 
тига келтиринг:

а) s i n ^ ;  б) cos2 - U i ;  e ) t g (  — - у ) ;  г) cos ( — - j- j .

189 . Жадваллардан ва калькулятордан фойдаланмасдан хисобланг:
а) sin 7 5 °  cos 7 5 ° ;
б ) 10 ctg 135° sin 2 1 0 °  cos 2 2 5 ° ;

в) 2 sin* 225°— ctg 330° tg  405°;
r) sin 167° sin 107° +  sin 257° sin 197°.

190 . Ифодани соддалаштиринг:

ctg a  )sin (p— ~ )
a) cos(n — a ) c tg ( —-----a ); 6) — —------ J -- '-----г— ;

’ s \  2 /  ’  cos(n — P ) t g ( — a)
. . / З л  \  _ v  С 05*(я —  a)

i - s .n *  [T + XJ ) ------- m — V
B )-----------v г > • 1—cos — — a

1 — sin*(n 4- x) ’ \ 2 /

Айниятни исботланг:

а И * ( т + т ) - ' « ( т - т ) “ 2 , е к
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б)
sin а  — sin З а  
cos а —cos 3 а

— ctg 2а; в)
sin (х  — я) tg (’--г)

CCS (-у - +  *)ctg  (я — х)

_» sin4 (а  — 630°) . . , ПГ10\г)  ------------ =  1 +  cos (а  — 90 ).
1 +  sin( — а)

192. ^уйидаги функциялар жуфт функция эканини исботланг:

a) tg 2 х; б) | х  | +  cos х; в) X — tg X ч sin х  cos X------- -—; г ) ----------- .
ж — sin jc 2 tg х  +  х

193. К,уйидаги функциялар тоц функция эканини исботланг:

a) s in— ; б) tg**; в) *8 +  sin*;  г) -sinх ~г х
3 2 + co s  х

194. Куйидаги функциялар нима сабабдан на жуфт, на тоц функ
ция эмаслигини тушунтиринг. Улар даврийми?

а) V~x ; б) в) х  +  1; г) хг +  * +  1; д) s iru + c o s  х.

195. а) Агар s i n a  =  —  ва 0 < а < —  булса, sin (—  +  а )  ни
3 2 \ 6 /

хисобланг.

б) Агар tg a  =  2 ва л < а < - у -  булса, sin ( “̂ -----a j ни ^исоб-
ланг.

196. Агар
\  ®  : о  4 0  ^ - ^ - З я я . 0 _а) cos a  = ---- —, sinp =  —  л < а < — , —  < р < я ;

41 41 2 2

б) cosa =  -5-, s inр =  ~ < а < 2 л ,  - ^ - < р < л
о 1 о 2. 2

булса, cos(a +  P) ни хисобланг.
197. Агар

\ -  3 „ 1 Зл Зпа) s i n a  ==------- , cosp — --------, — < а < 2л, я < 6 <  — ;
4 4 4 ,  2

б) cosa =  s i nр =  — , —  < а < 2я, —  < р < л
3 2 2

булса, sin (a — Р) ни ^исобланг.
7 9198. tg a  =  — , tg Р =  —  экани берилган. ^уйидагиларни топинг:
4 5

а) tg(a -)- р); б) tg (a  — Р); в) c tg (a  +  P); г) ctg (a — Р).

199. Тенгликни исботланг:
sin 32° cos 15° +  cos 32° sin 15° =  sin 26° cos 21° +  cos 26° sin 2 1°-
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200. Ифода"» соддалаштиринг: ^ &   ̂ ^
sin —  cos —  — cos — sin —  

«in 35° cos 20° — cos 35° sin 20°. ^  ---- 7-----------7------------7--------- 7_
cos 4 4 ° cos 29° +  sin 44 sin 29 COs _iL cos J L  _j_sjn — sjn J L

14 14 t 14 14
П ros 6 — cos (g -r P) . s in (a  +  P )-f  s i n ( a - P )

B) (a  — P)—sin a  sin p~ ’ cos (a +  P) +  cos (a — P) '

дйниятларни исботланг (201 207).

S 0 1 . a ) s l n ( * + f ) -

6) cos (x +  - j - )  -  - p f  (« *  * -  sin *Y

2 0 2 . a) s i n ( a — p ) s i n ( a - f  p) =  co s2p -  cos1 a ;
6) cos (a  +  P) cos (a  — P) =  cos4 p — sin* a ;

/ _l tg a  +  tg ( -7 -  — a )
c<n(«jJ B. _ c t g a  ctgp —  1; r) -------------^ ------ Г - - 1 -
sin“ s,nP «) 

sin j 4 - x  —cos
203. а ) r --------7 =  tg* ;

sin(—  +  *j +  cos(—  + x )

*g2 (“7* +  a ) 1
6) — ----------- ------- =  sin 2 a.

1в*(т+“)+ 1

tg a204. a) ^ a  tg 3 a  ^  6) t g 2 a —tg a
1 - f  tg 4 a  tg 3 a  S cos2a

205 a) COs2ct _  cos a  — sin a . ^  1 — cos 2 a  + sin 2 a _   ̂
l- } -s in 2 a  cos a -j - s in  a ’ 1 +  cos 2 a  -(- sin 2 а

206. a) (sin * cos у  -f  cos * sin у )* 4- (cos * cos у  — sin * sin у)* — 1;
6) sin3 x(l — ctg x) +  cos3 * (tg x  — 1) =  sin * — cos *.

2°7.a)  t g ( ^  +  f ) - t g ( f - f )  =  2 tg* ;

6) _ « s a _  / n _ ____a _ \
1+s ina  4 2 )

208*. Агар

a) sin a  = 0,8 ва 0 < a < ^ - ,  6) t g a = 3 y - ва 1 8 0 ° < a < 2 7 0 c 

Ф'лса, s i n — , cos— , tg —  ва c t g ни топинг.
2 2 2 2 .п- у
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Купайтма куринишида тасвирланг (209 — 210).
209. a) sin** — sin4*/; б) tg*a — tg2 p.
210. a) cos * -f  cos 2x ■+ cos 3* -f- cos 4*;

6) sin x  4- sin 2x +  sin Здс +  sin 4 x.
211. К^уйидаги ифодаларни ёрдамчи аргумент киритиш (масалан

1 =  s in - y j  йули билан купайтмага алмаштиринг:

а) 1 - f s i n a ;  б) — s ina;  в) — - +  sina;

г) 'Щ- —  sin 35°; д) ~  — sin^t; е) — cos*a.

212*. s i n a ,  c o s a ,  tg  a , c t g a  ларни  tg  у  оркали  ифодаловчи 
ф о р м у лал ар д ан  ф ойдалани б  ( 2 4 0 - топ шири кка  каранг),
а ) tg  у  = 3  да sin a ,  cos a , tg  a  ва c tg  a  ни,

б) tg  a =  у -  да  sin 2a, tg  2a ,  cos 2 a  ва c tg  2 a  ни топинг. 

Тенгламани ечинг (213 — 217).
213. а) 3 cos2* =  7 sin*;  б) 2 cos2х — 7 cosх.

214. а) sin4- | -----cos4- y - = б) cos4* — sin4* = . i ^ .

215. а) cos2* +  4 sin** =  2 sin 2*;
-1/ 3 "

б) sin®*----- g— s in 2 * =  cos**.

216. a) 4 (1-f cos*) =  3 sin* cos — ;

б) 4(1 — cos *) =  3 sin —  cos* — .
v '  2 2

217. a) s in* +  sin3*  =  0; 6) sin 5* — sin*== 0;
в) cos 2* — cos6* =  0; r) cos 4* -f  cos 2* =  0.
Тенгсизликни ечинг (218 — 223).

218. a) — sin2*H— —sin22* < c o s 2*;
4 4

6) sin*(cos* — s in*)< 2.
219. a) cos* * -f  cos* 2* -J- cos2 3* +  cos2 4* >  2;

6) cos 2* <  cos 3* — cos 4*.

220. a) V~3tg2x  — 4 t g *  + ]/  3 > 0 ;
6) j/Jc tg**  — 4 ctg*- f - 1 3 > 0 ;

2(1 2 — l ) ) s in*— [ / 2 < 0 ;



L  4 cos** +  2 ( j / 2  l ) c o s Af -  | / 2 < 0 .
 ̂ 4 s i n x + 3 < 2  6) 4 c c sx  +  3 > 2

2 2 1 - a) 3 co sX + 1  3 cosx  +  I

2 2 2 . a) - ^ T r < n - 2S in ,C ; 6 ) d T I < U - 2 C 0 S I '

223.») - ^ r r r < 2 - t g ' : 6 , ^ r r r > 2 - ct8):-
224. Тенгликни текширинг:

1/2* Зяa) arccos 0+arcsin 6) arccos (— 1) +  arccos 1 =  n;

в) a rc s in (— i ^ ) - f a r c s i n ^  =  0; r) arcsin ^+ arcco s-^ -

225. Жадваллардан ва калькулятордан фойдаланмасдан ^исобланг:
3 . 1 . „ . 1 /Т  , 1 /2 .а) a rc s in - j-  +  arcsin — . б) arcsin - j —f  arccos

в) arcsin ^-----g-) +  arccos' — ̂ Y~)' r) arctg ( ~  0  + a r c t g l /3 .
Айниятни исботланг (226 — 227).

226. a) cos (arc sin x ) =  V  I—*2 ; 6) sin(arccos x)  =  V 1—*•;

в) Ig (arcctg x) = *-~\ r ) ctS (arct6 *)— “ •

227. a) cos(arctg x)  =  77= = = ;  6) sin(arctg x)  =  a JL — ;
V 1 +  хг y i  +  r

B) cos (arcctg x)  =  y = = - ;  r ) S in  (arcctg*) =  y = = f -

228. Барча йул ^йилиши мумкин булган цийматларда
sin * +  tg * Q 

cos X +  ctg X

тенгсизлик бажарилишини исботланг.
Айниятни исботланг (229 — 234).

229. a) cos® 0 +  sin® р =  1 — 3 sin2 р cos* p.
б) 3 (sin4 р -f  cos4 P) — 2 (sin* p -f- cos® P) =  1.

230. a ) _____!____  1 +  tga a
1+ sinacosa 1 4 - tg a - |- tg 1«

6 ) —  =  1 +  t g a  +  tg 2 a  +  tg sa .cos3 a
231. a) gfafo cos у  -  sin д с у  ф +  sin <p =  1 +  cos ф +  tg <p;

Ш  cos<p(l— cos<p)
6) j +  ctg2 ф -I- sin2 ф +  sin2 <p ctg2 q> _  1 ______ 1

2cos2 <p +  sin2 <p — 1 cos2 <p cos2 ф sin2 ф
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2 3 2  sin(P ~  v) sin (v — a  )  ̂ sin (g —P) _  ^ 
cos P cos v cos v cos a  cos a  cos P 

tg(45° 4- x) — tg (45° — x) =233. a)
tg (45° +  x) +  tg (45° — x)

sin 2 x;

234. sin a  — sin 3 a =  — c tg 2,pc.
cosa — cos 3a 

Ифодаларни соддалаштиринг (235 — 237).
235. а) __ L ± sir?.2* • л  1 sin 2x

(sin x -f  cos х)г

236. а) 1 — 8 sin*/cos2/;

1 +  cos 4x

6)
(sin x — cos x) 2

6) 2 cos2 —----- 1.
2

to - ,  1 +  cos 4x +  sin 4x . 1 / l _ c o s 9  , j / 1 + c o s q p
3) l" — cos 4x -f- sin 4x ’ б) V T + ^  +  V - П ~ -

238. Агар t g 2 a =  8 булса, sin 4a ва cos 4a ^ийматларини зугсобланг.
239. Агар tg a  = 3  б^лса, sin 4a нинг ^ийматини топинг.
240. формулаларни исботланг:

а) sin a  cos Р =  -j-(s in (a  + 0) +  sin (a — p))

б) cos a  cos p =  —-(cos (a — p) +  cos(a +  p))

в) sin a  sin p =  -j-(cos (a — P) — cos (a +  [*))

r) s in a  =
1 -b tg*

a д) cosa =
1—tg1

e) tg a  =

a
2 t g T ж) ctg a

a
» + tg 2—

2 tg - |-

241 — 249-мапиутрни бажаришда 240-машвдаги формулалардан 
фойдаланинг.
Ифодаларни алмаштиринг (241 — 243).

241. а) cos 40° cos 50°;

5п . п .  "1/2в) sin 24- s i n ^  - f

242. а) sin (х  - f  -j-J  sin ----- j - J ;

в) c o s (x + p )c o s (*  — P);
243. a) 4sin 30° sin 20° sin 10°;

в) 4sin25°cos 15° sin 5°;

6) cos— cos — ;
12 12

r) sin 105° sin 15°— ~ -

6) sin (a  +  * j s i n | a -----

r) sin(* -f a) sin ( x  — a).
6) 4 cos 60° cos 20° cos 10°; 
r) 8 cos 1° cos 2° cos 4° cos 8°.
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м/апияллаодан фойдаланмай хисоблашга ^улай шаклга келти- 
р т Г в а  *исобланг (2 4 4 -2 4 6 ).

244. a) 2sin22°30'cos 7°30'; б) cos45° cos 15°.

245. a) sin 52° 30' sin 7° 30'; б) sin -5- sin JL .

246. a) cos-^- cos 6) 8 cos 10° cos 50° cos 70°.

247. Куйидаги ифодаларда тригонометрик функциялар даражасини
пасайтиринг:
а) 2 cos2*; б) 2 sin2*; в) 2 cos2* co s2*; г) cos1 *s in2*;
д) sin2 6*; е) cos24*.

248. Айниятни исботланг:
а) 2 sin 4* sin 2* -f cos 6* =  cos 2x ;

б) sin3*cos2* =  —  s i n * ----- — s in 5* +  s in 3*;
8 16 16

в) sin 5* cos 3* cos 6* =  — (sin 14* -f  sin 2* +  sin 8* —
4

—sin 4*).

249. Тенглик тугрими: sin 20° sin 40°sin 60°sin 80° =

Тенгламани ечинг (250 — 251).

250. a) sin -f * j — sin ( -jj---- *

6) cos - f  *j 4- cos j —  x j  =  1.

251. a) 3 s in * +  4 cos*  =  2; 6) 5 s i n * - f  12cos*  =  13;
в) sin* — 2 c o s * =  1; r) 2 sin * - ( - cos * =  2.

252. Тенгсизликни ечинг:

a) | sin *  | -j- | cos *  | >  1; 6) tg *  +  ctg* > 1  3  +  rA = -.

253. Формулаларни исботланг:
а) J{ap ^андай a £ ( — 1; 1] да arcsin ( — a) =  — arcsina;
б) ^ар цандай а да arctg( — a) =  — arctg a;
в) ^ap ^андай a £ [  — 1; 1] да arccos ( — a) =  л — arccos a ;

г) ^ap цандай a £  [ — 1; lj да arccos a =  -----arcsina.
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II боб

КОСИЛА ВА УНИНГ ТАТБИКЛАРИ

5- §. КОСИЛА

14. Функцияларнинг цийматларини такрибий ^исоблаш

Олдин алгебра курсидан маълум булган таърифларни эслатиб 
утамиз.

а сонининг такрибий киймати л: нинг абсолют хатоси деб сон 
билан унинг такрибий киймати орасидаги айирманинг модулига ай- 
тилади. Шундай цилиб. х х а  такрибий тенгликнинг абсолют хатоси 
|* — а\ сонга тенг.

Агар а сонининг такрибий киймати х  нинг абсолют хатоси h 
дан катта булмаса, яъни \х — а| <  h булса, у холда х ни а сони
нинг h гача аникликдаги такрибий циймати дейилади.

1- м и с о л .  1 « 0 ,3 3  0,01 гача аникликда;
3
/ 2  да 1,4142 0,0001 гача аникликда;
л да 3,14159265 0,00000001 гача аникликда.

Умуман, х  хакикий соннинг 10“ " гача аникликдаги унли якин- 
лашишлари х  сонининг 10_п гача аникликдаги такрибий кийматла- 
ри дейилади, яъни

дсп дадс ва х'п ж х  10~" гача аникликда.

Купинча f  функциянинг а нуктадаги кийматини хисоблашда f 
функциянинг а нуктанинг узидаги эмас, балки унга якин х  нукта
даги кийматини топишга тугри келади. Масалан, агара =  я  булса. у 
холда зисоблаш учун х  да 3,14 ёки х  да 3,1416 ни оламиз ва ^ока- 
зо. Бунга ухшаш масалаларни ечишда бажарилаётган хисоблашлар- 
нинг аниклигини ба^олай олиш зарур. Иккита мисол келтирамиз.

2-мисол .  Бундай масалани караймиз: берилган квадрат томони 
узунлигини ул'чанг ва ^исоблаш натижаларидан фойдаланиб’ унинг 
юзини ^исобланг.

Квадрат томони узунлигининг аник Ки™ ати  а га тенг булсин. 
У к^лда 5  юзнинг аник Ки,°1мати а2 га тенг булади. Улчаш нати- 
жасида томон узунлигининг бирор х  такрибий кийматини топамиз: 
х — а +  Ах?, бунда |Д х\ — улчашнинг абсолют хатоси. Шу сабабли 
юз

* Дх символ «дельта икс» деб Уцилади; А — айирмаларни ва хатоларни белги- 
лаш учун ишлатиладиган грек ^арфи. Мазкур ^олда k x  ~  х — а.
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|Д S| =  \хг — а 2\ =  |(а 4- А *)* — а 2\ =  |2а  Ах +  (Л лг)4)

А-олют хато билан хисобланади.
B v  тен гл и к дан  улчаш ани^лиги оширилганда, яъни барча кичик 

L  . г[арда 2а А х  ва (А *)4 ^ушилувчилар кичик булиши ва шу сабаб- 
юзнинг мос циймати а2 дан кам фар^ ^илиши куринади. Масалан,

— 1/8 булса, у ^олда улчашларни 1 м гача, 1 дм гача, 1 см гача, 
й\ мм гача ва хоказо аницликда бажариб биз томон узунлигининг 
ва томон узунлигини улчаш ани^лигининг (метрлардаги), юзни ва 
уни ^исоблашларнинг абсолют хатосининг (квадрат метрлардаги) 
куйидаги цийматларини топамиз:

Томон
узунлигн

Томон уэунлигнни 
улчаш аниклиги Юэ*

Ю зни *исоблашдаги 
абсолю т хато

■ ' - ■
3 1 9 1
2 ,8 0,1 7,84 0,16
2 ,8 3 0,01 8,009 0,009
2 ,8 2 8 0,001 7,9976 0,0024
2 ,8 2 8 4 0,0001 7,99985 0,00015
2 ,8 2 8 4 3 0,00001 8,000016 0,000016

Квадратнинг S юзини ^исоблашда олдиндан берилган h ани^лик- 
ка эришиш учун квадратнинг томони ^андай ани^ликда улчаниши 
кераклигини ани^лашга ^аракат ^иламиз.

Улчашлар камида 1 м гача аник;ликда бажарилган, яъни |А * |<
<  1 деб келишиб оламиз. У ^олда.

|А S| =  |(2а •+■ А х)Д х\ =  |2а -f- А х\ |А х\ <  (2а +  1) |А х\.
Квадрат юзини ^исоблашда h гача аницликка эришишимиз ке- 

рак деб фараз цилайлик. Бунинг учун ^лчашларни (2а 4 - 1) |Дх|  <
<  h, яъни |А *| <  — h - (албатта, | Д х | <  1) буладиган ^илиб бажа-

риш етарли. Масалан, ^аралаётган мисолда а =  \  8 ва |А х\ <  
^  Деб олииса, h — 0,001 гача ани^ликка олдиндан эришиб
б^'лади, чунки бу ^олда

3 - м и с о л .  Т ^ри чизи^ буйича ^аракатланаётган моддий ну^та- 
нинг координатаси ва^тнинг t моментида s (t) =  2t% булсин. Ну^та- 

1 секунд булгандаги оний тезлигини топамиз. 
вом !' ТЭНИНГ СА« > 0  да) [1; 1 + А / ]  ва^т оралигида A t  ва^т да- 

лигида силжиши ^уйидагига тенг
s ( l  Н- А/) — s ( l )  =  2(1 +  А/)2 — 2 =  4Д<4-  2(Д *)4,
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унинг бу вацт оралигидаги уртача тезлиги эса

«  4 +  2Д t.
( 1)

(1) формула манфий A t  ларда >̂ ам ;уринли; нуцтанинг [1 -f Д/. 
1] орали^ давомида силжиши s ( l ) ’— s ( l  -f- A t) =  — 4Д t  — 2 ( Д т  
га тенг, бу орали^нинг давомлиги— At  га тенг.

Он ий тезлик циймати сифатида иур(0) ни олишни истардик, ам- 
мо бу циймат аницланмаган (0 га булиш мумкин эмас!). Аммо. хам. 
ма кичик |Д*| v ^ ( A t )  нинг олдиндан берилган ани^ликдаги кий- 
матларида 4 га як,инлашиши равшан, чунки у ^олда 2Д / цушилув- 
чи хам кичик. ^ацицатан, тацрибий (Д i) «  4 тенгликда (олдин
дан берилган) h аницликни таъминлаш учун \2А t\<Lh  деб олищ

Л -етарлидир, яъни ва^т оралиги давомлигини у  дан ортиб кетмаиди-

ган ^илиб танлаш етарли.
Агар аргумент цийматида |Д х\ — \х — а\ хатони камайтирищ 

щсобига f (х ) ж L тщрибий тенгликнинг олдиндан берилган %ар 
цандай h аницлигини таъминлаш мумкин булса, у  хрлда а* га 
интилувчи х ларда f ( x )  функция L лимитга интилади, деб ай- 
тиш цабул цилинган. К,ис^ача: Х яла да /  (х )«  L тацрибий тенглик 
турлича аницликда бажарилиши мумкин. «Интилади» сузи урнига 
ёзувда стрелка цуйилади:

lim белги латинча limes сузининг ^иска ёзилишидир, бу суз 
таржимада «чек» деган маънони билдиради. lim, f (х) =  L ёзув бундай

укилади: «а га интилувчи х ларда лимит f(x) тенг L». 
Ю^орида ^аралган 2 ва 3-мисолларда
* -> -1 /8  да S (*)->-8 (яъни lim _ S ( * ) — 8);

х-* v T
A t —► 0 да v.  ( A t ) - + 4  (яьни lim и (Д<) =  4)

экани курсатилган эди.
4 -ми со  л. f ( x ) = k x  +  b (k ва Ь— узгармаслар) булсин.

х-*-а  да f ( x ) ^ - k a  +  b
эканини исботлаймиз.

f (х) та ka +  b та!фибий тенгликнинг абсолют хатосини топамиз. 
У ушбуга тенг:

|/  (*) — ka — Ь\ =  \k • (а +  Д *) +  Ь— ha — b\ — |£| |Д х\.

*х =  а ^иймат ^аралмайди ва мос равишда Л х Ф  0 .

82

х - + а  да f(x)-*-L.  
Бунинг узини яна бош^ача хам ёзишади:

lim /(* )  =  L.



_0 да хатто аник тенгликка эга буламиз. Агар k Ф 0 булса.
{ ( r \ & k a  +  b тенглик хар кандай олдиндан берилган h 

У холда / w  . . .  А
ан икликда баж арилади. бунда |А дг| <  — деб олиш керак.

f(x) ва g(*) функциялар х а да мос равишда Л ва В лимитлар- 
э г а  булсин. Бу f ( x ) v  А ва g ( x ) x  В такрибий тенгликлар а  га 

аолича якин х ларда исталган аникликда бажарилишини билди- 
|яди Аммо, агар биз А ва В сонларнинг такрибий кийматларини
исталган  аникликда топишни билсак, у ^олда А +  В, АВ  ва —

/g  ф  о да) кийматларни исталган аникликда ^исоблаш мумкин. Ма- 
салан, А 4- В йигиндини h гача аникликда ^исоблаш учун хар кай-
си кУшилувчини у  гача аникликда ^исоблаш ва уларни кушиш ке

рак. Шу сабабли лимитларни %исоблашнинг куйидаги кридалари 
урин ли (бу коидаларнинг исботи урта мактаб курсига тааллукли 
эмас).

х - + а  да f(x)->-A ва g{x)-*~B булсин. У з^олда х - + а  да:
1) f(x) +  g( , x) -+A  +  В;
2) f (x) g(x) -*-AB\
3 ) /W  { В ф 0  да)

'*<*) в

Машклар
254. куйидаги сонларнинг ортиги билан ва ками билан унли якин- 

лашишларини 0,1 гача; 0,01 гача ва 0,001 гача аникликда то
пинг:
а) 0,2664; б) — 1,27; в) - ;  г) — - .

6 7
255. а) 2,6 ва 2,7 сонлари ] /7  сонининг мос равишда 0,1 гача 

аникликда ками билан ва ортиги билан олинган унли якинла- 
шишлари эканини текширинг.
б) 2,23 ва 2,24 сонлари | / 5  сонининг мос равишда 0,01 гача 
аникликда ками билан ва ортири билан олинган унли якинла- 
шишлари эканини текширинг.

”6. а) х =  0,5638413 . . .  , у =  1,3411825 . .  . экани маълум, х + у  
йигиндининг дастлабки бешта унли ишораси (хонаси) ни то
пинг.
б) х — 2,545781 . . .  , у  — 1,3292160 . . .  экани маълум. х — у  
айирманинг дастлабки бешта унли ишорасини топинг.
257. 0,001 гача аникликда топинг:

а) ~  +  у :  б) - | +  / 7 ;  в) 1 / 3 +  / 5 ;  г) I Ю -  / 2.

^58 Эркин тушувчи жисм t  вакт давомида S =  масофани ута-

Ди (t секунд билан, S метр билан улчанади). Жисмнинг:а)
* =  2 с даги; б) t пайтдаги; в) жисм 1 м масофа зптандаги;



г) 5  (g =  9,8 м/с2) масофа утган пайтдаги оний тезлигини 
топинг.

259. Ер участкасининг шакли томон лари 15 ва а  га тенг тугри 
туртбурчак. Унинг: а) периметрини; б) юзини 10~ 2 гача аник- 
ликда .^исоблаш учун а томонини ^андай ани^ликда улчащ 
керак?

260. Шундай энг катта 6 ни курсатингки, унга тегишли, яъни (—2) 
атрофига тегишли барча х ф  — 2 нукталар учун f (х )«  — 4 
тацрибий тенглик Л =  0 , 1; 0 ,01; 0,001 лар учун А гача аник-

хг _4 '
ликда бажарилсин: a) f (x)  =  Зх -f- 2; б) /(* ) = --------.

х +  2
261. Даракат бошлангандан кейинги t пайтда юцорига v0 бошлан- 

FH4 тезлик билан отилган жисм h (t) =  v j — у - баландликда

булади. (v0 секундига метрларда, t  эса секундларда улчанади). 
Ва^тнинг: a) t =  1 секунддаги; б) t даги; в) жисм энг катта 
баландликка эришган пайтдаги; г) жисмнинг ерга тушиш пайти- 
даги оний тезлигини топинг.

262. х - + 2  да f ( x ) - > l ,  g ( x )~*— 3 экани маълум. К,уйидаги функ- 
циялар х - + Ч  да интиладиган лимитни топинг:
a) f(x)  +  g(x) ;  б) f (x) -g(x) ;  в) — f(x); г) 2f(x) — 3g(x).

263. lim f ( x ) = 3 ;  lim g ( x ) ~ — 2 экани маълум. x-*— 1 да функ-
х-*—\ дг—►—1
ция интиладиган лимитни топинг:

а) Ш ;  б) /» (* ); в) 3 £ W ± 3 g W ; r)  2f*Jx) -bg{x)  '
«(*) 3/ (*) — f> (X) f(x) +  2g(x)

264. lim  f(x)  — A,  lim g(x)  =  B булсин. Лимитларни ^исоблаш
х -*о х—►а
коидаларидан фойдаланиб исботланг:
а) lim  Cf(x) =  CA,  бунда С — узгармас;

х-*а
б) lim (f(x) — g(x))  =  А — В.

х-+а
хз_3̂ 2

265. f(x)  = -----------  функция берилган. х - + 2  да цуйидаги тас-
х2—2х+7

ди^лар турри эканини исботланг:
а) х3 2s; Зх2 ->-3-22; б) х3 — З*2 —  23 — 3 -2 2;
в) х2 — 2х +  7 -»-22 — 2 -2  +  7; г) f (*)-*-/(2).

266*. f(x)  — каср рационал функция берилган, бунда р(х)  ва 
д(х)

q(x)—купхадлар, шу билан бирга р (х) =  а0хп +  а ххп 1 +  . . . +  
4- ап_, х +  an\ q (.х) =  Ь0хт 4- 4- • • • 4- bm- \x  4- Ьт-

х - + а  да цуйидаги тасдицлар уринли эканини исботланг: а) 
^ар кандай натурал / учун: а) х'-*~а'', б) Сх‘ -+ С а ‘. бунда С —У3" 
гармас; t £ N \  в) р ( х ) - + р ( а ) \  г) агар ч ( а ) Ф  0 булса, f(x)~*~
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15. Функция орттирмаси
Кулинча бизни бирор микдорнинг киймати эмас, балки унинг 

'•згарйши цизинтнрадн. Масалан, Гук ^онунига биноан пружинанинг 
зластиклик кучи пружинанинг узайиишга пропорционал; иш энер- 
гиянинг узгариишдир, уртача тезлик — бу силжишнинг т у  силжиш 
содчр булган вацт орашгига нисбатидир ва хоказо.

Аункциянинг бирор тайинланган х0 нуктадаги ^ийматини шу 
функциянинг х0 ну)\та атрофида ётувчи ^ар хил х ну^таларидаги 
^ийматлари билан так^ослашда f (дг) — /  (х0) айирмани «аргумент орт- 
тирмаси» ва «функция орттирмаси» тушунчаларидан фойдаланиб, 
л — Xg айирма билан ифодалаш ^улай. Уларнинг маъносини тушун- 
тирамиз.

х ну^та тайинланган х0 ну^танинг бирор атрофида ётувчи ихтн- 
йрий нукта булсин. х  — х0 айирма эркли узгарувчининг (ёки аргу- 
ментнинг) х0 нуктадаги орттирмаси дейилади ва Д х  билан 
белгиланади. Шундай килиб,

Д х =  х — дг0,
бундан х = * 0 4 -Д х  экани келиб чи^ади.

Шунингдек, эркли узгарувчининг бошланрич ^иймати х0 *Ах 
орттирма олди» дейилади. Бунинг натижасида функциянинг ^иймяти

f ( * ) — f (*о) =  f ( x0 +  Ax)  — f (*0) у
катталикка узгаради.

Бу айирма f функциянинг .г0 нуктадаги А х  орттирмага мос 
орттирмаси дейилади ва Д^ символи билан белгиланади (у «дель
та эф» деб у^илади), яъни таърифга кура

b f  =  f (x0 +  b x )  — f (x0),
бундан

+  А х)  =  f  +  Л ^
Тайинланган х0 да а /  орттирма А х  нинг функиияси эканига 

эътибор беринг.
A f  ни шунингдек эрксиз узгарувчининг орттирмаси дейилали 

83 y  — f(x)  функция учун Д у  символ билан белгиланади.
1 -м и со л . Агар /(* )  =  **, л-0 =  2 ва а) л: =  1,9; б) * = 2 .1  бул- 

са- *0 нУ^тадаги А х  ва Д /  орттирмаларни топамиз:
а) Д * — * — *о =  1,9 — 2 =  — 0 ,1.

~  /(1-9) — f (2) — 1.9*- 2 2 =  — 0,39.
б) Д х =  д: — х0 ~  2 ,1 — 2 =  0,1.

Д / =  f (2 , 1) — f ( 2 ) — 2, 1® — 2* =  0,41.
_ ^ 'М ис° л . fyippaCH а га тенг булган куб берилган. Агар ^ир 
Х аж ^НЛИГИНИ ^ис°блашда Д * хатога пул цуйилган булса. шу кубнинг 
тв'Кмини ^исоблашдаги А V хатони топамиз.

Рттирманинг таърифига к;ура * =  о -f  Д *, у холда
д  V =  V (х) — V (а) =  (а  +  Д х)3 — а3 =  За* Д * +  За (Д х)' +  ( Д*)*.



Д х ва А у  орттирмаларнинг
геометрик мазмунини 66- раем- 
ни куздан кечириб тушунищ 
мумкин.

f(*o)

f функция графигининг 
истаган иккита нуцтасидан 
утувчи I гурри чизик f функ- 
ция графигига утказилган 
кесувчи дейилади. (дг0, у0) ^  
(х, у) нукталардан утувчи ке- 
сувчининг бурчак коэффициен-

х — х0 *
орттирмалар ор^али ифодалаш 
Кулай (66- раемга к.)

ти k =  -— —. Уии А х  ва А иX -- Г- &

/
66- раем

у  — kx +  Ь турри чизикнинг бурчак коэффициента бу турри чи- 
зицнинг абсциссалар у^и билан з^оенл ^иладиган бурчаги тангенси- 
га тенг булишини эслатиб утамиз.

М а ш ц л а р
267. у =  2х +  Ь функция учун: а) агар х0 — 3 ва А х  =  

= 0 ,2  булса, д: ва А у  ни; б) агар х0 =  4 ва А * =  0,06 булса, 
л: ва А у  ни; в) агар х0 — 4 ва А х  =  0,1 булса, А у  ни; г) х0=  
=  7 ва А х =  0,01 булса, А у  ни топинг.

268. Агар
а) х — 2,5 ва х0 =  2; б) х  =  3,9 ва х0 =  3,75; 
в) х — — 1,2 ва х0 =  — 1; г) х =  — 2,7 ва =  — 2,5 
булса, у  — хг функция учун А х  ва А у  орттирмаларни топичг.

269. Агар

а) *0 =  9, А * = 0 ,0 6 ;  б) *„ =  4,02, Ад: = 0 ,0 2 ;
в) *„ =  5,06, А х ~ - — 0,3; г) *„ =  6 , А х — — 0,02

булса, у  =  — функция учун А у  ни топинг.

270. функциянинг х0 нуцтадаги орттирмасини х0 ва Ад: билан 
ифодаланг:

а) у  =  5 — 3х\  б) у — 2J/V , в) f(x) — 3x*\ г) f (х) =  2х — х2.
271. Агар

a) f (х) =  х2; б) f (х) =  ах +  Ь\ в) f (х) =  ах2 +  Ьх +  с;
г) f (х) =  х3 булса, f (*„ +  А х), f (*„4- А х) — f(x0),

f  (хп+ А х ) - 1  (*о)
Л х

ни топинг.
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«72 « =  ** ФУНКЦИЯ графигига утказилган кесувчининг бурчак 
к оэф ф и ц и ен ти н и  топинг, бу кесувчи (*0, г/0) ва (дг0 +  Л 
у0 -\- Ау )  нукталардан утади. Бунда: 
а) дг =  1; А х =  0,1 ; б) *0 =  1, А * =  — 0,1;
В) *„ =  1, Д х  = 0 ,0 0 1 ; г) х0 — 1. Д лг =  — 0,0001.

273. Агар
а) х0 — 2, А *  =  0,1; б) х0 ~  2,  А *  =  0,01;
в) х 0 =  2, А х  =  0,001; г) хд — 2, А х — 0,0001
бу’лса, у  — х3 функция графигига утказилган кесувчининг бур
чак коэффициентини топинг, бу кесувчи (х0, у0) в а (х 0 +  Дд:; 
у0 +  А у )  нукталардан утади.

274. а) /  функция 1 ораликда усиши учун шу оралиеда тегишли 
исталган иккита х  ва х 4- А х (Д х ф  0) цийматлар учун
^ i > 0  шарт бажарилиши зарур ва етарли эканини исботланг. 
Дх
б) функция /  ораликда камайишининг шунга ухшаш аломати- 
ни ифодаланг ва исботланг.

275. функциянинг усиш (камайиш) аломатларидан фойдаланиб (ол- 
динги машэда к ) , функциянинг усиш (камайиш) ораликларини 
топинг:
a) f(x)  =  2* +  3; б) g(x)  =  7 - 5 * ;
в) р \х) =  х2 \ г) g  (х) -  3 — хг.

16. косила хацида тушунча.
Функция графигига уринма

Амалда сизга таниш булган хамма функцияларнинг графиклари 
«силлик» эгри чизиклар сифатида тасвирланади (масалан, у  — хг 
функция графигига К-, 67 -а  раем). Иккинчи томон дан, у  =  |*| функ
циянинг графиги (68- раем) (0 ; 0) нуцта атрофида «силлик,» эмас, у  —• 
== х2 функция графиги намунасида 1 га якин цийматларда «силлик» 
эгри чизик геометрик кандай тузилганини анализ циламиз. Бунинг 
учун унинг кийматлари жадвалини [0,5; 1,5] ораликда 0,1 кадам 
билан тузам из:

X 0,5 0 ,6 0,7 0,8 0 ,9 1,0 • 1,1 1,2 1,3 1.4 1,5

хг 0,25 0,36 0,49 0,64 0,81 1,00 1,21 1 ,44 1,69 1,96 2,25

бундан кейин эса [0 ,9 5 ; 1,05] ораликда 0,01 каДам билан тузамиз:

X 0,95 0,96 0,97 0,98 0,99 1,00 1.01 1,02 1,03 1,04 1,05

х2 0,9025 0,9216 0,9409 0,9604 0,9801 1,00 1,0201 1,0404 1,0609 1,0816 1,1025

*—10,9000 0,9200 0,9400 0,9600 0,9800 1,00 1,0200 1,0400 1,0600 1,0800 1,1000

Д 0,0025 0,0016 0,0009 0,0004 0 .00Q1 0,00 0,0001 0,0004 0,0009 0,0016 0,0025





» = х *  функция графигини (к
67-я  раем) ясашда цабул килин-
ган масштабни олдин 10 марта,
ундан кейин 100 марта катта-
лаштирамиз ва жадваллардан 

't'VUIfllHH гпя-

ла’пда миллиметрли когозда ясаи- 
миз. Аргументнинг 1 га я^ин 
кийматларида, график у = 2 х — \ 
тугри чизик кесмасидан фарк 
килмайди (иккинчи жадвалнинг
иккита пастки сатрини ^аранг, бунда А — такрибий тенглик 
.V2 ти2х — 1 нинг абсолют хатоси). Чунончи [0,95; 1,05] кесма
да 2 х — 1 такрибий тенгликнинг абсолют хатоси 0,0025 дан 
[0,995; 1,005] кесмада эса 0,000025 дан ортмайди, яъни графикнинг 
нукталари у — 2 х — 1 тугри чизик буйлаб «сафланган»дек булади. 
^ и к а т а н ,  Л -  /хг — (2х — 1) | =  (х — I)2, бунда [0,95; 1,05] кесма- 
дан олинган барча х лар учун \х — 1| <  0,05 ва [0,995; 1,005] кес- 
мадан олинган барча х лар учун \х — 1| <  0,005.

у  =  х* параболанинг бош^а нукталарини караб .\ам шунга ух- 
шаш хулосага келиш мумкин. Масалан, бу функциянинг графиги 
координаталар боши атрофида катта к°гоз варагида тасвирланган 
деб тасаввур килайлик, бунда [— 0 ,001; 0 ,001] кесма узунлиги 2 м 
булган кесма билан тасвирланади. у  нинг — 0,001 ва 0,001 нукта- 
даги кийматлари 0,000001 га тенг. ^абул ^илинган масштабда 
[0;0,000001] кесманинг узунлиги 1 мм га тенг. Шу сабабли бу ора- 
лиеда цара л ган у  — хг функциянинг графиги асоси 2 м ва баланд- 
лиги 1 мм булган жуда чузилган тугри туртбурчакда ётади, яъни 
амалда у абсциссалар уки кесмасидан фарк цилмайди.

У ~ \ х\ функциянинг 0 нукта атрофидаги графиги борасида иш 
бош^ача; у= \х \  функциянинг графигини 0 нукта атрофига (унгдан 
хам, чапдан хам) як;инлаштирувчи тугри чизик мавжуд эмас.

Табиий масала пайдо булади. f(x)  функциянинг графиги х0 нук- 
ТаДа силлик эгри чизик, яъни х0 нуктанинг график каралаётган ат- 
Р<?фи кичрайганда бирор I тугри чизикнинг кесмасига чексиз якин- 
лашеин. I нинг аник колатини аниклаймиз.

I тугри чизик битта нуктасининг координаталари аник, бу (х0\ 
Г(хо)) нукта. Щу сабабли / тугри чизикнинг бурчак коэффициентн
ой топиш колади. Уни хисоблаш усули куйидаги мулохазаларга 
дослан ган.

Мисол тарикасида у  =  хг функцияни каРаймиз. Унинг х0 нук- 
анинг кичик атрофидаги графиги бирор L тугри чизикнинг кесма- 
Т ?  я^ин- Шу сабабли агар х  нукта х0 дан кам фарк килса, (х0, 
о*) ва (*; *г) нукталардан утувчи кесувчиларнинг бурчак коэффи- 

Чиентлари / нинг бурчак коэффициентига якин.
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Кесувчининг k (A x) бурчак коэффициенти (15- п. га ц.) —  га тенг
Дх >

бунда А у  орттирма у  — х? функциянинг х0 ну^тадаги А х  га МОс 
келувчи орттирмаси. Масалан, х0 =  1 да
l / а  \ Д У ( 1 + Д *)2— • 2А дс -f- (Д jc)2 0 . .k ( A x )  =  —  =  — --------- = --------- - i — =  2 +  А х ( А х  ФО)

Д х Д х Д х

тенглик уринли. Ammo A x -» -0 д а 2 +  А х - + 2  ( х а ^ а т а н ,  2 -1- Д д :^
да 2 такрибий тенгликнинг абсолют хатоси |Адг| га тенг ва та^ри- 
бий тенглик |A * |< ; / i  булган А х  лар учун олдиндан берилган .̂ ар 
^андай h аницликда бажарилади).

Демак, А х -* -0 д а — 2 сонига интилади, яъни 
Дх

А х ->-0 да —  -*■ 2.
Д х

Шундай ^илиб, (1; 1) нуцтадан утувчи I турри чизи^нинг бур
чак коэффициенти 2 га тенг. Бу турри чизи^нинг тенгламаси юко- 
рида фараз цилинганидек, бундай: у  =  2 х — 1.

f функциянинг графиги х0 нуктанинг бирор атрофида устма-уст 
тушадиган тугри чизикни f функция графигига (х0; f (x0)) ну^тада 
уринма дейилади. Бу уринманинг бурчак коэффициентини f функ
циянинг х0 нуцтадаги хрсиласи дейилади.

Шундай ^илиб, биз f (х) — хг функциянинг 1 нуцтадаги хосила- 
си 2 га тенг эканини курсатдик, бу нуктада f функция графигига 
уринманинг тенгламаси эса у  — 2 х — 1 дан иборат.

Энди у  =  х2 функциянинг ихтиёрий хй нуцтадаги ^осиласини 
топамиз:

Аммо Ах-+0 да 2х0 -\- Ах~*-2х0. Шу сабабли Ах-+-0 да
~>~2х0, яъни у  — х2 функциянинг ихтиёрий х  ну^тадаги ^осиласи 
2х0 га тенг. Буни кис^ача

{х2)' =  2х
каби ёзилади.

М аш ц лар

276. у =  х2— х  функциянинг [0,5; 1,5] кесмадаги цийматлари жад- 
валини0,1 ь^адам билан, сунгра (0,95; 1,05] кесмадаги кийматла- 
ри жадвалини 0,01 кадам билан тузинг. Шу жадваллардан фойда
ланиб, у  — х2 — х функциянинг графигини миллиметрли цорозда 
ясанг. Шу чизманинг узида у  — 2х— 1 функция графигини ясанг.

277. у  — 2х — 3 функция >;ссиласининг а) 1; 6 )3 ; в) а; г) х0 ну^- 
талардаги цийматини топинг.
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Ц у ^ х* — х  функция ^осиласининг a) i-'. б) 1; в) —4  : г) хо
^ к т а л а р д а г и  цийматини топинг.

-  kx +  ь чизицли функция косиласининг истаган х нук,тада- 
279# У "кийм ати шу функциянинг графиги булган турри чизи^нинг 

rtvD4aK коэффициентига тенг эканини исботланг. у  =  kx +  Ь 
функция графигига шу графикнинг *0 абсциссали ну^тасидан 
?тувчи уринманинг тенгламаси кандай?

280 у  -  у  ФУНКЦИЯ УЧУН ^  нинг *о =  j  ну^тадаги цийматла-

рини 4 . 4  я .  д а ' -Щ о га тенг л * лаР® *ш =б' и " г- 1
281. у  =  — функция учун а) дг0 =  1; б) дг0 =  у ;  в) х0 =  — ^  ;

г) Xq — х  нуцталарда Ах-*-0 да ^  нисбат ^андай сонга инти

лади?

17. ^осиланинг таърифи. Х,осиланн ^исоблаш мисоллари

Олдинги пунктда сиз косила тушунчаси билан танишдингиз ва 
у — хг функциянинг ^осиласини топдингиз. Умумий таърифни бе- 
рамиз.

Т а ъ р и ф . /  ф у н к ц и я н и н г х 0 н у ц т а д а ги  х о с и л а с и  д е б  А х  
н о л га  и н т и л га н д а

Д/ f (х„ +  Ах) -  f  (х0)
Ax'  Ах

нисбат  и н т и л а д и га н  со н н и  а й т и л а ди .
i  функциянинг х0 нуктадаги хосиласи f ' (х0) билан белгиланади 

(«икс ноль нуцтада эф штрих» деб уь;илади), яъни таърифга кура

Г Ы - U m » ^  +  ^ ; - ' W
Лх->0 Ajc

ну^тада хосилага эга булган функцияни шу ну^тада диффе- 
ренциалланувчи функция дейилади. Z ^—функция f нинг дифферен- 
Циалланувчи нуцталари туплами булсин. Х,ар бир x ^ D y сонга / '(* )  
сонни тащослаб, ани^ланиш со^аси D , булган функция ^осил ки- 
ламиз. Б у  функция y - - f ( x )  функциянинг ,\осиласи дейилади ва 
/ (*) ёки турридан-турри f ' , y ’ куринишда белгиланади.

Берилган f функциянинг хосиласини топиш дифференциаллаш 
Дейилади.

Олдинги пунктнинг асосий натижасини энди бундай ифодалаш 
мумкин:

х1 функция хар кандай х ну^тада дифференциалланувчи ва унинг 
*рсиласи 2х га тенг, яъни

(**)' =* 2х.
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Баъэи функцияларнинг ,\осилаларини хисоблаш мисолларицн 
кетгирамиз.

1-м  и с о  л. y — k x- \ - C  функция хосиласини топамиз (к ва С — 
узгармас лар).

х , — нхтиёрий ну^та булсин. ~  нисбатни топамиз:

Ау^ (k(x0 +  Ах) f q - ( f a ,  +  q  *Ах ,
Ах Ах Ах

Демак, Д.г-► 0 да & (14- п. даги 4 - мисолга 1̂) ва шу сабаб
ли ихтиёрий хв нукта учун у '  =  к. Шундай ^илиб,

(kx f  С)' =  к.

Бу формуладан, к 0 деб, сунгра эса к =  1 ва С =  О деб олиб, 
куйидаги натижаларга эга буламиз:

1. У згармас ф ункциянинг хрсиласи нолга тенг:

С  =  0 .
2 . у  — х ф ун кц и ян и н г хосиласи 1 га т енг:

х ' =  1.

2- м и с о л .  (х5) ' =  Зх2 эканини исботлаймиз.
Vs функциянинг ихтиёрий х0 нуктадаги орттирмасини мос А х  орт- 

тирмага нисбатини ифодалаймиз:
. (х0 4  Ах)* — xj 3x2 Ах +  Зх0 (Ах)г -f- (Ах)3
g -  ' ‘ ' J . - 1 ----------- ^ ---------— -  3 * l+ 3 x t A x  +  (Д х )1

Ах-*-0 да (Адг)* ва Зх0 Ах ^ушилувчилар ^ам нолга интилади. 
Шу сабабли Ах-vO да Зх0 Д х-+(А х)г йигинди нолга интилади. 
Шундай килиб,

Ах-*-0 да ^-»-3xjj, яъни (х3)' =  Зх2.

/ 1 / 13 -м и с о л . — ) ------ (*¥=0 ) эканини исботлаймиз.
\ X I X1

Х,ар кандай хоф 0  да

I 1 1 \ I х0— х0 — Ax I. _________ ___ __________________
Дх \ J,e -(- \ х  хв I  Ах Ах • х„ (х„ -+ Ах) х0 (х„ +  Ах) 

Агар Ах-»-0 булса, у ^олда х0 -)- Ах-*-х0>----- ■!—j---- ► —. Шу са-х„ +  АХ х0
бабли Ах-*Ч) д а -------- -— —г-г— >------------- = ----- i-.х„(х0 +  Ах) х0 х0 jcg

Шундай килиб, Ах-*-0 да ~  нисбат---- у лимитга интилади. Бу
о

(—) =  — -  эканини билдиради. 
\ х /  х*



К л т и р и л ган  мисолларнинг ^аммасида функциялар аникланиш 
ининг *ар бир нуктасида хосилага эга эди. Бундан кейин, .^ар 

со.каси юнаЛ функциялар каби кугцадлар, шунингдек, тригоно- 
^аНД«  функциялар \ам  узининг аникланиш со^асининг ^амма нуц- 
МеТ̂ оита дифференциалланувчи эканини курамиз. Аммо, умуман ^ар 
ra' w i ’i функция уз аникланиш сохасининг ^ар бир ички нуцтасида 
^псилага эга булади, Деб уйламаслик керак. Мисол келтирамиз.

4- м и с о л . f (лс) — W функциянинг ^осиласини топамиз: 
f _  .„I _  (агар х >  О булса, х,

'  11 (агар х < 0  булса, —х.
Шу функциянинг графигини ^араймиз (^. 68- раем). х0 > 0  нук- 

танинг бирор атрофида *ар к;андай х > 0  учун |х| функция х га 
тенг, шу сабабли |х| нинг ^осиласи бундай ну^таларда х' га тенг, 
яъни х нинг мусбат цийматларида Ы '=  1. х < 0  да |х( =  — х  бул
гани учун манфий х ларда jx |'= = — 1. Олдинги пунктда таъкидлаб 
утилганидек, бу функция О нук,тада ^осилага эга эмас. Шундай 
килиб.

W ' -

| х > 0  да 1,
) х =  0 да мавжуд эмас, 
|х < 0  да — 1

▼ |х| функция нолда ^осилага эга эмаслигини (тескарисини фараз 
^илиш усулидан фойдаланиб)исботлаймиз.

Бу функция 0 ну^тада .укилага эга деб фараз ^илайлик, яъни
Дх-МЗ да нисбат бирор А лимитга интилсин. У ^олда 0 га

етарлича я^ин барча Ах ларда такрибий тенглик олдин
дан берилган исталган h ани^ликда тутри булади. А <  1 ни танлаб 
олиб, бундай h лар учун

А / ( 0 )  л < 1
Ах

тенгсизлик уринли эканини топамиз.
Хусусан, Д х > 0  да |1 — Л |<  1, яъни — 1 <  1— А <  1 ёки

0 < Л < 2 .  (1)
Ах-*0 учуН |_ 1  —Л |<  1, яъни — К  — 1 — А <  1 ёки

—2 < А < 0 .  (2)
(1) ва (2) тенгсизликлар бир-бирига зид. Демак, (х) функциянинг 

нолда .\осиласи мавжуд деб цилган фаразимиз нотурри. т

Мащцлар
282. .\осиланинг таърифидан фойдаланиб,

а) Л(х) =  ах  +  Л функция хосиласининг 2 ва 4 ну^талардаги;
б) / (х) =  y  функция хосиласининг 1 ва 4 ну^талардаги ^ий- 
матими топинг.
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283. /(* )  =  V x  функция учун к,уйидагиларни топинг: 

а) / '(1 ) ;  б) / '(4 ) ;  в) / '(2 5 ) ;  г) f'(x).

284*. g(x)  функция учун ^уйидагиларни топинг: 

a) g ' ( l ) ;  б) g ' ( - l ) ;  в) g ' ( 2); г) g  (х).

Таърифдан фойдаланиб, функция ^осиласини топинг (285—286)

285. а) 3 — 2*; б) у *  — 7; в) * * 4  2*; г) 3 — 2 * — **.

286. а) ахг +  Ьх 4- с; б) **; в) .г* — *; г)

287* Исботланг:

а) (**)' =  4*8; б) ( — J x 4 ) =  — 2х*;

в г> ( р И ’ " ~ * 7 2 -

18. ^осилаларни ^исоблаш ^оидалари

Х,осилаларни хисоблашнинг бир нечта ^оидалари мавжуд.
1) А га р  и ва  v ф у н к ц и я л а р  *0 н уц т а д а  диф ф еренци- 

а л л а н у в ч и  б у л с а , ул а р н и н г йигиндиси л;ам uiy н уц т ада  
ди ф ф ер ен ц и а л л а н увч и  ва

(и 4- t»)' =  и' 4- с'.*
К,ись;ача бундай дейилади: йигиндининг \осиласи \осилалар йи- 

гиндисига тенг.
Исботлаш учун аввал ^аралаётган х0 нуцтада функциялар йигин- 

дисининг орттирмасини хисоблаймиз:
Д (и +  v) =  (и (х0 *f- Д*) 4 - и (*0 +  Ах)) — (и (*0) +  v (х0) ) =  (ы (*04-

+  Ах)— и (*0) ) 4- (v (*„ 4- Д*)— v (*0) ) =  Дц 4 - Av.
с  -  Д (и 4- v) Ди , At’Бинобарин,

и ва у фунциялар х0 нукта да дифференциалланувчи. яъни Ах-* 
-Я ) да

Ди , Av ,

У вацтда Д*-*-0 да -  (цд ~̂ ^  -*■ и' +  v' (14- п., лимитларни ^исоблаш 
^оидаларига ^аранг), яъни (и - f  v') =  и' 4- v '.

* Бу пунктда и ва v функцияларнинг х0 нуцтадаги ^осилаларининг киймат- 
лари цискалик учун мое равишда и' ва и ' билан белгиланади.
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2 функция ^осиласининг формуласи маълум:
(хг)' — 2х.

{(упайтмани диффгренциаллаш формуласидан фойдаланиб топа-

мИЗ: (хэ у  =  (** • * ) '= (* * ) ' - х  +  х* (х)' =  2х ■ х +  х* • 1 =  За:*,
^ у  =  (х3 ■ х)' =  (х3)' ■ х +  х3 (х') =  Зх2 - х  +  х3 ■ 1 =  4х3.

Бунда
(х*у =  2* ; С*3)' =  Зх3- 1; (*•)' =  4*4” 1

нини курамиз, яъни /г -  2 ,3  ва 4 учун (1) формула исботланди. 
Шундай *исоблашларни давом эттириб, (1) формуланинг п =  5, 6 
ва хоказо учун туррилигига ишонч косил киламиз.

V (1) формула w  кандай я > 4  натурал сон учун тутри эканли- 
гини исботлаймиз.

( 1) формула п =  к да турри, яъни
(**)' =  кхк~ 1

деб ф а р а з  килайлик. У кол да формула п =  к - f  1 да турри эканини 
курсатамиз. Хакикатан,

(/+ ') ' =  (хк • х)' =  (хк У х  +  х к (х)’ =  к хк~ х . х +  х к =- кхк +  д:* =
=  ( к  +  1 )а*  .

Шу сабабли, (1) формула п =  4 да туррилигидан, унинг п — 5 да 
туррилиги келиб чикади. аммо у п =  6 учун хам турри булади, 
демак, л =  7 да хам турри булади ва хоказо исталган натурал п да 
TVFpH булади (унинг цатъий исботи математик индукция ме- 
тодига асосланган, 678- машкка каранг). ▼

Агар п =  1 ёки п =  0 булса, х Ф 0 да кам бу формула турри. 
•\акикатан, ( 1) формула буйича * ^ = 0  да

(х1)’ =  1-х1-1 =  1 дг° =  1 
(х°У =  0 . / - ‘=  0 .

Бу олдинги пунктдан маълум булган х ва 1 функциялар хосилала- 
рининг кийматлари билан бир хил булади.

Нихоят, п — бутун манфий сон булсин, у ^олда п = —т, бунда 
т ~  натурал сон. Булинманинг дифференциаллаш коидасини татбик 
этиб ва натурал т лар учун исботланган ( 1) формуладан фой
даланиб. хф О  да куйидагини топамиз:

(*")' =  ( х - у  ^ ( 1 V «  - < Г У  =  _ т . * =\ хт I (хту х2т
—т—1 п— 1=  — тх  =  ПХ

fUyndaH щилиб, и х т и ё р и й  б у т у н  п в а  л;ар ц а н д а й  х  у ч у н
да  х ф О )

( х п ) '  =  пх
. А лгебра па анализ асосларн. 9—10-синф. 97



2- м и с о л . а) *-*; б) З*7— ^  функциянинг х;осиласини топами 
Е ч и л и ш и .

а) (*"*)' =--• =  -  5*-6 ;

б) ( 3x1 =  3 {х1)' ~  5 (дН>)' -  3 • 7 - ̂ в -  5 ( - 3 )  =  2 1*« +

Маищлар

функциянинг ^осиласини топинг (288 — 295).

288. а) дс:10; б) 2х>\ в) дг~•; г) ЗдГ*.

289. а) ~  б ) ~ -  ь ) ~  г ) * -

290. а) 8 V х ; б) 3 в) г) - у =

291. а) х1 — Зх*— * +  5; б) 2х10 -  х8 +  3jc8;

в) 2х* — ~  Г) 1 _ 3 д4

292. а) 7*» + 2 ^ 7 ;  б)

I +  2* „  Зх — 2 Зх — 2 1 — 7х
293 а ) 3 - 5 х ’ б ) 5х +  8’ В) 4 - б х 1 Г) 2 - 9 х

294. а) ( * +  1 ) У  х ;  б) (2дс— 1 ) / 7 ;  в) ^ у = \  г) V *2х +

295 а) т 5 г » ; б> 4 Т 1 ; в)* ( 3 Н -ха) ( 2 — >  х );

Г)* ( 2 - 7 +  | /  JC8) (7 — JC*).

f функциянинг курсатилган ну^талардаги ^осилаларини хисоб- 
ланг (296— 297).

296. f(x) =  xi — Зх функциянинг а) 0; б) — 1; в) х; г) х +  1 нуК- 
талардаги.

3 — х
297. f(* ) =  нинг а) 0; б) — 3; в) х\  г) 2t ну^таларда! и.

298. f ( x ) ~ х  — 4 У х  функция учун ^уйидагиларни топинг: 
a) / '  (4); б) / ' ( 0 ,01); в) / ' ( д); г) f  ( 2 - х ) .



19. Мураккаб функциянинг косиласи

1 Мисслдан бошяаймиз.
со  л * нинг берилган киймати буиича

2 =  h(x) =  К 1 — *3
- да билан берилган h функциянинг мос z кийматини .^исоблат

т а Л нангНучун авзал * нинг берилган киймати буйича

£ ,=  /(*) =  \ — Хй

НИНГ к и й м а ти н и , сунгра у  нинг бу киймати буйича

г =  g(y) =■ V У

ни хисоблаш керак.
Шундай килиб, /  функция * ни у  га утказади, g  функция эса 

и ни г га утказади. h функция g  ва f  функциялардан тузилган 
мураккаб функция дейилади ва бундай ёзилади:

h(x)=g(f(x)).

h(x)^ g(f(x)) мураккаб функциянинг ихтиёрий х нуктадаги кийма
тини хисоблаш учун, олдин у  нинг — «ички»/ функциянинг бу нук- 
тадаги киймати ^исобланади, сунгра g(y) хисобланади.

g(f(x)) мураккаб функциянин; аникланиш со^аси кандай? Б у — 
f  функциянинг аникланиш со^асига тегишли шундай барча х лар 
тупламики, бу кийматларда f(x) функция g  нинг аникланиш со^а- 
сига тегишли булади.

К^аралаётган мисолда f функциянинг аникланиш со.^аси сонлар 
тугри^чизирининг хаммасидан иборат. Агар f(x) нинг киймати g(y)=  
~ У  У Функциянинг аникланиш со^асига тегишли булса, h(x) нинг 
Киймати аникланган булади. Шу сабабли у  >  0, яъни 1 — х* >  0 тенг- 
сизлик бажарилиши талаб килинади, демак, g(f(x)) нинг аникланиш 
со^аси [— 1; 1] кесмадан иборат.

, 2. Олдинги пунктларда сиз рационал функцияларнинг, хусусан 
купкадларнинг косилаларини топишни урганиб олдингиз. Аммо /’(*) =
— (2 * - + 3)ioo функциянинг хосиласини кнсоблаш масаласи купкад- 
нинг ^осиласини топишга келтирилишига карамай, жуда катта 
Кажмда иш бажаришни талаб килади: (2 .v -t-3 )100 ни купкад кури- 

тасвирлаш ва косил булган йириндининг 101 та КУШИЛУВ_ 
хисолл ЦиалладI керак. Мураккаб функция хосиласини
ечи К°идасинн исботлаб. бу па бунга ухшаш масалаларнинг 

2®HHH анча соддалаштириш мумкин.
Ф и н к Ф у н к ц и я  ихтиёрий х0 нуцтада хрсилага эга булса, g 
h(x'- ~4>iffCa Уо — f i x о) нуктада хрсилага эга булса, у  \олда 
лади б нда^ мУРакка  ̂ функция хам х0 нуцтада д:осилага эга бу-

7*
h'(x0) -- g ’(f(x0)) f'(x0). ( 1)
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Д h
т  ( 1) формулами исботлаш учун (илгаригидек) А г =^0 да —- Кас. 

ДА
ни цараш ва Д *->-0 да — -*~g(y0) f  (*0) эканини урнатиш кер^Л
Ay — f(x0 4- Ах) — f ( x о) =  Af белгилашни киритамиз. У щпда \/,
=  h (х0 - f  А х) — h(x0) =  g(J (х0 -f- А х) ) — g  (f (х0) ) =  g  (у0 4- д и) Z
— g ( y 0)=- A S ва А я-*-О да А у ^ О ,  чунки /  функция ну.ц-, J  
дифференциалланувчи. Шундан кейин исботлашни дг0 нуктанинг би-| 
pop атрофида A f = £ 0  булган f функциялар учунгина бажарашп у 

ДА ДА Д у  Ag Д/ ,
W 3 А х - + 0  да ^  • -  -  -  • -  - + g  ( у 0 ) ■ f ( х 0), 4vhks

д/ Д ё
А х - *  0 да Jx - + f ' { x  о), А у-* -0  да эса ^  g' (у9), бу А л -+ < )да
бажарилган эди (у юкорида кайд ^илинган эди). ▼

2 -м и с о л . Юкорида цуйилган масалага ^аитамиз ва h(x)-- ( 2 х г
4 - З)100 функция ^осиласини топамиз.

к функцияни h ( x ) — g ( f ( x ) )  мураккаб функция куринишидз 
тасвирлаш мумкин, бунда, g{ y )  — у 100, у  =  f (x) = - 2 x ^ - 3 .  f  (х) ~= 
=  2 , g ' (у) =  100 г/99 булгани учун

/г' (х) =  2 • 100 =  200 (2* 4 - 3)".

3- ми с о л . /г(дг) — К Зх2 +  1 функциянинг хосиласини топамиз. 
h  (х) =  g ( f  ( .v ) ) булгани учун (бунда y = - f ( x )  — Зх2 -4- 1) g  (у)

=  /  У- g' (У) =•• ва у ' =  / ' (дг) =  6х, бундан:

h (Х) 2 У  у . ' У 2 V 3 х2 -4- ) 1 З х * 4  Г

Машцлар
функцияларнинг аникланиш сохасини топинг (299 — 300).

299. а) у =  у  9 — а'2; б) у  =  / * 2 — 0,25;
1 1

в) У ’г- у  Т ^ 7 * ; г) « /=  у ^ г У

300. а) (/ — /  2 — у  х  ; б) у — j /  i -  4 - 1;

301. /(дс) =  2 — дг — х2; g(x)  — у  х ; p(.r) =  функциялар бе
рилган, ^уйидаги функцияларни формулалар ёрдамида беринг: 
я) / ( £ (* ) ) ;  б) g( f (x) ) ;  в) f ( p ( дс));
г) p( f (*) ) ;  Д) g  (Р (* )); е) p(g( x) ) .

302. 299, 300- машцлардг берилган функцияларни соддарон фУ||К' 
циялардан тузилган мураккаб функциялар шаклида тасвирлаы ■

кю



т  ~  ̂ „  2х; д) g (x ) Зх + 2 ; е) g(x)  =  x2 +  1, * <  О
V тенгликни каноатлантирувчи f функциями

б5лса, J ( g ^ i >  
т о п и н г .

„„кииянинг ^осиласини топинг (304 -  307).

М4 a ) ( 2 v - W e < 3 +  6^  в> (7* - ' Г ’ ;

о  ( i^ r
105 а) / 2 7 + 1 ;  6) ^  3 - 4 - л : :  в) / 5 * - 8 ;  г) / 7 - 4 * .

т а )  , 5 ^ 1 :  « У ^  +  7; в ) / 9 ? ^ Т б ; г ) / 7 = 3 ? .

307 a) (5 * — 2)13 —  (3*  +  7)*°; 61 ( З х -  1 ) " 4  <2х+  3 |‘ ;

в) / б х - 8 — / 4 х 2 — 3; Г) / 9  Н 2х — / 0 , 5 х 2 — 2.

20. Тригонометрик функцияларнинг ^осилалари

1. Синус функция j^ap цандай ну^тада ^осилага эга ва
( s i n x ) 'c o s x  ( 1)

эканини исботлаймиз.

2 2
Ах \  Ах

ц>1- , а  4- В а ‘ Р „ ,
sina — s in p =  2 cos ~ r ~  siri ~ r~  формулани татбик килиб топамиз:

•Vsinjr ^  s in  (х„ -} А х) — sin  2 ° ° s  ̂ х° 1 2 I 4' ”  2 
Да; Ах Ах

А х
ЯИ  ' sin  ̂ / Дх\

- - ^ - cosK 4 - 7 j -
2

* ') .формулами келтириб чикарит учун
Д* 

sin —
а) А л:—► 0 да ----- j.

Дх ’
Т

• 6) А * - > 0  да cos | х0 ■+• <-'os х0

ЭКанини курсатиш етарли.



гБу тасдшугарга таяниб, (1) формулага эга буламиз. ^а^ицатан 
►О да -

Д х
Asinx

А х
5,П 2 ( . -д-^ -  • cos |  х0 -t- ~  J -+■ cos хп =  cos

т  Ю^орида биз суянган а) ва б) тасдиклар аёний геометрик маъ. 
нога эга.

а) Бирлик айланада Р„ нуктадан бошлаб иккала томон га узун. 

га тенг Р 0А ва Р 0В ёйларни цуямиз (69- раем). У ва^т-
да АВ  ёйнинг узунлиги |Д х\ га тенг

Ах
АВ ватарнинг узунлиги эса 2

лиги

sm га
тенг б$>лади. Кичик Ад: ларда АВ ватар
нинг узунлиги амалда узи тортиб турган 
АВ ёйнинг узунлигидан кам фарь; кила* 
ди. (Бу фактдан сиз геометрия курсида 
айлана узунлигииинг формуласини чика- 
ришда фойдалангансиз. ^ацикатан, п 
катта сон ларда, маълумки, Р п «  С та^- 
рибий тенглик уринли, бунда Рп — ички 
чизилган мунтазам п- бурчакнинг пери- 
метри, С — айлана узунлиги. Демак, 

бундай купбурчак томонининг узунлиги такрибан шу томон тор
тиб турган ёй узунлигига тенг булади.) Демак,

69- раем

А х -*-0 да
АВ 

w  АВ

А х Д х
s in  — sin  —

2 2
| д_ £ | А х
1 2 1 ~2

б) 69- раемни куздан кечириб АВ  ватар узунлиги АВ ёй узун
лигидан кичик, яъни

2 sin —  <  2 - Ly

эканини курамиз. Косинуслар айирмаси формуласидан ва бу тенг- 
сизликдан фойдаланиб, топамиз:

cos ( * o +  t ) - cos*o
п ■ Л х  . / Л х  ) 2 s i r t —  s i n ^ 0 +  —  )

. Л х 
2 s i n T

4

1 Л х  I

Бундан cos ( дг0 —  j ж  cosx0 такрибий тенглик барча | Адг|
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н h аницлик билан бажарилиши келиб ч и кади, бу э<. t 
ларда берил д х  \

. О да cos ( 2  '
соь х0 эканини билдиради.

1 с о т  Мураккаб функцияни дифференциаллаш формуласига

(sin (ах +  Ь))'=- a cos (ах - f  Ь).

vnruuvc тангенс ва котангенсни дифференциаллаш формула 
„рини S ™P"6 микарамнз:

(cos х)' — — sin x , (2)

К ' .  <3)

Щ  (c t8 * ) ' -  “  ~ г~ х (4)

(Бу формулаларнинг хар бири мос функция аникланиш сохасининг 
исталган ну^тасида уринли.)

(2) формуланинг келтириб чицарилиши cosx = - s in ( 7  — л j,

cos ^~  — х ) =  sin дг тенгликларга ва мураккаб функцияни диф 
ференциаллаш ^оидасига асосланган:

(cos * ) ' = (  sin ( у  — * ) )  =  — cos J -J  — -  sin х.

(3) ва (4) формулаларни исбэтлаш учун булинманинг \осиласи 
ни топиш формуласидан ва синус хамда косинуснинг .\осилалари 
учун келтириб чицарилган формулалар дан фойдаланамиз:

* _  I  s i t u  у __s in ' х  cos х  — cos x  sin x  _  cos^x ■}■ s in 2x __ ___ 1__

\  COS X/ cos2x cos2x cos1 x ’

( c t g x ) '  <c o s x  V _ co s' x s i n ’x — s in ' x  cos x
\s in  x  J s in 2 x

__ — sin'2x — cos'2x  1
sin 2x ~ s in ! x

М а щ ц л а р

Функциянинг ^осиласини топинг (308 — 314)

308 а) — sin* ; б) 4 cosx; в) s in *  I cosx; r) t g x 4  c tg x .

a) sin3x ; 6) sin (— 2x); в) 5 s in 2 x ; r) — — sin 3x.

3 1 0 • a) cos2x; 6) co s(— Зх); в) — ~ c o s 4 с; г) 3cos( 3 Jfj.
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311. a) tg  2л-; б) tg (— 3*); в) 3 t g ~  г ) — -jtg 2 jr .

X312. a) c tg 5л-; б) — c tg (— 2*); в) 4 ctg г) -  7 c t g . .

313. a) s in ( —х  -+ п j; 6) s i n (  y  —  * j ;  

в) c o s ( y *  — n ) ;  г) c o s ( y  +  * j .

314. a) s in ( 2* +  — j ;  б) cosf у  х -~  1 J;

в) tg (Зх — 7); г) ctg ( у *  +  -£■).

315. функциянинг ^осиласи цайси нукталарда нолга тенг булиши- 
ни топинг:

a) f ( x ) =  2 s in *  — *; б) g (х) =  cos л: +  ~  х ;

в) /  (*) =  sin х - f  cos х\ г) g  (х) =  tg х — 2х. 
функциянинг хосиласини топинг (316 — 317).

316. a) * s in * ;  б) x*cosx-, в) sin2*;
г) tg2*; д ) sin8* +  cos2*; е) tg *  +  ctg* .

317. a) c o s 2 * s in *  +  s in 2 * c o s *; 6) s in 2 tc o s t— s in /c o s 2t\ 
в) cos 3/ cos 2t 4- sin 3/ sin 2t\ r) cos t cos 2t — sin t sin  2t.

6-§ . *ОСИЛАНИНГ ТАКРИБИЙ ^ИСОБЛАШ ЛАРГА, ГЕОМЕТРИЯ ВА 
Ф ИЗИКАГА ТАТБИЦИ

21. Интерваллар методи

1. 14-пунктда f функциянинг а нуктадаги ^ийматини хисоблаш- 
да купинча f нинг цийматини а нуктада эмас, балки унга я^ин х 
нуцтада ^исоблашга тугри келиши айтилган эди. Одатда, биз шун
дай холатга такрибий ^исоблашларни бажаришда дуч келамиз.

Аммо шундай функциялар мавжудки, биз уларнинг *0 н уктага 
я^ин * нуцталардаги цийматларини ^исоблагаиимизда f (x0) дан  ан- 
чагина фар^ ^иладиган ^ийматларга эга буламиз. Масалан, /(*) =
— {*}({*} белги *соннинг каср кисми; {*} нинг графиги 70- расм- 
да тасвирланган) функциянинг *0 =  п нуктага я^ин нукталарда™ 
кийматларини цараймиз, бунда п — натурал сон. Масалан, *0 =  2 
ну^та учун f ( 2 ) — {2} =  0 тенглик урин ли.

f нинг цийматларини *0 =  2 нуктага якин нукталарда ^исоблаёт- 
ганимизда биз унинг ^ийматини масалан, 0,5 гача аникликда хиС0̂ ' 
лай олмаймиз: Д* нинг нолга я^ин манфий кийматларида {*} нинг 
киймати 1 га якин ва | {*} — {2} | абсолют хато 0 ,5  дан к а т т а  бу
лади.
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с  . мисол, агар х аргумент а
акин килиб танланса, ^ар уд

т̂ рибии у> >> J > > > > > >  >>
д0ИМпи?катта аницликда бажари- / /  А  /  /  /  /
1- S 5 S S -  курсатади. - Z - Z  /  /  /  /  / 9лаВермасли такри6ий тенглик *  ,  д

я i  етарлича я^ин * лар учун 
ппиндан берилган *ар к;андаи 70- раем

™к би лан бажариладиган 
Ж ш ш и ян и  а нуцтада узлуксиз функция дейилади. Бошкача цилиб 

а агар бу нуцтада аргументнинг кичик узгаришларига функ- 
ШиТянинДг ’хам кичик узгаришлари мос келса, f функция а нуклада 
!!злуксиз дейилади. Буни ян а бошкача ифодалаш ^ам мумкин: агар 
Ь х - + 0  да Д / - > 0  булса, ёки

х - + а  да f ( x ) - + f ( a )  ( 1)

булса, f функция а ну^тада узлуксиздир.
' Бирор f ораликнинг х,ар бир нуктасида узлуксиз булган функ

ция шу ораликда узлуксиз функция дейилади (J оралик f функция
нинг узлуксизлик opcuuxFu дейилади). Бу ораликнинг бирор ну^тасидан 
унга я^ин ну^тага утишда функциянинг ^иймати кам узгаради, шу 
сабабли f функциянинг бу ораливдаги графиги узлуксиз чизик була
ди, бу чизи^ни «цаламни ^огоздан кутармай тасвирлаш» мумкин*.

18-пунктда а нуцтада дифференциалланувчи функция шу ну к- 
тада узлуксиз булииш курсатилган эди. Барча рационал ва триго
нометрик функциялар уз ани^ланиш со^аларининг з^амма нукталари- 
да дифференциалланувчидир. Бинобарин, бу функциялар шу нуц- 
таларнннг ^ар бирида узлуксиз, шу сабабли f ( x ) x f ( a )  та^рибий 
тенглик а га етарлича якин барча х  лар учун исталган аник лик да 
бажарилади.

Масалан, /(* ) =  х2 функциянинг бутун тугри чизнцда дифферен- 
циалланувчанлигидан, f(x) =  — функциянинг эса (— °о;0) ва (0 ; оо)

ИтауЛ) х
орали^ларда диффереициалланувчанлигидан уларнинг мос орали^- 
ларда узлуксизлиги келиб чи^ади (71, 72-расмлар).

Э с л а т м а. Аммо тескари тасди^ нотугри. Ноль нуь^тада узлуксиз-у, 
аммо бу  ̂нун;тада дифференциалланмайдиган функцияга | х | функция 
аг*00"1 ^ лади- Бу функциянинг 0 нуктада узлуксизлиги равшан: 

ар | х | <  h булса, ^ар ^андай h >  0 учун А | х  | <  h. 17-пунктда | х |
2 Цы-Я- ^ нУ^таДа дифференциалланмаслиги курсатилган эди. 

Далани П ^0ллаРда Узлуксиз функциянинг ушбу хоссасидан фой-

гар (а; ь ) интервалда f функция узлуксиз ва нолга айлан- 
с а ^ * ОАда ФуНК1Щя шу интервалда ишорасини дзгартирмай

ш Унда}Г б^аа^и Мактаб куРсиДа урганиладиган узлуксиз функциялар учун иш
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71- раем 72- раем 73- раем

Ха^икатан, (а; Ь) интервалда шундай хг ва х2 нуцталар топи- 
ладики, улар учун

тенгсизликлар уринли булади, деб фараз цилайлик.
У ^олда у — 0 турри чизи^ билан ажралган А(х\  / ( x j )  ва 

B ( x t -, f (xа) )  ну^таларни туташтирувчи, узлуксиз эгри чизиц бу тур
ри чизикни берилган интервалнинг бирор х3 ну^тасида кесиб ута- 
ди (73- раем)*, яъни f ( x j  — 0. Бу / функция (а; Ь) интервалда нол- 
га айланмайди, деган шартга зидлик ^илади.

Бир ^згарувчили тенгсизликларни ечишнинг интерваллар ме
тоди деб аталувчи методи шу фактга асосланган (бу фактнинг ту- 
ла исботи математик анализ курсларида келтирилади). У ни тавсиф- 
лаймиз.

f функция /  интервалда узлуксиз ва бу интервалнинг чекли 
сондаги ну^таларида нолга айланади дейлик. /  бу ну^талар билан 
интервалларга булинади ва бу интервалларнинг jjap бирида f функ
ция уз ишорасини са^лайди. Бу ишорани ани^лаш учун ^ар бир 
интервалнинг ^андайдир бирор ну^таси учун функциянинг ^ийма- 
тини ^исоблаш етарли. Бу ишорани координата турри чизигида бел- 
;илаш кулай.

М и с о л . Ушбу тенгсизликни ечамиз:

—  1
f(x)  =  _ 5jc функция уз ани^ланиш сохасининг ^ар бир

ну^тасида узлуксиз (бу каср-чизи^ли функция) ва — 1 хамда 1 нук- 
таларда нолга айланади. Бу функциянинг аншуганиш со^аси м ах-

*^а^и^ятан , А ва В ну^талар (а; Ь) интервал билан т'асвирланадиган дарё- 
нинг турли цирго^ларида б^лсин деб фараз ^нлайлик. Турист А дан В га бориш 
учун дарёни ^аердадир кесиб ^тииш керак экани равшан.

f (x i ) < 0 , f (xt ) >  О
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,.,„Г нолларидан ташкари, 
г“ КГ  сонлар тугри чизирининг 
яъН\  нукталардан б а щ а  *амма 
' Bar iiaPHчан иборат. 2, 3 ва - 1
fiyKTa.wp '  t „Инг аникланиш 74-раем
ва сини’ 5 та орали^а булади
coxat*inn расмда I нинг j^gp бир интервалга тегишли ишорасибелги- 
(74-расм -̂ тенГСИЗЛИк ь;атъий тенгсизлик эмас, шу сабабли — 1 ва 
лаН1атялар (f нинг ноллари) мос орали^ларга киради. 74- раемни 
1 НУб жавобни ёзиш мумкин: текгсизликнинг ечими (--сю ; — 1]; 
^ 32) ва (3 ; °°) ораликларнинг бирлашмасидан иборат.

М аш цлар
3 1 8  ф у н к ц и я н и н г  узлуксизлик ораликларини курсатинг:

х4 — 2jc (-- 5 х2 — 5л +  6. х3 4- 8
a) х 3 —  2 х ;  б ) г2 +  1 : в > х3 — 8 ’ х2 +  2х

Тенгсизликни интерваллар методи билан ечинг (319 — 321).

319. а) (* — \ ) ( х - у 2 ) ( х  — 3 ) <  0; б) (х 4  1) (х — 4) (х 4- 8) <  0;
(х — 2) (х — 4) (х — 3 ) ( х 4  1)

в) ( х 4 - 3 ) ( х - 1 ) > 0 ;  Г) (х +  3 ) ( х - 4 )  < 0 -

320. а) х* — 5х 4 4 >  0; б) х2 — Зх — 4 <  0; 
в) х* — 10х2 - | - 9 < 0 ;  г) х4 — 5х2 — 6 > 0 .

(х — 3)3(х 4  4)4(х — 7)
321*.а) ( х * - 1 ) ( х З _ 1 ) ( ^ - 1 ) > 0 ; б) {х_ ф  (̂  \ )-----  ^ 0 ;

в) ~  Н“ г) у  х3 4 (х 3) <  0.

22. Функция графигига уринма

1. Функция графигига уринма тушунчаси билан сиз танишеиз 
(16- п.). Бу тушунчанинг аниц таърифини берамиз.

хо нуктада дифференциалланувчи f функция графигига урин- 
ра  деб (х0; f (х0) )  нуктадан утувчи ва бурчак коэффициенти
I (х0) га тенг булган myFpu чизикни айтилади.

Парабола хрлидагидек, х0 нуктада дифференциалланувчи [ функ
циянинг графиги х0 нуцтанинг кичик атрофида амалда уринма кес- 
^асидан фарн; ^илмайди. Хак;и^атан, f'(x0) ^осиланинг мавжудлиги 

ик А х лар учун

(*о)

э«анини билдиради, яъни (х0; /(х0) ) ва (х0 4 - Ах; f(x0 +  А *)) ну^та- 

РДан утувчи кесувчининг -~х бурчак коэффициенти амалда урин-
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75- раем 76- раем

манинг бурчак коэффициентига тенг (75- раем). Ана шунинг уЗИ 
(x\f(x)) нуцталар кичик Ах ларда уринмага жуда я^ин эканини бил- 
диради/

Ау ,
А х-*-0 да — ~*Г(х0) шарт уринмани геометрик таърифлаш имко-

нини беради. I уринма .^ам, ихтиёрий кесувчи ^ам графикнинг /1(хв; 
f(xо)) ну^тасидан утади. Берилган А ну^тадан утувчи турри чизик
ни бир цийматли бериш учун унинг бурчак коэффициентини кур-

Ау
сатишнинг узи етарли. Кесувчининг — бурчак коэффициенти
А х-*-0 да уринманинг f'(x0) бурчак коэффициентига интилади. 
Шу сабабли .уринма кесувчининг Ах->-Э даги лимит холатидир 
дейишади.

Уринманинг геометрик таърифини назарда тутиб, мана бундай 
хулоса чицарамиз: f функциянинг х0 ну^тада хосиласининг мав
жуд булиши графикка (х0; f (х0) ) нуктада новертикал уринманинг 
мавжудлиги билан эквивалент, бунда уринманинг бурчак коэффи
циента /'(хо) га тенг. Х,осиланинг геометрик маъноси ана шун- 
дан иборат.

Бизга дифференциалланувчи функция графиги берилган булсин. 
f функция графигига Л (х0; f (x0))  ну^тада уринмани ясаш учун чиз- 
рични А нуцта атрофида айлантириб, унинг шундай холатини то- 
пиш керакки, бу ^олатда график чизрич четига имкони форича зич- 
роц келсин. Чизрични шу ^олатда цолдириб, у р и н м а н и 'утказамиз.

f функция графигига тахминан хь  х2 ва х3 нукталарда урин м а- 
лар ясаймиз (7G- раем) ва бу уринмаларнинг абсциссалар у^и билан 
^осил ^илган бурчакларини белгилаймиз. Уринманинг т а ъ р и ф и г а  ку
ра f функциянинг х0 нуцтадаги ,\осиласи уринманинг а б с ц и с с а л а р  
у^ига о ри ш и ш  бурчагининг тангенсига тенг. а 1 бурчак уткир, о... бур
чак эса утмас, I турри чизш^ эса Ох ук^а параллел, яъни / билан 
абсциссалар уки орасидаги бурчак нолга тенглигини курамиз. $ ткир 
бурчакнинг тангенси мусбат, утмас бурчакнинг тангенси э с а  ман- 
фий, шу сабабли:

П х i ) > 0 , Г (х2) =  0 ; Г (х3) <  0 .
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. о нукталарда урин мал арии ясаш 
А,'ф я пафйклари эскизини аникрок чи 

Ф>НКиИ1онини беради. Масалан, синус
ЗИ̂ К ЦИЯ ГРаФИгнии ясаШ  уЧуН 0ЛДИН СИ'
*** о — ва я  н у^талардаги ^осиласи и, 2

пявишда 1, 0 ва -  1 га тенг эканини 77. расм
' ,оС Р“  куочак коэффиииентлари мос ра- 
топамиз. /л \

1 о ва — 1 га тенг бУлган ^амда (0; 0), 1 j ва (л;0) нуц-
^ ШДЗ н утувчи турри чизи^ларни ясаймиз (77-расм). Бу турри чи- 

уцдан х,осил булган трапеция ичига л: аргумент 0 ,

в я  га тенг булганда синуснинг графигини тегишли турри чизик-
2 ига уринадиган килиб чизишгина ^алади.

Нолнинг етарлича катта атрофида амалда синуснинг графиги у=~.
— х TVFpH чизи^дан фар^ цилмаслигини ^айд киламиз. Масалан, уц- 
лар буйича маСштаблар бирликка 1 см кесма турри келадиган ^илиб 
танлаб олинган булсин. У ^олда

s in 0 ,5 « 0 ,4 7 9 4 2 5 , яъни | sin 0,5 — 0 ,5 1 « 0 ,0 2
на танлаб олинган масштабда бу узунлиги 0,2 мм булган кесмага 
гурри келади. Шу сабабли г/ =  sin дс функция графиги ( — 0,5; 0 ,5 ) 
интервалда у  — х турри чизик дан (вертикал йуналишда) 0,2 мм ча 
четлашади, бу тахминан утказиладиган чизик ^алинлигига турри ке
лади.

2. Энди f функция графигига А ( х0\ f(x0 ) ) ну^тадаги уринма 
тенгламасини келтириб чикарамиз.

Бурчак коэффициенти f (х0) га тенг булган турри чизи^ тенг- 
ламаси

У =  Г (х0) ■ х +  Ь 
к\ринишга эга. b ни ^исоблаш учун уринманинг А ну^тадан ути- 
шидая фойдаланамиз:

/  (*о) =f Г (*0) ■ х0 +  ь, бундан b =- /  (х0) — ?  (х0) • дг0
ва демак. уринманинг тенгламаси бундай:

У -  ?  (*0) х — f'(xо) - x 0 +  f (х0)
еки

,У =  f(Xo) +  f'(X  о)(х — х0). П)
1- м и со л . f(x)  -  х3 — 2х2 +  1 функция графигига абсциссаси 

га тенг ну^тздаги уринма тенгламасини топамиз. 
by  мисолда х0 *  2, f (*0) =  f (2) =  23 -  2 • 2а +  1 =  1. f  (х) =  

f ’(xв) — / ’(2) — 3 ■ 2 г — 4 • 2 — 4. Бу сонларни (1) тенг- 
ia;ti Пуйиб уринма тенгламасини хосил киламиз:

У — 1 -I- 4 (х — 2), яъни у  — 4* — 7.
теч- •М ИС0Л' У ~~ х* парабэлага х0 абсциссали нук;тадаги уринма

• ламасиии келтириб чикарамиз.
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Е ч и л и ш и .

У{хо) =  4 '
У ' (*о) =  2х0.

Бу ^ийматларни уринманинг 
( 1) тенгламасига ^уйсак:

У = х 1 +  2х0 (х — х0) 
яъни # =  2х0х — xj*.

Масалан, х0 =  1 да тенгла
маси у  =  2х — 1 булган уринма 
,\осил цилдмиз.

А(х0; х£) нуктада параболага 
уринманинг Ох уц билан кеси- 

ШИ1Й нукргаси Т нинг координа- 
таларини топамиз (78-раем). Агар 

(jfji 0) шу Т ну^танинг ксординаталари булса, у холда Т нукта 
уринмага тегишли булгани учун (ва демак, унинг координаталари 
уринма тенгламасини ^аноатлантиради) ушбуга эга буламиз:

78- раем

0 =  2x0xi — х<о-
*0Агар х0 Ф  0 булса, у хрлда х1 — —

Олинган натижа параболага унинг (учидан ташкари) исталган А 
нук,тасида уринма ясашнинг энг содда усулини бгради: А ну^тани 
Ох укнинг учлари О ва х0 булган кесмасини тенг иккига булувчи 
Т  ну^та билан туташтириш етарли: АТ тугри чкзщ  изланаётган 
уринма булади.

3. Хосиланинг геометрик маъноси математик анализнинг купгина 
фактларини аёний намойиш этиш имконини беради. Мисол келтирамиз.

Бирор орали^никг ^ар бир нуктасида дифференциалланувчи f 
функцияни караймиз: а  ва b — шу ораликка тегишли ихтиёрий нуц- 
талар. А(а, f(a) ) ва B(b; f(b))  ну^талар ор^али А В турри чизик; ут
казамиз ва /  нинг графиги билан умумий нуктага эга булмаган хам- 
да АВ га параллел булган I турри чизикни караймиз. Шу I турри 
чизикни f нинг графиги йуналишида А В га параллеллигича т^олади- 
ган ^илиб силжитамиз. Бу турри чизи^нинг f нинг графиги билан 
умумий нуктага эга буладиган пайтдаги ^олати 10 ни белгилаймиз. 
79-расмдан бундай «дастлабки» умумий ну^талардан истзлгани /0 
нинг f функция графигига уриниш ну^таси эканини курамиз. Бу 
ну^танинг абсциссасини с билан белгилаймиз. У хрлда

Г  (с) — tgcs,
бунда а  бурчак /0 турри чизик билан абсциссалар уци орасидаги бур
чак. Аммо / 0 АВ, шу сабабли а  бурчак АВ  кесувчининг ермалик 
бурчагига тенг, яъни

f (C) = t g a = “ — - ~
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79- раем 

Биз (а; Ь) интервалда

80- раем

f(b) — f  (а)
П с )  =  “ 7 ~

тенгликни ^аноатлантирадиган шундай с нуцта топилишини курсат-
дик (80- раем).

Бу формула Лагранж* формуласи дейилади.

М а ш ц л а р
322. f функция графигига курсатилган нуктада утказилган уринма 

нинг ормалик бурчаги тангенсини топинг:
a) f (х) =  х2, М ( -  3; 9); б) f (х) =  ж3, М  ( -  2: - 8 );

в) f ( x ) = ^ ~ ,  м  (0 ; 0 ); г) /(л:) =  - 7 . М (П  - 2).

323. Куйидаги эгри чизи^лар Ох уц билан кесишиш ну^таяарининг 
^ар бирида у билан ^андай бурчак хосил ^илади (шу бурчак 
тангенсини курсатиш )**:
a) f (х) — х* — Зх +  2; б) f (х) — х3 — Зх?

324. Эгри чизик; Оу турри чизиь; билан ^андай бурчак остида кеси- 
шади:

а) */ =  J ( x -  I)2; б) (/ =  ^ 7 7 ?

325. f  функция графигига курсатилган абсциссали нуцталарда утка
зилган уринманинг тенгламасини ёзинг:
a) f  (х) =  х2, х =  — 1, х =  0 , х =  1; б) у  =- х3, 2;
в) г / = — , х =  — 1, х -  1; г) У =  У х ,  х — 4.

‘ Л а г р а н ж  Ж о з е ф  Л у и  (1736— 1813) — француз математнги ва физиги.
*L, ва Li чизицляр орасидаги улар кесишадиган Р нук,тадаги бурчак деб Р

"УЧтада шу чизи^ларга утказилган урннмалар орасидаги бурчакка айтилади.
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23. Та^рибий х,исоблашлар учун формулалар

К,уйидаги масалани ^араймиз: sin 1° нинг та^рибий ^иймати j 
жадваллар ёки калькулятордан фойдаланмасдан ^исобланг. Ни

Геометрия курсида турри бурчакли учбурчакларнинг хоссалап 
дан фойдаланиб 30° ли, 45° ли, 60° ли ва ^оказо бурчаклар сину 1 
лари кийматлари ^исобланган эди. Аммо биз бурчаклар синуслап»' 
ни ^исоблашнинг мазкур халда фойдаланиш мумкин булган умумиг 
усули билан хал и таниш эмасмиз. Турри, 1° ли бурчакнинг нолГа 
якин эканини билганимиз ^олда ва, синуснинг узлуксизлигидан ф0,-1 
даланиб (бу эса 20-п. да исботланган синуснинг исталган нуктада дИ(ъ 
ференциалланувчанлигидан келиб чикади) sin 1° учун синуснинг 
нолдаги та^рибий ^ийматини ь^абул ^илсак булади:

sin 1° да sin0° - -  0 .

Энди sin Г  нинг ^ийматини топиб, ушбу тацрибий тенгликка 
эга буламиз:

s in l°  ж  0,0174524.
Бинобарин, синуснинг узлуксизлигига асосланиб топилган такри- 

бий ^иймат анча цупол— у хакик,ий к;ийматдан деярли 0,02 га фар^ 
килади.

Бу холда х0 нуктада дифференциалланувчи /  функция ^иймати- 
ни тацрибий ^исоблашнинг умумий формуласидан фойдаланиш анча 
катта аницлик беради. Бундай формулани чи^ариш учун нолдан 
жуда кам фарц к,илувчи Ах ларда f(x) нинг [х0 — Л; х0 -f- h] ки
чик кесмадаги графиги (х0\ f (х0)) нуцтадан утиб функция графи
гига уринмага якинлашишини пай^аймиз. Шу сабабли f (х) нинг бу 
кесмадаги кийматлари графиги шу уринма хизматини утайдиган чи- 
зицли функция ^ийматларидан кам фар^ ^илади. Уринманинг тенг- 
ламаси маълум:

У — f  (*о) +  V (*•) (х — *о)-
Бинобарин, кичик Ах ларда f(x) нинг кийматлари та^рибан

f ( x ) & f ( x 0) +  f' (х0) Ах  ( 1)
формула билан топилиши мумкин.

Агар х0 нуцта шундай булсаки, f(x0) ва f  (х0) ^ийматларни 
хисоблаш цийин булмаса, у ^олда ( 1) формула f(x)  нинг ^иймат- 
ларини х0 га яцин х ларда топиш имконини беради. М асалан. 
ю^орида ^аралаётган масалада х0 нук,та сифатида 0 ^ийматни олиш 
мумкин, чунки 0° ва 1° ли бурчаклар бир-биридан кам фарк ^и" 
лади. f (х0) ва f' (д:0) ^ийматлар маълум: f (0) — 0 ва f  (х) — cos*, 
шунинг учун хам f  (0) =  1. Энди 1° ни радиан улчовига утказиб,

1 ° =  =0,0174533 эканини топамиз. (1) формула буйича ушбуга 

эга буламиз:

sin  1° ж 0 4  1 -— -  «0 ,0174533 .
180
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• т о п и л ган цийматдан 0,000001 дак камрок фарк килади, 
0 0174533 якин лашишнинг абсолют хэтсси 0,000001 дан

(2)

ва (1 4- АхУ1 да 1 4- пАх, п — бутун сон. (3)
/2) Формулами келтириб чицариш учун f (х) =  у х функция. 

I  ва хл =  1 хамда х =  х0 +  А х  \ + А х  булган да та*;.

1-м и с о л . а) у/ 1,06; б) / 4 ,0 8  нинг такрибий цийматларини 
^исоблаймиз. (2) формуладан фойдаланамиз:

(3) формулани келтириб чи^ариш учун f ( x ) z z x n функцияни i\a- 
раймиз ва х0 =  1 ва х =  х0 4 - Ах — 1 4- Ах да (1) формуладан фой
даланамиз, яъни: f ( x о) — 1" =  1 ва f' (х) — пх"~х, бундан f ' (х0) —

f' ( 1) = : п ■ I" - 1 — п. ( 1) формулага биноан:

2 - м и с о л .  ( 1.001)100 нинг такрибий ^ийматини ^исоблаймиз: 
1,001 сонни бевосита 100 даражага кутариш жуда катта хисоб- 

лашларни талаб килиши тушунарли. (3) формуладан фойдаланиш 
ишни анча соддалаштиради. Бу формулада Ах — 0,001 ва п — 100 
Деб олиб, топамиз:

, бундан f ' (x0) =  f ' ( \ )  =  — l— = 4 ~- (1) формулага
21/  1 2

f(x)  =* V~\  +  Ах да 1 4- Y &X-

а) >/1,06 =  / 1 + 0 , 0 6 »  1 +  у -0,06 =  1,03;

б) / Щ  =  V X 0 2  »  2 ( l  +  - j  -0.02) *  2,02.

/  (х) — (1 4  Ах)п да 1 4 - п Ах.

1,001'°° =r (1 4 - 0,001)'°° да 1 4  100-0,001 =  1,10.

О J
- м и с о л .  — ■ нинг такрибий ки” матини хисоблаймиз. 

30 да (3) формуладан фойдаланамиз:

=  (1 —0.003)-30 да 1 +  ( -  30) (— 0,003) =  1 4- 0,09 =  1,09.

Алгебра ва анализ асослари, 9-10- синф. 113



М а ш ц л а р

326. a) s in 0,02; б) tg 0,02; в) s in (—  — 0,04); г) cos(—  -4- 0,02)
4 6

нинг та^рибий цийматларини ( 1) формуладан фойдаланиб 
хисобланг.

327. а) >/"1,004; б) j/0 ,9 9 4 ; в) V 2 6 \  г) i/" 15,84 нинг та^рибий 
^ийматларини (2) формуладан фойдаланиб ,\исобланг.

328. а) 1,002'°°, б) 0,9982°; в) 1,00032°°; г) 2,997м нинг та^рибий 
кийматларини (3) формуладан фойдаланиб ^исобланг.
Так;рибий ^ийматларини топинг (329 — 331):

329. а) -------- ------- ; б )--------- !------- в ) ------------- 1-------- г ) ------- -------
(1 ,0 0 3 )»  '  (0,998)*о ’ '  0 ,9994  ’ ’ У Х о Г '

330. a) sin  31°; б) sin 29°; в) cos61°; г) cos59J.
331. a) tg31°; б) tg 29°; в) tg44°; г) tg46°.

24. Физика ва техникада ^осила

физика курсида харакат тезлиги к;андай аншушнганлигини эсла- 
тиб утамиз. Энг содда ^олни цараймиз: моддий нукта координата 
турри чизири буйлаб ^аракат цилмоада, бунда ^аракат ^онуни берил
ган, яъни бу ну^танинг х  координатаси t ва^тнинг маълум функция- 
си x(t)  дан иборат. t0 дан t0 - \ -At  гача ва^т оралирида ну^танинг 
силжиши x( t 0 4 - A t ) — x( t 0) — Ах га, унинг уртача тезлиги эса

, , ,

га тенг.
At <  0 да ^ам ( 1) формула Гринли: силжиш x(t0) — х (/0 4- АО — 

=  — Ах, ва^т оралирининг давомлилиги эса — At  га тенг.
Одатда, ^аракат характери шундайки, кичик At  ларда уртача 

тезлик амалда узгармайди, яъни катта ани^ликдаги ^аракатни текис 
харакат деб хисоблаш мумкин (1 4 -пунктдаги 3-мисолга ц.). Бош- 
кача килиб айтганда, At-*~0 уртача тезликнинг ^иймати бирор 
тула ани^ланган цийматга интилади, уни уша нуктанинг в а к т н и н г  
t0 моментидаги v (t0) оний тезлиги дейилади. Шундай цилиб,

A t-+  да (A t) =  ^ j - + v ( t 0).

Аммо ^осиланинг таърифига кура:

А / - О д а  (t0) f

Шу сабабли v( t ) оний трзлик (фа^ат) ^ар ^андай ди ф ф ерен и и - 
алланувчи x(t)  функция учуч аникланган деб ^исоблашади, бунда

v(t) =  x'(t).  (2)
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R-if ча бундай дейишади: координатадан вак/п буйича олин-
R-- лд тезликдир. ^осиланинг механик мазмини шундан ган х.оси.ш

иборат теЗЛЙК мусбат кийматларни хам, манфин кииматларни хам, 
/ й а  0 кийматни хам ^абул ^ила олади. Агар тезлик вактнинг 

а л б а гг  , оралигида мусбат булса, у холда нукта мусбат йуна 
w  ха’ракат ^нлади, яъни вакт утиши билан х(()  координата 
лиииа ^ ^  манфий булса, у холда x(t)  координата камаяди. 
•Сади, д (1Ча мураккаброк холларда нукта текисликда ёки фазода ха- 

т килади. У холда тезлик вектор катталик булади ва (2 ) фор- 
ёрдамида v(t) векторнинг хар бир координатаги аниклана

ДИ Харакат тезланиши билан хам шундай булади. Ну^та харакати- 
нИНг v тезлиги t вактнинг функциясидир, яъни v — v( t )  by функ
циянинг ^осиласи ^аракат тезланиши дейилади-

a — v'(t). I
К,ись;ача бундай дейилади: тезликдан вакт буйича олинган 

хосила тезланишдир.
1 - м и с о л .  Моддий ну^танинг тушишини к,араймиз. Агар коорди

ната тугри  чизирини пастга вертикал йуналтиреак, моддий нук,та 
нинг бошлангич ^олати эса 0 билан устма-уст тушса, у э^олда. 
физикадан маълумки,

.У  холда t  вак,т моментида нуцтанинг тушиш тезлиги

тезланиши эса
а =  (gt)' =  g

булиб, узгармас мицдордир.
Умумийрок ^олни цараймиз.
2 -м и с о л . Турри чизн^ буйлаб ,\аракат килаётган нукта коор 

Динаталарининг вацтга боглицлиги

x(f) =■ |  +  v0t +  х0

формула билан ифодалансин. бунда а Ф  0 , и0 ва х0 — узгарча ч а р  
Ааракат тезлиги ва тезланишини топамиз.

ч и л н ш и. Бу ^аракатнинг тезлигини топамиз:

и "= x'{t) ~  ( I <2 +  v°t  +  х° =  2 ■ Т f +  v^ ot ^ г’«

^13га ^аракат тезлиги вактнинг функцияси эканлиги маълум бул- 
НиДан биз бу ^аракатнинг тезланишини топишимиз мумкин:



v' (0 =  (at +  u0)' =  a.
Квадратик конУн буйича х;аракатда тезланиш узгармас ва а Га 

тенг эканини курамиз. Агар а  > 0  булса, бу текис тезланувчан ^ang. 
кат, агар а < 0  булса, текис секинланувчан ^аракат булади. Щу. 
нингдек, u0 =  t>(0), х0 =  х  (0) эканини хам цайд киламиз.

III бобда биз, агар тугри чизик буйлаб ^аракатда а тезланиш 
узгармас булса, у х°лда Каракат

x { t ) = j t *  +  v0t +  xо

квадратик цонун буйича юз беришини исботлаймиз, бунда v0 — Нуц. 
танинг бошлангич тезлиги, х0 эса бошлангич координата.

2• У =  /  (х)—ихтиёрий дифференциалланувчи функция булсин. у  
Холда биз моддий нуктанинг координаталар тугри чизиги буйича 
х =  f( t )  конун буйича содир буладиган харакатини царай оламиз. 
^осиланинг механик маъноси дифференциал хис°б теоремаларин'и 
курсатмали интерпретациялашга имкон беради.

3-м и с о  л. f ва g — иккита дифференциалланувчи функция бул
син. Куйидаги тугри чизиц буйлаб (нисбий) харакатни караймиз. 
Поезд билан боглик булган харакатнинг кузгалувчан координата
лар системаси берилган, бу системанинг боши (машинист кабинаси) 
Кузгалмас координаталар боши (станция) га нисбатан =  /  (t) ко
нун буйича каракат килади. К,УЗРалувчан координаталар системаси 
(поезд) да моддий нукта х2 (t) = g  (t) конун буйича харакат килади. 
У  х.олда бу нуктанинг х  координатаси кУ3ралмас координаталар 
системасига нисбатан х ~  x t +  x2, унинг тезлиги эса v (t) — x'(t) 
булади. Иккинчи томондан, тезликларни кушиш конУнига биноан

1>(/) =  О1( / ) + о г(0  =  <  (t) +  x2(t).

Шундай кнлиб, биз косиланинг механик маъноси ёрдамида маъ- 
лум

(f +  gY — У +  g'
формулами косил килдик.

4 -м и с о л . Моддий нукта координата тугри чизиги буйлаб

x =  f(t)
Конунга мувофик Х'факат килсин. У холда унинг а <  t  <  b оралиК- 
даги уртача тезлиги

f i b ) - Ц а )°?рт. =
Ь —  а

га тенг.
[а; Ь] оралик нукталарида v (t) оний тезлик х.амма вацт -\аМ 

уртача тезликдан кичик (катта) булавермайди. Демак. бирор 
Ш а - Ь )  моментда оний тезлик уртача тчаликка тенг, яъни шун' 
дай t0 £ (а; Ь) топиладикц.



(3)

. Лринли б\"лади. 
теНШ ? н л а й  килиб. биз Лагранж форму- 

сшннг механик интерпретациясини .у>-

Ь чилд,1к-
I физик ходисаларни характерловчи

У, 1 м
/ / т

и

0 X

/ р

81- раем

^■«киияларнииг *осилалари ердамида 
л ,  ка Физик катталиклар хам бернлади.
Масалан. кувват (таърифи буйича) ишдан 
^  буйича олинган хосиладир. Яна бит
та мисол цараймиз.

f v  м и  со  л. Бир жинсли булмаган стер
ж е н ь  берилган. бунда унинг исталган /

'узунликдаги  булагининг массаси т (I) маъ
лум булсин (I стерженнинг белгиланган учидан бошлаб \!соблана- 
дИ). Стержень бир жинсли булмаса-да, унинг унчалик катта булма
ган (/ дан 1 +  А1 гача булган) цисмининг зичлиги тахминан бир 
хил деб хисоблаш табиий, бунда A I канча кичик булса, бу ораликда 
зичликнииг узгариш орали^лари хам шунча кам булади. Шу саблб- 
ли стерженда зичлик тацеимотининг / га богли^ характеристикам 
учун d (/) =  т'(1) чизицлн зичлик к;абул ь,илинади.

,\осиланинг физика ва механикада кулланишига дойр 001щ а  мн- 
соллар билан сиз масалалар ечиш давомида танишасиз.

▼ 6- ми со  л. Параболанннг оптика ва техникада к,улланиладиган 
хоссаеини келтнриб чицарамиз.

у  =  ах2 параболани Оу ук атрофида айлантиришдан хосил булади
ган сирт айланши параболоида дейилади. Парабэлоиднинг ички 
сирти кузгу сирт ва бу параболик кузгу Оу у к ка параллел ёруглик 
нури дастаси билан сритилади деб тасаввур килайлик.

Бу кузгунинг Оу у к ор^али утувчи а  текислик билан кесиши- 
шидан хосил булган кесимини караймиз. Бу кесим х,ам худди 
У -=- х2 каби параболани тасвирлайди (Ох уцни кесишиш текиглигида 
танлаймиз ва а — 1 деб оламиз). Оптика цонунларига биноан ёрут- 
ликнинг аксланган нури а  текисликда ётади, бунда у нур парабо- 
лага утказилган уринма билан тушу1?чи МА нур ташкил цилган 
бурчак ка тёнг бурчак ташкил килади (81-раем).
; “ из Оу уц^а параллел булган хамма нурлар акслантирилгани- 

Дан кейин Оу у^нинг битта нуктасида кесишишини исботлаймнз.
_ Ихтиёрий ^айтган нурнинг Оу уц билан кесишиш ну^тасини F  
“Лан белгилаимиз. АТ тугри чнзи^ нараболага А нуктада утказил- 

_ан УРинча. Нурнинг ^айтиш ^онунларидан (81- раемга ц.) Z. ТАМ  
Е .  ^  экани дархол келиб чи^ади. Лммо МА нур Оу уцца парал- 

сабабли Z . F P A  — Z. ТАМ  (мос томонларн параллел бурчак- 
*Tg|' °; ЛГанидан). Бинобарин, Z . F P A  — Z . F A P ,  яъни F P A  учбурчак 

’щ  _ ен2ли Ва FA =•• FP. А (л0; у„) ну^та нараболада ётади. шу сабабли 
Ж* *0. АТ уринманинг тенгламаси бундай курииишда булади:



у  — 2х0 х — х~, бундан Я нуцтанинг ур ординатасини топамиз 
у  р — 2х0■ 0 — *2, яъни у р=  — у 0. Агар F нуцтанинг ординатасини у 
билан белгиласак, у хрлда FP — у  +  у 0 ва FA нинг узунлиги FЛ .. 
=  V х\ +  {ys — yY  га тенг, шунинг учун хам (FA =  FP эканини эсга 
олайлик) (у  +  у0)г =  л:* + ( у 0— у ) 2 тенглик уринли, яъни у 2 -ь 2у у  

+  ^0 =  Уо + &  — 2УУо +  У2’ бундан 4уу0 =  г/0 ва (у0 0 булгани 
учун) у =  -

Бу параболик кузгунинг уцига параллел хамма нурлар цайтган- 
дан кейин битта ну^тада учрашишини билдиради, бу ну^тани пара
болик кузгунинг фокуси дейилади. (Шунингдек, F  ну^тани у  =  xt 
параболанинг хам фокуси дейилади.) '

Параболик телескопларнинг цурилиши шу хоссага асосланилган. 
Узок юлдузларнинг нурлари бизга параллел нурлар дастаси каби ке-' 
лади. Параболик телескоп куриб ва унинг фокусига фотопластинка 
жойлаштирилса, биз юлдузлардан келаётган ёруглик сигналларинй 
кучайтириш имконига эга буламиз. Радиосигналларни параболик ан- 
тенналар ^уриш билан кучайтириш имкони хам хуДДи шу принцип- 
га асосланган.

Агар параболик кузгунинг фокусига ёруглик манбаи жойлаш
тирилса, у хрлда бу манбадан чициб, кузгу сиртидан ^айтган нурлар 
тар^алмайди. балки кузгу ук,ига параллел булган ингичка даста- 
га тупланади. Прожекторлар ва фонарлар хаР хил проекторлар тай- 
ёрлашда мана шу факт татбиц этилади ва юьрридаги асбобларнинг 
кузгулари параболоидлар шаклида тайёрланади. ▼%

Машцлар
332. Бир киши баландлиги 60 м булган минора тагидан 8 км/соат 

тезлик билан узо^лашмо^да. Шу киши минора асоеидан 80 м 
нарида булганда минора учидан узоцлашиш тезлиги к,андай 
булади?

333. Жисм ук атрофида
ф (0 =  З/ 2 — 4t +  2 

конун буйича айланади. Вацтнинг ихтиёрий t пайтидаги ва t —4 
булгандаги <о(<) бурчак тезлигини топинг. (<р — аиланиш бур- 
чаги, радианларда, о  радиан секунддаги тезлик, I liai^T секунд- 
ларда).

334. Тормозланаётган маховик t ва^тда ф (t) = 4 t— 0.3/* бурчакка 
бурилади. 1) Маховик айланишининг t — 2с пайтдаги тезлиги 
(o (t) ни топинг; 2) цайси пайтда маховик тухтайди. (Ф (0
— бурчак радианларда, t — ва^т, секундларда).

335. Нуцта
x(t) -  213 -М  — 1

^онун буйича тутри чизи^ли харакат цилсин. t вакт пайтда- 
ги тезланишни топинг. Ва^тнинг цайси пайтида тезлан и ш
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л i см/с*; 6) 2 см/с2 булади? (*(/) — силжии!. сантиметрлар-
а) / _рякт, секучдларда)
м*' саси 2 кг булган жисм x(t) —- /2 -f  М  1 конун буйича

336. ' ‘аСи ЧИЗИКли ^аракат ^илади. .г координата сантиметрлар би- 
Т / вакт СРКУНД билан улчанади. 1) Таъсир килувчн куч- 
лан .̂оПИнг; 2) жисм %аракат бошлагандан 2 секунд кейинги 
кинетик энергияси Е ни топинг.
20 см узунликдаги АВ  стерженнинг А нуктадан / см масофада 

337’ ётувчи истаган С ну^таси учун стержен АС булагининг мас- 
саси грамм хисобида т(1) — 3/2 - f  5/ формула билан хисоблани- 
ши маълум булсин. а) Стержен АВ кесмасининг уртасидаги 
чизикли зичлигини; б) стерженнинг В учидаги чизицли зич- 
чигини топинг.

338  < • ( /) -2/3 — /2 ^онун буйича тугри чизикли харакат ^илаётган 
т массали моддий нуктага / =  2 пайтда таъсир килувчи F 
кучни топинг.

339  Нукта x(t) =  I / ^онун б\'йича тугри чизикли харакат килади. 
Унинг тезланиши тезлигининг кубига пропорционал эканини 
курсзтинг.

340 . Нукта x ( t ) =  — - 4 -  З/2 — 5 конун буйича тугри чизикли х,а-

ракат килаётган булсин (ваь;т секунд билан, координата метр 
билан 5'лчанади). 1) Нуктанинг тезланиши нолга тенг бул- 
гандаги t пайтни топинг; 2) ну^та шу пайтда ^андай тезлик 
билан харакат ^илади?

341 . Иккита моддий ну^та тугри чизи^ буйлаб хх(/) =  4/2 — 3 ва 
x2{t) =  /3 конун билан харакат килмокда. К,андай вакт ора- 
лигида биринчи нуктанинг тезлиги иккинчи нуктанинг тезлиги- 
дан орти^ булади?

7-§. ФУНКЦИЯЛАРНИ ТРКШ ИРИШ ГА ^ОСИЛАНИНГ ТАТБИКИ

25. Функциянинг усиш (камайиш) аломати

4-пунктда сиз функцияларни текширишнинг асосий вазифалари-
Дан бири унинг усиш ва камайиш ораликларини топишдан иборат
эканини курган эдингиз. Бундай текширишни ^осила ёрдамида ут-

осон. Тегишли тасди^ларни ифодалаймиз.
Ф у н к ц и я  у с и ш и н и н г е т а р л и  а л о м а т и .  А гар I ин-

шРв^Л1 1инг *ар ^иР нуцтасида f ' ( x ) > 0  булса, у  цолда f  функ
ция i да усади.
/ и и у н к ц и я  к а м а й и ш  и н и н г  е т а р л и  а л о м а т и .  Агар  

‘нтервалнинг %ар бир нуктасидп f ' ( x ) <  0 б $ л с а , у  х о л д а  f  
vj/'осцад I да к а м а я д и .^
Ди ^  аломатларнцнг исботи Лагранж формуласи асосида утказила- 
аг,амич Нктга интервалдан иккита ихтиёрий х, ва хъ сонни 
х \ „ J булсин. Л.иранж формуласига кура шундай

21 L0H мавжудки,
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(1)
булади. ва x2

82- раем

ч  м  л2 нуцталар /  г 
тегишли булганидан с сон /  И[) 
тервалга тегишли. Агар /  ' 
/ ' > 0  булса, у холда f  (с )> о  
ва шунинг учун f ( x i) C f ( x i) _  
бу (1) формуладан келиб чикади 
чунки х2 — лгх > 0 .  Бу билан f 
нинг /  да усиши исботланди. 
Агар /  да / ' < 0  булса, у холДа 
f  (с) <  0 ва шунинг учун f (Xl) ^  
> f  (х2) — бу (1) формуладан ке
либ чикади, чунки х2 — д ^ Х ). 
Бу билан f функциянинг I Да 
камайиши исботланди.

▼ Бу аломатларнинг аёний мазмуни куйидаги физик мулохаза- 
лардан равшан (аницлик учун усиш аломатини к,араймиз). Ордина
талар у^и буйича ^аракатланаётган нук,та вактнинг t пайтида 
y  — f ( t )  координатага эга булсин. У холда бу нуктанинг вактнинг 
t пайтидаги тезлиги f  (t) га тенг булади (24-пунктга к-) Агар 1 
орали^нинг хар бир t моментида f '  \ t ) > 0 булса, у холда ну^та 
ординаталар у^и буйлаб мусбат йуналишда харакат ^илади, яъни 

агар булса, у холда f & X /  (t2).' Бу эса f функция I
орали^да усувчи эканини билдиради. ▼

1-м и с о л . f (х) =  х — х9 функциянинг усиш (камайиш) орали^- 
Ларини топамиз ва унинг графигини ясаймиз.

Е ч и л и ш и. Бу функция барча х а ^ и й  сонлар тупламида ани^- 
ланган.

f' ( х )=  1 -  3*а
тенгликдан, агар 1 —3ха> 0  булса, f’( x ) > 0  экани келиб чикади. Бу тенг

сизликни интерваллар методи ёрдамида ечиб (82-расм), (— -y j ' y f )

интервалда / ' ( * ) >  0 эканини топамиз, ва, демак, шу интервалда 
f  функция усади.

Шунга ухшаш ( — оо; — ва (-- ip ;  оо j интервалларда f  (х) <  

< 0 ,  шу сабабли бу интервалларда /  функция
Сунгра f нинг-

/ 3 '

камаяди.
ва -тг-= нуцталардаги цийматларини хисоб-

V 3
лаимиз:



К оорди н ата»  текислигида М  в а Л )(р
1_

КЗ
„уцталарни белгилаймиз, сунгра ( — -р= ! оралищда

* а м д а ( - ° ° ; - - ^ )  83 ( |7 Г : ° ° )  оралИ1у1арДа камаювчи
функция графигини ясаймиз (83-раем). .

1-мисолдаги f  функция — —  ва у =  нукталарда узлуксиз,

« ш ш Г  f t ]  opa'™ w  ?сувч"' ( "  _ w ]  “  [ у ? '  “ ) ора
ликларда кам аю вчи экани 83-расмдан куриниб турибди. 

' l - э с л а т м а .  Агар f  функция усиш (камайиш) ооралигининг
охирларидан бирортасида узлуксиз булса, уни (1-мисолдаги— - L  

__L каби) шу ораливда бирлаштириш мумкин. Биз бу фактни

исботсиз ^абул циламиз.
2- э с л а т м а .  f  > 0  ва / ' < 0  тенгсизликларни ечиш учун 

цуйидаги усулдан фойдаланиш цулай: хосила 0 га тенг ёки мав
жуд булмаган нукталар f функциянинг аншу;аниш сохасини шун
дай ораликларга буладики, бу ораликларнинг х,ар бирида } ’ 
ишорасини узгаришеиз са^лайди. Буни оралик;нинг бирор ну^та- 
сида / '  нинг цийматини хисоблаш билан анщ лаш  мумкин. f  бу 
оралшугарда узлуксиз булган холда бундай усулни татбиц этишнинг 
цонунийлиги 21-пунктдан келиб чикади.

2 -м и со л . f(x)  =  2 x - i ---- — функциянинг усиш (камайиш) ора-
х2

лицларини топамиз ва унинг графигини ясаймиз.
Е ч и л и ш и . Бу функциянинг аницланиш сохаси (— оо; 0) ва 

(0; оо) ораликларнинг бирлашмасидан иборат;

Г (х) =  2 ----- VX3

булгани учун х — 1 да f'(x) — 0. 0 ва 1 нукталар /  функциянинг 
аницланиш сохасини учта оралиеда булади: (— с»; 0), (0; 1) ва

00 )• 2-эслатмага мувофиц бу ораликларнинг .\ар б и р и д а / ' 
ишорасини узгаришеиз сацлайди. Бу ораликларнинг ^ар биридаги 
х.осиланинг ишораси 84-расмда белгиланган.

Демак. берилган функция (— оо; 0) ва (1; оо) интервалларда 
сади. / функция 1 нуктада узлуксиз булгани учун, бу ну^тани 

ти ЭСЛатмага асосан) f функция усувчи булган оралицца бирлаш- 
рищ мумкин. Хулоса килиб, f

лик S , ?  ° ° ; 0) ва(1; 00) ора_ +
Da сп ^ Уеишини топамиз. Сунг- 
вя , 1 ’ ^  интервалда / ' ( * ) <  0

*унинг учун (1-эслатмани хи- 84- раем
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co6ia олган *олда) f функция m- i ,  
ораликда камаяди. ’ J

О ну^та D(f)  га кирмайди, амМо
х нолга интилганда ~  КУшилуВЧи

чексиз усади. Шунинг учун f фун 
циянинг кийматлари ^ам чексиз vca 
ди. 1 нуктада функция 3 цийматни 
олади.

Энди координата текислигида 
М (1; 3) нуцтани белгилаймиз, ^амда 
(— оо; 0) ва [1; оо) орали^ларда усув
чи, (0, 1) ораликда камаювчи функция 
графигини ясаймиз (85 раем).

М аш ц лар

функциянинг усиш ва камайиш орали^ларини ани^ланг (349_
345):
342. a) f(x) =  3 x + l ;  б) g(x)  ==• — 4х +  2;

в) f (х) -±- х — \\ г) g(x)  =  — у  х — 2.
«з 4

343. а) / ( * ) = - ;  6) г̂(дг) =  — J -; в) И *) 2
X 3* '  '  '  3 - х

г) q(x) =  2 — -
0 .  5х — 1

344. a) v(x) — хг\ б) f(x) =  ( x - \ ) * -
в) У (-с) =  5х* — Зх Ч- 1; г) f (х) — х2 — 2х +  5.

345. a) h(x) — X s  — 27лг; б) и (х) — х2(х — 3);
в) h(x)  =  х3 +  Здг* — 9дс-И; г) g(x)  — 2 — 9х +  Зх2— х3.

26. Функциянинг критик ну^талари, унинг максимум ва 
минимумлари

функция ани^ланиш со.\асининг косила нолга тенг буладиган 
ёки мавжуд булмайдиган ички ну ̂ талари бу функциянинг критик 
нуцталари дейилади. Бу нуцталар функция графигини ясашда му- 
з̂ им роль уйнайди, чунки шу ну^таларгина унинг экстремум нуК" 
талари була олади (86 ва 87-расмлар). Тегишли тасдикни ифода- 
лаймиз — уни Ферма* теоремаси дейилади.

Э к с т р е м у м н и н г  з а р у р и й  ш а р т и .  А гар ха нуцта I 
функциянинг экстремум ну^таси булса ва бу нуктада f  Хоси~ 
ла мавж уд булса, у  нолга тенг: / '  (х0) 0.

* Бу теорема француз магематнгн П ь е р  Ф е р м а  (1601— 1665) томонидэн 
кашф цилинга н .
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86- раем 87- раем

Агар V (х0) ф О  булса, у хрлда х0 нукта экстремум нуктаси бу
ла олмаслигини исботлаш етарли. Хрсиланинг таърифига кура х0 га 
'яцин' барча х лар учун олдиндан берилган хар ^андай h ани^ликда

Ш ! а »  * / ' ( * , ) .
х — х0

Агар ?  (х0) >  0 булса, h <  f  (х0) деб олиб, х0 га яцин барча л: ларда
f ( x ) ~ f  (Хр) ^  Q 

х  — х0

ни хосил киламиз. Энди, агар х > х 0 булса f ( x ) > f ( x 0) эканини 
курамиз ва, демак, х нуцта / учун максимум нуктаси була олмай- 
ди. х нуктани х < х 0 тенгсизлик уринли буладиган килиб олиб. 
f ( x ) < f ( x 0) га эга буламиз, демак х нукта f нинг минимум нукта- 
си ^ м  була олмайди. / '( * « ) <  О хол хам шунга ухшаш тахлил 
Килинади.

ферма теоремаеи экстремумнинг факат зарурий шарти эканини 
таъкидлаш мухим: хосиланинг х0 нуктада нолга айланишидан функ
ция шу нуи;тада албатта экстремумга эгалиги келиб чикмайди. Ма
салан, .г® функциянинг хосиласи 0 нуктада нолга айланади, аммо 
Функция бу нуктада экстремумга эга эмас (88-раем).

Хозиргача Айз косила нолга тенг булган критик нукталарни 
Карадик. Энди хосила мавжуд булмайдиган критик нукталарни 
^раймиз. Бу нукталарда хам функция экстремумга эга булиши ёки 
Эга булмаслиги мумкин.

Ь м и с о л . f(x ) =  |jr| функцияни караймиз (89-раем). Бу функ
ция 0 нуктада хосилага эга эмас. Демак, бу критик нукта. Рав- 
Щанки, 0 нуктада функция минимумга эга.

2 -м и с о л . f(x)  =  2 x - t \ x \  функцияни караймиз (90-расм). Гра- 
Фикдан бу функция 0 нуктада экстремумга эга эмаслиги куриниб 
тУрибди. Бу нуктада функция хосилага хам эга эмас.

Дакикатан хам, агар / функция 0 нуктада хосилага эга деб фа-
Килинса, у холда f(x)  — 2х хам 0 нуктада хосилага эга булади.
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У=2х+|л|

Л

88- раем 89- раем 90- раем

Аммо f  (х)— 2х — \х\. |л:| функция эса 0 нуктада дифференциалла- 
нувчи эмас (17-пунктга каранг), яъни биззидликка келдик. Демак 
f функция 0 нуктада хреилага эга эмас.

ферма теоремасидан функциянинг экстремум нуцталарини то- 
пишда биринчи навбатда унинг критик ну^таларини топиш талаб 
килиниши келиб чикади. Аммо, каралган мнеоллардан куриниб ту- 
рибдики, берилган критик нукта лакикатан хам экстремум нукта 
буладими, деган савол цуцшмча текширишни талаб килади. Бунда 
купинча нуктада экстремум мавжудлигининг куйидаги етарли шарт- 
лари ёрдам беради.

Ф у н к ц и я  м а к с и м у м и  а л о м а т и. Агар f  функция х0 - 
нуктада узлуксиз булиб, (а; х0)  интервалда / ' ( j " ) > 0  ва  (.г0; Ь) 
интервалда f  ' ( x )< i O булса, у  %олда х 0 нуцта /  функциянинг 
максимум нуцтаси булади.

Бу аломатнинг соддалаштирилган ифодасидан фойдаланиш н̂ у- 
лай: агар х0 нуктада хосила ишорасини плюсдан минусга узгар- 
тирса, у  холда ха максимум ну упаси булади.

И с б о т  и. (а; А'0) интервалда хреила / ' > 0 ,  функция эса х0 нук
тада узлуксиз, демак. (25-пунктга ^.) функция (a; .v0] ораликда 
усади ва шу сабабли (а; х0) интервалга тегишли барча х лар учун
г - I \ V/

|а 0; Ь) ораликда /  функция камаяди (исботи олдиигига ухшаш) 
ва шу сабабли (дг0; Ь) интервалга тегишли барча л: лар учун f(x)<.

Шундай цилиб, (а; Ь) интервалга тегишли барча х Ф х0 лар учун 
f ( x ) < f ( x 0), яъflи х0 нукта /  функциянинг максимум нуктасидир.

▼ Максимум аломати оддий механик маънога эга. Биз f(x)  ни 
Оу  уц буйлаб харакат килаётган нуктанинг вактнинг х  пайтидаги  
координатаси, f' (*) нуктанинг шу пайтдаги тезлиги деб ^исоблаши- 
миз мумкин. Шартга кура нуктанинг тезлиги х0 дан олдин келув- 
чи ва^т оралигида мусбат. Шу сабабли, бу вакт давомида нукта 
мусбат йуналишда харакат ^илади. у Q y  у ^  буйлаб f (x0) нуктага- 
ча кутарилади, яъни х < х 0 да f (x)<Zf(x„j-  х0 моментда нукта бир 
он тухтайди (бу пайтда унинг тезлиги нолга тенг ёки ан икланм а- 
ган булади), сунгра эса уц буйлаб пастга .тушади (шартга к ' Р;|

f ( x ) < f ( x 0)

< f ( x  о)-



1 ,  4 тезлик * < * о  да нолдан кичик), яъни У | y =jx-x3
Я к '^ Н г » ) .  Шундай килиб, х0 нукта атро- 
"Ш я f ( x ) < f ( xo) тенгсизликка эгамиз. х0
Ккта максимум нуктасидир. ▼

ф у н к ц и я  м и н и м у м и  а л о м а т и .
А, а0 /  ф у н к ц и я  х 0 нуктада узлуксиз  

булиб. (а; хо) интервалда f  Г х ) < 0 ,
У  . Ь) и н т е р в а л д а  /  ( х ) > 0  булса, 
и холда хо нуцта f  функциянинг м и н и -  91- раем
ч \м  н у ^ т а си  булади.
’ Бу аломатнинг соддалаштирилган ифодасидан фоидаланиш кулай: 
агар х0 нуктада хосила ишорасини минусдан плюсга узгартирса, 
и холда хп минимум нуктаси булади.

Bv аломатнинг исботи максимум аломатининг исботига ухшаш 
(уни мустацил бажариш фойдалидир).

3 -м и с о л . f (х) =  3х — хя функциянинг экстремум нуКталарини 
топамиз.

Бу функциянинг хосиласи 3 — Зх2 га тенг булиб, хамма нук
таларда аникланган хамда — 1 ва — 1 нукталарда нолга айлана- 
ди. — 1 нустала хосила ишорасини минусдан плюсга узгартиради 
(х <  — 1 да f ' < 0 )  ва — 1 < * <  1 да f  > 0 ) .  -f- 1 нуктада коси
ла ишорасини плюсдан минусга узгартиради. Максимум ва минимум 
аломатларидан фойдаланиб, — 1 нукта функциянинг минимум нук- 
таси, 4- 1 нукта функциянинг максимум нуктаси эканини топамиз. 
Функциянинг графиги 91-расмда тасвирланган.

Машцлар
К,уйида берилган функцияларнинг критик нукталарини то
пинг, уларнинг кайсилари максимум ва кайсилари минимум 
нукталари эканини аникланг (346—348).

346. а) /(*)--- 2 х — 7;

в) g(x)  =  j  хг —  Зх ; г) g  (х) =  4 —  2х 4- 7х2.

б) /(* ) =  £  4 - - ;8 х
347. a) +  b

3 х
в) g  (*) =  хг —  i -  л4; г) g (х) — 2л:3 4- 6х2 — 18л +  120.

348. а) о(*) =  | / 7 - б) и(лг) =  V х2 +  1;
t ( * <  — 1 да — 1, 

в) f (x)  — —  1 < * <  1 д а  х,
I х >  1 да 1.

K iV v  2 да 2х,
, (х) — | — х С  2 дл л2,

I х  ;> 2 да 6 — х.
Функциянинг усиш (кам акиш ) ини ва экстрем ум ини текш и
ринг (3 4 9 -3 5 0 ).
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в) f (л) =  хв +  Злг2; г) g  (х) =  1 +  а* — .г3.

350. а) и (а) =  ^ —7 ; б> v (*) =
1 — 4х 2х +  4

. . . (ж — 2) (8 — х) ч / \ 16В и А) =-. -i------- 4 ------- f ;  г) v (а) =  — --■
х2 дс (4 — х 2)

351. функциянинг усиш (камайиш) и ва экстремумини текширинг 
ва унинг графигини ясанг:
а) /  (а) =■ бх6 +  15а4 4 - 10а*; б) g  (а) — .г1 (а — 12)2;

. , . . ч / \ X3 — 2х +  2
■ • f W " , — ' r ) * w - — j - p - .

27. Х,осиланинг функцияларни текширишга татби^ цилиш 
мисоллари

Сиз энди функция графигини ясашни уни текширишдан бошлаш 
маък,ул эканини биласиз (4-пункт), бу текшириш берилган функ
ция учун: 1) функциянинг аник.ланиш сохасини топиш; 2) функция
нинг жуфт ёки тоцлиги. даврийлигини аниклашдан иборат. Сунгра 
3) f функция графигининг координаталар уцлари билан кеси- 
шиш нукталари топилади; 4) узгармас ншора оралицлари топила- 
ди, 5) усиш ва камайиш ораликлари топилади: 6) экстремум нуц- 
талари ва f нинг бу нукталардаги ^ийматлари топилади. Мана шу 
текшириш асосида функциянинг графиги ясалади.

функцияларнинг усиш (камайиш)га ва экстремумга дойр тек- 
ширишни дрсила ёрдамида утказиш кулай. Бунинг учун олдин f 
функциянинг хосиласи ва критик нукталари топилади, ундан кейин 
эса уларнинг кайсилари экстремум ну^талар эканлиги аникланади.

1 - м и с о л. f (х) — Зх6 — 5а3 4- 2 функцияни текширамиз ва унинг 
графигини ясаймиз.

Текширишни курсатилган схема буйича утказамиз.
1) D ф  — Я, чунки f— купхад.
2) f функция жуфт функция хам Эмас, ток функция хам эмас 

(буни мустацил исботланг).
3), 4) f функция графиги ординаталар уки билан (0; /  (0)) нуц- 

тада, яъни (0 ; 2) нуцтада кесишади. /  графигининг абсциссалар 
vkh билан кесишиш нуктасини топиш учун За® — 5х8 4- 2 =  0 тенг
ламани ечиш керак, унинг илдизларидан бири (х =  1) осон топила
ди. Бо1щ а  илдизлари (агар улар мавжуд булса) фацат такрибий то- 
пилиши мумкин. Шу сабабли берилган функция учун графикнинг 
абсциссалар уки билан кесишадиган бошка нукталарни ва узгармас 
ишора орали^ларни биз топиб утирмаймиз (4- пунктда айтилганидек, 
келтирилган схема тахминийдир).

Of, 61 f функциянинг хосиласини топамиз:

349~ a) f (х) =  4 а 2 — 6х; б) g  (х) =■ — хг — Злг;

Г (а) =  15 V4 — 15а* =  15а* (а2 -  1).



К xi (x*— 1) =  о булса, f' (х) =  О булади, яъни аргументнинг 
А ^Р |  га тенг цийматларида f  (х) — О эканини курамиз.

-— 1 . ______штко i/niJTUi/ u w T Q ra  Qru°' " .‘. 5waH функция учта критик иуцтага эга. 
* а ”валяи тузамиз:

X (— оо; — 1) —  1 ( - 1 ; 0) 0 (0; 1) 1 ( 1 ; оо)

f  (*) + 0 — 0 — 0 +

/(* ) / 4 \ 2 \ 0 /

max m in

Ьу ж ади"1" " " ' -  I г "  -----
пи ва бу ну^талар билан чегараланган оралицлар усиб бориш тар- 
тибида берилган. Иккинчи сатрда ^осилаларнинг бу оралицлардаги 
ишоралари белгиланган (бундай интервалнинг ^ар бирида х,осиланинг 
ишораси узгармагани учун уни царалаётган интервалнинг бирор нук- 
тасида ^осиланинг ишорасини аниклаш билан топиш мумкин). Учин- 
чи сатрда берилган функциянинг ^андай узгариши ^акидаги хуло- 
салар ёзилган: « /»  — усади, « \»  — камаяди, туртинчи сатрда эса 
критик нук,таларнинг (ю^орида курсатилган схеманинг 5 ва 6-пун- 
ктлари) турлари ёзилган. f функциянинг 0 критик нуцтаси экстре
мум нуктаси эмас, шунинг учун у жадвалнинг туртинчи сатрида 
белгиланмаган. функциянинг критик нуцталар орасидаги ораликда 
узгариши ^ и д а г и  хулосани купинча (^осиланинг ишорасини ани^- 
лаш урнига) функциянинг шу ораликнинг учларидаги ^ийматларини 
таедослаш билан чикариш мумкин эканини ^айд киламиз. Маса
лан, f ( 0 ) < f ( — 1) (2 <  4) булганиучун, функция (— 1; 0) оралик,- 
да камаяди (демак, шу оралиеда f  <  0).

функциянинг графигини ясаймиз (92-расм). Бу ясашни жадвал- 
да курсатилган орали^лар буйича бажариш цулай. Масалан, жад- 
валда функция (0; 1) интервалда камайиши курсатилган. f функция
0 ва 1 ну^таларда узлуксиз (чунки функция ^амма ерда узлуксиз) 
демак, у (0; 1 ] кесмада камаяди. Шу сабабли графикни [0; 1] кес
мада f  (0) = 2 ^ийматдан /  ( 1) =  0 ь^ийматгача камаювчи цилиб ясай
миз. Бунда графикка 0, ±  1 нуцталарда уринмалар горизонтал 
тУгри чизтугар булиши керак — жадвал- 
Нинг иккинчи сатрида бу ну^таларда ко
сила 0 га тенг эканлиги айтилган. График 
л ад и ” орали^лаРда ^ам шунга ухшаш яса-

2-м и со  л. Синус функцияни текшира- 
■ Унинг графигини ясаймиз. Бу функ- 
^  бутун сон турри чизирида ани^ланган 
рийУ31уКСИЗ Аммо у даври 2 л  га тенг дав-
шипипш^т функция булгаии учун, уни тек- 

и IU; п] кесмада аник; утказиш етарли.
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в) f (л-) =  -V3 +  Зх2; г) g  (х) — 1 4- х — х3.
350. а) и (х) =  ^ - 1 ;  б) v(x) =  f = ± ;

1 — 4л: 2х +  4
. . (ж —2) (8 — дг) ч / \ 16в) а (Л') =-• --------—------- - г) V (х) -- ---------------
; V х* х ( 4 — * 3)

351. функциянинг усиш (камайиш) и ва экстремумини текширинг 
ва унинг графигини ясанг:
а) /  (д-) =  6л-6 4- 15л4 4- Юл-’ ; б) g  (л) -  .г4 (х — 12)2;

. >.  х'1 . . . х2 — 2* + 2
В) / (*) =  1----г ;  г) g (* ) = ----------j----- .

х1 -f- 3 х  — 1

27. Х,осиланинг функцияларни текширишга татби^ цилиш 
мисоллари

Сиз энди функция графигини ясашни уни текширишдан бошлаш 
маъ^ул эканини биласиз (4-пункт), бу текшириш берилган функ
ция учун: 1) функциянинг аникланиш сохасини топиш; 2) функция
нинг жуфт ёки то!у1иги. даврийлигини аницлашдан иборат. Сунгра 
>) /  функция графигининг координаталар уцлари билан кеси- 
шиш нукталари топилади; 4) узгармас ишора ораликлари топила
ди, 5) усиш ва камайиш ораликлари топилади; 6) экстремум нух- 
талари ва f  нинг бу ну^талардаги цийматлари топилади. Мана шу 
гекшириш асосида функциянинг графиги ясалади.

функцияларнинг усиш (камайиш)га ва экстремумга дойр тек- 
ширишни хосила ёрдамида утказиш кулай. Бунинг учун олдин f 
функциянинг хосиласи ва критик нукталари топилади, ундан кейин 
эса уларнинг цайсилари экстремум ну^талар эканлиги аникланади.

1 - м и с о л. f (х) — Зл* — 5л^ 4- 2 функцияни текширамиз ва унинг 
графигини ясаймиз.

Текширишни курсатилган схема буйича утказамиз.
1) D (f) — R,  чунки f— купхад.
2) f функция жуфт функция хам Эмас, ток функция хам эмас 

(буни мустацил исботланг).
3), 4) f функция графиги ординаталар уки билан (0; / (0 ))  нуц- 

тада, яъни (0; 2) нуктада кесишади. f графигининг абсциссалар 
уки билан кесишиш нуктасини топиш учун Злг® — 5л3 4- 2 =  0 тенг
ламани ечиш керак, унинг илдизларидан бири (л: =  1) осон топила
ди. Бош^а илдизлари (агар улар мавжуд булса) факат такрибий то- 
пилиши мумкин. Шу сабабли берилган функция учун графикнинг 
абсциссалар уки билан кесишадиган бошка нукталарни ва узгармас 
ишора ораликларни биз топиб утирмаймиз (4- пунктда айтилганидек, 
келтнрилган схема тахминийдир).

5|. 6) / функциянинг хосиласини топамиз:

Г (X) =  15\4 — 15л2 =  15л2 (л2 -  1).

349- a) f (х) =■= 4л-4 — 6л-; б) g ( x ) —~  х 2— Злг;

i2f.



xt  (X* — 1) — 0 булса, f  (л:) =  0 булади, яъни аргументнинг 
■ Ё л  ва 1 га тенг Кийматларида f  (*) — О эканини курамиз.

° ’ лаётган  функция учта критик нуктага эга.
Кару шбу жадвални тузамиз:

* (— оо; — 1) — 1 ( - 1 ;  0) 0 (0; 1) 1 (1; оо)

Г (*) + 0 — 0 — 0 +

/(*) / 4 \ 2 \ 0 /
1____ ______ _

шах min

Бу ж адвалнинг биринчи сатрида функциянинг критик нуктала- 
и ва бу нукталар билан чегараланган ораликлар усиб бориш тар- 

тибида берилган. Иккинчи сатрда ^осилаларнинг бу ораликлардаги 
ишоралари белгиланган (бундай интервалнинг ^ар бирида ^осиланинг 
ишораси узгармагани учун уни каралаётган интервалнинг бирор нук- 
тасида ^осиланинг ишорасини аниклаш билан топиш мумкин). Учин- 
чи сатрда берилган функциянинг кандай узгариши ^акидаги хуло- 
салар ёзилган: « />  — усади, сЧ»^ — камаяди, туртинчи сатрда эса 
критик нукталарнинг (юкорида курсатилган схеманинг 5 ва 6- пун- 
ктлари) турлари ёзилган. f функциянинг 0 критик нуктаси экстре
мум нуктаси эмас, шунинг учун у жадвалнинг туртинчи сатрида 
белгиланмаган. функциянинг критик нукталар орасидаги ораликда 
узгариши ^акидаги хулосани купинча (^осиланинг ишорасини аник- 
лаш урнига) функциянинг шу ораликнинг учларидаги кийматларини 
таккослаш билан чикариш мумкин эканини кайд киламиз. Маса
лан, f ( 0 ) < f ( — 1) ( 2 <  4) булгани учун, функция (— 1; 0) оралик
да камаяди (демак, шу ораликда / ' <  0).

функциянинг графигини ясаймиз (92-раем). Бу ясашни жадвал- 
да курсатилган ораликлар буйича бажариш кулай. Масалан, жад- 
валда функция (0; 1) интервалда камайиши курсатилган. /  функция 
0 ва 1 нукталарда узлуксиз (чунки функция ^амма ерда узлуксиз) 
демак. у [0; 1] кесмада камаяди. Шу сабабли графикни [0; 1] кес
мада f (0) а= 2 кийматдан /  (1) =  0 кийматгача камаювчи килиб ясай
миз. Бунда графикка 0, ±  1 нукталарда уринмалар 
тУгри чизтутар булиши керак — жадвал- 
Нинг иккинчи сатрида бу нукталарда ^о- 
СИЛа 0 га тенг эканлиги айтилган. График 
Колган ораликларда ^ам шунга ухшаш яса-

горизонтал

у=Зх5-5 х 3*2

лади.
2 -м и с о л . Синус функцияни текшира- 

миз ва унинг графигини ясаймиз. by фу 
ция бутун сон турри чизирида аникланган 
ва узлуксиз. Аммо у даври 2 л  га тенг дав- 
Рий ва ток функция булгани учун, уни тек- 
ширишни [0; Л ] кесмада аник утказиш етарли. 92- раем
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Бу функциянинг хосиласи (sin'jc =  cosx) хамма ерда аницлан- 
ган ва [0; я] кесманинг ^  нуь^тасида нолга айланади. Бу критик 

ну^тадир Ушбу жадвални тулдирамиз:

X 0 И )
л

~2 л )
V 2 ) Л

s in 'x 1 + 0 -
sinx 0 / 1 \ 0

ш ах

Утказилган текширишдан фойдаланиб, 
у  — sinjc функция графигини [0; л] кесма- 
да ясаймиз. 93-расмда графикни янада
аникрок ясаш учун абсцисса лари 0, у  ва л

нуцталарда бурчак коэффициентлари мос 
равишда 1 ,0  ва — I булган уринмалар 
утказилган (жадвалга царанг). Синус ток 

функция ва даври 2 л  га тенг булгани учун унинг графиги 0 ну^- 
тага нисбатан симметрик ва Ох ук буйлаб 2 л  масофага параллел 
кучиришда уз-узига утади. у  =  sin* функциянинг бутун аншуга- 
ниш сохаси И даги графиги 50-расмда келтирилган.

3-м и с о  л. 2х3 — З*2— 12дг— 1 1 = 0  тенгламанинг илдизлари 
сонини топамиз.

f ( x ) = 2 x 3 — 3jc3 — 12jc— 11 функцияни караймиз. Унинг ани^- 
ланиш сохаси: D (ft =  ( — оо; оо). f функциянинг критик ну^тала- 
рини топиш учун унинг хосиласини топамиз: f ' (х) — 6хг — блг— 12 
Бу хосила х — — 1 ва х =  2 нукта л ар да нолга айланади.

Ушбу жадвални т)лдирамиз:

X { — оо; — 1) — 1 ( -  1: 2) 2 (2; оо)

Г  (х) + 0 — 0 +

f ix) / — 4 \ — 31 /

max 1ШП

(— о о ;  — 1] оралицда функция — оо дан — 4 гача усади, шу 
сабабли бу орали^да f(x)  — 0 тенглама илдизларга эга эмас; [— 1; 2J 
орал и еда х.ам тенглама илдизларга эга эмас, чунки бу орали^да 
f функция — 4 дан — 31 гача камаяди; ни^оят, [2; о о )  оралшда 
f функция — 31 дан чексизликкача усади, шу сабабли бу оралицда
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;•(*) =  0 тенглама ани(\ битта илдизга эга булади. Шундай ь;илно,

2 Xs — Зх2 — 12л: — 11 =  0

тенглама битта илдизга эга (ва бу илдиз (2; оо) интервалга те
гишли).

М аш ц лар
Квадрат функиияни текшнринг ва унинг графигини ясанг (352— 

353).
352. a) f (л-)= х2 — 2 x - f  8; б) f(x)  =  — x*-f- 5х — 4;

в) g(x)  -  х2 +  х +  I; г) g (x ) =  x* — 6 х  +  9.
353. a) j  (х) =  — у  х2 +  Зх — 4,5; б) f (х) =  — ха +  х +  ;

X'1 ' X I V / ч X1 , X I
в) 7 — 7 ; г ) s ( x ) = - 7  +  -  +  T

ф \нкцияни текшнринг ва унинг графигини ясанг (354 —356). *

354. а) /' (х) =  хя +  Зх — 2; б) f (х) =  Зх2 — х3;
в) g  (-') =  +• Зх +  2; г) g  (х) =  j  х3 +  х2 — Зх.

355. а) /' (х) =  х4— 2.г* 4- 3; б) f (х) =  х‘ — 2х2 — 3; 
в) g  (х) =  Зх5 — бх*; г) g  (х) =  9х5 +  Зх3.

356. а) Ц х) -  j S j ;  61 / ( * )  _

в) g  (х) =  X У  2 — х; г) g  (х) =  х2 \ /  1 +  х.
Квадрат тенгсизликни ечинг (357 — 358).

357. а) 2 +  х — х2 > 0 ;  б) х2 — 2х +  3 >  0;
в) х4 +  8х -+■ 16 <  0 ; г ) — х2 +  6х — 9 ^  0.

358. а) 2х2 +  6х +  5 >  0; б) 6х2 +  х — 2 <  0;
в) 0.3х*-(- х +  0.3 <  0; г ) - | х ч | х - 1 > 0 .

359. Функциянинг усиш ва камайиш ораликларини топинг:
a) f (х) =  1 — 1.5х -  Зх* -  2,5х*; б) g  (х) =  Xs — 6х*+ 15х—2;
в) h (х) =  xj — — х* — х — 2: г) g  (х) =  ------ -- -----6х 4- 1.

Тригонометрик4ф\нкцияни текширинг ва унинг графигини ясанг
(Зво — зек. у

360. а) /(х ) =  J  s iп 3 х; б) g ( x ) = 2 c o s y ;

в) h ( x ) =  — tg (4 x + n ); г) 3 ( x ) = y  s i n |2 x — y j .

361. a) f (х) =  sinx cosx; 6) g  (x) =  sinx — tgx;
в) f (x) — sin*x -f sinx; r) g  (x) =  cos*x — cosx.

9 — Алгебра ва анализ асосларн, 9— 10- <*к»«ф



.162. a) f (х) =  3cos(.< 4- -f- 4x функция сон у^ининг хамма ери 

да усувчи эканини исботланг.
б) /(* )  =  s i t u — 2х +  — функция сон у^ининг хамма ерида 

камаювчи эканини исботланг.

28. Функциянинг энг катта ва энг кичик ^ийматлари

Купгина амалий масалаларни ечиш куп хрлларда кесма 
да узлуксиз булган функциянинг энг катта ва энг кичик киймат- 
ларини топишга келтирилади. Аиализ курсларида, [а; Ь\ кесмада 
узлуксиз булган f функция шу кесмада энг катта ва энг кичик 
кийматга эга булшиини тасдицловчи В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а -  
си,  яъни [я; Ь] кесманинг f функция шу [а; 6] кесмада энг кат 
та ва энг кичик ^ийматларни кабул киладиган нукталари мавжудли- 
гини гасдшуювчи теорема исботланади.

f функция [а; b 1 кесмада узлуксиз булибгина колмай, балки шу 
кесмада чекли сонда критик нукталарга эга булган эрл учун /  функ- 
циянинг энг катта ва энг кичик кийматларини топиш коидасини 
курсатамиз.

Дастлаб f функция [a; Ь] кесмада критик нукталарга эга эмас деб 
фараз к;иламиз. У хрлда (25-пунктга царанг) функция шу оралик-

да усада ёки камаяди (94, 95-расмлар), ва, демак, f функциями»! 
[а; b ] кесмадаги энг катта ва энг кичик кийматларн шу /  функция 
нинг кесманинг а ва b охирларидаги цийматларига тенг.

Энди f функция [а; b) кесмада чекли сонда критик нукталарга 
эга булсин. Шу ну^талар [а; Ь\ кесмани ичларида критик нуцталар 
булмаган чекли сондаги кесмаларга ажратади. Шунинг учун (ол- 
динги абзацга Каран г), f функциянинг энг катта ва энг кичик 
кийматлари бундай кесмаларда уларнинг хар икки учида, яъни f 
функциянинг критик нукталарида ёки а ва I) нукта лари да олинади.

Шундай килиб, кесмада чекли сонда критик нукт аларга эга 
б$лган функциянинг энг катта ва энг кичик кийматларини то
пит i/Чун. функциянинг барча критик нукталаридаги на кесма -
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96- раем

нинг охирларидаги цийматларини цисоблаш хамда хреил булган 
сонлардан энг каттасини ва энг кичигини олиш керак.

1-м и со  л. у(х)  =  х3 — 1,5*2 — 6 * +  1 функциянинг [— 2; 0] 
кесмадаги энг катта ва энг кичик кийматларини топамиз.

Е ч и л и ш и .  Олдин критик нукталарни топамиз. у ' — За2 —
— 3*— 6 хосила ^ар кандай х учун аникланганлиги сабабли, у' — 0 
тенгламани ечиш колади. Уни ечиб, х =  — 1 ва х — 2 да у ' =  0 
эканини топамиз.

Энди у { — 2 ) =  — 1, у { — 1) =  4,5 ва у ( 0) =  1 сонлардан энг 
каттасини ва энг кичигини танлаб олиш керак (х =  2 критик 
нукта каралаётган ораликка тегишли эмас). Равшанкн, энг кичик 
кийматга — 2 нуктада эришилади ва у — 1 га тенг. Энг катта кий- 
матга эса — 1 нуктада эришилади ва у 4.5 га тенг. Бу кискача 
бундай ёзилади:

max у(х)  =  у ( — 1) =  4,5; m in у(х)  =  у { — 2) =- — 1.
[ -2: 01 [-2; 0]

2 -ми с о л. Томони а га тенг квадрат шаклидаги тунуканинг 
бурчакларидан (96-раем) квадратчалар кесиб олиб ва ^осил булган 
хошияларни букиш йули билан, усти очик. КУТИ ясаш керак. К,ути- 
нннг хажми энг катта булиши учун кути асосининг томони кандай 
булиши керак?

Е ч и л и ш и .  К,ути асосн томонининг узунлигини х билан белги
лаймиз. У х;олда киркиб олинган квадратчалар томонининг узунли
ги ~  (а — х) га, кутининг ^ажми

— (а — х) хг

га тенг булади. Масаланинг мазмунига кура х сони 0 -< д г -< а
9* I.H



тенгсизликни каноатлантиради, яъни (0; а) интервалга тегишли. Шуи- 
дай килиб, биз

V ( а )  — — ( а —  х) х2

функциянинг (0; а) интервалдаги энг каттта кийматини топиши 
миз керак. Аммо функциянинг энг кичик ва энг катта (\ийматла- 
ринн топиш коидаси кесма учун ифодаланган. V(х) функция сон 
лар ту FpH чизигининг хамма ерида узлуксиз булгани учун, унинг 
энг катта кийматини [0; а] кесмада излаймиз ва сунгра ечилаёт- 
ган масала учун хулоса чикарамиз. функциянинг критик нуктала 
рини топамиз:

V" (дг) =  ах ах — -  х2 — 0, яъни х в= 0 ёки х — — а\ 
 ̂ 3

 ̂(1 «К (‘--И (И--!-■
V (0) — 0 ва V(а) — 0 булгани учун V функция кесмадаги энг кат- 

?та кииматига х — — а нуктада эришади, яъни
и

I/ / 2 \ 2 ,=  У  I —  п  ,— п*max V(x) =  VI — а ) =  — а 
[o:a )  U  ) 27

Функция энг катта кийматга [0; а] кесманинг, демак, (0; о) интер
валнинг ичида хам эришади, Шундай килиб. кути асосининг томо-
ни у  га тенг булиши керак.

т  3-м и со  л. Моддий ну^та остки ярим текисликдаги М нуцта- 
дан устки ярим текисликдаги N ну^тага караб харакат килсин (97- 
расм). Нуцтанинг остки ярим текисликдаги тезлиги узгармас ва и, 
га тенг, устки ярим текисликдаги тезлиги и2 га тенг булсии.

Бутун йулга энг ^исца вак,т ке- 
тиши учун нукта кайси йулдан 
,\аракатланиши керак?

Е ч и л и ш и. Агар =  v2 бул
са, у холда изланган йул MN  
кесмадан иборат булади. Агарда 
v1 ¥=v2 булса, нукта MON синик 
чизиц буйича ^аракат килади, 
бунда Онуктанииг урнини MON  
йулга энг кис!\а вацт кетадиган 
килиб ганлаш керак. МО  кесма- 
ни нукта ty вактда, ON пи эса 
t„ вактда у теми. ММ'  _L  M ' N ’: 
NN'  _!_ M N кесмаларни утказа 

97. раем миз ва



х — M'O, hx =  ММ',  
ht =  NN',  I =  M'N'

деб оламиз. У холда MON  йул

, .  МО , N0  У * ? + « *  , V  * 5 +  </-*>•
+  -  +  - ---------- 5 ------Н-------------^ --------

ва^тда утилади. Масаланинг мазмунига кура х сони 0 х <  / тенг
сизликни цаноатлантиради, яъни [0; /] кесмага тегишли. Шу кес
мада t (x)  функциянинг энг кичик кийматини топиш керак. ф унк
циянинг критик нукталарини излаймиз:

1 х 1 _____I — х _ х I — х
I  <*> И, V  +  х* v2 V (/ — Х)г V\ M 0 vt -ON

х 1 ~~х =  — булса, f  (х) =  0, яъни нуктанинг йули 97-
а га р  МО ON vt 
расмдагидек булиши керак:

s i n a  

sin Р
( о

Критик нукта факат битта эканини курсатамиз. Буцинг учун 
функциянинг / ' (х ) хосиласини ^исоблаймиз:

h\

«1 • (У  hf +  X2 )3 V  (  | /  Л§ Ц" (/—X)2) 3

Бу хосила мусбат, демак Г (дг) функция ^сувчи ва .v0 нуктада 
биргина нолга эга булиши мумкин.

Г (0 ) = ----- ~ 1- —  < 0 ,  Г (/) =  ------ -7 4 = = = > 0.
V V  А |+  и, • К  А* +

шунинг учун (0; *„) да t' < 0  ва (л:0; /) да / ' > 0 ,  яъни Хосила 
х0 нуктада уз ишорасини минусдан плюсга узгартиради— бу мини
мум нуктаси.

х0 нуктани амаЛда факат такрибан топиш .мумкин. 
физика курсида риз ёрурлик нурлари бир мухитдан иккинчи му- 

хитга утишда (1) конУн буйича синишини билиб оласиз (а  тушиш 
бурчаги, р синиш бурчаги дейилади). Шундай килиб, ёрурлик нури 
харакат вакти энг киск.а буладиган йул буйича таркалади. физика- 
Дан маълум булган Ферма принципи шуядан иборат. т

М а ш ц л а р

3fi3. f{x) =  х* — Ьхг — 9 функциянинг: а) [— 1, 1J; б) [0; 3] оралик- 
лардаги энг катта ва энг кичик кийматларини топинг.

к»



364. Моддий ну^та s ( t ) = 5 t 4 ~ 2 / 2------ t3 ^онун буйича турри чи-
3

зицли харакат килади, бунда s(t) — йул (метр билан), t — 
ва^т (секунд билан). Вацтнинг кайси пайтида ну^та харакати 
нинг тезлиги энг катта булади ва бу энг катта тезликнинг 
микдори ^андай?

365 Берилган доирага ички чизилган тенг ёнли учбурчаклар ичида 
тенг томонли учбурчак энг катта юзга эга эканини курсатинг.

366. Гипотенузаси берилган барча тутри бурчакли учбурчаклар ичи
да тенг ёнли учбурчак энг катта юзга эга эканини исботланг.

367. Берилган мусбат сонни икки кушилувчига шундай ажратингки 
бу ^ушилувчиларнинг купайтмаси энг катта булсин.

368. Асоси квадратдан иборат турри бурчакли параллелепипед шак- 
лидаги очи^ бакка 13,5 литр суюцлик кетиши керак. Шу бак 
цандай улчовларда ясалганда энг кам материал кетади?

369. Буррулаш минорасидан асфальт йулнинг энг якин ну^тасига- 
ча булган масофа 9 км. Буррулаш жойидан асфальт йул буйи
ча айтилган нуктадан 15 км наридаги ^ишлокка курьер юбо- 
риш керак (асфальт йулни тугри чизи^ли деб хиеоблаймиз) 
Агар курьер велосипедда ту прок йулда соатига 8 км, асфальт 
йулда соатига 10 км тезлик билан юрса, у кишло^ка энг ^ис
ка ва^тда етиб бориши учун асфальт йулнинг кайси ну^таси- 
га караб бориши керак?

29. Гармоник тебранишлар

f функциянинг / '  х°силасидан олинган хосила функциянинг 
иккинчи хосиласи дейилади ва f" билан белгиланади (бундай у^и 
лади: «эф икки штрих»), Масалан,

sin 'jr =  cos х\ sin"* *  cos'* = ' — sin x,
cos'x -  — sin*; cos"x - — sin 'x  =  — cos x. (1)

Иккинчи хосила функция характерини анчагина мукаммалрок, 
текширишга ёрдам беради. Биринчи хосила функция узгаришининг 
тезлиги, иккинчи хосила эса шу тезлик узгаришининг тезлигидир.

(1) формулаларни анализ килиб, sin ва cos функцияларнинг ик
кинчи хосилалари шу функцияларнинг узларидан ишоралари билан- 
гина фарц килишини куриш мумкин. Бошкача айтганда, бу иккала 
функция t аргументнинг барча ^ийматларида

r ( t )  =  - f ( t )
тенгламани каноатлантиради.

физикада. жумладан механикада,

Г (<) =  — &f ( t )  (2)
тенгламани цаноатлантирувчи f функциялар катта роль уйнайди. 
бунда (о — мусбат узгармас.

2
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98- раем

Механикадан шу хилдаги тенгламага олиб келадиган бир маса
лани цараб чикамиз, т массали шарчага горизонтал жойлашган 
пружина махкамланган булиб, пружинанинг иккинчи учи хам мах- 
камланган (98- а раем) ва мувозанат холатида шарча марказининг 
координатаси х нолга тенг булсин. Марказни координатаси х Ф О 
нуьутага силжитганда шарчани мувозанат холатига кайтаришга нн- 
тилувчи куч паГгдо булади. Гук цонунига мувофик бу куч х сил- 
житишга пропорционал булади, яъни

F =  — кх,
бунда 6 — мусбат константа (98-6 раем). Ньютоннинг иккинчи ко- 
нунига кура F =  та булгани учун, турри чизиц буйлаб харакатда 
тезланиш координатадан олинган иккинчи хосила эканини хисобга 
олиб. мана бунга эга буламиз:

ma(t) =  тх" (t) =  F =  — kx (/), яъни

x"{t) =  - - x ( t ) .  
т

Бошкача айтганда, шарча марказининг эластиклнк кучлари таъ- 
сирида харакатланиши со =  | /  А  да (2) тенгламага буйсунади.

Вакт ичида (2) тенгламага мос равишда узгарувчи физик катта- 
лик гармоник тебранади дейилади. (2) тенгламанинг узини 
гармоник тебранишларнинг дифференциал тенгламаси дейилади.

/\ар ^андай А , со ва ф узгармасларда

/ (/) — A cos (со/ +  ф) (3 )

функция (2) тенгламанинг ечими эканини текширамиз. ^акицатан 
хам, мураккаб функциянинг .^осиласи формуласидан фойдаланиб, 
шуларни хосил киламиз:

/ '( / )  =  — Л со sin (со/ +  ф). 

f" (/) =  — А со2 cos (со / +  ф ) =  — со2/  (/).
Бунинг тескариси хам уринли: (2) тенгламанинг ^ар ^андай ечи

ми (3) куринишидаги функциядир, одатда А >  0, ф£[0; 2 л ] килиб 
танланади. Бунинг исботи мактаб курсига кирмайди.

(3) формула билан берилган / функция модулининг максимал 
Киймати А га тенг экани равшан. А константа тебранишнинг
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амплитудаси дейилади, а> константа тебраниш частотаси, ф констан
та эса тебранишнинг бошлангич фазаси дейилади.

Гармоник тебранишларнинг графиклари синусоидалардан иборат.

= 3  cos(2л: +  4) гармоник тебранишларнинг графиклари тасвирланган.
Гармоник тебранишлар билан X синф физика курсида ту л арок 

танишасиз.

Машцлар

370. y( t )  функция берилган дифференциал тенгламанинг ечими эка
нини текшириб к урин г:

Масалан, 99 ва 100-расмларда

a) y(t)  =  3c0s(2 1 +  л); у" =  — 4 у,



г) у  (t) =  — sin (0 .\ t  4- 1): у" =  0,01 у  = 0 .
3

в) у  (t) =  2 cos 4/; у п 4- I6t/ =  0;

3 7 1 . Гармоник тебранишнинг дифференциал тенгламасини ёзинг: 

а) .V =  2cos (2/ — 1); б) х — 6,4 cosj 0 ,1 /+

в) х =  4 s in ^3 f — j j ;  r ) * =  0,71 sin (0 ,3 /— 0,7).

372. $н г томонни A cos (w / -)- cp) куринишга келтириб, тебранишнинг 
а.мнлитудаси, бошланрич фазаси ва бурчак частотасини курса- 
тинг:

а) y ( t )  =  0 ,8 s in ^ - /  +  n );

б) y (/)  =  _ 4 c o s ( 2 / - | j ;

в) y ( t )  — 2sin — cos / 4 -  2sin /cos — ;
6 6

r) y ( t )  =  3 . - i c o s 2 / + 3 ^ - s i n 2 i .

373. Дифференциал тенгламанинг нолдан фар^ли бирор ечимини 
топинг:

а) у" =  — 25у\  б) у" =  — ~  у\ в) 4у ” +  у  =  0\
4

Г) ^ у "  +  4 у = 0 .

Тарихдан маълумотлар

XVII аср математика тарихида бурилиш асри булди. Декарт те- 
кисликда жойлашган эгри чизицларни урганиш учун координаталар 
методини ишлатишни жорий кидди. Табиатшуносликнинг ривожла- 
ниши функцияларнинг узгаришини, айникса харакатланувчи жисм- 
ларнинг координаталарини ва бош^а физик мик>дорларнинг ва^тга 6 o f - 
ланишларини ифодаловчи функцияларнинг узгаришларини текшириш 
заруратига олиб келди. Х<4сила функцияларнинг экстремумларини 
топишга, хар хил чизикларга уринмаларни топишга татбиц этилди 
ва хоказо. Декарт, Паскаль ва ферманинг биринчи ишларидаё^ уз 
мохиятига кура ^ар канДай купхаддан ,\осилалар топиш коидаси 
бор эди.

Хозирги вацтда математиканинг дифференциал ва интеграл хи- 
собини урганадиган ^исми математик анализ деб аталади (интеграл 
хисоб элементлари билан X сннфда танишасиз). Хосилалар ха^ида- 
ги, дифференциал хисоб ^акидаги систематик таълимот немис мате- 
матиги ва фнлософи Г. Л е й б н и ц  (1646— 1716) ва инглиз мате-
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матиги ва хозирги замой математик табиатшунослигининг асосчиси 
И. Н ь ю т о н  (1643— 1727) томонидан ривожлантирилди.

Сонли функциянинг ,\озирги замой таърифи бир-биридан муста 
цил равишда рус математиги Н. И. Лобачевский томонидан 1834 
йилда ва немис математиги Л. Дирихле томонидан 1837 йилда бе
рилган. Бу таърифларнинг асосий кояси шундан иборатки, функция 
тушунчасида хар бир д- га f(x) нинг маълум киймати кандай усу л 
билан мос келтирилиши мухим эмас, балки мухими бу мосликнинг 
урнатилганлигидир.

Аницланиш ва цийматлари сохалари ихтиёрий булган функция 
(сонли функция булиши шарт эмас) тушунчасининг хозирги таъри
фи, шунингдек хозирги терминология ва белгилашлар асосан якин- 
дагина — асримизнинг биринчи ярмида шаклланди.

функция лимити тушунчасининг аёний маъноси XVII аср мате- 
матикларига равшан эди. Улар функция лимитини амалда тугри 
топа олар эдилар. Аммо кетма-кетлик лимитининг ва функция ли- 
митининг шу кунгача саеданиб келган мукаммал таърифларини 
француз математиги О. К о ш и  (1789— 1857) берган ва бу таъриф- 
ларни хамма бирданига тушуниб етмаган.

функция лимитининг Коши буйича таърифи бундай ифодалана- 
ди: «Агар ихтиёрий в > 0  сон учун шундай 6 > 0  сонни танлаш 
мумкин булсаки, 0 < |  х — о | < 6  тенгсизликни ^аноатлантирувчи 
барча л- лар учун ^(л:) — Л |< р  булса, А сони f (х) функциянинг 
х аргумент а га интилгандаги лимити дейилади.»

Бу ифода 14-пунктда берилган ушбу фикрнинг аник мазмуни- 
дир: л-даа да f  (х) да А такрибий тенглик олдиндан берилган истал- 
ган ани^ликда бажарилиши мумкин. >^цикатан, /(ж) да Л такрибий 
тенгликнинг абсолют хатоси | f(x) — А | ифодадан иборат х—*а да 
/ (х )д а Л  такрибий тенглик олдиндан берилган исталган аникликду 
бажарилиши мумкин дегани ушбуни билдиради: биз хар кандай хи- 
соблаш аниклигини бермайлик (бу мусбат сон е билан берилади. 
бунда к— грек харфи «эпсилон», уни кулланиш анъана буйича ка
бул килинган), л: да а такрибий тенгликларнинг абсолют хатолари 
учун шундай чегара танлаш мумкинки (бу чегарани мусбат сон б 
билан белгилашади, б — грек харфи «дельта»), 0 < | а- — й | С  6 да 
/  (а-) да А такрибий тенглик хатоси берилган хисоблаш аниклиги че- 
гарасидан чикмайди, яъни | f (лг) — А | < е  булади.

Масалан, ушбу коиданинг исботини келтирамиз (14-п. га к.): 
агар х —-и да f (х)-*А  ва g  (х)->-В булса, у ^олда х-+а  да f (х) -+-
4- g  (х)-гА  г  В булади.

Ихтиёрий е мусбат сонни оламиз. У холДа — > 0  ва шунга 

кура (Коши таърифи буйича):

1) х -+U да f(x )-*A  шартидан шундай б , > 0  ни танлаш мум
кинки, 0 <Г|дг — a | < 6 t тенгсизликни каноатлантирувчи барча а: 
лар учун

ш



\ f ( x ) - A \ < ±  (1)

теНгсизлик Гринли булиши келиб чикади;
2) х->а да шартидан шундай о2> 0  ни топиш мумкнн-

1 *“ енгсизликни каноатлантирувчи барча х лар

\ g ( x ) - B \ < ±  (2)

хенгсизлик уринли булиши келиб чикади.
6Х ва б2 сонларнинг энг кичигини б билан белгилаймиз. У хол

да 0 <  | х — а | < 6  тенгсизликни цаноатлантирувчи ^ар кандай х 
лар учун (1) ва (2) тенгсизликлар бажарилади; маиа шу х лар учун 
^уйидагига эга буламиз:

| ( /  (*) +  g  <*) ) - ( Л  +  В ) | - | ( /  (х) - A )  +  (g (х) - В )  | <  
< \ f ( x ) - A \  +  \ g ( x ) - B \ < j -  +  ±  =  t.

Шу билан х-+а  да f (х) +  g(x)-+A  4- В экани исботланди.
К,олган (купайтма ва булинма учун) ^оидалар ^ам шуига ухшаш 

исботланади.
XVII асрда математикада юз берган инкилоб теранлигининг ой- 

дин характеристикасини К. Маркс ва ф. Энгельс беришди. Энгельс 
бундай ёзади: «Декартнинг узгарувчи ми^дори математикада бури- 
лиш ну^таси булди. Шу туфайли математикага ^аракат ва диалек
тика кирди». Аммо математиканииг функциялар, чексиз кичик ми!у 
дорлар, лимитлар ва ^осилалар тушунчалари билан боглиц булган 
янги тармоги ривожланишининг бошланрич даври Маркс томонидан 
«мистик» деб характерланган эди.

XVII аср математикларидан купчилигининг шиори бундай эди: 
«Олра юраверинг, натижаларнинг туррилигига ишонч сизга узи ке- 
лади».

Кошининг ишларидан кейингина XIX аср давомида математик 
анализ асослари мантилий жихатдан мустахкамланди. Бунинг учун, 
жумладан, ха^икий сонларнинг мукаммал назарияси зарур эди. Бу 
назария эса XIX асрнинг иккинчи ярмидагииа Вейерштрасс, Деде- 
кинд ва Кантор томонидан ри^южлантирилди.

Т а к р о р л а ш  у ч у н  с а е о л л а р  ва  м а с а л а л а р

1. 1) х ш а  такрибий тенглик h абсолют хато билан бажарилган.
Бу нимани билл^ради?

5 2 __
2) 0,001 гача ани^лккда топинг: а) — — —; б) ^ з  + 2 ;

в) | / 7 -  / 5 . ;  г) У т -
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3) 4,2537481 . . .  сонининг ортиги билан олинган ва ками билан 
олинган унли якинлашишларини: а) 1; б) 0,1; в) 0,01; г) 0,00001 
гача аникликда ёзинг:

2. 1) х-*а  да /  (x)-+L ёзуви нимани билдиради?
2) Лимитларни хисоблаш коидаларини ифодаланг.
3) Агар

a) f(A x) =  (2 +  Ах)2 — 4; 6 ) f (A x )  =  — —------ 1;
I +  А х

В) f(A * ) =  i ± A f ;  г) /(х ) =  —------(  — 1--------- 1 )
4 — А х  А х  \ 2  +  А х  2 )

булса. Ах->-0 да f ( А х )  функция кандай сонга интилади?
3. I) Аргумент орттирмаси нима ва функция орттирмаси нима?

2) А х ва A f орттирмаларнинг геометрик маъноси нимадан ибо
рат?
^  нисбатнинг геометрик маъноси нимадан иборат?
А х

3) Агар

a) f (х) =  —; б) f (х) =  х2 — х; в) f (х) =  х3 +  хX

булса, —  ни (х0 нуктада) топинг.
А х

4. 1) Функциянинг нуктадаги ^осиласи таърифини беринг.
2) Агар

a) f (х) ~  2х 1, х0 — 4; б ) / ( х )  =  х2, х0 =  — 3; 
в ) / ( х )  =  —• *0 =  3; г) f ( x ) =  2

х  ' Х  +  1

булса, таърифдан фойдаланиб, / функциянинг х0 нуктадаги хр- 
силасини топинг.
3) функциянинг хосиласини топинг:

а) /  (х) =  х2; б) /  (х) =  Зх +  х2; в) f (х) =  — +  1.
X

5. I) Хрсилаларни хисоблаш коидаларини ифодаланг.
2) х" функциянинг ^осиласи нимага тенг (п — бутун сон)?
3) функциянинг хосиласини топинг:

a) f (х) =  х3— 2х2 +  1; б) f (х) =  (х +  2) sin х;
в) f (х) =  —* — ; г) f(x) =  x V  х +  cosx;X -р о

д) /  (X) =  (8 — 5х)*>; е) /  (х) =  1
(9 +  7*)»

ж) /  (х) =  sin Зх; з) f ( x ) ~  4 tg  5х.
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6 1) Нуктада. оралицда узлуксиз булган функция таърифини бе 
ринг.
2) Интерваллар методини тавснфлаб беринг.
3) Тенгсизликни ечинг:

а) (х — I) (•* +  2)(дг -ь 3) >  0; б) — >  —  - +  ——

. 1/16 —х (4 —*)(*-)-2) р. г) (2 s in jr— l)(2cos**— 1 ) < 0 .
хг -j- 7х 10

7. 1) Кандай тутри чизикни f функция графигига (х0; f (*0) ) нукта
да утказилган уринма дейилади? Хосиланинг геометрик маъноси 
нимадан иборат?
2) f функция графигига (*0; f (х0) ) ну^тадан утувчи уринманинг 
тенгламасини ёзинг.
3) Агар

a) f (х) =  хг, х0 =  — б) f(x) =  —, х0 = 2 ;
2 х

в) f(x) — sin х, х0 =  я ; г) f (*) — cos х , х0 =  —
о

булса, х  — *0 да f функция графигига уринма тенгламасини 
ёзинг.

8. 1) х0 нуктада дифференциалланувчи функциянинг такрибий кий- 
матини хисоблаш учун умумий формулани ёзинг.
2) функциянинг такрибий кийматини хисоблаш формуласини ёзинг:

a) f (дг) =  хп\ б) f (*) =  cos*; в) f (х) =  У  \ +  *.
3) Такрибий кийматларини хисобланг:

а) 1 /9 ^ 0 9 ;  б) ------- ---------; в) (О.ЭЭЭ)1®; г) cos 29°.
' ’ (1,0001)

9. 1) ^осиланинг механик маъноси нимадан иборат?

2) Жисм тугри чизик буйлаб x(t) цонун буйича ^аракат цилмок- 
да. Вактнинг t  пайтидаги оний тезлиги ва тезланиши кандай?
3) Агар а) * (t) =  51 — t2; б) х (t) — cos (at (со— узгармас) булса, 
нуктанинг тезлиги ва тезланишини топинг.

Ю. 1) Лагранж формуласини ёзинг.
2) функциянинг усиш (камайиш) аломатини ифодаланг.
3) функциянинг усиш (камайиш) ини текширинг:

а) у = х *  — 4х; б) — - — ;
*  * 2 +  9

I (л
в) у  — х* -\------г) у  — 2 sin * -f  cos 2х.

X
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11. 1) функциянинг критик нуктаси деб нимани айтилади?
2) функциянинг максимум (минимум) и аломатларини ифода
ланг.
3) функциянинг максимум ва минимумини текшнринг: 

а) у  =  х4 -  2 х \  б) у  =  ;
дс2 -4- У

1бв) у = Х г 4------ ; Г) у  =  2 sin X +  cos 2х.
X

12. 1) функцияни текшириш схемасини тавсифланг.
2) функцияни ^осила ёрдамида текширинг:
a) f(x) =  2х — хг — 8; б) /  (*) =  2х2 +  Зх -  1.
3) f функцияни умумий схема буйича текширинг ва унинг 
графигини ясанг:

а) [(х) — х2 -----—; б) f(x) =  sin2 х — sin х.
X

13. I) функциянинг кесмада энг катта ва энг кичик кийматини 
топиш коидасини ифодаланг.
2) функциянинг кесмадаги энг катта ва энг кичик кийматини 
топинг:
a) f(x) =  Зх2 — ха нинг [— 1; 4J даги; б) f(x) =  x — sin2x
нинг 0; —  даги.

. 2 J

14. 1) функциянинг иккинчи ^осиласи таърифини беринг. Гармо
ник тебранишнинг дифференциал тенгламаси нима?
2) У(0 функция берилган дифференциал тенгламанинг ечими 
эканини текширинг:

а) у (0  =  2 cos {t — - ~ j ,  у"— — у\

б) y(t) =  3 sin (0,3/ +  1), у" +  0,09у =  0.
3) Гармоник тебранишнинг дифференциал тенгламасини ёзинг:
a) x = 2 c o s ( / — 1); б) х — 2 sin (0,4/ — 7).

II бобга дойр цушимча маищлар

374. f(y) =  2у* +  Зу2- 2 у + \ .  а) /'(*); б) f'(0); в) / ' ( - 1 ) ;
г) р  (2 х — 1) ни топинг.

375. f(x) =  -±-x* +  j - x * - ± - x 2- x .  а )/* (*); б) /'(0 ); в) f '( l) ;

г) Р(12) ни топинг.
376.* Чекли сондаги функциялар йигиндиси ^осиласини топиш кои

дасин и исботланг.
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(77. Уцта 11 > v< w функция купайтмасип им г хосиласини топиш ком - 
даси {u-i'-iz'Y и -V'ta i r - u - v - w -г u - v - u  ии исботланг.

37Н. Щ:) J— — • а> и(г) \  6) « ’(■*' 3); н) м'(0). г) и'(гг) ни
1 Зг

топинг:

,479. ftf) ~ 52, - 2 ~  а) ^ ,/): б) П *);в>  п  ,1И ТОПНН| -

380. g(.v) - 7 = ^ 4 -  a) g'(.v); б) g'(4); В) g-(l>: г) g 'u * ) ни то-
I х , 2

пинг.
К . . . в* 2ы2 -4- Зк — 4 , , ,  .

481 а) /»<«) -  -----------------------  h (и) ни тоиинг.ui
3 4 5 .

б) t > ( . v ) ----------------i--------t>(x) НИ тоиинг.
•Xs ЛГ4 л 1

2 3в) Агар и (ос) ---------- !------ булса, и'(а)  ни топинг.
п* а 5

г) Дгар Ф (V) — -Д- г 3v 5 булса, Ф'(с>) ни топинг.
V4

3S2. I/ - I |х\ (х — 3) функция графигини ясанг. 
функциянинг хосиласини тоиинг ( 3 8 3 — 384).

383. а| и(л) - (х2 — 2х -г  3) (Зл* -  2х I);
б) f(x) (ах Ь) (сх2 4  dx  4- е);
в) fiv) — 3 y +  1)(у — 3). / ' (х ) ;  f  (0): / ' ( 2 )  ни топинг;
г) g (« )^ -  6и!(5н3 +  1). g ' (и), я '(0 ), g '(— 1) ни тоиинг.

384. а) у  -  ;
I 2_±_fL_

б) у  — I 3 — 2 х ;___________
в) / ( * ) -  I / 1 — Р_4- /* — 1. Г (/), /'(2 ) ни тоиинг; 

г> Ж.«/) -  V  "j-  р- 8'(У), ё '(2 ) ни топинг.

385. у  | х функция графигининг кайси нуктаси да уринма абс 
циссалар укига: а) 45 ли бурчак остида; б) 60° ли бурчак 
остида огишган булади?

386. Берилган x 0 нуктада
а) /(л-„) 0 ва Г(х„) 0;
б) f(x„) 0 на / ' ( л „ ) < 0 ;
в) /(Л-,,) 0 на i ' (x0) > 0
булга! бирор функция графигини ясанг. 

функциянинг усиш (камайиш) ораликларини топинг (.187- 392).

387. и(х) —— .
X I

388. Цх)  2л- Зх 4.
389. g(x)  Зх4 • 2л 1 1.



нукта координаталар бошидан 3 м масофада булганда В учи 
нинг силжиш тезлнгининг модули ^андай булади?

422. Тик турган нарвоннинг узунлиги 5 м. Нарвоннинг пастки учи 
узгармас 2 м/с тезлик билан сирпана бошлайди. t пайтда нар
воннинг юкори учи кандай тезлик билан ва кандай тезланиш 
билан тушади?

423. Бир жинсли булмаган АВ  стерженнинг узунлиги 12 см. Унинг 
AN кисмининг массаси Л' ну^тадан Л учигача булган масофа- 
нинг кваДратига пропорционал равишда ортади ва AM =  2 см 
да 10 г. га тенг. 1) Бутун А В стержень массасини ва унинг 
истаган N  нуктасидаги чизикли зичлигини топинг; 2) стер
женнинг А ва В нуцталардаги чизикли зичликлари нимага 
тенг?

424. т массали жисм s(t)  =  а  <2 +  {5 / +  V цонун буйича тугри чи
зикли харакат килади (а, р, v — узгармаслар). Нуктага таъсир 
^илувчи куч узгармас эканини исботланг.

425. Рилдирак шундай айлаиадики, бурилиш бурчаги вактнинг квад- 
ратига пропори ион ал булади. Рилдиракнинг биринчи айланиши 
8 секундда булдн. Рилдирак айлана бошлагандан 48 секунд 
кейин бурчак тезлиги кандай булишини аникланг.

426. Жисм 10 м баландликдан юцорига вертикал хрлда 40 м/с бош- 
лангич тезлик билан отилди. Куйидагиларни топинг:
а) Жисм I секунддан кейин ер сиртидан кандай баландликда 
булади? б) Жисм неча секунддан кейин энг юкори нуктага 
чик,ади ва ердан кандай масофада булади? (g  =  10 м /с2 деб 
шин г).

427. Доиравнй металл диск циздирилганда шундай кенгаядики, унинг 
радиуси бир текисда 0,01 см/с катталашади. Унинг радиуси
2 см га тенг булган пайтда дискнинг юзи кандай тезлик би
лан катталашади?

428. Лампа тугри горизонтал йулка теиасида 12 м баландликка 
осилган. Шу йулкадан буйи 1,8 м Пулган одам келяпти. Агар 
шу одам 50 м мин тезлик билан узоклашаётган булса, унинг 
сояси кандай тезлик билан узаядн?

429. Лйланага ички чизилган барча тугри туртбурчаклардан юзи 
энг катта булган тугри туртбурчакни топинг.
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8- §. БОШЛАНРИЧ ФУНКЦИЯ

30. Бошлангич функциянинг таърифи

Дифференциаллашнинг механикада кулланишига дойр мисолни 
эсга олайлик. Агар вактнинг бошлангич t =  0 моментида жисмнинг 
тезлиги 0, яъни и(0) — 0 булса, у холда жисм эркин тушишда 
вактнинг t пайтида

s(t) =  - f t *  (1)

йулни утади. Дифференциаллаш билан тезликии топамиз:

. s'(t) =  о(0 =  gt. (2)

Иккинчи марта дифференциаллаш тезланишни беради:

v'{t) =  a(t) =  g ,  (3)

яъни тезланиш узгармасдир.
(1) формулани Галилей тажриба йули билан топган. Аммо меха

ника учун бош^а коида характерлирокдир: a(t) тезланиш (биз кара- 
ётган холда тезланиш ^згармас) буйсунадиган конун берилган; v(t) 
тезликнинг узгариш кон унии и ва s(l) координатани топиш талаб 
килинади. Бошкача айтганда, у(0 функциянинг берилган ^осиласи 
(:v'(i) — a(t)) буйича v(t) ни топиш, сунгра эса v(t) га тенг булган 
s'(f) хоснла буйича s(t) ни топиш керак.

Бундай масалаларни ечиш учун дифференциаллаш амалига тес- 
кари булган интеграллаш амали хизмат килади. Интеграллаш би
лан шу бобда танишамиз.

Т а ъ р и ф. Агар берилган орали^дан олинган барча х  лар учун

F '(x )  =  f ( x )  " (4 )
тенглик бажарилса, у ^олда F функция шу ораликда /  функция
нинг б о ш л л н г и ч  ф у н к ц и я с и  дейилади.

1- м и с о л . F (х) ——  функция (— оо; -f оо) интервалда f(x)=  
3

=  хг функциянинг бошлангич функциясидир, чунки барча х £ ( —оо; 
+  оо) лар учун:

_!_(*»)' =  _ L . 3xi ^ xt  =  f{x), 
з  з
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Y3
------j- 7 х.ам худди шу хг хосилага эга эканини куриш осон. Шу

X3
нинг у ч у н -----j-7 функция хам*2 нинг R да бошланрич функциясидир.

3
Равшанки, 7 урнига истаган узгармасни цуйиш мумкин. Шундай ци- 
либ, куриб турибмизки, бошланрич функцияни топиш масаласи чек
сиз куп ечимга эга экан. Кейинги пунктда бу ечимларнинг хаммаси 
кандай топилишини курасиз.

2 -м и с о л . f(x) =  —L  функция учун F(x)—2 \  x  функция (0;
V х

оо) интервалда бошланрич функция булади, чунки шу интервалдан 
олинган барча *  лар учун:

F'{x) -  (2 V~x)' =  2 ’ —~=r =  - t L  =  f(x).
2 X x  у  x

1-мисолдаги каби 2 \ f х +  С функция истаган узгармас С да шу
(0; о о ) интервалда функция учун бошланрич функциядир.

V х
▼ 3 -м и с о л  F(x) — —  функция (— оо; оо ) оралицда f(x )—

X
 —  ^  функция учун бошланрич функция булмайди, чунки F'(x)=

— f(x) тенглик 0 нуктада бажарилмайди.
Аммо (— оо; 0) ва (0; о о ) интервалларнинг хаР бирида F 

функция /  функция учун бошланрич функциядир.
Купгина масалаларни ечишда бирмунча умумийрок хол билан иш 

куришга турри келади. Масалан, f(x) =  3 V х  функция учун (0; оо) 
интервалда F (х) =  2ху^х  бошланрич функция булади. Бу F функ
ция * < 0  да аницланмаган, шу сабабли хам F функциянинг нол- 
даги хосиласи хакида гапириш мумкин эмас. Аммо А * > 0  да 
A F(0) =  2 A *  V А *хам да A * - v 0  ва А * > 0  да A F (0)-+ 0 .  Шу са
бабли F функция f функция учун [0; оо) ораливда бошланрич функ
ция булади дейилади, энди бу оралиода * =  0 ну^та тегишли булади. 
Умумий холда а.\вол шунга ухшаш: агар [а\ Ь) оралицда F' =  f 
булса ва А *-> -0  хамда А * > 0  да & F(a)->-0  булса, F функция
ни (а; Ь) оралиеда f функция учун бошланрич функция дейилади, 
агар (а: Ь) интервалда F ' ~  f  булса ва А *-> -0 хамда А * < 0  да 
A F (Ь) 0 б^лса, F функцияни (а; Ь] оралицда f функция учун 
бошланрич функция дейилади. Умумий холда бошца оралиедар учун 
Хам бошланрич функция шунга Ухшаш аншуганади. ▼

М а ш ц л а р

F функция курсатилган оралицда f функция учун бошланрич 
функция эканини исботланг (430 — 433):

4 30 . a) F(x) — **; f(x) =  б*4; * ^ ( — оо ; о о );

б) F(x) =  sin * +  3 ; /  (*) =  cos * ; * £ ( —  оо; оо);
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в) F(x) =  —  х 3; /(х) =  — х 4; x £  (0; -f- oo);

г) F(x) =  4 — cos дг; ((х) =  sinx ; x 6 (— o°; oo).

431- a) F (х) =  4 х |/  х ; /(х) =  6 1 /7 ; * € (0 ; oo);

б) F(x) =  tg  дг— V  2 ; /(х) =  —~ ; * e ( —
Я

cos X I 2 2

в) F(x) =  0 ,4 /* * —5 II * 
1 

- . x £ (0 ; oo);

г) F(x) = 3 — ctg дг; /(*) =  . ,  ; x  6 (0; jt ).sin2 X

432. a) F(x) — _ ;Ух x £  (0; oo;);

б) F(x) =  - L = ;
У —х =; X £ ( oo; 0);

в) F {x )=  1 4 ----- - ; /М  =  ; x £ (0 ; oo)>;X хг

г) F(x) =  9 ----- - ; fix) = x g ( — oo; 0).X

433. a) F(x) =  -^-х*; /(*) =  *; x £ R ,

б) F(x) =  -i-x»; /(x ) =  x6; x £ R ,

в) F(х) — siri2x; /(x) =  sin 2x; x £ R \
г) F (х) =  sin Зх; /(x) =  3 cos 3x; x £ R .
/  учун R  даги бошлангич функцияни топинг (434 — 4 35).

434. a) /(х ) =  2 - i - ;  a) f(x) =•-• дг; в) f(x) =  х3; г) / (х  -  х4.

435. /(х) — sin(x); б) /(х) =  cosx; в) f(x) =  s in 5лг;
г) /(дг) — cos 7х.

31. Бошлангич функциянинг асосий хоссаси *
Интеграллаш масаласи берилган фунция учун унинг барча бош

лангич функцияларини топишдан иборат. Бу масалани ечишда функ
циянинг узгармаслик аломати му^им роль уинайди.

Агар бирор I ораликда F'(x) — 0 булса, у  холда F функция 
игу ораликда узгармасдир.

И с б о т . /  ораликдан бирор х0 ни тайинлаймиз. У вактда шу 
ораликка тегишли ^ар ь^андай х  сон учун, Лагранж формуласига 
кура х  ва х0 орасида ётган шундай с сонни курсатиш мумкинки,

F (х) — F(x0) =  F’(c) (х — х0)

149



булади. с £ /  булгани учун (с шу оралиэда тегишли х ва х0 сонлар 
орасида ётади) F'(с) — 0 (шартга кура), демак,

F(x) — F(x0) =  0.

Шундай цилиб, /  ораликда тегишли барча х лар учун

F(x) =  F (x0),

яъни F функция уз цийматини узгартирмай сацлайди.
Энди бошланрич функцияларнинг асосий хоссасини исботлаймиз: 
f(x) ф у н к ц и я  у ч у н  /  о р а л и ц д а г и  б о ш л а н г и ч  ф у н к ц и я 

л а р н и н г  у м у м и й  к$ р и н и ш и
F (я )  ~\~ С (1)

дан иборат, бунда С — ихтиёрий узгарм ас,F (х) эса f  (х )  функ
ция учун I оралицдаги бошлангич функциялардан бири.

Бошланрич функциянинг ^иска ифодаланган икки хоссасини 
уз ичига олган бу тасди^ни тушунтирамиз: 1) (1) ифодада С урни- 
га >;ар кандай сон цуйилганда ^ам f(x) функция учун /  орали^ка 
тегишли бошлангич функция зфсил булади; 2) f(x) учун /  оралик- 
да >*ар кандай Ф (х) бошланрич функцияни олинганда хам шундай 
С сонини танлаш мумкинки, /  ораликка тегишли ^амма х  лар 
учун

Ф(а) =  F(x) +  С
тенглик бажарилади.

И с б о т . 1) Шартга кура F функция f функция учун /  оралик- 
даги бошланрич функция. Демак, исталган х £ 1  учун

F'(x) =  f{x),
шу сабабли

(F(*) +  С)' =  F'(x) +  С' — / (х) 4- 0 =  f(x),
яъни F (x )4 - С функция f(x) учун бошланрич функция.

2) Ф(х) функция f  учун уша /  оралиедан олинган яна битта 
бошланрич функция булсин. Яъни барча х £ 1  лар учун

Ф'(х) =  f(x)
булсин. У холда

(Ф (х) — F (х)У =  Ф'(х) -  F'{x) =  f ( x ) - K x )  =  0.

Бундан функциянинг узгармаслик аломатига кура, Ф(х) — F(x) айир
ма /  ораликда узгармас функция экани келиб чикади.

Шундай ^илиб, /  оралиадаги барча х лар учун

Ф(х) — F(x) =  С, яъни Ф(дг) =  F(x) 4  С,

шуни исботлаш талаб ^илинган эди.



Бошлангич функцияларнинг асосий 
чоссасига геометрии маъно бериш мум- 
кнн: f функциянинг исшаган иккита 
бошлангич функциясининг г рафик.ш- 
ри Сщр-биридан Оу уц буйлаб парал
лел кучириш натижасида хосил бу- 
н,ди (102-раем).

1-м и со  л. Ну^та тугри чизик буй- 
,аб узгармас а тезланиш билан хара

кат килмокда, Бошлангич („ — 0 мо- 
ментда нукта х0 бошлангич координа- 
тага ва vu бошлангич тезликка эга.
Нукганинг x(t) координатасини вакт
нинг функцияси сифатида топамиз.

x'(t) — v(t) ва v'(t) — a(t) булгани 
учун a(t) а шартдан:

t) '( /)=  а.
Бундан

v(t) -  at Ч Су (2)

келиб чикади. t0 0 ни (2) га куйиб С, - v0 ни топамиз ва, демак,

*'(*) =  v(t) =-- at 4  v0.

Демак,

I  x(t) +  V  +  Сг. (3)

С„ ни топиш учун (3) тенгликка /0 — 0 цийматини куямиз. 
Ушбу га эга буламиз: С2 =- х0.
Шундай килиб,

... at* .
x(t) =* —  +  v0t +  х0.

2 -м и с о л . —1= функция учун графиги /М(9; -  2) нуктадан ута- 
V *

диган бошлангич функцияни* топамиз.
—L  нинг истаган бошлангич функцияси
I х

2 ) 7  С

куринишда ёзилади.

* /  функциянинг бошлангич функцийларинм топиш Да одатда кис^алик учун 
f функция берилган оралик курсатилмайди Мумкин булган кап а^  узунликдаги

оралнклар назарда тутилади. Масалан, царалаётган ^олда fix) — функция

((!; N ) ораликда берилган деб ^иеоблаш табннйднр.
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ЮЗ-расмда бу бошлангич функ
цияларнинг графиклари тасвирлан
ган.

Изланаётган бошлангич функ
ция графиги М  (9; — 2) нуктаси 
нинг координаталари 2 |/9 ~  +  С — 
— —2 тенгламани ^аноатлантириши
керак.

Бундан С — —8 эканини топа
миз. Демак, изланаётган бошлан
гич функция бундай: F (х) =
=  2 ) / Г — 8.

Куйида баъзи функциялар учун 
бошлангич функциялар жадваллари 
келтирилган:

‘функция k  ($ 3 -  
гармас

X" 1

у Т sin X COS X
l

cos**
1

sitAc

Бошлангич 
Функциянинг 
умумий К>'“ 

риниши

С
л -1  

х  .„Г 2 У х —С — COSAT+
— С

si rut 4-
+ c

tg x  +  c — c tg  *4- 
4 -C

п  +  1

Бошлангич функциялар жадвалининг тугри тулдирилган-тулди- 
рилмаганини муста^ил текширинг.

М аш ц лар
4Н6. F функция /  функция учун бошлангич функция эканлигини 

текширинг:
а) F(x) =  s i n x — x co sx ; f(x) — x s in x ;
б) F(x) =  cos*  -f  x s in x ;  f(x) — xcosx;

B) F(x) =  v  x * +  1 • fix) =   ̂-j q r r •

/’ функция учун графиги берилган М  нуцтадан утувчи бош
лангич функцияни топинг (437 — 438).

' м(т"' °):437. а) /(х) =  .г9; /И (2; 1); 

в) /(x) =  s in x ; Л4 (0; 3);

4 Ж  а) /(х) = М

в) fix) =  У х ; М(9; 10);

б) f ix )  = соаг х
г) /(X) =  -  2; М(3; 5). 

б) fix) =  co sх; М o j;

г) fix) —  — rz=r\ Л4(4; 4).
К х

|,г>2



439. f  функция учун шундай F бошланрич функцияни гоиингки, 
у курсатилган нуктада берилган цийматни ь;абул цилсин:

a) f ( x ) = x \  F(3) =  0; б) /'(дг) = ----- L ; F (l) =  - 1 ;
Х“

в) f(x) =  sinx-, F(n)  =  7; г) /(*) =  — — I.
cos2* \ 4 j

32. Бошлангич функцияларни топишнинг уч коидаси

Бошланрич функцияларни излаш цоидалари дифференциаллаш- 
чинг тегишли ирида лари га ухшайди.

1. А г а р  F функция f  учун бошлангич функция, G эса g  
у ч у н  б о ш л а н г и ч  функция булса, у  холда F 4- G йигинди f  +  g  
учун бошлангич функция булади.

^аци^атан, F' =  F ва G' =  g  булгани сабабли йириндининг хо 
силасини хисоблаш цоидасига биноан ушбуга эга буламиз:

(F +  G)' =  F' 4- G' =  f +  g.

2. А г а р  F функция /  учун бошлангич функция, к аса у з 
гармас булса, kF функция k f  учун бошлангич функция булади.

.^аки^атан, узгармас купайтувчини хосила белгисидан ташкарига 
чи^ариш мумкин, шу сабабли

(kF)' =  kF' =  kf.

3. А г а р  F (х )  ф у н к ц и я  f  (х )  у ч у н  б о ш л а н г и ч  ф у н к ц и я ,  
к в а  Ь у з г а р м а с  л а р  ( б у н д а  к ¥= 0) б у л с а ,  y F  (к х  | Ь)

ф у н к ц и я  /  (к х  +  Ь) у ч у н  б о ш л а н г и ч  ф у н к ц и я  б $ л а д и .
^а^ицатан, мураккаб функциянинг ^осиласини ^исоблаш крида- 

сига кура ушбуга эгамиз:

Ц  F (kx 4- b ) ) ' ^ ~  F'(kx +  b )-  k =  f (kx 4- b).

Бу ьридаларнинг ^улланилишига мисоллар келтирамиз.
1 -м и с о л . г 1 4  — функция учун бошлангич функцияларннш

X2
умумий куринишини топамиз.

г1 функция учун бошлангич функциялардан бири — дан ибо
4

рат, - 1 — функция учун бошлангич функциялардан бири э с а ----- -

Лан иборат, шунинг учун 1-коидага кура х я 4- — функция учун
" дгг

д-4 | j ^
Сютлангич функциялардан бири----------булади. Ж а в о б . ---------- f-С.

4 х  4 х



2 -м и с о л . f(x) =  5 co sx  учун бэшлангич функциялардан бири- 
ни топамиз.

co s-V функция учун бошлангич функциялардан бири s in x  бул
гани учун 2-коидани ^улланиб, ж а в о б н и  топамиз: 5 s in лг.

3 -м  и с о  л. sin (3 а* — 2) функция учун бошлангич функциялар
дан бирини топамиз.

sinx  функция учун бошлангич функцияларидан бири— cosх дан 
иборат, нгунинг учун 3-цоидага кура изланаётган бошлангич функ
ция

— - i - c o s ( 3 x — 2)

га тенг.

4-м и с о л . —— —  функция учун бошлангич функциялардан 

бирини топамиз.
— функция учун бошлангич ф у н к ц и я ------— булгани учун
хь 4 х4

3- нридага кура изланаётган бошлангич функция
_1_ —I _  1
_ 3  ' 4 (7  — Зл-)4 ~  12(7 — З х )4

га тенг булади.
5* м и с о л . А\ассаси 2 кг булган моддий нукта Ох у \  буйлаб 

йуналган куч таъсирида шу уц буйлаб ^аракатланмокда. Вактнинг 
t пайтида бу куч F (/) - 3 1 — 2 га тенг. Агар / =  2 секундда нук
та тезлиги 3 м/с. координатаси эса х  =  1 экани маълум булса, нук 
танинг харакат конуни х (/) ни топинг (F— куч, ньютонларда. t— 
вацт, секундларда, х— йул, метрларда).

Е ч и л и ш и . Ньютоннинг иккинчи цонунига биноан
F =  та.

FIIIv сабабли тезланиш а =  — ва
т

a(t) — — ■= — / — 1. 
т 2

Ну^танинг тезлиги v(t)  унинг тезланиши a (t) учун бошлангич 
функциядир, шу сабабли

«(/) =  -< *  — / +  Сх.
4

v (2) =  3 шартдан С, \згармасни топамиз:
— • 4 — 2 +  C j=  3. яъни С, =  2 на v(t) =  — t'2 — t +  2.
4 4
v (/) координата v{t) тезлик учун бошлангич функциядир, шу

сабабли

x(t )  =  - t *  — ± p  +  2 t + C 3.
4 2 3

IS4



х ( 2 ) ~   ̂ шартдан С2 узгармасни топамиз:

1 . 8  — - . 4  +  4 + С2 =  1, С2 =  — 3.
4 2 2 2

щ уН дай цилиб, нуктанинг ^аракат кон уни

*( /)  =  - / 3 — -  t* +  2 t  — 3.
w  4 2

М а ш ц л а р
Функциянинг бошлангич функцияларининг умумий куриниши- 
ни топинг (440 — 442).

440. а) 5дга — 1; б) —----- 4 sin x ; в) k x + Ь\ г) ахг +  Ь х с .
X2

441. а) 1 — cos3x; б) — 2— ; в) ; г) 7 s i n l 4 - - 4 j - -
sin 23* cos2 5* 3 cos2 4х

442. a) — '= -, 6) — i _ ;  В) — ; Г) 8 (1 1 -3 * )* .
У З х — 2 1/2jc +  7 (5x —7)3

443. Ер сиртидан юкорига каратиб тош отилган. ^авонинг карши- 
лигини хисобга олмай ва огирлик кучининг тезланиш и^яг 
« 9 , 8  м/с8 га тенг деб кисоблаб: 1) тошнинг бошлангич тез
лиги v„ га боглик з^олда энг юкори кутарилиш баландлигини 
топинг; 2) тошнинг энг ю^ори ^олатдаги тезлигини топинг:
3) канча вактдан кейин тош ерга тушишини топинг Тезлик 
метр секундларда улчанади.

444*. Агар нуктанинг тезлиги v =  9 , 8 / — 0 ,0 0 3 /2 конун буйича уз- 
гарадиган булса, / =  0 дан t — 5 с гача булган вакт оралири- 
да нукта утган йулни топинг. Бу нуктанинг йулнинг охирида- 
ги тезланишини топинг (тезлик метр секундларда улчанади).

445*. ^аракатланаётган нуктанинг тезлиги v — Rt +  a V t  ^онун 
буйича ^згаради. Шу нуктанинг t — 0 дан / = 4  гача булган 
вакт оралигида утган йулини ва йулнинг охиридаги тезланиши
ни топинг.

446. Массаси т га тенг булган моддий нукта Ох УК буйича шу 
УККа нисбатан параллел йуналган куч таъсирида харакатлан- 
мокда. Вактнинг / пайтида бу куч F(t)  га тенг. Агар / =  /0 
да нуктанинг тезлиги о„, унинг координатаси х0 га тенг экани 
маълум булса, нуктанинг ^аракзт конуни х (/) ни топинг (F(t) 
ньютонларда, / — секундларда, v— секундига метрларда. т ки- 
лограммларда улчанади). Ечишни куйидаги сон маълумотларда 
бажарипг:

a) F(t)  = 6 — 9/, I- Ц> =  4, *„ =  — 5. m ~  3;

б) F (/) = 10
t3 ' ' - Г =  1. x0 =  2, 5, m — 5;

в) F{t) = 14 sin /. /(J Jt, v0 =  2, =  3, m — 7:
г) F(t) = 18 cos/, /0 =  o. v0 =  — 5, *o =  9, m — 6.
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9- §. ИНТЕГРАЛ

33. Эгри чизикли трапециянинг юзи

Ох у^нинг [а; Ь] кесмасида ишорасини узгартирмайдиган f уз
луксиз функция берилган булсин. Шу функциянинг графиги, [а; Ь] 
кесма ва х — а хамда х — Ь тугри чизиклар билан чегараланган 
фигура (104-раем) эгри чизикли трапеция дейилади. Эгри чизикли 
трапецияга дар хил мисоллар 105— 108-расмларда келтирилган.

Эгри чизикли трапецияларнинг юзларини дисоблашда куйидаги 
теоремадан фойдаланилади.

Т е о р е м а .  /  ф у н к ц и я  [а ;Ь /  к е с м а д а  у з л у к с и з  в а  н о м а н -  
ф и й  б у л с и н ,  S — т е г и ш л и  э г р и  ч и з и к л и  т р а п е ц и я н и н г  
ю з и  б у л с и н  (104-расмга ^аранг). А г а р  F ф у н к ц и я  [а; Ъ] к е с 
м а д а  /  у ч у н  б о ш л а н г и ч  ф у н к ц и я  б ул са ,  у  л;олда,

S ~ F ( b ) - F ( a ) .  (1)

И с б о т .  [а; Ь\ кесмада аникланган S (a) функцияни караймиз. 
Агар х — а б^леа, у ^олда S ( a ) ~  0 булади. Агар а < х ^ Ь  бул
са, у х;олда S(x) функция эгри чизикли трапециянинг М [х; 0) нуц- 
тадан утувчи вертикал тугри чизикдан чапда жойлашган кисмининг 
юзи булади. (109-раем). Шуни кайд этамизки, S(b)  =  S (S— эгри 
чизикли трапециянинг юзи).

108- раем

104- раем

107- раем
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109- раем 110- раем

5 ' (x) =  f(x)

эканини исботлаймиз.
Хакикатан, ^осиланинг таърифига кура ушбуни исботлаш керак:

А х - ■О да —  /(*). 
А х

Сурат AS(jc) нинг геометрик маъносини ойдинлаштирамиз. Содда- 
лик учун А х >■ 0 ^олни караймиз. A S (х) =  S (дг -f А х) — S (х) бул
гани учун A S (х) 110-раемда штрихланган фигуранинг юзн була
ди. Энди юзи А 5 (х ) га тенг булган [х; х -+■ А д ] кесмага таянувчн 
тугри туртбурчакни оламиз (111-расм). Бу тугри туртбурчакнинг 
юкори томони функция графигини унинг узлуксизлиги туфайли 
абсциссаси с£  [х\ х - f  А х] булган бирор нуктада кеенб утади (бош- 
кача айтганда, унинг юзи A S(x)  дан ё катта. ёки кичик булади). 
Демак, тугри туртбурчакнинг баландлиги /(с ) га тенг булади. Туг
ри туртбурчак юзининг формуласига кура: A S ( x ) =  f\c)  • Ах.  Бун
дан А 5 f (с). Bv формула А .г <С 0 да ^ам урин ли. г нукта л па 

А х
х + А х  орасида ётгани учун у 
А х —>- 0 да л: га интилади. f функ
ция узлуксиз булгани сабабли 
Ах->~0 да f(c)~*f(x) .  Шундай
килиб, А х - +  0 да А ^ f (л).

А х
(2) формула исботланди.
Биз S(x)  функция f(A') функ

ция учун бошлангич функция 
эканини топдик. Шу сабабли 
бошлангич функцияларнинг асо- 
сий хоссасига кура барча [а; b ]
Лар учун: 111- раем



S(x)  =  F(x)  +  C,
бунда С— бирор узгармас, F {х) эса f функ 
ция учун бошлангич функциялардан бири. С 
ни топиш учун х — а деб оламиз:

F (а) +  С — S(a)  ■= О,
бундан С =  — F (а). Демак,

S(x)  =• F{x) — F(a).  (4)
Эгри чизикли трапециянинг юзи S(b)  га 

тенг булгани учун (4) формулага х — Ь ни 
^уйиб, ушбуни топамиз:

5  =  5(6 ) =*F(b)  — F(a).
М и с о л . f(x)  — x3 функция графиги билан 

чегараланган в а [1;2] кесмага таянган эгри чи- 
зшуш трапециянинг юзини хисоблаймиз (112- 
расм).

Ь ч и л и ш и .  f(x) =  x* функция учун F (х) — — функция бош-
3

лангич функциядир.
Демак,

S =  F (2) — F (\)  = L
з з “  з '

▼ Функциянинг досиласини хисоблаш купчилик холларда хисоб
лаш характеридаги кийинчиликлар билангина боглик эканини кур- 
дик. Бошланрич функцияларни топиш иши анча мураккабдир. Маса
лан, берилган функция бошлангич функцияга эга ёки эга эмаслигини 
бирданига билиб булмайди. Шу муносабат билан /  орали^да уз
луксиз булган дар кандай функция шу оралицда бошлангич функ
цияга эга эканини таъкидлаймиз. Буни юцорида келтирилган (2) фор 
муланинг исботи ^исман изохлайди. Аммо баъзи функцияларнинг 
бошланрич функцияларини мактабда урганилаётган функциялар ёр
дамида ёзиш мумкин эмас. Масалан, ] / х* - f  1 шу хил функция- 
лардандир. ▼

М аш ц лар
Куйидаги чизиклар билан чегараланган фигуранинг юзини топинг 

(447— 448).
447. а) у  — х2; у 0; х =  3; б) у  =  cosх; у  =  0; х  =  0; х —■ -  ;

в) у  — s in x ; у  — 0; 0 <  х <  л; г) у  =  — ; у  ■= 0; х — 1; х =  2.
х2

448. а) у  =  2х — хг , у  — 0; б) у  — (jc +  2)г; у  =  0, х — 0;

в) у  =  у  =  4; х =  8; г) у  =  х3; у *  0; х =  1.
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Эгри чизикли грапеиия юзини ,\исоблаш масаласининг бошкача 
у ЛИ ^ам мавжуд.

Соддалик учун f функцияни [а; Ь] кесмада манфий эмас ва уз
луксиз деб ^исоблаймиз; у холда тегишли эгри чизикли трапецнм- 
нинг S юзини такрибан бундай хисоблаш мумкин.

\а,Ь\ кесмани бир хил узунликдаги « т а  кесмага х0 =  а  ■< х, с
<  х . <  • • • <  хп , <  хя =  Ь нуцталар ёрдамида буламиз ва Д х  =  

xk—xft_, булсин, бунда к — 1.........« — 1, п.
п
Ixfc l; хк] кесмаларнинг хар бирида, шу кесмани асос килиб олиб. 

баландлиги га тенг булган тутри туртбурчак ясаймиз.
Бу TyFpH туртбурчакнинг юзи

Щ  . f [ ^ l) - A x  =  ^ f { x k- i )

га тенг, бундай т ^ р и  туртбурчаклар юзларининг й и р и н д и си  эса уш
бу га тенг (113-раем):

К , :  =  Ь—̂ - [f (*0) +  f (* l)  +  • • • + /

/  функциянинг узлуксизлиги сабабли ясалган тугри туртбурчак
лар бирлашмаси катта п ларда, яъни кичик А х ларда биз^и кизик- 
тираётган эгри чизикли трапеция билан «деярли устма-уст тушади*. 
Шу сабабли катта п ларда Sn & S  ва бу такрибий тенглик истал- 
ган аникликда бажарилади, деган фараз келиб чикади. К,искача <т 
чексизликка интилганда Sn йигинди S га интилади» дейилади ва 
п оо да 5 ,, —► 5  деб ёзилади.

Бу фараз турри. Бунинг устига [а: Ь) кесмада узлуксиз кар кан 
дай функция (номанфий булиши шарт эмас) учун Sn (а -► оо да)
бирор сонга интилиши исботланган. Шу сонни ( гаърифга кура)

ь
f функциянинг а дан b гача интеграла дейилади ва J f i x)dx  билан

Интеграл, Ньютон—Лейбниц формуласи

белгиланади. яъни

113- раем 114- рас*



b
n -► ОО да s n -► I  / (Л-) dx (\)

a

(бундай укиладн: «я дан b гача интеграл эф икс дэ икс»К а ва /, 
сонлари интегроллаш чегаралари дейилади: а — куй и чегара, Ь 
юкори чегара.

| белги интеграл белгиси дейилади. f функция интеграл остидаги 
функция, х узгарувчи эса интеграллаш узгарувчиси дейилади.

Шундай цилиб. агар [а;й1 кесмада /(д с )>  0 булса, у ^олда те
гишли эгри чизикли трапециянинг юзи

ь
S — § f (х) dx  (2)

а

формула билан ифодаланади.
▼ Интегрални такрибий .\исоблаш учун Sn йигиндиларини ка- 

раш мумкин. Эиг яхшиси куйидаги йигиндилардан фойдаланиш ке
рак:

s n =  '(*•) (* 0  + Н Х*) +  ' • • +  [Xn))-

бу йигиндининг кушилувчилари f функция мусбат булганда эгри 
чизикли трапецияга «ички чизилган» ва 114-расмда курсатилган си- 
ник чизиклар билан чегараланган трапециялар юзларига тенг. 

Хакикатан, трапеция юзи формуласини куллаииб, топамиз:

с  _  /  f a )  +  /(* )) . Ф —  о) , /  (*■) 4- /  (*2) Ь — а , 
п 2 ' п  2 п

— — "—  ( у  f  (*о) +  f (x t) +  f (* i) + •  • • + — f (*„))•

Эгри чизикли трапеция юзининг илгари топилган
ь

S — F (b) — F (а) ва 5  -• J f (дг) dx
а

формулаларини таккослаб, бундай натижа чикарамиз: агар F функ
ция \а:Ь\ да f учун бошлантч функция булса, у  холда 

ь
j f ( x ) d x — F(b) — F(a).  (.'»)
а

(3) формула Ньютон— Лейбниц формуласи деб аталади. By 
формула \ а . Ь | кесмада узлуксиз булган \ар  кандай f функция учун 
тугри.

Н ью тон— Лейбниц формуласининг кУ ^аниш ига дойр мисоллар 
Караймиз.

; 2 4

1 - м и с о л. f хг Ах ни \исоблайми <.
-1

ч
f



х« функция учун бошлангич функция V  булгани сабабли:
3

- I  3 3

Езувни ^улайлаштириш учун F функциянинг орттирмасини цис- 
ь

^аЧа F(x) \ шаклида белгилаш к,абул цилииган, яъни 

F( b) - F( a)  = F ( * ) | .
а

Бу белгилашдан фойдаланиб, одатда Ныотон—Лейбниц фор
муласи

] f ( x ) dx~F( x) \  (4)
а Ь

куринишда ёзилади.
2 -м и с о л . Киритилган белгилашлардан фойдаланиб, ушбуни \о- 

сил киламиз:
П
|' sin  xdx — — cos х | — — cos n — (— cos 0) — 2.

I
Э с л а т м а .  Интегралга берган таърифимиз —  функциядан— 1

дан 2 гача чегарада олинган интеграл ^ацида гапириш имконини 
бермайди, чунки бу функция (— 1; 2] кесмада узлуксиз эмас. Шу

ни ^ам кайд циламизки. — ~  функция функция учун шу кес
мада бошлангич функция эмас, чунки кесмага тегишли булган 0 

нУКта ^ 7  функциянинг аницланиш со^асига кирмайди.
3- м и с о л . у  — 1 — х ва у  =  3 — 2х —х* 

чизи^лар билан чегаралангаи фигуранинг 
юзини ^исоблаймиз.

Шу чизи^ларни ясаймиз (115-раем) ва 
уларнинг кесишиш ну (^талари абсциссала- 
рини

1 — jc =  3 — 2х — х*

тенгламадан топамиз. Бу тенгламани ечиб,
1 ва х  =  — 2 ни топамиз. Изланаётган 

юз BADC эгри чизикли трапеция ва ВАС 
учбурчак юзларининг айирмаси сифатида 
чопилиши мумкин. (2) формулага кура:

11 — Алгебра ва анализ асосларн, 9 -10- синф. 161
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I

2
S BADC f  (3 -  2* -  X») dx  ( 3x - x * - Xj j  |_

-2
I (— 2)3

-  3 -  1 _ T _ 3 . ( - 2 ) - | - ( - 2 ) a.1 9;

5 д в л с -  ^-\АВ\-\ВС\ - j -  -3 -3  =--

9_
2
9

Демак, штрихланган фигуранинг юзи ~  га тенг:

9
С _  Q __ С _  -----
°  ° BA D C  °Л В/1С  ' 2 ■

Э е л а т м а .  Интеграл тушунчасининг таърифига кура а ^ Ь  деб 
олиб мана бундай кенгайтириш кулан:

Ь а
| /  (х) d x -  — f f(x) dx.

a b

Бундай келишишда Ньютон—Лейбниц формуласи ихтиёрий а ва b
а

ларда тугри (хусусан, |* /  (х)dx  = 0 булади).
а

М а ш ц л а р
Интегрални ^исобланг (449 — 451).

я  я
2 Г1

449. а )  1 x*dx\ б) Г co$xdx\ в) \ ; г) j х2 dx. 
_ i  J J cos2 х хCOS2 XЯ О

450.

_  я 1_

а) j  £ h ; б> \ i r ' ’ в ) j* ~ ~ г ’’ г) S s i n x d x
_ п  2 1_ ~л

2 2

451. a) б) в) f ------ . г) f . . * —
J *2 ’ J V *  J 1 / 7 + 1 ' J  ( 2 х + 1 ) 2

К,уйидаги чизиедар билан чегараланган фигура юзини (олдин
дан раем ясаб) ^исобланг (452 — 453).

452. а) у  -  ха, х ~  1, х 3, у  — 0; б)‘ у  -  х4, у  — 0, х  — 1;

в) ^  =  2 +  х — ха, у  — 0; г) у —cosx, # = 0 , |х |<  —

453. а) у  — х2, у  — 2х; б) у  — х2, у  =-•• х3;
1

в) У — У — х, х =  2; г) у  =* у  д. f у  ю  х
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Худди шуни исботлаш талаб ^илинаёт-
ган эди. ▼

2 -м и с о л . Юцорида таъкидланганидек, 
с/х) =  jP  фунТ<циЪ тескариланувчи эмас.
А и м р !0 ^ > )  ораяицда f*(x) =  х2 формула 

аникланган /* функция шу ораликда 
^субчи ва, демак, тескари функцияга эга.

f* функцияга тескари функция у^х дан 
иборат. Бу функцияларнинг графиклари 
137-расмда тасвирланган.

Умуман хп функция ^ар цандай натурал 
п да [0; оо) ораликда усувчи ва шунинг 137- раем
учун тескари функцияга эга. хп функцияга тескари функция 
У х  дан иборат. дг" функцияларнинг п нинг баъзи цийматларида-
ги ва уларга тескари \Пс функцияларнинг графиклари 138, 139- 
расмларда тасвирланган.

Машцлар
540. Берилган f фунцияга тескари g  функцияни берувчи форму- 

лани келтириб чи^аринг. g  функциянинг ани^ланиш со^асини 
ва цийматлари со^асини курсатинг:

a) f(x) = 2 х +  1;

в) f{x) =  — 2х +  1; 

Д) Кх) =  — " Г 1

б) f{x)=-yx ~ X' 

г) ! ( х ) = — - ^ х - [ ’

е) f(x) =

ж) f(x) =  2хг(х > 0 ) ;  з) f(x) =  / 7 + 1 .

139- рас*138- раем



140- раем 141- раем

541.

542.

fix) функциянинг [— 1; 1] кесмадаги цийматлари жадвалини
0,1 цадам билан тузинг ва шундан кейин миллиметрли ко
к е та  бу функциянинг [ — 1; 1] кесмадаги графигини ясанг. 
f(x) функцияга тескари функция графигини ясанг:
a) f(x) =  2х3 +  1; б) f{x) =  - 2 х 3 +  1.
f функциянинг берилган графиги буйича f га тескари g 
функциянинг —2, 1 ва 3 нуктадаги кийматларини топинг. g 
функция графигини ясанг, унинг аникланиш со^аси ва кий- 
матлари со^асини курсатинг:

a) fix) =  fAx) (140-раем); б) f{x) =  f^x) (141-раем);
в) fix) =  f3ix) (142-расм) г) fix) =  f^x) (143-раем).

в) у 142- раем 143- раем



, 43. f функция курсатилган оралиеда тескари функцияга эга эка
нини исботланг. f га тескари функция графигини ясанг:

ж )К *) =  tg x , — у ;  - у ) '  з) /(Jr) =  c tg * e ( 0 ;  я).

42. Логарифмик функция
f(x) — a* курсаткичли функция а > 1  да R  да усади, 0 < а <

<  1 да эса R  да камаяди; унинг цийматлари содаси R +  туплам- 
дан иборат. Демак, бу функция тескариланувчи (41-п.) ва унинг 
учун g(x) тескари функция ани^ланган булиб, бу тескари функ
циянинг аницланиш со^аси мусбат сонлар R + тупламидан, ций- 
матлари со^аси эса R  тупламдан иборат. Бу функцияни а асосли 
логарифмик функция дейилади ва бундай белгиланади: g(x) =  
=  log,,*. 10 асосли логарифмик функция lg деб белгиланади.

f га тескари g  функциянинг таърифига кура унинг g(x) ций- 
мати {(у) =•- х  буладиган у  сондир. Бу долда у  =  logax, f ( y ) = a y =-
=  а]°ва х. Шундай цилиб, дар цандай х > 0  учун

a>°ga х — х. (*)
Боищача айтганда, х сонининг а асос буйича логарифма х со ни- 

ни хрсил цилиш учун а сонини к$тариш керак б$лган даража 
кррсаткичидир.

a loga * — х  (бунда * > 0 ,  а > 0  ва а ф  1) айният асосий лога
рифмик айният дейилади.

1-м и с о  л. Ушбу цийматларни топамиз: а) logj32; б) log50,04.
а) 32=2® эканини кайд циламиз, яъни 32 сонини ^осил ^илиш 

учун 2 ни бешинчи даражага кутариш керак. Демак, logs 32 =  5.
б) 0,04 =- —  -  5_а эканини цайд циламиз, шу сабабли log50 ,0 4 =

25
=  - 2.

2 -м и с о л . —  сонининг у^З асосга кура логарифмини топа

миз. (У^З)-4  =  эканини ^айд к,иламиз. Шу сабабли логарифм- 

нинг таърифига кура log^_ -g- =  — 4.

1 33--м и с о л. а) log8 х =  — ; б) lo g ,8 = --------тенгликларни цаноат-
3 4

лантирадиган х  сонини топамиз.
Асосий логарифмик айниятдан фойдаланамиз:

а) f(x) =  х* +  1, х >  0; 

в) f(x) =  V х ,  х >  0;

б) f(x) =  X, х £ ( — <х>; оо);

г) f ( x )= x * + \ ,x £ { — оо;оо); 

е) /(* )  =  cosx,  х [0 ; я];

а) jc =  81ов** =■ 83 =  2;
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бунданб) *1о8х8= 8 , яъни х к = 8 ,
- -  1 у —й * _ _ L .

Х  0  —  16
g(x)  =  lo g ^  функция f(x)—ax (а >  1 

да усувчи ва ( Х а <  1 да камаювчи) функ- 
цияга тескари функция сифатида а >  1 
да аникланиш со^асининг хамма ери да 
усади ва 0 < а <  1 да камаяди. у  =  loga* 
функциянинг графиги у  =  ах функция 
графигига у  — х  турри чизикка нисба-

144- раем тан симметрик, чунки бу функциялар
узаро тескари функциялардир. 144-расм- 

да логарифмик функциянинг ^ар хил асосдаги графиклари келти- 
рилган.

Логарифмик функциянинг асосий хоссалари курсаткичли функ
циянинг асосий хоссаларидан ва тескари функция ^акидаги теоре- 
мадан келиб чикади. Уларни санаб утамиз.

1. Логарифмик функциянинг аникланиш сохрси— барча мусбат 
сонлар туплами: D  (log,,) =  R + .

2. Логарифмик функциянинг крйматлари соцаси— барча ^а^и- 
Кий сонлар туплами: £(logfl) = / ?

3. Логарифмик функция R + аникланиш со^асининг ^амма ери- 
да а >  1 да усади ва 0 < a <  1 да камаяди.

4. ХаР Кандай а > 0  ( а ф 0) да куйидаги тенгликлар бажари
лади:

а) l o ^ l  = 0 ;
б) logаа =  1;
в) х > 0 ,  у > 0  да loga(xt/) =  log^x-f- Iogai/;

г) дс >  0, у >  0 да loga —  =  1о^лг — log^ .
У

д) ^ар кандай х > 0  сон учун ва ^ар кандай p £ R  учун

log,,-*'’ =  p\ogax.

1 — 3-хоссалар юкорида исботланган. 4 (а — д)-хоссалар (бу 
хоссаларни логарифмларнинг асосий хоссалари дейилади) нинг ис,- 
боти кейингн пунктда келтирилади.

4 -м и  с о  л. f(x) =  log8(4 — 5дг) функциянинг аникланиш со^аси- 
ни топамиз.

f(t) =  logg/ логарифмик функциянинг аникланиш со^аси R + 
дан иборат. Шу сабабли берилган функция 4 — 5 х > 0  тенгсиз
ликни каноатлантирадиган х  лар учунгина, яъни х <  0,8 да аник- 
ланган. Шундай килиб, берилган функциянинг аникланиш сщаси 
( — оо; 0,8) интервал дан иборат.
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5- м и с о л. f(x) =  log2 (х* —
— Зд:—4) функциянинг ани^ла- 
ниш со^асини топамиз.

Олдинги мисолдаги каби /
145- раем функция х  нинг хг — Зх — 4 > 0

тенгсизликни цаноатлантирувчи 
кийматлари учунгина аницланган. Бу квадрат тенгсизликни ечиб, 
р ф  ( — оо; — 1) ва (4; оо) интервалларнинг бирлашмасидан ибо- 
пат эканини курамиз.

-4- 36-м  и с о  л. f(x) — log7 5-3̂ 7̂ — функциянинг аницланиш со^асини

топамиз.
Ушбу

? £ J J > 0
5 — 7*

( 3 5 \
-----2~’ Т )

эканини топамиз (145-раем).

Машцлар

а асосли даража куринишида берилган соннинг а асос буйи
ча логарифмини топинг (544 — Й 5).

644. а) 3* =  9; б) З3 =  27; в) 3* =  81;

г) З- 1 =  — ; д) 2~ 8 =  -J-; е) 5“ * =  0,04;
3 8

1_

ж) 5 ° =  1; з) 92 = 3 .

545. а) у гТб =  2; б) у Т 2 5  =  5; в) / 4 9  =  7;
L 1

г) ^ 8Г =  3 ; д) 273 = 9 ;  е) 326 = 8;
L —

ж) 814 =  27; з) 1253 = 2 5 .

Тенгликнинг тугрилигини текширинг (546 — 547).

546. a) log916 =  4; б) logb 125 =  3; в) logs =  — 4;
ol

г) lo g j— = — 5; д) lo g ,343 =  3; е) logs0 ,0 4 = — 2; 
243

ж) logle l =  0 ; з) lg 0.01 =  —2.

547. a) log l 9 =  -  2; б) log0>5 4 =  -  2; в) log)r_ 8 =  6 ;
Г

г) lo g зут 128 =  д) log0 20,008 =  3 = е) log0>21 2 5 = - 3 !3
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ж ) log 27 — — 6; з) ]ogyT  0.2 =  - 2 .

548. Асосий логарифмик айниятдан фойдаланиб ифодани содда 
лаштиринг:

а ) 2 ' - 7; б) l / * 1-’’ ; в) э / * 3*"; г) 
х сонни топинг (549 — 552).

549. a) log j*  =  2; б) Iogs jc =  — 1; в) log7x =  — 2;
г) log*x =  — 3; д) log, х =  — 3; е) log _ х  =  0;

2
ж) log, х =  — 3; з) log, х =  2. 

ё~ Т
550. a) logx8 1 =  4; б) logx27 =  3;

в) logx0,25 =  — 2; д) lo g ^_  х =  — ■

551. a) l o g y 2  =  — 4; б) log, 16 = — 0,8;

в) l0gx - i -  =  — 1; г) logx0,64 =  — 2.

552. a) logx / 2  =  - i - ;  б) logx16 =  0,8;

в) = — г ; г) 1о%* =  т -

Функциянинг аницланиш <щасини топинг (553 — 555).
553. a) log./* — 5); б) log03(7 — Зх); в) log7(2 x + 3 );

0  logn( 10 — 5х); д) log5 (9 -  хг) ; е) log,, , (х* - 4 ) ;

ж) l o g ^ ( 6 +  х —  х*); з) log3/ r  (х* — 2х — 3).

554. a) l o g , - j ~ ;  6)

555. ф ункция графигини схематик тасвирланг:

а) У — l°gj х; б) ^  =  log^_ х;

в) « /= lo g 03x; г) t / = l o g / _ x .

43. Логарифмларнинг асосий хоссалари
Логарифмик функциянинг олдинги пунктда * ифодаланган

4 (а — д)-хоссаларини исботлаймиз ( а >  0, а Ф  1 эканини цайд ци- 
либ утамиз):

a) log„ 1 =  0, чунки ^ар цандай а  учун а° =  1.
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б) logaa  =  1, чунки а1 =  а.
в) Дар цандай х ва у  мусбат сонлар учун

logа(ху) =  \ogax +  logау

эканини исботлаймиз.
Киседча бундай дейилади: «купайтманинг логарифми логарифм- 

лар йигиндисига тенг».
Исботлаш учун асосий логарифмик айниятдан фойдаланамиз:

\oga x  loga tf
х || a  , у  =  а . (1)

Бу тенгликларни дадлаб купайтириб, топамиз:
loga х  loga у  loga x+toga у  

х у  — а -а — а

яъни ху — a ° ga x+'°Sa У . Шундай дилиб, логарифмнинг таърифига 
кура:

logл(ху) =  logex +  logat/.

г) Дар ^андай мусбат х ва у  сонлар учун

l0g° ' 7  =  l0g“y
эканини исботлаймиз.

^искача бундай дейилади: «булинманинг логарифми логарифм- 
лар айирмасига тенг».

Исботлаш учун (1) тенгликлардан фойдаланамиз:

х _  o log° * _  >ока * -io g a а

У ~  01 °8а*

Шундай ^илиб. логарифмнинг таърифига кура

loga —  = lo g flAT — log0«/.
У

д) Дар цандай л с > 0  сон учун ва дар ^андай дади^ий р  сон 
учун logaJcp =  р  logax, яъни даражанинг логарифми шу даражанинг 
курсаткичи билан даража асосининг логарифми купайтмасига тенг.

Асосий логарифмик айниятдан фойдаланамиз:

loge * .  , >°Sa * Р 1о«а *х = а  . шунинг учун хр — ( а  )р — а

Шундай килиб, логарифмнинг таърифига кура l o g ^  =  p\oga x. 
Логарифмларнинг асосий хоссаларидан логарифмларни уз ичига ол- 
ган ифодаларни алмаштиришларда кенг фойдаланилади. Масалан, 
логарифмнинг бир асосидан бошда асосига утиш формуласини ис
ботлаймиз:
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1°ь‘ " sSr (2)
Агар бу формуланинг иккала ^исми маънога эга булса, яъни 

• * > 0 , а > 0  ва а ф  1, Ь >  0 ва Ь ф  1 б^лса, у тугри булади.
Даражани логарифмлаш цоидаси ва асосий логарифмик айният 

буйича ушбуни хосил киламиз:

log,,* =  log6(alo?a * ) =  lo g ^ - lo g ^ ,
яъни

log6x =  iog^-log^a.

Бу тенгликнинг иккала кисмини logb« га булиб, (2) формулага 
келамиз.

Утиш формуласи ёрдамида, цандайдир бирор b асос буйича ту 
эилган логарифмлар жадвалига эга булингани х°лда, ихтиёрий а 
асосли логарифм кийматини топиш мумкин. Унли ва натурал лога- 
рифмлар жадваллари энг куп ишлатилади (асоси 10 дан иборат 
логарифмларни унли логарифмлар дейилади, натурал логарифмлар 
билан сиз 4 5 -п. да танишасиз).

1 -м и с о л . Iog0з 7 ни топамиз.
Калькулятор (ёки жадваллардан) фойдаланиб, топамиз: 

lg 7 « 0 ,8 4 5 1  ва lg 0,3 я* 0,4771 -  1 =  — 0,5229. 

Бинобарин, (2) формула буйича
, _  0,8451 ,lgn ,7  да —1--------да — 1,6162.
б °.з - 0 ,6 2 2 9

2 -м и с о л . loga5 =  a  ва loga 3 =  Ь экани маълум. loga 300 ни 
а ва Ь оркали ифодалаймиз.

Логарифмларнинг асосий хоссаларидан фойдаланиб, топамиз:

log, 300 =  loga(3- 5* • 2*) =  loga3 +  2 loga5 +  2 log,2 =
=  b +  2a +  2.

7 ,
3 -м и с о л . 8 a sy  b* ифоданинг 2 асос буйича логарифмини а 

ва Ь сонларнинг 2 асос буйича логарифми билан ифодалаймиз. 
(Кискача бундай дейилади: берилган ифодани 2 асос буйича лог^- 
рифмлаймиз.)

Логарифмларнинг асосий хоссаларидан фойдаланиб, топамиз:

logt (8a*Vb*) =  logj (2* • а9 ■ Ь*) =  3 loga 2 +  3 Iogg а +  -у - log, Ъ —

— 3 -)- 3 log, а -f- —  loga b.

4 -м и с о л . Агар
log6x — log, 7 - f  2 log, 3 — 3 log, 2
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Й^лса, х ни топамиз. Олдин логарифмларнинг асосий хоссаларидап 
фэйдаланиб берилган ифоданинг унг к;исмини алмаштирамиз:

Iog& * =  1о§»7 +  '°g*3* — lo?528 =  logs =  logj - j - .

яъни log5* =  lo g 6- ^  ва шу сабабли * =  -у -

5- м и с о л. -1-— ифоданинг ^ийматини топамиз.
lg 28 — lg 7

Логарифмларнинг асосий хоссаларидан фойдаланиб, бу касрнинг 
сурат ва махражини алмаштирамиз:

lg72  — lg9  =  lg  =  lg 8  =  3 lg 2; 

lg 28— lg7 =  lg -у- =  lg 4 =  2 lg 2.

Бинобарин,
lg 72 — lg 9 =  3 j g 2  =  _3_ 
lg 28 — lg 7 2 lg 2 2 '

6 -м и с о л .  Кайси бири катта:

log, 3 +  log, 7 ёки log, (3 +  7)?

Логарифмларнинг асосий хоссасига кура 

log3 3 +  log, 7 =  log, 21.

Сунгра
log,(3 +  7) =  log, 10 ва 10 <  21, 

логарифм асоси эса 2 ( 2 >  1) булгани учун бинобарин, lo g ,1 0 <
<  loga 21,

log, 3 +  log, 7 >  log, (3 +  7).

Машцлар
556. log62 =  a  ва log63 =  & экани маълум. а ва b орцали ифода

ланг:

а) logs 12; б) logs 1,5; в) log572; г) logs30.

557. 3 асос буйича логарифмланг:

[' >)9а*К»; < » , &  в) ( V a b f ;

и  — Алгебре ва «нал*» асосларн, 9 -1 0 - синф. 2 0 9



558. 10 асос буйича логарифмланг:

I I 1
а) (100 с V ) ; 3

в)
10 ръ с

б)

г)

0 ,1а

V a ab 
о д -1 .7

о.з

559. Жадвалларсиз ва хисоблаш асбобларисиз хисобланг:

a) Iog124 

в) log2 7 -
l°8i2 3; 

log2i ;
д) lg 13 — lg 130; 

ж ) log^_ 2 -H logs 6,25;

560. Исботланг:

a) log, 7 4- log7 3 >  2;

в) 4 10857 =  7lo?s4 ;

561. Агар

6) log3 2 +  log34,5; 

r) lg 8 -f- lg 125; 

e) log«3 +  loge 12;

3) logV3-2 5 '
58

tog, 7 I T

6) log, 3 4- log,, -o- <  — 2;

г ) 3 log.5 ;losr,3

8> log0.39 — 2l0&

а) logg x  — iog3 1 ,5 +  log, 8;
б) log7д: =  log, 12— log7 4;
в) log0>3* =  2 log036 -  log0 з 12; 
r ) logn* =  3 logn 4 2 logn 6 

булса, x  ни топинг.

562. Ифоданинг кийматини топинг:

а ) 1 ^ ; б) log2 11 — loga 44; 
logs'*

Г) [g 8 +  lg 18
2  l g  2  4 -  lg  3

563. ^айси бири кагга:

а) log3 4 4 -  iog3 7 ёки log,(4 4- 7);
б) loge 2 4 -  logb 1,5 ёки log5(2 4 -  1.5);
в) log0 7 3 4 -  log0.74 log0 7(3 4 -  4);

r ) log0.6 *-3 +  1о£о.б l -2 « «  log0.6( 1-3 H- 1,2)?
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44. Логарифмик тенгламалар ва тенгсизликларни ечиш

Энг содда
loga * =  Ь

логарифмик тенгламани цараймиз. ^
loga JC функция (0; оо) ораликда усади (ёки камаяди) ва шу 

ораливда барча х,а^иций цийматларни кабул цилади (146-раем). Ил- 
диз ^ацидаги теорема (10-п.) га кура бундан ^ар цандай Ь учун 
берилган тенглама илдизга эгалиги ва бу илдиз яю на эканлиги 
келнб чикади. Сон логарифмининг таърнфига кура а ь ана шундай 
ечим эканини дар^ол курамиз.

1 -м и с о л . log2(*2 -f  4* - f  8) =  3 тенгламани ечамиз.
Берилган тенгламани х нинг

** +  4х +  3 =  2*
тенглик бажариладиган ^ийматларигина цаноатлантиради. Биз хг+  
- \ -4 х — 5 — 0 квадрат тенгламага эга булдик. 1 ва — 5 сонлари 
унинг илдизлари. Бинобарин, иккита 1, ва — 5 сони берилган тенг
ламанинг илдизлари булади.

2- м и с о л. log5(2* +  3) =  log5 (х  +  1) тенгламани ечамиз.
Бу тенглама х нинг 2л: +  3 > 0  ва х +  1 > 0  тенгсизликлар 

бажариладиган ь;ийматларидагина аннкланган. Б у  х лар учун берил
ган тенглама 2х +  3 =-• х +  1 тенгламага тенг кучли. Бундан 
х = — 2 эканини топамиз. Аммо;с = — 2 сони дг- f  1 > 0  тенгсиз
ликни ^аноатлантирмайди. Бинобарин, берилган тенгламанинг илдиз
лари мавжуд эмас.

3- м и с о л. logx(x2 — 2х +  2) =  1 тенгламани ечамиз.
Бу тенгламани х  нинг * > 0  ва х ф \  (х — логарифмик функ

циянинг асоси) тенгсизликлар ва битта х2 — 2х +  2 =  х, яъни х2—
— 3* +  2 =  0 тенглик бажариладиган ^ийматларигина каноатланти- 
ради.

146- раем
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Хосил булган квадрат тенгламанинг илдизлари 1 ва 2. Аммо 
х — 1 берилган тенгламанинг илдизи була олмайди. Бинобарин, 2 
сонигина берилган тенгламанинг илдизи була олади.

4 - м и с о л .  Ушбу

logj_(5 — 2х) >  — 2 ^

тенгсизликни ечамиз.
— 2 сони log, 9 га тенг. Шу сабабли берилган тенгсизликни 

з"
log, (5 — 2х) >  log, 9 (2)

куринишда ёзиш мумкин. log, t  функция t >  0 да ани^ланган ва /Г
Г

да камаяди, чунки —  <  1. Бинобарин, (2) тенгсизликни шундай
х  сонлар цаноатлантирадики, улар учун 0 <  5 — 2х <  9 шарт ба
жарилади, бундан — 2 < * < 2 , 5 .

Шундай килиб, берилган тенгсизликнинг ечими ( — 2; 2,5) ин- 
тервалдан иборат.

5- м и с о л. log!* — lo g ^ -*  — 3 =  0 тенгламани ечинг.
Иккинчи кушилувчида 5 асосга утамиз ва t =  log8 jc узгарув- 

чини алмаштиришни бажарамиз, у холда

log^ ' " i S w - i = 2 '-
2

Энди берилган тенглама /* — 2t — 3 =  0 куринишда ёзилади. Бу 
квадрат тенгламанинг илдизлари 3 ва — 1. log8* =  3 ва log6x =  
=  — 1 алмаштириш тенгламаларини ечиб, х — 5* — 125 ва х =  
=  5 - 1 =  0,2 ни топамиз.

6 -м  и с о л . Тенгламалар системасини ечамиз:

{ lg(** +  У*) = 2 ,
Д log2 х — 4 =  loga3 — logjji/.

Системанинг биринчи тенгламаси ** +  ^ * = .1 0 0  тенгламага
тенг кучли, иккинчиси эса =  —- тенгламага тенг кучли, бунда
х  >  0 ва у  >  0. Шундай (килиб, л:* +  у* =  100, ху  =  48 иккита 
тенгламадан ва * > 0  ва у~>  0 иккита тенгсизликдан иборат сис- 
темага келамиз. Биринчи тенгламадан иккиланган иккинчи тенгла
мани хадлаб айириб, топамиз:

х* +  у* — 2 ху  =  4,
яъни

(X — у)* =  4,
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бундан
х — у  = 2

ёки
х — у  = — 2.

Демак, у — х — 2 ёки у  — х +  2. у  нинг бу ифодаларини система- 
нинг иккинчи тенгламасига цуйиб, топамиз:

а) агар у  — х — 2 бутса, у *;олда

х(х — 2) =  48, 
а2 — 2х — 48 =  0, 

х  =  8 ёки х =  — 6.

* > 0  булгани учун х =  8 илдизни ^олдирамиз ва у ^олда у  — 6;
б) агар у  — х +  2 булса, у *олда

х(х +  2) =  48, 
х2 +  2х — 48 =  О, 

х — —8 ёки х  =  6.

Аммо х  > 0 ,  х =  6 ва у *олда у  =  8.
Шундай цилиб, тенгламаларнинг берилган системаси иккита ечим- 

га эга: а) х =  8, у  — 6; б) х =  6, у  =  8.
Шуни таъкидлаймизки, а* — b куринишдаги ^ар ^андай курсат- 

кичли тенглама илдизини логарифмлар ёрдамида ёзиш мумкин, бун
да b >  0 (40- п. да мисоллар ечганда *али биз бундай цила олмаган 
эдик). Бу илдиз ушбу к^риништа эга: х =  logo6.

7- м и с о л. 5 1-3х =  7 тенгламани ечамиз.
Асосий логарифмик айниятга к$>ра 7 =• 5|ОЙ57 ва тенглама ушбу 

к^ринишда ёзилади:
g l— Зх _  glogs7

бундан 1 — Зх =  logs7 ва х =  ---------- j -  Iog67.

М а ш  к,лар
Тенгламани ечинг (564 — 566).

564. а) 2Х=  10; б) (0,3)* =  7;
в) 9* =  0,7; г) 10* =  я ;
Д) log3x =  2; е) log04 х =  — 1;

ж) lg х =  — 2; з) log9 х ---------j- .

565. a) logj(3 — х) =  0; б) log0 3(5 +  2х) =  1;
в) lo g , (2х — 4) =  —2; г) log„ (х* +  2х +  3) =  logn6.

3
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566. а) 32_6х =  7; б) 0 ,2*~х =  3;
в) 5х* =  7; г) ? ,+4х =■- 9.
Тенгсизликни ечинг (567 — 570).

567. a) logr c > -2 ;
в) log07* > 5 ;

568. а) 3 '< 5 ;
в) I,?2' " 1 >  7;

569. a) log2(*2 — * — 4) <  3;
в) lg(*a — х +  8 )>  1;

570. a) lgajc +  2 lg а: >  3;

в) 4 '  — 2х <  2;

571. К,айси бири катта:
a) logg5 ёки log74;
в) log210 ёки logs30;

б) log7jc <  0,1;
г) log0,2* < — 2. 
б) 0,8х < 1 1 ;
г) 0,32~ * >  12.
б) logs( 12 — 2лс — х*) >  2;
г) l°g„(*  +  1) +  lo g „ x <  lo g ^ .
б) log^c— 10gijA<6;

> 3 .

6) log0 32 ёки log83;
г) log, 10 ёки logg57?

572. lg x  ни lg a  ва lg  b орцали ифодаланг, бунда а  >  0, b >  0, а > 0 :

б) хъ — а2'5 У Ь 3 ;ча) х — -*■?=;
Уь*

i ) f a = a y*fa;  г)УлГ~(Уа)'ШЬт'“ .
Тенгламани ечинг (573 — 575).

573. a) log,, х — log03 4- log0 5; б) loga х =  log012 — 2 loga2;

в) ,0ёах =  lo g ^ -2  4- lo g ^3 ; г) loge x +  - у  loga2 =  loga,3;
a

д) lg** =  1;
ж) log|A +  log02x = 2 ;

574. а) Xй1 x =  10 000;

e) log| x  logj x — 2 =  0; 
з) log2 (x 4- 1) — lo g , (x + 1) = 5 .

B) ^ - 2= 8 ;
6) a108** =  125a*;

з

575. a)
lg* —6 

B) log* x  4-

4-
lg-*4-2

=  1; 6)

Г) X ^ ~  

1
9 •

+ =  l;

Iogx 2

lg * 4 - l ' lg* +  5 
=  5; r) 2 log^j-д: +  l o g , ! -  =  3.

Тенгламалар системасини ечинг (576 — 579).
576. а) |  x  4- у  — 7, б) I log* x  4- log* у  =  1 4- log^ ,

1 lg *  +  lg y  =  1; ( x  +  у  — 20 =  0;
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в) j !g(*l +  Уг) = 2 ,

577. a)

| logJ8 +  log48 у  =  1;

3 ' 4- 3y =  12,

r)

6)

3*+*' =  27;

в) ю 1+1в<дг+4,) = 5 0 ,

lg(*“  y) +  lg(* +  y) =  
=  2 — lg 5;

578. a) f I/ — logaX 1,

lo g , (* 4- y) =  2,
T

Ioge(*- «/)=2.

lo g ^ * 4 -  log , у  =  2,
з T

logj_ JC—log t 4;
3 3

32* — 2y =  725.
y_

3x — 2 2 =  25.

( 1/ logs* 
\ x y = 3 1*;

б) I 3 y • 9 r = 8 1 ,
j Ig (* 4  #)2— lg *  =  2 lg3;

B )  j  3 I + 2  l o g ,  ( y - x )  =  4 8 i

i 2 log5 {2y — x — 12) =  !og6(j/ — x) 4- log8(^ 4- *);
r) 1 ■+ 1

ig.v — 1 lg ^  +  i 
lg2y — 2X=- 5.

579. a) _L_
2 C0SJC 4- 2 cosy — 5

=  2~ x .

6)

cos x  - {--------
2  cos у  4 •

g 2 t g x +  COS» _ _  g

g C O S  J f -------- 8  1 * 8  x  _  2 ;

в) j log2 sin * 4 - log2 sin у  =  — 2,
| log, cos * 4- log;, cos у  =  1 — logj 4;

r) 1 nCos у

\  3

log2 (sin * — cos y) 4- log2 (sin * 4- cos y) — — 1.

12-§. КУРСАТКИЧЛИ BA ЛОГАРИФМИК ФУНКЦИЯЛАРНИНГ 
\ОСИЛАЛАРИ

45. Курсаткичли функциянинг хосиласи ва бошлангич 
функцияси

Олдинги пунктларда курсаткичли функциянинг графиклари хеч 
бир синиксиз хар бир нуктаси да уринма утказиш мумкин булган 
силлик чизик шаклида тасвирланган эди. Аммо функция графигига
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нуктада уринманинг мавжудлиги функциянинг шу нуцтада диффе- 
ренциалланувчанлигига тенг кучли. Шу сабабли курсаткичли функ
ция барча нуцталарда дифференциалланувчи деб фараз ^илиш 
табиийдир.

ах функциянинг а  =  2; 2,3; 3; 3,4 доллар учун бир нечта графигини 
ясаймиз (147-раем) ва бу графикларга абсциссаси 0 га тенг булган 
нуктада уринмалар (хаёлан) утказамиз. Бу уринмаларнинг абсцис
салар уцига ^иялик бурчаклари тахминан мос равишда 35°, 40°, 48° 
ва 51° га тенг, яъни а катталашиши билан ах функция графигига 
М  (0; 1) нуктада уринманинг бурчак коэффициенти аста-секин 
tg  35° дан tg  51° гача ортиб боради. а ни 2 дан 3 гача катта-
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дртптириб, а нинг шундай цийматини топамизки, бу цийматда те- 
гйщли уринманинг бурчак коэффициента 1 га тенг (яъни унинг 
ориш бурчаги 45° га тенг) булиши равшан булиб цолади. Бу фа- 
разнинг аниц ифодаси цуйидагича (биз уни исботсиз цабул циламиз).

2 дан катта, 3 дан кичик шундай сон мавжудки (бу сон е ^ар- 
фи билан белгиланади), у  — е* кдрсаткичли функциянинг О нуцтпа- 
Оаги хрсиласи 1 га тенг булади, яъни

А х-> -0  да е -д -> 1. (1)

1-т е о р е м  а. е* курсаткичли функция *ар бир нуктада 
дифференциалланувчи ва

( е * ) ' = е х
И с б о т .  Олдин у —е х функциянинг х ну^тадаги орттирма- 

сини топамиз:
Д у  =  ед ех> =  (еАх _  1).

(1) тенгликдан фойдаланиб, ушбуни топамиз:

л п &У ех,(еАх — 1) рх, еАх — 1 _^рх,
Ах - + 0  да ^  = =  ~ л Г ~  ^  •

К Досиланинг таърифига кура, бундан х,ар цандай х да у' ~  ех 
яъни (ех)' — е* экани келиб чикади.

1-м и со  л. е?х функциянинг ^осиласини топамиз:
(е*х)' =  (5 х)' =  5 е Ч

Э с л а т м а .  е сони иррационал эканлиги исботланган, шу са
бабли у чексиз унли давриймас каср куринишида ёзилади. Элек
трон ^исоблаш машиналари ёрдамида е сонининг икки мингдан ор- 
тик Унли каср рацамлари топилган. Бу касрнинг дастлабки рацам- 
лари бундай:

е =  2,71828 . . . .
е* функция купинча экспонента деб аталади ва ехр х  деб 

белгиланади («экспонента икс» деб у^илади)
е сони мусбат ва 1 дан фар^ли булгани учун е асос буйича 

логарифмни ^араш мумкин.
Т а ъ р и ф .  е  асосга кура логарифм н а т у р а л  л о г а р и ф м  

дейилади (In каби белгиланади):
ln *  =  logex. (2)

J^ap ^андай мусбат а сон учун асосий логарифмик айниятга 
к?ра

в = а .
Шу сабабли ^ар цандай а* курсаткичли функция

а* =  (е1п “)* — ех1аа (3)
к^ринишда ёзилиши мумкин.
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а  нинг ихтиёрий цийматида курсаткичли функциянинг ^осиласи 
формуласини чицарамиз.

2- т е о р е м а. %ар цандаи мусбат а да а х функция *ар бир 
х нуктада дифференциалланувчи ва

(а*)' •= а х In а. (4)

И с б о т  и. (3) формуладан мураккаб функциянинг ^осиласи з ^ и -  
даги теоремага кура д * ( а > 0 )  функция з^ар кандай х да диффе
ренциалланувчи ва

{<?)' — (е*1па)' = в * 1пв1па =  а*1па (5)
эканини з^осил к,иламиз.

Н а т и ж а .  й* курсаткичли функция уз аникланиш сохасининг 
з^ар бир нуцтасида аникланган, яъни хар ^андай а >  0 ва ихтиё
рий х0 да

х-*-х0 булса, а*-*-а*о
булади.

Бу эса курсаткичли функциянинг дифференциаллан увчанлиги 
ва дифференциалланувчи функциянинг узлуксизлигидан (ц. 18-п.) 
келиб чикади.

2 - м и с о л .  2х ва 5_3д функцияларнинг з^осилаларини топамиз, 
(4) формулага кура

(2 ') ' =  2х In 2, (5-3 -г) ' =  (—3) - 5“ 3̂  In 5.
3 - м и с о л .  у — хек функциянинг Усишини (камайишини) ва 

экстремумини текширамиз.
Шу функциянинг з^осиласини топамиз:

у' — (хехУ =-■ х'ех +  х(ег)' — е* +  хе* =  ех (1 +  х).
Дар кандай х  учун е х >  0 булгани са

бабли у' нинг ишораси (1 -}- х) нинг ишо- 
раси билан бир хил булади. Демак, (— 1; 
оо) ораливда у' > 0 ,  шу сабабли у  [— 1; 
оо) оралиада усади. (— оо; — 1] оралиада 
« / '<  0, шу сабабли у  (— оо; — 1] оралиада 
камаяди, х0 = — 1 нуктада з^осила ишораси
ни минусдан плюсга узгартиради ва, де
мак, х0 =  — 1 минимум ну^та.

148-раем. функция графигининг эскизи 148-расм-
да келтирилган. 1 ва 2- теоремалардан
3- теорема келиб чикади.

3 - т е о р е м  а. е х ф у н к ц и я  R  д а  е* ф у н к ц и я  у ч у н  б о ш 
л а н г и ч  ф у н к ц и я .  —  ф у н к ц и я  а х ф у н к ц и я  у ч у н  R  д а  

1па
б о ш л а н р и ч  ф у н к ц и я .

Дацицатан, In а  — узгармас ва шу сабабли з а̂р цандай х  да:

) =  —— (ах)'  =  —— ах In а  =  ах. 
l i n o /  In a I n a
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rjjy билан функция ах функция учун 
3 In а

Л да бошланfhh функция экани исботлан
ди. {?*)' =  е* тенгликдан эса барча х  лар 
учун е* функция е* функция учун R  да 
бошлангич функция эканлиги келиб чи^ади.

4 - м и с о л .  а )5 х; б)4-2х; в)4е3х— 10*0,6^ 
функциялар учун бошлангич функциялар то
памиз.

3 -теорема ва бошлангич функцияларни 
топиш цоидаларидан фойдаланиб, жавоблар- 
нн ёзамиз:

а) б) i±L;
7 In 5 In 2

„) ± - е 3х-  10- 
' 3 In0,6

5 - м и с о л .  Ушбу у  — 3х, у  — 0, х — — 1, 
х =■■ 2 чизицлар билан чегараланган фигу- 
ранинг юзини топамиз.

Курсатилган фигура эгри чизикли тра- 
пециядир (149-раем). Шу сабабли унинг 
юзи S ни эгри чизикли трапеция юзининг 
формуласи буйича топамиз:

I  5== \ у а х - Л . \ '  =
J  In 3 | - 1  In 3
-1

Магщлар
580. Натурал логарифмлар жадвали буйича (ёки калькуляторлар ёр

дамида) топинг: a) In 3; б) In 56; в) In 47; г) In 1,7. 
Функциянинг хосиласини топинг (581 — 582).

581. а) е3х\ б) е~%х- -**•

Д) « Г

149- раем

26
In 3 3 In 3

3etlx; е) еЪх +  4е '

в) г) е~
X

ж ) 1 , 7 Г + 1 ;  з) 3м

,3—в г .

7-2*—>х

582. а) 2х cos х\ б) 7 tg  Зде; 
3х

е)

в) дг3 е х; г) V~x ctg  5х;

*« +  i;  е ) 2х +  5 » ;  ж ) 4х +  5 ; 3> У х  +  0,5

583. Функциянинг усиш (камайиш) ини ва экстремумини текшн- 
ринг:
а) хе~х; б) хе*х; в) х*2~х; г) х* 0,7х.

584. f функция графигига х0 абсциссали нуктадаги уринма тенгла
масини ёзинг. Бунда a) f(x) =  е*, х0 =  0; б) / ( * ) = 3х, х0 — I.
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585. Функциялар учун бошланрич функция топинг:

a) V-, б) 7-е*; в) 5 - 3 ';  г) 2- 0,9х — 5,6х;
д) е**; е) 2~1ох; ж) 125~ 7Jr; з) 2,34+ ^ .

586. Интегрални хисобланг: ’

a) j  2xdx\ б) J0.5 X dx-,b) J4 *  dx\ г) f a  dx.

~2
587. Куйидаги чизицлар билан чегараланган фигуранинг юзини то

пинг:

а) у  — е1, у  =  0, х — О, х  — 1;
б) у =  2х, у — 0, х  — — 1, х =  2\
в) у =  е*. у  — егх, х  =  1;
г) У  — 3х, у  — 9х , х  =  \.

46. Логарифмик функциянинг хосиласи

Э^ар цандай * > 0  да

In' х =  ~ ~  (1)

тенглик бажарилишини исботлаймиз. Асосий логарифмик аиниятга 
кура барча мусбат х ларда х  =  e Snx, яъни бу тенгликнинг иккала 
томонида ( R +  да аникланган) битта функциянинг узи турибди. Шу 
сабабли х  ва eliu функцияларнинг хосилалари тенг, яъни

х ’ =  (е"")'. (2)
Унг томоннинг хосиласини мураккаб функциянинг хосиласини то
пиш цоидаси ва 1-теорема (45-п.) буйича хисоблаймиз:

(«'“ ) ' = е ,пх-1п'х =  х  In ' *, 
х' — 1. Топилган хосилаларни (2) тенгликка куямиз:

1 =  х  In ' х, бундан In' х  — —

т  Мураккаб функциянинг хосиласини топиш коидасидан фой- 
даланиш нега мумкинлигини тушунтиришгина цолади. Бунинг учун 
логарифмик функция хар бир нуктада дифференциалланувчи эка
нини курсатиш керак. у  =  loga x ва у  =  а* функцияларнинг гра- 
фиклари у  =  х  турри чизиеда нисбатан симметрии. Курсаткичли 
функция хар бир нуктада дифференциалланувчи, унинг хосиласи эса 
нолга айланмайди, курсаткичли функциянинг графиги хар бир нук- 
тасида ногоризонтал уринмага эга. Шу сабабли логарифмик функ
циянинг графиги хам хар кандай нуктасида новертикал уринмага
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эга. Бу эса логарифмик функциянинг ;уз ани^ланиш со^асида диф
ференциалланувчи эканлигига тенг кучлидиР- т

1-м и с о л .  Функцияларнинг ^осилаларини топамиз: a) ln (5 + 2 x );
б) logs*: в) logv (2х).

а) (1п (5 +  2 х ) ) =  5 + 2 х ' 2 =  5 +  2х

. .  Пп х \ '  1
б) (logs *) = ( 1пз )  = * 1пз;

/1п2д:\' 2 1
В) ( l0 g 7 2X)' =  (  ln7 J =  2дг1п7 =  дс1п7 ‘

2 - м и с о л .  у  =  хг\пх функцияни усиши, камайишини, экстрему
мини текширамиз ва унинг графигини ясаймиз.

функция * > 0  да аницланган. Бу функциянинг ^осиласини то
памиз:

1 1 \
у' =  2х  1шс +  хг —  =  2 х  In х  +  х =  2х (In х  +  - у J.

х > 0  булгани учун у' нинг ишораси (in х  +  нинг ишораси

билан бир хил булади. Бундан, 00 ) оралиеда у' > 0  экани

келиб чи^ади, шу сабабли - у -  ; оо j ораликда функция усади;

(о; оралиеда у' манфий, шунинг учун у  (о; y j ]  оралиада

камаяди. y j  нуктада ^осила ишорасини минусдан плюсга узгар
тиради, демак, бу минимум нуктаси.

Функция графигининг эскизи 150-расмда келтирилган.

150- раем 151- раем



( 1) формула —  функциянинг (0 ; оо) оралицдаги исталган бощ 
лангич функциясини

1п* +  С (3)
к$ринишда ёзиш мумкинлигини курсатади.

—  функция (— оо; 0) о р ал и ^а  ^ам бошлангич функцияга эга, 
бу In (— *) функциядир. Ха^икатан,

( И — J f ) ) ' = Z 7 - ( — 1) =  ~  (4)

х ~̂ > 0 да |л:| — х ва * < 0 да |*| — — *, шу туфайли биз 0 нуцтани 

уз ичига олмайдиган хар цандай ораликда —  функциянинг бош
лангич функцияси In |*| дан иборат эканини исботладик.

3- м и с о л .  J T 3 функция учун бошлангич функциялар (— 3 нук-
тани уз ичига олмайдиган ^ар цандай оралнада) In |* -j- 3| -f- С 
га тенг.

1
7 функция учун бошлангич функцияларнинг умумий кури

ниши нуктани уз ичига олмайдиган хар кандай ораликда !

~  In |5* +  7| -f  С дан иборат.
1

4 - м и с о л .  у = — , у  — 0, * — 1, * — 2 чизи^лар билан чегара
ланган фигура юзини топамиз (151- раем).

I
* > 0  да In *  функция ~  функция учун бошлангич функция

булгани учун бизни кизиКтиРаётган ЭГРИ чизикли трапециянинг 
юзи бундай:

S - I n 2 — lnl  =  1п2.

Машцлар

Функциянинг ^осиласини топинг (588 — 589).

588. d) In 2*; б) log0lJI*; в) log7(2 +  3*); г) log0.2 (9 +  5 *) ;
д) logj7*; е) 1п (1 +  3*); ж) In 6*; з) лг3 In*.

In *  I п (54-Зж)
M9. a) — ; 6) x i+ ~  . в) l g 3*; r) [ x lg* .

590*. Arap
a) /(*) =  Iru, * , =  1; 6) f(x) — In*. x9 =  3;
b) f(x) =  lg*. *e =  l; r) f(x) =  log3*, x0 =  9.

1
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булса, f функция графигига х0 абсциссали нуцтадаги уринма 
тенгламасини ёзинг.

591- Функцияни усиш (камайиш) ва экстремумга текширинг:

a) xlnx;  б) х\п*х\ в) г)

592. Функциянинг бошланрич функцияларидан бирини топинг:
ч 1 о  1 ч 3 . 2  3а) -----  б) ------  в) -------; г ) ---------------

х + 5 ; 3 + 2 * ; 7х+ 1  х х + 5

593. Интегрални ^исобланг;

а) Г—; б) № ( а > 1 ) ;  в) Г — г) Г — .
J  х  J x  J  3 — 2х J  0,5х +  3
1 1  - 1  - 4

594. Куйидаги чизи^лар билан чегараланган фигура юзини ^исоб- 
ланг:

II о У =
1

УX
х — 1, X — 3;)

б) у  =  0, У =
1
X

х — 2, х =  5;

в) у  =  0, у--=
1--- ■ ♦
X

4, х — 10;

—} II © У =
1

»X
х — 0,3, х =  1.

47. Даражали функция ва унинг ^осиласи

Сиз исталган р  ^ациций сон учун ва ^ар бир мусбат х сон учун 
хр сон ани^ланганини биласиз. Шу билан бирга (0; о о ) ораликда 
тайинланган р  да

f(x) -  хР
формула билан берилган f функция аницланган. Бу функция дара- 
Жали функция (р даража курсаткичи) дейилади. Агар р > 0  булса, 
У ^олда даражали функция х — 0 да хам аникланган булади, чунки 
0* — 0. Бутун р  ларда даражали функция л :< ;0 у ч у н  >̂ ам аниклан
ган. Ж уфт р  ларда бу функция жуфт, тоц р  ларда эса ток; функ
циядир. Шу сабабли даражали функцияни текширишни (0; оо) ора- 
лшадагина утказиш етарли.

Курснинг олдинги булимларида х р  н и н г  хосиласи учун бутун
Даража курсаткичлари ва шунингдек, р  — —  учун формула чи^а-

Рилган эди. Энди даража курсаткичи р  ихтиёрий ^аци^ий сон бул- 
ган даражали функциянинг ^осиласи учун формула чикариш ^олди:

(хр У =  pxP~l. ‘ (1)
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Дацщатан, х =  е пх булгани учун хр= е р , бундан мураккаб 
функция хосиласини хисоблаш формуласига кура ушбуни хосил ки- 
ламиз:

{Хр у  =  (еР'**)' =  е ^ х (plnx)' =  хр - р - —  =  рхр- 1
X

(1) формула исботланди.
р < .  О да даражали функция (0; оо) ораликда камаяди, чунки 

х > 0  да (хр)' =  рхр~ 1< 0 .  Бундан тахщари, х — 0 да даражали 
функция 0 га тенг ва д с > 0  хамда * -> -0  да хр -*-0. Шу сабабли 
О нухта усиш оралигига кушилади, яъни р >  0 да даражали функ
ция [0; оо) ораликда усади. Даражали функция графикларинннг 
мисоллари хар хил р  лар учун 152— 154- расмларда келтирилган.

2. Ушбу
(1 4- Д х)“ да 1 4- а  А х  (2)

такрибий формулани чщарамиз (Д х канча кичик булса, якинлашиш 
шунча аник булади).

f ( x ) =  ха функцияни караймиз ва х„=\.  ва х =  I +  Да- да 2 3 -п. 
дан маълум булган

f(x) да f(x0) +  f ( x 0) Д х (3)
такрибий формуладан фойдаланамиз. f(x0) =  f ( l ) = l  ва / '(* ) = ®*“~' 
га эгамиз, бундан f ( * 0) = f ' ( l ) = a - 1а_1= а .  (3) формула буйича 

f(x) =  (1 +  Д х)“ да 1 4- a  Ах.
Купинча бу формула илдизларни хисоблашда кулланилади. а  —

— —  деб олиб, топамиз:П
п *_____  iV 1 +  Д* =  (1 +  Ах)п да 1 +  ~  (4)

М н е о л . Такрибий кийматларни хисоблаймиз: а) б) >/27i03:
в) V  1000.

(4) формуладан фойдаланамиз:

а) V  1.08 = (1 4 -0 ,0 8 )*  да 1 + -^ - .0 ,0 8  =  1,02;
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/2 7 ,0 3  нинг вергулдан кейинги саккизта ишорали ^иймати бун
дай: /2 7 ^ 0 3  да 3,0011107.

в) 210 =  1024 эканини ^айд ^ипамиз. Ушбуга эгамиз:

>/Тб(Ю = ' V W = 2 4  =  2 . y  \ - g - * 2 ( l - ^ ) «  1.995.

(1) формуладан f (х) =  хр даражали функциянинг хосиласи да
ражали функция экани келиб чикади (f ( x ) — р х ^ 1). Даражали функ
циянинг бошлангич функциясига нисбатан ran бош^ача. р Ф  1 
да д х)—хр даражали функция учун бошлангич функциянинг уму- 

xp+i
мий куриниши F(x)~ у т п  +  С эканини текшириш осон. р =  — 1 
да, маълумки, функциянинг бошлангич функцияси 1п | х|Ч~С кури- 
нишда булади.

Машцлар
595. Функция графигини схематик гасвирланг ва унинг ^осиласини 

топинг:
1

a) f(x)  =  xvT \ б) g(x) =  * ” ; в) и(х) =  х~‘ , г) v(x) =  х01.

596. 155- расмда у  =  У  х\ у  — у^ х\ у  =  V x  (х >  0) функциялар
нинг графиклари ясалган.
а) График буйича / 2 ,  / 3 ,  / 3  нинг кийматини топинг.
б) Жадваллардан ёки калькулятордан фойдаланиб, / 2 ,  У  3 
ва / 3  кийматини хисобланг.
в) / 2 ,  V 3 ва / 3  нинг кийматларини (4) формуладан фойда
ланиб та^рибан хисобланг.
К у р с а т м а .  2=1,4*4-0,04; 3 =  1,43+ 0 ,2 5 б ; 3 =  1.3<4-0,1439.
г) Олинган натижаларни таэдосланг.

597. Тацрибий цийматларини (4) формуладан фойдаланиб хисобланг:
_i ±

а) (8-3) 3; б) / 8 1 ;  в) /6 2 5 ^ 3 ;  г) 48 *■
598. Такрибий кийматларини топинг:

а) / < Ш Г  б) / 3 0 ;  в) / 9 0 ^  г) / 3 3 .
599. Функция учун бошлангич функцияларнинг умумий курини- 

шини топинг:
а) у  =  х*7; б) у  =  х у"3 ; в) у  = -------- х ; г) Зх 1.

15 — Алгебра ва анализ асослари, 9 -1 0 - синф. 225





000. Куйидаги чизи^лар билан чегараланган фигура юзини хисоб- 
Щ Г  ланг:

а) у  ^ 0 ,  у  =  х ^  х — 0, * =  1;

б) У =  0, у — — , х — 3, х  — 5;

в) у=--0, у  =  х~°-н, х — 1, х — 32\
ч Уз-  1 1г) , у --=— , * = - —•

х  2

48. Курсаткичли уснш ва курсаткичли камайиишинг дифферен
циал тенгламаси'

£ '  Физика, техника, биология ва ижтимоий фанларнинг купгина 
масалаларини ечиш

f '(x)=kf(x)  (1)
дифференциал тенгламани цаноат.пантирувчи f функцияни топишга 
дойр математик масалага келтирилади, бунда k — бирор константа. 

Курсаткичли функция хоснласининг форму ласин и билган холда
f(x) =  СеРх (2)

куринишдаги .\ар кандай функция (1) тенгламанинг ечими були- 
шини пайхаш осон, бунда С — узгармас. С ихтиёрий булгани са- 
бабл'и (1) дифференциал тенгламанинг ечими чексиз куп.

(1) тенгламанинг (2) куринишдаги функциялардан бошка ечими 
йуклигини исботлаймиз. Бунинг учун (1) тенгламани каноатланти- 
рувчи ихтиёрий f  функцияни ва F ёрдамчи функцияни караймиз:

Щ '  F(x) =  f(x) е~кх. (3)
F функциянинг хосиласини топамиз:

F'{x) =  f'(x) е~кх +  f{x) ie~kx)' =  f i x )  е~кх — kfix) е~кх.
f'(x) урнига унинг (!) генгламадаги kfix) кийматини куйиб, куйи- 
дагини хосил киламиз:

F'ix) =  kf(x) е~кх — kf ix) е~кх =  0.
F функциянинг х°силаск нолга тенг булгани учун бу функция 
барча х  ларда константа булади: F{x) =  С. (3) тенгликдан

fix) е~кх =  С, бундан fix) =  Секх,
Шуни исботлаш талаб хилинган эди.

Э с л а т м а .  Биз юкорвда келтирилган мухокамааарда f функция 
сонлар ухининг хамма ерида анихланган ва (1) тенгламани каноат- 
лантиради деб фараз хил дик. Конкрет масалаларда купинча (1) тенг
ламани бирор оралицдагина ханоатлантирадиган функцияларни караш- 
га тугри келади. Бундай холда (2) формула (1) тенглама бажарила- 
диган оралихдагина масаланинг умумий ечимини беришн табиий.



(1) дифференциал тенгламанинг мазмуни шундан иборатки, функ
циянинг *  нуцтадаги узгариш тезлиги функциянинг шу нуцтадаги 
цийматига пропорционалдир. Б у  тенглама купинча амалий масала- 
ларни ечишда учрайди.

1-м и с о  л. (Радиоактив емирилиш.) Вактнинг бошлангич пайтила 
радиоактив модданинг массаси

т (0) =  т0 (4)
га тенг булсин.

Модда массаси m(t )  нинг t  ва^тга нисбатан камайиш тезлиги 
унинг миадорига пропорционал экани маълум, яъни

т (t) — — k m( t )
тенглама бажарилади, бунда А > 0 .  Юцорида аницланганига кура:

m(t )  =  C e - kt.
С константа (4) шартдан топилади. Чунончи, t =  0 да 

т0 =■ т (0) =  С е ~  *'° =  С,  яъни С =  т0.
Охиррда

m(t)  =  т #  ~  * ‘ (5)
ни ^осил циламиз.

Царалган мисол типикдир: дифференциал тенгламанинг чексиз 
куп ечимлари орасидан б и т т а с и н и  ажратиб олиш учун одатда ян а 
«бошлангич шартларни» (бизнинг мисолда бу (4) шарт) киритиш та
лаб ^илинади.

Радиоактив модданинг массаси икки марта камаядиган вацт ора- 
лиги Т  радиоактив модданинг «ярим емирилиш даври» дейилади. Т 
ни билган Зфлда к ни топиш мумкин.

/-г\ 1 -* Г  1т{Т)  =  — т0, яъни т0е = J mo 

булгани учун ушбуга эгамиз:
-  к г _  1

~  Т
Демак, ем =  2, k T  =  I n 2,

к = ™ ~
Т

Масалан, радий учун Г »  1550 йил. Шу сабабли

* =  М *  0,000447.

Бир миллион йилдан кейин радийнинг т0 бошлангич массасидан 
фацат

m (10*) « т0е ~  147да 0 , 6 - 1 0 “  1Мт 0
цолади.

228



г  2 - м и с о л .  Мамлакат а^олиси йилига 2%  ортсин дейлик. Мам- 
лякат а^олиси- сонининг ва^тга боглшушги S — S(t )  ни (йил ^исо- 
бяда) $ = 0> 025(0  тенгламага буйсунишини ани^рок яцинлашиш 
билан ^исоблаш мумкин ва у

формула билан берилади, бунда S0—S  (0)— \исоблаш бошланган вацт-
гача булган а^оли сони.

3-м и со  л. Вацтнинг бошлангич моментида Т0 температурага эга
булган жисм Т1 температурали му^итга жойлаштирилган булсин. 
Табиийки, TQ< T l да жисм секин-аста цизийди, Т0 > Т 1 да эса
совийди.

Жисм температураси Т (t) нинг узгариш тезлиги температуралар 
айирмасига пропорционал деб фараз циламиз (бу фараз ^ацицатга ун- 
ча яцин булмаса ^ам). Бу

эканини билдиради*. (1) тенгламанинг ечимини топиш учун

к^ринишга эга эканини узил-кесил ^осил к,иламиз

* (6) тенгламанинг унг кисми олдига минус ишорасинк цуйиб, k коэффициентни 
Т  температуранинг Т  >  Т 1 ва Т  < Т г да ^згаришинннг й^налнши х,ацида айтил- 
ганига мувофи^ мусбат деб ^исоблаймиэ.

S ( t ) — S0e ° 'M*

г  (/) =  —  k(T — Tt) (6)

(7)

(8)

T(t )  =  T1 +  (TQ- T 1) e - kt (9)



156- раем да T=--T( t )  функциянинг тур- 
лича Т0 бошлангич цийматларга мос келув- 
чи ^олларининг графиклари схематик тас
вирланган. Буларнинг каммаси /  чексизлик- 
ка интилганда

T ( t ) = T l (10)
^ стационар ечимга яцинлашади, бу ечим

— Т х Да, яъни жиемнинг температураси 
му.^ит температураси билан бир хил бул- 
ганда булади. ▼

Сиз дифференциал тенглам алар билан учинчи марта учрашмоцда- 
сиз. Олдинги икки х о л н и  эслатиб утамиз.

1. г  нукта отирлик кучи  таъсирида вертикал каракат килганда 
унинг координатаси

Z"(t) =  g  ( l l )

дифференциал тенглам ани цаноатлантиради. Б у  тенгламанинг уму
мий ечими

z ( t )  =  z o +  v° t +  f /l (12)
I

куринишга эга, бунда

го = 2 ( 0 ) .  у0 =  2 '(0 ). ( 13)

г„ ва v0 нинг ^ийматларини урнига куйиб, ягона ечимни топамиз
2. Гармоник тебраниш ларда

y " ( t )  =  — « * y( t)  <14)

дифференциал тен глам ага  мувофик умумий ечим

У у )  =  A  co s  (со t 4- ф) (15)

куринишга эга булади, б у н д а  А  ва ф — ихтиёрий константалар. Агар

у  (О) =  У0’ У' (0) =  "о
бошлангич шартлар б ер и л га н  б у лса , у константаларни аншугаш мум
кин.

Бу мисоллар д и ф ф ерен ц и ал  тенгламалар текширишнинг ^анчалик 
кучли аппарати эканини т у ш у н и ш  имконини беради. Купинча бирор 
процессии бошкарувчи э л е м е н т а р  крнунлар дифференциал тенглама- 
лар куринишида ёзиладн п роцесс вацтга нисбатан кандай ривожла- 
нишини билиш учун б у  д и ф ф ерен ц иал  тенгламаларни ечишга тугри 
келади.
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Matu^/iap

601 у -  5 e 3jt функция у' — 3 у  тенгламани цгяоатлантиришини ис
ботланг.

6в2 у  7 е _ 2 х функция у' =  — 2 у  тенгламаю ^аноатлантиришини
К  исботланг.
603. и -  3 е ~ 1 х функция у ' =  — 7 у  тенгламаш каноатлантириши-
К ’ чи исботланг.
604* т мг массали С радийдан t  минут радюактив емирилишдан 

кейин п мг цолди. С радийнинг ярим емиралиш даврини топинг.
60S* Радиоактив емирилиш бошланишида 1 г А радий бор эди. 

\vap А радийнинг ярим емирилиш давриЗ минутга тенг бул- 
са, неча минутдан кейин 0, 125 грамм радий ^олади?

606* Радиоактив модданинг ярим емирилиш даври 1 соатга тенг. 
Неча соатдан кейин унинг мивдори 10 шрта камаяди?

607* Агар радийнинг ярим емирилиш даври 1550 йил булса, 1000 
йилдан кейин радийнинг кандай ^исми колишини хисобланг.

608*. Агар f функция Я  да ^осилага эга бу.тсз ва иккита ихтиёрий 
хх ва х2 киймат учун f +  х2) =  f (jejf(х2) булса, у хрлда 
барча х£Я лар учун / ( х ) = е ах ёки f (x)= 0 булишини исбот-

I I  лянг
600*. Бир жисмнинг температураси 200°, бощасиники эса 100°. Бу 

жисмларни 0е ли ^авода 10 минут совитмгандан кейин бирин- 
чи жисм 100° гача, иккинчи жисм эса 8С гача совийди. К,анча 
вяктдан кейин жисмларнинг температураси тенглашади?

6)0*. Икки жисм бир хил 100° температурап эга. Улар 0° темпе- 
ратурали хавога чи^арилди. 10 минутдав кейин бир жисмнинг 
Температураси §0°, иккинчи жисмнинг температураси 64°'бул- 
ди. Совиш бошланганидан ^анча вактдаЕ кейин температура- 
ларнинг фари,и 25° га тенг булади?

611*. Моторли ^айик соатига 30 км тезлик билан сузади. Мотор 
учирилгандан 3 минут кейин кайи^ ^авдай тезлик билан су
зади? / К,айикнинг v (t) ( —— хисобида ) «злиги и' (/) =  — kv(t)

дифференциал тенгламани каноатлантиршидан фойдаланинг,

Тарихдан маълумотлар

Даражанинг каср курсаткичлари ва каср курсаткичли даражалар 
устида энг содда амаллар бажариш ^оидалаок XIV аерда яшаган 
Француз математиги Н. О р е е м  (1323 — 1382) ишларида учрайди. 
Ф р а н ц  Н. Ш ю к е  (XV аср) манфий ва ноль курсаткичли даража- 
ларни урганган. ■

Немис математиги Н. Ш т и ф е л ь  (1486-1567) «курсаткичлар» 
(exponenten) номини киритган ва а ф 0 ва а1 =  1 нинг таърифини

\  мин
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берган. У бир хил асосли натурал даражали натурал сонларни 
цослаб, бу хусусий ^ол учун ушбу муносабатларга келган: log ( а ^
— log а  +  log b, log —  =  log а  — log b. b

Логарифмлар инглиз математиги Ж. Н е п е р  (1550 — 1617\ 
швейцариялик математик И. Б ю р ги  (1 5 5 2 — 1632) томони 
(бир- биридан хабарсиз) киритилган. Логарифмлар назариясини Не*31* 
ривожлантирган. У арифметик ифодаларни логарифмлар ёрдаи!!^ 
^исоблаш усулларини ишлаб чщкан ва логарифмларнинг муфасИДа 
жадвалларини тузган. Непер жадваллари натурал логарифмларн^ 
,\озирги жадвалларидан оз фар^ цилган. Ун ли логарифмлар инглия 
математиги Г. Б р и г г с  (1556— 1630) томонидан киритилган. Лейб! 
ниц XVII аср охирларидаёк, логарифмлаш ь;оидалари ёрдамида куп- 
саткичли тенгламаларни ечган. Логарифмлар жадвалларидан фойда
ланиш, кейинчалик логарифмик линейкадан фойдаланиш хисоблашни 
анча соддалаштирди ва улар узок ва^т ^исоблашнинг асосий воси- 
таларидан бири булиб келди. Француз математиги Лаплас логарифм- 
ларнинг ижод ^илиниши ^исобчиларнинг умрини узайтирди, деган.

Т а к р о р л а ш г а  д о й р  с а в о л л а р  ва  м а с а л а л а р
1, 1) Соннинг л-даражали илдизи таърифини беринг. п- даражали 

арифметик илдиз нима?
2) К,ийматларини топинг:

6 г у
а) / = 2 7 ;  б) / 6 2 5 ^  в) / - 1 2 8 ;  г) \  б7: д) ■
3) Тенгламани ечинг:

а) х3 =  125; б) х* — 64; в) х6 = ------- -— г) х* ~  — 16.
243 ;

2. 1) Арифметик илдизларнинг асосий хоссаларики ифодаланг.
2) Ифодани алмаштиринг:

. 4 e^ _  Y 125 / 6 /27 \а Г ^ ь г
а> / 8 . / 4 ; б ) — ; » > ( У 7 ) ; У  - Г

3) Сонларнинг ^айси бири катта:

а) / б  ёки / 5  , б) / 5  ёки / 3 ;

в) / 1 2 8  ёки / 4 ;  г) 2100 ёки 100м ?
3. 1) Рационал курсаткичли даража таърифини беринг ва бунД3*1 

даражаларнинг асосий хоссаларини ифодаланг.
2) 1^ийматларини топинг:



3) Сон«> н т г  |'айси бири KaTTf

,) ‘/X S ^
j4_ _ i _  - J L  - 0 , 6

в) 0,3 7 ёки 0,3 7 ’ г) 5 3 ёки 5 ?

. курсаткичли функцияларнинг асосий хоссаларини ифодаланг. 
4' 2) Функция графигини ясанг:

а ) ! , _ 4 ' ;  б ) ? = ( т ) ‘ : ‘ ) S - V :  r ) y - ( - i ) ‘ .

3) Сонларнинг кайси бири катта:

а) 20-* ёки 2 ; 6) 1 , 2 - ^  ёки 1 . 2 ^ ;

У 5" ✓Г я - 3
В) j_'| ёки ; г) 0 ,3  ёки 0 ,3  ?

5. 1) а) а х = а ‘  ( а > 0, а  =/= 1) тенглама илдизини топинг.

б) а х> а с тенгсизликни ечинг (иккита холни ^аранг: 0 < а <  1 
ва а >  1).
2) Тенгламани ечинг:

_i_
а) 27* =  9 5 ; б) 3*+2 — 3 '  =  72;
в) 0,5Jr,+-r_2-s =  V 7! ; г )  9*+3 +  3*+2 =  18.

3) Тенгсизликни ечинг:

а) Зх< ~ ;  б) ( - L ) X+I> 4 ;  в )  5х,+1 > - Ь  г) о / ‘+' > 5 .

6- 1) Тескари функция нима? функцняга ва унга тескари функция- 
гамисоллар келтиринг. Тескари функция ^а^идаги теоремани ифо
даланг.
2) Тескари функция графиги хоссасини ифодаланг. Агар
а) f(x) =  2х +  3; '  б) / (х) =  х3;
в) f (x )  =д» *  ^  0 ; г )  / (* ) =  х2, х <  0

ясад3  ̂ Функциянинг ва унга тескари функциянинг графигини

3) Агар

a) =  — а*  +  2; 6 ) f ( x )  =  x3 + \ -

b)Кх)~ 7 Т Т ’ г) f ( x )  =  * .  * < о

у  6^Лса' f  га тескари функцияни формула билан беринг.



7. 1) Логарифмик функция таърифини беринг ва унин- аеел- 
саларини ифодаланг. Ин *
2) функция графигини ясанг:
а) у  =  log**; б) у  =  logjJt; в) у  ^  lo g j* ; г) у  - )og|
3) Сонларнинг ^айси бири катта: 5 Г 
a) log35 ёки log36; б) log ,5  ёки log , ь ,

~з 1
в) lg 7 ёки 3 lg 2; г) !ogg3 ёки log32?

8. 1) Логарифмларнинг асосий хоссаларини ифодалат
2) Ифодани а  асос буйича логарифмланг:

а) 1667/ с 2, а =  2; б) - -3 а -  10
У  100 л71

а - 3 ;  г) „  0.7
с с уАс

3) Агар

а) log6 * =  log6 1,5 +  log6 8;
О

б) lg *  =  1 + 2 1 g 3 ----- 2- lg  125;
О

в) iog2 *  =  2 logg 5 ------ logj 8 +  log2 0,2;
О

г) log3*  =  51og37 +  - i l o g s 2 7 - - f  log3l 6
o 2

булса, *  ни топинг.
9. 0  a) loge *  — 6 (о >  0, а Ф  1) тенгламанинг ^амма илдизлаДИн 

курсатинг.
б) Тенгсизликни ечинг:

loga * >  loga c

(иккита ^олни каранг: 0 < a <  1 ва a >  1).
2) Тенгламани ечинг:

а) log2( * — 15) = 4 ;  б) lg (* 2 -  2* -  4) =  lg 11;
в) In2 (* — 2) =  4; г) lg2 *  +  2 l g * - 8
3) Тенгсизликни ечинг:

з) !° g o .6 * > 2 ; б) log7 * <  1;
в ) 1 п * > —3; r) l g * < — 2.

10. 1) е  сони нима? у ~ е к функция кандай хосила! а эга? У '  а 
функция-чи?
2) функциянинг хосиласини топинг:
а) f{x) =  е гх\ б) g  ix) =  е~**\ в) и (*) =  3*7х_1;



II.

3) ф ункция учун бошлангич функцияларнинг умумий кури- 
„ишини топинг:
а) f(x) =  e 2x; б) g (x )  =  в) и(х ) =5е°’?х;
г! о(х) — 7е~*х.
1) 1пх функция кандай ^осилага эга? —  функция учун бош- 

лангич функцияларнинг умумий куринишини топинг.
2) функция ^осиласини топинг: 
а) 1пЗх; б) 1п(7 — 2х).
3) функция учун бошлангич функцияларнинг умумий кури
нишини топинг:

a) f(x) = 7 7 ; б) g  (х)с » ~Л О \ f 0^  эх х—3
\г. 1) хр функция кандай ^осилага эга?

2) функциянинг графигини ясанг:

а) у  =  х1-, б) у  =  х -4 ; в) у =  х0,3; г) 1/ =  х / 2 .
(Берилган функциянинг ^осиласини топинг.)
3) Та^рибий кийматини топинг: а) у '  32,02; б) V  127,9"

/И б о б г а  д о й р  ц $ ш и м ч а  м а ш ц л а р

612.

функцияларнинг графикларини схематик тасвирланг (612 — 
613).

а) у  =  0,7Л; б) г/ =  в) У =  ,08о.б*: Г) У ~  *og„*.

m .  а) » - * < - * ) ;  6> # =  ! ! (; Г з >;
B )s - lg < *  +  3); ®
Тенгламани ечинг (6 1 4 —620).

614. а) 3* =  7 ; б) 2jr-7jr == Ю,

в) 4 ; Г)  ° , 3 ' Т ^
615. а) In (4 +  2 х -  х*) =  0 ; б) 1п(2х +  Зе) •

в) 1п(х* — х + 2) = In 4  ̂ Г) Ш(Х» + ЗХ+ ) = ШН.
616. а) е х~* =  е*\ б ) е * - 1 = ^ ;  в) 2 ‘ ‘  =  5 : Г) 2 '

a) l o g , x = _ l ;  б) lo g5x  = Jogb7;
в) log4 х — log. 7 ; ■ log*X ^
a) log ( x =  3; 6 ) log0 ~  ’

^ —В *
B) fog,(log, x) =; 0 ; r) togi (log* x) = ----- —•

2
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619. a) log2s in x  +  1 = 0 ;  б) lo & (2 ' +  I) = 2 ; 

в) ln(0,5 - f  x) = In 0,5—In x; r )  l0gx2 +  Iog2 x = J L

620. a) 2sin'  =  1; 6) 4“ * ' =  2 ; в) 8 '  +  18' =  2 • 27^  
r) 25- -  1 0 '=  2 ■ 4*.

621. Дисобланг:

a) log32-log43- . . .  -logu 10; 6) log* 16, бунда Iogj„27 
Тенгсизликни ечинг (622 — 625).

622. a) lg x  +  Ig (дг — l ) < l g 6 ;  6) log05x >  )og2(3 — 2 x)■ 
в) logx 2 > 0 ;

623. a) Inлг>  2; 6) I n * < 5 ;

; a.

624. . )  ( - f - ) '

В) 0 . 2 '  > ^ ;

625. a) l,72-3jt< 7 ;

r ) l°g2_x 3 с  0. 
в) 1пдг< — 3; г) Iogs л: ^  _  2 

б) 0,7х <  0,49;

г) - < 2 7 .  

б) 2 '< - L ;

г) е* +  2 >  — .
е*

б) logа ь =  log j - i> •

в) 3х +х <  10

626. формулани исботланг: 

а)
Тенгламани ечинг (627 — 630).

627. a) logx 3 -  log, 5 = 2 ;  б) logx_2 (л:* — 6 *  +  10) = 1;

в) 2 log, у  7  =  log,(9—2х); г) lg (4 .5 — а:) =  lg 4 ,5 — Igx.
628. a) - I - l g ( 2 * - l ) =  l - i g / ^ T g r

2
б) logf х — 4 ' 3 logs х;

в) log3/ х 5 -J~ lo g j/ 2 х  — 3 =  1;
г)  !--------1------- ------=  l.

5 + lgjt i _  igx
629. a) x IOfir- '  =  16; 6) x'°8- =  27; 

в) x'ex =  100 x; r) * =  125*3
630. a) 1 og« x +  logx, 2 = 1 ;  6) log6 x- log, x =  log6 7; 

в) log5x +  lo g ,x  =  logb35; r) lg x  +  logx 10 =  2,5. 

Тенгсизликни ечинг (631 — 634).

631. a) log0 j  (2,3 — 2x) <  1; 6) log0 7 (3x — 2) >  1; 
в) log, (2 +  x) >  0,5; r) loge (2 +  x) <  0,5.



'i log*(3 — -V)С  — 1; 6) Iog07( l  +  2 * ) > 2 ;
632‘ » log 3 (2 4 f ix )  >  2; r) lg (4 -  3*) >  2.

B l0/ ' l 7 > lo g xn ;  6) logj;2 > logj, 5;
633>aB ,о; 0 , 5 < 1 о ё17; г) logx0 , 8 >  log,,3. '

fi34 a) In (3 +  2* ** + e*) > 2 ;  6) l n * * - 2 < l n * ;

в) l g * - l < 2 l ° g * 10; г> 1обо.21оё2 — > 0 -

функциянинг аникланиш со^асини топинг (635— 637).

635. a) loga (* -  [У’ б) ,0g°-25{X +  2);

В) iog„ (4— *); г) ,g  I Z J -

836 a) log, (*г~  2* -  3); б) log, (6 +  *  -  *2);
в) log± (*2- 4 *  +  6); r) log25(*2 +  6* +  9).

4

637. а) б) In s in * ; в) lg c o s* ; r) lo gJ* j.
3x-j-5

Унли логарифмлар жадвалларидан фойдаланиб топинг (638 — 
639).

638. a) log07 5,3; б) log3 I0,17; в) log,,*; г ) logie 23.

639. а) V  1 J ; б) V~n\ в) 2 ,3 ^  ; г) еп.
640. Сонларнинг ^аиси бири катта:

a) log i 4 “ ёки loS 1 4 " ’ б) 1о§а3 ёки !ogs2 ;
Т  Т

в) log, 3 ёкн logb9; г) log210 ёки log690?
Функция хосиласини хисобланг (641 — 647).

w - а) е>1; б) Зе~2‘ ; в) — ; г) 3*.
е ьх

642. а) 5_4г; 6 ) - ~ ;  в) 92~5х; г) 5*sin2*.

X

в43- *) - Z - . . 6) V 7 tgx-, в) т . ; )  г) J L .  cosx г 6 ' ’ у х ^+ 3
б44- a) esln' ;  б) в) з5'**; г) 72 ctg *•
в45- a) log,jc; б) l g 5*; в) lg (3  4 -4 * ) ; г) log„(3 — 2*).

Ш 7* a) In (sin *); б) |n(tg*); в) logn  (*® +  4 / *  +  5);
К  Ig(sin3A-+ 2<).
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648. / функция графигига х0 абсциссали нуктада уткязипг
ма теигламасини ёзинг: к азилган у
а) / (х) =  е*-, х0 = 0; б) f  (х) = Ю'д0 = 1;
в) f{x) =  1л (2л:), х0 = ± ;  г) / (* ) = lg  (Зх), х0 =

Ф ункция графигини ясан г (649 — 651)
649.* а) / (* )= 1п ** ; б )  g  (х) =  е ' s in  х~, 

в) f ix) - -  хгех; г) р(х} _  д, j0g|j.

650.* а) ы (х) =  б) к (лг) =  tg 3 * — 3 tg дг;

б) h  i x )  =  г) w i x ) =  1п3д: —  з  In л:.

651.» a) p (x )  =  31og2jc — log^jt; 6) g (x )  —
In X— 1

-3
B) fix) = -J-; r) f(x) _=

функция учун бошлангич функцияларни топинг (652—653)
652. а) — ; б) - i — ; „) — 5 ■ г) 4

х + 7 > 5* + Г  в> з - 2 * ’ r) 7 T i 7

653. a) б) Ух»; в) г) * я 3

654. Интегрални ^исобланг:
-2

dx
а> №  » > г,  J.  2дс -Ь 3

- 3  - 2—а —z
655. Куйидаги чизиклар билан чегараланган фигура юзини х,исоб-

ЛЗН ГI

а) У =  У =  о, х  =  2, лг =  10;

б) , ^ - 3 ,  * = 2 ;*

в) 0 = " ,  у — X + 1, jc =г 3;

г) У =  А  х +  £ =  4.
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КИЙИН МАСАЛАЛАР

лЖ Истаган рад ион ал сонни даврии чсксиз унли каср куриниши- 
,i56' да тасвирлаш мумкинлигини исботланг.
й  рационал сонни (булиш ёрдамида) чексиз унли касрга айлан- 

ЬЭ> гиришда (9) давр чи^маслигини исботланг.
Хар 1̂ андай чекснз даврий унли каср бирор рационал соннинг 
ёзилиши эканини исботланг.

659 3 2 72772777277772 .... соннинг иррационал сон эканини 
исботланг (биринчи иккидан кейин битта еттн, иккинчи иккидан 
кейин иккита етти, учинчи иккидан кейин учта етти ва ^оказо 
л-иккидан кейин п  та етти ва .\оказо).
Сокларнинг иррационал эканини исботланг (660— 661).

660. а) )  2\ б) | / | ; в) V 3; г) lg 5; д) l g 43.

661. а)  ̂ ‘3 +  V 5; б) / 2  +  / 3 ;  в) V 2 4  К З  4  V&-
«62. Агар натурал сон а тула квадрат булмаса, у ^олда V а  ир- 

, рационал сон булишини исботланг.
663. Купайтувчиларга ажратинг:

а) х* +  4; б) (х2 4 ’ у 2)3 4  (г2 — хг)3 — (у г 4  г2)3; 
в) ( * 4  у + г ) 3 — х3 — у 3— г 3; г) х5 4- у 3 4  г3-  Зхуг.

664. Махраждаги иррационалликни йуцотинг:

а ) — — !— б) — ------—------- ; в) 1 _ ---------
У 2 4  У з  У 2 4  V3 4  У 5 V2 + 3/ 5 + J/T

665. .\еч ^андай рационал сон г ни

г =  А1/2 4 р / 3  
куринишда тасвирлаш мумкин эмаслигини исботланг, бунда k 
ва р  нолдан фарк,ли бутун сонлар.

666. У 2, у з ва У 5 сонлари битта арифметик ёки геометрик про- 
гР|^сиянинг *;адлари (душии ^адлар булиши шарт эмас) була 

667 а1МаслигиНи исботланг.
;> • Формулаларни исботланг:

а) V a +\ в -  j /  А~r у * ~ в 4. у '  

°) V А ~ ^ -ув  = у '  ^-+ ------|/^ А — У  А2 -  В
2



668. Ифодани соддалаштиринг:

а) |/б7 — 4 2 / 2  + J / 1 9 — 6 / 2 ;

б) ]/  51 — 4 / 7 7  — 1/47  — 4 / 3 3

в) |/Э4 — 4 2 / 5  + | / 1 2 9 — 56 / 5 .

669— 670-масалаларни ечишда кетма-кетлик лимитининг таъ
дан фойдаланинг: агар кар кандай сон е > 0  учун ипРИ̂ и‘ 
N номер таилаш мумкин булсаки, барча л >  А' ларда ай

|ап — А\ <  е 
тенгсизлик уринли булса, у ^олда

lim а  =  А.
П—+оо

669. Теоремани исботланг: агар кар кандай п  учун
ап < Ь п *  ̂с п ва Иш ап =  Иш с п =  А

п —ю о  п-+ао

булса, lim bn мавжуд ва бу лимит кам А га тенг.
п-+оо

670. Агар кетма-кетликнинг лимити нолга тенг булса, бу кетма- 
кетлик чексиз кичик (кетма-кетлик) дейилади. Лимитнинг 
таърифидан фойдаланиб: а) иккита чексиз кичик кетма-кетлик- 
нинг йириндиси чексиз кичик булади; б) чегараланган кетма- 
кетлик (яъни кар кандай п  учун |an| <  М  тенгсизлик уринли 
буладиган кетма-кетлик, бунда М — бирор сон) билан чексиз 
кичик кетма-кетликнинг купайтмаси чексиз кичик кетма-кет
лик булади; в) ушбу lim ап =  А

П-*оо
тенглик бажарилиши учун Ьп ~ а п — А кетма-кетлик чексиз 
кичик булиши зарур ва етарли эканини исботланг.

671. 670-масаланинг натижасидан фойдаланиб йигиндининг, купайт- 
манинг ва булинманинг лимити какидаги теоремаларни исбот
ланг.

672. Агар lim f (x)  — 0 булса, f  функция а  нуктада чексиз кичик
х -* а  .

функция дейилади. Чексиз кичик функциялар учун о/и- 
масалада келтирилган теоремаларга ухшаш теоремаларни ифо
даланг ва исботланг.

6173. 672-масаланинг натижасидан фойдаланиб, икки функция 
кигиндисининг, купайтмасининг ва булинмасининг лимити W  
кидаги теоремаларни исботланг.

674. Кетма-кетликнинг лимитини кисобланг:

а) lim
л-*оо \ 2 4 2п )

б) lim (2 • V 2 • / 2  • / 2  • . . .  -2/ 2 ) .
Л->оо
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676-
Пимитнинг таърифига кура тенгликни исботланг:

\ Нт =  0 ; б) l i m y  а  = 1 ( а > 0 ) ;  в) lim у ' п  =  1.
г )  1 ,111  <у| п -+ о о  Л ->  ООя-*00 &
ф ункция лимитини хисобланг:

в'®* -.Г- 5

lim га тенгПrt-vao

____ 1/77ГГ —2 . .. 2 — Ух — З4 ь-щ -I—------- - б) lim -------- .
а) х_ 5  / З Т + в Г  -  10 *-*7 К х  + 9 - 4

077. Агар lim ^  мавжуд булса, у ^олда

I , *■ + *« +  • • •  + Хп хам мавжуд эканини исботланг.1111 п
g78 — 682-масалаларнинг ечилиши математик индукция  

пришщпига  асосланган, бу принципни купинча арифметика 
аксиомаларидан бири деб кабул килишади. Бу принцип бун
дай ифодаланади: агар п натурал сонга б  or ли к фикр: а) би 
рор бошлангич п = п0 учун тугри ва б )  агар унинг k > n 0 да 
h — k—ихтиёрий натурал сон учун тугри деб фараз цилини- 
ишдан п  — k +  1 учун хам тугри эканлиги келиб чикса, 
у  хрлда б у  фикр xflp цандай п > па учун mgrpu.

678. Математик индукция методи билан исботланг:

а) 1* +  2* +  3* +  . . . +  л2 =  п (п +  ;

б) 1а -+ 3* +  5а +  . . . +  (2л -  I)2 =  п 2̂п~ 1) (2п~ п ;
О

в) Is +  З3 +  53 +  . . . +  (2л — I)3 - л2 (2л2 -  1);
г) 1 • И +  2 • 21 +  3 . 3! +  . . . 4- л • л! =  (а  +  1)! — 1, 
бунда «1 =  1 • 2 • 3 • . . .  • л;

д ) А + А + А  +  -- 14 - 5  5 - 6  6 - 7  (п +  3) (я +  4) 4 (л +  4)

е) 2» +  6» +  . . . +  (4л -  2)* =  4п ( 2 п  — ‘) (2п +  ]) •
3

» ) .7 | 7 , 7 7
1 - 8 '  8-15  15 • 22 (7л — 6) (7л -f- 1) 7 л - f  1

3 ) - L  +  _ L _  +  _ L . +  +  ____ 1____ + ____
4 - 8  8 - 1 2  12-16 "  4л ( 4 л +  4) 16 (л +  1) 16

• Тенгсизликни исботланг (математик индукция методи билан): 

а> |sin/u| < n |s inx|; б) — +  . . . +  1:
п +  1 п +  2 Зп +  1

в) ^ар цандай натурал л >  2 учун (1 - f  h)n >  1 - f  л/i тенг
сизликни исботланг, бунда Л > — 1, И Ф  0 (Бернулли тенг- 

Р алиги); г) хар ^андай натурал п >  3 ва /г> 0 учун
Y (1 +  h)n :> I п/г I nJ n ~ lJ _ /гг тенгсизликни исботланг.

2
вра в а анализ асосларн, 9—10- синф. 241
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11 га

680. ,\ар цандай натурал п да матгу.атик индукция м е т т »  
исботланг: 41 %
а) 62* +  1 нфода 7 га каррали; б) З3" + 2 - f  24'1 1 Ифо ^
каррали; в) 4Л+  15л — 1 нфода 9 га каррали; г) 72n̂  i _ _  
да 48 га каррали. "фо-

681. Текисликда1 и п та тСтри чизик уни 1 -i^LL Ji.
2 ' ldil орт)^

булмаган ^исмга булишини математик индукция методи г 
исботланг. ' 1ан

682. п та текислик фазой и "  + bl тадан чртик fr

ган кисмларга булишини математик индукция мег^ и г  I 
исботланг.

683. Хар кандай М  сон учун шундай натурал п гопиладики
I

1 +  ?  +  {
—t -

йигинди М дг-н катта булади. Исбоглан(.
684. f ( x)  х-\х\ функция учун f  (0) ни топинг.
685. f{ x )= ¥ H *  функция 0 ну^тада *хи лага  я а  эмаслигини ис 

ботланг.
686. у = х 3 функция гр аф и та  урипма ясаш усу.шни 22- пункт- 

даги 2- мнсолдагнга ухшаш топинг.
687. у — ах2 +  Ьх с  квадратик функция графигнниш эскизи бу- 

иича а, Ь ва с  коэффициентларнинг хамда D дискриминант- 
нинг ишорасини ани^ланг (157-раем), а. Ь. с  ва D ларниш 
ишораларини топиш усулнни у мумий ^олда ай гио беринг

688. —-— ——- функциянинг п -хосиласини топинг. 
хг — 3* +  2

689. f  (х) =  ах +  Ь куринишидаги фуикцнялар орасидан шундай лари 
ни топингки, а) ^ар цандай л учун f ( f (x)) j{x), б) \ар 
цандай х учун f ( f ( x) )  <х булсин

690. Агар a) f (x)  = 3  — х\ б) f  (х)
X

В) / (X) =  булса, /,(X) - f  (/ (А-)).

/»(*) =  /(/(/(*))) ва к. f n (х) -  
/ ( f ( f  ■■■ ( f (x))  ) функцияларии

п марта

топинг ва f n (x) нинг аниь,ланиш 
со^асини к^рсатинг.

691. х — 2[х\ функция тескариланмами?
692. а) у  = — — б) у — а-*+Л НурИ.

ах -f- b сх -f d
нишидаги функциялар ичидан уз узига



тескарилари
пинг.

693. \ар кандай у =

билан бир хилдаги хамма 

ах +  Ь
_____ сх +  d
ли функциянинг графиги бирор к да

функцияларни то-

(с Ф 0 ва ad—Ь сф  О да) каср-чизик- 

— функциянинг

697

графигини параллел кучириш билан ^осил ^илинишини исбот
ланг. к  коэффициент и курсатинг.

694. / функциянинг графиги берилган (158— 159-расмлар). К,уйи- 
даги функциялар графикларининг эскизларини ясанг.
а) У = П - 2 х ) ‘, 6 ) y=f ( \x\) \  в) x =  \f(x)\;

г) у  = /(1—*); д) у  =  — /(— 1*1);
(159-расмда берилган функция учун /(0) =  1).

695. [0,1] кесмада ани^ланган ва иккита экстремум нуцтасига эга 
булган тескариланувчи функцияга мисол келтиринг.

йУЬ. )̂ ар ^андай х3 4- ахг -f- bx -j- с  — 0 куб тенглама ак,алли 6HiTa 
\аци^ий илдизга эга эканини исботланг.
У = ах1 4- Ьх с  параболанинг берилган М ну^тасидан >ТУВ" 
чи ва парабола билан бундан бош^а умумий ку^таси булма- 
ган аниц битта новертикал / тугри чизи^ мавжуд эканини ис
ботланг. Бу тугри чизиц параболага шу нуктада уринма эка
нини исботланг.
ХУ = а* гиперболага уринма координаталар Ук.и билан юзи уз- 
ГаРмас 2 а г га  тенг учбурчак ^осил цилишини, уриниш ну^- 
таси щу учбурчакка ташки чизилган айлана маркази эканини
исботланг.
Координата текислигида шундай М к нуцталар тупламини тас- 
вирлангки (бунда М к (к =  0 , 1 , 2 , . . . )  М  (х, у )  ну^талар тупла-

У) ну^тадан у  -  х2 параболага аниц к та уринма 
Y *331111* мумкин булсин.

' Функция сонлар т^гри чизигининг >̂ ар бир нущтасида
щ ^"М ,еренциалланувчи ва ихтиёрий xt ва х2 кийматлари учун

699
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о 2 *

160- раем 161- раем 162- раем

f ( x t +  х2) =  /(д^) - f  f ( x t ) булса, у холда f (x)  узгармас чканн 
нн исботланг.

701. п-  даражали куп.^ад п  дан ортиц булмаган илдизларга эга ва 
(п — I) дан орти^ булмаган экстремум ну^таларига эга эка
нини исботланг.

702. п - даражали куп^ад узининг хар бир кийматини хабул цилиши 
п мартадан ортик, булмаслигини исботланг.

703. R (*) = Р(х) ■ каср-рационал функция булсин ( р(х)  нинг

ражаси п, q (х) нинг даражаси т).
а) R(x)  узининг хар бир хийматиних нинг k — гпа\(т,п) да
ги ^ийматларидан ортиц булмаган цийматлар кабул ^илишини 
исботланг.
б) агар т ф п  булса, R(x)  нинг экстремум нухталари (т  + 
-f- я — 1) Дан ортих эмаслигини, агар т  — п  булса, экстремум 
нухталари (т +  п — 2) дан ортих эмаслигини исботланг,

704. Тескари тригонометрик функциялар хосилаларининг формул: 
Ларини чи^аринг:

1 1 -; б) arccos х — —a) arcsin ' х =

в) arctg ' х =
VT
1

VT
г) arcctg' *  =  —

1
1 +  х21 + х г

705. Айниятни исботланг:
я  яa) arcsin х +  arccos х =  —; б) arctg х -+ arcctg х = —•

706. Аникланиш сохаси 0 нуктага нисбатан симметрии булгаН ^  
Хандай функция жуфт ва тох функцияларнинг йигинД 
ш аклида тасвирланишини, бундай тасвир ягона эканини ис 
ланг.

707. 160—  162- расмларда сонлар турри ч и з и р и н и н г  хамма ‘ в „р- 
анихланган даврий функция графигининг бир булаги та ^  
лантан.'''/ функциянинг даври хандай булиши мумки”- ' 
нинг муйкин булган барча кийматларини курсатинг.)

708. .163— 165- расмларда тасвирланган функциялар график-
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163- раем 164- раем 165- раем

(агар мумкин булса), энг кичик мусбат даври Т булган, шу 
билан бирга: а) то^, б) жуфт функциялар графикларига тул-
диринг.

709. а) Барча рационал сонлар даври булган, барча иррационал сон
лар даври булмаган даврий функциялар мавжудми;
б) барча иррационал сонлар даври булган, барча рационал 
сонлар даври булмаган даврий функциялар мавжудми?

710. ^андай п  ларда: а) жуфт функция; б) тоь* функция; в) дав
рий функция роппа-роса п та экстремум ну^тасига эга були
ши мумкин?

711. f  функция даврий эмаслигини исботланг:

a) f  (х) =  cos х ■ cos (ху 2 ); б) f  (х) =  cos х 4- cos (х / 2 ) ;

в) f (x)  =  s in x 2, *') f  (х) =  sin / х.
712. Умумий даврга эга булмаган иккита узлуксиз даврий функ

циянинг йигиндиси даврий функция эмаслигини исботланг 
(иккала функция ^ам сонлар тугри чизигининг ^амма ерида 
аницланган деб ^исобланг).

713. sin47° +  s in61° — sin 11° — sin 2 5 e =  cos7°эканини исботланг.
714. Соддалаштиринг:

а) sin х +  sin 2х 4- sin Зх +  . . . +  sin  пх;
б) cos х +  cos 5х - f  cos 9x 4 - .  • • +  cos (4n — 3) x.

7,5. =  180°, 5 ^ -  =  экани маълум.
ft--  a b с

a + с* — 2 fee-cos А эканини исботланг ( ^  A  ^ В ва 
*7 ^  ■’’арнинг мусбат булиши шарт эмас).

• Ушбу a  sin х +  b cos х 
ифодани

A cos (х 4  ф)
УРинишда тасвирлаш мумкинлигини исботланг, бунда А =  

~ V V -ЬбГ717. АгаР Учбурчакнинг а,  Ь, с  томонлари арифметик прогрессия



^осил цилса, у холда ctg ctg ва ctg ~  хам
*  *  2. аРифм,етик

11 Инг

прогрессия зфсил килишини исботланг.
718. sin л: ва co s*  бир ва^тда рационал булиши учун tg  Л.

2
рационал булиши зарур ва етарли эканини исботланг

719. Исботланг:
а) 16 cos 20° cos 40° cos 60° cos 80° — 1;
б) cos2 3 - f  cosa 1 — cos 4 cos 2 =  1.

720. m  массали жисмнинг тутри чизикли ^аракати ва^тида * к 
динатали нуктада потенциал энергияси «(л-) булсин: ^
б) Жисмнинг tvfph чизиц буйича харакатида x(t )  коордИн 
таси тх" (t) = — и' (х)  дифференциал тенгламани цаноатланти 
ришини исботланг; б) х" =  — а 2х гармоник тебранищ бажа- 
раётган т  массали моддий ну^танинг потенциал энергияси
—  га тенг эканини исботланг, бунда k = mar (и (0) = о деб 

олинг).
721. Ньютоннинг иккинчи цонуни буйича туяри чизицли ^аракат 

цилувчи т  массали моддий ну^тапинг

+  и (х)

тула энергияси сакланишини исботланг (и(х)  — потенциал 
энергия).

722. x ^ t )  ва x2 (t) ушбу
xT(t) = - ( o 2x(t)

тенгламанинг иккита ечими булсин. (t) — x2(t) ва kx^t) 
функциялар хам шу тенгламанинг ечимлари булишини исбот
ланг, бунда k— ихтиёрий сон.

723. Ушбу
х" (0  =  — ш2д:(0

тенгламанинг х (0 ) =  х' (0) =  v0 бошлангич шартларни 
ноатлантирувчи х = A cos (cof 4- ф) куринишга эга булган е 
ми мавжудлигини исботланг.

— 723- масалаларн ин г н атижа- 
' ~*’,1>аланиб х" ( t )= — to2 x(t)

'"'чгламанинг ^ар 
js  (to/ +  ф) ку- 
мумкинлигиниII А

5  #
6  *•

£
текислигида ра- 

;ази^ координата- 
ган айлана буйи- 

л йуналишига тес- 166 -раем



К, текис ^аракат цилиб, бунда вацт бирлигида со радиан 
Н | Р И Qp  вектор ОР0 бошлангич ^олатида Ох ук;нинг мус- 
ИШ й^налиши билан ф бурчак *осил 1\илсин (1 66 -раем). Р  (t) 
^Ш ^гянинг Ох у^даги проекциясинииг координатаси гармоник 

^ебранишини курсатинг ва тегишли А, ш ва ф константалар- 
нИ ани^ланг.
V умий частотали иккита гармоник тебранишнинг иигиндиси 

726- ”  частотали гармоник тебраниш эканини исботлаш учун 
7 2 5 - масаланинг натижасидан фойдаланинг. 
у  у Мий частотали иккита гармоник тебранишнинг йнгиндиси 
т у  частотали гармоник тебраниш эканини исботланг, бунинг 
учун 726- масалан инг натижасидан фойдаланинг.

728 Иккита (t) =  Л1 cos (а>х < +  Фх) ва *2 (t) =  А2 cos (со21 +  ф2) 
гармоник тебранишнинг йдаиндиси частоталарнинг нисбати г,
ЯЪ11И 5 1 =  г  рационал сон булгандагина ва фацат шу холда- 

ш2
гина даврий функция булишини исботланг.

729. f  (х)— дараж аси  3 дан ю^ори булмаган купхад булсин.

U( x )  dx =  Ь-̂ ~  ( у г +  4 у 2 +  у 3) '
а о

эканини исботланг, бунда у х == f (а), у 2 j, Уь =f ( b ) .

730. Бошлангич массаси М булган сув томчиси орирлик кучи 
таъсири остида тушади ва бир текисда бурланиб, хар секундда 
т массасини йуцотади. Томчи туша бошлагандан то бугЛаниб 
тамом булганча орирлик кучи ^андай иш бажаради?

731. Тукилган ^умни баландлнги Н ва асосининг радиуси R булган 
конус формасига келтиришга орирлик кучини енгиш учун энг 
камида ^анча иш бажариш керак? К,умнинг эичлиги р га

732 Г  83 ^НИ конУс асосининг текислигидан кутарилади.
• Асоси а = 40 см ва баландлиги k =  30 см булган бир жинсли 

учбурчак шаклидаги пластинка асоси атрофида узгармас. о) —
— 5 л с  1 бурчак тезлик билан айланади. Агар пластинка- 
нинг цалинлигиd  =  0. 2 см, пластинка тайёрланган модданинг 
5 ™ г и  Р ~ 2 , 2 г/см3 булса (пластинканинг калннлнги эъти-

733. р ^Га олинмайди), пластинканинг кинетик энергиясини топинг. 
■Г'радиуслн бир жинсли ярим дойра массасининг марказинч то-

734. р
К О Д !5И̂ СЛИ бир жинсли ярим шар массасининг марказини то 

735 к
М"*Р жинсли жиемни сувга ботирганда сувнинг итариш кучи- 
И тЧ арш н бажариладиган иш р gVh га тенг эканини исбот- 

г> бунда р— сувнинг зичлиги, g — эркин тушиш тезлани- 
И № /'*~ ^аж м , h — сувдаги жиемнинг сувга ботирилган кигмч 

¥  саси марказининг ботиш чу^урлиги.



736. Интегрални ^исобланг: 
28

а) J y = f *  6)K ‘- i dx;

в) j* (cos* x - f  cos* x) sin x dx.
Я
2

737. f (* ) =  Xх функциянинг хосиласини топинг.
738. Функцияни текширинг ва графигини ясанг:

а) у  =  ~ ;  б ) у = х * е ~ х; в) у  = / х  \пх; г) у =  { д̂> — L . 
х 2

739. Функциянинг ^ийматлари со^асини топинг:
a) cos2*  — cos*; б) 3 co s*  — 4 s in * — 2;
в) 4х 4- 2х; г) Xх (* >■ 0).

740. Координаталари куйидаги шартни каноатлантирувчи нукталар 
тупламини координата текйслигида тасвирланг:

а) <  °» б) \х +  у\ +  \ х - А = Ь  в) У Х +  У>\А\ 

>  У~ ~ {' Д) М  <  U& е) W  >  М -
741. Лимитни интеграллар ёрдамида топинг:

а) lim  — [s in  — - f  s in — + .  . .  - f  sin i i n l i i L ' j ;П—*оо П \ п n П )
б)  lim  (— — |— -— f  • . .  H— — ); 

п-мо \n -f- 1 n -j- 2 n- j - nj
4 \p -\-2P +  . . .Л- nP l  л\В) h m — p > 0  ; 

n~*oo np+1 \ J
r) lim (  ~P 1 - f  -— f .  - f  nP 1 ) (n >  1). 

n -M -U n+ iy (n + 2)P ^  ^ ( n  +  njpj’ '
742. Тенглама нечта ^акикий илдизга эга: ,,

а) *® —* 4х2 — 3* +  5 =  0 ; б) *® — 9* =  а  (а— параметр)'
743. Ушбу сон

v * + v f + V * - v w  рационал сон эканини

исботланг. н.
744. а асос кандай булган да уз  логарифмига тенг булган х 

лар мавж уд; яъни *  =  loge *  шарт бажарилади? тларидэ
745. Интеграл, а, Ь ва с  параметрларнинг кандай Ки“ма " 

аницланган: . з *r dx

а,1 й ; б ) №  ]
248



т Ак р о р л а ш  у ч у н МАТЕРИАЛ

1. ^ацик;ий сонлар

1 2, з, • • . натурал сонлар ва бутун (0, ±1, ± 2 ,  ± 3 , . . .) 
билан сиз бошланрич мактаб курсидан танишсиз. г  =  —

„нишда тасвирлаш мумкин булган сонлар, бунда п — натурал 
к>'рИ х а  бутун сон, рационал сонлар  дейилади. Рационал сонлар 
с0”' а (Жумладан бутун сонлар устида *ам) арифметик амаллар 
маълум коидалар буйича амалга оширилади.

^ар^андай /■=—  рационал сонни чексиз унли каср курини-

шида тасвирлаш мумкин:
г  =  ±  do’ a iat

бунда я0- 6 У ТУН номанфий сон; a v  а2, а3 . . .  , ап — ра^амлар. 
Бунинг учун касрнинг суратини махражига булиш керак. Масалан,
— сонни унли касрга айлантирсак, у бундай булади:
101

110
101

101
_  1,089108 
900 
808

920
909

110
101

900
808

92
J * * "  булган 1,08910891 . . . каср даврий касрдир, чунки бу- 
рм?- ? !1 чи^адиган колди^лар (9, 90, 92, 11, 9 . . . ) ва булинманинг 
чи р Пари 9) даврий равишда такрорланади. Такрорланув-
к»! аМЛаР фуппасини ка срнин г  даври  дейилади; ёзувда даврни 

^авслар ичига олиб курсатилади. Мазкур холда —  ~

■ >08910891 . . .  Каср П 2 ._  1,(0891) куринишида ёзилади. Уму- 
Чнй V МИ
тац ^ да бУ-пишда .^ам унли даврий каср ^осил булади. (Х^ица- 
^Дикп’ УТУН сонни натурал сон п га булишда х,осил буладиган 
натнж' а̂  . п — 1 га тенг булиши мумкин, яъни п  га булиш

Г*- Да ^олдицда ани^ п — 1 та ^ар хил нолга тенг булмаган
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|флдик мавжуд. Бинобарин, п  га «устун» ^илиб булиш npou< 
^ачондир илгари учраган цолди^ учрайди. Шундан кейин к1, 
лар, демак, булинмадаги рацамлар хам даврий равишда 
нади, бунда давр узунлиги п  — 1 дан катта булмайди.) д ,а °̂Р 
лишда 0 цолдиц учраса, у холда чекли унли каср хосил булади г 
)^ам унг томондан нолларнинг чексиз кетма-кетлигини ёзищЧ 
лан чексиз даврий j/нли каср куринишида ёзиш мумкин. Маса щ *

-5-  =  0,3125 = 0,3125000 . .  . =  0,3125 (0).

Б^лиш процессида даври 9 га тенг булган чексиз унли касп 
^осил була олмайди. Бундай касрлар каралмайди, яъни улар 
ций соннинг ёзилиши деб хисобланмайди. 'Н'

Шундай цилиб, ^ар цандай рационал сонни даври ( 9 )  б^лмаг 
чексиз даврий унли каср куринишида тасвирлаш мумкин. Тескап!!! 
си х,ам тутри: .^ар цандай даврий чексиз унли каср бирор рационал 
соннинг тасвиридир. Чексиз даврий касрларни оддий касрга айлан. 
тириш усулларидан бири ^уйида тавсифланган.

2°. Геометрия курсидан маълумки, томони 1 га тенг булган 
квадрат диагоналининг узунлнги квадрати 2 га тенг булган ыус 
бат сон (бу сонни У 2 билан белгилашади) билан ифодаланг: 
керак. Бундай рационал соннинг мавжуд эмаслигини тескарисин 
фараз килиш методи билан исботлаймиз.

г  =  булсин, бунда —  — цис^армас каср ва — =  г 2 = 2 (г> 
п п п2

> 0 ,  шу сабабли т  ва г -  ;:атурал сонлар). т  =  2пп тенгликдан 
т  жуфт сон, яъни т  = 2k эканини топамиз, т 2 =  2п2 тенгликда 
т  урнига 2k сонини к;уйиб, 4£* = 2 п2 ни топамиз, яъни па = 
Бундан п  хам жуфт сон эканлиги келиб чи^ади. Зидликка келднк.
— каср (2 га) к,иск,арадиган касрдир.
п  ■

Рационал булмаган ха^и^ин сонларни иррационал сонлар дей 
лади. )^ар кандай а  иррационал сонни чексиз унли каср курин 
шкда тасвирлаш мумкин. Бу каср даврий була олмайди (акс холда 
а  — рационал сон булади). Тескариси ^ам турри: х,ар ^андай чексиз 
унли давриймас каср бирор иррационал соннинг тасвиридир. 1 

Рационал ва иррационал сонлар ^а^иций сонлар тупламини тапг 
кил ^илади. ^а^икий сонлар билан арифметик амаллар бажариш 
лан сиз танишсиз (251-бетга хам каранг). Амалда учрайдиган 
лашларни бажаришда х;ациций сонларни талаб килинган анинл®** 
яхлитланади ва чекли унли касрлар устида амаллар бажарилад • 

3°. Сон ли тупламларни белгилаш учун куйидаги символлар v  
бул цилинган:

N — натурал сонлар туплами;
Z — бутун сонлар туплами;
Z0 — бутун номанфий сонлар туплами;
Q — рационал сонлар туплами;
Q0 — номанфий рационал сонлар туплами;
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Я_-хаки^ий сонлар туплами;
I д  J .  мусбат ^ациций сонлар туплами.

пи Т^пламлар куйидаги муносабатларни ь;аноал\лантири-

N с  Z cz  Q cz  Н.

w А р и ф м ети к амалларнинг асосий комунлари ва тенгсизликлар
нинг *»ссалаРи- ^ иск,а кУпайтиРиш формулалари 

JO х;ар кандай а, b ва с  хакикий сонлар учун куйидаги тенг-

лйклаР Ь +  а  (кушишнинг урин алмаштириш цонуни).
а! (а 4- Ь) +  с  —А +  {Ь 4- с)  (цушишнинг группалаш цонуни);
! а -b = b -а (купайтиришнинг урин алмаштириш кон уни); 

в| /в .м .с  =  а -(Ь -с)  (купайтиришнинг группалаш ^онуни); 
я) (а + Ь)-с — а с  +  Ьс (та^симот цонуни).

^пнунлардан айириш ва булиш учун шуларга ухшаш баъэи 
J j J * £  В Д И Ш  мумкин, масалан.

(а— Ь)'С = а с  — Ьс, (а +  Ь ) : с  — а : с  +  Ь : с.
Иккита ^ар хил ихтиёрий эодиций сондан бири иккинчисидан 

катга (309-бет, 2-пунктда келтирилган таэдослаш коидалари). Агар 
а сон Ь сондан катта булса (а > Ь  билан белгиланади), у холда 
b кичик а дан ^ам дейилади (ЬСа) .

2°. Тенгсизликларнинг асосий хоссаларини санаб утамиз:
а) агар а > Ь  ва Ь > с ,  булса, у *олда а > с ,  бунда а, Ь, с — хар 
кандай ^ацвдий сонлар.
Агар а > Ь  (а  ва Ь — ихтиёрий .\акиь,ий сонлар) булса, у .\олда:
б) а  +  с >  6 +  с, бунда с — ихтиёрий ^ и ^ и й  сон;
в) а с> Ь с ,  бунда, с  — ихтиёрий мусбат ха^иций сон;
г) ас  < Ьс, бунда с  — ихтиёрий манфий ха^иций сон.
Юцорида келтирилган сонли тенгсизликларнинг хоссаларидан 

бундай натижалар чицариш мумкин:
Д) агар а  >  fe ва с  >  d  булса, у ^олда а + с  >  Ь 4- d  ва а  — d >  

> b ~ c  (сонли тенгсизликларни .^адма-хад кушиш ва айириш ха- 
^Даги теоремалар);

е) а, Ь, с  ва d  — ихтиёрий мусбат сонлар, a > b ,  c > d  булсин,
У *W a а с >  bd ви — > — булади (мусбат хадли rvrpn тенгсиз- 

d  с
у Р ни ^адма-хад купайтириш ва булиш ^а^идаги теоремалар).
^  Арифметик амалларнинг хоссалари ёрдамида куйидаги маъ- 
«ЦИска купайтириш формулалари» осон исботланади. Бу фор- 
аРДан купинчя яйний ялмяттиоишляони бажаоишла (Ьойлала-инладн купинча айний алмаштиришларни бажаришда фойдала-

а2 — Ьг — (а — Ь) (а 4- Ь), 
а 3 — Ь3 — (а  — Ь) (аг 4 - ab +  62),

* д*1 » тУпламни!1г ^ар бир элемента В т^пламнинг ^ам элементн б?лса, 
“уплам В тупламда мавжуд дейишади (бундай ёзишади; А с  В).
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АВ — \хв — хА\.

■А =  — 7,1, Хв — 4,3,

а3 +  6s =  (а 4- Ь) (а2— аб 4- 62),
(а  +  6)* =  а* + 2аЬ +  &*,
(а  — Ь)* =  а* — 2аЬ +  Ьг,
(а +  Ь)я =  а3 +  За2Ь +  3аЪг 4- Ь\
(а — Ь)* =  а3 — 3а*Ь -|- Заб* — 63.

3. Сонлар тугри чизиги ва сонлар текислиги

Алгебра курсидан сиз ^аци^ий сонларни координата тйР0 
3hfh ну^талари билан тасвирлаш кулай эканини биласиз. VII Чн' 
да геометрия дарсларида сиз текисликда координаталар кан дай ^  
ритилишини ва т^рри чизикнинг (текисликнинг) икки нукта КИ 
ординаталари буйича бу нукталар орасндаги масофа кандай топИК<> 
шини ургангансиз. Тегишли формулаларни эслатиб утамиз.

1- т е  о р е м а. К оординат а  тугри чи зиринин г  %ар канда' 
А ( хА) в а  В (х в )  иккита нуктаси  у ч у н  АВ м а соф а  ушбуга тенг“

АВ =  \хв — хА\.
1 -м и со л . Л (— 7,1) ва В (4,3) нукталар орасидаги масофани 

топамиз.
1-теоремага кура:

Шартга кура 

демак,
АВ — |4,3 — ( — 7 ,1)|.
АВ =  11,4.

Ж авоб :11 ,4 .
2- т е о р е м а. Координата текислигининг %ар кандай  Л (xv 

ух) ва В (хг, yt) иккита нуктаси учун АВ м а с о ф а  ушбуга 
т е н г :

АВ — У (xt — хху  4- (у2 — г/i)2-
2-м  и со л . А (— 0,2; 2,6) ва 5 (0 ,3 ; 1,4) нукталар орасидаги ма

софани топамиз.
2-теоремага кура масофа:

АВ = У  (хг — дгх)2 +  (у3 — у , )2.
Шартга кура

Хх = — 0,2, х̂  — 0,3, у х — 2,6, г/* — 1.4,
бинобарин

АВ =  У  (0,3 -  ( -  0,2))* 4- (1,4 -  2,6)*,
АВ — 1^0,5* -f- (— 1,2)*,
А В=  / 1 ,6 9 ;
АВ =  1,3.

Ж ав о б : 1,3.
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& ИКИЙ сонлар билан координаталар турри чизитнинг улар- 
х ''^Ь'пдовчи М (х) ну^талари орасида урнатилган бир ^ийматли 

л и тасвИ̂ пиляо хакида гапирилганда, геометрик терминологиядан 
*|0СЛИиН И Ш  имконини беради.

' шинаталар турри чизирини гор изо н тал жойлашган деб х,и- 
К°°^з уНда Мусбат йунааиши учун чапдан унгга йуналишни 

соб-^^оламиз. У з^олда х < у  тенгсизлик М(х)  ну^та М (у)  нуц- 
Г2Н ча'пда ёгишини билдиради. х соннинг узи у  сонидан чапда 
;а̂ н дейиш кулай. Агар х < г < у  ёки у < г С х  булса, у *рлда 
W *  холда хам) г  сони х ва у  сонлари орасида ётади дейила- 
|НКК̂ ( <)‘ ва М (у)  нук,талар орасидаги масофани ифодаловчи

щ

совий тУгридан-турри х ва у  сонлар орасидаги масофа дейиш ^у-

Хамма хаци^ии сонлар туплами И нинг узини сонлар  myt-pu 
чцзип1 * дейилади, уиинг элементларини (яъни сонларни) сонлар 
тугрн чизирининг н у  ̂ талари  дейилади.
’ Я да содда тупламлар о р а л и ц л а р  дейилади. Уларни санаб 

утамиз.
Охирлари а  ва b булган кесма  ([а ; Ь\ каби белгиланади) а ^  

тенгсизликни цаноатлантирувчи барча х лар тупламидир. 
Охирлари а  ва Ь дан иборат интервал  ((а; Ь) каби белгила

нади) a<Zx<lb  тенгсизликни ^аноатлантирувчи барча х лар туп 
ламидир.

Охирлари а  ва & дан иборат ярим ошщ  оралицлар: [а ; Ь) — 
- а ^ х < Ь  тенгсизликларни цаноатлантирувчи барча х лар туплами; 
(а; 6] — а <  х <  b тенгсизликни цаноатлантирувчи барча х лар туп
лами.

Ь — а сони охирлари а  ва b дан иборат оралицнинг у з унли ги  
дейилади.

Чексиз интерваллар:
(°; °°) интервал х > а  тенгсизликни ^аноатлантирувчи барча дгсон- 
ЛаР ^плами;

(—°°; Ь) интервал х < Ь  тенгсизликни каноатлантирувчи барча 
х сонлар туплами.

Чексиз орали^лар (ёпи^): 
fy iТ  °РалИ|̂  * > а  тенгсизликни каноатлантирувчи барча х лар

(— оо; Ь] оралнц х ^ Ь  тенгсизликни к;а- 
ноатлантирувчи барча х лар туплами.

0 а-8 а д+бГ*" (а  — Ф а +  Ф куринишидаги интервал, 
бунда б > 0  ни ^амма а нуцтанинг б - атро  

я В у г-' >67. дейилади (167-раем). Масалан, У 2 со-

^  0*и!^ДИн.атала>' -;̂ ррн чизицлари куп, сонлар турри чияики эса битта а̂^и- 
тупламидан иборат эканини билиб у̂йинг.



нига ортири билан ва ками билан шрнлашишларнинг
учинчисидан бошлаб (яъни / г> 3 д а  -/2  нинг 10 " . гача »
даги я^инлашишлари) 6 =  0,001 да у/2 нуктанинг б-атро*. к' 
шади. ‘ -  . ira ^

Агар а нуцтанинг бутунлай D(f )  га кирувчи б-атрофини т 
мумкин булса, а нукта функциянинг аникланиш coxae и D ( h H 1а,)| 
инки н укт аси  дейилади. Нинг

З -м и с о л . / =  [3; оо) оралик бирор функциянинг ани^  1 
сохаси булсин. У х,олда 7 нукта 1 оралицнинг ички нуктаси б%Иш 
ди,' чунки (5; 9) интервал 7 нуктанинг 2-атрофидир ва 6vtv '>Ла' 
/ га киради. ^111,43

Сонлар турри чизотидагига ухшаш хакикий сонлар тарти&га 
ган жуфтлари туплами сонлар текислиги  дейилади, ха^ик^й т !  
ларнинг ^ар к,андай тартибланган жуфтини эса сонлар теккслиги' 
нинг нуктаси  дейилади. Сонлар текислигини /?* билан белгилаш 
Кабул килинган (бундай укилади: «эр икки»), Сонлар текислиги нук! 
тасини айни бир текисликда бир неча хил усул билан тасвиплащ 
мумкин, бунда текислик уз-узидан узгармайди — у хаки^ий сонлар 
жуфтининг туплами булиб колаверади. /

Сонлар текислиги нукталарига нисбатан ^ам геометрик термино- 
логияни кулланиш мумкин. Масалан, координаталари

ах +  b y  +  с  — 0
тенгламани каноатлантира^иган (х; у ) £ R 2 нукталар туплами (а ва 
Ь сонлардан акал л и биттаси нолдан фаркли) ни тугри чизик 
аташ табиий, чунки бу тупламнинг координаталар текислигидагн 
тасвири тугри чизикдир.

Координаталари
х% -+- у г <  г 2 (г <  0)

тенгсизликни каноатлантирувчи (х\ у ) £ R 2 нукталар туплами ко- 
ординаталар текислигида радиуси г, маркази эса координаталар бо- 
шида булган дойра билан тасвирланади. Шу сабабли сонлар текис- 
лигининг бундай кием тупламини хам радиуси г  га тенг, маркази 
О (0; 0) нуктада булган дойра  дейиладди.

4. Такрибий хисоблашлар

1° а  сони такрибий киймати х нинг абсолют хатоси деб ^  
билаи унинг такрибий киймати орасидаги айирманинг моДулига 
тилади, яъни

Агар а  сони такрибий киймати х нинг абсолют хатоси А 
катта булмаслиги маълум булса, у ^олда а  сони х га h кадар 
ликда тенг дейилади. Уни кискача мана бундай ёзилади:

а  =  х ±  h.
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Ш г, 5 г, Юг, 20 I вз хоказо (энг кичик тошлар 
кдаги тошлар мавжул булганда шайинлн таро- 
массасини 0,001 гача аншушк билан топамиз 
________  'арда ?лчайыиз).

■ ■ f ” Акрибий киймати л: нинг нисбий  хатоси  деб абсолют
0 С° г  тякр иб и й  цийматнинг модулига нисбатига айтилади, яъни

«тон и'11 у  >

1*1

исо л — соннинг та;фкбий киймати 0,3 нинг абсолют ха-

ТОС‘1 Л _ о , з | = -
3 I 30

га тенг, нисбий хатоси эса

Ш  1 :  0.3 =  1
.j iL  30 9

^  тенг.

Одатдп абсолют хаток инг аник циймати маълум булмаиди, унинг 
якннлашиш анифтги h маълум булади. Бу холда биз нисбий хато-
нн (юцоридан) б ахолай оламиз: у ~  дан катта булмайди. Нисбий

■ИВ?*-»-хатонн ба^олашда топилган натижа битта цийматли ракам колди- 
рилиб катта томон!'а яхлитланади (яъни ортири билан олинган так- 
рибий циймат билан алмаштирилади).

3-м исол . Ердан Ойгача булган масофа:

/ -  384000 ±  500 км.

Бу улчашнннг нисбий хатосини бахолаймиз. Нисбий хато

500
3S4 000 

Дан ортмайди.

-  0,00130208 . . . »  0,002 -  0,2 %

ап ортмаиди.
_Л й би й  хато, одатда, егарлича кичик микдор, у 3 -мисолдагидек 
"Родентлар билан ифодаланади.

ЯК |Л лннинг унинг олдинда турган ноллардан ташкари хамма 
4 *  Цийматли рацамлари деб аталади.

4; 401пИСОЛ' ^.00634 сонининг учта ь;ийматли разами бор: 6, 3
о с С0НИнинг эса туртта кийматли разами бор: 4, 0, 1, 0.

Станд арт  куриниш и  деб унинг Ь -10" купайтма ку- 
сон - аги езилииита антилади, бунда 1 < 6 <  10 ва п — бутун

^Ринишн ОЛ,- 23 100 000; 0,07635; 0.03 Ю-4 сонларини стандэр 
J ̂ 635 ' ?  £ .?ам113- Ушбуларга эгамиз: 23 100 000 — 2,31 • Ю7

7,635. Ю-*; 0 ,0 3 • 10 4 =-• 3 . 10"«.



Агар якинлашишнинг абсолют хатоси такрибий цийматнинг ёзу. 
видаги т  разами турган хона бирлигидан катта булмаса, т  раза
ми ишончли  ра^ам дейилади.

6-м  и со л . а — 2,35 ±  0,25 экани маълум. 2,35 та^ри&ий ^иймат- 
нинг ёзилишида фак,ат 2 разами ишончли.

Одатда сонларнинг такрибий цийматларининг ёзилишида, ишонч
ли ра^амларнигина ^олдиришга ^аракат цилинади. Шу билан бирга 
математик жадвалларда ва справочникларда абсолют хато чегарала- 
ри курсатилмайди.

7 -ми со л . В. М. Брадиснинг турт хонали математик жадвалла- 
ридан

sin23° =  0,3907

эканини топамиз. Синуснинг ёзиб олинган киймати абсолют хатоси
0,0001 дан ошмаслиги назарда тутилади.

8 -м и с о л . Справочниклардан бирининг маълумотига биноан 
К,уёшнинг массаси 1 ,990-Ю30 кг. Келтирилган киймат 0,001 • 1030 = 
=  1027 аникликка эгалиги назарда тутилади.

3°. Й и р и н д и  ва айирманинг абсолют хатоси бошлангич маълу- 
мотларнинг абсолют хатосидан катта булмайди. Купайтма ва бу- 
линманинг нисбий хатоси бошлангич маълумотларнинг нисбий ха- 
толари йириндисидан катта булмайди.

Масалан, агар а  = 2 ,3 5  ± 0 ,01  ва b =  5,61 ± 0 ,0 1  б^'лса, у ^ол- 
да a -+ Ь =  7.96 ±  0,02, b — а  =  3,26 ±  0.02,

|ab — 2 ,3 5 -5 ,6 4  <  0,01 0,01 
2 .35-5 .61  "" 2,35 '  5,61

бундан \ab — 2 ,35 -5 ,61| <  0,01 • 5,61 +  0,01 -2,35 < 0 ,0 8 , яъни
ab =  13,2 ± 0 ,1 .

5. Процентлар

Бутуннинг (бирлик учун ^абул килинган) юздан бир кисми 
проц ент  деб аталади. М  сонининг р%  ини ташкил цилувчи А со- 
нини топиш учун

«процентлар формуласи» дан фойдаланилади. Бу формуладан яна 
иккита масалан и ечиш учун фойдаланилади: а) А ва М  сонлари 
берилган, А сони М  сонининг неча процентини ташкил ^ и л и ш и н и  

топищ (яъни р  ни топиш) талаб кшшнади; б) А сони М сонининг 
р%  ига тенглиги маълум, М сонини топиш талаб цилинади 
(А ва р  берилган).

1 -м и со л . Ишчи бирсменада план буйича 8 0 та деталь тайёрла- 
ши керак эди. Аммо у 96 та деталь тайёрлади. У план ни неча 
процент ошириб бажарган?



I 96 — 8 0 = 16 сони 80 сонининг неча процентинн ташкил цили- 
шини топиш талаб цилинади. (1) формула буйича изланаётган сон р

=  юсмб _  20 
н  80

Га тенг эканини топамиз.
2 -м и с о л . Адабиётдан факультатив машрулотга цатнашаётган 

Сь;увчилар сони математикадан факультатив машрулотга цатнашаёт- 
гак укувчилар сонининг 80%  ига тенг экани маълум. Математика
дан факультатив машрулотга цатнашаётган укувчилар сони адабиёт
дан факультатив машрулотга цатнашаётган укувчилар сонининг 
неча процентини ташкил ^илади?
: Математикадан факультатив машрулотга катнашаётган укувчилар 

сони т  га, адабиётдан факультатив машрулотга цатнашаётган у^ув. 
чилар сони эса I га тенг булсин. Шартга кура ((1) формулага ц,.)

т  сони 1 = 0,8 т  сонининг неча процентини ташкил цилишини 
топиш талаб цилинади. (1) формулага биноан:

6. Пропорциялар.

— =  — куринишидаги тенглик пропорция  дейилади, бунда а, Ь, 
b d

If. d  — баъзи сонлар, шу билан бирга Ь ф  0, й ф О .
а  ва d  сон лари пропорциянинг четки цадлари, Ь ва о сонлари 

эса пропорциянинг урт а  цадлари  дейилади.
Пропорциянинг (турри пропорциянинг) асосий хоссаси: пропор 

ция урт а  цадларининг купайтмаси четки %адларининг купайт-  
масйга тенг.

М н е о л. Томонлари АВ =  10, ВС — 14 булган ABC учбурчак- 
да ABC бурчакнинг биссектрисаси АС томонни бири иккинчиси- 
дан 2 (бирлик)ка катта булган икки ^иемга булади. Учбурчакнинр 
АС томоннни топамиз.
' Икки ^иемдан кичигини х билан белгилаймиз. Учбурчакнинг 

ичкн бурчагининг биссектрисаси каршисидаги томонни ёндош бул
ган томонларга нисбатан пропорционал кнемларга булишидан фой- 
даланиб, х ни

пропорциядан топамиз. Пропорциянинг асосий хоссасига к^ра

т - 100% __ т - 100% _  12g  %
I 0 , 8  т

х +  2
X

U
10

бундан
10 (х +  2) = 14*, 

х = Ъ  ва АС =  х +  (х +  2) = 12.

17 -  Алгебр» ва аналш  асослари, в—10- синф. 257



7. Кетма-кетликлар,

Аницланиш сохаси натурал сонлар тупламидан иборат булган / 
сонли функцияни чек си з  сонли кетма-кетлик  (ёки тугридан-ту( 1И 
кетма-кетлик)  деб аталади. Бу функциянинг п  нук,тадаги циймати / 
билан белгиланади, кетма-кетликнинг узя эса ( fn) билан белгила- 
нади. (Кетма-кетликларни белгилаш учун купинча латин алфави- 
тининг дастлабки ^арфлари танланади: (а„), (&„), (с г) ва ^оказо.

Сонли кетма-кетликларни беришнинг иккита асбсий усули мав
ж уд : 1) п- ^ади формуласи ёрдамида; 2) рекуррент ^олда бериш, бунда 
кетма-кетликнинг дастлабки k та хади ва (барча 1 ларда) а п^к ни 
олдинги k та ^ад орцали ифодаловчи формула берилади (купинча 
k — ! ёки k — 2).

1 -м и со л . ап — 2п формула жуфт сонлар кетма-кетлигини бе- 
ради.

2 -м и  с о л, а г =  1, а* =  1 ва an+i =  а п + а п+] рекуррент форму
ла п  >  1 да

til =  1, а 2 =  1, а3 = 2 ,  cii =  3, а 8 =  5, я в =  8, а7 13, . . .  
чексиз сонли кетма-кетликци беради. Бу кетма-кетликни Фибонач
чи кетма-кетлиги дейилади.

Баъзан чекли сонли кетма-кетликлар — дастлабки п  та нату
рал сонлар тупламида берилган сонли функциялар царалади.

Иккинчи хадидан бошлаб ^ар бир ^ади олдинги ^адга бир хил 
сонни ^ушилганига тенг булган сонли кетма-кетлик арифметик 
п р о гр е с си я  дейилади. Бу d  сонни арифметик прогрессиянинг айир- 
маси  дейилади.

Биринчи хади а г ва айирмаси d  га тенг арифметик прогрессия- 
ни рекуррент бериш мумкин: ^берилган ва п Зг 1 да — а„ Лd.

Дар цандай п  >  1 учун

тенглик турри булгандагина, (ап) кетма-кетлик арифметик прогрес
сия булади.

(а„) арифметик прогрессия учун:

ап =  a 1 +  {n— \)d,  (1)
(2) =  23±+±п Г - i l l . п, (2')

2 2

бунда d — прогрессия айирмаси, S„ эса унинг дастлабки п  та ^а- 
дининг йириндиси.

3-м и со  л. Биринчи хади a i ~ 3  ва айирмаси d  =  — 1 булган 
арифметик прогрессиянинг п - ^ади формуласини ва дастлабки 100 та 
^ади йириндисини топамиз.

(1) формулага биноан:
ап=  a 1 - j - (n  — l )d = 3  +  (n — !) • (— !) = 4  — п.
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шундай цилиб. о„ -= 4 — п. 
f  (2) формулага биноан:

a i +  3 +  4 — п
Sn ~ — 2— -П== ------ 2---------п '

бунда»

S 100 =  7 ~ 10-  ■ 100 =  - 9 3 - 5 0  =  —4650.

4-м и со  л. Бирин ч и хади 24 ва айирмаси —2 булган арифметик 
прогрессиянинг дастлабки п  та ^ади йириндиси 100 га тенг экани 
маълум. п  ни топамиз.
: (2') формулага биноан, топамиз:

1 0 0 -  2-г4 +  | - 2 № - 1 )
2

яъни
п г — 25п +  100 =  0, 

бундан /1 =  5 ёки п  =  20.
Биринчи хади нолдан фар^ли, иккинчи х,адидан бошлаб хар бир 

хади узидан олдинги ^адни нолдан фар^ли бир хил q сонга купай- 
тиришдан хосил булган сонли кетма-кетлик геом етрик прогр е с сия  
дейилади. q сони геометрик прогрессиянинг махражи дейилади.

Биринчи хади bL ва махражи q булган геометрик прогрессияни 
рекуррент бериш мумкин: Ьх ф  0 берилган ва п  >  1 да bn+l =  bnq.
, Дар ^андай п >  1 учун

В  К  = Ьп+1
тенглик бажарилгандагина ва фа^ат шу >;олдагина (Ьп) кетма-кет
лик геометрик прогрессия булади. 
г (Ьп) геометрик прогрессия учун

Ьп = М п- ‘. (3)

1 да

Щ  Sn =  (4)

<? = I да
S„ =  nbv  (4')

бунда q — прогрессия махражи, Sn эса унинг дастлабки п та х,ади- 
чинг йириндиси.
‘ 5 -м и с о л . Геометрик прогрессияда Ь3 =  8, Ь6 = 2. Унинг даст

лабки 7 та ^адининг йигиндисини топиш талаб ^илинади. 
it (3) формулага биноан:

\Ь1Ч* = 8,
\ b\ q* =  2.
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Топилган тенгламаларнинг иккинчисини биринчисига кадма-^ад 
булиб, q2 =  0,25 ни топамиз, бундан q — 0 ,5  ёки q^-- — 0,5, bl ^  
=  8 : q2 =  32. (4) формула буйича q — 0,5 да топамиз:

»((± И  «■(-£) ------------ -

2 1
1
2

127

2

q — — 0,5 да эса:

_з_
2

43_
2 '

\q\ <  1 да ч ек си з  геом ет рик п р о гр е с си ян ин г  йигиндиси  деб  
п - + о о  да Sn интиладиган S  сонни айтилади, бунда

1 —q (5)Ч
6 -м и с о л . а  =  0,31212121212 . . .  = 0 ,3  (12) чексиз даврий Ун 

ли касрни оддий касрга айлантирамиз. 
а  ни бундай куринишда ёзамиз:

10 1000
12

12
100000 

1

+  . . . .

(5) формулага кура Q — "щ* Да ушбуга эга бУламиз:

1212

1000 100 000

12

■+ . . . 1000

1 —

12 _2_ 
990 ~~ 165'

100

Шундай цилиб, а  =  —  4- —  +  —■ =  — .
10 165 230 330

8. Даражалар ва илдизлар

Натурал курсаткичи п  >  1 булган а  сонинин г  дараж аси  деб
Кар бири а  га тенг булган п та купайтувчининг купайтмасига 
айтилади:

ап =  а -о -о  . . .  а.
'■■ ■ ' '■■■■■ V I ■■ ■ ■
я та купайтувчи

КУрсаткичи 1 га тенг а  сонининг даражаси деб шу в  соннинг 
^зини айтилади:

о1 — а.
260

; КУРсаткичи 0 га тенг булган а ф  0 соннинг даражаси деб 1 
с0нини айтилади:

1.

ИрКУрсаткичи бутун манфий п га тенг булган а ф  0 соннинг да
ра* аси деб сонни айтилади: ап =

Бутун курсаткичли даражаларнинг асосий хоссалари (а =5̂ 0, 
ЬфО, m £ Z ;  n£Z) :

т п m+ л .
■ Л =/7 *a) a

г) (ab)n — anbn\

т  т п  т - п . ,б) а  : а  =  а  ; 
д) (о : Ь) — ап : №.

в) (amY = а”

а  — 0 (ва Ь — 0) да бу хоссаларнинг каммаси ёзилган тенглик- 
ларнинг иккала кисмлари аникланган х,олларда х,ам уринли. 

1 -м и со л . Ушбу

(27jc* V ) 8-(32x3)5 :(6 ^ 2)“

нфодани соддалаштириш ва унинг кийматини х — 2, у  =  Да хи
соблаш талаб килинади.

Бутун курсаткичли даражаларнинг хоссаларидан фойдаланиб, 
топамиз:

(2 7 * -V ) 8- (32г>)в : (бг/2)24 =  (33)8.(д Г а)8. (у*)*• (2Ь)Л■ (х*)*:
: (2 • 3)м : (г/2)м =  3м ■ лГ1в • y iS • 2“  • х16: 2м : 3м : г/18 =

=  Зм -г * • л:-18+16 • у 18-*48. г 26̂ 24 =  21х~1 2

Шундай килиб, берилган ифода у  га бсимик эмас (факат у ф 0 
булиши мукимдир), *  =  2 да унинг киймати 1 га  тенг.

а  сонининг арифметик квадрат  илдизи  деб шундай номанфий 
b сонига айтиладики, унинг квадрата а  га тенг булади. а  сонининг 
арифметик квадрат илдизи учун V а  белгилаш кабул килинган. 
Шундай килиб, агар b* = а, b >  0 булса, b =  у^а. у^а нинг номан- 

а  лар учун мавжуд эканини куриш кийин эмас.
Арифметик квадрат илдизнинг хоссалари:

а) / а 5 =  |а |; б) / а б  =  а - \ гЬ, бунда а  >  0, Ь >  0;

в) _  Va_
Уь

, бунда а  >  0, Ь > 0 .

2- м и с о л. а  ва Ь ни илдиз белгиси остидан чикарамиз: V 2а?Ь*. 
Агар а  — 0 булса, у  холда курсатилган ифода 0 га  тенг. Агар аФО  
бУлса, у холда Ь >  0 (чунки илдиз остидаги ифода манфий булмас- 
лиги керак). Ушбуларга эгамиз:
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(b >  О б у л га н и  сабабли) бундан

Г“  =  0  Да 0.
I а  =и= 0 да | а® 16 / 2 6 .

3-м и  с о  л . аниилдиз ишораси остига киритамиз: ау'ЗЬ 
Агар а >  0 булса, у д а в д а  агар а < 0  „

*олда а  =  — |а|=  — / а 5. Шундай килиб, •- У

a V 3 b = \ a> 0{a= = °  6,^ 'Ca’ У *0Лда й > °) Да / Я  
| 0 да —/ 3 а2Ь.

4-м и  с о л .  /5Ь  ни купайтма куринишида тасвнолаймич 
Илдиз остида номанфий сон туришн кеоак m v l

Иккита д а н и  цараймиз: ] ) « > О в Т > Т 2 ) 7 < “ 1 , ? о  
Биринчи * м л а  6) хоссага кура / ‘■14 = ./ Г . / Г  га эга-.™, 
Иккинчи холда олдин аб ни номанфий сонлапнинг 

куринишида тасвирлаймиз: ab  =  ( - а ) . ( - м  ант куп„аи™аСи
б) хоссадан фойдаланамиз: ’ ^ кеиингина

/ а Ь  =  / ( —а )- (—й) — / —а - / ^ Г
Ш ундай цилиб,

|а >°- Ь iz 0 да  у ^ сГ / К
I а  <  0, 6 <  да |/’^ а .

9. Тугри пропорционаллик

у  =  kx  куринишидаги функция т угри  пропорционаллик  дейи
лади, бун да k нолдан фаркли ^акикий сон (k пропорционаллик 
коэф ф ициент а  дейилади).
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? Узгарувчилар мос цийматларининг хар ь;андай икки жуфти, яъни 
а-,; Ух) ва (х2; у г) учун

J l  =. Ь -  =  k
*1 х2

тенглик тутри, бунда хь  х2, у ь  у 2 нолдан фарцли.
1 -м и со л . Жисмнинг тутри чизиц буйлаб харакатида узгармас 

тезлик билан босган йули харакат ва^тига турри пропорционал.
2-м и со  л. у  узгарувчи х узгарувчига коэффициентли про- 

порционал, 2 узгарувчи эса у  узгарувчига k2 коэффициентли про
порционал булсин. У х.олда г  узгарувчи х узгарувчига kxk2 коэффи
циентли пропорционал булади.

Да^щатан хам, z =  k2y  =  k2kiX.
у  =  kx функциянинг графиги координаталар бошидан утувчи k 

бурчак коэффициентли турри чизиадан иборат (тутри чизи^нинг 
Ох ^вда ормалик тангенси k га тенг).

Буни исботлаймиз. О ва А (1; k) нуцталардан турри чизиц утказа- 
миз, ОА турри чизицца тегишли ^ар кандай М  (*; у )  нуцта учун 
(168- раем) ~ОА ва ОМ векторлар параллел. Шу сабабли ОМ вектор 
ОА вектордан уни х сонига купайтириш билан ^осил цилинади, 
яъни ОМ =  хОА. ОМ векторнинг координаталари х ва у  дан ибо
рат. ОА векторнинг координаталари эса 1 ва k дан иборат, шу 
сабабли хОА векторнинг координаталари *  ва kx дан иборат. ОМ ва 
хОА векторларн'инг координаталарини таедослаб, у  = kx ни топамиз. 
Шундай цилиб, ОА турри чизи^нинг хар цандай нуцтасининг х ва 
у  координаталари у  =  kx тенгламани ^аноатлантириши исботланди. 
Энди у  = kx функция графигининг хар цандай нуцтаси ОА турри чи- 
зивда ётишини исботлаш керак. Бунинг учун (*; 0) нуцта оркали 
Оу ущ а параллел турри чизиц утказамиз. Бу турри чизиц ОА турри 
чизицни М (х; у )  нуцтада кесиб утади. Аммо юкорида О А турри 
чизикнинг ну^талари учун y  — kx тенглик бажарилиши исботлан- 
ган эди. Демак, М ну^та y= k x  функция графигига тегишли. А ну^- 
та тангенслар чизирида ётади, шу сабабли k — t g a ,  бунда а  — О А 
тутри чизик билан абсциссалар уци орасидаги бурчакнинг катталиги.

3 -м и с о л . 169-расмда у  =  kx функциянинг ^ар хил k лар 
(6=  ± 0 ,5 ;  ± 3 ;  ±  1) учун графиклари тасвирланган.

4 -м и с о л . Учбурчакнинг юзи 0,5 ah  га  тенг бйпгани учун, 
икки учи параллел турри чизиклардан бирида, учинчиси бу турри 
чизи^ларнинг иккинчисида ётувчи учбурчаклар учун (170-раем) юз 
асоснинг узунлигига k =  0,5 h коэффициентли турри пропорционал- 
дир (h — бу турри чизшугар орасидаги масофа). Бу юкорида келти- 
рилган S  =  0,5 ah  формуладан келиб чи^ади. Учбурчак асосининг 
узунлиги мусбат микдор, шунинг учун бу борланишнинг графиги 
°чи^ нурдан иборат (171-раем). , , ,

5 -м и с о л . R радиусли дойра секторининг юзи I s  =  —  R2a,j

сектор ёйининг радиан улчовига k =  —  R* пропорционаллик коэф-



фициентли т^ р и  пропорционалдир (бунда R — секторнинг радиуси) 
Бу борланишнинг графиги учлари О (0; 0) ва М (2 л ; л R2) нуцта- 
лардан иборат кесмадир (172-раем).

6 -м и с о л . т  массали моддий нуцтанинг ~  кинетик энергияси

о* га (нуцта тезлигининг квадратига) k = -^ -  т  коэффициентли тут-

ри пропорционал.
Агар у  узгарувчи х Узгарувчига k пропорционаллик коэффици

ентли пропорционал булса, у холда х узгарувчи (к Ф  0 да) у  уз-
гарувчига - у  коэффициентли пропорцион алдир.

10. Тескари пропорционаллик

Тескари пропорционаллик  леб, у  = —  куринишдаги функция-
х

га айтилади, бунда k — нолдан фарцли бирор хаЦи^ий сон. k сони 
тескари пропорционаллик коэффициенти  дейилади.

х ва у  узгарувчилардан би- 
ронтаси хам 0 ^ийматни ^абул 
цила олмаслигини ^айд этамиз. 
х ва у  нинг иккитадан мос ций- 
матлари (хх\ y t) ва (* ,; у г) учун

170- раем 171- раем

УI _  Уг
Хг *1

тенглик турри, чунки у ххх =
=  Угх а =  k.

1 -м и со л . Турри чизих бу
йича текис ^аракатда жиемни'нг 
берилган йулни утишга кетган 
ва^ти ^аракат тезлигига тескари 
пропорционалдир.

Агар у  узгарувчи х узгарув- 
чига k пропорционаллик коэф
фициентли тескари пропорционал

172- раем

173-раем



174- раем 175- раем

булса, у з^олда х узгарувчи у  узгарувчига шу тескари пропорцио
наллик коэффициентли тескари пропорцион алдир.

ьу  =  —  функциянинг графиги икки тармокдан иборат эгри чи- 
х

зик- у =  —  функциянинг графиги гипербола  дейилади.

2 -м и с о л . 173-расмда у  =  —  функциянинг k нинг турли
X

^ = ± 1 ;  ± 2 ;  ±  кийматларидаги графиклари тасвирланган.

Шуни цайд этамизки, у  =  —  функция графигидан ^аракатлар 

ёрдамида косил цилинган кар кандай эгри чизик гипербола дейилади.
3 -м и с о л . » = — +  2 ва у  =  — —  функцияларнинг график-

3 х х — \
лари (174— 175-расмлар) гиперболалардан иборат, чунки улар

176- раем 177- раем
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178- раем. 179- раем.

У — ~  Функция гра.
фигини параллел ку. 
чириш натижасида хо- 
сил килинади,

у  =  — функция.
X

нинг графиги 6 > 0  да
I ва III координата 
бурчакларида (176-ра
ем), k <  0 ларда эса
II ва IV координата 
бурчакларида жойлаш- 
ган (177-раем).

у  = —  ток функция булганлиги учун унинг графиги коорди

наталар бошига нисбатан симметрикдир.
у  — —  функция (— оо; 0) ва (0; оо) ярим тугри чизицларда

* X
узлуксиз. лг =  0 ну^тада бу функция анщланмаган.

2
4 -м и с о л . у = —  функция (— оо ; 0 )  ва (0 ; +  оо) ораликлар- 

да камаяди (1 7 8 -раем), у  =  3 -------- -— функция (— оо; — 1) ва
X +  1

(— 1; оо) орали^ларда усади (1 7 9 -раем).

11. Чизикли функция

у  = kx -+- Ь куринишдаги функция чизикли ф ун к ц и я  дейилади, 
бунда k ва Ь — сонлар.

Чизикли функциянинг аникланиш сохаси R  сонлар турри чизи- 
ридан иборат. k ^ O  да цийматлари сохаси хам R  сонлар тугри чи- 
зиридан иборат. k =  0 да цийматлари сохаси битта b нуктадан 
иборат.

f ( x )  = kx +  b чизикли функция сонлар турри чизирининг хамма 
ерида дифференциалланувчи. Унинг хар бир нуктадаги хосиласи 
k га тенг, шунинг учун & > 0  да функция (— о о ; оо) ораликда 
Усади, 0 да f  функция (— оо ; оо) ораликда камаяди, k =  0 да 
функция узгармас.

k — 0 да хаР бир нукта функциянинг критик нуктаси, чунки 
Хар бир нуктада хосила нолга тенг, k Ф  0 да критик нукталар йук

Чизикли функция k ф  0 да экстремумга эга эмас.
Чизикли функциянинг графиги бурчак коэффициенти k га  тенг 

булган т^рри чизик. k Ф  0 да бу турри чизик у  = kx турри пропор
ционаллик графигининг параллел кучиришдаги образи булади (180- 
расм).
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: Агар y  =  k x - r b  булса, у холда у  узгарувчи х узгарувчига 
чизшуш боглш^ дейилади. Бунда агар k Ф  О булса, у ^олда х =
= —  у ----- — булган и учун х ^ам у  га чизивуш богли^ булади.

k k
181 — 183-раемларда чизигуш функцияларнинг k ва Ь нинг 

турли ^ийматларидаги графкхлари тасвирланган (181-раем k =  1 ва 
ft =  ±  1; ± 0 ,6 ; ± 3  булган ^ол учун; 182-раем ft = 0 ,6  ва 6 =  
=  — 1; 0 ; 1; 2,5 булган jyyi учун; 183-раем k =  — 2 ва 6 = — 1; 
k= — 0,5 ва 6 =  4 булган ^ол учун).

у  =  х 4- by ва у  — k^x 4- b2 турри чизшугар kx = k2 булганда- 
гина параллел булади (184-раем).

Бу тутри чизшугар kr -k2 =  — 1 булгандагина ва фа^ат шу ^ол- 
дагина перпендикулярдир (нега шундайлигкни узингиз тушунти- 
ринг, 185- раем).

Бир хил Ь коэффициентли турри чизицлар битта М  (0; Ь) ну^- 
тадан утади 186-раем).

Ординаталар укига параллел булмаган хар цандай турри чиз:щ 
бирор чизщли функциянинг графиги хизматини цилади (180-раем- 
га ^аранг). Ь коэффициент бу турри чизикнинг ординаталар уци 
билан кесишиш ну^тасининг ордипатасига тенг, к коэффициент

183- раем 184- раем 185- раем
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186- раем 187- раем 188- раем

турри чизик; билан Ох у  к; орасидаги бурчакнинг тангенсига тенг 
Агар М 1 (л*; у х) ва М 2(х2; у 2) — турри чизи^нинг иккита нукта- 
си булса, у ^олда

A = - ^ L  
*2 — *1

булади (187- раем), ах - f  b y  - f  с  =  0 куринишдаги тенглама иккита 
х ва у  узгарувчили чизикли тенглама дейилади, бунда а. b ва с  — 
^ и ^ и й  сонлар. Агар а  ва b бир ва^тда нолга тенг б^лмаса. у
^олда бу тенгламанинг графиги турри чизи^: 6 = 0  да х = — —

a
«вертикал» тугри чизи^ (188-раем) ва Ь ф О  да и = -----— х ------

ь ь
У

а=0

О

чизицли функциянинг графигидир lk =  — —

бурчак коэффициент, j

Текисликдаги хар ^андаи турри чизи^ би- 
рор чизикли тенгламанинг графигидир.

189-расмда чизицли функцияларнинг тур- 
ли о, Ь, с  лардаги графиклари тасвирланган.

12. Квадрат уч^ад

1°. Квадрат уч^адни купайтувчиларга аж- 
189- раем ратиш. у  — ахг +  Ьх +  с  функция (бунда а , Ь,

с  — ^а^и^ий сонлар, а  ф  0) к вадрат  ф у н к ц и я  
дейилади, ах9 -\-Ьх +  с ифода эса ква драт  учцад  дейилади.

Квадрат уч^адни алмаштирамнз:

° *  + Ь  +  ‘ - ' ( * + ± Х + ± ) - а (  * + l - J L x + f e y -
ьг

4 а 1
+  —  

а

(1)
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Bft* — 4ас ифода квадрат учхаднинг ди скриминанта  дейилади ва
■ р  ^арфи билан белгиланади:

D = Ьг — 4ас.

Sft'-Arap D >  0 булса, у холда (1) ни купайтувчиларга ажратиш 
щумкин:

ШИ Ь \а Ьг - 4 а с \  (  , Ь у ь * -  4ос"' \ (  . Ь
#  +  - W ) --------f a H  -  0 (*  +  И  + ------ 2а----- )  I*  +  То' -

В '  _  и ( х — х, ) (х — X,).

— Ь— "V Ь- — 4 а с  . — — 4ас  
бунда хг — 2а > xi ~~ 2а

Ни^оят, уш буга эга буламиз:

ахг +  bx -f с =  а (х — (х — хг). (2)

I  Агар D <  0 булса, у холда х нинг барча ^ийматларида

В
Шунинг учун х нинг хеч бир к;ийматида ax'1 +  bx - f  с  Ф  0.̂  Бундан 
ахг 4 - Ьх +  с  ифодани чизикли купайтувчиларга ажратиб булмасли- 
ги, яъни

(рх +  q) (ex +  f)

куринишда ифодалаб булмаслиги келиб чи^ади, чунки х = — - -  ёки

х =  -----— да бу купайтма нолга айланади.
WI е2°. Квадрат тенгламанинг илдизлари. Квадрат тенглама деб

ахг 4- bx 4- с =  0 (3)

куринишдаги тенгламага айтилади, бунда а ф 0.
Ьг — 4 а с > 0  да (3) тенглама

а (х — x j  (х — х2) =  О (4)

тенгламага тенг кучли, бунда х1 ва хг 1° пунктда топилган ифо- 
Дадар. Купайтувчилардан ахалли биттаси нолга айлангандагина 
купайтма нолга тенг булгани учун хосил килинган тенглама х =  ва 
x = xi илдизларга эга. Ьг — 4ас = 0 булганда бу илдизлар тенг б у
лади. Ь2 — 4 а с < 0  да (3) тенглама ха^и^ий илдизларга эга булмай- 
Аи, чунки бу холдз ах* 4  Ьх +  с  ифода нолга айланмайди (1° пункт- 
га каранг).
I '  Шундай ^илиб. D <  0 да ах2 4- Ьх 4- с  =  0 тенглама хаКик.ий 

илдизларга эга эмас, D = О да битта х — — илдизга эга, D> О
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да иккита ^ациций илдизга эга, бу илдизларни битта
_  — Ь ± У ь* — 4ас

2 а (5)
формула билан ёзиш ^абул цилинган. Шундай цилиб, квадрат тенг
ламанинг ха^иций илдизлари сони D нинг ишорасига боглиц.

1-м и со  л. 6хъ — л:— ,1 =  0 квадрат тенгламанинг дискриминан
та I2 — 4 -6 - (— 1) =  2 5 > 0 , шунинг учун бу тенг лама иккита ил
дизга эга:

—Ь ± У ь г — 4ас 1 ±  5
Х ~  2а  ~  2 -6  ’

яъни
1 1х, = --------; х« =  — .

1 3 2 2
Бундан тащ ари : 6л:2 — х — 1 квадрат уч^адни купайтувчиларга 

ажратиш мумкин:

„ * 6л:3— х — 1 =  6 4  - j - j  ( х -----=  (Злг +  1) (2л: — 1).

2 -м и с о л . 2л^— Зл: +  2 = 0  квадрат тенгламанинг дискрими
нанта манфий: D =  З2 — 4 -2 -2  = — 7 < 0 .  Шунинг учун бу тенг
ламанинг илдизлари йуц ва 2хг — Зх 4  2 учхадни чизи^ли купай
тувчиларга ажратиб булмайди.

( 2 \

х —-----— J ил
дизга эга, чунки унинг дискриминанта нолга тенг: D =  122 —
— 4-9 -4  = 0 . 9х2 4  12л: 4 -4  у'-цаднинг купайтувчиларига ёйилмаси 
ушбу курин ишга эга:

9х2 4  12дс +  4 =  (Зх 4  2)г .
Келтирилган квадрат тенгламанинг иккинчи коэффициенти 

«жуфт» — b = 2 k  булса, унинг илдизини ушбу куринишда ёзиш 
^улай:

v _  —к ± У Ф = ж  (5')
а

жумладан, а  =  1 да келтирилган квадрат тенглама учун ушбу фор
мулани ^осил циламиз:

* — т  ± 1 / ( т ) ‘ - с- <6)
4 -ми со  л. Злг2— 2л:— 1 = 0  тенгламани ечиш учун (5 ') фор- 

муладан фойдаланиш кулай:

„ _  1 ± / 1 * - 3 - ( - 1 )  1 ± 2
3 -  з ,

яъни хг — 1; хг = -----L
3
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3°. Виет теоремаси. ахг +  Ьх +  с  — 0 тенглама илдизларининг 
йш:индисини ва купайтмасйни топамиз:

_ ь — К 6*— 4ас — ь +  у ь * — 4ас __ — Ь— Ь 
XI -Г .  2а ** "2о 2а ~  а '

_(  — Ь — У ft* — 4ас \ (  — Ь 4  — 4сс \
25 ) \  2 а  ) —

_ (—Ь)г — (у  -г- 4ас)® _ 4ас _
В .  4 а3 4о2 а

!  Шундай цилиб. ушбу теорема ту при: ах2 +  Ьх 4- с  — 0 квадрат
тенглама илдизларининг йигиндиси  — -  га, кС/пайтмаси— га тенг.а а

К 5- м и с о л. 5л'2 — 1 1л: 4  4 =  0 тенг дам а иккита илдизга эга, чун
ки унинг дискриминанта мусбат (D =  4 1 >  0). Бу илдизларнинг
йигиндиси------ —-— ■- ■ —  га тенг, купайтмаси —  га тенг.

5 5 5
В 'Илдизлари буйича квадрат тенглама тузиш учун ва баъзан

тенгламаларни ечиш учун Виет теоремасига тескари тесремадан
фойдаланилади:

Ихтиерий хЛ ва х2 сонлар
+  *а) х 4- хгх3 =  0

квадрат тенгламанинг илдизлари булади.

Исботлаш учун х =  xt ва х =  х2 ций? у 
матларни шу тенгламага ^уйиш етарлн,

№  6 - ми со  л. 0,2 ва 4,5 сонлари
К  л:2 — (0,2 +  4,5) ■ л; +  0,2 • 4,5 =  0

тенгламанинг, яъни л*2 — 4 ,7х 4  0,9 =  0 
тенгламанинг илдизлари булади 
, Шуни цайд циламизки, а2—4,7аЧ-0.9—0 

тенглама а  (л:2— 4,7л +  0,9) =  0 тенгламага 
тенг кучли. бунда а — нолдан фарцли ^ар- 
Кандай ^ациций сон; масалан а  — Ю да 
ушбу тенглама! а эга буламиэ: 190- раем

Юл:2 — 4 7х 4 -9  =  0.
4°. Квадрат функциянинг графиги. Квадрат функциянинг гра- 

фиги 190-расмда тасвирланган куринишга эга ва парабола  деб 
аталади.

Квадрат функциянинг у ’ =  'lax 4  b ^оскласини нолга текглаб.
бу функция битта х0 — — критик ну^тага эга эканини кура-

2 а
миз. Графикнинг шу абсциссали ну^таси парабапанинг учи дейила
ди. Бу нуцтанинг ординатаси мана бунга тенг:

/ Ь V  . . / Ъ \  , . - й 3 4  Ьол

У' ~ а Г Г а )  + Ь [ -



192- раем

191- раем

а > 0  да парабола тармоцлари юкори- 
га йуналган, а <  0 да эса пастга йунал- 
ган булади. Тенглама илдизларининг со- 
нига ^араб, бу икки ^олнинг з̂ ар бири 
уч ^исм ^олга булинади.

Олти ^олнинг ^аммасида графикнинг 
абциссалар уцига нисбатан жойланиши 
191-расмда тасвирланган.

7- м и с о л. Квадрат учхад графиги
нинг куринишига ^араб а, Ь, с  коэффи- 

циентларнинг ва D дискриминанта инг ишораларини аницлаймиз 
(192-раем).

Параболанинг тармоцлари пастга йуналган, шунинг учун а <  О- 
Парабола учининг абсциссаси х0 мусбат, чунки параболанинг учи
унг ярим текисликда, х0 — ------— формуладан а  ва Ь сонларнинг

2 а
ишоралари ^ар хил эканини топамиз, яъни Ь > 0. Графикни г Оу 

билан кесишиш ну|\тасининг ординатаси c —f ( 0 )  га тенг; У 
манфий, шунинг учун с < 0 .  Ни^оят, график абсциссалар уки билан 
битта умумий нуцтага эга (уша y i^ a  уринади), яъни ах2 
+  с  =  0 тенглама битта илдизга эга, ва демак, D —0. Шундай цилиб.

а < 0 ,  Ь > 0 , с <  О, D — 0.
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[5°. Квадрат тенгсизликларнинг ечилиши. Квадрат тенгсизликлар- 
цнтерваллар методи билан ечЦш ^аммадан кура осон (21-пунктга

Аммо шуни эсда са^лаш фойдалики, квадрат уч^аднинг ишора- 
си сонлар турри чизирининг ^амма ерида. илдизлар (агар илдизлар 
мавЖУД булса) орасидаги оралицдан ташк,ари, хг олдидаги коэффи
циент ишораси билан бир хил булади.

8 -м и с о л . 2х2— 3* — 5 квадрат уч^аднинг илдизлари — 1 ва 
2,5 сонларидан иборат. х2 ап д и даги коэффициент мусбат (у  2 га 
тенг) булгани учун (— оо; — 1) ва (2 ,5 ; оо) оралицларда 2х2 —
— Зх — 5 > 0  ва (— I ; 2,5) ораликда 2х2 — Зх—5 < 0 .

9- м и с о л. — -j- Злг — 11 уч^ад ^а^иций илдизларга эга эмас- 
лиги (унинг дискриминанта манфий: £>= — 35) ва х* олдидаги 
коэффициент манфий булганлиги учун

— х2 + 3х— 11 > 0
тенгсизликнинг ечимлари йуц.

10- м и с о л .  — х2 4- Зх — 11 < ; 0 тенгсизликнинг ечимлари туп 
лами сон т ^ р и  чизиридан иборат.

11 -м и со л . 16л:2 — 24х 4- 9 <  0 тенгсизликнинг ечимлари. туп-
з

лами битта х =  — нуцтадан иборат (чунки D =  242 — 16-9-4  = [0

К 3ва 16л;2—24л:-f-9= 0  тенгламанинг илдизлари тенг: хг =х2— —).

13. Узгарувчили ифодалар

1°. Узгарувчиларни уз ичига олган ифодалар узгарувчиларнинг 
цийматларига цараб турли ^ийматлар олиши мумкин. Узгарувчили 
икки ифоданинг узгарувчининг бир хил ^ийматларидаги ^ийматлари 
ифодаларнинг мос ^ийматлари дейилади; масалан, cosx ва 2х 
ифодаларнинг х — 0 даги мос ^ийматлари 1 ва 0 га тенг.

Узгарувчиларнинг ифода маънога эга буладиган кийматлари у з 
гарувчиларнинг йул  цуйиладиган кийматлари  дейилади.

Уз таркибига кирган узгарувчиларнинг йул куйиладиган ^амма 
НИйматларида турри булган тенглик айният  дейилади.

Узгарувчиларнинг барча йул куйиладиган цийматларида тенг мос 
Кийматлар кабул ^илувчи иккита ифода айнан  т ен г  ифода  дейила- 
Ди. бир ифодани унга айнан тенг бонда ифода билан алмаштириш 
“Фодани айнан  алмаштириш  дейилади.

; Масалан, 1п/дг|= _1 In (л:2) тенглик нолдан фарцли барча ^аци^ий

сонлар тупламида айниятдир.
1-м и с о л .  — ъз. — ифодалар ихтиёрий у  да айнан тенг.

К а п  Хг X
Щг 2°. Куп^адлар. Сон купайтувчилар ва узгарувчилар натурал да- 
Ражаларининг купайтмаси бир\ад  дейилади.
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Бирхадни стандарт куринишга келтириш учун бирхадга ки(_ч Ц(1 
сон купайтувчилар узаро купайтирилади, бир хил узгарувчиларнинг 
(ёки улар даражаларининг) купайтмасини бу узгарувчининг курсат- 
кичи билан алмаипирилади Сон ку'пайтувчи бирхаднинг коэффц., 
циенгпи  дейилади. Узгарувчнлар даража курсаткичларининг йигнн- 
дисини бирхаднинг дараж аси  дейилади

2 - м и с о л .  7ху2х6у 21 -(— а) ифода х, у. а  узгарувчили — 147 
коэффициентли 8 даражали (1 -j* 2  4- 3 4 1 -(•- 1 =-- fe) бирхаддир

Унинг стандарт куриииши: — i47 х*у я а.
Бирхадларнинг йиг индиец к у г ц а д  дейилади.
Купхадни с ган дар! куринишига келтириш учун ундаги хар хан- 

си бирхадни стандарт.куринишдаги бирхадга алмаштирилади ва ухшащ 
Хадлар ихчамланади. Куп\аднин<; да раж а си  деб шу кунладаи стандарт 
куринишга келтирганд^н кейин уни ташкил этувчи бир^адлари.нп 
энг катта даражасш а айтилади.

3- м и с о л .  Ушбу
ху гху 3 +  3ху г х —- 4ух2 у 4 4- Зл'2 у й — 2х* у

купхаднинг стандарт куринйши Зх'2у 2 — 2л:2у  дан иборат, унинг 
даражаси эса 4 га теьг

Бирхаднинг купхадга купайтмаси бирхад билан купхаднинг хар 
бир хади купайтмаларининг йириндисига генг

4 - м и с о л .  2 b y  (х3 4- 2ау  f  Ь2 у )  - - 2 Ьух3 4- 4 ху2Ь +  2 Ь3 y i
Икки купхаднинг купайшаси биринчи купхаднинг ^ар бир дади

билан иккинчи купхаднинг хар бир хади купайтмаларининг йигин- 
дисига тенг.

5 - м и с о л .  (х2 — Зх +  I) (х  — 2) — х 2 х  -j х2 ■ (— 2) -f- ( —3*)• я +-
4 - (—Зле)• ( - 2 ) 4 - 1 ;* +  1-(—2) -  х» -  2а2—За1 4- 6а 4 х — 2 -  Аа -
— 5а2 4- 7х — 2.

Купхадларни бутун алгебраик ифодалар хам деб аташади.
КС/пцадни купайтувчиларга аж рат иш  шу купхадни купхад- 

ларнинг купайтмаси ёки бирхад билан купхаднинг купайтмаси 
куринишида тасвирлашни билдиради. Бунда к,уйида1и усуллардан 
фойдаланилади.

а) Умумий купай/пувчини цав едан  таш^арига чи^ариш.
6- м и с о л. 9ах2 — 6а2 х ~ (Зах) (Зх) — (За*) • (2а) =  3ах (Зх— 2а).
б) Группалаш.
7- м и с о л. х3 — За2 4- х 4- 1 =- х3 — х 2 — 2х2 +  2х — х 4- 1 =

=  х2 (х  — 1) — 2х (х — 1) — (х — 1) =  (х2 — 2х — 1) (а — 1,.
в) К вадрат  уч\адни купайтувчиларга ажратиш. (1 2 -п. га царанг).
г) К,исца кдпайт ириш  айниятлари.
Бир узгарувчили к упхаднин г  илдизи  деб узгарувчининг куп>;аД 

нолга айланадиган ^ийматига айтилади.

3°. Касрлар. |  куринишидаги ифода каср дейилади. бунда а  ва
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Щ —(сонли ёки узгарувчили) ифодалар. Касрнинг аникланиш сохаси 
И гарувчиларнинг а  ва b ифодаларнинг (бунда b Ф  0) хаР бири 
ани^ланган ^ийматлари тупламидир.

К а с р н и н г  а с о с и й  х о с с а с и .  ^ = _ ^  тенглик 5'згарувчилар-

нинг шу тенгликнииг иккала кисми аницланган ^ийматлари туп-
ламида айниятдир.

£» о 2дс(х 41 ) 2х .8- м и со л .  —1------ - = ----- тенглик барча х Ф  ±  1 ларда аиният.
X2 — 1 X—1

" Р а ц и о н а л  и ф о д а л а р н и  а л м а ш т и р и ш .  Узгарувчиларнинг
куй и да ёзилган тенгликларнинг чап ва у hi* кисмлари анк^ланган
^ийматлари тупламида шу тенгликлар айниятдир:

Ш г: . а Ь ab а с  ad■ а) б) т : - =  -
d c d '

■>(тГ-£:
be

qjX "j- be
. j  / bn bd

— 14.  Тенгламалар, тенгсизликлар, системалар
, 1°. Бир узгарувчили тенгламалар ва тенгсизликлар. Бир у з г а р у в 

чили тенглама (т енгси злик)  деб шу узгарувчини уз ичига олган 
тенгликка (тенгсизликка) айтилади. Тенгламадаги (тенгсизликдаги) 
узгарувчини купинча номаълум деб аташади.

Бир узгарувчили тенгламанинг илдизи  (ёки ечими) деб узгарув
чининг тенгламага цуйганда тутри тенглик хосил киладиган ^ий- 
матига айтилади.

Шг 1 - м и с о л .  5 сони х2 =  25 тенгламанинг илдизи, 1 сони эса бу
тенгламанинг илдизи эмас.

В ; ’ Бир узгарувчили т ен г си зликнин г  ечими деб узгарувчининг бу 
тенгсизликни тугри сонли тенгсизликка айлаитирадиган хийматига 
айтилади.

Юр 2* м и с о л .  4 сони x2 < 2 5  тенгсизликнинг ечими, 8 сони эса бу
тенгсизликнинг ечими эмас.

юг Тенгламани (т ен гси зликни )  ечиш  унинг хамма ечимларини то
пиш (ёки уларнииг й^лигини исботлаш) демакдир.

Р; Агар бир узгарувчили иккита тенглама (тенгсизлик) нинг ечим- 
лари бир хил булса (бошкача айтганда, улар бир хил ечимларга 
эга булса), б у  тенгламалар (тенгсизликлар) т ен г  кучли тепглама-  
лар ( т енгси зликлар)  дейилади. Ечимни ^иска ёзишда «тенг кучли» 
сузи урнига купинча о  белги цуйилади.
j‘ З - м и с о л .  Зх—6 = 0  ва (х  — 2)2= 0 тенгламалар тенг кучли, чун
ки уларнинг 'Хар бири битта х  =  2 илдизга эга; бундай ёзиш мум
кин: Зх — 6 =  0  о  (х — 2)2 =  0. х  =  0 тенглама х2 <  0 тенгсизлик
ка тенг кучли, яъни х  =  0 о  х2 <  0.

Бир узгарувчили тенгламалар ва тенгсизликларни ечишда куйи- 
Да ифодаланган асосий цоида ва усуллардан фойдаланилади. С (х) 
ифода сонлар турри чизирининг хамма ерида ани^анган  булсин. 

рУ Холда ^уйидаги тасдицлар т^рри.
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1) Агар т енгламанинг ( т ен г си зл и книн г )  иккала к,исмига айчи 
б и р  С (х) ифода куш ил са , у  хрлда б ерилган  тенгламага ( т енгси3. 
ликка ) т ен г  кучли тенглама (т ен гси злик )  %осил булади .

1а) Н а т и ж а .  Хар цандай  цушилувчини тенгламанинг (т ен г• 
си зликнин г )  б и р  цисмидан  иккинчи кисмига царама-царши ишо. 
ра  билан  ут к а зи ш  мумкин, нат иж ада  берилган  тенглама^  
(т ен гси зликка )  т ен г  кучли тенглама (т ен г си злик )  .\осил булади.

4 - м и с о л .  х — 1 > 0  ва х — 1 +  1 > 0  +  1 тенгсизликлар тенг 
1 1 1 1  ,кучли. х+  _  =  _  ва * =  _  — — тенгламалар тенг кучли. АммоX X  X X

охирги тенгламанинг унг ^исмида айиришни бажарилса, х — 0 тенг
ламага эга буламиз, бу берилган телгламаларга тенг кучли эмас
/ Л  А 1 1 1 1(х = О тенглама 0 илдизга эга, х +  _  =  _  ва д- =  _  — _  тенг-X X  X X
ламалар эса илдизларга эга эмас). Гап шундаки, айиришда биз тенг
ламанинг ан шуган иш сохасиии кенгайтирдик.

2а) Агар т енгламанинг иккала кисмини \еч цандай х да  нол
га  айланмайдиган айни би р  С (х) ифодага к упайт ирил са  (булин- 
са ) ,  у  холда берилган  тенгламага т ен г  кучли тенглама цосил 
б$лади .

26) Агар т ен гси зликнин г иккала цисмини барча х ларда мус
б ат  б ул а ди га н  айни б и р  С (х) ифодага  купайт ирилса  (ёки  
б ул ин са ) ,  б ер ил га н  т ен гси зликка  т ен г  кучли т ен гси злик  \осил 
б g лади.

2в) Агар т ен гси зликнин г иккала цисмини барча х ларда ман
фий б ул а ди га н  айни би р  С (х) ифодага купайтирилса (ёки  б у -  
линса ) ва т ен гси злик  ишорасини царама-царши ишора билан ал* 
маштирилса, б ерил ган  т ен г си зликка  т ен г  кучли т енгси злик хрсил 
б ул а ди .

5 - м и с о л .  9 — 5 л ' > 0  тенгсизликни ечамиз. Ушбуга эгамиз:
9 — 5.v > 0 »  — 5 .v>  — 9 <*> 1,8. Ж а в о б: (— оо; 1,8).

6- м и с о л. (л- — 2) (;с 4- 2) =  2 (х — 2) тенгламанинг иккала цис- 
мини (х — 2) ифодага булиб булмайди, чунки бу ифода л: = 2  да

н олга айланади. Булишда х — 2 илдиз йу^олади. Бошлангич тенг
лама 0 ва 2 иккита илдизга эга, (х — 2) га булишдан кейин хосил 
булган * 4 -  2 =  2 тенглама эса битта 0 илдизга эга.

Агар С (х) ифода хамма жойда ан шутанмаган булса ёки 1 ва 2- 
цоидаларда С (дг) га юклатилган шартЛар бажарилмаса, у ^олда бу 
^оидаларга ухшаш ^оидалар мураккаброк ифодаланади. Масалан,

=  О
е  (х)

тенглама
If (х) =  О,
\g (х) ФО

системага тенг кучли.
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I 1 Зх1 — I Wat- м и с о л. -------- j- --------—----------- тенгламани ечамиз.
X + l  Х — 1 *2 — 1

у^буларга эгамиз:
1 1 Зх2 — 1 х -  1 +  л 4 - 1  -  3*J +  1 п

—  + ------- = ------------о  —-----------------------------  =  U

о  ■

«  +  1 ' X — I х2 - \  "  х2 - {
Зх* 4- 2x41 л J 3 * ' - 2 x -  1 = 0 , 0 [ х ^ ± 1 .

=  \ хг — 1 ф  0 [х  =  1 е*1 [ х‘ — 1 ф и  [х =  1 еки
— . 1 1 w  ,  I* =  — — <t>x =  — —. Ж а в о б :  х =  — —
* ° 3 3

2°. Бир неча узгарувчили тенгламалар ва тенгсизликлар.
Гзгарувчилари сони иккита ёки ундан ортиц булган тенгламалар 
ва тенгсизликлар ана шундай аталади. Иккита ёки учта узгарувчи
ли тенгламалар ва тенгсизликлар купро^ учрайди. Икки узгарувчили 
тенгламанинг (тенгсизпикнинг) ечими деб узгарувчиларнинг тенг
ламани (тенгсизликни) тугри сонли тенглик (тенгсизлик) ка айлан- 
тирувчи тартнбланган жуфти* к,ийматларига айтилади. Агар тенгла
ма (тенгсизлик) да х ва у  узгарувчилар ^атнашса, у ^олда биринчи 
уринга х узгарувчининг, иккинчи уринга у  у'згарувчининг к,ий- 
матини ёзишга келишиб олинган.

8- м исол.  (2; 1) жуфт хг 4  у  =  5 тенгламанинг ечимидир, (1; 2) 
жуфт эса унинг ечими эмас.

: Умумий холда узгарувчилардан цайси бирининг киймати бирин
чи урин да, ь;айси бирининг ^иймати иккинчи урин да туришини 
курсатиш зарур.
" 9 -м  исол.  (u rf-2)2-4  (*— 3)* =  0 тенглама (рирдан бир (t; и ) — 
= (3; — 2) ечимга эга. Ёки бундай ёзиш мумкин: и =  — 2, t =  3.
jl Учта ва ундан орти^ узгарувчили тенглама (тенгсизлик) нинг 

ечими хам шунга ухшаш аницланади. Масалан, уч узгарувчили тенг
ламанинг ечими деб сонларнинг тартнбланган шундай учлигини айти- 
ладикн, уларни тегишли узгарувчилар урн ига ^уйилганда тенглама 
тугри тенгликка айланадн. Агар бу узгарувчилар х, у  ва г  бутса, 
У'^олда биринчи уринга х узгарувчининг, иккинчи уринга у  узга
рувчининг, учинчи уринга г  узгарувчининг кийматини ёзишга кели- 
шилган. Долган холларда, одатда. узгарувчилар цийматларининг ёзи- 
лиш тартибини курсатиш керак булади.

' Агар айни бир хил узгарувчиларни узи ичига апган бир неча 
узгарувчили иккита тенглама (тенгсизлик) айни бир хил ечимларга 
эга булса (яъни тегишли жуфтлар, учликлар ва к. лар туплами 
бир хил булса) бу тенглама (тенгсизлик) лар т ен г  к у ч ш  тенгла
малар (тенгсизликлар) дейилади.
( Бир неча узгарувчили тенгламалар (тенгсизликлар) ни алмашти- 

риш коидалари бир узгарувчили тенглама (тенгсизлик) ларни ал- 
мащтиришнинг 1 ва 2- цоидалари билан айнан бир хил.

•«Тартнбланган» с^зи Kj-пинча тушуриб ^олдирилади.
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195- раем 196- раем

мини тенгламанинг графиги  (мос равишда тенгсизликнинг ечим- 
лари туплами) дейилади.

11-м и с о л .  193 ва 194- расмларда х ~  у 1 ва х2 — у 3 тенгла- 
маларнинг графиклари, 195 ва 196- расмларда х2 +  у 1 <  9 ва х > ‘/  
тенгсизликлар ечимларининг туплами тасвирланган.

1 2 - м и с о л .  2* +  3у = — 5 чизикли тенгламанинг графиги 
(197-раем) турри чизшушн иборат. Уни иккита ну^та буйича ясаШ
энг ^улай: х — 0 да у  =  — у ,  яъни биринчи нуцта ^0; — ■yj.

10-м и с о л .  х2 — у ~  \ ва х2 = у  +  1 тенгламалар тенг кучли
тенгламалардир (1а коидага ухшаш коида буйича), х ~ у  < 3  ва

у2+ 1
х — у  С о  (у* +  1) тенгсизликлар тенг кучли (26 ^оидага царанг).

Икки ва ундан ортик узгарувчили тенгламалар (тенгсизликлар) 
одатда, чексиз куп ечимларга эга, (9- мисолнинг тенгламаси атиги 
битта ечимга эга, бешта узгарувчили х2 -f- у 2 +  w2 +  ta 4- а2 <  О 
тенгсизлик умуман битта Хам ечимга эга эмас). Шу сабабли икки 
х ва у  узгарувчили тенглама (тенгсизлик) нинг ^ар бир (х0; у 0) 
ечимини координаталар текислигида (х0; у 0) координатали нуцта 
билан тасвирлаш ^абул ^илинган. Х^амма шундай нуцталар тупла-



гО да эса х ■■

иккинчи нуь;та Узга- 1

0 1 *

197- раем

рувчиларнинг бошка цийматлари- 
яи олиш ^ам мумкин: «/— 1 да 
х s=;— 4, яъни биринчи ну^та 
(—4; 1), у  — — 1 да х  =  — 1, 
яъни иккинчи ну^та (— 1; — 1).

3°. Тенгламалар ва тенгсиз
ликлар системалари. Бир хил 
узгарувчили бир нечта тенглама 
(ёки тенгсизлик, ёки тенглама
лар ва тенгсизликлар) берилган 
булсин ва бунда хамма тенгла
малар (тенгсизликлар) учун умумий булган ечимларни топиш талаб 
^илинсин.

Бу ^олда тенгламалар (мое равишда тенгсизликлар, тенгламалар 
ва тенгсизликлар) системаси берилган дейишади. Системанинг, ма
салан, икки узгарувчили системанинг ечими деб, узгарувчиларнинг 
системага кирувчи тенглама (тенгсизлик) нинг хар бирини тугри 
тенглик (тенгсизликка) айлантирувчи тартнбланган кийматлари жуф- 
тини айтилади. Системани ечиш унинг ^амма ечимларини топиш ёки 
ечимлар мавжуд эмаслигини исботлашдан иборат. Бир узгарувчили, 
уч узгарувчили ва ундан орти^ узгарувчили системалар шунга ух- 
шаш ани^ланади.

13- м и с о л . Бир узгарувчили тенгсизликлар системасини ечамиз:

>2лг,

0 >
4х — 1

Ушбуга эгамиз:

— Зх >  3,
о

>  2лг,
о / * ~ 3 >4дг. 

— 1 14л: — 1 < 0  <4х

о  , г <  — 1.

Ж а в о б :  (— оо; — 1).
Тенгламалар системаларини ечишда системаларни тенг кучли 

сИстемаларга алмаштиришнинг цуйидаги коидаларидан фойдаланила- 
Аи (ани^лик учун Узгарувчилар иккита деб ^исоблаймиз, уч ва 
Ундан орти^ узгарувчили системалар учун цоидалар шунга ухшаш 
б>"лади)

1) У р н и г а ^ у й и ш ^ о и д а с и :  агар системанинг узгарувчи- 
Придан бири к;олганлари орцали ифодаланган булса (яъни систе- 
*рнинг тенгламаларидан бири у  =  f (х) куринишда булса),  у  \олда 
' ' *)  ифодани  системанинг боища тенгламаларидаги у  лар ур- 
Нига цуйиш натижасида берилган системага тенг кучли систе- 
Ма \осил б ул а ди .
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2) А л м а ш т и р и ш  ^ о и д а с и :  агар  си стеманинг тенглама. 
ларидан бирини  т ен г  кучли тенглама билан алмаштирилса ,  ̂
цолда берил ган  си стемага т ен г  кучли система %осил бдлади.

3) 1\ у ш и ш ^ о и д а с и : агар систеМанинг тенгламаларидан 
бирига  бирор  сон га  купайтирилган боищаси  \адлаб цришлса, у 
\олда бошлангич си ст емага т ен г  кучли система цосил булади.

14-м и с о л .  х_ . системани ечамиз.
у х 6
х +  у  =  5

Алмаштириш цоидасидан фойдаланиб топамиз:
— и 5 —х _  13
у х  6 ’  ^ 5 - *  ' * “  6 

у  =  5 — х [у  =  5 — X.
Биринчи тенгламани ечамиз:

ж» + (5— «)« _  13 f6(x» +  ( 5 - х ) г) =  13д:(5 — дг), _
X (5 — X) 6 [х (5 — х) Ф О

«> К ~  5х +  6 -  ° ’ о  х -  3 ёки X =  2, \х (5 — х) ф  О
у  =  5 — х эканидан фойдаланиб топамиз: у  — 5 — 3 —- 2 ва г/ = 
=  5 — 2 =  3.

Ж а в о б и :  (2; 3), (3; 2).
4°. Чизикли тенгламалар системалари. Икки узгарувчили

(а гх +  Ь1у =  с г . _ П)
\а2х +  Ь д  =  с г w

тенгламалар системасининг дар бир тенгламасида узгарувчнлар 
олдидаги коэффициентлардан ацалли биттаси нолдан фар^ли деб 
^исоблаймиз. Бундай тенгламаларнинг графиклари текисликдаги ик
кита тугри чизикдан иборат булади. Текисликда икки турри чизи  ̂
узаро уч хил до лат да жойлашиши мумкин: 1) тугри чизи^лар кеси- 
шади (система битта ечимга эга, 198-раем); 2) турри чизицлар па- 
раллел ва умумий ну^таларга эга эмас (системанинг ечимлари мав
ж уд  эмас, 199- раем); 3) тугри чизщлар устма-уст тушади (систе
ма чексиз куп  ечимга эга, 200-расм).



r

f  1 5 - м и с о л .  а параметрнинг 
фНДай цийматида

х +  у =  1. 
ах — 4у — 3

^стема ечимга эга?
Бу масалани ечишда чизицли 

тенгламалар системасининг гео- 
метрик маъносидан фойдалана- 
мйз. Биринчи тенглама билан бе- 
риладиган турри чизицнинг бур
чак коэффициенти — 1 га тенг, 
скстеманинг иккинчи тенгламаси
билан бериладиган турри чизицнинг бурчак коэффициенти эса —

4

га тенг. Шу сабабли — Ф  — 1 да, яъни а  Ф  — 4 да бу турри чизи^-
4

лар кесишади ва, бинобарин, система битта ечимга эга. а  = — 4 да 
турри чизи^лар параллел (чунки улар тенг бурчак коэффициент- 
ларга эга) ва устма-уст тушмайди (201-раем) ва бинобарин, сис
тема ечимларга эга эмас. Ж а в о б :  а ф  — 4 да.
J Икки узгарувчили иккита чизикли тенглама системасини ечиш 

учун купинча ^ушнш ^оидасидан кёки урнига ^уйиш ^оидасидан 
фойдаланилади.
. 16- м и со  л.. Ушбу

2х +  3 у  — 3,
Зх — у  — 10

системани ечамиз.
Системанинг иккинчи тенгламасини 3 га купайтириб биринчи 

генгламасига ^ушиб, берилган системага тенг кучли система ^осил 
Цйамиз:

11х = 33.
Зх — у  — 10.

Биринчи тенгламадан х — 3 эканини топамиз, сунгра иккинчи 
тенгламадан у  — Зх — 10 ни топамиз, бундан у —— 1. Ж а в о б :  
(3; —  1).
jfr Ечишнинг бошк;а усули урнига ^уйиш ^оидасига асосланган. 
Систсманинг иккинчи тенгламасидан у  — Зх — 10 эканини топамиз. 
Системанинг биринчи тенгламасидаги у  урнига Зх— 10 ни ^уйнб, 
берилган системага тенг кучли система ^осил циламиз;

2х +  3 (Зх — 10) =  3, 
у  — Зх — 10.

; Биринчи тенгламадан х — 3 эканини топамиз, сунгра иккинчи 
Тенгламадан у  = 3 -3  — 10 =  — 1 эканини топамиз.
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▼ Баъван уч узгар увч и л и  учта чнзшуш тенгламалар систе 
кургазмали геометрик тасявириии карашади. (Тенгламалапн'3011* 
бирида узгарувчилар о л д и д а ги  коэффициеитлардан ак,алли И-НГ а̂Р

вИТТа

а.СИ1,ин

нолдан фаркли деб >;исоб^ланади — бу холда тенглама 
кисликни аншущиди). У з “ генгламалари билан берилган V4T 43 те- 
ликнинг фазода узаро ж ом лаш увини  текшириш ^ийин оv v  ТеКйс- 
учун,  бу кургазмали т а с в и р  катта амалий ахамиятга эга эмааНл8гй

202- раем

15. Функциялар граф  икларини алмаштириш

Купинча бир ф ункцнянзннг графигини бошка функциянинг 
фигидан геометрик алмашт-иришлар ёрдамида ^осил цилищ мумк? 3

Бундай геометрик алмашггиришлар координата укларига "narwL 
лел кучириш. у^ка цисиш в а  чузишлардан иборат. Хар кайси ад.

м а 1штиришни алохида ^араймиз.
1°. Графикни ординаталар у^и буйича 

парэаллел кучириш. g  функциянинг графиги 
(б у  нда g  ( х ) = - - a)  f  функциянинг гра-
ф ш гини г  (0 ; а) вектор кадар параллел ку- 

^_чир»нш  ёрдамида ^осил килинади (202- раем). 
Т  А г ;э р  а сони мусбат булса, график орди- 

нат~алар уки буйича параллел равишдаю^о- 
риг~а. агар а манфий сон булса, пастга па- 
ра/жлел кучирилади.

1- м и с о л . у  =  хг +  3  к гвадр ат  уч^аднинг графиги у  — хг функ- 
ЦИЯНИН1 графигидан ордин .аталар  у^и буйича 3 бирлик юкорига 
параллел кучиришдан (2 0 3 - раем), у  =  а 2 — 5 функциянинг графиги 
эса у  — хг функциянинг г р  афигини 5 бирлик пастга кучиришдан 
^осил килинади.

2°. Графикни абсциссалар у^и буйича 
п ар  аллел кучириш. 204- раемда учта график-- 
/. g f  ва h  функцияларнинг графиклари тас-
вир. ланган. Бунда g  (х) — f  (х +  а) ва 
=  F  ( * 4 -  Ь). g  функциянинг графиги f  ФУ
ц и ш н и н г  графигидан г ( — а ; 0) вект0^ид1̂. 
Дар параллел кучириш билан ^осил К 
н ад ги . 204-расмда g(x\ функция Уч> 3 
со н ш  2 га, h{x) функция учун b сон 
г а  тгенг. vtixa4-

2 - м и с о л . у  =  (х +  а )2 квадра! нгидая 
н и н -г графиги и — хг нинг граф

кУЧИР®!г  ( -----а\ 0) вектор цадар параллел ) ___ 2,5
б и л а н  ^осил ^илинади (205- раем, 
в а  а  =  -  3,5).



f ф у н к ц и я н и н г  графигида истаган (дг; у)  ну^тани оламиз. Бу 
нучтанинг координаталари у  =  f  (х) тенгликни каноатлантиради. 
" (—а; 0) вектор ^адар параллел кучиришда (х; у)  ну^та (х — а\
I нуктага утади. Х001171 булган нуктанинг координаталари г/=- 

_/(* — а +  я) тенгликни, яъни y = g ( x —а) тенгликни цаноатланти- 
Демак, параллел кучиришдан кейин (х\ у)  нук,та g  функция- 

нниг графигига утиб ^олади.
g  функциянинг хар бир ну^таси кучиришдан кейин f  функция 

графигининг бирор ну^тасидан \осил булишини шунга ухшаш тек- 
шириб курилади.

3-мисол.  206-расмда g ( x ) = ( x  — 3)2 — 2 квадрат уч.\аднинг 
графиги f ( x ) = x 2 нинг графигига нисбатан ординаталар у^ига па- 
рал.тел 2 бирлик пастга ва абсциссалар укига параллел 3 бирлик 
Фнгга кучирилган. Шундай ^илиб, g  функциянинг графиги f  функ
циянинг графигидан г  (3; — 2) вектор кадар параллел кучириш 
билан }$осил цилинган. ь , г

4-м исо л . Квадрат уч^адни у  — ах2 4- Ьх + с  =  а [ х  + —  \ —
6* — 4ас '

------  куринишда ёзиб, у  — ах2 -f Ьх +  с  функциянинг гра

фиги у  = йхз функция графигидан r  I — — ; — ------ —  ) вектор
\ 2 а  4 а  /

Дзар параллел кучириш ёрдамида хосил булишини курамиз. у  = ах2 
g -Кциянинг графиги ординаталар ук,ига нисбатан симметрик (чун- 

бу жуфт функция). Демак, у  — ах2 +  Ьх + с  функциянинг гра- 
™ н бу алмаштиришда ординаталар у^ининг образи, яъни х =  —

турри чизи^а нисбатан симметрикдир.

ofo. Графикни абсциссалар у^ига чузиш ва ^исиш.
Учта f, g  ва h функцияларнинг графиклари тас-

58 Ь1 U W  Р унда а  >  1 Да g ( x )  = af  (х) ва 0 <  b <  1 да h (*) = 
тирищ, Функциянинг барча ^ийматларини а  >  1 сонга купай- 
Тади в’.1аН гРаФик барча нуцталарининг ординаталари а  марта ор- 
f фунКиГраФИкни абсциссалар увидан а марта чузиш юз беради. 

рМщиянинг барча ^ийматларини b ( 0 < . b c \ )  сонга купаити-

28.'t



у = C0S2X



16. Тригонометрик функциялар учун цушиш формулалари

Бирлик айланада Ра , Р^, Я0 ._„ ва Р0 ну^таларни оламиз (217- 
расм). Бу ну^таларнинг координаталарннн ёзамиз (унинг учун си
нус ва косинуснинг таърифларидан фойдаланамиз):

Р а (co sa ; s in a ), /^ (cosP ; sin (5),
_ p(cos (а  — Р); sin (а  — р))

/*о(.1;0). (1)
лРо ёйлар тенг булгани учун 

Ра Р$ ва Ра - г ,  Ро кесмаларнинг узунлик- 
лари ^ам тенг булади. Буни, уз координа
талари билан берилган нуцталар орасидаги 
масофа формуласидан фойдаланиб ёзамиз 
(К- ______________________________

\ (cos ct — cos Р)а +  (sin a  — sin ft)2—
=  > (cos (a  — p) — l ) 2+ sin 2 (a—p).

Pa p * ва P a
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тенгликнинг иккала кисмини квадратга кутарамиз ^амда 
-j- sin2̂  =  1 айниятни хисобга олиб, алмаштиришларни бажа-

рамнз
B co s2̂  — 2 cosacos р +  cos2 р +  sin2 с? — 2 sin ос sin р +  sin2 р =

— cos2 (a  — p) — 2cos(a — P) - f  1 +  sin2(a  — p);
B/cos2 *  +  sin2 a )  +  (cos2 p -f  s in2 p) — 2 (cos a  cos p 4- sin a  sin p) =

=  (cos2 (a  — P) +  sin2 (a  — P )) — 2cos (a  — P) +  1;

2 — 2 (co saco sp  +  s in a s in P ) =  2 — 9 c o s (a  — p), 
бунда айирма к о си н у са  ф орм улат га  эга буламиз:

cos (a  — Р) — cos a  cos Р 4- sin a  sin p. (2)
cos (— p) — cos P вя sin (— P) — — sin p

*амда (2) формуладан:

cos (a  +  P) — cos (a  — (-— P)) =  co sa  cos (— p) 4- sin a  sin (— p) =
=  cos a  cos p — sin a  sin p.

Шундай килиб, й и т н д и  к о си н у си н и н г  формуласи  ушбу куринишга 
эга:

cos (a  +  р) =  cos a  cos p — sin a  sin p. (3)
(2) ва (3) формулалардан келиб чицадиган

cos [ ~  — a| =  sin a ,  sin — a  j  =  cos a  

формулалардан фойдаланиб. топамиз:

sin (с? +  p) =-- c o s | [ y  — a j  p] = c o s | j  — a j  cos 0 4-sin — a  ] x  

x  sin p =» sin a  cos p 4- cos a  sin p.
Бинобарин,

sin (a  + P ) —sin a  cos p 4 - cos a  sin p. (4)
(4) формуладан:

l ' s i n ( a  — P) = s i n ( a  4- (— p ) ) =  s in a c o s (— p) - f  c o s a s in (— p) =
=  sin a  cos p — cos a  sin p

Бинобарин,
sin (a  —.p) •— sin a  cos p — cos a  sin p (5)

W )  ва (4) формулалардан:

sin ( «  4- P) _ sin a  cos P 4  Cf>s rc sin ft
tg(® +  P) cos (a 4  P) cos a  cos P — sin a  sin P
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Бу тенглнкнинг Унг ^исми сурати ва махражини cos a  cos р га б ; 
либ топамиз:

t g ( a  +  p ) =  -*е.?-±.?еР . №
l - t g a t g p  <6)

Ни^оят.

( * ( « - ! > , . i g («  +  , _ W ) _ 4 s ± i ! = S L
1 — t g a t g ( — р) 1 + t g a t g P

Шундай цилиб.

t g i — w - . T r f V  1711 +  tg a  tg Р

МАЪЛУМОТ МАТЕРИАЛЛАРЙ

Г . Ейнинг узунлиги ва секторнинр юзи. R радиусли айлананинг 
узунлиги С = 2л R. а  радианли ёйнинг узунлиги a R  га тенг, 
бунда R — мос айлана радиуси.

R радиусли доиранинг юзи S  =  л R2. Ей и а  радианта тенг бул-
ос /?3 га тенг (R — ёйнинг радиуси).ган секторнинг юзи

2°. Тригонометрик функцнялар ^ийматларининг ишоралари (218-
расм).

3°. Бир аргументнинг тригонометрик функцияларини богловчн 
формулалар,

s ill* a  4- cos2a  — I; , sin atg a  = ----- ;
b cos a

. cos actg a  = —  ; ® s in e

синуснинг ишоралари косинуснинг ишоралари тангенс6а тюменским 
ишоралари



г
V t g a  c t g a  =  1; t g > a + l - j ^ ; c tg*a  +  1 =  ^

4е. Иккиланган аргументнинг тригонометрик функциялари

sin 2 a  =  2 s in a  cos a ;  

cos 2 a  =  cos2 a  — sin2 a  = 1 — 2 sin2 a  =  2 cos2 a  — 1;

t g 2a  =  - ^ I .
6  I —tg2 a

5°. Ярим аргументнинг тригонометрик функциялари.

I d n i - ± y T ^ t g S _ ± j / r a o .

r n s — =  -j- l/~ l - f c o s a .  t q _  sin a  _  1 - c o s  a
2 У 2 ' 2 1 -fco sa  sin a

6°. Косинуслар ва синуслар йигиндисининг ва айирмасининг 
формулалари.

sin a  +  sin р 2 sin ^-—5- cos —  ̂; 

sin  a  — sin 0 =  2 sin K ~ & co s ^ p S  

co sa  4-  cosp =  2cos -  ^c o s : 

cos a  — cos p =  —2 si n sin

7°. Келтириш формулалари.

1 и
л 1 
2~ а л  - f  a

Зл ,
--- I ®
2 —a r - л  — a

Зл .
r + a

sin и •cos a —sin a —cos a
Щ

—sin a cos a sin a — cosa

cos и —sin a —cos a sin a cos a sin a —cos a —sin a

lg к —c tg a t g a —c tg a —tg a c tg a —tg a ctg a

1 c<gu —tg a c tg a —tg a —c tg a t g a —c tg a t g a

У 9 '— А лгебра ва анализ асосларн, 9 -1 0 -  синф 289



8°. Да^и^ий курсаткичли даражаларнинг асосий хоссалари. х а
цандай мусбат а  ва Ь ^амда х ва у  ^ацифш сонлар учун- цуйидагj! 
тенгликлар уринли:

а) а° =  1; б) ах • о* =  о*+,г;
в) ах:а у = а х~у -, г) (ах)у = аху;

д) („М - -  о* Ь '; е ) ( f  )'= ■ £ •

9°. Логарифмлариинг асосий хоссалари. Дар цандай а > 0, а i 
учун цуйидаги тенгликлар уринли:

а) loga 1 =  0 ;
б) Ioga а =  1;
в) * > 0, у >  0 да log0 (х-у) =  log(Jx + logei/;

г) дс> 0, у > 0  да logay =  — loga i/;
д) x > 0 ,  p £ R  да logах> = р\о^х\

е) х > 0, Ь> 0, 6^=1 да log
logfc а

ж) * > 0  да а ]°йаХ = х (асосий логарифмик айният).
10°. Дифференциаллаш формулалари.
С' =  0 ; (х) ' =  1; а ф  1 да (дс“ ) = а х а~1; sin'x =  co sx ; 

cos' х  =  sin *;  tg' x ctg' *  =

(**)' =  (a*) ' =  a* In a ; In' *  =  ( lo g ^ ) ' = ^ 1

Сf +  g ) ' = r + g (f  g Y - f ' g + f g ' A c V - c f ' ;

(/ (to  +  *>))' =  kf’ (kx +  b); ( f  ( g  (x) ) ) ' = / '  (£ ( x ) ) -g ' (x). 
11°. Бошлангич функциялар.

/(*) x° sin X 1 1 1
(O f- -1) COS* x sin* x X r* ox

f W + C *a+ ,+c
e+1

—cos x-f- 
+  C

sin X +
+ c t tx  + c - c t «  * + С In Ixl + С e*+ C ——К  lne
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6УТУН КУРСНИ ТАКРОРЛАШГА ДОИР МАСАЛАЛ\Р

746,- Соддалаштиринг:

~l~ ,- 0 5 ' б)

+  / *  +  4 + _ *
y t + 4 ’

В) I 3 L ^L: 
а2 — а 2

747. л4 +  2п3 — п* — 2я ифода да 24 га булинишини исбот
ланг.

748. Икки булак жезнинг массаси 30 кг. Биринчи булакда 5 кг, 
иккинчи булакда 4 к г  соф мис бор. Агар иккинчи булак «е з 
да миснинг мицдори биринчи булакдаги мис мивдоридан 15% 
ортиц булса, биринчи булакда неча процент мис бор?

749. Автобуснинг 325 км масофани утиши учун кетадиган ва^ти 
автобуслар ^аракатининг янги жадвалига кура 40 минутга 
цисцартирилган. Агар автобуснинг янги жадвал буйича уртача 
^аракат тезлиги эски жадвал буйича уртача ^аракат тезлиги- 
дан 10 км/соат ортиц б^лса, автобуснинг янги жадвал буйича 
уртача харакат тезлигини топинг.

750. TypFyn сувдаги тезлиги 15 км/соат булган моторли цайиц
оцим буйлаб 139 км юриб, ор^асига цайтиб келди. Агар
бутун йулга 20 соат кетган булса, даре оцимининг тезлигини 
топинг.

751. Поезд маълум вацтда 220 км йул босиши керак эди. ^аракат 
бошланганидан 2 соат кейин у  10 минут тухтаб цолди. Щун- 
дан кейин белгиланган жойга вацтида етиб келиш учун тезли
гини 5 км/соат оширди. Поезднинг дастлабки тезлигини топинг.

752. Комсомолларнинг икки бригадаси бирга ишлаб, уцув тажриба 
участкасига дарахт утцазишни 4 кунда тамомлашди. Агар 
бригадаларнинг бири шу ишни иккинчисига Караганда 6 кун 
тез тамомлай олса, >;ар цайси бригадага шу ишни бажариш учун 
неча кун керак б^лар эди?

753. Томорца учун ажратилган тугри туртбурчак шаклидаги участ-
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канинг бир ТОМОНИ иккинчисидан 10 М ортиц булиб, уни Иу0 . 
та девор билан ураш керак. Участканинг юзи 1200 м2 б^лса 
и>;ота деворининг узунлигини топинг.

754. Ичида 40 г туз булган эритмага 200 г сув цушилди, шундан 
кейин унинг концентрацияси 10% камайди. ЭритМада к,анча 
сув булган ва унинг концентрацияси ^андай булган?

755. Водопровод баки иккита труба билан 2 соат-у 55 минут 
да тулади. Биринчи труба бакни иккинчисига Караганда 2 
соат тез тулдира олади. ХаР кайси труба алохида ишласа. 
бакни неча соатда тулдира олади?

756. Узунлиги 60 м булган айлана буйлаб бир текисда ва бир хил 
йуналишда 2 ну^та ^аракат килади. Ну^таларнинг бири айла- 
нани иккинчисидан 5 с тезроц тула айланиб чикади ва ик
кинчи нуцтани jqap минутда цувиб утади. Нукталарнинг тез- 
ликларини топинг.

757. Байкал-Амур магистрали (БАМ) цурилишида курувчилар бри- 
гадаси план буйича бир неча кунда 2160 м3 ту  прогни суриб 
ташлаши керак эди. Дастлабки уч кунда бригада хар куни 
планда белгиланган нормани бажаради. ундан кейин хар куни 
нормани 80 м3 ошириб бажаради; шунинг учун бригада бел
гиланган муддатдан бир кун олдин 2320 м3 тупрок сурди. 
План буйича бригаданинг кунлик нормаси ^анча булган?

758. Икки хонали соннинг бирликлар разами унликлар ра^амидан
2 та орти^. Соннинг узи 30 дан катта, аммо 40 дан кичик. 
Шу сонни топинг.

759. Зичликлари 1,2 г/см3 ва 1,6 см3 булган икки хил суюкликдан 
массаси 60 г булган аралашма тайёрланади. Агар 8 см3 аралаш- 
манинг массаси аралаштирилган енгил суюцликнинг массасига 
тенг булса, ^ар кайси сукхушкдан неча грамм олинган ва 
аралашманинг зичлиги цандай?

760. Соннинг тацрибий циймати ёзувидаги ишончли ра^амларини кур
сатинг:
а) 3,38 ± 0 ,0 1 ; в) 7,441 ± 0 , 1 ;
б) 1 ,380-104±  0,001 - 104; г) 2 ,3 -10"» ±  0 ,2-10"»

761. Агар а  « 3 ,7 1 ;  b « 0 ,0 1 7 ,  с  « 2 ,3 1 9 9  булса, а  +  b • с  ни ^и- 
соблаиг.

762. (1 +  х)п «  1 - f  пх формуладан фойдаланиб, ^исобланг: 
a) 1,002s, б) 2,0063, в) 3 ,0014.

763. j/ 7  рационал сон эмаслигини исботланг.
/— 19764. у  2 ва ~yj сонлар йигиндисини 0,01 гача ани^ликда хисобланг.

765. l g 3 рационал сон эмаслигини исботланг.
766. lg  5 • Ig20 4 - ( l g 2 ) j  ни жадваллардан фойдаланмай ^исобланг
767. 1^айси бири катта:

а) —4—ёки — ; б) 151ов,1° ёки 10log*15?



«68. А. В , С нукталарнинг координаталарини топинг (2 1 9 -раем).
769. Координата турри чизирининг нукталари орасидаги масофани 

топинг:

с  А О  £ В
Я  —I— —I—— •----1---- *----1----1----♦----1—«—*■--- 1---- «----►

£ 5 2 US I 0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

219- раем

а) А (1,5) ва В ( - 2 ) ;  б) А ( - 1 0 ,3 )  ва В (6,2);
в) А (— 3.6) ва В (0); г) А ( - 5 , 7 )  ва В (— 7,1).

770. Агар куйидагилар маълум булса, координата турри чизири- 
нннг А (х) нуктаси координзтаси каноатлантирадиган шартни 
тенглама куринишида (ёки тенгсизлик куринишида) ёзинг ва

; уни ечинг.

а) \АВ\ =  5. бунда В (5); б) |Л £|<3,5, бунда В (— 1);

в) \АВ1 <  0,2, бунда В (—4,5); г) \АВ\ < ~  , бунда 5  (— 12).

771. Координата текислигининг нукталари орасидаги масофани то
пинг:

а) А (2; 5) ва В ( - 1 ;  1);
I б) А (— 1; 0) ва В (1; 0);

в) С (7; 9) ва D (— 5; 4);
г) С (0,44; 2,54) ва D (—0,56; 1,54).

772. Координата текислигининг А(х\ у) нуктаси координаталари 
Каноатлантирадиган шартни тенглама (тенгсизлик) куринишида 
ёзинг:

а) \АВ\ =  5, бунда В (0; 0); б) \АВ\ <  5, бунда В (0; 0);
в) \АВ\ =  1, бунда В (2; 3); г) |ЛД|>1, бунда В (2; 3).

Ечимлар тупламини топинг (773 — 775).

773. а) \х\ 5; б) |*|< 5; в) \х\ >  5; г) \х -  10| =  4.

774. a) |*r~ Ю| <  4; б)|дс— 1 0 | > 4 ; в) * а > 4 .
775. а) л:1 ^  5; б) (л:— 1 ) * <  9; в) (х +  2)* <  1.

Координаталари куйидаги шартларни каноатлантирувчи нукта
лар тупламини координата текислигида тасвирланг (776— 779).

776. а) х (у — 1) = 0; б) (* -  2) (у +  3) =0;
в) ху >  0 ; г) х у С  0.

777. а) (х — 2 ) « / > 0 ;  б) х > 0 ,  у > — 1;

в) Ь л  = 0 :  г> (2*  +  3^) ( х - 4 у ) = 0 .
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778. а) | х - 3 | < 1 ;  б) | *| < I, |у|< 1;
в) |х|> 1, |у|>1; г) |х — 2| <  1, |у +  3| <  1.

779. а) я2 +  у2 =  4 ; б) х2 +  у2 <  4;
в) х2 +  уг > 4 ; г) (х— 1)а +  (у— I)2 < 9 .

780. Берилган: f (х) =  ^  Топинг: ^ V f >.2 .'zJ j ,

781. Чексиз геометрик прогрессиянинг ^адлари йигиндисинн топинг:

а) Ьп= (~  т )п~2] б) Ьп = ( | sin XJ :
в) bn = [ ^ s )  , а * ь< г) ьп =  tg " х, 0 < x < j -

782. Оддий каср куринишида ёзинг:

а) 1,2 (27); б) 2, (41); в) 0, (428571); г) 0,3 (148).

783. Бурчак кайси чоракка тегишли:

а) 1200°; б )— 1000°; в) 3 ,5 л ; г) а  +  -|-л, бунда 0 < а < у ;

д) arap а  — III чоракка тегишли булса, а  — л;

е) агар 0 < а < у  булса, а  — Зл?
784. Агар:

a) sin х =  4 cos х; б) sin х — cos х — 1,2 
булса, х сони цайси чоракка тегишли?

785. Хисобланг: ?in 110l sl.n cos 290-cos 430-

1 —m
cos2 1260°

n>
3 л

786. Агар cosx =  ~ - ^  ва / п > 0  булса, s in x  ни топинг.
33 ил787. Агар s in x  = — ва -̂1< х < 2 л  булса, co sx  ни ^исобланг.

788. Агар s i n x t g x = y  булса, co sx  ни ^исобланг.
3 а789. Агар co sa  =  — у  булса, t g y  ни ^исобланг.

790. Агар t g y = v /2 булса, t g a  ни ^исобланг.

791. Агар cos 32° « 0 ,8 4 8  булса, sin 46° ни жадваллардан фойдя- 
ланмай 0,001 гача ани^ликда хисобланг.
К у р с а т м а .  sin 46° =  sin  (30° - f  16°).

-, cos х >  0 экани берилган. tg a  ни топинг.792, sin a  -  - ------
У а г +  Ьг

793, 1^уйидаги келтириш формулаларини исботланг: 

а) sin (2л  — a ) = — sin а ;  б) sin ^ — a j  = — co sa ;
„\ л— /_ I »

294
в) cos ( л - f a )  =  — co sa ; г) sin (л — а) =  sin а ;

794.
795.

д) cos ( у + а ) =  sin а ;  е) c o s ( ^ - + a )  =  —  sin а .

s i n ( a - f  л  А:) — (— l) * s in a ,  k£ Z  эканини исботланг. 
Айниятни исботланг:

Л f  I — cos а  л f  1 - f  cos a  n , ,  - ^  n
У  Г + ^ П Г - V  Г^ соГсГ~  ^ c tg a , бунда л < а < 2 я .

796. Тенгсизликни ечинг:
а) хг — 14х +  15 >  0 ; в) Зх2 — 5х — 2 <  0 ; 

t ;  б) х2— Зх +  5 3* 0 ; г) 2х2 — 9х — 3 <  0.
797. Функциянинг аникланиш со^асини топинг:

а) У — lg (Зх2 — 4х +  5); б) у =  lg (5х2 — 8 х — 4);
в) f  (х) — V З^2 — 4х +  5; г) f  (х) =  уЛ6 +  7х — Зх*.

798. Квадрат тенгламанинг хх — 1 —У  3 ва х а =  1 4- V^3 илдиз
лари берилган. Шу квадрат тенгламани ёзинг.

799. х2 +  2х — 2 = 0  тенглама илдизлари кубларининг йигиндисини 
топинг.

800. кандай вектор у =  2х2 параболани у =  2 (х  — 3)* параболага 
утказади?

801. Парабола учининг координаталари ни косила ёрдамида топинг:

а) у =  Зх2 +  6х  +  20 ; б) у= 2х2—8x 4 -5 .

802. у =  — 2х2 параболадан цуйидаги икки алмаштириш ёрдамида 
Косил буладиган парабола тенгламасини ёзинг: а) Оу укдан

2 марта чузиш; б) г (0 ; 2) параллел кучириш.
803. у =  у х 2 параболадан Т ( — 2; 3) параллел кучириш ёрдамида

Косил буладиган парабола тенгламасини ёзинг.
804. функцияларнинг 220— 2 2 3 -расмларда тасвирланган графиклари 

буйича куйидаги саволларга жавоб беринг.
1. функциянинг усиш оралиги кандай?
2. функциянинг камайиш оралиги кандай?

,  3. функция максимум ёки минимумга эга буладиган нуцталарни 
курсатинг. Бу нуцталарда функция кандай цийматларни кабул 
Килади?
4. Бу функцияларнинг [— 2; 2) оралицдаги энг катта ва энг 
кичик кийматлари кандай?
5. Кандай нукталарда функция узлуксиз эмас ва функциялар
нинг бу нукталардаги кийматлари кандай?
6. Функция кандай ораликларда узлуксиз?
7. Хосила нолга тенг буладиган нукталарни курсатинг.
8. Функциялардан кайсилари даври 3 дан кичик даврий функ
ция була олади, уларнинг энг кичик мусбат даври нимага 
тенг?
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9. Бу функцияларнинг цайси бири жуфт ва цайси бири тоц 
функция?

805. Функцияни текширинг ва графигини ясанг:

а ) «/ =  ( * - 1 ) * - 3 ( * - 1 ) ;  б ) г / = 4 + | ~

Функцияларнинг графикларини ясанг (806 — 807):

806. а) у == 2 lg (x  — 2) ;  б) у = 3 1 n ( x + y j  +  1; 

в) х =  y c o s  (2х— +  1; г) у =
(sin х  -f- cos х )2 —  1 . 

sin х • cos x /

807. a) у =  (1 ,5* — 1); б) у =  (1,5 (x — 1)};

в) i/ =  |sinx-ctg*|; r ) y = c tg x

sin x

808. Функциянинг энг кичик мусбат даврини топинг:
а) /(х) = 3 [х 0,25} +  1; б) р(х) = sin 1,5л: -Ь 5 cos 0,75х; 

j в) ?(*)=• (1 — 2х).
Функциянинг жуфтлигини (тоцлигини) текширинг (808— 810).

809. а) у =  cos б) ^ =  ' si ni :— в) у =  х*Ипх;

г) у =  х? — хг.
п . л  ч X s — х 4 ... , З х 8 —  х2810. а) у — s in ------- — ; б) у =  tg -- ------

х — 1 Зх — 1

в) у =  in (х 4- / >  - f  1 ); Г ) ^ =- lg j j ^ - J .

811*. Лимитни ^исобланг:
. . .  cos х  , ,  - .  cos4xa) lim -------- ; б) lim

я s in x  +  cosx я  sin2x — cos2*x-*----  X-*—
4 8

812*. г/ — sin л: функция ^ар цандай нуктада узлуксизлигини не* 
ботланг.

813. Функциянинг хосиласини топинг:

а) 'у= 2х9 — 3,8*® +  *  — / 2 ;  б) у =  3 ~ 2х- '
х +  1

в) « / = (*+ 1 ) sin* — х cos4* ;  г) у =  2 tg x -lg x ; д) у =  ^  ~ 3° f  -
(ох  о)

814. М  нуктанинг утган йули (s метр, t минут) вацтга боглиц 
^олда s =  2t3 - f  6/ — 1 формула билан ифодаланади. М нуцта- 
нинг / =  3 пайтдаги тезлиги ва тезланишини топинг.

815. функциянинг /? да усишини (ёки камайишини) исботланг:
а) у — — 0,2х® +  0,5л4 — х3 - f  дс* — х;
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816

б) у — х3 — Зх2 -Н Зх -+• 21;
в) у =  0,8дс4 — х* -h Зх3 +  2х2 +  4х.
у =  хг +  2х функциянинг графигига шу графикнинг абцисса- 
лар у^и билан кесишиш нуцталарида ва х =  1,5 абсциссали 
нуцтада уринма тенгламасини ёзинг.

817. f(x) функцияга тескари функцияни формула билан беринг 
Тескари функциянинг антуганиши со^асини ва цийматлари со- 
^асини курсатинг. Тескари функциянинг усиши ёки камайи-
[Ц И Н И  Я Н И О Я Н Г 'шин и аникланг: 

2х — 3
6) f(x)= ~ ; в)

- с» ----X

г) f(x) =■ 2х + 1 ;  д) f(x) =  log3(Ar +  2); е) /(*) =  lg
1 — X

Усиш (камайиш) оралшугарини ^амда максимум ва минимум 
нуцталарини топинг (818 — 820).

818. а) у=
I — Зх

г) у =  2х*-4х.

819. а) у =  — ;

б) */ =
2 х — I 

2 - 4 * ’
в) у — хех

■\пх\ в) у =
х +  Г

б) у = х

г) у =  2sinx-f-3cos;t.

820. а) у — х 1н*; б) у ~  cos2* — 2cosa.
821. Функциянинг R даги энг катта цийматини топинг: 

а) у — 18л:2 +  8х* — Ъх*\ б) у — — 2хг +  Зх2— 6.
822. 1^андай мусбат сон узига тескари сонга ^ушилганда энг ки- 

чик й и р и н д и н и  беради?
823. Дажми 72 см*, асосининг томонлари 1 : 2  нисбатда булган 

цопкоцли яшик тайёрлаш керак. Яшикнинг тула сирти энг 
кичик булиши учун барча томонларининг улчовлари ^андай 
булиши керак?

824. Айланада А нуцта берилган. ВС ватарни А нуцтада уринмага 
параллел цилиб шундай утказиш керакки, ABC учбурчакнинг 
юзи энг катта булсин.

825. Юзи берилган тенг ёнли учбурчакка ички чизилган доиранинг 
радиуси энг катта булиши учун учбурчакнинг учидаги бур- 
чак ^андай булиши керак?

826. Мунтазам уч бурчакли призманинг ^ажми V га тенг. Приз- 
манинг тула сирти энг кичик булиши учун асосининг томони 
цандай булиши керак?

827. Ясовчиси / = 2 0  см булган конус шаклида воронка ясаш ке
рак. Воронканинг ^ажми энг катта булиши учун унинг ба- 
ландлиги ^андай булиши керак?

828. R радиусли шарга ички чизиш мумкин булган энг катта 
^ажмли цилиндрнинг баландлигини топинг.

829.

830. 

83Ь

832.

833.

834.

835.

836.

837.

838

839.

840

Асоснинг радиуси R га ва баландлиги Н га тенг булган ко
нус ичига тули^ сирти энг катта булган цилиндр чизиш ке
рак. Цилиндрнинг г радиусини топинг.
Берилган цилиндрга энг кичик ,%ажмли ташци конус чизинг. 
(Цилиндр ва конуснинг асослари устма-уст тушади.)
Радиуси R га тенг булган шарга ташци чизилган энг кичик 
хажмли конуснинг Н баландлигини топинг.
R  радиусли ярим шарга ташци чизилган энг кичик ^ажмли 
конуснинг Н баландлигини топинг, бунда конус асосининг 
маркази шар маркази билан устма- уст тушсин.
Диаметри 4 0  см булган руладан кесими асоси Ь га ва баланд
лиги h га тенг булган турри туртбурчак шаклидаги тусин 
тайёрлаш керак. Тусиннинг мустахкамлиги Ыг2 га пропорцио
нал. Ь ва h нинг цандай циЗматларида тусиннинг муста^кам- 
лиги энг катта булади?
Дераза ярим дойра билан тугалланган турри туртбурчак шак
лида. Берилган периметрда деразанинг энг катта юзга эга бу- 
ладиган улчовларини топинг.
Икки кучадан чорра^а томон узгармас 40 км/соат ва 50 

км/соат тезлик билан икки машина келмоцда. Кучалар турри 
бурчак остида кесишади деб ва вацтнинг бирор моментида 
машиналар чоррахадан мос равишда 2 км ва 3 км узоцликда 
булганини билган ^олда, канча ва^тдан кейин машиналар 
орасидаги масофа энг цисца булишини аникланг.
Баландлиги 1,4 м булган картина (раем) деворга шундай осил- 
ганки, унинг остки цирраси кузатувининг кузидан 1.8 м 
юцорида туради. Кузатувчи раемни томоша ^илиши учун, яъни 
кузатувчининг вертикал буйича куриш бурчаги энг катта б^- 
лиши учун у девордан цанча узоцликда туриши керак? 
Баландлиги 4 м булган ^айкал баландлиги 5,6 м колонна ус- 
тида турибди. Буйи 1,6 м (яъни куз сат^игача баландлиги) 
булган одам ^айкални энг катта бурчак остида куриши учун 
^андай масофада туриши керак?
Учта А, В, С пункт бир турри чизикда ётмайди: Z . ABC — 
=  60°. Бир вактда А нуцтадан автомобиль, В ну^тадан поезд 
йулга чивди. Автомобиль В га цараб соатига 80 км тезлик 
билан, поезд эса С га ^араб соатига 5Э км тезлик билан ^а- 
ракат цилади. Агар АВ =  200 км булса, вацтнинг ^андай мо
ментида (^аракат бошланишидан) автомобиль билан поезд ора
сидаги масофа энг кичик булади?
Са^ифада текст 384 см2 юзни эгаллаши керак. Устки ва 
пастки ^ошиялар 3 см дан, унг ва чап ^ошиялар 2 см дан бу
лиши керак. Агар фа^ат ц о р о з н и  тежаш эътиборга олинса, у 

.  зфлда сахифанинг энг 1̂ул келадиган улчовлари цандай бу
лиши керак?

. Пароход учун ёцилрига сарфланадиган харажат икки ^иемга 
булинади. Уларнинг биринчиси тезликка борли^ булмай. соа-
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тига 480 сумга тенг. Иккинчи цисм эса тезликнинг кубига 
пропорционал, бунда 10 км/соат тезликда харажатнинг бу 
цисми соатига 30 сумга тенг. К,андай тезликда 1 километр 
йулга килинадиган умумий харажат миадори энг кам були- 
шини топиш талаб цилинади.

841. Тенгсизликни ечинг.

845. Досиласи 2х — 3 га ва 2 нуктада циймати 2 га тенг булган 
функцияни топинг.

846. Моддий нуцта координата турри чизири буйича v(t) =  sinf cost

координатаси 3 га тенг булса, нуцта харакатининг тенглама
сини топинг.

847. Агар эгри чизиэда х нуктада уринманинг бурчак коэффици
ента Зх2 га тенг булса, (2; 3) нуцтадан утувчи эгри чизиц 
тенгламасини топинг.

848. ^исобланг:

849. К,уйидаги функциялар графиклари билан чегараланган фигура- 
нинг юзини хисобланг:

Д) (х— 1) (х — 2) (х — 3) (х — 4 ) <  0 ;

е) х4 — Зх2 +  2 ^ 0 .

Бошлангич функцияни топинг (842 — 944).

б) f(x) =  yr2х;

г) f(x) — х~6 +  х~г.

r ) f  (х) = 2 х  +  Зхг.

б) f(x) =  х3 + ^2 .

л я

12
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Г "
I  а) у =  о,5л:2 — Зх +  2 ва у — х — 4;

б) у =  л;*— Ьх 4- 4 ва у =  2х — 2;

в) г/ =  8 ----- Xs ва у =  3,5;

г) у  =  х2 —  3 *  +  4 ва у  =  *  +  1;
5

| А) у — —  ва г/ =  6 — х. х
850. Тенгсизликларни исботланг:

a) т  4- —  > 4, т  >  0; в) —  4- ~  >2, а >  0, 6 >  0; 
т  a b

б) <  1; г) tg x 4 -c tg x > 2 , ( Х К - ^ - .
К 1 +  тг *

s i n f f + а )  а  -
Д) — ------------ --------- 71------------г 4- 2 sin ~z <  2 j/ 3  ;/ я  а \ /5л а \ 1

sinU + T j  sin( l 2 - T j
е) (1 4- sin ф 4- cos ф) (1 — sin ф 4- созф) (1 4- sin ф — соэф) х  

I  х  (вшф 4- совф — 1) <  1.
Тенгламани ечинг (851 — 854).

8 5 ‘ - а> v ? T f - W - ^ W = 3 ;  6) A - - 7 4 = + / 2 + i = o

852. а) tg 5 x -c o s x  =  0 ; б) t g - ^ - c o s x = 0 ;

в) sin 2х 4- sin Зх =  0 ; г) sinx 4- cos 2х = 0 .
853. а) 3 sin 3x  4 - 4 c o s 3 x  =  — 5; б) 5 s in 2 x — 12cos2x =  13;

b ) 4 c o s | 2  x  4 - 1 2 sin2 j^2x----------- j - j = l l ; -

I ,  r) 4 sin ( 3 x ----- f " )  +  7 e » * ( ^  -  T )  =  7 “ Г -

854. a) 12x — 5 1 =  17 — 2x |; 6) | x — 2 | =  2 13 — x |;

в) x* + 1x j  — 2 =  0 ; r) x2 - 3 | x | 4 - 2  = 0 .  

Тенгсизликни ечинг (855 — 856).

855. a) |За — 2 ,5 1 >  2 ; б) |5 — 2 x ( <  1;
в )  Xs — 4 | x | 4 - 3 > 0 ;  r )  2x2 — 5 | x | 4 - 3 > 0 .

I  « 6 .  . )  £ ± f  > *  «  »-• •> , - ? - > *



Тенгламалар системасини ечинг (857 — 859).

857. а) х — 3 у =  1,

2х +  у =  4 — 1 
9 3

б)
5х 4- 40 =  1;

Зх — 9у =  12, б) j 2х - f  бу =  5, 
4х— 12г/ == 16; ( х  4 - 3 0  =  2,5;

858. а)

859 . а) [ х +  2у =  7 б) I 5х — 8у =  О,

2х 4- Зу =  —  1, в) f7x — 2у =  — 1, 

j З х  —  5г/ =  12.

в) ( 4х — бу  =  8, 
х — 1,5^ =  2.

2 *  4- 40  =  9;
в) f X +  у =  7,

2л: 4- 2у =  11.

860 . а параметрнинг цандай кийматида

а) ах —  Зу = 4 ,  б) х 4- ау — 2, 

Зх —  2 у — 6;

в) х 4- 1,50 = 4, 

4л: + 6 у =  а

система чексиз куп ечимга эга?

8 6 1 . а параметрнинг цандай цийматида

а) (2х +  а у = 8 ,  б) \х— у — 3, 
Зх — 5 у — 6;

в) ( х — у =  2 . 
2х — 2у =  аах 4- 20 =  —  6;

система ечимга эга эмас?

862. а  параметрнинг система ечимга эга буладиган цийматини кур- 
сатиш мумкинми:

б) ( х 4- 20 =  а, в) | Зл: — 20 =  6,
2л: +  40 =  5;

а) (х — 5 у = 7  
I ау +  0 =  —  3; ах +  0 =  —  3? 

Тенгламалар системасини ечинг (863 — 867).

8 63 . а)

в)

/ 8 6 4 . а)

*  +  у 4- 2  =  — 2, 
х — у +  2г =  — 7, 
2л: +  30 —  2 = 2;

х — у — г =  5,
2х  4“ у 4~ Зг =  3, 
х — 40 — 6г =  7;

у  =  2,

( х - 1 ) » 4 - 0 > =  1;

865 . а) | (х 4- 0,2)* 4- (0 +  0.-3)* =  1, 
j  х 4- 0 =  0,9;

б) ( х 4- 20 — 2 = 7,
2л: — 0 4- z =  2,
Зл: — 50 4- 2г =  —  7;

х —  30 4- г =  7,
Зх 4- 0 — 2г =  3, 
х 4 -  70  — 4г =  0 . 

б) =
у х 6 ’

X 4- 0 =  5.

б) (X  — 0 =  1,
I х3— 0s = 7 ;
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т
866.

867.

868.

R) 1 1 1 г) [ Xя +  у3 =  35,
у — 1 УЧ- 1 * ' *  +  у =  5.
у2 — *  — 5 = 0 ;

а) (*  — У) (** —  У*) — 45, б) / * У  =  16,
*  +  у =  5; ( * V  =  2;

в) [ х̂ у* +  хау2 =  12, Г) 1 х~х +  У-1 =  5,х2уЗ— х3у1 _  4- !* - *  +  у - *  =  13.

а) ^ + ^ *  =  7, б) | ** +  у3 =  9,
* V  =  — 8; ( * у  =  2;

в) f ** +  у4 =  5, г) 1 х2— ху =  28,
[ *0* =  2; | £/2 — *£/ =  —  12

Тенгсизликлар системасини ечинг:

а) ( 2 ( 3 * -  1 ) <  3 (4 *  +  1) +  16,
4(2 +  * )<  3 *  +  8;

б) 2 *  >  з —

*  + * (»  7 К 3*  “ 20 ;
6 3 9

в) (*  + , +  ‘  >  ~~Т~ — *  — 2,2 3 4
0 ,5 *  < 2  — * ;

г) *  Z + 1  *  +  2.
2 3 4

1,5* —  2 . 5 <  *.

869. Тенгламалар системасини ечинг:
а) 4 * ,  —  2лг3 +  Здг3 —  4 * 4 =  14,

2 * , — 3*2 — 2*з — *« =  — 1,
* х+  4 * 3 +  2*« =  —  1, 
2 * , —  * ,  +  *з =  4;

б) ( * !  +  2 * 2 — *„ — 2*4 =  — 6,
3 * !  —  * 2 +  3 * 8 +  *4  =  4,

2 * !  +  *2 —  2*3 =  2,
2*2 — * ,  +  3*4 =  3.

870. Истаган икки парабола ухшаш эканини исботланг.
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И Л О В А  

^АКИКИЙ СОНЛАР

Математик анализ X V II асрда юзага келди. Аммо ун туэдизин- 
чи асрнинг охирида О. К о ш и  (^. 137-бет) лимитлар назария- 
сини яратганидан кейин ва немис математиклари Р. Д е д е к  ин д 
( 1 8 3 1 - 1 9 1 6 ) ,  К. В е й е р ш т р а с с  (1 8 1 5 — 1897) ва Г. К а н т о р  
(1845 — 1918) лар ^аци^ий сонлар назариясининг бир неча форма- 
сини берганидан кейин асосланди.

Сонлар х,а^идаги дастлабки тасаввурлар секин-аста амалиёт таъ- 
сирида вужудга кела бошлади. Сонлардан цадим замонлардаёк, са- 
нашда ва мицдорларни улчашда фойдаланишар эди.

«Берилган чекли туплам нечта элементдан иборат?» деган са- 
волга жавоб ^ар доим ё натурал сон, ёки ноль билан ифодаланади. 
Бинобарин барча номанфий бутун сонлар туплами

{0 ; 1; 2; 3; . . . }

санашнинг ^амма талабларига жавоб беради.
Ми^дорларни улчашда иш бошцачаро^. Икки нук;та орасидаги 

масофа 3,5 километрга тенг булиши, хонанинг юзи 16,45 квадрат 
метрга тенг булиши мумкин ва к.

Ми^дорлар турли хил булади. Иккита мисол келтирамиз.
1. Нуцталар орасидаги масофалар, кесмаларнинг, синик; ва эгри 

чизик,ларнинг узунликлари бир хил мицдорлар. Уларни сантиметр- 
ларда, метрларда, километрларда ва к. ларда ифодалашади.

2. Ва^т оралшугарининг давомлилиги хам бир хил ми^дорлар. 
Уларни секундларда, минутларда, соатлар ва к. ларда ифодала
шади.

Бир хил миедорларни узаро тащослаш ва цуишш мумкин:

1 м >  90 см; 350 м +  650 м =  1 км;
3000 с <  1 соат; 2 соат - f  3 соат =  5 соат,

1 кг >  720 г ; 500 г +  500 г =  1 кг.

Аммо ^айси бири катта: 1 метрми ёки 1 соатми, деб сураш маъ- 
носиз ва 1 метр билан 30 секундни цушиб булмайди. Ва^т ора- 
ли^лари давомлилиги ва масофалар хар хил мицдорлар. Хар хил 
ми^дорларни цушиш ва таццослаш мумкин эмас.
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Мицдорларни мусбат сонга ва нолга к^пайтириш мумкин. а 
(иклорни х номанфий сонга купайтириш натижасида шу хилдаги 

= ха мицдор хосил булади. Бир нечта мисол келтирамиз:
5 -2 0  см =  100 см =  1 м;

0 ,0 1 -2 0  см == 0,2 см =  2 мм;
0 -2 0  см =  0 см.

'■ Бирор е мицдорни улчов бирлиги деб олиб, унинг ёрдамида шу 
турдаги ихтиёрий а мицдорн и улчаш мумкин. Улчаш натижасида

а — хе
тенгликни хосил циламиз, бунда х — сон.

Бу х сон а мик,дорнинг е улчов бирлигидаги сон циймати де
йилади. Мицдорнинг сон циймати улчов бирлигини танлашга бог- 
лиц. Агар, масалан, хонанинг буйи 1 м улчов бирлигида ( е = 1  м) 
6,6 сон цийматга эга булса, худди шу узунлик 1 см улчов бирли
гида (е =  1 см) 560 сон цийматга эга булади.
; а ва b мицдорларнинг сон цийматлари бир хил е улчов бирли

гида х  ва у га тенг, яъни
а =  хе, b =  уе

булсин. Агар Ь ф 0 булса, у холда —  нисбатни а микадорнинг Ь
У

мщдорга нисбати деб аташади.
[ Мицдорлар хацидаги энг содда маълумотлар шундай. Мицдор 

Ш ушун часиниг келтирилган тавсифи сон тушунчасига асосланди.
, Аммо тарихий йул бошцача булган: мусбат хациций сонлар миц- 
!дорларнинг (аницроги кесмалар узунликларининг) нисбати сифа- 

тида пайдо булган.
Бирлик квадрат диагоналининг унинг томони билан умумий ул

човга эга эмаслиги кашф этилгандан кейин кесмаларнинг нисбати 
Ĵ ap доим хам фацат натурал сон билан эмас, балки рационал сон 
билан хам ифодаланавермаслиги равшан булиб цолди. Х,ар бир кес- 
манинг сон циймати белгиланган улчов бирлигида аницланган бу- 

1  лиши учун янги сонларни — иррационал сонларни киритиш талаб 
цилинди.

Мицдорларни амалий улчашларнинг хаммаси тацрибийлик харак
терна эга. Уларнинг натижаларини талаб цилинган аницликда ра- 
ционал касрлар ёрдамида ёки анча махсус тарзда чекли унли ка
срлар ёрдамида ифодалаш мумкин. Масалан, томони 1 м га тенг 

•Квадрат диагоналини бир сантиметргача аницликда улчаб, биз унинг 
узунлиги тацрибан 1,41 м эканини курамиз. Бир миллиметргача 
аницликда улчашда бу узунлик тацрибан 1,414 м га тенг.

Аммо математикада купинча амалий улчашларнинг тацрибий ха- 
рактеридан четга чицилади. Кесмалар узунликларини улчашга кетма- 
Кет назарий ёндошиш чексиз унли касрларни урганиш заруратини 
Турдирди. Куйидаги сонлар худди ана шундай касрлар билан тас- 

рВирланади:
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—  =  0,666 . . . ; 2 =  1,41421356 . . . ; =  3,14159265358 . . .
3
)^ар цандай кесма узунлигининг улчов бирлиги учун цабул ^и. 

линган кесма узунлигига нисбати >̂ ар доим чексиз унли каср ку.  
ринишида тасвирланадиган сон билан ифодаланишн мумкин.

)^ и ц и й  сонларнинг тула назарияси мураккаб ва урта мактаб 
программасига кирмайди. Аммо уни тузишнинг усулларидан бири 
билан биз умумий тарзда танишамиз.

1. ^уйидагилар цабул ^илинади:
а) >;ар бир ^ациций сонга (унинг ёзилиши сифатида) чексиз унли 

каср мос келади:

*  =  ± а 0- а 1а2а 3 . . .  ап . . .  \
б) >̂ ар бир чексиз унли каср ^аци^ий соннинг ёзилишидир. 
Аммо бунда туццизларнинг чексиз кетма-кетлиги билан тугай-

диган унли касрни нолларнинг чексиз кетма-кетлиги билан тугай- 
диган унли каср билан ифодаланувчи соннинг иккинчи хил ёзуви 
гина деб ^исоблаш табиийдир:

0 ,9999  . . =  1,0000 . . . ; 12,76599999 . . . =  12,76600000 . . .
Бундай келишувни мисол билан тушунтирамиз:

0 ,(9 )  — 3-0 , (3) =  3-1/3 =  1.

Даврида ту^циз цатнашган унли касрларни ^арашдан чицариш 
билан гина .^а^иций сонлар туплами билан чексиз унли касрлар туп
лами орасида бир ^ийматли мосликка эга буламиз.

о0 сони — бу мусбат к соннинг бутун цисми,

х — а0 =  0, а , а2 . . .  а„ . . .  —
х соннинг каср ^исми.

хп =  а0, а 1а2а3 . . . ап
сонни х =  а 0, а ха2а3 . . . а„ сон учун х нинг 10_л гача аник;ликда 
ками билан,

< = * „ +  ю - - ' ‘

сонни эса х нинг 10~" гача ани^ликда ортиги билан унли яцин- 
лашиши дейилади.

Агар х сони манфий, яъни

х — Qq, Й]02Дз . . . <2„ . .

булса, у ^олда

х'п =  — а0, аха2а3 . . . ап ва х„ =  хп — 10 -" 

деб олинади.
2. Иккита хациций сонни та^цослаш цоидасини киритишади. 

Агар ацалли битта п да

хп< у п
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тенгсизлик бажарилса, таърифга кура х у дан кичик булади, бунда
Н  ва уп лар х ва у сонлар учун 10~л гача аницликда ками би

лан олинган ^нли я^инлашишлар. (Биз чекли унли касрларни тац- 
^ослаш цоидаси аввалдан таниш эканлигидан фойдаландик.)

■Г 3. Х,аь;и^ий сонлар устида арифметик амалларни ани^лашади. 
(Бунда ^ам амаллар чекли унли касрлар учун ани^ланганлигидан 
фойдаланилади.)

Икки х ва у  э^иций соннинг йитндиси (х +  у куринишда 
белгиланади) деб шундай ^а^и^ий г сонни айтиладики, ^ар цандай 
п да

■  *П +  У п < х  +  У < х ’я +  У’п
тенгсизликлар бажарилади. Математик анализ курсларида бундай 
соннинг мавжудлиги ва ягона усулда аницланиши исботланади.

Шунга ухшаш, иккита номанфий х ва у  соннинг к^пайтмаси 
деб (ху куринишида белгиланади) шундай г сонни айтиладики, >̂ ар 
цандай п да

хлу„< *ху< х'пу‘п

тенгсизликлар бажарилади.
Бундай сон мавжуд ва бир цийматли ани^ланади. )^ар хил ишо- 

рали ^ и ц и й  сонлар учун, номанфий |х| ва |у| сонларнинг к^- 
пайтмаси аницланганлнгидан фойдаланиб, ху =  — \х\ |t/j деб оли- 
шади; боища ^олларда ху =  | х | | у |. (Одатдагидек, а0, ага2 . . . ап 
ва — а0, . . . ап сонлардан ^ар бирининг модули деб а0, atat 
. . . ап сонни аташади.)

Айириш цушишга тескари амал сифатида аницланади: х ва у 
сонларнинг х — у айирмаси деб шундай г сонни айтиладики, бу 
г сон у +  z =  х тенгликни ^аноатлантиради, булиш эса к^пайти- 
ришга тескари амал сифатида аницланади: х :  у булинма деб уг=  
=  х тенгликни цаноатлантирувчи г сонни айтилади.

4. 3 -п . да курсатилган усул билан аник,ланган тенгсизлик ва 
арифметик амаллар рационал сонлар туплами да уларга тегишли

— --  —-V------ C t i  tf/ллЛО n e n
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МА1ЩЛАРГА ЖАВОБЛАР ВА КУРСАТМАЛАР.

I б о б .

З я  25л 180°
1 . 3 )  - j -; в) -jg-. 2. а) 120°; в) 3. 0,2967; в) 2,4260. 4. а) 32°; в) 180°.

я  8 л 16 я я
6 . а) —  — ; б) — 23,8 л. 7. а) 2; в) у .  8. а) 1; в) — . 9. б) —  рад/мин;

я
—  рад/мии. 2 я рад/мин. 11. а)Мумкин; в) йуц. 12. а)Йуц; в) мумкин. 13. а) я п,

я €  2 ;  в ) 2 лл, л £ 2 ;  д) — ~ +  2 лп,  я £  Z. 14. а) я  л, л £  Z\ в), д) +  л п, 
Z Z 4

л £ 2 .  16. а )0 ; 1; 0 ; аницланмаган; в) — 1 ^ 1 ;  — 1; 1. 17. а) 0 ,1889 ; 0 ,9820;

0,1923; 5,2000; в) 0 ,9800; 0,1994; 4,9131; 0,2035. 18. а) 0 ,3256; 0,9455; 0 ,3443; 2,9044;
в) 0,2147; 0 ,9 7 6 7 ;0 ,2 1 9 9 ; 4,5483. 19. а) ^аммасиплюс; в) минус, плюс, минус, ми

нус. 20. а) Минус; в) минус. 21. а) 0 ,5 ; в) — 0,5. 22. а) j -У —; в) У з  . 26. а), в)
4 3 4 12

Б^ла олади. 27. a) c o s a = — ; t g a  =  — ; c tg a  =  — 4 ) s i n a  =  — — ; cos a  =
3  Tt О IO

5 5 -|/5 2 1/Г
=  — c t g a  =  —  д) c o s a  =  i l _ ;  t g a  =  — : p y ;  c t g a  == — - L _ .  28 . a)

5
—  — . 30 . a) 0 ; в) I. 31 . a) s in 0 — cosfl; в) — 1. 32. a) cos*/; в) 0 . 33. a)

—  c o s y ;  в) — c t g y ;  д) ctgy^ . jK) — s i n y .  35. a) 2 t g y ;  в) 1. 36. a) 5 . 37.

Лй»- 7 05
у ,  в) 0,5. 38. а) У 3 ; в) 1. 39 . a) — 0,28; 6) — 1. 4 1 . a) 11 y ;  — . 42. a)

. П a ;  i )  У З  c o s a .  44. a) 0 ,96; 6) 0 ,28 ; в) 2~\ r ) ~ .  4 7 . a) в) 1 .48 . 
булс?1 / _

"3  cos 10°; в) У  2 sin 49 . a) 0 ; в) —  50. a) cosq»; в) / 3 .  52. a)

Яе62 - 5 -  »■  ■) y r _  „  „  V J ± V ± ,
Агар аца t /2 ,

- i - -------55. a) sin2y ; 6) cos2®; в) 0 , г) -------------------  . 56. a)
1 +  sin a



2 ~[/"2 cos ^  cos | - j  — ~ j ; в) 2 V T s i n  ~  cos — - j  j . 60. a) 2 ; — 2 ; 10, 1 ;

2  ̂+  в) 0 ; 0 ; 2 s in 4; —  2 sin 4*. 61. a) 0 ; 3 ; 2 ; f2. 62. а) П; в) R ; д) Я ;

^  -|-яп куринишдаги сонлардан боцща барча ^аци^ий сонлар туплами, бун

да  n £ Z .  63. а) 1; в) [0; оо); д) [0; 1J; ж) Z0 (барча номанфий бутун сонлар)

туплами. 65. б) 0 ( 5 )  — [0; а Т / 2 ], S (* )  =
L ^ J . < x < a V  2 да (а У 2 -  х)2.

69. а) (— оо; оо) да камаяди; в) (— оо; 0] да ?саДи; [0; оо) да камаяди. 70 . 
з) ( _ о о ;  0) ва (0; оо)да камаяди; в) [0; оо) да £сади. 76. а) Ток;; в) жуфт. 77.
а) Тоц эмас, жуфт эмас; в) жуфт. 82. a) Я да усади; в) (— оо; 1,5] да кама
яди, (1 ,5 ; оо) да $сади; 1,5* нук^ада минимум. 83. а) (— э о ;0 ]  ва [0; оо) да .ча- 

' лаяди; экстремумлари мавжуд эмас; в) (— оо; 0)  да усади, (0 ; ос) да камаяди, 
экстремумлари мавжуд эмас. 84. а) (— оо; 0] да камаяди, [0; оо) да усади; 0 
яуктада минимумга эга; б) (— оо; — 1] да ва [0; 1) да камаяди; [— 1 ; 0] да ва 
[1; оо) да Усади. К У р с а  т ма. /  функция жуфт функция булганн сабабли тек- 
ширишни х >  0 лар учун утказиш етарли; шундай х ларда: f  (х2) — f  (Xj) - -  

=  (х?2 — **) (xf +  х? — 2) ва агар хг >  х х б^лса, у *олда х\— х\ >  0 , шу са

бабли х\-\-х\ —  2 > 0  да f(xt ) > f ( x 1);  бундан f  функция [ 1 ; оо) ораликда уса

ди (чунки xt > * !  >  1 да х\ +  х\ — 2 > 0) ва [0 ; 1] оралшуш камаяди (чунки

0 <  X, <  а:, <  1 да х ^ + х ?  —  2 < 0) ;  в) (— оо; оо) да усади;-г) (— оо; — 1] ва 

(1; оо) орали^ларда усади, (— 1; 1] оралицда камаяди. К у р с а т м а .  f  тоц 
функция булгани сабабли текширишни х >  0 лар учун утказиш етарли, шундай 

х ларда: f (хг) — f (х ,) =  (ха — x j  ( 4  +  —  3) ва агар х2 >  Xl булса,

у );олда +  xix2 +  х , — 3 >  0 да f ( x 2) > f ( x 1); бундан / ( 1 ; оо) оралицда уса

ди (чунки х 2 > х х »  I да +  ххх2 +  х^ — 3 > 0 )  ва (0 ; 1] орали^да камаяди 

(чунки .0 <  jci <  ха <  1 да х\ +  хгх2 +  xf —  3 <  0) ;  f  нинг то^ эканини ^исобга 

олиб, }  (— оо; — 1) срали^да усувчи, (— 1 ; 0] оралицда камаювчи ва демак,
(— I; 1] орали^да ^ам камаювчи эканини топамиз. 85. а) Даврий; в) даврий эмас.

86 . a) sin 45°; в) — c t g 3°; д) — cos5°; ж) — ctg-^-. 8 7 . а) я ; в) "  д) 0 данО 2

фар^ли *ар цандай сон. 88. а) я ; в) — ; 89. а) в) 2 я . 91 . Йук- 9 2 .
4 3 *

+  2 ял, n £ Z  к$ринишидаги сонлардан тацщари барча сонлар туплами; в) R .

93. а) [— 1; 1J; в) [0 ; 1]. 94. а) ( я я ; ^ + л л ) ,  n £ Z  орали^ларда sin 2х > 0 ;

/ я  \ ял п
— — -f  ял; ял |, л £  Z оралицларда sin 2дг <  0 ; х  =  — ; п £  Z да sin 2х =  0 ;

в) ноллари мавжуд эмас, ишоралари ^згармас оралицлари f  (х) — sin х функция-
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ники каби. 95. a) sin (— 30°); sin 170°; sin 20°; sin (— 250°); sin 100°. 96. a\ 
г -  2 ял я  . 2 w i ’К +  ■ з ’ 6 , [j, n £ Z  орали^ларда J/сади

n £ Z  оралик;ларда камаяди; в) | — j  +  я л ; j  +  я я  j ,  n £ Z  орали к; л ар да кама

я  Зл \ я
яди; ~  +  яп; — + я л  j ,  n £ Z  орали^ларда усади. 98. а) дс =  — —  4 -2 л л  ва

* =  у 4 - 2 л л ,  л £ 2 ; в )  у + 2 л л ; у  + 2ля j, п g Z. 100. a) ~  + jm,n£Z

куринишидаги сонлардан таш^ари барча ^а^и^ий сонлар туплами; в) Л . 101. а)

, ч г. х / п 2 лл л 2 ял \
[— 1; 1]; в) [ I ;  2]. 102. а) — —  +  - у ;  —  +  - у  j ,  n £ Z  да c o s * > 0 ;

/ я 2я л я 2 я л \  л лп
[ "б + _ 3 ' ; 7  +  _ Т  J* n £ Z да c°s  Зх <  0; х =  —  + —  n £ Z  да c o s 3 jc = 0 :

в) ноллар мавжуд эмас, ишора узгармас орали^лари / (х) =  cos х функцияники
5я Г  О —

каби. 103. б) cos 3 ; cos — ; cos у ;  cos 1,2; cos (— 1); cos (— 0 ,1 ). 104. a) — ; 

, n £ Z  да £сади;
я 2 ял я  2 ял 2ял ,

~ Т  +  “ Г - ; "Г "  i я £  £  да камаяди; в) [—З л +3 1 3 ’ 3
+  бял; блл], n £ Z  да усади; [бял; Зя +  блл], n £ Z  да камаяди. 105. а) /  =

=  ± 7  +  2 я л ,  л £ 2 ;  в) 7  +  2лл <  < < у +  2ял, n £ Z .  106, а) * =  ±  —  +
4 4 4 0

+  2 ял, n £ Z ;  в) у  +  2 ял <  t <  у  +  2 ял, л £ 2 .  108. а) х = * у  +  лл,

В) n $ z - Ю9- а) Л; В) ( - о о ;  0 ]. НО. a) ( y ; f  +  у ) .  n £ Z  да

, - - /  Я  Я Л  Я Л  \ Л Л
tg Зх >  0 ;  ̂ —  —  +  — ; —  I, n £ Z  да t g 3 x < 0 ;  х =  — , n £ Z  да tg Здс =  0 ; 

/  яя я \
В (  2 ’ ~2 'w '  П ^ Z  да tg2jC > 0 ’ х = пп< п 6 Z  да tgax  = 0. 1И . а) 

tg 100° ; tg (—  20°); tg 10“; tg 200°; t g ( - 110°). 112. a) ( _ y  +  y ;  y  +  y  ) ,

n £  Z  да ^сади; в)  ̂ — —  +  яя ; —  +  яя j ,  я £  Z да камаяди. ИЗ. а) < =  у  -J-

+  ял, я ^ г ; в) — у  + я л < / <  у +  ял,  я £ Я .  114. а) *  =  —  у + я я ,  я £ Я ;

в) у  +  ял <  * <  —  —  +  яя, я £  Z . 116. а) х Ф  у  +  ял, я в)

я  п я
4 - — '!

, 2 ; т +  2 ’
I ^  ^  ^  Я /I \ я я  я

4 +  2 : Т  +  Т У ’ да C tg 2 x <  0 ; х =  —  +  — , n £ Z  v c tg 2x = Q -,
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Ш / я л ;  - ^ - + я г » )  ва ( у  +  я # ;  я  +  я я | , n £ Z  да ctg** >  0 ; х =  ~  +

[  1 3 я  \ я
+  я я. л £  Z да ctg* ж == 0 . 119. б) ctg6 ; ctg I — ctS 2 ; ctg 8; ctg —

in  л я  я п \ ___ /  З я  1 5 я „ \
ctg 4. 120. а )(  — ; —  +  —  I. n £ Z  да камаяди; в) ( —  +  3 л я ;  — + 3 л я | ,

л л
я £ Z да усади. 121. а ) »  = ------— 4 - я л ,  n £ Z ;  в ) — +  я я < < < я  +  я я ,

я  5 л
n£ Z .  122. а) *  =  — +  я я . n £ Z  в )—  +  л я < х < я  +  я я ,  я £ 2 .1 2 4 .  а ) 0;

б) J L .  B ) - - j ;  г) д) у - :  125. а )0 .3 0 7 2 ;б )  0 .4 4 5 1 ; в) 0 .3 081 ;

я я  2 я  я  5 я
г) 0 .8 9 4 9 . 126. а) — ; б) 0 ; в) л ; г ) — ; Д) — ; е) — ; ж) — ;

127. а) 1 ,3526 ; б) 0 ,0 5 0 0 9 ; в) 0 ,6 5 5 4 ; Г) 0 ,9 6 8 5 . 128. а) 0 ;  б) в)4 р

г) — . д) _  J L '  129. а) 0 ,3 4 0 3 ; б) 1 .1606 ; в) — 1.3734; г) 1,4713. 130. а) —■ I 
К 6 6 2

б) — ; в) — ; г) ~  д) 131. а) 0 .9 5 4 7 ; б) 0 .1 7 2 8 ; В) 0 .2 1 4 7 ; г) 3 ,0 2 4 7 .
4 4 6 3

л я II я;
132. а) Тенг; б) кичик; в) кичик; г) кичик. 133. а) —  ; б ) — ; в) - j ^ - ;  г) 

л л 5 я я 7 я  я л  2 я

- Т т *|'й:Ч~й;,>Т?-г)1 Г и5- а|Т :ЧТ : ’,0; Г,Т '
141.  а) Зл — 10; б) 4 л — 12; в) 2 — л ; г) я — 3.  142. а) ±  +  2 я я ,  f l £ Z ;

s ) ±  —  + 2  л я ,  л £ г .  143. а) (— 1)" - 7  +  л п , я £ 2 ;  в) ( — l)n+1  - ^ - + я п ,
3 о о

л я л
n £ Z .  144. а) —  +  л я . n £ Z ;  в) — — +  я я ,  я £ Z .  145. а) —  + я я ,  л £ Z ;

в) — —  +  ял ,  n £ Z .  146. а) (— 1)л *0 +  л я . л £ г ,  х„ =  arcsin ( — 0 ,6 )  «
4

- 0 , 6 4 3 5 ;  в) — х0 +  п п .  n £ Z ,  х0 =  arctg 3 . 5 =  1 ,2925 . 147. а ) ± - | " + я л .

п £  Z ;  в) —“ г ~f“ "  € z - 148 а) ( — I)" я + 4 л я, я £ Z ;  в) — + 3 я  я,

ч £  Z.  149. а) -7 - +  ( — 1) "  -7 - -f- я  я , я £  Z ; в) я я, я £  Z . 150. а) —  Ч* 
4 4 ***

f 4. ( _  1)" —  4 — , я £ Z; в) —  +  2л л, я £ Z. 152. а) — 4- 2 я *  < х <  
24 4 6 3

: < - ^ - 4 - 2 я А ,  * £ Z ;  в) — —  +  2 л k <  х <  — - j -  4-  2 я * .  * £ Z .  153. а)
3 4 4
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— “Т" +  2 я Л  <  х <  -7 - +  2 n k ,  k £ Z \  в) —  ^ - + 2 я Л < х <  ^  + 2 7 ik ,k £ z  
4  4  о Ь

154. а) — - у +  я * < х <  ~  +  n k ,  k £ Z \  в) —  - | -  +  я £  <  х  <  — -f  лА(

2 я  я
k £ Z .  155. a) n k < x < —  +  я £ , k £ Z - , B ) —  + n k < x < n  +  n k ,  k £ z .

О о

156. а) - ^ - + я А < х < - у + я 6, k £ Z ;  в) — -  j -  + 2  я  А <  х < я + 2 я А ,  k£Z,

157. а) — +  2 я  А <  х  <  — +  2 я  Л, k £ Z \  в) —  + я * < х  <  ~r-4-nk,
о о 4  12

A £ Z .  158. а) —  ^ -  +  2 я £  <  х <  — - 7 - +  2 я * ,  k £ Z ;  б) - т -  +  л £ < х <2 6 8

<  ~ Y  +  n k < k £ z - в) (— °°; ° ° ) : г) ■^‘ 4 - л а  < х <  -^- +  яа, - j j + n k  с
л 3 я  5 я

< х < ——+ я Л  ва —— + л А < х <  —  +  я£ ,  AfcZ.  Е ч и л и ш и .  х  нинг тенгсиз-
2 4 6 .

tgx +  tg2x
лик чап цисмининг аникланиш со^асидаги тегишли кииматларида -------------------  =

1 —  tgx tg2x
=  tg3x. Шундай цилиб, tg3x >  1 тенгсизликни ечиш ва ^осил булган т^плам-

я  л я / '
дан —  +  я  /, —  +  — , I £  Z  куринишидаги нуцталарни чи^ариб ташлаш керак. 

4 2.

Тангенслар чизиги ёрдамида t (/ =  Зх) нинг tgt >  1 тенгсизликни ^аноатланти-

рувчн цнйматларидан иборат оралицлардан бирини белгилаймиз:
я  я  \

4 : Т |
Тан-

генснинг даврийлигидан фойдаланиб - j -  +  я п < ; З х <  ■—  -f- я п , п £  Z  ни *о-

я  я п  я  я п
сил ^иламиз, бундан —  ̂  s j  х  <  , л £  Z . Юкорида к^рсатилган

нуцталарни чин;арцб ташлаш учун узунлиги я  га тенг оралицларни цараш (ва

я  A, k £ Z  ларни кушиш) керак; -^ -  +  л £ < х < - ^ - + я А ; ,  ^ -  +  я А < х <

^ я  З я  5 я  я  я  З я
<  —  +  n k ,  —  + n k  <  х <  —  +  n k  да tg3x >  1 .7—  + я А ,  —  -|- я А, — +  

z *  о 2 4 4
-f- я А ,  k £ Z  куринишидаги сонларни чицариб ташлаймиз. Мазкур ^олда булар
3 я  2 я  я
—  +  яА, k £ Z  куринишидаги сонлардир. 159. а) ±  —  -\ -2n k ,  —  f  nk, k£Z ,

б) ~ Y  +  2 n k ’ k £ z '< B) ~ Y  + 2 n k ,  k £ Z \  r) a i  +  n k ,  a t +  n k ,  k £ z , a i  =

1 2 я
=  a r c t g 2 « l , l l ,  oij =  arctg —  « 0 , 4 6 .  160. a) ±  —  +  4 я * ,  n +  2 n k ,k £ Z \

z  3

б) а ,  +  л £ ,  а ,  +  я £ ,  k £ Z ,  a t =  arctg 1 ~ ^ 5 »  — 0 ,5 5 ; a*  =

= a r c t g — ~  1, 02;  в) a  - f  2 л A, k  £  Z, а  =  2 arctg »  1,18;  r) - f  
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(— 1)**0+ n k, k £ Z ,  x0 =  arcsin 0 ,7 5  « 0 , 8 5 .  161. a) 2 n k ,  n +  4nfc, 

W £ Z .  б) п +  2 л * ,  I n k ,  k £ Z ;  в) ( —  +  k  £  Z, x0 =  arcsin —  « 0 ,3 4 ;

i v  —— Tik, k £ Z .  162. a) — ^ -  +  n k ,  k £ Z \  6) - J -  +  я * .  a  +  n k ,  k £ Z ,  
, 6

e= = arctg2 ; в) - j -  +  nft, a  +  я * .  k £ Z ,  a  =  arctg 3 w  1,25;  r) a x +  n k ,  a , +  

± n k ,  k £ Z ,  a j  =  arctg — 7 — / 5 3  ~  — 1 ,4 3 ; « г =  arctg ~  7 +  / 53 «  

« 0 , 1 1 .  163. a) ±  ~ y ~ + 2 n k ,  k £ Z ;  в) ( — 1 )* . - j + n k ,  k £ Z .  

164. a) — - — + я £ ,  k £ Z \  в) — +  nfe, k £ Z .  165. a) y  +
4

71
+  2 n k ,  f c £ Z ; в) я k,  —— \- n k ,  k $  Z ,  166. a) (— 1)* — + n k , k £ Z ;  в) ± a +

_  . я  2 я
^ n k ,  k £ Z ,  a  =  a r c t g / 2  * 0 , 9 6 .  167. a) ( ( -  1)*. —  +  л k < ±  ~  +  2nn)'

( ( _ ! ) * + > •  у +  я А ; ± - f - r f - 2  nn))k, n £ Z ;  B) ~ T ' ’ " 2 “ +  _ 6 ~ ) ' ^ : 

r) [xt + nk\ -J- ( * ! + * * ;  -^ --x t - n k j ,k £ Z ;  a r c t g - j«

35 0 ,46 , X\ =  arctg —  « 0 , 3 2 .  168. а) Була олмайди; в) б^ла олади (о =  Ь =  О
I

^олидан ташцари). 169. a) t g * a ;  в) t g a t g f ) .  170. а) cos2 ф; в) — 1. 

171. а) 13; б) 0 ;  в) ~ п>8--  — ; г) | sin р +  cos Р |. 172. а) ctg ^a — — ) ;

/  я \ 7 т а —  1 „ т ( 3  — тг)
б) tg fp — —  )■ *73. а) 8 ; в) —  . 174. а ) ----- —  ; б) ------------------- .  175.

а) т а — 2 ; 6 ) т ( т *  — 3). 176. а) — 0 ,5 .  185. а) — sinI8° ; в) -  tg 15°;

д) - s i n  23°. 186. а) sin - ^ -  =  cos в) -  tg 187. а) sinl0; в) cos 19°.

188. а) c o s - у ;  в) tg 189. а) - р  б) — ; в) 1 + / 3 ;  г) 0 , 5 ,

190. а) -  sin а ;  в) tg*x. 195. 2 б) 2 ~ ^ . 196. а) I; б ) - ^ .

I  .> 3 + ^ -=  «  т -  , л « - т г в> - ' 5 ' ! г) _ 8 3 -

200. а) tg 15° =  2 -  У Н  б) -  tg - у ;  в) tg a  t g Р;  г) t g a .  208. а) У о , 2 ;

2 У 0̂ 2", 0 , 5 ;  2 ;  б) - р ------g - ;  -  —  ; — 209.  а) sin (*  +  y)sin ( д с -  у ) .

и 5*  х 5х „ , 2 a  *}* я
210. а) 4 cos —  cos* cos — ; б) 4 cos —  сом  sin — . 2 1 1, a) 2sin -  X

■
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2а — л 2а  — л /  „ а  \ / а
X c o s -------—  =  2 cos2 -------— ; б) 2 sin ^ 3 0 ------ — J  cos (3 0 ° +  —  В).

4 о  +  я  4 а  — я
2 s in -------—  cos ----- ------ ; г) 2 s in 5 °c o s 4 0 ; д) sin (60° +  а )  sin (60° — а)

8 8
3 4 3 4 7 24

е) sin ( а +  30°) sin ( а - 3 0 ° ) .  212. а) —  б) — ; S .
о 5 4 3 25 25'

7 3 1
— ; 3 — ; 213. а) (— 1)* *0 +  n k ,  k £ Z ,  *0 =  arcsin —  s ;  0 ,3 4 . 214 
24 7 о

2 я  я
а) ±  —  + 2 я k, k £ Z \  б) ± —  +  n k ,  k £ Z .  215. а + я й ,  k £ Z ,  a = a r c tg  0 , 5 *

«5 1/

« 0 , 4 6 . 2 1 6 .  а) я  +  2nk\  ±  а  +  4 n k ,  k £ Z ,  а  =  2arccos —  «  2 ,4 6 . 217,
3

a) k £ Z \  в) k £ Z .  218. a) — +  я  k  <  x <  ~ ~  +  я k, k £ Z \  б) Д.I 4 D O
я я я  З я  7 я

219. a) — —  +  я * <  х <  —  + n k ,  — + я Л ^ * < — +  яЛ,  —  +  я * «
10 10 4 10 10

З я  л л я
<  х  «  —  +  я  к, х =  —-  +  n k ,  k £ Z .  220. a) — —  +  я  k <  х <  —  +  л k,

4 2 2 6
я я  ,  я  я  . З я

— + n k < x <  —  +  n k ,  k £ Z \  в) — — + 2 n k < x < — +  2 n k ,  - — +  
a l  0 4 4

7 я  1
+  2 я k  <  x  <  —  +  2 я  k, k £ Z .  221. К J  p с a т м a. a) sin* >  —  ёки sin* <

1 1 1  1 1 <  — ; 6 ) — <  c o s * < — . 222. К у р с а т м а .  a) sin* >  — 6) cos* > — .
о o 2. 2 2

223. К У р с а т м a. a) tg* <  — 1 ёки 0 <  tg* <  1 ; б) —  1 <  ctg* <  0  ёки ctgjf > 1 .
я  2я  2

225. a) - s - ; в) — . 235. а), б) 1. 236. a) cos 4 /; б) cos/. 237. a) c tg 2* ; б ) ---------- . 238.
£ 3 |sin <р I

16 63 24 1 I Т / 3*

“ё Г : “ "б5‘ 239, аГ* 241‘ a )T cos : б) " Г : в) г) °* 242' а)
1 1 /  я  \ 1 1

— — cos2* ;  б) — — cos ( 2 а + — I; в) —  ;cos2*+ c o s 2 P); г) — (cos 2а — cos2x).

243. a )c o s 10° — б) l £ l  +  cosl0°; в) cos35° +  cos5° -  cosl5° — У К -  т)
2 2 2

cosl0 +  cos3° +  cos5° 4- cos7° +  cos9° +  cosl 1° +  cos 13° 4- cosl5°. 244. a) 0 ,5  +

1 +  V 3  0ils V 2- - 1. Л  v r - 1
+  / 0 , 5 - 0 , 2 5  V T ,  6) y  - 245. a) 6) 246. a)

■3~-dz_!; 6)1/3. 247. a) l + c o s 2 * ;  6) 1 — cos4*; в) 0 ,5  +  c o s 2 * +  0 ,5co s4x ;
4
I I  1 1

r )  — ---------— cos4*; д) — ---------— cosl2*; e) 0 , 5  +  0 ,5  cos8* .  249. ^ a . 250.
8 8 2 2

a) ( — 1)* а  +  яй , k £ Z ,  a  =  arcsin ^ = « 0 , 6 2 .  251. a) a j +  2 я й ,  а 2+ 2 я й ,

k  £  Z,  a ,  — 2arctg 3 — У 21 «  — 0 ,5 2 ;  P =  2 a r c t g * «  1 ,8 0 ; в)
6 6
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- f - 2 n k ,  а  +  2 л £ ,  k £ Z , a  =  2a rc tg (— 3) «  — 2 ,5 0 . 252. а) Я ;  6) n k <

x < - ^ -  +  n k , - ^ - + n k < x < - ^ ~ -  +  nk,  k £ Z .
0  0  *■

II б о б

54. a) 0, 2 ва 0 , 3 ;  0 , 2 6  ва 0 , 27 ;  0 ,0266  ва 0 ,2 6 7 ; б) — 1, 3 ва — 1, 2 ;
— 1,27 ва — 1, 26;  в) 0 , 8  ва 0 , 9 ;  0 ,8 3  ва 0, 84 ;  0 ,8 3 3  ва 0 ,8 3 4 . 256. а) 

J , 90502; б) 1,21836. 257. а) 0 ,9 0 5 ; б) 3 ,0 4 6 ; в) 3 ,9 6 8 ; г) 1, 748,  258. а) 19, 6;
_ _ ]

} б )  «С в) У 2 г * 4 , 4 3 ;  г) 1 / 2 Sg.  259. »  0 ,0 0 5 ; б) - [ Щ - «  0 ,0 0 0 7 . 260. а)

— ; — -— . 262. а) — 2 ; в) 
g  30 300 3000

1. 263. а) — — ; в) 0 . 264. a) lim С Д х)=
2 х-+а

=  l i mC ' - l i m/ ( x )  =  С-А; б) lim (/ (х) —  g (х)) =  lim (/ (х) +  ( — l ) - g ( x ) )  =
| х-*а  х -*а  х -*а  % х-*а

■  =  lim /(дс) +  lim(( —  1) •£(*)) =  А + .(— 1) lim g  (а:) =  A -f ( — !)•£ =  А — В .
I х~>а х-*а  х -*а

/ 266. К у р с а т м а .  а) Купайтмашшг лимити ^а^идаги кридани ишлатинг; б) 
Jfi264- а машциинг натижасидан фойдаламинг; в) йигиндининг лимитнни ^исоблаш 
ИЦоидасидан ва б масаланинг натижасидан фойдалаиинг; г) булииманинг лимити 
Кцак,идагн к,оидадам фойдаланинг. 267. а) 3 , 2 ;  0 , 4 ;  в) 0 , 2 .  268. а) 0 , 5 ;  2 ,2 5 ; б)

1 1 375 1
0, 15;  1,1475;  г) — 0 , 2 ;  1,04.  269. а) 13 5 9 ’ ^  8 0 4 ’ 30107’ 1806*

2 Ах
В ? 7 0 .  а) —  З Д х ;  б) , = = -  — ; в) 6х0Д х - f  3(Д х)а; г) Д х( — 2 — 2 х „ —  

1 /х 0+ Д х 4 -у  *о

I — Дх). 271. а) д ^ + 2х0 ^ + ( ^ ) 2; 2х0Д *+ (Д х)2; 2х0-|-Ах; б) ах„+аАх-\-Ь\ аД х; а; 
К  г> х30 +  Зх^Дх +  Зх0 (Ах)* +  (Ах)3; Зх^Дх 4- Зх0 (Дх)а +  (Дх)3; Зх20 +  Зх0 Дх +

|  +  (Дх)2. 272 а) 2 , 1 ;  б) 1. 9;  в) 2, 001;  г) 1,9999. 273. а) 12,61;  б) 12, 0601;  

g -в) 12,006001; г) 12,00060001. 275. б) Сонлар турри чизирининг ^амма ерида 
■камаяди; г) (— 0] да усади, [0 ; ■») да камаяди. 277. а) 2 ; в) 2 , 278. б) 1; г)

И 2 х 0- 1 .  282. а) о ; о ; б) — 1 ; - - ^ .  283. г) 284. б) 2 ;  г) —  285.
16

|  а) — 2; в) 2х +  2 . 286. а) 2 ах  +  6 ; в) 3xJ — 1; г) — 288. а) 10х»; в)

5 4 1 -  - 4 ■ 1 291. а) 7 **  —[— —  . 289. а) —
X s

В) 290. а) — ?=■; в) 
х4 ух 4x1/*

I — 6х — 1 ; в )  12х> +  292. а) 3 5 ^ + ^ = ;  б) ^ - V J ;  в)

3 1 ■ j r -  Ж . .) (3 _|'8<),  ; 4 0 .Ж .
[  -  Щ / 7  + f V , ' r) f Vx +  '«V «-

. n / — . *  +  1 Зх +  I x  4 - 1

, , У > + З У Г - П 7 ? ; * > 2 ^
, , ? i L = £ L  Г. - J -

295- а) (Н -х 2)* • в} 2 / х  2

I  296. — 3 ; в) 2х — 3 . 297. а) —■— ; б) — 5 ; в)
4 (2+ х )» ’ 4 (1  +  /)*

315



298. б) - 1 9 ;  г) 1 -  -у —  ■ 299. а) [ — 3 ; 3 ]; в) ( - 2 ;  2). 300. а) [0; 4); 

В) ( — оо; 2) и (2; 3]. 301. а) 2 — У х  — х; б) У 2 —х — х2; в) 2— — Ц  __
X о

~  (х—З)2• — 1 — х — хг! У  х —з : е) у 7 _  з • 303- /М = V * ; 

В) / « = = — ; Д) / ( х ) =  304. а) 2 8 (2х — 7)13; в) - 2 1 ( 7 х - 1 ) - ‘ . 305
X  о

а| у й г г  ■' w f c s -  “ • а) у ё = г  ■> у р = т г  307 i
О i I

6 5 ( 5 х - 2 ) » 2 - 60(3^ +  7)18; в) —у--------------- . ■; г)

2

1/бх- 8  У  4х2- 3 ’ УТ+2х
X 1

— 2у ( П х 308' Т " * * 1 c o s x —s in x - 309' а) 3 cos Зх; в) 10 cos 2х,
2 1 5

310. а) —  2 s i n2 x ;  в) 2 sin 4л:. 311. а) -------— — ; в) -------- . 312. а) ---------------
cos2 2х cos2 з sin2 5* '

2 1 х 1
в) — -------- . 313. а) — —  co s— ; в) — sin — . 3 1 4 .  a ) 2 c os |

sin2 j- г г  2 2

3 я l я
в) 775-------Г" • 315. а) ±  —  - f  2яА», k  £  £ ;  б) s i nx  =  — , яъни х =  — -f

cos2 (Зх — 7) 3 2 6

+  2nk  ёки х =  - у -  +  2я£, А; £  Z ; в) tg х  =  1, яъни х  =  - ^ - + л £ ,  *  £  Z ; г) -f  

лk
+  — , k £ Z .  316. a) sin х  +  х cos х ; в) 2 sin х  cos х  =  sin 2х; д) 0 .  317. а )З со $З х ;

в) — sin/ .  318. а) Л ; в )( — оо; 2) ва (2; оо). 319. а) ( — оо; I) U (2; 3 ); в) (— оо;
—3)U (1;2) и (4; оо). 320. а) ( - в о ;  I] U [4;  оо); в) [ - 3 ;  — IJ U [>; 3J. 321. а) х =  
=  — 1, х >  1; б) х <  — 1, 3 < х  <  7 ; в) (— оо; — 1) (J [1 ~ У 2 \  0) (J (1 ; 1 +

4  "J/2  J; г) ( —  оо ; — 2) U (2; 3). 322. а) — 6; в) 1. 323. (1; 0) нуцтада

~~f~>  (2 ; °) ну^ада - j - .  324. а) 45°. 325. в) у =  —  Зх —  6 ва у =  — З х + 6 ;

г) у  =  0 ,2 5 х  +  1. 326. а) 0 , 02 ;  б) 0 , 0 2 ;  в) 0 , 4 8 / 2 ;  г) —0 , 0 1 « 0 , 8560. 

327. а) 1,002;  б) 0 ,9 9 7 ; в) 5 , 01 ;  г) 3 ,9 8 . 328. а) 1 ,2 ;*[в ) 1,06;  г) 3*» .0 ,95 . 

329. а) 0 , 9 4 ;  б) 1, 08;  в) 1 ,0006 ; г) 0 ,9 8 . 330. а) —  +  *  0, 5151;  в) - g - _

~  360 ~  0>4849. 331. а) - р =  -f- —  «  0 ,6 0 0 6 ; в) 1 — — я» 0 ,9 6 5 1 . 332.

6 ,4  км/соат.'ЗЗЗ. (6/— 4) рад/с; 20 рад/с. 334. 1 ) 2 , 8 рад/с; 2 )6 -| -с .3 3 5 . 12 / см/с;  а) 
1 1

1 F C; 1 Г С‘ 336, а) ° * 0 4 Н - 337- а ) 65 r /см; б) 125г/см, 340. а) 6 с ;  б) 18м/ с.
8

341. 0 <  / <  — . 342. a) R  да усади; в) й  да усади. 343. а) ( — оо; 0) ва (0 ; оо) 
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камаяди; в) (— оо; 3) ва (3 ; оо) да усади. 344. а) ( — оо; 0] да камаяди; (0 ; оо] 
[усади; в) (— оо; 0 , 3)  да камаяди, [0, 3;  оо] да усади. 345. а) (— оо;—3] ва (3 ; оо) 

усади, [— 3,3] да камаяди; б) (— оо; 0] в а .[2 ; оо) да усади, [0 ; 2] да камэя- 
. В) (— оо; —3 ] ва [ 1 ; оо) да усади, [— 3 ; 1] да кзмаяди; г) ( — ос; ос) да ка- 

Л|зяди. 346. а) Критик нукталар йук; в) 3 нуктада минимум. 347. а) —3 нуктада 
максимум, 3 нуктада минимум; в) —  1 ва 1 нукталарда максимум, 0 нук,та мини
мум. 348. а) Критик нукталари йук; в) дс=— 1— минимум нуктаси; jc=  1— макси

м у м  нуктаси, (— оо; 1) ва ( I ; » )  ораликларнинг бирлашмасига тегишли ^ар кан-
• яай критик нукта, бир вактнинг узида хам минимум, хам максимум нуцтасидир.

3 1 г з . . 3
; со I ораликда усади; —  нуктада ми-—  | ораликда камаяди;349. а)

нимум; в) ( — ос; — 2] ва [0 ; са) ораликларда усади, [ — 2 ; 0] ораликда 

Кцамаяди; — 2 нуктада максимум, 0 нуктада минимум. 350. а) { — ва

| Т ' “ ) ораликларда камаяди; критик нукталар мавжуд эмас; в) ( —  0) ва

■ 3 , 2 ;  ос) ораликларда камаяди. (О; 3 , 2)  оралицла усади; 3 , 2 ;  нуктада максимум.
•; 351. а) (— оо) да усади; 0) [0 ; 8J да ва (12;  оо)да усади, ( — оо; 0) ва (8 ; 12] 

да камаяди, х = 0  ва х — 12 — минимум нукталари, х =  8 — максимум нуктаен; 
£ в) функциянинг графиги 2 2 4 -раем да келт прилган; г) ( — оо; 0] ва [2; оо) да 
К  усади, [0 ; 1) ва ( 1 ; 2 ) да камаяди; х =  0 —  максимум нуцтаои, х =  2 —  мини- 
И'мум нук,таси. 352. 6) ( — оо; 2,5]  да усади, [ 2, 5;  оо) да камаяди; х -  2 ,5  —

■максимум нуктаси. 353. г) ( — оо; да камаяди, | — — ; ooj да усади;

R j t  =  — — -  — минимум нуктаси. 354. а) ('— оо; — 1] да ва [1 ; оо) да камаяди, 
8

■  [— 1; |] да усади; х =  —■ 1 — минимум нуктаси, х =  1 —  максимум нуктаси; б) 
функциянинг графиги 225- раемда тасвирланган; в) ( — оо; ос) да усади. 355. а) 

■функциянинг графи!и 2 2 6 -раемда тасвирланган; г) ( — оо; оо) да усади. 356. 
К а )  Функциянинг графиги 2 2 7 -раемда тасвирланган; б) [ — 1; 3] да усади; ( — оо; 
И —  1] ва [3; ос) да камаяди; х =  —  I — минимум нуктаси, х =  3 —  максимум нук-
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У V=U L-
1 1+х*

1

о  1 Т

227- раем

у у  _  6 1х -1)
у У~ ^ Г

таси, функцняннинг графиги 228- раемда 

тасвирланган; в) о о ;-^ -|  да ^еади

НМ
Г 4 1

ва [0 ;

228- раем

мум нуктаси; г) |̂ — 1 ; —  

оо) да усади; о| да камаяди;

х =  — —  — максимум нуктаси, х =
5

=  0 — минимум нуктаси. 357. а) ( — 1; 2); в) 0 . 358. а) Я ; в) J — 3; —

359. а) ( — оо; оо) да камаяди; б) (— оо; оо да) £сади. 360. а) [ — 7 - + - “I 6 3 6 3 J
k £ Z  ораликларда усади, £ -

Г я  2яk я  2л£1
I —  +  — ; —  +  “  - *  £  2  ораликларда камаяди;

я  2kn ~ я  2kn
к =  —— , я £  Z максимум нукталари, х — ~  —— - f — , k £ Z  минимум 

К * 6 3
. {  я  nk  я nk  \ , „  _

нукталари, в) — —  - f - — ; —— + —  , k £ Z  ораликларда камаяди. 361. а) 
\ о 4 8 4 /

[ Зя я  "1 Г л 5я
—  —— +  2яй; — -  +  2яА , k £  Z ораликларда усади, —— +  2nk; ~ — (-

4 4 J 4 4

+  2 я *  j, k £ Z  ораликларда камаяди; д е = - ^ - - Ь 2л£, k £ Z — максимум нук-

Зя Г я  я
талари, х =  — —  +  2nk, k £  Z — минимум нукталари; в) — — + 2лА ; —  +

+  2 я а ] ;  — -(-2л А ;— ^ -  +  2 я * | , k £ Z  ораликларда усади; +

+  2яА; — —  +  2ял|, |̂—  - f  2 nk\ +  2 яа|, Z ораликларда камаяди,
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я л 5п 
_  у  -f- яп, п £  Z — максимум нуцталари, х  =  — —— (- 2 я /fe ва х = ----- -—(-

'.ink, k  £ Z  — минимум нукталари. 362. К у р с а т м а .  \ар 1̂ андай х £ Я  учун 
(х) =  cos х  — 2 <  0 . 363. a) mi n/ ( x )  =  /(— I) =  /(I) =  — 16; max f(x) =

[—I; 11 I—l; П
. /(0) =  — 9 ; 6) min / ( x) — f(2) =  — 25; max /(x) =  f(3)  =  0 . 364. 1c, 7м/с. 

[ 0 ; 3 ]  [0;  3)
365. К у р с а т м а .  S* =  h3(2 R — h) эканини исботланг, бунда Л — учбур
чакнинг баландлиги, R  эса ташци чизилган айлана радиуси. Сунгра S(h) 
функциянинг максимумини излаш мумкин, аммо агар юзнннг квадрати мак- 
;имал булган да, юзнинг узи ^ам максимал булишндан фойдаланилса, ^и- 

аш содда булади, шундан кейин эса юзнинг квадрати максимумини 
ш керак. 367. К,ушилувчилар тенг булиши керак. 368. 15 см — баландлик, 

см эса бак асоси томонининг узунлиги. К у р с а т м а .  Бакнинг тула сирти
4К

S ни а ва V (^ажм) орк;али ифодаланг ^амда 5 (a ) =  а3 +  —  функциянинг энг
а

дик кийматини топинг. 369. А^оли пунктидан 3 км уэо^даги ва бургилаш ми- 
ига яцин тош йулдан 12 км узоцликдаги куртага. 371. а) х" =  — 4х; в)

m t  =  — 9х. 372. а) А =  0 , 8 ;  ф =  — ; ш =  в) А =  2 ; ф =  (0= 1. 373.
2 о *5

Ечимларнинг умумий куриниши: а) у  =  A cos (5/ +  ф); в) у =  A cos (0 ,5  < -(- ф). 

374. а) 6х 3 +  6х — 2 ; в) — 2. 375. б) —  1; г) <• +  <*—* *  —  1. 378. а)

[ 16 16 16 И - Ю / Г —  1 л

i i —Зг)3 1 б) (10 — Зх)3' В) ' ’’ Г) (1 — Зг*)*‘ 37 ‘ 3) 4уТ(<+1)* ’
23 5 г* +  1 0 1 г | —  1 57 5х* +  20| х | —  3 %

^2СХ); В) 8 ’ Г) 4| г| (г* +  1) ' 380' б) 64 1 2 | х / ( | х | +  2)» ' 3)

■ *  +  6 * T j »  +  ao.. б) r ) _ J 2 —  i l .  383
и* х4 х5 хв о* ve

а) 12 ж* — 12ха +  12 х  +  4 ; б) 3 асх* +  2(ad +  bc)x +  (ае +  bd)\ в) 6х  — 8 ; — 8;

4; г) 150 у* +  12 у,  0 ; 138. 384. а) < 0 -  Д ?  в)

4<3 — 3 P  +  2 t

оо) да усади 388. [ — 0, 75 ;  оо) да усади. ( —  оо; — 0,75) да камаяди. 389.

даЯ ,—  oo j да усади, оо; —  да камаяди. 390. (— оо; —  2] ва [1; оо)

|»сади, [ — 2 ; 1] да камаяди. 391. 00 j  да УсаЛи>  ̂ Да камаяди.

392. ( — оо; — 1] ва (1 ; оо) да усади, [ — 1; 0) ва (0 ; I] да камаяди. 393.
1 =  0  —  максимум нуктаси; ( —  оо; 0] да усади, [0 ; оо) да камаяди. 394. [1 ; 
°о) да усади, (— оо; — 1] да камаяди; экстремумлари йу^. 395. х =  0  —  макси
мум нуцтасн; [ — |г|; 0] да усади, (0 ; |/■ | J да камаяди. 398. График 229-расмда 

Васвирланган. 403. График 230- расмда тасвирланган. 406. а) а < 0 ;  Ь >  0 ; с >  0 ;

О < 0 ;  в) д < 0 ;  Ъ <  0; е < 0 ;  £ ) > 0  . 407. а) | 1 j; в) 1 . 408. а)
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у=Х5~1хг+2

230- раем

Л1 min h(x) = h (3) =  — 25; шах h (х) =  h(l) =  — 5. 412. Диаметрда ётувчи то- 
[ 1; 3) [1 ;3 ]

мон бошца томондан 2 марта катта. 413. 1; У2. 414. Туфи туртбурчак квад
рат булиши керак. 415. Тенг томонли. 416. а) 10 =  5 +  5; б) 8 =  4 +  4. 417. 
4 см. 418. — 0, 5.  419. АВ кссманинг В  дан 1 км узоцлашган нуцтаоига. 420. 
£ Чи л и ш и . S  =  2лгг +  2nrh. V — лггк формуладан А ш ифодалаймиз ва то-

4V
пилган цийматни S  нинг ифодасига ^ я м и з: S(r) =  2пг2 + ^ - .  S ' (л) <=4 ял — 

2V
! — - 5-  ни ноЛга тенглаб, V — 2яг3 ни, яъни г* =  8 ни топамиз. г — 2 — нуцта

$(г) функциянинг минимум нуцтаси эканига ишонч ^осил ^кламиз. Сунгра V =
41

=  2ял3 =  nr2h, бундан h — 2r. 421. | V | =  1,5 м/с. 422. —у— ------—  м/с;
у  2.5 —  4/а

100
— -  м/с2, 423. I) 360 г ; 5х г/см; 2) 0 ; 60 г/см, 425. Зя рад/с. 426.
У ( 2 5 - т »  150

а) 45 м; б) 4с; 90 м. 427 . 0 ,0 4 я с м г/с. 428. - jy -м/мин. 429. Квадрат.

229- раем

I I I  б о б

х* 1 X*
434. а) 2 ,5 х + С ; в) -— +  С . 435. а) — cosx +  С; в) — -cos5x +  С. 437. а) _  —

4 5 4

- 3 ;  б) tgx — 1; в) — c o s x + 4 ;  г) — 2 х + 1 1 .  438. a ) - _ L  + 5 ;  б) s in x — 1;

х»
3 “

5xs 1 kx2 ах1 Ьх*а) _ — х +  С; б) -  _ +  4cosx +  С ; в) _  +  Ьх +  С ; г) _  +  + с х  +  С. 441. 
3 X *> j /

1 2 3 х 1а) х — —sin3x +  С ; б) — ^-ctg3x +  С ; в) г  tg 5 х +  С; г) — 21cos—+ —tg4x +  С. 3 о D 3 2

Н - т М - т Н * Н - т М - г

INVM \

■ ь

442. а) — У  Зх — 2 +  С ; б) 5 / 2х +  7 +  С ; в) •
i О

. 409. а) х =  0 —

Д?

— L ^ + C ;

максимум ну^таси, х =  —  — минимум ну^таси; ( — ос; 0] ва 
9

4  1  л  ~ 1да камаяди; б) х =  0 — максимум нуцтаси, х — ±  —г~  — ми-усади

нимум ну^талари;

* 7 Г j

1
У  2

V2

"• ° ] ва [ т ! : 02 ла *сад" ’ ~  Т т

— Зх)в +  С; 443. I) f£ _  ; 2) 0 ; 3) !£-.. 444. 122 , 375м; 9,77м/с1. 445. 8R +
19,6 4-9 3

Я +  £ .  446. a ) x { ( ) - t * - tl  + 7l +  1; б) х(/ )  =  5/ + 1 — 2; в)х(Г) =  3 -

ва

(* + 2)3

?сади. 410. a) max g (x )= g(0) =  3; min g(x) =  g( _ l )  =  - 1 ; 6) max g ( x ) = g ( 3 ) = 3 ;  b) 2g 1_ . r) ^  449 a ) |  . 6) , .  B) r) 0 450. a )_ l  . 6) _  2.5; в)

min
(1

in gi 
; 31

(x) — g(2) =  w— 1, 411. a) min h(x) =  h( — 1) =  — 9; max h (x) =  h (0) *= 2;
[ - 1 ;  i] |- i ; i ] [  1,5; r) — 2. 451. a) 0 ,9 ; 6) 2; в) 2; r) 0,4. 452. a) 20; 6) -  ; в) 4,5; r) 2. 453.

5
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232- раем 233- раем

1 1
а) ^  '< б) , 7  • Е ч и л и ш к. х2 =  х3 тенгламадан у =  х2 ва у =  х 3 функциялар

графикларинннг кесишиш нукталари абсциссаларини топамиз; булар: х =  0 ва
1 1

х =  1 . Изланаётган юз ушбуга тенг (2 3 2 -раем): S =  — J  x3dx =

О О
X3 1 X4 I 1 1 I 1

~  3 o " T o  =  T " T ^ ; B , 1 ; r , I '  454. у =  /  (x), у =  О, x =  a 

ва x =  b  (2 3 3 -раем) чизицлар билан чегараланган эгри чизикли трапецияни ^арай- 

миз. Бу эгри чизикли трапеция дастлабки трапецияга еимметрик, шу сабабли

унинг юзи дастлабки трапеция юзига тенг, / ( х )  уалукеиз номанфий функция 
ь Ь ь

булгани учун S =  j  ( -  /  (х)) dx, бундан 5  =  -  [  /  (х) dx, яъни \ j  (х) dx =  
а а а

Ь с Ь

= —S . 455. f f  (х) dx =  F(b) —F(a) ва [  f(x) dx  +  f f{x)dx =  F(c) — F(a) f  F(b)—и %j v
a а с

x

-  F(c) =  F(b) -  F(a). 457. ( j  f  (t) dt)' =  (F  (x) -  F  (a))' =  F ' (x) -  0 =  /  (x) .
a
t

458. Ха^ицатан x ' (/) =  (x0 +  j  v (u) du)' =  0 -j- v (/) (457- маивда каранг) ва
I.

t о
,n. С . . , .  28л 16л л 15л

* (0 )  =  х » +  и ( и ) 4 (  =  х 0 +  0 =  х0. 460. а) — ; б ) — в ) — ; г ) — . 461.
V 15 2 2*в

50л 2л л пИ2 2л а
а) — ; б) 11 я ; в ) — ; г) — . 462. —  (3R - H ) .  463. — R* (1 -  c o s - ) . 464.

4  пН (/?* +  Rr +  г*). 465. а) 7х -  2х* -+- С ; б) 4  +  2х2 -  7х +  С ; 
J  3
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W -  10cos~ +  - k in  бдс + С . 466. a) — 4 " (3 4- 2*)-3 +  С ; б) -  7-3x+C;
О z 0  J

ik) 1 , 5 ^ - 4 ‘g ^ i  С; r ) - - f - - - c t g 3 .  x+ c .  467. a) 2 ^ 7 - 5 ;  6)
I 4 jc 4- u о x

t~2\ в) — 2 ^ 3  — x +  9;  r) tgx — 3. 468. 10; биринчиси. 469. a) 3 . 6) L A  ;

i    7 10 —  i i l
в) 9 ) 3 ; r) 2\ 3 . 470. a) ——— ; 6) —  ; в) 2;  г) —  . Е чи л и ши .

j л *  +  1 f  х  —  0,5+ 1,5 . г 0,5dx г  1,5 dx  I
■  (2* - l ) :t d X =  J (2х — I)3 *  ~ J  (2х — 1)* +  J (2х — 1)а =  -  7 ' 2jc-

. I 2 1 1  . Л2 1 /  1 \ 3 / 1  \ 1
I—  1) - 1 , 5 -  —  —  ( 2 х — I) - 2  — 1 ------- —  - I  =  — .

I  ' | ' 2 2 '  1 41 3 8 \ 9  2
471.

1 +  cos2 пх
|р) я ; б) л. К у р с а т м а .  eos2n;c = --------------  формуладан фойдаланинг; в) 0.

2П 1 2Л 1 1  
К ч и л и ши .  i sin3*cos5;<:£(x =  — I (sin8x — sin2*) dx =  — | — — cos 8*4-

о 2 о 2 V 8

К  1 , 2”  1 / 1  1 , 1
,v  +  —  cos 2* =  —  —  —  (cos 16л — cosO) 4 - —  (cos 4л — oosO) = — (0 — 

i z / o ^ v o  I  / 2

I '  — 0) =  0 : r ) k -  m да л, k ф т  да 0 . К у р с а т м а .  sin kx  sin rnx =  j - (cos(ft—

1 I
J  — m) x  — cos (k +  m) x) (k =  т да бу ифода —  — —  cos 2kx га тенг). 472. a) 2 ;2 2
B '6) 0, 8;  в )— . К У р с а т м а .  —  =  7 — 3 *  тенгламадан графиклар кесишиш ну^та-

2
2

■  лари абсциссаларини топинг, бундан *, =  1, х.г - =2 ,  х3 =  — — ; г) 4 ,5 . 473. а)
1_■ 3

4л . я  п лЧП •»
и  л . 6 ) -— — ; в) 9 . 474. а) — ; б) 48,4л ; в) —  ; г) — . 475. a) F(x) функция
D . О "р 1 О I J

' Цх) учун, G(x) эса g(x) учун бошлангич функция булсин. У холда F(x)-t-G(x)
ь

J  функция f(x) т  g(x) учун бошлангич функция булади. Шунипг учун f (/(* ) +

IЬ
ИЧ- g{x))dx =  (F  (*) -+- С(л)) — F(b) +  G(b) — F( a) G(a) =  F{b) —F(a) +  G(6) —

b b ь
— 0 (a )  =- j  f(x)dx -( | g(x)dx\ в) j  f(kx -r  c)dx -  — F(kx  +  с) 

c a a

H  i i +  < i V е* ------- F ( k a - j - c ) — —  f ( 0  = —  \ f(t)dt. 476. Ньютон — Лейбниц фор-
k k  Ua +  c *  . J ,T  Isa +  с

муласига бнноан бу интегралларнинг ^аммаси F(b) — F(a)  га тенг, бунда F
л- л2 2л

I функция /  учун бошлангич функция. 477. а) — ; б ) —  ; в )—  ; г) 2 л га гЬ. 478.
I 2 4 15

32.1

ь 1 
=  —  F(kb-c)

a k



в) х=/=0 да F' (х) =  {  (х) тенглик осон текширилади; лг =  0 да: F ' (0) =  

=  ' ' х— —  =  1 х | =  f 0 1 =  f  (Oj. 479. а) Лагранж формуласига бино- 

F  (b) — F  (а)
ан: — -------------- =  F'(c) >  0, чунки с £  (а, Ь), шунинг учун F(b) — F(a) >  0 , яъни

о — а
ь ь ь

J  f  (jc) dx >  0 ; б) олдинги масаланинг натнжасидан ва | g (x ) d x  — j  f  (Х) dx =  
а о а
ь
[  (g (х) — I (x))dx эканидан фойдаланинг; в) (F  (х +  Г ) —  F  (х))' =  f  (х +  Т) — 
а
— f (  х) =  0 б^лгани учун функциянинг {/згармаслик аломатига к£ра F ( x - i - T )  — 
— F (x )= C ; С узгармасни аницлаш учун бу тенгликка х =  0 ни куямиэ; C = F  (0 -f  Т ) ~

Т
—F  (0) =  Г /  (у) dy ^осил булади, шундай ^илиб, х;ар цандай х учун F ( x  +  T) —

О
т

— F(x) — ^ f  (у) dy  тенглик уринли, хусусан х =  а  да
о

а + т т
F ( a  +  T ) — F { a ) =  j  /  (у) dy =  j  f  (у) dy

ни *осил киламиз. 4 8 0 / a) ( f  (х) — F  ( — х))' =  f  (х) — f (  — х) ( — 1) =  /  (х) —
— /  (х) =  0, шунинг учун F [x )  — F ( — x) =  C. х =  О ни к;уйиб, С = 0  эканини

-т-а
топамиз. Шундай- цилиб. F (а) — F  ( — а) =  0, яъни j  f ( x ) d x  =  0 ; б) к у р с а т-

—а
м а. F (х) +  F ( — х) =  С эканини функциянинг узгармаслик аломаткдан фойда' 
ланиб курсатинг, бунда С =  F  (0) -f- F  ( — 0) =  2F  (0) ва, демак, F(x) — F( — х) =  
=  2 {F ( x )  — F  (0)) тенглик *ар цандай х, жумладан, *  =  а  учун турри; в) к у р  
с а т м а . 479- б масала натнжасидан ва /  (х> <  / /  (х) |, — /  (х) ^  | f  (х) | тенгсиз 
ликлардан фойдаланинг.

IV б о б

482. а), в) \а\ б), г) Йу^. 483. а) 3 ; в) 3 ; д) — ; ж )-у . 484. а) 11; в ) — 729;

д) 21. 485. а) 10; в) 6 ; д) 6 ; Ж) 10 . 486. а) 3; в) 3 ; д) 3 ; ж) 2, 487. а) 2 ; б) I,
3

в) 1,25; г) — —  . 488. а) 8,4261;  б) 3,6346; в) 2,2240; г) 2,1666; д) 1,2936;

е) 1,3780; ж) 1,4678; з) 1,3375. 489. а) Иккинчиси; в) биринчиси; д) бирннчиси.
ж) иккинчиси. 490. а) Биринчиси катта; в) биринчиси катта; д) биринчиси катта,

ж) биринчиси кичик. 491. а) 2 ,64; в) 1,70. 492. а) 2\Г! Г ; в) 4 У ~ ; д) 2bV W .
ж) — 2ау 4а 2 ; з) а3 1 с / у г6Ьг . 493. а) ]^ 12; в) уг 2 ~]; д) y r2b> ; ж) ] / '4  а 3 63 ;

з) У 5 а Ь »  ; 494. a) у  / Г ;  в) У ~ -, д) ~  у  Ш ; ж) 24к1 5 0 .  4У5 . а) '\ ГТ .

в) 2^ а »  ; Д) V 5 .  496. а) У Т\  в) ±  1 Л 0  ; д) у /У ; ж) ±  2. 497. а) ±  у  ; в) 
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2. 498. а) 25; в) 0 . 499. а) 1; 16; б) 1; в) 64; 729; г) 46656. 500. а) ( — оо; 

I( Т ) ; В) I У Т Т ; оо) ; д) (8 ; оо) ; ж) [0 ; 81] .  501. а) а <  0 ; в), г) барча а 

ларда; е) о = 0  да. 502. а) а ; б) V ~ a  ; г ) — а ; е) ) а | ;  э) 2 а.  503. а) 2 ;

в ) 3 ; г) — 4 . 504. a) Y T — У Т\  в) д) — ( ^ 9  +  +  V *  ):

2 (а а +  a\ r b +  V Ьг ) 505 а) _ 2 ;  2;  в) 8 ; г) И.  506. а) 3 ; б) 0 ; 0, 4;ж) а 3 — Ь
в) 10; г) 5. 507. а) 3 ; б) 0 ;  в) 0 ; г) 2. 508. а) (2 ; -  1), ( - 1 ;  2) ;  б) ( —  2;

3).  (2;  — 3);  в) (4;  ! ) . ( “ . " | ) ; г) (3 ; 1), (1 ; 3 ). ( — 3 ; — 1), ( — 1; — 3). 509.

а) (1 ; 9). (9 ; I); б) (1 ; 64), ( 64 ;  1); в) (12;  4),  ( 3 4 ; - 3 0 ) ;  г) ^ = д ) ,

(2 ; - 2 ) ,  ( - 2 ;  2). 510. а) 112 ; в) 3  7 ; д) 5 3 ; ж )2 -> ;I
2 _  —  / ах3 \ —  l i  - 1  - 1

I  з) Ъ~ 13 . 511.  а) (32а) 2 ; в) I 7 ; л) а  6 ; ж) а  < ; з) а ? . 512. а)

• Щ Т ;  в) ^  —  ; Д) №  Ж ) 513. а) 32; в) 3072; д)

f t

_9_

625 ’
—  - __ 4 7
-L ; з) —  . 514.  a) 4 V 3 ; в) т = ;  г) —  . 515. а) Иккинчиси; в) тенг; д) би- 
10 2 V Ь о

К ринчиси; е) иккинчиси. 516. а), б), в), д) Маънога эга; г), е) маънога эга эмас. 
517.  а) [0; оо); в) [1;  оо); г) ( — 1; оо). 518. а) а  »  0 ; б) а »  0 ; в) а =  0 ;

[ г) а  <  0 ; е) а Ф  0 . 519. а) 12, в) 1,9.  520. а) р  6 ) ' У  32 ; в) у ;  г) 2в/ Т в  .

б)
1 1 _L J _  У х  4- 1

v 521. а) а0-5 — Ь ; б) —-------; в ) а з +  *з ; Г) г З _ 2 .  522. а) —— --------;
У х —  1* 2  +  4

12 ; г) / о . 523. а) V  3 ( 1/3-Ь 1); в) У  а ( У  а  — 1); Д)
_1 _L

Щ / П У Т - У Т у ,  ж) ( У Т + У ь ) ( У о +  1); з )(*  3— ! ) («/» — 1). 524. а)
б /*"*** ^

I  Графиги 234- расмда тасвирланган. 525. а) 1; б) 81; г) 54; е) у 3 ; з) —  . 526.

В  а) Иккинчи; в) биринчи. 527. а) а ; в) а 1,3; д) а2; ж) а^  3 1; з) |хл — уп | .
I  528. а) (0 ;  оо); в) 1; е) (0;  1J; з) ( — оо; 2). 529. г) 53,9510 ва 53 ,9634 ;

| : 10V3 «  53,96. 530. а) 3 ; в) — 0 ,5 ; д) 6 ; ж) — 0,5 . 531. а) 0 ; в) 5 —^ 6- I Д)

Ч; ж ) - 4 .  532. а) 2 ; в) д ) - 2 ;  3;  ж) ~  1 *  • 533. а) 3 ; в) 1. 534.

1  а) 1; 2; в) 2. 535. а) ( — 1; оо); в) ( — оо; 2); д) ( — со; 2 ) ; ж) (0 ; оо). 536. 
щ а) (0; оо); в) ( — оо; — 1); д) (0 ; оо); ж) ( — оо; — 1). 537. а) ( 2 ; 3); в)

( — оо; — 2] (j [3; оо); д) ( — 0,5; о о ) ж )  оо). 538. а) ( 1; 3 ) ; в) (1; оо).

539. а) ( — оо; — 3 ) U (1; оо); в) ( — оо ; — 7,5) U ( — 0,5; оо). 540. a) g(x)
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235- раем

; £  (g) =  £>(g) -= И; д) g ( x )  =  — — : £  (g) =  0 ( g )  - -  I — л»; 0 )  JJ <«.

v ) ;  ж) g ( x )  =  ^ Y <  =  D(K) "" * ° ’ Л )- 544 а) 2 ’ В) 4 ; А) — 3 ; Ж) ° '

1 ,  I 2 „  3
545. a) logle 2 =  — ; в) log„ 7 -  — ; д) log™, 9 = — , ж) log», 27 =  —  . 548. а) 7. 

4 2 - >  4

в) 11. 549. а) 25; в) — ; д) 8 ; ж) 216.  550. а) 3; в) 2 . 551.  а) 1 / ^ — ; в) 9.
49 У 2

552. а) 4; в) 729. 553. а) (5 ; х. ) ;  в) (— 1,5; оо); д) ( — 3;  3);  ж) ( — 2;  3). 554.
/ 2 5 ,

а) ( — 1; 2); в) I — — ; —  j.  555. г) График 235- раемда тасвирланган. 556. а)

2 а -г Л; б) Ь — а ;  в) За +  2 b;  г) 1 -—а Н- (». 557. а) 2 +  4 log., | в | 4- — log3 /<;
о

2 2 1 2 1 1
в) — 1°Кза-г — logaA; Г ) — 2 log, |а| f  — log ^ . 558. a) —  —  — — igc — —  Igd; в) 

5 15 о 3 9 6

1 4 - —  lgp — lg<?- 5^9. a) 1; в) 4, г) 3 ; д) — I ; ж) 2. 561. a) 12; в) 3 . 562. я)

2; в) 2. 563. а) Биринчиси; в) иккинчиси. 564. a) 1 -j- log25 »  3 ,3219; в) loga0 ,7  =

= — 0,1623; д) 9 ; ж) 0,01. 565. а) 2 ; в) 6, 5.  566. а) яз 0,046; б,  4 —
5

-  log0 23  »  4,683; в) ± y i o g 7 7 ;  V logT? «  1,100 . 567. а) (9 ; ос); в) (0 ; U.16807);

г) (25; то). 568. а) ( — -о ; х0), х„ =  |og,5 s  1,465; б) (х„; оо), х0 — logo g ll да
log, 77 +- 1

гг — 10,746; в) (х0 ; \,), х0 — --------------  яг 2,334; r) (х„; v ), х„ = 2 — |og0 J l2s:

да 4,064. 569. б) ( — 3;  1); г) (0.1).  570. а) (0 ; 0.001) (J (И); -с); в) ( — *х-; ||.
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I 1 — 6
' 571.  a) log35;  в) log,, 10. 572. а) —  Iga — Igft; в) 3 V 2 1 g a  +  —  lg*. 573. а

|5; в) Д) 10; 0, 1;  ж) 25; 0 ,2 . 574. а) 100; 0 ,01 ; в) 8 ; 0 ,5 . 575. а) 100; 10*;
О

в) 2. 576. а) (2; 5); (5; 2); в) (6 ; 8); (8 ; 6). 577. а) (1 ; 2); (2 ; I); в) (4,5; 

0, 5) .  578. а) (27; 4); ^  ; _  3 ) ;  в) (16;  20). 579. а) ( - |  +  я * ; у  +  2 я /)  ;

В  j  +  nk; 2 n l - j J ;  k , l £ Z ;  в) ( j + я *  + я 1 ;  ^ - я *  +  я/ ) ;  ( _ - | + я *  +  

я  \
■ + я / ;  — —  — яб +  я /I  ki t £ z .  580. а) 1,0986; в) 3,8501. 581. а) Зе3*;

х

■ в) 2хе*'; д\ —  е 2 — 273е91* ; ж) —  In 1,7• 1,7 4 , 582. а) 2х (In 2 cos х — sin *);
' 2 4

6*(ln3 — 1п2) +  15х (IпЗ —  1п5)ех(х — 1)*
■ в) (Зхг — х3)е х ; д) ----------------- е)

_  (x* +  i)a ' v'  ( 2х + 5 *  )2

I  -  0 .3 -  х (2х  In 0 ,3  +  У Г ш  0 , 3 + 1
■  з) --------------— — — ---------------------------- . 583. а) ( —  оо; 1] ораликда усади,

2 У х  ( У х  +  0,5)*
I  ( I ;  оо) ораликда камаяди, б) ( — о о ;— 0 ,2) ораликда камаяди, [ — 0,2 ; ос) ора-

■  ликда усади; в) ( — оо; 0] ва — ; ooj ораликларда камаяди,|о; Л |  ора-

В  лицда усади; г) ( — оо; 0] ва — Л у  ooj ораликларда камаяди|о; —

j ораликда усади; 0 нуктада функция минимумга эга, — — нук;тада максимумга

I  Эга ( - —  • а  11,21 V 584. а) у =  *  +  1; б) у =  3 +  3 I n 3 (х -  I).  585. а) 
V 1п0,7 / -------- >2х . - S _ 7 ,

J L
1п4

2 -0 ,9*  5,6х
+  С ; б) 7ех +  С ; г) ln0 „ in5 f i + С: д) 2 + С ; Ж >

12 5—7х

7 In 12 +  С.

1.75 3,75 „а ,
586' а) 7^2  *  2 ,525; в) " м  я г 2 ’7 0 5 ' 587' а) е ~ 1  *  1.718;  в) -  _ е  +  —  ** 2 2

*  1,476. 588. а) Л ;  в)- 3— г  , О) — - „ . .  7 ; д) ~ 7 Т ; ж) ~  ; 3) X* (1 +  31 п х).  589. а) 
xln2 (2 +  Зх)1п? * 1п2 х

| l — lnx 3 (ж* +  1) — 2х (5 +  3*) In (5 +  Зх) I Ine 2Ige+ lgx

—  -------------------------------------------------------- : в)- ^ = Т ;г) Т у г "■; б) (5 +  Зх) (*2 +  1)*

[ 590. а) у =  х — I; б) у =  +  1пЗ — I; в)
К  о
I  If =  lg e ( х — 1) ;  г) j, = 2  + Л . ( х - 9).

К  591. а) (0 ; е 1J ораликда камаяди, [в *; оо)
I  ораликда усади, е  нуцтада функция минимум-
[  га эга; б) функция графиги 236- раемда тасвир-
I  ланган; (0 ; е—*) ва [ 1; оо) орали^ларда усади,
[  (е—*; 1) ораликда камаяди; г) (0 ; 1) ва ( 1; в)
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ораликларда камаяди, Je; оо) ораликда усади, е нуктада функция минимумга эга.
3

592. a) In | х + 5 1; в) — In 17 * - f  1 1. 693. а) In 7 »  1,946; в) 0 ,5  In 5 »  0,805.

_  /3=1
594. а) 1 п З »  1,099; в) 1п5 — 1п2 *  0 , 916.  595. f ' {x )  =  V Зх ; б) g '( * ) =

1

у = х

238- расы

=  — х п , график 2 3 7 -раемда тасвирланган; в) 
я

и' (х) =  —  ех график 238-расмда тасвирланган;

г) v'(x)  =  0 ,1 * -° -9 . 599. a) ~ x 3 J  + С ;  в)
3,7

V l  +  L x l- v r + C \  г) 3 In | х  | +  С . 600. а)

1 /— 1 _  
yt~+  i = У 2 — 1’ в) 5; г> 1п2— 7  ^  з — 1).

Лп2 1
6 0 4 .-------------ztt=  . 605. 9 мин. 606. t =  —  »

lnx — yvn  Ig2
яг 3,322 соат. 607. и  0 ,06395. 608. Е ч и л и ш и .  
f  (0) =  а  булсин. У ^олда f  (х) =  lim.

f ( x  +  A x ) - f ( x )  . .  / ( * ) / (Аж) — /  <х) /  (0) 
----------------------1------- =  lim ---------------- j -------------------=

тг ттп. ш л ^ ш т г Л ш ¥ М .
Д*-=»0 Ax

Шунинг учун f ( x ) = C e ax, бунда С— бирор узгармас.



1С?нгра f  (0) =  Сеа'° =  С ва, демак, С4 =  С- С =
= г / ( 0 ) - / ( 0 )  =  / ( 0 + 0 )  =  С, яъни С4 =  С, бун
дан С =  0 ёки С =  1. Шундай килиб, f  (х) =

: ёки /  (х) =  0 . у =  «“  ва у =  0 функция
лар учун ?̂ ар кандай * ,  ва дгг да / ( * i + * 2) = / ( * i ) X  
X  f  (хг) тенглик бажарилишига текшириш билан

10 Ig2
|?цшонч ^оснл килишимиз мумкин. 609. —   ̂■ «

14,57 (мин). 610. « 3 1 , 0 6  (мин). 611.  500e~s w 3,37 (м/мин). 612. Гра-
lg 1.25

фик 2 3 9 -раемда тасвирланган. 614. a) log37 а  1,7712;  г)
2 lg0,3

— 0,2849.
6 lg5 +  Ig0,3

615. а) — 1; 3; б) — в; в) — 1; 2; г) — 5 ; 2 .  616. а) 0 ,5 ; б) 1пЗ «  1,0986; г)

— — 4 log27 - ^  — 2 ,0 7 6 , 617.  б) 7; г)-|-. 618. б) 0 ,0 9 ; в) 5 ; г) У Г .  619. а)
и /

\ ( - \ ) k T + n k > * € * 6) 3 ; в) 0, 5;  г ) У 2 ; 4 .  620. a) nk, k £  Z \ б) ±  ^  +
О «3

! 4 (3 — а)
t f  2л*, k£Z -,  в) 0 ; г) log252 «  0,7565 . 621. a) log, ,2 «  0 ,2891; б)

-f" о
622. а) (1 ; 3 ); б) (0 ; 0,5) и О ; 1,5); в) (1; ос); г) (1 ; 2 ). 623. а) (е 2; оо); в)(0 ; е ). 624. а) ( — оо; 0 ); в) ( — оо; 2). 625. а) (х„, оо), х„ = 2 - lo g !  ,?7

*  — 0,5557; г) (0; оо). 627. а) У  0,6; б) 4; в) 3; г) 1,5; 3. 628. а) 13; б ) — ;
О !

3; в) 6; г) 0,01; 0,001. 629. а) 0,25; 4; б) ; 27; в) 0,1; 100; г) 0,2; 125. 630.

а) 2; б) у ;  7; в) 7; г) УТО  ; 100 . 631. а) ( - о о ;  1); в) (1; оо). 632. а) (2,8;

3); б ) ( — 0.5; — 0,255); в) (0,382; 0,4) ;  г) ( —  о о ;—  32). 633. а) (1; оо ); б) 

(0 ; 1); в) (1, оо); г) (0,1).  634^а) ( — 1; 3 ); б) (<>-»; е2);  в) (0;  0,1) U ( * .  Ю0)1

г) (1 — 1/ Г ; - 1) и (2; 1 + У 5 ) .  635. а) (1 ; оо); в) ( - о о ;  4). 636. а) ( - о о ;

—  1) и (3;  оо); б) ( - 2 ;  3); в) Н;  г) ( -  оо; -  3) U ( - 3 ;  оо). 637. а) ( - у ;

2j ; б) (2лА; л +  2лА), k £ Z  куринишидаги барча ораликлар бирлашмаси; в)

—  +  2л£; -у  4 - 2rt*j, k £ Z  к$рннишидаги барча ораликлар бирлашмаси; г)

0) и (0; оо). 638. а) — 4,6757; б) -  1,5652; в) 0,8736; г) 1,0649. 639.
а) 1,112; в) 3,248; г) 23,14. 640. а), б), г) биринчиси; в) иккинчиси. 641. а) 

9е9*; в)-35е~5*. 642. а) -  4 \п5.5~*х ; в) -  10 In Э-Э2" 5* . 643. а) 

2х (In 2 cos* 4. sin*)
cos2*

tg* v ■*
б) З У 7  +  cos2*  '

4* 4- sin 2x 
4*y*sin2*
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2 12>1). « 4 . ,)  « » - » :  «) - S i n » " " :  ,)  - У
Л Х ’  Ч- Л И  COS X3(х4 +  3)»

— 2 ln 7 .72ct*fje _ t  1 4 Igg

г)

Д Я —  MS' ‘W ’ r fT x ' ив' а) •> 3>(ln3ln<5,> +
1 )  у л , ц . )  И 7

х )  х\п*1х 2 х ( У х  +  3)* в }

3* V x  +  2 . г) lg£,(3eos3x +  2 * l n2 )  м 8  д) у = ^ +  ]; в)
sin2x ~[/х(х*  +  4 1 / х +  5) Inll sin3x +  2*

б) у =  10 (In 10-х - h i  — In 10); в) у =  2х — 1; г) ( / =  Зх lge — Ige. 649. а) (0;

I) ораликда камаяди, (1 ; оо) ораликда усади; б) j - +  2лА; - ^ - + 2 я а | ,  k£Z

ГЗя 7л 1 Зя
оралицларда усади, 1 —  - f  2 nk; —  +  2 nk  , k £ Z  ораликларда камаяди; — +  2лА,

Я
k £ Z  нукталарда функция максимумларга эга, — —  4-2л£, k £ Z  нукталарда мини-

мумларга эга; г) (о ; 4 in2]  ва (1;  оо) ораликларда усади, [4  ln2; l ]  ораликда 

камаяди ^4 |п2 яа0,1353 j .  650. а) (0 ; в 1J ва [е; оо) ораликларда камаяди, 

[ в - 1; е] ораликда усади; б) | — — +  я k ;  — n k j  в а у  +  n k ;  — j - +  ял|,

k £ Z  ораликларда усади, |— —  +  nk;  —  +  я  A j , k(-  Z  ораликларда камаяди,

— — +  л й , k £ Z  нукталарда функция максимумларга эга; —  +  яА, k £ Z  нук,- 
’  4

таларда минимумларга эга; в) (0 ; 1] ва [ег; оо) 
ораликларда камаяди. [1; е2] ораликда усади; 1 
нуктада функция минимумга эга, е2 нуктада эса 
макснмумга эга; г) (0 ; в- 1 ! ва [е ; оо) оралик* 
ларда усади, [е ~ *, е] ораликда камаяди. 651. 
а) (0 ; 1] ва [4 ; оо) ораликларда камаяди. [ 1; 4) 
ораликда усади; б) функциянинг графиги 240- 
расмда тасвирланган; в) ( —  оо; 3) ораликда 
усади, [3 ; оо) ораликда камаяди; 3 нуктада 
функция максимумга эга, 0 критик нукта булса

[0 ; 1] ораликларда усади, [ — 1; 0] ва (1; оо) 
ораликларда камаяди. 652. а) 1п\х +  7\ 4- С;  б) 
0 ,6  In/ 5х - f  1| +  С;  в) — 2.51Щ З — 2х\ +  С ; г)

— 0 , 8 In 17 — 5х) +  С.  653. a ) i - l n | x |  +  C;  б)
О



г _ X *П#
Oj.r +  С ; в) 10> ' * ■ + С:  г) С. 654. a) In 2 «  0 ,6931; б ) — « 0 ,6 4 8 6 ;

в) 1п 2 — In 3 « — 0,4055;  г) 0 .5  In 5 «  0 ,8047 . 655. a) In 5 «  1,6094; б) 3 -
— 3 In 2 «  0.9206; в) 6 — 2 In 3 «  3,8028; г) 4 — 3 In 3 «  0,7042.

Кийин масалалар

656. К у р с а т м а .  q га булишда нолга тенг булмаган аниц q — 1 та колДиК-

лар мавжудлигидан, JL  рационал сонни чексиз унли касрга айлантиришда к,ол-
Ч

диклар, демак, булинмадаги рацамлар ^ам q — 1 дан катта булмаган давр билан

тзкрорланишидан фойдаланинг. 657. К у р с а т м а .  —  ни чексиз унли касрга
п

айлантиришда булинмада факат тукк1,злар пайдо була бошлайдиган колдиц р

булсин. У >;олда ^ар кандай натурал k  сон учун I >  — >  1 — 10 *. 658. К у р-
п

с а т м а. Чексиз дзврий унли каср чекли унли каср йигиндиси билзн махражи 
10* га тенг булган чексиз геометрик прогрессия йигиндисига тенг, бунда k — 
даврдаги ракамлар сони. 659. k — бу кэср дзврининг узунлиги булсин. k  икки- 
дан кейин келадиган ракам дан бошлаб k та ра^змни караймиз. Бу ракэмларнинг 
хаммаси еттиликлар, шунинг учун касрнинг даври (77 . . . 77) булиши керак.

k  та ракам
бу нотурри; бу х;олда навбатдэги ракамларнинг ^аммаси еттилик булиши керэк.
В * {
660 в) 3/ 3  =  -  Деб фараз киламиз, бунда p £ Z ,  q  £  N, JL  — кискармайдиган

4 Q
каср. У ^олда 3 — , яъни р 3 =  З^3, бундав р нинг 3 га булиниши келиб чи- 

Ч3
Кади, р — Зт ни р3 — 3q3 тенгликка куйиб, 27m3= 3 q 3 ни, яъни 9 т3 =  q3 ни топа

миз. Охирги тенгликдан q  нинг 3 га булиниши куринади. Зидлик косил булди:

— каср З г а  кискаради; д) Тескарвсини фараз киламиз: I g 43 =  Л ., бунда 
Я Я
lg 43 >  0 булгани учун р ва q  ни натурал сонлар деб ^исоблаш мумкин. Ig43 =  

_£
=  Л  тенгликдан 10 4 =  43 ни хосил киламиз, бунда 10р =  43*7 , бу тенглик

Ч
эса сохта: унинг чап кисми 5 га булинади, унг кисми эса 5 га булинмайди. 661.

a) +  У Ъ  =  г булсин, бунда г —  рационал сон. У колда 3  +  2  / 3 "  • / 5 - 1 - 5 =
гг -  8 ___

=  г2, бундан у  15 = ----------, бу эса у  15 нинг иррационаллнгига зидлик к**7
_  _  —2 г— ' була

ди; в) / 2 4 -  УЗ+УЪ — г булсин, бунда г — рационал. У >;олда У 5

— У  2 — УЗ, бундан 5 = гг -f 2 + 3 — 2г У~2 — 2г У  3 + 2 / 6 .  Сунггига т^ ри
—  2г У З  =  2г У 2 — 2 У  6, шунинг учун г* -f- 12г* — 4/-3 / 3 = 8 г * + ?
ва г* +  4г2 — 24 =  (4г3 — 16л) У  3, бу эса / 3 ~  нинг иррационаллипамиз; ~к----- - +

лади (чунки 4 г3 — 1бг Ф  0). 664. К у р с а т м а .  а) Олдин \г  3
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б) олдин сурат ва махражни V 2 уТ Г— К б  га купайтнрннг; в) 663 г) ма. 

саланинг натижасидан фойдаланинг. 666. У 2, У 3 ва У 5 геометрик прогрессия- 
нинг мос равишда (m-f- l ) ,  ( я + 1 )  ва (р +  1)- з а̂длари булсин. У ^олда 2 =  

=  b\ q2m, 3 =  6* q2'1, 5 — b] q2p, бунда 6,  > 0  ва <7 >  0 — геометрик прогрессия-

нинг биринчи ^ади ва махражи. Бундан ^уйидагиларга эга буламиз: J L  =

=  q2(m~n), " f -  =  <У2(П_Р)- ( т ) "  _  P =  (Т У  " =  q2(m ~ П)(П ~ P) 63 2П~Р X
_ m—n ) Лп—р) +  (m —  n ) _  .

X  5 = 3  . Агар q <  1 б^лса, у ^олда бу тенгликнинг

иккала цисми натурал сонлар (чуики т > л > р ) ,  шу билан бирга чап кисми 2 га 
булинади, унг кисми эса булинмайди. Натурал сонни туб купайтувчиларга ёйиш- 
нинг ягоналиги ^ак^даги теоремага зидлик ^осил б?лди. Агар q  >  1 булса, у 

з о̂лда олдин охирги тенгликни 2р~п -5п~ т = З р~ т куринишда ёзиш керак. 668. 

а) 6 ; б) У~3 —  У 7; в) ] /Т .  669. Етарлича катта п ларда (берилган е > 0  учун) 
А — г < а п < А  +  г, А — е , < с п < А  +  е. тенгсизликлар бажарилади; аммо 

‘у *олда Ь„ <  с „ <  А +  е ва сп >  ап >  А — е, яъни А — е . < Ь п < А  +  8, бун
дан |Ьп — А\ <  е. 670. б) е > 0  ни танлаб оламиз, у з о̂лда етарлича катта п

8
ларда (а„) чексиз кетма-кетлик учун |а„| <  —  тенгсизлик бажарилади, шунингМ.

е
учун уша п ларда: \ап ап\ < — - М = е .  671. К у р с а т м а .  Олдин я^инлашув-гЛ
чи кетма-кетлик чегараланганлигини исботланг. Сунгра, масалан купайтма учун 
ушбуга эга буламиз: ап =  А +  а п, 6л= В  +  р„, бунда А ва В  лар а„ ва Ьп —  
кетма-кетликларнинг лимитлари, а п ва р„— чексиз кичик кетма-кетликлар, шу
нинг учун а„Ьп =  (А +  а„) (В +  р„) =  а„рл +  А рл +  В а п +  АВ\ а лрл +  А р „ +  
+  В  а л кетма-кетлик чексиз кичик (6 7 0 -а) ва б) масалаларга каранг), шунинг

5
учун 6 7 0 -в) масалага кура: lim (апЬп) — А В . 674. а) 0 ; б) 4 . 676. а) ----- ; б)

п~*оо 3

—  2 . 677. Е ч и л и ш и .  Ихтиёрий е > 0  учун шундай N номер топнлиши, барча 
*1 +  *8  +  • • • +  *пл >  N лар учун < е  тенгсизлик бажарилишини исбот*

лаймиз, бунда А =  iim  х„. Шундай Nt номерни караймизки, к >  N. да \хь —
Л -*  оо

8
— А\ <  —  тенгсизлик уринли булади. У з^олда п >  Л/, да ушбуни з о̂сил к»»-

ламиз:
(x1 — A ) + ( x t — A ) +  . . . +  (хп —  А)

п п
+  — NXA I ■ N

\
+ --------  л

1 _е_ 
2 ’

п — N у е е

ft"  •••+'*д/.—NyA I —NyA 
|-------——SLi---------- = 0 ,  шу сабабли n > N  да, |_______v _______Nt

ч бажарилади, бунда iV>JV, бирор сон. Бинобарин,
240- pbv..

п
l* i+ *a +  ...хп 

п

>40



^ а  ̂ х1 + х24- . ■■̂ +  % , - J M |  +  ^ _ < _ l .  +  _ L = e -  679_ а) к . р.

( с а т  ма.  sin ((k 4  1) х) =  sin (kx) cosx +  sinxcos (kx) тенгликдан фойдаланинг. 

680. б) К у р с а т м а .  З3п+ 2 +  24n+1 сонни В„ билан белгилаймиз. У ^олда 

В пл.\ -  ' 6б я +  1 Ь 3 ЗП+2 сон 11 га булииади. 681. Олдин тугри чизикда ётув. 
[чи п нук,та уни л +  1 та ^исмга булишини курсатиш керак. Сунгра: а) л =  1
^  1-2 

да тасдик тугри, чунки 1 4 - —  =  2 ва бир т^ри чизиц текисликни икки кнсм-

га булади, б) тасдик л =  k учун тутри булсин, яъни k  та турри чизик текис- 
k (k j .  l)

икни 1 +  ■ —  дан ортик булмаган цисмга булади. Тасдик л =  k'_+ 1 учун

гурри эканини исботлаймиз. k  -f- 1 та турри чизицдан биттасини танлаб оламиз
ва уни (k +  1)- тугри чизик деймиз. Индукцияда фараз килинишича цолган k  та

_  £ ( * + 1)
T F̂pH чизик текисликни 1 4 ----- -—  дан ортик булмаган кисмга булади; (k +

турри чизик Колган ft та турри чизикнинг баъзилари билан кесишади,
| шу сабабли булиниш нукталари билан (k +  1) тадан кам булмаган кисмга бу-

I линади. Тугри чизикнинг косил булган каР бир кисми текисликнинг мавжуд
. * ( * + 1)Кисмларддн бирини икки кисмга булади, яъни текисликнинг мавжуд 1 +  — - —

тадан ортик булмаган кисмига яна k  +  1 тадан ортик булмаган кием кушилади.
k ( k +  I) (ft 4" 1) (ft 4  2)

. З^аммаси булиб 1 4 ------ -—  +  (ft 4 - 1 )  =  1 4 - ------------------------- тадан ортик бул

маган кием косил булади. 682. я =  1 да тасдик тугри, чунки битта текислик
(п +  1) (л2 — Л +  6) „

„азони иккита кисмга булади ва п =  1 да -------------- --------------- =  2 . Тасдик n = k
6

учун турри деб фараз киламиз ва унинг л =  Л +  1 учун туррилигини исботлай

миз. Текисликлардан бирини танлаб оламиз ва бу текисликнинг колган k  та те 

кислик билан кесишиш турри чизикларини караймнз. Бу турри чизиклар k  тадан 

ортик эмас ва 681-масала хулосасига кУра улар танлаб олинган текисликни
/г3 -{- ft -|- 2

-------------------  дан ортикмас кисмга булади. Индукцияда фараз килииишига кура

( * 4 - 1 )  (Л2 - * 4 - 6)
Колган k  та текислик фазони ----------------------------------- дан ортик булмаган кисм-

6
га булади. Танлаб олинган текисликнинг кар бир кисми фазонинг мавжуд кисм:

ларидан бирини икки кисмга булиши мумкин. ^аммаси булиб (& 4 1) (6г—& +6 )
6

W + k + 2 (*42) (fta +  ft +  6)
4 - ------------------- = ------------------------------- тадан ортик булмаган кием косил була-

(„ 4 . 1) (п« _  л -f- 6)
ди, бу эса ----------------- ---------- -------  ифоданинг л =  k  +  1 даги кииматига турри

6
1

келади. 683. К у р с а т м а .  Х,ар кандай натурал k  учун ушбуга эгамиз: +
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(
1 I ' 1

--------- ^ Г Г  — -----------itt-, !• К у р с а т м а .  --------------- =
( л - 2 ) п-*-‘ (*  — 1 )" + 7  y v  x2 - 3 x + 2

+  2 * + 7  +  ' 1 • +  2*+1 > 2*+' 4 2*+' +  ' ’ ' +  " 2 * ^  =  Т ’ Ш ' °
к та кршилувчн

/ ( х ) - / ( 0 > I  ZT I
685. К у р с а т м а .  —— —— ------=  ~1-------- =  — ; бу функция эса х нолга

х  — 0 х у х

интилганда лимитга эга эмас. 686. (х0; -Vq) нуктани абсциссалар укининг 1 ~ ; О
3

нуцтаси билан туташтириш керак. 687. а  > 0 , Ь > 0 , с > 0 ,  D > 0. Агар параболанинг 
шохлари юкорига йуналган булса, у ^олда а  >  0, агар пастга йупалган булса,

Ь
у холда а < 0 .  Ь нинг ишораси х0 — — -----  формуладан аникланади, бунда2 а
х0 — парабола учининг абециссаси. с нинг ишораси с =  у (0) тенглихдан аницла- 
нади. Ни^оят D дискриминантнинг ишораси параболанинг абсциссалар у^и билан 
умумий нукталари сонига борлн^: агар кесишиш ну^талари иккита булса, у ^ол- 
да D >  0, агар умумий нуцта битта булса (яъни парабола ук^а уринса), у з̂ ол- 

да 0  =  0, агар умумий ну^талар мавжуд булмаса, у ^олда D <  0 . 688. ( — ! ) " >'
1 1 \ I 1 1

------- Г ----------- г. 689.х  —  2 х — 1
а) /  (х) — Ь ёки /  (х) =  х ; б) f ( x )  — x ёки / ( * )  — Ь — х.  690. а) жуфт п ларда 
х, тоц п ларда 3 —  х, аницланиш сохаси R,  б) жуфт п ларда х, тон; п ларда

1
— , ани^ланиш со^аси (з̂ ар кандай л учун) — нолдан фар^ли )(амма .^а^иций

сонлар туплами; в) 3* куринишидаги п ларда х, 3k +  1 куринишидаги п ларда
1 „ х —  1

----------  ва 3& -4- 2 куринишидаги п ларда ----------; п =  1 да D (/) =  ( — оо; 1) U
х — 1 х
U (1; °°) 83 я > 2 Да D (/„) = ( — оо; 0) U (0 ; l ) ( j  ( 1; оо). 691. Тескариланад;;.

1 а х +  6
692. а) — , а=?=0; б) х  еки ---------- (Ь с ф — а 2). 696. К У р с а т м а .  Бу тенг-

ах сх — а
ламанинг чап цисми етарлича катта х  ларда мусбат, манфий х  ларнинг модули 
буйича етарлича катта к,ийматларида манфий. 697. Параболанинг (х0; у0) нуцта- 
еидан утувчи ва бурчак коэффициента k  га тенг тугри чизикнинг тенгламаси куйи- 

дагича; у  =  yQ +  k  ( х —  х0), бунда у0 =  axjj -J- bx0 с. Бу тугри чизиц бклан 

параболанинг умумий нуцталари абсциссалари ax2 -J- Ьх +  с  =  у0 -f- k (х —  х0) 
тенгламадан топилади. Бу квадрат тенглама ва унинг дискриминанта нолга тенг 
булса, у битта илдизга эга булади, бундан k  =  2ax0 4 - b =  у' (х0). 689. М0 иуц- 
та у =  х2 параболанинг сичкариси», Л1 , — параболанинг узи, Мг —  параболанинг 
таш^и цисми, М* ну^та k >  3 да буш. 701. Математик индукция методндан ва 
Лагранж теоремасидан фойдаланинг (Лагранж теоремасидан куп^аднинг иккита 
илдизи орасида шу купхад ^осиласининг илдизи мавжудлиги келиб читали)- 
702. Р  (х) купхад А ^ийматни р  марта (^абул ^илсин, р >  п. У  ^олда Р (х) —  А 
куп^аднинг даражаси п ва п тадан куп илдизга эга булади, бу эса олдинги ма- 
саланинг натижасига зидлик кнлади. 703. а) Агар R (х) =  С бул
са, у .^олда С  даражаси k  дан юцори булмаган куп^аднинг илдиЗи булади, чун
ки бу >;олда р ( х ) — Cq (х) =  0, р  (х) — Cq ( х ) — даражаси k  дзн( юк;ори булмаган 
купхад. 704. а) /  (х) =  sinx функцияни f  орцали белгилаймиз. У ^одда тескари
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функция цосиласининг формуласига кура arcsin'* =  —
1 1

/ '  (arcsin*) cos (arcsin*)

Сунгра sin (arcsin*)—* ва * £  ^— 2 ’ 2 ]  булгани УЧУН cos tare sin*)'= У  I— * 

( - - p  —  j ораликда косинус номанфий^ Шундай килиб, arcsin'*  

б), а) масаладагига ухшаш ушбуни з̂ осил киламиз: arccos'* =

1
V 1 —*2

— sin (arccos*)

(чунки [0 ; я] ораликда синус номанфий, шу сабабли sin (arccos *)=

=  у  1 — * 2; в) а) масаладагига ухшаш топамиз: a rc tg '*  =  cos2 (a rctg *). Сунгра 

tg (arctg * ) = *  булгани учун cos2 (arctg * ) =  . , , — ;— r  =  7 —— :  ■ Узил-ке-

сил ушбуни .цос и л киламиз: arctg' *  =  •
1

1 +  tg2 (arctg *) 1 -+ *2 

. 705. а ) Е ч и л и ш и .  arcsin*-f-arccos*

1
1 4- * 2

ни и(х)  билан белгилаймиз. У цолда и' (*) =  arcsin'*-f-arccos'* =  

1
У I  —

______ = 0 .  Бинобарин, и ( х ) = С ,  бунда С — узгармас. Бу узгармасни то-
у 1 — * 2

пиш учун и (0) ни хисоблаш етарли. Ушбуни топамиз: С =  и (0) =  arcsi п0 +  
л я

+  arccosO =  0 +  —  - — . Исботни тугаллаш учун тенгликни *  =  а :  1 нукта-

.............. /(*) +  / < -* )  , / ( * ) - / ( _ * )  ,
ларда текшириш керак. 706. /  (*) = ------------ ------------ Ч---------------- ~--------  * биринчи,

цушилувчи жуфт функция, иккинчи кушилувчи ток функция. 707. а) Т  >  2;

б) Г  =  3, Т > Т 0, бунда Г 0 « 6 - ^ - ;  в) Т > Т 0, бунда Т0 «  4 , 4.  708. Тулдириш
и

мумкин эмас; б) жуфт функциягача; а) ва б) ток функциягача. 709. а). Мумкин 
(масалан, Дирихле функцияси — агар *  рационал булса, бу функциянинг киймати 

1 га тенг, агар *  иррационал булса, 0 га тенг); б) мумкин эмас, чунки бу цолда 

У 2 ва 1 — У 2 сонлар бу функциянинг даври булиши керак, уларнинг йигиндиси 
эса 1 — давр була олмайди. 710. а) Х,ар канДай п да; б) жуфт п да; в) бундай 
п йук- 711.  а) К у р с а т м а .  1 кийматни функция факат битга 0 нуктада кзбул 
Килади; 61 к у р с а т м а .  2 кийматни функция факат битта 0  нуктада кабул ки- 
лади; г) к у р с а т м а .  Функциянинг иккита кушни ноллари * j = я 2А:2 ва хг — 
=  я2(Л +  I)2 орасидаги «масофа» етарлича катта k ларда цар кандай мусбат Т  дан 

Г  — л2
катта булади: k  >  — -----  да * 2 — * , =  л2 (26 +  1) >  Т .  712. К У р с а т м а .  Уз-

2л2
луксиз, даврий, сонлар тугри ч и з и р и н и н г  цамма ерида аникланган функция узининг

энг катта (энг кичик) кийматига эришади. 713. Е ч и л и ш и .  (sin47°+  sin61°) —

— (sinl 1° 4- sin25°) =  2 sin 54° cos7° — 2 sin 18° cos 7° =  4 cos 7° sin 18° cos 36° =

4sinl8° cosl8°cos36° 2sin36° cos36° _n sin72°
=  cos7°. ---------------- — ---------- =  cos7° ---------- — —  =  cos7° —  =  cos7°.

cos18° cosl 8° sin72°
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1 1 
sin у  nx sin—  ( л + 1) х

714. а) --------------- ----- --------------------- К у р с а т м а .  )^ар ^айсн цушилувчиниsinu | &х
sinO ,5х  га купайтиринг ва булинг ^амда синуслар купайтмасини косинуслар

, .  ,  sin2nx cos (2л — I )x
аиирмасига алмаштирувчи формуладан фойдаланинг; б ) --------------------------- — к  г. р.

sinx
с а т м а .  )^ар бир цушилувчинн sin2x га купантиричг ва булинг. 715.  К у р с а т -

м a. sin .4=sin(n—В —C )= sin  В  cos C + cos В  sin С булгани учун — ^ = -sln^ _
а  Ь

sinC
=  — -—  муносабатдан ушбуни *осил циламиз: а =  Ь cos С - f  с cos В. Шунга ух-

шаш Ь =  a  cos С +  с cos А ва с = а  cos В +  b cos/4. Энди олинган муносабатлардан 
биринчисини а  га, иккинчисини — Ь га, учннчисини — с га купайтириш ва учала 
тенгликни цушиш цолади. 717.  К у р с а т м а .  Синуслар теоремасидан фойдала-

2 tg Т  '- tgaTнинг. 718. К у р с а т м а .  sinx = ---------- cosx = _______________  ва lg —-  =

' + ‘g2f  2
1 — cosx . .  I

= ----------— . формулалардан фоидаланинг. 719. К У р с а т м а .  cos 60° ни —  га
sinx 2

алмаштиринг ва сунгра ^осил булган ифодани sin20° га купайтиринг ва булинг, 
шундан сунг иккиланган аргумент синуси формуласидан уч марта фойдаланинг. 
720. а) Бирор х0 нуктани тайинлаймиз. Жисмни х0 координатали нуктадан х ко

X
ординатали нуцтага кучиришда j' j  (г) <1г га тенг иш бажарилдн, бунда / ( х )  —

х.
жисмга таъсир ^илаётган куч. Иккинчи томондан, бу иш и (х0) — и (х) га тенг

X
экани физика курсидан маълум. Шундай ^илиб, и (х 0) —и ( х ) — J  1(г)4г, шу

сабабли (и (х0) — и (и))' =  ^ J  /  (г) de j ,  яъни — и' (x)=--f (дг). Сунгра. Ньютоннинг

иккинчи ^онунига кура. /  (х) =  та (х), яъни тх" (t) =  — и '(х ) . 721.  Е ч и л и -

ши.  Мураккаб функция ^осиласининг формуласига кура: £ '  (/) =  [ 4

+  (ы (х (/)))' =  тд:' ( / )х" (0 +  и' (х )х ' (/) =  х ' (/) (тх" (0 — f  (х)) =  х ' (0-0  = 0 . 
724. К у р с а т м а .  Бу тенгламанинг исталган х(1) ечимини ^аранг. х ( 0 ) = х 0, 
х ' (0) =  t>0 булсин. х, (0 =  ylcos (<■> / +  <р) куринишдаги дифференциал тенглама
нинг шу бошлангич маълумотли х (/) ечимини оламиз (723- масалага ^аранг). У 

?(олда х2 (<) ■= х  (/) — Xj (/) ^ам шу тенгламанинг х2 (0) = 0, х2 (0) =  0 бошлангич 

маълумотли ечими булади (7 2 2 -масалага ^аранг). 7 2 1 -масалан ку)м бу >;арг::ат

„  тхА2 (() ты 2х? (<)
вацтида тула энергия 0 га тенг: — :-------4 - -------- :__ = 0 ,  бундан. хусусан,

2 2
х2 (0  =  0 экани келиб чикади. 727. К У р с а т м а .  х,  (I) 4  хг (I) йигинди х ” (/) =  
=  — u)*x (I) дифференциал тенгламани ^аноатлантнришини, яъни (х , (/) -+- х2 ( / ) / '  =
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241- раем 242- раем 243- раем

=  — и2 (* , (/) +  х2 (/)) эканини исботлаш етарлн. 729. К у р с а т м а .  (/ =  1, у —
g2.VTJ

=  х, у — хг ва у — х3 функциялар учун формулани текширинг. 730, д ,

лр R lHl g
бунда g — эркин тушиш тезланиши. 731.  -------——  Е ч и л и ш и  Огирлик ку-

чини енгиш учун сарфланган иш к,ум потенциал энергиясининг орттирмаенга 
тенг. Баландлнги А х, асосига параллел равишда х ва х +- А х маеофаларда утка- 
эилган текисликлар билан чегараланган кссик конуснинг цажми S (х ) Л .v га (Ллг2 
микдоргача аникликда) тенг, бунда S (дс)—конус аеоеидан х масофа да аеосга парал
лел цилиб утказилган текиелнк билан конусни кесганда хосил булган кеенмнннг 
юзи. Бу кееик конус ичидаги кемпинг потенциал энергиясининг орттирмаси ( А х 2 
микдоргача аникликда) А £  ж р x S (x )  g А х га тенг. S (х) ни ани^лаш учун ко
нуснинг уц кесимини ^араймиз (241-раем). РСТ  учбурчакнннг РТ  томонга ут
казилган баландлнги Н — х га тенг. РСТ  ва ABC учбурчакларнинг ухшашлн-

гидан: ~  =  l̂ L , бундан РТ  =  АВШш~ -х) . S  (х) -  л (0, 5 Р Г >2 =

=  л Я3

АВ Н 
(Н -хУ  

Н‘

н
. Асоси ва асосига параллел цилиб х баландликда утказилган

текислик билан чегараланган кееик конус ичидаги цумнииг потенциал энергия-
д/7 лр R ' - x ( H - x ) -

сини Е (х )  билан белгилаймиз. У цолда: £ '  (дг)— lim — 1 — -----------------------g ва
Д *-о \х Н

н н
А =  Е (Н) -  Е  (0) = |  Е' (х) dx  -  j  ДР̂ -~ g (Н*х -  2Нх* + х») dx =

л р  R2 
Н2

(‘ лр R2 / Н'1 хг 2Их3 х* \ |И
< j  ( № , - 2 Я , .  +  *>, d* i ( — -------------- — +  Т ]  |» -

о
л р # 2//4 / 1  2 1 \ n p R - H - g  р ad (и1 h3 , „ . лпп—  g  —  _  —  I —  _  ----------— . 732. ! --------------= 4 9 5  ООО лг(эрг.)

Н г \ 2  3 4 /  12 24

Е ч и л и ш и .  242- раемда белгиланган пластинка ^исмининг массаси Талибан 
р yd А х га тенг; ABC ва PQC учбурчакларнинг ухшашлигидан у ни топамиз:

22 — Алгебра ва анализ асосларн, 9-10- с?; ф. 337



a ( h — x)
! / =  ------ т-------. Биз пластинка цалннлигнни эътнборга олмаганимнз сабабли б\п
Кием ^ар бнр нуктасинннг чизиклн тезлиги (Д х мицдоргача аницликда) ш * га 

тенг, кинетик энергнянинг бу цисм ^исобига орттирмаси Д £  (Д х2 микдорга- 
р ad со5* 2 (Л — х) Д л:

ча аникликда)
2/1 га тенг. BQPA киемнинг кинетик энергняснни

„ .  , ,  , А Е р ad ы гх2 (h — х )
Е (х )  билан белгилаимнз. У ^олда £  ( x ) = l i m  - — = ------------------------- , Ын-

д*-»о Д *  2h
ft ft

г / и  Р . С p a d w 2x2 (h — х) р adit'2 l x 3h х* \
Ш  - j £ W  « ,= j------------ *  -  р—  - (- у  -  т

О о
р ad со 2Ла

= ------——  . 733. Бир жинсли ярим доиранинг масса маркази унинг симметрия

4Я
укида дойра марказидан - —  масофада жойлашган (2 4 3 -раем). Е ч ц л и ш и ,

3 л
Ярим доиранинг маркази координаталар боши билан, ярим доиранинг симметрия 

Уки эса Ох ук билан устма-уст тушеин. Ох Укнинг [0 ; /?] кесмасини xlt лгг, . . . , 

нУКталар би лан узунлиги Ддгга тенг пта бир хил кисмларга буламнз ва 

x =  xlt х =  хг, . . .  , х =  туьри чизикларни утказамиз. Ярим доиранинг 

х =  xt ва х =  x /_j_1 (дг0 =  0,  хп =  R) тугри чизиклар билан чегараланган кисмининг 

массаси такрибан 2 Д дг р \ R2 — х?  га тенг (р — ярим доиранинг зичлиги). Х,ар 

бир шундай киемни Ох у к да xt координатали нуктага жойлашган айни ана шун

дай массали моддий нукта билан алмаштирамиз. Моддий нукталарнинг чекли 

системаси маркази массаларннинг координаталари формуласига биноан бу марказ* 
Ох у к да

х > _  2х0 R 2—х% A x + 2 x i  p V r 2 — х\ А х +  . . . ~  2дс„_, р 1f  R2 — х2п_ { А х 

2 р /  R2 -  х2А х + 2 р \ 1 р ^ х {  А Х 4 - . . . + 2 р V  R1 — х 2п_ л А х  

координатали нуктада ётади. Бу касрнинг сурати 2х р R2 — х2 функция учун

интеграл йигинди, махражи эса 2 р I 7 R2 — х2 функция учун интеграл йиеинди.
R

Сунгра: R  радиусли ярим дойра юзи сифатида 2 [ у R 2 — x2dx =  0 ,5  я R2 оли-
о

з
R ______  2 з

нади. f 2 х У  R2 —  х2 dx ни .цисоблаш учун олдин ((R2 — х11) ) ' = — х  
б 2

Х ( —  2) х У  R2 — х2 эканини кайд киламиз, шу сабабли 2х У R2 — х2 функция учун

* ти  тг, . . . , тп массали ва Ог укка нисбатан гх, г2..... гп коор
динатали п та моддий нукта чекли системаси массасининг маркази, шу коорди-

.  -f- 17l.}Za +  • . • “I”
наталар укига нисбатан ушбу ----------------- —----------------------------  чоординатага эга

Щ  +  Щ  +  . . .  +  тп
булишини эслатиб утамиз.
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244- раем 245- раем

бошлангич функция сифатида F  (х) - — ( R2 — д:--') " функцияни олиш мум 
R

I кин. Бинобарин | 2х У R- — х2 dx — F  (R) — F (0) =  0 — / — —  R :' j —2 “ V f * .  3
о

Шундай килиб, Д х-*- 0 да лимитга утиб, ушбуни ,\осил циламиз:
2

—  Я3
X =  Иш х’ ——____ - i * .  (

4~ °  - i -я/?2 Зл

734. R радиусли бир жинсли ярим шарнинг масса маркази унинг симметрия ук,и-
3

да шар у;арказидан — - R  масофада ётади (244-раем). Е ч и л и ш и .  Координата-
8

лар системасини унинг боши шар марказида ётадиган, ярим шарни чегараловчн 
текислик эса Оху текислик билан устма-уст тушадиган ^илиб т?нлаймиз (245- 
расм). Пифагор теоремасига кура ярим шарнинг г — t текислик билан кесиш на 
тижасида хосил булган доиранинг радиуси У R- — t- га тенг. Ярим шарни эни 
At га тенг дисклзрга буламиз. г =  I ва At текислик билан чегаралак-
ган дискнинг маркази Ог у^да координатаси I га тенг нуктада ётади (Дг миадор- 
гача ани^ликда) чунки бу дискнинг симметрия уци Ог щ  булади. Бундан диск
нинг Ат  массаси р К га тенг (р —  ярим шарнинг зичлиги, V—шарнинг ^ажми), 
яъни A m x p it ( R ' 2 — t2)A t . Массалар марказини топишда >;ар цайси дискни 
массаси диск массасига тенг булган ва бу дискнинг массалари марказида жой- 
лашган моддий нуцта деб ^исоблаш мумкин. Моддий нуцталар чекли систе.маси 
массасининг маркази координатасиниьг формуласига кура ярим шарнинг масса 
маркази Ог уеда г  координатаси тан;рибан

г(Д0 =
г0р я(Я 2-ф д / + < 1Ря(Я 2- ф д /  +  . . . -и „  _, рл(Я г - ' ; _ 1 ) Д '

р л  (R2 — ф  A t -f- р я  (R2 — ф  Д г +  . . .  +  р л (R2 -  Д t 

га тенг нуктада ётишини курэмиз, бунда tk — k A t. Тспилган каернинг сурати 
р n t(R 2 — t2) функция учун интеграл йигиндидан, махражи эса р я  (R l — t2) 
функция учун интеграл йигиндидан иборат. Д t цанча кичик булса, бу каср ярим
шар массалари маркази координатасини шунча аник ифодалайди, бошк,ача айтгая-

R \
да, бу координата Iim г (Д t) дан иборат. A t-*-0  да сурат f р л  t ( R 2 — /*) dt га

Д/»*0 о



О)

R
махраж | pn(R2 — t2)dl га интилади.

R

f  pnt(R* — P) dt (R*t* t*\ Л 

г==о_________________Р Я ( 2 4/o_

j p  n ( R * - t * ) d t  р л ( У?2< - 1 ' ) | 0

1 , 1
—  R* — —— R*

— ---------------- ;-------------— —  R. 736. a) —  135,6. Е ч и л и ш и .  < = 1 +  J L .  ал-
« » - -  8 4

3
маштиришни бажаръмиз. У цолда дс =  4/ — 4 , 5 — х =  9 — At, Алмаштириш форму-

ласига кура интеграллашиинг цуйи ва говори чегараларини топамиз: 1 +  — -0 =  I
4
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ва 1 Н— — • 28 =  8 . Шундай к,илиб, изланаётган интеграл ушбуга тенг:

■ гж !  ( т г - 4’̂ ) * - 4 ^ - т ^ ) Г - 4 ( т
1

12 \ 2 х
------ —  (32— 1)) =  4 (4 0 ,5  — 7 4 ,4 ) =  —  135,6;  — 1 — . К у р с а т м а .  у= \ — —

5 /  7 2

формула буйича узгарувчини алмаштиринг. 737. лж(1+1пд:). К У р с а т м а .  хх = е ^ г>х-

738. Функцияларнинг графиклари 246- а— г расмларда тасвирланган. 739. а) [— 0 ,2 5 ;
___ 1

2 ] б ) [ — 7;  3]; в )(0 ; оо); г) [е * ;  оо). К У р с а т м а .  (х*)' =  хх (1 +  1пдс) булга

ни учун (737-масалага цэранг) критик нукта битта: х  =  — . Бу нуктада функ-
е

ция мииимумга эга. 740. Тупламлар а . п. учун 247, д.п. учун 248 ва е.п. учуй
2 1

2 4 9 -расмларда тасвирланган. 741. а ) — ; б)  1п2. К У р с а т м а .  -----  ни к,авс-
л п

дан таищарига чикаринг; в) ------- - .  742. а ) 3 ;  б) — 6 ^ 3  <  а <  6)^ 3 да учта ил-
Р +  ‘

диз, а  =  ±  6 / 3 -  да иккита илдиз, долган а  ларда битта илдиз. 743. К У р-

247- раем 248- раем 249- раем

с а т м а .  Кубга кутариш билан х — 6 +  ~| f  847 4 - j / " j 847 сон 
27

х* —  б* — 12 =  0 тенгламанинг илдизи эканини исботланг, бу тенглама эса бнт-

-  I а <  2,
та ^ациций илдизга эга. 744. 0 <  а <  1 ва I <  а  <  е да. 745. а)  \ 6 <  2 ва 
/ а >  2 , ( а <  — С, ( а >  — С ' .
\ Ь > 2  да; б) С £ (  — оо; 0) (J (3 ; оо); в ) \ Ь < — С в а \ Ь > — С  да.

Бутун курени такрорлашга дойр масалалар

746. а) х - f  1; б) — 4, 1 ф 0 ,  t >  — 4 ; в) а ф  1 да —  а0,5 — 2 а 1, 5; г) а Ф  1 да 

L z l£ !. 748. 2 5 %.  749. 75 км/соат. 750. 4 км/соат. 751. 55 км/соат. 752. 6 ва
у ъ

12 кун. 753. 140 м. 754. 160 г, 20% . 755. 5  соат, 7 соат. 756. 4 м/с,  3 м/с.



757. 240 758. 35. 759. 12 г. 48 г, 1 ,5  г/см3. 760. а) 3 ; 8 ; 3 ;  б) \аммаси; в) 
7; 4. 761. 3 . 7 5 .  762. а) 1,01,  б) 8 , 072 ;  в) 81,108 . 764 . 2 ,5 3 . 766. 1. 767. а)

4 • б) тенг. 769. а) 3, 5,  г) 1,4.  770. б) \х 4- 1 / <  3 ,5  771. а) 5; г) У Т .

250- раем 251- раем

1 Ц -
2

772. б) х1 у- <  25; г) (х — 2)* 4- ((/ -  З )2 >  1. 773. б) (— 5; 5); г) 6 ; 14. 

774. б) (— v .; 6) 'J (14;  -х). 775. [— 1 / 5  ]. 777. б) Туплам 2 5 0 -раемда 
тасвирланган. 778. г) Туплам 251-раемда таевнрланган. 779. г) Радиуси 3, мар

кази эса (1; 1) нуктада булган дойра. 780. |а/ >  1 да а .  781. а) -— 2_1_; б)
4

S i n *  . ZVab . r , tg дс 7Я9 . , 5 .  о 4 1 . п\ 3 .  . 17---------------; в) --------- tJL S L ------; г) 782. а) 1 б) 2 11; в) — ; г) 11.
2 - s i n а- я _ 2  У о 6 4  Ь I — tgJt 22 99 f  54

784. а) I ёкн Ш ; б) П. 785. — 1. 786. ±   ̂~^т 787, — L - .  788. "У'Р ' .
1 + т ' 1/10 ' 4

789. ±  2 . 790. — 2 | 2 . 7 9 1 . 0 , 7 1 9 .  792. JL . 796. а) (— ос; 7 — / 3 4 )  U
1*1

9 — У  Ю5 . 9 4 J /T 0 5  )U (7 У 34: б) ( — >=; ж ) ;  в) 

797

4 ' 4 / '

a) R;  б) (— к ;  —0, 4) U (2; ос); в) Я ; г) ( — 3j .  798. х2 — 2* — 2 =  0 . 799.

— 20 . 800. (3 ; 0). 801. а) (— 1,17);  б) (2; — 3). 802. у -= 2 — 0 , 5 * 2 .  адз. у =  
=  0, 5(дг-(-2)2 4 - 3 .  805. Графиклар 2 5 2 -а ва б расмларда тасвирланган. 806. б)

график 253- раемда тасвирланган; г) график х -Ф k £  Z да у =  2 функция гра-
2

«тЬ
фиги билан бир хил, х  = __, k  £ Z да функция аникланмаган. 807. Графиклар 254-

2
Q —

раемда тасвирланган ( в) ва г) пунктларда графиклар бир хил). 808. а) 1 ; б) — •
3 ’

в) 0 , 5 .  809. а) Жуфт хам эмас, тоц хам эмас; б) тоц; в) жуфт; г) жуфг з̂ ам 
эмас, ток хам эмас; 810. а), б) Жуфт хам эмас, тоц ^ам эмас; в), г) тоц. 811.
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253- раем



у  •stnxctgx

254- раем

а) У Г ;  б) — У  2. 813. а) 12 х= - 1 9 х 4 +  1 ; б) - — ------ ; в) (х +
(•* +  О2

. . ,  I • о \ 2 tg дг • lg е , 2 lg х  , 60 дг (3 — дс2)+  1) cos*  - f  s in х — cos2 x-f-  sin 2x;  r ) ----- §-------£—  - f — s— ; д) -------------------1
x cos2 x (8 x2 — 3)3

814. 60 м/мин; 36 м/мин2. 816. </ =  — 2x — 4: у =  2x; t/ =  5x — 2, 25.  817. a)
' 1 

у =  1, 5x -j- 1, 5;  сонлар турри чизипшинг ^амма ерида Усади; б) у 1 +  —
х

О у __  J
(— оо; 0) ва (0; ос) ораликларда камаяди; в) у  = ----------- ; г) у — log2 (х — 1); Д)

У =  Зх — 2 , е) (/ = 10* — 1 
10* 4- 1

255- раем

х -4- 2

818. а) функция^— ва ^ -L ; ocj оралик-

ларда Усади; б) функция аницланнш со- 
^асида узгармас, яъни х ф  0, 5 да у =  
=  — 0 , 5 ;  в) функция (— оо; — 1] ора
ликда камаяди, [— 1 ; ос) ораликда усади.
— 1 нуктада функция минимумга эга;
г) функция (— оо; 2) ораликда камаяди, 
[2; оо) ораликда усади. Функция 2 нуК' 
тада минимумга эга. 819. а) Функция 

(0 ; е] ораликда усади, [е; оо) ораликД3 
камаяди. е нуктада функция максимум*

га эга (2 5 5 -раем); б) функция (0, 1] °Ра'

*  лицда камаяди, [1 ; со) ораликда Усади'
1 нуктада функция минимумга эга; б) 
функция (— оо; — 1) ва (—  1; 0) оралиК 

ларда камаяди; [0 ; ао) ораликда усзДн’
О нуцтада функция минимумга эга. х  —
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ция

_ 1  да функция аник,ланмаган; х -+  — 1 да \у\ чексиз Усади; г) (*0 — л J -  
Ц .2 Яft; xt + 2 n k ] ,  k £ Z  ораликларда функция усади; [х  ̂ +  2 л£; х0 +  л +  

1  2 fen], k £ Z  ораликларда камаяди; x0 +  2nk ,  k £ Z  куринишидаги нукталарда 

■м идия максимумга эга;  х 0 +  л -(- 2 л>. f t £ Z  куринишидаги нукталарда футе

р уя минимумларга эга; х0 =  arctg —  »  0, 59 куринишидаги нукталарда функ-
3

минимумларга эга. 820. а) Функция 0̂; -LJ ораликда камаяди, | J_ ; ooj 

ораликда усади. —  нуктада функция минимумга эга; б) nk, k £ Z  нукталарда 

функция максимумларга эга; 2 n k ± ~ ,  k £ Z  нукталарда минимумларга эга, 821.
Г .8 3

а) у ( 3) =  135; б) —  4 1  ^  =  ±  да j  . 822. 1. 823. 3 см, 6 см, 4 см.

824. Уриниш нуктасидан 1,5/? масофада. 825. — . Е ч и л и ш и .  Учбурчак асо-
3

сининг узунлиги 2 Ь, асосидаги бурчаги эса 2 а  га тенг булсин. У з^олда (256- 
расм): г =  ОН =  Н С - t g a  =  big а .  b ни учбурчакнинг берилган 5  юзи орцали

С
ифодалаймиз: S =  0, 5 АС ■ ВН =  Ь ■ b tg 2 а , бундан 6* =  -  °  . . Радиус квад-

tg* а  \

ратининг энг катта кийматини излаймиз: r% =  b'1 tg2 а  =  ^  «  _
2 tg а  

1 — tg* а
^ . S ( l  — tg2a ) tgs а  _  S_ (tg a  _  tg3 a j tg a  — tg3 а  ни и (а ) билан белги-

2 t g a  2

оралиадаги энр катта кийматини топишлаймиз. и (а) функциянинг [°=т]
керак: и' (а ) =  — !—  — ^ ■ — — =  -5----- .̂.*6 ' а  ; t g a  =  ±  — !—  да, яъни а  =

cos2 a  cos* a  cos* а  •у/З

=7 nk ±  — , k  £  Z да и' (a ) =  0. Бу куринишдаги нукталардан факат биттаси, яъни
6



г  -  — берилган кесмада ётади. СУнгра u(Q) =  u ( — ^ = 0 ,  и I — ) =  — 1—
6 V 4/  [  6/  3"|/3~'

Шундай цилнб, и (а) узининг I 0; iL  I оралицдаги энг катта цийматига а  =  IL
L 4 J 6

да эришадн. Учидаги бурчак я  — 4 а  =  —  га тенг. 826. 4 V. 827. - 20 см.
3 У з

2 /?828. — Е ч и л и ш и .  R радиусли шар ичига чизилган цилиндрнинг уц кеси
У 3

мини цараймиз (257-раем). АО В учбурчакдан Пифагор теоремасига кура ушбулар-

нн топамиз: АВ* =  АО1 — ВО2, яъни ri = R 2 — — , бунда г— цилиндр асоси-
4

нинг радиуси, Л— унинг баландлиги, V =  л гг А =  л | R- h — —  J. V (Л) =

= л | Ri h  — ~^j Функциянинг [0; 2 /?| кесмадагн энг катта цийматини топиш

талаб килинади V' (Л) =г я  ((R 2 — — Л2]. 3 Л4 — 4 R- да, яъни Л =  —  да
1 4  / ^ 3

У ' = 0 .  Чунки V (0) = V (2 /?) =  О, Г  ( 2 R_  | >  0, шу сабабли V (Л) функция
\ V3 )

2 Rh =  * _  да энг катта ^ийматга эрншади. 829. R js- 0. 5 Н да ечимлар йУк ва
у з

R < 0 ,Ъ  Н да г = 0 ,5  HR :(Н  — R). 830. /? =  1,5 г. 831. 4 R. 832. Н =

=  R V 3! Е ч и л и ш и .  R радиусли ярим шар таш^арисига тугри доиравий ко
нус чизилган бУлсин. Конуснинг уц кесимини цараймиз (258-раем). АОС ва ОВС

учбурчакларнинг ухшашлигидан — —JL
}  Н*  4- Хг

Л , бундан 
Н H*—R»

1
пкг ((№ — R2)3  Н1 ~  На ■ 2 Н) 

VIH) = —пхгН— -  яЛ*' — —  V" Ш) = ------ — ---------------------1 ' 3 з Н* — /?а. (//»-/?*)*
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nR' (Н1 3 Н- R-) , ^ ..  3 да I/' о. /У пинг шу кнйматида V (Н)
: з («=» — /?--»-

функция (0 ; >-) ораликда энг кичик кийматига эришишнни текшнрнш колзди.
40 '  "Т Р Р

833. b — — —  см. /г — 40 1 — см. 834. R -  — — : Н =  . 835.
> 3  ' 3  л -  4 л Г 4

2 L  соат. 836. 2, 4 м. Е ч и л и ш и. Кузатувчи дснордан х масос|:а паридаги О пук- 
410
тада булсин (2 5 9 -раем), х кандай булганда Z НОВ энг катта булишини топиш 
талаб цилинади; /1ЕОВ =  /Е О А .— / В О . 4, шунинг учун

3 ^ 2 _ К 8

„ с ш .  т*еол-г:вол> ~ . V»
X X

' ’**  ни /  (.v) билан белгилаймич. О ^  Z  F.OB <  iL  булгани ua I 0: — i
jc* -г  5 , 76  2 L 2 1
ораликда тангенс усуичи булганидаи [0 ; v ) ораликда /  (дг) функция энг катта
кийуатга эришадиган х ларни топиш етарлн. v =  2, 4 да

(х2 +  5, 76) — х]- 2х 1.4 (5. 7(> — х-)
i' (х ) — -----------------------------  • 1 • *1 — z '% /  ( х ) =  С.I [Х) * (х 2 — 5,76)- (.V-4-5,70)- 1 {

( 2 , 4 ;  v )  ораликда / '  <  0 , шу сабабли х £ ( 2 , 4 ;  <х>) да / ( * ) < / ( 2 ,  4) .  х £  [С;
2 , 4 ]  учун шунга ухшаш / (.с) С  / (2,4). Шундай кмлиб, ,v =  2,4] да /  функция

|0; х )  ораликда энг катта кийматига эришади. 837. 4 | 2 м. 838. 1 — соат.
43

839. Бстнииг у з у н л и г и  30 см, кенглиги 20 см. Е ч и л и ш и .  Бетнинг узунлиги
ЗН4

л- га тенг булсин. У \олда текст томонлари х  — 6 ва _  булган тугри турт-
,484 384х

бурчак куринишида булади. Бетнинг эии-------- -( -4 га, юзи --------- 4- 4х га тенг,X — Г) X — 6
384*

/ (х) -------- -г  1х функциянинг (6 ; >-) пралнкдаги энг кичик кииматини топиш
X — 6

х в — х — 384 ■ G
талаб килннади; / '  (х ) 384- ----------— — t- 4 =  -------- — -  -г 4 ;4(х—о )-= 3 8 4 - 6  да.

(х — 6)- (.v — <>)-
384

яъни Х --30 да f'[x) - 0 ,  бунда бетнинг кенглиги ---------  f  4 =  2(. га тенг. 840.
30 — С

20 км/соаг.  Е ч и л и ш и. Сарфнинг иккинчи цигми кхл га тенг, бунда х билан паро- 
ходнинг тезлиги белгиланган, k — пропорционаллик коэффициенти. к ни топиш 
учун* 10 ни к у я м и з , у \олда 3 0 =  1000 к, бундан к — 0, 03. Пароход 1 км йулни
I 1 I

— соатда утади. Бу вакт ичида сар<|>лар 180 • — -г 0, 03 х ! —  га тенг була-X X X
480

ц„ / ( * )  = -----0 , 03  х3 функциянинг (0 : v )  ораликлаги энг кичик кииматини

480 . 480
к,ниш талаб килинади; / ' ( * > — — ---------0, (,6х;  х ! — —— — да, яъни х -20  да

х- 0 , 0 6
/ '  (х> =  0 . Функция бу нуктада энг кичик кийматини кабул килишини текшириш
осон. 841.  л) ( I ;  2) (J (3;  М ;  0) ( — v ;  2) ( J  (3;  Гу; в) ( - з о ;  — 3] U | I ;

г» ( - 4 ;  - I )  U ( — I ; 0),  Я) ( I ;  2 ) I J { 3 ;  4);  е) | — V 2-, -  11 IJ [ I ; \ Г ) .
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842. а) 0 ни уз ичига олмайдиган *ар кандай ораликда у + 1п|*| +  с .

2  i  I 1
б) у / 2 * 2 +  С;  в) y s i n 3 x  — 2cosJf +  C; г) — —  х * — х  1 +  С. 843. Э)

— 4 нуктани уз ичига олмайдиган *ар кандай нуктада 3 In \х +  4| - f  С; б)

— у  ctg 2 х -+- С; в) - у  tg 2*+ C ; г) х*+ х> + С .  844. х =  1 да -----  ^  ■ - f  С; а )

------ !--------х4 +  +  С. 845. х 3 — З ж +  4. 846. -  i - c o s  2 < +  3. 847 у -
4 +  у Т

=  * 3 -  5. 848. а)

+ С. 845. *3 — Зх+4. 846. — _cos2/  + 3.
4

у Т — I .  7 - 2  1 / Г - З  У Г  с I 5

2 ' »  ------------- 12-------------• Ш ' а> 5 Т : 5» “ в"
2 л/г

в) 18; г ) 1 у ;  Д) 12 — 5 1 п 5 ~  3, 953. 851. а) 15; б) ^ . 852. а) — , бунда

я 2 nk
k £ Z \  б) 2 я/г; у  +  лй, бунда * £ Z ; b ) —у - ; n +  2 n k ,  бунда k£Z\ г)

я h i  л я  -г а  2лй
—  +  2 n k ; ( — I) —  -t- nk, бунда k £ Z .  853. а) — —  +  — — , бунда
2 о  о о

4 я — а
k £ Z ,  а  =  arc cos — « 0 , 6 4 ;  б ) — --------h яА, бунда k £ Z ,  а  =

5 п а  л а  , 7 я  , _ я
=  arctg —  ж 0, 395; в) у  +  у  +  я * , у  -  у  +  як;  —  +  nk:  nk  -  - ,  бун-

а  2 nk 2 n k  а  2 л 2nk  
да k£Z-, г) у + — - у :  J  + ~

1 \ . 2

24
2nk. 2п

- у — — — , бунда k £ Z ,

« « a r c c o s  ( - - )  ж 1. 64 . 854. а) 3 ; б) 2 у ;  4; г) - 1 ;  1; - 2 ;  2 . 855. а) 

( - о о ;  y j  и [ 1 . 5 ;  оо); б) (2; 3 ); в) ( - о с ;  — 3) U ( — 1: •) U (3;  оо); г) 

(— со ; — 1. 5] и с —  1; 11 и ( 1 , 5 :  оо). 856. а) ( - 3 , 5 ;  - 3 ) ;  б) (о;  у ) ;  в)

( - о о ;  - 2 )  и (4;  00); г) ( - о о ;  3. 4) U ( 4 ; ’ оо). 857. а) ^2; y j ;  б) (1 ; — 1):

в) ( — 1; — 3). 858. а) (Зу +  4 ; у), бунда у £  Я ; б) ( 2 . 5  — Зу; у) ,  бунда у £ Я ;  в)
2 1 

( 1 , 5 у + 2 ;  у), бунда </£ Я . 859. а) ,б, )  в)5). 860. а ) 3 ;  б) — — ; в) 16. 861. а) - З у ;
б) бундай кийматлар мавжуд эмас; в) о £ Я ,  а ф  4. 862. а) а ф  — 0 , 2 ;  б) о  =  
=  2 , 5 ;  в) а  £  Я да булади. 863. а) ( - 3 ;  2;  - 1 ) ;  б) (2; 3 ;  I); в), г) 0. 864. 
а) ( 0 , 4 ;  0 , 8) ;  б) (2;  3 ); (3;  2). 865. а) ( 0 , 4 ;  0 , 5 ) ;  ( 0 , 6 ;  0 , 3 ) ;  б) (2;  I); ( - 1 :  
- 2 ) ;  в) (4;  - 3 ) ;  (4;  3);  г) (2;  3);  (3;  2). 866. а) (4;  1); (1;  4);  б) ( 0 , 5 ;  4);

в) (1;  2); г) ( у ;  у ) ;  ( у ;  у ) .  867. а) (2; -  1); ( - 1 ;  2);  б) (1; 2);  (2; 1);

в) ( 1 ;  Л/2)\  (1; - 1 / 2 ) ;  (2;  1); (2;  - 1 ) ;  г) (7; 3);  ( - 7 ;  - 3 ) .  868. а) 

( - 3 , 5 ;  0 ); б) ( l ;  4 у ) ;  в) —  3 ; у ) ;  г) 0 . 869. а) (1 ; 0 ; 2 ; -  D; б) (1:

- 2; - 1; 2). 
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?К У В  К^ЛЛАНМАСИДА УЧРАЙДИГАН БЕЛГИЛАР
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Z
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Л
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Я 2 — 
[а. Ъ] —

(а,*)

(я; *J. [о; Ь)

(о; »).
[а ; ос), 
(— »; />) ,  
(— =°; Я

(— =>=; +  ос)

(а — а -+- е)

И
1*}

М

/(*)

о т

барча натурал 
сонлар туплами 
барча бутун сон
лар туплами 
барча номанфий 
бутун сонлар 
туплами 
барча рационал 
сонлар туплами 
барча хацик.ий 
сонлар туплами, 
сонлар турри чи-
ЗИРИ
барча ^акик;ий 
мусбат сонлар 
туплами 
сонли текислик 
боши а  ва охири
6 булган ёпик; 
орал и к; (кесма), 
а <  b
боши а  ва охири 
Ь булган очиц 
оралик, (интер
вал), а <  Ь 
боши а , охири Ь 
булган ярим 
очик орали^лар, 
а < ’ Ь

чексиз ораликлар 
чексиз оралиц, 
сонлар тугри чи-
3HFH
а векторнинг 
белгиланиши 
а нук,танинг е 
атрофи

х сонининг бутун 
цисми
х сонининг каср 
Кисми
х  сонининг мо
дули (абсолют 
циймати)
/ функциянинг 
х ну^тадаги ций- 
мати
f  функциянинг

£</) -

Адг -  

Л/(*о). Д/ —

f ' ( x „ )  —

sin —
cos —
tg ~

ctg —

e —

logo

lg
In

max /  

[a;  61

аникланнш co.̂ a-
СИ
f  функциянинг 
кийматлари co- 
\асн
x  аргумент орт- 
гирмаси

f  функциянинг x0 
нуцтадаги орт- 
тирмаси
f  функциянинг 
х0 нуцтадаги ко
сила с и
синус функция 
косинус функция 
тангенс функция 
котангенс функ
ция
е сони, курсат
кичли функцип- 
нинг асоси, бу- 
нинг учун
(ех)' -  ех 
а  асосли лога
рифм
унли логарифм 
натурал лога
рифм (е асослн 
логарифм) 
f  функциянньг

[a;ft] кесмадаги 
энг катта циймати 

min I — f  функциянинг 
[а; Ь\ [а; 6] кесмадаги 

энг кичик ЦИЙ- 
® мати
\ f  ( x ) d x  — f  функциянинг 
а а дан Ь гача че-

гараларда олин
ган интеграли

arcsin а 

arccosа 

arctg а 

arcctg  а

а  сонининг арк- 
синуси

а  сонининг арк- 
косинуси 
а  сонининг арк- 
тангенси 
а  сонининг арк- 
котангенси
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