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Qisqacha sharh

Xususiy hosilali differensial tenglamalar fanining qamrovi keng bo‘lib,
ushbu darslik universitetlarning matematika, amaliy matematika va infor-
matika ta‘lim yo‘nalishlari talabalari uchun fanning amaldagi dasturi asosida
yozilgan.

Kitobda dastlab umumlashgan funksiyalar va ularning Furye almashtirish-
lari keltirilgan bo‘lib, bunda umumlashgan funksiyalar nazaryasining bosh-
lang‘ich tushunchalari misollar yordamida bayon etilgan. Dirakning delta-
funksiyasi xossalarini o‘rganishga alohida e’tibor gqaratilgan. Umumlashgan
funksiyalar nazariyasi keng bo‘lib, uning elementlari kitob doirasida zarur
bo‘ladigan hajmda keltirilgan. Differensial tenglamalarning umumlashgan
yechimi tushunchasi kiritilgan, o‘zgarmas koeffitsientli differensial operator-
larning fundamental yechimlari qurilgan, hamda shu asosda to‘lgin va issiqlik
o‘tkazuvchanlik tenglamalari uchun qo‘yilgan umumlashgan va klassik Koshi
masalalarining yechimlari hosil gilingan.

Shuningdek, kitobdan ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tengla-
malarning uchta tipiga mansub: giperbolik, parabolik va elliptik tipdagi
tenglamalar uchun korrekt qo‘yilgan boshlang‘ich (Koshi), boshlang‘ich-che-
garaviy va chegaraviy masalalarning yechimlarini topish keng o‘rin olgan.
Bunda masalalar yechimini beruvchi formulalar olingan bo‘lib, yechimni yago-
naligi va berilganlardan uzluksiz bog‘ligligi o‘rganilgan. Bundan tashqari,
xususiy hosilali differensial tenglamalarni yechishda ko‘p qo‘llaniladigan o‘zga-
ruvchilarni ajratish, integral almashtirishlar usullarida keng ishlatiladigan
ayrim maxsus funksiyalar va ularning xossalari keltirilgan.

Darslikni yozishda muallifning qator yillar davomida Buxoro davlat uni-
versitetida o‘gigan ma‘ruzalari hamda ushbu soha bo‘yicha taniqli olimlar-

ning rus va ingliz tillaridagi o‘quv adabiyotlaridan foydalanildi.
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Annotation

The subject Partial differential equations is so extensive that this text-
book is written for the undergraduate students of Mathematics, Applied
mathematics and IT directions basing on the current program of this course.

The book deals with the generalized functions and their Fourier trans-
formation, in which the initial concepts of the generalized functions are il-
lustrated using examples. Particular attention is given to the study of the
properties of Dirac delta-function. The theory of generalized functions is
wide, and its elements are presented in the necessary volume within this
book. The concept of generalized solutions for ordinary differential equa-
tions and partial differential equations is introduced; fundamental solutions
of differential operators with constant coefficients are constructed. On this
basis, solutions of the generalized and classical Cauchy problems for the
equations of wave propagation and heat conduction are obtained.

And also in the textbook a significant place is occupied by the traditional
sections of the theory of linear partial differential equations of the second
order of hyperbolic, parabolic and elliptic type. The methods of solving
initial (Cauchy), initial-boundary and boundary problems for such equations
are described. Formulas are obtained that give solutions to problems, and
questions of uniqueness and continuous dependence of a solution on data
are investigated. In addition, the book contains some special functions and
their properties, which are often used in solving partial differential equations
using the methods of separation of variables and the integral transformation.

In the process of writing the textbook, the author used his lectures those
are given at Bukhara State University for many years and Russian as well

as English textbooks by prominent scientists in this sphere.
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So‘z boshi

Ushbu darslik universitetlarning matematika, amaliy matematika va in-
formatika ta’lim yo‘nalishlari talabalari uchun o‘gitiladigan "Xususiy hosilali
differensial tenglamalar" fani dasturi asosida yozilgan. Xususiy hosilali diffe-
rensial tenglamalarning doirasi keng bo‘lib, bu kitobda fizik, texnik, mexanik
va boshqa jarayonlarning matematik modellarini tuzishda hosil bo‘ladigan
xususiy hosilali tenglamalar uchun masalalar o‘rganiladi.

Kitobning o‘ziga xosligi - bu unda umumlashgan yechimlardan keng foy-
dalanilganligidir. Umumlashgan yechim tushunchasi umumlashgan hosila
va, umuman aytganda, umumlashgan funksiyalar tushunchasiga tayanadi.
Hozirgi kunda umumlashgan funksiyalar nazariyasi xususiy hosilali differen-
sial tenglamalar uchun qo‘yilgan umumlashgan va klassik masalalarni tek-
shirishda qulay matematik vosita bo‘lib xizmat qgilmoqda. Kvant fizikasining
matematik modellarini o‘rganishda matematikaning ushbu yangi sohasidan
keng foydalaniladi.

Umumlashgan funksiyalar birinchi bo‘lib P. Dirak tomonidan kiritilgan.
U kvant fizikada sistematik ravishda delta-funksiyadan foydalangan. Bu
funksiya keyinchalik uning nomi bilan atalib, Dirakning delta-funksiyasi deb
yuritiladigan bo‘ldi. Umumlashgan funksiyalar nazariyasi matematik asoslari
1950-yillardan boshlab S.L. Sobolev va L. Shvars ishlarida o‘z aksini topgan.
Hozirgi kunda tez rivojlanib borayotgan umumlashgan funksiyalar nazariyasi
matematika, fizika va boshqa soha vakillarinining ilmiy tadqiqotlarida asosiy
matematik vosita sifatida namoyon bo‘lmoqgda. Ushbu darslikning 1-bobi
umumlashgan funksiyalar va ularning Furye almashtirishiga bag‘ishlangan
bo‘lib, bunda umumlashgan funksiyalar nazariyasining boshlang‘ich tushun-
chalari misollar asosida keltirilgan. Shuningdek, Dirakning delta-funksiyasini
o‘rganishga alohida e’tibor qaratilgan. Qolaversa, bu bobda turli umumlash-
gan va klassik funksiyalarning Furye almashtirishlarini hisoblash keng o‘rin
olgan. Aytish lozim umumlashgan funksiyalar nazariyasi keng bo‘lib,
uning elementlari keyingi boblarda qo‘llaniladigan hajmda keltirilgan. 2-bob
xususiy hosilali differensial tenglamalarni klassifikatsiyalash va ular uchun

asosiy masalalarning qo‘yilishiga bag‘ishlangan. 3-bobda differensial tengla-
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malarning umumlashgan yechimi tushunchasi, o‘zgarmas koeffitsientli dif-
ferensial operatorlarning fundamental yechimlarini qurish hamda to‘lgin va
issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamalari uchun qo‘yilgan umumlashgan va klas-
sik Koshi masalalari o‘rganiladi. O‘rganishning xususiyati shundan iboratki,
umumlashgan Koshi masalasida boshlang‘ich shartlar oniy ta’sir etuvchi
manbalarga kiritiladi va bu yechimni manba bilan mos ravishda tanlan-
gan fundamental yechimning yig‘masi ko‘rinishida qurishga imkon beradi.
4-, 5- va 6-boblar uchta klassik: giperbolik, parabolik va elliptik tipdagi
tenglamalar uchun qo‘yilgan boshlang‘ich, boshlang‘ich-chegaraviy va chega-
raviy masalalarni o‘rganishga qaratilgan. 7-bobda xususiy hosilali differen-
sial tenglamalarni yechishda tez-tez qo‘llaniladigan o‘zgaruvchilarni ajratish,
integral almashtirishlar usullari bilan bog'liq ba’zi maxsus funksiyalar va
ularning xossalari keltirilgan.

Darslikning ayrim boblarini yozishda muallif O‘zbekiston Respublikasi
"El-Yurt umidi" jamg‘armasi tanlovi g‘olibi sifatida Ispaniyaning Valen-
siya politexnika universitetida malaka oshirishda bo‘lgan davrida ushbu soha
bo‘yicha ingliz tilidagi adabiyotlardan foydalandi. Foydalanilgan adabiyotlar
ro‘yxati darslikning oxirida berilgan. Shuningdek, darslikni yozishda mual-
lifning qator yillar davomida Buxoro davlat universitetida o‘qgigan ma’ruzala-
ridan foydalanildi.

Darslik to‘grisidagi kitobxonlarning tanqidiy fikr va mulohazalarini mual-

lif mamnuniyat bilan qabul qgiladi.
Muallif



1-Bob. Umumlashgan funksiyalar.

Furye almashtirishi

1.1 Funksiya berilishining turli xil usullari haqida

Matematik tahlilda, odatda, funksiya analitik usulda beriladi. Masalan,
bir o‘zgaruvchili y = f(x) funksiyaning ta’rifini eslatamiz. Agar X, Y — R!
sonli to'g'ri chiziq nuqtalaridan iborat to‘plamlar bo‘lsa, X to‘plamda y =
f(x) funksiya berilgan deyiladi, agarda har bir z € X nuqta bilan yagona
y € Y nugta o‘rtasida moslik o‘rnatilgan bo‘lsa, boshqacha aytganda, y =
f(x) funksiyani berish har bir x € X uchun uning giymati f(z) =y € Y
ni ko‘rsatishga teng kuchli. Bunday usulga funksiyani nuqtaviy berish usuli
ham deyiladi.

Funksiyani nugtalar yordamida bermasdan, uning "integral" xarakteris-
tikalaridan foydalanib ham berish mumkin. Masalan, funksiyaning bunday
"integral" xarakteristikalari sifatida biror bir ¢ (x), k = 1,2, ... funksiyalar
sistemasidagi uning Furye koeffitsientlari kelishi mumkin. Ma‘lumki, ixti-
yorly f(z) € Lsla, b] funksiya o‘zining Furye koeffitsientlari

b

fi = (f(@), () = / F@)op(@)de, k=1.2, ..

a

yordamida bir giymatli Furye gatori

fla) =) frpr()

k=1
bilan aniglanadi, bu yerda {py}2°, —[a, b] kesmada aniglangan to‘liq ortonor-

mal funksiyalar sinfi.
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Xususan, [0, 7| kesmada uzluksiz f(x) funksiya

2 ™
fk:\/i/f(x)sinka:dx, k=1,2,....
s
0

sonlar to‘plami bilan bir giymatli aniglanadi. Demak, {f;} sonlar ketma-
ketligining berilishi [0, 7r] kesmaning ixtiyoriy nuqtasida f(z) uzluksiz

funksiyaning berilishiga teng kuchli. {f;} sonlarni cheksiz o‘lchovli fazodagi
f(x) funksiyaning koordinatalari, ¢i(x),k = 1,2,... funksiyalarni esa fa-
zodagi bazis deb qarash mumkin. Geometrik nuqtayi nazardan f; larni
f(x) funksiyaning ¢y (x) koordinat funksiyalardagi proeksiyalari deb ham

tushunsa bo‘ladi.

f(z) funksiyani biror bir usul bilan tanlangan { fz(z)} bazis funksiyalardagi
proeksiyalari bilan emas, balki ba’zi kengroq { ()} funksiyalar to‘plamidagi
proeksiyalarini berish bilan aniqlab bo‘lmaydimi, degan savol tug‘iladi. Bu

savolga keyingi paragraflarda javob beriladi.

1.2 Asosiy funksiyalar fazosi va uning xossalari

Bir o‘lchovli holni garaylik. Soddalik uchun R! = R deb olamiz. C*(R)

bilan R da cheksiz marta differensiallanuvchi funksiyalar fazosini belgilaymiz.

T a’ r i f. Biror chegaralangan to‘plamdan tashgarida nolga teng
bo‘lgan funksiya finit deyiladi. Bir o‘lchovli funksiya uchun boshqacha ay-
tadigan bo‘lsak, agar ¢ : R — R funksiya uchun shunday [a,, b,] C R kesma
topilib, x€Jay,, b,| larda ¢(x) = 0 bo‘lsa, bu funksiya finit funksiya va [a,, by]

kesma uning tashuv- chisi deyiladi.

T a’rif. Cheksiz marta differensiallanuvchi finit funksiyalar to‘plamiga

asosiy funksiyalar fazosi deyiladi va u D(R) orqali belgilanadi. Shunday qilib,

D(R) = {¢ € C*(R)| [ay, by] kesmadan tashqarida p(z) = 0}.
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wy (x)

1-chizma. Turli h lar uchun wy(x) funksiyaning grafigi.

M i s o l. Quyidagi funksiyani qaraymiz:

h2

1] e »=a? lz| < h

wy(z) = < ’ ’ (1)
A { 0, x| > h,

bu yerda o‘zgarmas A ushbu fR wp(z) = 1 shartdan tanlanadi, ya'ni

i -1
A= |h / e” i dt
-1

Ko‘rinib turibdiki, bu funksiya - finit. Undan tashqari cheksiz marta
differen- siallanuvchi (biz buni keyingi paragrafda ko‘rsatib o‘tamiz) bo‘lib,
bu funksiya- ning x = +h nuqtadagi ixtiyoriy bir tomonlama hosilalari nol
ga teng. Shunday qilib, wy(x)— asosiy funksiya. Ba'zan, (1) funksiyaga
"shapkacha'" funksiyasi deb ham aytiladi. Uning grafigi 1-chizmada keltiril-
gan.

Asosiy funksiyalar fazosining ba’zi xossalari bilan tanishamiz.

1) ixtiyoriy ¢, ¥ € D(R) funksiyalar va «, § € R sonlarning chiziqli
kombinatsiyasi (ap + 51¢) € D(R) bo‘ladi, yami D(R)— chiziqli fazo.

Haqiqatan ham, ¢, ¢ € D(R) ekanligidan, ap+ B1) funksiya chegaralan-
gan tashuvchiga ega ekanligi hamda bu yig‘indining cheksiz differensiallanuv-
chi bo‘lishi kelib chiqadi. Quyidagi xossalar ham shunga o‘xshash osongina

isbot qilinadi:
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2) ixtiyorly ¢ € D(R) va ¢p € C*(R) funksiyalar uchun, ularning
ko‘paytmasi asosiy funksiyadir, ya'ni ¢ € D(R);

3) ixtiyoriy ¢ € D(R) funksiya uchun uning k—tartibli hosilasi asosiy
funksiya bo‘ladi, yani ¢*) € D(R);

4) ixtiyoriy ¢ € D(R) funksiyaning ixtiyoriy tayin ¢ € R nuqtadagi
siljishidan hosil bo‘lgan funksiya ham asosiy funksiyadir, ya'ni ¢(z + a) €
D(R).

Yuqoridagi xossalardan foydalanib "shapkacha" funksiya yordamida

ko‘plab asosiy funksiyalarni qurish mumkin. Masalan,

d"(e"wp(x))

— 22 _
o(r) =z sinzwp(r — a) + g

ham asosiy funksiyadir.

Endi, D(R) da yaqinlashish tushunchasini kiritamiz.

T a’rif. Quyidagi shartlar bajarilsin:

1) shunday [a,b] C R kesma topilib, ixtiyoriy n € N sonlar uchun [a, 0]
kesmadan tashqarida ¢, (x) = 0;

2) ixtiyoriy k& € NU{0} sonlar va ixtiyoriy tayin z € [a, b] nuqtalar uchun,
n — oo da ushbu go%k)(x):w(k)(x) ketma-ketliklar tekis yaqginlashadi.

U holda {¢,}>2, ketma-ketlik n — oo da ¢ € D(R) funksiyaga yaqin-
lashadi deyiladi.

M i1is ol. Ushbu

%exp (ﬁ), |x| <a

Spn(x) =
0, x| > a,

funksiyalar ketma-ketligi nolga yaqinlashadi, shuning bilan birgalikda

2
on(2) = %exp (ﬁ), x| <n
J(x) =
0, |z| > n,

funksiyalar ketma-ketligi D(R) (asosiy funksiyalar) ma’nosida yaqginlashuv-

chi emas.
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Yuqoridagi ta’rifga o‘xshash ravishda, D(R™), D(2) fazolarda ham yaqin-
lashish ta'riflari kiritiladi. Bunda R"— n o‘lchovli haqiqiy sonli evklid fazo

va 2— unda biror soha.

L em m a. [a,b] kesmada uzluksiz va finit bo‘lgan ixtiyoriy f(x)

funksiya ushbu
b
/ f(@)p(@)dr, p(z) € D(R)

integral bilan bir giymatli aniglanadi.

Isbot. f(x) funksiyani [a, b] kesmadan tashqarida nolga teng qilib

aniglab, quyidagi funksiyani qaraymiz:

file) = [ F€un(e ~ ),

bu yerda wy(z)— ’shapkacha" funksiyasi va [wy(z)de = 1. wy(z) € R
R
ekanligidan fj,(x) funksiya ixtiyoriy A > 0 uchun cheksiz marta

differensiallanuvchi funksiya va [a — h, b+ h] da f,(2) = 0. Shu bilan birga,

fula) - Fx) = / LF(€) — f(a)]on(€ — h)de =
h
- / [t t) — F(o)en(t)dt,
“h
@) — f@)] € max |£E) - [(2)].

T 2—h<&é<z+h
Bu yerdan, {f;(z)} ning h — 0 da f(x) ga = € [a, b] lar uchun tekis yaqin-
lashishi kelib chigadi.
Lemmani isbotlash uchun ixtiyoriy ¢(x) € D(R) uchun

b
/ F(@)p(z)de = 0

tenglikdan f(z) =0, x € [a, b] kelib chigishini ko‘rsatish yetarli.
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fn(z) € D(R) ekanligi uchun ¢(z) funksiya o‘rniga f;(x) ni olamiz.

/b f(z) fr(z)dr =

tenglikda h — 0 da limitga o‘tamiz. f(x) funksiiyaning [a, b] oraliqda uzluk-
sizligidan va oxirgi tenglikdan f(x) = 0 ekanligi kelib chiqadi. Lemma is-
botlandi.

Shunday qilib, uzluksiz finit f(x) funksiyani nuqtaviy berish va uning
D(R) funksiyalar to‘plamidagi "proeksiya" larini berish f(z) funksiyani
berishga teng kuchli. Ammo ikkinchi usulda funksiyani berish qaysidir ma’'noda
qulaydir. Ya'ni u funksiya tushunchasini kengaytirishga, fanga yangi ba’zi
nuqtalarda ma’noga ega bo‘lmagan biror funksiyalar to‘plamida o‘zining qiy-
matlari bilan to‘liq aniglanadigan funksiyalarni kiritishga imkon beradi.

Bunday funksiyaga misol tariqasida ixtiyoriy ¢(x) € D(R) funksiya

uchun
b

[ 8@tz = o0
tenglik bilan aniglanadigan Dirakning é(x) delta-funksiyasini keltirish mumkin.
d(x) funksiya wy(x) ning h — 0 dagi kuchsiz limiti hisoblanadi. Haqiqatdan
ham, ixtiyoriy ¢(z) € D(R) funksiya uchun

/ p(x)wn(z)dr = @(0h) / wp(z)dz = @(0h), —1 <0 < 1.

Bundan,
tin [ olaun(a)de = o0) = [ d)p()ds

ekanligi kelib chigadi.

T a’rif (Uzluksiz funksiyaning tashuvchisi). Uzluksiz ¢ funksiyaning
tashuvchisi deb, ushbu

suppy = {z|p(r) # 0}
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to'plamga aytiladi.

Uzluksiz funksiyaning tashuvchisi tushunchasidan foydalanib, D(R) da

yaqinlashish tushunchasini quyidagicha berish ham mumkin.

T a’rif (D(R) manosida yaginlashish). Agar

1) shunday M > 0 son topilib, ixtiyoriy n» € N soni uchun suppy, C
[— M, M| munosabat bajarilsa;

2) ixtiyoriy p € N son uchun {gpﬁf’ )};’Lozl funksiyalar ketma-ketligi R da
©P) ga tekis yaqinlashsa (o) - ¢ ning p tartibli hosilasi), u holda {(, }°,
asosiy funksiyalar ketma-ketligi n — oo da ¢ ga D ma’nosida yaqinlashuvchi

deyiladi va gisqacha tarzda quyidagicha belgilanadi:

Pn — P.

Aynan noldan farqli asosiy funksiyalar mavjudmi, degan savol tug‘iladi.

Biz yuqorida ko‘rgan (1) "shapkacha"

1] exp ( - —2h_2x2>, x| < h
wp(x) = 3 h
0, x| > h,

1 -1

A= h/exp<t21_1)dt  zeR

-1

funksiyasi asosiy funksiyaga misol bo‘la oladi. Hagigatan ham, uning finitligi
berilishidan ayon va suppwy(x) = [—h, h]. Cheksiz uzluksiz differensialla-
nuvchi ekanligini ko‘rsatamiz. Ravshanki, bu funksiya x = 4+h nuqtalardan
tashqgari barch nuqtalarda cheksiz differensiallanuvchi bo‘ladi. Ixtiyoriy bir
tomonlama x = —h da o‘'ngdan va x = h da chapdan hosilalari nolga teng

ekanligiga ishonch hosil gilish uchun h? — 22 = 3? deb belgilab,

Fo) = exp (= 25)

Y
funksiyaning y = 0 nuqtadagi barcha tartibli hosilalarining nolga teng bo‘li-

shini ko‘rsatamiz. Haqiqatan ham, y # 0 da hosilalarni hisoblaymiz:

) =2 e (- 1),
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61’ h?\ | Aht G
['y) = e (- ;) T P (- ;)
umauilnarn,

7w = () e (1)

Pn(l/y) — 1/y ga nisbatan ko‘phad:

1 "
Pn <_> - Z yn+;k’

k=1

bu yerda my € N, A\, - h ga bog'liq koeffitsientlar.
Quyidagi lir% £ (y) limitni hisoblab,
y—

1 h?
| (n) - | <_) (_ _) -
lim. f*(y) = lim. B, ;) P~ 0

bo‘lishini ko‘rish qiyin emas (y — 0 da exp ( — Z—z) nolga tez yaqinlashadi).

tenglikdan f(y) funksiyaning y = 0 nuqtada uzluksizligi va yuqoridagilarga
asosan bu nuqtada differensiallanuvchanligi hamda f'(0) = 0 ekanligi kelib
chigadi. Shunday qilib, f’ funksiya y = 0 nuqtada uzluksizdir. Xuddi shunga
o'xshash f”(y) funksiya uchun yuqoridagi mulohazalarni takrorlab, y = 0
nuqgtada f”(y) ning mavjud ekanligi va f”(0) = 0 hamda f”(y) ning y = 0
da uzluksiz ekanligiga ega bo‘lamiz. Bu jarayonni davom ettirib, ixtiyoriy
n=1,2,... lar uchun f (”)(y) funksiya yuqoridagi xossalarga ega bo‘lishiga
ishonch hosil gilish mumkin. Demak, wp,(xz) € C*(R), suppwy(x) = [—h, h]
ekanligidan wy, funksiyaning finitligi va, umuman, wy,(x) € D(R) kelib chigadi.

Quyidagi lemma asosiy funksiyalarga ko‘plab misollar keltirish mumkin-

ligini ko‘rsatadi.

L e m m a. Ixtiyoriy [a,b] kesma va A > 0 soni uchun 0 < n(x) <
I; n(x) =1, x € [a,b], n(x) =0, x€[a—2h, b+2h] shartlarni qanoatlantiruv-
(
(

n(z) funksiya grafigi 2-chizmada tasvirlangan.

chi n(x) € C*°(R) funksiya mavjud.
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nlx)

2-chizma. n(x) funksiya grafigi.
I s b o t. Faraz gilaylik, x(z) — [a — h, b+ h] kesmaning xarakteristik
funksiyasi bo‘lsin, ya'ni

1, z € [a—h,b+ hl,
x(x) = _
0, x€[a — h,b+ hl.

U holda n(z) = [ x(y)wn(z — y)dy € D(R), ya'ni bu funksiya talab
R

etilayotgan xossalarga ega. Hagiqatan ham,

wp € D, 0 <wp(x), suppwy(x) = [—h, Al /wh(x)da: =1

R
ekanligidan
b+h
n(x) = / wp(x —y)dy € C(R);
a—h
0<n@) < [anle-py= [ wn©)de =1
Tayin z lar uchun suppwy,(z — y) = [x — h, x + h| ekanligidan
x+h
n(z) = / X(y)wn(z — y)dy =
x—h
z+h L
) S wne—y)dy = [C,wn()dE =1, x € [a, b],
- x—h

0, v€la — 2h, b+ 2A].
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3
7
14 J.,G_
] H2e ]
1-2 -1 | 1 0.6 - u(x)
_1— 4 b
-7 0,2
-3 1-2¢ -] 0 1 1+ 2¢

3a~chizma. g(x) funksiya grafigi. 3b-chizma. u(z) funksiya grafigi.

Lemma isbotlandi.
Bunday funksiyalarni qurishning boshga usuli ham mavjud. Masalan,
ushbu
g(x) =wp(x+14+h) —wp(—z+1+h)
funksiyani qaraylik. Uning grafigi 3a-chizmada keltirilgan. Endi p(z) =
fx g(7)dr funksiyani quramiz. Uning grafigi 3b-chizmada tasvirlangan.

Ko‘rinib turibdiki, p(z) funksiya cheksiz differensiallanuvchi va [—1,1]
kesmada birga teng bo‘lgan giymatni qabul giladi. Agar

Gap(z) =wp(r+a+h) —wp(—x +a+h)

funksiya uchun
x

posts) = [ gua(ryir
funksiyani qarasak, u holda u [a, b] kesma uchun n(z) funksiyaning yuqoridagi
lemmada keltirilgan barcha xossalariga ega bo‘ladi.

Osongina payqash mumkinki, n(z) funksiyaning finit bo‘lmagan cheksiz
differensiallanuvchi funksiyaga ko‘paytmasi ham D(R) ga tegishli bo‘ladi.
Ko‘rilgan misollar D(RR) to‘plam yetarlicha ko‘p funksiyalarga ega ekanligini
ko‘rsatadi.

Turli xil masalalar uchun funksiyalar ketma-ketligi qaralganda yaqin-
lashishning har xil ta’riflari bulan ish ko‘rishga to‘g'ri keladi. Shuning uchun

ko‘p ishlatiladigan yaqginlashishlarning ta’riflarini eslatamiz.

{un(2)} = {w(2), ua(2), ., un(2)} (2)
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ketma - ketligi (a,b) oraliqda tekis yaqinlashadi deyiladi, agarda ixtiyoriy
£ > 0 soni uchun shunday N sonini ko‘rsatish mumkin bo‘lsa, bunda n, m >

N natural son va ixtiyoriy = € (a,b) lar uchun
[un () — U ()] < €

shart bajarilsa.

(2) funksiyalar ketma - ketligi (a,b) oraliqda o‘rta kvadratik manoda
yaqinlashadi deyiladi, agarda ixtiyoriy € > 0 soni uchun shunday /N sonini
ko‘rsatish mumkin bo‘lsa, bunda n, m > N natural son va ixtiyoriy = € (a, b)

lar uchun

b

/ () — 1 ()] e < &

a

tengsizlik bajarilsa.
(2) funksiyalar ketma-ketligi (a, b) oraliqda kuchsiz yaqginlashadi deyiladi,

agarda ixtiyoriy uzluksiz f(x) funksiya uchun

b
li_>m f(z)u,(x)dx

limit mavjud bo‘lsa.

(a,b) oraligda aniqlangan uzluksiz funksiyalar sinfini qaraymiz. Yaqinla-
shuvchi ketma-ketliklar o‘rganilganda, odatda, limit elementlar kiritiladi.
Tekis yaqinlashishda limit element ham aynan shu funksiyalar sinfiga tegishli
bo‘ladi. Biroq bunday holat o‘rta kvadratik ma’noda va kuchsiz yaqinlashish-
larda hamma vaqt ham o‘rinli bo‘lavermaydi. Agar limit element garalayot-
gan funksiyalar sinfiga tegishli bo‘lmasa, u holda dastlabki sinf kengaytirilib,
limit elementlar bu sinfga kiritiladi. Bunda kengaytma sinf sifatida dast-
labki va limit elementlar to‘plami tushuniladi. Kengaytma tushunchasi bilan,
masalan, haqiqiy sonlar nazariyasida duch kelish mumkin: irratsional sonlar
ekvivalent ketma-ketligi sinfi orqali aniglanuvchi limit elementlar tarzida ki-
ritiladi. Kuchsiz ma’noda yaqinlashishdagi limit elementlar haqgida fikr yurit-

ganda, ikkita {u,(x)}, {v,(x)} ketma-ketliklar bitta limit elementga yaqin-
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lashadi deyiladi, agarda bu ketma-ketliklar ekvivalent bo‘lsa, ya’ni quyidagi
{un(x) — v,(x)} ketma-ketlik nolga kuchsiz yaqinlashsa:

b
lim | [un(x) — va(2)]* dz = 0.
n—oo

1.3 Umumlashgan funksiya tushunchasi.

Regulyar va singulyar funksiyalar

Quyidagi ta'riflarni kiritamiz:
Ta’rif. f: D(R) — C— akslantirishga D(R) da funksional deyiladi,
bu yerda C - kompleks sonlar maydoni.
f funksionalning ¢ € D(R) funksiyadagi qiymati (f, ) bilan belgilanadi.
Ta'rifga asosan (f, )— kompleks son.

T a’rif. Agar ixtiyoriy p,¢ € D(R) va o, f € C lar uchun

([ + B) = alf, ) + B(f,¥)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, f : D(R) — C funksional chiziqli deyiladi.

T a’rif. Agar D(R) da nolga intiluvchi ixtiyoriy funksiyalar ketma-
ketligi {¢r(z)} € D(R) uchun k — oo da (f, pr) — 0 bo'lsa, f : D(R") —

C funksional uzluksiz deyiladi.

T a’rif. Chizigli, uzluksiz f : D(R) — C funksionalga umumlashgan
funksiya deyiladi.

D" = D'(R) orqali barcha umumlashgan funksiyalardan tuzilgan to‘plamni
belgilaymiz.

Agar ixtiyoriy u,x € C sonlar va umumlashgan f va g funksiyalarning

wf 4+ xg chizigli kombinatsiyasini ixtiyoriy ¢ € D lar uchun

(f +x9,9) = ulf, o) +x(g,9)

tenglik bilan aniqlansa, D'(R) to‘plam chiziqli bo‘ladi.
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wf + xg funksionalning D da chiziqli va uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz.
Haqgigatan ham, agar ¢ € D, ¢ € D va «, 3 - kompleks sonlar bo‘lsa, u
holda ta'rifga ko‘ra,

(1f +xg, a0 + BY) = p(f,ap + ) + x (9, ap + BY) =
= au(f,9) + x(9,0)] + Bu(f,¥) + x(g,¥)] =

= a(uf +xg, ) + B(uf + x9,¢)

tengliklarga ega bo‘lamiz. Bu esa, puf + xg funksionalning chizigli ekanli-
gini anglatadi. Uzluksizligi esa, f, g funksionallarning uzluksizligidan kelib
chigadi: agar ¢ € D ketma-ketlik £ — oo da 0 ga intilsa, u holda & — oo
da

(f +xg,01) = 1 (f,0x) +x (9, 0r) =0

bo‘ladi.

D’ da yaqinlashishni kuchsiz yaginlashish kabi kiritamiz: Agar ixtiyoriy
¢ € D uchun k — oo da (fi, ) — (f, ) bo‘lsa, umumlashgan funksiyalar
fr € D" ketma - ketligi f € D’ funksiyaga yaqinlashadi deyiladi. Bunday
holda, D’ da fr — f, kK — oo kabi yoziladi. D’ chizigli to‘plam unda
aniglangan yaqinlashish bilan D’ umumlashgan funksiyalar fazosi deyiladi.

Lokal integrallanuvchi funksiyaning ta'rifini n— o‘lchovli funksiya uchun

keltiramiz.

Ta’rif f:R"— R funksiya ixtiyoriy chegaralangan ) C
R"™ to‘plam uchun u () da absolyut integrallanuvchi bo‘lsa, u R da lokal

integrallanuvchi deyiladi.

Bu ta'rif yanada tushunarli bo‘lishi uchun uni bir o‘lchovli hol uchun
quyidagicha ta’riflaymiz: R da barcha lokal integrallanuvchi funksiyalar to‘p-
lamini LP¢(R) ko‘rinishda belgilaymiz, u holda

Li®(R) = {f :R = C / |F(z)|dz < oo}

bu yerda a, b— chekli haqiqiy sonlar.
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Keyinchalik biz giymatlari haqiqiy sonlar to‘plami R ga tegishli bo‘lgan

funksionallarni gqaraymiz.

M i s o l. Faraz qilaylik, f(z) R da lokal integrallanuvchi funksiya
bo‘lsin. U holda ixtiyoriy ¢ € D (R) uchun

/ I 3)

funksional chizigli va uzluksizdir. Shuning uchun bu funksional umumlash-

gan funksiyadir.

T a ’ r i f. Lokal integrallanuvchi funksiya yordamida quriladigan
umumlashgan funksiya regulyar umumlashgan funksiya (yoki requlyar funksiya)
deyi- ladi.

T e o r e m a (Umumlashgan regulyar funksiyaning umumiy ko‘rinishi).

(3) ko‘rinishdagi funksional (regulyar) umumlashgan funksiyadir.

I s b ot. fakslantirishni chiziglilikka tekshiramiz. Ixtiyoriy ¢q, 9o €
D(R) va ayq, a9 € C lar uchun

(fs 11 + o) = /f(:v)(oq(x)gpl(x) + o) o (x))dw =

= / f(@)p1(z)dr + az / f(@)pa(z)dr = ai(f, p1) + aa(f, v2).

Endi f akslantirishning uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, 0 ga
intiluvchi {p, }°°, asosiy funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. D dagi
vaqinlashish ta'rifiga ko‘ra, shunday M > 0 soni mavjudki, {¢, }5°, ketma-
ketlikdan barcha funksiyalarining tashuvchisi [— M, M| kesmada yotadi. f €
LY¢(R) shartdan quyidagi o‘rinli,

M
def
P = |f(z)|dz < oo.
4

Endi, istalgancha kichik € > 0 soni berilgan bo‘lsin. {y,}>2; ning tekis
yaqinlashuvchi ekanligidan shunday N € N son topiladiki, n > N lar uchun

()] < =
max nl
ze[—M,M)| ? P+1
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baho bajariladi. Bundan esa, ixtiyoriy n > N larda

(f,n)| = / F(@)pn(x)dz| = / F(@)pn(x)dz| < / (@) on()dz <

-M

€

M
< max Ison(af)\/!f(x)ldw<P+1-P<€
—M

x€[—M,M]

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

T a’ rif. Regulyar bo‘lmagan umumlashgan funksiyaga singulyar

umumlashgan funksiya deyiladi.

M i s o 1. Ixtiyoriy p(z) € D(R"™) funksiyalarda (6(x), p(x)) = ¢(0)
tenglik bilan aniqlangan §(z) funksionalni qaraymiz. Bu funksional chiziqli
va uzluksizdir. Demak, u umumlashgan funksiyani aniglaydi. &(x) umum-
lashgan funksiya singulyardir. Uni (3) ko‘rinishda hech bir lokal integralla-
nuvchi f funksiya yordamida ifodalab bo‘lmasligini ko‘rsatamiz. Faraz qi-

laylik, bunday funksiya mavjud bo‘lsin. U holda, ixtiyoriy ¢ € D(RR) uchun
6.0) = [ F@)elaps
R

tenglik o‘rinli, ya'ni

o(x) = wp(x) deb, ushbu

/f(a:)wh(a:)dx = wp(0) = é

ifodaga ega bo‘lamiz. f(x) lokal integrallanuvchi ekanligi uchun

h—0

h
lim [ |f(z)|dx = 0.
/
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Bu tenglikdan wy(z) < 1 2 € (—h,h) ni hisobga olib, quyidagilarga ega

e’

/f /h<>|go< )z < © /|f )| d.

Bu yerda h — 0 da limitga o‘tsak, % < 0 ko‘rinishdagi ziddiyatga ega

bo‘lamiz:

bo‘lamiz. Demak, § funksiyani (3) ko‘rinishida ifodalab bo‘lmas ekan. 6(x)
funksiya "shapkacha" wy(z) funksiyasining h — 0 da umumlashgan funksiyalar
fazosidagi limiti ekanligini isbotlash qiyin emas. Buning uchun, ixtiyoriy

@ € D uchun

lim [ wp(z)p(r)dr = (0)

R
tenglikning bajarilishini ko‘rsatish kifoya. Hagiqatan ham, o(x) funksiya-
ning uzluksizligidan, ixtiyoriy > 0 soni uchun shunday ¢y, > 0 soni mavjudki,
barcha {x : |z| < €} lar uchun |p(x) — ¢(0)| < n tengsizlik o‘rinli. wy(z)

funksiyaning xossasidan foydalanib,

@@z - o0)| < [an@lo@) - (Olde <n [ wn(o)iz =g

ifodaga ega bo‘lamiz. Bu esa yuqoridagi tenglikni isbotlaydi. Formal ke-

lishuvga asosan d(x) funksiya uchun

= /5(x)<p(x)d:c

yozuv ishlatiladi. Bunga asosan, ixtiyoriy ¢ € D uchun:
[ 8@tz = p(0) (1
Rn
Eslatma. (4) tenglik x = 0 nuqtada uzluksiz ixtiyoriy ¢(z) funksiya

uchun ham o‘rinli.

M i s o l. Ushbu ixtiyoriy ¢ € D uchun

(p%,gp) :v.p./Md def 1im / £ 4

T 6*)4’0 X
R || >€
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tenglik bilan aniglangan chiziqli p% funksionalni gqaraymiz. Bu funksional-
ning uzluksizligini isbot qilish uchun D(R) da ¢ — 0, k — oo ketma-
ketlikni olamiz. Bu ketma-ketlik uchun ¢(x) =0, |z| > M va D%p(x) =

0, kK — oo munosabatlar o‘rinli. Shu bilan birga

oy oe) [ = [e [ 2] =

R

= ‘[—M, M] kesmadan tashqarida ¢(x) = 0‘ =

‘U.p. / gOk’(x) — Spk(o) + Spk(o) dx‘ Lagran] fOTH;U.laSIga ko‘ra

X
R

— ‘v_p,/%daj—l—v.p./%(o)dx‘ <

X
R R

M
< [ 1Ah(©ldw <2 max [gi ()] — 0. k= oo,
T|<
-M

Demak, ,0%— umumlashgan funksiya. Uni (3) ko‘rinishda lokal
integrallanuvchi funksiya yordamida ifodalab bo‘lmasligini oldingi misoldagi
kabi osongina ko‘rsatish mumkin. p—funksiya ham 6(z) kabi
singulyar umumlashgan funksiyadir. Unga % integralining bosh qiymati de-
yiladi.

Misol

o [ gy [ )20,

X M X
R

tenglikni isbotlaymiz. ¢(z) funksiyaning finitligidan

o [ EDa . [ £
p o) = 9(0) . [
= v.p.é dx + @(O)v.p.é -
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Oxirgi tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integralda bosh qgiymat belgisini
tashlab yuborish mumkin, ikkinchi integral esa nolga teng.

Yuqoridagiga o‘xshash pxin funksionalning ham umumlashgan funksiya
ekanligini ko‘rsatish mumkin. Buning uchun, quyidagi munosabatdan foy-

dalanish yetarli: ixtiyoriy n € N va ¢ € D lar uchun

1
xr

n—2 (k) n—2 (k)
plx) — 3 Eat plw) — 3 Eat
_ k=0 def .. k=0
= v.p. dr = lim dzx.
" e=+0 "
R |z|>€

Quyidagi, ixtiyoriy ¢ € D(R) uchun bajariladigan muhim tenglikni isbot

qilamiz:

. o(x) . o(z)
| = — 0. .
o0 | T z'edx impl0) + v.p / T

R R

Haqiqatan ham, agar |z| > M lar uchun ¢(x) = 0 bo‘lsa, u holda

R

. o) , . xr — i€ B

el—lgrlo T + iedx B el—lgrlo x? + eQw(m)dI B

R “R
R . R .
: T — i€ , T — i€
= »(0) lim m@(ﬂf)dl‘ + lim m[@(@ — ¢(0)]dx =
“R “R
o) = pl0), _

e—+0 € x

R
= —2ip(0) lim arctgﬁ + /
“R
= —imp(0) + v.p. / Mda:.
T
R

Demak, — ketma-ketlikning e — +0 dagi limiti D(R) da mavjud ekan. Uni
ﬁ bilan belgilasak, bu limit —imd(x) + p% ga teng bo‘lar ekan. Shunday
qilib,
1
T + 1€

1
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Xuddi shunga o‘xshash

1

T — 1€

= ind(z) + p%

Oxirgi ikkita tenglik kvant fizikasida keng ishlatiladi va ular Soxotskiy for-

mulalar: deyiladi.

T a’rif. Ixtiyorly p(x) € D(R"), suppp(z) C @ uchun (f,¢) =0
bo‘lsa, umumlashgan f(z) funksiya @) ochiq to‘plamda nolga teng deyiladi.

Bu ta'rif umumlashgan funksiyaning tashuvchisi tushunchasini kiritishga

imkon beradi.

T a’rif. f(z) = 0 tenglik bajariladigan barcha ochiq @ C
R™ to‘plamlar birlashmasiga f(z) funksiyaning nol to‘plami deyiladi, un-
ing R" gacha to‘ldirmasi umumlashgan funksiyaning tashuvchisi deyiladi va

suppf(z) kabi belgilanadi.

Ta'rifdagi suppf(z) to‘plamni quyidagicha yozish mumkin.

suppp = R"/{Q : ¢lq = 0} (5)
=0

Misol 4 = { ;_OO’ :; 0 funksiyani qaraymiz. Anglash
Y x Y

qiyin emaski, bu funksiyaning nolga aylanadigan nuqtalar to‘plami (—oo, 0)U
(0,00). U holda (5) ga ko‘ra suppé(xz) = {0}.

T a’ rif. Agar umumlashgan n - o‘zgaruvchili f(z) funksiyaning

tashuvchisi chegaralangan bo‘lsa, u R" fazoda finit deyiladi.
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Umumlashgan funksiyalar fazosi )’

Oddiy funksiyalar

J)

Singulyar umumlashgan
funksiyalar

Flo]=]fodx,0 € D

Hagqiqiy yoki
kompleks sonlar

¢(0) F10]

4-chizma. Klassik va umumlashgan funksiyalar to‘plamlari.

1.4 70— shaklli" ketma - ketliklar. Misollar

Ta’rif. Agar
1) har bir k£ € N uchun hj : R” — R funksiya R" da integrallanuvchi;
2) ixtiyorly € R" va k € N lar uchun hy > 0 tengsizlik o‘rinli;
3) har bir £ € N uchun shunday € > 0 sonlar topilib, bunda e, — 0,k — oo
da, |x| > e}, tengsizliknini qanoatlantiruvchi barcha x € R" lar uchun hy = 0
o‘rinli bo‘ladi, bu yerda k — oo da ¢ — 0;
4) barcha k € N lar uchun

/ hi(z)dz = 1

RTL

bo‘lsa, R" fazoda aniglangan haqiqiy o‘zgaruvchili funksiyalarning

hi,ho, ..., hi,...
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ketma-ketligi 70— shaklli" deyiladi.

T e or e m a. Aytaylik,
hi,ho, ..., hy,...
funksiyalar ketma ketligi 70— shaklli" bo‘lsin. U holda,

lim hy(x) = 6(x)

k—o0

bo‘ladi, bu yerda limit umumlashgan funksiya ma’nosida tushuniladi, ya'ni
D' (R™) da.

I s b ot. Faraz qilaylik, ¢— ixtiyoriy asosiy funksiya bo‘lsin. Umum-
lashgan funksiyalar ketma-ketligi limiti ta'rifidan va hj asosiy funsiyaga in-

tegral yordamida ta’sir giluvchi regulyar umumlashgan funksiya ekanidan

foydalanib, quyidagi tenglikni yozishimiz mumkin:

<1im hk(x),gp(x)) — lim (hy(2), o(2)) = lim | hy(2)p(@)de =

k—oo k—oo k—o0
Rn
= lim hi(x)p(z)dx. (6)
k—00
|z|<ex

Bizga, matematik tahlil kursidan ma’lum bo‘lgan o‘rta gqiymat haqidagi teo-
remaga ko‘ra va ”7d—shaklli" ketma-ketlikning 3 va 4 - xossalaridan foy-
dalanib, (6) formuladagi oxirgi ifodani o‘zgartiramiz:

lim @(xy) / hi(x)dx = klim go(ack)/hk(a:)dx =

k—00 —00
|I|<€k R™

= lim p(zx) = ¢(0) = (6,),
— 00
bu yerda xj € {|z| < g} sharning biror nugtasi.
Shu tariqa klim hi va ¢ umumlashgan funksiyalar istalgan asosiy ¢(z)
—00

funksiyaga bir xilda ta’sir giladi. O‘z-o‘zidan bu umumlashgan funksiyalar

ustma-ust tushadi. Teorema isbot bo‘ldi.

Misollar.
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[. n =1 bo'lsin. Quyidagi funksiyalarning e — 40 da d(x) ga intilishini
isbotlang:

I.l) hg(af) D) 1 -e‘%e
1.2) ho(z) = 1. =

r24e?”

.t — +oo quyigagilarning o‘rinli ekanligini ko‘rsating:
[1.1) £ — 27mid(z); 11.2) & - 0; I1.3) £
[1.4) &= — —2mid(x).

— 0;

x—10
—ixt

z+10

x—10 x+10

Yuqoridagi munosabatlarni isbotlashga o‘tamiz.

[.1) ni ko‘rsatishda (1.9) formuladan foydalanamiz. Bunda

1 _a?
hi(x) = ——— - e *&

2,/7T6/<;

ga teng. Haqgigatan ham,

(1015) = (i g -e5.) -

1 m2 1 r2
— 1 ( e ) — 1 .o dey . d —
i (s ootol) = i [ 5B sl
R

1 2’ 1
=1 C@yE)? = =
kh—{go go(ek)/Z — e PP dr = hm go(gk)2 2\/me

= ¢(0) = (6(2), ().

Shu kabi 1.2) ning o‘rinli ekanligini ham ko‘rsatish mumkin. Bunda

2 2"
i

(h(a). o)) = (Jim = 2 () =

k—o0 T 332—|—€%7

1 1
= lim (— : €—k2, @(x)) = lim / : €—k2 ~p(r)dr =

k—o0
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1
= lim cp(sk)g—k .= . 2arctan — = ©(0) = (0(x), p(x)).
k— o0 T &k Ek

Endi misollarning ikkinchi gismidagi munosabatlarning o‘rinli ekanligini
ko‘rsatamiz:

[1.1) ni isbotlash uchun

emt emt
= lim

[C—ZO e=—0x + 1€

— 2mid(x)

ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun, f.(z) = _ funksiyalar ketma-

x—l—za
ketligining kuchsiz limitini hisoblaymiz. Kuchsiz limitning aniqlanishiga

ko‘ra, istalgan uzluksiz ¢(x) funksiya uchun bajariladigan ushbu

(1im f.(x). o —hm/fe

e—0 e—0

tenglikdan foydalanamiz. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasidan

ma‘lum bo‘lgan Eyler formulasiga asosan

et ( cosxt _sinaxt )

— +1 — |,
T —+1e X+ 1€

T+ 1€
bo‘ladi. Bundan foydalanib,
. ) cosxt _stnxt
( hmofg(x),go) = ( lim ( — 44 : ),gp(as)) =
e——

e—=—0 \x + 1€ T +1e
<cosxt ( >) . ,<3mxt ( )) T+
- ’ X [/ — i =. .
:1:—2'090 x — 10 14 ! 2

limitni hisoblaymiz, bu yerda .J;, Jo lar orqali mos ravishda oxirgi tenglikdagi

birinchi va ikkinchi qo‘shiluvchilar belgilangan. Soxotskiy

1
x £ 10

1
= Fimd(z) + 735

formulasidan foydalanib, yuqoridagi ifodalarni soddalashtiramiz:

cosxt

— (cos:z:t (iwé(a:) + Pi) , go(x)) = (2'7r5(x) + cosxt - P%, SO(I)> —
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= (imd(x), p(x)) + (cosa}t ~ Pé, go(x)) (7)

ekanligi uchun (cosxt - Pi, go(x)) ni alohida hisoblaymiz.

Lagranjning chekli orttirmalar haqidagi teoremasiga ko‘ra

p(x) = p(0) + ¢ (€), £ € (0, )

ekanligidan foydalanib,

<003xt : Pi, e(x)) = lim / / cosa;t )+ 2 (€))dx | =
T

e—0

—& &)

= (0) lim /cosxtdx+/cosxtdx +
e—0 X X
— OO 9
—& o
+lin’(1) /cosxtgp(f)da:Jr/COS:z:tgo(g)d:z:
E—>

Birinchi qavsdagi integrallar integral osti funksiyasi toq bo‘lgani uchun nolga
teng. ITkkinchi qavsdagi integrallar ¢ — oo da nolga intiladi. Shunday qilib,

(7) ga asosan

5= (£ @) ) = (im0(0), (o))

x — 10

Jo ni hisoblashda ham Soxotskiy formulasidan foydalanamiz:

o — ( sinwt ’gp(x)) — (ismgzt(m(s(x) + Pé)ﬂp(m)) =

x —10
i 1 - sinxt
= (zsm:z:t : PE’ @(x)) = le_{% " o(x)dr =
|x|>e
- T stnaxt k; stnxt
= ¢lim ( / ©(0)dz + / ga(())d:v)+
e—0 T Z

+1i hm(/sinxtgp/(é)dx—l—/sina:tgpl(g)dx) =
e—0
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oo

= ip(0) [ * iz = img(0) = in(5(0), p(2)

X

—00
Natijalarni umumlashtirib,
1t

lim ¢ O:J1—|—J2:2Z7T5(ZI?)

t—oo o — 1

formula o‘rinli ekaniga ishonch hosil gilamiz.

I1.2) ¢ funksiyaning ¢ — —0 dagi kuchsiz limitini hisoblaymiz.

r—1e

Yuqoridagiga o‘xshash mulohazalar yuritib quyidagilarga ega bo‘lamiz:

<51_1>T£10 fg(x),g0> _ ( lim <cosxt _isina:t>’(p(m)> _

e=»—0\x +1e T +1€
B (casxt ( )> ,(sinxt ( )) 4
AV g —PW)—aroe
Soxotskiy formulalaridan foydalanib, hisoblashlarni davom ettiramiz:

7, = ( cosxt 7<p(x)> — (cosxt(iﬂ(S(:E) + Pé) , gp(m)) —

x —10
= ((mé(aj) + cosxt - Pi) : gp(a:)) =
= (imd(x), p(x)) + (cassct : Pi, go(:v)) =: Ji1 + Jio.

[.1) misolda Jjg = (cos:ct - P1, go(:c)) = 0 ekanligi ko‘rsatildi.

Jo ni hisoblaymiz:

_stnaxt . . 1
Jo = < — Za: — gp(gj)) = < — zsmmt(mcS(x) + 775> ) %0(37)> =
R sinxt (2)da =
o 25—13110 X PAE)ET =
|z|>e
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—+00 +00

- [90(0) / si?;xtdx + / sinxtgol(ﬁ)dx} =
= —ip(0) / Sizxtdx = —inp(0) = (—ind(x), p(x));

Olingan natijalarni umumlashtiramiz:

J1+ Jo = Jii + Jo = (imd(x), o(x)) + (—imd(x), p(z)) = 0.

Demalk,
e—ixt 0
li = 0.
tiglo x — 10
I1.3) ;f;o funksiyalar ketma-ketligining t — oo da kuchsiz limitini hisoblay-

miz. Bunda ham yuqoridagiga o‘xshash mulohazalar yuritib, quyidagilarga
ega bo‘lamiz:

(el o)) = (tim (225 4220 () =

e——0\x + 1€ T+ 1€

= (;O_ingv 90(1')) + Z<;ZZ€E, gp(:v)> =: J1 + Jo.
J1 = (zsa—iiﬁ)’ ga(x)) = (cosxt( —imo(x) + Pi),gp(x)) —

1
= (—imd (), p(z)) + (0055’375 ‘ 7)57 90(33)> = I + hs;
bunda Jy; = (—imd(z), p(x)) ga teng.
1
Jio = <cosxt . Pg,go(a:)> =0

ekanligi 11.2) misoldagi kabi ko‘rsatiladi. Jo ni hisoblaymiz.

Jo = (Z;ZZ?E), go(x)) = (z’sz’nxt( —imo(x) + Pé>,gp(;¢)> —

1
= (isz’nxt P, 90(:13)) = (imd(z), p(z))
x
ekanligini 11.2) ga o‘xshash ko‘rsatiladi.
Shunday qilib,

Ji+ Jo = Ji1 + Jo = (—iwd(x), o(x)) + (ind(x), p(x)) = 0.
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Bundan esa _
1t
) e
lim — =0
t—oo x + 10

tenglik o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.

—ixt

I1.4) — funksiyalar ketma-ketligining ¢ — oo da kuchsiz limitini hisoblay-

miz. Bu misolda ham yuqoridagiga o‘xshash mulohazalar yuritib, quyidagini

olamiz:

(fula),pl)) = (Jim (227 T o)) =

e——0 \x — 1€ T — 1€

cosxt _/ sinat
= (x et @(m)) — Z(x 0 w(x)) = J1 + Jo.

Soxotskiy formulasidan foydalanib, hisoblashlarda ifodalarni soddalashtiramiz:

J1 = (;Oj?(f)’ go(x)) = (cosxt( —imo(x) + Pi),gp(g;)) —

— (( —imd(x) + cosxt - Pé) : w(x)) =

= (—ind(x), p(x)) + (cos:z:t - Pi, @(x)) = (—imd(z), p(x));

bu yerda (cosxt : ”P%,go(x)) = 0 ekanligi va Jo = ( — i%,ap(x)) =
(—imd(z), p(z)) ekanligi oldingi hisoblashlarda ko‘rsatilgan edi. Shuning

uchun,
Sit+Jy = Ju+Jy = (=imd(z), p(x)) + (—imd(z), p(x)) = (=2mid(x), p(x))

va )
e—wct

= —2mid(x).

im .
t—ooxr + 1
0 - funksiyaning Furye qatoriga yoyilmasi.

(—I, 1) oraligda aniqlangan funksiyalardan iborat ushbu

S(xx)—lel ” (Cosme0 cos 2 4 gin 1120 sinmﬂx> =
A TR e z z z A
1 1 -
:ﬂ+7 Cosg(x—xo)zé(x—xo)
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yoki kompleks ko‘rinishdagi

On(x — 20) = % Z exp {zm%(m — xo)}

Im|<n

funksiyalar ketma-ketligini qaraymiz.
Osongina ko‘rsatish mumkinki, Furye qatoriga yoyiluvchi ixtiyoriy g(x)

funksiya uchun
l

lim [ &,(x — z0)g(x)dr = g(zo)

n—oo J
tenglik bajariladi. Bu tenglik Furye qatoriga yoyiluvchi {g(z)} funksiyalar
sinfida yuqorida aniqlangan 6,,(x—=) ketma-ketlik bo‘sh yaqinlashish ma’nosi-

da 7d—shaklli" ketma-ketlikka ekvivalentligini ko‘rsatadi, ya'ni
o e §O )-
r—x — 4= —(x —
0 l 2 COS x i)
Shu nuqgtayi nazardan, ushbu

Sz —20) =Y ul@)en(xo), (8)

d(x —x9) = % / eitle=20) ¢ — %/cosﬁ(:v — x0)d€ 9)
—00 0

ham o‘rinli bo‘ladi. (8) formulada {¢,(x)} — biror (a, b) oraliqda aniglangan

ortonormal funksiyalar sistemasi

1.5 Umumlashgan va cheksiz
differensiallanuvchi funksiyalarning

superpozitsiyasi

f(x) — R™ da aniglangan, lokal integrallanuvchi funksiya va y = w(x)—

cheksiz marta differensiallanuvchi maxsus bo‘lmagan (det 7& 0)
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ni o‘ziga akslantiruvchi vektor funksiya bo‘lsin. U holda ixtiyoriy ¢(x) €
D(R™) uchun quyidagi tengliklar o‘rinli:

(f(w()), p(x)) =

= [ stetwetonie = [ et o] e 2 Oy -
J

= (7)ol )] s 2 1),
P e = (10ete a2 ) o
w@fiﬁnﬂCEtawé;y)

ekanligi sababli bu tenglikni berilgan f(x) funksiya bo‘yicha umumlash-

ya'ni

) € D(RY)

gan f(w(x)) funksiyani aniqlash uchun ishlatish mumkin. Xususan, z =
Ay + b, det A # 0 maxsus bo‘lmagan R" ni o‘ziga akslantiruvchi chiziqli
almashtirish bo‘lsa, u holda ixtiyoriy ¢ € D lar uchun

(f(Ay +b), o /fAy+b

R n

- e ] F@elA @ = Dlde = (. olA ™ e = b))

Shunday qilib, yuqoridagi tenglikka asosan,

MA*@—MB
| det A|

F((Ay+b),0) = (£,

munosabat o‘rinli.

T a’rif. Unumlashgan f(w(z)) funksiya deb, giymatlari ¢ € D(R")
funksiyalarda (10) tenglik bilan aniglanadigan funksiyaga aytiladi.

Misol n=1Dbolsin. §(z—2°), 2° € R funksiyani aniglaymiz. (10)
formuladan ixtiyoriy ¢ € D(R) funksiya uchun

(6(z = 2"), p(2)) = (6(y), ¢y + ")) = (")



42 Umumlashgan funksiyalar

tenglik o‘rinli, ya'ni 6(z — 2°) quyidagi tenglik bilan aniglanadi:
(6(z — %), () = p(2”).

Mis ol §(z)=0(—x) ekanligini ko‘rsatamiz.
Ixtiyoriy ¢ € D(R) uchun

ekanligidan yuqoridagi tenglik kelib chiqadi.
Misol néeNvaw0)=2"eR"bolsin. U holda,

1
5(W($)) = W . (5($ — .CUO).
‘detw

Bu tenglikning chap va o‘ng tomonidagi funksiyalarning qiymatlari asosiy

funksiyalarda ustma-ust tushishini ko‘rsatamiz. Haqiqatdan ham, ixtiyoriy
¢(x) € D(R™) uchun

tengliklar o‘rinli. Bu esa talab etilgan tenglikni isbotlaydi.

1.6 Umumlashgan funksiyalarning dekart
ko‘paytmasi va cheksiz differensiallanuvchi

funksiyalarga ko‘paytmasi

f(x) va g(y) lar mos ravishda R™ va R™ fazolarda aniglangan umumlash-

gan regulyar funksiyalar bo‘lsin.

T a’rif (umumlashgan regulyar funksiyalarning dekart ko‘paytmasi).

o(x,y) € D(R"™™) funksiyalarda aniglangan
(f(x) - 9(w), e(z.y)) = (f(2), (9(y). o(z,1))) (11)
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formula bilan berilgan funksionalga f(x) va ¢g(y) umumlashgan funksiyalar-

ning Dekart ko‘paytmasi deyiladi va f(z) - g(y) kabi belgilanadi.

T e o r e m a (Unumlashgan funksiyalar Dekart ko‘paytmasining
korrektligi hagida). Ixtiyoriy f € D'(R™)vag € D'(R™), buyerdan,m € N,
lar uchun f - g € D/(R™™) o‘rinli.

Teoremani isbotlash uchun ta’rifning korrekt ekanligi, ya'ni (11) teng-
likning o‘ng tomoni hagigatdan ham D(R"*™) da chizigli va uzluksiz funk-
sional ekanligini ko‘rsatamiz.

Dastlab quyidagi lemmani keltiramiz.

L e m m a. Ixtiyoriy g(y) € D' (R™) va ¢(z,y) € D (R") lar uchun
P(x) = (9(y), p(x,y)) funksiya D (R") sinfga tegishli, bunda barcha « lar

uchun
D*Y(z) = (g(y), Dyo(z,y)) . (12)

Shuningdek, agar ¢, D (R"*) da k — oo lar uchun nolga yaqinlashuvchi
ketma-ketlik bo‘lsa, u holda D (R"*™) da k — oo lar uchun

V() = (9(y), pr(z,9y)) =0

bo‘ladi.
Isbot. Har bir z € R" uchun ¢(z,y) € D (R™) bo‘lgani sababli ¢(z)

funksiya R"™ da aniglangan. Uning uzluksiz ekanini ko‘rsatamiz. x ni tayin
qilib, £ — oo da x; — = ketma-ketlikni olamiz. U holda R™ da & — oo lar

uchun

o(x,y) € D (R"™) bo‘lgani sababli suppp(x,y) to‘plam R™ da chega-

ralangan va k ga bog‘liq emas hamda barcha £ lar uchun
Df@(%,y) = ngok(x,y), k — oo, y € R™.

g(y) funksional R™ da uzluksiz bo‘lgani uchun (13) dan ¢ (x) funksiya-

ning x nuqtada uzluksiz ekani kelib chiqadi:

V() = (9(y), o(@r,v) = (9(y), (z,y)) = ¥(x), k — oo.
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Endi (12) formulani isbotlaymiz. Buning uchun x ni tayin qilib, h; =
(0,+-- ,h,--+,0) (hsoni h; vektorning i—komponentasi) belgilash kiritamiz.
U holda R da h — oo lar uchun

do(r,y)

(@ 1 oy
XJ, (y)—h[w(w+hz,y) o(z,y)] = or

o(z,y) € D(R™) bo‘lgani uchun Xg)(y) funksiyalarning tashuvchisi h ga

bogliq bo‘lmagan tarzda R da chegaralangan va barcha [ lar uchun
DX, (y) =

g(y) € D' (R™) ekanligidan A — 0 lar uchun

b(x + hi) — ()
h

) <g(y)’ o(z + hyh) - gp(x,y)) - (g(y%x;f)(y)) — <g(y),%i;y)) -

Bu yerdan (12) formula z; koordinata bo‘yicha birinchi tartibli hosila uchun

[D5<p(x+hi,y)—D5<p(x,y)} — D , k— o0, y e R™.

- % [(9(y), p(x + Riyy)) — (9(y), p(2,9))] =

o‘rinli ekani kelib chiqadi. Shu tariqa, bajarilgan tekshirishlarni hosil qilin-
gan formulaga yana qo‘llash yo‘li bilan (12) formulaning barcha a uchun
o‘rinli bo‘lishiga ishonch hosil gilamiz. Demak, barcha « lar uchun D% (x)—
R™ da uzluksiz funksiya. Shunday qilib, ¥(x) € C* (R"). ¢(z,y) funksiya-
ning R da finit ekanligidan ¢ (z) funksiyaning R™ da finitligi kelib chigadi.
Demak, ¥ (x) € D(R").

R™™ da k — oo lar uchun pg(x,y) — 0 bo‘lsin. U holda R" da k — oo
lar uchun ¥y(x) — 0 bo‘lishini ko‘rsatamiz. Buning uchun ¢y (x,y) larning
tashuvchisi R"* da chegaralanganligidan 1 (x) funksiyalarning tashuvchisi
ham k ga bog‘liq bo‘'lmagan holda R"™ da chegaralangan bo‘lishini hisobga

olsak, barcha « lar uchun
D%i(x) =0, k — o0, x € R"

limit munosabat o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatish kifoya.
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Teskarisini faraz gilamiz: ya'ni bunday bo‘lmasin. U holda shunday ¢

soni, «q indeks va x; nuqgtalar ketma-ketligi topiladiki, bunda
| DY(xp)| > €9, k=1,2,--- (14)

tengsizlik bajariladi. 1, (x) funksiyalarning tashuvchisi k& ga bog‘liq bo‘lmagan
holda R™ da chegaralanganligidan x; ketma-ketlikning R” da chegaralan-
ganligi kelib chigadi. Shuning uchun bu ketma-ketlikdan, matematik tahlil
fanidan ma’lum bo‘lgan Bolsano-Veyershtrass teoremasiga ko'ra, yaqinla-

shuvchi ketma-ketlik ajratish mumkin. z, — 2y, ¢ — oo bo'lsin. U holda
Doy (zr,,y) = 0, i — o0, y € R™.

Bu yerdan ¢ funksionalning R™ da uzluksizligiga ko‘ra (12) formuladan

quyida- giga ega bo‘lamiz:
DYy, (zr,) = (9(y), D3 ¢r,(wh,,y)) = 0, i — oo,

Bu esa yuqoridagi farazimizga, ya'ni (14) tengsizlikka zid. Lemma isbotlandi.

Dekart ko‘paytmaning ta'rifiga qaytamiz. Isbotlangan lemmaga asosan
barcha ¢(z,y) € D (R") lar uchun ¢ (z) = (g(y), ¢(x,y)) funksiya D (R")
sinfga tegishli. Demak, (11) o'ng (f,%) qismi ixtiyoriy f va g umumlash-
gan funksiyalar uchun ma’noga ega, va demak, D (R"™™) da funksionalni
aniglaydi. f va g funksionallarning uzluksizligidan bu funksionalning uzluk-
sizligi kelib chiqadi.

(f, %) funksionalning D (R"*) da uzluksizligini ko‘rsatamiz. D (R"*)

da k — oo lar uchun ¢ — 0 bo‘lsin. U holda yuqoridagi lemmaga asosan
(9(y), er(z,y)) =0, k —= o0, y € R
ekanligi va f funksionalning D (R") da uzluksizligidan

(f(x), (g(w), er(x,y)) =0, k — o0

kelib chiqadi. Bu esa (11) tenglikning o‘ng tomonidagi funksionalning uzluk-
sizligini bildiradi.



46 Umumlashgan funksiyalar

Shunday qilib, f(z)-g(y) € D' (R™™™) ya'ni f(x)-g(y) - umumlashgan

funksiya. Teorema isbotlandi.

Umumlashgan funksiyalarning Dekart ko‘paytmasi quyidagi xossalarga

ega:

1) kommutativlik f(x) - g(y) = g(y) - f(x);

2) assotsiativlik [f(z) - g(y)] - h(2) = f(2) - [9(y) - h(2)];
3) supp(f(x) - g(y)) = suppf(z) - suppg(y);

4) DyDy[f(x) - g(y)]l = Dy f(x) - D)g(y);

5) a(z)b(y)[f(z) - 9(y)] = [a(z) f(x)] x [b(y)g(y)];

6) [f(x) - g)l(z+ 2%,y +4°) = flx+2°) - gy +9°).

Bu xossalarning isboti (11) tenglikdan kelib chiqadi. Masalan, 2-assotsia-
tivlik xossasining o‘rinli ekanligini, ya'ni agar f(z) € D' (R"), g(y) € D' (R™),
h(z) € D' (R") bo'lsa, [f(2) - g(y)] - h(2) = f(x) - [9(y) - h(2)] tenglik baja-

rilishini ko‘rsatamiz.

Hagigatan ham, ixtiyoriy ¢(z,y,z) € D (R™™**) uchun
(olz,y,2), [f(x) - g()] - h(2)) = (e(z,y,2), (f(x) - g(y)) - h(2)) =

= (((p(z, y, 2), f(x)) , 9(y)) , 1(2)) =
= (((plz,y,2), [(2)), 9(y)) - W(2)) = (p(2,y, 2), f(2) - [9(y) - h(2)]) -

Endi umumlashgan funksiyalarning cheksiz differensiallanuvchi funksiya-
larga ko‘paytmasini qanday aniglanishini ko‘rib chiqamiz. a(z) € C*°(R")
va f(z) - R" da lokal integrallanuvchi funksiya bo‘lsin. U holda a(x)f(x)
ko‘paytma ham lokal integrallanuvchi funksiya va ixtiyoriy ¢ € D(R™) uchun
quyidagi tenglik o‘rinli:

Rn
Bu tenglik yordamida ixtiyoriy f(x) lokal integrallanuvchi funksiyaning

cheksiz marta differensiallanuvchi funksiyaga ko‘paytmasini aniglash mumkin.

T a’rif Agara(z)f(x) ko'paytma ixtiyoriy ¢ € D(R"™) uchun
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tenglik bilan aniglansa, unga umumlashgan funksiya deyiladi.

Misol f(z)=46(x),a(z) € C*°(R),n = 1bo'lsin. Uholda ixtiyoriy
¢ € D(R) uchun

Binobarin a(z)d(z) = a(0)d(x).
Xuddi shunga o‘xshash

a(z)é(z — 2°) = a(2®)6(z — 1) (15)

ekanligini ko‘rsatish mumkin.

E s1lat ma. (15) formula z = 2° nuqtada uzluksiz ixtiyoriy a(z)

funksiya uchun ham o‘rinli.

Misol d(z,y) =6d(z)-d(y) tenglikni isbotlang.
Isb o t. Ixtiyoriy ¢ € D(R?) uchun

(0(x) - 0(y), oz, y)) = (6(2), (0(y), ¢(x,y)) = (0(x), ¢(z,0)) =
Eslatma. z= (21, 29, ..., x,;) € R” uchun
d(x) =6 (x1, 2, ..., xp) =0(x1) - I(22) - ... - 6(xy) (16)

tenglik ham yuqoridagi kabi ko‘rsatiladi.

Misol xp% = 1, n = 1 tenglikning o‘rinli ekanligini ko‘rsating.

Haqgiqatan ham, ixtiyoriy ¢ € D(R) lar uchun

1 1
(w05 ¢) = (5m¢) =

— lim / x@($)dx — lim o(z)dr = /gp(x)daf = (1, )

X e—+0
|z|>€ |z|>€ R

tengliklar bajariladi.
Misol
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tenglikni isbotlang.
Yuqoridagi kabi, ixtiyoriy ¢ € D(R) lar uchun quyidagi tengliklar o‘rinli:

(xp%,w(aﬂ — (p%,«w(aﬂ =

= lim 5
e——+0 x

|x|>e

zp(z) — 0p(0) , (p; SO(‘T)).

1.7 Umumlashgan funksiyalarning hosilasi.
Misollar

Faraz qilaylik, f(xz) € C"(R), ¢ € D(R) bo‘lsin. Bo‘laklab integrallash

yordamida quyidagi formulaga ega bo‘lamiz:

<ﬂ%@ww»:/7Wumwwx=

Shunga o‘xshash, n o‘zgaruvchili funksiya holida, ya'ni z = (x1,...,x,) va
f(z) € Clol, la] = a1 + ag + ... + @, - multiindeks, «; - manfiy bo‘lmagan
butun sonlar bo‘lganda, ixtiyoriy ¢(x) € D(R") lar uchun

. olal
D" =
0x{'0x32...0xn"

umumlashgan hosila quyidagi formula yordamida aniqglanadi:

w%wmmwszwmwwm=

Rn

= (—D'“'/f(x)DasO(x)dx: (=1)1(f(x), D¢(x)).
B

Demalk,
(D*f(x), (x)) = (=1)"(f (x), Dp(x))
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tenglik yordamida aniglangan D f(z) umumlashgan funksiya f(z) umum-

lashgan funksiyadan olingan D® umumlashgan hosila deyiladi.

Misol n=1, f(x)— bo'lakli uzluksiz funksiya. Bu funksiya R da
lokal integrallanuvchi bo‘lgani sababli unga ixtiyoriy ¢ € D(RR) uchun

(f(2), o(z)) = / f(@)p(e)da

tenglik bilan aniqlanuvchi f(z)—regulyar umumlashgan funksiya to‘g‘ri ke-
ladi. Ma’lumki, bo‘lakli uzluksiz funksiyaning klassik hosilalari mavjud emas.
Ammo uning ixtiyoriy tartibli umumlashgan hosilalari mavjud va quyidagi

formula bilan aniglanadi:
dk
(G ). 0ta) = / o) (s

Mis ol f(z) funksiya sonlar to‘g'ri chizigining hamma nuqtalarida
aniglangan, x° nuqtada chekli uzilishga ega va f(z) € Cl(z > 2%), f(z) €
C(z < 2°) bo'lsin. U holda - f () ni aniglovchi formulaga asosan, ixtiyoriy
¢(x) € D(R) uchun

(5 7). o)) = — (= (), o(a)) =

—— [ s et)ds — [ @) e -

1@ = 0 + [ {2 @) el + 1+ 0)plal)+
+ [{Gs@ el = [(7@)eados

H(F(a"+0) = F@° = 0))e(a) = (£ + [flemd(@ = 2%), (a) ).
ga ega bo‘lamiz, bu yerda f/;, — f(z) funksiyaning = # 2° nuqtadagi klassik
hosilasi,

[f]xzmo = f(l‘o—l—()) - f(xo - O)
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esa f(z) funksiyaning z = 2" nuqtadagi sakrashi. Shunday qilib, f(z)

funksiyaning umumlashgan hosilasi uchun

d
() = J+ [z — 2°) (17
formula o‘rinli.

Mis ol f(xr)= x| funksiya umuman olganda butun sonlar o‘qida
klassik ma’noda hosilaga ega emas. f(x) funksiyaning umumlashgan hosi-

lasini topish uchun ixtiyoriy ¢ € D(R) uchun quyidagiga ega bo‘lamiz:

(Lal, o(a)) = ~(lal. () = - [ lals(a)ds =

_Z gp(x)dx—F/OOO p(a)da = /sgn(x)w(x)dl“: (sgnx, o(x))

Demak,
1, x>0,
d

-2l = sgn, sgn(-) = { 0, = =0,

—1,2 < 0.

M i s o l. Quyidagi Xevisayd funksiyasi

1,t>0
ot)=<9 =~
0, t<0.

uchun %H(t) = §(t) ekanligini ko‘rsatish mumkin. Haqiqatan, 6'(t)y = 0,
[0]:=1 = 1 bo‘lgani uchun (17) ga asosan 46(t) = §(¢). Bu yerdan

dk+1 dk .

ekanligi kelib chigadi.

Misol xR van— butun son. U holda

"6 () = (=1)"nlé(x)
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o‘rinli.

I's b ot. Ixtiyoriy ¢ € D(R) uchun

("6™ (), (@) = (8"(2), 2" p()) =

= (1) (3(a), (@ el@)) == (D (ap(x)| =
=0

— (—1)"nlg(0) = ((—1)"nld(x), ().

Mis ol (In|z]) = pl tenglikni isbotlang.
I s b ot. Eslatib o‘tamiz, In|x|— regulyar umumlashgan funksiya.

Bundan esa ixtiyorly € D(R) uchun
((nlzl)", (@) = = (Infz], ¢'(z)) =
= —/ln|az|gp’(x)d:p = — lim / In |z|¢'(x)dx =
e—+0

R 2] >e
T - ' o / _
_el—l>r£0 /ln\x\ap(:ﬁ)dm /1n|:c|gp(x)da:
= liril0<—ln|x|gp(x) —|—/(ln\x\)/gp(x)dx—ln|x|gp(x) +
+ [ lal) o) | = tm [ (ot — -y + [ Ear | =
e—+0 X
€ |z|>€
= lim | O(eln|e| + / Md:z:) =
e—+0 X
|x|>e€
o plx) (1
-, [ % (o)
|z|>€
Misol
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ekanligini ko‘rsating. Haqiqatan ham, ixtiyoriy ¢ € D(R) lar uchun

(o4) o) =—vo f “2has [+ [) 2

Bu yerda, ushbu

iy (221 200)

e—0

(Lopital qoidasiga ko‘ra),

©(0)

X

‘ :/¢(g)d:€.
—€ X

tengliklardan foydalanildi.

M is ol. R" da markazi 2° nuqgtada bo‘lgan sferik koordinatalar

sistemasini qaraymiz:

=2 +rv, r=|z—2°, v=">v,0,...,1), |V =1,

v = cos by,
vy =sinficosbty, 0< 0, <m k=1,2,...,n—2

v3 = sinb sinfy cosbz, 0 < 6,_1 < 2,

Vp—1 =sinfysinby...sinb,_ocosb,_1,

Uy, = sinfysinby...sin6,,_osinb,,_1.
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Delta funksiyasi uchun quyidagi tenglik o‘rinli:

(~1)"12

O — %) = wp(n —1)!

bu yerda w, — R" da birlik sfera sirti yuzi.

I s bot. §(t) funksiyaning juftligidan ixtiyoriy ¢ € D(R) uchun

i 1 1
[sweti = [ e =500
0 R
ekanligi kelib chigadi. Ma'lumki, hajm elementi sferik koordinatalar sis-
temasida quyidagicha aniglanadi:
dx = r" ‘drdw,

bu yerda dw,—birlik sfera sirt elementi. Quyidagi tengliklar ketma-ketligi

asosiy formulaning to‘g‘riligini ko‘rsatadi:

(L2 51— a0, 40) =

wp(n —1)
= —ugn_(iz)i_li' /7""_15”_1(7") / o(2° 4+ rv)drdw, =
0 lv|=1

2 [ 1
= —/5(7") / go(xo + rv)drdw, = — / 90(1’0 + rv)dw,
UJV wV
0

lv|=1 v[=1

= ¢(a") = (8(z — 2"), ().

Misol. a™f(x) =0 tenglamaning umumlashgan yechimlari topilsin.

Dastlab, zf(z) = 0 tenglamaning umumlashgan yechimi f(x) = Cd(x)
ekanligini isbotlaymiz.

Buning uchun ¢((0) = 1 qo‘shimcha shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy

@o(x) asosiy funksiya uchun

SHN

Y(z) = = [p(x) — ¢(0)po(z)]
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yordamchi funksiyani qaraymiz, bu yerda ¢(x) - ixtiyoriy asosiy funksiya.
Y(x) € D(R) ekanligini ko‘rsatamiz. Bu funksiyaning finitligi ¢o(z) va ¢(z)
funksiyalarning finitligidan kelib chigadi.

¥ (x) funksiyani ushbu

P(x) == / [¢'(z) — /1 (0)¢p(at)]

ko‘rinishda yozish mumkin. Bundan va ¢y(x), ¢(z) funksiyalarning cheksiz
differensiallanuvchanlidan, 1 (x) ning ham cheksiz differensialga ega bo‘lishi
kelib chiqadi.

zf(x) = 0 tenglamani qanoatlantiruvchi f(z) funksionalning qiyma-
tini ¢(z) funksiya yordamida ifodalangan ixtiyoriy ¢(z) asosiy funksiyada
quyidagicha bo‘ladi:

(f.0) = (f; 20 + (0)po) = (2f, 1) + ¢(0) (f, 00) = C (6, ¢)
bu yerda C' = (f, o) (eslatib o‘tamiz py(x) ixtiyoriy ravishda tanlangan)
va (x) € D(R) ekanligi uchun (zf(z), ¢ (x)) = 0. Shunday qilib, f(z) =
Co(x).
m = 2 bo‘lganda, ya'ni 22 f(z) = 0 tenglamaning umumlashgan yechimi
f(z) = C16(x) + Cod'(x) bo'lishi quyidagi tengliklardan kelib chigadi:

(2 f(2), p(2)) = (2? [C18(x) + Cod(2)] , o)) =

= () [2%p x)]xzo + Ch [$2<P($)L
bu yerda p(x) € D(R).

Ixtiyoriy natural m soni uchun 2™ f(x) = 0 tenglamaning yechimi

ekanligi yuqoridagi kabi ko‘rsatiladi. Haqgiqatan ham, ixtiyoriy ¢(z) € D(R)

uchun
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= <5Cm20i%5(37)790(55)> = ( Cixmdcf;(S(x),gp(x)) —

i=0 i=0
<« . = (d
= (; Ci@(;(ﬁ),x @(@) = ; Ci {dxi [z @(x)]}xo =0=(0,¢(x))
tengliklar yuqoridagi mulohazani isbotlaydi.
Misol
H,(x,t) = o) o

funksiyani qaraymiz va,

/H (x,t)d

(47ra2t)”/ 2

munosabatlarning bajarilishini ko‘rsatamiz.

2
x|

“1% — §(z), t — +0

H,(x,t) =

Haqgiqatan ham, t < 0 da H, =0vat > 0 da

/H (2. 1)d (2N_) /e 4a2tx—H\/_/ e = 1.

R"L
Endi ¢(x) € D(R™) bo‘lsin. U holda |p(x) — ¢(0)| < K|z|, K = const

dan

[ Hole0let@) = p(0de| < s [ Elalao -
n J

Ko, [* . oKwia [
— w / e aa2irdr = u / e V' uldu = C\/%,
0

(4ma?t) nn/2

C = const, w — R" da birlik sfera yuzi. Bu yerda t — +0 deb limitga o‘tib,

(H, /th /H:vtd:z:+

ﬂ/&@ﬁ@@-@@ﬁ%ﬁﬂm=®@

yuqoridagi limit munosabatning o‘rinli ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
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1.8 Umumlashgan funksiyalarning yig‘masi va

uning xossalari

T a’rif (Klassik funksiyalarning yig'masi). F': R - RvaG: R —- R
klassik funksiyalarning yig‘masi deb,

() /f

ko‘rinishdagi funksiyaga aytiladi, bunda integral barcha € R da yaqin-
lashuvchi bo‘lishi talab etiladi.

Yigma mavjudligining (integralning yaqinlashishi) yetarli shartlari sifatida
F(y)G(x — y) funksiyaning ixtiyoriy tayin x uchun lokal integrallanuvchi
bo‘lishi va quyidagi shartlardan birortasining bajarilishi talab etiladi: 1)
F(x) va G(x) funksiyalarning birortasi finit, 2) ikkala funksiya ham yarimfinit,
yani < a yoki x > b lar uchun nolga teng. Ravshanki, funksiyalarning
finitligi o‘rniga ularning cheksizlikda tez kamayuvchanlik shartini talab qilsa
ham bo‘ladi.

Aytaylik, f(x), g(y) lar R da lokal integrallanuvchi funksiyalar bo‘lsin.

T a’rif (D dagi umumlashgan funksiyalarning yig'masi). f € D'(R)
va g € D'(R) funksiyalarning yig‘masi deb, ixtiyoriy ¢ € D(R) uchun

(f xg(z), p(z)) = (f(2), (9(y), p(z +¥))) (17)

formula yordamida aniglangan akslantirishga aytiladi, bunda D/(R) dagi

umumlashgan funksiyalarda (17) formula korrekt aniglanadi.

T e o r e m a (Unumlashgan funksiyalar yig‘masining mavjudligi
haqida). Faraz qilaylik, f € D'(R), g € D'(R) va quyidagi shartlarning
hech bo‘lmaganda bittasi o‘rinli bo‘lsin:

) shunday M > 0 son mavjud bo‘lib, suppf C (=M, M) bo‘lsa;
) shunday M > 0 son mavjud bo‘lib, suppg C (=M, M) bo‘lsa;

M, +00) bo'lsa;

(1
(2
(3) shunday M > 0 son mavjud bo‘lib, suppf C (M,+4o0)va suppg C
(
(4) shunday M > 0 son mavjud bo‘lib, supp f C (—o0, M) va suppg C
(—

o0, M) bo‘lsa, u holda f x g € D'(R) yig'ma korrekt aniglangan.
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Teoremaning isboti yig‘maning ta'rifidan kelib chiqadi, masalan, 3-bandni

isbotlaylik. Hagiqatan ham, ixtiyoriy katta R (R > M) soni uchun

//f 9(r =y dydx/R/g )| f(x —y)| dydx =
R R " .
:/‘g(y)‘/‘f(x_y”dydxﬁ/|g(y)|dy/\f(§)|d§<oo

T e o r e m a (Umumlashgan funksiyalar yig‘masining xossalari).
Faraz qilaylik, f € D'(R), g € D'(R) va yuqoridagi teoremaning (1)-(4)
shartlaridan kamida bittasi bajarilsin. U holda
(1) frg=g=*f;
(2) (f xg) = [« g = [ * ¢ munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.

I s b o t. Oldingi teoremaning (1)-sharti o‘rinli bo‘lgan holda isbot-
laymiz. Qolgan hollar shunga o‘xshash isbotlanadi. Aytaylik, y—funksiya
quyidagicha aniqlangan bo‘lsin:

o x € C¥(R);
e v € [—R,R|, x(z)=1;
e 21€[—(R+1),R+ 1], x(z) =0.
Funksiyalarning yig'masi ta‘rifidan ixtiyoriy ¢ € D(R) uchun

(f * 9(2). 0(w)) = (f(@) - g(w). X(@)(a +) ) =
= (9) - f@), x(@)plz +9)) = (9 f(2), ()

Teoremaning (2)-shartining bajarilishini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy ¢ € D(R)

uchun

(%9 (@), 92)) = =(f % g(), ¢ (2) =
= —(7@) - 9w) x(@)¢/(a +9)) &

[f==

- (f(x) - 9(y), O (x ()¢ (x + y))) + (f(ﬂf) - 9(y), X' (x)p(z + y))
= (0:(£(@) - 9w X(@plx +) ) + (@) F(@) - 9(0). ol + )
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(£/(2)- 9w) x(@)plz +9)) = (' * g2), () )
(1) -9 @+ ) = (8,07) - 9, Xl +1) =

(£@) - g x@)p@+ 1) = (£ (@), ().
Bu yerda x'(z) f(x) = 0 ekanligidan foydalanildi.

Misol d(x—a)=* f(x)ifodani soddalashtiring, bu yerda a € R va

f € D'(R).
Ixtiyoriy ¢ € D(R) lar uchun

(6(x — a) * f(z), ) = (6(9: —a), (f(y), (e + y))) =

= (fW) ey +a)) = (f(z —a), p(x)).
Demak, §(z — a) * f(x) = f(x — a).
()

Mis ol 0x60(x) ifodani soddalashtiring.
Ixtiyoriy ¢ € D(R) lar uchun

60.) = (6. 00). w(a+ ) = [ do [l )y =

—/dx]Ogo —/dz/ng(z)dy—

70290 Jdz = (26(2), ¢(2))

Demak, 6 % 0(x) = z0(z).

Endi z € R” bo‘lsin. Umumlashgan funksiyalar yig‘masining ba’zi xos-
salarini keltirib o‘tamiz.

a) (Ko‘chish). Agar ushbu, f % g yig'ma mavjud bo‘lsa, u holda barcha
h € R™ larda f(x + h) * g(x) mavjud bo‘lib,

f(@+h)*g(x) = (f *g)(x +h)

munosabat o‘rinli.
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b) (Qaytarish). Agar ushbu f * ¢ yig‘'ma mavjud bo‘lsa, u holda

f(=z) x g(—z) = (f * g)(—x)

munosabat o‘rinli.

c¢) (Differensiallash). Agar ushbu, f * g yig‘ma mavjud bo‘lsa, u holda
D*f x g, f* D%g lar ham mavjud bo‘lib,

Df xg=D(f*g)=f*D".

Bu xossalarning o‘rinli ekanligi bevosita yig'maning ta'rifidan kelib chiqadi.

1.9 Dirakning delta funksiyasi xossalari

Quyida keltirilgan dirakning delta funksiyasi xossalari xususiy hosilali dif-
ferensial tenglamalar uchun qo‘yilgan boshlang‘ich, boshlang‘ich-chegaraviy

va chegaraviy masalalarni yechishda keng qo‘llaniladi.

1) y = w(x) : R* — R"— cheksiz differensiallanuvchi akslantirish uchun
=w

x “!(y)— teskari akslantirish mavjud va det 22 # 0 bo'lsin. U holda

§(x — 29)

- 0
’deta—z

o(w(z))

’

=20

2) agar x € R" bo‘lsa, u holda

2(—1)"1

O — %) = wp(n —1)!

60 D(r),

bu yerda r = |z — 2|, w, — R" da birlik sferaning yuzi.

3) agar x € R", t € R! bo‘lsa, u holda quyidagi tengliklar o‘rinli bo‘ladi:

15(I), n =3,

a) (w,t) = —5;0'(t) ¢ A, n=2,

("), n=1.
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%5([')7 n =3,
b) 0 =—50() ¢ 2 n=2,
o), n=1,

bu yerda I' = a*t* — |z|*, a = const > 0.

1) - 2) xossalarning o‘rinli ekanligi oldingi paragraflarda ko‘rsatilgan edi.
3) xossaning birinchi tengligini isbot gilamiz. Ixtiyoriy ¢(z,t) € D(R?Y), x €
R3, t € R! lar uchun

(- 5 (£)8 (a2 — \xﬁ),gp(x,t)) S / 5 (£)8(a%? — |z|?) oz, t)dwdt =

R3

a (5/(t)’/5(a2t2 - |5’7|2)%0($,t)dxdt> —

2w
/5(&2152 — 1) (rv, t)r?sin Hdedgpdr}

4],

tengliklar o‘rinli, bu yerda

t=0

v = (sin @ cos p, sin fsin ¢, cos p).

Oxirgi tenglik bo‘laklab integrallash yordamida hosil bo‘ladi. w(r) = r* —

a’t? deb, 1) xossadan foydalanamiz:

d(r — at)
§(a*t? —r?) = —~ :
(a ) 5 , r>0

Bu formulani e’tiborga olib quyidagiga ega bo‘lamiz:
5 o 2w
5 [///5(a2t2 — 1) (rv, t)r?sin Qdﬁdgodr} o=
0 0 0
2r

:%[///57"—@75 rv, t)r? smﬁdﬁdgodr} 0T
00 0

™

2m
0 rat :
= a[g//go(atu, t) SmﬁdﬁdgoLO =
0 0
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2w

//go (atv,t) Slﬂ@d@d@} 0+
0 0

2T
at 0 :
+ [5 5 / / ¢(atv, t) sin 9d0dgp} o 2map(0,0) =
0 0

= (2mad(z,t), p(x,t)).

Bu tengliklar 3.a) ning birinchi formulasini isbot qiladi. 3.a) ning ikkinchi
formulasini asoslaymiz. Ixtiyoriy o(x,t) € D(R?), x € R?, ¢t € R! uchun

quyidagi munosabatlar o‘rinli:

(- 5'(75)%,@(3;,@) =% ‘9<“a2tt2__‘g ‘Z)QO(x,t)dx) -

D[ O

alt? — |J}‘2

2w

ay,

bu yerda v = (cos ¢, sin ). Oxirgi tenglikda o‘zgaruvchini almashtiramiz:

a’t? — |z|? t=0

0240
/9( a’t® — Jaf* >g0(m“,t)7“d7“dg0} ,
0

r=at- z:

// (@t — |2 (vr,t)rdrd } =
ot aZt? — 5,;\290 ’ Plimo

2T oo
t// 01— 2 (at t)dd]
a olatzyv, t)zdz =
V1—22 g075:0

2T 0

L2
©(0,0) //6\(/11_72)90 atzv,t)zdzdp =

0 0
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1
21a 0/ % = 27ap(0,0) = (2rad(z, 1), p(z,1)).

3.a) ning oxirgi tengligini asoslashga o‘tamiz. Ixtiyoriy p(z,t) € D(R?), z €
R!, t € R! uchun:
(=0'(1)0(a’t* — 2?), p(a, 1)) =

S CAO! / 0(a** — 2)p(, t)dz ) = %[ / %90(5”’”‘“} =0

RI

= 2ap(0,0) = (2ad(z, 1), p(x,1)).

3.b) tengliklar quyidagicha isbot gilinadi. 3. a) tengliklari ¢ ga ko‘paytiriladi.
to(z,t) = to(t)d(x) = 06(x) = 0, —td'(t) = 6(t) ekanligini hisobga olsak, 3.
b) tengliklar kelib chigadi.

1.10 Sekin o‘suvchi umumlashgan funksiyalar va

ularning Furye almashtirishi

1.10.1 Klassik Furye almashtirishi

Bu paragrafda klassik Furye almashtirishi hagida ma’lumot keltirib
o‘tamiz. Bu yerda bajariladigan amallar ma'noga ega bo‘lishi uchun Furye
almashtirishini aniglanadigan funksiyani yetarlicha silliq va cheksizlikda tez
kamayuvchi (Shvars ma'nosida) deb faraz qgilamiz.

Ta’rif. f(x), x € R funksiyaning Furye almashtirishi deb,

Fle) = / ¢ f(2)d

R

tenglik yordamida aniglangan £ o‘zgaruvchili funksiyaga aytiladi.
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Zarurat bo‘lganda f(ﬁ) o‘rniga umumiyroq bo‘lgan F[f(x)](£) belgilash-
dan ham foydalanamiz.

Tabiiy ravishda Furye almashtirishi kompleks qiymatli funksiyalar sinfida
qaraladi, ya'ni ]7(5) funksiya kompleks giymat gabul giladi va hattoki f
haqiqiy giymatli funksiya bo‘lganida ham. Juft funksiyalar bundan istisno.

Furye almashtirishining ba’zi xossalarini keltiramiz:

) P Q) = it [ & @) s = = (i) ()
2) FlI™@)©) = — [ 17 ) 5ede = - = (-i€)"F(6);

3) Flf(x — 20)](€) = / F()e sy — <o fe);

1) Ff(x)es)( / F(2)e Oy = Fle 1 &).

1 va 2-xossalarning isboti bo‘laklab integrallash formulasidan f(z) funksiya
va uning hosilalarining cheksizlikda tez kamayuvchi ekanligini hisobga olgan
holda kelib chiqadi. 3 va 4-xossalar esa sodda almashtirishlar natijasida hosil
bo‘ladi.

E s 1at m a. Tasdigning 1-xossasidan ko‘rinib turibdiki, agar f(x)
funksiya cheksizlikda o (m%) tartibda kamayuvchi bo‘lsa (bunda 1-xossadagi
F[z™ f(2)](£) mavjud bo‘ladi), u holda uning Furye almashtirishi m tartibli
hosilaga ega bo‘ladi; shunga o‘xshash 2) dan ko‘rish mumkinki, agar f(z)
original funksiya qganchalik ko‘p hosilalarga ega bo‘lsa, u holda uning f(f)
Furye almashtirishi cheksizlikda shuncha tez kamayadi.

Faraz qilamiz, o'z navbatida f(ﬁ) funksiyaning ham Furye almashtirishi
mavjud bo‘lsin.

Ta’rif. f(f) funksiyaning teskari Furye almashtirishi deb,

~ 1

FURON) = 5 RO ) = 5 [ FOe de = 3 FIF-)
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tenglik bilan aniglangan F_l[f(f)](x) funksiyaga aytiladi.

Teorema. FUf(¢)](z) = f(z) munosabat o‘rinli.

Teoremaning isboti Furye qatorining qaytish formulasidan kelib chigadi.
Buni matematik tahlil fani biror darsligidan ko‘rib olish mumkin. Yuqoridagi
ta’rifga asosan F[f(&)] = 27 f(—x) tenglik o‘rinli.

T a s d i q (Furye almashtirishining klassik yig‘masi). Funksiyalar
yig‘masining Furye almashtirishi, bu funksiyalar Furye almashtirishlari

ko‘paytmasiga teng:

FI(f % g)(@)](§) = f(£) - (&)
Isbot. Quyidagi tengliklar tasdigning o‘rinli ekanligini ko‘rsatadi:

FI(f * 9)(@))(€) = / / F(t)a(x — t)dt) ez =

/f dt/ x—t)eigxd:v):
/ O / (y)eVda = F(E)3(6).

Tasdiq( Parseval tenghgl). Parseval nomi bilan yuritiluvchi ushbu

[lr@ra = [|7e]

tenglik o‘rinli.
Isbot. Ushbu

/|f ) dx—/f ) Fl) =/( W/f(@e—ifw)f(x)dx:
L[ (f oL [l

tengliklar tasdigqning o‘rinli ekanligini isbotlaydi.

Eslatma. Agar funksiyaning normasini

112 = / () P
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ko‘rinishda kiritsak, u holda Parseval tengligini

IIFAI = 111

shaklda yozish mumkin, ya'ni Furye almashtirishi (% ko‘paytuvchi aniqligi-
gacha) unitarlik xossasiga ega.
Kvant mexanikasida ko‘p ishlatiladigan quyidagi tengsizlik Furye almashti-

rishi xossalaridan kelib chiqadi:

2

/\xf !dr/]ff > T /|f Far| . s)

Bu tenghkm isbotlash uchun t haqiqly parametrga bog‘liq bo‘lgan

J(t) = / ef (@) + f (@) da (19)
R
integralni qaraymiz. Osongina payqash mumkinki, J(t) funksiya ¢ bo‘yicha
nomanfiy kvadratik uchhad. Undan tashqari, agarda ushbu
RN 1
=5
R R

[ (et @F + aF@)f @) do = - [ I (@) iz

R

Fol = [lero] a
R

va

munosabatlarning o‘rinli ekanligini hisobga olsak, (18) tengsizlik (19) kvadrat

uchhadning diskriminanti noldan katta bo‘lmasligini anglatadi.

1.10.2  Asosiy va umumlashgan funksiyalarning Furye

almashtirishi

D(R") dan olingan ¢(z) funksiya R" da lokal integrallanuvchi bo‘lganligi

sababli, bunday funksiyalar uchun Furye almashtirishi aniglangan:

Flgl(€) = / ()€, (20)

Rn
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bu yerda
(57 ilf) - Z fi%
i=1

Flp](&€)— ¢(x) funksiyaning Furye almashtirishi.
a = (a1, a9, ..., ) manfly bo‘lmagan, komponentalari butun «a; son-
lardan iborat vector bo‘lsin (multiindex). D®f(x) orqali f(x) funksiyaning

la] = a1 + as + ... + «, tartibli hosilasini belgilaymiz:

« a|a|f($1,.ﬁl?2,...,l'n) 0
D f(.%’) — 81‘?1%32...1'%” ) D f(l') - f(x)v
0
—, 7 =1,2,..
axj7 j Y Y

Shuningdek, keyinchalik yozuvlarni gisqartirish magsadida

D:(D17 D27 ceny Dn)7 D]:

.

a __ .00 ,,00 & —
2% =z xy? ., ol = aglasl !

kabi belgilashlar ham ishlatiladi.
¢(x) asosiy funksiyalar uchun (20) integral aslida chekli soha bo‘yicha in-
tegraldan iborat. Shuning uchun Furye almashtirishini £ o‘zgaruvchi bo‘yicha

integral ostida istalgancha differensiallash mumkin:

DFI) = [ (i) pla)e s = Fl(in)"(©)

D(R") dan olingan ¢(x) funksiyalarning Furye almashtirishi R” da absolyut
integrallanuvchi va uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lgani uchun, Furye
almashtirishlarining umumiy nazariyasidan unga teskari F~' almashtirish-

ning mavjudligi kelib chiqadi:

p(x) = F[Flell = FIF[l],

bunda
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- Gy le-0)L

Endi f(x) funksiya R" da absolyut integrallanuvchi bo‘lsin. U holda

uning Furye almashtirishi

FIFIE ‘/f ¢, [P < [ Ir)ide < o0
J

R™ da uzduksiz va chegaralangan bo‘lib, ixtiyoriy ¢ € D(R"™) funksiyalar

uchun umumlashgan funksiyani aniglaydi:
(Fifloo) = [ P
R’n

Integrallash tartibini o‘zgartirish haqidagi Fubini teoremasidan foydalanib,

oxirgi integralni o‘zgartiramiz:

[ Fin@e©is= [ [ [ sweeis] oo -

Rn

~ [ 1@ [ ez = [ 1a)Flel(wyds
R» R~ R

Demalk,
(F[fl,¢) = (f, Fle), f€D(R"), ¢ € DR"). (21)
Bu tenglikni umumlashgan funksiyalarning Furye almashtirishi sifatida qabul
qilamiz.
Misol

F[6(z — x)] = €& (22)

tenglikning o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz.

Haqgiqatan ham, (21) ga asosan, ixtiyoriy ¢ € D(R") uchun
(Flo(x — o), ) = (02 — 20), Fle]) =

=qu@=/m®€%% (€0, ).

Rn
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Agar (22) da xp = 0 bo'lsa,

bo‘ladi. Bu yerdan

Shuning uchun

F[1] = (2m)"6(£).

Mis ol n=1bolsin. Quyidagi tengliklarni isbotlang:

r

Flo(r — |a])] :/emfdx _ 2812”"5, (23)
Ple-?) = YT - (24)

(23) tenglikning o‘rinli ekanligiga integralni hisoblab ishonch hosil qilish

mumkin. (24) ni isbotlaymiz. Haqiqatan ham,

R
1 it L & [ (i)
= e y""’aydy——e 12 [ e (y 2a) dy =
« «
R R
i
1 _ & 2
= —¢ 12 e Tdn
0%
i€

2c

Bu integralda integrallash Imn = % chiziqi bo‘ylab amalga oshirilyapdi. Bu
chiziqni haqiqiy o‘qqa siljitish mumkinligi va ixtiyoriy a € R uchun

/ e dn = /eyzdy = (25)

Imn=a

bo‘lishini ko‘rsatamiz.



Sekin o'‘suvchi umumlashgan funksiyalar 69

Buning uchun Koshi teoremasiga asosan

/e"’gdn =0, n=y+1ir (26)
Cr
tenglikning o‘rinli ekanligidan foydalanamiz. Bu yerda C, = C/UC"UeUe,

kontur chizmada tasvirlangan.

T
A

Cr

Cr”

5-chizma. C). konturning tasviri.

e :=[0 <7 <a, 7= =+r] kesmalarda

|e_772| _ ’€—y2+72—2iy7‘ _ e—r2+72

formula o‘rinli bo'lib, r — oo da e+ = 0 ekanligi uchun

lim </+/>e_”2dT:O
r—00
er+ er—

tenglik kelib chiqadi. Bunga va (26) formulaga asosan, (25) ning birinchi
tengligiga ega bo‘lamiz:

lim e‘"zdn: lim </+/>€_T2d7': /e‘dey— / e " dr = 0.
r—00 r—00

Cr croocr —00 =ia

T

[kkinchi tenglikni isbot qilish uchun f(x,y) = e~*~¥" musbat, juft funksiyani
va

Yy = {x,y: 2 +y? <, gpzarctang € [O,g}},
T
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’yoz{a:,y:()gxgr,()gxgr},

Y m
Yo, =T, Y - 2+ 92 < V2r, ¢ = arct —E{O,—}}
V2r {Jiy e +y V2r %) arcanx 5

sohalarni olib va v, C 70 C 7,5, ekanligidan foydalanib,
/e_x2_y2dxdy < /e_xQ_dexdy < / e_xQ_dexdy
Vr Y0 Yv2r

tengsizlikni hosil gilamiz. Soddalashtirishlarni bajarib,

I = /e$292dxdy://ep2pdg0dp:
0 0

Yv2r

r

/e ppdp— 4(1—6_T2);

0

Mlﬂ

Vv2r

3 ferme=30-e)

0

formulalarni yozamiz. Bularni yuqoridagi tengsizlikka qo‘yib,

r

1me) < (fera) <3-e)

0

ga ega bo‘lamiz. Bu yerda r — oo da limitga o‘tib,

00 2

2 T
_:Ed e
/6 v 4

0
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yoki

(0.9]

/ e dr = g (27)

0
tenglikni hosil qgilamiz. Integral ostidagi funksiyaning juftligidan (25) teng-
likning ikkinchi qismi kelib chiqadi.

1.10.3  Sekin o‘suvchi S asosiy funksiyalar fazosi

Regulyar umumlashgan f(z), x € R funksiyaning Furye almashtirishi,
tabiiyki, ushbu

/ / Fla)eda) o(€)de = / F(@) (p(©)eede ) dr = (£.5)

integral tengliklar ko‘rinishida aniqlanadi. Biroq, hamma vaqt ham ¢(z) €
D (R) dan ¢(§) € D (R) kelib chiqavermaydi. Masalan,

1, |z| <a,
:U:
J {o, o] > a

funksiya finit (ammo silliq emas) va uning Furye almashtirishi

~ 2sinaé

f&) = ¢

dan iborat bo‘lib, u finit funksiya emas.

Shunday qilib, D’ (R) dagi barcha funksionallar uchun Furye almashtirishi-
ni aniglab bo‘lmas ekan. Ammo funksionallar sinfini toraytirib uni amalga
oshirish mumkin. Buning uchun ularni kengroq asosiy funksiyalar sinfida

(xususiy hol sifatida finit funksiyalarni o‘z ichiga oluvchi) qarash zarur.

T a’ rif. Aytaylik, ¢(x) funksiyalar uchun quyidagi shartlar o‘rinli
bo‘lsin:
1) ¢ € O~ (R); 2) ixtiyoiy k,! € NUO sonlar uchun |z| — codax¥¢W(z) —
0.
U holda bu funksiyalar to‘plamiga S (R) asosiy funksiyalar fazosi deb

aytiladi. Demak, S (R) to‘plam cheksiz differensiallanuvchi va |z| — oo da
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hosilalari bilan birga |z|~! ning ixtiyoriy darajasiga nisbatan tezroq kamayuv-
chi funksiyalardan iborat.

S ga tegishli oddiy funksiya sifatida ¢(z) = e ni misol keltirish
mumKkin.

Ravshanki, D C S. Demak, ixtiyoriy finit va cheksiz differensiallanu-
vchi funksiya S ga tegishli bo‘ladi. Bundan tashqari, 1) S chizigli fazo
hisoblanadi; 2) S dan olingan funksiyalar ko‘paytmasi yana S ga tegishli;
3) ixtiyoriy k,l € N U0 sonlar uchun |z| — oo da

W (z)| < Culz|®, Cu, = const

tengsizlikni qanoatlantiruvchi silliq h(x) funksiyaning ixtiyoriy ¢ € S funksiya-
ga ko‘paytmasi yana S ga tegishli bo‘ladi.

T a’rif. Agar ixtiyoriy k,[ lar uchun z*¢")(z) = 0 bo'lsa, ¢,(x)
funksiyalar ketma-ketligi .S da nol funksiyaga yaqinlashuvchi deyiladi, ya'ni
n — oo da ¢, () 20, Agar n — oo da on(z) — O(7) 2 0 bolsa, n — oo
da ¢n(z) > ¢(z) bo'ladi.

Masalan, %e‘xz funksiyalar ketma-ketligining n — oo da S asosiy funksiya-

lar fazosida 0 ga yaqinlashishini ko‘rish mumkin.

Tasdiq. D asosiy funksiyalar fazosi S da to‘la (D = S), ya'ni
ixtiyoriy ¢ € S uchun shunday ¢, € D ketma-ketlik mavjudki, u .S da ¢ ga
yaqinlashadi.

Isbot. Haqgigatdan ham, yuqoridagilarni hisobga olib, ko‘rsatilgan ketma-

ketlikni har doim
T

on() = o) ()

ko‘rinishda olish mumkin, bu yerda n(x) € D va |z| < 1 da aynan birga
teng. Bunday funksiyalarga "qirqish funksiyalari" deb yuritiladi. Misol

uchun, n — oo da
6) =80 (2) + 2oty () = 60)

va boshqa hosilalari uchun ham yaqinlashish shu kabi ko‘rsatiladi.

Endi S dagi asosiy funksiyalarning zarur xossalarini keltirib o‘tamiz.
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Tasdiq. Ixtiyoriy ¢ € S uchun ¢ € S munosabat o‘rinli.

Isbot. 1) |z| — oo da |¢(z)| < & baho bajarilishidan [ ¢(z)e**dx in-
tegralning yaqginlashuvchi ekanligi kelib chigadi, ya'ni ixtiyoﬂsiy ¢ € § uchun
gz~3 mavjud, bu yerda C'— biror o‘zgarmas son;

2) hosilani

506) = [ (i)' ola)eas
R

integral ko‘rinishda tasvirlash mumkinligi va |¢(x)| < % bahodan ixtiyoriy
tartibli ¢)(¢) hosilaning mavjudligi kelib chiqadi;

3) 1-xossadan ixtiyoriy & € N uchun |¢] — oo da 16 (€) — 0 ckan-
ligi kelib chiqadi. 2-xossadan esa bu mulohazalar ¢ (&) uchun ham o‘rinli
ekanligini olamiz. Shunday qilib, gg(f ) funksiya S dagi asosiy funksiyalarning
barcha shartlarni qanoatlantiradi.

T asdiq. Ushbu F[S] C S munosabat o‘rinli.

Isbot. Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni shunday ¢, € S funksiya to-
pilib, S dagi qandaydir funksiyani Furye almashtirishi ko‘rinishda tasvirlab
bo‘lmasin. Ammo, ¢ = F~[py(€)] = %F[&O(—g)] tengliklar bu farazning

noto‘g'ri ekanligini ko‘rsatadi.

1.10.4  Sekin o‘suvchi umumlashgan funksiyalar va

umumlashgan Furye almashtirishi

T a’rif S daaniglangan chiziqli uzluksiz funksionallar sekin o‘suvchi
umumlashgan funksiya deb aytiladi va bu funksiyalar to‘plamini S" kabi bel-
gilanadi.

Ko‘rish mumkinki, S € D', ya'ni finit funksiyalarda aniglangan funk-
sionallar kamayuvchi funksiyalarda aniglangan kengroq sinfda, ma'noga ega
bo‘lmasligi mumkin.

M is o L. Klassik e’ funksiya D’ da regulyar umumlashgan funksiyani
hosil giladi, ammo S~ da u regulyar umumlashgan funksiya emas (ixtiyoriy

¢(z) € S uchun [, e*’ ¢(x)dx integral uzoqlashuvchi).
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Biroq 2™ klassik funksiya yordamida qurilgan regulyar umumlashgan
funksiya ixtiyoriy m uchun S’ ga tegishli.
T asdiq. Agar f(x)— lokal integrallanuvchi funksiya uchun |z| — oo

da |f(x)| < colx|™, cg = const > 0 tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda
(Fla)ofa)) = [ F@)o(e)ds (28)
R

funksional chiziqli va uzluksizdir.

Isbot. S asosiy funksiyalarning xossasiga ko'ra |¢(z)| < l% tengsiz-
lik o‘rinli, bu yerda k ni ixtiyoriy ravishda tanlash mumkin. Uni k =
m + 2 ko'rinishda olsak, u holda | f(z)¢(z)| < &. Bu yerdan, (28) integral-
ning yaqginlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. Xuddi shunday mulohaza yuritib
va ¢(x) ni ixtiyoriy k,1 larda 2¥¢(®)(x) ga almahstirilib, (28) integralning

mavjudligi isbotlanadi, va agar
ol (z) = 0

bo‘lsa, || — oo da integral nolga yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Oson ko‘rish mumkinki, 9, 73%, 6,--- €S Shuning uchun quyidagi tas-
diq orinli.

T asdiq. Agar f € D' —finit funksiya bo‘lsa, u holda f € S’ bo'ladi,
undan tashqari ixtiyoriy ¢ € S uchun (f, ¢) := (f,n¢), bu yerda n(x) € D—
"qirqgish funksiyasi" bo‘lib, suppf atrofida aynan birga teng.

Isbot. Modomiki, n(x)¢(x) € D ekan, u holda (f,n¢) ni n(x) "qirgish"
funksiyasiga bog‘liq emasligi ko‘rsatish yetarli. Haqgiqatan ham, ixtiyoriy
¢(z) € D va suppf atrofida n;(z) — n2(x) = 0 bo‘lgani uchun

(f;me) — (fymed) = (f, (m —n2)¢) = 0.

Endi yuqoridagi mulohazalarga asoslanib, S’ fazoda Furye almashtirishini
kiritish mumkin.

Ta’rif f(z) e S funksionalning Furye f almashtirishi S* dagi
funksional bo‘lib, (f,¢) = (f, ) qoida orqali aniglanadi.
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Misollar. 1) 4 =1. Hagigatan ham,

<&@=w@w~Mn=/mww:u¢>

2) F[o(x + a) — d(x — a)] = —2isin(a&), a = const.
Bu tenglikning isboti (22) dan kelib chiqadi.
3)

(Flo(e). o) = (00).0) = [ | [ o(©pedg | ar. (29
0 \R
Modomiki, (29) integral « bo‘yicha uzoglashuchi bo‘lgani uchun, integrallash

tartibini almashtirish mumkin emas. Biroq integral ostida limitga o‘tib,

soddalashtirishlarni davom ettirish mumkin:

(0.9]

/ / (¢ fodg dz = lim / (€)ellEHie xdé)dm _

0 0

— lim / e / gilE+ie l’dx)dg i [ 2 e

£50 e=0 ) —i(§ +ie)
R

Shunday qilib, F[0] = =7.
Ushbu paragrafning 1-bandidagi xossalar umumlashgan Furye almashtirish-

lari uchun ham o‘rinli bo‘ladii. Ulardan birinchisini tekshirib ko‘raylik:

(5:0) = (7:-6) = (£.-F161) = (£.10)0) =

ya'ni

d - :
d_gf = F[(iz) f].

Qolganlari ham shunga o‘xshash ko‘rsatiladi.

Teskari umumlashgan Furye almashtirishini

1

AN = - FIFEO)-2)
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yoki .
F“Wf@ﬂ@ﬁ?=§;FUX—®K$)
ko‘rinishda aniglash mumkin. Bu formulalar ekvivalentdir.

T asdiq. Umumlashgan Furye almashtirishi uchun
FFf]=F'Ff=f

munosabat o‘rinli. Bundan F?[f] = 27 f(—x) ekanligi kelib chiqadi.
Isbot. Ushbu
(FFUf],0) = (F'[f].¢) =

1 ~

= (5 FIA(-£).9) = (f, 5-FIS(-0)) = (£.6)

tengliklar tasdigning o‘rinli ekanligini ko‘rsatadi.

Masalan, F~[1] = § va F~![1] = ;- F[1] ekanligidan F[1] = 27 tenglik
kelib chigadi.

F[P1] ni topamiz. Soxotskiy formulasi va F[f] = &Li()’ Pl =—if +ind
tengliklardan

F[Pé] = —2mif(—¢) +im = imsign(§)
ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

Yuqorida ta’kidlab o‘tilganidan, klassik funksiya cheksizlikda qanchalar
tez kamayuvchi bo‘lsa, uning Furye almashtirishi shuncha yuqori tartibli
silliq bo‘ladi.

Shunday qilib, quyidagi mulohaza o‘rinli:

Agar f € D'— umumlashgan funksiya finit bo‘lsa, u holda F [f] € C>,

undan tashqari
FIf](€) = (f.n(x)e™)
o‘rinli, bu yerda n(x) € D funksiya suppf atrofida birga teng.

T a s diq (Funksiyalar yig‘'masining umumlashgan Furye almashtirishi).
Faraz qilaylik, f € S', g € S. U holda F[f * g] = 3.

Isbot. (F[f #gl.6) = (f * 9,8) = (f. (9, 3(x +y))). Oxirgi ifodaning
ichki qavsida g regulyar funksiyaning klassik Furye almashtirishidagi qiymati

keltirilgan. Shuning uchun

(9,9(x+y)) =
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= [atway [ oepis = [to©e | [ gy | ds = Fiog)
R R R R
Bu tengliklarni davom ettirib,

(f. Flog)) = (f,¢9) = (f3. ¢

N—

ga ega bo‘lamiz.

Misol.n=2da p# € D'(R?) funksiyani ¢ € D lar uchun quyidagi

tenglik bilan kiritamiz:

() | e |

|lz|<1 |z|>1

Bunday aniglangan funksiyaning Furye almashtirishi

1
F(pW) = —orln|¢| — 2mc (13)
ga teng, bu yerda
[1— [
e [1bl,  Fat,
u u
0 1

va

S~
—~
S
N—
I
]
A/\
>\ |
| =
\-[G\—g‘
VR
N R
N———
[N}
oyl
|

k=0
0 indexli Bessel funksiyasi (7-bobning 2-paragrafiga qarang). (13) tenglik-

ning o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz. Haqiqatdan ham, ixtiyoriy ¢ € D lar

(L))~ o)

_ [ R PO, [ A,

|22

uchun

|z|<1 R? |x|>1 R2
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2

- /1 % / o(€) / (e'““lflcosﬁ —~ 1) ddedr+
0

R2 0
00 2

+ / ! / ©(€) / eleleosd g qe dr =
1 TRQ 0

=2 / + [ e(© Lhtrle] - 1 dgar + 2m 7 [ e niriendcar -

RQ

_ Fale)—1,  Faeed |
QW/SO@L/ o [ A d]dg

zzw/w(é) {/01 %dw]ojoiu)du] d¢ =

- —2”/90(5) (In €] + o) dé = (=2x In |€| — 27y, ()
R2

tengliklar (13) formulaning o‘rinli ekanligini ko‘rsatadi.

1.11  Oddiy differensial tenglamalarni

yechishning Furye almashtirishi usuli

Bu paragrafda biz
LE(x)=6(x), x €R

ko‘rinishdagi tenglamaning yechimini Furye almashtirishi usuli bilan topishni

organamiz. (1.13) da
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L= Z pkdxk, pr— O‘zgarmas sonlar .

(1. 13) nlng har ikkala tomoniga Furye almashtirishini qo‘llab,
L(—i&)€ =
ga ega bo‘lamiz, bunda L()\) — ko‘phad, L()\) := > pp*.
k=0
L(—i&)€E = 1 tenglamaning yechimini hozircha
1
L(—i€)

ko‘rinishda yozamiz, bunda birinchi qo‘shiluvchi qandaydir xususiy yechim.

£ =

+ "bir jinsli tenglamaning umumay yechima”

Ma’lumki, € ga teskari Furye almashtirishini qo‘llab, £ ni topishimiz mumkin.

Ba’zi hollarni muhokama etamiz. Birinchidan, oldin aytilgani kabi, bir
jinsli tenglamaning umumiy yechimi ¢;0(x — &,,) ko‘rinishdagi ifodalarni
yig‘indisidan iborat, bu yerda ¢;— ixtiyoriy koeffitsientlar, &, — £(—¢) ko‘phad-
ning ildizlari (agar £(—¢) ko‘phad ildizlari karrali bo‘lsa, bu yig‘indiga delta
funksiyaning hosilalari ham kiradi). Shuning uchun bir jinsli tenglama umu-
miy yechimining teskari Furye almashtirishi ixtiyoriy koeffitsientli exp(i&,, )
ko‘rinishdagi ifodalardan tuzilgan yig‘indiga keladi (agar L(—¢&) ko‘phad il-
dizlari karrali bo‘lsa, bu yig‘indida z" exp(i§,,x) kabi qo‘shiluvchilar ham
ishtirok etadi). Shunday qilib, bir jinsli L(—i&)y = 0 algebraik tenglama-
ning umumiy yechimi va Ly = 0 differensial tenglamaning umumiy yechimi
Furye almashtirishi orqali bog‘langan.

Ikkinchidan, L(—i€)y = 1 tenglamaning xusuiy yechimini ifodalovchi
L ) funksionalga aniq ma’'no berish zarur. Agarda L(—if) ko‘phadning

L(—i&

haqiqiy ildizi mavjud bo‘lmasa ( A ifoda haqiqiy sonlar o‘gida silliq funksi-

' T
ya bo‘ladi va bu qo‘shiluvchining teskari Furye almashtirishi klassik ma’'noda
tushuniladi (bu holda, odatda, integral qoldiglar yordamida hisoblanadi).

L(—1€) ko‘phadning haqiqiy ildizlari mavjud bo‘lgan holda (aytaylik, £;—n;
karrali bitta 11d1z) ( ) ifodani oddiy kasrlarning yig‘indisi shaklida yozish
kerak. Haqiqiy sonlar o‘gida maxraj nolga aylanmaydlgan kasrlar bilan

yuqgorida bayon etilgani kabi ish tutiladi. o M < n; ko‘rinishdagi

(=) 5
qo‘shiluvchilarni Pty 5 Y funksional ma’nosida tushunish mumkin (3-paragraf-

ga qarang).
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M is ol Ikkita £y = dIQ
mashtirishini qo‘llab, (€2 4 a®)€ = 1 ni olamiz. "+" ishora bo‘lgan holda,

+ a? operatorni qaraymiz. Furye al-

quyidagiga ega bo‘lamiz

~ 1 ) .
5(5) = m + 015(£ - za) + 025(5 + ZCL)
yoki
1 € 6:17 ax 1 —ax
E(r) = — o a2d§ - —C’le %026
R

(keyinchalik tenglamaning umumiy yechimini keltiramiz). Integralni hisoblab.

—alz|

2a

e

E(x) =

"—" holda esa,

£(6) = %(pfia+pfia)

yoki (4-paragrafga qarang)

ni hosil gilamiz.

1

E(x) = = (—sign(z)e ™™ + sign(zx)e'™) = %sin(ax)sign(x).

RS

M is ol. Oddiy ¢ = 1 ko‘rinishdagi tenglamani Furye almashtirishi
usuli yordamida yechamiz. Furye almashtirishini qo‘llagandan so‘'ng —i&y =
270(&) ni olamiz. Modomiki, 6(¢) funksiyaga faqat uzluksiz yoki silliq funksi-
yani ko‘paytirish ma’noga ega ekan, oxirgi tenglamani £ ga bo‘lib xususiy
yechimini topish mumkin emas. Shunday qilib, bu yerda Furye almashtirishi
usulini qo‘llash qiyinchilik tug‘diradi (chunki, keltirilgan tenglamaning o‘ng
tomoni oo da kamayuvchi emas). Biroq misol oddiy bo‘lgani uchun bu qiy-
inchilikni chetlab o‘tish mumkin. Haqiqatan ham, —i{y = 2mwd(£) tenglama-
ning umumiy yechimi

HE) = C3(E) + 25 (€) = yla) = o+

dan iborat bo‘lishini oson tekshirish mumkin.
Misol
2y + (1 — Ny = ()
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tenglamaning yechimini quramiz. Furye almashtirishini qo‘llagandan so‘ng

£ +Xj = -

tenglikni olamiz. Oson tekshirish mumkinki, bu tenglamaning xususiy yechimi
Us = —% agar A # 0 bo‘lsa, va aksincha holda, y}l = —p% ga teng.

Bu misolda oddiylik uchun manfiy bo‘lmagan butun A\ larni garaymiz,
yani A=m € Z, m>0.

m =0 da

@@%>w§+aﬂa

ga ega bo‘'lamiz. y(z) yechimni topish uchun oxirgi tenglamaga Furye al-

mashtirishini qo‘llaymiz va

yoki |
(@) = Cup + Cad(w) + 0.
ga ega bo‘lamiz, bunda y,— funksional xy(x) = sign(x)/2 tenglamaning

xususiy yechimi hisoblanadi. Modomiki,

(sign(z), 6) = / 6(x) — p(—a)lda

ekan, v, sifatida

R
_1 ¢(z —) —2¢(0) ,
y*7 5/
0

formula yordamida quruladigan funksiyani olish mumkin.
Endi faraz qilaylik, m # 0 bo‘lsin. U holda
§(E) = —— + O + Cad™(6)
m gm
bo‘lib, Furyening teskari almashtirishini qo‘llash natijasida berilgan tenglama-

ning umumiy yechimini hosil gilamiz:

1
y(x) = —EcS(a:) + Cra™ tsign(x) + Coa™.



2-Bob. Xususiy hosilali differensial
tenglamalarning
klassifikatsiyasi.
Asosly masalalarning

qo‘yilishi

2.1 Sterjenda issiqlik tarqalishi.

Issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi

Sterjenda issiqlik tarqalishi jarayonini qaraymiz. Ox o‘qni sterjen bo‘ylab
yo‘naltiramiz va u(z, t) orqali  nuqtaning t vaqtdagi haroratini belgilaymiz.
Faraz qilaylik, sterjenning harorati y va z koordinatalarga bog‘liq bo‘lmasin.
Bu esa har bir tayin vaqtda sterjenning izotermik kesimi uning ko‘ndalang
x = const kesimi bilan ustma-ust tushishini va barcha ko‘ndalang kesimlari
bir xil S yuzaga ega bo‘lishini bildiradi.

Haroratning o‘zgarishi faqat issiqlik targalishi natijasida ro‘y bersa,
energiyaning saglanish qonuniga asosan sterjenning [zq, 5] oraliqdagi qis-
mining [t1,t5] vaqt mobaynida haroratini o‘zgartirishga sarflangan issiqlik
energiyasi sterjenning [x1, 9] qismi uchlari orqali olgan issiglik migdoriga
teng bo‘ladi. Bu faqat ajratilgan [z1, x9] qismning x = x1 va & = x9 uchlari
orqali o‘tgan issiqlik oqimi wu(x,t) issiqlik o‘zgarishini aniglashni bildiradi.

Sterjenning x koordinatali kesimi orqali issiqlik oqgimi birlik vaqt mobaynida
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Oz bo‘ylab bu kesim orqali o‘tuvchi issiglik miqdoriga teng.

[ssiqlik oqimining zichligi w (z nuqtada) deb, ko'ndalang kesimning bir-
lik yuzasi orqali o‘tuvchi oqimga aytiladi. Ravshanki, issiqlik sterjenning
yuqori haroratli gismidan past haroratli gqismiga uzatiladi. Bu fakt w va va

u miqdorlarni bog‘lovchi quyidagi Furye qonuni bilan ifodalanadi:

ou
— =
“ ox’
bu yerda k£ > 0 issiglik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti bo‘lib, u sterjen materiali

xossalariga bog'liq. [x1, z5] kesma orqali T vaqtda o‘tuvchi issiqlik oqimi

(E(Lj]

ga teng. Faraz qilaylik, sterjenning solishtirma issiqlik sig‘imi (birlik massaga

ou(x,T)
ox

ou(x,T)

S ox

k —k

IT=X9

ega bo‘lgan jismning issiglik sig'imi) ¢ = const > 0, chiziqli zichligi p =

const > 0 va issiqlik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti £ = const > 0 bo‘lsin,

J r J
] = grad - gr’ ol = %’ Ikl = sm-s-grad
U holda [z1,xs] kesma va [t1,t5] vaqt oralig'i uchun issiqlik muvozanati
tenglamasi
T to

S/cp [u(z,ts) — u(z, ty)] dax = S/ (w(z1,T) — w(ze, )] dr =

1 ty

to
B ou(x, 1)
s | [k_ax
tq

] dr (1)
ko‘rinishida bo‘ladi.

u(x,t) funksiya uzluksiz u; va u,, hosilalarga ega bo‘lsin. (1) tenglama-

ou(x, T)

— K ox

T=T9

ning chap va o‘ng tomonlarini (ty — t1) (2 — 1) ga bo‘lamiz. Hosil bo‘lgan
ifodalarga integral ko‘rinishdagi o‘rta giymat haqgidagi teoremani qo‘llab,
t1, to larni t ga va xq, xo larni esa x ga intiltiramiz. Natijada issiqlik mu-

vozanati tenglamasi

k
Uy = a*Uyy, a° = — (a=const>0)
cp
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ko‘rinishda yoziladi.
Bu differensial tenglamaga issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi deyiladi.
Sterjenning harorati nafagat unda issiqlik tarqalishi natijasida, balki tashqi
kuchlarning ta’siri ostida ham o‘zgarishi mumkin. Bu ta’sirlar sterjenning
u(x,t) haroratiga bog'liq bo‘lmasin. Faraz qilaylik, oniy issiqlik manbalari-
ning hajm zichligi F'(x,t) ma’lum bo‘lsin. Bu esa sterjenning [x,z + dx]

kichik gismidan [t,t 4 dt] vaqt oralig'ida
J

s - sm?

F(z,t)Sdxdt, [F|=

issiqlik ajralishini bildiradi. U holda (1) issiqlik muvozanati tenglamasining

t? 22
S//F(sc,T)dxdT

t1 X1

o‘ng tomoniga

ifoda qo‘shiladi. F'(z,t) funksiyani o‘zining argumentlari bo‘yicha uzluk-
siz deb faraz qilib, integral ko‘rinishidagi o‘rta giymat haqgidagi teoremadan
foydalansak,

Ut:a2uxx+f(x7t)a = g (2)

bir jinsli bo‘lmagan issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi hosil bo‘ladi.

Agar sterjen bir jinsli bo‘lmasa, uning materialini xarakterlovchi funksiya-
lar x ga bog'liq bo‘ladi, yani ¢ = ¢(z), p = p(x), k = k(z). (1) issiqlik
muvozanati tenglamasida bular hisobga olinsa, (2) chiziqli o‘zgarmas koeffit-
sientli tenglama o‘rniga quyidagi o‘zgaruvchan koeffitsientli issiglik o‘tkazuv-

chanlik tenglamasi hosil bo‘ladi:

ctapteyudant) = 5 (Ko ™) 4 Flao), )

Sterjen materialining xossalari uning haroratiga ham bog‘liq bo‘lishi mum-
kin, masalan, issiqlik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti haroratga bog'liq, ya‘ni

k = k(x,u) bo'lsa, (3) tenglama o‘rniga chizigli bo‘lmagan

ou(z,t)

X

c(x)p(x)us(x,t) = 83 (k(x,u(x,t))

X

) + F(x,1) (4)
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tenglamani qarashga to‘g'ri keladi. ¢ = c(x,u), p = p(x,u) bo‘lgan hol-
lar ham uchrab turadi. (3) va (4) tenglamalarni keltirib chiqarishda ¢ va
p funksiyalarni uzluksiz, k£ funksiyani esa uzluksiz differensiallanuvchi deb
hisobladik.

Sterjen haroratining o‘zgarishi uning yon sirti orqali tashqi muhit bi-
lan issiqlik almashinuvi natijasida ham ro‘y berishi mumkin. Faraz qilay-
lik, tashqi muhitning harorati z va t larga bog‘liq bo‘lmasin va sterjen yon
sirti orqali tark etayotgan oqimining zichligi Nyuton qonuniga bo‘ysunsin,
va‘ni u(x,t) —u,, ayirmaga proporsional bo‘lsin, bu yerda u,,— tashqi muhit
harorati. Bu holda [z, xs] kesma va [t1, t5] vaqt uchun issiqlik muvozanati

tenglamasini yozamiz:

T2

S/cp [u(z,ts) —u(x, t1)]dx =

I

B k@u(m,T)

ta T2 to a2
—|—S//F(x,7')da:d7' = //a (u(z, 7) — up,) dxdr,
ty a1 t1 1

bu yerda p - sterjen izotermik ko‘ndalang kesimining perimetri (u holda pdz
- yon sirt yuzasi elementi), o > 0 - sterjen sirti va muhit o‘rtasidagi issiqlik
almashinuv koeffitsienti.

Bir jinsli sterjen (k, ¢, p, a, S, p - o‘zgarmaslar) uchun (1) issiglik mu-
vozanati tenglamasida bo‘lgani kabi, issiglik yo‘qotish effekti inobatga olin-

gan quyidagi issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasini olamiz:
ut = a2uacm + f(x? t) - b(U(ZE, t) - um): (5)

bu yerda b = g—cpp = const > 0.
Agarda u(z,t) funksiya o‘rniga v(x,t) = u(x,t) — u,, funksiya kiritilsa,
bu funksiya
vy = a*vg, + fx,t) — by
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tenglamani qanoatlantiradi. Bu tenglamaning o‘ng tomonidagi oxirgi hadini
yo‘qotish uchun yangi w(x,t) funksiyani v(x,t) = e w(x,t) formula bilan

kiritish kifoya. U holda w(z,t) funksiya uchun
Wi = aPwyy + €M f

tenglama hosil bo‘ladi.
Ba‘zi hollarda issiqlik tarqalish jarayonlari vaqtga bog'liq bo‘lmaydi, ya‘ni
u = u(x). Masalan, (2) tenglama bu hollarda

F(z)
k

Uy = —

stasionar issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasiga o‘tadi.

x va t erkli o‘zgaruvchilarning o‘rniga yangi 2’ va t’ o‘zgaruvchilarni ' =
x, t' = a’t formulalar bilan kiritsak, u; = a?u,, tenglama (2, t') funksiya
uchun u; = U, ko‘rinishni gqabul giladi. Unda u = u (2'(x), ¢'(t)) bo‘ladi.

Tenglamani noma‘lum funksiya o‘rniga boshqa yangi funksiya kiritish
natijasida ham soddalashtirish mumkin. Quyidagi misolni qaraymiz:

M is ol (Byurgers tenglamasi).

Issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi bilan bog‘langan Byugers tenglamasi

deb ataluvchi ushbu
chizigli bo‘lmagan tenglamani qaraymiz.

Agar (6) tenglamani x bo‘yicha diffirensiallab, v(x,t) = wu,(x,t) deb
belgilash kiritsak,

Vy = Uy + 200,
tenglama hosil bo‘ladi. Yana bitta yangi funksiyani w(z,t) = e“®? tenglik
bilan kiritib, quyidagi hosilalarni hisoblaymiz:

Wy = ute“, Wy = Ugjeu, Wea = (ua:x + (u$)2)eu'

U holda (6) dan w(z, t) funksiyaning w; = w,, issiqlik o‘tkazuvchanlik tengla-
masini qanoatlantirishi kelib chiqadi. Bunda faqat musbat w = e* > 0

yechimlar qaraladi.
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2.2 Fazoda issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi.

Chegaraviy shartlarning qo‘yilishi

Bu paragrafda issiqlik tarqalish tenglamasini uch o‘lchovli (fazoviy o‘zgaruv-
chilar bo‘yicha) hol uchun keltirib chigaramiz. Muhit z = (21, 2, z3) nug-
tasining ¢ vaqtdagi haroratini u(x,t) orqali, shu nuqtani o‘z ichiga olgan
biror hajm (soha) ni D orqali belgilab olamiz. D ning chegarasi S bo‘lsin.
Ravshanki, muhit turli qismlarining harorati turlicha bo‘lsa, u holda ko‘proq
qizigan gismidan ozroq qizigan gismga qarab issiqlik harakatlanadi. D
hajmda [tq, 5] vaqt oralig'i issiglik o‘zgarishini tekshiramiz.

ds sirt elementi orqali issiqlik oqimi deb ds dan birlik vaqt ichida o‘tuvchi
issiqlik miqdoriga aytiladi. Uni issiqlik oqimi zichligining w(x,t) vektori
orqali aniglash mumkin. Agar n — ds sirtga o‘tkazilgan tashqi birlik normal
bo‘lsa, u holda ds orqali o‘tuvchi issiglik oqimi (w,n)ds ga teng bo‘ladi.

[zotron muhitlarda (issiglik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti k issiglik tarqa-
lish yo‘nalishiga bog'liq emas) Furye qonuniga asosan w = —kgrad, u, bu
yerda k& > 0 issiqlik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti bo‘lib, bir jinsli muhitlar
uchun k& = const va bir jinsli bo'lmagan muhitlar uchun k& = k(z). Yopiq
bo‘lakli silliq S sirt bilan chegaralangan D’ C D sohani ajratamiz. Faraz qi-
laylik, p(z) muhitning zichligi, ¢(z) uning solishtirma issiqlik sig‘imi bo‘lsin.
F(z,t) orqali issiqlik manbalarining zichligi (birlik vaqt ichida birlik hajm-
dan ajralgan, unga o‘tgan issiqlik miqdori) ni belgilaymiz. D’ soha va [t1, to]

vaqt oraligi uchun issiqlik muvozanati tenglamasini yozamiz:

/// z) [u(z, ta) — u(z, ty)] drrdasdes =
idt//(w’n)d‘s+/tt2///F($,t)dx1d:c2dx3,
oy S

Ravshanki, Gauss-Ostragradskiy formulasiga ko‘ra

//(w,n)ds:///divxwdxldxgdxg,
9 D
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bu yerda div,w = wy, + Wy, + wy,. Faraz qilaylik, u(z, t) funksiya bir marta
t bo‘yicha va ikki marta x1, x9, x3 o‘zgaruvchilari bo‘yicha uzluksiz differen-

siallanuvchi bo‘lsin. U holda Furye qonuniga ko‘ra
div,w = —div, (kgrad, u),

va issiqlik muvozanati integral tenglamasi ushbu

/ / / 2) [u(, ta) — u(x, t1)] doydaadas =

lo
= /dt///divx(kgradxu)dxld:vgdxg%—
t D
2
+ / dt / / / Fla, t)dz:dzadzs (7)
i D’

F(z,t) funksiya barcha argumentlari bo‘yicha uzluksiz bo‘lsin. (7) for-

ko‘rinishni oladi.

muladagi har bir fttf va [ [ [ integrallarga o‘rta qiymat haqidagi teoremani
D/

qo‘llab, natijani D’ sohaning hajmiga va ty — t; ga bo‘lamiz. D’ soha
hajmini kichraytirib, x nuqtaga, t;,% larni ¢ ga intiltirib limitga o‘tamiz.
u(x,t) funksiyaning yuqorida qayd etilgan hosilalari mavjudligi to‘g risidagi

farazimizga asosan quyidagi tenglamani olamiz:
c(x)p(x)u(x, t) = divg(k(zx) grad,u(z, t)) + F(x,t). (8)

Bu tenglamaga uch o‘lchovli o‘tkazuvchanlik tenglamasi deyiladi. Agar ¢ =

const, p = const, k = const (bir jinsli muhit) bo‘lsa, (8) tenglama
w(x,t) = a*Agu(x,t) + f(x,t) 9)

soddaroq ko‘rinishni oladi. Bu yerda A,u = div, grad, u(z,t) - x o'zgaruvchi-

lar bo‘yicha Laplas operatori,

CLQZ ﬁa f(l‘,t) -
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Issiglik tarqalish jarayonini to‘la ifodalash uchun muhitda haroratning
boshlang‘ich tarqalishi (boshlang‘ich shart) hamda muhitning chegarasidagi
harorat berilishi zarur. Boshlang‘ich shart u(z,t) funksiyaning boshlang‘ich

t vaqtdagi giymatini berishdan iborat, ya‘ni

uli=t, = (). (10)

Chegaraviy shartlar haroratining chegaradagi rejimiga qarab turlicha bo‘lishi
mumkin. Ularning ba‘zilarini ko‘rib chiqamiz.

Agar S chegarada berilgan bir xil ug harorat saglanayotgan bo‘lsa, u
holda

ul|s = wg, ug = const. (11)
Agar S ga issiqlik ogimi bir xil bo‘lsa, u holda

ou
N on

= w1, uy = const. (12)
s

Agar S ga issiqlik oqgimi bir xil bo‘lsa, u holda

K+ bl = )|

. =0 (13)

S

bo‘ladi, bunda A - issiqlik almashinish koeffitsienti, u,,— atrofdagi muhitning
harorati.

Xuddi issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasiga o‘xshash zarrachalar diffuziyasi
tenglamasi keltirib chiqariladi. Faqgat bunda Furye qonuni o‘rniga birlik
vaqtda ds elementar gismdan o‘tuvchi zarrachalar oqimi uchun Nerist qo-

nunidan foydalanish kerak. Bunga asosan

0
dQ = —EZ2 s,
on
bu yerda E(x)— diffuziya koeffisenti, u(x,t) - t vaqtda = nuqtadagi zarralar
zichligi. w(x,t) zichlik uchun (8) ko‘rinishidagi tenglamaga ega bo‘lamiz,
unda p g‘ovaklik koeffisentini belgilaydi, p = E(x), ¢ esa muhitning singdirish-

lik xossasini ifodalaydi.
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2.3 Statsionar issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi:
Laplas va

Puassan tenglamalari

[ssiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun shunday qo‘shimcha shartlarni
tanlash mumkinki, bunda harorat ¢ vaqtga bog‘liq bo‘lmay qoladi: u; = 0.
Bunday issiqlik tarqalish jarayoni statsionar deyiladi. Agar issiglik o‘tkazuv-

chanlik koeffitsienti k = const bo‘lsa, u holda statsionar u(z), x € D harorat

(14)

tenglamani qanoatlantiradi. (14) tenglamaga Puassan tenglamasi deyiladi.

Agarda D sohada issiqlik manbalari bo‘lmasa, statsionar u(x) harorat D

da
Au(z) =0 (15)
tenglamani qanoatlantiradi. (15) tenglamaga Laplas tenglamasi deyiladi.

Nostatsionar issiglik o‘tkazuvchanlik va diffuziya tenglamalari, Laplas
va Puassan tenglamalarini DD sohaning aniq shakliga bog‘liq ravishda max-
sus tanlangan koordinatalar sistemasida yozish qulaydir. Masalan, agar
D to'g'ri burchakli parallelepiped ko‘rinishida bo‘lsa, u holda tabiiyki, bu
tenglamalar uchun qo‘yilgan masalalarni dekart koordinatalar sistemasida
tanlagan ma‘qul. Shardan iborat D soha uchun sferik koordinatalar sis-
temasi qulay hisoblanadi.

Ba‘zi hollarda harorat fazoviy koordinatalardan biriga bog‘liq bo‘lmay
golishi mumkin. Masalan, Oxizsx3 dekart koordinatalar sistemasida bunday
koordinata sifatida x3 ni olaylik, yani u = u(x1,x2,t) bo‘lsin. U holda D
sifatida Oxjx9 tekislikka tegishli soha qaraladi. Bunda ham (8), (9), (14),
(15) tenglamalar o‘z ko‘rinishini saqlaydi (faqat u funksiyasining x5 bo‘yicha
hosilasi nolga tengligini hisobga olish zarur). Bu holda D sohaning shakliga
mos ravishda Ox129 to‘g'ri burchakli koordinatalar sistemasi o‘rniga boshqa,
masalan, qutb koordinatalaridan foydalanish qulaydir.

Laplas operatorini yuqorida aytilgan koordinatalar sistemasida yozamiz:

Oxiz9x3 dekart koordinatalar sistemasida:
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— Pu QPu y .
Au = 0x3 +8x§ +81’§’

Sferik koordinatalar r1 = rsiniy cosp, x9 = rsinysing x3 = rcosy

10 ([ ,0u

n 1 0 sin ou N 1 d%u
— [ siny— ;
rZsin ) O o r2sin 92 9?2’

sistemasida:

X1 =Tcosp, xo=rsinp 3=z sistemasida:

2 2
Au 18<8u> 1 0%y O%u

e r—m - -
ror \_ Or * r2 0p? * 0z
Tekislikda bu operator quyidagi koordinatalar sistemasida ko‘p uchraydi:
Oxiz9 dekart koordinatalar sistemasida:
Pu  O%u
Au=— + —;
Oz} i x3

qutb koordinatalar sistemasida:

) Q@) L 1o
ror \ Or r2 0p?

Eslab o‘tamiz, statsionar jarayonlarni to‘la ifodalash uchun chegaradan
holatni, ya‘ni (11), (12) va (13) chegaraviy shartlardan birini berish zarurdir.

Endi haroratning statsionar tagsimotiga doir masalalarni ko‘ramiz.

M i s o l. Issiqlik manbalariga ega bo‘lmagan bir jinsli sterjen (D =
(0,1)) boshlang‘ich t = 0 vaqtda u(z,0) = upx, wuy = const haroratga ega
hamda ¢ > 0 vaqtlarda sterjenning uchlarida «(0,¢) = 0 va u(l,t) = ugpe,
sterjenning yon sirti muhitdan ajralgan issiqlik almashinuvi yo‘q bo‘lsin. U
holda u(z,t) = wx funksiya u; = a’u,, tenglama va barcha shartlarni
ganoatlantiradi, ya‘ni u sterjenda haroratining statsionar tagsimoti bo‘ladi.

M is o l. Agar t = 0 boshlang‘ich vagtda bir jinsli tekis doiraviy plas-
tinka (D = {(r,p) : 0<r <ry, 0<¢ <2r}, r,¢po— qutb koordinatalari)

u(r, ¢, 0) = ugrsinp, ug = const
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haroratga ega bo‘lib, barcha t > 0 vaqtlarda u chegarasi orqali

U(T, ¥, t) = (T SIN

harorat bilan taminlanib turilsin. U holda bevosita hisoblashlar yordamida
u = uprsin ¢ funksiyaning u; = a?Au tenglamani qanoatlantirishini, yani
haroratning plastinkadagi statsionar taqgsimoti bo‘lishini ko‘rish mumkin.
Misol Birjinsi D={(r,p,¥):0<7r<r, 0<¢p<2r0<
Y < 7}, shar uchun uning chegarasida barcha ¢ < 0 vaqtlar uchun doimiy
u(ro, @, 1, t) = ugro(ug = const) harorat va sharning ichki nuqtalarida

vaqtga nisbatan doimiy bo‘lgan haroratning markaziy simmetrik

2
F(r,p,0,t) = F(r) = ——
T

tagsimoti berilgan bo‘lsin. Bu holda shardagi harorat ¢, burchaklarga
bog‘liq bo‘lmaydi va

2
Ag — 10 <T28u> 10 (ru)

T 20y or]  r or

Bevosita hisoblashlar yordamida u(r, ¢, 1, t) = ugr funksiyaning

2a° 2
u = a’Au — ¢t ( yoki Au = _u0>
r r

tenglamani ganoatlantirishiga ishonch hosil gilish mumkin.

2.4 Elastik sterjenning bo‘ylama tebranishi

Tashqi kuch ostida elastik sterjen cho‘ziladi yoki qisqaradi, ya‘ni ster-
jen zarralarida ko‘chish ro‘y beradi. Bunda sterjenda bu kuchlarga garshi-
lik ko‘rsatuvchi o‘zaro qo‘shni zarralar o‘rtasida ichki elastik kuchlar paydo
bo‘ladi, ya'ni sterjen deformatsiyalanadi. Agarda sterjendan tashqi kuch-
lar olinganda deformatsiya yo‘qolsa, bu deformatsiya elastik deyiladi. Tinch
holatda sterjenning barcha ko‘ndalang qismlari bir xil S yuzaga ega deb

hisoblaymiz. Faraz qilaylik, Ox o‘qi bo‘ylab yo‘nalgan tashqi kuchlar ta‘sirida
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sterjenning istalgan ko‘ndalang kesimi o‘zining shaklini o‘zgartirmaydi. Bun-
day sterjenni bir o‘lchovli deb hisoblash mumkin. Elastik tutash mubhit-
larda paydo bo‘ladigan kuchlanishlar va kichik deformatsiyalar orasidagi
bog‘lanishi Guk qonuni bilan ifodalanadi. Kuchlanish bu jism kesimining
birlik yuzasiga to‘g‘ri keluvchi elastik kuchdir. Agar elastik F,; kuch sirt
kesimiga perpendikulyar bo‘lsa, u normal elastik kuch deyiladi. Faqat ster-
jen bo‘ylab yo‘nalgan tashqi kuchlar ta‘sirida unda hosil bo‘ladigan normal
kuchlanishlarni garaymiz, ya'ni kuchlanishni o orqali belgilasak, u holda
o = F,/S. Guk qonuniga binoan normal kuchlanishli nisbiy uzayishga pro-
porsional: agar sterjen tinch holatdagi [ uzunligi tashqi kuchlar ta’siri ostida
[ + Al ga teng bo‘lib qolsa, u holda UE% bo‘ladi. Bunda E > 0 sterjenning
materialiga bog'liq bo‘lib, unga Yung moduli deyiladi, [E] = gr/(sm - s?).

Dastlab sterjen bo‘ylab tagsimlangan kuch ostida hosil bo‘ladigan stat-
sionar deformatsiyani qaraymiz. Tinch holda [z, x + Az] holatga ega bo‘lgan
sterjenning gismi uchun Guk qonunini yozamiz. Tinch holda x koordinataga
sterjenning biror zarrasi to‘g‘ri kelsin. F'(z) - Ox bo‘ylab tagsimlangan va
f(x) chizigli zichlikka ega bo‘lgan sterjenga ta‘sir etuvchi tashqi kuch bo‘lsin.
Ma‘lumki, f(z) - birlik uzunlikka to‘g‘ri keluvchi kuch: f = %—5. Tashqi kuch
ostida x zarra (nuqta) biror u(z) miqdorga ko‘chadi. Tinch holda x + Az
koordinatali zarra esa u(x + Ax) ga o‘tadi. Demak, sterjenning ajratilgan
qismi

[z +u(z), x + Az + u(z + Az)]
holatga siljiydi. Bu gismning nisbiy uzayishi
u(z + Az) — u(z)
Ax

ga teng. u(x) funksiya uzluksiz va differensiallangan deb, u(x + Azx) — u(z)

ayirmani Lagranj formulasiga asosan yozib olamiz. U holda Guk qonuni
o(z) = E(z)uy(x +0Az), 0 <0 <0

bo‘lishini ko‘rsatadi. Agar Az — 0 desak, u holda o(z) = E(x)u,(x), ya'ni
elastik kuch x nuqtada

Fa(z) =0(x)S = SE(x)u,(x)
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ga teng. F = F(x) sterjen bir jinsli emasligini bildiradi.
Endi [x1,25] kesmani ajratamiz. Agar sterjen holati statsionar, ya‘ni
cho‘zilish jarayoni tugagan bo‘lsa, u holda sterjenning ixtiyoriy [z1, x2] kesmasi

uchun

9
/f(x)dx + SE(x)uy(z2) — SE(x1)us(x1) =0
x1
muvozanat tenglamasi o‘rinli. Agar sterjen nuqtalari uchun f(z) > 0 bo‘lsa,
xo nuqtada [z1, x9] sterjenning ajratilgan qismiga Oz o‘qining musbat tomoniga
yo'naltirilgan x > 9 tomondan, x; nuqtada esa Oz o‘qining manfiy tomoniga
yo‘naltirilgan = < 1 tomondan elastik kuch ta’sir etadi. Faraz qilaylik, f(x)
uzluksiz, E(x) uzluksiz differensiallanuvchi, u(x) esa ikki marta uzluksiz
differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsin. f;f f(x)dx integralni o‘rta qiymat
haqidagi teorema yordamida yozib olamiz va SE(x) = k(x) belgilash kirita-
miz. Kuchlar muvozanati tenglamasini xo — 21 ga bo‘lib olib, x1 va x5 larni

x ga intiltiramiz. U holda u(z) funksiya sterjenning statsionar cho‘zilishini

= (r0 ™) = s

oddiy differensial tenglamani qanoatlantiradi. Bir jinsli sterjen (k = const)

ifodalovchi

uchun

k
tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglamaga, odatda, bir o‘lchovli Puassan tenglamasi
deb ham aytiladi. Agar elastik sterjenning holati nostatsionar bo‘lsa, u holda
u siljish vaqtga ham bog'liq bo‘ladi. u(zx,t) funksiya tinch holda x koordi-
nataga ega bo‘lgan nuqtaning ¢ vaqtdagi sterjen bo‘ylab ko‘chishi bo‘lsin.
U holda w(x,t) funksiya t vaqtdagi = nuqtaning harakat tezligi. Umu-
miylik uchun sterjenni bir jinsli emas deb hisoblaymiz. Agar p(x) x nug-
tadagi massaning hajm zichligi bo‘lsa, p(x)Sdx sterjenning dx uzunlikka
ega bo‘lgan gismining massasi bo‘ladi. Sterjenning ixtiyoriy [z1, x| qis-
mini tanlaymiz. Bu kesma uchun [t1, 5] vaqt oralig‘ida harakat migqdorining
o‘zgarishi (harakat miqdorini o‘zgarishi sterjen bo‘ylab f(x,t) chizigli zich-
lik bilan tagsimlangan F'(x,t) tashqi kuchlar va ko‘rsatilgan vaqt oralig‘ida
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ta’sir etuvchi elastik kuchlar hisobiga ro‘y beradi) quyidagiga teng:
9
S/ [ur(z, ta) — w(x, ty)] p(z)de =
t2 i) tg
//f(x, t)dxdt + / [SE(x2)uy(z2,t — SE(x1)uy(x,t)] dt.
tl X tl

f(z,t) funksiyani har ikkiala argumenti bo‘yicha uzluksiz deb

/f(a:, t)dxdt

ty a1

integralni o‘rta qiymat haqidagi teoremaga ko‘ra yozib olamiz. Faraz qilaylik,
Uz, Va Uy hosilalar mavjud va uzluksiz bo‘lsin. Qolgan ikkita integralni ham
o‘rta gqiymat haqgidagi teoremaga ko‘ra yozib olamiz. Hosil bo‘lgan tenglikni
xo—x1 va to—ty larga bo'lib, x1, x5 larni x ga, t1, 5 larni esa t ga intiltiramiz.
U holda u(z,t) funksiya

OPu(xz,t) 0 Ou(w,t)
sz = L (k™) 4 fa

tenglamani qanoatlantiradi. Agar k = const, p = const bo‘lsa, tenglamani

f

2
utt:auxx+_s

ko‘rinishida yozish mumkin, bu yerda a? = p% > 0, a = const > 0.. Bu
tenglamalar to‘lqin yoki tebranishlar tenglamasi deb yuritiladi.
Agar F(x,t) = 0 bo'lib, tebranishi faqat elastik kuchlar (masalan, ster-

jenning biror boshlang‘ich cho‘zilishidan so‘ng) ta‘sirida sodir bo‘lsa, u holda
Uy (2,1) = a*ugy(z,1). (16)

(16) ga erkin tebranishlar tenglamasi deyiladi. Tebranish jarayonida ster-
jenga ishqalanish kuchlari ta'sir etishi mumkin. Agar ishqalanish kuchi
uy(,t) tezlikka proporsional bo‘lsa, (16) tenglama o‘rniga us = a*u, — buy,

b = const > 0 tenglama qaraladi.
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2.5 Tor va membrananing ko‘ndalang tebranish
tenglamasi.

Fazoda tovush to‘lqinlari

Tor deganda erkin egiladigan, ingichka ip tushuniladi, boshqacha aytganda,
tor shunday qattiq jismki, uning uzunligi boshqa o‘lchamlaridan anchagina
ortiq bo‘ladi. Muvozanat holatida torni Oxyz fazoda butun Ox o‘q yoki
uning biror gismi kabi tasavvur etish mumkin. Tor (z,0,0) nuqtasining

muvozanatdan chigarilgandan keyingi holatini berish uchun

{ug(z,t), ug(x, t), us(x,t)}

vektorni kiritamiz. Biz torning tekis ko‘ndalang tebranishini tekshiramiz,
ya‘ni bu shunday tebranishki, tor hamma vaqt Ozz tekislikda yotadi va un-
ing har bir nuqtasi Oz o‘qqa perpendikulyar to‘g'ri chiziq bo‘yicha siljiydi.
Bu degani, muvozanat vaqtida x absitsaga ega bo‘lgan torning nuqtasi tebra-
nishi jarayonida ham shu absissaga ega bo‘ladi. U holda z nuqtaning ¢ vaqtda
muvozanat holatga nisbatan Oz o‘q yo‘nalishida siljishini belgilovchi u(x, t)
skalyar funksiyaga qarash yetarli. Torni egish natijasida unda ichki elastik
kuchlar paydo bo‘ladi. Torning elastikligi bu kuchlarning har bir vaqtda
torga o‘tkazilgan urinma bo‘ylab yo‘nalishini bildiradi. Tor tebranishini
kichik va Guk qonuniga bo‘ysinadi deb hisoblaymiz. U holda T elastiklik
kuchi z, ¢ larga bog‘liq bo‘lmaydi va uning Oz o‘qqa proyeksiyasini T'u,(x, t)
ga teng deb olish mumkin. Bundan tashqari, ko‘ndalang tebranishlar qara-
layotganligi uchun torga ta‘sir etuvchi barcha kuchlarning Oz o‘qqa proyek-
siyalari yig‘indisi nolga teng bo‘ladi.

Faraz qilaylik, torga Oz o'q yo‘nalishida f(z,t) chizigli zichlik bilan
tagsimlangan tashqi kuch ta‘sir qilsin. Xuddi oldin bo‘lgani kabi torda
(1, x5] kesmani ajratib olib, [t1,ts] vaqt oraligida uning harakat miqdori-
ning o‘zgarishini topamiz. Agar p(x) tor massasining chizigli zichligi (bir

jinsli tor uchun p(z) = const) bo‘lsa, pu(x,t)dr - dz uzunlikka ega bo‘lgan
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tor gismining impulsi bo‘ladi. Bu holda muvozanat tenglamasi

To ta
/p (ug(x, to) — w(x, ty)) doe = /T (ug(xa,t) — w1, t)) dt+
1 tq
t2 T2

/ f(z, t)dzdt
ty o
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu tenglamadagi har bir integralda o‘rta qiymat haqidagi
formulani qo‘llab, hosil bo‘lgan tenglamalarni o — 21 va ty — t; ayirmalarga
bo‘lamiz. u(z,t) funksiya uzluksiz ikkinchi tartibli w,,(x,t), uy(z,t) hosi-
lalarga ega deb faraz qilib, xuddi oldin bo‘lganidek, z1, x5 larni x ga va tq, to

larni ¢ ga intiltiramiz. U holda quyidagi tenglamaga ega bo‘lamiz:

wy(z,1) = a*uy,(z,t) + g(x, 1), (17)

bu yerda a? = % = const, g(x,t) = %f(:z:,t). (17) ga torning ko‘ndalang

tebranishlar tenglamasi deyiladi. Agar f(x,f) = 0 (u holda g(z,t) = 0)
bo‘lsa, unga erkin tebranishlar tenglamasi deyiladi.

a > 0 tor materiali xossalari bilan aniglanadi. Bu miqdor Oz bo‘yicha
torning tebranish tezligiga teng ekan. Endi Oxy tekislikda chegarasi S ga
teng D sohani qaraymiz. Uni ikki o‘lchovli bir jinsli muvozanat holdagi
membrana deb hisoblash mumkin. Faraz qilaylik, membrananing (z,y,0)
nuqtasi muvozanat holatdan chiqarilgandan so‘ng t vaqtda Oz o‘qi bo‘yicha
u(z,y,t) miqdorga siljisin. Membranada to‘lqin tarqalish tenglamasini olish
uchun xuddi torning ko‘ndalang yoki sterjenning bo‘ylama tebranishlaridagi

kabi farazlarni qabul gilamiz. U holda

utt(xayat) — a2(u$;v(x7y7t) + uyy(x, yat))

membrananing kichik erkin ko‘ndalang tebranishlar tenglamasini hosil qi-
lamiz. Agar membranaga ko'ndalang tashqi kuchlar ta‘sir gilsa, unda memb-

rananing tebranish tenglamasi

utt('ra ya t) = CLQ(Uxx(.CC, y7 t) + uyy(xv y7 t)) + g(xa t; y)
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ko‘rinishida bo‘ladi.
wy (M, t) = a*Au(M,t), M = M(zx,y, z)

ko‘rinishida to‘lgin tenglamasi bilan fazoda tovush tarqalish jarayonlarini
ifodalash mumkin. Tovush chiqaruvchi jismlar: tor, membrana, musiqali
asboblar va har qanday boshqa tovush manbalari havoning bo‘ylama tebra-
nishini hosil giladi. Tovush to‘lginlarining targalishini o‘rganish uchun havoni
Guk gonuniga bo‘ysunuvchi elastik muhit deb hisoblab, Gyugensning to‘lgin

harorati prinsipidan foydalanish mumkin.

2.6 Moddiy nuqtaning og‘irlik kuchi ta’siridagi
harakat tenglamasi

Dekart ortogonal koordinatalar sistemasida Oxi29 vertikal tekislikda mod-
diy M(x1,z2) nugta og'irlik kuchi ta’sirida (&1, &), & > 0 holatdan (&, 0),
& > & holatni egallash uchun harakatlanayotgan bo‘lib, ¢ vaqt & baland-
likning funksiyasi bo‘lsin, yami ¢t = #(&). M (1, x2) nuqta harakat trayek-
toriyasini topish talab etilsin.

dr, dzy

Ma'lumki, M (z1, x2) nuqta tezlik vektori o = (%, %2) moduli uchun

[0 = 2g(&2 — 22)

tenglik o‘rinli, bu yerda g— og‘irlik kuchi tezlanishi.
Agar y(z1, x2)— soat mili harakati yo‘nalishiga teskari yo‘nalish hisoblana-
digan tezlik vektori bilan x7 o‘qning musbat yo‘nalishi orasidagi burchak

bo‘lsa, yuqoridagi tenglikka asosan

dx , .
d_t2 = |v|siny = /2g(& — x2) siny

formulani hosil qilamiz. x1 = z1(29) traektoriya noma’lum bo‘lgani uchun,

ushbu

1

QO(SUQ) = Sin’}/(iUl(SL‘Q),SCQ)’ |90(x2)‘ > 1
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funksiya ham noma’lum bo‘ladi. Bu va oldingi formuladan

p(a)dxy
29(52 - 1'2)

tenglikni olamiz. Bu tenglikni 0 dan & gacha oraliqda integrallab,

1)

HEy) = — p(x2)dr

29(52 - $2)

yoki

1)

o(x2)dry _
oy @) @) V29t (62)

tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu tenglamada noma’lum funksiya integral ostida
bo‘lgani uchun, u integral tenglamadir.

Bu tenglamaning |p(z2)| > 1 shartni qanoatlantiruvehi yechimini topsak,

u holda p
o _ ctgy = V/cosec? —1

diCQ
tenglikdan izlanayotgan traektoriyaning

1)
x1(mo) = / V3 (t) — 1dt

tenglamasini topamiz. Bunga tautorron to‘qg‘risidagi masala deyiladi.

2.7 Xususiy hosilali differensial tenglamalar va

ularning yechimi to‘g‘risida tushuncha

n o‘lchovli R™ Evklid fazosida nuqtaning dekart koordinatalarini x1, xo, . . . , T,
n > 2 orqali belgilaymiz. Tartiblangan manfiy bo‘lmagan n ta butun son-
ning o = (a1, qs,...,q,) ketma-ketligi n tartibli multiindeks deyiladi,
la] = a1 + as + ... + «, soniga multiindeks uzunligi deyiladi. @ - R"

fazodagi biror soha (ochiq bog‘langan toplam) bo‘lsin.
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u(x) = u(wy, o, . .., x,) funksiyaning x € @ nuqtadagi |o| = a3 + as +

...+ a,, tartibli hosilasini

ololy,

(67 « (7%
0x ' 0xy ... Oxy”

ko‘rinishda yozamiz. Masalan, @ = «; xususiy hol uchun

D% = D" D3?* ... Doy = D = u(z)

0%u

2 TiZ5
ox;

D% = O _ Du, Dju = Ou
Gxi

— =
ox;"

= u,,, Diu=

F = F(x,...,qq, ...) funksiya @) soha x nuqtalarining va ¢, = qu,ay..a, =
D%u, a; = 0,1,... haqiqiy o‘zgaruvchinig berilgan funksiyasi bo‘lsin.
T a’rif. Ushbu

F(x,...,D%,...) =0 (18)

tenglik noma’lum w(x) = u(xy, x9, .. ., x,) funksiyaga nisbatan zususiy hosi-
lali differensial tenglama deyiladi.

(18) da qatnashayotgan hosilaning eng yuqori tartibiga tenglamaning
tartibi deyiladi.

Agar F barcha q, (|| = 0,1,...,m) o‘zgaruvchilarga nisbatan chiziqli
funksiya bo‘lsa, (18) tenglama chiziqli differensial tenglama deyiladi.

Agar tenglamaning tartibi m bo‘lib, F' barcha q,, , || = m o‘zgaruvchilar-
ga nisbatan chiziqli funksiya bo‘lsa, (18) tenglama kvazichiziqli differensial
tenglama deataladi.

Ta rif. (@ sohada aniglangan u(x) funksiya (18) tenglamada ishtirok
etuvchi barcha hosilalari bilan uzluksiz bo‘lib, uni ayniyatga aylantirsa, u(z)
ga (18) tenglamaning klassik yechimi deyiladi.

Xususiy hosilali m—tartibli chiziqgli differensial tenglamani ushbu

Lu = Z ao () D = f(x) (19)
la|<m
ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda a, lar tenglama koeffitsientlari,

L= Z aq(x) D

|| <m
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esa xususiy hosilali m— tartibli differensial operator deyiladi.

Barcha = € @ lar uchun (19) tenglamaning o‘ng tomoni f(x) nolga teng
bo'lsa, (19) tenglama bir jisnli, f(x) nolga teng bo‘lmasa, bir jinsli bo ‘Imagan
tenglama deyiladi.

Agar u(x) va v(z) funksiyalar bir jinsli bo‘lmagan (19) tenglamaning
yechimlari bo‘lsa, ravshanki (tenglama chiziqli bo‘lgani sababli) w(z) =
u(z) — v(x) ayirma bir jinsli (f = 0) tenlamaning yechimi bo‘ladi.

Agarda w;(z), i = 1,..., k funksiyalar bir jinsli (f = 0) tenglamaning
yechimlari bo‘lsa, u(z) = Zle c;u;(x) funksiya ham, bu yerda ¢;— haqiqiy

o‘zgarmaslar, shu tenglamaning yechimi bo‘ladi.

Xususiy hosilali ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglama

3 Ayl ai 5‘% +y° Bz-(x)g; +Cla)u = f(x) (20)

ij=1 i=1
ko‘'rinishda yoziladi, bu yerda A;;, B;, C, f - @ sohada berilgan haqiqiy

funksiyalardir.

(20) tenglama berilgan sohada hech bo‘lmaganda bitta A;;,¢,7 =1,...,n
koeffitsient noldan farqli deb hisoblaymiz. Tenglamada ¢ # j bo‘lganda
alohida-alohida Ajjus,z,, Ajitiz,e, qo‘shiluvchilar ishtirok etmay balki ular-
ning yig'indisi (Aj; + Aji) U, ishtirok etadi. Shu sababli umumiylikka
ziyon yetkazmay hamma vaqt A;; = A;; deb hisoblaymiz.

Eslatib o‘tamiz, () sohada aniglangan va k—tartibgacha xususiy hosi-
lalari bilan uzluksiz bo‘lgan haqiqiqiy u(x) funksiyalar sinfi C*(Q) orqali
belgilanadi, C'(Q)— @ sohada uzluksiz funksiyalar sinfi. g(z) € C*(Q)

funksiyaning normasi

k
= max |Dg(x
lgl ; nax | Dg(z)|

kabi aniqlanadi.
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2.8 Xarakteristik forma tushunchasi, ikkinchi
tartibli differensial tenglamalarning

klassifikatsiyasi va kanonik ko‘rinishi

Faraz qilaylik, (18) tenglamaning tartibi m bo‘lib, F(x, ..., qa,- .. ) funksiya

do = Gay.as...0, | @ |= m o‘zgaruvchilar bo‘yicha uzluksiz birinchi tartibli

hosilalarga ega bo‘lsin. Aq,..., A, haqiqiy o‘zgaruvchilarga nisbatan ushbu
oF
K\ d) =) G\ AT AT (21)

m darajali bir jinsli ko‘phadni yozib olamiz. Bu ko‘phadga (18) tenglamaga
mos bo‘lgan zarakteristik forma deyiladi.
Ikkinchi tartibli kvazichiziqli

Z Aij(2)Ug e, + G2, U, Uy, - U, ) =0 (22)

i,j=1

differensial tenglama uchun, bu yerda A;;(z) € C(D), (21) forma

QA1 An) = D Ag(z)Aid; (23)
ij=1
kvadratik formadan iborat bo‘ladi.

Xususiy hosilali differensial tenglamalar, shu jumladan (22) ko‘rinishidagi
ikkinchi tartibli tenglama o‘rganilganda, erkli o‘zgaruvchilarni almashtirib,
tenglamalarni soddaroq ko‘rinishga olib kelishga harakat qilinadi. Shu maqgsad-
da dastlab (22) tenglamada erkli o‘zgaruvchilarni almashtirganda uning A;;(z)
koeffisiyentlari qanday o‘zgarishini qarab chiqamiz. x = (x1, ..., x,) o‘zgaruv-

chilar o‘rniga y = y(z), ya'ni
Y; :yi(xbx?a"'vxn)a 1= 17"'7”

o‘zgaruvchilarni kiritamiz. x nuqtaning () sohaga tegishli biror atrofida y; €
C? bo‘lsin va ushbu yakobian

D(y1, ..., yn)
D(zy,...,z,)

£ 0.
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Bu shartga ko‘ra x o‘zgaruvchilarni y lar orqali bir giymatli ifodalashimiz

mumkin, ya‘'ni x = z(y). (22) tenglamadagi u(z) funksiyaning hosilalarini

yangi y o‘zgaruvchilarga nisbatan hisoblaymiz:

Z 0%u Oy, Oy, Z ou Py
(9@‘1(9% 8yk8yl Ox; Ox; 6yk dx;0x;
Hosil gilingan 1f0da1arn1 (22) tenglamaga qo‘yib, uni ushbu

n
E : Ak‘luykyz + G(yv Uy Uyys - - - 7uyn) =0,
k=1

ko‘rinishda yozib olamiz, bu yerda

Ay Oy
Z gy 0x; 8:13]
1,5=1

(24)

(25)

G orqali G dan va birinchi tartibli hosilalar ishtirok etgan hadlardan tashkil

topgan ifoda belgilangan.
o € () nuqtani tayin qilib,

8yk(m0)
8.%2'

Yo = y(x0), B =

belgilashlarni kiritamiz.

(25) formula xy nuqtada quyidagicha yoziladi:

Ak;l yO Z Azg To ﬁk‘lﬁl]'
k=1
(23) kvadratik formani gy nugtada yozib olamiz:
Q=) Aij(zo)AiA
ij=1

Maxsus bo‘lmagan ushbu

Ai = Zﬁki&m det(Bi) # 0
=1

(26)
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Affin almashtirish natijasida (27) kvadratik forma

Q=" Auyo)ér& (29)
k=1

ko‘rinishga keladi. Bu kvadratik formaning koeffisiyentlari (9) formula bilan
aniqlaniladi.

Shunday qilib, (22) tenglamani zy nuqtada x o‘zgaruvchilar o‘rniga yangi
y = y(x) o‘zgaruvchilarni kiritib soddalashtirish uchun, shu nuqtada (27)
kvadratik formani maxsus bo‘lmagan (28) chiziqli almashtirish yordamida
soddalashtirirish yetarlidir.

Algebra kursidan ma’lumki, hamma vaqt shunday maxsus bo‘lmagan
(28) almashtirish mavjud bo‘lib, u yordamida (27) kvadratik forma quyidagi
ko‘rinishga keltiriladi:

Q=Y mé. (30)
k=1

bu yerda ui,k = 1,...,n koeffitsientlar 1, —1,0 giymatlarni qabul qiladi.
Shu bilan birga musbat (manfiy) koeffitsientlar soni va nolga teng bo‘lgan ko-
effitsientlar soni (forma defekti) affin invariantdir, ya'ni bu sonlar faqat (27)
forma bilan aniglanib, (28) almashtirishning tanlanishiga bog‘liq bo‘lmaydi.
Bu esa (22) differensial tenglama A;;(x) koeffitsientlarining xy nuqtada qabul
giladigan giymatlariga qarab, klassifikatsiya qilish imkonini beradi.

Demak, yuqorida almashtirishlardan so‘ng (25) tenglama

Z [y, + Gy, w, g, . uy, ) =0 (31)
k=

ko‘rinishga olib kelinadi.

Ikkinchi tartibli differensial tenglamaning aralash hosilalar qatnashma-
gan bunday ko‘rinishi, odatda uning kanonik (sodda) ko‘rinishi deyiladi.

Agar barcha u; = 1 yoki barcha uy = —1,k = 1,...,n bo‘lsa, yani €
forma mos ravishda musbat yoki manfiy aniqlangan bo‘lsa, (22) tenglama
x € @ nuqgtada elliptik tipdagi yoki elliptik tenglama deyiladi.

Agar py, koeffitsientlardan bittasi manfiy, qolganlari musbat (yoki aksin-
cha) bo‘lsa, (22) tenglama x € @) nuqtada giperbolik tenglama deyiladi.
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1y koeffitsientlardan [ tasi, 1 < [ < n — 1, musbat, qolgan n — [ tasi
manfiy bo‘lsa, (22) tenglama ultragiperbolik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar puy koeffitsientlardan bittasi nolga teng, qolganlari noldan farqli
bo‘lsa, (22) tenglama = € Q) nuqtada parabolik tenglama deyiladi.

Agar koeffitsiyentlardan kamida bittasi nolga teng bo‘lsa, (22) tenglama
keng ma’'noda z € ) nuqtada parabolik tenglama deb ataladi.

Agar (22) tenglamada () sohaning har bir nuqtasida elliptik, giperbolik
yoki parabolik bo‘lsa D sohada mos ravishda elliptik, giperbolik yoki parabolik
tipdagi tenglama deb ataladi.

Agar noldan fargli bo‘lgan, bir xil ishorali ag, o1 haqiqiqy sonlar mavjud

bo‘lib, barcha x € () nuqtalar uchun ushbu

ozozn:)\?SQ(Al,...,An) Salzn:)\?
1=1

i=1
tengsizlik bajarilsa, {2 sohada elliptik bo‘lgan (22) tenglamaga tekis elliptik
tenglama deyiladi.

Masalan, ushbu Trikomi
Uz, + T1Ugyz, = 0

tenglamasi x1 > 0 yarim tekislikning har bir nuqtasida elliptik bo‘lishi bilan
birga, u bu sohada tekis elliptik emasdir.

() sohaning turli gismlarida (22) tenglama har xil tipga tegishli bo‘lsa,
unga aralash tipdagi tenglama deyiladi.

Yuqorida keltirilgan Trikomi tenglamasi x5 = 0 o‘qning ixtiyoriy qismini
o'z ichiga olgan ixtiyoriy () sohada aralash tipdagi tenglamaga misol bo‘ladi.

Yoqorida bayon qilingan (22) tenglamaning klassifikatsiyasini ekvivalent
tarzda A = ||A;;|| matritsaning xarakteristik sonlariga asoslanib ham berish
mumkin. Buning uchun algebradan ma’lum bo‘lgan (27) kvadratik for-
maning (30) kanonik ko‘rinishidagi ux, & = 1,...,n sonlar A matritsaning
xarakteristik sonlaridan iborat ekanligini eslash yetarli. Ma’lumki, simmetrik
(A;; = Aj;) matrisaning barcha xarakteristik sonlari haqigiydir.

Eslatib o‘tamiz, A matrisaning xarakteristik sonlari ushbu

det(A— M) =0
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algebraik tenglamaning ildizlaridan iborat, bu yerda I - birlik matritsa.
Demak, (22) tenglama berilgan ) sohaning ixtiyoriy = nuqtasida A
matritsa xarakteristik sonlarining ishorasini aniglab, (22) tenglamaning qaysi
tipga tegishli ekanini bilib olish mumkin.
Endi xarakteristik sirt tushunchasini kiritamiz. Ushbu
&u Ow
Z Ayl axl ox; =0

i,j=1

tenglamaga (22) differensial tenglama xarakteristikalarining tenglamasi de-
yiladi.

Agar w(xy, ..., z,) funksiya xarakteristikalar tenglamasini qanoatlantirsa
w(xy,...,xy) =c¢, c= const

tenglik bilan aniglanadigan sirt berilgan (22) differensial tenglamaning zarak-
teristik sirti yoki xarakteristikasi deyiladi. O‘zgaruvchilar soni ikkita bo‘lganda
xarakteristik egri chiziq haqgida so‘z boradi.

Xarakteristikalar tenglamasini qurish uchun (22) differensial tenglamaga
mos bo‘lgan (23) kvadratik formani tuzib, unda \; = g—;’i, A= 887%; deb, hosil
bo‘lgan ifodani nolga tenglashtirish zarur.

Faraz qilaylik, w € C? bo‘lsin. (22) tenglamani kanonik ko‘rinishga
keltirish magsadida x; o‘zgaruvchilar o‘rniga kiritilgan y; o‘zgaruvchilardan
bittasini, masalan, y; ni y; = w(xy,x9,...,x,) deb hisoblasak, u holda
xarakteristikalar tenglamasiga ko‘ra A;; = 0 bo‘ladi. Shuning uchun ham
diffe- rensial tenglamaning bitta yoki bir nechta xarakteristikalar oilasini

bilish, bu tenglamani soddaroq ko‘rinishga keltirish imkonini beradi.

2.9 Yuqori tartibli differensial tenglamalarning

va sistemalarning klassifikatsiyasi

m-tartibli xususiy hosilali kvazichizigli differensial tenglama

> aa(x)Du+ G(z,u, ..., Dlu,...) =0 (32)

|a|=m
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ko‘rinishda yoziladi, bu yerda G orqali = o‘zgaruvchilar, noma’lum v = u(z)
funksiya va uning 1,..., m — 1 tartibli hosilalarini o‘z ichiga olgan ifoda
belgilangan.

(32) tenglamaga mos bo‘lgan xarakteristik forma (21) ga asosan

KA ) = > ag(z)\® (33)

|al=m
ko‘rinishda yoziladi.

Agar x € () nuqtada Ay, ..., \, o‘zgaruvchilarning shunday \; =
= Ni(p1, -+ ftn), @ = 1,...,n affin almashtirishini topish mumkin bo‘lsaki,
natijada (33) formadan hosil bo‘lgan forma pu; o‘zgaruvchilarning faqat [
tasini, 0 < [ < n, o'z ichiga olsa, (32) tenglama x nuqtada parabolik yoki
parabolik buziladi deb aytiladi.

Parabolik buzilish bo‘lmaganda, K(Ay,...,\,) = 0 tenglik fagat A\; =
0,...,A, = 0 bo‘lganda bajarilsa, (32) tenglama =z € @ nuqtada elliptik
deyiladi.

Agarda Aq,...,\, o‘zgaruvchilardan biror A; ni ajratib olish mumkin
bo‘lsa (zarur bo‘lgan holda bu o‘zgaruvchilarning Affin almashtirishidan so‘ng),
barcha X' = (A1,..., N1, Xit1, .-+, M) € R nugtalar uchun A ga nis-
batan xarakteristik

K(N,\) =0

tenglamaning barcha ildizlari haqiqiy bo‘lsa, (32) tenglama z € @) nuqtada
giperbolik deyiladi.

Agarda A ildizlarning bir gismi haqiqiqiy, qolganlari esa kompleks bo‘lsa,
(32) tenglama x € @ nuqtada qo‘shma tipdagi tenglama deyiladi.

Bunga asosan m > 3 bo‘lgandagina (32) qo‘shma tipdagi tenglama
bo‘lishi mumkin.

Qo‘shma tipdagi tenglamaga

a%l(uzlxl + Uy, )

tenglama misol bo‘la oladi.

Xuddi shunga o‘xshash, (18) tenglama chiziqli bo‘lmagan holda (21)

forma xususiyatiga asosan tiplarga ajratiladi. (21) forma koeffitsientlari z
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nuqgta bilan birga izlanayotgan wu(z) yechim va uning hosilalariga bog'liq
bo‘lgani sababli, tiplarga ajratish bu holda fagat shu yechim uchungina
ma’'noga ega bo‘ladi.

Masalan,
n
() Uz, + § Ugg, =0
i=2

tenglama wu(x) > 0 bo‘lgan x € @ nuqtalarda elliptik, u(z) < 0 bo‘lganda
giperbolik va u(x) = 0 bo‘lgan = € @ nuqtalarda parabolik buziladi.
M i s o l. Chiziqli bo‘lmagan

_ 2 _
F (a:17 ':E27 uI1$17 ul‘1$27 ufEQIg) - ul’lxl + uxlIQUSCQIQ + ux2x2 - 4u172$2 - 0

tenglamani qaraymiz. Bevosita tekshirish yordamida ishonch hosil qilish
mumkinki, ui(z1,z2) = 223, us(w1,z2) = Sr1x9, u3(w1,72) = 71 lar bu

tenglamaning xususiy yechimlaridir. Tenglamani

2 _
Ugy2q + §u$1$2u$2$2 + §u$2$1u$25€2 + Upong — 4u5€2$2 =0

ko‘rinishda yozib olib, (16) kvadratik formaning

oF  OF OF  9F 1
5(111 B 8“961361 B B B

ail =

oF OF OF oF
= 12, 22

a’21 — u.’ﬂliﬂg + 2u1’21’2 - 4

koeffitsientlarini aniglaymiz.
1. uy; yechimni qaraymiz. Bu yechimda a1 = 1,a19 = ao1 = 2,a99 = 4

bo‘lib, (33) kvadratik forma
K(A, Xo) = AT+ 4\ +4)3

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Osongina tekshirish mumkinki, bu kvadratik forma
koeffitsientlaridan tuzilgan matritsaning xos sonlari v = 0, 72 = 5 lardan
iborat. Shunung uchun vy, v, o‘zgaruvchilarni shunday tanlash mumkinki,

kvadratik forma

K (v1, 1) = M1vi + Yov3 = 514
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ko‘rinishga o‘tadi. Demak, u; yechimda tenglama parabolik tipga mansub
ekan.

2. wug yechimni qaraymiz. Bu holda a3 = 1,a19 = a91 = 0,a9 = 1
bo‘lib, (33) ga ko‘ra kvadratik

KA, A) = A3+ )2

formaning o‘zi kanonik ko‘rinishga ega. Bundan us yechimda tenglama el-
liptik tipda ekan.

3. ug yechimni qaraymiz. Bu yechimda a1 = 1,a10 = as1 = 0,a90 = —4
bo‘lib,

K(A, Xo) = AT —4)3.
Demak, uz yechimda tenglama giperbolik tipda ekan.

Qaralgan har uchala holda ham a;;, 7, j = 1, 2, koeffitsientlar 1, x3 o‘zga-
ruvchilarga bog‘liq emas. Shuning uchun har bir holda tenglama () sohaning
barcha nuqtalarida fagat bitta tipga ega bo‘ladi.

(32) tenglamaning quyidagi xususiy holini o‘rganamiz.

Biror erkli o‘zgaruvchiga (bu o‘zgaruvchini ¢ orqali belgilaymiz) nisbatan

m - tartibli hususiy hosilasi ajratib yozilgan

D'+ Y apalt,x)DiDfu = f(t ) (32))
k+|a|<m,k#m
tenglama Kowvalevskaya tipidagi chizigli m - tartibli hususiy hosilali differen-

sial tenglama deyiladi. Bunda, avvalgi kabi, a = (ag, ..., a,)-multiindeks.

(32") tenglamaning chap tomonini m-tartibli hosilalar qatnashgan

Di"u + Z ap.o(t, 2) D2 Dlu,
k+|a|<m,k#m
berilgan tenglamaning bosh qismi deb ataluvchi hamda (¢, x) va uning

1,...,m — 1 tartibli hosilalarini o‘z ichiga olgan

Z aga(t, 2) D} Dfu

k+|a|<m

gismlarga ajratamiz.
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ank o « ay, Mk
DeDf = DM D% ... D D)

differensial operatorni

APIAS2 Nk = \erk

bilan almashtirib, tenglamaning bosh gismini unga mos keluvchi

7"+ Z ar.q(t, $))\a7'k

ko] <m,k£m
ko‘rinishdagi xaraktiristik formaga keltiramiz.

Faraz qilaylik, (32') tenglamaning koeffisientlari D C R™*! sohada haqiqiy
va uzluksiz funksiyalar bo‘lsin.

T a rif. Agar

T+ Z ag.o(to, To) AT (33"

kol <m,k#m
xarakteristik tenglama & # 0 lar uchun (¢g, xy) € D nuqtada faqat haqiqiy
71 = 11(to, 20, &), .-, T = Tm(to, xo, &) ildizlarga ega bo‘lsa, u holda (32')
tenglama (tg, xg) € D nugtada giperbolik deyiladi.

Agar (33") xarakteristik tenglama £ # 0 lar uchun fagat haqiqiy va har
xil 7y = 11 (to, 0, &), - - -, T = Tin(to, o, &) ildizlarga ega bo‘lsa, u holda (32")
tenglama

(to, z0) € D nuqtada qat’iy giperbolik deyiladi.

Agar £ # 0 lar uchun (32') tenglama haqiqiy ildizlarga ega bo‘lmasa, u
holda

(32") tenglama (%o, xo) € D nugtada elliptik deyiladi,

Agar (32') tenglama D sohaning har bir nuqtasida giperbolik (qat’iy
giperbolik, elliptik) bo‘lsa, u holda u D sohada giperbolik (qat’iy giperbolik,
elliptik) deyiladi

M i s o l. R? tekislikda

Pu  ,0%

gz Vom0
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tenglamani garaymiz. bu tenglamaga mos keluvchi xarakteristik tenglama-
ning yechimlari 7 = —t& va 7o = t£ lardan iborat. Demak, ta'rifga ko‘ra
tenglama giperbolik tipga ega. Ravshanki, {(z,t) € R? : t # 0} sohada
tenglama qat’iy giperbolik bo‘ladi.

Endi xususiy hosilali differensial tenglamalar sistemasining klassifikat-
siyasiga qisqacha to‘xtalib o‘tamiz.

(18) tenglamada F' funksiya k o‘lchovli F' = (F1, ..., F}) vektor funksiya-
dan iborat bo‘lsin. Faraz qilaylik, bu vektorning Fi, ..., F; komponentlari )
soha x nugtalari va qg = uj, ¢, = D%, j = 1,...,1) haqigly o‘zgaruvchilar-
ning berilgan haqiqiy funksiyalari bo‘lsin.

Ushbu

Fi(z,...,D%y;,...)=0,i=1,...k, j=1,...,1 (34)

ko‘rinishdagi tengliklar, noma’lum uq, . .., u; funksiyalarga nisbatan xususiy
hosilali differensial tenglamalar sistemasi deyiladi. (34) tenglamalar sis-
temasida qatnashayotgan noma’lum funksiyalar hosilalarining eng yuqori
tartibiga shu sistemaning tartibi deyiladi.

(34) sistemasining tartibi m ga teng bo‘lsin. Agar F;, i = 1,...,k
funksiyalar barcha ¢/ o‘zgaruvchilarga nisbatan chizigli bo‘lsa, (34) sistema
chiziqli, agarda Fj lar, ¢ = 1, ..., k, barcha ¢/, |a| = m larga nisbatan chizigli
bo‘lsa, (34) sistema kvazichiziqli deyiladi.

Agar (34) sistemada k = [,k > [,k < [ bo‘lsa, u mos ravishda aniq,
ortigi bilan aniqlangan va yetarlicha aniqlanmagan deyiladi. (34) sistema
aniq bo‘lib, uning har bir tenglamasining tartibi m ga teng bo‘lsin.

Ushbu

a/a—

or; | . . .
-\, 1,7=1,...,k, a; =m
Hﬁqé ; Z

kvadratik matritsani tuzamiz.

K\, A =det Y agh =det Y g0 M- 0" (35)

|al=m |ar|=m

ifoda haqiqiy skalyar Ai,..., )\, parametrlarga nisbatan km tartibli for-
madan iboratdir. Bu forma (34) sistemaning xarakteristik determinanti dey-
iladi.
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(35) formaning xarakteriga qarab, xuddi (32) tenglamaga o‘xshash, (34)
sistema ham tiplarga ajratiladi. Ko‘p hollarda tadbiqiy masalalarda uchray-

digan tenglamalar sistemasini ushbu matritsali

Z aoD%u = f (36)

|| <m

tenglama ko‘rinishida yozish mumkin. (36) ifodada D differensial oper-
ator u = (u1(x),...,ux(r)) vektor-funksiya yoki v = ||lu;l|,7 = 1,...,k
matritsa-ustunining har bir komponentiga ta’sir qiladi, a,, - koeffitsientlar k-
tartibli matritsadan iborat bo‘lib, ular hamda (36) sistemaning o‘ng tomoni
f=(fi,..., fx) yoki f = ||f;|| v = (21, ..., z,) o‘zgaruvchilarga, noma’lum
u;(x) funksiyalarga va ularning tartibi m — 1 dan katta bo‘lmagan hosilalar-
iga bog'liq bo‘lishi mumkin. m = 1 bo‘lganda (36) sistemadan birinchi
tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar sistemasi

n

Z ajDju+bu = f (37)

j=1
differensial tenglamalar sistemasi kelib chiqadi, bu yerda b—k-tartibli kvadratik
matritsa.

(37) tenglamalar sistemasiga to‘g'ri keluvchi k-tartibli xarakteristik forma
ushbu

K(}\l, RPN )\n) = detZaj)\j
j=1

ko‘rinishga ega. Soddalik uchun (37) tenglamaning xususiy holini qaraymiz,
yvamni (37)dan=k=2, b=0, f=0,

10 0 —1
a1 = ) =
01 1 0
bo‘lsin. Bu holda quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:
10 8 Uq 0 —1 8 (75} o
0 1| 01| uy 1 0 || 0% us
D1u1 +0 0— D2u2 - D1u1 — D2u2 . 0
0 + D1UQ D2u1 + 0 D2u1 + D1UQ 0
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yoki
6u1 . 8u2 8u1 . 8UQ
8I1 - 83327 8332 N 85131' (38>

Ma’lumki, (38) kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasidan tanish

bo‘lgan Koshi-Riman tenglamalar: sistemasidir. Bu sistemaga mos bo‘lgan

xarakteristik forma

K = det(ai )\ + ashs) = det =\ + A3

A A\
ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Demak, Koshi-Riman tenglamalari sistemasi elliptik tipda ekan. z =

x1 + 129 kompleks o‘zgaruvchini hamda

0 _1(o 0
dz 2\ 0r 0xy

differensial operatorni kiritib, (38) sistemani bitta differensial tenglama

ow
E—O

ko‘rinishida yozish mumkin, bu yerda

w(z) = wwy, T2) + iug(wy, T2).

2.10 Ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili
differensial tenglamalarni kanonik ko‘rinishga
keltirish

Ikkita x va y haqiqiy o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli kvazichizigli (yuqori

tartibli hosilalariga nisbatan chiziqli) differensial tenglama ushbu

0?u 0?u 0%u ou Ou
o) + 2y el )+ 6 (e 5 5 ) =0 (39

ko‘rinishda yoziladi.

(39) tenglama Xarakteristikalarining tenglamasi chizigli bo‘lmagan

Ow Ow Ow w2
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tenglamadan iboratdir.
Bu tenglamani oddiy differensial tenglamaga keltiramz. Agar w(x,y)
funksiya (40) tenglamaning yechimi bo‘lsa, u holda w(x,y) = const egri

chiziq (39) tenglamaning xarakteristikasidir. Bu xarakteristika atrofida

ow ow
—dx + —dy =0
Ox v oy Y
yoki
ow Ow  dy
or Oy  dx
munosabat bajariladi.
(40) tenglamada
Ow Ow
ox Oy
nisbatni —dy : dxr ga almashtirib,
ady® — 2bdydz + cdz® = 0 (41)
oddiy differensial tenglamaga ega bo‘lamiz.
Aksincha, agar w(x,y) = const (41) tenglamaning integrali bo‘lsa, u

holda w(x,y) funksiya (5) xarakteristikalar tenglamasini qanoatlantiradi.
(41) tenglik xarakteristik egri chiziglarning oddiy differensial tenglamasidan
iboratdir.

(41) tenglik bilan aniglangan(dz, dy) yo‘nalish odatda xarakteristik yo‘na-
lish deyiladi.

Agar (39) tenglamaning a,b, ¢ koeffitsientlari tenglama berilgan biror
(x,y) € @ sohada yetarli silliq funksiyalar bo‘lsa, u holda x, y o‘zgaruvchilar-

ning shunday maxsus bo‘lmagan

§= §(x,y), n= n(xvy)

almashtirish mavjud bo‘ladiki, (39) tenglama () sohada bu almashtirish yor-
damida quyidagi kanonik ko‘rinishlardan biriga keladi:
Elliptik holda

Ugg + Unny + é(gn n, u, Ug, un) — 07 (42)
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giperbolik holda

Uee — Uy + G(&, 0, u, ue, uy) = 0 (43)
yoki
gy + G(E, 1,y g, ) = 0 (44)
va parabolik holda
Uy + G(&,m,u, ue, upy) = 0. (45)

Faraz qilamiz, (39) tenglamaning a, b, ¢ koeffitsiyentlari (z, y) nuqtaning
biror atrofida C? sinfga tegishli bo‘lib,

a’(z,y) + b*(z,y) + (2, y) #0

bo‘lsin.

Umumiylikka ziyon yetkazmay a(x,y) # 0 deb hisoblashimiz mumkin.
Haqgiqatan ham, aks holda c(x,y) # 0 bo‘lishi mumkin. Bu holda = va
y o‘rnini almashtirib, shunday tenglama hosil gilamizki, unda a(z,y) # 0
bo‘ladi.

Agarda a va c lar bir vaqtda biror nuqtada nolga teng bo‘lsa, bu nuqta
atrofida b(x,y) # 0 bo‘ladi. Bu holda 2’ = x4y, v = r — y almashtirishlar
natijasida hosil bo‘lgan tenglamada a(z,y) # 0 bo‘ladi.

(39) tenglamada erkli o‘zgaruvchilarni ixtiyoriy (qaytariluvchi) almashti-

ramiz:

Birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarni quyidagicha hisoblab:
Uy = Uy + UpTe, Uy = Uely + Uply,

Uge = Extige + 2840 e + Tty + Eratie + Ny,
Uy = Eaytiee + (Eany + &y ) tng + NayUny + ayle + Ny,
Uyy = 55“65 + 28y e + 775“7777 + Syylie + Myytin,
(39) tenglamaga qo‘yamiz. Natijada (39) tenglama

0%u 0%u 0% ou Ou

49 g - =

) =0 (46)
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ko‘rinishda yoziladi. Bu yerda
ar(§,m) = a& + 2b6,€, + &,

b1 (57 77) = afxnx + b(gxny + fynx) + nyﬁy,
c1(&,m) = an + 2bnamy + cny,
u(&,n) = ulz(&,n),y(& ),

z=1z(&§n), y=y(§n) almashtirish esa § = {(x,y), n=n(r,y) ga teskari
almashtirishdir.

(40) xarakteristikalar tenglamasini

a <wx + @wy) (wx + @wo =0 (47)

a

ko‘rinishda yozib olamiz, bu yerda A = ac — b?. Dastlab (39) tenglama
elliptik tipga tegishli bo‘lsin, ya'ni (z,y) nuqta atrofida A(x,y) > 0, shu
bilan birga v/—A = ivVA.

Bu holda (47) tenglama haqiqiy yechimlarga ega emas. Shuning uchun

w(xvy) = f(xay) + Zn(xvy)

deb belgilab olamiz. Agar (40) tenglamaning chap tomonini ¢ orqali belgi-

lasak, bevosita hisoblashlarni amalga oshirib,
q=a;—c+ 2ib (48)

bo‘lishiga ishonch hosil gilish mumkin. Shunga muvofiq w(x,y) funksiyani

ushbu ikkita
. b+ ivVA

W wy = 0,

Wy

a
b—ivA
++¢—wy:o (49)

tenglamadan birining yechimi sifatida izlash tabiiydir. Bu tenglamalarda w,
oldidagi koeffitsiyentlar o‘zaro qo‘shma kompleks ifodalardan iborat. (49)
tenglama ikkita birinchi tartibli

aé, + b€, — VAn, =0
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an + b, — VAE, =0 (50)

tenglamalar sistemasiga ekvivalentdir. (50) tenglamalar Beltrami tenglamalari
deb ataladi.

Endi € = &(x,y)va n = n(z,y) sifatida Beltrami tenglamalarining yako-
biani

a(&,n)
5 £ 0 (51)

bo‘lgan yechimlarni olamiz. w(x,y) funksiya (40) xarakteristikalar tenglamasi-

ning yechimi bo‘lgani uchun (38) tenglik nolga teng bo‘ladi. Bundan
a; = Cy, bl =0

kelib chigadi. (50) tenglamalardan &, va 1, ni topib a;, b koeffitsiyentlar-

ning ifodalariga qo‘ysak,

A
alzclzg(fj‘F"’I;)?ﬁo

bo‘lishiga ishonch hosil gilamiz. (46) tenglamaning barcha hadlarini noldan

farqli bo‘lgan
A

E(fj +1;)
ifodaga bo‘lib, (42) tenglamani hosil gilamiz.
Endi (z,y) nuqta atrofida (4) giperbolik tipga tegishli bo‘lsin, ya'ni A <

0, &(x,y), n(z,y) funksiyalar esa mos ravishda

b+ VA

a

b— VA
a

fczz_i— §y:0,

Ny =0 (52)

tenglamaning (51) shartlarini qanoatlantiruvchi yechimi bo'lsin.

Nz +

Bu holda, (52) ga asosan
A
a; — C1 — 0, b1 == ZEfyny 7& 0.

Agarda &, = 0 yoki 7, = 0 bo‘lsa, (52) asosan (51) yakobian nolga teng
bo‘ladi. £(z,y), n(z,y) funksiyalarning tanlanilishiga muvofiq bunday bo‘lishi
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mumkin emas. Shu sababli (x,y) nuqta atrofida b # 0 bo‘ladi. (46)
tenglama 2b; ga bo‘lingandan so‘ng (44) ko‘rinishga keladi. a« =€ +n, =
¢ — n almashtirish natijasida (44) tenglamadan (43) tenglama kelib chiqadi.

Nihoyat A = 0, yani (x,y) nuqta atrofida (39) tenglama parabolik
bo'lsin. £(z,y) sifatida

ak, +b&, =0 (53)

tenglamaning o‘zgarmas sondan farqli bo‘lgan yechimini olamiz.

Bu holda a; = b, = 0 bo'ladi. n(z,y) funksiyani shunday tanlab
olamizki, natijada ¢;1(&,m) # 0 bo‘lsin. Natijada, (46) dan (45) tenglama
hosil bo‘ladi.

Yuqorida hosil gilingan xususiy hosilali birinchi tartibli chizigli differen-
sial tenglamalar yechimlarining mavjudligi masalasi birinchi tartibli oddiy
differensial tenglamalar nazariyasi bilan uzviy bog'liqdir. Oddiy differen-
sial tenglamalar nazariyasidan ma’lumki, a, b, ¢ funksiyalar yetarlicha silliq
bo‘lganda xususiy hosilali chizigli tenglamalarning (50) sistemasi hamda (52)
va (53) chiziqli tenglamalar (39) tenglama bilan berilgan (z,y) € D nuqtasi-
ning kichik atrofida yakobiani noldan farqli bo‘lgan yechimlarga egadir.

Shu bilan (39) tenglamani (z,y) nuqta atrofida, ya'ni lokal (42), (43) (
yoki (44)) va (45) kanonik ko‘rinishlarga keltirish mumkin.

Misol. Ushbu

Ugy + TUyy = 0

Trikomi tenglamasini Oxy tekislikning tenglama tipi saqlanadigan sohalarida

kanonik ko‘rinishga keltiramiz.

A = ac — b*> = x bo‘lgani uchun, z < 0 sohada tenglama giperbo-
lik, x > 0 sohada esa elliptik tipga ega. Dastlab giperbolik holni qaray-
lik. Bu holda xarakteristikaning differensial tenglamasi (dy)* + z (dz)® = 0
yoki dy = 4++/—xdx ko‘rinishga ega bo‘lib, u ikkita y + %(—x)3/2 = const
va y — %(—:1:)3/2 = const haqiqiy integrallarga ega. & = y + %(—x)3/2,
n=y—3(-x)"?
u,, hosilalarni £, 7 lar orqali ifodalab, tenglamada w,,, u,, larning o‘rniga

almashtirishlarni bajaramiz. Buning uchun wu,, u,, U,
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go‘yamiz. Natijada
Ug — Uy
Uey — — = 0
"8

ni hosil gilamiz. (—z)2 = 3(& — n) ekanligini inobatga olsak,

Ug — Uy
ey — —E 7S,
“6(E—n) K

Bu qaralayotgan tenglamaning birinchi kanonik formasi. &,7 lar o‘rniga
2
’ 3
wyy larni &, 7 lar orqali ifodalab, tenglamani ushbu

boshqa € = y, n = 2(—x)*? o‘zgaruvchlarni kiritamiz. Yana uy, Uy, Ugg,

U
Ugp — Uy — == = 0
13 mm 37

ikkinchi kanonik formaga keltiramiz. Ravshanki, £ = %(ﬁ +n),n= %(f —
n) almashtirishlar yordamida bu kanonik formalarni biridan ikkinchisiga

o‘tkazish mumkin.

Endi z > 0 sohani qaraymiz. Bu sohada tenglama elliptik bo‘lib, xarak-

teristik tenglamaning ikkita kompleks-qo‘shma y + %ix?’/ 2 = const va y —
%ix?’/ 2
kabi tanlab, u,, u,, .., u,, larni yangi o‘zgaruvchilar orqali ifodalaymiz.

= const yechimlarini olamiz. Yangi o‘zgaruvchilarni é =y, N = %563/ 2

Natijada tenglamaning

Up -
u£~£~+uﬁﬁ+3—%:0, n >0

kanonik formasini hosil qilamiz.

x = 0 hol parabolik tipga to‘g‘ri keladi. Bunda galayotgan tenglama
xususiy hosilali differensial tenglama sifatida qizigish tug‘dirmaydi.

E s 1at m a. Osongina tekshirib ko‘rish mumkinki, birinchi para-
grafda keltirib chiqarilgan bir, ikki va uch o‘lchovli issiqlik o‘tkazuvchanlik

tenglamalari parabolik tipga, Laplas va Puasson tenglamalari elliptik tipga,

to‘lgin tarqalish tenglamalari giperbolik tipga tegishli bo‘ladi.
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2.11 Koshi masalasi va uning qo‘yilishida

xarakteristikalarning roli

Bir jinsli bo‘lmagan tor, sterjen, membrana, uch o‘lchovli hajmlarning
tebranishlari hamda bir jinsli bo‘lmagan muhitlarda elektromagnit, elastik
va akustik to‘lginlarning tarqalishi kabi ko‘p tadbiqiy masalalar 4-paragrafda
keltirib chiqarilgan

u
P o

ko‘rinishdagi tenglamalar yordamida ifodalanadi. Bundagi u(x,t) noma’lum

= div (pVu) — qu + F(z,1) (54)

funksiya umumiy holda n ta fazoviy = (1, ..., z,,) koordinatalarga va t vaqt
o‘zgaruvchisiga bog'liqdir. p, p, q - koeffisientlar n ta fazoviy x = (z1, ..., z,)
koordinatalarning funksiyalari bo‘lib, fizik jarayon sodir bo‘layotgan muhit-
ning xossalari bilan aniglanadi, ozod had F'(z,t) esa ta’sir gilayotgan tashqi
kuchlarning intensivligini ifodalaydi. (54) tenglamadagi div va V operator-

lari gatnashgan ifoda yig'indi ko‘rinishida quyidagicha yoziladi :

ou

(54) tenglama uchun (giperbolik tip) klassik Koshi masalasi quyidagicha

. "L 0
div (pVu) = ; o7

qo‘yilishi mumkin:
C? (R x R,) N CY (R" x R.) , bu yerda R, = {t c R(t > 0}, R, —

{t = R’t > O} sinfga tegishli, (R™ x Ry) yarim fazoda (54) tenglamani va
t=+40 da

ou
tio = 10le), g = (o ()

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,t) funksiya topilsin.

ou

Por = div(pVu) — qu + F(x,t) (56)
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diffuziya tenglamasi uchun (parabolik tip) klassik Koshi masalasi quyidagicha
qo‘yiladi:

C?(R" xRy)NC (R" x R+) sinfga tegishli, (R™ x Ry)0 yarim fazoda
(55) tenglamani va t = +0 da

u‘t:—i—O = uo(z) (57)

boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi u(z,t) funksiya topilsin.
Koshi masalasini umumiy hol uchun ham qo‘yish mumkin. Shu magsadda

r = (x1, ..., x,) o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli ushbu

ou ou
ZAU axzaxj+q)< ’axl""’axn>_0’x€Q' (58)

i,j=1
kvazichiziqli differensial tenglamani qaraymiz. (58) da barcha A;; koeffit-

n
sientlar va ® funksiya uzluksiz hamda '21 AZ,(z) # 0 deb hisoblaymiz.
ij=
Quyidagi umumiyroq bo‘lgan Koshi masalasini o‘rganamiz: yetarlicha

sillig S := {x € R" | w(xy, ..., x,) = 0} sirt va bu sirtga urinma bo ‘lmagan,
uning har bir nugtasida biror [ yo‘nalish berilgan bo‘lsin. S sirtning biror
atrofida (58) tenglama va Koshi (boshlang‘ich)

u‘s = ugp(x), % . = uy(7) (59)

shartlarini qanoatlantiruvchi u(x) funksiya topilsin.
M i s o l. Sterjenning ko‘ndalang tebranish tenglamasi uchun wu(x,t)
funksiyaga nisbatan S vazifasini ¢t = ¢, vaqtda Oz o‘qining [0, /] kesmasi yoki

butun Ox o‘q o‘ynashi mumkin. Bunda u‘ = up(x) shart t = ¢y vaqtda

t)es
Ox o‘q ko‘rsatilgan qismining u(x,ty) = uo( ) siljishini bildiradi. Agar x,t
o‘zgaruvchilarning R? fazosida tanlangan S da Ot o‘qning musbat tomoniga

qaratilgan yo‘nalishni bersak, 2 S = wy(x) shart ¢t = ¢y vaqtda Ox
(xz,0)eS
o‘qning ko‘rsatilgan qlsmlda St(x,to) = uo(x) sterjenning ko‘ndalang siljish

tezligi ma’lum ekanligini bildiradi. Bu holda sterjenning ¢ > t; vaqtlarda .S

ning bir yoqlama atrofida tebranishlari o‘rganiladi.
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R3 da siqilmaydigan suyugqlik oqimi potensialini ifodalovchi Laplas tengla-
masi uchun S sirt sifatida, masalan, to‘g‘ri burchakli dekart koordinatalari

Oxq w913 sistemasida Oxyxg tekislikni tanlash mumkin. w (a7, z9, 3) ‘(x r2.3)ES
1,42,43

= ug(z) shart x3 = 0 da potensialning u (z1, z2,0) = ug(x1, x2) qiymatlari
ma’lum ekanligini bildiradi. Agar 1, z2, x5 o‘zgaruvchilarning R? fazosida

S (z3 = 0) ning barcha nuqtalarida Ox3 o‘qqa parallel yo‘nalishni bersak,
% = uy(z1, x2) shart Oxixs da oqim tezligi normal tashkil
(z1,22,23)ES

au(l’l,lﬂg,zg)

etuvchisi 3
73

= uy(x1, 9) oqim tezligi normal tashkil etuvchisi-

ning berilayotganini %ﬁgiradi. Bu holda u(x) yechimni 23 > 0 da yoki barcha
R3 fazoda topish masalasi o‘rganilishi mumkin.

Boshlang'ich shartlar berilayotgan S sirt etarlicha silliq ekanligi va [
yo‘nalish bu sirtga o‘tkazilgan urinmada yotmasligi sababli, (59) shartlar-
dan foydalanib, S sirtda izlanayotgan funksiyaning barcha birinchi tartibli
hosilalarini topish mumkin. Endi (58) tenglama va (59) shartlardan foy-
dalanib, S sirtda u(z) funksiyaning ((58) tenglamaning u(x) yechimi mavjud
deb faraz qilamiz) ikkinchi tartibli hosilalarni topish mumkinmi savolini

go‘yamiz.

T a’rif. R"-nolchovli Evklid fazosidagi (n — 1) o‘lchovli tekislikka
gipertekislik deyiladi; n = 3 da gipertekislik oddiy tekislikdan, n = 2 esa
to‘g‘ri chizigdan iboratdir.

Avvalo, boshlang‘ich shartlar 1 = 29 gipertekislikda (R™ - n o‘lchovli
evklid fazosidagi (n — 1) o‘lchovli tekislik gipertekislik deyiladi; n = 3 da
gipertekislik oddiy tekislikdan, n = 2 esa to‘g'ri chiziqdan iboratdir) berilgan

holni ko‘ramiz:

ou
= . —_— = . 60
u xlzx(l) 900(3727 ) xn)) 8331 xl:x(l) @1(332, ) xn); ( )

bu yerda [ yo‘nalish sifatida normal olinyapti, (60) shartlar asosida z; = 29

gipertekislikda aa—;l hosiladan tashqari u(x) funksiyaning birinchi va ikkinchi

u
ox3

foydalanishimiz kerak. Bunda ikki hol bo‘lishi mumkin:

tartibli hosilalarini aniglash mumkin. ni aniglash uchun (58) tenglamadan
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1) AH(ZU?, Lo, ... ,xn) # 0, 2) An(aj(f, Lo, ... ,xn) = 0.

1-holda x; = 2¥ gipertekislikda % ni yagona ravishda aniglash mumkin;
1
2-holda esa aniglab bo‘lmaydi. Endi umumiy holni, ya’ni boshlang‘ich
shartlar biror S:

w(xy, e, ..., x,) =0
sirtda berilgan holni ko‘ramiz. S sirt atrofida 1, ..., z, o‘zgaruvchilar o‘rniga
yangi y1, ..., Yy, o‘zgaruvchilarni
y1 =wi(x), yi=wi(z), i=2,...,n (61)

formulalar bilan kiritamiz.

Shu bilan birga, w;(z) funksiyalar yetarli silliq va (61) almashtirishning
yakobiani noldan farqli gilib tanlab olinadi. Yangi o‘zgaruvchilarga nisbatan
(58) tenglamaning koeffisentlarini Ay, orqali belgilab olsak, Ay, = A teng-
likni e’tiborga olib, (58) tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozib olish mumkin:

— 0% " % " d%u — ou ou
Ajj— +2 Alp——— Ape dly,u,—,...,— | =0.
11 + ez:; 1 P Z k y + <y U i 8yn) 0

(62)
S sirt tenglamasi esa y; = 0 dan iborat bo‘ladi, ya’ni bu holda masala

avvalgi xususiy holga keladi:

_ ou .
u‘ylz():spO(yZ) 7yn)7 8_y1 :Q01(y2,...,yn).

y1=0

Agar S sirt (58) tenglamaning xarakteristik sirti bo‘lmasa, A;; # 0
bo‘ladi. Bu holda (62) tenglamaga kirgan barcha hosilalarni y; = 0 da
hisoblash mumkin. Agarda S xarakteristik sirt bo‘lsa, A;; = 0 bo‘ladi.
Natijada (62) tenglamada giy%‘ hosila ishtirok etmaydi. (62) dan boshlang'ich

shartlarga asosan y = 0 bo‘lganda ushbu
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Z Ak’e

k,e=2

_ _ 0y JPy
2 Ae TR - e < REa o I
ayk aye -+ ez:: 1 <y2 Y SOO 1 ayz 8yn

tenglik hosil bo‘ladi.

Bu tenglikdan agar S xarakteristik sirt bo‘lsa, boshlang‘ich shartlarda
berilgan @, va p; funksiyalar o‘zaro bog‘langan bo‘lib qolishi kelib chiqadi.
Demak, xarakteristik sirtda boshlang‘ich shartlarni ixtiyoriy berilish mumkin
emas. Bu holda Koshi masalasi umuman yechimga ega bo‘lmasligi mumkin
yoki yechimga ega bo‘lsa ham u yagona bo‘lmaydi.

Yuqoridagi fikrlarning tasqig'i sifatida quyidagi misolni keltiramiz:

Mis ol Ushbu

0*u B
0xdy

tenglamaning

ou
Uly—ro = o), 8_y _— = p1(7)
boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Ravshanki, x = zy = const, y = yo = const to'g’ri chiziqlar oilasi,
jumladan y = 0 ham berilgan tenglamaning xarakteristikalaridan iborat.
Demak, boshlang‘ich shartlar xarakteristikada berilyapti. O‘rganilayotgan

tenglamaning umumiy yechimi

u(r,y) = fi(x) + fa(y)
dan iborat. Umumiylikka ziyon yetkazmay f>(0) = 0 deb hisoblashimiz

mumkin.

Boshlang‘ich shartlarga asosan

0
Wy = @) =), 5o = ), =)

y=+0
Agar p1(z) # const bo‘lsa, oxirgi tenglikning bajarilishi mumkin emas,

bu holda Koshi masalasi yechimga ega bo‘lmaydi.
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Shunday qilib, ¢1(z) = const = a bo‘lgandagina Koshi masalasi yechimga
ega bo‘lishi mumkin. Bu holda fo(y) sifatida ushbu funksiyani olishimiz

mumkin:

fa(y) = ay + c(y).
bu yerda c(y) funksiya C?(y > 0) sinfga tegishli va ¢(0) = ¢/(0) = 0 shart-

larni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy funksiya.
Agar pg(x) € C? bo‘lsa, Koshi masalasining haqigatdan yechimi mavjud
bo‘lib, u yechim

u(z,y) = po(z) + ay + c(y)

formula bilan aniglanadi, lekin yechim yagona emas.

Matematik fizika tenglamalari uchun qo‘yilgan masalalar aniq fizik jara-
yonlarning matematik modeli bo‘lganligi sababli, bu masalalar quyidagi shart-
larga bo‘ysunishi lozim:

a) biror M; funksiyalar sinfida yechim mavjud bo‘lishi,

b) biror M, funksiyalar sinfida yechim yagona bo‘lishi,

¢) yechim berilganlardan (boshlang‘ich va chegaraviy shartlardagi funksiyalar-
dan, ozod haddan, tenglama koeffitsientlaridan va shu kabilardan) uzluksiz
bog‘liq bo‘lishi zarur.

u yechimning berilgan @ funksiyadan uzluksiz bog‘ligligi quyidagini bildira-
di: faraz qilaylik berilgan ug, £ = 1,2,--- , funksiyalar ketma-ketligi u ga
biror ma’noda yaqinlashsin va ug, k = 1,2, - -+ , u— masalaning mos yechim-
lari bo‘lsin. U holda mos ravishda tanlangan yaqinlashish ma’'nosida k& — oo
da u; — u bo‘lishi kerak.

Masalalarda berilgan funksiyalar, odatda, tajriba asosida aniglanadi, shu-
ning uchun ham ularni absolyut aniq topish mumkin emas. Demak, bu
funksiyalarda biror xatolikning bo‘lishi tabiiydir. Bu xatolik o‘z navbatida
yechimga ham ta’sir ko‘rsatadi. Masalalarni tekshirishda, yechimning mavjud-
ligi va yagonaligidan tashqari berilgan funksiyalardagi xatoliklarning yechimga
sezilarli ta’sir ko‘rsatmasligi, ya'ni yechimning berilganlardan uzluksiz bog‘lig-

ligi muhim ahamiyat kasb etadi.
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Yuqoridagi shartlarni qanoatlantiruvchi masala M7 N M, funksiyalar sin-
fida korrekt qo‘yilgan masala yoki to'g‘ridan-to‘g‘ri korrekt masala deyiladi.
a)-c) shartlardan kamida bittasi bajarilmasa ham masala korrekt qo ‘yilmagan

masala deyiladi.

2.12 Koshi - Kovalevskaya teoremasi va Adamar

misoli

Oddiy differensial tenglamalar va tenglamalar sistemasi nazariyasida Koshi
masalasi yechimining lokal mavjudlik va yagonalik teoremalari (Pikar teore-
malari va uning analoglari) yaxshi ma’lum. Ushbu bandda biz o‘xshash
teoremani xususiy hosilali tenglamalar uchun keltiramiz. O‘rganiladigan
tenglamalardagi noma’lum funksiyalar n 4+ 1 o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lib,
bulardan bittasini ¢ orqali, qolganlarini esa x = (z1, ..., z,) orqali belgilab

olamiz. Avvalo ikkita ta’rif kiritamiz.

T a’rif. Ntanomalum uq,...,uy funksiyali ushbu
O,
at]: =, (x,t,ul,...,uN,...,Df‘O,Dgui,...) (63)
1=1,2,...,N

differensial tenglamalar sistemasining o‘ng tomonidagi ¢; funksiyalarda ¢
o‘zgaruvchi bo‘yicha k; —1 dan yuqori tartibli boshqa o‘zgaruvchilar bo‘yicha
k; dan yuqori tartibli hosilalar ishtirok etmasa, yani ag + a1 + ... + a,, <
ki, ag < k; — 1 bo‘lsa, (63) sistema ¢ o‘zgaruvchiga nisbatan normal sistema

deyiladi.

Masalan, to‘lqgin tenglamasi, Laplas tenglamasi, issiglik tarqgalish tenglamasi
har bir x o‘zgaruvchiga nisbatan normal tenglamadir, bundan tashqari to‘lqin
tenglamasi ¢ ga nisbatan ham normal tenglamadir.

Ixtiyoriy xususiy hosilali differensial tenglamalar sistemasini umuman

(63) ko‘rinishga keltirish mumkin emasligini eslatib o‘tamiz.

T a’rif. Agar f(x), x = (21,...,z,) funksiya, xy nugtaning biror

atrofida tekis yaqinlashuvchi
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@) =3 ol —wo)r = S 2 (e

a!
a>0 a>0

Co=Coq. a0, @—20)"=(x1—200)" ... (21 — 0n)™"

darajali qator bilan ifodalansa, u xy nuqtada analitik funksiya deyiladi. xg

nuqgta kompleks bo‘lishi ham mumkin.

Agar f(z) funksiya G sohaning har bir nuqtasida analitik bo‘lsa, u G
sohada analitik deyiladi.
t ga nisbatan normal sistema uchun Koshi masalasi quyidagicha qo‘yiladi:

(03) sistemaning t =ty da ushbu

6kui .
=pi(z), k=01,.... k=1, i=1,2,...,N (64)
otk b=ty
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi uq, ..., uy yechimi topilsin. Bu

verda @;(x) - biror G C R" sohada berilgan funksiyadir.
Berilgan (64) boshlang‘ich shartlarga asosan ®; funksiyalar ishtirok eta-

yotgan barcha hosilalar ¢t = ty va x = o da ma’lum bo‘ladi, masalan

D@, 0]y, ey = D @i0(70), - DDl = D"@jay (o).

tzto,l‘:l‘o

Xususan, birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarning

normal sistemasi

81/@
ot

) )
— B, (mtuluNa—zl%> i=1,2,...,N  (65)
1 n

ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda tenglamalarning o‘ng tomoni noma’lum funksiya-
larning ¢ bo‘yicha hosilasiga, boshqa o‘zgaruvchilar bo‘yicha birinchi tartib-
dan yuqori bo‘lgan hosilalarga bog‘liq emas. Birinchi tartibli normal sistema

uchun boshlang‘ich shartlar

U; t:tozwio(.’]ﬁ), 7= 1,2,...,N
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ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu shartlarga ko‘ra, (65) sistema o‘ng tomonidan ®;

funksiyalarning argumentlari (zo, ty) nuqtada darhol aniglanadi.

Koshi-Kovalevskaya teoremasi. Agar barcha g;;(x)
funksiyalar zy nuqtaning biror atrofida analitik, ®;(x,t, ..., %jaaq..ap,- - )
funksiya esa (zo, %o, ..., Dia,(T0), .. .) nuqtaning biror atrofida analitik
bo‘lsa, u holda (63), (64) Koshi masalasi (xg,ty) nuqtaning biror atrofida
analitik yechimga ega bo‘ladi, shu bilan birga bu yechim analitik funksiyalar

sinfida yagona bo‘ladi.

Bu teorema analitik funksiyalar sinfida Koshi masalasining yechimi yetarli
kichik sohada mavjud va yagona ekanligini tasdiglaydi.

Analitik bo‘lmagan, lekin yetarli silliq funksiyalar sinfida (63), (64) masala
yechimining yagonaligi Holmgren tomonidan isbotlangan. Koshi - Kovalevska-
ya teoremasining to‘la isbotini R. Kurantning kitobidan o‘qib olish mumkin.

Shuni aytish lozimki, Koshi - Kovalevskaya teoremasi (63), (64) masala-
ning korrekt qo‘yilganmi yoki yo‘qligi haqidagi savolga to‘liq javob bera ol-
maydi: birinchidan, masalaning bir qiymatli yechilishini (xg, ty) nuqtaning
biror atrofida (lokal ma’noda) ifodalaydi; ikkinchidan, teoremada yechimning
berilgan funksiyalarga uzluksiz bog'ligligi haqida hech narsa deyilmayapdi.
Quyidagi misol, agar (63) tenglama o‘rniga elliptik tenglama qaralganda,
yechimning boshlang‘ich shartlarga uzluksiz bog‘liq emasligini ko‘rsatadi:

Adamar misoli.

Ikki o‘lchovli Laplas tenglamasini

0%u 0?u
007~ 0r3
ko‘rinishda yozib olamiz. Ravshanki, bu normal tenglama va u uchun ikkita

Koshi masalasini qo‘yamiz:

_ 0 _
1) u‘m:o o 3_;1‘.%‘1:0 =0
2) u‘xlzo =0, %’xlzo = %Sin(l{?l’g).

Yetarlicha katta k lar uchun bu boshlang‘ich shartlar, mos ravishda, bir

- biriga istalgancha yaqin ekanligini payqash qiyin emas. Shu bilan birga, bu
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masalalar yechimlari bo‘lgan
u (21, 29) =0

va

w?(xy, x9) = ﬁsin(kxg)sh(kxl),

(ekzl_e—kxl) . . . . .. (.
=———— - giperbolik sinus, (yechim ekanligi to‘g‘ridan -

2
to'g'ri tekshiriladi) funksiyalar yetarlicha katta k larda x; > 0, 25 € R lar

bu yerda shxi =

uchun bir - birigan istalgancha katta migdorga farq qgiladi.
Ushbu kitobda korrekt qo‘yilgan masalalar o‘rganiladi.



3-Bob. Fundamental yechim.

Koshi masalasi

Oldingi bobdada ko‘rilgan xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun
boshlang‘ich va chegaraviy shartlarni ifodalovchi funksiyalar etarlicha silliq
bo‘lganda mos masalalarning klassik yechimi tushinchasi kiritildi. Ammo
fizik masalalarda hamma vaqt ham bu funksiyalar etarlicha silliq bo‘lavermaydi.
Agar boshlang‘ich va chegaraviy shartlardagi funksiyalar uzluksiz va kerak-
licha diffrensiallanuvchi bo‘lmasa, masalaning differensiallanuvchi yechimi
mavjud bo‘lmasligi ham mumkin. Bunday hollarda differensial tenglamalar-
ning umumlashgan yechim: tushunchasini kiritish muhim ahamiyatga egadir.

Bu tushunchani oddiy differensial tenglamalar uchun aniqglashdan boshlaymiz.

3.1 Oddiy differensial tenglamalarning
umumlashgan yechimlari va fundamental

yechim tushunchasi

Ushbu
Zpk da:ky = f(z) (1)

ko‘rinishdagi silliq koeffitsientli (p,(z) # 0) n—tartibli chiziqli oddiy diffe-

rensial tenglamani qaraymiz.

T a’rif n marta uzluksiz differensiallanuvchm va (1) tenglamani

qanoatlantiruvchi y(x) funksiyaga bu tenlamaning klassik echimi deyiladi.
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T a’rif. L operatoriga qo‘shma operator deb quyidagi tenglik bilan

aniglanuvchi L* operatoriga aytiladi:

n k
@) = Y-

k=0

(Pr(2)y(x))

Ta’'r

i f. (1) differensial tenglamaning umumlashgan yechimi deb,
ixtiyorly ¢(x) € D(R) uchun

(y(@), Lp(x)) = (f(2), p(2))

tenglik (integral ayniyat) ni qanoatlantiruvchi y(x) funksionalga aytiladi.

L e m m a. a) klassik yechim umumlashgan yechim hamdir; b) n marta

uzluksiz differensialga ega bo‘lgan umumlashgan yechim klassik yechim hamdir.

Isbot. Lemmaning isboti silliq yechimlar uchun bo‘laklab integrallash

yordamida olinadigan quyidagi ayniyatlardan kelib chiqadi:

@) £ = [y o) de = [ (Ly@)pla)ds -

T asdiq. ¢(x) =0 tenglama faqat klassik yechimga ega.
Isbot. [ ¢o(x)dx =1 shartni qanoatlantiruvehi ixtiyorly ¢o(z) € D(R)
R

funksiyani tayin qilamiz. Ma’lumki, ixtiyoriy ¢(z) € D(R) funksiyani ¢(x) =
Y (x) 4+ epo(z), bu yerda ¢(x) € D(R) va ¢ = [ ¢(x)dz, ko‘rinishda yozish
R

mumkin. Haqiqatan ham, bu tenglikni ¢'(x) ga nisbatan yechib va so‘ng

integrallab,
(z) = b(—00) + / (1)t — o / oolt)dt

ga ega bo‘lamiz. Bundan ¢ (z) funksiyaning cheksiz differensiallanuvchanligi

kelib chiqadi. 1 (—o00) = 0 deb olamiz. ¢(x) va po(z) larning finitligidan,
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yetarlicha katta M uchun z < —M larda i(z) = 0 kelib chiqadi. Shu-
ningdek, x > M lar uchun

¢wﬂ—fﬂwﬁc/2w®ﬁ—/ﬂwﬁc—0

tenglik o‘rinli, ya'ni ¥ (x)— finit funksiya. Shunday qilib, ¥(z) € D(R).

y'(z) = 0 tenglamaning ixtiyoriy yechimi uchun

(y(x), o(z)) = (y(@),¢'(z) + coo()) = (¥ (x), = (2)) + ¢ (y(x), po(x))

tengliklar bajariladi. Bu yerda ¢/(z) = 0 tenglamaga asosan, birinchi qo‘shiluvchi
nolga, ikkinchi qo‘shiluvchi (y(x), @o(x)) esa po(x) ga bo‘g'liq bo‘lgan o‘zgarmasga
teng. Shunday qilib, bu o‘zgarmasni ¢y orqali belgilab, quyidagiga ega
bo‘lamiz:
(o) pla)) = cco = <o [ pla)de = (o, o(a)),
R

yva'ni y(z) = ¢g = const. Tasdiq isbot bo‘ldi.

Mis ol xy(zr) = 0 tenglamani qaraymiz. Ma’lumki, bu yerdan
y' () = c10(x), c1— ixtiyoly o‘zgarmas, chunki 1-bobdagi (15) formulaga
asosan umumlashgan funksiyalar ma'nosida cizd(x) = 0. y'(x) = ¢16(z)
tenglamaning xususiy yechimi y(x) = ¢10(z) dan iborat. Unga mos keluvchi
bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi co = const ga teng. Shuning uchun

y(x) = c10(x) + co.

Misol zy(zx)+ (1 — Ny(x) = 0 tenglamani qaraymiz. Bu Eyler
tenglamasidir. Ma’lumki, uning klassik yechimi y(z) = 2!=* dan iborat.
Bu tenglama ganday umumlashgan yechimlarga ega degan savol tug‘iladi.
y(x) funksiyaning yuqori tartibli hosilasi oldidagi koeffitsient nolga faqat
x = 0 da erishgani uchun, umumlashgan yechimni d — funksiya va uning hosi-
lalarining chizigli kombinatsiyasi ko‘rinishida qidirish magsadga muvofiqdir.
20 = —pdP~1) ekanligidan, —p — A = 0 tenglikni ganoatlantiruvchi, biror
manfiy bo‘lmagan butun p va musbat bo‘lmagan butun A sonlari uchun

bunday yechim mavjud. Bu yechim gy, (7) = §CM(z), A < 0 ga teng.
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Bu funksiyaning umumlashgan funksiyalar ma’nosida tenglamani qanoat-
lantirishi to‘g‘ridan-to‘g'ri ko‘rsatiladi.

T a’rif. L operatorning fundamental (elementar) yechimi deb

tenglamani qanoatlantiruvchi €(x) umumlashgan funksiyaga aytiladi.

Ravshanki, fundamental yechim unga bir jinsli Ly(z) = 0 tenglamaning

ixtiyoriy yechimini qo‘shgan bilan o‘zgarmaydi.

Misol L = dd—; — 1 operatorning fundamental yechimi e(z) =
0(x) sinh(x) bo‘lishini ta’rifdan foydalanib, osongina ko‘rsatish mumkin. Biroq
bu yechimdan bir jinsli Ly(z) = 0 tenglamaning yechimi y(z) = (1/2) exp(z)
ni ayirib, uni simmetrik .

e(x) = —5¢

— ||

ko‘rinishga keltirish ham mumkin.

Keyinchalik biz €|,-9 = 0 shartni qanoatlantiruvchi e, (z) fundamental

yechimlarni qaraymiz.

Tasdiq. y(x) = (e f)(z) yigma (agar u mavjud bo‘lsa) Ly(x) =

f(x) tenglamani qanoatlantiradi.

Haqiqatan ham,
L(e * [)(z) = (Le) (x) = f(z) = (0 = ) () = [(x).

Masalan, y"(x) — y(z) = f(x) tenglamaning xususiy yechimi bo‘lib

Ypar () = [ €(t)f(x —t)dt = [ sinh(t)f(x —t)dt
/ /
yoki
1
Ypar(T) = —= e*“'f(x — t)dt
g

funksiya xususiy yechimidir.
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pn(0) # 0 shart bajarilganda, (1) tenglamadagi L operatorning funda-
mental yechimi haqida quyidagi tasdiq o‘rinli:

T asdiq. (1) L operatorning n > 2 uchun fundamental yechimi
quyidagidan iborat: ey(z) = u(x), agar x > 0 va e, (z) = 0, agar < 0
bo‘lsa; bu yerda u(x) funksiya

w(0) =0, ¥ (0) =0, ..., u™2(0) =0, u"H(0) = 1/p,(0)

boshlang‘ish shartlarni qanoatlantiruvchi bir jinsli Lu(x) = 0 tenglamaning

xususiy yechimi.

Isbot. Ko'rinib turibdiki, e, (x)— bo‘laklari silliq regulyar umumlash-
gan funksiya va u uchun ey (z)|,—g = €, (2)|sm0 = ... = €7 (x)]s=0 = 0,
e’ 1 (x)|,=0 = 1/pn(0) shartlar bajariladi. Binobarin, £, (x) ning klassik

hosilalarini figurali qavslar bilan belgilab,

—e(7) = {\(2)} + (7)) 200 (2) = {e].(2)},

dxn—l
Ter@) = @ )+l @lhdto) = {0} + i

ifodalar tasdigni isbotlaydi.
Ushbu paragrafning so'nggi misolidagi aynan sinh(x) funksiya, yuqoridagi
tasdiqning boshlang‘ich shartlarini qanoatlantiruvchi u(x) funksiya bo‘lib

xizmat qiladi.

Endi (1) tenglama uchun p;(x) € C*{R.}, R, = {x € Rlz > 0}, i =
1,2,...,n va p,(x) # 0 shartlar bajarilganda ushbu
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Ly(LU) = f(x)a y(Z)|I:0 = Yi, 1= 17 27 sy T — 1 <2>

Koshining klassik masalasini qaraymiz. Masalaning yechimini z € R, lar
uchun quramiz.

Quyidagi masalani qo‘yamiz: x > 0 larda (2) Koshi masalasining yechimi
bo‘lgan va x < 0 sohaga nolga teng qilib (umuman olganda silliq emas)
davom ettirilgan y, () funksiya topilsin. Xuddi shu tarzda f, (z) funksiyani
kiritamiz, biroq davom ettirilgan funksiyalar uchun oldingi belgilashlarni
goldiramiz: y, ~~ vy, f+ ~» f. Buumumlashgan funksiyalar qanday tenglama-
ni qanoatlantirishini ko‘ramiz. Yuqoridagi kabi umumlashgan hosilarni hisob-

laymiz:
Y () ={y' (@)} + ywd(x), v'(z) = {y" (=)} + yod'(x) + y16(x),

sy (2) = {y(i)(a:)} + Z_:yjfs(i_j_l)(x),

bu yerda figurali qavslar bilan klassik hosilalar belgilangan. Bu formulalarni

(2) tenglamaga qo'yib,

Ly(e) = {Ly()} + 3 6 () =
1=0
= f(z) + 2—3015“)(3:), Ci = _25 Pitj+1(T)y; (3)

tengliklarni hosil gilamiz.

Shunday qilib, quyidagi ta'rifga kelamiz:

T a’rif. (3) tenglamadan y(x) funksiyani topish masalasiga L oper-

atori uchun umumlashgan Koshi masalasi deyiladi.

Umumlashgan Koshi masalasi fundamental yechim yordamida hal qili-

nishi mumkin:

y(xr) = ey * (f(x) + Z cié(i)(az)> =c, % f(x)+ep % Z ;09 ().

1=0 1=0



136 Fundamental yechim. Koshi masalasi

Yig'maning

n—1 n—1
E4 % Z ;0" () = Z ciey x 09 (2)
i=0 i=0

xossasiga ko‘ra

bunda u(z)— so‘nggi tasdiqda keltirilgan Lu(x) = 0 tenglamaning xususiy
yechimi.

(2) masalaning xususiy, yani f(z) = 0, yo = 1 = ... = Yp2 =
0, Yn—1 = 1/pn(0) tengliklar bajarilgan holini qaraymiz. Ma'lumki, umum-

lashgan yechim

tenglamani umumlashgan funksiyalar ma’nosida qanoatlantiradi. y|,<9 = 0
shartni hisobga olsak, bu yechim fundamental yechim e, ekanligini ko‘rish
qiyin emas. Bu e funksiyani Ly(x) = 0 tenglamaning e |,—o = 0, &’ |,—0 =

(n—1)

0, .., ES?_Q)\I:O =0,e} ’|s=0 = 1/pn(0) shartlarni qanoatlantiruvchi Koshi

masalasining yechimi sifatida qarashimiz mumkin.

3.2 Xususly hosilali differensial tenglamaning
umumlashgan yechimi tushunchasi.

Fundamental yechimlar

() € R" sohada m—tartibli chiziqli

Lu = Z ao(x) D% = f(x) (4)
|a]<m
xususiy hosilali differensial tenglamani qaraymiz. a,(z) koeffitsientlar yetar-
licha silliq funksiyalar bo‘lsin.
Ma‘lumki, bu tenglamaning klassik yechimi deb € sohada (4) tenglikni
ganoatlantiruvchi barcha D%u, |a < m| hosilalari bilan uzluksiz bo‘lgan u(x)

funksiyaga aytiladi.
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Ta'rifdan ko‘rinib turibdiki, (4) tenglamaning har qanday o‘ng qismi
uchun ham yechim mavjud bo‘lavermaydi. Yechim mavjud bo‘lishi uchun
f(x) funksiya hech bo‘lmaganda uzluksiz bo‘lishi zarur. Differensial tenglama-
larning tadbiqi nuqtai nazaridan bu talab juda ko‘p hollarda bajarilmaydi.
f(x) funksiya fizik jarayonni qo‘zg‘atuvchi tashqi manbalarni ifodalaydi. Shu
sababli u, masalan, uzilishga ega bo‘lishi mumkin. Ko‘p hollarda tashqi
manba R” da z° nuqtaning biror atrofida jamlangan bo‘ladi. Bunday man-
balarni f(x) funksiya sifatida 6(z — ") delta-funksiyani olib modellashtirish
qulaydir. Shuning uchun (4) tenglamaning, umuman aytganda, umumlash-
gan f(x) funksiyaga mos keluvchi yechimini qarash magsadga muvofiqdir.
Tabiiyki, bunda yechim ham umumlashgan funksiya bo‘ladi.

Ushbu ¢(z) € D(R"), suppp(x) C 2 funksiyalarni kiritamiz. Bunday
funksiyalar sinfini D(2) bilan belgilaymiz. (4) tenglamani p(x) funksiyalarda

qarab, quyidagilarni hosil gilamiz:

(f:0) = (D aa@)Du,0) = 3 (@D ) = Y (D"u,a0p) =

|| <m |laj<m || <m

= > (1), D*(anp)) = (1w, (=)D (aa) ).
o <m
T a’ rif. wu(r) umumlashgan funksiya (4) tenglamaning € sohada
umumlashgan yechimi deyiladi, agarda har qanday ¢(x) € D(£2) uchun
(f:0) = (. D (=)D () (5)
|o]<m
tenglik o‘rinli bo‘lsa. L orqali (4) tenglikning chap tomonidagi differensial
operatorni belgilaymiz:
L= au(z)D" (6)
o]<m
L'o= Y (=1)"D*aap)
la|<m
tenglik bilan aniglangan L* operatorni Lagranj ma’nosida L operatorga qo‘shma
operator deyiladi. Kiritilgan belgilashlar yordamida (5) tenglikni quyidagicha
yozish mumkin:
(f,) = (u, Lp).
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T a’rif Agarixtiyoriy ¢ € D(Q) va 2" € Q tayin nugta uchun
p(a") = (G, L")
tenglik bajarilsa, yoki G(z, 2°) funksiya (4) tenglamaning
f(x)=6(x -2, 2" € Q

bo‘lgandagi yechimi bo‘lsa, G(z,2°), z € Q, 2% € Q umumlashgan funksiya
L operatorining €2 sohadagi fundamental yechimi deyiladi.
Misol. n=1,2 =R bolsin. Bevosita umumlashgan hosilalarni

hisoblab, ishonch hosil qilish mumkinki,
G(z,2%) = (xz — 2")0(z — 2°)

funksiya
U'(x) =6(z —2"), z € R

differensial tenglamaning, binobarin L = j_:j? differensial operatorning fun-
damental yechimidir.

(6) differensial operator fundamental yechimining mavjudligi o‘zgarmas
a, koeffitsientlar holida va ikkinchi tartibli giperbolik, elliptik, parabolik
turdagi operatorlar uchun esa a,(x) funksiyalarga qo‘yilgan ancha umumiy
farazlar bilan isbot qilingan.

Qayd gilmoq lozimki, L differensial operatorning fundamental yechimi bir
qiymatli aniglanmaydi. Hagiqatan ham, agar G(x, 2°) fundamental yechim
bo‘lsa, u holda

G(a,2") = G(z,2) + g(x)

funksiya ham L operatorining fundamental yechimi bo‘ladi, bu yerda Lg = 0.

Xususan, yuqorida keltirilgan misolda
(z — 2°)0(x — 2°) + c12 + e,

bu yerda ¢y, co— ixtiyoriy o‘zgarmaslar funksiya, ham fundamental yechim
bo‘ladi.
L operator o‘zgarmas koeffitsientli bo‘lgan holda fundamental yechimni

z, ¥ nuqtalarning = — 2" kombinatsiyasiga bog‘liq holda tanlash mumkin,
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ya'ni G(z,2%) = G1(x — 2°). Bu faqat L differensial operatorning x — 2" =

y o‘zgaruvchilarni almashtirishga nisbatan invariantligi natijasida namoyon
bo‘ladi. Bu holat L operatorning koeffitsientlari x ning biror koordinatasiga
bog‘lig bo‘lmaganda ham o‘rinli. Masalan, L operatorning koeffitsientlari z;

ga bog'liq bo‘lmasa, fundamental yechimni

G(z,2°) = Gi(z1 — 23,7, %), T = (v9,...,2,), T° = (25,...,20)
ko‘rinishda tanlash mumkin.

(2 soha R"™ bilan ustma-ust tushganda (6) tenglik bilan aniglangan L
operatorning G fundamental yechimi yordamida (4) tenglamaning yechimini
hosil gilish mumkin.

Teorema. f(r) € D'(R") funksiya uchun G * f yig‘ma mavjud
va D' (R") sinfga tegishli bo‘lsin. U holda (4) tenglamaning yechimi D’ (R")
sinfda mavjud va

u=Gx f (7)

formula bilan aniglanadi.

Bu yechim G funksiya bilan yig‘masi mavjud bo‘luvchi D’ (R™) dan olin-
gan funksiyalar sinfida yagonadir.

Isbot. 1-bobning 8-paragrafidagi yig‘mani differensiallash formulasiga
ko‘ra va GG fundamental yechimning umumlashgan funksiyalar ma’nosida

LG = §(z) tenglamani qanoatlantirishini inobatga olib

LGxf)= ) a.D*(Gx[)=

la|<m

=| Y aDG|xf=LGxf=6xf=f

o <m
tengliklarni hosil gilamiz. Bu esa, hagiqatan ham, (4) tenglamaning yechimi
u = G * f bilan berilishini bildiradi.
Bu yechimning G funksiya bilan yig‘masi mavjud bo‘luvchi D' (R™) ga
tegishli funksiyalar sinfida yagona bo‘lishini ko‘rsatish uchun (4) tenglamaga

mos keluvchi bir jinsli Lu = 0 tenglamaning faqgat nol yechimga ega bo‘lishini
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ko‘rsatish yetarli. Hagiqatan ham,
u=uxd=uxLG=LuxG=0.

Teorema isbotlandi.
Agar (4) tenglama Q € R" sohada qaralib, G(z,2°) funksiya L opera-

torning fundamental yechimi bo‘lsa, u holda tenglamaning yechimi
u(z) = /G(m, %) f(2")da®
)

formula bilan aniglanadi.

3.3 Differensial operatorlarning fundamental

yechimlari

Mazkur paragrafda umumlashgan funksiyalar nazariyasi oldingi bobda
keltirib chiqarilgan tadbiqiy masalalarda ko‘p uchraydigan xususiy hosilali
differensial tenglamalarning fundamental (elementar) yechimlarini topishda
hamda to‘lgin va issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamalari uchun Koshi masalasi-

ning yechimini qurishda qo‘llaniladi.

3.3.1 Bir o‘zgaruvchili chiziqli differensial

operatorning fundamental yechimi

Bir o‘zgaruvchili n—tartibli o‘zgarmas koeffitsientli

dn dn—l
=2
g Mg

operatorning fundamental yechimi

++an

formula bilan ifodalanishini ko‘rsatamiz. Bu yerda, Z(t) bir jinsli LZ = 0

tenglamani va

Z0)=2'0)=---= 2" 2(0), z"V(0) =1
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boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi funksiya. H(t) funksiya funda-

mental yechim bo‘lishi uchun uning
LH = 4(t)

tenglamani ganoatlantirishini ko‘rsatish zarur. Haqiqatan ham,

dZ_zft) — O Z() + 07() = 0()Z' (), (0(t) = 5(t)),
= = 002"V (1), — = 8() + 6027
tengliklardan

LH = 0(t)LZ + 8(t) = 5(t)

ekanligi kelib chigadi.

Xususan,
H(t) = 0(t)e " (8)
va
H(r) = ()" 9
funksiyalar mos ravishda
i +a d—2 + a?
dt 7 dt?

differensial operatorlarning fundamental yechimi ekanligini ko‘rish giyin emas.
Masalan, agarda a = 0 bo‘lsa, u holda bu yechimlar mos ravishda 0(t) va

t0(t) lardan iborat bo‘ladi.

3.3.2  Issiqlik o‘tkazuvchanlik operatorining

fundamental yechimi

oH "L 92
—— —a°AH = R™ A =
oy a d(x,t), © € R", 2 3%2

tenglamaning yechimini topish uchun Furye almashtirishidan foydalanamiz.

(10)

(10) tenglikka x bo‘yicha F, Furye almashtirishini qo‘llab,

o

Fx[ ot

} — @F,[AH] = F,[5(x,t)]
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quyidagi formulalardan foydalanamiz:

Fylo(z, )] = Fi[o(2)o(t)] = F[0](§) - o(t) = o(t),

2] = DRin), R(aH) = ~ePRLH]

Natijada, H(&,t) = F,[H](¢,t) umumlashgan funksiya uchun

OH(&,t)

o GEPTE 1) = 601

tenglamaga ega bo‘lamiz. (8) formulaga asosan bu tenglamaning yechimi
H(S,t) = 0(t)e "1 (11)

funksiyadan iborat bo‘ladi. H(x,t) funksiyani aniglashda 2-bobning (7) for-

mulasidan kelib chiquvchi

Ja [6—a25|2t] _ F[e—cﬁa?t]
(2m)"
_ ! / e — LT / o~ (VI ik e _
(2m)" (2m)" !
R" =g

1 13[ R
(2m)" 23 avt (2a+/7t)"

tengliklarni e’tiborga olib, (11) formulaga Furyening teskari almashtirishini

qo‘llaymiz:

H(x,t) _ F_l[ﬁ(é,t)] _ (ng))n /n 6_02|£|2t_i(€’t)d£ — %eﬁi,

Shunday qilib, issiqlik o‘tkazuvchanlik operatorining fundamental yechimi

= ﬂe_ﬁi
H(x,t) = N

formula bilan ifodalanadi.
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3.3.3 To‘lqin operatorining fundamental yechimi
O.H, = 6(z,1)

tenglamani qaraymiz, bu yerda O, = g—; — a?A - to‘lqin operatori. Bu

tenglikka Furye almashtirishini qo‘llab, quyidagi tenglamani hosil gilamiz:

oL (€. _ .
8D | P ) = 50, TE. ) = FalH).
(9) formulaga asosan
— sina&|t
H,(&,t) =20
(€6 = o)™
Bu yerdan esa
_ 17T _ _i[sinal¢]t
n = 3 bo‘lsin. Fg_1 {Sir;agft} ni hisoblashda
Flo(at — [a])] = drat el (13)

€]

formuladan foydalanamiz. Buning uchun (13) tenglikning o‘rinli ekanligini

ko‘rsatamiz. Haqgigatdan ham,

Fls(at — |a])] =
= /5(&25 — €] eV dy = /emt(g’s)ds = (at)Q/eiat(§7s)ds =
R3 Sat S1

T 27

= (at)z//ei“tﬂcosasin 0dody = Amat
0 0

sin a|&|t

€l

bu yerda Sy = {x : |z| = at}. (12) formulaga teskari Furye almashtirishini

qo‘llab,

(1) = 0 S(at o) = DD (a42 — faf) (14)

uch o‘lchovli to‘lgin operatorining fundamental yechimini hosil gilamiz. Bu
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umumlashgan funksiyadan quyidagi qoida bo‘yicha foydalaniladi:

(Ha(a,t), (1) = - [ (6lat = fal) o(a.0) =

Shunga o‘xshash to‘lqin operatorining fundamental yechimlarini mos ra-

vishda n = 1 va n = 2 lar uchun hosil qilish mumkin:

Ot
(2. 1) = " g(at — ), (14)
o H(Qt B ‘xD "
Hy(z,t) = 8<t)2m\/cﬂt?——|x|2' (14"
3.3.4 Laplas operatorining fundamental yechimi
AH, =(z) (15)

tenglamaning yechimini n ning turli natural qiymatlari uchun topamiz.
n =1 da (15) tenglama
82

le _5( )

ko‘rinishni oladi va uning yechimi 1-paragrafda o‘rganilgan g—; + a® opera-
torning fundamental yechimi bilan @ = 0 da ustma-ust tushadi.

(9) formulada @ — 0 da limitga o‘tib, (15) ning n = 1 dagi fundamental
yechimiga ega bo‘lamiz:

Hi(z) = x0(x)

n > 2 lar uchun (15) tenglikka Furye almashtirishini qo‘llab, quyidagini hosil
qilamiz:

_lfle(Hn) = 1.
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n = 2 bo‘lsin. — p# umumlashgan funksiya oldingi tenglikni qanoatlantirishi-

ni tekshiramiz. Haqgigatdan ham, ixtiyoriy ¢ € D(R?) uchun

SEU €2(6) — Il leco
(cPrigs-2) = (i 1ePe) = | B o

€l<1

] S [

[€1>1

Shuning uchun, .

_p_.
€17
Bu yerdan 2-bobdagi (13) formulani Furyening teskari almashtirishi uchun

F(Hy) =

qo‘llab,

~~5aF o] = 5kl 5,
formulani hosil gilamiz. Har qanday o‘zgarmas, bir jinsli Laplas tenglamasini
ganoatlantirgani sababli oxirgi tenghkdan qo‘shiluvchini tashlab yuborib,
fundamental yechimni |

Hy(x) = %lnm

ko‘rinishda tanlash mumkin.

n = 3 da H,(z) fundamental yechimni issiglik o‘tkazuvchanlik opera-
torining fundamental yechimidan ¢ o‘zgaruvchisi bo‘yicha tushish usuli bilan
olish mumkin. Issiqlik o‘tkazuvchanlik operatorining fundamental yechimida

a = 1 deb, quyidagi formulani olamiz:
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—n+2 1

n E
_ _p(__l) P e
2 472 (n —2)w, &
bu yerda I'(z f e 't*~1dt - Gamma funksiya,

F(ﬁ _ 1) — 47—5,
2 (n — 2)w,

— R” da birlik sfera yuzasi.

3.4 To‘lqin potensiallari

3.4.1 To‘lqin operatori fundamental yechimining
xossalari

To‘lgin operatorining fundamental yechimlari oldingi paragrafdagi (14),
(14") va (14”) formulalarga ko‘ra

1o, ) = Wotat — Jaf), Ha(a,t) = o5 — 212

2a 7 ’ oma/a’t? — |x|?’

Hj(z,t) = ﬁfzgté(at — |z|) = @

( 2t2 | | )
umumlashgan funksiyalardan iborat. H; va Hy lar lokal integrallanuvchi

funksiyalar, H3 umumlashgan funksiyaning asosiy ¢ € D(R") funksiyalardagi

giymati esa,

(Hs, ¢ // (z,t)ds = / <x’%>daz (16)
T e 47ra? ||

0 Zat

qoida bilan anglanadi, bu yerda Y% - markazi z va radiusi at bo‘lgan sfera.

H, va H, funksiyalarning tashuvchisi f: = {(x,t) ER" X (t>0):at >

|x\}, n = 1,2, yopiq konus bilan ustma-ust tushadi.
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o= J o=z

6-chizma. F: soha.

Hj umumlashgan funksiyaning tashuvchisi esa I' konusning at = |z|
chegarasida yotadi.

f(z,t) € D'(R™) va ¢(x) €
umumlashgan funksiyaning 1 (t) €

(R") bo'lsin. (f(,t), p(x)) € D'(R)
(R) lardagi qiymatini

O o

((f (), 0(2)), 0(t)) = (f (2, 1), p(x)(t)) (17)
goida bilan aniqlaymiz. Bundan quyidagi tenglik kelib chigadi:
ok d"
(T @) = G Ulthple), k=120 (1)

Haqiqatan, har qanday ¥ € D(R) uchun

((%,m)) ,w<t)> _

- (BL0 i) - 1y (s, ot

= 0 (ot (o). T ) = 5 (0,000 wl0)

Bu esa (18) tenglikning o‘rinli ekanligini bildiradi.

T a’rif. Agarixtiyoriy ¢(z) € D(R™) uchun (f(z,t), ¢(z)) umumlash-
gan funksiya C?(a,b) sinfga (mos ravishda CP[a,b] ) tegishli bo‘lsa, f(x,1)
umumlashgan funksiya ¢ o‘zgaruvchi bo‘yicha (a,b) (mos ravishda [a,b] da
) CP, p € [0, 00] sinfga tegishli deyiladi.
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Lemma. H,, n=1,2, 3, fundamental yechimlar ¢ bo‘yicha C*[0, c0)
sinfga tegishli va D'(R™) ga ushbu

OH3(x,1) 0*Hj(x,t)

H3(x7t) — 07 ot — (S(ZC), 8t2

— 0 (19)

limit munosabatlar ¢ — +0 da bajariladi.
Isbot. n = 3 va ¢o(x) € D(R3) bo'lsin. (16) ga ko‘ra

o(t) O(t)t

(Hala ), (@) = oy [ olalds =200 [ plats)ds. (20
> o

(20) ning o‘ng tomoni cheksiz differensiallanuvchi ekanligidan Hs(x,t) ning

t bo‘yicha C*°[0, c0) sinfga tegishli bo‘lishi kelib chiqadi. Bundan tashqari,

(20) ga asosan

(Hs(z,t),o(z)) — 0, t — 0. (21)

(18) formulada f = Hzva k = 1,2 deb, (20) dan t — +0 da quyidagilarni

hosil gilamiz:
8H3(:U,t) . d|t .
(P o)) = | [ otarsias| =

=5
— i (ats)ds + ii (ats)ds — (O) = (5 ) (22)
 Ar ¥ 47 dt 7 L
> %
0 Hj(x, 1) d’ [t
(Ta%p($)> = ﬁ{ﬂ/gp(ats)ds} =
=5
t d t d?
=5 o(ats)ds + 1 p(ats)ds — 0, (23)
»i Y
bu yerda [ p(ats)ds = [ p(—ats)ds - t bo‘yicha juft cheksiz differensial-
Y, 2

lanuvchi funksiya ekanligidan uning birinchi tartibli hosilasi £ = 0 da nolga
teng bo‘lishidan foydalanildi. ¢(x) € D(R?) ning ixtiyoriy tanlanganligidan
(21) — (23) limit munosabatlarning n = 3 da (19) ga ekvivalentligi kelib
chiqadi.
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Endin =2,1va p(x) € D(R") bo‘lsin. U holda ¢ > 0 uchun

1 at
" 2ma s m? 2 | TP

(Hi(z,), () = Qi [ etards = [etaman. (25)

Bundan, n = 3 da bo‘lgani kabi, lemmaning barcha tasdiqglari kelib chigadi.

3.4.2 Yig‘ma haqgida qo‘shimcha ma’lumotlar

Keyingi o‘rinlarda U, orqali markazi x € R" nuqtada va radiusi r bo‘lgan

R" fazodagi shar belgilanadi.

T a’rif. n(z) € D(R") asosiy funksiyalar ketma-ketligi D(R"™) da 1
ga yaqinlashadi deyiladi, agarda quyidagi shartlar bajarilsa:

a) ixtiyoriy K kompakt to‘plam uchun shunday N ragam mavjud bo‘lib,
barcha x € K va k > N lar uchun ng(z) = 1;

b) e, k = 1,2,... funksiyalar ixtiyoriy tartibli hosilalari bilan chega-
ralangan .

Tasavvur etish uchun ng, £ = 1,2, ... ketma-ketlik grafigi n = 1 quyidagi
chizmada keltirilgan.

Qayd qilish o‘rinliki, bunday ketma-ketlik har doim mavjud. Masalan,
me(z) = n(%), buyerdan(z) € D(R™), n(xz) = 1,2 € Uy— ixtiyoriy funksiya,

u yuqoridagi ketma-ketlik shartlarini qanoatlantiradi.

STT YR,

7-chizma. n(x) funksiya grafigi.

Ixtiyoriy ¢(z) € D(R™) uchun yig'ma

(f*g,p / f(z o(r + y) dedy (26)
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formula bilan aniglanadi.
(26) tenglikni ixtiyorly ¢(z) € D(R") uchun

(f xg,0) = lim (f(x)g(z), m(x;y)p(r +y)) (26")

k—o0
ko‘rinishda yozish mumkinligini ko‘rsatamiz, bu yerda ni(x,y), k= 1,2,... —
R?" da 1 ga yaqinlashuvchi ixtiyoriy ketma-ketlik.
Haqiqatan ham, ¢g | f(2)g(z)p(z + y)| funksiya R*" da integrallanuvchi

va

f@)g)ne(z; y)p(r +y) < co|f(x)gy)elz+y)|, k=1,2,...

tengsizlik o‘'rinli. Deyarli barcha (z,y) € R?*" nuqtalar uchun k& — oo da

f@)g)ne(z; y)e(r +y) — f(@)g(y) o(z +y)

bo‘ladi. Matematik tahlil fanidan ma’lum bo‘lgan Lebegning integral ostida

limitga o‘tish haqgidagi teoremasiga ko‘ra

[ 1@g)eta + ) dudy = tim [ f@)gwmslziy)eta + y)dady

tenglikni olamiz. Bu esa (26) ga asosan (26') ga ekvivalent.

f(x) va g(y) funksiyalarning f(z) - g(y) dekart ko‘paytmasi va R** da 1
ga yaqinlashuvchi ixtiyoriy {nk(x)} € D(R?") ketma-ketlik uchun quyidagi
sonli ketma-ketlikning limiti mavjud va

Lim (f(z) - g(y), me(z;9) - w(z +y)) = (f(z) - g(y), o(x +y))

k—o0

bo‘lsin, bu yerda limit {nk(:zj)} ga bog'liq emas. Har bir k da ny(x; y) - o(z+
y) € D'(R*) bo‘lgani uchun yuqoridagi ketma-ketlik aniglangan.
(26) va (26") larga ko‘ra yig'maning quyidagi ta'rifini qabul gilamiz.
T a’ rif fxgyigma deb ixtiyoriy ¢(z) € D(R™) uchun
(fxg,0) = (f(2) - 9(y), o(z +y)) = lim (f(x) - g(y), m (2, y)p(x +y))

k—o00

formula bilan aniglangan funksionalga aytiladi. Bu funksional D'(R") ga

tegishli. Ya'ni f % g umumlashgan funksiyadir.
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Teorema. f(x,t) € D'(R"™) va g(x,t) € D'(R"") umumlashgan
funksiyalar f(x,t)|;<0 = 0 va suppg C T, T = {(:c,t) e R at >

a\x!} shartlarni qanoatlantirsin. U holda D’ (R”+1) da f* g yig‘ma mavjud
va u ixtiyoriy ¢(z,t) € D (R"*!) uchun

(f *g,0) = (f(&,1) - gly, 7),n(t)n(T)n(a®T* — [yl )€ +y, t+ 7)) (27)

bo‘ladi, bu yerda n(7) uzluksiz funksiya bo‘lib, n(7) = 0,t < =6 va n(1) =

=0
tenglik o‘rinli va bu yig'ma f va g funksiyalarning har biri bo‘yicha U.Ztﬁl(i{SiZ
ya'ni 1) agar f; ketma-ketlik D' (R"*!) da k — oo uchun f, — 0, fk|t<0 0
bo'lsa, D’ (R”“) da k — oo uchun f; x g — 0 bo‘ladi; 1) agar gj ketma-
ketlik D’ (R"*!) da k — oo uchun g — 0, gk}KO: 0 bo'lsa, D' (R"*1) da

k — oo uchun f * g — 0 bo‘ladi.

1,t > —e (J va ¢ ixtiyoriy sonlar, 6 > ¢ > 0). Shuningdek, (f * g)

Isbot. ¢(z,t) € D (R™™), suppp(x,t) € Ug' - ixtiyoriy funksiya va
(€.t y,7) € R¥2 funksiyalar D (R*"*2) da k — oo 1 ga yaqinlashuvchi
ketma-ketlik bo‘lsin. U holda yetarli katta &k lar uchun

vk = n(t)n(r)n (@*7° = |yl*) m(& ty, )€ +y, t+7) =
= n(t)n(r)n (a*7* = |yP*) (€ +y,t +7) =2 (28)
tengliklar o‘rinli.
(28) formulani isbotlash uchun ¢ (x) € D(R?*""2) ekanini ko‘rsatish yetarli.
Bu esa uning cheksiz differensiallanuvchi ekanligi va tashuvchisi chegaralan-

gan
= {(f,t,y,T) t> =0, 7 > —08,a°T% — \y\2 > —0,

ly+ &7+ [t + 72 §A2} C A == {(é,t,y,T) L S5<t< A4S,

0T <A+ |y < V(AT 0, |l < /@A + 0P + 0+ Af
to‘plamda joylashganligidan kelib chiqadi.

Tanlanishiga ko‘ra f(&,t) funksiyaning tashuvchisi atrofida n(t) = 1 va
g(y,t) funksiyaning tashuvchisi atrofida n(7)n(a?r® — |y|*) = 1. Bundan

f&.1) =n)f(&1), gy, 7) = n(T)n(a*r°—|y|*)g(y, 7). Buva (28) tenglikni
inobatga olib, (27) tenglikning o‘rinli ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
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(f *g)]ico = O tenglikni ko'rsatamiz. ¢(z) € D (R™™) va suppp C
{R" x (t < 0)} ixtiyoriy funksiya bo‘lsin. suppyp ning R"™! da kompakt
to‘plamligi uchun shunday d; > 0 son mavjudki, bunda suppy C R™ x (t <

—4§) munosabat o‘rinli bo‘ladi. U holda § sonini § = %1 shartdan tanlab,

n(t)n(r)n(a®r* = y)e(E +y,t+7) =0

tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan esa (27) tenglikka ko‘ra ¢ < 0 lar uchun
(f*g,p) =0 o'rinli.

Yig'maning f va ¢ funksiyalarga nisbatan uzluksizligi (27) tenglik va
f&,t) - g(y,7) dekart ko‘paytmaning f va g larning har biriga nisbatan
uzluksizligidan kelib chiqadi. Bunda yordamchi 7 funksiyani £ larga bog‘liq
bo‘lmagan holda tanlash mumkin. Teorema isbotlandi.

N atija. (27) formulada f(x,t) = u(x) - 6(t), u(z) € D' (R™) deb
olinsa, undan ixtiyoriy g(z,t) € D' (R"*!), suppg C I'; funksiya uchun

g* [u(x) - 6(t)] = g(,t) * u(x) (29)

formula kelib chiqadi. Shuningdek, bu formuladan hamda dekart ko‘paytma
va yig'mani differensiallash qoidalaridan foydalanib, quyidagi (29) muno-

sabatni umumlashtiruvchi formulaga ega bo‘lamiz:

k k
9+ [u(e) - 0H)(0)] = oo ot 1)+ ulw)] = gl t) = ule). (30)

Endi keyinchalik zarur bo‘lgan, R"” da umumlashgan funksiyalar yig‘'masining
ckvivalent ta'rifi va ba’zi xossalarini keltiramiz. f(z) va g(z) lar R" da

aniglangan va lokal integrallanuvchi funksiyalar uchun

/Ig y)| dy

funksiya ham R"™ da lokal integrallanuvchi funksiya bo‘lsin. f* g yig‘ma deb

(f +9)(a /|f ge—p)dy= | |g)f@—v)dy= (g f)(x) (1)

Rn

tenglik bilan aniglangan (f * g)(x) funksiyaga aytiladi. f*g va |f|*|g| = h
yig'malar bir vaqtning o‘zida mavjud bo‘lib, |(f % ¢g)(z)| < h(x) tengsizlikni
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gqanoatlantiradi. Shuning uchun yig‘'ma ham R" da lokal integrallanuvchi
funksiya bo‘ladi. Binobarin, u ¢ € D(R") asosiy funksiyalarga quyidagi

goida bilan ta’sir etuvchi umumlashgan funksiyani aniglaydi:

Trg9)= [(Fro@(e) e = /[/ fle - y)dy] o(6) dE =

Rn Rﬂ n

[ e o froe vl

Bundan, matematik tahlil fanidan ma’lum bo‘lgan Fubini teoremasiga asosan

(f % g, /f o(a +y) drdy

tenglikka ega bo‘lamiz.

h(z) funksiya lokal integrallanuvchi va (31) formula bilan aniglangan
(f % g) yig'ma mavjud bo‘ladigan ikkita holni keltiramiz.

1) f(z) va g(x) funksiyalardan biri finit, masalan, suppg(z) C U™

bo‘lsin. Bu holda
/h(m)d:v =

Ugt
/\g \/If:v— \da:dy</|g )ldy / (6)]dé < o,

R > 0 - ixtiyoriy son.
2) f(z) va g(x) funksiyalar R"” da integrallanuvchi. Bu holda

/h(x)da: =

Rn

= [19)1 [ 16— o)ldsdy = [ lotw)ldy [ 17(€)1de < o
R" R" R? R

munosabatlardan f * g yig'maning R" da integrallanuvchanligi kelib chigadi.
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3.4.3 To‘lqin potensiali. Kechikuvchan potensial

f(z,t) € D'(R"™1) funksiya f(z,t)|;<o = 0 shartni qanoatlantirsin.

Volz,t) = (H, * f) (z, 1)

umumlashgan funksiyaga to‘lgin potensiali, f(x,t) funksiyaga esa uning zich-
ligi deyiladi, bu yerda H,— to‘lgin operatorining fundamental yechimi.

suppH,, C 't bo‘lgani uchun oldingi paragrafdagi teoremaga ko‘ra V;,(z, t)
to‘lqin potensiali maviud va V,, € D'(R™™) bo‘ladi. Bu funksiya ixtiyoriy
asosiy p(r,t) € D'(R™!) funksiyalarda

(Vn; 90) -

= (Huly.7) % f(& 7)), n(r)n(7)n (a2 = [yP’) o(y + &7+ 7)) (32)
tenglik bilan aniglanadi. Bu yerda n(7) =0, 7 < =4§; n(1) =1, 7 > —¢; 4,
e sonlar ixtiyoriy bo‘lib, § > ¢ > 0 shartni qanoatlantiradi va n(r) € C*(R).
Yana shu teoremaga ko‘ra V,|;<g = 0 va V, potensial f(x,t) funksiyadan
D'(R™*1) da uzluksiz bog'liq.

Ushbu bobning 2-paragrafidagi teoremaga ko‘ra, to‘lqin potensiali

Davn = f

tenglamani qanoatlantiradi. To‘lqin V;, potensialining keyingi xossalari uning
f zichligining xossalariga bog‘liq.
L e m m a. Agar f(x,t) funksiya R"™! da lokal integrallanuvchi bo‘lsa,

V,(z,t) ham R"™ da lokal integrallanuvchi va u

fﬁt—\”” =)
Viant) = o [ 552 e, (33)

Uat

vz(a:,wi/t / . fle.rdsdr )

oo O R T
0 K;(t—ﬂ
. t zta(t—r)
Vile,t) = - / / (&, 7)dedr (33")

0 z—a(t—7)
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=) markazi @ nuqgtada va

formulalar bilan aniglanadi. (33") formulada K
radiusi a(t — 7) bo‘lgan doira.

(33) formulaning o‘rinli ekanini isbotlaymiz. ¢(x,t) € D'(R*) bo'lsin.
f(x,t) € L(RY) va f(x,t)|t«o = 0 bo‘lgani uchun integrallash tartibini
o‘zgartirish haqidagi Fubini teoremasiga ko‘ra (32) dan quyidagi tengliklarni

olamiz:

(Vs, ) =

— | Hyty, )0y (a3 — yf?) / F 6T oy + 7+ 7)dedr | =

= (o ntota = ) [ 0 = gt =)oty ) =

- 47;2 / 77(%|;7|7(0) [/f (x —y,t - %) ap(m,t)dxdt] dy =

_ /go(x,t)/f(x_y’yT_|7>dydxdt.
&

4ma?
Ugt

Bundan ko‘rinib turibdiki, V3 - lokal integrallanuvchi va

|yl

Va(a,t) = — /f<x_y’t_7)dy. (34)

) ]
0

(34) da = — y = £ almashtirish bajarib, (33) formulaga ega bo‘lamiz.
O‘xshash tarzda tegishli soddalashtirishlar bilan, V5 va Vi potensiallar
uchun (33') va (33"”) formulalar asoslanadi.
Har bir (z,t),t > 0 nuqtaga uchi (z,t) da, asosi U{* va yon sirti B(x,t)
bo‘lgan ochiq

Lo(z,t) =T (z,t) N (0 <7 < t)

konusni mos qo‘yamiz.
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8-chizma. ['¢(z,t) soha.

Teorema. Agar f(x,t) € C2?(R"x (t>0)), n = 3,n = 2
va f(z,t) € CL(R x (t>0)), n = 1 uchun bo‘lsa, u holda V,, potensial
Vi(z,t) € C*(R" x (t > 0)) vau

2

t
‘V})(CC, t)‘ : 5 (1’7t1)2%}((x,t) ‘f(x7 t) ’

2

Vo(e,t)| <& max |f(@,0)], n=1,2 (35)
(z,t)el’y
baholarni va
Viali=o = 0, W, S 0, n=3,2,1 (36)
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiradi.
Isbot. Teoremani n = 3 uchun isbotlaymiz. (21) formulada y =

atn, t > 0 tenglik bilan o‘zgaruvchilarni almashtirib, uni

[z +atn, t(1—|n|))
7]

dn (37)

ko‘rinishida yozamiz. f(x,t) € C2(R3 X (t > 0)) ekanligi va (37) ning in-
tegral osti ifodasi integrallanuvchi maxsuslikka egaligi uchun V3(z,t) € C?
(R3 x (t > 0)) bo‘ladi. (37) formuladan V3 uchun (35) baho kelib chigadi:

t2
Vs(z,t)] < — 4, max f(z,t) ’/W E(x’tliréa;((m | f(z,t)].

T (x,t)eB(z,t)

Bu yerda [ ﬁ)—”l = 27 tenglikdan foydalanildi. V3(z,t) € C?(R3 x (t > 0))
Ul

ekanligidan b(())shlang‘ich shartlar o‘rinli bo‘lishiga ishonch hosil gilamiz.



To‘lgin potensiallar: 157

Endi n = 2 bo'lsin. £ =z +atn, t =t — at almashtirishlar V5 potensial

uchun (33") formulani

1
2 —
Vo(z,t) = v flz+ atn. t at)dnda
2 TP

0 K¢ Y

ko‘rinishga o‘zgartiradi. Ravshanki, bundan bu potensialning talab etilayot-

gan xossalari kelib chigadi. V; potensialning xossalari esa (33") formuladan
bevosita kelib chiqadi.
Vs(x,t) potensialga kechikuvchan potensial ham deyiladi. Uning bu nomi

potensialning kuzatilayotgan ¢ vaqtda = nuqtadagi qiymati f(&,7), £ € U_;}t
|z—¢]

manbaning orgada qoluvchi vaqtning 7 = ¢ — =—! giymatiga bog'liqligidir.
Bunda kechikish |“Ta;§| vaqti kattaligi to‘lginning & nuqtadan x gacha ke-
lishi uchun sarflangan vaqtiga teng. Boshqacha aytganda, V3(x,t) poten-
sial f(&,7) manbaning I'j(x,t) konus yon B(z,t) sirtidagi qiymatlariga

bog‘ligdir.

3.4.4 Sirt to‘lqin potensiallari

Ixtiyoriy ug(z), ui(x) € D' (R") funksiyalar uchun f(z,t) = uy(2)d(t) va
f(z,t) = ug(x)d (t) funksiyalarga mos keluvchi to‘lqgin

V0= H,+ [ul(a:)é(t)], V= H,+ {uo(:v)él(t)], n=123

potensiallariga sirt potensiallari (mos ravishda uy va uy zichlikka ega bo ‘lgan
oddiy va ikkilangan qatlam) deyiladi.

(29) va (30) formulalarga asosan V. va VI to‘lqin potensiallari

V,) = Hs(z,t) * ui (2), (38)
V6= % * up(r) = %[Hg(ﬂf,t) * UO(LE)] (39)

ko‘rinishda ifodalanadi.
Lemma. V) va V! sirt tollgin potensiallari ¢ bo‘yicha C'*[0, oo)

sinfga tegishli va ¢t — 0 da D'(R™) funksiyalar sinfida

oVY(x,t)

0
t
V. (x,t) =0, g

— up(x), (40)
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8‘/711 (x,1)

an(x, t) — up(x), g

— 0 (41)
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiradi.

Isbot. To‘lgin operatorining fundamental yechimi xossalari haqidagi
lemmaga asosan H,(z,t) umumlashgan funksiya ¢ bo‘yicha C* sinfga te-
gishli. Har bir tayin ¢ > 0 da H,(z,t) ning tashuvchisi U sharda yotadi,
demak, ut — ¢ > 0 uchun R” da tekis chegaralangan. Yig‘maning D" da
uzluk- sizligidan ixtiyoriy ¢ € D(R™) uchun

(8an(:U, t)

Otk *m(l‘),@(x)) € C0,00), k=0,1,2,....

Bu yerdan

g—:k(Hn(x,t) *ul(:v),go(x)> = (5—; [Hn(:c,t) *m(w)] ,¢(x)>

ekanligi uchun
(Hs(z,t) *x ui(x), ) € C*[0,00)
kelib chiqadi. Bu esa D'(R") da V%(x,t) ning ¢ bo‘yicha C*>[0, c0) sinfga
tegishli bo‘lishini bildiradi.
u1 ni ug bilan almashtirib, V! potensial ham bu xossalarga ega bo‘lishiga
ishonch hosil gilish mumkin.
(40) limit munosabatni isbotlaymiz. (31) limit munosabatlar va Hs(z, t)x*

ui(x) yig'maning D'(R™) da uzluksizligini inobatga olib, t — +0 da

VO(x,t) = Ha(x,t) xur(z) = 0% uy(z) =0,

8V79(x,t) . 0 . 8H3($,t)

munosabatlarning D' (R") da bajarilishini ko‘ramiz. O‘xshash tarzda (41)

Ul(LE) — 0 % Uy = ul(x)

ham ko‘rsatiladi. To‘lgin V}, potensiali uchun bo‘lgani kabi sirt to‘lqin poten-
siallarining keyingi xossalari uq ni ug zichliklarning xossalariga bog‘liq. Agar
uy € LI¢(R™) (LY“R" - lokal integrallanuvchi funksiyalar sinfi) bo‘lsa, V¥ €
Llo¢(R"1) bo‘ladi va V. uchun

V(1) = ) [ wias (42)

" Awat
Eat
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0(t) u1 (§)d€
‘/20 z, — ’ 49/
(%) 27TCLKZ Vart? —|x — &2 (42)
W) = 52 [ w6 (42')

formulalar o‘rinli. (42) formulani isbotlaymiz. (38), (41) formulalarga asosan

ixtiyoriy ¢ € D(R") lar uchun

(‘/30790) = (H3(x7t) * ul(x)7§0) -

— | Hatwtrn@ ~ P [ (O | -

Rn

=2 2/ 1(0) // r —y)p(z,t)drds,dt =
Ta

at RS

47ra /
0 th
Bu yerdan V})(O) € LY(R?) va
6(t
‘/3(0) _ ( ) / Ul(SU o y)dsy

Aa?t
>

w (x — y)dsydx.dt

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu integralda x — y = £ almashtirishlarni bajarib,
(42) tenglikni olamiz. O‘xshash tarzda tegishli soddalashtirishlardan so‘ng
(42") va (42") formulalar ‘/2(0) vay Vl(o) potensiallar uchun keltirib chiqariladi.

Teorema. Agarug € C3(R"), u; € C*(R"),n = 3,2vauy € C*(R),
u; € CY(R), n =1 bo‘lsa, u holda Vn(o), v e (R" x (t > 0)) va

‘V})(O)(a:,t)‘ < t max |uq(§)],
gezat

VO (2, )| < t max | ui(€)], n=1,2, (43)
é‘eKat

Vi (@, 1)] < max fun(&)] + at max |grad ug(€)], (44)
gezat 6 Zat

T x
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\Vg(l)(x,t)\ < max |ug(&)| 4+ at max |grad uy(§)|, (44"
fekyt feKat
|V2(1)(:1:,t)| < max |grad up(§)| (44"
éelr—at,r+at]
baholarni,
o oV,
vV — = 45
" =0 Ot li=0 (), (45)
v,
vl = " =0 46
" li=0 “o; ot lit=0 (46)

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiradi.
Isbot. n = 3 bo‘lsin. (47) formulada x — £ = ats, t > 0 almashtirish-
larni bajarib,
V:,)(D(:z:,t) = %ﬁ?t/ul(a — ats)ds (47)
o
formulani hosil gilamiz. Ravshanki, bundan ‘/3(1)(:16,75) € C?(Rx (t>0))
ekanligi kelib chiqadi. (47) tenglikni ¢ bo‘yicha differensiallaymiz va (39)

formuladan foydalanib, Vg(l) potensial uchun

0(t)t
‘/3(1)(% t) = 4(1 ) /Uo(@ — ats)ds — / (grad,ug(x — ats) , s)ds
™

o o

atf(t)

formulani olamiz. Bundan esa (44) kelib chiqadi:

‘Vg)(l)(x, t)| < max |ug(z — ats)| + at max (grad,up(z — ats), s) | <
=1

|S|— S|:

< max |ug| + at max |grad,ug(z)|.
ey e

ug € C3(R?) ekanligidan V3(1) € C*(R® x (t >0)) bo‘ladi. n = 2 uchun
¢ = x — atn, t > 0 almashtirish (42") va (39) ko‘rinishdagi ‘/'2(0) va VQ(1>

potensiallarni

O(t)t — atn)d
VO (g, 1) = 2O [ uole — atm)dn
N AN TE
Us
V(l)(ZE ) = 0(t) [ uo(z —atn)dy ab(i)t / (grad,ug(z — atn),n) dn
P L—[ 2 VI=TnP
Ul

0 0
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ko‘rinishiga o‘tkazadi. Bu yerdan talab etilayotgan silliglik va VQ(O), Vz(l)

potensiallar uchun (43), (44') baholar kelib chiqadi. Masalan,

t
‘/2(0)(55 t) < — max |uj(x — atn) \/ - | : = t max |u(
—m

27 peu} ¢eu; 2 / V19—

Vl(o), Vl(l) potensiallarning mos xossalari (44") va (38) formulalardan kelib
chigadi, masalan,
6(t
Vl(l)(x, t) = % [up(z + at) + up(x — at)].

Endi (45) va (46) boshlang‘ich shartlarning bajarilishini ko‘rsatamiz.
(40) va (46) limit munosabatlarga ko‘ra bu shartlar D'(R") fazoda yaqin-
lashish ma’nosida bajariladi. Biroq isbotlanganga asosan Vn(o), Vn(l) funksiyalar
C%(R" x (t > 0)) sinfga tegishli. Demak, bu funksiyalar (45) va (46) shart-

larni klassik ma’noda qanoatlantiradi. Teorema isbotlandi.

3.5 To‘lqin tenglamasi uchun umumlashgan

Koshi masalasining qo‘yilishi
Ma’lumki, to‘lgin tenglamasi uchun klassik Koshi masalasi
Ogu = f(x,t), € R", t >0 (48)

tenglamaning

du
dt li=o
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topishdan iborat. Bunda
feCR"x (t>0)), u € CL(R"), uy € C(R") shartlar bajarilgan deb
hisoblanadi.

Faraz qilaylik, (48), (49) masalaning klassik yechimi mavjud bo‘lsin, ya'ni
(48) tenglamani va (49) shartlarni qanoatlantiruvchi C? (R x (¢ > 0)) sin-

U= = up(z), =u(z), x € R" (49)

fga tegishli u(x,t) funksiya mavjud bo‘lsin. ¢ ning manfiy giymatlari uchun

u va f funksiyalarni nolga teng qilib, davom ettiramiz, ya'ni
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_ u, t >0, - f, t >0,
u = f:
0, t<0, 0, t <0,

U holda %(z,t) funksiyaning R"™! da ushbu

Ogu = f(,t) +up(x) - 0'(t) + ui(x) - 6(¢) (50)

to'lgin tenglamasini umumlashgan funksiyalar ma’nosida qanoatlantirishini
ko‘rsatamiz. Haqigatdan ham, ixtiyoriy ¢ € D(R™) lar uchun quyidagi

tengliklarga ega bo‘lamiz:

(047, ») = (T, Oup) =

//ul:! odxdt = hm// — a2Agp>dxdt
0

Tl € R?’l

:lim // ——aQAu dxdt—
e—0

e Rn

_/dgpilxt’du(x,E)der/@(xve)dU(dxt’ E)dx} -

Rn Rn

_/Oo/fgpdxdt—/dgp(dxt’ 0>u(az,0)dm+/<p(a:,0)du(di’ O)da::

e R» Rn Rn

— / gpfdxdt—/uo(x)dgp(d? O)da:+/u1(a:)g0(x,0)da;:

= (f(@,1) +uo(z) - 0'(t) +ua(x) - 0(2), ).

Bu formulalarda oxirgi tenglikning o‘ng tomonidagi yig‘indini F(x,t) orqali

belgilaymiz, ya‘ni

F(z,t) = f(z,t) + ug(z) - &' (t) +uy () - 5(¢).

(50) tenglikdan ko‘rinib turibdiki, (49) boshlang‘ich shartlardagi uy va
uy funksiyalar u(z,t) funksiya uchun ¢ = 0 da oniy ta’sir etuvchi wug(z) -
0'(t) + ui(x) - (t) manba rolini bajaryapti. (48) va (49) Koshi masalasining
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klassik yechimi (50) tenglamaning ¢ < 0 da nolga aylanuvchi yechimlari
orasida qamrab olingan. Bu esa (50) tenglamaning ¢ < 0 da nolga aylanuvchi
yechimini izlash masalasiga to‘lgin tenglamasi uchun umumlashgan Koshi
masalasi deyishga imkon beradi. U holda (50) tenglamaning o‘ng gismini
umumlashgan funksiya deb hisoblash mumkin.

Ta’rif F e D(R") manbali to'lgin tenglamasi uchun umum-

lashgan Koshi masalasi deb,
Oeu = F(x,t) (51)

tenglama va

ul =0 (52)

t<0
shartni qanoatlantiruvchi w € D’(R"™!) funksiyani topish masalasiga ayti-

ladi. (51) tenglama ixtiyoriy ¢ € D’(R"*1) uchun

(u, Oup) = (F, @)

tenglamaga teng kuchli. To‘lgin tenglamasi uchun umumlashgan Koshi masalasi

bir qiymatli yechilishining zaruriy va yetarli sharti ¢ < 0 da F' = 0 bo‘lishidan

iboratdir.
F(z,t) € D' (R™Y) | F(x,t) = 0 bolsin. U holda 4-paragrafning 2-
t<

bandidagi teoremaga ko‘ra (51), (52) masalaning yechimi D’ (R”H) sinfda

mavjud, yagona va D’ (R”“) da F(x,t) ga uzluksiz bog'liq. Bu yechim

2-paragrafdagi teoremaga ko‘ra
u(xz,t) = (Hy x F)(x,t)

formula bilan beriladi, bu yerda H,,(x, t)— to‘lqin operatorining fundamental
yechimi, n = 1,2, 3.

(51) va (52) masala yechimini batafsilroq qaraymiz:
u(z,t) = (H, x F)(x,t) =

= H,(z,t) * (f(z,t) +up(x) - ' (x) +ui(x) - 6(x)). (53)
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Fundamental yechimning tashuvchisi f: = {(x,t) ER"x (t>0):at >

|x\}, n = 1,2, 3 yopiq konusda joylashganligi va F(x,t) funksiya t bo‘yicha
yarim finit ekanligi sababli yig‘'maning mavjudligi haqidagi xossaga ko‘ra
(53) formuladagi yig'ma mavjud. Yig'maning ushbu
dg(x, 1) dg(x,t)

ot ot -’

bu yerda x;— t bo‘yicha yig‘ma, xossalariga asosan (53) dagi ¢ bo‘yicha

g, t) # 6(t) = g(a,t), gz, 1) * 8'(t) = * 0(t) =

yig'malarni hisoblab, uni

OH,(x,t)

u(z,t) = (H, x f) (x,t) + Y

sy U () + Hy(z,t) %, ug(z)  (54)

ko‘rinishga keltiramiz. (54) umumiy holda to‘lqin tarqalish tenglamasi uchun
umumlashgan Koshi masalasi yechimini ifodalaydi. Shunday qilib, bu yechim
zichliklari mos ravishda f(z,t), ug(x) va u;(x) funksiyalardan iborat bo‘lgan
to‘'lgin va sirt to‘lgin potensiallari yig‘indisiga teng ekan. Keyinchalik biz bu

formulani turli xil o‘chovlarda batafsilroq muhokama etamiz.

3.6 Koshining klassik masalasi yechimini
beruvchi formulalar va ularni tekshirish.
To‘lginlarning diffuziyasi

4-paragrafning 2-bandidagi, 5- va 6-paragraflardagi teoremalardan quyidagi
teorema kelib chiqadi.
Teorema. n =3, 2larda f € C*(R"x[0,0)), ug € C3(R") vauy €
C*(R"); n=1da fy € CY(R x [0,00)), ug € C*(R) va u; € C1(R) bo‘lsin.
U holda Koshining (48), (49) klassik masalasi yechimi mavjud, yagona va

quyidagi
n = 3 da Kirxgof formulasi
; 1 f <§7t - I‘T—f )d
u(x, )_ 47TCL2/ ‘LE‘—€| €‘|‘
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1 1 o0rl
+47Ta?2€ /ul(ﬁ)ds—i— 4#&25{2/%(5”5} (55)

at at
Zw Zw

po L g )dng
277@/ /T Var(t — \x—§|2+

L u (§)d§ L_ .
| Tt | v

;‘(tf‘r) K a(t—T)

n = 1 da Dalamber formulasi

a-+at
+% / uy (&)d€ + % [uo(z + at) + ug(xz — at)] (57)
z—at
bilan ifodalanadi. Shuningdek, bu yechimlar f, wug va uy berilganlarga uzluk-
siz bog'liqdir.
Endi (53) yoki (54) formula orqali ifodalanuvchi yechimning fizik ma’nosini
o‘rganamiz.
Avvalo, yig'ma F'xH,, ko‘rinishida ifodalanuvchi u(x, t) yechim x nuqtada

va t > 0 vaqtda
F(f)’]’) *Hn(x_gvt_T)

"elementar" ta’sirlarning superpozitsiyasidan iborat bo‘ladi.

Faraz qilamiz, F'(z,t) finit funksiya bo‘lsin. U holda u(x,t)— ham finit
funksiya va uning tashuvchisi (¢, 7) nuqta F(£,7) funksiyaning tashivchi
to'plamida o‘zgarganda H,(x — £, t — 7) funksiyaning tashivchi to‘plamiga
tegishli bo‘ladigan (x,t) nugtalar to‘plamlarining birlashmasidan iboratdir,
ya'ni

suppu = U suppH,(xr — &t — 7).
(§,7)esuppF
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Boshqacha aytganda, finit bo‘lgan F'(z,t) to'lqin tarqatish "manba"lari har
bir tayin ¢ lar uchun fazoning chegaralangan sohasida noldan farqli yechim-
ning hosil bo‘lishiga sabab bo‘ladi.

Bu jarayonning qanday kechishi H,,(x, t) fundamental yechim tashuvchisi-

ning tuzilishiga bog'liq va turli fazolarda turlichadir.

n = 3 bo‘lsin. Bu holda

Hy(z,1) = ﬂ;gta(at iy

bo‘lib, bu funksiyaning fazoviy tashuvchisi radiusi at bo‘lgan sferadan iborat.
Shu sababli, Hs(x — £, t — 7) ning tashuvchisi markazi  nuqtada va radiusi
alt — 7| bo‘lgan sferadir. Bundan va yuqoridagi mulohazalardan, wu(z,t)
funksiyaning tashuvchisi (£, 7) € supp F bo‘lganda bunday sferalarning bir-
lashmasidan iborat bo‘lishi kelib chiqadi. Faraz qilaylik, = nuqta supp F

dan tashqgarida, ya'ni
xEsupp f U supp ug U supp uq

(boshqacha aytganda, bu nuqtada tashqi kuchlar va boshlang‘ich vaqtda
to'lgin yo‘q). U holda yetarlicha kichik ¢ vaqgtlarda u(z,t) = 0; to‘lgin x
nuqtaga t vaqtning

alt — 7| > inf |z —¢]
(&,7)esuppF

shartni qanoatlantiruvchi qiymatlarida yetib keladi. Bu ¢ qiymatlarning eng

kichigiga to‘lqin old frontining x nugtadan o‘tish vaqti deyiladi. Ravshanki,

alt =7| > sup |z —¢
(&) esuppF
shart bajarilganda x nuqta tinch holatda, ya’ni bu nugtadan to‘lgin o‘tib
ketgan bo‘ladi. Bu ¢ qiymatlarning eng kichigiga to‘lqinning orqa frontining
x nuqtadan o‘tish vaqti deyiladi. Bundan esa yechimning old va orqa front-
larining o‘tish vaqti oralig‘ida noldan farqli ekanligi kelib chiqadi. Shunday
qilib, n = 3 bo‘lganda aniq old va orqa frontlarga ega bo‘lgan to‘lginlarning

tarqalishiga ega bo‘lamiz. Bu holat Gyuygens prinsipi deyiladi.



To lginlarning diffuziyast 167

n = 2 bo‘lgan holda
O(at — |z|)
oman/at? — |x|?

x = (x1,72) € R? t > 0 fundamental yechimning fazoviy tashuvchisi ¢ > 0

HQ(IIZ, t) =

vaqtda markazi x = 0 nugtada va radiusi at ga teng bo‘lgan doiradan ibo-
rat bo‘ladi. Demak, suppHs(x — &,t — 7)— markazi z nuqtada va radiusi
a|t—7| bo‘lgan doira. Bu holda u(z,t) funksiyaning tashuvchisi (£, 7) nuqta-
lar suppF' to‘plamga tegishli bo‘lganda bunday doiralarning birlashmasidan
iboratdir. Yuqoridagi kabi fikr yuritib, suppF' to‘plamga tegishli bo‘lmagan
x nugtalarda to‘lginning old frontining mavjudligi va uning a tezlik bilan
tarqalishiga ishonch hosil gilamiz. Uch olchovli holdan farqli ravishda, old
frontning orqa gismida hamma vaqt ham to‘lgin mavjud bo‘ladi. Shunday
qilib, aniq old frontga ega bo‘lgan orga frontga esa ega bo‘lmagan to‘lgin
tarqalishi ro'y beradi. Bunday holga to‘lginlarning diffuziyasi sodir bo‘lishi
deyiladi.
Endi n = 1 bo‘lsin. Bu holda

1
Hy(2,) = 5-0(at = a]),

r € R, t > 0 fundamental yechimning fazoviy tashuvchisi [—at, at] kesmadan
iborat bo‘ladi. Biroq ikki o‘lchovli holdan farqli ravishda
OH(z,1)
ot

funksiyaning tashuvchisi ikkita z = 4at nuqtalardan iborat bo‘ladi. Shuning

= 26 (at — Ja])

uchun, bir o‘lchovli holda to‘lginning old fronti hamma vaqt ham mavjud
bo‘lib, orqa frontning mavjud bo‘lishi yoki yo‘qligi boshlang‘ich shartlarda
berilgan funksiyalarga bog'liq. Haqgiqatan ham, (54) formulada f(z,t) = 0,
u1(x) = 0 bo‘lsa, yechim

u(xz,t) = —QHE(ZU, )

formula bilan ifodalanadi va bunday to‘lqin har ikkala frontga ham ega
bo'ladi. f(x,t) # 0 yoki ui(x) # 0 bo‘lsa, yechimda Hi(x,t) funksiya-

ning o‘zi qatnashib, to‘lqin orqa frontga ega bo‘lmaydi, ya'ni to‘lginlarning

sz Uo ()

diffuziyasi sodir bo‘ladi.
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3.7 Issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun

Koshi masalasi

Issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi masalasi yechimi ham

oldingi paragrafdagi usul yordamida topilishi mumkin.

3.7.1 Issiqlik potensiali

1.3.2 paragrafda

Hn(SU, t) = — 7 ek

funksiya issiqlik o‘tkazuvchanlik operatorining fundamental yechimi ekanligi
ko‘rsatilgan edi. Bu funksiya uchun quyidagi xossalarning o‘rinli bo‘lishini
osongina payqash mumkin: H,(z,t) > 0, Hy(x,t)lico = 0, Hy(z,t) €
LI¢(R™) va (x,t) # (0,0) nugtalarda cheksiz differensiallanuvchi. Bundan
tashqgari, 1-bobning 7-paragrafida uchbu

/Hn(:c,t)da: ~1 t>o0 (58)
Rn

H,(z,t) — d(z), t— +0.

munosabatlarning bajarilishi ko‘rsatilgan edi.
Faraz qilaylik, f(x,t) € D'(R"™) funksiya ¢ < 0 da nolga teng bo‘lsin.
T a rif. V= H,x f umumlashgan funksiya issiqlik potensiali, f
funksiya esa uning zichligi deyiladi.
Ma lumki, V issiqlik potensiali D'(R™*1) da mavjud bo‘lib,
ov

2
— =a°AV +
5 a flx,t)

tenglamani qanoatlantiradi.
M orqalit < 0 danolga teng bo‘lgan va R"x [0, T'] (7" > 0—ixtiyoriy son)

sohada chegaralangan funksiyalar sinfini belgilaymiz.
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Teorema. Agar f € M bo'lsa, V issiqlik potensiali M funksiyalar

sinfida mavjud va

lz—€)?

—e 121 dEdT (59)

0 R»

v [zawﬁfiiﬂ )

formula bilan ifodalanadi, V' potensial

V(z,t)] <t sup [f(§7), ¢>0 (60)

ceRn, 0<7<t

bahoni va x € R"™ uchun
V(z,t)] =0, t = 40 (61)

boshlang‘ich shartni qanoatlantiradi. Bundan tashqari, agar f funksiya
f(x,t) € C*R" x [0, +00)) va uning ikkinchi tartibgacha bo‘lgan hosilalari
ixtiyoriy chekli 7' > 0 soni uchun R™ x [0, 7] sohada chegaralangan bo‘lsa,
u holda

V(z,t) € C*(R" x [0,400)) N CT (R" x [0, +00))

bo‘ladi.
Isbot. Agar

t

b t) = [ [ 176Nt - 6.t = rydgar

0 Rn

funksiya R"*! da lokal integrallanuvchi bo‘lsa, u holda H,, va f funksiyalar-

ning lokal integrallanuvchi ekanligidan ularning

Hn*f://\f(f,T)\Hn(a:—f,t—T)dde

0 Rm

yig‘masi mavjud va R""!da lokal integrallanuvchi bo‘lishi kelib chiqadi.
Bu shartning bajarilishini tekshiramiz. ¢ < 0 da h = 0 bo‘lgani uchun h
ning ¢ > 0 da (60) bahoni qanoatlantirishini ko‘rsatish yetarli. Bu esa (58)
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tenglik va integrallash tartibini o‘zgartirish haqgidagi Fubini teoremasidan

kelib chigadi. Bunga asosan

EeRn, 0<7<t

t
h(z,y) < sup | f (&, 7)) Hp(x — &t — 1)dédr =
/]

=t sup |f(& 1), t>0. (62)

¢eRn, 0<7<t
Shunday qilib, V' = H, * f issiqlik potensial (59) formula bilan ifo-
dalanadi. |V| < h bo‘lgani uchun ¢ < 0 da V' = 0 va (62) tengsizlikka
asosan (60) bahoni qanoatlantiradi. Bu esa V' € M bo'lishini bildiradi. (60)
bahodan V' ning (61) boshlang‘ich shartni qanoatlantirishi kelib chigadi.

(59) formulada integrallash o‘zgaruvchilarini

E=a—2asy, T=t—s

kabi almashtirib, uni

V(x,t) = # //f(x — 2av/sy,t — s)e " dyds (59)
0

Rn

ko‘rinishda yozib olamiz.

Faraz qilaylik, f(z,t) € C? (R" x [0, +0o0)) va bu funksiya ikkinchi tar-
tibgacha barcha xosilalar bilan M sirtga tegishli bo‘lsin. U holda matematik
tahlil kursidan ma’lum bo‘lgan parametrga bog‘liq integralning uzluksizligi
va differensiallanuvchanligi to‘g'risidagi teoremaga ko‘ra, (59’) formula va

oV (1) _ ! ﬁ(a: — 2av/sy,t — s)e W dyds+

ot /2 | Ot
Rn

1
—I—T/f(:p — 2aV/1y, —|—0)e_|y|2dy
7-[-71
Rn

tengsizlikdan V, V., Vi, Vi, Vi funksiyalarning ¢ > 0 da, Vj; funksiya-
ning ¢ > 0 da uzluksizligi kelib chiqadi. Teorema isbotlandi.
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3.7.2 Sirt issiqlik potensiali

f(z,t) = up(x) - 8(t) zichlikka ega V) issiqlik potensiali sirt issiglik
potensiali (ug zichlikka ega oddiy qatlam) deyiladi va

VO = H, x [ug(w) - 8(t)] = Hy(, ) % uo(x)

kabi aniglanadi.
T eorema. Agar ug(z) funksiya R" da chegaralangan bo‘lsa, Vg
sirt issiqlik potensiali M da mavjud, ushbu

(1) _la—gp?
yO (= 0D / uo(€)e™ 5 de (63)
2 t)n
Cav/aiy )
formula bilan ifodalanadi va
VO (z,1)] < gseuﬂg lup(§)|, t >0 (64)

tengsilikni qanoatlantiradi. Shuningdek, ug(xz) € C(R") bo‘lsa, VO ¢
C' (R™ x [0,+00)) bo‘ladi va

VOl = ug(x) (63)

boshlang‘ich shart bajariladi.

Isbot. Ushbu
W, t) = / o) Ha — &, 1)de
RTL

funksiya ¢t < 0 da nolga teng va t > 0 da (58) tenglikka asosan

W, 1) < sup [To(e |/H — €, t)de = sup |Up(€)

é’eRn geRn

bo‘lgani uchun uning R"*!da lokal integrallanuvchi ekanligi kelib chiqadi.

Bundan esa
v — H,(z,t) * up(x)

potensialning

VO (2, 1) = / wo(€) H, (& — €, t)de (63

Rn
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tenglik yoki (63) formula bilan ifodalanishi, ¢ < 0 da V) = 0 bo‘lishi va
VY| < h ga asosan (64) bahoni qanoatlantirishiga ishonch hosil gilamiz.
Bular V() € M ekanini bildiradi.

Endi faraz qilaylik, ug—R" da uzluksiz va chegaralangan funksiya bo‘lsin.
U holda V(© € C (R™ x [0, +00)) va (65) tenglikning bajarilishini ko‘rsatamiz.
e > 0 ixtiyoriy tayin son, (z,t) — (zg,%9), t > 0 bo'lsin. ug(x) funksiya
uzluksiz bo‘lgani uchun shunday 6 > 0 son mavjudki, |£ — x¢| < 20 tengsiz-
likni qanoatlantiruvchi & lar uchun |ug(§) — up(zo)| < € bo‘ladi. Shu sababli
agar |x — xo| < 0 va |y| < d bo'lsa, |z —y — xg| < 2d bo‘ladi va (58), (63')

larga asosan t > 0 da

VO, 1) — uo(o)]| < / u0(€) — wol(zo) | Ho(x — £, 1) =

/ luo(z — y) — uo(zo) | Hu(y, t)dy + / [uo(z — ) — uo(wo) | Hn(y, t)dy <

ly|<d ly|>d

2 2

< et 2 sup fuo(©) / oI g (66)
ﬂ-n/2 £eRn

1> 527

munosabatlar hosil bo‘ladi. (66) ning o‘ng tomonidagi ikkinchi qo‘shiluvchini
t ni nolga intiltirib, € dan kichik qilish mumkin. Shu sababli biror §; < d
uchun

VO (1) — uo(zo)| < 2¢, |o—xo| <&y, |t] <y

tengsizliklar o‘rinli. Teorema isbotlandi.

3.7.3 Issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun

umumlashgan Koshi masalasi

To’lgin tarqalish tenglamasi uchun Koshi masalasini yechimda foydalanil-
gan usul bu yerda issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun

ou

5 a*Au + f(z,t), (67)

uli=o = uo(w) (68)
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Koshi masalasining yechimini topishga qo‘llaniladi. Bunda f(x,t) € C
(R x [0, +00)) va up(xz) € C(R™) deb hisoblaymiz.

Faraz qilaylik (67), (68) masalaning klassik yechimi mavjud bo‘lsin. Bu
u(x,t) € C?* (R™ x (0, 4+00))NC (R™ x [0, 4+00)) bo'lib, u(x, t) funksiya (67)
tenglamani ¢ > 0 da qanoatlantirishini va ¢ — 0 da (68) boshlang‘ich shart
bajarilishini bildiradi.

u va [ funksiyalarni ¢ < 0, x € R" sohada nolga teng deb davom etti-

ramiz. Ravshanki, davom ettirilgan u va ffunksiyalar R da

g_’f — AT+ (1) + ug()3(t) (69)

issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasini qanoatlantiradi. (67), (68) Koshi masala-
sining klassik yechimlari (69) tenglamaning ¢t < 0 da nolga aylanuvchi yechim-
lari ichida bo‘ladi.

Xuddi oldingi paragrafdagi kabi, quyidagi issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi
uchun umumlashgan Koshi masalasining ta‘rifini keltiramiz.

T a’ rif. Issiglik tarqalish tenglamasi uchun umumlashgan Koshi

masalasi deb, ushbu

(%—a2A> w(z,t) = f(z,t) + u(x) - 6(¢)

tenglikni umumlashgan funksiyalar ma’nosida qanoatlantiruvchi u(x, t) funksi-
yani topish masalasiga aytiladi.
Ushbu paragrafdagi teoremalardan quyidagi natija kelib chiqadi:
Natija.

F(x,t) = f(x,t) +up(z) - 6(t), feM

va ug— R" da chegaralangan funksiya bo‘lsin. U holda issiqlik o‘tkauvchanlk
tenglamasi uchun umumlashgan Koshi masalasining yagona yechimi mavjud,
M sinfga tegishli va

u(z,t) =

|lz—¢|2

—ﬂ _4a2t " 4d2(t-T1) T
_(QaR)”HJ uolé) d§+// 2a\/7rt—7]”€ i
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formula bilan ifodalanadi.

Bu yechim f va g funksiyalardan uzluksiz bog'liq. Agar f(z,t) funksiya
qo‘shimcha ravishda f € C?(R" x [0, +00)) bo‘lib, ikkinchi tartibli barcha
hosilalari bilan M sinfga tegishli va uy € C(R") bo‘lsa, u holda wu(x,1)
klassik yechimdir.

Quyida muhim hisoblangan yana bir ta'rifni keltirib o‘tamiz.

T a’rif. Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun Koshi masalasining Grin

funksiyasi (x ga nisbatan umumlashgan funksiya, ¢ esa parametr) deb ushbu

(% _ aZA) G(x,t) =0, Glieo=0(2)

tengliklarni qanoatlantiruvchi G(x,t) funksiyaga aytiladi.

E s1lat m a. Yuqorida olingan fundamental H,(z,t) yechimdan
Q(x, t) = ——————¢ 42t

ekanligi kelib chigadi.



4-Bob. Giperbolik tenglamalar

4.1 Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi

masalasi. Dalamber yechimi

Bir jinsli cheksiz tor tebranish

1

gutt — Ugpy — 0 (1)

tenglamasini qaraymiz, bu yerda v = u(x,t) - ikki o‘zgaruvchili funksiya va
¢ - musbat o‘zgarmas son. (1) ga bir o'lchovli to‘lqin tenglamasi ham deb

aytiladi. Bu tenglamada
E=x—ct, n=x+ct

xarakteristik o‘zgaruvchilarga o‘tsak, u ushbu

Pu&m) _
ocon

ko‘rinishni oladi. Bundan esa u, (£, 1) = go(n). Bu yerda go— 1 o‘zgaruvchining
ixtiyoriy funksiyasi. Bu tenglikni n bo‘yicha integrallab

u(&,n) = f(&) +g(n)

yechimga ega bo‘lamiz, bunda f(£)— ixtiyoriy funksiya va

g(x) = / go(n)dn.

Endi (z,t) o‘zgaruvchilarga qaytib, (1) tenglamaning

u(z,t) = f(z+ct) + g(x — ct) (2)
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umumiy yechimini olamiz.
Tabiiyki, (2) tenglik bilan aniglangan wu(z,t) funksiya (1) tenglamaning
yechimi bo‘lishi uchun f va g funksiyalar C%(R) sinfga tegishli bo‘lishi kerak.

Koshi masalasi: (1) tenglamaning ushbu
u(x, O) = 90(3:)7

ur(z,0) = ¥(x)
shartlarni qanoatlantiruvchi u(z,t) € C*(R x Ry), Ry = {t € R; t > 0}
yechimi topilsin. Bunda ¢(z) € C?(R), ¥(x) € CY(R).
T e or e m a. Koshi masalasining C*(R x R,) funksiyalar sinfiga

tegishli bo‘lgan yechimi mavjud va u

T+ct
u(xat):gp(a:—ct)—;—gox—kct /w (3)
T—ct

formula bilan beriladi.
Isbot. Faraz qilaylik, Koshi masalasining yechimi mavjud bo‘lsin, u

holda (2) ga asosan

(4) tenglikdan
f'(@) +4'(z) = ¢(2)

ga ega bo‘lamiz. Bu va (5) formuladan

/ Y(x)
fle) = L
/ _ Y(@)

tengliklar kelib chiqadi.

Bulardan

1
f(.fC :SOT 2—/ dS+Cl,
0
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x 1 /
g(x) = % — Q—C/w(s)ds + Oy
0
ekanligini topamiz. C, C5 o‘zgarmaslar, (4) ga ko‘ra
Ci+C = f(x) +g(x) —p(z) =0

tenglikni qanoatlantiradi. f(z) va g(x) funksiyalar uchun hosil gilingan for-
mulalarni (2) tenglikka qo‘yib, (3) ni olamiz. (3) formulaning o‘ng tomoni
bilan aniglanuvchi u(z,t) funksiya Koshi masalasining yechimi ekanligiga

to'g'ridan-to‘g‘ri hisoblashlarni bajarib ishonch hosil gilish mumkin.

4.2 Koshi masalasi yechimining fizik ma’nosi.

Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasining (3) formula bilan
aniglangan yechimi ¢ = 0 vaqtda torning boshlang‘ich tezligi va boshlang‘ich
siljishi ma’lum bo‘lganda ¢t > 0 vaqgtlarda uning tebranish jarayonini ifo-
dalaydi. Tor tebranish tenglamasining (2) umumiy yechimning fizikaviy
xususiyatiga asosan (3) formula ikkita to‘g'ri to‘lginning yig‘indisidan ibo-
rat, yani f(x + ct) + g(z — ct), bulardan biri ¢ tezlik bilan o‘ng tomonga

ikkinchisi esa shu tezlik bilan chap tomonga tarqaladi.

*r

0 I

x1 x2 f

9-chizma. D soha
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Bu holda
1
flx+ct) = 5@(9& +ct) + V(x4 ct),

g(x —ct) = %cp(x —ct) — VU(x — ct)

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda

(x,t) o‘zgaruvchilar tekisligida x + ¢t = ¢; = const va x — ¢t = ¢y = const
to‘g'ri chiziglar (1) tenglamaning xarakteristikalari bo‘lgani uchun u(z,t) =
o(x+at) funksiya x+at = ¢; xarakteristika bo‘ylab o‘zgarmas va bu qiymat
¢(c1) ga teng. Xuddi shunday u(x,t) = @(x — at) funksiya z — ct = ¢ =
const xarakteristika bo‘ylab o‘zgarmasdir.

Faraz qilaylik, p(x) funksiya biror (x1, x9) intervalda noldan farqli va in-
tervaldan tashqarida nolga teng, ya'ni finit funksiya bo‘lsin. (z1,0) va (22, 0)
nuqtalardan (1) tenglamaning x — ¢t = ¢; va x — ¢t = ¢y xarakteristikalarini
o‘tkazamiz. Bu xarakteristikalar ¢ > 0 yarim tekislikni uchta I, I'T va I11]
bo‘lakka bo‘ladi (5-chizma).

u(z,t) = po(x — ct) funksiya I : 1 < & — ¢t < x9 sohada noldan farqli,
bunda r — ¢t = x1 va © + ct = o xarakteristikalar o‘ng tomonga c tezlik
bilan tarqalayotgan to‘g‘ri to‘lginning oldingi va orga fronti deb yuritiladi.

Faraz qilaylik, M = (xg,t9) nuqta ¢ > 0 yarim tekislikda tayin nuqta
bo‘lsin. Bu nuqtadan (1) tenglamaning x — ¢t = x¢g — ¢ty va © + ¢t =
xo + cty xarakteristikalarini o‘tkazamiz. Bu xarakteristikalar Ox o‘qi bilan
P = (21,0) = (xg — cty,0) va Q = (x2,0) = (z¢ + ctp, 0) nuqtalar kesishadi.
Tor tebranish tenglamasi (2) umumiy yechimining M nuqtadagi qiymati
u(xo,y0) = g(x1) + f(x2) ga teng, ya‘ni f(x) va g(x) funksiyalarning qiy-
mati mos ravishda M P(Q uchburchak asosining (x1,0) va (x9,0) uchlaridagi
giymatlari orqali ifodalanadi (6-chizma).

MP, M@ xarakteristikalar va Oz o‘qida PQ kesmadan tashkil topgan
M P() uchburchak M nuqtaning zarakteristik uchburchagt deyiladi.
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Koshi masalasining yechimini ifidalovchi (3) formuladan torning xg nug-
tasining to vaqtdagi u(z, to) siljishi mos ravishda boshlang‘ich holat va bosh-
lang‘ich tezlikning P, () nuqgtalar va P() kesmadagi giymatlariga bog‘liq
ckanligi ko‘rinadi. (3) formulani quyidagi

ko‘rinishda yozish mumkin. P(Q) kesmadan tashqarida berilgan boshlang‘ich
shartlar u(x, t) yechimning M nuqtadagi qiymatiga hech qanday ta‘sir ko‘rsat-
maydi.

Demalk, tor tebranish tenglamasi uchun boshlang‘ich shartlar butun o‘qda
emas, balki P() kesmada berilgan bo‘lsa, Koshi masalasining yechimi M P(Q)

xarakteristik uchburchakning ichida aniglanadi.

t‘

M (xg, to)

X

>
P(JCO - at[); 0) Q(xo + ato, 0)

10-chizma. D soha tasviri.

Yuqoridagi mulohazalardan Koshi masalasining w(x,t) yechimi (xg, o)
nuqtada ¢(z) funksiyaning [xg — ctg, g + cto] kesma chetki nuqtalaridagi
giymatiga, 1 (z) funksiyaning esa [zo — cty, o + cto] kesmaning barcha nug-
talardagi qiymatiga bog‘liq bo‘lishi kelib chiqadi. [z¢ — cto, z¢ + cto] kesma
yechimning boshlang‘ich funksiyalarga bog ‘liqlik intervali deyiladi.
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4.3 Bir jinsli bo‘lmagan tenglama. Dyuamel
prinsipi. Dalamber formulasi. Yechimning

berilganlarga uzluksiz bog‘ligligi

Bir jinsli bo‘'lmagan cheksiz tor tebranish

e — thze = f(,1) ©

tenglamasining
U(ZL‘, 0) - 80(33)7 ut(xv O) - ’gb(:)?)

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topamiz. Buning uchun
masalani ikkiga ajratamiz:

1). Bir jinsli tenglama uchun bir jinsli bo‘lmagan boshlang‘ich shartli
masala

1

_QUtt — Ugp = 07
C

v(z,0) = @(2), vi(z,0) = P(x).

2). Bir jinsli bo‘lmagan tenglama uchun bir jinsli boshlang‘ich shartli
masala .
gwtt — Wy = f(xat)a
w(z,0) =0, w(z,0) =0,
U holda, ravshanki, u(z,t) = v(z,t) + w(x, t).

Birinchi masalaning yechimi (3) formula bilan ifodalanadi:

T+ct
v(x,t) = ple = cl) ;— platct) + 2% / YP(s)ds.
r—ct

Ikkinchi masalaning yechimini topish uchun biror p(x, ¢, 7) (7— parametr)

funksiyaga nisbatan ushbu

1
gptt — Daz = 07

p(z,t,7) =0, pi(x,t,7) = f(z, 1)

t=T1 t=T1
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yordamchi masalani qaraymiz (Dyuamel prinsipi). Bu masalaning yechimi

(3) formulaga ko‘ra

Shuning uchun

w(z,t) :c2/p(a:,t,7 g/
0

formula bilan ifodalangan w(x, t) funksiya ikkinchi masalaning yechimi bo‘li-
shiga bevosita hisoblashlar yordamida ishonch hosil qilish mumkin.
Shunday qilib, bir jinsli bo‘lmagan cheksiz tor tebranish tenglamasi uchun

Koshi masalasining yechimi

x+ct t x+c

u(%t):gp(.r—ct);tgp v+ /1/) d$+C/ / f T)dEdT

r—ct x—c(t—T)

formula bilan berilar ekan.

Eslatib o‘tamiz, (7) formulaga Dalamber formulasi deyilib, u 3-bobning
6-paragrafida boshgacha usul bilan keltirib chiqarilgan edi.

Koshi masalasi yechimining yagonaligi (7) formuladan kelib chiqadi. Haqi-
gatan, aynan bir xil boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi (6) tenglama-
ning ikkita yechimi mavjud deb faraz qilib va (7) formula yordamida bu
yechimlarning ayirmasini tuzib olib, uning aynan nol ekanligiga, ya'ni bu
yechimlarning ustma-ust tushishiga ishonch hosil qgilamiz.

(7) formula bilan aniglangan wu(x,t) yechim (6) tenglama o‘ng tomoni va
boshlang‘ich shartlarga uzluksiz bog‘liq, ya'ni turg‘un bo‘ladi.

T e or e m a. Faraz qilaylik, u(z,t) va v(z, t) funksiyalar mos ravishda

1
gutt — Ugy = f1($7 t)

u(z,0) = ¢1(r), u(z,0) = P1(z)
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va
1
gvtt = fo(z, 1)

U(CC,O) - 902(33)7 Ut<x70) — ¢2($)

masalalarning yechimlari bo‘lsin. U holda ixtiyoriy € > 0 va T" > 0 sonlar
uchun shunday § > 0 (6 =6 (¢, 7)) son topiladiki,

jp1(z) — w2(x)| <0, |[Y1(x) —a(z)] <6, z€R,

|fi(z,t) — fo(z,t)| <6, z€eR, t<T (8)

tengsizliklardan barcha (x,t) € (R x [0,7]) lar uchun
u(e, t) —v(z,t)| <e (9)

tengsizlik kelib chiqadi.
Isbot. u(z,t) vav(x,t) yechimlar uchun (7) formula va (8) tengsizlikdan

foydalanib, quyidagilarni yozamiz:

1 1
lu(z,t) —v(z,t)| < §|901(x —ct) —pa(x —ct)| + glwl(wrct) —pa(z+ct)|+

z4ct t x+e(t—T)
1 c
ta0 [ @ —valds+ 5 [ [ 1h6 T - e rldear <
x—ct 0 z—c(t—7)
T+ct t x+c(t—7)
<5+— d§+2/ / dédr <
I—Ct 0 z—c(t—7)

) ) )
<+ 0t + ;/QC(t —71)dr =6(1+1t)+ §C2t2 <6(1+T)+ §C2T2.

Agar 6 = 2¢ [2+2T + C2T2}_1 deb olsak, (9) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Bu esa Koshi masalasi yechimining berilganlarga uzluksiz bog‘ligligini ko‘rsatadi.

Demak, tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi korrekt qo‘yilgan.
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4.4 Yarim chegaralangan soha va davom ettirish

usuli

Yarim chegaralangan z > 0 to'g‘ri chiziqda bir jinsli torning tebranishi
hagidagi masalani, yani x > 0, ¢ > 0 sohada (6) tenglamaning u(0,t) =
p(t) yoki u,(0,t) = v(t) yoki

au(0,t) + Puy(0,t) =v(t), t>0 (10)
chegaraviy va

U(SE:O) = 90(37)7 ut($70) - %ﬁ(x), x>0 (11>

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, t) yechimini topish masalasini
o'rganamiz. Soddalik uchun dastlab u(t) = 0 deb olamiz, ya'ni cheksiz
uzunlikdagi torning x = 0 uchi maxkamlangan bo‘lsin.

Ma’lumki, bir jinsli tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasining
u(x,t) yechimi (3) formula blan ifodalanadi. Bu yechim uchun quyidagi
lemma o‘rinli.

L e m m a. Agar p(z) va ¢(z) funksiyalar x = 0 nuqtaga nisbatan

1) toq funksiyalar bo‘lsa, u(0,t) = 0,

2) juft funksiyalar bo‘lsa, u,(0,t) = 0 bo‘ladi.

Isbot. 1) p(z) va ¥ (x) funksiyalar x = 0 nuqtaga nisbatan toq bo‘lsin,
ya'ni p(—z) = —p(x), ¥(—z) = —¢(z). U holda (3) formulaga ko'ra

u(0,8) = 5 [o(—et) + ¢ct) + 5 [ w(s)ds =0

—ct

1
2
bo‘ladi, chunki juft funksiyaning hosilasi toq funksiyadir.

2) o(x) va (x) funksiyalar z = 0 nuqtaga nisbatan juft bo‘lsin, ya'ni
o(—z) = p(x), ¥(—z) = ¥(x). U holda yuqoridagiga o‘xshash ravishda

(W (—et) + & (ct)] + o [(ct) — (—ct)] = 0

+(0,1) =
u( ) 2c

DO | —

ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
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Bu lemmaga tayanib, yarim chekli sohada (6) tenglama uchun qo‘yilgan
u(0,t) = 0 chegaraviy va (11) boshlang‘ich shartli masalaning yechimini
topamiz.

() va ¥(x) funksiyalarni = 0 nuqtaga nisbatan = < 0 sohaga toq
davom ettiramiz va hosil bo‘lgan funksiyalarni mos ravishda ®(z) va ¥(z)
orqali belgilaymiz. U holda

O(x) =

M@={ ¥(z), =20,

—p(—z), =<0, —p(—x), x<O0.

{ p(x), >0,

Ravshanki, bu funksiyalar butun R sohada aniglangan. Dalamber formu-

lasiga ko‘ra

x+ct

u(z,t) = % [D(x —ct) + P(x + ct)] + 2% / U(s)ds, x € R, t > 0. (12)

Lemmaning 1-qgismiga ko‘ra u(0,¢) = 0. Bundan tashqari bu funksiya

t =0 va x> 0 larda (11) shartlarni qanoatlantiradi. Demak, (12) dan

( x+ct

slo(@+ct)+ oz —ct)] +5 [ W(s)ds, t<% x>0,
u(x’t) - < xx_—kczt

% lo(z + ct) — p(x — ct)] + % tf Y(s)ds, t>2 x>0

\ Cl—X

yechimga ega bo‘lamiz.
Shunga o‘xshash z = 0 da u,(0,t) = 0 chegaraviy shart berilsa, p(z) va
Y(x) boshlang'ich funksiyalar juft davom ettiriladi:

q)(x):{ o(x), >0, \If(:z:):{ Y(x), x>0,
o(—z), =<0, Y(—x), = <D0.

U holda (6) tenglamaning {x > 0, t > 0} sohada (11) boshlang'ich va

u;(0,t) = 0 chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi
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( xr+ct
sle(@+ct) +o(x—ct)] + 5 [ d(s)ds, t <2 x>0,
( t) L < , ) x_gcct—i—ct ct—x
w0 = dfpta b ety oo -+ 3 (T + ) vl
t>2,0>0,

\

ko‘rinishda bo‘ladi.
Endi faraz qilaylik, {z > 0, t > 0} sohada (6) tenglamaning u(z,t)
yechimi quyidagi

u(x,0) =0, w(x,0)=0, x>0,

7(0,) = u(t), t>0

shartlarni qanoatlantirsin.

U holda (6) tenglamaning umumiy yechimi

u(x,t) = f(x — ct)

ko‘rinishga ega bo‘lib, u(x,t) = u(t) shartdan

z

f(z)=p (——)

C

tenglamaga ega bo‘lamiz. Bundan esa @(z,t) = p (¢t — ) kelib chigadi.
Ammo p(t) funksiya ¢ > 0 da aniglangani uchun

(=) =59

funksiya = — ¢t < 0 da aniglangan. wu(x,t) funksiyani barcha z € R, ¢ > 0

giymatlarida aniglash uchun p(t) funksiyani ¢ < 0 giymatlarda nol bilan
davom ettirish lozim (bu @(z, t) funksiya uchun x —ct > 0 bo‘ladi). Natijada
u(z,t) butun x € R, t > 0 sohada aniglangan bo‘ladi va

0, agar t <= bo'lsa,
u(z,t) = x> 0.
] (t — %) , agar t > %2 bo'lsa.
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Nihoyat, (6) tenglamaning (11) boshlang‘ich va u(0,t) = u(t) chegaraviy

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi
u(z,t) =u(x,t) + u(z, t)

bo‘lib, bu yerda u(z,t) funksiya (13) formula bilan aniglangan.
Endi > 0, t > 0 sohada bir jinsli bo‘lmagan

Uy — gy = f(2,1) (14)
tenglamaning
u(0,t) =0, u(z,0)=0, u(zr,0)=0, t>0, z>t (15)

bir jinsli shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni topish masalasini qaraylik.
Agar f(x,t) va u(z,t) funksiyalar x € R, t > 0 sohada aniglanganda

edi bu masalaning yechimi

t x+c(t—T)

u(x,t):zi / ir / F(E,7)de (16)

C
0 z—c(t—7)

bo‘lar edi. Demak, yechimni x < 0 giymatlarda aniglash uchun tabiiyki,
f(x,t) funksiyani x < 0 da ham aniqlash zarur. Shu magsadda quyidagi
lemmani keltiramiz.

L e m m a. Agar (16) integralda f(x,t) funksiya = o‘zgaruvchiga
nisbatan toq bo‘lsa, u(0,t) = 0; juft bo‘lsa, u,(0,t) = 0 bo‘ladi.

Haqiqatan, agar f(z,t) funksiya x = 0 nuqtaga nisbatan
a) toq bo‘lsa, (18) dan u(0,t) = 0,
b) juft bo‘lsa, u,(0,f) = 0 bo‘lishini tekshirish qiyin emas. Demak, (14),
(15) masala yechimini ifodalovchi formulani yozish uchun f(z,t) funksiyani

x o‘zgaruvchi bo‘yicha x = 0 nugtaga nisbatan toq ravishda davom ettiramiz:

f(xat)a x 2 07
_f(_x7t)7 r <0

F(x,t) =

va

Uy — a’Upy = Fx,t), 2€R, t>0
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U(z,0) =0, Ufz,0)=0, x€R
Koshi masalasini qaraymiz. Uning yechimi esa

t x+c(t—7)

Uz, t) = %}/m / F(E, 7)de.
0 a—clt—r)

Quyidagi hollarni qaraylik:

x>0, 2—ct>0 (t<2).

Unda z —c¢(t —7) = x — ct + ¢7 > 0 bo'lib,

t x+e(t—7)

() = Uz, ) :i/dT / F(E,7)deE.

2c
0 z—c(t—7)

2) x>0, v—ct<0(t>2).Buholda

<0, 0<7<t—2,
r—clt—1)=x—ct+ecr
>0, 7>t—%.

Shu sababli

2c
x—c(t—T)
. t x+c(t—7)
+%/d7' / f(&,m)dé =
- x—c(t—T7)
t—= 0 r+c(t—T)
1
—oc [{- | feenas [ pendpans
0 z—c(t—T) 0
t x+e(t—T) t—3 x+e(t—T7)
1 1
woo [ar [ sende=g [ar [ e
t—< x—c(t—7) 0 c(t—7)—x
. t x4c(t—T)
vop [ [ s
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Nihoyat, 1 va 2-hollarni birlashtirib, yechimni

.

dej?f(€7T)d§, T > 0, t < g)
1 0 X C

U(x’t) B 2_C< t 1xz t Ta
[dr [ f& e+ [dr [ f(& s >0, >3

ko‘rinishda hosil gilamiz. Buyerda x; = x—c(t—7), 2 = x+c(t—7), t; =

t— L
C

1.5 Ko‘p o‘lchovli to‘lgin tenglamasi uchun Koshi
masalasi. To‘lgin tenglamasi uchun Koshi

masalasi yechimining yagonaligi

Endi to‘'lgin tenglamasini n > 1 o‘lchovli hollarda qaraymiz.

5 0? 0?
Ou=uy —c'Au, N=~N,=—+...
U = Uy — " Au, 8x% + ...+ ot
kabi belgilashlar kiritib, ushbu
Ou=0, (z,t)eR"x(t>0), (17)
u(z,0) = f(z), =eR" (18)
w(@,0) = g(z), @R (19)

Koshi masalasining yechimini gidiramiz. Bu yerda f(z), g(z) - berilgan va
C? (R") sinfga tegishli bolgan funksiyalar.

Sferik o‘rta gqiymatlar usuli va (3) formuladan foydalanib, to‘lqin tenglamasi
uchun Koshi masalasi yechimini topamiz.

Sferik o‘rta qiymatlar usuli.

u(z,t) € C*(R" x (t > 0)) yechimning sferik o‘rta qiymatini

1

wyr"—1

M(r,t) =

/u(y, t)dsS, (20)

X%
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bilan aniqlaymiz bu yerda X! - markazi x nuqtada va radiusi r bo‘lgan
(2m)3

I'(3)
bo‘lgan sfera yuzasidir.

sfera, w, = - n o'lchovli birlik sfera yuzasi, wr™ ! esa radiusi r ga teng
Integral hisobning o‘rta qiymat haqgidagi teoremasiga ko‘ra biz qidira-

yotgan funksiya

u(z,t) = lim M (r,t) (21)

r—0

tenglikdan topiladi.
Boshlang‘ich shartlardan foydalanib,

M(r0) = — [ f)as, = Fv) (22)
Mi(r,0) = — [ g(w)ds, = G() (23)

formulalarga ega bo‘lamiz. Bular esa mos ravishda f(x) va g(z) funksiyalar-
ning sferik o‘rta giymatlaridir.

Endiki qadam M (7, t) funksiya uchun hususiy hosilali differensial tengla-
mani hosil qilishdan iborat. (20) formulada tayin x va r lar uchun ¢ =

(y — ) /r almashtirish bajarib,

1
M(r,t) = - / w( + €, 1)dSe
ni olamiz.

Bu yerdan

/ Zuy v+ 16, 0)6dSe =~ / Zuyz Y, t)&dSe.

21 Z 1 Z,,, Z 1

Bo‘laklab integrallab, £ = (y — x)/r ning 3 sirtga tashqi normal ekan-
ligidan foydalanib,

M, (r,t) = o 1/2“%% Y, 1)

Urzl
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formulani hosil qilamiz, bu yerda U] — markazi z nuqtada va radiusi r bo‘lgan

shar.
Faraz qilaylik, u(z, t) funksiya to‘lgin tenglamasining yechimi bo‘lsin. U

holda

r

1 1
g = e [ty iy =5 [ [ v s,

C*Wn, CZWn
Ur 0 0B,(z)
Bu yerdan
(M), = 5— [ unly.1)dS, =
r r)r — can U\ Y, Yy
Zr

x

Tn—l

r1 92 1
T2 o wnrn_l/u(y,t)dSy R M.
25

Shunday qilib, (r"~1M,), = ¢ 2r"~1 M;; tenglamani hosil gilamiz. Uni

—1
T

ko‘rinishda yozib olamiz.
(24) tenglama Eyler-Puasson-Darbu tenglamasi deyiladi.

n = 3 bo‘lgan hol.
Eyler-Puasson-Darbu tenglamasi bu holda (7M),.. = ¢=2(rM ) ko‘rinishda

bo‘ladi. Demak, »M funksiya bir o‘lchovli to‘lgin tenglamasi va

(rM)(r,0) =rF(r), (rM),r,0)=rG(r) (25)

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiradi. (3) formulaga asosan

r—+-ct

M 1) = (r + ct)F(r + ct) ;; (r —ct)F(r — ct) +2ir / G(E)dE. (26)

Bu formulaning o‘ng tomoni aniglangan bo‘lishi uchun [r — ct,r + ct] C
(0, 00) bo‘lishi kerak. F'(r) va G(r) funksiyalarni (—oo, 00) sohaga quyidagi

tarzda davom ettiramiz:
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F(r), r>0, G(r), >0,
Fo(r) = f(r), r= Go(r) = g(r), m=0,
F(-r), r <0, G(—r), r<O.

T asdiq. rFy(r) va rG(r) funksiyalar ikki marta uzluksiz differen-
siallanuvchi ya'ni, rFy(r), rGo(r) € C*(R?).

Isbot. F(r), G(r), r > 0 funksiyalarning aniqlanishi va o‘rta giymat
haqidagi teoremadan rl—iglo F(r) = f(x), rl—i}}}oG(r) = g(z) kelib chiqadi.
Demak, rFy(r), rGo(r) € C(R). Bu funksiyalar C*(R) ga ham tegishli,
Buni faqat Fy(r) funksiya uchun ko‘rsatamiz. Gg(r) uchun shunga o‘xshash

ko‘rsatiladi. Haqiqatan ham,

Fi(r) = / S f, (o + ) S

2131

F'( / Z fo,(x)€;dSe = o En: £y, (@) / n;dSe = 0.

o J=1 J=1 o
Bu yerdan esa F” va G” lar r — +0 da chegaralangan bo‘lsa, rFy(r),
rGo(r) € C*(R) o‘rinli bo‘ladi. Bu funksiyalar ikkinchi tartibli hosilalarining
r — 40 da chegaralanganligi

F"(r) = / Z Fyuy; (@ 4+ 7€) &€;dSe,

Wn
2(1)2]1

F"(+0) Z fyi; (T /nm]ng
zy 1 s
formulalar va (f,g) € C*(R) ekanligidan kelib chiqadi. Tasdiq isbotlandi.

(26) formula Fy va Gy lar uchun

r+ct
(r +ct)Fo(r +ct) + (r — ct) Fo(r — ct)
§Go(€

MO(T7 t) - 27,,

rct

ko‘rinishni oladi.
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Fy va Gy funksiyalar toq bo‘lgani uchun

ct—r
| <cniepae=o.
r—ct
Shunday qilib,
ct+r

F — ) Folr — !
o eFilr ) 0= eFilr =)y L e

2r

Mo(T, t) =

s > 0 lar uchun.

Fy(s) = F(s), Go(s) = G(s) bo‘lgani sababli tayin ¢t > 0 va 0 < r < ct
larda My(r, t) bir o‘lchovli to‘lgin tenglamasining (25) boshlang‘ich shartlarni
qanoatlantiruvchi yechimi bo‘ladi. u(z,t) = lg% My(r,t), t > 0 ckanligidan

Lopital qoidasiga asosan

u(z,t) = ctF'(ct) + F(ct) + tG(t) = % (tF(ct)) 4+ tG(ct).

Bu formulaga asosan (22) va (23) larni n = 3 da inobatga olib,

d 1 1
T dt 47Tc2t/f(y)dsy + 47T62t/g(;y)d5y (27)

ct ct
Z:r Ez

u(x,t)

formulani hosil gilamiz.

Eslatma. (27) formula 4-bobdagi (48), (49) Koshi masalasining
yechimini beruvchi (55) Kirxgof formulasining bir jinsli tenglama bo‘lgan holi
(f(x,t) = 0) uchun ustma-ust tushadi. Shuningdek, n = 2 bo‘lgan hol uchun
yuqoridagi mulohazalarni takrorlab, 3-bobdagi (56) Puasson formulasining
bir jinsli tenglama bo‘lgan holidagi yechimini hosil qgilish mumkin.

Koshi masalasi yechimining yagonaligi n = 2,3 hollar uchun mos ra-
vishda 3-bobdagi (55) va (56) formulalardan kelib chiqadi. Haqgiqatan ham,
aynan bir xil boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi va bir xil o‘ng tomonga
ega bo‘lgan tenglamaning ikkita yechimi mavjud deb faraz gilib hamda yechim-
larni beruvchi formulalar yordamida ularning ayirmasini tuzib olib, uning
aynan nol ekanligiga, ya'ni bu yechimlarning ustma-ust tushishiga ishonch

hosil gilamiz.
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126 Koshi, Gursa masalalari. Tor tebranish

tenglamasi uchun Asgeyrsson prinsipi

Ushbu ” 5
U U

2 a2 0 (28)
tenglama uchun Koshi masalasi umumiy qo‘yilganda, ya’ni boshlang‘ich shart-
larni t = 0 dan farqli bo‘lgan, berilish chizigi L qanday bo‘lishini va beril-
gan funksiyalar masala korrekt qo‘yilgan bo‘lishi uchun qanday shartlarni
qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. D orqali z,t o‘zgaruvchilar tekisligida chegarasi
bo‘laklari silliq S chiziqdan iborat bo‘lgan sohani belgilaymiz. Faraz qilaylik,
u(x,t) funksiya D sohada (28) tenglamaning klasssi yechimi bo‘lib, D U S
da birinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo‘lsin. (28) tenglamada t va x

larni mos ravishda 7 va £ o‘zgaruvchilar bilan almashtirib, uni

d (0Ou 0 (0Ou _0
a—f(ﬂ*a—g(a—g)—

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu tenglamani D soha bo‘yicha integrallab, Gauss-

Ostrogradskiy formulasini qo‘llaymiz:
0 (Ou 0 (0Ou ou ou
— = —=|= = [ — —d¢. 2
[ 15 (5r) - 2 (Gt oo = [ Geeme e
D S

Faraz qilaylik, L - yopiq bo‘lmagan silliq Jordan chizig‘i bo‘lib, quyidagi
ikkita shartni qanoatlantirsin:

a) (28) tenglamaning x —t = ¢; , ¥ +t = ¢y xarakteristikalar oilasiga
tegishli bo‘lgan har bir to‘g'ri chiziq L bilan bittadan ortiq nugtada kesish-
masin;

b) L egri chizigqa uning ixtiyoriy nuqtasida o‘tkazilgan urinmaning yo‘na-
lishi hech bir nuqtada (28) tenglama xarakteristikalarining yo‘nalishi bilan
ustma-ust tushmasin.

O&t tekislikda ixtiyority C(z,t) nuqtadan o‘tkazilgan & — oz = 7 — ¢ |
§—x=—(T—1) - (28) tenglamaning xarakteristikalari L egri chiziq bilan

mos ravishda A va B nuqtalarda kesishsin.
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AT L

C(x,1)

A 4

11-chizma. D soha tasviri.

(29) formulani AB egri chiziq, C' A va C' B xarakteristikalar bilan chegara-
langan sohada qo‘llab, ushbu

ou

AB+BC+CA

tenglikni hosil gilamiz. C'A va BC' da, mos ravishda, d¢ = dr va d§ = —dr
bo‘lgani uchun oldingi tenglik quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

@dT—i——dﬁ /du—l—/du:().

3
AB BC CA
Bundan | | 5
U
u(C) = §u(A) + §u(B) + (9_£dT + —df (30)
AB

tenglik kelib chiqadi. Agar (28) tenglamaning u(x,t) yechimi

U‘L: ¥ a7 L: ¢ (31)

shartlarni qanoatlantirsa, bunda ¢ va 1 berilgan, mos ravishda ikki va bir

marta uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar, [ esa L da berilgan yo‘nalish

Ju Ju

) ¢ homa Tum

bo‘lib, L ning urinmasi bilan ustma-ust tushmaydi, u holda *

funksiyalarni

oudE  oudr _0p
060s O0r0ds Os’
Ou ¢ auaT

ool Tarar Y
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tengliklardan aniglab olamiz, bu yerda s - L ning yoy uzunligi. Aniglangan
u, g“, gg miqgdorlarni (30) tenglikning o‘ng tomoniga qo‘yib, (28) tenglama-
ning (31) shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini hosil gilamiz. Shunday qilib,
fagat shu tarzda Koshi masalasi qo‘yilsa, masala yagona va turgun yechimga
ega bo‘ladi.

Endi Gursa masalasini (yoki zarakteristik masala) ko'rishga o‘tamiz.
Tayin A(xg, tg) nugtadan chiqarilgan (28) tenglamaning AB: £ —x¢ = T —1,
AD: £ —xg = —(7 —tp) xarakteristikalari va C'(z,t) nuqtadan o‘tuvchi C'B:
E—x=1—tvaCD: £ —x = —(7 —t) xarakteristikalaridan tashkil topgan

xarakteristik to‘rtburchak sohani G orqali belgilab olamiz.

AT Cx0)
B
D
A(x,tp)
>
0 ¢
12 - chizma. D soha
(29) formulani G soha uchun qo‘llab,
ou ou
—d —d =0
o T+ ¢ =
AB+BC+CD+DA

tenglikka ega bo‘lamiz. AB va CD da d§ = dr , BC va DA da d§ = —
bo‘lgani uchun avvalgi tenglikni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:
—dT dg / Par + d£ / Har + —“dg—
o€ or

AB

— g—ng —d§ /du—/du+/du—/du:

DA AB BC CD DA
= 2u(B) — 2u(A) — 2u(C) + 2u(D) = 0.
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Bundan
u(A) +u(C) = u(B) + u(D) (32)

Asgeyrsson prinsipi yoki o‘rta qgiymat to‘g‘risidagi teoremani ifodalovchi
tengliq kelib chigadi. Bunga asosan (28) tenglama u(z, t) yechimining xarak-

teristik to‘rthurchak qarama-qarshi uchlaridagi qiymatlarining yig‘indisi bir-

biriga teng. B va D nuqtalarning koordinatalari mos ravishda (5=t = 2=ttt

r—t+xo+ty —x+t+x9+1o
2 ) 2

ma’lum bo‘lsa, ya'ni u|ap = ¢(§), u|lap = (), p(A) = ¥(B), u holda (32)

ga asosall

va (

) lardan iborat. Agar Gursa masalasining shartlari

u(a:,t) _ <x—|—t—|—2x0 —to) +¢ (l‘—t+2$0+t0> _ QO(ZL‘()) (33)

va @(z), ¥(x) funksiyalar ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar
bo‘lsa, (33) formula bilan aniglangan u(z,t) funksiya Gursa masalasining

yechimidan iboratdir.

4.7 Xarakteristikalarda berilgan masala.

Integral tenglamalarning ekvivalent sistemasi
Ushbu

Uy (2, 7) = a(x, y)us(x,y) + 0(z,y)uy(z,y) + f(x,y,u(z,y)),  (34)
O<r<l, O<z<l

tenglamani va

u(z,0) =¢(x), 0<x<l, (35)

w0,y) =¢(y), 0<y <1 (36)
shartlarni qanoatlantiruvchi w(z,y) funksiyani topish masalasini qaraymiz.
Bu yerda [;, lo— berilgan musbat haqiqiy sonlar va ¢, ¢— C! funksiyalar
sinfidan bo‘lgan ¢(0) = ¢(0) shartni qanoatlantiruvchi berilgan funksiyalar.

Bu masalaga (34) chizigli bo‘lmagan giperbolik tipdagi tenglama uchun
qo‘yilgan Gursa masalasi deb ataladi. Ma’lumki, (34) tenglamaning xarak-

teristikalari dxdy = 0 tenglamaning yechimidan iborat. Bu yechimlar z =



Xarakteristikalarda berilgan masala 197

const, y = const ko'rinishdagi to‘g'ri chiziglar oilasidir. Shunday qilib, (34)
tenglamani va (35), (36) xarakteristik x = 0, y = 0 chiziglarda berilgan
shartlarni qanoatlantiruvchi u(z, t) funksiyani topish talab etiladi.
Ta’rif. (34)-(36) tengliklarni qanoatlantiruvchi u (z,y) € C?
([0, 11] x [0,15]) funksiyaga (34)-(36) Gursa masalasining yechimi deyiladi.
Qo‘yilgan masala yechimining mavjudligi va yagonligini bir necha,
etaplarda isbotlaymiz. Dastlab (34) — (36) masalaning qandaydir chizigli
bo‘lmagan integral tenglamalar sistemasiga ekvivalent ekanligini ko‘rsatamiz.
Faraz qilaylik, u(z,y) funksiya (34) — (36) masalaning yechimi bo‘lsin. U
holda (34) tenglamani dastlab y bo‘yicha keyin x bo‘yicha integrallab, quyida-

gilarni hosil qilamiz:

)

(2, y) = up(,0) + / a(z, )uua (i, )+

Yy Yy
+/b(xnuy:€ndn+/fxn, (z,n))dn;
0 0

u(x,y) = u(0,y) + u(x,0) — u(0,0)+

+j/ya§nux§ndnd£+// (€, m)uy (€, m)dndé+
0
+77f£n, (&, m))dndé. (37)
0 0

Ikkita yangi funkiyalarni v(z, y) = u,(z,y), w(z,y) = uy(z,y) kabi kirita-
miz. U holda, (34) — (36) boshlang'ich shartlarni qo‘llab, (34) tenglamani

quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

u(z,y) = p(y) + ¢(x) — ¢(0)+

+O/O/[Cb(fa??)v(fan)+b(f,77)w(§,n)] dgdn+O/O/f(é"mu(f’n))dgdn_

(38)
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Bu tenglamani x bo‘yicha differensiallab

!

v(z,y) = ¢ (v)+
Yy Yy
+/mwmwwmwwummwmnw+/ﬂammamwn (30)
0 0
tenglikni va y bo‘yicha differensiallab esa

/

w(r,y) = ¢ (y)+

+/m&ww@www@wm«yﬂ&+/f@%u@wms (40)

0
tenglikni hosil gilamiz.

Demak, agar u(x,t) (34)—(36) masalaning yechimi bo‘lsa, u holda (38)—
(40) tenglamalarni qanoatlantiruvchi v(z, t), w(z,t) funksiyalar mavjud bo‘ladi.
Teskarisi: (38) — (40) tenglamalarning yechimlari bo‘lgan u, v, w- uzluksiz
funksiyalarning mavjudligidan v = u,, w = u, ekanligi kelib chiqadi. (38)
tenglamada navbat bilan x = 0 va y = 0 deb (35) va (36) shartlar hosil qili-
nadi. Shuningdek, (39) va (40) tenglamalarni bevosita differensiallash orqali
u(x,t) funksiyaning (34) tenglamani ganoatlantirishini ko‘rish mumkin.

Xarakteristikalarda berilgan masala yechimning mavjudligi.

T e or em a (Mavjudlik teoremasi). Quyidagi shartlar bajarilgan
bo‘lsin:

1) a(z,y), blx,y) € C([0,4] x[0,1]);

2) f(x,y,p) € C([0,11] x [0,l5] x R), bu yerda (34) tenglamadagi
f funksiyaning u(z, y) argumenti p ixtiyoriy qiymat qabul giluvchi o‘zgaruvchi
bilan almashtirildi;

3) ixtiyoriy x € [0,11], y € [0, 5] va p1, p2 € R lar uchun

|f(z,y,p2) — f(z,y,p2)| < L|p1 — p2 (41)

tengsizlik o‘rinli, bunda L > 0;
4) ¢(z) € CU[0, 1], p(y) € CU0,L],  $(0) = $(0).
U holda (34) — (36) masalaning yechimi mavjud. (41) tengsizlikka Lipshits

sharti, L soniga esa Lipshits o‘zgarmasi deyiladi.
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Isbot. (34) — (36) masala (38) — (40) integral tenglamalargaga ekviva-
lentligini hisobga olib, (38)—(40) ni qanoatlantiruvchi u(z, y), v(z,y), w(z,y)
uzluksiz funksiyalar mavjudligini isbotlaymiz. Bu funksiyalarni ketma-ketligi
yaqinlashish usuli yordamida topamiz. Ketma-ket yaqinlashish jarayonini

quyidagicha quramiz:

ug(x,y) = volz, y) = wolz,y) = 0,

uni1(x,y) = @(y) + o(x) — ¢(0)+
+/0/ a(&,n)va(&,n) + (&, n)wn(&,n) dnd§+//f & m,un(§,m)) dndg

Uni1(z,y) = ¢ (y)+

)

+/mmeAam+b@mWMamwn+/fwmwaamwm

0

wn1(2,y) = @' (y)+

X

/mmm%@yww@mmwamMG/}@wwaamman:LG“
0

0

Bu jarayonning yaqinlashuvchi ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun
Un, Up, Wy, ketma-ketliklarning hadlari orasidagi farqlarni baholaymiz. wu,
hadlarning aniqlanishi va teoremaning 3-shartidan quyidagi tengsizlik kelib
chiqadi:

T

Yy
I%H—MJS//‘MﬁnH%Sm vt (,)] +
0 0

r Y

+16(& m)| lwn (€, m) — wnl(f,n)\}dédnJr//L [un(§,m) — un—1(&,m)| d€dn.
0 O

Faraz qilaylik, (x,y) € ([0, ;] x [0,ls]) da

M = max {max|a(z, y)|, max|[b(z,y)|, L}
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bo‘lsin. U holda

T Y

|un+1 _un‘ < M// |Un £, 77 Un—l(éan)H'
0 0

+ |wn(§,m) — wp—1(§, )| + [un(€,n) — un—1(&,m)| | dEdn

Un, w, funksiyalar uchun ham shunga o‘xshash quyidagi baholarni olamiz:

i = ] <M [ [Juatn) = waa(o )] +
(. m) = woes ()| + fun . m) = e ()| |
s =l <M [ [J0a(€0) = vaal€.)] +

0

Ketma-ketlikning barcha elementlari uzluksiz funksiyalar bo‘lganligi sababli,
(x,y) € ([0,11] x [0,15]) lar uchun

|Un |, [Vnl, [wn

larning biror H > 0 o‘zgarmas bilan chegaralanganligi kelib chiqadi. U holda

ketma-ketlikning no‘linchi hadlarining aniglanishiga ko‘ra
[ur — ol < M, |y —vo| < M, [wy —wo| <M
kelib chigadi. Bularni inobatga olib, quyidagi baholarni olamiz:

2
iy — uy| < M//stgdnz?)HMxy < 3HM(x—;y) ,

ve — | < M/SHdn =3HMy <3HM (z +y),

wy —wi| < M/3Hd§ =3HMz <3HM (z +y).
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Ketma-ketlikning tekis yaqinlashuvchi ekanligini isbotlash uchun majorant

qator qurishga to‘g'ri keladi. Dastlab uchbu

(z+y)"

| (2, ) — Up_1(x,y)| < SHM" K" '
n!

Y

n—1
|Un($7 y) — Un_l(,jlj‘7 y)‘ S 3HMn—1Kn_2 (.I' + y)

(n—1)!"
(z+y) "
(n—1)!"

baholarni isbotlaymiz. Bu yerda K = 2 4 [; + l5. Isbotlash uchun in-

lw, (2, y) — wp_1(x,y)| < SHM" K" ? =1,2,...

duksiya usulidan foydalanamiz. Faraz qilaylik, yuqoridagi baholar n = j
uchun o‘rinli. n = 5 + 1 uchun isbotlaymiz. Induksiya farazidan foydalanib,

|uj41 — u | ayirmani baholaymiz:

|ujp1 — uj| <

T

y : =
<A@//[MMW1K“@EﬁX+23HMJwaEiﬂX—
0 0

X

< 3HM K'~? /

1=y =y
(&+n) V @+UYV it

d
(]+1)' n=0 €+ ]' n=0

Ravshanki, bu tengsizlikning o‘ng tomonida integral osti ifodalarning n = 0
dagi giymatlarini tashlab yuborishdan tengsizlik fagat kuchayadi. Natijada,

golgan integrallarni hisoblab va

T o<l 4 42— K
J+2

ekanligidan foydalanib,

(x4 y)' " J$+wﬁl

|Uj_|_1 - Uj‘ S 3HM‘7-K‘].72

(7 +2)! (7 +1)!
j+1 j+1
:3HMj—1Kj—2(xfy) [x'+?/+2} SgﬂMjKj—l(”f—y)
G+ [j+2 (G +1)!
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tengsizliklarni hosil gilamiz. Shunday qilib, u,, ketma-ketlik uchun induk-
siya farazi isbotlandi. Qolgan ikkita ketma-ketlik uchun baholarning o‘rinli

bo‘lishi shunga o‘xshash isbotlanadi. Bu baholarning bir xilligi uchun faqat

(2, y) — vp_1(z,y)|

uchun bahoni isbotlaymiz. Yuqoridagi kabi faraz qilamiz, bu baho n = j
uchun o‘rinli bo‘lsin va n = j + 1 uchun bajarilishini ko‘rsatamiz. Induksiya

farazidan foydalanib, |vj+1 — v;| ayirmani quyidagicha baholaymiz:
[vj1(2, 1) — uj(, )] <

Y ) ’

J j—1

< M/ [3HMj1Kj2M Lo gpap-Lgi-2le T
0

J! (7 —1)! ]dng

(wfry)j+1+2(xfy)j
(7+ D! j!

J J
(xfy) THY SS?)HMjKj_l(xfy) |
! j+1 !

Endi u,, v,, w,, ketma -ketliklarning tekis yaqinlashuvchi ekanligini is-

< 3HM/ K72

= 3HM'K77?

botlaymiz. Ko‘rinib turibdiki, bunday ketma-ketliklarning har bir hadini
tegishli gqatorning xususiy yig‘indisi shaklida ifodalash mumkin:

n

Unp (xny) = Z (um (:C,y) — Um—1 (a:,y)) )

m=1

n

Un (2,y) = Z (Vm (2, y) = vm1 (2,9))

m=1

n

wy (2,9) = Y (W (2,y) = wni (2,9)).

m—1

Birinchi qatorning hadlari uchun baholar olgan edik. Ulardan foydalanib,

(x+y)" <

|Un (:E? y) — Up—1 (xa y)‘ S 3HMn_1Kn_2 |
n:

I+ )" "
< 3HM"’_1K”_2M = Ca—', C, a = const
n!

nl
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munosabatlarni hosil gilamiz. Bu yerda C = 3HM" 1K" 2 a = [} + .
Malumki, i c%—? qator yaqinlashuvchi. Bundan Veyershtrass alomatiga
ko‘ra, u, kgirlna—ketlikning tekis yaqginlashuvchi bo‘ladi. Hadlarning uzluk-
sizligidan limit funksiyaning uzluksizligi kelib chiqadi.

Shunga o‘xshash qolgan ikki ketma-ketlik uchun ham ushbu
Un (.T, y) = v (%, y) eC ([07 ll] X [07 ZQ])

Wn, ($7y) = w(x,y) S O([Oull] X [O7l2])

munosabatlarni ko‘rsatish mumkin.

Shuday qilib, n — oo da yuqorida yozilgan ketma-ketliklar (38)-(40) in-
tegral tenglamalar sistemasining yechimi bo‘lgan u, v, w funksiyalarga tekis
yaqginlashishini ko‘rsatdik. Bundan bu integral tenglamalarning yechimlari
mavjudligi kelib chiqadi. (38)-(40) integral tenglamalar sistemasining (34)-
(36) masalaga ekvivalent ekanligini esga olsak, teorema isbot bo‘ldi.

Xarakteristikalarda berilgan masala yechimining yagonaligi.

Endi (34)-(36) masala yechimining yagonaligini isbotlaymiz. Ravshanki,
bu (38)-(40) integral tenglamalar sistemasi yechimining yagonaligiga teng

kuchli.
T e o r e m a (Yagonalik). Faraz qilaylik,

{ul (xvy)v U1 (a:,y), wi (x,y)},
{u2 (x,y), U2 (SL’,y), w2 (ZE,y)}

ikkita funksiyalar sistemasi mavjud bo‘lib, ular (38)-(40) integral tenglamalar
sistemasining yechimlari va bunda (34) —(36) masala yechimining mavjudligi

haqidagi teorema shartlari bajarilgan bo‘lsin. U holda
'U/(ZUy) = U (x7y> — U2 (-I',y) y U (xvy) = U (ﬂf,y) — U2 (xvy) )

w (I,y) = u (I,y) — W (SU,y)

funksiyalar [0, [;] x [0, 5] to‘g‘ri to‘rtburchakda aynan 0 ga teng bo‘ladi.

Isbot. Teoremaning shartiga ko‘ra quyidagi tengliklar o‘rinli:

ur (z,y) = ¢ (y) + ¢ (z) — ¢ (0) +
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T

+/O/[a€77 o1 (E,m) + b (E,m)wn (€,m)] dnde+

T Y
+ f (& m,u1 (&,n)) dndé,
/,

ug (2,y) = ¢ (y) + ¢ (2) = (0) +

+//[a £,m)va (€,m) +b(&,n)ws (€,0)]dndé+

0
+ f (&,m,ug (§,m)) dndg.

Bu tenglamalarning biridan ikkinchisini ayirib va f(z,y,p) uchun Lipshits
shartini qo‘llab,

T

Yy
[uy — ug| < M vy (&,m) —v1 (§,m)| +
/]

< [ [l diwEnl+MpuEnl|ads @2
0 0

tengsizliklarni hosil gilamiz. Shunga o‘xshash munosabatlar v (z,v), w (z,y)

funksiyalar uchun ham o‘rinli:
Yy
DI [ [l ol + 3w )] + 2 u (o) Jan,
0
wizg) < [ 10 (€] + M (&) + M |u (e
0

Bu tengsizliklardan u (z,y) , v (z,y), w (z,y) funksiyalarning [0, 1] x [0, l5]
to‘g'ri to‘rtburchakda 0 ga tengligi kelib chiqishini isbotlaymiz. Dastlab ular



Xarakteristikalarda berilgan masala 205

[0, 2] x [0, yo] to'g'ri to‘rtburchakda 0 ga tengligini ko‘rsatamiz. Bu yerda
zo € (0,11), yo € (0,1) lar ushbu

3xoyoM < 1,
3woM <1,
3yoM < 1
shartlarni ganoatlantiradi.
Faraz qilaylik,
U = max u (z, ’
(2,y)€[0,20] X [0,50] [u (2, y)
V= max v (z, :
(z,y)e[(),xo]x[g’yo]‘ ( y>|
W = max \UJ (1';3/)|

($>y)€ [O,LL'()] X [0’/}/0]
Ravshanki, umumiylikka ziyon yetkazmasdan @ > max {v,w} deb olish

mumkin. U holda (42) tengsizliklardan quyidagilar kelib chigadi:

X

Yy
(2, y)| < M / / i+ @ + ) dedy < 3Maoyoi
0 0

yoki
u < 3Muzoyou, (z,t) € [0, x0] x [0, yo] -

3xroyoM < 1 bo‘lganligi sababli, oxirgi tengsizlik fagat « = 0 bo‘lganda
bajariladi. Bundan ko‘rinib turibdiki u (z,y),v (z,y),w (z,y) funksiyalar
[0, 2] x [0,y0] da aynan 0 ga teng. Keyingi qadamda biz shunday zy (z1 >
x) ni olamizki,

3 (z1 — o) yoM < 1,

3(z1 —xo) M < 1,

3yoM < 1

shartlar bajarilsin. [0, z1] X [0, o] to‘g‘ri to‘rtburchakni qaraymiz.U holda
(42) tengsizliklar quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:

a(z,y)| < M / / (@t a+ aldédn, (e.y) € [0.21] x 0,30

Zo
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Oldingi isbotdagi kabi, u (z,y), v (z,y), w (z,y) funksiyalar [0, z1] X [0, yo]
to‘g'ri to'rtburchakda aynan 0 ga tengligini hosil gilamiz. Bu kabi mulo-
hazalarni davom etib, chekli sonli qadamlardan keyin bu funksiyalarning
[0,11] x [0,90] da O ga teng ekanligini ko‘rsatish mumkin. So‘ngra, [0, o]
kesma uchun ham yuqoridagi kabi ish tutib, ularning [0, 1] x [0, [5] da aynan

0 ga teng ekanligi ko‘rsatiladi. Teorema isbotlandi.

4.8 Qo‘shma differensial operatorlar. Riman

usuli

Ushbu ikkinchi tartibli

é 0*u ‘ ou
Lu = Z aij(:p)axiaxj + Z ai(:p)axi + ap(z)u

ij=1 i=

chizigli differensial operatorni qaraymiz. D - R" fazoda bo‘laklari silliq S
sirt bilan chegaralangan soha bo‘lsin. Faraz qilamizki, a;;(z) koeflisiyent-
lar ikkinchi tartibli, a;(x) - birinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega, ag(z)

koeffisiyent esa uzluksiz bo‘lsin.
Moy = (CL](QZ)U) +Z (CL (ZIS’)U) +CLO($)U (43)
= . .
ifoda Lu ga qo‘shma differensial operator deyiladi. Bevosita hisoblashlarni

bajarib,

viu — uMv = Z 88' {Z [vaij(az)g—; — ua(ag—g)v)] + ai(m)uv}

T
i=1 L j=1

tenglikning to‘g‘riligiga ishonch hosil gilamiz. Agar

Pi(x) = {Z [vaij(x)g; — ua(agif)v)] + ai(x)uv} (44)

j=1

belgilash kiritsak, avvalgi tenglik quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

"0
Lu —uMv =
vLu —uMwv ;8%

Fi(z)
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Agar L = M bo‘lsa, L operator o‘zi-o‘ziga qo‘shma operator deyiladi. L

operatorni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

o« 0 daij(z) . ou
Lu = Z o, ( ) Z e 85@ Zaz(m)axi + ap(x)u.

ij=1 ij=1 i=

Agar

aij(z ._
= aiw Z axj z) = o(x)

belgilashlarni kiritsak, L ushbu

"0 ou ‘ ou
Lu = E oz (a”(x)ﬁ_x]> + E bi(x)
i=1

i,y=1

— +c(x)u (45)

ko‘rinishga keladi. U holda M operatorni quyidagicha yozish mumkin:

 ~— 0 [0Oaj(x) L ouN n 3 (bi(x)v) B
M’Ui;axi( O er%(x)@x') Z Ox; +ao(w)v =

J

-3 () ¢S e

ij=1 i=1
Agar M operator berilgan bo‘lsa, unga qo‘shma operator L bo‘lishini tek-
shirib ko‘rish qiyin emas. (43) va (45) formulalardan ko‘riniyaptiki, qo‘shma
operatorlar fagat o‘rta hadlari bilan bir-biridan farq qiladi. b;(x) = 0,
1 = 1,2,...,n shartlar bajarilganda L = M bo‘ladi. Demak, o‘z-o‘ziga

qo‘shma operatorni
Lu = Z; % (%g(@%) + c(x)u, aij(x) = ajl.(x)

ko‘rinishga keltirish mumkin. Laplas va to‘lqin operatorlari o‘z-o‘ziga qo‘shma
operatorlardir, lekin issiqlik tarqalish operatori o‘z-o‘ziga qo‘shma operator
bo‘la olmaydi.

R? fazoda u(z, y) funksiya uchun quyidagi differensial ifodanini qaraymiz:
Lu = ugy + a(z,y) us (z,y) +b(z,y) uy (z,y) +c(z,9)u(z,y)  (47)

Ta'rifga ko‘ra, unga qo‘shma operator quyidagi ko‘rinishga ega:
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Mo} = upy = (a(z,9)v), = (b(2,y) v), + ¢ (z,y) v
Ravshanki, (46) formulada

1
n =2, aj; = axp =0, a1 = 021 = 3, by =a, by =0b, c=c.

Ko‘rinib turibdiki, (44) formuladagi Py, P, lar
1

P = §(Uuy — uvy) + auv,
1
P, = i(vux — uvy) + buw

kabi hisoblanadi.

Endi Ozy tekisligida biror y = f(x) egri chiziq berilgan va ixtiyoriy « lar
uchun f'(x) < 0 shart bajarilgan bo‘lsin. y = f(x) funksiyaning grafigini
L¢ orqali belgilaymiz. R? tekislikning f (z) funksiya grafigidan yuqorida
joylashgan qismini R} bilan belgilaymiz, ya'ni

Ri ={(z,y): y> f(2)}.
Quyidagi chegaraviy masalani qo‘yamiz:
Lu=F(zy) (ry)€R} (18)

tenglamaning

u(r.y) = 6(e.0). (r) € Ly, i y) =vley), (ry) ey (49)

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin, bu yerda Lu (47) formula bilan
aniqlanadi, n - Ly chizigqa o‘tkazilgan R? sohaga nisbatan tashqi normal.
Ixtiyoriy A(zg,yo) € R? nuqgtada (48), (49) masalaning yechimini ifo-
dalovchi formulani topamiz. Buning uchun A nuqtani Ly egri chiziq bilan
koordinata o‘glariga parallel bo‘lgan kesmalar yordamida birlashtiramiz va
mos ravishda B(z, ), C(zo,y) kesishish nuqtalarini hosil gilamiz. AB, AC
kesmalar hamda BC' yoydan hosil bo‘lgan konturni S deb, uning ichki qis-

mini esa D bilan belgilaymiz.
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L va unga qo‘shma differensial M operator uchun o‘rinli bo‘lgan

orP, 0P
ofh | o

Lu —uMv =
vuuvax Iy

tenglikni D soha bo‘yicha integrallaymiz:

// (vLu — uMv) ds—//<apl aPQ)ds

Bu tenglikning o‘ng gismini matematik tahlil fanidan ma’lum bo‘lgan

/Rdeery://(Qx—Ry)ds
L D

Grin formulasi yordamida o‘zgartiramiz. U holda quyidagiga ega bo‘lamiz:

// (vLu — uMwv) ds = /—Pde — Pidy.
D L

L kontur gismlarining koordinata o‘glariga parallelligi va P;, P» larning

yuqoridagi ifodalarini inobatga olib, avvalgi tenglikni davom ettiramiz

/—Pgdﬂ? — Pldy =
L

1
([ VU, — uvy) + auv] dy — li(vuw — uv,) + buv] da:) +

_|_

\:n m\q
S —

1
[ Uy — uvy) + auv] dy + lﬁ(vu:ﬁ — uv,) + buv} dx. (50)

Ravshankl,

|

| —

l T~
T~
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tenglik bajariladi. Bu formulaning o‘ng tomonidagi integrallarni mos ra-
vishda Io4 va Iy orqali belgilaymiz.
Hozirgach v funksiyaga hech qanday shart qo‘yilmagan edi. Endi faraz

qilaylik, v funksiya ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib; ushbu
MU — ny - (G(I’,y)’l})x - (b($7y)U)y + C(l’, y)U = 07 X S o, Y S Yo

tenglamani va

Y
’U(LC(),y) = €Xp /CL(.’,U(), S)dS y Y S Yo, (51)

0 .

xT

v(x, o) = exp /b(s,yo)ds , < xg (52)

0 .

shartlarni qanoatlantirsin. Bu masalada chegaraviy shartlar xarakteristikalarda
berilgan. Oldingi paragrafda ko‘rsatilgani kabi bunday masalalar yagona
v(x,y) yechimga ega bo‘ladi. Bu yechim bizga ma’lum deb hisoblaymiz va
keyingi o‘rinlarda shu yechimni ifodalovchi v(x, y) funksiyadan foydalanamiz.

Bularni va (48) tenglamani hisobga olib, (50) formulani soddalashtirishni

[ v p s -

1
= / ([%(vuy — uvy) + auv} dy + lﬁ(vux — uv,) + buv] dx) +Ica+ Ipa.

davom ettiramiz:

Ica, Ipaintegrallarda koordinatalaridan biri tayin ekanligidan foydalanamiz.
v(z,y) uchun (51) shartdan x = xy bo'lsa, v, — av = 0 bo‘lishini oson

aniqlash mumkin. U holda
A
loa = / [ VU — uvy) + auv} dy =
C

_ / 5oy = ulo, = a0)| dy = (0] =500
C
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Xuddi shunga o‘xshash, y = y bo‘lganda (52) tenglikka asosan u, —bu = 0

ekanligini inobatga olsak,

A
/[ (Vg — uvy) +buv} dr =
B

A

:/E(U%_U( —bv)] da::; }A ; )’B

formula hosil bo‘ladi. Shunday qilib, (50) ifodani quyidagi ko‘rinishda yozish

C
// v(x,y)F(x,y)d :/ [ (vuy — uvy) + auv | dy—
B

_ E(qu — uv,) + buv] dx) - uv|A—%(uv)|C—%(uv)’B.

Bundan esa, o‘'ng tomondagi uv qo‘shiluvchining A(z, yo) nugtadagi qiyma-

mumKkin:

tini ushbu
U(Jfo, yo)v(:co, yo) =

c

1
/ [ VU — Uvy) + auv] dy — b(uux — uv,) + buv} dx)—l—
B

()| 5]+ [ e P is

tenglik bilan ifodalaymiz.
(51), (52) chegaraviy shatrlardan v(xg,yg) = 1 ekanligi kelib chiqadi.

U holda

c
1
u(zo, Yo) / { Uy — uvy) + auv] dy — [2(vum — uvy) + buv} d:c>+
B

ol sl [ e oo

hosil bo‘ladi. Bu u(xg, yo) uchun yakuniy formuladir.



212 Giperbolik tenglamalar

Ly konturda u(z, y) funksiyaning xususiy hosilalarini (49) shartga asosan
berilgan funksiyalar orqali ifodalash mumkinligini ko‘rsatamiz. Buning uchun
(49) tengliklarni

u(z, f(x)) = o(z, f(x)), 8u($ f(x)) = ¢(z, f(x))

ko‘rinishda yozib olamiz. Ly ga urinmaning birlik vektori 7 quyidagi ko‘ri-

1 f’(x)
7= <\/1+ 201+ (f )

ou(x,y) _ @ 1 n @ f'(z)
on  O0x\/1+(f'(x)? 1+ (f(2))>

ifodaga ega bo‘lamiz.

nishga ega:

Bundan

% ushbu
0 _ Ou(a, f(z)) | Oulw, f(z) . . —du
%u(x,f(iv)) = G T 5 f(z) =1+ (f'(z)) E(;@,y).

tenglamadan topiladi. Ma’lumki,

Jy

%
871(

n, gradu).

L chizigqa o‘tkazilgan normalning, 7 vektorga ortogonal bo‘lgan birlik
vektori quyidagicha hisoblanadi:

7= ( f'(z) _ 1 ) .
VIH(F@)P V1+(F@)?

Bundan

Ouxy) du__ fle)  du__ 1
on O\ T+ (f@) Oy /1+(f(0)

formulani hosil gilamiz.

Yuqoridagilarga asoslanib, chegaraviy shartlardan Ly konturda u(x,y)

ning xususiy hosilalarini topish uchun

S0 fla)) = 50+ 1)
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_ Ou f(x) ou 1

S0 T+ (@) 1+ ()

tenglamalar sistemani olamiz. Uning determinanti hech qayerda 0 ga teng

U(z, f(x))

emas. Bundan kelib chiqadiki, u,(z,y), w,(z,y) lar mavjud va berilganlar
orqali bir gqiymatli topiladi. Shunday qilib, (53) formulaning o‘ng tomonidagi
barcha funksiyalar aniglandi. Uni hosil qilish uchun qo‘llaniladigan usul
Riman usuli deyiladi.

E slatm a. (7) Dalamber formulasi (53) formulaning xususiy holidan

iboratdir.

4.9 Tor tebranish tenglamasi uchun boshlang‘ich-

chegaraviy masalalarni Furye usuli bilan yechish

4.9.1 Birinchi boshlangich-chegaraviy masala. Bir jinsli
tenglama va bir jinsli chegaraviy shartlar. Xos

son va xos funksiya

Xususiy hosilali differensial tenglamalar nazariyasida chegaraviy yoki ar-
alash masalalarni yechishda eng ko‘p qo‘llaniladigan usullardan biri bu o‘zga-
ruvchilarni ajratish yoki Furye usuli hisoblanadi. Bu usulni bayon etishni
ikkala uchi ham mahkamlangan tor tebranish tenglamasi uchun birinchi
boshlang‘ich - chegaraviy masalani yechishdan boshlaymiz. Qolgan chegar-
aviy masalalar va aralash masalalar xuddi shunga o‘xshash tarzda yechiladi.
Quyi- dagi

Ut = AUy (54)

tenglamaning bir jinsli
u(0,t) =0, u(l,t) =0 (55)

chegaraviy va
u(SL’, 0) = Qp(x)v ut(xv O) - ¢($) (56)
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boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topamiz. (54) tenglama
chiziqgli va bir jinsli bo‘lganligi uchun, uning xususiy yechimlari yig‘indisi ham
tenglamaning yechimi bo‘ladi. Ularning biror koeffitsientlar bilan yig‘indisini
izlanayotgan yechim sifatida qarash mumkin.

Dastlab, quyidagi yordamchi masalani qaraymiz:

2
Ut = A Ugy

tenglamaning aynan nolga teng bo‘lmagan
u(z,t) = X(x)T(t) (57)

ko‘paytma ko‘rinishidagi, bu yerda X, T lar bir o‘zgaruvchili, mos ravishda

x va t larning funksiyalari, bir jinsli
u(0,t) =0, u(l,t) =0 (58)

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Bu masalani echish uchun (57) ifodani (54) ga qo‘yib

X" (2)T(t) = %X(a:)T”(t)
yoki, X (x)T'(t) ga bo‘lgandan so‘ng
X//(a;,) B iT//(t)
X(z) @ T(t)

(59)

tenglikni hosil gilamiz. (57) formula bilan aniglangan funksiya (54) tenglama-
ning yechimi bo‘lishi uchun, (59) tenglik erkli o‘zgaruvchilarning barcha
0 <x <, t>0qgiymatlarida bajarilishi shart. Bu tenglikning chap tomoni
faqat x o‘zgaruvchining, o‘ng tomoni esa, fagat ¢ o‘zgaruvchining funksiyalar-
idir. Navbat bilan, ularning birini tayin qilib, ikkinchisini o‘zgartirib, (59)
tenglikning chap va o‘ng tomonalari o‘zgarmas songa teng ekanligiga ishonch

hosil gilamiz:
X"x) 1T"(t)

X(z) @ T(t)

bunda o‘zgarmas A ni qulaylik uchun manfiy ishora bilan oldik.

— ) (60)
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(60) tengliklardan X (x) va T'(t) funksiyalarni aniglash uchun
X"(z) + XX (z) =0, X(x) #0,

T"(x) +a* T (x) =0, T(t) #0 (61)

oddiy differensial tenglamalarga ega bo‘lamiz. Shuningdek, (58) chegaraviy

shartlardan

w(0,1) = X(0)T(t) = 0,
u(l,t) = X()T(t) = 0

kelib chiqadi. O‘z navbatida, bu tengliklar (57) formula bilan aniglangan
u(x,t) funksiya nolga teng bo‘lishi uchun X (x) funksiyaning

shartlarni qanoatlantirishi lozimligi, aks holda 7'(¢) = 0 bo‘lishini ko‘rsatadi.

Shuning uchun, yuqoridagi chegaraviy shartlardan

shartlarni hosil gilamiz. Shunday qilib, biz qo‘yilgan chegaraviy masalani
yechish jarayonida X (x) funksiya uchun Shturm-Liuvill masalasi deb ata-
luvchi quyidagi masalaga keldik:

Ta’rif. Aning

X"(2) + A\X(2) =0, X(0) = X(I) =0 (62)

masala notrivial yechimga ega bo‘ladigan giymatiga shu masalaning xos soni
va unga mos notrivial yechimga esa A xos songa mos keluvchi xos funksiya
deyiladi. Umuman, differensial tenglamalarning xos sonlarini va unga mos
keluvchi xos funksiyalarini topish masalasiga Shturm-Liuvill masalasi deb
yuritiladi.

Bu masalaninig yechimini topish maqgsadida A ning manfiy, nolga teng

va musbat giymatli hollarini alohida qaraymiz.
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1-hol. Faraz qilaylik, A < 0 bo‘lsin. Bu holda oddiy differensial tengla-
malar kursidan bizga ma’lumki, (62) tengliklardagi ikkinchi tartibli oddiy

differensial tenglamaning umumiy yechimi
X(z) = CreV ™ 4 Che VN (63)

ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda C;, (5 - ixtiyoriy haqiqiy sonlar. Ularni shunday

tanlaymizki, natijada (62) dagi chegaraviy shartlar o‘rinli bo‘lsin:
X(0)=Cr 4+ Co =0, X(I) = CreV M 4 Cpe VN

yoki
O = —Cy, O (eﬁl _ e—ﬁl) — 0.

Qaralayotgan holda A < 0 va [ > 0 haqiqiy sonlar bo‘lganligi uchun eV —
e~ VA # 0. Demak, ikkinchi tenglamadan C; = 0 va birinchisidan esa
Cy = C7 = 0 hosil bo‘'ladi. Demak, bularga asosan, A < 0 bo‘lganda (62)
masala fagat nol yechimga ega bo‘lar ekan, ya'ni bu holda Shtuurm-Liuvill
masalasi xos son va xos funksiyaga ega emas ekan.
2-hol. Faraz qilaylik, A = 0 bo‘lsin. Bu holda (62) dagi ikkinchi tartibli
oddiy differensial tenglama X”(x) = 0 ko‘rinishda bo‘lib, ununig umumiy
yechimi
X(z) =Ciz+ Cy (64)

dan iborat bo‘ladi. Bunda C;, C5 - ixtiyoriy haqiqiy sonlar. Ularni (62)

dagi chegaraviy shartlardan tanlaymiz:
X(0)=0Cy, X(I)=C1l+Cy=0

yoki
C,=0Cy =0.

Demak, (64) ga asosan, A = 0 holda ham (62) masala faqat nol yechimga
ega bo‘lib, Shturm-Liuvill masalasi xos son va xos funksiyaga ega bo‘lmas
ekan.

3-hol. Faraz qilaylik, A > 0 bo‘lsin. Bu holda differensial tenglamalar
kursidan bizga ma’lumki, (62) dagi ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglama
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ikkita qo‘shma kompleks xarakteristik ildizlarga ega bo‘lib, uning umumiy
yechimi

X () = Cy cos V Az + Cysin vV Az (65)

ko‘rinishda bo‘ladi. C7 va C5 o‘zgarmaslarni shunday tanlaymizki, (62) dagi

chegaraviy shartlar o‘rinli bo‘lsin, ya'ni:
X(0)=C, =0, Cysin VA = 0.
X (z) # 0 ekanligidan Cy # 0 bo‘ladi. Demak, bu sistemadan

sin VA = 0

ekanligini hosil gilamiz. Bu sodda trigonometrik tenglamaning yechimi quyidagi-

2
A:An:(”l—”) . nez.

Shunday qilib, (63) masala fagat A = \, = (%)2, n € 7Z bo‘lgan holda

aynan nolga teng bo‘lmagan (notrivial)

dan iborat:

Xp(z) = Cpsin ?m

yechimlarga ega bo‘lar ekan. Bunda (), - ixtiyoriy haqiqiy sonlar. Demak,

(62) Shturm-Liuvill masalasi uchun A = A, = ("l—”)2 >0, n=12...,

sonlar xos sonlar va

X, (z) = sin ey

[

funksiyalar esa o‘zgarmas ko‘paytuvchi anigligida olingan (uni biz birga teng
deb olamiz) xos funksiyalar bo‘ladi. Bu xos funkiyalarning skalyar ko‘paytmasi

uchun

l [
(Xn(z), Xp(z)) = /Xn(x)Xm(x)dx = /sin ?w sin #mdm =
0 0

| —

!
(n—m)m n+mnm 5 n=m,
cos fa:—cos xdr| =< 2
0

l 0, n#m.
tenglik o‘rinli. Shunday qilib, biz quyidagi teoremani isbotladik:
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T e or e m a. (62) Shturm-Liuvill masalasi faqgat A = A\, = (%)2
bo‘lgandagina notrivial yechimga ega bo‘lib, barcha xos sonlar musbat va
har xil xos songa mos keluvchi xos funksiyalar o‘zaro ortogonaldir.

Endi topilgan xos sonlarga to‘g'ri keluvchi (61) ning ikkinchi tenglamasi-

ning yechimini topamiz. A = A\, = (”l—”)2 bo‘lganda

T"(x) + a*XT(x) =0, T(t) #0
differensial tenglama (61) ning birinchi differensial tenglamasiga o‘xshash
bo‘lganligi (X (z) o‘rnida T'(t) va A o‘rnida esa a®) ishtirok gilyapti) uchun
uning umumiy yechimi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

T.(t) = A, cos nl—wat + B,, sin nTﬂat. (66)

U holda, (54) torning erkin tebranish tenglamasining (55) bir jinsli chega-
raviy shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimi (57), (65) va (66) larga
asosan quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

up(z,t) = X, ()T, (t) = (An oS ?at + B, sin ?at) sin ?az

Berilgan (54) tenglama chiziqli va bir jinsli ikkinchi tartibli xususiy hosilali
differensial tenglama bo‘lganligi uchun bu xususiy yechimlarning yig‘indisi

ham (54) tenglamani va (55) chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi:

u(z,t) = Z up(z,t) = Z (An oS nl—ﬂat + B, sin nTﬂat) sin nl—ﬂx (67)
n=1 n=1

Bu yechimdagi A,, va B, koeffisientlarni shunday tanlaymizki, (56) bosh-

lang‘ich shartlar ham bajarilsin, ya’ni:

u(z,0) = Aysin ”Z—W:c = o), u(2,0) =Y ?aBn sin ?fg — ()
n=1 n=1

(68)
bo‘lsin. Bu sistemadan A,, va B, koeffisientlarni topish uchun [0, [] oraliqda

aniglangan har qanday uzluksiz differensiallanuvchi f(x) funksiyani sinuslar
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(yoki kosinuslar) bo‘yicha Furye qatori deb ataluvchi trigonometrik qatorga

yoyish mumkinligidan foydalanamiz, yani

bo‘lsin. Bunda b,, n € N sonlarga f(x) funksiyaning Furye koeffitsientlari

/ f(x)sin —xdx

tenglik bilan aniglanadi. Bundan foydalanib, (68) tenglamalardan A,, va B,

deb ataladi va ular

larni topish uchun uzluksiz differensiallanuvchi ¢(x) va ¥ (x) funksiyalarni
Furye qatoriga yoyamiz va mos ravishda Furye koeffisientlarini yozamiz:
l

- 2
- Z ©p, SN nTﬂxdx, on =7 / o(x sm xdz, (69)
n=1

0

an sin & xdx Py, = /w ) sin —xdx (70)

(69) va (70) larni (68) ga qo‘yib, mos koefﬁtswntlarm tenglashtirish bilan A,
va B, lar uchun quyidagi ifodalarni hosil qilamiz:
l

!
2 2
Op = 7/90 sin—xdx B, = /¢ Sin—xdaj
0

 Tna
0

(71)
A, va B, larning (71) formulalar orqali topilgan bu giymatlarini (67) ga
qo‘yib, (54)-(56) bir jinsli tor tebranish tenglamasi uchun 1-tur chegaraviy
masalaning formal ko‘rinishda yozilgan yechimini hosil qgilamiz. Chunki,
bu ko‘rinishda yozilgan (67) yechim cheksiz hadli gator bo‘lib, bu qator
uzoqlashuvchi bo‘lishi yoki uning yig‘indisi differensiallanuvchan bo‘lmasligi
mumkin. Bu holda (67) qator orqali ifodalangan funksiyani qaralayotgan
masalaning yechimi deya olmaymiz. Shu maqgsadda koeffitsientlari (71) for-
mulalar bilan aniglanuvchi (67) funksional qatorning va uni ikki marta differ-
ensiallash natijasida hosil bo‘lgan qatorlarning ma’lum bir shartlar bajaril-

ganda tekis yaqinlashuvchi bo‘lishini ko‘rsatsak, (67) qator bilan aniglangan
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funksiya haqgiqatan ham (54)- (56) masalaning yechimidan iborat bo‘ladi.
Quyidagi teorema o‘rinli:

T e or e m a. Agar ¢(z) funksiya [0, ] oraliqda ikki marta uzluksiz
differensiallanuvchi bo‘lib, uchinchi tartibli bo‘laklari uzluksiz bo‘lgan hosi-
laga ega bo‘lsa, ¥ (x) esa uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib, ikkiinchi tartibli

bo‘laklari uzluksiz bo‘lgan hosilaga ega bo‘lsa, hamda

p(0) = (1) =0, 1(0) = ¥(I) =0, ¥"(0) =¢"(l) =0 (72)

kelishuvchanlik shartlari bajarilsa, u holda (57) qator bilan aniglangan u(z, t)
funksiya ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo‘lib, (54) tenglamani,
(55) chegaraviy va (56) boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiradi. Shu bilan
birga (67) qatorni x va t bo‘yicha ikki marta hadlab differensiallash mumkin
bo‘lib, hosil bo‘lgan qatorlar ixtiyoriy chekli ¢ > 0 da 0 < x < [ oraliqda
absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Isbot. (72) shartlar qanday kelib chiqqaniga to‘xtalaylik. (72) ning
birinchi ikkita shartlari u(z,t) funksiyaning z = 0, t = 0vaz = [, t =
0 nuqtalarda uzluksizligidan (55) va (56) shartlarga asosan kelib chiqadi.
(72) ning ikkinchi ikkita shartlari esa xuddi shu nuqtalarda u;(z, t) funksiya-
ning uzluksizligidan hosil bo‘ladi. Uchinchi juft shartlarni esa quyidagicha
asoslash mumkin: (54) tenglamada t = 0 deb,

uy |i—o= a’¢"(x)
tenglikni hosil gilamiz. (55) shartlarni ikki marta ¢ bo‘yicha differentsiallab,
Ut ‘x:0: Uty |x:l: 0

tengliklarga ega bo‘lamiz. Bu yerda ¢t = 0 deb, oldingi tenglikda x = 0
va © = [ desak, (56) ning uchinchi juftlik shartlarii kelib chiqadi. (55)
formulalardagi integrallarning birinchisini uch marta, ikkinchisini esa ikki
marta bo‘laklab integrallaymiz. (56) shartlarga asosan, quyidagilarni hosil

qilamiz:

1
A, =— /gp’"(m) cos —zxdx, B, = — /¢ 7) sin 2 pde.
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Ushbu

l

2
a, = 7/gpm Ccos —xda: Bp = /@D" sin —xdﬂﬁ

0

belgilashlarni kiritamiz. U holda A,, va B,, koeffitsientlar o, va 3, lar orqali
quyidagicha ifodalabadi:

A% On . B
(V5w

w()

a;, va B, miqdorlar ¢"'(x) va funksiyalarning Furye koeffitsientlaridan

iboratdir. Trigonometrik qatorlar nazariyasidan ma’lumki,
S | o | 3 | Ba |

— n —~ n
qatorlar yaqginlashuvchi bo‘ladi. (73) ni (67) qatorga qo‘yamiz:

AN
u(x,t) = — (—) Z (an COS nlﬂat + B, sin nl—ﬂat> sin nTﬂa:

3
™ n
=1

Bu qator va uni ikki marta hadlab differensiallash natijasida hosil bo‘lgan

gatorlar uchun ushbu

Oo‘an‘+|ﬁn‘ m‘@n‘+|ﬁn‘ oo‘an“"‘ﬁn‘
C'E CE CE
1n:1 TL3 ’ 2n:1 n2 7 3n:1 n 7

C1, Cy, (3 - o'zgarmaslar, yaginlashuvchi gatorlar mojoranta qator rolini
o'ynaydi. Demak, (67) qator va uni ikki marta differensiallash natijasida
hosil bo‘lgan qatorlar absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bundan (67)
gatorning yig‘indisi hisoblangan funksiya o‘zining birinchi va ikkinchi tartibli
hosilalari bilan birga uzluksiz ekanligi kelib chiqadi. Shu bilan teorema isbot
bo‘ldi.

4.9.2 Bir jinsli torning majburiy tebranishi

Uchlari mahkamlangan torning tashqi kuchlar ta‘siridagi majburiy tebra-

nishi masalasini qaraymiz.
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Bir jinsli bo‘'lmagan
Uy — @ Uy = f(x,t) € (0,1), t>0 (74)

tor tebranish tenglamasining (56) boshlang‘ich va bir jinsli (55) chegaraviy
shartlarni qanoatlantiruvchi w(z,t) yechimini topamiz. Bu yerda f(x,t)
funksiya torga ta‘sir giluvchi tashqi kuchlar yig‘indisini ifodalab, 0 < x <1,
t > 0 sohada ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi deb faraz etiladi.

Bu masalaning u(x,t) yechimini quyidagi
u(z,t) =v(z,t) +w(z,t) (75)
ko‘rinishda qgidiramiz. Bu yerda v(x,t) funksiya bir jinsli bo‘lmagan
vy = @V + f(2,1) (76)
tor tebranish tenglamaning bir jinsli boshlang‘ich
U li=0=0, vt [=0=0 (77)

va chegaraviy
Vlpez0=0, vl|==0 (78)
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi;
w(z,t) funksiya esa bir jinsli
Wy = a* Wy (79)

tenglamaning quyidagi boshlang‘ich

W == wo(x), Wi [i=0= ¢1(z) (80)

va chegaraviy
W |p=0=10, w|==0 (81)

shartlarini ganoatlantiruvchi yechimidan iborat.
Yuqoridagi masalalardan ko‘rinib turibdiki, v(x, t) funksiya uchlari mah-

kamlangan bir jinsli torning f(x, t) tashqi kuchlar ta’siridagi majburiy tebra-
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nishini, w(x, t) esa shu torning erkin tebranishini ifodalaydi.(79)-(81) masala-
ning w(x,t) yechimi oldingi paragrafda topildi. U (67) formula bilan ifo-
dalanadi.

Shuning uchun bu yerda (76)-(78) masalaning v(z,t) yechimini qurish
yetarlidir.

Bu masalaning v(z, t) yechimini ushbu

oo

ol t) =Y Tu(t) sin@, (82)

n=1

gator ko‘rinishda izlaymiz. Bu yerda T, (¢) hozircha no‘malum funksiyalar.
(82) qatorni chekli ¢ > 0 uchun [0, {] oraliqda yaqinlashuvchi va shu sohada
x va t o‘zgaruvchilar bo‘yicha hadma-had differensiallash mumkin bo‘lsin. U
holda (82) qator bir jisli chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi.

Bu qatorni (77) boshlang‘ich shartlarga qo‘yib, T(¢) funksiyalar uchun
quyidagi

T.(0)=0, T/(0)=0, n=1,23... (83)

shartlarni olamiz.

Endi f(x,t) funksiyani [0,[] oraliqda = o‘zgaruvchiga nisbatan sinuslar

bo‘yicha Furye qatoriga yoyiladi deb faraz qilamiz ya’ni

. nTx
fla,t) =) falt)sin —- (84)
n=1
bunda f,, koeffitsientlar quyidagi
) !
Z/th sin@ (85)
0

formula bilan aniglanadi.
T, (t) funksiyalarni topish uchun (82) va (84) ifodalarni (76) tenglamaga
qo‘yib, ushbu
- 1" 2 . kﬂx
Z [T () + wi T, (¢)] sin —— = f(z,t) (86)
n=1

tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu yerda w, = “F.
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(84) va (86) yoyilmalarni o‘zaro taqqoslab, n ning har bir qiymatida chi-

ziqli o‘zgarmas koeffitsientli
TY(t) + wnTu(t) = fult), t>0 (87)

oddiy differensial tenglamalarga ega bo‘lamiz.

Demak, T),(t) funksiyalarni topish uchun ikkinchi tartibli (87) oddiy dif-
ferensial tenglamani (83) boshlang‘ich shartlar bilan qaraymiz. Bu masala-
ning yechimini o‘’zgarmasni variatsiyalash usuli yordamida topamiz. Bir jinsli

(87) tenglamaning umumiy yechimi
T, (t) = Cy coswyt + Cy sin wyt,

bu yerda C, Cy - ixtiyoriy o‘zgarmaslar.

Endi (37) tenglamaning umumiy yechimini
T, (t) = Ci(t) coswyt + Co(t) sinwy,t (88)

ko‘rinishida izlaymiz.
(88) formuladagi noma’lum Cy(t) va Cy(t) funksiyalarni topish uchun,

differensial tenglamalar kursidan ma‘lumki, bu funksiyalarga nisbatan ushbu

C1(t) coswyt + C5(t) sinw,t = 0,
—C1(t)wy sinwyt + CH(t)wy, cos wpt = fi(t)

tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz. Bundan Cf(t) va C%(t) funksiyalarni

_Suld) sinwpt, Cy(t) = falt) oS Wyt
Wn Wn

Ci(t) =

topamiz va bu tenglamalarni integrallab, Cy(t) va Cy(t) funksiyalarni

¢
1
Ci(t) = - / fn(T) sinw,Tdr + C’?,
0

t
1
Cy(t) = — / fu(T) cos w,TdT + OS
0

ko‘rinishda aniglaymiz. Bunda CY va CY - ixtiyoriy o‘zgarmaslar.



Boshlangich-chegaraviy masalalarni Furye usuli bilan yechish 225

Topilgan C(t) va C(t) funksiyalarni (88) formulaga qo‘yib, (87) tenglama-

ning umumiy yechimini

t

1
Ta(t) = — /gn(T) sin [wy, (t — 7))d7 + C} cosw,t + Cf sinw,t (89)
Wy,
0

ko‘rinishda topamiz. (83) boshlang‘ich shatrlarni qanoatlantirib, (89) umu-
miy yechimdan CY = CY = 0 ekanligini olamiz.
Agar f,(t) € C[0,T] bo‘lsa, u holda (87) tenglamaning (83) boshlang‘ich

shartlarini ganoatlantiruvchi yechimi

To(t) = wi / £ (7)sin [wn(t — 7)|dr (90)

formula bilan aniqlanadi.

Endi (82) gatorning yopiq 0 < ¢t < T, 0 < x < [ sohada tekis yaqinla-
shuvchi ekanligini hamda uni x va t argumentlar bo‘yicha ikki marta hadma-
had differensiallash mumkin ekanligini ko‘rsatamiz.

Agar f(x,t) funksiya yopiq 0 < ¢t < T, 0 < x < [ sohada uzluksiz,
shu sohada x o‘zgaruvchi bo‘yicha uzluksiz ikki marta differensiallanuvchi
va ixtiyoriy ¢ € [0, 7] uchun f(0,¢) = f(I,t) = 0 bo‘lsa, u holda (85) ifodani

ikki marta bo‘laklab integrallaymiz, natijada

fult) = == <%> / (z,) sin @dx - (%)2 azgt) (91)

ifodani olamiz, bu yerda

> ax(t) < oo, (92)
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Qator ixtiyoriy chekli ¢ > 0 da Bessel tengsizligiga asosan yaqinlashuvchi
bo‘ladi. Endi (91) ifodani (90) formulaga qo‘yamiz

To(t) = — (£>31 j W) o (t — 1)

T/) a ns

Hosil bo‘lgan oxirgi ifodani esa (82) formulaga qo‘ysak,

o(z,t) = — <%>3 % 3 % /t k() sin ¢ — 7))drsin T (9
n=l"79

ifodaga ega bo‘lamiz. Bu qatorning har bir hadi ixtiyoriy ¢ € [0, 7] bo‘lganda

ushbu
1 3Z§:|an(7ﬁo)
T) a‘= ns3

sonli qatorning har bir hadi bilan chegaralangan. Bu yerda |a,(to)| =

max, la,(t)|, to biror tayin nuqta.

Shuning uchun (93) qator {[0, 77, [0,[]} sohada absolyut va tekis yaqin-
lashuvchi qator bo‘ladi.

Endi (93) qatorni hadma-had ikki marta = va t o‘zgaruvchilari bo‘yicha

differensiallaymiz, natijada ushbu

N k
— EZ E/ ) sin [wy(t — 7)]d7 sin %x, (94)
k=1
IN2 SN 1 nmx
Uy = <;> ; —30n t)7 sin T—I—
la 1 dr sin F 95
+?Zﬁ A (7) sin [w,, (t — 7)] 7sin —— (95)
n=1 0

qatorlarni olamiz. Ma'lumki, bu qatorlar x € [0,1], t € [0,T] da quyidagi

gatorlar uchun

LN Jan(to)
—T
) D
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ARERS |an(to)] | la, <= lan(to)
— | T —T
qatorlar mojoranta bo‘ladi. Bu qatorlarning yaqinlashishi (92) qatorning

yaqginlashishidan va
(i)
n

1
< 5 +a,(t)
tengsizlikdan kelib chiqadi.

U holda (94) va (95) qatorlar [0, (], [0, 7] sohada absolyut va tekis yaqin-
lashuvchi bo‘ladi, bundan esa v,,(z,t) va vy(x,t) hosilalarning bu sohada
uzluksiz ekanligi kelib chiqadi.

Endi (94)va (95) ifodalarni (76) tenglamaga qo‘ysak, (82) formula bilan
aniqlangan v(x,t) funksiya bir jinsli bo‘lmagan tor tebranish tenglamasini
ganoatlantirishiga ishonch hosil qilish mumkin.

Shunday qilib, quyidagi teoremani isbotladik:

T eorema. Agar p(x) va ¢(x) funksiyalar oldingi banddagi teorema
shartlarini qanoatlantirsa va f(z,t) funksiya yopiq ([0,!] x [0,7]) sohada
uzluksiz, shu sohada ikkinchi tartibli hosilalarga ega bo‘lib, f(0,t) = 0,
f(l,t) = 0 tengliklar o‘rinli bo‘lsa, u holda (74), (55), (56) masalaning yag-

ona yechimi mavjud va bu yechim

u(x,t) = Z T, (t) sin nlﬂ—l-

(0.]
nmat nmat nmwx
a,, COS b,, sin sin —
+§;< n 7+ by sin— ) l
formula bilan aniglanadi. Bu yerda
t

I

2

T,(t) = — sm— (t—1) dT/f sm d:z:,
0 0
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4.9.3 Uchlari qo‘zg‘aluvchan torning majburiy

tebranishi

Torning uchlari mahkamlanmagan bo‘lib, ular biror qoida asosida harakat-
lansin va tor tashqi kuch ta’sirida tebranayotgan bo‘lsin. U holda bu masala
bir jinsli bo‘lmagan

Uy = @ Uy + f(2,1)

(74) tor tebranish tenglamasining (56) boshlang‘ich va ushbu chegaraviy
w(0,t) = m(t), ull,t)=p(t), 0<t<T (96)

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasiga keladi.
Qaralayotgan umumiy holdagi (74),(56),(96) masala yechimining mavjudli-
gini bir jinsli chegaraviy shartli masalaga keltirib ifodalash mumkin.
Buning uchun p1() va ps(t) funksiyalarni C?[0, T] sinfdan deb talab qi-
lamiz. U holda (96) chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi quyidagi
x

7 lia(t) = pu(?)]

Z(,t) = pa(t) +
yordamchi funksiyani kiritamiz, ya'ni
2(0,1) = pu(t),  2(1,t) = pa(t)

Endi (74) tenglamaning (56) boshlang‘ich va (96) chegaraviy shartlarini

ganoatlantiruvchi u(z,t) yechimini
u(z,t) = v(z,t) + z(z,t)

ko‘rinishda ishlaymiz, bu yerda v(zx,t)-yangi noma’lum funksiya. Bosh-
lang‘ich va chegaraviy shartlarga asosan v(x,t) funksiya uchun quyidagi bir

jinsli chegaraviy
U |e=0= u(,t) [o=0 —2(x,t) ls=0= pua(t) — pa(t) =0,

U e=i= (2, 1) |o=t =2(2,1) [o=i= pia(t) — pia(t) = 0
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va bir jinsli bo‘lmagan boshlang‘ich
U li=0=u [t=0 =2 |e=0=(x) — p1(0) — [p2(0) — pa (0)]5 = B(=),

T —
Ut [t=0= w |1=0 =2t li=0= ¥ (x) — 1 (0) — [115(0) — //1(0)]5 = ()
shartlarga ega bo‘lamiz.

(90) tenglikka ko‘ra noma‘lum v(z,t) funksiyaga nisbatan ushbu

Uy — AP 0py = (u—2)y — a2(u — 2)gr =

~—r

2 2
= Uy — A Uyy — (21 — O 2y

= f(@,t) = () = [5(0) = (] = T,
yoki
vy = a*Vpp + flx,1)
tenglamani olamiz. Bu yerda
T

Jlt) = fla,0) = p(t) = [pa(t) = 1 (0]

Shunday qilib, biz v(z,t) funksiyani topish uchun quyidagi masalaga
keldik: bir jinsli bo'lmagan

Vi = a*Vyy + f(2,1) (97)
tor tebranish tenglamasining quyidagi boshlang‘ich
v(@,t) [i=o=B(2),  vil@,t) [i=0= ¥1 (), (98)
va bir jinsli chegaraviy
v(x,t) |z=0=10, v(z,t) |,==0 (99)

shartlarni qanoatlantiruvchi v(x,t) yechimini toping.

Bu masalaning yechimini oldingi bandda batafsil o‘rgandik. Agar B(z), (z)
va f(x,t) funksiyalar oldingi banddagi teorema shartlarini qanoatlantirsa,
(97)-(99) masalaning C? ([0, 1] x [0, T]) sinfga tegishli bo‘lgan v(zx, t) yechimi

mavjud va yagona bo‘ladi.
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Shunday qilib, (74), (56), (96) aralash masala yechimining mavjudligi va
yagonaligi haqidagi quyidagi teorema o‘rinli:

T e or e m a. Agar berilgan funksiyalar
p(r) € C°0,1], Y(x) € C?[0,1); pu(t), na(t) € C*[0,T];

{f(@,t), folz,t), fau(a, 1)} € C([0,1] x [0, T7])

bo‘lib, ular uchun uchbu
p(0) = (0), () = p2(0), ©"(0) =¢"(I) =0,

P(0) = p3(0), (1) = p5(0), f(0,8) = pi(t), f(I.t) = p5(t)
tengliklar o‘rinli bo‘lsa, u holda (74), (56), (96) aralash masala yechimi

mavjud bo‘ladi.

4.9.4 Ikkinchi boshlang‘ich-chegaraviy masala
Ushbu

u_ it

oz~ © ag?

tor tebranish tenglamaning quyidagi

z€(0,0), t>0, (100)

w(z,0) = ¢(z), w(r,0)=1¢(), 0<z<l (101)
boshlang‘ich va
ur(0,8) =0, u,(l,t)=0, 0<t<T (102)

chegaraviy shartlarini qanoatlantiruvchi u(x,t) yechimi topilsin.
Berilgan bir jinsli tor tebranish tenglamasining u,(0,t) = u,(l,t) = 0
chegaraviy shartlarini qanoatlantiruvchi u(z, t) yechimini u(z,t) = X (x)T'(t)

ko‘rinishda izlaymiz. Bundan X (x) funksiya uchun ushbu

chegaraviy shartlarni olamiz.
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Endi u(z,t) ko‘paytmani (100) tenglamaga qo‘ysak,
X(2)T"(t) = a® X" (2)T(t)

tenglikka ega bo‘lamiz.
Oxirgi tenglikni a®X (z)T'(t) # 0 ifodaga bo‘lib,

X" (z) _ T (t) .
X(z) a?T(t)

ni olamiz. Bundan esa X (x) funksiyaga nisbatan
X"(x)+AX(x) =0 (103)

X'(0)=0, X'()=0 (104)

Shturm-Liuvill masalaga, T'(¢) funksiyaga nisbatan esa
T"(t) + a*XT(t) =0, t>0 (105)

tenglamaga ega bo‘lamiz.

(103) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi

X(z) = CieVa + Coe vV z, agar A <0,
X (z) = Cycos VAx + Cysin v Az, agar A > 0,
X(x) =Ciz+Cy, agar A=0

ko‘rinishda bo‘ladi.
Agar A < 0 bo‘lsa, u holda X (z) = 0 bo‘lishini ko‘rsatish qiyin emas.
Agar A > 0 bo‘lsa, u holda yuqoridagi umumiy yechimdan

X'(z) = —C1VAsin VAz + Cov/ A cos vV

kelib chiqadi. (104) chegaraviy shartlarga asosan Cy = 0 yoki X(x) =
Cy cos V Az = 0 kelib chigadi. Bundan X’(z) = —CiAcos v Az = 0 bo‘ladi
va X'(I) = 0 chegaraviy shartga ko‘ra VAl = nm yoki Shturm-Liuvill

masalasi cheksiz ko'p

2
An:<—)  n=0,1,2,... (106)
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xos sonlar ega ekanligi kelib chigadi. Bularga mos xos funksiyalar

X, (x) :cosnTﬂ:c, n=0,1,2... (107)

bo‘ladi.

Agar A = 0 bo‘lsa, u holda (103) tenglamaning umumiy yechimidan
yuqoridagi kabi C7 = 0 va X (x) = C5 ekanligi kelib chiqadi, bundan esa
X'(l) = 0 chegaraviy shart aynan bajariladi. Demak, (103), (104) Shturm-
Liuvill masalasi uchun A = 0 xos son va unga mos funksiya Xo(z) = 1
bo‘ladi, ya‘ni

M =0, Xpx)=1.

(103), (104) masalaning (106) Ay xos sonlarini (107) va xos funksiyalarini
n = 0 bo‘lganda (107) ko‘rinishda, ya'ni
0

70\
Ao = (T) =0, Xo(x)=cos TT= 1

kabi yozish mumkin.
Demak, (103), (104) Shturm-Liuvill masalasi uchun

2
)\n=<n7ﬂ), Xn(:r):cosnl—ﬂx, n=0,1,2,...

x0s son va xos funksiyalarga ega bo‘ldik.
Endi (105) tenglamani qaraymiz. Bu tenglama A = A, bo‘lganda ham
ma‘noga ega va
T"(t) + a*\, T, (t) =0, t>0 (108)

tenglamalarni qaraylik. Agar n = 0 bo‘lsa, oxirgi tenglamaning umumiy
yechimi
Tg(t) = Ay + Byt

bo‘ladi, bu yerda Ay, By - ixtiyoriy o‘zgarmaslar.

Agar n = 1,2, ... bo'lsa, (108) tenglamaning umumiy yechimi
T,(t) = A, cos (@) t 4+ B,, sin <@) t, t>0

ko‘rinishda bo‘ladi, bunda A,, va B,, - ixtiyoriy o‘zgarmaslar.
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Endi qaralayotgan (100)-(102) aralash masalaning yechimini

oo

u(a,t) =Y Xu(z)T(t)

ko‘rinishda izlaymiz, ya‘ni

u(x,t) = Ag + Bot + io: [An coS (@) t + B, sin (@) t} coS (?) X,

n=1
(109)
Qaralayotgan masalaning boshlang‘ich shartlariga ko‘ra
o(r) = Z X (2)T,(0) = Ag + Z A X, (),
n=0 n=1

:ooxna: — By + @BX
> Xu(@)T, Z
n=0

bo‘ladi. Faraz qilaylik, ¢(x) va ¥(x) funk81yalar kosinuslar bo‘yicha Furye

qatoriga yoyilsin, ya‘ni
Q - nmwx I5; - nmwx
0 0
o) = 5+ D aneos () wle) = 5+ 3 Aeos (7).
Bu yerda «,, va (3, koeffitsientlar

l

ap = %/lgo(x) oS (mlm:) dx, B, = i/w(x) Ccos (@) dx
0

nmTa
0

ko‘rinishda aniglanadi.
Shunday qilib, Furye qatorlari uchun standart formulalardan foydalanib,

(109) formuladagi A,, va B, koeffitsientlar uchun quyidagi

!
/gp coS mm)d:z: n=1, 2,

0

I
2
B, = Lﬁn = —/¢(m) cos <m> dr, n—1, 2, ...,
0

Nl[\:)

nmTa nmwa [
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l !
Ay = %o _ 1/gp(ac)dx, By = bo = 1/@D(x)dx
[ / 2 1 /
formulalarni olamiz. Endi topilgan A, va B, koeffitsientlarni (109) formu-
laga qo‘yib, (100)-(102) ikkinchi boshlang‘ich-chegaraviy masalaning u(x, t)
yechimini hosil gilamiz.

Ba‘zida yuqoridagi masalalarning yetarlicha silliq bo‘lmagan umumlash-
gan yechim deb ataluvchi u(x,t) yechimini topishga to‘g'ri keladi. Umum-
lashgan yechim tushunchasi turli tarzda kiritilishi mumkin. Yetarlicha uzluk-
siz differentsiallanuvchi funksiyalar ketma-ketligi yordamida u quyidagicha
kiritiladi: faqaz qilaylik, u,(z,t) funksiyalar (54) tenglamaning (55) chega-
raviy, u,(x,0) = @, () va (ut),(z, 0) = ¥, (x) boshlang‘ich shartlarni qanoat-
lantiruvchi klassik yechimlari va bu funksiyalar ketma-ketliklarining limitlari
mos ravishda u(z,t), p(x), ¥(x) lar bo‘lsin. Ushbu

l

lim [ [pu(e) — p(@)? =0, lim / n(z) — ()] = 0

n—oo 0 n—oo

munosabatlarni qanoatlantiruvchi yetarlicha silliq u,(x,t) funksiyalarning
limiti u(z, t) (silliq bo‘lishi shart emas) ga (54) - (56) masalaning umumlash-
gan yechimi deyiladi. U ham (67) qator bilan ifodalanadi. Eslatib o‘tamiz,
yuqoridagi yaqinlashish 1-bobning 2-paragrafida kiritilgan o‘rta kvadratik

ma’'nosidagi yaqinlashishdir.

210 To‘g‘ri to‘rtburchakli membrana tebranish

tenglamasi uchun aralash masalani yechish

Membrana 0 < z; < p, 0 < 29 < ¢ to‘gri tortburchakli G' soha bilan

ustma-ust tushsin. Uning kichik tebranishlari

0? 0>
o2 ' oa2

2
@ =a’lu, A=

e (110)

tenglamaning

u(xy, x2,0) = p(x1, x2),
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0 t
% +—0 - ¢($1,x2), (3317552) eG (111)
boshlang’ich va
Up,—0 = 0, Up,—p =0, Upy—0 =0, Up,—g =0 (112)

chegaraviy shartlarni gqanoatlantiruvchi yechimini topishdan iboratdir. Bu

masalaning yechimini
u(wy, xe,t) = T(t)v(x1, x2) (113)
ko‘rinishda izlab, T'(t) funksiyani aniglash uchun
T'(t) + p*a®T(t) =0 (114)
tenglamaga, v(x1, x2) uchun esa
Av(xy, 22) + po(zy, 22) = 0 (115)
tenglama va
Vg=0 =0, Up=p =0, v5,0=0, vz, =0 (116)

chegaraviy shartlarga ega bo‘lamiz. (115) tenglamaga Gelmgols tenglamasi
deyiladi.
(115), (116) masalaning xos sonlari va xos funksiyalarini topamiz. (115)

tenglamada
v(r1,22) = Xi(71) Xo(72)

deb, o‘zgaruvchilarni ajratamiz:

Xo oo X1 o
E+M—_Z—M1-

Bundan quyidagi ikkita oddiy differesial tenglama kelib chiqadi:
X1 (1) + pi Xa (1) = 0, X3(w2) + p3 Xo(w2), (117)

bu yerda
py = 1’ — . (118)
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(116) chegaraviy shartlarga asosan (117) ning birinchi tenglamasini
X1(0) = Xi(p) =0, (119)
ikkinchisini esa
X2(0) = Xa(q) =0, (120)

shartlar bilan yechish kerak.

(117) tenglamalarning umumiy yechimlari, ma’lumki,
Xi(z1) = Cycos (1) + Cosin (purxy)

Xl(SEl) = (5 cos (Mgﬂ]g) + (4 sin (,LLQQ:Q)

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
(119) va (120) chegaraviy shartlarga ko‘ra C; = C3 = 0 bo‘lib, agar
Cy = C4 = 1 deb hisoblasak,

Xi(z1) =sin (u1x1),  Xo(xe) = sin (ugzs)

tengliklar hosil bo‘ladi, shu bilan birga

sin (pu1p) = sin (pu2q) = 0 (121)
bo‘lishi kerak.
(121) tenglamalardan gy va po lar cheksiz kop

mm nm
Him = ——s H2p = —, mnn:1727"'
p q

sonlarga ega bo‘lishi kelib chiqadi. U holda, (118) tenglikdan u? ning mos

sonlarini hosil gilamiz:

2 2
m n
Mo = i + M = (p_g + ?> . (122)

Shunday qilib, (122) xos sonlarga (115), (116) chegaraviy masalaning

Um.n(T1, T2) = sin (mﬂml) sin (mr@) (123)

p q

xos funksiyalari mos kelar ekan.
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Agar (123) tenglik bilan aniglangan xos funksiyalarni \/LpTz songa ko‘paytirsak,

bu funksiyalar ortonormallangan funksiyalarning sistemasini tashkil qiladi,

ya'ni

P q
4 o (mmrxy\ . [(nmze\ . (mmz\ . [(n/mxy

— sin sin sin sin dxidxy =

pq / p q p q

0

I, m=m, n=n
B {O, m # m’ yoki n #n'.

Aytish joizki, (115) va (116) masalaning topilgan xos sonlari orasida kar-
ralilari bo‘lishi mumkin, ya’'ni shunday xos sonlarki, bularga bitta emas, bir
nechta chiziqli bog‘liq bo‘lmagan (xos sonning karrasi qadar) xos funkiyalar
mos keladi.

Endi (114) tenglamaga murojaat qgilamiz. Har bir u? = p?2,, xos son

uchun uning umumiy yechimi
Tonn(t) = A cos(apimnt) + B sin(afiy,,t) (124)

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bunda A,,, va B,,,— ixtiyoriy o‘zgarmaslar. Shun-
day qilib, (110) tenglamaning (112) chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi
xususiy yechimlari (113), (123) va (124) larga asosan quyidagicha bo‘ladi:

Upn (X1, T2, 1) =

- (Amn COS(CL,LLmnt) + B Sin(a,umnt)) sin <m7Tl'1> sin (mmsg) .
p q

Tabiiyki, bundan kelib chiqib, (110)-(111) masalaning yechimini

u(xy, 19, t) = Z ( mn COS(@flmnt)+
+ B sin( @t ) sin <m7rm> sin (nmsg) (125)
q

ko‘rinishda qidiramiz.
Agar ikkilangan (125) qator va uni 1, x2 va t o‘zgaruvchilar bo‘yicha ikki

marta differensiallashdan hosil bo‘lgan gatorlar tekis yaqginlashuvchi bo‘lsa,
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u holda uning yig‘indisi (110) membrana tebranish tenglamasini va (112)
chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. (111) boshlang‘ich shartlarning baja-

rilishi uchun

u(xlrr%o) = 90(331,372) - Z Amn sin <mﬂ—x1) sin (nﬂ-x2> ,

m,n=1 p q

ou(xy, x2,t) B
ot =0
- o (mmz\ . [nTe
=Y(x1,x2) = A flrn By SI ( ) sin < > 126
(21, 22) m%; . . (126)

tengliklar o‘rinli bo‘lishi zarurdir.

(126) formulalar ¢(z1, x2) va 1(z1, x2) funksiyalarning sinuslar bo‘yicha
ikkilangan Furye qatoriga yoyilmasidan. Bundan noma’lum A,,, va B,
koeffitsientlar

4
pq

p
aﬂmnpq /
0

formulalar bilan aniglanadi.

O\@

q

mmxy . nmTxo
/go a:l,:cg sin ( > sin ( ) dxydxs,
) p q

Y(xy1, z9) sin <m7;$1> sin (717;3?2) dridry  (127)

B

o —

(127) bilan aniglangan formulalarni (125) qatorga qo‘yib, (110)-(112)
masalaning yechimiga ega bo‘lamiz.

Agar p(x1,x2) va ¥(x1,x9) funksiyalar 0 < x; < p, 0 < zy < ¢ to'gri
to‘rtburchakdan toq ravishda butun Ozix, tekislikka xy bo‘yicha 2p davr
bilan, x9 bo‘yicha esa 2¢ davr bilan davom ettirilganidan so‘ng to‘rt marta
uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda (125) qator va uni ikki marta
hadlab differensiallagandan so‘ng hosil bo‘ladigan gatorlar tekis yaqinlashuchi
bo‘ladi. Bunga xuddi oldingi paragrafdagi kabi ishonch hosil gilish mumkin.
Demak, bu holda (110)-(112) masalaning yechimi uchun Furye usuli to‘la

asoslangan bo‘ladi.
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411 Doiraviy membrana tebranish tenglamasi

uchun aralash masalani yechish

Markazi koordinatalar boshida radiusi » bo‘lgan va qirralari mahkamlan-
gan doiraviy membrananing erkin tebranishini o‘rganish (110) tenglamaning
(111) boshlang‘ich va

u =0 (128)

x2+xi=r2
chegaraviysartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topishga keladi. Bu masalani
organishda

x1 = pcosf, xy= psinf

tengliklar bilan aniglanadigan (p,0) qutb koordinatalariga o‘tish qulaydir.

Ikki o‘lchovli Laplas operatori bu koordinatalarda

0? 19 1 0?

A 12 -9
Ip? i pOp " p* 00*

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bunga asosan (110), (111) va (128) masala quyidagicha
yoziladi:

*u  10u 1 9%u 1 9%u

A T 12
op? i pOp i pr00%  a? Ot?’ (129)
ou
u|t=0 - 90(p7 9)7 E =0 - @D(Pa 9)7 (130)
i j——) (131)

Oldingi paragrafda bo‘lgani kabi, bu masalani yechish uchun o‘zgaruvchilarni

ajratish usulidan foydalamiz:
u(p,8,t) =T(t)v(p,0).
Ravshanki, noma’lum 7'(¢) funksiya uchun
T"(t) + a*p*T(t) = 0
oddiy differensial tenglama hosil bo‘ladi. Uning umumiy yechimi

T(t) = Cy cos(aut) + Cysin(aut)
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ko‘rinishga ega.

v(p, 0) funksiya uchun

0 100 10
op*  pdp  p*00°

+ P =0 (132)
V| p=r =0 (133)
chegaraviy masalani hosil gilamiz. Bu masalaning yechimini uhbu
v(p,0) = R(p)©(0)

ko‘rinishda izlaymiz. Bu ifodani (132) tenglamaga qo‘yib,

"(0)  p’R"(p) + pR(p) + 1*p*R(p)

o(0) = Rip) = w = const
tengliklarni hosil gilamiz. Bundan quyidagi ikkita oddiy differenial tenglamalarni
olamiz:
p°R"(p) + pR(p) + (1*p° —w) R(p) =0, (134)
0"(0) + wO(#) = 0. (135)

R(p) funksiya p = r da nolga teng va p = 0 da esa chegaralangan bo‘lishi

kerak, ya'ni bundan

R(r)=0, R(0)+# o

chegaraviy shartlarga kelamiz. v(p, 8) funksiya bir qiymatli aniqlanishi uchun
v(p,0) = v(p, 0 + 27) bollishi, bundan esa (133) ga asosan O(#) funksiya

27 davrli

O(0) = O(6 + 2)

davriy funksiya bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa o‘z navbatida (135) tenglamadagi

2

o‘zgarmas w = n°, n— ixtiyoriy butun son, bo‘lishini ko‘rsatadi. Demalk,

(135) tenglamaning umumiy yechimi
©,(0) = o, cos(nb) + B, sin(nh),

bu yerda a,,, (3,— ixtiyoriy haqiqiy sonlar.
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Endi (134) tenglamaga murojaat gilamiz. Bu Bessel tenglamasi bo‘lib,

uning yechimi w = n? da

Ry(p) = DnJn(pp) + EnNy(pip)

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerda .J,— n indeksli Beccel, N,— n indeksli
Neyman funksiyalari (7-bobga qarang). R(p) funksiya p = r da nolga teng
bo‘lib, p = 0 da chegaralangan bo‘lishi kerak. N, (up) funksiya p = 0 da
cheksizlikka aylanishi sababli, F,, = 0 deb hisoblashimiz zarur. Bundan
Dy, J,(ur) =0, D, # 0 bo‘lgani uchun J,(ur) = 0. ur = p belgilash kiritib,

o ni aniqglash uchun ushbu

Jn(0) =0
transendent tenglamaga kelamiz. Ma’lumki, bu tenglamaning cheksiz kop
musbat
o, &8, oy
ildizlari mavjud. Bu ildizlarga
&
Mmn = P m=1,2,..., n=0,1,2,...

sonlar mos keladi. Y holda biz tekshirayotgan masalaning mos yechimlari

ushbu o
om

r

ko‘rinishga ega bo‘ladi. U holda (132), (133) masalaning

n 2
Hip = <£>
.

xos soniga ikkita chizigli bo‘lmagan

r r

(n) (n)
J,, (Qm ,0> cos(nb), J, (Qm p) sin(nf), m=1,2,...., n=0,1,2,...

xos funksiyalar mos keladi.
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Shunday qilib, yuqoridagilarga asosan (129) tenglamaning (131) chega-

raviy shartni qanoatlantiruvchi cheksiz kop

(n) (n)
Umn(pa 97t> - [(Amn COS <CLQm t) + Bynp sin (an t)) COS(nQ)—I—
r r
(n) (n) (n)
+ <Cmn cos <an t) + Dy sin (agm t)) Sm(ng)} J, (M)
T r r

xususiy yechimlarini tuzish mumkin.

Endi (130) boshlang‘ich sartlarni qanoatlantirish magsadida ushbu ikkilik

0o 00 (n) (n)
m : m
u(p,0,t) = g E [(Amn cos (agr > + By sin <aQT )) cos(nb)+

(n) (n) (n)
m't . m't . m
+ (Cmn cos (agr ) + D, Sin <QQT )) sm(n@)} J,, (#) (136)

gatorni yozamiz. Bu qatorning noma’lum koeffitsientlari (130) boshlang‘ich

sartlardan aniqlanadi. Haqiqatan, (136) qatorda t = 0 deb,

n
p
r

o0 (0) o0 00 (n)
w(p,0) = ZAmoJo (%) + Z (Z Apindn (Qm )) cos(nf)+
m=1 n=1 \m=1
— [~ om'p
+ Z Z Crandn sin(nf)
r
n=1 \m=1

qatorni hosil gilamiz. Bu qator ¢(p, #) funksiyaning (0, 27) intervalda Furye

qatoriga yoyilmasidir. Demak, Furye qatorlarining umumiy nazariyasiga
ko‘ra cos(nf) va sin(nf) funksiyalar oldidagi ifodalar Furye koeffitsientlari-

dan iborat bo‘lishi kerak, ya’ni

2
o0 (0)
1 Om P
%/80(% 9)d9: E AmoJo <—r >a

O m:].

! 27 50 Q(n)p
- 0 0do =S " A,.J, | L)
[ el 0ycos(ut)ao = 3 A, £

0 m:1
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1 7@(0 0) sin(nf)dd = E Cond, i
in om L)
T ) n mnvn r

0 m=1

Bu tengliklardan ayonki, ular ixtiyoriy ¢(p) funksiyaning Bessel funksiyalari

o= (57)

yoyilmasidan iboratdir. ¢, koeffitsientlar Bessel funksiyalarining ortogonal-

bo‘yicha

ligidan foydalanib,

(n)
2 Om
= /pcb(p)Jn( p) dp
r ‘]n—i—l (Qm ) 0

formula bilan aniglanadi.

Bu formulaga asosan

r 2w Q( )p
A = //gp p, 0 cos(nf)pdpdh,  (138)
7T7°2Jr2z+1 "

r 27

2 o4 p
Cron = //go(p,H)Jn — | sin(nf)pdpdh. (139)
ror2 g2 <Q7(g)> / r

n+1

Xuddi shunga o‘xhash, B0, Bmn, Dmn koeffitsientlarni ham topamiz.
Buning uchun (137), (138) va (139) formulalarda ¢(p,6) ni ¥(p,8) bilan
almahtirib, mos ifodalarni =~ o’ ga bo‘lish kerak. Koeffitsientlarning topilgan
giymatlarini (136) qatorga qo y1b, (110), (111), (128) masalaning yechimini

hosil gilamiz.
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412 Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi
va Gursa tipidagi masalalarni yechishning

boshqa usullari

l-paragrafda bir jinsli tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasini
yechishda Dalamber usulidan foydalanildi. Dalamber yechimi yordamida
Dyuamel prinsipini qo‘llab, bir jinsli bo‘lmagan tenglama uchun ushbu masala-
ning yechimi olindi. Ushbu paragrafda bu kabi masalalarning yechimini to-
pishda yuqoridagilardan farqli ravishda boshqacha usul qo‘llaniladi. Bu usul
tor tebranish tenglamasi uchun xarakteristik masalalarni tadqiq etish uchun
go‘llaniladigan usulga yaqindir. Malumki, xarakteristik masalada noma’lum
funksiya xarakteristikalarning ustida beriladi va uni xarakteristik chiziglar
bilan chegaralangan sohada topish talab etiladi. Bu usul yordamida xarak-
teristik masalalarga yaqin bo‘lgan, aniqrog‘i noma’lum funksiya xarakteristik
chiziglarning va tekislikdagi Dekart koordinatalar sistemasidagi o‘qlarning
birortasida berilgan holda uni bu to‘g'ri chiziglar orasidagi sohada topish
masalalarini yechishda qulaydir.

1. Xarakteristik masala yoki Gursa masalasi. Bir jinsli cheksiz
tor tebranish tenglamasini qaraymiz.

%—%:0, reR, t>0. (140)

Ma’lumki, (140) tenglamaning C(z, t) nugtadan o‘tuvchi xarakteristikalari

ikkita

E=x—t+T1, E=0+t—1T

o‘zaro perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chiziglardan iborat. Faraz qilaylik,
(140) tenglamaning yechimi koordinatalar boshidan o‘tuvchi xarakteristikalalar-

ning ¢ > 0 sohadagi gismida ma’lum bo‘lsin

ul_, =), ul__, =v@), ¢0)=1v(0) (141)
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Ma’lumki, (140) tenglamaning (141) shartlarini qanoatlantiruvchi klassik
yechimini topish masalasiga xarakteristik masala yoki Gursa masalasi deyi-
ladi.

C(x,t)

A 4

0 : £
12-chizma. D soha tasviri.

C'(x,t) nuqtadan chiquvchi £ = x —t + 7, £ = x + t — 7 xarakteristikalari

§ = 7 va £ = —7 chiziglarni mos ravishda A (xTH, ‘"ETH) va B (— —%)

nuqtalarda kesadi. O7& Dekart koordinatalar sistemasida pastdan 7 = ||
va yuqoridan 7 = t — |£ — x| chiziglar bilan chegaralangan sohani D orqali

belgilaymiz, ya'ni

D={(7):fl <7 <t—[{—a[}.

(&, 7) o‘zgaruvchilarga nisbatan yozilgan (140) tenglamani D soha bo‘yicha

integrallaymiz. Gauss—Ostragradskiy formulasini qo‘llash natijasida

[[2)-2 () [ ]

hosil bo‘ladi, bu yerda 9D orqali D sohaning chegarasi belgilangan. 0D =
OA+ AC + CB + BO ekanligidan oxirgi tenglik quyidagi ko‘rinishni oladi:

[ o] -2

OA AC CB

_ / [@df + 5—17%14 — 2u(A) — 2u(0) — 2u(C) + 2u(B) = 0.
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Bu yerdan A, B, C, O nugtalarning koordinatalarini hisobga olib,

u(x,t)zso(x;t> +¢(x;t) ~(0)

Gursa masalasining yagona yechimini hosil gilamiz. Ravshanki, bu formula

(33) formula bilan t = ty, = z¢ bo‘lganda ustma-ust tushadi.

Bir jinsli bo‘'lmagan cheksiz tor tebranish tenglamasi

2 2
%—%:f(x,t), rER, t>0 (142)

uchun (141) shartlarni qanoatlantiruvchi Gursa masalasining yechimi, ravshanki,

we.)=¢ (S50 )+ () - e+ 5 [[ 16

formula bilan beriladi. Bu tenglikdagi soha bo‘yicha integralni takroriy in-

tegral ko‘rinishida yozsak,

ety =¢ (T5) o (550) - el0+ 5 7%/“]“(5, P)irde (143
o=t el

hosil bo‘ladi. (143) formula masalalar yechishda qulaydir. Bu formula bilan
aniglangan u(z,t) funksiya (140), (141) masalaning klassik yechimi bo‘lishi
uchun garalayotgan sohada ¢ va v funksiyalar ikki marta, f funksiya esa bir
marta uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lishi kerak.

2. Gursa tipidagi masala. Differensial tenglamalarning tadbiqiy

masalalarini yechishda x > 0, ¢t > 0 sohada qaralgan (140) tenglamaning

ul,_, = @), ul,_y =), ©(0)=1(0) (144)

shartlarini qanoatlantiruvchi = 0, ¢ = 0 chiziglar bilan chegaralangan
burchak sohada yechimini topishga to‘g‘ri keladi.
Bu kabi masalalar ham yuqoridagi yuritilgan mulohazalarga asoslanib

yechilishi mumkin.
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O¢r tekislikda biror C'(z,t) (t > = > 0) nugtadan o‘tuvchi (140) tenglama-

T+t x—i—t)
20 2

va B(0,t — x) nuqtalarda kesib o‘tadi. B nuqtadan chiquvchi { =t —x — 7
xarakteristika & = 7 chiziq bilan E (t’Tx, t’Tx) nuqtada kesishadi FA, AC,C A

va, BE kesmalar bilan chegaralangan 13-chizmadagi to‘g‘ri to‘rtburchakli so-

ning xarakteristikalari & = 7 va £ = 0 chiziglarni mos ravishda A (

hani D; orqali belgilaymiz, ya'ni

t—x
et

.t—a:

D, = {(5,7). 5

A

<T<t—|§—x|}.

T C(x.t)

0 &

13-chizma. D soha tasviri.

(&, 7) o‘zgaruvchilarga nisbatan yozilgan bir jinsli bo‘lmagan (142) tenglamani
D; soha bo‘yicha integrallaymiz. Gauss—Ostrogradskiy formulasiga ko‘ra

quyidagiga ega bo‘lamiz:

[13G)-2 (@)

Dy
ou ou
— / {a—gerr Edgl = / f(&,7)dédr. (145)
EA+AC+CB+BE D,

FEA AC,CA va BE kesmalar mos ravishda 7 = &, 7 =ax+t—§&, 7 =
t—x+& 7 =1—1x— & to'g'ri chiziglar ustida yotadi. Shuning uchun
FA da dr = d¢, AC da dr = —d¢, CB da dr = d§ va BE da dr =
—d¢ tengliklar bajariladi. Bularni hisobga olib, (145) tengliklardagi ikkinchi

ifodani quyidagicha almashtirish mumkin:
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[ Lgers o) = [ Ggae grar |+ [ | e+ o] -

EA AC CB

/ { gdﬁ' —dT] = 2u(A) + u(E) — 2u(C) + 2u(B).
BE
Olingan natijalarni (145) tengliklarning oxirgi ifodasi bilan tenglashtirib

(142), (144) masalaning yechimini hosil gilamiz

u(x,t):go(x;_t)—@(x;t>+1/)t—x //fﬁ, YdEdr.

Bu formulani quyidagi ko‘rinishda ham yozish mumkin:

u(ac,t):g0<$;—t> —¢<x;t> St — o)+

% / / ,7)dédr.

3. Koshi masalasi. Endi Gauss—Ostrogradskiy formulasini qo‘llash

orqali bir jinsli bo‘lmagan tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasining
yechimini to‘g‘ridan-to‘g'ri hosil gilamiz.
(&, 7) o‘zgaruvchilarga nisbatan yozilgan cheksiz tor tebranish tenglamasi

uchun quyidagi Koshi maslasini qaraymiz:

Urr — Uge = f(gaT)a 5 € R7 t>0 (146)

u(0,8) = ¢(§), ur(0,§) =9(§), SR (147)
Berilgan funksiyalar f(7,£) € C1(R x {7 > 0}), ¢ € C*(R), ¢ € C}(R)

shartlarni qanoatlantiradi deb faraz qilamiz. (146) tenglamaning (x,t) nug-
talaridan o‘tuvchi xarakteristikalari va 7 = 0 to‘g'ri chiziq bilan chegaralan-
gan xarakteristik uchburchak deb ataluvchi A(z,t) = {({,7) :x—(t—7) <
E<x+(t—7), 0<7 <t} soha (14-chizma) bo‘yicha (146) tenglama-
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ning ikkala tomonini integrallaymiz. Natijada tenglamaning chap tomoni

quyidagi ko‘rinishni oladi:

0 [ 0Ou 0 [0Ou ou ou
[ 15 (5r) - () Jacor=— [ [Grec G| -

A(z,t) OA(xt)
ou ou ou ou ou ou
C CB BA
A T
/C(x,r)
/ A(x,r)\
/ \_C (x+t ,O);
ol “A@-t.0) N :

14-chizma. A(x,t) soha tasviri.

AC kesmada 7 = 0, CB kesmada £ = x +t — 7 va BA kesmada

¢ = x — (t — 7) ekanligini inobatga olsak, oxirgi tengliklardan

0 [ou 0 [0Ou
[ 15 (5) 3¢ (5) ] e =
Azt
r+t

_ /@
B or|__

t t
df—/du(7,:c+t—7)+/du(7,x—t+7) =
7=0
0

—t 0
T+t
ou
= — /— dé —2u(t,z) + u(0, 2 +t) + u(0,x —t)
or 7=0
z—t

kelib chiqgadi.
(146) tenglamaning o‘ng qismi va (147) boshlang‘ich shartlarni e’tiborga

olib, oxirgi tengliklardan Dalamber formulasini hosil gilamiz:
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x+t

uta) =5 le(w+0) + oo =)+ 5 [ v+ 5 [[ rreen
Tt INET)

Bu formula (7) formula bilan ¢ = 1 da ustma-ust tushadi.



5-Bob. Parabolik tenglamalar

Bu bobda parabolik tipdagi tenglamalar uchun Koshi, boshlang‘ich-chegara-
viy masalalarining yechimi, fundamental yechim va uning xossalari haqgida

fikr yuritamiz.

5.1 Issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi.

Masalalarning qo‘yilishi

Issiglik o‘tkazuvchanlik

c(z)p(x)uy = div(k(z)gradu) + F(z,t) (1)

tenglamasi fazoviy va vaqt o‘zgarishlariga bog'liq bo‘lgan w(x,t) haroratni
ifodalaydi. U parabolik tipdagi tenglamadir.

Chegaraviy shartlar. Fazoviy o‘zgaruvchilar tegishli bo‘lgan R! =
R, R? yoki R? - bir, ikki yoki uch o‘lchovli fazolardagi sohani D, uning
chegarasini esa S orqali belgilaymiz. Eslatib o‘tamiz, soha - bog‘langan
ochiq to‘plam. D soha chegaralangan deyiladi, agarda u chekli radiusga ega
biror shar (D C R3), yoki chekli radiusli doira (D C R?) ichida yotsa, yoki
chekli oraligdan (D C R) iborat bo‘lsa. S chegara silliq (bo‘lakli silliq )
D C R? soha uchun ikki yoqli sirt yoki D C R? uchun silliq (bo‘lakli silliq)
xos nuqtalarga ega bo‘lmagan va o‘zaro kesishmaydigan egri chizigdan iborat
deb hisoblanadi. D C R uchun S bitta yoki ikkita nuqtadan iborat. S ning
har bir nuqtasida D sohaga nisbatan tashqariga yo‘naltirilgan n, |n| = 1

normal vektorni qaraymiz. U holda, n normal bo‘yicha a% hosila aniglangan
bo‘ladi.
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Masalan, [ uzunlikka ega bo‘lgan sterjenni D = {x € R : 0 < x < [} soha
kabi beramiz. U holda,

0 0 0 0
S={zx=0u{z=1}, — = — ==
{ZC } {x }7 on lz=0 8(—1‘) 2=0" Onlz=i Ox lz=1’
nur - S = {x = 0} chegaraga ega D = {r € R: 0 < x < 400} cheksiz soha,
o) _ 0 .
on =0 92|y

to‘g'ri chiziq - D = {r eR}, S =10

doira - D = {(z,y) e R*: 0 <a?+y* <rg} soha, S = {r = ry} -

aylana, 3%’5 = %‘ :
r=To

shar chegarasi S = {r = r¢} sferadan iborat bo‘lgan

D = {(w1,25,25) ER®: 0 < 2} + a3+ 23 < 13} =

:{0<r<nh—g§9§g,og¢gm§
to‘plam bilan aniglangan soha, a% = % va boshqalar.
T=To

(1) tenglama D sohaning ichki nuqtalari uchun keltirib chiqarilgan. U
S chegarada bajarilmasligi ham mumkin. Aniq issiqlik tarqalish jarayonini
ajratish uchun S chegarada beriladigan qo‘shimcha shartlar zarur bo‘ladi.
Ularning ba’zilari bilan tanishamiz. D sohaning chegarasida berilgan haro-
rat ushlab turilsa, u(z,t) = p(x,t), x € S, t > 0 shart beriladi, bu yerda
p(x,t)— ma’lum funksiya. Bunga birinchi chegaraviy shart yoki Dirizle
sharti deyiladi.
Agar S chegarada issiqlik oqimi berilgan bo‘lsa, bu shart
ou(x,t)
on

(v(z,t)— ma’lum funksiya) kabi yoziladi. Bu ikkinchi tur chegaraviy shart

=v(x,t), €S, t>0

yoki Neyman sharti deb yuritiladi.
Shuningdek, uchinchi tur
Ou(x,t)
on

bu yerda h(zx) va n(x,t) - ma’lum funksiyalar, chegaraviy shartlar ham beri-
ladi.

+ h(@)u(z,t) = (1), v €5, =0,
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M i s o l. [ uzunlikka ega bo‘lgan sterjenning uchlarida quyidagi chega-
raviy shartlar qo‘yilishi mumkin:

u(0,t) = p1(t), u(l,t) = po(t)— birinchi tur chegaraviy shartlar;

uz(0,t) = v1(t), uy(l,t) = vo(t)— ikkinchi tur chegaraviy shartlar;

U, (0,t) — hiu(0,t) = v1(t), u.(0,t) + hou(0,t) = 5(t), bu yerda hy =
const > 0, hg = const > 0 - uchinchi tur chegaraviy shartlar.

E s 1 at m a. Bayon etilgan chegaraviy shartlar u(x,t) funksiyaga
nisbatan chiziglidir. Murakkabroq fizik qonuniyatlarni ifodalovchi chizigli

bo‘lmagan chegaraviy shartlar ham qaralishi mumkin.

5.2 Boshlang‘ich-chegaraviy masalalar. Klassik

yechim
O‘zgarmas koeffitsientli
w = a’Au+ f(x,t), u=u(z,t) (2)

issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun masalalarni qaraymiz.

Ta’kidlash joizki, ularning asosiy xossalari (1) tenglama uchun qo‘yilgan
o‘xshash masalalar uchun ham o‘rinli bo‘ladi. Fazoviy o‘zgaruvchiga nis-
batan qaralayotgan sohaning S chegarasida qo‘yiladigan chegaraviy shart-
lar (2) tenglamaning yagona yechimini aniqlash uchun yetarli bo‘lmasligi
mumkin. Yana, u(z,0) = ¢(z), x € D boshlang‘ich shartni ham qo‘yamiz,
bu yerda ¢p— berilgan funksiya. Bu shart ¢t = 0 vaqtda haroratning ma’lum
ekanligini bildiradi.

D chegaralangan soha bo‘lsin. Ochiq Q7 silindr deb,

Qr =D x (0,T] ={(x,t) :x € D, t € (0,T]}
sohani ataymiz.
Qr=Dx[0,T|={(x,t):x €D, t€[0,T]}

yopiq silindr. Agar T"= +o00 bo‘lsa, u holda @ = D x (0, +00).
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Issiglik o‘tkazuvchnlik tenglamasi uchun boshlang‘ich-chegaraviy masala

quyidagicha qo‘yiladi:

w = a*Au+ f(x,1), (z,t) € Q (3)
tenglamaning
u(@,0) = p(a), v € D (1)
boshlang‘ich va
2D et = y@t), s S tef04), ()

ou
a+8>0, a>0, >0

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,t) yechim topilsin.

T > 0 sonni tayin qilib, boshlang‘ich-chegaraviy masalalarning D C R3
bo‘lgan holi uchun klassik yechimlari ta’rifini beramiz. D € R?> va D C R
hollar uchun ta'’riflar o‘xshash ravishda kiritiladi.

T a’ rif. Birinchi boshlang‘ich-chegaraviy masalaning (e = 0, 8 # 0)
klassik yechimi deb, quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,t) funksiyaga
aytiladi:

1) u(z,t) Qp sohada uzluksiz;

2) u(x,t) ochiq Qp sohada uzluksiz uy, Uy sy, Usyrys Usszss T = (21, T2, T3)
hosilalarga ega va bu sohada (3) tenglamani qanoatlantiradi;

3) u(x,t) t = 0 da berilgan (4) qiymatlarni qabul giladi;

4) u(x,t) funksiya u(z,t) = p(x,t), x € S, t > 0 chegaraviy shartni
ganoatlantiradi.

Ta'rifning 2-shartida qayd etilgan uzluksiz hosilalarga ega bo‘lgan funksiya-
lar sinfi, odatda, C*!(Q7) kabi belgilanadi. Bundan

u(z,t) € C(Qr N C*1(Qr).

T a’rif. Ikkinchi boshlang'‘ich - chegaraviy masalaning (o # 0, 8 = 0)
klassik yechimi deb, quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,t) funksiyaga
aytiladi:

1) u(z,t) Qp sohada uzluksiz;
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2) u(x,t) Qp sohada uzluksiz u,,, Uy, Uz, * = (21,2, 13) hosilalarga
ega (t = 0 da D sohaning ichki nuqtalaridan tashqari);

3) u(x,t) ochiq Qr sohada uzluksiz us, s 2,y Uzyry, Usse, hosilalarga ega
va bu sohada (3) tenglamani qanoatlantiradi;

4) u(x,t) t =0 da berilgan (4) giymatlarni qabul giladi;

5) u(x,t) berilgan

ou(x,t)
"~ =uv(x,t), z€S, t>0
5 (z,t) >
chegaraviy shartni qanoatlantiradi.

Bunda
u(z,t) € C(QrNCY(QruTlr) N C* (Qr),
bu yerda I'r = .S x (0, 7).
T a ’ r i f. Uchinchi boshlang‘ich - chegaraviy masalaning (a # 0)
klassik yechimi deb, oldingi ta’rifdagi 1)-4)- shartlarni hamda
ou(x,t)
ou

chegaraviy shartni qanoatlantiruvchi u(z,t) funksiya aytiladi.

+ h(z)u(x,t) = x(x,t), z€ S, t >0

Ta'riflardagi berilgan barcha f, o, u, v, h, x funksiyalar uzluksiz deb faraz
qilinadi.

E slatma. (3)-(5 boshlang‘ich-chegaraviy masalaning klassik
yechimi mavjud bo‘lishining zaruriy sharti quyidagi (4) boshlang‘ich va (5)
chegaraviy berilganlarning kelishuvchanlik shartidir:

dp(z)
on

Ko‘pincha, klassik yechimning mavjudligiga qo‘yilgan talablarni qanoatlan-

a + fo(z) =x(,0), €S

tirmaydigan masalalarni tekshirishga to‘g'ri keladi. Masalan, kelishuvchan-
lik shartlari bajarilmasligi mumkin. Bunday yechimlar umumlashgan yechim

ma’nosida tushuniladi.

5.3 Maksimum prinsipi

Issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi yechiminig muhim xossasini ifodalovchi

teoremani ko‘rib chiqamiz. D chegaralangan soha va T" > 0 tayin son bo‘lsin.
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T e or e m a (maksimum prinsipi). Issiqlik o‘tkazuvchanlik
w = a*Au, (x,t) € Qr

tenglamasining @ yopiq silindrdagi uzluksiz yechimi o‘zining maksimum
qiymatini yoki ¢ = 0 da, yoki D sohaning S chegarasida qabul qiladi.
Isbot.

A = max {maxu(a:, 0), max wu(z, t)}
xeD x€Stel0,T]

belgilashni kiritamiz. Barcha (x,t) € Q; nuqtalar uchun u(z,t) < A ekan-
ligini ko‘rsatish zarur. Teskarisini faraz qilamiz, shunday (z¢, tg) € Q@ nuqta
mavjud bo‘lib, bu nuqtada u(x,t) funksiya o‘zining A dan katta bo‘lgan

maksimal qiymatiga erishsin, ya'ni u(xo,ty) = A+ ¢, € > 0. Yordamchi
v(z,t) =u(z,t) +alto—t), a>0
funksiyani qaraymiz. Ravshanki,
v(zo, to) = u(xg, to) = A+¢

Endi v(z,t) funksiyaning D sohaning S chegarasida yoki boshlang‘ich

t = 0 vaqtdagi maksimal qiymatini baholaymiz:

max {maxv(:c,()), max v(az,t)} <A+al <A+ E,
z€D zeS,te(0,T] 2

agar a < 5.

Shunday qilib, v(x,t) funksiyaning silindr chegarasidagi maksimal qiy-
mati uning silindr ichidagi biror giymatidan kichik. Bundan esa v(x,t)
funksiyaga silindr ichida maksimal qiymat beruvchi (21, ¢;) nugtaning mavjud-
ligi kelib chiqadi, yani v(zq,t1) > v(zo,t0) = A+ ¢, (21,t1) € Qr. (21,t1)
maksimum nuqta bo‘lganligi sababli v(z,t) funksiyaning birinchi tartibli

hosilalari uchun

ov
d t1) =0, — 0
grd U(ﬂfl, 1) ’ ot t=t1,x=21
ov ov
— =0 t # T yoki — >0
(81& t=t1,x=x1 » agar 74 yort 815 t=T,x=x1 - )
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va ikkinchi tartibli hosilalar uchun
AU(I’l, tl) S 0

munosabatlar o‘rinli. Bulardan u(x, t) funksiyaga nisbatan quyidagilar kelib
chiqadi:
u(z,t) =v(x,t) —a(ty —t),a >0,

grad u(xi,ty) = grad v(xy,t) =0,

Au(zy,t1) = Av(z,t1) <0,
ou B ov
at t:tl,x:xl a at t:tl,x:xl

Shunday qilib, @ sohaning ichida yotuvchi (z,t) nugtada Au < 0, u; >

+a>a>0.

0, ya’ni bu nuqtada u(x,t) funksiya issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasini

ganoatlantirmaydi. Hosil bo‘lgan ziddiyat teorema isbotini yakunlaydi.

5.4 Ekstremum prinsipi

Bir jinsli issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun minimum prinsipi ham
o‘rinli.

T e or e m a (minimum prinsipi). Issiglik o‘tkazuvchanlik
w = a*Au, (x,t) € Qr

tenglamasining Q1 yopiq silindrdagi uzluksiz yechimi o‘zining minimal qiy-
mati yoki ¢ = 0 da, yoki D sohaning S chegarasida qabul qgiladi.

Isbot. u;(x,t) = —u(x,t) funksiya ham issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasini
ganoatlantiradi.

uy(x,t) funksiyaning maksimal qiymati u(x,t) funksiya uchun minimal
giymat bo‘ladi. Bundan teoremaning isboti maksimum prinsipidan kelib
chiqadi.

N a t ij a. Maksimum va minimum prinsiplaridan ekstremum prinsipi
kelib chiqadi:

Issiglik o‘tkazuvchanlik

U = CLQAU, (.’,U,t) S QT
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tenglamasining Q yopiq silindrdagi uzluksiz u(x, t) yechimining barcha qiy-

matlari uning soha chegarasidagi minimal va maksimal giymatlari orasida

yotadi:
min {minu(a:,()), min u(x,t)} <wu(z,t) <
z€D xeStel0,T]
gmax{maxu(a:,O), max u(x,t)}.
zeD xeStel0,T]
Eslatma. wu(x,t) = const funksiya issiqlik o‘tkazuvchanlik

tenglamasini qanoatlantiradi va ekstremum prinsipiga zid emas.

Mis ol u(z,t) =2 + 2at funksiya
Qr=(r,t):0<z<l,0<t<T

sohada u; = a®u,, tenglamani qanoatlantiradi va

yopiq sohada uzluksiz. Bu funksiya Q7 sohada o‘zining maksimum qgiymatiga
xr = [, t = T nugtada, minimum qgiymatga esa x = 0, ¢t = 0 nuqgtada
erishadi.

Maksimum va minimum prinsipidan umumiyroq bo‘lgan
cpuy = div(k(z)grad u) — qu, ¢ >0, ¢ >0, p>0

tenglama uchun ham o‘rinli.

5.5 Birinchi boshlang‘ich-chegaraviy masala
yechimining yagonaligi

Issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun birinchi boshlang‘ich-chegaraviy

masala ushbu

wy = a’A + f(z,t), (z,t) €Q (6)

tenglamani va

u(z,0) = p(x), x € D, (7)
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u(z,t) = p(a,t), z €S, t € Ry, (8)
Q:D XR+, R+ — (0,+OO)
boshlang‘ich-chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi wu(z,t) funksiyani to-
pishdan iborat.
T e or e m a. (6)-(8) masala yagona klassik yechimga ega.
Isbot. Faraz qilaylik, (6)-(8) masalaning ikkita u;(x,t), i = 1,2 klas-
sik yechimi mavjud bo‘lsin. T > 0 - tayin son va u;(x,t) € C (@T) N
C*Y(Qr), i =1,2. Uholda v(x,t) = uy(x,t) — us(x,t) funksiya

v = a?Aw, (x,t) € Qr,

v(z,0) =0, 2 € D,
v(x,t) =0, z €S, t€|0,T], ve C(@T)

masalaning yechimi bo‘ladi.

v(x,t) funksiya uchun ekstremum prinsipi o‘rinli (w;(z,t), i = 1, 2 funksi-
yalar bir jinsli tenglamani qanoatlantirgani uchun ekstremum prinsipini qo‘llab
bo‘lmaydi). Bundan ekstremum prinsipiga asosan 0 < v(z,t) < 0, ya'ni
v(x,t) =0.

5.6 Birinchi boshlang‘ich-chegaraviy masala
yechimining turg‘unligi

Maksimum prinsipidan ixtiyoriy 7' > 0 uchun quyidagi teorema kelib
chiqadi:

T e or em a. (6)-(8) masala yechimi boshlang‘ich va chegaraviy
shartlarga uzluksiz bog‘liq.

Isbot. wu;(x,t), i = 1,2 funksiyalar ushbu

Uy = G'QAU + f(.fU,t), (Cll',t) S QTa

U(l’,O) - Spi(x)7 VIS Ea

u(z,t) = pi(x,t), x €S, tel0,T], i=1,2
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masalalarning yechimlari bo‘lsin.

Faraz qilaylik, ixtiyoriy € > 0 soni uchun | ¢;(z) — a(x) |< 0, € D
va

\pi(z,t) — polz,t)| < 0, x € S, t € |o,T] tengsizliklar o‘rinli bo‘lsin.
lui(x,t) — us(z,t)] < &, (x,t) € Qp bo'lishini ko‘rsatamiz. wv(x,t) =

uy(z,t) — ug(x,t) funksiyani qaraymiz. Ravshanki, v(z,t) funksiya
vy = a*Av, (z,1) € Qy,

U(x70) - Spl(x) - 902(x)7 T < E)
v(x,t) = pi(x,t) — po(z,t), v €S, t €lo,T)|

boshlang‘ich chegaraviy masalaning yechimi.

v(x,t) funksiya boshlang‘ich va chegaraviy nugtalarda |v(z,0)| < e, z <
D va |v(x,t)] < e x € S, t € [0,T] shartlarni qanoatlantirgani uchun
maksimum prinsipidan |v(z,t)| < e, x € Qp tengsizlik kelib chigadi.

(6)-(8) masalaning yechimi f(x,t) funksiyaga nisbatan ham turg‘undir.
Bu tasdiq maksimum va minimum prinsiplarini bir jinsli bo‘lmagan (6) tenglama

uchun umumlashtiruvchi teoremalardan kelib chigadi.

5.7 Issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun

Koshi masalasi

Chegaralanmagan sterjenda issiqlik tarqgalishi.
Ma’lumki, chegaralanmagan bir jinsli sterjenda issiglik tarqalish tenglamasi

uchun Koshi masalasi quyidagicha qo‘yiladi: {x € R,¢ > 0} sohada

ou 0%
o~ "o )
tenglamani va,
u(z,0) = (), z€R (10)

boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi u(x,t) funksiya topilsin.

Avvalo (9) tenglamaning trivial bo‘lmagan

u(a,t) = X (2)T(t) (11)
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ko‘rinishdagi xususiy yechimni topamiz.
(11) ni (9) ga qo'yib,

() X'()

=)= ¢
2T X(z) cons

yoki
T'(t) + a®* N°T(t) =0, X"(t)+AX(x) =0

tenglamalarni olamiz va bularning yechimlari mos ravishda
T(t) = exp(—a*X\*t), X(x) = AcosAx + Bsin)x

bo‘lib, A va B ixtiyoriy o‘zgarmaslar A ga bog‘liq bo‘lishi mumkin. U holda
(11) ga ko'ra ixtiyoriy A(A) va B(A) lar uchun ham

u(x,t,\) = [A(N)cosAz + B(\)sinAz] exp(—a*\*t) (12)

ifoda (9) tenglamaning yechimi bo‘ladi.
Agar (12) ni barcha A lar bo‘yicha jamlasak,

u(z,t) = /u(az,t, A)dA (13)
va bu integral chekli bo‘lib, uni ¢ bo‘yicha bir marta, x bo‘yicha bir marta
differensiallash mumkin bo‘lsa, unda (13) funksiya (9) tenglamaning yechimi
bo‘ladi.

Endi A(X) va B(\) koeffitsientlarni shunday tanlaymizki, (13) funksiya,

(10) boshlang‘ich shartni ham qanoatlantirsin, ya'ni

u(z,0) = p(x) = / [A(N)cosAx + B(X)sinAz] dA. (14)

¢(x) funksiya uchun Furye integralini yozamiz:
1
o) = 5 [ [ e(€)eos(€ - a)de =
R R

1
= — [ dX | p(&)[cosAécoshx + sinAEsinAx] dE.
o

27
R
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Ko‘rinib turibdiki, (14) da A va B larni

(
AQ) = - [ e(©eomrsde. BO) = o [ p(e)sinrga

R R

kabi tanlasak, bu tenglik o‘rinli bo‘ladi.
So‘nggi ifodalarni (13) ga qo‘yib, quyidagi yechimni olamiz:

/dA/ £)cosA(€ — x) exp (—a’N?t)dE =

1 r 212 _
— —O/d)\/go(f)cos)\(f — x)exp(—a“Xt)dE = (15)

™
R

1 o
= —/gp(g)df/exp(—a2)\2t)cos)\(f—x)d/\.
7
R 0

Ichki integralni hisoblaymiz. Buning uchun

aMWt =z ME—2)=pz

almashtirishlar bajarib,

dz E—x
d\ = , =
i T v
ekanligini inobatga olsak,
242 1 —22
/exp(—a A t)cosA(E — x)d\ = —/e cospzdz (16)
0 avt 0

tenglikka ega bo‘lamiz. (16) formulaning o'ng tomonidagi integralni quyidagi-

cha belgilaymiz:

o

/e_zzcos,uzdz =1I(p).
0
I(p) integralni p parametr bo‘yicha differensiallab va natijani bir marta

o0
e
e cospzdz
0

bo‘laklab integrallasak,

N =

I'(p) = —/zezzsz’n,uzdz = —
0
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yoki ushbu
1
I'() + Gul () = 0

oddiy differensial tenglama hosil bo‘ladi. Bundan esa

1) = e (22).

C o‘zgarmasni C' = I(0) tenglikdan aniglaymiz. I(0) = [e *dz va 1-

0\8

bobning (27) formulasiga ko‘ra C' = ‘/77?

Demalk,
VT s
] _ — _—
(1) = exp | =7

va (16) ga asosan

763}]) 2N cosA(E — YA = Y e [_(g—x)2] .

2a\/¥€ p 4a’t

Nihoyat, (15) ga ko'ra, (9), (10) masalaning yechimini olamiz:

e[

u(zx,t) =

(17)

(17) ga Puasson formulasi deyiladi.

5.8 Koshi masalasi yechimining mavjudligi

T eorema. p(x) uzluksiz va chegaralangan funksiya bo‘lsin, ya'ni
shunday N soni mavjudki, bunda |p(x)| < N barcha = € R uchun. U holda
(17) formula bilan aniglangan u(z,t) funksiya (9), (10) Koshi masalasining
klassik yechimidir.

Isbot. Avvalo u(z,t) funksiyanng mavjudligi va chegaralanganligini ko‘r-
satamiz. Buning uchun (17) integralda
E—=x

z=--— — 20tz +
207/t g
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almashtirishni bajarib integralni baholaymiz:

lu(z,t)| < — /’cp 2a\/_z—|—9:>‘ dz<—/ “dz < N.

Bundan Veyershtrass alomatiga ko‘ra (17) integral —oo < x < oo, t > 0
sohaning ixtiyoriy nuqtasida tekis yaqinlashadi va chegaralangan uzluksiz
u(x,t) funksiyani aniglaydi.

Endi —oo < 2 < 00, t > 0 sohada u(x, t) funksiyani ¢ va x o‘zgaruvchilar
bo‘yicha istalgancha differensiallanuvchi ekanligi va barcha hosilalarni (17)
tenglikni integral belgisi ostida differensiallash natijasida hosil qgilish mumkin-
9u hosilani tekshiramiz. (17) formulaning o‘ng

v ot
tomonini formal differensiallab, quyidagi ifodani hosil gilamiz:

oe]-3+ (f;—@?] exp [—M] de.

4a?t

ligini ko‘rsatamiz. Masalan

2a\/_

Bu integralning 1xt1yor1y (x,t) € @g,T =R x [e,T], € > 0, T > ¢ uchun

tekis yaqinlashuvchi ekanini ko‘rsatamiz. Yana yuqoridagi kabi z = 25(1_\2

almashtirishni bajaramiz. Natijada hosil bo‘lgan

1 1 2a+/tz + 2
—/[__+Z2}gp(a\[z x)e_zdz
VT 2 t
R

integralni @QT sohada baholaymiz:

1 1 9 g0(2a\/¥z—l—x) .2
— ——+2z e “dz| <
NS 2 t
R
1 >
STz

< 1 / 1+ 9 < N / 2 2 d
—— —= Z | — zZ — € zZ.
T 2 — Ver ) |2

R R

Bu tengsizliklardagi oxirgi integralning yaqginlashuvchi ekanligidan tekshiri-

0
layotgan integralning tekis yaqginlashuvchi bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa %

hosilaning mavjudligi va uzluksizligini bildiradi.
O‘xshash ravishda
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hosilaning mavjudligi va uzluksizligi isbotlanadi. Bu hosilalarni (9) issiqlik
o‘tkazuvchanlik tenglamasiga qo‘yib, u ayniyatga aylanishiga ishonch hosil
qilamiz.

Endi wu(x,t) funksiyaning (10) boshlang‘ich shartni ganoatlantirishini

ko'r- satamiz. Yuqoridagi kabi, z = 25;2 almashtirishdan so‘ng

u(z,t) = % / @ (2a\/¥z + x) e dz
R

ga ega bo‘lamiz. Bu integralning x,t lar bo‘yicha tekis yaqinlashuvchi ekan-
ligidan va integral osti funksiyasining ¢ € [0,7] bo‘yicha uzluksizligidan
integral ostida limitga o‘tish mumkinligi kelib chigadi:

tl_iglou(u,t) = %/eﬁdz = p(x).

R
T a’rif. Ushbu

Uz, t) = Qa\l/ﬁexp [—%t] (18)

funksiya (9) tenglamaning fundamental yechimi deyiladi. Bu funksiya (9),
(10) Koshi masalasining Grin funksiya deb ham yuritiladi.

Eslatib o‘tamiz, (18) fundamental yechim 3-bobning 3-paragrafida n o‘lchovli
issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun keltirib chiqarilgan edi.

Agar boshlang‘ich shart ¢ = 0 da emas, biror ¢ = 7 da berilsa, (18)
formulada ¢ ni ¢ — 7 bilan almashtirish lozim.

Endi fundamental yechimni qurishning boshqa bir usulini keltiramiz. (9)

tenglamaning

u(z,0) = o(x — xp) (19)

boshlang‘ich shartni gqanoatlantiruvchi Koshi masalasi yechimini qidiramiz.
Bu yerda d(z — xg)— Dirakning delta-funksiyasi (1-bobga qarang). Qayd
etish zarurki, (19) tenglik umumlashgan funksiyalar ma’nosida bajariladi.
1-bobdagi (9) formula bilan aniglangan Dirakning delta-funksiyasi Furye in-
tegrali

1 0
d(x —x9) = — / cosA(x — xg)dA
0
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ni e’tiborga olgan holda fundamental yechimni H(z — zy,t) orqali belgilab,

uni

H(x — xq,1)

>n+~

/AA t)cos\(x — zg)dA
0

ko‘rinishda izlaymiz. Bu funksiyani (9) tenglamaga qo‘yib, A, ga nisbatan
AN(t) + @ N AN(t) =
differensial tenglamani hosil gilamiz. Uni yechib, (19) boshlang‘ich shartga
binoan A)(0) = 1 ekanligini inobatga olib,
Ax(t) = exp(—a®N*t)
ni aniglaymiz.

Shunday qilib,

H(x — xg,t)

>1IH

/ea:p a’N’t) - cosA(x — x)d\ =
0

|20

= ex
2a/ Tt P 4a’t

59 Ko‘p o‘zgaruvchili bo‘lgan hol

Ushbu paragrafda ko'p o‘zgaruvchili issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi
uchun qo‘yilgan Koshi masalasining Grin funksiyasini quramiz.

Lemma. Agar
u = a’Au, u(x,0) = p(z), = (21,72, ..., Tn) (20)
Koshi masalasida ¢(x) boshlang‘ich funksiya
o(x) = 1(x1) - pa(2) - @a(ws) - oo - oulwn) = | [ oulan)
k=1

ko‘rinishda bo‘lsa, u holda

= ﬁuk(azk,t) (21)
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funksiya (20) masalaning yechimi bo‘ladi. Bu yerda wug(x,t) funksiyalar

8uk 2 aQUk
— = Q
ot oxy’

uk(xk,O) = (pk(l’k), k= 1,2, s n

bir o‘lchovli issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi masalalarining
mos yechimlaridir.

Isbot. Lemma shartiga ko‘ra

a’A (H ug (g, t)> =
k=1

2 0% uy,
=a Uy U - U+ ooe = Uf—7 - Ukt1 * ver Uy - 5 =
Ox;,

3

n

[m(:cl, t)ug (w2, t)uz(w3, t) o up—1(Th-1, 1) U g1 (Thp1, ) oot (T, )

| (ﬁ%?{)] :% (}f[luk(xk,t)> |

ya'ni (21) funksiya (20) masalaning yechimi bo‘ladi, bu yerda ug(zg,t) = 1
deb oldik.

Dirakning ¢ funksiyasining 1-bobdagi (16) formula bilan aniglangan xos-

k=1

sasiga ko‘ra
n

6w, ) = [ [ o(xx — &)

k=1
tenglik o‘rinli. Lemmani ushbu

Uz, &,t) = a® AU (x, €, 1),

maxsus masala uchun qo‘llasak, ushbu

n

1 1 < )
Ulx,§,t) = IHU(%—&J) = WGXP [—m kz:l(i% — &) ] (22)

Koshi masalasining Grin formulasi (yoki issiqlik o‘tkazuvchilik tenglamasi-

ning fundamental yechimi) ni hosil gilamiz.
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Bu funksiyaning ba’zi xossalarini keltirib o‘tamiz. Soddalik uchun (22)
dan =3, a = 1deylik (a = 1 gat ni a*t bilan almashtirib erishish mumkin).
Unda (22) ning ko‘rinishi quydagicha bo‘ladi:

UL P -7 = W(i e {—%] | (23)

bu yerda M = M (z,y,z), P=P(,n,(), M#P, t#r.

r=V(E =2+ y—n?+(z— 02
1-xossa. (23) funksiya (z,vy, z,t)— o‘zgaruvchilari bo‘yicha

oUu
AU =
gy U=0

issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasini, (&, 7, ¢, 7) - o‘zgaruvchilar bo‘yicha esa

unga qo‘shma bo‘lgan

ou

+ AU =0
ot
tenglamani ganoatlantiradi.
Bu xossaning isboti (23) dan bevosita hisoblashlar orqali kelib chigadi.

2-xo0ssa. Ixtiyoriy ¢ > 7 uchun

/ U(M, P;t — 7)dédnd¢ = 1

R?)

tenglik o‘rinli.
Haqigatan ham, sferik koordinatalar sistemasiga o‘tib, so‘ng bo‘laklab
integrallasak,
/U(M, P;t — 1)dédnd¢ =
R3

T 27

= /7“2d7“//U(M, P;t — 1)sinfdfdyp =
0 0 0

2(t7\/ﬁjr2€m( 2T)>dr:
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- \/ﬂ%—)/ rifoo (7)) -

‘ﬁje}{p (i)
:%!GXP (_4(;j T)) d(Z\/Zj) )

— %R/exp(—%)dz =1

munosabatlarga ega bo‘lamiz. Bu esa xossaning o‘rinli ekanligini isbotlaydi.

7“2

3-xossa. Har qanday chekli (yoki cheksiz) €2 soha uchun quyidagi tenglik

o‘rinli:
1, agar M € (,
lim [ U(M,P;t—71)dédnd¢ =
=70 4 0, agar MeEn.
Isbot. Agar
r—§

N e S S S
t—T TNt —T Tt —T

almashtirishlarni kiritib, yangi o‘zgaruvchiga o‘tsak, integrallash sohasi {2

21

koordinata boshi M(x,y, z) nugtada bo‘lgan biror €); sohaga o‘tadi. Agar
M € § bo‘lsa, 1 soha butun R? fazo bilan ustma-ust tushadi va 2-xossaga
ko‘ra integralning qgiymati 1 ga teng bo‘ladi. Agarda M€ bo‘lsa, u holda
2y sohaning nuqtalari M (z,y, z) koordinata boshidan cheksiz uzoqlashadi
va integralning qiymati nolga intiladi. Soddalik uchun bir o‘lchovli holni
qaraylik, yani Q = {a <z < b}, t > 7 bo'lsin. U holda z = £+t — 721

almashtirish bajarsak,

b 2
Jriect-mee i [l
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Bu tengliklardan esa t — 7 + 0 da

1)a<x<bbo‘lsa,%—>+oo,jt—i—b7—>—oo,
2)x<a<bbo‘1sa,\”/“"t__—aT—>—oo,ft__—bT—>—oo,
3)a<b<xbo‘lsa,%—>+oo,jt—’_—b7%—l—oo

munosabatlarni inobatga olsak, olgingi 2-xossaga ko‘ra isbotni yakunlaymiz.
4-xossa. Har qanday chekli yoki cheksiz ) sohada uzluksiz va chegara-
langan o(x,y, z) funksiya uchun
lim [ U(M,P,t)p(P)dP = @o(M), dP = dédnd(

t—+0
Q

tenglik o‘rinli va bu limit har qanday M (x,y, z) € €1 C ) ga nisbatan tekis
yaqginlashadi.

Isbot. Bu xossani isbotlash uchun quyidagi ayirmani qaraymiz:

/U(M, P,t)p(P)dP — @(M)/U(M, P,t)dP =
Q Q)

- / U(M, Pt)[p(P) — p(M)|dP.
Q

3-xossaga binoan bu ayirmaning ikkinchi hadi p(x, y, 2) ga teng va 4-xossani
isbotlash uchun ayirmaning ¢ — 40 da nolga intilishini ko‘rsatish lozim. Shu
magqsadda M (z,y, z) nugtani ¢ kichik radiusli shar bilan o‘raymiz. Aytaylik,
0 shunday kichikki, barcha r» < ¢ lar uchun

(&1, C) — p(x,y,2)] <

DO ™

tengsizlik bajarilsin. U holda

/ U(M, P;1) [p(P) — p(M)] dP =

- / U(M. P;1) [p(P) — o(M)] dP+

r<d

+ [UQLP0p(P) - D] aP (24)

r>0
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(20) tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integralni baholaymiz:

I, < g / U(M, P;t)dP < g/U(M,P;t)dP — g

r<é R3

Berilgan ¢(z,y, z) funksiyaning chegaralanganligidan shunday N son topi-
ladiki, |p(z,y, 2)] < N bo‘ladi va

2N N 2
Jo < — [ U(M,P;t)dP = - /exp <—T—) dP.
[ A7ry/Tt2 4t

r>0 r=0

Agar £ = Vt&1, n=+in, (=t desak, - =1} bo'lib,

N r2 N - T2
Jo < Al / exp <_Z) d§idmid¢y = F/T% exp (—j) dry.
5

O‘z navbatida

integralning yaqinlashuvchiligidan, yetarlicha kichik ¢ lar uchun

3 2
/r% exp (—%) dry < %

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa 4-xossaning tasdig'i kelib chiqadi.
Yuqorida keltirilgan xossalardan foydalanib, (20) Koshi masalasining ye-
chimi
w(M, ) = / / U(M, P:t)p(P)dP (25)
R R
n ta
ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda dP = d&d&s...d&, shuningdek, bir jinsli bo‘l-

magan

% = a’Au+ f(M,t) (26)
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tenglamaning u(M,0) = 0 bir jinsli boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi

yechimi
t
u(M,t) ://.../U(M,P;t—T)f(P,T)deT (27)
0O R R
t
bo‘ladi.

Tabiiyki, (26) tenglamaning bir jinsli bo‘lmagan u(M,0) = ¢(M) bosh-
lang‘ich shartni qanoatlantiruvchi yechimi (25) va (27) funksiyalar yig‘indisi-
dan iborat bo‘ladi.

5.10 Koshi masalasi yechimining yagonaligi

Ma’lumki, bir o‘lchovli issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi
masalasi Q = {(z,t) : v € R, 0 <t < 400} sohada qo‘yiladi.

Teorema. (9), (10) Koshi masalasining chegaralangan yechimi
yagonadir.

Isbot. Faraz qilaylik, shunday M > 0 soni mavjud bo‘lsinki, bunda
lu(z,t)] < M, (z,t) € Q = {(z,t):2 €R, 0<t< +oo}. Teoremani
teskarisini faraz gilish usuli bilan isbotlaymiz: (9), (10) masalaning chegara-
langan ikkita u;(z,t), @ = 1,2 yechimlari mavjud bo‘lsin. v(z,t) = u(x,t)—

us(x,t) funksiyani kiritamiz. Ravshanki, v(x,t) funksiya bir jinsli

U = CLQUxxa (ZI’J, t) S Qa (28)
v(z,0) =0, z€R (29)
Koshi masalasining yechimi bo‘ladi. w;(x,t) va us(x, t) funksiyalarning chegara-
langanligidan v(x,t) ning ham chegaralanganligi kelib chiqadi:

oz, 8)] = |ur (2, 1) —ug(, )] < fur(z, £)] + |ua(, 1)] < 2M,

bu yerda |uj(z,t)| < M va |us(x,t)| < M.
Shunday qilib, v(x,t) funksiya (28), (29) Koshi masalasining @) sohada

chegaralangan yechimi bo‘ladi. v(x,t) = 0, (x,t) € Q ekanligini ko‘rsatamiz.
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Q) yarim tekislikda |z| = L, ¢ =T to‘g'ri chiziglarni tanlab, chegaralangan
Qrr={(z,t): —L<x<L, 0<t<T},

Qrr={(zt): -L<az <L, 0<t<T})
sohani qaraymiz. Shuningdek,

isiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasini ganoatlantiruvchi

4M [ 2* 9
w(az,t)zﬁ §+at

funksiyani kiritamiz. ¢ = 0 da

2M
w.0) = 22 > ju(a,0)] = 0.
|z| = L bo‘lsin. U holda
4Ma*t

w (L, t) =2M +

T 2 2M > v (£L1).

Q1+ soha chegaralangan va v(z,t), w(z,t) funksiyalar bir jinsli issiqlik
o‘tkazuvchanlik tenglamasining yechimlari bo‘lgani hamda soha chegarasida
lv(x,0)] < w(z,0), [v(£L,t)] < w(xL,t) tengsizliklar bajarilgani uchun
v(x,t), w(z,t) funksiyalarga maksimum prinsipini qo‘llab, |v(x,t)| < w(z,t),
(.I, t) S @L,T: YOkl

AM x2+ ) < of t)<4M a:2+ 2
——— | —=+a v(x — (= +a
L2\ 2 - T L2\ 2
tengsizliklarni hosil gilamiz. Bu yerda (x,t) € @L,T nuqtani tayinlab, L —

+oo da limitga o‘tsak, (z,t) = 0. v(z,t) funksiyaning L ga bog'liq

lim v
L—+o00 L
emasligi va (z,t) nugta ixtiyoriy tanlanganligi sababli () sohaning barcha
nuqtalarida v(z,t) = 0 bo‘ladi. Bu yerdan wy(z,t) = us(x,t) ekanligi va
demak, Koshi masalasi yechimining yagonaligi kelib chigadi.

E slatma. u(x,t) funksiyaning fizik ma'nosi muhitning harorati
ekanligini hisobga olsak, unga qo‘yilayotgan chegaralanganlik talabi tabiiy-
dir.
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E s 1at m a. Koshi masalasi yechimiga |z| — 400 da qo'yilayotgan
chegaralanganlik shartini ancha yumshatish mumkin. Buning uchun butun
R va t > 0 larda |u(z,t)] < Mexp (N2?) tengsizlikni qanoatlantiruvchi
funksiyalar sinfini kiritamiz, bu yerda M, N lar u(x,t) funksiyaga bog'liq
ravishda aniglanuvchi musbat o‘zgarmaslardir. Bu funksiyalar sinfida ham

yagonalik teoremasi o‘rinli.

5.11 Koshi masalasi yechimining turg‘unligi

Bu paragrafda Koshi masalasi yechimining berilgan ¢(M), f(M) funksiyalar-
ning kichik o‘zgarishiga nisbatan turg‘unligini, ya‘ni yechim ham kichik o‘zgari-
shini ko‘rsatamiz.

Teorema. Agar
U = CL2AU, U(ZC,O) - 901(37)7 (30)

vy = a’Av, v(z,0) = ps(z), = (21,...,2,) €R" (31)

Koshi masalalarida barcha € R" lar uchun

o1(x) — po(z)] <€ (32)

bo‘lsa, u holda (30), (31) masalalarning yechimlari u(z,t), v(z,t) uchun
barcha x € R", t > 0 giymatlarda

lu(x,t) —ov(x,t)] <e

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. (30), (31) masalalarning (25) formula bilan ifodalangan mos
yechimlarini yozib, (32) tengsizlik va 9-paragrafdagi 2-xossadan foydalanamiz.
Natijada,

) = v(a ) < [ UG, €0)161(0) - oa(6)]de <

Rn
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<c [V 0dE =2 €= (6nb). dE = dei- - d,
Rn
teoremaning isbotini olamiz.

T eorem a. Ixtiyoriy € > 0, T' > 0 berilgan sonlar uchun shunday
0 =9d(e, T) > 0 soni topiladiki,

uy = a’Au + fi(z,t), u(z,0) =0, (33)
vy = a*Av + fo(z,t), v(x,0) =0 (34)
Koshi masalalarida barcha x € R", ¢ > 0 giymatlar uchun
[fi(z,t) = fa(z,t)] < 0(e, T) (35)
bo‘lsa, u holda u(z,t), v(x,t) yechimlar uchun
lu(z,t) —v(z,t)| < e (36)

tengsizlik bajariladi.
Isbot. Ma'lumki, (33) va (34) masalalarning yechimlari (27) ko‘rinishda
ifodalanadi. (35) tengsizlik va 9-paragrafdagi 2-xossadan foydalansak,

u(c, xﬂ<// (2,6t — D) A(E.7) — folb,7)|ddr <

.
// (z,&t — d§d750/d

0 Rn
tengsizlikni olamiz. Agar § = % deb tanlasak, (36) tengsizlikni hosil gilamiz,

ya‘ni teorema isbotlandi.

5.12 Koshi masalasi uchun Grin funksiyasini

qurishning boshqga usullari

Biz bu paragrafda umumlashgan funksiyalar (1-bob) elementlaridan foy-

dalanib, Koshi masalasi uchun Grin funksiyasi (fundamental yechim)ni qu-
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rishning ba’zi usullarini keltiramiz. Buning uchun, avvalo, quyidagi
Up = @ Uy, (37)

0, =<0,
u(@,0) = p(z) = 0(z) = (38)
1, z>0
maxsus Koshi masalasini qaraymiz. Ma'lumki, 6(x) funksiyaga Xevisayd
funksiyasi deyiladi. Bu masalaning ushbu
u(z,t) = f (t%) (39)
ko‘rinishdagi avtomodel yechim deb ataluvchi yechimni izlaymiz. (39) ni (37)

ga qo'ysak,
2

() ()
t20zf to toHrlf to
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglik z = xt™® ga nisbatan ayniyat bo‘lishi

uchun o = 0,5 bo‘lishi kerak. U holda f(z) ga nisbatan

@)+ 5511(z) =0 (40)

tenglikni olamiz va (39), (38) larga ko‘ra
lim f(z)=0, lim f(z)=1 (41)

Z——00 Z—r+00
shartlarga ega bo‘lamiz.
(40) ni integrallab,

22

Inf'(z) = 122 +Inc, ¢ = const >0
a

ni hosil gilamiz. Bundan esa

f(z)=c /Z exp (—f—;) d¢ = 2ac / exp(—y*)dy

—00 —00
yechimlarni olamiz. Bu funksiya (41) shartning birinchisini qanoatlantiradi.

Ikkinchi shartdan esa ¢ ni aniglash uchun foydalanamiz:

oo

2ac / exp(—y*)dy = 1

—00
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yoki

/ exp(—y’)dy = V/'m
ekanligidan ¢ = ﬁ kelib chiqadi. Shunday qilib, (37), (38) masalaning

yechimi

u(wt) = f (%) - 7ﬁexp<y2>dy

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yechimni quyidagicha ham yozish mumkin:

1y

0 2aVt
1 1
uat) = 5= [ eap(=P)tn+—= [ eap(=)iy =
—00 0

Apee(a)]

O(2) = %/e:cp(—f)dy-
0

bu yerda

Bu integralga zatolik integrali deyiladi.

(42) funksiya (37) tenglamani qanoatlantirish bilan birga uzluksiz .,
va uy hosilalarga ham ega. Shuning uchun (37) tenglikni x bo‘yicha differ-
ensiallasak,

(ux)t — CL2 (ux)xx

ayniyat hosil bo‘ladi olamiz. Bu esa (42) yechimning x bo‘yicha hosilasi ham
(37) tenglama uchun yechim bo‘lishini ko‘rsatadi. Shuningdek, u u,(z,0) =
n'(x) boshlang‘ich shartni ham qanoatlantiradi, bu yerda 1-bobning (17)
formulasiga ko‘ra Xevisayd funksiyasining umumlashgan hosilasi n'(x —§) =
d(z — &) dan iborat.

Demak, (42) dan differensiallash yordamida ushbu

ux(x—g;t) :U(x,g;t) — _(33—5)2]

ex
2a+/ Tt P [ 4a’t

Koshi masalasining Grin funksiyasi (yoki fundamental yechim)ni olamiz.
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Endi faraz qilaylik, biror U(x,t) funksiya
Ut = a*Upy, u(,0) = 6(z)

Koshi masalasining yechimi bo‘lsin. U holda
Uy = a*U,,, U(x,0) =d(x)

ayniyatlar (umumlashgan funksiyalar tengligi ma’'nosida) bajariladi. Bu

ayniyatlarga Furye almashtirishini qo‘llasak, va

g(w,t) = /U(x,t)e:pp(—iwx)dx
R

belgilash kiritsak, g(w, t) funksiyaga nisbatan
/ 2 2 _
g'(t) + a’wig(t) =0, (43)

g(w,0) =1 (44)

masalani hosil gilamiz, bu yerda 1-bobning (22) formulasidan xy = 0 da
foydalanildi.
Ma’lumki, (43), (44) masalaning yechimi

g(w, t) = exp(—a’w’t)

bo‘lib, unga teskari Furye almashtirishini qo‘llab, 1-bobning (24) formulasiga

2
/exp(—ofcu2 + iwzx)dw = ﬁexp (— v )
a

402

asosall

R
munosabatdan foydalansak,

1 , 1 72
U(z,t) = %/g(w,t) exp(iwzx)dw = mexp <_m)

R
fundamental yechimni olamiz. Demak, x = & nuqtada maxsuslikka ega
bo‘lgan Grin funksiyasi G(x,&;t) = U(x — &;t) bo‘ladi.
M is o 1. Ushbu a*u,, = us; u(x,0) = cyexp(—x?), cg = const Koshi

masalasi yechilsin.
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Bu masala yechimi

u(, 1) = ¢ / Uz — &) exp(—€2)de

R

bo‘lib, unda a = ﬁ almashtirish bajarsak,

u(z,t) = %/exp(—oﬁ) exp [—(m — 2a\/%a)2} do =
R

c
=L exp(—z?) [ exp [—4@0&\/% — (4a*t + 1)042} do =
V43
R
co exp (—2?) 4a’z*t
= exp | ——— | X
VT 1 + 4a?t

V1 +4a?t

tengliklarga ega bo‘lamiz. Oxirgi integralda

2ax+\/t
— + a1+ 4a?t =
V14 4a?t b

almashtirishni amalga oshirib, sodda hisoblashlardan so‘ng, quyidagi yechimni

X /exp [— (M +04\/m>2] da

olamiz:

€o

2 1
) = “feexp (35 ) e [ exo(- ) -
R

2
Co i
——exp| ——5 | .
V1+4ad?t ( 1+4a2t)
M i s o 1. Bir jinsli bo'lmagan u; — uy, — uy, = €' tenglamaning
u(z,y,0) = cosxsiny boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi yechimini to-

ping.
(25), (27) formulalarga ko‘ra bu yechim quyidagi yig‘indi ko‘rinishida
bo‘ladi:
(2=9)°+(y=m)?

1
u(z,y,t) = R/cosgsin ne- dédn+

]R2
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1 xr— y— 7]
// —le=titumnl +( dédndT = uy + us.
t— 7'

Birinchi integralda &€ = x+2+/ts van = y+2v/ts almashtirishlar bajarib,

sodda hisoblashlardan so‘ng, uy(z,y,t) uchun
up = e ! cosxsiny

ifodani olamiz. Shuningdek, ikkinchi integralda ham & = x+2+v/t —7s, n =
y + 24/t — 7s almashtirishlar bajarib,

t

1 e’

Uy = —

2 47 t— 1
0

4t —T)dr = €' — 1

ni va nihoyat,

u(z,y,t) =e *cosxsiny + e — 1

yechimni hosil gilamiz.

5.13 Yarim chegaralangan sohalar uchun qo‘yilgan

masalalar

Koshi masalasining yechimini topishdagi kabi yarim chegaralangan so-
halarda qo‘yilgan masalalarni ham yechish mumkin.
Ushbu ikkita
1) uy = a*Ugy, x>0, >0,
u(0,t) =0, t >0, u(xz,0)=¢p(x), >0
va
2) up = a*Uy,, x>0, t>0,
uz(0,¢) =0, t>0, u(z,0)=p(x), x>0
mos ravishda birinchi va ikkinchi tur boshlang‘ich-chegaraviy masalalarni

qaraymiz. Bu masalalarning Grin funksiyalarini mos ravishda Gy(z,&;t) va
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Go(x,&;t) orqali belgilasak, 1- va 2-masalalar yechimlari mos ravishda:

m%wzém&mfmwo%,

M@@:Aw@u¢Mﬂ@@

formulalar bilan aniglanadi.

1- va 2-masalalarning Gy va Gy Grin funksiyalarini qurish uchun Koshi
masalasi yechimining quyidagi xossasidan foydalanamiz, ya'ni agar u(zx,t)
- Koshi masalasining yechimi va ¢(z) boshlang‘ich funksiya toq bo‘lsa, u
holda u(0,t) = 0; agar () juft funksiya bo‘lsa, u,(0,t) = 0 bo‘ladi.

Xuddi giperbolik tipdagi tenglamada ko‘rganimizdek, bu yerda ham yuqo-
ridagi xossalardan foydalanib,

1-masala uchun:

060 - o () ~on (552}

2-masala uchun esa:

o () o (58]

- Grin funksiyalarini hosil gilamiz.

G2(x7 f; t) =

Agar bir jinsli bo‘lmagan
Uy — @° Uy = f(,1)

tenglama qaralsa, 1- va 2-masalalarning yechimlarini topish uchun mos ra-
vishda

O\H~

/&xﬁt ) F (€, T)dgdr,
0

t oo
0/0/G2 x, &t — 1) f(E 7)dEdT

ifodalarni bir jinsli tenglama uchun olingan yechimlarga qo‘shib qo‘yish yetarli.
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5.14 Chegaralangan sterjenda issiqlik tarqalishi.

Furye usuli

Ushbu paragrafdan boshlab chekli sohalarda parabolik tipdagi tenglamalar
uchun qo‘yilgan masalalarni o‘zgaruvchilarni ajratish - Furye usuli bilan

yechish haqida fikr yuritamiz.

5.14.1  Bir jinsli tenglama uchun bir jinsli chegaraviy

shartli masala

Chekli [ uzunlikka ega bo‘lgan bir jinsli sterjenda issiqlik tarqalish tenglamasi
uchun birinchi chegaraviy masalani qaraylik: {0 < x <[, t > 0} sohada

ou  ,0%u
— =a"=— [, t
5 = ¢ a2 O<z<l, t>0 (39)
tenglamaning
u(0,t) =0, u(l,t)=0, t>0 (40)
chegaraviy va
u(z,0) =p(z), 0<z<I (41)

boshlang‘ich shartlarini qanoatlantiruvchi yechimi topilsin, bu yerda ¢(z)
berilgan funksiya bo‘lib, ¢(0) =0, ¢(l) = 0.
Furye usuliga ko‘ra (39) tenglamaning trivial bo‘lmagan xususiy yechi-
mini
u(z,t) = X(x)T(t) (42)

ko‘rinishida izlaymiz va (42) ni (39) ga qo‘yib, ushbu
T'(t) + a*\T(t) = 0, (43)

X"(x)+AX(x) =0, \=const >0 (44)

oddiy differensial tenglamalarni olamiz.

O‘z navbatida X (x) funksiyani aniglash uchun (44) tenglamaning

X(0)=0, X()=0 (45)
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shartlarini qanoatlantiruvchi yechimini topish, ya’'ni xos sonlar hagidagi masalaga

kelamiz. Ma'lumki, tor tebranish tenglamasidagi kabi, A parametrning faqat

nm

2
A=\, = (T) n=1,23,. ..
giymatlaridagina (44), (45) masalaning trivial bo‘lmagan
X, (2) = sin ”l—”x n=1,2,3,...

yechimlari, ya’ni xos funksiyalari mavjud bo‘ladi.

Shuningdek, (43) tenglamaning A\ = \,, xos sonlarga mos yechimlari

Tu(t) = A, - exp (— (@)%)

ko‘rinishida bo‘ladi, bu yerda A, — ixtiyoriy o‘zgarmas koeffitsientlar.

Shunday qilib, ixtiyoriy o‘zgarmas A, sonlar uchun

anm nmw

wn(, 1) = A, exp [— <T) 2 t] sin = (46)

funksiya (39) tenglamani va (40) shartlarni qanoatlantiradi. Ravshanki,
> 2
u(z,t) = ZA” exp [— (CmTﬂ) t] sin nTﬂa: (47)

gator ham (39) tenglamani va (40) shartlarni qanoatlantiradi.

Endi (47) qatorning (41) shartni qanoatlantirishini talab gilamiz, ya’ni
u(z,0) = p(z) = Z Ansz’nnTWa: (48)

bo‘lsin. Bu qator berilgan ¢(x) funksiyaning (0, ) oraliqdagi sinuslar bo‘yicha
Furye qatoriga yoyilmasini ifodalaydi. Shuning uchun A, koeffitsientlar
quyidagi ma‘lum

2
A, ==
z

!
. nmw
[ eteysin " (49)
0
formula bilan aniglanadi.

Endi (47) qator (39), (40), (41) masalaning barcha tenglamalarini qanoat-

lantirishini ko‘rsatamiz. Buning uchun esa, (47) qator bilan ifodalangan
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u(x, t) funksiyaning yetarlicha differensiallanuvchanligini va {0 < z < I, ¢ >
0} sohada tenglamani qanoatlantirib, z = 0, x = [, ¢ = 0 chegaralarda
uzluksiz ekanini ko‘rsatish kerak.

Agar (47) qator yaqinlashuvchi bo‘lib, uni x bo‘yicha ikki marta, ¢ bo‘yicha
bir marta hadma-had differensiallash mumkin bo‘lsa, bu qator (39) tenglamani
qanoatlantiradi, chunki (39) tenglama chizigli bo‘lgani uchun uning xususiy
yechimlaridan tuzilgan gator ham yechim bo‘ladi.

Ixtiyoriy ¢ > t; > 0 uchun quyidagi

=9
Z:a— a:t Zax2 a:t

qatorlar tekis yaqginlashadi va ushbu

< ‘—An (CmTWYeXp [— (CmTWYt] sin nTﬂm

(5 oo - (5]

tengsizliklar o‘rinli. Agar |p(z)] < M desak,

ou,
ot

<

l
2
] <7 | [ w(sinTede| < 201
0

bo‘ladi va t > ¢; uchun

ou,
ot

Xuddi shunga o‘xshash

0%u,,

0x?

baholarni olamiz.
Umuman olganda, quyidagi
0'tiy, 2i+j . 2
<o (7t - ()

ozioti| =
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baholar o‘rinli va ushbu
Nnt — (—) ti| = a(t
T?:l nexp[ l 1] g (1)

majorant qatorning yaqinlashishini tekshiramiz. Dalamber alomatiga ko‘ra

lim

n—oo

= lim
n—oo

<n+ 1)2 exp [— (41)* (n? + 2n + 1)] )

n — exp {— (%)2 n2t1}

, 1\? nm 2
— nh_)rgo <1 + ﬁ) exp [— (T) (271 + 1)t1] = 0.

Bundan esa (47) qatorni ixtiyoriy ¢ > t; > 0 uchun istalgancha hadma-had

a1 () |

ap(t)

differensiallash mumkinligi kelib chigadi. O‘z navbatida yechimlar super-
pozitsiyasi prinsipiga ko‘ra (47) qator bilan aniglangan wu(x,t) funksiya (39)
tenglamani qanoatlantiradi. ¢; ixtiyoriy bo‘lgani uchun bu mulohazalar ix-
tiyoriy t>0 uchun ham o‘rinli. Shunday qilib, agar ¢ (x) funksiya uzluksiz va
bo‘lakli uzluksiz hosilaga ega bo‘lib, ¢(0) = 0, ¢(I) = 0 shartlar bajarilsa,
u holda (47) qator ixtiyoriy ¢ > 0 lar uchun uzluksiz funksiyani aniqlaydi.
(47) qatorning (40) va (41) shartlarini qanoatlantirishi osongina ko‘rsatiladi.

5.14.2  Bir jinsli tenglama uchun bir jinsli bo‘lmagan

masala

Endi (39) tenglamaning bir jinsli bo‘lmagan

u(on t) =1 (t)a u(l7 t) - po(t) (50)

chegaraviy va (41) boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni topish
masalasini qaraylik, bu yerda ham (), o(t) berilgan funksiyalar bo‘lib,
Y1(0) = ¢(0), ¥1(0) = p(l) shartlar bajariladi.
(39), (50), (41) masala yechimini
- nm

u(z,t) = Z T, (t) sin I (51)

n=1
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qator ko‘rinishida izlaymiz.

Bu yerda

I
2
T,(1) = / u(w, t)sin " (52)
0
bo‘lib, uni ikki marta bo‘laklab integrallaymiz va (39), (50) larni e‘tiborga

olsak,

2 o8 [ o
T(t) = — [u(0,0) = (~1)"u(l,0)] = —— [ Z5sin ?:cdx
0
l
2 21? 0 s
= ) = (0]~ oy [ s Tade (53)
0

tenglik hosil bo‘ladi.
Endi (52) tenglikni differensiallaymiz:

le

l
/g— (x,t)sin —xd:n (54)
0

(43), (44) tenglamalardan T),(¢) funksiyani aniglash uchun quyidagi

T (t) + AT (t) = ful(t) (55)

bir jinsli bo‘lmagan oddiy differensial tenglamaga ega bo‘lamiz, bu yerda

ho= (UL g0 = 2T ) - (-1l

(55) tenglama quyidagi umumiy yechimga ega:

T.(t) = cn+/fn(7') exp(A\,7)dT | exp(—Ant). (56)

(51) dan (41) shartga binoan

oo

u(z,0) = p(x) = ZTn(O) sin nwa

n=1
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bo‘lib, bundan

N|[\D

l
/(p sin —a:d;r: (57)
0

kelib chiqadi. Shunday qilib, (39), (50), (41) masalaning yechimi (51) qator-
dan iborat bo‘lib, T;,(t) koeffitsientlar (56) va (57) tengliklar bilan aniglanadi.

5.14.3 Bir jinsli bo‘lmagan tenglama uchun bir jinsli

chegaraviy shartli masala

Bir jinsli bo‘'lmagan

ou 2(92u
— t 58
5 = O az @) (58)
tenglamaning bir jinsli
u(r,0) =0, 0<x<lI, (59)
u(0,t) =0, u(l,t)=0 (60)

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni topamiz. Bu yerda berilgan f(x, )
funksiya x bo‘yicha birinchi tartibli bo‘lakli uzluksiz hosilaga ega hamda

barcha ¢ > 0 lar uchun f(0,t) = f(l,t) = 0 deb faraz qilamiz. (58)-(60)

masala yechimini

u(x,t) = ZTn(t) sin ?l‘ (61)

ko‘rinishida izlaymiz.
Faraz qilaylik, f(z,t) funksiyaning x o‘zgaruvchi bo‘yicha Furye qatori

mavjud bo‘lsin, ya‘ni



288 Parabolik tenglamalar

(61) qatorini (58) ga qo‘yib, (62) ni e‘tiborga olsak,

oo

> [m) + (M) 1) - fn(t)] sin - = 0

n=1

tenglikni olamiz. Bundan esa
To(t) + anTu(t) = fu(t) (64)

tenglamaga ega bo‘lamiz, bu yerda o, = (anw)/l. (61) ni (59) ga qo‘yib,
T,(0) = 0 boshlang‘ich shartga va uni qanoatlantiruvchi

t) = /fn(r) exp (—ai(t —7))dr

yechimga ega bo‘lamiz. Bu ifodani (61) ga qo‘yib, (58)-(60) masalaning

/fn(T) exp [—a®*(t — )] dr sin#

yechimini hosil gilamiz. Bu yechimda f,(7) funksiyalarning o‘rniga (63)

ifodani qo‘yib, uni quyidagicha yozish mumkin:

to
_ / / G, €.t — 7)f(€, 7)dgdr, (65)
0 0
bu yerda

Gz, &t —71) =

N|[\’)

Z:: *(t — )] sin mlm: sin mng
Odatda G(x,&;t) funksiya manba funksiya yoki Grin funksiyasi deb yu-
ritiladi va u uchun

G |$:0 - 07 G|le =0

shartlar bajariladi.
Agar boshlang‘ich shart bir jinsli bo‘lmasa, (65) yechimga (39)-(41) masala

yechimini qo‘shish yetarli.
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Bir jinsli bo‘lmagan masala.

Endi (58 ) tenglamaning (41) boshlang‘ich va (50) chegaraviy shartlarni
qanoatlantiruvchi yechimini topish masalasini qaraylik.

Agar v(z,t) va w(x,t) funksiyalar mos ravishda (39), (41), (50) va (58)-
(60) masalalarning yechimlari bo‘lsa, u holda u(z,t) = v(z,t) + w(z,t)
funksiya (58), (41), (50) masalaning yechimi bo‘ladi.

Agar (58), (41), (50) masalada u = v + w va

w= (1) + 7 [ (0) = va()]
deb olsak, v(z,t) ga nisbatan quyidagi
vy = a2vgy + flx,t), v(z,0) = @), v(0,t) =v(l,t) =0
yechish o‘rganilgan masalaga kelamiz. Bu yerda

Flat) = f(@.0) = wn o+ aPune, 3(@) = 9(@) = 12(0) = T((0) = 1(0)).

5.15 To‘g'ri to‘rtburchakli sohada issiqlik

tarqalishi haqidagi masala

Tomonlari uzunliklari p va ¢ bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchak shaklidagi yupqa
plastinkada issiqlik targalish tenglamasi uchun boshlang‘ich-chegaraviy masalani

qaraylik: {0 <z <p, 0<y<gq, t>0}sohada

ou  , (Pu  O%u
g e B 66
ar ¢ (83:2 i 0y? (66)
tenglamaning
u|x:0 = u‘l‘zp =0; u‘yZO - u‘yzq =0 (67)
chegaraviy va
u(r,y,0) =p(r,y), 0<z<p, 0<y<q (68)

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,y,t) yechimi topilsin.
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Furye usuliga asosan (66) tenglamaning trivial bo‘lmagan xususiy yechi-
mini
u(a,y.t) = X (@)Y ()T (1)
ko‘rinishida izlashimiz va X (z), Y(y), T(t) funksiyalarni aniglash uchun
mos ravishda
X"(z) 4+ XX (z) =0,
Y (y) + 1’ (y) =0,
T'(t) + a®* (N + p®)T(t) =0
tenglamalarga ega bo‘lamiz, bu yerda o, 12 lar o‘zgarmas sonlar. Ravshanki,

bu tenglamalarning umumiy yechimlari mos ravishda
X(z) = ¢ cos Ax + ¢osin Az,

Y (y) = c3cos puy + cysin py,
T(t) = Aexp [—a*(\* + p*)t]
formulalar bilan ifodalanadi.
(67) shartlar bajarilishi uchun ¢; = ¢3 = 0,
A= m, = n—W, (m,n=1,2,3,...)
p q

deb olish kerak bo‘ladi.
Shunday qilib, (66) tenglamaning (67) shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi
quyidagicha bo‘ladi:

2 2
m* n mm nw
U (T, Y, 1) = Ay €Xp [—a27r2 (— — —) t] sin — sin —v.

P g p q
Ushbu
- s o [(Mm? n? . mwT . nw
u(z,y,t) = Z Apnexp |—a"m" | — + — | t| sin —xsin —y  (69)
p q p q

m,n=1
gatorni tuzamiz va unda ¢ = 0 deb, (68) boshlang‘ich shartdan foydalanamiz:

mi nm

o0
o(z,y) = Z A,y sin —x sin —.
p q

m,n=1
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Bu esa ¢(z, y) funksiyaning ikki karrali Furye qatori bo‘lib, A,,, quyidagicha

aniglanadi:

P q

4

Apn = —//go x,y) sin —msin n—ﬂyda:dy
pqo / q

Bularni (69) qatorga qo‘yib, qo‘yilgan masalaning yechimini hosil gilamiz.

5.16 Boshlang‘ich shartsiz masalalar

Boshlang‘ich vaqgtga nisbatan yetarlicha katta vaqtlardan keyin issiglik
targalish jarayonlari o‘rganilsa, kuzatilayotgan vaqtdagi issiqlik targalishiga
boshlang‘ich shartning ta‘siri deyarli bo'lmaydi. Bunday hollarda issiqlik
o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun barcha ¢ — +o00 giymatlarda faqat chega-
raviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni topish masalasi qo‘yiladi. Agar
sterjen chegaralangan bo‘lsa, uning ikkala uchida ham chegaraviy shart-
lar beriladi. Yarim chegaralangan sterjen uchun esa bitta chegaraviy shart
qo‘yiladi.

Avvalo, yarim chegaralangan sterjen uchun birinchi chegaraviy masalani
qaraylik: bir o‘lchovli issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasining x > 0 sohada

chegaralangan va
u(0,t) = o(t)
chegaraviy shartni qanoatlantiruvchi u(z,t) yechimi topilsin. Faraz gilaylik,

lu(x,t)] < M, |o(t)] < M bo‘lsin. Tadbiqiy masalalarda ko‘p uchraydigan
o(t) = Acoswt, A= const, w = const >0 (70)

chegaraviy shartni olaylik. Bu masala fransiyalik matematik J. Furye tomonidan
o‘rganilgan. Agar issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasining kompleks ¢(t) =
Aexp(iwt) boshlang‘ich shartni gqanoatlantiruvchi yechimi topilgan bo‘lsa,
uning haqiqiy va mavhum qismlarining har biri alohida tenglamani hamda
mos ravishda (70) va

(t) = Asinwt

shartni qanoatlantiradi.
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Shunday qilib, ushbu

2
W _ 297

5 = @ 2 v(0,t) = Aexp(iwt) (71)

masalani qaraylik. Bu masala yechimini
v(x,t) = Aexp(ax + ft) (72)

ko‘rinishida izlaymiz, bu yerda a va 3 hozircha noma’lum o‘zgarmaslar.
(72) ni (71) ga qo'yib,
1
o = —B, B=1w
a

munosabatlarni olamiz. Bundan

wi Vw .
a=+\—==—F+(1+2
ity 1S

bo‘lib, v(x,t) uchun esa quyidagi ifodani hosil gilamiz:

v(z,t) = Aexp [i\/%x y (m + \/%xﬂ . (73)

O‘z navbatida, bu yechimning haqiqiy qismi

v(z,t) = Rev(x,t) = Aexp (:t\/%x) cos <i\/gg + wt) (74)

issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi va (70) shartni qanoatlantiradi. Yechimni
chegaralanganligi va w > 0 ni inobatga olsak, qo‘yilgan masalaning uzluksiz

chegaralangan yechimini quyidagicha olish magsadga muvofiq bo‘ladi:

u(z,t) = Aexp (i@%) cos (wt - \/gg) (75)

Endi chekli 0 < & < [ soha uchun boshlang‘ich shartsiz
wy = a*uyy, u(0,t) = Acoswt, u(l,t) =0 (76)

masalani qaraymiz. Bu masala ham xuddi yuqoridagi kabi yechiladi. Chega-
raviy shartlarni
u(0,t) = Aexp(—iwt), u(l,t)=0
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kabi yozib olib, yechimni
u(x,t) = X(x)exp(—iwt) (77)
ko‘rinishida izlaymiz. Bu ifodani (76) ga qo‘yib, X (x) funksiya uchun
X"(z) +*X(x)=0, X(0)=4, X(1)=0
masalani olamiz, bu yerda
B \/E  Jwl+a
TmVe T \/; a

Bundan esa X (x) funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlarini X;(x) va
Xs(x) kabi belgilasak,

X(z) = Asm(lv—l_:”) = X, (z) + i Xs(2)
bo‘lib, (77) ga ko‘ra
sin(l — x _
u(x,t)=A l exp(—iwt).
Y

Bu ifodaning haqiqiy qismi
u(z,t) = Xq(z) coswt + Xo(z) sin wt

chekli soha uchun qo‘yilgan (76) boshlang‘ich shartlarsiz masalaning yechimi
bo‘ladi.



6-Bob. Elliptik tenglamalar

6.1 Garmonik funksiyalar. Grin formulalari va

fundamental yechimlar

Ushbu paragrafda biz xususiy hosilali differensial tenglamalar kursida
keng qo‘llaniladigan Grin formulalari bilan tanishamiz. Grinning birinchi
va ikkinchi formulalarini nisbatan umumiy bo‘lgan elliptik tipdagi operator
uchun keltirib chiqaramiz.

Faraz qilaylik, R™ da S yopiq sirt bilan chegaralangan D soha berilgan
bo‘lsin. Eslatib o‘tamiz, agar sirtning har bir nuqtasida urinma tekislik
(yoki normal) mavjud bo‘lib, sirtda bir nugtadan ikkinchi nuqtaga o‘tganda
bu urunma tekislik (normal) holati uzluksiz o‘zgarsa, bunday sirtga silliq sirt
deyiladi. Matematik tahlil kursidan ma’lumki, D da uzluksiz va D sohada
uzluksiz differensiallanuvchi F'(z), x € R" vektor funksiya uchun Gauss-

Ostrogradskiy formulasi o‘rinli:

/ divF (z)dx = }’{ T F(s)ds. (1)
D S
Bu yerda W-D sohaga nisbatan tashqi bo‘lgan S sirtga o‘tkazilgan normal-
ning birlik vektori, ds - sirt elementi.

Agar u(z) = u(xy, zg, ..., x,) funksiya chekli D sohada ikki marta uzluk-
siz differensiallanuvchi bo‘lib, Laplas tenglamasini qanoatlantirsa, u chekli
D sohada garmonik deyiladi.

Faraz qilaylik, C' (D) N C? (D) sinfga tegishli bo'lgan u(z) va v(x)
funksiyalar berilgan bo‘lsin. Ushbu

Lu = div (kVu) — qu,
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bu yerda k(x) va q(x) funksiyalar D da uzluksiz, k(x) funksiya D sohada
uzluksiz differensiallanuvchi, differensial operatorni qaraymiz. To‘g‘ridan -

to‘g'ri tekshiriladigan

vdiv (EVu) = div (kvVu) — kVuVu

tenglik va (1) formuladan foydalanib, Grinning birinchi formulasi deb ata-

luvchi

/vLud:z: = fkv%ds —/(kVUVU) dx — /qvudaz (2)
n

D S D D
formulani hosil gilamiz. Bu formulani olishda TVu = % tenglikdan foy-
dalanildi.

(2) formulada u va v funksiyalarning o‘rnini almashtirib,

/uLvda: = %kua&jvds —/(k:Vqu) dx — /quvdx (3)
n

D S D D

tenglikni ham yozish mumkin. (2) dan (3) ni ayirib,

ou ov
/(vLu —ulv)dx = j{k (vﬁ — uajn> ds

D S

Grinning ikkinchi formulasini hosil gilamiz.
Aytaylik, k = 1 va ¢ = 0 bo‘lsin. U holda L operator Laplas operatori
bilan ustma-ust tushadi, ya'ni Lu = Awu. Ravshanki, Laplas operatori uchun

Grin formulalari quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:

/vAudx = }[U%ds—/(Vqu) dx, (4)

D S D

ou ov
/(UAU — ulv)dr = j{ (vﬁﬁ — u@ﬁ) ds. (5)
D S

Endi Laplas tenglamasining fundamental yechimi deb ataluvchi maxsus

yechimini uch va ikki o‘lchovli hollarda topamiz.
Faraz qilaylik, zg nuqta D C R3 sohaning tayin nuqtasi bo‘lsin. Laplas

tenglamasining zy nugtadan hisoblangan masofaga bog‘liq bo‘lgan yechimini
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gidiramiz. Buning uchun, markazi xy nuqtada bo‘lgan sferik koordinata-
lar (r, 0, ) sistemasini kiritamiz. U holda masala Laplas tenglamasining

radial-simmetrik yechimi w(r) ni topishga, ya'ni
1d d
Sy e )
r2dr dr
tenglamani yechishga keladi. Bu tenglamaning umumiy yechimi

C
u(r) = 71+Cg

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu yerda r = |z — x|, C1, C5 - o‘zgarmas sonlar.

1
v =

funksiyaga uch o‘lchovli Laplas operatorining fundamental yechimi deyiladi.
E’tibor bering, bu funksiya Laplas tenglamasini xy nuqtadan boshqa barcha
nuqtalarda qanoatlantiradi, ya'ni u garmonik funksiyadir, xy nuqtada esa
maxsuslikka ega.

Ikki o‘lchovli holda zy nuqtani markaz qilib, qutb koordinatalar (r, ¢)
2

sistemasini kiritamiz va Laplas tenglamasining +/(z1 — z01)? + (22 — ¢2)

masofaga bog‘liq yechimini topamiz. Bu holda Laplas tenglamasi

1d [ du
- r— —
rdr \_ dr
ko‘rinishga ega va uning umumiy yechimi quyidagi tenglik bilan aniqlanadi:
1
u(r) =Cyln—+ Cs.
r

1
B

v(x,z9) = In

funksiyaga ikki o‘lchovli Laplas operatorining fundamental yechimi deyiladi.

6.2 C? sinf va garmonik funksiyalarning integral

ifodasi

xo nuqta D C R3 sohaning ichki nuqtasi bo‘lsin. Bu nuqtani markaz

qilib, D sohaning ichida to‘liq yotuvchi e radiusli 3. sferani chizamiz. U7 =
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{z: |z — x| < e} bo'lsin. U holda D sohaning chegarasi S bilan Y. sfera
orasidagi soha D\U; kabi bo‘ladi. D\U; sohada ixtiyoriy

u(z) € C*(D)N C* (D)
funksiya va yuqorida kiritilgan v(z, zo) fundamental yechimga Grinning ikkinchi

formulasi (5) ni qo‘llaymiz:

/ (vAu — ulv)dx =

D\Ug,

ov ou v ou
~§ () f (g ) ©
S

€

1 dv d (1 | 1
’U _— — = —— —_ r—e —_— —
T A dr \ r g2

bo‘lganligidan, o‘rta qiymat to‘g'risidagi teoremaga asosan

% uﬁv —vau ds—% ui—lﬁu ds =
o on B 2 07 B
5

€ &€

Y. sirtda

1 .. 10u(z)
— 471'52 [;’LL(.I ) — gﬁ—] s

bu yerda z* € X, tengliklarni hosil gilamiz. D\Ug sohada Av = 0 va
u(z) € C*(D) N C' (D) ekanligidan, (6) da e — 0 da limitga o‘tib,

Au

|z — o
D

0 1 1 ou
— — ds — 4 D
]{ (uﬁﬁ |z — x| |z — 0 87) s — dmu(o), @ €
S
formulani olamiz. Bundan,

: )_ij{ R S U W
0= gy |z — x0| O u@ﬁ|x—xo| i
9

1 Au

T RN
D

dr =

dx, xy € D. (7)
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Bu formulada D soha bo‘yicha integral ikkinchi tur xosmas integral kabi
tushuniladi. (7) ga C? sinf funksiyalarining integral ifodasi yoki Grinning
uchinchi formulast deyiladi.

Eslatib o‘tamiz, (7) formula zy nuqta D sohaning ichki nuqtasi bo‘lgan
hol uchun keltirib chiqarildi. Agar xy nuqta D sohadan tashqarida joylashgan

bo‘lsa, u holda v(x, zy) = | funksiya garmonik bo‘ladi va Grinning

1
x—x|

ikkinchi formulasiga ko‘ra

1 ou 0 1 Au e
_ ds = | ———d eD.
]{Qx_maﬁ uaﬁ]:c—:col) ’ /!:c—:co! o
S D

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Endi xg nuqta S sirtga tegishli bo‘lgan holni ko‘ramiz. Faraz qilamiz, S
sirt xp nuqtada uzluksiz burchak koeffisientli urunma tekislikka ega bo‘lsin.
Navbatdagi mulohazalar xuddi (7) formulani olishdagi kabi bo‘ladi. Grinning

birinchi formulasini D\U, sohada v(x, o) va

~ Jo—aol
u(z) € C*(D)NC" (D)

funksiyalarga qo‘llaymiz. Hosil bo‘ladigan tenglikda sirt integrallari S" U 3.
chegara bo'yicha olinadi, bunda . - S sferaning D soha ichidagi qismi,
S" = S\S., S: - S sirtning Uj, shar ichidagi gismi. Yetarlicha kichik e
larda X! sirt markazi zy da va radiusi € bo‘lgan yarim sferaga yaqin bo‘ladi.
Natijada, (7) formulani olish jarayonidagi kabi, ¢ — 0 da limitga o‘tib, 47

ko‘paytmani 27 bilan almashtirib,

: )_ij{ L Qw0 1 N\,
)= o |z — 20| 0T u8ﬁ>|a:—:c0| °
s

1 Au

on ) |w— )
D

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikda sirt integrallari xosmas integrallar

dr, o € S

ma’nosida tushuniladi. Har uchala holni birlashtirib, Grinning uchinchi for-

mulasini quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

1 j{ 1 Ou 0 1 p 1 Au p
— —u s — — T =
47 |z — x0| O O |z — o A | |x — x

s D
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(
u(xy), agar xg € D,

= 9 u(;O), agar xo € S, (8)

| 0, agar x0€ED.

Grinning uchinchi formulasi sohaning ixtiyoriy ichki nuqtasida u(x) silliq
funksiyani soha chegarasida o‘zi va normal hosilasining giymatlari hamda
butun D sohada bu funksiyadan olingan Laplas operatorining giymati orqali
ifodalanadi. Garmonik funksiya uchun Grinning uchinchi formulasi oddiyroq

ko‘rinishga ega. Masalan, xo € D uchun

1 1 Ou 0 1
u(zo) = E% <|.7:—x0|((9ﬁ> BT |x—x0|> ds. (9)
s

Ikki o‘lchovli hol uchun Grin funksiyasi yuqoridagiga o‘xshash keltirib

chiqgariladi. U quyidagi ko‘rinishga ega:

1 1 ou 0 1 1 1

— 1 - 1 ds—— [ 1 Au(x)dr =

2ﬂj{(n|aj—xo|8ﬁ> u@ﬁ)n|x—x0|) ° ZW/n\x—xo\ u(z)de
D

)
u(xy), agar xg € D,

_ < u(zp)

5, agar ro € S,

\ 0, agar zo€D.

Shuningdek, yuqoridagi kabi mulohaza yuritib, (7) Grinning uchinchi

formulasini ixtiyoriy n > 3 uchun quyidagidek yozish mumkin:

1 ou 0
u(xg) = — (E(:U, xo)ﬁ — uﬁE(az, xo)> ds—
S
—i/E(a:, xo)Au(z)dz, o € D C R"™. (10)
Wy,
D

Bu yerda w,, = 2x/2T (%) ~'_R" da birlik sfera yuzi, [' - Eylerning gamma-

funksiyasi (7-bobning 2-paragrafiga qarang),

1
n— 2

E(z, ) = |z — x>, n > 3. (11)



300 Elliptik tenglamalar

E(x,x¢) funksiyaga n (n > 3) o‘lchovli Laplas operatorining fundamen-
tal yechimi deyiladi. U z # x( lar uchun har ikkala argumenti bo‘yicha
Laplas tenglamasini qanoatlantiradi. Haqiqatan, x # zy lar uchun hosi-

lalarni hisoblab, quyidagilarga ega bo‘lamiz:

o
dx?

Bu ifodalarni Laplas tenglamasiga qo‘yib

=—|z—axo| "+ nlr— x0|_n_2 (x; — xg;) -

ekanligiga ishonch hosil qilish mumkin. E(z, z() funksiya simmetrik bo‘lganligi
uchun, x # x( larda Laplas tenglamasini xy bo‘yicha ham ganoatlantiradi.

n = 3 da 7-bobning 2-paragrafidagi Eylerning gamma-funksiyaning I (%) =
\/77? xossasidan ws = 47 tenglik kelib chigishini inobatga olsak, (10) dan (8)
formula hosil bo‘lishini ko‘rish mumkin.

6.3 Garmonik funksiyalarning asosiy xossalari.

O‘rta qiymat haqida teorema

Grin formulalaridan foydalanib garmonik funksiyalarning asosiy xos-
salarini keltirib chigaramiz.

1-xossa. Agar u(x) funksiya D sohada garmonik bo‘lsa, u holda

ou
S

bu yerda S— D sohada to‘liq yotuvchi yopiq silliq sirt.

Hagigatan ham, Grinning birinchi formulasini S sirt o‘rab turgan sohada
u va v = 1 funksiyalar uchun qo‘llasak, (12) tenglik kelib chigadi.

2-xossa (o‘rta qiymat haqidagi teorema). Fuaraz qilaylik, u(x)

funksiya D sohada garmonik funksiya bo‘lsin. U holda

1
YR
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bu yerda >r— D sohada yotuvchi, markazi x¢ nugtada radiust R bo‘lgan
sfera.
Isbot. (9) formulani markazi xy nuqtada va sirti ¥z dan iborat bo‘lgan

shar uchun yozamiz:

()_ij{ Loou 01\,
= gy |z — 0| 0T u@ﬁ|x—xo| >

YR

1
|z — x|

01 1

sn  ORRlp=r 12

191
J:EZR_ R’ 87\1’—%\

ayniyatlardan, (12) tenglikka asosan

u(xg) = 47T1R2 j{u(x)ds

YR

formula hosil bo‘ladi.

Shunday qilib, D sohada garmonik bo‘lgan u(x) funksiyaning xy nug-
tadagi gqiymati uning markazi shu nuqtada joylashgan D sohada yotuvchi
ixtiyoriy S, sferadagi o‘rta giymatiga teng.

D sohada garmonik va D sohada uzluksiz u(z) funksiya uchun sfera
D sohaning chegarasiga urungan holda ham o‘rta giymat haqidagi teorema
o‘rinli bo‘ladi.

Haqiqatan ham, faraz qilaylik, ro radiusli 2, sfera D sohaning chegarasiga
urunsin. U holda o‘rta gqiymat haqidagi teorema kichik radiusli (r < rg) 2,

sfera uchun o‘rinli:

w(wo) = 4;2 ?{ w(z)ds.

Xy
Bu formulada u(x) € C (ﬁ) ekanligidan foydalanib, » — 7y deb limitga

o‘tsak,

w(wo) = — ]{ u(z)ds.

2
47r7“0
S

Ikki o‘lchovli holda o‘rta qiymat haqidagi teorema quyidagi formula bilan

ifodalanadi:
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m™r
C,

1
u(zg) = 2—7{udl,

bu yerda C,— u funksiya garmonik bo‘lgan sohada yotuvchi, radiusi r va
markazi xy nuqtada bo‘lgan aylana.

3-xossa. D sohada garmonik funksiya shu sohada cheksiz differensiallanuuv-
chidar.

Bu tasdiqning isboti (9) ko‘rinishda yozilgan Grinning uchinchi formu-
lasida xg € D lar uchun sirt integrallari xos integrallar bo‘lganligi va ularni
xo nuqtaning koordinatalari bo‘yicha istalgan marta differensiallash mumkin-
ligidan kelib chiqadi. Shuningdek, (9) formuladan D sohada garmonik funksiya
sohaning barcha ichki nuqgtalarida haqiqiy o‘zgaruvchili analitik funksiya
ekanligi, ya'ni xy nuqtaning atrofida yaqinlashuvchi darajali qatorga yoy-
ilishi kelib chiqadi. Bunda gatorning yagqinlashish radiusi xy nugtadan D
sohaning chegarasigacha bo‘lgan masofadan kichik bo‘ladi.

4-xossa (Maksimum prinsipi). D sohada garmonik va D sohada
uzluksiz u(z) funksiya o‘zining maksimal va minimal qiymatlariga D soha-
ning chegarasida erishads.

Isbot. u(x) funksiya D sohada uzluksiz bo‘lganligi uchun o‘zining maksi-
mal giymatiga shu sohada erishadi. Bu maksimal gqiymat sohaning chegarasida
erishilishini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz qilamiz: u(x) funksiya maksimal
giymatga D sohaning biror z ichki nugtasida erishsin, ya’ni

U, = max = u(xg) > u(x).
z€D

xo nugtani markaz qilib, D sohada yotuvchi p radiusli sfera chizamiz va bu

sfera uchun o‘rta gqiymat haqidagi teoremaga ko‘ra

u(xg) = ! fu(x)ds < 1 ! ]{u(xo)ds =

47 p? p?
5

P
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Ravshanki, bu munosabatlar fagat

bo‘lganda o‘rinli. (13) dan

j{u(m)ds = 47 p*u(z)

2o

tenglik kelib chiqadi. Faraz qilaylik, hech bo‘lmaganda X, sferaning bitta
nuqtasida u(xy) < u(zg) tengsizlik bajarilsin, u holda u(z) ning uzluksizligi-
dan bu tengsizlik x; nuqtaning >, sferadagi biror atrofida ham bajariladi.
Bundan

j{u(x)ds < drp*u(xy)

5

P

kelib chiqadi. Bu esa yuqoridagi farazimizga zid. Demak, X, sferada
u(z) = u(zy).

p ixtiyoriy ekanligidan X, sferani D sohaning chegarasiga urunadigan qilib
tanlash mumkin. Urunish nuqtasini z, bilan belgilaymiz. Aynan shu x,
nuqgtada ug = u(z,) maksimal qiymatga erishiladi.

Yuqoridagi mulohazalarni v = —u garmonik funksiyaga qo‘llab, minimal

giymat D sohaning chegarasida erishilishi ko‘rsatiladi.

6.4 Dirixle va Neyman masalalarining qo‘yilishi

hamda ular yechimlarining yagonaligi

R"™ fazoda biror chekli sohani D orqali belgilab, uning chegarasi S bo‘lakli
silliq sirtdan iborat bo‘lsin, deb faraz qilamiz. R™\D ni D; bilan belgilab
olamiz, yani D; = R™\D.

Dirizlening ichki masalasi. D sohada garmonik D = D U S da uzluksiz
va

lim u(z) = p(xg), x0€S, x€D

T—Xo
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chegaraviy shartni qanoatlantiruvchi u(x) funksiya topilsin.
Dirizlening tashqgi masalasi. Dy sohada garmonik shunday w(z) funksiya
topilsinki, u S da berilgan uzluksiz giymatlarni qabul qilib, ya‘ni

lim u(x) = p(xg), wxo€S, x€D

T—XTg

|z| = oo da n > 2 bo‘lgan holda |x|>™™ dan sekin bo‘lmay nolga intilsin,
n = 2 esa chekli limitga intilsin.

Neymanning ichki masalasi. D sohada garmonik, D U .S da o‘zining bi-
rinchi tartibli hosilalari bilan birga uzluksiz bo‘lgan u(x) funksiya topilsinki,
uning normal bo‘yicha olingan hosilasi S da berilgan funksiyaga teng bo‘lsin,
ya'ni

ou

mli_)rilo%:w(xo), reD, zy€S8

bu yerda n — .S ga o‘tkazilgan normal.
Neymanning tashqi masalasi. Dy sohada garmonik shunday u(z) funksiya
topilsinki, uning normal bo‘yicha olingan hosilasi S da berilgan funksiyaga

teng bo‘lsin, ya'ni

0
lim o = 1/)(%0), reD, xo €S
T—X0 8’]7,

hamda funksiyaning o‘zi cheksiz uzoqlashgan nuqtada: n > 2 bo‘lgan holda
nolga, n = 2 da esa chekli limitga intilsin.

Dirixlening ichki va tashqi masalalari bittadan ortiq yechimga ega bo‘lmaydi.
Haqgigatdan ham, bu masalalar bir xil chegaraviy shartlarni qanoatlantiruv-
chi ikkita uy va us yechimlarga ega bo‘lsin. U holda u = u; —us funksiya ham
garmonik bo‘ladi va u|g = 0 shartni qanoatlantiradi. Avval ichki masalani
ko‘ramiz. Maksimum prinsipiga ko‘ra barcha D sohada v = 0 bo‘ladi, de-
mak, u; = us.

Endi tashqi masalani tekshiramiz. Avval n > 2 bo‘lsin. Shartga asosan
u(zx) funksiya D; sohada garmonik, shu bilan birga u|s = 0 va x nuqta
koordinata boshidan yetarli uzoqlikda joylashganda

ule) < -1

— ‘x‘n—2

|, C = const (14)
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tengsizlik o‘rinli bo‘lishi kerak. Bu Neymanning ichki masalasi yechimga ega
bo‘lishi uchun zaruriy shartdir. Keyinchalik (14) ning yetarli shart ekanini
ham ko‘rsatamiz. Agar fazoning o‘lchovi n > 2 bo‘lsa, u holda Neyman-
ning tashqi masalasi yagona yechimga ega bo‘ladi. Bu fikrning to‘g‘riligiga
ishonch hosil qgilish uchun yuqorida kiritilgan chegaralari S va Sr dan iborat

bo‘lgan Dp sohaga Gauss-Ostrogradskiy formulasini qo‘llaymiz:

& Au\ ou ou
=lp, s

Sr

S sfera bo‘yicha olingan integralni baholaymiz. Yetarlicha katta bo‘lgan R

lar uchun, yani R — oo da

ou C'Chwy,
’U,%dSR < Rn—2

Sk

munosabat o‘rinli bo‘ladi. U holda 2%|g = 0 bo‘lgani uchun (15) formuladagi

S bo‘yicha olingan integral nolga teng. Shunday qilib, R — oo da

n 2

E / (au) dr — 0
, Ox;

z:lDR

Demak, % =0,i=1,2,--- ,nu = const. Ammo || — oo da u — 0 ekan-

ligidan u = 0 kelib chiqadi. Agar n = 2 bo‘lsa, Neymanning tashqi masalasi
o‘zgarmas son aniqligida topiladi. Bu holda ham xuddi yuqoridagidek u =
const tenglikka ega bo‘lamiz. Cheksiz uzoqglashgan nuqtada n = 2 hol
uchun garmonik funksiya chegaralangan bo‘lishidan, yuqoridagi fikrimiz-

ning to‘griligiga ishonch hosil gilamiz.

6.5 Kelvin almashtirishi

Markazi koordinatalar boshida radiusi r ga teng bo‘lgan sferani X" orqali
belgilaymiz.

Agar x va y nuqtalar sfera markazidan o‘tuvchi nurda yotib, |z|- |y| = r?

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda bu nuqgtalar »" sferaga nisbatan qo‘shma yoki

simmetrik nuqgtalar deyiladi.
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Simmetrik nuqtalarning dekart koordinatalari quyidagi munosabatlar bi-

lan bog‘langan bo‘ladi:

2 2 -
y:Wx, xzmy \x]:\/aflJr...Jra:% (16)
yoki
2 2
Yi = T, Li = 1—5Yi-
i Yl

(16) almashtirishga inversiya almashtirishi deyiladi.

Agar u(x) funksiya biror n-o‘lchovli sohada garmonik bo‘lsa, u holda
ravshanki, u(ax + b) = u(axy + b, ...,az, + b,) funksiya ham garmonik
bo‘ladi, ya‘'ni soha parallel ko‘chirilganda va o‘xshashlik markazi ixtiyoriy
xo nuqtada bo‘lgan o‘xshashlik almashtirishida funksiyaning garmonikligi
saqlanadi. Inversiya almashtirishida funksiyaning garmonikligi saglanib qo-
ladimi, degan savol tug‘iladi.

Umuman aytganda, n > 2 bo‘lganda inversiya almashtirishning o‘zi
funksi- yaning garmoniklik xossasini saglab qolmaydi.

Soddalik uchun r = 1 deb olamiz. Masalan, n = 3 da u(z) = ﬁ funksiya

x # 0 bo‘lgan nuqtalarda garmonik. x = # almashtirish natijasida hosil

bo‘lgan
(&) =3
u —_— = — = y
2 1yl
B
funksiya esa garmonik bo‘lmaydi. Biroq inversiya almashtirishining bu kam-

|n—2

chiligini shu almashtirishdan so‘ng funksiyani |y ga ko'paytirib bartaraf

etish mumkin.

T a’rif. Ushbu

ly) = |y|i2u( i ) . >3 (17)

[yl?

funksiya u(x) funksiyaning Kelvin almashtirishi deyiladi.

Kelvint e or e m a s i. Agar u(x) funksiya D C R" sohada garmonik
bo‘lsa, (17) formula bilan aniglangan funksiya D sohadan uning birlik sferaga
nisbatan inversiyasi natijasida hosil bo‘lgan D, sohada garmonik bo‘ladi.

Isbot. D, soha o‘zining chegarasi bilan Dy da to‘la yotuvchi soha, D5 esa

D1 ning inversiya almashtirishi natijasida hosil bo‘lgan soha bo‘lsin. U holda
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Dy soha D da o‘zining chegarasi bilan to‘la yotadi. Dy sohaning chegarasini

o orqali belgilab olamiz. (10) formulaga asosan

0 =g | (g e g e

g

(17) Kelvin almashtirishiga ko‘ra

o0 = e (1) = Gz

1 ou 0 1
< / _ af) ()~ | deo. (18)
s Ll g — ¢ =2 | — ¢
Ushbu
1
n—2
yl" 2 |\ — €

ifoda & ga nisbatan garmonik funksiya, y bo‘yicha ham garmonik funksiya

bo‘ladi. Haqgiqatan ham,

—_

ol =] = - - [(_‘ﬁ'y)r

[1 - 26y — [y2lE?)* = [(2 y|§|) ] B

(SIS

_ ym| |5| \ \
||5| G
Shunday qilib,
1 1
==l —yf

Bu ifoda & # # bo‘lganda garmonik funksiyadir, £ € o da bu tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi.
Demak, (18) formula bilan aniglangan v(y) funksiya y bo‘yicha garmonik

funksiyadir.
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Agar n = 2 bo'lsa,

funksiya Dy sohada garmonik bo‘ladi. Bevosita hisoblash natijasida bunga
ishonch hosil qgilish mumkin.

Kelvin teoremasidan foydalanib, odatda, garmonik funksiyaning cheksiz
uzoqlashgan nuqta atrofida ta’rifi beriladi.

Agar
o) = o (2 ) = bl ute)

[yl?
funksiya y = 0 nuqtada ili’)% v(y) tarzda qo‘shimcha aniglangan bo‘lib, y = 0
nuqta atrofida garmonik bo‘lsa, u holda u(x) funksiya cheksiz uzoqlash-
gan nuqta atrofida (ya'ni yetarlicha katta radiusli yopiq |z| < R shartdan
tashqarida) garmonik deb aytiladi.

6.6 Shar uchun Dirixle masalasi

Faraz qilaylik, Uj markazi koordinata boshida radiusi r bo‘lgan n-o‘lchovli

shar va 22, bu shar sirti bo‘lsin. >, da

uly, = f(x), zeX,

berilgan giymatni qabul giluvchi Uj ning ichki nuqtalarida garmonik u(x), x =
(21, ..., ;) funksiyani topish talab etilsin. Bu masala yechimini mavjud va
kerakli shartlarni qanoatlantiradi degan faraz bilan uni berilgan f funksiya
orqali ifodalaydigan formulani topamiz. So‘ngra esa topilgan formula hagigatan
ham masala yechimi bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Shunday qilib, yuqoridagi masalaning u(x) € C*(Uj) yechimi mavjud
bo‘lsin. Bu yechimning integral shaklini, (10) formulaga ko‘ra, quyidagicha

yozamiz:
1 0 0
u(z) = w—n]{ <E(§a f)a% - UﬁE(i} 513)) dsg (19)

S
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x sharning ichki nuqgtasi bo‘lib, unga ., sferaga nisbatan simmetrik joy-
lashgan nuqtani 2’ orqali belgilaymiz. Simmetrik bo‘lgan x va 2’ nuqtalar

sharning markazidan o‘tuvchi bitta nurda yotib, ular uchun
o - o] = 2
tenglik o‘rinli. € nuqta X, sferada o‘zgargani uchun |z’ — £| # 0. Endi
v(§) = E(, 2)

funksiyani qaraylik. Ma’lumki, bu funksiya har qanday («’ nuqtani o‘z ichiga
olmagan) sohada garmonik, shu jumladan U} sharda ham.

Garmonik bo‘lgan u va v funksiyalarga Grin formulasini qo‘llasak,
Ou(¢) 0
[ |Be %8 w6, o] dse =0 (20)

tenglikni olamiz. Dekart koordinatalar sistemasida koordinatalar boshini
O, x,7', £ nuqtalarning o‘rnini mos ravishda M, M’, P harflar bilan belgi-
lab, bu nugtalarni tutashtirib, hosil bo‘lgan uchburchaklar uchun AOMP ~

AOM'P munosabatni olamiz. Bundan esa

|MP|  |OM)|
\M'P| 7
yoki
lz =& 7]
EETi 2y

tengliklar hosil bo‘ladi. (21) dan

1 B r
lz =& |z]]a" = ¢

1 __<7n)”2 1
|z — &P |z 2" — &2

kelib chigadi. Bu esa (18) va (19) dagi birinchi integral ostidagi ifodalar

yoki

¢ nugtaga bog‘liq bo‘lmagan (a/|z])" > ko‘paytuvchi bilan farq qilishini
bildiradi.
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Endi (20) tenglikni

()

ga ko‘paytirib, uni (19) dan ayirsak,

o2 e () ()] o

izlanayotgan yechimni beruvchi formulani olamiz. Bu formulani yanada sod-
daroq ko‘rinishga keltirish mumkin.

Tashqi normallar radiuslar bilan ustma-ust tushgani uchun

0 04 0

cos (71, xy,) = %?7 oy ::éjf' 8€k’
— 2 0 &k —

!:c—S\ | R T R P | 5\

bu yerda zj, (k: =1,n)vaz), (k= T1,n)mosravishda M va M’ nuqtalarning,
& (kK =1,n) esa P nuqtaning koordinatalari.

Bulardan foydalanib, (22) integral ostidagi ikkinchi hadni hisoblaymiz:

0 1 B Ek 1 0 B
oz (=) =~ 9% g gl 6 -
B (n —2) (n—2)
rle — ¢ rlz — ¢
Xuddi shunga o‘xshash
NS e -

Ong \ |a" — €["2 rla’ — &

(& — ) = — (r? — &) (23)

Bu ifodani (r|z|)""? ga ko‘paytiramiz va yuqorida olingan
r 1
z|le" =& |z —¢]

munosabatdan foydalanib,

r\"% 0 1 n—2 ) zf?
W) o\ —are) T e T e
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tenglikka ega bo‘lamiz.
M va M' nuqtalar koordinata boshidan chiquvchi bitta nurda yotgani

uchun

, OM L
oM’

Lk

bundan esa

n—2 a 1 5
<|;_|> ong <|:U’ _g|n—2> - _h (lz] = &eaw) . (24)

Nihoyat (23) va (24) ni (22) ga qo‘yib,

e = [ st (25)

Puasson formulasini hosil qilamiz, bu yerda |z| > r bo‘lib,

r? — |x]?
rlz — ¢
ifodaga Puasson yadrosi deyiladi.
Eslatib o‘tamiz, yuqoridagi farazimizga ko‘ra har qanday u € C?*(U})
garmonik funksiya uchun (25) Puasson formulasi o‘rinli.

Endi Puasson yadrosining ba’zi xossalarini keltiramiz.

1. Puasson yadrosi manfiy emas. Shuningdek, u M # P va |z| = r da

nolga teng.

2. U sharning ichki nuqgtalarida Puasson yadrosi garmonik funksiya
bo‘ladi. Buni ko‘rsatamiz. Agar M nuqta Uj sharning ichida bo‘lsa,
|z — &| # 0 bo'lib, Puasson yadrosi istalgan tartibli hosilaga ega. U-
ning Laplas tenglamasini qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. Leybnits for-

mulasiga ko‘ra,
dxz \rlx — & rle —&|" ox?

orr —|z?) 0 1 5 N 1
2 0z, .(‘hk rlz —&n (" = |l )&Ei rle =& /)
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Bu yerda
x| a0, gl = B &k
dr, x|’ Oz |z — ¢

larni e’tiborga olib, k& bo‘yicha yig‘sak

=]z 2n 1 B
A(rlx—a”) T =g [_” gl Tl _M’“)} -0

chunki |z — &2 = (ﬁ,m) =7’ + |z|? — 2(0—]\%,0?) =r? +

|£I3|2 — 2kak

3. Ushbu
- \93|2
— \x —dse =1, |z[<r (26)

tenglik o‘rinla. Bumng isboti sharda garmonik bo‘lib, uning chegarada

1 ga teng bo‘lgan funksiya uchun yagonalik teoremasi va (25) formu-
ladan kelib chigadi.

4. Endi X" sferada uzluksiz bo‘lgan f funksiya uchun Puasson integrali

bilan ifodalangan u(x) yechim sharda garmonik bo‘lib,

(x), ze€,
shartni qanoatlantirishini ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, w(z) Uj sharning ichida (25) Puasson formulasi bilan
aniglangan bo‘lsin. Unda ma’lumki, bu funksiya sharning ichki nuqtalarida

istalgan tartibli hosilaga ega va u U} da

Au=— [ fe)n (T - W) dse = 0

wWnr |z — ¢

S
garmonik bo‘ladi.

Yuqoridagi chegaraviy shartning bajarilishini ko‘rsatish uchun x ichki
nuqta >, sirt ustidagi biror xy nugtaga sohaning ichki tarafidan intilsin deb
faraz qilamiz. (26) ni f(z() ga ko‘paytirib (26) dan ayiramiz. Natijada

1

wWnpT

u() — f(zo) = / (@) — f(xo)]

Er

—dé’g (27)
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tenglikni hosil gilamiz.
f € C(%,) bo‘lgani uchun istalgancha kichik € > 0 son olib, zy nuqtaning

shunday o sferik atrofini olamizki, barcha ¢ € ¢ uchun

£

£(6) — flan)] < 5
bo‘lsin. Agar ¢ ning radiusini ¢ desak, >"\o sohada |£ — xy| > ¢ bo‘ladi.
u(z) — f(xp) ayirmani baholash magsadida (27) integralni o va ¥,\ o sohalar

bo‘yicha ikkiga ajratib yozamiz:

| P )
f(x f(x ———ds¢+
( ) 0 wn /[ | _£| 3
1 r? — |x|?
— ————ds¢g =11 + .
o / [f (@) = f(z0)] g =tk
Y\o
Birinchi integralni baholaymiz:
1] < / —\:c|2 — f(@o)ldse <
xo)|ds
= |z — §|” 01

— | / — |zf? 3
dsg < ds¢ = =
2wn7’] / |z — &|" S ot |z — & Ty

ya‘ni, biz [; integral uchun M nuqtaning holatlga bog‘lig bo‘lmagan baho
oldik.

I integralni esa x va xy nugtalarning yetarlicha yaqinligi hisobiga kichik
qilishimiz mumkin. Bu nugtalarni shunday yaqin olamizki, |z — xo| < §/2
bo‘lsin. Unda

ol 2l — | — e — o] 2 5,

bundan esa
1 2

<<
lz =&l 0

shuningdek,

= a2 _ (r—le)(r+]a) _ 2 — o))

= <
=g = rle—gr 5
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f funksiya yopiq sohada uzluksiz bo‘lgani uchun | f| < N = const bo‘ladi va

[£(§) = f(xo)| < 2N.

Bulardan esa

uto) — ) < 5+ 11l < 5+ 2D [ <

2 2 Wy, 0™
>r\o
_ c N 2n+27,.n1N( | |)
-+ ——(r — |7|).
2 o
Endi A > 0 sonini shunday tanlaymizki,
2n—|—27,n—1 c
— . Nh< -
o 2
tengsizlik o‘rinli bo‘lsin. Agar |x — x| < h bo‘lsa, unda r — |x| = |xg|—|z| <

|z — x| < h va |u(z) — f(zg)| < € bo‘ladi. Bundan esa ixtiyoriy xy € X"

uchun

lim u(x) = f(xo)

T—X0
kelib chiqadi. Shu bilan shar uchun Dirixle masalasining yechimi (25) formula
orqali ifodalanishi to‘liq asoslandi.
n = 3 va n = 2 bo‘lgan hollarda (25) Puasson formulasi sferik va qutb

koordinatalar sistemasida mos ravishda quyidagicha yoziladi:

r? — |x|?

s 2w
r
= — d ] d
u (.Tl,ﬂfg, .CU3) 47T/ w/f(é)rg _ 27“|.CC| cosy + ‘m‘g Sm¢ ¥,
0 0

f(g) :f(£17€27£3)7 ‘LE“COS’}/: (x7£)7

&1 =rsinycosy, & = rsiny cos @, £ = rcosy;

2w
1

u($1,$2) — %/f(TCOSgO,TSiHQOLQ
0

r? — |z|?
5dp,
— 2r|z|cos(y — ) + |z

(28)

1 = |z|cost, x9 = |x|sine, & =rcosp, & =rsing.
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6.7 O‘rta qiymat haqidagi teoremaga teskari
teorema. Chetlashtiriladigan maxsuslik
to‘g‘risidagi teorema

Markazi ixtiyorly x¢ nuqtada radiusi 7 bo‘lgan sharni U} = orqali belgi-
laymiz. X, — U, sharning chegarasi. u(z) € C(D) funksiyani qaraymiz.
Agar U, C D shar uchun u(z) funksiya

u(zg) = wn:”_l /u(f)d55
Xy
shartni qanoatlantirsa, u holda bu funksiya D da garmonik bo‘ladi.

Buni isbotlash uchun UJ sharda garmonik bo‘lib, UL da uzluksiz va
Yr da u(z) qiymatini qabul qiluvchi v(z) funksiyani kiritamiz. Bunday
funksiyaning mavjudligi Puasson formulasidan kelib chigadi. Ravshanki,
v(z) —u(x) ayirma U} sharda uzluksiz bo‘lib, ¥, da aynan nolga teng. Shu
bilan birga bu ayirma uchun o‘rta giymat haqidagi teorema o‘rinli. Unga
ko'ra v(x) — u(x) ayitma o‘zgarmas sondan farqli bo‘lsa, ekstremum prinsi-
piga asosan u Uy sharning ichki nuqtalarida maksimum va minimum qiy-
matga ega bo‘lmaydi.

Biroq ¥, da v(z) —u(x) = 0 bo‘lgani uchun U, ning barcha nuqtalarida
v(z) —u(r) = 0, yoki v(x) = u(x) bo‘ladi. Shunday qilib, u(x) funksiya Uy
da garmonikdir. zy nuqta ixtiyoriy bo‘lganligi uchun w(z) funksiyaning D
sohada garmonik ekanligi kelib chiqadi.

Chetlashtiriladigan maxsuslik to‘g‘risidagi t e o r e m a.

Agar u(z) = u(xy,xe,...,z,) funksiya D sohaning z; nuqtasidan
tashgari barcha nuqgtalarida garmonik bo‘lib, bu nuqtaning biror atrofida
chegaralangan bo‘lsa, u holda U(x) funksiyaning z, nuqtasidagi qiymatini
shunday aniglash mumkinki, natijada, u D sohaning barcha nuqtalarida gar-
monik bo‘ladi.

Teoremani isbotlash uchun D sohada yotuvchi Uy = sharni qaraymiz. .
esa Uy sharning chegarasi bo'lsin. Puasson formulasiga asosan Uy da gar-

monik va 3. da u(x) bilan ustma-ust tushadigan u; (z) funksiyani aniglaymiz.
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Buning uchun markazi xy nugtada radiusi 0 < € bo‘lgan Ugo sharni chizamiz,
Y5 bu sharning chegarasi bo‘lsin. U; ning U;go shardan tashqari qismini Ufgf
orqali belgilaymiz, yani U%* = U2 \Ug, . Ravshanki, v(z) = u(z) — ui(z)
funksiya Y. da nolga teng va 6 ga bog'liq bo‘lmagan shunday o‘zgarmas

C > 0 sonni ko‘rsatish mumkinki, bunda

max |v(z)] < C
zelUys

bo‘ladi. n = 2 da
In|x —x¢| —Ine

vs(w) = C Ind —Ine
van > 3da
827n . ‘33 . xO‘an
U(;(SU) - C 52—71 _ 52—n

funksiyalarni kiritamiz.

Bevosita tekshirib, bu funksiyalarning Ug(’f sohada garmonik ekanligiga
ishonch hosil gilish mumkin (n = 2 holda shar va sfera o‘rniga mos ravishda
doira va aylana tushiniladi). Shu bilan birga, agar x € 3., ya'ni |x —x¢| = ¢
bo'lsa, vs(x) = 0 va x € Xy, ya'ni |z — x| = § bo'lsa, vs(z) = C bo‘ladi.

Ekstremum prinsipiga asosan, Ux‘s(’f sohada
vs(z) —v(x) >0, wvs(x)+v(x)>0
tengsizliklar o‘rinli. Bundan
v(2)] < vs(x).

Demak, § — 0 deb limitga o‘tsak, U ning barcha nuqtalarida (ehtimol x
dan tashqari) v(z) = 0 bo'ladi. v(x¢) = 0 deb hisoblab, U da v(x) = 0
akn u(z) = up(z) bo‘lishiga erishamiz.

Teoremaning isbotidan ko‘rinadiki, u(x) funksiyaning xy nuqta atrofida
chegaralanganlik shartini biroz yumshatish mumkin. Masalan, u(x) funksiya

r — x¢ da ushbu

u(z) = O(|z — 2o/*™), n>3 (O(In|z —x]), n=2)
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shartni qanoatlantirsa ham teorema o'z kuchini saqlab qoladi, yani u(z)

funksiya xy maxsus nuqta atrofida

b s <ln;, n:2>

|z — o> |z — o
ifodaga nisbatan sekinroq o‘ssa ham teorema tasdig‘i o‘z kuchida qoladi.
Haqgiqatan, yuqorida kiritilgan v(x) funksiya Y. da nolga teng. Shartga
ko‘ra |z — xo|"?u(z) ifoda z nugtaning kichik atrofida yetarlicha kichik,
u1(z) funksiya bu atrofda chegaralangan bo‘lgani uchun |z — x| 2uy(z)
ham yetarlicha kichik bo‘ladi. Shu sababli

e(9)
< -7
|v($)|$626 |ZC — Zl’}o|n_2 TEXs

tenglikka ega bo‘lamiz, bu yerda () miqdor § — 0 da nolga intiladi. Ek-
£(9)
|x—20|"2
dan katta bo‘la olmaydi. Agar xy nuqtadan farqli biror nuqtada v(x) # 0
£(0)

|x—xo|2

stremum prinsipiga asosan v(zx) funksiyaning qiymati ning qiymati-

deb faraz qilsak, darhol garama-qarshilikka kelamiz, chunki ni bu

nuqtada 0 ni yetarli kichik tanlab istalgancha kichik qilib olish mumkin.
Shunday qilib, u(xg) = u1(zo) deb olsak, u(x) funksiya u;(x) bilan U; ning

barcha nuqtalarida ustma-ust tushadi.

6.8 Garnak tengsizligi va teoremalari. Liuvill

teoremasi

Faraz qilamiz, u(z,y) funksiya markazi (z¢,yo) radiusi R ga teng (x —
20)% + (y — yo)? < R? doirada garmonik bo‘lib, doiraning ichki nugtalarida
u(z,y) > 0 bo'lsin. Unda 0 < p < R sohada quyidagi Garnak tengsizligi
deb ataluvchi munosabat o‘rinli:

R—p
R+p

R+p
R—p

w(xo, yo) < u(wo + pcosa, yo + psina) < u(xo, Yo)-

Bu tengsizlikni isbotlash uchun

R—p R? — p? < R? — p? _R+p
R+p (R+p)?~ (R—p)? R—p




318 Elliptik tenglamalar

tengsizlik va qutb koordinatalarida yozilgan (28)

u(xg + pcosa, yg + psina) =
27

1 R2 _ 2
=5 / u(xg + Reosp, yo + Rsingp) P
T

R? + p?> — 2Rpcos(p — «)

de
Puasson formulasidan foydalanamiz. Shartga ko‘ra,

u(zo + Reosp, yo + Rsing) = f(p) > 0.

Bundan esa
2

R—p1l .
£~ / flp)de < u(xg+ pcosa, yo + psina) <

R+ p2rm
R+p1/f
~ R—p2rm

0
O‘rta giymat haqidagi teoremaga ko‘ra esa

ZL / flp)do = u(zo, yo)-

™
0

Bulardan Garnak tengsizligining o‘rinli ekani kelib chiqadi.
Shunga o‘xshash ko‘rsatish mumkinki, n— oflchovli fazodagi p < R
sharda manfiy bo‘lmagan u(M) garmonik funksiya ushbu

Garnak tengsizligi o‘'rinli, bu yerda p = |M M|, M = M (z1,x2,- -+ ,xy),
My = M(x(l),ajg,--- ,:z:%).

Garnakning birinchi t e o r e m a s i. Agar chekli D sohada gar-
monik, D da uzluksiz funksiyalarning {u;(z)} (i = 1,2,---) ketma-ketligi
D ning chegarasi S da tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda
1) {u;(x)} ketma-ketlik D yopiq sohada tekis yaqginlashuvchi bo‘ladi;

2) u(x) = Zlgglo u(x) limit funksiya D da garmonik bo‘ladi;
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3) D sohaning ixtiyoriy yopiq D; qismida ug(x) funksiyalar istalgan tar-
tibdagi hosilalarining ketma-ketligi limiti u(z) funksiyaning mos tartibli hosi-
lasiga tekis yaqinlashadi.

Isbot. {u;(x)} ketma-ketlik S da tekis yaqinlashuvchi bo‘lgani uchun
ixtiyoriy € > 0 uchun shunday yetarlicha katta /N natural soni topiladiki,

1 > N lar va ixtiyoriy natural p son uchun
i p(2) — uix)] < e (29)

bo‘ladi. w;yp(x), u;(x) funksiyalar garmonik bo‘lgani sababli, ularning ayir-
masi ham D sohada garmonik, D da uzluksiz bo‘ladi. Ekstremum prinsipiga
asosan (29) tengsizlik barcha D sohada bajariladi. Bu esa {u;(x)} ketma-
ketlikning yopiq D sohada tekis yaqinlashuvchanligini ko‘rsatadi. Demalk,
D da aniqlangan va uzluksiz u(x) = lim u;(x) limit funksiya mavjud. D da
to‘la yotuvchi markazi biror x nuqtlaazo radiusi R bo‘lgan Qg shar olamiz.
Puasson formulasiga asosan x € Qg nuqtalar uchun

1 R? — |z — x0]?
wpR € —x|”

uilx) = / (K (2,€)dSn, K(2,€) = (30)

OQr
{u;(x)} ketma-ketlik tekis yaqinlashuvchi bo‘lgani sababli, avvalgi tenglikda

i — oo da limitga o‘tib, limit funksiya u(z) uchun

ule) = [ u(©)K (. €Sk 31)

OQr
formulaga ega bo‘lamiz. Bu formula u(z) ning Qr da garmonik funksiya
ekanligini ko‘rsatadi. Bundan Qg ixtiyoriy shar bo‘lgani uchun u(z) ning
barcha D sohada garmonik funksiya ekanligi kelib chiqadi. (30), (31) teng-
liklarning o‘ng tomonini  nuqgtaning funksiyasi sifatida (Jr sharning ichida

istalgancha differensiallash mumkin. Ushbu

0'K(z,¢)()

&clf co Ol

! I,
O'u(x) 0'u;(x) dSp.

l I a.l Ly
83711 st ax# al'll c axn

< / u(€) — ui(©)

0Qr

bunda [ = I} + --- + [,, tengsizlikdan hosilalar ketma-ketligining ¢ — oo

da x ga nisbatan bu nugtaning biror atrofida, masalan, markazi xy nuqtada
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radiusi (g sharning radiusidan ikki marta kichik bo‘lgan sharda tekis yaqin-
lashuvchanligi kelib chiqadi. Agar D’ soha D da to‘la yotuvchi yopiq soha
bo‘lsa, u holda Geyne-Borel lemmasiga asosan D’ ni chekli sondagi sharlar
bilan qoplash mumkin. Bunga asosan hosilalar ketma-ketligining D’ da tekis
yaqginlashuvchi bo‘lishiga ishonch hosil gilamiz.

Garnakning ikkinchi t e o r e m a s i. Agar D sohada garmonik
funksiyalarning {u;(x)} ketma-ketligi monoton o‘suvchi bo‘lib,
sohaning kamida bitta nuqtasida yaqginlashuvchi bo‘lsa , u holda bu ketma-
ketlik D sohaning barcha nuqtalarida biror u(x) garmonik funksiyaga yaqin-
lashadi. Shu bilan birga ixtiyoriy yopiq D C D sohada yaginlashish tekis
bo‘ladi.

Isbot.Teoremaning shartiga ko‘ra uy(z) < ug(z) < -+ <w(z) <--- va
bu ketma-ketlik zg € D nugtada yaqinlashuvchi bo‘lsin. Markazi xy nuqtada

bo‘lgan R radiusli @z C D sharni olamiz. & € Qx nuqtalar uchun

R 2(R+r)

0 < upp(z) —uiz) < (R —r)»1

[witp(z0) — ui(o)]

Garnak tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizlikdan markazi xy nuqtada
bo‘lgan biror sharda, masalan, R/2 radiusli yopiq sharda {u;(z)} ketma-
ketlikning tekis yaqginlashuvchanligi kelib chiqadi. D sohaning ixtiyoriy x
nuqtasi atrofida {u;(z)} ketma-ketlikning tekis yaginlashuvchi bo‘lishini ko‘r-
satish uchun xy nugtani x nuqta bilan D da to‘la yotuvchi uzluksiz egri chiziq
bilan tutashtirib, maksimum prinsipining isbotidagi mulohazalarni yurita-
miz. Xuddi yuqoridagidek, z nuqtani o‘z ichiga olgan sharda {u;(z)} ketma-
ketlik tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. U holda Geyny-Borel lemmasiga asosan
bu ketma-ketlikning D’ sohada tekis yaqinlashuvchi bo‘lishi kelib chiqadi.

Garnak tengsizligining yana bir tadbiqi quyidagi Liuvill teoremasi hisob-
lanadi:

T eor em a. Har qanday chekli sohada garmonik bo‘lgan funksiya
quytdan va yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, u o‘zgarmasdir.

Agar u(M) funksiya garmonik va u(M) < N = const bo‘lsa, —u(M) ham
garmonik va —u(M) > —N bo‘ladi. Demak, garmonik funksiya u(M) > m

quyidan chegaralangan holni qarash yetarli. Umuman, m > 0 deb olish
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mumkin (agar bunday bo‘lmasa, u(M) funksiyaga yetarlicha katta musbat
sonni qo‘shib m > 0 ga erishish mumkin).

M nuqgtani tayin qilib, markazi koordinata boshida bo‘lgan shunday r
radiusli Uj shar chizamizki, M nuqta uning ichida yotsin. w(M) funksiya
ixtiyoriy chekli sohada garmonik bo‘lgani uchun, jumladan, Uj sharda ham
garmonik va (25) formulaga asosan

2 2
() = - [ T
&
Puasson formulasi o‘rinli, bu yerda X" — Uy shar sirti.
Ravshanki, r — || < |z — & < r + |z| va u(M) > m > 0 dan
r—Jz 1
r(r+ |z))" 1w,

/u({)ds§ <u(z) <

3Nr

. r(rrjf‘:)ln_lwin / w(€)dse. (32)

ET‘

O‘rta giymat haqidagi teoremaga ko‘ra

u(0) = — / w(€)dse.

Wy 1
s

Bundan esa (32) tengsizlik ushbu

n—2 r |1| n—2
e u(0) < ulz) <r
(7“ ‘ ’)nfl ( ) — ( ) —

r+ ||

———u(0

CEIFI ISR

ko‘rinishni oladi (Garnak tengsizligi). Radiusni » — oo deb
u(0) < u(zr) < u(0)

tengsizlikni olamiz. Bundan u(z) = u(0) = const kelib chiqadi. Teorema
isbotlandi.

6.9 Shar uchun Dirixlening tashqi masalasi

Faraz qilamiz, ) soha Y, sfera bilan chegaralangan markazi koordinatalar

boshida r radiusli U; sharning tashqi qismi bo‘lsin, ya'ni 2 = R" va () da
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garmonik bo‘lib, i, sirtda
ul, = f (33)

giymatni qabul giluvchi u(z) funksiyani topish talab qilinsin.

Bu masalaning yechimi

2 —

u(x) = w_ o= g‘n]"’(é“)als,g, x| > 7 (34)
S

Puasson formulast bilan berilishini ko‘rsatamiz, bu yerda ham z € €2, £ € X,

Xuddi 6-paragrafdagi kabi bu yerda ham ko‘rsatish mumkinki, (34) for-
mula bilan aniglangan u(z) funksiya x€3, bo‘lganda istagancha tartibli hosi-
lalarga ega va u Laplas tenglamasini qanoatlantiradi. (34) funksiyani co da

tekshiramiz. Ma‘'lumki, |x — £| > |z| — r. Bundan

|| +7r
u@l < Ol =y wnr/ f(€)dse.

Bizni |z| ning katta giymatlarida qiziqtirgani uchun |z| > 2r deb olamiz. U
holda r < |x|/2, |x| —r > |z|/2 bo'lib,
2n
va u(z) funksiya €2 da garmonikdir.
Endi ixtiyoriy x(y € Y, tayin nuqta uchun
lim u(z) = f(xg) (35)

T—X0

limit tenglikni ko‘rsatamiz. Buning uchun (34) integralni f(z) = 1 da
hisoblaymiz. x nuqtaning 3, sferaga nisbatan simmetrik 2’ nuqtasini olamiz.

Unda
|z|? 11

2w ¢ o' — €] x|

bo‘lib, Puasson yadrosini quyidagicha yozamiz:

\:c|2—7“2 B r n—2 r2 _ ‘x/|2
rle =& \z| rla’ — &

[]* =

|z
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2’ nuqta 3, sferaning ichkarisida yotadi va (26) formulaga ko‘ra

e =12 _<1>”4__ P = _(1>“3
o =g T Nal) e =T\

T I

Bu tenglikni f(zy) ga ko‘paytirib, (34) dan ayiramiz:

m@—(i)nmezfi/filfV@—fumwg

] wn J Tz =&

T

6-paragrafdagi mulohazalarni takrorlab, quyidagiga ega bo‘lamiz:

lim !u(aj) . (é—‘)n_Q f(xg)] — 0.

Bundan esa x — z¢ da

M@—(éOWQﬂ%)

bo‘ladi. Shu bilan (35) tenglik isbotlandi.

u(x) = f(zo)| <

6.10 Doiraning tashqarisi va halqada Laplas

tenglamasi uchun chegaraviy masalalar

O‘zgaruvchilarni ajratish usuli bilan doirada Laplas tenglamasining yechi-
mini quramiz. Doira markazini koordinatalar boshi qilib, qutb (p, ¢) koor-

dinatalarini kiritamiz. Ushbu koordinatalarda n = 2 uchun yozilgan Laplas

10 ([ ou 1 0%u
Au=—-——|p— ——=0, 0<p< 36
YT oo <p80> TRap T erse (36)
tenglamasining yechimini
u(p, p) = R(p)®(p) # 0 (37)

ko‘rinishda qidiramiz. (37) ni (36) qo‘yib va o‘zgaruvchilarni ajratib,

oi (058) ey
Ry alp) (38)
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A = const, tengliklarga ega bo‘lamiz. (36) tenglama 0 < p < a doirada
bajarilishini inobatga olsak, u(p,¢) funksiya ¢ bo‘yicha 27 davrli va bu
doirada chegaralangan bo‘lishi kerak.

(37) dan R(p) va ®(p) funksiyalar uchun tenglamalar olamiz. Dastlab
®(p) uchun

"+ AP =0, 0< p <27

tenglamani davriylik
®(p) = (o + 27)

sharti bilan qaraymiz. Demak, ®(¢) uchun davriylik sharti bilan Shturm-
Liuvill masalasi hosil bo‘ldi. Uning yechimi (4-bobning 9-paragrafiga qarang)

cos N,

O(p) =P,(p) = { . A=\, =n%* n=0,1,..
sinny,

(38) dan A, ning topilgan giymatlarini inobatga olib, R(p) funksiya uchun

p’R"+ pR' —n*R =0 (39)

tenglamani hosil gilamiz. Bu Eyler tenglamasi bo‘lib, uning umumiy yechimi

quyidagi ko‘rinishga ega:
R(p) = Ru(p) = C1p" + Cop™, n # 0,

R()<p) =C1+Colnp, n=0, (40)

C1, Cy— o‘zgarmaslar. Yechim 0 < p < a larda chegalangan bo‘lishi uchun

(40) ning birinchi formulasiga ko‘ra

R.(p) = Cip",n=0,1,....

Shunday qilib, Laplas tenglamasining 0 < p < a doirada chegaralangan
yechimi quyidagi funksiyalar sistemasidan iborat (C; = 1 deb olindi):

cos N,

un(p, ) —p”{ . A=\, =n* n=01,... (41)
sin n,
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Laplas tenglamasining umumiy yechimi bu xususiy yechimlardan hosil

qilingan cheksiz

4o

9 + Z p" (A, cosng + By, sinny) (42)

n=1

u(p, p) =

qator ko‘rinishda bo‘ladi.
Laplas tenglamasining doiradan tashqarida (p > a) yechimini hosil qi-
lish uchun (37) tenglamaning doiradan tashqaridagi sohasida chegaralangan

xususiy yechimlarini tanlash lozim. Ular

1 [ cosnep, )

un(p, ) = — A=\, =n°, n=0,1,.. (43)
P sin ney,

ko‘rinishga ega. Shuning uchun Laplas tenglamasining doiradan tashqaridagi

sohada, cheksizlikda chegaralangan yechimi quyidagi qator ko‘rinishida yozi-

lishi mumkin:

o

A 1
u(p, p) = 70 + Z o (A, cosng + B, sinny) . (44)
n=1

Endi chegaraviy masalalarni yechishga o‘tamiz. Doira uchun ichki masalani

garaymiz:

Au=0,0<p<a, (45)

Pl = (agt+ou)| =) lal+ o200

(45), (46) masala yechimini (42) qator ko‘rinishda yozish mumkin, bunda
noma’lum koeffitsientlar chegaraviy shartdan topiladi.

Doirada Laplas tenglamasining birinchi, ikkinchi va uchinchi chegaraviy
masalalarini alohida yozamiz.

1. Dirizle masalasa: u‘ = f(¢),
p=a

oo

A 2 :
u(p, p) = 70 + Z (S) (A, cosng + B, sinngp). (47)
n=1
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. Ou —
2. Neyman masalasi: 5 T fle),
u(p, @) = ; mfn—l (A, cosng + B, sinnp) + C. (48)
3. Uchinchi chegaraviy masalasi (g—z + u) ‘ = f(v),
p=a
u(p, p) = 2h+; n—|—ah e - (A cosnp + By sinng) . (49)

(47)-(49) formulalarda A,,, B, koeffitsientlar chegarada berilgan f(¢p)

funksiya orqali

2 2
A=+ [ Heheosngdp. By =~ [ f()sinngde
0 0

n=20,1, 2,..
tengliklar yordamida aniglanadi. (48) dagi C'— ixtiyoriy o‘zgarmas. Eslatib
o‘tamiz, Neymanning ichki masalasi yechimi

2

[ e =0

0
bo‘lganda mavjud va ixtiyoriy o‘zgarmas aniqligida topiladi. Doiraning tash-
qarisi uchun chegaraviy masala ham xuddi shunga o‘xshash yechiladi. Uning
yechimini qurish uchun (43) xususiy yechimlardan foydalanish kerak.

a < p < b halgada chegaraviy masalani batafsilroq o‘rganamiz. Aniqlik

uchun

Au=0, a<p<hb,
o =hle) oy = () (50)

p=a
Dirixle masalasini tanlaymiz. Bu holda (40) yechimlarning har ikkalasidan

ham foydalanish zarur. Biroq har bir n uchun quyidagi shartlarni gqanoat-
lantiruvchi (39) tenglama R;a)(p), R,(lb)(p) maxsus yechimlarining fundamen-

tal sistemasini qurish qulay:

R9(a)=0, RY®)=0, n=01,.... (51)
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Bu yechimlar sifatida

2n 2n 2n 2n
a P —a b —p
RW(p)="——, RV(p)=—"— n=12...,
p p
RO =1’ RY(p) =’
o(p)—na, o(p)—np

funksiyalarni olish mumkin. U holda (50) masala yechimini ushbu

ulp. o) — () | CoFiy(p)
2 R0) 2 RY(a)

00 Rn
+ Z () (A, cosny + B, sinng) +

Ry, :
+ Z () (Cp cosnp + D, sinngp)

ko‘rinishda yozamiz. Bu formulada p = a deb, (50) masalaning birinchi

chegaraviy sharti va (51) dan foydalanib, C,, va D,, larni topamiz:

2T 2

1 1 :

Co=7 [ filrcosnpde, D= [ filg)simngd
0 0

Shunga o‘xshash, A,, B, koeffitsientlar p = b da ikkinchi chegaraviy shart-

dan aniqlanadi:

21 2
1 1 .
Cu=7 [ Rlercosnpde, D= [ hie)sinnpd
0 0

Halga uchun boshqga chegaraviy masalalar ham yuqoridagi kabi yechiladi.

6.11 To‘g'ri to‘rtburchak uchun Dirixle masalasi

Laplas tenglamasi uchun to‘gri to‘rtburchakda qo‘yilgan chegaraviy

masalalar ham o‘zgaruvchilarni ajratish usuli bilan yechilishi mumkin. Masalan,
ushbu
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Au=0, 0<z<a, 0<y<hb, (52)
u‘:z::() = %(y), u‘z:a - 902(y)7 (53>
uly—o = ¥1(x), uly—p = ¢a(x) (54)

Dirixle masalasini qaraylik. Bu yerda @1, @9, %1, 19 funksiyalar to‘g'ri
to‘rtburchakning uchlarida ¢1(0) = ¥1(0), ¢1(b) = 1¥2(0), p2(0) = ¥4 (a),
@a(a) = 1o (b) shartlarni qanoatlantiradi.

(52)-(54) masalani ikkiga ajratamiz. Bunda har bir masala (x, y) o‘zgaruv-
chilarning biri bo‘yicha bir jinsli chegaraviy shartlarga ega bo‘lsin. Bu masala-

lar yechimlarini
u(xa y) - ul(xa y) + UQ(xv y)

ko‘rinishda yozamiz, bu yerda us(z,y) va us(z,y) funksiyalar mos ravishda

Auy = 0, Auy = 0,
U1 | =0 = U1|z=aq = 0, Ug|y=0 = Usa|y=p = 0,
ul‘y:() = ¢1($), u2|x:0 = Spl(y)a
u1\y=b = %(JJ), uz\x:a = %02(3/)-

Dirixle masalalarining yechimlari.
Avvalo, u(x,y) funksiya uchun masalani ko‘rib chiqgamiz. Buning uchun

dastlab Laplas tenglamasining

u(z,y) = X(2)Y(y) # 0 (55)

ko‘rinishdagi
U|p—p = Ulg=q =0 (56)

x bo‘yicha bir jinsli chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini quramiz.
(55) ifodani Laplas tenglamasiga qo‘yib, o‘zgaruvchilarni ajratgandan so‘ng,

X (z), Y(y) funksiyalarga nisbatan
X"+ AX =0, 0<z<a, (57)

YY" —AY =0, O<y<b (58)
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tenglamalarni olamiz. (56) shartlarni inobatga olsak, X (z) uchun ushbu
X"+ AX =0, 0<x<a,

X(0) = X(a) =0, X(z) #0

Shturm-Liuvill masalasiga kelamiz. Uning yechimi quyidagi funksiyalardan

iborat (4-bobning 9-paragrafiga qarang):

2
X =X, =siny/ A\, )\n:<7r_n) , n=1,2,....
a

A =\, da (58) tenglamaning umumiy yechimi

Y (y) = Yuly) = Ashy/Ay + Bshy/ A (b —y)

ko‘rinishda yoziladi. Shunday qilib, Laplas tenglamasining xususiy yechim-

lari

up(z,y) = {Ansh\//\iny + Bshr/ A (b — y)} sinv/Az n=1,2,... (59)

hosil bo‘ldi. w; funksiya uchun masalaning yechimini (59) funksiyalar sis-

temasi bo‘yicha gator ko‘rinishda yozamiz:

- sha/ Dy sh\/)\n(b—y)} ,
-3 {4, B, Ve, (60
il ) ; { b P sy Y e (60)

bu yerda A,,, B, koeffitsientlar y o‘zgaruvchi bo‘yicha chegaraviy shartlardan

quyidagi tengliklar bilan aniglanadi:
2 | 2 | |
B, = —/wl(x) sin \/ \,xzdx, A, = —/¢2(x) sin v/ A\,xdz. (61)
a a
0 0

Demak, u; (z, y) uchun masala yechimi (60), (61) formulalar bilan aniglanadi.
Shunga o‘xshash ravishda us(x,y) funksiya uchun qo‘yilgan masala ham

yechiladi. Uning yechimi

= shy/Apx shyv/An(a — ) } ,
= Ch D, vV A\ 62
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ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda \, = (%)2 :

b

b
9
/ Ui (y) sin v/ Nydy, C, = - / ba(y) sin v/ \,ydy.
0

0

D, =

SN

Shunday qilib, (52)-(54) masalaning yechimi

u=u(x,y) + uz(x,y)

ko‘rinishda bo‘lib, u; va uy funksiyalar mos ravishda (60) va (62) formulalar

bilan aniglanadi.

6.12 Shar uchun Dirixle masalasining

Grin funksiyasi

(10) formulaga ko‘ra D sohaga garmonik bo‘lgan va D U S da birinchi

tartibli hosilalari bilan uzluksiz bo‘lgan u(x) funksiya uchun

1 ou 0
u(zg) = w—j{ (E(:z:,xo)ﬁ — uﬁE(az,xoo ds, zp € D C R" (63)

tenglik o‘rinli.

T a’rif. Laplas tenglamasi uchun D sohada Dirixle masalasining Grin
funksiyasi deb quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi G(z, xg) (x,z9 € D U S)
funksiyaga aytiladi:

G(x,x9) = E(x,x0) + g(x, 20),

bu yerda E(x,x¢) (11) tenglik bilan aniqlangan Laplas tenglamasining fun-
damental yechimi, g(x, xy) funksiya shunday tanlanadiki, bunda u har ikkala
argumenti bo ‘yicha garmonik va x € S yoki xy € S bo‘lganda G(x,x5) =0
shart bajariladsi.

Ushbu paragrafda, qulaylik uchun, yechim qidirilayotgan nuqta sifatida

x va sohaning ichida yoki uning chegarasida o‘zgaradigan nuqta uchun y
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harflarini ishlatamiz. Agar (63) tenglikni u(z) - Laplas tenglamasi uchun

Dirixle masalasining yechimi va G(z,y) Grin funksiyasi uchun qo‘llasak,
)= § mGla)ed (64)
xr)=—— x x)ds
(,Un a P Y y SD Y
S

bu yerda ¢(x) - S da berilgan haqiqiy o‘zgaruvchili uzluksiz funksiya. De-

mak, (64) formula Grin funksiyasi ma’lum bo‘lganda ushbu

Au=0, z €D, lim=yp(§), r€D, (€85

x—E
Laplas tenglamasi uchun D sohada Dirixle masalasining yechimini beradi.
Lemma. Laplas tenglamasi uchun |x| < 1 birlik sharda Dirizle masalasi-

ning Grin funksiyasi ushbu

waszmm—E(m%é) (65)

ko ‘rinishga ega.

Isbot. Haqgigatan ham,

—

X
x|y — —
Ed

Y
— [la2lyl? = 2(z,9) +1]° W” yd

|

x —
y|?

= || |y

3 x y szyz

!I2

tengliklar bajarilganligi uchun

o(o.9) = =& (Jolo )

funksiya |z| < 1, |y| < 1 lar uchun har ikkala = va y o‘zgaruvchilar bo‘yicha
garmonik funksiyadir. Shu bilan birga |y| = 1 lar uchun

W—xw=¢uv—mw+1=MMx——{ h|

\II

tengliklar o‘rinli. Bundan esa (65) formula bilan aniglangan G(z, y) funksiyan-

ing Grin funksiyasi xossalarini qanoatlantirishi kelib chiqadi.
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6.13 Chegaraviy masalalarni potensiallar

yordamida yechish

Ushbu paragrafda Laplas tenglamasi uchun Dirixle va Neyman masalalari

potensiallar yordamida integral tenglamalarni yechishga keltiriladi.

6.13.1 Oddiy va ikkilangan qatlam potensiallari. Hajm

potensiali

Grinning uchinchi formulasi yetarlicha silliq chegaraga ega bo‘lgan va
chegaralangan D C R? sohada u(x) € C*(D) N CY(D) sinf funksiyalarining

integral ifodasini aniqlaydi:

IR SN 1 AuE)
“(x)zmﬂx—a on (6)8n<|x—§|>]ds iy P

(66)
bu yerda z € D.
(66) formula uch xil integralni o‘z ichiga olgan:
4 Mo
= g i
S
0 1
bf?@55<x_ﬂ>w, (68)
S
p(€)
L= d§.
: Z"m_ﬂf (69)

Bu integrallarning har biri aniq fizik ma’noga ega. (67), (68),(69) in-
tegrallar mos ravishda oddiy gatlam, ikkilangan gatlam, hajm potensiallari
deyiladi. u,v, p funksiyalar esa shu potensiallarni aniglovchi zichliklar deb
ataladi. (67) — (69) lar x ga parametr sifatida bog‘liq bo‘lgan integrallardir.
Bu integrallarga, shuningdek, Nyuton potensiallari ham deyiladi. Shu bi-
lan bir vaqtda 2-paragrafdadgi ikki o‘lchovli hol uchun yozilgan Grinning u-
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chinchi formulasidagi integrallarga mos ravishda logorifmik potensiallar ham

kiritiladi. Bu potensiallar quyidagi ko‘rinishga ega:

1
k= ul)in—zd. (70)
C
8 1
C
b= [ pQ)In—rmds, @ = (21, 22),d§ = d&dS. (72)
fuom
Bu yerda (67) — (69), (70) — (72) integrallardan Dirixle

Au(x) =0,z € D,

ulzes = f(2); f(z) € C(5), (73)
Neyman
Au(x) =0, x € D,
0

o les = 9(@); gla) € O(S) (74)

masalalar yechimlarining mavjudligini ko‘rsatishda foydalaniladi.

Bunda Dirixle va Neyman masalalarining yechimi zichligi Fredgolm ikkinchi
tur integral tenglamalarini qanoatlantiruvchi mos ravishda ikkilangan va
oddiy qatlam potensiallaridan iborat bo‘lar ekan. (69) (yoki (72)) poten-
sial D sohada Puasson tenglamasini qanoatlantiradi. Shuning uchun ham
Puasson tenglamasining xususiy yechimini berilgan p(x) zichlik bilan (69)
(yoki (72)) ko‘rinishda qidirish qulaydir.

Avvalo, uch o‘lchovli hol uchun

= d
g
D

hajm potensialini qaraymiz.
Fizika kursidan ma’lumki, | g funksiya x # £ nuqtalarda aniglangan

bo‘lib, £ nuqgta atrofida jamlangan birlik nuqtaviy zaryadni aniglaydi. Agar
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D sohada hajm zichligi p(£) dan iborat zaryad uzluksiz ravishda taqsim-
langan bo‘lsa, u holda superpozitsiya prinsipiga ko‘ra bu zaryad tomonidan
hosil gilinadigan potensial (69) integral bilan ifodalanadi.

Hajm potensialini regulyar umumlashgan funksiya sifatida qarab, agar

p(€) kvadrati bilan integrallanuvchi bo‘lsa, u
A[g = —47Tp

Puasson tenglamasining umumlashgan yechimi bo‘lishini ko‘rsatamiz. Ma’-
lumki, hajm potensialini finit umumlashgan p funksiya va Laplas opera-
torining |71| fundamental yechimining yig‘masi deb qarash mumkin (3-bobga

qarang).

|

_ (P& 1
[”’D/a:adg ’

Yig‘mani differensiallash qoidasi va umumlashgan funksiyalar ma’nosida ba-

jariluvchi

tenglikni inobatga olsak,

]

p(&) funksiyaga nisbatan kuchliroq talablar qo‘yilganda hajm potensiali ma’lum

Al = A (i * p) = (Ai> x p = —47m(0 * p) = —4dmp.

bir silliglik xossalariga ega bo‘lgan klassik funksiyadan iborat bo‘ladi. Xusu-
san, p chegaralangan va integrallanuvchi funksiya bo‘lsa, hajm potensiali
barcha fazoda uzluksiz differensiallanuvchi funksiya bo‘ladi. Agar p o‘zining
birinchi tartibli xususiy hosilalari bilan uzluksiz bo‘lsa, hajm potensiali p

funksiya uzluksiz differensialga ega bo‘lgan barcha nuqtalarida
A[g = —47'('/)

Puasson tenglamasini ganoatlantiradi.
Ikki o‘lchovli holda p(&) funksiyaga nisbatan xuddi yuqoridagi talablar
bilan (72) logarifmik potensial AJ; = —2mp tenglamaning yechimi bo‘ladi.
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6.13.2 Parametrga bog‘liq bo‘lgan integrallar

Keyinchalik zarur bo‘ladigan parametrga bog‘liq bo‘lgan ikkinchi tur

xosmas integrallar hagida ma’lumotlarni keltiramiz.

Vie) = [ Fae)s(e)de (75)
D
ko‘rinishdagi xosmas integrallarni qaraymiz, bu yerda F(z,§) - x # £ da
uzluksiz va x = £ da chegaralanmagan funksiya, f(€) - chegaralangan funksiya.

T a’rif. Agar ixtiyoriy € > 0 soni uchun d(¢) > 0 son mavjud bo‘lib,

JRCEIGEE

Ds(e)
tengsizlik ixtiyoriy = € uiEf) nuqta va D) € ui§5> soha uchun bajarilsa, bu
yerda Uiff) - markazi xy nuqtada radiusi d(g) bo‘lgan shar, (75) integral
nuqtada tekis yaqinlashuvchi deyiladi.

T e or e m a. xy nuqtada tekis yaginlashuvchi (75) integral bu nuqtada
uzluksiz funksiyadir.

Isbot. Ixtiyoriy € > 0 soni uchun |x — xy| < d(¢) bo‘lganda |V (x) —
V(zg)| < € tengsizlik bajariladigan d(¢) > 0 sonining mavjudligini ko‘rsatamiz.
Biror D; C D sohani tanlaymiz, bunda xy € D;. (75) integralni V(x) =
Vi(z) + Va(x) ko'rinishda yozib olamiz, bu yerda

Vi(z) = / e, ) F(€)d€, Valz) = / F(e.€)f(€)dE, Dy = D\ Di.

|V (z9) — V(z)| ayirmaning modulini baholaymiz:
V(o) = V(2)] < [Va(zo) = Va(2)] + [Vi(zo) = Vi(2)].

(75) integralning xy nuqtada tekis yaqginlashuvchanligidan shunday 6;(¢) > 0
son mavjudki, |2 — x| < d1(g) lar uchun [V (x9)| < § va [Vi(z)| < § bo'ladi.
xo & Dy ekanligi uchun V() xos integraldir, demak, u zy nuqtada uzluk-

siz. Bundan shunday d,(¢) sonining mavjudligi va |x — x| < d2(e) lar uchun
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|Va(x) — Va(z)| < § bo'lishi kelib chiqadi. d(e) = min(d:(e), d2(¢)) bo'lsin.
U holda |z — 24| < d(e) lar uchun

\V(zg) —V(x)| <e.

Bu esa V' (z) integralning zy nuqtada uzluksizligini bildiradi.
E s1at m a. Bu teorema nafaqgat hajm integrallari uchun, balki sirt
va egri chizigli integrallar uchun ham o‘rinli. Bu faktdan biz keyinchalik

foydalanamiz.

6.13.3  Sirt potensiallari

Odatda ikki xil sirt potensiallari gqaraladi: Oddiy va ikkilangan gatlam
potensiallari.

(67) formula bilan berilgan oddiy qatlam potensialining fizik ma’nosini
zichligi pu(x) dan iborat S sirtda tagsimlangan zaryad tomonidan hosil gilin-
gan potensial deb talgin qilish mumkin.

(68) formula bilan aniqlangan ikkilangan qatlam potensiali uchun S sirt

nuqgtalarida ﬁ funksiyaning normal hosilasini hisoblab, uni
cosyp
hia) = [ &) s
TR

ko‘rinishida yozish mumkin, bu yerda ¢ — S sirt £ nuqtasidagi ichki normal
va 5_:>L' vektor orasidagi burchak.

Ikkilangan gatlam potensialining fizik ma’nosini ifodalash uchun & € S
nuqtada S sirtga o‘tkazilgan normalda yotuvchi & va & nuqtalarga qo‘yilgan
gqarama-qarshi ishorali —e va+4-e nuqtaviy zaryadlar tomonidan hosil qgilina-
yotgan potensialni qaraymiz. Zaryadlar joylashgan nuqtalar S sirtning turli
tomonlarida, aniglik uchun & nuqgta S sirtning ichki normalida joylashgan

bo‘lsin. Ma’lumki, bu potensialning ixtiyorly z(z # &1,z = &) nuqtadagi

1 1
Wo(&1, &, 2) = _€<|§2 —z] & - 39|)

formula bilan aniglanadi. & va & nuqtalar orasidagi masofani d bilan bel-

qlymati

gilaymiz: d = |§; — &|. 1y = ed miqdorni doimiy saglagan holda, e zaryad
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miqdorini oshirib, §; va & nugtalarni § nuqtaga intiltiramiz. e = 2 bo‘lgani

uchun, d — 0 deb limitga o‘tib,

lim Wo(€r, 0, 2) = Wol€, ) = vy

§1.62—80 VO% 0 — |
formulani hosil gilamiz.

Bu formuladan foydalanib, (68) integral yadrosining fizik talginini berish
mumkin: &, nuqtada joylashib, bu nuqtada S sirtga o‘tkazilgan tashqi nor-
mal bo‘ylab yo‘nalgan va vy momentga ega bo‘lgan dipol tomonidan &, dan
boshqga nuqtalarda hosil gilinadigan potensial.

Ikkilangan qatlam potensiali esa zichligi () bo‘lgan dipolli moment
tagsimotiga ega ikki tomonlama zaryadlangan S sirt hosil giluvchi poten-
sialdan iboratdir.

Endi sirt potensiallarining xossalarini tekshirishga o‘tamiz.

Agar x nuqta S sirtga (yoki C' egri chiziqga) tegishli bo‘lmasa, potensial-
lar ixtiyoriy tartibli hosilalarga ega va ularni integral ostida differensiallab,

hisoblash mumkin. Shuningdek, ular garmonik funksiyalardir:
AL(z)=0,i=1,2, x &S,

ikki o‘lchovli holda
AJi(x)=0,i=1,2, x & C.

Qayd etish joizki, chegaralangan sirtli potensiallar uchun x — oo da quyidagi

munosabatlar o‘rinli:

Il(x):0<1>, 12(473):0(’#), 2] = oo,

|z]

1
Jo(z) = O <—> , |z| — oc.
|z
Ikki o‘lchovli holda oddiy qatlam

1

di
|z = ¢

Ji(x) = 74 u(€)in
C
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potensiali, umuman aytganda, x ning cheksiz katta giymatlarida chegaralan-

magan va cheksizlikda In |x| kabi o‘sadi. Agarda uning zichligi

/u(i)dl =0

c

shartni qanoatlantirsa, |x| — oo da Ji(z) = O (i) bo‘ladi.

||

Haqgiqatan ham, x va & o‘zgaruvchilarga mos ravishda (r,¢) va (p, )

qutb koordinatalari sistemasini kiritamiz. U holda

In|z — & = In\/r2 + p2 — 2rpcos(p — a) =

1 2 P P’
— 5ln{r (1 — 2;003(@ —a)+ )=

= lnr — /—)cos(gp —a)+0 (i>
r

2
munosabatlar r — oo bo‘lganda bajariladi. So‘nggi tengliklarda y — 0
bo‘lganda In(1 + x) = x + O(z?) ekanligidan foydalanildi. Demak,

Ji(z) = O (%) | = o,

Keyinchalik, sirt potensiallarining xossalarini uch o‘lchovli hol uchun tekshi-
ramiz. Ikki o‘lchovli holda tekshirishlar o‘xshash ravishda amalga oshiriladi.

Shu sababli bu hol uchun yakuniy natijalarni yozamiz.

6.13.4 Oddiy qatlam potensialining uzluksizligi

x € S bo‘lsa, potensiallar xosmas integralardan iborat bo‘lib, ularni uzluk-
sizlikka tekshirish kerak bo‘ladi. S silliq sirt bo‘lsin, ya'ni uning har bir
nuqtasida uzluksiz normal mavjud.

T e or e m a. Silliq sirtda berilgan uzluksiz va chegaralangan zichlikka
ega ikkilangan gatlam potensiali barcha fazoda uzluksizdir.

Isbot. Potensialning S sirtdan tashqarida uzluksiz funksiya bo‘lishini
ko‘rsatgan edik. Teorema shartlari bajarilganda ikkilangan gatlam poten-

sialining S sirtda uzluksizligi va uning S sirtdan tashqaridagi giymatlari
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uzluksiz ravishda S sirtdagi qiymatlariga taqalishini ko‘rsatamiz. Buning

uchun isbot gilingan tekis yaginlashuvchi xosmas integralning xossasiga ko‘ra

ds
|z —¢|

o) = [ €)= lul < 4= const
S
integralning S sirtda tekis yaqinlashishini ko‘rsatish yetarli.
xg € S - ixtiyoriy nuqta. Markazi xy nugtada radiusi 0 ga teng bo‘lgan
Y. sferani qaraymiz. S7 orqali S sirtning 3 sfera ichida yotuvchi gismini
belgilaymiz. So = S\ S; bo‘lsin. U holda

ds ds 1 5
ho) = [+ [T = )+ B

S1 So

Ixtiyoriy € > 0 soni uchun |z — xy| < § shartni qanoatlantiruvchi barcha

|S[ﬂ(§)|xd_85

tengsizlik bajariladigan ¢ > 0 sonining mavjudligini ko‘rsatamiz.

x larda

Koordinatalar boshi xq = (o1, To2, o3) nuqtada bo‘lgan, x3 o‘q xy nug-
tada S sirtga o‘tkazilgan tashqi normal bo‘yicha yo‘nalgan dekart koordina-
talar sistemasini kiritamiz. & = (&,&,&3) — S1 sirtda o‘zgaruvchi nuqta.

Bu koordinatalar sistemasida Sy sirtning z10z4 tekislikka proyeksiyasi Sj

d&1dés dfz
cos

burchak. Il (z) ni baholaymlz.

bo‘lsin, ds = , bu yerda v — & nuqtada normal bilan x3 o‘q orasidagi

ds _ A/ dé1dé,
v = 3 cosy/ (21— €1)% + (22 — &)? + (23 — &)

1

L(z) <A

IA

d§1d&s
< A .
B 5/ cosyy/(x1 — &1)% + (29 — &)?

Markazi 2’ = (21, 9, 0) nuqtada va radiusi 29 bo‘lgan va S} sohani o'z ichiga

oluvchi doirani Kys orqali belgilaymiz. Ravshanki, u holda

d€1d€2

<”4/¢m o

]1
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Markazi ' nuqtada joylashgan qutb (p, ¢) koordinatalar sistemasini kiritib,

20 2w

< QA//pdpdgp = 8w Ad
P
0 0

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bu esa ¢ sonini d(¢) < = shartdan tanlash

L (x)

mumkinligini ko‘rsatadi.

Shunday qilib, é; sirt bo‘yicha integral x ga nisbatan zy nuqtada tekis
yaqginlashadi va u bu nuqtada uzluksiz funksiyani aniqglaydi. Bundan esa
oddiy qatlam I;(z) potensialining S sirtda uzluksizligi kelib chiqadi. Teo-
rema isbotlandi.

Ikki o‘lchovli holda oddiy qatlam J; (z) potensialining uzluksizligi yuqorida-
giga o‘xshash tarzda ko‘rsatiladi.

Ikkilangan qatlam potensiallarining mavjud bo‘lishi uchun silliq S sirtga
kuchliroq shartlar qo‘yiladi. Quyida Lyapunov sirtlari deb ataluvchi sirtlar
sinfini kiritamiz.

T a’ rif. §sirt Lyapunov sirti deyiladi, agarda quyidagi shartlar
bajarilgan bo‘lsa:

1. S sirtning har bir nuqgtasida normal (yoki urinma sirt) aniglangan.

2. Shunday d > 0 soni mavjudki, bunda S sirtning £ nuqtasida o‘tkazilgan
normalga parallel to‘g‘ri chiziglar S sirtning markazi £ nuqtada radiusi d
bo‘lgan sferaga tegishli gismini bittadan ortiq nuqtada kesmaydi.

3. S sirt x va £ nuqtalarida o‘tkazilgan normallar orasidagi v(x,§) =

(72, n¢) burchak
v(z, &) < Alx — €|°, A = const > 0,

shartni qanoatlantiradi. Bunda z nuqta S sirtning markazi ¢ da radiusi d
bo‘lgan sferaga ichida gismiga tegishli.

Endi ikkilangan qatlam potensiallarini tekshirishga o‘tamiz. Potensial-
larni Lyapunov sirtlarida berilgan deb hisoblaymiz.

xo € S biror nuqta bo‘lsin. Markazi xy nuqtada, z o'q shu nuqtada S
sirtga o‘tkazilgan tashqi normal bo‘ylab yo‘nalgan mahalliy dekart (x1, z9, 2)
koordinatalar sistemasini kiritamiz. Bunda x10x5 tekislik S sirtga zy nug-

tada o‘tkazilgan urinma tekislik bilan ustma-ust tushadi. S Lyapunov sirti
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bo‘lganligi sababli shunday py > 0 mavjudki bunda p = /2?2 + 23 < py

uchun S sirtning tenglamasini
z = z(x1, 19)

ko‘rinishida yozish mumkin, bu yerda z(z1,x2)— bir qiymatli uzluksiz dif-
ferensiallanuvchi funksiya. (z1, x2) nuqtaning ko‘rsatilgan atrofida z = z(xy, z)
funksiya va uning birinchi tartibli hosilalarining baholarini olamiz. £ nuqtada

S sirtga o‘tkazilgan ng normalning p < pp uchun yo‘naltiruvchi kosinuslari
ushbu

le

1 2 5 © N 2 2
\/ + ez + Zy \/ + 2 + 2y

CoSYy =
\/1 + 22 + 22

CoOSQl =

tengliklar bilan ifodalanadi. n¢ vektorning x10x9 tekislikka proyeksiyasini
ne bilan, o va B orqali esa ng vektorning mos ravishda x; va 9 o‘glar bilan

tashkil gilgan burchaklarini belgilaymiz:
cosa = cosa’siny, cosf3 = sina’siny.
Koordinatalar sistemasining tanlanilishiga ko‘ra
z(zo1, o2) = 0, 24, (w01, 02) = 0, 24, (To1, T02) = 0
bo‘lishidan py > 0 ni yetarlicha kichik tanlash mumkinki, p < py lar uchun

ng

cosy = >
\/1 + zgl + 232

N —

bo‘ladi.

U holda Lyapunov sirtlarining 3-shartiga asosan

|cosa| < siny < Alzg — €], |cosp| < Alxg — &, (76)
|20, | = R < 2|cosa| < 2A|xy — &I°. (77)
cosy

Shunga o‘xshash
20l < 2L — €. (78)
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ro nuqtaning atrofida z(xy,zs) funksiya uchun, Teylor formulasidan foy-

dalanib quyidagini olamiz:
z(x1, x2) = 2(0,0) + x12,, (T1, T2) + 2224, (T1, T2),
bu yerda 0 <77 < 21, 0 <73 < x9. Bundan
|2(21,22)| < plae, | + plzs,| < 4AJzg — €M (79)

T e o r e m a. Chegaralangan v(§) zichlikka ega bo‘lgan ikkilangan

gatlam
cosp

B(w) = [ (62 s (50)
|z —¢J?
S
potensiali x € S nuqtalarda yaginlashuvchi xosmas integraldir.
Isbot. x € S ixtiyoriy nuqta bo‘lsin. Bu nuqta atrofida (80) ning in-
tegral osti funksiyasini baholaymiz. Yuqoridagi kabi qo‘zg‘almas koordina-

talar sistemasini kiritamiz, & nuqta (&1, &9, &3) koordinatalarga ega. U holda

&1 &2 §s
CoSp = coso + cosf + COS7.
|z — ¢ |z — ¢ |z — ¢
Bundan, (76)-(79) baholarni hisobga olib,
lcosp| < |cosa| + |cosB| + | <
|z — ¢
< Alx — € + Alz — £° + 4A|x — €|° = 6A]x — £|°. (81)

tengsizliklarni hosil gilamiz.
Teorema shartiga ko‘ra v(£) funksiya chegaralangan, |v(£)| < const. Bu
va (81) bahoga ko'ra x nuqta atrofida £ € S nuqtalar uchun (80) ning integral
osti funksiyasi quyidagicha baholanadi:
cosp 6AC
e —eP| = e

Bu esa (81) xosmas integralning = € S nuqtalarda yaqinlashuvchi ekan-

(82)

ligini bildiradi. (82) baho S sirtning ixtiyoriy x nuqtasida o‘rinli bo‘lgani
sababli u (80) integralning ixtiyoriy xy € S nuqtada x ga nisbatan tekis
yaqinlashishini va S sirtda uzluksizligini ta’'minlaydi. Tekislikda ikkilangan
qatlam potensiali sirt uchun 1)-3) larga o‘xshash shartlar bilan aniglanuvchi

Lyapunov egri chiziglarida yotuvchi nugtalar uchun mavjud.
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6.13.5 Ikkilangan gatlam potensialining uzilishi.

Gauss integrali. Teles burchak

Oddiy gatlam potensialidan farqli o‘laroq ikkilangan gatlam potensiali
butun fazoda uzluksiz emas. U garalayotgan sirtda uzilishga ega.
Buni ko‘rsatish uchun, avvalo, zichligi 1y = const bo‘lgan ikkilangan

gatlam
1

0
L(x) = Vo/%’x _é_‘ds (83)
S

potensialini qaraymiz. v = 1 bo‘lganda (83) integral Gauss integrali deyiladi.
S ni yopiq sirt deb hisoblaymiz. U holda (83) integral osongina hisoblanadi.

Buning uchun (8) Grinning uchinchi formulasida u = v, deb,

(

—4nv,, x € D,
o 1
_ ds = ¢ _ 84
Vo/ﬁn\x—ﬂ s=1< =27y, x €S, (84)
S 0, z¢DUS, n=3

Tkkilangan gatlam potensialining & € S nuqtadagi qiymatini I9(&) bilan
belgilaymiz, ya'ni bu uning & € S nuqtadagi to‘g'ri qiymati. I(&y) — Ix(z)

potensialning sirt ichkarisidan &, nuqtada hisoblangan limit giymati, ya'ni

I}(&) = lim IL(z), 2 € D;

r—E&ES

I} (&) — Ir(x) potensialning &, da sirt tashqarisidan hisoblangan limiti:

L&) = lim Lz), € DUS.

J;—>§OES

O‘zgarmas 1 zichlikka ega bo‘lgan potensial (84) formulaga ko‘ra bo‘lakli

o‘zgarmas funksiyadir. (84) formulani

L(x) = I)(z) + 27wy,
IL(z) = I)(2) — 271y (85)

ko‘rinishda yozish mumkin.
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Endi zichligi uzluksiz v(§) funksiya bo‘lgan ikkilangan qatlam poten-
sialini qaraymiz va bu holda ham (85) ga o‘xshash formulalar o‘rinli ekanli-
gini ko‘rsatamiz.

& € S ixtiyoriy nuqta bo‘lsin. Ikkilangan qatlam potensialini quyidagi

CoSY
——ds =
A=

ds+7§u(go)|‘”w ds = To(z) + h(x).  (36)
S

ko‘rinishda yozamiz:

— ¢

Bu yerda ikkinchi qo‘shiluvchi zichligi v (&) o‘zgarmas bo‘lgan ikkilangan
qatlam potensiali va uning xossalari ma’lum. Birinchi qo‘shiluvchining &
nuqtada uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun I»(z) integralning
x parametrga nisbatan &, nugtada tekis yaqinlashuvchi bo‘lishini ko‘rsatish
yetarli. Ixtiyoriy € > 0 sonini olamiz. v(§) funksiyaning &, nuqtada uzluk-
sizligidan ixtiyoriy € > 0 uchun S sirtda &, nugtaning shunday K; atrofi
mavjudki, ¢ € K; lar uchun

v(€) —v(&o)| <e.

Iy(z) integralni K bo‘yicha baholaymiz:

‘/[u — v(&)] cosgzds

COSY
< —s.
=

(84) ga ko'ra yetarlicha kichik K7 va ixtiyoriy x lar uchun

/ | cosggPdS < B = const
x —_

tengsizlik o‘rinli. Bundan

|/ £) —v(&)] CO_S?Pd <eB

kelib chiqadi. Bu esa I3(z) integralning & nuqtada tekis yaginlashuvchi
ekanligini bildiradi. Demak, I funksiya & nuqtada uzluksizdir.
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Shunday qilib, ikkilangan qatlam potensialining &, nuqtada uzilishi (86)
formulaga asosan ikkinchi INQ(LU) qo‘shiluvchi bilan aniglanadi.
(86) formulada x — &y deb, limitga o‘tamiz. Oldingi belgilashlarni saglab

va o‘zgarmas zichlikka ega potensialning xossalaridan foydalanib,
L&) = Ta(&) + (&) = Ta(&) + I(&) — 2mv(&) = I(&) — 27v(&),

(&) = Ta(&) + Ih(&0) = Ta(&) + I3 (&) + 2m0(&) = I9(&) + 2mv(&o)

munosabatlarni hosil gilamiz, bu yerda I9(&) = T2(&) + I9(&y) — Is(z) ning
& € S dagi to‘g'ri giymati.
Demalk, ikkilangan qatlam potensiali sirtni kesib o‘tganda uzilishga ega

va bu uzilish miqdori

I3(€) = I3(¢) — 2mv(8), (87)
I(&) = I)(&) + 2mv(£), (88)
I4(€) — Ii(€) = 4mv(€) (89)

formulalar bilan aniglanadi. (89) tenglik ikkilangan gatlam potensialining
¢ € S nugtadagi sakrashini ifodalaydi.

Agar S sirt yopiq bo‘lmasa, quyidagicha yol tutiladi. S sirt S* bilan
shunday to‘ldiriladiki, bunda SUS* yopiq Lyapunov sirti bo‘ladi. S* da v(§)
zichlikni 0 deb go‘shimcha aniqlaymiz. Ravshanki, bajarilgan tekshirishlar
v(§) funksiya uzluksiz bo‘lgan barcha nuqtalarida o‘rinli bo‘ladi.

Tekislikda ikkilangan qatlam potensiallari yuqoridagilarga o‘xshash ra-
vishda tekshiriladi. Bu holda potensialning C' egri chiziq nuqtalarida uzi-
lishiga oid kattaliklar

J5(€) = J9(€) — mv(€),
J5(€) = J(E) + v (§),
J5(€) — J5(€) = 2mv(€)

formulalar bilan aniglanadi.

Bo‘laklari silliq, umuman olganda, yopiq bo‘lmagan va unda normalning
musbat yo‘nalishi aniglangan S sirtni qaraymiz. Bu sirtning nuqtasini &

va bu nugtada S sirtga o‘tkazilgan normalni n orqali belgilaymiz. = € R3
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(x€S) nugta shunday nuqta bo‘lsinki, bunda undan ixtiyoriy £ € S nug-
talarga o‘tkazilgan radius-vektor m normal bilan o‘tkir, hech bo‘lmaganda
to‘gri burchak tashkil qilsin, ya'ni cos(n,r) > 0 bo‘lsin. x nuqtadan S sirt-
ning barcha nuqtalariga radius-vektorlar o‘tkazamiz. Bu radius-vektorlar bu
sirt bilan va sirtning chetki nuqtalariga kelib tushgan radius-vektorlar hosil
qgilgan K konik (konussimon) sirt bilan chegaralangan sohani qoplaydi.

Agar S yopiq sirt bo‘lsa,  nugta sirtning ichida yotishi kerak (aks holda
(n,r) burchak o‘tmas bo‘lishi mumkin) va K soha .S sirtning ichidan ibo-
rat bo‘ladi. x nuqtani markaz qilib ixtiyoriy p radiusli sfera chizamiz. K
konusning ichida yotgan bu sfera gismining yuzasini o, bilan belgilaymiz.
Ushbu

_ %

wy (S) = 2
nisbat p ga bog'liq bo‘lmaydi va u teles burchak deyiladi. Bu burchak ostida
x nuqtadan S sirt ko‘rinadi. Yuritilgan mulohazalarda S da cos(n,r) < 0
bo‘lishi ham mumkin. Bu holda teles burchak deb, yuqoridagi nisbat teskari
ishora bilan olingan miqdorga aytiladi.
E slatma. (84) formulani ixtiyoriy S sirt uchun umumlashtirish
mumkin. Agar x€S bo‘lsa, Gauss integrali teles burchakka teng bo‘ladi (sirt

tomonining ishorasini inobatga olgan holda).

6.13.6 Oddiy qatlam potensiali normal hosilasining
uzilishi

Oddiy qatlam potensiali S sirtdan tashqarida barcha tartibli uzluksiz
hosilalariga ega. Uning normal hosilasini S sirt atrofida tekshiramiz. p(§)
zichlikni sirtda uzluksiz funksiya deb hisoblaymiz.

¢ € S ixtiyoriy nuqta bo‘lsin, n;(&y) orqali bu nugtadagi tashqi normalni
belgilaymiz. Oddiy qatlam [;(x) potensialning n;(&y) yo‘nalishdagi

anl - (nl(50)797”ad]1($)) = S//L(g) <nl(§0)g7“adx, :E—§> ds (90)

hosilasini qaraymiz va uni x — &, da tekshiramiz. Faqat x nuqta &, ga n;(&)

normal bo‘ylab intilgan holni chuqurroq o‘rganamiz.
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|z — £| funksiyaning faqat = va £ nuqtalar koordinatalari sistemasiga

bog'ligligini inobatga olib, (90) formulani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

8{9153) _ _S/M(f) <m(fo)ag7“ad§‘x i £|) ds —

_!ﬁﬁuom@>7m@nym%mlg>¢;

1
—/M(f) <nl(§),gmd§‘x —f|) ds, (91)
S
bu yerda n;(§) — S sirtga € nuqtaga o‘tkazilgan tashqi birlik normal. (91) da
1 1
grad,—— = —grad
v —¢] o]

tenglikdan foydalanildi. (91) ning ikkinchi integrali

0 1
) = [ #(€) 5 gy

ga teng bo‘lib, u xossalari o‘rganilgan zichligi u(€) bo‘lgan ikkilangan qatlam

potensialidir. Shuning uchun

82175213) — /M(f)[m(ﬁ) —ny(&)]grade

S

ds — In(x) = I)(x) — I(x).

1
|z — ¢
(92)
I)(z) ning & nuqtada uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun in-
tegral osti funksiyani & nuqta atrofida baholaymiz. |u(§)| < C = const

ekanligidan

1
|z — &2

f=(()[u(§) — nu(éo)lgrady < Clm(§) — (o)l

|2 —fl

tengsizlikni hosil qgilamiz. Ushbu

(&) = (&)l = v/ (u(€) — (&) (&) — mi(&)) =
= /2 —2cosy = ‘va’
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bu yerda v — & va &y nuqtalardagi normallar orasidagi burchak, formulani va

Lyapunov sirti uchun bajariluvehi v < A[€ —&|° tengsizlikni inobatga olsak,

2¢ |sin 2 s
clingl o e Acl¢ égl
&P T e —¢ |z —=¢]

baholarga ega bo‘lamiz. Bu esa x nuqta £ ga n;(§) normal bo‘yicha in-

tilganda I(z) integralning & nuqtada uzluksizligini ta’minlaydi. Demalk,

I)(x) integral & nuqtada uzluksiz.

Shunday qilib, (92) formulaga ko‘ra, alal—(x) funksiyaning uzilishlari ikkinchi

n

I>(x) integral bilan aniglanadi. Ikkilangan qatlam potensiali uchun olingan

(87), (88) formulalardan foydalanib, (92) dan quyidagilarni olamiz:
8]1 (x)

lim =
x—&y, TED 8nl

0
= 16) - (6 = 1260) ~ 816 + 2mu6) = (22D s om)

0
bu yerda (ag_g)) — normal hosilaning &, nuqtadagi to‘g‘ri qiymati. Bularga

o‘xshash tarzda

lim
x—&p, €D 8nl

on(z) _ (52{5))0 — 2mpi(€o).

(8{91_75156))i va, (ag—élx))l lar mos ravishda oddiy gatlam potensiali normal
hosilalari ichki va tashqi limit giymatlari bo‘lsin. Agar sirt yopiq bo‘lmasa,
sirtning ichki va tashqi tomonlari tashqi normalning tanlanishi bilan aniglanadi.
Kiritilgan belgilashlar yordamida oddiy qatlam potensiali normal hosilasi-

ning uzilish xossalari quyidagi formulalar bilan yozilishi mumkin:
OLE)\ _ (9L()\"
oL\ _ (oL©)\" _
( 6/”[ l - anl 271’#(6)7 (94)

) -(H) e
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Ichki normal bo‘yicha hosila uchun olingan (93), (94) formulalar faqat
ikkinchi qo‘shiluvchilarning ishoralari bilan farq giladi. (90) formuladan

oddiy gatlam potensialining normal hosilasi uchun quyidagi ifodani olish

0L (€) :/M(ﬁ) cos 1) ds.
S

mumKkin:

ony |z — &2

bu yerda 1 — x nuqta yotuvchi S sirtga &, nugtada o‘tkazilgan n;(&y) normal
—2 . :
va x& vektor orasidagi burchak.
Tekislikda ham oddiy qgatlam potensial normal hosilasi C' egri chiziqdan
o‘tishda uzilishga ega. Bu hol uchun uzilish migdorini aniglovchi formulalar

quyidagi ko‘rinishga ega:
01 _ (91"
(F) — (%)
0N\ _ (91
(%) = (%) —

(249 (249 s

Sirt integrallarining tekshirilgan xossalari pu(€) va v(€) funksiyalar S

sirtda (yoki S egri chiziqda) chegaralangan va uzluksiz bo‘lgan hol uchun
olindi. Bu shartlarni yumshatish mumkin. Chuqurroq tekshiruvlar p(§) va
v(€) lar S da kvadrati bilan integrallanuvchi (u(€), v(€) € Lo(.S)) funksiyalar
bo‘lgan holda ham sirt potensialining asosiy xossalari o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatadi.
Bunga mos sirt integrallari S dan tashqarida garmonik funksiyalar bo‘lib,
ularning limit qiymatlari uchun olingan ifoda ham S ning qariyb hamma
giymatlarida (bajarilmaydigan nuqtalar to‘plami 0 nol o‘lchamga ega) ba-

jariladi.

6.13.7 Fredgolm integral tenglamalari haqida

Xususiy hosilasi differensial tenglamalar uchun chegaraviy masalalarni
yechishda integral tenglamalardan keng foydalaniladi. Bu yerda ular Laplas

tenglamasi uchun chegaraviy masalalarni yechishda qo‘llaniladi.
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Ushbu paragrafda ikkinchi tur Fredgolm integral tenglamalari nazariyasi-
ning asosiy teoremalari isbotsiz keltiriladi. Quyidagi birinchi tur Fredgolm

integral tenglamasini qaraymiz:

u(w) = [ Ko, ul)de + (o), (96)

D

Bunda D— n o‘lchovli chekli soha. K(z,&) yadroni haqiqiy funksiya deb
faraz qilinadi. K*(z,&) = K (&, x) funksiya go ‘shma yadro,

ofe) =2 [ K ul€)de + g(a) (97)

integral tenglama esa qo ‘shma integral tenglama deyiladi. Keyinchalik, K (z, €)
yadro yoki o‘z argumentlarining uzluksiz funksiyasi yoki qutbli funksiya,
ya'ni u ushbu

K(m,f):%, a<n

ko‘rinishga ega deb hisoblanadi, bu yerda H (z,£)— uzluksiz funksiya. Agar
a < § bo'lsa, K(x,§) yadro kuchsiz qutbli deyiladi.

A soni K (x,€) yadroning zos soni deyiladi, agarda bir jinsli

ulw) = [ Kz, Ou)de (98)

integral tenglamaning trivual (yani nol) bo‘lmagan yechimi mavjud bo‘lsa,
har bir A xos songa mos keluvchi (95) tenglamaning yechimiga zos funksiya
deyiladi.

Noldan farqli haqiqiy, simmetrik, uzluksiz yoki qutbli yadro hech bo‘lma-
ganda bitta xos songa ega bo‘ladi. Xos sonlar to‘plami sanoqli bo‘lib, quyi-
lish nuqtalarga ega emas. Agar xos sonlar chekli bo‘lsa, u holda K(x,¢)
aynigan yadrodir. Xos sonning rangi deb bu songa mos keluvchi chiziqli
bog'lig bo‘lmagan xos funksiyalarning soniga aytiladi. Xos sonning rangi
cheklidir.

Bir jinsli bo‘lmagan integral tenglamaning yechilishi masalalari Fredgolm

tenglamalari (Fredgolm alternativalari) bilan hal gilinadi.
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Fredgolmning birinchi t e o r e m a s i. Agar A soni K(z,¢)
yadroning xos soni bo‘lmasa (ya'ni bir jinsli (98) tenglama nol yechimga
ega), u holda bir jinsli bo‘lmagan(96) va unga qo‘shma (97) tenglamalar
ixtiyoriy uzluksiz f(z), g(x) funksiyalar uchun yagona yechimga ega.

Fredgolmning ikkinchi t e o r e m a s i. Agar \ soni K(z,¢)
yadroning xos soni bo‘lsa, u holda u qo‘shma yadroning ham xos soni bo‘ladi
va ularning rangi bir xil.

Fredgolmning uchinchi t e o r e m a s i. Agar \ soni K(z,¢§)
yadroning xos soni bo‘lsa, u holda bir jinsli bo‘'lmagan (96) tenglama yechimga
ega emas yoki bittadan ortiq yechimga ega. (96) tenglamaning bir qiymatli
yechilishi uchun uning o‘ng qgismidagi f(x) funksiya A xos soniga mos ke-
luvchi qo‘shma yadroning barcha xos funksiyalariga ortogonal bo‘lishi zarur
va yetarli.

Qayd etish lozimki, Fredgolm teoremalari integral tenglamalar L?(D)

fazoda qaralganda ham o‘rinli.

6.13.8 Dirixlening ichki masalasi uchun integral tenglama

Dirixlening (73) ichki masalasini qaraymiz. S ni Lyapunov sirti deb
hisoblaymiz.

Bu masala yechimini ikkilangan qatlam

o 1
) = § v(E) g ds (99)
S

potensial ko‘rinishida izlaymiz. (99) integralning yadrosi avvaldek S ga &
nuqtadagi tashqi n normal bo‘yicha Laplas operatori fundamental yechimi-
ning hosilasidan iborat. Ma'lumki, v(£) zichlik uzluksiz funksiya bo‘lganda
(99) funksiya D sohada Laplas tenglamasini ganoatlantiradi. Endi v(§)
funksiyani shunday aniqlash lozimki, bunda

lim () = f(&), & €5 (100)

x—&p,x€D

limit munosabat o‘rinli bo‘lsin, yani chegaraviy shart ham bajarilsin. D

yopiq sohada uzluksiz yechimni olish uchun S sirtdagi yechimning chegaraviy
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giymatlari sifatida ikkilangan gatlam (99) potensialining soha ichkarisidan
hisoblangan limit u;(&y) qiymatlarini qarash zarur. (100) chegaraviy shart-

dan, ikkilangan qatlam potensialining (87) xossasini inobatga olib,

0 1
S/ M) g ds = i) = 60, & € 5

tenglamaga ega bo‘lamiz. Buni ushbu

1 0 1 1
v(&o) — o7 j{ V(ﬁO)a—nmdS = %f(fo); ces (101)

ikkinchi tur Fredgolm integral tenglamasi ko‘rinishida yozib olamiz. (101)

tenglama qutb

0 1
K(&,€) = —
8= Gnle—al
vadroga ega bo‘lib, (81) ga asosan,
A
K6, &)< —=— 6>0
’ (50 5)‘ |€ - 50‘2_5

baho o‘rinli.

Agar (101) tenglamaning v(£) yechimi mavjud bo‘lsa, uni (99) formulaga
qo‘yib, (73) Dirixlening ichki masalasining klassik yechimini olamiz. Shun-
day qilib, Dirixlening ichki masalasi yechilishi (101) integral tenglamaning
yechilishi masalasiga olib kelindi.

Ixtiyoriy uzluksiz f(z) funksiya uchun (101) tenglama yagona yechimga
ega ekanligini ko‘rsatamiz. Qutb yadroli Fredgolm integral tenglamalari
uchun Fredgolm teoremalari o‘rinli. Fredgolmning birinchi teoremasiga ko‘ra,

(101) tenglamaning bir giymatli yechilishi uchun unga mos

1 0 1

V(&) — %]{V(ﬁ)a—ngmds =0
5

bir jinsli tenglama faqat nol yechimga ega bo‘lishini ko‘rsatish yetarli. Fred-

golmning ikkinchi teoremaga ko‘ra, dastlabki va unga qo‘shma

1 0 1
o) = 5 MO G rmgds =0 (102)
S
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integral tenglamalar bir xil xos sonlarga ega va ularning rangi ustma-ust
tushadi. Bu yerda (102) tenglamani tekshirish osonroq.

(102) tenglamaning faqat nol yechimga ega bo‘lishini ko‘rsatamiz. Teskari-
sini faraz gilamiz: (102) tenglama po(€) # 0 yechimga ega bo‘lsin. Zichligi
(o (&) bo'lgan oddiy qatlam

B = fu© " (103
S

potensialini qaraymiz. D; va D; — D sohaninig mos ravishda ichki va tashqi
gismlari bo‘lsin. v(x) funksiya D; da garmonik va D; da |x| — oo bo‘lganda
nolga tekis yaqinlashadi. wv(x) funksiya normal hosilasining S dagi limit

glymatini qaraymiz. (94) formulaga ko‘ra

Li(x)) 01 -
( o) )l = fﬂ0<§)angf§0|d8 27 10(&), & € S

po(€) funksiya (102) tenglamaning yechimi ekanligidan S sirt nuqtalari uchun

() -

tenglik bajarilishi kelib chiqadi. Shunday qilib, I1(z) funksiya Neymanning

bir jinsli tashqi
AL(x) =0, z €D,
0l (x)

ony

masalasi yechimi bo‘lar ekan. Neymanning tashqi masalasi yechimi yagona

s =0, L1{z) =0, |z| = o0 (104)

bo‘lgani uchun uch o‘lchovli holda (104) masala faqat
L(z)=0, x€ D;US

nol yechimga ega bo‘ladi. [;(x) funksiya (103) formula bilan aniglangan
oddiy qatlam potensiali sifatida S sirtni kesib o‘tishda uzluksiz. Shuning
uchun bu funksiya D; sohada ushbu

All(:c) =0, z e D,
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]1(.%')‘5 = O

Dirixlining bir jinsli masalasining yechimi bo‘ladi. Dirixlening ichki masalasi
yechimining yagonaligiga ko‘ra I1(z) = 0, = € D;US. Shunday qilib, butun
fazoda I1(z) = 0. (95) formuladan foydalanib,

MO(&) 207 ge S

bo‘lishini topamiz. Bu esa farazimizga zid. Demak, (102) tenglama fagat nol
yechimga ega ekan. U holda Fredgolmning birinchi tenglamasiga binoan bir
jinsli bo‘lmagan (101) integral tenglama ixtiyoriy uzluksiz f funksiya uchun
yagona yechimga ega.

Bu yerdan ixtiyoriy f € C(S) lar uchun Dirixlening ichki (73) masalasi
yagona klassik yechimga ega bo‘lishi kelib chiqadi.

Shunday qilib, quyidagi teorema o‘rinli.

T e o r e m a. Dirixlening ichki (73) masalasi ixtiyoriy uzluksiz f
funksiya uchun yagona yechimga ega.

Ma’lumki, Dirixle masalasi uchun Grin funksiyasini qurish chegaraviy
masalasini maxsus chegaraviy shart uchun yechishgaga ekvivalent. Bu yer-
dan Lyapunov sirtlari bilan chegaralangan sohalar uchun Dirixle masalasi-
ning Grin funksiyasi mavjudligi kelib chigadi.

Shu bilan birga, yuqoridagi tekshirishlar jarayonida yo‘l-yo‘lakay quyidagi
tasdiq ham isbotlandi:

T a s diq. Agar uzluksiz zichlikka ega oddiy qatlam potensiali D; yoki
D; sohalarda nolga teng bo‘lsa, uning zichligi S sirtda nolga teng.

6.13.9 Neymanning tashqi masalasi uchun integral

tenglama

(74) masalani D, soha uchun qaraymiz. Qo’shimcha ravishda z — oo da
u = 0 bo’lishini (u(z) funksiyaning nolga tekis yaqginlashishi) talab etamiz.
Bu masala yechimini(67) oddiy qatlam I (x) potensiali ko‘rinishida izlaymiz.

Ma’lumki, p(€) zichlik uzluksiz funksiya bo‘lganda I(z) potensial D, da



Chegaraviy masalalarni yechish 355

garmonik funksiya va cheksizlikda nolga tekis intiladi. p(€) zichlikni
0
lim u(z)

x—&o,xE€D, Gne

= f(&), €S (105)

tenglamaning yechimi sifatida aniglaymiz.(94) formulani inobatga olib, (105)

dan 5 .
éu(ﬁ)%mds — 2mpo(6o) = f(&o)
yoki 5 |
@»£%<an%w s = f(). €S (100

integral tenglamani hosil gilamiz. (106) tenglamani yechib, olingan yechimni
(67) ga olib borib qo‘ysak, (74) Neymanning tashqi masalasi klassik yechimiga
ega bo‘lamiz. Sunday qilib, (74) Neymanning tashqi masalasi yechilishi ham
integral tenglamaning yechilishiga olib kelindi. (106) integral tenglama Fred-
golmning birinchi teoremasiga muvofiq ixtiyoriy uzluksiz f(£) funksiya uchun
yagona yechimga ega. Chunki unga mos keluvchi bir jinsli (102) tenglama
yechimi, oldin isbot etilganiga ko‘ra, noldan iborat. Shunday qilib, quyidagi
teorema isbotlandi.

T e o p ewm a. (74) Neymanning tashqi masalasi ixtiyoriy uzluksiz f

funksiya uchun klassik yechimga ega.

6.13.10 Neymanning ichki va Dirixlening tashqi

masalalari uchun integral tenglamalar

Oldingi paragraflardagi tekshirishlar shuni ko‘rsatdiki, Dirixlening ichki va
Neymanning tashqi masalalari uchun yozilgan tenglamalar qo‘shma bo‘lar
ekan. Tabiiyki, bu masalalarni bir vaqtning o‘zida o‘rganish mumkin va
bunday holni Neymanning ichki va Dirixlening tashqi masalalari holida ham
kutish mumkin.

(74) masalani D sohaning ichki D; qismi uchun qaraymiz. Masala yechi-
mini (67) oddiy qatlam [;(z) potensiali ko‘rinishida izlaymiz. U holda p()
zichlik (93) formuladan aniglanadi. Unga ko‘ra ,u(f) funksiya

1 0 1
) + 7 § MO G = gl @) €S (10)
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integral tenglamani qanoatlantiradi. (107) tenglamaning yechimini (67) ga
qo‘yib, Neymanning ichki masalasi yechimini hosil gilamiz. Eslatib o‘tamiz,
(74) masala D; soha uchun hamma vaqt ham yagona yechimga ega bo‘la-

vermaydi. Yagona yechim mavjud bo‘lishi uchun
# €1 =0 (108)
S

tenglik bajarilishi zarur.

Shu bilan bir vaqtda (73) masalani D sohaning tashqi D, gismi uchun
qaraymiz. Chegaraviy shartga qo‘shimcha ravishda |z| — oo da u(z) =
0 bo‘lishini ham talab etamiz. Bu masala yechimini quyidagi ko‘rinishda

qidiramiz:

0 1 o
u(z) = —]éu(f)a—ndx — éL‘ds + P (109)
s

Bu yerda a = const, y = (y1,y2,y3) € D; - biror tayin nuqta, |z —y|- x vay
nuqtalar orasidagi masofa . Yechim ikkilangan gatlam va D; sohadagi nug-
taviy zaryad potensiallari yig‘indisi tarzida ifodalangan, bu yerda o miqdor
keyinroq aniqglanadi.

Potensialning v(§) zichligi

lim () = f(&), S €8

r—00, xED
chegaraviy shartdan topiladi. (88) ni inobatga olib, (109) formuladan

«

1
f (g)an&] \fo _ £|d8 + 27{”(50) Tt = f(g())

&0 — ¥

tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan v(§) funksiya uchun

1 a0

Vi *‘7{ gl =% =3 |/~ g &€ 10

integral tenglamani olamiz. (107) va (110) lar qo‘shma integral tenglamalar.

Shuning uchun ularning yechilishini bir vaqtda tekshirish mumkin. Bir jinsli

1 0 1
(&) + 5 Z{ ) o =0 €0 € S (111)
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integral tenglamani qaraymiz. (84) formulaga ko‘ra & € S lar uchun

1 0 1
— ¢ — ds = —1.
27 g{ 8%5 |€ — 50

Shuning uchun, ravshanki, v(£§) = vy = const - (111) tenglamaning yechimi.

Bu esa A = 1 ning
1 0 1
K -z _ -
(507 5) o 8%5 |€ _ &)‘

yadro uchun xos son bo‘lishi va unga v = 1y = const xos funksiya mos

kelishini bildiradi. Fredgolmning ikkinchi teoremasiga ko‘ra A = 1 soni

1 0 1

K*(&,¢) = pE o T

go‘'shma yadroning ham xos soni bo‘ladi. Shuning uchun, avvalo, bu xos
sonning rangini hisoblaymiz. A = 1 xos sonning rangi birga teng ekanligini
ko‘rsatamiz. Buning uchun bir jinsli
o) + 3= 1(E) G =0 (1)
S
integral tenglama bitta xos funksiyaga ega ekanligini ko‘rsatish yetarli. j(€)

funksiya (112) tenglamaning xos funksiyasi bo‘lsin. Zichligi ug(€) ga teng
bo‘lgan oddiy gatlam

1

ds
|z — ¢

o) = f ue)
S

potensialini tuzamiz. po(&) funksiya (112) tenglamani qanoatlantirishi sababli

Ov 9 1 B
<8”> O g+ el =0

munosabatlar o‘rinli. Demak, v(z) funksiya Neymanning bir jinsli ichki

ov(x)

Av(z) =0, z € D;, B |

=0

masalasining yechimi bo‘ladi. Shuning uchun v(z) = C' = const, x € DUS.

Uzluksiz zichlikka ega bo‘lgan oddiy qatlam potensiallarining D; yoki D,
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sohada nolga teng bo‘lishidan uning zichligi S da nolga teng bo‘lishi kelib
chiqishini hisobga olsak, C' # 0 bo‘ladi, aks holda py = 0 bo‘lar edi.

(112) tenglamaning A = 1 xos songa mos keluvchi noldan farqli jip(€)
yechimi, ya'ni po(&) bilan chizigli bogliq bo‘lmagan funksiya mavjud bo‘lsin.
U holda oldingiga o‘xshash ravishda

1 .
’x_ﬂdSEC:const#O, reDUS

B(z) = 74 fio(©)
S
kelib chigadi. Ushbu
n(a) = Gole) —o(z) = f (gu - ﬂo) s (113)

[z = ¢
S

funksiyani qaraymiz. Qurilishiga ko‘ra, bu funksiya v1(x) =0, z € D;US va
(113)ga asosan vy (x) funksiya oddiy qatlam potensiali bo‘lgani uchun uning

zichligiga S da nolga teng, ya'ni

C
;Mo(f) —io(§) =0, £ € 8S.

Bu esa 119(§) va fig(€) funksiyalar chiziqli bog'liq ekanligini bildiradi. Demak,

A = 1 xos sonning rangi birga teng. (112) tenglamaning yip(€) xos fuksiyasini

o(z) = fﬂo(g)u 1 ls=1oeDUs (114)

s
shartdan tanlaymiz. Zichligi 19(§) bo‘lgan bunday potensialga Roben poten-
siali deyiladi. Shunday qilib, (112) tenglama yagona p(€) xos funksiyaga
ega, qo'shma bir jinsli

Y6+ 5= U erds =0, & €S (115)
2 One [€ — &ol
S

tenglama esa yagona v = 1y = const xos funksiyaga ega, bunda vy = 1
deb hisoblash mumkin. Bu yerdan esa, Fredgolmning uchinchi teoremasiga

asosan, bir jinsli bo‘lmagan (107) tenglamaning yechilish

@)1 ds =0
S
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sharti kelib chiqadi. Shunga o‘xshash, (110) tenglama uchun

F€) = | po(&)ds = 0 (116)
) € —yl

shartni hosil gilamiz. (108) shart bajarilganda (107) tenglama yechimi quyidagi
ko‘rinishga ega bo‘ladi:

(&) = n(&) + cuo(), (117)
bu yerda () - bir jinsli bo‘lmagan (107) tenglamaning biror yechimi, ¢ -
ixtiyoriy o‘zgarmas. (117) ni (107) ga qo‘yib, Neymanning ichki masalasi

. ds ds
S S

yechimini yoki (114) ga asosan

ulw) = P m(e) =
S

|z — ¢

+c (118)

yechimni hosil gilamiz. Shunday qilib, (108) shart nafaqat Neymanning ichki
masalasi yechilishinining zaruriy sharti, balki yetarli sharti ham ekan. Bu
masala (108) shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy uzluksiz f funksiya uchun

(118) ko‘rinishidagi yechimga ega. Endi (116) shartni qaraymiz. Uni

€ =yl
ko‘rinishda yozib olamiz. y € D; ekanligidan (114) tenglikka ko‘ra

ds

S

ggm@>d5:3fm@ﬁ@mg
S S

Shuning uchun

azfm@ﬂ&% (119)

S
(110) tenglama ixtiyoriy uzluksiz f lar uchun yechimga ega. Biroq bu yechim

yagona emas va u quyidagi ko‘rinishga ega:

v(€) = (&) + <o, (120)
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bu yerda 7z(€) - (110) tenglamaning biror yechimi, ¢y - ixtiyoriy o‘zgarmas.

(120) ni (109) ga qo‘yib, Dirixlening tashqi masalasining

.0 1 0o 1 e
u(zr) = —fy(ﬁ)%x _€|d$ _Cof%x —§|ds+ p— (121)

yechimini hosil gilamiz. x € D, ekanligidan (121) formula

1 a

.0
U(x) = — %S)V(é)%‘x — £|d5 - T—

ko‘rinishni qabul giladi. « soni (119) tenglik yordamida aniglanadi. Shun-
day qilib, Dirixlening tashqi masalasi ixtiyoriy uzluksiz f funksiyalar uchun
yagona yechimga ega.

Demak, quyidagi teoremalar isbotlandi.

T e or e m a. Dirixlening (73) tashqi masalasi ixtiyoriy uzluksiz f
funksiyalar uchun klassik yechimga ega.

T e o r a m a. Neymanning (74) ichki masalasi (108) shartni qanoat-
lantiruvchi ixtiyoriy uzluksiz f funksiyalar uchun yagona yechimga ega.

Biz faqat Laplas tenglamalari uchun chegaraviy masalalarni yechishning
integral tenglamalar usulini bayon qildik. Puasson tenglamasi uchun chegar-
aviy masalalar o‘xshash tarzda yechiladi.

Misol uchun, Puasson tenglamasi uchun Dirixlening ichki
Au=—F, z € D;=D, uls = f(z), f(z) € C(S) (122)

masalasini qaraymiz.

v(x) orqali zichligi F'(§) bo‘lgan hajm potensialini belgilaymiz:
1 / F(&)
v(xr) = — dv.
(@) Am Jp |z —¢]

u(z) = v(x) + w(x)

u(zx) funksiya o‘rniga

formula bilan w(z) funksiyani kiritamiz. U holda (122) dan hajm poten-

sialining xossasini inobatga olib, w(z) uchun chegaraviy
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Aw(z) =0, z € D, wls = f(x), f(z) = f(z) —v(x) (123)

res

masalani olamiz.

Shunday qilib, (122) masala (123) Laplas tenglamasi uchun chegaraviy
masalaga olib kelindi. O‘xshash ravishda Puasson tenglamasi uchun boshqa
chegaraviy masalalar ham Laplas tenglamasi uchun mos chegaraviy masalalarga
keltiriladi.

6.14 Xususiy hosilali differensial tenglamalar
yechimlari silligligining xususiyati to‘g‘risida

1. Parabolik va elliptik tenglamalar bo‘lgan hol.

5-bobning 8-paragrafida ¢(z) = u(x,0) funksiya uzluksiz va chegara-
langan bo‘lganda (9) issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun (10) Koshi
masalasi u(z,t) yechimining ixtiyoriy tartibdagi hosilalarining mavjudligi
ko‘rsatilgan edi.

Ushbu bobning 3-paragrafidagi 3-xossadan ma‘lumki, D sohada garmonik
u(z) funksiya D sohada barcha o‘zgaruvchilar bo‘yicha ixtiyoriy tartibdagi
hosilalarga ega bo‘ladi. Shu bilan birga, D sohada garmonik funksiya shu
sohada analitik funksiya bo‘ladi, ya’'ni absolyut yaqginlashuvchi darajali gator
bilan ifodalanadi.

u(x) funksiya D sohada analitik funksiya ekanligini ko‘rsatish uchun
bu sohada to‘la yotuvchi ixtiyoriy sharda uning analitikligini ko‘rsatish ki-
foyadir.

Bunga ishonch hosil gilish uchun n = 2 bo‘lgan hol bilan cheklanamiz.
Koordinata boshini D sohada joylashgan deb hisoblab, qutb koordinatalar
sistemasida yozilgan (28) Puasson formulasida ¢)—¢ = 6, @ = p belgilashlar

kiritamiz. U holda, Puasson formulasining yadrosi ushbu

r2 |2 - 1— 2
r2 + |z|2 — 2r|x|cos(v — @) 1+ p2 —2pcosh
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ko‘rinishda yoziladi. Bu yadro p < 1 bo‘lganda darajali qatorga yoyiladi.
Haqgigatdan ham,

1—p? ki
=—14+2R —=—1+2R =
1+ p2—2pcosb i el—pew * ekzzop ¢
:—1+22pkcosk:0:1+2Zpkcosk(¢—go). (124)
k=0 k=1

(124) qator p < 1 da absolyut yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bunga asosan (28)

Puasson formulasi

u@—%7ﬂwﬂ

1+2) " (@) cos k(1) — gp)] dep. (125)

ko‘rinishga ega bo‘ladi. (125) formulada |z|cos®, |z|sine larni z1 va x4 lar
bilan almashtirib, u(x) funksiyaning x1, 9 o‘zgaruvchilar bo‘yicha darajali
qatorga yoyilmasini hosil gilamiz. Ravshanki, bu qator |x| < r doirada ab-
solyut yaqginlashadi. Shu bilan Puasson formulasidan |z| < r doirada Laplas
tenglamasi uchun Dirixle masalasining yechimi u(x), |z| = r aylanada beril-
gan f(x) chegaraviy shartlarning qiymatlari faqat uzluksiz bo‘lganda ham
analitik ekanligi kelib chiqadi.

2. Giperbolik tenglamalar bo‘lgan hol. 4-bobning 6-paragrafida
ko‘rilgan to‘lgin tenglamari uchun Koshi, Gursa va boshqa masalalar uchun
avvalgi bandda bayon qilingan fikrlar to‘g‘ri bo‘lmaydi. Masalan, to‘lgin
tenglamasi uchun Koshi masalasining yechimi u(z, t) Kirxgof formulasi bilan
aniglanadi. Bu formulada berilgan ¢(x) va ¢(z), f(x,t) funksiyalar mos
ravishda uch va ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lgandagina u(zx, t)
yechim ikki marta uzluksiz differensialanuvchi bo‘ladi.

Yoki tor tebranish tenglamasi uchun Gursa masalasining yechimi 4-bobdagi
(33) formula bilan ifodalanadi. Bu formulada soddalik uchun zy = yo = 0
desak, (33) formula

we.)=¢ (S5 4o (5] - o0 (126)
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ko‘rinishda yoziladi.

Bu formuladan ko‘rinadiki, u(x,t) yechimning silliglik tartibi berilgan
o(x) va Y(x) funksiyalarning silliglik tartibi bilan bir xil bo‘ladi, ya'ni bu
masala izlanayotgan u(z,t) yechimning k tartibdagi hosilalarining mavjud
bo‘lishi uchun berilgan ¢(z) va ¥(x) funksiyalarning & tartibli hosilalari-
ning mavjudligini talab qilishga to‘g‘ri keladi.

Agar p(z) yoki ¢(z) funksiya = = 0 nuqtada uzilishga ega bo‘lsa, (126)
formulaga asosan, u(z,t) funksiya ham x + ¢t = 2¢ yoki x — t = 2€ xarak-
teristikalar bo‘yicha uzilishga ega bo‘ladi, yani ¢(x) va 1 (x) funksiyalarning
uzilishi u(x,t) to‘lginning tor tebranishi tenglamasining xarakteristikalari

bo‘yicha uzilishiga sabab bo‘ladi.



7-Bob. Maxsus funksiyalar

7.1 Eyler integrallari

7.1.1 Beta-funksiya (I-tur Eyler integrali)

Ushbu .
/ 21 —2)" e, a >0, b>0 (1)
0

xosmas integralni qaraylik.

a va b sonlarning quyidagi hollarini ko‘ramiz:
1)0<a<1,b>1bolganda x = 0 maxsus nuqta; 2) a > 1, 0 < b < 1
bo‘lganda = = 1 maxsus nuqta; 3) 0 < a < 1,0 < b < 1 bo‘lganda z = 0 va
x = 1 nuqtalar maxsus nuqtalar bo‘ladi.

Binobarin, (1) parametrga bog'liq bo‘lgan chegaralanmagan funksiyaning
xosmas integralidir.

T a’rif. (1) integral beta-funksiya yoki I-tur Eyler integrali deb
ataladi va B(a,b) kabi belgilanadi, demak

1
B(a,b) = /x“‘l(l —2)" Yz (a>0,b>0).
0

Shunday qilib, B(a,b) funksiya R? fazodagi M = {(a,b) € R? : a €
(0, +00), b€ (0,400)} to'plamda berilgandir.

Endi B(a,b) funksiyaning xossalarini o‘rganamiz.
X ossa. (1)

1
B(a,b) = /5(:“1(1 —z)
0
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integral ixtiyoriy
M, = {(a, b) € R*: a € (ag, +0), b e (b0,+oo)} (ap >0, by > 0)

to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Isbot. Tekis yaqinlashuvchanlikka tekshirish uchun B(a, b) integralni

)
N|—

1 1
/:1:“_1(1 — o) de = [ 271 — 2)de + /xa_l(l — ) e
0 1

ko‘rinishda yozib olamiz.

Ravshanki, a > 0 bo‘lganida fol/ 2 2oy integral yaginlashuvchi, b > 0

1

bo‘lganda esa [ (1 — z)""!'dz integral yaqinlashuvchi bo‘ladi. Parametr a
1/2

ning a > ag (ag > 0) qiymatlari va ixtiyoriy b > 0, = € (0,1/2] lar uchun

xafl(l _ x)b*l S xaofl(l _ x)bo*l S 2'%,@071

tengsizliklar o‘rinli. Veyershtrass alomatidan foydalanib,

/33“_1(1 —2)" Yz
0

integralning tekis yaqinlashuvchanligini topamiz. Shuningdek, parametr b

ning b > by (bg > 0) giymatlari va ixtiyoriy a > 0, x € (%, 1} lar uchun
xa—l(l . :L‘)b_l < afao_l(l . x)bo—l < 2(1 o x)bo—l

bo‘ladi. Yana Veyershtrass alomatidan foydalanib,
1
/:ca_l(l —2)" dx
1
2
integralning tekis yaqinlashuvchan ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
Demalk,

1
/x“l(l — )" dx
0
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integral a > ag > 0 va b > by > 0 bo‘lganida ya'ni,
My = {(a,b) € R*: a € (ag, +0),b € (by, +o0)} (ag > 0,by > 0)

to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Eslatma. B(a,b)ning M = {(a,b) € R*: a € (0,+00), be (0,400)}
to‘plamda notekis yaqginlashuvchiligini ko‘rish qiyin emas.

X o s s a. Bf(a,b) funksiya M to'plamda uzluksiz funksiyadir, ya’'ni
B(a,b) € C (M) .

Haqiqatdan ham,

1
B(a,b) = /Jja_l(l —2)" dx
0

integralning M, to‘plamda tekis yaqginlashuvchi bo‘lishidan va integral os-

tidagi funksiyaning ixtiyoriy (a,b) € M da uzluksizligidan B(a,b) funksiya
M = {(a,b) € R’ :a € (0,+00),b € (0,+00)}

to‘plamda uzluksiz bo‘lishi kelib chigadi.
X o s s a. Ixtiyoriy (a,b) € M lar uchun B(a,b) = B(b,a), ya'ni
beta-funksiya simmetrikdir.

Darhaqgiqat, B(a,b) = fl

;11 — 2)"'dx integralda z = 1 — ¢ al-

mashtirish bajarib,
1 1
Bla,b) = / 2711 — 2)" 'y = / P11 — 1)Ldt = B(b, a)
0 0
bo‘lishini topamiz.

X o s s a. B(a,b) funksiya quydagicha ham ifodalanadi:

+00
ta_l
B(a,b) = | ———dt 2
@) = [ G
0
Haqiqatdan ham, agar (1) integralda x = 1L+t almashtirish bajarilsa, u

holda

1
B(a,b) = /xal(l —z) e =
0
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" t t dt " a1
/<t+1>) < +1)) ree (1 + )=+
0 0

tengliklar xossaning o‘rinli ekanini ko‘rsatadi.

Xususan, b=1—a (0 < a < 1) bo'lganda esa

—+00

B(a,l—a):/ e T (3)

1+t sinam
0

(3) formulada a = 1/2 deb, quyidagini topamiz:
1 1
Bl—=- =) =m.

(a,b) € My = {(a,b) €R*: a € (0,400), b€ (1,400)}

X o s s a. Ixtiyoriy

lar uchun
b—1

B(a,b):—aer_1

Bla,b—1) (4)

tenglik o‘rinli.

(1) ni bo‘laklab integrallaymiz:

B(a,b) :/1:5@1( )y = /1 ) 1d( ) _

1
1
= —2%(1 — /x )2 dy =
0

a

1

—1
/x“(l —2)"%dx (a >0, b>0).
0

Agar
(1 —x)7? =

-1 -2))Q-2)?=2"11 - 2)"2 — 221 — 2)"!
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ekanligini etiborga olsak, u holda

1 1 1
/:1:“(1 — ) de = /xa_l(l — )" 2dx — /xa_l(l — ) de =
0 0 0

= B(a,b—1) — B(a,b)
bo‘lib, natijada

b—1
a

B(a,b) = [B(a,b—1) — B(a,b)]

tenglik bajariladi. Bu tenglikdan esa

b—1

Bla,b) = =53

B(a,b—1) (a>0,b>1)

bo‘lishini topamiz.

Xuddi shunga o‘xshash, ixtiyoriy

(a,b) € My = {(a,b) €R*: a € (1,+00), b€ (0,+00)}

lar uchun
Blab) = —""1 Bla-16) (a>1 b>0)
a+b—-1
bo‘ladi.
Xususan, b = n € N bo‘lganda
n—1
B(a,b) = B(a,n) = mB(a,n —1)

bo‘lib, (4) formulani takror qo‘llash hisobiga quyidagini topamiz:

n—1 n—2 1
a+n—1 a+n—2 a+1

B(a,n) = B(avl)'

Ko‘rinib turibdiki,
1
1
B(a,1) = /xalda: = —.
a
0
Demalk,

1-2-3--(n—1)
ala+1)(a+2)--(a+n-—1)

B(a,n) =
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Agar (5) da a = m(m € N) bo‘lsa, u holda

B 1-2:3---(n—1) _(n=D!(m —1)!
B(m’n)_m(m+1)(m+2)---(m+n—1)  (m+n-1)!

tenglik bajariladi.

7.1.2 Gamma-funksiya (II-tur Eyler integrali) va

uning xossalari

Ushbu

+00

/ " e dy (6)
0
xosmas integralni qaraylik. a ning a < 1 gqiymatlarida, x = 0 nuqta integral

ostidagi funksiyaning maxsus nuqtasi bo‘ladi, chunki x — 40 da integral os-
tidagi funksiya cheksizga intiladi. Demak, bu holda (6) integral ham cheksiz
oraliq bo‘yicha chegaralanmagan funksiyadan olingan xosmas integral ekan.

Bu integralni ikki gismga

“+00 “+00

1
/xalexdm:/xalezdx—l— /x“le‘rdm
0

0 1

ajratib, ularning har birini alohida-alohida yaqinlashuvchanlikka tekshiramiz.

Birinchi
1

/xa_le_xdx

0
integralda, integral ostidagi funksiya uchun

1 1 a—1_—zx
i et 0<z<1)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Ushbu
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integral 1 —a < 1, ya’ni @ > 0 da yaqginlashuvchi, 1 —a > 1, ya'nia < 0
da uzoqlashuvchi. Endi f;roo 2% te~®dx integralni yaqinlashuvchilikka tek-
shiramiz.

Bunda,

xa—le—x xa+1

lim : = lim
T—+00 =
X

o‘rinli ekanligini ko‘rishimiz mumkin.

Ushbu f1+oo L dz integral yaqinlashuvchi bo‘lganligidan, f1+oo ¢ e dx
integral ham yaqinlashuvchidir. Shunday qilib, f1+oo 2% le~*dx integral a
ning ixtiyoriy giymatida yaqinlashuvchi. Natijada berilgan f;oo 2 le % dx
integralning a > 0 da yaqinlashuvchi bo‘lishini topamiz.

T a’rif (6) integral Gamma-funksiya yoki [I-tur Eyler integrali deb
ataladi va I'(a) kabi belgilanadi. Demak,

oo
['(a) = / e dg,
0

Shunday qilib, I'(a) funksiya (0; +00) da berilgan. Endi I'(a) funksiya-
ning xossalarini o‘rganaylik.

X os s a. (6) integral

oo
[(a) = / e dg,
0
ixtiyoriy [ag, by] (0 < ap < by < +00) oraliqgda tekis yaqginlashuvchi bo‘ladi.
Isbot. (6) integralni quydagicha ikki qismga ajratib,

+00 1 +00
/xa_le_xda::/:p“_le_xdx—i— /:I:a_le_"”dx
0 0 1

ularning har birini alohida-alohida tekis yaqinlashuvchanlikka tekshiramiz.
Agar ag (ap > 0) sonni olib, parametr a ning a > ag qiymatlari qaralsa,

unda barcha x € (0, 1] uchun 2% te™® < xllao

1
a—1 —=x
/x e Ydx

0

bo‘lib, Veyershtrass alomatiga

asosall
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integral tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Agar by (by > 0) sonni olib, parametr a ning a < by qiymatlari qaraladi-

gan bo‘lsa, unda barcha x > 1 lar uchun

2

bo+1
xa—le—m < xbo—le—x S <b0 + 1) 1

€ i

bo'lib,
+00 ]
1

integralning yaqinlashuvchanligidan, yana Veyershtrass alomatiga ko‘ra

+oo
/ 2 e dy
0

integralning tekis yaqinlashuvchi bo‘lishini kelib chigadi. Shunday qilib,

oo
[(a) = / " e dy
0
integral [ag, by] (0 < agp < by < +00) da tekis yaqginlashuvchi bo‘ladi.
Eslatma. I'(a) ning (0,400) da notekis yaqginlashuvchiligini ko‘rish
giyin emas.
X o s s a. ['(a) funksiya (0, +00) da uzluksiz hamda barcha tartibdagi

uzluksiz hosilalarga ega va n—tartibli hosilasi

+00

I"(a) = / " e " (Inz)"dx

0

ga teng.
Ixtiyoriy a € (0, 4+00) nugtani olaylik. Unda shunday [ag, by] (0 < ag <
by < +00) oraliq topiladiki, bunda a € [ag, by] bo‘ladi. Ravshanki,

+00

[(a) = /xalexdx

0
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integral ostidagi f(x,a) = 2% e funksiya
M = {(z,a) eR*: z € (0,+00), a € (0,+00)}

to'plamda uzluksiz funksiyadir. (6) integral esa (yuqorida isbot etilganiga
ko‘ra) [ag, by] kesmada tekis yaqinlashuvchi. U holda, I'(a) funksiya [ag, bo]
da shu bilan bir qatorda a nuqtada uzluksiz bo‘ladi. (6) integral ostidagi

f(z,a) = 2% e~ funksiya
fi(z,a) =2"te "Inx

hosilasining M to‘plamda uzluksiz funksiya ekanligini payqash qiyin emas.

Endi
+00 400
/fé(a:,a)d:c:/xa_le_xlnxda:
0 0

integralni [ag, by] da tekis yaqginlashuvchi bo‘lishini ko‘rsatamiz. Ushbu

+00

/ 2% e " In zdx

0

integral ostidagi % 'e™* In x funksiya uchun 0 < z < 1 da

a—le 0,0—1

|2 te " Inz| < 2% " |Ing]

tengsizlik o‘rinlidir. ¢, = 2%/? |In x| funksiva 0 < 2 < 1 da chegaralan-

ao—l

1 1
ganligi va [ 22 ~'dx integralning yaqinlashuvchiligidan [z Iln x| dx ning
0 0

ham yaqinlashuvchi bo‘lishini va Veyershtrass alomatiga ko‘ra qaralayotgan

1
/ " e Inz| de
0

integralning tekis yaqinlashuvchi bo‘lishiga ishonch hosil gilamiz.
Shunga o‘xshash quyidagi

+00

/ 2% e Inzdx

0
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integralda, integral ostidagi % 'e~* In z funksiya uchun barcha xz > 1 da

bO + 2>b0+2 1

2" leIng <z leIng < 2%e ™™ < ( 5
e x

+00
bo‘lib, [ gﬁ—g integralning yaginlashuvchanligidan, yana Veyershtrass alo-

0
+00

matiga ko‘ra, [ 2% 'e~*dz ning tekis yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. De-
1
mak, [ag, bo] da
+0oo

/ 2% e " Inzdx

0
integral tekis yaqinlashuvchidir. Unda

/

+00 400 +00
IM(a) = /:ca_le_xd:z: = /(:Ua_le_x)’da: = /xa_le_”’ In zdz
0 0 0

bo‘ladi va I'(a) [ag, bg] da shu bilan birga a nugtada uzluksizdir.
Xuddi shu yol bilan I'(a) funksiyaning ikkinchi, uchinchi va hokazo tar-
tibdagi hosilalarining mavjudligi, uzluksizligi hamda
+oo
" (a) = / e (lnz)'dz, n=123,..
0
bo‘lishi ko‘rsatildi.
X o s s a. I'(a) funksiya uchun ushbu

I'a+1)=a-T'(a), a>0

formula o‘rinli.

Haqiqatan ham,

+o00 +o00 a
I'(a) = /x“_le_xdx: /e‘xd (a:_)
a
0 0

integralni bo‘laklab integrallasak,

+o0o
2% 4 x* 1
D(a) =e%. = — e fdy = -T 1
(a) =e —lo +/ — e tdr =~ (a+1)
0
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hosil bo‘lib, undan
[(a+1) =al(a) (7)
bo‘lishi kelib chigadi.
Bu formula yordamida I'(a 4+ n) ni topish mumkin. Darhagiqat, (7)

formulani takror qo‘llab,

I'a+2)=T(a+1) (a+1)

bo‘lishini, bulardan esa
Fa+n)=(a+n—1)(a+n—-2) - (a+2)(a+ 1)al'(a)
ekanligini topamiz. Xususan, a = 1 bo‘lganda
'n+1)=nn-1)---2-1-I'(1)

bo‘ladi. Agar I'(1) = f0+oo e dx = 1 bo‘lishini e’'tiborga olsak, unda

I'(n+1) =nl

ekanligi kelib chigadi.

Yana (7) formuladan foydalanib, I'(2) = I'(1) = 1 ekanini ko‘rish qiyin
emas.

Shunday qilib, I'(a) funksiya (0, +00) oraliqda berilgan bo‘lib, shu oraliqda
istalgan tartibdagi hosilaga ega. Bu funksiyaning a = 1 va a = 2 nuqtadagi
giymatlari bir-biriga tengligi uchun unga matematik tahlil fanidan ma’lum
bo‘lgan Roll teoremasini qo‘llaymiz. Demak, Roll teoremasiga ko‘ra, shun-
day a*(1 < a* < 2) topiladiki, I''(a*) = 0 bo‘ladi. Ixtiyoriy a € (0,+00)

da
+oo

IM(a) = / 2 te " In* xdr > 0
0
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bo‘lishi sababli, I''(a) funksiya (0, +00) oraliqda qat’iy o‘suvchi bo‘ladi. De-
mak, ['(a) funksiya (0,+00) da a* nugtadan boshqa nuqtalarda nolga ay-

lanmaydi, ya'ni
+00

[(a) = / 2" e " Inadr =0
0
tenglama (0, +00) oraliqda a* dan boshqa yechimga ega emas. U holda

0<a<a dal'(a) <0,

a* < a<+oo da I'"(a) >0

bo‘ladi. Demak, I'(a) funksiya a* nuqtada minimumga ega. Uning minimum
giymati I'(a*) ga teng.
Taqribiy hisoblash usuli bilan a* = 1,4616... va I'(a*) = minl'(a) =
0, 8856... bo‘lishi topilgan.
['(a) funksiya a > a* da o‘suvchi bo‘lganligi sabablia > n+ 1, n € N
bo‘lganda I'(a) > I'(n + 1) = n! bo‘lib, undan
lim I'(a) = +o0

n—oo

bo‘lishini ko‘rish mumkin.
Ikkinchi tomondan, a — +0 da I'(a + 1) — I'(1) = 1 hamda I'(a) =
@ ekanligidan

lim I'(a) = +o00
a—+0

kelib chiqadi.

7.1.3 Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog‘lanish

Quyida B(a,b) va I'(a) funksiyalar orasidagi bog‘lanishni ifodalovchi for-
mulani keltiramiz.
Ma’lumki, I'(a) funksiya (0, +00) da, B(a,b) funksiya esa R? fazodagi

M = {(a,b) € R*: a € (0,+0), b€ (0,+00)}

to‘plamda berilgan.
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T e or em a. Ixtiyoriy (a,b) € M uchun

['(a)I'(b
Bla,b) = F((a)+<b))
formula o‘rinlidir.
Isbot. Ushbu
+00
[(a+b) = / e dr (a > 0,b > 0)
0

integralda x = (1 + t)y, t > 0 formula bilan o‘zgaruvchini almashtirib,
quyidagiga ega bo‘lamiz:
+00
T(a+b) = /(1 +t)a+b—1ya+b—167(1+t)y(1 +t)dy =
0

400
_ (1 +t)a—|—b / ya—&-b—le—(l—i-t)ydy.

0

a+b

Oxirgi tenglikning chap va o‘ng tomonlarini noldan fargli (1 4 )™ ifodaga

bo‘lib,

+oo
['(a+0) atb—1_—(1+t
0

t*~1 ga ko‘paytirib,

formulani hosil gilamiz. Bu tenglikning ikkala tomonini
natijani (0, +00) oraliq bo‘yicha integrallaymiz. Natijada
T ¢! i atb—1 _—((1+1) a—1
F(a+b)/mdt:/ /y e Ydy | t*dt
0 0o Lo
tenglikni olamiz. (2) formulaga ko‘ra
e
/ Wdt = B(a; b)
0
bo‘lishini e’tiborga olsak, unda
oo [ 400
I'(a+b)- B(a,b) = / / y e (W gy | oty (8)
o Lo
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boladi. Endi (8) tenglikning o‘ng tomonidagi integral I'(a)['(b) ga teng
ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun, avvalo, bu integralda integrallash
tartibini o‘zgartirish mumkinligini ko‘rsatamiz. Xosmas integrallar tartibini
o‘zgartirish haqidagi teorema shartlari ganoatlantirishini tekshiramiz.

Dastlab a > 1, b > 1 bo‘lgan holni ko‘ramiz. a > 1, b > 1 da, ya'ni
{(a,b) eR*: a € (1,400), be (1,+00)}
to‘plamda integral ostidagi
F(t,y) = y@ri-lgale= (0

funksiya ixtiyoriy (¢,y) € {(t,y) € R* : t € [0, +00),y € [0, +00)} da uzluk-
siz bo'lib, f(t,y) = y*Tt—1tete=(H0y > 0,

Ushbu
+00

+00
/ f(t, y)dy _ / ya+b—1ta—1€—(1+t)ydy
0 0

integral ¢ o‘zgaruvchining [0, +00) oraliqda uzluksiz funksiyasi bo‘ladi, chunki

400
a—1
ta_l a+b—1 —(1+t)yd -7 b ———
0
+00
/ ta—lya+b—1€—(1+t)ydt _ F(a) . yb—le—y
0
formula o‘rinli ekanligidan ushbu
+00 400
0 0

integralning y o‘zgaruvchi bo‘yicha [0, +00) oraliqda uzluksiz funksiya bo‘lishi

kelib chiqadi. Nihoyat, yuqoridagi (8) munosabatga ko‘ra

400 | 400

0 0
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integral yaqinlashuvchi. U holda

+00 [ +00
/ / pa-tyatb-lo-(eugy | gy
0 Lo
integral ham yaqinlashuvchi bo‘lib,
o0 [ +00
/ /ta—lya—i—b—le—(l—i-t)ydy g
0 Lo
+oo [ +00
_ / / ga=lyatb=le= 0y gy | gy
0 Lo
tenglik bajariladi. O‘ng tomondagi integralni quyidagicha soddalashtiramiz:
+00 [ +00
/ / po-tyatb-lo=st gy | gr —
0 Lo
+o0 [ +00 T
_ / / palyatb=lo=(+y gy | gy —
0 Lo i
+00 00
_ / Yt ley / e~ | dy =
0 0 i
+00 +00
= [arer ] [y tende) | dy -
0 0

+00
_ / J'~Le~T (a)dy = T(a)T(b). (9)
0
Natijada (8) va (9) munosabatlardan

(a + b)B(a,b) = T(a)T(b),

ya'ni,
[(a) -T'(b)

Bla,b) = T

(10)
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bo‘lishi kelib chigqadi. Biz bu formulani @ > 1, b > 1 bo‘lgan hol uchun
isbotladik, endi umumiy holni ko‘ramiz.
Faraz qilaylik, a > 0, b > 0 bo‘lsin. U holda isbot gilingan (10) formulaga,

ko‘ra
e+ 1I'(b+1)

['(a+b+2)
Shuningdek, I'(a), B(a, b) funksiyalar uchun quyidagi tengliklar o‘rinli:

Bla+1,b+1) = (11)

a a )
a+b+1 a+b+1la—+b

['(a+1)=al(a), '(b+ 1) = bI'(b),

Bla+1,b+1) = B(a,b+1) = B(a,b),

FNa+b+2)=(a+b+1)I'(a+b+1)=(a+b+1)(a+b)'(a+D)
Natijada, (11) formula quyidagi

a-b B a-T'(a)-b-T(b)
(a+b)(a+b+1)B(a’b) ~(a+b)(a+b+1)(a+0)

ko‘rinishga keladi. Bu esa (10) formula a > 0, b > 0 da ham o‘rinli ekanligini
ko‘rsatadi.

N atij a. Ixtiyoriy a € (0,1) uchun

/s

T(a)(1 - a) =

(12)

sin am
bo‘ladi.
Haqgiqatdan ham, (10) formulada b = 1 — a deyilsa, unda

[(a)(1 —a)
I'(1)

B(a,1—a) =

bo‘lib, (3) va I'(1) = 1 munosabatga muvofiq,

['(a)'(1—a)= (0<a<1).

sin amw

Odatda, (12) formula keltirish formulasi deyiladi. Xususan, (12) da a =

deb olsak, unda
1
r (§> _ V7

1
2

bo‘lishini ko‘ramiz.
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N a tij a. Ushbu
1
I(a)T (a + —) VT 1 9a), a >0

9] = 92a-1
formula o‘rinli.
Dastlab (10) munosabatda a = b deb hisoblab,
['(a)l(a)
['(2a)

bo‘lishiga ishonch hosil gilamiz. So‘ngra,

B(a,a) =

—
—

iG] e/ [-G9]

tengliklarning oxirgi integralida % —x = % t almashtirish bajarib,

[ “11
B(a, a) :2/ [Z(l—t)] Zt—idt:
0
1

1 1 a1 1 1
= 22&_1/0 (L)t = 5 B <§,a>
ga ega bo‘lamiz. Natijada,
FZ
(@) = L B l,a
['(2a) 22071 2

formula hosil bo‘ladi. Yana (10) formulaga ko‘ra

la _F(%)-F(a)_ = ['(a)
B( >_—F(%+a) -G (13)

bo‘lib, (13) munosabatdan
['(a) 1 1
)~ 221 VT (a+13)

ekanligi kelib chigadi. Demalk,

T'(a)T (a + %) = QﬁlF(Qa). (14)

Odatda, (14) formula Lejandr formulasi deyiladi.
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7.2 Bessel funksiyasi

7.2.1 Bessel tenglamasi

Ushbu
1 1 / UQ
Y +-y+|1-—=)y=0 (15)
x x
tenglamaga Bessel tenglamast deyiladi. Matematik fizikaning ba’zi masalala-
rini o‘zgaruvchilarni ajratish usuli (Furye usuli) bilan yechishda Bessel tengla-

masiga kelinadi. (15) tenglamaga ekvivalent bo‘lgan quyidagi tenglamalar

ham uchrab turadi:

2y + xy + (22 — 0¥y =0, (16)

(@) + x-Sy =0, 7

(15) Bessel tenglamasining har qanday nol bo‘lmagan yechimiga silindrik

funksiya deyiladi.

7.2.2 Bessel funksiyasi

v indeksli Bessel funksiyasi

s (—1)F <[E>2k+v

Jo(z) = T(k+v+1)D(k+1)\2

2 5 (19)

qator bilan aniglanadi, bunda I'(z)— Eylerning gamma-funksiyasi.
Qulaylik uchun Bessel funksiyasini quyidagicha ko‘rinishda yozib olamiz:

2

bunda

< (1
folz) = ;F(k+v+1)l“(k+1)' (20)

Dalamber alomatiga ko‘ra (20) qator barcha |z| < R, |v| < N larda tekis
yaqginlashuvchi, bunda R, N -ixtiyoriy musbat sonlar. Ko‘rinib turibdiki,
(20) gqatorning har bir hadi butun funksiyalardan iborat bo‘lib, bu funksiyalar
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barcha kompleks tekislikda analitikdir. Bundan tashqari, (20) qatorning har
bir hadini tayin v ga mos z o‘zgaruvchining butun funksiyasi deb qarasak
bo‘ladi yoki tayin z ga mos v o‘zgaruvchining butun funksiyasi desak ham
bo‘ladi. U holda f,(z) ham komleks o‘zgaruvchili butun funksiyadan iborat
bo‘ladi.

Jy(z) funksiyaning (17) tenglamani qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. Bu-
ning uchun (19) qatorni hadma-had differensiallaymiz va hosil bo‘lgan ifo-

dalarnini soddalashtiramiz. Natijada

- V¥ (2k 4+ v) 2k+v
ol z;rmw (k+1)(2) /

d, . = (=DF2k+0)? 2\ 2+
T (@) = kz% T(k+v+ DOk + 1) (5)

ifodalarni hosil gilamiz. U holda

d - M2k +v)? — 7] pa\ ke
dx(xj() kz_% k+v+1 (k+1)<§> N

(DK +v) @\ 2k+v
B ; T(k+v+ DT(k+1) (§> ' (21)

Gamma - funksiyaning xossasiga asosan
Fk+v+1)=(k+v)['(k+v), ['(k+1)=k[(k)

ekanligidan foydalansak, (21) quyidagicha soddalashadi:

x%(aﬂé(az)) =4 i R T (_>2k+v |

k=1

k — 1 = m belgilash kiritib,

d / - 1)m+1 2m+v+2 B
x%(:cj( 7))~ 47712::011 m+v+ DHI'(m + 1) (5) N

m

\_/

> T\ 2m+v
x2ZF m+v+1 JT(m+1) (5) = —2"Ju(q)

m=0
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ayniyatlarni hosil qilamiz. Bu esa J,(z) funksiya Bessel tenglamasini qanoat-
lantirishini ko‘rsatadi.

(15) tenglamada v ni —v bilan almashtirsak, u holda J_,(z) funksiya
ham (15) tenglamaning yechimi bo‘ladi.

k

V=25 —v+ Ok + 1 )(g)%_v (22)

k=0

Ko‘rinib turibdiki, (19) va (22) funksiyalarning har biri v ning butun bo‘lmagan
giymatlarida x = 0 nuqta atrofida o‘zini turlicha tutadi:

xl)

Jy(z) = m[l +0(2%)], = =0, (23)
(@) = %[1 + 0@, 0. (24)

Bu funksiyalarning birinchisi x = 0 nuqta atrofida chegaralangan, ikkin-
chisi esa bu nuqta atrofida chegaralanmagan. Shuning uchun v ning bu-
tun bo‘lmagan qiymatlarida J,(x) va J_,(x) funksiyalarning har biri o‘zaro
bog‘liq bo‘lmagan holatda (15) tenglama yechimlarining fundamental sis-
temasini tashkil etadi. Yuqorida keltirilganlarni hisobga olib, (15) tenglama-
ning yechimini butun bo‘lmagan v lar uchun J,(z) va J_,(x) funksiyalarning

chizigli kombinatsiyasi ko‘rinishida ifodalash mumkin:

y(x) = CrJy(z) + Cod_y ().

7.3 Bessel funksiyasining asosiy xossalari va

rekkurrent formulalar

Quyidagi lemma Bessel funksiyasi asosiy xossalarini ifoda etib, "Xususiy
hosilali differensial tenglamalar" uchun turli masalalarni echishda keng qo‘lla-
niladi.

L e m m a. Bessel funksiyalari uchun quyidagi munosabatlar o‘rinli:

Jn(z) = (=1)"Jo(z), n € Z, (25)
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i () = &
d v v
%(x Jo(x)) = 2" Jy_1(x), (27)
Josa(@) = = Ju(@) = (@) (28)
Jor(2) = = Jy(@) + Ty ), (29)
Joi1 + Ju_1(z) = =2 (), (30)
Jo1(z) — Jy1(z) = —2J(), (31)
/x”“Jvdaz = 2", (2) + C, (32)
/a:Jo(x)dx =z Ji(x) + C, (33)
/ DI (@)de = —a2o(x) + 201 (2) + C) (34)
/ P Jo(@)de = 20200(x) + (2 — 42)y (2) + C, (35)
/ (o), (Br)di = Bva(w)Jé(BZg - ;ZcJé(ax)Jv(ﬁfc) Lo (36)
bunda a # 3,
/xjg(aa:)dx = % [:z:z(J{,(ozx))2 - (a:2 — %) (Jy(ozx))Ql +C,  (37)
/ﬁh@%)h@%?@z&k#m, (38)

bunda u,, va pur— lar quyidagi tenglamaning musbat ildizlari:

aty(p) + Bud, (1) = 0.

Isbot. (25) ni isbotlaymiz. Umumiy holda n > 0 holatni ko‘raylik
va (22) qatorda v = n bo‘lsin. (22) qatorning dastlabki n ta hadi uchun

gamma-funksiya xossasiga asosan =0, bunda £ =0,1,2....n — 1,

1
I'(k—n+1)
ekanligidan,
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o k 7\ 2k—n
ZF —n+1)F(k+1) <§) k

k=n
bo‘ladi. Bu yig‘indida k& — n = m belgilash kiritish natijasida

i )m+n <x>2(m+n)—n B
Fm—l—l (m+n-+1)\2 B

m=0

_(—1) - (=D R Y
B Z I(m+1)C(m+n+1) (2) = (=1)"n(2).

m=0
(26) formulani tekshirish uchun (19) ning chap va o‘ng tomonlariga 2 ni

ko‘paytiramiz. Natijada

x Y —1)* 2
Jic(v) B G) T(k + 1)(F(1k:)+n+ 1) (5) k

m=0

ni hosil gilamiz. Bu qatorning ikkala tomonini differensiallasak, u holda

2 () S e (5) -

k=1

B G) ; F(k)l“((gl—z v+1) @)%1‘

Oxirgi yig'indi indeksida &k — 1 = m almashtirish bajargandan so‘ng ifoda

quyidagi ko‘rinishni oladi:

&[5 () s ) -

T (%) g::() I'(m + 1();(17)nm+ v+ 2) <§)2m+1 ' (39)

(26) formulaning o‘ng tomonidagi ifoda ushbu yoyiladi

va ( )il“ mm+v+2) <2>2m+1 (40)

m=0

qatorga yiyiladi. (39) va (40) formulalardan (26) kelib chiqadi.
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Quyidagi tengliklar (27) munosabatning bajarilishini ko‘rsatadi:

d - d — (—1)F Zhto)
i &) = xz;Fk+v+)F(k;+)<> )

T igr k+v+1))F(k+ )(_)2k+v+

00 1 k (2k+v) Utv—1
+z* Z V)™ (f) —
2Tk + v+ DP(k+ 1) \2
> T 2k+v—1
v z = 2" J, 1 (2).
xZFkJrv k+ 1 )(2) o (@)

k=0
(26) dan (28) tenglik kelib chiqadi. Hagiqatan, (26) tenglikning chap

tomonini ko‘paytmaning hosilasi

‘]qu(x) o UJv(x) . _Jv+1(x)

v xv—H o v

ko‘rinishida yozib olamiz. Hosil bo‘lgan tenglikni ¥ ga ko‘paytirib,

A P O N

X

ifodani hosil gilamiz.

Bevosita (26) dan (29) formula kelib chiqadi.

(28) va (29) tengliklarni o‘zaro qo‘shish natijasida (30) munosabat kelib
chiqadi.

(28) va (29)tengliklarning birini ikkinchisidan ayirib, (31) munosabatni
olamiz.

(27) formuladan foydalanib, ushbu
/x”HJU(x)dx

(27) da v ni v + 1 ga almashtiramiz va

integralni hisoblaymiz.

d

v+1 _
(@) = (a

U+1Jv+1( ))
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tenglikka kelamiz. Bundan esa,

d
/x”HJU(x)dx = /d—(x“+1Jv+1(x))d:E = 2"t (2) + C.

X

(33) integral (32) integralning xususiy holi bo‘lib, u (32) da v = 0 deb olsak
hosil bo‘ladi.

Endi (34) tenglikning o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz. (32) integral v = 1
da quyidagicha ko‘rinish oladi:

/ZCQJ1(ZC)CZIU = 22 Jy(z) + C

v = 2 indeksli Bessel funksiyasi uchun (30) rekkurent formuladan foydalanib,

Bessel funksiyasining indeksini pasaytiramiz va
Jo(x) = —Jo(x)g + Ji(x)
ni hosil gilamiz. U holda
/ijl(x)da: = —2°Jy(z) + 221 (2) + C

(34) bilan ustma-ust tushadi.
Ushbu

/:ESJO(x)dx

integralni hisoblash uchun (27) formuladan v = 0 bo‘lgan holda foydalanamiz:

zdy(x) = % [z J1(x)].

U holda hosil bo‘lgan
/ () = / (o))
x

integralni bo‘laklab integrallash natijasida

/:USJO(:L‘)d;U = 23y (x) — 2/:62J1(3:)dx

ga kelamiz. Bu ifodaga (34) formulani qo‘llab, isbotlanishi talab etilayotgan

tenglikni hosil gilamiz.
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(36) tenglikni isbotlashga kirishamiz. Buning uchun ushbu

%(:{:y') + <a2:c - U—2) y=0 (41)

X

tenglamani qaraymiz. Bu tenglamadagi noma’lum funksiyaning argumentini
E=axr, a>0

formula bilan yangi erkli o‘zgaruvchiga almashtiramiz. U holda bu funksiya
y(x) = y(&) ko'rinishda yozilsin. Hosil bo‘lgan funksiyani (41) tenglamaga

qo‘yish uchun avval bu funksiyaning hosilasini topamiz:

d d,

y'(@) =9 (Oa, ay'(z) =&Y (&), ——(ay'(w)) = d—g(ﬁ(y (&))ex.
Bularni (41) ga qo‘yib, ushbu
d, v? ~
Lo+ (e~ 2)i=0 (@2

Bessel tenglamasiga kelamiz. (42) Bessel tenglamasining yechimlaridan biri

dan iborat. Bunda oldingi o‘zgaruvchiga o‘tadigan bo‘lsak, y(z) = J,(ax)
(41) tenglamaning yechimini topamiz. Natijada J,(«x) funksiya (42) tenglamani

ganoatlantiradi va undan quyidagi munosabat kelib chiqadi:

d% (ﬂJﬁj@) N (Q% _ g) Jo(az) = 0.

Ravshanki, quyidagi munosabat esa J,(Sx) uchun o‘rinli:

4+ e )=

Yuqoridagi tengliklardan birinchisini J,(5x) ga, ikkinchisini J,(ax) ga ko' pay-
tirib, birini ikkinchisidan hadma-had ayiramiz. Natijada quyidagi tenglik
hosil bo‘ladi:

Jv(ﬁ:r)% (ﬂ%jx)) _ Jv(a:p)% (degfx)> ~
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—(a® = B J,(ax)J,(Bx) = 0.

Bu tenglikning har ikkala tomonini integrallab,

/Jv(ﬁx)% (xd‘]ﬁx)> dr — /Jv(ax)% <xdjgfx)) dz—

—(a?® — %) /ZCJv(CYZU)JU(BSU)dx =C

formulani olamiz, bu yerda C' - ixtiyoriy o‘zgarmas. Birinchi ikkita integralni

bo‘laklab integrallaymiz:

dJ,(az) /deU(ozx) dJU(ﬁ:L‘)d dJ,(ax)

dx

Jy(Bx)x r — Jy(ax)x +

dx dx dx

+/deUd(;m:) djqéfx)dx — (a* = B%) /va(ozx)dx = CJ,(Bx).

Ravshanki, bu munosabatlardan (36) tenglik kelib chiqadi.
(37) formulani isbotlash uchun (36) tenglikda 5 — « deb, limitga o‘tamiz.

Ko‘rinib turibdiki, chap tomondagi ifodaning limiti

/fo(oz:v)dx (43)

ga teng bo‘ladi. O‘ng tomondagi ifodaning limitini topamiz. Payqash qiyin
emaski, bunda o‘ng tomondagi ifoda % ko‘rinishidagi anigmaslikdan iborat.
Limitni hisoblash uchun Lopital qoidasidan foydalanamiz. Natijada quyidagi

ifodaga kelamiz:

. Bxdy(ax)J (Bz) — axd](ax)],(Bz)
lim 5 =
B—a ac — 62

_ yy, 88187 N(0@)Jy(B2) — axdy(aw) Jy(Ba)]

= oo lim [ o) L) + Ba (o) Y (32) = aaT, (o) (5]
(44)

Jy(z) funksiya (16) tenglamani qanoatlantirishini hisobga olsak, ushbu

(Bx)*J)(Br) = —BaJ,(Bx) + (v* = (Bx)*) Ju(Bz)
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tenglik o‘rinli bo‘ladi. J!'(Sz) ifodani (44) ga qo‘ysak, quyidagi munosabat-
lar o‘rinli bo‘ladi:

BxJ,(ax)J(Bx) — azJ] (ax)J,(Sx)

él_fg a? — (32 -
- _% %iiriy{”JJv(aaz)Jé(ﬁx) — oz’ J)(ax)J,(Br)+
—|—%Jv(owc) [—BQL‘J{](@%) + (U2 - (ﬁx)Q)Jv(ﬁx)}} -
_ % lim axJ (ax)J(Bz) + WT_UJU(OM)JU(M)] =
=3[y + (v ) setan] (45)

(43) va (45) dan (37) munosabat kelib chigadi.
Nihoyat (38) formulaning o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz. (36) tenglikdan

/ o, (B2 g (Bt g =
v ’]"O v ’]"0
g, () gy () — gy (1) g, () |
2 2
)
To To 0
va J/ m) Jl Jv m
/’Lk - /”Lm
lar kelib chigadi. Bu tengliklarda ux va p, lar ady,(p) + Sud,(n) = 0

tenglamaning musbat ildizlari ekanigini hisobga olsak,
ady(pe) + BuwJ, (1) = 0,

@Jv(ﬂm) + Bﬂm‘]{;(ﬂm) =0 (47)

tengliklar bajarilishi shart. Bu yerda «, [ lar bir vaqtning o‘zida nolga teng

emas, yani o + 32 # 0. U holda (47) sistema determinanti nolga teng
bo‘ladi:

Jo(pw) gy ()
Ju (,um) ,umeL/; (Mm)

Bu esa, (46) bilan birga (38) tenglikning o‘rinli ekanligini ko‘rsatadi.

= o (1) I (pm) — by () o () -
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7.3.1 Neyman funksiyasi

Ushbu
N,(z) = Jy(x) cosmu — Jv(a:)7 vt (48)

Sin v

formula bilan aniglanadigan funksiyaga v indeksli Neyman funksiyasi deyi-
ladi. Ko‘rinib turibdiki, Neyman funksiyasi (15) tenglamaning yechimi bo‘ladi,
chunki bu funksiya J,(x) va J_,(x) funksiyalarning chizigli kombinatsiyasi-
dan tuzilgan. v > 0 bo‘lgan hol uchun Bessel va Neyman funksiyalari-
ni o‘zaro bog'ligsiz ekanligini ko‘rsataylik. Buning uchun z ning yetar-
licha kichik giymatlarida bu funksiyalarning asimtotik formulalarini keltirish
yetarli. Bessel funksiyasi uchun bu (23) formula bilan ifodalanadi. Neyman
funksiyasi uchun bu (23), (24), (48) lardan kelib chigadi:

J_o(7) 2v
sintv  avsinwol(1 —v)’

Ny(z) x — 0.

Bu holda x = 0 nuqta atrofida Bessel funksiyasi chegaralangan, Neyman
funksiyasi esa chegaralanmagan bo‘ladi. Bunday funksiyalar o‘zaro chizigli
bog'liq bo‘lmaydi. Shuning uchun v ning butun bo‘lmagan giymatlarida (15)

tenglamaning yechimini quyidagicha yozishimiz mumkin:
y(x) = C1Jy(x) + CoNy(x). (49)

Agar (48) formulaning o‘'ng tomonida v = n bunda n = 0,1,2,... deb
garasak, u holda bu bizga 8 ko‘rinishidagi anigmaslikni beradi, chunki cos mn =
(=1)", sinmtn =0, J_,(z) = (—1)"J,(z). Bu holda biz Lopital qoidasidan
foydalanamiz va n indeksga ko‘ra Neyman funksiyasini

N,(z) = lim N,(x)

v—n
limit yordamida aniglaymiz. Lopital qoidasidan foydalangan holda N, (z)
Neyman funksiyasining ko‘rinishini aniglab olaylik:

Jy(x) cosmv — J_,(x)

N,(z) = lim =
v—n TTCOSTV
0J, () . dJ_y(x)
=5 cos v — Jy(x)msin my — ==

= lim =
VN TCOSTTU
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0J_(x)

v=n
Faraz qilaylik, n > 1 bo‘lsin. (19) va (22) qatorlarning v o‘zgaruvchi bo‘yicha

() ()Y
S ()] -
(G am () S A @ ()]
aja_v =-(3) »(3) i Tk = v(+— 11))1;(k ) (9% B
&) @ e ()] -

- (§) e 3 (o ()

Oxirgi formulada v = n deb olsak,

k

Fk+v+1 Tk + 1) (§)2k+

Mg

t=k—v+1

0J,
ov

v=n

—tn (5) o)+ (5)" 1{;—21)@%%<ﬁ> _

oJ_,
ov

v=n

= —In(5) Jou(2)- (%)”;%(5)%(&))

Hosil bo‘lgan (52) formuladagi qatorda dastlabki n hadini ajratib olamiz va

. (52)
t=k—n+1

(25) formulalarni qo‘llaymiz. Natijada quyidagi ifodaga kelamiz:

oJ_,
ov

v=n
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o (3) - () S 6w ()

k=0

oo

() ey (0"

Ushbu yig‘indida k& —

t=k—n+1

3

m deb belgilash kiritamiz:

0J_,
ov

— (~1)"In (g) To(2)—

v=n

L (=DF a2 d
e () i ()

SO
) S R 6 (k)

Gamma-funksiya xossalariga ko‘ra
d < 1 ) kontl
— = (=1)"""T'(n — k), (54)
dt IKt) t=k—n+1
@)

d( )
dt \T(t) ) |,_p_ i I2() |z

_ F(m+1 ( C+Z > m=1,2,3,..,
_c (55)

(),

d 1 1 k+n
dt <W> t=k+n+1 T T(ktn+ 1) ( " Z ) o0

formulalar o‘rinli. (56) ni (51) ga va (54), (55) larni (53) ga qo‘ygandan so‘ng

n

t=k—n+1

(]

g =
I

(53)
t=m-+1

quyidagi ifodalarga kelamiz:

. 00 k 2k k+n
) e eno- () S e T o
N P ARG LELTE
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O (Y e ) S

(m+n+ 1) —'p
Bu tengliklarni (50) ga qo‘ysak, quyidagi formula hosil bo ladlz

ey (3) -

k+n1 k 1
>+ 2}
(57)

>_|

N (z) = 1{ z(mg 4OV (x) — (g)

n

i

0

n

-~ 1 1 00 (_ )k (%)2k+n
_(§> F(n+1);{o ;Fk

1
+n+1)I'(k+1)

(57) funksiyada n = 0 deb olsak, Ny(x) funksiya ushbu

N(z) = i{(ln +C) Il i FQ %i:l} (58)

=1 p=1 p

ko‘rinishda topiladi. (57) va (58) lardan x — 0 dagi Neymanning asimtotik
funksiyasi kelib chigadi.

2. x
No(.fl?) ~ ;ln 5

Ko‘rinib turibdiki, Neyman funksiyasi x = 0 nuqta atrofida chegaralanma-

gan, shuning uchun v ning ixtiyoriy qiymatida (15) Bessal tenglamasining
umumiy yechimini (49) ko‘rinishda ifodalash mumkin.



Foydalanilgan adabiyotlar

1]

Apcennn B.4. Meronbl maremarmdeckoit (pU3MKN U ClENUAJIbHBIE
dynkun. M.: "Hayka". 2004. -432 c.

Bunagze A.B. Ypasuenus maremarudeckoit dusuku. M.: Hayxka.
1976. -296 c.

Boiagumupos B.C. ¥Ypasuenust maremarudeckoit dpusuxkn. M.: W3-
Bo "Hayxka". 1981. - 512 c.

Kypaes T.2K., Abgurazapos C. MaTemaTuk dbusuka TeHT1aMaJIap.
Tomxent. Y3MY. 2003. - 332 6.

Saxapo FE.B., dmurpumesa IM.B. Opmauxk C.H. Vpabuenus
MaTemaTudeckoit pusukn, Mocka, Uznenbeknii ieatp " Akagemus .

2010, - 320 c.

Kypant P. ¥YpaBuenns ¢ dacTtHbiME Tpon3BojHbIMU. M.: I37-Bo
"Mup". 1964. -830 c.

Muxymua C.I. Kypc maremarndeckoit pusuku. CII6. "Jlaas". 2002.
-576 c.

Canoxupanaos M.C. Maremaruk dpusnka TeHryiamaiapu. TOMIKEHT.
"Vs6exuncron", 2002. - 445 6.

CeemmankoB A.I'., Boromwotos A.H., Kpasmos B.B. Jlekmuu 1o
MareMaTndeckoit pusukm. M.: N3a-Bo MI'V. 1993. - 352 c.



396

Foydalanilgan adabiyotlar

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

Tuxonos A.H., Camapckuit A.A. VYpaBHeHnusi MaTeMaTHIECKOIl

Ppusukn. M.: Uza-so MI'Y. 2004. - 798 c.

Zikirov O.S. Matematik fizika tenglamalari. Toshkent. "Fan wva
texnologiya". 2017. - 320 b.

Lawrence C.Evans. Partial differential equations. -American Mathe-

matical Society, second edition, 2010. - 749 p.

Marcelo R. Ebert, Michael Reissig. Methods for Partial Differentia
Equations: Qualitative Properties of Solutions, Phase Space Anal-

ysis, Semilinear Models. -Springer International Publishing, 2018. -
456 p.

Victor Henner, Tatyana Belozerova, Mikhail Khenner. Ordinary and

partial differential equations. -Taylor & Francis Croup, 2013. - 644
p.

J.Robert Buchanan, Zhoude Shao. A frist course in partial differential
equations, World Scientific, 2017. - 624 p.

Hunter J.K. Notes on Partial Differential Equations. -University of
California at Davis. 2014. - 242 p.

Miersemann E.Partial Differential Equations, Lecture Notes. -Leipzig
University. 2012. - 205 p.

Moore J.D. Introduction to Partial Differential Equation. -University
of California, CA. 2012. - 169 p.

Pinchover Y and Rubinstein J. An introduction to Partial Differential

Equations. -Cambridge University Press. 2005. - 385 p.

Strauss W.S. Partial Differential Equations, An introduction. -John
Wiley and Sons, Inc. NJ USA, 2008. - 466 p.



