
1 

 

D.Q. Durdiyev 

Sh.B. Merajova 

B.E.Jumoyev 

 

 

 

Xususiy hosilali differensial 

tenglamalardan 

misol va masalalar to‘plami 

 

 

 

 

 

 



2 

 

OʻZBEKISTON RESPUBLIKASI OLIY VA O‘RTA MAXSUS 

TA’LIM VAZIRLIGI 

BUXORO DAVLAT UNIVERSITETI 

 

D. Q. Durdiyev 

Sh. B. Merajova 

B. E. Jumoyev 

 

 

XUSUSIY HOSILALI DIFFERENSIAL 

TENGLAMALARDAN  

MISOL VA MASALALAR TO‘PLAMI 

(o‘quv qo‘llanma) 

 

 

 

 

 

 

Buxoro – 2020 



3 

 

Ushbu qo‘llanma matematika, amaliy matematika va informatika, fizika ta`lim 

yo‘nalishlari talabalari va magistrlari uchun mo‘ljallangan. 

 

Taqrizchilar: 

H.R. Rasulov Buxoro Davlat universiteti  

“Matematika” kafedrasi dosenti,  

fizika-matematika fanlari nomzodi. 

Gʻ.Gʻ.Yunusov   Buxoro muhandislik texnologiyalari instituti  

    “Oliy matematika” kafedrasi dosenti, 

    fizika-matematika fanlari nomzodi. 

 

 

 

Qo‘llanma Buxoro Davlat universiteti Kengashining 2020 yil 15 

fevraldagi  6- sonli yig‘ilishi qarori bilan chop etishga tavsiya qilingan. 



4 

 

So‘z boshi 

Xususiy hosilali differensial tenglamalar fani nazariy va amaliy ahamiyatga 

ega. Ushbu fanda asosan ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar 

va ularga qoʻyilgan masalalar oʻrganiladi. Ikkinchi tartibli xususiy hosilali 

differensial tenglamalar matematik fizika tenglamalari deb ham yuritiladi, chunki 

bu tenglamalar fizikaning turli sohalarida uchraydigan jarayonlarning matematik 

modellarini tuzishda ishlatiladi. Fanning maqsadi matematik fizikaning klassik 

tenglamalari deb ataluvchi to‘lqin, Laplas, hamda issiqlik tarqalish tenglamalarini 

tekshirish va ularga qo‘yiladigan asosiy masalalarni yechishdan iborat. Bu 

tenglamalarni o‘rganish talabalarda tegishli jarayonlar haqida tasavvurga ega 

bo‘lishlariga imkon beradi. Ayni paytda ularni mantiqiy fikrlashga, to‘gri xulosalar 

chiqarishga o‘rgatadi. 

Xususiy hosilali differensial tenglamalar hozirgi zamon matematikasining 

muhim sohalaridan boʻlib, u matematikaning bir necha sohalari, jumladan 

matematik analiz, funksiyalar nazariyasi, integral va differensial tenglamalar 

nazariyasi, funksional analiz, fizika, texnika fanlari bilan uzviy bog‘liq. Matematik 

fizika tenglamalari so‘ngi yillarda keng rivoj topib kelyapti. Endigi kunda 

matematik fizikaning klassik tenglamalaridan tashqari aralash turdagi  xususiy 

hosilali differensial tenglamalar ham o‘rganilib, va u fizikaning ko‘pgina 

masalalarini hal qilish uchun  keng tatbiq qilinmoqda. 

 Matematik fizika tenglamalar fani 2018-2019 o’quv yilidan boshlab xususiy 

hosilali differensial tenglamalar fani deb yuritila boshlandi. Xususiy hosilali 

differensial tenglamalar fanining asosiy vazifalariga xususiy hosilali tenglamalar 

haqida umumiy tushuncha berish, ikkinchi tartibili kvazichiziqli tenglamalarning 

turlarini aniqlab va ularni kanonik ko‘rinishga keltirish, va matematik fizikaning 

klassik tenglamalari va integral tenglamalarni o‘rganish, har bir turdagi 

tenglamalarga korrekt masalalarning qo‘yilishi, va bu masalalarrni  yechish 

usullarini o‘rganishdan iborat. 
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 Ushbu qo’llanmada xususiy hosilali differensial tenglamalarning 

yechimlarini analitik ravishda olish, bu tenglamalarga qo‘yilgan turli masalalarni, 

integral tenglamalarni yechish usullariga bag‘ishlangan bo‘lib, bu usullar imkon 

qadar keng yoritishga harakat qilingan. Koʻplab misol va masalalar javoblar bilan 

ta’minlangan 

 Oʻquv qoʻllanma mualliflarning Buxoro davlat universitetida koʻp yillar 

davomida Matematik fizika tenglamalari va Xususiy hosilali differensial 

tenglamalar fanlaridan olib borgan amaliy mashgʻulotlarida oʻrganilgan misol va 

masalalar asosida yozildi.  

O‘quvchilardan ushbu qo‘llanma bo‘yicha talab va takliflarini kutib qolamiz.  
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1-bob. Xususiy hosilali differensial tenglamalar haqida asosiy tushunchalar. 

Birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar 

Ushbu bobda xususiy hosilali differensial tenglamalar haqida umumiy 

ma’lumotlar berilib, birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarning 

umumiy yechimlarini topish, ularga qoʻyilgan Koshi masalasini yechish 

oʻrganilgan. Mavzuga doir mustaqil yechish uchun misol va masalalar keltirilgan. 

§1.1.Birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarning umumiy 

yechimini topish 

Erkli o‘zgaruvchi, noma’lum funksiya va uning hosilalari orasidagi 

funksional bog’lanishga differensial tenglama deyiladi.  

Agar tenglamada noma’lum funksiya ko‘p o‘zgaruvchining (o‘zgaruvchilar 

2 va undan ortiq) funksiyasi bo‘lsa, bunday tenglama xususiy hosilali differensial 

tenglama deyiladi. 

n  oʻlchovli nR  Evklid fazosida nuqtaning dekart koordinatalarini  nxxx ,...,, 21 , 

2n  orqali belgilaymiz. Tartiblangan manfiy boʻlmagan n  ta butun sonning  

 n ,...,, 21  ketma-ketligi n - tartibli multiindeks, n  ...21  soniga 

multiindeks uzunligi deyiladi. Q  - nR  fazodagi biror soha (ochiq, bogʻlangan 

toʻplam) boʻlsin.  nxxxuxu ,...,,)( 21  funksiyaning Qx  nuqtadagi 

n  ...21  tartibli hosilasini 
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,...1,0i  haqiqiy oʻzgaruvchilarning berilgan funksiyasi boʻlsin. 

Ta’rif. Ushbu 
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  0,...,..., uDxF 
        (1) 

tenglik noma’lum  nxxxuxu ,...,,)( 21  funksiyaga nisbatan xususiy hosilali 

differensial tenglama deyiladi. 

(1) da qatnashayotgan hosilaning eng yuqori tartibiga tenglamaning tartibi 

deyiladi. 

Agar F barcha q ,  ( m,...,1,0 ) oʻzgaruvchilarga nisbatan chiziqli funksiya 

boʻlsa, (1) tenglama chiziqli differensial tenglama deyiladi. 

Agar differensial tenglamaning tartibi m  boʻlib, F barcha q ,  m  

oʻzgaruvchilarga nisbatan chiziqli funksiya boʻlsa, (1) tenglama kvazichiziqli 

differensial tenglama deyiladi. 

Ta’rif. Q  sohada aniqlangan )(xu funksiya (1) tenglamada ishtirok etuvchi 

barcha hosilalari bilan uzluksiz boʻlib, uni ayniyatga aylantirsa,  )(xu  ga (1) 

tenglamaning klassik yechimi deyiladi. 

Xususiy hosilali m  - tartibli chiziqli differensial tenglamani ushbu 

)()( xfuDxaLu
m

 





     (2) 

koʻrinishda yozish mumkin, bu yerda )(xa  lar tenglama koeffitsiyentlari,  





m

DxaL



 )(  

esa xususiy hosilali m  - tartibli differensial operator. 

 Barcha Qx lar uchun (2) tenglamaning oʻng tomoni )(xf  nolga teng boʻlsa, 

(2) tenglama bir jinsli, )(xf  nolga teng boʻlmasa, bir jinsli boʻlmagan tenglama 

deyiladi. 

 Agar )(xu  va )(xv  funksiyalar bir jinsli boʻlmagan (2) tenglamaning 

yechimlari boʻlsa, ravshanki (tenglama chiziqli boʻlgani sababli) )()()( xvxuxw   

ayirma bir jinsli ( 0f ) tenglamaning yechimi boʻladi. 
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 Agarda )(xui , ki ,...,1  funksiyalar bir jinsli ( 0f ) tenglamaning yechimlari 

boʻlsa, 



k
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ii xuCxu
1

)()(  funksiya ham, bu yerda iC - haqiqiy oʻzgarmaslar, shu 

tenglamaning yechimi boʻladi.  

Eslatib oʻtamiz, Q  sohada aniqlangan va k - tartibgacha xususiy hosilalari 

bilan uzluksiz boʻlgan haqiqiy  )(xu  funksiyalar sinfi )(QC k
 orqali belgilanadi,    

)(QC -  Q  sohada uzluksiz funksiyalar sinfi. )()( QCxg k  funksiyaning normasi 
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ko`rinishdagi ifodabirinchi tartibli xususiy hosilali tenglama deyiladi. 

 Agar (1) da F  funksiya xususiy hosilalarga chiziqli bo‘liq bo‘lsa, u holda 
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ko`rinishdagi tenglama kvazichiziqli tenglama deyiladi.  

(2) tenglama bir jinli bo‘lmagan tenglama bo‘lib, uning simmetrik formasini 

quyidagicha 
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topamiz. U holda (2) ning umumiy yechimi  
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       0,,...,,,...,,,...,,,,,...,, 21212211  uxxxuxxxuxxx nnnn     (5) 

ko`rinishda bo`ladi.  

Bir jinsli chiziqli birinchi tartibli xususiy hosilali  differensial tenglamaning 

quyidagiumumiy ko’rinishga ega: 

    0,...,,...,...,, 21
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Shuni aytish lozimki,  constu   har doim (6) tenglamaning yechimi. Biz 

trivial bo`lmagan yechimni qidiramiz. 

 (6) ga mos oddiy differentsial tenglamalar sistemasining simmetrik formasi 
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koʻrinishda boʻladi. 

 (7) sistemaga  (6) tenglamaga mos bo‘lgan, oddiy differensial tenglamalar 

sistemasi yoki xarakteristik tenglamalar sistemasi deyiladi. Ushbu sistemaning 

yechimlari esa (6) tenglamaning xarakteristikalari deyiladi. 

Eslatma.  Ba’zan 1-tartibli xususiy hosilali differensial tenglamaning 
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tenglikning bajarilishidan ham foydalanish mumkin.  Bunda 

Nmmixxxaa nii  ;,,2,1),,,,( 21   biror bir funksiyalar. 

Misol.Quyidagi tenglamaning umumiy yechimini toping: 
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Yechish:    Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamalar sistemasini 

tuzaniz: 

)( 22 yx
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yz

dy

xz

dx


  

    Sistemaning birinchi integrallarini topamiz. 
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Topilgan ifodalarni tenglamaga qoʻyib, uning ayniyatga aylanishinga ishonch hosil 

qilish mumkin.  

 Misol.Quyidagi tenglamaning umumiy yechimini toping: 
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Yechish:    Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamalar sistemasini 

tuzaniz: 
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 Sistemaning birinchi integrallarini topamiz: 
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§1.2 Koshi masalalarini yechish 

Birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama uchun Koshi masalasi 

quyidagicha qo`yiladi. (2)  tenglamaning yechimlari ichidan shunday  

 nxxxfu ,...,, 21  

yechimni  topingki , u 0
nn xx   da 

 121 ,...,,  nxxxu       (9) 

funksiyaga teng bo`lsin,  bunda - berilgan  funksiya. 

Koshi masalasini yechish ushbu tartibda amalga oshiriladi: 

1. Tenglamaning simmetrik (3) formasini tuzib, (4) n ta integral topiladi.  

2. (4) dagi   x  oʻrniga 0
nx  ni qoʻyamiz: 
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3.Ushbu funksiyalardan   
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        ,,...,, ,..., ,...,, ,,...,, ..., , , 21121221121 nnnnn    (10) 

munosabatni tuzamiz. (10) ga Koshi masalasining oshkormas ko`rinishdagi 

yechimi deyiladi. Agar (10) ni u  funksiyaga nisbatan yechsak, oshkor ko`rinishida 

Koshi masalasining yechimini olamiz. 

Masala.  Ushbu   21 
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tenglamaning 0y da xz 2  shartni 

qanoatlantiruvchi yechimini toping. 

Yechish:  Berilgan tenglamaning simmetrik formasi  

211
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koʻrinishdan iborat. Bu sistemani yechib, 
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larga ega boʻlamiz. Bu sistemadan x  va z  ni topamiz: 
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(10) formulaga ko`ra  
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bunda 1  va 2 larning ko`rinishidan foydalansak, 
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Koshi masalasining yechimini hosil qilamiz.  

Masala. Quyidagi tenglamaning  
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Yechish: Berilgan tenglamaning simmetrik formasi 
04
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yozib olib, uni yechish natijasida uzyx
y

z
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Bu yerda 0x  deb, 

2 2
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y z y z
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tengliklarni hosil qilamiz, hamda ulardan  y  va z larni topamiz. 

(10) formulaga koʻra  
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bunda 1 , 2  va 3  larning ko`rinishidan foydalansak, 
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Koshi masalasining yechimi bo`ladi.  
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tengliklarni va quyidagi funksional bogʻlanishni olamiz: 
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Bu erda 1  va 2   larning ko`rinishidan foydalansak, 
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Mustaqil bajarish uchun masalalar 

Quyidagi Koshi masalalarini  yeching :  
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2-bob. Ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar haqida asosiy 

tushunchalar. Ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarning 

klassifikasiyasi. Kanonik ko‘rinishga keltirish 

Ushbu bobda ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar 

haqida umumiy ma’lumotlar berilgan boʻlib, ikkinchi tartibli xususiy hosilali 

differensial tenglamalarning klassifikasiyasi, ko‘p erkli o‘zgaruvchili funksiyalar, 

n=2 va n>2  bo‘lgan hollar uchun ikkinchi tartibli  xususiy hosilali differensial 

tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltirish bayon etilgan. Mavzuga doir mustaqil 

yechish uchun misol va masalalar keltirilgan. 

§2.1 Ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarni turi 

saqlanadigan sohada kanonik ko‘rinishga keltirish 

Ta’rif. y,x  erkli o‘zgaruvchilarning  y,xu  noma’lum funksyasi va 

funksiyaning ikkinchi tartibigacha xususiy hosilalari orasidagi bog‘lanishga, 

ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar deyiladi. 

Ta’rif. 2R  fazoda ikkinchi tartibgacha xususiy hosilalari mavjud qandaydir 

 y,xu  funksiya berilgan bo‘lsin ( yxxy uu  ). U holda  

  0yyxyxxyx u,u,u,u,u,u,y,xF       (1) 

tenglama umumiy holda berilgan ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial 

tenglama deyiladi, bu yerda F  - berilgan biror bir funksiya. 

 Xuddi shunga o‘xshash ko‘p erkli o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy 

hosilali differensial tenglama quyidagi ko‘rinishda ifodalanadi: 

  0
2121 ,...u,...,u,...,u,u,u,x,...,x,xF

jin xxxxxn .                     (2) 

Ta’rif. Agarda ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili xususiy hosilali 

differensial tenglama yuqori tartibli hosilalarga nisbatan ushbu ko‘rinishga 

        0,,,,,,2, 221211  yxyyxyxx uuuyxFuyxauyxauyxa   (3) 

ega bo‘lsa, unda ushbu tenglamaga yuqori tartibli hosilalarga nisbatan chiziqli 

deyiladi. 
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Ta’rif. Quyidagi ko‘rinishdagi tenglamalarga ikkinchi tartibli ikki 

o‘zgaruvchili kvazichiziqli xususiy hosilali differensial tenglamalar deyiladi: 

        0,,,,,,,,,,,,2,,,, 221211  yxyyyxxyyxxxyx uuuyxFuuuuyxauuuuyxauuuuyxa . 

(4) 

 Ta’rif. Agarda ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili xususiy hosilali 

differensial tenglama barcha xususiy hosilalariga va noma’lum funksiyaning o‘ziga 

nisbatan ham chiziqli bo‘lsa, ya’ni quyidagi ko‘rinishga 

              0,,,,,,2, 21221211  yxfuyxcuyxbuyxbuyxauyxauyxa yxyyxyxx .        

(5) 

ega bo‘lsa, unda ushbu tenglamaga chiziqli tenglama deyiladi. 

(5) tenglamada            yxcyxbyxbyxayxayxa ,  ,,  ,,  ,,  ,,  ,, 21221211
larga (5) 

tenglamaning koeffitsientlari,  y,xf  ga (5) tenglamaning ozod hadi deyiladi va 

ular oldindan berilgan deb hisoblanadi. 

 Ta’rif. Agar (5) tenglamada   0y,xf  bo‘lsa, u holda bu tenglama bir jinsli 

tenglama deyiladi. Aks holda, ya’ni   0y,xf  bo‘lsa, (5) tenglama bir jinsli 

bo‘lmagan differensial tenglama deyiladi. 

(3) (yoki (5)) tenglamada o‘zgaruvchilarni ixtiyoriy (oʻzaro bir qiymatli) 

almashtiramiz. Bu uchun biz x  va y  erkli o‘zgaruvchilarni teskari almashtirish 

natijasida, ya’ni  

 y,x  ,  y,x                    (6) 

berilgan chiziqli tenglamaga ekvivalent bo‘lgan va soddaroq ko‘rinishga ega 

bo‘lgan tenglamaga ega bo‘lishimiz mumkin. 

Buning uchun (3) tenglamada x  va y  erkli o‘zgaruvchilardan yangi   va 

  o‘zgaruvchilarga o‘tamiz: 

 
























.2

,

,2

,

,

22

22

yyyyyyyyyy

xyxyyxxyyxyxxy

xxxxxxxxxx

yyy

xxx

uuuuuu

uuuuuu

uuuuuu

uuu

uuu





















   (7) 
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(7)  ifodalarni (3) tenglamaga keltirib qo‘yib,   va   o‘zgaruvchilarga nisbatan (3) 

tenglamaga ekvivalent bo‘lgan quyidagi tenglamani olamiz: 

        0,,,,,,2, 221211    uuuFuauaua ,             (8) 

bu yerda 

2

2212

2

1111 2 yyxx aaaa   , 

  yyyxyxxx aaaa  22121112  , 

2

2212

2

1122 2 yyxx aaaa   , 

Ta’rif. 

  02 2

2212

2

11  dxadxdyadya    (9) 

oddiy differensial tenglama, (3) tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi. 

Ta’rif. (9) tenglamaning integral chiziqlari esa (3) tenglamaning 

xarakteristikalari deyiladi. 

(9) tenglama quyidagi ikkita tenglamaga ajraladi: 

  
11

2211

2

1212

a

aaaa

dx

dy 
 ,    (10) 

 
11

2211

2

1212

a

aaaa

dx

dy 
 .          (11) 

(9) yoki (10) va (11) oddiy differensial tenglama yordamida berilgan (3)-

tenglamaning xarakteristikalari topiladi. 

Ta’rif.  Agar qandaydir D  sohada 02211

2

12  aaa  bo‘lsa, (3) tenglama 

giperbolik turga qarashli, agar D  sohada 02211

2

12  aaa  bo‘lsa, (3) tenglama 

elliptik turga qarashli, agar D  sohada 02211

2

12  aaa  bo‘lsa, (3) tenglama 

parabolik turga qarashli deyiladi. 

Shunday qilib, 2211

2

12 aaa   ifodaning ishorasiga qarab (3) tenglamani  

quyidagi kanonik ko‘rinishlarga keltirilishi mumkin ekan: 

02211

2

12  aaa  (giperbolik tur), ),,,,( yxyyxx uuuyxuu   yoki 

),,,,( yxxy uuuyxu  . 
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02211

2

12  aaa (elliptik tur), ),,,,( yxyyxx uuuyxuu  . 

02211

2

12  aaa  (parabolik tur) ),,,,( yxxx uuuyxu  . 

Bu yerda ),,,,( yx uuuyx  soddalashtirish natijasida hosil bo‘lgan funksiya. 

Misol. Quyidagi tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiraylik:  

032  yyyxyxx uuuu . 

Yechish: 112 a , 111 a , 322 a  – tenglama koeffitsiyentlari. 

2211

2

12 aaa   ifodaning qiymatini hisoblaymiz. 04  , demak tenglama 

giperbolik turga tegishli. (9) xarakteristik tenglamani tuzib, uni yechamiz: 

Cyx
dx

dy

dx

dy



 1

1

21  , 

Cyx
dx

dy

dx

dy



 33

1

21 . 

Umumiy integrallardan birini    va ikkinchisini   bilan belgilab, (7) 

formulalardan foydalanib hisoblashlarning natijalarini berilgan tenglamaga keltirib 

qo‘yib, soddalashtirishlardan so‘ng tenglamaning quyidagi kanonik ko‘rinishini 

hosil qilamiz: 0)(
16

1
  uuu . 

Misol. Quyidagi tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiraylik:

022  yyxyxx uyuuy . 

Yechish: ya 12
, 

2

11 ya  , 122 a  – tenglama koeffitsiyentlari. 

2211

2

12 aaa   ifodaning qiymatini hisoblaymiz. 0 , demak tenglama parabolik 

turga tegishli. (9) xarakteristik tenglamani tuzib, uni yechamiz: 

C
y

x
ydx

dy

y

y

dx

dy


2

1 2

2
. 

Natijada olingan integralni    orqali, orqali esa ixtiyoriy funksiyani, 

masalan y  deb belgilab, (7) formulalardan foydalanib hisoblashlarning 

natijalarini berilgan tenglamaga keltirib qo‘yib, soddalashtirishlardan so‘ng 

tenglamaning quyidagi kanonik ko‘rinishini hosil qilamiz:  uu  . 

Misol. Quyidagi tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiraylik: 
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    011 22  yyyxx yuuyux . 

Yechish: 012 a , 
2

11 1 xa  , 
2

22 1 ya   – tenglama koeffitsiyentlari. 

2211

2

12 aaa   ifodaning qiymatini hisoblaymiz.   22 11 yx  , demak 

tenglama elliptik turga tegishli. (9) xarakteristik tenglamani tuzib, uni yechamiz: 

  

    Cxxiyy

x

y
i

dx

dy

x

yxi

dx

dy














22

2

2

2

22

1ln1ln

1

1

1

110



 ,  

Umumiy nazariyaga asosan, olingan integralning haqiqiy qismini 

       222 1ln1ln1lnRe yyxxiyy   orqali, mavhum qismini esa 

       222 1ln1ln1lnIm  xxxxiyy   orqali belgilab, (7) 

formulalardan foydalanib hisoblashlarning natijalarini berilgan tenglamaga keltirib 

qo‘yib, soddalashtirishlardan so‘ng tenglamaning quyidagi kanonik ko‘rinishini 

hosil qilamiz: 0  uthuu . 
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§ 2.2 Ko‘p erkli o‘zgaruvchili funksiyalar (n>2) bo‘lgan hol uchun ikkinchi 

tartibli  xususiy hosilali differensial tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltirish 

Ko‘p erkli o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama 

qanday kanonik ko‘rinishga keltiriladi? Shu masalani qarab chiqaylik. Ko‘p 

o‘zgaruvchili chiziqli ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama 

umumiy holda quyidagicha berilgan bo‘lsin : 
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n
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i

n

ji ji

ij 









 1,1,

2

,    (12) 

bu yerda CBA iij ,, - tenglamaning koeffitsiyentlari, f - ozod hadi.  

Ushbu tenglamaga mos keluvchi xarakteristik tenglama: 





n

ji

jiijn xAQ
1,

1 )(),...,(  , 

kvadratik formaga ega  bo‘ladi 

Chiziqli algebra kursidan ma’lumki, har bir tayin x nuqtada Q  kvadratik 

formani uncha qiyin bo‘lmagan affin almashtirishlari yordamida kanonik 

ko‘rinishga keltirish mumkin: 





n

i

iiQ
1

2                            (13) 

Bu yerda i lar 1, -1, 0 qiymatlarni qabul qiladi. (13) dagi manfiy va  nol 

koeffitsiyentlar  Q ni kanonik ko‘rinishga keltirsh usuliga bog‘liq emas. Shunga 

asosan (12) tenglama klassifikasiyalanadi. 

Ta’rif. Agar  har bir Dx  nuqtada (13) dagi i koeffitsiyentlar mos 

ravishda: hammasi noldan farqli va bir xil ishorali;  hammasi noldan farqli va 

har xil ishorali; va nihoyat hech bo‘lmasi bittasi (hammasi emas) nol bo‘lsa, 

(12) chiziqli tenglama D  sohada mos ravishda elliptik, giperbolik yoki 

parabolik deyiladi. 

Ko‘p erkli o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial 

tenglamalardan bittasini kanonik ko‘rinishga keltirish usulini qarab chiqaylik.  

Misol.Quyidagi tenglama berilgan bo‘lsin:  

05422  zzyzyyxyxx uuuuu . 

Uning turini aniqlaymiz va kanonik koʻrinishga keltiramiz. 

Yechish:Ushbu tenglamaga mos xarakteristik kvadratik forma 

2

332

2

221

2

1 5422  Q  ko‘rinishda bo‘ladi. Bu kvadratik formani, masalan, 

Lagranj usulidan foydalanib kanonik ko‘rinishga keltiramiz: 

    2

3

2

32

2

21 2  Q . Quyidagi belgilashlar kiritamiz:  
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211   ; 322 2  ; 31                                                               (14) 

va natijada Q formani kanonik ko‘rinishga keltiramiz: 
2

3

2

2

2

1  Q .  

(14) tengliklardan  larni topib olamiz. Shunday qilib, 






















100

210

211

M  matrisali 

quyidagi  xosmas affin almashtirishlari: 3211 2  , 322 2   , 33   lar 

Q formani kanonik ko‘rinishga keltiradi: 
2

3

2

2

2

1  Q . 

 Berilgan differensial tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiradigan xosmas 

affin almashtirishining matrisasi M matrisaga simmetrik bo‘lgan matrisa bo‘ladi: 





















122

011

001
*M , bu almashtirish quidagi ko‘rinishga ega: x ; yx  ; 

zyx  22 . 

 Shulardan va ),,(),,( vzyxu   belgilashdan foydalanib, quyidagilarni 

topamiz: 

  vvvvvvuxx 4424   ; 

 vvvu yy 44   ;  vuzz   ; 

 vvvvvuxy 424   ;  vvuyz  2 . 

Topilgan ifodalarni tenglamaga  qo‘yib, soddalashtirishlar bajargandan 

so‘ng, berilgan tenglamaning kanonik ko‘rinishiga ega boʻlamiz: 0  vvv . 

Mustaqil bajarish uchun misollar 

Quyidagi tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltiring: 

104. 06222  zzyyxzxyxx uuuuu . 

105. 0244  zyzyxyxx uuuuu . 

106. 0 zyxxzxy uuuuu . 

107. 02222  zzyyxzxyxx uuuuu . 

108. 0622  zzyzxzxyxx uuuuu . 
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109. 032222  ttzzytyyxyxx uuuuuu . 

110. 022  ttztzzxtxy uuuuu . 

111. 0 ztxtxzxy uuuu . 

112. 02422  zzytyzyyxyxx uuuuuu . 

113. 0222222  ttzzytyzyyxtxzxx uuuuuuuu . 

114. 022
22

111
 




n

k

xx

n

k

xxxx kkkk
uuu  

115.   012
2

111
 




n

k

xx

k

xx kk
uu  

116. 02
2

 
 kl

xx

n

k

xx klkk
luku  

117. 0
1


 kl

xx

n

k

xx klkk
uu  

118. 0
kl

xx kl
u . 
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3-bob. Xususiy hosilali differensial tenglamalarning umumiy yechimini topish 

Ushbu bobda ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarning 

umumiy yechimini topish oʻrganilgan. Mavzuga doir mustaqil yechish uchun misol 

va masalalar keltirilgan. 

§3.1 O‘zgarmas koeffitsiyentli xususiy hosilali differensial tenglamalarning 

umumiy yechimini topish 

Oddiy differensial tenglamalar kursidan ma’lumki, n tartibli  

0),...,',,( )( nyyyxF  

tenglamaning yechimi n  ta ixtiyoriy o‘zgarmasga bog‘liqdir, ya’ni  

),...,,( 1 nccxy  .  Bu o‘zgarmaslarni aniqlash uchun noma’lum funksiya )(xy  

qo‘shimcha shartlarni qanoatlantirishi kerak. 

 Xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun bu masala murakkabroqdir. 

Bu tenglamalarning yechimi ixtiyoriy o‘zgarmaslarga emas, balki ixtiyoriy 

funksiyalarga bog‘liq bo‘lib, bu funksiyalar soni tenglamalar tartibiga teng bo‘ladi 

vaixtiyoriy funksiyalar argumentlarining soni yechim argumentlari sonidan bitta 

kam bo‘ladi. 

 Misol. Quyidagi tenglamaning ),( yxu umumiy yechimini toping: 0xyu . 

Yechish:Dastlab x  bo‘yicha, so‘ngra y bo‘yicha integrallaymiz, natijada 

)()(),( 21 yfxfyxu  yechimni olamiz. Ko‘rib turganingizdek, xususiy hosilali 

differensial tenglamaning yechimida tenglama tartibiga teng miqdorda, ya’ni 

ikkita funksiya qatnashayapti, bu funksiyalar argumenti esa yechim 

argumentlari sonidan bitta kam. 

Misol. Quyidagi tenglamaning ham ),( yxu umumiy yechimini topaylik:  

0xyyu . 

Yechish: Yuqoridagidek mulohaza yuritsak umumiy yechim: 

)()()(),( 321 yfxfyxfyxu  . 

Misol.  Quyidagi tenglamaning ham ),,( zyxu  umumiy yechimini topaylik:   
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0xyxu . 

Yechish:Yuqoridagidek mulohaza yuritsak, umumiy yechim:  

),(),(),(),,( 321 zyfzxfxyxfyxzyxu   

ifodaga teng boʻladi. 

Oxirgi misolda, ko‘rib turganingizdek yechimda tenglama tartibiga mos uchta 

funksiya qatnashaypti, yechim uch o‘zgaruvchili bo‘lgani uchun ixtiyoriy 

funksiyalar argumenti ikki o‘zgaruvchilidir. 

 

Mustaqil bajarish uchun misollar 

Quyida berilgan tenglamalarning umumiy yechimini toping:  

1. 02  yyxx uau . 

2. 032  yyxyxx uuu . 

3. 0 xxy auu . 

4. 23253  yxyyxyxx uuuuu . 

5. 0 abubuauu yxxy . 

6. 
yx

yxxy euuuu  2632 . 

7. 02 2  yxyyxyxx auuuaauu . 

§3.2 Xususiy hosilali differensial tenglamalarning turi saqlanadigan sohada 

umumiy yechimini topish 

Ta’rif.Xususiy hosilali differensial tenglamaning umumiy yechimi deb, shu 

tenglamani qanoatlantiradigan funksiyaga aytiladi. 

Misol. Quyidagi tenglamaning turi saqlanadigan sohani topib, umumiy 

ychimini aniqlang: 022  yyxx uyux . 

Yechish: ,2

11 xa  ,012 a
2

22 ya   - tenglama koeffitsiyentlari. 

2211

2

12 aaa   ifodaninig qiymatini hisoblaymiz.  2
xy ,  0x  va 0y  

boʻlganda, tenglamamiz giperbolik ekan. Yangi   va   o‘zgaruvchilarga o‘tamiz :
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xy , 
y

x
  almashtirish yordamida berilgan tenglamani kanonik ko‘rinishga 

keltiramiz. Qiyin boʻlmagan hisoblashlarni bajarib, tenglamaning kanonik 

ko‘rinishini topamiz:  

0
2

1
 


uu . 

Endi bu tenglamaning umumiy yechimini topamiz. vu   almashtirsh 

bajarib tenglamani yechamiz, natijada 
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yechimni olamiz. Dastlabki o‘zgaruvchilarga qaytsak, biz izlayotgan umumiy 

yechim 
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fxyyxu 








 ||),(  

koʻrinishda bo‘ladi. 

Mustaqil bajarish uchun misollar 

Quyidagi tenglamalarning umumiy yechimini toping. 

8. 0)(  yyxyxx xuuyxyu . 

9. 0232 22  xyyxyxx xuuyxyuux . 

10. 02 22  yyxyxx uyxyuux . 

11. 0 uxuxyu xxy . 

12. 022  xuxyuu yxy . 

13. 0)1(  uxyuuu yxxy . 

14. 022  xyuyuxuu yxxy . 
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4-bob. Ikkinchi tartibli giperbolik turdagi differensial tenglamalarga 

qo‘yilgan Koshi masalasi 

Biror fizik jarayonni to‘la o‘rganish uchun, bu jarayonni tasvirlayotgan 

tenglamalardan tashqari, uning boshlang‘ich holatini (boshlang‘ich shartlarni) va 

jarayon sodir bo‘ladigan sohaning chegarasidagi holatini (chegaraviy shartlarni) 

berish zarurdir.Ushbu bobda ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial 

tenglamalarga qoʻyilgan Koshi va Gursa masalasini yechish oʻrganilgan. Mavzuga 

doir mustaqil yechish uchun misol va masalalar keltirilgan. 

§4.1 Koshi masalalarini yechish 

Shunday qilib, aniq fizik jarayonni ifodolovchi yechimni ajratib olish uchun 

qo‘shimcha shartlarni berish zarur. Bunday qo‘shimcha shartlar boshlang‘ich va 

chegaraviy shartlardan iborat. 

 Jarayon sodir bo‘layotgan soha nRG   bo‘lib, S  uning chegarasi bo‘lsin. 

S  ni bo‘laklari silliq sirt deb hisoblaymiz.  

Differensial tenglamalar uchun, asosan, 3 turdagi masalalar bir biridan farq 

qiladi. 

a) Koshi masalasi. Bu masala, asosan giperbolik va parabolik turdagi 

tenglamalar uchun qo‘yiladi; G soha butun nR  fazo bilan ustma ust 

tushadi, bu holda chegaraviy shartlar bo‘lmaydi. 

b) Chegaraviy masala elliptik turdagi tenglamalar uchun qo‘yiladi; S  da 

chegaraviy shartlar beriladi, bu holda jarayon statsionar boʻlgani sababli 

boshlang‘ich shartlar tabiiy ravishda bo‘lmaydi. 

c) Aralash masala giperbolik va parabolik turdagi tenglamalar uchun 

qo‘yiladi; nRG   bo‘lib, boshlang‘ich va chegaraviy shartlar beriladi. 

Har qanday masalaning mohiyati berilgan  E  funksyailarga asosan uning 

uEu   yechimini topishdan iboratdir, bu yerda uE  va E  - metrikalari u  va   

bo‘lgan qandaydir metrik fazolardir. Bu fazolar masalaning qo‘yilishi bilan 

aniqlanadi.  
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Masalaning yechimi tushunchasi aniqlangan bo‘lib, har bir  E

funksiyalarga yagona uERu  )(  yechim mos kelsin. 

Agar ixtiyoriy 0  uchun shunday 0)(   sonni ko‘rsatish mumkin  

bo‘lib, )(),( 21    tengsizlikdan  ),( 21 uuu  tengsizlik kelib chiqsa, masala 

 EEu ,  fazolar juftida turg‘un masala deyiladi. 

Bunda )( ii Ru  , ui Eu  ,  Ei  , ,...2,1i  masalaning yechimi berilgan 

shartlar (boshlang‘ich va chegaraviy shartlar, tenglamaning koeffisiyentlari, ozod 

hadi va h.k.) ga uzluksiz bog‘liq bo‘ladi. 

Agar tekshirilayotgan masala uchun ushbu 

1) ixtiyoriy  E  uchun uEu  yechim mavjud; 

2) u  yechim yagona; 

3) masala  EEu ,  fazolar juftligida turg‘unlik shartlar bajarilsa, masala 

 EEu ,  fazolar juftligida korrekt (to‘g‘ri) qo‘yilgan yoki to‘g‘ridan 

to‘g‘ri korrekt masala deyiladi. 

Aks holda masala korrekt qo‘yilmagan masala deyiladi. Yuqoridagi 

talablardan kamida bittasi bajarilmay qolsa yechim boshlang‘ich va chegaraviy 

shartlarga uzluksiz bog‘liq bo‘lmasligi ham mumkin. 

Masala. Quyidagi Koshi masalasini yeching:  

0
2

1
 xyyxx uuxu ; 

 0,0,
00 

 xuxu
yyy . 

Yechish :Dastlab, tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiramiz. 2211

2

12 aaa   

ifodaninig qiymatini hisoblaylik. x ,  0x bo‘lgani uchun tenglama giperbolik. 

Yangi   va   o‘zgaruvchilkarga o‘tamiz : yx  2 , yx  2  almashtirish 

yordamida berilgan tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiramiz. U quyidagi 

kanonik ko‘rinishga ega: 0u .  Berilgan tenglamaninig umumiy yechimi  

   yxgyxfyxu  22),(  koʻrinishda boʻladi. 
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Bu yechimlar orasidan Koshi shartlarini qanoatlantiruvchi yechimni topamiz. 

Buning uchun quyidagi tenglamalar sistemasini topamiz : 

   
   









02'2'

22

xgxf

xxgxf

yy

. 

Natijada,    
2

22
x

xgxf   yechimlarni olamiz, bu natijalarni keltirb umumiy 

yechimga qo‘ysak, Koshi masalasining yechimi hosil boʻladi :

x2|y|   0,   x,
4

),(
2


y

xyxu . 

Masala.Xarakteristikada berilgan quyidagi masalani yeching:  

2

2

2

2

y

u

x

u









;  0 xy da )(),( xyxu   va   0 xy da  )(),( xyxu  , 

).0()0(    

(Eslatma.  Giperbolik turdagi tenglamaga xarakteristikada qoʻyilgan masala 

Gursa masalasi deyiladi.) 

Yechish : Dastlab, tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiramiz. 2211

2

12 aaa   

ifodaninig qiymatini hisoblaylik. 1 ,  bo‘lgani uchun tenglama giperbolik. 

Yangi   va   o‘zgaruvchilkarga o‘tamiz : yx  , yx   almashtirish 

yordamida berilgan tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiramiz. U quyidagi 

kanonik ko‘rinishga ega 0u .   

Berilgan tenglamaninig umumiy yechimi     yxgyxfyxu ),(  koʻrinishda 

boʻladi. 

Bu yechimlar orasidan xarakteristikada berilgan shartlarini qanoatlantiruvchi 

yechimni topamiz. Buning uchun quyidagi tenglamalar sistemasini topamiz : 

   
   








)(02

)(20

xgxf

xxgf




 

Natijada,   )0()(2 gxxf   va   )0()(2 fxxg   yechimlarni olamiz. Muvofiqlik 

shartidan esa ))0()(0()0()0(   gf tenglikni olamiz. Bundan 

  )0(
2

g
yx

yxf 






 
   va   )0(

2
f

yx
yxg 







 
   funksiyalarni aniqlab, 
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natijalarni keltirb umumiy yechimga qo‘ysak, masalaning yechimi hosil boʻladi : 

)0(
22

),(  






 








 


yxyx
yxu . 

Mustaqil bajarish uchun mashqlar 

Quyidagi Koshi masalalarini  yeching :  

1. 0xyu ; 

 1,,0
2

2 


xxuu
xy

yxy
. 

2. 0 xxy uu ; 

 
 xuxu

xyxxy 1,sin . 

3. 022  yxyyxx uuuu ; 

 
 xuxu

yyy ,0,
00

. 

4. 422  yxyyxx uuuu ; 

 
 yyuyu

xxx ,1,
00 . 

5. 22  yyxyxx uuu ; 

 
 xxxuu

yyy ,cos,0
00

. 

6. 0 xyuxuyuu yxxy ; 

 1,,0
25

33  

 xeuu x

xyyxy
. 

7. 0)(  yyxyxx yuuyxxu ; 

 0,2, 2

1

3

1 




xxuxu

x
y

x

x
y

. 

8. 02)1(4)21(2  yyyxyxx uuxxuxu ; 

 
 yuyu

xxx ,2,
00  

9. 0222  yyyxx yuuyux ; 

 0,,
11 
 yyuyu

xxx . 
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10. 032 22  yyxyxx uyxyuux ; 

 0,,0 4 7

11 
 xxuu

yyy . 

11. 02)12( 2  xyyxyxx u
x

y
uxuyxyu ; 

 0,1,
0

2

0 


 xuxu
y

yy
. 

12. 0)(  yyxyxx xuuyxyu ; 

0,,
0

2

0 


 xxuxu
y

yy
 

13. 122  uuuu yxxy , 1  ,0  yx ; 

 xuxu
yxxyx 
 11 , . 

14. yuyuxuxyu yxxy 2 ,    yx   ,0  ; 

 1,1
11 
 xuyu

xyyxy
. 

15. 


 yxuu
yx

u yxxy ,0,2)(
1

 

 xuxu
xy

xxy 


 1,2 . 

16. 12,1,0
22

 yxyxu
y

u
x

uu yxyyxx  

)2,0(),2,0(),()( 1

1

2

01101 CuCuxuuxuu
yyy 


. 

17.   yxxueu yy

x

xy ,,42  

 1,cos 25 


 xuxxu
xy

yxy
. 

18. 
  

0
2

22











t

u

tx

u
, ,00tu 1

0








x
t

u

t

. 

19. 
  

0)2(7253
2

22

2

2


























y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
, ,10xu y

x

u

x

3
0








. 

20. 
  

065
2

22

2

2


























y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
, ,20 yu x  y

x

u

x

5
0








. 

21. 
  

023
2

22

2

2


























y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
, ,20 yu x  y

x

u

x

4
0








.  
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22. 
 

0286
2

22

2

2


























y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
, ,20 xu y  13

0








x
y

u

y

. 

23. 
 

02384
2

22

2

2


























y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
, ,30 xu y  62

0








x
y

u

y

. 

24. 
 

023
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
,  ),(0 xfu y  ).(

0

xF
y

u

y








 

25. 
 

0253
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
,  ),(0 xfu y  ).(

0

xF
y

u

y








 

26. 
 

0532
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
,  ),(0 xfu y  ).(

0

xF
y

u

y








 

27. 
 

0743
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
,  ),(0 xfu y  ).(

0

xF
y

u

y








 

28. 
 

065
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
,  ),(0 xfu y  ).(

0

xF
y

u

y








 

29. 
 

0343
2

22

2

2


























y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
, ),(0 xu y  )(

0

x
y

u

y








. 

30. 
 

054
2

22

2

2


























y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
, ),(0 xfu y  )(

0

xF
y

u

y








. 

31. 02
2

2

2
















x

u

yx

u
y

x

u
x , ,1 yu x 

3

1

2y
x

u

x








. 

32. 032
2

22
















y

u

y

u
y

yx

u
x , ,4

1 xu y 

3

1

3x
y

u

y








 

33. 04
2

2

2
















x

u

yx

u
y

x

u
x , ,3 4

1 yu x 

5

0

2y
x

u

y








. 

34. 0
2

2

2











yx

u

x

u
, ,121  yu x y

x

u

x






1

. 

35. 034
2

22
















y

u

y

u
y

yx

u
x , ,4 3

1 xu y  x
y

u

y

8
1








. 

36. 023
2

22
















y

u

y

u
y

yx

u
, ,1 xu y 

2

1

15x
y

u

y








. 
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37. 034
2

22
















y

u

y

u
y

yx

u
x , ,12

1  xu y 4
1






y
y

u . 

38. 023
2

22
















y

u

y

u
y

yx

u
, ,01yu 32

1

6 xx
y

u

y








. 

39. 074
2

2

2
















x

u

yx

u
y

x

u
x , ,3 5

1 yu x 

11

1

2y
x

u

x








. 

40. 053
2

22
















y

u

y

u
y

yx

u
x , ,4 4

1 xu y 
8

1

2x
y

u

y








. 

41. 043
2

2

2
















x

u

yx

u
y

x

u
x , ,4 3

1 yu x 

7

1

y
x

u

x








. 

42. 052
2

2

2
















x

u

yx

u
y

x

u
x , ,2

1 yu x 

7

1

2y
x

u

x








. 

43. 
  

043
2

2

2
















x

u

yx

u
y

x

u
x , ,1 4

1 yu x 

4

1

y
x

u

x








. 

44. 
  

052
2

2

2
















x

u

yx

u
y

x

u
x ,01xu 5

1

y
x

u

x








. 

45. 
  

032
2

2

2

2
















y

u

y

u
y

x

u
x ;  ,32 2

1 xu y 
4

1

x
y

u

y








 

46. 
  

023
2

2

2

2
















x

u

y

u
y

x

u
x ;  ,35

1  yu x
yy

x

u

x








2

1

2 . 

47. 043
2

22
















y

u

y

u
y

yx

u
x ;  ,23 2

1 xxu y  x
y

u

y

21
1








. 

48. 
  

052
2

22
















y

u

y

u
y

yx

u
x ;  ,13 2

1  xu y 25
1








x
y

u

y

. 

49. 
  

034
2

2

2

2
















x

u

y

u
y

x

u
x ;  ,11xu 3

1

3y
x

u

x








. 

50. 
   

03
2

2

2

2
















x

u

y

u
y

x

u
x ;  ,3 2

1 yu x 
y

x

u

x








1
1

. 

51. 
   

0223
2

22
















y

u

y

u
y

yx

u
x ;  ,3 2

1 xu y 
2

1

4 x
y

u

y








. 
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52. 
 

074
2

2

2
















x

u

yx

u
y

x

u
x ;  ,31 yu x 

2

1

2y
x

u

x








. 

53. 
  

0
2

2
2

2

2
2 










x

u
x

t

u
t ;  ,2 2

1 xu t 
2

1t

u
x

t 





. 

54. 
 

0323
2

2
2

2

2

2





















y

u
y

y

u
y

yx

u
xy

x

u
; ,21 2

1 xu y 
2

1

4x
y

u

y








. 

55. 
 

01516163
2

2
2

2

2

2
2 




















x

u
x

y

u
y

yx

u
xy

x

u
x ; ,35 24

1 xxu y  .910 24

1

xx
y

u

y








 

56. 
 

0
2

2
2

2

2
2 










x

u
x

t

u
t ; ,21 xu t 

x
t

u

t






1

. 

57. 
 

084
2

2
2

2

2
2 




















y

u
y

x

u
x

y

u
y

x

u
x ;  ,21 yu x  .0

1






xx

u
 

58. 
 

0669
2

2
2

2

2
2 




















y

u
y

x

u
x

y

u
y

x

u
x ;  ,31 xu y  .2

1

x
y

u

y








 

59. 
 

0323
2

2
2

2

2

2





















y

u
y

y

u
y

yx

u
xy

x

u
; ,21 xu y  x

y

u

y






1

.  

60. 
 

01516163
2

2
2

2

2

2
2 




















x

u
x

y

u
y

yx

u
xy

x

u
x ; ,2 2

1 yu x 

2

1 3

20
y

x

u

x








.  

61. 
 

0)1cos(sincossin2
2

2
2

2

2

2


























y

u
xx

x

u

y

u
x

yx

u
x

x

u
; ,sin21cos xxyu 

x
xyy

u
sin

cos





. 

62. 
 

0coscossin2
2

2
2

2

2

2





















y

u
x

y

u
x

yx

u
x

x

u
; ,cos1cos xu xy  .0

cos






 xy
y

u  

63. 
 

0cos)cos3(sin2
2

2
2

2

2

2





















y

u
x

y

u
x

yx

u
x

x

u
; ,sincos xu xy 

x

xy

e
y

u

2

1

cos








. 

64. 
 

0)cossin2()cos3(sin2
2

2
2

2

2

2


























y

u
xx

x

u
x

y

u
x

yx

u
x

x

u
; ,0cos  xyu

xe
y

u
x

xy

cos2

cos








. 
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Xususiy hosilali differensial tenglamalar almashtirish yordamida kanonik 

ko’rinishga keltirilgan, dastlabki tenglamaning berilgan boshlang’ich 

shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimini toping: 

65. 02
2













uu
;  ,32 yx  ,54 yx  ,10xu .2

0






xx

u
 

66. 0
2

12













uu
;  ,83 yx  ,54 yx  ,50xu 7

0






xx

u
. 

67. 04
2













uu
;  ,73 yx  ,54 yx  ,10xu .2

0






xx

u
 

68. 03
2













uu
;  ,43 yx  ,65 yx  ,20xu .3

0






xx

u
 

69. 03
2













uu
;  ,32 yx  ,45 yx  ,10xu .1

0






xx

u
 

70. 02
2













uu
;  ,65 yx  ,2yx  ,40xu .1

0






xx

u
 

71. 0
4

12













uu
;  ,32 yx  ,43 yx  ,20xu .1

0






xx

u
 

72. 03
2













uu
;  ,34 yx  ,25 yx  ,30xu .5

0






xx

u
 

73. 03
2













uu
;  ,43 yx  ,53 yx  ,0 yu x  .1

0






xx

u
 

74. 02
2













uu
;  ,32 yx  ,53 yx  ,20 xu y  .3

0






y
y

u  

75. 04
2













uu
;  ,3 yx  ,52 xy  ,530  xu y .4

0






y
y

u  

76. 0
2








u
;  ,32 yx ,y ,53 3

1  yu x
.13

1








y
x

u

x

 

77. 0
3

12













uu
;  ,32 yx ,x ,21 xu y  .13 2

1








x
x

u

y

 

78. 0
22













uu
;  ,32xy ,x ,2 2

1 xu y  .13
1








x
y

u

y
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79. 0
42













uu
;  ,3xy ,y ,31 yu x  .32

1

y
x

u

x








 

80. 0
12













uu
;  ,23 yx ,x ,2 3

1 xu y  x
y

u

y

3
1








. 

81. 0
42













uu
;  ,3xy ,y ,211 yu x  .3 2

1

y
x

u

x








 

82. 0
3

52













uu
;  ,43 yx ,y ,3 5

1 yu x 
.3 4

1

y
x

u

x








 

83. 0
3

42













uu
;  ,42 yx ,y ,1 yu x  .23

1








y
x

u

x

 

84. 0
32













uu
;  ,23 yx ,y ,3 2

1 yu x 
.23

1








y
x

u

x

 

85. 0
2

92













uu
;  ,23 yx ,x ,3

1 xu y  .22

1








x
x

u

y

 

86. 0
22













uu
;  ,32 yx ,x ,12

1  xu y .
1

x
x

u

y








 

87. 0
3

42













uu
;  ,43 yx ,x ,4 2

1 xu y  .6
1

x
x

u

y








 

Xarakteristikada berilgan masalalarni yeching: 

88. 
2

2

2

2

y

u

x

u









; ),(),( da  0 xyxuxy  ),(),( da 0 xyxuxy   ).0()0(    

89. 056
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
; ),(),( da 0 xyxuxy  ),(),( da 05 xyxuyx 

).0()0(    

90. 056
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
; ),(),( da 35 xyxuxy  ),(),( da  1 xyxuxy 

).1()1(    

91. 086
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
; ),(),( da 04 xyxuxy  ),(),( da 022 xyxuxy 

).1()1(    
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92. 023
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
; ),(),( da 01 xyxuyx 

),(),( da 013 xyxuyx  ).()(
2
1

2
1    

93. 0384
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
; ),(),( da 012 xyxuyx 

),(),( da 0223 xyxuyx  ).()(
2
1

2
1    

94. 0253
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
; ),(),( da 023 xyxuyx 

),(),( da 012 xyxuyx   ).()(
7
1

7
1    

95. 02525
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
; ),(),( da 0452 xyxuyx 

),(),( da 035 xyxuyx  ).()(
3
1

3
1    

96. 082
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
; ),(),( da 034 xyxuyx   

),(),( da 042 xyxuyx   ).()(
6
1

6
1    

97. 06
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
; ),(),( da 012 xyxuyx  ),(),( da 023 xyxuyx 

).()(
5
1

5
1    

98. 0472
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
; ),(),( da 014 xyxuyx 

),(),( da 042 xyxuyx  ).()(
3
2

3
2    

99. )0(,0
1

2
2

22

2

2















x

y

u

xyx

u
x

x

u
; ),(),( da 01 xyxuy 

),(),( da 02 xyxuyx  ).1()1(    

100. )0(,02
2

2

2










y

yx

u
x

x

u
; ),(),( da 02 xyxuxy   

),(),(da02 xyxux   ).4()2(    

101. )0(,02
2

2

2










x

yx

u

x

u
y ; ),(),( da 0 xyxuxy   

),(),(da02 xyxuy   ).4()4(    
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102. ,)0(,0
1

4
2

2
2

2

2















x

x

u

xy

u
x

x

u
 ),(),( da 02 xyxuxy   

),(),( da 022 xyxuxy   ).1()1(    

103. 0
1

2
2

22

2

2


























x

u
thx

y

u

chxy

u

yx

u
shx

x

u
; ),(),( da 0 xyxuey x   

),(),( da 0 xyxuey x  
 ).0()0(    

§4.2 Toʻlqin tenglamasi uchun Koshining klassik masalasi 

)0()0( 12  tCtC  sinfdan shunday ),( txu funksiya topilsinki, bu funksiya 

0t da  

),(2 txfuautt   

tenglamani va quyidagi boshlang‘ich shartlani qanoatlantirsin: 

),(| 00 xuu t  ),(| 10 xuu tt   

Bu yerda 10 ,, uuf  - berilgan funksiyalar. 

Bu masalaga Koshining klassik masalasi deyiladi. 

Agar quyidagi shartlar bajarilsa: 

),0(1  tCf )( 12

0 RCu  , )( 11

1 RCu  , n=1; 

),0(2  tCf )(3

0

nRCu  , )(2

1

nRCu  , n=2,3, 

Koshining klassik masalasining yechimi mavjud, yagona va quyidagi formulalar 

orqali topiladi: 

1n  boʻlganda, Dalamber formulasi bilan 

   










t tax

tax

atx

atx

ddf
a

du
a

atxuatxutxu
0

)(

)(

100 ),(
2

1
)(

2

1
)()(

2

1
),(





 .  (1) 

2n  boʻlganda, Puasson formulasi bilan, agar n=2 bo‘lsa: 







  
 atx

t

tax xta

du

axta

ddf

a
txu

||
222

1

0 )(||
222 ||

)(

2

1

||)(

),(

2

1
),(

 










 




atx xta

du

ta
||

222

0

||

)(

2

1

 




.                                                                   (2) 

3n  boʻlganda, Kirxgoff formulasi bilan, agar n=3 bo‘lsa: 
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 atxatxatx

dSu
tta

dSu
ta

d
a

x
tf

xa
txu

||

02

||

12

||

2
)(

1

4

1
)(

4

1||
,

||

1

4

1
),(















.        

(3) 

Ba’zida berilgan 10 ,, uuf  funksiyalarga qarab, 2n uchun quyidagi formuladan 

ham foydalanish mumkin:  

      























0

1

0

12
2

11

2
12

10

2
2

,,...,)(
)!12(

,...,
)!12(

,...,
)!2(

),(
k

n

k

t

k
k

n

kk
k

n

kk
k

dxxft
k

a
xxua

k

t
xxua

k

t
txu 

(4) 

bu yerda,   - Laplas operatori bo‘lib, ,...2,1,0k marta mos ravishda fuu ,, 10  - 

funksiyalarga qo‘llanilgan. (4) formuladan foydalanish, berilgan funksiyalar, 

ayniqsa, koʻphad boʻlganda qulaydir. 

Masala:  
 














zxyzyxu

xyzzyxu

btaxuuuu

t

zzyyxxtt

0,,,

0,,,  

masalani (4)  formula bilan yeching. 

Yechish: xyzu 0  funksiyaga keraklicha marta   operatorni qo‘llaymiz: 

xyzuu  00

0
; 0000),,( 00000

1  zzyyxx uuuzyxuu . Laplas operatorini 

keyingi qo‘llashlarda ham nol hosil boʻladi, demak hisoblashni shu yerda 

to‘xtatamiz. 

Xuddi shu hisoblashlarni fu ,1  funksiyalr uchun ham bajaramiz: 

zxyuu  11

0
; 

0...1

2

1

1  uu ; btaxff 0
; 0...21  ff . 

Hisoblashlarni (4) formulaga qo‘yamiz, natijada:  

62
)()()()(),,,(

32

0

btaxt
zxytxyzdbaxtzxytxyztzyxu

t

    yechimni 

olamiz. 

Masala: 
x

xxtt euu  ;  xu
t

sin
0



, xxu

tt cos
0




.  

Koshi masalasini (1)  formula bilan yeching. 
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Yechish: xu sin0  , xxu cos1  , 
xetxf ),(  berilgan funksiyalar. Masalani 

yechish uchun Dalamber formulasidan foydalanamiz: 

 

   













 

















)sin()sin(
2

1

2

1
sin

22

1
)sin()sin(

2

1

2

1
)cos(

2

1
)sin()sin(

2

1
),(

0

)(

)(

2

0

)(

)(

txtxetxtx

ddedtxtxtxu

t
tx

tx

tx

tx

t tx

tx

tx

tx


















 

 

)1()sin()(

)sin()()sin()sin(
2

1

2

)(

2

)(

2

1

0

0

22










 



 

chtexttxtchext

txdtshetxtx
txtx

x
t

x

t

x




 

2n va 3n  boʻlgan masalalarni mos ravishda Puasson va Kirxgoff 

formulalari bilan yechganda, ba’zan Dekart koordinatalar sistemasidan qutb va 

sferik koordinatalar sistemasiga oʻtib yechish ma’qul. Quyida mos ravishda 

Puasson va Kirxgoff formulalarining qutb va sferik koordinatalar sistemasidagi 

ifodalanishini keltiramiz: 

Puasson formulasi: 







  
 atx

t

tax xta

du

axta

ddf

a
txu

||
222

1

0 )(||
222 ||

)(

2

1

||)(

),(

2

1
),(

 









 

.
)sin,cos(

2

1)sin,cos(

2

1

),sin,cos(

2

1

||

)(

2

1

0

2

0
222

0

0

2

0
222

1

0

)(

0

2

0
222

||
222

0




























 



dd
ta

yxu

ta
dd

ta

yxu

a

ddd
ta

yxf

axta

du

ta

atat

t ta

atx

  

  





























 

Kirxgoff formulasi: 

 

  


















































 





  

  

  




at

at

at

atxatxatx

dddzyxu
tta

dddzyxu
a

ddd
a

tzyxf
a

dSu
tta

dSu
ta

d
a

x
tf

xa
txu

0

2

0 0

2

02

0

2

0 0

2

12

0

2

0 0

2

||

02

||

12

||

2

sincos,sinsin,sincos
1

4

1

sincos,sinsin,sincos
4

1

sin,cos,sinsin,sincos
4

1

)(
1

4

1
)(

4

1||
,

||

1

4

1
),(

































.         

Mustaqil bajarish uchun mashqlar 

Quyidagi Koshi masalalarini yeching: 
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a) (n=1) 

104.  6 xxtt uu ;  
2

0
xu

t



, xu

tt 4
0



.  

105.  xtuu xxtt  4 ;  
2

0
xu

t



, xu

tt 
0

. 

106.  xuu xxtt sin ;  xu
t

sin
0



, 0

0


ttu . 

107.  
x

xxtt euu  ;  xu
t

sin
0



, xxu

tt cos
0




.  

108.  xuu xxtt sin9  ;  1
0


t
u , 1

0


ttu . 

109.  xuau xxtt sin2  ;  0
0


t
u , 0

0


ttu . 

110.  tuau xxtt sin2  ;  0
0


t
u , 0

0


ttu . 

b) (n=2) 

111.  2 uutt ;  xu
t


0

, yu
tt 
0

. 

112. xytuutt 6 ;  
22

0
yxu

t



, xyu

tt 
0

. 

113.  
23 3xyxuutt  ;  yeu x

t
cos

0



, xeu y

tt sin
0



. 

114. ytuutt sin ;  
2

0
xu

t



, yu

tt sin
0



.  

115.  uutt  2 ;  
22

0
2 yxu

t



, 

22

0
2 yxu

tt 


. 

116. 
333 yxuutt  ;  

2

0
xu

t



, 

2

0
yu

tt 


.  

117. 
yx

tt euu 43  ;  
yx

t
eu 43

0




 , 

yx

tt eu 43

0




 .  

118. uautt  2
;  )cos(

0
cybxu

t



, )sin(

0
cybxu

tt 


.  

119. uautt  2
;  

4

0
ru

t



, 

4

0
ru

tt 


, bu yerda 22 yxr  . 

120.  
t

tt eruau 22  ;  0
0


t
u , 0

0


ttu , bu yerda 22 yxr  . 

c) (n=3) 

121.  xyzuutt 2 ;  
222

0
2zyxu

t



, 1

0


ttu . 

122.  
228 xtuutt  ;  

2

0
yu

t



, 

2

0
zu

tt 


. 

123.  
263 ruutt  ;  

222

0
zyxu

t



, xyzu

tt 
0

, bu yerda 

222 zyxr  . 
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124.  zyteuu x

tt cossin6 2 , xeuzeu zy

t
t

yx

t 5sin,2cos 43

0
0







  . 

125.  uautt  2 4

0
ru

t



, 

4

0
ru

tt 


, bu yerda 222 zyxr  . 

126.  
t

tt eruau 22  ,  0
0


t
u , 0

0


ttu , bu yerda 222 zyxr  . 

127.  
z

tt yexuau sincos2  ,  
zy

t
exu 


 2

0
, 

zy

tt xeu 


 sin

0
. 

128. )43cos(2 zyxeuau t

tt  ,  zxyu
t

cos
0



, 

x

tt yzeu 
0

. 

129.  uautt  2
,  ru

t
cos

0



, ru

tt cos
0



,  bu yerda 222 zyxr  . 

§4.3 Issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi masalasi 

)0()0(2  tCtC  sinfdan shunday ),( txu funksiya topilsinki, bu funksiya 

nRx , 0t da  

),(2 txfuaut   

tenglamani va quyidagi boshlang‘ich shartni qanoatlantirsin: 

),(| 00 xuu t   

bu yerda 0,uf  - berilgan funksiyalar va Mu 0 , 0M  - biror son. 

Bu masalaga issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshining klassik 

masalasideyiladi. 

Agar )0(2  tCf  funksiya va uning barcha ikkinchi tartibigacha hosilalari 

har bir Tt 0 sohada chegaralangan, )(0

nRCu  funksiya chegaralangan bo‘lsa, u 

vaqtda Koshining klassik masalasining yechimi mavjud, yagona va quyidagi 

Puasson formulasi orqali topiladi: 

    










t

R

ta

x

n

R

ta

x

n
nn

dde
ta

f
deu

ta
txu

0

)(4

||

4

||

0

2

2

2

2

(2

),(
)(

2

1
),( 












.                      (5) 

Quyidagi formuladan ham foydalansa bo‘ladi: 

    


















0

1

0

12
2

10

2 ,,...,)(
)!12(

,...,
!

),(
k

n

k

t

k
k

n

kk
k

dxxft
k

a
xxua

k

t
txu  .              (6) 

Masala.
tet

x

u

t

u










2

2

4 , 2
0


t
u .  Koshi masalasini yeching. 
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Yechish : Bu masalani yechish uchun (5) formuladan foydalanamiz. Bu 

holda berilganlar quyidagilardan iborat : 2a , 2)(0 xu , 
tettxf ),( . Ularni (5) 

formulaga etib qo‘yamiz:  

21

0

)(16

)(

16

)(
22

)(4
2

22

1
),( IIdde

t

e
de

t
txu

t

t

x

t

x








  



























,                 (7) 

 bu yerda 







 




de
t

I t

x

16

)(

1

2

2

1  va   














t

t

x

dde
t

e
I

0

)(16

)(

2

2

)(4




 



.  Integralarni 

alohida-alohida hisoblaymiz. 

 

,2
2

integrali.Puasson  - 
2

t4-
2

1
t-4

t4-x

kiritamiz,belgilash  
4

2

1

22

2

2

16

)(

1












































































dede

de
t

dd

t

x

de
t

I t

x

 

demak, 21 I . 

 














t

t

x

dde
t

e
I

0

)(16

)(

2

2

)(4




 



 -   integralni hisoblashda ham yuqoridagi kabi 

fikr yuritib, hisoblashlarni bajaramiz va quyidagi natijani olamiz: 1
2

2

2  te
t

I . 

Ikkala integralni (7) ga qo‘yamiz, natijada quyidagi yechimni hosil qilamiz: 

1
2

),(
2

 te
t

txu . 

 

Mustaqil bajarish uchun mashqlar 

(5) yoki (6) formulalar yordamida quyidagi Koshi masalalarini yeching. 

a) (n=1) 

1.  
t

xxt etuu  4 ,  2
0


t
u .  
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2.  
23tuu xxt  ,  xu

t
sin

0



. 

3.  xeuu t

xxt cos ,  xu
t

cos
0



. 

4.  xeuu t

xxt sin ,  xu
t

sin
0



. 

5.  tuu xxt sin ,  
2

0

x

t
eu 


 . 

6.  xxt uu 4 ,  
22

0

xx

t
eu 


 . 

7.  xxt uu  ,  
2

0

x

t
xeu 


 . 

8.  xxt uu 4 ,  
2

sin
0

x

t
xeu 


 . 

b) (n=2) 

9.  
t

t euu  ,  yxu
t

sincos
0



. 

10. yxtuut sinsinsin ,  1
0


t
u . 

11. tuut cos ,  
22

0

yx

t
xyeu 


 . 

12. 18  uut ,  
2)(

0

yx

t
eu 


 .  

13. uut 2 ,  xyu
t

cos
0



. 

c) (n=3) 

14. xtuut cos2  ,  zyu
t

sincos
0



. 

15. 
t

t euu  3 ,  )sin(
0

zyxu
t




. 

16. zuut 2sin4  ,  yezu x

t
cos2sin

4

1 2

0




 . 

17. )cos( zyxuut  ,  
2)(

0

zyx

t
eu 


 . 

18. uut  ,  zxyu
t

sin)cos(
0



. 

d)  Quyidagi Koshi masalalarini yeching 

  uut  ,  )(00
xuu

t



, nRx  

bu yerda u0 quyidagicha aniqlanadi: 

19. 



n

k

kxu
1

0 cos .           20. 
2

0

x
eu


 .   
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21. 
2

1

0

x
n

k

k exu












  .       22. 

2

1

0 sin
x

n

k

k exu












   . 

23. 

2

1

0














 

 

n

k

kx

eu . 
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5-bob. O‘zgaruvchilarni ajratish (Furye) usuli 

Ushbu bobda tor tebranish va issiqlik oʻtkazuvchalik tenglamalariga 

qoʻyilgan aralash masalalarni yechishning Furye usuli oʻrganilgan. Mavzuga doir 

mustaqil yechish uchun misol va masalalar keltirilgan. 

§5.1 Giperbolik turdagi tenglama 

Uchlari 0x  va lx  nuqtalarda mahkamlangan tor tebranishi tenglamasi 

masalasi uchun Furye yoki o‘zgaruvchilarni ajratish usulini bayon qilamiz. 

Erkin tor tebranish tenglamasining: 

2

2
2

2

2

x

u
a

t

u









       

 (1) 

boshlang‘ich: 

),(| 00 xuu t  )(| 10 xuu tt        (2) 

va chegaraviy: 

,0| 0xu 0| lxu         (3) 

shartlarni qanoatlantiruvchi ),( txu  yechimini  0 ;0 :),(  tlxtxD sohada 

aniqlaylik.  

Dastlab, (1) tenglamaning xususiy yechimlarini quyidagi korinishda 

qidiramiz: 

)()(),( tTxXtxu  ,       (4) 

bu funksiyalar aynan nolga teng emas va (3) chegaraviy shartlarni qanoatlantirsin. 

 (4) funksiyani (1) tenglamaga qo‘yib quyidagi oddiy differensial 

tenglamalarga kelamiz: 

0)()('' 2  tTatT  ,      (5) 

0)()(''  xXxX  ,      (6) 

bu yerda const . 

 Chegaraviy shartlar quyidagicha bo‘ladi: 

0)(    ,0)0(  lXX .      (7) 
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Natijada biz (6)-(7) Shturm-Liuvill masalasi deb ataluvchi masalaga kelamiz. 

 Bu masalaning xos sonlari: 

,...2,1    

2









 k

l

k
k


     

va bu xos sonlarga quyidagi xos funksiyalar mos keladi: 

l

kx

l
xX k


sin

2
)(  . 

k   bo‘lganda (5) tenglama quyidagi umumiy yechimga ega: 

l

atk
b

l

atk
atT kkk


sincos)(  . 

Shuning uchun  

l

xk

l

atk
b

l

atk
atTxXtxu kkkkk


sinsincos)()(),( 







  

funksiyalar har qanday ka  va kb  uchun (1) masalani va (3) chegaraviy shartlarni 

qanoatlantiradi. 

 (2)-(3) shartlarni qanoatlantiruvchi (1) masalaning yechimini qator 

ko‘rinishida qidiramiz: 




















11

sinsincos)()(),(
k

kk

k

kk
l

xk

l

atk
b

l

atk
atTxXtxu


 (8) 

Agar bu qator tekis yaqinlashuvchi bo‘lib, uni hadma-had ikki marta 

differensiallash mumkin bo‘lsa, u vaqtda qator yig‘indisi (1) tenglamani va (3) 

chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. 

 ka  va kb  doimiy koeffitsiyentlarni shunday aniqlaymizki, (8) qator yig‘indisi 

(2) boshlang‘ich shartlarni qanoatlantirsin, U holda quyidagi tengliklarga kelamiz: 







1

0 sin)(
k

k
l

xk
axu


,    (9) 

  





1

1 sin)(
k

k
l

xk
b

l

ak
xu


.    (10) 
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(9) va (10) formulalar )(0 xu  va )(1 xu  funksiyalarning  l  ,0  intervalda sinuslar 

bo‘yicha Furye qatoriga yoyilmasini beradi. Bu yoyilmalarning koeffitsiyentlari 

quyidagi formulalar bilan topiladi: 

dx
l

xk
insxu

l
a

l

k



0

0 )(
2 , 

dx
l

xk
insxu

ak
b

l

k



 
0

1 )(
2 . 

Masala: Quyidagi masalani yeching: 

uuu xxtt  , lx 0 , 0
0


x
u , tu

lx



, 0

0


t
u , 

l

x
u

tt 
0

. 

Chegaraviy shartlar noldan farqli bo‘lgani uchun, yechimni wvu   ko‘rinishda 

qidaramiz, bu yerda  )()()( 121 tt
l

x
tw   , ttt  )(  ,0)( 21  . U holda 

l

xt
txw ),( , yechim esa  

l

xt
txvtxu  ),(),(       (*) 

ko‘rinishda bo‘ladi. Yechimdagi ),( txv  funksiya quyidagi masalani 

qanoatlantiradi: 

l

xt
vvv xxtt  , lx 0 , 0

0


x
v , 0

lx
v , 0

0


t
v , 0

0


ttv .       (11) 

Berilgan tenglamaning 
2











l

n
n


   xos sonlarini  va x

l

n
sin  xos funksiyalarini  

aniqlaymiz. Shunga asosan yechimni quyidagi ko‘rinishda qidiramiz:  







1

sin)(),(
n

n x
l

n
tgtxv


.          (12) 

Tenglamaning ozod hadi 
l

xt
txf ),(  funksiyani Furye qatoriga yoyamiz:  







1

sin)(),(
n

n x
l

n
tftxf


.                      (13) 
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)(tf n  - Furye koeffitsiyentlarini quyidagi formula yordamida aniqlaymiz: 







 d
l

n

l

t

l
d

l

n
tf

l
tf

ll

n sin
2

sin),(
2

)(
00

  . Integralni bo‘laklab integrallab,. 

natijada   

 
n

t
tf

n

n


2
1)(

1
          (14) 

tenglikni hosil qilamiz.  

(12) va (13) funksiyalarni (14) ni hisobga olgan holda (11) masaladagitengliklarga 

qo‘yamiz, natijada noma’lum )(tg n  funksiya uchun quyidagi Koshi masalasini 

olamiz: 

 






































.0)(   ,0)('

2
1)(1)(''

1

2

tgtg

n

t
tg

l

n
tg

nn

n

nn




         (15) 

(15) masalani yechishda, dastlab, tenglamaning yechimini quyidagi ko‘rinishda 

qidiring: )(*)()( tgtgtg nnn  , bu yerda )(tg n  - berilgan tenglamaga mos bir jinsli 

tenglamaning umumiy yechimi, )(* tg n  - berilgan tenglamaning xususiy yechimi 

bo‘lib, o‘ng tomonga qarab tanlanadi, bizning holda,  attg n )(*  ko‘rinishda 

qidirish mumkin.  

(15) masalani yechib, natijada (11) masalaning yechimini aniqlaymiz: 

 
x

l

n

l

n

t
l

n

t

l

n
n

txv
n

n









sin

1

1sin

1

21
),(

1
2

2

2

1








































































































 .            (16) 

(16) funksiyani (*) ga qo‘yib, berilgan masalaning yechimini olamiz, ya’ni: 

 
x

l

n

l

n

t
l

n

t

l

n
n

l

xt
txu

n

n









sin

1

1sin

1

21
),(

1
2

2

2

1








































































































 . 
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Mustaqil bajarish uchun masalalar 

Quyidagi aralash masalalarni yeching:  

1. uuu xxtt 4 ,  10  x 0
0


x
u , 0

1


x
u , xxu

t




2

0
, 0

0


ttu . 

2. uuuu xxttt  2 ,   x0 0
0


x
u , 0

x
u , 

2

0
xxu

t



 , 0

0


ttu . 

3. uuuu xxttt  2   x0 ; 0
0


xxu , 0
x

u , 0
0


t
u , xu

tt 
0

. 

4. xxttt uuu  ,  10  x tu
x


0

, 0
1


x
u , 0

0


t
u , xu

tt 


1
0

.  

5. uuu xxtt  ,  20  x tu
x

2
0



, 0

2


x
u , 0

0


t
u , 0

0


ttu . 

6. uuu xxtt  ,  lx 0 0
0


x
u , tu

lx



, 0

0


t
u , 

l

x
u

tt 
0

.  

7. xuu xxtt    x0 ; 0
0


x
u , 0

x
u , xu

t
2sin

0



, 0

0


ttu . 

8. 1 xxttt uuu  10  x ; 0
0


x
u , 0

1


x
u , 0

0


t
u , 0

0


ttu . 

9. xexuuu t

txxtt cos842  









2
0


x ; tu

xx 2
0



, tu

x
 


2

, xu
t

cos
0



, 

xu
tt 2

0



. 

10. )(sin42 xxtuuu txxtt  









2
0


x ; 3

0


x
u , ttu

xx 


2

2

 , 3
0


t
u , 

xxu
tt sin

0



. 

11. 
2

3
cos)4(3

x
txuuuu xxttt    x0 ; 1

0



tu

xx , )1( 


tu
x




, 

xu
t


0

, xu
tt 
0

. 

12. xextuuuu x
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§5.2.  Parabolik turdagi tenglama 

Bir jinsli ingichka sterjenda issiqlik tarqalish masalasini ko‘rib chiqamiz, 

uning yon sirti issiqlik o‘tkazmaydi, 0x  va lx  chegaralarida esa nol 

temperatura saqlanadi deb faraz qilamiz. Ushbu  masala uchun Furye yoki 

o‘zgaruvchilarni ajratish usulini bayon qilamiz.  

Quyidagi masalani qaraylik: 
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tenglamaning boshlang‘ich: 

),(| 00 xuu t        (18) 

va chegaraviy: 

,0| 0xu 0| lxu .     (19) 

shartlarni qanoatlantiruvchi ),( txu  yechimini  0 ;0 :),(  tlxtxD  sohada topish 

talab etilsin. Dastlab, (17) tenglamaning xususiy yechimlarini quyidagi korinishda 

qidiramiz: 

)()(),( tTxXtxu  ,       (20) 

bu funksiyalar aynan nolga teng emas va )(xX  funksiya (19) chegaraviy shartlarni 

qanoatlantiradi. 

 (20) funksiyani (17) tenglama qo‘yib quyidagi oddiy differensial 

tenglamalarga kelamiz: 

0)()(' 2  tTatT  ,      (21) 

0)()(''  xXxX  ,      (22) 

bu yerda const . 

 )(xX  funksiya uchun chegaraviy shartlar quyidagidan iborat: 

0)(    ,0)0(  lXX .      (23) 

Natijada biz Shturm-Liuvill (22)-(23) masalasiga kelamiz. 

 Bu masalaning xos sonlari 
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boʻlib, va ularga quyidagi xos funksiyalar mos keladi: 
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sin)(  . 

k   bo‘lganda (21) tenglama quyidagi umumiy yechimga ega: 
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funksiya har qanday ka  uchun (17) masalani va (19) chegaraviy shartlarni 

qanoatlantiradi. 

 (18)-(19) shartlarni qanoatlantiruvchi (17) masalaning yechimini qator 

ko‘rinishida qidiramiz: 
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    (24) 

Agar bu qator tekis yaqinlashuvchi bo‘lib, uni toʻzgaruvchi bo‘yicha bir marta 

xoʻzgaruvchi bo‘yicha ikki marta differensiallash mumkin bo‘lsa, u vaqtda qator 

yig‘indisi (17) tenglamani va (19) chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. 

 ka  doimiy koeffitsiyentlarni shunday aniqlaymizki, bunda (24) qator 

yig‘indisi (18) boshlang‘ich shartlarni qanoatlantirsin. U holda quyidagi 

tengliklarga kelamiz: 
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 (25) 

(25) formula )(0 xu  funksiyaning ) ,0( l intervalda sinuslar bo‘yicha Furye 

yoyilmasini beradi. Bu yoyilmaning koeffitsiyentlari quyidagi formula bilan 

topiladi: 

dx
l
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insxu

l
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k



0

0 )(
2

. 

Masala: Quyidagi masalani Furye usulida yeching: 

uuu xxt  ,  lx 0 0
0


x
u , 0

lx
u , xu

t
13

0



. (26) 

Dastlab, (26) tenglamaning xususiy yechimlarini (20) koʻrinishda qidiramiz. 

)(xX  va )(tT funksiyalr aynan nolga teng emas va )(xX masaladagi chegaraviy 

shartlarni qanoatlantirsin. 

 (20) funksiyani (26) masaladagi tenglamaga qo‘yib quyidagi oddiy 

differensial tenglamalarga kelamiz:  
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0)()('  tTtT  ,      (27) 

0)()1()(''  xXxX  ,                          (28) 

bu yerda const . 

 Chegaraviy shartlar quyidagicha bo‘ladi: 

0)(    ,0)0(  lXX .       (29) 

Natijada biz Shturm-Liuvill (28)-(29) masalasiga kelamiz. 

 Bu masalaning xos sonlari: 
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boʻlib, va bu xos sonlarga quyidagi xos funksiyalar mos keladi: 
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n   bo‘lganda (27) tenglama quyidagi umumiy yechimga ega: 
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funksiya har qanday na  uchun berilgan masalani qanoatlantiradi. 

 Berilgan masalaning yechimini qator ko‘rinishida qidiramiz: 
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 na  doimiy koeffitsiyentlarni shunday aniqlaymizki, bunda bu qator yig‘indisi 

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantirsin. U holda quyidagi tenglikni hosil qilamiz: 
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bu tenglik xxu 13)(0   funksiyaning ) ,0( l intervalda sinuslar bo‘yicha Furye qatoriga 

yoyilmasini beradi. Bu yoyilmaning koeffitsiyentlari quyidagi formula bilan 

topiladi: 
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Bu yerda integralni bo‘laklab integrallab,   1
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 larga ega boʻlamiz. U 

vaqtda izlanayotgan yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi: 
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11

sin
126

),(

2

n

t
l

n
n

l

xn
e

n

l
txu
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Mustaqil bajarish uchun masalalar 

Quyidagi aralash masalalarni yeching: 

73. xxt uu  ,  lx 0 0
0


x
u , 0

lx
u , constAu

t


0
.  

74. xxt uu  ,  lx 0 0
0


x
u , 0

lx
u , constxlAxu

t



A   ),(

0
. 

75. xxt uu  ,  lx 0 0
0


x
u ,   0

lxx huu , )(00
xuu

t



. 

76. xxt uu  ,  lx 0   0
0


xx huu ,   0
lxx huu , )(00

xuu
t




. 

77. xxt uu  ,  lx 0 0
0


xxu , 0
lxxu , constuu

t


 00
. 

78. xxt uu  ,  lx 0 0
0


xxu , 0
lxxu , 
















 
2

   agar              0,

2
0agar    ,0

0

lx
l

l
xconstu

u
t

. 

?),( lim
t




txu  

79. xxt uu  ,  lx 0 0
0


xxu , 0
lxxu , 
















 
2

   agar              ,)(
2

2
0agar    ,

2

0

0

0

lx
l

xl
l
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l
xx

l

u

u
t

,  

bu yerda constu 0 . ?),( lim
t




txu  

80. xxt uu  ,  10  x 0
0


xxu , 0
1


x
u , 12

0



xu

t
. 

81. uuu xxt  ,  lx 0 0
0


x
u , 0

lx
u , 1

0


t
u . 

82. uuu xxt 4 ,   x0 0
0


x
u , 0

x
u , xxu

t




2

0
. 
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83. xxt uu  ,  lx 0 1
0


xxu , 0
lx

u , 0
0


t
u .  

84. xxuuu xxt sin2sin2 , 









2
0


x 0

0


xxu , 0
2





x
u , 0

0


t
u .  

85. txuuu xxxt 22  ,  10  x , 0
0


x
u , 0

1


x
u , xeu x

t
sin

0



. 

86. xxuuu xxt cos2sin25 , 









2
0


x 0

0


x
u , 1

2





xxu , xu
t


0

. 

87. xxuuu xxt sin2sin2 ,   x0 0
0


xxu , tu
xx 


2


, 0
0


t
u . 

88. txeuuuu x

xxxt  sin2 ,   x0 tu
x




1
0

, tu
x




1


, 

xeu x

t
2sin1

0



. 

89. ttxtuuu xxt cos2)2(  ,   x0
2

0
tu

xx 


, 
2tu

xx 


, xu
t

2cos
0



.  

90. 293cossin49 22  xxtuuu xxt ,   x0 0
0


xxu , 


2
xxu , 

22

0



xu

t
. 

91. xxxttuuu xxt 2coscos26)31(26  , 









2
0


x 1

0


xxu ,
2

2 





tu
xx

, 

xu
t


0

. 

92. xxttxuuu xxt 2sin)3(2)61(6 2  ,   x0 1
0


xxu , 12 


tu
xx 


, 

xu
t


0

. 

93. xetxuuu x

xxxt 22 cos144  ,  10  x , tu
x


0

, tu
x

2
1



, 0

0


t
u . 
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6-bob. Integral tenglamalar 

Integral tenglamalar nazariyasi hozirgi zamon matematikasining muhim va 

murakkab yo’nalishlaridan biriga aylanib bormoqda.  Integral  tenglamalarning 

turlari shu qadar ko`payib ketdiki, ularga umumiy ta`rif berishning iloji bo`lmay 

qoldi. Shunday bo`lsada  integral tenglamaning mavjud ilmiy adabiyotlarda qabul 

qilingan ta`rifini eslatib o`tamiz.  

Ta’rif.  Agar tenglamadagi no`malum funksiya shu funksiyaning argumenti 

bo`yicha olinadigan integral ishorasi ostida bo`lsa, bunday tenglama integral 

tenglama deb ataladi.  

Integral tenglamalarning ba’zilari va ularni yechish usullari bilan biz quyida 

tanishamiz. 

§6.1.  Fredgol’m tenglamalari. Ketma-ket  yaqinlashish usuli 

 Matematik  fizikaning ko’pgina masalalari )(tu  noma`lum funksiya nisbatan  

 

b

a

xfdttutxK ),()(),(               (1) 

             


b

a

dttutxKxfxu )(),()()(                                                 (2) 

ko’rinishdagi integral tenglamalarga keltiriladi. Bu tenglamalarda  )(xf  - ozod had 

va ),( txK  tenglamaning yadrosi – berilgan  funksiyalar,   - (2) tenglamaning 

parametri,  integrallash chegaralari a  va b  berilgan haqiqiy o`zgarmas sonlardir. (1) 

va (2) tenglamalar mos ravishda Fredgol’mning birinchi va  ikkinchi turdagi 

integral  tenglamalari deyiladi. (2)  tenglamadagi no`malum funksiya )(xu  integral 

ishorasidan tashqarida ham ishtirok etmoqda. Bu tenglamalardagi )(xf  funksiya 

)( bxaI   kesmada, ),( txK  yadro esa ),( btabxaQ   yopiq sohada berilgan 

va uzluksiz funksiyalar  deb hisoblanadi. 

Agar (2)  integral tenglamada 0f  bo’lsa, unda u   



b

a

dttutxKxu )(),()(                                                 (3) 

ko’rinishda bo’lib, bu tenglama (2) tenglamaga mos bir jinsli ikkinchi turdagi  
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Fredgol’m integral tenglamasi deyiladi.  

 Nihoyat, ushbu  



b

a

dttutxKxfxux )(),()()()(    (4) 

tenglamaga  uchinchi tur integral tenglama deb ataladi.Agar I  kesmada 0)( x

bo`lsa, undan (1) tenglama; 1)( x bo`lsa, undan (2) tenglama kelib chiqadi. 

Yuqorida biz tanishgan integral tenglamalarning barchasida noma`lum )(xu  

funksiya bir argumentlidir, ya`ni birgina x  erkli o`zgaruvchining funksiyasidir. 

Misol uchun quyidagi integral tenglamani olaylik: 



1

0

,)(323)( dttxtuxxu  

Bunda  

,23)(  xxf   ,),( xttxK    0a   1b  

 3  

Demak, bu tenglama Fredgol’mning ikkinchi tur tenglamalaridan ekan. 

 Ta’rif.  Agar  )(xu ,  bax ,   funksiyani (1) yoki (2) integral tenglamaga olib 

qo’yganda bu tenglama ayniyatga aylansa, u holda bu funksiya shu mos 

tenglamaning yechimi deb aytiladi. 

 Misol:  
2

sin
x

xu


  funksiya  quyidagi integral tenglamaning  yechimi 

ekanligini ko’rsating:  

     
2

,
4

1

0

2 x
dttutxKxu  


,    bunda  

 

 

 

















.1     t,
2

2

,0     ,
2

2

,

x
xt

tx
tx

txK  

Yechish: Tenglamaning chap tomonini yadroning ko’rinishining hisobiga, 

o’zgartiramiz: 
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x
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dttut
x

dtttu
x

xu

dttu
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dttu
xt

xu

dttutxKdttutxKxu







 

Hosil bo’lgan tenglamaga   xxu
2

sin


  ni qo’yib, 

   

 
22

sin
2

2
cos

2

2
sin

2

2
cos2

4

2
sin

2

2
sin

2
2

2
sin

2
42

sin

1

202

2

1

0

2

xttt
x

ttt
x

xdt

t

txdt

tt

xx

t

xt

xt

t

x

x


































































 

ekanligiga ishonch hosil qilamiz. Demak,    xxu
2

sin


  funksiyani berilgan 

integral tenglamaga qo’yganda ayniyat hosil bo’ldi. Bu esa   xxu
2

sin


  funksiya 

tenglamaning yechimi ekanligini ko’rsatadi.  

Endi ikkinchi turdagi Fredgol’m integral tenglamasini ketma – ket 

yaqinlashish usuli bilan echmiz. (2) tenglamada ),( yxK va )(xf funksiyalar o’zlari 

aniqlangan sohalarda uzluksiz  bo’lgani uchun  

,)(max,,),( mxfbxaMdyyxK

b

a
bxa

 

                           (5) 

bo’ladi. 

Agar (2)  tenglama  parametri 

)(

1

abM 
                                                         (6) 

shartni qanoatlantirsa, u holda bu tenglamaning yagona )(xu   yechimi mavjud 

bo’lib, uni ketma-ket yaqinlashish usuli bilan topish mumkin.  

Nolinchi yaqinlashish sifatida (2) tenglamaning ozod hadini qabul qilamiz 

).()(0 xfxu   

Birinchi yaqinlashishni  
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b

a

dyyfyxKxfxu )(),()()(1   

munosabat  bilan  aniqlaymiz. Bu jarayonni davom ettirib  n-yaqinlashishni  

...,2,1,)(),()()( 1    ndyyuyxKxfxu

b

a

nn                          (7) 

formula bilan aniqlaymiz. 

Shunday qilib, (7) rekkurent munosabatlarni qanoatlantiruvchi  

...),(...,),(),( 10 xuxuxu n                                        (8) 

funksiyalar  ketma-ketligiga ega  bo’lamiz. 

Matematik analizdan  ma’lumki,  (9)  ketma-ketlikning  yaqinlashishi  

 





1

10 )()()(
n

nn xuxuxu                                               (9) 

qatorning  yaqinlashishiga  teng  kuchlidir.  (7) formulani  

 

 

  ...,4,3,2,)()(),()(

)()(),()(),()(

)()()(),()()(

211

212

221



















ndyyuyuyxKxu

dyyuyuyxKdyyuyxKxf

dyyuyuyuyxKxfxu

b

a

nnn

b

a

nn

b

a

n

b

a

nnnn







                         (10) 

ko’rinishida yozib olamiz. 

 (6) ga asosan, (10)  dan darhol quyidagi tengsizliklar kelib chiqadi: 

.)()()(

..............................

,)()()(

),()()(

,)(

1

222

12

01

0

nnn

nn abMmxuxu

abMmxuxu

abMmxuxu

mxu









 





 

Shunday qilib, (9) qatorning har  bir hadi musbat sonli 

n

n

nn
abMm )(

0






                                              (11) 

qatorning mos hadidan katta emas. (11) qator esa,  (6)  ga asosan 

yaqinlashuvchidir. Demak, (9) qator, natijada uzluksiz funksiyalarning  (8)  ketma-
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ketligi uzluksiz )(xu   funksiyaga absolyut va tekis yaqinlashadi.  (7) tenglikda n  

limitga o’tib, 



b

a

dyyuyxKxfxu )(),()()(   

tenglikni hosil qilamiz, bu esa )(xu  funksiya (2) tenglamaning yechimi ekanligini 

ko’rsatadi. Endi (2) tenglamaning  )(xu  dan boshqa yechimi yo`qligini ko’rsatish 

qiyin emas. Buning uchun aksincha, ya’ni  (2)  tenglamaning )(xu  dan boshqa yana 

bitta )(xv yechimi bor deb faraz qilamiz. U holda bu yechimlarning ayirmasi 

)()()( xvxuxw  (3) bir jinsli tenglamaning yechimidan iborat bo`ladi, ya`ni 

,)(),()( 

b

a

dyywyxKxw   

)(max0 xww
bxa 

  

deb belgilab olsak, oxirgi tenglikdan 

00 Mww   

tengsizlikka ega bo’lamiz. Agar 00 w  bo’lsa, oxirgi tengsizlik (7) tengsizlikka 

ziddir. Demak, 00 w , bundan 0)( xw , ya’ni )()( xvxu   ekanligi kelib chiqadi. 

§6.2.  Volterra tenglamalari. Ketma-ket  yaqinlashish usuli 

Ta’rif.  Ushbu  

 

x

a

xfdyyyxK )()(),(     (12) 



x

a

dyyyxKxfx )(),()()(     (13) 

integral tenglamalarga mos ravishda  Volterraning  birinchi va ikkinchi tur  integral  

tenglamalari  deyiladi.  Bunda )(x – noma’lum funksiya,    tenglamaning 

parametri,    f(x)  – ozod had            I( bxa  ) kesmada  va  K(x,y) tenglamaning 

yadrosi  –  R( bxa  , xya  )  yopiq  sohada  berilgan deb hisoblanadi. 

 Volterra ikkinchi tur (13)  integral tenglamasini ketma-ket yaqinlashish usuli 

bilan yechamiz. 6.1 paragrafdagi  mulohazalarni qaytarib, 
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...),(...,),(),( 10 xxx n                                                 (14)  

funksiyalar ketma-ketligini hosil qilamiz, bunda  

 

x

a

nn dyyyxKxfxxfx )(),()()(),()( 10  , 

),(max,)(max yxKNxfm   

Belgilashlar  kiritildi. Bu holda 

,...),()(),()()(

,)(

001

0

axmNdyyyxKxx

mx

x

a





 



 

....,2,1,
!

)(
)()( 1 


  n

n

axN
mxx

nnn

nn


                         (15) 

tengsizliklarga ega bo’lamiz.  

 Musbat hadli  )(

0 !

)( axN

n

nnn

me
n

axN
m












 funksional qator   parametrning 

ixtiyoriy chekli qiymatida tekis yaqinlashuvchi bo’lgani uchun (15) tengsizliklarga 

asosan (14) funksiyalar ketma-ketligi absolut va tekis yaqinlashuvchi bo’lib, uning 

limiti bo’lgan  )(lim)( xx n
n




  funksiya (13) tenglamaning yechimidan iborat 

bo’ladi.  

 Endi (13) tenglama yechimining yagona ekanligini ko’rsatamiz. 

 Faraz qilaylik,  (13 ) tenglama ikkita  x  va   x  uzluksiz yechimlarga ega 

bo’lsin. Bularning ayirmasi   )()( xxx   bir jinsli 



x

a

dyyyxKx )(),()(                                              (16) 

tenglamani qanoatlantiradi. 

)(max* xm   deb belgilab olsak, (16) dan 

)()(),()( * axNmdyyyxKx

x

a

    

tengsizlik kelib chiqadi. Bundan foydalanib (16) tenglikdan 

2

)(
)(),()(

2
*22 ax

mNdyyyxKx

x

a
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tengsizlikni hosil qilamiz. Bu jarayonni davom ettirib, ixtiyoriy natural n uchun 

!

)(
)( *

n

ax
mNx

n
nn 

   

tengsizlikni hosil qilamiz.  Bu tengsizlikdan  n  da 0)( x   yoki   )(xx    

ekanligi kelib chiqadi. 

 Shunday qilib quyidagi xulosaga keldik. Volterraning ikkinchi tur (13) 

integral tenglamasi, uning yadrosi ),( yxK  va ozod hadi )(xf uzluksiz funksiyalar 

bo’lganda   parametrning har bir chekli qiymati uchun yagona yechimga ega 

bo’ladi. 

 Bu esa  Volterraning ikkinchi tur integral tenglamasi har bir   uchun ham 

yechimga ega bo’lavermaydigan Fredgolmning ikkinchi tur integral tenglamasidan 

tubdan farq qilishini ko’rsatadi. 

Misol. Ushbu 

      

x

dttuxtxxu
0  

 tenglamaniketma-ketyaqinlashishusulidanfoydalanib yeching.  

 

Ro’rinib turibdiki 

  xxf        va   .1  

Endi quyidagi munosabatlardagi ifodalarni hisoblab chiqamiz:  

    ;0 xxfxu   

    













x xt

t

xxxt
x

t
tdtxtxu

0

333

0

23

1 ;
!32323

 

 

    









x
x

dt
t

xtxu
0

53

2 ;
!5!3

 

    









x
x

dt
t

xtxu
0

53

3 ;
!7!5

 

va hokazo. Bu ifodalarning hosil bo‘lishidagi qonuniyat ko‘rinib turibdi. Ularning 

yig‘indisini hisoblasak, izlanayotgan yechimni hosil qilamiz: 
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  x
xxx

xxu sin...
!7!5!3

753

  

  

§6.3.  Iterasiyalangan yadro. Rezolventa.  

 (2) ko’rinishdagi 



b

a

dtttxKxfx )(),()()(                                                 (2) 

 Fredgol’m  ikkinchi turdagi  integral tenglama berilgan bo’lsin.  (7) tengsizlik 

bajarilganda (8) funksiyalar ketma-ketligi (2) tenglamaning   xu  yechimiga 

yaqinlashishi isbotlangan edi. Endi shu ketma-ketlikning har bir hadini  batafsilroq  

o’rganamiz. Ma’lumki, 



b

a

dyyfyxKxfx )(),()()(1  , 

so’ngra 









b

a

b

a

b

a

b

a

dyyfytKdttxKdttftxKxf

dtttxKxfx

.)(),(),()(),()(

)(),()()(

2

12





 

Ikkilangan integralda interallash tartibini o’zgartirib, 


b

a

dtytKtxKyxK ),(),(),(2
 

kabi belgilab olib, 

 

b

a

b

a

dyyfyxKdyyfyxKxfx )(),()(),()()( 2

2

2   

tenglikni hosil qilamiz. 

 Bu jarayonni davom ettirib,  






b

a

i

n

i

n

n dyyfyxKxfx )(),()()(
1

1                                      (17) 

tenglikka ega bo’lamiz, bunda ),( yxK i lar  

),(),(1 yxKyxK  ,  
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...,3,2,),(),(),( 1    idtytKtxKyxK

b

a

ii
                                 (18) 

rekurent  munosabat bilan aniqlandi. ),( yxK i funksiyalar iterasiyalangan (takroriy) 

yadrolar deb ataladi. 

 Integrasiyalangan yadrolarni (18) ga nisbatan umumiyroq  

 

b

a

riri dtytKtxKyxK ),(),(),(                                          (19) 

formula bilan ifodalash mumkin. Haqiqatan ham, (17) da ),(1 ytK i  yadroni yana 

shu (18) formula yordamida  2iK  bilan ifodalab, 

21222111222211 ),(),(),(),(),(),(),( dtdtytKttKtxKdtdtytKttKtxKyxK i

b

a

b

a

b

a

b

a

ii    









tenglikni hosil qilamiz.  ),( 22 ytK i  yadroni  3iK  orqali ifodalash mumkin va 

hokazo.  Bu jarayonni davom ettirib, oxirida  

 

  

b

a

i

b

a

ii dtdtytKttKtxKyxK 111211 ...),()...,(),(...),(  

formulaga kelamiz. rt  o’zgaruvchi bo’yicha integralni ajratib, oxirgi formulani 



















 

111211

111211

...),()...,(),(...

...),()...,(),(...),(

i

b

a

rirrrr

b

a

b

a

r

b

a

i

b

a

ri

dtdtytKttKttK

dtdtytKttKtxKdtyxK

 

ko’rinishda yozib olamiz. (20) formulaga asosan figurali qavs ichidagi birinchi 

integral ),( rr txK  ga, ikkinchi integral esa ),( ytK rri  ga teng.  

 Shunday qilib,  

 

b

a

rrrirri dtytKtxKyxK ),(),(),(  

bunda  rt ni t  ga almashtirib (19) formulaga kelamiz. 
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 (8) ketma-ketlikning yaqinlashishini isbotlangandagi mulohazalarni qaytarib, 

byabxa  ,  kvadratda  








1

1 ),(
i

i

i yxK  

qatorning tekis yaqinlashishiga ishonch hosil qilish mumkin. 

 Bu qatorning yig’indisi ),,( yxR  ni  ),( yxK  yadroning yoki (2) integral 

tenglamaning rezolventasi yoki hal qiluvchi yadrosi deyiladi.  

 (17) da  n   deb   limitda o’tib, (2) tenglamaning yechimini rezolventa 

yordamida  



b

a

dyyfyxRxfx )(),,()()(   

ko’rinishidayozibolishimizmumkin. 

 ),,( yxR rezolventa ),( btabxaQ   yopiq sohadauzluksizbo’ladi. Shu 

sababli, avvalgi formuladan )(xf  bilan bir qatorda (1) tenglamaning )(x  

yechimining uzluksizligi kelib chiqadi. 

 Shunga o’xshash, Volterra (13) integral tenglamasining yechimini rezolventa 

orqali yozish  qiyin emas.  Shu maqsadda matematik analiz kursidan ma’lum 

bo’lgan Dirixle formulasini eslatib o’tamiz.  

 Faraz qilaylik, ),( yxf  funksiya byaxyx  ,,  to’g’ri chiziqlardan tashkil 

topgan teng yonli uchburchakda uzluksiz bo’lsin .  U holda   bo’yicha olingan 




 dxdyyxfJ ),(  

integralni ikki usul bilan hisoblash mumkin. Avval x o’zgaruvchi bo’yicha  a dan y  

gacha,  keyin  y  bo’yicha  a   dan b gacha integrallash mumkin, ya’ni 

.),( 

b

a

y

a

dxyxfdyJ  

So’ngra  y  bo’yicha  x   dan  b gacha,  x o’zgaruvchi  bo’yicha  a  dan  b  gacha 

integrallash mumkin,  ya’ni 
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.),( 

b

a

b

x

dyyxfdxJ  

Oxirgi ikki  tengliklardan  

   

b

a

y

a

b

a

b

x

dyyxfdxdxyxfdy ),(),(  

tenglik kelib chiqadi. Bu tenglik Dirixle formulasi deyiladi. 

 (13) tenglama uchun birinchi yaqinlashishni  



x

a

dyyfyxKxfx )(),()()(1   

formula bilan aniqlagan edik. 

 Ikkinchi yaqinlashish  

 

 

















t

a

x

a

x

a

x

a

t

a

x

a

dyyfytKdttxKdttftxKxf

dtdyyfytKtftxKxf

dtttxKxfx

)(),(),()(),()(

)(),()(),()(

)(),()()(

2

12







 

tenglik bilan aniqlanadi. Oxirgi ikkilangan integralga Dirixle formulasini 

qo’llaymiz: 

  

x

a

y

x

t

a

x

a

dtytKtxKdyyfdyyfytKdttxK ),(),()(.)(),(),(  

 Agar  


y

x

dtytKtxKyxK ),(),(),(2  

deb belgilasak, 

 

x

a

x

a

dyyfyxKdyyfyxKxfx )(),()(),()()( 2

2

2   

bo’ladi. 

 Bu jarayonni davom ettirib,  xuddi  Fredgolm tenglamasidek,  
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x

a

i

n

i

n

n dyyfyxKxfx )(),()()(
1

1                             (20) 

tenglikka ega bo’lamiz, bunda 

),(),(1 yxKyxK   

...,3,2,),(),(),( 1    idtytKtxKyxK

x

y

ii  

 6.2 paragrafdagi mulohazalardan  parametrning ixtiyoriy chekli qiymatida  








1

1 ),(
i

i

i yxK  

qatorning absolut va tekis yaqinlashishi kelib chiqadi. Bu qatorning yig’indisini  

),,( yxR  orqali belgilab olamiz. Bu holda ham   ),,( yxR  ga    (13) Volterra 

tenglamasining rezolventasi deyiladi.  

 (20) tenglikda  n   deb   limitda o’tib,  (13)  tenglamaning yechimini 

rezolventa orqali yozib olamiz: 



x

a

dyyfyxRxfx )(),,()()(  . 

 

Misol.  Ushbu  

      

x

dttuxtxxu
0

 

tenglama rezol’venta usuli bilan yechilsin. 

Quyidagilarni  hisoblaymiz:  

   ,,1 txxttxKK   

              

                   

   
 

.
!33

1

2

1

3
3

1

2

1

,

3
33

322

2

tx
txtx

xsxtxdssxdssxtxdssxtxsx

dssxtxsxdsxtsxsxdstssxtxK

x

ts

x

t

x

t

x

ts

x

t

x

t

x

t

x

t
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Xuddi shu kabi   txK ,3  ni topamiz: 

   
 

  
 

 







x

t

x

t

tx
dstststxdt

ts
sxtxK

!5!3

1

!3
,

5
3

3

3
 

va hokazo. Bularni         ...,,,,, 3

2

21  txKtxKtxKtx   formulaga qo‘yib, 

rezol’ventani hosil qilamiz:  

   
   

 .sin...
!5!3

,,

53

tx
txtx

txtx 





   

U  holda  berilgan  tenglamaning  yechimi   

    

x

tdttxxxu
0

sin  

bo‘ladi.  O‘ng  tomondagi integralni  hisoblab  quyidagi  natijani  olamiz:  

  .sin xxu   

 

 Misol.  Quyidagi tenglamaning iterasiyalangan (takrorlangan) yadro 

yordamida rezol’ventasini va yechimini  toping: 

     xfdttxtx   
1

0

. 

Yechish:   Birin – ketin quyidagilarga ega bo’lamiz: 

 

  ,,1 xttxK   

  ,
33

, 1

0

31

0

2

xts
xtstdsxstxK    

  ,
33

1
,

2

1

0

3

xt
stdsxstxK    

……………………… 

  .
3

,
1


nn

xt
txK  
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Agarda 3  bo'lsa, u holda  rezol’venta         

   















 










 3

3

3
,,,

1

1

1

1

xt
xttxKtxR

n

n

n

n

n
 ga teng bo’ladi. Bundan foydalanib 

yechimni ushbu       dttf
xt

xfx 



1

0 3

3


  ko’rinishga topamiz.  

Misol.        xfdtttxx   
2

0

2sin   tenglama ixtiyoriy chekli    uchun 

yechimga ega ekanligini ko’rsating.  

 Yechish:    txtxK 2sin,   ekanligidan ikkinchi takroriy yadroni topamiz    

          

    .02sin32sin
3

1

2

1

2cos32cos
2

1
2sin2sin,

2

0

2

0

2

0

2























s

sstxstx

dsstxstxdstssxtxK

 

 Bu yerdan barcha takroriy yadrolar uchun    0, txKn  bo’ladi.  Shunday 

qilib,  rezol’venta     txtxR 2sin,   ko’rinishga ega va yechim      ixtiyoriy chekli  

  uchun         dttftxxfx  




2

0

2sin  bo’ladi.  

Bu misoldagi yadro ]2,0[, tx  kesmada o’z – o’ziga ortogonaldir. O’z – o’ziga 

ortogonal yadrolar  uchun ikkinchi takroriy yadro 0),(2 txK  bo’ladi va rezol’venta 

integral tenglamaning  yadrosi bilan ustma – ust tushadi.  

§6.4.  Ajralgan yadroli Fredgol’m tenglamalari 

Ta’rif.  Agar (2) Fredgol’m ikkinchi tur tenglamasida ishtirok etayotgan 

yadro  ushbu  





n

i

ii tbxatxK
1

)()(),(                                               (21) 

ko’rinishga ega  bo’lsa, bunday yadroga  ajralgan (o’zgaruvchilari ajralgan)  yadro 

deyiladi, )(xai  va )(tbi  lar ],[ ba  kesmada uzluksiz funksiyalar. 

 Ajralgan yadro uchun (2) integral tenglamani chiziqli algebraik tenglamalar 

sistemasiga keltirib yechish mumkin. Haqiqatan ham,  
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b

a

dttutxKxfxu )(),()()(   

tenglamaga (21) yadroni qo’yib, quyidagi ko’rinishdagi tenglamaga kelamiz: 

,)()()(
1





n

i

ii xaCxfxu                                                    (22) 

bu yerda 
b

a

ii dttutbC )()(  - noma’lum sonlar.  

 Shunday qilib, ajralgan yadroli (2) tenglamaning yechimini (22) ko’rinishda 

qidirish kerak. Bu funksiyani (2) tenglamaga qo’yib, hosil bo’lgan tenglikning 

o’ng va chap tomonlaridagi )(xai  funksiyalar oldidagi ifodalarni har bir ni ...,,2,1  

lar uchun tenglab, iC  larga nisbatan algebrail tenglamalar sistemasini hosil 

qilamiz:   

,
1





n

j

iijji CC  ni ...,,2,1 ,  

bu  
b

a

jiij dttbta )()( ,          
b

a

ii dttbtf )()( . 

Bu sistemani yechib, iC  larni, va demak, (2)  tenglamaning yechimi )(xu  

funksiyani hosil qilamiz.  

 Bu usulni 3n  uchun batafsil bayon qilamiz.  Bu holda 3,2,1, iCi  lar 

quyidagicha aniqlanadi:  

.)()(,)()(,)()( 332211 CdttutbCdttutbCdttutb

b

a

b

a

b

a

 
                 (23)

 

Bu  integrallardagi )(tu  funksiya  noma’lum  bo’lgani sababli, 
21 , CC  va 3C  lar ham 

noma’lum  sonlar  bo’lib,  ularni topish talab qilinadi.  Shu maqsadda  (23) ni (22) 

ga  3n uchun qo’yamiz: 

.)()()()()( 332211 CxaCxaCxaxfxu                         (24) 

(24)  ifoda yordamida  (23) tengliklarning  birinchisini o’zgartiramiz: 

 
b

a

b

a

dtCtaCtaCtatftbdttutbC ])()()()()[()()( 332211111   
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.)()()()()()()()( 3132121111 dttatbCdttatbCdttatbCdttftb

b

a

b

a

b

a

b

a

          (25) 

O’ng  tomondagi  aniq  integrallar  o’zgarmas sonlar bo’ladi va  ularni quyidagicha 

belgilab olamiz: 

  

b

a

b

a

adttatbAdttftb ,111111 )()(,)()(  

.)()(,)()( 13311221  

b

a

b

a

adttatbadttatb  

 U holda (25) tenglik  

13312211111 aCaCaCAC    

ko’rinishiga keladi.  Bundagi 321 ,, CCC noma’lum  sonlarni o’z   ichiga  oluvchi 

hadlarni   tenglik ishorasining bir tomoniga o’tkazsak, 

1313212111)1( ACaCaCa    

uch noma’lumli  chiziqli  algebraic  tenglama  hosil  bo’ladi. 

 Shunga o’xshash yana ikkita algebraik tenglamani keltirib chiqarish uchun 

(23 ) tenglamalarning ikkinchi va uchinchisiga murojaat qilamiz: 

 
b

a

b

a

dtCtaCtaCtatftbdttutbC ])()()()()[()()( 332211222   

.)()()()()()()()( 3232221212 dttatbCdttatbCdttatbCdttftb

b

a

b

a

b

a

b

a

     

Bundagi integrallarni quyidagicha belgilaymiz: 

,)()(,)()( 211222  

b

a

b

a

adttatbAdttftb  

.)()(,)()( 23322222  

b

a

b

a

adttatbadttatb  

U holda 

23322221122 aCaCaCAC    

yoki 

2323222121 )1( ACaCaCa    

hosil  bo’ladi. 
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 Xuddi shuningdek, (23) dan: 

.])()()()()[()()( 332211333  

b

a

b

a

dtCtaCtaCtatftbdttutbC   

Buni  ham yuqoridagilar  kabi  o’zgartirsak ushbu 

3333232131 )1( ACaCaCa    

natija  hosil  bo’ladi;  bunda  

 ,)()(,)()( 311333  

b

a

b

a

adttatbAdttftb  

.)()(,)()( 33333223  

b

a

b

a

adttatbadttatb  

Shunday qilib, biz iC larga nisbatan quyidagi  chiziqli  algebraik  tenglamalar 

sistemasini  hosil  qildik: 















3333232131

2323222121

1313212111

)1(

)1(

)1(

ACaCaCa

ACaCaCa

ACaCaCa







                                  (26) 

Bu  sistemadagi iA  lar  va ija  lar  ma’lum  sonlardir,  chunki  ularga mos integrallar 

ishorasi ostidagi funksiyalar masalada berilgan bo’ladi. 

 Endi  (26)  sistemani oliy algebradagi Kramer formulalari yordamida 

yechamiz: 

.,, 3

3
2

2
1

1
D

D
C

D

D
C

D

D
C                                           (27) 

Bu formulalarda 

333231

232221

131211

1

1

1

aaa

aaa

aaa

D













                                          (28) 

Ma’lumki,   
1D ni topish  uchun  (28)  determinantda  birinchi  ustun  elementlari 

o’rniga  (26)  dagi 321 ,, AAA
 ozod hadlarni  qo’yish kerak,  2D  va 3D  lar ham shu 

usulda  topiladi.  Shuni  ham  ta’kidlab  o’tishimiz  zarurki, (26)  sistemadagi 

321 ,, AAA larning  kamida  bittasi  noldan  farqli  bo’lganda,  (28)  determinantning 

noldan  farqli  bo’lishi  shart. 
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 Demak,   parametrning  D   determinantni  nolga  aylantirmaydigan  

hamma qiymatlari uchun  (24) ko’rinishdagi yadroli (2) Fredgol’m tenglamalarini 

shu usulda yechish mumkin ekan. Shubhasiz, bu masalada ishtirok etayotgan 

barcha integrallar mavjud deb faraz qilinadi. 

 Misol.  Ushbu  tenglama  yechilsin: 

 

1

0

2 .)()1()( dttuxtxxu   

 Bu misoldagi   parameter  umumiy  holda  berilgan  bo’lib,  xttxK 1),(  

yadro yuqoridagi  (21)  ko’rinishda  ifodalangan.  Tenglamaning o’ng 

tomonidagiintegralni ikkiga ajratib,  

  

1

0

1

0

1

0

)()()()1( dtttuxdttudttuxt

 

tenglikni hosil qilamiz.  

So’ngra quyidagicha 

 

1

0

1

0

21 )(,)( dtttuCdttuC  

kabi  belgilashlar  kiritamiz.  U  holda  berilgan  integral  tenglama 

xCCxxu 21

2)(    

ko’rinishidayoziladi.  Noma’lum  funksiyaning  bu  ifodasidan foydalanib, 1C  

bilan  2C ni  hisoblaymiz: 

21

1

0

2

21

3

1

0

21

2

1

0

1

2

1

3

1

2

1

3

1

)()(

CCtCtCt

dttCCtdttuC















 
 

yoki 

.
3

1

2

1
)1( 21  CC   

Xuddi shuningdek, 
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21

1

0

3

2

2

1

4

1

0

21

2

1

0

2

3

1

2

1

4

1

3

1

2

1

4

1

)()(

CCtCtCt

dttCCttdtttuC















 
 

yoki 

.
4

1
)

3

1
1(

2

1
21  CC   

Shunday qilib, quyidagi chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi hosil bo’ldi: 














.
4

1
)

3

1
1(

2

1

,
3

1

2

1
)1(

21

21

CC

CC





 

Bu  sistemaning  yechimini  Kramer  formulalariga  asosan  yozamiz: 

;, 2
2

1
1

D

D
C

D

D
C   

Bu yerda 

,0)1216(
12

1

3

1
1

2

1
2

1
1

2 




 




D  

),24(
72

1

3

1
1

4

1
2

1

3

1

1 




 




D  

).3(
12

1

4

1

2

1
3

1
1

2 









D  

Demak, 

;
1216

3
,

1216

24

6

1
2

2
22

1
1



















D

D
C

D

D
C  

Bularni izlanayotgan noma’lum funksiyaning yuqoridagi ifodasiga qo’yib, uni 

quyidagi ko’rinishda yozamiz: 

.
)1216(6

)24(

1216

)3(
)(

22

2


















xxxu  
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Bu esa berilgan masalaning yechimidir. Yechim ifodasidagi kasrlarning maxraji 

nolga teng bo’lmasligi uchun   parametr 

012162    

Kvadrattenglamaningildizibo’lmasligishart, ya’ni .328 Xususiyholda 2

debfarazqilsak, yechimquyidagichayoziladi: 

.
24

13

8
)( 2 

x
xxu  

Misol.  Ushbu  tenglama  yechilsin: 

 




0

.)()cos()()( dttutxxfxu  

Ma’lumki, 

txtxtx sinsincoscos)cos(   

va demak,  tenglamani  

21

0 0

sincos)(

)(sinsin)(coscos)()(

CxCxxf

dtttuxdtttuxxfxu



  




 

 

ko’rinishda  yozish  mumkin;  bunda 

.)(sin,)(cos
0

2

0

1  



dtttuCdtttuC  

Bu integrallarda )(tu  o’rniga uning yuqorida olingan ifodasini  qo’yamiz: 

















0

2

0

2

1

0

0

211

.sincoscos)(cos

]sincos)([cos

tdttCtdtCdtttf

dttCtCtftC

 

Integrallarning  qiymatlari 

  




00

2 .0sincos;
2

cos tdtttdt  

bo’lgani uchun birinchi tenglama 

AC  1)
2

1(
  

ko’rinishda  yoziladi.  Bu yerda 
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.)(cos
0




dtttfA  

Xuddi  shu  usulda   
2C ni  izlaymiz: 

















0

1

0

2

2

0

0

212

;sincossin)(sin

]sincos)([sin

tdttCtdtCdtttf

dttCtCtftC

 

;
2

sin
0

2 


 tdt  

bo’lgani uchun  

,)
2

1( 2 BC 
  

bu yerda 




0

)(sin dtttfB  

va  demak, 

.
2

2
,

2

2
21 BCAC

 



  

 Izlanayotganyechim quyidagidan iborat: 

.
2

sin2

2

cos2
)()( B

x
A

x
xfxu













  

Buifodadagikasrlarningmaxrajlarinolgaaylanmasligiuchun



2

 bo’lishikerak.  

Xususiy holda,  agar xxf  )(,1 deb olsak,  

 




00

sin,2cos tdttBtdttA  

bo’lib, yechim uchun  quyidagi  ifoda  hosil  bo’ladi: 

.sin
2

2
cos

2

4
)( xxxxu





 



  

 

Mustaqil bajarish uchun misollar 

a)  

1

0

)()(),()( xfdyyyxKx   integral tenglamani quyidagi hollar uchun yeching: 

1. 1),(  xyxK ,   xxf  .    



94 

 

2. 
yxeyxK  2),( ,   xexf  .  

3. xyyxyxK 2),(  ,   2xxxf  .  

 b) 




1

1

)()(),()( xfdyyyxKx   integral tenglamani quyidagi hollar uchun yeching: 

4. 
22),( yxxyyxK  ,   42 xxxf  . 

5. 3

1

3

1

),( yxyxK  ,   261 xxf  . 

6. yxxyxK 34 5),(  ,   42 xxxf  . 

7. 
223 52),( yxxyyxK  ,   37 4  xxf . 

8. xyxyxK  2),( ,   xxxf  2
. 

9. 
2222 93345),( yxyxxyyxK  ,   xxf  . 

c)   




0

)()(),)( xfdyyyKxx  integral tenglamani quyidagi hollar uchun yeching: 

10. )2sin(),( yxyxK  ,   xxf 2 . 

11. )2sin(),( yxyxK  ,   xxf 2cos  

12. )2cos(),( yxyxK  ,   xxf sin . 

13. )3sin(),( yxyxK  ,   xxf cos . 

14. xyyyxK cossin),(  ,  


x
xf

2
1 . 

15. )(cos),( 2 yxyxK  ,   xxf 4cos1 . 

d)  




2

0

)()(),()( xfdyyyxKx  integral tenglamani quyidagi hollar uchun yeching: 

16. xxfyxyxyxK 3cos)(,2cos2coscoscos),(   

17. xxfyxyxyxK cos)(,2sin2sin2coscos),(   

18. xxfyxyxyxK sin)(,2cos2cos3sinsin),(   

e)  Quyidagi integral tenglamalarning barcha xarakteristik qiymatlarini va shu 

xarakteristikalarga mos xos funksiyalarini toping 

19. dyyyxx )(
2

1
)sin()(

2

0
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20. dyyyxx )(
2

1
)(cos)(

2

0

2 


 







  

21. dyyyxx )(
45

2
)(

1

0

22   







  

22. dyy
x

y

y

x
x )()(

2

0

5
2

5
2




































  

23. dyyyxyxyxyxx )()sin4sin2sin3sin3sin2sin4sin(sin)(

2

0




   

f)  

24. a va b parametrlarning qanday qiymatlarida quyidagi tenglama yechimga 

ega va shu qiymatlardagi yechimini toping:  

?2)(
3

1

2
12)( 2

1

0












  bxaxdyy

yx
xyx   

25. a parametrning qanday qiymatlarida quyidagi tenglama yechimga ega: 

   ?
1

)()34(3415)(

1

0

22

x
axdyyyyxxxyx     

26.  parametrningqandayqiymatlerida 

 




2

0

)()()2cos()( xfdyyyxx  

integral tenglama har qanday   2,0)( Cxf  uchun yechimga ega, shu yechimni 

toping. 

g) Barcha va ozod hadga kiruvchi barcha a,b,c parametrlar uchunquyidagi 

integral tenglamalarning yechimini toping: 

27. 




2/

2/

)()cossin()(





 baxdyyyxyx  

28.  




0

sin)()cos()( bxadyyyxx  

29. 




1

1

2)()1()( cbxaxdyyxyx   

30. 




1

1

322 )()()( bxaxdyyxyyxx   
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31. 




1

1

22 )()(
2

1
)( baxdyyyxxyx   

32. 







 

1

1

3
2

3
1

3
1

)()(7)(5)( bxaxdyyxyxyx   

33. 








1

1

2

2
)(

1

1
)( bxaxdyy

y

xy
x   

34.  




1

1

233 )()( cbxaxdyyyxx   

35. 




1

1

2222 )()3()( baxdyyyxyxxyx   

36. ),( yxK  yadroning xos sonlarini va ularga  mos keluvchi  xos funksiyalarini 

toping va barcha cba ,,, lar uchun quyidagi tenglamani yeching 

1. 
2253),( yxxyxyxK  ,   axxf  . 

2. 
2253),( yxxyyxK  ,   bxaxxf  2

. 

37. ),( yxK yadroning xos sonlarini va ularga  mos keluvchi  xos funksiyalarini 

toping va barcha cba ,,, lar uchun quyidagi tenglamani yeching 










 )()(),()( xfdyyyxKx  

1. xyxyxK sincos),(  ,   xbaxf cos . 

2. xyxyxK cossin),(  ,   baxxf  . 

l) Quyidagi integral tenglamalarni yeching va  ;, yxR  rezolventasini toping 

38. 




1

1

)()()sin()( xfdyyyxx   

39. 




1

1

)()()21()( xfdyyxyyx   

40. 








 baxdyyxyxx )()cossin()(  

41.  




2

0

)()()2sin2sinsin(sin)( xfdyyyyxyxx  
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p) Har qanday   parametr uchun quyidagi integral tenglamalar yechimga ega 

bo‘ladigan cba ,,  parametrlarning barcha qiymatlarini toping: 

42. 




1

1

222 )()()( cbxaxdyyyxxyx   

43. 




1

1

2)()1()( cbxaxdyyxyx  , bu yerda 1222  cba . 

44. 








1

1

2

2
)(

1

1
)( bxdyy

y

xy
x   

45. 




1

1

2 1)()
3

1
()( bxaxdyyxyx   

46. 




1

1

1)()()( baxdyyyxx   

47. 





2

0

)()42cos()( baxedyyyxx  

48. 




1

1

2)()4sin2sin2sin(sin)( cbxaxdyyyxyxx   

49. 




1

1

332 )()1()( bxaxdyyyxx   

q) Quyidagi integral tenglamalrnig xos sonlarini va ularga  mos keluvchi  xos 

funksiyalarini toping: 

50.  
 











1

1

1

1

2121212121 ),()(
32

3
),( dydyyyyyxxxx   

51. 



1||

21

22 ),(,)()|||(|)(
y

xxxdyyyxx   

52. 








1||

321 ),,(,)(
||1

||1
)(

y

xxxxdyy
x

y
x   
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7-bob. Elliptik turdagi tenglamalar 

Ushbu bobda elliptik turdagi tenglamalar haqida umumiy ma’lumot berilgan 

boʻlib, ularga qoʻyilgan korrekt masalalarni yechish oʻrganilgan. Mavzuga doir 

mustaqil yechish uchun misol va masalalar keltirilgan. 

§7.1 Umumiy tushunchalar va fundamental yechim 

Issiqlik maydonlari (sterjen) qaralganda, bu maydonlarda issiqlik tarqalish 

masalalari ko‘rilgan edi. U maydonlar statsionar bo‘lmagan maydonlar bo‘lib, 

issiqlik tarqalish jarayoni vaqtga bog‘liq edi. 

 Endi issiqlik tarqalish jarayonini statsionar deb qaraymiz, ya’ni vaqt o‘tishi 

bilan maydondagi temperatura o‘zgarmaydi. Bunday maydonlar statsionar 

temperaturali maydonlar deyiladi. 

 a) Bir jinsli sterjenda issiqlik tarqalish jarayoni statsionarboʻlsin, u holda 

issiqlik tarqalish tenglamasida 0




t

u  bo‘lib tenglama 

0
2

2






x

u
     (1) 

ko‘rinishga keladi. 

 Agar sterjenga doim issiqlik manbalari ta’sir etsa, tenglama 

g
x

u





2

2

     (2) 

ko‘rinishda bo‘ladi. 

b)  Bir jinsli membranada issiqlik tarqalish jarayoni statsionar bo‘lsa, issiqlik 

tarqalish tenglamasi 

0
2

2

2

2











y

u

x

u
    (3) 

ko‘rinishda yoziladi. Agar membranaga doimiy issiqlik manbalari ta’sir etsa, 

tenglama 

g
y

u

x

u










2

2

2

2

    (4) 

ko‘rinishni oladi. 
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c) Bir jinsli qattiq jism uch o‘lchovli fazoda qaralayotgan bo‘lsa va unda 

issiqlik tarqalish jarayoni statsionar bo‘lsa, u holda issiqlik tarqalish tenglamasi 

0
2

2

2

2

2

2
















z

u

y

u

x

u
     (5) 

bo‘lib, agar unga  issiqlik manbalari ta’sir etsa, tenglama ko‘rinishi 

g
z

u

y

u

x

u















2

2

2

2

2

2

    (6) 

kabi bo’ladi. 

 Yuqorida yozilgan (1), (3), (5) tenglamalar mos ravishda bir, ikki, uch 

o‘lchovli Laplas tenglamalari  deyiladi. (2), (4), (6) tenglamalar esa bir, ikki, uch 

o‘lchovli Puasson tenglamalari  deyiladi. 

S sirt bilan chegaralangan qandaydir D sohani qaraylik. D soha ichida 

u(x,y,z) temperaturaning statsionar tarqalish masalasi quyidagicha qo‘yiladi: 

D soha ichida ),,( zyxfu  tenglamani va quyidagi chegaraviy shartlardan 

bittasini: 

I. 
1fu  , S da   (birinchi chegaraviy masala) 

II. 
2f

n

u




 , S da  (ikkinchi chegaraviy masala) 

III. 0)( 3 



fuh

n

u , S da  (uchinchi chegaraviy masala) 

qanoatlantiruvchi  u(x,y,z) funksiya topilsin, bunda keyingi tengliklarda n  - S sirt 

oʻtkazilgan normal, h  - berilgan doimiy son, 321 ,, fff  - berilgan funksiyalar. 

Laplas yoki Puasson tenglamasiga qo‘yilgan 1-chegaraviy masalaga Dirixle 

masalasi, 2-chegaraviy masalaga esa Neyman masalasi deyiladi. 

  orqali 2-tartibli xususiy hosilalarning quyidagi differensial operatorini 

belgilaymiz: 


 




n

i ix1
2

2

. 

Ushbu   differensial operator Laplas operatori,  

     (7) 0
1

2

2





 



n

i ix

u
u
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tenglama – n o’lchovli Laplas tenglamasi deyiladi. 

 (7) tenglamaga mos kvadratik xarakteristik forma quyidagicha aniqlanadi: 





n

i

iQ
1

2 , 

va bu forma nE  fazoning hamma nuqtalarida musbat aniqlangan. Bundan esa (7) 

tenglama nE  fazoda elliptik ekanligi kelib chiqadi. 

Ta’rif. 2-tartibli uzluksiz hususiy hosilalarga ega bo‘lgan va Laplas 

tenglamasini qanoatlantiruvchi (ya’ni uning yechimi bo‘lgan)  funksiya 

garmonik funksiya deyiladi. 

x  va  oʻzgaruvchilarning funksiyasi bo‘lgan quyidagi funksiya ham x , ham 

  bo‘yicha Laplas tenglamasini qanoatlantirishini to‘g‘ridan-to‘g‘ri tekshirish 

mumkin: 
















,2        ,log

,2   ,
2

1

),(

2

nx

nx
nxE

n




     (8) 

bu yerda,      22

22

2

11 ... nn xxxx   .    Haqiqatan,  bo‘lganda 

(8) dan quyidagini olamiz: 

.   (9) 

(9) ni etib (8) ga qo‘ysak quyidagiga ega boʻlamiz: 

  0
1

2

2

 





n

i

ii

n
n

xxnxnE  . 

 funksiya x  va  o‘zgaruvchilarga nisbatan simmetrik bo‘lganligi uchun, bu 

funksiya  ,   o‘zgaruvchi bo‘yicha ham Laplas tenglamasini qanoatlantiradi. 

(8) formula orqali aniqlangan  funksiya Laplas tenglamasining 

elementar yoki fundamental yechimi deyiladi.  

3n  bo‘lgan  holda fundamental yechim x  (yoki ) nuqtada joylashgan 

birlik zaryadning potensialini bildiradi. 

)(xu

x

 22

2

2

ii

nn

i

xxnx
x

E




 
 ni ,...,2,1

),( xE 

x

),( xE
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Masala. ),...,( 1 nxxuu  garmonik funksiya berilgan )2(  ,
21










n

x

u

x

u
 funksiya 

garmonik funksiya bo’lish yoki bo’lmasligini tushuntiring. 

Yechish.  
21

21 ,
x

u

x

u
xxv









  belgilash kiritamiz. Garmonik funksiya ta’rifidan 

foydalanamiz. Funksiyadan oʻzgaruvchilar boʻyicha ikkinchi tartibli xususiy 

hosilalarni olamiz: 

 
2

12

3

121

2

2

1

2

2
3

1

3

2

1

21

2

2
,

xx

u

x

u

xx

u

x

u

x

u

x

u

x

xxv


































, 

 
2

21

3

121

2

2

2

2

1
3

2

3

2

2

21

2

2
,

xx

u

x

u

xx

u

x

u

x

u

x

u

x

xxv


































. 

Laplas tenglamasini qanoatlantirishini koʻrsatamiz,  

   

,22

2

2
,,

2

2

2

2

1

2

21

2

2

2

2

2

1

2

21

2

2

2

2

1

2

12

2

2

2

2

1

2

21

2

1

3

2

3

1

2

2

3

12

2

1

3

3

1

3

2

2

21

3

221

2

2

2

2

1

3

2

3

2

12

3

121

2

2

1

2

2

3

1

3

2

1

21

2

2

1

21

2



























































































































































































































































x

u

x

u

xx

u

x

u

x

u

xx

u

x

u

x

u

xx

u

x

u

x

u

xx

u

x

u

x

u

xx

u

x

u

xx

u

x

u

x

u

xx

u

x

u

xx

u

x

u

x

u

x

u

xx

u

x

u

xx

u

x

u

x

u

x

u

x

xxv

x

xxv
v

 

masala shartiga asosan  

0
2

2

2

2

1

2











x

u

x

u
, 

bundan 
   

0
,,

2

1

21

2

2

1

21

2











x

xxv

x

xxv
, ya’ni 0v . Demak, berilgan funksiya 

garmonik. 

Masala.
2

21

3

1 xkxx  berilgan funksiya garmonik boʻladigan k  doimiyning 

qiymatini toping? 

Yechish.   2

21

3

121 , xkxxxxu   belgilash kiritamiz. Garmonik funksiya 

ta’rifidan foydalanamiz. Funksiyadan oʻzgaruvchilar boʻyicha ikkinchi tartibli 

xususiy hosilalarni olamiz: 

 
12

1

21

2

6
,

x
x

xxu





,  

 
12

2

21

2

2
,

kx
x

xxu





 

Laplas tenglamasini qanoatlantiradi, ya’ni 
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0
2

2

2

2

1

2











x

u

x

u
, 

bundan 

026 11  kxx , 

3k . 

Demak, 3k  boʻlganda berilgan funksiya garmonik funksiya boʻladi. 

Mustaqil bajarish uchun mashqlar 

1. Laplas operatorining quyidagi koordinatalar sistemasidagi  ifodasini toping.  

   a)  egri chiziqli koordinatalarda  

),,(),,(   yx  

b) qutb koordinatalarida  

 sin,cos ryrx   

c) silindrik  koordinatalarida 

zzryrx  ,sin,cos   

d) sferik koordinatalarida 

 cos,sinsin,cossin rzryrx   

e) yassi sferoidal koordinatalarida 

.cos,)1)(1(,sin 22   zyx  

 

2. ),...,( 1 nxxuu  garmonik funksiya berilgan quyida yozilgan funksiyalardan 

qaysi biri garmonik funksiya bo’lish yoki bo’lmasligini tushuntiring. 

a) ),...,(),( 1 nhhhhxu  -doimiy vektor; 

b)  ),( xu -skalyar doimiy; 

c) CCxu ),( -doimiy ortogonal matrissa; 

d) ;2,
21










n

x

u

x

u
 

e) ;2,
21










n

x

u

x

u
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f) ;3,
3

3

2

2

1

1 













n

x

u
x

x

u
x

x

u
x  

j) ;2,
2

2

1

1 








n

x

u
x

x

u
x  

h) ;2,
1

1

2

2 








n

x

u
x

x

u
x  

k) ;2,
2

2

2

1

1 































n

x

u

x

u

x

u

 

l) ;2,

2

2

2

1


























n

x

u

x

u
 

m) .2,

2

2

2

1


























n

x

u

x

u
 

3. Quyida garmonik boʻlgan funksiyalar berilgan.k doimiyning qiymatini 

toping. 

a) ;2

21

3

1 xkxx   

b) ;2

3

2

2

2

1 kxxx   

c) ;2

2 1chkxe
x

 

d) ;3sin 21chkxx  

e) .0,,
1

1

22




xxx
x

n

i

ik
 

4. ),( yxu funksiyani garmonik deb faraz qilsak, 
y

u
i

x

u
z









)( funksiyaning 

analitik boʻlishini koʻrsating. 

  5. )(Re),( zfyxu  , ya`ni ),( yxu funksiya )(zf  funksiyaning haqiqiy 

qismiga teng boʻlsa, D sohada  egri chiziq integralidan foydalanib, )(zf ning 

analitik boʻlishini keltirib chiqaring, agar: 

5.1. .3 23 xyxu   

5.2. .sin yeu x  



104 

 

5.3. .sin xchyu   

6.𝑢𝑥 − 𝑣𝑦 = 0,  𝑢𝑦 + 𝑣𝑥 = 0Koshi-Riman tenglamalar sistemasidan 

foydalanib, u(x,y) funksiya bilan  qo’shma garmonik bog`langan v(x,y) funksiyani 

toping: 

a) ;),( 33 yxxyyxu   

   b) ;sin),( xeyxu y  

   c) ;sin),( yshxyxu   

   d) ;cos),( nychxyxu   

   e) ;cos),( yshxyxu   

   f) .sin),( ychxyxu   

7.Koshi-Riman tenglamalar sistemasidan foydalanib, u(x,y) garmonik 

funksiyani toping: 

a) ;3),( 32 yyxyxux   

       b) ;cos),( yeyxu x

y   

       c) ;sin),( yeyxu x

x   

       d) ;),( 22 yxyxyxu y   

       e) .),( 22 yxxyyxux   

     8.Agar: 

a) ;2cos yzeu x

y   

       b) ;2cos xyzshxux   

       c) ;622 xxzxzxyuz   

       d) .2)sincos( zyyyxeu x

z   

      boʻlsa, ),,( zyxuu  garmonik funksiyani toping. 

9. Agar: 

      a) ;3),( 23 yxyyxux   

      b) ;cos),( xeyxu y

y   
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      c) ;sin),( yshxyxuy   

      d) ;sin),( ychxyxux   

      e) .),( xyyxux   

boʻlsa, u(x,y) garmonik funksiyaga bog`liq boʻlgan v(x,y) funksiyani toping. 

§7.2Chegaraviy masalalarni doirada va doira tashqarisida Furye usuli bilan 

yechish 

Doira uchun Dirixle masalasi:  

 2222 ayxpD  doirada 

0u        (10) 

ikki oʻlchovli Laplas tenglamasining 

fu
a



                                 (11) 

birinchi   chegaraviy    shartni    qanoatlantiruvchi   yechimini   topish masalasini 

koʻraylik, bu yerda f  berilgan funksiya. 

Dastlab  222 ayxS  aylanada
1Cf  deb faraz qilaylik (keyinchalik bu 

shartni olib tashlaymiz). 

Markazi doira markazida boʻlgan  ,p qutb koordinatalar sistemasini 

kiritamiz. Unda (10) tenglama 

0
11

2

2

2





























uu
u    (12) 

koʻrinishni oladi. 

(12),(11)masalani   oʻzgaruvchilarni   ajratish   usuli bilan yechamiz ya`ni (12) 

tenglama yechimini       0)()(),(   Ru koʻrinishda izlaymiz. Bundan esa 

  0,0)(
)(

2

2









d

d
     (13) 

0)(,0)(
)(1

















RR

d

dR

d

d
   (14) 
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tenglamani hosil qilamiz. (13) tenglamaning yechimi    nBnA sincos 

boʻlib, bu erda BA  ,  ixtiyoriy oʻzgarmaslar. Koʻrinib turibdiki,  burchak 0 dan 

2 gacha oʻzgarganda bir qiymatli  ,u funksiyayana oʻz qiymatiga qaytishi 

kerak, ya`ni   ),(2,  uu  yechim davriy boʻladi. Bundan esa 

)()2(   ham davri 2  boʻlgan davriy funksiya boʻladi. Bu esa faqat 

n  -butun son boʻlsagina mumkin va 

.sincos)(  nBnA nnn   

Endi  R funksiyaga nisbatan Eyler tenglamasi hosil boʻladi, uning 

yechimini    R koʻrinishda izlaymiz. Buni (14) tenglamaga qoʻyamiz va 
 ga 

qisqartirib, 
22 n  yoki   n ( p > 0 )  tenglikni olamiz. Demak  

  nn DCR   bunda DC  , - ixtiyoriy oʻzgarmaslar. 

Agar 0D  boʻlsa 0  da       Ru va  ,u funksiya sohaning ichida 

garmonik boʻlmaydi. Shu sababli, agar ichki masalani qarayotgan boʻlsak    

  nСR   ya’ni n deb olish maqsadga muvofiq boʻladi. Shuningdek tashqi masala 

uchun       nDR n    , deb   olishkerak,    chunkitashqi    masalada    

yechim  chegaralangan boʻlishi kerak. 

Shunday    qilib,    ichki va tashqi    Dirixlemasalalarining xususiy yechimlari 

mosravishda а boʻlganda:     nBnAu nn

n

n sincos,   va а  boʻlganda:    

    nBnAu nn

n

n sincos,    boʻladi. 

Shuni ham ta`kidlash lozimki,  0  nuqtada   (12)Laplas operatori 

ma`nosiniyoʻqotadi.Biz 0 nu  tenglik, 0 daham bajariliishni koʻrsatishuchun

 nn cos   va  nn sin   xususiy yechimlar    nniinn iyxee    funksiyaning 

haqiqiy va mavhum qismlari ekanligidanfoydalanamiz. Bu x  va y ga nisbatan 

koʻphad boʻlib, 0  da 0u , hamda uzluksiz ikki marta differensiallanuvchi 

boʻlgani uchun 0  da ham 0u tenglama chiziqli boʻlgani uchun bu xususiy 
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yechimlaryigʻindisi ham mos masalalar yechimi boʻladi:

   





0

sincos,
n

nn

n nBnAu  ichki masala uchun;  

    nBnAu nn

n

n sincos,
0







tashqi masala uchun. 

nA  va nB  koeffisiyentlarni   aniqlash   uchun (11)   chegaraviy shartdan 

foydalanamiz: 

   
      fnBnAaau

n

nn

n 


0

sincos,                    (15) 

va   f funksiyaning  Furye  qatoriga  yoyilmasini  yozamiz   (uni mavjud degan 

faraz bilan) 

          
   






1

0 sincos
2 n

nn nnf 


         (16) 

bu yerda     







dnfn cos
1



           ( ,...2,1,0n ),       (17) 

  











 dnfn sin
1

( ,...2,1,0n )       (18) 

(15) va (16) qatorlarni tenglashtirib, ichki masala uchun: 

n

n
nn

n
n

a
B

a
AA


   ,  ,

2

0
0

, 

tashqi masala uchun esa 

n

n

nn

n

n aBaAA 


 ,,
2

0

0
 

qiymatlarni topamiz. 

Shunday qilib. doirada Dirixlening ichki masalasi uchun 

   


 nn
a

u nn

n

n

sincos
2

,
1

0 







 





   (19) 

yechimni, tashqimasala uchun esa 

   



 nn

a
u nn

n

n

sincos
2

,
1

0 







 





   (20) 

yechimni hosil qilamiz. 
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Bu funksiyalar haqiqatan ham izlanayotgan yechim boʻlishini koʻrsatish uchun, 

ularni hadma-had differensiallab, hosil boʻlgan qatorlar ham yaqinlashuvchi 

boʻlishini, hamda, chegarada uzluksiz boʻlib, chegaraviy qiymatni qabul qilishini 

isbotlash lozim boʻladi. (19), (20) qatorlarni bitta koʻrinishda yozib olamiz: 

   
,2

sincos, 0

1


 





nntu nn

n

n
(21) 

bu yerda   
 

 

















,1

,1

tashqia
a

ichkia
a

t







 

nn  ,  lar esa  f funksiyaning Furye koeffisiyentlari. 

(19), (20) qatorlarni  1t boʻlgandaistagancha differensiallash mumkin. Qatorning 

umumiy hadi   nntu nn

n

n sincos     ni qaraylik, hamda uni   boʻyicha k

marta differensiallaymiz: 
































2
sin

2
cos

k
n

k
nnt

u
nn

kn

k

n

k








 

Agar  MM nn   ,  desak, quyidagi bahoga ega boʻlamiz  

.2Mnt
u kn

k

n

k







 

Birorta  a0   (ichki   masala   uchun)   va   a
a


0

2

1


 (tashqi masala    uchun)    

qiymatlarni fiksirlaymiz, bunda 10
0 

a
t

    boʻladiva ushbu  qatorni qaraymiz 

  









1 1

00 )(2
n k

kn

nn

kn ttntMnt   

        Koʻramizki, bu qator ixtiyoriy chekli k  uchun 10  tt boʻlganda yaqinlashadi. 

Shuning uchun (19), (20) qaorlarni mos ravishda ichki, tashqi nuqtasida k  marta 

differensiallash mumkin. 

Xuddi shunga oʻxshash koʻrsatish mumkinki, (19) va (20) qatorlarni a0 va 

a1 (doiraning ichi va tashqarisida) mos ravishda  oʻzgaruvchi boʻyicha ham 
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istagancha differensiallash mumkin. Fiksirlangan 0 ning ixtiyoriyligidan esa (19) 

va (20) qatorlarni doiraning mos ravishda ichki va tashqi nuqtasida 

differensiallash mumkin boʻladi, hadma-had hosila olish mumkinligidan esa, 

superpozitsiya printsipini qoʻllash oʻrinli ekanligi kelib chiqadi. Demak, 

koeffisiyentlari (17) va (18) formulalar bilan aniqlanadigan (19) va (20) 

funksiyalar (10) tenglamani va (11) chegaraviy shartni mos ravishda doiraning 

ichida va tashqi sohasida qanoatlantiradi. 

Masala.
2222 Rryx   doirada Dirixle masalasini yeching: 

.  ),,(),(

,0  ,0),(

Rryxgyxu

Rryxu




 

bu yerda, .2),( 2 yxxyxg   

Yechish. Yechim (19) qator koʻrinishida boʻladi, koeffisiyentlari (17) va 

(18) formulalar yordamida aniqlanadi. ),( yxg  funksiyani qutb koordinatalar 

sistemasida yozib olamiz:  sincoscos2),( 22 rrrrg   va Rr   da

 sincoscos2 22 RRRg   boʻladi.  

     dnRRR
π

dnψg
π

π

π

π

π

n cossincoscos2
1

cos
1 22




  

     dnRRR
π

dnψg
π

π

π

π

π

n sinsincoscos2
1

sin
1 22




  

22

0 2sincos
2

2cos1
2

1
RdRRR

π

π

π












 






  

  RdRRR
π

π

π

 


 cossincoscos2
1 22

1
 

  222

2 2cossincoscos2
1

RdRRR
π

π

π

 


  

  RdRRR
π

π

π

 


 sinsincoscos2
1 22

1
 

Qolgan barcha koeffisiyentlarning qiymatlari nolga teng. Topilgan 

natijalarni (19) qatorga etib qoʻyib, berigan masalaning yechimini olamiz: 
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 sin2coscossincos
2

, 22

1

0 rrrRnn
R

r
ru nn

n

n









 





. 

Oxirgi tenglikda dekart koordinatalar sistemasiga oʻtamiz va masalaning 

yechimini olamiz: 

  yyxxRyxu  222, . 

Masala.  20 ,  bra halqa ichida  quyidagi )(ru chegaraviy masalalarning 

yechimlarini toping: .)( ,)( ,0)( UbuTauru   

Yechish. Bir oʻlchovli holda Laplas tenglamasi quyidagicha: 

0
1

)( 

















dr

du
r

dr

d

r
ru . 

  Tenglamani yechimi: 
21 ln)( CrCru  . 

21  , CC larni chegaraviy shartlardan 

topamiz: 

UCbCbu

TCaCau





21

21

ln)(

ln)(
 

a

b

a

UT
TC

b

a

UT
C

ln

ln

ln

2

1







 

Demak, yechim quyidagicha: 

a

r

b

a

UT
Tru ln

ln

)(


  

boʻladi. 

 

10.
2222 Rryx   doirada Dirixle masalasini yeching: 

.  ),,(),(

,0  ,0),(

Rryxgyxu

Rryxu




 

Bu yerda: 

         a) ;),( xyxyxg   

        b) );(2),( 2 yxyxg   
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        c) ;4),( 3yyxg   

        d) ;2),( 22 yxyxg   

        e) ;4),( 2xyyxg   

        f) ;
1

),( 2 Rxyy
R

yxg   

        g) .2),( 2 yxxyxg   

 

11.
2222 Rryx   doiradan tashqarida Drixle masalasini yeching: 





),(  .   ),,(),(

,    ,0),(

yxuRryxgyxu

rRyxu
 

Bu yerda: 

       a) ;2),( xyyyxg   

       b) ;),( cbyaxyxg   

       c) ;),( 22 yxyxg   

       d) ;1),( 2  xyxg  

      e)  ;),( 2 xyyyxg   

       f) ;),( 2 yxyyxg   

      g) .2),( 2 yxxyxg   

     12.
2222 Rryx   doirada Puasson tenglamasiga qoʻyilgan Drixle masalasini 

yeching: 

.),,(),(

,0),,(),(

Rryxgyxu

Rryxfyxu




 

Agar: 

a) ;0),(,1),(  yxgyxf  

        b) ;0),(,),(  yxgxyxf  

        c) ;
2

),(,1),(
2y

yxgyxf   

        d) ;1),(,),(  yxgyyxf  
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        e) .1),(,4),(  yxgyxf  

      13.
2222 Rryx   doirada toʻg`ri qoʻyilgan Neyman masalasining 

  .   ),,(
),(

,0    ,0),(

Rryxg
y

yxu

Rryxu








bajarilish shartini toping. 

Agar: 

a) ;),( Ayxg   

       b) ;2),( 2 Axyxg   

       c) ;2),( xyyxg   

       d) ;),( 2 BAyyxg   

       e) .),( 22 yByAxyxg   

boʻlsa, toʻg`ri qoʻyilgan masalaning yechimini toping, bu yerda  A,B-doimiy. 

14.
2222 Rryx   doira tashqarisida g(x,y) funksiya uchun toʻg`ri qoʻyilgan  

Neyman masalasining yechimini  toping 








),(  ,.   ),,(
),(

,    ,0),(

yxuRryxg
y

yxu

rRyxu

. 

Agar: 

      a) ;),( 2 Ayyxg   

      b)   ;),( 2 BAyxyxg   

      c)   ;2),( BAyxyyxg   

      d)  ;),( 22 BAyxyxg   

boʻlsa, masalaning yechimini toping, bu yerda  A,B-doimiy. 

 

15.Agar quyidagilar berilgan boʻlsa,   0,0: RrK  doirada  

)(),(),( 1  fRuRu   shartni qanoatlantiruvchi )(),( 1 KCru   garmonik 

funksiyani toping, bu yerda  




2

0

1 ;0)(,0 dfRR  

      a) ;sin)(  f  
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      b) ;cos)(  f  

      c) ;cos)( 2 Cf    

      d) ;3cos2sin)(  f  

      e) ;sincos)( 2  BAf   

      f) ;cos3sin)( 2 Cf    

        bu yerda  A,B,C-doimiy. 

     16.   0,0: RrK doira tashqarisida )(),(),( 1  fRuRu   shartni 

qanoatlantiruvchi )(),( 1 KСCru   garmonik funksiyani toping, bu yerda 

 




2

0

1 ;0)(,0 dfRR  

      a) ;2sin3)(  f  

      b) ;sin5)( 2 Af    

      c) ;2sin)( 3  f  

      d) ;cos3sin)( 2 Af    

      e) ;5cossin)(  f  

    A-doimiy 

17.
),()0,,(    ),,()0,,(

,0),,(

yxhyxuyxgyxu

zyxu

z 


 

 Laplas tenglamasiga qoʻyilgan Koshi masalasini  yeching. 

(Ko’rsatma: 








 












0

11

12

11

2

),...,(
)!12(

),...,(
)!2(

)1()(
k

n

k
k

n
n

k
k

nk xx
k

x
xx

k

x
xu   formuladan 

foydalaning, bu yerda ),...,( ),,...,( 1111  nn xxxx  - boshlang’ich shartda berilgan 

funksiyalar.) 

Agar: 

          a) ;2),(,2),( 2yxyxhyxyxg   

          b)   ;0),(,),(  yxhxeyxg y
 

          c)   ;),(,),( 2 yeyxhxxyyxg x   
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          d)  ;cos),(,sin),( yyxhyxyxg   

          e) ;2),(,2),( 23 yxyxhxyxg   

          f)  ;2sin2),(,2cos),( yxyxhxyxg   

    boʻlsa. 

 20 ,  bra halqa ichida  quyidagi u(r) chegaraviy masalalarning 

yechimlarini toping. 

18. .)( ,)( ,0)( UbuTauru   

19. .)(,)(,0)( UbuTauru r    

20. .)(,)(,0)( UbuTauru r   

21. .)(,)(,0)( UbuTauru rr   

22. .)()(,)(,0)( UbhubuTauru r   

23. .)(,)()(,0)( UbuTahuauru r   

24. .)()(,)(,0)( UbhubuTauru rr   

25. .)(,)()(,0)( UbuTahuauru rr   

26. .)()(,)()(,0)( UbhubuTahuauru rr   

27. .0,),()(,)(,0)(  hbcabhucuTauru  

28. 02: 22  xyxK  aylanada  

,),(),,(),(

,),(),,(),(

Kyxyxgyxu

Kyxyxfyxu




 

masalani yeching, agar: 

a) ;164),(,0),( 3  xxyxgyxf  

        b) ;2),(,0),( 2 yxyxgyxf   

        c) ;2),(,0),( 2 xyyxgyxf   

        d) ;12),(,4),(  xyyxgyxf  

        e) .),(,24),( yyxgyyxf   



115 

 

§7.3Chegaraviy masalalarni toʻrtburchak sohada Furye usuli bilan 

yechish 

         Elliptik turdagi tenglamalarga toʻrtburchak sohada qoʻyilgan chegaraviy 

masalalarni, tor tebranish va issiqlik oʻtkazuvchanlik tenglamalariga qoʻyilgan 

aralash masalalarni Furye usulida yechish algoritmi asosida yechiladi. 

      Masala. Laplas tenglamasiga sypx  0 ,0  toʻgri to’rtburchak 

sohadaqo’yilgan chegaraviy masalani yeching: 

);(),(  ,0)0,(  ,0),(),0( xfsxuxuypuyu x   

Yechish. Ikki oʻlchovli Laplas tenglamasi quyidagicha: 

0
2

2

2

2












y

u

x

u
u . 

Berilgan masalaning yechimini quyidagi koʻrinishda qidiramiz:  

)()(),( yYxXyxu  . 

bu yerda )(xX  - x  oʻzgaruvchining funksiyasi, )( yY  - y  oʻzgaruvchining 

funksiyasi. Ular uchun quyidagi tenglamalar hosil boʻladi: 

0)()(''

0)()(''





yYyY

xXxX




 

chegaraviy shartlardan foydalansak, )(xX funksiya uchun quyidagi koʻrinishni 

oladi: 0)(' ,0)0(  pXX . 

Natijada masalani yechsak:     x
p

n
xX n 

12
sin)(


 , 

y
p

n

n

y
p

n

nn ebeayY


1212

)(






 . 

Masalaning yechimi: 




























0

1212

0

12
sin),(),(

n

y
p

n

n

y
p

n

n

n

n x
p

n
ebeayxuyxu 



. 

Qolgan chegaraviy shartlardan foydalanib, yigʻindidagi noma’lim 

koeffisiyentlar uchun quyidagi tenglamalar sistemasini olamiz: 
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),(
12

sin

,0

0

1212

0

xfx
p

n
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n

s
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n

n

nn









































 

bundan,  

).(
12

sin

,

0

1212

xfx
p

n
eea

ab

n

s
p

n
s

p

n

n

nn
































  

Oxirgi tenglik )(xf  funksiyaning Furye qatoriga yoyilmasini beradi. 

Demak, berilgan masalaning yechimi: 

























 







 


0

12
sin

12
),(

n

n x
p

n
y

p

n
shayxu  . 

bu yerda, .
12

sin)(
12

1

0

 






 








 




p

n dxx
p

n
xf

s
p

n
shp

a 



 

29. Laplas tenglamasiga sypx  0 ,0  toʻgri to’rtburchak sohadaqo’yilgan 

chegaraviy masalani yeching: 

  a) );(),( ,0)0,( ,0),(),0( xfsxuxuypuyu x   

   b) ;),( ,)0,( ,0),(),0( BxsxuAxuypuyu xx   

   c) ;),( ,0)0,( ,0),(),0( Bxsxuxuypuyu yx   

   d) ;0),( ,
2

sin)0,( ,0),( ,),0(  sxu
p

x
TxuypuUyu yx


 

   e) ;),( ,0)0,( ,),( ,0),0( Usxuxuqypuyu yx   

   f) .),( ,0)0,( ,),( ,0),0(
p

sTx
sxuxuTyypuyu y   

30. lyx  0,0  yarim tekislikda chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi 

Laplas tenglamasining yechimini: 

    a) ;0),( ),(),0( ,0),()0,(  yuyfyulxuxu y  

    b)
;0,0),(  ),(),0(

,0),(),()0,(





hyuyfyu

lxhulxuxu y
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    c) ;0),(  ),(),0(  ,0),()0,(  yuylyyulxuxu  

    d) 
.0  ,0),( ,),0(

,0),(  ,0)0,()0,(





hyuylyu

lxuxhuxuy  

31. Rr 0  doirada quyidagi chegaraviy qiymatlarni qanoatlantiruvchi garmonik 

funksiyani toping: 

    a) );2(),(  Ru  

    b) ;sin),(  Ru  

    c) ;3cossin),(),(  UQTRhuRur   

    d) ).(),(  fRur   

32. Rr 0  doira tashqarisida quyidagi Laplas tenglamasiga qoʻyilgan ),( ruu   

chegaraviy masalani yeching: 

   a) ;
2

sin),(


 TRu 
 
   b) ;2sin

2

1
),(  Ru  

   c) );(),(),(  fRhuRur   

   d) ).cos(),(  URur
 

33. bra   halqa ichida  chegaraviy qiymatlarni qanoatlantiruvchi ),( ruu 

garmonik funksiyani toping: 

   a) ;cos),(,0),(  Abuau   

   b) ;2sin),(,),(  BbuAau   

   c) ;2sin),(,cos),(  TQbuqau   

   d) ;0),(),(,cos),(   bhubuUTau r
 

34.   0,bra  doira sektorida  chegaraviy shartlarni qiymatlarni 

qanoatlantiruvchi garmonik funksiyani toping: 

a) ;),(,0),()0,(  ARururu   

    b) );(),(,0),()0,(  fRururu   

    c) ;),(,0),()0,(  URururu   

    d) ;),(,0),()0,( QRururu r    

    e) .0),(),(),,(),()0,(   RuRurhururu r  
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8-bob. Giperbolik sistemalar 

Ushbu bobda xususiy hosilali differensial tenglamalar sistemasi haqida 

umumiy ma’lumotlar berilib, birinchi tartibli xususiy hosilali differensial 

tenglamalar sistemasining klassifikatsiyasi, kanonik koʻrinishga keltirish, umumiy 

yechimini topish, shuningdek giperbolik sistemalarga qoʻyilgan Koshi va aralash 

masalalarni yechish oʻrganilgan. Mavzuga doir mustaqil yechish uchun misol va 

masalalar keltirilgan. 

§8.1 Umumiy tushunchalar. Giperbolik sistemalarni kanonik 

koʻrinishga keltirish va umumiy yechimini topish 

Quyidagi tenglamalar sistemasi berilgan bo’sin 


















































),(),(),(),(),(

),,(),(),(),(),(

2
2

22
1

21
2

22
1

21

1
2

12
1

11
2

12
1

11

txf
x

u
txB

x

u
txB

t

u
txA

t

u
txA

txf
x

u
txB

x

u
txB

t

u
txA

t

u
txA

                     (1) 

Bu yerda, ),(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,( 2221222112111211 txBtxBtxAtxAtxBtxBtxAtxA  - sistema 

koeffisiyentlari, ),(),,( 21 txftxf -ozod hadlar boʻlib, berilgan funksiyalar. 

),(),,( 21 txutxu  - noma’lum funksialar. (1) sistemani matrisaviy shaklda yozib 

olamiz, bu uchun quyidagi belgilashlar kiritamiz: 











2221

1211

AA

AA
A ;  










2221

1211

BB

BB
B ;  










2

1

f

f
F ; 










2

1

u

u
u . 

Natijada, berilgan (1) Sistema quyidagi koʻrinishni oladi: 

F
x

u
B

t

u
A 








                                                          (1) 

),(),,( 21 txutxu funksiyalarning toʻla differnsiallarini yozamiz: 






























.

,

22
2

11
1

dx
x

u
dt

t

u
du

dx
x

u
dt

t

u
du

                                                     (2) 

(1) va (2) sistemani birgalikda qaraymiz: 
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1
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1
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1

11
2

12
1

11

du
x

u
dx

t

u
dt

du
x

u
dx

t

u
dt

f
x

u
B

x

u
B

t

u
A

t

u
A

f
x

u
B

x

u
B

t

u
A

t

u
A

                                    (*) 

Hosil boʻlgan (*) sistema 
x

u

t

u

x

u

t

u















 2211 ,,,  noma’lumlarga nisbatan chiziqli 

tenglamalar sistemasini tashkil qiladi. (*) tenglamalar sistemasining matrisaviy 

shakli quyidagicha: 

             






























du
x

u
dxE

t

u
dtE

f
x

u
B

t

u
A

 

(*) tenglamalar sistemasi noldan farqli yechimga ega bo’lishi uchun 

0
dxEdtE

BA
 

bo’lishi kerak. 

  

Ta’rif.  

0
dxEdtE

BA
                                                  (3) 

tenglikni qanoatlantiruvchi chiziqlar (1) sistemaning  xarakteristikalari deyiladi. 

 Xarakteristikalar ustida munosabatni aniqlash uchun quyidagi kengaytirilgan 

matritsani qarashimiz kerak 










dudxEdtE

fBA
 . 

Agar ushbu matritsaning rangi asosiy matritsaning rangiga teng bo’lsa, u holda 

xarakteristikalar ustida munosabat aniqlangan deyiladi, ya’ni 



















dxEdtE

BA
r

dudxEdtE

fBA
r . 
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Misol.  

































0

0
1

2

00

0

x

u
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x

p

t

u




 

Akustika tenglamalari sistemasining xaraktiristikalarini aniqlang va 

xarakteristikalar ustida munosabatni quring. Sistemaning umumiy yechimini 

toping? 

Yechish. Berilgan sistemani matrisaviy shaklda yozib olamiz: 




























































0

0

0     

1
        0

1     0

0     1

2

00

0
p

u

x
cp

p

u

t
 . 

Bundan,  











10

01
A ; 



















0

1
0

2

00

0

c

B



 ; 









0

0
f ; 










p

u
U  

f
x

U
B

t

U
A 








  

Ta’rifdan foydalanib xarakteristikalarini aniqlaymiz: 

0

00

00

010

1
001

2

00

0



dxdt

dxdt

c



 

0

0

10

001

0

00

1
01

22

0

2222

0

2

00

2

00

0

 dtcdxdxdtc

dxdt

cdx

dxdt

cdt 



. 

0))(( 00  dtcdxdtcdx , 

0c
dt

dx
 ,  consttcx  0 , 

0c
dt

dx
 , consttcx  0 . 



121 

 

Demak, tovush tarqalish tenglamari sistemasi quyidagi xarakteristikalarga ega: 

consttcx  0 , consttcx  0  

Endi ushbu tenglamaning kengaytirilgan matritsasini yozib olamiz: 























dpdxdt

dudxdt

c

00

00

0010

0
1

001

2

00

0





 

Xarakteristikalar ustida munosabatni quramiz, bu uchun kengaytirilgan 

matrisaning 4-tartibli ixtiyoriy minorini hisoblaymiz (faqat oxirgi qator 

oʻchirilmaydi!): 

0

00

0

010

0001
2

00


dpdt

dudxdt

c
 

0

0

0

01

00

0

010

0001

2

00

2

002

00
 dtducdxdp

dpdt

dudx

c

dPdt

dudxdt

c





. 

02

00  ducdp
dt

dx
 . 

0)( ,0c  00

2

0000  ucpdducdpc
dt

dx
 , 

Berilgan sistema uchun consttcx  0  xarakteristika ustida munosabat quyidagicha: 

02

000  ducdpc  . 

0)( ,0-  00

2

0000  ucpdducdpcc
dt

dx
  

Berilgan sistema uchun consttcx  0  xarakteristika ustida munosabat quyidagicha: 

02

000  ducdpc  . 

Xarakteristika munosabatlardan foydalanib berilgan sistemaning umumiy 

yechimini topish mumkin: 

)();( 02000100 tcxfucptcxfucp   . 
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Yuqoridagi tenglamar sistemasidan noma’lum 









p

u
U  -vertor funksiyani topamiz: 

Natijada berilgan akustika tenglamalri sistemasining umumiy yechimi 

quyidagicha: 

 

 .)()(
2

1

,)()(
2

1

0201

0201

00

tcxftcxfp

tcxftcxf
c

u






 

Barcha xarakteristikalari haqiqiy va turlicha bo’lgan sistemalar giperbolik 

sistemalar deyiladi. 

Giperbolik sistemalarga Koshi masalasi xususiy hosilalai differensial 

tenglamalarga qoʻyilgan kabi 0t  da Ox  o’qining biror bir intervalida qo’yiladi.  

Quyidagi 

0









x

U
B

t

U
A                                             (4) 

sistemani qaraylik. Agar 0t  chiziq xarakteristika bo’lmasa 
t

U



  hosila sohaning 

barcha nuqtalarida mavjud bo’ladi. Faraz qilaylik  

0det A . 

A  matritsaga teskari 1A  mavjud. (4) sistemaning chap tomonini 1A  ga 

ko’paytiramiz 

011 







 

x

U
BA

t

U
AA . 

CBAEAA   11 ,  deb belgilasak 

0









x

U
C

t

U                                                    (5) 

 Agar (4) sistemamiz bir jinsli bo’lmasa, ya’ni  

f
x

U
B

t

U
A 








                                                 (4΄) 

gfA 1
 bilan belgilasak 

g
x

U
B

t

U









                                                  (5΄) 

sistemaga kelamiz. 
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Biz asosan (5΄) ko’rinishidagi sistemalarni qaraymiz. 

0
dxEdtE

CE
 

ko’rinishida bo’ladi.  

 Faraz qilaylik tenglamalar sistemasi n  o’zgaruvchili bo’lsin. dt  ni 

determinantdan tashqariga chiqaramiz 

0
E

dt

dx
E

CE
dt n ,   

0
0




E
dt

dx
E

E
dt

dx
C

dt n
. 

0)1(  E
dt

dx
Cdt nn

 

ga kelamiz. 

),( txk
dt

dx
i                                                        (6) 

(6) tenglik bilan aniqlanadigan chiziqlar xarakteristikalar deyiladi. 

 Xarakteristikani aniqlayotganda ik  qiymatlar 

0 kEC                                                        (7)  

tenglikdan topiladi. 

 (7) tenglamaning ildizlari ik  lar haqiqiy va turlicha bo’lsa, u holda 

qarayotgan sistemamiz giperbolik sistema deyiladi. 

Quyidagi sistemani qaraylik 

),,(),,(),,( Utxf
x

U
UtxB

t

U
UtxA 








                                   (8) 

(8) ko’rinishidagi sistemaga Kvazichiziqli sistema deyiladi. 

Chiziqli tenglamalar sistemasi uchun aytilgan mulohazalar Kvazichiziqli 

sistemalar uchun ham o’rinli.  

Misol.Berilgan giperbolik sistemani kanonik koʻrinishga keltiring va 

umumiy yechimini toping: 
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Yechish. Berilgan sistemani matrisaviy shaklda yozib olamiz: 
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0     1

1        0

1     0

0     1

v
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Bunda,  










































0

0
  , U, 

0     1

1        0
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1     0

0     1
f

v

u
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Xarakteristik tenglamani yechamiz: 

0
0

0

01

10
 






















k

k
 -kEB . 

Ildizlari: 1  ,1 21  kk . 

B  matrisaning xos vektorlarini topamiz: 

  0  zEkB i , 













1

1
1z ,  










1

1
2z . 

Xos vektorlardan quyidagi matrisani tuzamiz: 








 


11

11
Z  

Ushbu matrisaga teskari matrisa: 













11

11

2

11Z  

ZVU   almashtirish yordamida tenglama kanonik koʻrinishga keladi: 

0









x

V
K

t
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Berilgan tenglamaning kanonik koʻrinishi quyidagicha: 
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Giperbolik sistemalarni kanonik koʻrinishga keltiring: 
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Giperbolik sistemalarning umumiy yechimini toping: 
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§8.2Giperbolik sistemalarga qoʻyilgan Koshi masalasi va aralash 

masalani yechish 

Giperbolik sistemalarga qoʻyilgan Koshi masalasi va aralash masalani 

yechish xususiy hosilali differensial tenglamalarga qoʻyilgan Koshi masalasi va 

aralash masalani yechish kabi. Quyidagi misollarda sistema uchun qoʻyilgan 

masalalarni yechish koʻrsatilgan. 

Masala.Gipebolik sistemaga qoʻyilgan Koshi masalasini yeching: 
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Berilgan tenglamaning kanonik koʻrinishi quyidagicha: 
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Ushbu sistemaning yechimi: 
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Dastlabki sistemaning yechimi quyidagi tenglikdan aniqlaymiz:  
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Bundan, berilgan sistemaning umumiy yechimi: 
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Endi berilgan sistema uchun Koshi masalasini yechamiz: 
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Demak, berilgan masalaning yechimi: 









.2),(

,),(

txtxv

ttxu
 

Masala.Akustika tenglamalar sistemasi 
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berilgan bo’lib, lxxu  ,0,0  chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. 

 Yechish.Xususiy yechimni quyidagi ko’rinishda qidiramiz: 
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Agar yechim mavjud bo’lsa, u holda UPT ,,  lar o’zaro quyidagicha bog’langan: 
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sistema noldan farqli yechimga ega bo’ladigan qiymatlari   parametrning xos 

qiymati, shu xos sonlarga mos yechimlar xos funksiyani tashkil etadi.  

Xos qiymat va xos funksiya quyidagi formula bilan aniqlanadi 
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chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. Bu masala yechimi odatda )()0,( xxu  , 
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yechimlar ),( txu  va ),( txp  yechimlarni aproksimatsiyalaydi. 
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 lxx  ,0  qo’zg’almas tekislik orasida gaz qatlamining tebranishi tik to’lqin 

deb ataladi.  

1-chizmada qandaydir vaqtdagi to’lqin tezligi va 

bosimi taqsimoti grafigi keltirilgan.  
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 “Tik to’lqinlar” nomi shuni ifodalaydiki nuqtaning tebranishi uchun tezlik 

amplitudasi (yoki                     1-chizma 

p  bosim) nolga teng bo’lsa, yoki hamma vaqt ekstremal bo’ladi. 

 Tugun nuqtada bosim amplitudasi maksimal bo’ladi. Bundan tashqari izoh 

berish kerakki u  siljish fazosi bo’yicha bosim siljishi o’shanga qarab siljigan 

bo’ladi. 

 Akustika tenglamalar sistemasi uchun yaratilgan Fure usulini qarab chiqdik.  

),(),0( tlutu   chegaraviy shartlarni cheklashdagi xususiy yechimlar 

yig’indisi tik to’lqinni ifodalaydi. 

 Masala.
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Demak, berilgan masalaning yechimi quyidagicha: 
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Boshlangʻich shartlardan foydalanib, noma’lum koeffisiyentlarni Furye 

usulidan foydalanib topamiz: 
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Demak, berilgan masalaning yechimi: 
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Masala. Endi esa Furye almashtirishni qo`llab giperbolik sistemaga qo`yilgan  

aralash masala qanday yechilishini ko‘rsatamiz. Giperbolik sistemalar tebranma 

jarayonlarini, tovush tarqalish hodisalarini ifodalaydi.  

 0,10/),(  txtxD  sohada quyidagi masalani qaraylik: 
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Yechish.Masalani yechishda Furye almashtirishidan foydalanamiz. 
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Bir o`zgaruvchili funksiya uchun to`g‘ri va teskari Furye almashtirishi mos 

ravishda quyidagicha bo`ladi: 
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U holda berilgan sistema quyidagi ko`rinishga keladi: 
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Ushbu funksiyaga Furye almashtirishini qo`llab, natijada  txtxu  sinsin),(    

yechimni olamiz.                                       
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. Agar 

2

3
  bo‘lsa, 23

5

1
Cxxx    , bu yerda C  - ixtiyoriy 

doimiy. 
2

3
  da tenglama yechimga ega emas. 9. Agar 

8

1
1    va 

2

1
  bo‘lsa, u holda xC

2

3
1  . 

Agar 
8

5
2    bo‘lsa, xxC

2

3
)13( 2

2  , bu yerda 
21,CC  - ixtiyoriy doimiylar. 

8

3
3    da tenglama 

yechimga ega emas. Agar i  , 3,2,1i  bo‘lsa, u holda 



83

3
)(




x
x . 10. Agar 

4

3
  va 

2

3
  

bo‘lsa, u holda xx 22sin
43

12








. Agar 

2

3
  bo‘lsa, xCxx 2cos2sin22  , bu yerda C  - 

ixtiyoriy doimiy. 
4

3
  da tenglama yechimga ega emas. 11. Agar 

4

3
  va 

2

3
  bo‘lsa, u holda 

xx 2cossin
)32(2

3





. Agar 

4

3
  bo‘lsa, xCxx cossin

4

3
2cos 


,  bu yerda C  - ixtiyoriy 

doimiy. 
2

3
  da tenglama yechimga ega emas. 12. Agar 

22

3
  bo‘lsa, u holda 












 xxx 2sin

2

3
2cos2

98

3
sin

2





. Agar 

22

3
  bo‘lsa, tenglama yechimga ega emas. 13.  ning 

barcha qiymatlarida xx cos3sin
2


 


. 14. Agar 

2

1
  bo‘lsa, u holda x

x
cos

)12(6

2
1

2









. 

Agar 
2

1
  bo‘lsa,  Cx

x
cos8

2

3

4 2


 ,  bu yerda C  - ixtiyoriy doimiy. 
2

1
  da tenglama 

yechimga ega emas. 15. Agar 



2

  va 



4

  bo‘lsa, u holda 







2
14cos x . Agar 




4
  bo‘lsa, 

xCxCx 2sin2cos14cos 21  ,  bu yerda 
21,CC  - ixtiyoriy doimiylar. 




2
  da tenglama yechimga ega 
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emas. 16. Agar 



1

  bo‘lsa, u holda x3cos . Agar 



1

  bo‘lsa, xCxCx 2coscos3cos 21  ,  bu 

yerda 
21,CC  - ixtiyoriy doimiylar. 17. Agar 




1
  va 




2

1
  bo‘lsa, u holda 

1

cosx
. Agar 




2

1
  

bo‘lsa, xCx 2sincos2  ,  bu yerda C  - ixtiyoriy doimiy. 



1

  da tenglama yechimga ega emas. 18. Agar 




1
  va 




3

1
  bo‘lsa, u holda 

1

sin x
. Agar 




3

1
  bo‘lsa, xCx 2cossin

2

3
 ,  bu yerda C  - 

ixtiyoriy doimiy. 



1

  da tenglama yechimga ega emas. 19. 



1

1  , xx cossin  ,1; 



1

2  , 

xx sincos  . 20. 



2

1
1  , 1; 




2
2  , x2cos ; 




2
3  , x2sin . 21. 451  , 23 2 x ; 

8

45
2  , 

115 2 x . 22. 
8

3
1  , 5

2

5

2

3


 xx ; 
2

3
2  , 5

2

5

2

3


 xx . 23. 



2

1  , xx 3sinsin  ;



2

2  , 

xx 3sin2sin  , xx 4sinsin  . 24. 12a , 12b , 21

212 CxCx  , bu yerda 
21,CC - ixtiyoriy 

doimiylar. 25. 315 a ,     x
x

xxC 3
1

1513154 2  , bu yerda C - ixtiyoriy doimiy 26. Har 

qanday  parametr uchun ushbu tenglama yechimga ega:  




2

0

)()()2cos()( xfdyyfyxx   27. Agar 

2

1
  bo‘lsa, u holda bax

b
x

a





 







21

2
sin

)21(12

3

. Agar 
2

1
  da, 0 ba  bo‘lsa, va faqat shu 

holda tenglama yechimga ega bo‘lib, yechim: 
21 cos)( CxCx  ,  bu yerda 

21,CC - ixtiyoriy doimiylar. 28. 

Agar 



2

 ( ba, -ixtiyoriy) bo‘lsa, u holda 
 

bx
ba





sin

2

22




. 




2
  da ixtiyoriy ba,  larning 

qiymatida tenglama yechimga ega: xCbx
ba

x cossin
2

4
)( 1







 , bu yerda 

1C - ixtiyoriy doimiy; 




2
 da 04  ba  bo‘lsa, va faqat shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib, yechim: 

xCbx sin)( 2 ,  bu  yerda 
2C - ixtiyoriy doimiy. 29. Agar 

2

1
 va 

2

3
  ( cba ,, -ixtiyoriy) bo‘lsa, u 

holda 
2

23

3

)21(3

32
axx

bca












. 

2

1
  da 03  ca  bo‘lsa, va faqat shu holda tenglama yechimga ega 

bo‘lib,  
1

2

2

3
)( Caxbxx  , bu yerda 

1C - ixtiyoriy doimiy; 
2

3
 da 0b  bo‘lsa, va faqat shu holda 

tenglama yechimga ega bo‘lib, yechim: xCcaaxx 2

2 )(
2

1
)(  ,  bu  yerda 

2C - ixtiyoriy doimiy. 30. 

Agar 
2

15
  ( ba, -ixtiyoriy) bo‘lsa, u holda 

 
3

2

2
2

2 4155

)35(4

415

)35(2
bxaxx

ba
x

ba


















. 
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2

15
  da 035  ba  bo‘lsa, va faqat shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib,  























 xxCxxax 2

1

3

3

5

3

5
)( , bu yerda 

1C - ixtiyoriy doimiy; 
2

15
 da 035  ba  bo‘lsa, 

va faqat shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib, yechim: 





















 2

2

3

3

5

3

5
)( xxCxxax ,  bu  yerda 

2C - ixtiyoriy doimiy. 31. Agar 3  va 5  ( ba, -ixtiyoriy) bo‘lsa, u holda 
 

bx
b

x
a







2

53

5

3

3






. 

3  da 0a  bo‘lsa, va faqat shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib,  1

2 1
2

5
)( Cxbx 








 , bu yerda 

1C - ixtiyoriy doimiy; 5 da 0b  bo‘lsa, va faqat shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib, yechim: 

axxCx
2

3
)( 2

2  ,  bu  yerda 
2C - ixtiyoriy doimiy. 32. Agar 

6

1
  ( ba, -ixtiyoriy) bo‘lsa, u holda 

axx
ba





3

1

)61(7

730




. 

6

1
  da 075  ba  bo‘lsa, va faqat shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib,  

3

2

2
3

1

1
5

7
)( xCxCbxx  , bu yerda 

1C  va 
2C - ixtiyoriy doimiylar. 33. Agar 




2
  va 







4

2
 (

ba, -ixtiyoriy) bo‘lsa, u holda 
2

)4(2

2

2

)4(2
bxx

ba












. 




2
  da 0)4(   ba  

bo‘lsa, va faqat shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib,  Cbxxx 


 2

)2(2
)(




 , bu yerda C - ixtiyoriy 

doimiy; 






4

2
da tenglama yechimga ega emas. 34. Agar 

3

5

2

1
  ( cba ,, -ixtiyoriy) bo‘lsa, u holda 

 
   

bxax
ba

x
cba









 2

2

2

3

1

2 1257

353028

12521

4236145








. 

3

5

2

1
  da 0)(57315  cab  

bo‘lsa, va faqat shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib,  














5

3
)( 3

1

1

2 xCcbxaxx , bu yerda 
1C - 

ixtiyoriy doimiy; 
3

5

2

1
 da 0)3(57315  cab  bo‘lsa, va faqat shu holda tenglama yechimga ega 

bo‘lib, yechim: 














5

3
)( 3

1

1

2 xCcbxaxx ,  bu  yerda 
2C - ixtiyoriy doimiy. 35. Agar 

8

15
  va 

2

3
  ( ba, -ixtiyoriy) bo‘lsa, u holda 

)23)(815(

)1(36

23

3

815

)1(30 22
2























 b
x

a
x

b
. 

8

15
  da 
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1b  bo‘lsa, va faqat shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib,  )1(201
2

17
)( 2  xCaaxx , bu 

yerda C - ixtiyoriy doimiy; 
2

3
  da 0 ba  bo‘lsa, va faqat shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib,  

21)( CxCx  , bu yerda 
1C  va 

2C - ixtiyoriy doimiylar. 36.1. ,
2

3
1  x1 ; ,

2

1
2 

2

2 43 xx  ; agar 
2

3
1    va 

2

1
2  bo‘lsa,




23

3
)(




ax
x   (a-ixtiyoriy); 

2

3
 da tanglama 

yechimga ega, agar 0a  bo‘lsa va   2

2 43
4

3
)( xxCaxx  , bu yerda 

2C - ixtiyoriy doimiy. 36.2. 

2

1
1  , x)1(

1 , 
2)2(

1 x ; agar 
2

1
  bo‘lsa, 




21
)(

2






bxax
x ; 

2

1
  da tenglama yechimga ega, agar 

0 ba   bo‘lsa, va xCxCx 2

2

1)(   bu yerda 
1C  va 

2C - ixtiyoriy doimiylar.  37.1. 



1

1  ,  

xsin1  ; agar 



1

  bo‘lsa, x
b

xbxbax sin
1

2
cos)(

22







 ; 




1
  da tenglama 

yechimga ega, agar 0b   bo‘lsa, va xCax sin)(   bu yerda C - ixtiyoriy doimiy.  37.2. 



1

1  ,  

x1 ; agar 



2

1
  bo‘lsa, xbb

ax
x cos2

21
)( 


 


 (bu yerda a,b – ixtiyoriy); 




2

1
  da 

tenglama yechimga ega, agar 0a   bo‘lsa, va Cxxbx  )cos1()(  bu yerda C - ixtiyoriy doimiy.  38. 

)()(
)(

)cos(
2

)sin(

)(
0

xfdyyf

yxyx

x 




 







 , agar  bo‘lsa, bu yerda 

4
1)(

2
2   ; 




2
  da tenglama yechimga ega, agar 021  ff  bo‘lsa, bu yerda 




0

1 )(cos dyyyff , 


0

2 )(sin dyyyff , va yechim:   )(sin
2

cossin)( 11 xfxfxxCx 


  (

1C  - ixtiyoriy doimiy); 



2

  da tenglama yechimga ega, agar 021  ff  bo‘lsa va yechim: 

  )(sin
2

cossin)( 12 xfxfxxCx 


  (
2C  - ixtiyoriy doimiy); 

)(

)cos(
2

)sin(

);,(











yxyx

yxR  - rezolventa.  

0)(  
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39. )()(
)(

)142(
3

4
1

)(

1

1

xfdyyf

xxy

x 




 






 , agar  bo‘lsa, bu yerda 

)
3

4
1)(21()(   ; 

2

1
  da tenglama yechimga ega, agar 

21 3 ff   bo‘lsa, bu yerda 




1

1

1 )( dxxff

, 




1

1

2 )( dxxxff , va yechim: 11 )(
2

1
)( Cxffxx 








  (

1C  - ixtiyoriy doimiy); 
4

3
  da tenglama 

yechimga ega, agar 02 f  bo‘lsa va yechim: )1()(
2

3
)( 21  xCxffx  (

2C  - ixtiyoriy doimiy); 

)(

)142(
3

4
1

);,(











xxy

yxR  - rezolventa. 40. 

bxb
ax

baxdybayx
yx

x 













 



cos2
21

)(cos
21

sin
)( 








, agar 



2

1
   bo‘lsa 

(a,b –ixtiyoriy); 



2

1
  da tenglama yechimga ega, agar 0a  bo‘lsa, yechim:   Cxxbx  1cos)(  (

C  - ixtiyoriy doimiy); x
yx

yxR cos
21

sin
);,( 





  - rezolventa.  

41. )()(
1

2sin2sinsinsin
)(

2

0

xfdyyf
yxyx

x 



 




 , agar 




1
   bo‘lsa; 




1
  da tenglama 

yechimga ega, agar 0)(2sin)(sin

2

0

2

0

 


dyyyfdyyyf  bo‘lsa, yechim: 

xCxCxfx 2sinsin)()( 21   (
21,CC  - ixtiyoriy doimiylar); 









1

2sin2sinsinsin
);,(

yxyx
yxR  - rezolventa. 42. 053    ,0  cab . 

43. 
10

3
a , 0b , 

10

1
c ; 

10

3
a , 0b , 

10

1
c . 44. 

2

1
b  ,0 a . 45. 6a .  

46. 1  ,0  ba . 47. ba, - ixtiyoriy. 48. cba ,, - ixtiyoriy. 49. 057  ba . 50. 11  , 

  14 211  xx ; 12  ,   14 212  xx . 51.



634

1


 ,  2

2

2

11 32 xx  ; 




634
2


 ,   13 2

2

2

12  xx . 52. 



4

3
1  , 

r


1

1
1 , bu yerda 

2

3

2

2

2

1 xxxr  . 

7-bob. 

1. Analiz kursidan ma’lumki,  nxxx ,....,, 21  dekart ortogonal koordinatalari sistemasidan ixtiyoriy nyyy ,....,, 21  

egri  chiziqli koordinalar  sistemasiga o’tishda quyidagi ifoda: 

0)(  
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n

i ix

u
u

1
2

2

 

quyidagi formula bilan ifodalanadi: 


 








n

kj k

jk

j y

u
gg

yg
u

1,

)(
1

 

bu yerda jkgg det , 
g

G
g

jk
jk  , jk

kjjk gGG  ,𝑔𝑗𝑘elementning algebraik to’ldiruvchisi jkgdet  

da   , 


 








n

i k

i

j

i
njk

y

x

y

x
yyyg

1

21 ),....,,(  

nyyy ,....,, 21  koordinatalar orthogonal bo’lganda,   kjg jk  ,0 . 

a) )(
1

)(
1

)(
1

)(
1 22211211

 



































u
gg

g

u
gg

g

u
gg

g

u
gg

g
u  

bu yerda
2)(  xyyxg  , )(

1 2211

 yx
g

g  , )(
12112

 yyxx
g

gg  , 

)(
1 2222

 yx
g

g   

b) 
2

2

2

1
)(

1















u
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u
r

rr
u ; c) 

2

2

2

2

2

1
)(

1

z

uu

rr

u
r
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u





















; 

d) )
sin

1
)(sin

sin

1
)(

1
2

2

222

2
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u

r

u

rr

u
r

rr
u  

e)  
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)1)(1(

1

1

1

1

1

)(

)1)(1(

22

22

2

2

2

2

22

22

 

2.a) garmonik;  b) garmonik;  c) garmonik; d) garmonik;  e) yo’q;  f) garmonik;  j) yo’q; h) garmonik;  k) garmonik.  

Bevosita hisob kitoblar katta. Keyingi hisoblashlarda garmonik funksiya  ),( 21 xxuu    ni )(Re zf , 

21 ixxz  , deb olib, vektor analitik iuzf )(   funksiyaning mavhum qismi )(Im),( 21 zfxx   

funksiyani qurish mumkin. Koshi- Riman sharti bu holda quyidagicha: ,
21 x

v

x

u









 

12 x

v

x

u









. Ko’rinib 

turibdiki, ,)(
11 x

v
i

x

u
zw









  funksiya analitik va Koshi-Riman shartiga asosan  .)(

21 x

v
i

x

u
zw











Shunday qilib quyidagi funksiya ham analitik 
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,
1

)(

1
2

2

2

1

11

21 














































x

u

x

u

x

v
i

x

u

x

v
i

x

uzw
uning haqiqiy qismi:

2

2

2

1

1































x

u

x

u

x

u

  garmonik; l) garmonik; 

m) yo’q. 

3.a)k=-3; b) k=-2; c) ;2cos,2 22 xchkxik  d) ;3k e) k=0, k=n-2  n>2 da. 

4. )(z analitik, uning  xuyxU ),(  haqiqiy va yuyxV ),(  mavhum qismlarining o’zi va birinchi tartibli 

hosilalari uzluksiz va Koshi-Riman shartini qanoatlantiradi 0 yyxxyx uuVU  ;

0 xyxyyx uuVU . 

5.1. u(x,y)  va v(x,y) lar  f(z)=u(x,y)+iv(x,y)  analitik funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlari, Koshi-Riman 

sharti 0,0  xyyx vuvu bilan bog’langan. Shuning uchun dyudxudyvdxvdv xyyx   ifodalar 

funksiyalarning to’la differensiali bo’ladi, shunday qilib 0 uuu yyxx .
Bundan,   dyudxudv xy   

ixtiyoriy fikserlangan (𝑥0, 𝑦0) nuqtadan  to o’zgaruvchi nuqtagacha (x,y) nuqtagacha egrichiziqli integral D 

sohada yo’nalishga bog’liq emas.

 .3)3(3)(363)( 3

00

2

0

322322

0

23

00

CyyxiyyxixyxiCdyyxdxxyixyxzf

y

y

x

x















   

5.2.  .coscossin)( 0
0 Cyeiyieyezf

xxx   

5.3.  .coscossin)( 00 Cshyxixshyixchyzf  6.a) Cyxyxyxv  )6(
4

1
),( 2244 ; 

b) Cxeyxv y  cos),( ; c) Cychxyxv  cos),( ; g) Cyshxyxv  sin),( ; d) 

Cychxyxv  sin),(  c) Cyshxyxv  cos),( ;   7.a) 0

33),( CCyxyyxyxu 

 d) 0sin),( CCxyeyxu x  ; 

c) 0sin),( CCyyeyxu x   ; e) 0

223
2

23
),( CCx

xy
xy

y
yxyxu 


 ;  

f) 0

33
22

632

1
),( CCy

yx
xyyxyxu   8.a) ),(cos 22 zxgxyzyeu x  ,  bu yerda g(x,z)-

ixtiyoriy garmonik funksiya.b) ),(cos 22 yxgyxyzchxu  , bu yerda g(x,y)-ixtiyoriy garmonik funksiya. 

c) ),(3
3

32
3

2 yxgxzxxz
xz

zxyu  , bu yerda g(x,y)-ixtiyoriy garmonik funksiya. 

d) ),()sincos 22 yxgxzyyzeyxzeu xx  , bu yerda g(x,y)-ixtiyoriy garmonik funksiya. 
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9. a)   10

2
44

5,1
4

),( CxCxy
yx

yxv 


 ; 

b) 10sin),( CyCxeyxv y  ; c) 
10sin),( CyCychxyxv  ; d) 

10cos),( CxCychxyxv   

10. a) xy
r

R
y

r

R
yxu

42

2),( 
















 , 
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2 2sinsin)sincos(
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k RRkbkaR  .  

 kk sin   vacos  oldidagi koeffisiyentlarni tenglashtirib, quyidgini olamiz: 

0...,0..., 43

4

2210

2

1  bbRbaaaRb . Shunday qilib, 
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R
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R
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R
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 11.a) xy
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R
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k RRkbkaR  .  kk sin   vacos   oldidagi koeffisiyentlarni 

tenglashtirib, quyidgini olamiz: 0...,0..., 43
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2210
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1  bbRbaaaRb  

Shunday qilib, xy
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R
rRrRyxu
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2412 22sinsin),( 
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 f) );()(5,0),(
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g) );()(),(
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22

4

2 yx
r

R
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R
Ryxu 

















 12.a) ;

4
),(

22 Rr
yxu


 Tenglamaning xususiy yechimini 

tanlab, Laplas tenglamasiga qo’yilgan Dirixle masalasini yechish masalasiga kelamiz. 

b) );(
8

1
),( 2

23 xRxyxyxu  c) ;
2

),(
22 xR

yxu


 d) );8(
8

1
),( 2

23  yRyxyyxu  
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e) 1),( 22  Rryxu . 13. a) 0A da constyxu ),( .  0A  da  masala xato qo’yilgan.b)
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