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Kirish

Bu o’quv qo’llanmaning asosiy magqsadi talabada darajali va
trigonometrik Furye qatorlari nazariyasini o’rgatishdan iboratdir.
O’quv go’llanma oliy texnika o’quv yurtlari dasturi bo’yicha oliy
matematika kursini o’zlashtirgan kitobxonlarga mo’ljallangan.

Mualliflar har bir qadamda foydalanayotgan usul
gonuniyatining aniq bo’lishiga intilganlar.

O’quv qo’llanma ikki gismdan iborat bo’lib, birinchi qismda
qatorlar nazariyasi va bu nazariya masala va misollaming izohli
yechimlari bilan keltirilgan, ikkinchi qismda esa masala va misollar
to’la yechimi bilan keltirilgan.

Mualliflar tomonidan yaratilgan ushbu qo’llanma talabani

mustagqil o’zlashtirishiga yordam beradi.
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I QISM. QATORLAR NAZARIYASI
I BOB. SONLI QATORLAR
1-§. Sonli qatorlar

Umumiy tushunchalar. Quyidagi cheksiz sonli ketma-ketlik
berilgan bo’lIsin:
a.a,,..,a
1-ta’rif. Ushbu

noy oot

a,+a,+ .. +a,+ .. (1
ifodaga cheksiz sonli qator yoki qisqacha sonli qator deyiladi
a,,da,,..,a,,.. sonlarga qatorning hadlari deyiladi.

(1) qator qisqacha qilib yig’indi belgisi  orgali ushbu
ko’rinishda yoziladi:
Sa, .

n=1
Qatorning chekli sondagi hadlari yig’indisini tuzamiz:
S, =aq,
S,=a,+a, (2)
S,=a,+a,+..+a,
(2) ga qatorning xususiy vyig’indilart deyiladi. Xususiy
yig’indilardan tuzilgan ushbu ketma-ketlikni ko’ramiz:

S.8,,..,8,, .. (3)

2-ta’rif. Agar limS, =S limit mavjud bo’lib, hamda u chekli

bo’lsa, (1) qator yaqinlashuvchi deyiladi va uning yig’indisi S ga teng
bo’ladi.

Agar (3) ketma-ketlik limitga ega bo’lmasa yoki cheksizga
teng bo’lsa, u holda qator uzoglashuvchi deyiladi va u yig’indiga ega
bo’Imaydi.

1-misol. Ushbu qatorni yaqinlashishga tekshiring:

I+g+g*+ .. +q"+ ... (4)
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Yechish. Bu qator geometrik progressiya hadlaridan tuzilgan
qatordir. Agar g # 1 bo’lsa,

-1
S, =l+q+q*+ ..+ q”=q
g-1
bo’ladi.
Bundan
S, = L
-9 1-g
deb yozish mumkin.
Agar |g|< 1 bo’lsa,
lim§, = .
n—o - q

bo’ladi. Bu holda (4) qator yaqinlashuvchi bo’ladi va uning yig’indisi
_1  gatengbo’ladi.
l1-¢
Agar ¢ =1 bo’lsa, ushbu gatomi hosil qilamiz
I+1-..+1+...

Demak, S, = n, lim§, = «, U holda (4) qator uzoglashuvchi bo’lad;.

>1 bo’lganda n-—> a0 da lg"|— o bo’ladi. Shuning

Agar |g

qﬁ

uchun fim—2" =+ bo'ladi. Shunday qilib, lg}>1 bo’lganda (4)

h—¥0 lnq
qator uzoglashuvchidir.
Demak, |g/<1 da (4) yaqinlashuvchi, lg|>1 da esa

uzoglashuvchi ekan.
2-misol. Quyidagi qatorni yaqinlashishga tekshiring:

S )
Z(n—l)n '

=1
Yechish. ! _ L 1 53 ...) ekanligi ravshandir.
n-)n n-1 n
P
2 23 3 4 n-1 n) n



Demak, lim§, = lim [l - _l_): 1 qator yaginlashuvchi.

n—®© n—0 n

2-§. Qatorlarning asesiy xossalari.

Ushbu qator
ata,+..+a, + .. m

Agar (1) qatordagi hadlaridan chekli sondagi m ta hadini
tashlab yuborilsa, u holda ushbu gatorni hosil gilamiz:

Aot Ay, + .+ a, , + ... )
Bu (1) qatoming m - qoldiq hadi deyiladi va r, deb

m+k
belgilanadi.

1-xossa. (2) qator (1) qator bilan bir vaqtda yaqinlashadi yoki
uzoqlashadi.

Isbot. (2) qatomi S} deb belgilaymiz.

S,=a,,+a,,+...+a,,,.
Bundan
LQ;:Sm+k—S"’. (3)
Faraz qilaylik (1) qator yaginlashuvchi bo’lsin, ya’ni
Im§, =8
lim 5, = Pm(smk ~-S,)=lms,,, -8, =lms, -5, =5-5,.
—®0 ~300 =0 n—0 .

Bundan (1) qatoming 7 - qoldiq hadi ham yaqinlashuvchi
ekanligi kelib chigadi.

2-xossa. Qatorning chekli sondagi hadlarini tashlab yuborish
uning yaqinlashishiga ta’sir etmaydi.

Isbot. Faraz qilaylik (1) qator yaqinlashuvchi bo’lsin. Bu holda
1-xossaga asosan (2) qator ham yaqinlashuvchi bo’ladi. Demak, uning
yig’indisi mavjud bo’ladi.

Tashlab yuborilgan £ ta hadlar yig'indisini 77,, qolgan hadlar
yig’indisini &, , bilan belgilaymiz. Bu holda quyidag: tenglik hosil
bo’ladi:

S, = ﬂk +Gn—k : (4)

n
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limS, =lim(p, +o0,  )=7, +limo, . (5)

Shartga ko’ra (1) qator yaqinlashuvchi bo’lgani uchun
limS, =0, n, esa n ga bog’liq emas, demak, u o’zgarmas son.

Natijada (8) ning o’ng tomonida limit ham mavjud bo’ladi, ya’ni
limo, ,=0.

Demak, agar qator yaginlashuvchi bo’lsa, tashlab
yuborilgandan golgan qator ham yaqinlashuvchi ekan.

3-xossa. Yaqinlashuvchi qatoming m -qoldiq hadining
m —> oo dagi limiti nolga teng bo’ladi.

4-xossa. Agar (1) qator yaqinlashuvchi bo’lib va uning
yig’indisi § ga teng bo’lsa, u holda

S ca, ©)

qgator yaqinlashuvchi va uning yig’indisi ¢§ ga teng bo’ladi, bu yerda
¢ - Ixtiyoriy son.
Isbot. S, va o, lar (1) va (6) qatorlaming mos ravishda
xususiy yig'indilan bo’lsin. Bu holda
C,=ca,+ca,+...+ca,+. ...

Bundan
imo,=lmcS, =clim§, =cS .

n-—-»wo n—w n—»a0
5-xossa. Agar
a+a,+..+a,+ .. (7)

va
by+by,+ ...+ b, + ... (8)

qatorlar yaqinlashuvchi bo’lib, ularning yig’indilar1 § va ¢ bo’lsa, u
holda

> (@, <,) ©)

gator ham yaqinlashuvchi, hamda uning yig'indisi §+o ga teng
bo’ladi.



Isbot, Faraz gilaylik (7), (8) va (9) qatorlarning yig’indisi mos
ravishda §,, o, va 7, bo’lsin. U holda
r =(a,+b)+(a, +b,)+...+(a,~b,)=(a, +a,+... +a )+
+(b, +b,+ ... +b)=S +07,
limz, =hm(S, +0,)=S+0 .

n—rn n—x

1-eslatma. S-xossaning shartiga ko’ra
Z (an - bn )
n=1

qator yaqinlashuvchi, hamda uning yig’indisi § —o ga teng bo’ladi.
2-eslatma. Agar (1) qator yaqinlashuvchi va uning yig'indisi
§ ga teng bo’lsa, u holda qatoming istalgan hadlarining o’tmini
almashtirmasdan guruhlash mumkin bo’ladi, masalan
a, + (a, +a, )+ (a, +as)+(a, +a, +a, )+ ...
Hosil bo’lgan yangi qator ham yagqinlashuvchi va uning yig’mndisi §
ga teng bo’ladi.

3-§. Qator yaqinlashishining zaruriy sharti

Teorema. Agar (1) qator yaginlashuvchi bo’lsa, u holda
n —> oo da 7- hadining limiti nolga intiladi, ya'm
lima, =0.

Isbot. Teoremaning shartiga ko’ra (1) qator yaqinlashuvchi,
demak, limS, =S va lims,, =S oxirgi ikki tenglikni bir-biridan

ayiramiz
lims, —limS_ =lim(S, ~S,,)=5-8=0.
n—>0© nox

Bundan a, = S, -, , bo’lgani uchun

lima, =0
n—wo
ekanligi kelib chiqads.
Teorema isbot bo’Idi.
Eslatma. Agar (1) qatoming »n- hadi n—>« da nolga
intilmasa, u holda qator uzoqlashuvchi bo’ladi.
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Isbot gilingan teoremaning teskarisi har doim ham to’g’ri
bo’lavermaydi, ya’ni qatorning #-hadimi nolga intilishidan uning
yaqginlashuvchiligi kelib chigmaydi.

Misol tariqasida garmonik gator deb ataluvchi quyidagi qatorni
ko’raylik:

1
1+—+l+.,.+l+.... (1)
2 3 n
lima, = lim—=0
n—0 n—>0 n
bo’lgani bilan, bu qator uzoqlashuvchidir. Buni 1sbot gilish uchun (1)
gatorning ko’proq hadlarini ko’rib chiqaylik.
1 1 1 1 1 1 1 1
I+—+—+—F—F—F—+—+. . F+—+....
2 3 45 6 7 8 n

Bu gatorning birinchi 2™ ta hadini olib, bu hadlami quyidagi

ko’rinishda gruppalaymiz:

Sam=1+l+(l L ( R &
- 4} 5 6 7 8
— —

+
9 10 11 12 13 14 15 16

2% -had

( 1 1 1 1) )

Lt -+ + +
27 2ml 27t i 2" )
ZT('I—-had

i1 1 1 1
——>—t—=,
3 4 4 4 2
11 1 1 1 1 1 1 1
——t—t > —F == —,
5 6 7 8 8 8 8 8 2
1 1 1 1 1 1 1
—_—t—t—t—t—t—F —— >
9 10 11 12 13 14 15 16
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i 1 1
-1 + m-1 +—m>
2"+l 2™ 42 2
1 1 1 1 2" 1
-+ — L= =—
2m Zm 2”’1 Zm zm 2
2"~ —had

tengsizliklar o rinlidir.
Shunday qilib, har bir qavs ichidagi hadlar yig’indisi 1 dan
2

katta. Qavslarning soni birinchi ikkita hadni hisobga olmaganda m —1
ga teng bo’lgani uchun
S >1+l+l+ o +l=l+fq~.
2 2 2 2 2
(m—l)-had

Agar §,, yig’'indida hadlar soni n=2" katta bo’lib borsa, m

ham katta bo’lib boradi. Shuning uchun S,» —>o0. Demak (1)

garmonik qator uzoglashuvchidir.
4-§. Musbat hadli gatorlar

Ta’rif. Hadlari manfiy bo’lmagan qatorlarga musbat hadli
qatorlar deyiladi.
Ushbu musbat hadli qator berilgan bo’lsin:
a+a,+..+a,+ ... (1)

Buyerda a,>0 (n=1,2,...). Uholda
S..=8+a, 28 (n=12,3,..)

n+l

ekanligi  ravshandir, ya’nm1  §,,S,,..,S,,...  ketma-ketlik

kamaymaydigan. Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz:

1-teorema. (1) musbat hadli qatorning yaqinlashuvchi bo’lishi
uchun bu gatomning xususty yig'indilaridan tuzilgan ketma-ketlik
yuqoridan chegaralangan bo’lishi zarur va etarlidir.

Musbat hadli qatorlarni taqqoslash haqidagi teoremalarni
keltiramiz,
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2-teorema. Quyidagi ikkita musbat hadli qatorlar berilgan
bo’lsin:

a,+a,+...ta +.. (2)

b+ by,+ ...+ b, + ... 3)

(2) qatorning hadlari (3) qatorning mos hadlaridan Kkatta

bo’Imasa, ya’ni
a,<b, {(n=1,2,.) (4)

hamda (3) gqator yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda (2) qator ham
yaqinlashuvchi bo’lad1.

Isbot. (2) va (3) qatorlaming xususiy yig’indilarini mos
ravishda 4 va B, deb belgilaymiz. (4) dan

A <B,

tengsizlikni yozish mumkin.

Agar (3) qator yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda 1-teoremaga
asosan (2) gator ham yaqinlashuvchi bo’ladi. Chunki shart bo’yicha

limB,=8B.

Demak, A, < B bo’ladi.

Teorema isbot bo’ladi.

Misel. 3
; (n +1
Yechish. Yuqorida biz

7 qatorni yaqinlashishga tekshiring.
1
gz n(n— 1)
gatorning yaginlashuvchiligini ko’rsatgan edik. Berilgan gatorni shu

qator bilan solishtiramiz
1

1
<
(n+1)° n(n—l)
2-teoremaga asosan berilgan qator yaqinlashuvchidir.
3-teorema. Quyidagi ikkita musbat hadli qatorlar berilgan
bo’lsin:

(n=2, 3, .. )

a,ta,+..+a +.. 2)
b +b,+ ... +b + ... 3)
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(2) qatorming hadlari (3) qatoming mos hadlaridan kichik
bo’lmasa, ya’ni
a,zb, (n=1,2,..) (5)
hamda (3) qator uzoglashuvchi bo’lsa, u holda (2) qator ham
uzoqlashuvchi bo’ladi.
Isbot. Yana (2) va (3) qatorlarning xususiy yig’indilarini mos
ravishda 4 va B, deb belgilaymiz. (5) tengsizlikdan .4 > B, bo’lishi

kelib chigadi. (3) qator uzoglashuvchi hamda uning xususiy
yig’indilari o’suvchi bo’lgani uchun
IimB, =w

n—r

bo’ladi. Natijada lim A, = oo bo’ladi.

Demak, (2) qator ham uzoqlashuvchi bo’ladi.

Teorema 1sbot bo’ld1.

Eslatma. Qatorlami tagqoslash teoremalaridan foydalanishda
qatorlamni taqqoslash uchun yaqinlashuvchi yoki uzoglashuvchiligi
ma’lum bo’lgan qatorlami olish kerak bo’ladi.

Misol. i qatorni yaqinlashishga tekshiring.

1
n:l,/nin—li

Yechish. , _ 1 berilgan qatorning umumiy hadi. Uni

1

b = bilan solishtiramiz

R \/—7?_

i 1
> =
nin—1 11]12

Zl garmonik gator bo’lib, u uzoqlashuvchidir. Demak, 3-

n=1

I | =

teoremaga asosan berilgan qator uzoglashuvchi bo’ladi.
5-§. Dalamber alomati

Quyidagi musbat hadli qator berilgan bo’lsin:
at+a,+.+a,+ ... (1)
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Teorema. Agar (1) qator (z+1)-hadining 7 - hadiga nisbati
n —oo da chekli limitga ega bo’lib, ya’ni

. a
lim—2tL =]

o g
bo’lsa, u holda agar:

1) <1 bo’lsa (1) qator yaginlashuvchi

2) [ >1 bo’lsa (1) qator uzoglashuvchi bo’ladi.

Isbot. 1) Ketma-ketlikning ta’rifiga asosan V& >0 soni uchun
shunday 3N(¢) sonini topish mumkin bo’lsaki, » ning n> N
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida

Dt < g
an
yoki
anH
l—e<—"2<]+e (2)

a

tengsizlik o’rinli bo’ladi.

Agar /<1 bo’lsa, & ni shunday tanlaymizki /+& birdan
kichik bo’lsin. (2) tengsizlikning o’ng tomonint ¢ =1/+¢ deb olamiz
va quyidagi tengsizlikni yozamiz:

a
ntl <q
an
yoki
a,,,<a,q.

n=N+1,N+2,... qiymatlami oxirgi tengsizlikka qo’yib quyidagi
tengsizliklarmi hosil gilamiz:
Aysr <Ayn9q

Apiz <Aypqd <ayn9q

3
Ayiq <Ayd <Aynq

”

Demak,



gatoming hadlari yaqinlashuvchi bo’lgan

aNHq + aN+2q2 +aN+3q3 +aN+4q4 +..
qatorning hadlaridan kichikdir. U holda taqqoslash xaqidagi 2-
teoremaga asosan qator yaqinlashuvchidir.
2) Endi />1 bo’lsin. & ni juda kichik qilib olamizki, bunda
[ —¢& >1 bo’Isin. Bu holda (2) ning o’ng tomoni n > N bo’lganda

a
ntl >1
an
yoki
an+1 > an

bo’ladi. Shunday qilib, (1) qatorning » = N +1 dan boshlab »n ortishi

bilan hadlari o’sib boradi. (1) ning umumiy hadi »-—>o da nolga
intilmaydi. Demak, qator uzoqlashuvchidir.

Teorema isbot bo’ld.

l-eslatma. Agar /=1 bo’lsa, teorema qatorning
yaginlashuvchi yoki uzoqlashuvchiligini aniqlab bermaydi.

2-eslatma. limZrl = bo’lsa, (1) qator uzoglashuvchi

l‘l—)wa
n

bo’ladi. =N dan boshlab, Z2 > 1 bo’ladi. Demak, n —>w da @,
a

n

nolga intilmaydi.

1-misol. Z"nT gatorni  Dalamber alomati  yordamida
n=1

yaqinlashishga tekshiring.

n+l n
Yechish. g, = =, a4, =
. 2n+ 2n
) .on+l1 2 0 1{n+l 1
lnmgﬂzhmn——l—-—~= 1m*(—)=—<1.
R e RS VAN 2

Demak, berilgan qator ;= %< 1 bo’lgani uchun yaqinlashuvchidir.
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2-misol. Z— gatorni Dalamber alomati yordamida
n=l I’I

yaqinlashishga tekshiring.
( + 1)n+1 n"

(n+1)‘

n+1 « ‘
g n—)ﬂo (n + 1)1 "—”“ n poe n

Demak, berilgan qator /=e>1 bo’lgani uchun uzoqlashuvchi
ekan.

Yechish. a,,

6-§. Koshi alomati

Ushbu musbat hadli qator berilgan bo’lsin.
ata,+. .. +a,+ .. (1)

Teorema. Agar n—>oo da %/a@, migdoming limitt mavjud

lim@ =]/ (2)
bo’lsa, bu holda agar:

1) <1 bo’lsa qator yaqinlashuvchi,
2) I>1 bo’lsa qator uzoglashuvchi bo’ladi.
Isbot. 1) /<1 bo’lsin. /< g <1 tengsizlikni qanoatlantiruvchi

bo’lib, ya’ni

g sonini qaraylik.
(2) shartga ko’ra n = N qiymatdan boshlab
—4<q—l

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Bundan M < g yoki a, <q" tengsizlikni
yozish mumkin.

Umumiy hadi ¢" bo’lgan geometrik qator yaqinlashuvchi
bo’ladi, chunki 0< g <1. Tagqoslash hagidagi 2-teoremasiga asosan

berilgan (1) qator yaqinlashuvchi bo’lad1.
2) 1>1 bo’lsin. Bu holda » ning biror qiymatidan boshlab
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ta, >1
yoki
a,>1
o’rinli bo’ladi. (1) gator uzoqlashuvchi bo’ladi, chunki uning umumiy
hadi nolga intilmaydi.
Teorema isbot bo’1di.
Eslatma. Bu yerda ham /=1 bo’lsa, Koshi alomati gatorning
yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchiligini aniqlamaydi.

1-misol. Zin gatorni  Koshi  alomati  yordamida
a1 1
yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. a, = —1—

n

n

limz| -~ = lim L =0<1.
n—> n n->00n

Demak, [ = 0 <1 bo’lgani uchun berilgan qator yaginlashuvchi.

2-misol. Z ( 3n+2 ) qatorni Koshi alomati yordamida
n=1 n

yaqinlashishga tekshiring.

3n+2 j

n

Yechish. a, :(

lims [3n+2) =lim3n+2 =3>1.

B n A0 n

Berilgan qator / =3 > 1 bo’lgani uchun uzoqglashuvchi bo’ladi.
7-§. Koshining integral alomati

Quyidagi musbat hadli qator berilgan bo’lsin:
a,+ta,+..+a,+ .. (1)
Teorema. (1) gatorning hadlari monoton kamayuvchi bo’lib,
yania, 2a,_ va
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@D

[ £ 2)

xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lsa, (1) qator ham yaqinlashuvchi,
(2) integral uzoqlashuvchi bo’lsa, (1) gator ham uzoqlashuvchi bo’ladi,

bu yerda x >1 bo’lganda f (x) uzluksiz va musbat.

Isbot. Yuqoridan y = f(x) funksiyaning grafigi va asosi
Ox o’qidagi x=1 dan x=mn gacha bo’lgan kesma bilan
chegaralangan egri chizigli trapesiyani qaraymiz (1-rasm)

b e e - ———-

I-rasm.
Asosi [1; 2],[2; 3] kesmalardan iborat bo’lgan tashqi va

ichki to’g’ri to’rtburchaklarmi chizamiz. Aniq integralning geometrik
ma’nosini e’tiborga olib, quyidagi tengsizliknt yozamiz:

FR) 1+ £B) 14+ fn)- 1< [ < £ 1+ £R) V-t fln=1)-1
yoki 1
a,+a;+..+a, < jf(x)dx <a, ta,+..+a,,

yoki
S, —a, < [flxpx<S, -a, 3)
1
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1-hol. Tf(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lsin, ya’ni

Tf(x)dx:A. ]l'f(x)dx<Tf(x)dx: 4 bo’lgani uchun, hamda (3)

tengsizlikni e’tiborga olib, § —a, < A, y2'ni § <a, + A tengsizltkni
yozish mumkin. Bundan xususiy yig'indilar ketma-ketligi monoton
o’suvchi va yuqoridan chegaralangan bo’lgani uchun, limitning
mavjudligi hagidagi teoremaga asosan limiti mavjud bo’ladi.

Demak, (1) qator yaqinlashuvchi.

2-hol. T F(x)dx Xosmas integral uzoqlashuvchi bo’lsin. Bu

1

holda Tf(x)dx — 1o bO’ladi va 5 —> +o0 da I’Af'(x)dx chegaralanmagan
1 1

o’ suvchi bo’ladi.

S >j‘f(x)dx+ q €’tiborga olgan holda n — +00 da § — +oo

3
kelib chigadi. Demak, (1) qator uzoglashuvchi.
Yechish. T F(x)dx integralning o’riga T F(x)dx integralni
1 k

olish mumkin, bu yerda ke N, k>1. (1) qatomning k ta binnchi
hadlarini tashlab yuborish uning yaqinlashishi yoki uzoqlashishiga
ta’sir etmaydi.

Misol. 3 !
—n(lnn

qatorni yaqinlashishga tekshiring.

_r
x(lnx)2
= dx . Td(lnx)_

. 1 1
———— = lm =-lm|— | =-lm| ——— |=—
2x(nx)’  @>=3(In x)2 a—m[ Inx Jz “—m( lna In2 ) In2

Yechish. f(x)=

Xosmas integral yaqinlashuvchi, demak, berilgan qator ham
yaqinlashuvchidir.
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8-§. Ishoralari navbatlashuvchi qatorlar

Ta’rif. Quyidagi qatorga
a, - a,+a,~..~(=1) a,+ .. (1)
ishoralari ~ navbatlashuvchi  gator  deyiladi, bu  yerda
a,>0(n=1,2,3,...).
1-teorema. (Leybnis teoremasi). Agar (1) qator hadiarmning
absolyut qiymatlari monoton kamayuvchi ketma-ketlik, ya’ni
a.<a (n=1,2,3,..) (2)
bo’lib va
lima, =0 (3)

bo’lsa, u holda (1) gator yaqinlashuvchi bo’lib, uning yig’indisi musbat
bo’ladi va birinchi hadidan katta bo’lmaydi.
Isbot. Qatorning S, xususiy yig’indisint quyidagt ko’rinishda
yozib olaylik:
Som :(al —a2)+(a3 —a4)+ =y +(a2m—1 _aZm) 4
Som = _(az - aa)— (a4 - as)" e (a2m—2 - a2m~1)" s, (5)
(4) va (5) xususiy yig’indilarning har bir qavs ichidag: 1foda
(2) shartga asosan musbatdir. (4) dan S, >0 ekanligi kelib chigadi.
{S,,,} ketma-ketlik monoton o’suvchi bo’ladi. (5) dan S,, <a,, ya'ni
{SZm} ketma-ketlik chegaralanganligi ravshandir. Demak, bu ketma-

ketlik chekli limitga ega, ya’'ni
lim S, =S (0)

m—»x©

bunda 0 < § < q,. (6) va (3) lami e’tiborga olgan holda

limS, ,, =lmS$,, +lma,,  =S§. (7
(6) va (7) lardan
thn = S'

kelib chigadi. Bundan (1) qatorning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi.
Teorema isbot bo’ldi.
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1-misol. i(;l_)_ qatorning yaqinlashishga tekshiring.

n=1l n

Yechish. Berilgan qator hadlarining absolyut qiymatlari

1> 1 > % >. .. monoton kamayuvchi ketma-ketlikni tashkil qiladi.

Shuningdek, liml =0.

n—»0 n
Demak, Leybnis teoremasining shartlari bajarilganligi sababli
berilgan qator yaginlashuvchidir.
2-teorema. (1) ishoralari navbatlashuvchi qatoming 7, qoldig’i

Leybnis teoremasining shartlarini qanoatlantirgani uchun o’zining
birinchi hadining ishorasi bilan bir xil va absolyut giymat bo’yicha
birinchi hadidan kichik bo’ladi.

Isbot. Agar » juft bo’lsa, u holda

ro=a,, =, +.. ..

Bu qator Leybnis teoremasining shartlarini ganoatlantirgani uchun

0<S<aq
bo’ladi. Bu tengsizlikdan
O<r <a,,
kelib chiqadi.
Agar n toq bo’lsa,
F,=—Q,, A,
Bundan
T T, T
bo’ladi.
0<S<a.
Tengsizlikka asosan
O<-r <a,,
bo’ladi. Demak, », >0 va |r,| < a,,, o’rinli bo’lad1.

Teorema isbot bo’ldi.
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Misol. 0,1 aniqlik bilan i(_ Iy yaqinlashuvchi qatorning

n

n=}
yig’indisini hisoblang.
Yechish. Qatomning xususiy yig’indisi S,, uning taqribiy
yig’'indisi § bo’lsin.

(rnl <0, teoremaga  asosan  |r|< Demak,

n+l1

n+1=10, n =9 deb olish kerak
S:l—l+l—l+l—l+l—l+lzo,74.
2 3 4 5 6 7 8 9
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9-§. O’zgaruvchan ishorali qatorlar
Absolyut va shartli yaginlashish

Biz 8-§ paragrafda ishoralari navbatlashuvchi bo’lgan
gatorlarni ko’rib chiqdik. Bu paragrafda umumiyroq bo’lgan hol
o’zgaruvchan ishorali qatorlarni ko’rib chigamiz.

Agar gatorning hadlari orasida bir nechta musbat va bir nechta
manfiy hadlari bo’lsa, bunday qatorlarga o’zgaruvchan ishorali
gatorlar deyiladi.

O’zgaruvchan ishorali gator yaqinlashishni tekshirishda muhim
bo’lgan yetarli shartini o’rganamiz.

Teorema. O’zgaruvchi ishorali qator

a +a,+ .+a,+ .. (D
hadlarining absolyut qiymatlaridan tuzilgan
lay |+ |ay |+ .t Ja, |+ .. )

qator yaqinlashsa, u holda (1) qator ham yaginlashadi.
Isbot. (1) va (2) qatorning xususiy yig’indilarini mos ravishda
S, va o, lar bilan belgilaymiz. (1) qatorning » ta musbat hadining
yig’indisini .S,', manfiylarini esa S," deb belgilaymiz.
Uholda §,=5,-S,", o,=8,+S,". Lekin 2-teorema shartiga
ko’ra (2) gator yaqginlashuvchi bo’lgani uchun
limo, = m(s,, '+S,")=limS, '+ lim S, "= §'+S".

n—yo n—sx
Bundan
limS§,'=S8", limS,"=S".
AR H-0
Natijada

limS, = im(S,'-S,")=1limS, '~ lim S "= §'-S"

-
bo’ladi. Bu esa (1) gatorning yaqinlashuvchiligini ko’rsatadi.

Teorema isbot bo’Idi.

Bu teoremadan o’zgaruvchi ishorali qatorni yaginlashishga
tekshirish musbat hadli gatorni tekshirishga keladi.

1-ta’rif. Agar (2) qator yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda (1)
qatorni absolyut yaginlashuvchi deyiladi.
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2-ta’rif. (1) qator yaqmlashuvchi bo’lib, (2) qator
uzoqlashuvchi bo’lsa, u holda (1) qator shartli yaqinlashuvchi deyiladi.

1-misol. i(:_l), gatorni yaqinlashishga tekshiring.
prd 2 n

Yechish. Berilgan qatorning absolyut qiymatlarilan tuzilgan
qatorni qaraylik

1 1 1
I+ —=+—+ . +—+....

2* 2 2"
Bu qator cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya bo’lib, uning

mahraji q=%<1 bo’lgani uchun yaqinlashuvchidir. Ikkinchi

tomondan qatorning o0’zi  Leybnis teoremasining shartlarmi
ganoatlantirgani uchun yaginlashuvchi. Demak, berilgan qator
absolyut yaqinlashuvchi bo’ladi.

2-misol. Z(;i qatorni yaqinlashishga tekshiring.
n=1 n
Yechish. Bu qator hadlarining absolyut qiymatlaridan tuzilgan
gator garmonik qator bo’lgani uchun uzoqlashuvchi bo’ladi. Lekin
Leybnis teoremasiga asosan bu qator yaginlashuvchidir, ya’ni

1 1 |
I>—>=—>...>—>...
2

3 n
va

lim—1—=0.

n—> B

Demak, berilgan qator shartli yaginlashuvchi ekan.
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II BOB. FUNKSIONAL QATORLAR
1-§. Funksional qatorlar

1°. Umumiy tushunchalar. [ a; ] kesmada anigqlangan

() 10,(x), -, (x),
ketma-ketlik berilgan bo’lsin. Bu ketma-ketlikning hadlaridan tuzilgan
quyidagi qatornt garaylik:
w(x)+ uy(x)+ .+, () (1)
(1) qatorning hadlart x ning funksiyasi bo’lgani uchun u
funksional qator deyiladi.

[a;b] kesmadagi x ning har bir qiymatida (1) gator sonli
qatorlarga aylanadi. Bu sonli gatorlaming bir nechtasi yaqinlashuvchi,
yana boshqa bir nechtasi uzoglashuvchi bo’lishi mumkin. Bundan
quyidagi ta’rifni yozamiz:

1-ta’rif. Funksional qator yaqinlashadigan x ning qiymatlar
to’plamiga shu qatorning yaqinlashish oralig’1 deyiladi

2-ta’rif. Agar x,e€[a;b] qiymatda (1) funksional qator
yaqinlashuvchi bo’lsa, bu holda x, nuqtaga (1) funksional qatorning
yaqinlashish nuqtasi deyiladi. Bu ta’rifdan (1) funksional gatorning

Sn(x)zul(x)Jr uz(x)+ . .+un(x) (2)
xususiy yig’indisi §(x,) chekli limitga ega ekanligi kelib chiqadi.
Bundan, agar V& >0 soni uchun shunday 3N(e,x,) soni mavjud
bo’lsaki, » ning n>N(g,xO) ni qanoatlantiruvchi  barcha
qiymatlarida
1S(x6 )= S, (x) <&

tengsizlik o’rinli bo’lishi kelib chiqadi. Funksional qatomning [a: 5]
kesmada yaginlashuvchiligini ta’riflaymiz.

3-ta’rif. Agar (1) funksional qatorning Xususiy yig’indisini
n—>o dagi chekli limiti xe{a;b] ning barcha giymatlarida
mavjud bo’lsa, u holda (1) qatomi [a;5] kesmada yaqinlashuvchi
deyiladi.
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Ta’rifdan
lim S, (x) = S(x)- (3)
Bu limitni [a; b] kesmada (1) qatoming yig’indisi deyiladi. Bundan,
agar ixtiyoriy V& >0 soni uchun shunday 3 N{e ,x) soni topilsaki, »
ning n> N (g , x) ni ganoatlantiruvchi barcha qiymatlarida
[S(x)— Sn(xx <&
tengsizlikni o’rinli bo’lishi kelib chiqadi. Agar

lm S, (x) = S(x) (4)
bo’lsa, u holda
S(x)=8,(x)+ r,(x) 3)
deb yozish mumkin, bu yerda
rn(x): unﬂ(x)+ u n+2(x)+ e (6)

v, (x) - funksional qatorning qoldiq hadi.
(5) va (6) lardan quyidagi ifodani yozamiz:
tim 7, (x)=1lim(S(x)- S, (x)): 0.
Demak, yaqinlashuvchi gatorning n — o da qoldiq hadi nolga intilar
ekan.

2-§. Funksional gatorning tekis yaqinlashishi

1-ta’rif. Agar V& >0 soni uchun shunday x ga bog’liq
bo’lmagan 3N(¢ ) soni topilsaki n ni n> N(s) ganoatlantiruvchi
barcha qiymatlarida

IS(x)— S,,(x) <&

tengsizlik o’rinli bo’lsa, u holda (1) funksional qator [a; 5] kesmada
tekis yaqinlashuvchi deyiladi.

Teorema (Veyershtrass alomati). Agar |a; 5] kesmada (1)
funksional qatorning har bir hadi

c+e,+ . te, +... (7N

yaginlashuvcht musbat hadli qator hadlari uchun
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|un(x1 <c, (8)

Tengsizlik o’rinli bo’lsa, u holda (1) qator [a;b] kesmada tekis va
absolyut yaqinlashuvchi bo’ladi.

Isbot. Ixtiyoriy V& > 0 sonini olamiz. Shartga ko’ra (7) qator

yaqinlashuvchi bo’gani uchun lim », = 0 bo’ladi. Bu yerda r, -

musbat hadli qatoming qoldiq hadi. Shuning uchun, shunday N
natural son mavjudki, » > N o’rinli bo’lganda

n+p
2 C, <& (%)
k=n+1
o’rinli bo’ladi.
(8) tengsizlikdan foydalanib, ixtiyoriy natural p soni uchun

n+p n+p
Zluk(x)[s ch . (10)
k=n+1 k=n+1

p—>o da va (9) tengsizlikni e’tiborga olib, quyidagi tengsizlikni
yozish mumkin:

Sh(e)s Yec<e (n>N). (11)

K=n+l k=n+1
(10) tengsizlikning chap tomoni yuqoridan chegaralangan bo’lgani
uchun p > da uning limitt mavjud bo’ladi. Bu esa (1) gatorning
absolyut yaqinlashuvchiligini ko’rsatadi.

Bu holda (11) ni e’tiborga olib, hamda » > N va barcha x lar
uchun quyidagi tengsizlikni yozamiz:

rn(xX: iuk(xis iluk(x]<g. (12)

k=n+1 k=n+1
Bundan (1) funksional qatorning [a:b] kesmada tekis
yaginlashuvchiligi kelib chiqadi.

Agar (8) tengsizlik o’rinli bo’lsa, (1) funksional qatorni [a; 5]
kesmada kuchaytirilgan qator deyiladi.

Veyershtrass alomatiga asosan kuchaytirilgan funksional gator
tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
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Misol. Z COS™E " funksional gator x ning barcha giymatlarida

n

n=1
kuchaytirilgan qator bo’lib, u absolyut yaqinlashuvchidir. Haqiqatan x
ning barcha qiymatlari uchun
COS 71X

2n

1
<
2n

tengsizlik o’rinlidir. Lekin Z —21"— qator yaqinlashuvchi.

n=l
3-§. Qator yig’indisining uzluksizligi

[a; b] kesmada yaqinlashuvchi bo’lgan quyidagi funksional

qator berilgan bo’lsin:

wy(x)+ ,(x)+ .+ (x)+ . (1
(1) qatorning yig’indisi S(x), uning hadlari [q; b} kesmada uzluksiz
bo’lsin.

Teorema. Agar [a;b] kesmada tekis yaqinlashuvchi bo’lgan
(1) qatorning hadlari uzluksiz bo’lsa, u holda shu oraligda uning
yig’indisi ham uzluksiz bo’ladi.

Isbot. (1) funksional qatorning § (x) yig’'indist [a;b]
kesmaning har bir x, nuqtasida uzluksizligini isbot qilish kerak, ya’ni
V& >0 soni uchun shunday 36 >0 mavjud bo’lsaki, [x—x|<&
bajarilganda

|S(x) - S(x, ) < & (2)
tengsizlik o’rinli ekanligini ko’rsatish kerak.

Ixtiyoriy qayd gilingan » uchun (1) qatoming yig’indisim
ixtiyoriy Vxe [a; b] qiymatlarda

S(x)=58,(x)+7.(x) 3)
ko’rinishda yozish mumkin.

Xususiy holda x = x, bo’lganda (3) tenglikni

S(x,)=8,(x, )+ r,(x,) 4)
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ko’rinishda yoziladi. Bundan

S(x)— S(x0)= Sn(x)—Sn(xO)+ rn(x)— r,,(xo) (5)

[$(x)- 8(x, ) < ACIRNACH ©)
kelib chigadi.
Endi ¢ >0 sonini qayd qilamiz. Teoremaning shartiga ko’ra

Sn(x)_ Sn(x01+

(1) qator [a;b] kesmada tekis yaqinlashuvchi bo’lgani uchun, %

songa shunday N (5 ) son mos keladiki, bunda barcha xe [« b] lar va
n>N (8 ) uchun quyidagi tengsizlik o’rinli bo’ladi:

I, (x) < % (7)
Xususiy holda x = x, da

£

|rn (xo} < g 8)

o’rinli bo’ladi.
Endi n > N(g) tengsizlikni qanoatlantiruvchi » sonini qayd

gilamiz. (1) qatomning S, (x) xususily yig’'indisi, chekli sondagi

uzluksiz funksiyalarning yig’indisi uzluksiz bo’lgani uchun Sn(x)
ham uzluksiz bo’ladi. Shuning uchun % songa shunday & >0 son
mos keladiki, |x— x0| < ¢ bajarilganda

8,098, ()< £ o

tengsizlik o’rinli bo’ladi.
(6) tengsizlikning 0’ng tomonidagi har bir had |x— x,| < & bajarilganda

% dan kichik, ya'ni

IS(x)— S(xo)is |Sn(x)— Sn(xo)‘+ lr,,(x){qL l’"n(xo)‘ < %Jr g—-f-—é—": &
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‘S(x)v S(xox <&
bo’ladi.

Demak, bundan gatorning yig’indisi S(x) x, nuqtada uzluksiz

ekanligi ravshandir.
Teorema isbot bo’1di.

4-§. Funksional qatorlarni hadma-had integrallash
va differensiallash

1-teorema (Qatorni hadma-had integrallash haqida). [a; 5]

kesmada hadlari uzluksiz bo’lgan tekis yaqinlashuvchi qatorni shu
kesmada hadma-had integrallash mumkin.
Isbot. 4 < & < < b uchun ushbu tenglik o’rinli bo’ladi

j{ZS x)dx st (x)dx M

a L.n=1 n=l o

(1) formulaning o’rinli bo’ 11sh1 uchun (1) dagi qo’shish va integrallash
amallar o’mini almashtirish mumkinligini ko’rsatish qatomi hadma-
had integrallashning mumkinligini isbot qilishdir.

S, (e @)

n=l o

gatorning yaqinlashuvchiligi va uning yig’indisi
B
[ s(x) 3)
integralga teng ekanligini ko’rsatamiz.
S(x)= 8, (x)+r,(x) “)
tenglikning ikkala qismi (a; b) oraligda uzluksizdir. Shuning uchun

chekli sondagi uzluksiz funksiyalaming yig’indisi uzluksiz bo’lganligi
sababli Sn(x) ham uzluksiz bo’ladi. 3-§ paragrafdagi teoremaga

asosan S(x) ham uzluksiz bo’ladi. rn(x) funksiya ham S(x) va
Sn(x) funksiyalarning ayirmasi bo’gani uchun bu funksiya ham

uzluksiz bo’ladi.
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Bu mulohazalarga asosan S(x), S (x) va r,(x) funksiyalar

integrallanuvchidir.
(4) tenglikni [« ; ] kesmada integrallab, ushbu tenglikni hosil

gilamiz:

jS k= j[ S, (x ) a’x+fr )

Chekli yig 1nd1da qo’shish va mtegrallash amallar o’mini
almashtirish mumkin. Shu sababli

an=f[glsk( )dx—zjs (©)

s
tenglik (2) gatorning xususiy yig’indisi bo’lad1.
B
R, =[r,(xMdx belgilashni kiritib, n-o00 da R, >0

ekanligini isbotlaymiz.
Teoremaning shartiga ko’ra [o;p] kesmada qator tekis

yaqinlashuvchiligidan b_g_..> 0 songa N{g) son mos keladiki barcha
—da

o’rinli bo’ladi. (4)

n>N(g) va xela; ] lar uchun \r"(xX<bg
-a

formulada » ni N (g) dan katta qilib olingan. Shuning uchun

B g ¢
]Rnlsjlrn(x}dx<jb dx<e
a «a0—a
va bundan limR, =0 kelib chiqadi.
(5) tenglikni
2}
[S(x)dx =0, +r, (7)
ko’rinishda yozamiz va buni har ikkala tomonidan » — o da limitga
o’tamiz. (7) ning o’ng tomoni n ga bog’liq emas.

Natijada

B w B
[ S(x dx—llmj[ZS (x) dx+limR, =Y [8,(x
a k=lg
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bo’ladi.

Teorema isbot bo’ld1.

2-teorema (Qatorni hadma-had differensiallash haqida).
Agar [a; b] kesmada

D oy (x)+ w,(x)+ o+ u () (8)
qator § (x) funksiyaga yaqinlashsa;

2) (8) qatorning hadlari [a; b] kesmada hosilalari uzluksiz;

3) glx)=u,(x)+ uj(x)+. . +u(x)+. .. )
hosilalardan tuzilgan qator tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda (8)
qatorni hadma-had differensiallash mumbkin, ya’ni

[Z S,.(x)} =>5,(x) (10)
n=1 n=1

Isbot. g(x) funksiya, 3-§ paragrafdagi gator yig’indisining
uzluksizligi haqidagi teoremaga asosan uzluksiz bo’ladi. Shuning
uchun g(x) funksiya [a;b] kesmada integrallanuvchidir. Qatorni

hadma-had integrallash haqidagi teoremaning hamma shartlarini (10)
qator qanoatlantiradi (9) qatom1 @ dan x gacha integrallab

jg )dt-j[ZS ), dt = js/ )11—25 (x)- ZS (a)=
= 8(x)-S(a)
ifodani hosil qilamiz, bu yerda a < x<b.

Natijada

J a0kt =5(x)- ) Qv

tenglik kelib chiqadi. (11) tenglikni yuqori chegarasi x bo’yicha
hosilasini olib, g(x)=5"(x) tenglikni hosil qilamiz.
Teorema isbot bo’ld1.
1-misol. 1+x+x2+...+x"+...=1—1— qator |x|<r<1
-x
oraligda 2-teoremaning shartlarini ganoatlantiradi, shuning uchun bu
gatorni hadma-had differensiallash mumkin
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1

(1-xf
Bu qator Veyershtrass alomatiga asosan tekis yaqinlashuvchidir,
chunki

1+2x+3x%+ ... +nx"'+ ... =

~1
‘nx" <nr'.

Z nr" qator Dalamber alomatiga asosan yaqinlashuvchi bo’ladi.
n=l

2-misol. i

n=1
yaqinlashuvchi, lekin bu qatorni hadma-had differensiallab bo’Imaydi,
chunki uning hosilalaridan tuzilgan

©
ZCOS”ZZX
n=1

gator uzoqlashuvchidir, bu qatorning umumiy hadi nolga mtilmaydi.

-2
sinn-x

qator ixtiyoriy kesmada tekis
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III BOB. DARAJALI QATORLAR
1-§. Darajali qatorlar va ularning

yaqinlashish sohasi

Ta’rif. Quyidagi funksional qatorga darajali qator deyiladi:
a,rax+ax’+ . +ax"+..., (1)
bu yerda a,,a,,a,,....a,,... - haqiqry o’zgarmas sonlar. Bu
sonlami darajali qatorning koeffitsientlari deyiladi.
Darajali qator funksional gqatorning xususiy holidir.
1. Har qanday darajali gator x =0 nuqtada yaqinlashuvchi va
shu nuqtada uning yig’indisi @, ga teng bo’ladi.
2. Fagat x=0 nuqtada yaqinlashuvchi bo’lgan gqatorlar
mavjuddir. Masalan
X+2x° 430+ e )
Hagqiqatan x, # 0 ixtiyoriy son bo’lsin. Bu holda # > o0 da n
ning biror qiymatidan boshlab (nxo) miqdor (nxo)> 2 tengsizlikni
ganoatlantiradi. Demak, qatorning umumiy hadi (mc0 )" >2"
tengsizlikni qanoatlantiradi.
n— oo da 2" miqdor cheksiz kattalashgani uchun (nx,)" ham
cheksiz kattalashadi. Bu holda
Xo + 2%, 3%+ A, 3)
qator x, # 0 ixtiyoriy nuqtada uzoglashuvchi bo’ladi.
3. (~o;+w) oraligning barcha nuqtalarida yaqinlashuvchi

bo’lgan qatorlar ham mavjuddir.
Misol sifatida quyidagi qatorni ko’ramiz:
2 3 n
PRI N A 4
2 3 n

X =X, sonlar o’qining ixtiyoriy nuqtasi bo’lsin . »n orta borgani uchun
shunday N >0 somi topiladiki barcha n>N lar uchun

33



x_0<i tengsizlik o’rinli  bo’ladi. Bu holda (4) qatorni
n| 2"
yaqinlashuvchi bo’lgan
1 1 1
——t. t—+... 5
2 22 2;1 ()

qator bilan solishtirib (4) qatorni ixtiyoriy x=x, nuqtada absolyut

yaqinlashuvchiligiga ishonch hosil qilish mumkin.
4. x ning biror qiymatlarida yaqinlashuvchi va boshqa
qiymatlarida uzoqlashuvchi bo’lgan darajali qatorlar ham mavjud.

Masalan, ushbu qator berilgan bo’lsin
x  x? x"
S+ 6
A v (6)
336_* =|g|<1 bo’ladi. Bunda berilgan

Bu qator |x]<3 bo’lganda

qatorning mahraji lq‘ <1 bo’lgan geometrik progressiyadir.
Demak, qator absolyut yaginlashuvchi bo’ladi, chunki

geometrik  progressiyaning qu mahraji ’q'<1 tengsizlikni
3

qanoatlantiradi.
/>3 bo’lganda berilgan qator uzoglashuvchi bo’ladi, chunki

geometrik progressiyaning ¢ :g mahraji !q‘ >1 tengsizlikni
qanoatlantiradi.

Shunday qilib, (6) qator |x]<3 bo’lganda yaqinlashuvcht va
>3 da esa uzoglashuvchi ekan. Demak, (6) gatoming yaqinlashish

sohasi (- 3; 3) oraliqdan iborat ekan.

Ixtiyoriy darajali gatorning yaqinlashish sohasini aniqlaydigan
teoremani keltiramiz.

Abel teoremasi. 1) Agar (1) darajali qator biror x, # 0 nuqtada

yaginlashuvchi bo’lsa, u holda M < lxol tengsizlikni qanoatlantaruvchi

X ning barcha giymatlarida (1) qator absolyut yaqinlashuvchi bo’ladi.
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2) Agar (1) qator x, nuqtada uzoglashuvchi bo’lsa, bu holda
lx] > lxoj tengsizlikni ganoatlantiruvchi x ning barcha giymatlarida (1)
qator uzoqglashuvchi bo’ladi.

Isbot. 1) Faraz qilaylik x=x #0 nuqtada (1) qator
yaqinlashuvchi bo’Isin. U holda

o0
2
ay+ax, +a X, + . rax+. = a,x (7)
n=0

sonli qator yaqinlashuvchi bo’ladi. Demak, bu gatorning umumiy hadi
n— o danolga mtiladi, ya’'ni
lima,x; =0.

Bundan a,x; miqdomi chegaralanganligi kelib chiqadi, ya’ni shunday
n soni topiladiki, ixtiyoriy » uchun

n
la"x0 Su

tengsizlik o’rinli bo’ladi.
Berilgan (1) qatorni ushbu ko’rinishda yozamiz

2 n
x . x W x
ay+ax,|— [Faxl— |+ .. .vax)— | +... -
Xo Xo Xo

Bu qator hadlarining absolyut qiymatlaridan tuzilgan qatorni ko’raylik

2 n

X
1+ o
0

x
azxgl
X

al X
v tfa
X

|ao ‘ + la1x01

X =g desak, g < 1 bo’lganda (1) qatoming umumiy hadi ushbu

Xo
n
X n
‘{ = ,anxo
X0

H+ug+pg + . +ug”+ =y(l+q+q2 +..+q" +)
gatorning mahrajt g<1 bo’lganda yaqinlashuvchi geometrik
progressiyadir. (1) qator bilan bu progressiyani solishtirsak, (1) gatorni

tengsizlikni qanoatlantiradi:

n

4" <pg”.

n
a,x 4:

n
anxO

Lekin
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x ning |x|<|x,| tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida
0 g

absolyut yaginlashuvchiligi kelib chigadi, bu yerda x, # 0.

2) Endi teoremaning ikkinchi gismini isbot gilamiz.

Faraz qilaylik, berilgan gqator x, nuqtada uzoqlashuvchi
bo’lsin. U holda bu gator | x\ > |x1] tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha

x nugtalarda uzoqlashadi.

Hagiqatda, bu tengsizlikni qanoatlantiruvchi biror x nuqtada
qator yaqinlashsa, u holda teoremaning isbot gilingan birinchi gismiga
asosan |x[>|xl| tengsizlik o’rinli bo’lgani uchun, qator x, nuqtada
yaqinlashuvchi bo’lishi kerak edi. Lekin bu x nuqtada qator
uzoqlashadi degan shartga qarama-qarshi bo’ladi. Demak, qator x,
nugqtada uzoglashadi.

Teorema isbot bo’1di.

Abel teoremasidan kelib chigadigan ayrim natijalamni
ta’riflaymiz.

1-natija. Agar x,#0 qator yaqinlashish nuqtasi bo’lsa, u
holda (— Xy5 xo) oraligning barcha nugqtalarida qator yaqinlashuvchi
bo’ladi.

2-natija. Har bir darajali qator uchun quyidagi xossalarga ega
bo’lgan aniq R > 0 soni mavjud bo’ladi:

a) (1) qator x ning |x|<R tengsizlikni qanoatlantiruvchi
barcha giymatlarida absolyut yaqinlashuvchi bo’ladi;

b) X ning |x[ > R tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha
giymatlarida (1) qator uzoqlashuvchi bo’ladi.

Bu R soniga darajali qatorning vaqinlashish radiusi deyiladi.
Xususiy holda, (1) qator x, =0 nuqtada yaqinlashuvchi bo’lsa,
yaqinlashish radiusi R = 0 bo’ladi.

Agar qator x ning har ganday qiymatida yagqinlashuvchi
bo’lsa, yaginlashish radiusini R = oo deb olish qabul qilingan.

3-natija. (1) darajali qatomning yaqginlashish sohast (- R; R)
oraligdan iborat, bu yerda R - yaqinlashish radiusi. Demak, darajali
gatorning yaqinlashish sohasi koordinata boshiga nisbatan simmetrik
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ekan. Oraligning har bir chetki x=—R va x= R nuqtalarida qator
yaqinlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo’lishi mumkin. Shuning uchun
gatorni bu nuqtalardagi yaginlashishini alohida tekshirish kerak
bo’ladi.

Darajali qatorning yaqinlashish sohasini  topish uchun
Dalamber yoki Koshi alomatlaridan foydalaniladi.

Qator hadlarining absolyut qiymatlaridan tuzilgan qatomi
yozamiz

la0‘+la1x‘+‘a2x2'+ . A+‘anx” o

Bu gatoming 7+1 hadini » hadiga bo’lgan nisbatini ko’raylik

n+l

. la .x . la
lim [~ —— = |x| lim |-~ =|x[L-
n—0 anx H—»0 an
. la
Buyerda | — jim|-z].
n—0 an l

Dalamber alomatidan ma’lumki, agar |le<1 bo’lsa, qator

absolyut yaginlashuvchi va |x|L >1 bo’lsa uzoqlashuvchi bo’ladi.

Bundan (1) qator |x| <% tengsizlikni qanoatlantiruvchi x ning

barcha  qiymatlarida  yaqinlashuvcht  va [x[ >l da esa

uzoqlashuvchiligi kelib chiqadi. Natijada

1.

—=1lm

[ o
Demak, qatoming yaqinlashish radiusini quyidagi Dalamber alomati
bo’yicha hisoblash mumkin:

an

a

n+l

R=1 = lim-%
L e n+l

Koshi alomatidan foydalanib qatoming yaqinlashish radiusmi
quyidagi formula yordamida ham hisoblash mumkin:

I .. 1
R=—=lim——"
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2 n-1

I-misol. 1+ XX . | + .. qatorni yaqinlashish radiusi
2

n
va yaqinlashish sohasini toping.
Yechish. a, =l Ay =—1—.
n n+1
. 1
R=lim|~ A [ i.
n—0| n

Demak, L=1. Dalamber alomatiga asosan ‘x|<1 bo’lganda qator
yaginlashuvchi va |x>1 da uzoglashuvchi bo’ladi. Yaqinlashish
radiust R =1, yaqinlashish sohasi (— L l) oraligdan 1borat. Endi
oraligning chetki x=-1 va x=1 nuqtalardagi yaqinlashishni

tekshiramiz.
x = 1 da quyidagi qator hosil bo’ladi:

1 1 1
I+—+—+.. +—+.. .
2 3

n
Bu garmonik qatordir, demak, beriligan qator x=1 nuqtada
uzoqlashuvchi.
x=-1da

l—l+—1——‘ . .+(——l+. .
2 3 n
qator hosil bo’ladi. Bu qator Leybnis teoremasiga asosan shartli
yaqinlashuvchi bo’ladi. Demak, berilgan qatorning yaqinlashish sohasi
[-1; 1) oraliqdan iborat.
2 n

2-misol. 1+X+% + . +X 4+ . qatomning yaqinlashish
1!

n!
radiusini toping.

Yechish, R = % = lim{n+ 1) —w.

Demak, berilgan qator x ning barcha qiymatlarida
yaqinlashuvchi bo’ladi.
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2-§. Darajali qatorlarning xossalari

I-teorema. Har qanday
a,tax+ax’+ . tax"+..., 1
darajali qator (= R; R) oraliqqa tegishli [-p; p] kesmada tekis

yaqinlashuvchi bo’ladi.
Isbot. Shart bo’yicha 0 < p < R. Shuning uchun

Iaoj"'

musbat hadli gator yaqinlashuvchi bo’ladi. Bunda
(n=0,1,2,...)

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Demak, Veyershtrass alomatiga asosan (1)
darajali qator [~ p; p] kesmada tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.

Ianx" <

Qolgan xossalami isbotsiz keltiramiz.

2-teorema. Agar (1) darajali qator (« R; R) oraligda
yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda uning S(x) yig’indisi shu oraliq ichida
uzluksiz bo’ladi.

3-teorema. (- R; R) oraligda yaqinlashuvchi bo’Igan darajali
gatorni shu oraliqda hadma-had ixtiyoriy tartibli hosilasini olish
mumkin, ya’'ni

S(Jc)za0 vax+axt+ oo tax"+. ..

gatorning § ‘(x), S"(x), A (")(x) hosilalari mavjuddir. Bu yerda

S'(x)=a, +2a,x+3a,x> + ... +nax"" +.. .,

S"(x)=2a, +6a,x+12a,x* + ... +n(n—1)a,x" ,

Qator hadlarining hosilalaridan tuzilgan gatorning yaqinlashish
sohasi (- R; R) oraligdan iborat bo’ladi.

4-teorema. (- R; R) oraliqda yaqinlashuvchi bo’lgan darajali
gatorni shu oraliqda yotgan ixtiyoriy kesmada hadma-had integrallash
mumkin.

|x/< R bo’Isin. U holda
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]C.S(x}l’x = jﬁa(,der ]C.alxder j;azxzdx%- coF
0 0 0 0

3 a, .a

X a a
+fanx”dx+...:a0x+—lx2+—3x + o+ X
2 3 n+1

0
Qatorni hadma-had integrallashdan hosil bo’lgan qatorning
yaginlashish sohasi ham (— R; R) oraligdan iborat bo’ladi.

3-§. x—a ning darajalari bo’yicha qatorlar

Quyidagi ko’rinishdagi funksional qatorga ham darajali qator
deyiladit:

ay+a,(x—x, )+ a(x—x, f +..+a (x—x) +.. (1)

a_ ,... o’zgarmas sonlarga darajali

23 2l

Bu yerdagi a,,q,,a

qatorning koeffitsientlari deyiladi.
(1) darajali qatorning yaqinlashish sohasini topish uchun
x—x, =1 almashtirish kiritamiz. Natijada, quyidagi darajali qator
hosil bo’ladi:
agtat+at’+ . otatt+ .., )
(2) qator ham darajali qatordir, u fagat ¢ ning darajalari bo’yicha

yoyilgan.
(2) qatorning yagqinlashish sohasi (- R; R) oraliqdan iborat,

ya’ni —-R<t<R. Bundan x ning -R<x—x,<R yoki
xy—R<x<x,+R tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida (1)
qatorning yaginlashuvchiligi kelib chiqadi.

Itl > R bo’lganda (2) qator uzoqlashuvchi bo’lgani uchun,
|x—x,|> R bo’lganda (1) qator ham uzoglashuvchi bo’ladi. Demak,

x— a| < R oraliqda esa

|x—x,| < R oraliqdan tashqarida uzoglashuvchi,

qator yaqinlashuvchidir.
Bundan (1) qatorning yaqinlashish oralig’i markazi x, nuqtada

bo’lgan (x, — R; a + R) oraliqdan iborat bo’ladi.
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a,+ax+axi+ . otax"+ ..., (3)
darajali qatomning (- R; R) yagqinlashish oralig’l ichida barcha
xossalari (1) darajali qator uchun (xo ~R; xy+ R) yaqinlashish oralig’i
ichida saqlanadi.

Agar integrallash chegaralari (x, - R; x, + R) yaqinlashish
oralig’i ichida yotsa (1) darajali qatorni hadma-had integrallashdan
so’ng yig’indisi berilgan (1) qatorning yig’indisidan olingan integralga
teng bo’lgan qator hosil bo’ladi. x ning (x, ~ R; x, + R) yaqinlashish
oralig’i ichida yotuvchi hamma qiymatlari uchun (1) darajali qatorni
hadma-had differensiallashdan, yig’indisi berilgan (1) qatorning
yig’indisidan olingan hosilasiga teng bo’lgan qator hosil bo’ladi.

Misol.  (x—4)+(x—4) + . +(x~4)" +.. qatorning
yaqinlashish sohasini toping.

Yechish. x -4 = ¢ deb olamiz. U holda

A

qator hosil bo’ladi.

Bu gator —1<t <1 oraligda yaginlashuvchi bo’ladi. Demak,
berilgan qator x ning —1<x-4<1, ya’ni 1<x<3 tengsizlikni
qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida yaqinlashadi.

4-§. Teylor va Makloren qatorlari

Agar f (*c) funksiya
ag+a,(x—x,)+ra,(x—x, ) +.. +a,(x~ X, ) +... - (D

qatomning yig’indisi bo’lsa, u holda f(x) funksiya x—x, ning
darajalari bo’yicha qatorga yoyiladi deyish mumkin.

1-teorema. Agar f (x) funksiyani (a — R; a + R) oraliqda
fxy=a,+a x—x,)+a,(x—x, ) +..+a,(x—x,) +.. @)
gatorga yoyish mumkin bo’lsa, u holda bunday yoyilma yagona
bo’ladi.

Isbot. Darajali qatorni hadma-had differensiallash hagqidagi
teoremaga asosan quyidagi ifodalarni yozish mumkin:
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f'(x)=a1 +2a2(x_x0)+ 3(13(X—x0)2 + ...+
+na,(x—x )+,
P02 2 3o
+rln=la,(x—x, )+
F()=1:2:30, 423 day (- )+

+n(n—-1n-2),(x—x, )" + ...

) x)=1-2-3 -nln-1)n-2)a,+ ... .

Bu tengliklarga hamda (2) ga x=x, ni qo’yib noma’lum
ay, a,,0a,, ...,4,,... koeffitsientlami topamiz.
f(xo)zao, f‘(xo)zal , f"(xo):l-Z-a2 cfM(x)=1-2-3a,,. .,
F)x)=1-2-3-.-(n-2n-1)n-a,

yoki
aozf(xo)’ al'_‘f'(xo)> az:f“(;‘%),
. () *
3=,f_3(!_xQ,,.., a =L n(!xo). 3)

Hosil bo’lgan koeffitsientlami (2) qatorga qo’yib quyidagi
qatorni hosil gilamiz:

x)= flx,)+ f( )(x X, )+ ~§i)(x-xo)2+...+ﬂ’@(x_xo)u... 4)

! nl
(4) qatorni Teylor qatori deyiladi.
., f" X (n) x

aozf(xo)’ QI:/ (x())’ a2: (2’0) e an:.f ( 0)
o’zgarmas sonlarga f (x) funksiyaning x =x, nuqtadagi Teylor
qatorining koeffitsientlari deyiladi.

Shunday qilib, agar f1 (x) funksiyani x = x, ning darajalari
bo’yicha yoyish mumkin bo’lsa, u holda bu qator albatta f (x)
funksiyaning Teylor qatori bo’ladi.

zl
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Agar Teylor qatorida x, =0 desak, u holda Teylor qatorining
xususiy holi kelib chiqadi.

)= 1(0)+- () (0) 'y 7@xn+._.. 5)
(5) qatorga Makloren qatort deylladl.

Yugorida gilingan mulohazalar f(x) funksiyani darajali
qatorga yoyish mumkin bo’lgandagina o’rinlidir.

Faraz qilaylik, f(x) funksiyani (x, - R; x, + R} oraliqda
ixtiyoriy tartibli hosilalri mavjud bo’lsin. U xolda shu oraligga tegishli
ixtiyoriy x ning giymatlari va ixtiyoriy 7z lar uchun Teylor formulasi
o’rinli bo’ladt:

f(x)=f(x0)+£(l—fo—)(x—xo) (x")(x X )+t

(o)(
+ l—n(’-o—)(x ~- X, )" +R, (x) ) (6)
Buerda
(e X—X
R (x)= L £ Ol )) et )

(n + 1)'
bu yerda 0< 8 <1.
(7) ga Teylor formulasining Lagranj ko’rinishidagi qoldiq hadi
deyiladi.
Endi f' (x) funksiya uchun tuzilgan

(l " {n)
Sxy)+ I%—O-)(x— X, )+ lg—ol(x—xo)z +...+I——(|x—°)(x—x0)" +.. (&)
Teylor gatori (x0 -R; x,+ R) oraliqda yaqinlashuvchi va uning
yig’indisi f(x) ga teng bo’lish shartini aniglaymiz.
1 " (n)
)= Al 200 L L)y
! : 12

bo’lsin.
R (x) ko’phad gandaydir ma'noda f(x) funksiyaga

yaqinlashishini anglaydi. Buning yordamida f(x) funksiyaning
aniglik darajasini aniqlash mumkin bo’ladi.
Bu holda
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f(x)= B, (x)+ R, (x)
yoki
R,(x)= f(x)- P,(x)
bo’ladi. (8) Teylor qatori (x,—R; x, + R) oraligda f(x) funksiyaga
intilishi uchun Teylor formulasining qoldiq hadi #» -5 da nolga
intilishi kerak, ya’n
limR, (x)=0.

Endi Teylor gatorining f(x) funksiyaga yaqinlashish tartibini
aniqlaymiz.
2-teorema. Agar (x0 -R; x, + R) oraligda f(x) funksiya
ixtiyorty tartibli hosilalarga ega bo’lib, hamda
7)< a ©)
tenglik o’rinli bo’lsa, u holda shu oraliqda (4) yoyilma o’rinli bo’ladi.
Isbot.

_ f(nﬂ)(xo + H(X— X0 )) s
Rn(x)_ (n+1)! (x_xo)

va (9) lardan foydalanib, quyidagi tengsizlikni yozamiz:
(n+l) . _ n+l
‘Rn(xx___,f (xo+0(x xO))(X—xo)"H <ﬂ1x xo‘ (10)

(n+1) T (n1)

Lekin

qator Dalamber alomatiga asosan yaqinlashuvchi bo’lgani uchun

n+l

|x - x,
Ly e
bo’ladi. Bundan (10) ni e’tiborga olsak, (x,-R; X, +R) oraliqda
llgg R, (x) =0 o’rinli ekanligi kelib chigadi.

Teorema isbot bo’1di.
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5-§. Elementar funksiyalarni darajali qatorga yoyish

1. f (x): e* funksiyani Makloren qatoriga yoyish. Makloren
gatorining koeffitsientlari

(»)
_f (0) (n=0,1,2,..)
n!

formula orqali ifodalanadi. Berilgan funksiyadan hosilalar olib, x, =0

n

nuqtadagi qiymatlarini topamiz.

f)=e.  1(0)=1

Demak. ¢, = —1;, (n=0,1,2,..). Natijada, f’ (x) = ¢” funksiya uchun
n!
quyidagi gatorni hosil qilamiz:

e":l+x+~1—x2+...+lx"+... : )
2! n!

Bu gatorning yaginiashish sohasini aniglaymiz.
R—lﬂ——sﬁ USRI = lim{ +1)=co
A

n>o
Demak, (1) qator (-0, ) oraliqda yaginlashuvchi ekan.

Endi x ning har ganday qiymatida qatorning yig’indisi
f (x): e* ga teng ekanligini ko’rsatamiz. Buning uchun ixtiyoriy x
lar uchun

limR,(x)=0

ekanligini isbotlash yetarli bo’ladi.
4-§ paragrafdagi 2-teoremaga asosan (9) tengsizlik ixtiyoriy
lx’ < r oraliqda o’rinli bo’ladi, chunki f(x)=e* < e”. Shuning uchun

x ning barcha qiymatlari uchun (1) yoyilma o’rinli bo’ladi.
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2. f (x): sinx funksiyani Makloren qatoriga yoyish. berilgan
funksiyadan hosilalarini topamiz.

f(x) =sinx
Fi(x)=cosx = sin(x + %)

f"(x): —sinx = sin[x +2. %}
fuv(x):—cosx = sin[x+3.%),

7 (x)=sinx= sin(er 4. —725}

f(")(x)z sin(x +n- 5]
x,=0 da f(0)=0, f(0)=1, s*(0)=0, f™(0)==1, 7%(0)=0 va

hokazo. Demak, a,=0, a, =1, a,=0, azz—%, a, =0, ...,

a,= —1-‘Sin 1271 . Bundan »n=2k bo’lganda f(")(o): sin % =0,
n!

n=2k+1 bo’lganda esa f(0)=(-1) bo’lishi ravshandir. (-oo; )

oraliqdagi barcha x lar uchun ' f(")(xjgl tengsizlik o’rinlidir.

4-§ paragrafdagi 2-teoremaga asosan (-w;w) oraliqdagi
barcha x lar uchun quyidagi gator bo’ladi:
x3 x2n+1
sinx=x—"—+..+(-1) ——+...
31 (2n+1)
3. f(x)=cosx funksiya ham x ning (-co;00) oraliqdagi
barcha qiymatlari uchun quyidagi qator o’rinli bo’ladi:
2 2n

x "
cosx:1—5+...+(~l) L

(Zn)!
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6-§. Binomial qator

#(x)=(1+x)"bo’lsin., bu yerda m - ixtiyoriy haqigiy son.
Teylor qatorining  koeffitsientlarini  aniqlash  uchun
funksiyaning hosilalarini topamiz.

f(x)= (1+x)"

F(x)=m+x)"",

S (%)= m(m =11+ x)"7,
1 (x)= mlm=1)m— 2f1+x)"7,

FNx)=mlm = 1\m—2)..(m—n+ 1)1+ x)"".
Bu hosilalarga x, =0 gqiymatni qo’yib quyidagi tengliklamni
hosil gilamiz:
F0)=1, £(0)=m, 740)=rim-1), ..
f(”)(O): m{m —1fm—2)..(m—n+ 1).
Endi Teylor qatorining koeffitsientlarini hisoblaymiz.
a,=1,a,=m, azzm(m—l)’ g = m(m-l)...(m—n+l) '

3

2! ? !
U holda Teylor qatori quy1dag1 ko’rinishda bo’ladi:
m(m l) (m n+]) (D

(1+x)" =1+mx

Bu gatorning yaqmlashlsh sohasini amqlaymlz

= l)mm 1) {m- ”J’l)(”‘Ll)]_ . |n+1l
"= ”Z*‘”ln'mm 1).{m—n+1Ym—n) ,,l,w|m -

Demak (1) gator [x[ < 1 oraligda yaqinlashuvchi ekan.

Endi (1) qatoming yig’indisi f(x)=(1+ X)"’ funksiyaga teng
ekanligini ko’rsatamiz. Buning uchun uning yig’indisini S(x) deb
belgilaymiz.

S(x)=1+ mx+—~——m(n;_l)x2 +ot m(m—l)...(m—n+1)x,, +

! nl
qatorni hadma-had differensiallaymiz.
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S'(v): m+2- m(m— 1) x+3. m(m —le _2)x2 +.t
- 2 3!
m(m —1)...('m —-n+ l)xn_1 . )
7l
(2) qatomni x ga ko’paytirib, quyidagi ifodani hosil qilamiz:
m(m - 1)x2 43 m(m - le - 2')x3 N
2 3!
_m(m—l)...('m—n+l)x,,+m 3)
nl
(2) bilan (3) ni hadma-had qo’shamiz.

1+ x)S"(x)=m+ [m 2. ﬁ(%‘—l))w (2‘ i”;'_‘h
oD (o P boned),
m(m~l)..(m—n+l))‘,,+m @

nt

+n-

xS'(x): mx+ 2.

+..+n

+3-

+.n-

(4) qatordagi koeffitsientlarni quyidagicha yozamiz:
(n— 1)‘ m(m - 1)..(m -n+2) i m(m - l)(m —-n+ l) _
(n—1) !
m(m - 1)...(m -n+ l)((m s 1)+(n— 1)): - m(m - 1)...(m —n+l1) )

(n—1) (n—1)

U holda
S )1+ x)= m(l +mx + T@f +ott m{m - 1)"'("" —nt 1)x" . J: mS(x)
: !
ifoda hosil bo’ladi.

Natijada noma’lum S(x) funksiya va uning hosilasi S'(x)
bilan bog’langan quyidagi differensial tenglamani hosil qgildik.

S'(x)1+ x)= mS(x) %)
yoki
ﬁf_)(l + x) =m- S(x).
- dx
Bundan
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dS(x) _  dx

S(x) - 1+x
Bu tenglamani integrallab, quyidagi yyechimni hosil qilamiz:

in S(x)=m- {1+ x)+ C. (6)
Bu yerda C topilishi kerak bo’lgan son. Buning uchun x=0 da
$(0)=1 shartni qo’yamiz. U holda InS(0)=In1=0. (6) tenglikdan
C =0 ekanligi kelib chiqadi.
Shunday qilib,

In $(x) = m- In(1+ x)
tenglikni hosil qildik. Buni potensirlab, qidirilayotgan funksiyani
topamiz.
S(x)=(1+x)".
Demak, (1) qatorning yig’indisi oldindan berilgan f(x):(l+m)'"
funksiyaga teng ekan.
Bu funksiyani |x|<l oraligda quyidagi qatorga yoyish

(m~1)

1+ x)" =1+ mx+ 2 >

mumkin ekan:
m(m—l)...(lm—n+l)x,,+m (7)
nl

Xt 4+

(7) darajali qatorga binomial qator deyiladi.
Xususiy holda agar m = -1 bo’lsa
—1-:1—x+x2*x3+... (®)
I+x
darajali qator hosil bo’ladi.

Agar m = _% bo’lsa quyidagi gatorga ega bo’lamiz:

! —1——1—x+l'3x2—1.3'5x3+
Jix 2724 24

m= % bo’lganda

1 1-3 1-3.
Vitx=1l+—x+—x%+ S
27724 T 4e

©)

bo’ladi.
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Binomial qatorni boshqa funksiyalaming yoyilmasiga tatbiq
qilamiz.

f (x) = arcsinx funksiyani Makloren qatoriga yoyamiz.
(9) tenglikdagi x o’rniga — x° ni qo’yamiz:

1, 1. 13 ., 135

11— x2 2 2-4x 246
|x|<l bo’lganda darajali qatorlarni integrallash haqidagi
teoremaga asosan quyidagini hosil qilamiz:
I dt ! 1.3 5 1.3-5
o1-17

x* + x4
2:3 245 2467
1-3-5-..-(2n-1) x>

2:4.6-7-...-2n 2n+1

6

=arcsinx = x +

+

7-§. ln(l + x) funksiyani darajali qatorga yoyish

6-§ paragrafdagi (8) tenglikni |x‘ <1 bo’lganda 0 dan x gacha
kesmada integrallasak, quyidagi qator hosil bo’ladi:

3

x x 4
Olci_xt_—_{(l—mt 4. }it—x—?+i;——7+ +(—1)"”x

x?2 X x* L x"
In(l+x)=x-"—+—-"—+_ +(-1)" —+.... 1
n( x) ¥ 2 3 4 ( ) n M)
Bu tenglik (-1, 1) oraliqda o’rinlidir.
Agar (1) formuladagi x ni —x ga almashtirsak (-1, 1) oraliqda
yaginlashuvchi qator hosil bo’ladi.

ln(l—x):—x——Z— ————— 2)

(1) va (2) formulalar yordamida 0 bilan 2 orasidagi sonlarning
logarifmlarini hisoblash mumkin. x=1 bo’lganda ham (1) formula
o’rinli bo’ladi.

Ixtiyorty butun sonlaming natural logarifmlarini hisoblash
uchun formula chiqaramiz.

(1) qatorni (2) dan hadma-had ayiramiz.
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1+ x

lnll + xl - ln]l - x] =In

3 5
=2£x+£—+£-+... ] (3)
3 5

(3) yoyilmadan foydalanib ixtiyoriy musbat sonning
logarifmini ixtiyoriy aniqlikda hisoblash mumkin. Buning uchun

- X

berilgan z sonini z = :if ko’rinishda olish yetarli bo’ladi. Bundan
—-X

z-1

X =

z+1
Bu giymat |x|<l tengsizlikni qanoatlantiradi. Bundan z ning qanday

bo’lishidan qat’ly nazar (3) qator (-1,1) oraligda yaginlashuvchi

bo’ladi. Masalan, x :% ni (3) gatorga qo’yib yoyilmasini yozamiz.

9

I+ — 3 5

Inl0=In—il -2 3+1(3) +1(3) +.. |=23026.

NEER CTREINT AT
11
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8-§. Aniq integrallarni qatorlar yordamida hisoblash

Bu paragrafda ba’zi integrallanmaydigan aniq integrallarni
qaraymiz.
1. J' e™ dx integralni hisoblash talab etiladi. Bunda e
0
funksiyaning boshlang’ich funksiyasi elementar funksiya bo’Imaydi.
Bu integralni hisoblash uchun

2 3 xn
e =l+x+—+—+. . +—+.
2. 3! n!
yoyilmadagi x ning o’miga — x> ni qo’yamiz. Natijada
2 xl x4 x6 x2n
A P |
o2t 3 n!

qator hosil bo’ladi.
Bu tenglikning har ikkala tomonini O dan a gacha oraliqda integrallab,
quyidagi gatorni hosil qilamiZ'

a e ——a x2 x4 B
.(‘)-e dx—j[l—T "2—'_—| +(— ...}lx—

0
e e 2 @
= x——t (=) =
A TEEYA n‘(2n+1)
3 5 2n+1
=la-2 42 (=1
W3 s 37 n‘(2n+1)

Bu tenglik yordamida a ning ixtiyorty qiymatida berilgan
integralni ixtiyoriy darajadagi aniqlik bilan hisoblash mumkin bo’ladi.

2. I sin x dx integralni hisoblash talab etiladi. Integral ostidagi
x

funksiyani qatorga yoyamiz. Buning uchun sinx funksiyaning
yoyilmasidan foydalanamiz.

5 7

oy x
sinx=x—-—+——"—
3087

Bu tenglikdan
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+
x 387
qatorni hosil qilamiz Bu qatorni hadlab integrallaymiz.

smx x* Xt »ox X ’
j' .[ 1———+—————+... x = x— +—— +.
5007 3.3 5.5 771 .

3 5 7
a a a

- + - +

3.3 5.58 7.7
Bu yerda ham « ning har qiymatida gatorning yig’indisini 1xtiyoriy
darajadagi aniqglik bilan hisoblash mumkin.

9-§. Differensial tenglamalarni qatorlar
yordamida yechish

Differensial tenglamalami yechish ulami integrallashga keladi,
lekin ayrim hosil bo’lgan integralni integrallash mumkin bo’lmaydi.
Bunday hollarda tenglamani yechish uchun taqribiy usullardan
foydalanish kerak bo’ladi. Bu usullardan biri tenglamaning yyechimini
Teylor qatori ko’rinishida chekli sondagi hadlarining yig’indisi
taqriban izlangan xususiy yyechimga teng bo’ladi.

Berilgan

V'=Fx, y,y) (1)
ikkinchi tartibli differensial tenglamaning berilgan boshlang’ich
shartni qanoatlantiruvchi yechimini topish kerak bo’lsin.

Boshlang’ich shart

Moy =Yoo V|, =V 2)
Faraz qilaylik, y= f(x) yechim mavjud va uni Teylor qatoriga
quyidagi ko’rinishda yoyish mumkin bo’Isin:

10)= o) P LB ®)

Biz xususiy yyechimdan olingan hosilalaming x=x,

x=%,

bo’lgandagi qiymatlarini, ya’ni
f(x0)> f'(xo)’ f"(xo), ce

lami topishimiz kerak.
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Lekin buni (1) tenglama hamda (2) boshlang’ich shartlar
yordamida bajarish mumkin. (2) boshlang’ich shartlardan foydalanib
quyidagi tenglikni yozamiz:

f"(xo):y"]xq” :F(xo > Yo y‘o)' 4

e} tenglamaning ikkala tomonini x bo’yicha differensiallaymiz.
"=F v, Y E (v, )y, (kL v, p) 0t )
X=X, qumatm (5) tenglamaning o’ng tomoniga qo’yib, quyidagi

7
(3) munosabatni yana bir marta x bo’yicha differensiallab, quyidagi
tenglikka ega bo’lamiz:

tenglikni hosil qilamiz:

x=%,

S W(xo):y v

Bu topilgan hosilalami (3) tenglikka qo’yamiz. Bu hosil

bo’lgan qator x ning yaqinlashadigan qiymatlarida (3) qator berilgan
differensial tenglamaning yechimi bo’ladi.

Misol. V=x2+3? tenglamaning ¥, =1 ¥ _ =0

x=x,

boshlang’ich shartlarmi qanoatlantiruvchi yechimini toping.
Yechish. Yechimni quyidagi ko’rinishda izlaymiz:

76)= s+ L0 e LNy

Bizning misolimizda x, =1. Endi f(x,), /*(x,), f"(x,), ... laming
qiymatlarini topamiz.

=1, r@=o.

P ol =10=2

Y'=2x+23, =/)=2.
" =2+2v'2+2yy", y”" L =f"(1)=6
y _6y| ||+2yy|u’ y" o -_—fr(l):4

Bu topilgan giymatlarni (6) ga qo’yamiz.
_ 2 2 2 3 6 4 4 S
y=f(x)= 1+5(x—1) +5(x—1) +I(x—1) +§(x—1) +
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=1+(x—1)" + (x—1)3 +(x—1)4 + (1)
3 4 30

Agar berilgan tenglama chiziqli bo’lsa, xususiy yechim
koeffitsientlarini noma’lum koeffitsientlar usuli bo’yicha topish qulay
bo’ladi. U holda

y=flx)=a, +ax+a,x*+ . +ax"+... (N
qatorni berilgan differensial tenglamaga qo’yib, tenglamaning turli
gismlaridagi x laming bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni
tenglash kerak bo’ladi.

Misol.  y'=2x+4y  tenglamaning 3| =0, | =1

+..

boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini toping.
Yechish. Faraz qilaylik

y=a,+ax+ax’+ ... +ax"+...

berilgan bo’lsin.

Boshlang’ich shartlarga asosan

a,=0,a, =1

Demak,
y=x+a,x’+ ...tax"+ ...
y=1+2a,x+3a,x" + ... +na,x"" + ...
y'=2a,+3-2a,x+ .. +nn—la x>+ .. .

Bu ifodalarni berilgan tenglamaga qo’yib hamda x larning bir
xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglab, quyidagilarni hosil
qilamiz: ‘
2a,=0, bundan g, =0 .
3-2-a,=2+4, bundan a, =1.
4-3-2-a,=4a, +4a,, bundan g, =0 .

n(n-1a, =(n-2)a,_, +4a,,, bundan g = _zaL'l? .
n —
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1 1
TSN S S NN DR (2 I
; A I A L
a,=0,a,=0,...,a,=0.
Bu giymatlarni o’rniga qo’yib, izlanayotgan yechimni topamiz.
) x3 x5 x7 x2k+l
y—j(x)—x+T+—2—!+§+...+ f + ...

Bu qator x ning barcha qiymatlarida yaginlashuvchi bo’ladi.
Bu xususiy yechimni elementar funksiyalar orqali ifodalash mumkin.
Haqiqatan, agar x ni gqavsdan tashqariga chiqarsak, qavs ichida

e* funksiyaning yoyilmasi hosil bo’ladi.

5 x4 x6 xS xzk 2
y=x|1+x +_2T+?+Z|_+”'+7+”' =xe” .

10-§. Qatorlar yordamida taqribiy hisoblash

Darajali qatorlar juda kuchli hisoblash vositasidir. Ular
yordamida funksiyalarning taqribiy qiymatlarini, integrallanmaydigan
integrallarni va differensial tenglamalaming taqribity xususiy
yechimlarini hisoblash mumkin.

1-misol. ¢" ni 0,0001 aniqglikda qiymatini hisoblang.

Yechish. Quyidagi qatordan foydalanamiz:

2 n

e =l (1)
! n!

Bu qatordagi x larni 0’miga 0,2 qiymatini qo’yamiz.
2 3 4
(0’2) + (0’2) + 0.2) o
2! 3! 4!
Bu qatoming 5-hadidan boshlab qolgan hadlarini tashlab
yuboramiz. Endi gilingan xatoni baholaymiz.

e =1+02+
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4 S 6 4 2
=02 028 o2, _(e2) (lo_z_(ﬂJ

6! 4
4( 2
2 .
<——(0’2) ‘1+9’-2—+[9’—) Fo _ Q0016 1 < 0,0001
4 5 s 24,02
Demak,

2 3 4
e°’2z1+0,2+(0’22') +(O") +(O’j) :1,2+9’0—4+9£0—8:1,2213.

3

!

2-misol. j'e"zdx integralni  0,0001 gacha aniqlik bilan

0

PN

hisoblang.
Yechish. (1) qatordagi x lami o’rniga — x* ni qo’yib, quyidagi
qatorni hosil qilamiz:

e’ =l-——+———

Bu qatorning har ikkala tomonini {0, lﬂ kesmada integrallaymiz.
4

_[e"" dx = jdx——' J-x?'dx+ — J-x“dx—— jxédx+... =
- AT 2 3

=0,25- 13+ ! - ! e @)
3-4° 10-4° 42-4
Bu qator ishoralari navbatlashuvchi gator bo’lgani uchun
Leybnis teoremasining shartlarini qanoatlantiradi.

! = ! < 0,0001
10-4° 10240
bo’lgani uchun faqgat (2) qatorning ikkita hadini olish kifoya bo’ladi.

P2
je‘*’ dx =025 3—14—3 =0,25-0,0052=0,2448 .

0
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IV BOB. FURYE QATORI
1-§. Boshlang’ich ma’lumotlar

Har xil texnik masalalarni yechishda aniq vaqt oralig’ida
davri qayta-qayta takrorlanadigan hodisalarga to’g’ri  kelamiz.
Masalan, o’zgaruvchi tok bilan bog’langan yoki muayyan harakatda
bo’lgan ichki yonar dvigatellar hodisalari misol bo’lishi mumkin.

Bunday davriy jarayonni xarakterlaydigan miqdor vaqtga
bog’liq bo’lgan davriy F(¢) funksiya bo’ladi. Bu funksiya uchun

F(t+T)=F()
tenglik o’rinli bo’ladi.

Bu yerda T - vaqtning davri. Vagqt o’tishi bilan qaralayotgan
miqdor o’zining boshlang’ich qiymatini oladi. O’zgarmas sonni
hisobga olmaganda eng oddiy davriy funksiya sinusoidal
funksiyadir. Bu funksiya quyidagi ko’rinishga ega:

y= Asin(a)t+(p),
bu yerda A4 - amplituda, ¢ - boshlang’ich faza, @ esa 7T bilan

bog’langan (p = %’z yoki 7 = Zj’_) chastota.
1)

Agar y,=A, y, = 4 sin(a;H-goJ, v, =4, sin(a)t+ ¢2), s -
s Y. =4, sin(a)t+ gpk), . . . davriy funksiyalarni qo’shsak,
natijada
F(t)z Ay + A sin(wt+ @)+ A, sin(Qot+ @, )+
+..+ 4, sin(ka)t+(pk)+... (D)
funksiyani hosil qilamiz.
Bularning chastotalari
w,2w,30, .. ko, ..,
davrlari esa mos ravishda

TlTlT—I—T
2 3 k
larga teng bo’ladi. (1) funksiya ham 7' davrga ega bo’ladi.
Davri 7 bo’lgan funksiyani quyidagi trigonometrik qator
ko’rinishida yozish mumkinmi degan teskari savol tug’iladi, ya'ni
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F(t)= 4, + i A sin(kot+9,). 2)
k=1

Bu masalani yechish uchun avval @¢=x deb olamiz.

Bundan ;= X ni topib, hamda bundan foydalanib

@
FO=H{Z ) 16)
®

tenglikni yozamiz, bu yerda f(x) funksiya 7 =27 davrga ega. U
holda (2) tenglik quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi:

f(x)on+ZAk sin{kx + @, )- (3)

k=1

Endi

sin(a + B) =sina cos f + cosa sin
formuladan foydalanib, A, sin (kx +Q, ) ni quyidagicha yozamiz:
A, sin(kx + @, )= 4, cos g, sin kx + A, sin ¢, cos kx
o, (k =1,2,3, ) - o’zgarmas bo’lgani uchun 4, sing, =a,,
A, cosp, =b, deb olamiz. A, = %0 deb belgilaymiz. U holda (3)

2
tenglik quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi:
f(x):az—o+2(ak cos kx + b, sin kx)- 4
k=1

(3) yoki (4) munosabatga quyidagi mexanik ma’noni berish mumkin:
I (x) funksiya bilan ifodalanayotgan murakkab tebranish ikkita
oddiy garmonik tebranishlar yig’indisi ko’rinishida ifodalanar ekan.
(4) ning har bir qo’shiluvchilarini garmonikalar, funksiyaning
yoyilmasini esa garmonik analiz deyiladi.
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2-§. Furye koefTitsientlari

Quyidagi masalani qo’yamiz: qanday shartlar bajarilganda
davri 27 bo’lgan f(x) funksiyani

f(x):%(’—+i(akcoskx+bksinkx) ey
k=1

gatorga yoyish mumkin.

Faraz qilaylik, f(x) funksiya [-z;7z] kesmada uzluksiz,
hamda T =2z davrga ega bo’lsin.

a,,a, va b, (k=1,2,3,..) koeffitsientlarni topish talab
etiladi. Buning uchun avval bir necha yordamchi munosabatlarni
yozamiz.

Tsin kxdx = —%cos kxlf” = —%(cos ke —cosk(—))=0. (2)

Ixtiyoriy k #0da cosx juft bo’lgani uchun, bu munosabat o’rinli
bo’ladi.
Ixtiyoriy butun k # 0da

Tcoskxdx = %sin kx‘:l = %(sin kr—sink(-7))=0 3)

bo’ladi.
Ixtiyoriy k va m ning butun giymatlarida

jsin kx cosmx dx =0

-

bo’ladi.
z 0, k+mlk,m—0y >
fsinkx - sin mxa}:[ arap k # m (k,m ~ Gyryi con) (4)
el z,arapk=m#0
(0, arap k= m (k,m —6yryu con) (5)

n
jcoskx'cosmxdxzz

Endi k =m bo’lsin.
V4 1 T ]
J'sinkxcosmxdx :—2— jsm 2kx dx =0,

-

i 7, arapk=m=0
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Isin kx- sin mxdx:Isinzkxdxz j(%—%cosﬂcx}d =

- -

:l x——l—sin2kx =7
2 2k ™

Qolganlari ham shunga o’xshash isbot qilinadi.
Faraz qilaylik, (1) qatorni [— T 7[] kesmada integrallash

mumkin bo’lsin.
Integrallash quyidagini beradi:

ljf(x)dx = .”[~az—°dx +i(7jak cos kxdx +]bk sin kx dx j:
hel g k=1\ "y —r

= %"_]idx + Z[akicoskxdx +b, ]r;sin ke dx ): 32"_. r=ayr.
Bu yerda birinchi qo’shiluvchidan boshgalari nolga teng bo’ladi.
j f(x)dx =a,7
tenglikdan ”
a, :%if(x)dx 6)

kelib chigadi. a, koeffitsientni topish uchun (1) gatorning har
ikkala tomonini cosmx ga ko’paytirib, keyin [—ﬂ';ﬂ’] kesmada
integrallaymiz.

J.f(x)cos mxdx = gzo—j cosmxdx +

- -7

-2

w
k=1

(ak jcoskxcosmxdx +bkjsinkxcosmxdx J

k =m bo’lganda bu tenglikning o’'ng tomonidagi birinchi va
uchinchi go’shiluvchilar nolga teng bo’ladi. Natijada,

ff(x)coskxdx =a, I coskxcoskxdx =a,rx.

- -
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ff(x)coskxdx =a,rw
tenglikdan 7
a, = L If(x)coskxdx (N
43 -

hosil bo’ladi, bu yerda k=1,2,3,... b, koeffitsientni topish
uchun (1) qatorning har ikkala tomonini sinmx ga ko’paytirib,
keyin [—7;; 7[] kesmada integrallaymiz.

If(x)sin mxdx = a70 f sin mx dx +

s

+ {ak Icoskxsin mxdx +b, Isinkxsin mx dx ]

k)
n

k = m bo’lganda bu tenglikning o’ng tomonidagi birinchi va
ikkinchi qo’shiluvchilar nolga teng bo’ladi. Natijada,

[Fx)sinfordx =b,r .
Bundan )
b, == [ f(x)sin ks ()
T -z

kelib chiqadi, bu yerda k=1, 2,3, .... (6), (7), va (8) formulalar
yordamida topilgan a,,a, va b, larni Furye koefTitsientlari

deyiladi, (1) qatorni esa f(x) funksiya uchun Furye qatori deyiladi.
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3-3. Furye gatorining yaqinlashishi

Furye koefTitsientlarini topishda biz trigonometrik qatorni
yaqginlashuvchi va uning yig’indisi berilgan f (x) funksiyaga teng
deb faraz qilgan edik.

Endi Furye qatoriga yoyilgan f(x) funksiya qanday shartlar
bajarilganda yaqinlashuvchi bo’lishi va uning yig’indisi f(x)
funksiyaga teng bo’lishini aniglashimiz kerak.

Yangi tushunchalarni kiritamiz.

Agar [a;b] kesmani a, =a,a,,a,, , ..,a,=b nuqtalar
bilan chekli sondagi oraliqlarga ajratish mumkin bo’lib, hamda f (x)
funksiya har bir oraligda monoton o’suvchi yoki monoton
kamayuvchi bo’lsa, f (x) funksiyani [a; b] kesmada bo’lakli
monoton funksiya deyiladi.

Agar f (x) funksiya:

a) [a; b] kesmada uvzluksiz yoki unda chekli sondagi birinchi
tur uzilish nuqtalariga ega bo’lsa,

b) [a;b] kesmada bo’lakli monoton bo’lsa, u holda f (x)
funksiya [a; b] kesmada Dirixle shartlarini qanoatlantiradi deyiladi.

Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz:

Dirixle teoremasi. Agar [—7:; 7r] kesmada f (x) funksiya
Dirixle shartlarini qanoatlantirsa, u holda fi (x) funksiyaning Furye
qatori [—72’; ;r] kesmada yaqinlashuvchi va uning yig’indisi uzluksiz
nuqtalarda f (x) funksiyaga teng bo’ladi.

x, uzilish nugqtalarida

f(x0 - 0)+ f(x0 + O)
5 )
[- 7, #] kesmaning chetki nuqtalarida esa
fx-0)+ f(z +0)
2

ga teng bo’ladi.
Dirixle teoremasiga oid izohni eslatib o’tamiz.
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_f(x)=ﬁzi+i(akcoskx+bk sin kx) ()
k=1

gatorning hadlari davri 27 ga teng bo’lgan funksiyalardir.

Shuning uchun, agar (1) qator [-77:; n] kesmada
yaginlashuvchi bo’lsa, u holda x ning barcha haqiqiy qiymatlarida
yaqinlashuvchi va uning yig'indisi [-7; 7] kesmadagi avvalgi
giymatlari, davri 27 bo’lgan giymatlar bilan takrorlanadi
(1-rasm).

— 37X
I-rasm.
Misol. Davri 27 bo’lgan f(x):-xz— funksiyani [-7; 7]

kesmada Furye qatoriga yoying.
Yechish. Bu funksiya Dirixle shartlarini qanoatlantiradi (2-
rasm).

— 37X

|
JEDERERRS'S T I,
S
\
-0l
{
RNV A, W
- 3

2-rasm.
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Demak, Furye qatoriga yoyish mumkin. ag,,q, va

b, koeffitsientlarni topamiz.

1% 17 1 x’
ao:;_[f(x)dx:;j.gdx :—-%—

-

u=x,du =dx

a, :%jf(x)coskxdx :%Tg—coskxdx =|dv=coskxdx| =

v:lsinkx
k ]
S 1 1 .
:—1— Es1nkx ——jsmkxdx| = ——coskx] =
27| k . k% ] T .
12 (coskm —coskrm)=0.
s
b =L [ £(x)sin kex dx :—I—J'ic—sinkxdx =
T T2
u=2x,du=dx . .
=| dv=smnkxdx :——P%coskx +-— coskxa’x

; h

1 2
v =——coskx

k J

= i(— coskr —coskr)=(-1)" %

Berilgan funksiya uchun Furye qatori quyidagi ko’rinishda
bo’ladi:

% = i(~ 1! ; sin kx.
k=1
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4-§. Juft va toq funksiyalarni Furye
qatoriga yoyish

Faraz qilaylik (p(x) funksiya juft, ya’ni (o(— x):go(x)
bo’lsin. U holda

}j.(p(x) dx = 2].(0(x)dx (O

tenglik o’rinli bo’ladi.
Hagqiqatan,

Joloa = fote)as + o) as = o) -

+ ?Q(X) dx = Tgo(x)dx + ]Ego(x) dx = 2’j(p(x) dx .

Endi ¢(x) funksiya toq funksiya, ya'ni ¢(-x)=-¢(x)
o’rinli bo’lsin.

oo - e oo ot

+ jqo(x) dx = —Iqo(x)dx + Iw(x) dx =0.
0 0 0
Demak, (p(x) toq funksiya bo’lganda
.[(o(x) dx =0 (2)

bo’lar ekan.
f (x) funksiya juft bo’lganda, (1) formulaga asosan

a, = 1 ff(x) dx = g_[f(x) dx
T, Ty
bo’ladi. '
f(x) va coskx funksiyalar juft bo’lgani uchun, f(x)- coskx
ko’paytma ham juft bo’ladi. Demak, (1) formulaga asosan
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a, = —71; If(x)coskx dx = ;zr—jf(x)coslcx dx
= 0

Formulani hosil gilamiz.

f(x) juft, sinkx funksiya toq bo’lgani uchun, f(x)-sin kx
ko’paytma ham toq bo’lib, u holda (2) formulaga asosan quyidagi
formulani yozish mumkin:

1% .
b, =— J.f(x)smkx dx =0.
T -

Endi f(x) funksiya toq bo’lsin. U holda (2) formulaga
asosan

aoz;lr—ff(x)dxzo

bo’ladi.

f(x) toq, coskx funksiya esa juft bo’lgani uchun,
f(x)- coskx ko’paytma ham toq bo’lib, u holda (2) formulaga
asosan

a, =%J.f(x)coskx dx =0

tenglikka ega bo’lamiz.

N (x) va sin kx funksiyalar toq bo’lgani uchun, f (x) sin kx
ko’paytma juft bo’ladi, shuning uchun (1) formulaga asosan
quyidagi formulani hosil qilamiz:

b, = - [ F(x)sin ke dx = 2 [ £(x)sin kox e .
T iy V4 o

Shunday qilib, agar f(x) juft bo’lsa, Furye qatori faqat
kosinuslardan iborat bo’ladi, ya’'ni

f(x):gi+2ak coskx.
2 k=1

vi (x) funksiya toq bo’lsa, Furye qatori faqat sinuslardan
iborat bo’ladi, ya’'ni
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f(x)= i b, sinkx .
k=1

Keltirilgan formulalar berilgan funksiyani juft yoki toqligiga
qarab Furye Kkoeffitsientlarin  topishda hisoblashlarni  ancha
osonlashtiradi.

Misol. Davri 27 bo’lgan f(x)=x? funksiyani —z <x<7x
oraliqda Furye qatoriga yoying.

Yechish. Berilgan funksiya Dirixle shartlarini ganoatlantiradi
(3-rasm).

-4 =37 =2t ~7 0 T 2z 37  4rx X

3-rasm.

f(x):x2 juft bo’lgani uchun a, va a, Koeffitsientlarni

topamiz, b, esa nolga teng bo’ladi.

4

™ 3
aoz—z—sz dxz—?l-L zzi,
Ty T 3 0
P u=x%, du=2xdx ]
2%
ak:——jx coskx dx = 1 =
Ty dv =cos kx dx, v=—sin kx
k i
20x* |7 2% 4%
= —| —SIn kx| ——_[xsmkx dxﬂ:——fx51nkxdx:
T\ k o Ko | kry
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—fcoskx
k

u=x, du =dx {

_
+ljcoskxdx' =
k- I

0

dv = sin kxdx, v——;coskx’ T

:( 1)

Shunday qilib, quyidag1 qatorni hosﬂ qilamiz:
2 LY
Flx)= 57 = Eor 4y (1) 2R
3\ k

kir

5-§. Davriy bo’lmagan funksiyalarni Furye
gatoriga yoyish

Berilgan f (x) funksiyani [0, 7r] kesmada Kkosinuslar yoki
sinuslar bo’yicha Furye qatoriga yoyish masalasi qo’yiladi. f(x)
funksiyani kosinuslar yoki sinuslar bo’yicha Furye qatoriga yoyish
uchun quyidagicha mulohaza yuritiladi.

Berilgan [ (x) funksiyani -7z <x<O oraligda davom
ettirib, keyin uni butun son o’qiga 27 davr bilan davriy davom
ettiriladi. Berilgan funksiyani juft yoki toq ravishda quyidagicha
davom ettiriladi

f (r) funksiyani Kkosinuslar bo’yicha Furye qatoriga yoyish
uchun, funksiyani -7z < x<Ooralikda juft, yani f(-x)= f(x)
tarzda davom ettiriladi. Natijada juft funksiya hosil bo’ladi. U holda
f(x) funksiyani [0, z]| kesmadan [-7z,0] kesmaga juft ravishda
ixtiyoriy davom ettirilgan deyiladi (4-rasm).

y




Davom ettirilgan juft funksiya uchun faqat a, va a,
koeffitsientlar topiladi, &, = 0 bo’ladi.

ag :%J‘f(x)dx, akzijf(x)coskx dx .
0 0

Bu formulalarda f(x) funksiyaning [0, z] dagi qiymatlari
gatnashgani uchun funksiyani amalda juft tarzda davom ettirish shart
emas.

Agar f (x) funksiyani sinuslar bo’yicha Furye qatoriga
yoyish kerak bo’lsa, funksiyani toq, ya'ni f(-x)=-f(x) tarzda
davom ettiriladi. Natijada toq funksiya hosil bo’ladi. U holda f(x)
funksiyani [0, 7[] kesmadan [—7:, 0] kesmaga toq ravishda ixtiyoriy
davom ettirilgan deyiladi (5-rasm).

y

S-rasm.

Bu holda funksiya toq bo’lgni uchun a, =0, a, = 0bo’ladi,
fagat b, topiladi.

b, = -z—j F(x)sin kx dx .
4 0
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Bu yerda ham f(x) funksiyaning [0, z] dagi qiymatlari
gatnashgani uchun funksiyani [O, ;r] kesmadan [—rr, ()] kesmaga
davom ettirmasa ham bo’ladi.

Endi quyidagi mulohazani eslatib o’tamiz: agar f(x)
funksiyani juft tarzda davom ettirilsa, Furye qatorida faqat
kosinuslar, toq tarzda davom ettirilsa, faqat sinuslar qatnashadi.

Misol. f(x)zg funksiyani [0, z] kesmada kosinuslar
bo’yicha Furye qatoriga yoying.

Yechish. Bu funksiyani juft ravishda [-72', O] kesmaga
davom ettiramiz (6-rasm).

6-rasm.

Funksiya juft tarzda davom ettirilgani uchun u juft bo’ladi.
Shuning uchun, @, va a, koeffitsientlarni topamiz. b, =0 bo’ladi.

V4

P PN .4
Ty 2 r 2 0 2
g5y [ u=x,du=dx ]
ak:—j—coskxdx:—jxcoskxdx— ‘z
Ty2 Ty dv = cos kx dx, v—;smkx
1x . [F 1%, 1 "
= —| —sinkx —ljsmkxdx[—(:——l—(——coskx =
Tk o K3 |k k 0
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i (cos km —cos O): (— l)k+l —12——
V4 k?

T cos(2k+1
_4 ﬂ; (2k+1)2

6-3. Davri 2/ bo’lgan funksiyalar uchun
Furye qatori

Davri 2! bo’lgan f (x) funksiya Dirixle shartlarini
qanoatlantirsin, bu yerda ! - ixtiyoriy musbat son.
Bu funksiyani [—7[, ﬂ'] kesmada Furye gqatoriga yoyish

uchun yangi o’zgaruvchini kiritamiz, ya’'ni x:£z~ deb olamiz.
Bunda -z <r<n. i

Bu holda ¢(t): f (l;t) funksiya ¢ ning funksiyasi, uning
davri esa 27 ga teng bo’ladi. Hagiqgatan,

oler2m)= 1R (Lo a2 16)= 1 L) ol0)-

Bu funksiya [—7:, 7:] kesmada Dirixle shartlarini qanoatlantiradi.
Shuning uchun, [—7;, 72'] kesmada Furye qatoriga yoyish mumkin,
ya’'ni

o(t)= f[zt.): Qo Z(ak cos kt + b, sin kt).
4 2 4

Bu yerda

v (I

a0=—jf—dt, (1)
T2 \x

a, = 1 I f(zt—]coskt dt (2)
ro o\

b=~ | f(l—’jsin ke dt 3)
oo\
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O’zgaruvchi ¢ ni x orqali ifodalaymiz
=2 ar="uax.
l /
Bularni (1), (2) va (3) formulalarga qo’yib, quyidagi
formulalarni hosil gilamiz:

’ q k
a, =§j.f(x) dx, a =;_ff(x)cos——;£x dx
) -1

Voo kx
b, = ;If(x)51n7x dx .
-l

f(x) funksiyaning [ -/, 1] kesmadagi Furye qatori
f(x)=£°—+2(ak cos]ﬂr—x+bk sinl—cﬁx)
2 o [ [
ko’rinishda bo’ladi.

Davri 2z bo’lgan davriy funksiyalarning Furye qatoriga
yoyishdan hosil bo’lgan qatorlar uchun o’rinli bo’lgan barcha
teorema va xXossalar davri 2/ bo’lgan davriy funksiyalardan hosil
qilingan Furye qatorlari uchun ham o’z kuchini saqlaydi.

Misol. f(x)=2x—1 funksiyani [-2,2] kesmada Furye
qatoriga yoying.

Yechish. Berilgan funksiya [-2,2] kesmada Dirixle
shartlarini ganoatlantiradi (7-rasm).
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1
;
LR RS L SRR P

.
o
p

7-rasm.

Funksiyaning davri 7 =2/=2-2=4, demak, /=2.
ay, a, va b, koeffitsientlarni topamiz.

a, = %j‘lf(x) dx = %i(Zx —1)dx = %(xz’: - x]f2 )z

=l(4—4—2—2)=—2,

2
i 2
a, =%_J;f(x)cos£(l£x dx = %_j;(Zx—l)coskTdex =
u=2x-1, du =2dx |
_ ‘ , ( -
dv=cos—7[xdx, v=——2—s1nk—ﬂx
2 kr |
2 2
=l 2(_2{_1)Sink_”x _ 4 sink—”xdx =
2 kn -2 kr -2 _l
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2

-2

sm——x dx = — —CcoS—X
kn krx

el syl )

1Lk 17 ok
b, = Ejlj(x)sm —sz dx = Ei(Zx—l)sm Tdex =

—"—J. 2 2 kx

u=2x-1, du =2dx ]

- dv =sin —kixdx, V= ——2—cos]—€£x
2 kx ]

2
= —é{@x—l)cos—k—gx

-2

-2 Tcos Exdxﬂ =
i) 2

= ——1—[3cosk7r +5coskr]- -—L}-wsin—x
km

2k°x 2
4 k+1 4
= (=1 —=(-1)"—.
f (x)= 2x -1 funksiya uchun Furye qatori quyidagicha
bo’ladi:

.74
4 sin —-x
x—l=-1+ =3 (-1 —2
=l k
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II QISM. QATORLAR NAZARIYASIDAN MASHQLAR
I BOB. SONLI QATORLAR
1-§. Sonli qatorlar

I-misol. Umumiy hadi 4 = b bo’lgan qator
" (2n-1)2n+1)

yig’indisini toping.

Yechish. » ga ketma-ket 1,2,3,..., qiymatlar berib
quyidagi

RN S B R S N
113 3.5 5.7 (n-1f2n+1) T m(@a-1{2n+1)
qatorni hosil gilamiz. Qatorning birinchi » ta hadlarining yig’indisi
1 1 1 1
S, = +—t—+.

" 1.3 3.5 5.7 (2n-1)2n+1)
ga teng. S, xususiy yig'indini soddaroq ko’rinishga keltirish uchun

1
(2n-1)2n+1)
usuli bo’yicha sodda kasrlarga ajratamiz:

1 __A B
(2n-12n+1) 2n-1 2n+1
Umumiy mahraj berib quyidagi ifodani hosil gilamiz
1=24n+ A+2Bn—-B = 1=(24+2Bmn+A-B.
Bundan

gatorning umumiy q, = hadini anigmas koeffitsientlar

(24+2B=0
iA -B=1
sistemani yozamiz.

Bu sistemadan 4= % B =_% kelib chigadi.

1 1 11 ]
(2n—1)(2n+1)_2(2n—1)-2(2n+1)_5[(2n~1) (2n+1)
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Qatorning har bir hadini ikki qo’shiluvchi yig’indisi
ko’rinishida ifodalasak, §, xususiy yig'indi quyidagi ko’rinishga
keladi:

1 1 1 1 1 1Y I(1 1Y ~
S, =—+—+ +...F =—ll-=|+—=1 === |+
13 3.5 5.7 (2n-1)\2n+1) 20 3) 213 5
1(1 1] 1[ 1 1 ) 1( 1 1 j 1( 1 )
+o ==+ = +— - =—1-
285 7 2\2n-3 2n-1) 2\ 2r-1 2n+1,; 2 2n+1
Qator yig’indisi S ni quyidagicha topamiz
S=limSn=llim(l— L ):i

-y 2 no 2n+1) 2
Demak, berilgan qator yaqinlashuvchi bo’lib, qatorning

yig’indisi % ga teng bo’ladi.

2-misol. §+ %+ g+, .. gator yaginlashishning zaruriy shart
bajarilishini tekshiring.

Yechish. Berilgan gatorning umumiy hadi 2n ko’rinishda

2n+1
bo’ladi. U holda
2 4 6 2n 2n
==+ o, a,= .
3 5 7 2n+1 2n+1

Ma’lumki, qator yaqinlashuvchi bo’lsa, uning umumiy hadi
n— o da nolga intiladi. Buni e’tiborga olgan holda

lim a, = lim 2n__ hm 2 =1

n-»w nye2p+l now 1

24—
n

bo’ladi.
Qator yaqinlashishining zaruriy sharti bajarilmadi, shuning
uchun berilgan gator uzoqlashuvchi.
Mustagqil yechish uchun mashglar

Quyidagi gatorlarinng yig’indilarini toping.

+ . Javob: %
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L.

—1—+——1~+ L R Javob: 1
1.2 2-3 3.4 n(n+1)
1 1
+ + +.. .t
1-2-3 2-3-4 3-4.5
1 1
Javob: =
n(n + an + 2) 4
3 + 3 2n +1 Javob: 1
12.2% 2%.3? n?(n+ 1)
LT__I +__1__+ Javob: 3
1.3 24 3.5 4
_1_+ 1 +_1_+ Javob: 1
-3 3.5 5.7 2
Quyidagi  qatorlarning  yaqginlashishini  zaruriy  sharti
yordamida tekshiring.
2
2 + 3 + 10 n”+1 Javob: uzoglashuvchi
1 8 27 n?
1 + 3 T 3 4 2n-1 + Javob: uzoglashuvchi
2 4 6 2n
Javob: vzoglashuvchi

=)

Quyidagi
tekshiring.
. = 1
1-misol.
; n-3"

1 1 1
cosl+cosa+cos§+. ..tCcosS—+ ...

ln£+lni+lni+. ..
1 2

n+l

n

Javob: uzoglashuvchi

Javob: uzoqlashuvchi

Javob: uzoqlashuvchi

2-§. Musbat hadli qatorlar

T

gatorlarning  yaqginlashish  yoki
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Yechish. Berilgan qatorning g4, = umumiy hadi

n—-1

n-3
yaginlashuvchi bo’lgan quyidagi Z _1_1 geometrik [ g= 1 < 1)
n=1 3n— 3
gatorning umumiy hadidan kichik, ya’ni ¢, = 1 < 1 =b,

n- 3n—1 - 3n—1
solishtirish alomatiga asosan, berilgan qator yaqinlashuvchi bo’ladi.
- 1
2-misol. .

Z 2n-1

n=1

Yechish. Umumiy hadi ¢, = — bo’lgan berilgan qatorni
n—
umumiy hadi 4, =l bo’lgan uzoqlashuvchi Zl garmonik qator
n n=1 1
bilan solishtiramiz.
Ikkinchi solishtirish alomatiga asosan

IR
a
lim =2 = Iim 2221 _ Jim 1
n—w® bn n—yon l n—o0 2y — 2
4]

bo’lgani uchun berilgan gator ham uzoglashuvchi bo’ladi.

w0

3-misol. .
n=1 3n
Yechish. Bu gatorning umumiy hadi ¢, = n keyingi hadi
n+1 . .
a,, = e Dalamber alomatiga asosan
n+1
_a o3t (m+1):3" 1. (n+l) 1
lim =21 = fim > =11m(n )+1 =—llmu=—<l
n—o® a, o0 _n_ nso  p. 3" 3 noe n 3
3"
bo’lgani uchun berilgan gator yaqinlashuvchi bo’ladi.
o N . f
4-misol. > W
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P n+1_
3 n.’ a _3 (n+1)!'

Yechish. Bu yerda g, o =
n" (n+1)n+1

Dalamber alomatiga asosan
3" (n+1) 3"

'sn+l n
lim —— Dr1 _ lim - = lim (n Al 1)!. "
n—ro0 an n—w ( + l)n nn n—aw (n + l)n-bl 3n . l’l!
11m——3£n‘—— 31im[ i j =3lim ! = 3 =§>1
n—o (n + 1) n-so\ g 4 1

n—®0 n n e
[1+lj lim[1+-1—)
n H—® 71
bo’lgani uchun berilgan qator uzoqlashuvchi.

S-misol. i( n j

m\n+1
Yechish. Koshining radikal alomatiga ko’ra

2

n->0 n-»

lims/a, =lim"(

n Y . n Y . 1 1
= lim =lim ———=-<1
n+1 o p+1 n»w( 1]" e
1+ —

bo’lgani uchun qator yaginlashuvchi.
6-misol. Z—la— (Dirixle qatori) qatorni yaqinlashishga
n=1 1
tekshiring.
Yechish. Qatorni yaqinlashishga tekshirish uchun Koshining
integral alomatidan foydalanamiz.

f(x)= 1 deb olib, ushbu j _dz xosmas integralni
x* L x”
tekshiramiz.
. L 1), ax
—= 11m xdx = llm{ l-a =

b«)oo

Inb, a=1
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1

pr agar o >1bo'lsa, yaqinlashuvchi

a —

=4, agar o <1 bo'lsa, uzoqlashuv chi
' 0, agar a =1 bo'lsa, uzoqlashuv chi

(

Demak, xosmas integral ¢ >1 da yaqinlashuvchi, ¢ <1 da

uzoqlashuvchi . Koshining integral alomatiga ko’ra ii qator
n=1 na
a >1 da yaqinlashuvchi, ¢ <1 da uzoqlashuvchi bo’ladi. ¢ =1

bo’lganda il garmonik qator hosil bo’ladi.

n=1 11
Mustagqil yechish uchun mashglar

Solishtirish alomatlaridan foydalanib quyidagi qatorlarning
yaqinlashishi yoki uzoglashishini ko’rsating.

1. 1 Javob: yaqinlashuvchi
n=17" 2"

2. y Inn Javob: uzoqlashuvchi
n=2 n

+

1 1 I
N J2(1+22)+J3(1+32)
1

+ ... Javob: yaqinlashuvchi
N, nil +n? ’

4. sinZrsinZ s+ sin e+ Javob: yaqginlashuvchi
3 9 3"

5. 1 + 1 4 1 - 1 +  Javob: uzoglashuvchi

N1-2 ~2:3 3.4 w/nin-i»l}
6. 1+ 1+2 + 1+3 +... Lim Javob: uzoglashuvchi
1+2%  1+3? 1+ n’

1 1 . .

7. sinl+ s1n5 +..+sin—+... Javob: yaginlashuvchi
n
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2 2 2 . .
8. ln3+ln22+2+ln3 +2+,..+lnnz+2+..‘ Javob: yaqinlashuvchi
2 2% +1 3% +1 n*+1

. T 4 . .
9. 2sin—+2* sin—+...+ 2" sin— + ... Javob: uzoglashuvchi
3”

Dalamber va Koshi alomatlaridan ~ foydalanib quyidagi
gatorlarning yaginlashish yoki uzoqlashishini tekshiring.

1. l+—2—+—3—+...+1+... Javob: yaqinlashuvchi
2 22 2 2"
2 3 n
2. —5—+5—+5——+...+——+... Javob: uzoglashuvchi
1ro2t 3 n!
22 33 n" . .
3o+ T — Javob: uzoglashuvchi
2! 3! n!
2 3 n
4. 2+( 2+1 ] 4( 3+1 ) +.__+("+1j . Javob: yaginlashuvchi
2:2-1 2-3-1 2n—1
(i 4 ('?:1_ "’
2 2 n . . .
5 24+ + o+ +.. Javob: yaqinlashuvchi
3 9 3"
6. 2*_2__5~+ 2-5-8 N
1-5 1-5.9

Javob: yaqinlashuvchi

7 1+ }._ + 1__4_z +
3 Si
+ 14:7-...-(3n-2) .. Javob: uzoqlashuvchi
(2n-1)1
8. sin > +sin> %o tsin” 21 o Javob: yaginlashuvchi
n
3 33 5 32n+1
9. St T et T Javob: uzoglashuvchi
272 2 27"
10. ._1_+ 5 + 9 + i’l:iJr Javob: yagqinlashuvchi

ot
V3237 3.3 Jn-3”



Koshining  integral  alomatidan  foydalanib, quyidagi
qatorlarning yaqinlashishini tekshiring.

L. 1 " 1 ¥ 1 v Javob: yaqinlashuvchi
An2)  3(in3) n(lnn)’
1 1 1
20 14— = Javob: uzoqglashuvchi
NEEND) Van+1
3. 2 + 2 + 2 +.+ 2 +... Javob: yaginlashuvchi
3+18 3+2° 3437 3+n?
2 1 2 2 2
4 [ 1+1 +( + j +.‘.+( l+n j +  Javob: yaqinlashuvchi
1+1° 1+ 22 1+n’
5. 1n_2n Javob: yaginlashuvchi
n=2 N
—w’q -\/E —\/5 —\[7;
6. _.¢ ¢ . L Javob: yaqinlashuvchi
NN I
Quyidagi qatorlarni yaqinlashishga tekshiring.
1 1 1 .
Lol — .+ —+... Javob: uzoglashuvchi
V2 3
2. 1+ 1 + 1 + o4 1 + ... Javob: yaqinlashuvchi
27 32 P
3. _1_ _2_+ 3 + 4 n + . Javob: yaginlashuvchi
28 3P4 (n+1)
4. Z———l— Javob: uzoglashuvchi
n=2 N ~1
5. Z n Javob: uzoqlashuvchi
 2n-1
6. Z n! Javob: uzoqlashuvchi
»;n—l
n=|
2n-1

Javob: yaqinlashuvchi
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8. Y, Z Javob: uzoglashuvchi

9. > 147 Javob: yaginlashuvchi
n=1 €
°(1+n Y . .
10. 3’ ( ) Javob: yaqinlashuvchi
n=1 1+ 772
o 1
11. Javob: uzoqlashuvchi
,Z;) N4n+1
2. ) 4n Javob: yaqinlashuvchi
n=3 1 = 9
2 2 (n+1 2 ) .
13. Z = [ ] Javob: uzoglashuvchi
n=1 2n n

3-§. Ishoralari o’zgaruvchi qatorlar

Quyidagi misollarda ishoralari o’zgaruvchi qatorlarning
absolyut, shartli yaginlashishi yoki uzoqlashishini tekshiring.
1-misol. - Sin na
27
Yechish. Berilgan gator hadlarining absolyut giymatlaridan
yangi qator tuzamiz

(a — UXTHEpHi COH)-

i ]sin na|
n=1 3n
va bu qatorni Z 1 qator bilan taqqoslaymiz. Ma’lumki
n=1 3"
IS%;K\ < 3_1’1_ Geometrik gator ( g= % < 1) i 517 yaqginlashuvchi
n=1

bo’Igani uchun, musbat hadli qatorlarni solishtirish alomatiga ko’ra
gator yaqginlashuvchi bo’ladi. Demak, berilgan gator absolyut
yaginlashuvchidir.
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2-misol. Zcosﬂ .
n=1
Yechish. Berilgan ishoralari o’zgaruvchi gator uchun qator
yaqinlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi. Hagiqatan,
. . nmw
lim a, = lim cos —
n—w® n-yon 4
limit mavjud emas. Demak, berilgan gator uzoglashuvchi.
© n-1
3-misol. Z.(f_l_)_*
n=1 #° 2”
Yechish, Ishoralari almashinuvchi berilgan qatorning hadlari

absolyut giymat bo’yicha monoton kamayadi, ya’'ni
1 1 1

_—> >
2 2.2% 3.2°

>
va

lim =0.
nyn g "
Leybnis teoremasiga asosan berilgan qator yaqinlashuvchi. Qatorning

absolyut yoki shartli yaqinlashishini tekshirish uchun berilgan qator

0

hadlarining absolyut qiymatlaridan Z qator tuzamiz. Bu

n=1 11° 2"
gatorning yaqinlashishini Dalamber alomatiga ko’ra tekshiramiz.
1
.a . +1)-2" 27 .
lim — = lim (n+1) =11m——n————1—=11m T <
nw g n—>0 _‘}7“ B0 (l’l + 1) 2+ nao 2+ 2 2
n-2"

Demak, musbat hadli qator yaqinlashuvchi. Shuning uchun,
berilgan qator absolyut yaqinlashuvchi bo’ladi.

0 n-1
4-misol. z(;l_)_,
n=1 2”"1
Yechish. Berilgan qator Leybnis teoremasi shartlarini
qanoatlantiradi, ya’ni

1
1>l>—>...
3 5

va
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lim ! =0.
nox 2pn —1
Demak, berilgan qator yaginlashuvchi. Berilgan gatorning

absolyut yoki shartli yaqinlashishini tekshiramiz. Buning uchun qator

hadlarining absolyut qiymatlaridan tuzilgan Z
o 2n-1
n=|

tekshiramiz. Koshining integral alomatidan foydalanamiz.
j—dx— = lliij ~limIn(2x-1) = llim In(27 —1)=+o0
]2.7(""1 2n—>w| 2x -1 2 now . 2 nswo

bo’lgani uchun xosmas integral uzoqlashuvchi. Demak, musbat hadli

gatorni

o0

Z ! qator uzoglashuvchi. U holda berilgan qator shartli
2n -1

yaginlashuvchi.
Mustagqil yechish uchun mashgqlar
I 1 1 . . . .
Ll——+ ===+ Javob: shartli yaginlashuvchi
2 3 4
2. L n L Javob: shartli yaqginlashuvchi
In2 I3 In4

Javob: shartli yaqinlashuvchi

1 1 w1
—:/—_—2—-+7_3——...+(—1) :/7+

4. S“ia 4 5 22 i Smja Javob: absolyut yaqinlashuvchi
2 3
2 3
5. —E+(§ —(lj o+
4 \7 10
+(=1y ( 2n+1 ) +o. Javob: absolyut yaginlashuvchi
3n+1
— COS na . . .
6. Z Javob: absolyut yaginlashuvchi
n=1 (ln lO)n
7. i( 1) 2n + 1 Javob: absolyut yaginlashuvchi
n=l (n + 1)
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8. i (-1 cos il Javob: uzoglashuvchi

o} 3n
) n-1 .
9. 3° (-1) 2 Tavob: [ |a| > 1da abs. yaginlash.
Sn+ D |||a| < 1da uzoqlashuvchi
10. 1= 1 + 1.1 + 11 + Javob: absolyut yaqinlashuvchi
3 2 3 22 3
11. l(l—l+l—l+,..J=1—l-l+l—l—l+... tenglikni
2 2 3 4 2 4 3 6 8
isbotlang.
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I1 BOB. FUNKSIONAL VA DARAJALI QATORLAR

1-§. Funksional gatorlar

1-misol. Quyidagi funksional qatorning yaginlashish sohasini

toping:
L
ot n(x +3)
Yechish. Dalamber alomatidan foydalanamiz.
()= ()
n(x+3) (n+1)x+3)"
. |u (x)‘ . l n{x + 3)" . n
l - l n+l - 1 — 1 I GO
,,fﬁ?o’ u,(x) ]| "Ln)”(n +1)(x+3)"" e (n+1x+3)
. n 1
= lim = .
lx+3[=entl |x+3

Dalamber alomatiga ko’ra qator yaqginlashishi uchun /<1
bo’lishi kerak. Bu holda

<l = |x+3>1= x+3>1
|x+ 3|

va
x+3<-1=>x>-2 Ba x<—4.
Demak, qatorning yaginlashish sohasi (~o0; —4)u(=2; + )
dan iborat bo’ladi. Berilgan qatorni topilgan interval chegaralarida
tekshiramiz.

x=-4 bo’lganda Z

n=1 H -1
hosil bo’lib, bu qator Leybnis alomatiga ko’ra yaqinlashuvchi

ishoralari almashinuvchi gator

n

bo’ladi. x=-2 bo’lganda Z_l uzoqlashuvchi bo’lgan garmonik
n=17
qator hosil bo’ladi.
Shunday qilib, berilgan qatorning yaqinlashish sohasi
(~0; —4]u(~2; + o) dan iborat.
2-misol. Quyidagi
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Y-
n=1
funksional gatorning yaqinlashish sohasini toping.
Yechish. Berilgan funksional qatorni mahraji ¢=8—x’

bo’lgan geometrik qator deb garash mumkin. |q|=lg_x2|<1
bo’lganda ma’lumki qator yaqinlashuvchi bo’ladi. tS—x2’<1

tengsizlikni echamiz. —1<8-x><1 yoki 7<x’><9, bundan
V7 <|x|<3. Qatorning yaqinlashish sohasi (~ 3, -7 )u («/7 ; 3) dan
iborat. Endi gatorning yaginlashishini oraliq chegaralarida tekshirib

ko'ramiz: x=-3, x=—+7, x=+/7 va x=3 bo’lganda > (-1) va
n=1
Z 1" uzoqlashuvchi qatorlar hosil bo’ladi.
n=1
Demak, berilgan gatorning yaqinlashish sohasi

(— 3; - ﬁ)u(ﬁ 3) dan iborat.

3-misol. Funksional qatorning yaqginlashish sohasini toping:

il[m] , x=0°
=l \ R

Yechish. Funksional gatorning hadlari sonlar o’qining x =0
dan boshga barcha nuqtalarda aniqlangan. Agar x<0 bo’lsa

mz___f.___l bo’ladi. U holda ishoralari  almashinuvchi

il[mj =i (— l)n gator Leybnis alomatiga ko’ra yaqinlashuvchi

bo’ladi. Agar x>0 bo’lsa !ic_|=f=1 bo’ladi. U holda
X x
i_l [Mj:i 1 yzoglashuvchi garmonik gator hosil bo’ladi.
n=1H1
Demak, berilgan qatorning yaqginlashish sohasi (—oo; O) dan iborat
bo’ladi.
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4-misol. Quyidagi funksional gatorning yaginlashish sohasini

toping:
0
Z 2n—l . x2n—2 .
n=1

Yechish. Funksional qatorda x ning barcha natural (X ning
toq darajalari qatnashmaydi) darajalari qatnashmaganligi uchun
gatorning yaqinlashish sohasini topishda Dalamber alomatidan
foydalanamiz.
w,(x)=2"" x5 u, (x)=2"x*",

n 2n
I=1lim ) =1i _g:_;gc____= lim2x? =2x% <1-
now un(x) n—w 2" b x2” 2 n—»00

Bundan x2<l yoki lxl<i bo’ladi. Qatorning yagqinlashish
2 2

intervali (__1_; i] bo’ladi.
J27 2
Endi qator yaginlashishini intervalning chegaralarida

tekshiramiz. x=+ L bo’lganda
2

1+1+14+ . +1+ ..
uzoqlashuvchi qator hosil bo’ladi. Shunday qilib, berilgan darajali

gator (_ 1 LJ intervalda yaqinlashuvchi bo’ladi.

V27 V2
S-misol. Quyidagi funksional qatorning yagqinlashish sohasini
toping:
- 1
“ntx?
Yechish. x ning barcha giymatlari uchun

1 1
S_
4

nt+x? n

tengsizlik  o’rinli. Ma’lumki, 2_14. gator (a=4>1 bo’lganligi
n=1 1
uchun, umumlashgan garmonik qatorni eslang) yaqinlashuvchi.
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! g—L tengsizlik o’rinli bo’lgani uchun Veyershtrass
n*+x* n
alomatiga ko’ra, berilgan qator x ning barcha giymatlarida tekis
yaginlashuvchi bo’ladi.

6-misol. Z

n=1

sin3" 7 x

~Hn
J

funksional qatorning tekis

yaqinlashishini ko’rsating.
Yechish. [sin kx|<1 bo’Igani uchun

<L (*)

tengsizlik o’rinli. » - hadi 1 bo’lgan 2.1_ qator geometrik
3}1 | 371

gator  bo’lib, [q=%<1j bo’lganligi uchun yaqinlashuvchi.
Yuqoridagi (*) tengsizlik o’rini bo’lgani uchun, Veyershtrass

alomatiga ko’ra, berilgan qator x ning barcha giymatlarida tekis
yaqinlashuvchi bo’ladi.

O

1
ot 1+ (2n+1)x (

tekis yaqginlashishini ko’rsating. Qanday n lar uchun |p,(x)<0,01

7-misol. 0<x<w) funksional gatorning

tengsizlik bajariladi?
Yechish. Qaralayotgan oraliqda quyidagi
1 (**)

| b
2" +(2n+1x 2"

tengsizlik o’rinli. Mahraji q=%<1 bo’lgan Z_l_ geometrik qator
n=l zn

yaqinlashuvchi bo’lganligi uchun (**) Veyershrass teoremasiga

ko’ra, berilgan qator garalayotgan oraligda tekis yaqinlashuvchi

bo’ladi. Funksional qatorning qoldig’i  7,(x)=S(x)-S,(x) ni
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baholash uchun L sonli qatorning qoldig’t r, =S-S5, ni
n=1 2”

71v _ [l)n-ﬂ
bah iz. Ma’ ; 2 \2
olaymiz. Ma’lumki, g - ,

S=1lim §, = lim
H—® n—yu 1

va
, 1
rn =5- ‘Sn = 2_n .
Berilgan funksional qator ¢, (x) goldig’i Z L sonli qatorning r,
2}1

n=1

qoldig’idan katta bo’la olmaydi. Shuning uchun ¢ (x)<— bo’ladi.

1

2'1

, (x)< 0,01 tengsizlik o’rinli bo’lishi uchun 1 < 0,01 tengsizlikni
2}1

echamiz. U holda 2" > 100 bo’lib, » > 7 bo’ladi.
Mustagqil yechish uchun mashglar
Quyidagi funksional qatorlarning yaginlashish sohasini

toping.

@

1. Ze_"x Javob: ((); oo)
n=1

2. i’lj Javob: (oo ; —1)u(l; o)
n=1X

3. i _nn_' Javob: butun sonlar o’gida uzoqglashuvchi
n=1 X

92



Javob:(-ﬁ : —l)u(l ; «/5)

b
[
)
!
=
™~
\—;

n=1
5. izn sin —— Javob:(~ oo ;+o0)
n=1 2”
6. iln” x Javob: (l : e)
n=1 e
7. in3sin”x Javob: xk¢%+ kr (k=0,£1,£2,..)
n=1
8. Zm: COSZI’lx Javob:(- oo ;+o0)
=1 N
0. 3 n(x+3) Javob: (-6:0
nZ=1 3n+1 ( > )
10. io:(3x)”z Javob:[_l . l)
part 373
11 i cosnnx Javob:(— w0 ;+ o)
n=1 N
12. g 00827 X Javob:(—o0 ;+00
DI ( )
& 1
13y — Javob:(— o ;40
; n? +cos *x ( )
14 © __1)n+1 I )
. z > aVOb.(-—oo;—l]u[l;oO)
n=1 X +a

2-3. Darajali gatorlar

Quyidagi qatorlarning yaginlashish radiuslari va yaqinlashish
intervallarini  toping.  Yagqinlashish intervalining chegaralarida
gatorning yaqinlashishini tekshiring.

1-misol. i 2" .

n=1 3”
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2" x"
3”
radiusini quyidagi Koshi alomati yordamida topamiz.

1 1 3 NG

hm% 2" 2 27 2
3

0 lim | -==

e \/3—,1

Demak, yaginlashish intervali [__‘/E : _[ij bo’ladi.
2 2

Yechish. Bu yerda 4, = . Qatorning yagqinlashish

Intervalning  chegaralarida  qatorning  yagqinlashishini  alohida
tekshiramiz.

\/—3_ 3 hd

=—2" bo’l —1)" uzoglashuvchi gator,
x=-= sa » (-1) q q

n=|
NG

x=—-— bo’lsa 21" =1+1+1+ ... +1+ .. uzoglashuvchi qator hosil
2 n=1

bo’ladi. Demak berilgan qatorning yaqinlashish intervali

[ ‘/_ ‘/_j dan iborat.

2 2

n

2-misol.

n=l 11° 2r1

1 Qatorning

n-2"
yaginlashish radiusini topish formulaga asosan topamiz:
n+l
. . 2n+2
lm(n+1) 2 P

n—»0 n-2" n>o R

Yechish. » - hadining koeffitsienti , -

Cla
R=lm|—2{=
n—aw an+1

R=2 va yaqinlashish intervali (-2;2) bo’ladi. Interval
chegaralarida, ya’ni x=-2 va x=2 nuqtalarda tekshiramiz.

x=-2 bo’lganda z( L’ qator hosil bo’ladi va u Leybnis
n=1
teoremasi shartlarini qanoatlantxrddl. Demak, qator x=-2 nuqtada
yaginlashadi.

94



x=2 bo’lganda i_l. uzoglashuvchi garmonik gqator hosil
n=1
bo’ladi. Shunday qilib, berilgan darajali qator [-2;2) yarim
oraligda yaqinlashuvchi.
3-misol. & 4 .
n=1n3(x2 —4x+ 7)"
Yechish. Qatorning »-hadi va (n+1)- hadini yozamiz:

08 = e ()= e
n(x? - 4x + 7) (n+ 17 (x> - 4x+ 7)

. 4 A —axe7)|

=, “‘“’(n +1) (x2 —ax+7)" 4" ‘

= lim 4n l 4 <1

= P(x* -dx+7) x*—4x+7
Bu tengsizlikni yechib yaqinlashish oralig’ini topamiz.
xe (— 0, 1) ) (3, oo)
Endi  qatorni chegaradagi nuqtalarda  yaginlashishini
tekshiramiz. x=1 da

gator hosil bo’ladi. Bu garmonik qatorning umumlashgan 7 =3
bo’lgani uchun yaqginlashuvchidir x=3 da

> 1
hosil bo’ladi. Bu qator ham yaqinlashuvchi. Demak yagqinlashish
oralig’i (— 00, l]u[3,oo).

Mustaqil yechish uchun mashglar
Quyidagi qatorlarning yaqinlashish radiuslari va yaqinlashish

intervallarini  toping.  Yaginlashish intervalining chegaralarida
qatorning yaqinlashishini tekshiring.

1. Zx" Javob: R=1, (-1;1)
n=1
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Javob: R=1, [3; 5]

Javob:R =0, x=0

Javob: p = 1 [__1_ L)

J2° 272

Javob: R =1, [-1; 1]
Javob:R =1, [-1; 1]
Javob: R =2, [0; 4]
Javob:R=2, (-2;2)
Javob: R = oo,(—o0; )
meRzﬁ,@QLQD
Javob: R =1,[-1; 0)
Javob: R =3, (-3; 3]

Javob: R = o0, (-oo; oo)

Javob: g = l, (_l; 1
e e e
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3-§. Teylor va Makloren qatorlari

1-misol. f(x)= sin—ﬁ—c funksiyani x =2 nuqta atrofida Teylor
qatoriga yoying.

Yechish.  Berilgan funksiyaning hosilalarini va  x=2
nuqtadagi giymatlarini topamiz.

f)=sia =, f(2)=sin <1,

f'(x)zgcoszj_%sm(.j;g} f.(z)zsm(%gz):o,

2 2
f"(x):—ﬂ——sinﬁz ——sin(—m—x—-l— 2. Z],
42 4 4

2
4
v (x):ﬂ—smgz———sin = 4.7 R
44 4 4 4 2
4 4
7" . (2% T
7 (2): 2 Sln[7+2”]::1r’

v 2% (
7O E il 2 e ()
4 4 4
2k+1

+ T . /4
f(Zk l)(’C)= PE s [4 (2k+l) 5)
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2k+1
e\ T (27 (2k+l)7r _
s (2)= 4 2k+1 Sm(TJF_Z— =0
Topilganlarni Teylor qatoriga qo’ysak, quyidagiga ega
bo’lamiz

2 4 4
S U A ) T ol 1) N
4 4> 2! 44 4
(x 2)2"

-y 47 (2k)!

Bu darajali qatorning yagqinlashish intervalini Dalamber
alomati yordamida topamiz.

i ”zk+z( ) 7 2k+2 (x_2)2k+2 4% Zk)' ‘
k>0 qu(x) e 42]‘+2 (2k+2) Zk (x 2 ‘
772 2 4.
="(x-2)1 -—:O 1
4? (x-2) kl»r?o(zk+1)(2k+2) <

bo’lgani uchun x ning barcha qiymatlarida yuqorida berilgan qator
yaqinlashuvchi, ya’ni gatorning yaqinlashish intervali (—oo ;oo) dan
iborat. Endi Teylor formulasidan
2k+1 ( 2k+1
T x~2) | 7
R sinf —+ (2k + 1)—
T (0 4 1)) (4 ( )zj
goldiq hadni tekshiramiz. Har qganday % va ¢ uchun

2k+1
sm( g (ZkH)ZZ‘:]Q ]}lm(%] =0 o’rinli. Har ganday chekli

x uchun
2k+1
lim (x;Z)___
koo (2k + 1))

U holda 11mR ( ):(). Demak, berilgan f(x)zsinﬂ funksiya
4

2k+1
ixtiyoriy tart1bdag1 hosilaga ega va lim Ry, (x)=0 bo’lgani uchun
k—o

berilgan funksiya (x—-2) ning darajalari bo’yicha Teylor qatoriga
yoyiladi.
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2k
sin 2 =1-2 (x 2) + 2 (x 2) ( )k ”, (x 2)
4 4* 21 44 4 4% (2k)!

2-misol. f(x):—l— funksiyani x =-3 nugqta atrofida Teylor
X

gatoriga yoying.
Yechish. Berilgan f(x):i funksiya hosilalarini va
X

ularning x=-3 nuqtadagi qiymatlarini topamiz.

flx)==x, 13)=-1.

' - 1 1 l

Fe)= 1w = F3)=
3 2! 2!

EOSRRESS 3=

f“&%—b2$x4=—§s =2

A=y - - -

Topilganlarni Teylor qatoriga qo’ysak, f(x):l funksiya
x

uchun Teylor qatori

1 Ux+3 20(x+3) Al (x43)
3 32 11 3% 2 R LY B
2—1 l+m+(i+—3£+...+(—xii+... .
3 3 3? 3"

ko’rinishda bo’ladi. Bu qatorning yaqinlashish intervalini Dalamber
alomati bo’yicha topamiz.

@)= E2 D = C

3n+l
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PP 798 Co) NN (C ) S L IO B
n—o| 4 X n—o 3’”’1 ( n—swo 3 3
Bundan <3, =3<x+3<3, -6<x<0. Intervalning

chegaralarida, ya’ni x=-6, x=0 da mos ravishda
I-1+1-1+ ..., I+1+1+1+ .
uzoglashuvchi qatorlar hosil bo’ladi. Demak, gatorning yaqinlashish
intervali (— 6; 0) bo’ladi. Hosil bo’lgan qatorda
lim R,(x)=0
h—>0
ekanligini oson isbotlash mumkin. Demak, quyidagi tenglik o’rinli:
2 n
lz_l[H AENCEE) IINCAE) N ]

x 3 3 32 3"

3-misol. (x)— funksiyani x ning darajalari
—-3x+2
bo’yicha Makloren qatornga yoying.
Yechish. Berilgan funksiyani sodda kasrlarga ajratamiz
1 1 1
x2-3x+2 x-2 x-1
Bu misolni yechish uchun quyidagi binomial qator
yoyilmasidan foydalanamiz
m@n;&)x2+“:+m0n—1)“0n~n+1)xn+

(+x) =1+mx+

n
(—1<x<1).
Demak,
1 -1 1 x x? "
A A AT
7 o3)
2
2 n
=_l_i__x_._m_ * (-2<x<2)
2 22 23 2n+l
L =—~—1——=——(l+x+x2+...+x"+...)=
x—1 1-
=—le-x—-x2— .. —x"— .., (—1<x<1).
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Qatorlarni hadma-had ayirish natijasida quyidagiga ega
bo’lamiz

1 1 1 1 3 27 -1,
= - =—+x+..+ x"+..
x*-3x+2 x-2 x-1 2 4 2"
(~1<x<1).
4-misol.  f(x)=e *sinx funksiyani Makloren qatoriga

yoying.
Echish. Ma’lumki
TN L S (~o<x <o),
2! nl
3 2n+1

sinx=x—x—+...+(— 1)" X
3! (

————2n+1) + ..,(—oo<x<00)-

U holda

1 n
e‘le—x+lx2——x3+...+(—l) lx o
27 3 Al

Ko’paytmani aniglaymiz

f(x): e’ sinx = [1—x+—1-x2 —lx3 +«--+("1)" —X +"')X
2! 31 al

3 2n+l
x x—x—+..‘+(—l)"x4+... =x—x2+lx3—ix5+...,
3 (2n+1) 37 40

(—00<x<00).

5-misol. f(x)::ln 1+3x funksiyani Makloren qatoriga
1-x

yoying.
Yechish. Ma’lumki

ln(l+x)=i(—l)”+lic~n-, (-1<x<1)-

n=1 n
U holda
C 3" 1 1
3 n+l , (__ _),
In(1 +3x)= nzzl (-1) - <F<
ln(l—x)z—if—n—, (~1<x<1)
n

3
!
—
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in J253% = L@+ 30) - In(1 - x)=
1-x 2

=1§:(( 1)"”3"+1)§—, [—%<x<%j-

25
Mustagil yechish uchun mashglar

Quyidagi funksiyalarni (x—x,) ning darajalari bo’yicha
Teylor gatoriga yoying.

. 1
L. f(x)z;; X, =3

n—1
Javob: f(x):l x3_23+“_+(_1)"+‘(ilsf_)_+...,0<x<6.

2. flx)=x>-3x; x,=1
Javob: f(x)=-2+3(x—1f +(x-1).
3. flx)=x*-3x% x,=-2
Tavob: f(x)=—16(x+2)+20(x + 2)* —8(x +2)" +(x +2)".
4. f(x):ln(x+2); xy =1

A tmaa o) L= 1 (=)
Javob: f(x)—ln3+3(x 1) T tE 3 ot
+( ) ( ])"1 ,—2<x<4.

3”
5. f(x)zcosx; xo=%

[ 71'2 72'3

VA

SN e B ) M

Javob: f(x) 2l 4 4 4 . 0 < x < 40,

+
2 1t 21 3!

6. fx)=e*; x=-2

Javob: f(x):e‘2(1+ x+2 __(x+ 2)? +...+(x+2)n +,,,j—°0 <y <100
1! 2! n!
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Quyidagi funksiyalarni x ning darajalari bo’yicha Makloren
gatoriga yoying.

L. f(x)=5*
Javob: f(x)=5f=1+ixn:: 5; (o <x<w).
n=1 *

2 fx)=S

X

X _ n-1
Javob: f(x)zeleH_;c_!erern! +os(~®0 < x < 0)
3. f(x)=1n(10+x)
2 3

Javob: f(x)=In(10+x)=In10+ - _4 X __

+(=1 n-xan” +., (Fo<x<®).

4. f(x)z sin? x

4 2n
Javob: f(x):sinzxzZ;—’—%+...+(—l)""2 X i

(—(1)<x<00).
5. f(x)=sin? xcos? x

Javob: f(x)=sin’ xcos® x = i -y
n=1

2 4n-3 xZn

(Zn)! ’

. 1.
sin? xcos® x = Zsm2 2x, (~o < x < ).

. 3
6/ (x)z (1 - xXl + 2x)

Javob: f(x)= ———1——=i(1+(— l)"ZM)x" ,

(1- x)(1+ 2x) &

3 1 2 1 2 S
= :1+ + +..=
(1- x)1+2x) —x dr2x 1-x 07 z;)x ’

1 N o~ R n > B oAn 1
1+2x:1—2x+(2x)2—...+(—1) 2" x +...=§)(—1) 2"x",

103



Zx +zz 2"x"—2(1+(—1)”2"+‘)x”-
7. f(x) (l+x)e
Javob:j(x)=(y+xy<‘=1+§§(—0”*"_lx"i-aa<x<:w).

n=2 n!
8. /.(x): 1+x
l—x
3 2n+1
Javob: f(x)—~ln =2 +—2—)3£—+ +22:+1+ (-1<x<1)
X2
9. flx)=——=
1—x
- ? 1 (2n-1)1
Javob: f(x)= GV S RN e o
‘ 1-x? 2 (2n)t ’
(—l<x<l))
ln(l—i—x)
10. —
fe)=—
Javob: f() 1_11(1_—‘{__x_) x_(1+l)x2+(l+l+l}x3_
1+x 2 2 3

_[1+l+l+_1_}‘4 +.. (1< x<1)
2 3 4

11. f(x)= ln(l+ 3x + 2x2)
Javob: f(x)=In(1+3x + 2x*)= (- 1)""(1+2")£, [_l< x < l]
n 2 2

12. Binomial qator yordami bilan |x|<1 bo’lganda

LS PN SR L VL LA IV

X+
J1— x2 2 2-4 2-4-6
. 1.3-.,.-(2n—1)x2,,
2-4-...-(2n)
ekanini ko’rsating va qatorni hadma-had integrallab, arcsinx uchun
gatorga yoying.

+..
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1x* 1.3 x° 1-3-..-(2n-1) x>
Javob: arcsinx=x+——+—""+_ + +
23 245 2-4-..-(2n) 2n+1

13. Binomial gator yordami bilan |x<1 bo’lganda

Il 13 4 135 ¢

X - x4+
Jt 22 27 2t 223

ekanligini ko’rsating va qatorni hadma-had integrallab, ln(x+x/l+x2)
funksiya uchun qatorga yoying.

4-§. Qatorlarning taqribiy hisoblashlarga tatbiqi

1-misol. Inl1 mx 10™* gacha aniglikda hisoblang.
Yechish. Ma’lumki

x x3 4 nﬂxn
n(l+x)=x— 2+ X 4 4yt
n(l+x)=x STt +(-1) —+

(-1<x<1) da x=0]1 deb olsak

2 3 .
In(11)=0.1- (0.0) + (0.1) B (0,1) .\
Bu ishoralari almashinuvchi Leybnis qatori. Qator to’rtinchi hadining

absolyut giymati 10™* dan kichik bo’lgani sababli, In11 ma 10*
gacha aniqglikda hisoblash uchun gatorning uchta (n=3) hadini olish
yetarlidir. Demak,

in{L1)< 04 %01, 0.001

~ 0.0953.

In(L1)~ 0,0953 .
2-misol. In2 uu 10 gacha aniglikda hisoblang.
Yechish. Logarifmlarni tagribiy hisoblashda

1n(N+1)=1nN+2[ L, 1

2N +1 32N +1)

1
et
(2w +1) ]

dan foydalanamiz. Bu yerda N =1 bo’ladi.
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In2= 2(—+ ! + !

—_— .. |
3% 5.3 (2n+1)- 32 )
goldiq hadni baholaymiz.

n+1

1 1 1 1
R,,,=2 . + et (<
e (2n+3 3201 Jp 45 3emes ]

< ——————%————————(] + _1_ + _l_jz 2-9 —
(2n+3)-323 0 3% 3" ) (2n+3)-37"7.8
— 1 =5
" 4(2n+3)- 37 '
Bundan 4(2n+3)-3%"" >10° va bu tengsizlik n=4 bo’lganda
o’rinli bo’ladi. Demak,

1n2:2(1+ LI N N 19)z0,69314 yoki In2~0,69314.
3 3.3 5.3 7-3 9.3

3-misol. ¢*' w1 107 gacha aniqlikda hisoblang.

Yechish. ¢* ning yoyilmasidan foydalanamiz.

| e
e* —1+x+—-x +.. "1+ R, ,

(n_ e

anilxg, 0<&<x. x=01 desak, e <e®™ <e<3 bo'ladi. U
n!

holda R, < < 0,001 tengsizlik r=3 bo’lganda o’rinli

10" - #!
bo’ladi. Demak, e® mx10~> gacha aniglikda hisoblash uchun
gatorning uchta hadini hisoblash kifoya, ya’ni
0. zl+—1~+—l—zl,105
10 200

yoki e®! ~1,105.

4-misol. 3130 mm 0,0001 gacha aniqlikda taqribiy hisoblang.

Yechish. Ma’lumki
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(1+x)" =1+mx+

m(m—l)x2 + m(m—-le—Z)xa +
21 3!
m(m—l)...(m—n+1)xn +..

n!
{130 ni quyidagi ko’rinishda yozamiz

130 3\/125+3~3/1251+— 1+_ .mzé bo’lsa
{

; 1(1 J ’("IILZJ

1,367 ), 35BS ;

, —1<x<1

(l+x) =1+=x+ xX*+..=
3 2! 3t
:1+lx— 1.2 x2+125 R 12-5-8x4+
3 32.21 3%.31 3%. 41

Endi hosil bo’lgan qatorda x ning o’rniga 515- ni qo’yamiz.

(1+i\§:1+ 1 2 125 1258,

25 3.5 3%.21.5% 3%.315% 3%.4.5°

Ishoralari almashinuvchi qator hosil bo’ldi. Ildizning
gqiymatini  0,0001 gacha aniglikda taqribiy hisoblash uchun
qatorning 3 ta hadini olish kifoya, chunki to’rtinchi hadi

5~1-2-5= 1.2 _ 1 < 0,0001

3*.315° 3%.6.5 81625

tengsizlik o’rinli. Demak,

3\/130z5[1+ L2 4Jz5,0000+0,0667—(),0009z5,0658
3.5 32.215

V130 =~ 5,0658 .

S-misol. sin5° ni 10°° gacha aniqlikda taqribiy hisoblang.
x3 x5 x7

Yechish, ginx=x—- -+ _Z 4
31 51 7
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Foydalanib, 5° radian hisobida 316 bo’lganligi  uchun

27 5_1)
360 36
. T 7 7’ n’ x’
sSin——=——-—5—+— 75t
36 36 36°-3! 36°-5! 36'-7!
bo’ladi. Qatorning uchinchi hadini baholaymiz.
5
s
Lzt Loy =210 =2107.
51436 5t 120 6
Qatorning ikkita hadi bilan chegaralansak ham bo’lar ekan,

chunki hisoblashda qilingan xatolik %10‘7 dan kichik bo’ladi.

Shuning uchun
. T T ’
sin —®~ ——
36 36 36°.3!

~ 0,0872665 — 0,0001107 = 0,0871558

sin 2= ~ 0,0871558 .
36

1

6-misol. jcos\/; dx integralni 0,0001 gacha aniglikda

0
taqribiy hisoblang.
Yechish. Ma’lumki

2 4 2n
cosx:l—-x—+f——...+(—l)" X .
20 4 (2n)
Agar x ni «/; bilan almashtirsak,
x x' X . X
COSvVX = *E—!+Z{—a+...+(—l) (—2n—)!+..., (XZO)

hosil bo’ladi. Bu tenglikning ikkala tomonini O dan 1 gacha
chegaralarda integrallab quyidagini topamiz:

1 2 3 4 !
1
Jcosﬁdx:(x— x X X J =1~ 1 1
0

+ - + + - +.
: 2.21 3-41 4.6 2-2! 3-41 4.6
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hosil bo’lgan ishoralari almashinuvchi qator 5-hadining absolyut
giymati 0,0001 dan kichik bo’lganligi sababli gatorning birinchi 4
ta hadini olish kifoya. Demak,

1
IC()s&dxz1—1+i— L ~0,7635
) 4 72 2880

1
jcos \/;dx ~ 0,7635 .
1]

Mustagqil yechish uchun mashglar

Quyidagi ifodalarni berilgan & aniglikda taqribiy hisoblang.

1. n5; £=0,001 Javob: 1,609
2. 1g101; £ = 0,0001 Javob: 2.0043
3. Inl7; & =10,001 Javob: 2,833
4. 430; & =0,001 Javob: 3,1072
5. 410; & = 0.001 Javob: 2154
6. ¥250; & =0,001 Javob: 3,617
7. cos10°; £ = 0,0001 Javob: 0,9948
8. 5in 0,4; £ = 0,001 Javob: 0,3894
9. sin18%; £ = 0,001 Javob: 0,309
10. arctg0.2; ¢ = 0,0001 Javob: 0,1973
11. Ve; &=0,001 Javob: 1,649
12. i; £ =0,001 Javob: 0,779
e
Quyidagi integrallarni 0,001 aniglikda taqribiy hisoblang.
1
1. J'g/gcosxdx Javob: 0,608
4]
1
2. jsin x*dx Javob: 0,310
1]
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Javob: 0,758

Javob: 0,747

Javob: 0,487

Javob: 0,500

Javob: 0,072

Javob: 0,508




I1I BOB. FURYE QATORI

1-§. Davri 27 bo’lgan funksiyalarni
Furye qatoriga yoyish

I-misol.  Davri T =2z bo’lgan f(x)=x funksiyani
[——ﬂ'; ﬂ] kesmada Furye qatoriga yoying (8-rasm).

8-rasm.

Yechish. f(x)=x funksiya [—72‘;72'] da Dirixle shartlarini
ganoatlantiradi. Shuning uchun Furye gqatoriga yoyish mumkin va
a,, a,, b, koeffitsientlarini hammasini quyidagi formulalar orqali
topamiz:

z z 2|*
aozi—ilf(x)dx:—;:[txdx:%%_” 217[(7r —7[) 0,

. . ‘u=x, dv=coskxdx]
ak=ljf(x)coskxdx:ljxcoskxdx: 1 =

T T, du =dx, v:;sinkx |
17 1 i
——jsmkxdx +—coskx
k° | =

=i{—{sinkx
Tk

I

-7 -

= ki (cosk;z—cosk;r)z 0,
/4
u=x, dv=smkxdx]

N 1%
= — = — i dx = =
b, ”_J;f(x)smkxdx ”:[xsmkx 5= e v % st
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k+1 Sin kx

Javob: f(x)=x= 2; (- 1) .

yoki

=2 sin x sm2x+sin3x_ ”+(_1)k+lsinkx+_” .
1 2 3
2-misol.  Davri 7 =2z bo’lgan f(x)=x funksiyani
[O; 271] kesmada Furye gatoriga yoying (9-rasm).

¥y
27[4r ------------ o
A ,
’ ] ’
’I N ,/
’ 1 4
,I ¥ ’/
4 17
o £ P
-2 0 2 ir X

Q-rasm.

Yechish. Davri T =27 bo’lgan f(x)=x funksiya uchun
quyidagi tenglik o’rinlidir:
j FAx)dx = lff x)dx
va A =0 bo’lsa
,ff(x)dx = Tf(x)dx- 1)
it 5

Bu formulalardan foydalanib, a,, a,, b, koeffitsientlarni topamiz.
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L2 u=x, dv=coskxdx| 1 2w
=—jxcoskxdx— 1. . ==|Zsinkx| -
Ty du =dx, v=—smkx |k 0
k ]
2r
—~}'sm/’oca’.x[—l l +—l—cos/a¢ = —cosO):O’
| = K 0

u=x, dv=sinkxdx]

2z
b, =ij.xsinkxdx= 1 =
4 0

l 27
du =dx, v=——coskx ;
k ]

+
0

—fcoskx
-5

2z Zﬂ—l

-l—j. oskxdxl — ——2£+0——1——smkx :—1- _2_71'}:__2_.

k35 k k? ol 7 k k
Javob: x=7-— 22 sin Ax

k=1 k
yoki
sinx sin2x sin3x sin kx

x=mr—2 1 + 5 + 3 - ..+ + ...

3-misol. Davri 7 =27z bo’lgan quyidagi funksiyani [O; 27r]
kesmada Furye qatoriga yoying: (10-rasm).
. [ 4, agar O<x<rm
f(x)=
~1, agar 7 <x<2x¢

|

b
PRI P

A

10-rasm.
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Yechish. 2-misoldagi (1) tenglikdan foydalanib, a,, a,, b,
koeffitsientlarni topamiz.

2r z 2z
a, = % 2[f(x)dx = %[‘([4dx— ;[ de:%(—’lx\Z —x[iﬂ): 3

2n

2r ¥:4
a, = % J.f(X)coskxdx = iiﬁjﬁcoskxdx - I coskxdx[} =
0 0

= lF'—sinkx

2z

=l(o—o):o,
T

—lsinkx
k

T k 0 T

2z n 2z
b, Z%J.f(x)sinkxdx:%DMinkxdx— | sinkxdx|]=
0 0

7

7 2%
=l{—icoskx +lcoskx :i(—i(coskﬂ—l)Jrl—lcoskﬂ):
z| k o k k k k
0 ,agark=2n

e e |

kr  krx kﬂ IL ,agark =2n+1

Javob: sin (Zk + 1)
f(x) T /;_:o 2k +1

4-misol. Davri T = 27 bo’lgan quyidagi funksiyani:
[ 0, agar ~7<x<0
&)=4

[—7[; 7[] kesmada Furye qatoriga yoying. (11-rasm)

x, agar 0<xs7

N\

=%

—

]

~—

1]

(=]
P~ - —

“3r =iz =7 0 T x

11-rasm.
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Yechish. Berilgan funksiya [—-JZ'; 7[] da Dirixle shartlarini
ganoatlantiradi. a,, a,, b, koeffitsientlarini topamiz.

=~jf x)dx = — jf, Ydx +— jfz(x)dx—

4 2

DO dx+jxdxﬂ—ix— _r_r
| o7 2 2r 2
0 E4
:—jf(x)coskxdx— I coskxdx+ljf2(x)coskxdx=
72'7” el T o
u=x, dv=coskxdx ] | .oy 7
= 1. = | Zsinkx ——J-sinkxdx =
du=dx, v=-—smkx 7l k 0 K J
k ] 0
1y 1=

0

= i[O-I—choskx
T k

(— 2 ., agar k=2n+1

=4 k*r
I[ 0 , agar k=2n

4 0 z
b, =ljf(x)sinkxdx:ljo-sinkxdx+ljxsmkxdx=
T Ty
i u=x, dv-smkxdx—| ,,
1 ) 1} x
:—Ix51nkxdx— 1 = —|——coskx| +
T du = dx, v——;coskx | k o

J
0:(—1)/‘“1.

o {_ +1
2 & cos (2k + Lx > (-1)f sin Joc-
4 k=1 ("k + 1) k=1

T
+ —+
k

CRE

17 | .
;l‘coskxdxh = —(— 1)

Javob: f( )
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Mustaqil yechish uchun mashgqlar

1. Davri T=27 bo’lgan f(x)zx2 funksiyani [();27[]
kesmada Furye qatoriga yoying.

Javob:  f(x)= j43£ N 4i[coskx sinkx )

——7
. k° k
2. Davri T =27 bo’lgan f(x)= e” funksiyani [—71; ﬂ]
kesmada Furye gatoriga yoying.

Javob: f(x) —Sh ”|:_+ 42 ( i,)kl (coskx k sin kx]

3. Davri T =27 bo’lgan f(x)_x—2 funksiyani [—lZ';ﬁ]
kesmada Furye gatoriga yoying.

Javob:
4477 2@ (((C1)f 2k —sin 2k fsinkx ((=1) - cos 2k Jcos kx
f (x) = +— > + > .
V4 T k k

4. Davri T =2z bo’lgan quyidagi:
[0, agar ~7<x<0
! (x)=1 )
x°, agar O0sx<~x
funksiyani [—ﬂ'; 7r] kesmada Furye gatoriga yoying.
Javob:

K+1 © .
+2Z( coskx+7zz ) sinkx~—4i s1n3kx‘
Tk

5 Davn T'=2r bo’ lgan quy1dag1
—2x, agar -7 <x<0
flx)= 1

funksiyani [—n; 7r] kesmada Furye gatoriga yoying.
Javob:  f(x)= Sz 10 cos (2k+})x N Z sin kx .
4 rmim (2k+1) k
6. Davri T'=27 bo’lgan f(x)= 7 —x funksiyani [0; 27r]
kesmada Furye qgatoriga yoying.

3x, agar 0<x<r

116




Javob: f z mkx

k=1

2-3. Juft va toq funksiyalarni Furye qatoriga yoyish

1-misol. Davri 7" =27 bo’lgan quyidagi:
[~1, agar —7<x<0
flx)= i |
I, agar 0<x<nxw
funksiyani [—7r; 7r] kesmada Furye qatoriga yoying. (12-rasm)

> ----

—_—-1

12-rasm.

Yechish. Bu funksiya toq funksiya. U holda a,=0, a, =0.
b, koeffitsientni topamiz.

7

bk:Ej.f(x)sinkxdxzij‘sinkxdx:— 2 coskx| =
Ty 7Ty krx 0
5 5 [ 0, agar k =2n
- —(coskr — cos 0)= - —|(- 1) -1|= -
”(COS T COS ) kf[[( ) ] ﬁtg_’ agar k:2n+1
/4

sin (2k + 1)x
~ 2k+1
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2-misol.  Davri T =27 bo'lgan f(x)=|x| funksiyani

[— 7; 7r] kesmada Furye qatoriga yoying (13-rasm).

Y
4

13-rasm.

Yechish. Bu funksiya juft funksiya. U holda », =0. 4,, a,
koeffitsientlarni topamiz.

2% 2% 2 x*
a, = ;If(x)dx = ;dex = ;[_x?
0 0

T

=T,

k4

- u=x, dv=coskxdx]
2 20 x .
a, = -—jxcoskxdx = 1. = —| —smkx
7 du =dx, v=—sinkx Tk
0 A J
f coskx| = 3 (coskr — cos 0)=
k'r o k7

2 [ 0 , agar k=2n

S ) | = T
e L_ kir
Javobs f(x)= Eo A3 cos (ki)

2w (2k+1)
3-misol. Davri 7 = 2z bo’lgan quyidagi

f(x)=[i_3, agar 0< x <7

0

—ljsin kxalxl‘| =
k< ]

, agar k=2n+1

2, agar 7 <XxX<27w
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funksiyani [O; 271] kesmada Furye qatoriga yoying. (14-rasm)

|

O &
- -
N

-- 2y

U
3

14-rasm.

Yechish. Bu funksiya 27 davrli bo’lib, u toq ham, juft ham
emas. Uning Furye koeffitsientlarini topish uchun ko’rilgan lemma

shartidan foydalanamiz.
]. 2” 1 f z 1 ( r 27[)
4=~ !f(x)dx = ;uwlx— j 2de: — 3x7 2" )=1,
1

2r b 4 2r
a, = % 'ff(x)coskxdx = ;D3cos fex dx — J. 2coskxdx|} =
0 0 T

¥

2ﬂzi(o—o)zo,

n

0

2z 4 2z
b, :—J;ff(x)sinkxdx:i“3sinkxdx—J‘2sinkxdx|}=
0 0 z

2;:‘! . .
j:i(_%(_l) —1]+%[1—(—1) ]):

n

T

n

3
=—{——coskx +£coskx
k k

0

{ 0 ,arap k=2n
N

5 k
=2 - (1= :
kﬂ'[ ( )] 10 arap k=2n+1

IL kr’
. 1 10&sin(2k+1)x
v )= 1+ 105 M CEDE
k=0
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Mustagqil yechish uchun mashglar

1. Davri T=2r bo’lgan f(x)=x* funksiyani [-7; 7]
kesmada Furye gatoriga yoying.
: S 12 ar
Tavob: £(x)=3 (- 22— 22 kinkx.
k=1 k
2. Davri T =2z bo’lgan quyidagi
(-2, agar —7<x<0
f(x)= | )
2, agar 0sx=s~7
funksiyani [—n; 72'] kesmada Furye gatoriga yoying.
8 = sin(2k + 1)x
Javob: x)=23y 22
f( ) 7[?::‘, 2k +1
3. Davri T=27 bolgan f(x)=x* funksiyani [0;27]
kesmada Furye qatoriga yoying.
Javob: f(x)= 4—7[+ 42 %coskx— Z sin kx )
3 =i\k k

4. Davri T =27 bo’lgan f (x): x funksiyani [— T, 7r]
kesmada Furye qatoriga yoying.
Javob:  f(x)=2 (1) im?kz
k=1
5. Davri T =27 bo’lgan f(x)=sinx funksiyani [-7; 7]
kesmada Furye qatoriga yoying.

. 4 &, sin 2kx
Javob: f(x)=;;Zt2~l.

120



3-§. Davri 2/ bo’lgan funksiyalarni
Furye qatoriga yoyish

l-misol. Davri T7=2 bo’lgan f(x)=x+1 funksiyani
[—l; 1] kesmada Furye qatoriga yoying (15-rasm).

15-rasm.

Yechish. f(x)=x+1 funksiya toq ham, juft ham emas.
Shuning uchun q,, a,, b, koeffitsientlarni topamiz. Bunda /=1.

1 i 2 !
aoz%jf(x)dxz'[(x+1)dx:(fz—+xj =2,
~! -1 -
1 kr 0 |
a, = Ej.f(x)cos—l—xdx = I(x+ 1)cos kmxdx =
-t -1
u=x+1, dv=ocoskmdx]

1 1
sin km‘ - L J.sin kmxdx =
T o krm?

du =dx, v:—l—sinkﬂxl

kr ]

= —g—sin kn -0+ ——1——cosk7z:x
ke

- - :—zz—T(coskﬁ—coskﬁ)z 0,
y/a

L, k'
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! 1
b, = %J‘f(x)sin kT”xdx = j(x+ 1)sin kzxdx =

-1 -1

u=x+1, dv=sinkmodx] .
= 1 ’ =- coskmx| +

du=dx, v=-——cosknx kr 4

n ]

1 ¢ 2 1 :
+-—-Icosk7zxdx=——coskﬁ—0+ﬁsinkﬂx =

kr?, kr k'r -l

2 k+l_2_

| : 2
:_}c; —1)k+ﬁ(smk7r—smk7r)=—g(* l)k =(_ 1)

Javob: y(x)=14 23 (1)t
T k=1
2-misol. Davri 7' =4 bo’lgan quyidagi:
[2+x, agar —2<x<0
(x)= ]

funksiyani [—2; 2] kesmada Furye qatoriga yoying. (16-rasm)

kr

sinkx _
k

2, agar 0<x<2

y=x+2

y=2

h——.
]

1

1

)

1

t
)

2

16-rasm.

Yechish. Bu funksiya juft ham, toq ham emas, /=
Shuning uchun a,, a, va b, koeffitsientlarning topamiz.

2

1 1} 17 1{x T
ao:;jf(x)dxzEf(x+2)dx+5j2dx:5(—2—+2xj +o2x
—1 -2 0 -2

[
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0 2
a, = l J.(x+ 2)cos EEXdX‘F }-IZCOS ET—xa.’x =
) 2 29 2

~2

.k
du =dx, v=—2—sm—1x 2

ki 2_|

2

H=x+2, a,’lizczos%zxabc1 {

kr 2
~——j'sm~xdx+ ——sm—x
kr 2, 2 kr

SENWER

_ Vit
2 2
km o . k=2n

_|— k*r? 2

0

k=2n+1

0 2
b, = 1 j(x+ 2)sin Exdx+ lJ.2sin @—xdx =
2 2 27 2

-2

1
kr 2

du = dx, v=———2—c0s—
krx 2 J

2]
+——j'cos—xdx———cos—7—[—x 2 2
krw -2 }

~i((—1>k—1):<—1)k+‘-,§;.

kr
J avob:

1 2k +1 o
=2 sl 25 G
3-mlsol. Davri T = 4 bo’lgan  f( x): |x|-5 funksiyani

[— 2, 2] kesmada Furye qatoriga yoying (17-rasm).

Ax+2)  kr
kx

u=x+2, dv:sink—;—xdx1 {
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17-rasm.

Yechish. Berilgan funksiya juft bo’lgani uchun fagat g, va

a, koeffitsientlarni topamiz, », =0 bo’ladi. 7=2
! 2 2|2
a, :gff(xﬁngj(x—S)dx=Li =2-10=-8
I 2% 2],

! 2
a, = %_[f(x)cos @llxdx = %J.(x— 5)cos k~27[—xdx =
0

0
u=x-5=du=dx 1

dv:cosk—ﬂxdx:v=isin]f£x
2 kx 2 ]
. 2
:Msinﬂx’ —fz—jsink—”xdx:
krx 2 |, kmy
[2

l 2

= k—24—2(cos km—cos0)=
r

( 0, agar k=2n
agar kK =2n+1

Javob:




4-misol. Davri 7 =2 bo’lgan quyidagi
[ 1, agar -1<x<0
=4

funksiyani [—1; l] kesmada Furye gatoriga yoying. (18-rasm)

2—-x, agar 0<x<l1

yl
y=2-x
y=1
1 .
i '
] 1
» &
-1 0 1 x
18-rasm.

Yechish. Berilgan funksiya juft ham, toq ham emas, /=1.
Demak, a,, a, va b, koeffitsientlarning hammasini topamiz.

0 2 1 5
lax-2 ] =2,
2 2
-1 0

o ) u=2-x, dv=cos kmdx]
= | cos kmxdx+ | (2 —x)coskmxdx = =
“ 1[ J(:( ) du =—dx,v= _1—sin knx

a, =%Jl'f(x)dx= j' dx+j'(2—x)dx=x

kx J
1 —-x : 1
= —Ssinkmx + sinkmx| + #—J.sin kmdx =
7 ok o kmy
1 ! 1 [ ] [—2— agar k=2n+1
=——coskm| = 1-(=1) |=4k22? " B ’
krt o k'z? ( ) |

l[ 0 , agar k=2n

0 . u=2-x,dv=sinkmdx |
b, = | sinkmcdx+ {{2 - x)sinkmcdx = =
k .[ -([( ) du=-dx,v= -——l-cosknx

-1 kn ]
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0 1 i
=——1—coskmc 2T coskax —choskﬂxdx=
kr —l ki 0 -
2 1
[(— 1)‘ _1]_—COSk”+E_k27[ :;C;
Javob:  f(x)=Z+ -2 cos (2k + 1)706 sin kmc
avo f(X) 1 ”2 Z;) Y kz

Mustagqil yechish uchun mashglar

1. Davri T =2 bo’lgan quyidagi:

3x+1

{———-, agar —1<x<0
f)=1 2

|L 1, agar 0<x<l
funksiyani [—1; 1] kesmada Furye qatoriga yoying.
cos kizx sin kzx
Javob: f{x)== + 3 .
f( ) Z( 127r2 2k j
2. Davii T=2 bolgan f(x)=x> funksiyani [-1;1]
kesmada Furye qatoriga yoying.

o 3
Javob:  f(x)= —;—+ %Z (——]—clz)—cos kmx.
k=1

3. Davri T =2 bo’lgan f(x)z ]x‘ funksiyani [—1; 1]
kesmada Furye qatoriga yoying

Tavob:  f(x z cos (2k + l)zzx

ﬂ' k=0 (2k + 1)

4, Davii T=2 bo’lgan f(x )_ x— [x] funksiyani [—l; 1]

kesmada Furye gatoriga yoying.
1 1 &sinkmx
J b: = ——— .
avob: flx)=Z-—3 =

5. Davii T=4 bolgan f(x)=|x] funksiyani [-2;2]

kesmada Furye qatoriga yoying.
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(2k+1)7zx
Z(Zk 1) 2

Javob:  f(x)=1-—

4-§. Davriy bo’lmagan funksiyalarni Furye qatoriga yoyish

Biror [O;l] kesmada uzluksiz va bo’lakli monoton f (x)
funksiyani [—l ;O] kesmada davom ettirib, bu funksiyani [—l ;l]
kesmada tog yoki juft holdagi funksiyaga to’ldirib uni Furye
gatoriga yoyish mumkin.

Davom ettirilgan toq funksiya uchun Furye qatori fagat
sinuslarni, juft funksiya uchun Furye qatori fagat kosinuslarni o’z
ichiga oladi.

l-misol. [ (x)=7r—2x funksiyani [O;;r] kesmada toq
holda davom ettirib, [—7[; 72'] kesmada Furye qatoriga yoying. (19-
rasm).

Yechish. Bu funksiya T=2rx davrli bo’lib,
[—ﬂ;ﬁ]kesmada toq funksiya bo’ladi. U holda a,=0, a, =0,

b, #0 bo’lib, b, ni umumiy formuladan topish kifoya. Bu yerda
l=n

\ y=n-2x

i
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u=x-2x, dv=sinkxdx]

b, = gj‘(ﬂ’ ~ 2x)sin kx dx = 1 =
T du =-2dx, v= —-;cos lacJ

1

_ Y- ]
:2 _r 2xcoskx —zj'coskxdx =£[£coskn+£cos0—0i =
T k . ko | = k k ]

2o k2o e Ltﬁ-agari_zznl
agar k =2n+

2
Javob: f Z sin kx ’

k=1

2-misol. [ (x)—zr—Zx funksiyani [0; 7r] kesmada juft
holda davom ettirib, [—7r; 7r] kesmada Furye gatoriga yoying. (20-
rasm).

Yechish. Bu davriy bo’lmagan £ (x): 7 —2x funksiyani juft

holda davom ettirib, [-—ﬂ' R 7r] kesmada 7T =27 davrli juft
funksiyaga to’ldirsak bo’ladi. U holda b, =0 bo’lib, a,, aq, larni
umumiy formulalardan topish kifoya. Bu yerda /=7

T
1
/ y=mr-2x
!
1
P— —>
-7 ! 0 x
W1
"7
do.__. } S
-
20-rasm
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2

=%I(7r—2x)dx =%[7zx—2-x7jo =%(7r2 —72'2):0’
u=m—-2x, dv=cos kxdx|

2 b4
=— -2 kxdx = =
% V4 I(” x)cos * du = -2dx, V= %sin kx

_2 ﬂ_zxsink:x +Efsinkxdx _2_2 lcoskx =
| k o Ko | 7| k k o
[ 8 agar k=2n+1
R
[L 0 , agar k=2n
Javob: Dy = cos (2k + l)x
fx)=7- 7{:;) 2k +1
3-misol. [ (x)= x* funksiyani [0; 7r] kesmada toq holda
davom ettirib, [—7:; 7r] kesmada Furye qatoriga yoying. (21-
rasm).

Yechish. Agar f(x)=x" funksiyani toq holda davom
ettirsak u [— 7, 7r] kesmada T =27z davrli toq funksiyaga aylanadi.
Demak, uni [—7[; 7Z] kesmada toq funksiya deb garab, uning Furye
koeffitsientlarini topamiz. Bunda ¢,=0, a, =0, b, 20, I=7

A

|
.lq
e
i
]

I ———

§
ke

o~
~

|
PR Y SR
~
<

|
3
¥

21-rasm.
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,, u=x? dv = sin fox dx |

b, = z'[xz sin kx dx =
z

du =2xdx, v= —i—coskx

0
J
o[ 4 Yy 1 [w=x, dv=coshkxdx]
= 2| - coskx| +=[xcoskxdx| = 1 =
k o ko || |du=dx, v=7;sinl\:xJ

-

2 4 . " % |
—g —f—coskﬁ+0ﬂ+~ 2C—Smkx ~lJ.smkxdx =—2—7rcoskﬂ+
Vi3 k km 0 k 0 J k

T

]
+—4— 0+ — ! cos kx
km k? 0

(=) &z, k? [cos kx —cos0]=
. m

8
e A 2
d IL 0, agar k=2n
Javob: _) 1) sinkx 8 sm(2k +1)x '
s ”Z( k= ;) (2k +1)’
4-misol. f° (x)=x+1 funksiyani [0; 1] kesmada juft holda

davom ettirib, Furye qatoriga yoying. (22-rasm).
Yechish. Agar f (x): x+1 funksiyani juft holda davom

ettirsak u [—1;1] kesmada 7 =2 davrli juft funksiyaga aylanadi.
Uning Furye koeffitsientlarini topamiz. Bunda b, =0, /=1.

, agar k=2n+1

1
7’
< .
._V o
i!

'
e m—————
(=2
=

22-rasm.
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a, = %jf(x)dx = 2.(i;(x+1)dx = 2[—*122~+ xl = 2(%”): 3,

]
i 1
a, = % J.f(x)cosk—lﬂ—xdx = Zj.(x+ 1)cos ke dx =
- 0

1 1 ‘|
b .[ sin kmx dxi
0 k” 0 J

sin kmx

u=x+1, dv=cos kmdx|
=2
\:kﬂ'

1
u=dx, v=—sinkmx
du o |

i

=0+ —l;—zﬂ_—zcos kmxp = —k—zzﬂ_—z(cos km ~cos 0): —kzi”;[(— 1)" - 1]:

0

Mustagqil yechish uchun mashgqlar.

I. Davriy bo’lmagan f (x)= cos2x funksiyani [0; 71]
kesmada toq holda davom ettirib (sinuslar buyicha), [—rr; 7z] da
Furye qatoriga yoying

Javob: Z (2k +Dsin{2k +1)r

—(2k +1)
2. Davny bo’ lmagan quy1dag1
f(x) 1 , agar 0<x<I1
2—x, agar l<x<2
funksiyani [O; 2] kesmada juft holda davom ettirib, [— 2; 2] da
Furye qatoriga yoying.

4 cos 2k+1
45 conldk s e

Javob: f = l
2 k=0 2k + 1)
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3. Davriy bo’lmagan f(x)=x—-%x2 funksiyani [O; 2]
kesmada juft holda davom ettirib, [—-2; 2] kesmada Furye qatoriga
yoying.

Javob: f(x)z ——i—ipr(—l cos~—x
r

1
3 P 2

4. Davriy bo’lmagan f(x)= x—%x2 funksiyani [0; 2]
kesmada toq holda davom ettirib, [— 2; 2] kesmada Furye qatoriga
yoying.

Javob:  f(x)= —8—35“ )k

k=1
5. Davriy bo’lmagan f(x):%—g funksiyani [0;7[]
kesmada toq holda davom ettirib, [——7[;7[] da Furye qatoriga
yoying.

Javob: /(x 2 cos 2k + 1

Sk (Qk+1)
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