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I-qism. Analitik geometriya va oliy algebra 
1-Bob. Tekislikda analitik geometriya.

§1. Analitik geometriyaning sodda masalalari.
Abtsissalar o ’qidagi v4(jCj) va B{x^) nuqtalar 

orasidagi masofa

AB\ =  1̂ 2 -  Л,

formula yordamida topiladi. AB kesmadagi 
AC|: CB =  X shartni qanoatlantiruvchi С nuqtaning 

koordinatasi
X +  Я • jc,

x  =
1 +  Я

formula yordamida topiladi. Xususan, Я =  1
bo'lganda, AB  kesma markazi koordinatasi

X, + X 2  

X =  — ------- --
2

ko'rinishda topiladi.
Tekislikdagi ikki А(х^;у^) va 

nuqtalar orasidagi masofa

AB\ =  ^ { x , - x , f + i y , - y , f

koordinatalar boshidan A{x^;y^) nuqtagacha 
bo'lgan masofa

OA\ =  ^ [ x ^ ^ 7 ^

formuladan topiladi. AB  kesmani 

A C  : CB =  Я nisbatda bo'luvchi C(x ,y )  nuqta 

koordinatalari

^ ^ х ,+ Л -х ^  У г+ ^ -У 2

1 + Я 1 + я
formulalardan, o'rtasining koordinatalari esa

2  2

formulalardan topiladi.



Uchlari A(x^;y^), B{x^;y^), C{x^-,y^) 
nuqtalarda bo'lgan uchburchak yuzi

S  =  ^ 1̂1 (J 2 -  >'3)  +  ^2( 3̂3 -  > î) +  ̂ з (Л  -  >̂2)

formula yordamida topiladi, og'irlik markazi, 
ya'ni medianalar kesishish nuqtasi koordinatalari

х =  ^(;с,+дс2+Лз), >̂  =  ^ ( л + > '2 + > ’з) dan

topiladi.
I I- A (3 ) va B (-5 ) orasidagi masofani toping.
1'2. C (2 ) nuqtaga nisbatan A (-3 ) nuqtaga simmetrik 
bo'lgan nuqtani toping.
1.3. ABkesma ikki nuqta yordamida teng uch qismga 
bo'lingan. A (—1), B (5 ) bo'lsa, bo'linish nuqtalari 
koordinatalarini toping.
1-4. A(3; 8) va B (-5 ;  14) nuqtalar orasidagi 
masofani toping.
1.5. Uchlari A ( - 3 ; - 2 ) ,  B (0 ; -1 ) ,  C (-2 ;  5) 
nuqtalarda bo'lgan uchburchak to'g'ri burchakli 
ekanligini isbotlang.
1.6. Ordinatalar o'qida A(4 ; - 1 )  nuqtadan 5 birlik 
uzoqlikdagi nuqtani toping.
1.7. Uchlari A (2 ; 0), B (5 ; 3), C (2 ; 6) nuqtalarda 
bo'lgan uchburchak yuzini toping.
1.8. Uchlari A (3 ; 1), B (4 ; 6 ),C (6 ;3 ), D (5 ; - 2 )
nuqtalarda bo'lgan to'rtburchak yuzini toping.
1-9. A (l; 2) va B(4; 4) nuqtalar berilgan. Abtsissalar

o'qida shunday S nuqta topingki, A B C  uchburchak 
yuzi 5 kv.b. ga teng bo'lsin.
1.10. Kvadratning ikki yonma —yon uchlari 
A(3; -  7), B ( - l ;  4) nuqtalarda bo'lsa, uning yuzini 

toping.
1 11. E(3; 5) va F (l; -3)nuqtalar kvadrat qarama- 
qarshi uchlari bo'lsa, uning yuzini toping.



112. А ( —3; 2) va B(I; 6) nuqtalar muntazam
uchburchak uchlari bo'lsa, bu uchburchak perimetri 
va yuzini toping.
1.13. ABCD  parallelogramm uchta uchi 
A (3 ;-7 ),  B (5 ;-7 ) ,  C (-2 ; 5) nuqtalarda. Dnuqta В 
ga qarama — qarshi uchi bo'lsa, bu parallelogramm 
dioganallari uzunliginl toping.
1.14. Agar A (3 ; 0), C (—4; 1) nuqtalar kvadrat 
qarama —qarshi uchlari bo'lsa, qolgan ikki uchini 
toping.
1.15. Uchta uchi A ( -2 ;  3), B(4;-5) ,  C ( -3 ;  1) 
nuqtalarda bo'lgan parallelogramm yuzini hisoblang.
1.16. Yuzi 3 ga teng, ikki uchi A(3; 1), B ( l ; - 3 )  
nuqtalarda, uchinchi uchi oy o'qida yotuvchi 
uchburchak berilgan. Uchinchi uchi koordinatalarini 
toping.
1.17. Parallelogramm ikki uchi 
A(~ l ;  3), B (—2; 4) nuqtalarda, yuzi 12 kv.b. bo'lsa, 
va dioganallari abtsissalar o'qida kesishsa, qolgan ikki 
uchini toping.

§2. To'g'ri chiziq tenglamalari.

a ,b ,c  — o'zgarmas sonlar, +e^ ^  0 shart 

bajarilganda ax +  ey +  c =  0 tenglama to'g'ri 
chiziqning umumiy tenglamasi deyiladi.

1) s=0, а Ф О , в ^ О  bo'lsa, ax +  ey =  0 
ko'rinishga kelib, koordinatalar boshidan 
o'tuvchi to'g'ri chiziqlar hosil bo'ladi,

2) a — 0, в Ф 0, с  ^  0 bo'lsa, tenglama

с
у  = ----ko'rinish olib, OX o'qiga parallel

6
to'g'ri chiziqni ifodalaydi.



3) в = о, ач^о,  с ф О bo'lsa,

с
tenglama х  = ----ko'rinish oladi va OY

a
o'qiga parallel to'g'ri chiziqni ifodalaydi.

4) e =  c =  0, 0 5 *0  bo’lsa, ax =  0 yoki

X =  0 ko'rinish oladi va Ou o'qini 
ifodalaydi.

5) a =  c  =  0 , e ^ 0  bo'lsa, ey =  0 yoki

3/= 0 ko'rinish oladi va Ox o'qini 
anglatadi.

To'g'ri chiziq Ox o'qi musbat yo'nalishi bilan a 
burchak hosil qilsa va t g a  =  к deyilsa,

у =  kx +  b tenglama to'g'ri chiziqning burchak 
koeffitsientli tenglamasi deyiladi. Bunda b —soni 
to'g'ri chiziqning Oy o'qi bilan kesishish nuqtasi 
ordinatasi. Umumiy tenglama tomonlari b ga bo'linib, 
у topilsa, burchak koeffitsientli tenglama hosil bo'ladi. 
Agar to 'g ’ri chiziq Ox o'qini a — abtsissali, o'qini

b — ordinatali nuqtalarda kesib o'tsa, to'g'ri chiziq 
tenglamasi

X V ,
— + — =  1 ko'rinishda yoziladi va to'g'ri 
a в

chiziqning kesmalar bo'yicha tenglamasi deyiladi.
To'g'ri chiziqqa koordinatalar boshidan 

tushirilgan perpendikulyar uzunligi p  bo'lib, bu

perpendikulyar Ox o'qining musbat yo'nalishi bilan 
a burchak hosil qilsa, to'g'ri chiziq tenglamasi 

xcosor +  y s in a  -  p  =  0 
ko'rinishda yoziladi va to'g'ri chiziqning normal 
tenglamasi deyiladi. Bu tenglamani umumiy tenglama

tomonlarini и = ± -  ga ko'paytirib hosil
+b^

qilish mumkin.



2.1. Qiiyidagi to'g'ri chiziqlarni yasang: 1) 2>> +  7 = 0
2) 5 x - 2  =  0 3) 4х-3з^ =  0 4) x - 3 ; ; - 3  =  0

2.2. Koordinata boshidan o'tuvchi va O xo 'q i musbat 
yo'nalishibilan 1) 450 2) 60° 3) 90  ̂ 4) 120° burchak 
hosil qiluvchi to'g'ri chiziq tenglamasini yozing.
2.3. To 'g 'ri chiziq y =  kx +  b A(2; 3) nuqtadan o'tadi

va O x  o'qi musbat yo'nalishi bilan 45° burchak hosil 
qiladi. к va b ni aniqlang.
2.4. To 'g 'ri chiziq umumiy tenglamasi 
12x — —65 =  0. Bu to'g'ri chiziqning 1) burchak 
koeffitsientli; 2)kesmalar bo'yicha; 3)normal 
tenglamalarini yozing.
2.5. 2x — 5y = Q to’g'ri chiziqning kesmalar bo’yicha 
tenglamasini yozish mumkinmi?

2.6. Agar to'g'ri chiziq A{2',5^ nuqtadan o'tsa va

ordinatalar o'qidan b =  7 kesma ajratsa, uning 
tenglamasini yozing.
2.7. To 'g 'ri chiziq son o'qlaridan bir xil kesma ajratadi,

son o'qlari orasidagi kesmasining uzunligi 5V 2 
bo’Isa, tenglamasini yozing.
2.8. B( — 4; 6) nuqtadan o'tib, son o'qlari bilan yuzasi 6 
kv.b. uchburchak hosil qiluvchi to'g'ri chiziq 
tenglamasini toping.
2.9. Rombning dioganallari 10 va 6 sm bo'lib, mos 
ravishda Ox va Oy o'qlarida joylashsa, tomonlari 
tenglamalarini yozing.

§3. To'g'ri chiziqqa doir masalalai.
у = k^x +  b̂  va у = k^x +  b̂  to'g’ri

chiziqlar orasidagi o'tkir burchak tg<p =
\+k,k^



formuladan topiladi. Ikki to'g'ri chiziqning 

parallellik sharti =  A:,, perpendikulyarlik sharti esa

1
Л, = ----- ko'rinishda bo'ladi.

ki

Agar to'g'ri chiziqlar a.^x+b^y +  =  0, 

QjX +  Ь2 У +  Cj =  0 umumiy tenglamalar bilan berilsa

tg(p =
a h -а ф ,

ko'rinish oladi. Parallellik,

peфendikulyaгlik shartlari mos ravishda
a, _  e,

va Ajflj +6^6^ =  0 bo’ladi

k —burchak koeffitsientli, А {х^ ,у ^ )  nuqtadan 

o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi 

у  -  y,, =  k {x  -  Xq )  ko'rinishida bo'ladi.

A{^Xf^,y^^,B(x , ,y )̂ nuqtalardan o'tuvcM 

to'g'ri chiziq tenglamasi

_  У ~ У о

X i -X o  У , - У о
bo'ladi.

^  (-̂ 0 > Уо )  nuqtadan 
to'g'ri chiziqgacha

ko'rinishda

xcoso: +  j s in a  =  0 

bo'lgan masofa

formuladan,

ax +  by +  c =  0 to'g'ri chiziqgacha masofa esa 

a x o + b y ^ + c

3,1. y  =  - 3 x  + 4 va y  =  2 x - l  to'g'ri 
chiziqlar orasidagi o'tkir burchakni aniqlang.

d =

d =

Xq cosa + Уо sm a -  p

formula yordamida topiladi.



3.2. 3jc-2>^ +  7 =  0, 6 x - 4 y - 9  = 0, 

6x +  4y - 5  = 0, 2x +  3 y - 6  = 0 to'g'ri chiziqlardan 
o'zaro parallellari va perpendikulyarlarini ko'rsating.

3.3. ^ ( 2 ; - l ) , 5 ( 4 ; 3 ) , C ( l 2 ; - 3 )  nuqtalar

uchburchak uchlari bo'lsa, uning tomonlari 
tenglamalarini yozing.

3.4. у 4 (0 ;7 ) ,5 (б ; - б ) ,0 (0 ;0 )  uchlarga ega

uchburchak tomonlari tenglamalarini va ichki 
burchaklarini toping.

3.5. nuqtadan o'tuvchi,

3x +  4>' —1 =  0 to'g'ri chiziqda parallel va 
peфendikulyaг to'g'ri chiziqlar tenglamalarini yozing.

3.6. Uchburchak tomonlari tenglamalari 
berilgan: x  +  2y = 0, x +  4y -  6 = 0 , 

X — 4y  — 6 =  0. Ichki burchaklarini aniqlang.

3.7. J (3 ; l )  nuqtadan o'tib, X -3 jK  +  l =  0

to'g'ri chiziq bilan 45̂  ̂ li burchak hosil qiluvchi to'g'ri 
chiziq tenglamasini toping.

3.8. Uchlari A { - 4 ; 2 ) , B { 2 ; - 5 ) , C { 5 ; 0 )
nuqtalarda bo'lgan uchburchak medinalari va 
balandliklari kesishadigan nuqtalarni toping.

3.9. Normalining uzunligi 5 bo'lib, Cbfo'qi 
musbat yo'nalishi bilan 4SP burchak hosil qiluvchi 
to'g'ri chiziq tenglamasini yozing.

3.10. Koordinata boshidan 12x -  5>’ +  3 9 =  0 
to'g'ri chiziqqacha bo'lgan masofani toping.

3.11. ^ (5 ; 2 ), 5 (1 ; 2 ) nuqtalardan 

X -  -1  =  0 to'g'ri chiziqqacha masofani hisoblang.

3.12. O'zaro parallel 2x + y - l  = 0, 

2x +  >' +  l =  0 to 'g ’ri chiziqlar orasidagi masofani 
toping.



3.13. Agar j/ =  A x+5  to'g'ri chiziqdan

koordinata boshigacha masofa Vs bo'lsa к ni 
aniqlang.

3.14. д: +  д ;-5  =  0, 7 x - > ’ -1 9  = 0 to'g'ri 
chiziqlar orasidagi burchaklar bissektrisalari 
tenglamalarinl yozing.

§4. Ikkinchi tartibli chiziqlar
Ikkinchi tartibli chiziqlar

Ax^ +  2Bxy +  Cy^ +  2Dx +  2Ey +  F  =  0 umumiy 
tenglama bilan beriladi. Bu paragrafda aylana, ellips, 
giperbola, parabolalar, ulaming xossalariga doir 
masalalar o'rganiladi.

1. Markazi С  (a , 6)  nuqtada, radiusi R bo'lgan 

aylana tenglamasi

i x - a Y + i y - b f = R \

Koordinata boshi О (0 ;0 ) nuqtada bo'lsa, 

aylana tenglamasi

x^ +  y^ =  R^ 
ko'rinish oladi

2. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi Fj va F2 
nuqtalargacha bo'lgan masofalar yig'indisi 2 - a songa 
teng bo'lgan nuqtalaming geometrik o'm i ellips 
deyiladi.

Fokuslar orasidagi masofani 2 c , —c^ = 
desak, ellips

y^ 

a b
Q

kanonik tenglamaga ega bo'ladi e =  — < 1 miqdor
a

ellips ekstsentrisiteti deyiladi.



Ellips Л(я,_к) nuqtasidan fokuslargacha 

masofa (fokal radiuslari) r  =  a ~  ex, r  =  a +  ex 
formulalardan topiladi.

3. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi Fjva F2 
nuqtalargacha bo'lgan masofalar ayirmasi 2a songa 
teng bo'lgan nuqtalar geometrik o'rni giperbola 
deyiladi.

Fokuslar orasidagi masofa 2c, —a^ =h^  
bo'Isa, giperbola

a b 
kanonik ko'rinishiga keladi.

e —— >\  nisbat giperbola
a

ekstsentrisitetetidir.

Giperbola A(^x,y^ nuqtasidan fokuslargacha masofa 

(fokal radiuslari)

e x -  a Г2
e x  +  a

formulalardan topiladi.
4. Tekislikda fokus deb ataluvchi

F ;0) nuqtadan va direktrisa deb ataluvchi ^ ~

to'g'ri chiziqdan bir xil uzoqlashgan nuqtalar 
geometrik o'm i parabola deyib,

/  =  2px
kanonik tenglamaga ega bo'ladi.

Parabola A(^x,y^ nuqtasidan fokusgacha 

p
masofa r  ~ x  +  — formuladan topiladi



4.1. y4 (1 ;2 ),5 (0 ;1 ),C (-3 ;0 ) nuqtalardan 

o'tuvchi aylana tenglamasini yozing.

4.2. Л (- 4 ;8 )  nuqta berilgan Diametri OA
bo'lgan aylana tenglamasini yozing.

4.3. Aylanalar markazlari va radiuslarini
toping.

1) + /  - 6 x  +  4 y -2 3  =  0

2) + 5 x - 7 y  + 2,5 = 0

3) +  7>̂  =  0

4.4. x^ +  — 8x — + 16 =  0 aylanaga 
koordinata boshidan o'tkazilgan urinmalar 
tenglamalarini yozing.

4.5. x^+4_y^=16  ellips fokusi va 
ekstsentrisitetini toping

4.6. Er shari biror fokusda Quyosh joylashgan 
ellips bo'yicha harakatlanadi. Yerdan quyoshgacha 
eng qisqa masofa 147,5 mln.km, eng uzun masofa 
152,5 mln.km bo'lsa, Yer orbitasi katta yarim o'qini va 
ekstsentrisitetini toping.

4.7. +y^  =  36 aylana ordinatalari ikki 
marta qisqartirilsa qanday chiziq hosil bo'ladi?

4.8. А(л/3;л/2) nuqtadan o'tuvchi,

ekstsentrisiteti ga teng bo'lgan giperbola
tenglamasini yozing.

4.9 .  = 1 giperbolaning chap shoxida
64 36

shunday nuqta topingki, o'ng fokal radiusi 18 ga teng 
bo'lsin.

4.10. x^ + 4 x  +  >̂  ̂ = 0  aylanadan va Л/(2;0 )

nuqtadan bir xil masofada yotuvchi nuqtalar 
tenglamasini yozing.



4.11. Fokus 4 х - З з ; - 4  =  0 to'g'ri chiziq va 
OX o'qi kesishgan nuqtada bo'Igan parabola 
tenglamasini yozing.

4.12. =  2x parabola koordlnatalar boshidan

3
o'tuvchi to'g'ri chlziqdan — uzunlikdagi vatar

4
ajratadi. To'g'ri chiziq tenglamasini toping.

§5. Koordinatalami almashtirish.
Qutb koordinatalar boshidan qutb o'qi OX 

o'qi musbat yo'nalishi bilan ustma —ust qo'yilsa, 
tekislikdagi nuqta qutb va dekart koordinatalari 
quyldagiga bog'lanadi:

j x  = rcos^  

у = rsin î?

у
tg(p =  -  

X

X O Y koordinatalar sistemasidan koordinata

boshi O, (a ,6)  bo'Igan x 'Oy '  koordinatalariga

o'tish — parallel ko'chirishda tekislikning biror A  
nuqtasi eski va yangi koordinatalari quyidagicha 
bog'lanadi.

x = x + a X -  X - a

y = y + e  [j/ = y - e
Agar koordinata o'qlari musbat a  burchakka 

burilsa nuqtaning eski x,y  koordinatalari va yangi

x\y'  koordinatalari qo'yidagicha bog'lanadi:



л: =  x c o s a - y  sm a  

у  =  У  sin or -  у  cos or 

x' -  xcosa  + ysina  

y' = - x s in a  + ycosa

Agar ikkinchi tartibli chiziq (ITCh)

A x ' +Cy^ + 2 D x ^ -2 E y  +  F  =  Q
ko'rinishida berilsa, parallel ko'chirlsh yordamida 
kanonik ko'rinish oladi.

Agar ITCh

Ax^ +  2Bxy +  Cy^ +  2Dx  +  2Ey +  F  =  0 tenglama 
bilan aniqlansa, koordinata o'qlarini

^  оCtg2a = ---------
2B

shart bajarilganda a  -burchakka burish yordamida 
oldingi holga keltirish mumkin, bunda xy had 
yo'qoladi.

5.1. Д 2 л / 3 ;2 ),5 (0 ;-3 ), C (-4 ;4 ),  

D  л/2; -  V 2 ) nuqtalar qutb koordinatalarini toping.

5.2. A
/ \ 
10;^ , В , С

/ N
, D

/ \

I  2; I  4 ;  ̂ 10, I 4 j
nuqtalar dekart koordinatalarini toping.

f  n"\ f  
5.3. A  6;-----va В

 ̂ 4 , V

71
va

D (л (
4 ; - , E 5;— vaI 4 ;

va F (1 2 ;^t)  nuqtalar orasidagi

masofalami toping.

5.4. Agar parallel ko'chirishda 0 (0 ;0 ) nuqta

O i(3 ;-4 ) nuqtaga o'tsa, ^ (5 ; 6) nuqta qanday 

nuqtaga o'tadi?



5.5. Agar parallel ko'chirishda у4 (4 ;3 ) nuqta

A, ( —3;—4 ) nuqtaga o'tsa, koordinata boshi qanday 

nuqtaga o ’tadi?

sistemasi
n

a -  —
4

5.6. Koordinatalar 

burchakka burilsa,

A  (л/3;3) nuqtaning koordinatalari qanday 
o'zgaradi?

5.7. Dastlab koordinatalar boshi O j(3 ;4 ) 

nuqtaga ko'chirildi, so'ngra bu sistema son o'qlari

J (2 ;l)ga burildi, bunda
n

a ~  —
6

koordinatalari qanday o'zgaradi?
5.8. Parallel ko'chirish

у  =  Ax^ +  Bx +  С  ko'rinishidagi

y'  =  Ax'^ ko'rinishga keltiring:

a) y  = 9x^ - 6 x  + 2

b) y  = 4 x -2 x ^

5.9. Parallel ko'chirish yordamida

nuqta

yordamida

parabolani

ko'rinishidagi giperbolani 

yozing.

m
r

X

kx + l
y = -------px + q 

ko'rinishda

a)

b ) у =

4x + 5

2 x - \
2x

4 x - l
5.10. Ax  ̂+ Cy  ̂+2Дх + 2Еу + Р  = а 

ko'rinishdagi ITCh kanonik ko'rinishga keltirilsin.

a) 4 х '+ 9 / - 8 х - 3 6 з ;  +  4 =  0

b) x ' - 9 /  + 2x +  3 6 j - 4 4  = 0



V) 16л:' +  2 5 у ' -  32х +  50;^ -  359 -  О

д) л:' +  -  4х -  8;; +  8 =  О 

d) -  /  -  6х +  10 =  0

е) jc' +  7.x +  5 =  0

5.11. Kanonik ko'rinishga keltiring.

a) 5л' +  Аху +  8;;' +  8jc +  \Ау +  5 =  0

b) х ' - 2ху +  - \ 0 х - в у  +  25 =  0 

V) 4лз; +  4л/з>^'+16;с +  1 2 у -3 6  =  0

5.12. Quyidagi chiziqlami yasang:
a )r  =  а(р (arximed spirali)

b) r  =  a ( l  — cos Ф) (kardoida) 

v) r '  =  cos 2(p (lemniskata)

a
g) r  =  — (Giperbolik spiral)

<P
d) r  =  a sin Ъ(р (uch yaproqli gul)

e) r  =  asm2(p (to'rt yaproqli gul

5.13. Qutb koordinatalar sistemasiga o'tkazing:

a) x^ - y ^  =

b) x ' +  /  = a '

V) ( x ^ + y ' f  = a ^ ( x ^ - / )

Я) У  =  x

5.14. Dekart koordinatalar sistemasiga o'tkazing.
a) r  cos ̂  =  a

b) r '  sin 2̂ 9 =  2a^ 

v) r  sin (^



5.15. Kanonik tenglamasini yozing.

a) r = --------------  6) r = -----------
5 -4 co s^  1-cos^

в) r  =
1

2 -  л/з sin ̂

Bobga doir misollar echish namunalari

l.Kesma bir uchi A ( - 7 ) , o'rtasi C (2 ) bo'lsa ikkinchi 
uchi koordinatasini toping.

Ikkinchi uchi nuqtada bo'lsa,

- 7  +  x
----- kelib chiqadi. Bundan 5(11) ekanligini2 =

topamiz.
2. Uchlari A (-4 ;2 ) ,  5 (0 ;-1 ), C(3; 3) nugtalarda 
bo’lgan uchburchak yuzi, perimetri va ichki 
burchaklarini toping.

5 = l - 4 ( - l - 3 )  +  0 (3 -2 )  +  3(2 +  l)
1

16 +  91 =  12,5

AB\ =  ^ (0  +  4 ) " + ( - 1 - 2 ) "  =  л/4 4 3 ^ =  5,

BC\ =  ^ | ( 3 - 0 f + i З  +  \ f  = л/ з"+4 ^  = 5 ,

AC\ =  V (3 +  4 ) 4 ( 3 - 2 ) '  =  = 4 5 0 = 5 4 2

Demak, P  =  5 +  5 +  5V 2 = 5 (2  +  V 2 ). 
Kosinuslar teoremasidan

A C ^  + A B f - B C ^

2- A C  ■AB 2 -2 y f 5 ^  V 2 ’
cos < A =

ya'ni < A  =  45“ ekanligi kelib chiqadi.



Uchburchakning teng yonli ekanligidan

< C  =  45°, < 5  =  90°.
Bu uchburchak to'g'ri burchakli ekanligi

2 2 2
AB +  BC =  A C  tenglikdan kelib chiqadi.

3. Uchburchakning ikkita uchi ^(3; 8), 5(10; 2) 

nuqtalarda bo'lib, medianalari 0 (1; 1) nuqtada 

kesishsa, uchi C{x, y )  koordinatalarini toping.

A  nuqtadan chiqqan mediana AD  bo'lsa, 

medianalar xossasidan A O  : OD = 2:1 = Л bo'lib,

D  nuqta koordinatalariX|, y j uchun quyldagi 
tenghklar o'rinli:

3 + 2 xi 8 + 2 ■ у|
1 + 2  ’  1 + 2  

Bundan D (0 ;-2 ,5 )- O'z navbatida, bu nuqta CB 
kesma markazi ekanligidan

i ± i »  = 0;
2 2 

ya'ni C (-1 0 ; - 7 )  kelib chiqadi.

4. Agar 0 (0 ; 0), E(3;0), F(0; 4) uchburchak 
tomonlari o'rtalari bo'lsa, bu uchburchak yuzini 
toping.
0E| =  3; |0F] =  4; |EF| = 5 kesmalar berilgan
uchburchak o'rta chiziqlari ekanligidan, uning 
tomonlari 6, 8, 10 uzunlikka egaligi kelib chiqadi. 
Pifagor teoremasi o'rinliligidan bu uchburchak to'g'ri 
burchakli va

S = — = 24 (kv.b)
2

5. Uchlari 0 (0 ; 0), A (8 ;0 ), B (0 ; 6) nuqtalarda

bo'lgan uchburchakda OS— mediana, C D — 
bissektrisa, OE -  balandlik uzunliklarini hisoblang. 
a = |OA I = 8 , b = |0B I = 6 , с = |AB I = 10 
ekanligidan, uchburchak to'g'ri burchakli.



ОС = - ^  =  5;

1
Lj, =  O D  = -------д/аЬ(а +  b +  c )(a  +  b -  с ) 

a + b

, 1  ̂ /^гл 24л/2 ab c h  formuladan O D  = --------- ' S =  —  = -------
7 ’ 2 2 

formuladan h =  OE =  4,8.

6. 2 x - 3 y - l 2  =  0 to'g'ri chiziqning son o'qlari bilan 
kesishish nuqtalarini aniqlang.

To'g'ri chiziq Ox o’qi bilan kesishish 
nuqtasida у  =  Obo'ladi, Demak, 2x -1 2  =  0. Bundan

X =  6, ya'ni to'g'ri chiziq Ox o'qini (6; 0) nuqtada 
kesib o'tadi.

Aksincha, x =  0 bo'lsa, у  =  —4 kelib chiqadi. 
To 'g 'ri chiziq Ou o ’qini (0; —4) nuqtada kesib o'tadi.

7. Л (0 ;4 )  nuqtadan o ’tuvchi va Ox o’qi musbat

2n
yo'nalishi bilan a  =  burchak hosil qiluvchi to’g'ri

chiziq tenglamasini yozing.

=  -л/З ekanligidan к =  -л/з . Demak,

to'g'ri chiziq burchak koeffitsientli tenglamasi 

у  =  —\[Ъх +  4 bo'ladi.
8. To'g'ri chiziq koordinata o'qiarida teng musbat 
kesmalar ajratadi. Bu to'g'ri chiziq va son o'qlari bilan 
chegaralangan uchburchak yuzi 8 kv.b. bo'lsa, to’g'ri 
chiziq tenglamasini yozing.

Bu uchburchak to'g'ri burchaklidir. Agar 
uning katetlarini a, b deb belgilasak, ulaming 

tengligi va =  16, a -  A ekanligi kelib chiqadi. 
Demak, to'g'ri chiziqning kesmalar bo'yicha 
tenglamasi



X у
— I—  =  1 ko'rinishda bo'ladi.
4 4

( х  +  2л15) y - l S
9. To’g'ri chiziq ------ -------- + ----------- =  0 tenglama

bilan berilgan. Bu to'g'ri chiziqning umumiy, burchak 
koeffitsientli, kesmalar bo'yicha va normal 
tenglamalarini yozing.

1) Berilgan tenglamani umumiy maxrajga 
keltiramiz;

л: +  2л/5 +  2 (у -2 л / 5 ) =  0

Bundan x  +  2 y -  lyfs =  0 umumiy tenglamasi 
kelib chiqadi.

2) Umumiy tenglamani у  ga nisbatan echamiz:

2у = - х  +  2л[5 ya'ni у =  - —x +  yfs
2

burchak koeffitsientli tenglamasidir.

3) Umumiy tenglama tomonlarini 2-JS ga 
bo'lamiz:

- ^ + ^  =  1 
2 Г 5  45

Kesmalar bo'yicha tenglama hosil bo'ldi.
4) Umumiy tenglama tomonlarini

V I ' + 2 '  V5
ko'paytiramiz.

1 2
-X +  —f = y ~ 2  =  0 bu to 'g ’ri chiziqning

V ?  V ?-
2 1

normal tenglamasi bo'lib, s m a = - ^ ,  COSa = ,

p  =  2.



10. Ixtiyoriy nuqtasician X = —3 to'g'ri chiziqqacha 
masofa Ox o'qigacha bo'lgan masofadan ikki marta 
kichik bo'ladigan chiziq tenglamasini toping.

Bu chiziqning ixtiyoriy Л / nuqtasini 

olamiz. Bu nuqtadan л; =  -3  to'g'ri chiziqqacha

masofa JC +  3 ga, Ox o'qigacha masofa esa u ga teng.

Shartga ko'ra, >’ =  2 • x  +  3 yoki у  -  ±2 {x  +  3) .

11. у  — —2x  va y  = 3x +  4 to'g'ri chiziqlar

orasidagi o'tkir burchakni toping, =  —2 ; = 3  
ekanligidan

tg(p
3 +  2 5

1 - 3 - 2 - 5
=  1. Demak; (p =  45°.

12. va C ( l ; 2 )  nuqtalar

uchburchak uchlari bo'lsa, uchburchak AS tomoni, 
BE  medinasi, E D  — balandligi tenglamalarini yozing. 

A  va S nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri chiziq
X - { - 2 )  V - 0  X 2

tenglamasi ------------- = ---------  yoki у =  — I—  dir.
4 - ( - 2 )  2 - 0  3 3

E nuqta A  va S nuqtalami tutashtiravchi kesma o'ri;asi, 
demak uning koordinatalari

- 2 + 4  , 0 + 2  ,
X ------------- =  1, у  --- ---------=  1

2 2
ekanligi kelib chiqadi. Mediana 5  va E nuqtalardan

y - \
o'tganligi uchun uning tenglamasi — j- =  — j-,

ya'ni у  =  5x — A ko'rinishda bo'ladi.

ED  balandlik A C  tomonga 

perpendikulyariigidan, tenglamasi у  =  —3x +  b

ko'rinishda bo'ladi. Uning 5 (2 ; 6 )  nuqtadan

o'tishidan foydalanib 6 =  -3  • 2 +  , ya'ni h = \2 
ekanligini topamiz.



Demak, BD  balandlik у =  —Ъх +  \2 tenglama bilan 
aniqlanadi.
13. m va n ning qanday qiymatlarida 
ffU +  8_v +  «  =  0 va 2x + m y - 1  =  0 to'g'ri chiziqlar
1) parallel 2) ustma —ust 3) perpendikulyar bo'ladi?

m 8
1) bu to g n chiziqlar —  =  —  shart bajarilsa,

2 m
ya'ni m =  ±4  bo'Isa parallel bo’ladi.

2)Ular ustma —ust tushishi uchun 
m S n
—  = —  =  —  shartlar bajarilishi zarur. Bundan
2 m - I
m = ±4 ; n =  +2 kelib chiqadi.

3)Perpendikulyarlik shartidan 2m +  SffJ = 0, 
ya'ni w  = 0 kelib chiqadi.
14. Ikki to'g'ri chiziq x  +  3y =  0 va 

x - 2 y  +  3 =  0 larning kesishish nuqtasini toping.
Noparallel bu to'g'ri chiziqlar kesishish 

nuqtasini topish uchun, ulaming tenglamasini 
birgalikda echish kerak.

_  ^
X 1 + 3  9 3

Demak, bu to'g'ri chiziqlar Л ( - — ) 

nuqtada kesishadi.

15. y4 (-l;l) nuqtadan o'tib >» = — - —  to'g'ri chiziq

bilan 450 burchak hosil qiluvchi to'g'ri chiziqlar 
tenglamasini yozing.



Berilgan to'g'ri chiziq burchak koeffitsienti = -----,

qidirilayotgan to'g’ri chiziqlardan birinikini deb 
olamiz.

2

tgA5° =

1 - - - L

=  1. dan + 2  =  3 -  Ik^ , ya'ni

1
3k2 +  2 =  ± (3  -  2k^). Bundan ^2 ~  ~  ^2 “

kelib chiqadi. Qidiralayotgan to'g'ri chiziqlar 
y - l  =  - 5 (x  + 1 ) ko'rinishdadir. Soddalashtirib

X 6  ̂ A
3; =  — +  — va у  -  —5x -  4 tenglamalarga ega 

bo'lamiz.

16. Л (3 ;0 ),  J? (5 ;-3 ) nuqtalardan 2 х - 3 д ^ - 6  =  0

to'g'ri chiziqqacha bo'lgan masofani toping.
A  nuqtadan to'g'ri chiziqqacha masofa

2 - 3 - 3 - 0 - 6
d , =

V 2 ^ + ( - 3 f
=  0

Demak, bu nuqta chiziqda yotadi, 
nuqtadan bu to'g'ri chiziqqacha bo'lgan masofa

В

d2 =
2 - 5 - 3 - 5 - 6 |  _  13 

V 2 V ( - 3 f  “ 1 3 " ^

17. Ikki parallel 2 x - З ^ - 6  =  0 va A x - 6 y - 2 5  = 0 
to'g'ri chiziqlar orasidagi masofani toping.

Birinchi to'g'ri chiziqdan biror nuqta tanlab 

olamiz, buning uchun у  =  0 desak, x  =  3 chiqadi.

A(3;0^  nuqta birinchi chiziqda yotadi. Shu nuqtadan 

ikkinchi to'g'ri chiziqqacha masofa



d =
4 - 3 - 6 - 0 - 2 5  13 13 Vl3

V 4 '+ ( - 6 f  л / ^  2л/13 2 

bo'lib, bu izlanayotgan masofadir.
18. 2x +  3y =  10 va 3x+2>' =  10 to'g'ri chiziqlar 
orasidagi burchaklar bissektrisalari tenglamalarini 
yozing.

ax +  by +  c  =  0 va a^x +  b^y+ c-^-=0 to'g'ri 
chiziqlar orasidagi burchaklar bissektrisalari 

ox +  6y +  с _  ^  a,jc +  +  q

yla +b^ +  bf

formula yordamida topiladi. Bundan
2x-\ -3y~ l0  Ъх +  2 у - \ 0  
---- ,------=  ± ---------- , ......... ya'ni

л/ F T F
у  =  X  va у  =  4 - X.

19. Parallelogramm ikki tomoni tenglamalari 
у  = x - 2  va 5ĵ  =  x +  6 bo'lib, dioganallari 
koordinata boshida kesishsa, qolgan ikki tomon va 
dioganallar tenglamalarini yozing.

Berilgan ikki tomon kesishish nuqtasini 
topamiz:

x + 6
x - 2  =  —-— , ya'ni X =  4, у  =  2.

Parallelogramm A(4;2) uchiga qarama —qarshi
4 X 2 “1“ V

uchini С  (x, y^ desak, —^— = 0, — ^—  = 0

ekanligidan С ( - 4 ; -2 )  bo'ladi.

C ( -4 ; -2 )  dan o'tib, berilgan tomonlarga

parallel bo'lgan to'g'ri chiziqlar izlanayotgan tomonlar 
bo'ladi;



>- +  2 =  1 ■ (х  +  4) va д' +  2 =  ~  (х  +  4) dan

X 6
у  =  Х + 2, у =  kelib chiqadi.

Bu tomonlarning berilgan tomonlar bilan 
kesishadigan nuqtalari

y  =  x  +  2

X 6 va 
y  =  -  +  -

5 5

у  =  x - 2

X 6 sistemalar

5 5

echimlari, ya'ni 5 ( - l ; l ) , Z ) ( l ; - l )  dir.

x - 4  v - 2  X
A C  dioganal ------—  = -------  dan V = —

- 4 - 4  - 2 - 2  2
va

x +1 y -1
BD  dioqanal ------ = ---------  dan v  =  - x

1 + 1  - 1 - 1
ekanligi kelib chiqadi.

20. x^ +  6x +  y^ -  8y +  21 =  0 aylana markazi 
koordinatalari va radiusini toping.

(x  +  3 )^ - 9  +  ( j ^ - 4 ) ^ -1 6  +  21 = 0 ko'rinishda to'la 

kvadratlar ajratsak,

(x  +  3 ) 4 ( > . - 4 / = 2 ^

Aylana markazi A ( —3;4) nuqtada va radius R =  2

21. y4(5;0), 5 ( l ; 4 )  nuqtalardan o'tuvchi, markazi

y  =  —x +  3 to'g'ri chiziqda yotuvchi aylana 
tenglamasini tuzing.

AB  kesma o'rtasining koordinatalari

= = 3 : >. = ± t l  = 2  С (З Я
2 2

AB  chiziq tenglamasi



Jc-5 >^-0 , .
------- = --------- , ya ш у =  л: +  5.
1 -5  4 - 0

Aylana markazi С (3 ;2 ) dan o'tuvchi, 

y  =  - x  +  5 ga
perpendikulyar to'g'ri chiziqda yotadi, ya'ni 

= 1 (д :-3 ). y - x - \

Demak, aylana markazi у  =  —x +  3 va =  1 

to'g'ri chiziqlar kesishish nuqtasi O, (2 ;l ) dir 

Aylana radiusi esa.

R= (9^1 = д/(5- 2 )4 (0 - 1 )2 =  V io

Demak,
ч2

{ x - 2 Y + { y - i Y = l O

x^ y^
22. —  +  =  1 ellipsda fokal radiuslari ayirmasi 

6,4 ga teng bo'lgan nuqtani aniqlang.

а - 5 , Ь  =  Ъ ekanligidan s= =  4.

4
Demak, ^ ~  “J

6 ,4 =  Г2  - r ,  =  2sx  dan X =  ±4.
Topilgan X ni ellips tenglamasiga 

qo'yib^; =  ± 1,8 .
Demak: (4; 1,8); (4;-1,8); ( - 4 ;  1,8), ( - 4 ; - 1.8) 
nuqtalar shartni qanoatlantiradi.

y^
23. —  — ~  — 1 giperbola o'ng shoxida shunday

nuqta topingki, undan o'ng fokusgacha masofa chap 
fokusgacha bo'lgan masofadan ikki marta qisqa 
bo'lsin.



£Х +  а =  l i sx -  а )  shartdan X  =  —  kelib
е

chiqadi.

с V o '+ e '  V 16 +  9 5
й =  4 ;  £  =  —  = --------------- = -------------- =  —

а а 4 4
ekanligidan х  =  9,6 demak,

У =  ± -^ | x^  -1 6  =  ±  -  J (— ) '  -1 6  =  ± - ^ I U 9 .
4 4 V S ^  4

Shartni Д  (9 ,6 ;—д/l 19) va

^ 2(9,6 ;—-^л/И9 ) nuqtalari qanoatlantirar ekan.

24. =  8x  parabolada direktrisadan 4 birlik 
uzoqiikdagi nuqtani toping.

Bunday nuqtadan direktrisagacha masofa

P P  ЛЙ =  ^  +  X ga teng demak, — +  x  =  4

p  =  A ekanligini hisobga olsak, x =  2 kelib chiqadi. 

Uni tenglamaga qo'yib у = ±4  ekanligini topamiz. 

Demak, Д  (2 ;4 ) , ^̂ 2 (2 ;—4 ) izlanayotgan nuqtalardir.

25 .  1---------=  1 ellips va V =  24x parabola
100 225 

kesishish nuqtalarini toping.
0 4  V

—  + -------=  1 dan 3 x '+ 3 2 a: -3 0 0  =  0 
100 25-9  

50
tenglamaga ega bo'lamiz. Bundan ^ , x  ̂ =  о

kelib chiqib, x = 6 shartni qanoatlantiradi, =  144 .



Demak, Л, (б ;12),у42 (б ;-1 2 ).

26. M (l;^/3 )) nuqtaning qutb koordinatalarini 

A (2 ;—̂ )  nuqta dekart koordinatalarini toping.

r =  =  2 , =  dan ^  ~

Demak, M (2 ; - j ) )

X =  2 cos—  -- 2 со8(л ч -—) =  - 2 cos— =  - V 2 
4 4 4 

у  =  2 sin—  = 2 sin(^r + —) = - 2 s m ~  =  —v/2 
4 4 4

Demak, /i

27. £■
/ Ч

) va F3 ;~ 4;—I 4y . 4 ,
nuqtalar orasidagi

masofani toping
Z £ 0 F  = 3 5 ; _ 5 ^ 5

4 4 2
Kosinuslar (xususan, Pifagor) teoremasidan foydalanib; 

£’F f  = 3 4 4 ' - 2 - 3 - 4 - c o s ^ ,  ya’ni 1£:F| =  5

5.3. = ax ni qutb koordinatalarida,

r  =  2a sin (p ni dekart koordinatalarda yozing, 

d)x^ y^ =  r^ , x - r c o s q ) , y  =  rsin<p ekanligidan 

=  arcos^ ,  ya’ni r  =  acos(p;

b) J x ^ ~ V ^  ^ 2 a - - ~ =  dan

x ^ + y ^ = 2 a y  yoki x ^ + ( у - а У  =  a^.



28. а) 2х^ +  5у^ — 12х +1 +  13 =  0 tenglamani 
kanonik ko'rinishga keltiring.

2x^ - I 2 x  + 5y^ + I 0 y  +  13 = 0 tenglamada to'la 
kvadratlar ajratamiz:

2x^  - 6 x  +  9 - 9  +5  + 2 y + l  +8 = 0. Bundan, 

2 { х - З У  -1 8  +  5 ( y - l ) '  - 5  +  13 = 0, ya’ni 

2 { х - З У  + 5 ( y - l ) ^  =10

yoki x' =  X -  3, У =  J +1 parallel
ko'chirish natijasida

v'"
2 x '" + 5 y "  =  10 yoki —  +  ̂  =  1

5 2
Ellips tenglamasiga ega bo'lamiz.

b) 5х^ -4л5 ; +  2 / - 2 4  =  0

29. a) 2х^+6л13ху-4у^ + 20х + 10у + ̂ ^ Щ ^ ^ 0  

kanonik tenglamasini yozing.

c tg la  = = Д= dan
блУз л/з

2a = 60°, ya'ni

a;=30°
.0 , • -,r.o S x ’ - x 'x =  x'cos30“ - / s i n 30" = 

у -  jc'sin30° + У  cos 30® =

2
x̂  + ̂ ^3y’

almashtirish yordamida tenglama quyidagi 
ko'rinishga keladi:

5jx' + 2 (^ / з+ l)f-4 (V3+1)' 

480л/3-85

•-7
100
49



х ' =  » ' + ( 7 з + 1)

/ = y _ 1 2 ( V 5 - , )

almashtirishdan so'ng 5x"^ -ly ' '^  =  35
ko'rinishga keladi, ya’ni

7 5
giperbola tenglamasiga ega bo'lamiz.

b) = ----- 2 ------ dekart kordinatalari
2 - V3cos^9

sistemasiga o'tkazing va kanonik ko'rinishga keltiring.

V7 7 / = ----------- 1-----------
2 _ V 3 .- p = i=

2^jx^+y^ S x  = 1 yoki 4(x^ + 3;^) = 1 + 2-Sx +

kelib chiqadi. -  l4 b x  + 4 = 1 da

(x - л/З)̂  -3  + 4/ = 1 uchun л:' = л:-л/3; у ' = У 
deb almashtirsak:

x'^ +4y '^  — 4 ellips tenglamasiga ega bo'lamiz.

I-b ob  bo'yicha uy vazifalari.
l.Tekislikda uchta

A { x i , y i ) ,  В [ X j , у 2 ) ,  С [x^,y^) nuqtalar berilgan. 

Quyidagilar topilsin.
1°. ABC  uchburchak perimetri;
2°. ABC  uchburchak medinalari kesishishi

nuqtasi;
3°. ABC  uchburchak yuzi;
4°. Cnuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziqlar

dastasi;

33 li
ARM (kutubxona)



5°. Ava В nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri chiziq
4 xil tenglamasi;
6°. С  nuqtadan o'tib, AB  chiziqqa parallel va 
perpendikulyar

bo'lgan to'g'ri chiziqlar;
7°. С  nuqtadan AB  to’g'ri chiziqqacha 
bo'lgan masofa;
8°. ABC  uchburchak ichki burchaklaii.
9*̂ . С  nuqtadan o'tkazilgan mediana va 
bessektrisa 

tenglamalari.

1). Л ( -4 ;2 ) ,5 ( -1 ;4 ) ,С (1 ;2 )

2). Л (-5 ;0 ) ,5 (1 ;4 ) ,С (1 ;-4 )

3). A { l ; 4 ) , B { 3 ; - \ ) , C { 4 ; 3 )

4). Л ( -4 ;1 ) ,5 (1 ;4 ) ,С (4 ;-1 )

5). A { - 2 ; - 2 ) , B { l ; l ) , C { + 2 ; 6 )

6). ^ ( - 4 ; - 3 ) , 5 ( - l ; - 2 ) , C ( l ; 0 )

7). Л ( -1 ; -1 ) ,5 (1 ;4 ) ,С (4 ; -2 )

8). ^ ( - 3 ;2 ) ,5 (0 ; -4 ) ,C (2 ;4 )

9). ^ ( - 2 ; 3 ) , 5 ( - l ; 4 ) , C ( l ; - 3 )

10). ^ ( - l ; - 4 ) , 5 ( l ; 2 ) , C (4 ; - 2 )

11). Л (5 ;1 ),Л (-2 ;1 ),С (0 ;5 )

12). ^ (3 ;4 ) ,5 (0 ; -3 ) ,C ( -2 ;4 )

13). ^ (0 ;3 ),5 (1 ;1 ),C (3 ;1 )

14). ^ ( -2 ;4 ) ,5 (1 ; -4 ) ,C (3 ;5 )

15). Л (1 ;1 ),5 (5 ;3 ),С (2 ;-3 )



2.Quyida beriladigan shartni qanoatlantiravchi 
A/(x,>^)nuqtalar tenglamasini tuzing va grafigtni 
chizing.

1) Koordinatalar boshigacha va /4(5;0) 

nuqtagacha masofalar 2;lnisbatda;

2) y4 (-1 ;0 ) gacha masofa x  =  ~4 gacha 

masofadan ikki marta kichik;

3) A [2 ;0 )  gacha va 5x + 8=^0 gacha 

masofalar 5:4 nisbatda

4) J5(l;0) gacha masofa ^ (4 ;0 )  gacha 

masofadan 2 marta kichik;

5) v4(2;0) gacha va 2x +  5 =  0gacha 

masofalar 4:5 nisbatda;

6) у4(3;0) gacha masofa 5 (2 6 ;0 ) gacha 

masofadan 2 marta kichik;

7) A (0 ;2 )  nuqtadan va y  — 4 =  0 to’g'ri 

chiziqdan bir xil uzoqiikda;

8) Ordinatalai o'qidan va х ^ Л - у ^ = А х  
aylanadan bir xil uzoqiikda;

9) Л (2 ;6 ) nuqtadan va y  +  2 =  0to'g'ri 

chiziqdan bir xil uzoqiikda;

10) ^4(-4 ;0 ) gacha masofa О (0 ;0 ) gacha 

masofadan 3 marta katta;

11) Л (- 4 ;2 )  nuqtadan va x = 1 to'g'ri 

chiziqdan bir xil uzoqiikda;

12) 5 (2 ;0 )  gacha masofa ^ ( 6;0)  gacha 

masofadan 3 marta kichik;

13) A(^4;0) gacha va x  +  3 =  0gacha 

masofalar 2:3 nisbatda;



14) А { 2 ;2 )  gacha masofa Л (1 6 ;0 ) gacha 

masofadan 3 marta katta;

15) dan va 5 ( 6;4 ) dan bir xll 

uzoqlikda;

3.Qutb koordinatalar sistemasida ( r  =  r{q>) 
tenglama bilan chiziq berilgan.

a) Ф ga [0,2я] oraliqdagi qiymatlami berib, 
nuqtalar bo'yicha chiziqni yasang.

b) Dekart koordinatalariga o'tkazing va 
qanday chiziqligini aniqlang

v)Kanonik ko'rinishiga keltiring.

1 1 
1 ) r  =  7  г  2 ) r = 7  г  

(1 + c o s^ ) (2  + COS 9?) 

4 8
3) r =  --------------- r 4) r =  -------------r

(2 - 3 c o s ^ j  { 3 - c o s ( p )  

1 5
5) '■ =  7 :^ -:;--------т ^) r =

(2  +  2cos<p) (3 -4 co s^ ? )

7) г =  7------------- г 8) г  =
(2  +  cos^o) (l-2 cos< }? ) 

1 5 9j 10) r  =
(3 -3 с0 5 ^з ) (6  +  3cos^p) 

9 9
l l ) r  =  - --------------r  12) r  =

(5 -4cos^ j? ) ( 4 - 5 cos9j)  

3 1
13) r  =  7----------- г 14) r  =

(l-c o s ^ ij )  (4 -л / з  co s^ j 

1



4,Ikkinchi tartibli chiziq

Ax^ +  2Bxy^ +  Cy^ +  2Dx +  2Ey +  F  =  0 tenglama 
bilan berilgan. Kanonik ko'rinishga keltiring va 
dastlabki koordinatalar sistemasida chizing.

1) x ^ - 2 x y  + + 6 x - l 4 y  + 2 9 - 0

2 ) -  2xy +  /  -  I2x  +  12y - 14 =  0

3) 3x^ - 2 x y  +  3y^ - 4 x ~ 4 y - \ 2  =  0

4) x^ - 6xy +  y^ -  A x - 4 y +  1 2 - 0

5) x^ - xy +  y^ - 2 x ~ 2 y - 2  =  0

6) 3x^+10xy + 3/ -12x-12 j^  + 4 = 0

7) x^ -  2xy +  y^ - lOx -  6jv +  25 = 0

8) x^ + 2 x y  +  y^ ~ 4 y  +  2 =  0

9) 2 х "+ 6 л/ З лу -4 / -9  = 0

10) x^ -3y^  +16x +  12y -36  =  0

11) 4xy+  3 / +16x + I2 y -3 6  =  0

12) 25x  ̂+  lOxy +  >'^-1 =  0
13) 8x^-18xy +  9 / + 2 x - l  = 0

14) 14x"+24д^ + 2 1 / - 4X + I 83; -139 = 0

15) 9x  ̂ -  24xy +  16x' -  20x + 1 lOy -  50 = 0



Il-bob. OUy algebra elementlari.
§ e.Determinantlar, xossalari. Kiamei qoidasl.

wen ta elementdan tuzilgan, quyidagicha

1 ‘ 1̂2 

«21 «22

*13

‘23

«„1 «„2 «ПЗ

yoziluvchi son n —tartibli determinant deyiladi. Bunda 

â j —son I —yo'l (satr), j — ustunda turadi.

I —yo'l, j —ustun o'chirilishidan hosil bo'ladigan (p — 

1) —tartibli determinant — element minori deyiladi

va M̂ J ko'rinishda belgilanadi.

to'ldiruvchisi deyiladi.
Ikkinchi tartibli determinant.

«21«22
•*12*̂ 21

element algebraik

tenglik yordamida aniqlanadi.
Agar n —tartibli determinant Д — songa teng 

bo'lsa,

Л  =  +  ̂ 12-̂ 12 +  • • • +  «In^ln

A =  a ijA ij .+a2 jA2 j-i-. . . .  +  a„jA„ .̂ 

tengliklar o'rinli, ya'ni determinant istalgan satri (yoki 
ustuni) elementlari bilan shu elementlar algebraik 
to'ldiruvchilari ko'paytmalarining yig'indisiga teng (bu 
determinant hisoblashning asosiy teoremasidir)

Determinantlar quyidagi xossalarga ega:



1°. Mos yo'l va ustunlar o ’rinlarini almashtirilsa, 
ya'ni transponirlansa, determinant qiymati 
o'zgarmaydi,

2̂ . Ikki yo'l (ustun) o'rinlari almashtirilsa, 
determinant ishorasi o'zgaradi.

3°. Ikki yo'li (ustuni) bir xil bo'lgan determinant 
nolga teng.

4'̂ . Ixtiyoriy yo'l (ustun) umumiy elementini 
determinant belgisidan tashqariga chiqarish mumkin.

5°. Biror yo'l (ustun) elementlariga boshqa yo'l 
(ustun) ning bir xil ko'paytuvchiga ko'paytirilgan 
mos elementlarini qo'sliishdan determinant 
o'zgarmaydi.

а д + а д + - + « 2 А  =  в2

а„Л +а „2 Х 2 + -- -  +  а„„х„ =  в„ 

chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsin. 
Noma'lumlar oldidagi koeffitsientlardan tuzilgan 
determinant Д asosiy determinant deyiladi. Bu 

determinantda 1 —ustundagi a.j elementlar o'miga

bj —elementlar qo'yilishidan hosil bo'lgan

determinant j —yordamchi determinant deyiladi va Aj 
tarzida belgilanadi.

Bunday sistema echimlari quyidagi Kramer 
qoidasi yordamida topiladi;

6.1.Ikkinchi tartibli determinantlami hisoblang:



1)

5)

6) 

8)

5 2 1 2 ae n + \ n
2)

4
3) 4)

n n - \7 3 3 ae

+а в  +

а + в

- а в  +

а - в

cosa c o s « sin a
7)

cos/? sin p cos/?

sin «  + sin/? cosy0 +  co sa  

cos P  -  co sa  sin a  -  sin

6.2.Uchburchak qoidasi yordamida quyidagi 
uchinchi tartibli determinantlami hisoblang:

3)

2 1 3 4 - 3  5

1) 5 3 2 2 ) 3 - 2  8

1 4 3 1 - 7  - 5

( 2 - A 3 4 - 5

) \̂ 1 - 2 : 4) S 1 - 2
£.; 2 - 3 2 - 1 8

6.3.Qulay qator bo’yicha yoyib hisoblang;

5 6 3 2 0 3

1) 0 1 0 2) 7 1 6

7 4 5 6 0 5

1 в 1 0 а - в

3) 0 в 0 4) - а 0 с

в 0 - в в - с 0



6,4.Detenninant xossalaridan foydalanib 
hisoblang:

a - a  a a 1

1) a a - a 2) в 1

a ~ a  - a с 1

3)

a в С 

в с a 

с а в

4)

д: X  

в  X 

X с

a +  x X X l +  cosa  1 +  sina 1

5) X e + x X 6) 1 -s in a  1 + cosa 1

X X c + x 1 1 1

7)

cosfir 1
1 - 2 3 4

sin or

siny0 cosfi  1 8)
2 1 - 4 3

cos;>̂  1
3 - 4 -1 - 2

sin/
4 3 2 -1

9)

- 1

10)

- 1  - 1  - 1  

-1  - 2  - 4  

-1  - 3  - 9  -2 7  

-1  - 4  -1 6  -6 4  

1 + а ]

1 1 - а  

1 1 

1 1

11 
1

1 +  Ь 
1 1 - 6

6.5.Tenglamalar sistemasini a)Kramer 
formulasi yordamida, b) Gauss usulida есЫпд.



1)

3)

5)

2 x - y ~ z  =  4 

3x +  4 e - 2 z  =  l l  

3 x - 2 y  +  Az =  \\,

3x +  2y  +  z =  5 

2x +  2>y +  z =  l 

2x +  y  +  3z =  \l
4)

x  +  y  +  2 z = ^ - l

2 ) ^ 2 x - e  +  2z =  - 4  

4x +  e +  4z =  - 2  

x^+y2 +  2z +  3t =  I 

3 x - y - z - 2 t  =  - 4  

2x +  3 y - z - f  =  - 6  

x  +  2y +  3 z - t  =  - 4

7)

x +  2y + 3z +  4t = 5 

2x +  у +  2z +  3̂  =  1 

3x +  2y + z +  2( = l  

4x +  3y + 2z + t = -5  

x - 3 y  +  5 z - 7 t  = \2 

3 x - 5 y  +  T z - t  = 0 

5 x - l y  + z - 3 t  =  4 

I x - у +  3z -  5t = \6

6)

8)

y - 3 z  +  4t =  -5  

x - 2 z  +  3t =  - 4  

3x +  2 y - 5 t  =  l2  

4x +  3 y - 5 z  =  5 

x  +  2y  =  5 

3>̂  +  4z =  18 

7n +  8v =  68 

9v +  10x =  55

6.6. A [x^ ;y^ ),  В [ х 2 -,У2 )  nuqtalardan

o'tuvchi to 'g 'ri chiziq tenglamasini 3 —tartibli 
determinant yordamida yozing.

6.7.Uchlari A(x^, y^), B{x^,y^\  C (X j,y j)  

nuqtalarda bo'lgan uchburchak rozi formulasini 3 -  
tartibli determinant yordamida yozing.

6.8. Tenglamalami eching:

x^ 4 9 3 2

1) x  2 3 =  0 2) X -1  1 = 0

1 1 1 0 1 4



Yuqori tartibli determinantlarni hisoblash

Yuqori tartibli determinantlar, asosan, xossalar 
yordamida dioganalning bir tomonidagi elementlami 
nolga aylantirish yordamida hisoblanadi.

dr

0 k=\

Misol.

1 ) д =

ЙГ,

a +b^

a, « 2+^2

a,

a..

n n

q =

1 a. Й-2 . • 1 «1 «2 • ■ « «

1 • 1 h «2 • •

1 a, • 1 «I b, . ■ « «+

1 a, Й2 . • 1 a, Й2 . • К

1 — determinant nolga teng, chunki 2, й +1

ustunlardan (г =  1, « )  ko'paytuvchilar determinant 
belgisidan tashqariga chiqarilsa, hosil bo'lgan 
determinat barcha elementlari bir xil bo'lib qoladi.



2 — deternainat 1-yo 'lin i ( - 1) ga ko'paytirib qolgan 
barcha yo'llariga qo'shsak, u quyidagi ko’rinishga 
keladi.

0 0

«2
0

Ь г - ^ г

0

0

0

6, -  a.
n

Demak,
t=i

Ba'zi hollarda determinat bir echim bir necha 
o'zgaruvchi ko'phadi deb qaralib, bu ko’phad chiziqli 
bo'luvchilarini topish mumkin bo'ladi. Chiziqli 
bo'luvchilar ko'paytmasi tartibi ko'phad tartibiga teng 
bo'lsa, ular ishorasi farqli bo'lishi mumkin, xolos.

1 2 3 . n

1 x +  1 3 . n

Misol. 1) f { x )  = 1 2 Л +1 n

1 2 3 . . x  +  1

Agar X  o'rniga mos ravishda \,2,...,n-\ qo'yilsa 
determinant nolga teng bo'ladi, ya'ni 

f { x )  =  ± (x  -  -  2)  . { х  - n  +  \) bo'lishi mumkin.

Determinat yoyilmasida had +1 koeffitsient
bilan qatnashishini hisobga olsak,

11-1

f { x )  = { x -  iX^ -  2)...{x -  и + 1)  = J ] [ (x  -  ^ ) bo'lishi
k=\

kelib chiqadi.



1 X, Хз . •
1 X x  ̂ . •

2)
1 X, ^2 • •

1 X, X2 • •
1 X, Хз . . X

Echish.
1 X, ^2

0 x -x , 0

0 0 X - Д•2 • ■

0 0 0

-  о tenglamani eching.

0 

0

. x - x .

= (x - x ,X x ~ X 2) . . . (x - x J  =

Ы1

tenglama echimlari x.,x,,.-X„
k = \

bo'ladi.

1. Determinantlar xossalaridan foydalanib 
hisoblang:



а)

2 1 1 1 1
2 1 1 1

1 3 1 1 1
1 2 1 1

b) 1 1 4 1 1
1 1 2 1

1 1 1 5 1
1 1 1 2

1 1 1 1 6

0 1 1 1 0 а Ь с

1 0 а Ь - а 0 d е
V)

1 а 0 с
д)

- Ь - d 0 /

1 b с 0 - с - е - / 0

V)

0 а Ь с d

- а 0 е f g

- Ь - е 0 h к

- с - / - h 0 e

- d - g - к -/ 0

1 2 3 . . « 1 2 2 . . 2

- 1 0  3 . . n 2 2 2 . . 2

e) - 1 - 2  0 . . n f) 2 2 3 . . 2

- 1  - 2  - 3  . . 0 2 2 2 . .  n



0 1 1 . . 1 n 1 1 . . 1

1 0 1 . . 1 1 n 1 . . 1

g) 1 1 0 . . 1 h) 1 1 n . . 1

1 1 1 . . 0 1 1 1 . . «

Z)

2 0 0 

3 2 0 

0 1 3  2

О

О

О

0 0 0 0 0 0 3

2. Chiziqli ko'paytuvcMlarni ajratish yordamida 
hisoblang.

a) 1

«̂-1

^„-1

1 X„_, Л

- X a b с

a ~ x с b
b)

b с - X a

с b a - X

1 1 2 

1 1 - x ^  2
2 3 1

2 3

3 

3 

5

1 9 -л : '

3. f ( x , ^ , . . ) = 0  tenglamani eching.



X «1 «2 • • ««-1

«1 д: «2 ■ • ««-1

a) /(дс) =
a, «2 X

«1 «2 «3 ■ x

«1 «2 a ,  . ■ « «

1 X,

1 ^2 x l  .

b) f ( x )  = 1 Хз x l  .

1

§7.Matritsalar. Chiziqli tenglamalar sistemasini 
teskari matritsa yordamida echish.

Turli tabiatli a.j ( / =  1, m, j  — 1, n) sonlardan 

tuzilgan
a „  a ,2 

«21 «22

a nl *л2

‘ 13

*23

'пЗ

a In

jadva l n X m  o 'lcham li matritsa deyiladi.

n=m bo'lgan holda matritsa kvadrat matritsa deyiladi.
Kvadrat matritsa elementlari nollardan iborat 

bo'lsa, nol matritsa, / =  j  da 1, J =  1 da 0 bo'lsa,



birlik matritsa deyiladi. Agar kvadrat matritsa 

elementlari a.. =  +a  ■. shartni qanoatlantirsa, matritsa

o'rinlisimmetrik, 

kososimmetrik deyiladi.

A =  {a .^ ,B  =  [b..^ kvadrat matritsalar 

quyidagicha amallar kiritish mumkin:

Л ± 5  =  (а.. ± 6^ ), A -A  =  [X a ,j )

bo'Isa,

ustida

A B  =

Z Oyb.
M  7=1 j = l

jn

\ J = \  j = \

Nol matritsa 0, birlik matritsa E harflari bilan 
belgilanadi, ya'ni A + 0 -  A; A - E  = E  • A =  A.

A ■ В = В ■ A =  E  shartni qanoatlantiruvchi V  
matritsa A  matritsaga teskari deyiladi, A “  ̂ tarzida
belgilanadi va quyidagicha top

A

A i  A i
Aj2 A 22

ladi:

A

A

1̂и ^2n
Bunda |A| -  matritsa determinanti.

и2

nn J

+  «,2^2 Ъ,

«21-̂ 1 +  «22^2 ..4-Д2Л  :̂ b.

+ «„2'b +

tenglamalar

sistemasini matritsalar yordamida.



/ \ ^ ь Л

« u « 1 2  • • • « Ь
Л 2 Ь г

« 2 1 « 2 2  ■ • • « 2 „
• =

« „ 2  • • • « « J

Л .

ya'ni A ■ X  = В

ko'rinishda yozish mumkin. Demak, X  = A~' • B.

7.1. A =
\ 2  3 ;

bo'lsa, A^ +  2 B -  5C ni hisoblang.

Го П а  2^ Г1 2^
, с  =

.2 3; .3 4^ .0 к

7.2. A =
'1 0 ^ Г1 А

, 5  =
. 0 4 ;/ 1о 1/

bo'lsa. A'* -  5 ' m

hisoblaiig. 
f

7.3.
\

COS a  - s in  a

sino; cos a
ni hisoblang.

(1 2 0 Г 4 1 0

2 1 2 , 5  = - 4 2 0 bo'lsa,

.1 2 3;/ 1\ 2 1 ,/

7.4. A =

A-  B -  B-  A  ni hisoblang.
7.5. Berilgan matritsalarga teskari matritsalami toping.

2^
1) л  = 9 2} А = >

.2 5; d )

Г 1 2 -3> ( 2  ;г 3̂

3) л  = 0 1 2 4} А = 1 - ■1 0

0 0 1 .-1  :2 3.



5) А =

' 1 3 - 5  7^  

0 1 2 - 3  

0 0 1 2

О О О  1

^ 0 1 . 1  

1 0  1 1

1 1 1 0

7.6. Noma'lum matritsani toping 
' 2 5^

A  2^ "4 - 6'
•X  =

.3 Ь ij

1)

2)

3)

4)

eching.

vl 3 ,
4 - 6

2 1

(3 - n
•X -

p  6^

.5 - 2 ; ^7 g j

r i 2 -3 ^ /

3 2 - 4 •X  =

2
\ - 1 0 } J \

J

_ "14 16 

~ , 9  10 

1 - 3  0^ 

10 2 7 

10 7 8

7.7, Quyidagi sistemalami matritsaviy usulda

i)

3x +  4y =11

5y +  6z = 28, 2) 

X +  2z =  7

x  +  3y +  5z +  7z =  1 2  

3x +  5y +  7z +  t = 0 

5x +  l y  +  z +  3t =  A 

l x  +  y  +  3z +  5t =  16



x  +  2z =  0 

y  + 2n = 0 

A: +  y  +  v  =  0 

z - n  = 2 

n + v = -\

§ S.Kompleks sonlar, formalari. Muavr formulalari.

Haqiqiy x ,y  sonlar yordamida tuzilgan

z =  x  + iy son kompieks son i = ^ l  esa mavhum 
birlik deyiladi. Bunda x kompieks sonning haqiqiy 
qismi, у  esa mavhum qismi deyiladi.

z = x  + iy yozuv kompieks sonning algebraik 
formasi deyiladi, amallar bu fonnada quyidagicha 
kiritiladi;

Z ,  ± Z 2  = ( x ,  + г > , ) ± ( ^ 2  + г > 2 ) = ( ^ 1  ± ^ 2 ) + ( j l  ± У 2 > ‘

Z, -Z j = (x ,  + 1> , ) - (X 2 + 1>̂ 2)  =  (X,X2 -У1У2)+1{х1У2 +  У^Х^)

Z, ^  x,+iyi ^ X^x^+y^y, ^ . Х2У,-Х,У2  

Zj X^+iy^ x^2+iy^2 x^2+y^2

z = x  +  iy uchun X —zyson qo'shma kompieks son 

deyiladi va z tarzida belgilanadi. z =  x + iy 

songa tekislikdagi A(^X,y) nuqtani mos qo'yish

mumkin, OA = r =  -yjx̂  + y^ kompieks son moduli,



o x  o'qi bilan hosil qilgan (p burchagi kompleks son

у
argumenti deyiladi va tgy =  — ko'rinishda yoziladi.

X
X =  r cos (p, у  = r?,m(p ekanligidan 

z = x + yi-= r{cos(p +  /sin^) kelib chiqadi, Oxirgi 
yozuv kompleks son trigonometrik formasi deyiladi, 
amallar quyidagicha kiritiladi;

Zi -Z^ =  r ,(cos^ i + s in ^ , )- r 2(cos^ j =

= r,r2[cos((p, +(p^) + ism{(p  ̂ + ^ 2)].

Z r
^  = — [cos(^i - (p^) + isin(^, -  (pj^, 
Z 2 

Z "  = [r (c o s^  + is in ^ )]" - r ' ' { cosn (p  + is\nn(p),

i/r(cos (p + i sin (p) = Vr (cos ̂  ̂  + i sin ^ ̂  ^ = 0,l,..(n-l)
n n

Oxirgi ikkita formula Muavr formulalari deyiladi.

=  COSf> +  ?sm ^ tenglik o ’rinli bo'lib Eyler 
formulasi deyiladi.
8.1. Amallarni bajaring.
1) (2 +  30(3 -  2i) , 2] (a + bi){a -  bi) . 

3 ] { 3 - 2 i f  4) ( ]  +  /)', 

1 + г 2i
5) — , 6)

1-/ 1+г

8.2. Tenglamalarni eching.

1) x ^ + 4  =  0, 2) x ^ -2 x  +  5 =  0,

3 )x ^ + 4 x  + 13 = 0 4 )x * ~ l  = 0,

5 ) x 4 l - 0 ,  6 ) x 4 l  =  0

8.3. Berilgan kompleks sonni trigonometrik formada 
tasvirlang.
1) z =  3, 2) z - 2 i .



3) z = 2 - 2 i , 4) z = у[з + i

5) z =  -л/з -  i  , 6 ) z - y f 2 -  - I l i ,
7) z =  sina + i ( l- c o s o :)

8.4. Muavr formulasidan foydalanmay, hisoblang: 

(1 +  0 '
1) . ' 2)

( l  +  i f + l  ' ( 1 - 0
8.5. Muavr formulalari bo'yicha hisoblang.

г 1 +  /л/3^

3) 4) ^ | \ - i S  .

1) (1 + 0 25

4) V 2 - 2 / . 

7) 6

5)

1- /

\1 + Ф

3) у/ ,

6)

§9. Юдоп darajali tenglamalar.
Algebraning asosiy teoremasi.

a^x" + + .... +a^x + aQ = 0  tenglama

n —darajali tenglama deyiladi.

f i x )  =  a^x” +  +.... + a,x +

ko'phadni (x  —fl )g a  bo'lganda hosil bo'ladigan 

qoldiq berilgan ko'phadning x  = a dagi qiymati 
f  (a)  ga teng bo’ladi.

Teorema (Bezu): a son f { x )  ko'phadning 

ildizi bo'lishi uchun / (x )n in g  {x — a) ga bo'linishi 
zarur va etarli.

Teorema (algebraning asosiy teoremasi): Darajasi 
birdan kichik bo’lmagan ixtiyoriy ko'phad kamida 
bitta ildizga ega.

Natija: ixtiyoriy n —darajali ( «  > 1) ko'phad n 
ta ildizga ega va



( х - а , У ‘ - { x - a ^ ) ' \ . . . { x - a j " '  {x^ + p^x + q , y  

{x^ +  p^x + q^y\.. {x^ + pi^x +  q j ' '
ko'rinishda yoziladi, bunda

/ 1  + / 2  +.... +  /„ + 2(r, +Г 2  +... +  rJ  = к

x  ̂+  +  QjX +  a, =  0 tenglama x =  z — —
3

almashtirishda

+ pz + q = 0 ko'rinish oladi, ildizlari esa 
Kardano formulasidan topiladi:

1 . + P L

4 27

diskriminant deyiladi. u, =  ReM,Vj =  Rev.

1) Д>0 boisa,

™ I V  -  -  “ 1 ■*■̂ 1 + “ l -■Zj — Ml + Vi,Z2i3 — ± --- -̂--- W3.

3g z,
2) A=0 bo'lsa, z, =  — jZj =  3̂ =  — -■

2 2

3) A<0 bo’lsa, z, =  2^/- — cos— ,Л1 3 3 >

Z23 =  2^ —̂ C 0S(— ± 120” ), bunda

9 “ P cos© = — —~
2 V 27



Agar va / (& )  turli ishorali bo'lsa (a ,fe )

intervalda f { x )  = Q 
Tenglamaning kamida bitta ildizi bor.
9.1.Biror ildizni tanlab tenglamani eching:

a) -  4x^ +  л; +  6 =  0

b) л;’ -  -  4л: -  5 =  0 

V) z ' + x ' + 2 x - 4  =  0

g) 4x^ -  4x^ +  д: -1  =  0
9.2.Kardano formulasi bo'yicha eching:

a) -  6z -  9 =  0

b) - 1 2 z - 8  =  0 

v) -  6z -  7 =  0 

g) +18x4-9  =  0

9.3. Ildizlari berilgan sonlar bo'lgan tenglamani tuzing:
a) 2; 1; -2 ; 3
b) — 1 uch karrali, I va 2 + i
9.4. Ko'paytuvchilarga ajrating:

a) x * - l

b) x^ +1 

v) x^ -1

g) ^“ +4

Yuqori tartibli tenglamalar ratsional ildizlari.

1. Agar qisqarmas — — ratsioanl son {̂ p e Z ,q  E N )  
Я

a^x” +  ajx"’ ’ +  a^x”"^ + ... +  a„_,x +  = 0 

tenglama ildizi bo'lsa, q e N  soni ning, p  e Z  

soni esa ning bo'luvchilari bo'ladi. Chunki



a y  +  +  а у -^q  ̂+... +  +  a^q" =  0
dan

floP" = + « 2P " '^  +  -  +  a «- iP 9 "^ '+ й Л " ‘ ‘ )

Й Л '  = )

tengliklar kelib chiqib, yuqoridagilarni tasdiqlaydi. 

Misollar: 1) x " + 2 x ^ -1 3 x ^ -3 8 x -2 4  =  0 

tenglamada ~  “ 24 .Demak, ^ = 1:

/? =  ±1 ;±2 ;±3 ;±4 ; ±6;+8;±12;±24 bo'lishi mumkin. 
O'miga qo'yib tekshirishlar

X, =  - 1;X2 =  -2 ;X j =  - 3;X4 =  4 ekanligini, ya'ni

tenglama (x  +  l)(x  +  2 )(x +  3)(х -  4 ) =  0 
Ko'rinishda yozilishi mumkinligini ko'rsatadi.

2) 24x’ Ч-Юх"*- x ^ -1 9 x ^ - 5 x  +  6 =  0 tenglama 

uchun /7 =±1 ;±2 ;±3 ;±6 , ^ =  1;2;3;4;6;8;12;24 
bo'lishi mumkin.

ekanligini topish mumkin, xolos.

Qolgan ikki ildiz irratsional yoki kompleks ekanligi 
kelib chiqdi. Berilgan tenglama chap tomonidagi

' ' ' 2 ^^

f z l 1 2 3 ]

,q. .2 ’ 3 4 J

ko'phadni
\

1
X ------

2
x + -

3
X —

, 4J
ga qisqartirib

(bo'lib), bo'linma ko'phadni nolga tenglab qolgan ikki 
ildizi topiladi.

1. Yuqori darajali tenglamalar uchun Viet 
teoremasi.

Keltirilgan x ^ + p x  + q - 0  tenglama uchun x^Xj

ildizlar bo'lsa, Xj +  Xj =  - p ,  x^- X j =  q (Viet 
teoremasi)
kelib chiqishi elemental matematikadan ma'lum. 

x  ̂+  AqX" +  a,x +  «2 =  0 tenglama ildizlari XpXjjXj



b o ' Isa , t e n g l a m a  (д: -  JCj )(-^ -  X2 X-^ ~  ^ 3)  =  0  g a  

e k v iv a l e n t  b o 'l a d i  v a

-  (Xj +  ̂ 2 +  +  (x,Xj +  XjXj +  X̂ X̂ )X -  =  0
k u b i k  t e n g l a m a  u c h u n  V ie t  t e n g l i k la r i  

X, +  +  Xj =  -a ^  

x^X2 +  X^x  ̂ +  X jX j =  a ,

х ,Х 2Лз =  -a ^  

k o ’r i n i s h d a  b o 'l i s h i  k e l i b  c h iq a d i .

X* +  UqX^ +  fitjX^ +  fljX  +  « 3 = 0  

T e n g l a m a  u c h u n  V ie t  t e n g l ik la r i

Oq =  - (x j  +  X2 +  X3 +  X4)

fl, =  X3X4 +  XjXj +  X,X4 +  X2X3 +  X2X4 +  X,X2

Й2 =  - (х ,Х з Х 4 + X 2X3X4 + X ,X 2Xj + X ,X 2X4)

k o 'r i n i s h d a  b o 'l a d i .  
M is o l la r ;

„3
1. A g a r  X + p x  +  q  =  0  t e n g l a m a  i ld iz la r i  х , ,Х 2 ,Хз

X, X , X, X , Xo X,
b o ' I s a , -------h — +  — 4-------- 1-------- 1------n i  h i s o b la n g .

X2 X3 X, X, X2 Xj

X , + X 2 + J^ 3 = 0  e k a n l i g i  m a 'l u m ,  u n d a n

Xj +  X2 =  —X3 d e y i s h  m u m k in .  U  h o l d a

X, , X2 , л:, _ Xj  ̂ X3  ̂ X,
+  - ^ 4 - ^  +  - ^  +  —  +  —  =

1
X2 X3 X; X, X2

X,X2̂ 3

1

Х,Х2Хз

X,̂ Xj +  XjX, +  X2X3 +  X2X3 +  Х,Хз̂  +  xfxj

x f  (X j -Г X3 )  +  X2X3 (X 3 +  X2 )  +  X, (X 2 +  X3 )



- x f -x^x j+x l+x^

X, -  ^2 -  Xj +  Х3] =  — [х, +  Х2Х3 -  Зх^] =  — ( - 3X2) =  -3

2. х^ +  «оХ^ +  а,х +  cij = 0  tenglama ildizlari x,,X2,Xj

bo'Isa, ildizlari X ,+X 2, X2 +X j, X j+1 bo'lgan 

tenglama tuzing.

3. x ^ + 2 x - 3  =  0 uchun X , + x , + X 3, X,-X2 -Xj va

xf +  X2 +  Xj larni toping.

Bob bo'yicha misollar echish namunalari
a + e a - e cosor sin a

va
a - e a + e sin or cos a

1.

hisoblang

larni

a)
a + b  a - b

a - b  a + b  
2

= {a + b) {a + b ) - [ a - b ) [ a - b )  = 

- { a  + b f  ~ [ a - b f  - [ a  + b + a - b ) [ a  +  b ~  a + b)  = 

= 2a2b = 4ab

b)
cos a  sin a  

sin a  c o s «
= cos a  cos a  -  sin a  sin a = cos^ a  -  sin^«



2.А  =

1̂1̂ 12̂ 13

Й21«22«23

« 3 1 « 3 2 « 3 3

determinantni hisoblang.

Teoremaga ко'га Л  =  +a!j2-̂ i2 +^п Д з ~

= а„ (-1 )'*' М„ +а„  ( - 1 ) "  М „ + а„ (-1 )“  М „ =

« 2 2 « 2 3 « 2 1  « 2 3

+  «1 3

«2 1  « 2 2

- « 1 2

« 3 2 «3 3 « 3 1 « 3 3
«3 1  «3 2

= а.

12 “ 23 “ 31 ^13“ 21“ 32

^П̂ 22̂ 1\ 1̂1̂ 23*̂ 32 1̂2̂ 21̂ 33

Oxirgi oltita qo’shiluvchilar uchburchak qoidasi 
deb ataluvchi quyidagi chiziqiardan topiladi:

3. Determinant xossalaridan foydalanib hisoblang, 

1 1 1 1

2 3 4 5 

4 9 16 25

8 27 64 125

A  =

i-y o 'ln i 2 ga ko'paytirib (г + l )  -yo 'ldan  ayiramiz:



л =

2 3

8 15 

32 75

1 1 1 1 1 1 1 1

2 3 4 5 0 1 2 3

4 9 16 25 0 3 8 15

8 27 64 125 0 9 32 75

i- yo'lni 3 да ko'paytirib 

ayiramiz:

(/ +  1)  -yo 'ldan

1 2 3 '1
0 2 6 =r

I  0
=  6 0 -4 8  =  12

8 30
0 8 30

x + 2y +  3Z = 14 

V +  2z +  3/ =  20 

3x + Z  + 2t = 14 

2x + 3y + ( = 12

tenglamalar sistemasini Kramer qoidasi va 
Gaussning noma'lumlami ketma —ket yo'qotish 
usuli yordamida eching.

a) Asosiy determinant va yordamchi determinantlar 
quyidagicha ko'rinishda bo'ladi:

A =

1 2 3 0 14 2 3 0 1 14 3 0
0 1 2 3 20 1 2 3 0 20 2 3
3 0 1 2 ' = 14 0 1 2 3 14 1 2
2 3 0 1 12 3 0 1 2 12 0 1



1 2 14 0 1 2 3 14

0 1 20 3 A, =
0 1 2 20

3 0 14 2 3 0 1 14

2 3 12 1 2 3 0 12
Determinant xossalaridan foydalanib Д=96, Дх=96 

=  192,A^ =  288, A , = 3 8 4  ekanligini topamiz, 

Demak, x = \\y = 2\t = A
b) tenglamalar sistemasi koeffitsientlaridan tuzilgan 
quyidagi jadvalni tuzamiz:

( I 2 3 0 14'

0 1 2 3 20

3 0 1 2 14

2\ 3 0 1 12.
Tenglamalar sistemasidagi biror tenglamani 

songa ko'paytirib, boshqa tenglamaga qo'shsak, 
ekvivalent tenglama hosil bo'ladi, Demak, 1 — 
tenglamani mos ravishda ( — 3) va ( — 2) ga ko’paytirib, 
3 — va 4 — tenglamalarga qo'shamiz.

f l  2 3 0 14 ^

0 1 2 3 20

0 - 6 - 8 2 - 2 8

.0 - 1 - 6 1 -1 6 ,
Endi 3 —va 4 — tenglamalami mos ravishda 6 

va 1 ga ko'paytirilgan 2 —tenglamaga qo'shamiz:

'1 2 3 0 14'

0 1 2 3 20

0 0 4 20 92

.0 0 - 4 4 4 j
Oxirgi tenglamalarni qo'shib quyidagi natijaga 
kelamiz:



(\ 2 3 0 14^

0 1 2 3 20

0 0 4 20 92

.0 0 0 24 96,
Oxirgi jadvalga mos sistema quyidagi 

ko'rinishda bo’ladi:

x +  2y + 3z = \4 

у +  2z + 3t = 20 

4z + 20t=92  

24/ =  96

Bundan t - 4 , z  = 3,y = 2,x = l ekanligini 
ketma —ket topishimiz qiyin emas.

Qarab chiqilgan usul Gaussning 
noma'lumlami ketm a-ket yo'qotish usuli bo'lib, 
talabalarga o'rta maktab kursidan tanish.

5. A =  

hisoblang.

A  ̂ =

2 B  =

'  2 0 '1 2^
, B =

-1 3; 3\ 4/
bo'Isa, A - 2 B ni

'2 '  2 '  3 5'

.-1 3; .-1 3j .-5  8,

'2 4' 

6 8
ekanligidan,

A ^ - 2 B ^

chiqadi.

^3  5^ (2  4^ (  1 n

. - 5  8J .6 8; ,-1 1  0,

va

kelib



6. А =

(2

1
3

3 

2

4

toping.

А

A i  =

^22 =

Аи =

3 2

2 - 3

4 1

2

-3

1

= - 6.

да teskari А~* matritsani

2 - 3  

4 1

3 2

2 - 3  

2 2

3 1 

1 2 

3 4 

2 3 

1 2

=  14.

=  13, 4 , = -  

=  - 4 .  А , , = -  

= - 2 .

3 2

4 1

1 - 3  

3 1

=  5,

= - 10,

2 2 

1 - 3

2 3

3 4
= 1,

=  1

Demak:

14 5 -13^  

-1 0  -4  8 

-2  1 1

7.

3x +  2y +  2 z ~  13 

Х +  Ъу + 2 -  \^

Sx +  Ъу +  -  23



tenglamalar sistemasini matritsaviy usulda eching.
Sistemani A ■ X  = В ko’rinishda yozib olamiz,

bunda

Гз 2 2^ / \ 
X ^ Г13^

1 3 1 у в  = 10

.5 3 4jУ .23,
A  matritsa determinanti 
to'ldiravchilarini hisoblaymiz:

3 2 2

va elementlar

A 1 3 1 

5 3 4 

3 1 

3 4 

2 2 

3 1

= 27 +  2 - 2 4 - 5 .

=  9,

A 2 - -

Л 2 = -

Л з = -

Demak,

= -4 , 

=  1,

=  1,

2 2 

3 4
= - 2,

=  2,

= - 12,

4 з  =
3 2 

1 3
=  7.

9 -2  -4^

1 2 -1  

-12 1 7



Х  = А~̂  в  = -  
5

9 -2 -4 " ^13^

1 2 -1 • 10

-12 1 7 . .23,

^ 5 "

10

ч15.

Ya'ni х  = 1, у  = 2, 2 = 3.
8..Amallarni bajaring:

a) (З -  0 +  (4 +  2i) =  (4 +  3) +  (2 - 1> = 7 +  г

b) (З - i ) - ( 4  +  2г) = (12 + 2) +  / (6 -4) =  14 + 2i

V) - l z l _  =  =  0 ,7 -0 ,5z
2(2 + 0  2(2 + 0  ( 2 - 0  2-5

r) ..• =  ( - I f . / =  -/.

9 .V 3 -4 i ni hisoblang.

л/3-4г = a  +  pi  chiqadi deb faraz qilamiz, 
demak,

( «  +  p i f  = a ^ - p ^ +  Tapi = 3 -  Ai. 

а ^ - Р ^ = Ъ  

2ap  -  -4

( 2 ; - l )  , ( - 2 ; l )  echimlar ekanligini topish mumkin. 

' 2 - 2 i  

- 2  + 2i

10. (1 +  0 *° ni hisoblang.

I— У 1 ^  
r  = ^2, tg(p = -  = -  = \, ya'ni (p = -

X 1 4
ekanligidan foydalanib:

Bundan: sistema hosil bo'lib,

Demak: л/З -  4г =  -



10 л г\ ^  • • л Г\ ^coslO* — + / s in lO ~  
4 4

л

Ъп . . Ъп
cos----- hjsm —

2 2 }
= 32 cos I n  +

n
+ zsin 2яг +

n

\

= 32 (0  +  i )  =  32i 

11. V -  2 +  2i ni hisoblang.

Зл:

- 2
bo'lgani

4
uchun

V - 2  +  2f =

Z() =

Зя'
+ 2кл

Зтг
+ 2кж

cos- - +  «sm-

л  . .  л  
COS— +  г sin—

4 4

г, = V 2
 ̂ 11л- . . 11л:''
COS------ hzsm-----

12 12

19л- . 19л-
COS----- +  /sm------

12 12
= 4~2

( 4 i  
— + i — = 1 +  г;

я  . .  л
-COS—  + ism—  

12 12/

5л . .  5л
+ COS------ Г8Ш-----

12 12 у

12. Biror X = â  ildizini tanlab topib, so'ngra 
qolgan ildizlarini toping.



a)x^ - х ' '  -16x  + 16 = О
tenglama ildizi,

JCo =1

shuning uchun ( x - l )  ni ajratamiz;

л^"'(^с-1 )-16(х —1) =  0 yoki

(x  -  l ) ( ; c 4  4)(;c -  2 )(x + 2) =  0.

bundan ildizlar 1,+2 ;+2 г ekanligi kelib 
chiqadi.

b) x '* + x ^ + 2 x - 2 8  =  0 ; X( = 2

x " -2x^  +3x^ -бх '^+бх^  -12x + 14x-28  = 0 

x " ( x - 2 )  +  3 x ' (x - 2 )  +  6 x (x -2 )  +  1 4 (x -2 ) = 0 

(x -2 )(x ^ + 3 x ^ + 6 x  + 14) =  0

Ikkinchi qavsda x =  z -1  almashtirish
bajaramiz va

z^+3z  + l0 = 0 ko'rinishga kelamiz;
Demak, A>0 ekanligidan, Kardano formulasiga 
ko'ra;

=  л1-5 + л/25+Г  + ' л/ -5 -л/26

va xj, X4 ni ham topish mumkin.

X2

13. Ko'phad ildizlari berilgan: ikki karrali 1, 2, 3 
va 1 +  г .
Bu ko'phadni yozing:

( l - / )  ham ko'phad ildizi bo'ladi, chunki 1± г

— 2x +  2 =  0 ning ildizlardir. Demak, izlangan 
ko'phad quyidagicha bo'ladi;

( x  - 1 ) '  (x  -  2 ) (x  -  3 ) (x ' -  2x +  2 )



II-B ob  bo'yicha uy vazifalari.

ax + by-hcz = d

1. <bx — cy + az =  e tenglamalar sistemasi

cx + ay -  bz = f

berilgan. Uch usulda eching; a) Kramer qoidasi, b) 
Gauss usuli, v)Matritsaviy.

1) a = \;b = 2-,c = 3;d = H ; e ^ - \ ; f  = - l .

2) a = 2;6 = l;c = 4;rf = 5;e = -2 ;/  = 10.

3) a = 3;6 = 2;c = -2 ;J  = l;e  = 7 ;/  = -2

4) a = 2;b==-\;c = \ ; d - ~ l ; e  = ~ 5 ; f  = - 4

5) a = 1;6 = 3;c = 0;rf = 17;e = 1 8 ;/ = - 5

6) a = 1; 6 = 0; с = 2; t/ = 8; e = -3; /  = 5

7) a = 2 ;b  = - l ; c  = 3 ;d  = l 5 ; e  =  9 ; f  = S

8) a = 3;6 = -2 ;c  = - l ; « f  = 1 4 ;^ -2 ;/  = - l l

9) a = 2;6 = 42; С = 3;d'=  l;e  = - 3 ; / = 9

10) a = 4;h =  \;c =  l ;d = 4;e = ~ 6 ; f  = 4

11) a = 5-,b = l ; c - ~ \ ; d  = l2]e = - 2 ; f  - 4

12) а = 5;Ь = -1;с = 12;б? = 12;е =  26;/ = 10

13) a = 2 ;b  = - \ ; c  = \ ; d ^ 5 ; e  = - \ l ; f  = 24

14) a =  4;6 = 1; с =  2; с/ =  5;e =  -7 ; /  -  24

15) a = 8; 6 = 2; С = 3; J = -1; e = -22; /  = 9.

a
2). z = - ------- berilgan.

b + ci

a)A]gebraik formada yozing va ni hisoblang.

b)Trigonometrik formada yozing va , \fz larni 
hisoblang.

1) a =  1;6 =  л/2 ; с = -л/2 .

2) а = 2;й  =  л/2 ; с - л /2 ,

3) а = 3;Ь = ] ; с  = л5-



4) a = 4',b = l ;c  =  -^/з .

5) a =  5; 6 =  л/3;с =  1.

6) a = -\ ;b  -  —JS; c = \.
7) a =  -2 ; Z? =  -1; с =  1.

8) a -  -3;  b = 3;c = у/з .

9) a =  -4 ; & =  1; с =  -1 .

10) a =  -5 ;b  = - У , с - у [ ъ .

11) 0  = 1; Ь = 43\ c = -3 .

12) a = 2; =  1; с = -л/з .

13) a =  3; Ь =  1; с = л/з .

14) a = 4 ;b  =  -л/З; с =  1.

15) а = 5; Ь = 2; с =  2>/з .

3. л:’  +  +  Ьх +  с =  О tenglamani eching.

1) а =  2; Ь =  -3; с = О.

2) а = -4 ;6  = 2;с = 1.

3) а = У,Ь = -5\с  = 2.

4) а =  1; 6 = -2 ; с = -5 .

5) а =  2; = 3; с = -1 .

6) а =  4; 6 =  1; с =  2.

7) а - 3 ]  Ь = 2; с = 3.

8) а =  2; 6 =  4; с =  1.

9) а =  -2 ; = 2; с =  -4 .

10) а =  10; 6 = -10; с =  1.

И) а = -3 ;  Z? = 2; с = - 6 .

12) а =  1;Ь =  -1; с =  2.
13) а = -4; Ь = 3; с = 2 .



14) а =  4;fe = -7 ;  С =  2.

15) а =  3; Z? =  2; с =  6.

3-bob. FAZODA ANALITIK GEOMETRIYA. 
§10.VektorIar nazariyasi va tatbiqlari.

Fazoda M  nuqta berilib, to'g'ri burchakli 
dekart koordinatalar sistemasi OXYZ aniqiansa, 
nuqta uchta koordinata x  (abtsissa) у  (ordinata), z

(applikata) ga ega bo'ladi va M (x ,> ',z )ta rz ida  

yoziladi.

0 ( 0; 0; 0)  dan M{^x,y,z^ gacha masofa

OM\ = ^ x  ̂ + г ^ ,  A{x^,y^,z^) va

В(Х2',У2',22) nuqtalar orasidagi masofa esa 

AB\ ^^|{X2- x , f  +  (У2 - y ^ f +  (Z2 -  Z,y
formula yordamida topiladi.

AB kesmani AB : CB = Л nisbatda bo'luvchi

C (x ,j^ ,z ) nuqta koordinatalari tekislikdagiga

o'xshash topiladi, ya'ni
X, +  Ax, y, +  /Iv, z, +  Лz  ̂

X = — V =  — ;z = — 
1+Л \+Я  1+Я

Yo'naltirilgan kesma vektor bo'lib, OXYZ

koordinatalari fazosida o'qlardagi birlik i , j ,k 
vektorlar —ortlar orqali quyidaglcha yoyiladi:

a =xi + y j  +  zk.



Bu holda a vektor X,y,Z — koordinatalarga 
ega bo'ladi va

a{x,y ,z)  tarzida yoziladi. Bu vektor uzunligi

a — +y^  +  formuladan topiladi.

a vektoming ox,oy,oz o'qlari bilan 

hosil qilgan burchaklari mos ravishda a, p,  у 
bo'Isa, bu burchaklar kosinuslari

л: „ V z
cosa  = c o s p = - , cos/ = -

a a a

yo'naltiruvchi kosinuslar deyiladi. Ular o'zaro 

quyidagicha bog'langan: cos~a +  cos^ +  cos^ у = \

koordinatalari bilan berilgan b{x^,y^z^),c{x2,y2,22) 
vektorlar ustida amallar quyidagicha aniqlanadi:

6 ± c  =  (Xi ±X2;y,±y2\z^±z2)  

Яb = (Лx^;Яy^■,Яz^)

Boshi А{хд,у^,г^)  oxiri B{xi,y^,z^)

nuqtada bo'lgan AB  vektor koordinatalari

A B { x , - x ^ , y , - y ^ , z , - z ^ )
aniqlanadi.

l.Skalyar ko'paytma xossalari.

tarzida

Ikki a va. в vektorlar skalyar ko'paytmasi 
deb ular uzunliklari va ular orasidagi burchak kosinusi

ko'paytmasiga aytiladi, a *  в yoki {a,в)  tarzida 
belgilanadi.

a » e - a * в ■cos^



a - b  -* 7
cos(p — formuladan a, b vektorlar

a b

•̂ 1 Vi 
parallellik sharti -  —

-2 Уг 2̂
perpendikulyarlik sharti x̂  ■ +  z, ■ =  0 .
quyidagi xossalar o'rinli:

1) a- a =

2) fl-e  =  0 O a ± e  yoki a , в lardan kamida bittasi 
nol vektor.

3) a в = 6 a 4) a(e + c) = ae + ac 
.2 -2 -2 — —

5) i = 7  = k  =  1, i j  ~ ik  = j k  =  0

Koordinatalari bilan berilgan

a (jfj, , Zj), 6(JCj, , ̂ 2) vektorlar skalyar
ko'paytmasi quyidagicha topiladi,

a^в = x̂  -x^ + jv, -у2 +  z, • Z2 
Ikki vektor orasidagi burchak esa

X̂ X̂  +y^V2 + 2,2,
COS^=—jz: .- - ■/ —

д/х,' + y , 4 z , '  -V X j' + У 2'  + ^ 2'  

formuladan topiladi.

2. Vektor ko'paytma.

Ikki a va e vektorlar vektor ko'paytmasi deb 

shunday с vektorga aytiladiki;

1) С vektori a  va в  vektorlarga perpendikulyar;

2) С vektor uzunligi a va в vektorlarga qurilgan 
parallelogramm yuziga teng, ya'ni



с =  а  • в • sm ̂  ,

3) с vektor uchidan qaralganda, а dan в да 
yo'nalish soat mili yo'nalishiga teskari bo'lishi kerak.

Vektor ko'paytma axb yoki [a ,e\  tarzida 
belgilanadi,

Ouyidagi xossalar o'rinli:

1) axb = -----bxa

2) 0=0 yoki e=0  dan tashqari all в bo’lsa ham 

axb =  0

3) {ka):>d) -  ax{kb^~ k{^xb

4) ax[b +  c )=  axb +  axe

5) ixi -  j x  j  =  kxk =  0, ix j  -  —jx i  -  k,

j x k  - - k x  j  =  i, kxi =  - i x k  =  j

Koordinatalari bilan berilgan a ( Xj, y , , z , )  ,

e (x 2,>’2,Z2)vektorlar vektor ko'paytamasi 

quyidagicha topiladi;

axb =
J

У1

Уг

Demak, a va в vektorlarga qurilgan 
parallelogramm va uchburchak yuzi uchun quyidagi 
formulalar o'rinli;

S = axb s Л axb

3AraIash ko'paytma.



Uchta a ,b , с vektorlar aralash ko'paytmasi

deb, axb vektor ko'paytmaning с vektor bilan

skalyar ko’paytmasiga teng songa aytiladi va a b с 
ko'rinishda belgilanadi.

Bu ko'paytma moduli berilgan vektorlarga 
qurilgan parallelepiped hajmiga teng, ya'ni

=  abc

Yasovchilari a, в, с bo'lgan piramida hajmi
esa

V = -„ар g abc

Aralash ko'paytma quyidagi xossalarga ega:
1)Ko'paytuvchilardan kamida bittasi nol 

vektor, kamida ikkitasi parallel, uchalasi bir tekislikda 
yotadigan hollarda aralash ko'paytma nolga teng.

2) ( axb) • с =  a • (б ■ c )

Koordinatalari bilan berilgan а(л:,, ) ,

b{x^,y^,z^), c {x^y , , z , )  
vektorlar aralash ko'paytmasi

У1
(^axb^c =  abc = 2̂ -V2 2̂

Хз Уз 3̂
formula yordamida topiladi.

10.1, Oxo'qida ^ (2 ;—4; 5) va

10.2 .

B{ -3 ;2 ;7 )

nuqtalardan bir xil uzoqiikda joylashgan 
nuqtani toping.

Uchlari Л  (2;3; 4 ), 5  (3; 1; 2 ), С (4 ;-1 ; 3)

nuqtalarda bo'lgan uchburchak og'irlik 
markazi koordinatalarini toping.



10.3. X O Y  tekislikda

Л (1 ;—1;5), 5 (3 ;4 ;4 ) ,  C (4 ;6 ; l )  nuqtalardan 

bir xil uzoqlikda joylashgan nuqtani toping.

=  13 bo'Isa,10.4. a (4 ; -1 2 ;z )  vektor berilgan.

Z ni toping.

10.5. Д З ;-1 ;2 ),  5 ( - l ; 2 ; l )  bo'lsa, AB va B A
vektorlar koordinatalarini toping.

10.6. Vektor ОЛ va OZ  o ’qlari bilan 0 =  120”, fi=A5°
burchaklar hosil qilsa, O Y  o’qi bilan 
qanday burchak hosil qiladi?

10.7.

10. 8 .

= 13, |S| = 19 va 

ni hisoblang. 

= 11, \b

a + b =  24 bo’Isa, a - b

= 23 va a — b = 30 bo'lsa. a + b ni

hisoblang.

10.9. a va b vektorlar ^ = 120“ burchak hosil qiladi.

=  3, b = 5 bo'lsa. a + b lami

hisoblang.

10.10. a(~2i 3;/J), b{a;-6;2) vektorlar a ,P  larning
qanday qiymatlarida kollinear bo'ladi?

10.11. fl(a; 2; /?), b{a;-2;3) vektorlar a  nlng qanday
qiymatlarida perpendikulyar bo'ladi?

10.12. A B C  uchburchak uchlari 
A(2', —1; 3), 5(1; 1; 1), C(0; 0; 5) nuqtalarda 
bo'lsa, bu uchburchak ichki burchaklarini 
aniqlang.

10.13. Qavslami oching;

(2? -  Л  ■ j  + (У -  2^) • ̂  + (i -  l i e f

10.14. {a + b f + { a - b f  ~2 {a^+b^)  tenglikni
isbotlang, geometrik ma'nosini
tushuntiring.



10.15. Oldingi masala yordamida medianalar xossasini 
isbotlang.

10. 16. =  3, =  26, axb =  72 bo’lsa, a-b ni

hisoblang.
10.17. Uchlari A(l;2;0), 5(3; 0; -3 ) ,  C(5; 2; 6)

nuqtalarda bo'lgan uchburchak yuzini 
hisoblang.

10.18. a (2 ;-3 ; l ) ,6 (-3 ; l ;2 ),c ( l ;2 ;3 ) bo'lsa, (2xb)xc

va ax{bxc)  lami hisoblang.

10.19. ava b vektorlar orasidagi burchak 30”,

= e, b = 3 • Bu vektorlarga perpendikulyar

= 3. ( a x b ) - C  ni 

bo'lsa

С vektor berilgan va 

hisoblang.

10.20. f l ( l ; - l ;3 ),S (-2 ;2 ;l ) ,c (3 ; -2 ;5 )

( a x b ) - с ni hisoblang.

10.21. Д 1;2 ;-1 ), 5 (0 ;1 ;5 ),C (-1 ;2 ;1 ),D (2 ;1 ;3 ) 
nuqtalarning bitta tekislikda yotishini isbotlang.

10.22. Uchlari ^ (2 ; - l ; l ) , 5 ( 5 ; 5 ; 4 ) ,

C (3 ;2 ; —l ) ,  £ )(4 ;1 ;3 ) nuqtalarda bo'lgan tetraedr 

hajmini hisoblang.

§11 Fazoda tekislik tenglamalari.

N{A , B, C} vektorga perpendikulyar,

P nuqtadan o'tuvchi tekislik tenglamasi 

A(x-xg)  + B(y -  уо ) + C(z -  z J  = 0 ко' rinishda

bo'lib,undan Ax+By+Cz + D  = 0 umumiy
tenglamasini keltirib chiqarish mumkin.



I. D  = Q bo'Isa, Ax + By + Cz = 0 tekislik 
koordinatalar boshidan o'tadi.
II. C = 0 bo'Isa, Ax + By + D - 0  tenglama Oz o'qiga 
parallel bo'ladi.
III. С -  D  = 0 bo'Isa Ax+By = 0 teklslik Oz o'qidan 
o'tadi.
IV. В С = 0 bo'Isa Лх + Z) = 0 tekislik YOZ 
tekisligiga parallel.
V. Koordinata tekisliklari tenglamalari: 

jc =  0, >̂  =  0, z  =  0
Tekislikning o'qlardagi kesmalar bo'yicha

tenglamasi: — + ~  = 1 
a b с 

ko'rinishda bo'ladi
A^x + B{y + C,z + D^=0  va AjX + B^y + C^z + 0 ^ = 0  
tekisliklar orasidagi burchak

A,A2 +  Й.Д; +  C ,Q

N.

formuladan topiladi.

Bu tekisliklar parallel bo'Isa

+ Bf + C l  * + B l  + Cl  

Aj B̂  Cj

perpendikulyar bo'Isa A^Aj + 5,52 +  Q Q  ^

shartlar bajariladi.Mg(Xo,>^o,Zo) nuqtadan

Ax + By + Cz + D  = 0 tekislikkacha masofa 

\Ax  ̂+ 5jo + C z ^ + D

i F + W T c ^
formuladan topiladi.

Agar koordinata boshidan tekislikka uzunligi P  
bo'lgan peфendikulyar o'tkazilib, u son o'qlari bilan
a , P , y  burchaklar hosil qilsa,tekislik tenglamasi

xco sa + jco s/ ?  +  zcos/-/?  = 0 ko'rinishda 
bo'ladi va normal tenglama deyiladi. Bu holda



d =  cosa + Jo cosP  + ẑ  cos^ -  p

Й(д:„у1,2,) C{x^,y^,z^) 
nuqtalardan o'tuvchi tekislik tenglamasi

У -У й  2 -Z j

z , - z ,

^2-^0 У2 - У 0 ^2 - 2

= 0 ko'rinishda bo'ladi.

I l  l £’(2;-l;l) nuqta koordinatalar boshidan tekislikka 
tushirilgan peipendikulyar asosi bo'lsa, tekislik 
tenglamaslni yozing.
11.2 F(3;4;-5) nuqtadan o'tib 

a j (3 ;l;—l ) , a 2 ( l ;—2;1) vektorlarga parallel tekislik 
tenglamaslni tuzing
11.3 Koordinata boshidan o’tib, 5x — 3y +  2z — 3 =  0 
tekislikka parallel bo'lgan tekkislik tenglamaslni 
toping
11.4 x - 2 y  + 3 z -5  = 0 tekislikka perpendikulyar va 

£’(l;- l; -2 ), F (3 ;l;l) nuqtalardan o'tuvchi tekislik 
tenglamasini tuzing
11.5 5x -6y  + 3z + 120 = 0 tekislik va koordinata 
tekisliklari bilan chegaralangan piramida hajmini 
toping
11.6 x - 2 y - 2 z - l 2  = 0 ea x - 2 y - 2 z - 6  = 0 
tekisliklar orasidagi masofani toping
11.7 x + 2z~6 = 0 ea x + 2y~A = 0 tekisliklar 
orasidagi burchakni toping.

§12.Fazoda to'g'ri chiziq.

A(a ,b ,c )  nuqtadan o'tib, P {m ,n ,p )  
vektorga parallel to ’g'ri chiziq tenglamasi 

x - a _ y  ~ b  _ z -  с 

m n p



ko'rinishda bo'lib, uni kanonik tenglama deyiladi.
Kanonik tenglamani t ga tenglab to'g'ri 

chiziqning parametrik tenglamalarini olish mumkin:

x = mt + a 

• у = nt + b 

z = pt + с

Л (Хо, >̂ 0 ’ ̂ 0 )> nuqtalardan o'tuvchi
to'g'ri chiziq tenglamasi

-  :vo
ko'rinishda bo'ladi.

Yo'naltirilgan vektorlari

P (m ,, И, , ) ,  я{гп2,п2, р 2)  bo'lgan ikki to'g'ri 
chiziq orasidagi burchak

co s^  = Р Я

p  q

m,m^ +ЩП2 + P 1P 2
■yjmf + nf + p I / 2 2 2 ■^nij + « 2  P i

foraiuladan topilib, parallellik sharti
m,

Pi
esaperipendikulyarlik shart;i

+n^ri2 +  P 1P 2 = 0  dir.

A(a ,b ,c )  va Л ,(а , nuqtalardan
o ’tuvchi to'g'ri chiziqlaming komplanarlik sharti

a —a.

m,

b -h^  с -  c, 

« 1 Pi 
« 2  P2

=  0

bo'hb, /7, va P 2 parallel bo'lmasa, bu to'g'ri 
chiziqlar kesishuvchiligi sharti ham bo'ladi.



Normal vektori N { A , B , C )  bo’lgan tekislik va

yo'naltiravchi vektori P(m, n, p )  bo'lgan to'g'ri chiziq 
orasidagi burchak

N  • p  m - A +  n - В +  p C  
sm (p =  ; =  ----------- —  ^ -------

p ^JA  ̂ + B ^  + C ^  ■фп'^ +n^  +  p^N

12. 2 .

formuladan topiladi.

Bunda parallellik sharti mA + nB + p C  =  0, 
peфendikulyarlik sharti esa 

m n p
—  =  — =  —  ko'rinish oladi.
A B C  

\ x - 2 y  +  Z z - 4  =  Q
12.1. to'g'ri chiziq kanonik

3x +  2 y - 5 z - 4  =  0
tenglamasini yozing.

'2x +  3 y - z - 4  =  0
to'g'ri chiziq parametrik

[ 3 x - 5 y  +  2z +  l ^ 0  
tenglamasini yozing.

x +  2 v - 1  z fx +  >^ - z  =  0
12.3.  --- -----=  -  va

3 - 2  1 [ x - ; ; - 5 z - 8 = : 0
chiziqlar parallelligini ko’rsating.
12.4. x = 2t +  l, y = 3 t -2 ,  z =  - 6? +  l va

[ 2л: +  > '- 4 г  +  2 =  0
< to'g'ri chiziqlarninq
[ 4 x - j - 5 z  +  4 =  0

peфendikulyarligini isbotlang.

x - 1  v + 1  z
12.5.  =  ------=  -  va

1 - 2  6
2х + Зз; +  г -1  =  0 kesishish nuqtasi topilsin.

to'g'ri



(3 x~ 2 y  + z + 3 = 0
12.6. S ning qanday qiymatida

-  3 j  +  4z +1 =  0 

to'g'ri chiziq va 2x — y  + cz —2 = 0 tekislik o'zaro 
parallel bo'ladi?

ДГ +  3 y +  2 z - 8
12.7. R ( l ; - 1;—2) nuqtadan -------= — —  =  ■-------

3 2 - 2
to'g'ri chiziqqacha masofani toping.

(2x + 2 y - z - l 0  = 0 x  + 7 у - 5  z - 9
12.8. va -------=  ------ =  —— •

x - y - z - 2 2  = ^ 3 - 1 4
to'g'ri chiziqlar parallelligini isbotlang va ular 
orasidagi masofani toping.

§13. Ikkinchi tartibli sirtlar.
Fazoda

Ax  ̂+By^ + Cz  ̂+ 2Dyz + 2Exz + IFxy + 2Gx + 2My + 2Kz + L = 0 
(1) tenglamani qanoatlantiravchi nuqtalar to'plami 

ikkinchi tartibli sirt (ITS) deyiladi.
ITS lar koordinata o'qlarini burish, parallel 

ko'chirish yordamida quyidagi 15 holga keltiriladi:

x^ y ^ z ^
1) Ellipsoid; —  +  —  + ~  a = b  = c 

a b с
bo'lsa sfera tenglamasi hosil bo'ladi.

b

x  ̂ y^ z^
2) Bir pallali giperboloid: —  +  ̂ ------= 1

3) Ikki pallali giperboloid;

b  ̂ c '

b^

X У ^
5) Elliptik paraboloid: —  +  —  =  Zz

a b



6) Giperbolik paraboloid; — ---- г- = 2z
a b

7) Elliptik silindr; —  H— -  -  1
a b

8) Giperbolik silindr: — ---- ^ =  1
a b

9) Parabolik silindr: y ^ = 2 p x .

10) Ikki kesishuvchi tekislik: -k^x^  =  0 .

11) Ikki parallel tekislik: y^ - k ^  = 0.

12) Tekislik: = 0 .

13) To'g'ri chiziq: x^ + y^ = 0.

14) Nuqta: + y^ +  = 0 .

15) Bo'sh to'plam: x^ =  -1

Fazodagi P{x ,y ,z )  nuqtaning o'mini uning

X O Y  tekislikka proektsiyasi P ' {x ,y ,o )  qutb

koordinatalari va P  nuqta applikatasi z yordamida 
aniqlash mumkin:
<p =< X O F ,  r  = OP',  z = P ' P .

r,(p,z kattaliklar silindrik koordinatalar 
deyiladi. R nuqta dekart va silindrik koordinatalari 
quyidagicha bog'langan; x = rco^(p, у -  r^m (p .

Applikata o'zgarmaydi: P{r, (p,z\  Aksincha,

r  = ^ x ^ + y \  tg(p = ^ .
X

Misol. P (2 ; -2 ; -3 )  ning silindrik koordinatalarini 
toping:



r =  ^ J ^ + ( - 2 f  =2л[2, ( p ~ a r c t g - ^  =
Ъп

2 4

f  г -  Зтг  ̂
ekanligidan Р  2л]2;----;-3  .

V 4  j

2) 0 (4  COS 25 °,-4  sin 15“ ,l )  ning silindrik 
koordinatalarini toping.

r  =  V l6 c o s 4 5 “ +16sin^ 15“ = 4 ,  

- 4 s in l5 °  Л- ^  
(p =  a r c t g -  —  =  , Demak, Q 

4cos l5  12

\

3) x ^ ' + y ^ + z ^ - l  tenglamani silindrik
koordinatalarda yozing. •

ekanligidan =1  kelib
chiqadi.

Fazodagi P (x , y , z )  nuqta va uning OXY

tekislikka proektsiyasi P '(x , j ,0 )  berilgan bo'lsin.

O P = p , < Z O P  =  e, < X O P ' = ( p  kattaliklar

nuqtaning sferik koordinatlari deyiladi va Р{р ,в , (р )  
tarzida yoziladi. Dekart va sferik koordinatalar 
sistemalari o'zaro quyidagicha bog'langan:

X =  p c o s ^ s in ^ , у =  p s in ^ s in ^ , z =  pcosd  
. Aksincha,

cos0 =  — , sin0 = 
P  P

Misollar: 1) -P(l;l;l) ning sferik 

koordinatalarini yozing.



p  =  V l ' + P + l '  =л/3,

1 . 1 ^cos(p = —j=;  sm ^  =  —=  lardan ( p -  — . 
V2 V2 4

cos в  = dan 0 = arccos ^

Demak, P

I- V4U.J.4 W — -- .
л/з л/з

1 я
;arccos—prr;— 

V3 4

2) 0{cos77°,sin77” ,o ) 

p  = л/cos" 77" +sin^ 77” + 0 ' = 1,

cos 77® _„o 
cos^  = ---- j----  dan (p = l l  \

COS0 = — = 0 dan 0 = 90°.
1

к  11k
1; - ;

2 180;

3) + { y - l y  + =  I tenglamani sferik 
koordinatalarda yozing.

-  2y +  \ = \ tenglikdan

— 2y — Q yoki p^ = 1y ga egamiz.

/?" = 2 -sin^sin^, p  = 2йп (р%тв.
3. Silindrik va sferik koordinatalarini toping. 
Buning uchun dastlab, son o'qlarini 

ko'paytmalarni yo'qotadigan Eyler burchaklari deb 
ataluvchi (р,в,у/ burchaklarga quyidagi tartibda

A ~ C
buriladi. (Ular ITCh dagiday ctg2a = --------  shart

2B
yordamida aniqlanadi).



x̂  -  x c o s q j -  ysincp 

j/, =  xs\n(p + у  cos (p

Bu almashtirishda X ■ у  had yo'qoladi. So’ngra

у 2  = у  I c o s 9 -z ^  sin0 

Zj = >> 1 sin0 +  z, COS0 

almashtirishlar у ■ z hadni yo'qotadi. 

x '~  X2 cosi//-z^

y = > 'z

z ' -  XjSinif/ +  Z2 cos у/
almashtirishlarda x  ■ z had yo’qoladi.
Natijada (1 )—tenglama

A 'x '^+B 'y '^+C  z'^+2ax'+2by'+2cz'+d = 0 
(2)
ko'rinishga keladi. Bu tenglama parallel 

ko'chirish yordamida kanonik ko’rinish oladi.

13.1 M (4 ; - l ; - 3 ) v a  Л^(0 ;3 ;-1 ) sferaning biror

diametri uchlari bo'Isa, bu sfera tenglamasini 
yozing.

13.2 x  ̂ ^-y^ -  2z^ =  0 konus va y=2 tekislik 
qanday chiziq bo'yicha keslshadi?

13.3 x  ̂ — yz tenglama qanday sirtni aniqlaydi?
13.4 Kanonik ko'rinishga keltiring;

1) x̂ ' - x y - x z  +  yz = 0

2) +  z^ -  4л: -  4z +  4 =  0

3) x  ̂ +  2y^ +  z^ -  2xy -  2yz = 0

4) x  ̂ +y^ - z ^ - 2 y  + 2z = 0



5) +2у^ +2z^ - 4 y  + 4z + 4 =  0

6) 4х^ +у^ - z ^  - 2 y x ~ 4 y  + 2z +  35 = 0

7) х^ + у^ -  6х +  6у -  4z + 18 = О

8) 9л:^- z ^ - 1 8 x - 1 8 ^ - 6 z  = О

Bobga doir misollar echish namunalari

1. A(2;-4;5^  va B (-3 ;2 ;7 )  nuqtalar orasidagi 

masofani toping.

AB\ = y l { - 3 - 2 f  + {2  + 4 f  + {1  - 5 f  = V s '+ 6 '+ 2 '  =

A C  ; CB

= V25 + 36 +  4 =  л/б5

2. Л (-1 ;5 ;7 ),  5 (3 ;3 ;3 )nuqtalar berilgan, 

1

3

shartni qanoatlantiruvchi С  (л , у, z ) nuqtani toping.

, 1
Я =  — ekanligidan foydalanib,

X =

- 1  +  - - 3  5 +  - - 3  _

1 +  -  
3

z =
7 + 1 .3

— 3 _  =  6

1 +
1

1 +
3

г 9 "
ekanligini topamiz, ya'ni С  0; —;6

V 2  ^

3. Л 5 С  uchburchak i45tomoni E F  nuqtalari 
yordamida teng uch qismga ajratiladi. Agar

CA = a, CB = в bo'Isa, CE vektorni toping.



АВ — в —а ekanligidan АЕ  =  — (в -  а). Demak,

-  1 -  1
С Е  = СА +  АЕ  =  йг +  — +  ( в - а )  =  — (2а  +  в).

4 А(1;2;3), 5(4;5;6) bo'lsa, а =  АВ  vektor 

koordinatalarini toping.
x =  4 ~ l  =  3 ;y  =  5 - 2  =  3;z  =  6 - 3  =  3 ekanligidan 

a ('3 ;3 ;3 ).

5. a (2 ; l ; 0 ) , b ( - l ; 2 ; l ) ,  c (0 ; l ; l )  bo'lsa,

d =  2 a - 3 b  +  4c ni toping.

2 2a =  (4 ;2 ;0 ), 3b =  ( -3 ;6 ;3 ) ,  4c =  (0 ;4 ;4 ) 

ekanligidan

d =  (4 ; 2; O) -  ( -3 ;  6; 3 ) +  (O; 4; 4 ) =  (7 ; 0; l ) , ya'ni 

^ (7 ;0 ;1 )

6. a =  i — 2 j  — 2k vektor uzunligini, yo'naltiravchi 
kosinuslarini toping.

a = + { - 2 ) ^  + ( - 2 Y  = V l  +  4 +  4 = V 9 = 3

1 „  - 2  2
cosa  = —\ cos p  = ---- ; cosy = -----

3 3 3.

7. a ( l ; 2 ; l ) ,  6 (0 ;4 ;2 ) bo'lsa, a в va axb  ni 

toping.

a -6  =  l - 0  +  2 -4  +  ( - l ) - 2  =  8 - 2  =  6



i j к ̂ — - *2 -1 —1 -1
с = axe = 1 2 -1 =  / ~ j

4 2 0 2
0 4 2

+ к = = 8i ~ 2 j  + 4k, ya'ni
1 2

0 4 

с (8 ;-2 ; 4 ) .

8. flf(l;2 ;—2 ), 6 (0 ;6 ;8 ) vektorlar orasidagi

burchakni, ularga qurilgan parallelogramm yuzini 
toping.

co s^  =
l-0  +  2 -6  +  ( - 2 ) - 8  _ 1 2 - 1 6 _

^ P + 2' + ( - 2) '  -л/0^ + 6^ + 8'  3-10 

-4  2

30 15

Г 2 ^(p -  a rc c o s -----
, 15

axb =

i j  к 

1 2 - 2  

0 6 8

= 2 S i - S j  + 6k dan

S = axb =  д/28' +  ( - 8) '  +  6"- =  ^ 2'  ( l 4 '  +  4 ' + 3 ' )  =

=  2-4/221 (kv.b)

9. < ? (2 ;3 ;-l), 6 ( l ; -2 ;3 ) ,  c ( 2 ; - l ; l )  vektorlar 

berilgan. Shunday



d vektor topingki, u a va e vektorlarga 

perpendikulyar, d ■ с = — 6 bo'lsin. 

d{^x,y, z )  desak, shartlardan:

a - d  = 2x +  2>y -  z - Q  

b -d  = x - 2 y  +  3z 

c d  = 2 x -  у + z = - 6  kelib chiqadi. Hosil bo'lgan 

sistemani echib X =  -3 , у = 3, z = 3 ekanligini 
topamiz, ya'ni

d{ -3 ;3 ;3 ) .

10. a = 10, = 2, ae = \2 bo'Isa, axe ni

hisoblang.

cos(p =
12

ekanligidan (p —o ’tkir

burchak va sin <p = — 
5

axb a 6|-8111̂ 3 =  10-2 - — =  16.

11. Uchburchakli piramida uchlari A (2 ;2 ]2 ) ,

S (4 ;3 ;3 ) ,  C (4 ;5 ;4 ) va D (4 ;4 ;7 ) nuqtalarda 

bo'Isa, uning hajmini toping.

a = AB = (2; l ; l ) ,e  = A C  = (2 ;3 ;2 ),c  = A D  =  (2 ;2 ;5 )
vektorlar piramida yasovchilaridir.

2 1 1

2 3 2 = 2 2 - 6  +  ( - 2 )  =  l4

2 2 5

(аисб]ь =



12. F (1 ;2 ;3 ) nuqtadan o'tuvchi va

N =2i + 2 j  + 2k vektorga perpendikulyar tekislik 
tenglamasini yozing.
2 (x - l )  + 3 (;^ -2 ) +  2 (z -3 )  = 0 ya'ni 2x + 3y + 2 z - l 4  = 0

13. £ '(2 ; - l ;2 )  nuqtadan o'tib х + у-Ъг-\-А = 0
tekislikka parallel bo'lgan tekislik tenglamasini 
yozing. Izlanayotgan tekislik normal vektori

N ( l ; l ; - 3 )  bo'lishini hisobga olib 

l (x - 2 )  + l ( y + l ) - 3 ( z - 2 )  = 0 ya'ni x + j - 3 z  + 5 =  0 
ekanligini topamiz. 
14. 2jc + 3y + 6z-12 = 0 tekislikni chizing.

Buning uchun tekislikni kesmalar bo’yicha 
tenglamasini yozamiz:

X у  z  ,- + ^ + - = \
6 4 2

->
Endi N  nuqtalardan o'tuvchi tekislikni chizish 
mumkin
15. A (2 ;3 ;-5 ) nuqtadan A x - l y  + 5 z - \ 2 - b  
tekislikka tushirilgan peфendikulyar uzunligini 
toping.

Nuqtadan tekislikkacha bo'lgan eng qisqa masofa 
izlanayotgan perpendikulyar uzunligi bo'ladi.
Demak,

4 -2 -2 -3  + 5 - (-5 )-1 2  8 -6 -2 5 -1 2  35
^ d  =

V 4 4 ( - 2 ) 4 5 ^  л/45 V45

16. x - 2 y  + 2 z - S - 0  ea x + z - 6  = 0 tekisliklar 
orasidagi burchakni toping.

iV ,(l;-2;2), (1;0;1) ekanidan:

M + (-2 )-0+2 -l 1

+ i-2 f +2^ V2

ya'ni (p = A5°



17- x + 7>y +  5 z - A  = 0 еа x - y - 2 z  +  l  =  Q
tekisliklar kesishish chizig'i va Л (1;0;1) nuqtadan 
o'tuvchi tekislik tenglamasini toping.

Berilgan tekisliklar kesishish chizig’idan o'tuvchi 
tekisliklar bog'lami tenglamasi 
x +  3y + 5 z - 4  + Л ( х -  у -  2z + 7) = 0 ёки

( l  +  A )x  +  (3 -A )> ;  +  (5 - 2 1 ) z  + 7 A - 4  = 0 

ko'rinlshda bo'ladi uning /i(l;0;l) nuqtadan 

o'tishidan foydalanib 1 +  5 ■ 1 -  4 +  Я(1 -  2 +  7) =  0,

2 1
yan i topamiz.

Demak;
2 10 17 19
—x +  — v + —  z ------=  0 , яънм 2 x +  1 0 y+  17z-1 9  = 0
3 3 - ^ 3 3  ^

1 7 
Demak, F  =  -  • 14 =  -  (kub.b)

6 3 '
18. Ikki tekislik
2 x - > ’ +  3z —1 =  0, 5jc +  4>’ - z - 7 =  0 kesishishidan 
hosil bo'lgan to'g'ri chiziq kanonik tenglamasini 
yozing.

Dastlab 1 — tenglamani 4 ga ko'paytirib, 2 — 
tenglamaga qo'yamiz:

13x +  l l z - l l  =  0
2 —tenglamani 3 ga ko'paytirib 1 —tenglikka qo'yamiz;

17л +  1 1 д ^ -2 2 -0  
Bulardan x ni topamiz: 

l l ( 3/ - 2) _ l l ( z - l )
X = ------------ = ------------ , ya ni

-1 7  -1 3  
X _  3^-2 _  z -1  

17

19. ^ ( l ; - 2 ; l ) , . S (3 ; l ; - l )  nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri 

chiziq kanonik tenglamasini yozing.



^  — '  X  — 1 v  +  2 г —1
р ^ А В  =  (2;3;0) desak, ^  =  —  kelib

2 3 0
chiqadi.

20. 5 (2 ;-l;3 )n u q tad an  ~ ~  ^°'9'й  

chiziqqacha bo'lgan masofani toping.

Yo'naltiruvchi vektor p  (3;4;5) va

to' g'ri chiziqdagi nuqta ekanligidan:

AB\ =  -^{2 +  l f  + ( - 1  +  2 ) ' + ( 3 - 1 ) "  = V3 ^  + 1 ' + 2 '  =VT4  

—> —>
v45 =  (3;l;2) va /?(3;4;5) orasidagi burchak 

9 +  4 +  10 23
cos^  =

л/9 +  1 +  4 ■ V9 +  16 +  25 л/и • 5л/2 '

л/117-163
sin^ =

140

d = AB  sin (p =  л/и • =  0,3 • л / ^
140

x + 1 >- +  1 z - 3
21.  = ------- = -------  to'q ’ri chiziq va

2 - 1 3
2x + у  — z = 0 tekislik orasidagi burchakni toping.

—̂ —>
/?(2 ;-l;3 ), jV  (2; 1 ;-1 ) ekanligidan

2 -2  +  l - ( - l )  +  ( - l ) - 3  
smra =  —= = = = = — = = = = =  =  0 , ya'ni m=0

л / 2 ^ + 1 '+ 3 ^ - л / 2 Ч Р + 7
Berilgan to’g'ri chiziq va tekislik o ’zaro parallel ekan.

22. ~ 4 x + 2y -  4 = 0 sfera markazi va 
radiusini toping.

{ x - A x ) + { y ^  + 2 y ) + z ^  -  4 =  0



{ x - i y  - 4  +  (y  +  l)^ - 1  +  z^ - 4  =  0 

(л  - 1)^ +  ( y  + 1)^ +  =3^
Demak, sfera markazi 0(1; —1;0) nuqtada, 
radiusi 3 ga teng.

23. -  yP' - 4 x  +  8y — 2z = 0 sirt kanonik 
ko'rinishga keltirilsin.

{x'  - 4 x ) - { /  - i y )  = 2z

( x - i y  - ( ^ - 4 ) ^  = 2 ( z - 6 )  dan

x '  = x  — 2, y '  — у  - 4 ,  z ' =  r  — 6 parallel ko'chirish

yordamida x'^ -y'"^ = 2z' ga ega bo’lamiz, Bu 
giperbolik paraboladir.
24.
a) jĉ  +4y^ +9z^ + 12у2 + 6хг + 4ху-4х-8у-12г + 2Ъ = 0 
tenglama qanday sirtni ifodalaydi?

Bu tenglamani

(̂ x +  2y +  3zY - 4 ( x  +  2y + 3z) +  3 =  0 ko’rinishda

yozib x +  2y + 3z =  \ va x + 2y + 3z = 3 parallel 
tekisliklami olamiz.

b). xy +  yz +XZ = \ tenglama kanonik 
ko'rinishga keltirilsin.

A -  В ^
ctela = -------= 0 . bundan (p =  ~ -

2D 4
Parallel ko'chirish yordamida quyidagi ko'rinishga ega 
bo’lamiz::

У -  — (x  +У )  

z = z '

ITS ko'rinishi; x'^ ~y'^+2y[2x'z '= 2



A - С 1
2F 2V 2

2D burchakni 0° va 90° orasida, yoki 20 to 'g ’ri 
burchakli uchburchakning o'tkir burchagi deb 
hisoblaymiz. 20 burchak qarshisida yotgan katet 2л[2 
teng bo'lsa, u holda boshqa katet 1 ga teng, 
gipotenuza esa 3.

2V 2 _  1
---- , cos20 =  -•
3 3

I2 

i

Demak, sin 20 =

va

y'=y"

z ’= z "
1

3Т з ^ г
ITS quyidagi ko’rinishda bo'ladi;

-  x"^ -  ~  x "  z " + -  z " ^ - y " 4
3 3 3

+ 2V 2

Demak:

x " “ V 2 2 ,, ,, I ,, , V 2 2
—  +  - X  ’ z "— x " z " ------ z "
S 3 3 3

2x "2 y"^~z"^ = 2
V

=  2

yoki

7 v"^  z"^

3-bobga doir uy vazifalari

1. ABCD  piramida uchlari koordinatalari 
berilgan. Quyidagilarni toping:

1) AB  qirra uzunligini;



2) АВ  va A D  qirra orasidagi burchak;

3) A B C  tekislik tenglamasi;

4) A D  qirra va A B C  yoq orasidagi burchak;

5) A B C  yoq yuzi;

6) Piramida hajmi;

7) AB  chiziq tenglamasi;

8) D  uchidan tushirilgan balandlik tenglamasi 
va uzunligi.
9) D  uchidan tushirilgan balandlik va asosining 
kesishish nuqtasini toping.
10) A D  va В С  to'g'ri chiziqlar orasidagi 
masofani toping.

Koordinatalar sistemasida tasvirlang.
1) ^ (4 ; 2; 5), 5 (0 ; 7; 2), C (0 ; 2; 7), D{V, 5; 0).

2) Д 4 ; 4; 10), B(4; 10; 2), C(2; 8; 4), D(9; 6; 4).

3) Л(4; 6; 5), f i (6; 9; 4). C(2; 10; 10), Z)(7; 5; 9).

4) ^(3; 5; 4), B (8; 7; 4), C(5; 10; 4), £>(4; 7; 8).
5) ^(10; 6; 6), 5 (-2 ; 8; 2), C (6; 8; 9), £>(7; 10; 3).

6) A{\- 8; 2), 5 (5 ; 2; 6), C (5; 7; 4), Z)(4; 10; 9).

7) Л (6 ; 6; 5), 5 (4 ; 9; 5), C (4 ; 6; 11), D (6 ; 9; 3).

8) Д 7 ; 2; 2), 5 (5 ; 7; 7), C (5; 3; 1), Л (2 ; 3; 7).

9) Д 8; 6; 4), 5(10; 5; 5), C(5; 6; 8), /)(8; 10; 7).

10) Д 7 ; 7; 3), 5 (6 ; 5; 8), C (3; 5; 8), D (8 ; 4; 1).

11) A{\- 1; 1), 5 (5; 3; 4), C (2; 0; 2), £>(6; 8; 10).

12) ^ (0 ; 1; 1), 5(1; 0; 1), C (2 ; 3; 0), D (6 ; 4; 3).

13) A{\\ 2;3), 5 (- l ;  3; 2), C(7; -  3; 5). Z)(6; 10; 17).
14) Д 1; 4; 3), 5(6; 8; 5), C(3; 1; 4), Z»(21;18; 33).

15) Д 7; 2; 1), B(4; 3; 5), C(3; 4; -  2), I>(2; -  5,-13).

2. Berilgan tenglamani kanonik ko'rinishga keltiring 
va ikkincbi tartibli sirt turini aniqlang.



1) +z^ -  2 y ~ 2 z  =  0
2 ) xy + yz +  xz =  0

3) z ^ - x y  +  4 x ~ 4 y  =  12

4) x ^ + y ^ + z ^ - 4 x  +  6 y - l  = 0

5) x^ ~4xy  + y ^ - z ^  =^0

6) x^ + 4 y ^ + 4 z^  ~ ~ 2 x  + 4 y ~ 8 z  = 0

7) x ^ - x y + X Z +  yz =  0

8) z ^ - x y  + y^ = 10

9) y^ - x ^  +z^ -  2xy = 0

10) x ^ + y ^ - 4 x z  +  4yz =  0

11 ) x^ ~ 4 x y - 4 x z - 4 y z  = 0

12) 2x^ +y^ ~ l 8 z ~ 3 z  + y +  14 =  0

13) 3 x ^ - 4 y ^ - 2 4 z - x  + 2 y - 2  = 0

14) 9x^ +4y^ - z ^  - 9 x  + 6 y - 2 z ~ 2 7  = 0

15) +  3y^ +4z^ + 2 x - 3 y  + 4 z - 1 0  = 0



Il-qism. MATEMATIK ANAUZ  
4~bob. To'plam. Funktsiya. Limit va uzluksizlik.

§14. To'plam. Amallar. To'plam tuilari.

Biror xususiyatiga ko'ra jamlangan predmetlar 
majmuasi to'plam deb qaralishi mumkin. To'plamlar
A, 5  harilar bilan, ularni tashkil qiluvchi
predmetlar— elementlari a,b,....x,y,... harflar 
yordamida belgilanadi. a element A  to'plamga 
tegishliligi a e A,  tegishli emasligi a ^ A tarzida 
belgilanadi.

Agar A  to'plam elementlari В to’plamga ham 
element hisoblansa, A  to'plam V  to'plamning qismi 
deyiladi A cz В taraida yoziladi. A czB ,  В a  АЫх 

paytda bajarilsa, A = В  kelib chiqadi.
A  va 5  to'plamlar barcha elementlaridan 

tuzilgan to'plam ulaming yig'indisi deyiladi va 
A (J  В ko'rinishda belgilanadi. Ulaming faqatgina 
umumiy elementlaridan tuzilgan to'plam kesishma 
deyilib, Ап\ В tarzida belgilanadi. Faqatgina A  ga 
tegishli elementga (A  ga xos elementlar) to'plami A  
dan В ni ayrilgani deyiladi, A \ B  tarzida belgilanadi. 
A  va 5  xos elementlaridan tuzilgan to'plam ulaming 
to'g'ri ko'paytmasi deyilib, AUsB tarzida yoziladi. 
Demak, A^B  = { A \ B ) kj{B\A) .

a e A, b e  В elementlar olinib hosil qilingan 

barcha (a ,b )  ko'rinishidagi juftliklar dekart

ko'paytma deyiladi va AxB kabi belgilanadi.
Birorta ham element! bo'lmagan to'plam bo'sh

to'plam deyilib, 0  ko'rinishda yoziladi.

Qaralayotgan A, В to'plamlar biror E to'plam 
qismlari bo'lsa, E  \ A  to'plam A  ning E ga qadar 

to'ldiruvchisi deyiladi va C^A yoki SA ko'rinishda 
yoziladi.

Quyidagi ikkilanganlik printsipi deb ataluvchi 
tengliklar o'rinli:



n n n n

Agar A  to'plamning har bir elementiga В 
to'plamning bitta elementini, В ning har bir 
elementiga A  ning bitta elementi mos qo'yilsa, A  va 
В to'plamlar o'zaro bir qiymatli moslikda deyiladi. 
Bunday to'plamlar o'zaro ekvivalent deyilib, A~ В 
tarzida yoziladi.

To'plamlar elementlari soniga qarab 
solishtiriladi:

1) elementlari soni chekligi bo'lgan to'plam 
chekli to'plam deyiladi;

2) elementlarini sanash mumkin bo'lgan, 
ya'ni natural sonlar to'plamiga ekvivalent 
to'plamlar sanoqli to'plamlar deyiladi.

3) Elementlarini sanash mumkin bo'Imagan 
cheksiz elementli to'plamlar sanoqsiz 
to'plamlar (yoki S —kontinuum quwatli) 
deyiladi.

14.1. Isbotlang.
1) ( Л и 5 ) и С  =  v 4 u (5 u C ) ;

2) ( ^ u f i ) n C  =  ( ^ n C ) u ( 5 n C ) ;

3) A r ^ {B ^ C )  =  {Ar^B)^iAr^C)■,

4) { A \ B ) v j { B \ A )  = { A \ j B ) \ { A n B ) \

5) C {A \ B )  = C A ^ B ;

6 ) ( A u B ) x C  =  (A xC )K j (B xC ) ;

1) Ax(B  n  C ) =  (AxB)  n  (AxC);
8 )

( А ^ В ) \ ( А п В )  = ( А п С В ) ^ ( В п С А ) .
14.2. Soddalashtiring: C [C (C 4 u S )u (^ u C 5 )].
14.3. Haqiqiy sonlar to'plami R va irratsional sonlar 
to'plami {R \ Q)  orasida o'zaro bir qiymath moslik 
o ’mating.



14.4. [0;1] kesmadagi sonlami o'nli kasrga yoyganda

9 raqami qatnashmaydigan sonlar to'plami bilan [0; 1] 
kesma orasida o'zaro bir qiymatli moslik o'rnating.
14.5. Tekislikda uchlari koordinatalari ratsional 
bo'lgan uchburchaklar to'plami quwatini toping.
14.6. Tekislikda o'zaro kesishmaydigan T harflari 
to'plami quwatini toping.

§15. Funktsiya tushunchasi. Elemental 
funktsiyalai.

Ketma-ketliklar.
Agar X  to'plamdan olingan har bir songa 

biror /  qoidaga yoki qonunga ko'ra V to'plamning 
bitta у  soni mos qo'yilgan bo'lsa, u holda 

X  to'plamda funktsiya aniqlangan deyiladi.
Bu moslik у -  f  {x )  tarzida yoziladi. X

to'plam funktsiya aniqlanish sohasi, Y — o'zgarish 
sohasi deyiladi, x  -  argument, у — funktsiya deyiladi.

Aniqlanish sohasi natural sonlardan iborat 
funktsiya ketma —ketlik deyiladi, у  = f { n )  o'rniga 

y„ yoki kabi belgilanadi.
Funktsiya juft (toq) deyiladi, agar 

f { - x )  = f { x )  [ f { - x )  =  - f { x ) ]  bajarilsa.

Ixtiyoriy x  e  X  da m <  f { x ) <  M  shart

bajarilsa, funktsiya quyidan m soni, yuqoridan M  
soni bilan chegaralangan deyiladi.

Agar X ning X  to'plamdagi x, va Xj

qiymatlari uchun д:, <  x^ shartdan

№ i ) > / ( ^ 2) ]  kelib chiqsa, / (x )  
bu to'plamda o'suvchi (kamayuvchi) deyiladi.

Agar shunday T son mavjud bo'lib, ixtiyoriy 
X e  Z  da

\ ) x ± T e X ,  2) f { x  +  T )  = f { x )



bo'Isa, bu funktsiya davriy, bu shartga 
bo'ysunuvchi eng kichik T soni davr deyiladi.

У — f  (jc) funktsiyada JC va laming
o'rinlarini almashtirishdan hosil bo'ladigan funktsiya 

teskari funktsiya deyiladi va д: =  / " '  ( у )  tarzida 
belgilanadi.

Ketma —ketlik uchun chegaralanganlik, 
o'suvchilik yoki kamayuvchilikni aniqlash mumkin.

15.1. Berilgan funktsiyalar aniqlanish sohasini
toping.

1) y = J L ^  2) у =  ^1зх-х^
I -  X

3) у  = log(x^ -  4) Ц у = VsinVJ

5) =  lo g j lo g j X 6) j  =  4^%tgx

7) у = yjsinlx + VsinSx, X e [0; 2яг].

15.2. 1) / (x  +  l )  =  JC^-3x + 2 bo'lsa, f { x )  
ni toping.

2) f i k  = X + ^ f u 7  bo'lsa, f { x )  ni toping
ЛС

( ^ > 0).
15.3. Berilgan funktsiyalarga teskari 

funktsiyalami toping.
1) y = 2x + 2

2) у = x^, 0 <x<+oo

3) y = ^ - ^ ,  XT^-l
l + x

4) y = ^J\-x\ 0 < x < \ .
X,  -  00 <  JC <  1

5) у  =  ' x^, 1 < д : < 4  

2"', 4 <л : < - кю



15.4. Juft — toqligini tekshiring.

1) y  =

2) У - ф - x f  + V ( l  +  x)^ ;

3) y = a' ‘

4) у ~ ln (x  +  ~J\ + x^ ).

15.5. 1) y = kx grafigini A: =  0, 1, - 1  hollarda
chizing.

2) у = x +  b grafigini 6 =  0, 1, — 1 bo'lganda
chizing.

3) y = ax^, y ^ i x - a f ,  y =  x ^ + a  

grafiklarini a =  0, a =  ± 1, й =  +2 bo’lgan hollarda 
chizing.

I) у  =

2) _v =  sgnji: =

15.6. Quyidagi funktsiyalar grafiklarini chizing. 

x , x > 0  

- X ,  X < 0  

1, x > 0

0, X = 0

- 1, x < 0

3) у =  [jc] =  {x  ning butun qismi}

4) JV =  {x }  =  {л  ning kasr qismi}

5) у  =  sin^ X

6) у  = sin X • sin 3x

7) y = cthx

8) y  = [x]-|sinx

9) 3; =  1 +  X +  e"'

10) >> = s i n X  + cos'* X



11) у =  l - x  + 1 + Х.

12) ;  ̂ = x s in ^
13) >' =  ln(sinj!:)
14) у  =  In co sjf

15) у  =  shx =

16) y  = chx =

17) y  = tgx;
18) jv =  X •sgn(sinx )
19) у  = cos X • sgn(sin x)
20) у  -  x  + sin X

21) y =  1 - x - l  + x

§16. Ketm a-ketlik va funktsiya limiti.
Uzluksizlik. Ajoyib limitlar.

Agar a nuqtaning ixtiyoriy (a —s , a  + s )
atrofi ( f  > 0) olinganda ham {x^} ketma —ketlikning 
biror hadidan boshlab, keying! barcha hadlari shu 
atrofga tegishli bo'Isa, a son {x^} ketma —ketlikning 
limiti deyiladi va 

lim  x ^ =  a

tarzda belgilanadi.
Ketma —ketiik chekli songa intilsa 

yaqinlashuvchi, aks holda uzoqlashuvchi deyiladi.
Agar X  to'plamning nuqtalaridan tuzilgan, a 

ga yaqinlashuvchi har qanday { x j  k e tm a-k e tlik  
olinganda ham, funktsiya qiymatlaridan iborat 
{/(л :„)} k e tm a-k e tlik  yagona b limitga intilsa, shu



b да f { x )  ning a nuqtadagi (x  ning a 
intilgandagi) limiti deyiladi va И тд:„ = b  kabi

yoziladi. Bunda, agar ketm a —ketlik a dan faqat 
katta (kichik) bo'lib a ga intilsa, o'ng (chap) limit 
deyiladi va

lim  f i x )  = F (a  +  0) = 6 ( lim f { x )  = f { a  -  0) =  6)
Л—>0+0
tarzida yoziladi.

Limitlar quyidagi xossalarga ega;
1) O 'zgarmas son limiti o'ziga teng.
2) lim(M + v) = lim  и + lim  v.
3) Ит(ы • v) = lim  и ■ lim  v 

и limM
4) h m -  =  

V lim v

Agar l im /(д г) = /(X f l) o'rinli bo'lsa,

f  (x )  Л' =  Xq nuqtada uzluksiz deyiladi. Funktsiya x  ̂
nuqtada uzluksiz bo'lishi uchun

lim  / ( x )  = / ( x o ) =  lim  / ( л )ДГ— x->jCo+0
tengliklar bir paytda bajarilishi zarur va etarli. 

Birorta tenglik bajarilmasa, f ( x )  funktsiya 
nuqtada uzilishga ega deyiladi.

lim  f ( x ) -  lim  / ( х )  = ЛфО bo'lsa, I -
д̂ лго+О дг->;Со”®

tur uzilishga ega, Л esa funktsiyaning nuqtadagi 
sakrashi deyiladi. Boshqa turdagi uzilishlar barchasi
II — tu r uzilishlar deyiladi.

Llmitlami hisoblashda quyidagi ko 'p 
uchraydigan «ajoyib limitlar»dan foydalaniladi:



s in x  ,
1) lim ------ = 1.

■'^0 X
1 I

2) lim (l H— )" = lim (l +  л:)^ =  e.
П -+ »  f i  x^O

3) lim  = ---------------=  n
X - * 0  Д.

ln(l + x) ,
4) h m — i-------~ = l

x - *0  X

5) lim^^-----  ̂=  In aX->0 Y

16.1. Limitlar hisoblansin. 
5 n - \

1) lim 
Й +  3

4n^ + n
2) h m - --------

\ - n

5) I i m ( V 2 - V 2 - V 2 - - - '^  6) l i m - ^ 5 Z + l
«->00 2n - 1

1 +  2 +  3 + .... + n 7)-------------------------------h m —----

1 -1 0 "

- f - V " " ' ' ”  8 | , , m l l l l l ± r r ± e ! L z O
Ы9п^+ \  l + 2 + 3 + .... + «

9) lim 3 - 1 0 "
«•̂ +” 1 +  10"^' +  

11) lim '
«-^oo

1 + 2  +.... + n я '' 
n + 2 2

12) l i m ( l + - ) ' ”
Л-̂ оО **w

13) lim
n~̂CC

n
14) lim

{ Ъ п - 2 \
I nj «->00V 3n +1 j

16.2 Limitlar hisoblansin.



х ^ - 4
1) lim - 

«^2 х - 2
- 5 х  + 6

3) lim —;---------------
-8 л :+ 15

;с ' - 9

5) lim
х "  - 1

д:" - 1

X

2) lim — 5-------------
"^3 _  2д: _  3

4) h m - \ ------------- —
-(х^-\2х + 16)

т п

l - j c ” ~ Т ~

п-*2

6) Иш
я->1

10

\

- X " )

7) limiim 7= -- ... - —  
V I + 3jc -1

8) lim
n->0
. М\ + т х - \

\Jx-\  
9 lim—p=— 10) lim  Vjĉ  + 3x -  x )

« - » o o '  '

11) limk/x^ + x  +1 -  -  л:) 12) l i m - = -----
VJC — 1

sin 5л
13) hm

дг-»0 я
t o - s i n  j: sin5jc-sin3jc

15) h m ^ -----г------  16) h m --------------------
■'-+0 sin x  sinx

141 l i m ^
X

s i n x - s i n a
17) h m -----------------

л: -  a

19)

sinx
t g x - t g a

18) hm-^------ ^
X - a

cosx -  \fcosx 
hm -----------;---------20)
x -*0 sin^ X

21) lim
2 x - l

22) limX-̂<x>
- 1  

x '  +1

■t-1
x+1

23) l im ^ l -  2x
j->0

24) lim
-t->0

1 +  fgx ^ Sin̂  X

1 +  s in x



25) lim a - X  
x - a

26) lim
л->0

\ + x-2^ 

1 +  ДГ-3"

27) lim —
sin ox -  sin /Sc

a ’‘ + У  + c ’‘
28) lim

jc->0

16,3 Uzluksizlikka tekshiring va uzilish xarakterini 
aniqlang.

1 1

{ l ^ x f

3) y  = sgn(sinx)

5) y  = x- [x]

x + l
1 1

x - l  X

4) y  = x ~ [ x ]
I_

6) y ~ e  ^

Ч) m J <1

>11,

0 ,5 x ^  |дг|<2

8) / W =  2,5 , );c| = 2

3 , \x\>2 

2, x = 0 ea X = ±2

9) f { x )  = \ ^ - x ^  , 0<j.rj<2

X >2



Bobga doir m isollar ech ish  nam unalari
1. { A n  ( A n C B ) v j  (CA Г\В)  ifodani 
soddalashtiring.
( Л п В ) и и м С В ) ^ С Л п В )  = ( Л п 5 ) и ( а \ 5 ) и ( 5 \ ^ ) :  
= ( А п В ) и ( А Л В ) ^ А и В .
2. Ixtiyoriy A, В , S to 'plam lar uchun 
Ax(B U  C ) = (AxB) U  (AxC)  tenglik o'rinli 
ekanligini isbotlang.
a) ( д : , 6  Ax{B w  C ) bo'lsin. x e  A, у  e  B kj С , 
ya'ni x e  A, у  e  В yoki x e A, у  e  C. Demak, 
{x, y )  e  AxB yoki (x , y)  e  AxC. Bulardan, 

( х , у ) е ( А х В ) и ( А л С ) .
b) (JC, y)  e  (AxB) и  {AxC). Demak, (л:, у)  e  AxB 
yoki {x, y )  e  AxC. Undan x G A, у  e  В yoki 
x e  A, y e C  kelib chiqib, x e A, y e B u C .  
Nihoyat, {x, y)  e  Ax{B U  C ).

a) va b) m unosabatlar tenglik o'rinliligini 
bildiradi.
3. A = (0;1) va В = (0;1] to ’plamlar orasida o'zaro bir 
qiymatli moslik о 'm ating.

A va V to'plam larda
1 1  1 ,

ix, = —, Xy = —, ...,x„ = -------nuqtalar
 ̂ ’ 2 ^  3 " И +  Г  

to'plam ini ajratamiz.
В dagi 1 ga A dagi X, ni, ga ni mos

qo'yamiz. В dagi qolgan д: e  (0; 1) nuqtalarga A dagi

mos x e  (0; 1) nuqtalarni qo'yamiz.
4. Ratsional sonlar to'plam i 0 n in g  sanoqliligini 
isbotlang.



Наг bir ratsional son qisqarmas —
q

[ p & Z , q e . N )  kasr ko'rinishda yoziladi. p + q  

p
yig'indi — ratsional son balandligi deyiladi.

q
Ratsional soniami balandligi o'sish tartibida 

joylashtiramiz:
0 1 - 1 1 - 1 2 - 2 1 - 1 3 - 3  
Г Г  1 ’ 2 ’ 2 ’ Г  1 ’ 3 ’ 3 ’ Г  1

Bunda bar bir ratsional son biror nomer oladi va Q  ~N 
ekanligi kelib chiqadi.
5. [0;1] segment nuqtalari to'plam i sanoqsizligini 
isbotlang.
Ular sanab chiqilgan: va cheksiz o'nli
kasrga yoyilgan deylik:
a , = 0 ,a , i a „ a ,3 . . .

0̂ 21 ~  ^22 2̂3

«„2 « „ 3 -

Lekin, sanalmay qolib ketgan elementlarni 
topish mumkin. Masalan,

« o = ^ i^ 2 * 3 ---  (6, 
sanalmagan.

Demak, \a,b\, [a,b),  {a ,b\, (a,b)  nuqtalar 
to ’plamlari sanoqsiz ekan,

-[- д;
6. a )  = (x  -  2)^1------- aniqlanish sohasini toping.

V l - x



\  + х
> о o 'rinli bo'lishi shart, demak,

1 -  л:
intervallar metodidan

D( y )  =  kelib chiqadi.
b) >> =  Ig sin X  aniqlanish sohasini toping.
Logarifmik funktsiya sin л: > 0 qiymatlarda 

aniqlangan, xolos, ya'ni
s i n x > 0  = > 2кк< х< т г  + 2кл, k e N .

7. a)  /  = x^ , g  = 2"‘ bo'lsa, / ( g ( x ) )  - murakkab 
funktsiyani tuzing. 
f { g { x ) )  = { r f = 2 ^ ^ = 4 \

b ) f { x ) ^ - ^ J = = =  bo'lsa. Л ( х )  = / ( / ( . . . ( / W . . . )
л1\ + х^

ni toping.

Vi+ x

1 +
[ + x  ̂ у

■J\ + x ^ + V 'J\ + 2x'̂

п п / ш =
V i  + 3jc 
1 - x
\ + X

8. f i x )  = In 

tekshiring.

/ ( - x )  =  l n j ^  = ln
1-JC

|̂ \ + nx  ̂

funktsiyani juft -  toqligini

1-JC N-l

\ \ + X j
= - ln ^ —^  = - / ( x ) .

1 +  .X



lim

2n̂  1

л т ~ -----= = lim— —p -- -
x^^on^+n j:->« n n , 1 1

—  + —  1 + — 
n'̂  n

2) iim[—  + —! -  + .... + — 1— ]= l im [ l - -  + - - i  + .... 
-̂>“ 1-2 2-3 n{n + \) 2 2 3

+ - -----^ ] = l i m [ l -----L j  = i,
n n +1 П +1

3) lim
n + \

= lim

= lim
•T-^oO

/^л + 1 - Г n
(  1 1=^lim 1

I  n +  \ J Л->оСI  n + \ )

1 - (n + !)  lim — -
= e '‘"‘“" = e

10. Ifodalar qiymatini toping.

1)
•«-'2 x - 2  x ~2

lim(x -3 )  = - l .
x~*2

2] lim
x + x  +.. .  + x " —n

= limдг->1 x - l
Jim -1)[1 + (;c+ 1)+ (x ^ + x  + l) + ... + (л:"-'+дг'"^+.■■ + !)]
л->1 ( x - l )

1 n + \= 1 + 2 + 3 + ... + n = -------n

3)
л /Г ^ - 3  V r ^ - 3  л /Г ^  + 3 {4-2V x+V ?"hm------- =r- = lim------- -=------r -̂r-.---------------------==-

2 + \ h  2 + Vx л /Г ^  + 3 ( 4 - 2 ^  + V ? )



( l - x - 9 ) ( 4 - 2 ^  +  V ? )
i im -------------------7= = ------------^— 8 ( 8 + д; ) ( 7 Г Г ^ + 3 )

( 4 - 2 V I  +  V ?
-  lim — 7 = ---------

V l - л + З
-12

=  ~ 2.

smmx sinmx nx m m
4) hm -^------ = hm-

sinnx ’'->0 mx sinnx и n
5)

lim
д:-*-0

= lim
jc->0

f  i + tgx ^sinjc
= lim

1̂ + sin x ; x~^0

1 + sinjr + fgx -  sin д:'
1 + sin X

^   ̂ / g x - s in x  
1 + sin л:

= lim 1+
tgx -  sin X 
l + sinx j

+ sinjcl <gjc-sin.r 1 
(ga:-smx l+sinjc sinjc

lim
I-COSJ

lu ll  —— — — — — — — —  x-»0--- ----  Лg»-»0 1+5Шд: 8ШЛ: _  g cosAr(l+sini) — J

6) lim -----------= hm — -------------= a -Ina.
x - b  x - b

7) lim [sinln(x + l)-s in ln jc ]  =
JC-V+oo

 ̂ . 1п(д: + 1)-1пд: 1п(х + 1) + 1пд:
= hm 2 sm —i------ --------- cos— ------ --------- =

x-t+a 2 2

2 sin — ln(l + —) • cos In ̂ x^ + x  
= l im  2---------^-----------------------= 0

1,

1
— ■X 
X

8) >' = 2 funktsiyani x  = 2 da uzluksizlikka 
tekshiring.

x = 2 da funktsiya aniqlanmagan.



lim / (x) = lim 2 = + q o ;  lim 2 = 0
x-*2+0 x ^ 2 + 0  Х-У2-0
II — tu r uzulishga ega.

Ч 0 < X < 1
^) J w - i  funktsiyani

[2 ~ x ,  \ < x < 2
uzluksizlikka tekshiring.
lim  / (x) =  lim  x  ̂ = 1; lim  / (x) -  lim  ( 2 ~ x )  =  1; 

Funktsiya x  = 1 nuqtada uzluksiz ekan.

4-bobga doir uy vazifalari 

1. Funktsiya aniqlanish sohasini toping.

x ^ - 4 x  + 3 I x ^ - 9
1) y  = J — r - : —  2) y  = .

x ^ - 4  \ x ^ - 7 x  + 6

x ^ - 4 x - 5  ( x - l ) ( x ^ - l 6 )

x ^ - 1 6  x ^ - 3 6

7) у  = 8) y = i n f ^
x + 3  9 - x  

x^ — 4x
9) = ------------ ----------- 10) ;; = lgsin2x  

X + 5 x - 6  
11)-------------------------- _y = lg cos3x-------- 12) у  = y jtg lx

13) >> = lg ( l - 2 c o s x )  14) j; = lg(\'^ -  c^gx) 

15) ,v =  V l g ^



I) y  = 4 x - l
3) y  = \ - 4 x
5) y  = 5x + \
7) y  = \ ~ x
9) y  = 4 - 5 x

II) y  = x - 1 0  

2 x - l
13) y  =

l + 2x
1 

A x - I

2) y  = 2x + 3
4) y  = 3 ~ 2 x
6) y  = 2 - 5 x
8) y  = 4 + 3x
10) y  = 5x- 4-

l + x
12) =

14) y  =

\ - x  
3 x - l  
l +  3x

3. Quyidagi funktsiyalar grafigiai chizing:
. 2  . .  ______ : _ 3I) = sm X

3) >; =  [sin x]

5) j; = sgn(cosAr)

7) y  = x + e'‘

9) >■ =  sin '' x  +  cos'* X

II) у  =  л - c o sx

13) >' =  [X]-|C0SJC 
15) y  = x + arctgx

4. Limitlami hisoblang

и" - 3 n

2] у  = sin X
4) jv =  {sinjc

6) y  = [x^]
8) y  =  jc + sinjc

10)>' = jr +  3 +  X -  3 

12) y ^ l - e ' " '

14);; = cos X sgn(sin x)

1) a)  lim

в) lim
;c-»0

1 -c o s lO x

л/ l  + X - л / l - X
6) l im -----------------------

-̂̂ 0 5x

г)  lim
n->o04-2

x  +  3

U - 2 .



X—>‘302x^+1 x ~ l
 ̂ arcsm Sx

e) lim -------- ; г) lim
5x -̂

2 x - 1 Y  
U ^  + Ъ

2x^+x^- 5  x -V x  
3) a) lim — 5----------- ; 6)\vax—----- ;

x^cc X  +x-~2  X  - X

-J\-cos2x  
в) lim --------- ; г ) lim

-'-►0 X
4x + l 

4;c

.. , 3x‘‘ +x^ -  6 X
4 a) hm — т---------- ; 6)  l i m - p = = — ;

^ ^ 2 x ^ ~ x  + 2 л/1 + З х - 1

e) ; г)  lim (l + 2д:)‘'" .
-̂̂ 0̂ arctgx

2д:"+6д:-5 „  1 -Vl - Jc"
5) a) hm -----5---------- ; o)  h m -------- -̂-----;

5x - x - I  X
 ̂ cosX -  COŜ  л  ̂ . ,4 1 1в) h m -------- -r--------; г) hm  j:[In(x +1) -  In jcj.

лг->0 X

3 + X + 5 , /  Vl + 3x - V l - 2 x
6) a) hm   ̂ ------ ;  6)  h m --------------- -̂--------;

-1 2 x  + l -̂̂ 0 x + x

в) hm  ̂ — ^ ; г)  hm(2 + l)[ln(x + 3) -  In x],
-̂►osinSx

x - 2 x ^  + 5x'' a/ i + 3x  ̂ - 1
7 a) hm --------- -̂---- j - ;  o)  h m ----- г----- r— ;

2 + 3x4 x'  -̂ 0̂ x ' + x '
. . .  1 -  cos 6x

в) h m ------------- ;
v̂ O 1 _  cos 2x

г)  hm(x - 5)[ln(x - 3) -  In x].



. . .  5д^^-Зд: + 1 V 2 x -1 -V 5
8) а) hm-r-^-------- - ;  б) hm----------;----- ;

6х + Х - 5  JC-3
2 X

e ) l i m ^ ;  г) lim(7-6;c)^'<^^-'>.
д:-»0 Jr-»1

7jc" - 2 x' + 2 л/1 + З х -л /2 х  + 6
9) а) hm------- —̂------; б)  lim --------------- ---------

X +Ъ *-̂ 0 X -  5х
. . .  l - c o s 4 x  4 ^

в)  lim --------------  г) ит(3л: -  5) .
-̂>■0 2xtg2x

. . .  %х^- 3 x ^ + 9  х - 2
10) а) hm J  -  -  ; 6 ) i im -p = — ;

^ ^ х  +2x^+5
2

в) lim SxctgЪx\ г) lim(3x -  8) '̂ .̂
д:-*0 л:-»3

, , ,  . . .  2х^-Ах у ! х  +  \ - Ъ
И) а)  h m - -  - - -; б) hm — -̂ — :

5х - 6  X  - 9
l - c o s 8 x I

в) hm ------ ------; г) hm(l + sin х) .
•'->® sin X -̂>0
1 - 2 х  + Зх  ̂ -JS + x - 2

12) а)  hm------=-------- ; б) hm-------------- ;
д: +1 х + 1

. ^J\ -cos4x  —7
в) hm ----------------; г) Нт(4-3д;)''‘'.

sin л:
. . .  4 х ^ - 4 х  + 5 J x  + 6 - 3

13 а) hm -^-------------; б)  hm ------z-------- :
д:^-Злг + 10 х ^ - 9

 ̂ c o s x - c o s ^ x  ^
в) hm -------- --------- ; г) lim(5 -  2хУ'^.

sm 4х ^ - ^ 2



x ^ ~ 4 x  + \
l - 2 x  + 2x^

j c '- l
Vx + 3 - 2 ’

15) a) lim 4x^~2x
x~>̂  2 + 4x + 5x  ̂ ’ 

arcsin 5jc

6) lim
V I ^ - 2

в) lim-
x->0 2x

г) lim

-̂̂ 2 x - 4  

x + l

5. Berilgan funktsiyalarni uzluksizlikka tekshiring, 
grafigini chizing.

x + 4, x < - \
1 ) /W  = . +2 , - l < x < l

2x , X> 1

x + 2. x ^ - 1

2 ) f(x) = -jc'+l
- х  + Ъ , л: > 1

- x x < 0
3) f (x)  = ^ - { x - l ) \ 0 < x < 2

x - 3 , x > 2

c o sa :, x < 0

4 ) / ( x )  = <x  ̂+1,  0 < ; c < l

x > \



5) f ( x )  =

6] f ( x )  =

7) f ( x )  =

-  X 
..2

jc<0 

x" , 0 < x < 2  

x + \  , x > 2

- X  jc < 0

sinx , 0 < д: < Я’ 

x - 2  , X>7t  

- ( л  +  1) x < - l  

(jc +  1)' , - l < x < 0  

X , X > 0

8) f i x ) -

- X x < 0

9) f ( x )  =

10) f i x )  =

11) f i x )  =

t g x , 0 < x < ^
4

2 , x > ^
4

- 2 x  x < 0

+ 1 ,0 < J C < 1

2 , jc>  1 

- I x  x < 0  

-[x , 0 < j c < 4  

1 , x > 4

- 1  x<-2
X , x < 2

2 , x > 2



13) f { x )  =

14) f { x ) ^

15) / ( x )  =

jc л: < 0  

л - 1 , 0  < Л < 1 

4 , х > 1

X x < 0  

|x j< l  

Л +  4 , x > \

~x^, x<Q
1 , 0<д : <1  

(jr -1)^ + 1 , X > 1 

-  X X < 0

sin X , 0 < X < Л-

X + Л- , X > K



5-bob . Hosila va differentsial. 

Differentsial hisob teoremalari.

§17. Hosila. Geometrik va fizik ma'nolari.

Hosila hisoblasb qoidalari.

у  = f  (x ) funktsiyaning x  nuqtadagi hosilasi deb

Ax Дх

lim itga aytiladi va у '( л : ) , / ' ( x ) ,  — ,
dx dx

taizida belgilanadi. Agar hosila chekli bo'lsa, f ( x )  
funktsiya X nuqtada differentsiallanuvchi deyiladi. 
Agar X = Xj X +  Ax = Xj bo'lsa, /  (x )

funktsiyaning д:, nuqtadagi hosilasi 

f ( x  ) - f i x  )
l i m ----------------- — ko’rinishda bo'Iadi. Limitlardagiga

o ’xshash, chap va o 'ng  hosila tushunchasini kiritish 
mumkin, Hosila у  = f  (x )  funktsiyaga X, nuqtada 
o'tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientidir: 

y \ x i )  = tg a
Urunm a to 'g 'ri chiziqning tenglamasi 

У ~У\ =  >■' (-^1) * (-  ̂~  1̂ )> unga perpendikulyar 
(X jiy ,)  nuqtadan o'tuvchi normal to 'g 'ri chiziq 
tenglamasi:

y - y ,  = ------ -— (X -X j)  ko'rinishida bo'Iadi.
y ' ix ,)



Moddiy nuqta S=S (t) qonun bo'yicha harakat qilsa, 

uning tezligi V -  h m -----, tezlanishi esa
Д/̂ .0

AV
a = l im -----  formulalar yordamida topiladi.Д/->0 Д/

Hosilasi mayjud bo'lgan m( x) , v( jc)  funktsiyalar 
uchun quyidaqi qoidalar o'rinli:

1. ( C m) ' = C m';
2. ( C .u l C ^ v y ^ C u ’+C ^v’;
3. ( и - v ) ' = m ' v  +  mv ';

4
V

5. J  = / ( x )  va x = o'zaro teskari 

funktsiyalar bo'Isa, y'{x)  = — — ;
x’(y)

6. у  = f { u ) , u =  gi^x), bo'lsa, u holda 

У — fi^g  (jc)) murakkab funktsiya hosilasi 

y '  — / ' ( u )  ■ g ' ( x j  formula yordamida olinadi.

7. у  = u^ ko'rinishdagi funktsiya daraja — 
ko'rsatkichli deyilib, hosilasi quyidagi Bernulli

Vformulasidan topiladi: y '—u''- v'-lnwH------
|_ u

8. у  ga nisbatan echilmagan tenglama bilan 
berilgan funktsiya hosilasi, murakkab 
funktsiya kabi olinadi, hosil bo'lgan 
tenglamadan y' topiladi.



9. , ч sistema yordamida parametnk
b  = 3^(0

’ уberilgan funktsiya hosilasi y, = —r  formula 

yordamida topiladi.

Hosilalar jadvali;
1. (C y= 0; 2.
3. {Sinxy=Cosx', 4. {Cosxy=-Sinx-,

7. (a ^ ) = a ^ - I n a ;  8.

9. (arcsinx)'=
VT x ‘‘

10. (arccosx )'= -

11. (arc(gj:)’= — Ц - ;
l + x

12. (arcctgxy=—-----  
\ + x

13. ( lo g ,x ) '= — 14.  ( l n x ) = - ;
X ■Lna X

15. (s}ay=chx;  16. {chxy=chx\

17.1. Ta'rif yordamida hosilasini toping.

1) ;̂ ; =  ;c^  2) y  = 2) y  = 4x',



л / ^ ’
6) У = —  

X

7) j/ =  V r + x " ;  8) y  = tgx
9) f ( x )  = x ( x ~ l ) ( x - 2 ) ...... (л:-1 0 0 )  bo'lsa, / ' (о )
ni hisoblang.

17.2. Hosila hisobJash qoidaJari va jadvalidan 
foydalanib toping.

л ''
1) y  = ----------- + 4jc; 

4------------------- 2

3) y  = 4 ^ /^ -3 * ^ -

5) y  = x^ -ctgx

9) у  = л /х -cosx

1 1 1
2) ;  ̂= - + — + —  

X x^ x^
4) у  = x - s i n x

6) y  =  x ^ -c /g x

co sx
8) y  = — 7 -

10) y  =
x ' + l

11) f { x )  = y [ ^  bo'lsa, / ' ( “ 8) topilsin.

12) m  = ^  bo'lsa, /'(O), / '(2 ) , / ' ( - 2 )

14) y  = thx + cthx

2 x - l
topilsin.
13) у  = sh^x 
15) у  = X -c th x

17.3. Murakkab funktsiyalar hosilasini oling;

1) >̂  = sin5x ; 2) у  = ( 1- 2хУ;

3) у  = y l l - x^;  4)y  =  Vcos4x;

5) у  =  V 2 x -s in 2 x ;  6) j/ =  sin^x;

7)_y = sin^x + cos^x; 8)j/ = sinVx;

9]y  = 3*'‘; 10) y ^ l n S x ;



И) у  = е'‘'; I 2 ) y ^ l n t g ^ ;  

cosx  s in jf-x c o s^ :
i3)>^ =  - ~ 7 ^ ;  14) у  = -------------- —

2 sin X cos д: +  д: sin X

1 2 1 ■------------------------ . l - s i n x17) y  = —ctg x  +  Insinx; 18) y  = ln -----------
2 Vl + sinx

1- Л

X r~2 T . X
' =  —Va - X  +  —  arcsin—; 

2 l a

19) >> =  arccos—7=-; 20) у  = arctg-
V2 a

21) у  =  arcsin(sinjc);

22) у

23) j  =  a rc co s(s in x ^ -co sx ^ ); 24) y  = f̂x; 

25) y  = x'‘; 26)y = x ‘̂ '‘;

27)y = x"’ ; 2S) x  ̂ + y^ ^ ;

2 9 ) ^  +  ̂  =  ! Щ у ' = 2 р х - ,

31) V I  +  V ^  = Va; 32) +  ^  =

33) x = у  + arcctgy; 34) -  e'"’ + xy = 0; 
35) у  =  1п[с/гл:]; 36) у  = arcsin[^Ax]; 

г 77—  b  = sin^^ 
37) y  = ĵl + sh^4x. 38) 

[у = cos^ t 

x  =  a (^ - s in / )  \x = e ‘̂ -cos^t
39) /. Ч 40)

y - e -  sm t| y  =  a ( l - c o s / )



17.4. 1) у  = (х + \)^]3- X  funktsiyaga 
i4 (-l;0 ), 5 (2 ;3 ), С(3;0) nuqtalarda o'tkazilgan 
urinma va normal tengiamalarini yozing.
2) Qanday nuqtalarda у  = 2 + x - x ^  chiziqqa 
o'tkazilgan urinma
a) Ox o 'qiga parallel b) у  -  X  ga parallel bo'ladi?
3) = sin X va = COS X  chiziqlar qanday burchak 
ostida kesishadi?
17.5. ITCh (aylana, ellips, giperbola, parabola) larga 
urinma tenglamasini chiqaring.
17.6. Berilgan funktsiyalar uchun chap va o'ng 
hosilalarni hisoblang.

1) Xo = 0

sm “ x; Xq = 0

2) у  = 

4) у  =

In x

x - 2

Xo =1

Xo = 2

17.7. 1) Jism harakat qonuni

formula bilan berilgan 4s da jism qanday yo'l bosib 
o'tgan? Shu vaqt momentida harakat tezligi qanday?
2) — qonun bilan harakatlanayotgan
jismning eng katta tezligi qancha?

§18. Funktsiya differentsiali. 

Yuqori tartibli hosila va differentsial.

Funktsiyaning (n — 1) tartibli hosilasidan olingan

hosila n -  tartibli hosila deyiladi va у  
belgilanadi;
/ « = ( / - ■ ) ) ■

(Ч) orqali



(а")"'= а" -In" а; (е")<">=е";

(sin = sin(x + — ); 

(cos = cos(jc + ^ ) ;  ( д : ' " = 

= m{m -1 )  • • ■ (m -  и + ;

H T t i
X

formulalami isbotlash mumkin.
Funktsiya orttirmasini Ay = >»'• Ax + 0(Ax) ko'rinishda 
yozish mumkin. Ay ning bosh qismi y'-Ac funktsiya 
differentsiali deylladi va dy tarzida belgilanadi. 
dy = y'dx,  chunki dx = 1- Ax.
Hosila yordamida differentsiallash qoidalari 
quyidagicha ko'rinish oladi; 
d{u ±v )  = du + dv,
d{u-v)  = vdu + udv, 

vdu -  udv/  \  u

Yuqori tartibli differentsial d^y  =  y "̂̂ dx" formuladan 
topiladi.
dy «  Ay dan f { x  + Ax) »  f { x )  + / '  (л) • Ax taqribiy 
hisoblash foraiulasini keltirib chiqarish mumkin.
18.1. 2 —tartibli hosilalarini toping.
l ) y  = sin^x 2) y  = tgx

3) y  = Vl + x^ 4) y  =  x - s in x

18.2. n  —tartibli hosilalarini toping.
1) y  = e '“  2) y  =  ln x



1 + х  , , 5} у  = ■~:=^ 6) у  = xshx 7) у  = хЛпх
у1 1 - х

18.3. Leybnits formulasidan foydalanib, 
funktsiyalaming 2,3 - ta it ib li  hosilalarini yozing.
l ) y  = e’'-cosx 2) y  = xcosx  
3 ) y  = x^-e' 4 ) y  = x^-lnx

18.4, 1) f ( x ) - - j ^ =  uchun ni
Ы1 + х

hisoblang.
2) f ix ')  = x" uchun

/ ( ! ) + / : « + ekanUgmi  
1! 2! ■■■■ и! 

ko'rsating.
18.5. Taqribiy qiymatini toping.

1) 2) V65 3) S in3l" 4) I g l l

§19. Differentsial hisob asosiy teoremalari.

Teorema (Ferma). Agar f { x )  funktsiya 
c e ( a , b )  nuqtada o'zining eng katta (kichik) 
qiymatiga erishsa, bu nuqtada chekli hosilaga ega 
bo'lsa, f ' ( c )  = 0 bo’ladi.

Teorema (Roll'). Agar f { x )  funktsiya [a,b]  
segm entda uzluksiz, f { a )  = f i b )  va ia ,b )  da chekli 
hesilaga ega bo’lsa, u holda kamida bitta c e ( a , 6 )  
nuqta topiladiki, f \ c )  = 0 bo'ladi.



Teorema (Koshi); / ,  g  funtsiyalar {a,b\ da
uzluKsiz, {a,b)  da chekli hosilalarga ega, g ' ( x ) ^ 0
bo'lsa, shunday c e ( a , d )  topiladiki;
f i b ) ~ f { a )  f ' { c )  ............
----------------- = --------- bo ladi.
g { b ) - g { a )  g'{c)

Teorema (Lagranj): f{_x) funktsiya Koshi 
teorem asi shartlarini qanoatlantirsa, u holda shunday 
c ^ { a , b )  topiladiki;

f ( b ) - f { a )
------------------=  /  (c) o nnh.

b - a
19.1. f  (x ) = { x ~  l)(jc — 2)(jc -  3) funktsiya uchun 
Roll' teorem asi o'rinliligini tekshiring.

19.2. / ( x )  =  l - V ?  funktsiyaga [-1; 1] oralig'ida 
Roll' teoremasini tatbiq etib bo'ladimi? Chizmada 
tushuntiring.
19.3. Qaysi nuqtada у  = ga o'tkazilgan uriiuna

5 (3 ; 9) nuqtalarni tutashtiravchi vektorga 
parallel bo'ladi?
19.4. f ( x )  = x  ̂ uchun {a,b\  da Lagranj formulasini 
yozing va с ni toping.
19.5. f ( x )  = arctgx uchun [0;1] da Lagranj 
lormulasini yozing va с ni toping.
19.6. / ( x ) = l n j t  uchun [1;2] da Lagranj formulasini 
yozing va с ni toping.

19.7. s in x  va c o sx  uchun Koshi

formulasini yozing va с ni toping.

19.8. va uchun [1;4] da Koshi formulasini 
yozing va с ni toping. •
19.9. x^ va x  ̂ uchun [-1 ;!]  kesmada nega Koshi 
formulas! o'rinli emasligini tushuntiring.



19.10. Isbotlang;
1) |sin X -  sin ;/] < |x -  у  

a ~ b   ̂ a a - b  „ , 
2)  < l n — <  , Q < b < a .  

a b b

Bobga doir misollar echish namunalari

1. Ta'rif yordamida hosilasini oling.

1

Г х
1 1

-  lim
Дх:->0

= lim

л/х + Ax -yfx - —  -x 
X

1 (1 + — ) 5 - l
•lim ^ 1 1m il----- ....... • u iii--------—

x-^x + Ax ^ 2 xyf^

2). ;; = ( x - l ) ( x - 2 ) ^ ( x - 3 ) ^

У '(2),  >"'(3) qiymatlarini hisoblang. 

(x + Ax -  l)(x + Ax -  2)^ (x + Ax -  3)  ̂ -

_________  -Дг->0
uchun

Ax

У (1 )=  lim (l +  A x - 2 ) '( l  + A x - 3 ) ^  ya'ni
Ax->0

uchun



Shunga o'xshash, jv'(2) =  >''(3) =  0 topiladi.
2- Hosila hisoblash qoidasi va jadvalidan foydalanib 
toping:

1). =  sin(cos^ x)  • cos(sin^ л) 

у' = sin(cos^ x) ■ cos(sin^ x) + sin(cos^ x) ■ cos(sm^ x)

=  cos(cos^ x) • 2 COS д: • ( -  sin x) ■ cos(sin^ x)  + 

+ sin(cos^ Jc) • -  sin(sin^ д:) • 2 sin  x  • cos x =

= -  sin 2x cos(cos^ x) ■ cos(sin^ x) + sin(siii^ x) ■ sin(cos^ д:)

=  - s i n 2 x  •cos(cos^ Л - s in ^  x ) = - s in 2 jc  cos(cos2x);

2) . у  =  ln(jc +  + 1);

/ = - .(1 +
x  + V?+T 2̂ 1x̂ +l

■ l x )  =  -
л/?+Т-

x  + •Jx̂  +1 •Jx̂  +l -Jx̂  +1

3). y  =  s in x ‘

y '= s i n x “ ’̂‘ - s i n x - l n s i n x  +
cos X -cos X 

s in x

4)- a b 
2x  2 y y ’ _ Q

dan y '=
-X

a '- y ^

3. 1). y  = - funktsiyaga x = - \  nuqtada

o 'tkazilgan urinma va normal tenglamasini yozing.

= (-1)^  = 1 ekanligidan urinma у  + — = x + \'.



normal esa >̂  +  — = —X  +1 tenglam a bilan aniqlanadi.

2). ;̂ =  jc ^ v a  x = y^ funktsiyalar qandan burchak 
ostida kesishadilar?
Bu funktsiyalar kesishlsh nuqtasini topamiz; у  = y* 
dan >’, = 0 ;  > '2=1- Demak, (0;0), (1;1) nuqtalarda 
kesishar ekan. Masalan, (0;0) nuqtada berilgan 
funktsiyalar urinmalari orasidagi burchakni topamiz. 
y  = x  ̂ uchun у  = 2 - x; у  (0) = 0; y(0) = 0, ya’ni 
y  = 0

у  = ± 4 ^  uchun у  = — ; у  (0) da aniqlanmagan,
2-Jx

lekin urinmasl x = 0 desak, ular 90° burchak ostida 
kesishishi kelib chiqadi.

(1; 1) nuqtada y - l  = 2(x - 1) ;

^ - 1 = ±  — ( j c - l )  urinmalarga ega bo'lamiz:
2

=2 ,  k2 = —̂  uchun (p = 90°; ky=2\

2-1 1 
2 2 3 3

uchun esa tg(p = ------- ^  = ^  =  _  dan (p -  arctg—
1 + 2-1  2 4 4

2
kelib chiqadi.
4. y = x  ning x = 0 nuqtada hosilasi mayjud
emasligini isbotlang.

\ - x ,  X  < 0  
у  = X  = < ekanliqidan

X, д: > 0



лс +  А л :-^ : х + Д х - . r
у'_ -  l i m ---------------- = lim  ---------- ------- = -1 ; у \  = 1

М-»-0 Ах Дд;
ekanligidan >^'(^) mavjud emas.

5. M oddiy nuq ta  Ox  o 'q i bo'ylab x -  — - 2 t ^ + 3 t

qonun bo 'y icha harakatlanayapti, Uning tezligi va 
tezlanishini aniqlang. N uqta qaysi koordinatalarda 
yo'nalishini o'zgartiradi?
x'=t^ - A t + i  = V{t)
Bundan /, =1, 2̂ = 3  da yo'nalishini o ’zgartirishi kelib 
chiqadi.
a{t) = V'{t) = 2 t - 4  dir,

6. (u ■ v)*"  ̂ uchun Leybnits formulasini yozing.

(m ■v)'= u'-v + u-v'  

( u v ) " = u ”v + u' v'+u' v'+M • v" =  M' '+2uW+v'' 

{u-vy"^u'"+3u"v'+3u'-v"+v"'

Demak:

+ .....+
 ̂  ̂ 2!

7 .y  =
1

uchun (0) ni hisoblang.

У
1

\ - x ^ 1 + x  1 - x
( 1 + х ) - Ч ( 1 - х Г

ekanligidan:

у = ^ [ - 1 ( 1 + х ) - Ч ( 1 - х Г ]  

у  =  ^ [ ( - l ) ( - 2 )  ■ (1 + -  2(1 -  х П



7"'= |[ ( -1 )( -2 )( -3 ) (1  + х)-^ -  2 • (-3)(1 -  х)-^]

= ^ ^ " '” ' [(1 + -  (1 -  JC)-"-' ]

Demak; =
и !, agar п = 2т 

О, agar п = 2т + 1
8. Taqribiy qiymatini toping.

1) л/17=716 + 1 « - 4 = - 1  + лЯб = -  + 4 = 4 ^  = 4,125. 
2л/Гб 8 8

2) е^’‘ =е^^“-‘ « е Ч е ^ .О Д  = и - е ^

9. / ( л )  =  -  4л: + 3 ildizlari orasida hosilaning ildizi 
mayjud. Sababini tushuntiring.

/ W  = -  4;c + 3 = (jc -  l)(x  -  3) 
ekanligidan / ( 1 )  = / ( 3 )  =  0 . Funktsiya [1,3] da 
uzluksiz, chekli hosilaga ega. Demak, Roll' teoremasi 
shartlari bajarilayapti. Shunday с  e  (1; 3) nuqta 
mayjudki f ' ( c )  = 0 bo'ladi.

Rostdan ham f \ x )  = 2 x - A  = Q, x - 2  ya'ni 
с — 2 ekanligini ko'rish mumkin.

10. f ( x )  = J ^  uchun [1;4] kesmada Lagranj 
formulasini yozing va с ni toping.

Funktsiya Lagranj teoremasi shartlarini 
qanoatlantiradi, demak,

4 - 1



л/4 -лЯ  1 г  3 9
------------ = — ekanliqidan VC = — ya'ni С =  — .

4 - 1  2л/^ ^ ^  2 ^ 4

И. f { x )  = x  ̂ V& g{x)  =  funktsiyalar uchun Koshi 
formulasini yozing va с ni toping.
Koshi teoremasi shartlari baiariladi, shunlnq uchun
b^- a^ _3c^  
b ^- a ^  ~ 2c ' 

2{ b^- a^)  2 {b^+ab  + a^)
Bundan с =

3 ( 6 '- a ' )  3{b + a)

5-bobga doir uy vazifalari.

I. Berilgan funktsiyaning 1) ta'rif bo'yicha hosilasi;
2 )-6 ) jadval bo'yicha hosilasi; 7) n -tartibli hosilasi 
topilsin.

1. l ) . y  =  z ' - 3 x  2). y  = 2sl4x + 3 -
-Jx  ̂ + x

3). =  4). j; =  ln s in 2 x

5). y  = x °̂’' 6 ). t g ( y / x )  = 5x 7). j  =  sm lOjr

2.1). y - x ^ - 1  2). у  -  x^-yj l-x^

3). >’ =  s m x / c o s 'x  4). у  -  arctge '̂  ̂ 5). y  = x̂ '"‘

6). x - y  + a r c t g y - 0  7). j; = c o s l lx

3.

!)• У = -----  2). у  = ------ 3). у  =
1 -  X 1 + X tg 2x

4). у  = a rcsinV l - 3x 5). j^^Csinx)""

6). jv sin x  = c o s (x -> ')  7). >’ =  ln 2 x
4.



= 2). y  = x^cosx 3). >< = 8шд;-л:с08
JC

4). y  = x"4nx 5). у  = 6) Д  = arctg -
X у

5.

\).y = sin 3jc 2). у  = -p  ^ - 3). у  = ■
-x^  2 + 3cos^x

4). J  = ^  S). y  = (arctgx)'“
x - l

6 ) . ( e ^ - l ) ( e ^ - l ) - l  = 0 7). y  = ~ ; ^
x (l +  x)

6. I) y  = ^  2) у = ~ г2 =  + 5^ х  ̂ +1
Vjc' + I

3) =  4) =

5) y  = {arctgxY 6) y^x = ê '"‘

7) y  = - ^
yJT ■x

7.1) 3; =  —  2 ) y = ^
l + x^

2

4} у  = arctg-
1 + V l - x '

5) y  = +  6) + У -3 o x y  = 0



8, 1) j ;  =  l o g , ( l  +  i )  2) у ^ 3 ^ х ‘ + 5 х ' ~ - ^

/ 1 - s i n x  ,
3) -У ^  v Y ^ s in x  y  =  arctg{tg^x)

5) j  = ( s in х)'""' 6) X - у  + a s i n y  = 0

7) у  = ln (l +JC^).
9,

1)7 = л/Г+Т 2 ) y  =  + X  + -  3)y =

A) у  = 5)y = (cos x Y  6 ) Ыу  = arc tg—
V l - x '  У

x ~ l

10.

!)>’ = -  X 2)y = +1 + ĵx’’ +1

\ 3 - х

5) j  = (cos х У 6 ) x - у  + e^arctgx = 0

1 )  у  -  sin 1 Ox

y)y = ^tg^x~tgx + x 4)y = arctg



и .

l ) y  = 3-x^;  2) у  = — ---- ^ + arcsin—;
X  X

, I - cosa; _  tg^x ,
3)>' = ln-----------; 4)jv = -2—  + lncosx;

1 + cosx 2

5 )y  = (l + x)^; 6) x^+2xy + y ^ - 5 x  = 0; 7) y  = e^ + —.
X

12.

1 sinAT +  co sx
1 ) J  = - ;  2 ) y  = t g - --------------

X V sm jc-cosjc

ЛЧ 2  ̂ • . 4  arccosxЪ) y  = e -ъшх 4 ) y  =
v n

5)з; = (1пхГ" 6)\n{x^y) = 2xy-y^ l ) y  = x5mx

13.

1) >' = 7 - V  2)>. = ln  ^
l + 4x Vl + JĈ

3).y = (4.  ̂+ 1) 4) ^ = arccos Vl + 4л:

5)>- =  x'"^ 6)>- +  j x - l n -  7 ) ; '=  ^

14.



1) у  = chx 2) >» = хл]\ + х^
„ . , 3 2  .4 ln 3 s in x  + cox
3) y  =  4 ) J - --------------------

2 2 2 

5) у  = x’‘' 6 ) 7)>  ̂= sin^j:

I 5 . l ) y  = ~ ^  2}y = 4 ^ 4 ^ t^  + ^ ĉtg^x 
X +1

3) = л]X + 1 — ln|l + X + \ j

4) у  = arccos(sin^ x -  cos^ x)

X
7 ) y ~  cos^ x

II. Berilgan funktsiyalar uchun [a,v] oralig'da 
Koshi fonnulasini yozing va с ni toping.

1) va -Jx, [1;4]

2)x^ va 3 - x \ [ l \ S ]

4) sin л: va c o s x , № y ]

5) tgx va c o s x ,  [0 ;—]
4

6 ) \  + x  ̂ v a l f x ,  [0;4]

7) Inx va x^ , [1;3]

8) cosx  vflf x + 4 , [0;—]
4

9) x^ va l - x \  [0;2]

10) x  ̂ va 1 - x ^ ,  [0;3]

11) x + 3 va Vx, [1;4]



12) ctgx va д:, [ ~ ; ^ ]

13) л" va [1;4]

14) - I  v a l ~ x ,  [0;4]

15) s in x  va ctgx,
6 3



6~bob. Hosila tatbiqlari.
§20 Teylor formulas!.

f(x) funktsiya e  R nuqtaning biror atrofida

hosilalarga ega va hosila

Xq nuqtada uzluksiz bo'lsin.
U holda

n\
tenglik o'rinli va bu yoyilma yagona bo'lib Teylor 
fonnulasi deyiladi.

Xususan x  = Oda M akloren formulasini olamiz.

/ w = / ( 0 ) .

Makloren formulasidan quyidagi yoyilmalami d ish  
mumkin.

I. — 1 +  X H-------h__H------- f- 0 (x")
2! n\

II. s in x  = x -  — + ■■■■ +  ( - i r ^  -  + 0(x^")
3! ( 2 « - l ) !

III. cos X =  X -  —  +  1)" —  + 0(x^"^‘)
2! (2и)!

VI.

(! +  . ) ■ =  1 + + 

и!

V. ln(l +  х) =  X -  —  +  ^  + 0 (х ") 
2! п\



20.1 Quyidagi funktsiyalami x ning darajalari 
bo'yicha yoying

1) sin^x 2) ni gacha 
3) In cos д: ni X® gacha

20.2 1) f ( x )  = x ^ - 2 x  ni ( x - 1 )  darajalari 
bo'yicha yoying.

2) / (л :)  = 8тЗд : ni (^  +  “ ) darajalari 

bo'yicha yoying.

ni (л: +1) darajalari
bo'yicha yoying.
20.3 Teylor formulasi yordamida taqribiy hisoblang

1)^ 30 2 ) ^ / 2 ^  Ъ) 4^  4 ) ln l,2  5)sin l8°
20.4 Yoyilmalardan foydalanib limitni toping

1) lim —-  2 ) lim x  ̂(л/х + 1 + ̂ Jx-l - l 4 x ]
x-»0 X -'-♦®

3) lim-^— %— ^ (« > 0 )  4) lim
1 1 Л

\ x  sinx

5) lim —
^-^0 X

f l  
---- ctgx
X

§21 Lopital qoidalari.

Agar И т / ( д : )  =  lim g(.x) = 0 {yoki со) bo ’lib,
x->Q x-̂ a

,• f \ x )lim --------  maviud bo'lsa, u holda



litn ^ lin, / '( j : )  o'rinlidir. Bu qoida — , —  
x-*a gi x̂) g\ x)  0  00

ko'rinishdagi afliqmasliklarni echishda Lopitalning I 
(II) qoidasi deyiladi.

0• 00,00 -  00, 1 " ,0 °  tipidagi aniqmasliklar algebraik 
almashtirlshlar yordamida yuqoridagi ikki holga 
keltiriladi.

21.1 Limitlami hisoblang
sin 5л: sin ax t g x - x  

1)--------------- lim ---------- 2 )lim ---------- 3 ) l im ^ ------  
,x->o X -’'->osin6x ^-»ojc-smx

4) lim 3 'g 4 x - 1 2 g x _ 5,
-'-̂ 0 3 sin 4x - 1 2  sin x tgx

6, 7, lim x '
-'-̂ 0 In(coste)

1

8) limx'-^ 9) lim(rtgx)*” '̂ 

,c z ' ' -x ln a A  . a ' - x “
10) lim (---------------У  11) lim-

I-t r —V/7

12) lim

x ~ a  
(a + xY  -  a"

§ 22 Funktsiyani to'liq tekshirish.

1)Agar (a,b) intervalda f '( x )  > 0 ( f '( x ) < 0 )  
bo'Isa funktsiya bu oraliqda o'suvchi (kamayuvchi) 
bo'ladi.

2)Hosilasi nol'ga teng bo'ladigan nuqtalar kritik 
nuqtalar deyiladi.

Agar kritik nuqtada funktsiya hosilasi o'z ishorasini + 
dan — ga ( -  dan + ga ) o'zgartirsa, bu kritik nuqta 
maksimum (minimum) nuqtadir.



Funktsiya kritik nuqtada ishorasini o'zgartirmasa, bu 
nuqtada ekstremum mavjud emas.
Bu qoida ekstremum topishning I —qoidasidir.

3)Agar (a,b) intervalda f \ x ) > 0  { f \ x ) ) < 0  
bo'lsa, funktsiya grafigi botiq (qavariq) bo’ladi. 

Demak kritik nuqtada { / ' {Хд) ) <0

bo'lsa, X = Xq nuqta minimum (maksimum) 
nuqtasidir.

Bu qoida ekstremum topishning II — qoidasidir.
Ikkinchi tartibli hosila ishora o'zgartiradigan nuqtalar 

egilish nuqtalari deyiladi.
Agar / (x )  funktsiya a e R  nuqtaning biror

atrofida aniqlanib,
lim  / ( x ) ,  lim  / ( x )

x->a+0 x-̂ a-0
lardan b in  yoki ikkalasi cheksiz bo'lsa, x = a 

to 'g 'ri chiziq funktsiya grafigiga vertikal
asimptota deyiladi.

l im [ /(x ) - ( f c c  + 6)] = 0 bo'lsa, y  = kx + b
д:->со

to 'g 'ri chiziq f  (д:) funktsiya grafigiga og’ma {k  = 0 
da gorizontal) asimptota deyiladi.

Bunda к = lim , 6 = l im [/(x ) -b : ) ]
X-*00 ^

Funktsiya son o'qlarini kesib o'tadigan 
nuqtalar funktsiyaning nollari deyiladi.

Funktsiyani to'Iiq tekshirish uchun 
navbatma — navbat quyidagi ishlar amalga oshiriladi.

1) Funktsiyani aniqlanish va o'zgarish 
sohalarini topish;

2) Funktsiyani uzluksizlikka tekshirish; 
uzilish nuqtalarini topish;

3) Funktsiya juft —toqligi, davriyligini 
tekshirish;

4) Funktsiyani monotonlikka tekshirish;
5) Funktsiyani ekstremumga tekshirish;



6) Funktsiyani botiqlik, qavariqlikka 
tekshirish;

7) Funktsiya grafigi asimptotalarini topish;
8) Funktsiya nollarini topish;
9) Funktsiya grafigini chizish.

Funktsiya ekstremumlarini topishni masalalar 
echishga ham  tatbiq etish mumkin.

22.1 Quyidagi funktsiyalar grafigini chizing.

l ) y  = 3 x - x ^  2 ) y ^ —  + x  ̂

x - 2  X +1

5 )y  =  x ^ + 6 x " + 9 jc  6 ) y  = 2 x - 3 l I 7

l ) y  = xe 2 8 )y  =  x - 2 1 n x
9 ) y  = 2x + ctgx, X e  (0; л)

1 0 )> '=  sinj!: +  -js in 3 x ; 11) = cos x cos 3x 

\ 2 ) y  = ê -̂'̂  13)x  + e - ' 

U ) y  = ^  \ 5 ) y  = {x + 2)e^ 
1 +  x

\_
\ 6 ) y ^ x ^  \ l)y^x~ ^

Щ у  = х + 2 4 ^  1 9 )y  =  arcsin
1 + x '

20) у  =  arccos-
l - 2 x

22.2 1) 120 sm И simni yuzasi eng katta bo'ladigan 
to 'g 'ri to 'rtburchak shaklida bukilgan. Bu to 'g 'ri 
to 'rtburchak o'lchamlarini toping.



2) 10 sonini shunday ikki qo'shiluvchiga 
ajratingki, bu qo'shiluvchilar ko'paytm asi eng 
katta bo'lsin.

3) Berilgan R radiusli doiraga ichki chizilgan 
uchburchaklardan yuzi eng katta bo'lganini toping.

4) Trapetsiya kichik asosi va yon 
tomonlari 10 sm dan. Katta asosi qancha bo'lganda 
trapetsiya yuzi eng katta bo'ladi?

5) Shar hajmi unga ichki chizilgan eng 
katta hajmli tsilindr hajmidan necha m arta katta?

6) R radiusli sharga ichki chizilgan, to 'la 
sirti eng katta bo'lgan tsilindr o ’lchamlarini toping.

7) M(p,p) nuqtadan = 2 p x  gacha eng 
qisqa masofani toping.

8) A(2,0) nuqtadan = 1  aylanagacha 
bo'lgan eng qisqa va eng katta masofalami toping.

9) Kengligi a metr daryoga perpendikulyar 
ravishda kengligi b metrli kanal qazildi. Maksimal 
uzunligi qanday bo'lgan kem alar bu kanalga o ’ta 
oladi?

10) Yasovchisi R bo'lgan konuslar ichidan eng 
katta hajmlisini toping.

Bobga doir m isollar ech ish  nam unalari
1. / (x) -  xe^ ni X darajalari bo'yicha qatorga yoying.

у 2  я  3

/(д:) = = х[1 + X+ —  + + ОСд:”)] = л:+ д :Ч — + .
2! и! 2!

— + 0(х""') 
п\

\ + х
2. f { x ) - \ n . ------  ni X darajalari bo'yicha qatorga

\ - x
yoying:



f(x) = In------= ln(l + х) -  ln(l -  х) = X + (-1)
1 - х  2 II

. х ' х" х^
_ (  X - - - . . . - — ) - 2 ( х + - + -  + .... )

3. ni (х  + 1 ) darajalari bo'yicha qatorga yoying.

Л - 1 )  =  ( - 1 Г = 1 ;  / ' ( - l )  =  - 4  / " ( - 1 )  = 12 

/ ”'(-1 ) =  -2 4 ; / ‘' ( - I )  =  24 

r { x ) ^ A x \  r { ^  = U x \  r { x ) = 2 A x ,  = 2 4  

Demak, Teylor formulasidan:

4. In2 ni hisoblang.
1 1 +  «m ------ = In 2 dan

1-д ;

—  = 2=>1 +  л  =  2 ~ 2 д := > х  = ^
1 - х  3 

1
1 +

In 2 = In -----f  =  2 [ -  +  -  ( - ) '  +  -  ( - ) '  + ..... ]
3 3 3 5 3 

3
5. Yoyilmalardan foydalanib hisoblang.

,, c o s x - e   ̂ 1 „ x  ̂ X* x  ̂ x'*,, 
lim   = hm — [1 +  (1 + — )] = 

-^^ox" 2! 4! 2 8 

1 ,x^ xV, - 2  1 
= hm — [ J = lim —  =   

^^ox" 24 8 '-̂ 0 24 12



Ina-a^'^ Inacosx
6. lim -------;----- = h m -----------------;;-------------=

дг->0 ;c-»0 2x^

In a a"-a^”"cosx 
= lim ------------------;---------= 

,. h a  o*lna-<f"''lnaoos^A:+a^sinx
=lim----------------------------------------------- =

^-^3  2x
[if W a - (f^  bî  acoŝ  x+c^"‘ ha2sinjccosjc+ 

j^lna biasmxcosx+asmxcxDsx] 

= — (In^a-ln^ a + l) = - ln a
2-3 6
7.

1
, , . . -------- cos ax a . ,

^ .^ ln(sm ar) ^  sin ox________ ^  ^
-̂*0 In(sinZ)x) -̂*0 1 cozbx b 

sitiix
a, ,  b cos bx cos a x - a  sin bx sin ax ,

= —lim ----------------------------------------- = 1.
b a cos axcosbx-bs inax  sin bx

8, \im{tgxy^^^-,A^{tgxy^^^ bo-lsa,nx~̂ —
4

\nA = \n(tgx)tg2x = deb,

tg lx
1 1

tg lx  COS 2x



1___ i  }jjjj sin X COS X _

sin^ 2x
sin^ 2x .. .  ̂ , ^

_  -  iim ----------= -  lim sin 2x = ~i; LnA —> -1;
sin 2x

4

Demak v4 —> e~ ';
„ 2

9. >; =
x-1

funktsiyani to 'liq tekshiring.

1) D{ y )  = (- 00; 1) u  (1; + q o ) ,  E{y)  = (-oo; +co)
2) X = 1 uzilish nuqtasi bo'lib,

/  (-x) = - °o , lim  /  (x ) = +oo ekanligidan,

funktsiya bu nuqtada Il — tu r uzilishga egaligi kelib 
chiqadi.
3) y { - x )  Ф ±>’(x ) ekanligidan, funktsiya juft ham, 
toq ham emas.

Funktsiya davriy emas.
, x ( x - 2 )

4,5) у  ----------- — dan kritik nuqtalari
( x - 1 )

X, = 0; X j = 2  ekanligini topamiz.
M onotonlik oraliqlari, ekstremumlami topish uchun 

quyidagi jadvalni to'ldiramiz.

X (-сю;0) 0 (0;i) (i;2) 2 (2;+® )

y ’ + 0 — — 0 +

У 0 4

 ̂ ekanligidan, egilish nuqtalari yo'q,

lekin uzilish nuqtasi bu hosila ishorasini o'zgartiradi.



'x { - щ \ ) (i;+oo)

.y" +
у n

7) д: = 1 vertikal asimptota ekanligini bilamiz, og’ma 
asimptotani qidiramiz:

к = l i m— = lim — ------= 1
л: J'-*” x{x - 1) 

„ 2

b = lim
x ~ l

- - X = lim -
X  - 1

= 1

demak jy =  л: +1 og'm a asimptota ekan.
8) л  = 0 dan >̂ = 0 ; у  = Q dan x = 0 kelib 
chiqadi. Demak, grafik koordinata boshida son 
o'qiarini kesadi, holos.

Funktsiya grafigini chizamiz
10. R radiusli sharga ichki chizilgan eng katta hajmli 
tsilindr o'lchamlarini toping.

Silindr asosi radiusini r, balandligini H desak, 
Pifagor teoremasiga ko ’ra;

{ 2 r f  = { 2 R f  -  , уаъп1 r  =

V'(H) = ~ ( 4 R ^ -ЪН^) d a u H  = -T=R 
4 '  V3

kritik nuqta ekanligi kelib chiqadi.

H

7 з
V' + 0 —



V

Зл/З
max

' S  '  з Т з '
O'lchamlari

2 2
—К , Н = —̂ К  bo'lgan silindr eng katta
3 ^jз

r =

hajmga ega bo'ladi.

6 bobga doir uy vazifalari
I. f  (x ) =  e ' funktsiyaga Teylor formulasini qo'llab

e “ qiymatni, a ning bor qiymatida taqribiy 
hisoblang.

1) a=0.49 2) 0,33 3) 0.75 4) 0.63 5) 0.21
6) 0.55 7) 0.37 8) 0.83 9) 0.13 10) 0.59 11) 

0.95 12) 0.27 13) 0.47 14) 0,18 15) 0.72
II. Berilgan / ( x )  funktsiyaning [а,Ь] oraliqdagi 
eng katta va eng kichik qiymatlarini toping.

2 ) f { x ) ^ x ^ [0;2]

2 ) / W - ^ x  + cosx ; [ 0 ;^ ]  4 ) f ( x )  = 3 x ^ - \ 6 x ^ +2 ;  [-3 ;!]

5 ) /( jc )  =  x ' -  3x + 1 ; [0.5; 2] 6) / ( x )  = x" +  4x  [ -2 ; 2]

7 ) f i x )  = ^ x - s i n x ;  [0 ;- |]

9 ) / W  =  3 - 2 x^  [-1 ;3]

11) f ( x )  = r ;  H ; 5 ]

8 ) / ( x )  = 8 1 x - x ^  [-1 ;4 ]

1 0 ) / ( x )  = x - s i n x ;  [-K\7t]

1 2 ) / ( x )  =  x '  - 4 x  +  6; [-3 ;10]



X - З х [i;4] 14)/ W  = 1 -л : ' [0;2]

1 5 ) / ( x )  = ln j( ;c -4 ) | [0;5]

III. Funktsiyani to'la tekshiring, grafigini chizing.
4x

X^+l  

5 ) j  = -T — -
X +1

V y  = — r  
x - 3
4x^

i i ) y =
InJC

^ /I

I 5 ) y  = x ^ - 2 l n x

2)y =

4 ) y  =

j c ' - l

x ^ + \

x - \

S)y  =

I 0) y  =

x ' - l
2 - 4 x ^
l - x ^  

12)y = xe-^'

I 4) y  = xe-’̂ '

IV. Funktsiya ekstremumlarini topish qoidalari
yordamida masalani eching.
1)Tomoni a ga teng kvadrat shaklidagi tunuka 

burchaklaridan teng kvadratlar qirqilib, ochiq 
quticha yasaldi. Qanday qilib eng katta sig’imli quti 
yasash mumkin?

2)Diametri d ga teng doiraviy kesimli xoda, kesimi 
to 'g 'ri to 'rtburchak bo'lgan to 'singa tilindi. To'g'ri 
to 'rtburchak asosi b, balandligi h desak, to 'sin eng 
katta mahkamlikka erishishi uchun b va h qanday 
o’lchamlarga ega bo'lishi kerak?

Ko'rsatma: Mahkamlik bh  ̂ ko'paytmaga 
proportsional.



3)R radiusli sharga eng katta sirtli tsilindr (ichki 
chizilgan) toping.

4)R radiusli doiradan eng katta hajmli konus yasash 
uchun qanday sektom i qirqib olish kerak?

5) V hajmli silindrik banka qanday o'lchamlarda eng 
kichik to ’la sirtga ega bo'ladi?

6)R radiusli sharga tashqi chizilgan eng kichik hajmli 
konus o ’lchamlarini toping.

7)R radiusli sferaga ichki chizilgan barcha 
uchburchakli muntazam prizmalar orasidan hajmi 
eng kattasini toping.

8)Asosining radiusi R, balandligi H bo'lgan konusga 
ichki chizilgan tsillndrlar orasidan hajmi eng 
kattasini toping.

9 )0 'q  kesimi perimetri r ga teng bo'lgan barcha 
tsilindrlar orasidan hajmi eng kattasini toping.

10) To 'g 'ri prizmaning asosi teng yonh to ’g 'ri 
burchakli uchburchakdan iborat, uning katta yon 
yog'ining perimetri 24 sm. Prizma hajmi eng katta 
bo'lishi uchun, uning asosi tomonlari qanday 
uzunliklaxga ega bo'lishi kerak?

11) к  ning qanday qiymatida y  = x ^ + 2 x  va 
у  -  h e+ \ lar bilan chegaralangan figura yuzi eng 
kichik bo ’ladi?

12) —  Ч— ^  =  1 ellipsning M{ x , y )  nuqtasidan 
a b

shunday urinm a o'tkazingki, son o'qlari va urinma 
bilan chegaralangan uchburchak yuzi eng kichik 
bo'lsin.

13) — H— ^  = 1 { 0 < b < a )  ellipsda 
a b

nuqtasidan o'tuvchi eng katta vatarni toping.
14) Yuk avtomobili ochiq kuzovi sirtining yuzi 2S 
bo'lgan to 'g 'ri burchakli paralleliped shaklida. 
Kuzovning hajmi eng katta, bo'yining eniga nisbati

5
esa — bo'lishi uchun uning bo'yi va eni qanday 

bo'lishi kerak?



15) Eni bir xil uchta taxtadan nov yasalmoqda. 
Nov yon devorlarining asosga og'ish burchaklari 
qanday bo'lganda nov ko'ndalang kesimining yuzi 
eng katta bo'ladi?

7-bob. Aaiqmas integral 
§ 23. Aniqmas integral. Jadval yordamida 

integrallash.
Biror {a,b) intervalda F'{x) = f { x )  bo'lsa, 

F{x) funktsiya f { x )  ning boshlang'ich funktsiyasi 
deyiladi.

F(jc)bosM ang'ich funktsiya bo'lsa, F{x) + C 
ham boshlang'ich funktsiya bo'ladi. Ixtiyoriy 
boshlang'ich funktsiya / ( x )  ning (a,b) intervaldagi

aniqmas integrali deyiladi va / (x)dx -  F(x)  + С 
tarzida yoziladi.

Aniqmas integral quyidagi xossalarga ega

I. d  udx -  udx II.
i

III. j(Au + Bv)dx = A udx + В 
Aniqmas integral jadvali

du = u + C 

vdx

1) x”dx = - —  + C 
p  + \

3) {аЧх = ~  + С 
•’ In a

5) cosxtfoc = sinjc + С

2) f— = 1пЫ + С
■' X

4) [e’‘dx = e"' + С

6 )

?)

sinxa[r = - c o s x  + c 

1

cos X
= tgx + C



\ - : ^  = -ctgx + CJ 01Г» V

9) I

10)

sin X 
dx

dx
1 + jc’

= arcsin x  + с  -  - a r c c o s x  + С

= arctgx + C = -arcctgx + С

1 1 ) ^shxdx = chx + C 12) ^chxdx =shx + С

13) \ - ^  = -cth x  + C  14)
J -v

dx
ch^x

-  thx + С

23.1 Integrallarni toping.

I) f (x ^ + 4 jc + - )d jc  2)
x  ̂ x

л/  ̂= 2 ^  + 1
3) ( -)dx

=1 | ( - + 4 + 4 ) л ̂ x x̂  x

7) \ e \ \ - ~ ) d x  
X

9)

11)

dx
Sin^ ACCOŜ  X 

/
. 2 ^ 1 

Sin — +  COS X dx

4) {2 - x ^ fd xJ

6 ) f (l— \ )4x4xd x  
x

8) {\ + -^^=)dx
x

10)

i
Ъ-lctg^x

COS  ̂ X
dx

4

12) \{tg^x + ctg^x + l)dx  13) \ dx 
•' •'1 +  x



§24. Bevosita va yangi o'zgaruvchi kiritib 
integrallash

x = <p(u), dx = <p'(u)du bo'Isa, 

f{x )d x =  ^f[(p{u)yp’{u)du ko'rinish olib, bunday

integrallash yangi o'zgaruvchi kiritib integrallash 
deyiladi.

/ {u{x))d{u{x)) = F{u{x)) + С ko'rinishdan 

foydalanish bevosita integrallash hisoblanadi, masalan,

f(ax + b)dx = — { f  {ax + b)d{ax + b) = — F(ax + b) + С
n  J  n

24.1 Bevosita integrallang:

1) f dx 2) f dx
K ^ ~ 5 x  + 1

3) tgxdx 4) sin^ X cos xdx

5) Jcos^ xsm xdx 6)
sin xdx 

• l  +  3 c o s x

7)
f sin xdx

8)
fCOSxJx

COŜ  X •’ sin'^x

9) s in x co s x iic 10) > “ sinjd:x
•

11) 12) e”’' xdx

13) yjx  ̂ +\xdx 14) '^x^-Sx^dx

15) f dx 16)
dx

•’ x ln :c ln (ln (x )) •’ (1 + х)л/х

17)
r . \dx
Jsi”  2x x

24.2 Yangi o'zgaruvchi kiritib integrallang: 

1) zo'&lxdx 2) Js in  —cfcc



г-^̂ dx г dx
4) J ----- ^

■ 'c o s ^ S i  

5) 6) \{2,-2xydx

7) sin(a -  bx)dx

24.3.Integrallang: 
sin X +  cos л:f sir

dx
s m x -c o s x

3)
x ^ + l

5)

7)

9) f

dx

dx
sin^ x  +  2cos^ X 
sin  ̂xdx 

dx
cos'* x

2)
dx

(arcsinx)^V l-Ji:^  

r dx

6)

8) j.

Sin* x^ctgx 
dx

sm jr 

cos  ̂xdx

Yangi o'zganivchi kiritish, bevosita integrallash 
yordamida quyidagilami isbotlash mumkin

dx
I.

II.
a -X

a + x
a - a

+ C

III.
r xdx , 1 , 
— ------ r- =  ± - l n ±x^ + C
a^±x^ 2

IV,

V.

f dx . X „=  -  arcsm —+ C 
2 ay f a ^ x

dx

± .
= ln x + 4x^ ±a^ + C



VI.
xdx ■ = ±л[а^~±^ + С

VII. -\Ja^-x  ̂ = ~ л / а ^ + — arcsin —+ C
2 l a

VIII. л/х ± a  = —yja ± x  ± — arcsin—+ C
2  2 a

24.4 Integrallami toping

1)

7)

9) j  

11) 

13)

17)

dx
2) f ^

- 2 5

f . 4)
4 a - x^ •v/x̂  +  5

f ^ 6)
(■ dx

h x ^  + 5 M x ' - 3
dx

8)
f х Л

W 5 - x " ^л/з-х^

10)
J x '  + 4 К ' - 4

f 12) d!x
Ч х ^ ^ г 4 4 - x ^

dx
14)

dx
 ̂x  ̂ + Ax+ 5 ■'x  ̂ + 4 x  +  4

Г . 16) f ^
•’ + 4jc + 3 Vx^ + 2 x  +  3

dx
18) f ^

4 l - 2 x - x ^ 4 4 x - x ^
rx^dx

20)
e^dx

J x '  + 2



_____________Л _____________
3 sin  ̂X -  8  sin X cos x  + 5 cos^ x

§25. Bo'laklab integrallash
Ko'paytmaning differentsiali d(u,v)=udv+vdu 

formulasidan quyidagi bo'laklab integrallash formulasi 
kelib chiqadi:

udv = uv~ vduJ •
Bu formula yordamida

Jx^ln^xcbc; x''sin bxdx', x̂  cos bxdx; |x*e"d[x

e a  sin Йхйбс ko'rinishdagi integrallami topish 

mumkin.
25.1 Bo'laklab integrallang

1 )
»

xlnxctc 2) x  ̂ In xdx

3) arctgxdx 4) x̂  COS xdx

■ xdx
5) arcsin xdx 6) 2sm X

7)
^Inxdx
J x^

8) cos(ln x)dx

9) sinxln(?‘gx)<3[x: 10) 'x ê-'‘dx

11)
fxcosxdx

sin X
1 2 ) \e‘̂  ̂smbxdx

§26 Ratsional algebraik funktsiyalami integrallash
P„{x),Q^{x) -m o s  darajali ko'phadlar

bo'lganda ifoda quyidagicha integrallanadi:



PSx)
d x  noto'g'ri kasr1) n > m  bo'lsa, ^   ̂ .

Я Л х)
deyilib, suratni mahrajga bo'lish yordamida butun 
qismi ajratiladi va integrallanadi:

a w

qism,

R{x) + P,{x) dx bunda R —butun

p
— to'g'ri kasrdir.

2) n < m  bo'lsa, Q^(jc)ko'phad algebra asosiy 
teoremasi natijasiga ko'ra

( х - а ,У ‘ ■■■{x-a^f' -{x^+p^x + q j '  •... 

..(x"+p,^x + q̂ ŷ ^
ko'rinishda yoziladi, bunda

1=1 /=1
Kasmi quyidagicha sodda kasrlar ylg'indisi sifatida 
yozish mumkin:

РЛх) _ A  , 4
Q J x )  x - a ,  ( л : - а , )  

C^x +

■+..... + - & ± 5 l - +
X + px + q

C x  + D̂
+ .... + ------- —̂  + .

(x  ̂+ px + q f  ^ j'"‘

Koeffitsientlar esa aniqmas koeffitsientlar 
metodi yordamida topiladi.
26.1 Integrallami toping.

f л: ,
1) J ----- -dx

 ̂x - 2
2) j-

+a^
dx



5)

7)

~а^
2JC +  7 ^
---------- dx  6)

х ^ + х - 2

х - 4  

{х  -  2 ) (х  -  3) 

гЗх ' + 2 х - 3
dx

r{x  +  l f
X - X  
-.10

dx
X ~ x

8 ) -dx

. _ r x^+1

11) I

13)

x^ -  5 x '  +  6 x  

dx

(x  +  l ) ( x ' + 1) 

xdx

dx  10) J  

12)

(x  +  l ) ^ ( x - l )  

dx

dx

15) j

17)

18)

x '  - 1  

dx  

x “ + 4

r X h
16)

X* - 1

xdx

x"  - 1  

dx

X® + 1

dx

( l  +  x ) ( l  +  x " ) ( l  +  x ' )  

dx

X -  X +  X -  x^ +  X - 1

26.2 Aniqmas koiffitsientlar metodini qo'Uamay 
toping:

1 )

3)

dx
2)

dx

x ( x  +  a ) (x  +  fl)(x +  6)

dx
4)

dx

J x '  - 2 J ( x ^ - 3 ) ( x ^ + 2 )

f dx
6)

dx

J x ^ - x ^ •' x^ +  4 x



ax + b
cx + dI c x  + d ’- ' l  

ko’rinishdagi ifoda 
EKUK (A,...,ju) = m bo'lsa,

r
cx + d

almashtirish yordamida ratsionallashadi.

)dx

2 ° .  {R(x,yla + b + cx  ̂)dx ko'rinishdagi ifoda 

almashtirishlari yordamidaquyidagi Eyler
ratsionallashadi.

C { x - P )

a) D = b̂  -  4ac > 0  bo'lsa,

a+bx + cx  ̂ = C { x - a ) { x - P )  dan t = . ------------
V x - a  

almashtirish o'tkaziladi.

b) D<Q  bo'lsa, л1а+Ьх + сх  ̂ =t + x-Jc 
almashtirish o'tkaziladi.

3®. x” (a + bx” У  dx differentsial binom quyidagi

uch holda elementar funktsiyalarda integrallanadi.
1) R —butun bo'lsa, yoyish yordamida.

2) —— butun son bo'lsa, a + bx" = /^bunda S soni
я

P ning maxraji. 
m + \

3 )  h p  butun son bo'lsa,
n

ax'" + b = f  yordamida ifodalanadi.



4 ”. - x '  )dx
x=asint

ko'rinishdagi integral 

almashtirish yordamida,

-x^  )dx esa 

R(x,\ja^ -x^  )dx esa

integrallanadi.
27.1 Integrallami toping.

dx
1)

X = almashtirishda,
cos?

X = atgt yordamida

3)

5)

\+4x
x^ 2 + x

X +  v 2  +  x
dx

'Jx + l --Jx ~ \

^ x + i + ^ x - l
dx

27.2 Integrallami toping. 
dx

1 )
X

f X

^Jlx  ̂ + 2 x + l

+ 3x + 2 , 
3) J  

x + yjx  ̂ + 3 x  + 2 

5) д/х  ̂ -  2 x  +  2 dx

27.3 Integrallami toping. 

dx
1 )

+ x

3|
dx

=dx
X V l +  X

2)

4)

dx

V x +  V x

dx

6) Гхл/а -x 6 fx

2) f  

4) J

dx

x  +  yjx^  + X  + 1 

dx

1 + л/l -  2 x  -  x^

2) f

4)

■Jxdx

x^dx

л / Г 7



27.4 Integrallarni toping. 

1 ) jx\la  ̂ -x^dx

3,  ̂ *

5) f—
J o -

x^dx
2 \ 3(2~x^)

2) jx ^ y [4 -^ d x  

4) у1з +  2 х - x^dx

J x ^ - a ^
6) -dx

§28 Trigonometrik ifodalami integrallash.

Jsin'” X ■ cos” xdx m , n e  Z ko’rinishdagi

integrallar trigonometrik almashtirishlar, daraja 
pasaytirish, ko'paytmani yig'indiga aylantirish, yangi 
o'zgaruvchi kiritish yordamida topiladi.
28.1 Integrallarni toping.

1)

3)

5)

7)

sin  ̂3xdx 

cos^ xdx 

sin  ̂jccos^ xdx 

dx
cosx

2)

4)

6)

8)

cos'* xdx 

sin  ̂xdx 

dx
sin 2x 

tg^xdx

9) jctg^xdx 

fcos^ xdxfCOSЦ) J—J Clsm  ̂x

10) J- 

12)

sin  ̂xdx
cos^ X

13) J s in (5 x -—)cos(.;c + —) Л

dx
sin + cos'* д:



28.2. Bo’laklab integrallash formulasidan foydalanib 

Jco s" xdx uchun "Daraja pasaytirish " formulasini

keltirib chiqaring va cos^ xdx, [—^ — lami
•' COS л:

hisoblang.

28.3. sin® xdx va
dx

sin^ X
larni hisoblang.

Bobga doir misollar echish namunalari
1. Jadval yordamida integralni toping

1) f(2  + X +  5x"* +  iLyfx H— — H— -p=r)dx =

= J ( l  + ----- ^  +  5x" +2x^ + 6 x “  ̂ + x  ^)dx =
co s X 

dx
fldx +  +  5 \хЫх + 2\x~4x +

co s  x

+ 6 jx  dx+  J x  4 x  = x + tgx + 5 ~  + 2 —  + 6 - ~ ^  +

3

+ C = x + tgx + x̂  + —JcVx -  “Y  + + С 
1 2 x

2) LVT 1 +  x"

■ + 2
5 )  5 v2/

+ -

dx =

1 + - 1

1 +  x '
dx =



: + 2
ч 5 . u .

+

= arcsinx + 2 1 '
v 5 .

1

In

1

1 5

1 + l + x̂  

1

dx =

Ini
2

+ x -  arctgx + С

3)
cos2x

cos xsm X
X X

2 -„2 + (s in  —-C O S— dx =

COS x - s m x  ■ 2 X  ̂ . X X , x
----- ;---------;--- + S i n ----- 2sm —COS— + COS —
cos^x-sin^x 2 2 2 2

dx =

[~
1 1

sin^  X COS^ X
+1 -  sin x]dx =

= -ctgx -tgx + x + cosx + С 
2. Bevosita integrallang.

<f(sinx)
sinx sinx

• dx _  rd(x + a) _

l)lc,gxdx=  r i^ !!H )= ta | si„ ,|  +  c
 ̂ j  oitl -V- J С1Г4 V

2)
x + a

j r v L ^ ^ l n  
■' x  + a

x + a + C

3. Yangi o'zgaravchilar kiritib, integrallang.

(x + i y
1) j(x  + l ) ‘V x =  jt^°dt = '-~ + C = 

x + \ = t, x = t-\
11
dx^dt

11
+ C

j^l~6xdx = dt) = ~^Pdt = - ^ — = ~ ^ (l-6 x Y  + С

3

1 - 6 х  = г, 6x = l - / ,  x = ~ —/ + —, d x - - —dt
6 6 6



4. Bo'laklab integrallash

1 ) Jlnxiic = x l n x -  dx= x\ nx-x  + C

M = ln jc dv = dxdu = —dx v = x  
X

2  ..Ч  _  „ 2
2) x^cosxdx=  л c?(sinx) = X sino: +

+2 | x c o s ;c -  =

= x̂  sin x + 2 x c o s ^ ;-2 s in x  + С

3 ) /  = cos bxdx = — cos bxd(e“  ) = 
a •*

= —[e‘̂ cosbx + b e‘“ sin bxdx] 
a •'

6  f . , 1
= —e'  ̂cosbx + -^  cosbx +

a X •’ a

+ -^ [e “  sinto - b  Je“  cos£>xd!x] =
a
1 h

=  —e "  co s6 x  + — e“  sinfex— -I\ 
a a a

Demak, I  =
+ 6-

-{bsmbx + acosbx)'.

5.
;c' +1 

+ 3 x

dx ni toping.

rx ,
— ------ dx =

•' X + 1

■ 2 j  f . 3 rd{x^ + 1) с ax
x^dx- \dx + -------------------+  H “ ^  =

J 2 - ' x " + l  •’ x ^ + 1

fix



= ~ - x  + - ln (x ^ +  i) + arctgx + C, chunki

+ 3jc 2 , 3x  +1
--------------= x ~ l  + —------ .

x ^ + 1  x ^ + 1  
c2x^ +X + 1

ax ni toping.6.
x + 2 x  

2x  ̂ + x + 2 A Bx + c
------- ----------—------1— ------  dan
x(x  + 2 ) .r X + 2

2x^ +  X +  2 =  A{x^ + 2 ) + Bx  ̂ +  Cx kelib chiqadi. 

Bundan A+B=2, C=l; 2A=2, ya'ni A = B  = C = l 
f2x^ +X + 2 (• 1 x +  1 , ,

■’ x ^ + 2 x  •' X x ^ 2
1 1 X

= ln X + -ln (x ^  +2) + —=rarctg-p:r + C
2 V2 V2

7.
r l - y j l + l

ni toping.
1 + V I+T

x + \ — t̂ ', t = V x +1 dx = 6t^dt almashtirishlar 
yordamida integral quyidagi ko’rinishga keladi.

f l - V x  + l
rdx== ------ - 6 t 4 t  =

1 + V x + i

= 6
\+t

= e [~ ~  + ~  + — - ~ - -  + t + -\ n{e+ \ )~ arctgt] + C 

= 6 [-^ ^ (x  + iy  + У ( х  + 1У + ^ f ( x  + l f  -



— л/х + 1 -----+ l + +^х  +1 Н—  lxi(̂ x̂ +1 + 1) ~
3 2  2 

-arctg^x + 1] + С 

dx
ni toping.

х + л]х  ̂ + Зх + 2
х̂  +  3jc +  2 =  (х  +  l)(jc +  2) dan (jc +1)^^ = х  + 2 
ko'rinishda yangi o'zgaruvchi kiritamiz. Undan

2-t^
dx =

-ltdt

Demak, berilgan integral quyidagi ko'rinishda bo'ladi;
It
-1)^

dt

- I :
t -dt =

^ fr  1 4  1 1 1 5 1 , , ^— 2 j[------- 1------------1------------— H------------- d̂t —
J / - 1  9 ^ +  1 3 ( t + \ f  9 ( t - 2 )

- 2 [ l n l - r  + - l n ?  +  l

3 {t+ \ y  9 ( t - 2 )  
4 .  . 1 1 5

+ - l n f - 2 ]  +  C -  
3^ + 1 9

= 2 [ l n l -
x + 2
x + \

+  - l n l  +
x + 2
x + \

1
- +

+ - l n
9

x + 2 
x +  1

-2 + С

9. jy/x  ̂ + x* dx irratsionallikni yo'qoting;



x^(\.-^xydx dan =  3

ya'ni X ‘ +1 =
almashtirish zarurligi kelib chiqadi.

r - i r
Natijada, berilgan integral quyidagi ko’rinishga 
keladi:

-2
- 1 /

10. Jsin^ X ■ cos^ xdx da

1 -  co2x 1 +  co2x 1
sin^ x  • cos^ X = = —(1 -c o s^  2x)

2 4  ^

1 . 2  ̂ 1 1 - cos4 jt= — sin 2x = -------------------
4  4  2

dan

jsin^ X • cos^ xdx =

1 Г/-1 Л sin4x^ ^= -  J(1 -  cosAx)dx =  - [ x ------ — ] + С

11. sin^ X • cos^ jcflbc = sin^ X -(1 -s in ^  x ) J ( s in x )  =

fr • 2 • 4 и /  ■ Л sin^x sin^x ^
= j[sm  x - s i n  x]cf(sm x) = ----------------------+  C

12.

sin wxsin nxdx = — J[cos(w -  n)x -  cos(m + /2)x]dx =

_  j. sin(/w -  n)x sin(m + n)x  ̂  ^ ^
2 m - n  m + n



13. sin" xdx integral uchun «daraja pasaytirish»
formulasini chiqaring. Bo'laklab integrallash 
formulasidan

I „ = -  sin"“‘ xd{cosx) = -  cos д: sin”-' x +

+ cos x(n - 1) sin""  ̂X cos xdx = -  cos x sin""' x + 

{n - 1 ) ( 1  -  sin  ̂x) sin”’  ̂xdx = -  cos д: sin"*‘ x + 

+{n - 1) jsin””  ̂xdx -  (я -  ! ) / „ ,

ya' ni « • /„ = -  cos X s i n л; +  («  - 1 )  Jsin  xdx 
kelib chiqadi.

Demak, /„ =  - —COS д: sin x  + - — [sin xdx.и M •

7-bobga doir uy vazifalari.
Aniqmas integrallami toping.

I 1) sin2^:d[r 2) jarctgy/xdx

3)
dx

5]

x^+27
xdx

e dx
4) ------ 7 7 =

•’ 2 +  V x +  l

II 1)

yjx^ + 4 Х - 5

jc' + 5

3)

5)

r2x^ - 1  

x '  +1
dx

dx
Sin X + tgx

dx
i\ + 4x(l + x ) f



b

dx 
x(ln x + 4 

Ъ х-1
X + 4 x  + 4 x  +  16

-dx

4)
x  ̂+  v r +  X

4\ + x
5)

dx
sin^jc

r v  1)

3 )j-  

5)

dx
sin^x{Actgx + 3) 

dx

2 )f-
дгагсзшд: dx

x ^ ^ x ^ + lx  + 2) 
dx

r x  -

4 ) b
x~ +^ l + x

v r
dx

+ x

cos^x

V  1)
cos2x dx

1 + sin3x 
г xdx

51 J-

X + 2x + x +2  
x^dx

2)

4)

-е^ Ч х

cosxdx
1 +  со5д:

VI 1)

3) f-

5)

cosxdx

7  ■ ■sin^x
2) A:arcsin—

x + 3 yfx + \
4 ) _ _ _ ---------------

•’ x 4 x ^ - 2 x  (V^ + 4 ) V ?  

dx
a + bcosx



VII 1) 2 )f;c-tn(x^ + l)rfx

3)-:^

4)

VIII 1)

x ^ - 3
x"* +  5x  ̂ + 6 

л1х + 5

dx

l +  V x + 5 
rjc + arcsinx

3)

5)

л / Г ^

<ix:

dx

5 |f-
sm^ л; 

cos^x
dx

IX . . J -

j c ' - 8 1
dx

\jx  ̂ +  2-Jx 

sin xdx

4)

2) X sin X-COS dx  

dx
3cosx + 4sinx

V 3 +  2 - cosx
2) ■ sin Axdx

41 J-

-dx
x " +  2 jc' - 3 

(л/ ^ X V ^ )

r^A + lmx , 
X  1) --------------dx

J  V
2)

x' -6

5)

x'* + 6 x ^ + 8  
dx

( i + x ^ ) V T v

iic  4)

xln^xdx

dx
2 s in x  +  co sx  +  2



3)
xdx

(л: + 1)(х + 4 ) ( х - 3 )

4 ) f
x + 2

• v w
5)

sm X

XII 1)

51

XIII 1)

-dx
x + \ 

x^dx

2) x" • In xdx

x^+ 5x^+4 
r sin X cos X

4)
l - x ^

dx

iix
sm x + cosx

2 . . 3X

3)

9 - _ 4 -

x + 1

( x ^ - 4 ) ( x 4 5 )

-dx 2 ) x  ̂sin 2 xdx 

dx

гх 1п( 1  + л/1 + хМ  , r dx
4)  Ц = 7 ------ 5) J ------------------------------

+ x  •'cosx + co sa



x ' + l

3 ) J
3x +  I

x ( x '+ 3 )
-dx 4)

5)
cix

X V  1)

s in x -s m a
dx

3)

4 ) f .

1 - c o s x  
x  ̂ + 5x + 4 

x V 5 x " + 4

2) Vx- xdx

-dx

i i -
-dx 5 ) [

dx

4 ^



8-bob. Aniq integral va tadbiqlari.
§29.Aniq integral ta'rifi. N'yuton -Leybnits 

formulas!.

[ a ,6] oraliqda / ( л )  funktsiya aniqlangan va 
uzluksiz bo'lsin. Bu oraliqni bo'laklarga bo'lamiz; 
Й = Хд < X, < < .. .  < X- < < .. .  < x„ =  6 ,

Дх; = x,.̂ , -  X,.; f = 0, и - 1  ayirmalaridan eng 

kattasini X, deb belgilaymiz. Har bir [x^ x .^ J 

oraliqlardan txtiyoriy ravishda biror x  = nuqta olib

o- =  £ / f e ) - 4
1=0

yig’indini tuzamiz. Agar bu yig'indining ?i-»0 dagi 
chekli limiti mavjud bo'lsa, u holda bu limit

f  (x )  ning a dan b gacha oraliqdagi aniq integral!
deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

k=Q
Agar [x .,x ,._ J oraliqdagi o'miga, shu 

oraliqdagi / (x )  ning aniq quyi va yuqori chegaralari 

m.,M^ olinsa,
n-1 n~l

5 = ^ m ,A x ^ , S = Y,M,^Ax,
/t=0 k=Q

Darbuning quyi va yuqori integral yig'indilari 
hosil bo'ladi.

Aniq integral mavjud bo'lishi uchun 
limriS' -  s ) = 0
Л~̂ 0

o'rinli bo'lishi zarur va etarlidir.



Agar [а,b] oraliqda f { x )  ning biror 
boshlang'ich funktsiyasi F{x)  bo'lsa, quyidagi 
N'yuton — Leybnits formulas! o’rinlidir;

\f{x)ch = F {b )-F {a )= ^ F {x ) t
a

Aniq integralda ham yangi o'zgaruvchi kiritish 
mumkin, lekin, chegaralari yangi o'zganivchi 
chegaralari bilan almashtiriladi, bo'laklab integrallash 
formulasi esa quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

b h

udv = M • V 1* -  vdu
a a

29.1 Integral ylg'indi yordamida hisoblang.

1) smxdx 2]

1)

4 ) j.
dx

0 yj4-x^ 

dx

10)
^0 + tgxf

- I

5) xdx
0

29.2 Hisoblang: 

'хЧ х 2)

x^dx 3)

a

6) ê' d̂x
0

1 ^

dx

X +- dx

a-Jl dx
+x^

8) sinAxdx 
0

4

dx 11)
dx

g 1 + 'JlX + 1

I
4) jco sxctc

Ч
3) ^4xdx

6)

9 ) f

e^dx

dx
V T -1



12) Г. -У 131 у 14) I
о\1^-х^ i e '+ l  „Л

X J ----- ах
а - х

г 1

15) jsinxcos^ хй?д: 16) jln (x  +l)<ic

17)

о

о

3

xarctgxdx 18) х^ ■COS x d x

19) jarcsin J - ^ c / x  20) = jsin" xdx
1 "t' X я

21) jco s" xdx

§30.Yuza va yoy uzunligini hisoblash.

yii^) (>’2 W ^ ^ W )
funktsiyalar v ax  =  a ;  x - b  (а{У) to'g'ri chiziqlar
bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiya yuzi

h
-  (jc)]f/x formuladan, qutb

a
koordinatalarda

r -  r{(p), (p = a , (p = p { a < 0 )  lar bilan 
chegaralangan sektor yuzi

,  P -----------------------

S = - y r ^ ^ ) d ^
a

formula yordamida topiladi.

JV = j  (x )  chiziq \a,b\ oralig'idagi yoyi

uzunligi



/= y i  + y'\^dx

qutb koordinatalardagi r  = r ( ^ )  chiziqning a ,fi  
oraliqdagi yoyi uzunligi esa

1= \^r\(p) + r''^{(p)dx
a

formulalar yordamida topiladi.
30.1 Quyidagi chiziqlar bilan chegaralangan soha 
yuzini toping.

I) >- = 4-д :^  J  =  0  2) = lp x , X = h

4] xy = 4; x = l ; x = 4 ; у = 0
5) y = 3 - 2 x - x ^ , y = 0 6) y = \nx, x = l ;  
y = o
7) у = x^; y  ̂ = 4 x  8) y  ̂ = x \  у  = S;
x = 0
Щ4у = х ^ , у ^ = 4 х  10) лу = 1, xy = 4 , y  = x,  
y = 4x
II)  r ^ = a ^ -c o s 2 ^  12) r = 3 + 2co s^

13) r = fl cos3<o 14) r  = a (l + sin^2^), r = a

30.2 Egri chiziqlar yoy uzunligini hisoblang.
2 2 2

l ) x ^ + y  =a^ 2) JĈ  +y^ =a^

3

3) >; = (O < X < 4 ) 4) y  ̂ = 2px {O < X < x^)
2

5) y = a In -^^— r  (O < jc < 6 < a )  
a -X



6)_v = lnjc, 1 < х < — 7) r = a (p ,0< q )< 2n :
4 5

8) г = а Г ^ {т > 0 ) 0 < r < a ■ з 4  
9) г  = a sm —

§31. Aylanish figuralari hajmi, sirti. Momentlar va 
og'irlik markazi koordmatalarini topish.

Tekislikda a < X < b, 0 < y  < y(x) egri 
chiziqli trapetsiyaning O xo 'q i (C^ o'qi) atrofida 
aylanishidan hosil bo'lgan jism hajmi

4 Г  6 ■

F, = я - -| У Л , V^=2^fx-y(x)dx
a L  Л j

a < a < b ,  у ,{ х ) < у < у 2{х) egri chiziqli 
trapetsiyaning Ox o'qi (Oy o'qi) atrofida 
aylanishidan hosil bo'lgan xalqa hajmi esa

^ ^  |[Уг (x) -  УI V = 27i:jx-[y2 (x ) -  >>, {x)]dx

formula yordamida topiladi.
Aylanish jismi ning sirti

h _____
S - 2 ^  + y’̂ dx formuladan topiladi.

a
Tekislikda 0 < a < ( p < P < n ,  0 < r <  r{cp) 

silliq figuraning qutb o'qi atrofida aylanishidan hosil 
bo’lgan jism hajmi



^r^i^\sin(fxi(p fomiuladan topiladi.

Zichligi /?(л) yuzi S  bo'lgan figura massasi 
b b 

M  = p{^x)dx, statistik momentlari M xydy\
a a

b

My = ^xydx
a

og'irlik markazi koordinatalari esa

x = ~M  y = - M ,
s s

formuladan topiladi.
31.1 1) Sllindr hajmi fomiulasini chiqaring.

2) Konus hajmi formulasini chiqaring .
3) Shar hajmi formulasini chiqaring.
4) = 2 p x  va X =  h  bilan chegaralangan

sohaning Ox o'qi atrofida aylanishidan hosil
bo'lgan jism hajmini toping.

5) ŷ  =  (л  + 4 )^ , X = 0 chiziqlar bilan 

chegaralangan sohaning
Oy o'qi atrofida aylanishidan hosil bo'lgan jism 

hajmini toping.

6) —--------— = 1; у  = ± e  chiziqlar bilan
a в

chegaralangan sohaning Ox o'qi atrofida
aylanishidan hosil bo'lgan jism hajmini toping.

31.2 Quyidagi chiziqlar aylanishidan hosil bo'lgan 
jism sirtini toping.

1) x  ̂ + y  ̂ = ning Ox o'qi atrofida.



2) 4х^ + = 4 ning Оу o'qi atrofida .

3) + (у  — аУ = ning Ох o’qi atrofida.
31.3 Qutb o'qi atrofida aylanishdan hosil bo'lgan 

jism sirtini toping .

1 ) r  = a ( l  + cos^ )

2) x^=a^ cos2(p.
31.4 Ouyidagi chiziqlar bilan chegaralangan 

sohalar inertsiya momentlari, og'irlik markazi 
koordinatalarini toping .

1) bx + a y -a b ,  jc =  0, >> =  0

2) y = x \ x  = 2 ;y  = 0
3) x^ +y^ = a^;y>o .

§32 Xosmas integrallar
A

Agar lim j/(x )d x  mavjud va chekli bo'lsa, uni
a

a;+oo)oraliqdagi xosmas integral deyiladi va
)
I

/ (jc) dx tarzida yoziladi.

+00  +00 

Shunga o'hshash j/(x)dx, f (x )  lami ham
a - 0 0

kiritiladi.
a ,b  oraliqning S nuqtadan boshqa nuqtalarida 

uzluksiz, S nuqtada II —tur uzilishga ega funktsiya 

/ ( x )  dan a ,b  da olingan xosmas integral deb
c - v  b

lim \f{x)dx + \\m yigindiga aytiladi.
v->^0 J  v ->0  J

a c + v



Xosmas integrallar chekli chiqsa yaqinlashuvchi, 
aks xolda uzoqlashuvchi deyiladi.
32.1. Yaqinlashishini tekshiring.

+00 dx

0 Vl +
+CO

3) \ ^ d x  
I xe
n

dx
5)

3)

5)

dx

(2 -  x)yj\  -  X  

dx

i:\x + X  +

-rw 

2) f
dx

г
J r

V jc'  - 1

dx

 ̂ sin^ x -co s^  x
32.2. Xisoblang.

1
1) Xvixdx

6)
с " Л

2)
dx

4)
dx

-t-tw

6) \e ■ cos xdx

7) ln(sinx)£ic

1

1 +  x '
va uning asimtotasi orasidagi

yuzani hisoblang .
2) л: > 0 da y = e " '  chiziq Ox o'qi atrofida 

aylanishidan hosil bulgan jism hajmini toping.



b

\f{x)dx aniq integralni hisoblashda f {x )
a

funktsiyaning boshlang'ich funktsiyasi F {x )  ma'lum 
bo'lganda, N'yuton —Leybnits fomiulasi yordamida 
oson hisoblanadi. F ( jc ) —boshlang'ich funktsiyani 
topish mumkin bo’lmasa, aniq integralni taqribiy 
hisoblashga to'g'ri keladi, buning uchun f (x )  
funktsiya soddaroq funktsiyalar bilan almashtiriladi.

2. To'g'ri to'rtburchaklar formulasi.
[a',b] kesmani teng n ta bo'lakka

jCj = a + k- —------(k = 0,1,...я ) nuqtalar yordamida
n

bo'lamiz va quyidagi

j  « i-e I  2  ,

taqribiy tenglikka ega bo'lamiz. Uni aniq integralni 
to'g'ri to'rtburchaklar formulasi yordamida hisoblash 
formulasi deyiladi.
2. Trapetsiyalar formulasi.
[a',b] kesmani teng n ta bo'lakka bo'lganda

Sk = e -R : x^_, < X < 0 < ; ;  < f{x)\ yuzani

taqriban X = , x  = , у  =  0,

У = Ж - : )  + / к -i)] to'g'ri chiziqlar
chegaralangan trapetsiya bilan almashtirish quyidagi

b- 
2n

trapetsiyalar formulasi deb ataluvchi taqribiy tenglikni 
olib keladi.

]f{x)dx  ̂^ \ f { x o h  2/U )+ 2/(xJ + ... + )]



3. Simpson (parabolik) formulasi;
Agar 5'j yuza д: = x =  -  0, va uchi

/
•̂ A-l nuqtada, (x ,_ ,, )), , f { x ,  ))

nuqatalardan o'tuvchi parabola bilan chegaralangan 
egri chiziqli trapetsiya bilan almashtirilsa, parabolik 
formula deb ataluvchi quyidagi Simpson formulasi 
hosil bo'ladi.

{Уо+У„)+^{У1+- + У.^+^

/ N “

У, + -  + У ,J 6n I  i  "-г).
Bu holda oraliq 2n qismga bo'linadi.

dx
1. Trapetsiyalar formulasiga ko'ra ln 2  = j"-

hisoblansin.
2. To’g'ri to'rtburchaklar formulasiga ko'ra

In
xsm xdx  hisoblansin va aniq qiymati bilan

solishtirilsin {n = \2).

3 Simpson formulasiga ko'ra 71 — 6
dx

0 л/ l- -
taqribiy qiymati hisoblansin,

4. П = 10 da Katalon doimiysi deb ataluvchi
1

G =
arctgx ,
—--------dx hisoblansin.

1
5. je'" dx ni 0,001 gacha aniqlikda hisoblang.

0
6, Yarim o'qlari a = lQ,b ~ 6 bo'lgan ellips 

uzunligini taqriban hisoblang.



7. е dx ni 0,001 gacha aniqlikda hisoblang.

Integrallash sohasini teng 20 qismga bo'lib, Simpson 
formulasi yordamida hisoblang.

8 7 _ _
1) ^|x^+l6dx

-2
2) Ux^+32dx

-3
8 ...... .

3) j^x^+ScLx
-2
9

‘ f 1---------
4) Hx^+4dx

0

II
5)

-1
8

6) + \2dx 
1
6

7) jyjx  ̂+\4dx
-2
9

8) Ux^ +  1Л
-4

3
9) Ux^+5dx  

1

10) ^yjx^+lldx
7—1

-2
— / 
9

11)
42
6

12) JV x^+15d[r

8

13) jylx^+9dx
-4

14) y x ^ + 2 2 d x  
•

- 2

9

15) ^л]х^+7dx

Bob bo'yicha misollar echish namunalari
1. Integral yig'indi yordamida integralni hisoblang;

h

'x 4 x



[a,b] oraliqni q„ = !!— yordamida 
a

a,aq,aq^ ,...,aq" - b  bo’laklarga bo’lamiz: Наг bir 

bo'lakdagi eng kichik sonni ^^j.sifatida olamiz:

0-. =  £ (< 1  •<?*)' ■ И * “  -  д<7* 1 =  a '"  ( q - n  - 1 ; («'■*')‘
k=0 A=0

A’+‘ _  I

Demak, 

=  limCT„

p  = —I bo'lgan holda

cdx
= lim  cr„ =  lim n (”

д ;  л ->со  Л->оо \
—  1) = 1 п 6 -1 п а  
a

kelib chiqadi.
2. N 'yuton-Leybnits formulasi yordamida hisoblang.
1)

3

3 -  r
4



3) -yja  ̂ -x^dx

X = a sin t almashtirish o'tkazamiz. X =  0 da / = 0 ; 
n

X = a  da esa t = — ekanligini topamiz. 

dx = a COS tdt ni hisobga olib:
n

ja  ̂ ■ sin^ t ■ yjâ  ~a  ̂sin  ̂t ■ a cos tdt =

-  a a* ^
sin^ t ■ cos^ tdt = —  I  sin^ 2tdt -

[l-co s4 ;]rf/  = t~-
sin4?

16

X
4) farccosxdx = x ■ arccosx 1 + [ - -dx =

0 oyll-x^

V I 3 7
и -- arccos д: 
dv = dx

du = - 1

л/Г^
.dx

V =  X



3. у = 2 х -  va X + у  =  О chiziqlar bilan 
chegaralangan soha yuzini toping.

Dastlab bu chiziqlar kesishish nuqtalarini 
topamiz;

2x -  -  - X  => 3x -  = Q х{з>-х) = 0
X = 0; X, =Ъ

y=z~x^+2x = - x^ -2x

[0;3] oraliqda 2x-x^ > -x  ekanligidan

5  = 2 x - x  +x 3x-x^ dx =  ̂ x̂  x^  ̂2* —  - -  
2 3

= 1 3 ,5 - 9  = 4 ,5  (kv.b)

4. r  =  a  &\ni(p (uch yaproqli gul) bilan chegaralangan 
soxa yuzini toping.

0;^
6

oraliqda uch yaproqli gulning — qismi
6

joylashadi. Demak,

e  ̂ Л   ̂ ■ 3 ,  , Л 2®fl-cos6^i) л =  —-6 a sin i(pdq> = ia J ------ -̂----- (̂p =

Ж
(p-

sm6(p jta 3a

5. '̂ = lncosx 

toping.

71
0 < JC < a{— 

2

• (kv.b)

chiziq yoyi uzunligini

= - i — ■ { -  sin x) = -tgx ekanligidan
cosx



I -  U l + tg^xd -  U — ^ d x  -j \J r>r\C V0

“f й[х

cos д:
= In

cosx

= In tg
a Л

+ ln tg = In tg
a ж— I—
2 4

6. r = a(l + cos(i!>) (kardoida) yoyi uzunligini toping.
[о;я-] da bu chiziq yoyi yarmi joylashganligidan

/ = 2 (l + cos^o)  ̂ +a^ -sin  ̂<pd̂  =
0

fr _____________________ _
= 2a J-y/l + 2cos^p + cos  ̂9? + sin  ̂tpd<p =

■ <P sin —
2 /̂2 -a jjlcos^  —d(p = 4a cos—d(p = 4a — l = â

2 - 2  1

7. Kesik konus hajmi formulasini keltirib chiqaring. 
Kesik konus asoslari radiuslari r , R , balandligi H
bo'lsin. Uni [0;//] kesmada /i(0 ;r) va b {h - ,r )  
nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri chiziq
л: =  0; X = / / ;  j  =  0 lar bilan chegaralangan

trapetsiyani Ox o'qi atrofida aylantirib hosil qilish 
mumkin.

ЛТ)AB: V = r  + --------- X
H

V = 7 t [/- +
R - r

H
x fd x  =

nH
3 { R - r )

[r + R - r
H

x j



3 { R - r y  ’ 

kH
[R  ̂ + ri? + r ' ]  = — [S + V ^  + 5];

3 3

8 .x^ + { у - ь у  = {b > a )  ning Ox o’qi atrofida 
hosil bo'lgan xalqa sirtini toping.

у = b ±  л[а  ̂ -x^  bo'lgani uchun [ - a ,  a ] da

Ьк
\b + 4 ^ . 1 + dx = 4ла - + a

bn
- a lardan

 ̂ 2

S = -ab kelib chiqadi.
+00 I

9. I —  dx yaqinlashishini tekshiring.

f — dx -  lim  — d x =  lim  ----------
J yP /!->+« Л̂ +со — n -j- J

= lim
rt->+co

a\~P

\ - p  \ - p

1

p - l

+00,

p < \

p > \

p  holda alohida tekshiramiz: 

^rdx
- = lim  In ;c =  lim  In

a-> oo  /4->oo
1

Demak, r > l ta  yaqinlashuvchi; r < l  da uzoqlashuvchi.



dx
i i b - x Y

a f—— — = lim f ——— = lim  
 ̂(b — x) fh — r) ''-*0i  (b - ^ )

(b ~ x ) -p+i

= lim
v -> 0

{b - a ) -p * \

1 - / 7  \ -p

-p + \  

{b ~ a t ^

6 - V

agar p < 1

p~\
Q o ; agar p > \ .

r=l da 

* dx b~v
b ~ v . 
a

= -lim  ln v  - l n 6 - «  =+Qo
V'-O ^

Demak, bu xosmas integral p<l da yaqinlashuvchi, 
p> \  d& uzoqlashuvchi ekan.
11. Xisoblang.

dx
1 + y

= lim
• dx

v4 -> o o  * 1 + y
= lim arctgx

= lim f arctgA ~ arctglA-icô
n  n  _ n

12. Son uklari va ^ > 0  da = chizik bilan 
chegaralangan soha yuzini toping.

+oa /1
S = {ê '̂̂ dx -  lim [e~̂ '‘dx = lim

J  у4~>«) J  /4—>00

(kv.b)

, - 2 x

0 2  2



8-bobga doir uy vazifalari.
Quyidagi chiziqlar bilan chegaralangan figura 
yuzini bisoblang:

1) у +\ va у = Ъх + 1
2) у = x; у = x + sin  ̂X (0 < л :< П )

3) г =  3 (1 - c o s

4) r = ------ Р------  (O Z S Z l)
l +  fCOŜ O

5) у = x\ у = X у = y, у = A

Yoy uzunligini hisoblang.

6) У = 2y A{2;0) dan 5 (6 ;8 )  gacha

8) ( 0 < x < ^ « )
2 a -X  3

9)

10) y = ach~ , A (0;a) dan B{b,h) gacha 
a

Quyidagi chiziqlar bilan chegaralangan figura 
aylanishidan hosil bo'lgan jism hajmini 
toping

11) =  4 , X = 1, X = 4 , j  =  0 Ox o'qi 
atrofida;

12) У = ( х  + 4У va x =  0  OF o'qi 
atrofida;

13) = x^ va у = yfx Ox o'qi atrofida;

2 Г 714) y  = -------- va _y =  V x Ou o'qi
1 +  x

atrofida;



Xosmas integralni hisoblang 
uzoqlashishini hisoblang.

- 3

1)
0

+0Э
3)

5) J- 

7)

9)

11)

dx

dx
X +  X +  \

dx 

dx
xlnx

dx

o\f{x~3)
■НЮrarctgx

dx

13)
dx

15)

2 ХЛ
+00

2)

4)

xdx

l (x ^  + i r  

V x^dx

6)

0 л/1 -  - 

■ dx
i i x + 3 f

dx

10) j
dx

12)

14)

X + 4x +1  

dx
X + 2 x

dx

yoki



9-bob. Ко'р o'zgaruvchili funktsiyalar. Qatorlar. 
§33. Ikki o'zgaruvchili funktsiyalar. Limit. 

Uzluksizlik.

Ikkix,^' o'zgaravchilarning x,y  juftligiga
biror qonun yordamida Z ning yagona qiymati mos 
qo’yilgan bo'lsa, bu qonun ikki x,y  o’zgaravchili

funktsiya deyiladi va Z = f(x ,y )  ko'rinishida 
yoziladi.

\im f{x,y) = A bo'lsa, A soni f ( x ,y )
х->-.ц '  '
У̂ Уо

funktsiyaning P(^x,y) nuqta Po(^o>>^o) nuqtaga 
intilgandagi limiti deyiladi.

f(^x,y) funktsiya Po(-^o’ >'o) nuqtada uzluksiz 
deyiladi, agar
lim f ( P )  = f {P o )  tenglik o'rinli bulsa.
P-̂ Po

33.1.Aniqlanish sohalarini toping va tasvirlang.

1) 2 = х + 2]z = -\J\-x^ +^y^ - 1

3)z = -sjâ  -b  ̂ -bx^

1 I x  ̂ +y- -X
4) z ^ - f =  5) z -  '

■^x^+y^-l \ 2 x - x ^ - y 2

X
6) z =  a r c  COS-

x + y 

7) z =  8)z = lnxy
9]z =  ln (-x  -  y)

33.2 Takroriy limitlarni xisoblang:

X  ̂ + V̂
1) lim-  ̂ lim —

.V->oO y~^co
2) lim< lim

x''
.Г-+ЧО y - > + 0  1 д ; '



1 XV 
l i m  tg~~ -  - 

xy \ + xy

33.3. Karrali limitlami hisoblang.
x + y .. sm xv  

2) lim — ^  
Xy~̂

2) 3) lim
JC->+« >'->+00 4

x>;

x " + y " )

Л- ( 2 2V  ̂ V ln(x + e^) 4) hml.x + y  j 5) lim 7
'  .«̂ 1 L.2 , ,.2

I
,v-»0'
y-»0

33.4 Ouyidagi funktsiyalar uzilish nuqtalarini 
toping.

1) z =
1

i + 3/̂

1

2 , Z . ^
X +  J

3) z -
X-y- z

4) 2  = In
^ x - a f + i y - b f + i z - c f

§34.Xususiy hosilalar. To'la diferentsial.
z -  f { x ,y )  funktsiyada у  ni o'zgarmas son 

deb faraz qilib, x  bo'yicha olingan hosila, (yoki 
aksincha) xususiy hosila deyiladi va mos

dz dz . .
ravishda — , —  yoki z^, z tarzida belgilanadi. 

dx dy
Ulardan olingan xususiy xosilalar ikkinchi 

tartibli xususiy xosilalar deyiladi va



d^z d^z d^z d^z  ̂  ̂
dx dy dx^ ^dx

ko'rinishda belgilanadi. SHunga o'xshash yuqori 
tartibli xususiy hosilalarni ham kiritiladi.

Agar funktsiya orttirmasini

Az = ~ A x  + ~ A y  + 0(S ax  ̂ +Ay^) 
dx dy

ko'rinishda yozish mumkin bo'Isa, funktsiya 
diferentsiallanuvchi deyiladi,

Orttirmaning chiziqli bosh qismi funktsiya 
to'la diferentsiali deyiladi;

. dz . dz ,
d z  = ---- Ax H-------Ay.

dx dy
z = x vsl dx = Ax , z =  у  va dy — Ay 

ekanligidan
, dz , dz , 

az =  —  ax +  —  a y . 
dx dy

34.1. Funktsiyalar xususiy hosilalarini toping. 

z ^ x ^ + 3х^ у -у ^  2. у = \n{x  ̂ + y^)

3. z = -^  4, 2 = a r c tg
X X

5 . z =  —— ~  6 . z -  X- 
X -  у

X +  у1. z -  arctg 

8. z = arcsin 

Q. z = x^

1 -

X



\.z = x̂  -1ху~Ъу^ 2. Z ~

3. г  =  arccos — .M У
34.3 To'la diferentsialini toping;

1. z = x'" ■ у " 2.z = e'  ̂ 3. z -  —
У

y^
6. z = x -ln y
34.4. Ko'rsatilgan xususiy hosilalarni toping.

d^z

4. z = yjx  ̂ +y^ 5.z = \nyjx  ̂ +

\.z = x\n{xy) bo’lsa , z =

2. z =  bo'Isa ,

dx^dy 

d^z
dxdy

x  + j  5'"^"z
3. z = --------  bo'lsa ,

x - j  5 x '"a /

4. z -  xy ■ bo'lsa ,
dx'’ + ^ "

§35. Ikki o'zgaruvchili funktsiya ekstremumlari.

z — f { x ,  y) funktsiya ẑ  = 0 , z  ̂ =  0 yoki

d f = 0  shartlar bajariladigan kritik nuqtalardagina 
ekstremumga erishishi mumkin.



(̂■^о’ З̂ о) nuqta uchun A =

С=/уу{Хо,У:̂  belgilashlar kiritamiz;

nuqta

1. Minimum nuqta, agar AC ~ > 0 ,  A > 0 
( C  >  0 )  bo'lsa,

2. Maksimum nuqta, agar AC -  > 0 ,
A < 0 ( C < 0 )  bo'lsa,

3. Ekstremum mayjud emas, agar 
AC -  В  ̂ < 0 bo'lsa.

Agar AC — = 0  bo'lsa, bu nuqtada 
ekstremum bo'lishi ham, bo'lmasligi ham mumkin.

z =  f { x ' , y )  funktsiyaning ( p { x , y )  = 0 
shart ostidagi ekstremumni topish uchun 
yordamchi

L{x, y, Л) = / ( x ,  y) + Л^(х, у)
Lagranj funktsiyasining ekstremumini topish kifoya.
35.1. Funktsiyalar ekstremumlarini toping.
1) z =  - x y  + y ^ + 9 x - 6 y  + 20

2) z = x ' + ( y - l ) '

3) z = x^ +y^ - 3 x y

4) z = уV x -  y^ -  X +  6y

5) z = e ’‘' “’' - ( 5 - 2 x  +  y)

35.2. Funktsiyalar shartli ekstremumlarini toping.

1 11 .z  = — + — , x + v  = 2
X

2 .z  =  x  +  ; . ,
jc ' ŷ  2



3. z  =  x - y ,  x ^ + y ^ = 2  

a b
5. z = + 1 2xy + 2 y ^, Ax  ̂ + = 25

35.3. z = — 9xy +  10 funktsiyaning

D = x > 0 , y > 0 ,  x  + у <2^ sohadagi eng katta va 
eng kichik qiymatini toping.

§36 Ikki karrali integral yordamida yuzani 
hisoblash.

1°. Agar (S) soha 

a < x < b ,  Уу ( x )  < у < У2 (x)  tengsizlik bilan 
aniqlangan bo’lsa, shu soha yuzasi

h У2 И

S = lirn АлгДу = dxdy -  ^dx  ̂ dy formula
4y->0 (S) a з<,{д:)

yordamida hisoblanadi.
2°. Agar (S) soha

h < y < l , X y  ( y )  < X < X2 ( } ;)  tengsizlik bilan
aniqlangan bo'Isa, shu soha yuzasi

/ Ф)
S = dxdy = dy dx

(s) A Ф)
3°. Agar (S) soha qutb koordinatasida

(Py < (p < (Pj, < r  <r.̂  (^ )  tengsizlik bilan
aniqlangan bo'Isa, shu soha yuzasi

<h. Ф)
S =  rdd<p= ^d(p rd r .

(s) Ф)



Agar S soha x ~ x(m;v) va _y = y{u',v) almashtirish 
yordamida sodda sohaga o'tkazilishi mumkin bo'lsa, u

holda yuza J| J  dudv yordamida aniqlanadi, bu erda 

dx dy

J  = 8u
&

dx

du
dy
dv

36.1 Ikki karrali integral ko'rinishida yozing va 
chiziqlar bilan chegaralangan yuzani hisoblang.
1. x y - A , y  = x , x  = A

2. y = x^, Ay = x^, y = A
3. у = x^, Ay = x^, x = ±2

T 2 л:
4. xy = — ,x y  = 2a , y = ^ - , y  = 2x

Egri chiziqli integrallar. Grin formulasi. Yuzalami 
hisoblash.

1°. Egri chiziqli integralning aniqlanishi. Silliq 
AB yoyda P{x,y,z) uzluksiz funktsiya aniqlangan 

bo'lsin. AB yoyni Aix^iyoiZo) .

nuqtalar

yordamida qismlarga bo'lamiz, bunda X- — JC._, = Дл:,.
n

lim У  P(x.,y.,z.)Ax. integral yig’indi limiti
1=1

AB yoy bo'ylcha olingan egri chiziqli integral deb

ataladi va P(x,y,z)dx  tarzida yoziladi.
AB



Q{x,y,z)dy, ^R[x,y,z)dz,
В AB

\{Pdx + Qdy^Rdz) egri chiziqli integrallar ham

AB

AB
yuqoridagiga o'hshash aniqlanadi.

Quyidagi ko'rinishdagi egri chiziqli integrallar 
ham uchrab turadi:

n

p{x, y, z)ds = lim V  P{x., y ,, z, W  , bu erda
AB ' '■=!

As,.

1?. Agar AB yoy x  = / ( / “), ; ;  = q){t\ z ~ [j/if)
tenglamalar bilan aniqlansa, t parametr esa M {t)
nuqta AB yoy bo'yicha bir yo'nalish bo'yicha 
harakatlanganda monoton o'zgarsa, u holda

P{x, y, z)dx = j p [ / ( 0 ,  (pit), у /Ш ' ̂ )dt.

Yopiq ik o n tu r  bo'yicha olingan ikkinchi tur 
egri chiziqli integralni va shu kontur bilan 
chegaralangan D soha bo'yicha olingan ikki karrali 
integralni bog'lovchi formula Grin formulas! deb

ataladi: <̂ Pdx + Qdy = j
dQ dP

dxdy

Bu formuladagi P ( x , y ) ,  Q(^x,y) funktsiyalar va

ulaming birinchi tartibli hususiy hosilalari D sohada 
va L konturda uzluksiz bo'lishi kerak. Egri chiziqli 
integralda L kontur bo'yicha integrallash musbat 
yo'nalishda olinadi. Ikkinchi tur egri chiziqli integral 
orqali oddiy bo'lakli— silliq kontur bilan 
chegaralangan S yuzani hisoblash mumkin:

S = <̂ xdy = - c  ydx ~ — с xdy -  ydx



Misollar:
1. Grin formulasi bo'yicha

J  = y' )̂dx + {x +yYdy  integralni
L

hisoblansin, bu erda L — ABC uchburchak konturi;
5 (2 ;2 ;) ,C ( 1 ;3 ) .

Ecish: Ab,BC, CA to'g'ri chiziqlar tengiamasini

tenglama yordamida topamiz; AB
^ 2 - ^ 1  У2 - У 1 

da y = X .
BC da У - - Х  + А, AC da x - l .  ABC
uchburchak konturi bilan chegaralangan D soha
X = 1, X = 2, у = X, у = 4 - X to'g'ri chiziqlar
orasidadir. Bu ma'lumotlar ikki karrah integralni
hisoblash uchun kerak. Endi

F  =  Q = (x  +  y)^ larni topib, Grin

formulasiga qo'yamiz va
2 4 -д :

J -  ^[2x + 2y~4y)dxdy = 2jdx [ x - y )d y  =
D

2 4
= *;’̂ dx = - \ {2 x - A f  dx = —-

+ 2x cos y)dx + {e'  ̂ -  x̂  sin y')iy integralni L

3

2.
L

kontur bilan chegaralangan D soha bo’yicha olingan 
ikki karrali integralga keltiring.
Echish: Misolni echish uchun Grin formulasidan 

foydalamiz. Berilgan P{ x̂, >’) = +  2x cos у ,



dP ^ .—  = xe^ -2jc-sm > '. 
dy

(̂ Pdx + Qdy = ||[(ye^’ -  2x sin 7 ) -
i  D

-{x-e"^ -  Ixsiny)]dxdy = '̂̂ [y -  x)e^dxdy  natijani
D

hosil qilamiz.

36. 2. v4(2;2;), B(2’,0) nuqtalar berilgair. (x +  y^ix
(c)

x^
integral 1) OA to'g'ri chiziq bo'yicha; 2) у =

parabolaning OA yoyi bo'yicha; 3) OBA siniq chiziq 
bo’yicha hisoblansin.

36.3. 1). ^ ( l-x ^ )t ic  + x(l + 3;^)rfv integral L kontur
L

x̂  + y  ̂ = aylana bo'yicha a) Grin formulasi orqali 
va b) bevosita hisoblansin.

2). с (ду +  X + y)dx + {xy + x -  y)dy integral a) Grin
L

bo'yichava b) bevosita hisoblansin.

x ^ y ^
1 — hoi. L kontur —  H— -  -  1 ellips;

a b
2 — hoi. L kontur x̂  Л-у̂  — ax aylana.



§37 Sonli qatorlar va ularaing yaqinlashish 
alomatlari.

Ъа„ = а ,+аг+ау+ ........+a„+.............
yaqinlashuychi deyiladi,

agar 5л й\'̂  О.г'̂ ............ dn qismiy yigindilarining

limiti lim 5 = S  mavjud va chekli son bo'lsa, aks
n->co

holda kator uzoqlashuvchi deyiladi.
lim n  = 0  

Oator yaqinlashuvchi bulishi uchun "
bo'lishi zarur.

Yaqinlashuvchilikning etarli shartlarini quyidagi 
alomatlar bera oladi.

nI. P . (1) va (2) qatorlar uchun biror
n - l

и > «0 nomerdan boshlab 0 < a„ < shart bajarilsa, 
(2)—qator yaqinlashishidan (1)—qator yaqinlashishl, 
(1) — qator uzoklashishidan (2) — qatorning uzoqiashishi 
kelib chiqadi.

/ 1  ̂ 00 
2°. Agar a „ = 0 *  —  , bo’lsa, V  qator

V n V  n=l
p > 1 da yaqinlashuvchi, p <  1 da uzoqlashuvchi 
bo'ladi.

Musbat hadli qator berilgan bo'lsin.
II. 1°. Dalamber alomati.

D = l im -^ ^  =  q bo'lib, q < l  bo'lsa,
n->« a"n

yaqinlashuvchi, q > 1 bo'lsa uzoqlashuvchidir.
2°. Koshi alomati.



К  — Итц [а^  = ц bo'lib, q<l bo'Isa, qator
n—>00

yaqinlashuvchi, q > 1 bo'Isa uzoqlashuvchidir.
3°. Koshining integral alomati. Agar f ( x )  funktsiya
X > 1 da manfiymas o'smaydigan uzluksiz funktsiya 
bo’lsa.

QO
E / w va f{x )d x
m=\

bir paytda yaqinlashadilar yoki uzoqlashadilar.
00

I I I.  Ishorasi almashinuvchi qator “ n
n=l

yaqinlashuvchi bo'ladi,
agar > ...va lim a^ =0 bajarilsa.

Agar ^  b „ qator yaqinlashsa, qator
n=t n=l

absolyut yaqinlashuvchi deyiladi.

Agar ^  uzoqlashsa va

yaqinlashsa, u holda shartli yaqinlashuvchi

deyiladi.
37.1. Yaqinlashuvchiligini isbotlang va yig'indilam i 

toping.
r 1 P f 1 О------ 1— + —— H— — " ■■ ■]

U  3j .2  ̂ 3^ U "  y )
1)

12)  — ------------ J----Г + ...
1-2 2-3 n(n + l)  

1 1 1
3)-—  + --- + ... + ------- + ...

1-4 4-7 n (n  + l)



37.2 Alomatlar yordamida yaqinlashishini tekshiring.

100

n = l

( « ' Г
2n

00 о  n *4

11=1 U

CO

3 ) 1
n= l

00 

/7 = 1

1 ^  1 CO

«=1

OO

/1=2

1
l n « Z

l+ «^

36.3 Absolyut va shartli yaqinlashishni tekshiring.

tfl nP “ x + n

n=\ n=i 2

§38 Funktsional va darajali qatorlar.

1° . X  to'plamda aniqlangan f[(x ), 
funktsiyalar ketma — ketligi uchun
a) lim f„(x) = f(x), b)

n->cO

lim Sup f„ (x) - f  (x) =0
n->QD xeX

shartlar bajarilsa, bu ketma —ketlik X  to'plamda f (x ) 
funktsiyaga tekis yaqinlashadi deyiladi va. r  fJ  n
tarzda yoziladi.

2 °  £  u „(x ) - u,(x) + xx̂ {2) +... + u „ (x) +...
n=l

funktsional qator yaqinlashadigan X  nuqtalar to'plami 
bu qatoming yaqinlashish sohasi deyiladi.

S (x )=  lim S„(x )fu n k ts iya  funktsional qator
n->cO

yigindisi,



R „(x )  = S (x ) -  S „ {x )  esa qator qoldig'i deyiladi.
00

^  u^{x) qator [a,b]kesm ada tekis
7J=1

yaqinlashuvchi deyiladi, agar ixtiyoriy e >0 u ch u n  
shunday N  nomer topilsaki, n>N va ixtiyoriy x e  [a,b]
larda R „ ( x ) < e  tengsizlik o'rinli bo'lsa,

3°. Veyershtrass alomati: Agar shunday ^
n=\

yaqinlashuvi sonli qator mavjud bo'lib, U „(x )  < C „,
00

xe[a,b], n e N  shart bajarilsa, ^

funktsionalqator [a,b] kesmada absolyut va tekis 
yaqinlashuvchi bo'ladi.
4°.

00

a^x" = «0 + fl] + a x̂  ̂+... + a„x" +... darajah 

qator uchun

R  = lim
n->00

Qator
‘n+l

son! yakinlashish radiusi deyiladi: 

> R  da esa< R  da yaqinlashuvchi, 
uzoqlashuvchi bo'ladi.

( - R ,R )  yaqinlashish interval! ichida qator 
absolyut va tekis yaqinlashuvchi buladi.
5®. Berilgan sohada tekis yaqinlashuvchi funktsional, 
darajali qatorlami hadma —had differentsiallash va 
integrallash mumkin.
38.1. Tekis yakinlashishini tekshiring.

f n {x )^ x \  0 <дг<1

b) f „ { x ) ^ x ’'- x ^ \  0 < л <1



V) f n { x ) = - ^ ,  0 < X < + C O
x + n

x + - - y [x ) ,  0 <x<+oog) / « W  = « ( J
38.2. Tekis yaqinlashishini tekshiring.

n= l 
00

ы Е
n=I

CO

n=l
00

g) E

„=iX + 2" 
X

T fl + п''х^ 
nx

,,^1 + n^x' 
cosnx

n=l n

n
lisl

■ 2 < X  <  + 0 0

0 < x < +C0 

< + 0 0  

<  +00 .

38.3. Yaqinlashish intervalini toping.

i + i
n=l V

b)

g ) I
n=l

x^ x^
a) X ----- 1----- ...

3 5
X x^ x^

b )  + ---- + ---- 4
1-2 2-3 3-4

1 1-3 2v)l + - x + --- x" + 
2--- 2-4 2-4-6 

g) x + 2 x  ̂+3x^ + ... 
d) l-2x-2-3x^+3-4x'-...

n
/ \ nX
^sinn^
h

1-3-5 3X +



1, Z  = v V + / - l ) ( 4 - x ^ - / ^
funktsiyaning aniqlanish sohasini toping.

(x^ +y^ - 1)(4 -x^ - y ^ )>  0 shartidan 
quyidagilarga egamiz;

4 - x ^ >0 

x ^ + y ^ - l< 0

yoki

4 - x "  - y "  < 0 

Bulardan 

jĉ  +y^ < 1

+ y^ > 1
+ y2 < 4

yoki

kelib chiqadi.
> 4

Ikkinchi sistema echimga ega bo'la olmaydi. 
Demak, berilgan funktsiya l< x^  + — 4 xalqada 
aniqlangan ekan.

2 . +  =
Xy^a , 2 lim —  lim ■—

lim (l+ ~ )  ̂ =e ^= e =e.
Xx-><x>

3. z = ln (l -x^ - y^) uzilish nuqtasini toping.

Funktsiya 1 -  > 0 da uzluksiz, д:̂  + = 1
da esa, ya'n i birlik aylana har bir nuqtasida uzilishga 
ega.
4. Birinchi va ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni 
toping.



+х* -4 xV ^ ■

z ; = 12x ^ - 8>^  ̂ z"

z ;  =-16 :̂>  ̂= z ; ;

5. z (x^ + y^ ) ■ e uchun
a '”^"z

dx"'dy'‘

zl = x̂  +y^ +2x

= x ' + / + 2x + 2x + 2 =

ni toping.

x  ̂+y^ Л-4x^1

+ У  + 4x + 2 + 2x + 4 = X  ̂+ + 6x + 6

5x"
x  ̂ y^ + 8x + 12

Yuqoridagilardan :

„-'+yd'^z 
dx"'

g~""‘ z 
5x ""S y

sx^ax" ' ____________

6. z = ning to'liq differentsialini toping.

1 1

m{m - 1) + 2mx + x  ̂ + y^

= [2 y + m ( m - l ) + 2 mx + x^ + y ^ ^ ’'^ 

n{n - 1) + m{m - 1)  + 2{mx + ny) + x  ̂ +

2 ^ 7 7 7
■Ix =

+ >>̂
va



ekanligidan dz = — ----- dx + ■■ ^—- dy.
+y^ x̂  + у

7. Z = e^{x + y^ )ekstremumini toping.
£ 2 ^

z\ =e'^(—+— +l) = 0 ; Z =2y^ =0 dan^ = -2; 
■̂ 2 2 ^

y  = 0
kelib chiqadi. P{-2,0) kritik nuqta.

z ' .= ie 5

z'\ = (2 + y )  latdan A =  — ; B = 0 ;  C  = —
 ̂ 2e e

ekanligi kelib chiqadi.

AB  - C ^ =  —  >0 ;  A  = —  > 0 bo'lganligi uchun
2e

funktsiya P (—2,0) nuqtada minimum qiymatiga 
erishadi:

( - 2 ,0 ) = - - ;
e

2 2 X V8. Z = X  + y  parabolaning---1---= 1 shartdagi
a b

ekstremumlarini toping.
Lagranj funktsiyasi

U x , y, Л) = х  ̂+ y^ + X {— + — -1 ) ko'rinishida
a b

bo’ladi.



=2x + — = 0, t  = 2y + ̂ - 0  va 
a b

a b
la^-b^ _  ab'̂

shartlaridan Я = ------- r  J ^ ~ '
a^+b^

ba^
y=  ̂ 2 7 2 kelib chiqadi.

a + b
ab^ a^b 

Z  2 = 2; L ' = 0; Z  2 = 2 lardan ^  = 2 , 5  = 0,

P  (- ^ ---- Г ’ “ 1---г г )  kritik nuqta ekan.

xy

С  = 2 ekanligi, — S ^ = 4 > 0 ,  A = 2> 0 
lardan esa

ab^ 2 a^b 2 _  a^b'* + a '̂b^ _  a^b^
-  <^T— -  (a 2^ j ,2)2 -

9. z = -  xy + +1 funktsiyaning 

D  = |x  + у  < Г  sohadagi eng katta va eng kichik 
qiymatlarini toping.

= 2x -  у  = 0, Zy = -X  + 2y dan kritik nuqta

P(0 ; O) ekanligi kelib chiqadi.

A  = z;;, = 2, В  = z'̂ y = -1, С  = z^  = 2 va

D  = A C  -  = 2 • 2 -  ( - 1)̂  -  3 0 ekanligidan 

Zn,in(0;0) = l  kelib chiqadi.
Bundan tashqari, D soha chegaralari, 

masalan, x + y  = l da z = 3x^-3x + 2 ko'rinish 
oladi va z < 2 bo'ladi.



z (l;0)  -  z (0; l) -  z (- 1;0)  = z(0;- 1)  = 2 ekanligidan 

ê.kat = 2, ( 0;0)  = 1 kelib chiqadi.

1 1 1 1 (- 1) " '10. + + +

yaqinlashishini isbotlang va yig'indisining toping.

5' = (1+ — H---- 1-....) -  (— I---h —  + ....) =
4 16 ^ 2  8 32 ^

^ J _______^  = 1 _ 2 ^ 2

■ , - i  3 ' 3
4 4

Berilgan qator yig'indisi chekli son bo'lganligi uchun, 
ta'rifga
ko'ra yaqinlashuvchidir,

^ 1000”
11- 1) > ------ yaqinlashishga tekshirilsin:

n=i n !

Dalamber alomatiga ko'ra;
1000"̂ '

^  (n + 1) 1000 ^ ,D = hm ------=- = Iim ---- = 0<1
1000" "=®n + l

n
Qator yaqinlashuvchi.

CO __ I

2) V ( ---- ) ”("->) yaqinlashishga tekshirilsin.
n=2 n + 1 

Koshi alomatiga ko'ra

К  = lim "i
И + 1

• lim (l------) ^
n + 1Л- 0 0

-2  lim 1
= e = — < 1  

e
Qator yaqinlashuvchi.



„=^n-lnPn
Koshining integral alomatiga ko'ra p  da:

dx '|c/(lnx ) In x
= lim

= lim-̂»+CD

= lim  [-
2

W~'’ A W~^ 2

x ln ^ x  In^x ~ p + l

da

l - p  l - p  

p > \  da yaqinlashuvchi 
p  <\ da uzoqlashuvchi 

p=l 
"7 dx = lim  fd (ln (ln  x )) = lim  ln (x )

x l n x  A->-K»J
'= + C 0

Demak berilgan qator ham p  < 1 da uzoqlashuvchi, 
/> > 1 da yaqinlashuvchidir.

absolyut yaqinlashishga12. У -------
£ Г п  + 1 2x + ln=l

tekshirilsin.
Koshi alomatiga ko'ra:

К  = lim
n->oo

n
/ \ X ^

n
X

n + 1 ^2х + 1у 2x + l

1
< 1 da, ya'ni x < -1 va X > bo'lganda

2x + l
berilgan qator absolyut yaqinlashuvchi. 
13. Tekis yaqinlashishga tekshiring.

-00 < JC < -fco



а) lim  /„ (л ) = lim

b)

hmSup
xeR

JĈ  +

= lim— Sup
xeR 2 1 I

= lim— = 0 
"-*” n

2)- z

/ „W =

"  ( - 1 Г -X
qator b,l] kesmada tekis

n=l
yaqinlashishini ko'rsating. n ning qanday

X uchun R „(x j< 0 ,lqiymatlarida ixtiyoriy 
bo'ladi?

Ishora almashinuvchi qatorlarda har bir 
hadlari o'zidan keyingi hadlar yig'indisidan katta 
bo’ladi, ya'ni

R n ( x ) ! < ^ < - ^ ^ 0,1 
n + 1  n + 1

Demak, и 4-1 > 10 yoki n > 9 dan boshlab qoldik
0,1 dan kichik bo'ladi. Bu natija qator tekis 
yaqinlashishini ta’minlaydi.

oO J
3). 2--- 2"’ - o o < x < + o o  qatomi tekis

n+iX +n
yakinlashishga tekshiiing.

----- j  < —  ekanligidan Veyershtrass
X  + n '  n  

alomatiga ko'ra

I  ''rp- +x^
tekis yaqinlashuvchi, chunki Др —

yakinlashuvchidir.



h {2 n } .^
ko'rsating.

R  = lim
n->«

= 4,(„!)= [2 (n + l))
—  l i m

(2n + lX2n + 2)
(2n ) [(„  + 1)Г

1X 111
n -^ o o (n + 1)̂

ya’ni yaqinlashish intervali ( — 4,4) dir. x = ±4 da 
qator uzoqlashuvchi, masalan, x = -4 bo'Isa, 
uzoqlashuvchi qator.

kelib chiqadi.
00

15. ^ n x "  qator yig'indisini toping. 
n=I

R  = lirn ^ - = 1 ekanligidan (—1,1) intervalda
n->«. Д +1

qator yig'indisi chekliligi kelib chikadi.

S (x )=  x - ^ n - x ”“ '
n= l

CO

Ŝ  (x) = qatomi hadma -  had
1

integrallaymiz:

f5,(xfl!r) = J  jnx"-'dx = =

1

n=l 1- x

Demak, S,(x) =
1 -x (1- х У

va

(1- x F



9-bobga doir uy vazifalari
I. z = f  (д:, у )  funktsiyaning yopiq D sohadagi eng 
katta va eng kichik qiym atlarini toping.
1) z = x̂  +y^ -9xy + H\ jD=={0<x<3, 0 < y< 3 }.
2) z = 3 - 2 x ^ D  = {x< l; j> 0 ;;^ < 4 .
3) z = x H 2 / + l ;  D  = {x>0,>;>0, л: + >;<3}.
4) 
z = x^+2>y^+x-y, £) = {x >  1, у  > - 1; л + у < 1}. 

5) ++2xy + 2y^\ £) = {jx|<l; 0<>-<2}.
6) z = Sx̂  - Ъхул-у  ̂+A\D = {x>-\, у >-\, x + >'<!}.

7) z ^ l0  + 2y-x^ ; £) = {0 < 7 < 4 - д : '} .
8) + 2xy-y^ +Ax-,D = {x<0-, у <0,x +у + 2>Q}.
9) z = x^+xy-2\ D = {Ax^-A< у  <Q).
10) z = x^+xy, D = {jx| < 1, 0 < < 3}.

11) z = + У  - \2x + \by, D  = {x  ̂+y^ < 25}.
12) z = x^-xy + y'̂ -, Z) = {|x| + j j j < l } .

13) z =x̂  -4лу + 4у ;̂ D = {x >0; у >0; x +у < 2}.
14) z = x̂  +4xy-4y^; D = {x>-1; y> - l; x + y< l).
15) z = x^+4xy; D  = {x<2, y<2-,y>x).

00

II. ^  a„ sonli qatorni yaqinlashishini tekshiring:
n =\

« + 3 2)a „ =3 T гn - 2  yjn 
1 3”-----------  4) a = ----

( 2n + 1)^-1 ” {2n)\



6) = 

7) = 

9) =

(n + l)[ln (n  + l ) f  

2л + 1

yjn-l"
1

(и +1) 1п(и + 1) 
(« ! )

3"

13) а„ = —
п -1
п "+1

15) а„ =
n ln n ln (ln n )

(3 « )!
П̂+1

10) а = --------------------

” (W + 1)!
112) а„ = -------г---

" (3n + l f - 2

14) а„ =
" е"

III. ^(3^ • jc” darajali qator yaqinlashish intervalini 

toping.

^ in + \y
n\

.  (2« )!3 a„ = ----
” и"

3" •(« + !)

n

2)« „ =
2"

4) a„ =

6) «„ =

n{n + \) 

3” -n\
(« + 1Г 

5"

4~n

8)
n + \

3" -(/1 + 2)



з«

1 .1
и

13) = 

15) а =■

(2пУ.1 
(2п + 1)!! 
« !
.«2

14)а„ =

12) а„ = 

( - 1)"

п + 2 
и(и + 1)

3" + (-1 )"
п

п\ \е

IV . Hadm a-had differentsiallash, integrallash 
yordamida qator yig ’indisini toping.

1) X ----- 1---------- i-. . . .
7 13 19

2) +2x^ +3x^ +. . .
X  ^

3) JC H---- 1---- 1-. . . .

2 x"*
4) X + —  + • + . . . .

2 3
5)x-2x^ +3x^ - . . .
 ̂ X x  ̂ x̂6)- + -—  + ----+ . . . .

1-2 2-3 3-4
X̂  X̂  JĈ

+ -?)
1-2 2-3 3-4 

8) X -  4x  ̂ + 9jĉ  -  16x‘* + ...

x^ Jf"*
9) 1 + —  + —  + . . . .  

2! 4! 
10) 1 - 2 х - 2 - 3 - х Ч З - 4 - х ' - . . .



12) —--------+ ■
1-2 2-3 3-4

13) дс + 4х^+9д:^+16х‘* +.

.4, -  + J  + 7  + .--

15) х + Зх̂  +5х  ̂+. . .



Ill-qism .
Differentsial tenglamalar.

Noma’lum funktsiya hosila yoki differentsial 
belgisi ostida qatnashgan tenglamalar differentsial 
tenglamalar deyiladi. Hosilaning eng yuqori tartibi 
differentsial tenglama tartibi deyiladi. n-tartib li 
differentsial tenglama

F {x ,y ,y 'y '\ .... y«>) = 0
tenglama bilan berilishi mumkin.

Bu tenglamani ayniyatga aylantiruvchi 
у  = (p{x) funktsiya differentsial tenglama echimi 
deyiladi. Tarkibida n ta o'zgarmas qatnashuvchi
Ф (х , c , , C j,.... , c „ )  = 0 funktsiyalar oilasi
differentsial tenglamani qanoatlantirsa, umumiy echim 
deyiladi. O'zgarmaslarning ma'lum bir qiymatida 
xususiy echimlar yuzaga keladi. M a'lum  shartlarda 
echimni topish Koshi masalasi deyiladi.

10-bob. Birinchi tartibli differentsial 
tenglamalar.

§39. Birinchi tartibli sodda differentsial 
tenglamalar.

Birinchi tartibli differentsial tenglamalar

p(^x,y,— ) = Q ko'rinishga ega. Bu tenglamani ko'p 
’ dx

nisbatan uchib dy
dx = f(x ,y )hollarda ^  ga 

dx
ko'rinishga keltiriladi.

ko'rinishdagi
dx

dy^f(x)dx ko'rinishda yozib, 
integrallasak y= f{x)dx + c umumiy echim kelib 
chiqadi.

tenglamani

tomonlarni



Shunga o'xshash = tenglama
dx

umumiy echimi fix- x{v)=
g{y) gW

(■ dy =:x + c ko'rinishda bo'ladi.
■’ g (j')

39.1. Quyidagi umumiy echimlarga mos 
differentsial tenglamalami tuzing.

l ) y  = e^ .  2) y = {x - e f
3) y = Cx̂  4) j; = sin(x + C) 
5 )y^ + C x  = x̂  &) y ^ C {x - C y
7) Cy = sin Cx
39.2. Quyidagi differentsial tenglamalar 

echilsin.
1) 2) y = c o s x  3) y'=3e^'‘
4) y '- у  5) y'= sin> ; 6) y '- e ’'
39.3 Koshi masalasi echimini toping.

y ' = sin X, > (̂0) = 1

§40. O'zgaruvchilari ajraladigan differentsial 
tenglamalar.

y'=fi.x)-g{y) yoki
M {x) ■ N{y)dx + P(^x) ■ Q{y)dx = 0 ko’rinishda
yoziladigan differentsial tenglamalar o'zgaruvchilari 
ajraladigan differentsial tenglamalar deyiladi. Bunday 
tenglamalami echish uchun ikkala tomonni shunday 
ifodalarga bo'lish (ko'paytirish) kerakki, natijada 
tenglamaning bir tomonida faqat у  ga, ikkinchi 
tomonida faqat X ga bog'liq ifodalar hosil bo'lsin.

g {y )  N {y) P(x)
So'ngra ikkala tomonni integrallab umumiy 

echim hosil qilinadi.



Ikkala tomon x ,y  qatnashgan ifodalarga 
bo’linganda, bu ifodalarni nolga aylantiradigan 
xususiy echimlar yo'qolishi mumkin.

y'= f{ax + by + c) ko'rinishdagi differentsial 
tenglamalar

z = ax + by + c yangi o'zgaruvchi kiritish 
yordamida o'zgaravchilari ajraladigan differentsial 
tenglamalarga keltiriladi.

40.1. Ouyidagi differentsial tenglamalarni
eching.

1. xy'-y = 0
3. yy'+x = 0 
5. x^y'+y = 0 

x + xy + y '{y  + xy)-0
?■ -Jŷ  +ldx-xydy
9. y'-xy^ = 2лу
40.2. Berilgan

2. д:у+}; = 0
4. y'= y  
6.

8. 2x^yy'+y  ̂= 0
10. у  =

boshlang'ich shartni
qanoatlantiruvchi xususiy echimlami toping. 
l . 2 y '^  = y; y(4) = L
2. y '= {2y  + \)ctgx; гг 1

3. x ŷ'+y  ̂=̂ 0: >>(-l) = l.

4. y= 2 - Jy ln x ; y (e ) = l.
5. (x^-I)/+2x / = 0; y(0) = l.

6. xy'+y = y^ , X I )  = | -

40.3. Yangi o'zgaruvchi kiritib o'zgaravchilari 
ajraladigan differentsial tenglamaga keltiring 
va eching.
1. y'=^4x + 2y- l,
2 . y= cos(y- l);
3. (x + 2y)y'=l; y(0) = -l.
4. (2x~y + \)y'^l;



§41. Bir jinsli differentsial tenglamalar.

M{x, y)dx + N(x, y)dx = 0 tenglamada
М {^ ,Л у ) ,  N{?jc,Xy) almashtirishlarda tenglama 
ko’rinishi o'zgarmasa, bunday tenglama bir jinsli 
deyiladi. Bunday tenglamalar

^  = ko'rinishga keladi va — = м yoki 
dx X X

y - u x  yangi o'zgaruvchi kiritish yordamida 
o'zgaruvchilari ajraladigan differentsial tenglamaga 
keltiriladi.

y _  j- щх + 1\у + с̂ ko'rinishdagi differentsial 
ax + by + c

tenglamalar koorinatalar boshini â x + b̂ y + ĉ  =0 va 
a x + by + c = f) to 'g 'ri chiziqlar kesishish nuqtasiga
parallel ko'chirish yordamida bir jinsliga keltiriladi. 
Agar bu to 'g 'ri chiziqlar kesishmasa, 
â x + b̂ y = k(ax + by) bajarilib, z = ax + by almashtirish 
yordamida o'zgaruvchilari ajraladigan differentsial 
tenglamaga keladi.

Ba'zi tenglamalarda y  = z"“ almashtirish 
yordamida bir jinsliga keltirib olinadi. Buning uchun 
m soni differentsial tenglama bir jinsli bo'ladigan qilib 
tanlab olinadi. Bunday m soni mayjud bo’lmasa, bu 
usul bilan tenglamani bir jinsliga keltirib bo'lmaydi.

41.1. Bir jinsli ekanligini tekshiring va eching.
I- yy'=2y-x 2. x'̂  + y^-2xyy'-0

3. ^  = 4. x y '+ 2 ^  = y
dx x у

5. {x - y)dx + {x + y)dy = 0 6.
(y^ - 2xy)dx + x^dy = 0

7. xy'=y-x-e^ 8. xy'=ycosLn —
x *

41.2. Parallel ko’chirish yordamida bir jinsliga 
keltiring va eching.



1. {2х + у + \)dx - {Ах + 2у- 3)dy = О
2. {х + Ау)у'=2х + Ъу-5
3. (у + 2)dx = {2х+ у- 4)dy

х + у - \ )

5. (y + i)in 2 ± i = Z i f  
;с + 3 х + 3

41.3. Yangi o’zgamvchi kiritib bir jinsliga keltiring 
va eching.

I. 2x^y'=y^+xy 2.
2xdy + {x^y^ +l)ydx = 0

3. ydx + x(2xy + l)dy = 0 4. 2y'+x = 4-Jy

5. 6.

2y + {x  ̂■ у + \)xy'=0

§42. Birinchi tartibli chiziqli tenglamalar.
Noma'lum funktsiya va uning hosilalari 

birinchi darajada qatnashgan differentsial tenglamalar 
chiziqli deyiladi. Birinchi tartibli chiziqli
tenglama y'+P{x)y = Q{x) ko'rinishda bo'Iadi. 
Bunday tenglamani y  = u-v almashtirish yordamida 
ikkita o'zgaravchilari ajraladigan differentsial 
tenglamaga keltirish mumkin. O'zgarmas sonni 
variatsiyalash deb ataluvchi ikkinchi usulda bunday 
tenglamani echish uchun dastlab y'+P(x)y = 0 
tenglama umumiy echimi olinadi, undagi o'zgarmas S 
soni S(x) funktsiya bilan o'zgartiriladi, berilgan 
tenglamaga qo’yiladi va S(x) funktsiya topiladi.

Bu xususiy echim va bir jinsli tenglama 
umumiy echimi yig 'iiid isi berilgan tenglama echimi 
hisoblanadi.



у'+Р{х)у = д{х)-у" (и 5̂ 1) ko'rinishdagi 
tenglama Bem ulli tenglamasi deyiladi. Bu 
tenglamaning ikkala tomoni y "  да bo'linib

_ J_= 2  almashtirish o'tkazilsa, chiziqli

tenglamaga ega bo'lamiz.
y'+P(x)y + Q(x) -ŷ  =R(x) ко' rinishdagi

tenglama Rikkati tenglamasi deyiladi. Bunday 
tenglamaning biror xususiy >’о(дс) echimi ma'lum 
bo'lsagina, y=^y^(x) + z almashtirish yordamida
Bem ulli tenglamasiga keltirish mumkin.

42.1. Chiziqli tenglamalarni eching.

1. y ' - ^  = x 2 . (2x + l)y'=4x + 2y
X

3. y'+ytgx = —^  4. (xy + e’‘)dx-xdy = 0 
cosx

5. 2x{x^ + y)dx = dy 6. y'+(x + l)y  = 3x^-e”
42.2. Izlanayotgan funktsiya va bog'liqsiz 

o'zgaruvchi «rollarini» almashtiring, hosil bo'lgan 
tenglamani eching.

1. y  = (2x + / )- y '  2.
(x + y^)dy = ydx

3. (2 e>'-x)y'=l 4.
(sin̂  у + xctgy)-y'= \

42.3. Bem ulli tenglamalarini eching:
1. x^y'-xy = y  2. y'-xy = -y^ ■e
3. y'x  + y  = -xy^ xydy {y^ + x)dx
5. xy'+2y + x ŷ  ̂ e' =0 6. y'x^ sin у = xy'-2y. 
42.4. Xususiy echimi berilgan Rikkati 

tenglamalarini eching.
x^y'+xy + x^y  ̂=4 у ^ Л

2. Ъу'+у^ + —  = О Уа=- 
х X



3. ху'-(2х + \)у + у  ̂=-х\ У д = х

4.

§43. To'la differentsial tenglamalar
Р{х, y)dx + Q{x, y)dy = 0 tenglama chap

tomoni biror F {x , y )  funktsiyaning to'la differentsiali 
bo'Isa, bu tenglama to'la differentsial tenglama 
deyiladi.

Masalan, xdy + ydx = 0,
xdy - ydx _ p tenglamalar chap tomoni mos 

x̂
ravishda F {x ,y )~  x- y, F {x ,y ) = — funktsiyalar to'la

x
differentsiali bo'lib, umumiy echimlari x y  = C\

— = С ko'rinishda bo'ladi. 
д:
P{x,y)dx + Q{x,y)dy = Q tenglama chap tomoni

to'la differentsial bo'lishi uchun shart
dy dx

bajarilishi zarur. Bu shart bajarilsa, 
dF = F^dx + F'̂ dy = Pdx + Qdy = 0 dan = P , = Q  
kelib chiqadi.

F  = \P{x,y)dx + (p{y) desak, (o'zgarmas son

o'm iga (p{y) olamiz.)

Fl=(\P{x,y)dx\+cp){y) = Q{x,y) dan (p {y ).

ya'ni F {x ,y )  topiladi,

Agar bo'lsa, ba'zi hollarda shunday
dy dx

jjPdx + fxQdy -  0 tenglama to'la differentsial 
tenglama bo'ladi. Bu ko'paytuvchi integrallovchi 
ko'paytuvchi deyilib, quyidagi hollarda oson topiladi:



1) El— = bo'Isa, ln//= ф{х)(1х.

O' - P2) _ JL _ > L  = 0j (y )  bo'lsa, \n/л= ^ф {̂y)dy.

Dastlabki paragraflardan differentsial 
tenglamalaming har bin to'la yoki to'la differentsial 
tenglamaga biror integrallovchi ko'paytuvchi 
yordamida keltiriluvcM  tenglamalardir. Masalan, 
y'Jra(^x)y = Ъ{х) chiziqli tenglama uchun integrallovchi 
ko'paytuvcM

fl{pc) =  ̂ ko'rinishda bo'ladi.

43.1. To 'la differentsialga keltirib eching.
1. x^dy + xydy = dx
2. y'^xdy- y^dx = x^dy
3. ydx + {x - y ^ )d y  = 0
4. y d x - {x - y ^ )d y  = 0
5. x^y^ + l + x^yy'=0
6. xdy- ydx = x^dx 

2x7- xy'+tgy = -

8. y(y-e  ̂+\) = x-y'
43.2. To’la differentsial tenglama ekanligini 

tekshiring va eching.

{4 - ^ )d x  + —  dy = 0
x̂

2. Sx^e^dx + ix  ̂ -e" -l)dy = 0
3. e^4x + (l-xe-ndy = 0
4. 2xcos  ̂ydx + (2y-x^sixi2y)dy = 0
5. (3x^y-4xy^)dx + (x̂  -4x^y + l2y^)dy = 0
6. (xcos2y + i)dx-x^sin2ydy = 0



3x\] + \ny)dx = (2y-— )dy 
У

8. 2x(l + Ĵx̂  - y)dx - -Jx̂  -ycly = 0-
43.3. Integrallovchi ko'paytuvchini toping va

eching.
1. (x^-y)dx + xdy=:0 2.
2xtgydx + - 2 sin y)dy = 0
3. {ê ' -y^)dx +ydy = Q 4.
(sin x + ê  )dx + cos xdy = 0
5. (1 + ■ sin y)dx - xctgydy = 0 6.
л:(1п y + 2nx- l)dy = lydx
7. (x^-y)dx + x(y + l)dy = 0 8.
ŷ  {ydx - Ixdy) = {xdy - lydx)

§44. Hosilaga nisbatan echilmagan 1 - 
tartibli differentsial tenglamalar. Lagranj va Klero 

tenglamalari.

Hosilaga nisbatan echilmagan F{x,y,y ') = Q
tenglama asosan parametr kiritish usuli

dx
bilan echiladi. Tenglamani y = f(x ,p )  ko’rinishda 
yozib, ikkala tomondan to'lig differentsial olamiz.

dy = pdx ekanligidan
M{x,p)dx + N{x,p)dp = Q ko'rinishdagi tenglamani 
hosil qilamiz. Bu tenglama echimi X — (p{p^ bo'lsa, 
berilgan tenglama echimi y -  f{(p (p ),p ) bo'ladi.

Differentsial tenglama x - f {y ,y ')  ko’rinishga 
kelsa ham, shu usulda umumiy echimdan tashqari 
maxsus echimlarni F{x,y,p ) = 0, F'^{x,y,p) = 0 
tenglamalarda p ni yo'qotib topish mumkin.



у = xf{y') + (piy') tenglama Lagranj tenglamasi 
deyilib, y'=  p  almashtirishdan quyidagi

P  = f iP )  + [xfip} + fP 'iP)]^  ax
X ga nisbatan cMziqli tenglamani hosil

qilamiz.
y = px + (p{p) tenglama Klero nomi bilan 

yuritilib, Lagranj tenglamasi xususiy holidir. Bunday 
tenglamalar maxsus echimga ham egadir.

44.1. Tenglamalar barcha echimlarini toping.
1) / ' V =0 2) 8y^  = 27j;
3) (у+1)’ =27(х + у)^ 4) / ( у Ч 1 )  = 1 
5) у ^-4^=0 6) xy'^^y
44.2. у ' да nisbatan echib, so'ngra umumiy 

echimlarini toping.
1) xy'(xy'+y) -2y^ 2) xy'^-2yy’+x = 0
3) лу’̂  = Я 2 У -1 ) 4) У^+х = 2у 
5) y ’̂ -2xy'=Sx  ̂ 6) {xy'+3yf - Ix

44.3. Yangi parametr kiritib eching.
1) x = y'^+y’ 2) л:(у'-1) = 2у
3) = /  4) = /

5) 5у + у'̂  = х(х + у’) 6) з; = 2д:у+у-у^
44.4. Lagranj va Klero tenglamalarini eching.
I)  у  = xy'^+y'^ 2)y^2xy'+-\

У

3) 2y = ̂  4 )y  = xy'-y'^
У-+2

5) y = xy'-a7l + y'̂  V =y = xy'+
2y '2



Bobga doir misollar echish namunalari
1. Echim i x^+cy^=2y bo’lgan differentsial 
tenglamani tuzing.

Ikkala tomoiidan hosila olamiz:
2x + 2c-y-y'=2y'
Bundan, g - . Berilgan tenglamaga qo'yib

yy'

+ ——— ■ y^ —2y ni hosil qilamiz.

Soddalashtirib x^y'-xy = yy' tenglamani hosil
qilamiz.
2. y = Cx̂  funktsiya 3y-xy'=0  differentsial tenglama 
echimi ekanligini tekshiring va R (l; l)  nuqtadan 
o'tuvchi xususiy echimini toping.

y'=3Cx  ̂ ni differentsial tenglamaga qo'ysak,
ЪСх̂  - х-ЪСх^ =0 ayniyat hosil bo'ladi. Demak, 
У = Cx̂  umumiy echim, x- y-\  ekanligidan С  = 1,
ya'ni y  — x  ̂ funktsiya R ( l; l)  nuqtadan o’tuvchi 
xususiy echimdir.

3. ^  = — ?— , x g R  tenglama umumiy echimi, 
dx l + x̂

>’(1) = ЛГ shartga bo'ysinuvchi xususiy echimini 
toping.

dy = ^  dan у  - arctgx + с umumiy echim. 
l + x̂

x = l da у  = л: ekanligidan n = arctgl + с . ya'ni 
_ Злг

Koshi masalasi echimi у = arctgx + ~  dir.

4. ;^dx + (x + \)dy = 0 tenglamani eching.
(x+\)dy = -xydx ko'rinishda yozib olib, ikkala 

tomonni у  ■ (x + 1) ga bo'lamiz. Bunda tenglamani



ctgx-2- у  ko'rinishda yozib, tomonlarni

qanoatlantiravchi  ̂= o, x:=-l echimlar borligini 
yodda tutamiz.

Tenglama  ̂ dx ko'rinishga keladi.
у  x + 1

Ikkala tomonni integrallaymiz:

J у Jx + l
% |  = -A: + ln|x + l| + lnC ya'ni y = C (x  + l)e-^ 

umumiy echimdir.
5. y'-ctgx + у — 2 tenglamaning = q shartni 

qanoatlantiravchi echimini toping.

dx
— tgxdx ko'rinishga keltiramiz. Ikkala tomonni

2 - y
integrallab - ln|2 - >-| = - ln|cos x| - In С yoki
-2 + y  = C ■ cos X

Demak, y = 2 + C- cos x umumiy echimdir.
Endi boshlang'ich shartni qanoatlantiravchi

echimni topamiz. y ( j )  = 0 0 = 2 + C-cosj, Y^'ni

0 = 2 + C-^ dan С = -4.

Izlanayotgan echim у - 2 -  4Cosx bo'ladi.
6. y'= y + 2x-3 tenglamani o'zgaravchilari ajraladigan 
differentsial tenglamaga keltiring va eching.

z = у + 2x -3 ko'rinishda yangi o'zgaravchi 
kiritamiz.

y = z-2x + 3 dan y'=z'-2
z'—2 - z ko'rinishdagi tenglamaga ega 

bo'lamiz.

— = dx dan 
z + 2
ln|z + 2| = ̂ : + lnC yoki z + 2 = C ê



Eski o'zgaravchilarga qaytib y = C e"‘ -2x + l 
ekanligini topamiz.
?■ (x + 2y)dx -xdy = 0 tenglamani eching.

/ 1 0 uchun {Ax + 2Xy)dx - Axdy = 0 
tenglama berilgan tenglamaning aynan o’zi, 
demak, tenglama bir jinsli y = u x almashtirish 
o'tkazamiz.

y' —u' x + u, dy- xdu + udx
ekanligidan {x + 2 ■ ux)dx - x ■ (xdu + udx) - 0

X [{\ + 2u)dx - (xdu + udx)]-Q da x = 0 
xususiy echim bo'ladi. Qavs ichini ixchamlab 

(1 + u)dx = xdu 
( du _  rdx
\̂ + u л:

1п|1 + м| = 1пд: + 1пС 
1 + м = С- X

— = Сх-1 dan у = х- (Сх ~ 1) umumiy
х

echimdir.

8. (2x-4y + 6)dx + (x + y-3)dy = 0 tenglamani bir 
jinsliga keltiring va eching.

2x-4y + 6 = 0 v a x  + j;-3  = 0 to 'g 'ri chiziqlar 
kesisliish nuqtasi R(l;2)dir. Demak, X -x-\ ,
Y  = y - 2  almashtirishlar o'tkazamiz.
[2(X + \)-A(Y + 2) + 6\lx + [(X + \ + Y + 2-y)]ly = Q

(2X -AY)dX + (X  + Y)dY = 0 
hosil bo'lgan tenglama bir jinslidir. 
{2x-A-u-X)dX + {X  + u-X)[udX + Xdu]=^0 

X  = 0, ya'ni .V -  1 = 0 xususiy echim 
bo'lishi mumkin.

(2 - Au)dX + (1 + u)(udX + xdu) = 0



м-1
-du +

1 + » 
(M - l)(u -2)
3 , rdX-du = -

dX

u-2
-21пм-1+31пи-2 = - In X  + lnC  

31п|м - 2 | + In Z  = 21п|м - 1[ + In С 
{ u - i y -Х = С(и-1У

У ekanligini hisobga olsak,

-2
yx-\

( l z I
,x-\
(y  + 2хУ = C (y  -x-1)^  umumiy echimdir.
9. x^(y'-x) = y  ̂ tenglamani bir jinsliga keltiring.

у  = z'” , î'= mz" ' • 2' almashtirish o'tkazamiz.
■z'~x) = ẑ "'

Bu tenglama bir jinsli bo'lishi uchun
3 + m-\=4 = 2m tengliklar bajarilishi, m = 2 
bo'lishi zarur.
Unda tenglama x^(2-z-z'-x) = z“ ko'rinishdagi 

bir jinsli differentsial tenglamaga aylanadi.
2

10. y ’--- y = 2x̂  chiziqli differentsial tenglamani
X

eching.

У - —-j = 0 tenglamaning umumiy echimi
X

y = Cx .̂
y = C(x)-x^ deb olamiz va berilgan 

tenglamaga qo'yamiz:

C  (x) -x^+2x- C(x) - -  ■ C(x)x^ = 2x̂  
x

Soddalashtirib C'(x) = 2x, ya'ni C(x) = x̂  
ekanligini topamiz. Xususiy echim у  = x ‘* ekan.



Berilgan tenglamaning umumiy echimi y = Cx^+x‘' 
ko'rinishda bo'ladi.
11. y '^ ly  Bernulli tenglamasini eching.

n = -2 ekanligidan z =__?__-y^

1
-  I _2

almashtirish o'tkazamiz. y  — z^\
3

1 2 , 1I -7 , 1 r  X

3
z^

2
Tomonlami 3z^ ga ko'paytirsak:

z'- —z = 3x chiziqli tenglama hosil bo’ladi.
X

z'-—z = 0 ning umumiy echimi z = C ■ .
X

z = C{x) ■ x̂  deb tenglamaga qo'yamiz: Q'= 2 . 
x̂

dan C (x ) = ~ —. Xususiy echim z = -3x  ̂ ko'rinishda, 
д:

umumiy echim esa z = С ■ - 3x̂  dir. Eski 
o'zgaruvchiga qaytib = Cx  ̂— 3x^

Bem ulli tenglamasi echimi ekanligini topamiz.
12. y'-2xy + y  ̂= 5 - x̂  Rikkati tenglamasining xususiy 
echimi y^=x + 2 ma'lum bo'lsa, umumiy echimini 
toping.

у  = x + 2 + z, y'= 1 + z' almashtirish bajaramiz: 
l + z'-2x(x + 2 + z) + (x + 2 + z f  =5-x^. 
Soddalashtirib
z'+4z = -z^ Bem ulli tenglamasiga ega 

bo’lamiz.



.. 1.. z = ~; z'=----1’ almashtirish
’ t 

yordamida t'~4t = 1 chiziqli tenglamaga kelamiz. 
t'-4t = 0 tenglama echimi t =

= l tenglama echimi esa  ̂_  4Ce -1
4

ekanligini topish mumkin.
Mos Bem ulli tenglamasini echimi
4

z =--------  ko'rinishda, Rikkati tenqlamasi umumiy
4Ce"" -1

echimi esa v = л + 2 +----— - ko'rinishda bo'ladi.
4Ce^^~l

13. yCosxdx + sin xdy = cos 2xdy tenglamani 
to'la differentsialga keltirib eching.

Tenglama chap tomonini rf(^;sinx),

O 'ng tomonini deyish mumkin.
I  2 J

Bundan d(y  sin x - ) - 0.

Umumiy echim _);sin^:-sinjccosx = C yoki
C

у  = cos X + ——  ko'rinishda bo'ladi. 
sin

14- ydx + (/+bx)dy = 0 to'la differentsial
X

tenglama ekanligini tekshiring va eching.
P=^; Q = ŷ  +ta:c uchun p' = i

x ’ X
Demak, berilgan tenglama to'la differentsial 

tenglamadir.

F'y ^y^ + \nx.
X

F(,x,y)= \-dx + <p(y) = y\nx + (p(y)-



к  >*) = In X + <0̂  (_у) = 3̂  ̂+ In X tenglikdan
4

<Ру{у) = У ,̂ ya'n i p (y )= Z_ . Demak, umumiy echim

quyidagi ylnx + —  = C ko'rinishda bo'ladi.
4

15. (x • sin у  + y)dx + {x  ̂■ cos y + xlnx)dy = 0 
tenglama uchun integrallovchi ko'paytuvchi toping va 
eching.

P'y = xcos>' + l; g j = 2xcosy + lnx + 1.

Py-Qx _  -x co sy- ln x  _ _ 1  

Q  cos y  + xln д: X

ln;/= (— )̂<£c = -lnx dan =
•’ X X

Demak, (sin>' + —)fifcc + (xcos>’ + lnx)rf>' = 0
X

tenglama to 'la differentsial bo'ladi. Haqiqatan, hosil 
bo'lgan tenglama uchun = cos>’ + -  = Q'

y .
■----- I

X

X

F^{x,y) = xcos>' + lnx + ̂ (̂̂ )̂ = xcos j> + lnx
Bundan. cp'̂  (y) = 0, (p — C.

Demak, umumiy echim xsiny+ylnx=Ci 
ko'rinishda bo'ladi.

16. yy’̂ +x = l tenglamani eching.

=siny + — ; Fy =xcosy + ]nx-
X

F{x, y) = |(sin у + ~)dx = X sin у + у In X + q){y)

y ' ga nisbatan echamiz: _ j x -1
V у

O'zgaruvchilari ajraladigan differentsial
tenglama hosil bo'ldi, Uning umumiy echimi

i  i  4
уЗ = _c ko'rinishda bo'ladi.



17. +ху = + ху' tenglamani у ’ да 
nisbatan eching, so'ngra umumiy echimini toping,

y'^-xy’+xy - = 0 tenglama j?' ga nisbatan 
kvadrat tenglamadir.

_  X± (X- 2лу)
Л.2 2 2

a) y '= x-y  (chiziqli)
b) y'= у  (o'zgaruvchilari ajraladigan)
Bu tenglamalar mos ravishda 

у = С ■ e~'‘ + X -1, у  = Ce” umumiy echimlarga 
egadir.

18. у  = y '^+ 2y'^  tenglamani parametr 
kiritib eching.

y'= p  belgilash kiritsak, y = p  ̂+2p^
dan p = 2p-/?'+6 • p' Tomonlami p  ф О ga 
qisqartirsak \ = 2p'+6pp' yoki x'=2 + 6p. Bunda

х '= —  'Оетак,х = 2р + Ър^+С, y = p^+2p\
dp
p = 0 bo'lgan holda У =  0, ya 'n i y  = C  

lardan y  = 0 maxsus echim bo'ladi.
19. y = xy'-y'  ̂ K lero tenglamasini eching.

y'= p  belgilash kiritib,
p = xp'+p~2pp' ga egamiz. Undan
p’(x-2p) = 0 kelib chiqadi. Agar p '= 0  bo'lsa 

y = C  yoki y  = Cx + C ,̂ x-2p = 0 dan y '-  —

yoki 4y = x̂  + 4c ga ega bo’lamiz.



10-bobga doir uy vazifalari.
I. B ir jinsli yoki unga keltiriluvchi 

differentsial tenglama umumiy echimlarini toping.

1) (x 2- y 2)y '= 2xy 2) x y ’- y ln -
X

у
3) xy'+xe’̂  - у  = 0

^)xy'~y = ^jx^+y^ 5) xy'+y = л/х^ +y^
6) xy'+y = x
7) y - x y ’= 2(x + yy')

8)x y '( ln y- ln ) = y )̂ у'-\/х=д/у^^ + л/х 

10)x ^ y '= y (x  + y ) 11) (x + y)^-y'= xy

12) х у У = х ^ - у 2
13) (2 x - y ) y '- y - x - l

14) 2y'+x = 4 V y
15) ( x - y  + l ) y '= y - x  + 3

II. Birinchi tartibli, chiziqli yoki chiziqiiga 
keltiriluvchi differentsial tenglama umumiy echimini 
toping.
I ) y'+y = xy^ 2) yy'+y^ctgx-cosx 

3) (l + x^)y'-2xy = (l + x^)^ 4) -y'-2xy+y^ =0

5) xy'+ y = -  6) xy'+y = (x  + l)y^ 
У

у'-;

(2x + l)y '+ y = -
y

10) y'+y-y^ = l- x - X ^ , Уо =x + l

I I ) y'+xyy^ = -2x - 3, У о  =  X +  2

12) y'+4xy-4y^ =12x-5; у о = х - 3

7) ( l- x ^ )y '- x y  = 2x^ 8) Зу2у'+ у3-^x-l



13) у'-Зх^у + ху^ =1-2х^; У о= х

14) у '_х у  + 4у^ -1; У о= -х

15) х у '-у+ у^= х^ ; Уо=х

III. Quyldagi to'la yoki to'laga keltiriluvchi 
differentsial tenglamalami eching.

1 ) 2 xydx + (x^-y^)dy = 0

2) (2-9xy^)xdx + (4 y ^ - 6x^)ydy = 0

3) e‘'^dx- (2y + xe“ ^)dy = 0 

-dx + (y^ + Inx)dy = 0 
У 

5) (l + y^sin2x)dx-2ycos^ xdy = 0

6 ) 3x^(1 + Iny)dx = (2 y - — )dy
У

7) (l-x^ )dy-xydx  = 0
8 ) 3dy + ydx = 0
9) (2x + l)dy + ydx = 0
1 0 ) cosxdy = (y  + l)sinxdx

11) (3 + 2xy)dx-x^dy = 0
1 2 ) (x + l-y )dx  = xdy
13) (2 y - x )d y - y d x  = 0
14) dy + yctgxdx = 0
15) xdy-ydx = 0



rv. Hosilaga nisbatan echilmagan quyidagi 
differentsial tenglamani eching.

1) y = y'2+y'3 2)

y = 2y'x + ̂  + y'̂  y = y'x  + -
2 X

4)y= xy'+y'+y'̂

5) y'^+4xy'-y^-2x^y = x‘*-4x^ 6) yr=xy'+y'^
7) y = 4V 7-xy ' 8)

y - 2 x y ' - 4 y ' ^
)̂ y = xy'-(2 + y') 

10)y'^ = 3(xy'-y) 11) y~xy'^-2y'^
12)2xy'-y = ln y ' 13) xy'-y = lny'
14) xy'(y'+2) = y

15) 2 y '2 (y-xy ') = l



Yuqori tartibli differentsial tenglama va sistemalar.

§45. Tartibi pasayadigan yuqori tartibli differentsial 
tenglamalar

y('‘) _  ko'riiiishdagi differentsial
tenglama ketma —ket n —marta integral! ash 
yordamida umumiy echimi topiladi. Har bir 
integrallashda bittadan o'zgarmas qo'shiladi, natijada, 
umumiy echimda n ta o'zgarmas qatnashadi.

= 0 ko'rinishidagi, 
noma'lum funktsiyaning o'zi qatnashmaydigan
differentsial tenglamalar = z yangi o’zgaruvchi 
kiritish yordamida tartibi pasayadi.

Erkin o'zgaruvchi x qatnashmagan 
= 0 ko'rinishdagi differentsial 

tenglamalar y= p{y), y"= pp' almashtirishlar 
yordamida tartibi pasayadi.

Agar tenglama funktsiya va uning hosilalariga 
nisbatan bir jinsli bo'lsa (>',>'',3'",...., У " ’) lar

{ky,ky',ky",....,ky^"^) lar bilan almashtirganda 
tenglama o'zgarmasa), y '= yz yangi o’zgaruvchi 
kiritish yordamida tartibi pasayishi mumkin.

Agar tenglama tomonlari to'la differentsiallar 
bo’lsa, integrallash yordamida tartibi pasayadi.

45.1. Tenglamalarni eching.

l)y"= 4cos2x  2) У '  =
cos^  X

3 )У '= - 1 -  4)x^-y''+x^-y'=l

5) yy''+y'^ = 0 6) y"+y'tgx = sin2x
7)У'+2>'-у^ = 0 8 ) y ’;clnx = y
8)У 'д :1пх = >'' 10) 2>'У'=У'
11)2уу"=1 + у '  12)yVg^: = y+ l



45.2. Tenglama tomonlarini to'la hosilaga 
keltirib eching.

1) уу'"+Зу'У'=0 2)
> ;y= y (y+ l) 3 )j;y-+ y^= l 4)
У'=л:У+>  ̂+ 1 5) xy''+y'=2yy' 6)
xy”-y'= ■ yy'

45.3 B ir jinsliligidan foydalanib eching:
1) 2 )

(x  ̂+ l)(y '^-yy")-xyy'
3) xyy”+xy'^^2yy' 4) x^yy"={y-xy'Y
5 ) x V ’+ y '- 0  6) х з^ "= у (з ; + у )
7) x\y'^-2yy"):=y^

§46. O'zgarmas koeffitsientli, chiziqli, bir jinsli 
differentsial tenglamalar

ŷ "̂  + + ......+ a„_y = 0 (1) tenglamada

у  = e'  ̂ almashtirish yordamida
k" +......+ â  =0 (2) xarakteristik tenglamaga
ega bo'lamiz.

1) Agar (2) tenglama o'zaro tengmas kj, кг, 
,..kn— haqiqiy ildizlarga ega bo’lsa,

... e*"' funktsiyalar (1) ning xususiy,

+....+Qe^esa umumiy echim bo'ladi.
2) Agar (2) tenglama 

k,=k^=.... = k„, k„^„ ...,k„ -haqiq iy ildizlarga ega 
bo'lsa, ya'ni k i—m karrali ildiz bo'lsa, u holda 
dastlabki m ta ildizga mos xususiy eichmlar
„k ,x  ___ k,x , . m - l  k,xe , xe , ...X e , ularga mos umumiy 

echim esa



bo'ladi.
3) Наг bir qo’shma kompleks a±  P i ildizlarga

(C , COS fix + C 2 sin Px )e ‘“  echim, agar bu ildizlar 
m — karrali bo' Isalar,

Уо = (Cj + Q j c + . . .+ Q y ^ * ) c o s ^ + ( C ]  + Q x + . . . .+ Q ,y ” ')sinyflcje“

echim mos keladi.
46.1. Tenglamalar umumiy echimlarini toping.
I . / '_ 4 y = 0  2.y-4y+4> ;= :0
3 ./ '- 4 у+ 1 3 з;- 0  4 .у '-4у'= 0  
5.y"+4y = 0 6 .y"+ 4y'= 0
7 .y + 3 y - 4 j = 0 S. y"+2ay'+a^y = 0
9. y "  '-5y' '+8У-4j  = 0 10. д'" ’-3;̂ ’ '+4y = 0
I I .  у"'+Ъау"+Ъа^у'+а^у = 0 12. +4y = 0
13. 4;>^^-ЗУ'-у = 0 \A. у'''-ЪУ'-Лу = 0
\ S .y " ' +%y"+\6y = 0

§47. O'zgarmas koefitsientli, chiziqli, bir jinsli 
bo'lmagan differentsial tenglamalar.

/ ' » +....+a„y = f {x )  ( l ) v a  
+.... + a„y = 0 (2) tenglamalami

qaraymiz.
Agar >», (1) tenglama xususiy echimi, y  ̂ esa 

(2) tenglama umumiy echimi bo'Isa, (1) tenglama 
umumiy echimi у = ŷ  + ŷ  ko'rinishda bo'ladi.

(1) tenglamaning xususiy echimi ikki x il' 
usulda topihshi mumkin;

I. Aniqmas koeffitsientlar metodi.
(1) —tenglama xususiy echimi, bu metod yordamida 
quyidagi hollarda topiladi:



1) / (x ) = P„(x)e"“ -ko'phad
2) / (x ) = 6"̂ ' (a  cos их + Й sin nx)
3) Funktsiya yuqoridagilaming yig'indisi yoki 
ko'paytmasi.

Bu hollarda -xususiy echim ham 
noma'lum koeffitsientli f ( x )  funktsiya ko'rinishida 
izlanadi.

Agar 1) holda k = m, 2) holda k = m ±ni 
xarakteristik tenglamaning r-karra li ildizlari bo'Isa, 
izlanayotgan noma'lum koeffitsientli funktsiya x' -f{x) 
ko'rinishda bo'ladi.

Ko'p hollarda f { x )  tarkibida sinus va 
kosinus qatnashganda Eylem ing

cos px = — (e + e~ ), sin Px = —  (e - e '  )
2 2i 

formulalari yordamida yuqoridagi hollarga keltiriladi.
II. Lagranjning o'zgarmasni variatsiyalash

usuli.
Agar = С,у,+С2Уг+.... +C„>;„ bir jinsli (2) 

tenglama umumiy echimi bo'Isa, (1)— tenglama 
umumiy echimi = c,(x)y, + C,(x)y, + .... + C„(x)y„
ko'rinishda izlanadi. Noma'lum C.x funktsiyalar

C,V.+...+c>„=0
C.V.+ ....+ c> := o

....+cyr^> = o 
c y r '^ +  + c > r »  = /(A-)

sistemadan topiladi.
47.1. Tenglamalami eching.
1) y "_2y'+y = e2’‘ 2 ) y ” -4y = 8x^
3) y"+3y'+2y = sin2x + 2cos2x
4) y"+y = x + 2e’‘ 5) y"+3y'=  9x



6 ) у ” +4у’+5у = 5х^ -32х + 5
7) у"-3у'+2у = 8) у "_ 2у = х •
9) у"-2у'= - X 10) у''+5у'+6у = е"’̂  + е~ ’̂‘
И ) у"'+у''= 6х + е~* 12) у^ -8 1 у  = 27е~ ’̂‘

13) у"'+8у = е"^’‘ 14) у ^ -3y"+4y = 3sinx
15) у"'-Зу"+Зу'-У = е’‘ .

47.2. O'zgarmasni variatsiyalash yordamida eching;
2x

1) y"+4y = _ l _  2) y.-_4y-_5y^_^
sin 2x cos X

3) y ” -2y'+y = x~^ • 4) y + y  = tgx

5) y " + y . ^ _ i _  6) y . . ^ y , ^ ^ f _ ^
1 + x

7) y"+4y'+4y = e-2* ■ Inx 8) ^ 1
COS^ X  

. . .  1y "- 2y '+ y = Л ..... : 0̂) y "4.4y _ .

§48. O'zgarmas koeffitsientli, chiziqli differentsial 
tenglamalar sistemalari.

Noma'lumlami ketma —ket yo’qotish 
yordamida murakkab bo'lmagan sistemalarni echish 
mumkin.
48.1. B ir jinsli sistemani eching:

1)
x = x - y  

2) 
у  = y- 4 x

x+ x-8y = 0 

y - x - y = 0



5)

X  - х + у  

у  = 3у-  2х

о
X  = х -2 у  - Z
о

y = y - x + z  

z = x - z

X  = X  + z  -  у  

y = x + y - z
о

z ~ 2 x - y

48.2. B ir jinsli bo'lmagan sistemani eching:

1)

3)

5)

x = y  + 2e' 

y ^ x  + t^
о

x = 3x + 2y + 4e '̂ 

y  = x + 2y 

x = 4x +у -e^‘ 

y  = y- 2 x

2)

4)

x = y-5cost 
0

у  = 2x +у  

x = 2x-4y + 4e~̂ ‘ 

у  = 2x-2y

x = 2y-x  + \ 

y  = 3y-2x
6)

1.

Bobga doir misollar echish namunalari

y - 4 tenglamaning x = l da

у = 2, y = l;  y = l  
echimini toping.

shartlarga bo'ysunuvchi



Ъ X  x'^
У ’= - 4 - + С, y = -  + C ,x  + q  у  = Ъ\пх + С--\-С^х + С^

X = 1 da o'zgarmaslarni topish uchun 
quyidagi sistemaga ega bo'lamiz:

l = -3 + C
1 = 3 + C + C,

2 = |  + C ,+C,

Bundan esa С = 4; С, = -6; = 6 ■ Xususiy 
echim у = 3lnx + 2x^-6x + 6
2. x^-y' '-y'^ tenglamani eching.

y '= Z , y "= z ' almashtirish yordamida
o'zgaruvchilari ajraladigan differentsial 

tenglamaga ega bo'lamiz. Uning echimi quyidagi 
ko’rinishda bo'ladi: 1 = I- C ,  яъни  -  = --C-

y'
, Су = С̂ х + Ы\1-Сх\ = С̂Bundan

Z X  

X
y =1-Cc

umumiy echimni topamiz. Agar z = 0 bo'Isa, 
y '  =0, y  = C.
3. 2>y"-l = y^ tenglamani eching.

y '— p, pp' almashtirishlardan
- „2 ^pdp _ dy 

p^+\ у
va In + \ = lnj^ + InC .

Bundan p  ̂+ \ = C- y, yoki y'-±^Cy - I .
Bundan, 4 (Cy-l) = С^(х + Сг) umumiy echimui

olamiz.
4. у - у ’= 2y^tenglam a tomonlarini to’la hosilalar 
ko'rinishida keltirib eching.



Tomonlarni у'-у" да bo'lib, Z _  = 2—  yoki
У  У

(1 пУ )'=  (2 1 n yy dan У  = С  • да еда bo'lamiz. Bu 

tenglamani ham 2L = Cy' yoki ( In / )'= (C  • y)'

ko'rinishda yozish mumkin. Demak, lny’=Cy + LnCj 

yoki lardan = Qx + Ĉ  yoki
С

у = --InjCC^ - CC,x\ kelib chiqadi.
С

5. B ir jinsliligidan foydalanib tarkibini pasaytiring va 
eching; xyy"-xy'^ = yy'

y'= y-z; y "~  y'-z + у ■ z’= yz  ̂+yz’ 
almashtirishlar o'tkazamiz:
xy(yz  ̂+ yz’)-xy^ - ẑ  = y-yz. y  ̂ф О deb tomonlarni
qisqartirsak, xẑ  + xz'~xz  ̂ = z yoki xz'=z tenglama 
hosil bo'ladi. Bundan z = Cx yoki y'=C-yx. Bu

-Cx̂
tenglama echimi esa y  = C^-e  ̂ ko'rinishda 
bo'ladi.
6. у"-4у'+2у = 0 tenglama umumiy echimini toping.

Xarakteristik tenglama -4k+ 3 = 0 bo'lib, 
/с, = 1, *2 = 3 dir. Demak, = C,e^ +

45.2. y'''-3y"+2y'-y = 0 tenglama umumiy 
echimini toping.

~Ък  ̂+ Ък-\ = 0 tenglama {к-1)̂  = О да ekvlvalent 
tenglamadir. Demak, К г ъ ~ ^
> 'o  = ( C ,  + C ^ x  +  C , x ^ ) e ’' .

7. j;"-2y '+5 = 0 tenglamaning umumiy echimini 
toping.



k'^-2k + 5 = Q xarakteristik tenglama it, ̂  = 1 ± 2г 
ildizlarga ega. Umumiy echim esa 
(C , cos 2x + C j s inx)e"‘ ko'rinishda bo'ladi.
8. y^+8y"+16 = 0 tenglamaning umumiy echimini 
toping.
Xarakteristik tenglama *:“ + +16 = (k̂  + 4)̂  =0 
ko'rinishda bo'lib, it, ̂  = 2г, k,^= ~2i ildizlardir.

>»o = [(Q  +C2x)cos2x+ (C j +C4x)sin2x]e“'' bo'ladi.
9. Berilgan differentsial tenglama xarakteristik 
tenglamasi

= 2 ,  ^ 2  ~  ^ 3 ,4  ~  ^ 5 ,6  ~  ^ 7 ,8 ,9 ,1 0  =  2  +  7 i

ildizlarga ega. Umumiy echim ko'rinishini yozing.
Ildizlar barcha xususiy hollarni o'z ichiga oladi. 
Umumiy echim esa

+ (C j + + (C 5 cos 5л: + Q  sin5x)e‘ '' +

+ [(Q  + CgX)cos 7x + (C9 + C|oX)sin Ix ^ " '

10. y '"_3 y"+ 3 y '_y  = + X tenglamani aniqmas 
koeffitsientlar metodi bilan yozing.
B ir jinsli tenglama xarakteristik tenglamasi ildizlari 
k i,2,3 =1 ekanligidan y,, = (C ,+ C2X + Cx^)e*.

a) y ” '-3y ” +3y '- y  = xususiy echim - Ax^e" 
ko'rinishda izianadi.
y ’l = A [3x^e’' +x^e’" ] = A(3x^ + x^)e ''.
у  I = A[6x + 3x  ̂+3д:̂  +x ]̂g-' = A[6x + 6x  ̂+x^]e’‘ .
y~ =:A[6 + \2x + 3x^+6x + 6x̂  + x^y = Al6 + lSx + 9x̂  +x  ̂У .

Topilganlami o'rniga qo'yib:
Л[6 +18л + 9 лЧ  -18x - 1 -  Зд:' + 9x̂  + Зх' - Зх̂  - х 'У  = е'.

ya'n i A[6- 3x^] = l dan v. = —  е" bo'ladi.
6 '  6



b) y '"- 3 y "+ 3 y '- y  = X xususiy echimi у2=:А»-В 
tarzida izlanadi. y ’̂  = Д; Уг = 0 • Bundan: 
3 A - A x - B  = x, ya'n i A  = - l;B  = -3 ва y j  :=-x-3.

Umumiy echim esa y = {C,+C^x + Cx̂  +— )e’̂ -x~x
6

ko'rinishda bo'ladi.

11- v " 3v 'i2v -  tenglamani o'zgarmasniy"-3y'+2y =

variatsiyalash yordamida eching.
k^ - 3 k + 2 = 0 echimlari k, = 1, кз = 2 ekanligidan

tenglama xususiy ecMmlari va dir. Bundan 
yo=Cie^+C^e^’‘ va 

C; -e^+Cy^ =0

c y  + i c y ^  = -^—
l + ê ^

sistemaga ega bo'lamiz. c j  = ni ikkinchi

1 0tenglamaga qo'yib Q^e = ________ ya'ni
1 + e^^ ’

gX
(̂ 1, — -------  ga ega bo'lamiz. Bundan

"  l + e " "

va

C 2 =arctge*.

C| = -£^L± 1z 1 dan C | = -1  + ---—
1 + e ^  l  +

C j = - ln V T + ^ .
Demak, umumiy echim

y ^ C j e ’̂  + С 2б^  ̂ - In V b b e ^ - e *  +e^*arctge^.



12. X = 2х + у sistemani eching, bunda
в

у = 3x + 4y
°  dx ° dy

О

Birinchi tenglamadan у  = x- 2x ekanligidan, uni
oo о о

ikkinchi tenglamaga qo'yib x - 2x = 3x + 4(x - 2x) yoki
oo о

x-6x+5x = 0 tenglamaga ega bo'lamiz. Xarakteristik 
tenglama ildizlari ki= l, k2=5 ekanligidan 

0

x = C ie ‘ + С 2в^‘ . x = C ie * + 5C 2C ‘̂ bo'Iganligi 
uchun
у  = Cie* + 5Сге^‘ -  2Cie* -  2Сге^‘ = - C ie ‘ + 
kelib chiqadi.

Demak, x = C]e‘ +C2ê ^

y = -C ,e‘ +3C 2e^‘ .

13. x = x -  у  + 8t bir jinsli bo'lmagan sistemani

_y = 5 x - y  
eching.

о oo о
о

Ikkinchi tenglamadan + Z  v=  — + —
5 5 ’ 5 5 

topib birinchi tenglamaga qo'yamiz.

5 5 5 5
oo

y+ ‘\y = 40t tenglama hosil bo'ladi.



+ А = Q dan = ±2/ ya’ni

>"о = С, cos2/+ C j s in 2? y ^ = A t  + B  ko’rinishda izlanadi.
AAt + AB = AQt dan A =  \ 0 \ B  =  Q.

Demak,

= C, COS I t  + Cj sin 2̂  + 10^

^ = J (- 2C, sin 2t + 2C^ cos2t + C, cos 2̂  + sin It+  \Qt)

ll-bobga doir uy vazifalari
I. Tartibini pasaytiring va yeching.

I)2 x 'y "= y '--2  2 ) У М ; У = 0

3) y y "+ 3 ^ y 'U ) y "'= 4y"^
5) У  " = 2 (y  '-5)ctgx 6 ) у  = x>;”  = 6 y
7) y"+y'^ = 7e-  ̂ 8 ) у "  = у 4 8
9) У '- х У "+ У "^  = 0 1 0 ) /  - /  - У ' ^ Ю

I I ) у ' ( 2 у + х ) = 1 1  1 2) ( l- x - )y + jc y = 1 2
13) (у+ 13> ')у '=  у -  14) У  "-у- = 4у"^
15) ху"= у + х (у 4 х “ )

П. Bir jinsli bo’lmagan tenglamalarni yeching.
1) y+4y-12>^ = 8sin2x
2) y"-6y'+9y -x^ - x  + 3
3) у '+ 4 у= е-^ "

4) y"-2y'+5y = xe'"
5) y''+5y'+6y = cos2x
6) y"-5y'+6y = {l2x-7)e-^
7) y"-4y'+ l3y = 26x + 5



8) у '- 2у+>; = 16е"

9) У ' - 4 У =  6х^ +1

10) у"+6у'+9у =

11) У '+ 4 У = е '' + х

12) у"-Ъу  = +5

13) у '+ У + у - е "

14) у''+1у'+^у =
15) у "- 4 у  = е ’̂̂

111. Sistemani yeching;

1)

3)

5)

7)

9)

X = 4х + 6у  

у  = 4х + 2у 

х = 3х + у  

у  = 8х + у  

X = - X  + 5у 

у  = х + Зу 

X = -4х -  6у 

у  = -4х -  2у 

х = - х -5 у  

у  = ~7х-3у

2)

4)

6)

8)

10)

X = - 5 х - 4 у  

у  = -2х~3у  

х = 6х + 3у 

у  = - 8х -  5у 

х = 3х-2у  

у  = 2х + 5у 

x = 5x-Sy  

у  = -Зх  -  Зу 

х = -7х + 

у  = Ах-8у



13)

х ~ 2 х - у
о

у  = х + 2е‘ 

х = х + 2у 

у  = x-5sin/

15)

14)

х = 2х-4у  

у  - х - 3 у  + 3е‘
о

X = 2 х - у

х = 5х-3у + 2е ‘̂ 

у  = х + у  + 5е ‘̂
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