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Tekislikdagi analitik geometriya
I-8. Tekislikdagi nuqtalarning koordinatalari. Ikki nuqgta ora-
sidagi masofa

Dastlab, biz tekislikdagi analitik geometriyaning boshlang‘ich
formulalari goMlaniladigan masalalarni yechamiz. Bular:

1) tekislik ikki nuqtasi orasidagi masofani hisoblash;

2) kesmani berilgan nisbatda bo“lish;

3) uchburc-hak yuzasini uning uchlari koordinatalari bo‘yicha
hisoblash.

Bu mashg‘ulotlarda va keyinchalik analitik geometriyani to‘g‘ri
burchakli koordinatalar sistemasi tekisligida va fazoda undan tash-
gari qutb koordinatalar sistemasida o ‘rganamiz. Masalaning sharti-
da “nugta berilgan” deyilgan bo‘lsa, demak nuqtaning koordinata-
lari berilgan bo‘ladi. Agar masalada “nuqta topilsin” deyilgan
bo‘lsa, demak nuqgtaning koordinatalarini topish kerak. “To‘g‘ri
ehiziq kesmasi berilgan” degan jumla, kesma oxirlarining koordi-
natalari ma’lumligini bildiradi. Agar to‘g‘ri ehiziq kesmasi oxirla-
rining koordinatalari ma’luni bo‘lsa, kesmaning tekislikdagi o ‘mi
to‘lig aniglangan bo'ladi. Nugtaning koordinatalari nugta nomidan
keyin gavsda yoziladi: to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida
avval nuqta absissasi, so‘ngra ordinatasi yoziladi. Misol uchun xi-
A nuqtaning absissasi, y/ - uning ordinatasi bo‘lsa, quyidagieha
yoziladi: A(xltyi) Absissa o‘gida yotuvchi nuqtalarning ordina-
talari nolga teng. Ordinata o‘gida yotuvchi nuqtalarning absissalari
nolga teng. Koordinatalar boshining ikkala koordinatalari ham
nolga teng. Tekislikning A (xj,yt) va B(x2,¥2) nuqtalari orasida-
gi masofa quyidagi formula bilan aniglanadi:

d=y](x2-*,)2+(y2- Y1)2. (1.1
1-masala. C(2,4) nugtani dekart koordinatlar sistemasida
belgilang.
Yechish. C nugtaning absissasi 2 ga teng, ordinatasi esa

4 ga teng. Birlik masshtabini tanlaymiz va tekislikda dekart koor-
dinatalar sistemasini quramiz. Ox o°‘gining koordinatalar boshi O

3



dan musbat yonalishda 2 masshtab birlik uzunlikda boMgan OA
kesma ajratamiz. Oy o‘gining koordinata boshi O dan musbat yo-
nalishda 4 masshtab birlik uzunlikda boMgan OB kesma ajratamiz.
A nugtadan Ox o‘giga pcrpendikular o‘tkazamiz. B nuqtadan
Oy o‘giga perpendikular o‘tkazamiz. Bu ikki perpendikulaming
kesishish nugtasi izlanayotgan C nuqtani aniglaydi (1-rasm).

\Y;
Cf-x;v) rffcx)
{ A
» // {
! 0/ [-— wt—T
1
1/ !
-rasm. 2-rasm.

2-masala. A(x,y) nugtaga

a) Ox o‘giga nisbatan;

b) Oy o‘giga nisbatan;

c) koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik boMgan nugtalami
toping (2-rasm).

Yechish. Agar / to‘g‘ri ehiziqg M\ M2 kesmaga perpendikular
bo‘lib, uning o'rtasidan o‘tsa, Mt va M2 nugqtalar |to‘g‘ri eiziqga
nisbatan o‘zaro simmetrik nuqtalar deyiladi.

Agarda O nuqta Mi M2 - kesmaning o‘rtasida joylashgan
bo‘lsa, M\ va M2 nuqgtalar O nuqgtaga nisbatan simmetrik deyiladi,.

a)A(x,y) nugtaga Ox o‘giga nisbatan simmetrik boMgan B nug-
taning absissasi, A nugtaning absissasi bilan bir xil boMib, ordina-
tasi esa A nuqta ordinatasiga garama-garshi songa teng bo‘ladi.
Demak, B nuqgta jc va -y koordinatalarga ega ho“\aAv.B(x;-y).

b)A(x,y) nugtaga Oy o‘giga nisbatan simmetrik boMgan C nug-
taning ordinatasi, A nugtaning ordinatasi bilan bir xil bo“lib, absis-
sasi esa A nuqta absissasiga qarama-garshi songa teng bo‘ladi.
Demak,C nugta -x vay koordinatalarga ega bo‘ladi:C(-x;y).
c) A(x,y) nuqgtaga koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik
boMgan D nuqtaning absissasi va ordinatasi, A nugtaning absissasi
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va ordinatasiga qarama-garshi songa teng boMadi. Demak, D nuqta
-x va -y koordinatalarga ega boMadi: D(-x;-y).

3-masala. Agar nuqgta koordinatalar sistemasining

a) birinchi va uchinchi burchak bissektrissasida;

b) ikkinchi va to'rtinchi burchak bissektrissasida yotsa, uning
koordinatalari o ‘zaro ganday munosabatda boMadi?

Yechish. a) Koordinatalar sistemasining birinchi va uchinchi
burchaklari bissektrissasi bu burchaklami teng ikkiga bo‘lib, Ox
0‘gqining musbat yonalishi bilan 45 burchak tashkil etadi Agar bu
bisscktrissaning ixtiyoriy A(x,y) nuqtasidan Ox o°‘giga perpendiku-
lar tushirsak, hosil boMgan OAB uchburchak teng yonli, to‘g‘ri
burchakli boMadi va uning katetlari OB va AB o°‘zaro teng boMadi
(3- a rasm).

aj

3-rasm.

OB katet A nugtaning absissasi, AB katet esa A nuqtaning ordi-
natasi bo‘lgani uchun bissektrisaning ixtiyoriy nugtasi absissasi va
ordinatasi o‘zaro teng bo‘ladi. Bunda bissektrisa ustidagi nugta-
larning absissasi va ordinatasi bir xil ishoraga ega boMgani uchun,
nuqta birinchi burchak yoki uchinchi burchak boMishi ahamiyatga
ega emas.Shunday qilib, bissektrisa nuqtalarining koordinatalari
orasidagi munosabat quyidagicha: x-y.

b)  koordinatalar sistemasining ikkinchi va to‘rtinchi burchaklari
bissektrisasi nuqtalari uchun ham oldingi holga o‘xshash fikr yuri-
tib 1-jadvalga ko‘ra quyidagi xulosaga kelamiz: bu bissektrisa
ixtiyoriy nuqtasining absissasi va ordinatasi o‘zaro garama-garshi
sonlarga teng boMadi (3- b rasm).



/-Jadval

Choraklar ] v
X . +
Y +

Shunday qilib, bu bissektrisa nugtalarining koorc
sidagi munosabat quyidagicha: x=-y.

4-masala. A(a,b) nuqta birinchi chorakda yotadi. A nuqtaga sliu
chorak bissektrisasiga nisbatan simmetrik bo‘lgan B nuqta koor-
dinatalarini toping.

Yechish. B nugta A nuqtaga birinchi chorak bissektrisasiga nis-
batan simmetrik bo‘lgani uchun u A nuqta biian birga OC ga
o‘tkazilgan perpendikularda yotadi va AC=CB (4-rasm).

4-rasm.

OAC va OCB uchburchaklar umumiy OC tomonga ega
bo‘lganligini hisobga olib, bu uchburchaklar teng degan xulosaga
kelamiz.

Endi OBE va OAD uchburchaklaming to‘g‘ri burchakli ekanli-
gini, gipotenuzalari tengligini va ZAOD va Z.OBE o‘tkir bur-
chaklari tengligini hisobga olsak, bu uchburchaklaming tengligi
kelib chigadi. OBE va OAD uchburchaklaming tengligidan
OD”"BE va AD=OE. A nuqtaning absissasi OD shartga ko‘ra a ga
teng, ordinatasi AD=b. Shuning uchun B nugtaning absissasi
OE=AD=b, ordinatasi BE=OD=a. Demak, B nuqtaning koordina-
talari b va a gateng bo‘ladi B(b,a).

S-masala. A(-4;2) \a B(x;y) nuqgtalar Ox o‘giga parallel
to‘g‘ri chizigda yotadi va ular orasidagi masofa 2 masshtab bir-
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ligiga teng. B nuqtaning koordinatalarini aniglang.

Yechish. Masala ikkita yechimga ega: B nuqta A nuqtadan
cliapda yoki o°‘ngda yotishi mumkin. Mar ikki holda ham B nugta
Ox o‘giga parallel to‘g‘ri chizigda yotgani uchun uning ordinatasi
v ikki holda ham A nuglaning ordinatasiga teng, ya‘niy=2. Ab-
sissasi esa A nuqgtadan chapda yotgan holda -6 ga, o0‘ngda yotgan
holda esa -2 ga teng. Shunday qilib, B(-6;2) yoki Bi(-2;2)
(5-rasm).

jr
*

- 7-0 -&-4T7-3-2-T <7 " “or

5-rasm.
6-masala. A(5;5) va B(x;y) nugtalar birinchi chorak bissektri-
sasida yotadi va ular orasidagi masofa 4 masshtab birligiga teng. B
nugtaning koordinatalarini toping.
Yechish. B nuqgta birinchi chorak bissektrisasida yotgani uchun
uning absissasi va ordinatasi o‘zaro tengdir. Teng yonli to‘g‘ri bur-
chakli ABC ucburchakda gipotenuza AB*-4, AC=BC (6-rasm).

6-rasm.
Pifagor teoremasidan, AC2+BC2=AB2 va 2AC2=16, AC2=8,

AC~BC=2y[2 Shunday qilib, izlanayotgan nuqtaning absissasi
(demak, ordinatasi ham) A nugtaning absissasiga avval 2~}2 ni

go'shishdan, so‘ngra 2”22 ni ayirishdan hosil bo‘ladi va masala
ikkita yechimga ega boMadi:



B(5+2n[2 ;5+2n[2), B,(5-2y[2 ;5-2n/2)
7-masala. A(4;-5) va B(7;-1) nuqtalar orasidagi masofani to-

ping.

Yechish. (1.1) formulaga asosan ular orasidagi d masofa

X,=4, x2=7, yr-5, y2=-l,

larga ko‘ra quyidagiga teng boMadi:
D= -J(7-4)2+(-1-(~5))2 = "9 +16 =5 inasshtab birligiga teng.

8-masala. A(-1;3) va B(7;-3) nugtalami tutashtiruvchi kesman-
ing Ox o°‘gining musbat yo‘nalishi bilan tashkil etgan burchagi ka(-
taligi topilsin.

Yechish. A\&B nugtalaming maMum koordinatalariga ko‘ra,
AB kesma bilan Ox o‘gining musbat yo“‘nalishi tashkil etgan bur-
chak tangensini topish mumkin. Agar A (x\,yi) va B(x2,y2)
bo‘sa, u holda 7-rasmdan ko‘rinadiki, AC x2xi,BC=y2yiva

S

7-rasm.

(1.2-

N-burchak Ox o‘qgini soat strelkasiga teskari burishdan hosil

boMadi. (1.2) formula A va B nugtalaming tekislikda tutgan
o‘miga bogMiq emas. A va B nuqgtalaming koordinatalarini (12)
formulaga qo"yib, quyidagini olamiz:

yoki - tgep = 0,75 . Lekin - tgep = /g(1 80° - (p) boMgani uchun
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[#(180° - = 0,75 .Jadvaldan 180° - op= 36°52 . Bundan esa,

<= 143°08 . Bu formuladan keyinchalik, to‘g‘ri ehizig bilan ab-
sissa 0'gqining musbat yo‘nalishi orasidagi burchakni topishda foy-
dalanamiz. Bu formuladan topilgan (g<p esa to‘g‘ri chizigning bur-
ehak koeffitsienti deb ataladi.

9-masala. Uehlari A(2;3), B(6;7) va C(-7;2) nuqgtalardan iborat
uchburchakning o‘tmas burchakli ekanligini isbotlang.

Eslatma: Elementar geometriyadan ma’lumki

a) agar uchburchakning biror tomoni kvadrati qolgan ikki tomo-
ni kvadratlari yig‘indisiga teng bolsa,bu uehburchak to‘g‘ri bur-
chakli;

b) agar uchburchakning katta tomon kvadrati, qolgan ikki to-
moni kvadratlari yigMndisidan kichik boMsa, bu uchburehak o “tkir
burchakli;

c) agar uchburchakning katta tomon kvadrati, qolgan ikki tomo-
ni kvadratlari yig‘indisidan katta boMsa, bu uchburchak o‘tmas
burchakli boMadi.

Yechish. Uchburchak tomonlari uzunliklarini topamiz:

\AB\ - y[(6-2)2+(7-3)2= 16 +16 = n/32 masshtab birlik.
\AC\=vyj(-7-2)2+(2-3)2=yjSI+1 =n[B2 masshtab birlik.

\BC\ = V(-7 - 6)2+ (2- 7)2 = 7169 + 25 = V194 masshtab birlik.

Demak, BC2>AB2+AC2 (194>32+82) bo‘lgani uchun

uchburchak hagigatdan ham o ‘tmas burchakli.
Mustagqil ishlash uchun masalaiar
1-masala. A (-2;4), B (2;3), C (-1;-2), D (0;-5), E (-3;0) nug-

talami dekart koordinatlar sistemasida belgilang.
2-masala. A (3;-4) nuqtaga a) absissa o°‘qiga nisbatan; b) ordina-
ta o‘giga nisbatan; c) koordinata boshiga nishatan simmetrik
boMgan nuqgtalami toping.
Javobi: a) B (3;4), b) C (-3;-4), ¢) D (-3;4).

3-masala. A (-12;4) nuqtaga dekart koordinatalar sistemasining
uchinchi choragi bissektrisasiga nisbatan simmetrik boMgan B (x;y)
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nugtaning koordinatalari topilsin.
Javobi: B (4;-12).

4-masala. A(2;4) nuqgtaga dekart koordinatalar sistemasining
ikkinchi va uchinchi burchaklari bissektrisasiga nisbatan simmetrik
boMgan B(x;y) nuqtaning koordinatalari topilsin.
Javobi'. B(-4;-2)

5-masala. A(-5;2") va B(x;y) nuqgtalar Oy o°‘giga parallel
boMgan to‘g‘ri chizigda yotadi. B(x;y) nuqta A nugtadan 6 massh
tab birligi masofada yotadi. B nugtaning koordinatalari topilsin.
Javobi: B,(-5;8) va B(-5;-4)

6-masala. A(-3;9) va B(3;l) nuqtalar orasidagi masofa aniglan-
sin.
Javobi: d=10 m.b.

7-masala. A(-11;5) va B(1;0) nuqgtalami tutashtiruvchi \AB\

kesma uzunligi topilsin.
Javobi: d=13 m.b.

8-masala. A(-4;5) va B(-6;7) nuqtalami tutashtiruvchi \AB\

kesma uzunligi va bu kesma bilan Ox o‘gining musbat yo‘nalishi
orasidagi burchak topilsin.

Javobi: \AB\=y[8 m.b; (p=135°.

9-masala. Uchlari A(l:3), B(4:5) va C(-5;-7) nugtalarda
boigan uchburchak perimetri topilsin.
Javobi: p n 30,3 m.b.

10-masala. Uchlari  A(2:-5), B(-7:-4) va C(-1;6) nuqtalarda
boMgan uchburchak ko‘rinishini aniglang.
Javobi: uchburchak o‘tkir burchakli.

2-§. Kesmani berilgan nisbatda boMish. Kesma o‘rtasining
koordinatalari. Uchburchak yuzini uning uchlarining koordi-
natalari ma’lum boMganda hisoblash

1 Agar jc, va _v, A nuqtaning, x2 va y2lar esa B nuqtaning
koordinatalari boMsa, u holda AB kesmani
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A
= —C nisbatda boMuvchi C nugtaning koordinatalari

X. + /br, y, + Ay,
X = = lemmee , VI —e — (2.1
1+ 4 ! 1+N
formula yordamida topiladi. Agar J1=1 boMsa, C(x;y) nuqta

AB kesmani teng ikkiga bo'ladi, va AB kesma o ‘rtasining koordi-
natalari

X, + X-y \'A + yn
x= "N 7 y= (2-2)
formula yordamida topiladi.
2. Uchlari n(x,;y,), B(x2;y2), C(jt3;y3) boMgan uchburchak
yuzi

ANz =[N -*a XY -Y3) ~(x2~*3)(YL ~ Y3)] (2-3)
formula yordamida topiladi.
1-masala. A(-2;4) va Z?(-4;10) nuqtalami tutashtiruvchi AB
kesma o‘rtasi C(x;y) nugtaning koordinatalari topilsin.
Ycchish. (2.2) formuladan foydalanamiz. x, =-2, x2=-4,
y, =4,y2=10 U holda,
- Xi+x2 _ —2+C4)_—6_ A

V= _4+1Q _14 7
2 2 2
Shunday qilib, /1/? kesma o‘rtasi C(-3;7)
2-masala. Agar kesmaning bir uchi koordinatalari A(-5;-7),
ortasining koordinatalari C(-9;-12) bo‘lsa, ikkinchi uchi
B - ning koordinatalari topilsin.
Yechish. (2,2) formulada kesma o‘rtasi koordinatalari x va

y bilan belgilangan. Masalaning shartiga ko‘ra x =-9, y =-12.
Kesmaning B uchi koordinatalari esa noma’lum. Ular bu formula-
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da x2 va y2 lardir. Bu holda (2,2) ga ko‘ra noma’lumlarni to-
pish uchun ikkita tenglama hosil gilamiz:
-9 =M+ S - -12 =
2 2
Bundan esa, - 18=-5+x2va x2=-13,
-24 = -7 +y2vay2=-17.
Shunday qilib, B - ning koordinatalari /?(—3;—17)

3-masala. Uchburchak tomonlari o‘rtalarining koordinatalari
berilgan: £(7;8), F(-4;5), K(l;-4). Uchburchak uchlarining
koordinatalari topilsin.

Yechish. A, B, C uchburchak uchlari, E nuqta AB tomon
o'rtasi, F nugta AC tomon o‘rtasi, K nugta BC tomon o‘rtasi
bo‘lsin. A, B, C nuqgtalaming koordinatalarini topamiz.

xAva yA deb A uchi koordinatalarini,

xR va yB deb B uchi koordinatalarini,

xc va yc deb C uchi koordinatalarini belgilaymiz. (2.2) for-
mulalardan

+ XH. +YB
- - *
XE , o YK E *)
+xc +Yc
- _ Ya *x
Xh 5 Yr 5 (**)
xB +xc
XK N e ()

Bu tengliklarga E, Fva K nugtaning koordinatalarini
go‘yamiz:
a) (*) tenglama, E ning koordinatalarini go‘ygandan so‘ng
quyidagicha yoziladi:
7= *A+X,, 8 =YA+yH
2 . 2
yoki
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Xn+ xs = 14, yA+YyH =16
b) (**) tenglama, F ning koordinatalarini go‘ygandan so‘ng
quyidagicha yoziladi:

-4 = 5:>’a+>’c

yoKki
+xc =-8, yA+y(:=10
c) (* **) tenglamaesa, K ning koordinatalarini qo'ygandan
so‘ng quyidagicha yoziladi:

1 —Xr =X -4=Y » +Yc.
2
yoki
X,, +XI =2, yB+yc =-8

Shunday qilib, 6 ta noma’lumlarni topish uchun ikkita tenglama-
lar sistemasini hosil gilamiz. Birinchi tenglamalar sistemasi:

XA +xB = 14,
.= .8,

Ikkinchi tenglamalar sistemasi:
Yy n+Ys = 16,
*Ya +Yc = 10’
YH +¥c = ~8-
Birinchi sistema tenglamalarini hadma-had qo‘lshib,
XA + XH+ XA + XC + Xg +XC =8
ni hosil gilamiz, yoki
XA+xB+xc =4. (2.4)
Birinchi sistemaning uchunchi tenglamasiga ko‘ra xR+xc =2
bo‘lgani uchun (2.4) dan xA+2 -4 va xA=2 ni hosil gilamiz;
birinchi sistemaning ikkinchi tenglamasiga ko‘ra xA+ xc = —8
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bo‘lgani uchun (2.4) dan xB~8 - 4 va xlt = 12 ni hosil gilamiz;
birinchi sistemaning birinchi tenglamasiga ko‘ra xa +xh =14
bo‘lgani uchun (2.4) dan xc + 14 =4 va xc = —10 ni hosil gila-
miz; Shunday qilib, xA=2; xH=12; xc =-10.

Xuddi shunday, ikkinchi tenglamalar sistemasidan yA=17;
yH=—1; yr = -7 larni topamiz. Shunday qilib, uchburchak uch-
lari koordinatalari quyidagilar: A(2;17); B(12;-1); C(-10;—7).

4-masala. A(2;4), B(-3;7) va C(-6;6) lar parallelo-

grammning uchta uchlari bo‘lib, A va C lar garama-qarshi uchla-
ridir. Parallelogrammning to ‘rtinchi uchi topilsin (8-rasm).

8-rasm.

Ycchish. Masala yechilishi uchun chizma chiziladi. Ma’lumki,
parallelogramm diagonallari kesishish nuqtasida teng ikkiga
boMinadi. Shuning uchun diagonallari kesishish nuqtasi ning
koordinatalarini AC kesma o‘rtasi koordinatalari sifatida topiladi.
Ulami xE va y F deb belgilab.

2+(-6) 4+6
2 -2. S Ye - Ye 5
lami topamiz. Demak, E (-2;5). Endi BD diagonal o‘rtasi E va
bir uchi B ning koordinatalarini bilgan holda, (2,2) formulalardan

D uchi koordinatalarini oson topamiz. Buning uchun (2,2) formu-
lalarda x =-2; y =5;x,=-3;y, =7 deb olamiz. x2=xn;

14



y2 - y,) lar esa izlanayotgan D nuqtaning koordinatalari. Natija-
da quyidagilarni topamiz:

-4 =-3 +xd; xn =-1;

'0=7+yD; yD=3.

Shunday qilib, D (-1;3).
Endi AB kesmani berilgan nisbatda bo‘lishga oid masalalar ye-
chamiz. Agar C nuqta AB kesmani # nisbatda bo‘ladi deyilsa,

A
buni quyidagicha tushuntirish kerak: Ji :CE Bu kasming surati

kesma boshi A nuqtadan, kesmani boMuvchi C nugtagacha
bo‘igan yo‘naltirilgan masofa, maxraj esa C nuqgtadan kesmaning
oxiri B nugtagacha bo‘lgan yo‘naltirilgan masofal

5-masala. A(2;5) va B(4;9) nugtalarni tutashtiruvchi AB

kesmani 1:3 nisbatda boMing.
Yechish. Masalaning shartida AB kesmani J1- -j nisbatda

bo‘luvchi C nugtaning koordinatalarini topish talab gilingan.

A(2;5) kesmaning boshi, J5(4;9) nuqta esa kesmaning oxiri deb
hisoblaymiz. (2,1) formulalarda x va y lar C nuqtaning koor-
dinatalari, x, va y] lar A nuqtaning koordinatalari, x2 va y 2 lar

esa B nuqtaning koordinatalari deb olamiz; /1= -j . Demak,
X, =2, x2=4, y, - 5, y2- 9. Shunday qilib, (2,1) formulalar-

Jya’ni AC nisbat manfiy ishorali ham bo‘lishi rnumkin (agar AC va CB
CB

kesmalar garama-qarshi yo‘nalgan bo‘lsa, boshgacha aytganda, C nugta AB
kesmaning tashqarisida yotsa)
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dan

2 +-- 2+
_3 3. =5
1+1 4 2
3 3
5+9
3. 5+3 _
Y= Yy =0
1+ ’
3

Demak, C(—;6)

6-masala. AB kesma oxirlari koordinatalari quyidagi-
lar: A(-4;8) va B(6;-2) AB kesmani uchta teng gismga
bo‘luvchi C va D nuqtalaming koordinatalari topilsin (9-rasm).

9-rasm.
Yechish. AB kesma uchta teng bo‘laklarga bo'lingan C

nugta AB kesmani A= nisbatda boMadi. Shuning uchun
AC :iCB va bundan J1= _A_\_@_: = ni olamiz. (2,1) formula-
2 cB 2

1 .
laming birinchisida Xj =-4, x2=6, /1= deb olamiz;
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X - Xr - C nugtaning absissasi (2,1) ning ikkinchi formulasida

Yi ~ Y2 - ~2> va Y- Yc~ C nuqtaning ordinatasi deb ola-
miz. Shunday qilib,

~4+26 -4+ 3 2
Xc - i , XxXt— - ; XC—
1+ - J
2 2
84 ("2) 8-1 14
Ye —-——-- ;o yc =
i+ 3
2 2
2 Y . . -
Demak, D nugtaning koordinatalarini CJ1 kes-

maning o ‘rtasi sifatida topamiz. (2,2) formulalarga ko‘ra

—2.h¥% , 4.A ,

o — 3 . _% _ 3 ) _4

B=~"2 XD=3 ¥§T 2 Ve = F
Demak, D(8—4
3 3

7-masala. Uchlari [ x,;”),5(ac2;y2),C(x3;jv3) nugtalarda
bo‘lgan uchburchak shaklidagi bir jinsli plastinaning og“irlik mar-
kazi koordinatalari topilsin (plastinaning galinligi hisobga olinma-
sin).

Yechish. Masala shartida ko‘rsatilgan uchburchak og‘irlik mar-
kazi uning medianalari kesishgan nuqtada joylashgan. Elementar
geometriyadan ma’lumki, uchburchakning uchta medianasi bir
nugtada kesishib, bu nuqtada uchburchak uchidan boshlab hisobla-
ganda 2:1 nisbatda bo‘linadi. Bu nugtani E deb belgilaymiz,
koordinatalarini esa XE va y E deb belgilaymiz (10-rasm).
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10- rasm.
A uchdan tushirilgan medianani garaylik. Bu medianauing bir uchi

A da boiib, uning koordinatalari (x,;”,) , ikkinchi uchi esa BC
kesmaning o‘rtasi D nugtada joylashgan. Uning koordinatalarini
xD va yn bilan belgilaymiz va (2,2) formulaga asosan

Endi AD mediananing boshi va oxiri koordinatalarini bilgan
holda va E(xh',yE)nugta AD kesmani A =2 nisbatda
bo‘lganligi sababli (2,1) formulalardan quyidagilami hosil gilamiz:

X, +Xx2+x3 X, +x2+ X
~~3
y +vy2+y.: N \" ylu v 24 v,
Xk — ,
3

8-masala. Uchlari A(2;-3),B(1;1),C(-6;5) nuqgtalarda
boMgan uchburchakning yuzini toping.

Yechish. (2,3) formulalaga asosan x: =2, x2=1 x3= 6,
yt=—3 y2=h 7:=05 deb olib, quyidagini hosil qila-
miz.



s =112- (-6)]-(1- 5)-[1- (-6)]-(-3 - 5)j| = 11{(2+6)( 4)- (1+6)(-8)|
=1|[_32-(-56)] =1 K32 +56)|=1 m4 =12

5 = 12 kv.hirlik.

9-masala. Berilgan A(l;8),B(-2;-7),C(-4;—7) nuqtalar
bir to‘g‘ri chizigda yotishini isbotlang.

Yechish. Agar A, B va C nugqtalar bir to‘g‘ri chizigda yotsa,
ABC’ uchburchakning yuzi nolga teng boMadi. Shuning uchun,
(2,3) formulalarda S = 0 deb olib, uch nugtani bir to‘g‘ri chiziqda
yotishligining shartini hosil gilamiz:

(x,-x3)(y2-ys)-(x2-x3)(y,-y3)=0
yoki
(X - x3)(y2~y3) = (x2- x3)(v, - y 3)

Bu tenglikni quyidagi qulay formaga(ko‘rinishga) Kkeltirish

mumkin:

Bu tenglikka berilgan nugtalaming koordinatalarini qo‘yib,
5
— to‘g‘ri sonli tenglikni hosil gilamiz. Demak, berilgan uch
nuqta bir to‘g‘ri chiziqda yotadi.
Mustagqil ishlash uchun masalalar
1-masala. AB kesmaning oxirlari koordinatalari A(-7;5),

B (I1;—-9) berilgan boMsa, uning o‘rtasi-C nugtaning koordinata-
lari topilsin.
Javobi: x =2, y =-2. C(2;2)

2-masala. AB kesmaning bir uchi koordinatalari A(—4;2),
o‘rtasinirig koordinatalari C(-6;5). B uchining koordinatalari
topilsin.
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x2=-8, }2=8. B(-8;8)
uchlarining koordinatalari berilgan

tomonlari o ‘rtalarining

Javobi:
3~masala. Uchburchak
A(~7;4), B(-5;2),C(6,-3) .Uning

koordinatalari topilsin.
Javobi: Agar AB tomon o‘rtasini E, AC tomon o‘rtasini b\ BC

tomon o‘rtasini K bilan belgilasak, E(—6; 3)F(—2 ?)

K
2 2
4-masala. Uchburchak tomonlari o‘rtalarining koordinatalari

E(-4;6) ,F(2;-6).K(0;-4) .Uchburchak uchlarining koordina-

talari topilsin.
Javobi: xA+xB+xc =-2, xA=-2, xH- -6, xr - 6.
Yn+YB+Yc=-*> Ya=4" ¥Ys=*" Yc =~1]6
5-masala. Parallelogrammning uchta uchining koordinatalari
A(-6;-4), B(-4;8), C(-I;5) berilgan. A va C uchlari gara-

ma-qgarshi. To'rtinchi uchining koordinatalari topilsin.
. 71 . . S . N
Javobi: E(— ;—), diagonallari kesishish nugtasi. 1o°‘rtinchi to-
mon D (-3;-7)
6-masala. AB kesmaning boshi

bo‘lsa, bu kesmani A nisbatda boMuvchi C nuqtaning koordinata-
2

/
lari topilsin. 1. A=- ; 2. A=2; 3. A=— 4 A=—
2 3 3

A(-6;10), oxiri B(-2;-6)

18,,

Javobl \1 1\?]1%' Iflig f'»% %JGI)AA,‘ >~J)
7-masala. Uchlari A(2;-3),B(-3;6),C(-7;0) nugtalarda

boMgan uchburchak shaklidagi bir jinsli plastinaning og‘irlik mar-
kazi koordinatalari topilsin, (plastinaning qgalinligi hisobga olinma-

sin\
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Javobi: X = — Ly =
3

8-masala. Uchlari A(-2;4),B(-6;8),C(5;-6) nugqgtalarda
boMgan uchburchakning yuzini toping.
Javobi: S =6 kv. birlik.

9-masala. Berilgan A(1;5),B(-5;-1) va C(-8;-4) nuqtalar
bir to‘g‘ri chizigda yotishini isbotlang.

3-8. To‘g‘ri chil.ig tenglamasinig turii ko‘rinishlari. To‘g‘ri
chizigning umumiy tenglamasini tckshirish. To*g‘ri chizigni
uning tenglamasiga ko‘ra yasash

Tekislikdagi to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida
to‘g‘ri chiziq quidagi tenglamalarning biri bilan beriladi:
I.To‘g*ri chizigning burchak koeffltsientli tenglamasi.
y =kx+b (3.1)
Bunda: k - to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsienti, ya’ni to‘g‘ri
chi/.ig OX o‘gining musbat yo‘nalishi bilan hosil gilgan burchagi
a ning tangensiga teng boMib, bunda a burchak OX o'qining
to‘g‘ri chiziqga burilishi soat miliga teskari yo'nalishidan hosil
boMadi. b - esa to‘g‘ri chizigning ordinata o‘gidan kesib oladigan
kesma kattaligi. b*"O boMsa, (3.1) quidagicha boMadi: y = kx va
uning grafigi koordinata boshidan oMadi. (3.1) tenglama bilan Ox
o‘giga perpendikular boMmagan ixtiyoriy to‘g‘ri chizigni aniglash
mumkin.
2. To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi.
Ax0+ By0+Cz0+D =0, A2+B2¢0. (3.2)
Bu tenglamaning xususiy hollari:
a)agar C-0 boMsa, (3.2) tenglama quidagi ko‘rinishga ega
boMadi:
Ax +By =0.
Bu tenglama bilan ifodalangan t o ‘g‘ri chiziq koordinata boshi-
dan o ‘tadi;
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b) agar B=0 bo‘lsa, (3.2) tenglama quyidagi ko‘rinishga ega
boMadi:

. C
Ax+C =0, yoki x = —- .
A

Tenglamada y - o‘zgaruvchi boMmaganligi sababli, bu tenglama
bilan aniglanadigan to‘g‘ri chizig Oy o'giga parallel boMadi;

c) agar A=0 bo‘lsa (3.2) tenglama quidagi ko‘rinishga ega
boMadi:

By +C =0, yoki ¥= [

Tenglama x —o‘zgaruvchini olmaganligi uchun, bu tenglama
bilan aniglanadigan to‘g'ri chiziq Ox o‘giga parallel boMadi.
Shuni ta’kidlash joizki, agar to‘g‘ri chiziq biror koordinata o'giga
parallel boMsa, uning tenglamasida shu o‘qga mos keluvchi had
boMmaydi;

d) agar C Ova A=0 boMsa, (3.2) tenglama quidagi
ko‘rinishga ega boMadi:

By=0, vyoki y=0;
Bu esa Ox o‘gidan iborat;

e)agarC=0va B=0 boMsa, (3.2) tenglama quidagi ko‘rinishga
ega boMadi:

Ax=0,  yoki x=0;
bu esa Oy o‘gidan iborat.

3. To‘g‘ri chizigning koordinata o‘qlaridan ajratgan kesma-
lariga nisbatan tenglamasi.

o I+

+£ =1 3.3
3 (3.3)

Bunda:

a- to‘g‘ri chizigning Ox o‘gidan kesib olgan kesmasi kattaligi.

b - to‘g‘ri chizigning Oy o‘gidan kesib clgan kesmasi kattaligi.

Bu kesmalarning har biri koordinata boshiga qo‘yilgan. Bu ten-
glamaning xususiyati shundaki, 0‘ng tomonda kasrlar o‘rtasida (+)
belgisi boMib, a va b lar musbat yoki manfiy giymatlar gabul qili-
shi mumkin, o‘ng tomonda esa 1 qiymati turadi.
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4.To‘g‘ri chizigning normal tenglamasi.
xcosa +ysma - p =0 (3.4)

Bunda: p - koordinata boshidan to‘g‘ri chizigqga tushirilgan per-
pendikular uzunligiga teng bo‘lib, a -OX o0‘gining musbat
yo‘nalishini soat miliga teskari yo‘nalishda pedendikular
yo'nalishi bilan ustma-ust tushguncha burishdan hosil boMgan
burchakka teng. To‘g‘ri chizigning (3.2) umumiy tenglamasini
normal ko‘rinishga keltirish uchun uning ikkala tomonini quidagi
normallashtiruvchi ko‘paytuvchiga kopaytirish kerak:

N =% oL (3.5)
4nr+82

Kasr oldidagi ishora (3.2) umumiy tenglamadagi C-ozod hadn-
ing ishorasiga garama-qarshi olinadi. To‘g‘ri chizigning normal
tenglamasi xususiyati shundaki, x va y oldidagi koeffitsientlar
kvadratlari yig' indisi 1ga teng, ozod had manfiy va o‘ng tomoni 0
ga teng.

Ma’lusnki, to‘g ‘ri chizig o‘zining ikki nugtasi bilan to‘la anigla-
nadi. Shuning uchun to‘g‘ri chizigning grafigini chizish uchun,
t:vg‘ri chiziq tenglamasidan foydalanib, unga tegishli ikki nuqgta
koordinatalarini topish yetarlidir. Shuni esda tutish lozimki, agar
nugta to g'ri chizigqa tegishli bo‘lsa, uning koordinatalari to‘g*‘ri
chizigning tenglamasini ganoatlantiradi.

ILA.gar to‘g‘ri chizig umumiy tenglamasi bilan berilgan, ya’ni
Ax+By+C=0, C ®0 bo‘lsa, u holda uning grafigini yasash uchun
uning koordinata o‘glari bilan kesishish nuqtalari koordinatalarini
topish qulay. Ox o‘gida yotgan nuqtalar ordinatalari 0 ga teng
boMadi. Shu usulda topilgan x - ning giymati, to‘g‘ri chizigning
Ox o‘gi bilan kesishish nuqtasining absissasi boMadi. Agar x=a
boMsa, n holda kesishish nugtasi (a;0) boMadi. Endi Oy o‘qi bilan
to‘g‘ri chiziq kesishish nugtasini topish uchun quyidagi mulohaza-
lar yuritiladi; Oy o‘gidagi nuqtalaming absissalari 0 ga teng
boMgani uchun to'g‘ri chizig tenglamasida deb, y - ning mos
giymati topiladi. Topilgan y - ning giymati Oy o°‘qi bilan to‘gri
chizigning kesishish nuqgtasi ordinatasi boMadi. Agary =b boMsa, u
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holda kesishish nugtasi (0;b) bo‘ladi. Natijada bu topilgan ikki nug
tadan o‘tuvchi to‘g‘ri ehizig berilgan tenglama bilan aniglanadigan
to‘g‘ri chizigning grafigi bo‘ladi. Agar to‘g‘ri chizigning umumiy
tenglamasida C=0 bo‘lsa, u holda to‘g‘ri ehiziq grafigi koordinata
boshidan o‘tadi. Shunday qilib, to‘g‘ri ehizig grafigining bir nugta-
si ma’lum bo'lib, bu grafikni chizish uchun yana bir nuqgtani topisli
goladi. x - absissaning ixtiyoriy giymatini olib, tenglamadan bu
giymatga mos ordinata giymati topiladi.

2. Agar to‘g‘ri ehizig (3.1) burchak koeffitsientli tenglama or-
gali berilgan bo‘lsa,bu tenglamadan Oy o‘gidan kesib olinadigan
kesma kattaligi b ma’lum bo‘ladi. Endi grafikni qurish uchun yana
bir nuqtasini aniqlash qoladi. Agar b ®0 bo‘lsa, eng osoni
(3.1) da y- 0 deb Ox o‘gi bilan kesishish nugtasini topishdir.
Agarda b”"O bo'lsa, to‘g‘ri ehiziq grafigi koordinata boshidan
o0‘tadi. Yuqorida biz bu holni ko ‘rdik.

1-masala. Quidagi to‘g‘ri chiziglarning grafigini yasang:

Dx +2y-4 =0\ 2)2x-3y +6=0; 3)y =3x +2\

N)y=-2x; 5)2x +3y =0-, 6 +j = |-~ =1

8 Ix-jj;-4 =0; 9)y=2: 10)x +3=10.

Yechish. 1) x +2y -4 =0 tenglama bilan aniglangan to‘g‘r;
ehiziq grafigining koordinata o‘qlari bilan kesishish nugtalaiini
topamiz. y - 0 deb tenglamadan x = 4 ni topamiz. A(4;0) birinch:
nuqta. Endi tenglamada x = 0 deb Oy o°‘gi bilan kesishish nuqgtasi
B(0;2) ni topamiz. Bu nuqtalami koordinatalar sistemasida quramiz
va ularni tutashtirib, berilgan to‘g‘ri chizigning grafigini hosi! qi-
lamiz (11- a rasm) .2) 2x - 3y +6 = 0 tenglama bilan aniglangan
to‘g‘ri ehiziq grafigining koordinata o‘glari bilan kesishish nuqtala-
rini topamiz. y =0 desak, x=-3 bo‘ladi. A(-3;0) nugta Ox o‘qgi bi-
lan kesishish nugtasidir. x =0 desak, y=-2 hosil bo‘ladi. B(0;2)
Oy o‘qi bilan kesishish nuqgtasidir. Bu nuqtalami koordinatalar
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sistemasida aniglab, ularni tutashtirsak, berilgan to‘g‘ri chiziq gra-
figi hosil bo‘ladi (11- b rasm).

I*

11-rasm.

3)y =3x 4 2-to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsientli tenglama-
sidir.Tenglamadan ko‘rinib turibdiki , to‘g‘ri chizig Oy o'gidan
b=2 (12-rasm) giymatli kesma ajratadi. Demak, A(0;2) nuqgta
to‘g‘ri chizigga tegishli. Yana bir nugta topamiz. Agar y=0 de-
sak, to‘g‘ri chizigning Ox o‘qi bilan kesishish nuqtasini topamiz.

Bunda 0=3x +2, ya’ni x = 2 bo‘lib B(-E,O) nuqta to‘gri

chiziqga tcgishlidir. Bu nuqtalami tutashtirib, berilgan to‘g‘ri chi-
[.iq grafigini hosil gilamiz.

12-rasm.
4)y=-2x tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chiziq grafigi koordi-
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natalar boshidan o‘tadi. Shuning uchun uning grafigini chizish
uchun uning yana bir nuqtasini topish yetarlidir. x = -/ deb olib,
y =—2(-1) =2 ni topamiz, demak A(-\;2) nugta to‘g‘ri chizigqga
tegishli. Koordinatalar boshi va A (-1;2) orqgali o‘tuvchi to'g°‘ri
chiziq berilgan tenglamaning grafigi boMadi. (13- a rasm)

5) 2x +3y =0 tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chizig grafigi
koordinatalar boshidan o‘tadi. Chunki bu tenglamaning ozod hadi
nolga teng. Bu to‘g‘ri chizigning grafigini chizish uchun unga te-
gishli yana bir nugtani topish kerak. Masalan, agar x=2 deb oisak,
uning ordinatasini topish uchun tenglamaga x=2 ni qo‘yib quidagi-

4
ni hosil gilamiz: 2w + 3y =0, ya’ni y =——; Shunday qilib, A
(2;, —) nugta berilgan to‘g‘ri chizigqa tegishlidir. Koordinatalar

4
boshi va A(2; —) nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq berilgan ten-

glamaning grafigi boMadi (13- b rasm).

13-rasm.
6) );—+ ;—= 1, bu to‘g‘ri chizigning kesmalaridagi tenglamasi-

dir. Bundan ko‘rinadiki, to‘g‘ri chizig koordinatalar o‘gi Ox va
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Oy lardan kattaligi a=4 va b=5 ga teng kesmalar kesadi (14-a

rasm).
7) X izl, tenglamani (3.3) ko‘rinishga keltiramiz. Shuni

cslatamizki, to‘g‘ri chizigning kesmalardagi tenglamasining chap
gismida ikki kasr orasida (+) ishorasi bo‘lishi kerak. Shunga ko‘ra
berilgan tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

;—L--j--: 1, bunda, a=2 va b=-4 (14-b rasm).

3. 4 C N
8) —jc- —y -4 =0 to‘g‘ri chizigning grafigini yasash uchun
uning koordinata o‘glari bilan kesishish nugtalarini topamiz. Bu

tenglamada y=o0 deb olib, 4 x -4 =0 ni hosil gilamiz, bundan esa

20 | . 20 . R
X = — ni topamiz. Demak, W nu4ta berilgan to‘g'ri chi-

/.igning absissalar

14-rasm.
o‘gi bilan kesishish nugtasidir. Endi tenglamada x 0 deb, y— 5 ni
topamiz. Shunday qilib, B(0;-5) nuqta berilgan to‘g‘ri chizigning
ordinatalar o°‘qi bilan kesishish nugtasi bo‘ladi. Bu nugtalardan
to‘g‘ri ehiziq o‘tkazib berilgan tenglamaning grafigini topamiz
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(15-rasm).

15 rasm.
9)y 2 tenglama, barcha nuqtalari 2 ga teng ordinatali tolg‘ri
chizigni ifodalaydi. Bu to‘g‘ri chizig Ox o'qiga parallel bo‘lib,
(0;2) nugtadan o ‘tadi (16-rasm).

16-rasm.

10) x+3”0 tenglamani x=-3 ko‘rinishda yozib olamiz. Bu ten-
glama barcha nugqtalari -3 ga teng absissali to‘g“ri chizigni ifoda-
laydi. Bu to‘g‘ri chiziq Oy o'giga parallel bo‘lib, (-3,0) nugtadan
o‘tadi (17-rasm).

(sol

17-rasm.
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2-Ta$&\n.4x-3y+12=0 to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasini:

1) burchak koeffitsienti,

2) kesmalaridagi,

3) normal ko‘rinishlarda yozing va uning grafigini chizing.

Yechish. 1.To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsientli tenglamasi
(3.1) ko‘rinishda bo“ladi, ya’ni y=kx+b. Berilgan tenglamaniy ga

4

nisbatan yechib, y =—x + 4 ni hosil gilamiz. Buni (3.1) tenglama
bilan solishtirib, bu to“g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti

K= 4 , ordinatalar o‘gidan ajratgan kesmasi b=4 ga teng ekanini

ko'ramiz.
2. To‘g‘ri chizigning kesmalardagi tenglamasi (3.3) ko‘rinishga
ega:

e - .
a b

Berilgan tenglamani bu ko‘rinishga keltirish uchun quyidagicha
ish yuritamiz: Berilgan tenglamaday=0 deb olib, x=-3 ni hosil qi-
lamiz. Demak, berilgan to‘g‘ri ehiziq Ox o‘qini (-3;0) nuqtada ke-
sib o‘tadi va (3.3) tenglamada bo‘ladi. Endi tenglamada x=0
deb olib, Oy o‘qgi bilan kesishish nuqtasini topamiz, -3y+12=0,
bundan esay=4. To‘g‘ri chizigning Oy o°‘qi bilan kesishish nugtasi
(0;4) bo‘lib, (3.3) tenglamada b=4 bo‘ladi. Shunday qilib, berilgan
to‘g‘ri chizigning tenglamasi quyidagi ko‘rinishiga yoziladi:

-iL+' =i
- 4

3. Berilgan tenglamani normal ko‘rinishga keltirish uchun, un-
ing ikkala tomonini (3.5) normallashtiruvchi ko‘paytuvchiga
ko‘paytirish kerak. Bunda ildiz oldidagi ishorani berilgan tengla-
madagi ozod had ishorasiga garama-qarshi gilib tanlaymiz. Bizning
misolimizdagi tenglamada ozod had +12 bo‘lgani uchun, normal-
lashtiruvchi ko‘paytuvchidagi ildiz oldidagi ishora (-) bo‘ladi.
A=4, B= -3 bo‘lgani uchun:
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|
N —

Yar+(-3y O 5
Berilgan tenglamaning ikkala tomoni - —ga ko‘paytirib,uni nor-
- N 4 3 12
mal ko rinishga keltiramiz: EX + 5—v ] =0

Eslatma: to‘g‘ri chizigning normal tenglamasida x va y
o°‘zgaruvchilar oldidagi koeffitsientlar kvadratlarining yig‘indisi
1 ga teng boMishi kerak va ozod had oldidagi ishora (-) bo“lishi ke-
rak. Berilgan to‘g‘ri chizigning kesmalardagi tenglamasiga ko‘ra
a=~3, b=4 lami Ox va Oy o'glarida belgilab, ular orgali to‘g‘ri
chiziq o‘tkazsak, bu to‘g‘ri chiziq berilgan tenglamaning grafigi
boMadi (18-rasm).

18-rasm.

3-masala. y=x+2 tcngiama bilan berilgan to‘g‘ri chiziq Ox
0°‘gini ganday burchak ostida kesadi?

Yechish. To‘g‘ri chizig y-"kx+b burchak koeffitsientli tenglama
bilan berilgan. Ko‘rinib turibdiki, k=I. Ya’ni to‘g‘ri chizigning
Ox o‘gining musbat yo‘nalishi bilan hosil gilgan a - burchakning
tangensi lga teng. Demak, tga =1. Bundan a = 45°.

4-masala. Koordinatalar sistemasining birinchi va uchinchi bur-
chaklari bissektrisasining tenglamasini tuzing.

Yechish. Bu to'gTi chizig koordinatalar boshidan o‘tganligi sa-
babli, b=0 boMadi. Birinchi va uchinchi koordinatalar burchagi
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bissektrisasi Ox o'gining musbat yo‘nalishi bilan 45°j)urcliak

tashkil etadi. Bundan k =tg45° = 1.k va b ning topilgan giymatla-
rini (3 1) ga gqo‘yiby=x ni hosil gilamiz. Bu tenglama- birinchi va
uchinchi koordinatalar burchaklari bissektrisalarining tenglamasi
boMib, uni esda saglash kerak. Bu tenglamani y-x*"O ko‘rinishda
ham yozish mumkin.

5-masala. To‘g‘ri ehizig (2,-3) nuqtadan o ‘tib, ordinata o‘gidan
kattaligi b=3 ga teng kesma ajratadi. Bu to‘g‘ri chizigning
tenglamasini yozing.

Yechish. Bu to‘g‘ri chizigning tenglamasini y =kx+b (3.1)
ko'rinishda izlash magsadga muvofigdir, chunki to‘g‘ri chizigning
bu tenglamasidagi b - ma’lumdir. b - ning giymatini (3.1) ga
qo‘yib,

y=kx-i 3 1))
ni hosil gilamiz.Endi bi/.ga burchak koeffitsiyenti k ni topish gola-
di. Shartga ko‘ra to‘g‘ri ehiziq (2,-3) nuqtadan o'tadi. Agarto‘g‘ri
ehizig nugtadan o‘tsa, uning koordinatalari bu to‘g‘ri ehiziq ten-
glamasini ganoatlantirishi kerak. (A) tenglamada x=2 va y=-3
deb, 3~ 2k+3 ni hosil gilamiz. Bundan k=-3. So‘ngra K ning bu
giymatini (A) tenglamaga qo‘yib, izlanayotgan to‘g‘ri ehiziq ten-
glamasini hosil gilamiz: y=-3x+3.

6-masala. Koordinata o‘glari Ox va Oy laridan mos ravishda
cr 3 va b~4 kattaliklardagi kesmalar ajratuvchi to‘g‘ri chizigning
tenglamasini yozing.

Yechish. To‘g‘ri chizigning kesmalardagi tenglamasi Xy %: 1
a
ga, a ~3 va b=4 giymatlarini qo‘yib, izlanayotgan );— I—i =/ ten-

glamani hosil gilamiz.
7-masala. Umumiy tenglamalari bilan berilgan 1) 2x-5y=0,
2) 3x-2 -0, 3) 7y+12=0, 4) 5x=0, 5) 3y=0 to‘g‘ri chiziglaming
koordinatlar sistemasida gqanday joylanashini tekshiring.
Yechish. 1) 2x-5y=0 to‘g‘ri ehizig ozod hadi bo‘Imaganligi
sababli koordinatalar boshidan o ‘tadi.
A



2) 3x-2"0 to‘g‘ri chiziq y- koordinataga ega boMmaganligi sa-
babli Oy o‘qiga parallel bo‘ladi.

3) 7y+12=0 to‘g‘ri chizig x- koordinataga ega bo‘lmaganligi
sababli Ox o‘giga parallel bo‘ladi.

4) 5x-=0to‘g‘ri chiziq tenglamasini x=0 korinishda yozib olish
mumkin bo‘lgani sababli Oy o°‘qi bilan ustma-ust tushadi.

5)3y=0 to‘g‘ri chiziq tenglamasini y=0 korinishda yozib olish
mumkin bo‘gani sababli Ox o‘gi bilan ustma-ust tushadi.

8-masala. To‘g‘ri chizigning x+3y-4=0 tenglamasini normal
ko‘rinishga keltiring.
Yechish. Bu tenglamada x vay koordinatalari oldidagi koeffitsien-
tlar kvadratlarining yig‘indisi 12+32=J0 birga teng boMmaganligi
sababli u normal korinishda emas. Shuning uchun normaliovchi

ko“paytiruvchini =+ = . formuladan topamiz, u
Ja2+b?2
N = éa leng bo‘ladi va tenglama
1 4
X+ =y-—= =0
4io 4i07 A4To

normal ko‘rinishga Kkeladi.

9-masala. Koordinatalar boshidan 3x-6y>5=0 tenglama bilan
berilgan to‘g‘ri chiziqga tushirilgan perpendikular uzunligi va bu
perpendikular asosining koordinatalarini toping.

Yechish. Berilgan tenglamani normal ko‘rinishga keltiramiz.
Buning uchun uning ikkala tomonini quyidagi normallashtiruvchi
ko‘paytiruvchiga ko ‘paytiramiz.

No. 1 1 |
Vi2+62 3y[5 "
Natijada = —=x +—f= y - =02 ko'rihishda berilgan to'g;ri

n/5 -J5 3
chizigning normal tenglamasi hosil bo‘ladi, (3.4) bilan solishtirib
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/5
p - "= ni topamiz. Bu perpendikular asosining koordinatalari 19-

rasmga ko‘ra

X-pcosa

y=psina
bo‘iadi. (Bu formulalar to‘g‘ri ehiziq koordinatalar o‘qiga nisbstan
ixtiyoriy joylashganda to'gri boMadi). (3.4) tenglamaga ko‘ra

19-rasm.
cosa=- — ,sina:—;:
n/5 45
boMganligi sababli
as .1 1 s 2 2 =
= T 1 ' 3\/5 _ 3’ =

bo'ladi.

Mustaqil ishlash uchun masalalar
1-masala. 6x-8y-15=0 to‘g‘ri chizigning
1) burchak koeffitsientli.
2) kesmalardagi tenglamalarini yozing va chizmasini chizing
Javobi: 1.v = —-3x H-43; 2. .Y =1

4 8 25 1875

2-masala. \2x-5y-26 0to ‘g‘ri chizigning
1) burchak koeffitsientli.
2) kesmalardagi tenglamalarini yozing va chizmasini chizing.
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JE\\JO’OI-Z v = l52 x-\___2__6_

6 5

3-masala. y=2x+3 tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chiziq Ox
0‘qining musbat yonalishi bilan hosil gilgan burchagini toping.

Ko'rsatma: Yechishda trigonometrik funksiyalar jadvalidan
foydalaning.

Javobi: tg(p =2,(p =63°26 .

4-masala Ikkinchi va to‘rtinchi koordinata burchaklari bissek-
trisalarining tenglamasini yozing.

Javobi: y=-x, yoki x+y=0.

5-masala. (-1,-3) nuqtadan o‘tib va ordinata o‘gqidan b=4 kesma
kesuvchi to“g‘ri chizig tenglamasini yozing.

Ko'rsatma: Bu masala 3.5 masalaga o'xshash yechiladi.

Javobi: y=7x+4.

6-masala. 1) x +2y-6=0;2) x-3y \-9 0; 3) 3x+y=0; 4)x+2y=0;
5) x-4=0; 6) 2x-3~0 tenglamalar bilan berilgan to‘g‘ri chizigni
quring.

7-masala. 1,5x +3y0; 2.4y+8=U; 3. 3x-16 0; 4. 5y=0; 5. <
4=0; 6. 7x=0 to‘g‘ri chiziglarning koordinata o‘glariga nisbatan
joylashishini tekshiring:

Javobi: 1 koordinata bo'shidan o‘tadi 2. Ox o°‘qiga parallel;
3. Oy o‘giga parallel; 4. Ox o‘qi bilan ustma-ust tushadi;
5. Oy o‘qi bilan ustma-ust tushadi.

8-masala. 5x-12y+26=Q to‘g‘ri chiziq tenglamasini normal
ko‘rinishga keltiring.

Javobi:-———l‘r-’éx+—§y—2 =0 (3.4) tenglama bilan solishiirib
P'2;

cosa=---- ; sSina=— _ ekani topiladi.
13 13
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4 -§. Berilgan nuqtadan berilgan yo*nalish bo‘ylab o‘tuvchi
to‘g‘ri ehiziq tenglamasi. Berilgan ikki nuqtadan o‘tuvchi
to‘g‘ri ehiziq tenglamasi. Ikki to‘g‘ri ehizig orasidagi burchak.
Ikki to‘g‘ri chizigning parallellik va perpendikularlik shartla-
ri. Ikki to‘g‘ri chizigning kesishish nuqtalarining koordinatala-
rini toppish

1 Berilgan A(xl,yl) nugtadan k burchak koeffitsient bilan
aniglangan yo‘nalishda o ‘tuvchi to‘g‘ri ehiziq tenglamasi:
y-yt=k(x-x]). (4.2)
Bu tenglama A(x{,yl) nuqtadan o'tuvchi to‘g‘ri chiziglar dasta-
sini aniqlaydi. A(xl,y]) nugta esa dastaning markazi deyiladi.
2. A(XLLyt) va B(x2,y2), nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri ehiziq
tenglamasi quyidagicha yoziladi:
= (4.2)
Yo W x2- %
Berilgan ikki nuqgtadan o‘tuvchi to*g‘ri chizigning burchak koeffit-
sienti quyidagi formula bilan aniglanadi:

K=-2~—, 4.3

X2-X, (43)
3. a va b to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak deb a to‘g‘ri chi-
zigni b to‘g‘ri ehizig bilan kesishish nugtasi atrofida soat miliga
teskari yo‘nalishda b to‘g‘ri ehizig bilan ustma-ust tushgunga ga-

dar burish kerak bo‘ladigan burchak kattaligiga aytiladi. Agar ikki
to‘g‘ri ehiziq burchak koeffitsientli tenlamasi bilan berilgan boMsa:

y = kx +b{,
y =k2 +b2, (4.4)
ular orasidagi burchak 0 quyidagi formula bilan aniglanadi:
k- - k.

(4'5)
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Agar to‘g‘ri chizig tenglamalari umumiy ko‘rinishda berilgan
boMsa:
Ax+B,y +Cl =0,

AN+ B2Y ~ =0, (4.6)
ular orasidagi burchak quyidagi formula bilan aniglanadi:
0= (4.7)
AA2+b,b2

4. Ikki to*‘g‘ri chizigning parallellik sharti.

a) Agar to‘g‘ri chiziglar (4.4) tenglamalar bilan berilgan bo‘Isa,
ularning parallelligining zaruriy va yetarli sharti burchak koeffit-
siyenlarining tengligidir:

kt=k2. (4.8)

b) Agar to‘gri chiziglar (4.6), tengliklar bilan berilgan boMsa,
ularning parallelligining zaruriy va yetarli sharti quyidagi tenglik
bilan beriladi:

A =A. (4.9)
a2 b2
5. Ikki to‘g‘ri chizigning perpendikularlik sharti.
a) agar to‘g#ri chiziglar (4.4) burchak koeffitsientli tenglamalari
bilan berilgan bo‘lsa, u holda ularning perpendikularligining zaru-
riy va yetarli sharti quyidagicha boMadi:

k2= ~ . (4.10)
|
Bu shartni yana quyidagi ko‘rinishda ham yozish mumkin:
kk2=-1. (4.11)
b) agar to‘g‘ri chiziglarning tenglamalari (4.6) umumiy
ko'rinishda berilgan boMsa, u holda ularning perpendikularligining
zaruriy va yetarli sharti quyidagicha boMadi:

AJA2+BiB2=0. (4.12)
6. Ikki to‘g‘ri chizigning kesishish nuqtalarining koordinatalari
(4.6) tenglamalar sistemasini yechib topiladi. (4.6) ko‘rinishdagi
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to“g‘ri ciziglar
At/12—BjB2 ®0.
boMgandagina kesishadi.
1-masala. Berilgan (-1,2) va (2,1) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri
ciziq tenglamasi tuzilsin.

Yechish. (4.2) tenglamaga ko‘ra va bu tenglamada =-1,
y, =2, X, =2, y2=1 deb olib — = *  yoki
2 2 1-2 2+1
y—2 xml

---—-—=——- ni hosil gilamiz. Elementar almashtirish yordamida

tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi:
*+3y-5=0.

2-masala. Berilgan ~(2,1) va :.-51) nuqtalardan o‘tuvehi
to‘g‘ri ciziq tenglamasi tuzilsin.

Yechish. Bu masala oldingisidan farg gilmaydi. A va B nuqta-
larning koordinatalarini (4.2) tenglamaga qo‘yib, quyidagini hosil
gilamiz:

X —2 y -1 yoki X-2 y-1
-5-2 1-1 -7 0
bundan esa ~ —1= 0, yoki y =1 ni hosil gilamiz.

3-masala. Uchburchak tomonlari quyidagi tenglamalar bilan
berilgan:

(AB) 2x +4y+1=0,
(AC) X-y+2=0,
(BC) 3x+4y-12 = 0.

Uchburchak uchlarining koordinatalarini toping.

Ycchish. A uchining kordinatalarini AB va AC tomonlari
tenglamalaridan tuzilgan sistemani yechib topamiz:

2x +4y +1 =01

X-y +2=0.1
Bu sistemani yechib,
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3 |

2. Y-~2

lami hosil gilamiz. Demak, A uchi quyidagi koordinatalarga ega:
f 3 p
;2.2

B uchining koordinatalarini AB va BC tomonlarining
tenglamalaridan tuzilgan sistemani yechib topamiz:
2x+4y +1=01

3x+ 4y-12=0)

27
Bu sistemaning yechimi x =13; v= i boMgani uchun

5(13,------ ). C uchining koordinatalarini esa BC va AC

tomonlarining tenglamalaridan tuzilgan sistemani yechib topamiz:
3x+4>>-12 =01
X-y+2=0.
- . . I 4 18
C uchining koordinatalari quyidagicha: C(—,— ).
4-masala. A(2,5) nugtadan o‘tuvchi va 3x - 4y +15 = 0.to‘g"ri
chiziqga parallel boMgan to‘g‘ri ehizig tenglamasini yozing.
Yechish. Avvalo shuni isbot qilamizki, agar ikki to‘g‘ri ehiziq
o°‘zaro parallel boMsa, ularning tenglamalarini shunday ko‘rinishda
yozish mumkinki, ular fagatgina ozod hadlari bilan farglanadi. Ha-
gigatan ham, (4.9) shartga ko‘ra ikki to‘g‘ri chizigning parallelli-
gidan
A2 B2

tenglikka ega boMamiz. t orgali bu ikki nisbatning umumiy qiyma-
tini belgilaymiz. 11 holda
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Ar B2

Bundan esa

A, = A2, Bx= B2 (4.13)
ni hosil gilamiz. Agar Axx + By +Cx=0 va A2x+B2y +C2=0
to‘g‘ri chiziglar parallel bo‘lsa (4.13) shart bajariladi va bu teng-
lamalaming birinchisida Axva Bt larni (4.13) formulalar yor-
darnida almashtirib,

A2tx+ B2ty +C, =0,

tenglamaga kelamiz yoki uning ikkala tomonini t ®0, ga boiib,
quyidagini hosil gilamiz:

AX +B2 + (- =0. (4.14)

Hosil boMgan tenglamani  A2x + B2y +C2 =0, tenglama bilan
solishtiiib, shuni aniglaymizki, ular fagatgina ozod hadi bilan farg-
lanadi, demak, biz gilgan tasdiq to‘g‘riligi ko‘rsatildi.

Endi masalani yechishga oMamiz. Izlanayotgan to‘g‘ri chizig-
ning tenglamasini shunday yozamizki, u berilgan tenglamadan fa-
gatgina ozod hadi bilan farg gilsin: birinchi ikki hadini berilgan
tenglamadan olamiz, ozod hadini esa C orgali belgilaymiz. U hol-
da izlanayotgan tenglamaning ko‘rinishi quyidagicha boMib:

3x-4y +C =0, (4,15)
fagatgina C ni aniglash qgoladi. (4.15) tenglamada C ga ixtiyoriy
hagiqgiy giymatlarni bcrib, berilgan to‘g‘ri chizigqa parallel boMgan
to‘g‘ri chiziglarning oilasini hosil gilamiz. Shunday qilib, (4.15)
tenglama birgina to‘g‘ri chizigni ifodalab golmay, berilgan
3x-4jy + 15 = 0.to‘g‘ri chiziqga parallel to‘g‘ri chiziglar oilasini
ifodalaydi. Endi bu to‘g‘ri chiziglar oilasidan A(2,5) nuqgtadan
o‘tadigan to‘g‘ri chizigni ajratib olamiz. Agar to‘g‘ri ehizig
nugtadan o°‘tsa, bu nugtaning koordinatalari to‘g‘ri ehiziq
tenglamasini ganoatlantirishi kerak. Shuning uchun ham C
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nugtaning koordinatalarini (4.15) tenglamadagi x va y larning
o‘miga A, nuqta koordinatalarini qo‘yib topamiz, ya’ni x =2,
y =5. Natijada 3-2—4-5+C =0vaC = 14. ni hosil gilamiz.
Topilgan C ning giymatini (4.15) ga qo‘yib, quyidagi tenglama-
ni olamiz:
3x- 4y +14 =0.

Bu masalani boshqgacha yo‘l bilan ham yechish mumkin.
Parallel to‘g‘ri chiziglarning burchak koeffitsientlari o'zaro teng
bo‘lganligi uchun va 3x - 4y + 15 =0 to‘g‘ri chizigning burchak

koeffitsienti k= —, K -:—B- bo‘lganligi sababli izlanayotgan

3
to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsienti 4—ga teng boiadi. Endi

(4.1) to‘g‘ri chiziglar dastasi tenglamasini go‘llaymiz. To‘g‘ri
chizig o‘tadigan J1(2,5) nuqta bizga ma’lum, shuning uchun

y-y, =k{x-x,) tenglamaga K:j—;xt:Z;y, =5 qgiymat-
larni go'yib, quyidagini hosil gilamiz:

y-5 = -4(x-2); 4y-20 =3x-6
yoki almashtirishdan so‘ng

3x-4y +14=0
tenglamani hosil gilamiz.
S-masala. A(5,-1)nuqgtadan o‘tib, 3x—7v+ 14 =0 to‘g‘ri

chizigga pedendikular bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini toping.
Yechish. Ma’lumki, agar
Atx + Bly +C1=0,
AX +B2y +C2=0
to‘g‘ri chiziglar pegendikular bo‘lsa, n holda (4.12) tenglik
bajariladi:
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A2+ 5] B2 —0,

yoki
AJA2=-B,B2.
Bundan esa
a2 _ B2
B, A,
kelib chigadi.
Bu ikki nisbatlarni t ga tenglab, quyidagini olamiz:
A2 _ N
Bt n,
Bundan esa

A2=4,/, 52=-1,.
N2 va #2 laming bu giymatlarini ikkinchi to*‘g‘ri chiziq tengla-
masiga qo‘yib, quyidagini hosil gilamiz
Bxx- Ajy +C2=0.
Yoki tenglikning ikkala tomonini t ga bo‘lib,

C
Bx - Afy +— =0

ni hosil gilamiz. Hosil bo‘lgan tenglama bilan

Ax+Biy +C[=0
birinchi to‘g‘ri chizig tenglamasini solishtirib ko‘ramizki, ularda
x va y lar oldidagi koeffitsienlar almashgan, hamda birinchi va
ikkinchi hadlar orasidagi ishora qgarama-garshisiga o0°‘zgargan
bo‘lib,
ozod hadlari esa turlichadir.

Endi masalani yechishga o‘tamiz. 3x-7y + 14 =0,to‘g"ri
chizigga pedendikular to‘g‘ri chizig tenglamasini yozish uchun
yuqorida gilgan xulosaga ko‘ra quyidagicha ish gilamiz: x vy, lar
oldidagi koeffitsientlami almashtirib yozamiz va ular orasidagi
manfiy ishorani musbat ishoraga almashtiramiz, ozod hadni esa C
bilan belgilaymiz. Natijada quyidagi tenlamaga kelamiz:
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7*+3y+C=0.

Bu tenglama 3x -7y +14 = O.to‘g‘ri chizigga perpendikular
to‘g‘ri chiziglar oilasining tenglamasidir. Undagi C o'zgarmasni
izlanayotgan to‘g'ri ehiziq J1(5,-1) nuqtadan o'tadi degan shart
dan topamiz. Agar to‘g‘ri ehizig biror nugtadan o‘tsa, bu nugtaning
koordinatalari to‘g‘ri ehizig tenglamasini ganoatlantirishi kerak.
Oxirgi tenglikka x o‘rniga5, y, o‘rniga esa-1 larni qo‘yib,

7 +3 (~1)+C =0; C =-32 nihosil gilamiz. C ning bu
giymatini oxirgi tenglamaga qo‘yib,

7X +3>>-32 =0
tenglamani olamiz.

Bu masalani boshgacha yo‘l bilan yechamiz. Buning uchun
(4,1) to‘g‘ri chiziglar dastasi tenglamasi

Y-Y,=k(x-X,)
dan foydalanamiz.

Izlamnayotgan to‘g‘ri chizigning burchak koefTitsieiiiini
(4.10)shartdan topamiz. Ya’ni u berilgan to‘g‘ri ehiziq burchak

koeffitsientiga moduli bo‘yicha teskari va garama-garshi ishorali
bo‘lishi kerak. Berilgan

3x- 7>+14=0
to‘g‘ri ehizig burchak koeffitsienti

U holda unga perpendikular to‘g‘ri chizigning burchak koeffit-
sienti quyidagiga teng bo‘ladi: k2= - 7— Uni to‘g‘ri chiziglar

dastasi tenglamasiga gqo‘yib va x, va y] o‘rniga /4(5,-1) nuqta-
ning koordinatalarini qo‘yib, quyidagini hosil gilamiz:

>'-(-1) =-~ " -Bp
yoki
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Ix +3>>-32 =0.
6-masala. Kvadratning ikki garama-qarsi uchining koordinata-
lari berilgan: A(2,1) va C(4,5). Qolgan ikki uchining koordinata-
larini toping (20-rasm).

20-rasm.

Yechish. B(x2,y2) va D(x*,y"*) bilan izlanayotgan uchlarini
belgilaymiz. x2,y2 va x4,y4 koordinatalarni topish uchun ulami
bog'lovchi ikki tenglama tuzish kerak.. Ularning birinchisini tuzish
uchun AB masofani aniqlaymiz va uni BC masofaga tenglay-
miz. (AB = BC, chunki kvadratning tomonlari o‘zaro teng) :

AB =J(x2-2)2+(y2- 1)2, BC =J{x2-4y7(y2-5)2.
Bundan esa

yi(x2- 2)2+ (y2- 1)2 = VCX2~ 4)2 +(~2 ~5>2.

Ikkala tomonini kvadratga oshirib , so'ngra soddalashtirib, x2

va y2 lami bogiovchi birinchi tenglamani hosil gilamiz:
X2+2y2=09.
x2 va y2larni bog‘lovchi ikkinchi tenglamani xosil gilish uchun

AB va BC to‘g‘ri chiziglarning burchak kooeffitsientlarini to-
pamiz. Bu to‘g‘ri chiziglar perpendikular boiganlari uchun ulam-
ing burchak koeffitsientlarining ko‘paytmasi -1 ga teng. ((4.1 1)

formulaga garang). Berilgan (jc,,”,) va (x2,y2),nuqtalardan
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o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsienti quyidagicha anig-
lanadi:

: Ax2A- Xt
Biz garayotgan hoi uchun x, =2, y}=1. AB to‘g‘ri chizign-
ing burchak koeffitsienti
*=A -~
X2-2

BC to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsienti, C nuqtaning koor-
dinatalarini hisobga olganda quyidagiga teng boMadi:

X2-4
Ikki to‘g‘ri chizigning perpendikularlik sharti (4.11) dan

ZIlZ1.Zizl =_j
X2-2 x2-4
Bu tenglikning ikkala tomonini (x2- 2)¢(x2-4) oga

ko ‘paytirib hosil gilamiz:
(Y2~0("2 “ 5) = -<x2- 2)(x2- 4),
yoki
(y2- 0("2 - 5) + (*2 - 2)(x2- 4) =0.
Qavslami ochamiz:
X2+y\ - 6x2- 6y2+13 =0.
Bu esa x2 va y2lami bogMovchi ikkinchi tenglamadir.

Uni yana soddaroq yol bilan ham topish mumkin 1) kvadrat di-
agonallarining kesishish nugtasi E ning koordinatalarini AC di-
agonalining o‘rtasi sifatida topish mumkin: £(3,3) va BE - AE
shartlardan

x\ +y\ —6x2- 6y7+13 = 0.
Shunday gilib, x2 va y 2 lami topish uchun quyidagi tengla-
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malar sistemasini hosil gilamiz:
+2y2
JJ +Y2 ~6X2~by2 +13=10.j
Ularning birinchisidan x2=9 2y2. Buni ikkinchisiga qo‘yib
va y 2 ga nishatan kvadrat tenglamani yechib,

(321 = (>2)2 = 2>
AL (1=
lami topamiz. Demak, fi uchi sifatida koordinatalari  (1;4) yoki
(5;2) boMgan nugtalami olish mumkin. Xuddi shu ishlami ikkinchi
izlanayotgan nugta uchun bajarib,
(x4),=5, Cvd)j = 2;
(XJ2=]> (Y4)2=4
larni olamiz. Demak, D uchi sifatida koordinatalari (5:2) yoki
(1;4) boMgan nugtalami olish mumkin.
7-masala.Quyidagi ikki to‘gri chiziq orasidagi burchakni toping:
y = 2x + 4,
y =3x-1I.
Yechish. Bu ikki to‘g‘ri chiziglar orasidagi oMkir burchakni

topish masalasini ko‘raylik. To‘g‘ri chiziglar burchak koeffitsientli
ko‘rinishida berilgani uchun (4.5) formuladan foydalanamiz. Bizni

oMKkir burchak gizigtirayotgani uchun (4.5) formulaning oMig
tomonining modulini garaymiz:

t —_
99 | bkt
Berilgan to‘gri chiziglarning burchak koeffitsientlari
k. =2;
boMganligi uchun
t = ) taO = -
J I+32: J
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Trigonometrik funksiyalar jadvalidan 0 —88".
8-masala. Quyidagi ikki to‘gri ehiziq orasidagi burchakni top-
ing:
3x+4y-7=0,
4x- 3y +8=0.
Yechish. Tog ‘ri chiziglarning tenglamalari umumiy ko‘rinishda
berilgani uchun (4.7), formuladan foydalanamiz:
A, =3,B]=4;A2=4;B2=-3; bo‘lganligi uchun
to_-9-16 tgd = 25
9°= 12.12
bu yerda tgO mavjud emas, chunki 0 ga bo‘lish mumkin emas.
Bundan esa 0 = 90°,ekanini ko‘rish mumkin, ya’ni to‘g‘ri chiziqg-
lar o'zaro pcdendikulardirlar. Ulaming pegendikularligini
AtA2+ B2 ifodaning 0 ga tengligidan ham bilish mumkin edi.
9-masala. A(3,4) nuqgta orgali 2x+3>’+6 =0 to‘g‘ri ehiziq
bilan 60° burchak hosil gilib o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar tenglama-
sini yozing.
Yechish. Masalaning yechimini topish uchun / wva// to‘g‘ri
chiziglarning burchak kocffitsientlarini topish kerak (21-rasm ).

Ulaming burchak koeffitsientlarini mos ravishda k, va k2 lar bi-
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berilgan to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsientini esa Kk bilan bel-
2
gilaymiz. Berilgan tenglamadan k = ni topamiz. Ikki to‘g‘ri

chizig orasidagi burchakni aniglash formulasi (4,5) ga ko‘ra beril-
gan to‘g‘ri chiziq bilan | to‘g‘ri chiziq orasidagi burchakni topish
uchun (4,5)formuladagi kasr suratida | to‘g‘ri chizigning burchak
koef'fitsientidan berilgan tolg‘ri chizigning burchak koeffitsientini
ayirish kerak, chunki berilgan to‘g‘ri chizigni soat miliga gara-
ma-garshi C nuqgta atrofida 1 to‘gri chiziq bilan ustma - ust tush-
gunga qadar burish lozim. /#60° = y3 ekanligini hisobga olgan
holda, quyidagini hosil gilamiz:

1960 =t~ lhgo M F+B . _24:13V3
1+ (--)*, 1---*, 3
Berilgan to‘g‘ri chiziq bilan 11 to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak-
ni topish uchun (4,5) formuladagi kasr suratida berilgan to‘g‘ri

chizigning burchak koeffitsientidan 11 to‘g‘ri chizigning burchak
koeffitsientiniu ayirish kerak, chunki Il to‘g‘ri chizigni soat
strelkasiga garama-garshi B nuqta atrofida berilgan to‘gri chiziq
bilan ustma - ust tushguniga qadar burish lozim:

AMNdx,. .

ol

I+(-m k2 1- -k,
( 3) 32
Sunday qilib,
. 24-13n/3
liy~4=—r-—- (JC-3),
l:y-4- 24+13r|/3(x_3)

10-masala. Uchlari A(2,3), B (-1,4), C(5,5) nugtalarda
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boMgan uchburchakning og‘irlik markazi orgali A Ctomonga pa-
rallel va AB tomonga pecenc!lkular to‘g‘ri chiziglar o‘tkazing.
Yechish. Avvalo og‘irlik markazi M nugtaning koordinatala-
rini aniglaymiz. Ma’lumki og‘irlik markazining har bir koordinata-
si uchburchak uchlarining mos koordinatalari o‘rta arifmctigiga

tengdir. Demak, agar uchburchak uchlari (x,,n), (x2,y2) va
(x3>Y3) koordinatalarga ega boMsa, uning og‘irlik markazi xM va
yM quyidagicha topiladi:
X, +X2+ x3 yx+y2+y3
Bizning masalamiz uchun
2+ (-AI) +5 —5

XxXm — ’

E1]

3+4+5
Uchburchakning og‘irlik markazi M ning koordinatalari (2,4).
Ikki nuqgtadan o‘tuvchi to‘g‘ri ehiziq tenglamasidan foydalanib,
AB tomon tenglamasi x +3y-1l =0; AC tomon tenglamasi
2x - 3y +5 =0 ekanligini topamiz. Endi 4-5 masalalarning ye-
chimlaridan foydalanib, M nuqtadan o‘tuvchi AC tomonga paral-
lel va AB tomonga perpendikular to‘g‘ri chiziglarning tenglamala-
rini aniglaymiz:
2x - 3y+8=0 va 3x-y-2 =0
Mustaqil yechish uchun masalalar
1-masala. Uchlari A(1,-1);B(3,5), C(-7,1l) nuqtalarda bo‘lga."
uchburchak tomonlarining tenglamalarini yozing.
Ko‘rsatma: (4.2) formula yordamida uchburchak tomonlari-
ning tenglamalarini yozamiz:

(AB) 3x-y-4=0,
(BC) 3x+ 5y - 34 =0,
(AC) 3x +2y -1 =0.
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2-masala. Tomonlari
(AB) X+y-5 =0,
(BC) 2x-y +4 =0,
(AC) 5x-3y +14=0
tenglamalar bilan berilgan uchburchak uchlarining koordinatalari
topilsin.

Javobi. A |§ 8 B 14 C(2,8).

3-masala. Tomonlari
(AB) 2x +y - 5 =0,
(BC) 2x-y +4=0,
(AC) 5x-8y +\4 =0
tenglamalar bilan berilgan uchburchak uchlarining koordinatalari
topilsin.
26 53 L9 75 8
21.21 4°2 11711,
4-masala. (3,-4) nugtadan o‘tib, 2x+5y-7 =0 to‘gri
chiziqga parallel boMgan to“g ‘ri chizig tenglamasini yozing.
Javobi: 2x +5y +14 = 0.
5-masala. A(-3,2) nugtadan o'tadigan va 7x+4y-/1=0
to‘g‘ri chizigga pedendikular boMgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini
yozing.
Javobi: 4x - 7y +26 = 0.
6-masala. x+y-1 =0 va 2x+3y +4 =0 to‘g‘ri chiziglar
kesishish nuqgtasidan o'tuvchi va: 3x-y +7 =0 to‘g‘ri chizigqa
1) perpendikular, 2) parallel to‘g‘ri chiziglar tenglamalarini yozing.
Javobi: 1) x +3y +11 =0; 2) 3x-y-27 =0.

Javobi. A
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5-8. Berilgan nuqgtadan berilgan to‘g ‘ri chizigqacha boMgan
masofa

A(x",y}) nuqtadan Ax +By +C =0 to‘g‘ri chiziqgacha
boMgan masofa bu nugtadan to‘g‘ri chizigga tushirilgan perpendi-
kular uzunligiga teng va

Axt+ By, +C
g="X" (5.1)

formula yordamida hisoblanadi.

Qoida. A(xt,yX) nugtadan Ax +By +C =0 to‘g‘ri chiziuga
cha boMgan masofani aniglash uchun to‘g‘ri chizigning tenglanih-
sini normal ko‘rinishga keltirish kerak va uning chap tomonini olib,
undagi noma’lumlar o'miga berilgan nuqtaning koordinatalarini
go‘yib hisoblash kerak. Hosil boMgan giymatning moduli izla-
nayotgan masofani beradi.

Nuqgtadan to‘g‘ri chiziggacha boMgan masofa har doim musbat
Nugtadan to‘g‘ri chizigqacha boMgan masofadan tashqari nugtar:-
ing to‘g‘ri chizigdan chetlanishi ham garaladi- Nuqtaning to‘g'ri
chizigdan chetlanishi deb, nugtaning to‘g‘ri chizigdan shu to glri
chizigga  o‘tkazilgan  normal yo'nalishdagi  chetlanishiga
yo‘naltirilgan masofaga aytiladi. Normal koordinata boshidar.
to‘g‘ri ehiziq tomon yo‘nalgani uchun nuqta va koordinata boshi
to‘g‘ri chizigning turli tomonlarida yotsa, chetlanish musbat. bir
tomonida yotsa, chetlanish manfiy boMadi. Nuqtadan to‘g‘ri chi-
ziggacha boMgan masofa nuqtaning to‘g‘ri chizigdan chetlanishin-
ing absolut giymatiga teng.

1-masala. Koordinata boshidan x +y-2 =0 to‘g‘ri chi-
ziqgacha boMgan masofani toping.

Yechish. To‘g‘ri cizig tenglamasini normal ko‘rinishga kelti-
ramiz. Normallashtiruvchi ko‘paytma:

N= 39 = | N=~ -
V/2+12 N2
To‘g‘ri chizigning normal ko‘rinishdagi tenglamasi quyidagicha
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yoziladi:
* ,+ y * 0
42 J2 J2
Bu tenglamadagi ozod hadning moduli izlanayotgan masofani
beradi: p = -J32 birlik masofa.
2-masala. (2,5)nuqtadan 6x+ 8y-5=0 to‘g‘ri chiziggacha
boMgan masofani toping.

Yechish. To‘g‘ri cizig tenglamasini normal ko‘rinishga kelti-
ramiz. Normallashtiruvchi ko‘paytma:

N - ' -0
V6! +8! 10
To‘g‘ri chizigning normal ko‘rinishdagi tenglamasi quyidagicha
yoziladi:
6x +8y-1 Q
10
Yuqorida keltirilgan qoidaga ko‘ra, bu tenglamaning chap tomo-

ni —— ni olamiz va unga berilgan nugtaning koordinatala-

rini qo‘yamiz. Hosil boMgan giymatning moduli izlanayotgan ma-
sofaga teng:

d = 62 +8-5-5 =47

10
masshtab birligi. Shunday gilib d = 4,7 masshtab birligi.
3-masala. Berilgan ikki parallel to‘g‘ri chiziglar orasidagi ma-

sofani toping.

3x+4y -\2 =0,

6x +8y +26 =0.

Yechish. lzlanayotgan masofani birinchi to‘g‘ri chizigning
ixtiyoriy nugtasidan ikkinchi to‘g‘ri chiziggacha boMgan masofa
sifatida topamiz. Birinchi to‘g‘ri chizigdan ixtiyoriy nuqta olamiz,
masaian x =0 absissali nugtani, u holda bu nuqtaning ordinatasi
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y =3 boMadi. Shunday qilib, birinchi to‘g‘ri chiziqdan
A(0,3) nugta tanlandi. Bundan oldingi masalalardagi kabi
A(0,3) nugtadan 6x +8y +26 ~0 to‘g‘ri chiziggacha boMgan
masofani topamiz: d = 5 masshtab birligi.

4-masala. (-4,3) nuqgtadan o‘tib, koordinata boshidan 5 mas-
shtab birligi masofada yotadigan to‘g‘ri ehizig tenglamasini yo-
zing.

€i(echish. Izlanayotgan to‘g‘ri ehiziq tenglamasi (-4,3) nug-
tadan o'tuvchi to‘g‘ri ehizig bo‘lgani uchun quyidagicha yoziladi:

y-3 =k(x +4).
Uni soddalashtirib quyidagini olamiz:
kx-y +(4k +3) =0.
Endi bu tenglamani normal ko‘rinishga keltiramiz. Normallashti-

ruvchi ko‘paytma quyidagiga teng:
i

N ==-
\lk2+1"
Tenglamani normal ko‘rinishda qyozamiz:
K 1 4k +3
ry +- ..-— =0.

M) +k* VI +/t2 +-J\ +k?2
Bu tenglamani to‘g‘ri chizigning normal ko‘rinishdagi tenglamasi

\4k + 3|
bilan solishtirib, to‘g‘ri ehiziq koordinata boshidan p — . =mm
yl\ +k 2

kattalikka chetlanganligini ko‘ramiz. Masala shartiga ko‘ra bu kat-
talik 5 ga teng. Demak, K ning giymatini aniglash uchun quyidagi
tenglamani hosil gilamiz:

n M ,

VT+F '
Bu tenglamaning ikkala tomonini kvadratga ko ‘tarib, quyidagi
kvadrat tenglamaga kelamiz:

9k2-24k+16 =0,
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uni yechib k ning giymatini topamiz:
k, = k2= —.
3

Demak, izlanayotgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi quyidagicha yo-
ziladi

Y-3= | (*+4)

uni soddalashtirib, quyidagi tenglamaga kelamiz:
4x-3y +25=0.
5-masala. (3,-1) nugtadan 2 masshtab birligi masofada
boMgan va (- 12) nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini
yozing.
Yechish. lzlanayotgan to‘g‘ri chizig tenglamasi (-1,2) nugta-
dan oMganligi uchun quyidagicha yoziladi:
y—2=Kk(x +1), yoki kx-y +(k +2)=0. (A)
Endi bu tenglamani normal ko‘rinishga keltiramiz: normallashti-
ruvchi ko‘paytma quyidagiga teng:
N=-%- I
v+ k2!
Tenglamaning normal ko'‘rinishi quyidagicha boMadi:
kx-y +(k+ 2)
tVTTF
Berilgan nugtadan berilgan to‘g‘ri chiziggacha boMgan masofa
formulasi quyidagicha edi:

_ Ax, + Byl + C

j A2+ B2
Biz garayotgan holatda (3,-1) nugtadan to‘g‘ri chiziggacha ma-
sofa aniqglanishi kerak: ya'ni jc, =3; yt=-1; d=2. Bu
giymatlarni yuqoridagi formulaga qo'yib, quyidagiga ega boMamiz:
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3K+1 + K+ 2 , Vk+ 3

yN\+kK* Vi1+ A2
yokKi

2n/1+A2 = JAN+ 3], 41w A2) = 16A2+ 2JIK+ 9

va K ni aniglash uchun quyidagi kvadrat tenglama hosil bo4adi
12A2+ 24/t + 5 -0.
1Ini yechib

-6 +V2T —6 -n/2!
k2= -
6
ildizlami topamiz.
Bu giymatlami (A )ga go'‘yib, masala shartlarini ganoatlantiruv-
chi ikki to‘g‘ri ehizig mavjudligini aniglaymiz:

!b\l y_2->:;6ioJ ”({('*"?LJJ;

2) y-2=~6~"1(x +1).

6-masala. M ,(l,2) nugtadan o'tib, M22,3) va
M 34 ,-5) nugtalardan bir xil masofada joylashgan to‘g‘ri ehiziq
tenglamasini yozing.
Yechish. lIzlanayotgan to‘g‘ri ehizig M ,(l,2) nugtadan
o'‘tganligi sababli uning tenglamasi quyidagicha yoziladi:
Y~2=Kk(x- 1), (B)
yokKi
kx-y- kK+2=0
va uni normal ko‘rinishga keltirilguidan so‘ng quyidagi
ko‘rinishda bo'ladi:
kx-y-k +2

=0

+VI+k2
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Nugtadan to‘g‘ri chiziggacha boMgan masofa formulasidan foy-
daianib, undagi noma’lumlar o‘miga avval M 2:x2=2;y2=3
larni qo‘yib, so‘ngra M, :x3=4;y3=-5 lami gqo'yib quyidagi-
lami topamiz:

k-1 _ 3k+7

4]+ k2 J1l+k2

Masalaning shartiga ko‘ra ¢/, =d 2, bundan esa quyidagi ikki
tenglikni olamiz:
k-1 3k+7 k-1 3k+7
Jij+k2 vyll+k2 Jl+ k2 y/1+ k2"’
3
Birinchi tenglikdan K =-4, ikkinchi tenglikdan esa K= —

lami topamiz. Shunday qilib, izlanayotgan to‘g‘ri chiziq ikkKita,

ularning tenglamalarini (B) tenglikka awal K= -4, so‘ngra
2
K=———éqivmatlarni go'yib topamiz.lzlanayotgan to‘g‘ri chiziq

tenglamalari quyidagilar: 4x+y- 6=0va 3x+2y-7 =0.

7-masala. 4x+3y+J=0 to‘g‘ri cizig berilgan. Bu to‘g‘ri
chizigga parallel va undan 3 birlik masofadan o‘tuvchi to‘g‘ri
chiziqg tenglamasini yozing.

Yechish. Ma’luinki, izlanayotgan to‘g‘ri chiziglar ikkita.
Ularning berilgan to‘g‘ri chizigdan chetlanishi biri uchun +3, ik-
kinchisi uchun esa -3 boMadi, ya’'ni 8 = +3. Berilgan to‘g‘ri chi-
zigga parallel tofg‘ri chiziglar oilasining tenglamasi quyidagicha
boMadi:

4x+3y+C =0

Bu to‘g‘ri chiziglar oilasining tenglamasidan izlanayotgan ikki
to'g‘ri chizigni tanlab olish lozim. Uni normal ko‘rinishga keltirib,
quyidagini hosil gilamiz:
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4x + y+ C _
+5
(C ning ishorasi bizga noma’'lum bo‘lganligi sababli mahrajda
ikkala ishorani hozircha saqlab turamiz). Berilgan to‘g‘ri chizigga

tegishli ixtiyoriy biror nugtani, masalan A 3 ni olamiz.

Uning koordinatalarini oxirgi tenglikning chap tomoniga go‘yib va
berilgan to‘g‘ri chizigning izlanayotgan to‘g‘ri chiziglardan chetla-
nishi £3ni hisobga olgan holda C ning qiymatlarini anigiash
uchun quyidagi tenglamani hosil gilamiz:

4 0+31-- I+C
3 c -1

£3 = yoki *3 = - .
+5 5

Bunga ko‘ra, C,=16, C2=-14. C ning bu giymatianni
4x + 3y + C =0 tenglikka go‘yib izlanayotgan to'g‘ri chiziglar

tenglamasini hosil gilamiz:
4x+3y+16=0 va 4x+3y-14 =0

Mustaqil yechish uchun masalalar
1-masala. (3,-1) nugtadan 3x+5y+8=0 io‘g'ri
chiziggacha boMgan masofa topilsin.

Javobi: cd=— n[34 masshtab birligi.
17

2-masala. ABC uchburchak tomonlarining tenglamalari quyi-
dagilar:
(AB) x+y -1=0,
(AC) 2x-y-5=0,
(BC) 3x+y=0.
Bu uchburchak balandliklarining uzunliklarini va ularning
tenglamalarini toping.
Ko‘rsatnia. Uchburchak uchlarining koordinatalarini toping
va nuqgtadan to‘g‘ri chiziggacha boMgan masofa formulasidan foy -
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dalaning.
Juvobi: hRC balandligi tenglamasi X -3y -5 =0;
hAC balandligi tenglamasi 2x + 4y - 5= 0;
hAH balandligi tenglamasi Xx-3y -5 =0;

1 u .L 3V2

"BC 2 - AC ~ 2 - 2

6-8. Ikki to‘g‘ri ehiziq orasidagi burchak bissektrisasi-
ning tenglamasi

1-masala. 12*+9y -17 =0 va 3jch + 11 —0 to‘g‘ri chi-
ziglar orasidagi burchak bissektrisasining tenglamasini yozing.

Yechish. Bu masalaning yechilishini batafsil keltiramiz. Ele-
mcntar geometriyadan ma’lumki, ikki to‘g‘ri ehiziq orasidagi bur-
chak bissektrisasi deb burchak tomonlaridan bir xil masofada joy-
lashgan nugtalarning geometrik o‘miga aytiladi. 22-rasmga muro-
jaat qgilamiz.

22-rasm.
Bissektrisaning A nugtasining CDE burchak tomonlaridan
chetlanishlari & va S2 lar musbat giymatlarga ega bo'ladi, chunki
A nugta va koordinata boshi berilgan to‘g‘ri chiziglarning har bi-
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rining ikkala tomonida, demak, 8t=S2 CDF go‘shni burchak
bissektrisasining biror B nugtasini olamiz. B nugta va koordinata
boshi EF to‘g‘ri chizigning turli tomonlarida joylashganligi
uchun S4 chetlanish musbat ishoraga ega (S4 > 0). B nugtaning
CL to‘g‘ri chizigdan chetlanishi 83 manfiy ishoraga ega, chunki,
B nuqgta va koordinata boshi CL to‘g‘ri chizigdan bir tomonda
joylashgan, (83<0). Demak, 8bva S4 lar bu holda modullari

teng boMib, lekin ishoralari garama-qgarshidir, ya’'ni

X va Yy lar orqali bissektrisa ixtiyoriy nuqgtasining koordinatala-

rini belgilaymiz va bu nugtaning burchak tomonlaridan chetlani-
shini qaraymiz. Bir burchakning bissektrisasi uchun bu chetlanish-
lar o‘zaro teng bo'‘lib, go‘shni burchak uchun esa ularning modulla-
ri teng, lekin ishoralari garama-qarshidir. Burchak tomonlarining
tenglamalari quyidagicha boMsin:

AjX+B,y+C,=0 va AX+B+C2=0.
Bu tenglamalami normal ko‘rinishga keltiramiz, 8, = S2 boMgan
hoi uchun bissektrisa tenglamasi quyidagicha boMadi:
A/ X+Bjy+Cj A2X+B2Y+C2
/N a[+ bd +Ja2+B2 ' (A)
83 = -84 boMgan hoi uchun esa bissektrisa tenglamasi quyidagi-
cha boMadi:
A x+B,y+C] __ A2 X+B2Y+C2
+JaT™J (b)

(A) va (B) tenglamalami birlashtirib, ikkita bissektrisa tenglama-
sining quyidagi ko‘rininshini hosil gilamiz:

AMXHB M +C, | A2X+B2Y+C2

+"NA?+B? ~ +NAI+BI
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Endi masalaning yechimi giyinchilik tug‘dirmaydi. Bizning ma-
salamizda bissektrisa tenglamasi quyidagicha yoziladi:

12jt+9y-17__ | 3x+4y+\\

mill1+92 y/32+42
yokKi
\2x+9y-\l . 3x+4y+] 1
15
va
12x+9y~17__ . 3x+4y+ll
13 ~ — 5 .

Bundan esa bissektrisa tenglamasining quyidagi ko‘rinishini ho-
sil gilamiz:
21x+ 21y +16=0
3x-3y-50=0
2- masala. Kvadratning ikki go‘shni uchlari berilgan: A(1,4) va

B(4,5). Qolgan ikki uchlarining koordinatalari topilsin. (23-rasm).

23-rasm.

Ycchish. Ma’lumki, masala ikki yechimga ega, chunki izla-
nayotgan uchlar AB kesmaning ikki tomonida boMishi mumkin.
Kvadratning AB tomonining tenglamasi x-3y + 11 =0 bo'lib,
uning uzunligi -JTo ga teng. Endi A(l,4), B(4,5) nugtalar orgali

AB ga perpendikular to‘g‘ri chiziglar o‘tkazamiz va ularning har
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birida ikkitadan shunday nuqtalar topamizki, ulardan AB kesmaga-

cha bo‘lgan masofa 4To0 ga teng bo‘lsin (kvadratning barcha to-
monlari tengdir). Bu nugtalarning koordinatalari izlanayotgan kva-
drat uchlarining koordinatalari bo‘ladi. AB kesmaga perpendikular
va AB kesma uchlaridan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar tenglamalari
quyidagicha yoziladi: {AD) 3x+y-7=0, (BC)3x+y- 17=0.
Bu ikki to‘g‘ri chiziglarning har birida shunday ikkitadan nuqtalar-
ni olamizki, ulardan AB kesmagacha boMgan masofa yfTo ga teng
bo‘lsin va ulaming ikkitasining AB kesmadan chetlanishi musbat,
golgan ikkitasining AB kesmadan chetlanishi manfiy bo‘lsin. D
nugtaning koordinatalarini x, va yXlar bilan belgilaymiz. Bu nug-
ta AD to‘g‘ri chizigda yotganligi sababli uning koordinatalari
AD to'g‘ri chizigning tenglamasini ganoatlantirishi kerak, ya'ni
guyidagi tenglik o‘rinli bo*ladi:

3%, +ty, -7 =0. (A)

X, va YyX larni bog‘lovchi ikkinchi tenglamani bu nugtaning
AB to‘g'ri chizigdan chetlanishini aniglab topamiz. AB to‘g‘ri
chizigning tenglamasini normal ko‘rinishga keltirib va uning nug-
tadan chetlanishini +VTO ga tenglab quyidagi tenglikka ega
bo‘lamiz:

X, —3y, +11
-6
Bundan esa quyidagi ikki tenglamaga ega bo‘lamiz:
X,- 3y,+1=0va x, - byx+21 =0.

+ VIo'=

Bu tenglamalarning har birini (A) tenglama bilan birlashtirib quyi-
dagi ikkita tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

f3x, +y, - 7=0, f3x, + -7=0,

[x, —3y, +1 = 0. [x, -byx+21 = 0.

Birinchi tenglamalar sistemasidan x, = 2;yt = 1 lami topamiz,
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ikkinchisidan esa X, =0; yt =7 lami topamiz. Shuday qilib, kva-
dratning Duchining koordinatalari  (0,7) yoki (2,/) bo'‘lishi
mumkin. Shuningdek, kvadratning to‘rtinchi C uchining koordi-
natalari (5,2) yoki (3,8) boMishi mumkin.

Bu masalani boshqga yo‘l bilan ham yechish mumkin. Quyidagi

ko‘rsatma asosida masalani mustagil boshqga yo'l bilan yeching:
1. AB tomon uzunligini toping.

2. Kvadratning diagonali BD ning uzunligi dy[2 ga teng
boMadi.

3 .D nugtadan A nuqtagacha va D nugtadan B nuqtagacha
boMgan masofalami aniglovchi formulalami yozing. Natijada
D nugtaning koordinatalarini aniglab beruvchi ikki tenglamaga
ega boMasiz.

4.BD diagonal o‘rtasining koordinatalarini toping.

5. Bu nugta bilan A nugtaning koordinatalarini bilgan holda va
kesmani teng ikkiga boMuvchi nuqtaning koordinatalarini topish
formulasidan foydalanib C nugtaning koordinatalarini toping.

3- masala. Berilgan 2x+ 3y +6 =0 to‘g‘ri chiziqga parallel
boMib, koordinata burehagidan yuzasi 3 kv. birlikka teng uchbur-
chak ajratuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.

Yechish. Ox va Oy koordinata o‘glaridan izlanayotgan to‘g‘ri
chiziq ajratgan kesmalami mos ravishda a,b lar orqgali belgilay-

miz. U holda quyidagiga ega boMamiz:
3=~°b yon °b = 6. (A)

Berilgan to‘g‘ri chiziqga parallel to‘g‘ri chiziglar oilasi
2x+ 3y + C = 0 ko‘rinishda yoziladi. Bu to‘g‘ri chizig koordinata

o‘qglaridan ajratgan kesmalar uzunliklari quyidagilarga teng:

a,b larni (A) ga go'yib quyidagini olamiz:
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Bundanesa:-—-—=6, C2=36, C, =6, C2= —6.
6 .

Izlanayotgan to‘g‘ri chiziglar tenglamasi quvidagilar bo’ladi:
2x+3y+6=0, 2x+3y-6 =0 Topilgan to‘g‘ri chiziglar ora-
sida berilgan to‘g‘ri ehizig tenglamasi ham bor: 2x + 3y + 6 = 0.
Shunday qilib, berilgan tenglama masala shartini ganoatlantiradi.
Masala shartini topilgan to‘g‘ri ehizig 2x + 3y - 6 = 0 ham ganoat-

lantiradi.
4- masala. Parallelogrammning ikki tomoni tenglamasi berilgan:
n+220+1=0 (AB)
2x+y-3 =0 (AD)

va uning diagonallarining kesishish nuqtasining koordinatalari be-
rilgan: N{l,2). Parallelogrammning golgan ikki tomoni tenglama-

sini yozing (24-rasm).

24-rasm.

Yechish. Yechimda parallelogrammning berilgan ikki tomoni
parallel emasligini ko‘zda tutib, quyidagi reja asosida ish olib bo-
ramiz:

1) berilgan tomonlarning kesishish nugtasi A ning koordinatala-
rini topamiz;

2) A va N nugtalarning koordinatalarini bilgan holda va kesma
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o ilasining koordinatalarini topish formulasi yordamida, C nugtan-
ing koordinatalarini osongina topamiz.

3) topilgan C nugta orgali avval AD ga parallel, so‘'ngra AB
ga parallel to‘g‘ri chiziglar o‘tkazamiz.

1 A nugtaning koordinatalarini, AB va AD to‘g‘ri chiziglar-
ning kesishish nugtasi sifatida topamiz:

7 5 ( 5N
xa- ~ ,Yn Demak, A .
J J 3J

2. kesma o‘rtasining koordinatalarini topish formulasi bizning
masalaniizda quyidagicha boMadi:

v _  XA+Xxc _ _ YyA+yc
~ 2 > Yn ~ 2 >
o . 1 17
Bu formulalardan quyidagilarni olamiz: X¢ = —, yr = —

Shunday qilib, C (-~

3. (" nugta orgali AD ga parallel to‘g‘ri chizig oMkazamiz va
BC tomon tenglamasini hosil gilamiz:2x+y -5=0. CD tomon

tenglamasi: X+ 2y - 11 = 0.

5- masala. P, va M 22 ,-1) nugtalardan birxil ma-
sofada joylashgan va 2x+ Yy -1 = 0 to‘g‘ri chizigdan 2 birlik ma-
sofada joylashgan. P nugtaning koordinatalarini toping.

Yechish. Izlanayotgan P nugtaning koordinatalarini X\va yX
lar orgali belgilaymiz, M]P =M 2P shartdan esa X, -y X=5 ni
olamiz. -

Bu tenglik jc, va yXlar orasidagi birinchi bogMiqglikdir. Ikkin-
ehi bogMiklikni esa izlanayotgan nugta 2x+y -1 = 0 to‘g‘ri chi-

zigdan 2 birlik masshtab uzoglikda joylashgan degan shartdan to-
pamiz:
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2x, +y,-1 _ 0

+VJ "oon
Shunday qilib, jg va larni o‘zaro bogMovchi ikki tenglama
quyidagilar:
2xj+y ,-1-2n4=0,
yoki

2jc, +y, -1 + 21-5= 0.
Bu tenglamalarning har birini oldin olingan x, - y, =5 tengla-

ma bilan birgalikda yechish kerak. Masala ikkita yechimga ega:

2
x,=2 +—yfl y =-3+--j5
3 3

yoki

Yy ,=-3-~T'5.

6- masala. Berilgan uchburchak balandliklarining tenglamalari
2x-3y +1=0 va x+ Yy = 0 va uning bir uchuning koordinatalari
quyidagichadir: A(l,2). Uchburchak tomonlarining tenglamalarini
yozing.

Yechish. A(1,2) nugta masala shartida berilgan balandliklarga
tegishli emas, chunki uning koordinatalari balanlik tenglamalarini
ganoatlantirmaydi: 2ml- 32+1 ®0 va 1+ 2 ® 0. Bundan shu
narsa kelib chigadiki, masala shartida keltirilgan balandliklar uch-
burchakning golgan ikki uchlari B va C nugtalardan o‘tadi.
(25-rasm).

Bu ikki balandliklarni CD va BE lar orqali belgilaymiz. Yuqgo-
rida aytilganlarga ko‘ra CD X AB,BE J AC. CD balandlik
Xx+y =0 tenglamaga ega bo‘lsin, BE balandlik esa
2x-3y +1=0 tenglamaga ega boMsin. AC 1 BE bo‘lganligi

uchun, AC tomon tenglamasini BE balandlikka perpendikular

64



25-rasm.
to‘g‘ri chiziglar oilasi tenglamasidan, izlanayotgan to‘g‘ri chiziq-
ning berilgan A(l,2) nugtadan o‘tganligini ko‘zda tutgan holda
topamiz. AC tomon 3x4-2y-7 = 0 tenglamaga ega. AB to‘g'ri

chizigning tenglamasini A(j,2) nugtadan CD balandlikka per-
pendikular bo‘lib o'tgan to‘g‘ri ehiziq sifatida topamiz.Uning
tenglamasi quyidagicha bo‘ladi: X -y + 1= 0. Endi B va C nug-
talaming koordinatalarini topish kerak:

XH=-2;yB =-i,

XC =7;Yc = ~7-

BC tomon tenglamasi: 2x+ 3y + 7 = 0.

Shunday qilib, uchburchakning uchta tomonining tenglamalari
topildi.

7- masala. X -y -1=0 va x+2y-2=0 to‘g‘ri chiziglar ke-
sishish nugtasidan va A/(- 7,7) nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri ehiziqg
tenglamasinini berilgan to‘g‘ri chiziglarning Kkesishish nugtasini
topmay turib aniglang.

Yechish. Berilgan Ax+By+C =0 va AXx+B,y+C, =0
to‘g'‘ri chiziglar kesishish nugtasidan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar das-
tasi tenglamasi quyidagicha yoziladi:

Ax+By+C +A(Ax+Bty+C,)=0
Biz gqarayotgan holatda u quyidagi ko‘rinishda bo'ladi:
X-y-1+?2{x+2y-2)=0 (A)
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Bu to‘g‘ri chiziglar dastasidan M {- /,/) nugtadan o'tgan to‘g‘ri
chiziq tenglamasini ajratib olish kerak. My- /,/) nuqtaning koor-
dinatalarini (A) tenglamaga go‘yib, A = -3 ekanligini topamiz. A
ning bu giymatini (A) tenglamaga qo'‘yib, quyidagi tenglamani
hosil gilamiz:

X—y —1- 3(jr+ 2y- 2) = 0.

Bundan esa izlanayotgan tenglamani hosil gilamiz:

2x+ 1y - 5= 0.

8- masala. X+y-1=0 va x+2y+I=0 to‘g‘ri chiziglar kesi-
shish nugtasidan o‘tib Oy o‘gining manfiy gismidan 2 birlik
masshtabiga teng kesma ajratuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini lop-
ing.

Yechish. Berilgan to‘g‘ri chiziglar kesishish nugtasidan o‘tuvchi
to'g‘ri chiziglar dastasi quyidagi ko‘rinishga ega:

Ax+ By+ C+ /NA\XX+ y +Cj)=0.
Bizning masalamizda u quyidagicha yoziladi:
X+y -1+ A(x+ 2y + 1) = 0. (B)
To‘g‘ri chizig Oy o‘gining manfiy gismidan uzunligi 2 birlik

masshtabiga teng kesma ajratganligi uchun u (0,-2) nugtadan

o‘tadi. Bu nugtaning koordinatalarini (B) tenglamaga qo‘yib ,
A = -1 ekanligini topamiz, shunda izlanayotgan to‘g‘ri chizigning
tenglamasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ ladi:

y+2=0

9- masala. X+2y-11=0 va 2x-y-2=0 to‘g‘ri chiziglar kesishish
nugtasidan o‘tib, koordinata boshidan 5 birlik masshtabi masofa-
dan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.

Yechish. Dasta markazi berilgan to‘g‘ri chiziglar kesishish nug-
tasidajoylashgan to‘g‘ri chiziglar dastasining tenglamasi quyidagi
ko‘rinishga ega:

x+2y-l 1+ (2x-y-2) =0
yoKi
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(I+2A)x+(2-X)y-(Il +2A)=0 (A)
Uning normallashtiruvchi ko' paytmasi:

* - . 1
+7(1+24)2+(2-4)2

(a) tenglamani normallashtiruvchi ko‘paytiruvchiga ko‘paytirib va
to‘g‘ri chizigning normal ko‘rinishidagi ozod hadning moduli
koordinata boshidan to‘g‘ri chiziggacha boMgan masofaga tengli-
gini hisobga olib, A ning giymatini aniglash uchun quyidagi ten-
glamani hosil gilamiz:
n1+ 21 1
7 1 ' —mim
yHI + 2A)2+ (2 -A)2

n.1.

I/.lanayotgan tenglama: 3jc+ 4y —25 = 0.

Bundan esa

Mustaqil yechish uchun niasalalar
I-masala. 4x+2y..+7=0 va 2x-4y +15=0 to‘g‘ri chiziglar
orasidagi burchak bissektrisasining tenglamasini yozing.
Javobi: Bissektrisa tenglamalari quyidagi ko'‘rinishda boMadi:
AX+2y+ 7 _ +2X- 4y + 15

20 V20
Ulami soddalashtirib quyidagi ko‘rinishga keltiramiz:
X+ by- 4=0,

3jc—>"4-11 = 0.
2-masala. Uchlari A(0,0); B(3,-1);C (4,7) nuqgtalarda
boMgan uchburchak ichki burchaklari bissektrisalarining tenglama-
larini yozing.
Ko‘rsatma. Avvalo uchburchak tomonlarining tenglamalarini
yozing. Quyidagi tenglamalar hosil boMadi:
(AB) X + by = 0, (AC) 7x-4y =0,
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(BC) 8x-y-25 =0
Javobi: A burcak bissektrisasining tenlamasi:
(7y[Td-465)x-(44T0O +3465)y =0
B burcak bissektrisasining tenlamasi:
(8/T0 + N[65)x + (3n/65 - /10)y - 250/1) = 0.
C burcak bissektrisasining tenlamasi: 3 x -y -5=0.
3-masala. Uchburchakning ikki uchi A(l,2), B{4,9) lar va ba-
landliklarining kesishish nuqgtasi N{3,4) berilgan. Uchburchakn-
ing tomonlari tenglamalarini yozing.
(AB) 4x-y-7 =0,
Javobi: (BC) x+3y—31=0,
(AC) x+5y-7 =0
4-masala. Uchburchak tomonlari o‘rtalarining koordinatalari

A(l,2), B(7,4), C(3,-4) lar berilgan.Uchburchak tomonlarining
tenglamalari topilsin ( 26-rasm ).

Javobi:
1) 2x—y =0;
2)3x+y-25=0
3)x-3y -15=0
5-masala. Uchburchakning ikki tomonlarining tenglamalari
x+y-I=0(AB); y+1=0(BC) va medianalari kesishish nug-
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tasi N{-1,0) berilgan. Uning uchinchi AC tomonining tenglama-
sini toping (27-rasm).
Javobi: x-y +3=0.

6-masala. 2x-\~5y+H~0 va 3x-4y-7=0 to‘'g'ri chiziglar kesishish
nugtasidan, y = 4x + 3 to‘g‘ri ehizig bilan 45° burchak hosil qgilib
o‘tuvchi to‘gri ehizig tenglamasini yozing.
Javobi: 69x - 115y - 199 = 0 va 115c+ 69y + 99 = 0.
7-masala. M (I,1) nugta orgali to‘g‘ri chizigni shunday
o‘tkazish lozimki, uning X+2y-1=0(l) va x+2y-3=0 (Il) pa-
rallel to‘g‘ri chiziglar orasidagi kesmasining o‘rtasi X —y —1=0

to'g‘ri chizigda yotsin (28-rasm).

28-rasm.
Javobi: Ax- y- 5=0.
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8-masala. C(2,3) nugtadan o‘tuvchi nur (AB) x+y+1-0
to‘g‘ri chizigdan akslangandan so‘ng (1,1) nugtadan o‘tadi. (AB)

to‘g‘ri chiziqga tushuvchi va akslangan nur to‘g‘ri chizig'ining
tenglamasini yozing (29-rasm).

29-rasm
Javobi: Tushuvchi nur tenglamasi: 5x - 4y + 2 = 0.

Akslangan nur tenglamasi: 4x - 5y + 1= 0.

7 -8. Qutb koordinatalar sistemasi. Quth koordinatalar sis-
temasidan dekart koordinatalar sistemasiga o‘tish va aksincha.
Qutb koordinatalarida berilgan egri cbiziglarni qurish

Qutb koordinatalar sistemasida nuqgtaning tekislikdagi o‘mini
aniglab beradigan asosiy o‘zgarmas elementlar OP qutb o‘qgi va
qutb boshi 0 nugtadir. Agar M tekislikning ixtiyoriy nugtasi
bo‘lsa (qutb boshidan fargli), u holda uning tekislikdagi holati un-
dan qutb boshigacha boMgan r masofa va qutb o'qini OM nuri
bilan ustma-ust tushgunga qadar burish kerak boMgan @ burchak
bilan toMa aniglanadi. r va (p sonlar M nugtaning qutb koordi-
natalari deb ataladi. Ulardan birinchi koordinata deb r hisoblanadi,
@ esa ikkinch koordinata deb hisoblanadi. r koordinata M nugtan-
ing qutb radiusi (ba’zan Mnuqtaning radius vektori) deb ataladi, @

koordinatasi esa qutb burchagi deb ataladi (qutb burchagi radian-
larda oMchanadi). Qutb koordinatalari, uning belgisidan so‘ng o‘ng
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tomonida gavs ichida yoziladi: avval r koordinata, so‘ngra (p
koordinata, masalan M (r,(p). Agar @ qutb burchagi qutb o‘gidan
soat strelkasiga teskari yo‘nalishda sanalsa, manfiy qiymatli hisob-
lanadi, agar u qutb o‘gidan soat strelkasi bo‘yicha sanalsa, musbat
giymatli hisoblanadi. Shunday aniglangan qutb koordinatalar sis-
temasida qutb radiusi r har doim musbat kattalik yoki nolga teng
boMadi (r>0) (chunki r qutb boshidan nugtagacha boMgan maso-
fa manfiy boMa olmaydi). Lekin amalda qutb radiusi r ixtiyoriy
(musbat, manfiy, nol) giymatlarni qobul giladigan qutb koordinata-
lar sistemasidan foydalanish qulay. Bunday qutb koordinatalar sis-
temasini umumlashgan qutb koordinatalar sistemasi deb ataladi.
Biz shunday qutb koordinatalar sistemasidan foydalanamiz. Agar
M nugta +r va (p koordinatalarga ega boMsa: M (+r,(p), bun-
day holda u - r \a @+ 1 koordinatalarga ham ega boMadi:

M (-r,(p+ 1), chunki b+ burchak qutb radiusining @ bur-
chakka mos yo'nalishini xarakterlaydi. Shuni  alohida
ta kidlavmizki, gaysi qutb koordinatalar sistemasidan foydalan-
maylik, har doim r va (p sonlarjuftligi tekislikda yagona nugtaga
mos keladi. Agar qutb boshi dekart koordinatalar sistemasining
boshida joylashib, qutb o‘gqi OX o‘gining musbat yo*nalishi bilan
ustma-ust tushsa, OY o‘qi OX o‘giga perpendikular boMib, unga

T
p- — ga teng qutb burchagi mos kelsa, u holda nuqtaning beril-

gan qutb koordinatalariga ko‘ra, dekart koordinatalari quyidagi
formulalar orqali topiladi:

X=rcos(p, Yy-=rsing (7.1)
Agar dekart koordinatalari berilagan boMsa, u holda qutb koordi-
natalari quyidagi formulalar orgali topiladi:
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(7,2) formuladan ko'rinib turibdiki, formuladagi ildiz oldida ikki
xil ishora turibdi, bu narsa umumlashgan qutb koordinatalar siste-
masiga mos keladi. r ni aniglash formulasidagi ikki ishora

r2=x2+y2 tenglikning ikkala tomonidan ildiz olganda hosil
bo‘ladi. Endi (7.2) formula yordamida hisoblashlar ganday usulda
olib borilishini ko‘rsatamiz. Avvalo r ning giymatini ildiz oldidagi
ishorani ixtiyoriy tanlab topiladi. So‘ngra sin” va cos<p lar hisob
lanadi, bunda (7.2) formulalardagi ildiz oldidagi ishora r ning
ishorasiga mos go'‘yiladi. sin (p va cos tp laming ishoralariga garab
(p qutb burchagi joylashgan chorak topiladi. @ burchakning katta-

ligini trigonometrik funksiyalar jadvalidan (7.3) formulaga asosan
topiladi. Endi M nugtani qutb koordinatalar sistemasida uning r
va @ koordinatalariga ko‘ra ganday qurilishini ko'rsataylik. Beril-

gan o> qutb burchagiga ko‘ra qutb o‘qgini dastlabki holatidun <

burchakka soat strelkasiga garshi yo‘nalishda buramiz. Hosil
bo‘lgan o‘qda qutb boshidan, agar r> 0 bo‘lsa, musbat

yo‘nalishda, agar r <0 bo‘lsa manfiy yo‘nalishda, uzunhgi jr] ga

teng kesma ajratamiz.

I-masala. Qutb koordinatalar sistemasida M (3,—) nugtani qur-

ing (30-rasm).

Yechish. Qutb boshi orqali qutb o‘giga — ga teng burchak os-
4
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tida Ol] o‘gini o'tkazamiz (musbat yo‘nalish strelka bilan
ko'rsalilgan) va qutb boshidan OP, o‘gning musbat yo'‘nalishida

uzunligi 3 masshtab hirligiga teng OM kesmani ajratamiz. Bu
kesmaning oxiri M nugta izlanayotgan nugtadir.

2-masala. Qutb koordinatalar sistemasida M\ 1,"~j nugtani
4

quring (31-rasm).

Yechish. Qutb boshi orqali qutb o‘giga ga teng burchak os-
4

tida OP] o‘gini o'tkazamiz (musbat yo‘nalish strelka bilan
ko‘rsatilgan) va qutb boshidan OPX o‘gning musbat yo‘nalishida

uzunligi 1 birlik masshtabiga teng OM kesmani ajratamiz. Bu
kesmaning oxiri izlanayotgan M nugtadir.

5n
3-masala. Qutb koordinatalar sistemasida M (-2 ,— ) nugtani
4
quring (32-rasm).
. . . . 5a
Yechish. Qutb boshi orqali qutb o‘giga — ga teng burchak
4

ostida OPy o‘gini o'tkazamiz (musbat yo‘nalish strelka bilan
ko‘rsatilgan,) va qutb boshidan OPJ o‘gning manfiy yo‘nalishida

uzunligi 2 masshtab birligiga teng OM kesmani ajratamiz. Bu
kesmaning oxiri izlanayotgan M nugqtadir.
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32-rasm.

4-masala. Nugta dekart koordinatalar sistemasida berilgan:
A(2,3). Uning qutb koordinatalarini toping.

Yechish. (7.2) formulaga ko‘ra r = zy[T3 ni hosil gilami/..
lldiz oldidagi ishorani musbat gilib olamiz. U holda r - +yfl 3,

. .3 2
sing) = 4=, coscp = sin<p>0 va cos(p>0 boMganligi
uchun (p burchak birinchi chorakda joylashgan boMadi. (7,3) for-

3 3
mulaga asosan tg(p = —. @= arctg —. Jadvaldan ~ 0,98 w

topamiz. A nugtaning qutb koordinatalari topildi: r= 13
<= 0,98 yoki a[JT3;0,98).
Agar ildiz oldidagi ishorani manfiy qilib tanlasak, u xolda
r =-yfl3. sincp = — ;cosw=— [= va sine><0 va
V7J yfl3
cos (p< 0 boMganliklari uchun (p burchak uchinchi chorakda joy-

lashgan bo'ladi. tg<p = — ekanligini bilgan holda, (p~ 4,12 ni ho-

sil gilamiz, A nugta esa r =-J\b, <P=4,12, a{- n/13;4,12)
qutb koordinatalariga ega boMadi.



5-masala. Qutb koordinatalari (2 —n) boMgan A nugta-
4
ning to‘g‘ri burchakli dekart koordinaalarini toping.

Yechsh: (7.1) o‘tish formulasiga ko'ra:
X=rcos(py =rsinq
Bundan:
X=2c0S--=2— —=-$2, x=JY,
4 2

<
1

r2
2sin~ =2-—- =y[2, =Jl.
3 5 2, 'y

6-masala. Qutb koordinatalari ( —3; —7t) boMgan A nugta-
4

ning to‘g‘ri burchakli dckart koordinaalarini toping.
Yechish.
X -rcoscp, y = r sincp
X=-8cos2Hc, y =-3"sh2n
4
ya ni
32 32
N2 2y

7-masala. To‘g'‘ri chizigning tenglamasini qutb koordinatalari-
da yozing.
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Yechish. koordinatalar sistemasining qutb nugtasini to‘g‘ri bur-
chakli koordinatalar sistemasining boshiga go‘yamiz. Qutb o‘qini
esa absissa 0'‘gining musbat yo‘nalishi bo‘yicha joylashtiramiz
( 33-rasm ). To‘g‘ri chizig tenlamasining normal ko'rinishini ola-
miz: Xcosa +ysina- p=0. (7,1) o‘tish formulasi quyidagi
ko‘rinishga ega boMadi: X = rcoscp, Y = rsin<p. To'g‘ri chizign-
ing normal tenglamasiga bularni go‘yib quyidagini hosil gilamiz:

rcos(pcosa + rsingsina - p=0
yokKi
rcos((p-a)= p.

Shunday qilib to‘g‘ri chiziqg qutb koordinatalar sistemasida quyi-

dagi ikki tenglamadan bin orqali beriladi:

a)

cos(<p-a)
(p * 0,ya’ni to‘g'ri chiziq qutbdan o‘tmaganda).
b) cos(®)-a ) =0, -00<r<o0o0
(p=0 boMganda, ya'ni to‘g‘ri chizig qutbdan o‘tganda). Oxirgi

Tt
tenglamani (p=a + —,0 < r < co ko'‘rinishda yozish mumkin.

Bu tenglamada p va a miqdarlar o‘zgarmaslar,r va @ lar esa
o'zgaruvchilar boMib, ular to‘g‘ri chizigdagi nuqtalaming qutb
koordinatalaridir.

8-masala. r = acos 2(p egri chizigning grafigini yasang va un-
ing tenglamasini dekart koordinatalar sistemasida yozing.

Yechish. @ qutb burchagiga ((PE=0 dan (p=2n gacha

7
a ZE gadam bilan giymat beramiz va r ning ularga mos qiy-

matlarini hisoblaymiz. r va (p laming topilgan giymatlari
bo‘yicha nugtalar quramiz va ulami sillig egri chiziq bilan tutashti-
ramiz. Egri chizigning qurilishi 34-41- rasmlarda ko‘rsatilgan.
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42-rasmda turli etaplarda qurilgan egri chiziglar birlashtirilgan.
Hosil bo‘lgan egri ehiziq to‘rt yaprogli atirgul deb nomlanadi

34-rasm. 35-rasm.

36-rasm. 37-rasm.

Endi to‘rt yaprogli atirgulning to‘g‘ri burchakli dekart koordina-
talar sistemasidagi tenglamasini yozamiz. Shuni esda tutamizki,
qutb koordinatalar sistemasining qutb nugtasini to‘g‘ri burchakli
dekart koordinatalar sistemasining boshiga gqo‘yamiz, qutb o‘qgini
esa absissa o0'gining musbat yo'nalishi bo'yicha joylashtiramiz.
€0s 2cp = cos29- sin2(p ekanligini hisobga olgan holda, to‘rt ya-
progli atirgulning r = acos2<p tenglamasini

r = a(cos2(p- sin2(p) ko'rinishda yozib olamiz. Bunga esa (7.2)
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o‘tish formulasini qo‘yib, quyidagini hosil gilamiz:

38-rasm. 39-rasm.

40-rasm. 41-rasm.
—————————— Y2 V2



42-rasm.
Bundan

ty]x2+y2. (x2+y 2= a(x2- y2).

Oxirgi tenglikning har ikkala tomonini kvadratga ko‘tarib, quyi-
dagi tenglamani hosil gilamiz:

Mustaqil yechish uchun masalalar
7
1-masala. Qutb koordinatalar sistemasida (~4 —n ~nugtani qur-
4
ing.
2-masala. To'‘g'ri burchakli dekart koordinatalari (- I;l)
boMgan A nugtaning qutb koordinatalarini toping.

4
3-masala. A nuqtaning to‘g‘ri burchakli dekart koordinatala-

Javobi: A(y[2,—n) yoki —
4

ri(2,-2). Uning qutb koordinatalarini toping.

Javobi: A{IJI,-n) yoki (-2XK -a). x=" -, v=—
4 2 2 2

4-masala. Qutb koordinatalari (2 ;~n) boMgan A nugtaning
to‘g‘ri burchakli dekart koordinatalarini toping.

Javobi: x=0;y = =2
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5-masala. I = 4c0s3<p egri chizigning grafigini quring va uning
tenglamasini to‘g‘ri burchakli dekart koordinatalar sistemasida
yozing.

Ko‘rsatma. cp- qutb burchagiga =0 dan @=2n gacha

a ~ Y2’ Yarat bilan giymat bering, ya'ni 0,

— ,... giymatlarni. So‘ngra (r,<p) koordinatalar bo‘yicha nuqtaiarni
4

quring va ulami sillig chizig bilan tutashtiring. r = 4cos3(p egri

chizig uch yaproqli atirgul deb nomlanadi (43-47 rasmlar).

43-rasm. 44-rasm.
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47-rasm
Bu egri chizig tenglamasini to‘g‘ri burchakli koordinatalarda
yozish uchun cos3(p ni cos  orqali ifodalash lozim:

cos 3(p= cos(2p4(p) = cos2(pcos(p-sin2(psin(p,
so‘ngra COS2cp = COS2®- Sin ¢, sin2cp = 2sin(pcos<p ekanligi-
dan foydalanib va sin2(p= 1- cos2@ ni hisobga olgan holda
quyidagini hosil gilamiz:
c0s3$? = 4cos3<z>-3cos(p.
r = 4cos 3(p egri chizigning tenglamasini endi quyidagicha yozi-
shimiz mumkin:

-1
I

4(4cos3¢p—3cos™)
yoki

r = 16cosl(p-12cos<p

Endi bunga (7,2) formulani ishlating.

Javobi: (x2+y2J = 4x(x2- 3y2).

6-masala. r = 5sin3(p egri chizigni quring va uning tenglama-
sini to‘g‘ri burchakli koordinatalarda yozing.

7-masala. r2= 6sin2cp Bemulli lemniskatasini quring va u-
ning tenglamasini to‘g‘ri burchakli koordinatalarda yozing.

Javobi. Egri chizig 48 -rasmda berilgan.

8rmasala. (x2+y2¥=2ccx3 a > 0 egri chizigni quring.

Ko‘rsatma. Egri chizigning qutb koordinatalar sistemasidagi
teng lamasini toping. (7.1) formuladan foydalaning. Berilgan
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48-rasm.
egri chizigning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi quyi-
dagi ko‘rinishda bo'ladi:
r = 2a cos3(p

Berilgan tenglamadan shuni xulosa gilamizki, x va y ning ih-

tiyoriy giymatlarida, uning chap gismi 2ax3(a > ()) manfiy emas,
ya'ni x manfiy qiymatlami gabul gila olmaydi.

Berilgan tenglamada j; ni —y ga almashtirish tenglamani
o‘zgartirmaganligi uchun egri ehiziq absissa o0‘qiga nisbatan sim-
metrik joylashganligi kelib chigadi. Demak, egri chizigni birinchi
chorakda qurish yetarlidir, so‘ngra uning to‘rtinchi chorakdagi
simmetrik gismini quramiz. Bundan shu narsa kelib chigadiki. @

qutb burchakka r = 2acos3< tenglamada <p=0dan @="

gacha giymatlar berish kerak (Egri ehizig 49-rasmda ifodalangan).
9-masala. xi = 4{x4- y 4} egri chizigni quring.
Ko‘rsatma. Eng avval shuni qayd gilamizki, x ni -xga va y
ni - y ga almashtirish egri ehizig tenglamasini o‘zgartirmaydi. Bu

narsa egri ehiziq koordinatalar sistemasi boshiga nisbatan simme-
trik joylashganligini ko‘rsatadi. Shuning uchun egri chizigning gra-
figini birinchi chorakda qurish yetarlidir.

So‘ngra simmetriyani hisobga olib, uning grafigini golgan cho-
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rakiarda quriladi. (7.1) formulani ishlatib, egri ehiziq tenglamasini

49-rasm. 50-rasm.
qgutb koordinatalar sistemasidagi ko‘rinishini hosil gilamiz:

r - qutb radius fagat haqiqiy giymatlami gabul gilishi mumkin
boMgani uchun cos 2@ ning giymatlari manfiy bo‘la olmaydi,
ya'ni cos2~>>0. Bu shuni ko'rsatadiki, 1(p burchak birinchi
yoki ikkinchi choraklarga tegishli bo'‘lishi kerak. Lekin simme-
triyaga asosan egri chizigni birinchi chorakda qurish vyetarli

bo‘lganligi uchun 2(p ning 0<2(p<— shartni ganoatlantiruvchi

giymatlarini qaraymiz. Bundan esa o0‘z navbatida egri chizigni bi-

- mn
rinchi chorakda qurish uchun ¢ burchakka (p~U dan (p ——
4

gacha giymat berish yetarlidir (50-rasm).
10-masala. r = a(p (a > O) Arhimed spiralini quring.
11-masala. r = 2a(l + cos<p)(a > 0) kardioidani quring.

:E(

12-masala. r k >0) giperbolik spiralni quring.

P
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8-8. Ikkinchi tartibli egri chiziglar.

l. Aylana. Aylana deb tekislikdagi shunday nuqtalaming
to'plamiga aytiladiki, bu nuqgtalaming har biridan shu tckislikning
markaz deb ataluvchi nugtasigacha boMgan masofa o‘zgarmas

migdordir. Bu o‘zgarmas miqdor r - aylananing radiusi deyiladi.
Agar C,(a; b) - uning markazi boMsa, aylananing tenglamasi

(x-a)2+(y-b) 2~r2 (8M)
ko‘rinishda boMadi (51-rasm).

Aylana markazi koordinata boshi bilan ustma-ust tushsa, aylana

2 2 2
tenglamasi X +y —  ko‘rinishda boMadi. Agar (8.1) tenglamada
gavslarni ochsak

X2+y2+ IXxX+my+n=0 (8.2)
bunda: i - -2a, in=-2b, n - a2+b2-r 2 Agar
12+m2-4n>0 boMsa, (8.2) tenglama aylanani ifodalaydi.

Agar i 2+m2-4n-=0 boMsa,tenglama (-1 /2 ,-m /2) nug-

tani aniglaydi, agar £2+m2-4n<0 boMsa, u geometrik
ma’noga ega emas. Bu holda tenglama mavhum aylanani aniglaydi.
Aylana tenglamasida X2 y2oldidagi koeffisientlar teng boMib, Xy li

had gatnashmaydi. Agar X2+ y] =r 2 boMsa, M(x/;yi) nugta ay-
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lanada yotadi, Xj +y] >r2 bo‘lsa. M nugta aylanadan tashgarida,

x] + y2<r2 bo'lsa, nugta aylana ichida yotadi.

1 masala. 2x2+2y28x+5y-4=0 aylananing radiusi va markazin-
ing koordinatalarini toping.

Yechish. Tenglamani 2 ga qisqartirib va xadlarini guruhlab

X24x+y2+(5/2)y=2

ni yozamiz. X24x va y2¥(5/2) larni to‘la kvadratga to‘ldirib, bi-
rinchisiga 4 ni, ikkincliisiga (5/4)2 ni, o‘'ng tomoniga 4 va (5/4)
larni gqo‘shamiz:

X2- 4X+4)+(y2+—p+—)=2+4+— ,
( ) +(y 2} 16) &

yoki (X-2)2+(y+5/4)2:%.

Shunday qilib, aylana markazining koordinatalari a=2, b=-5/4,

radiusi r=11/4.

2-masala. Tomonlari 9x-2y-41=0, 7x+4y+7-0, x-3y T1=0 ten-

glamalar bilan berilgan uchburchakka tashgi chizilgan aylana ten-
glamasini tuzing.

Yechish. Uchburchak uchlarining koordinatalarini topamiz:
Mjc—2>—41 =0 J9x-2j>-41 =0 \Ix+4y+1 =0.
\IXx+4y+1 =0’ \jc—3>41=0 ' [x-3_v+I=0.

Natijada A(3; -7), R(5; 2), C(-I; 0) nugtalarga ega bo‘lamiz. 1z-

langan aylana tenglamasi (x-a)2\(y-b)2=r2 bo‘lsin. a, b, r no-
ma’lumlarni topish uchun A, B, C nugqtalarning koordinatalarini
izlangan aylana tenglamasiga qo‘yamiz, natijada

(3-a)2+(-7-b)2=r2 (5-a)2+(2-b)2-r 2 (-1-a)2+b2=r2
ga ega boMamiz. r2 ni yo‘qotib, quyidagi tenglamalar sistemasiga
kelamiz:

[(3_a)2+ (-7 - b)2=(5-a)2+(2-b)2
\(3-a)2+ (-7 -b)2=(—41—a)2+b2
yoKki

85



j4a + 18/ = -29,
[Ba-146 = 57.

Bundan a=3,l; b=-2,3. r2ni (-1-a)2+b2=r2 tenglamadan topa-

miz, ya'ni r*=22,1. Shunday qilib, izlangan tenglama
fx-3,)2+(y+2,3)2=22,1
boMadi.

3-masala. A(5; 0) va B(l; 4) nugtalardan o‘tuvchi, markazi
l:x+y-3=0 tolg'ri chizigda yotuvchi aylananing tenglamasini tu-
zing.

Ycchish. AB rtsmaning o‘rtasi boMgan M nuqtani topamiz:
xM=(5+1)/2=3, yM=(4+0)/2=2, ya’'ni M(3; 2) . Aylananing mar-
kazi AB ning o‘rtasiga o‘tkazilgan perpendikularda yotadi. AB
to‘g‘ri chizigning tenglamasi (y-0)/(4-0)=(x-5)/(1-5) ya’ni x+y-5=0
boMadi. Bu to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti -1 boMgani
uchun perpendikularning burchak koeffitsiyenti 1 ga teng, perpen-
dikularning tenglamasi y-27x-3, ya'ni Xx-y-1°0. C aylananing
markazi /to‘g‘ri chiziq bilan ko‘rsatilgan pedgendikular kesishgan
nugtadir, uni X+y-3=0, X-y-1=0 tenglamalami birga yechib topila-
di. Demak, x=2, y=I, ya'ni C(2;l). Aylananing radiusi CA kes-
maning uzunligiga tengdir, ya’'ni

r=-J(5-2)3+(1-0)2=v70.
Demak, izlangan tenglama (x-2)2+(y-1)2=10.

4-masala. Xx2+y2=49 aylananing A(l; 2) nugtada o‘rtasidan
boMinadigan vatarning tenglamasi tuzilsin.

Ycchish. Aylananing A(1; 2) nugtadan o‘tgan diametr tengla-
masini tuzamiz. Uning tenglamasi y=2X . Izlangan vatar diametri-
ga perpendikular va A nugtadan o‘tadi, ya’'ni uning tenglamasi

y-2=(-1/2)(x-1) yoki x+2y-5=0.

5-masala. X-y-3=0 to'g'ri chiZigga nisbatan x2+y2=2x+4y-4
aylanaga simmetrik boMgan aylana tenglamasini toping.

Ycchish. Berilgan aylana tenglamasini (x-1) 2+ (y-2)2= 1 kanonik
holatga keltiramiz; aylananing markazi C(l; 2) va radiusi 1 ga
teng. Simmetrik aylananing markazi C / (Xy 9 ni topamiz, buning
uchun C nugtadan x-y-3=0 to‘g‘ri chizigga perpendikular to‘g‘ri
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ehizig o‘tkazamiz; uning tenglamasi y-2=Kk(x-l), bu yerda: K =-
1/1=-1, bundan y-2=-x+I yoki x+y-3-0. x-y-3=0 va x+y-3=0 ten-
glamalarni birga yechib, x=3, y=0 topamiz, ya'ni C(l; 2) nugtan-
ing berilgan to‘g‘ri chizigga proyeksiyasi P(3; 0). Simmetrik nug-
taning koordinatalarini kesmaning o‘rtasini topish formulalaridan
izlaymiz: 3=(1+X/)/2, 0=(2+y/)2; shunday qilib, X/=5, yi=-2. De-
mak, Cj(5: -2) simmetrik aylananing markazi, u aylana (x-
5/ Hy-\ 2)2- 1tenglamaga ega boMadi.

6-masala. x2\y2=4fy+l) aylananing koordinata boshidan
oMuvchi vatarlar o‘rtalari to‘plamini toping.

Ycchish. Vatarlar to‘plamining tenglamasi y=kx ko‘rinishga ega.
Vatarlaming aylana bilan kesishgan nuqtalarining koordinatalarini
K orgali ifodalaymiz, buning uchun y~kx va x2+y24y-4-0 tengla-
malami birga yechamiz. xdk2+1)-4kx-4=0 kvadrat tenglamani ho-
sil gilamiz. Bu yerda xt-+X2=4k/(I+k2. Absissalar yigMndisining
yarmi vatar o‘rtasining absissasini beradi, ya'ni x=2k/(I+k?), vatar
o'rtasining ordinatasi y=2kZ (I+k2 ga teng. Oxirgi ikkita tenglik
i/.langan nugqtalar to‘plamining parametrik tenglamalaridir. Bu
tengliklardan K ni yo‘qgotib (buning uchun x=2k/(I+k2 munosabat-
da K y/x deyish yetarli), x2+y22y=0 ni hosil gilamiz. Shunday
gilib, izlangan to‘plam aylanadir.

Mustaqil yechish uchun masalalar

1-masala. \) X2ty28x+6y=0; 2) x2+y2+ 10x-4y+29=0;

3) X2+y24x+14y+52=0 aylanalaming radiusi va markazi koordina-
talarini toping.

2-masala. X2+y2+4x-6y=:0 aylananing OY o‘qi bilan kesishgan
nugtasidan o‘tuvchi radiuslar orasidagi burchakni toping.

3-masala. A(l; 2), B(O; -1) va C(-3; 0) nugtalardan o‘tuvchi ay-
lana tenglamasini tuzing.

4-masala. Markazi 2x-y-2=0 to‘'g‘ri chiziqda yotgan, A(7; 7) va
B(-2; 4) nuqtalardan o'tuvchi aylana tenglamasini tuzing.

5-masala. X2+y2=16 va (X-5)2+y2=9 aylanalar umumiy vatarin-
ing tenglamasini tuzing.

2. Ellips

Ellips deb tekislikdagi shunday nugtalarning to‘plamiga
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aytiladiki, bu nugtalaming har biridan shu tekislikning fokuslar deb
ataluvchi ikki nugtasigacha boMgan masofalar yigMndisi oV.garmas
miqdordir. Uni 2a bilan belgilanadi. Bu o‘zgarmas miqdor fokuslar
orasidagi masofadan katta boMadi. Agar koordinata o‘qglari cllipsga
nisbatan 52-rasmda ko'rsatilganidek joylashib, ellipsning fokuslari
esa OX o‘gida koordinatlar boshidan bir xil masofada

(F/(c; 0), FX-c; 0)) yotsa, ellipsning oddiy (kanonik) tenglamasi

ko‘rinishda boMadi. a- ellipsning katta, b - kichik yarim o‘qi, a, b,
¢ (c - fokuslar orasidagi masofaning yarmi) lar o‘rtasida cf-b' U:2
munosabat bor.

Ellipsning shakli uning ekssentrisiteti (sigilish oMchovi) P -c/a
(c<a boMgani uchun | <1) bilan xarakterlanadi. Ellipsning biror M
nugtasidan  fokuslargacha boMgan masofalar nuqtaning fokal ra-
dius-vektorlari deb ataladi. Ular r\, r2 bilan belgilanadi (ellipsning
ta’'rifiga ko‘ra uning ixtiyoriy nuqtasi uchun r,+r2=2a boMadi).
Xususiy holda a=b (c=0, | =0, fokuslar markaz bilan ustma-usi
tushsa) boMsa, ellips aylanaga aylanib goladi: x?+y2=a2 M(x\; vy,)
nugta va x2/a2+y2b2=J ellipsning o'‘zaro joylanishi quyidagi shar-
tlar bilan aniglanadi: agar x] /a2+y]/b2=1 boMsa, M nugta
ellipsda yotadi; agar jti2la 2+ yf Ib2> 1 boMsa, M nugta ellips-

dan tashqarida; Xx) /7a2+y2/b2< 1 boMsa, M nugta ellips ichida

yotadi. Fokal radius-vektorlar ellips nugtalarining absissasi orqgali
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N a-ex (o‘ng fokal radius-vektor), 2=a+ex (chap fokal radius
vektor) ifodalanadi.

1 -masala. M(5/ 2 ; /4)va N(-2;y[T5 /5) nugtalardan

o‘tuvchi hamda simmetriya markazi roordinata boshida, fokuslari
absissalar o‘gida joylashgan ellipsning kanonik tenglamasini tuz-
ing.

Yechish. x2c?+y2b2=1 izlangan ellips tenglamasi boMsin. Bu
tenglamani M, N nugtalarning koordinatalari ganoatlantirishi ke-
rak. Demak,

25 3 4 3
----- r H-—-r —1, — A1 —1
4a2 8b2 a2 b5b2

Bundan a2=10, b=I. Demak, ellips tenglamasi x2/10+y2-=| boMadi.
Mustaqil yechish uchun masalalar

l-masala. x2/a2+y2/b2=1 ellipsning fokusidan katta yarim o‘qga
tushirilgan perpendikulaming ellips bilan kesishgan nugtasigacha
uzunligini toping.

2-masala. x2Z25+y216=| ellipsning chap fokusidan va quyi
uchidan o‘tgan to‘g'‘ri ehiziq tenglamasini tuzing.

3-masala. Uchlari koordinata o‘qglariga joylashtirilgan ellips
M (I; 1) nuqtadan o‘tadi va ekssentrisiteti f. =3/5 ga teng. Ellips
tenglamasini tuzing.

4-masala. M(7; 1), N(-5; -4), P(4; 5) nugtalar x2/50+y2/32=I
ellipsga nisbatan qanday joylashgan?

3. Giperbola.

Giperbola deb tekislikdagi shunday nugtalarning to‘plamiga ay-
iiladiki, bu nugtalarning har biridan shu tekislikning fokuslar deb
ataluvchi ikki nugtasigacha boMgan masofalar ayirmalarining abso-
lyut giymatlari o‘zgarmas miqdordir, bu o‘zgarmas miqdor 2a bi-
lan belgilanadi, u fokuslar orasidagi masofadan kichik. Agar giper-
bolaning fokuslarini F,(c; 0), FX-c; 0) nuqtalarga joylashtirsak, u
holda giperbolaning

X2c?-y2/b2~ | n (8.4)
kanonik tenglamasiga ega boMamiz, bu yerda: b2=c2cr2 Giperbola
ikki tarmogdan iborat va koordinata o'glariga simmetrik joyiash-
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gan. A/(a; 0), AQ-a, 0) lar giperbolaning uchlari deb ataladi.
\AAA=2a giperbolaning hagiqgiy, \B/B2\=2b giperbolaning mav-
hum o‘qgi deyiladi (53-rasm).

Agar giperbolaning M(x, y) nuqtasidan biror to‘g‘ri chiziggacha
bo‘lgan masofax -}+ ooyoki x-~-0oda nolga intilsa u to‘g‘ri chiziq
giperbolaning asimptotasi deyiladi. Giperbola ikkita asimptotaga
ega, ular y =z*(b/a)x. Giperbolaning asimptotalarini yasash
uchun tomonlari x=a, x-a, Yy~b, y=-b boMgan to‘gVi
to‘rtburchak chizamiz. Bu to‘g‘ri to‘rtburchakning garama-garshi
uchlaridan o‘tkazilgan to‘g‘ri chiziqg giperbolaning asimptotalaii
boMadi.

53-rasmda giperbola va uning asimptotalarming o‘zaro joylani-
shi ko'rsatilgan. | =c/a>| nisbat giperbolaning ekssentrisiteti deyi-
ladi. r/=£x-a (o0'ng fokal radius-vektor) r2=£x+a (chap fokal rs-
dius-vektori) giperbola o‘ng tarmogMning fokal radius-vektorlari
deyiladi. Xuddi shunday chap tarmogMning fokal radius-vektorlari
ri=-(.x+a, r2,(-ix-a) boMadi. Agar a=b boMsa, giperbolaning
tenglamasi X2y2=a2 boMadi. Bunday giperbola teng tomonli deb
ataladi. Uning asimptotalari to‘g‘ri burchak hosil giladi. Agar
koordinatalar o‘glarini asimptotalar deb garasak (teng tomonli gi-
perbolada), uning tenglamasi xy=m (m=ta22; m>0 boMsa, giper-
bola | va Il chorakda, m<0 boMsa, |l va |V chorakda yotadi. Xy~m
teng- lamani y=m/x ko'‘rinishda yozish mumkin boMgani uchun,
teng tomonli giperbola X,y miqdorlar orasidagi teskari proporsional
bogManishni ifodalaydi.
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tenglama ham giperbolani ifodalaydi, lekin haqgigiy o°‘q (02
boMadi. xZc?-y2b =7 va xZa-y2Zb2 -1 giperbolalar bir xil yarim
o‘gga va bir xil asimptotaga ega, lekin haqiqiy va mavhum o‘qglari
almashinib keladi. Bunday giperbolalar qo‘shma deb ataladi.

1-masaia. X2/16-y2/9=J giperbolaning o‘ng tarmogMda shunday
nugtalami topingki, undan o‘ng fokusgacha masofa chap fokusga-
clia boMgan masofadan 2 marta kichik boMsin.

Yechish. Giperbolaning o‘ng tarmogM uchun fokal radius-
vektorlar ri=f x-a va r2=£x+a formulalar bilan aniglanadi. De-
mak, ix+a=2(tx-a) tenglamaga ega boMamiz, bundan x=3a/(.;

bunda: a~4, | =c/a =Ja2+b2/a=5/4, ya'ni x=9,6. Giperbo-
la tenglamasidan ordinatani topamiz:

Shunday gilib, masalaning shartini ikki nugta ganoatlantiradi:
M, (9,6;0,6n[1N9). M 2(9,6;-0,6y[TI~9).
2-masala. A(-1, 0) va B(2, 0) nuqgtalar berilgan. M nugta shun-
day harakatlanadiki, AMB uchburchakda B burchak A burchak-
dan 2 marta kattaligicha goladi. M nugta chizadigan egri chiziq
tenglamasini toping.
N
Yechish. M nugtaning koordinatalarini x,y bilan belgilab tg B

A

va tg A lami A, B va A/nuqtalaming koordinatalari bilan ifoda-

laymiz:



Shart bo‘yicha, tgB=tg2A, ya'ni tgB = 2tgA/(1-tg 2A) ten-
glamaga ega boMamiz. Bu tenglamaga tg g |g£\ laming yu-
goridagi ifodalarini qo'yib,
Y _ 2y/(x+J)
2-x -y 2/(1+x)2
ga ega bo‘lamiz, y (y™O) ga gisqgartirib va soddalashtirib x2yZ3~1
ega bo‘lamiz. Izlangan egri ehiziq giperboladir.

3-masala. M(y[3,n[2) nugtadan o‘'tadigan, ekssentrisiteti 4-2
ga teng boMgan giperbolaning tenglamasini tuzing.

Ycchish. Ekssentrisitetning aniglanishiga ko‘ra c/a= 2 yoki
c2=2ct2 Lekin c2=a2+b2 boMgani uchun a2+b2-=2a2 yoki a2--b'
ya'ni giperbola teng tomonli. Ikkinchi tenglikni M nuqgtaning gi-
perbolada yotishidan keltirib chigaramiz, ya’'ni

(y[3)2/a2-(n/2)2/b2=1, yoki 3/a22/b2=l. a2-b2 boMgani
uchun 3/a22/a2~-l, ya’'ni a2*]. Shunday qilib, izlangan giperbola
tenglamasi y™-y2=1 boMadi.
Mustaqil yechish uchun masalalar

1-masala. Asimptotalari y = £(2~j2 /3)x boMib, M(9;8) nug-
tadan o‘tgan giperbola tenglamasini tuzing.

2-masala. Fokus va uchlari tenglamasi Xx2Z8+yZ5=| boMgan el-
lipsning mos fokus va uchlarida yotgan giperbola tenglamasini tuz-
ing.

3-masala. M(0;-1) nugtadan va 3x24y2=12 ning o‘ng uchidan
to‘g‘ri ehizig o‘tkazilgan. To‘g‘ri chizigning giperbola bilan ke-
sishgan ikkinchi nugqtasi topilsin.

4-masala. X2y2=8 giperbola berilgan. M(4;6) nugtadan oMuvchi
va giperbola bilan bir xil fokusga ega boMgan ellips tenglamasini
yozing.

5-masala. 9x2+25y2=1 ellips berilgan. Ellips bilan bir xil fokus-
ga ega boMgan teng tomonli giperbola tenglamasini tuzing.
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6-masala. Giperbolaning asimptotalari orasidagi burchak 6(f.
Giperbolaning ekssentrisiteti topilsin.

7-masala. X2/64-y2Z 36=I giperbolaning chap tarmog'ida shunday
nugtani topingki, uning o‘ng fokal radius-vektori 18 ga teng
boMsin.

8-masala. Ekssentrisiteti 2 va fokuslari x2/25+y2 9=I ellipsning
fokuslari bilan ustma-ust tushadigan giperbola tenglamasini tuzing.

9-masala. XxZ16-y/9=l giperbolaning Xx2\y2=91 aylana bilan ke-
sishgan nuqtalardagi fokal radius-vektorlari topilsin.

4. Parabola

Tekislikdagi berilgan nugta va berilgan to‘g‘ri chizigdan barobar
uzoglikda turgan nuqtalaming to‘plami parabola deb ataladi. Nuqgta
fokus, to‘g‘ri chiziq direktrisa deb ataladi. Agar parabolaning di-
rektrisasi x=-p/2, fokusi F(p/2;0) nugta bo‘lsa, uning tenglamasi

y2=2px (8.5)

Bu parabola absissa o‘giga nisbatan simmetrik joylashgan (54-
rasm) (p>0)

X-2py (8.6)
tenglama ordinata o‘giga nisbatan simmetrik boMgan parabola
boMadi. p>() da (8.5) va (8.6) parabola mos o‘glarining musbat to-
inoniga, p<() boMsa, manfiy tomoniga garagan boMadi. y2=2px pa-
rabolaning fokal radius - vektorining uzunligi r=x+p/2 (p>0)
formula bilan aniglanadi.

1-masala. Parabolaning, uchi koordinata boshida yotadigan
simmetriya o‘qi OX o°‘qgiga parallel. Parabolaning OX o‘qiga per-
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pendikular boMgan vatarning uzunligi 16 ga, bu vatarning parabola
uchidan masofasi 6 ga teng. Shu parabola tenglamasini tuzing.

Yechish. Vatarning uzunligi va uning parabola uchidan masofasi
maMum boMgani uchun, bu vatar oxirlarining koordinatalari
maMum boMadi. Parabola tenglamasi y: ~2px\ bunda X 6, y -8 deb
82"2p 6 topamiz, bundan 2p”~32/3. Shunday qilib, izlangan parabo-
la tenglamasi y2=32x/3 boMadi.

2-masala. OYo‘giga nisbatan simmetrik va 1, 111koordinat

burchak bissektrisasida uzunligi 82 boMgan vatar ajratuvchi,
uchi koordinata boshida yotgan parabola tenglamasini tuzing.
Yechish. lzlangan parabola tenglamasi X2=2py, bissektrisasi-
ning tenglamasi y=X. Shunday qilib, parabola bilan bissektrisaning
kesishgan nugtalarini hosil gilamiz: 0(0;0) va M(2p;2p). Vatarning
uzunligi ikki nugta  orasidagi masofa kabi topiladi:

8n[2 = y[4p2+4p2, bundan 2p 8. Demak, izlangan tenglama

X2=8y boMadi.
Mustaqil yechish uchun masalalar

1-masala. Agar parabolaning fokusi 4x-3y-470 to‘g‘ri chiziq
bilan OX o‘gining kesishgan nuqtasida yotsa, parabolaning teng-
lamasini tuzing.

2-masala. y2=8x parabolada direktrisadan 4 ga teng masofada
turuvchi nugtani toping.

3-masala. OX o‘giga nisbatan simmetrik, y”X to‘g‘ri chizigdan

uzunligi 432 ga teng vatar ajratuvchi, uchi koordinata boshida
yotuvchi parabola tenglamasini tuzing.

4-masala. y2=2X parabola koordinat boshidan oMuvchi to‘g‘ri
chizigdan uzunligi 3/4 ga teng vatar ajratadi. Bu to'g‘ri chiziq teng-
lamasini tuzing.
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9-8. Koordinatalarni almashtirish va ikkinchi tartibli egri chi-
ziq tenglamalarini soddalashtirish

1. Koordinatalarni almashtirish
XOY koordinatalar sistemasidan yangi XX\Y' koordinatalar sis-
temasiga o'tishda (bunda koordinata o‘glarining yo‘nalishi o‘z-
garmaydi, ya’'ngi koordinat boshi deb 0/(a, b) nugta olinadi (55-
rasm)) ihtiyoriy M nugtaning eski va yangi koordinatalari orasi-
dagi bog‘lanishi
x=x'+a, y=Yy'+tb (9-1)
X~Xx'-a, y-y'-b (9-2)
t'ormulalar bilan aniglanadi.
(9.1) formula orqali eski koordinatalar yangilari orqali, (9.2)
formuladan yangi koordinatlar eskilari orgali aniglanadi. Koordinat

r
M

1 o’

d

55-rasm.
o‘glarini a burchakka burashda (koordinat boshi o‘zgarmaydi) a
soat miliga teskari yo‘nalishda hisoblanadi (56-rasm), va eski X, y
yangi X', y' koordinatalar bilan
X = x'cosa -jy'sin a,y =Y sina +y’cosa (9.3)
X'= Xcosa +ysina, y'=-Xxsina +ycosa (9.4)
formulalar orgali aniglanadi.
1-masala. Koordinat o‘glari parallel ko‘chirilgan, yangi koordi-
natalar boshi Oi(3;-4) nuqgtada joylashgan. Nuqtaning eski koordi-

natalari M(7;8) ma’lum. Bu nuqgtaning yangi koordinatalarini top-
ing.
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Yechish. Bu yerda: a-3, b=-4, x=7, y=8 teng. (9.2) formula
dan x' =7-3=4, y'=8-(-4)=12 lami topamiz.

2-masala. XOY tekisligida M(4;3) nuqgta berilgan. Koordinatlar
sistemasi shunday burilganki, yangi absissalar o‘qi M nugtadan
o‘tsin. Agar A nuqgtaning yangi koordinatalari X'=5, y' =5 boMsa,
A nugtaning eski koordinatalarini toping.

Yechish. \OM\=V42+32=5 boMgani uchun sina = 3/5,

cosa = 4/5 teng, u holda (9.3) formulalar x=(4/5)x'-(3/5)y ",
y=(3/5) x' +(4/5)y' ko‘rinishni oladi. x'=y '=5 deb olib, x~1,
y=7 ni topamiz.
3-masala. Koordinat sistemasi a = n /6 burchakka burilgan.
M (s/i, 3) nugtaning yangi koordinatalarini toping.
Yechish. (9.4) formuladan foydalanib, topamiz:
= n/3cos(n /6) +3sin(n/6) =3/2+3/2 =3,

y'= -n/isin(n/6)+ 3cos(n/6) =-y[3/2+3w/3/2=/3
Mustaqil yechish uchun masalalar
l-masala. M(9/2, 11/2) nuqgta berilgan. Yangi koordinata
o‘glari sifatida 2x-1=0 (O/y' o‘q), 2y-5=-0 (O/X' o‘q) chiziglar
olingan. M nugtaning yangi sistemadagi koordinatalari topilsin.
2-masala. M (4yl-5 21[5) nugta berilgan. Yangi absissa o‘qi
sifatida y~2x, ordinata o‘qi sifatida y=-0,5x to‘g'ri chiziglar olin-
gan. Yangi o‘qglar eskilari bilan oMkir burchak tashkil etadi. M nuq
taning yangi sistemadagi koordinatalarini toping.
2.y=Ax+Bx+C ko‘rinishdagi parabola vay=(kx+/)/(px+qj
ko‘rinishdagi giperbola
y=Ax2+Bx+C ko'rinishdagi tenglama, koordinat o‘qlarini paral-
lel ko‘chirganda, ya'ni x=x"'+a, y=y'+b (a. b yangi koordinata-
lar boshi, X', y' yangi koordinatalar) formulalar yordamida, para-
bolaning kanonik tenglamasiga keladi. y=Ax2+Bx+C bilan anigia-

nadigan parabola OY o‘giga parallel boMgan simmetriya o‘qgiga
ega boMadi. (x=-Ay2+By+C esa OX o‘giga parallel boMgan simme-
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triya o‘qgiga ega). y=(kx+l)/(px+q) kasr chizigli funksiya, agar kg-
plA), pA) bo‘lsa, teng tomonli giperbolani aniglaydi. Koordinat
o'qglarini parallel ko‘chirganda bu tenglama teng tomonli giperbo-
ianing Xy=m kanonik tenglamasiga keladi, bu giperbolaning asimp-
totalari koordinat o‘glarida boMadi. m>0 boMganda giperbola tar-
mogqlari /va Ill chorakda, m<0 boMganda Il va IV chorakda yotadi.

I-masala. Yy=9x26x+2 parabola tenglamasini kanonik
ko‘rinishga keltiring.

Yechish. X,y o‘rniga mos ravishda jc' +a, y' +b ni go‘yamiz:

y'+b-9(x’+a)26(x '+a)+2
yoki
Y ~9x'2+6x' (3a-1)+(9c(r-6a+2-b)

0, b larni shunday tanlaymizki, X'oldidagi koeffitsiyent va ozod
had nolga aylansin.

f3a-1 = 0,

[9Qa2-6a+2-6=0
ya'ni a-1/3 b=l. Demak, x'2 (1/9) y' parabolaning kanonik
tenglamasi. Parabola uchi Qj(I/3, 1) davap=1/18.

Buriday masalani boshqgacha usul bilan ham yechish mumkin.
Berilgan y=Ax2+Bx+C (yoki x=/ly2+By+C) tenglama (x-af~2p(y-
b)[(y-b)2=2p(x-a)l ko‘rinishga keltiriladi. U holda Oi(a, b) nugta
parabolaning uchi, p parametming ishorasi parabolaning gaysi to-
monga yo'nalgunini ko‘rsatadi. y = 9Xx2-6 X-2 ni quyidagicha
0'‘zgartiramiz:

y--9(x2~ X +'-)-\+2,

y-1=9(x-i)2; (*-1)2=1 (>,-1).

Bundan yana parabola uchi O/(1/3, 1) nugtada boMib, parametr
p=1/18 ga tengligini topamiz, parabola OY o‘gining musbat tomo-
niga qarab yo‘nalgan.

2-masala.y=(4x+5)/(2x-1) giperbola tenglamasini x' 7' K
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ko‘rinishga keltiring. Giperbola asimptotalarining tenglamasini
boshlang'ich koordinatalar sistemasiga nisbatan yozing.

Yechish. Koordinat o‘glarini parallel ko‘chirish yordamida be-
rilgan tenglama

(V +b)(2x' +2a-1)=4 x' +4a+5
yoki
2x'yY +(2b-4) x' +(2a-l) y' =4a+b-2ab i5

ko‘rinishga keladi. 2b-4=0, 2a-1=0 dan a=0,5, b=2 lami topamiz.
U holda yangi koordinatalar sistemasida giperbola tenglamasi
X' Y =3,5 ko‘rinishga keladi. Giperbolaning asimptotalari sifatida
yangi koordinatalar olingani uchun, x'=0,5, Yy'=2 lar asimptota
bo'ladi.

Bunday masalaning boshgacha yechilishi: y-=(kx+l)/(px \q) ten-
glama (x-a)(y-b)=m ko'‘rinishga keltiriladi, giperbolaning markazi
Oi(a, b) nugtada yotadi; uning asimptotalari sifatidax avay-b lar
olinadi, m ning ishorasi giperbolaning qaysi choraklarda yotishini
ko‘rsatadi. y=(4x+5)/(2x-I) ni

(2x-1)y-(4x +5)=0;
2(x-0,5)y-4(x-0,5)-7 =0;
2(x-05(y -2)=7
ko'rinishga keltiramiz. Shunday qilib, giperbola tenglamasi (x-
0,5)(y-2)=3,5 ko‘rinishga keltirildi. Giperbola markazi 0/(0,5, 2)
nuqgtada, giperbola tarmoglari | va Ill chorakda x-0,5=0, y-2=0
asimptotalar orasida yotadi.
Mustaqil yechish uchun masalalar

1-masala. 1)y=4x-2X2A 2) y=-x2+2x+2; 3)x=-4y2+y;

4) x=y2+4y+5 parabolalar tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltir-
ing.
2-masala. Y)y -2x/(4x-1) 2)y=(2x+3)/(3x-2)
3) y=(10x+2)/(5x+4) giperbola tenglamalarim X'y'=m
ko'rinishga keltiring.

3. Ikkinchi tartibli egri chizigning besh hadli tenglamasi
Ax2+Cy2+2Dx+2Ey+F=G tenglama ikkinchi tartibli egri chizig-
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ning besh hadli tenglamasi deyiladi. (Xy had gatnashmaydi). Bu
tenglama tekislikda ellips, giperbola yoki parabolani aniglaydi

(A, C koeffitsiyentlar ko‘paytmasining ishorasiga garab koordinat
o'qlariga parallel boMgan simmetriya o'qlariga ega boMadi).

1 AC>0 boMsa, ellips, A=C boMsa, ellips aylanaga aylanadi.

2. AC<0 boMsa, giperbola, agar tenglamaning chap tomoni ikkita
chizigli ko‘paytuvchiga ajralsa, giperbola ikkita kesishuvchi to‘gri
chizigga aylanadi:

Ax2+Cy2\2Dx+2Ey+F=(alx+biy+ci)(aZ+b2y+C2)

3.AC=0 (A=0, C?lOyoki A?0,C=0) boMsa, tenglama parabo-
lani aniqglaydi, bu holda, agar chap tomon yoki X, yoki>» ni 0‘z ichi-
ga olmasa; (agar tenglama Ax2+2Dx+F=0 yoki Cy +2Ey+F=0
ko‘rinishga ega boMsa) parabola ikkita parallel to‘g‘ri chizigga
ajralishi mumkin. (haqiqiy har xil, hagigiy ustma-ust tushadigan
yoki mavhum). Egri chizigning turi va uning tekislikdagi joylanishi
uni A(X-xu)2+C(y-y0)2=f (ACXJ yoki AC<O0 ) ko‘rinishga keltirib
osongina topiladi; hosil boMgan tenglama ko'rinishiga garab ellips
va giperbolalaming ajralishi yoki birlashishini ham aniglash mum-
kin. Birlashmagan egri ehizig holida, koordinat boshini Oi(xy y()
ga ko‘chirib ellips yoki giperbola tenglamasini kanonik holga kelti-
rish mumkin. AC=0 boMgan hoi oldingi paragrafda toMa garalgan,
chunki bu holda parabola tenglamasini y=a/x2+bix+c yoki
x~aiy2riblyna ko'rinishda yozish mumkin.

I-masala. 4x2+9y28x-36y+4=0 tenglama qganday egri chizigni
ifodalaydi?

Yechish. Berilgan tenglamani quyidagicha o‘zgartiramiz:
4(?-2x)+9(p-4y)=-4; 4(x22x+1-1)+9(y24y+4-4)=-4;
4(x-1)2+9(y-2)2=-4+4+36; 4(x-1)2+9(y-2)2=36.

Yangi koordinata boshi deb O\ 1,2) nugtani olib, o‘qglarni paral-
lel ko‘chiramiz. Koordinatalarni almashtirish formulalaridan foy-
dalanamiz: x=x'+l, y=y'+2. Yangi o‘glarga nisbatan
4x'2+9y'2"36, yoki Xx'20ty'Z4=| tenglamaga ega boMamiz.

Shunday qilib, berilgan tenglama ellips ekan.
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2-masala. Xx29y2+2x+36y-44=0 tenglama ganday egri chizigni
ifodalaydi?

Yechish. Berilgan tenglamani o‘zgartiramiz:

(x2+2x+ 1-1)-9 (y 24y+4-4) - 44,
(x+1)29(y-2)2=44+1-36, (x+1)29(y-2)2=9.

Yangi koordinat boshi deb, 0/(-1,2) ni olib, o‘glarni parallel
ko‘chiramiz. Koordinatalarni almashtirish formulalari x=x'-I,
y=y’+2 bo‘ladi. Koordinatalarni almashtirishlardan so‘ng Xx'2
9y'2=9 yoki XxX'2Z9-y'2=| ga ega bo‘lamiz. Bu egri chiziq gipcr-
boladir. Bu giperbolaning asimptotalari y'= £(1 /3)x"' to‘g‘ri chi-
ziglardir.

Mustaqil yechish uchun
Quyidagi tenglamalar ganday egri chizigni aniglaydi? Ularni chi-
zing.

1-masala. 36x2+3y236-24y-23=0.

2-masala. 16x2+25y232x+50y-359-0.

3-masala. Lx>_ iy -x+ly-i =0.
9 3

4- masala. x2+4y24x-8y+8=0.

5-masala. X2+4y2+8y+5=0.

4. Ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy tenglamasini ka-

nonik holga keltirish

Agar ikkinchi tartibli egri chiziq

Ax212Bxy+Cy2+2Dx+2Ey *F=0
tenglama bilan berilgan boMsa, koordinata o‘qglarini burab,
x =x'cosa -y'sina, Yy =x’sina+y'cosa formuladan foyda-
lanib, koordinatalar ko‘paytmasi gatnashgan haddan ozod
bo‘lamiz. Qolgan almashtirishlar bundan oldingi paragrafda baja-
rilgan.

Egri chizigning ikkita chizigqga ajralishi berilgan tenglamaga qa-
rab quyidagicha bajarilishi mumkin. Tenglamani y ga nisbatan
kvadrat tenglama deb garaymiz (y2 oldidagi koeffitsiyent noldan
farqgli); agar bu ycrda kvadrat ildiz ostida gandaydir ax+b ikki
hadning to'la kvadrati tursa, ildizdan chiqgib, y uchun ikkita qiy-
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mat: y/"k/x+bj, Y2 ~¥X" b2 topiladi. Bu egri ehiziq ikkita to‘g‘ri
chizigga ajraladi. Berilgan tenglamani m ga nisbatan ham yechish
mumkin. Agar egri chizigning tenglamasida A=C=0 (BA)) bo'lsa,
B/D"2E/F boMgan holdagina ikkita to‘g‘ri chizigni aniqlaydi.

1-masala. 9x2+24xy”™ 16y225 =0 tenglama ikkita to‘g‘ri ehiziq
to‘plamini aniglashini ko‘rsating.

Yechish. Tenglamani (3x+4y)225=0 ko'rinishda yozib olamiz;
chap tomonni ko‘paytuvchilarga ajratamiz: (3x+4y-
5)(3x+4y+5)=0. Shunday gqilib, berilgan tenglama 3x+4y-5=0,
3x+4y+5-=0 ko'‘rinishdagi to‘g‘ri chiziglarni aniglaydi.

2-masala. 3x2+8xy-3y214x-2y t8=0 tenglama ikkita to‘g‘ri chi-
ziq tenglamasini aniglashini ko‘rsating.

Yechish. Berilgan tenglamani 3y22(4x-l)y-(3x214x+8)=0
ko‘rinishda yozib olamiz, uni y ga nisbatan yechamiz:

y =Ax:12 (4 x-1)2+(9x2-42x + 24)

3
yoKi
4x- 1+(5x -5)
y ~ 3

Bundan esa y=3Xx-2 va y=(-x+4)/3 to‘g‘ri ehiziq tenglamalariga
ega boMamiz, ularni 3x-y-2=0, x+3y-4-0 ko‘rinishda yozish mum-
kin.

3-masala. xy+ 2x-4y-8=0 tenglama bilan ganday ehiziq anigla-
nadi?

Ycchish. Tenglamani Xx(y+2)-4(y+2)-=0 vyoki (x-4)(y+2)=0
ko‘rinishda yozib olamiz. Shunday gilib, tenglama x-4=0, y+2=0
to‘g‘ri chiziglarni aniqglaydi, chiziglarning biri OX, ikkinchisi OY
o‘giga parallel.

4-masala. 5x2+4xy+8y2+8x+14y+5=0 tenglamani kanonik
ko‘rinishga keltiring.

Yechish. Birinchi banddagi (9.3) formuladan foydalanib, tcn-
glamani o‘zgartiramiz:
5(x'cosa - y'sina)2+4(x'cosa -y sina)(x'sina +y'cosa) +
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+8/x'sina +y'cosayY +8/x'cosa - y'sina) +

+ 14(x'sina +y'cosa) +5=0
yoki
(5 cos2a + 4sinacosa + 8sin2a)x'2+(5sin2a - 4sinacosa +
8cos2a)y'2+(6 sina cosa + 4(cos2a - sin2a))x'y'+
+ (8 cosa + 14sina)x'+(1l4cosa - 8sina)y'+5 =0,
4(cos2a - sin2a) + 6sinacosa =0 shartidan (ya'ni x-vy
oldidagi koeffitsiyentni nolga tenglaymiz) a ni  topamiz,
2tgz2a - 3tga-2=0 ga ega bo'lamiz, bundan
tgat =2, tga2=-1/2. tga ning bu giymati ikkita o‘zaro
perpendikular yo‘nalishga to‘g‘ri keladi. tga =-1/2 o‘'miga
tga = 2 olishimiz mumkin (x\ y' lar o‘mini almashtiramiz)
(57-rasm).

57-rasm.
tga = 2dan sina =+2//J, cosa - ¥1/J1; sina, cosa

larning musbat giymatini olamiz. U holda tenglama ushbu ko' rini-
shni oladi:

9X'2+4v'2+ 36 2ry'=0
n/5 n/5'
yoKki

9(x'2+4=x") +4(y'2-—L=Y ) = -5.
45 ! 2/5
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Qavs ichidagi ifodalarni to‘la kvadratga toMdiramiz:

9(x'+-"=)2+4(y'-—--—~f=)2= — 4— -5
|V [ 4105 5 20
yoki

O(X'+i )2 +4(y'- "~ )2=7
Koordinata boshi uchun O'(-2 /V3,1/4"5) nugtani olib,

x'=x"-2/05y'=y"+1/(4n[3/koordinat almashtirish formula-

. x"2 v"2
larini qoMlab, 9X"2+4y"2 9/4 yokKi-——--- e =1 ega
1/4 9/16

boMamiz (bu ellips tenglama5|).

5~masala 6xy+8y212x-26y+l1=0 tenglamani kanonik
ko‘rinishga keltiring.

Yechish. 1 Birinchi banddagi 3 formuladan foydalanib, tengla-
mani o‘zgartiramiz:

6(.x'coso; - M'sinaO(x'sina + ycosar) + 8(x'sinar + ycosa)2-
- 12(x'cosor - ¥ sina) - 26(x'sina + ¥ cosa) + 11= 0,
(6 sinorcosa + 8sin2ar);c'’2+(8cos2a - 6sinacosar)y2+
+ [16sin orcos o' + 6(cos2a - sin2a)]x'y-(l 2cosa + 26sin a)x'~
- (26cosar-12sina)Y+11=0.
X'y had oldidagi koeffitsientni nolga tenglab topamiz.
16 sintzcosa+6(cos2a-sin2a =0, yoki 3tg2a - 8tga- 3=0
Bundan tga, = 3, tga2=-1/3; tga = 3 desak, u holda
sina = +3/'JTo, cosa = 1 /y/To; sina, cosa ning musbat
giymatlarini olamiz. U holda tenglama quyidagi
Ix’2-y '2-94TOX'+yjTOy'+11=0
yoki
9(x'2-yfddx') - (y'2-VToy ) =-H
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ko‘rinishga keladi.
2. Qavs ichidagi ifodalami to‘la kvadratgacha to'ldiramiz:

g

yoki

Yangi koordinat boshi uchun O'(410 /2 -JO/2) ni olib,
X'=x"+410/2,y'=y"+474/2 ni qo‘llab, 9x"2-y"2=9
yoki jc" 2-y "2/9 = 1 ni hosil gilamiz (bu giperbola tenglamasidir).

6-masala x22xy+y210x-6y+25=0 ni kanonik holga keltiring.

Yechish. 1.0‘glami burash formulasidan foydalanib, tenglamani
0 ‘zgartiramiz:

(x'cosa - y'sina)2- 2(x'cosa - y'sina )( xX'sina +y'cosa) +
+<x'sina +y'cosa)2- I()(x'cosamy'sina) -
x'sina +y'cosa) +25=0,

yoki
(cos2a - 2sinacosa + sin2a)x'2+(sinJa + 2sinacosa +
+ c0s2a)y'2+2(sin: a-cos2a)x'y'-(10cosa +6 sina )x'+
+(1Osina- 6cosa)y'+25 =0

X 'y'oldidagi koeffitsientni nolga tenglab quyidagini topamiz

sin2a - cos2a =0,
bundan

tg2a =1, ya’ni tga, =1, tga2=-/. tga=1
ni olsak,
a, —it/4 yoki sina=//42, cosa=1/42.
U holda tenglama 2y'2S42X'+242y'+25 =0, yoki
2(y'2+42y")-842x'+25 =0 ko‘rinishga keladi.
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2. Qavs ichidagi ifodani to‘la kvadratga to‘ldiramiz:

//+m—u =8y[2x'-24 Y°ki (V+ =W 2fx'--~=
\% Zj | ?j I V2

Yangi koordinat boshini O'(3 /742, - 42 /2) ga ko‘chiramiz.

x'= x"—38/4~2, y'=y"+42/2 dan foydalanib, y"3=442x"
ni topamiz (bu parabola tenglamasi).
Mustaqil yechish uchun

Quyidagi tenglamalar ikkita to‘g‘ri chizigqa ajraluvchi egri chi-
zigni aniqglashini ko‘rsating va bu to‘g‘ri chiziglar tenglamasini
toping:

1l-masala. 25x2+10xy+y2I1=0.

2- masala. X2+2xy"™y24 2x+2y+1=0.

3-masala. 8x218xy+9y2+2x-1=0.
Quyidagi egri chizig tenglamalarini kanonik holga keltiring:

4- masala. 14x24 24xy+21y24x4 18y-139=0.

5- masala. 4xy+3x2( 16y+ 12x-36=0.

10-8. Determinant va matritsalar. Chiziqli algcbraik tengla-
malar sistcmasini Kramer va matritsalar usulida yechish

Determinantlarni hisoblash ularning oldindan bizga ma’lum
bo'lgan xossalariga asoslanib bajariladi. Bu xossalar quyidagilar:

1.Agar determinantda ikki satr o‘rinlari almashtirilsa (yoki
ikki ustun o‘rinlari), u holda determinantning ishorasi o'zgaradi.

2. Agar ikki satrning (yoki ikki ustunning) mos elementlari
0 zaro teng yoki proporsional bo‘lsa, u holda bu determinantn-
ing giymati nolga teng.

3.Agar determinantda satrlar bilan ustunlar o'rinlarini, ulam-
ing tartiblarini saqglagan holda almashtirsak, determinantning
giymati o‘zgarmaydi.

4.Agar biror satrning (yoki ustunning) elementlari umumiy
ko‘paytuvchiga ega bo‘lsa, uni determinant belgisi tashqarisiga
chigarish mumkin.
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5.Agar biror satrning (yoki biror ustunning) elementlariga
boshga satming (ustunning) mos elcmentlarini ma’lum bir son
ga ko'paytirib go‘shsak, determinantning giymati o‘zgarmaydi
Uchinehi tartibli determinantlar uchun bu xossa quyidagicha
yoziladi:
a,+ka2 b,+ kb2 cj+ kc?2

al b,
a2 b2 o = a2 b2 c2
a3 b3 c3 as b3 C3

6. Ikkinchi tartibli determinant quyidagi formula bo'yicha hi-
soblanadi:

= ci\l2 - a rbx (10.1)

7. Uchinchi tartibli determinant quyidagi formula bo'yicha
hisoblanadi:

a, b, c,

a, b, c2=a,b2ac3+a,b,c, +a3b,c, - a3b2c, - a}b,c3- a,b,c, (10 .2)
a, b, c3

Uchinchi tartibli determinantni hisoblashniug qulay sxemasi
mavjud (58 va 59- rasmlarga garang)

58- rasm. 59- rasm.

Bu sxemaga asosan 58-rasmda ulangan elementlar
ko'paytmasi o'z ishorasi bilan olinadi, 59-rasmda ulangan
elementlar ko'paytmasi teskari ishora bilan olinadi va natijada
determinantning giymati shu olti ko‘paytmaning yig'indisidan
iborat boMadi. n- tartibli determinantda, k- ustun va ~-satr ke-
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sishgan joyda turgan elementning algebraik toMdiruvchisi
deb k- ustun va / -satrlarni o‘chirishdan hosil boMgan n-1 tar-

tibli determinantning (-if'l ga ko'‘paytirilganiga aytiladi, bu
yerda: k+l, o‘chirilgan satr va ustunlamig nomerlarining
yigMndisi. Element algebraic toMdiruvchisini -1/
ko‘paytiruvchisiz garasak, o‘sha element ininorini hosil qila-
miz.
Misol. 5 -tartibli determinantda

a, bi c, d, e

b2 ¢c2 d2 e2

as b3 G d3 es (10.3)

a4 b4 C, db4 e4

as b, C5 d, e5

keluvchi algebraik toMdiruvchi 4 -tartibli

a, b, ¢, C
1*4 . “2 b2 C2 e2

(
°4 b4 *4
«5 b5 c5 e5
Bu yerda: (-1) sonning darajasidagi 3 soni d3 element turgan

galor nomeri, 4 soni esa d3 element turgan ustun nomcri.

8. Determinant qiymati biror gatorda (ustunda) turgan elemen-
tlar bilan unga mos keluvchi algebraik toMdiruvchilar
ko'paytmalarining yigMndisiga teng. Determinant elementlarini
kichik harflar bilan, wularga mos keluvchi mos algebraik
toMdiruvchilami mos indekslar bilan mos katta harflar bilan belgi-
lashga kelishib olamiz. Ya'ni a3 elementga mos keluvchi alge-
braik toMdiruvchini A3, d4 elementga mos keluvchi algebraik
toMdiruvchini esa D4 bilan belgilaymiz. 8- xossaga ko‘ra (10.3)

determinantni misol tarigasida quyidagicha ifodalash mumkin:
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D —Oj/lg + b3£3 + C3C3 + + C3E3

Bu tenglik detenninantning uchinchi gatori bo‘yicha yoyilmasini
ifodalaydi. Determinantni hisoblashning 8- xassasiga ko'ra n-
tartibli determinantni hisoblash (n —1) - tartibli determinantni
hisoblashga keltiriladi.

9. Agar determinantning biror satri elemntlari bittasidan tashqari
barchasi nolga teng bo‘lsa, u holda determinantning giymati shu
nolga teng bo‘lmagan elementni, unga mos keluvchi algebraic
to'ldiruvchiga ko‘paytmasiga teng. Bu keltirilgan xossalar yorda-
mida ixtiyoriy tartibdagi determinantlarni hisoblash mumkin.

1- masala. Determinantni hisoblang.

3 2) I

Yechish (10.1) formulaga ko‘ra

1)13 TN=2*1-4*7 =-26 2) 1:I*I-O*2
3) 41 4*6 + 1*5 = 29
2- masala. Determinantni hisoblang.
13 5 2 4 -1 2 11
0 2 1;2 7 3 2 ;3 3 2 1
4 12 3 1-2 14 -3

Yechish : (10.2) formulaga ko'ra

1)

13 5

0 2 1 =1%2*2+0%1*%5 + 4%3*%] —4*2*5 —

4 1 2

—0*3*2---1%*1*%1 = 4+0+12 40- 0- 1= -25

2

2 4 -1

7 3 2 = 2%3% (-2) +A4*2*3+7*|* (-1)— 1*3*3-
3 1-2

S2%2%1 - 4*7*(-2) = -12 +24 -7+ 9 -4 + 56 = 66
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3) 3 2 1 =2*2(-3)+1*1*1+3*4*1 —1*2*1 —
14 -3
—2*4*1 —1*3* (-3) =-12 +1 +12—2—-8+9=0

Mustagqil yechish uchun

1- masala.
Determinantni hisoblang.
-41 -31
I 2> _s ) 2
Javobi: 1)-32; 2)3; 3)5.
2- masala.
Determinantni hisoblang.
2 4 -1 4 7 1 3 1 -2
H» -4 2 1;22 3-4,; 3 12 -3
3 15 8 1 3 2 -1 4

Bu determinantlarning har birida biror satr elementlarining bu
satrga parallel boshga satrning mos elementlariga mos keluvchi
algebraik toMdiruvchilariga ko‘paytmalarning yig‘indisi 0 ga ten-
gligini tekshiring.

Javobi: 1) 120; 2)-236; 3) 15

Ikki noma’lumli ikki chizigli tenglamalar sistemasi

Ikki noma’lumli ikki chizigli tenglamalar sistemasi quyidagi
ko‘rinishga ega:

Cj,

Jax+ b,y
(10,4)
\a2x + b2y = c2.

Bu sistemaning determinanti deb noma’lumlar oldidagi
koeffitsientlardan tuzilgan determinantga aytiladi.
°i K

D= (10.5)

1 AgarDfO bo‘lsa u holda (10.4) sistema yagona yechimga
ega bo‘lib, bu yechim quyidagi formulalar yordamida topiladi:
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(10.6).

"2 2 "2
Bu holda (10.4) sistema birgalikda deyiladi. (10.6) formuladagi
kasming suratidagi dcterminantlami mos ravishda Dx va Dy deb

belgilaymiz. Shunday qilib, (10.4) sistemaning yechimi maxraji
sistemaning determinantiga teng, surati esa sistema determinanti-
dan aniglanayotgan noma’lum oldidagi koeffitsientlardan tuzilgan
ustunni ozod hadlardan tuzilgan ustun bilan almashtirishdan hosil
boMgan kasrlarning giymatlariga teng.

2. Agar sistemaning determinanti D--0 boMsa, lekin Dx va

Dy lardan kamida bittasi noldan fargli boMsa, u holda sistema ye-

chimga ega boMmaydi. Bu holda sistema birgalikda emas deyiladi.
3. Agar D= 0, Dx=0, Dy = 0 bir vagtda bajarilsa, u holda

sistemaning bir tenglamasi ikkinchi tenglamaga teng bo'lib, siste-
ma bitta tenglamaga kelib goladi va bu tenglamaning barcha ye-
chimlari, bir vaqtda ikkinchi tenglamaning ham yechimi boiadi.
Bu holda sistema cheksiz ko'p yechimga ega boMadi va u aniglan-
magan sistema deyiladi.
Uch nomaMumli uchta tenglamalar sistemasi

Uch nomaMumli uchta tenglamalar sistemasi quyidagi

ko'rinishga ega:

(t0.7)
Sistemaning determinanti
Oi bi q
D— & cq (10.8)
n3 r3

nomaMumlar oldidagi koeffitsientlardan tuzilgan determinantga
teng.
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I.Agar DO bo‘lsa , u holda (10.7) sistema yagona yechimga
ega va ular quyidagi formulalardan topiladi:

dt  g&i *1 al cl <1 bx d+
d2 g @ &2 d2 «2 & d2
d3 3 F— aa da «*7 - A3 d3
[*i bi Cl Y — «a bx ca'’ T “1 bi
b2 c2 a2 b2 1 « b2 ¢2
~3 c3 A2 ca aa b3 ¢3

Bundan shunday xulosa gilamiz: (10.7) sistema noma’lumiari
giymatlari maxrajlari sistemaning determinantiga teng boMgan, su-
ral lari sistema determinantidan aniglanayotgan noma’lum oldidagi
koeffitsientlardan tuzilgan ustunni ozod hadlardan tuzilgan ustun
bilan almashtirishdan hosil boMgan determinant boMgan kasrlam-
ing giymatlariga teng. (10.9) tengliklardagi kasrlarning suratida
turgan dcterminantlami mos ravishda Dx, Dy , Dz lar bilan
belgilaymiz.

2. Agar D=0 boMsa, lekin hech boMmaganda uning biror minori
va Dx, Dyi Dz lardan hech boMmaganda birortasi nolga teng

boMrnasa,u holda (10.7) sistema yechimga ega boMmaydi. Bu holda
sistema birgalikda emas deyiladi.

3. Agar D =Dx=Dy=Dz=0 boMsa va hech boMmaganda D

ning biror ikkinchi tartibli minori noldan fargli boMsa, u holda
(10.7) sistemaning bir tenglamasi qolgan ikki tenglamasiga teng
kuchii boMadi va (10.7) sistema ikki tenglamalar sistemasiga kelib
goladi. Bu ikki tenglamalar sistemasining ixtiyoriy yechimlari
uchinchi tenglamaning ham yechimi boMadi. Bu holda (10.7) ten-
glamalar sistemasi cheksiz ko‘'p yechimga ega boMib, sistema aniq-
lanmagan deyiladi.

4. Agar D ning barcha ikkinchi tartibli minorlari nolga teng
boMib, lekin DXD , Dz determinantlardan birortasining hech

boMmaganda bitta ikkinchi tartibli minori noldan fargli boMsa, sis-
tema birgalikda emas deyiladi va yechimga ega boMmaydi.



5. Agar D,Dx,Dy,Dz determinantlardagi barcha ikkinchi tar'ib-

li minorlari nolga teng bo'lib, lekin noma’lumlar oldidagi koeffit-
siyentlardan hcch bo‘lmaganda bittasi koeffitsienti noldan farqgli
bo‘lsa, u holda sistemaning ikki tenglamasi uchinchi tenglamaga
teng kuchli bo‘ladi va sistema bitta tenglamaga kelib goladi. Bun-
day sistema aniglanmagan deyiladi va cheksiz ko'p yechimga ega
boMadi.
1-masala. Tenglamalar sistemasini yeching:
\x + 2y = 8,
-y=23
Yechish. Avvalo (1.6) dagi determinantlardan D ni hisoblaymiz.

—7 ® 0 bo‘lgani uchun, berilgan sistema birgalikda va yagona

yechimgaega. x va y lami (10.6) formulaga asosan quyidagi-
cha topamiz:

a

3
x=irti' y=ifti'D=° -i |=14

X:—:_:Z; = — = ¢ = 3.
D -7 v D -7

Javobi: x=2 , y=3 .
2 - masala. Tenglamalar sistemasini yeching:
(x-y= 3
(3x - 2y = 1
Yechish. Sistemaning determinantini hisoblaymiz:
D=1 z1=1
D = 0 boMgani uchun sistema birlikda va yagona yechimga ega.

Noma'lum x va y lar (10.6) formulaga asosan quyidagicha topi-
ladi:
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Javobi: = —Hd, y = —R.

.3- masala. Tenglamalar sistemasini yeching:
j2x +3y =5
[4x + 6y = 1

Ycchish. Sistemaning determinantini hisoblaymiz:

a -
1) 0 boMgani uchun sistema yoki birgalikda emas yoki aniglan-

magan(cheksiz ko'p yechimga ega). (10.6) formuladan kasr sura-
tida turgan determinantni hisoblaymiz:

Ox-1* 6]=9 ,°
D —0,va Dx & 0 boMgani uchun sistema birgalikda emas.

Buning geometrik ma'nosi shundan iboratki, sistemaga kiruvchi
tenglamalar ikki parallel to‘g‘ri chiziglaming tenglamalaridir. Pa-
rallel to‘g'ri chiziglar kesishmaganliklariga ko‘ra ular umumiy
nuqgtaga ega emas va bu tenglamalardan tashkil topgan sistema ye-
chimga ega emas. (2x+3y-5=0 va 4x+6y-7=0 to‘'g'ri chiziqglar,
mos koordinatalar oldidagi koeffitsiyentlari proporsional bo'lgan-
ligiga ko'ra o‘zaro paralleldir: 2/4=3/6).
4 - masala. Tenglamalar sistemasini yeching:
3x - 4y = 5,
(6x - 8y = 10.
Yechish. Sistemaning determinantini hisoblaymiz:

D=13 -4]=0
(6 -81



D=0 boMgani uchun sistema yoki yechimga ega emas, ya'ni
birgalikda emas, yoki aniglanmagan , ya’' ni cheksiz ko‘p yechim-

gaega. Dx va Dy larni hisoblaymiz:
1S  -41

Dx:*10 e -40 +40=0, D =0
3 5 _ _
Dy = 16 101 - 30 - 30 = 0, D,

Shunday gilib, D = Dx= Dy =0 .Bu esa sistemaning anig-

lanmaganligini bildiradi. Hagigatan ham, ikkinchi tenglamaning
ikkala tomonini 2 ga boMsak birinchi tenglama hosil boMadi va
ikki tenglamadan tashkil topgan sistema ikki nomaMumli bitta ten-
glamaga kelib qoladi, ya'ni 3x —4y = 5.
Bu tenglama
3x-5
Y =
formula bilan aniglanuvchi cheksiz ko‘p yechimga ega.
Chunki x ga ixtiyoriy giymat berib y ning mos giymatlai ini hosil
gilamiz.
5 - masala. Tenglamalar sistemasini yeching:
X, + 2Xn -3,
2x1+ 3x2+ *3= —1,
x1-x2-x3=3

Yechish. Sistemaning determinantini hisoblaymiz.

1 7 -1
£>=2 3 1 =9 ; D®O.
1 -1 -1

Demak, sistema birgalikda va yagona yechimga ega. (10.9) for-
mulaga ko‘ra noma’lumlar quyidagicha topiladi:

-3 2 -1 1 -3 -1
-1 3 1 2 -1 1
3 -1 -1 1 3 -1
1 2 -1 1 2 -1
2 3 1 2 3 1
1 -1 -1 1 -1 -1
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M 32 -1
*3 = 2 -1 -1 3 -1 =18
3 1 3 -1 -1
-1
1 -3 -1 1 2 3
_ 2 -11 T-18 s2 3 -1 =9
1 3 - 1 - 3
18 -18
Bundan esa: Xj = = 2; ¥9 = = 2
9 9

6 - masala. Tenglamalar sistemasini yeching.

X +y +z=—2
Sx —y —z = 10,
\X -y + Sz = —12.
Yechish. Avvalo sistemaning determinantini hisoblaymiz:
3 1 1
D= 5 -1 -1 = -48
1 - 15
D ~ 0 demak, sistema birgalikda va yagona yechimga ega.
-2 1 1 3 -2 1
10 -1 -1 5 10 -1
X -12 -1 5 =12 5
3 11 1 1
5 -1 -1 -1 -1
1 -1 S -1 5
3 1 -2
5 -1 10
1 -1 -12
3 1 1
s -1 -1
1 - 15

formulalardan noma’lumlami topamiz:
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-2 1 1
D = 10 -1 -1 -43 D. -48
12 -1 5
3 2 1
oy = 5 10 -1 96; Dy = 96
1 -12 5
3 1 -2
D=5 -1 10 = 144 D3 = 144
1 -1 -12
-48 96
X = = 1; x =1 = -2 y = -2
-48 -48
144
= —3; z= —3
-48
7 - masala. Tenglamalar sistemasini yeching:

X + 3y —4z =
2x —3y + 6z —11,
18x —3y + 10z = 21.

Yechish. Sistemaning determinantini hisoblaymiz:

1 3 - 4
0=2-3 6 =0.
8 -3 10

Demak, sistemaning determinanti nolga teng. Chapdan yuqori
burchakda turgan minor
n 3 -
M33—12 _31—-3-6—-9 0.
Bu narsa determinantning uchinchi satri dastlabki ikki satrining
chizigli koinbinatsiyasi ekanligini ko‘rsatadi. Hagiqatan ham, bi-
rinchi gatorni 2 ga, ikkinchi gatorni 3 ga ko‘paytirib, so‘ng ularni

go‘shsak, uchinchi satr kelib chigadi. Endi Dx,Dy,D7 larni

hisoblaymiz. Agar ulardan hech boMmaganda bittasi noldan fargli
boMsa, u holda sistema birgalikda emas va u yechumga ega emas.

S -4
Dx = 11 3 6 = -132 .
21 3 10
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Shunday qilib, sistema yechimga ega emas. Agar birinchi ten-
glamaning chap gismini 2ga ko‘paytirsak, ikkinchi tenglamaning
chap gismini 3ga ko'paytirsak va ularni go‘shsak, u holda uchinchi
tenglamaning o‘ng gismi kelib chigadi:

2(x + 3y —4z) + 3(2x —3y + 6z) = 8x —3v + 10z .

Bundan esa uchinchi tenglamaning chap gismi birinchi va ikkin-
clii tenglamalaming chap gismlarining chizigli kombinatsiyasidan
iboratligini ko'rsatadi. Lekin birinchi tenglamaning o‘ng gismini 2
ga, ikkinchi tenglamaning o‘ng gismini 3 ga ko'paytirib, ularni
go'shsak 2*5 + 3*11 = 43 hosil bo'ladi. Uchinchi tengla-
maning o‘ng gismi esa 43ga emas, 21 ga teng boMib, bu garama-
garshilik sistema birgalikda emasligini bildiradi.

Javobi: sistema birgalikda emas.

8 - masala. Tenglamalar sistemasini yeching:

XX+ 3X2 ~ X3 = °>
2XX —X2+ 3x3 = 1,

\7xx + 7x2 + 3x2 —2.
Yechish. Avvalo sistemaning determinantini hisoblaymiz.

1 3 -1
D =2 -1 3=0
7 7 3
Bu determinantning quyidagi minori A= =—770.

Bundan esa D determinantning bir satri, golgan ikki satrining chi-
ziqli kombinatsiyasidan iboratligini bildiradi (agar birinchi satmi
3ga ko‘paytirib, ikkinchi satmi 2ga ko‘'paytirib, ulami qo‘shsak,
uchinchi satr hosil boMadi). Endi Dx,Dy,Dz lami hisoblaymiz va

Dx=Dy=Dz=0 ligini aniglaymiz. Shunday qilib
D - Dx = Dy = Dz = 0. Barcha determinantlar nolga teng boMib,

1 _minorning noldan fargliligiga ko'ra, sistemaning bir tenglamasi
golgan ikkitasining chizigli kombinatsiyasiga tengligi va sistema
aniglanmaganligi,ya'ni cheksiz ko‘p yechimga ega ekanligi kelib
chigadi. Hagiqgatan ham, birinchi tenglamani 3ga ikkinchisini 2 ga
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ko‘paytirib go‘shsak uchinchi tenglama kelib chigadi. Bundan
shunday xulosa gilamizki, birinchi va ikkinchi tenglamalardan tu-
zilgan sistemaning yechimi uchinchi tenglamaning ham yechimi
boMadi. Demak, berilgan sistema quyidagi uch nomaMumni ikkKi

tenglamalar sistemasiga kelib qgoladi.
XX + 3x2 - x3

{2xt - x2+ 3x3=1. *)

A= || 3I il ~ ligidan, bu sistema x1\ax2 nomaMumiarga

nisbatan yechimga ega. (*) sistemani quyidagicha yozib olamiz:
XX+ 3X2 = X3,

u: = 1- 3.r3.
Endi bizga maMum formulalarga ko‘ra
I x3 3
I~ 3x3 -1 3 —8xn
31
-11
X3
1- 3xq 5*3 1

larni hosil gilamiz. x3 ga giymatlar berib, unga mos keluvchi xx
va x2 laming giymatlarini hosil gilamiz. Demak, berilgan sistema

cheksiz ko'p yechimlarga ega.

9 - masala. Tenglamalar sistemasini yeching.
r x- 2y + z= 3,

<2x - 4y + 2z S,
(3x - 6y + 3z = 9.

Ycchish. Sistemaning determinantini hisoblaymiz:

1-2 1
D= 2 -4 2 =0
3 -6 3

Bu determinantning birinchi ustuni elementlari, uchinchi ustun
elementlariga mos ravishda teng boMgani uchun bu determinantni
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hisoblamasdan, uning nolga tengligini, determinantlar xossalariga
ko‘ra topamiz. D determinantning minorlarini tekshiramiz:
71= 0 o =0 2 =0
Bulardan esa birinchi va ikkinchi tenglamalardagi noma’ylumlar
oldidagi koeffitsientlar mos ravishda proporsionaldir.Undan tash-

gari

1 -2 111 2 1

. =0,
3 -6 3 3 -6 3
Bunda esa birinchi va uchinchi tenglamalardagi noma’lumlar oldi-
dat»i mos koeffitsiyentlar ham mos ravishda proporsionaldir:

3 -2 1
Dx= 5 -4 2=0
-6 3
Dx determenantning A= 2 42i' -2~ 0 minori noldan far-

gli. Shunday qilib, sistemaning determinant D va uning barcha mi-
norlari nolga teng, noma’'lumlar oldidagi koeffitsientlardan biri
nolga teng emas, undan tashqari shuni ko‘rdikki Dx = 0 , lekin

uriing minori A noldan fargli. Bundan esa sistema birgalikda
emasligi (garama-garshiligi) kelib chigadi, demak, sistema ye-
chimga ega emas. Agar biz ikkinchi tenglama noma’lumlari oldi-
dagi koeffitsientlar birinchi tenglama noma’lumlari oldidagi koef-
fitsiyentlarini 2 ga ko'paytirishdan hosil boMishini, lekin ikkinchi
tenglama pzod hadi, birinchi tenglama ozod hadini 2 ga
ko'paytirishdan hosil bo‘lmasligini ko‘rganimizda, bu hisoblash-
larni bajannasak ham bo‘lar edi. Bu garama-garshilik sistemaning
birgalikda emasligini ko'‘rsatadi.
10 - masala. Tenglamalar sistemasini yeching:

X —4y + 3z = 5,
tx—Sy + 6z = 10,
3x - 12y +9z = 15.
Yechish. Sistemaning determinantini hisoblaymiz:
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1 -4 3
D= 2 -8 6 =0
3 -12 9
Chunki birinchi va ikkinchi ustunlar mos elementlari proporsio-
naldir:

5 -4 3
Dx — 10 -8 6 =0
15 -12 9

Chunki birinchi va ikkinchi satrlaming mos elementlari propor-
sionaldir:

15 3
D=2 10 6=0
3 15 9

Chunki birinchi ustunning elementlari mos ravishda ikkinchi va
uchinchi ustun elementlariga proporsionaldir. Xuddi shunday
ko'rsatamizki,

1 -4 5
Dz=2 -8 10=0.
3 -12 15
Osongina ko'‘rsatish mumkinki, D ,Dx,DyD?2 determinantlar-

ning barcha minorlari nolga teng, va noma’ lumlar oldidagi koeffit-
sientlardan biri noldan fargli boMganligi uchun, sistema aniglangan
emas va cheksiz ko'p yechimga ega. Osongina ko‘rish mumkinki.
ikkinchi va uchinchi tenglamalar birinchi tenglamani mos ravishda
2ga va 3ga ko'paytirishdan hosil boMadi, ya’'ni ikkinchi va uchinchi
tenglamalar birinchi tenglamaga teng kuchlidir, shuning uchun bi-
rinchi tenglama yechimlari ikkinchi va uchinchi tenglamalami ham
ganoatlantiradi. Demak, berilgan sistema bitta birinchi tenglamaga
teng kuchli:
X —4y + 3z = 5.

Buning yechimi: x—5+ 4y —3z. 'y va z larga ixtiyoriy
giymatlar berib, ularga mos keluvchi x ning giymatlarini
hosil qilamiz:
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y=¢Cj,z=c¢2, x=5+ —3c2.
Demak, berilgan sistema cheksiz ko'p yechimlarga ega.

Mustaqil yechish uchun
1- masala. Tenglamalar sistemasini yeching.

Jx +3y = -2,
[3x-y =7.
Javobi: x - 1,9; y - —1,3.
7 - masaia. Tenglamalar sistemalarini yeching:
, fx+4y = 12, - 12y = -9/ . 9f3* + 5y = 12,
(83x - 2y = - 6. '[ 2x+ 3y = 18. "ooyl2x + 7y = 19.

Javobi: ) x = 0,y = 3. 2) x = 3,y =4 3 x=-1,yY=3
3 - masala. Tenglamalar sistemalarini yeching:
D (ISx -y = 14, f3x - Sy = 1, f2x + 3y = 17,
tl2x + 13y = 25. ' JI6x - 10y = 5. Jl4x + 6y = 34.
Javobi: l)x=y=7. 2) sistemalar birgalikda emas. 3) sistema

aniglanmagan.
4 - masala. Tenglamalar sistemasini yeching.
2xt + x2- xa= 0,
Xr - x2- 3x3 = 13,
3x1 —2x2 + 4x3 = —15.

Javobi: x1 = —1. x2= —2. x3= —4.
5- masaia. Tenglamalar sistemasini yeching:
( xx+ 3x2- 3x3= 13, f 2Xj —x2+ x3= -4,
1j\2x1 - 3.r2 + 3x3= -10, 2\ 3xr + x2- x3= -1,
1 +x3=0. V4xx —2x2 + 3x3= - 7.

f 2x1 + x3= 6,
3)j 2x; - x3 -2,

5z V2 — 9
n,2 - “ s

Javobi: ) xr - 1;x2=3; x3= —L
2)Xj=—1;x2=3 x3=1

3)Xj =x2=x3= 2
6 - masala. Tenglamalar sistemasini yeching:
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'X +y —3z =7,

3Xx —y + 2z = 4,

7ar —y +z = 17,
Javobi: sistema birgalikda emas va yechimga ega emas
7 - masaia. Tenglamalar sistemalarini yeching.

3xx + 2x2 —98 = 3, X + 3y —4z = 3,
1) xt-x 2+ x3=1, 2) Ty-7z=1,
13xx + 2x2 + x3 = 13. .2X —y - z —5.
Javobi: 1) sistema aniglanmagan
5-*,
2) sistema aniglanmagan
18+72 jZ
X2 =
8- masala. Tenglamalar sistemalarini yeching.
2xn  3x2 + 5x, = —1, 2Xr - 5x2 + 4ar3 = 11,
) Xt+x2+x3=-4, ; 2) Txt —3x2- X; =17.
5%l + 3x2 —4x3 = 11. Uexj I1.x2 + 243 = 20.
2XX + 3x2 —4jt3 = —4, m2x +y —z = 11,
3) 3xr + 2xr + Sx3 = 22, 4) 3x +2y -4z- 15
*i-x2+ x3= 2. 4x + 3y —7z —109.

2x + 3y —Sz = 4,
5 4x + 6y —10z = 8,
8% + 12y - 20z = 18.
Javobi: 1) xx = 1; x2 = —2,*3 = —3. 2) sistema birgalikda
emas. 3) xx = 1; x2= 2; x3= 3.

4) sistema aniglanmagan: X=7—2z;y=—3+ b5z

5) sistema aniglanmagan: X = 2 — 2y + —22
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Matritsalar hagida tushuncha va ular ustida amallar.
Teskari matritsa va chizigli tenglamalar sistemasini matritsa
usulida yechish

all al2 m aln

A= a2l a2 az2n
\aml m2 «mj
jadval matritsa deyiladi. /
“N al2 al3
ail 42
“20 a2 azZ3
\a2l 1227

k3 a2 a3lj
lar mos ravishda 2- va 3- tartibli kvadrat matritsa deyiladi. Ko‘p
ta'riflami umumlashtirish uchun ularni 3- tartibli matritsa uchun
beriladi. Ularni 2- tartibli matritsa uchun go'llash giyinchilik

tug‘'dirmaydi. Agar kvadrat matritsaning elementlari amn =a,,m

shartni ganoatlantirsa, matritsa simmetrik deyiladi.

[ al2z ais" ‘b, b12 bu
A= w21 a2 a23 » B= p2a1 p22 b
Ka3l a32 a33/ kb3l b32 b33>

matritsalar teng bo'lishi uchun amn = brmn shartning bajarilishi za-
rur va yetarlidir. A, B matritsalar yig'indisi quyidagicha aniglanadi:
‘an al2 al3" 'bn b2 b,3)
a2l «2 aZB * hi B bX
a3l «2 ax) y3l bn  basa)
., tbu an+hp . +b
o1 Th2l a2+bn ., b
veai v ai+b2 Dby,
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A matritsani m soniga ko'paytirish uchun uning har bir elementini
m ga ko‘paytiramiz:

‘an *12 an: fmau Tall mawsn
M= an a 22 a22 - maa m a22 m a23
°32  fI33, ymaM ;5 M 1C1bb;

A, B matritsalar ko~paytmasi quyidagicha aniglanadi:
‘'on  al2 'b, b2 b,3)

AB= a1 a2 am ba b2 px

Ka3l a32 a33, (b3 b32 b33;

3 3
iLanbJdi 5>]A* H aijhji
F1 j=I J=l
3 3 3
H a2,bjJ Yaa2)b]2 Y .a2jbj3
J=1 ! J=1
3 3 3

H a3jbjl Jla3jbj2 Yja3jbj3
yJ=i J=i J=i y

Ko'paytma matritsaning /-nchi satr va £-nchi ustunda turuvchi
elementi, A matritsa /-nchi satridagi elementlarini B matritsa A-nchi
ustunining mos elementlariga ko'paytmalari yig*indisiga teng.

Ikki matritsaning ko‘paytmasi umuman o ‘rin almashtirish xos-
sasiga bo'ysinmaydi. Ikki matritsa ko‘'paytmasiining determinanti
bu matritsalar determinantlari ko‘paytmalariga teng. Hamma
elementlari nollardan iborat boMgan matritsa nol- matritsa deyiladi:

fo 0 0>
0 0 0
0 00
Bu matritsa uchun: A+0=A.
I 0 0>
E- o0 1 o Dirlik matritsa deyiladi.
0 0 /

124



Bu matritsani A ga chapdan va o'ngdan ko‘paytmasi A ga teng:
EA=EA=A. Agar AB=BA=E bo'lsa, B matritsa A-ga teskari ma-
tritsa deyiladi. A ga teskari matritsan A~I bilan belgilanadi:

B-= A~x. Agar
«ll «[2 aB
Da=det\A\=D= 5 .2 a2z P0
a3l a32 «55

bo‘lsa, A matritsa teskari matritsaga ega. Teskari matritsa quyida-
gicha topiladi:

~All AX
Da Da Da
A. . AR AZ AR
Da Da Da

B Azn AB

Da Da Da)
A matritsa determinantidagi m - satr va n- ustunni o‘chirishdan
hosil boigan ikkinchi tartibli determinant (minor) bilan (-])mm

ifoda ko'paytmasi A matritsadagi amn elementning algebraik
to'ldiruvchisi deyiladi va Amn .orgali belgilanadi.
1
X= X2

\X3;
- ustun matritsa deyiladi.
AX ko'paytma quyidagicha aniqglanadi:

‘an  a12 a1z (k11 'a.xi a1x2  a13xan
AX = 221 a2 a23 x2 T a2lxl a22x2 a23x3
Ka3l O32 a33: J*31x1 a32x2 a33x3y
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allxl + al2x2 + a13x3 -t>i
a2, xi + a22x2 + a23x3 = b2

°31xl + a32x2 + a33x3 = h3
sistemani AX=B ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda

4 “122 als" (x, fM
A= a2 a2 a2 ,x = x2 . B= b2
ka3l a32 a33l] , X3, ny

Bu sistemaning yechimi X =A 1 B (DA g0) boMadi.

an 12 al3
a2zl a22 az3

ya3l a32 a33
matritsaning xarakterisitik tenglamasi

atl —A an al3
*0D 023 = 0.
«33 - A

Bu tenglamaning ildizlari A/, A™, Aj lar matritsaning xos sonlari

deyiladi. Agar boshlangMch matritsa simmetrik boMsa, Aj A2 A3
lar haqiqiy boMadi:

(an ~ +al2"2+al3xd =0
"a21%l + (a22 ~ 1)%2 + a23%3 ~ ®
a31$1+ a32%2 + (a33_ A)$3 =V

tenglamalar sistemasi, (undagi # xos son Aj , 2 , JB lardan

birini gabul giladi va shuning uchun sistemaning determinanti
nolga teng boMadi), A xos songa mos uchta (Mb”~273) sonni

aniglaydi. Bu uchta sonlar to'plami  (“h”2,23) o'‘zgarmas
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ko‘paytuvchi aniqgligida noldan fargli r ={,i +%j + vektorni

aniqlaydi va matritsaning Axos songa mos xos vektori deb ataladi.

'3 5 7s 1 2 4"
l-masala. 2 .10, B= 2 3 -2 matritsalar beril-
J 3 2 r> 0 1.
gan. A+Bn\ toping.
Yechish.
'3+1 5+2 7+4" ‘4 7 1n
A+B= 2+2 -1+3 0-2 =4 £ <8
mw B3+0 241 3 3 3J
2-masala.. Agar g ~ RS 2 38N boMsa, 2A+5B
J K J -2,
matritsani toping.
Yechish.
(6 10) '10 15 N 16 25
1= 5B = 2A+5B
u 2) 45 -10) 13 -8
fi 3 1 ‘2 1 0
3-masala. "=2 04, B=1 -1 2
J 2 3, J 2 1,
bo'lsa, AB va BA matritsalar ko'paytmasini toping.
Ycchish.
1 2+31+1-3 1m+3 (-1)+1w 1-0+3-2+117
A-B= 2-2¥0 1+4-3 2-1+0-( 1)+4-2 2-0+0-2+4 1
1-2+21 +3-3  I-1+2-(-1) +3-2 1-0+2-2 +3-1
8 0 7'
16 10 4
13 5 7
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2 1+1-2+0 1 2-3+10 +0-2 2-1+1-4+0-3»
B A 1-1 —1«2+2-1 1-3-10 +2-2 M-1-4 +2-3
3-1+2-2+11 3«3+2«0+ 1«2 3-1+2-4+1-3

4 6 6~
1 7 3
\8 n 14/
4-masala. Agar bo‘lsa, A3 ni toping.
Yechish.
'3 2" '3 2' '9+2 6+8~ '11 14n
Al= =
J 4 1 a4 WB+4 2+160 T 8
11 14" '3 2' '33+ 14 22 + 56’ ‘47
A2=A2mA = = -

v7 18, J 4; &1+ 18 14+72, 139
5-masala. Agar E - uchinchi tartibli birlik matritsa bo'lib,

T 1 29
A= 1 3 1
4 11
bo'lsa 2A2+3A+5E matritsani toping.
Yechish.
12 r(@a 1 2 '10 6 5\
A2= 1 3 1 1 3 1 = 8 11 6
3 1 ' v 9 & 1o,
'20 12 10' '3 3 6
2A2= 15 22 12 = 3 9 3
18 16 9, 12 3 3,
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0 o "28 15 16"

0 o 5
5eB=5m0 1 0 =0 5 0: 2-Ar+3-A+5-E= 19 36 15
o

© b .0 9 s; ;30 19 28
6-masala.
'3 2 2n
/ 3 | matritsa berilgan, uning teskarisini toping.
) 3 4
Yechish. A matritsaning determinantini hisoblaymiz:
3 2 2
Da=1 3 1=27+2-24 =5,
5 3 4

Bu determinant elementlarining algebraik toMdiruvchilarini to-
pamiz

S 27 2 2,
A/J:3 4_y A2_3 4 1 A\?}l—3 I_ ’
' Poa o= oy
A2=, , =L A= =2 =, =%
: 3— 12; Jp3= 32 A A3 s 2‘7'
3 7 " 5 3 T1 03 7

\

5 5 5

Demak, 1 2

5 5 5

12 | 7

5 5

7-masala. Ushbu
2x + 3y + 2z m9,
<jc+ 2y - 3z =14,
3X+Ay+2=16
tenglamalar sistemasini matritsa ko‘rinishidagi tenglamaga keltirib
yeching.
Yechish. Sistemani AX=B ko‘rinishda yozib olamiz, bu yerda
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2 3 2\ 59 m
=12 -3 X=vy B= 14
\] 4 v7y
Matritsa ko‘rinishidagi tenglamaning yechimi X-A 'B boMadi.
A ni topamiz, buning uchun Aning dcterminantini hisoblaymiz:
2 3 2

A

Da=1 2 -3 28+30-4=-6.
3 4 1

Bu determinant elementlarining algebraik tuldiruvchilarini to-
pamiz:

2 -3 3 2 3 2
a1 =14; A2l=- =5 A3l = --13;
4 1 4 1 2 -3
T} 222 awet P
3 1 3 ’ 1 -3
A,3-12--2; A23--2 3-1; A33-2 X 1
3 4 3 4 / 2
Shunday qilib,
(H 5 -13~7
-10 -4 8
-2, 1 |
Bundan
14 5, -13" 9° 126 + 70 -208
X =-- -10 4 8 14 1 90 -56 +128
v-2, 1 1 . 6. 18 +14 +16
-12+ 7"
-18 = 3
12) w2,
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8-masala. ! matritsa berilgan. Uning xos sonlari va xos
14 3

vektorlari topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglamani tuzamiz:
5 —X

=0 yoki (5-A)@3 A)-8=0 ya'ni A2- 8X+7=0,

4 3-X
demak, xos sonlar A] = 1va X2 =7 larga teng.
Birinchi xarakteristik songa mos xos vektorni

(5-9.)mE' +2 mE/=<)=

4N+ (3-9,K2=0
t
tenglamalar sistemasidan topamiz. J1/=1 bo‘lgani uchun va

lami 2E, +E2 =0 bog'lanishdan topamiz. ~ =a (a ®0 -
ixtiyoriy son) deb olib, %2 =-2a ni hosil gilamiz. A/=7 ga mos

vektor f=aT —2a j boMadi. Ikkinchi xos vektorni topamiz:

+2ft" =0,
uGE-nxX=
sistemada J1? = 7 ni qo'yib E,"-$2 - 0 tenglikka kelamiz, ya’ni
=" - "- pjt0. Ikkinchi xos xarakteristik songa mos xos vektor

r=p-1l+p-j boMadi.

9-masala.
r3 -1
-1 5
1 -1

matritsaning xos sonlari va xos vektorlami toping.
Ycchish. Xarakteristik tenglamani tuzamiz:
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1 5-N -1 =0
1 -1 3-A
yoki
@B-NXG- MEB- A)-IN+(-3+1+/)+(@1-5+X)=0
Elemental-almashtirishlardan so‘ng
(3-N1)\a2-8A+12)=0
ga ega boMamiz, bundan A-i=2, Xr=3, A3=6.
X\=2 xo0s songa mos xo0s vektomi topamiz:

6'-£'+<?3'=o0,
SN+ 3#2-~M"=0,
=0

f ' f
tengliimalar sistemasidan =0, £3 = -£/ larni topamiz. (bi-

rinch> va uchinchi tenglamalar bir xil boll\/lgani uchun ulardan birini
t t
tashlfb yuboramiz). =a desak, % =" ,43 =-0' va

r -tfi —a k. Endi /=3 giymatga mos xos vektomi topamiz:

)A\ ~1

- c +N =0-

C-£=*
tengl”alar sistemasini hosil gilamiz (bitta tenglama golgan ikki-
sininf natijasi). Bundan va 12 =/3-7+/3m] +/3 K.

4 (-(5giymatga mos xos vektorni topamiz:

".3£3"=0
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(bitta tenglama qolgan ikkitasining natijasi). Bu sistemani echib,
guyidagilami topamiz: Y, £2'"=~2y va
r3=ymi-2y-j +ym
Shunday qilib, berilgan matritsaning xos vektorlari
x=a\i-k) , 2=/« +7 +*) - b=y-(i- 2] -k)

Bu yerda a, (3 y lar ixtiyoriy noldan fargli sonlar.
Mustaqil ycchish uchun

1-masala.
'5 8 4s
A~ 3 2 5 matritsa berilgan. Birlik matritsani hosil gilish
|7 A 0)
uchun A ga ganday B matritsani qo‘shish kerak.
2-masala.
2 11
A= 1 2 1 matritsa berilgan. A2+ A+E matritsalar yig'indisini
1 1 2
toping.
3-masala.
10 20 -30
0 10 20 matritsa berilgan. Teskari matritsani toping.
vO0 0 10,
4-masala.

3x+4y - 11
<5y +6z = 28
X+2z=7

tenglamalar sistemasi berilgan, uning matritsa ko'rinishdagi ten-
glamasini yozib yeching.
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I1-8. Vektorlar algebrasi

Asosiy ma’'lumotlar.

Vektorlar algebrasi mexanika, elektrotcxnika va boshga texnik
fanlarda muhim rol o‘ynaydi. Ikki xil kattalik bor: skalar va vek-
tor kattalik.

1. Agar biror kattalik o‘zining sonli giymati orgali to'liq anig-
langan boMsa, bunday kattalik skalar kattalik deyiladi. Bularga
massa, zichlik, bajarilgan ish va issiglik darajalari misol boMadi.
Skalarlar algebraik kattalik boMib, ular ustida ixtiyoriy algebraik
amallarni bajarish mumkin : qo‘shish, ayirish, ko'paytirish, boMish,
darajaga ko'tarish va hokazolar.

2. Agar biror kattalikni aniglash uchun, ya'ni toMiq xarakter-
lash uchun, uning sonli giymatidan tashqari, yo‘nalishini ham bi-
lish kerak boMsa, bunday kattaliklar vektor kattaliklar deb ataladi,
yoki oddiygina vektorlar deyiladi. Bularga te/.lik, tezlanish, kuchlar
misol boMa oladi. Vektoming uzunligi uning sonli giymati boMib, u
vektorning moduli yoki absolyut giymati deb ataladi.

3. Vektorlar chizmada kesma bilan belgilanib, unga
yo'nalishini ko‘rsatuvchi strelka qo'yiladi (60-rasm).

60-rasm.
Biz vektorlami a ko‘rinishda (ustida strelka bilan), ulaming

modullarini a ko‘rinishda belgilaymiz. Ko‘p hollarda a vektorining
moduli Ja] orqgali belgilanadi.Xuddi shuningdek, vektorlami AB
ko‘rinishida ham belgilaymiz, bunda A -vektorining boshlangich
nuqtasi, B - esa vektorning oxirgi nuqtasini belgilaydi. Modul esa
AB orqali, yoki ]|.dB] orgali belgilanadi.

4. Agar vektoming moduli nolga teng boMsa, u nol vektor deb
ataladi.
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5. Agar a va b vektorlar parallel, yo‘nalishlari bir xil, modullari

teng boMsa, ular teng vektorlar deyiladi.Modullari teng boMgan va
parallel to‘g‘ri chiziglarda yotgan ikki vektor garama-qarshi to-
monlarga yoMialgan boMsa, ular garama-garshi vektorlar deb atala-
di. d vektorga qarama-qarshi vektor -a orqali belgilanadi.

6. Ikki vektorning yigMndisi parallelogramm qoidasi bilan anig-
lanadi: bos'nlangMch nuqtalari bir nugtaga keltirilgan ikki vektor, a

va b lami ygMndisi, shunday c vektorga tengki, bu vektor a va b

vektorlarga qurilgan parallelogrammning diagonali bilan bir xil
uzurilikda va bir xil yo‘nalgan boMadi (61-rasm).

a+b=c

¢ vektorning moduli quyidagi formuiadan topiiadi:

C= Ja2+ b2+ 2abcos(aAb) (111)

) ) o ) ot 4
7. Bir nechta vektorlar yigMndisi, misol uchun a, b,c va d

vektorlar yigMndisi quyidagicha quriladi: biror 0 nugta olinadi va
0 nugtada a vektorga teng boMgan OA vektor quriladi, A nugta-
dan E vektorga teng boMgan AE» vektor quriladi. B nugtada esa <:f
vektorga teng boMgan SC.:« vektor quriladi, va n;hoyat C nugtada (;9
vektorga teng boMgan CD vektor quriladi. Hosil boMgan siniq chi-
ziglami boshi va oxirini tutashtiruvchi OD vektor a, b.c va d
vektorlarning yigMndisiga teng boMadi (62-rasm).
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OD —a+ b+ c+d
Shuningdek, ixtiyoriy sondagi vektorlar yig‘indisi quriiadi.
8. Boshlari bir nugtaga keltirilgan a va b vektorlarniug ayir-

masi deb shunday c vektorga ayti-

ladiki, bu vektor boshi b vektorning oxirida bo'lib, oxiri a vek-
torning oxmda bo‘iadi, yoki a—V| = a4-(--n) = c bo'iib, —b
vektor b vektorga parallel, moduli b vektoming inoduliga teng,
lekin yo'nalishi b vektorga garama-garshidir:

c=ci-b=a + (—b) = OC (63-a rasm).

63-rasm.
9. a vektorni k skalar kattalikka ko‘paytirish natijasida shunday
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o vektor hosil boMadiki,moduli a vektoming modulini JA] soniga

ko‘paytmasiga teng, ya'ni H= I&lal. Y o‘nalishi esa fc>0

boMganida a vektorning yo‘nalishi bilan ustma-ust tushadi,
kK < 0 boMganda esa a vektorning yo'‘'nalishiga garama-garshi
boMadi.

ka = b, yoki a= , (K ©0).

10. Parallel to‘g‘ri chiziglarda yotuvchi ikki vektor, o‘zaro kol-
linear deb ataladi.

11. Berilgan vektoming birlik yoki ort vektori deb, shu vektor
yo'nalishi bilan bir xil yo‘nalgan va moduli 1 ga teng boMgan
vektorga aytiladi.

12. avektoming lo‘qiga proyeksiyasi deb shu vektor boshi va
oxiri proyeksiyalari A' va B' lar orasidagi yo'naltirilgan A'B’
kesmaga aytiladi. Bu uzunlik musbat ishoraga ega boMadi, agar
A'B" kesmaning yo‘nalishi 1 0‘qgining yo‘nalishi bilan bir xil boMsa,
manfiy ishoraga ega boMadi, agar J1'B'nmg yo‘nalishi 1 o0‘gining
yo‘nalishiga garama-garshi boMsa. Vektoming o‘qga proyeksiyasi
skalar kattalik boMib, uning uzunligi proyeksiyalanuvchi vektor
tizjnligi, o‘gning musbat yo‘nalishi bilan vektor orasidagi bur-
chak kosinusiga ko'paytmasiga teng (63-b rasm). a vektoming I

0'‘giga proyeksiyasini np,a bilan | o‘qgi bilan a vektor orasidagi
burchakni 0 na) bilan belgilaymiz. Shunday qilib,

at = npra = Jai *cos(lna). (11.2)
Agar or, p, va y lar a vektorning OX, OY va OZ koordinata o‘qlari
bilan mos ravishda tashkil etgan burchaklari boMsa, a vektorining

koordinata o‘qglari proyeksiyalari quyidagilarga teng boMadi:
ax — |a]cosa,

ay = |alcos/S, (11-3)

az = \a\cosy.

137



Bundan keyin koordinatalar sistemasi deganda hamma vaqt
to'g‘ri burchakli dekart koordinatalar sistemasi ko‘zda tutiladi.
Vektor-ning moduli, uning koordinata o‘qlariga proyeksiyalari or-
gali quyidagicha ifodalanadi:

la] = Ja* + af£ + a\. (11.4)

Y a'ni vektorning moduli, uning koordinata o‘qgiariga proyeksiya-
lari kvadratlari yig‘indisidan olingan arifmetik ildizga teng. Vektor
nolga teng deyiladi. agar uning uchta proyeksiyasi nolga teng
boMsa (bu narsa mexanikada bir nuqtadan chiquvchi kuchlar siste-
masining ta’siridagi jism tinchlik holatidaligining yetarli va zaru-
riy shartini keltirib chigarishda ishlatiladi). Agar i“~vaaj vektor
lar teng boMsa, u holda uning proyeksiyalari ham teng boMadi:

alx —alx'“ly azZy >°1x ~ a2z - (115)

Agar a vektorning boshining koordinatalari A(x1,y1,Zj) va oxi-
rining koorditalari B(x2,y2,z2) ma’'lum boMsa, u holda a vector
ning koordinata o‘qglariga boMgan proyeksiyalari quyidagi formula-
lardan aniglanadi:

a* = x2- Xi;ay =y2- yt; ax=122- zx. (11 6)
Uning moduli esa bu holda quyidagicha aniglanadi:

a=7("2-*i) + ¥2- Y\Y+ (z2~232 illm)
Shu narsa ayonki, (11.7) formula bilan A(x1l,yl,z1) va
B (x2,y2,z 2) nuqtalar orasidagi masofani ham hisoblash mumkin.

13. Vektorlar yigMndisining biror o‘gqa proyeksiyasi, sliu vek-
torning o ‘sha o‘qga boMgan proyeksiyalarining ygMndisiga teng

a= + 02 + ==+ an (11.8)
vektor tenglikdan quyidagi uchta skalar tenglik kelib chigadi :
N ®2x ®nn'
ay =aly+a2y+ - + any, (L.9)
maz - alz + a2z + " + anz-
g -9

14. Agar |J,j va K vektorlar moduli 1 ga teng boMib,

yo'‘nalishlari mos ravishda OX, OY va OZ koordinata o‘glari
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yo'‘nalishlari bilan ustma-ust tushsa, u holda a vektorning uchta
koordinata o‘qglari bo'yicha yoyilmasi quyidagi formula orgali
ifodalanadi :
a—axi+ ayj + ask ,

bu yerda: ax , ay va az lar a vektorning mos ravishda OX,
OY va OZ o‘g-lariga proyeksiyalaridir.a vektorning koordinata
o‘qglariga proyeksiyalari , ay va az Kkattaliklar, vektorning
koor-dinatalari deyiladi va quyidagicha yoziladi: a = {ax,ay,a, }.
Agar a vektorning boshi koordinatalar boshida bo'lib va uning
oxiri A ning koordinatalari x, y va z bo‘lsa, u holda uning
koordinata o‘qglariga proyeksiyalari uning oxirining

koordinatalariga teng:
ax = xX,ay=y,az=2z.

Bu holda vektor a A nuqgtaning radius vektori deb ataladi. Nug-

taning radius vektori r bilan belgilanadi (64-rasm).

2

n 4c

64-rasm.
r = xi +yj + zk va A(X,Y, z) nugtaning radius vektori uzunligi

gu\ idagicha hisoblanadi:
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r="x24y2+z2. (11.12)
15. avektoming OX, OY va OZ koordinatalar o‘qglari bilan hosil

gilgan burchaklari (11.3) va (11.4) formulalaridan quyidagicha to-
piladi:

a, a.

cosa - -
© A* +al +a*

cosp=Em . & ; (11.13)
a Ja2+a2+a?

«Z

2 2 2
a nkKk +al+a]

Bu formulalar orgali topiladigan kosinuslar a vektoming yo‘nal~
tiruvchi kosinuslari deb ataladi. Ular uchun quyidagi formula
o‘rinli:

cos2a + cos2ft+ cos2y = 1. (11.14)
Y a’'ni, uchta o zaro perpendikular o:qgiar bilan a vektor tasnkil et-

gan burchaklaming kosinuslari kvadratlari yig‘indisi 1 ga teng.
Agar jaf = 1 bo‘lsa, ya'ni a vektor odatda a0 deb belgilanadigan

birlik vektori boMsa, u holda uning koordinata o‘qlariga bo'lgan
proyeksiyalari quyidagi formulalar orqali hisoblanadi:
a° = cosa;

& = cosP; (11.15)
*g =
Ya'ni, a0 birlik vektorning OX, OY va OZ koordinata o‘qglariga

boMgan proyeksiyalari mos ravishda uning yo‘naltiruvchi kosinus-
lariga teng va quyidagi formula o ‘rinlidir:
a0 = icosa + Jcos0 + Kcosy'. (11.16)
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16. Agar a= axi+ ayj + a®k va b = bxt+ byj + bzk vek-
torlar berilgan boMsa, u holda
atb -- (ax+ bx)i + (a>x by)j+ (az+ bz)k,
ya'ni
(ax b)x = ax+ bx; (a+ b)y = ay + byfa + b)s ~ az+ 1i12.(11.17)

17. Ikkita a va _l;]’vektorlarning skalar ko‘paytmalari deb ular-
ning modullari ko‘paytmasini , ular orasidagi burchak kosinusiga
ko‘paytmisiga aytiladi. Ikki a va b vektorlar skalar ko'payt-
masini a« b orqali' belgillaymiz. g_ va b vektorlar orasidagi
burchakni B orgali belgilab, skalar ko‘paytma uchun quyidagini
olamiz:

aob= Jal Ibjcoss . (11.18)

(11.18) formuladan kelib chigadiki, a va b vektorlarning skalar

ko‘paytmasi, birining modulini ikkinchisining birinchi vektor
yo'‘nalishiga proyeksiyasiga ko‘paytmasiga teng (65-rasm).

a°b = |alba = |biab. (11.19)

Bundan esa:
oab » cob
nP ~ = IM
IkKki o‘zaro perpendikular vektorlar skalar ko‘paytmasi 0 ga teng,
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chunki bu holda cos(anb) = cosnj2 =0. Skalar ko‘paytma.

ikki son ko‘paytmasining hossalariga mos hossalarga ega:
a° b=a0b (komutativlik hossasi).

(a+b)*c = a°c + b°c (distrubutivlik hossasi).

Agar ikki a va b vektorlar koordinatalar o‘giga bo‘lgan proyek-
N

siyalari orgali berilsa, ya'ni a= axi+ ayj + azk va
» 4t
b = bxi+ byj + bzk boMsa, u holda ulaming skalar ko‘paytmasi

guyidagi formulalardan topiladi:
a° b= axbx + ayby + azbz (11.20)

ular orasidagi B burchak esa quyidagi formuladan topiladi:

cose = aB+ayB/y*B (1L21)

Agar a vektorining koordinata o‘glari bilan tashkil etgan

burchaklarini mos ravishda a,/3.y lar orqgali belgilasak , b
vektorning koordinatalar o‘qglari bilan tashkil etgan burchaklarni
mos ravishda al,pl,yl lar bilan belgilasak, u holda a va b

vektorlar orasidagi B burchak quyidagi formula orqgali topiladi:

cosO = cosa =cosal + cosfi mcospt + cosy mcosyXx. (11.22)
b be !sE i hatda
(16.23)
cosa =cosax + cosp ecosf3x + cosy mcosyx = 0. (11.24)

18. Ikki a va b vektorlarning vektor ko‘paytmasi deb shunday c
vektorga aytiladiki, u quyidagi shartlami ganoatlantiradi:

1) uning moduli  |c] = |a]|b]si?™> gateng;

2) ¢ vektor ko‘paytirilayotgan a va b vektorlar yotgan tekislikka
perperndikulardir:

3) ¢ vektor shunday yo‘nalganki, agar uning oxiridan a va b
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vektorlarga garalsa, birinchisidan ikkinchisiga eng qisga burilishi
sgat strflkasiga teskari yo'‘nalishda boMadi  (66- rasm).

a va b vektorlarning vektor ko‘paytmasi a* b bilan belgilanadi.

Icl = ]la *b] = absin(aAb) (11.25)

66 - rasm.

Ya'ni vector ko‘paytmaning moduli bu vektorlarga qurilgan paral-
lelogrammning yuzasiga teng:

|a* b] = SOABC (11.26).
Vektor ko‘paytmaning Esosiy hossalari:
1) agar a va b vektorlar kollinear boMsa, yoki ulardan
birortasi nolga teng boMsa, a va b vektorlarning vektor
ko‘paytmasi nolga teng, ya'ni a* b — 0 boMadi.

2) ko‘navtuvchilarning o‘rni ajmashtirilganda vektor Ko‘payt-
maning ishorasi garama- garshisiga o‘zgaradi (67 - rasm),

a*b= —‘"b*a
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ya'ni vektor ko'paytma komutativlik hossasiga ega emasdir.
3)(a + b) *c¢ = a*c + b*c -distributivlik hossasi.

-f i

a va b vektorlarning vektor ko‘paytmasini ularning koordinatalar

o‘glariga boMgan proyeksiyalari orqali quyidagicha ifodalash
mumkin:

a*b= (ayb1- aby)i+ (aadbK- a>#B)] + (a>tty - ayhx)k. (11.27)
yoki determinant ko‘rinishida:

L

a* b= a, Oy az (11.28)
K by bz

Vektor ko'paytmaning koordinatalar o'glariga proyeksiyalari
guyidagi formulalardan topiladi:

(a » b)x = Oyb; - azby-

(a*t)y = azbx -a xbs; (11.29)

(a *b), = axby - Qybx.
U holda (11.4) ga asosan :
la*b] = J(oy bx- a,by)2+ (a2bx- ab,)2+ (axby - aybxY (11.30)
Vektor ko‘paytmaning mexanik ma’'nosi quyidagicha: agar F -
kuch, f - boshi 0 nugtada, ohiri F kuch qo‘yilgan A nuqtada
boMgan OA vector boMsa, u holda F kuchning 0 nugtaga nisba-

tan moment m O(F) shunday vektorki, u kuch go”yilgan/l nugtan
ing radius vektori r bilan F kuchning vektor ko'paytmasiga teng
boMadi, ya'ni

mO(F) -r *F.
19. a, b va c vektorlarning vektor - skalar , ya’'ni aralash

ko‘paytmasi quyidagi formulalardan topiladi:
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Aralasli ko'paytmaning absolut giymati a, b va ¢ vektorlarga qu-

rilgan parallelepipedning hajmiga teng. Ularga qurilgan piramidan-
ing hajmi esa quyidagicha topiladi:

K (11.31)

bunda determinant oldidagi ishora shunday olinishi kerakki, nati-
jada V- hajm musbat bo'lishi kerak, ya'ni a, b va ¢ vektorlar o‘ng

uchlik tashkil etganda “+”, chap uchlik tashkil etganda esa
ishora olinadi.

y i
20. IJchta a, b va ¢ vektorlar komplanar deyiladi, agar ular bir

tekislikda yotsalar. Uchta vektor komplanar bo'lishining yetarli va
zaruriy sharti ularning aralash ko'paytmasi nolga teng boMishidir.

1 - masala. Modullari ji~] = 5,]f21 = 7 boMgan va oralarida-

gi burchak B — 60° boMgan ikki vektorning teng ta’sir etuvchisini

toping. Teng ta'sir etuvchi bilan va Fz kuchlar tashkil etgan
burchak a va /> lami toping (68-a rasm).

X

b)
68-rasm.



Yechish. R= Fx+ R bo'‘lsin. (11.1) formulaga asosan
R= VS2+ 72+ 2 -5 «7 «c0s60°
yoki
R -- V2S +49 + 35 * 10.44.

Sinuslar teorcmasidan foydalanib, a va burchaklarni 4 BC

uchburchakdan topamiz: (a + /? = 0).

1 151 _ a
sinjff ~ sinar  sin (180 —B)

Lekin sin (180 —0) = sin0 boMgani uchun
\s

sma = = 0.581 ;a = 35°30"
R 10.44

- IFlsifMt 5*0581 . .
smp = A = —— =0.415;/? = 24 30

Tekshirish: a + /? = 35°30"' + 24°30' = 60 .

Javobi: a = 35°30"; £ = 24*30".

2 - masala. A va B nugqtalarning radius vcktorlari ina’Umi,
a = J1B vektorlarning o'‘rtasi C nuqgtaning koordinatalarini toping.
(68-b rasm).

Yechish. A va B nuqtalarning radius vektorlari mos ravishda r,
va B6boMsin. AB kesmaning o‘rtasi ~ va r, vektorlardan tuzilgan
parallelogramm diagonallari kesishishi nuqtasida joylashgan, va C
nugta ti va vektorlarning yarim ygMndisidan tashkil topgan r
radius vektor bilan aniglanadi, ya'ni

-+ K + K
r ~~T ~ (n -33)
A nugtaning koordinatalarini xx, yx va zx bilan, B nuqtaning koor-

dinatalarini x2 , y2 va z2 bilan, C nuqtaning koordinatalarini x ,y
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va z lar bilan belgilaymiz. (11.33) vektor tenglikni (11.9) formu-
lalar yordamida koordinatalar o‘glariga proyeksiyalaymiz. f, va
ry vektorlar C, A va B nugtalaming mos radius vektorlari boMgani

uchun ularning koordinata o‘qlariga proyeksiyalari mos ravishda
guyidagicha boMadi:
X=X,y=Yy, X=172

MNx = *1 - rly = >1 . = zv

TIx ~ XZ >r2y Yr >3 = z2-
Bu holda (11.33) vektor tenglik quyidagi uchta skalar tengliklar
bilan almashinadi:
*1 + *2 Yl +y?2 + 22

Javobi: AB kesmaning o'‘rtasi C nuqtaning koordinatalari:
*j+*3 L SUHYE

”

3- masala. a=2i +3/-4k va b= —3i+ 2/+ Sk

vektorlar berilgan. Ularning yigMndisi va ayirmalarining
koordinata o ‘glariga boMgan proyeksiyalarini toping.

Yechish. Bu vektorlarning yigMndisi va ayirmasini topamiz:
a+b=(2-3)t+ (3+2)y+ (-4 +5)fc=-t+ Sj+KkK

(@a+b)x=-1; (a+b)y=5,; (a+b)x=1.
a-b =2+ 3)i+ (3-2)/+ (—4 —5)fe=Si+j-9k
@a-b),=5; (a—b)y=1; (a- b)r=-9
Javobi: a+b- —1+5/+k; a- b=252+/—9k
(a+ b)x=-1 ; (a+b)y—5; (*+b)s=1.
(a—ba.=5; (@a- b)y=1; (a- b)z=-9
4 - masala. Boshi A(2;1;-4) nugtada, oxiri esa B(l;3;2)
nugtada boMgan a = AB vektorning koordinata o ‘qglariga

proyeksiyalari va yo'‘naltiruvchi kosinuslari topilsin.
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Ycchish. a vektorning koordinata o‘qlariga proyeksiyalarini
(11.6) formulalaridan topamiz.
ax = 1- 2=-1, ay=3-1=2 ,aa=2- (-4) =6 .
lal = V (-1)2+ 22+ 62 = n/41.

Y o‘naltiruvchi kosinuslarini esa (11.13) formulalar yordamida
topamiz:

1 2 6
cosor= — — CoSB = -= COSv = -=

\Z5 1 V41 r v4l
Javobi: ax=-1 ay =2, afE= 6.
cosa= — L , cos 8 = 2. ) cosy=-§

V2i r V4i Vu

n *
5 - masala. a= + ayj + a2k vektorning koordinata

o'glari bilan 1, va r' burchaklar tashkil etuvchi L o‘giga proyek-

siyasini toping.

Ycchish. a vektor va uning L o‘qgiga proyeksiyasi musbat yo‘na-
lishlari orasidagi burciiakni < bilan, a vektorning koordinata o‘q-
lari bilan tashkil etgan burchaklami cc.fi, va y lar bilan belgilay-
miz. U holda (11.22) formulaga asosan va L o”gining koordinata
o‘q'ari bilan tashkil etgan burchaklari 4 , va v ekanligini hisobga
olib, quyidagini yozish mumkin:

coscp = cosa mcosA + cosfi mcosfi + cosy ecost' (11.35).
(11.2) formulaga ko‘ra proyeksiya: alL = a mcoscp . Bu tenglikda
coscp o~rniga uning (11.35) dagi giymatni qo'yib, quyidagini hosil
gilamiz:
aL = a(cosa mcosA + cosfi ecosfi + cosy mcosv).
Bu tenglikning o‘ng tomonidagi gavsni ochib va
amcosa = ax , a =cosfi = ay , amcosy = ax
ekanligini inobatga olib a vektor ning L o‘qiga proyeksiyasini to-
pamiz:
al = axcosA + aycosii + ascosv. (11.36)
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2-usul. (11.19) formuladan a vektorning uzunligi 1ga teng bo‘l-
gan £ vector yo'nalishidagi proeksiyasi npsa = (a,l) tenglikor-
gali hisoblanishi kelib chigadi, ya'ni

np.a = axcos A+ aycos/.i + a. cosv.

6 - masala. a — 2i + 5j + k vektori berilgan. Uning L o‘qdagi
koordinata o ‘glari bilan bir xil o‘tkir burchaklar tashkil etuvchi aL
proyeksiyasini toping.

Yechish. Shartga ko‘ra a vektor proyeksiyalanadigan o‘gning
yo‘naltiruvchi kosinuslari o‘zaro teng: cosA = cosfi = cosv. Ix-

tiyoriy yolnaltiruvchi kosinuslar kvadratlarining yg‘indisi lga teng

c0s2A = cos2[n= cos2\'= 1, va bu yg'indida barcha
go‘shiluvchilar o‘zaro teng boMganligi uchun
3co0s2A =1

, COSZA = - coszA = -I=

Shuning uchun cosA = cosy, = cosv = s (shartga ko‘ra A u.

va Vv burchaklar o'tkir, shuning uchun uning yo‘naltiruvchi kosi-

nuslari musbat va ildiz oldidagi ishora musbat olir.di).
Shartga ko‘'ra ax = 2,ay = S, ax — 1, shuning uchun (11.36)

formulaga asosan a~ =22 + 52+ 17| ; = —.

7 - masala. Nugtaga uchta kuch ta'sir etmoqda R , F2, F3-
Ulaming to‘'g‘ri burchakli o‘qlarga proyeksiyalari quyidagicha:

t 2
X 2 4 -5
Yy | -3 4
z 5 1 2

Ulaming teng ta’'sir etuvchisining yo'nalishi va kattaligini toping.
Yechish. berilgan vektorlarning teng ta’sir etuvchi
R=Fj+ R +F3-
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Teng ta’sir etuvchi proyeksiyalarini x,y,z bilan, FX, Fz, F3 -
kuchlaming proyeksiyalarini esa mos ravishda X\,yx,zx ', x2,y2,z2
va x3,y3,z3 lar bilan belgilaymiz. (11.9) formulaga ko‘ra:

X = XX+ Xz + *3, X =1,

y = >1+vy2+ ¥3 Y= 2

z = +22+ 23, z = 8.
(11.4) formulaga ko'ra esa teng tasir etuvchi R ning kattaligining
koordinata o‘qglariga proyeksiyalari kvadratlari yig‘indisidan olin-
gan ildizga teng.

N= yfxz+ y2+ zz- VI2+ 22+ 32; R= V69 .

(11.3) formulalarga ko'ra teng ta’sir etuvchining yo‘naltiruvchi
kosinuslarini topamiz:

co5(Anx) = ~

2
2A = N=":
cos(/?Ay) 65
g
cos(i?Az) = —

8 —masala. Ikki a va b vektorlar o‘zlarining proyeksiyalari
bilan berilgan: a = {7,-2; —1} va b= {1;2; —3j. Bu
vektorlarning skalar ko‘paytmalarini va ular orasidagi
burchaklarni toping.

Yechish. (11.20) formulaga asosan

a 4 = axbx + ayby + a2bs. Bu tenglikka berilgan vektorlarning

proyeksiyalarini qo'yib a°b=14ni hosil qilamiz; (11.18)
formulaga ko‘ra a ®° b — |a] m|b] =cos9. Bundan esa cos# = rl
q

Shunday qilib, cost? aniglash uchun bizga a va b vektorlarning
modullarini aniglash qoldi.(l 1.4) formulaga ko‘ra
la] = %af + a* + af
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nf - /*£+by+h|

bundan esa lal=V54, |Ja = 7.348 , |b]=VI4,

IS = 3.742 larni hosil gilamiz. Demak, co0s0 = 14
27.469
cos 0 = 0.509, B = 59°24"'.
9 - masala. a= {2; 1, —2} va b —{l; —4; 2} vektorlar orasi-

tiagi burchak topilsin.
Ycchish. (11.21) formulaga asosan
ah, +a,h, +ah,
cos0 =
\akv\h\
bu tcnglamaning o‘ng tomonidagi barcha kattaliklar shartga ko‘ra

ma’lum. Noma’lumlar fagatgina Ja va |ft]. Ulami topamiz.
a=4a" + & + al ; a=\/9; a= 3.
b= Jbi+bp+ &: b=vVv2l, b= 4582 .

Bularni (11.21) go'yib, cosO — ~ ni hosil gilamiz.
cosd = -0.436 , B = 115°51"

i 0- masala. a= 5i- 4/ + 7k , b —i-\-] —2k vektorlarga
qurilgan parallelogrammning yuzini toping.

Ycchish. Vektor ko‘paytmaning ta'rifiga ko‘ra bu ikki vektorlar
vektor ko‘paytmasining moduli ularga qurilgan parallelogrammning
yuziga teng. Shuning uchun avvalo bu ikki vektorning vektor
ko‘'paytmasini topamiz, so‘ngra vektor ko‘paytmaning modulini
topamiz. (11.28) formulaga ko‘ra

. T 5 ¢
a*b— s —4 7 =7+ 17/+ 9k
11 -2

Moduliesa Jg*b\=VI2+ 172+ 92= V371, \a*f] = 19.26

Demak, parallelogrammning yuzi i9.26 kv. birlikka teng.
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Eslatma: a * b vektor ko‘'paytmani (11.27) formulaga asosan
j*am topish mumkin edi, buning uchun bu formulaga
ax = 5,0y=~4. az=7;
b,= 1, by =1, bs=-2
jiimi go'yish yetarli edi.
ll-masala. AB va CD vektorlar o‘zlarining boshlari va
~xirlari koordinatalari bilan berilgan A = (2;4;S);
0 =(—1;,—3;-2); C= (4;1;7); D= (-2; 3;10) . Ularning
1) AB *CD vektor ko‘paytmasini,

2) vektor ko'paytmaning modulini,
3) vektor ko'paytmaning yo‘naltiruvchi kosinuslarini toping.

Yechish. 1) avvalo AB va CD vektorlarlarning koordinata
~iglariga boigan proyeksiyalarini (11.6) formulaga ko'ra topamiz

(AB), = -3, (ED)X= - 6, (AB)y = -7,
(CD)y = 2, (AB), = -7, (CD), = 3,
Shunday qilib,
AB = t—3; —7; —T7}, CD = {—6;2; 3}.

pemak (11.27) formuladan:
yiB*CD = [—7 3 —(-7) -2] mlt[-7 m(-6) - (-3) m3] mj-i
+[-3 «2- (-7) =(-6)] =k

JB *CD = -7i+51/-48k

2) vektor ko'paytmaning ma’'lum proyeksiyalariga ko‘ra unin
~oduli (11.4) formuladan topiladi:

\AB*CD\=V (-7)2+512 + (—48)2
* CZ>] = V4954 = 70.3847.

3) vektor ko‘paytmaning yo‘naltiruvchi kosinuslarini (11.13)

formuladan topamiz:
1 -48

- , 5
cosa = z---m---o- ;. cos B —-omoeee- ;. COSyq =
% 70.8847 5 Y1 70.3847

cosa = —0.099 , cos/? = 0.724 , cosy = —0.682



12 - masala. Uchlarining koordinatalari
A(-2;1,2), B(3Yy—3;4) , C(l;0;9) bo'lgan uchburchakning
yuziui toping.

Yechish. AB va AC vektorlami ko‘ramiz. ABC
uchburchakning yuzi AB va AC vektorlariga qurilgan
parallelogramm yuzining yarmiga teng AB va AC vektorlarga
qurilgan parallelogrammning yuzi A3 va AC vektorlarning
vektor ko'‘paytrnasining moduliga teng boMgani uchun , ABC
uchburchakning yuzi quyidagicha topiladi:

Sasc = 2ZNe*AC\.

Avvalo AB *AC vektor ko'paytmani topib, so‘ngra uning

rnodiilini yarn;mi topamiz. AB va AC vcictoriaining koordinata
o'qglariga boMgan proyeksiyalarini (11.6) formuladan topamiz:
(AB)r=5 (IC)X=3 (AB)y = - 4
(ANY = -1 (AB)2=2 (AC\ =7
(i ! 27) formulaga asosan AB *AC = —267 —29y + 7k
AB * AC vektor ko‘paytmaning moduiini (11.4) formuladan topa-
ri/:
\AB *J c\= V1S66 = 39.573,
S~c = -2|ﬂB * AC\ = -2* 39.573, S”c =19.787 kv. birligi.

13 - masala. F — [3; 4; —2} kuch va bu kuch go'yilgan nuqgta
A — (2; —1; 3) berilgan. Koordinata boshiga nisbatan bu kuchning
momentini va momentning koordinata o ‘glari bilan tashkil etgan
burchaklami toping.

Yechish. Koordinata boshiga nisbatan bu kuchning momenti A
nugtaning radius vektorini F kuchga vektor ko'paytmasiga teng,
ya'ni =r *F . A nugta radius vektorning koordinata

o‘glariga boMgan proyeksiyalari A nuqgtaning koordinatalariga
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mos ravishda teng:
X—x~2,;,yw=y=—1; s=2z2=3
r=21-j + 3k
F kuchning koordinata o‘qlariga boMgan proyeksiyalari x = 3;
y —4; z — —2 masalaning shartiga ko‘ra maMum. Bu holda
(11.27) formulaga asosan:
mOo(F) =r*F= [-1 -(-2) —3-4]-i+[3 3—2-(—2)] -/
+ +[2 *4 —(—1) =3] =fc
Bundan in* = —10 , my = 13 , m2= 11.
Moment moduli
m = + wiy+ tn2=7(~10)2+ 132 -ml12; m = 19.784.

TnO(F) vektoming yo‘naltimvchi kosinuslari:

cosa = = -0.506: cos8 = — — = 0.658 ;
X9.754 ' 19.784

cosy = 1 = 0.557
19.784
Kuch momentning koordinata o‘qlari bilan tashkil etgan bur
chaklari quyidagicha:
a- 120°24/ /?-48°51* y-S6°9/

1 4 -masala. Uchlari ANxNynNzd, N2(G%2,y2,22) ,
A3(x3,y3,z3) A4(x4,y4,z4) boMgan piramidaning hajmini toping

Yechish. Piramida qurilgan ArA2 , va AXA4 vek-

torlami garaymiz. Bu vektorlarning har birining boshi va oxirlari
koordinatalarini bilgan holda, ularning koordinata o ‘qlariga
boMgan proyeksiyalami topamiz:

Aaz = (X2-XXYlr—y,,-2-2j;
AA3=(x3-xty3-y,,23-2,3;

A A4 =(x4-x,,y4-y,,z4-2,3
Piramida hajmi bu holda (1 1.32) formuladan topiladi.
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X2—Xr yr~>1 r2
V=t X=X y3- yr 23
>4 ~ Yr z4

15 - masala. Piramidaning uchlari berilgan:
~(5,1,—4), A2(1,2,—1), A3(3,3,—4) va [4(2,2,2). Uning
hajmini loping.

Yechish. AXAN . AXA3 va AxA4 vektorlarni
garaymiz. 14 masala yechimidagi yo‘lni go‘llab, (11.32)
formulaga asosan bu vektorlarga qurilgan piramida hajmini
topamiz. (11.32) formulani go'llash uchun bu vektorlarning
koordinata o‘glariga proyeksiyalarini topishimiz kerak.

n~-4n0.,3) , A™{-220) , ArAd4(_-3,1,6)

-4 13
Voo 2 0=2:2(24)
-3 16

V —4  kub birlik.

O Ing tomonda minus ishora, determinant manfiy boMgani uchun
olindi.
Mustaqil yechish uchun
16-masala. Ft va F2 kuehlaming teng ta’sir etuvchisini,

shuningdek, Fx va F2 kuchlar bilan ularning teng ta'sir etuvchisi
orasidagi burchaklarni toping.
ra=is, 1" = 10,5 va F, kuchlar orasidagi burchak 9 —45°.

Javobi: R= 23.173, a = 17°46', [? = 27° 14"

17- masala. a vektor o‘zining uchlari /1(2;4;-3) va B(-4;4;-5)
lar orqali berilgan. AB kesmaning o ‘rtasining koordinatalarini top-
inQ

Javobi: x = —1; > =4; z = —4.

18-masala. Uchta a, b va c vektorlar bitta tekislikda joylash-

gan. Ularning uzunliklari Ja] = 3, i = 2 , |Ic|] = 2 berilgan. b
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va c¢ vektorlar a bilan 60° burchak hosil giladi. b va c¢ vektorlar
orasidagi burchak a va 5 = a + b + e vektorlarning uzunligi to-
pilsin.

Javobi: a — 0 yoki a — 120°. Birinchi holda5 = y37, ik-
kinchi holda 5 = 5-

19- masala. o, b va c vektorlar o‘zaro perpendikulardir va
ulaming uzunliklari : Ja] = 2, bl = 3 , |Ic] = 6. Ulaming
yig'indisi S vektorining uzunligi va yo‘naltiruvchi kosinuslarini
toping.

Javobi: 5 = 7; cos(5Aa) = 2/7 , cos(5Ab; = 3/7 ,

cos(bAc) = 6/7 .

20- masala a= 2i + 3/ —4k va b = 3i —4j + 6k vektor-

. . . -1
laming yig'indisi a + b va ayirmasi a —b larni, a+ bva a—b

laming koordinata o ‘glariga proyeksiyalarini toping.

Javobi: a+ b= 5i—j + 2Kk, a—b= —7+7j —10k,
(a+ b)x=25, (a+ =-1,(a+b)r=2.
{a-b)x= -1, (a~b)y=7, (a-b)>»x -10 .

21- masala. a vektoming koordinatalari o‘qglariga proyeksiyala-
ri quyidagilar: ax = 2,a = 3, a2= —4 . a vektorning
yo'‘nal-tiruvchi kosinuslarini toping.

Javobi:  cosa = 2/-y/29 , cos/? = 3/V29 ,
cosy = —4/V29 .

22- masala. Nugtaga to‘rtta kuch Fx , F2 , F3 , F4 kuchlar ta’'sir

etmogda. Ularning koordinata o‘qglaridagi proyeksiyalari jadvalda
berilgan.
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4 -1
y 2 3 4 5
z 1 -2 -3 4
Teng ta’sir etuvchining kattaligi va yo‘nalishini toping.
Javobi: F= n/197, cosor= -1/V197, cos/? = 14/V197,
cosy = 0.
23- masala. (AB va CD vektorlar o‘zlarining boshlari va oxir-
lari koordinatalari bilan berilgan: A — (1; —3; —4);
B —(—1;0;2); C=(2;-4;-6); D= (1;1;1). Bu vektorlar
orasidagi burchaklarni toping.
Javobi: cosd = 0.973 , 9 = 13°21"'.
24-masala. a va b vektorlar o‘zlarining proyeksiyalari bilan
berilgan: <z{2; 4;—3} ; b{6;—4; 2}.
1) ularning skalar ko‘paytmasini,
2) ular orasidagi burchakni,
3) d vektorning b vektor yo‘nalishiga proyeksiyasini toping.
Javobi: l)a<>&= -10 2)cosd = -0.248 , 9 = 104°211
3)ab= -1.336
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