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S O Z B O S H I

Mamlakat imiz mustaqill ikka erishgandan so 'ng  dastlabki 
yil lardanoq ta ' l im sohasiga alohida e ’tibor qaratib kelinmoqla.  
«Kadrlar tayyorlash milliy dasturi» talablaridan kelib chiqilib, t a ’lim 
tizimi tubdan isloh qil inmoqda.  Ma ' lumki ,  uzluksiz t a ’lim tizimida 
oliy t a ’lim ikki bosqich,  y a ’ni bakalavr va magistratura 
bosqichlaridan iboratdir.

Shu sababli barcha bakalavr t a ’lim yo'nalishlari  va magistratura 
mutaxassisliklari bo'yicha davlat t a ’lim standartlari,  namunaviy 
o 'q uv rejalar, fanlar bo'y icha  namunaviy dasturlar ishlab chiqildi va 
tasdiqlandi.

Bakalavr t a ’lim yo'nalishlari  uchun yangidan tasdiqlangan davlat 
ta ’lim standartlari asosida o ‘quv adabiyotlarining yangi avlodini 
yaratish dolzarb vazifalardan biridir. Ushbu o 'q u v  qo ' l lanma «Ishlab 
chiqarish texnik sohasi» bilim sohasi t a ’lim yo'nalishlari  uchun 
tasdiqlangan «Oliy matemat ika» namunaviy  fan dasturi asosida 
tayyorlangan uch qismdan iborat o 'q uv  qo ' l lanmaning birinchi 
qismidir. O 'q uv  qoMlanmani qismlarga ajratishda «Ishlab chiqarish 
texnik sohasi» bilim sohasiga tegishli «Elektr energetika», «Neft va 
gaz konlarini ishga tushirish va ulardan foydalanish», «Texnologik 
mashinalar  va j ihozlar» kabi t a ’lim yo'nalishlarining namunaviy 
o ‘quv rejalarida «Oliy matemat ika» faniga ajratilgan soatlarni 
taqsimlanishi asos qilib olindi. Ushbu o 'qu v qo 'l lanmadan boshqa 
bilim sohalariga tegishli bakalavr t a ’lim yo'nalishlari  talabalari ham 
foydalanish mumkin.

Ushbu birinchi qism o 'q uv  qo 'l lanmaga oliy matemat ikaning 
analitik geometriya va chiziqli algebra elementlari hamda bir 
o 'zgaruvchi li  funksiyalar nazariyasining differensial hisobi 
bo' l imlari  kiritilgan. Barcha materiallar 27 ta yirik mavzuga ajratilib,
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ular ham o ' z  navbatida kichik mavzularga bo' l inib bayon etilgan. 
Kichik mavzularning b a ’zi birlari mustaqil t a ’limga moMjallangan.

O 'q uv  qo' l lanma mavzuni  o'zlashtirish oson bo' l ishi  uchun 
o'quv qo' l lanmada sodda amallarning bajarilishigacha batafsi 1 
ko'rsatilgan.

O'quvchi larning mavzularm chuqur o'zlashtirishlariga ko 'mak- 
lashish maqsadida liar bir mavzuning oxirida o ’z-o'zini  tekshirish 
savollari, mustaqil ishlash uchun misol va masalalar hamda test 
savollari berilgan.

O 'q uv  qo 'l lanma matnini kompyuterda  tayyorlashda yordamini 
ayamagan «Oliy matematika» kafedrasi o'qituvchisi M. G ‘ulomovaga 
mualliflar chuqur minnatdorchiliklarini bildiradilar. Ushbu o 'q uv  
qo ' l l anma oliy matemat ika fanidan «Ishlab chiqarish texnik sohasi» 
bilim sohasiga tegishli t a ’lim yo'nalishlari  bo 'y icha tahsil olayotgan 
talabalar uchun lotin yozuviga asoslangan o 'zbek alifbosi va 
imlosida tayyorlangan dastlabki adabiyotlardan bo' lganligi  uchun 
kamchiliklardan ho 1 i bo' lmasl igi  mumkin.  O 'q u v  qo 'l lanma haqidagi 
fikr-mulohazalaringizni Qarshi muhandislik-iqtisodiyot instituti 
«Oliy matemat ika» kafedrasiga yubolishingizni so'raymiz.
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1. HAQ1Q1Y SONLAU. KOORD1 NAT ALAR IISULI

1.1. Haqiqiy sonlar

Narsalarni,  buyumlarni  sanash zaruryati tufayli natural sonlar 
to'plami  N = { 1,2 ,3 ...} paydo b o ‘ldi. Bu to 'plamga natural sonlarga 
qarama-qarshi sonlarni hamda nolni qo'shish (birlasht irish)
natijasida butun sonlar to 'plami  Z {...,-n..... -3, -2 ,-1 ,0, l,2,...,n,... |
yuzaga keldi. Keyincbalik ikkita butun sonlarning nisbati ko'r i-  
nishida tasvirlanadigan ratsional sonlar to 'plami  Q - \pu/ |  (bunda

p.q&Z, q Ф 0 ) kiritildi. Mar qanday p  butun sonni  ̂ ko'r inishda

tasvirlash mumkin bo' lganligi  uchun butun sonlar ham ratsional 
sonlar tarkibiga kiradi. Istalgan sonni ikkita butun sonning nisbati 
ko' r inishda tasvirlash mumkinmi,  degan savolga yo 'q  degan javob 
olindi. Masalan,  tomonlari bir birlikka teng kvadratning diagonali 

uzunligi {d= \ 1  ), shuningdek aylana uzunligining lining diametriga 

nisbati (я)  kabi sonlarni ikkita butun sonning nisbati ko'r inishida 
tasvirlab bo' lmasl igi  isbotlandi.

Ratsional bo ' lmagan sonlar irratsional sonlar deyiladi.
Har qanday ratsional sonning chckli yoki cheksiz davriy o ‘nli 

kasr shaklida tasvirlanishini, irratsional sonning esa cheksiz davriy 
bo ' lmagan o ‘nli kasr shaklida tasvirlanishini eslatib o ‘tamiz.

1 7
Masalan, - = 0 , 2 5  chckli o'nl i  kasr, -  =0,777.. .=0,(7) cheksiz davriy 

4 9

kasr, л/2 =1,414.. . ,  я = 3 , 14159..., e = 2,7182818284.. .  cheksiz davriy 
bo ' lmagan o'nli  kasrlardir.

Ratsional va irratsional sonlar to 'plamlarin ing birlashmasi 
l iaqiqiv sonlar to 'plamini  tashkil etadi va u R orqali belgilanadi.
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1.2. Haqiqiv sonlarning geometrik tasviri. 
T o ‘g ‘ri chiziq nuqtalarining koordinatalari

Sonlar o 'qi  yoki o 'q  deb sanoq boshi -  koordinatalar boshi, 
musbat yo'nalish liamda uzunligi bir birlikka teng sanaluvchi kesma- 
o ' lchov birligi tanlangan to 'g ' r i  chiziqqa aytiladi.

Yo 'nal ish chizmada strelka orqali belgilanadi. Agarda sonlar o 'qi
1-chizmada ko'rsat ilganidek tanlansa, musbat .y haqiqiy songa 
sonlar o 'q ining sanoq boshi

1-chizimr

0 dan o'ngdagi  undan .v masofada bo 'lgan nuqtasi, manfiy .v 
songa 0 sanoq boshidan chapdagi undan .y  masofada boMgan 
nuqtasi inos keladi; 0  songa sonlar o ‘qining sanoq boshi mos keladi. 
-Y haqiqiy son sonlar o ‘qida uni tasvirlovchi M  nuqtaning koor-  

dinatasi deb aytiladi va M( x  ) ko'r inishda yoziladi.

Ml M; [) М. M4

-5 - 2~s L5 я  д-

2-chizma.

2-ehizmada -5, -2.5, 1.5, n haqiqiy sonlarni sonlar o 'qida mos 

ravishda tasvirlovchi M \ ( - 5), М 2 (-2,5), A/’, (1,5) va M j( n )  nuqtalar 

ko'rsatilgan.

Shundav qilib, istalgan v haqiqiy songa sonlar o 'q in ing aniq bitta 

M nuqtasi va aksincha sonlar o 'q in ing istalgan M nuqtasiga bitta 

haqiqiy son shu nuqtaning koordinatasi v mos kelar  ekan. Boshqacha 

aytganda haqiqiy sonlar to 'plami bilan sonlar o 'qining nuqtalari 

orasida o 'zaro  bir qiymatli  moslik mavjud ekan.
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Haqiqiy sonlar to 'plamining muhim xossalaridan biri uning 
tartiblanganligi, y a ’ni istalgan ikkita o 'zaro  teng boMmagan x  i va 
x  2 haqiqiy sonlar uchun X | > X :  va x , < x 2 munosabat lardan 
faqatgina biri bajariladi xolos.

Agar sonlar o ‘qi 1-chizmada k o ‘rsatilganidek y a ’ni gorizontal 
joylashtirilgan bo 'lib yo'nalish chapdan o 'ngga  tayinlangan bo' lsa,  
katta haqiqiy sonni tasvirlovchi nuqta kichik haqiqiy sonni 
tasvirlovchi nuqtadan o 'ngd a yotadi.

1.3. Haqiqiy sonning absolut (mutloq) qiymati

.Y > 0  haqiqiy sonning absolut qiymati  (modul i) deb shu sonning 
o'ziga,  .y <0 sonning absolut  qiymati deb -.Y songa aytiladi. ,v 
haqiqiy sonning absolut qiymati | x  | kabi yoziladi.

Shunday qilib:

[,v, agar y > 0  b o ‘ Isa,

I -  .y , agar л- < 0  b o ‘ Isa.

Masalan,  | 8 ] = 8 , I 5 | =5, | -5 | =5.
Noldan farqli istalgan haqiqiy sonning moduli  musbat  son bo' lar  

ekan.
Istalgan 8 > 0  uchun | л: | <e va — e < x < e  tengsizliklar teng kuch- 

liligini eslatib o ‘tamiz.
Haqiqiy sonning absolut qiymati quyidagi xossalarga ega:

1 . | X \ + X 2  I ^  I Л ' 1 | + I x 2 1 .

2. I x i -  X: | > | Д" i I - 1 x 21 ■

3. | x | • x 2-- x„  | = I x i | ■ | x 21 ••• I x„  I .

к  I
4. |,2|
Izoh. Kelgusida faqatgina haqiqiy sonlar bilan ish k o ‘rganimiz 

uchun haqiqiy son o ' rniga  oddiy son iborasini ishlatamiz.



1.4. T o 'g ‘ri chiziqning ikki nuqtasi orasidagi masofa

Sonlar o 'qin ing Л/i(.V|) va \h{*z)  nuqtalari orasidagi masofa d  
ni to pish uchun formula chiqaramiz.

Г а г а / qilaylik 0 < v, < .v, h o ' Is in ( 3 " -ehizma).

0  M,(Xj)  M ( л .)

v
3“ -ehizma.

U ho Ida ()M\ -V|, () \ U - -x2 bo' lib,  d  V;-.V| bo'ladi.
Shuningdek .v:<vi bo ' lganda (3h-chizma) d=x i-as bo'ladi.

Shundav qilib liar ikkala hoi uchun ham

ll= I A;-.V| I ( 1 . 1 )

formulaga cga bo' lamiz.

О ________м . , (x J ______ M ,  (x .)
x

.? -ehizma.

f o 'g ' r i  chiziqning ikkita nuqtasi orasidagi masofani topish uchun 
chiqarilgan ( 1 . 1 ) formula istalgan .v,, ,v; lar uchun ham o'rinli  
ckanligiga ishonch hosil qilish qiyin etnas.

1-misol. M ! (5 ) \ a  M;(—1) nuqtalar orasidagi masofani toping.
Ycchish.  a i 5. v; 4. (1.1) ibrmulaga binoan d- |-4-5| |-9|=9 

bo'ladi.

1.5. Dekartning tekislikdagi koordinatalar sistcmasi

Yuqorida ko'rdikki,  lo 'g ' r i  chiziq nuqtalarining o'rni  bitta son 
yani uning koordinatasi bilan to' la aniqlanadi. Tekislik nuqtalarining 
o ‘rni bir jiift sonlar bilan aniqlanishini ko'rsatamiz.  Faraz qilaylik 
tekislikda О nuqtada kesisluivchi. bir xil o ' lchov birligiga ega va 
o 'zaro  perpendikular Ox. Ov  o 'q lar  berilgan bo' l sin (ular tekislikda
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dekart sistemasini lashkil eladi). O.v va Or o 'qlar  joylashgan lekislik 
koordinatalar lekisligi deb ayl iladi va (7vv kabi belgilanadi (4- 
clii/ma).

M M

M,

4-chi:mu.

M nuqla slui бЛт tekislikning ixliyoriy nuqtasi bo'lsin.
M nuqtadan Ox  va О у  o 'q larga  perpendikulyarlar o' tkazib,  

ularning asoslarini M\ va M- lar orqali bclgilaymiz. Л/, nuqtaning Ox  
o 'qdagi .v koordinaiasi Л/ nuqlaning abssissasi, Д/ nuqtaning Oy  
o 'qdagi  у  koordinatasi M  nuqtaning ordinatasi  deb aytiladi. v. v lar 
M nuqtaning koordinatalari (dekart koordinatalari) deb aytiladi.

Shunday qilib, O.xy koordinata tekisligining istalgan M nuqtasiga 
yagona tartiblangan sonlar juftligi (,v,r) uning koordinatalari mos 
keladi.

Aksincha,  liar qanday (.v,v) jultlik O.xy tekislikdagi yagona M 
nuqtani aniqlaydi. Demak,  tartiblangan ( v,v) sonlar juftligi bilan (V.vv 
koordinata tekisligining nuqtalari orasida o 'zaro bir qiymatli  moslik 
mavjud ekan.

Ox o 'q  abssissalar o'qi ,  Oy  o ‘q esa ordinatalar o'qi ,  ular 
birgalikda koordinata o ‘qlari deyiladi. O 'qlarning kesishish nuqtasi
О koordinatalar boshi deyiladi. Koordinata o'qlari  koordinata 
tekisligini choraklar deb ataluvchi to'rt ta qismlarga ajratadi (5- 
chizma). v abssissaga \ a v ordinataga ega bo' lgan M  nuqtani M  ( v;i ) 
k o ‘rinishda yozisli qabul qilingan.
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П chorak 

v ' 0 ; vX)

Ш С ЬоГйк
Х< 0  ; у 'О

I chorak

X U. у  О

IV  chorak 

х > 0  ; V'  ()

5-chizma.

2-misol. Tekislikda М (3; -2) nuqtani yasang (6 -chizma).
Yechish. Abssissalar o 'qi  Ox da koordinatasi 3 ga teng M\ 

nuqtani hamda ordinatalar o 'qi  Oy  da koordinatasi  -  2 ga teng 
bo' lgan М2 nuqtalarni olamiz. M\ nuqtadan Ox  o 'q qa  perpendikulyar,  
M: nuqtadan Oy  o 'qqa  perpendikulyar to 'g ' r i  chiziqlar o' tkazamiz.

у ,

M,
0 X

M2 * M (3;-2)

6-chizma

To 'g ' r i  chiziqlarning kesishish nuqtasi M  izlanayotgan nuqta 
bo'ladi.

3-misol.  Berilgan M  nuqtaga ko' ra  lining koordinatalarini toping.
Yechish.  M  nuqtadan Ox  va Oy  o 'q larga perpendikularlyar 

o' tkazib,  ularning asoslarini mos ravishda M\ va M: lar orqali 
belgilaymiz. M \ nuqtaning Ox  dagi .v koordinatasi  M  nuqtaning
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abssissasi,  Mi nuqtaning Oy  o 'qdagi  koordinatasi M  nuqtaning 
ordinatasi bo' ladi.

1.6. Tekisl ikning ikki nuqtasi orasidagi masofa

O.xy tekisligining berilgan \1i(.x>:yi) va Л/.Y.v;; ' •) nuqlalari 
orasidagi masofani topish uchun formula chiqaramiz. A M /-  kesma 
koordinata o 'qlar ining hech biriga parallel bo' lmasin (7-chizma).

V i
y*

V

к

Mi

M,
N} 1 ii

J

x ,  О

7-chizma.

M\ nuqtadan Ox ga parallel, A/; nuqtadan Oy ga parallel to 'g ' r i  

chiziqlar o' tkazib,  ularning kesishish nuqtasini N  orqali belgilaymiz. 

M /M jN  uehburchak to 'g ' r i  burchakli bo' lganl igi  sababli Pilagor 

teoremasiga binoan, M i M f  = M iN~+NM y  bo'ladi.

M iN  l.vj-.v/l. -VA/.- I v : - r i  I ekanini hisobga olsak, M tM f  = l.v;-
i l l  I *> ■» •> - - ,.

-V| I “+l Г2- Г 1 r=(.v:-.Yi) '+(_v:-rir bo'ladi.
Izlanayotgan masofani d orqali belgilasak, tekislikdagi ikki nuqta 

orasidagi masofani topish uchun

d v ( \  - x , ) ; (y -> , )  ( 1 .2 )

formulaga ega bo' lamiz.

Xususiy holda koordinatalar boshidan Д/(л ;у) nuqtagacha bo' lgan 

d  masofa
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d ч'х - у  (1.3)

formula yordamida topiladi.

( 1 .2 ) lormula M jM i  kesma koordinata o 'qlar ining birortasiga 
parallel bo ' lganda ham o'/,  kuehini saqlaydi.

4-misol.  Mi  (3; 4) va Л/2(-1; 1) nuqtalar orasidagi masofani 
toping.

Yechish.  .vr 3, n = 4 ,  v -1. r2  ̂ l. (1.2) lormulaga binoan 

d 4 i - ! - 3 i  M l - 4 ) : =yj(-4)- + ( -3)’ = Vl 6  + 9 = 5  bo'ladi.

5-misol.  O xy  tekislikda A(l ; -1)  nuqtadan hamda Or o 'qdan 5 
birlik uzoqlikda joylashgan nuqtani toping ( 8 -chi/ma).

Yechish. M(.v; у) (л>0) izlanayotgan nuqta bo'lsin.  IJ holda 
A/:((9,v) M nuqtaning Oy  o 'qidagi  proeksiyasi bo' ladi.

Shartga ko 'ra  M :M  -AM  5. (1.2) lormulaga asosan

M :M   ̂ i v ()i + ( v - v ) ~ = 5  yoki bundan л- 5  kelib chiqadi.

S hu n in g d ek  A M  = -  \ ) : + ( v + I ) : = 5  yoki  bunga 

x - 5  ni qo'ysak,  л/ ( 5 — 1 ): + (  ) + ! ) ’ = 5 ;  4 : +(v+l )2= 25; (v + l ) 2=9;
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г-Ч ^±3; у i=2, v.i=-4 ga ega bo' lamiz.  Demak masalaning shartini 
ikkita A/(5;2) va В (5;-4) nuqtalar qanoantlantirar ekan.

6-misol. Koordinatalar boshidan .1/(6; 8 ) nuqtagacha masofa 
topilsin.

Yechish. ,v=6 , v= 8  (1.3) formulaga ko' ra 

£/ = \/6 ' = л/3 6 + 64 = л/100 = 10 bo Mad i.

1.7. Kesmani  berilgan nishatda bo'lish

M /M :  kesmani berilgan Я > 0 nisbatda bo' l ish deganda slni kes-

mada -------- = л munosabatm qanoat lanl imvcm Л/ nuqtani topish
M M ,

tushuniladi.
Oxy  tekislikda М\(х/, v/), M J x \  v: ) nuqtalar berilganda M/M? 

ke sm an i  Я > 0  ni sbatda  boMuvchi  M (x\y)  nuqt an ing koordi -  
nata larin i  topi sh  uchun  formula  ch iqar am iz .  Mi, M  va M: 
nu q ta l ar n in g  O x  o 'q l a r d a g i  proe ks iya la r in i  N / .N  va /V: lar orqali  
be lg i l ay m iz  (9 -ch izm a) .

U holda ular Ox  o ‘qda Л'Д.х,), N (x),  N 2(л\ )  koordinatalarga ega 
boMadi.

Parallel t o ‘gri chiziqlar orasidagi kesmalar proporsional bo'Iishi 
elementar geometriyadan ina' lum.

о)  y.

M M
M M

M

N  N . N . N

9-chizma.
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о, , ■ М .М  /V /V . .Ыитца Ьтоап, — 1—  = — — =/.. Л т т о  Л/ЛЧ л-vj , A7VH.y t .vI 
Л/Л/, AW

I I 
• -v "  -vi , bo' lgani uchun ------------ = Л . .v-.vi va л —v ayirma bir xiI ishorali

|л-2 -  .v[

ckanligini hisobga olib |.v-vi| va |.v;-v| modullarni .v-.vi va ,v:-v

ayirmalarga almashtirib, -------- -  = Я tenglikka ega b o i a m i / .  Oxirgi
.v: -  .v

tenglikni ycchib v ni aniqlaymiz: .Y-vi=>a‘;-A.v; v-/_v v. - / л ': ;
, . . .Y , + Я.Г ,

( 1 +/w ).Y—. Y | +  i V--------------------- — .
I + Я

Shunga o 'xshash formulani r  uchun ham hosil qilish mumkin.  
Shunday qilib, izlanayotgan M  nuqtaning y va у  koordinatalarini 

topish uchun

•Y, + AY, I’, + Яу, , ,
x = — — — . V - — — — . (1.4)

1 +  Я 1 4- Л

formulalarni hosil qilamiz.
Xususiy holda M |M :  kesmaning o'r tasini  koordinatalarini topish 

talab etilganda /. I bo' l ib (1.4) dan

Y -  ■X1 +  V=’ 1 A 1 Л  ( 1 . 5 )

formulalarga ega bo' lamiz.

7-misol. Ацаг A/t(3 ; -2), M 2( 1; 4) bo' lsa M /M -  kesmani Я = —
4

nisbatda bo' luvchi  nuqtaning koordinatalarini toping.
Yechish. .v, = 3 ,  v, = - 2 ,  .v, =1,  г, = 4 . (1.4) ga ko'ra



Demak, izlanayotgan nuqta A/(2,6; -0,8) b o ‘ladi.
8-misol.  Agar M i(4; 5), M 2(-2; 3) bo' lsa M \M 2 kesmaning 

o'rtasini  toping.
Yechish. .v, = 4, v, = 5, .v, = - 2 ,  v: = 3 . (1.5) formulaga

u 4 ~ 2 , 5+3 1 U Ч Гbinoan .v = -------= l, v = --------= 4 bo ladi.
2 '  2

Demak A/( 1,4) nuqta berilgan M /M j  kesmaning o'rtasidir.

1.8. Fazodagi nuqtaning koordinatalari.  
Koordinatalar usuli

Fazodagi nuqtaning liolati uchta son yordamida aniqlanishini 
ko'rsatamiz.

Fazoda bir xil o ' lchov (masshtab) birligiga ega 0 nuqtada 
kesishuvchi o ‘zaro perpendikulyar uchta Ox, Oy, Oz o'qlarni olamiz. 
Bu o ‘qlarni koordinata o ‘qlari deb atab ularni kesishish nuqtasini 
koordinatalar boshi deb ataymiz. Bu o ‘qlar joylashgan fazoni O.vvz 
orqali belgilaymiz.

Koordinata o'qlari  Ox, Oy, Oz  fazoda Dekartning t o ‘g ‘ri 
burchakli koordinatalar sistemasini tashkil etadi. M  nuqta Oxvz 
fazoning ixtiyoriy nuqtasi b o ‘lsin. Undan koordinata o 'qlariga 
perpendikulyar uchta tekislik o ‘tkazamiz.

Tekis l ik la rning  Ox, Oy  va Oz  o ‘qlar  bi lan kes ishish  nuqtalar i  
M \,M 2 va Mi  lar M  nuq taning  mos o ‘qlardagi  proeksiyalari  
deyi ladi  (10 -chizma) .  M\ nuqta Ox  o ' q d a  x  koord inataga ,  M 2 
nuqta  Oy  o ‘qda v koordinataga  va M 2, nuqta  Oz o 'q d a  z 
koord inataga  ega boMsin. v, у  va z sonlar M  nuqtaning fazodagi  
to ‘g ‘ri burchakl i  (yoki  dekart)  koord inatalar i  deyi ladi  va 
M (x,y ,z)  ko ' r in i sh d a  yozi ladi .  Bunda  v M  nu qtaning  abssissasi ,  v 
ordinatas i ,  z esa appl ikatas i  deyi ladi .

Shund ay  qil ib fazoning ixt iyor iy nuqtas i yago na  t ar t ib langan 
sonlar  uchl igi  shu nuqtaning  koordinata lar i  .v, v va z larni 
aniqlaydi .

15



*ч

Ш-chizma.

Aksincha Оху:  fazodagi M  nuqtaning holati uning uchta dekart 
koordinatalari yordamida to' l iq aniqlanadi. Shunday qilib tartib
langan sonlar uchligi (,v,r,r) bilan O.nr fazoning nuqtalari orasida 
o 'zaro  bir qiymatli moslik mavjud ekan.

Agar bar ikkita koordinata o'qlari  orqali tekisliklar o ' tkazsak 
o 'zaro  perpendikulyar bo' lgan koordinata tckisliklari deb ataluvchi 
uchta ()x\\ Oy:, va Ox:  tekisliklar hosil bo'ladi.  Bu tekisliklar butun
O.vvr fazoni oktantlar deb ataluvchi 8  ta qismga ajratadi.

Shunday qilib, sonlar o 'q in ing nuqtasi bitta haqiqiy son ,v 
yordamida,  tekislik nuqtasining tanlangan koordinatalar sistemasiga 
nisbatan o'rni  ikkita tartiblangan sonlar juftligi (x ,v ) yordamida,  fazo 
nuqtasining tanlangan koordinatalar sistemasiga nisbatan holati uchta 
tartiblangan sonlar uchligi (.v,v,r) yordamida to' l iq aniqlanar ekan. 
Nuqtaning holatini sonlar yordamida aniqlash usuli koordinatalar  
usuli deb ataladi.

Bu usulning asoschisi lransuz matematigi  va filosofi Rene 
Dekartdir (1596-1650).  U geometrik masalalarni algebra usullaridan 
foydalanib yechishni takl if  etish bilan birga Oliy matemat ikaning 
maxsus bo' l imi,  analitik geometriyaning yuzaga kelishiga sababchi 
bo'ldi.

9-misol.  M( 1:2;-4) nuqtani yasang.
Yechish. Ox o 'q da  koordinatasi I ga teng nuqtani olib undan Oy 

o 'qqa  parallel to 'g ' r i  chiziq o ' tkazamiz.  Shuningdek O r  o 'qda
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koordinatasi 2 ga teng nuqtani olib undan O.x ga parallel to 'g ' r i  
chiziq o ' tkazamiz.  T o 'g ' r i  chiziqlarning kesishish nuqtasini P orqali 
belgilaymiz. P  orqali Oz  o 'q q a  paralel to 'g ' r i  chiziq o ' tkazib undan 
pastga tomon 4 birlikka teng kesma ajratamiz. Ana shu kesmaning 
oxiri M (  I; 2; -4) nuqtani aniqlaydi ( I 1-ehizma).

2

) m (1;2;-4)

/ / -ehizma.

1.9. Ikki o ‘q orasidagi burchak

О nuqtada kesishuvchi /, va Л o 'q lami  qaraymiz.  // bilan h  o 'q lar  
orasidagi burchak deganda / 1 o 'qning I? bilan ustma-ust  tushishi 
uchun l\ ni О  nuqta atrofida soat mi 1 i yo'nalishiga teskari yo'na- 
lishda burilishi lozim boMgan burchak tushuniladi. l\ bilan Л 
orasidagi burchakni (//ЛЛ) kabi yoziladi. Ta’rilga ko'ra (/i.Al j )*  (6 ,A//).

J 2-ehizma.
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()<(//.л/ ; 1<я  desak ikki o 'q  orasidagi burchak bir qiymatli  
aniqlanadi ( 12 -chizma).

1.10. Qutb koordinatalar sistemasi

Tekislikda Dekartning to 'g ' r i  burchakli koordinatalar sistema- 
sidan keyin ko 'p  qo' l lani ladigan koordinatalar sistcmalaridan biri 
qutb koordinatalar sistemasi bilan tanishamiz.

Tckislikning О nuqtasini va undan chiqn\chi  1 nurni qaraymiz 
(13-chizma).

Bu nurni qutb o ‘qi uning boshi О  nuqtani qutb deb ataymiz. M  

nuqta tckislikning qutbdan farqli ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin. O M  = r> 0 

masofani qutb radiusi, Z M O l= (p  burchakni qutb burchagi  deb 

ataymiz hamda 0<<p<2n deb faraz qilamiz. r va cp lar M nuqtaning qutb 

koordinatalari deb ataladi va M(/v</?) kabi yoziladi, qutb uchun г = 0.
л

10-misol. A/|(3; я/4), n). Л/,(4; 0) va Л/ . (3 ;— )
2

Yechish.  Birinchi nuqtani yasash uchun qutbdan chiqib, qutb o 'q i  

bilan я/4 burchak tashkil etuvchi I] nurni o ' tkazib,  undagi 

koordinatasi 3 ga teng M \ nuqta olinadi. Qolgan nuqtalar ham 

shunga o 'xshash yasaladi ( 14-chizma).

M
f

13-ehizma.

J7T .
V/ ,(5; — ) nuqta larni yasana.

4
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/  4-ehizma.

Qutb koordinatalari ishtirok etgan tenglama berilgan bo'lib,  uni 
faqatgina biror chiziq nuqtalarining qutb koordinatalari qanoat- 
lantirsa, berilgan tenglama ana shu ehi / iqning qutb tenglamasi 
deyiladi.

Endi ba'zi-bir egri chiziqlarni qutb tenglamalariga ko ' r a  
chizamiz.

11-misol. r = acos(p  tenglama aniqlaydigan ehiziqni ehizing, 
bunda a m a’lum musbat son, (p,r qutb koordinatalari.

Yechish.  Chiziqning ixtiyoriy nuqtasini \1(г;ф), (О .a) koord- 
natalarga ega nuqtasini A orqali belgilab OMA  burehakni kuza- 
tamiz.

Agar OM% burehak to 'g ' r i  bo' l sa eoscp ni t a ’rifidan — = cos<o
a

yoki r = acos(p  bo' ladi.  Aksineha r - a c o s ( p  bo ' lganda OMA  
to 'g ' r i  burehak bo'ladi.  Demak egri ehiziqning istalgan M  nuqtasi 
uehun L ( ) M A - 9 ( f  bo ' lar  ekan. Bunday xossaga faqatgina 
deametri  a ga teng aylana ega, ehunki aylananing deametriga mos 
barcha ichki burehak lari 90° ga teng (15-chizma).
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15-chizma.

Shunday qilib qutb koordinatalari r = a co s(p  tenglamani 
qanoatlantiruvchi tekislik nuqtalarining geometrik o'rni  markazi

nuqtada bo' l ib radiusi ga teng ayiana ekan.

Shuningdek r = a  tenglama, bunda a  m a ’lum musbat son 
qutbdan teng uzoqlikda joylashgan nuqtalarning geometrik o ‘rni- 
ni, y a ’ni markazi qutbda bo' l ib radiusi a ga teng aylanani 
aniqlaydi.

1 2 -misol.  r = acp tenglama aniqlaydigan chiziq chizilsin, bun

da a m a ’lum musbat  son, (p,i■ qutb koordinatalari.
Yechish.  r = aip tenglama aniqlaydigan chiziqni tasavvur 

qilish uchun qutb burchagi <̂ >,0 dan boshlab o 'sadi deb faraz qilib 

chiziqning M(/v<p) o ‘zgaruvchi nuqtasining harakatini kuzatamiz.  
cp = 0  b o ‘lganda /- = 0 ; <p,0 dan boshlab o ‘sganda /-ham (p ga 

proportsional ravishda o ‘sadi. Nati jada M (/•;cp) o ‘zgaruvchi nuqta 
qutbdan chiqib uning atrofida musbat yo'nalish b o ‘ylab harakat- 
lanib qutbdan uzoqlasha boradi.

Demak M nuqta qandaydir spiralni chizadi; r = снр tenglama 
aniqlaydigan spiral Arximed spirali deyiladi.

М(/-;<р) nuqta Arximed spirali b o ‘ylab musbat  yo'nalishda 
harakatlanib qutb atrofida t o ‘liq bir marta aylanib chizish uchun 
qutb burchagi (p 2к  ga o 'zgaradi,  qutb radiusi r esa 2 a n  ga 
o 'zgaradi.  Demak Arximed spirali istalgan qutbdan chiquvchi



nurni uzunligi 2 а л  ga teng kesmalarga ajratadi (qutbga tutasligan 

kesma bundan istisno) ( 17-cliizma)
a manliy son bo ' lganda <p ham manl iy qiymat lar  qabul qilib 

/• = cup tenglama Arximedning "tcskari" spiralini aniqlaydi. Bu 

ho Ida M(/v</j) o'zgaruvcli i  nuqta manl iy yo'nalish  bo'ylab 
harakatlanadi.

16-chizmada a ning musbat  qiymat iga mos Arximed spirali 
uzluksiz (yaxlit) chiziq bilan, a ning manl iy qiymatiga mos 
Arximedning “teskari” spirali nuqta I i chiziq bilan tasvirlangan.

<p r
0 0

Л Л— — a
2 2

J/T
n — a

2

3 n 3 л
----a —  a
2 2

2 n 2 л  a

16-chiznui.

13-misol.  Qutb koordinatalarida r = 
tenglamaga ega egri chizi chizilsin, bunda

а, к musbat o 'zgarmas  sonlar. Bu chiziq logarifmik spiral deb 
ataladi.

Yechish. Chiziqni chizish uchun cp ga liar xil qiymat lar berib, 
unga mos r ni aniqlaymiz.

V - Л я
2

0 n
о

к

r -krta e kx

ae  2
a kn 

a e  L
ae'*
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Berilgangan tenglamani qanoatlantiruvchi ф  va г ning bu 

qiymatlari jadvali shuni ko'rsatadiki qutb burchagi (p ayirmasi ' 

ga teng aril met ik progressiva bo'yicha o ' sganda qutb radiusi r
I 7

maxraji с 2 bo' lgan geometrik progressiva bo'yicha o'sadi.  Qutb 
burchagi ip manliy qiymatlarni qabul qilib nilwyatda kamayganda 
r ham kamayib nolga yaqinlasliadi. fc'gri chiziq csa 0 qutbga 
yaqinlashib uning atrollda uralaboradi. (1 7-chi/ ina)

Kelgusida qutb koordinatalar sistemasida berilgan xilma-xil 
egri chi/ iqlar bilan tanishamiz.

1.11. Dckart va qutb koordinatalari orasidagi bogManish

B a ' / a n  dckart \ a  qutb koordinatalaridan bir vaqtning o 'z ida  
I'oydalanishga to 'g ' r i  keladi. Л7 nuqtaning .v, v dckart koordinatalari 
bilan uning Ф, r qutb koordinatalari orasida bog' lanish o'rnatamiz.  
Bu masalani ha 1 etish qutb o 'qi  hamda dekart sistemasi o 'qlar ining 
joylashishiga bog'  1 iq. Biz qutb o'qi  dekart sistemasining abssissalar 
o 'q i  bilan qutb, dckart sistemasining koordinatalar boshi bilan ustma- 
ust tushgan xusiisiy hoi bilan cheklanamiz.  Qutb o 'q i  va Ox , O r  
o 'qlar  bir xil o ' lchov (masshtab) birligiga ega deb laraz qilamiz. 

c o s <p \ a  sin cp lunksiyalarinng ta' r il iga binoan (1 8 -chizma) 

c o s (p = x / r  . sin ф = y j r  va bundan
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v = rcoscp, | 

v -  /-sin ip I
( 1.6 )

ibrmulaga ega bo' lamiz.  Bu I'ormulalardan Ibydalanib, nuqtaning 
qutb koordinatalari tp, r lar ma ' lum bo' lganda uning v, i' dekart 
koordinatalarini topish mumkin.  Nuqtaning qutb koordinatalarini 
uning dekart koordinatalari orqali i lbdalash uchun ( 1 .6 ) dagi liar 
ikkala tenglikni kvadratga ko' tarib qo'shamiz.  U holda 
.v h~  ~-r~(cos~(p-hsin~(p) yoki ,v"+y' r~ bo' ladi.

V 4b

M

i

r

^ 4  ’v
0 1

IH-chiznw.

Bundan

r  = y j.x ' + y '  . ( 1 . 7 )

( 1 .6 ) dagi ikkinchi tenglikni birinchisiga hadlab bo' l sak,

v sin cp , . \ , ,,
voki tgip -  -  ( 1 .8 )

.v C (iS (p ' x

hosil bo'ladi.  (1.7) va (1.8) lardan ibydalanib, nuqtaning dckart 
koordinatalariga ko ' r a  uning qutb koordinatalarini aniqlash mumkin.  
Odatda ( 1 .8 ) tcnglik (cp ning ikkita (0 <(/)<2 л) qiymatlarida o'rinli  
bo'ladi.  Ulardan ip ning ( 1 .6 ) ni qanoatlantiradiganini olish lo/im.

Izoh. ф ning topilgan ikkita qiymatlaridan kcrak 1 is in i nuqta 
dckart sistemasining qaysi choragida yotishiga qarab olish ham 
mumkin.
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14-misol. M nuqtaning dckart koordinatalari v \ 3 , r  1 ga ko' ra 
uning qutb koordinatalari topilsin.

Ycchish. (1.7) lormulaga asosan r : y ( V 3 ): + 1 = V3 + 1 =2.

I л/з
( 1 .8 ) tbrmulaca binoan -p= - — .

л,3 3
. . . . . . . 71 7 71

Ushbu tcnglik </7 ning ikkita qiymatlarida, y a ’ni (p\ = — va </?;=-
6 6

qiymatlarda bajaiiladi. M( %/3; 1 ) nuqta dckart sistemasining birinchi

choragiga tegishli bo' lganligi  sababli (p= — bo'ladi.  Shunday qilib, А/
6

71
nuqta (/? ; — , /■ = 2 qutb koordinatalai iga ega bo' lar  ekan.

6

1.12. Koordinatalarni  almashtirish

Koordinatalarni almashtirishning ikkita usuli bilan alohida - 
alohida tanishamiz.

1.Koordinata o ‘qlarini parallel ko‘chirish. Bir vaqtda ikkita 
dckart koordinatalar sistemalari O x y  va 0 ,X Y  ni qaraymiz.  O/AT 
sistema Олт sistemani koordinata o'qlarini  yo'nalishini  o'zgartir- 
masdan koordinatalar boshini 0 | nuqtaga ko'chir ish natijasida hosil 
bo'lsinl 19-chizma).

м

l9-chi:mn
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Nuqtaning O w  sistemaga nisbatan koordinatalarini ''eski' 
koordinatalar,  0 |Л’У sistemaga nisbatan koordinatalarini “£an«i" 
koordinatalar deb ataymiz. Faraz qilaylik, 0| nuqta “eski” Олт 
sistemaga nisbatan л<>, yo koordinatalarga ega bo'lsin.  Tckislikning 
istalgan M nuqtasini л. v “eski” koordinatalari bilan A'. Y “yangi” 
koordinatalari orasida bog' lanish o ' rnatamiz 19-chizmadan.

ekani ravshan. (1.9) ga binoan nuqtaning «yangi» koordinatalariga 
ko ' ra  uning «eski» koordinatalarini topish mumkin (1.9) formuladan .

nuqtaning «eski» koordinatalariga ko' ra  uning «yangi» 
koordinatlarini topish formulasi kelib chiqadi. (1.9) n i parallel  
ko‘chirish formulasi deb ataladi.

15-misol. Олт «eski» s istemada Л/(3; 4) nuqta berilgan. 
Koordinata o'qlarini  parallel ko'chi rganda «yangi» sistcmaning 
koordinatalar boshi «eski» sistemaga nisbatan 5 va - 2  koordi
natalarga ega bo' lsa,  M  nuqtaning X .Y  «yangi» koordinatalarini 
toping.

Yechish. (1.10) ga л - 3 ,  v=4, .* o = 5 , v()=-2 qiymatlarini qo 'ysak 
A’=3-5=-2,  >-4-( -2)=6 kelib chiqadi.

Dckart koordinatalar sistemasi Олт:  ning koordinatalar boshini
0 ,(л-п; y; z0) nuqtaga parallel ko'chir ilganda parallel ko'chir ish 

formulasi

(1.9)

( 1 . Ю )

(1.9')

ko' r inishga ega bo' l ishini  ta 'kidlab  o' tamiz.
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2. Koordinata o'qlarini burish. Tekislikda umumiy О koor- 
diniialar boshiga ega ikkita dekart koordinatalar siistemalari Oxy  
(eski) va O X Y  (yangi) ni qaraymiz. Bu yerdagi "yangi” sistema 
"eski" sistemani o'qlarini  a burchakka burisli oqibatida hosil bo' ladi  
(2 0 -ehizma).

I'ekislikni ixtiyoriy M nuqtasini v,i' “eksi" koordinatalari bilan 
lining A’.}' "yangi” koordinatalari orasida bog' lanish o'rnatamiz.  
Ikkita qutb koordinatalar sistemalarini kiritamiz. Qutb  o'qi  Ox bilan 
ustma-ust tusligan "eski" va qutb o'qi  O.V bilan ustma-ust tusligan 
"yangi" qutb sistemalarini qaraymiz.

\

*

I /

. /

I

20- ehizma.
I lar ikkala sistemaning qntbi koordinatalar boshi bilan ustma-ust  

tushadi deb qaraymiz.  Faraz qilaylik /V/ nuqtaning yangi qutb 
sistemasiga nisbatan qutb radiusi r, qulb burchagi ip bo'lsin.

U holda M  nuqta eski qulb sistemasiga nisbatan r qutb radiusiga 
va a  r(p qutb bureliagiga ega ekanligi 2 0 -chizmadan ko' r inib turibdi. 

Slnining uehun ( 1.6 ) ga asosan

J.v = /-cos (a  + [})

[ v = /• sin( a  + /i)

bo'ladi.  Elemental- inatematikadagi ikki burehak yig' indisining 
kosinusi \ a  sinusi uchun chiqarilgan formulalardan Ibydalanib 
quvidagiga ega bo' lamiz:
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v r( cos г* cos (!) -sin«sin</>) -(rcosf/j)cos«-(rsin(/?)sin^; 
v - /-(sina cosip fsiiK/J cos«)  (/ -cos^)sina 1 (/-sin^)cosw; 
Am mo rcosr /AW rsim/T*)' bo' lgani uchun

fv .Vcos«  -  )'sin a ,  

у X  sin a  + } 'eos«

bo'ladi.  ( 1 . 1 1 ) formula koordinata o'qlarini burisli formulasi 
deyiladi.

( 1 . 1 1 ) ga ko' ra nuqlaning eski koordinatalarini uning yangi 
koordinatalariga asosan topish mumkin.  Nuqtaning yangi koordi- 
nat lar in i uning eski koordinatalariga asosan topish Ibrmulasini ( 1 . 1 1 ) 
sistemani.V, } ga nisbatan yechib hosil qilish mumkin.

16-misol. Yangi sistema eski sistemani o'qlarini  45" ga burish 
natijasida hosil bo' lsa,  nuqtaning v. v eski koordinatalarini uning .V )' 
yangi koordinatalari orqali ilbdalang.

Yechish. cos45 

Ibrmukma binoan:

( v 2 sin45" V bo'kzani uclum ( 1 . 1 1 )

v - .V

л “> ">

yoki

V 2
\

h) 
V -

(.v n

Y= * 2 ( X ^ )  •>

Fazodagi nuqtaning dckart koordinatalari bilan bir qatorda 
uning boshqa koordinatalarini ham qarash mumkin.

1.13. Silindrik koordinatalar.  O.yvr koordinatalar sistemasida 
M  nuqtani quyamiz.  Bu nuqtaning fazodagi holati uning dekart 
koordinatalari v, v." nchlik bilan aniqlanishini ko' rdik.  А/ nuq
taning holatini ,v, v . r  uchlikdan fare]Ii boshqa uchlik bilan aniq- 
lash ham mumkinligini  ko'rsatamiz.  P nuqta A/ning (9.vy tekislik- 
dagi proeksiyasi bo' lsin.  OP  nurni o ' tkazib  tekislikda qutb
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koordinatalar sistemasini kiritamiz. P Oxv  nuqta r,ip qutb 
koordinatalarga ega bo'lsin. r,(p liamda M nuqtani г applikatasiga 
asoslanib M nuqtaning fazodagi holatini aniqlash mumkin.  r,<p,z 
sonlar Л / nuqtaning silindrik koordinatalari deb ataladi va M ( r j p , z )  
kabi yoziladi 21-chizmadan M  nuqtaning r,<p,z silindrik 
koordinatalari bilan uning ,v, \ \ z  dekart koordinatalari x  = z c o s tp ,  
v = /"sin(p, z  — z  munosabat  bilan bog' langanligi  ko' r inib turibdi, 

bunda r > 0  , 0 fjip < 2 n  , z ixtiyoriy haqiqiy son.

r.ip.z  ni silindrik koordinatalar deb atalishi r = const chiziq 
fazoda silindrni ifodalashiga asoslangan.

1.14. Sferik koordinatalar.  Oxvz koordinatalar sistemasida M  
nuqtani qaraymiz. M  nuqtaning fazodagi holatini undan 
koordinatalar boshgacha p  masofa (M  nuqta radius-vektorining 

uz.unligi), radius-vektor bilan oz o 'q  orasidagi 0  burchak hamda 
nuqta radius vektorining Oxy tekislikka proeksiyasi r bilan Ox o 'q  
orasidagi <p burchak orqali aniqlash ham mumkin.  Bu p ,(p ,0  
uchta son Л/ nuqtaning sferik koordinatalari deb ataladi va 
M (p ,(p ,0 )  kabi yoziladi.
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M  nuqtaning р,(р,Э  sferik koordinatalari bilan uniug v, v , r  
dekard koordinatalari orasida borlanish o'rnatamiz.  Trigonometrik 
funktsiyalarni ta ’ritiga asosan 2 2 -chizmadan x = rcos<p, v = rsin<p, 

z  = p co sO  ga ega bo' lamiz.  r = p s \n O  ekanini hisobga olib

v = ps'mOcosip  

■ v = p s in  (7 sin <p 

z = p co sO

munosabatni  hosil qilamiz, bunda p  > 0,0 < <p < 2/T.O < 0 < n  . 
p ,(p ,0  ni sferik koordinatalar deb atalishiga sabab p  = const 
(koordinatalar boshidan bir \ i!  uzoqlikda joylashgan fazoning 
nuqtalari to 'plami) sferani ifodalashiga asoslangan.

Shunday qilib fazodagi nuqtaning holatini uning uch xil- 
dekart, silindrik va sferik koordinatalari yordamida aniqlash 
mumkin ekan.

Mustaqi l yechish uchun mashqlar va test savollari

1. 0 son N. Z.Q.R  to'plamlarining qaysi biriga tegishli emas.

2. л[п (n e N )  qachon ratsional son bo'ladi.

3. Sonlar o 'qida 4; 2,5; -5 va V3 haqiqiy sonlarga mos nuqtalar 
yasalsin.

4. Koordinatalari quydagi tenglamalarni qanoatlantiruvchi 
nuqtalar yasalsin:

1) ’ = 3- + 4  -  3; 2) л-2- 16 0; 3 ) a2-5.v+6=0;
3 7 2

4) a 2-4.v+2=0; 5) 3'- —  =0; 6) 1оц<1\-4У 3.
81 ‘ "

5. Koordinatalar boshiga nisbatan A(+4), B(-3) va C’( V5 )  
nuqtalarga simmetirik nuqtalar topilsin.
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6 . Koordinatalar boshi 0i (+2) nuqtaga ko'ehi ri lganda A(-2), 
B(+5), C(-3) va D(-7) nuqtalarning koordinatalari qanday bo'ladi.

7. j . v j  < 3 va |.v > 2 tengsizliklar sonlar o 'q ida  tasvirlansin.

8 . A(-3) va B(7); C(+4) va D(-7); E(- I)  va F(-5); 0(0) va Q( - 7): 
k(-4) va 0(0) nuqtalar orasidagi masofa topilsin.

9. Tekislikda (7;2), (4:0), (-2;2), (0:4). (-3;-2) va ( 4 2 ; - - ^ 3 )  

sonlar juftligiga mos nuqtalar yasalsin.

tenglamalar sistemasining yechimidan iborat nuqtalar yasalsin.
1 1. Abssissalari - 4 ,  -3, -2, 1, 2, nuqtalardan iborat va ordinatalari 

v = 2 .v + 1 tenglama yordamida aniqlanuvehi nuqtalar yasalsin.
12. Koordinatalar boshi. abssissalar va ordinatalar o 'qlariga 

nisbatan A(3;4), B(3;0), C(0;-2) va D(-2;3) nuqtalarga simmetrik 
nuqtalar yasalsin. F la m in g  koordinatadari topilsin.

13. Kvadratning tomonlari 3 ga teng. Koordinata o'qlari: I. 
Kvadratning noparallel tomonlari bo'yicha; 2. Kxadratning 
diagonallari bo'yieha; 3. Kvadratning tomonlariga parallel bo'lib 
lining marka/ ida  kesishuvchi to 'g ' r i  ehi / iq lar bo 'yieha yo'nalganda 
kvadrat uchlarining koordinatalari topilsin.

14. A(-4;2) va B (0 ; -1 ) nuqtalar orasidagi masoia topilsin.
15. Uchlari A( -I ; - l ) ,  B(-l ;2) ,  C(2;2) va D(2;- l )  nuqtalarda 

bo' lgan to' rtburchakning kvadrat ekanligi isbotlansin.
16. Uchlari A(-5;3), B(-l ;0)  va C'(2;4) nuqtalarda bo' lgan 

uchburehak yasalsin. Fining perimetri va burchaklari topilsin.
17. Mi va M; nuqtalarni tutashtinixchi kesma o'r tasining koor

dinatalarini toping:
I ) M,(5;3) va M 2(7;5). 2) M,(-12;0) va M ; (0;8).
18. M,(3;-2) va M ; (4;-3) nuqtalarni tutashtiruvchi M |M

kesmadagi N nuqta uni \1 |N:NM_=-^ nisbatda bo'ladi.  N nuqtaning

10. Koordinatalari 1 )

koordinatalarini toping.
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19. М | M; kesmaning boshi Mi(2;5) va uning o'rtasi  N(3;-4) 
berilgan. Kesmaning oxiri M topilsin.

20. Uchlari Л(1;2),  B(0;5) va C(-2;3) nuqtalarda bo' lgan 
uchburehak medianalarining kesishish nuqtasi topilsin.

21. Uchlari M | (x ; 6 ) va M:(-3; y) nuqtalarda bo' lgan kcsma N(2:-
2) nuqtada teng ikkiga bo'linadi.  Mi va M. nuqtalarni toping.

22. (2;3;5), (-2:2;3), (3;-2;-4) va (-2;-3;-4) haqiqiy sonlarning 
uchligiga mos O.vir Га/on ing  nuqtalari yasalsin.

23. A(2; — ), B(4;— ), C(3; —  ), D(4; —  ) va b ( 3 ; = f  )
4  3 4 6

nuqtalarning qutb koordinatalar sistemasiga nisbatan o'rni  topilsin.

24. Qutb koordinatalari А ( л / 2 ; — ), B(4; — ), С(4л/2 ; ).
4 3 4

 ̂TC . • . . .
D(2 ; -—  ). E(3 ; — ) nuqtalarning dckart koordinatalari topilsin.

6  3
25.Dckart koordinatalari A(3;-2). B (- l ; - l ) ,  C( 3;()), D(0;-4) 

nuqtalarning qutb koordinatalari topilsin.

26. 2. 302 ( 1 12), V-3 , V5 , к  ,e sonlardan ratsional sonni toring.

А) л  B) D) л/5 E) 2,302 (112) F) S  .
27. Ikki to 'g ' r i  chiziqning kesishishidan hosil bo ' lgan burchak- 

larning kattaliklari nisbati 6:4 da teng. Shu burchaklardan kattasini 
toping.

A) 108° B) 114" D) 120" E) 126° F) 132°.
28. O.xy sistemani koordinatalar boshini 0, (—3:2) nuqtaga parallel 

ko'chir ish natijasida nuqta ( -8 ,7)  koordinatalarga ega bo' lgan bo' lsa 
o 'sha nuqtaning O.xy sistemaga nisbatan koordinatalari topilsin.

A) (7;3Г В) (2;9) D) (6 ;6 ) E) ( -10.9)  F) ( 11.9).

29. Agar «yangi» sistema «eski» sistemani 60nda burish 
natijasida hosil bo ' lgan bo'lsa,  u holda «eski» sistemadagi (3:2) 
nuqta «vangi» sistemada qanday koordinatalarga ega bo'ladi.
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natalari topilsin.
A) (2;5) B) (—2 ;5) D) (2;5) va ( - 2 ; - 5 )  F.) (2;5) va ( -2 ;5 )  

F) (2;5) va ( 2 ; - 5 ) .

O ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Natural son nima?
2. Butun son nima?
3. Ratsional son nima?
4. Irratsional son nima'?
5. 1 laqiqiy son nima?
6 . Haqiqiy sonning geometrik tasviri nima?
7. 1 laqiqiy sonning absolyut qiymatini ta’rillang.
8 . To'g'ri chiziqning ikkita nuqtalari orasidagi masofa qanday topiladi.
9. Tekislikda dekart sistemasi qanday aniqlanadi.
10. Tekislikda nuqtaning dekart koordinatalarini ta’riflang.
11. Tekislikning ikki nuqtasi orasidagi masofani topish formulasini 

yozing.
12. Kesmani berilgan nisbatda bo'Iuvchi nuqtaning koordinatalarini 

topish formulasini keltirib chiqaring.
13. Fazodagi nuqtaning dekart koordinatalarini ta'ritlang.
14. O'qlar orasidagi burehakni ta'ritlang.
15. Qutb koordinatalar sistemasini ta'ritlang.
16. Nuqtaning dekart va qutb koordinatalari orasidagi bog'lanishni 

ilbdalovchi formulalami yozing.
17. Parallel ko'chirish formulasini yozing.
18. Koordinata o'qlarini burish formulasini yozing.
19. Silindrik va sferik koordinatalar sistemalarini ta'ritlang.



2. DETERMINANTLAR VA ULARNING XOSSALART

2.1.1kkinchi tartibli determinantlar

</i i. ^ 12. ":i.  « 2. sonlar berilgan bo'lsin.
Hi! sonlardan tuzilgan u \ \u i2-u\i  "21 il'oda(son) ikkiiiclii tartibli 

determinant  deb ataladi va

ko'r inishida yoziladi. 
Demak ta'rifga binoan

a  \ 1 и  I ,

a  2\ a

« I I  a \2
( 2 . 1 )

(Г/n .  (i}2< «21. «22 sonlar determinantning elcmentlari  deb ataladi.
Ikkinchi tartibli determinantlar ikkita gorizantal va ikkita vertikal 

qatorlarga ega. Gorizantal  qatorlarni satrlar. vertikal qatorlarni 
ustunlar deb ataymiz. Satrlar yuqoridan pastga qarab.ustunlar e;a 
ehapdan o 'ng ga  qarab sanaladi. Ikkinchi tartibli determinantda -j\\

a 12 birinchi satrni. Л21. «22 ikkinchi satrni birinchi iistunni.

esa ikkinchi usuinni tashkil etadi Shuningdek , «22 ikkinchi tartibI■■ 
detirminantning bosh diagonalmi  «12 «21 uning yon (yordamclii)  
diagonalini tashk: 1 etadi. Shunday qilib ikkinchi tartibli Je l . r -  
minantni hisoblash uchun bosh diagonal elcmentlari k o ‘pa\ tmasidim 
yon diagonal elcmentlari ko'paytmasini  ayirish lozim ekan.
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2-misol.

3-misol.

2 3 

1 -  4

2 - 3  

4 5

= 2 - ( - 4 )  -  3 1  = -  8 -  3 = - 1 1  .

-  2 ■ 5 -  ' - 3 )  • 4 = 10 + 12 = 2 2  .

cos  a  s in a  

s in a  -  cos  a
2 ■ 2 = -  cos  a  -  sin a  = - 1.

2.2. LIchinchi tartibli determinantlar

a 22°23 а 2\а 2Ъ ^  ? 1 ^  22
<711

<7 , , ; 5
-a  12

a , \ я  33 a  л a  3?

ifoda yordamida aniqlanadigan son uchinchi tartibli determinant
deyiladi va

11

21

12

' 22

I j

23

kabi belgilanadi. Bu yerdagi a\\,  an ,.. . ,  a'y3 sonlar m a ’lum sonlar 
bo ‘lib ular determinantning elementlari deyiladi.

Uchinchi  tartibli  de t erminan t  uchta  sat r (gor izonta l  qator) ,  
uchta  ustun (vert ikal  qa tor)  va t o ‘qqiz ta  e l emen t larga  ega. 
T a ’r ifga binoan:

(2 .2 )

a  11 a  12 3

a  .. a ЙГ 23

a  31 "  32 <7 33

°22a 2' a 2\U2\ a 2\°22
=17 M

^32 «  33
-^12

a  3 1 <7 33
+<713

a Ma S2

и LI

a a

" 3 1  a  32 a  33
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4-misol.
I

-  1

2

3

5

hisoblansin.

Yechish.  (2.2) formulaga binoan

1 2 3 3 4 - 1  4 -  1 3
-  1 3 4 =  1

5 2
- 2 +3

2 2 2 5
2 5 2

= 6-20-2(-2-8)+3(-5-6)=-14+20-33=20-47=-27.

Determinantning har bir elementi ikki xonali indeksga ega bo'lib 
ulardan birinchisi shu element  turgan satrning nomerini,  ikkinchisi 
shu element  turgan ustunning nomerini bildiradi. Masalan <7 3 ? 
element uchinchi satr va ikkinchi ustunda turadi. «п  a-n <733 uchinchi 
tartibli determinantning bosh diagonalini.  rfi3<V22«3 i uning yon 
diagonalini tashkil etadi.

2.3. Minor va algabraik to‘ldiruvchi

Determinantni  biror elementining minori deb, determinantdan bu 
element turgan satr va ustunni o 'chi ri shdan hosil bo' lgan 
determinantga aytiladi. a,к (i,k=1.2,3) elementning minori M,k kabi 
belgi lanadi. Uchinchi tartibli determinant elementlarining minorlari 
ikkinchi tartibli determinant  bo'ladi.  Masalan:

а  и  a \ 2 <3 13

a  21 a 22 a  23

a  31 a  32 a  33

determinant u \ i  elementining minori M V1~-
c i j ,  a 3 3

son. i/23 ele-

menLining minori M 2r
a  11 a  12

Q 3\  C l 32

son bo'ladi.  Chunki M 12 ni topish

a  21 и j .
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u c h u n  \  determinantning birinchi satri va ikkinchi ustuni Л/;; ni 
topish uchun esa shu azy element turgan determinantning ikkinchi 
satri va uchinchi ustuni o'chiriladi.

(i.k= 1,2.3) son elementning algebraik to ‘ldi- 
ruvchisi deb ataladi. Masalan Д determinantning f/32 elementining

.  .  .  .  1
algebraic t o ' Idirnvchisi Л з := ( - 1 ) 

bo'ladi.

я п « . з

о a
—CI\T,(f21"  1̂ K f23

2.4. Determenantning asosiv xossalari

1. Determinantning satrlarini unga mos ustunlar bilan almash-  
tirish natijasida determ inantning qiymati о zgarmaydi, y a  'ni

a
11

a
12

a
3

Cl
11

a
21

Cl 31
a

21
a

2 2
a 23 a

12
a

2 2
a 32

a 31 a 32 a 33 a 13 a 23 a 33

2. Determinantning ikkita satrfyoki utsunilarini о rinlarim  
almashtirish natijasida determinantning ishorasi о zgaradi xolos, 
ya 'ni

Cl
11

a
12 a  13 a

11
a 13 a  12

a
21

a 22 a  23 =  -
a

21
a 23 Q 22

a 31 a 32 a  33 a 31 a 33 G 32

Bu yerda berilgan determinantning ikkinchi va uchinchi ustun- 
larini o'rinlari  almashgan.

3. Ikkita bir xil satr (yoki ustun)ga ega ho ‘Igan determinant 0 ga  
tengdir.
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4. Determinantning biror satr (yoki ttslun) elementlarini hiror 
A songa ko'paytirish determenantni shu songa ko 'paytirishga teng  
kuchlidir:

a  II A a >2 П “ II a « ,3

« :i A a :: a 23 = A a : i a 12

a  31 A a 32 a a  31 a J 1 J J

Determinantning bu xossasiga asoslanib 3-xossani biroz kuchay- 
tirish mumkin.  Ya 'ni  ikkita proporsional satr(voki ustun)larga ega 
bo 'lgan determinant nolga tengdir.

5. Biror satr (yoki ustunjelementlari nollardan iborat deler- 
incnant nolga tengdir.

6. Determinantning hiror satr (yoki astiin) elementlarini hiror 
songa ко paytirih boshqa hir satr (yoki ustun) ning mos e/e - 
mentlariga qo shish natijasida determ inantning qiymuti о 'zgar
maydi , у  a ni

a  I I
a . 2  a 3 a  I I a  12 + m a  13 6 ’ 13

C l  2 ] a 2 2  a 23 = a  2 1 C l : 2 + m ^  23 (7 23

a  3, a 3 2  C l 33 °  3. О  з :
+ m a  , , С/ 33

Bu yerda berilgan determinantning uchinchi ustun elcmentlari m 
songa ko'paytiri l ib ikkinchi ustinning mos elemcntlariga qo'shildi.

1 .D eterminantning biror satr(yoki ustun) elementlarini ularning  
algebraik to 'ldiruvehilariga ко paytirih qo 'shsak  y ig ' in d i  determi
nantning о 'ziga teng bo 'ladi. va ni:

t / 11 <7 12 Я  13

Д =
a 21 £7 22 a  23

a 3 1 £7 32 °  33

37



determenant uchun

Л~чл [ A] i J-c/12 А | 2+с/п А|з. 
Д =(l', ] A 31+ Cl7,2 A 32+ £/33 A 33. 
\=CI\2 А 12+ Ch2 A 22+ Cl32 Л 32.

A  =CI21 A 2 1+ ( 7 2 2  А 2 2 + ^ 2 3  A 23,  

Д =<7| I A 1 ] + «21 A 2 I + Cl3 I A 3 1, 
A =c/l3 A 13+ C/23 Л 23+ £/33 A 33

tengliklar о ' tin 1 idir.
Determinantning bunday yozilishi uning satr yoki ustun ele- 

mentlari bo'yicha yoyi lmasi  deyiladi. Masalan. keltirilgan 
tengliklardan birinchisi A determinantning birinchi satr elcmentlari 
bo'yicha yoyilmasini ifodalasa. oxirgisi uni uchinchi ustun element- 
lari b o ’yicha yoyilmasini ifodalaydi.

Biz yuqorida keltirgan uchinchi tartibli determinantning ta'rifi 
uning birinchi satr elementlari b o ‘yicha yoyilmasi ekan.

Izoh. Determinantning qaysi qatorida nol ko 'p  bo'lsa.  uni o ' sha 
qator elementlari bo 'y icha yoyish ma'quldir.

2 3 4

5-misol. I 2 5 

4 7 6

determinant hisoblansin.

Yechish.  Determinantning birinchi ustun elementlarini -2  ga 
ko'paytirib ikkinchi ustunning mos elementlariga qo'shamiz,  keyin 
hosil bo 'lgan determinantning birinchi ustun elementlarini - 5  ga 
ko'paytirib. uchinchi ustunning mos elementlariga q o ‘shamiz. U 
holda

2 3 4 2 - 4  + 3 - 1 0 + 4

1 2 5 = 1 - 2  + 2 - 5  + 5

4 7 6 4 - 8 + 7 - 2 0 + 6

40Ii

= 1 0 0

4 -  1 -  14
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hosil b o ‘ladi. Oxirgi determinantni ikkinchi satrida nollar ko 'p  
boMganligi sababli uni o ' sha  satr elementlari bo'yicha yoyib 
hisoblaymiz:

2 - 1  -  6 1 s

1 0 0 

4 - 1 - 1 4
= н г -

- 1 - 6  

- 1  - 1 4
= - ( 1 4 - 6 )  = -8 .

8 . Determinantning biror satr (yoki ustun) elementlarini unga  
parallel boshqa bir satr (yoki ustun)ning mos elementlarining  
algebraik to 'Idiruvchilariga ко 'paytirib qo shsak y ig  'indi nolga teng  
bo 'ladi.

Bu holda ikkita bir xil satr (yoki ustun)ga ega bo ' lgan deter
minant hosil bo'ladi.

Masalan, a \ \A 2\+a\z А 22+Я|зА2з=0 .
Bu yerda Д determinantning birinchi satr elementlari ikkinchi 

satrning mos elementlarining algebraik toMdiruvchilariga ko'payti rib 
qo'shildi.

Kcltirilgan barcha xossalarning ikkinchi va uchinchi tartibli 
determinantlar uchun t o ‘g ‘riligiga bevosita determinantlarni hisob- 
lash yo'li  bilan ishonch hosil qilish mumkin.

Xossalarni o' r inli  ekanligini tekshirib k o ‘rishni o 'quvchiga  
qoldiramiz.

2.5. n-tartibli determinant haqida tushincha

/г-tartibli determinant  deb n ta satr, n ta ustun va n' ta ele
nient larga ega bo' lgan

a

kabi belgilanuvchi songa aytiladi
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Yuqorida keltirilgan determinantning barcha xossalari istalgan 
tartibli determinantlar uchun ham o'rinlidir.  Tartibi to ' r t  va undan 
yuqori bo' lgan determinantlarni determinantning 7- \ossas idan 
Ibydalanib tartibini pasaytirish orqali hisoblanadi.

Masalan. to'rtinchi tartibli determinantni (2.2)formulaga o 'xshash

A=

a
11

C l
1 2

a 3  a  1 4
a

2 2
a 2 3 a  2 4

a
2 1

a a
2 3  ^  2 4

=  U \ \ a
3 2 a

. V a  , 4

a 3 1 a
\ 2

a 3 3  ^  3 4

a
12

a
4 3 °  »4

a
4 1

a
4 2

a
1 3  C i  4 4

- ( 7 , 2

a  21 U  2 3 "  2 4
a  2 | a ■‘ T a

2 4
a

2 1
a

2 1
a

2 ">

a  31
a  , ,

( l  3 4 +  " 1 3 "  31
a 3 2

a
■ 4 - a \ A a

3 1
a

3 2
a 3 3

4  41
и

"  4 4 a  41
a

4 2
a

4 4
a

41 a
4 2

a
4 3

(2.3)

formula yordamida hisoblash mumkin.
Bu yerdagi uchinchi tartibli determinantlar mos ravishda <7 ц, a 12, 

и и. ci\a elementlarning minori deyiladi. t/,k(i.k=l .2,3.4) elementning 
algebraik to' Idiruvchisini A,k orqali belgilasak (2.3) tenglikni 
A=(/i 1A 1 i+(/|2A i 2+c/ |3 A 13-+-C/14A 14 ko'r inishida yozish mumkin.

Bu formula to'rt inchi tartibli determinantni uning birinchi satr 
elementlari bo'yicha yoyilmasidir.  Bunaqa yoyilmani har bir satr va 
ustun elementlari uchun yozib to' rt inchi tartibli determinantni 
hisoblash uchun 8 ta formulalarni hosil qilishimiz mumkin.

6-misol.  A=:

3 2 0 1

2 1 4 0

3 -  1 -  2 3
2 4 -  3 _  1

determinant hisoblansin.

Yechish.  Determinantning xossalaridan foydalanib A  deter
minantning biror satri (yoki ustuni) ni ba'zi elementlarini 0 ga 
aylantiramiz Determinantning birinchi satrini - 3  va 2 ga ko'payti rib 
uning uchinchi va to' rt inchi satrlarning mos elementlariga qo 'sha- 
miz. U holda
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л

3 2 

-  2 1 

- 6 - 7

О 1 

4 О 

- 2 0

8 8 - 0

hosil bo'ladi.  Bulling oxirgi ustunida nollar ko 'p  bo' lganligi  uchun 
uni o ' sha  ustun elementlari bo 'vicha vovib hisoblaymi/ :

1+4

I

-(-2 )

_  2 

-  6 -  7 

8 8 - 3  

-2(21 + 16)+( 18+16)-4(-48+56)=76.

- 7 - 2 - 0 - 2 -  6 -  7
+ 1 -4

8 -  3 8 - 3 CCОС

7-misol.  Ushbu

Д -

4

0

60

15

90

8

83 1 

16 0 

17 134 20 

43 106 5

determenent hisoblansin.
Yechish.  Determinantni uning xossalaridan ibydalanib tartibini 

pasaytirish yo' l i  bilan hisobaymiz.  Determinantning oxirgi ustunini 
-3 ga ko'paytirib birinchi ustuniga qo 'shib

\  =

determinantga ega bo' lamiz.  Bu determinantni birinchi ustun 
elementlari bo'yicha yoyib

1 90 83 1

0 8 16 0

0 17 134 2 0

0 43 106 5
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8 16 0

Л = 17 134 20

43 106 5

uchinchi tartibli ditermenanlni hosil qilamiz. Bu ditcrmenantni 
birinchi ustunini - 2  ga ko'paytirib ikkinchi ustuniga qo'shsak

8 0 0 
A = 17 100 20 

43 20 5

hosil bo'ladi.  Buni birinchi satr elementlari bo 'y icha  yoyib 

100 20 

20 5
\  =  8 8 ( 5 0 0 - 4 0 0 )  = 800

ni topaming.
8-misol. Bosh diagonalidan yuqorida joylashgan barcha e lement

lari nolga tenc uchburchakli determinant deb ataluvchi

=

« 1 1
0  . . 0 0

« 2  \ « 2 2
0 0

« ( » - 1 ) ! « ( « - 1 ) 2 •• « ( » - 1 ) ( - 1 )  0

a n \ « / 7 2  • • • c , n {  n ~  1 ) a n n

determinant hisoblansin.
Yechish.  A n determinantni oxirgi ustun elementlari bo 'y icha 

yoysak u a nn bilan

« 11 0  ... 0

II<
f

U~! ] « 2 2  •.. 0

«(/;-l)l «(.•■(-1)2 ••• a ( n - 1
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(;7-/)-tartibli uchburchakli  determinantning ko'paytmasiga  teng 
bo'ladi.  A n_, determinantni ham oxirgi ustun elementlari bo'yicha

yovsak u «(„_i)(,7_i) element bilan (w-2 )-tartibli uchburchakli  \„  ->

determinantni ko 'paytmasiga  teng bo'ladi.  Shu jarayonni davom 
ettirib

= C I \ \ C , I2

ga ega bo' lamiz.
Demak.  uchburchakli  A determinant bosh diagonal element-n ^

larining ko'paytmasiga  teng ekan.
Shuningdek diagonalgan pastda joylashgan barcha elementlari 

nolga teng uchburchakli  dereminant ham bosh diagonal e lement
larining ko 'paytmasiga  teng bo' ladi,  chunki bu holda determi
nantning satrlarini mos ustunlarga almashtirilsa u A)( determinantga 

aylanadi.
Yon diagonaldan yuqorida (yoki pastda) joylashgan barcha

n(n—\)
elementlari nolga teng determinant ( - 1) ~ sonni yon dioganal 
elementlari ko'paytmasiga ko'paytirilganiga tengligini ta'kidlab o'tamiz.

Mustaqi l yechish uchun mashqlar va test savollari

1. Determinantlar hisoblansin:

2 -  2 3 1 0  2 1 1 1

a) 2 12 10 : b) - 1 - 2  1 d) 1 l + .T 1

0 2 2 2  4 - 1 1 1 1 + v

a h a  + b 1 a
*>

a  '

e) h a  + h a ;  f) 1 h h  2

a  +  h a h 1 с , 2 С
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4 5 -- 1

_  2 4 0 2

i -  3 1 --  ?

0 4 - о- J) 3

и)

Javoh: и)28: b) 2: с1)лт/ 0 - 2 (сГ ■ h ); 0(<:/-Л)(Л-с)(о(/); g) 50. 

2 . Dcterminanllar soddalashtiri lsin:

c'o.v a sin P 1 sin or sin P 1
a) sin и eos P 1 : b) -  cos a cos P 1

0 0 1 0 0 1

d)

1 COStf COS/?

cost* 1 cos(a + /7) 

cos / i  C0S(0f + /?) 1

.Javoh: a) cos(« + / i ) : b) s i n + /7); d) 0/ 
3.

.v ’ 9 4 .v - 4  6
v л 2 .v

a) -v 3 2 = 0 : b) - 1  л- - 3 = 0 ; d) 10 3 5

1 1 1 3 5 7 8 1 3

= 0 :

tenglamalardan .v loping.
I I

Javoh. a).vi 3. .v->=2: b).\' i=2. .v — d) ,v 2.
7

4.

3 - 4  - 2  

2 - 1  5 

- 3  2 !

determinantning a elcmentini minori topilsin.

44



19 D) -1 1 E) 22 F) -1 1

5.

6 .

determinantning t/,, elementini algebraik to' ldi-

D ) 2 E ) -12 F) 12

hisoblansin.

7. hisoblansin.

A) 11 B)
2 4 0

5 - 2  -L

2 - 1  3

ruvchisi topilsin.
A) 5 B) -7 

2 1 - 2

6 19 13 2 0  

I 16 30 40

9 6 3 - 6

A) 12 B) 51 D) 14 E) 16 F) 0.
3 - 2 4 1  O '

0 4 - 1  3 2

7 8 5 4 3

3 - 6  5 - 2 - 2  \

A) 3 B) 4 D) 2 E) 0 F) -2.
8 . Determinantlarni hisoblamasdan quyidagi amallardan qaysi 

birini bajarish mumkin.
A) qo'shish B) avirish D) k o ‘paytirish E) bo' l ish F) hech 

birini bajarish mumkin emas.
9. To 'g ' r i  javob topilsin.
A) determinantni songa k o ’paytirish uchun uning biror satr (yoki 

ustun)ining barcha elementlari shu songa ko'paytiriladi.
B) determinantni biror songa k o ’paytirish uchun uning barcha 

elementlari shu songa ko'pavtiriladi.
D) determinantni songa ko'payti ri sh mumkin emas.
E) determinantni  songa ko'payti ri sh uchun uning biror satr 

elementlarini o ' sha  songa ko 'payti rib shu satrga mos ustunning 
elementlariga qo'shi ladi

F) bir xil tartibli determinantlarni qo'shish mumkin.
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1 0 . l o 'g ' r i  javob topilsin.
A) Bir xil tartibli determinantlarni hisoblamasdan taqqoslash 

mumkin
B) istalgan determinantlarni hisoblamasdan taqqoslash mumkin
D) determinantlarni hisoblamasdan taqqoslab bo' lmaydi
E) bir determinantning barcha elementlari ikkinchi determi- 

nanlning mos elementlaridan katta bo'lgandagi  o ' sha  determinantdan 
katta bo'ladi

I ) tartibi yuqori determinant katta bo'ladi.

0 ‘z-o‘zini teksliirisli uchun savol lar

1. Ikkinchi tartibli determinant deb nimaga aytiladi?
2. Uchinchi tartibli determinant deb nimaga aytiladi?
3. Determinantning elementlari nima?
4. Determinantning satr va uslunlari, hamda bosh va yon diagonallari 

nima'?
5. Determinantni songa ko'paytirish nimani anglatadi?
6 . Bir xil tartibli determinantlarni mos elementlarini qo'shish yoki 

a\ 1 ish mumkinmi?
7. Istalgan tartibli determinant qanday hisoblanadi?
8 . Minor va algebraik to'ldiruvchi nima?
9. Deteiminantni biror satr yoki ustun elementlari bo'yicha yoyish 

deganda nimani tuslumasiz?
10. Determinantni qaysi qator elementlari bo'yicha yoygan ma’qul?
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3.CHIZIQLI T E N G L A M A L A R  SISTEMASINI  
D E T E R M I N A N T L A R  Y O R D A M ID A  YECHISH.  

K R A M E R  QOIDASI

3.1 . Ikki noma'lumli  ikkita chiziqli tenglamalar sistemasi

Ikki n o m a ’lumli ikkita chiziqli tenglamalar sistemasi

\au x  + an y  = A,. ,  , 
\a2 ,x  + a22y  = b2

ni qaraymiz.  Bu yerdagi x  va v n o m a’lum sonlar, qolgan barcha son
lar esa m a ’lum. O] i a r  a,,  a, ,  lar sistema koeffitsientlari, b\ va h2

sonlar esa ozod had (son)lar deb ataladi.
Chiziqli tenglamalar sistemasini yechish degan so 'z ,  noma' lum 

sonlarning shunday qiymatlari to 'plamini  topish demakki,  ularni 
sistema tenglamalarining liar biriga mos noma' lumlarning o ‘rniga 
qo'yi lganda ular ayniyatlarga aylanadi. Bunday sonlar to'plami 
sistemaning yechimi deyiladi. Kamida bitta yechimga ega bo' lgan 
sistema birgalikdagi sistema deb ataladi. Birgina yechimga ega 
bo' lgan birgalikdagi sistema aniq sistema deb ataladi. Cheksiz ko 'p  
yechimlarga ega bo ' lgan birgalikdagi sistema aniqmas sistema deb 
ataladi. Birorta ham yechimga ega boMmagan sistema birgalikda 
boMmagan sistema deyiladi.

Izoh. Keltirilgan t a ’rillar istalgan sistema uchun o'rinlidir.
(3.1) sistema bizga o ' r ta maktab kursidan m a ’lum . Uni vechish- 

ning o ‘riniga qo'yish,  qo'shish va grafik usullari bilan tanishmiz.
Bu yerda (3.1) sistemani yechishning yana bir usuli y a ’ni uni 

determinantlardan foydalanib yechish usuli bilan tanishamiz. Siste
maning birinchi tenglamasini сь_2 ga, ikkinchisini -a \2 ga ko'paytirib 
hadlab qo'shamiz:

(d/| | Cl22-(t?AU \z)X=b \ a22-b2O \2- (3.2)
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Shuningdek sistemaning bii inchi tenglamasini -c/21 ga. ikkinchi 
sini d\ \ ga ko'paytirib had lab qo'shsak

U/ 1 \ (l22~ll2\(l\2)V—h2Cl22~h\(t\2

hosil bo'ladi.

A; a u “ u • v -
h | l /]2 a u A,

■ л, =
L I  4 I t h ] a 22 l i . h ,

(3.3)

(3.4)

bclgilashlanii kiritamiz.
Sistemaning koeffitsientlaridan tuzilgan Д determinant sistema- 

niiig ii.sosiy delerminanti  deb ataladi. Д г determinant Д dagi birinchi

lisiun elementlarini o /o d  sonlar bilan almashtirish natijasida. Л, esa

Л dag; ikkinchi ustun elementlarini ozod sonlar bilap. almashtirish 
nulijasida hosil bo'ladi.

(3.4) dan Ibydalanib (3.2) va (3.3) lormulalaini

Д • -v = Д t , j 

\  v - Л, '
(3.5)

ко rinishida vozish mumkin.
Mumkin bo' lgan quyidagi hollarni qaraymiz.
I. Sistemaning asosiy determinanti  Д / 0  bo'lsin.  U holda (3.5)

ning har bir icnglamasini Д ga bo'lib

Л
x — У~

A

A
(3.6)

berilgan sistemaning vechimini topish tbrmulasiga ega bo' lamiz.
(3.6) fbrimi la lar uning ixtirochisi Shvetsariyalik matematik Kramer 
( I 7 0 1 - 1 752',ning sharaliga Kramer formuialari deb ataladi.

II. Sistemaning asosiy determinanti  Д О  bo'lsin.
Bu holda quyidagilardan biri bo'ladi.
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1) Дх=Ду=0 bo'lsin.  U holda (3.5) 0-.v=0,  0 v = 0  ko'rinishini
о lib berilgan sistema cheksiz ko 'p  yechimlarga ega. chunki istalgan 
son bu tenglamalarni qanoatlantiradi.

2) Av Д\ lardan kaniida bittasi masalan Ax~0 bo'lsin.  11 holda
(3.5) ni birinchi tenglamasi 0 л'=Дх̂ 0  ko'r inishiga ega bo'lib.  u 
yechimga ega emas.  Demak.  bu holda berilgan sistema yechimga ega 
bo' lmaydi .

Xulosa.  a) (3.1) sistemaning asosiy determinanti  A?(). ya'ni

Ct\It/22 ^  4{2d2\ >oki —  /  ̂j? bo' lganda bu sistema yagona yechim- 
II,| ci,,

ga ega bo'lib,  uning yechimi Kramer formulalari (3.6) yordamida 
topiladi.

«и _ «] i _  î
b) Д Aj=/V=() va'ni  --------— bo' l ganda

Cl | Cl22 b 2

(3.1) sistema cheksiz ko 'p  yechimlarga ega (aniqmas);
d) Д=0 bo' l ib Д,. Д. lardan kamida bittasi noldan iarqli ya 'ni

c,\ i _  °vi ^

c/->i &->-> bn

bo 'lganda sistema yechimga ega bo' lmaydi (birgalikda emas).
(3.1) si temaning yechimiga quyidagicha geometrik izoh berish 

mumkin.  (3.1) sistemaning har bir tenglamasi to 'g ' r i  chiziq tengla
masini iiodalashi ayon.

—1 -  ф —-  bo' lganda to 'g ' r i  chiziqlar parallel bo' lmaydi .  Demak 
U21 (,22

har ikkala to 'g ' r i  chiziq bitta nuqtada kesishadi. Ana shu kesishish 
nuqtasining koordinatalari (3.1 ) sistemasining yechimi bo'ladi.

« 1 1 «i ̂
A=An=A4= 0  va ni — --------  —

°2\ a  22 h2

bo' lganda to 'g ' r i  chiziqlar ustma-ust  tushadi (sistema cheksiz ko 'p  
echimlarga ega). A 0 bo' l ib Ax. As lardan kamida bittasi noldan
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farqli bo 'lganda to 'g ' r i  chiziqlar parallel bo' lganligi  sababli ular 
kesishmaydi (sistema yechimga ega bo ' lmaydi)  ya 'ni  birgalikda 
emas.

1-niisol. Asror  uchta daftar va ikkita ruchka uchun 205 so 'm. 
Umida esa xuddi shunday 4 daftar va bitta ruchka uchun 190 s o 'm  
sarfladi. Daftar va ruchkaning narxi aniqlansin.

Yechish.  Daftar narxini v. ruchka narxini у  orqali belgilaymiz. U 
holda

|3д- + 2 v = 205.

[4x + y  = 190

sitemaga ega bo' lamiz.  Bu sistemani Kramer formulalaridan foyda- 
lanib vechamiz:

3 2 205 2
A= 4 1 =3-8=-5^0.  Ax= 190 1

л 3 205 
A'= 4 190

(3.6) formulalarga asosan:

Ax - 1 7 5
x  =  —  = ------------------- =  3 5 .

A - 5

=205-380=-175, 

570-820=-250.

« . и .
A - 5

Demak daftar 35 so'm.  ruchka 50 so 'm turar ekan.
. \2 x  + 5 v = 3,

2 -misol.  < sistema yechilsin.
1 4 x  +  1 Oy = 6

2 5 3 5
Yechish.  A= 4 10 = 2 0 -2 0 = 0 , At= 6 10 =30-30=0,

A, =
2 3 
4 6 = 12-12=0.

Sitemaning birinchi tenglamasini  2 ga ko'payti rsak uning 
ikkinchi tenglamasi kelib chiqadi. Demak sistema bitta 2x+5v=3
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tenglamaga teng kuchli va cheksiz ko 'p  yechimlarga ega. v ga
3 5 v

ixtiyoriy qiymatlar berih .v ni .v=— —— tenglamadan aniqlash

yo'li  bilan yechimlar topiladi.
3

Masalan, y=0 da x = — .y = \  da„Y=-l va hokazo.
2

Bu geometrik nuqtai nazardan 2.r+5v=3 va 4.v+10v=6 to 'g ' r i  
chiziqlar bitta to 'g ' r i  chiziq ekanini bildiradi.

[5.v + 3 v = 7.
3-misol.  <

110 .x + 6  v = 2
sistema vechilsin.

5 3 7 3
Yechish. Д= 10 6 =30-30=0, Дл = 2 6 =42-6=36/0.

д , =

5 7
10 2 = 10-70= - 6 0 /0 .

Sistemaning asosiy determinanti  Л =0 bo' l ib Лхт=0, Д^/0  bo ' l 
gani uchun sistema yechimga ega emas(birgalikda emas).

3.2. Uch noma'lumli  ikkita bir jinsli chiziqli 
tenglamalar sistemasi

\a ux  + a i2y  + a n z = 0 .

[o2Ia- + a 22y  + an z  = 0
(3.7)

sistemani qaraymiz.  Bu yerdagi x, у  va г noma' lumlar ,  qoigan barcha 
sonlar ma ' lum sonlar. Ozod sonlari nolga teng bu sistema bir jinsli 
sistema deyiladi. (3.7) sistemani yechish bilan shug'ullanarniz.

Faraz qilaylik
«II « 12 

«21 «22
^ 0  bo'lsin. IJ holda sistemani



ko'rinir.hida yozamiz. Bu sistema z  ning har bir aniq qivmatida 
yagona yechimga ega bo' l ib yechim Kramer formulalariga ko' ra

A =

«12 «11 -«1.1

-  «2.1 «22 . V = «21 «23

(!,, Cl,

Cl,, Cl,

U11

kabi topiladi. Determinantning xossalari (umumiy ko'paytuvchini  
determinant belgisidan chiqarish mumkinligi  hamda ikkita ustun- 
larini o ' r in almasht irganda determinantning faqatgina ishorasi 
o'zgarishi) dan foydalanib yechimni

x  =

«12 « 1.1 « 1, «П

«22 «2.1 «21 « 2.1

«11 «12
' " • )  '

«11 «12

«21 «22 «21 «22

ko' r inishda yozamiz.

«II «12 

«21  «2 2

= K

(- - - ) (3.8)

deb belgilasak z = K
u u a n  

a 2] a 22
bo' l ib uni (3.8) ga qo'ysak

К «12 «11 . v -K «и «.1 . Г К «11 «12
Cl n (1 ->■} Cl ^ <7,, а . a

(3.9)

qaralayotgan sistemaning yechimlari kelib chiqadi. (3.7) sistemaning 
yechimiga quyidagicha geometrik izoh berish mumkin.  Sistemaning 
har bir tenglamasi koordinatalar boshidan o' tuvchi  tekislik tengla-

52



masini ifodalaydi. Tekisliklarning har ikkitasi koordinatalar boshidan 
o' tganligi sababli ular kesishadi. Ikkita kesishuvchi tekisliklar to 'g ' r i  
chiziq bo 'ylab kesishadi. Ana shu to 'g ' r i  chiziq nuqtalarning 
koordinatalari sistemaning yechimi bo'ladi.

Xulosa. Bir jinsli (3.7) sistema Yagona yechimga ega bo'lishi 
yoki yechimga ega bo' lmasligi  mumkin emas. U har doim cheksiz 
ko 'p  yechimlarga ega (aniqmas).

4-misol .  + = sistema vechilsin.
(2x -  у + 3z = 0 •

Yechish.  (3.9) ga asoslanib

3 -2 1 - 2 1 3
x  к -1 3 =7K, y=-K 2 3 =-7k\ г К

2 - 1

larni hosil qilamiz. Shunday qilib berilgan sistemaning yechimlari 
,v=7K. v=-7K. r = - 7 k  tengliklar yordamida aniqlanadi.  К ga aniq son 
qivmatlarini qo 'y ib  sistemaning har xil yechimlarini  topiladi.

3.3. Uch noma'lumli  uchta chiziqli tenglamalar  
sistemasi

Uch noma'lumli  uchta chiziqli tenglamalar sistemasi

a u x  + a i2y  + a r,z = h r  

- a 2]x  + a 22y  + a 2:z  -  b 2, (3 . 1 0 )

и  -, y + a ^ y  + a ~ z  = h i

ni quraymi/.. Bu yerdagi .v,v va г noma' lum sonlar. qolgan barcha
sonlar ma' lum sonlar. с/ц. a  12.....a 3 3  sistemaning koet'fitsientlar:,

A1,/>2, va i>i ozod sonlar. Barcha ozod sonlar nolga teng bo 'lganda 

(3.10) sistema hir jinsli deyiladi.

(3.10) sistemani yechish bilan shug'ul lanamiz.  N o m a ’lumlar 

oldidagi koeffitsientlardan tuzilgan uchinchi tartibli
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д=

a  i ,  о I, а \у

и а ,, а , ,

а-,. о

determinant (3.10) sistemaning asosiy determinanti  deb ataladi. 
Berilgan sistemani yechish uchun sistemaning birinchi tenglamasini  
а и elementning algebraik to id i ruvehis i  A 11 ga. ikkinchi tenglamasini  
c/21 elementning algebraik to' ldiruvchisi  Л 21 ga va uchinchi 
tenglamasini elementining algebraik to"ldiru\chisi  Ац ga
ko'pavti rib tenglamalarni hadma-had qo'shamiz.

( ci \  1 A 1 1+ « 2 1 Л 2 1 + ^ / 3  ] A ’, 1 ) . t + ( f / 1 2 A 1 1 + £ / 2 2  A  2 1 + f / . i2  A i  1 )_}+

+ ( 13A 11+Д23А 2 i+f/13 A 3 1 )z=/j| А] 1+Л2Д 2 i+^зАз 1. (3.1 1)

Birinchi qavs ichidagi ifoda Д determinantning birinchi ustun 
elementlari bo ‘yicha yoyilmasi bo' lganligi  uchun determinantning 7- 
xossasiga ko' ra  a\ 1A 11+« 2 1A 2 1+<731 A 3 1 = A b o iad i .  (3.11) dagi 
ikkinchi \ a  uchinchi qavs ichidagi ifodalar Д determinantni ikkinchi 
va uchinchi ustun elementlarini boshqa bir ustunning mos element- 
larining algebraik to' ldiruvchilariga ko'payti rib qo'shi lganl igi  uchun 
determinantning 8 -xossasiga ko 'ra  ular nolga teng bo'ladi.  Shunday 
qilib (3.1 1) tenglik

A x- b u4 114 b jA i \ ~̂ ~byA31 (3.12)

ko'r inishga еца bo'ladi.

Д л  =

determinantni qaraymiz.  E ' t ibor bersak bu determinant asosiy 
determinantdatii  birinchi ustun elementlarini ozod sonlar«a almash-
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tirish natijasida hosil bo' lganl igiga iqror bo' lamiz.  Bu determi- 
nantning b \ ,  b i ,  h i .  elementlarining algebraik to'Idiruvchilari mos 
ravishda Д determinantning <7| i,<721.^31 elementlarining algebraik 
to' ldiruvehilariga tengligini hisobga olsak b tA\  1+Л2А21 */?3Л i \ 4 
bo' l ib (3.12) tenglik

\  л = Л (3.13)

ko'rinishini oladi.
Shunga o 'xshash Д - у  = Д, .  Д - г  = Д. (3.14) teng I ik larni hosil

qilamiz. bunda

a \\ h l « . 3 " 1 1 a .  2 h i

II<

« 2 1 Ь 2 a  2, ll<1

« 2 1 a  22 b 2

« ' , 1 « 3 3 a  31 i t л ,

Av determinant  sistemaning asosiy determinanti  Д dagi ikkinchi 
ustun elementlarini ozod sonlarga, Az esa Д dagi uchinchi ustun 
elementlarini ozod sonlarga almashtirish natijasida hosil bo'ladi.  

Mumkin bo' lgan qo 'y idagi  hollarni qaraymiz:
I. (3.10) sistemaning asosiy determinanti Д / 0  bo'lsin. U holda 

(3.13) va (3.14) tenglamalarni har birini Д ga bo' l ib

А, A, A.
A'=  — -  .  >■=—  . r = —  (3.15

A ' A A

formulalarga ega bo' lamiz.  (3.15) Kramer formulalari deb ataladi. 
Shunday qilib (3.10) sistemaning asosiy determinanti  A / 0  b n ' h a n J a  
sistema yagona yechimga ega bo' l ib yechim Kramer formula!;;; i 
(3.15) yordamida topilar ekan.

II. (3.10) sistemaning asosiy determinanti  Ar=0 bo'lsin. I l.oiJ:; 
quyidagilardan biri sodir bo'ladi.

a) Ax, As, Az determinantlardan aqalli bittasi noldan farqli. I’ ll 
holda (3.10) sistema yechimga ega bo' lmaydi.  Haqiqatan. aniqlik



uchun Ax/ 0  deb faraz qilsak bu ho Ida \ - x -  \  (3.13) tenglik 

0.v: An^ 0  ko' r inishiga ega bo lib. u x  ning hech bir qiymatida 
bajarilmaydi.

b) A=Ax=An=A/= 0 bo'lsin.  Bu holda (3.10) sistema yo yechimga 
ega bo 'lmaydi yoki cheksiz ko 'p  yechimlarga ega bo'ladi.

5-misol. Javohir oltita daltar, ikkita ruchka va bitta chizg' ich 
uchun 380 so 'm  sarfladi. Jasur xuddi shunday t o ‘rtta daftar, bitta 
ruchka va ikkita chizg ' ich uchun 370 so 'm. Behruz ham o 's ha  narxda
8 ta daltar. ikkita ruchka va uchta chizg’ich uchun 640 so 'm  sarfladi. 
Daltar. ruchka hamda chizg ' ichning narxlari aniqlansin.

Yechish. Daftar. ruchka hamda chizg' ichlarning narxlarini mos 
ravishda XV,- lar orqali belgilaymiz. U holda masalani yechish

6.y + 2 v + г = 380,

4x  + y  + 2:  = 370.

8.y + 2 v + 3z = 640

sistemani yechishga keladi. Bu sistemaning yechimini Kramer 
formulalaridan foydalanib topamiz

= 6 ( - l ) - 2 ( - 4 ) + l -0=2*0

Sistemaning asosiy determinantidagi birinchi ustun elementlarini 
ozod sonlama almashtirsak

6 2 1
1 2 4 2 4 1

A= 4 1 2 = 6 2 3 - 2
8 3 + 1

8 2
8 2 3

380 2 1 38 2 1

A , = 370 1 2 = 10 37 1 2

640 2 3 64 2 3

hosil bo'ladi.  Bu yerda birinchi ustundan umumiy ko 'paytuvchi 10 
determinant belgisidan chiqarildi. So 'nggi determinantni birinchi 
ustun elementlari bo 'v icha yoyib A, ni hisoblaymiz.
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=-- 10- ( 3 8 ( - 1 ) -37-4+64-3) “60 

Sistemaning asosiy determinanti Л dagi ikkinchi ustun e lement
larini ozod sonlarsza almashtirsak

6  380 1 3 38 1

4 370 2 2 1 0 2 37 2

8 640 3 4 64 3

determinant hosil bo'ladi.  Bu yerda determinantning birinchi 
ustunidan umumiy ko 'paytuvchi  2 . ikkinchisidan 10 determinant 
belgisidan chiqarildi. Oxirgi determinantni ikkinchi ustun elementlari 
bo 'y icha yoyib AN ni hisoblaymiz.

.V 20

r 2 2 3 1 3 1 \
-38 +37 -64

V 4 3 4 3 т  -*
У

= 20(-38 (-2)+37-5-64-4)=l 0 0 .

Shunimzdek

6 2 380 3 2 38 3 2 38

Л,= 4 1 370 2 10 2 1 37 = 2 -10-2 2 1 37

8 2 640 4 2 64 2 1 32

40 38
2 1 

2 1
- 3 7

3 2 

2 1

3 2 

2 1
200

ga ega bo' lamiz.
Kramer formulalari (3.15) dan fovdalanib

Д ,
=  - °  =  3f t  v  A -V  =  I 00= 5Q  ^ =  200 =  100 

Д  2 Д  2 Д  2

yechimni hosil qilamiz.

r

+  32

>



Shunday qilib daftar 30 so 'm.  ruchka 50 so 'm  va chizg' ich 100 
sum turar ekan.

2.Г + ЗГ + Г = 2.

6-misol .  .v — 4 1 + 2z  = 4. sistema yechilsin.

4.v + 6  v + 2 r  = 0

Yechish.  Bu yerda

2 3 I 

A -  1 -  4 2 =0. 

4 6 2

chunki determinantning birinchi va uchinchi satr elementlari propor- 
sional.

2 3 1 2 3 1

£ 4 - 4  2 = 4 2 - 2  1

0 6 2 0 3 1

Bu determinantning birinchi satrini - I  ga ko'payti rib ikkinchi 
satrning mos elementlariga qo 'shsak

2 3 1 

0 - 5 0  

0 3 1

hosil bo'ladi.  Bu determinantni  uning birinchi ustun elementlari

5 0
bo'yicha yoyib hisoblaymiz. Av=4-2-

Demak berilgan sistema Л=0, А, Ф 0 bo' lganligi  sababli yechim
ga ega emas.

л  + v - 2 r  =  - 2 ,

7-misol. ^ 2.v + 2 v - 4 r  = - 4 .  sistema yechilsin.

' 3.v + 3 -  6= = 0
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Yechish. Bevosita hisoblash y o ‘li bilan A -A x=Ay=/\/=0 ekan- 
ligiga ishonch hosil qilish mumkin.  Qaralavotgan sistema yecliimga 
ega emas. chunki sistemaning birinchi va uchinchi tenglamalari bir- 
biriga zid. Haqiqatan, s istemaning birinchi tenglamasini -3 ga 
ko'payti rib uchinchisiga qo 'shsak 0 = 6  qarama-qarshilikka kelamiz.

8-misol.

3„r + 2 v -  " = 5.

6 x + 4 v -  2z  = 1 0 . sistema yechilsin. 

x  - 3 v  + z = - 2

Yechish. Bevosita hisoblab A=A.,=A,=A_-=0 ekanligini topamiz. 
Sistemaning birinchi tenglamasini  2 ga ko'payt irsak  uning ikkinchi 
tenglamasi kelib chiqadi. Shuning uchun berilgan sistema

uch no m a’lumli ikkita tenglamalar sistemasiga teng kuchli. Bu 
sistema cheksiz ko 'p  yechimlarga ega. Yechimlar noma' lumlardan 
biri masalan .v ga aniq qiymatlar berib sistemadan у va г ni topish 
orqali aniqlanadi.

{ a f\  + a]1y  + a]̂  = b], a n _  a r  _  a l3 h
lzoh.  ) sistema —  -  —~ ~ ^  shartda

\a,,x + a „ v  + a,^: = h .  a-,, а ,.  Ы

aniqmas bo'ladi.
Xulosa. a) Uch noma' lumli  uchta chiziqli tenglamalar sistemasi

(3.10) sistemaning asosiy determinant! \ * 0  bo 'lganda vagona 
yechimga ega bo' l ib yechim Kramer formulalari (3.15) yordamida 
topiladi.

b) A=0 bo' l ib A,. Av. A - determinantlardan aqalli birortasi noldan 
farqli bo ' lganda (3.10) sistema yechimga ega emas.

d) A=AT=A,=A-=0 bo 'lganda (3.10) sistema yo yechimga ega 
emas \o k i  cheksiz ko 'p  yechimlarga ega.
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3.4. Uch noma'lumli uchta bir jinsli chiziqli 
tenglamalar sistemasi

<7, J-V + C/^V+C/, ,r= () .

< = (3.16)
a, jX+ti-.v+a. ~ =0.

sistemani qaraymiz. л-О. v=0 . □ (! sistemaning yeehimi bo'lishi 
ko'rmib turibJi. Bu holda kamida bitta ustuni elementlari nolua teng 
bo'Iganligi uchun V  V=A,. 0 bo'lib (3.13) va (3.14) tengliklar 
\ ,v 0. A v 0. Л-г=0 (3.17) ko'rinishga ega bo'ladi. Agar (3.16) 
sistemaning asosiy determinanti A * 0  bo'lsa u yagona ,v=0 . v=0 . r =0 
yechimga ega bo'ladi. Qaralayotgan bir jinsli chiziqli tenglamalar 
sistemasi noldan farqli yechimlarga ham ega bo'Ia oladimi degan 
sa\'olga quyidagi teorema javob beradi.

3.1-teorema. (3.16) sistema noldan farqli yechimlarga ega 
bo'lishi uchun uning asosiy determinanti ^=0 bo'lishi zarur va 
yetarlidir.

I laqiqatan. Sistema noldan farqli yechimlarga ega. masalan x *  0 
bo'lsin. U holda (3.17) ning birinchi tenglamasi A-.v=() dan A=0 kelib 
chiqadi.

I eskarisi. >a'ni sistemaning asosiy determinanti A--0 bo'lganda 
sistema noldan farqli yechimga e<:a bo'lishini ko'rsatish ham 
mumkin.

3.5. n noma'lumli n ta chiziqli tenglamalar sistemasi

I'mumiv holda n noma'lumli n t.i chiziqli tenlamalar sistemasi

a 11 л-, +cii2x2 +■•■ + « , ,  -v, = b
a., .V, + ct„x i—  + a-, x = b , ._ l l  22 _ 2 n n 2

f/„i.V| +u„:x: + • ■ ■ + «„„-V;, =b„.

(3.18)
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ko'rinishga ega bo'ladi. Bu verdagi V|. л-2......  -Yn lar noma lumlar.
b|.b;...... bn ozod had (son) lar hamda c/im /i; ......</,,» koelTitsientlar
ma'lum sonlar.

Yuqorida keltirilgan Kramer qoidasi noma’lumlar soni tengla- 
malar soniga teng bo'lgan istalgan (3.18) ko'rinishdagi sistama 
uchun o'rinli ekanligini ta' к id lab o'tamiz. Sistemaning asosiy deler- 
minanli A*0 bo'lganda u yagona yechimga ega bo'lib. yechim 
Kramer lormulalari

yordamida topiladi. Bu verdagi Л determinant (3.18) sistemaning 
noma'lumlari oldidagi koeffitsientlaridan tuzilgan bo'lib. 
,\t . ......Л, determinantlar undagi birinchi. ikkinchi va hokazo n--
ustun elementlarini ozod sonlar biIan almashtirish natijasida hosil 
bo'ladi.

Shuni aytish joizki. sistemadagi noma'lum (tenglama)lar soni orta 
borgan sari uni Kramer usuli bilan yechish qiyinlasha boradi.

Mustaqil yechish uchun mashqlar va test savollari

I Tenglamalar sistemasi yechilsin.

a)

2.v - v + 5; = 1.
-Y + V -  Г  = 6.

У)
5л- + v - 7r = 6.

jc-3v + 2r = 1 2л- - v + 3: = 6 .
к) < 2,y + г - Зг = 5. i) <2.v+v-r = 3.

2.y - 6 v + 4_- = 2. 4.v + 2 v - 2j  = 0.
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Javoh: a) (2;-5); b) Cheksiz ko'p; d) yechimga ega emas;
e) л-5 К, у -4 К, :  К : f) x=3. y-K+  3, ~ K: g) ( I ; 1; 0); k) sistema 

cheksiz ko'p yechimga ega; i) sistema yechimga ega emas.
2. Ikki noma'lumli ikkita chiziqli tenglamalar sistemasining 

yagona yechimga ega bo'lishi nimani anglatadi.
A)sistemaning tenglamalari ifodalovchi to'g'ri chiziqlarning 

parallelligini.
B ) to'g'ri chiziqlarning perpendikuKarligini.
D) to'g'ri chiziqlarning ustma-ust tushishini.
F ) to'g'ri chiziqlarning kesishishini.
F) to'g'ri chiziqlardan kamida bittasining koordinata o'qlarining 

b i r iga parallelligini.
3. Kramer qoidasidan qanaqa tenglamalar sistemasini yechishda

lo yda lan i lad i.
Л) har qanday ikki noma'lumli ikkita tenglamalar sistemasini 

yechishda
B ) uch noma’ lumli ikkita chiziqli tenglamalar sistemasini 

veching
D) har qanday uch noma'lumli uchta tenglamalar sistemasini 

yechishda
F) noma'lumlari soni tenglamalari soniga teng istalgan chiziqli 

tenglamalar sistemasini yechishda
F) faqatgina noma'lumlari va tenglamalari soni beshdan 

oshinaydigan chiziqli tenglamalar sistemasini yechishda.
4. Uch noma'lumli ikkita chiziqli tenglamalar sistemasining ya

gona yechimga ega bo'lmasligiga sistemaning tenglamalari ifodalov
chi tekisliklarning quyidagi xossalaridan qaysi biri asosi\ sabab 
bo'ladi?

A) yagona umumiy nuqtada ega bo'laolmasligi
B ) parallelligi D) perpendikulyarligi
F ) to'g'ri chiziq bo'ylab kesishishi F) ustma-ust tushishi.
5. Maktab kursida ikki noma'lumli ikkita chiziqli tenglamalar 

sistemasini yechishning necha xil usuli bilan tanishiladi.
A) I ’ B)2 1)Гз F ) 4 F) 5
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0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Chiziqli tenglama nima'7
2. Sistema qachon birgalikda, qachon aniq. qachon birgalikda emas va 

qachon aniqmas deyiladi?
3. Kramer formulalarini keltirib chiqaring.
4. Sistema qachon yagona yechimga ega?
5. Sistema qay vaqtda aniqmas bo'ladi?
6 . Uch noma'lumli ikkita chiziqli tenglamalar sistemasi yagona yechim

ga ega boiaoladimi?
7. Bir jinsli chiziqli tenlamalar sistemasi birgalikda bo'lmasligi mum- 

kinmi?
8 . Noma'lumlari soni chiziqli tenglamalari soniga teng sistemaning 

yechimi qanday topiladi?
9. Bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasini noldan farqli yechimga ega 

bo'lish shartini ayting.
10. Kramer formula lari qanaqa sistemalar uchun o'rinli?
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4.M ATR1TSALAR VA  U LA R  UST ID A  A M A LLA R

4.1.Matritsa haqida tushincha

Ma'lum sonlardan tuziluan

"n  a r.

a,,

au av a, , au

a 2 2  a , 3

Cl 11 ^ -t ̂

v a 3i a i i  a a  j

(4.1)

ка b i jadvallar matritsa deb ataladi. tt\\, a 12, ... sonlar esa 
matritsaning elementlari deyiladi. Jadvalning gorizantal qatorlari 
matritsaning satrlari. vertikal qatorlari esa uning ustunlari deyiladi. 
Satrlari soni ustunlari soniga teng matritsa kvadrat matritsa 
deyiladi va satrlari yoki ustunlarining soni shu matritsaning tartibi 
deyiladi. Masalan (4.1) dagi birinchi matritsa ikkinchi tartibli, 
uchinchi matritsa esa uchinchi tartibli kvadrat matritsadir. Satrlari 
soni ustunlari soniga teng bo'lmagan matritsa to‘g‘ri burchakli 
matritsa deyiladi. m ta satrli va n ta ustunli to’g'ri burchakli matritsa 
mxn o lcham li matritsa deyiladi. Masalan (4.1) dagi ikkinchi 
matritsa 2x4 o'lchamli to'g'ri burchakli matritsa. Yagona satrga ega 
bo'lgan matritsa satr-matritsa, yagona ustunga ega bo'lgan matritsa 
ustun-matritsa deb ataladi. Masalan («ц «12 « 13) satr-matritsa.

esa ustun-matritsadir.

Kvadrat matritsaning elementlaridan matritsa belgisini deter
minant belgisi bilan almashtirish natijasida hosil bo'lgan determinant 
shu matritsaning determinanti deyiladi. Matritsani qisqacha bitta A

harf bi lan belgilasak uning determinanti det A yoki \a \ kabi

л
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belsilanadi. Masalan
«II «12

a~, a.-,
matritsanim; determinant

\A I
Cl 11  О | -

bo" ladi.

Determinanti noldan farqli kvadrat matritsa xosmas, determinanti 
nolga teng kvadrat matritsa xos matritsa deyiladi.

Masalan:

=24-24 =0,i=
3 4

matritsa xos matritsa, chunki A ~
3 4

6 8 6 8

B=
3 2 

I 5
esa xosmas matritsa. chunki IB\ =

3 2 

1 5
= 15-2=13*0.

4.2. Matritsalarning tengligi

Bir xil oicham li A va В matritsalarning barcha mos Jementiari 
o'zaro teng bo'lganda ular teng (A=B) deb ataladi.

Masalan: A=
«II «12 «г/ К l>n

va B=
. «21 «22 «21 , hX 2̂2 b2:.

imtritsalji

a\\ = bx |, a  i2 -  b n , a\:, = b r, . a2\ =■ b ,, . u22-  b 2, . « 2,- b ,, bo'lgajuk-. 
teng bo'ladi (A=B).

4.3. M atritsalarn i qo'shish

Ikkita bir xil o'lchamli matritsaning yig‘ iiulisi deb uhrning mos 
elementlarini qo'shish natijasida hosil bo'lgan mutriisaga avliladi. 
ya'ni
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Ц | i/j л з К b\2 Ь\У
Л =

a a ,, a,.
va В =

K b2\ Ъ22 4
matritsaning vig'in-

disi deb C~A+B=
a\ 1 + 1̂1 u\ 2 1̂2 a\ 3 1̂3

£/->i +  A t .  i /xx 4* Ахл £/x^ +  Ь-,,

2 3 ' 3 - I
1-misoi. va

1 0V У - 1 1\ J

matritsaga aytilndi. 

matritsalarning yig'indisi

topilsin.

Yechish.
2 3 Г з - П ' 2 + 3 3-1 '

1 0 Ni 1-1 0+2V У \
uchun

0 2

A+ B В Ы .Matritsalarning yig'indisi 
(A ' В ) "С  A v (.В  j О  tengliklar o'rinli.

Barcha elementlari nollardan iborat matritsa nol matritsa deb 
ataladi va (0) yoki 0 kabi belgilanadi. Istalgan A  matritsa uchun 
At-0=A bo'ladi. bu yerdagi 0 matritsa A bilan bir xil o'lchamli nol 
matritsa.

4.4.M atritsani songa ko‘paytirish

Matritsani songa ko‘pavtmasi deb matritsaning barcha element
larini shu songa ko'paytirish natijasida hosil bo'lgan matritsaga 
aytiladi.

Masalan.
/ \ / \

au c]2 a\ 3 m au m a\2 m a\\
A= bo'lsa mA =Am~

v °2\ °22 а гЪ т а 1} т а -M m a23 ,

bo'ladi. Matritsani nolga ko'paytirish natijasida nol-matritsa hosil 
bo'ladi.
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2-misol.
1 3 -1

.3 4 2 j
matritsa 3 ga ko'paytirilsin.

Yechish. 3
1 3 - Г 3-1 3-3 3 •(-1)

3 4 2 3-3 3-4 3-2

3 9 — 3 N; 
9 12 6 :

4.5. M atritsalarn i ko'paytirish

/«и «12 °I3 ' 4 , Л12 /'■з '
A= «31 "22 “ 23 matritsaning B- *21 A22  ̂23

>«.41 a,2 "и , A l Л 33 ,
matritsaga

ko'paytmasi deb elementlari quyidagicha aniqlanuvchi C -A B  
matritsaga aytiladi

AB=

* * I  ̂ \

aubu +â b-n +С/,A ,  aubu +«/2̂ 22 +47iA 2 a\P\-~i,cW >2?, +a\:Ai 

a-, fa, + o , A ,  + « ,  -Aj, а-, Д  , + a 2A 2 +  tf2 A 2  и2Рп +"22^2.1 +<7: : А з

« 3А 1 ^"«32^21 ^  ^12 ^ 2̂ 22 ^ .-/?;2 /?, С 1- J '2- +  ̂ з;/^зз

Matritsalarni bu xilda ko’paytirish satrlarui u«tunga deb 
yuritiladi. Matritsalarni ko'paytirish qoidasi birinchi ko'payuv- 
chining ustunlari soni ikkinchi ko'payuvchining satrlari soniga U'r.g 
bo'lgan har qanday to'g'ri burchakli matritsalar uchun o'rir.lidir.

3-misoL .4=

masi topilsin.

Г ] ]
2 1 va 5= matritsalarning ko'pa\t-

Yechish. A B  ko'paytma mavjud, chunki A matritsaning uslunlari
2 ga teng, В  matritsaning satrlari soni ham 2 ga teng.

/
/
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' ll 1 2 -1
A B= 2 1 —

-  1 1 1 2

1 ■ 2 +  1 • 1 1 ■ ( - 1)  +  1 ■ 2

2-2  + 1 1  2 • (- 1 ) + 1 ■ 2 
- 1 - 2  + 1 1  (- 1 ) • (- 1 ) + 1 ■ 2 

3 1 
5 О 

ч - ! 3 ,

В A  ko'paytma mavjud emas, chunki В  matritsaning ustunlari 
soni 2 ga. A matritsaning satrlari soni esa 3 ga teng. Bu misol 
umumiy holda matritsalarni ko'paytirish o'rni almashtirish xossasiga 
ega emasligini ko'rsatadi. ya'ni umumiy holda A B  *  BA.

Matritsalarni ko'paytirish quyidagi xossalarga ega.
1 )(A B )C  -A(BC); 2) (A+b ")C = A O BC ; 3) (/иА)В=/и(АВ);
4) det(AB)=detA detB.
Bu yerdagi A .B.C  lar matritsalar bo'lib ular uchun yuqoridagi 

ko'paytirish va qo'shish amallari o'rinli. m biror son.

4.6. B irlik  matritsa

Bosh diagonalida turgan barcha elementlari 1 ga teng bo'lib 
qolgan elementlari 0 dan iborat kvadrat matritsa birlik  matritsa deb 
ataladi va E  orqali belgilanadi.

l (Л ikkinchi tartibli birlik matritsa.

E=

Masalan

1 0

0 1

0 0

0 1

esa uchinchi tartibli birlik matritsadir.

Birlik matritsaning determinanti lga teng. ya'ni |E|=1.
Istalgan A kvadrat matritsani uning tartibiga mos birlik matritsaga 

ko'paytirish natijasida o'sha matritsaning o'zi hosil bo'ladi. ya'ni
A  E E A=A.
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Ikkita sonlardan kamida bittasi nol bo‘ Igandagina ularning 
ko'paytmasi nol bo’ lishi ma'lum. Matritsalarni ko'paytmasi bunaqa 
xossaga ega emas. ya'ni ikkita noldan farqli matritsalarning 
ko’paytmasi nol matritsa bo’lishi ham mumkin.

Masalan

'  1 1 

I 1

( 1 1 N ' 1 1 - 1 1 11-1- 0 0

-1 -1 1 1 - 1 1 M - l- 0 о ;

4.7.Teskari matritsa

A kvadrat matritsaga teskari matritsa deb А В B  A F  shartni 
qanoatlantiruvchi В  matritsaga aytiladi. A matritsaga teskari matritsa 
odatda A"1 kabi belgilanadi. A, В  va F  matritsalarning bir xil tartibli 
bo’ lishi rovshan. Boshqacha aytganda ko’paytmasi F  birlik matritsa
ga teng A va В  kvadrat matritsalar o'zaro teskari matritsalar deyiladi. 
Har qanday kvadrat matritsaga teskari matritsa mavjudmi degan 
savolga quyidagi teorema javob beradi.

4.1-teorema. A kvadrat matritsaga teskari A matritsa mayjud 
bo'lishi uchun A matritsaning xosmas matritsa bo'lishi zarur va 
vetarlidir.

Isboti. Zarurligi. Faraz qilaylik A ga teskari A '1 matritsa ma\- 
jud bo'lsin. IJ holda А -/Г|=Е, |/j| • |/1 bo'ladi. Bundan

|.I | *  0. ya'ni A matritsaning xosmasligi kelib chiqadi.

Yetarliligi. Osonlik uchun uchinchi tartibli

A=

а и
a 2I a 22 a :} 
и . a a ,,

xosmas matritsani qaraymiz. Bu holda
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А ' =

А\\ Л ;| Аз1
А 12 -^22 ^з; 

v ^  13 ^ 2 3  ^  33

(4.2)

matritsa Л matritsaga teskari matritsa ekanligiga bevosita ularni 
ko'paytirish yo'li bilan ishonch hosil qilish mumkin. K o ’paytirish 
jarayonida determinantning 7- va 8- xossalaridan foydalaniladi. Bu 
yerda Л,к(i.k= 1,2,3) orqali elementning algebraik to'ldiruvchisi 
belgilangan.

4-misol.
f 2 1

A= 3 2 
- 1 4

matritsaga teskari matritsa topilsin.

Yechish.

1 4

2 1 -1

3 2 0 

- 1 4  1

determinantni birinchi satr elementlarini uchin

chi satrining mos elementlariga qo’shsak \A\ -

2 1

3 2 0 

1 5 0

Buni uchinchi ustun elementlari bo'yicha yoyib hisoblaymiz.

1

bo’ ladi.

3 2 

I 5
= -13*0.

Demak berilgan matritsa xosmas matritsa va unga teskari A ' 
matritsa mav jud.

1

0
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2 0 о
- l ) w =  2. Ar  = ( - 1) '

- l  i4 1

4з = Н ) 1+3

Л , =(-!)■

2+2

Ла=Н)3+3

3 2 

-1 4 

2 -1 

- I 1 

1 -1

2 О 

2 1

3 2

-14.

= ?

=  1 .

Д. - (- !) ’

Л,=Н)2"’

4 ; =(-!)"■

1 -

4

2 I

-1 4

2 -I

3 О

= -9,

Topilgan qiymatlarni (4.2) ga qo'yib teskari matritsani aniqla\
miz.

13

2 - 5  2 

- 3 1 - 3  

1 4 - 9  1

2 5 2
T J 13 13

ij I J
13 13 13

14 u 1
13 13 13

А A '**11 lenglik o'rinli ekanini tekshirib ko'rishni o‘qu;.c!iiga 
tavsiya etamiz.

A matritsa va unga teskari A '1 matritsaning determinantlari uchim

l/T'l = --- ekanini ta’kidlab o'tamiz.
| | |/i|
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4.S. Matritsaning rangi va uni hisoblash

To 'g ’ri burchakli yoki kvadrat A matritsa berilgan bo'lsin. 
Matritsaning к ta satr va o'shancha ustunlarini tanlab ularni kesishish 
ioyi-.ia turgan eiemcntlardan joylashish tartibini o'zgartirmagan holda 
k-tartibli detcminant tuzamiz. Ana shu determinant A  matritsaning k- 
tartibli minori deb ataladi. Matritsaning elementlarini uning birinchi 
tartibli minori deb hisoblash mumkin.

Masalan iu , a. matritsa 4 ta uchinchi tartibli. 18 taf22 ^1^24
a , 2  a , A  /

-ikkinchi tartibli va 1 2 ta birinchi tartibli minorlarga ega.

k .Ijshbu determinant qaralayotgan matritsaning ikkinchi

tartibli minorlardan biri bo'lib u matritsaning birinchi va uchinchi 
satrlarini hamda uchinchi va to'rtinchi ustunlarini tanlash natijasida 
hosil bo'lgan.

Agar A matritsaning / -tartibli minorlari orasida kamida bitta 
noldan farqiisi inavjud bo'lib. undan yuqori tartibli qolgan barcha 
minorlari nolga teng bo'lsa. u holda butun r son A matritsaning 
rangi deyiladi va rcrngA = r yoki r t = r kabi yoziladi.

Boshqacha aytganda A matritsaning noldan farqli minorining eng 
y uqori tartibiga shu matritsaning rangi deb atalar ekan.

Nol matritsadan farqli istalgan matritsaning rangi natural son bo'ladi. 
1 - 1  0

5-m iso I A 1 matritsaning rangi topilsin.

Yechish. Matritsa yagona uchinchi tartibli
0

minorga ega bo lib u 0 ga
I

teng ( hisoblansin).

-  I 
0 1 
1 1 
Ikkinchi

2
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tartibli minorlari orasida 0 dan farqlilari mavjud. masalan
I - I

0
= 2 # 0

Demak matritsaning rangi 2 ga teng ekan.
Matritsaning rangini topishda ko'p sonli delerminantla; ni 

hisoblashga to'g'ri keladi. Sluming uchun matritsani rangini hisob- 
laslula uni elemental' almashtirish deb ataluvchi almashtirislulan 
foydalanish maqsadga muvofiq. Matritsani eleinentar almashtirish 
deb quyidagi almashtirishlarga aytiladi.

a) laqat nollardan iborat satr (ustun)larni o'chirish:
b) ikkita satr (ikkita ustun)larni o'rinlarini almashtirish;
d) bir sat[■(ustun)ning barcha elementlarini biror songa ko'pay

tirib, boshqa satr(ustun)ning mos elementlariga qo'shish:
e) satr(ustun)ning barcha elementlarini noldan larqli bir xil songa 

ko'paytirish.
Agar В  matritsa A matritsadan elemental- almashtirishlar yorda

mida hosil qilingan bo'lsa A va В  ekvivalent matritsalar de\ iiadi 
hamda A ~ B  kabi yoziladi.

4.2-teorcma. Elemental" almashtirishlar natijasida matritsaning 
rangi o‘zgarmaydi.

Teoremaning isboti determinantlarning xossalaridan kelib chi
qadi.

6-misol. A

0

4
6

7 13

matritsannm ranm

topilsin.
Yechish. Birinchi satrini (-2) ga ko'paytirib uchinchi satrining 

mos elementlariga hamda birinchi satrini (-1) ga ko'paytirib 
to'rtinchi satrining mos elementlariga qo'shamiz:
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- 1 2 4 5
A -

I - 2 - 4 - 5
v - 2 4 8 10 y

Ikkinchi salrni uchinchi satrga hamda ikkinchi satrni (-2) ga 
ko'pavtirib to'rtinchi satrga qo'shsak

2 I - I

A "

2 1 -1 3 '
- I 2 4 5

0 0 0 0
0 0 0 0 ,

-  I
-  I 

4

kdib chiqadi. Oxirgi matritsaning rangi 2 ga teng, chunki 

‘ - 5 * 0 .

E'tibor bilan kuzatsak bu misoldan shunga iqror bo'lamizki rangi
2 ga teng A matritsaning birinchi va ikkinchi satr elementlari 
o'zaro chiziqli bog'lanmagan. Boshqacha aytganda ulardan biri 
ikkinchisi orqali chiziqli itodalanmaydi, ya'ni a  - k/3 tenglikni 
qjnoaiiantiruvchi к = const son mavjud emas, bunda a-birinchi 
'.liming elementi p  esa ikkinchi sairning a  ga mos elementi.

A matritsaning uchinchi va to'rtinchi satr elementlari uning 
birinchi va ikkinchi satr elementlari bilan mos ravishda 2 a - ( i  va 
2a  + ft tengliklar orqali chiziqli itodalanadi.

Fndi shu fikrni umumlashtiruvchi teoremani keltiramiz.
4.3-leorema. Agar matritsaning rangi I' ga teng bo "Isa u holda 

unda /' ta chiziqli bog'lanmagan satrlar mavjud bo'lib qolgan 
burcha satrlar shu r  ta satrlar orqali chizikli ifodalanadi. ya’ni 
.darning chiziqli kombinatsiyasi bo'ladi.

74



Mustaqil yechish uchun mashqlar va test savollari

1.
3 2 1 
1 3 4 
1-1 2

matritsanins’ xos voki xosmas matritsa

ekanligi aniqlansin. Javoh: xosmas.

2

4

_  i

va

\ig'indisi topilsin Javoh .

0 1 - 1

3 2 1 

1 1 0 

2 4 4

7 5 3

matritsalarning

3.

Javoh:

4.

-  1 2 0 

matritsa 5 ga ko'paytirilsin.

' 20 15 10 л

4 3 2 4 
- 1 5  3

- 5 25 15 J
2 3 s

-2 1
/

-1 2 va
1 -1 v 3 2 ,

( 1 3 - P  
2 0 I 
2 1-3

pavtmalar topilsin.
' 5 8 '

ОС1

Javoh: 8 3 va 6 2 0

, - 5 - b -7  -6  9

( 2 1 1 >
- 4 5

2 0 _  ?- >

ко'-

\
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r  .  . . 1 3
- 1  1

5 2 1
- -

Г 
I 

1

6.
2 - 3  I 
I 2 3 
5 - 1 2

ko'pavtma ma\judmi? Javoh: vo'q.

matritsaga teskari matritsa topilsin.

Javoh:

7 5 11
36 36 36

13 1 5
36 36 36

11 13 7
36 36 36

7.

8 .

M  -4  I 
I 1 I 

5 - 2  3 

I I 
0 I

matritsaga teskari matritsa mavjudmi? .Javoh: ha. 

haqida keItirilganlardan noto'g'risini toping.

A) kvadrat matritsa. B ) ikkinchi tartibli matritsa. D) xosmas 
matritsa. F) birlik matritsa. F) matritsaga teskari matritsa mavjud.

I 2 3 N
-20  4

S ~i - 1
haqida kc It ir i lgan lardan noto'g'risi topilsin.

A) A ga teskari I matritsa mavjud B) A ■ A 1 = E  o'rinli. bunda E  
uchinchi tartibli birlik matritsa D) A ■ E  - A F ) A va E  matritsalarni 
qo'shish va ayirish mumkin.

2 4 6

-2  0 4 

5 2 - 1

j
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10. Л. В. С matritsalar uchun ko'paytirish va qo'shish amallari 
o'rinli bo'lganda quyidagi xossalardan qaysi biri har doim ham 
bajarilavcrmaydi?

A) (A B )C  A (BC ). B ) (A«B)C= AC+ BC. D) (mA)B=m(AH). 
bunda m-aniq son. b) det(AB)=^detA detB. F) A B - B  A.

I I . Noto'g'ri javob topilsin.
A) A matritsaning ustunlari soni В matritsaning satrlari soniga 

teng bo'lganda A В mavjud.
B ) 0 matritsa A bilan bir xil o'lchamli nol matritsa bo'lganda 

A+O^A o'rinli.
D) bir xil tartibli Л va В kvadrat matritsalar uchun A В mavjud.
E ) bir xil o'lchamli matritsalarni ko'paytirish mumkin.
F) istalgan E birlik matritsa uchun detlf=|F|=l.

I 2 )  . . . . . .
matritsaning son qiymati topilsin.12.

0 4
A ) 4 B ) 2 D) 6 F ) 3 F) matritsa son qiymatga ega emas.

' 1 4 N
1 2

2 -1
. 0 4

-1 o ,
13. 2 - I  ko'paytma topilsin.

A ) ko'paytma mavjud emas B ) 2 D) 9 E ) 3 F) 7.

O ‘z-o‘zini tckshirish uchun savollar

1. Matritsa deb niinaga aytiladi?
2. Kvadrat matritsa nima? Uning determinantichi?
3. Xos va xosmas matritsalar deb qanda) matriisalarga a\tiladi'?
4. Birlik matritsa nima?
5. Satr-matritsa nima ?
6. Ustun-matritsa nima'?
7. Matritsalar qachon teng bo'ladi?
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8. Matritsani songa ko'paytmasi qanday aniqlanadi?
9. Matritsalarni qo'shish va ayrish mumkinmi?
10. Matritsalarni ko'paytmasi qanday aniqlanadi?
I l.Qachon matritsalarni ko'paytirish mumkin?
I 2.Berilgan matritsaga teskari matritsa qanday aniqlanadi?
I З.Наг qanday matritsaga teskari matritsa mavjudmi?
14.Teskari matritsa qanday topiladi?
15.Teskari matritsaning determinantlari o'zaro qanday munosabatda 

1кг ladi?
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5. C H IZ IQ L I  T E N G L A M A L A R  S IS T E M A S IN I  
Y E C H IS H N IN G  M A T R IT S A  V A  G A U S S  U S U L L A R I

5.1. Chiziqli tenglamalar sitstemasining matritsali 
yozilishi va yechilishi

Oson boMishi uchun uch noma'lumli uchta chiziqli tenglamalar 
sistemasi

aux + av y  + a r z =  bv 

a^x  +  a22y  +  a2,z -  b2, 

a M.x -i- a ^ y  +  a^z  =  hx

ni qaraymiz.

(5.1)

4 i a \2
\

a n / \ X { h \ )
A= °2\ a 22 a 27, . X  = v . В  = h 2

a i2 J V - Л  ,

belgilashni kiritamiz. U holda matritsalarni ko'paytirish qoidasiga 
binoan

/ „  .. ............. ....  _ Л
4 i "12

\
a n

A X a 2\ a 2,

<7,, а М У

x
V

V “ У

aux +  av y  +  я , , ;  

a^x + a2~,y +  av z 

aMx  +  a +  aVyz

bo’ladi. Shuning uchun (5.1) sistemani matritsalarning tengligidan 
fovdalanib.
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/ \ 
a u x + a l2y + a n z b\ '

11, |.Y + CI-,-,y + U-,-̂ 1 - Ь  2

4^31*  ̂ ^32У  ^  £‘"з3 — b i J

ko'rinishida yoki qisqacha
A X  В  (5.2)

matritsali tenglama ko'rinishda yozish mumkin. (5.1) sistema (5.2) 
yordamida berilgan bo'lib A xosmas matritsa bo'Isa uni quyidagieha 
у.ч hiladi. (5.2) tenglamaning har ikkala tomonini ehapdan A 
m.tritsaga teskari А л ga matritsaga ko'paytirsak, A '1 (A A')=,r' B; 
ГЛ '-А) X Л 1 В. I X V  B: X - A '1 В bo'ladi.

Л А ' -В (5.3)
matritsali lenglama (5.2) ning yeehimidir.

2x - у  -f- z = 3,
l-misol. <, ,v + 2 r - 2г = - I. sistemani matritsa usulida yeching. 

[зл- + 2у  - Зг = -2
Y “chi:;5i.

f 2 -1 i ( - ■ j
f X )

■

В u :nisuiu2 A 1 2 — 2 . В -  1 , X - V

V
2 - 3 - 2 , 2 J

bo'lgani uehun beriigan sistemani A-X-B matritsali ko'rinishda va 
uning ycehimi.'M X= A"'B  ko'rinishda yozish mumkin. A matritsa 
dr;tei minantining I-satr elementlarini 2 ga ko'paytirib 2-satrning mos 
eleMvritlariga qo'shamiz va hosil bo'lgan determinantni ikkinchi satr 
elemenlari bo'vieha vovib hisoblavmiz.

2 -1 1 2 -1 1
i  i

И  1 1

! — 5 о о =- 5 (—I ) ’*1
— 1 1

2 -33 2 -3 2 " 3 i

= - 5 * 0
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bo'lgani uchun A xosmas matritsa va unga teskari A" matritsa 
mavjud. A matritsaning barcha elementlarining algebraik to'ldiruv- 
c h i lar in i topamiz:

A . (-1 .'•i
- 1 I
2 - 2  

2 -I
■I 1-1)’

An (-1) '
2 - 2 
2 - 3 ^ 2‘

A i:- (-1 )' '
1 -2

A (- I)'

* —1 2 

3 2
-4, /Ь ,=(-!)' '

- 1 1

2 - 3

A ■’ (-1 ) '
2 1
1 — .1 -9,

I
A2 (-1)'

2 I
Ч 2

- j .

=-7,

Algebraik to'ldiruvchilarning qiymatlarini (4.2) lormulaga qo'yib
A' teskari matritsani topamiz:

A'
-2 -1  0

- 3 - 9  5

- 4 - 7 5
-IX. A' va В  matritsalarni .V и  В tenglikga qo'yamiz. Li holda

f V 1 - 2 - I ( ) ' 3

V 1
./1 

1 -

- 3 - 5 - 1

_ iV “  / - 4  - 1  5 - 7

-6+ 1+ 0 ] - 5 1 N
- 9 - 1 0 10 — 2

5
- 1 2 f 7-10 15 1

hosil bo'ladi. Bundan .v = l , r  2, г r 3 echimni hosil qilamiz.

I 2

у
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5.2. Chiziqli tenglamalar sistemasini 
yechishning Gauss usuli

Biz noma’lumlar soni tenglamalar soniga teng chiziqli lengla- 
malar sistemasini yechishning Kramer va matritsa usullari bilan 
tanishdik. Bu usullarning zaif tomonlari shundaki, noma'lumlar soni 
biro/, katta bo'lganda juda ko'p hisoblashlarni bajarishga to'g'ri 
keladi. Masalan to'rt noma'lumli to'rtta chiziqli teglamalar 
sistemasini Kramer usuli bilan yechish uchun beshta to'rtinchi 
tartibli determinantni hisoblashga to'g'ri keladi. To'rtinchi tartibli 
determinant biror satr yoki ustun elementlari bo'yicha yoyilganda 
yoyilmada to'rtta uchinchi tartibli determinant qatnashadi. Demak, 
jami 5-4=20 ta uchunchi tartibli determinantlarni hisoblashga to'g'ri 
keladi. Besli va undan ortiq noma'lumlar qatnashgan sistema haqida 
gapirmasak ham bo'ladi.

Bunday hollarda chiziqli tenglamalar sistemasini Gauss taklif 
etgan quyidagi usul bilan yechgan ma'qul.

Gauss usuli tenglamalardan noma’lumlarni ketma-ket yo'qotish- 
ga asoslangan bo'lib oxirgi tenglamada bitta noma’lum qoladi xolos. 
Undan noma’lumni topib oxirgidan oldingi tenglamaga qo'yib 
ikkinchi noma’lum topiladi va hokazo shu jarayon davom ettirilib 
topilgan noma'lumlarning qiymatlarini birinchi tenglamaga qo'yib 
undan birinchi noma'lum aniqlanadi.

Gauss usuli bilan misolda tanishib chiqamiz.

2-misoI. Ushbu

2x + 3 v - z  + t -  -2, 

Зл- - v + 2r - 3/ = -3,

2.v + v - г + 2/ = 2,

,v -  2 v + z -  / = 1

(5.4)

sistema yechilsin.
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Yechish. Sistemani Ciauss usuli bilan yeehamiz.
l-qadain .v noma'lumni sistemaning ikkinchi tenglamasidan 

boshlab barchasidan yo'qotami/. Birinchi tenglamani v oldidagi 
koeflitsiSfcnt 2 ца bo'lib. sistemani

1  1

I.V — I' + Iz  - _i/ = — .1.
+■ 11

p V г Г - I 1

1ГО)

ko'rinishida yo/amiz.
a) (5.5) sistemaning birinchi tenglamasini -3 ga ko'pa\tirib, 

ikkinchi tenglamasiga qo'shsak

3.y- v + 2z ~3t = -3.

11 7 9 n --- V + - Z - - I  = 0
2 '  2 2

hosil bo'ladi.
b) (5.5) sistemaning birinchi tenglamasini 2 ga ko'paylirib 

uchinchi tenglamasiga qo'shsak

— 2.v — 3 1 ч - z - t  - 2

2.v + v - z + 2i ■ 2.

kelib chiqadi.
- 2 г f  / - 4
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d) (5.5) sistemaning to‘rtinchi tenglamasidan birinchisini ayirsak:
x-2y+  z-t = 1,

3 1 1 >.v + -  v - - z + - t  = - l. 
2 '  2 2

7 3 3 _
—  v -)—  z —  1 - 2 

2 '  2 2

bo'ladi. Shunday qilib berilgan (5.4) sistema
3 1 1 ,

л н—  v ---z н—  / — — 1,
2 2 2

11 7 9 A-----i ’ + — г -----/ = 0,
2 2 2 (5.6)

- 2 у + 0 • г + t = 4,
7 3 3 . 

 vh—  г  / — 2 
2 ’ 2 2

ko‘rinishga ega bo'ladi.
2-qadam. (5.6) sistemaning ikkinchi tenglamasidan boshlab bar- 

chasidan у noma’lumni yo'qotamiz. Ikkinchi tenglamani у  oldi-

dagi koeffitsiyent - ^  ца boiib sistemani

3 1 1 ,
A + —  V ----Z  H----1 — — 1

2 ' 2 2

7 9 n г --- z + —  t = 0,
I I  I I

- 2 v + 0 ■ г + / = 4,

7

n ->j  j  ---v + — г ----! - 2
i  ■ 2  1

koYinishda yozamiz.

(5.7)
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а) (5.7) sistemaning ikkinchi tenglamasini +2 ga ko'paytirib 
uchinchi tenglamaga qo'shamiz:

о 14 18 n+ 2 v--- r + —  t =0.

14 29--- :  + — 1 = 4
II II

7
b) (5.7) sistemaning ikkinchi tenglamasini — ga ko'paytirib,

to'rtinchi tenglamaga qo'shamiz:
7 49 63у--- z + —  t = 0,T  от n

7 3 3 - r + - r — 1

16 30 „--- z + — t =2~>1 T)
. . 8 15 y o k i --- z + — 1 = 2.

Shunday qilib, (5.7) sistema

,Y +  —  V -  —  Г

1--------- 9 i - -- г +  1 = 0

29+ --- / = 414_
I I
S _ \5_

II '  11
ko'rinishni oladi.

(5.8)
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3-qadam. (5.8) sistemaning to'rtinchi tenglamasidan г no- 
ma'lumni yo4|otami/. Bnning uchun sistemaning uchinchi tcngla-

. . 14masmi <za bo'lib uni

I .

г I I
"’Q

—  t (I . 
1 I

14 7
S 15

Г Г "  ' I , ’ '

ko'rinishda vo/ami/.. Bu sistemaniim uchinchi tenslamasini ца

ko'pa\urib to'rtinchi lenglamaga qo'shami/-

S _ 116 16
1 Г  77 ‘ 7

11 II

Shunday qilib



sistemaga ega bo'lamiz. Bu sistemaning oxirgi tenglamasida bitta / 
noma’lum, undan oldingisida ikkita z va / noma'lum, ikkinchi 
tenglamasida uchta r, z, t noma'lum va birinchi tenglamasida barcha 
noma'lumlar - .v, r, z, / lar qatnashadi.

Hndi noma’lumlarni topish unchalik qiyin emas.
. . . 1 24-qadam. (5.9) sistemanimz to'rtinchi teimlamasi — dan

" “  7 7

t ni topamiz. r= [ - - I
I  7 / 1  7 J

5-qadam. / ning topilgan qiymati 2 ni (5.9) sistemaning uchinchi
29 22

tenglamasiga qo'yib, z noma'lumni topamiz: z — — =

29 22 7
" ~ 7 7 ~ 7 ~ '

6-qadam. / = 2, z = l qiymatlarni (5.9) sistemaning ikkinchi
7 9 . .

tenejamasi v ----z + — / = 0 ца qo'yib v noma’lumni topamiz:
- 11 11

v — — • 1 + —--2 = 0; v+l=0, v = -\.
11 11 ’

7-qadam. Topilgan v=-l, z=l, t-2 qiymatlarni (5.9) sistemaning
^ 3 1 1  , 

birinchi tenglamasi x + — v —  z + - t  = - 1 ца qo'yib v noma lumni 
*- 2' 2 2 ^

■ > 1 1  лtopamiz: y ч— (—1)---1 ч— - 2 =—1; v = 0
2 2 2

Shunday qilib ,v = 0 , v = -1, z = 1, t = 2 ya'ni (0; -1; 1; 2) sonlar 
to'plami berilgan sistemaning yechimi bo'lar ekan.

Gauss usulining muhim tomoni shundan iboratki sistemani 
yechishdan oldin uni birgalikda yoki birgalikda emasligini aniq- 
lashning hojati yo'q.

Agar sistema birgalikda va aniq bo'lsa, bu usul xuddi yuqoridagi 
misoldagi singari yagona yechimga olib keladi.

Agar sistema birgalikda bo'lmasa bu usulning qaysidir qadamida 
yo'qotilishi lozim bo'lgan noma'lum bilan birgalikda barcha
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noma'lumlar ham yo'qolib kctadi va tenglikning o'ng tomonida esa 
noldan farqli o/od son qoladi.

' 3 v - r + 4 г = 6,

3-misol. Ushbu (5.10).v + Z у  -  г  = 3 ,

5 л- + 3 г  + 2 :  = 8
sistemani (iauss usuli bilan yechilsin.

V’cchish. 1-qadam. Birinchi va ikkinchi tenglamalarni o'rin al- 
mashtirib birinchi tcnglamadagi v oldidagi kocl'lltsiycntni 1 ga 
keltiramiz:

' .v + 2 v - ;  = 3,

3 ,v -  r  + 4 :  = 6,

5 л- + 3 v + 2 г = 8
(5.11)

a) bu sislemaning birinchi tenglamasini -3 ga ko'paytirib ikkinchi 
tenglamasiga qo'shamiz:

-3 .v-6v + 3r = -9,

3.v - r + 4z = 6.

- 7 v + Iz  - -3
b) (5.11) sistemaning birinchi tenglamasini -5 ga ko'paytirib 

uchinchi tenglamasiga qo'shsak

-5.v-10v + 5z = -15,
+

5.v + 3y + 2r = 8.

- 7 v + 7r - -7 

hosil bo'ladi. Shunday qilib (5.10) sistema
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.V + 2 г -  г = 3,

< - 7 v + 7 z = - 3, 

-  7 г + 7 :  = - 7.
(5.12)

ko'rinishda ega bo'ladi.
2-qadam. (5.12) sistemaning ikkinchi tenglamasini 1 ga 

ko'paytirib uchinchisiga qo'shsak uchinchi tenglamasidagi yo'qoti- 
lishi lo/im bo'lgan у bilan bir qatorda z noma'lum ham yo'qolib 
ketadi. ya'ni.

7 y-7 z  =3,
+

- 7 v + l z - - l

0 = -4

hosil bo'ladi.
Shunday qilib Gauss usuliga binoan sistema birgalikda emas, 

ya’ni yechimga ega emas ekan.
Agar sistema birgalikda, ammo aniqmas bo'lsa. Gauss usulining 

qandaydir qadamida ikkita bir xil tenglamalarga ega bo'lamiz.
Ya'ni bu holda tenglamalar soni noma'lumlar sonidan bitlaga 

kam bo'ladi.

4-misol.

3 .V - r + 4 :  = 6, 

.v + 2 r - :  = 3, 

5 a- + 3 r  + 2 г = 12
sistemani Gauss usuli bilan

yeching.
Yechish. Birinchi tenglamadagi v oldidagi kocITitsiyentni 1 ga 

keltirish maqsadida sistemadagi birinchi va ikkinchi tenglamalarni 
o'rinlarini almashtirib uni
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,v + 2 v - :  = 3.
3 .v - у  + 4 г = 6,

5 .v + 3 г + 2 г - 12
(5.13)

k o ' r i n i s h d a  vo/am i/ ..

а) (5.13) sistemaning birinchi tenglamasini -3 ga ko'paytirib 
sistemaning ikkinchi tenglamasiga qo'shamiz:

-  3.y -  6  г  +  3r  =  -9,
+

3.v -  г  +  4r  =  6 .

- 1 v + 7r = -3
b) (5.13) sistemaning birinchi tenglamasini -5 ga ko'paytirib 

uchinchi tenglamaga qo'shamiz:

- 5.v - 1 Or + 5 г = -1 5,

D.V + 3 I' f

-7 v + 7r = -3
Slnmday qilib

j .v + 2 v - :  = 3,
- 7 v + 7 :  = - 3 ,
- 7 v  + 7 :  = -3

sistemaga ega bo'lamiz. Bu sistema uch noma'Iumli ikkita teng- 
Iamalar sistemasi

j  -V + 2 v - :  3.
| - 7 r + 7 г = - 3 

ga teng kuchli. Oxirgi sistema esa cheksiz ko'p yechimlarga ega.
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5.3. Chiziqli tenglamalar sistemasini tckshirish. 
Kroneker-Kapelli teoremasi

Tenglamalari soni noma'lumlari soniga teng chiziqli tenglamalar 
sistemasini Kramer hamda Gauss usu I lari va matritsalari yordamida 
tckshirish (yechish)ni ko'rdik.

lindi tenglamalari soni noma'lumlari sonidan farqli. ya'ni // ta 
noma'lumli m ta chi/iqli tenglamalar sistemasi

" i i - v i +  a [2XZ +  a \„х „ ~ V  

t / -1 . v | +c/ i  1.V-. + ... +  (i- ,n \ n — I k .

+ c im2x 2 + . . . +  « ... v „ =h,

( 5 . 1 4 )

ni qaraymiz. Bunda a -sistemaning koeffitsiyentlari. л - noma'lum

lar. h -ozod hadlar deyiladi. / Idan m (/ = 1,/») gaclia, / 1 dan n 

(/--I,/?) gaclia barcha natural qiymatlarni qabul qiladi. a ., h- 
ma'lum sonlar.

Shu sistema qachon birgalikda (kamida bitta yechimga ega) 
bo'ladi degan savolga ja\ob izlaymiz. Javob matritsa rangi tuslum- 
cliasitia asoslanib beriladi.

цап

A =

«11 a V' -  a \n

</,, a : ... a

V a „,\ a , a m n  J

matritsani hamda A matritsaga sistemaning ozod hadlari ustunini 
birlashtirish natijasida hosil bo'ladigan
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matritsani qaraymiz. A matritsa sistemaning matritsasi, В  esa 
kengaytirilgan matritsa deb ataladi. r t < rH ekanligi ravshan.

5.1-tcorema(Kroneker-Kapelli). (5.14) chiziqli tenglamalar siste
masi birgalikda bo'lishi uchun sistemaning matritsasi A bilan ken
gaytirilgan В  matritsaning ranglari teng bo'lishi zarur va yetarli.

Ishoti. Zarurligi (5.14) sistema birgalikda va v, = а,,л-, =«,....v = an
yechimga ega bo'lsin. U holda

+ a n(X2 +... + a Uia n 
ci2la t + a 21a 2 +... + a 2na n =b2,

it ,0!, = b..

yoki

b\ ci]2a^ ... ^ lncxn —0,

b, -  a.,, a, -  Lu.a, -  a  = 0 ,

am2a 2 =  0

(5.15)

o'rinli bo'ladi.
В  matritsaning oxirgi ustunidan a, ga ko'paytirilgan birinchi 

ustunni, keyin a , ga ko'paytirilgan ikkinchi ustunni va hokazo 
nihoyat a n ga ko'paytirilgan »-usiunni ayiramiz. U holda (5.15) ga 
binoan В  ца ekvivalent



я ,=

V Q m\ a a

matritsa hosil bo'lib ~A bo'ladi. Demak rn = r„ = r,

Demak, (5.14) sistema birgalikda bo'lganda r, = rH bo'lar ekan.
Yetarliligi. r t = rH = r bo'lsin. (5.14) sistemaning birgalikda 

ekanini ko'rsatamiz. A matritsaning noldan farqli r -tartibli \ minori 
uning yuqori chap burehagida joylashgan deb laraz qilamiz. Aks 
holda noma'lumlar va tenglamalarning o'rinlarini almashtirish yo'li 
bilan bunga erishish mumkin.

A matritsa В  matritsaga ham kiradi. 4.3-teoremaga binoan.l \a 
В matritsaning ranglari r ga teng bo'lganligi sababli ularning r + l- 
satridan m -satrigacha barcha satrlari birinchi r ta sairlarining 
chiziqli kombinatsiyasidan iborat bo'ladi. Bu (5.14) sistemaning 
/• + 1-tenglamasidan boshlab qolgan barcha tenglamalari uning 
birinchi r ta tenglamalarining natijasi ekanligini bildiradi. Ya 'n i 
noma’lumlarning biror .v, = a,,.v, = a,,...,v„ = «„ qiymatlari (5.14) 
sistemaning dastlabki r ta tenglamalarini qanoatlantirsa, u holda bu 
qiymatlar shu sistemaning qolgan barcha tenglamalarini ham 
qanoatlantiradi. Shuning uchun (5.14) sistemaning /• + 1 -tengla
masidan boshlab qolgan barcha m - r  ta tenglamalarini tashlab 
yuborib berilgan tenglamalar sistemasiga teng kuchli

a u .y ,  + a r_x 2 + ...+ a Urxil

a \ A', + a 2 2x 2 + ...+  a 2n. v„
(5.16)

sistemani hosil qilamiz.

у
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(5.14) sistemani yechishda quyidagi ikki hoi bo'lishi mumkin: 
r = n va /• < n. Agar r = n bo'lsa, u holda (5.16) sistemaning 
tenglamalari soni uning noma'lumlari soniga teng, shu bilan birga 
sistemaning asosiy determinanti \ bo'lib shartga binoan u noldan 
larqli. Slnming uchun bu holda (5.16) sistema va u bilan birga imga 
teng kuchli (5.14) sistema ham yagona yechimga ega. ya’ni (5.14) 
sistema birgalikda. Agar r < n bo'lsa (5.16) sistemaning 
tenglamalari soni uning noma’lumlari sonidan kam. L! holda (5.16) 
sistemani bunday yo/amiz:

a u .v ,  +  c / , , . v ,  +... + a lrxr =  />, - « | г И .г , .ч

Cl2 |.V | +  ^22 ^ 2  "b ^ 2 r '^ r  Ь  ■ И 2l . r V  -| • ■ • — L l2 , '  n '

..................................................................................... (5.17)

cir|.V| +  « (. , .v ,  + ... + cir rxr =b.  ( И л-/ И - . . .- a mxn.

.V ,,.v ...... v„ «ozod noma’lum»larga ixliyoriy qiymallar bcra-
miz va sistemaning asosiy determinanti A * 0  bo'lganligi sababli
(5.17) sistemani vechib .v,,v,.... .v, noma’luinlarning qiymatlarini
lopamiz. Shundav qildib bu holda (5.17) sistema va u bilan birga 
unga teng kuchli (5.14) sistema ham cheksiz ko'p yechimlarga ega 
bo'lar ekan.

Xulosa. (5.14) sistemaning matritsasi A va В  kengaytirilgan 
matritsalarning ranglari noma’lumlar soniga teng, ya’ni /•, = rB = n 
bo'lsa, u holda (5.14) sistema yagona yechimga, agar bu 
matritsalarning ranglari o'zaro teng bo'lib, lekin noma'lumlar 
sonidan kichik, ya'ni г, - гд < /; bo'lsa, u holda (5.14) sistema 
cheksiz ko'p yechimgalarga ega bo'lar ekan.

I\ - 0, /?, = 0.....bn = 0 bo'lganda (5.14) sistema bir jinsli siste
ma deb ataladi. B ir jinsli sistema uchun .K/ i bo'lgani uchun r. - r„ 
bo'ladi va u doimo birgalikda. Xulosaga binoan r t = n bo'lganda bir 
jinsli sistema yagona v, 0, .v , 0___ v = 0 ya'ni nol yechimga ega.
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5.1-teoremaga asoslanib bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi 
uchun quyidagi teoremaga ega bo'lamiz.

5.2-teorema. B ir  jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi nolmas 
vecliimlarga ega bo'lishi uchun sistema nialrifsasi A ning rangi r. 
noma lumlar soni n clan kichik ho 'lishi zcirur va yetarlidir.

Natija. Agar bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasining teng
lamalari soni m noma'lumlari soni n dan kam bo'lsa, u holda sistema 
nolmas yechimlarga ega bo'ladi. llaqiqatan ham, /•, < m < n .

Olingan natijalar tenglamalari soni noma'lumlari soniga teng 
chiziqli tenglamalar sistemasi uchun ham o'rinli ekanligini ta'kidlab 
o'tamiz.

Hndi chiziqli tenglamalar sistemasini tekshirishga doir misollar 
qaraymiz.

5-misol. Ushbu
.v, +2v. - .v, = 2
2.v, - 3.x2 + 2.v = 2
3.v, + л\ + .v. = 8
3.v, - л% + .v. =4

sistema birgalikda bo'lsa, uni yeching.
Yechish. Sistemanina matritsasi

I 2 - I

v3 -1 I
ning rangini topamiz. Matritsaning birinchi va ikkinchi satrlarini 
qo'shib to'rtinchi satridan ayiramiz. U holda

1 2 - Г 1 2 - Г
1 2 - Г

3 - 1  1 J) - 1 1
3 - 1  1

3 1 1 1 1

3 - 1  1 0 0 0
3 1 1
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yoki oxirgi matritsaning birinchi satrini (-3) ga ko'paytirib, ikkinchi 
va uchinchi satriarning mos elementlariga qo'shsak,

( \ 2
0 - 7  4
0 - 5  4 /

bo'ladi. Hosil bo'lgan ekvivalent matritsaniim ram>i /- = 3 chunki

= -28 + 20 = - 8 * 0

Demak, A matritsaning rangi ham 3 ga teng; r t = 3 . Kengay- 
tirilgan

I I  2 - i 2 ^
2 - 3  2 2
3 1 1 8
3 - 1  1 4

Д =
1
0

2

-7
-1

4
-7  4

0 -5 4
-5 4

В =

matritsaning rangini hisoblaymiz. A matritsadagi singari elemental' 
alamashtirishlarni bajaramiz:

В -

1 2 - 1 2 ^ 1 2 - 1 2
3 - 1  1 4 3 - 1  1 4

J cc 3 + 1  1 8
3 - 1  1 4 0 0 0 0

']  2 -1 2 '
- 0 - 7  4 - 2

,0 -5 4 2 j

I
.•> - i
3 + I

4
5

Oxirgi ekvivalent matritsaning rangi r 3 bo'lishi ravshan. 

Demak, keimavtiriluan В matritsaniim raimi ham 3 ца tenti: r„ = 3.
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Maii'itsalar bir xil ranglarga ega bo'lganligi uchun sislcma 
birgalikda. Bundan tashqari matritsalarning rangi noma'iumlarning 
•.Di iga long, s lu ;  sababli sistema birgina yechimga ega. \ <) mime 
birinchi ucbta teng lan1 а кос 111' iyentlandan ui/i!gan. shu sababii 
io’.. inchi *o ,! ama das'labki uchti. tc'tivVniahrniiiii na ijasidan iborat 
\a uni tashlal ytiborish mm: kin.

Hcrilgan sistemaning birinchi uchta tcnglamalaridan tu/i lan uch 
noma’lumli uchta tenglamalar sisiemasmi Kramer formuk iari !ar. 
lo_\da!anib y^chib .v. -- 1. .v, = 2. .v, - 3 ni t;>pami/. 15,' ^c.iin:
hcrilgan sisiC .aning !i;;:'i \ochin.i Do'i ■ .

6-misol.
2..v % Зл‘ + r: - 2.

4.V -t 6л\
sistema bir«alikdami?

Yecliisli. Sistemaning matritsasi A ning rai gim hisoblaymi/.
i 1 - 5

2 - 2
2 4 6

П - 5 2 "
0 13 -3 -1

0 0 J

2 I I
1 ~i 
i*- / ■

1 - 5
0 1 1

1 5 
0 13
[j z I ) 

1 '

r. =2, chunki
1 -5
0 13

sailing rangini hisoblaymiz:

= 1 3 *0 . Kengaytirilgan H matrit-

'2  3 1 2 '0  13 -3 -4 0 13 -3 -4
11 1 - 5  2 3 ~ 1 - 5  2 3 - ил to

[4  6 2 0 0 26 -6  -12y v0 0 0 - 4,

л
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/■ 3. chunki
13

о 0 -4
-4(26 151-44 --О.

г, *  rH bo'lgani uchun berilgan sistema birgalikda emas.
7-misol. I shbu

j .
4,v. + 6л\ - 2.v- ■ 6,

j  v, .V.+2.V- -1
sistema birgalikdami?

\ ecliish .1 matritsanimi raneini hisoblavmi/:
! n - 1 ‘-s 'УJ  ■> - 1

2 3 - 1
4 6 - - 0 0 и

3 1 2I ■> i ■) 3 -1 2

2 . chunki -11*0.

Kcimavlirilaan В  matritsaninu raimini hisoblavmiz:
2 3 1 3 2 3 -1 3

(2  3 - 1 3
В 4 6 -2 6 I

I
0 0 0 0

^ i 2 - 1
3 - 1 2 - l j - 1 2 -1,

Demak /;, 2 .
r. rn 2 bo'lgani uchun berilgan sistema birgalikda. Rang 

noma'lumlar sonidan kichik bo'lgani uchun sistema cheksiz ko'p 
yechimga ega. Kndi berilgan sistemani yechishga harakat qilamiz. 
Sistemaning ikkinchi tenglamasi uning birinchi lenglamasining 
natijasi bo'lganligi sababli uni tashlab yuborish mumkin. Г  holda 
berilgan sistema

[ 2x +3.\\ — -V = 3,

J.V, -  A', + J.V,

4
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sistemaga lent: kuchli bo'ladi. Bu sistemaning .v, va '■ 
noma'lumlari oldidagi koet'lilsiyent lardan tu/iigan minor

' -л ^

\ -  11 - 0  b o 'k i a n i  u c h u n  b u  n o m a ' l u m l a r  q a ln a s h '.z a n
> 1  "

ilodalarm tenglikni chop qismida qoldirib .v qatnashgan qo'sln-
luvchilarni tenglikning o'ng qismiga ko'ehirami/:

I 2.V, + 3.V, - 3 r .V;,
Зл, л I - 2 л

Bu sistemaning «О/od noma’lumi» .v ga aniq qiymat bersak. ikki 
noma'lumli ikkita ehi/.iqli tenglamalar sistemasi hosil bo'hb Lining 
asosiy determinanti \ = -1 1 /-0 bo'lgani uchun u aniq ■ eehimga 
ega. Sistemani yechib. .v ning tayin qiymatiga mos ,v.. .v. 
noma'lumlarning qiymatlari topiladi. Sbu jarayonni davom ellirib 
berilgan sistemaning boshqa yeehimlanni ham topish mumkin.

Masalan. so'ngi sistemaga v. 0 qiymatni bersak u

^,2л, ,л
I

ko'rinishni oladi. L ni yechib .v, = 0, ,\s = 1 ni topami/. Demak 
berilgan sistemaning cheksiz ko'p yechimlai idan biri .v, = 0. .v, = I . 
.v, = 0 hosil qilindi.

Mustaqil yeehish uchun mashqlar va test savollari

3.v - 2 г + 5 :  = 11,
a) v + г - 2 г - 2, b)

i  +  2  i -  4  :  -  0 .  

i v -  i- -- 3 г ■ - 1
V
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d)
Л- + 3 V - :  I е) .
2 л- + 7 г f 4 :  = 30 .
3 .V - у -t- 6 z = - I

chiziqli tenglamalar sistemasi Gauss usuli bilan yechilsin.

Javoh: a) .v~3,»-•=-1, z~0; Ь) л-0, v=2, z ~ l; d) .v=5, v~A, z--2.

1 3 .v 4 r • z = 8 .
2. a) s -v + у  + z = - 2,

! 5 .v - 2 у + 3 z = 4 .
b)

.v - 2 i + 3 z - 5. 

2.v -  4 v -  :  = 8, 

4л- - 8 у - 5z = 0

sislemalarning birgalikdaligi yoki aniqmasligi Gauss usuli yordaniida 
tekshirilsin. Javob: a) sistema aniqmas; b) sisitema birgalikda emas.

3. a ) <

2.v + 2y - z  - 5, 

3 x - y - 3 z  - 9, 

.v -f 3 у - 2z - 4.
b)

x + 2 у - r  = 0. 

2 x - 3 v  + 2z = 1 1, 

Зх + у + z = c).

sistemalar matritsa usuli yordaniida yechilsin.

Javob: a).v= 2, y=0, z=-l b).v-3, v - - l,z -1.

4. liar qanday chiziqli tenglamalar sistemasini matritsali yozish 
va yechish mumkinmi?

A) noma'lumlari soni tenglamalari soniga teng liar qanday 
sistemani

B ) noma'lumlari tenglamalaridan ko'p sistemani
D) noma’lumlari tenglamalaridan kam sistemani
E ) asosiy determinanti noldan farqli istalgan noma’lumlari soni 

tenglamalari soniga teng chiziqli tenglamalar sistemasini
Г) hech bir sistemani.
5. To'g'ri javob topilsin.
A) chiziqli tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yechish 

noma’lumlami ketma-ket yo'qotishga asoslangan
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В) sistemani (iauss usuli bilan yechganda ma’lum odimdan keyin 
noma’lumlari soni tenglamalari sonidan ortiq sistemaning hosil 
bo'lishi berilgan sistema cheksiz ko’p yechimga ega ekanligini 
anglaladi

D) sistemani (iauss usuli bilan yechganda ma'lum odimdan so'ng 
lenglamalar orasida ziddiyatli tenglamaning paydo bo'lishi berilgan 
sistemaning yechimga ega emasligini anglaladi

F.) barcha javoblar to'g'ri
F) chiziqli tenglamalar sistemasini (iauss usuli bilan yechishdan 

oldin uni yechimga ega yoki ega emasligini lekshirib ko'rishning 
hojati yo'q.

Г2л- - 3 v = 5,
6. < sistema nechta yechimga ega?

|д- + 4 v = 7
A) yechimga ega emas B ) cheksiz ko'p yechimlarga ega I)) I 

F ) 2 F) 3.
| л- + 31’ = 3,

7. < sistema nechta yechimga ega?
2д- • by 4

A) yechimga ega emas B ) cheksiz ko'p yechimga ega D) I E ) 2 
F) 3.

f * - 2 v  = 5,
8. < ’ sistema nechta yechimga ega?

[3.r - 6 v ~ 15
A) echimga ega emas B ) cheksiz ko‘p yechimlarga ega D) I F ) 2

F) 3.
.v -f v - 3z = 4,
2л- - 3 v + z = 7, sistemani qaysi usul bilan yechgan ma'qul?
3 y + 3 v — l)z = 12 

A) Gauss usuli bilan B) Kramer usuli bilan D) matritsa usuli bilan.
л- - у + 2z = 5,

10. < .v + v - z = 7, sistemani qaysi usul bilan yechgan ma'qul?
2,v + 2 v - 2z = 6
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А) ( lauss usuli hi lan B ; Kramer usuli hi lan [)) matritsa usuli 
bilan.

1 1. Agar S ho hr Li h 2 kg olma. I kg anor va 3 kg uzum uchun 2200 
sci'm. Shalni/oda o'slia nar\ bilan I kg olma. 2 kg anor \a 2 kg u/uni 
uchun I SOu so' in, / ilola ham o'slia narx bilan 3kg olma, 3 kg anor 
\a 1 kg u/uni uchun 2000 so'm sarllagan bo'lsa. olma, anor \a 
u/iimmng narxini loping.

A ) 200; 300: 500 В  I 300; 200; 500 I ) )  500; 200; 300 L- Jlo il; 
200; 300 l- l 200; 400; (>00.

()"z-o‘/ini tekshirish uchun savollar

1. Chi/iqli tenglamalar sistemasining matritsali yo/.ilishi qanda>?
2. Mairitsali tenglama qanda\ \ccliilncli?
3. С hi/.iqli tenglamalar sistemasini yechishning ( uiuss usuli nima'.’
4. Aniqmas chi/iqli ienglainalai sistemasini Uauss usuli bilan 

>echganda nima sodir bo'ladi?
5. Birgalikda bo'lmagan chi/iqli tenglamalar sistemasini Ciauss usuli 

bilan \echganda nima sodir bo'ladi'.’
(>. (rauss usulining Kramer usulidan alzalligi nimada ’
"7. Sistemani Ciauss usuli bilan yechishdan oldin uni yeehinu bor \oki 

yo qhgini tekshirish shartmi?
S. Chi/iqli tenglamalar sistemasini yechishning neeha xil usulini 

hi Iasi/?
l). Maktab kursida ikki noma'lumli ikkita chiziqli tenglamilar 

sistemasini \ c. lining qanaqa n-i:llari hilan tanishgaibi/?
Hl.lkki noma'lumli ikkita va uch noma'lumli uchta chi/K|h lenglamalar 

'Meniasining \a^ona \eehimga euiligi. yechimga ega emasligi hamda 
civ vsi/ ko'p yechimlarga e a ekanhgiga qanaqa geometrik i/oh berish 
mumkin'.’
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0. \ I.KTO U I.A U  \ A L LAU  I М  IDA AM VI I VU

().!. S ка hi г \a \eklor miqdoi kattaliklar

Kundalik havotimi/da: "InstiUitning eng keksa o'qituvchisining 
yoshi nechada''?; ma’lum quduqdan bir kecha-kundu/da qancha licit 
olinadi?; 'Takultet talabalari bir kunda qanclia paxta tcradi?; 
Bobomurod traktorchi bir kunda qanclia ycr haydaydi?” ; "Korxona 
bir kunda ncclia mctr mato ishlab chiqardi?"; "Xonadagi havoning 
harorati qanday?''; “ B ir dona to‘ la ochilgan paxta ko'sagining 
massasi qanclia?"; “ Ishchi bir kunda qancha g'isht tcrdi?” : “ /a\od 
bir kccha-kundu/da qancha neftni qayla islilaydi?" kabi savollarga 
ducli kclami/. Bu savollarning barchasiga bitta aniq son yordamida 
to’liq javob olish mumkin. Boshqaclia aytganda bu ycrda miqdor 
o’/ining faqatgina son qiymati bilan to 'la aniqlanadi.

O'/ining son qiymati bilan to’liq aniqlanadigan miqclorlar 
skalyar miqdorlar deyiladi.

U/unlik. yuza, hajni va harorat skalyar miqdorga misol bo'la 
oladi. Shunday miqdorlar ham uchraydiki, ularni faqatgina son 
qiymati orqali to'liq aniqlab bo'lmaydi. Masalan: Qarshi shahridan 
7()km/soat tezlik bilan chiqqan avtomobil bir soatdan keyin qaerda 
bo’ladi? degan sa\olga birgina 70 km/soat yordamida ja\x>b berib 
bo'lmaydi. Agarda masalaning shartiga yo’nalish layinlansa, uni ha I 
etish mumkin. Ya 'ni Qarshi shahridan 70 km soat tezlik bilan 
Qarshi-Samarqand yo’nalishi bo'yieha harakatlanayotgan aMomobil 
bir soatdan keyin qaerda bo'ladi? deyiIsa, bu saxolga to’ liq ja\ob 
berish mumkin.

Son qiymatidan tashqari ma’lum yo'nalishga ega bo'lgan 
miqdorlar \ektor 111 i cj (I о г I а г deyiladi.

Harakat tezligi. te/lanish. kucli. magnit \a elektr maydonining 
kuchlanganligi kabi kattaliklar vektor miqdorga misol bo'ladi.
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6.2. \ cktor tusliiincliasi

Vektor kattalik (miqdon iar vektor ko‘nnishida tas\ irianadi.
1-ta’ l it. Yo'nalgan kcsma vektor deyiladi.
Boshianisii (bosh) nuqtasi A va oxirgi nuqtasi В  bo'lgan \ektorni 

AB (\oki I B )  kabi vo/ish qabul qilingan. Ba'/an \cktorni bitta 

harf bilan (yoki a ) kabi belgilanadi. A \a В  nuqtalar oiasidagi 

masola IB  vektorning ti/unlit1’ deviladi.

AB \ eklornir.g u/imligi uning mudui: ham deb yuritiladi va 

AB  1 к ‘rinishda b; Igilanadi.

Bosni oxiri bilan ustma-ust tushgan vektor nol vektor deb ataladi
va 0 (voki O') bilan belgilanadi. Demak. AA= 0-nol vektor \o! 
vektorning moduli 0 ga teng bo'lib. lining vo'nalishi aniq emas.

^ 1 vektor IB  vektorga qarama-qarshi \ektor deyiladi. a 
vektorga L/ura/nu-qai'.siii vektor - d kabi belgilanadi. I ’/unligi l ga 
ieng \ektor birlik vektor deyiladi va a vektorga mos 'u bilan bir 
o'qda yotgan hamda bir xil ye'nalishga ega) birlik veklor a "  kabi 
belgilanadi.

2-ta’ ril. Bitta lo 'g 'ri chiziqda yoki parallel to‘g ‘ri ehi/iqlarda
yotuvehi a va b \ektorlar kollinear vektorlar deyiladi (23 a
ehi/ma).

2 ?-chizma

3-ta'riV. Bitta tekislikda yoki parallel tekisliklaida yotuvehi 
vektorlar komplauur veklorlar deb aytiladi.
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4-ta’ril. Kollincar a va b vektorlar bir xil yo'nalgan hamda bir 
xil uzunlikka ega bo'lsa. teng deyiladi (c/ = />kabi yoziladi) (23 - 
hizma).

Ta'rifga binoan berilgan vektorni o‘zo‘ziga parallel ko'chirish 
natijasida unga teng vektor hosil bo'ladi. Boshqaeha aytganda 
vektorning uzimligi va yo'nalishini o'zgartirmagan holda uni 
fazoning bir nuqtasidan boshqa bir nuqtasiga ko'chirish mumkin 
ekan. Bunday vektorlar erkin vektorlar deyiladi. Biz t'aqalgina erkin 
vektorlar bilan ish ko‘ramiz.

6.3. N eklorlar iistida chiziqli amallar

Matematikada vektor tushunehasi son tushunchasiga nisbatan 
murakkab tusluincha. Sonlar ustida bajariladigan barcha amallarni 
vektorlar ustida bajarib bo'lmaydi. Masalan ko'paytirish, bo' 1 ish. 
darajaga ko'tarish, ildiz chiqarish kabi amallarni vektorlar ustida 
bajarish mumkin emas.

Vektorlar ustida chiziqli am allar deb, vektorlarni qo'shish. 
ayirish hamda vektorlarni songa ko'paytirish amallariga aytiladi.

1. Vektorlarni qo'shish. Noldan farqli ikkita a va Ь 

vektorlarni olamiz. Ixtiyoriy 0 nuqtani olib ОЛ a vektorni 

yasaymiz, so‘ngra A nuqtaga AB =b vektorni qo'yamiz. Ikkita a 

va b vektoiiarning yig'indisi a + b deb birinchi qo'shiluvchi a 

vektorning boshini ikkinchi qo'shiluvchi b vektorning oxiri bilan 

tutashtiruvchi OA vektorga aytiladi. (24 a-chizma). Vektorlarni 
bunday qo'shish usuli uchburchak usuli deyiladi.
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*•

1 л---  ►▼

tf

2-f-chizmu.

I chta a. h va с vektorning yig'indisi d r h i- c deb birinchi 
qo‘shilu\chi a vektorni oxiriga ikkinchi qo'shiluvchi b vektorning 
boshini qo'yib, so'ngra ikkinchi qo'shiluvchi vektorning oxirina 
uchinchi с qo'shiluvchi vektorning boshini qo’vib birinchi a 
\ektorning boshi bilan uchinchi с vektorning oxirini tutashtirish 
natijasida hosil bo'lgan vektorga avtiladi (24 Л-chi/ma).

Vektorlarni bu xilda qo'shish qo'shiluvchilar soni har qanday 
bo'lganda ham jaroqlidir.

I mli vektorlarni qo'shishning boshqa bir usuli bilan tanishamiz.
O ! n va ОС h vektorlarni vig'indisini topish uchun bu 
\ektorlarni tomon hisoblab О Л ВС  parallelogramm vasaymiz.
Parallelogrammning О uehidan o'tkazilgan diagonali OH \cktor. a
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.d h v ektorlarning yig'indisini ilodalaydi. Vektorlammg qo'shish- 
ning bunday usuli parallelogramm qoidasi deb ataladi (24-d chizma).

2. Nektorlanii ayirish. a \a h \ektorlarning ayirmasi a-b 

deb h vektor bilan yig'indisi a vektorni beradigan (: vektorga 

:i\tilatli. Demak (/- Л а ути а т  topish uchun a vektor bilan b 

vektorga qarama-qarshi -b vektorni yig'indisini topish lo/im ekan.

O.l a \a ОС h \eklorlami ayimiasini topish ucluin bu 
\ektorlarni tomon hisoblab. yasalgan ()A IK  parallelogrammning

( uchidan o'tka/.ilgan diagonali CA vektorni topish lo/im. 
Avirma vektorcla vo'nalish «avriluvchi» clan «kamay uvchi»ga 
qarab yo'naladi(24 c- chizma).

3 \ektorni songa ko'pavtirish. Noldan farqli и vektorning 

n it0 songa ko'paytmasi deb, a vektorga kollinear, u/unligi \m • n'-

ga teng bo'lgan. m -0. bo'lganda a vektor bilan bir xil yo'nalgan. 
m 0 bo'lganda esa unga qarama -qarshi yo'nalgan hamda nui 
bilan belgilanadigan vektorga aytiladi(25-chizma).

► ► ■* - ► ► ► -« - i *.

. ' .inr.ma.

l/.oh, I. Istalgan cl vektorni uning uzunligi a bilan unga mos 

a'' birlik vektorni ko'paytmasi shaklida tasv irlash mumkin, ya'ni 
a a , -o'.

2. a va h (/ ;/ ( ) )  kollinear vektorlar uchun slumday yagona /. 
son mavjud bo 'lib. а-- A b tenglik o'rinli bo'ladi.
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cl
± h ekanliai kelib chiqadi. Г  holda a - • ,/ />" T---/>

w h

, a ‘
u>ki _■ , . | A bel” ilashm kiritsak a /. /■ hosil bo'ladi

r  I
Shunday qilib vektorlarni qo'shish, ayirish hamda \ektoming 

songa ko'paytirish natijasida vektor hosil bo'lar ekan.
Vektorlar ustida ehi/iqli amallar quyidagi xossalarga ega:
1. d ■ b h t a  (2 1 a- ehizma);

2. ( d ■ b i • < </•(/> < ) i 2 1 />- ehizma):
3. m( ci b ) in ci • m b .
4. ci - 0 a .
5. ci - ( -а  у- 0 .
6. ciA a.
1. ( in + n) ci in a n ci, in va n haqiqiy sonlar.
8. { п т )  ■ ci i)i {)i a )=/; (ni c i).

llaqiqatan, а ,a , - a  , b -  j/; j -Л" vektorlarni kollinearligidan

26~clii:nni. 
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6.4. Ikki vektor orasidagi burchak 
tushunchasi

Ia/oda a va h vektorlar berilgan bo'lsin. Ia/oda ixtiyoriy о 

nuqtani olib, OA~ a  va O B^ b  vektorlarni yasaymiz.

5-tarif. a va h vektorlar orasidagi burchak deb 0  1 va OB 
vektorlardan birini ikkineh is i bilan ustma-ust tush ish i ueliun buiihshi 
lozim bo'lgan qi (()< cp I*  л j burehakka aytiladi.

a vektor bilan < o'q orasidagi burchak deganda a vektor bilan 

' o'qda joylashgan va u bilan bir xil vo'nalgan < birlik vektor 

orasidagi burehak tushiniladi. a va b vektorlar orasidagi burchak 

( a h )  kabi bclgilanadi.

6.5. \ ektorning o‘qqa procksiyasi \ a 
uning xossalari

Fazoda f o'q va A B  vektor berilgan bo'Nin. A va В 
nuqtalardan bu o'qqa perpendikulyar tushirib perpendikulyarning

asoslarim mos ravishda At va B, orqali belgilaymiz. A.B  ̂ vektor

AB  vektorning < o'qdagi tashkil ciuvchisi yoki komponcnti deb 
ataladi (27-chizma). < \ \ a i 2 sonlar A, va В nuqtalarning 1 
o'qdagi koordinatalari bo'lsin.

6-taVil. ayirma AB  vektorning f o'qqa procksiyasi deb 
ataladi.

AB  vektorning I: o'qqa procksiyasi p rt A B  kabi belgilanadi. 

Shunday qilib AB  vektorning f o'qqa procksiyasi deb vektorning
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bo.slii I \a oxiri В nuqtalarning i oqdagi proeksiyalari ■!. va В 

:ilkitnl^ai orasidagi masalogn avtilar ekan. Bu masola \ektoi bilan 
D’qnin1- yo'nalishi nuts tushganda » ishora bilan aks holda ><->>

ishora bilan olinadi. I’rocksivanmg la'rilidan IB  vektor o'qqa
i,L.r]ieuidikulyar bo'luanda lining o'qqa procksivasi nolga teng 
Ьс»‘ Iish11 kdib eliiqadi (27- ehi/ma).

pro>eksiyaning asosiy xossalarini kellirami/:
] '.I vektommg < o4|qa pi(>eksi\asi a \ektor u/unliuini bu 

vektor bilan o’q orasidagi (fl burchak kosinusiga ko'pavtnubiga

teni», v; i m l ’r  a  ~ < us lP • Bu 2S a- ehi/madan ko'rinib turibdi.

2 jlkki v ektor vig'indisinmg o'qqa proek ivasi qo'shiluvehi 
\ ektorl armng sl'u o'qqa procksiyalari v ig'indisiga teng. vani 

p r  I ci ' h )~' P r 11 ' P>' /’ ■ Вч 2S />- ehi/madan ko'rinib turibdi.

3 j  vektorni /. songa ko‘paytirganda uning o'qqa proeksivasi 

ham slu1 songa ko'payadi. ya'ni p r  ( /. a)- /. . p r  a (2S J- chiz-

ma).
BosliILlac^a aytganda skalyar ko'paytuvchim proeksiva belgisidan 

c,al iS|i mumkin ekan.

II /.• i I

p r A B O .  / - / pr \B
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Jv< Inzuui.

[indi /1/i vektorning i o'qdagi tashkil etuvchi .1 H \ekiorni

proeksiva orqali ifolalaymiz. 1 vektor 1 o’qqa mos birlik vektor 
bo' Is in. I ' holda

pi', ЛВ ■ I °  (6.1)
bo'lishi ravshan.

Izoh. Vektorning boshqa vektor yo'nalishiga procksiyasi ham 
\uddi vektorning o'qqa proeksivasi kabi aniqlanadi.

6.6. \ ektoi ni koordinala o*qlarida£i tashkil 
etiiNcliilari bo’yicha yoyish

O x y z  fazoda to'g’ri burchakli koordinatalar sistemasini olaylik. 
O'qlarning har birida boshi koordinatalar boshida bo'lib yo’nalishi 
o’qning musbat yo’nalishi bilan ustma-ust tushadigan birlik
vektorlarni olami/va ulami i ,  j  . k  lar orqali belgilaymiz. Bu >erda i 

Ox o’qqa mos. / O y  o’qqa mos va к Oz o'qqa mos birlik vektorlar. 

Demak /. / ,k  birlik vektorlar o'zaro peipendikular va nokomplanar.
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7-ta’rif. L'chta / , / , к vektorlar sistemasi clekarttiiug to 'g 'ri 
hurchnkti bazi ;i yoki ortlar deb ataladi.

a fazodagi ixtiyoriy vektor bo'lsin. Shu vektorni / , / , к 
ortlar orqali ifodalash mumkinmi? Agar mumkin bo'lsa u ilbdam 
qanday topish mumkin? degan savollarga javob topishga harakat 
с I i 1 a m i z.

ci vektorni o'z-o'ziga parallel ko'chirib uning boshini 
koordinatalar boshiga joylashtiramiz. ci = o\i vektorning oxiri Д. 

nuqtadan koordinata lek is I ik lariga parallel tekisliklar o'tkazamiz 
Natijada diagonallaridan biri o \4  vektoidan iborat parallelepipedga 

ega bo'lamiz. 29-chizmadan vektorlarni qo'shish qoidasiga binoan 

и OM ,+ .\lJJ +P.\4 ga ega bo'lamiz w p О М  . P M  OM  
bo'lgani uchun

и (AW, - DM ■ i i\i ((>.2 i

bo'ladi. 0X1 , OM va Ъ м , vektorlar mos ravishda a = ()M
vektorni O.v, 0\' va Oz o'qlardagi tashkil etuvehilari bo'lganligi uchun 
ular (6 .1) formulaga ko'ra

0X4 - prl)x O M  ~ ■ i , О Vi pr о м ' j . O M  .= pra. 0 \ T  ■ к (6.3) 
bo'ladi.

o = ().VI vektorning O.v. Oy. Oz o'qlardagi proeksiyalarini mos
ravishda ax, uY. a- lar orqali belgilasak (6.2) va (6.3) formulalarga 
asoslanib

о - a. i + uvJ  + u-_ к (6.4)
formulaga ega bo'lamiz.

Shunday qilib fazodagi istalgan a  vektorni yagona usul bilan 
dekart bazisi i , j ,k orqali (6.4) ko'rinishda ifodalash mumkin
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ekan. (6.4) a  vektorni uning koordinatalar o'qlaridagi tashkil 
etuvchilari orqali yoyilmasidir. Bu yovilma liar xil qo'llanmalarda 
bar xil nomlar bilan yuritiladi.

M l
*

M : .
► *

к

i у  /*4'
'  ; '

Mi

29-chizmu.

Masalan, u vektorning ortlar, dekart bazisi, vektorning proeksiya
lari va koordinatalari orqali yoyilmasi deb ham yuritiladi.

Faraz qilaylik \ektorning oxiri /V/ nuqta .v.v.z koordinatalarga
ega bo'lsin. U holda a = O M  vektorning koordinata o'qlaridagi
proeksiyalari ax=.x,av =ум- г bo'lib (6.4) yoyilma

d=xi +y j  +~k (6.5)

ko'rinishga ega bo'ladi. Vektorning koordinata o'qlaridagi 
proeksiyalarini uning koordinatalari deb ham ataladi. O'qlar- 
dagi proeksiyalari ax. ay, az ga teng a  vektorni a |ax . a> ; a: \ 
yoki a=  сл; a- \ ko'rinishda yozamiz.

с/, - a vektorning abssissasi, tv, - ordinatasi, a- - applikatasi deb 
ataladi.

Shunday qilib boshi koordinatalar boshida bo'lgan а - о м  vektor 
bilan uni oxiri M  nuqta bir xil koordinatalarga ega bo'lar ekan.

О XI vektor Л/ nuqtaning racliiis-vektori deyiladi.



Izoh: Bundan buyon vektor berilgan yoki vektor topilsin 
deyilganda vektorning koordinatalari berilganligini yoki vektorning 
koordinatalarini topish lozimligini tushuniladi.

6.7. Koordinatalari orqali berilgan vektorlar 
ustida chiziqli amallar

Agar vektorlarning koordinata o'qlaridagi proeksiyalari (vektor
ning koordinatalari) malum bo'lsa. u holda bu vektorlar ustida 
qo'shish, ayirish va vektorni songa ko'paytirish amallarini ularning 
proeksiyalari ustidagi arifmetik amallar bilan almashtirish mumkin.

Vektorlar a=ax i +av j  ^azk , b =bx i +hvj  +b-_k yoyilmalari

yordamida berilgan bo'lsin. I 1 holda a  ± h =(ar± h t) i + +(aY± bv)

j  Ц а : ± b:)k  , X a  = l a xi + л а у / + л а : к , ya'ni vektorlarni 
qo'shganda (ayirganda) ularning mos koordinatalari qo'shiladi 
(ayiriladi), vektorni songa ko'paytirganda uning barcha koordi
natalari shu songa ko'paytiriladi.

1-misol. a= 2i +3 / -2k. b= 3i - j  +4к vektorlar berilgan. 
Ularning yig'indisi va ayirmasi topilsin.

Yechish. Vektorlarning mos koordinatalarini qo'shib

a + b =(2+3) / +(3-1) / +(-2+4)к =5/ +2 j  +2 к 

vektorga va mos koordinatalarini ayirib d-b =(2-3) / +(3-(-l)) /' + 

(-2-4) A =- / +4 j  -6k vektorga ega bo'lamiz.

2-misol. ti=2i +5 / -ЗА- vektorni 4 ga ko'paytiring.
Yechish. Vektorning har bir koordinatalarini 4 ga ko'paytirib

4 a -8 1 +20/ -12 A vektorni hosil qilamiz.
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6.8. Vektorning uzunligi

Fazoda vektor a a j  +<:/,/' +a-k yoyilmasi yordamida berilgan 

bo'lib uning uzunligi ,c/| ni topish talab ct i Is in. Qaralayotgan holda

(29-chizma) cr OM  vektor qirralari shu vektorning koordinata

o'qlaridagi tashkil etuvchilari G.\f, , O M va OM  dan iborat
parallelepipedning diagonallaridan biri ekanligi avtilgan edi. To'g'ri 
burchakli parallelepiped diagonalining kvadrati uning qirralari 
kvadratlarining yig'indisiga teng bo'lishi ma'ium. Slnmga ko'ra

= | m / , j 4 | a u : |k f|(0A/,;\ yoki ом . !„ .

OM

O M

-  ia va ( )M A  = \a I bo'lgani uchun |t/| =u[x +ci,

bundan vektorning uzunligini topish formulasi

jt/| -i-a] + a: (6.6)

ni hosil qilamiz.

3-misol. a= 6i -КЗ/ -2k vektorning uzunligini toping.
Yechish. M iso Ida c/v=6, av=3, ar - 2 bo'lgani uchun, (6.6) for

mulaga binoan |̂ /| =-\/o + 3~ + (-2)~ =л/36 + 9 + 4 -7 bo'ladi.

Izoli. ci vektor O.vv tekislikda qaralsa bu holda vektorning

applikatasi nolga teng bo'lganligi sababli vektor a -  a j  a} J  

yoyilmaga ega hamda uning uzunligi |f/| kabi topiladi.

i , / birlik \ektorlari tekislikda dckart bazisini tashkil etadi. a K - 

abssissaga va ax - ordinataga ega bo'lgan ci vektor ci \ax , c/l j 
yoki с/ = {t/v; ci,) kabi yoziladi.
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Endi vektorlar nazariyasidan foydalanib analitik geometriyaning 
ba’zi inasalalarini yechamiz.

6.9. Fazodagi ikki nuqta orasidagi masofa

Boshi A (.Yi; i’i; r i), oxiri В  (x2; _v2; r?) nuqtalarda bo'lgan AB  
vektorni qaraymiz. Vektorning o'qqa proeksiyasining ta'rifiga ko'ra

prmA B =  X2- x\, pi'm A B  = у 2-vi, pro:AB=  z2-z\ bo'lganligi sababli 
(6.4) ga binoan

A B= (\ 2-x i) i +0'2*;Vi) j  +(z2-z\)i (6.7)

formulaga ega bo'lamiz. Demak boshi A (,V|; Vi; z\ ) nuqtada, oxiri
B(x2; 12; z2) nuqtada bo'lgan A B  vektorning koordinatalarini topish 
uchun uning oxirining koordinatalaridan boshining mos koordina
talarini ayirish lozim ekan. (6.6) formulaga binoan vektorning 
uzunliizi

AB = y j ( x 2 - x , ) 2 +  (v ,  -  v , r  + ( z 2 - z , ) : (6.8)

formula yordaniida topiladi. Ana shu formula A va В  nuqtalar 
orasidagi masofani aniqlaydi.

4-misol. A (4; 3; 2) va В (1; -1;2) nuqtalar orasidagi masofani 
toping.

Yechish. Misolda x\=4, Vi =3, z\~2 *2=1, .v;2=-l, z2=2 (6.8) 

formulaga ko'ra d=AB = yj(\-4y + (-l-3)2 +(2-2)2 = J9+  16 =5 
bo'ladi.

6.10. Fazodagi kesmani berilgan nisbatda bo‘lish

Fazoda A (_V|; V i ; r i)  va В  (x2; >’2; - 2 ) nuqtalar berilgan bo'lsin. 
AB  kesmani Я >0 nisbatda bo'luvchi M(x.y.z) nuqtani topish talab 
etilsin, ya’ni A B  kesmada AM :M B - Я munosabatni qanoatlantiruvchi



M  nuqtani topish talab etilsin. Bu holda A M  va M B  vektorlar 
kollinear bo'lib AM :M B  Я yoki A M  a M B  bo'lgani uchun 
A M  - Я  M B  bo'ladi. (6.7) lormulaga binoan A M  =(.v-.vi) i +j>v-

\ i) j  \{z-z\)k, M B  =(.Y:-x)i +(yj-v) f +(r:-r)A-, bo'lgani uchun, 
hamda vektorni songa ko'paytirganda uning barcha koordinatalari 
shu songa ko'payishini hisobga olib A M  = X M B  tenglikni

(-Y- Y i ) ! +0'-.V’|) ./' H = - = \ )k  -A  (.Y;-Y) / +A0':-.v) ./' + Я (г2-_) к

ko'rinishda yozamiz. Bundan teng vektorlarning mos koordinatalari 
ham teng bo'lishni hisobga olib, .y-.V| = A (x 2-x ), y-y / = Я (y:-v), 
z-zi = a ( z 2-z) tengliklarni hosil qilamiz.

Л-Л) = Я (x2-x) chiziqli tenglamani yechib .y ni topamiz: д-Л| = Ял'2-
.y , +A.v,

- Я -Y, х+Я.т=л-| + Я .г \ ( 1 t-Я )Х=Х| + Ятт, x = —------ .
1 + Я

v + Яг, v, + }-_
Shuningdek v = —---— , z = —----  formula larga ega

1+Я 1+Я
bo'lamiz.

Shunday qilib AB  kesmani Я>0 nisbatda bo'luvchi M  nuqtaning 
koordinatalari

x = xL ±te2_' v = -v-+^ f , = (6.9)
1 + Я 1 + Я 1 + л

formulalar yordamida topilar ekan.
Xususiy holda A B  kesmaning o'rtasini topish talab etilganda Я = 1 

bo'lib (6.9) dan AB  kesmani teng ikkiga bo'luvchi nuqtaning 
koordinatalarini topish uchun

v = ̂ 2 ,  V = —  Г; . r = ^  (6.10,
2 ’  2 2

formulalarni hosil qilamiz.
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5-misol. A (5;7;8) va В  (8;4;5) nuqtalar hcrilgan. A B  kes- 
mani 2:1 nisbatda bo"ln\chi ya'ni В  nuqtaga qaraganda A nuqtadan 2 
barobar u/oqlikda jovlashgan \1 nuqta topilsin.

Yechish. M iso Ida vi 5, r+7, z\ -8, .v; 8, v2 4, r+5, A = 2 
bo'lgani uchun (6.9) ga binoan

5 + 2-8_21 7 + 2-4 15 . __8+2-5 _  18
1+2 " 3 ' ' " 3 3 ‘ ' 3 " 3 ’

bo'ladi. l/.lanayotgan nuqta Л/(7; 5; 6;) nuqta bo'lar ekan.
6-misol. AB  kcsma С  nuqta yordaniida 2,5 nisbatda bo'linadi.
A (3;7;4) va С  -(8;2;3) nuqtalar nia'lum bo'lsa В  nuqtani 

toping.
^’cchish. Misolda .Vi 3, 1+7. j|- 4, r = 8, у = 2, z = 3 bo'lib л-:, v2 

va r: larni topish talab ctiladi. (6.9) ga tcgishli qivmatlarni quyib 
noma'lumlarni aniqlaymiz:

Shunday qilib kcsmaning uchi B( 10; 0; 2,6 ) nuqta bo'lar ekan.
7-misol. ,l(3;9;-7) va B(-5; 3; -1) nuqtalar berilgan. AB  kcsma

ning o'rtasi С  nuqtani toping.
"4 cchish. С  nuqtaning koordinatalarini v. v. г orqali bclgilasak

л 7 + 2,5- v, 
10. 2 =  -

7 7 ■ 2,5 -\'л г 0, 3 = -  -
3,5

4 + 2,5-г
2,5

и lar (6.10) formulalar yordamida aniqlanadi. л =

i 1
Demak C (-l;6;4) nuqta AB  kcsmaning o'rtasi ekan.
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Mustaqil yechish uchun mashqlar va test savollari

1. Boshi /)(3;2;-l) oxiri B( 2;-4;3) nuqtada bo'lgan AB  
\cktorning koordinata o'qlariga proeksiyalari liamda tashkil etuv- 
chilari topilsin.

Javoh: pi\h A B — \, pr(h A В  -6, pi I A В = 4, - / , -6 j  , 4 к - 

tashkil etuvchilar.

2.d=2 i - I +3 к , h =- J  + k bo'lsa a ±  h topilsin.

Javoh: o + h = [2,-2,4], a - b = j 2,0,2).

3. a - i -2 j  +3 к bo'lsa 5 a  topilsin. Javoh: 5 a ={5;-10; 15}.

4. o=-2i +3 j  -6k vektorning uzunligi topilsin. Javob: | |̂ =7.

5. Boshi Л(5;7;9) oxiri Z?(2;4;3) nuqtalarda bo'lgan vektorning 
uzunligi topilsin?

Javoh: \ AB\ =3 Jb  .

6. /I(5;-3;2) va B (2; 1 ;2) nuqtalar orasidagi masofa topilsin. 
Javoh: A B=5 uz biri.

7. Л(3;-2;1) va B (4;5;-3) nuqtalar berilgan. A B  kesmani 2:3 
nisbatda bo'luvchi nuqta topilsin. Javob: С (3,4; 0,8;-0,2).

8. Uchlari ^ (2 ;l), B(-2;3) va C(0;3) nuqtalarda bo'lgan uehbur- 
chak medianalarining uzunligi topilsin.

Javoh: J\3  : \/T() ; I .
9. AB  kesma С nuqta yordamida 3:2 nisbatda bo'linadi ,4(-3;5;7) 

va C’(2;3;4) nuqtalar ma’ lum boMsa, В  nuqta topilsin.
4  1 2 ^

Javoh: В  j 5 —; 1 —; 1 .
I 3 3
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10. Л(-3;2;0) va £(5;4;-2) nuqtalar berilgan. AB kesmani o'rtasi 
C’ nuqta topilsin.

Javob: C'( 1 ;3;-1 ).

I 1. a - {- 3;2; 1} va b = |5; — 4;2 [• vektorlar berilgan. с = 2a + 3h 
\ektorning koordinatalari topilsin.

A) [9 ;-8;8j B ) Jo;- 9;7j D) {-8;6;9} F) }-6 ;4 ;9J 
F) !3; — 3; 5 !.

= 20 va a - b -18 bo'lsa, 1л12. Agar jt/| = -J 166, \a + b 

topilsin.

A) 7V3 B) 7л/2 D) 14 E) 15 F) 16.

13. a va b vektorlar o'zaro 60" li burehak taslikil etadi. Agar

hisoblang. А) 2л/7 В) v7 D) 7a l = I.i 2a - b in= 3 bo'lsa,

H) ly f l F) 6.

14. a=  [3; — 4; 12} \ektorga qarama-qarshi yo'nalgan birlik vek
torni ko‘rsatiii2 .

I 13 13 13J 113 13 13] (3 3 3
F) [();(); - l} .

15. Agar /(-5;2;8), AB = {- 3; 4; l} va BD  = {-2; 4;l) bo'Isa
ABCD  parallelogrammning С uchini koordinatalarining yig'indisi 
topilsin.

A) 12 B) 7 D) 13 F) 16 F)9.

16. v ning qanday qiymatlariga a = J.v;9;2} vektorning uzunligi
1 1 ga teng bo'ladi.

A) v = 5 B) v = 6 D) x - ±6 F) y  = -6 F) x = 8 .
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O ‘z-o‘zini tckshirish uchun savollar

1. Ska lar va vektor kattaliklar nima'.1
2. Vektor nima?
3. Qanday vektorlar kollinear, komplanar, teng va qarama-qarshi 

deb ataladi?
4. Vektorning moduli nima?
5. Vektorlar ustidagi qaysi amallar chiziqli amallar deb ataladi va 

ular qanday amalga oshiriladi?
6. Vektorning o'qqa procksiyasi nima va u qanday xossalarga 

ega?
7. Vektorning o'qdagi tashkil etuvchisi nima?
8. Dekart bazisi (ort) nima?
9. Nuqtaning radius-vektori nima?
10. Vektorning koordinatalari nima?
1 1. Vektor ortlar orqali qanday if'odalanadi?
12. Koordinatalari yordamida berilgan vektorlar ustida chiziqli 

amallar qanday bajariladi?
13. Vektorning uzunligi qanday topiladi?
14. Fazodagi ikki nuqta orasidagi masofa qanday topiladi?
15. Fazoda kesmani berilgan nisbatda bo'luvchi nuqta qanday 

topiladi?



7. V E K T O R N IN G  YO  N A U S I I I .  S K A L Y A R  K O 'P A Y T M A

7.1. Vektorning yo‘naltiruvclii kosinuslari

Fa/oda vektorning holati uni koordinata o'qlari bilan tashkil 
qilgan a  , (i ,7  Inirchaklar orqali aniqlanadi.

* li

30-chizma.

Bu burchaklarning kosinuslari vektorning yo naltiruvchi kosinus- 
lari deb ataladi. Vektorning o'qqa proeksiyasi uning uzunligi bilan 
\ektor va o‘q orasidagi burehak kosinusining ko'paytmasiga

tengligiga asoslanib berilgan a =ax i +</, ) +azк vektorning yo'nal- 
tiruvehi kosinuslarini topish uchun lormulalar chiqarish qiyin emas.

|̂ /| cos a  , <:/,■= cos ft , a- = \ a \  cos;/ munosabatlardan<-lx
II

cos a  = - -, cos у = .
a a

tengliklarga ega bo'lami/.. 
olsak bn teneliklar

ci + c r  + a : ekanini hisobua
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ko'rinishni oladi.
Vektorning yo'naltiruvchi kosinuslari orasida bog'lanish o’rna- 

tish uchun (7.1) ning barcha tengliklarini kvadratga ko'tarib hadma- 
had qo’shamiz. U holda

cos' a  + cos p  + c o s ';/ = —:--- ------ + ------ ;---- т +■
a~ +a~ +a~ a , + a + a :

л
a ;

i l l  
a~ + a~  + a :

bo'ladi. Demak istalgan vektorni yo'naltiruvchi kosinuslari kvadrat- 
larining yig'indisi birga teng ekan, ya'ni

cos2 a  + cos2 /? + cos: / = 1. (7.1').

1-izoh. Har qanday a  birlik vektorni koordinata o'qlariga 
proeksiyalari uning yo'naltiruvchi kosinuslariga teng bo'lganligi 
uchun uni

a cos а -i -i-cos/J • j j cos y-k 
ko'rinishida tasvirlash mumkin.

2-izoh. Олт tekislikdagi \ektor uchun ;/=90". «  + /7= 90"
yoki /i = 900 - a  bo'lganligi uchun (7. Г ) tenglik co<r«+siir/? = 1
ma’lum ayniyatga aylanadi.

1-misol. Л(-2;1;3) va /i(0;-l;2) nuqtalar berilgan AB vektorning 
koordinata o'qlari bilan tashkil etgan burchaklarni kosinuslari topilsin?

yjtl'x + 11, + 11

cl x + с/, + 

ci~ + a "  + a :



Yechish. AB vektorning Or. Or. Oz o'qlarga proeksiyalarini 
topamiz:

prllx AB ()-(-2) 2, pi\ly AB -l-l -2, prn: AB  2-3 -1.

(6.8) lormuladan foydalanib vektorning uzunligini aniqlaymiz. 
!/>' 42 t (-2) ■+■(-!)' 3; (7.1) lormuladan loydalanib vektor-

. 2 2 ning yo’naltiruvchi kosinnslarini aniqlaymiz: cosa= — , cos /j--—,
3 3

Icos;/ .
3

2-niisol. A (2;-l;5) nuqtaga R= 1 1 kuch qo'yilgan. Bu kuchning 
tashkil etuvchilari v 7, v 6 ekanini bilgan holda kuchning 
yo'nalishi hamda shu kuchni tasvirlovchi vektorning oxiri topilsin.

\ eehish. Kuchning tasvirlovchi vektorning oxirini B(x:v:z)

orqali belgilasak shartga ko'ra j#| AB\ 11, ax- pr[)x A В x-2—1.I
.  ̂  ̂  ̂ j .4

ci\-Р>'ц, iB  ■ 1 6 bo'ladi. и ' + ci~ f a~ = |3j munosabatdan a- ni

aniqlaymiz 72+6~+ OZ = 1 Г ; сГ  =121 -85- 36; «.=±6. (7.1) ga

ko'ra cosw cos/  ̂= — , eosv-± — bo'ladi. Endi В nuqtanin»
II II II

koordinatalari v, v. z larni aniqlaymiz. В nuqtaning koordinatalaridan

A nuqtaning mos koordinatalarini ayirsak a = AB vektorning 
koordinatalari kelib chiqadi, ya’ni ,v-2= 7, y+1-6, r-5^1 6. 

Bundan.v^9, y=5, z\- 11, r:=-l kclib chiqadi.
Slninday qilib berilgan kuchni tasvirlovchi vektorning oxiri В i(9; 

5; I 1 ) yoki B 2( 9; 5;-l) nuqtada bo'lar ekan.
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7.2. Ikki vektorning kollinearlik sharti

ci ax i +av j +a-_k va b =bx i +bv j  +bzk vektorlar kollinear 
bo'lsin. a  va b kollinear vektorlar uchun shunday A son mavjud 
bo'lib a = A b munosabatning bajarilishi aytilgan edi. Bunga vektor
larni yoyilmalari orqali qiymatlarini qo‘ysak

cix i +av j  +a- k = ЛЬ, i + ЛЬ, j + Л b- к

yoki bundan teng vektorlarning mos proeksiyalari ham teng bo'li- 
shini hisobga olib

c/v Л bx. ЛЬУ, а- ЛЬ: (7.2)

tengliklarga ega bo'lamiz. Demak, ikkita kollinear vektorlarning 
koordinatalari proporsianal bo'lar ekan.

Aksincha (7.2) shartlar bajarilganda a va b vektorlar kollinear 
bo'ladi.

Haqiqatan, a  vektor b vektorning barcha koordinatalarini Л ga 
ko'paytirish natijasida hosil bo'lganligi uchun uning o'zi ham 
b векторни шу Л songa ko'paytirish natijasida hosil bo'ladi. 
Demak, a  va b vektorlar kollinear. Shunday qilib a va h 
vektorlarning kollinear bo'lishi uchun ularning koordinatalari (proek
siyalari) proporsional bo'lishi zarur va yetarli.

(7.2) tengliklar ko‘pincha
o, « , о. _—  = —  = (7.3) 
h b bX V

ko'rinishda yoziladi. (7.3) ikki vektorning kollinearlik (para He 11 ik) 
shartidir.

Agar vektorlardan birining koordinatalari orasida nolga teng 
bo'lganlari bo'lsa, vektorlarning kollinearlik shartini (7.3) ko'rini
shida yozib bo'lmaydi. Bu holda kollinearlik shartini 

a x by = uY bx, Oy b: := byO: 
ko'rinishda yozish mumkin.



3-misol. a = {3;4;5 J va b = {б;8; 10  ̂ vektorlar kollinearmi?

Yechish. h = 2a , ya'ni \ektorlarniiig koordinatalari proporsional 
bo'lganligi uchun vektorlar kollinear.

4-misol. a = [2;3;/;/[ va h = |4;»;3] vektorlar n,m ning qan
day qiymatida kollinear bo'ladi?

Yec hish M iso Ida ax 2, с/, 3, a-=m, hx=4, hv=n, h-=3.
r • ■ ■  ̂ 2 3 mKollinearlik sharti (7.3) ga binoan ца еца bo'lamiz.

4 n 3
3 1 in 1 3

Bundan - , - yoki n=6, nr - kelib chiqadi. Demak
n 2 3 2 2

3
berilgan\ektorlar n 6, m T" bo'lganda kollinear bo'lar ekan.

7.3. Skalyar ko‘paytma tushinchasiga olib 
keluvchi ish haqidagi masala

Mexanikada F  kuch ta’sirida to'g'ri chiziqli harakatlanayotgan
jismni .S' masolaga siljitishda kuchning bajargan ishi A ni hisob
lashga to'g'ri keladi.

Kuchning yo'nalishi S bilan bir xil, ya’ni ( F  л S )=0 bo'lganda 
kuchning bajargan ishi shu kuchning moduli bilan o'tilgan yo'Ining

ko'paytmasiga teng, ya’ni A= Я ' S bo'iadi.

Agarjism F  kuch bilan ip burehak tashkil etuvchi S yo'nalish

bo'yicha harakat qilsa unga faqat F  kuchning S vektor yo'na- 
lishidagi tashkil etuvchisi Я  ta'sir etadi. Chunki bu holda F

kuchning S ga perpendikulyar tashkil etmchisi bilan qarshilik kuehi 
muvozanatlashadi. Vektorning vektorga proeksiyasiga binoan
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F x= pr F  = \F

bo'ladi. Demak A F C O S ф  ■ s

■cos w

s COS (j) .

Shunday qilib kuchning bajargan ishi A son ikkita vektorlar- 
ni uzunliklari bilan shu vektorlar orasidagi burchakni kosinusini 
ko'paytmasiga teng bo'ladi.

7.4. Skalvar ko'paytma

1-ta'rif. Ikkita d va b vektorning skalar kopavfmasi deb, bu 
vektorlar uzunliklarini ular orasidagi ф  burehak kosinusiga 
ko'paytmasiga teng bo'lgan songa (skalyarga) aytiladi.

a  va b \ektorlarning skalvar ko'paytmasi d h kabi belgilanadi. 
Demak, ta’rifga binoan

■cos(p . (7.4)a-h = \u

a] cos (p p у и , bo'laani uchun (7.4)

■pr (7.5)

■cos (p = p I'

formulani

d b = h ■ p r- d yoki d • h -

ko'rinishida yozish mumkin. B li formulalardan foydalanib \ektor- 
ning boshqa vektor yo'nalishiga proeksiyasini ham aniqlash mumkin. 
Masalan

a ■ b
h

(7.6)

formula orqali a vektorning b vektor yo'nalishiga proeksiyasi
1 bo'libtopiladi. Agarda b vektor birlik vektor bo'lsa

p r  d = a-b bo'ladi, ya'ni vektorning birlik vektori yo'nalishiga 

procksivasi ularning skalar ko'paytmasiga teng bo'lar ekan.
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Skalar ko'paytma tushinchasidan ibydalanib to'g'ri chiziqli 

harakatda f  kuchni jismni S masolaga siljitishda bajargan ishi A 

ni Л I" ■ S ko'rinishida yozish mumkin.

7.5. Skalyar ko'paytmaning xossalari

1. Skalar ko'paytma o'rin almashtirish xossasiga ega ya’ni 
a h=b a .

Bu xossaning to'g'riligi skalyar ko'pavtma ta’rifidan bevo- 
sila kelib chiqadi.

2. Skalar ko'paytuvchini skalyar ko'paytma belgisidan chi

qarish mumkin, ya’ni (Я  a)-b = ). Bu xossaning to'g'riligi
(7.5) tbrmuladan hamda proeksiyaning xossasidan kelib chiqadi:

( A c i)' b - p r  ( Я a y - h -Я ■ prb = X ( b ■ p >},)=/ (d-b )

3. Skalyar ko'paytma vektorlarni qo'shishiga nisbatan

taqsimot xossasiga ega, yani d (b +c ) = d ■ b + d ■ с .
Bu (7.5) formuladan hamda proeksiyaning xossasidan kelib 

chiqadi:

n ■ (b + с ) = a - p r (b + с )= a ( pr b + p г- с ) =а а ч

ci ■ pr b + ci ■ p r-c = a ■ b + cl ■ с .a a
4. Ikkita noldan farqli vektorning skalyar ko'paytmasi nol bo'

lishi ucluin vektorlarning perpendukulyar bo'lishi zarur va yetarli.
nIsboti. (а  ЛЬ )= — bo'lsin. U holda a ■ b =\a\
2

n■cos — = 
2

a  ■ ■О 0 kelib chiqadi. d-b =0 bo'lsa, 'a ■ ■cos( d ' b )—0
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bo‘lib undan |a| ^0, h Ф 0 bo'lganligi sababli cos( cl л b )=0 va 

- - тс( a  b)= — , ya’ni vektorlaning perpendikularligi kelib chiqadi.

Bu xossaga ko'ra / • j  = j  ■ к = i ■ к = 0 (7.7) bo'ladi.
Endi vektorni o'zini-o'ziga skalyar ko'paytmasini topamiz:

а-а = \й\ -И  • cos0=j«| -H  i \a\ .

Vektorni o'zini-o'ziga skalyar ko'paytmasi vektorning skalyar 
kvculrati deyiladi va a 2 kabi yoziladi. Shunday qilib vektorning 
skalyar kvadrati uning modulini kvadratiga teng ekan.

'=1 bo'ladi..-IBunga asosan i-i=\i\ =1, / • у = I /I “= 1, k~k1 - j-’ j
5-misol c=2a+3b va J  = d-2b vektorlarning skalyar ko'

paytmasi topilsin.
Yechish. с ■ cl =(2 a  +3 b ) (и  -2 b )=2 a  - a-A a  ■ b +3 b ■ cl -6 b ■ b = 

=2 a  --a-b-6
1 —1

6-misol. c=3a-2b vektor berilgan.\U\ =5, b =4 bo'lib, a  va b

vektorlar orasidagi burehak 60° bo'lsa, с vektorning uzunligini 
toping.

Yechish. cr= |o|'  formuladan yja = \a\ kelib chiqadi.
Bunga asosan:

|c| = s[c 2= -y](3d -2b)~'=^9a2 -12a ■ b + 4b2

= J9  ■ |af - 12 • |o| • \i^cos(thb) + 4|л|‘ = л/9 ■ 5 : - 12 • 5 • 4 ■ eos60° + 4 • 4: -

= J9  • 25-12 - 20- —+ 64 = Vl69 =13.

129



a  = a xi + a , j  + a-k va b=bxi+ b vj+ b  к vektorlar berilgan 
bo'lsin. Skalar ko‘paytmaning xossalari hamda (7.7) va (7.8) forimi- 
lalarga asosan quyidagiga ega boMamiz:

a- h =( a x / +a N j  + a z к )(bx i + b v j  +b z A' )=

= a ,/\ / • / + a x/\ / • / + </ ^  / - A’ + a xhxj  ■ i + a xb, j  ■ j  + a yb, j  • A + 

+ a ,,6X A • i + a ,by A • / + azbAk ■ к =a X6X+ a yby+ a ,b,.

Shunday qilib, koordinatalari yordamida berilgan ikki vektorning 
skalyar ko'paytmasi nomdosh koordinatalar ko‘paytmalari yig'in- 
disiga teng, ya’ni

a-b = ax bx+a vby+a zb-_. (7.9)

7-misol. a  =2 i +3 / - A va b =-3i+4j+2k vektorlarning ska
lar ko'paytmasi toping.

Yechish. Misolda a x=2, a v=3, a z=-1, ftf=-3, Л,=4, h_=2 bo'l

ganligi sababli (7.9) formulaga binoan a-b  =2-(-3)+3-4+(-1 )-2=4 
bo'ladi.

8-misol. F  = {3;2;4} kuch ta'sirida moddiy nuqta to‘g‘ri chiziq

bo'ylab harakat qilayotgan bo'lsin. F  kuchning shu moddiy nuqtani 
M|(2;-5;4) holatdan Мг(7;-1;3) holatga ko‘chirishda bajargan ishini 
toping.

Yechish. S = Л/, Л/, = {7 - 2;-l + 5;3 - 4}= {5;4;— 1} ekani ayon.

(7.9) formulaga binoan A= F  ■ S =3-5+2-4+4-(-l )=19 ga ega 
bo'lamiz.

7.6. Skalar ko‘paytmani vektorlarning
koordinalari orqali ifodalash
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7.7. Ikki vektor orasidagi burehak

Ikki vektorning skalyar ko'paytmasi d-b -|t/| ■ 

d ■ h

■cos( а л h )

dan cos( a ' b )=
b

m lopami/

Agar vektorlar cl a , / +c/, j y a к , b -bxi 1l\ j b̂-k 
yoyilmari yordaniida berilgan bo'lsa, n holda (7.9) dan hamda 
\ektorni uznnligini topish formulasi (6.6) dan I'oydalanib vektorlar 
orasidagi burehakning kosinusini topish uchun

. . cib r + a,b , + a.b. 
cos ( f f i b ) ---  ̂ :-h=-—  ^--- - (7.I0)

^ a + a , • ci • b +b +b

lormulani hosil qilamiz.
8-misol. ci i-k  , b i ^2/-2k vektorlar orasidagi burehak 

topilsin.
Yechish. (7 .10) formulaga asosan

i 1 +0-2 • ( i) ( 2) ' Jcos( а  л b )=
+0- +(-!)-  -л/|: +2 +(-2)  3V2 V

( d лb У 45° bo'ladi.

9-misol. Uchlari A(2;-l;3), B( 1; 1; 1) va (40; 0; 5) nuqlalarda 
bo'lgan uchburchakning burchaklarini toping.

Yechish. Boshi va oxiri berilgan vektorning koordinatalarini 
topish formulasi (6.7) ga ko'ra quyidagilarga ega bo'lamiz:

J f i  = {l-2 ;l + l;l-3}= {-l;2;-2j,

AC = {() - 2;0 + 1;5 - 3} = {- 2;l;2j, BA =- AB - {l;-2;2},

BC  {O - 1:0 - 1;5 - 11 {-l;-l;4|.

131



Ikki vektor orasidagi burchakni topish formulasi (7.10) ga asosan:

/ \ t л i> л Vn \ l ( —1) + (— 2) • (— I ) + 2 • 4 cos ZA =cos( AB л AC )= ? —  ---  =0
V(-D: +2: + (-l): +12 + 2:

hundan ZA  -90(1,
cos Z B  = cos( л SC’ )=

1 - (-1) + (—2) ■ (-1) + 2 ■ 4 _  9 1
V'l; + (-2): +2- ■ V (- l) : + (- l): +4: 3-vTs л/2’

bundan ZS=45°.
. I ■ Z B  + Z C =  180" dan Z C  =45° kelib chiqadi.
Demak qaralayotgan uchburchak teng yonli to‘g‘ri burchakli 

uchburchak ekan.

7.8. Ikki vektorning perpcndikulyarlik sharti

Skalyar ko‘paytmani 4-xossasiga ko'ra a  va b (nolmas) vector-
lar perpendikulyar bo'lishi uchun a ■ h = 0 shartning bajarilishi zarur 
\a yctarli edi. Bundan (7.9) formulaga asosan

a v bx+ a vbv+ a -b:=0 (7.11)

ikki vektorning perpendikulyarlik shartini hosil qilamiz. Shunday 
qilib ikkita noldan farqli vektorlar o'zaro perpendikulyar bo'lishi 
uchun ularni nomdosh koordinatalari ko'paytmalarining yig'indisi 
nolga teng bo'lishi zarur va yetarli ekan.

10-misol. £7 = {2;—3;— I} va b={4;2;m} vektorlar m ning qanday 
qiymatlarida perpendikulyar bo'ladi.

Yechish. Perpendikulyarlik sharti (7.11) ga asosan 2-4+(-3) -2+ 
(-1) ■ m=0.

Bundan 2-m=0, m=2. Demak vektorlar m=2 da perpendikular 
bo'lar ekan.



11-misol. a = i+ 6/-4k  va b= -2 i+ j+ k  vektorlar perpen- 
dikulyarmi?

Yechish. a - h =1- (-2)+6-1 +(-4) 1 =6-6=0. Demak a  _L b .
!-izoh. Ikki vektorning skalyar ko'paytmasi son bo'lganligi 

sababli uch va undan ortiq vektorlarning skalyar ko'paytmalari 
haqida so'/ bo'lishi mumkin emas.

2-izoh. Олт tekislikdagi vektor uchun a  = {с/г,a , }  vektor Олт-

fazoda с/ = {</ ,c/i , o} kabi tasvirlanganligi sababli chiqarilgan 
formulalarda vektorning applikatasi nolga teng («. =0, b. =0) deb 
olinsa, o'slia formulaning tekislikdagi vektorlar uchun xususiy 
ko'rinishi hosil bo'ladi.

Mustaqil yechish uchun masqlar va test savollari

1. ci =2 i -6 j +3 к vektorning yo'naltiruvchi kosinuslari 
topilsin.

, , 2 r 6 3Javob: cos a  = — , cos li =- — ,cos у = — .
7 ' 7 7

2. O.v va Or o'qlar bilan 30" va 60° burehak tashkil 
etuvchi vektor or o'q bilan qancha burehak tashkil etadi0

Javob: у =90°.
3. Nuqtaga koordinata o'qlaridagi proeksiyalari Y| = l, n=2, 

=3; a'2=-2, i'2= 3, i 2=-4; _v?=3, v;,=-4, zj=5 bo'lgan kuchlar ta’sir
etadi. Shu kuchlarni teng ta’sir etuvchisi topilsin (moduli va 
yo'nalishi).

1-1 i—  2 1 4Javob: Щ  = v  21 . cosa = -7= ,  cos 11 = —==, cos у = ^ = .
л/2Т л/21 л/21

4. a -3 / +m / -2k va b =6/ + 4 / HiA' vektorlar m va n ning 
qanday qiymatlarda kollinear (parallel) bo'ladi. Javob: m=2, »=-4.

5. J=2/+3 /'-4A- va b =-j+2k vektorlarning skalar ko'payt
masi topilsin. Javob: -11.
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6. о j3;2;I j va h |2;-3;0] vektorlar perpendikulyarmi? .Javoh: ha.
7. Moddiy nuqta /■' i5:2;! | kuch ta'sirida to’gri chiziqli hara- 

kat qiladi. Shu kuchning moddiy nuqtani koordinatalar boshidan 
M  f2;1:4) nuqtaga ko’chirishda bajargan ishi topilsin. Javob: A~ 16.

8. Parallelogrammning uchlari /l(l;-2;2), /?(1 ;4;()), C-(-4;l;l) 
va D(-5:-5\3) nuqtalar berilgan. Uning AC  va BD  diagonallari 
perpendikulyar ekanligi isbotlansin.

9. a i тк va h = i ь2 / + 2 Л v ektorlar orasidagi burchak 
topilsin. Javoh: ( d ' h ) 45".

10. С - a-2h , « =3,

ning u/unligi topilsin. Javoh:

=4 hamda ( d л h )=60° bo’lsa с vektor-

7.

11. Uchlari /((2;-l;3), Z?( 1; 1; 1) va C(0;0;5) nuqtalarda bo’lgan 
uchburchakning burchaklari hamda perimetri topilsin.

Javoh z l 90". Z 5  = Z C  =45°, /7 = 3(2 + >/2).
12. fl;2;-1;J va h= [2;2; 0;} vektorlar berilgan. с = {.v; i'; - 6;j 

vektor 2h - 3a vektorga kollinear bo'lsa cl ni toping.

Л) 2V i4 B) 3V 14 D) 1 1 E )9  F) 14.
13. а !3;л|. h = {— 6;4} bo’lsa, л ning qanday qiymatida

a + h vektor h vektorga perpendikulyar bo'ladi?
A) -8.5 B) 8,5 D) 9 E ) 10 F) -9.

14. Agar a |2;w) va h = |3:/7] bo'lsa, m va n ning qanday

natural qiymatlarida a + h va a - h vektorlar o'zaro perpen
dikulyar bo’ ladi ?

A) 3:2 В ) 1 ;6 D) 2;3 E) 6; 1 F) 3;3.
15. .V ning qanday qiymatlarida a = {8;4;5.v} va h = [2.v; — 25; 1J 

vektorlar o’zaro perpendikulyar bo’ladi.



А) 3 В) 4 D) 5 Е ) -4 F) 6.
16. а [3 ;2; 1} va h {-2 ;5;3J vektorlar hcrilgan.

с = 3>a- 4h vektorning koordinatalarini toping.
A) {- 14;6;9] B ) {1 7; 14;-9} D) {1 7 ;- 14;9j E) {l7 ;- l4 ;-9 { 

F) {14; — 6 9  J .
17. y  ning qanday qiymatlarida a ={3,3,5} va b ={-2;4;.v}

vektorlar parallel bo'ladi?
A) barcha qiymatlarida B) hech bir qiymatida D) 6 E) 8 1)12.
18. x ning qanday qiymatlarida a = {.v; .v;2} va Л = {.v; 1 ; — 3} 

vektorlar o'zaro perpendikulyar bo'ladi?
A) 2 va - 3 B) 2 va 3 D) -2 va 3 E) -2 va -3 F) 3 va 4.
19. a = {7 ;3} va b = {- 4 1 0 }  vektorlar orasidagi burchakni toping. 
A) 135° B) 45° D) 60" F.) 30" F) 150".
20. Agar 2c-4b  va 4b + 5c vektorlar o'zaro perpendikular 

bo'lsa, b va с birlik vektorlar orasidagi burchakni toping.
A) 90" B) 120" D) 60" E) 30" F) 45".
21. Agar a va b 120" li burehak tashkil etuvchi birlik vektorlar 

bo'lsa, a + 2b va a - b  vektorlar orasidagi burchakni toping.
A) 135" B) 90" D) 150" E) 30" F) 120°.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Vektorning yo'naltiruvchi kosinuslari nima va ular qanday topiladi ?
2. Vektorlarning kol 1 inearlik shartini vozing.
3. Ikki vektorning skalyar ko'paytmasi deb nimaga aytiladi ?
4. Skalyar ko'paytma qanday xossalarga ega ?
5. Skalyar ko'paytma qanday topiladi ?
6. Vektorlar orasidagi burehak qanday topiladi ?
7. Ikki vektorning perpendikularlik sharti nimadan iborat?
8. Skalyar ko'paytmaning lizik ma'nosi nima ?
9. Kollinear vektorlarning skalyar ko'paytmasi nimaga teng?

10. Vektorning skalyar kvadrati nima?
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8.V E K T O R L A R N IN G  V E K T O R  V A  A R A L A S H  
K O ‘ P A Y T M  A S I

8.1.Ikki vektorning vektor ko‘paytmasi

I-ta’rif. a vektorning h vektorga vektor ko‘paytmasi deb qu-
yidagi shartlarni qanoatlantiradigan с vcklorga aytiladi:

a) с vektor a va b ko'paytuvchi vektorlarning liar ikkalasiga 
perpendikulyar;

b) с vektorning uchidan qaraganda a vektordan h vektorga eng 
qisqa burilish masofasi soat mili aylanishiga teskari yo‘nalishda 
ko'rinadi;

d) с vektorning uzunligi a  va b vektorlardan yasalgan paralle
logrammning yuziga teng, ya'ni

sin (t7 л h ). (8.1)

a  vektorning b vektorga vektor ko'paytmasi a x b  kabi belgi- 
lanadi (3 1-chizma).

с  = a

' - ixb

с =JXb

31-ehizma.

2
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8.2. Vektor ko‘paytmaning xossalari

1 .Ko'paytuvchilarning o'rinlarini almashtirish natijasida vektor
ko'paytmaning ishorasi o'zgaradi, ya'ni ci x b =- b x a . Bu xossa- 
ning to'g'riligi vektor ko'paytmaning ta'ril'idan bevosita kelib 
chiqadi.

2. Sonli ko'paytuvchini vektor ko'paytma belgidan chiqarish

mumkin. ya'ni (?u.i)xb с/х (ЯЛ ) $■(u x h ), (Я  const).
3. Vektor ko'paytma qo\shishga nisbatan taqsimot xossasiga ega, 

ya'ni

d x ( Ь + с )= a x h + a  x с , ( a + b ) x с « x с f  Л x с .

4. Vektor ko'paytma ko'paytuvclii vektorlardan biri nol vektor 
bo'lganda yoki vektorlar kollinear bo'lgandagina nolga teng bo'ladi.

Bu xossadan istalgan vektorning o'/ini-o'/iga vektor ko'paytmasi

nol vektorga tengligi, ya'ni dx d =0 ekani kelib chiqadi. Jumladan

dekart bazisi i , / ,k uchun i x / = j  < /'=к x A =0 ga ega bo'la- 
miz.

1-misol. (3 a-2b )x(4a+3b  )ni toping.

Yechish. и x d^ 0, b x Л =0, b x a -d x b ekanini hisobga 
olib quyidagiga ega bo'lamiz.

(3 d -2 b ) x (4 d *3 b > 12( d x d )+9( a  x b )-8( b x a  )-6( b > h )
= 12-0+9( a x b )+8( a  x b )- 6-0 - \ l(d  x b ).

2-misol. ( d-b ) x (  d -ф )=2( a  x Л ) tenglikni isbotlanib, uning 
geometrik ma'nosini izohlang.

Yechish. { a  -h ) v ( с/ + /? )= cf x и i a x b - b x с/ -b x h - 0 1 с/ < 
x b + u x h -()-■2( ii x Л ).

a - Л va с/ i A tomonlari «  va h bo'lgan parallelogrammning 
diagonallarini ifodalaydi. |(d-b  )x (d  )j iloda tomonlari berilgan 
parallelogrammning diagonallaridan iborat parallelogrammning
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yuzim. a x b esa tomonlari a va b vektorlardan iborat

parallelogrammning yuzini ifodalaydi.
Shunday qilib isbotlangan tcnglik, tomonlari a  va b vector- 

lardan iborat parallelogramm yuzining ikkilangani tomonlari shu 
parallelogrammning diagonallaridan iborat parallelogrammning 
vuziua leimlisiini bildiradi.

8.3. Vektor ko‘paytniani topish

a=u, i +at j +a-к va b =bv i +Л, j  +Ь: к vektorlar berilgan 
bo'lsin. Shu vektorlarning vektor ko'paytmasini ularning koordi- 
natalaridan foydalanib topiladigan formula chiqaramiz.

i , / ,k vektorni vektor ko'paytmalarini hisoblaymiz. / x / 
vektor ko'paytmani qaraymiz. Bu ko'paytmaning moduli

/ x / vektor / va j  vektorning har biriga perpendikular 
bo'lgani uchun u Oz o'qda joylashgan va u bilan bir xil yo'nalgan.

i
32-cliizma.

Chunki uning uchidan qaragandan / dan / ga qisqa burilish 
masofasi soat mili aylanishi yo'nalishiga teskari ko'rinadi.



Demak, /' x / vektor к vektorning o‘ziga teng ekan, ya'ni

/ x j k. Sluiningdck к x / / , /' * A = /, j ■ i -A,

к x j - i , i x к - / tengliklarga ega bo'lamiz. Uslibu tenglik-

lardan hamda / ■ / = / x / =A x А 0 dan va vector ko'pay
tmaning xossalaridan foydalanib quyidagiga ega bo'lamiz.

a x b =(ax i j  +cr,k )>(/?., / J h> j  +b,k ) axbx( i x / )• 
+axhv{ i x / )-t £/,/),( / x A' ) + /->.v( j x / ) 4 c/N/?, ( / x j  ) f 

«»/>.-( / xA-)+ «,/*)( к x i )+ +c/A( к x /') + £/,,/>-( A x A ) : axbx-Q + 

ciyhyk -axb7 j  - aybxk + ayhv-Q+ ciybz i ^ a jyxj  -a,b , / + a,h-0 

=(asbz-u,bv) i -{chbr^/bx) j  H a xb,-Oybx)k =

/ / * 
</, С/

/>v Л /)

Demak <7 vektorning /> vektorga vektor ko‘paytmasi

С/, it. a a.
-1 + A

b. h К  h ft /1Л 1

a ■ b (S.:!)

formula yordaniida topilar ekan. .lumladan tomonlari с/ va Л vector- 
lardan iborat parallelogrammning yu/i

/ у A
a </ £/ .
/) /) /l .

(н.з;s
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formula yordamida va shu vektorlardan yasalgan uehburehakning 
vu/.i esa

S i “  </xA| = i . |  

Ibrmula yordamida topiladi.

i j к 
a ii a_ 
h h />.

(8.4)

3-misol. и -4 jfc 3 к va b 3 / ■ )-2 к vektorlarning vektor 
ko'paytmasini toping.

Yechish. (8.2) formukma asosan:

-3/ +./-4A-.

4-misol. Tomonlari a i -3 j t A , h =2 i - j +3 A- vektorlar
dan iborat parallelogrammning yuzini toping.

Yechish. (8.2) formulaga binoan:

i / к * 0 3 - -4 3 l 4— Оa  x h = - 4 0  3 
3 1-2

= /
1 -2

- j
3 - 2

+ к
3 1

i / к -3 1 1 1 1 -3
cl x h = i - / + к1 3 1 -1 3 2 3 2 -1

: i з

(-9+1) , -(3-2) j  +(-] +6)A- =-8 / - j +5к .

a x b  = л/ (- 8 )2 + ( - l ) : + 5 “ =у/Щ) =3- v  10

(8.3) ga asosan Sp-3-л/Го kv. birlik bo'ladi.
5-misol. Uehlari .1(3; 4;-l), B (2; 0; 3) ва C(-3; 5; 4) nuqtalarda 

bo'lgan uehburehakning yuzini toping.
Yechish. AB {2-3; 0-4; 3+1 J={-1; -4; 4J, 38=1-3-3; 5-4; 

4.1| 1-6; 1; 5 !.
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(8.2) formulaga ko'ra:
i 1 к -4 4 -1 4 -1 -4

IIX -1 -4 4

-6 15
= / 1 5 - j -6 5 + к -6 1

= i (-
20-4)- j  (-5+24)+ к (-1-24)= =-24 / + 19 / -25 к.

S,\= 1 AB*~AO = - J(- 2 4 ): +192 + 25: =- л/l562 . ") Demak,

S \=— yj 1562 kv. birlik.
2

6-misol. Uchlari Л(1; 2; 3), fi(3; 4; 5) va C(2; 4; 7) nuqtalarda 
bo'lgan uchburchak Л burchagining sinusini toping.

Yechish. Sa -
2

A B x A C

sin /4=

AB

IB x AC

AC

,1/i AC
(8.5)

formulaga ega bo'lamiz.
AB ={3-1; 4-2; 5-3 j = {2; 2; 2), /1C =|2-l;4-2; 7-3 j = J 1; 2; 4!,

A B = л/22 + 22 + 22 =2 л/з Л С л/Г  + 2~ +4: л/зГ.

/ / к 2 2 2 2 2 2
AB  x AC 7 1 7 - / - J + к 4 /’

2 4 1 4 1 2
1 2 4

6 / +2A-, j yjx ,ic’ = v* + (-6)" + 2; = V 56

tengliklarga egamiz. (8.5) formulaga ko'ra 

sin /1 0 6  v/4-2-7 , V2 bo'ladi.
2V3 ■ 2n/3 ■ л/3 ■ 7 3 

ВС 2 < AB2 + AC' bo'lganda .1 burehak o'tkir, /iC' > ,1/i r AC' 
bo'lszanda u o'tmas burchak bo'ladi.
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8.4. Uch vektorning aralash ko'paytmasi

a ,h va с vektorlar hcrilgan bo'lsin.
2-ta’rif. a vektorning h vektorga\ektor ko'paytmasi a x b  ni

uchinchi г vektorga skalyar ko'paytirish natijasida hosil bo'lgan

son с/, b , с vektorlarning aralash ko'paytmasi deyiladi. Vektorlar

a = a, i +at j Ui-k , h -A, i +/\ / +b,k. с =cx i +r, / +c,k 
yoyilmalari yordaniida berilganda ulaming aralash ko'paytmasi

( a x h  )■ с ni topish uchun formula chiqaramiz.
i •

i J к ", a. a_ " , c/1
( i'i > h ) и, и a — / - j  T

b b_ bxb: b . К/>, b. h. 1 л

\ektorni skalyar ko'paytmani topish formulasi (7.9) ga asoslanib, 

c= c\ i +C-, j ~с,к vektorga skalyar ko'paytiramiz . U holda

- Я, "- "  v " «V " .(ci x b )-c = ■ С v - ■<\, 4
>\ b: bx b_ b b' V

kelib chiqadi. Bu tenglikning o'ng tomonidagi ifoda

a v a x a
b b h .r \ г

Cs C; C-

determinantning uchinchi satr elementlari bo'yicha yoyilmasi ekanini 
ko'rish qiyin emas. Demak

142



( а х b У с1 h h h_ ( 8.6 )

Slumday qilib, uch vektorning aralash ko'paytmasi uchinchi 
tartibli determinantga teng bo'lib uning birinchi satrini birinchi 
ko'paytuvchi vektorning koordinatalari, ikkinchi va uchinchi satr- 
larini ikkinchi va uchinchi ko'paytuvchi vektorlarning koordinatalari 
tashkil etadi.

7-misol. a 3 i +4 / +2k, b = 3 / +5 / -k va c- 2  i +3/Ч5А- 
vektorlarning aralash ko'paytmasi topilsin .

Yechish. (8.6) i'ormulaga asosan:

( a x b ) c =

= 3(25+3)-4(l5+2)+2(9-10) 14.

8.5. Aralash ko‘paytmaning geomctrik ma’nosi

Boshlari bitta nuqtada bo'lgan a ,b  ,c  nokomplanar \ektorlarni 
qaraymiz. Bu vektorlarni qirra deb parallelepiped yasaymiz. IJzinligi 
a  va h vektorlarga yasalgan parallelogrammning yuzi Q ga teng 
bo'lgan it = a *b  vektorni yasaymiz. Skalyar ko'paytmaning 
ta’rifiga binoan:

3 4 2
5 -1 3 - 1 3 5

3 5 - 1 =3 -4 4, 7

3 5 2 5 2 3
2 3 5

• coss (<г/х( a x b  )-c~ axb  ■ |r| 'COs(<yA c)=Q

(#?лс)< — deb faraz qilamiz. U holda parallelepipedning baland-

ligini h orqali belgilasak h=\ c|-cos(jAc) kelib chiqadi. Slumday 

qilib aralash ko'paytma ( a x h ) c Q h bo'ladi.
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Parallelepipedning hajmini V deb belgilasak u asosining yuzi Q 
bilan balandligi /7 ning ko'paytmasiga teng, ya'ni V Q-h bo'ladi.

Shunday qilib bu holda uch vektorning aralash ko'paytmasi 
qirralari shu vektorlardan iborat parallelepipedning hajmiga teng.

ya'ni ( axh )-c = V bo'larekan.

Agar id c)>— bo'lsa, cos(c/Ac)<0, c o s L / a c ) — h bo'lib

( a x h  )-c -I' bo'ladi. I lar ikkala holni birlashtirib ( a x b )-c=±V

yoki V= [a x b\ (( formulaga ega bo'lamiz.

Shunday qilib, uch vektorni aralash ko'paytmasini absolyut 
qiymati shu \ektorlarni qirra deb ulardan yasalgan parallelepipedning 
hajmiga teng ekan.

Bu aralash ko'paytmaning geometrik ma’nosidir.

d - 2 x b

/

33-cliizHia.

Demak qirralari ci, b va с vektorlardan iborat parallele
pipedning hajmi

V =v par (с/ X  b\ 1 (8.7)

formula _\ordamida topiladi.

144



Endi qirralari a , b , с vektorlardan iborat uchburchakli 
piramidaning hajmini topamiz.

Fin holda piramidaning hajmi qirralari, xuddi shunday paral
lelepipedning hajmining oltidan biriga teng ekani elemintar 
geometriyadan malum.

Shunday qilib,

[ci * h )■ сV =-y p ir ( 8 .8 )

piramidani hajmini topish formulasini hosil qilamiz.
8-misol. Uchlari .4(0; 0; 0), /i(3;4;-l), C(2;3;5), D(6;0;-3) nuqta- 

larida bo'lgan uchburchakli piramidaning hajmini toping.
Yechish: Qaralayotgan hoi uchun (8.8) formula

V =-Pir s Mix AC)-AD ko'rinishiya esa. AB = }3;4;— 1j , 1C |2;3;5j,

AD = {6;0;-3j bo'lgani uchun
J 4 -1

A B  ■ AD)-AD = n 3 5 -3
3 5 2 5

-4
2 i

-ll

6 О 1 0 -3 6 -3 1 6 0l

3-(-9)-4(-6-30)+l 8- 135 va V= 135|̂  22,5 kelib chiqadi.
6

8.6. Uch vektorning komplanarlik sharti

Uchta komplanar noldan farqli с/, h , c: vektorlarni qaraymiz. 
Soddalik uchun bu vektorlar bir tekistlikda yotadi deb faraz qilamiz.

Bu vektorlarning aralash ko'paytmasi ( a x b ) c ni tuzainiz. a > h 
vektor ko'paytma a va b vektorlarning har biriga perpendikulyar

bo'lgani uchun u ular yotgan tekistlikka ham, jumladan с vektorga 
ham perpendikulyar bo'ladi. Perpendikulyar vektorlarning skalyar

ko'paytmasi nolga tengligidan ( axb  )■ с 0  kelib chiqadi. Demak,
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komplanar vektorlarning aralash ko'paytmasi nolga teng ekan.
1 esqarisi ham o'rinli, yani aralash ko'paytmasi nolga teng vektorlar 
komplanar bo'ladi.

Maqiqatan, vektorlar nokomplanar bo'lsa vektorlarni qirra deb 
parallelepiped yasash mumkin bo'lib uning hajmi У Ф 0 bo'ladi.

(с/ x  / ? )• ,Ammo V- 

shartaa /id.
bo'lgani uchun ( axb )-сф0 bo'ladi. Bu

Slumday qilib uchta a ,b ,c  (noldan farqli) vektorlarning 
komplanar bo'lishi uchun ularning aralash ko'paytmasi nolga teng 
bo'lishi zarur va yetarlidir.

( a x b  )-c=0 yoki
«V 
h b b. =0 (8.9)

uch vektorning komplanarlik shartidir .

9-misol. cv = {3 ;4;5}, b=\ l;2;2j, c = {9;14;16j vektorning komp- 
lanarligini ko'rsating.

Yechish.

3 4 5 

1 2 2 

9 14 16

2 2 1 2 1 2
3 -4 +5

14 16 9 16 9 14
=3-4-4-(-2)+5-(-4)=0.

Komplanarlik sharti (8.9) bajarilganligi uchun vektorlar komp- 
lanar.

10-misol. Л(1;0;1), Z?(4;4;6), C(2;2;3) va D(10;14;17) nuqtalar 
bitta tekislikda yotadimi? ,

Yechish. AB = {4-1; 4-0; 6-1 } = !3;4;5J, AC - {2-1; 2-0; 3-1! =
=! 1 ;2;2 J , AD = 110-1; 14-0; 17-1 | = |9; 14; 16) vektorlarni qaraymiz. 
Ularning aralash ko'paytmasini hisoblaymiz:
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3 4 5--- 2 2 1 2 1 2
AD 1 2 2 _л— J) -4 -t-5

9 14 16 14 16 9 16 9 14
•4-

-4(-2)-5-4=0.

Vektorlarning aralash ko'paytmasi nolga teng, ular komplanar va
A.B.C.D nuqtalar bir tekistlikta yotadi.

Izoh. 1. Biz kerakli formulalarni laqatgina fazodagi vektorlar 
uchun chiqardik. Ammo keltirilgan formulalar tekistlikdagi vektorlar 
uchun ham yaroqli. Formulalardagi vektorlarning uchinchi koordi- 
nata (applikata)lari nol deb olinsa formulalar tekistlikdagi vektorlar
uchun o'rinli bo'ladi. Masalan tekistlikda vektorlar ci=a, i +aY j  , 

by =bx i +bv j ( i  , j  -dekart bazisi) kabi yoyilmaga ega bo'lsa

;■ / i
ularning vektor ko'paytmasi dxh = a t и 0 

h b 0

и , ч
b, h

I  bo'ladi.

2. Biz erkin vektorlar bilan ish ko'rganimiz uchun ko'p hollarda 
qaralayoigan vektorlarning boshi bir nuqtada deb laraz qildik.

Mustaqil yechish uchun mashqlar 
va test savollari

1. (2 a  +3 b ) x  ( a  -5 b ) topilsin.
Javob: - 1 3( a x  b ).

2. a=  3 / - j  + к , b =i i +5 j vektorlarning vektor ko'paytmasi 
topilsin.

Javob: axb  =-5 / +2J t-17 к .
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3.Uchlari Л(3;4;5), v5(2; 1; 1) va C(0;2;3) nuqtalarda bo'lgan 
uchburchakning yuzi topilsin.

Javoh: — Vl53 kv. b.
2

4. a =2 i +3 j  -k , h = i + к va c=~- j + k vektorlarning aralash 
ko'paytmasi topilsin.

Javoh: ( a x h ) с =-6.
5. Uchlari <9(0;0;0), Л(5;2;0), fi(2;5;0) va C(l;2;4) nuqtalarda 

bo'lgan piramidaning hajmi, ABC  yoyining yuzi hamda shu yoqqa 
o'tkazilgan balandlik topilsin.

Javoh: V=14kub. bir. H= 7^  , ^mkc=6v3-

6. Tomonlari a  = i - 3 j + k ,  h=21-j+3k  vektorlardan iborat 
parallelogrammning balandlik lari topilsin.

, , . З л / Го  , з МJavoh h„=- - , h/,= —=-.
Vn  V7

7. о = {2;3} va h = {3;-б} vektorlardan yasalgan uchburchakning 
yuzi topilsin.

A) 11,5 B) 10,5 D) 60 E) 7 F) 5.
8. a = {3 ;2 — 1 j va b= j2;4;3} vektorlardan yasalgan parallelog

rammning yuzi topilsin.
А) л/287 В) л/Г89 D) V285 E) ^286 F) 17.
9. Qirralari = {2 ;3 — 2}, 6 = {5;4;-l} va c = {6;3;2} 

vektorlardan iborat piramedaning hajmi topilsin.

A) l i  B ) 1^ D) 2 E) 3 F) 1,2.
3 3

10. c/ = {l;5;.v} Л = {_v;4;2} va c = {— 2 ; 9 1} vektorlar x ning 
qanday qiymatlarida komplanar bo'ladi?

A) 3 B) 4 D) 2 E) -3 F) -2.
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I I .  Л(2;-3;1), Я)(3 ;2;-2), C(-l;l;3) va D(0;6;0) nuqtalar 
hcrilgan. To'g'ri javobni toping.

A) nuqtalar bir tckislikda yotadi.
B ) nuqtalar bir tckislikda yotmaydi.
I)) AB, AC, AD  vektorlardan parallelepiped yasash mumkin.

E) AB,AC,  AD  vektorlarni qirra hisoblab ulardan yasalgan 
piramedaning hajmi 4 kub. birlikka teng.

F) nuqtalar parallel tekisliklarga yotadi.

O ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Ikki vektorning vektor ko'paytmasi nima?
2. Vektor ko'paytma qanday xossaga ega?
3. Vektor ko'paytmaning geometrik ma'nosi nima?
4. Vektor ko'paytma qanday topiladi?
5. Parallelogramm va uchburchakning yuzini topish formulasini yozing.
6. Uch vektorning aralash ko'paytmasi deb nimaga aytiladi?
7. Aralash ko'paytmaning geometrik ma’nosi nima?
8. Aralash ko'paytma qanday topiladi?
9. Aralash ko'paytma yordamida parallelepiped va piramidaning 

hajmini topish formulasini yoziing.
10. Uch vektorning komplanarlik sharti nimadan iborat?
11. To'rtta nuqtaning bir tekislikda votish yoki yotmasligi qanday 

tekshiriladi?

149



9. T E K IS L IK D A G I  TO  ( ,  R I C H IZ IQ  T E N G L A M A L A R I

9.1. Analitik gcomctriya I'ani haqida qisqacha ma'lumot

Anal it ik gcomctriya fanining asoschisi fransuz matcmatigi va 
lllosoil R. Dekart ckanligi aytib o'tilgan cdi. Analitik geomctriya- 
oliy matematikaning geometrik shakllarni algebraik ifoda etuvchi va 
algebraik ifodalarga geometrik ma’no beruvchi tarmog'i. Analitik 
gcomctriya I’ani gcometriyaning algebra va matematik analiz faniari 
bilan uzviy bog'lovehi bo'g'in hisoblanadi.

rilcmentar gcometriya planometriya va stereometriyaga bo'Iin- 
ganligi kabi analitik geomctriya ham ikki qismga: 1) tckislikdagi 
analitik gcomctriya; 2) fazodagi analitik gcometriyaga bo'linadi.

Analitik geomctriyani o'rganislmi uning birinchi qismi-tckis- 
iikdagi analitik geomctriyani o‘rganishdan boshlaymiz.

9.2. Ikki to‘gri chizq orasidagi burchak tushinchasi

Олт tekislikda yotgan va M  nuqtada kesishuvehi va (\ to'g'ri 
chiziq larni qaraymiz.

1-ta’rif. < v a С  to'g'ri chiziqlar orasidagi burchak deb I , ning
i , bilan ustma-ust tushishi uchun uning Л/ nuqta atrofida soat mili 
aylanishiga teskari yo'nalishida burilishi lozim bo'lgan eng kichik 
burchakka a\?iladi. (34 a- ehizma).

' , \a i , to'g'ri chiziqlar orasidagi burchak /, kabi belgi- 
lanadi.

keltirilgan ta'rifga ko'ra <, \a ( , to'g'ri chiziqlar orasidagi 
burchak ' , \a / , to'g'ri chiziqlar orqasidagi burchakka teng emas. 
Ta'rifga binoan
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U : i  xn

34- chizma.

To'g'ri ehi/iqlar parallel bo'lganda yoki ustma-ust tushganda 
l ilar orasidagi burehak nolga teng hisoblanadi.

KeltiriIgan la’rif to'g'rii chiziqlardan biri o'q, masalan Ov o'q 
bo'lganda ham o'z kuchini saqlaydi.

Demak O.v o'q bilan biror to'g'ri ehiziq orasidagi burehak 
deganda O.v o'qni to'g'ri ehiziq bilan ustma-ust tushishi uehun uni 
soat mili aylanishiga teskari yo'nalislula burilishi lozim bo'lgan 
burehak tushiniladi.

9.3. Tobg‘ri chiziqning burehak koeffitsiyentli tenglaniasi

O.vy tekislikni hamda unda yotgan to'g'ri ehiziqni qaraymiz. 
To'g'ri ehiziq koordinata o'qlarining heeh biriga parallel bo'lmasdan 
Ov o'q bilan B(()jy) nuqtada kesishsin va O.v o'qning musbat 
yo'nalishi bilan a  burehak tashkil etsin (35-ehizma.) Shu to'g'ri 
chiziqning dekartning to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasiga 
nisbatan tenglamasini topamiz, ya'ni .v va у dekart koordinatalarini 
bog'lovehi slumday tenglamani topamizki to'g'ri chiziqning barcha 
nuqtalarini koordinatalari slui tenglamani qanoatlantiradi, to'g'ri 
ehiziqda yotmaydigan heeh bir nuqtaning koordinatalari bu 
tenglamani qanoatlantirmaydi.

Faraz qilaylik M(x:y) nuqta to'g'ri chiziqning B(();b) nuqtasidan 
farqli istalgan nuqtasi bo'lsin. 35-ehizmadagi \B.\M  dan
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tva yoki M S = tea-BN  tenclikka сца bo'lamiz.
B.\ ' ' “
М.V -v-/>, B.X = x ckanligini hisobga olsak v - h = tga ■ x yoki 
v = ■ л- + b kelib chiqadi. A = /gcr deb belgilasak

v = k.\ + b (9.1)
tenglama hosil bo'ladi.

V .

X
У

B (№
. < о.

S  ) N (x , b)

'У  G.

u л A-

35-chizma.

Bu tenglama berilgan to'g'ri chiziqni tenglamasi. Chunki uni 
to'g'ri chiziqning istalgan В(0ф) nuqtadan farqli M{x:y) nuqtasining 
koordinatalari qanoatlantirishini ko'rdik. B(0\h) nuqtaning koordi
natalari ham uni qanoatlantirishi ko'rinib turibdi.

To'g'ri chiziqda yotmaydigan hech bir nuqtaning koordinatalari 
bu tenglamani qanoatlantirmasligiga ishonch hosil qilish qiyin emas.

к = tga son to'g'ri chiziqning burchak koeffitsiyenti deb ataladi, 
b esa to'g'ri chiziqning hoshlangich orclinatasi deyiladi.

To'g'ri chiziqning (9.1) tenglamasi uning burchak koeffitsiventli 
tenglamasi deyiladi.

Faraz qilaylik to'g'ri chiziq O.v o'qqa parallel bo'lsin (36-chizma).
Bu holda a  = 0, к = tg0 = 0 bo'lgani uchun to'g'ri chiziq tengla

masi

v = h (9.2)
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ko'rinishiga ega bo'ladi. (9.2) O.v o'qqa parallel to'g'ri chi/iq 
tenglamasi. Xususiy holda i = 0 O.v o'qning tenglamasi.

B(O.b) M (x, b)
v = b

0

36-chizma.

To'g'ri chi/iq koordinatalar boshidan o'tsin. U holda b=0 bo'lib 
koordinatalar boshidan o'tuvchi to'g'ri chi/iq tenglamasi r = kx
(9.3) hosil bo'ladi.

Faraz qilaylik to'g'ri chi/iq A(<r/;0) nuqtadan o'tib Or o'qqa 
parallel bo'lsin (37-chizma).

. 1

\ I  la. y )

♦  - Л = Д

0

37-chizma.
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Bu holda lo'g'ri chiziq O.v o‘q bilan 90° burchak tashkil etib 
к /,̂ 90" mavjud bo'lmaganligi uclum lining tenglamasini (9.1) 

ko'rinishda yoz.ib bo'lmaydi. To'g'ri chiziqning barcha miqlalari a 
abssissaga ega bo'lganligi uchun lining tenglamasi

v = a (9.4)
ko'rinishga ega bo'ladi, xususiy holda .v 0 Or o'qning tenglamasi 
bo'ladi.

1-misol. Oi' o'qdan 3 ga teng kesma ajratib O.v o'q bilan 45° 
burchak hosil qiluvchi to'g'ri chiziq tenglamasi yozilsin.

Vecliish. Burchak koeffitsiyenlni topamiz: к - ^45" = I. Shart- 
ga ko'ra h 3 (9.1 ) formulaga binoan to'g'ri chiziqning burchak koef- 
fitsiyentli tenglamasi v = l-.v + 3 yoki г - .v + 3 bo'ladi.

2-misol. Koordinatalar boshi hamda .1(3; 2) nuqtalardan o'tuvchi 
lo'g'ri chiziq tenglamasini yozing.

Yechish. To'g'ri chiziq koordinatalar boshidan o'tganligi uchun 
uning tenglamasi v = k.\ ko'rinishga ega bo'ladi. Ikkinchi lomondan 
.1(3; 2) nuqta to'g'ri chiziqda yotganligi uchun nuqtaning koordi
natalari to'g'ri chiziq tenglamasi v - k.x ni qanoallantiradi, ya'ni

2
2 k-3, bundan к = — kelib chiqadi. Demak to'g'ri chiziqning

3
. . 2  . izlanayotgan tenglamasi у = — ,v bo'ladi.

" " ’ 3
Izoh. Bundan buvon lo'g'ri chiziq berilgan yoki to'g'ri chiziq 

topilsin deyilganda to'g'ri chiziqning icnglamasi berilganini yoki 
lo'g'ri chiziqning tenglamasini topish kerakligi tushuniladi.

9.4. To ‘g‘ri chiziqning umumiv ko'rinishdagi 
tenglamasi

Yuqorida to'g'ri chiziq tenglamasi dekart koordinatalari .v va r ga 
nisbatan birinchi darajali tenglama bo'lishini ko'rdik. Hndi teskari- 
sini isbotlaymiz.
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9.1-teorema. Dckarl koordinatalari x va у ga nishatan birinclu 
darajah har qanday tenglama to g'ri ehiziq tenglaimisidir.

Isboti. Dckarl koordinatalariga nishatan birinchi darajali

tenglama berilgan bo'lsin. Bunda А, В. С ma'lum sonlar bo'lib 
A + В t 0 , ya'ni A bilan В bir vaqiga nolga teng emas.

а) В Ф 0 bo'lsin. U holda (9.5) tenglamani у ga nishatan yechsak

tenglamaga ega bo'lami/. Buni (9.1) tenglama bilan taqqoslab u Or 

o'qdan - L>a ten*» kesma airatib Ox o'u bilan taimensi ца
1 a " *■ ‘ ' И '

teng bo'lgan a  burehak tashkil etuvchi to'g'ri chiziqning burehak 
koeilitsiyentli tenglamasi ekaniga iqror bo'lamiz.

Demak (9.5) tenglama ham to'g'ri ehiziq tenglamasi ekan.
b) B=0 bo'lsin. U holda (9.5) tenglama

Ax + C = 0

ko'rinishiga ega bo'lib undan ,v = ---tenglamaga ega bo'lamiz. Bu

tenglama to'g'ri chiziqning umumiy ko'rinishidagi tenglamasi deb 
ataladi.

Endi umumiy ko'rinishdagi tenglama bilan yanada batafsilroq ta
il isliamiz.

Ax +Bv + C = 0 (9.5)

A С
В В

A

nuqtadan o'tib Oy o'qqa parallel to'g'ri chi/iq

tenglamasi.
2-ta’rif. Ushbu

Ax + By + С = 0 ( А2 ч B 1 j- 0 ) (9.5)
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I ) В 0 bo'lsin. U holda tenglama

С
v =

A
ko'rinishga kell iri 1 ish in i ko'rdik. Agar С *  0 bo'lsa to'g'ri chi/.iq Or 
o'qqa parallel bo'ladi. С 0 bo'lsa tenglama д--0 ko'rinishga ega 
bo'lib bu holda to'g'ri chiziq Or o'qda yotadi.

2)A=0 bo'lsin. U holda В ^ 0 va to'g'ri chiziq tenglamasi

y = - — ko'rinishga ega bo'ladi. Bu tenglama Ox o'qqa parallel

to'g'ri chiziq tenglamasidir. C=0 bo'lganda bundan y=0 Ox o'qning 
tenglamasi hosil bo'ladi.

3) C=0 bo'lsin. U holda (9.5) tenglama /h+Z?y=0 yoki

r - -  — ,v ko'rinishiua ega bo'ladi. Oxirui teimlama koordinatalar 
В ' - '

boshidan o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi ekanini bilamiz. Demak
С 0 bo'lganda to'g'ri chiziq koordinatalar boshidan o'tar ekan.

Izoh. To'g'ri chiziq tenglamasi umumiy ko'rinishda berilganda
tenglamadan у topi Isa to'g'ri chiziqning burchak koeffitsiyentli
tenglamasi hosil bo'ladi.

Sluining uchun vaziyatga qarab to'g'ri chiziqning u yoki bu
teng lama laridan foydalanamiz.

Ax + B y + (.’ = () va Л,л'+ )5,у +C, =0 kesishuvchi to'g'ri chi
ziqlar berilgan bo'lib ularning kesishish nuqtasini topish talab etilsin. 
To'g'ri chiziqlarning kesishish nuqtasi har ikkala to'g'ri chiziqqa 
tegishli bo'lganligi sababli uning koordinatalari har ikkala to'g'ri 
chiziq tenglamasini ham qanoatlantiradi, ya'ni

9.5. To ‘g‘ ri chiziqlarning kesishish nuqtasi

Ax + B y + С - 0, 
/l|.v + B\ v + С, = 0

(9.6)

sistemaning yechimi bo'ladi.
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3-misol. 3.v-2v-4=0 va 2.v+v-5=0 to'g'ri chi/iqlarning kesi- 
sliish nuqtasi toping.

Yechish. Kesishish nuqtasining koordinatalarini

sistemani yeeliib topamiz. Sistemaning ikkinchi tenglamasini 2 ga 
ko'paytirib lining birinchi tenglamaga hadlab qo'shsak 7.v-14 <), 
bimdan v 2 kelib chiqadi. x=2 qiymatni sistemaning ikkinchi teng
lamasiga qo'yib v ni topamiz: 2-2+ v - 5 =0, v = l. Demak, 
to'g'ri chiziqlarning kesishish nuqtasi д-=2, v 1 koordinatalarga ega 
ekan.

To'g'ri ehiziqni uning tenglamasiga ko'ra qanday yasash 
lozimligini ko'rsatamiz. To'g'ri ehiziqni yasash uchun uning ikkita 
nuqtasini bilish kifoya. Bu nuqtalarni to'g'ri ehiziq tenglamasidagi v 
va v laming birortasiga aniq qiymat berib ikkinchisini aniqlash 
orqali topish mumkin.

Masalan, 2x+v-4=0 to'g'ri chiziqqa tegishli nuqtalarni aniqlash 
uchun v=0 desak x=2, ,v=0 desak r=4 kelib chiqadi. Demak 
Л/, (2;0) va A/,(0;4) nuqtalar qaralayotgan to'g'ri chiziqqa 
tegishli nuqtalar.

4-misol. 3.v-4v-12= 0 to'g'ri ehiziq chizilsin.
Yechish. To'g'ri ehiziq bilan O.v o'qning tenglamasi v 0 ni 

birgalikda yechib, to'g'ri ehiziq bilan O.v o'qning kesishish nuqtasi 
А/ ni topamiz:

Demak Л/ (4;0) nuqta to'g'ri ehiziq bilan O.v o'qning kesishish 
nuqtasi (38-cliizma).

3.v - 2 v -4 = 0.
2.v + v - 5 = 0

9.6. To ‘g‘ri ehiziqni tenglamasiga ko‘ ra yasash
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38-chi-ma

Shuniimdek,
3.v - 4 v - 12 = 0,

1л- 0.

sistemani yeehsak to'g'ri chiziq bilan Or o'qning kesishish nuqtasi 
kelib chiqadi. .v = 0 da —И-12=0, v =-3. Demak .V(0;-3) to'g'ri 
chiziqning Or o'q bilan kesishish nuqtasi. /V/ (4;0) ва Л (0; - 3) 
nuqtalar orqali to'g'ri chiziq o'tkazamiz.

5-misol. 2л-5 =0 to'g'ri chiziqni chizing.
Yechish. Bu holda to'g'ri chiziqni chizish uchun unga tegishli 

ikkita nuqtani topishga hojat yo'q. Chunki berilgan tcnglamani
5 . . ( 5 ^

v = — ko'rinishda yozib, u A —; 0 nuqtadan Or o'qqa parallel o't-
2 V 2 ,

kazilgan to'g'ri chiziq tenglamasi ekanligini ko'ramiz (39-chizma).
v

i r,\CJ 
IIt

A ( 4, ,u)

S'J-clllZDhl
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6-misol. 2r+7-4) to'g'ri chi/iq chi/ilsin.
Yechish. Berilgan tenglamani г -3,5 ko'rinishda yo/sak u 

/?(0;-3,5) nuqtadan O.v o'qqa parallel o'tadigan to'g'ri chi/iq 
tenglamasi ekanligi ayon bo'ladi (40-chizma). Bu ho Ida ham to'g'ri 
ehiziqni chi/ish uchun unga tegishli ikkita nuqtani topishga hojat 
yo'q ekan.

9.7. Ikkita to‘g‘ri ehiziq orasidagi burehak

.V/ nuqtada kesishuvchi I va ‘ - to'g'ri clii/iqlar mos ravishda 

v = k]x + hi va v-k ,x  + h tenglamalar yordaniida berilgan 
bo'lsin. Shu to'g'ri chi/iq lar oasidagi <p burchakning tangensini 
topamiz (41-chizma).

/,g90" mavjud bo'lmaganligi uchun va < , to'g'ri ehiziq lar 
o'zaro perpendikulyar emas deb laraz qilamiz. Ma'kimki uehbur- 
chakning tasliqi burehagi ( « . )  o'/iga qo'shni bo'lmagan ichki 

burchaklar («,,</)) ning yig'indisiga teng. Shunga ko'ra 41- 
ehi/madan a , ~ a x + ip yoki </> = « , -a , tenglikka ega bo'lami/.
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/ 1

1 7\/
} М

:'\А / В I

41-chiznia.

Bundan:

igtp = rg(u, -</) = tga, -tga.
1 + tga}rga2

a, va a , - O.v o‘q bilan ва К  to'g'ri chi/iq lar orasidagi 
burehak bo'lgani uchun lg a ] = A,, tga, = A, bo'ladi.

Shuninn uchun:

tg<p = к_ ~ k\
1 + k, A%

(9.7)

Demak, o'zaro perpendikulyar bo'lmagan /, va to'g'ri 
ehiziq lar orasidagi burchakning tangensi (9.7) formula yordamida 
topilar ekan.

7-misol. y=-2.v+3 va v,=3.v+5 to'g'ri chiziqlar orasidagi burehak 
topilsin.

Yechish. Misolda k. = -2, A, =3 bo'ltiani uchun

tg<p = - —  = -1, </7 = 135" kelib chiqadi.
I +(-2 )•3 -5 

Izoh. f l va < to'g'ri chiziqlar orasidagi o'tkir burehak

160



tfitp =
к : - к,
I + к,к.

formula yordamida topiladi.
Faraz qilaylik perpendikulyar bo'lmagan I 1 \a to'g'ri 

chiziqlar umumiy ko'rinishdagi .̂ .y + j^v + C, =0 va A.y+#,v+C =0 
tenglamalari yordamida berilgan bo'lib nlar orasidagi cp burchak- 
ning tangensini topish talab etilsin. IJ holda to'g'ri chiziq tengla
malarini v ga nisbatan yechib

v = _ A r _ £ l  va r - - - v - C 
■' B ] ' B, ‘ ' в, B.

to'g'ri chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamalariga ega bo'la
miz. (9.7) ga

/ A> i 4' k. = -- va A\ = —
B t В

qiymatlarni qo'yib soddalashtirsak

_ 1 +
В, В, А, В, - A B,tg(p =

. A, A, A, A. t B,B 1 + • 1 - 1 -
B, B2

hosil bo'ladi. Shunday qilib umumiy tenglamalari yordamida 
berilgan to'g'ri chiziqlar orasidagi burchak

AtB, - A B t
tg(p=--=------1 (9.8)

/1, A: + i3, B,

formula yordamida topilar ekan.
8-мисол. 2,v - 3 v + 5 = 0 va 5.v - у  + 9 = 0 to'g'ri chiziqlar 

orasidagi burchak topilsin.
Yechish. Misolda Al =2, B l = -3, /I, =5, B, = - I. (9.8) ga 

binoan:
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te<n ------ 1--- — = —  = 1, га = 45".
”  2 ■ 5 + (-3) ■ (-1) 13

9.8. Ikki to‘g‘ri chiziqning parallellik sharti

Faraz qilaylik to'g'ri chiziqlar parallel bo'lsin. U holda to'g'ri 
chiziqlar O.v o'q bilan bir xil burehak tashkil etadi, ya’ni a, = a, 
bo'ladi. Demak,

tgat = t g a va A, = к , (9.9)

bo'ladi. Aksincha, agar A, = A\ bo'lsa a ,= « ,  bo'lib <, va i , 
to'g'ri chiziqlar parallel bo'ladi yoki ustma-ust tushadi. Ustma-ust 
tushuvchi to'g'ri chiziqlarni parallel sanab, quyidagiga ega bo'lamiz.

Ikki to'g'ri chiziqning palallel bo'lishi uchun ularning burehak 
koeflitsiyentlari teng bo'lishi zarur va yetarlidir (42-chizma).

у к
V

I /
// /

X-> X е i

/■' 0 X
/

//

42-chizma.

9-мисол. 2.v + 3 v - l = 0 va 4.v + 6 r- 3  = 0 to'g'ri chiziqlar 
parallelmi?

Yechish. To'g'ri chiziqlarning tenglamalari umumiy ko'rinishda 
berilgan. Ularni v ga nisbatan yechib to'g'ri ehiziq tenglama- 
larini burehak кое 1 fitsiyentli tenglamalar ko'rinishiga keltiramiz:
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2 1 2 1 2v - —  v i ' ,  i' = — .v + — . А ,= к , = —  bo' 1цап i uchun to'g'ri
J  J  J  1 3

chiziq parallel .

9.9. Ikki to‘g‘ ri chiziqning pcrpendikulnrlik sharti

f i va to'g‘ri chiziqlar perpendikulyar bo'lganda (9.7) va
(9.8) formulalar ma'noga ega bo'lmaydi. Shuning uchun bu holda 
ikki to'g'ri chiziq orasidagi burchakning kotangensini topamiz:

I f tga, ■ tg a , 1 -r k. ■ к -ctgcp = ctg(a , - a, ) =-----1— :— 1----- ---------------.
tg a ,- tg a ] A,-A,

.T .Perpendikulyar to'g'ri chiziqlar uchun clgw = ctg---() bo'lgani

sababli

IiA l^ I-0 , bundan I + A, ■ A-, -0  yoki А, A, -1.. Aksincha, 
A.-A, 1 J  1

A, A. =-1 bo'lsa to'g'ri chiziqlar perpendikulyar ekanini ko'rsatish
mumkin.

Shunday qilib ikki to'g'ri chiziqning perpendikulyar bo'lishi 
uchun

A, ■ A, = - 1 (9.10)
shartning bajari 1 ishi zarur va yetarlidir.

Agar to'g'ri chiziqlar umumiy ko'rinishdagi zl,.v * Buv i C\ - 0 
va Ал- + B2v + C\ = 0 tenglamalari yordamida berilgan bo'lsa, 
to'g'ri chiziqlarning perpendikulyarlik sharti

A A. I.. A .  A  r, _ i yoki A,/U + ff,B, 0 (9.11) 
В i В i

ko'rinishga ega bo'ladi.
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10-misoI. 3.v-2y + 13 = 0 va 2.y + 3v -4  = 0 to‘g‘ri chiziq- 
larlar perpendikulyarmi?

Yechish. A, = 3, - -2, A, = 2, B1 = 3 boigani uchun 
AtA-, + B iB1 = 3- 2 — 2-3 = 0 bo'ladi. (9.11) perpendikulyarlik sharti 
bajarilgani uchun to‘g‘ri chiziqlar perpendikulyar.

Mustaqil yechish uchun mashqlar va test savollari

1. v=y+16 to‘g‘ri ehiziq Ox o'qni qanday burehak ostida kesib 
o'tadi?

Javob: <p=45°.
2. To'g'ri ehiziq M(3;-2) nuqtadan o'tib Оу  o'qdan b=4 kesma 

ajratadi. Shu to'g'ri chiziqning tenglamasi yozilsin.
Javob: v=-2x+4.
3. To'g'ri chiziqlar chizilsin: 1) 2x+v-6=0; 2) л-3г+6=0; 3) 2л- 

v=0; 4) a-+3v=0; 5) ,y-3=0; 6) 2л+5=0; 7) 2y-5=0; 8) y+3=0.
4. To'g'ri chiziqning:
1) ,y-v-3=0; 2) 2x-3v+l=0; 3) 2.y-3v+4=0; 4) Зл;+2у=0; 5) 2v+7=0 

tenglamalarini burehak koeffitsiyentli tenglama shaklida yozing.

Javob: 1) v=.v-3; 2) у = - x  + - ; 3) y = - x  + —; 4) v = --x\.
3 3 3 3 J ' 2

5 )v  = - f

5. To'g'ri chiziqlar orasidagi burehak topilsin:

1) y = y X  + 3; y = 3x-2; 2) y = 3x+l; y = 3x-l\.  

3 )у = Зл:-2; у = -̂ -лг + 5; 4) 2x + 3y - 3 = 0, 4„x + 6y + 7 = 0; 

5) у/Зх - .v - 4 = 0, \!3х - 3>’ + 2 = 0;. 6) X _ £  = i , , J L - J L  = |; 

7) jy + 4v + 2 = 0, 2y + 3 = 0.
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Javob: 1) 45"; 2) 0; 3) 90"; 4) 0; 5) 150"; 6) 135"; 

7, tg(p = i .

6. v = 2.v + 9 va v = 3.r + 4 to'g'ri chiziqlar orasidagi o'tkir 
burchak topilsin.

7. Javob: cp - arctgy.

8. Koordinata o'qlari hamda 2.v-5y-20=0 to'g'ri chiziq bilan 
chegaralangan uchburchakning yuzi topilsin.

Javob: 20 kv. biri.
9. Koordanatalar boshidan 2.v-y-2=0 va ,v+4y-19=0 to'g'ri chi

ziqlarning kesishish nuqtasigacha masofa topilsin.
Javob: 5 uz. biri.
9. y  = x -2  to'g'ri chiziq O.v o'q bilan necha gradus burchak 

tashkil etadi?
A) 0" B) 30" D) 45" E) 60" F) 90".
10. 4.v + 5v + 8 = 0 va 4 ,v-2v-6  = 0 to'g'ri chiziqlarning kesi

shish nuqtasi topilsin.

A) (l;-2) B ) D )(-2 ;-2 ) E) (4;2) F )(0 ;-3 ).

11. Koordinatalar boshi hamda A (2;1) nuqtadan o'tuvchi to'g'ri 
chiziq tenglamasi topilsin.

A) v = 2.v B) v + 2.v = 0 D) у - у  x E) v = -3.v F) у - A‘ + 2.

12. 2,v + 3y + c = 0 to'g'ri chiziq (2;3) nuqtadan o'tsa, uning 
tenglamasidagi с koeffitsient nimaga teng?

A) 13 B) 12 D) -12 E) 14 F) -13.
13. x — у  + 6 = 0 va x - y j J у + 9 = 0 to'g'ri chiziqlar orasidagi 

kichik burchakni toping.
A) 15" B) 30" D) 45" E) 60° F) 90".

165



O^z-o^zim tekshirish uchun savollar

1. I o'g'ri chiziqlar orasidagi burehak nima?
2. O'q bilan to'g'ri chi/iq orasidagi burehak nima?
3. I'o'g'ri ehiziq tenglamasi nima'.’
4. I'o'g'ri chiziqning burehak koelTitsiyentli tenglamasi qanaqa?
5. I'o'g'ri chiziqning umunm tenglamasi qanaqa?
6. I'o'g'ri ehiziqlarning kesishish nuqtasi qanday topiladi?
7. I englamasiga ko'ra to'g'ri ehiziq qanday yasaladi?
S. Ikki to'g'ri ehiziq orasidagi burehak qanday topiladi?
4. I'o'g'ri ehiziqlarning parallellik va perpendikulyarlik shartlarini 

> ozing.
10. \na 1 itiк geometriyaning asoschisi kim?
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10. T O ‘G ‘R I C H IZ IQ  T E N G L A M A L A R I

10.1. Berilgan nuqtadan o'tib ma'lum yo^ialishga 
ega to‘g‘ri ehiziq tenglamasi

To'g'ri chiziqning burehak koeffitsiyenti к ma'lum va to'g'ri 
ehiziqni Л/, (.v,; r , ) nuqtadan o'tishi aniq bo'lganda shu to'g'ri chi- 
ziq tenglamasini topamiz.

To'g'ri chiziqning burehak koeftltsiyentli tenglamasi
y=k.\+b (9.1)

ni yozamiz. Bu yerda к ma'lum son b esa noma’lum. b ni to'g'ri 
chiziqning A'/1(.v,; r l ) nuqtadan o'tish shartidan foydalanib topamiz. 
A/ .̂Vp V,) nuqta to'g'ri chiziqda yotganligi uchun uning koordi
natalari to'g'ri ehiziq tenglamasi (9.1) ni qanoatlantiradi, ya'ni

y\=kx\ +b.
Bundan

b=y\-kx\

b ning topilgan qiymatini to'g'ri ehiziq tenglamasi (9.1) ga qo'ysak
y = A \ Y  +  l ’ |-A-.Y|

yoki
_v-yi=AY.Y-Y,) (10.1)

hosil bo'ladi. Bu berilgan nuqtadan o'tuvchi to'g'ri ehiziq tenglamasi 
deb aytiladi.

1-misol. Berilgan Л(3;-1) nuqtadan o'tib O.y o'q bilan 135" 
burehak tashkil etuvchi to'g'ri ehiziq tenglamasini yozing.

Yechish. «  = 135° , k=tg\35°=/g(900+45(l)—c-/g45(l=-l, .y,= 3,y=-l 
bo'lgani uchun (10.1) ga binoan y+1 =-(.v-3) yoki v --.y+2 kelib 
chiqadi.
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Л/Дл'рУ,) nuqta hamda v=A.v+b to'g'ri chiziq berilgan. Shu 
nuqtadan to'g'ri chiziqqa parallel o'tkazilgan to'g'ri chiziq tengla
masini topish talab etiladi. (10.1) formulaga binoan izlanayotgan 
tenglama

y - V i = A  i r v - - v i )

ko'rinishga ega bo'ladi. Bu yerda noma’lum k\ ni to'g'ri chiziqlar
ning parallellik shartidan aniqlaymiz. Parallellik sharti (9.9) ga 
binoan k\=k bo'ladi. Demak

v-v\=k(.x-x\). (10.2)

Bu berilgan nuqtadan berilgan to'g'ri chiziqqa parallel o'tkazil
gan to'g'ri chiziq tenglamasi.

2-misol. M(-2',3) nuqtadan 2x-yr5=0 to'g'ri chiziqqa parallel 
o'tkazilgan to'g'ri chiziqning tenglamasini yozing.

Yechish. To'g'ri chiziq tenglamasidan v=2.y+5 va k= 2 ekani kelib 
chiqadi. .Y| =-2, yi=3 bo'lgani uchun ( 10.2) ga ko'ra

v-3=2(.y+2) yoki v=2x+l
kelib chiqadi.

10.3. Berilgan nuqtadan berilgan to‘g‘ri chiziqqa perpendikulyar 
o'tkazilgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi

Berilgan Д</, (.y, ; )  nuqtadan berilgan г =Ал+Л to'g'ri chiziqqa 
perpendikulyar o'tkazilgan to'g'ri chiziq tenglamasini topish talab 
etilsin (10.2) ga binoan izlanayotgan tenglama

y-y\=k\(x-x\)

10.2. Berilgan nuqtadan berilgan to‘g‘ri chiziqqa parallel
o‘tkazilgan to‘gbri chiziq tenglamasi
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bo'ladi. Ikkinchi tomondan bu to'g'ri ehiziq berilgan to'g'ri chiziqqa 
perpendikulyar bo'lgani uchun (9.10) ga asosan А -A, --1 yoki

A, = —  bo'ladi.1 к
Demak,

У -У, = -|(-v -л',). (10.3)

Bu tenglama berilgan nuqtadan berilgan to'g'ri chiziqqa perpen
dikulyar o'tkazilgan to'g'ri ehiziq tenglamasi.

3-misol. M (- l;l) nuqtadan 3.v-v+2=0 to'g'ri chiziqqa perpen- 
dikular o'tkazilgan to'g'ri ehiziq tenglamasini toping.

Yechish. lzlanayotgan burehak koeffitsiyentni ki, berilgan 
burehak koeffitsiyentni A; desak, y=3.v+2 tenglamadan Ь  З kelib 
chiqadi. k^-kt =-\ perpendikulyarlik shartidan 3k]=-l. bundan

k[ = - hosil bo'ladi. (10.3) ga binoan izlanayotgan tenglama

r-l = - (.v+1) yoki 3v-3=-v-l; .y+3v-2=0
3

bo'ladi.
4-misol (2; -1) nuqtadan o'tib 5.v-2v+10=0 to'g'ri ehiziq bilan 

45" burehak tashkil etuvchi to'g'ri ehiziq tenglamasini toping.
Yechish. Izlanayotgan to'g'ri chiziqning burehak коеf'lltsiycntini

(9.7) formulaga binoan axtaramiz.
5

Berilsan to'g'ri chi/iq teimlamasini v = — ,v + 5 ko'rinishda- - - 2
5

yozsak, uning burehak koeffitsiyenti k] = — ekani kelib chiqadi.

Shartga binoan to'g'ri chiziqlar orasidagi burehak cp = 45". 
Izlanayotgan burehak koeffitsiyentni A\ deb belgilasak (9.7) formula

5
A\ -

-0
A, -

'£45"
1 + ‘ A,-
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ko'rinishga ega bo’ ladi. Bundan

A . - " . . .
1 -----yoki H -A\ = A\ - A% - A, = - - - I ;5 "I - T T - T

1 4 к - - - -2 ■
S 7 "7
■-■A-,  ̂ ; A\ = - - bo'ladi. Shunday qilib (10.1) ga binoan izla-

7
nayolgan tenglama r+ l = - —( r -2 )  yoki 3r + 3 = -1.x + 14 , bun-

J
dan 1.x + 3 r -11 = 0 bo'ladi.

Agarda A, = —, <p = 45" deb olib (9.7) dan A, ni topsak A, = ^ 

bo'ladi. Bu holda izlanayotgan tenglama (10.1) ga binoan
J  .

i' + 1 - — (.v — 2) yoki 3.v-7v-13=0 bo'ladi. Demak, masala ikkita
7

veehimga ega ekan.
To'g'ri chiziqlarning har biri berilgan to'g'ri chiziq bilan 45" 

burchak tashkil etganligi sababli ular o'zaro perpendikulyardir (43- 
chizma).



10.4. To ‘g‘ ri chiziqlar dastasi

1-ta'rif. Tekislikning M  nuqtasidan o'tuvchi va slui tckislikda 
yotgan barcha to'g'ri chi/.iqlar to'plami to'g'ri chiziqlar dastasi deb 
ataladi.

Bunda Л/ nuqta dastaning markazi deyiladi.
Berilgan M  (.v,; r, ) nuqtadan o'tmchi to'g'ri ehiziq tenglamasi

r-yi=A'(.v-.V|) (10.4)

ni qaraymiz. Bu yerda burehak koeffitsiyent A o'zgarsin. I 1 holda к 
ning liar bir aniq qiymatiga Л/, (.v,; ) , ) nuqtadan o'tuvchi aniq 
to'g'ri ehiziq mos keladi. Aksincha abssissalar o'qiga perpendikulvar 
v=v] to'g'ri chiziqdan farqli barcha to'g'ri chiziqlar aniq к burehak 
koeffitsiyentiga ega bo'lib u (10.4) tenglama yordaniida aniqlanadi.

Slumday qilib к burehak koeffitsiyenl istalgan sonli qivinatni 
qabul qilganda ( 10.4) tenglama v .V| to'g'ri chiziqdan farqli markazi 
Л/ (,v,; r, ) nuqtada bo'lgan to'g'ri chiziqlar dastasining tenglamasini 
ifodalaydi.

5-misol. Vlarkazi .*4(2; -3) nuqtada bo'lgan to'g'ri chiziqlar 
dastasining tenglamasini yozing. Dastadan O.v o'q bilan 60" burehak 
tashkil etuvchi to'g'ri ehiziqni ajrating.

Yechish. .V|=2; n=-3. (10.4) ga ko'ra dastaning tenglamasi 
v+3=A'(.v-2) bo'ladi.

Shu dastadagi to'g'ri ehiziqlardan O.v o'q bilan 60° burehak 
tashkil etuvchi to'g'ri chiziqning tenglamasini luzamiz.
a  = 60°. А -Ж’-бО" л/3 bo'lgani uchun dasta tenglamasidan 

у + 3 = v'3(.v - 2) yoki v - д/T.v-(2л/3 -1- 3) tenglamaga ega bo'la
miz.
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10.5. Berilgan ikki nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi

Л/(( v,; r , ) va \l ( v . : y  ) nuqtalar berilgan bo'lib, shu 
nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasini tuzish talab etilsin. 
Shartga ko'ra to'g'ri chiziq Д/, (.v,; i , ) nuqtadan o'tganligi uchun 
uning tenglamasi ( 10.4) ga ko'ra

_ i - r i - A Y . v - . v i )

ko'rinishga ega bo'ladi. Lin yerdagi к noma'lum. Uni topish uchun 
to'g'ri chiziqning Л/: nuqtadan o'tishi shartidan loydalanamiz. 
\f (.\\;y,) nuqta to'g'ri chiziqda yotganligi uchun uning koordi
natalari shu to'g'ri chiziq tenglamasini qanoatlantiradi, ya’ni

y, -y, = A ( . v : - . v , ) .

Bundan

k = ^ ± .
Л ,  -  V,

A ning ushbu topilgan qiymatini to'g'ri chiziq tenglamasi v
i i=Ay.\'-.Vi ) ga qo'ysak

v, - v,
y -  r ,  = - ------—  ( V -Л-. )

л\ - V,

yoki buni v, - v, ga bo'lsak
V -  Л , V -  \\ .

-----L = --— —  (10.5)
~ vi

tenglamaga ega bo'lamiz.
Demak (10.5) berilgan ikki nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziq 

tenglamasidir.
(10.5) da .v, Ф x , , v, ^ г, deb faraz qilinadi, aks holda u 

ma'noga ega emas. Boshqacha aytganda to'g'ri chiziq koordinata 
o'qlarining hech biriga parallel bo'lmagan holni qaradik. Agar 
.V, - v, bo'lsa to'g'ri chiziq Oy o'qqa parallel bo'lib, uning
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tenglamasi .v = .v, bo'ladi. Agar y, = y : bo'lsa. to'g'ri ehiziq Ox 
o'qqa parallel bo'lib uning tenglamasi у ■= у, bo'ladi.

Izoh. (10.5) tenglama to'g'ri ehiziq koordinata o'qlarining biror- 
tasiga parallel bo'lganda ham yaroqli. U holda (10.5) dagi qaysi 
kasrning maxraji nolga teng bo'lsa uning suratini ham nolga 
tenglashtirish kerak xolos.

6-misol. Uchlari Л(2;3), #(-l;4), C(5;5) nuqtada bo'lgan uch- 
burehakning og'irlik markazidan uning A С tomoniga parallel 
o'tkazilgan to'g'ri ehiziq va undan AB tomoniga perpendikular 
o'tkazilgan to'g'ri chiziqlar topilsin.

Yechish. Uchburchakning og'irlik markazi M  ni topamiz. 
Ma'lumki uchburchak og'irlik markazining koordinatalari uning 
uchlarining nomdosh koordinatalarining o'rta arifmetigiga teng, 
ya'ni uchlari Л(л-,;у,), fi(.v,;y ,), C( .v,;y, ) nuqtalarda bo'lgan
uchburchakning og'irlik markazi A/( ,v ;y  ) nuqtaning koordinatalari

.V, f  w  -J- V, y ,  f  V .  + y

J  J

formulalar yordaniida topiladi.
Biz qarayotgan holda

2 + (-1) + 5 j- 4  + 5 _ ,v =----— ----= 2, i' =------- = 4 va A/(2;4).
3 ' " 3

Berilgan ikki nuqtadan o'tuvchi to'g'ri ehiziq tenglamasi (10.5)
ga asoslanib, uchburchakning AC  \a AB tomonlari tenglamalari
topiladi. ( 10.5) ga A va В nuqtalarning koordinatalarini qo'ysak,

л- -  2  v  - 3 , ( y  2 )  voki v-3=------
-  1 -  2 4-3

v 2 .
bo'ladi. Bundan AB to'g'ri ehiziq tenglamasi v = - — +- - + 3 yoki

3 3
1 2v = —  v+ 3 — ga еца bo'lamiz.л - ■-J  3

Shuningdek ( 10.5) ga A va С nuqtalarni koordinatalarini qo'yib 
AC' tomon tenglamasini topamiz:
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. _ 1
voki \ I  V

Bundan v - 3 ~ — (.v-2) voki V -  V ил сца bo’lamiz.

(10.2) ga asosan A7(2;4) nuqtadan r ~ v + -~ to'g'ri chiziqqa
3 3

(AC tomonga) parallel o'tkazilgan to'g’ri chiziq tenglamasini
• — .  ̂topamiz: ,V| 2. r. 4. к bo'lgani uchun r - 4  =-(.v -2) yoki 3r-

-12 2.v-4 va bundan 2л-3г*8 О AC  tomonga parallel to'g'ri chiziq 
tenglamasi kelib chiqadi.

Fndi (10.3) dan Ibydalanib .V/(2;4) nuqtadan uchburchakning AB 
tomoniga o'tkazilgan perpendikulyar to'g'ri chiziq tenglamasini

topamiz: V|=2, vr 4, k=-- ekanini hisobga olsak r-4 3(v-2)

yoki r-3.v-614, bundan i- 3.v-2 bo'ladi.

10.6. To ‘g‘ri chiziqning kesmalarga nisbatan tenglamasi

Faraz qilaylik to'g'ri chiziq koordinata o'qlarining hech biriga 
parallel bo'lmasdan u O.v o'qdan О A a, Oy o'qdan OB b kesmalar 
ajratsin (44-chizma).

Б( 0;b)

Aiu:0i

44-chizma

a
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U holda to'g'ri chiziqning A(c/;o) va B(o;b) nuqtalardan 
o'tishi ravshan. Shuning uchun ikki nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chi/iq 
tenglamasi (10.5) dan loydalanamiz: .v, - a, y, =0, л\ =0, y : =h 
bo'lgani uchun ' •' ' 11 yoki ' _, 1 , bundan

0 -a h- 0
v v4 -
a h

( 10.6 )

kelib chiqadi. Bu tenglama to'g'ri chiziqning kcsmalarga nishatan 
tenglamasi deb ataladi.

7-Misol. 4.v-5r-20=0 to'g'ri chi/iq chizilsin.
Yechish. To'g'ri chi/iq tenglamasini kesmalarga nishatan yoza-

4 y 5 v
mi/: 4v-5r=20 yoki 20 ца b o 'ls a k ----- — = 1 \a bundan

20 20
Y V- + -— = 1 kelib chiqadi. Demak a=5, /;=-4 (45-chi/ma).
5 -4

о

A(5:0)

Б(0;-4)

45-ehizma

10.7. To ‘g‘ ri chiziqning normal tenglamasi

v iFaraz qilaylik to'g'ri chi/iq - + - = 1 tenglama orqali berilgan
a h

bo'lib u koordinatalar boshidan o'tmasin (46-chi/ma). To'a'ri
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chiziqqa OP perpendikulyar o'tkazib uning uzunligini /;, OP 
perpendikulyar bilan Ox o'q orasidagi burchakni a  orqali 
belgilaymiz. p to'g'ri chiziqning normali deb ataladi.

V ,

В
a  ш f

A
0 ~ ►

X

46-chizma.

Chi/madagi ЛЛОР d a n ---= cosa ; ()A= -----= —-— ;
О A cos и cos a

a - —-—  , chunki ОЛ = a, OP = p . 
cos a

OPЛО ВР dan cos(9()-a) sin a ;
OB

OB p : h = chunki OB = h, OP = p .
sin a sin a

a \a h ning ushbu qiymatlarini to'g'ri chiziqning tenglamasiga 
qo'ysak

-v v . , .-----f —!—  = 1 yoki .vcosa + rsm a = n ;
P P  ’

cos n sin n -
vcosa + у sin a - p = 0 (10.7)

kelib chiqadi. (10.7) to'g'ri chiziqning normal tenglamasi deb 
ataladi.

To'g'ri chiziq normal tenglamasining o'ziga xos xususiyatlaridan 
biri undagi p>  0 \a cos a  +sin a = I.
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10.8. To ‘gri ehiziq tenglamasini normal ko'rinishiga keltirisli

To'g'ri ehiziq umumiy ko'rinishdagi tenglamasi Лл—В н С  0
(9.5) yordaniida berilgan bo'lsin. Shu tenglamani (10.7) ko'rinish
dagi normal tenglamaga keltirish mumkinligini ko'rsatami/. Shu 
maqsadda (9.5) tenglamani slumday o'/garmas son А/ ga ko'pay- 
tiramizki natijada

M A \-\!H v\ IC  0 ( 10.S)
to'g'ri chiziqning normal tenglamasi bo'lsin. Buni normal tenglama
I 1 0.7) bilan taqqoslab V/ ■ A = cos и, M  ■ В - sin a, M  ■ С = - p {/’>) 
ekaniga iqror bo'lamiz. Oxirgi tenglamadan А/, и . p noma'lumlarni 
aniqlash qiyin emas. U yerdagi birinchi ikkita tenglamani kvadratga 
ko'tarib hadlab qo'shsak

M 2 A 2 f M В  ’ - cos" «  + sin a-Y ,  А/ (A +B  ) I;

A2 В

bo'lib, bundan M  ----  - (10.9)
±  л / A ~ + В "

kelib chiqadi. Л/ ni normal/ovchi ko'paytuvchi deb ataladi. (10.9) da 
ishora ozod had С  ning ishorasiga qarama-qarshi olinadi. A7 ning 
topilgan qiymatini (/i) ga qo'yib cos«, sin« va p larni aniq Iasi i 
mumkin:

A . В  Сcos a - -- . , sin a =----f———  p -- ====■.
±  V A '  +  В  ±  V  A~ + В  ii v  A~ +  В

Shunday qilib, koordinatalar boshidan Aa < B i +C' 0 to'g'ri clii- 
ziqqacha masol'a

P = - J L j=  (10.10)
n/.Г \-B: 

formula yordaniida topilar ekan.
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8-misol. 6.y+8v-5=0 to'g'ri chiziq tenglamasi normal ko’rinishda 
yozilsin.

Yechish. A=6, B=8, C=-5. Normallovchi ko'paytuvchi:

M = . . 1 г = —  (C<0) .
л/б7^  m

Berilgan tenglamani bunga ko'paytirsak
6 8 5 , . . 3 4 I—  лч---i’---- = () yoki —л и— v —  = 0 normal tenclama
10 10 10 ’ 5 5 2

1 3 4 hosil bo'ladi. Bu to'g'ri chiziq uchun p = —, cosa = —, sin a  = — .
2 5 5

10.9. Nuqtadan to‘g‘ri chiziqqacha masofa

Aytaylik, Q(a0;v0) nuqta hamda Адг+Ву+С~0 to'g'ri chiziq 
berilgan bo'lib, Q nuqtadan to'g'ri chiziqqacha d masofani topish 
talab etilsin. Nuqtadan to'g'ri chiziqqacha masofa deyilganda undan 
to'g'ri chiziqqa o'tkazilgan perpendikulyarning uzunligi nazarda 
tutiladi. Oxy sistemani parallel ko'chirib koordinatalar boshini Q 
nuqtaga joylashtiramiz.

U holda

j.v = ,V + .r0, 
b = >'+v0.

bo'lib to'g'ri chiziq tenglamasi yangi Q XY  sistemaga nisbatan 
quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi:

А (Л"+л'о)+5( K+vn)+C=0 yoki AX^BY+(Axn+B\'t +C)=0. 
Ах()+Вуол С-Сц deb belgilasak to'g'ri chiziq AX+BY+Q>=0 tengla
maga ega bo'ladi.
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47-chizma.

Q(.v0;y (l) nuqta yangi sistemaning koordinatalar boshi bo'lgan-
ligi uchun undan to'g'ri chiziqqacha masofa (10.10) formula yorda- 
mida topiladi:

J J 2 + B 2

Bundan C\)= Ахи+Вуо+С' ekanligini hisobga olib 

_ |Л.у0 + Bv0 + С

■J A2 +B
Idrmulaga ega bo'lamiz. Bu formula nuqtadan to'g'ri chiziqqacha 
masofani topish formulasi.

9-misol. M(-5; 2) nuqtadan 4.v-3v+l4=0 to'g'ri chiziqqacha ma
sofa topilsin.

Yechish. лц=-5, yo=2, A=4, B=-3, С 44 bo'lgani uchun ( 10.1 1) 
ga binoan

|4.(-5) + (-3)-2 + 14| 1-181 18 „ ,
a = -----  ̂ — ______ =---- = —  .>,6 .

V4: +(-3)- 5 5

Demak d=3,6 uz.birl.

( 10 . 1 1 )
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10-misol. 3.v+4y-12=0 va 3.y+4v+13=0 parallel to 'g 'ri chiziqlar 
orasidagi masofa topilsin.

Yechish. Izlanayotgan masofani topish uchun birinchi to 'g'ri 
chiziqning istalgan nuqtasidan ikkinchi to‘g ‘ri chiziqqacha masofani 
topamiz. Birinchi tenglamada x=0 desak y=3 kelib chiqadi. Demak 
Q(0;3) nuqta birinchi to 'g'ri chiziqning nuqtasi. (10.11) lormuladan 
ibydalanib undan ikkinchi to 'g 'ri chiziqqacha d masofani topamiz.

|3-0 + 3-4+13| _  25 _  . 

л/ 32 +4: 5 ■'

Demak d=5 uz.birl.
11-misol. Uchlari A (4;3), fi(16;-6), va C(20;16) nuqtalarda 

bo'lgan uchburchakning CD balanligi topilsin.
Yechish. Ikki nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi (10.5) 

ga asoslanib A B  tomon tenglamasini topamiz. (10.5) ga A va В
x — 4 v — 3 x — 4 у  — 3 

nuqtaning koordinatalarini qo'ysak ----- = ----- ; :---- = -----;
16-4 - 6 - 3  12 -9

x — 4 v — 3
---- = -----; -3.Y+12=4v-12 yoki 3.v+4v-24=0 - A B  tomon tensla-

4 - 3
masi hosil bo'ladi. C D  balandlikni nuqtadan to 'g 'ri chiziqqacha 
masofani topish formulasidan foydalanib topamiz. (10.1 l)ga ,yo=20, 
vo=16, A=3, B=4, C=-24 qiymatlarni qo'ysak

|3 ■ 20 + 4 ■ 16 - 24| 100 
d = ---- ---------- - = ---= 20

V3- + 4" 5

bo'ladi. Demak d=20 uz.birl.

Mustaqil yechish uchun mashqlar va test savollari

1. A (2;5) nuqtadan 3.y-4v+16=0 to'g'ri chiziqqa parallel o'tkazil
gan to'g'ri chiziq tenglamasi topilsin.

Javob: 3.y-4v+14=0.
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2. А (5 1 )  nuqtadan 3.v-7v’+14=0 to'g'ri chiziqqa perpendikulyar 
o'tkazilgan to'g'ri ehiziq tenglamasi topilsin.

Javob : 7.y+3v-32=0.
3. . 1 (3 ;4) nuqtadan o'tuvehi to'g'ri chiziqlar dastasidan Ox o'q 

bilan 135" burehak tashkil etuvchi to'g'ri ehiziq tenglamasi topilsin.
Javob : .v+y-7=0.
4. .Y+j'-l=0 va 2.v+3v+4=0 to'g'ri ehiziqlarning kesishish nuqta- 

sidan: I ) 3.y-v+7=0 to'g'ri chiziqqa perpendikulyar o'tkazilgan to'g'ri 
ehiziq tenglamasi; 2) shu to'g'ri chiziqqa parallel o'tkazilgan to'g'ri 
ehiziq tenglamasi topilsin.

Javoh : 1) .y+3v+1 1 =0; 2) 3.v-r-27=0.
5. (2;-3) nuqtadan (1;2) va (-l;-5) nuqtalardan o'tuvehi to'g'ri 

chiziqqa parallel o'tkazilgan to'g'ri ehiziq tenglamasi topilsin.
Javob : 7,v-2v-20=0.
6. (1;2) nuqtadan (4;3) va (-2;1) nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri 

chiziqqa peфendikulyar o'tkazilgan to'g'ri ehiziq tenglamasi topilsin.
Javob : 3.Y+r-5=0.
7. (3;3) nuqtadan o'tuvchi va 5.y-4v-1=0 to'g'ri ehiziq bilan 45" 

burehak tashkil qiluvchi to'g'ri ehiziqlarning tenglamalari topilsin.
Javob : 9.y+v-30=0, .y-9v+24=0.
8. Uchlari Л(2;1), S (3 ;l)  va C (l;2 ) nuqtalarda bo'lgan uchbur

chakning tomonlarini uzunliklari hamda ichki burehaklari topilsin.

Javob : 1; л/5;л/3;1 35°; —, arctg ^ .
2 3

9. Tomonlari .y+3v-2-0, 2.y+v+5=0 va 3.y-4=0 tenglamalarga ega 
bo'lgan uchburchakni balandliklarining tenglamalari topilsin.

Javob : 5y-9=0; 9.y- 1 8v-8=0; 9.y-3v-35=0.
10. Uchlari (0; 1). (1;0) va (1 ; 1) nuqtalarda bo'lgan uchbur

chakning medianalarini tenglamalari topilsin.
Javob : v+2.y-2=0, .v+2y-2=0; v=.y.
11. a) 3.y+4v+1 5=0; b) 6.y-8v-9=0; d) 2.Y+2 л/З v-7=0; e) ,v+v+5=0 

to'g'ri ehiziq tenglamalari normal ko'rinishda yozilsin.
3 4 3 4 9

Javob : a) —  .y-- v - 3 = 0; b) — .y--- \-----= 0
5 5 ' 5 5' 10
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, 1 V3 7 n 1 1 5 „  cl) --ЛЧ--- v ---- = 0; e )--- ==.v---=r v ----1=  = 0;
2 2 ' 4 V 2 -v/2" J 2

т  ̂ Л. ^
12. a) 4.v-6r t-7 =0 b) — .v - — v - 5 = 0; d) — v + — v - 4 = 0;

4 5 ’ 5 5'
1 5 12

e) v + 2 r- 6  = 0; f) — v --- v + 6 = 0; tenelamalardan qavsi- - 1  ̂ 1 ‘2 1.1 l j
biri to'g'ri chiziqning normal tenglamasi.

Javoh : d).
13. Trapetsiyaning asoslari 2.y +v-5 -0 va 4v4-2y-7=0 tenglama- 

larga ega. Uning balandligi topilsin.
Javoh : 0,3 .
k o ‘rsatma. Balandlik ikki parallel to'g'ri chiziqlar orasidagi 

masolandan iborat.
14. A (2;3), /i(4;2)., C(-1;0) nuqtalardan bir xil uzoqlikda joylash

gan D  nuqta topilsin.

Javoh : D ( — ).
6 6

f A D  = B D ,
k o ‘rsatma. sistema yechib topiladi.

[B D  = C D

15. l)  v -9  = 2(.y - 2) 2)2.v + 3 v - 6  = 0 3 )-  + -  = l,
2 3

4 )r  = 2.v-3 5 ) i= 3  tenglamalardan qaysi biri berilgan nuqtadan 
o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasini ifodalaydi?

Л) 1 B ) 2 D) 3 E) 4 F) 5.
16. Oldingi mashqda keltirilgan tenglamalardan qaysi biri to'g'ri 

chiziqning kesmalarga nisbatan tenglamasini ifodalaydi?
Л)1 " В ) 2 D )3  E ) 4 F) 5.
17. A/(-3;2) nuqtadan 3.y - v + 7 = 0 to'g'ri chiziqqa parallel 

o'tkazilgan to'g'ri chiziq tenglamasini toping.
Л ) 3.v — v д 11 = 0 В ) v = -3.Y + 1 1
D) v = 3.v + 13 E) v = 2.v - 3 F) .v + у = 4.
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18. Koordinatalar boshidan 3.v + 4 v- 5  = 0 to'g'ri chiziqqacha 
masofa topilsin.

A ) 2 B ) 3 D) 4 H) 5 F) 1.
19. Qnyidagi tenglamalardan qaysi biri 5 .v- l2v + 6 = 0 to'g'ri 

chiziqning normal ko'rinishdagi tenglamasini ifodalaydi?

F) to'g'ri javob keltirilmagan.
20. y - 2  = k (x - 3 )  to'g'ri chiziqlar dastasidan Ov o'qqa parallel 

to'g'ri ehiziq ajratilsin.
A) v = 3 B ) .v = 2 D) v = 4 E ) v = -3 F) ajratib bo'lmaydi.

1. Berilgan nuqtadan o'tuvchi to'g'ri ehiziq tenglamasini vozing.
2. Nuqtadan to'g'ri chiziqqa parallel o'tkazilgan to'g'ri ehiziq tengla

masini vozing.
3. Nuqtadan to'g'ri chiziqqa perpendikulyar o'tkazilgan to'g'ri ehiziq 

tenglamasini vozing.
4. To'g'ri chiziqlar dastasi, dastaning markazi nima?
5. Dastaning tenglamasini yozing.
6. Ikki nuqtadan o'tuvchi to'g'ri ehiziq tenglamasini yozing.
7. To'g'ri chiziqning kesmalarga nisbatan tenglamasini yozing.
8. To'g'ri chiziqning normal tenglamasini yozing.
9. To'g'ri chiziqning tenglamasi qanday qilib normal ko'rinishga 

keltiriladi.
10. Normallovchi ko'paytuvchi nima?
11. Koordinatalar boshidan to'g'ri chiziqqacha masofa qanday topiladi ’
12. Nuqtadan to'g'ri chiziqqacha masofa qanday topiladi?

A ) - ' v + - v - - = 0 
13 13' 13

B ) —  v --- v ---- = 0
13 13' 13
5 4

E ) - .V - -  v + 2 = 0 
9 3'

O ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar
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11. IK K IN C  H I T A R T IB L I  EC JR I C H IZ IQ L A R

11.1. Ikkinchi tartibli egri chiziqlar haqida tiishuncha

1-ta'rif. . Ix 4 Bxy - ( у  -+ Dx + Ey  W-' 0 (11.1) ko'rinishdagi
tenglama ikkinchi daraja li algehraik tenglama deb ataladi.

Bu yerdagi .1. B. ( . D. E. /-'ma'lum sonlar bo'lib ulardan А. В, C 
bir vaqtda nolga teng emas. Aks holda, ya'ni А В  С  0 bo'lganda 
( I 1.1 ) tenglama

Dx+Ey ■ F  0
ko'rinishdagi chiziqli (birinchi darajali) tenglamaga aylanadi va bu 
to'g'ri chiziq tenglamasi ekanligini bilamiz.

2-ta'rif. Dekart koordinatalari v va v i a nisbatan ikkinchi darajali 
algebraik tenglama yordamida aniqlanadigan egri chiziqlar ikkinchi 
tartihli egri chiziqlar deb ataladi. (11.1) ikkinchi tartibli egri 
chiziqning umumiy tcnylamasi deyiladi.

Ikkinchi tartibli egri chiziqlarga ayiana,ellips, giperbola va 
parabolalar kiradi.

11.2. Ayiana va uning kanonik tenglamasi

3-ta’rif. Tckislikning berilgan nuqtasidan bir xil masofada 
joylashgan shu tekislik nuqtalarining geometrik o'rniga av/ana deb 
ataladi.

Tckislikning berilgan nuqtasini aylananing markazi, undan 
aylanagacha masofani aylananing radiusi deb ataymiz.

Markazi 0] (a ;h ) nuqtada bo'lib radiusi R ga teng aylananing 
tenglamasini tuzamiz (48 «-ehizma). Aylananing ixtiyoriy nuqtasini 
\/l v. \') desak aylananing ta’rifiga binoan:

' M C  R..
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Ikki nuqta orasidagi masofani topish formulasi (l.2)dan loyda- 
lansak

+ ( v - h y  - R

yoki bu tenglikni liar ikkala tomonini kvadratga ko'tarsak

(v - a ) + ( v - h) = R~ ( I I  .2)

kclih chiqadi. Slumday qilib avlananing istalgan .\/(.v. v) nuqtasining 
koordinatalari (11.2) tenglamani qanoatlantirar ekan. Shuningdek 
aylanaga tegishli bo'lmagan heeh bir nuqtaning koordinatalari 
(11.2) tenglamani qanoatlantirmaydi. Demak (11.2) aylana teng
lamasi.

J i i
b ) *

V
i

M ix .у )«

1 • , i
( j :

'■'w_--
1 • .. ^

0
*

\  0

л* H *2 -

4S-c hizimi.

U aylananing kanonik (eng sodda) tenglamasi deb ataladi. 
Xususiy holda aylananing markazi C\(a.h) koordinatalar boshida 

bo'lsa a h 0 bo'lib uning tenglamasi

v - r  R ( 1 1 . 3 )

ko'rinishga ega bo'ladi (48 h- chi/ma).
bindi aylananing kanonik tenglamasini ikkinchi tartibli egri 

chiziqning umumiy tenglamasi (11.1) bilan taqqoslaymiz. (1 1.2) da 
qavslarni oehib ma'lum almashtirishlarni bajarsak u

v + v —2ci.\ — 2iiv I cr +b - R  0 (11.4)
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ko'rinishga ega bo'ladi. Buni (11.1) bilan taqqoslab unda x2 bilan г  
oldidagi kocl't'itsiycntlarni tcngligini va koordinatalarni ko'paytmasi 
\y ni yo'qligini ko'ramiz, ya'ni

A С  va В  -0.
(11.1) tcnglamada A С  va В  0 bo'lsa, u aylanani tenglamasi 

bo'ladimi degan savolga javob i/laymiz.
Soddalik uchun A C=1 deb olamiz. Aks holda tenglamani A ga 
bo'lib shuncha crishish mumkin.

.V + у : + Dx + Ey  + F  = 0 (11-5)
tenglamaga ega bo' lay I ik. Bu tenglamaning hadlarini o'zimizga 
qulay shaklda o'rinlarini almashtirib to'la kvadrat uchun zarur

I ) 1 E '
bo'lgan --- va --  ni ham qo'shamiz ham ayirimiz. U holda

4 4

’ n  1)2 ’ zr E  l }  E 2 г  n .V + Dx +---+ v " + Ex + -------------- + F  - 0
4 4 4 4

yoki

D E :
= — +---- F  (11.6)

4 4

hosil bo'ladi. Mumkin bo'lgan uch ho In i qaraymiz:
D : E : . . .

I )----1--- -/■ > ()( voki D  + E > 4h ). Bu holda (1 1.6) teng-
4 4 '

lamani (1 1.2) bilan taqqoslab u va unga teng kuchli ( I 1.5) tenglama

ham markazi 0 .f - —  ;--- | nuqtada, radiusi R = J - —  + —----F
4 2 2 J V 4 4

bo'lgan aylanani il'odalashiga ishonch hosil qilamiz.
D 2 E~

2 )---+ ----- F  = 0. Bu holda ( 11.6) tenglama
4 4

f D Y ( I ' )X 4- — | + v + —
v 2 I 1

O V  , £ V =0
- I

X + — I + I V + —
2 J v '
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ko'rinislma ega bo‘ ladi. Bu tenglamani yagona o (_ l} 1

nuqtaning koordinatalari qanoatlantiradi xolos.
D 2 E~

3 ) --- *----- F < 0 .  Bu holda (11.6) tenglama liech qanday
4 4 "

egri chi/iqni aniqlamaydi. Chunki tenglamaning o'ng tomoni manfiy, 
chap tomoni esa manfiy emas.

Xulosa. ( I 1.1) temilama А C. B=0, LL. + — - i- > о bo'luanda-
4 4

gina aylanani tenglamasini ilodalar ekan.
1-misol. .v2 + v : + 2 .v - 4 r- 4  = 0 tenglama aylananing tengla

masi ekanligini ko'rsating va aylananing markazi hamda radiusini 
toping.

Yechish. A = С  1, B=0, f — j + -
2 I 2

- F  1 * 2  ( -4) 9 0.

demak berilgan tenglama aylananing iimunii) tenglamasi ekan. 
Tenglamani

(.v + 2.v + 1) + ( v 2 - 4v + 4 ) - l - 4 - 4  = 0 

ko'rinishda yozib undan

(,v+ I ) 2 + ( r - 2)" =3:

aylananing kanonik tenglamasiga ega bo'lamiz.
Slumday qilib aylananing markazi O i(-l;2) nuqta va radiusi R 3 

ekan.
2-misol. v : - 2.v + v 2 + 2 v + 4 = 0 tenglama liech qanday egri 

ehiziqni aniqlamasligini ko'rsating.
Yechish. Tenglamani (.v2 - 2.v+ 1) + ( v" + 2\ ч1)-1-1 + 4 = 0 

ko'rinishda yozsak undan (,v - l )2 + ( v + l ) ‘ = -2 tenglikka ega 
bo'lamiz. Koordinatalari bu tenglamani qanoatlantiruvchi nuqta 
mavjud emas. Demak berilgan tenglama liech qanday egri ehiziqni 
tenglamasi emas.
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4-ta’rif. I lar bir nuqtasidan tckislikning berilgan ikkita nuqtasiga- 
clia masolalarning yig'indisi o'zgarmas bo'lgan shu tekislik nuqtala
rining geometrik o'rni cllips deb ataladi.

Tckislikning berilgan nuqtalarini F| va l;: orqali belgilab ularni 
cllipsning fokustari deb ataymiz. Fokuslar orasidagi masofani 2c va 
ellipsning har bir nuqtasidan uning fokuslarigacha bo'lgan masola
larning \ig‘indisini 2a orqali belgilaymiz. Oxy dckart koordinatalar 
sistemasining O.v o'qini ellipsning lokuslari F| va F2 orqali o'tkazib, 
F| dan F: tomonga yo'naltiramiz, koordinatalar boshini esa F|F: 
kesmaning o'rtasiga joylashtiraniiz. U holda fokuslar F|(-c;0), 
F>(c,0) koordinatalarga ega bo'ladi (49-chizma).

11.3. Filips va uning kanonik tenglamasi

49-chizma.

Fndi shu ellipsning tenglamasini keltirib chiqaramiz. M(x.y) 
ellipsning ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin. Ta'rifga ko'ra M nuqtadan ellips
ning lokuslari F| va F: gacha masolalarning yig'indisi o'zgarmas son 
2a ga teng, ya'ni

MF\ + M F2=2a.
Ikki nuqta orasidagi masofani topish formulasi ( 1.2 ) ga ko'ra

\IFt ~ yj{x + i Y + y : , Л-1F, -  yj(x-r)' + v
bo'lgani uchun
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^(.y + г) + г +  ̂(л- — с ) + v — 2а yoki 

yj(х + с)" + v" = 2а - yj(x -  с)" + v

kelib chiqadi. Oxirgi tenglikning ikkala tomonini kvadratga ko'tarib 
ixchamlaymiz:

{х + с у + у  = (2a)~ - 2 • 2a^j(x-c)~  + у + ( v — с-) + у ; 

v+2c.v + f + y = 4a" -  4ciyj(x -  c\  +y + .y - 2c.v с fe y~; 

4c.v = 4 a~ - 4 a^j(x - cY  + у  ;cx - a~ - a- ĵfx - c)“ + у  ; 

a ' - cx = uyj(x - с ) + у .

Buning yana ikkala tomonini kvadratga ko'tarib ixchamlasak

c/J 2a'cx+c'x: = a [(.v-cT + У  ]; aA -2crcx+c~x~ =cr[v -2c'.v+c 

a' -2cfcx+c~x~ = a~x~ -2а cx+a с +a у  ; a x - с  x +a у  = a' -a"с ;
( с г - с  ).v + a y ~ = a ~ ( a - c )  (11.7)

hosil bo'ladi.
Uchburchak ikki tomonining yig'indisi uchinchi tomonidan katta 

ekanini nazarda tutsak, A/-’ M/\ dan (49-chizma) M F y V IF y F iF : ;  
2a>2c; a>c\ a~-c~>Q (c/-‘0, с >0) bo'ladi.

a~-c~=h~ deb bclgilab uni (1 1.7) ga qo'yamiz. L holda

h x~ + a~ v “ = a~b~
m -» -»

yoki buni a~h~ ga bo'lsak,

- r  + — = 1 (11.8)
a ~ b

kelib chiqadi. Slumday qilib ellips ixtiyoriy M(x.y) nuqtasini 
koordinatalari (11.8) tenglamani qanoatlantiradi. Aksincha ellipsga 
tegishli bo'lmagan liech bir nuqtani koordinatalari bu tenglamani 
qanoatlnntirmaydi. Demak (1 1.8) ellipsning tenglamasi. 1 1 ellipsning
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kanonik tenglamasi deb ataladi. Koordinatalar boshi ellipsning 
markazi deyiladi. Koordinata o'qlari esa ellipsning simmelriva 
o 'q lari bo'lib xizmat qiladi. Ellipsning lokuslari joylashgan o'q 
uning fokal o 'q i deyiladi. Ellipsning simmetriya o'qlari bilan 
kesishish nuqtalari uni uchlari deyiladi. Л ,(-</;()), A(a;0), B t(0;-h), 
B(0.h) nuqtalar ellipsning uchlari.

a va h sonlar mos ravishda ellipsning katta va kichik yarim

o 'q lari deyiladi. — nisbat ellipsning ekssentrisiteti deyiladi va с 
a w

orqali belgilanadi. Ellips uchun 0< t< ] bo'ladi, chunki c<a.
Ekssentrisitet ellipsning shaklini izohlaydi.

Haqiqatan, a'-c" rb~ tenglikni a~ ga bo'lsak I- с h
. a . ■ u ,

yoki I — I = 1 -£~  bo'ladi. Bundan ekssentrisitet qanchalik kichik
V О J

bo'lsa ellipsning kichik yarim o'qi uning katta yarim o'qidan 
shunchalik kam farq qilish ini ko'ramiz.

b= a bo'lganda cllips tenglamasi x~+y~=a~ ko'rinishiga ega bo'lib

ellips aylanaga aylanadi. Bu holda c = yja2-h 2 = -Jo2 - a2 = 0, bo'l

gani uchun i; = — = 0 bo'ladi. 
a

Demak ayiana ekssentrisiteti nolga teng va fokuslari uning 
markaziga joylashgan ellips ekan.

Endi ellipsning shaklini aniqlaymiz. Uning shaklini avval I 
chorakda aniqlaymiz. Ellipsning kanonik tenglamasi ( I  1.8) ni у  ga 
nisbatan yechsak.

2 \

J
; y~ = —-(a~ - x  ); у = —л!а~-х~ 

a~ a

bo'ladi, bunda 0<v<c/, chunki x>a bo'lganda ildiz ostidagi ifoda 
mantiy bo'lib u ma’noga ega bo'lmaydi. .v 0 dan a gacha o'sganda 
у h dan 0 gacha kamayadi.
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Ellipsning I chorakdagi bo'lagi koordinatalar o'qlarida joylasli- 
gan 8{0,b) va A(cr,0) nuqtalar bilan clicgaralangan yoydan iborat 
bo‘ladi (50-chizma).

у

Bt 0 :b i

)
A i  (-a ;0 )  \ l : ((c;0) /  A ( a :

w
) X

___

B.\ (0 ;-b )

50-chiznia.

Ellipsning kanonik tenglamasida v ni -v ga va v ni -v ga 
o'zgartirilsa tenglama o'zgarmaydi.

Bu ellips koordinata o'qlariga nisbatan simmctrikligidan dalolat 
beradi. Ellipsning ana sliu xususiyatiga asoslanib uning sliakli 50- 
chizmada ko'rsatilgandek ekanligiga iqror bo'lamiz.

3-misol. Kichik yarim o‘qi b=4 va ckssentrisiteti /;=0,6 bo'lgan 
ellipsning kanonik tenglamasini yezing.

Yechish. Shartga ko'ra £ = — = 0,6; с = 0,6с/, i r  - c~ = b
a

tenglikka e va b ning qiymatlarini qo'yib a ni aniqlaymiz.
, 16

a - (0,6c/)‘ = 4 ;</ (1 — 0,36) = 16; 0,64c/' = 16;a ' = ----= 25.
0,64

Shunday qilib ellipsnim» kanonik tenulamasi —  + :—  = 1 ko'ri-
"  25 16

nishda bo Mar ekan.
4-misol. c).t“+25v"-225=0 tenglamaga ko'ra ikkinchi tartibli egri 

chiziqning turi aniqlansin va egri ehiziq chizilsin.
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Yechish. Berilgan tenglamani 9.v'+25y2=225 ko'rinishda vozib 
bum 225 ца bo'lsak

9л-- 25 v ' 
225 225

kelib chiqadi. Demak berilgan tenglama

.4- J •*--------------- ------------------------------ -— -̂----------------9

51 -ehizma.

yarim o'qlari a 5, h 3 bo'lgan ellipsni tenglamasi ekan (5 1-ehizma).
5-misol. 4 v - 16 v t- Ч \ - 54у  + 61 = 0 egri chiziqni chizing. 
Yechish. Tenglamani 4(.v - 4л ) + 9( v: - 6 v) + 61 = 0;

4<.v -4.v + 4) + 9( г' - 6 r+ 9)- 1 6-81 + 61 -0 4(л--2): +9( v-3); =36

ko'rinishda vozib. buni 36 ea bo'lsak —— + —— —— = 1 yoki
9 4

(.v — 2) ( v — 3)
-+ '— , — =1 teimlama hosil bo'ladi. ,v-2=.V; r-3-)’ al-

3 2

mashtirish olsak, ^  ̂ -1 kelib chiqadi.

Bn ellipsning O iAT  sistemaga nisbatan kanonik tenglamasi. 
Shunday qilib berilgan tenglama ellipsning umumiy tenglamasi ekan. 
Agar (h r  “ eski’' sistemani ()](2,3) nuqtaga parallel kuchirilsa ya’ni 
()],\Y sistemaga nisbatan ellipsning tenglamasi kanonik ko'rinishga 
ega bo'lar ekan (52-chizma).
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11.4. Giperbola va uning kanonik tenglamasi

5-ta’rif. Har bir nuqtasidan tckislikning berilgan ikkita nuqtasi- 
gaeha masolalarning ayirmasi o'zgarmas bo'lgan shu tekislik 
nuqtalarining geometrik o'rni giperbola deb ataladi.

Tekislikning berilgan nuqtalar in i F| \a F; orqali belgilab ularni 
gepirbolaning fokitslari deb ataymiz. Fokuslar orasidagi masofani 2c 
va giperbolaning har bir nuqtasidan uning fokuslarigacha bo'lgan 
masolalarning ayirmasini ±2a orqali belgilaymiz. 6hv dekart 
koordinatalar sistemasini xuddi ellipsdagidek, ya'ni O.v o'qni F i, F ; 
fokuslaridan o'tadigan qilib tanlaymiz va koordinatalar boshini F|F 
kesmaning o'rtasiga joylashtiramiz.

U holda fokuslar F|(-c,0),F;(r,0) koordinatalarga ega bo'ladi (53- 
chizma).

Mi x.y)

Fjc:0)

53-chizma.
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Endi giperbolaning tenglamasini keltirib chiqaramiz. M(.v,y) 
giperbolaning ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin.

Ta’rifga binoan giperbolaning Л/ nuqtasidan uning I'okuslari Fi 
va I*2 gacha masofalarning ayirmasi o'zgarmas son ±2a ga teng, 
ya’ni

M F] M F2 = ±2 a .

Ikki nuqta orasidagi masofani topish formulasiga binoan 

MFi = yj(.x + c)~ + v~ va MF-, = *J(x -  c)~ + у 2 bo'lgani uchun

yj(x + c)~ + v 2 - yj(x - с )2 + у 2 = ±2a ( 1 1.9)

kelib chiqadi.
El lips tenglamasini chiqarishda bajarilgan amallarga o'xshash 

amallarni bajarib

(a~-c~)^ay'=a1(a2-c2) ( 1 1 . 1 0 )

tenglamaga ega bo'lamiz. M a ’lumki uchburchak ikki tomonini 
ayirmasi uchinchi tomonidan kichik. Shunga ko'ra, A F tMF^ дан

F]M -F:M < FiF2; 2a<2c\ a<c: a~-c~<0 (o>0,c>0) hosil bo'ladi. 
Shuning uchun a~-c2=-b2 yoku c'-a2=b2 deb belgilab olamiz. U holda
(11.10) formula

, 2 2 , 2  2 2 , 2 , ■ , 2 2 2 2 2, 2 -b x +a v — a h yoki b x -a v =a b

ko'rinishga ega bo'ladi. Buni a2b2 ga bo'lib

- ^  = 1 (11.11)
o '  b~

tenglamani hosil qilamiz. Shunday qilib giperbola ixtiyoriy M(x.v) 
nuqtasini koordinatalari (11.11) tenglamani qanoatlatirar ekan. 
Shuningdek giperbolaga tegishli bo'lmagan liech bir nuqtaning 
koordinatalari bu tenglamani qanoatlantirmasligini ko'rsatish mum- 
kin. Demak u giperbolaning tenglamasi.
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(11.11) giperbolaning kanonik tenglamasi deb ataladi. Giperbola
ning tenglamasida v va у  juftlik darajalari bilan ishtirok etadi. Bu 
giperbola koordinata o'qlariga nisbatan simmetrikligidan dalolat 
beradi. Ya'ni qaralayotgan holda koordinata o’qlari giperbolaning 
simmetriya o'qlari ham bo'ladi.

Giperbolaning simmetriya o'qlarini kesishish nuqtasi giperbola
ning markazi deb ataladi. Giperbolaning Ibkuslari jovlashgan sim
metriya o'qi uning fokal о 'cji deb ataladi.

Endi giperbolaning shaklini ehizishga harakat qilamiz. Oldin 
uning shaklini I ehorakda ehizamiz.

Giperbolaning kanonik tenglamasi (11.11) dan

v ' .v j r" x~ - a' 2 h (x~-a~ )  _ b
b~ a '  b~ a' ' a '  ' a

kelib chiqadi, chunki I ehorakda у  > 0. Bunda x a . aks holda u 
ma’noga ega bo'lmaydi (ildiz ostida manfiy son bo'ladi). v a  dan 
+ x гама o'zgarganda v 0 dan t у gacha o'zgaradi. Demak, 
giperbolaning I chorakdagi qismi 54-chizmada tasvirlangan A M  
yoydan iborat bo'ladi.

Giperbola koordinata o'qlariga nisbatan simmetrikligini hisobga 
olsak uning shakli 54-chizmada tasvirlangan egri chiziqdan iborat 
bo'ladi.

\A i-a:0) 
l ’____

M
т - ь )

A (a ;tВ I

S

54-cliiznia.

0
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Giperbolaning fokal o ‘q bilan kesishish nuqtalari uning uchlari 
deb ataladi. Giperbolaning tenglamasiga v=0 ni qo'ysak x=±a kelib 
chiqadi. Demak A\(-a\0) va A(a;0) nuqtalar giperbolaning uchlari 
bo'ladi.

Giperbolaning tenglamasi (11.11) ga л-O ni qo'ysak

-^—r  = 1; V = ±yl~ b~ bo'ladi. 
b

Bu esa haqiqiy son emas (manliy sondan kvadrat ildiz 
chiqmaydi). Demak, giperbola 0v o'q bilan kesishmas ekan.

Shuning uchun giperbolaning fokal o'qi haqiqiy o'qi unga 
perpendikulyar simmetriya o'qi mavhum о qi deb ataladi.

a va h sonlar mos ravishda giperbolaning haqiqiy va mavhum 
yarim  о 'qlari deyiladi.

(iipcrbolaning M  nuqtasi у bo'ylab cheksiz uzoqlashganda shu 
h h

nuqtadan v = — .v va v = —.vto'g'ri chiziqlarning birortasigacha 
a a

masofa nolga intilishini ko'rsatish mumkin. Y a ’ni giperbolaning
koordinatalar boshidan yetarlicha katta masofada joylashgan

. b h 
nuqtalari v = — .v va v - —x to'g'ri chiziqlardan biriga yetarlicha 

a ' a
yaqin joylashadi. Koordinatalar boshidan o'tuvchi bu to'g'ri 
chiziqlar giperbolaning asimptotalari deb ataladi.

Giperbolani chizishdan о Id in lining asimptotalarini chizish tav- 
siva etiladi.

Markazi koordinatalar boshida bo'lib tomonlari Ox va Ov 
o'qlarga parallel va mos ravishda 2a va 2b ga teng bo'lgan to'g'ri 
burchakli to'rtburchak yasaymiz. Bu to'rtburchakni giperbolaning 
asosiy to‘rtburchagi deb ataymiz.

To'rtburchakning diagonallarini har tarafga cheksiz davom 
ettirsak giperbolaning asimptotalari hosil bo'ladi (55-chizma).

— nisbat giperbolaning ekssentrisiteti deb ataladi va £ orqali 
a

bclgilanadi. Giperbola uchun c>a bo'lganligi sababli e> 1 bo'ladi.
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0:b l

-V I .1 V  и Fjc.O*
At j  ■ ji / .4 ’ >)

55-chiznia.

Ekssentrisitet giperbolaning shaklini xarakteiiaydi. Uaqiqatdan, 
i'~-cr=b~ tenglamani har ikkala tomonini a ga bo'lsak

— | - 1 = [ —| yoki E l - \ = \  — | kelib chiqadi. v  kichrayganda
■ a J  \ a  J  { a  J
h h

nisbat ham kichrayadi. Ammo — nisbat giperbolaning asosiy 
a a
to'rtburchagini shaklini belgilaganligi uchun u giperbolaning ham

h , , .
shaklini belgilaydi. e qanchalik kichik bo'lsa — nisbat ham ya’ni

a
giperbolaning asimptotalarini burchak koeHltsiyentlari ham 
shunchalik kichik bo'ladi va giperbola Ox o'qqa yaqinroq jovlashadi.

Bu holda giperbolani asosiy to'rtburchagi Ox o'q bo'ylab cho'zil- 
gan bo'ladi.

Haqiqiy va mavhum yarim o'qlari teng giperbola teng tomonli 
yoki teng vonli deb ataladi. Teng tomonli giperbolaning kanonik 
tenglamasi

- - ^ -  = 1 yoki x2 - y 2 = cr 
и a

ko'rinishga ega bo'ladi.
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i' v va v -v to'g'ri chiziqlar teng tomonii giperbolaning asimp-
I-'---

totalan bo'lib lining ckssentrisiteti -----—  = \2  bo'ladi.
a (I

6-misol. 16\-°) 144 egri ehiziqni chi/ing.
 ̂echish. I ning bar ikkala tomonini 144 ga bo'lsak.

u>t , , r ' = i >om
144 144 9 16 3- 4

kelib chiqadi. Demak qaralayotgan egri ehiziq yarim o'qlari a 3 va 
h 4 bo'lgan giperbola ekan. Markazi koordinatalar boshida bo'lib 
tomonlari koordinata o'qlariga parallel hamda asosi 6 balandligi 8 
bo'lgan to'g'ri to'rtburehak yasaymiz.

I ning diagonallarini cheksiz davom ettirib giperbolaning asim- 
ptotalarini hosil qilamiz.

56-chizma.

(iiperbolaning uchlari .l|(-3;0) va Л(3;0) nuqtalar orqali asimp- 
totalarga nihovatda vaqinlashib boruvchi silliq ehiziqni o'tkazamiz. 
Hosil bo'lgan egri ehiziq giperbolaning gra 11” i bo'ladi (56-chizma).
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7-misol. v = — funksiyaning graligi giperbola ekanligi ko'rsa- 
\

tilsin.
J

Yechish. Koordinata o'qlarini и = — burchakka burib "yangi”

O.V)7 sistemani hosil qilamiz. Bu holda «yangi» koordinatalardan

. . л/2«eski» koordinatalarga o'tish formulasi x = —^ ( X  -Y ) ,

л/2 .у = -^-(A '+ К) ko'rinishga ega bo'lishi ko'rsatilgan edi (1.12-

k
mavzu). v va v ning ushbu qiymatlarini v - — tenglamaga qo'vsak

x

yf1 к л/2  V 2
—  { X  + Y) = -f=------- ; —  ■ —  ( X +  Y ) ( X - Y )  = k yoki

2 л/2 2 2
(A - > )2

X 2 - Y 2 = 2к hosil bo'ladi. Bu tenglama tengtomonli giperbolaning 
tenglamasi. к>0 bo'lganda giperbolaning haqiqiy o'qi 0A- bilan, k<0 
bo'lganda O Y o'q bilan ustma-ust tushadi.

k>0 bo'lgan hoi uchun giperbola 57-chizmada tasvirlangan.

57-chizma.
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Ox. Oy '"eski" o'qlar O X Y  "yangi" sistema koordinata 
burchaklarini bisscktrisalari bo'lgani uchun ular teng tomonli

giperbolaning asimptotalari bo'ladi. Shunday qilib y ~  — funksiya-
1 v

ning graligi asimtotalari Ox va Oy o'qlardan iborat tengtomonli 
giperbola bo'lar ekan, ya'ni_koordinatalari ko'paytmasi o'zgarmas 
( a t  k) tckislik nuqtalarining geometrik o'rni assimptotalari koordi- 
nata o'qlaridan iborat teng tomonli giperbola bo'lar ekan.

Lndi v = —— — kasr-rasional funksiyaning grafigi assimpto-
CjP9« d

talari koordinatalar o'qlariga parallel tengtomonli giperbola bo'li- 
shini ko'rsatamiz.

v = UX +  ̂ tenglamada сФО (aks holda tenszlama v = — x + — 
cx + d " d d

ko'rinishga ega bo'lib, u to'g'ri chiziqni ifodalaydi), ad-hetO (ad 
a b

he 0 bo'lganda ad he. — - — = ! desak a -el, h dl, ax 1 h hex \-d)
e d

bo'lib, tenglama v=/ ko'rinishni oladi va, u Ox o'qqa parallel to'g'ri 
chiziqni ifodalaydi) bo'lsin.

Berilgan tenglamani o'ng tomonini surat va maxrajini с ga 
bo'lsak,

a h 
x + 

e ev -
d

x +
e

bo'ladi. a  = —, p  = —, 6 = — begilashlarni kiritsak.
e e e

ax + Я , . ^, 
f = ---- — (.y + д Ф 0)

Y  + (>
tenglamaga ega bo'lamiz.

y = Л + ,Y „, l' = Y + y„ formulalar yordamida yangi O tX Y  koor
dinatalar sistemasiga o'tamiz, bunda y (i , i „  hozireha noma'lum
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sonlar. Boshqaeha aytilganda cski Oxy koordinatalar sistemasini 
koordinatalar boshini 0,(.v(l. r „ ) nuqtaga parallel ko'ehiramiz.

U holda .v va v ning qiymatlarini oxirgi tenglamaga qo'yib quyi- 
dagiga ega bo'lamiz.

) f  V|, = --------- ------ -. (A  +- л п + 6 ) ( )  + г „ ) = u( A 4 .Y„ ) + /i,
A + лп + S

A ) + ( v„ - a )A + (л0 + ())) = (1 + m 0 - (.v„ + S ) vn. ( I )
Hozireba noma'lum v(l, v(l larni (I) lenglamadagi A'\a ) ' oldidagi 

koeffitsiyentlarni nolga aylanisb sbartidan aniqlaymiz. ya'ni 
r (l - a  = 0, ,v0 + S = 0.

Bunda ,v(l = -(), r„ - a  . Bu holda f} + ax „- (x (l+ S)y f)= f t- a S  
ekanini hisobga olsak (I)

AT - С

ko'rinishni oladi, bunda С  = f l - a f i  Ф 0.
A ) С  tenglama (9,ЛТ koordinatalar sistemasida A' 0. У 0 

asimptotalarga ega teng tomonli giperbolani ilbdalaydi.
Shunday qilib berilgan tenglama O.vv koordinatalar sistemasida

.v = - — , v = — asimptotalarga ega teng tomonli giperbolani ifodalar
с ' с

ekan.

11.5. Parabola va uning kanonik tenglamasi

6-ta’rif. Berilgan nuqtadan hamda berilgan to'g'ri ehiziqdan teng 
uzoqlikda joylashgan tekislik nuqtalarining geometrik o'rni parabola 
deb ataladi.

Berilgan nuqtani F orqali belgilab uni parabolaning fokusi deb 
ataymiz. Berilgan to'g'ri ehiziq parabolaning direklrisasi deb ataladi. 
(Fokus direktrisada yotmaydi deb laraz qilinadi).

Fokusdan direktrisagaeha masofani p orqali belgila\miz \a uni 
parabolaning paramctri deb ataymiz.
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Endi parabolaning tenglamasini keltirib chiqaramiz. Abssissalar 
o'qini fokusdan direktrisaga perpendikulyar qilib o'tkazib yo'na- 
lishini diiektrisadan fokusga tomon yo'naltiramiz.

Koordinatalar boshini fokusdan direktrisagaeha masofa F R  ning 
qoq o'rtasiga joylashtiramiz (58-ehizma).

58-chizma

Tanlanuan koordinatalar sistemasica nisbatan fokus h

Pkoordinatalarga, direktrisa .y  = ---tenglamaga ega bo'ladi. Faraz

qilaylik M (x;y) parabolaning ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin. Parabolaning 
ta'rifiga binoan M  nuqtadan direktrisagaeha M N  masofa undan fo- 
kusgaelia M F  masolaga teng: M N -M F.

58-ehi/madan M N  = Г , Р \  , i v  v \\ + — j T  | l  -  V /
P va

.1 //•' = у ---| +( » - ())"  ekani ravshan.

P  P  ’Demak, ,v н—  = . h r ---)" + r
2 \J "*
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Bu tenglamaning har ikkala tomonini kvadralga ko'tarib ixcham- 
lasak

P  P  •л" + рх н--- = .v — рх н----- t- v" yoki v~ = 2 px (11.12)
4 4 ' ‘

hosil bo'ladi.
Shunday qilib, parabolaning istalgan M(x.y) nuqtasining koordi

natalari (11.12) tenglamani qanoatlantiradi. Parabolada yotmagan 
hech bir nuqtaning koordinatalari bu tenglamani qanoatlantirmasli- 
gini ko'rsatish mumkin. Demak, (11.12) parabolaning tenglamasi 
ekan. U parabolaning kanonik tenglamasi deb ataladi. /; parabolaning 
parametri deb yuritiladi.

Endi kanonik tenglamasiga ko'ra parabolaning shaklini ehizamiz
(11.12) tenglamada у  ni - у  ga almashtirilsa tenglama o'zgarmaydi. 
Bu abssissalar o'qi parabolaning simmetriya o'qidan iborat ekanli- 
gini bildiradi. (11.12) tenglamaning ehap tomoni manfiy bo'lma- 
ganligi uehun uning o'ng tomoni ya'ni .v ning ham manliy bo'lmas- 
ligi kelib chiqadi. Demak parabola Oy o'qning o'ng tomonida 
joylashadi. .v-0 da y=0. Demak parabola koordinatalar boshidan 
o'tadi.

,v cheksiz o'sganda v ning absolyut qiymati ham cheksiz o'sadi.
(11.12) tenglama yordamida aniqlanadigan parabola 59-chizmada 
tasvirlangan.

V>

Direk-
t l i s a F- fokus

0 i Л

V,
У = 2px

59-lhizma.
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Parabolaning simmetriya o'qi lining Joku! o'qi  deb ataladi.
Parabolaning simmetriya o'qi bilan kesishish nuqtasi uning uchi 

deyiladi. Qaralayotgan hoi uehun koordinatalar boshi parabolaning 
uelii bo'ladi.

8-misoI. r~ 8.v parabola berilgan. Uning direktrisasining tengla
masi yo/ilsin va fokusi topilsin.

Yechish. Berilgan tenglamani parabolaning kanonik tenglamasi
(11.12) bilan taqqoslab 2/?=8, p =4 ekanini ko'ramiz. Direktrisa

P P  v = —— tenulamaua, fokus ( ---, 0 ) koordinatalarga eua bo'lishini
2 " “ 2 " - 

hisobga olsak direktrisaning tenglamasi \ -2 va focus F (2;0) bo'ladi.
Izoli Fokal o'qi Or o'qdan iborat parabolaning tenglamasi

.v: = 2 p y  ( 1 1 . 1 3 )

ko'rinishga ega bo'ladi
9-misol. у  3 .v- l2 .v l6  parabolaning tenglamasi kanonik holga 

keltirilsin \a uning uehi topilsin.
Yechish. Tenglamani v - 3 ( .V - 4 . y )-H  6, i-3(.v:-4.v+4-4)+16; v= 3 (.v-  

2 ) “ + 4; r-4 3 ( .v - 2 ) ‘ ko'rinishga keltirib x-2=X, v-4=K deb belgilasak 
parabolaning tenglamasi

}-3A':

kanonik ko'rinishga keladi. x-2=X, i -4=) alamashtirish bilan "eski”
O.vv sistemani 0|(2;4) nuqtaga parallel ko'ehirdik. “ Yangi” 0|.V)’ 
sistemaga nisbatan parabolaning tenglamasi kanonik ko'rinishga ega 
bo'ladi. “ Yangi” sistemani koordinatalar boshini koordinatalari 
parabola uehining koordinatalari bo'ladi, ya’ni Лц-2, Vu=4.

204



7’ А

Nix.-О)

, ш  ?
' (tV-’K

\

60-chiznui.

10-misol. /-’(0,4) nuqtadan hamda y=8 to'g'ri chiziqdan bir xil 
uzoqlikda joylashgan tekislik nuqtalarining geometrik o'rni, egri 
chiziqning koordinata o'qlari bilan kesishish nuqtalari topilsin \a 
egri chiziq chizilsin.

Ycchish. M(x,y) egri chiziqning ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin. Shartga

binoan undan v=8 to'g'ri chiziqqacha A AY  ̂( v v) 4*8 - y)

masofa va undan F (0,2) nuqtagacha M F  = *J(x - ())" + ( v - 4)" masola

o'zaro teng ya’ni, yj(.\ -  x)~ + (8 - у )"  = yj( .\-0)  + ( y - 4 ) ‘ (60- 
chizma).

Bu tenglamaning har ikkala tomonini kvadratga ko'tarsak 
(8-v )~=y~+(v-4)" yoki qavslarni ochsak.

64-16 г+ r "= -V '+r'-8v +16 yoki 64-16r =.v'-8v 16

hosil bo'ladi. Tenglamani soddalashtisak

-16r+8v=v“+16-64, -8v—-V-48

yoki -8 ga bo'lsak

v = - - . \ 2 + 6
8
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tenglamaga ega bo'lamiz. U Or o'qqa simmetrik parabolaning 
tenglamasi.

Endi parabolaning koordinata o'q lari bilan kesishish nuqtalarini 
topamiz. Parabola tenglamasiga v=0 qiymatni qo'ysak r=6 kelib 
chiqadi. Demak parabola Or o'q bilan 0t(0,6) nuqtada kesishar ekan. 
Slnmingdek paraborla tenglamasiga v=0 qiymatini qo'ysak

- -  v: + 6 = 0;- л-’ + 48 = 0; x2 = 48; ,v = +л/48 = « 4 1 ?
8

hosil bo'ladi. Demak parabola O.v o'q bilan (-4^3,0) ва (4^3,0) 
nuqtalarda kesishar ekan.

Agar parabola tenglamasini r - 6 = —  v: yoki ,v2=-8(r-6) ko'ri-
8

nishda yozib a=A', y-6=Y  almashtirish olsak uning tenglamasi 
.V' -8K kanonik shaklni oladi.

Izoli. Aylana, ellips, giperbola va parabola umumiy tengla
malari yordaniida berilganda koordinatalar sistemasini parallel 
ko'ehirish yoki koordinata o'qlarini burish yordaniida umumiy 
tenglamani "yang i” sistemaga nisbatan kanonik ko'rinishga 
keltirish mumkin.

11.6. Ikkinchi darajali algebraik tenglamalar yordaniida 
aniqlanadigan chiziqlar haqida

Biz to'rt xil ikkinehi tartibli egri chiziqlar: aylana, ellips, 
giperbola va parabolalarni ko'rdik. Ularning barchasini tenglamasi 
ikkinehi darajali algebraik tenglama

Ax ' + B x v t C'y • Dx + E y + F  = 0

yordaniida aniqlanadi. Shu tenglamani soddalashtirish bilan sluig'ul- 
lanamiz.
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1. Koordinatalar ko'paytmasi qatnashmagan ikkinchi dara
jali algebraik tenglamalarni soddalashtirish. Ushbu

Ax + C V  + Dx + E y  -t F  = 0 (11.14)
tenglama berilgan bo'lsin, bunda A. D. E. F  ma'lum sonlar bo'lib 
A 2 + C 2 / 0 bo'lsin. Aks holda (11.14) egri ehi/iqni emas balki 
to'g'ri ehi/iqni ifodalaydi.

А ф  О, С Ф 0 bo'lsin. U holda berilgan tenglamani chap tomoni- 
dan to'la kvadratga ajratib

Л(.г’ + 2- —  x + - ^ ~ —  ) + C( v + 2 ■ —  + —  - —  r) + F  = (), 
2Л 4Л" 4/Г 2C 4C- 4C

A(x  + — )2- —  + C ( y + - - ) 2- —  + F  = 0 
2 A 4A ' 2C 4С

yoki
n  , E  , D  E

A(x+  — )" + C( v + —  )" = ---+ ---- F  (11.15)
2 A ■ 2 С 4A 4(

tenglikka ega bo'lamiz.

X = x  + —  , Y = v  + —  (11.16)
2 A ' 2C

formulalardan Ibydalanib yangi koordinatalarga o'tamiz. U holda (11.15)
A X 2 + C Y 2 =l  (11.17)

yoki Ш )  bo'lganda

■<A + =1 (11.18)
/ /

D 2 E 2
ko'rinishni oladi, bunda / = ---+ -----F  .

4 A 4 С
1) AC>0, ya'ni A va С  bir xil ishorali bo'lsin. U holda AI>() 

bo'lganda (11.18) tenglik
.V2 y-
—  + —  = \ (11.19)
cr Ir
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2) ко 'rinishni va A l « )  bo'lganda 11

^  + - ^  = -1 (11-20)
a b'

ko'rinishni oladi, bunda u~ - b
Л С

I 0 bo'lganda (11.19) dan

A X ' + C Y 2 = о ( 1 1 . 2 1 )

tenglikka ega bo'lamiz.
(11.19) tenglama yarim o'qlari a va b bo'lgan ellipsni [a- b 

bo'lganda aylanani) ifodalaydi.
(11.20) tenglik liech narsani (na ehiziqni, na nuqtani) ii'odala- 

maydi, ya'ni u bo'sh lo'plam.
(11.21) tenglama yangi koordinatalar sistemasi O r YY  dagi

0,(();0) nuqtani ifodalaydi. Nuqtaning eski koordinatalari x  r
(11.16) dan aniqlanadi.

2 )AC<0,  ya’ni A va С  liar xil ishorali bo'lsin.
Bu holda (1 1.17) / ga bog'liq ravishda

—  ( 11.2 2 ) 
ti~ b

—  _ A _  + i _ = |  (11.23)
a~ b iC b

—  - —  = 0 (11.24)
a~ l r

ko'rinishdagi tenglamalardan biriga keladi.
(11.22) tenglama haqiqiy o'qi 0 }X  dan iborat giperbolani, 

(11.23) tenglamalar haqiqiy o'qi O tY dan iborat giperbolani va

l 11.24) kesishuvchi Y = - - X , Y = - X  to'g'ri chiziqlarni ifoda-
a a

laydi.
3) A 0, СфО bo'lsin. Bu holda (11.14) tenglama
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С У + D.x + E v  + F  О 

ko'rinishga esa bo'ladi. Bu tenglamani

F  E  F-
C ( v 2 + 2-—  + -=^) + Dx -- + / =  U, 

26 4(' 4( ’
F. , F

( '( v + Г /)v /'
2( 4(

(1 1.25),

va /.) * 0 bo'lganda bum

/ , /■■ /•. Г  /) 4CF /:'
75 ■ й ) ,' , " 2 с 1

ko'rinishda yozamiz.

4(7- /•:’ .. E  
\ ■ \ . v ' -  >

4 C D  2 С

Almashtirish olib — — — 2p belgilashni kiritsak so ngi tcnglik

Y 2 =-2pX (11.26)

ko'rinishni oladi.
D ~ 0  bo'lganda ( I 1.25 )

( ( ! • -  ) 1— / yoki и  • —-) ~ —~y  y. (1 1.27) tenglikka 
• 2 С 4(5 ’ 2( 4C <

F E F ■eua bo'lamiz. v f —  = К almashtirish olib — — - — I belgilashni
2 С 4f <-

kiritsak (1 1.27) tenglik Y = / ko'rinishni oladi. Bu tenglama / ning
ishorasiga bog'liq ravishda Y~=b~, Y~ - b , ) =0
ko'rinishdagi tenglamalardan biriga keladi. Y ~ - 2 p X  tenglama
( )  X  simmetriya o'qiga ega parabolani, )' - I r  tenglama
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) ’ = h, У = -h parallel to'g'ru chiziqlarni. K : =0 tenglama ustma-
ust tushuvehi bir juit to'g'ri chiziqlarni ifodalaydi. Y 2 = - h 2 
tenglama hech narsa (na chiziq, na nuqta)ni ifodalamaydi.

Shuningdck С  О, Л±0 bo'lganda (11.14) tenglama ЕФ0  da 
X ' = 2 q Y  ko'rinishdagi tenglamaga, E= 0  da u X 2 = a \

Х ~ = - с г , Л " '= 0  ko'rinishdagi tenglamalardan biriga keltiri- 
ladi.

11-misol. 25.v - 16v~ - 1 OO.v-32v - 484 = 0 tenglama aniqlaydi
gan chiziq chizilsin.

Yechish. Tenglamani 25(.v2 — 4a ) — 16( y 2 + 2v) + 484 = 0,
2 5( ,v2 - 4.y + 4 - 4) - 16(у 2 + 2y f 1 - 1) + 484 = 0,

25|(x-2)2 -4|- 16|(y + I )2 - 11 + 484 = 0,
25(jc- 2)2- 100- 16(y +1)2 + 16 + 484 = 0,

25(.x — 2)2 — 16 (v’ + I )2 + 400 0,25(л - 2)2 - 16(j- +1)2 = -400

ko'rinishida yozib oxirgi tenglikni -400 ga bo'lsak

U - 2 )2 | (>’+l)2 _  - 
’ 16 25 “

tenglama hosil bo'ladi. X-x-2, Y=y+1 almashtirish yordamida eski 
6>vr sistemaning o'qlarini parallel ko'ehirib uning koordinatalar 
boshini (9,(2;-l) nuqtaga qo'ysak tenglama

16 25

ko'rinishni oladi. Bu tenglama yangi (?,ЛТ  sistemada O^Y haqiqiy 
o'qqa, ( ) tX  mavhum o'qqa hamda a=4, b=5 yarim o'qlarga ega 
giperbolaning tenglamasidir (61-ehizma)
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f l f  

V  I 1
У \ /

(11.29)

6 !-ehizma.

2. Ikkinchi darajali algebraik tenglamalarni soddalashtirish.
Ikkinchi darajali

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + Dx + Ey  ■ I  0 (11.28)
tenglamani qaraymiz, bunda A .B .C .D .E .F  ma'lum sonlar bo'lib
ulardan A .B .C  bir vaqtda nolga teng emas, ya’ni
A 2 + В 2 + C~ Ф О, В  = 0 bo'lgan hoi yuqorida qaralganligi uchun 
ВФ0 bo'lgan holni qaraymiz.

x = x ' co sa  - л ' sin a, )* к , . , ( 
v = -v sin a  + v cos a  J 

lormulalar yordamida x',.v' yangi koordinatalarga o'tamiz. (11.28) 
ga x.y o'rniga ularning ( I 1.29) dagi qiymatlarini qo'yib quyidagiga 
ega bo'lamiz.
/l(.v'cosu-y'sinu)2 +2S(x'cosa-_v'sina)(A',siiia + _i,'cosa) +
+C(.v'sinu+v'cosa)2 + Ax'cosu-y'sina) t £(.v’sinu + v'cosa) i F-fl,
A(x'2 cos2 u-2.v'y'cosasina+y'2 sin2 a) + 2#(.v'2 cos a sin u + x'y'cos2 a-

f , ■ 2 ti ■ ч r't e ■ 1 i < ■ e 1 \-xv sin a -у - cosasinu) + C(.v " sur u + 2.vy cosusma+y " cos' u}+ |̂|
+Д  x' cos a - у ' si n a) + E(x' si n a + у ' cos a ) t- F  = 0,
(/lens2 u + 2/?cosusinu + Csiir u).v'2 t-2|(C -/l)casusinu +
+ B{cos2 a- sin2 a)|.vy'+(/lsin2 u-2/?cosusinu + Ccos2 u)y'2 н
t- (Z)cos (x t E  si n a)x' + ( E  cos a - Ds\n a)у ' +F = 0.
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Burilish burchagi a ni
(C  - A) cos a sin a  • #(cos2 a sin " a ) 0

yoki —— — sin 2a + 5 cos 2a 0
2

shatlclan aniqlaymiz. Bundan /icos2a = A ^ s in  2a,

ctg2a - ~YJj~' ( l l -31)

(11.30) dagi x' , y ' oldidagi koeffitsiyentlar bir vaqtda nolga 
teng bo'laolmasligini ko‘rsatamiz.

Teskarisini faraz qilamiz, ya'ni

A cos2 a + 2 В  cos a sin a 4 С sin ’ a = 0,

A sin2 a -2 В  cos a sin a + С  cos2 a - 0 
bo'lsin. Birinchi tenglamadan ikkinchisini hadlab ayirsak

/l(cos a - s in 2 а )ч  4/? cos a sin a + C (sin2 a- cos2 a) 0
yoki

A cos 2a  + 2/? sin 2a  - С  cos 2a  = 0,(.■!- C )cos2« - -2/i sin 2a

2 В
kelib chiqadi. Bundan ctg2a = ------ . Buni ct.v2a ni oldin

A - C
■ ■ . 2 В  1 Ctopilgan (1 1.31 )dagi qiymati bilan tenglashtirib -

A - C  2 В
tenglikka, bundan - 4 B ~ = ( A - C ) ~  ga ega bo'lamiz. Bu tenglik 
laqalgina В  = 0, A = С  bo'lgandagina o'rinli. Bu B t ( )  deb qilingan 
larazga zid.

Shunday qilib ( I 1.29) formulalar yordaniida yangi Ox'y' koordi
natalar sistemasiga o'tilganda (1 1.28) tenglamaning darajasi pasav- 
mas ekan.

Demak berilgan ehiziq dekartning biror koordinatalar sistemasida 
ikkinchi darajali algebraik tenglama bilan aniqlansa, u dekartning
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istalgan boshqa bir koordinatalar sistemasida ham ikkinchi darajali 
algebraik tenglama bilan aniqlanar ekan.

Izoli. Koordinatalarni almashtirish formulasi (11.29) da 
sinar,cos« ishtirok etadi. Ular ma’lum

c t v la  . , 1 -cos 2a  ll + cos2cr 
cos2« -— , "  - .sin a  - +. -------- , cosa  = x , ------

± yj\ + ctg~2a  ^ 2  T  2

trigonometrik formulalar yordamioda topilishi mumkin. Formula- 
lardagi ± ishoralardan istalgan birini olish mumkin.

cosar, sin a  larning qiymatlarini (1 1.30) ga qo'ysak li

,1 л-'-' : ( ', v '; • D tx' • Jf. v ’ • /■ П

ko'rinishida yuqorida keltirilgan tenglamaga keltiriladi.
Xulosa. Dekartning to'g'ri burchakli koordinatalariga nisbatan 

ikkinchi darajali

A x 2 + 2В xv + (  Y + Dx +- Ev  + F  -  0

algebraik tenglama yo bo'sh to'plamni (liech narsani ifodalamaydi), 
yo bir jult (kesishuvchi, parallel, ustma-ust tushuvchi) to'g'ri, chiziq- 
ni yoki ellips (aylana), giperbola, parabolalardan birining tengla
masini ifodalar ekan.

Masalan: 1. Ikkinchi d a r j a 1 i (.v - x0) 2 + ( v - y (l)" =0 tenglamani 
laqat bitta (.vu, i j  nuqtaning koordinatalari qanoatlantiradi xolos. 
Demak, bu tenglama nuqtani aniqlaydi.

2. Ikkinchi darajali \ i,: = 0 tenglamani (.v - y)(.v + y ) = 0 
ko'rinishda yozsak uni .v- у  = 0, x + у  = 0 to'g'ri ehiziq nuqta- 
larining koordinatalari qanoatlantiradi xolos x-y=(> (yoki v x) va 
x <-y-0 (v -x) to'g'ri chiziqlar koordinatalar boshida kesishuvchi 
koordinata burchaklarining bessektrisalai idir. x ' - y 2 =0 tenglama 
ikkita kesishuvchi to'g'ri ehiziqlarning tenglamasi.

3. Ikkinch darajali у 2 = 9 tenglamani y 2-9  = 0 yoki (y- 
i) (y + 3 )-0 ko'rinishda yozsak uni y=3 va у  -3 parallel to'g'ri
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chiziqlarni nuqtalarining koordinatalari qanoatlantiradi xolos. Demak 
r = {> tenglama ikkita parallel to'g'ri chiziqlarning tenglamasi.

4. Ikkinchi darajali . v - 2 .\ t + v : =0 tenglamani ( v - r )  =0 
ko'rinishda yozsak u л-r 0 (I va 111 koordinata burchaklari 
hisscktrisasi) to'g'ri chiziq tenglamasiga teng kuchli bo'ladi.

Bu holda shartli ravishda v -2лт + r =0 tenglama ustma-ust 
tusligan ikkita to'g'ri chiziqning tenglamasi deyiladi.

5. Ikkinchi darajali л" 1 г 2 + 3 = 0 tenglama hech narsani aniq- 
lamaydi, chunki koordinatalari bu tenglamani qanoatlantiruvchi 
nuqta mavjud emas.

Shunday qilib egri chiziq umumiy tenglamasi (11.15) bilan 
berilganda tenglama koordinatalar sistemasi o'qlarni burish hamda 
o'qlarni parallel ko'chirish natijasida hosil qilingan yangi sistemaga 
nisbatan kanonik ko'rinishga kelt irilib ikkinchi tartibli egri 
chiziqning luri aniqlanadi va egri chiziq chiziladi.

Koordinatalar sistemasi o'qlarini burish natijasida yangi 
sistemaning koordinata o'qlari egri chiziqning simmetriya o'qlariga 
parallel holga keltiriladi.

Yangi sistemaning o'qlarini parallel ko'chirilib uning 
koordinatalar boshi ikkinchi tartibli egri chiziqning markaziga 
qo'yiladi. Natijada egri chiziq tenglamasi so'ngi koordinatalar 
sistemasiga nisbatan kanonik ko'rinishga ega bo'ladi.

12-misol. 5.v2 - 6.vv + 5 г2 + 16.v - 16y = 0 tenglamaga ega chi
ziqning turi aniqlansin va u chizilsin.

Yechish. Misolda/1 =5.B~-3,C -5 bo'lgani uchun
1 - С  5-5

c lv2 a  = -----= ---- = 0, bundan 2a - 90 , a  = 45 .
2 В  -6

0 „ Лcos45 sin 45 = --- ekanini hisobga olib ( 11.29) ni
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л- = ^ (л - '-  г')

,  = £ ( . V  + / ,

(1 1.32)

ko'rinishda yozamiz.
v va r ning uslibu q iymar lar ini berilgan tenglamaga qo'yib uni 

soddalashtiramiz.

S . ' ( v ' - i ’) - 6 --(.v '- i',)(.v’ + r') + 5--(.v' + i-') +16-V-(.v' —v') —16- (.y'+.v')= 0i  2

"( v '  - I vV 't  v'" |-3(.v'" - v ")  t ' (\ +2.y i' + v " ) +8v 2(.y — \ ) 8\2(\ + y )  = 0, 
2 2
2v’: + 8y': -l(W2v = 0. v,: +\v'2 -2-Jly) = 0, v,: + 4(y'2 -2y2v'+2)-8 = 0.

+ 4< v '- \  2): -8.

\' v’ , ) г' -л/2 formulalar yordaniida yangi koordinatalarga 
o’tsak oxirgi tenglama ,Y "+ 4 ) '_ =8 yoki buni 8 ga bo'lsak

—— ~— = 1 ko'rinishga ega bo'ladi. Bu tenglama markazi 
8 2 “  "

X = 0 , Y = 0 koordinatalarga ega () , nuqtada bo'lgan ellipsm
tenglamasi.

.V .v', Y -\ ’ - 4 2 tengliklarga X -0. Y -0 qiymatlarni qo'yib 

v’ = 0, v" = V2 qiymatlarni topamiz. Bularni (11.19)ga qo'yib

F> -  4 /2  r~
y = — ( ( ) - л/2) = -1, v = — (0 + л/2) = 1 ni topamiz.

2 ‘  2
Demak, ellipsning markazi 0 ,(- l; l)  nuqtada ekan.
Shunday qilib eski Oxy koordinatalar sistemasining o'qlarni soat 

nii 1 i yo'nalishiga teskari yo'nalishida 45 ga burib, keyin yangi 
Ox'v' koordinatalar sistemasini koordinatalar boshini t>,(-l;l) 
nuqtaga parallel ko'ehirilsa hosil bo'lgan У koordinatalai siste-
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masida berilgan tenglama yarim o'qlari a - 2\2.  >'■ - bo'lgan 
ellipsni aniqlar ekan.

Hllipsni O X )  sistemada chizamiz.
Ellips eski Oxv koordinatalar sistemasining koordinatalar boshi

dan o'tadi. chunki x-0. y - 0  ellips tenglamasini qanoatlantiradi (62- 
chi/.ma).

/fX

62-chizmti.

1 1.7. Ikkinchi tartibli egri chiziqlarning qoMlanilishi

[■ndi ikkinchi tartibli egri chiziqlarning fan va texnikaning turli 
sohalarida qo'llamlishiga misollar keltiramiz.

1. Quyosh sistemasining planetalari uning atrolida fokuslarining 
birida quyosh joylashgan ellips bo'ylab harakat qiladi.

2. Havoning qarshiligini hisobga olinmasa gorizontga ma lum 
burchak ostida otilgan snaryad parabolani chizadi.

3. Agar parabolaning fokusiga yorugMik manbayi joylashtirilsa 
paraboladan qaytgan nur parabolaning o'qiga parallel yo'naladi. 
Projektorning qurilmasi parabolaning ana shu xossasiga asoslangan.

4. Yerning sirtidan gorizontga ina'lum burchak ostida \’0= 11,2 
km sek (ikkinchi kosmik tezlik) boshlang'ich tezlik bilan uchirilgan 
rakcta parabola bo'yicha harakatlanib yerdan cheksiz uzoqlashishi
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me.xanikada isbotlangan. \q>W,2  kni/sek boshlang'ich tezlik bilan 
uchirilean rakela giperbola bo'yicha harakallanib yer satlndan 
cheksiz uzoqlashadi. Ycrdan л-(|< 1 1,2 km'sek boshlang'ich tezlik 
bilan uchirilgan rakela yeming atrofida cllips bo'ylab harakatlanib n 
vo ycrga qulab tushadi yoki yerning sun'iv yo'ldoshiga ay lanadi.

hndi ikkinchi tartibli egri chiziqlarning qishloq xo'jaligi 
masalalarini yechishda uchrashiga doir misollar kcltiramiz.

5. Makkajuxori donining hosildorligi у va namlikning шшт- 
dorlik zahirasi v orasidagi bog'lanish

v -0.0()6v + 1,100v-4200

formula yordamida aniqlanishi tajriba yo 'li bilan isbotlangan. Oxirgi 
temilama pastga yo'nalgan parabola tenglamasi. Ana shu parabolani 
chizib hosildorlik qachon yuqori bo’ ladi va hosildorlik qachon nolga 
teng bo'ladi degan savollarga javob topish mumkin.

6. Bir sutkada sigirdan sog’ ilgan sut г (litrda) va sigirning yoshi v 
(yil) orasidagi bog'lanish

r=--4,53+6. X6.v-0,49.v:

formula yordamida aniqlanishi isbotlangan.
Bu tenglama parabolani ifodalaydi. Shu parabolani biror oraliqda, 

masalan [2,12] oraliqda ehizish orqali sigir necha yoshida eng ko'p 
sut beradi degan savolga javob topish mumkin. Chunki parabola 
uchining abssissasi sigirning o'sha yoshiga to'g'ri keladi. Qaralayot- 
gan holda sigir eng ko'p sutni 7 yoshida berishini isbotlashni 
o'quvchiga havola ctamiz.

7. ()q so'xta o'simligining o'sish balandhgi у dastlabki namlik- 
dan sug'orilganga qadar 25-60% oralig'ida va tuproqning eng kam 
namligi .v orasidagi bog'lanish

formula yordamida ifodalanishi isbotlangan, bunda .v %  day esa mm 
da olinadi.
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S. 1 kg yog' olish uchun lozim bo'lgan sut (litr) miqdori v -
v

formula yordamida aniqlanadi, bunda .v suldagi yog'ning foizi 
(2<v<6).

Bu tenglama asimptotalari koordinata o'qlaridan iborat tengto
monli giperbolaning tenglamasi.

Fndi shu formuladan Ibydalanib 6 kg yog' olish uchun yog'liligi 
л:т4,2 bo'lgan sutdan neeha litr kerak bo'lishini aniqlaymiz.

88
У = —  - 20.92 

4.2

Demak 1 kg yog' olish uchun 20,92 litr sutni olish kerak ekan. 6 
kg yog' olish uchun esa 6-20,92 125,7 litr sut kerak bo'ladi.

1 1.8. Ikkinchi tartibli egri chiziqlarning 
qutb tenglamalari

Qulb koordinatalar sistemasida ellips tenglamasini keltirib 
chiqaramiz. Bulling uchun qutbni ellipsning o'ng fokusi F? ga 
joylashtirib qutb o'qini FiF-> dan o'tuvchi to'g'ri chiziq bo'yicha 
yo'naltiramiz (63-chizma).

Bu tenglama tengtomonli giperbolaning tenglamasidir.
88

M

63-chizma

Faraz qilaylik M ( r , i p )  ellipsning ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin. U 
holda F:IVF; r ekanini hisobga olsak ellipsning ta’rillga binoan
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FiM=2<y-r bo'ladi, chunki ta’rifga ko'ra

f ' i M + F : M = 2 a .

Kosinuslar teorcmasiga binoan А/-.Л//Л dan

( 2 a - r )' = r +(2c)~ - 2- r ■ 2c- cos( 1 80" -(/>);

4a -  4ar  + /•=/•"+ 4 r “ + 4/r cos </>;«" - a/' = r '  + cv cos (/j;

1 2 t' /)“ 
cr —c~ = a r + cr coscp\ b =ш-(1н— cos<p); —  = /'(1+ £ cos*/))

с/ a
. A .

kelib chiqadi. /; = —  deb belgilasak. 
a

n
p  = /-(1 + e cos</>) yoki r = --------- (11.33)

1 + £ cos*/)
hosil bo'ladi.

/^-ellipsning paramctri deb ataladi. (11.33) ellipsning qutb 
tenglamasi. Bu yerda 0</,<l.

Agarda qutbni ellipsning chap lbkusi Fi ga joylashtirsak uning 
tenglamasi

/• = --------  ( I 1.34) (O b .< l)
1 - s cos <p

ko'rinishga ega bo'ladi.
Osonlik bilan tekshirib ko'rish mumkinki t: -I bo'lganda (1 1.33) 

yoki (11.34) tenglamalar giperbolaning tenglamasini <f;~l bo'lganda 
esa ular parabolaning tenglamasini ifodalaydi.

Shunday qilib e  ning qiymatiga bog'liq ravishda bitta (11.33) 
yoki (1 1.34) tenglama uehta ehiziq ellips, giperbola va paraboladan 
birini ilodalashi mumkin ekan.

13-misol. Ikkinehi tartibli egri ehiziqlarning tenglamalari kano
nik ko'rinishda yozing.

9 9 3
a) /• = --------- ; b) /■ = ---------; d ) /• =-------- .

5-4cos </) 4-5cos <p 1 — cos (/?
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Yechish. a) Temilamani г ------- voki r = —
4 ' 4

5(1 - cos ip) I - _ cos (p

ko'rinishda yozib uni (11.34) bilan taqqoslasak -— = - = -
ci 5 a 5

kelib chiqadi. г; - — < 1 bo'lgani uchun berilgan tenglama ellipsning 

qulb tenglamasi.

и -5, h 3 va с-4 sonlar —  va leimlamalarm
a 5 a 5

qanoatlantiradi. Demak yarim o'qlari a 5, b- 3 bo'lgan ellipsning
.V г
—  н------
25 9

b) Slumintzdek tenglamani r

9

kanonik teimlamasi - • 1 bo'ladi.

9
4

5 5
4( 1 - cos ip) I -  c o s c t

. . .  h ‘ 9 i • 5
ko'rinishda yo/ib uni (11.34) bilan taqqoslasak — .c

a 4 ci 4
. . 5kelib chiqadi Bundan b 3, ci=4, с 5 hosil bo'ladi. s = — > 1

4
bo'lgani uchun berilgan tenglama giperbolaning qutb tenglamasini

ifodalavdi va giperbolaniim kanonik teimlamasi ------ -- I bo'ladi.
' " 16

d) Tenglamani /■-/■eos<p = 3 ko'rinishda yo/ib olib qutb va 

dckart koordinatalarni bog'lovchi r \\  ■ v ' , r c o s  ip x 

lormulalardan foydalanami/. L holda +;■ - .v - 3 yoki

Y .V +  V~ -  J  I .V .
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Tenglamani bar ikkala tomonini kvadratga ko'tarib ixchamlasak, 
л" м (3 v) ; л 1 ir 9**6v+.v'; r“~-6.vt9 yoki r 6(.v+3/2) 

bo'ladi. Bu ehiziq simmetriya o'qi Ov o'qdan iborat parabola ekan. 
Parabolani tenglamasini kanonik holga keltirish uehun “ eski”

л
sistemaning koordinatalar boshini (),(();- ) nuqtaga parallel ko'elii-

rami/, ya'ni .v + V, v = } deb olami/. Г  holda parabola teOa-
■ 2

masi 0|Л-} sistcmaga nisbatan

t 6.V

kanonik ko'rinishga ega bo'ladi.

M iistaqil yechish uchun mashqlar \a test savollari

1. a) markazi (2:-3) nuqtada va radiusi 4 ga teng. b) marka/i 
(-2;3) nuqtada va (1,-1) nuqtadan o'tuvehi; dl diametri AB  
kesmadan iborat, bunda /l(3;9) va B ( l :3 )  aylananing kanonik 
tenglamasi yozilsin va aylana chizilsin.

Ja vo b : a) (.v-2)“+(,vt-3)_=4‘ ; b) (л*К2)ч (y-3)~ 5*; d) (v-5) J- 
( r-6) 13.

2. .-f(9;3). B(-3;3) \a f "(1 1; 1) nuqtalardan o'tmchi aylananing 
kanonik tenglamasi vo/ilsin.

Ko'rsatma. Aylananing kanonik tenglamasiga ,v \a r o'miga 
berilgan nuqtalarni koordinatalarini qo'yib a. b va R ni aniqlash 
uehun uchta tenglamalar sistemasi hosil qilinadi.

3. Ikkinchi darajali А\~л Bxy t CY +/).v l Fy  ' F  :0 algebraik teng
lama marka/i 0 (4:3) nuqtada. radiusi 6 ga teng aylanani ilodalashi 
uehun uning koel'lItsiyentlari qanaqa qiymatlarni qabul qilishi kerak? 
Javob: A - С  1 . В  0, I )  -8, E= 6, /- -1 1

4.a) v ! r : -4.vt6i-3 0; b) ,\ • v'-bx ■ 5 0; d) л r -4r 0 umumiy 
tenglamalari yordaniida berilgan aylananing marka/i va radiusi 
topilsin.

Javob : a) 0|(2,-3), R 4; b) (),(3, 0), R 2, d) (),(():2), R 2.

j



5. Ox o'qqa urinib Or o'q bilan B(Q;b) nuqtada kesishuvchi 
aylananing tenglamasi yozilsin. Javob: .y~+(v-3)" 9.

6. Koordinatalar boshidan a birlik uzoqlikda koordinata o'qlariga 
urinadigan aylananing tenglamasi yozilsin.

Javoh : (х-а)~‘ {у-а)~=а~\ (х'чУ^(у-а)~=а~\ (х-а)~+(у+а)~=а~\ 
(x 4 a)~ f (v t a) = a~.

7.l:.llipsning kanonik tenglamasi yozilsin va ellips ehizilsin.
a) yarim o'qlari mos ra\ ishda 6 va 4 ga teng;
b) fokuslari orasidagi masofa 8 va katta yarim o'qi 5 ga teng;
d) katta yarim o'qi 10 ga va ekssentrisiteti 0,6 ga teng;
e) kichik yarim o'qi 6 ga va ekssentrisiteti 0,8 ga teng;
0 ekssentrisiteti 0,8 ga va fokuslari orasidagi masofa 8 ga teng.

Javoh : a) — f -—  = 1 ; b ) --- к -—  = 1 ;
36 16 25 9

d) V ' 1 : e) V • '' 1 : f)-- • ' 1 .
100 64 100 36 25 9

8. Hllipsning tenglamasi —  + -—  = 1 \a A/(3;r) nuqtasi beryl-
36 12

gan. Shu nuqtasining ordinatasi v topilsin. Javob: ± 3 .
9.Л/(4;0) va N (2;3) nuqtalardan o'tuvchi ellipsning kanonik

teimlamasi vozilsin. J a v o h : ---—  = 1.
16 12

10.\ • 2 5  aylananing barcha nuqtalarini ordinatalarini 5 baro- 
bar kichraytirish natijasida hosil bo'lgan egri chiziq tenglamasi 
yozilsin, turi aniqlansin va egri chiziq ehizilsin.

Javoh : —  4 — - 1 -ellips.
25 1

11. Giperbolaning kanonik tenglamasi tuzilsin va giperbola 
ehizilsin.

a) yarim o'qlari mos ravishda 5 va 4 ga teng;
b) lokuslari orasidagi masofa 14 ga, uchlari orasidagi masofa 12 ga teng;
d) haqiqiy varim o'qi 5 ga va ekssentrisiteti 1.4 ga teng;



с) fokuslari orasidagi masofa 16 ga va ekssentrisiteti 4/3 ga teng; 
1) haqiqiy yarim o'qi v 1? ga teng va .f(5;-2) nuqtadan o'tuvchi; 
g) M  (2л/7;—3) va Л/ . (-7,-6^/2 ) nuqtalardan o'tuvchi.

Javoh:
\

a ) ---
V

1; b)
X V

25 16 36 13
V Л" v ,

d)
V |

; e) --- —  = 1;
25 24 " 36 28
V У2 v .

0
V |

; g ) ------ - 1.
15 6 25 75

12. a) 25.v:-144v =3600, b) 16v:-9v:=144, d) 4.v:-v:-l6 0 
tenglamalari yordamida berilgan giperbolalaming a.b-yarim o'qlari, 
.-.-ekssentrisiteti va Fi, F2 fokuslari topilsin.

Ja vo h :  a) «=12, b=5, с = — , F,(-13;0), F;(13;0) b)a=3, h 4.
12

c = F,(0;-5), F-(0:5) d) a=2, h=4, c= 2V5 , 1;,(-2^5;0),
4

F:( 2>/5 ;0)
Y “ у “ . . . . .

11 :--- 1—  = 1 giperbolaning asimptotalarini tenglamalari yozilsin.
9 25
, 5 5

Javoh : v = —.v va r = —  v.
3 3

88 .
14. 1 kg yog' olish uchun kerakli sut miqdon v -- —  tormula

" " v
yordamida aniqlanishi ma’lum bo'lsa (x-sutdagi yog' loizi) 20 litr 
sutdan I kg yog' olinishi uchun sutdagi yog' loizi qanday bo'lishi 
kerak? Javoh : л-4,4%.

15. Fokuslari orasidagi masofa 5 va asimptotalari v = —.v va 

= _ l v tenglamalarga ega giperbolaning kanonik tenglamasi->
vozilsin.
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, V гJavob: ------  1.
20 5

16. f’ksscntrisitcti 2 ga teng giperbolaning asimptotulari orasidagi 
burehak topilsin.

Javob : 60".
17. v -i' S tengtomonli giperbola berilgan. I okuslari shu 

giperbolaning lokuslarida bo'lib .1(4:6) nuqtadan o ‘tu\ehi ellipsning

kanonik tenglamasi topilsin. Javo/r :---* -— = 1
64 48

18. Parabolaning kanonik tenglamasi yozilsin.
a l simmetriya o'qi O.v o'qdan iborat, uehi koordinatalar boshida 

joylashgan va lokusi uehidan 6 birlik uzoqlikda votgan;
b) uehi koordinatalar boshida joylashgan, (2,-4) nuqtadan o'tuv

ehi va O.v o'qqa nisbatan simmetrik;
d) uehi koordinatalar boshida yotgan, lokusi F(0,3) nuqtada 

bo'lgan Or o'qqa nisbatan simmetrik;
e) lokusi 1 (.i,0) nuqtada, direktrisasi Or o'qdan. simmetriya o'qi

O.v o'qdan iborat.
Javob : a) r 24.v va r"-:-24\. b) r  8.v, d).v‘ 12v, e) v2 -бх-Ч.~» ‘ ’ • •
19. v~- 2px parabola .1(2.4) nuqtadan o'tea uning parametrini 

toping. Javob- p 4.
20. Yo'ng'iehqaning o'rtaeha hosildorligi r (sentner) bilan 

lining sug'orish eluiqurligi v(sm) orasidagi bog'lanish 
г 0.0028.V-t 0,253.v+3,520 formula yordaniida ilbdalanishi ma'lum 
bo'lsa, \ [0; 30| oraliqda o'zgaradi deb v ning qanday qiymatida 
hosildorlik eng ko'p bo'lishini aniqlang?

Javob ' x 30.
21. Hgri ehi/.iqlar ehizilsin:
а) л i4.vr4r" 0, b) 2.v -8.v • г -bxt I 0, d) .y"-8.v-4v2“:0, e) r~-6v 

-v • 2.i 0.
22. Koordinata o'qlarini 45° ga burish natijasida tengtomonli 

\"-v~=cr giperbolaning tenglamasi О Х  У "yangi" sistemaga nisbatan 
qanaqa ko'rinishga ega bo'ladi.
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Javoh : Х У ---- .2
23. v=4.v:-8.v+5 tenglama koordinatalarni almashlirib kanonik 

ko'rinishga keltirilsin. Javob: }'-4.v\
24. a f 4л~+9г'+32л-54у+109=0, в) 4.y2-25v:-24.y+50v-89=(). teng

lama soddalashtirilib egri chiziqning turi aniqlansin.
Javob : a) markazi 0t(-4;3) nuqtada, yarim o'qlari 3 va 2 bo'lgan 

ellips; b) markazi 0|(3,1) nuqtada, haqiqiy yarim o'qi 5 ga va 
mavhum yarim o'qi 2 ga teng bo'lgan giperbola.

25 -— t- -— = 1 ellipsning eng sodda qutb teimlamasi topilsin.
9 4

4
Javob : r = ---- j=---- .

3 — V 5 cos(p
26. x2 -4.v+ v: +6v +  13 =  0 tenglama nimani ifodalaydi?
A ) aylanani B ) ellipsni D) giperbolani E ) parabolani F) nuqtani.
27..v’ f  v2 f 2(.v f  r )  + 4 0 tenglama nimani ifodalaydi?
A) nuqtani B ) aylanani D) ellipsni E ) parabolani F) hechnimani. 
28. y : + v" + 4.v-6v + 12 = 0 tenglama nimani ifodalaydi?
A ) aylanani B ) ellipsni D) giperbolani E ) parabolani F) nuqtani.
29.4.v: + 9v: - 16.T + 54 v + 61 = 0 tenglama nimani ifodalaydi?
A ) aylanani B ) ellipsni Г)) giperbolani E ) parabolani F) nuqtani.
30. v: + 2л’-4д- = 24 tenglama nimani ifodalaydi?
A) aylanani B ) ellipsni D) giperbolani E ) parabolani F) hechni

mani.
л

31. r = --- 1---  tenglama nimani ifodalaydi?
5 + cos <p

A) aylanani B ) ellipsni D) giperbolani E) parabolani F) nuqtani.
2 . . .32.r = --------- tenglama nimani ifodalaydi?

5 - 8cos(p
A) aylanani B ) ellipsni D) giperbolani E ) parabolani F) nuqtani.
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33./- - tenulama nimani ifodalavdi?
9 -t .9cos(p

A) aylanani B ) ellipsni D) giperbolani E ) parabolani F) nuqtani.

O ‘z-o‘zini tekshirish uchun savolhir

1. Ikkinchi darajali algebrik tenglama deb qanaqa tenglamaga aytiladi?
2. Ikkinchi tartibli egri ehiziq deb qanday chiziqqa aytiladi?
3. Qanday ehiziq aylana deb aytiladi'.' Uning kanonik tenglamasini 

yozing.
4. Aylananing radiusi nima?
5. Qanday ehiziq ellips deb aytiladi? IJning kanonik tenglamasini 

yozing.
6. Ellipsning markazi deb qaysi nuqtaga aytiladi?
7 Qanday nuqtalar ellipsning uchlari deb ataladi?
8. Qanday o'q ellipsning fokal o'qi deb ataladi?
9. Ellipsning ekssentrisiteti deb nimaga aytiladi va u doimo qanday 

shartni qanoatlantiradi?
10. Yarim o'qlari teng ellips nimani ifodalaydi?
1 1. Qanday ehiziq giperbola deb ataladi? Uning kanonik tenglamasini 

yozing.
12. Qanday nuqta giperbolaning markazi deb ataladi?
13. Qanday nuqtalar giperbolaning uchlari deb ataladi?
14. Giperbolaning ekssentrisiteti deb nimaga aytiladi va u doimo 

qanday shartni qanoatlantiradi?
15. Qaysi o'q giperbolaning fokal o'qi deyiladi?
16. Giperbolaning asimplotalari nima?
17. Qanday ehiziq parabola deb ataladi? Uning kanonik tenglamasi qanday?
18. Parabolaning lokusi va direktrisasi nima? Ular qanday xossa bilan 

bog'langan.
19. Qanday nuqta parabolaning uehi deb ataladi'?
20. Parabolaning fokal o'qi nima? Unga nisbatan parabola qanday 

joy lashadi?
21. Ikkinchi darajali algebraik tenglamalar aylana, ellips,giperbola va 

paraboladan tashqari yana nimalarni ifodalashi mumkin?
22. Ikkinchi tartibli egri chiziqlar qacrlarda ishlatiladi?
23. Ikkinchi tartibli egri ehiziqlarning qutb tenglamalarini yozing.
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12. T E k l S I  IK  I K N ( i l  A M A L A U l

12.1. tg ri chiziq va sirt tenglamasi haqida tushuncha

Biz to'g'ri chiziq hamda ikkinchi tartibli egri chiziqlar bilan 
taiushdik. Ko'rdikki lo 'g'ri chiziq tenglamasi dckart koordinatalari .v 
va v ga nisbatan birinchi darajali tenglama yordamida, ikkinchi 
tartibli egri chiziqlar esa ularga nisbatan ikkinchi darajali algebrik 
tenglamalar yordamida aniqlanadi. Boshqacha aytganda л \a у  ga 
nisbatan birinchi darajali tenglama Qyi tekisligidagi to'g'ri chiziqni 
aniqlaydi, ularga nisbatan ikkinchi darajali algebrik tengl.mri esa ч!т 
tekislikdagi ikkinchi tartibli egri chiziqlarni aniqlashi mumkin. I Midi 
(7vr tekislikdagi istalgan egri chiziq tenglamasi tushunchasini 
kiritamiz.

Faraz qilaylik v \a v ni bog'lovchi I ( v; v) 0 tenglama berilgan 
bo'lsin.

1-la’rif. Oxy tckislikning koordinatalari F(.v,i) U tenglamani 
qanoatlantiruvchi nuqtalarining geometrik o'rni shu tenglama 
yordamida aniqlanadigan egri chiziq deb ataladi.

F(.v. v)=0 tenglama ana shu egri chiziqning tenglamasi deb 
ataladi.

Demak, egri chiziq tenglamasi deb dckart koordinatalari v va v ni 
bog'lovchi shunday l(.v,r) 0 tenglamaga aytiladiki, egri chiziqning 
istalgan nuqtasining koordinatalari bu tenglamani qanoatlantiradi va 
egri chiziqda yotmagan liech bir nuqtaning koordinatalari bu 
tenglamani qanoatlantirmaydi.

Boshqacha aytganda ()\v  tekislikdagi istalgan egri chiziq lining 
tenglamasi deb ataluvchi t ( v. v) U tenglama yordamida aniqlanar 
ckan, ya'ni F(.v. v) U tenglama Oxy tekislikdagi egri chiziqni 
aniqlaydi.

Shunga o'xshash
F( v. г r ) 0  (12.1)
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tenglama ham Oxyz fazodagi koordinatalari sliu tenglamani 
qanoatlantiruvchi sirtni aniqlaydi. (12.1) tenglama ana shu sirtning 
tenglamasi deb aytiladi, ,v.y.z lar esa dekart koordinatalari deyiladi.

Izoh. Istalgan F(.v,v)=0 tenglama har doim egri ehiziqni va 
F(.v. v.j)=0 tenglama har doim sirtni aniqlaydi deb o'ylash noto'g'ri.

Endi fazodagi analitik geometriya bilan tanishishga kirishamiz.

12.2. Berilgan nuqtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasi

Oxyz fazoni hamda unda berilgan Qtekislikni qaraymiz.
2-ta’rif. Tekislikka perpendikulyar vektor tekislikning normal 

vektori deb ataladi.
Tekislikning bitta A/|(.Vi;vi;ri) nuqtasi hamda normal vektori

A' = \A\B\C) berilganda uning tenglamasini keltirib chiqaramiz

(64-chizma). Faraz qilaylik, M (x;v;z) nuqta Q tekislikning ixtiyoriy 
nuqtasi bo‘ lsin. Л/, M  = (x - .v,) / + ( y -  ) j  + ( г -г, )k vektorni 

qaraymiz. Bu vektor Q tekislikda yotadi. N  vektor Q tekislikka per
pendikulyar boMganligi uchun u shu tekislikda yotgan M XM  vector- 
ga ham рефе!^1ки1уаг bo'ladi. Ikki vektorning perpendikulyar bo'lishi

64 -vhiznia
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uchun ularni skalyar ko'paytmasi .1/, M  ■ N -  0 bo'lishi muqqarrar 
cdi. Koordinatalari yordamida berilgan ikki vektorni skalyar ko'payt- 
masini topish formulasiga ko'ra

Л/j M  ■ N  = A(x -  .y, ) + B ( y  - v,) + C (z  - z,) = 0 
yoki A(x -  .y, ) + B{  г - i’, ) + C(z -  ) = 0 (12.2)

tenglikka ega bo'lamiz. Shunday qilib Q tekislik ixtiyoriy M (x ;y ;:) 
nuqtasining koordinatalari (12.2) tenglamani qanoatlantirar ekan. Q 
tekislikda yotmagan hech bir nuqtaning koordinatalari bu tenglamani

qanoatlantirmaydi, chunki bu holda M VM  va A vektorlar o'zaro
perpendikulyar bo'lmaganligi uchun ularning skalyar ko'paytmasi

noldan farqli, ya’ni M hM  ■ N  *  0 bo'ladi.
Demak (12.2) tenglama Q tekislikning tenglamasi. (12.2) teng

lama berilgan nuqtadan o'tuvchi tekislik tenglamasi deb ataladi.
Shunday qilib, har qanday tekislikka dekart koordinatalari x. v,z 

larga nisbatan birinchi darajali tenglama mos kelishini ko'rsatdik.
3-ta’rif. Fazoning M  nuqtasidan o'tuvchi tekisliklar to'plami 

tekisliklar bog‘lami deb ataladi. M  nuqta bog‘lamning markazi 
deyiladi.

A.B .C  koeffitsiyentlar har xil qiymatlarni qabul qilganda (12.2) 
tenglama markazi A/|(.Yi;vi;zi) nuqtada bo'lgan tekisliklar bog'la- 
mining tenglamasini ifodalaydi.

l-misol. A/](3;-2;l) nuqtadan N  = / + j - 2 k  vektorga perpen

dikulyar o'tkazilgan tekislik tenglamasini yozing.
Yechish. Bu yerda A - 1, B= 1, C=-2; _yi=3, vi=-2, zi = l. (12.2) 

formulaga binoan l-(.v-3)+l-(_v+2)+(-2)-(r-l)^0 yoki ,v + i-2r+l =0 
tekislik tenglamasiga ega bo'lamiz.
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Biz \uqonda ickislik tenglamasi dekart koordinatalari .v, r \ a :  ga 
nisbatan birinchi darajali (chi/iqli) tenglama ekanini ko'rdik. I.ndi 
aksini ya'ni v. v va /. ga nisbatan birinchi darajali har qanday 
tenglama tekislik 'englamasi ekanini ko'rsatamiz.

. I v 1 B y ■ I r • D  0 ( 12.3)
tenglamaga ega bo'laylik. Bu verda A, B. ( /) ma'lum sonlar bo'lib 
ulardan \. B. ( ' koellitsiyent lar bir vaqtda nolga teng emas. Aks 
holda bi/ tenglama emas balki /J=0 avnivatga ega bo’lamiz.

C^O deb Гага/ qilib ( 12.3) tenglamani
/)

.l(.v-0 ) + #( v - 0 )  + С (z ч---) — 0 (12.4)
(

ko'rinishda yo/.amiz. Bu tenglamani (12.2) tenglama bilan taqqoslab
( D I . . .u I / I ();();— 7 | nuqtadan o'tib \ Ai < В  j  4 ( к normal \ektor-

ga ega tekislik tenglamasi ekanini ko'rami/.
( 12.3) tenglama tekislikning umumiy tenglamasi deb ataladi.
Hndi tekislikning umumiy tengiamasining xususiy hollari bilan 

tan ishib chiqamiz.
l.O/od had D  0 bo'lsin. Bu holda tekislik tenglamasi 

Ay • B r  * С г ' О ko'rinishga ega bo'ladi. .v 0, О , r- 0 bu 
tenglamani qanoatlantirgani uchun tekislik koordinatalar boshi 
()(0;(};()) nuqtadan o'tadi. Demak tekislik tengiamasining ozod hadi 
nolga teng bo'lganda tekislik koordinatalar boshidan o'tar ekan.

2. Ienglamada dekart koordinatalari oldidagi koeflltsientlardan 
biri. masalan C=() bo'lsin. Bu hokla tenglama Ax - By ■ D  0 ko'ri

nishga ega bo'ladi. C pr S' 0 dan Y normal vektorning Oz 
o'qqa perpendikulyarligi \a tekislikning Oz o'qqa parallel Iigi kelib 
chiqadi. Agar A.x~ By D =0 tenglamani Oxy tekislikda qarasak u 
to'g'ri chiziqning umumiy tenglamasini ifoda etadi. Biz qaraydigan 
holda Oz o'qqa parallel tekislik Олт tekislikni ana shu to'g'ri ehiziq 
bo'vlab kesib o'tadi.

12.3. Tekislikning umimm ko'rinisluiagi tenglamasi
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Shunga o'xshasli Ax+Cz ■ D  0 ickislik Ov o'qqa parallel, 
B v ( ' z O ) - ( )  tekislik esa Ox o'qqa parallel ekanligini ko'rsatish 
mumkin: agar tekislik tenglamasida dekart koordinatalari v, г. г 
lardan qaysi biri qatnashmasa tekislik o'sha koordinataga mos o'qqa 
parallel bo'ladi.

3. Tenglamada dekart koordinatalari oldidagi koeffitsiyentlardan 
biri va o/od had nolga teng, masalan ( '  D=() bo'lsin. Bu holda 
Ax ■ B y 0 tenglama 1 bandga asosan koordinatalar boshidan o'tadi 
\a 2-bandga ko'ra u О/ o'qqa parallel bo'lishi lo/im. Demak 
Ax- Bv=() tekislik Oz o'q orqali o'tadi.

Shuningdek By  ■ ( b=0 va Ax t Cr=0 tenglamalarga Ox va Oy 
o'qlar orqali o'tuvchi tekisliklar mos keladi.

4.Teimlamada dekart koordinatalari koelfitsiyentlaridan ikkitasi 
no 1ца teng bo'lsin. Masalan. A B- 0. Bu holda C z i D  0 tekislik 3— 
banddagi muloha/aga ko'ra ham O.v o'qqa, ham (h o'qqa parallel 
bo'ladi. Demak u Oxy tekislikka parallel bo'ladi. Shuningdek 
Ax ■ I )  0 \a By ■ П  О tekisliklar Oir va Олт koordinata tekisliklariga 
parallel tekisliklarning tenglamalaridir.

5. Tenglamada ikkita dekart koordinatalarining koetTitsiyentlari 
hamda o/od had nolga teng bo'lsin. Masalan, A B O  0. U holda 
tenglama Cz-0 yoki r=0 ko'rinishga ega bo'ladi. 4-banddagi 
muloha/alarga ko'ra u Oxy tekislikka parallel. 1-bandga asosan u 
koordinatalar boshidan o'tadi. Demak z=0 tenglama Oxv tekislikning 
tenglamasi. Shuningdek, i=0 tenglama Олт tekislikning tenglamasi, 
л 0 tenglama Oyz tekislikning tenglamasidir.

2-misol. Fazoning berilgan ikkita Л/, (.v,; r , ; r , ) nuqtalari va 
V/ (a\; v , ; z , )  dan teng uzoqlikda joylashgan nuqtalarning geo-

metrik o'rnini toping.
Yechish. A/(.v; v ;r ) izlanayotgan nuqtalar to'plamining ixtiyoriy

nuqtasi bo'lsin. Shartga ko'ra А/, V/ = M  M .  Fazodagi ikki nuqta 
orasidagi masofani topish formulasi (6.8) ga asoslanib

V(.v -л,) +(.v — A’, > +( - “ - )  - \ (v - .v : ) + (y i-) + (_ - r : )

231



tenglikka yoki, bu tenglikning har ikkala tomonini kvadratga 
ko'tarib,

( v - v, ): + ( v - г ,)- + (г - - )2 = ( л- - .v )' + ( v - y : ) : + (z -  z2 ) 2 

ga ega bo'lamiz. Kvadratlarni ochib ixchamlasak

-v — 2A'rV + .Y, + y~ — 2vl_v + y l +r~ — 2ztz + z~ =

= a- — 2\vv + x = y : + 2\\v+\\2+z1-2z,z + z7,

2( v: - A-) Y + 2( r: -  r , ) r  + 2(c; - r , ) r  + A-,: + 1,: +Z,2 -A%2 - y :: - _ :2 =0 
bo'ladi.

2(a-2 - a , ) = A, 2( v2 - r , ) = B, 2(z2 - г , ) = С
2 2 1 1 ■* ■> 

a"| ‘ V| +  Г |  — .v2 “  — r - i “  — =  D
belgilashni kiritsak oxiri tenglama

Ax + By  + Cz + D  = 0
ko'rinishni oladi.

Demak izlanayotgan nuqtalarning geometrik o'rni tekislikni ifo- 
dalar ekan.

12.4. Tekislikni uning tenglamasiga 
ko‘ra yasash

Tekislikning ma'lum tenglamasiga ko'ra uni yasash qiyin emas. 
Buning uchun tekislikning bir to'g'ri chiziqda yotmaydigan uchta 
ixtiyoriy nuqtasini bilisli kifoya. Tekislikning nuqtasini uning 
Ax+Bv+Cz+D=0  tenglamasidagi koordinatalardan ixtiyoriy ikkita- 
siga ma lum qiymatlar tayinlab uchinchi koordinatani shu tengla- 
madan aniqlash orqali topiladi.

Agar tekislik koordinata o'qlariga parallel bo'lmasa, tekislikning 
koordinata o'qlari bilan kesishish nuqtalarini topgan ma’qul.

3-misol Зл'+6г+2г-12=0 tekislikni yasang.
Yechish. Tekislikni koordinata o'qlari bilan kesishish nuqtalarini 

aniqlaymiz. Ox o'qning nuqtalari uchun v=(), r=0 bo'ladi. Bularni
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berilgan tenglamaga qo'ysak 3.v-l2=0, \--4 bo'ladi. Demak tekislik 
O.x o'q bilan .1(4;0;0) nuqtasida kesishar ekan (65-cliizma).

Ci 0:0 -6 )

Af4.-0.-0,>

6 5-ehizma.

Tenglamaga .v=0, v=() qiymatlarni qo'ysak 2z-12 0, / 6 kelib 
chiqadi. Demak. tekislik Oz o'q bilan C(0;0:6) nuqtada kesishar 
ekan. Agar tenglamaga ,y=0, r=0 qiymatlarni qo'ysak 6r-12=0, v- 2 
kelib chiqadi. Demak tekislik Oy o'q bilan Д(0;2;0) nuqtada kesishar 
ekan. Shunday qilib berilgan tekislik Л(4;0;0), Z?(0;2;0) va C(0;0;6) 
nuqtalardan o'tar ekan (65-chizma).

4-misol. Oz o'qqa parallel hamda /li(2;3;-l) va 5|(-1;2;4) nuqta
lardan o'tuvchi tekislik tenglamasi yozilsin va tekislik yasalsin.

Yechish. Oz o'qqa parallel tekislik tenglamasi

A.x+Bv+D=0 (a )

ko'rinishga ega ekanligini ko'rdik (Oz o'qqa parallel tekislik tenla- 
masida г koordinita ishtirok etmaydi).

Agar tekislik biror nuqtadan o'tsa bu nuqtaning koordinatalari 
o'sha tekislik tenglamasini qanoatlantiradi. lekislik tenglamasi (a ) 
ga A i va B] nuqtalarning koordinatalarini qo'yib,

j2 A  + 3B+  D  = 0,
\ - A  + 2B  + D  = Q
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sistemaga ega bo'lamiz. Bu sistemani uch noma’lumli ikkita bir jinsli 
chiziqli tenglamalar sistemasining yechimini topish tormulasidan 
Ibydalanib yechamiz.

■ A; />’
I I

■A; /)
-1 2

A: I A: /> -ЗА. /) 7A .

А. В  va ( ' ning topilgan qiym atlarini (a )  ga qo’ysak, 
A.V-3Av + 7A~-() yoki A ga qisqartirilsa .v-3n7 0 tekislik tenglamasi 
kelib chiqadi. Tekislik Oxy tekislikni л-3)Й7 0 to’g’ri chiziq bo’ylab 
kcsib o'tadi (66-chizma). Shuning uchun tekislikni chiz.ishdan oldin to'g'ri 
chi/.iqni chiz.amiz. Tenglamaga .v 0 qiymatni qo'ysak -3v+-7 -0,

7 .
г - va v 0 qiymatni qo'ysak ,v -7 kelib chiqadi. Demak to'g'ri

(0. -Cl)

66-cliiznia.

chiziq Oxy  tekislikning
J)

ва (-7;0) nuqtalaridan o'tar ekan.

5-misoI. A( 1;2;4) nuqtadan o'tib Oxy  tekislikka parallel tekislik 
tenglamasi yozilsin va tekislik yasalsin.

V ecliish. Oxy ga parellel tekislik tenglamasi Cz I D  O ko'ri
nishiga ega ekanligini bilamiz. Bunga A nuqtaning koordinatalarini 
qo'yib 4 ( ’+Z> 0, D  -4C ga ega bo'lamiz.
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67 chizma.

/) nina ushbii qiymatini tekislik tenglamasiga qo'ysak ( r-4( =0 
yoki ( ga qisqartirsak r-4 0; г 4 hosil bo'ladi(67-ehi/ma).

Bu tenglama Л(1;2;4) nuqtadan o'tib Oxy tekislikka paidleI 
tekislik tenglamasi.

12.5. Tekislikning kesmalarga nishatan tenglamasi

Tekislik tenglamasi Iv B y i ' r .  D  11 da A,B .C.О koell’ilsiyent- 
laridan heeh biri nolga teng boMmasin.

O/od had D  ni tenglamaning o'ng tomoniga o'tka/sak

h - By  • ( г - -/) 
bo'ladi. Bu tenglamaning har ikkala tomonini -D ga bo'lsak.

- D - D  - D
Ax By  C z  ,i \oki

v
D _ D  I )  
A В  (

hosil bo'ladi.

—  - n.
I )
A

belgilashni kiritsak. tekislik tenglamasi
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ko'rinishiga ega bo'ladi. Bu tenglama tekislikning kesmalarga 
nisbatan tenglamasi deb ataladi. Bu yerda ci.h.c lar tekislikning 
Ox.Oy.Oz o'qlardan ajratgan kesmalari.

6-misol. 15.v+20i’+12r-60-0 tekislikni yasang (68-ehizma). 
Yechish. Tekislik tenglamasini kesmalarga nisbatan

a = 4, b = 3, с = 5 

Demak tekislik Л(4;0;0), S(0;3;0) va C’(0;0;5) nuqtalardan o ‘tar

Bir to'g'ri ehiziqda yotmagan va
nuqtalar berilgan bo'lib ular orqali o'tuvchi tekislik 

tenglamasini topish talab etilsin. M(x.y.z) tekislikning ixtiyoriy 
nuqtasi bo'lsin. U holda:

15л- 20  г 12 :  x v zyozamiz: 15x+20v+12r=60;---+ ^  +--- = 1; -  + 2- + -  = l;
60 60 60 4 3 54 3 5

ekan.

A

V

68—chizma.

12.6. Uch nuqtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasi



М ! М  = (х  - Л'|)/ + (у  - Г|)./ + (z - Z[ )к , М | М 2 = 

= (л'2 - х ,)/ + (у2 - >’!)./ + (о  - ч  )А

Л/1 Л/з =("А-3-А-, ) i  + О 3-Л ) j  +( ^ г ч  Д  

vektorlar shu tekislikda yotadi, ya’ni ular komplanar bo'ladi. Uch

vektorning komplanarlik sharti (Л/Л/, x  Л/, Л/.) ■ Л/ \f =0 ga bi
noan

.V - x v - v,

-Vi-*, .V,-У,
-I
-1

= 0 ( 12.6 )

tenglamaga ega bo'lamiz. Bu tenglama uch nuqtadan oktuvchi 
tekislik tenglamasi.

7-misol. A/| (1 ;2;-l); M 2{-\ ;0;4); A/i(-2;-l; 1) nuqta lardan o'tuvchi 
tekislik tenglamasini toping.

Yechish. (12.6) formulaga binoan izlanaetgan tekislik tengla
masini

.v -1 y - 2  :  + I 

-2 -2 5 =0 
-3 -3 2

ko'rinishda yozamiz. Determinantni birinchi satr elementlari bo'yi
cha yoysak:

(_-+!)= 0

yoki ikkinchi tartibli determinantlarni hisoblasak, 1 1 (v-1)-1 l(v-
2)+0-(z+l)=0 va tenglikni 11 ga qisqartirib ixchamlasak, .v-l-v+2=0; 
.v-v+l=0 kelib chiqadi. Bu tenglama Oz o'qqa parallel tekislikni 
aniqlaydi.

-2 5 -2 5 - 2 - 2
(л - 1)- ( y - 2 )  +

-3 2 -3 2 -j - j
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12.7. Tekislikning normal tenglamasi

O.xvz I'azoda koordinatalar boshidan o'tmovchi Q tekislik 
beri 1цап bo'lsin. Koordinatalar boshidan tekislikka ( )/’ perpendikular 
o'tka/ib uning u/unligini p orqali va perpendikulyarning O.x. Oy, Oz 
o'q lar bilan tashkil elgan burchaklarini mos ra\islula u.ji.y lar orqali 
belgilaymi/. I holda tekislik tenglamasini

veos« t i eos/i f  г cos;/ - p - 0 (12.7)

ko'rinishda tas\ irlash mumkin bo'ladi. i 12.7) tekislikning normal 
tenglamasi deb ataladi. Bu tenglamaning o'ziga xos \usii4\atlaridan 
biri cos" a  • cos p  + cos , 1 va /;>().

Agar tekislik

Л.х ■ B y t Cz • D  0

umumiv ko'rmshidagi tenglamasi yordaniida berilsa bu tenglikni 
normallo\chi ko'paytuvchi deb ataluvchi

ga ko'paytirish natijasida tekislikning normal tenglamasiga keltiri- 
ladi. Mormallovchi ko'pavtuvchining ishorasi ozod hadmng ishora- 
siga qarama qarshisi olinadi. Demak:

A В------ .V + - = ■ ------  V 4
\ Л~ ■ И' Л ' \ А ~ ‘ В'+С-

tekislikning normal tenglasim va

p -  J ----  (12.8)
v/1 - +C*

koordinatalar boshidan A.x-' /iifcCr t D-U tekislikgacha masolani 
ifodalaydi.

8-misol. 5.v+7i-34n-5 0 tekislik tenglamasi normal ko'rinish- 
ua keltirilsin.
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Yechish. Ozod had 5>() bo'lgani uchun normallovchi ko'pay- 
luvchi N oldida minus ishora olinadi. Misolda A=5, B=7, C’~-34

bo'lgani sababli /V = — -----L :--- ; /V = — .J—  . Benlgan
4/52 +72+(-34)2 ^123°

tenglamani bunga ko'paytirsak

5 7 34 5 n■ .v — v t------~ - - I)
s/T230 " м 1230 ‘ v 1230 '  v 1230

tekislikning normal tenglamasi kelib chiqadi.
9-misol. Koordinatalar boshidan lO.vH 5v-6r-380 0 tekislik- 

kacha masofani toping va shu perpendikulyarning koordinata o'qlari 
bilan tashkil etgan burchaklarning kosinuslariiii toping.

Yechish. Ozod son-380-О bo'lganligi uchun normallovchi 
ko'paytuvchi oldida plyus ishora olinadi:

1 1 1
/V ------ -------  — ^  —

^102 +152 +( 6)2 ^361 19

(12.8) formulaga binoan koordinatalar boshidan lekislikgacha 
3S0| 380 
19 19

masofa P  -- — ^-^-20 bo'ladi. Endi burchak kosinuslariiii

topamiz:

/1 К) „ В 15 С 6cos a  = —  — , cos R = —  - — , cos v = —  = -.
Л 19 A 19 ' A 19

12.8. Ikki tekislik orasidagi hurchak. Tckisliklarning 
parallellik va perpendikulyarlik shartlari

KesishuNchi Oi va Q ;; tekisliklar, mos ravishda. 
/1|.\ - B ] у + Q c+  D\ - 0 (Qi tekislik) va /f.v + B-,y + -C2z • I')■> т 0 
( (A tekislik) tenglamalari yordamida berilgan bo'lsin. Ikki tekislik 
orasidagi burchak deganda tekisliklar tashkil etgan ikki yoqli 
burchaklardan biri tushuniladi. Oi va Q : tekisliklarning normal

239



vektorlari N } va N 2 orasidagi burchak ana shu burchaklardan 
birini ilodalaganligi uchun tekisliklar orasidagi burchakni topish 
ularning normal vektorlari orasidagi burchakni topishga keladi (69- 
chi/.ma).

' 0

69- ehizma.

/V, -- /1, / • B ] j  + C  i к va ЛЛ = /)2 / + J  ' t  - к

vektorlar orasidagi burchak

COScp — 1 (12.9)
|̂2 ’ f V ̂ 2 + й2 +(- 2

lormula yordamida to pi 1 is h in i bilamiz. Ana sha formula Qi va Q; 
tekisliklar orasidagi burchakni topish formulasi bo'lib xizmat qiladi.

10-misol. 5.v-3v+4r-4=0 va 3.v-7>’-2z+5=0 tekisliklar orasidagi 
o'tkir burchakni toping.

Yechish Bu yerda A\=5, В i=-3; C|=4; A?~3, B 2=-4, C:=-2 
bo'lgani uchun (12.9) lormulaga binoan:

5-3+(-3) (-4)+4 (-2) 15+12-8

yj52 +(-3)2 +42 -\]32 +(-4)2 +(-2)2 >/50 >/29

coscp J^L;cos< p = 0,4990; cp ■ 60(W . .
5 >/58
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I'ckisliklar orasidagi o'tkir burchakni topish talab ctilganligi 
sababli (12.9) formulaning o'ng tomonidagi ilbdanmg absolyut 
qiymatini oldik.

1. Tekisliklaniing parallellik sliarti. Qi va (Ь  tckisliklar faqat- 
larniim normal vcktorlari /V, /I,/ * I I  j i (  iк vamna

H i 42i + H-, j  i С 2 k parallel (kollinear) bo'lganligida parallel
bo'ladi ( 70-ehi/ma).

Shuning uehun ikki vektorning parallellik shartidan

I Hi c,.11 11 (12.10) 
■1 , Ih c\

ца ega bo'lamiz. Bu lekisliklarning ham parallellik shartidir. Demak. 
ikki tekisliklarning mayitid koordinatalari oldidagi кое11 itsiyenllari 
proporsional bo'lganda va faqat shu holdagina nlar parallel bo'lar 
ekan.

P'ndi berilgan Д/1f.vi/_i’t 1) nuqtadan

ah
— /

70-chizmu.

A vx-\ lhv+(\z-\ L>-i) И

tekislikka parallel o'tkazilgan tekislik tenglamasini topamiz. Buning 
uehun Д/1( vi; r i:r /J nuqtadan o'tuvehi tekislik tenglamasini yozamiz.
I 'ning

-■Kv-Ait’ /iO '-n lK l-- :,) (I (/0

ko'rinishga ega ekanligi ma’ lum. Bu tekislik berilgan ( « ) tekislikka 
parallel bo'lishi uchim
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A  J L  £ .
/1, в ] с ,

shart bajarilishi kerak. Demak,

A A-,.В  B\.C C\

deb olishimiz mumkin. Ushbu qiymatlarni tekislik tenglamasi (/i)ga 
qo'yib

. 1 it.v-v ) * /> i< r-r ) 1 ( ',(r-zi) 0 f 12.1 1)

tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglama berilgan tekislikka parallel 
oktkazil«an tekislik tenglamasi.

11-misol. Koordinatalar boshidan ,v+y+r=l tekislikka parallel 
o'tkazilgan tekislik tenglamasi tuzilsin.

Y echish. Bu yerda .v, n 0 va A \ B\ =Cr 1 bo'lgani uchun 
( 12.1 1) ga binoan .v • r • - 0 tenglamaga ega bo'lamiz.

2. Tckisliklarning perpendikulyarlik sharti. Ikki tekislik ular
ning normal vektorlari /V, va AS o'zaro perpendikulyar bo'lgan- 
dagina perpendikulyar bo'ladi (71-chizma).

Ikki vektorning perpendikulyarlik shartiga asosan
A\A -В В  •('■ Г  I) (12.12)

formulaga ega bo'lamiz. Bu ikki tekislikning perpendikulyarlik 
shart idir.
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hndi berilgan ikkita A/|( vi ;n ;~i) \a nuqtalar orqali
o'tuvehi va A lx+B\v+C\z+D]=i) tekislikka perpendikular tekislik 
tengmasini topamiz. .V/](_vi;vi ;r i ) nuqtadan o'tuvehi istalgan tekislik 
tenglamasini yozamiz. L

ko'rinishiga ega bo'ladi. Shartga binoan A/;(.Y';i':;rO nuqta ham shu 
tekislikda yotganligi uehun uning koordinatalari tekislik tenglamasini 
qanoatlantiradi, ya’ni

-vi ) • B( v;-i i ) • С ( ~ 2 - ~  ) 0. (12.14)

Ikkinehi tomondan (12.13) tekislik berilgan tekislikka perpendi
kulyar bo'lganligi uehun

/Mi+flfi,+CCi=0 (12.15)

perpendikulyarlik sharti bajariladi. (12.14) va ( 12.15) ni birlashtirib

A (x2 - .V,) + B (v 2 - У\) + (- (о  - Z\) 0, ( 12 | ()) 
AA , + BB, ■ CC, - 0

sistemaga ega bo'lamiz. (12.16) dan А. В  va С  koeltitsiventlardan 
istalgan ikkitasini uehinehisi orqali ifodalab ularning topilgan 
qiymatlarini (12.13) tenglamaga qo'yib tenglamani uchinehi koel- 
fitsiventga qisqartirilsa. izlanayotgan tenglama kelib ehiqadi.

12-misol. A/|( 1: 1; 1) va V/2(0; 1; - I ) nuqtalar orqali o'tuvehi va 
,v I v 1 r=() tekislikka perpendikulyar tekislik tenglamasi topilsin. 

Yechish. A/i(l; 1; 1) nuqtadan o'tuvehi tekislik tenglamasi
/Пл--1)+Яг-1)^С(г-1)-0 (;/)

bo'ladi. Tekislik ЛЛ(0;1;-1) nuqtadan о'tishi va berilgan .v • v т  0 
tekislikka perpendikulyarlik sharti ( 12.16) ga binoan

|Л (0-1 )+  /J(l-1 ) + C (- I- 1 ) = 0, o|_. j -A - 2C - 0,
"\A ■ I + /M  + С  -1 = 0 >0 ' [A  + B  + C  - O '
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I A -t 2C  = 0,
A В  + С  = 0

ga ega bo'lamiz. Sistemaning birinchi temilamasini

A -2С  ko'rinishda yo/.ib uni С  ga bo'lsak — = -2 bo'ladi. Siste

maning ikkinchi tenglamasini T g a  bo'lsak

A В . В A , .  , .
- . - ■ I  0: -  - - - I  , 2,  I I

hosil bo'ladi. Tekislik teimlamasi (;/) ni С  ца bo'lib — va -
' С с

o'rniga ularning topilgan qiymatlarini qo'ysak izlanayotgan tenglama 
hosil bo'ladi:

1) • ^ ( y - l )  t r-1  =0; - 2(.v - 1) + I ■ ( v - 1) + - - I =0;

-  2.v + 2 + у  -  1 + z -  1 = 0; 2 x -  у -  z = 0..

12.9. llch tckislikning kesishish nuqtasi

Berilgan uchta A ix + B ]y + C]z + D [ =0, A :x YBzy+C2z * D 2=0 va 
.k v j В л ' S-C\z--Dy 0 tekisliklarning kesishish nuqtasi.

A\X + В\у + Q z + /), = 0,
A2x  + В2у + C2z 4 D2 = 0,
AyX  4- By У + C 3Z + / ); = 0.

sistemani yechib topiladi. Sistemaning asosiy determinanti

A B\ C,
A = a2 B: c2 * 0

At, в, c\
bo'lganda sistema yagona yechimga ega bo'ladi va berilgan uchta 
tekislik bir nuqtada kesishadi. Д=0 bo'lganda tekisliklar bir nuqtada 
kesishmaydi.
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13-misol. 2.v-y+3r+2=0, .v+2v-r-9=0 va 3.v+v-2r-11 =0 tekislik- 
larning kesishishi nuqtasi topilsin.

Yechish.
2.v - v + 3r = -2, 
л- + 2 v - z  = 9,
3.v + v - 2 :  = 1 1

sistemani yechib tekislik lyarning kesishish nuqtasining koordinata
lari л-2, i-3, z=-1 larni topamiz. Demak tekisliklar l/(2;3:-l) 
nuqtada kesishar ekan.

12.10.Nuqtadan tekislikgacha masofa

Nuqtadan tekislikgacha masofa deganda shu nuqtadan tekislikka 
tushiriIgan perpendikularning uzunligi nazarda tutiladi.

Berilgan Л/i(_V] ;n ;ri) nuqtadan Ax 4 By  t C :  ( D~ 0 tenglamasi 
yordamida berilgan Q tekislikgacha cl masofa

( i j A x l+Byl+CZi+D\ ( i : n
, A \ B 2 ,C 2

formula yordamida topiladi. Bu formulani ke It ir ib chiqarish tekis
likda nuqtadan to'g'ri chiziqgacha masofani topish formulasini kelti- 
rib chiqarishga o'xshaganligi uchun uni isbotlashni o'quvchiga qol- 
diramiz.

14—misol. Л(2;3;-1) nuqtadan 7.v-6r-6r+42=0 tekislikgacha ma
sofa topilsin.

Yechish. (12.17) formulaga A=7, B=-6, C=-6, /> 42, ,vi=2, vi=3, 
г i —-1 qiymatlarni qo'ysak izlanaetgan masofa

7-2-t-(-6)-3+(-6) J - 1)4-42 14-184-6*42

V 72 4-(—6)2 + (-6)2 V 121

kelib chiqadi.
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Mustaqil yechish uchun mashqlar va test savollari

1. Л/|(3;2:-1) nuqtadan o'tib /V ]- l;0 ;2 j normal vektorga 
ega tekislik tnglnmasi yo/ilsin. .Javob: ,v-2r-5=0.

2. Л(2;-3;2) va Я(7;1;0) nuqtalar orqali o'tuvchi va O.v o'qqa 
parallel tekislik tenglamasi topilsin. Javob : у . 2/-1 ”0.

3. l(-3:2;4) nuqtadan Олт tekislikka parallel o'tkazilgan tekislik 
tenglamasi yozilsin. Javob : г-4-О.

4.Л(2;1;3) nuqta hamda Ox o'q orqali o'tuvchi tekislik 
tenglamasi yozilsin. Javob : 3y-- =0.

5.2.v+3v-6r+30=0 tekislik koordinata o'qlardan qanday kesmalar 
ajratadi. Javob : a- -15, b~ -10. c- 6.

6.3.v-4i'+5r-24 0 tekislik tenglamasi kesmalarga nisbatan yozil

sin. Javob : — + —  + — = 1..
X -6 4

7..U|( 1 ;-3;4), Д/(0;-2;-1) va AA(1;1;-1) nuqtalardan o'tuvehi 
tekislik tenglamasi topilsin. Javob: 15x-5y-4z-14=0.

8.a) 4x +3v+6r-1 2=0; b) 2.v+3v-6=0; d) 2r-5=0 tekislik lar yasal-

9,ЯВэ0г-6г* 33 0 tekislik tenglamasi normal ko'rinishga kelti-

rilsin. Javob : - —  x — - v + — ■ - 3 = 0..
11 11 ' 11

10. Koordinatalar boshidan 5.v-v+3z+12=0 tekislikka perpendi
kulyar o'tkazilgan. Uning uzunligi, koordinata o'qlari bilan tashkil 
etgan burchaklari kosinuslari va perpendikulyarning asosini toping.

Ko'rsatma. Perpendikulyarning asosi x\=pcosa, v\=pcosf>, 
z i --pcosy fbrmulalardan loydalanib topiladi.

1 1 ./l(2;-4;2) nuqtadan 2v+1 1 r^ 1 Or-10=0 tekislikgacha masofa 
topilsin. Javob: d 2.

Javob : p = —— ; cos a - 
735

perpendikulyarning asosi P

3cos a = -
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12. 2.v-3r'6r-14 0 va 2.v-3i+6r+28 0 parallel tekisliklar orasi
dagi masofa topilsin. Javoh: d 6.

13. ,\/(-4;-l;2) nuqtadan 3.v4i'-r-8 0 tekislikka parallel o'tka
zilgan tekislik tenglamasi topilsin. Javoh: 3.v r4v-rH84).

14. \/.(-l;2;-3) va .V/2(l;4;-5) nuqtalar orqali o'tuvchi \a 3.v+5r- 
6r-l-0 tekislikka perpendikulyar tekislik tenglamasi topilsin. 
Ja vo h : .v-3v-2r-+ I —0.

15. 5л-ЗН5г’ 5 0 va ,v-2\i3r-5 0 tekisliklar orasidagi o'tkir 
burchak topilsin. Javoh : costp- 0,9046; ф 25 114'.

16. Tekislikning normal vektori nima?
A)Tekislikka parallel vektor
В (Tekislikda yotuvchi vektor
D) Tekislikka perpendikulyar vektor
F ) Tekislik bilan 45" burchak tashkil etuvchi vektor
F) Istalgan vektor.
17. Tekislikning normal tenglamasini ko'rsating.

Л) 2v 3.i' + 5: t 2 0

I)) -x  —  V + — z -  3 = 0 ,
7 T  1 1 T  1
2 6 3 , л 

!•') - Y  f - v - - :  + 4 =0.
7 7' 1

1 8. m.x t- 3 i- t- 2z 9 = 0 va 2a + /7v + 3z-6 0 tekisliklar m va 
n ning qanday qiymatlarida o'zaro parallel bo'ladi.

4 9 4 s ^ 4
А ) ;  В ) - ; -  I )i ; K )3 ;2  F) 2;-1.

3 2 3 2 2 3
1 nix fc-5 i' + 3z 8 0 va mx + 2my + 2>z 1 ft ■ 0 tekisliklar m

ning qanday qiymatlarida o'zaro perpendikulyar bo'ladi.
A) 9 va 1 B ) 1 va -9 I)) 3 va - I H) 1 \a 4 b) 9 va 5.
20. Л/(6;0; 2) nuqtadan 6.v - 3.v - 2r - 5 - 0 tekislikgacha

masofa topilsin.
A) 3 B ) 4 I)) 5 F) 4,2 F) 4,5.

6 ~>
15) - V - i' +

7 7 ' 7
л

E) — V 3  -  V —
7 7"
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О ‘/.-(('/.мп tekshirish uchun .s;ivoli;ir

1. l ekisliktla egri ehiziq tenglamasi nima?
2. Sill tenglamasi nima1.’
.i. nanday vektor tekislikning normal \ektori deb ataladi1?
4. Berilgan nuqtadan o'tuvchi tekislik tenglamasini yozing.
5 Tekislikning umumiy tenglamasini yozing.
(•>. I mumiy tenglamaning \ususiy ko'rinishlariga izohlar boring.
1 I englamasiga ko'ra tekislik qanday yasaladi?
X. I'ekislikning kesmalarga nisbatan tenglanisini yo/ing.
'■). I eh nuqtadan o'tuvchi tekislik teimlamasini yozing.
If). Tekislikning normal tenglasini yozing va uning asosiy xususivalini 

a\ I mg.

11. lekislikning umumiy tenglasini qanday qilib normal ko'rinishiga 
keltiriladi'? Normallo\chi ko'paytuvchi nima va u qanday topiladi?

12. Koordinatalar boshidan tekislikkacha masofa qanday topiladi?
13. Koordinatalar boshidan tekislikka o'tkazilgan perpendikulyarning 

koordinata o'qlari bilan tashkil etgan burchaklari hamda perpendikulyar- 
ning asosi qanday topiladi?

14. Ikki lekislik orasidagi burehak qanday topiladi?
15. Ikki tekislikning parallellik sharti nima?
16. Berilgan nuqtadan berilgan tekislikka parallel o'tkazilgan lekislik 

tenglamasini vozing.
I 7 . Ikki teki.shkning perpendikulyarlik shartini yozing.
18. ВегПцап ikki nuqtalar orqali o'tuvchi va berilgan tekislikka 

perpendikulyar tekislik tenglamasi qanday topiladi?
I ‘>. I ’chla tekislik qachon bir nuqtada kesishadi va bu nuqta qanday 

topiladi'?
20. Nuqtadan tekislikgacha masofa qanday topiladi?
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13. I \/Л>I)A(. 1 IO 'C 'k l  С H I/ IQ . T ( )4 . ‘RI ( l l l/ JQ  Ш1 AN 
T l . k l S U k  ( )R  \S ll)A (; i Ml NOSAHAT

13.1.'lo ‘« ‘ ri chiziqning kanonik tenghimahiri

Oxvz lazoni va unda berilgan L to'g'ri chiziqni qaraymiz.
1-ta’ iif. lo 'g 'ri chiziqqa parallel \ektor shu to'g'ri chi/.iqning 

\o‘naltiru\ehi vektori deb ataladi. Yo'naltiruvchi vektorning koor
dinata o'qlaridagi proeksiyalari to'g'ri chiziqning yo‘naltiriivchi 
koel’fitsiyentlari deyiladi. To'g 'ri chiziqning bitta A/1(v ];v i 1)
nuqtasi hamda yo'naltiruvchi S  = ni i 4 n / -f pk vektori ma'lum 
bo'lganda uning tenglamasini keItirib chiqaramiz. M(\, v.z) to'g'ri 
chiziqning ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin. IJ holda

M  \i ( .v — .Y| ) / +(y r .)/ -t ( r - )k 

va S  vektorlar parallel bo'ladi (72 ehizma).

i
M /. 
у

A

*•
v

*■

72 i liiziihi.
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Parallel \cktorlarni mos koordinatlari proporsional bo'lganligi 
sababli

in и p 

tenglamaga ega bo'lamiz. Demak, berilgan /. to'g'ri chiziqning 
istalgan .1/ nuqtasining koordinatlari (13.1) tenglamani qanoat
lantiradi. /. to'g'ri ebi/iqda yotmagan heeh bir nuqtaning koordi

natlari ( 13.1) tenglamani qanoallantirmaydi, ehunki bu holda Л/.Л/

\a .S' \ektorlar parallel bo'lmagani uehun ularning mos koordinatlari 
proporsional bo'lmaydi.

Shunday qilib (13.1) tenglama 1. to'g'ri chiziqning tenglamasi 
ekan.

I' hcrilgan nuqtadan oMuvclii to'g'ri ehiziq tenglamasi yoki 
to'g'ri chiziqning kanonik tenglamalari deb ataladi.

13.2. I o 'g 'ri clii/iqning parametrik tenglamalari

(13.1) dagi nishatlarni i orqali belgilaymiz. Г  holda 1 t
m

munosabatdan v-.vi nil. x a‘i • ml kelib chiqadi. Slnmingdck

- / dan i \'i • ni, - =  / dan л - г  t pi tengliklami hosil 
u p " 

qilamiz.
Slumday qilib

v .V, f  n i l ,

J  v - у, t ill, (1 3.2)

I -  ̂ ' P '

tcngliklarga ega bo'ldik. (13.2) to'g'ri chiziqning parametrik 
tenglamalari deb ataladi. lhi ycrda I parametr deb ataladi va 
istalgan qiymatlarni qabul qiladi. Parametr / o'/garganda M(x.y.z) 
nuqtaning koordinatalari ham o'zgaradi \a n to'g'ri chi/iq bo'ylab 
siljiuli.
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Лцаг to'g'ri chi/iq parametrik tenglamalari yordamida berilsa 
ulardan t parametrni yo'qotib to'g'ri chiziqning kanonik tengla- 
malarini hosil qilish mumkin.

v - v  v  -  г  I-V +I /(,h. ---- - = -----  va tenglamalar mos
ni n | г }'„ + ">

ravishda Oxv tekislikdagi Л/,(.vn; \\ ) nuqtadan o'tu\chi \a 
.v - [nr, /7} yo'naltiruvchi vektorga ega to'g'ri chiziqning kanonik va 
parametrik teng lama lar idir.

13.3. T o 'g 'r i chiziqning umumiy tenglamalari

Ikkita chiziqli tenglamalar sistemasi
j . f v + B }y  + C\z f  /), =0. (13 ^
j Lx + В  v + С,.- + IX  - 0

ni qaraymiz. Sistemaning har bir tenglamasi tekislikni ifodalaydi. 
Agar bu tekisliklar parallel bo'lmasa ular qandaydir L to'g'ri ehiziq 
bo'ylab kesishadi. Sluming uchun (13.3) tenglamalar sistemasi 
to'g'ri chiziqning umumiy tenglamalari deb ataladi.

Fndi to'g'ri chiziqning kanonik tenglamalariga ko'ra uning umu
miy tenglamalarini topish usuli bilan tanishamiz. (13.1) tenglama

v - .v, v - Г,

"  * ( 13.Г)
v - v ,  Г - -

voki
n p

1 p (y  - V, ) = n(z - z ) 

ko'rinishdagi ikkita chiziqli tenglamalar sistemasiga teng kuchli,

chnnki (13.1) dagi uchinchi - - “ '' tenglik ( 13. Г) dan kelib chiqadi.
111 p
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Shuningdek (13.1) tenglama

v - v
in

x - x,
in

v,

P

va

.v -  .Y,

in 

V-  V,
p

n p

sistemalarning har biriga teng kuchli bo'ladi. (13.Г) sistemaning 

birinchi teimlamasi -— — --- — da г ishlirok elmaydi. Demak u 
m n

Oz o'qqa parallel tekislik tenglamasi. Shuningdek (13.1') sistemaning 
У — v, r-ikkinehi teimlamasi da .v ishlirok etmaganlmi uchun

n p

u Ox o'qqa parallel tekislik tenglamasini ifodalaydi. Bu tekisliklar 
kesishishi natijasida kesimda to'g'ri chiziq hosil bo'ladi. ( 13.Г) yoki 
(13.1") tenglamalar sistemasi ana shu to'g'ri chiziqning umumiy 
tenglamasini ifodalaydi. Ya'ni (13.Г) yoki (13") tenglamalar 
sistemasi to'g'ri chiziqni ikkita tekisliklarning kesishish chizig'i 
sifatida aniqlaydi.

Endi to'g'ri chiziq koordinata o'qlaridan biriga perpendikulyar 
bo'lgan holni qaraymiz. Faraz qilaylik to'g'ri chiziq Ox o'qqa 
perpendikulyar bo'lsin. U holda shu to'g'ri chiziqning yo'naltiruvchi

vektori S  = { in ju p  j ham Ox o'qqa perpendikulyar bo'lib ///=() 
bo'ladi. Bu holda (13.1") tenglamalar sistemasi

I v “  -vi = 0
[ РУ ~ РУ, = nz.

yoki
f.v = .v„
1 py - nz - p\\ + = 0

sistemasiga aylanadi. В ular Ox o'qqa perpendikulyar to'g'ri chiziq
ning umumiy tenglamalari. Bu holda ham umumiylikni buzmaslik 
uchun to'g'ri chiziq tenglamasini kanonik ko'rinishda

.v-.v, r - v ,
II

.252

P

n



kabi yozish mumkin. Shunday qilib to'g'ri chiziqning kanonik 
tenglamasidagi kasrlardan qaysi birining maxraji nol bo'lsa uning 
suratini ham nolga tenglashtirib chiziqli tenglamalar sistemasi hosil 
qilinar ekan.

Masalan, -----= -— — = -----L teimlama M\(x\;vi ;n ) nuqta-
0 n p ^

dan o'tuvchi va O.v o'qqa perpendikulyar to'g'ri ehiziq tenglamasi,
v — v v — v z — z
: ;---- - = -— — esa A/|(.Y|; n ;  r i)  nuqtadan o'tuvehi va Oz

0 0 p
o'qqa parallel to'g'ri ehiziq tenglamasi.

Endi to'g'ri ehiziqni chizish usuli bilan tanishamiz.
Faraz qilaylik to'g'ri ehiziq umumiy tenglamalari yordamida 

berilgan bo'lib, uni chizish talab etilsin. Ma'lumki to'g'ri ehiziqni 
chizish uchun unga tegishli ikkita nuqtalarini bilish kifoya. Bu 
nuqtalarni koordinatlarini (13.3) sistemani yechish orqali topish 
mumkin. ((13.3) sistemani yechish usuli bilan tanishmiz.).

Endi to'g'ri chiziqning umumiy tenglamalari (13.3) dan kanonik 
tenglamalariga o'tish usuli bilan tanishamiz.

To'g 'ri chiziqning kanonik tenglamalarini yozish uehun uning 
bitta Л/j (.vi ;л'1 ) nuqtasini hamda yo'nalt irnvchi vektorini bilishimiz 
lozim. M\ nuqtaning koordinatalarini (13.3) sistemadagi koordina
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lalaridan biriga ixtiyoriy qiymat berib sistemani yechish orqali topish 
mumkin.

To'g'ri chiziqning yo'naltiruvchi vektori silatida tckisliklarning 
normal \ektorlari

\ . I ! va Л\ = J. I ; / > . ; ( } vektorlarning vektor ko'

paytmasi S  - A’, > A’, ni olishimiz. mumkin (73-chizma).
1-misol. lo 'g 'r i chiziqning

j 2.v + 3 v t- 2z + 8 = 0, 
j  .v - у - r - 9 = 0

umumiv tenglamasi kanonik ko'rinishga keltirilsin.
Yechish. To'g'ri chiziqning aniq A/|(.yi ; v i  ;zi) nuqtasini topish 

uchun uning umumiy tenglamasiga z=i qiymatni qo'ysak

(2.v + 3y + 10 = 0. 
v i’ 10= 0.

sistema hosil bo'ladi. Sistemaning ikkinchi tenglamasini 3 ga 
ko 'paytirib birinchi tenglamasiga hadlab qo'shamiz. U holda 
5.V-20 0; 5л-=-=20 bo'lib bundan .v 4 kelib chiqadi. Oxirgi sistemaning 
ikkinchi tenglamasidan v- v-10 ga ega bo'lamiz. Bunga л 4 qiymatni 
qo'ysak г 4-10 -6 hosil bo'ladi.

Demak M,(4; -6; 1) to'g'ri chiziqqa tegishli nuqta ekan. Endi

to'g'ri chiziqning .S' = A’, x <\\ yo'naltiruvchi vektorini aniqlaymiz. 

Misolda \ Z i + 3 /+ 2 к, V, = / - j - k , bo'lgani uchun

/ j к
2 3 2

1 - I - I

bo'ladi. Bu determinatni birinchi satr elementlari bo'yicha yoyib 
hisoblaymiz.
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3 2 2 2 2 3
,S' / - / +

-1-1 1 - 1 1 - 1 |

yoki ikkinchi tartibli detcnninantlarni hisoblasak

.S' = -  / -t 4 / - 5k

kelib chiqadi. Demak m --\ ,n  4, p ■ -5, ,V|-4, v. -6, г 1.
fopilgan qiymatlarni to'g'ri chiziqning kanonik tenglamalari

(13.1) ga qo'ysak

x -  4 v + 6 -7-1 

-1 4 - 5

tenelamalarga ega bo'lamiz. Bu berilgan to'g'ri chiziqning kanonik 
tenglamalaridir.

13.4. Ikki nuqtadan o'tuvchi to 'g 'ri chi/iq tenglamasi

Л/](л ] :n  ;_i ) va \ l2(x2:v2:z2) nuqtalar berilgan bo'lib 
ulardan o 'tuvchi to 'g 'r i chi/iqning kanonik tenglamalarni 
topish talab etilsin. Bu holda to'g'ri chi/iqda yotuvchi

Л/,Л-/7 = (.v2 - -v,) / * ( r ,  I -- M* vektorni uning yo'nalti-
ruvchi vektori deb olishimiz mumkin.

Demak w = - xr it = y-, - p = =2-=, bo'lib (13.1) teng- 
lama.

ko'rinishni oladi. (13.4) tenglama ikki nuqtadan o'tuvchi to 'g 'ri 
ehiziq tenglamasi deb ataladi.

2-misol. M\(3 ; 4; 2) va U  (3: -2: I ) nuqtalarlan o'tuxchi to'g'ri 
ehiziq tenglamasi yozilsin.

Y echish. ( 13.4) formulaga asosan
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.V - 3 г - 4 Z - 2  , . л - 3 г - 4  г - 2\ ok I
3-3 2 -4  1 - 2 '  0 6 - I

kelib chiqadi m 0 bo’ lgani uchun to ’g’ri chi/.iq Ox o ’qqa
. . . . г - 4  г -2  .

perpendikulyar va uniim tenglamasini .v 3, yoki
' 6 1 '

j.v- 3 0.
1 r _  (S- t S () ko’rinishda yo/ish mumkin.

13.5. Ikki to’g’ri chiziq orasidagi burchak
l o’g’ ri chiziqlarning parallellik va 

perpendikulyarlik shart lari

Fazodagi ikkita to’g’ri chiziq orasidagi burchak dcganda fazo
ning istalgan nuqtasidan shu to’g’ri chi/iqlarga parallel o'tkazilgan 
to’g’ri chiziqlar tashkil etgan burchaklardan biri nazarda tuliladi. 

laiaz qilaylik fazodagi / i va A to’g’ri chiziqlar mos ravishda

.V - л- v — г, - - ", v -  -Vn v  - v ,  г  -  г ,\ u ---- - ----:—
77/, /7, 111, 77 /),

kanonik tenglamalari yordamida berilgan bo’ lsin.
Bu to'g'ri chiziqlar orasidagi burchakni topamiz I.\ bilan / 

to'g’ri chiziqlar orasidagi burchaklardan biri ularning yo ’naltiruvchi

vektorlari .S’, /7/, i + n] /± p ,k  bilan S< n i, / + n, / \ p ,k  orasi
dagi burchak <p ga teng bo’ ladi. Shuning uchun ikki vektor orasidagi 
burchakni topish formulasiga binoan

ni.ni, I ii.ii, f  p,p, , „ -cos<p = = = ! - =  n/ - (I3 .M
i n ■ p\ ф и , f  iu + p:

formulaga ega bo’ lamiz. Bu ikki to’g’ ri chiziq orasidagi burchakni 
topish formulasi. Agar ikki to’g'ri chiziq orasidagi o ’tkir burchakni
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topish talab ctiIsa (13.5) tenglikning o'ng tomonidagi ilddani 
absolvut qiymatini olish kcrak.

v - 2 v - 1 г - 3 л — 1 г -t 2 : T I
3-misol. ---- ------ = ----- va

'i 2 4 - 2
to'g'ri chiziqlar orasidagi o'tkir burehak topilsin.

Yechish. (13.5) formulaga /;/■ 3, //, -\. p\ = 2; m: 2. //->= 4. 
p 2~ -2 qiymatlarni qo'ysak:

3-2  t- ( - 1) ■ 4 r 2 ■ (- 2 ) - 2  - 2
cos <p -

. i i, .2  ^2 - 4 •( 2i V l4\24  \ 2 -7- 3-8 
j

COS LO ~ ---
2 >/21

kelib chiqadi. Shartga binoan ikki to'g'ri ehiziq orasidagi o'tkir 
burehak bizni qiziqtirganligi uchun oxirgi tenglikning o'ng tomo

nidagi ifodani absolyut qiymatini olamiz: coso = - ^  0.1091.

Trigonometrik funksiyalarning qivmatlari jadvalidan ф 88"44 
ekanini topamiz.

1. Parallellik sharti. Ikki to'g'ri ehiziq faqatgina ularning yo'- 
naltiruvchi vektorlari parallel (kollinear) bo'lgandagina parallel 
bo'lgani uehun vektorlarning parallellik shartidan

H± = !h_ = l L  (136) 
m, n p.

formulaga ega bo'lamiz. Bu to'g'ri ehiziqlarning parallellik 
shartidir.

, л- - 2 v - 3 г + 1 . . . . .
4-miso!. A( 1; -1; 2) nuqtadan — j—  = — ;— = — — to g n ehi-

ziqqa parallel o'tkazilgan to'g'ri ehiziq tenglamasi topilsin.
Yechish. 1 nuqtadan o'tuvchi to'g'ri ehiziq tenglamasini yoza- 

miz:
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.г-1 г-*-1 *- 2  
т  п п

Shartga ко‘га bu to'g'ri chiziq berilgan to'g'ri chiziqqa parallel 
bo'lganligi uchun ///. n, p sonlar 1, 3, 2 sonlarga pioporsional 
bo'ladi. m. n. p sonlarni ularga pioporsional sonlar bilan almashtirib

,v 1 v + 3 г - 2
I 3 2

tenglamani hosil qilamiz.
5-misoI. К 1; 2; 3) nuqtadan

J2 .vf 3r + 5 r- 9 : 0,
13.v - 4 г + г - 12 = 0

to'g'ri chiziqqa parallel o'tkazilgan to'g'ri chiziq tenglamasi topilsin. 
Yechish. Izlanayotgan tenglamani kanonik ko'rinishda yozamiz:

(a)
V - I v - 2
m

г - j

P

lo 'g 'r i chiziqning yo'naltiruvchi vektori silatida S ] =2i +3/ f5A 

va \ =3i - 4 J  + k normal vektorlarning vektor ko'paytmasi 

.V. x iX ni olamiz. U holda

s  = iV, X \ \

‘ J  к 
2 3 5
3-4  1

yoki determinatni birinchi satr elementlari bo'yicha yoysak

.S’ =
3 5 - 2 5 • 2

i - 1

■f

-4 1 3 1 4
к =

(3 f  20) / - ( 2 -15)/ * (- S-4)A- 23/ H 3 /  -17A
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kelib chiqadi. Demak m- 23, iv 13,/>— 17. L'shbu qiymatlarni to'g'ri 
ehiziq tenglamasi (a) ga qo'ysak.

л — 1 _ г - 2 г - 3 
23 13 -17

hosil bo'ladi.
2. Perpendikukai hk sharti. Ikki to'g'ri ehiziq laqatgina ular- 

ning yo ' naltiiичchi \ektorlan o'zaio perpendikulyar bo'lgandagma 
perpendikulvar bo'ladi. Slnimng uchun ikki \ektoming perpendi- 
kulyai hk shartiga binoan

111] III ;  ~ П \  i>z + p \  p  0  ( к ' . " 7 )

Ibmuilaga ega bo'lami. Bu ikki to'g'ri chiziqning perpendikulyarlik 
sharti.

\ 1 i- 3  r - 2 л - 3 v -r 4 z - 6
6-misol.  - ---  ■----- va

3 - 2  4 2 - 5 4
to'g'ri chi/iq lar peipeiidiknlyaimi?

Yechish. ( 13.7) tenglamaga ni| 3. n■ -2. p 4;m- 2, ir  -5. 
p.: 4 qiymatlarni qo'ysak 3 • 2 - (-2) • (-5) + (-4) • 4 (S-IO 1 6 0  
kelib chiqadi. To 'g 'ri ehiziqlarning perpendikulyarlik sharti bajaril- 
ganligi uchun ular o'zaro perpendikular.

13.6. To 'g 'r i chi/iq bilan tekislik orasidagi burehak.
To 'g 'r i chi/.iq bilan tekislikning paiallcllik  \a 

perpeiidikyularlik sh art lari

To'g'ri ehiziq bilan tekislik orasidagi burehak degauda to'g'ri 
chi/iq bilan uning shu tekislikdagi pmeksiyasi orasidagi bnrcliak- 
lardan biri tuslumiladi.

I’o'g'ri chiziqning tekislikdagi pmeksiyasi shu to'g'ri ehiziq or- 
qali berilgan tekislikka perpendikyular qilib o'tkazilgan tekislikni 
berilgan tekislik bilan kesishish chizig'idir. / to'g'ri ehiziq kanonik

v v. у  у  z .  

in n p
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tenglamalari, Q tekislik Ал r B y  + Cz + D  = () umumiy tenglamasi 
bilan berilganda ular orasidagi cp burchakni topamiz. To ‘g‘ri

chiziqning yo'naltiruvchi vektori S - m i  + n j + pk va tekislikning

normal vektori ,V = A i + B j + C k  74-chiz.mada ko'rsatil- 
nandek

N
/

<
’ S

4/
A l /

0

74-chiznut.

joylashgan deb ular orasidagi burchakni ft orqali belgilaymiz. I 1 
ho Ida ikki v ektor orasidagi burchakni topish lormulasiga ko'ra

S’ - \
cos ft =

.S'
bo' lad i.

•v

Ammo ()~<p = f  0 = -^-ф va cos0- cck1 ^  - w j = simp ekanligini

hisobga olsak sin <p = S-/v kelib chiqadi. Bu ycrdagi S  ■ N

skalyar ko'paytmani va \ektorlarning uzunliklari J6j, Л' 

ularning koordinatalari orqali ifodalasak

Л т л Bn • Cp

ni

sin ф
\ /I r B ’ ■+ С ■ л  m n + p

(13.8)
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hosil bo'ladi. ()<</)< л  ekanligini c'tiborga olib ( 13.8) tenglikning 
o'ng tomonidagi ilodaning absolyut qiymatini olamiz. Shunday qilib

sin ф = ■ -- ■ 1 _____- (13.9)
1 ") 1 , > 1 1 1 

\ А"  ̂ li" rC “ \jm t /г + /г

to‘g“ri chi/iq bilan tekislik orasidagi burchakni topish formu
lasini hosil qilamiz.

. j 3.v - у  - 1 = 0,
7-misol. |-v + 2 -. 4 о to‘g‘ri ehiziq bilan 2.v ■+■ у + г - 6 = 0

tekislik orasidagi to burchakning sinusi topilsin.
Yech ish . (13.9) formuladan foydalanish uehun to 'g 'r i 

ehiziq tenglamasini kanonik ko 'rin ishga keltiram iz. Bulling 
uehun sistemaning har bir tenglamasidan v ni topamiz.

B irin ch i teimlamadan 3.v = im  1; л ikkinehi tenglamadan
 ̂ " 3

и - Ik -_■> .

2(c - 2): x = У  = — - kelib chiqadi. Bularni tenglashtirsak

л‘-() r + 1 _ z-2
—  ~T~ ~ ~3 ”

2
to'g'ri chiziqning kanonik tenglamasi hosil bo'ladi. (13.9) formulaga 

m - 1, n = 3, p = A = 2, В  = 1, С = 1 qiymatlarni qo'ysak

sin ip
2 1 A  3 + 1

З Г  v'6- 4 . Г  + У  +| —  i
\ \ 2 1

hosil bo'ladi.
1. To*g‘ ri chi/iq bilan tekislikn ing p erp end iku lyarlik  

sharti. To 'g 'ri ehiziq tekislikka faqatgina uning yo'naltiruvehi
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.S' I т .  п. p I veklori tekislikning N  - j 4. B. C| normal vektoriga 
parallel bo'lgandagina perpendikulyar bo'ladi (75-chizma). Ikki 
\eklorning parallellik shartidan

- - -  1  (13.10)
in n p

teimlikka сца bo'lamiz. (1 3.10) to'u'ri

0

chiznni.

chiziq bilan tekislikning perpenrlikulvarlik .sharti.
2.T o 'g 'r i chi/iq bilan tekislikning parallellik sharti. L to'g'ri 

chiziq bilan tekislik S  ~ j т .п .  p\ va ,\ \A .B .C \  vektorlar 
perpendikulyar bo'lgandagina parallel bo'ladi(76-ehizma). Shuning 
uchun ikki vektorning perpendikulyarlik sharliga asosan

Am + Bn + Cp = 0 (13.11)
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tenglikka ega bo'lamiz (13.11) to'g'ri ehiziq bilan tekislikning 
parallellik sharti.

8-misol. ,1(2; 1 ;6;) nuqtadan o'tuvehi va .v- 4y + 5r = 0 tekis
likka perpendikulyar to'g'ri chiziqning tenglamasi yozilsin.

Yechish. Hcrilgan nuqtadan o'tuvchi to'g'ri ehiziq tenglamasiga 
asosan izlanayotgan tenglama

л 2 v 1 ; -6 
m n p

ko'rinishga ega bo'ladi (13.10) ga ko'ra m. n, p sonlar tekislik 
tenglamasidagi A 1, B=-4, C 5 sonlarga proporsional. To'g 'ri ehiziq 
tenglamasiga m, n. p o'rniga mos ravishda 1, -4. 5 qiymatlarni qo'yib 
to'g'ri ehiziq tenglamasi

a-2 y-l _ c-6 
~lГ  “  ~^4~ “  ’ 5

ni hosil qilamiz.

13.7. I V ^ r i  ehiziq bilan tekislikning kesishish nuqtasi

-V-.V| _ V-Vi : z-:± (13.12)
m n p

to'g'ri ehiziq bilan

А хл Bv  + C : + D  = () (13.13)

tekislikning kesishish nuqtasini topish talab etilsin.
To'g'ri ehiziq tenglamasini parametrik ko'rinishda yozamiz:

.V = Л'| -f /?//,

у - V| + nt, (13.14)
г = Z\ +■ pt.

I parametrning har bir qiymatiga to'g'ri chiziqning aniq nuqtasi mos 
keladi. / ning shunday qiymatini tanlashimiz kerakki uning bu 
qiymatiga mos to'g'ri ehiziq nuqtasi tekislikda yotsin. (13.14)
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tengliklardagi .v, v. г laming qiymatlarini (13.13) tekislik tengla
masiga qo'yib t ning qiymalini aniqlaymiz:

A (x | ml) t B (y | •/;/)■ C(C| + pi) - D
yoki

(Am ■ Bn Cp)i -(Ay, * B\\ ■* Cr, ^ D) = 0. (13.15)

Agar to'g'ri chiziq tekislikka parallel bo'lmasa Am4 Вп+ С р ф () 
bo'ladi va i 13.15) dan 1 ni topsak

; = - (1316) 
/1/» 4 lin  С p

hosil bo'ladi. t ning ushbu topilgan qiymatini to'g'ri chiziqning 
parametrik tenglamalari (13.14) ga qo'ysak lo 'g 'ri chiziq bilan 
tekislikning kesishish nuqtasining koordinatalari hosil bo'ladi.

Endi Am + Bn + Cp = 0 bo'lgan ho Ini o'rganamiz. a) 
Ay| ; By  , * C~| * D a  0 bo'lsin. Bu to'g'ri chiziqning \ / ( v,; r{ ) 
nuqtasi Ax + By  + Cz + D - 0  tekislikda yotmasligini anglatadi 
(chunki \4 nuqtaning koordinatlari tekislik tenglamasini qanoatlan- 
tirmaydi). Am + Bn + Cp -  0 shart tokg‘ri chiziq bilan tekislikning 
parallellik sharti ekanini hisobga olsak qaralayotgan holda to'g'ri 
chiziq tekislikka parallel bo'ladi.

b) AY, • B\\ 4 C'| + D = 0 bo'lsin. Bu holda to‘g'ri chiziqning 
Л/((.у.; r , ; ~, ) nuqtasining koordinatalari Ax + By + Cz 4- D  = 0 
tekislik tenglamasini qanoatlantirgani uchun ,U, nuqta shu tekislikda 
yotadi. Ikkinchi tomonidan shartga ko'ra Am - Bn  f Cp = 0 bo'lgani 
uchun (13.15) tenglama 0 / = 0 ko‘rinishga ega bo'ladi. Bu tcnglik
l ning istalgan qiymatida bajariladi, ya'ni to'g'ri chiziqning barcha 
nuqtalari, jumladan to'g'ri chiziqning o‘zi ham tekislikda yotadi.

Shunday qilib bir \aqtda

Am т Bn + Cp - 0,
, (13.17)
! A y , - B y } 4 Cz\ + D 0
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tergdiklarnine bajarilishi ——— = -—— = 'A to'g'ri chi/iqnmg
m n p

. 1\ > By  + Cz + D  0 tckislikda yotish sharti bo'lib xizmat qiladi.
\ - I Г f 1 " - 1 • •9-misol. —  = -— 1 - -—  to'si'ri chi/iq bilan 3.v-4v-z + 5 0 
5 4 1 '

tekislikning kesishish nuqtasi topilsin.
Ycchish. Го'ц'п chi/iq tenglamasini parametrik ko'rinishda yoz-

amiz:

£ ± . г М  = г М  I.5 4 -1

Bundan a- - 1 = 51, у  + 2 = 41. < ;-!=-/ yoki

.v = 5/ + 1, 
v = 4/ - 2, 
z = - I+  \

to'iz'ri chiziqning parametrik tenglamalari kelib chiqadi. л. г va г 
niim qiymatlarini tekislik tenglamasiga qo'ysak
3 .(5/ +1)-4(4/ - + 1) + 5 = 0 yoki 1 5t + 3 - 1 bi + S + t - И  5 0;
0-/4 15 = 0 га ega bo'lamiz. 0-/ + l5 = 0 tenglamani qanoatlan- 
tiruvchi t ning qiymati mavjud emas. Boshqacha aytganda to'g'ri 
ehiziq bilan tekislik kesishmaydi, ya'ni ular parallel.

10-misol. —  - =—  to'u'ri ehiziq bilan 2v-t 3v- 2z + 2- 0
2 3 2 '

tekislikning kesishish nuqtasi topilsin.
Yechish. To'g 'ri chi/iq tenglamasini parametrik ko'rinishda 

yozamiz:

—  -;t —  - i — --t\ x - l  = 2/, v+ l -3/. г - 5 2/:
2 3 2 ’

,v = 2/+ 1. 
у = 3/ - I. 
z = 2r + 5.

v. г. г ning ushbu qiymatlarini tekislik tenglamasiga qo'yib t ni 
aniqlaymiz:
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2(21 , 1) t 3(3/- 1) 2(2/ t 5 )+ 2 -0;
4/ • 2 • 9/ - 3-4/ - 10 f  2 : 0; 9/ -9 0; / I .

To'g'ri chiziqning parametrik tenglamalariga / ■ 1 qiymatni 
qo'ysak v 2 1 • I 3, г 3-1-1 ■ 2,z 2 1-5- 7 kelib chiqadi. 
Demak berilgan tekislik bilan to'g'ri chi/iq ,\/(3; 2; 7) nuqtada 
kesishar ekan.

13.8. Ick is lik lar diskisi

Berilgan /. to'g'ri chi/iq orqali o'tuvchi tekisliklar to'plami 
tekisliklar dastasi deb ataladi. I. to'g'ri chi/iq esa dashming o'qi 
deyiladi.

I ага/ qilaylik dastaning o'qi umumiy tenglamalari

'1, v ■ В. г t ( i I). (),
, " (13.18)
/1-1 .v + (-(.j: + I) i = 0

vordamida berilgan bo'lsin.
Bu sistemaning ikkinchi tenglamasini o'zgarmas Я songa 

ko'paytirib birinchi tenglamasiga hadma-had qo'shsak

. I,A . Я,.i’ * C, : - / ) , * / (  -I,л t B 2y  + C2- + l )2) 0 ( 1 3 . 19)

tcnglik hosil bo'ladi. (13.19) tenglama v. г \a г ga nisbatan birinchi 
darajali bo'lganligi uchun u Я ning har qanday sonli qiymatida 
tekislik tenglamasini ifodalaydi. (13.19) tenglama (13.18) tcng- 
lamaning natijasi ekanligmi e'tiborga olsak (13.18) tenglamani 
koordinatalari qanoatlanliruvchi barcha nuqtalarning koordinatalari
(13.19) tenglamani ham qanoatlantiradi. Demak Я ning istalgan 
qiymatida (13.19) tenglama (13.18) to'g'ri chiziqdan o'tmchi 
tekislik tenglamasini ifodalaydi.

I'ndi teskarisini. ya'ni o'qi (13.18) to'g'ri chi/iqdan iborat tekis-
1 iк lar dastaning /h.v 4 B2y  t-CY" • /)■. 0 tekisl igidan boshqa har 
qanday tekisligi tenglamasini ( 13.19) tenglamadan hosil qilish niuin- 
kinligini ko'rsatamiz. Ilaqiqatan. dastaning istalgan tekisligi uning
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o’qda yotmagan bitta Л7, < .v,: r , ; nuqtasi bilan to' lit] aniqlanadi. 
chimki to'g'ri ehiziq va unda yotmagan nuqta orqali laqat birgina 
tekislik o'tka/.ish mumkin. Bu tekislik tenglamasini topish uchun 
( 1.1.1 У) tenglamaga \ l nuqtaning koorcl inal a lar in i qo'yamiz

,1,v, • R\>'\ * C \ '\  4 A  • / М  I • ( ' : ч  • />'1 0 . ( 1 . '.2 0 1

Bu tenglamadan .1,_V| r B2y j * Q,~| * /Л 0. ya'ni Л/, nuqta 
(13. IS ) sistemaning ikkinehi tenglamasini qanoatlantiimaydi. ya'ni u 
/l-д- ■ B-,y ■ C2z ■ О i 0 tekislikda yotmaydi deb Гага/ qilib A ni 
topamiz. A ning topilgan qiymatini (13.19) ga qo'yib dastaning 
Л/j (л |; v,; Ci) nuqtadan o'tuvehi tekisligi tenglamasini aniqlaymiz. 
Лцаг A/, (л,: i , ;r , ) nuqta (13. IS ) dagi ikkinehi tekislikda yotsa 
/bx, l / M | 4 ( 2m ■ Ih_ -- 0 bo'lib (13.20) tenglamadan z ni 
topislming iloji bo'lmavdi (tenglamada /, ishtirok etmavdi). Demak
(13.19) dastaning A2x 4 B2y  . С с • D2 0 tekisligidan boshqa 
bareha tekisligi tenglamasini (13.19) tenglikdan hosil qilish mumkin 
ekan. (13.19) tenglama tekislik lar dastasining tenglamasi deb 
ataladi. Shundav qilib (13.18) to'g'ri ehi/iqdan o'tuvehi tekisliklar 
dastasi tenglamasi ( 13.19) kabi topi lar ekan.

3 v i v - 4 : 4  5 0.
1 1-misnl. to'.j-n ehi/iqdan o'tuvchi to', 'n

l.v - r + 2r--l = 0
ehi/iqlar dastasidan \H 1; - I; 2) nuqtadan o'tuvchi tekislik ajratilsm.

Yechish. Berilgan to'g'ri ehi/iqdan o'tuvchi tekisliklar dasta
sining tenglamasi (13.19) ga binoan 3x+ r —4r4 5 + /(x i ■ 2r —1)■■ П 
(b) ko'rinishga ega boMadi. (b) tenglamaga M  nuqtaning 
koordinatlarini qo'yib Я id aniqlaymiz

3 1 t ( 1) 4 2 . 5 i /. ( I - < 1) • 2 2 I ) 0;

I • £  0: 5>„ 1; /. -.

/ ning ushbu topilgan qiymatini (b) ga qo'ysak

3 v 4- v - Az. + 5 *- - (x - у ■ 2z - 1) 0;* s
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1 5.v 4 5 v - 20z t- 25 4- v -  г 4- 2z - 1 0;

16.v • 4 v ISr-r 24 0 yoki luini 2 ga qisqartirsak 8.v > 2r -9- • I 2 0 
tekislik tenglamasiga ega bo'lamiz.

. 3 v - i- • г - 5 0. . .
12-misol. (d) to'g'ri chi/iq orqali o'tmchi 

: V 4- 2 r -  г 4 2 0 -

V I I • 1 - -1
'a  — p - = —  (e) to'g'ri chiziqqa parallel tekislik tenglamasi 

topilsin.
Yechish. (13.19) ga binoan (d) to'g’ri chiziq orqali o'tmchi tekisliklar 

dastasining tenglamasi 3.v -  _v 4  г -  5 4 z(.v -i- 2 v - z 4  2) = 0 yoki 
o'xshash hadlarni ixchamsalak (л + A).v 4 (2/. -1 )r + ( I - / и 5 * 2/. () 
(0  ko'rinishga ega bo'ladi. Slui tekisliklar dastasidan (e) to'g'ri 
chiziqqa parallelini tanlashimiz kerak. Shuning uchun to'g'ri chiziq 
bilan tekislikning paralleligi sharti

Am + Bn  f Cp = 0 (13.11)

bajarilishi lozim. (1) tenglamadan A = 3 i- л; В - 2/. - 1; С = I /. va (c) 
tenglamadan m = -1, // = 2, p 2 ga ega bo'lamiz. I ' holda (13.11) 
quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi. (3 4- Я)(- 1)+ (2л - 1 )■ 2 4 (I -A)-2 = 0 
yoki - 3 - Я + 4Я - 2 r 2 - 2Я = 0; Я - 3 = 0; Я = 3.

Я ning bu qivmatini ( I) tenglamaga qo'ysak 6.y + 5 v - 2z + 1 = () 
tekislik tenglamasi hosil bo'ladi.

. Y I 1 Ч 1 -13-misol. — - = — - -y (g) to'g'ri chiziq orqali o'tuvchi \a

3y - v + 2z-2  = 0 (/?) tekislikka perpendiklyar tekislik tenglamasi 
topilsin.

л-l r+2

Y echish. To'g'ri chiziq tenglamasini yoki buni
-v-i г

2 2
. . I ,v - 2 v 5- 0 ,  

soddlashtirib I ' ’ ko'rinishda yozamiz. Bu to'si'ri chiziq
i ,v - z - I = 0
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orqali o'tuvchi tckisliklar dastasining tenglamasi (13.19) ga ko'ra 
x 2y-  5 t / .(.*-г - I ) = 0 yoki o'xshash hadlarni ixchandasak 
(l + Я ).v - 2 у - } jz - 5 - Я 0 (i) ko'rinishga oga bo'ladi. Bu 
dastadan ( li) tekislikka perpendikulyarini ajratamiz. Ikki tekis
likning perpendikulyarlik sharti At/U + B\ B-, t С\C2 - 0 (12.12) dan 
l'oydalanamiz. Biz qarayotgan hoi uchun

A\ = 3. В | — 1, C'| -2; Ai = I + X. В , = -2; C\ = bo'lgani 
uchun (12.12) shartdan 3(1 + k )  + (-1 )(-2) +- 2 • (-/.) ■ 0 yoki
3 + ЗЯ -i- 2 - 2Я - 0; Я ga ega bo'landz. Я ning bu qiymatini ( i) 
ga qo'ysak - 4.v - 2 r + 5r - 5 + 5 = 0 yoki tenglikni -1 ga ko'pay- 
tirsak. 4,v + 2 i’- 5 r  = 0 tekislik tenglamasiga ega bo'lamiz.

, , • , v-1 y-3 - .v+2 v + ! - 1 ,14-nusol.  = ---- = —; ----=----=---  parallel to ц-п
2 3 4 2 3 4 1

chiziqlar orqali o'tuvchi tekislik tenglamasi topilsin.

Yechish. Birinchi to'g'ri ehiziq tenglamasini 
v-1 _ y-3
T  з ' | 3.y — 2 у + 3 = 0,

shaklda voki buni soddalashtirib 
_ £ ' 2.v - г - 2 fl

2 4 
kabi yozamiz.

Bu to'g'ri ehiziq orqali o'tuvchi tekisliklar dastasining tengla
masi (13.19) ga ko'ra 3.v - 2y + 3 + Я(2лг - z - 2 ) = 0 yoki o'xshash 
hadlarni ixchamlasak

(3 + 2Я ).v - 2 v - kz + 3 - 2Я = 0 (j) ko'rinishga ega bo'ladi. Shu 
dastadan ikkinchi to'g'ri ehiziq orqali o'tuvchisini ajratamiz. Ikkin
chi to'g'ri ehiziq tenglamasidan uning Л/(-2;-1 ;1) nuqtadan o'tishi 
ko'rinib turibdi. Demak ikkinchi to'g'ri ehiziq orqali o'tu\chi 
tekislik ham shu nuqta orqali o'tadi \a .V/nuqtaning koordinatalari 
tekislik tenglamasi (/) ni qanoatlantiradi. (/) ga M  nuqtaning 
koordinatalarini qo'yib Я id aniqlaymiz:
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( 3 ■ 2/,) ■ (-2) 2 ■ ( 1) л ■ I ■ 3 2л :: 0;

6 4/. • 2 л . З  2л 0: 77. I 0:л- 

/. ning topilgpn qiymatini (j) tenglamaga qo'yamiz:
 ̂ I I

з i  v 2, - ; :  ? o:

— v 2r • - г * 3 • - - 0.
7 7

[ill tenglamani 7 ga ko'paytirsak 19.v 14 г ( г + 23 0 i/.la- 
navotgan tenglama hosil bo'ladi.

15-misol. ~П ‘ **' to'u'ri chiziqniim 5.v • 2 \ +2r 7-0
л - 4 v J .  2 0

tekislikdagi procksiyasi topilsin.
Y echish. Biz berilgan to'g'ri chi/iq orqali o'tuvchi va berilgan 

tekislikka perpendikulyar tekislik tenglamasini lopishimiz kerak. I 1 
holda pioeksiya topilgan tekislik bilan berilgan tekislikning kesishish 
ehizigidan iborat bo'ladi. Berilgan to'g'ri chiziqdan o'tmchi tekis
liklar dastasi tenglamasi ( 13.19) ga ko'ra

3.Y- 2 г г . 4 т  /.( .v ■ 4 г - 3- 2) 0 |Al

kabi aniqlanadi. Izlanayotgan tenglama (A) tenglamadan z ning qan- 
daydir aniq qiymatida kelib chiqadi. (A) tciiglainani o'xshash hadla- 
t in j ixchamlab uni (3 + z).v + ( 2 4/ )\‘ + (— 1 — ЗЯ)- + (4 2/) <)(/) 
ko'rinishida yozamiz. Izlayotgan tekislik berilgan tekislikka 
perpendikulyar. Ikki tekislikning perpendikulyarlik sharti
-1, A2 + Я, n: iC ’ i C , 0 ga 2. С  2; Л; З ^ Я . Д  -2-4/..

( ’ -1-3/. qiymatlarni qo'ysak

5(3 , /.) ■ 2 ( 2 4>.) - 2 ( - 1 -3>.) 0;
15 * 5л - 4 - S/. - 2 r (v_ = 0; - 9/. 9 0: л - 1

kelib chiqadi. /. ning topilgan qiymatmi (I) ga qo'ysak berilgan 
to'ii'ri chiziq orqali o'tmchi \a berilgan tekislikka perpendikular



tekislik tenglamasi hosil bo'ladi. 4a - 6у  A : f 2 0 yoki 2 ga 
qisqartirsak: 2л - 3 t - 2 r -  1 0.

Slumday qilib beiilgan to'g'ri chiziqning berilgan tekislikka 
proeksiyasini ilodolovchi to'g'ri chi/iq tenglamasi

{2.v - 3v - 2r + 1 - 0.
[5л- + 2у + 2 г -7  = 0.

ko'rinishga ega bo'lar ekan.

16-misol. .\/„(l;l;l) nuqtadan — ~  ~  --- (/.;)

lo 'g’ri chi/iqqacha masofa topilsin.
Yechish. M  nuqtdan berilgan to'g'ri chiziqqa peipendikular

Q tekislik o'tkazamiz. Tekislik A/,, nuqtadan o'lganligi \a 
berilgan to 'g 'ri chiziqqa perpendikulyar bo'lganligi uchun uning 
tenglamasi (12.2) ga asosan 2(.v - 1) + 5( у  - 1) - 2( - 1) 0 yoki
2,v + 5 v - 2z - 5 = 0 (Q) ko'rinishga ega bo'ladi. I. ik Ii /.< to'g'ri 
ehiziq va Q tekislik tenglamalarini birgalikda yechib ularni kesishish 
nuqtasini topamiz. Bulling uchun to'g'ri ehiziq tenglamasini para-

metrik ko'rinishda yozami/. V — ~ i desak \-l 2/.

v-l,S 5t, z-4 -2i bo'lib bundan ,v 2t ■ I I ,  у  S', г -2i • 4 (/) ga 
ega bo 'lami/.. .v.v.z latni ushbu qiymatlarini tekislik tenglamasiga 
qo'yib t parametrni aniqlaymiz.

2(2/ - 1 1) + 5( 5/ + 18) — 2( -2/ + 4 ) — 5 = 0. 33/ + W  = 0. bundan
1—3. Ushbu qiymatni (/) ga qo'yib ,v 2-( 3)  ̂ 11 — 5,

— 5 ■ (—3) 4-18 — 3, г = —2 ■ (—3) + 4 = 10 qiymatlarni topamiz. De
mak, berilgan to'g'ri ehiziq bilan Q tekislik A/,(5;3;10) nuqtada ke
sishar ekan.

А/, nuqtadan L to 'g 'r i chi/iqqacha masofa u bilan \l 
nuqta orasidagi masol'aga tegishligini hisobga olib fazodagi 
ikki nuqta orasidagi masofani topish formulasi (6.8)ga binoan



cl = 4/ \/, = v (5 - I ) -f (3 I ) : + (10 - 1)' = Vio l  - 10 ga ega bo'
lamiz.

17-misol. ' - = -— - = -— - (/.j) va ' —“ = - " 4 (/.-,)
4 3 2 1 3 - 1 2 -

avqash to'g'ri chiziqlar orasidagi eng qisqa masaola topilsin.
Yechish. /., to'g'ri chiziq tenglamasini

v - -  - £ •— ’ —  = r- " ’ yoki 2.v - 6 - A :- A .  2 i - 2 3 z - 3
4 2 3 2

2.v - 4z - 2 = 0,
. . i.. . 
v w m

• 2 v - 3z + 1 = 0

ko'rinishda yozamiz. L to'g' ri  chiziqdan o ' tmchi  tekis
liklar dastasining tenglamasini (13.10) ga asoslanib
2.v-4z-2 t A(2v-3z +1) = 0 yoki 2,v + 2Av - (4 + 3A)z - 2 + A = 0 (a) 
ko'rinishida vozib undan L? to'g'ri chiziqqa parallel ( J tekislik 
teimlamasini ajratamiz. lo 'g 'r i chiziq bilan tekislikning parallellik 
shartif 13.1 I )ga asoslanib 3 ■ 2 - 2 • A - (4 + ЗА) ■ 2 = 0 tenglikni lwsil

qilamiz. Bundan A ^ - qiymatni tekisliklar dastasining tenglamasi

z - 2 - - - -0 yoki(u)ga qo'yib L : ga parallel 2.v + 2 ■(- —) v - ( 4  -) :
 ̂ " 4 4 4

S . v-2v-13z-9  = 0 (Q) tekislik tenglamasini hosil qilamiz. L ;  
to'g'ri chiziqning istalgan nuqtasidan Q tekislikkacha cl masota 
avqash L/ va L :  to 'g 'ri chiziqlar orasidagi eng qisqa masota 
bo'ladi. /..> to'g'ri chiziqning berilgan V/, (2;—2;—I) nuqtasidan
8.v-2v - 13z-9  = 0 tekislikkacha masofani berilgan nuqtadan 
berilgan tekislikkacha masofani topish tormulasi( 12.1 7)ga asoslanib 
topamiz.

[S ■ 2 - 2 ■ (-2) — 13 ■ (-4) - 9j 63 9
tl —--------;—

.237 / :
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hcrilgan ayqash to'g'ri chiziqlar orasidagi eng qisqa masola ho'ladi.
v -1 г - - 4 v - ■> i 1 - + 818-misol. :— — 1 (L  ) va —  ---= -— (/ i
3 4 -1 3 4 - 1

parallel to'g'ri chiziqlar orasidagi masola topilsin.
Yechish. L, to'g'ri chiziqning berilgan Л/,Д1;-2;3) nuqtasidan

unga perpendikulyar Q tekislik o'tkazamiz. Q tekislik Л/(| nuqtdan 
o'tganligi va L t ga perpendikulyar bo'lganligi uchun (13.10) ga 
binoan uning tenglamasi

3 (.r- l) + 4(y + 2 ) - ( z - 3 )  = 0 yoki 3.v + 4v - г + 8 = 0 (Q )

bo'ladi. Slui tekislikni L 2 to'g'ri ehiziq bilan kesishish nuqtasini 
aniqlaymiz. Buning uchun L 2 to'g'ri ehiziq tenglamasini parametrik 
ko'rinishda yozamiz.

1— 1  = 1, ^ ^  = /, .v = 3/ + 2. v-4/  + l, z =
3 4 -1

v.i',z laming ushbu qiymatlarini Q tekislikning tenglamasiga 
qo'yib / parametrni aniqlaymiz.

3(3/ + 2) + 4(4/ + I) - (-/ - 4) + 8 = 0 yoki 26/+ 26 = 0 bundan 
t— l. (/;;) ga /--/ qiymatni qo'ysak ,v=-/, у  -3. z=-7 hosil bo'ladi. 
Demak Л7, (— 1 3 ; —7) nuqta L : to'g'ri ehiziq bilan Q tekislikni 
kesishish quntasi. M n va Л/ nuqtalar orasidagi masofa (6.8)ga 
asosan

Л/,3/ = V ( - l - l  Г  I  <-3 + 2) : i ( -7-3)  Vl 05 = 10,25

berilgan h  \a L 2 parallel to'g'ri chiziqlar orasidagi masofa bo'ladi.
19-misol. 2.v + 3y - 4 r- 2  0 (Qi)  va 2a + 3у - 4 r - 3 1 -■= 0 (Q :) 

parallel tekisliklar orasidagi masofa topilsin.
Yechish. Qi tekislikni tenglamasiga у  г 0 qiymatni qo'ysak 

a  - / kelib chiqadi. Demak Л/, (1;();()) nuqta Qi tekislikning nuqtasi. 
(13.10)ga asoslanib M , nuqtasidan Q, tekislikka perpendikular

273



-—  “ to'g'ri chiziqni o'tkazib u bilan Q; tekislikni kesi-
2 3 - 4

shish nuqtasini topamiz. ■ ■ =■ /, -̂ = /, ~~^ = l desak .v = 2/ + l,

v ~ 3/, - - - —4/ ( / 7 ) bo'ladi. Bularni Q; tekislik tenglamasiga 
qo'ysak 2(2/ + 1) + 3 • 3/ - 4 • (-40 - 3 1 - 0, 29/ - 29 = 0, t = 1 kelib 
chiqadi. Buni (//)ga qo'yib ,v = 3, v = 3, 2 = —\ ga ega bo'lamiz. 
Demak СЬ tekislik bilan to'g'ri chiziq ,\/,(3;3;-4) nuqtada kesishar 
ekan. (6.8)ga ko'ra .V/, va Л/; nuqtalar orasidagi masota

Л/,Л7, = v (3 - 1)- +(3- ( ) ) J +( -4-0 ) '  =v29 Q, va Q: parallel
tekisliklar orasidagi masofa bo'ladi.

Keltirilgan misollarga asoslanib slnmday xulosaga kelamiz.
1. Berilgan M a nuqtadan va berilgan L to'g'ri chiziqdan o'tuvchi 

tekislik tenglamasi L o'qqa ega tekisliklar dastasinig tenglamsidan 
A/,, nuqtadan o'tuvchi tekislikni tenglamasini ajratish yo'li bilan 
topiladi (1 1 -misol).

2. Berilgan L: to'g'ri chiziq orqali o'qib berilgan Lz to'g'ri 
chiziqqa parallel tekislik tenglamasi L t o'qqa ega tekisliklar dasta
sining tenglamsidan L :  to'g'ri chiziqqa parallel tekislik tenglamsini 
ajratish yo'li bilan topiladi ( 12-misol).

3. Berilgan L  to'g'ri chiziq orqali o'tib berilgan Q tekislikka 
perpendikulyar tekislik tenglamasi L o'qqa ega tekisliklar dastasi
ning tenglamsidan Q tekislikka perpendikulyar tekislik tenglamasini 
ajratish yo'li bilan topiladi ( 13-misol).

4. Berilgan parallel L/ va L_> to'g'ri chiziqlar orqali o'tuvchi Q 
tekislik tenglamasi L i o'qqa ega tekisliklar dastasining tenglamsidan 
L _ to'g'ri chiziqdan o'tuvchi tekislik tenglamasini ajratish natijasida 
topiladi ( 14-misol).

5. Berilgan L  to'g'ri chiziqdan o'tib berilgan Q tekislikka 
perpendikulyar tekislik tenglamasi L  o'qqa ega tekisliklar dastasi
ning tenglamasidan Q tekislikka perpendikulyar tekislik tenglamasini 
ajratish yo'li bilan topiladi ( 15-misol).

274



6. Berilgan Л/„ nuqtadan berilgan L to'g'ri chi/iqqacha masofani 
topish talab etilsa. u A/„ nuqtadan /. to'g'ri chiziqqa perpendikuUar 
(.) tekislik o'tkazilib I. to'g'ri ehi/iq bilan Q tekislikning kesishish 
nuqtasi A/, topiladi. cl \/„Л/ izlanayotgan masola bo'ladi ( 16- 
misol).

7. Berilgan /./ \a L j  ayqash lo 'g'ri chiziqlar orasidagi eng qisqa 
masofa /.. o'qqa ega tekisliklar dastasining tenglamsidan /.; to'g'ri 
chiziqqa parallel Q tekislik tenglamasini ajratish va L ; to'g'ri 
chiziqning istalgan nuqtasidan Q tekislikkacha masolani aniqlash 
orqali topiladi ( 17-misol).

S. Berilgan /., va L : parallel to'g'ri chiziqlar orasidagi masola 
L, to'g'ri chiziqning istalgan Л/„ nuqtasidan unga perpendikulyar Q 
tekislikni o'tka/.ish va Q tekislik bilan L : to'g'ri chiziqning kesishish 
nuqtasi Л/, ni topish hamda cl - M uM t masolani aniqlash bilan
amalga oshiriladi ( 18-misol).

c). Berilgan (), \;i Cb parallel tekisliklar orasidagi J  masola Q
tekisliknig ixtiyoriy A7 nuqtasidan unga perpendikular I. to'g'ri 

chiziqni o'tkazish, L to'g'ri chiziq bilan Q: tekislikning kesishish 
nuqtasi ЛЛ ni topish hamda d \/,Л/, masolani aniqlash orqali 

amalga oshiriladi ( 19-misol).

Mustaqil yecliish uchun niaslH|lar \ a tcst sava llari

1. M (2; 3; -1) nuqtadan o'tuvchi va .V |. ; 2;4j yo'naltiniw:hi 
\ektorga ega to'g'ri chiziqning kanonik tenglamalari yozilsin. Javob: 
.v-2 "  v - 3  z + 1

3 -2 4
2.M (2; -2 ; 1) nuqtadan o'tmchi va \ = ! ;̂4;-21 yo'naltiruvchi 

\ektorga ega to'g'ri chiziqning parametrik tenglamalari yozilsin.
Javoh : x - 5/ + 2. r 4/ - 2, г = -2/ * I .
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3. — - = -— - = -— — to‘g‘ri chiziqning koordinata o'qlari
2 3 6

bilan tashkil etgan o'tkir burchaklari topilsin.
2 3 6

' Javob : cos a  = ^.cos (1 = -,cos у = - ,a  - 73 24’; ft = 64 37’;cos^ = 311'.

„ -Г  ̂ . ■ , ■ ■ • • , , • [* - 4 v + 5z - 1 = 0,4. lo  i> ri cniziqnms umumiy tenclamalari
] 2x + 3 v + z + 9 = 0

kanonik ko'rinishga keltirilsin.
.v + 3 v + 1 z - 0Javob:
-19 9

3.t - 4 v + 5z + 7 - 0 ,
5. \ to'u'ri ehiziqni Oxv tekislikka 

[.v + 2 v + 3z + 11 = 0
proeksiyalovchi tekislik tenglamasi topilsin.

Javob : 2,v - 11 v - 1 7 = 0.
K o ‘rsatma. Sistemadanz ni yo'qotish lozim.

[5,v + 3 v - 4z + 8 = 0,
6.< to'g'ri chiziqning Oxv koordinata te-

[.v - у  + z + 5 = 0
kisligidagi izi (to'g'ri ehiziq bilan tekislikning kesishish nuqtasi) 
topilsin.

8 S
Javob :

K o ‘rsatma. Sistemaga z=0 qiymatni qo'yib uni yechish kerak.

[ 2x + 3 v - 4z + 5 = 0, [.v — v + 2z - 4 = 0,
7. \ va ■, to'g'ri chiziq-

[x - v + z = 0 j 2,v + y  - z - 5 = 0 '
lar orasidagi o'tkir burehak topilsin.

Javob : cos<p = 0,9445; ip = 19n 1 Г .
о л / -л 1 ц  I х — 3 v+ 2 z — 4 . . .о. А (2; -1; j )  nuqtadan — j—  = ———  = —-— to'g'ri chiziqqa

parallel o'tkazilgan to'g'ri ehiziq tenglamasi topilsin.
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А т * :  Л' ‘  2 1+1
1 2 3

9. .1(3; 0; 4) va £(-1; -2; 3) nuqtalardan o'luvchi to'g'ri chiziq 
tenglamasi yozilsin.

л- - 3 v - 0 z - 4
Javoh :

4 2

10 -— - = * + = ~— - to'g'ri chiziq bilan 2 . v+v-z  + 4 = 0
2 I 2

tekislik orasidagi o'tkir burchak topilsin.
Javoh : (p = 24 5'.

, , . .v - 3 v - 2 r + 1
1 1. P (1; 2; -1) nuqtadan o'tuvchi va ---- = ----- = ----  to g ri

1 - 3 4
chiziqqa perpendikulyar tekislik tenglamasi topilsin.

Javoh : x - 3 v + 4z + 9 = 0.
Ko'rsatm a. Nuqtadan o'tmchi tekislik tenglamasi yozilib to'g'ri 

chiziq bilan tekislikning perpendikulyarlik shartidan foydalanilsin.
12. A (1; -1; 2) nuqtadan 3.v - v - 5r - 8 = 0 tekislikka perpen

dikulyar o'tkazilgan to'g'ri chiziq tenglamasi topilsin.
,v - 1 v + 1 z - 2

Javoh :
j -1 -5

v у — ] " + 2 . .
13.— -—---- = -— — to'e'ri chiziq bilan .y + v - z + 5 - 0

2 - 1  I
tekislikning kesishish nuqtasi topilsin.

Javoh : To'g 'ri chiziq tekislikka parallel.
f.Y - r + 3z - 1 = 0. . , .

14. М 2 ; -1; 0) nuqtadan va to'g'ri chiziqdan
[2.v + v - z + 2 = 0

o'tuvchi tekislik tenglamasi topilsin.
Javoh-. x -  1 у  + H z  - 9 = 0. 

13.v + 2 1> + 3z - 5 = 0, . , . J ,
15. - to'g'ri chiziqdan o'tuvchi \a 

[.v + v + z - 4 = 0
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у ■ i V  2 0.
lopilsin. Javoh : 7.v--4i4 1 z ( 49 0.

;.v-2v • 3--1 0. . , . . ,Hi. lo ’& ’n chiziqdan o'tmchi va 2x ■ 2v z>5 0
л - г --r * 5 0

tekislikka perpendikulyar tekislik tenglamasi topilsin. Ja\ob: 
4\ 3r • Г.:: • 2b 0.

A' 4 2  \ - 1 Z V -  1 1' Z +  I .va - - parallel to 'c n
4 1 3  4 - 1 3

clii/.iqlar orqali o ‘tu\ehi tekislik lenglamasi topilsin.
,la\ ob: 4 v • 1 3 г -- z — 5 0.
I S. I'o’g'ri chiziqning yo'naltiruvchi vektori nima?
A) To ’g’ri chiziqqa parallel istalgan \ektor
l ’>) Fa/.odagi istalgan vektor
D) To'g'ri chiziqqa perpendikulyar \ektor
I;) To'g 'ri ehiziq bilan 45’ burehak tashkil etuvchi \ektor
I ) To'g'ri chiziqda yotuxchi birlik \ektor.

, , л - 1 1 r-18 z - 4 . , . . ,
19. /’(1:1:1) nuqtadan ——  = -— -— - — —  to'g'ri chiziqqacha

masola topilsin.
A) vlOl  H) v ’T()2 D) 10 F) 1 1 F) 20.
K o krsatma. P nuqtadan berilgan to'g'ri chiziqqa perpendikulyar 

(/. tekislik o'lkazilib lining to'g'ri ehiziq bilan kesishish nuqtasi Q 
topiladi. P bilan Q orasidagi masola izlanayotgan masola bo'ladi.

20. Agar A/n(.v0; i u; z „ ) nuqtadan chiqib a = \m jup\  vektor

v г • • i о.
to'u'ri chi/iqqa parallel tekislik temilamasi

yo'nalishida v = yjm n ‘aj p tezlik bilan to'g'ri chiziqli tekis 
harakatlanayotgan ,\/(.v;v;z) nuqtaning harakati tenglamasi

v = .v(1 + ml, 

v : r„ J ni. 

z - -, j j  pi

2_7S



ckani ma'lum bo'lsa, A/„(l;l;l) nuqtadan chiqib .v = *2,3,6} vektor 
yo'nalishida r = 28 Ic/.lik bilan to'g'ri chiziqli tekis harakatla- 
nayotgan A/(.v; v ;- ) nuqtaning harakati tenglamasi topilsin.

A) ,v = 1 + 2/,у  = 1 + 3/,r =1 4 6/
B ) .v = 1 + 4/, г = 1 + 6/, г = 1 + I 2/
D) .v = 1 f  6/, r = 1 +9/,г = 1 + 18/
К) л- - 1 + 8/, v = 1 + 12/,г = 1 + 24/
F) v = 1 + 10/, г = 1 + 15/,; = 1 + 30/ .

v — I i' - 3 г + 1 . , . . , . -
21.  = ----- = ----  to’g'ri chiziq j.y - пу + 2z - > = 0

т  5 6 
tekislikga m va n ning qanday qiymatida parallel bo'ladi.

5 5
A) 3; 4 B ) 2; I D) 8; -  Г ) 7;-2 F) 9; - .

3 3
\ 4 v - 3 “ -* "*22.  =-— - to'g'ri chiziq hamda m.\ + 7 v + 8r - 2 = 0
ni 5 4 

tekislik m ning qanday qiymatida parallel bo’ladi.
A) 1 В ) 2 D) 3 E ) -2 F) hech bir qiymatida.
23. 3.y + i ’—- + 11 = 0 va 2.y + 2 v + г - 3 = 0 tekisliklar orasidagi 

burchakning kosinusi topilsin.
3 7 I 1 3 „  7

A) -  B ) — t=  D ) -  h) —  Г)
7 3л/ГТ 2 ' 4 4vTT '

0 ‘z - o ‘zini tckshirish uchun savollar

1.To'g’ri chiziqning vo’nallirmchi vektori nima?
2.To'g’ri chiziqning kanonik. parametrik \a umumiy tenglamalarini 

yozing.
3.To'g’ri chiziqning parametrik va umumiy tenglamalari qanda) qilib 

uning kanonik tenglamalariga keltiriladi?
4. To'g'ri chiziqning kanonik tenglamalari qanday qilib uning umumi\ 

tenglamalariga keltiriladi?
5. Ikki nuqtadan o'tuvchi to'g’ri chiziq tenglamasini yozing.
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6. Ikki to'g'ri ehiziq orasidagi burchakni topish formulasini yozing.
7. To'g'ri ehiziqlarning parallellik va perpendikulyarlik shartlarini av- 

ting.
S. I'o'g'ri ehiziq bilan tekislik orasidagi burchakni topish formulasini 

yozing.
9. To'g'ri ehiziq bilan tekislikning parallellik va perpendikulyarlik 

shartlarini \ozing.
10. To'g'ri ehiziq bilan tekislikning kesishish nuqtasi qanday topiladi?
1 1. T o'g'ri chiziqning tekislikda yotish shartini y ozing.
12. Tekisliklar dastasi nima? Uning tenglamasi qanaqa?
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14. IK K IN C H I  T A R T IB L I  S IR T L A R

14.1.Ikkinchi tartibli sirt va uning umumiy tenglamasi

Dekart koordinatalari v. r va г га nisbatan ikkinchi daraiali 
algebraik tenglama

/TV'+Br'+CY- ^Dx y + Exz +■ Fyz 1 ax ( by 1 cz к/ 0 (14.1)

bilan aniqlanadigan sirt ikkinchi tartibli sirt deb ataladi.
Bn yerda A .B .C .D .E .F . a. b. c. ci koel'fitsiyentlar ma'lum sonlar 

bo'lib A .B .C .D .E .F  sonlardan kamida bitlasi noldan farqli. Aks holda 
(14.1) tenglama ax^bv нcz h i-fi ko'rinishdagi tekislik tenglamasiga 
aylanadi.

(14.1) tenglama ikkinchi tartibli shining umumiy tenglamasi 
deb ataladi va u koeffitsiyentlarning qiymatlariga bog'liq ravishda 
turli sirtlarni aniqlaydi.

Izoh. (14.1) ko'rinishdagi liar qanday tenglama liam qandaydir 
sirtni ifodalaydi deb o'ylasli noto'g'ri.

14.2. Silindrik sirtlar

Berilgan egri ehiziqni kesuvchi to‘g‘ri chiziqning bu egri ehiziq 
bo'ylab va berilgan vo‘nalish(o‘zi)ga parallel harakatidan liosil 
boMgan sirt silindrik (silindrsimon) sirt deb ataladi. Bunda egri 
siziq bilan uni kesuvclii to 'g'ri ehiziq bir tekislikda yotmaydi deb 
faraz qilinadi.

Harakatlanuvchi to'g'ri ehiziq silindrik sirtning yasovchisi. 
berilgan egri ehiziq uning yo'naltiruvchisi deb ataladi (77 - chizma).

Biz kelgusida yo'naltiruvcliisi koordinata tekisliklaridan birida 
yotgan va yasovchisi shu tekislikka perpendikular o'qqa parallel 
silindrik sirtlarni qaraymiz.
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Олт koordinata tekisligida yotgan F (x ,y )=0 tenglamaga ega /. 
egri ehi/iqni qaraymiz. Yasovchisi Oz o ’qqa parallel va yo'nal- 
liiLi\ehisi slui I. egri chi/iqdan iborat silindrik sirlni yasaymiz (77- 
ehizma).

■' t

77-ehizma.

1 uri chiziqning Олт tekislikdagi tenglamasi I  (.\.v) 0 Олтг fazoda 
slui sirtning ham tenglamasi ekanligini ko'rsatamiz. 1/(л.т;:) yasal
gan silindrik sirtning aniq nuqtasi bo'lsin.

\l(x;v;z) nuqtadan o'tuvchi va yasovchi bilan L yo'nalti- 
ruvchining kesishish nuqtasini N orqali belgilasak, u A(v.r;0) 
koordinatalarga ega bo'ladi. Л nuqta I, egri chiziqda yelganligi uchun 
uning v. v koordinatalari egri chiziq tenglamasi F (л. r )—0 ni qanoat- 
lantiradi. Demak bu tenglamani \Hx.\:z) nuqtaning koordinatalari 
ham qanoallantiradi, chunki tenglamada z qatnashmaydi.

Shunday qilib yasalgan silindrik sirtning istalgan А/ nuqtasining 
koordinatalari F(x .y) 0 tenglamani qanoallantiradi. Sirtda yotmagan 
birorta ham nuqtaning koordinatalari bu tenglamani qanoal- 
lantirmaydi, chunki bunday nuqtalarning Олт tekisligidagi proek
siyalari L. egri chiziqda yotmaydi.

Demak h'(x.v) 0 tenglamaga ega yo'naltiruvchiga va Oz o'qqa 
parallel yasovchiga ega silindrik sirtning ham tenglamasi F(.v,v)=0 
bo'lar ekan. Shunga o'xshash у  qatnashmagan F(x.z)-\) va v qatnash- 
magan F(v,z)= 0 tenglamalar Oxvz fazoda yaso\chisi Oy va Ox 
o'qlarga parallel silindrik sirtlarini tenglamalarini ifodalaydi.
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7S-cliizimi.

Ax 1 By - С  0 tenglama Oxv tekislikda qaralsa u to'g'ri chi/iq 
tenglamasi ekanini bilamiz. Ana shu tenglama Oxyz la/oda qaralsa u 
Oxy  tekislikni Ax ■ B\- C  0 to'g'ri chi/iq bo'ylab kesib o'tuvchi va 
Oz o'qqa parallel tekislik tenglamasini ifodalaydi.

Shunga o'.xshash Oxv tekisligidam л" у— а~ avlana, - ~ 1
а в

v “ v -> . . .

ellips, —г - - 1 giperbola \a v" 2px parabola tenglamalarini Ox]z 
а в '

la/oda qarasak ular Oxy tekislikni shu chi/.iqlar bo'ylab kesib 
o'tu\chi \a yasovchisi Oz o'qqa parallel doiraviy, elliptik, giperbolik 
\a parabolik si 1 indr deb ataluvchi sirtlarni ifodalaydi (7S-chi/.ma).

14.3. Aylanish sirtlari

Fa/oda to'g'ri chi/iq. shu to'g'ri chi/iq bo'ylab kesishuvchi 
ikkita tekisliklarni tenglamalari bilan bcrilishini ko'rdik. Shuningdek 
fazodagi egri ehiziqni ham slui egri chi/iq bo'ylab kesishadigan 
ikkita sirtlarning tenglamalari yordaniida aniqlash mumkin. Masalan
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г ^ З  tekislik bilan v+v'+r"=5" sferani kcsishislii natijasida hosil 
bo'luvchi aylanani tenglamasi

|л-- + r  + r : - 25

sistema yordamida berilishi mumkin.
Ikkinchi tomondan shu aylaning tenglamasini г - 3 tekislik bilan

ko'rinishida yozish ham mumkin. Aylananing bu ikki tenglamasi 
teng kuchli. Bu holda aylananing markazi 0|(0;0;3) nuqtada bo'lib 
radiusi 4 ga teng bo'ladi va ayiana z=3 tekislikda yotadi.

Hndi aylanish sirti deb ataluvchi sirtlarni o'rganishga kirishamiz. 
Oyz tekislikda yotuvchi L egri chiziq

tenglama yordamida berilgan bo'lsin.
Shu egri chiziqni Oz o'q atrofida aylanishi natijasida hosil

Bu sirt aylanish sirti deb ataladi. Uning tenglamasini topamiz. 
M{\,y,z) nuqta shu aylanish sirtining ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin. M  
nuqtadan Oz o'qqa perpendikulyar tekislik o'tkazib uning Oz o'q 
bilan kesishish nuqtasini K. L chiziq bilan kesishish nuqtasini N  
orqali belgilaymiz. K M  va K N  kesmalar bitta aylananing radiuslari 
bo'lganligi uchun ular teng, ya’ni K M  K N  (79-chizma).

Ammo K N  kesmaning uzunligi N (0 ',Y ;Z ) nuqtaning 
ordinatasi Y ning absolyut qiymatiga teng, ya'ni АГЛ/= | К | va

K M  = OP = yjx2 + у 2. Shunday qilib |У| = -Jx2 + y 2 yoki

л" - г 16 doiraviy silindrning kesishish chizig'i deb

V + V  = 1 6

(14.2)

bo'lgan sirtni qaraymiz .

)' ■ 4 4; \ + \ Bundan tashqari N  nuqtaning applikatasi Z. M
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nuqtaning appilikatasi г ga teng, cliunki ular Олт tekislikka parallel 
tekislikda yotadi.

) - л

: -Jm.-y-
m.y.vi

79-chizma.

N (()\Y ;Z ) nuqta L egri chiziqda yotganligi uchun Lining Z 
koordinatalari egri ehiziq tenglamasi F (Y :Z )=0 ni qanoatlantiradi.Bu

tenglamaga Y = ±y].\: + y" , Z=z qiymatlarni qo'yib

f (± ^ x2+ y \ z )=  0 (14.3)

tenglamani hosil qilamiz. Shunday qilib aylanish sirtining ixtiyoriy 
M  nuqtasini koordinatalari (14.3) tenglamani qanoatlantiradi. Sirtda 
yotmagan birorta ham nuqtaning koordinatalari bu tenglamani 
qanoatlantirmasligini ko'rsatish ham mumkin. Demak (14.3) 
tenglama (14.2) tenglama bilan berilgan L  egri ehiziqni Oz o'q atro- 
fida aylantirish natijasida hosil bo'lgan aylanish sirtining tenglamasi. 
Boshqacha aytganda Oyz tekislikdagi /r( i ,,z)=() tenglama bilan 
berilgan L egri ehiziqni Oz o'q atrofida aylanishi natijasida hosil 
bo'lgan aylanish sirtining tenglamasini topish uchun egri ehiziq

tenglamasidagi v ni ± ф г 2 +у~ ga almashtirib undagi ay lanishi 
o'qiga mos z ni o ‘zgarishsiz qoldirish kerak ekan.
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l-misol. + c : *' ellipsning Oz va O y o‘qlar atrofida
I .v - 0

aylanishi natijasida hosil bo'lgan aylanish sirtlarining tenglamalari 
topilsin.

Yechish. Hllipsning Oz o'q atrofida aylanishidan hosil bo'lgan 

sirtning tenglamasini ellips tenglamasidagi г ni ±*Jx~+y~  ga 
almashtirib, г koordinatani esa o'zgarishsiz qoldirib hosil qilamiz, 
ya'ni

-г г r  , , . v г г- -■ ■■■ 1 yoki —- + —  н— - = 1.
а с a a~ C

Agar berilgan ellips tenglamasida у  ni o'zgarishsiz qoldirib z ni

+ \l x: + z : ga almashtirsak ellipsni Oy o'q atrofida aylanish 
siriining tenglamasi kelib chiqadi, ya'ni

1 "> •>
v .v ♦ z~ x v z—  -i---- -—  - 1 yoki —  + —  + —г - 1
a ( ( a" c~

Hosil bo'lgan sirtlar aylanish cllipsoidlari deyiladi.

14.4. Konussimon sirtlar

Konussimon sirt deb, konusning uchi deb ataladigan berilgan 
nuqtadan o'tuvchi va konusning yo‘naltiruvclm i deb ataladigan 
berilgan egri chiziqni kesuvchi barcha to'g'ri chiziqlardan tashkil 
topgan sirtga aytiladi. Bunda berilgan nuqta, berilgan egri chiziqda 
)otmaydi.

Konussimon sirtni tashkil etuvchi to'g'ri chiziqlar uning 
yasovchilari deyiladi.

/. egri chiziq nuqtalarining koordinatalarini sirtning nuqtalarini 
koordinatalari x.y.z lardan fare]lash maqsadida X .Y .Z  lar orqali 
beleiladik.
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Masalan, .v"+v~-r‘ -0 tenglama yordamida aniqlanadigan sirl uchi 
koordinatalar boshida bo'lgan ikkinchi tartibli doiraviy konusdir (80— 
chi/ma).

80 ehizma.

Endi ikkinchi tartibli sirtlarning ba'zi -birlari bilan tanishib 
chiqamiz.

14.5. Sfcra

Fazoning berilgan nuqtasidan barobar uzoqlikda joylashgan 
nuqtalarining geometrik o'rniga slera deb ataladi. Herilgan nuqta 
sferaning markazi, undan sferagacha masofa sfcra ning radiusi deb 
ataladi.

Endi markazi Q\(a:h;c) nuqtada bo'lib R radiusga ega sferaning 
tenglamasini keltirib chiqaramiz. M{.\.y,z) nuqta sferaning ixtiyoriy 
nuqtasi bo'lsin. U holda ta'rifga binoan 0] M R.

Ikki nuqta orasidagi masofani topish formulasi(6.8)ga ko'ra

0, M  - - a )2 + ( i' - h )2 + (r  - c )‘ ekanini hisobga olsak 

yj(x - a) '  + ( r - h) + (z - с У R yoki kvadratga ko'tarsak
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( х - а ) "  + ( у  — Ь)~ + ( z - c У  = R 1 (14.4)

hosil bo'ladi. Shunday qilib sferaning ixtiyoriy M  nuqtasining 
koordinatalari (14.4) tenglamani qanoatlantiradi. Sferada yotmagan 
heeh bir nuqtaning koordinatalari bu tenglamani qanoatlantir- 
masligini ko'rsatish qiyin emas. Demak (14.4) tenglama sferaning 
tenglamasi. U sferaning kanonik tenglamasi deb ataladi.

Sferaning marka/i koordinatalar boshida bo'lganda a -b=c=0 
bo'lib uning tenglamasi

0 V

*■

81-chizmu.

x'+y2+z~=R~ (14.5)

ko'rinishiga ega bo'ladi.

14.6. Ellipsoid

Kanonik tenglamasi

^T + — + ^T = 1 (14.6)
a ' b c~
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ko'rinishda bo'lgan ikkinchi tartibli sirt ellipsoid deb ataladi. a.b,c 
musbat sonlar ellipsoidning yarim  o'qlari deb ataladi. Ellipsoidning 
koordinata o'qlari bilan kesishish nuqtalari uning uchlari deb ataladi. 
Ellipsoid oltita uchga ega.

82-chiima.

Ellipsoid tenglamasida x.y.z koordinatalar juft darajalari bilan 
qatnashadilar. Demak ellipsoid koordinata tekisliklari Олт, Oxz. Oyz 
ga nisbatan simmetrik.

Ellipsoid ni shaklini aniqlash maqsadida uni koordinata tekislik- 
lariga parallel tekisliklar bilan kesamiz.

Ellipsoid Олт tekislikka parallel z -h ( | h | <r) tekislik bilan kesilsa 
kesimda ellips hosil bo' 1 ish in i ko'rsatamiz. Bulling uchun tekislik 
bilan ellipsoid tenglamalarini birgalikda, ya'ni

Z - h,

X у

ll h :

sistemani yeehamiz. Bundan z ni yo'qotsak Олт tekisliuidagi prock
siyasi cllipsdan iborat silindrik sirt tenglamasi hosil bo'ladi.

Ir- I-
h

+ •' | - "  yoki 1 - "  ga bo'lsak
I r
с

+  —

h

1 -  , / . 1 -  .

;  c ~
V У
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— +
, Ir lr
1 -  , h\ 1C- V c~

a l l - K ,  
V c-

h1 =

— = 1 kelib chiqadi.

oxirgi tenglamadan

kiritsak

x~ v"
a

kelib chiqadi. Bu 0.\y tekislikka parallel z=h tekislikdagi markazi 
0 1( ();();/?) nuqtada va yarim o ‘qlari a\ va b\ bo'lgan ellips tenglamasi. 
(14.7) formulalardan ko'rinib turibdiki | h | ortaborsa u\ bilan h\ 
kichraya boradi. | h | -c bo'lganda а\=Ь\=Ь bo'lib kesiin nuqtaga 
aylanadi. | h \ >c bo'lganda z~=h tekislik ellipsoid bilan kesishmaydi. 
//=() bo'lganda Oxy tekislikda yotgan eng katta a va h yarim 
o'qlarga ega ellips hosil bo'ladi.

Shunga o'xshash ellipsoidni Ovz tekislikka parallel x=h ( | /? | <a) 
Oxz tekislikka parallel y=h  ( | /7 1 <h) tekisliklar bilan kesilganda ham 
kesimda ellips hosil bo'lishiga ishonish mumkin.

O'tkazilgan mulohazalarga asoslanib ellipsoidning shaklini 82- 
chizmada tasvirlangan sirt kabi tasavvur etamiz. Ichi bo'sh qovun 
el 1 ipsoidga misol bo'ladi.

14.7. B ir  pallali giperboloid

.V  .v
a b с

ko'rinishdagi kanonik tenglamaga ega bo'lgan ikkinchi tartibli sirt 
bir pallali (kavakli) giperboloid deb ataladi. Musbat a.h.c sonlar 
bir pallali giperboloidning yarim  o'qlari deyiladi.
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Ellipsoiddagi singari koordinata tckisliklari bir pallali giperbo- 
loidning ham simmetriya tckisliklari bo'ladi. B ir pallali giperbo- 
loidning shaklini aniqlaymiz.

Bir pallali gipcrboloid Oxy tekislik (v=() tekislik) bilan kesilsa 
kesimda

r = 0

A B C D  giperbola hosil bo'ladi (83-ehizma).
Shunga o'xshash uni ,v 0  tekislik bilan kesilsa kesimda O yi 

tekislikda yotgan

v - 0
E F M S  giperbola hosil bo'ladi (83-ehizma). Xuddi shuningdek bir 

pallali giperboloidni (h r va Oxz tekisliklariga parallel tekisliklar 
bilan kesilganda ham kesimda giperbola hosil bo'lishini ko'rish 
mumkin.

Endi bir pallali giperboloidni Oxy tekislikka parallel tekislik 
bilan kesib kesimni kuzatamiz.
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Bir pallali giperboloidni Oxy tekislikka parallel z=li tekislik bilan
r = h.

kesilsa kesimda
г = A,
x~ r  Ir  yoki—  + — ■ = 1 + —  
i r  c~ с

X~ Г

« ’ (1 + ' ' ' )  М 1  + Л ) 
c~ с

1

ellips hosil bo'ladi. Bn ellipsning yarim o'qlari

h " I Ir  
и = --- va b = + —r .  |A| ortganda ortadi. A=0

bo'lganda Ол;\' tekisligida yotgan va eng kichik a.b yarim o'qlarga 
ega ellips hosil bo'ladi.

Shunday qilib o'tkazilgan mulohazalar bir pallali giperboloidni
O.vv tekislikdan (ikkala tomonga) cheksiz uzoqlashgan sari kengayib 
boradigan cheksiz quvr sifatida tasvirlash imkonini beradi. Giper- 
boloid 83-chizmada tasvirlangan.

14.8. Ikk i pallali giperboloid

—  + - — = -1
a b~

(14.8)

ko'rinishdagi kanonik tenglamaga ega bo'lgan sirt ikki pallali 
(kavakli) giperboloid deb ataladi. Tenglamada x.y.z koordinatalar 
j  li ft darajalari bilan ishtirok etganligi sababli koordinata tekisliklari 
ikki pallali giperboloidning simmetriya tekisliklari bo'ladi.

Ikki pallali giperboloidni Oxz va 0vz tekisliklar bilan kesilsa 
kesimda

va c~ b" 
x = 0

giperbolalar hosil bo'ladi. Agar ikki pallali giperboloidni Oxy 
tekislikka parallel г /?( !/; !  >c) tekislik bilan kesilsa kesimda

с
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■сГ b2 Г  1 (14.9)
г = /;

voki

ellips hosil bo'ladi. Bu ellipsning yarim o'qlari a - c / J — -1 va

//b = bJ --- 1, |/?| ortganda ortadi h = ± c  bo'lganda (14.9) kesim
\ с  ' “

tenglamasi —  + V  =0 ko'rinishga ega bo'lib bu tenglamani l'aqat-
a~ b~

gina v=0, )■=() qiymatlar qanoatlantiradi xolos. Demak bu holda 
tekislik bilan ikki pallali giperboloidning kesishish chizig'i ellips 
f](0;0,c') va t:(0,0;-c) nuqtalarga aylanar ekan. |/;| <c bo'lganda 
(14.9) dan

^ r  + A- < 0a' b~

tengsizlikka ega bo'lamiz. Bu tengsizlikning chap tomonidagi il'oda 
nomanliy ekanini hisobga olsak tengsizlik heeh qachon bajaril- 
masligini ko'ramiz. Demak, bu holda z-h tekislik bilan (14.8) ikki 
pallali giperboloid kesishmas ekan.

O'tkazilgan mulohazalarga asoslanib ikki pallali giperboloidni 
84-chizmada ko'rsatilgan sirt kabi tasvirlaymiz.
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X4-i hizma

14.9. E llip tik  paraboloid

,r: v ‘
— + — = 2z (14.10)
P  4

ko'rinishdagi kanonik tenglamaga ega ikkinchi tartibli sirt elliptik 
paraboloid deb ataladi.

Bu yerdagi p va q bir xil ishorali ma'lum sonlar. Kelgusida 
aniqlik uchun /)>(), c/>() deb olamiz.

Elliptik paraboloidning shaklini aniqlaymiz. Elliptik paraboloidni 
Oxz va Ovr tekisliklar bilan kesilsa kesimda shu tekisliklarda yotgan

v" _ y~
2 p 2 p  

parabolalar hosil bo'ladi. Uni Oxy tekislikka parallel z=h 
(h> 0) tekislik bilan kesilsa kesimda z=h tekislikda yotgan

——  + ——  = 1 ellips hosil bo'ladi.
2ph 2qh
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Bu ellipsning yarim o'qlari a = ^]2pli va b = yj2qh , h ortsa 
ortadi.

Shunday qilib o'tkazilgan mulohazalar clliptik paraboloidni O.vy 
tekislikdan Oz o'q yo'nalishda cheksiz uzoqlashgan sari kengayib 
boradigan «qozon» sifatida tasvirlash imkononi beradi. ()((),();0) 
nuqta elliptik paraboloidning uehi,/) va q sonlar uning paranietrlari 
deyiladi. p=q bo'lganda aylanma paraboloid hosil bo'ladi. F.lliptik 
paraboloid 85-chizmada tasvirlangan.

A
X

85-chiznia.

14.10. G ipcrbolik paraboloid

—  = 2z < 14.11 >
P  4

ko'rinishdagi kanonik tenglamaga ega ikkinchi tartibli sirt 
giperbolik paraboloid deb ataladi. Bu yerdagi p va q bir xil ishorali 
ma'lum sonlar. Aniqlik uehun kelgusida /;>(), q>() deb olamiz.

Giperbolik paraboloidni Oxz tekislik bilan kesilsa kesimda shu 
tekislikda yotgan 2pz = x~ parabola hosil bo'ladi. Bu sirtni Oxz 
tekislikka parallel y=h  tekislik bilan kesilsa kesimda shu tekislikda 
yotgan
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v- - 2г
-Ч

parabola hosil bo'ladi. Bu parabolaning uchi 0,0,--- 
-<l J

nuqtada

bo'lib uning simmetriya o'qi Oz bo'ylab yo'nalgan.
Berilgan paraboloidni Ovz ( v 0) koordinata tekisligi bilan kesilsa 

kesimda shu tekislikda yotgan va uchi koordinatalar boshida bo'lib

Oz simmetriva o'qiga ega. paslua vo'nalnan z - - ' parabola hosil
-4

bo'ladi.
Agar paraboloidni Ovz tekislikka parallel ,v h tekislik bilan 

kesilsa kesim ham parabola bo' 1 ish in i ko'rish qiyin emas.
Paraboloid Oxy  tekislikka parallel z h tekislik bilan kesilsa 

kesimda

= 2/? yoki —-----—  = 1
p q 2 ph 2c/h

giperbola hosil bo'ladi.
O'tkazilgan mulohazalar giperbolik paraboloidni egarsimon sirt 

ko'rinishida tasvirlash imkonini beradi. Koordinatalar boshi giper
bolik paraboloidni uchi, p  va q sonlar esa uning param ctrlari deb 
ataladi. Giperbolik paraboloid 86-ehizmada tasvirlangan.

iS6-chizma.
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2-misol. Markazi koordinatalar boshida bo'lib radiusi 4 ga teng 
sferaning kanonik tenglamasi yozilsin.

Yechish.Sferaning kanonik tenglamasi (14.5) ra R=4 qiymatni 
qo'ysak

4 -> Л
.v-+V+r= 16

tenglama hosil bo'ladi.
3-мисол. Markaziy 0i(-2;3;l) nuqtada bo'lib radiusi R ~ 6 bo'lgan 

sferaning kanonik tenglamasi yozilsin.
Yechish. Sferani tenglamasi (14.4) ga a=-2, /)=3, /?=6

qiymatlarni qo'ysak uning kanonik tenglamasi

(л-+2ГКг-3)2+(_--1)436

kelib chiqadi.
4-misol. Markazi 0i(3;-2;-l) nuqtada bo'lib radiusi R=5 bo'lgan 

sferaning umumiy tenglamasi topilsin.
Yechish. Sferaning kanonik tenglamasi (14.4) ga <7=3; h- -2, с - 

1; /?=5 qiymatlarni qo'ysak

(a‘-3)2+(v+2)2+(z+1 )2=52

yoki qavslarni ochib ixchamlasak sferaning umumiy tenglamasi 
.y2+i '2+z2-6.y+4v+2z-1 1=0 hosil bo'ladi.

5-misol. .v2+v2+z:-6.v+8\'+l(t+25=0 sferaning markazini koordi
natalari va radiusi topilsin.

Yechish. Berilgan tenglamani (14.4) ko'rinishda yozamiz. Bu 
lling uchun avvalo bir xil koordinatalar qatnashgan hadlarni guruh- 
laymiz, ya'ni tenglamani

(.y2-6.y)+(v2+8v)+(z2+10z )+25=0 ko'rinishda yozamiz. Qavs ichi
dagi ifodalarni to'la kvadrat shaklida yozish maqsadida ularga to'la 
kvadrat bo'lish uchun kerakli bir xil sonlarni ham qo'shamiz ham 
ayiramiz.

(y2-6.y+9-9)+(v2+8v+ 16-16)+(z2+10z+25-25)+25=0;
(.v-3)2-9+( r+4)2-16+(z+5):-25+25=0, (.y-3)2+(v+4)2+(z+5)2=25.
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Hosil bo'lgan tenglamani sferaning kanonik tenglamasi (14.4) 
bilan taqqoslasak, a=3, /;=-4, c=-5, R~=25 ekaniga iqror bo'lamiz. 
Shunday qilib 0|(3,-4,-5) nuqta sferaning markazi bo'lib lining radiu
si R- 5 ekan.

6-misoI. ,v'+i'“-4v=0 tenglama qanaqa sirtni ifodalaydi.
Yechish. Tenglamani ,v'+r'-4v+4-4=0, („г-0)-+(г-2)'=2~ ko'

rinishda yozsak u O.vi’ tekisligidagi aylanani ifodalashi kelib chiqadi. 
Fazoda bu tenglama yo'naltiruvchisi shu aylanadan iborat yasovchisi 
Oz o'qqa parallel doiraviy silindrni ifodalaydi.

„  . , f.v: + v2 + (z - i f  = 16, , ,7-misol. < tenglamalar sistemasi qanaqa
I z = 6

egri chiziqni ifodalaydi?
Yechish. Sistemani birinchi tenglamasi markazi 0|(0,0,7) nuqtada 

va radiusi R=4 bo'lgan sferani tenglamasi, ikkinchisi esa 6>лт 
tekislikka parallel va (0,0,6) nuqtadan o'tuvchi tekislik tenglamasi. 
Ular albatta z=6 tekislikda yotuvchi ayiana bo'ylab kesishadi.

Shunday qilib berilgan tenglamalar sistemasi ana shu aylananing 
tenglamasi ekan.

I'ndi shu aylananing tenglamasini boshqacha shaklda yozamiz. 
Berilgan sistemaning birinchi tenglamasiga z = 6 qiymatini qo'yib 
sistemadan z ni yo'qotamiz.

Oxirgi sistemani birinchi tenglamasi Oz o'qqa ega doiraviy 
silindrni ifodalaydi, ikkinchisi esa (9лт tekislikka parallel tekislik. Bu 
yerdagi sistemaning birinchi tenglamasi .y~+v"=15 Oxy tekislikdagi 
aylanani ifodalaydi. Bu ayiana doiraviy si I indr bilan z=6 tekislikning 
kesishishi oqibatida hosil bo'lgan aylananing Oxy tekislikdagi 
proeksiyasidir.

8-misol. .x2+y2=R2 aylanani Ox o'q atrofida aylanishi natijasida 
hosil bo'lgan aylanish sirti-sferaning tenglamasini yozing.
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Yechish. Berilgan aylanani Ox o'q atrolida aylanishi nalijasi 
hosil bo'lgan sirt tenglamasini topish uchun aylananing tenglamasida 
aylanish o'qiga mos v koordinatani o'/.garishsiz qoldirib ikkinchi

o'zgaruvchi v o'rniga ± yjy~ ■+ iloda qo'yiladi. U holda aylanish
sirti tenglamasi

x 2 + (± y jy2 + z 2 ) 2 R 2 yoki ,v: + г f r  - R 2

ko'rinishga ega bo'ladi. Bu tenglama sferaning tenglamasi ekanligi 
ma'lum

2 ,2 _2
9-misol. —  + —  + — = 1 ellinsoidni koordinata tekisliklari bilan 

25 16 4 1
kesishish chiziqlari, ularning uchlari hamda yarim o'qlari topilsin.

Yechish. Oxy tekislik г 0 tenglamaga ega. Ellipsoid tengla
masiga z = 0 qiymatni qo'ysak ellipsoid bilan Oxy tekislikning 
kesishish chizig'i

— + —  = 1,
■ 25 16

v = 0
ellipsning tenglamasiga ega bo'lamiz. Ellipsoidning uchlari ellips 
uchlarini ham aniqlaydi. Ellipsoidning Oxy tekislikda yotuvchi 
uchlari A ,(-5,0,0), Л(5;();0), Bi(0,-4,0) fi(0;4;0) koordinatalarga 
ega.

Shuningdek berilgan ellipsoidni O.vc (_v=0) tekislik bilan kesganda 
kesimda

—  + —  = 1, 
25 4
r =  0

ellips hosil bo'lib uning uchlari ^i(-5;0;0); Л(5;0;0), C’i(0;0;-2) va 
C(0;0;2) nuqtalarda joylashgan.

299



bllipsoidni Ovz (л-O) tekislik bilan kesilsa kesimda

'— +■ —  = I,
4  6 4

v = 0

ellips hosil bo'lib uning uchlari Z?i(0;-4;0) S(0;4;0) Ci(0;0;-2) va 
C(0;0;2) nuqtalardan iborat bo'ladi.

Ellipsoidning berilgan tenglamasini uning kanonik tenglamasi 
(14.6) bilan taqqoslasak cr=25; a=5, b'= 16, b=4, c~=4, c=2 
ellipsoidning yarim o'qlari hosil bo'ladi.

10-misol. 16a-2+25v,2+I00z2-32a-+50v-359=0 sirt tenglamasi 
kanonik ko'rinishda yozilsin va sirtning turi aniqlansin.

Yechish. Avvalo bir xil koordinatalar ishlirok etgan hadlarni 
guruhlab berilgan tenglamani

( 16.y2-32.y)+( 25 v2+50v)+1OOz2-3 59=0 yoki 1 6(.y2-2.y)+25(v2+2v)+ 
+ 100z2-359=0 ko'rinishda yozamiz. Qavs ichidagi ifodani to'la 
kvadrat shaklida yozish maqsadida qavs ichidagi ifodalarga 1 ni ham 
qo'shamiz ham ayiramiz. U holda

I 6(.y2-2.y+ 1 -1 )+25( v2+2v+ 1 -1)+100z2-3 59=0;
16 [ ( y— 1 )2-1 )]+25[(j’+1 )2-1)]+100z:-359=0;
I 6(.y- 1 ) 2- 16+250’+1 )2-25+100(z-0)2-359=0;
16( л-1 )2+25( r+1 )2+1 00(z-0)2=400; 

yoki tenglamani 400 ga bo'lsak
( -v -  1) 2 f  ( v - r l ) : + ( z - 0 ) 2 = j 

25 16 4
tenglamaga ega bo lamiz. ,v-l=A", _v+l = K z=Z almashtirish olsak

X 2 Y2 Z 2 ,
---+ —  + —  = 1
25 16 4

ellipsoidning kanonik tenglamasi kelib chiqadi.
Shunday qilib berilgan tenglama ell ipso idni ifodalab “ eski” 

sistemani 0,( 1,-1 ;0) nuqtaga parallel ko'chirilsa uning tenglamasi
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“ yangi”  OiAT sistemaga nisbatan kanonik ko'rinishga ega bo'lar 
ekan.

Mustaqil yechish uchun mashqiar va test savollari

1. Markazi C’(l;4;-1) nuqtada bo'lib radiusi R=8 bo'lgan sfera
ning kanonik tenglamasi yozilsin.

Javob: (,v-l )“+(y-4)-+(z+l )“=64.
2. Markazi C(-l;-2;-4) nuqtada bo'lib radiusi R=6 boMgan 

sferaning umumiy tenglamasi yozilsin.
Javob'. .y‘'4-v“+z"+2.y+4v+8z-15=0.
3. .Y:+i':+z“-hY-v bz=0 sferaning markazi va radiusi topilsin.

Javob: 0| (—- — - ), R = —- .
2 2 2 2

4. Markazi 0i(5;7;-l) nuqtada bo'lcan va koordinatalar boshidan. т *> ■>
o'tuvchi sfera tenglamasi yozilsin. Javob: (.y-5)'+(v-7 Г+(-+1 ) =75.

5. v2+z2-2az~-0 tenglama qanaqa sirtni ifodalaydi?
Javob: Yasovchisi O.v o'qqa parallel doiraviy silindrni.

6. | “ л + • tenglamalar sistemasi qanaqa egri ehiziq tengla-
U =9

masini ifodalaydi?
Javob: Markazi 0i(0;0;9) nuqtada bo'lib radiusi 3 ga teng va Oxy 

tekisligiga parallel z=9 tekislikda yotgan aylanani.

7. —  + ^  = \ ellipsni I ) O.y o ‘q; 2) Oy o 'q atrofida aylanishi 
a~ с ~

natijasida hosil bo'lgan aylanish sirtlarini tenglamalarini 
yozing.

Javob: 1) V  4 —  + —  = 1-aylanish ellipsoidi; 
a c~ c~

-> i  i  
X V 2 . . . .

2) —- + -—— + ^  = 1 -aylanish ellipsoidi. 
a a с
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8. r =v parabolani Ox o'q atrofida aylanishi natijasida hosil 
bo'lgan sirtni tenglamasi yozilsin va sirt yasalsin. Javob: .v=r+z~ - 
aylanish paraboloidi.

} ) "J
V”  l’“  . . .  . . . . .9.  ---* ----h —  = I с 11 ipsoidni koordinata tckisliklari bilan
64 49 25 '

kesishish chizig'ining tenglamalari yozilsin va ularning uchlari
hamda yarim o'qlari topilsin.

Javob: 1 )kesim tenglamalari

a)
л* у  
64 ’ 49
Z = 0;

b) -- + * -  = 1, 
64 25 •
v = 0;

d) £- + ±-= 1,
49 25
л- = 0.

2) ellipsoidning yarim o'qlari: a--8; b=l\ c=5;
3) ellipsoidning uchlari: Л,(-8;0;0), .-l(8;0;0), /i|(0;-7;0), B {0;7;0),

C](0;0-5) va C(0;0;5).

10. 1) .v2 fv--r=0; 2)z=v:+r; ; 3) ^ +г2_ ^  = 0;
О

4)
174

7) z -(.r'+v'); 8) i  l-.v'-r'

tenglamalar bilan qanaqa sirtlar aniqlanadi.
Javob:
1. O'qi Oz o'qdan iborat doiraviy konus.
2.O 'qi Oz o'qdan iborat aylanish paraboloidi.
3.0'qi O.v o'qdan iborat doiraviy konus.
4. Aylanish o'qi Ov o'qdan iborat ikki pallali giperboloid.
5. Bir pallali giperboloid.
6. O 'qi O.v o'qdan iborat konus.
7. I'chi koordinata boshida bo'lib o'qi Oz o'qdan iborat aylanish 

paraboloidi.
S. Uchi 01(();(); 1) nuqtada bo'lib o'qi Oz o'qdan iborat va pastga 

yo'nalgan aylanish paraboloidi.
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11. .г2 + у 2 + z2 - 2 (х + у - г) - 6 = 0 tenglama qanaqa sirt tengla
masini ifodalaydi?

A ) sfera B ) ellipsoid D) bir pallali giperboloid E ) ikki pallali 
giperboloid.

F) heeh qanaqa sirtni ifodalamaydi.
12. x2 + у 2 к 2 + 6x - 2у + 4c + 14 = 0 tenglama nimani ifoda

laydi?
A ) sfera B ) ellipsoid D) bir pallali giperboloid E ) ikki pallali 

giperboloid.
F) paraboloid.
13. x2 + y 2 + z2 - 4-v + 4y - 6z. + 17 = 0 tenglama qanaqa sirt

tenglamasini ifodalaydi?
A ) sfera B ) ellipsoid D) bir pallali giperboloid E ) ikki pallali 

giperboloid
F) paraboloid.

2 ,2
14. —  +K- = 1 tenalama (Xvvr fazoda nimani ifodalaydi. 

a b2
A ) ellipsni B ) giperbolani D) parabolani E ) konusni F) elliptik 

silindrni.

O ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Ikkinchi tartibli sirt deb nimaga aytiladi?
2. Silindrik sirt deb nimaga aytiladi?
3. Silindrik sirtning yo'naltiruvcliisi va yasovchisi nima?
4. Aylanish sirti nima?
5. Konussimon sirt nima?
6. Sferaning ta‘rifini ayting va tenglamasini yozing?
7. Ellipsoid deb nimaga aytiladi? Uning yarim o'qlari va uehi nima0
8. Bir pallali giperboloid nima?
9. Ikki pallali giperboloid nima?
10. Elliptik paraboloid nima?
11. Ciiperbolik paraboloid nima?
12. Ikkinchi tartibli konus nima?
13. (14.1) tenglama har doim ham sirtni ilbdalaydimi?
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15. B IR  O 'Z G A R U V C H IN IN G  FUNKS1YAS1

15.1. 0 ‘zgaruvchi va o‘zgarmas m iqdorlar

Inson o'z faoliyati davomida hajm, yuza, uzunlik, vaql, bosim, 
harakat, tezlik, og'irlik kuchi, elektr tokining kuchi va liokazo kabi 
miqdorlarga dueh keladi. Bu miqdorlar mazmuii jihatidan turlieha 
bo'lsada ularning o'zlariga xos umumiylik tomoni ham bor bo'lib 
ularni o'lchash mumkinligidadir. Ularni o'lchash natijasida bu 
miqdorlarning son qiymatlari deb ataluvchi sonlar hosil bo'ladi. B ir 
xil miqdorlarni tnrli vaqtda va turli sharoitda oMchansa uni sonli 
qiymati turlieha bo'lishi mumkin. Masalan avtomobil tezligi yo'lning 
har xil qismida yoki har xil vaqtda turlieha sonli qiymatlarga ega 
bo'ladi. Shuningdek yopiq idishdagi gazning bosimi ham har xil 
haroratda har xil bo'ladi. Istalgan qavariq ko'pburchakning tashqi 
burchaklari yig'indisi har qanday ko'pbuchak uchun o'zgarmas va 
360° ga teng. Bu misollardan ko'rinib turibdiki miqdorlar har xil son 
qiymatlarni qabul qilishi yoki faqat birgina sonli qiymatni qabul 
qilishi ham mumkin ekan. Har xil sonli qiymatlarni qabul qiladigan 
miqdorning o'zini o‘zgaruvchi miqdor deb ataladi.

Qaralayotgan sharoitda o'zini sonli qiymatlarini o ‘zgart- 
maydigan miqdor o‘zgarmas miqdor deb ataladi. Matematikada 
miqdorni uning fizik ma'nosidan qat'iy nazar qabul qilishi mumkin 
bo'lgan sonli qiymatlari to'plami berilganda o‘zgaruvchi miqdor 
berilgan deb hisoblanadi. O'zgarmas miqdorni sonli qiymatlari 
to'plami birgina sondan iborat o'zgaruvchi miqdorning xususiy 
ko'rinishi deb qarash mumkin.

O'zgarmas miqdorlarga ko'plab misollar keltirish mumkin: 
ayiana uzunligining lining diarnetriga nisbati (7r), uchburchakning 
ichki burchaklari yig'indisi (180°), yorug'Iikning bo'shliqdagi tezligi 
(299,800 km/sck), erkin tushayotgan jismning tezlanishi (9.81
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m/sek"), kvadrat diagonalining lining tomoniga nisbati (л/2) 
o'zgarmas miqdorlardir.

F-iir miqdorning o'zi vaziyatga qarab o'zgaruvchi yoki o'zgarmas 
bo'lishi ham mumkin. Masalan tekis harakat qilayotgan jismning 
tezligi o'zgarmas, erkin lushayotgan jismning tezligi esa o'zga- 
ruvchidir.

O'zgarmas miqdorlarni a.b.c,... harllar bilan belgilanadi. O'zga
ruvchi miqdorlarni esa .v. у  r . ... harflar bilan belgilanadi. 
O'zgaruvchi miqdorlarning barcha son qiymatlari to'plami shu 
o'zgaruvchining o‘zgarish sohasi deyiladi. O'zgaruvchi 
miqdorlarning sonli qiymatlari haqiqiy sonlarning qandaydir 
to'plamini tashkil etadi. Bunga sonlar o'qining ma'lum nuqtalari 
to'plami mos keladi. Kelgusida kesma (segment) va interval deb 
ataluvchi sonlar to'plamlari bilan ko'proq ish ko'ramiz. O'zgaruvchi 
miqdor v ning ma'lum p xossaga ega qiymatlari to'plamini j.v: p\ 
kabi belgilaymiz.

a va b sonlar (yoki ikkita nuqta) berilgan bo'lib a< b  bo'lsin. 
a < x %}Ь tcngsizliklarni qanoatlantiradigan .v sonlar to'plami [,v: 
a < x < b ! kesma yoki segment deb ataladi va \a,b\ orqali 
belgilanadi. a va b kcsmaning uchlari (yoki oxirlari) deb ataladi, 
hamda (qaralayotgan holda a va b sonlar ham to'plamga tegishli 
bo'ladi). a < x < b  tengsiziiklarni qanoatlantiradigan .v sonlar 
to'plami {.y: a < x < b | intenr>'al deb ataladi va {u,b) kabi 
belgilanadi. F3u holda intenrvalning a va b oxirlari sonlar to'pla- 
miga tegishli bo'lmaydi. u < x < b  yoki a < x < b tengsiziiklarni 
qanoatlantiradigan .v sonlar to'plami J.v: a < x < b )  yoki J.v: 
a < x < b ! yarim  ochiq kesma yoki yarim  yopiq interval deb 
ataladi hamda (с/,б] yoki [a,/?) kabi belgilanadi.

Kiritilgan kesma yoki interval tushunchalari nat'aqat sonlar 
to'plamiga tegishli, balki unga mos sonlar o'qining nuqtalari 
to'plamiga ham tegishlidir. Masalan. [</,/>] kesmaga sonlar o'tpning 
oxirlari a va b nuqtadan iborat kesmasi mos kelib bu holda 
kcsmaning oxirlari a va h nuqta ham kesmaga tegishli bo'ladi.
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(о ,ft) intervalga ham sonlar o'qining oxirlari a va ft nuqtalardan 
iborat kesmasi mos kelib bu holda kesmaning oxirlari kesmaga 
tegishli bo'lmaydi. x biror A'to'plamga tegishli bo'lganda x e X  va 
u shu to'plamga tegishli bo'lmaganda x г X  kabi yoziladi. Masalan

N natural sonlar to'plami bo'lganda 3 e N, Q&N, <t N. Shuningdek:

3e [2,4], 5г [0,3], 2 г (О, 2).
Ba'zi hollarda cheksiz intervallar va cheksiz yarim intervallar 

bilan ish ko'rishga to'g'ri keladi. Ular quyidagicha ta'riflanadi va 
belgilanadi:

\x : x > a} = (a ;+00) , {x : x > a } = [a; +00),

{x : x < ft} = ( - 0 0 ; ft), jx : x < ft} = ( - 0 0 ; ft],

Butun sonlar o'qini (barcha haqiqiy sonlar to'plamini) cheksiz 
interval (-gc;+co) ko'rinishida tasvirlash mumkin. Ba'zan kesma,
interval, yarim ochiq yoki yarim yopiq intervallarni oraliqlar deb 
ham ataymiz.

Endi muhim tushunchalardan biri nuqtaning atrofii tushunchasini 
kiritamiz. с nuqtaning atrofi deb shu nuqtani ichiga olgan har qanday 
(a.ft), (a<c<b) intervalga aytiladi. Markazi с nuqtada va 
uzunligi 2s (e>0) bo'lgan (c-s; c+s) interval с nuqtaning £-atrofi 
deb ataladi (87-chizma). |x-c|< £  tengsizlik -£<x-c<e yoki

c-£<x<c+e tengsizliklarga teng kuchli ekani maktab kursidan 
ma'lum. Demak |x -c |< e  tengsizlik ham с nuqtaning s-atrofini

anglatar ekan, ya'ni x e (c - e, c + e).

c-s

S

X

s

c + s

H7-ehizma.
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Har xil tabiat hodisalarini o ‘rganishda ko'ramizki unda bir-biriga 
bog'liq bir nechta o'zgaruvchi miqdorlar ishtirok etadi. Masalan 
o'zgarmas haroratda yopiq idishdagi gazning bosimi idishning 
hajmiga teskari proporsional. Hajm o'zgarganda gazning bosimi ham 
unga bog'liq ravishda ma'lum qonuniyat asosida o'zgaradi, 
Shuningdek ishbay asosida haq oladigan ishchining ish haqi u ishlab 
chiqaradigan mahsulotining miqdoriga bog'liq, ya'ni ishchi qancha 
ko'p mahsulot ishlab chiqsa u shuncha ko'p maosh oladi. Doiraning 
radiusi o'zgarganda uning yuzi ham ma'lum qonun assosida unga 
bog'liq ravishda o'zgaradi. Agar doiraning yuzini S  va radiusini R 
orqali belgilasak, uning yuzi

S  = nR2

kabi topilar edi. Bu yerdagi n o'zgarmas son, R esa doiraning 
radiusi bo'Iganligi uchun u faqat musbat qiymatlarni qabul qiladi va 
biz istagan doirani qaraganimiz uchun u ixtiyoriy musbat qiymatni 
qabul qilishi mumkin, ya'ni R e (0; +•»)..

Doiraning radiusi R ning o'zgarishi lining yuzi 5 ni ham 
ma'lum qonuniyat asosida o'zgarishga majbur etadi. R ning har bir 
aniq qiymatiga S  ning bitta aniq qiymati mos keladi. Bunday holda 
doiraning yuzi uning radiusining funksiyasi deb ataladi. Bunga 
o'xshagan ko'plab misollarni keltirish mumkin. Ularda bir 
o'zgaruvchining o'zgarishi ikkinchi o'zgaruvchining ma'lum 
qonuniyat asosida o'zgarishga majbur etadi. Masalan yopiq idishda 
ma'lum miqdordagi gaz qaralsa harorat o'zgarmagan holda idishning 
kichrayishi gaz bosimini oshishga majbur etadi. O'zgaruvchi 
miqdorlarni biri ikkinchisiga bog'liq ravishda o'zgarishi funksiva 
tushunchasiga olib keladi.

Ikkita .v va v o'zgaruvchi miqdorni qaraymiz.

15.2. Funksiya tushunchasi
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1-ta‘rif. Agar v miqdorning D  sohadagi har bir qiymatiga biror 
qonun yoki qoida bo'yicha v ning biror E  sohadagi aniq bir qiymati 
mos qo'vilsa, v o'zgaruvchi miqdor x o'zgaruvchi miqdorning 
funksiyasi deb ataladi.

Bu holda v miqdor r ning bir qiymatli funksiyasi deb yuritiladi. 
O'zgaruvchi x miqdor erkli o‘zgaruvchi yoki argument, v 

miqdor esa erksiz o'zgaruvchi yoki funksiya deb ataladi. 
v ning ,v o'zgaruvchining funksiyasi ckanligi ramziy tarzda

v = /(.v)

ko'rinishda yoziladi (о 'qilishi: v tcng ef.v ). v = /(.v) funksiyaning 
argument v ni aniq ,v0 qiymatidagi xususiy qiymati ,/'(.v0) yoki

i'! kabi belgilanadi. Masalan, agar /(.v) = 2.v + 3 bo'lsa■ l.v л,, ^
/41) = 2 1 + 3  = 5, / (0 ) = 2 0 + 3 = 3. / (2 ) = 2 • 2 + 3 = 7.

Bu yerdagi /’ funksiyaning qiymatiga ega bo'lish uchun uning 
argumenti ustida qanaqa matematik amallarni bajarish lozimligini 
ko'rsatadi.

Funksiyani v = <p(.v), v = .)’(* ), .v = ф(х),.... ko'rinishda ham 
belgilash mumkin.

Ba'zan argumentning har bir qiymatiga funksiyaning bir emas 
birnechta qiymatlari mos keladi. Bunday holda funksiya ko‘p
qiymatli funksiya deb ataladi. Masalan, x1 \ v2 = R 2 aylananing 
har bir nuqtasining v abssissasiga aylananing ordinatalari 

v = ±VR 2 - x2 bo'lgan ikkita nuqtasi mos keladi, ya'ni bu yerda 
biz ikki qiymatli funksiyaga duch keldik.

Bundan buyon biz faqatgina bir qiymatli funksiyalar bilan ish 
ko'ramiz.

2-ta‘ rif. Argument v ning f (x )  funksiya ma'noga ega bo'ladi- 
gan qiymatlari to'plami funksiyaning aniqlanish sohasi deb ataladi 
\a D(f ) orqali belgilanadi.
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Masalan / ( л ) - ---  funksiya ,y=2 nuqtadan boshqa .y ning
л-2

barcha qiymatlarida aniqlangan. ,y=2 da kasrning maxraji nolga 
aylanib, funksiya ma'nosini yo'qotadi, chunki liech bir sonni nolga

bo'lib bo'lmavdi. Demak D \ — I = (-00; 2) u  (2;+00).
v x-2 J

Funksiya biror nuqtada aniqlangan bo'lishi uchun u slni nuqtada

— x — O x ,  cc-x , 0°, I х, co°ko‘rinish"a еца bo'l-
0 0 /  " ^
masligi lozim, bunda a = const.. Shuningdek >’ • 2"^p(x ) ko'ri

nishdagi funksiya faqat ,v ning (/?(.y)>0 tengsizlikni qanoatlan
tiradigan qiymatlaridagina aniqlangan.

3-tabrif. / (.y) funksiyaning qabul qiladigan qiymatlari to'plami 
uning obzgarish sohasi yoki qiym atlar sohasi deb ataladi va E ( f  ) 
orqali belgilanadi. Masalan. £(.v//;,v)=[-l;IJ, E(tgx)=(-cry, c).

4-ta‘rif. Oxv tekislikning koordinatalari г / ( v) munosabat bilan 
bog'langan P(x.v) nuqtalarning geometrik o'rni у = f ( x )  funk
siyaning grafigi deb ataladi.

Funksiyaning grafigi uning asosiy xossalarini shu grafikka qarab 
aytish imkonini beradi. Har qanday funksiya ham grafikka ega deb 
o'ylash noto'g'ri.Masalan Dirixle funksiyasi deb ataladigan

' I, .v ratsional son bo'lsa,
D(x) = \ , , ,

[0, .v - irratsional son bo'lsa

funksiya grafikka ega emas. Butun sonlar o'qi bu funksiyaning 
aniqlanish sohasini tashkil etadi, funksiyaning qiymatlari 
to'plami faqat ikkita son, ya'ni 0 va I dan iborat. Demak 
D (D (x )) = ( - 0 0 ; 0 0 ) ,  E (D (x ))  = [0; 1| .

Endi funksiyaning berilish usullarini qaraymiz.
Funksiya turli usullar bilan berilishi mumkin. Ulardan ko'p 

uchraydigani anal it ik, jadval va grafik usullaridir.
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v va v o'zgaruvchi orasidagi moslik formula orqali ifodalan- 
ganda funksiya analitik usulda berilgan deb ataladi. Masalan:

Funksiya aniqlanish sohasining turli qismlarida turlieha formu- 
lalar orqali berilishi ham mumkin. Masalan,

Cl, agar x > 0 bo'lsa, 
signx = 0, agar x - 0 bo'lsa,

|- l,a g a rx < 0  bo'lsa.
v va v o'zgaruvchi orasidagi bog'lanish jadval ko'rinishida 

ifodalanganda funksiya jadval usulda berilgan deb ataladi. Masalan, 
logarifmik, trigonometrik funksiyalarning qiymatlari jadvallari 
funksiyaning jadval usulda berilishiga misol bo'la oladi.

Funksiya grafik usulda berilganda uning grafigi ma'lum bo'lib, 
argumentning turli qiymatlariga mos keluvchi funksiyaning 
qiymatlarini bevosita ana shu grafikdan topiladi.

15.3. Asosiy elementar funksivalar, ularning aniqlanish 
va o‘zgarish sohalari, grafigi

/ v = , ’

/  \

i

y x n

r/
. y

1 1 0

J

HH-chizma.
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1. у  = С - o'zgarmas(konstanta) funksiya, bunda С -o'zgarmas

son.

2. у  = ,v" - darajali funksiya, bunda n noldan farqli son.

3. у = ax - ko'rsatkichli funksiya ( (a > 0, a *  1).).

4. у = log(rv - logarifmik funksiya (a > 0, a *  1).
5. y=sinx, y=cosx, y=tgx. y=ctgx - trigonometrik funksiyalar.
6. y=arcsinx. y=arccosx, y=arctgx, y=arcctgx - teskari trigono

metrik funksiyalar.
Bu funksiyalar asosiy elementar funksiyalar deb ataladi. Shu 

funksiyalarning aniqlanish va o'zgarish sohalarini hamda grafiklari 
bilan tanishamiz.

1. v - С - o'zgarmas funksiya butun sonlar o'qida aniqlangan 
bo'lib uning qiymatlari sohasi birgina С  sondan iborat, ya'ni 
D(C) = ( — oc; + oc), E (C )  = С . Bu funksiyaning grafigi Ox o'qqa 

parallel to'g'ri chiziqdan iborat ekanligi aytib o'tilgan edi (36-chizma).

2. г - л " - darajali funksiyaning aniqlanish va o'zgarish sohalari 

hamda grafigi n ko'rsatkichga bog'liq.

Masalan, D(x) = D (x2)-  /)(.v3) = (- * ; + да), E (x )  = (-x; + да), 

E (x 2) - [0; + да), D {Jx )  = [0; + да), E(\[:y) = [(); +ос).

Ba'zi bir darajali funksiyalarning grafiklari 88-chizmada kelli- 
rilgan.

3. v = a ' ko'rsatkichli funksiya (tf > 0, a *  1) uchun: 

D( ax) = (-да; + да), E (a x) = (0; +-да). Ko'rsatkichli funksiyaning 

grafigi 89-chizmada tasvirlangan.
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89-chizma.

4. г - lognx logarifmik funksiya (a > 0, a ф \) uchun: 
/)(log„.v) = (0; + y- ). £(log0x) = 4 x ). Logarifmik funksiya
ning grafigi 90-chiz;nada tasvirlangan.

1►

v -
a >1

i

i
0

f
n

1
V - logaX 
0<a<\

90-chizma.

5. v-sinx. v=cos.x. y-fg.x. y=ctg.x -trigonometrik funksiyalar 
uchun: /J(sin v) = D(cos.x) = (-*; + =c), E(s'\n.x) = £(cos.v) = |-1; 11.

г = tgv funksiya son o'qining (2k 1)  ̂ ko'rinishdagi nuqtalaridan



farqli, у  = ctgx funksiya esa son o'qining x = kn (A-butun son) 
ko'rinishdagi nuqtalaridan farqli barcha nuqtalarida aniqlangan. 
/;(tgv) = E(ctgA') = (-x-; + c c ) . Trigonometrik funksiyalarning gra
fiklari 91-chizmada tasvirlangan.

6. y=arcsinx, y=arccosx. y=arctgx, y=arcctgx -teskari trigo
nometrik funksiyalarning aniqlanish, o'zgarish sohalari hamda ular- 
ning grailklari bilan keyinroq tanishamiz.

г = cosv

15.4. M urakkab funksiya.
Elemental- funksiya

Har doim ham funksiyaning argumenti erkli o'zgaruvchi bo'la- 
vermaydi. Ko'p hollarda shunday funksiyalar ham uchraydiki, 
ularning argumentlari boshqa bir o'zgaruvchining funksiyasi bo'ladi. 
Argumenti ,v o'zgaruvchining funksiyasi, ya‘ni и = (p(x) bo'lgan 
v = /(//) funksiyani qaraymiz. Bu holda r o'zgaruvchi ham v
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o'zgaruvchining funksiyasi bo'ladi va u bu holda murakkab 
funksiya yoki funksiyaning funksiyasi deb ataladi hamda 
v = / [<p(.v)] kabi belgilanadi.

и argument murakkab funksiyaning oraliq argumenti deb ata
ladi. Masalan, agar y=tgu, и «= I og r\ bo'lsa, v .v ning murakkab 
funksiyasi bo'ladi: у = tg(logflx).

Asosiy elemental' funksiyalar va murakkab funksiya tushuncha- 
laridan foydalanib elementar funksiya tushunchasiga ta 'rif beramiz.

5-ta‘rif. Elementar funksiya deb asosiy elemental- funksiya- 
lardan chekli sondagi ari finet Ж amallar va ulardan olingan murakkab 
lunksiyalardan tuzilgan fujiksiyaga aytiladi. Asosiy elementar 
funksiyalarning o'zlari ham elementar funksiyalar sinfiga tegishli. 
Masalan, •

i 2
i / i  • 2 \ • t я (si n v f A +.Y +.X+1 •  ̂ (у  = lg(l + Sin x), у = , V = Sin"3

л*-2х+3
funksiyalarning barchasi elementar lunksiyalardir.

Izoli. Elementar bo'lmagan, ya'ni noelementar funksiyaga 
у = n\ (>’ = / (x ) )  funksiya misol bo'ladi. Bunda n != 1 • 2 • 3 •...• n 
(o'qilishi: en faktorial). Chunjd у ni topish uchun kerak bo'lgan 
amallar soni n ning o'sishi bilan ortadi, ya'ni u chekli emas. Bundan 
buyon biz ayrim liollarni hisobga olmaganda faqatgina elementar 
funksiyalar bilan isli ko'ramiz."

15.5. Butun va kasr-ratsional funksiyalar

6-ta‘rif. v = tf„x" + fl|X"_l + a2x" 2 + ... + an Ax + an ko'rinish
dagi funksiya butun ratsional funksiya yoki ko'phad deb ataladi, bu 
yerdagi n natural son ko'phadning darajasi, <•/„, a,, an ,, an 
ma'lum sonlar ko‘phadning4<oeffitsientlari deb ataladi.

Masalan, y = 2x + l, у = 2x2 + 3x * 4, у - 6x3 + 4x - 7 funk
siyalar mos ravishda birinchi, ikkinchi va uchinchi darajali ko'phad- 
lardir.
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Birinchi darajali у - a{)x + <7, ko'phad chiziqli funksiya deb 
ataladi.

Umumiylikni buzmaslik maqsadida y= C  o'zgarmas funksiyani 
nolinchi darajali ko'phad deb qarash mumkin: у  = C.v".

Odatda //-darajali ko'phadni P„(x) kabi yoziladi.
7-ta‘rif. Ikki ko'phadning nisbati kasr-ratsional funksiya yoki 

ratsional kasr deyiladi.

^ hnx'"+hlx"' ' +bixm 2 +...+bm _\X+hm

P„ix) a[)xn+cilxn 1 +a2xn~2 +...+a„_\x+an

Kasrning suratini darajasi maxrajining darajasidan kichik (m<n) 
bo'lganda kasr to g 'r i va aks holda ( m > n ) kasr noto‘g‘ri kasr deb

x4 - 1 x - 3 .v ’ + 1 x " + 3
ataladi. Masalan, v = — 7------- , v = -----г , v = ---------

4.v’ + 6.v - 1 1 - .V x + 7.v + 8
funksiyalar kasr-ratsional funksiya bo'lib, ulardan birinchi ikkitasi
noto'g'ri kasr, uchinchisi esa to'g'ri kasrdir.

15.6. Funksiyaning juft va toqligi, davriyligi

8-ta‘rif. Agar v = f ( x )  funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli 
barcha .V lar uchun f (- x )  = f ( x )  tenglik bajarilsa f ( x )  funksiya 
juft funksiya deb ataladi. Agar har bir x e D ( f )  uchun
M -x ) = - f (x )  tenglik bajarilsa f ( x )  funksiya toq funksiya deb 

ataladi. .lull funksiyaning grafigi Or o'qqa nisbatan, toq funksiyaning 
grafigi koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo'ladi.

Masalan, vr .v, v = .r’ . v-\smv funksiyalar toq у  = .v", v = .vJ . 
v-cosx funksiyalar juft (88 va 91-chizmalar) funksiyalardir. 
v = a ' . у = I (>g x funksiyalar juft ham emas toq ham emas.

Ko'rinib turibdiki jull funksiyaning ham, toq funksiyaning ham 
aniqlanish sohasi koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo'ladi.
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9-ta‘rif. Agar o'zgarmas Тф 0 son mavjud bo'lib v = /(.v) 
funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli barcha .v lar uchun 
/(.v± 7') - / ( y) tenglik bajarilsa f ( x )  funksiya davriy funksiya

deb ataladi. f (,\ ± T )=  f'(.x) tenglikni qanoatlantiruvchi musbat T 
sonlarning eng kichigi T{j f ( x )  funksiyaning davri deb ataladi. 
Masalan, v  sinx, y=cos.x funksiyalar davri 2 я  ga teng davriy 
funksiyalar, tgx, ctg.x funksiyalar esa davri n ga teng davriy 
funksivalardir.

15.7. Monoton funksiyalar

f { x )  funksiya biror [c/; /;] kesmada (interval, yarim interval 
bo'lishi ham mumkin) aniqlangan bo'lsin.

10-ta‘rif. Agar ,v ning shu kesmaga tegishli ixtiyoriy ikkita л, 
va .y , qiymatlari uchun .y , < .y , bo'lganda / ( . y , ) < f (  \\) (yoki
/ ( .y , ) > / ( . v , ) ) tengsizlik o'rinli bo'lsa, f (  x) funksiya [с/; Л] 

kesmada o‘suvchi (yoki kamayuvchi) deyiladi.
Boshqacha aytganda argumentning katta qiymatiga funksiyaning 

katta qiymati mos kelsa funksiya o'suvchi deyilar ekan.
Masalan. v = л[х (88-chizma) funksiya [0;+cc)da, v=a  (o>l) 

(89-chi/.ma) funksiya (-x>;+x)da, y = (o g ax ( a > l)  (90(a)- 

chizma) funksiya (0 ;+ x )d a , y=sinx (91-chizma) funksiya

kesmada, v=cosx (91 -chizma) funksiya [— /г; 0] kesmada
л n
2 '  2 _  

o'suvchi.
Argumentning katta qiymatiga funksiyaning kichik qiymati mos 

kelganda funksiya kamayuvchi deyilar ekan.
Masalan, y = .Y: , v  = .Y4 funksiyalar (88-chizma) (-oc;0) 

oraliqda, v = a ' (0 < a < 1) (89-chizma) funksiya (-°o; + cc)

316



oraliqda, v = Cogirx (0 < a < 1) (90-chizma) funksiya (0; + x ) 
oraliqda, v=mv.Y (91-chizma) funksiya [(); /rjkesmada kamayuvchi.

[a; b] kesma J  (x) funksiyaning mos ravishda o‘sish yoki kama- 
yish oralig‘ i deyiladi. O'suvchi va kamayuvchi funksiyalar mo
noton funksiyalar deb ataladi. Monoton funksiyaning o'sisli. 
kamavish oraliqlari uning monotonlik oralig‘i deyiladi.

Funksiyaning o'sisli yoki kamayishi haqida gapirganda o'sisli 
yoki kamayish oraliqlari ko'rsatilishi shart. Chunki bir funksiyaning 
o'zi bir oraliqda o'ssa u boshqa bir oraliqda kamayishi ham mumkin. 
Masalan, y=cos.\ funksiya [-/Т ;()] orliqda o'sadi, [(); 7r] oraliqda

esa kamayadi (91-chizma). Shuningdek v = .v  va. v = v4 funksiyalar 
ham (- x; ()) oraliqda kamayadi, (0; + x ) oraliqda esa o'sadi.

11-ta‘rif. Agar .v, < л\ bo'lganda f { x ] ) < /(.\\) (yoki 

/ f.y , )> / (л % )) tengsizlik o'rinli bo'lsa, f ( x )  funksiya [a: h] kcs- 
mada kamaymaydigan (yoki obsmaydigan) funksiya deyiladi.

Masalan, 92 a-chizmada kamaymaydigan, 92 /j-chizmada o's- 
maydigan funksiyalarning grafiklari tasvirlangan.

v
a ) v b)

, '

j  | ,-----.

* \

j ---- t \

0 ^ b

У2-chizma.

15.8. Funksiyaning chegaralanganligi

12-ta‘rif. (cr, b) intervalda aniqlangan v = /(.v) lunksiya uchun 
shunday Л/>0 son mavjud bo'lib, (a\ b) dagi barcha v lar uchun
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\f{x )\< M  tengsizlik bajarilsa, v = f ( x )  funksiya (a; b) intervalda
chegaralangan deyiladi.

Agar bunday M  son mavjud bo'lmasa, u holda у  = f ( x )  funksiya
(a; b) intervalda chegaralanmagan deb ataladi.

Masalan, y  = cos.v funksiya ( - 00;+ со) intervalda chegaralan
gan, chunki bu intervaldagi barcha x lar uchun |cos.v|<l, ya‘ni 

M= 1.

v = — funksiya (0; 1) intervalda chegaralanmagan, chunki
v

1
< M  tengsizlikni qanoatlantiruvchi musbat Msonni topish mum

kin emas, chunki — kasrning maxraji kichraygan sari u kattalasha
.v

boradi. Shu funksiyaning o'zi 0 nuqtani o‘z ichiga olmagan istalgan 
intervalda chegaralangan bo'ladi.

Mustaqil yechish uchun mashqlar va test savollari

1. f ( x )  = ,v: — 3jc + 4 funksiya berilgan. F  ( l ) ,/ (0 ) ,/ (- l ), toping. 
Javob: 0;4;8.
2. f ( x )  = x ' -г4 funksiya berilgan. Quyidagi qiymatlar toping: 

a) / (5 ) b) f  (y ji)d )  f ( a  + \ ) e ) f ( a 2 )f) f  (2 a ) .
Javob: a) 29 b)13 d ) a 2 +2a + 5 e ) a J +l t)4c/" + 4.

3 . f (x )  = bo'lsa И  — Iva — 1—  topilsin.
2 + 3x ' [ x j  f ( x )

, , / P i  l + .v 1 2л-+ 3
Javob: / — = ----- , ------------ .

v )  2 + 3.v f ( x )  x + 1

4 . f(, (Y) = / bo'lsa (p{u) + ip{b) = (p\ ————— ! ekani isbot-
' 1 - .v \ a  + b )

lansin.



5. Quyidagi funksiyalarning aniqlanish sohasi topilsin.

а) л/9 - л-2 , b) л/3-v - 2 + i]9 - 2x , d)\Jx + а -*ф)~ x ,

e) Y + J 'X + I , f) fg{x~ + 5x : б), g) v = 4 '
л-+ 1

2 9Javob: a)[-3; З], b) —; - . d)(-x^+ac), e)(- x; - l ) u ( -  1; + x ),

0 (- o o ;- 3 )u (- 2 ;+ 00), g )(-oo;+oo).
6. Quyidagi funksiyalarning grafiklari yasalsin.

a) v-2.v-3, b )y  = - .v : - l ,  d )y  = A--.v: , e )y  = ,v: + 2.v - 3 , 
4 .

f) V = — —  , g) v = 3 " ', h) v = fo g , i) v = A-' + 1,
.v -1 ' v

j)  y  = fog2{ l- x ) .  •
7. a) y=8, Ь )у  = д-: , d )y  = s in w  e )y  = cos5.v2, f) у  = 7', 

g), v = Cgx funksiyalardan qaysi biri murakkab funksiya.
Javob: v = cos5.y" .
8. Quyidagi funksiyalardan qaysi birlari juft funksiya.
a) v = .v: - 2.y + 1, b )у  = .y ’ - 1 , d) v = sin2 y  + cos y .

e) v = -Jx , f) v = ----r  , g) у  = 2 ' + 2 ' , h) у  - \lx + 1
1 +  .Y<

Javob: d), f), g). •
9. Quyidagi funksiyalardan qaysi bir^toq funksiya. a) у  = sin ' y

i , v - 1
1 +.V

b) у  = igx - v, d )у  = v ’ - x + 1, e) у  = л/ v + I . O.v =

g )y  = 3’ -3  ' , h )y  = . !-'—  . Javob: a), b), g).
V-V + 1

10. Quyidagi funksiyalardan davriy.bo'lmaganini toping, 
a) v = sin V • cos.v , b) v = |cos.v|, d) у  = tg 'x , e )у  = sin x + 4 ,

0 .v = cos(2.v + 3), g) у  - Igx Javoh: g).
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' я
I I . Quvidagi liinksiyalardan qaysi bir lari 0; oraliqda o'sadi. 

a) v = tgx, b) i1 = ctgx, d) у  = sin .v, e) у = cos.v, 1) у  = лг ,

g) i - — . Javob: a), d), Г).
v

12. Quvidagi liinksiyalardan qaysi birlari (- 3; 0 )oraliqda kama- 
yadi.

a) v = x , Ь )г  = Д г . d) v = 3 c) v = *g— . Javob: a), d).
V  -V

13. Qiiyidagi liinksiyalardan qaysi birlari ( 0; 1 ) intervalda che
garalangan.

а) у = x \  b) у = sin .v , d) у - tgx , у  = 3 ' ' , e )y  = с tgx ,

0 г = —'— , g) v "  — — , h) v = i 1 - .v). Javob: a), b), d).
I - x " sin v

14. 1) 3 g Л 2) - 5 e Z  3) 2 e [3,5] 4 )V s e (3 ;4 ) 5)^2 s(_) 
>o/.u\ lardan noto'g'risini ko'rsating.

Л) 3;5;2 B ) 2;3;4 D )l;4 ;5  E)3;4;5 F) 2;4;5.
15. l ) v  = 2' 2 ) y  = log,x 3) у  - .V + 4x + 2 4) у = x3
5) у --sin x liinksiyalardan qaysi birlari o'zlarining aniqlanish 

sohasida monoton o'sadi?
Л) I ;2;3 B ) 2;3;4 D) 3;4;5 E ) 1;2;5 F) 1;2;4.

16. 1) v = 3’ 2) v = log, x 3) i’ = tgx 4) r = -— -
x - 2

5) у  = sin 2xcco3x liinksiyalardan [o;— 1 intervalda chegaralan-

ganlarini ko'rsating.
Л ) I ;2;3;4 B ) 2;3;4;5 D )l;2 ;4 ;5  E ) 2;3;4;5 F )l;3 ;4 ;5 .
17. 1 ) у  = cos~x + tgx + 3 2) у  = sin2 x + ctgx - 1 3) у =| sin x

4) r =| eosx j 5 )y  = tw ; x - sin2 x liinksiyalardan davri n ga teng 
da\riy funksivani ko'rsating.

A) 1; 2; 3; 4; B ) barchasi; D) 2; 3; 4; 5; F) 1; 2; 3; 5; F) 1; 2: 4; 5.
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O ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. O'zgaruvchi miqdor nima? 0 ‘zgarmas miqdorchi?
2. O'zgaruvchi miqdorning o'zgarish sohasi nima?
3. Nuqtaning atrofi, £ -atrofi, kesma, interval nima?
4. Bir o'zgaruvchili funksiyaning ta'rihni ayting. Aniqlanish va o'zga

rish sohalari nima?
5. Funksiyaning grafigi nima?
6. Funksiya ko'pincha qanaqa usullar bilan beriladi?
7. Qanaqa funksiyalar asosiy elementar funksiyalar deyiladi? Ularning 

aniqlanish va o'zgarish sohalarini ayting.
8. Murakkab funksiyaning ta'rifini ayting.
9. Elementar funksiyani ta'rifini ayting.
10. Butun va kasr-ratsional funksiyalarni ta'rifini ayting. Ratsional kasr 

qachon to'g'ri va qachon noto'g'ri kasr deyiladi.
11. Funksiya qachon juft va qachon toq deb ataladi.
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16. O 'ZGARUVCHI MIQDORNING LIM1TI

16.1 .Sonli ketma-ketliklar

1-ta‘ rif. Natural sonlar to'plamida aniqlangan .vn = /(/?), 
/? e A funksiyaning qiymatlari to'plami sonli ketma-ketliklar deb 
ataladi.

Agar n ga 1, 2, 3, ... qiymatlar bersak, bu funksiyaning

xususiy qiymatlariga ega bo'lamiz, ular ketma-ketlikning hadlari 
yoki elementlari deb ataladi.

Bunda v, ketma-ketlikning birinchi hadi, v uning ikkinchi hadi 
va hokazo ,v(i kctma-kctlikning n-hadi deyiladi. Demak

sonli ketma-kctlikni tashkil etadi. Sonli kctma-ketlik (,vn j yoki 
\ f{n )} orqali belgilanadi. Kctma-kctlikning n-hadi .v(i= f (n )  uning 
umumiy hadi deb ataladi.

Kctma-kctlikning umumiy hadi ma'lum bo'lsa u berilgan hisob- 
lanadi.

ketma-ketlikni beradi.
2-misol. xn =2n funksiya {.v„}= {2/?}= {2,4,6,....,2/7,...]ketma- 

ketlikni beradi.
3-misol. ,v„ = l + (- l)” funksiya

-V, = /'(!),.Y-, = / (2 ) Y „ = / ( / 7 ) , . . .

-V,, .v: ............. Y „ . . .  yoki / '( I ) ,/ ( 2 ) .... /(/7) ...

I-misol y funksiya
2

{ .Y „ }  = { l + (- !)"}=  Jo, 2, 0 , 2 ....... J + l - l ) " , . . . }



1 , , f l ]  M l  1 1
4-Miicoji. v = — lunksiya (.v„ / - -i — j- = < 1, —, —.....

n I n \ I 2 j  n J
ketma-ketlikni bcradi.

Barcha misollarda n natural son, ya'ni n e ,V .
Shunday M  son mavjud bo'lsaki, barcha n e ;Y uchun x „< M

tengsizlik bajarilsa, jv, j ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan 

ketma-ketlik deb ataladi.
Shunday M  son mavjud bo'lsaki, istalgan // e A uchun .v > M

tengsizlik bajarilsa, j.v j ketma-ketlik quyidan chegaralangan

ketma-ketlik deb ataladi.
Ham yuqoridan ham quyidan chegaralangan ketma-ketlik 

chegaralangan deb ataladi. Chegaralangan ketma-ketlik uchun 
shunday M>0 son mavjud bo'lib barcha n e  N uchun |.vJ< M

tengsizlik bajariladi.
Agar istalgan n natural son uchun .v(; <.v„., tengsizlik bajarilsa,

J.v ] monoton o‘suvchi ketma-ketlik deb ataladi.

Agar istalgan /; natural son uchun ,v;i > tengsizlik bajarilsa,

fv, J monoton kamayuvchi ketma-ketlik deb ataladi.

Agar istalgan n natural son uchun .vn ^ л „ г| tengsizlik bajarilsa,

,Aj;} o‘smaydigan ketma-ketlik deb ataladi.

Agar istalgan n natural son uchun ,vH 5.v,Ml tengsizlik bajarilsa,

]v ] kamaymaydigan ketma-ketlik deb ataladi.

5-misol. }= |/72}= |l,4,9,16..... /;,...} - o'suvchi, quyidan

chegaralangan ketma-ketlik.
6-misol..{.v„ | = {I - 2/7} = {- 1,-3,- 5.... } - kamayuvchi, yuqori

dan chegaralangan ketma-ketlik.

ketma-ketlikni bcradi.



7-misol. {л- ! = J n > = J —, —, —..... ——  o'suvchi, cheea-
1/7 + l j  [2  3 4 /7 + 1 J ~

ralangan ketma-ketlik.

16.2.Ketma-ketlikning limiti

a o'zgarmas son va {xn} ketma-ketlik berilgan bo‘Isin.

2-ta‘rif. Agar istalgancha kichik s > 0 son uchun shunday 
N = N (s )  natural son mavjud bo'lsaki, undan katta barcha n lar 

uchun |.y „ - o |< £  tengsizlik bajarilsa, a o'zgarmas son ketma- 

ketlikning limiti deb ataladi va lim xn = a yoki xn —>a kabin— ‘ "
belgilanadi.

Agar {.v,,} ketma-ketlikning limiti a  chekli son bo'lsa ketma-
ketlik yaqinlashuvchi, aks holda ya'ni a  mavjud bo'lmasa yoki oo 
bo'lsa u uzoqlashuvchi ketma-ketlik deb ataladi.

j.vM - a\ < £ tengsizlik a - e < xn < a + £ tengsizliklarga teng

kuchli ekanini ko'rdik. Buni e'tiborga olsak, limit tushunchasini 
geometrik nuqtai nazardan bunday tushuntirish mumkin: agar 
istalgan e > 0 son uchun shunday N = N (г ) natural son topilsaki,
{.y ;i }=  .... ,a v ,.y w m ,...} ketma-ketlikning ЛМ-1- hadidan boshlab
barcha hadlari a nuqtaning £ - atrofiga tushsa, ya'ni a nuqtaning 
£ -atrofiga J.y);} ketma-ketlikning birinchi N  ta chekli sondagi 

hadlaridan tashqari barcha hadlari tushsa, a  o'zgarmas son {.rn} 
ketma-ketlikning limiti deb ataladi.

Shunday qilib a o'zgarmas son {.vn j ketma-ketlikning limiti 

bo'lganda bu nuqtaning istalgan £ -atrofi (o - £ , a + e ) da ketma- 
ketlikning cheksiz ko'p hadlari yotadi, £ -atrofdan tashqarida ketma- 
ketlikning chekli sondagi hadlari qoladi xolos.
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8-misol. {.v ] - \ —  \ ketma-ketlikning limiti 1 ga teng 
n + 1

ekanligi ko‘rsatilsin.
n  .

Ly - a ]  - --------1
\ 11 I 77+1

< s yoki

<e tengsizlikni tuzamiz. Biroq n>0, shuning uchun - < £
n

voki n> — . 
€

I
Bundan ko'rinadiki, N  = N (s ) sifatida — natural bo'lganda shu

£

sonni o'zini, u natural son bo'lmaganda + 1 sonni ([.v]- x ning

butun qismi) olinsa, u holda n ning h > N (k ) tengsizlikni

qanoatlantiradigan barcha qiymatlari uchun
/7 + 1

4 < i: tengsizlik

bajariladi. Bu esa lim ----= 1 ekanini bildiradi.
* *' /7+1

Masalan, £=0,01 bo'lsa N- -  = —— = 100 va ketma-ketlikning
s 0,01

101-hadidan boshlab barcha hadlari a= 1 nuqtaning 0,01- at roll (0,99, 
1,01) ga tushadi, atrofdan tashqarida ketma-ketlikning chekli, ya'ni

100 ta hadi qoladi. Shuningdek £=Ю,001 bo'lganda N------ = 1000

va n

n + 1

0,001
ning 1001-qiymatidan boshlab barcha hadlari uchun 

-I <0,001 tengsizlik bajariladi. Boshqacha aytganda bu holda

{.v } — ; ——— ketma-ketlikning 1001-hadidan boshlab barcha
" ! /7 + 1 J

hadlari <7=1 nuqtaning £=0,001 atrofl (0,999, 1,001) ga tushadi, bu
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atrokian tashqarida esa kctma-kctlikning chekli, ya'ni 1000 la hadi 
qoladi xolos.

1-izoh. ()'/garmas sunning limiti shu sunning u'ziga teng. 
Ilaqiqatan, o'zgarmas с sonni barcha hadlari shu songa teng 

bo'lgan ketma-ketlik deb qarash mumkin, ya'ni Shuning
uchun istalgan i: > 0 son uchun

j.v,, -  cj = |c -  cj =- 0 < i:

tengsizlik doimo bajariladi.
2-izoh. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik faqat birgina limitga ega 

bo'ladi.
Ilaqiqatan, lim.Y( i= « , lim ,vi; = h bo'lib а ф Ь  bo'lsin. Li holda

n > ' n > /

ketma-ketlik limitining ta'rifiga binoan istalgancha kiehik i: > 0 son 
uchun shunday A’, va Ar, natural sonlar topilib n ning A', dan 
katta barcha qiymatlari uchun i.v,, - i: tengsizlik va n ning W  

dan katta barcha qiymatlari uchun |.Y„ - H < £ tengsizlik bajariladi. 

A', va A , dan kattasini A deb belgilasak n ning A’ dan katta barcha 
qiymatlari uchun j.v,, - a <r. va |.v„ - h\ < /; tengsizliklar bir vaqtda 

bajariladi. Demak f.vH j ketma-ketlikning y V)1- hadidan boshlab 
barcha hadlari ham x-a nuqtaning ham л -b nuqtaning ,v-atrofida

yotadi. Bu esa a t b bo'luanda ---— dan kichik £ lar uchun
*■ 2

bajarilmaydi. Bundan a b ckani kelib chiqadi.
3-izoh. Har qanday ketma-ketlik ham limitga ega bo'lavermaydi. 
Masalan, jxn} = { 1 + (-1 )"}= j0, 2, 0, 2......,l + (- l)\ ...j ketma-

ketlik liech qanday limitga ega emas, chunki uning toq raqamli 
hadlari 0 ga. juIt raqamli hadlari 2 ga teng bo'lib, j.v,,., -.y,J -2 va

£• < 1 bo'lganda n ning barcha qiymatlarida |.vn -«]</; tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi a son mavjud emas.
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Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligini eslatib 
o'tamiz.

16.3.Monoton chegaralangan ketma-ketlik 
limitining mavjudligi

16.1-teorema. Agar { .v j ketma-ketlik monoton o'suvchi va 
yuqoridan chegaralangan bo'lsa, u chckli limitga ega.

16.2-teorema. Agar {.v„} ketma-ketlik monoton kamayuvchi va
quyidan chegaralangan bo'lsa, u chckli limitga ega.

Bu teoremalarning isbotini keltirmaymiz.

16.4. Funksiyaning nuqtadagi limiti

/(.v) funksiya x=a nuqtaning biror atrofida aniqlangan bo'lsin 
(x -a nuqtaning o'zida aniqlanmagan bo'lishi ham mumkin). D( / )- 
funksiyaning aniqlanish sohasidan limitga ega bo'lgan ixtiyoriy 
{.vnj = [.v,, .v,.... ketma-ketlikni olamiz. f ( x )  funksiyaning
[xn J ketma-ketlikning nuqtalaridagi qiymatlari [/ '(* „ )} ketma-
ketlikni tashkil etadi.

3-ta‘ rif. Argument .v ning a dan farqli va unga yaqinlashuvchi 
barcha ( v j  ketma-ketliklar uchun у  = f ( x )  funksiyaning shu 
ketma-ketlik nuqtalaridagi qiymatlaridan tuzilgan {/(-y„)i ketma- 
ketlik b songa yaqinlashsa, b son v - f (x )  funksiyaning x=a 
nuqtadagi (yoki .v -» a dagi) limiti deb ataladi va fiin f ( x )  ~ b yoki

л >4
x -> a da / ( v ) > b ko'rinishda yoziladi.

/ ( .v) funksiya .v" a nuqtada laqat birgina limitga ega bo'ladi. Bu 
yaqinlashuvchi {/ (.v „)} ketma-ketlikning yagona limitga ega ekanli- 
gidan kelib chiqadi.

\\,ugar x ratsional son bo'lsa,
9-misol. D (x)= \

0, agar x irratsional son bo'lsa.
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Dirixle funksiyasi sonlar o'qining hecli bir nuqtasida limitga ega 
emasligi ko'rsatilsin.

YccSiish. Son o'qining istalgan ,vn nuqtasini olamiz. ,v0 ga

yaqinlashuvchi argumentning {x(l} ratsional sonlar ketma-ketligiga 

funksiyaning \D(xn )j = {1 j- qiymatlari ketma-ketligi mos bo'lib 

uning limiti I ga teng bo'lishi ravshan. x0 ga yaqinlashuvchi 

argumentning [v((] irratsional sonlar ketma-ketligiga funksiyaning 

i/J(.y„ )| = {0 | qiymatlari ketma-ketligi mos kelib uning limiti 0 ga 

teng bo'ladi. Shunday qilib, xrt ga yaqinlashuvchi argumentning 

[x„j va {.v, J kctma-ketliklariga funksiyaning shu ketma-ketliklarni 

nuqtalaridagi qiymatlaridan tuzilgan |/>(.vn)} va {Z)(x,7)} ketma- 
ketliklar har xil limitlarga ega. Bu funksiyaning limitga ega bo'lish 
ta'rifiga xilof. Demak D (x ) funksiya x() nuqtada limitga ega emas. 

x() nuqta sonlar o'qining istalgan nuqtasi bo'lganligi uchun u
sonlar o'qining heeh bir nuqtasida limitga ega emas. Shunday qilib 
Dirixle funksiyasi aniqlanish sohasining heeh bir nuqtasida limitga 
ega emas ekan.

4-ta‘rif. Istalgan e > 0 son uchun shunday <5 > 0 son mavjud 
bo'lsaki, |x-a|<f') tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha a dan

farqli x nuqtalar uchun |/(x)-/>|<£ tengsizlik bajarilsa, b chekli 

son / (x) funksiyaning x=a nuqtadagi (yoki x —> a dagi) limiti 
deb ataladi.

Bu ta'rifga quyidagicha geometrik izoh berish mumkin. b son 
f ( x )  funksiyaning x a nuqtadagi limiti bo'lganda ( a - 5 ,  a + S )  
intervaldagi barcha x lar uchun f ( x )  flinksiyaning qiymatlari 
( h - e ,b  + £ ) intervalda yotadi.

Keltirilgan uchinchi va to'rtinchi ta'riflarni teng kuchliligini 
ko'rsatish mumkin.
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10-misol. lim :--- —  - 2 ekanini tarifdan Ibydalanib isbotlang.
' -*5 .v" - 5.r

Y- - 25
Yechish. /(.r) = —7 ---  funksiyani .y=5 nuqtaning jjror atrofi-

.v - 5.y
da, masalan (4,6) intervalda qaraylik. Ixtiyoriy s > 0 sonni olib 
I /(.y) - b\ < s ni .y *  5 deb quyidagicha o'zgartiramiz:

2S

1 J K) 'VI J (.y - 5)(.y + 5) ^ ,y  + 5 j 5 - x |5 - x\

Y 2 - 5.Y y (.y  - 5) .V X l-v:

,y>4 ekanini hisobga olsak |.y|=y>4 bo'lib
y -25 - 1

x2 - 5.Y
< |5--

kelib chiqadi. Bundan ko'rinib turibdiki, S = 4s deb olsak, u holda
0  <| .y  - 5 |< 6 tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha ,y  g  (4; 6 )  uchun

- -25
x- -5x

-2 d<— = s 
4

v~ - 25
tengsizlik bajariladi. Bundan 2 soni A .y)= — ----  funksiyaning

y - 5.y
,y=5 nuqtadagi limiti bo'lishi kelib chiqadi.

5-ta‘rif. Istalganeha katta M>0 son uchun shunday S = 8 \M ) > 0 
son mavjud bo'lib, | x - a  |< S tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha 
a dan farqli .y lar uchun \ f(x )\>  M  tengsizlik bajarilsa, .y —> a da 
f (x )  funksiya cheksizlikka intiladi deb aytiladi va bu lim f ( x )  = x

л -> (I
kabi yoziladi.

1
1 l-misol. lim

*:.v-2  

Yechish. /(.v) =

= x  ekani isbotlansin.

1

sonni olsak, | / ( . y ) |  =

x - 2 
1

,Y ■

funksiyani qaraylik. Ixtiyoriy M>0 

>M  tengsizlik |x -2 |< —  bo'lganda
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bit jar i I ish i ko'rinib turibdi. Agar <)' =—  deb olinsa, l.v - 2| < <5V  ’ I I

tengsi/likni qanoatlantiradigan barcha .v lar uchun 

1
v -

voki IJW  tengsizlik bajariladi. Bu esa .v —> 2 da f(.x)
x - 2

adi, ya'ni lim

16.5. Funksiyaning chcksizlikdagi limiti

6-ta'rif Agar / (л ) lunksiya v ning yetarlicha katta qiymatlarida 
aniqlangan bo'lib, istalgan £ > 0  son uchun shunday A’>0 son 
mavjud bo'lib, |.vl>A:' tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha v lar 
uchun j/ (.v )-/>!< /; tengsizlik bajarilsa, o'zgarmas b son y -  f  (x)

funksiyaning v —> a  dagi limiti deb ataladi va bu lim f ( x )  = b\ > /
kabi yoziladi.

v + I
12-misol. lim ----= 1 ekani isbotlansin.

Yechish. f (x) 

olsak I / ( . y )-/> ! =

barcha Ly|>A'’ uchun 

Bundan 1 soni f\x)

x + 1
funksiyani qaraylik. Istalgan <<; > 0 sonni

= —  bo'lib A’ = — desak, 
-V| с

,V + 1 Y + l  -  .Y

Y

Y +

-V

1
1 H < —  -

.V 1 к
.Y+l

funksiyaning y —> x  dagi limiti

bo'lishi ayon bo'ladi.
7-ta'rif. Agar f ix) funksiya .v ning yetarlicha katta qiymatlarida 

aniqlangan bo'lib, istalgan yetarlicha katta ,\!>0 son uclum shunday
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,\>0 son topilsaki, |х|>Л' tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha v lar 
uchun I / ( .v)j > Л/ tengsizlik bajarilsa, y - / ( . v )  funksiya v —> x 

da cheksizlikka intiladi deyiladi va lim f ix )  = x  kabi yoziladi.A > '
13-misol. lim v = x  ekani isbotlansin.

Yechish. /'(.v) = .v: funksiyani qaraylik. Istalgan A-f>0 sonni olib 

Л  v) > \ l tengsizlikni tuzamiz. x2>M, bundan |.vj > V Л/ kelib 

chiqadi. ,V = л/v/ deb olinsa, |.v| > N  tengsizlikni qanoatlanti

radigan barcha v lar uchun v > Л " = M  tengsizlik bajariladi. Bu 
lim .v = у ekanini bildiradi.
i > x

16.6. Lim itga ega funksiyaning chegaralanganligi

16.3-teorema. Agar / ( v ) funksiyaning a nuqtadagi limiti h 
chckli son bo‘ lsa. u holda v f ix )  funksiya a nuqtaning biror 
atrofida chegaralangandir.

Isboti. lim / ( v ) = h chekli son bo’lsin. U holda limitni ta'riflga

binoan istalgan i; > 0 son uchun slumdav S > 0 son topilib 
(a - S ,a - \ - S )  intervaldagi barcha ,v lar uchun | / ( v ) - />] < r. yoki

1 /'( v)| - \h\ < |/(.v) - h\ < € , bundan | /'(.v)| < |/?i+ r. bo'lishi kelib 

chiqadi. Agar .1/- | Л I + £ deb olinsa a nuqtaning 6 -atrolldagi 

barcha v lar uchun / ( v)i < Л/ tengsizlik bajariladi. Bu 
/ (.v) funksiya ( a - S , a  + 6 )  intervalda chegaralanganligini ko'rsa- 

tadi.
Agar /(.y ) funksiya biror intervalda chegaralangan va nolga teng

bo'lmasa, li holda — —̂  funksiva ham shu intervalda cheszaralangan 
f ix )

bo'lishini ta'kidlab o'tamiz.



16.7. B ir  tomonlama limitlar

8-ta‘rif. Agar f (x )  funksiyaning x=a nuqtadagi limitining ta'ri- 
lida .v o'zgaruvchi a dan kichik bo'lganicha qolsa, u holda funk
siyaning shu nuqtadagi limiti uning x=a nuqtadagi (yoki .y->c/-0 
dagi) chap tomonlama limiti deb ataladi va b\ = lim f ( x ) ,  yoki

x-xi
X<U

b\ = lim / (л ) ,  yoki b} = f\a - 0) kabi yoziladi.
.v— 0

Agar a=0 bo'lsa, u holda 6, = lim /(,v) = / (- 0 ) kabi yoziladi.
.v->-0

9-ta‘rif. Agar f\x) funksiyaning x=a nuqtadagi limiti ta'rifida 
v o'zgaruvchi a dan katta bo'lganicha qolsa, u holda funksiyaning 
shu nuqtadagi b, limiti uning x=a nuqtadagi (yoki x -» a +0 dagi) 
o‘ng tomonlama limiti deb ataladi va b~> = lim f (x )  yoki

A*—
x >a

bn = lim f ( x ) , yoki b ^ = f(a  + 0) kabi yoziladi.
.V— >£/ + ()

Agar u=0 bo'lsa, u holda b-, = lim f (x )=  /(+0) kabi yoziladi.

V  лi

0

- I

V

93-chizma.

f i x )  funksiyaning x=a nuqtadagi chap va o'ng tomonlama 
limit lari bir tomonlama lim itlar deb ataladi. by =b, bo'lsa, u holda
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f ( x )  funksiya x=a nuqtada limitga ega. Aksincha, f ( x )  funksiya
ning a nuqtadagi bir tomonlama limitlari mavjud va ular teng, ya'ni 
f (a - 0 )=  /(<7 + 0) bo'lganda va faqat shundagina bu funksiya a 

nuqtada limitga ega bo'ladi.
Masalan,

1, agar x > 0 bo'lsa,
0, agar x = 0 bo'lsa,

-1, agar x < 0 bo'lsa
f  (x) = signx =

funksiya x=a nuqtada limitga ega emas, chunki /(-0 )= -l,
/X+0) = 1 va / (- 0 ) Ф /(+0) (93-chizma). Bu funksiya 0 dan farqli 

istalgan nuqtada limitga ega.

16.8. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar

10-ta‘rif. Agar lim /(.r) = 0 (yoki lim /(.v) = 0 ) bo'lsa, f ( x )
X-+a X-*r

funksiya л —>ada (yoki .v -> x  da) cheksiz kichik funksiya 
deyiladi.

Cheksiz kichik funksiya x=a nuqtada chekli 0 limitga ega 
bo'lgani uchun u shu nuqtaning qandaydir atrofida doimo 
chegaralangan bo'ladi.

11-ta‘rif. Agar lim /(-*) = 00 (yoki lim / (л) = со ) bo'lsa, f ( x )
v -»</ ’ .x-*s '

funksiya ,v -> a da (yoki .v —> ocda) cheksiz katta funksiya deyiladi.
Cheksiz katta funksiya qaralayotgan x=a nuqtaning atrofida 

chegaralanmagan bo'ladi.
Endi cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar orasidagi 

bog'lanishni ifodalovchi teorema bilan tanishamiz.
16.4-teorema. 1. Agar f ( x )  funksiya .v —> a da (yoki v — > xda)

cheksiz kichik funksiya bo'lsa, u holda ----  funksiya x -> a da
f ix )

(yoki .v —> oc da) cheksiz katta funksiya bo'ladi.
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2. Agar (p(x) funksiya x -> a da (yoki .v —> x  da) cheksiz katta

funksiya bo'lsa, u holda funksiya x a da (yoki .v —> x  da)
(p(x)

cheksiz kichik funksiya bo'ladi.
Isboti. 1. lim /(.v) = 0 bo'lsin. U holda chcksiz kichikX-+U ‘

funksiyaning ta'rifiga ko'ra istalgan t: > 0 son uchun shunday S > 0 
son topilib, 0 < Ly — a\ < 8 shartni qanoatlantiradigan barcha .v lar

uchun S./( v)!<e tengsizlik bajariladi. Bundan I >— bo'lishi
i:

kelib chiqadi, — M  deb belgilasak
с f ix )

/(.V)

>M  bo'ladi. Bu esa

lim
./ (-V)

= oo ekanini, ya'ni f ( x )  funksiya .v —> a da cheksiz katta

funksiya ekanini bildiradi. x —> oc bo'lgan hoi ham shunga o'xshash 
isbotlanadi.

2. lim</?(.y) = oo bo'lsin. U holda chcksiz katta funksiyaning
.V I

ta'rifiga binoan istalgan M >0 son uchun shunday 8 > 0 son topilib.
0 < l.v — c/i < 5 tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha x lar uchun

(p(x)| > M  tengsizlik bajariladi. Bundan
1

<—  kelib chiqadi, 
\f

s deb belgilasak 
Д/ "  ip( . v )

1 1—» 0 m, ya'ni lim ----
(p{x) ' (p(x)

<p(x)

<£ bo'ladi. Bu esa x —> a da

0 ekanini bildiradi. v -> x  bo'lgan

hoi ham shunga o'xshash isbotlanadi. Bu teoremaga binoan 

lim .v = 0 bo'lgani uchun lim — = x ekanliei kelib chiqadi.
. .0 л и. v “
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1-xossa. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalarning algebraik 
yig'indisi ham cheksiz kichik funksiya bo'ladi.

Isboti. Ikkita qo'shiluvchi bo'lgan holni qaraymiz. a(.v) va 
/3(x) x —> a da cheksiz kichik funksiyalar bo'lganda, ularning 
vig'indisi u(x)=a(x) + P {x )  ham cheksiz kichik funksiya bo'lishini 
ko'rsatamiz. a(.v) .y —> a da cheksiz kichik funksiya bo'lgani uchun 
s > 0 son uchun shunday о > 0 son topilib, 0 < |.v- a'' < Л' shartni

| i £ . . . . .  
qanoatlantiruvchi barcha л lar uchun |а(л-)| < — tengsizlik bajariladi.

/i(.v) ham cheksiz kichik funksiya bo'lganligi sababli yana o'sha 
£ > 0 son uchun shunday > 0 son topilib, 0 < |.y- c/| < S 2 shartni

I - £ . . . . .
qanoatlantiruvchi barcha jc lar uchun \[Цх)\ < — tengsizlik bajariladi.

<), va <),sonlarning kichigini 6 deb belgilasak, u holda
0 < |.v - c/| < 6 tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha v lar uchun

£ £
|a(.v)| < — va \p(x)\ < — tengsizliklar bajariladi.

Demak, a nuqtaning biror S  -atrofi uchun

|m(.y)|=| «(.y) + /i(.v) | ^ | a(jr)| +| p{x ) |<^ + ’-  = c

tengsizlik to'g'ri bo'ladi. Bundan x -> a da u(x) cheksiz kichik 
funksiya bo'lishi kelib chiqadi, ya'ni lim w(.y) = 0 . Xossa isbotX XI
bo'ldi.

2-xossa. Cheksiz kichik funksiyaning chegaralangan lunksiyaga 
ko'paytmasi ham cheksiz kichik funksiya bo'ladi.

Isboti. x -> a da а(л ) cheksiz kichik funksiya r(.v) chegara
langan funksiya bo'lganda, »(.Y)=a(.v) z(y) funksiya ham cheksiz

16.9. Cheksiz kichik funksiyalarning asosiy xossalari
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kichik funksiya bo‘lishini isbotlaymiz. x —> a da z(.v) chegara
langan funksiya bo'lgani sababli shunday S l > 0 son topiladiki,
0 < j.v - a| < <5, tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha .v lar uchun 

|z(.v)| < M  tengsizlik bajariladi.

v —> a da a(.v) cheksiz kichik funksiya bo'lganligi sababli 
istalgan e > 0 son uchun shunday 8, > 0 son topilib, 0 < |.v- a\ < 8,

shartni qanoatlantiradigan barcha x lar uchun |a(.v)| < —  tengsizlik
M

bajariladi.
<5, va <5, sonlarning kichigini 8 deb belgilasak, u holda 

0<|.v-o|<<5 shartni qanoatlantiradigan barcha x lar uchun

b(.v)| < M  va |a(.v)| < —  tengsizliklar bajariladi. Demak, a
M

nuqtaning biror 8 -atrofidagi barcha .v lar uchun

|//(.v)Ma(-v) z(.r)|=|a(.v)| |Ф )|<” -M = e

tengsizlik to‘g‘ri bo'ladi. Bundan x —> a da u(x) cheksiz kichik 
funksiya bo'lishi kelib chiqadi, ya'ni 1йтп/(л) = l im « (x )• z(.v) = 0.

\ --»</ л—>«

3-xossa. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalarning ko'payt
masi ham cheksiz kichik funksiya bo'ladi.

Isboti. Ikkita ko'paytuvchi bo'lgan holni qaraymiz. ,v —» a da 
a (x ) va p(x) cheksiz kichik funksiyalar bo'lsin, Cheksiz kichik 
funksiya chegaralanganligi sababli u(x )= a(x ) /3{x) ko'paytmada 
lunksiyalardan biri chegaralangan funksiya, ikkinchisi esa 
cheksiz kichik funksiya bo 'lib  ikkinchi xossaga binoan ularning 
ko'paytmasi ham cheksiz kichik funksiya bo'ladi, ya'ni 
lim it(x) = lim a (x ) ■ z( v) = 0 bo'ladi.
\ >il X  - X I
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4-xossa. Chcksiz kichik funksiyani noldan farqli limitga ega 
bo'lgan funksiyaga bo'linmasi ham chcksiz kichik funksiya bo'ladi.

Isboti. .v -» a da «(.v) chcksiz kichik funksiya, r(.v) esa 0 dan 
farqli limitga ega bo'lgan funksiya bo'lsin. Biroq limitga ega

bo'lgan z(.x) lunksiya chegaralaiman. Shu sababli ---  funksiya
-(-Y)

ham cheuaralamian. — - - a ( . x ) ---- bo'linmani cheksiz kichik
-(-Y) r(.v)

funksiyani chegaralangan funksiyaga ko'paytmasi sifatida qarash 

mumkin. U holda 2-xossasia binoan —— bo'linma ham v —> a da
-( y)

chcksiz kichik funksiya bo'ladi, va‘ni lim = 0 .
' ~(.Y)

16.5-teorema. 1. Agar y= /(.v) funksiya v > a da chekli b 
limitga ega bo'lsa, u holda uni b son \a ,v —> a da cheksiz kichik 
funksiyaning yig'indisi ko'rinishida ilodalash mumkin.

2. Agar v= /’(-V) funksiyani o'zgarmas b son bilan v - > и da 
cheksiz. kichik funksiyaning yig'indisi ko'rinishida ilodalash 
mumkin bo'lsa, u holda b son bu funksiyaning v -> a dagi limiti 
bo'ladi.

Isbofi. 1. lim /(.v) = A bo'lsin, u holda limilni ta'rifiga binoan

istalgan t; > 0 son uchun shunday о > 0 son mavjud bo'lib,
0 < j.v - a\ < <) shartni qanoatlantiradigan barcha ,v lar uchun

Q.v) - Л| /; tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlik /( v) - h funksiya 

v —> a da cheksiz kichik funksiya ekanligini bildiradi. Uni u(.x) 
orqali belgilasak f (\ ) - b - a(.x) yoki / ( .v) />i«r(.v) kelib chiqadi, 
bu yerda a(.v) .v -> a da cheksiz kichik funksiya.

2. / ( v ) -/) t «(.v) bo'lsin, bu yerda Л-o'zgarmas son. a(.v) esa 
.v —> a da cheksiz kichik funksiya. U holda chcksiz kichik 
funksiyani ta'rifiga binoan istalgan t; > 0 son uchun shunday 8 > 0
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son mavjud bo'lib. 0 < l.v - a < S  shartni qanoatlantiradigan barcha v 

lar uchun jtt(.v )! < r, yoki | / ( . y ) - A | < £  tengsizlik bajariladi, chunki 

6t(.v)= /(.v) - /;. Bu v a da /(.v) funksiya h limitga ega 
ekanligini bildiradi, ya'ni lim f (x )  = h .

-V ->(l
Izoh. Keltirilgan barcha xossalar hamda 16.5-tcorema .v > x da 

ham o'rinli.

Mustaqil yechish uchun mashqlar va test savollari

1. a) к  j - j ^ - j b) к  ! = |//J d) [,v„ } = || + ( - l , " - L |  ketma-

ketliklarning monotonligi va chegaralanganligi haqida nima deyish 
mumkin? Javob. a) Monoton kamayuvchi va chegaralangan.
b) Monoton o‘suvchi va quyidan chegaralangan. d) Monoton emas, 
chegaralangan.

2. Limitning ta'rifidan foydalanib quyidagidar isbotlansin:

a) lim —  = 0 ;
2”

b) lim 1 * (_1) ii + 1
= I ; d) lim---- = 1

n »- /7 + 42/7 + 1 ^

3. ( r n} = { (- I) ''}  ketma-ketlikning limitga ega emasligini 
ko'rsating.

v: - 9
4. a) lim :-----= 6 b) lim (3.v-2)=4 ekanligini isbotlang.

,Y-3 •<

5. / (л ) = sin — funksiya ,v=0 nuqtada limitga ega emasligini
.Y

ko‘rsatiim.
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K o ‘rs;itma. Argument v ning 0 ga yaqinlashadigan ikkita
[ | l  j ■<

[v ] = ?—  va !v ! '--- ---- kctma-kctliklarga mos lunksiya-
l и л  \ " ' [ (4/? -  3 ) . t  j

ning qiymatlari ketma-ketliklan ( /t» , va |/(.\ )| har xil
limitlarga ega ekanligini isbotlang.

(). /(л) - ( v — 3) funksiya a -> 3 da cheksiz kichik funksiya
ekanligini ko'rsating.

7. / ( a  ) = — -—  funksiya v >4 da cheksiz katta funksiya 
4 - v

ekanligini ko'rsating.

S. f ix )  - — ----lunksiva .v ->-2 da cheksiz katta limksiva
( v +- 2)

ekanligini ko'rsating.
i). / ( a ) = 3a  + 2 funksiya .v — > *  da cheksiz katta funksiya

ekanligini ko'rsating.
0, agar x < 0 bo'lsa.

К!. /I v)
1

.V + l.  agar 0 v< l bo'lsa,
3, agar \->l bo'lsa.

funksiyaning .r-4) va v -1 nuqtalardagi bir tomonlama limit lari topilsin 

Javoh: /(-()) = (). /(+())= 1, / (1-0 ) = 2, / ( !+ 0 )  = 3.

\ >i ! _ I и - 1I I .  I) -j— -1- 2) Г — -I 3) (2/7- l j  4) { (- I )" 4 1 j ketma- 
3// + I ! I и + 1

ketliklardan monoton o'suvchi va chegaralanganlarini ko'rsating.
A ) 1 ;2 B ) 2;3 D) 3;4 I£) 1:3 F) 2:4.

12. 1) •' ~ - 2) 3) - 4) ■ !--- ! 1 kelma-1 1 1 1 // + 11 „ i [ 1 l " l
-) - 3) — ;• 4) - -

1 [3 i n l v  - '  1
ketliklardan monoton kamayuvchi va chegaralanganlarini ko'rsating.

A)l:2;3 В ) 1 ;2;4 D )l;3 ;4  F) 2:3;4 F) barehasi.
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13.

Л ) 2 В ) 3 D) 1 Е ) 4 F) mavjud emas.
14. lim cosx topilsin.

A ) 2 B )
л/3
—  D ) 0 E ) f-) mavjud emas.i

15. lim ---- г topilsin.
(2 v)

A) B ) x D) () E ) — F) mavjud emas.

O'z-o'zini tekshirish uchun savollar

1. Sonli ketma-ketlik nima? Qachon u chegaralangan va qachon 
monoton deyiladi?

2. K.etma-ketlikning limiti nima? Ta'rifni tengsizlik yordaniida boring 
va uni geometrik ma'nosini tushuntiring.

3. Monoton chegaralangan ketma-ketlik limitining mavjudligi haqidagi 
teoremalarni ayting.

4. Funksi\aning nuqtadagi limiti nima?
5. Funksiyaning cheksizlikdagi limiti nima?
6. I.imitga ega bo'lgan funksiyaning chegaralanganligi haqidagi 

teoremani ayting.
7. Bir tomonlama limitlar nima? Funksiyaning nuqtadagi limiti va bir 

tomonlama limitlari orasida qanda\ bog'lanish bor?
8. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalarni ta'riflang? .v —> a va 

-V —> x  da cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalarga misollar keltiring.
9. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar orasida qanda\ 

bog'lanish bor?
10. Cheksiz katta funksi\a chegaralangan bo'lishi mumkinmi?
1 1. Cheksiz kichik funksiya chegaralanmagan bo'lishi mumkinmi?
12. Cheksiz kichik funksi\alarning asosiy xossalarini ayting.
13. Aniqlanish sohasining liech bir nuqtasida limitga ega bo'lmagan 

funksi\aga misol keltiring.
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17. L IM IT L A R  HAQIDA ASOSIY  T EO R EM A LA R . 
A JO Y IU  L IM IT L A R .  C H E K S IZ  KIC H IK  

F U N K S IY A L A R M  TAQQOSLASH

17.1. L im itla r haqida asosiy teorcmalar

Funksiyalarning limitlarini topishga yordam beradigan limitga 
o'tishning eng sodda qoidalari bilan tanishamiz.

Bunda isbot faqatgina .v —> a hoi uclum o'tkaziladi ( v » x da 
shunga o'xshash isbotlanadi). Ba'zan qisqalik uchun. v —> a id 
ham, v — > x  ni ham yozmaymiz.

17.1-teorema. Chekli sondagi limitga ega idnksiyalar algebraik 
vig'indisining limiti qo'shiluvchi idnksiyalar limitlarining algebraik 
yig'indisiga teng, ya'ni

lim(//l(.v) + ;/,(.v) + ... +■ </„(*)) = liim /Дл) f lim//,(.v) + ... f lim//„(.\j

Isboti. Mulohazani ikkita qo'shiluvchi bo'lgan hoi uchun 
yuritamiz. lim и, (.v) = « , lim »Xv) = /> bo'lsin. U holda 
lim (//,(.v) + iu (x )) = a + b tenglik to'g'ri bo'lishini ko'rsatamiz. 
Cheksiz kichik limksiyalarning xossalaridagi 16.5-teoremaning 
birinchi qismiga asosan i t ^ a  + a, it,= b  + [i deb yozishimiz 
mumkin, bu yerdagi a, />- cheksiz kichik hmksiyalar.

Demak, + и , — (a + a  ) + (b + /1) - (a + b) + (a + f i ) . Bu tenglik- 
da a * Л-o'zgarmas son, a +/У-cheksiz kichik lunksiya. Yana 
o ’slia 16.5-teoremaning ikkinchi q ism in i qo’ llasak 
lim (//,+// ) = a + h = lim + lim it, ekanligi kelib chiqadi.

1-misol.

lim Л -  = lim * - — — — - lim(.v + 2) = lim ,v + lim 2 - 2 + 2 = 4
v > 2 y _ ^ л —> 2 у — ^ v > 2 л - ► 2 л - > 2
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2-misol.

lim
v - 5.Y limi i = I i m  1 -  V  | l i m  1 l i m  , = 1 0  - 1

.V ‘ .V x V

17.2-teoiema. C hckli sondagi limitga ega funksiyalar ko'payt- 
masining limiti shu funksiyalar limitlarining ko'paytmasiga teng, 
ya'ni

lim( », ( л  )■//,(л ) ■ . v)) Inn /л (л ) • lim и ( \ ) •... lim //, ( v )

Isboti Ko'paytmada ikkita funksiya bo'lgan ho In i qaraymiz. 
linn/ = a, lim //, h bo'lsin. Г  holda yuqorida cslatilgan 16.5- 
tcorcniaga binoan //, = a + a , и , ~ h f  [} bo'ladi, u, (^-cheksiz ki
chik funksiy alar. Demak, »,-//, (</ t «)• (/>■+ ft) = ah i [ah f сф 4 afl\. 
Bu tcnglikdagi c/A-o'zgarmas son, (ah + сф + afi)-  cheksiz kichik 
funksiya. Yana o'sha 16.5-tcoremani ikkinchi qismini qo'Ilasak 
lim и • u, = ah lim ■ lim it, ekanligi kelib chiqadi.

3-misol.
lim (,v + 3)(.v-4) lim (.v 4 3) lim (.v-4)
v ->2 v -  >2 v >2

[ lim л - lim 3] •[ lim v-  lim 4] = (2 4- 3 )(2 - 4) - 5 • (-2) = - 10 .
v—>2 .v >2 v >2 \ s * 2

Natija. O'zgarmas С  ko'paytu\chini limit belgisidan chiqarish 
mumkin. ya'ni lim С u(x) = С lim//(л ) chunki lim C = C .

4-misol.

I I
liml I —  ,| 2

A

5-misol. lim 7л" = 7 lim .v -7 :



17.3- teorema. Ikkita limitga ega funksiya bo'linmasining limiti 
maxrajning limiti noldan tarqli bo'lganda. slui lunksivalar limitlari-

. и lim»
niim bo'linmasiga teim, ya'ni ацаг lim v^ O  bo'lsa. lim =

- - - у 1 1П1 \-

bo'ladi.
Isboti. lim u(x)=a, lim v(.Y)=b^() bo'lsin. U holda u = a + a , 

v - b + fl bo'lishini hisobga olsak

и a + a  a ( a + a  a a ah + ah - ah - a(3 a a h - up 
v b + P  h \b r /3 b b b(b + P )  b h(b + p )

■ , , a ah - afi . .teimlikka ega bo'lamiz, bunda---o'zgarmas s o n ,----- — - cheksiz.
“ h b(h + f t )

kichik funksiya, chunki ah - a f t  cheksiz kichik lunksiya va

b(b + P ) t  0.
So'nggi tenglikka 16.5-teoremani 2-qismini qo'llasak

lim —= a =——  tenglik hosil bo'ladi. 
v b limv

2.v + 3
6-nnsol. lim - - ni toning.

■ • ' v • 1
Yechish. lim(3.v + 1) = 3 ■ 2 + 1 = 7 *  0 . Shuning uchun:

т +3 lim (2.v + 3) r - )  + 3 7
l i m ^ ^  ^ -------- = — —  = -  = 1.

3v + l lim(3.Y + l) j-2 + 1 7
I  >2

. -Y+l7-nnsol. lim----  m toping.
' > .Y-3

Yechish. lim(.v — 3) = 3 — 3 = 0 bo'lgani uchun 17.3-teorcmani
л —

qo'llab bo'lmaydi. Suratning limiti lim(v + I) = 3 f-1 = 4 -/ 0
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bo'lgani uchun berilgan ifodaning teskarisining limitini topamiz:
v _ 3 lim (x-3 ) 3 _ 3 о n

lim ----= — ------ =---- - 0 .
' ,v+ 1 lim (.Y+ 1) 3 + 1 4

.Y->3

Bundan lim Л + \ = cc kelib chiqadi, chunki cheksiz kichik funk-
v *! .v - 3

siyaga teskari funksiya cheksiz katta funksiya bo'ladi.
17.4-teorema. Agar a nuqtaning biror atrofiga tegishli barcha y  

lar uch.un y=/(x)>0 va lim f ( x )  = h (b-chekli son) bo'lsa, u
V >a

holda /) > 0 bo'ladi.
Isboti. Teskarisini faraz qilamiz, ya‘ni lim f ( x )  = b bo‘ lib b<0

Г-->£/ '
bo'lsin. U holda |/(.v)-/?|>|/?j>0 bo'lishi ravshan. Oxirgi tengsizlik 
Д х )-Ь  ayirmaning nolga intilmasligini, ya'ni b son Дх) funksiyaning 
x —> a dagi limiti emasligini ko'rsatadi. Bu teoremaning shartiga 
zid, binobarin h<0 degan faraz shu ziddiyatga olib kcldi. Demak, 
fix) > 0 bo'lsa lim f (x )  > 0 bo'lar ekan.v >(l

Shunga o'xshash limitga ega / (x )< 0  funksiya ucluin 
lim /( v) < 0 bo‘ lishini isbotlash mumkin.
v ~> (;

Boshqacha aytganda nomanfiy funksiya limitga ega bo'lsa uning 
limiti manfiy son bo'laolmas ekan va nomusbat funksiya limitga ega 
bo'lsa uning limiti musbat son bo'laolmas ekan.

17.5- teorema. Agar x —> a da limitga ega ./,(x) va f^lx) 
funksiyaning mos qiymatlari uchun ./ J(.y ) ^  / Л - y )  tengsizlik 
bajarilsa, u holda lim /,(x) >lim / i(x ) bo'ladi.

X - ± (i ‘ v  -> a  '

Isboti. Shartga ko'ra f](x )>  f\(x), bundan /,(x )-/^ (x )> 0. 
Oldingi teoremaga binoan lim [ / ,(x )-/ ,(x )]> 0  yoki lim f\(x)-

X >11 ~ x —>(l

lim /,(.y) >0. Bundan lim f,(x ) > lim ,/2(x) tengsizlik kelib
x - > o  ~  v —>a x  -> a  “

chiqadi. Teorema isbot bo'ldi. Bu teoremaga ko'ra tengsizlikda limit
ga utish mumkin ekan.
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17.6-teorema (oraliq funksiyaning limiti haqida). Agar u(x), v(x) 
va z (.y ) funksiyalarning mos qiymatlari uchun u(x)< v ( .v )<  z (.y ) 

tcngsizliklar bajarilsa va lim u(x)= lim z(.v)=b bo'lsa, u holda lim
л ••>('/ \ - > a  v >a

i'(.v)=b bo'ladi.
Isboti. Shartga ko'ra lim ?/(л )=b va lim z(x)=b, demak istalganv а л > a

£  >0 son uchun a nuqtaning c), -atrofi mavjudki, undagi barcha .v 
lar uchun | u (x )-b  |< e tengsizlik bajariladi. Shunga o'xshash shu 
£  >0 son uchun a ning <i, -atrofi mavjud bo'lib undagi barcha .v lar 
uchun j z(x) — b j< £ tengsizlik bajariladi. Agar S  orqali ()', va
6, sonlarning kichigini belgilasak a nuqtaning 5 -atroildagi barcha 
v lar uchun \u{x)-b\<£  va | z (x )-b  |< £ tengsizlik bajariladi. 
[3ular

— £ < u ( x ) - h < £  va - £ < z { x ) - b < £  (17.1)

tengsizliklarga teng kuchli.
Endi teorema shartidagi ?/(.y ) < v (.y ) < z (.y ) tengsiziiklarni unga 

teng kuchli u(x )-b  <v(.\-)-b< z(x)~ b tcngsizliklar bilan almasht- 
iramiz (barchasidan bir xil b son ayirildi).

Bunga (17.1) tengsiziiklarni qo'llasak -c < u(x) - b < < v(.y)- 
b< z ( .y )  -  b < £

yoki bundan - e  <v(x)-b < £ tengsizlikka ega bo'lamiz. Shunday 
qilib a nuqtaning S - atrofldagi barcha ,y  lar uchun -£^v(x)- 
-b < £ tengsizlik o'rinli ekan.

Bu lim v(x)=b ekanini bildiradi.
x-->a

Bu teoremani hazillashib «Ikki militsioncr haqidagi leorema» 
deb atashadi. Nima uchun shunday deb atalishini o'ylab ko'rishni 
o'quvchiga havola etamiz.

8-misol. lim sin x = 0 isbotlansin.
X  >0
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9-1-chizimi.
Yechish. Radiusi 1 ga teng aylanani qaraymiz. 94-chizmadan:

ACл •() bo'lsa = sin .v;; AC  sin.v, AB -x (markaziy burchak

o'zi tiralgan yoy bilan o 'lchanadi), A C< AB  yoki sin.v<v ekani 
ayon bo'ladi. x<() bo'lganda j sin -VI <|л| bo'lishi ravshan.

Shunday qilib ,v>0 uchun 0<sin.v<v va v<0 uchun 0<| sin.v |<|.v| 
tengsizliklarga ega bo'ldik. lim 0 = lim .v = 0 ekanligini hisobga

x >0 x >11

olsak 1 7.6-teoremaga binoan lim sin x = 0 ekan 1 igi kelib chiqadi.л .11

9-misol. lim sin— 0 isbotlansin.
л >u 2

Yechish. 0 < . v sin •> < Isin x\ ekani ravshan.

lim 0 lim|sm.vl = 0 bo'lgani uchun 17.6-tcorcmaua binoan
v >0 л .0  1 1

lim
x >0

. ,v ЫП — 1 0 yoki lim sin — = 0 kelib chiqadi.v >0 ?
10-misol. limcos.v I ekanligi isbotlansin.

Л >u

Yechish. 2 sin2 — = 1 - cos.v yoki cosx  ̂ 1 — 2 sin2 — ekanligini2 2
e'tiborga olsak

lim cos.v - lim 1-2 sin2 — 1 = 1-2 lim sin2 ^  = 1 - 2 • 02 = 1
\~>o v >0 \ 2 1 i •" 2

hosil bo'ladi.



funksiya faqat x=() nuqtada aniqlanmagan, chunki bu 
v '

nuqtada kasrning surati ham, mahraji liam 0 ga aylanib uni o'/i -

ko'rinishga ega bo'ladi. Shu funksiyaning x >0 dagi 1 ini it in i 
topamiz. Bu limit birinchi ajoyib limit deb ataladi.

17.7-teorema. — — lunksiva v -> 0 da 1 ga teng limitga ega.
Л

Isboti. Radiusi 1 ga teng aylana olib Л О В marka/iy burchakni 

v bilan belgilaymiz va u j 0; ^ J intervalda yotadi deb laraz qilamiz

(94-chizma).
Chizmadan ko'rinib turibdiki,

Л ЛОВ  vи/\<ЛОВ sektor yu/i- \ DOB  yu/i ( 1 7.2).

Biroq, Л ЛОВ  yu/i ^-OA ■ OB  sin x = ^ • 1 1 sin .v -sin x

(uchburchakning yuzi ikki tomoni va ular orasidagi burehak sinusi 
ko'paytmasiidng yarmiga teng).

ЛО В  sektor yuzi O B1 ■ Л В = ■ I2 ■ .v = -Lx ,

\ DOB  yu/i = |  OB ■ B I) = l  1 • tgx = I  tg_v..

Shu sababli ( 1 7.2) tcngsizliklar -jj-sin x < ^-x < -̂ tgx ko'rinish

ni yoki - ga qisqartirilgandan so'ng sin x < x < tgx ko'rinishni

oladi. Bulling barcha hadlarini sinx>() ga bo'lamiz I 0 < x < ~ \. Г• 2 /

holda 1 ' — -—  < —!— voki 1 > s-- —  ̂ cosx tengsizliklarga ega 
Sill Y cosx ' x

bo'lamiz. Bu tcngsizliklar x>() deb faraz qilinib chiqarildi.

17.2. Birinchi iijovib limit
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Sin ( .V) Sill Л . , т . . . .  t -1 . . . .----------- . cos(-л ) - cos.v ekanhmni с lihorsza olib, bu
( Л ) -V

tcngsi/liklar .v^O bo'lganda ham to'g'ri degan xulosaga kelamiz. 
Ammo lim 1 1 va lim cos.v 1.

V »() A >()

Demak, —  — funksiya shunday ikki funksiya orasidaki, ular- 
л

ning ikkalasi ham bir xil 1 ga teng limitga intiladi. Slnming uchun 
oraliq funksiyaning limiti haqidagi 1 7.6-teoremaga binoan oraliqdagi

——■- funksiya ham ana shu 1 limitga intiladi, ya'ni 
л "

.t >u v

y Sin Л funksiyaning grafigi 95-chizmada tasvirlangan.

s ''

. ; 

1

Ия --__ 0

95-chizma.

1 l-misol.
sin .V

lim —  = lim C0S A - lim M U — !—
л >4 A v «(I .V л >11 ,V COS.V

12-misoI.

. sin mx .. sin/H.v . sin mx ,11 m ----- = 11 m m -------= m 11 m ------= m ■ 1 = m
-v-»o л д >o mx л >» mx

(/«-o'zgarmas son).

.. sin.v .. I i I i = lim --- lim -----= 1 - = 1.
л -» A v .11 COS.V I
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Sill U.Y , Mil ИЛlim-
13-misoI. lim ^ ^ = - l i m  v >0 . -vЛ .(] sin ji.v - >(' sill [Iv sill [i.v |(

V r  .11 д-

17.3. Ikkinchi ajoyib limit

Ushbu i у t Ji | 1 | ! sonli ketma-ketlikni qaraymiz, bunda 
■A"  I 1' n} I 1 '

/г-natural son.
( i v17.8-teorema. Umumiy hadi л„ = ^1+—j bo'lgan ketma-ketlik

n —> x  da 2 bilan 3 orasida yotadigan limitga ega.
Isboti. Nyuton binomi formulasi

, . .// n H П I. //(//- I ) „ 1.1 /;(/;- I )(// - 2) , ,i a f b) = а н—  a b н------ a b t----------- a b' 1 1 12 12 3
//(//-1)(//-2)...|//--(«-1)|н-------------------- h

1 2-3 ... n

dan foydalanib ketma-ketlikni xn va vr , hadlarini quyidagi ko'ri
nishda vozamiz:

I I ’ | n I I Г //(//-1И//-2) 1
// 1 // 12 // 1 2 3  //

//(//- IX// 2).,.|//-(//-l)|, I
U) 1 +  1+ 4 -

1-2-3... л I n  I 121 и  I

2 3 ‘ // // 1-2 З.../i I n I . // n
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.х bilan л„ , ni taqqoslasak, ,v„f] had xn haddan bitta musbat
qo'shiluvchiga ortiqligini ko'ramiz.

I — —  > 1 — — ( Л: = 1,2,3. . . ,/7 - 1) bo'lgani uchun uchinchi had- 
n 11 n

dan boshlab v„ , dagi har bir qo'shiluvchi vi; dagi unga mos qo'shi- 
lu \ch id an  katta. Demak, istalgan n uchun х > .v(; va umumiy hadi

x;, = j I -t — | bo'lgan kctma-kctlik monoton o'suvchi.

Endi berilgan ketma-ketlikni chegaralanganligini ko'rsatamiz.

Istalgan A= 1,2,3__  uchun 1 - — <1 ekanini hisobga olib (17.4)
n

formuladan
! V

-V„ = 1 4 n )  12 12 3 12 3.../;

tengsizlikni hosil qilamiz.

So'ngra —1— < - . 1 ■■■■ < — ........ ..~ г г--- - ——г ekanligi-
- 1-2 3 2 12 3 4 2 ’ 12 3 ... n 2 " '

ni ta'kidlab tengsizlikni

1 ' 1 1 1 1
A'., = 1 1 + - \  < 1 + 1 1  

n
4- — 4---— 4---r- i  .

2 2- 2

ko'rinishda yozamiz. Qavsga olingan yig'indi birinchi hadi cp 1 va 

maxraji с/ = у  bo'lgan geometrik progressiyaning hadlari 

yig'indisini ifodalaganligi uchun cheksiz kamayuvchi geometrik 

progressiyaning hadlari yig'indisini topish formulasi S -j—- ga



/ ] у' 1
asosan х = I 1 + — i < W  — г _ 1 *- 2 = 3 tenusizlikka esa bo'lamiz. 

\ n ) | _ "

2
Ketma-ketlik monoton o'suvchi bo'lganligi sababli uning birinchi

I p 1 . .
hadi .v, 1 1 • - ] 2 uning qolgan barcha hadlaridan kichik bo'ladi.

Demak, barcha n uchun 2 < 11 + — j <3 o'rinli. ya'ni umumiy 

/ j
hadi .v„ =f l + —j bo'lgan ketma-ketlik monoton o'suvchi va

chegaralangan. Shu sababli u monoton chegaralangan ketma- 
ketlikning limiti mavjudligi haqidagi 16.1-teoremaga ko'ra chekli 
limitga ega. Bu lim it ni e har fi bilan belgilaymiz, ya'ni

I \ "
lim l + - ‘ =e.n . 11 ,

e - irratsional son. Keyinroq uni istalgan darajada aniqlik bilan 
hisoblash usuli ko'rsatiladi. e = 2,7182818284...

I 1 Vv . .17.9-teorema. 1 +— I iunksiya x — > * da e songa teng limitga

ega:

lim 1 + — ] = e (17.5).

Isboti. I ) v —> x  deylik. li holda n < x < // + I ; ; — > — > —— ,
n  X  n  ■ I



yoki

lim j 1 + — I I  1 + -  I > lim I 1 + —1 > lim I 1 + —i— I J 1 *■ - )
n  )  V n  !  V X  J  II , • V n 1-1 n  I

l 1 Yr ' 1 Y • ■ ■e 1 > lim i I -i- — > e ■ 1 bundan lim  ̂I + — I - e kelib chiqadi.

2) v — > -cc deylik. Yangi f=-(.vM) yoki ,v=-(/+1) o'zgaruv- 
cli ini kiritamiz. t —> +cc da \ —» -4p va

, - у* , I <'-l) , ч -('■')
lim I 1 + — I == lim 1 — - j lim I — -
\ * t \ X  j / +1 / t * \ / + I .
I j / • I / 1 , I * 1

= lim ! —  I = lim | 1 + - I = lim | I + - | | I + - | = e ■ i = e ..
f 1  ̂

t ; v l)
I YvShunday qilib, l i m j l + —J - e ekanini isbotladik. Bu limit

ikkinchi ajovib limit deb yui itiladi.

Agar bu tenglikda — = a deb faraz qilinsa, u holda .v —> oo da
x

a  -> 0 (a  *  0) va

lim ( I + a)« = ea
tenglikni hosil qilamiz. Bu ikkinchi ajoyib limitning yana bir 
ko'rinishi.

у = ) 1 +  —  J  funksiyaning graligi %-ehi/mada tas\ irlangan.
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Chizmadan ko'inib turibdiki bu funksiya (-1,0) intervalda

aniqlanmaean, ya'ni I + — < 0. chunki 1 + — ■ — - va .v f  I > 0,
.v .v л

Y < 0 .
Izoh. Asosi e bo'lgan r = c ' ko'rsatkichli funksiya eksponental 

funksiya deb ataladi. Bu funksiya mexanikada( tebranishlar naza- 
riyasida), elektrotexnikada va radiotexnikada, radioximiyada va 
hokazolarda turli hodisalarni o'rganishda katta rol o'ynavdi.

Izoh. Asosi с = 2,71 828 1 8284... sondan iborat logarifmlar natu
ral logarifmlar yoki Neper logarifmlari deb ataladi va <og a o'rniga
i.n x deb yoziladi. Bir asosdan ikkinchi asosga o'tish formulasi

log h = dan foydalanib o'nli va natural logarifmlar orasida
log,a

bog'lanish o'rnatish mumkin:

Ig.v = —  = —  I n.v = 0,4342941ПЛ- 
b In 10 In 10

yoki
InA" =■ In 10 lg.Y = 2,302585 lg.v..

14-niisol.

15-misol. lim I I + — I topilsin.
A ->x V A ' J

Yechish. x=3t desak, v -» oo da I —> x  va



16-misol.

• lim f  1 + — 1 = e3 1 = e3.
v -*« l У )

Ikkinchi ajoyib limit Г  ko‘rinishdagi aniqmaslik ekanini ta'kid- 
lab o'tamiz.

a = a (x ) va p = P(x) funksiya x -> a (yoki x -» oo) da chek
siz kichik funksiyalar bo‘ lsin. Bu funksiyalarning yig'indisi, ayirmasi 
va ko'paytmasi ham cheksiz kichik funksiya bo‘lishini ko'rdik. 
Ularning nisbati, ya'ni bo'linmasi haqida gapirilmagan edi. Ikkita 
cheksiz kichik funksiyalarni ularning nisbatlarini limitiga qarab 
taqqoslanadi.

a ft1-ta‘rif. Agar lim — = 0 (yoki lim — = <») bo'lsa, a  funk- 
P a

siya p  funksiyaga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya 
deyiladi.

Masalan дг —> 0 da a = sin2 x fimksiya p - x funksiyaga nis
batan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya, chunki lim sin2 x = 0,

2-ta‘rif. Agar hm-̂ - = А ф 0 bo'lsa, a  va p  funksiyalar bir xil

tartibli cheksiz kichik funksiyalar deyiladi.
Masalan x -» 0 da a  = sin3x va p = x funksiyalar bir xil tar

tibli cheksiz kichik funksiyalardir, chunki lim sin 3x = 0, lim x = 0

17.4. Cheksiz kichik fynksiyalarni taqqoslash

lim x = 0 va lim• • s i n  Л I • s i n  X  j -  • i A Al im ----- = lim ----- lim sin x = 1 • 0 = 0.

.. sin3x , „ va Inn----- = 3* 0 .
л ► <) X
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ОС • ■3-ta‘rif. Agar lim — = 1 bo'lsa, a  va в  cheksiz kichik funk-
P

siyalar ekvivalent deb ataladi va а ~  p yoki a  ~ P  kabi yoziladi.
, i ■ .■ s ' n x  , i\ aMasalan, x —» 0 da sinx~x, chunki lim---- = 1 va x — > и aaV-.0 X

tgx~x, chunki lim = 1.
т > 0  у

Amaliyotda qo‘yidagi teoremadan ko'p foydalaniladi.
a  a,

17.10-teorema. Agar a ~ a t, P ~ P } bo'lsa, lim — = lim —-

tenglik to'g'ridir.
Haqiqatan

a  a  a , B. a  a. Д , ,. a \lim — = lim ---- ;—  = lim —  lim —  lim —  = 1 • lim —- • 1 - lim — -.P а ,  Д  P a ,  A  P A  P\
. . . .  sin5x .. 5x17-misol. lim----- = lim —  = 5.t-*0 X- v->0 x

18-misol. lim ^X- = lim —  = —.
v-+0sin7x r~>0 Ix  7

M ustaqil yechish uchun mashqlar va test savollari

Ko'rsatilgan limitlar hisoblansin.
, x: + 2x + 5 .  ,  .1. lim--------- . Javob: 4.

' *' x + 1
2. lim(3sinx - 6cosx + 4cfgx). Javob: 3.

X  -> “

x2 -1
3. lim-----. Javob: 2., *i Y _ ]

4. lim ' =. Javob: 0.
'- 3 Vx + 3
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6. lim- —. Ja vo b : 1.

7. lim— ‘ r v 4  f ~ 3. Javoh: 2.
' • ■ 2.v' + x - 2

1 + 2 + ... 1 и 18. lim ----- ----- . Javob:

9. li ir | j + 3 + 5 + .. .+ (2/7-1 ) Ja m h ;  j 

" ♦' /Г

10. lim —----;-- -. Javob: x .
' »  2.y + 3

11. lirr. — — :— . Javob: 0.
' - 2л- +5

.1—0
12. lim-----. Javob: 12.

' • y - 2

13. l i m —— — — . Javob: -1.
> .v -5.Y + 6

x" - 1
14. lim :-----. Javob : n.

' >' .Y-l

15. lim v— — — -. Javob: —

16. lim

V .n Y 3
i :

. Javob: -1.

V a- — 1 2
17. lim —p=-- .Javob : — .

r v -v - 1 3

1 8. lim (л/*2 + 1 - л/.v2 - I ). Javob: 0.

19. l im ^ - '- . Javob: - . 
r >n tg2.v 2



20. lim — !  Javob : 10.>11 X

22. l,m V ' ~-Ĉ . Javob: ^\ »u у 2
7IX

23. lim( I - ,v)/e — . Javob:
> ►’ 2 n
, arcs in .v , ,

24. lim ------ . Javob: 1.
>u .v
i 2 ^ ,

25. lim I 1 + — I . Javob: e~ . 
' "I. X

/ i
26. lim| 1--

• v

. Javob: -. 
с

27. lim — — I . Javob: —.
1 + .v ) e

( t Y +928. lim| I + — i . Javob: e.
" " I, n )

29. lim [hi(n + 1) - hm\ Javob:

30. lim sin — topilsin.v >u у
1 л/ 3

A) 0 В ) 1 D) -  E ) —  F'
2 2

r  + 10.v-39 ,
31. lim ----:------- topilsin.

A ) —  B ) —  D ) —  E ) 2 
27 27 27

mavjud emas.

F ) 9.
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32. lim
va  + .v - V a - x topilsin.

А) у/а B ) 2 Vo D) —-j= E ) -j= F) 3 V o .
л/о v a

_ , .. v' + З.Г- 5
lim ------- -— topilsin.
' “  2 - 4.v ’

A) - -  B ) —  D) —  E )2  F)
4 27 27 4

34. lim a
h—> 3C 

l><
A) oel0°

nipt

I  ̂100 
I -h— j topilsin. 

m j
pi

B ) ae 100 p i D) ae'0'” E ) ae10 F) ae 1000 pt

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Y ig ‘ indining limiti haqidagi teoremani ayting.
2. Ko'paytmaning limiti haqidagi teoremani ayting.
3. Bo'linmaning limiti haqidagi teoremani ayting.
4. Tengsizlikda limitga o ‘tish mumkinligi haqidagi teoremani 

ayting.
5. Oraliq funksiyaning limiti haqidagi teoremani ayting.

6. lim Sin Л = 1 formulani isbotlang..v—>0 ^
7. Chegaralangan monoton ketma-ketlik limitining mavjudligi 

haqidagi teoremani ayting.

8. lim

9. lim

1
н—  

i V

= e formulani isbotlang.

1 + -
-Vy

10. e qandayson?

= e formulani isbotlang.
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11. Eksponental funksiya nima?
12. Natural logarifm nima? Natural va o ‘nli logarfmlar sistemasi 

orasida qanday bog'lanish bor?
13. Cheksiz kichik fiinksiyalarni taqqoslash nimadan iborat?
14. Qaysi holda bir cheksiz kichik funksiya ikkinchisiga nisbatan 

yuqori tartibli deyiladi?
15. Qaysi holda ikkita cheksiz kichik funksiyalar bir xil tartibli 

deyiladi?
16. Qaysi holda ikkita cheksiz kichik funksiyalar ekvivalent 

deyiladi?
17. Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalarga misollar kcltiring.
18. Limitlarni hisoblashda ekvivalent cheksiz kichik funksiya

lardan qanday foydalaniladi?
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18. FUNKSIYANING U ZLU KS IZL IC I

18.1. Argument va funksiyaning orttirm alari

y  = /(.v) funksiya (a\ h) intervalda aniqlangan bo'lsin. Bu 
intervaldan ixtiyoriy x0 nuqtani olami/, unga funksiyaning 

.' о = / ( 'Yn) 4'ymat* mos keladi (97-ehizma).
(</; h) intervaldan olingan argumentning boshqa x qiymatiga 

funksiyaning v = f ( x )  qiymati mos keladi. .v-.v(l ayirma .v argu
mentning ,v0 nuqtadagi orttirmasi deyiladi va Av orqali belgilanadi.

/ (_v) — / ( v „) ayirma f (x ) funksiyaning argument orttirmasi 
Av ga mos orttirmasi deyiladi va Av orqali belgilanadi. Shunday 
qilib, Av = v - ,v0, Ay = f ( x )  - f (,vn). Bundan .v = ,vn + A v , 
Av r /(.v„ • Av) / ( v , ).

97-chizmada («; b) intervalning heeh bir nuqtasida grafigi 
uzilmaydigan funksiya tasvirlangan. Undan ko'rinib turibdiki 
argumentning kichik Av orttirmasiga funksiyaning ham kichik Ay 
orttirmasi mos keladi. Boshqacha aytganda argument v ning bir- 
biriga yaqin qiymatlariga funksiyaning ham bir-biriga yaqin 
qiymatlari mos keladi. Bu qoida har qanday funksiya uchun ham

to'g'ri kelavermaydi. Masalan, v - — funksiyani qaraylik. .v ning
v

bir-biriga ancha yaqin v, = —10 " va .v, = 10ft qiymatlariga 
funksiyani bir-biridan katta larq qiladigan y, = - 106 va _v, = 10” 
qiymatlari mos keladi. Boshqacha aytganda argumentning juda 
kichik Av = .v,-.v, = 2 1 0  '’ orttirmasiga funksiyaning ancha katta
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Лг = - г , = 2 -106 orttirmasi mos keladi. Agar biz r - -
Л"

funksiyani grafigini (98-chizma) kuzatsak grallkning uzilishga ega 
(u ikki bo'lakdan iborat) ekanligini va uzilish .v ning r -0  qiymatida 
sodir bo'lishini ko'ramiz.

Shuning uchun ham argumentning .vo=0 nuqtaga yaqin nuqta- 
lardagi kichik orttirmasiga funksiyaning kichik orttirmasi mos 
kelmaydi.

Bu kabi hollar barcha funksiyalar sinfini ikkiga, ya'ni grafigi 
uzilmaydigan va grafigi bir nechta qismlardan iborat funksiyalar 
sinfiga bo'lib o'rganishni taqozo etadi.

18.2. Funksiyaning nuqtada va intervalda uzluksizligi

v = / ( v) funksiya .v(l nuqtada va uning biror atrofida aniqlangan 
bo'lsin.

1-ta‘rif.
lim / (л-) = /■(*„), (18.1)
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ya'ni llinksiyaning .vu nuqtadagi limiti uning shu nuqtadagi 
qiymatiga teng bo'lsa, у  = f ( x )  funksiya nuqtada uzluksiz deb 
ataladi.

Bu ta'rifga teng kuchli yana bir ta‘rifni keltiramiz.

У

\
\\

0

98-chizmu.

2-ta‘rif. Istalgan £ > 0  son uchun shunday <5 = <!>(£)>0 son 

mavjud bo'lsaki, J.v — .v01 < <5 shartni qanoatlantiradigan istalgan .v 

uchun | f { x ) ~  f  (,v0 )| < £ tengsizlik bajarilsa, y  = / ( a ) funksiya л0 

nuqtada uzluksiz deb ataladi.

3-ta‘rif.
lim Av = 0 (18.2)

Дл->0 ‘

bo'lsa, y  = /(.v) funksiya x0 nuqtada uzluksiz deb ataladi.

97-chizmada tasvirlangan у  - f ( x )  funksiya .x0 nuqtada uzluk

siz, chunki (18.2) shart bajariladi.
99-chizmada tasvirlangan у  = / (л) funksiya ,r0 nuqtada uzluk

siz emas, chunki lim Ay *  0
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L '

V  - f i x )  
------------

! ■

. Л  v

> - A - i
д  -T  i 

i  • 
t 1

0
* 0  V  A  *

99-chizma.

1-misol. у  = x2 funksiyani ixtiyoriy x0 nuqtada uzluksizligini 
ko'rsating.

Yechish. Bu funksiya butun sonlar o'qida aniqlangan. Ay ni 

tuzamiz: f i x )  = x 2; f ( x 0) = x0“ ; f ( x 0 + Ax) = (x0 + Дх)‘ ;

Av = f (  xq + Ax) - / (x 0 ) = (x0 + Ax)2 - xq = xQ +
2 o 2

+ 2xqAx  + Дх - xq -  2 xqAx  + Av

Demak, lim Ay = lim (2хпДх + Дх2) = 0 va у  = x 2 funksiyani
Лх-+0 Лх-*0

ixtiyoriy x0 nuqtada uzluksiz.
Shunday qilib, у  = x2 funksiya aniqlanish sohasining har bir 

nuqtasida uzluksiz ekan.
2-misol. v = sin x funksiyani ixtiyoriy x0 nuqtada uzluksizligini

ko'rsating.
Yechish. / (x ) = sin x

Ay = f{xQ  + Ax) - / (x 0) = sin(x0 + Ax) -  sin xQ =

= 2 sin
xn + Дх + xn Дх

-cos-----------= 2 sin — cos
7 7

+ ■Дх
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liar bir elementar funksiya uchun shu tariqa mulohaza vuritib 
qiiyidagi teoremaning to'g'riligiga iqror bo'lamiz.

18. l-teorema. Asosiy elementar funksiyalar o'zlari aniqlangan 
barcha nuqtalarda uzluksizdir.

Bir tomonlama limit tushunchasidan foydalanib uzluksizlikni 
quyidagicha ta'riHash mumkin.

4-ta‘rif. y„ nuqtada aniqlangan funksiyaning shu nuqtadagi chap 
va o'ng tomonlama limit lari mavjud va o'zaro teng hamda ular / ( v(l) 
ga teng bo'lsa, у  = J\ x )  funksiya .va nuqtada uzluksiz deb ataladi.

Shunday qilib /(.v) funksiya ,v() nuqtada uzluksiz bo'lishi uchun 
u shu nuqtada aniqlangan va / (  v M - 0 )  = / (  v M 4-0) / ( v ( l ) shart 
ba jari I ishi lozim ekan.

Yana 1-ta'rifga qaytib uni lim f (x )  = / (lim  л) ko'rinishda

yozamiz. Bundan ko'rinib turibdiki ,v0 nuqtada funksiya uzluksiz
bo'lsa funksiyaning shu nuqtadagi lim it ini topishda limit ishorasini 
funksiya belgidan iehkariga kiritish mumkin ekan.

3-misol.
i

lim — ---- - = lim — fn( \ + x) = lim hi{ I + x j ' = hi« и| у , >o у  ̂ »(i

I
lim(l + .v)f = fne - 1

Bu yerda h ix  funksiyani x=e nuqtada uzluksizligidan foydalanib 
limitni funksiya ishorasi hi ning ichkarisiga kiritdik.

5-ta‘rif. (a; b) intervalning barcha nuqtalarida uzluksiz /(.v) 
funksiya shu intervalda uzluksiz deb ataladi.

Agar funksiya лп nuqtada aniqlangan bo'lib lim f '(x ) = /( v0)
•V- > V(J '

bo'lsa / ( v ) funksiya .v v0 nuqtada o'ngdan uzluksiz deyiladi.



Agar funksiya x= .v(l nuqtada aniqlangan bo'lib lim f ( x ) - f ( x f)).r-Mu-0'

bo'lsa v — f (x )  funksiya v= x„ nuqtada chapdan uzluksiz deyiladi.

6-ta‘rif. v - / ( x )  funksiya (a; b) intervalda uzluksiz bo'lib .v n 
nuqtada o'ngdan va x~b nuqtada chapdan uzluksiz bo'lsa, u [a; />] 
kesmada uzluksiz deb ataladi.

5- va 6- ta'riflarga hamda 18.1 teoremaga asoslanib у  = a , 
у = sin.v, v = cos.v funksiyalar butun sonlar o'qida, y = ( o g rx

funksiya (0;+ x )  intervalda, у  = л/х funksiya [(); + x ) intervalda,

r = — funksiya ( - x ;0 ) u ( 0; + x )  intervalda uzluksiz ekanligini 
v

ta'kidlab o'tamiz.
Shuningdek ko'phad butun sonlar o'qida, kasr-ratsional funksiya 

v ning kasr maxrajini nolga aylantirmaydigan barcha qiymatlarida 
uzluksiz ekanini eslatib o'tamiz.

18.2- teorema. Agar /(.v) va g(x) funktsiyalar x0 nuqtada 
uzluksiz bo'lsa. u holda ularning algebraik yig'indisi, ko'paytmasi va

) *  0 bo'lganda ^  X) bo'linmasi ham shu x„ nuqtada uzluk- 
.?(*)

siz bo'ladi.
Bu teoremaning isboti funksiya lim it in ing xossalariga asoslangan. 
Endi murakkab funksiyaning uzluksizligiga oid teorema bilan 

tanishamiz.
Nuqtada uzluksiz funksiya xossalarini ifodalovchi teorema bilan 

tanishamiz.
18.3-teorema. Agar и = (p{x) funksiya v(l nuqtada uzluksiz. 

v = f (it) funksiya at) = (p(x0) nuqtada uzluksiz funksiya bo'lsa, u 

holda у = f]pp[ v)] murakkab funksiya ham x0 nuqtada uzluksiz 
bo'ladi.
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Isboti. lim f\(p{x)\=  /  [<?(*„)] ekanligini ko'rsatamiz. и -  (p{x)
V - ♦  x0

funksiyaning x0 nuqtada uzluksizligidan lim <p(x) = (p(xQ) = u0 ga
v->.v0

ega bo'lamiz, ya‘ni .v —> .v0 да г/—»г/0. f ( u )  funksiyaning shu 
nuqtada uzluksizligini hisobga olsak

lim /[</>(*)•]= I™  A i )  = / К )  = /[<PU0)].л —>л0 4 ~̂4(j

Shunday qilib ikkita uzluksiz f ( u )  va cp(x) funksiyalardan 
tashkil topgan y  = /[<;p(;c)] funksiya ham uzluksiz bo'lar ekan. 

Masalan, у  = (n (4 — jc2 ) murakkab funksiya x ning 4 - x 2 >0 
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida, ya'ni ( - 2; 2 ) 
intervalda uzluksiz.

Asosiy elementlar va murakkab funksiyani uzluksizligi haqidagi 
teoremalarga tayanib elementar funksiyaning uzluksizligi haqidagi 
qo'yidagi teoremaga ega bo'lamiz.

18.4-teorema. Barcha elementar funksiyalar o'zlarining aniqla
nish sohalarida uzluksizdirlar.

4-misol. lim 4s"1 T topilsin.

Yechish. 4s""  murakkab funksiya л- = ^  nuqtada uzluksiz bo' 1-

nSltl - .

gani uchun lim 4smv = 4 2 = 4 ' - 4 bo'ladi.

5-misol. lim —--- topilsin.ДГ-,0 £

Yechish. Bu yerda jj ko'rinishdagi aniqmaslikka egamiz.

a ' - \ - t  almashtirish olamiz. U holda o ' = I + t , x = io g u(\ + t ) 
bo'lib .Y —> 0 da t -> 0 va
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а х -\ t ,. 1lim -----= lim ----- 7--- - = lim
л- /—>0 Poga (\ + t) /->0 1 fogJ }  + t )

, J  tog,,e 
lim I oga {\ + t), 
t-> 0

t

= f oggd = I na

ex -1
bo'ladi. Xususiy holda lim ---- =P.ne = l kelib chiqadi, ya'niл-И> X

x —> 0 da ex - 1 ~ x

с • . , (l + .г)" -1 ...6-misol. lim --------- topilsin.
л - * 0  x

Yechish. Bu yerda ko'rinishdagi aniqmaslikka egamiz.

(l + x )r - 1 - у  almashtirish olamiz. U holda (l + x )p = 1 + у , yoki 
buni e asosga ko'ra logarifmlasak pf.n{\ + x) = ('n(\ + y )  bo'ladi. 
.v —» 0 da у  —> 0 . Demak,

(l + x);’ -1 v ,. pPn{l + .v) у  
lim --------- = lim — = lim -— --------- ---- г -
лг->0 x  '- >0 X 1,0 X  £n\\ + y )

^7(1+ Л-) V . .= p hm — ------ lim — f --- г = p  • 1 • 1 = p.
л - *П  Y  v - » 0  ^ ( J + y )

(l + rV’ - 1
Shunday qilib, lim----- 1----=p formulaga ega bo'ldik.

Uzluksizlik tushunchasidan foydalanilsa limitni hisoblash ancha 
osonlashadi, ya'ni uzluksiz funksiyaning biror nuqtadagi limitini 
hisoblash uning shu nuqtadagi qiymatini hisoblashga keltiriladi.

Endi asosiy elementar funksiyalarning aniqlanish sohalarining 
chetlaridagi limitlari hamda ajoyib limitlar jadvalini keltiramiz.
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1) л" — ci nuqtada uzluksiz y = / (.v )  funksiya ucluin 
lim / (л ) = f  (a )  bo'ladi.

2 ) lim e ' = +x , lim = 0 .
V ► КГ Л >-/.

3) cl > 1 bo'lganda lim c/1 = +cr. , lim a ' =0 bo'ladi.
.Y - > * / t  -* - •

4) 0 < a < I bo'lganda lim a ' =0, lim a ' = fx  bo'ladi.

5) a  > 0 bo'lganda lim v“ = +x , a  < 0 bo'lganda lim .v" = 0
\ > ■ / л > - /

bo'ladi;
6 ) lim I n.x = t x ,  lim (nx = -/..

6 ') с/ > l bo'lganda lim = +x , lim log  v = -x  .
\ v • / ‘ 1 , . 0 * ■'

7) 0 < <* < I bo'lganda lim /og<rx = -x  , lim log  x = +x .

8 ) lim /ij-.v = +x , lim Igx = -x .

Я’ . я
9) lim artlex  = — , lim arctex - - - .. . .  *> , , , ■ T

, sin.v 
10) lim----

. .» v

I I ) lim = с .

12) lim —--- = Pna

12’) lim-

13) lim
-V) '* - I

= P-
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, ,,w г <n{\+x)14 ) Inn------- = I .
V v

18.3. Uzilish miqt;ilari va ularning turlari

Agar f i x )  funksiya л, nuqtada uzluksiz bo'lsa. u shu nuqtada 
aniqlangan, ,vn nuqtada o'zaro teng / ( . v „ - 0 ), /(.vu + 0 ) bir 
tomonlama limitlarga ega hamda bu bir tomonlama limitlar 
funksiyaning .vM nuqtadagi qiymati /(.v0 )ga teng boMishini ko'rdik. 
Ana shu shartlardan birortasi bajarilmasa, .v„ nuqta /(.v) funksiya
ning uzilish nuqtasi, funksiyaning o'zi л0 nuqta uzlukli funksiya
deb ataladi.

Shunday qilib:
1) funksiya x0 nuqtada aniqlanmagan;
2) funksiya nuqtada aniqlangan, lekin /(.v0 -O) va / (.v „+ 0 ) 

bir tomonlama limitlardan kamida bittasi mavjud emas:
3) funksiya .v„ nuqtada aniqlangan, bir tomonlama limitlar ham 

mavjud, ammo ular o'zaro teng emas;
4) funksiya ,vu nuqtada aniqlangan, bir tomonlama limitlar ham 

mavjud va o'zaro teng , lekin ular funksiyaning bu nuqtadagi 
qiymatiga teng emas: /(.v0 - 0 ) f{-\'0 + 0 ) ^ f ( x u ) shartlardan
kamida bittasi bajarilganda ,v(. nuqta funksiyaning uzilish nuqtasi 
deyilar ekan.

Masalan, r = S— ' funksiya .v = 0 nuqtada uzilishga ega 
.v

(uzlukli), chunki bu nuqlada funksiya aniqlanmagan. Shuningdek 
f ( x )  = signx funksiya ham .v = 0 nuqtada uzilishga ega(uzlukli), 
chunki bu nuqtada tunksiya limitga ega emas, ya'ni /(-()) -f- /(+()).

1 *" x h u i
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Uzilish nuqtalari uch turga bo'linadi.
7-ta‘rif. ,v0 nuqtada v = / ( y) funksiya aniqlanmagan biroq shu 

nuqtadagi bir tomonlama limitlar mavjud va o'zaro teng, ya'ni 
/’(.v0 - 0 )= / (_y (, + 0 ) bo'lsa. .vr nuqta funksiyaning vo‘qotiladigan 
uzilish nuqtasi deb ataladi.

Masalan. x0 = 0 nuqta у = S‘n 4 funksiyaning yo'qotiladigan

uzilish nuqtasi, chunki bu funksiya y  = 0 nuqtada aniqlanmagan,

limitlar mavjud va o'zaro teng. Agar biz funksiyaning x = 0 
nuqtadagi qiymati sifatida uning bir tomonlama limitlarining qiymati
1 ni olsak, / ( 0 ) = / ( - 0 ) = / (+ 0 ) = l bo'lib funksiya y  = 0 nuqtada 
uzluksiz funksiyaga aylanadi va ,y  = 0 uzilish nuqta yo'qoladi.

8-ta‘rif. Agar у  = f ( .x ) funksiya x() nuqtada aniqlangan yoki 
aniqlanmagan, lekin bir tomonlama limitlar mavjud va o ‘zaro teng 
bo'lmasa, ya'ni / ( . v 0 - 0 ) *  / ( . v 0 + 0 ) bo‘ lsa, .y0 nuqta funksiyaning 
birinchi tur uzilish nuqtasi deb ataladi.

Л=/(д-0 + 0 ) - / ( . y „ - 0) son funksiyaning ,y 0 nuqtadagi sakrashi 
deb ataladi ( 100-chizma).

,v

*

о

100-chizmu
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1, agar v  ̂0, ho'i.sci,

/ ( .v) = signx = ! 0. t/̂ c/r ,v - 0. ho'Isa,
- 1, agar x < 0, bo'lsa

funksiya uchun v = 0 nuqta birinchi tur uzilish nuqtasi bo'lib bu 
nuqtadagi funksiyaning sakrashi 2 ga teng.

Ilaqiqatan, / (v ) = signx funksiya v = 0 nuqtada aniqlangan va
/(()) 0 . /(*<)) = lim sign.\- lim 1 ~ I . /(-()) lim lim (— I) = —1,

v ►*<) ‘ v >-0 •> *■ '< 1
ya'ni y 0 nuqtada bir tomonlama limitlar mavjud va o'zaro teng 
emas. !r  J  (+0) - / (-0) -4 -(-1 )=2.

9-ta‘rif. Agar ,v(l nuqtada bir tomonlama lim it larcian kamida biri 
mavjud bo'lmasa yoki eheksizlikka teng bo'lsa, vn nuqta funksiya
ning ikkinchi tur uzilish nuqtasi deb ataladi.

Masalan, .v = 0 nuqta /'(.v) = —■ funksiya uchun ikkinch i tur
v

uzilish nuqtasi bo 'lad i, chunki .v = 0 nuqtada bir to
monlama lim itlarning har ikkalasi eheksizlikka teng. ya'ni

lim — = -oc va lim — = + x .l ► 0 у V ► ■ (I у

18.4. Kesmada uzluksiz funksiyalarning xossalari

Kesmada uzluksiz funksiyalarning ayrim xossalarini isbotsiz kel- 
tiramiz.

18.5-teorema. Agar / (л ) funksiya [t/; b\ kesmada u/luksi/. 
bo'lsa. u holda u bu kesmada o'/.ining eng kichik va eng katta 
qiymatiga erishadi, ya'ni [</; Aj1 kesmada shunda\ .v,. .v, nuqta !ar 
mav jud bo'lib [t/; Л] kesmadagi barcha v lar uehun f ix  )^  f\x ) 
va /( ■. I- / 1 v) tengsi/.liklar to'g'ri bo'ladi ( 101-chi/ma).

Masalan,

371



101 -ehizma.

m = /(л\) va M  = /(.v,) v = /(.y) funksiyaning [а; б] kesma- 
dagi eng kichik va eng katta qiyinatlaridir.

Izoh. Teoremaning shartidagi kesmani interval yoki yarim 
intervalga almashtirish mumkin emas.

Masalan, (0; l) intervalda uzluksiz у  = ,v funksiya bu intervalda 
o'zining eng kichik va eng katta qiymatlarini hech biriga erisha 
olinaydi.

Natija. [a\ h] kesmada uzluksiz /(.v) funksiya shu kesmada 
chegaralangandir.

Haqiqatan, /(.y) funksiya [с/; Л] kesmadagi eng katta va eng 
kichik qiymatlarini mos ravishda M  va m orqali belgilasak \a\ h\ 

kesmadagi barcha .v lar uchun m< f ( x ) < M  tengsizliklar o‘rinli 

bo'ladi. Agar С  orqali |//;| va |Л/| dan kattasini belgilasak 

j / ( y )| < C tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlik / (.v) funksiya [o; h\ 

kesmada chegaralanganligini ko‘rsatadi.
18.6-teorema. Agar /(.v) funksiya \a\b\ kesmada uzluksiz va 

kesmaning oxirida turli ishorali qiymatlarni qabul qilsa, u holda 
(a\ h) inter\alda kamida bitta nuqta mavjud bo'lib, bu nuqtada 
funksiyaning qiymati nolga teng bo'ladi.
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/ 02-chi:ma.

102-chizmada f ( a )>  0 , f {b )<  0 va .v ,,* ,,* , nuqtalarda funk
siyaning grafigi Од- o'qni kesib o'tadi, demak. / (.v ,)= 0 , /(.v; )= 0 , 

./( v? ) = 0 •
18.7-teorema. / ( л ) funksiya [д; b] kesmada uzluksiz bo'lib m 

va Л/ lining shu kesmadagi eng kichik va eng katta qiymati bo‘lsin, u 
holda funksiya shu kesmada m bilan Л/ orasidagi barcha oraliq 
qiymatlarini qabul qiladi, ya'ni m < л < M  shartni qanoatlan
tiradigan istalgan Я son uchun [«; b\ kesmada kamida bitta .v = с 
nuqta mavjud bo'lib, f ( c )  = Я tenglik to'g'ri bo'ladi ( 103-chizma).



Izoh. I'unksiva [a: /?] kcsmaning birorta nuqtasida uzilishga ega 
bo'luanda 18.6- va 18.7- teoremalar bajarilmasligi mumkin.

Masalan. /( v) — funksiya uchun 
v

/ (— | ) -1--0, /'(1) = I > () bajarilsada v [- 1; l] kcsmaning
I

heeh bir nuqtasida no lea aylanmaydi. Bulling sababi / ( v ) = -
.v

lunksiya [- I; l] kesmadagi v = 0 nuqtada uzilishga ega (98- 
chizma).

Mustaqil yechish uchun mashqlar va test savollari

Quyidagi funksiyalarning uzilish nuqtalari va ularning turlari 
aniqlansin.

i
1. v = ~ . Javob : ,v=3 ikkinchi tur uzilish nuqta.

.v - 3

2 v - ---- -—-t—---- r Javob : v D; l ; - i :+ i  ikkinchi tur uzilish
■ ■ v(.v - 1 )(.v - 9j

nuqta.

|.\ , agai л '  0 bo Isa , jaV()fi: л _q birinchi tur uzilish 
I - 1, agar x < 0 bo' Isa.

-V  v

nuqta.

4 . 1 - S‘n . Javob: y=0 yo‘qotiladigan uzilish nuqta.
v

5. v = sin — . Javob : .v=() ikkinchi tur uzilish nuqta.
,v

y ' 2 *7
6. г = ---- — .Javo b : v=3 yo'qotiladigan uzilish nuqta.

.V - 3
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7. f {x )  ---- . Javoh: x 2 birinchi tur uzilish nuqta.

3 + 5' ■

8. / (-V) = SinA- funksiyaning (- x ,+ x ) da uzluksizligini
.v t I

ko'rsating.

9. / ( v ) = tg — lunksiyaning uzilish nuqtalari topilsin.
c ,v

Javoh : 0, ± — , ± ^ - , ... ± ~ -r- ,...
7Г j /г (2/i + 1);r

10. / ( .v )= Sin V funksiya л-0 nuqta uzluksiz bo'lishi uchun
,v

/ (0 )ni qanday tanlash kerak? Javoh : f  (0)=0.

11. r = sin: — funksiya uchun v = 0 qanaqa nuqta?
,v

A) yo'qotiladigan uzilish nuqta 
B ) birinchi tur uzilish nuqta
D) ikkinchi tur uzilish nuqta
E ) uzluksizlik nuqta.

12. r = —  funksiya uchun v = 0 qanaqa nuqta?
v

A)yo'qotiladigan uzilish nuqta
B ) birinchi tur uzilish nuqta
D) ikkinchi tur uzilish nuqta
F) uzluksizlik nuqta.

. , [2.V + 5, agar x < 0 ho 'Isa , .
13. A v )=  funksiya uchun v - 0

14 - .v, agar x > 0 ho' Isa
qanaqa nuqta?

A (yo'qotiladigan uzilish nuqta 
B)birinchi tur uzilish nuqta
D) ikkinchi tur uzilish nuqta
E) uzluksizlik nuqta.

1
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14. / (.v) = л ' - 6.v 4 9л--4  funksiya [3; 5J kcsmaning qaysi 
nuqtasida 0 ga aylanadi?

A) 3.5 " в ) 4 I)) 4,5 E ) 4,6 F-) 4,7.
15. / ( v ) - ____ л Л ___funksiyanine barcha u/ilish nuqtalari

( v : l)(.v ' M '

ko'rsatilsin.
A) 1 B )- l  0 ) 1 ;  1 E )- V 3 ;V 3  F )± l;  Ц Л  .

( ) ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Argument orttirmasi nima'.’
2. funksiya orttirmasi nima?
3. funksiyaning nuqtada uzluksizligini ta'riflang.
4. Funksiyani intervalda va kesmada uzluksizligini ta'riflang.
5. Bir tomonlama uzluksizlikni ta'riflang.
6. Asosiy elementar funksiyalarning uzluksizligi haqidagi teoremani 

ayting.
7. Murakkab funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremani ayting.
S. I'zluksiz funksiyalar ustida amallar haqidagi teoremani ayting.
9. Elementar funksiyalar uzluksizligi haqidagi teoremani ayting.
10. Kesmada uzluksiz funksiyaning asosiy xossalarini ayting.
11. funksiyaning uzilish nuqtasi nima?
12. Yo'qotiladigan uzilish nuqtasi nima1’
13. Birinchi va ikkinchi tur uzilish nuqtalari nima?
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19. FU N K S IYA N IN G  H O SILA SI, I  NING G E O M ET R IK  
VA M EX A N IK  MA N O LAR I

19.1. Ilosila tushunchasiga olib keluvchi masalalar

1. Tezlik haqidagi masala. Faraz qilaylik moddiy nuqta 
to 'g 'ri chiziq bo'ylab s = f ( t )  qonun bo'yicha bir tomonlama 
harakatlanayotgan bo'lsin, bunda /-vaqt, .v t vaqt ichida nuqtaning 
bosib o'tgan yo 'li. \'aqtning /„ paytini qaraymiz. Bu paytda
nuqta .v„ =/(/,,) yo 'ln i o'tadi. Moddiy nuqtaning t0 paytdagi 
oniy tezligini topish masalasini qo'yamiz. Buning uchun vaqlning 
boshqa /„ + At paytini qaraymiz. Bunga s - f {t „  + At) o'tilgan yo'l 
mos keladi. U holda Д / = /-/„ vaqt ichida moddiy nuqta 
As = s - s„ = f ( t n + A t) — / (/ „ ) masofani o'tadi (104-chizma).

tacha tezligini beradi.
O'rtacha tezlikning At -> 0 dagi limiti /„ paytdagi oniy tezlik

deb ataladi va u v() orqali belgilanadi.

A

KI4-cliizma.

nisbat nuqta harakatining At vaqt orahg'idagi o'r-

Demak, lim —  yoki vn = lim -f ( t  о + A/)-./(/0)
At
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Slumday qilib moddiy nuqtaning tu paytdagi oniy te/ligini topish

/ (/, + A t )— f (/ )г = lim .— »-------- н у  ])
v  .. . Д /

limitm hisoblashga keltirildi.
1-misol. Moddiy nuqta to'g'ri chi/iq bo'ylab л = t ' qonuniyat 

asosida harakatlanayotgan bo'lsin. Bunda ,v- o'tilgan yo 'l sanli- 
mctrda o'lchanadi, /-vaqt scknndda o'lchanadi. / = 2 c c k  dan 
/, = (2 + A/)sek gacha vaqt oralig'ida nuqtaning o'rtacha te/ligi
topilsin; \r I; 0,01; 0,001 deb olinsin. t- 2 paytdagi oniy tczlik 
topilsin.

Yechish.

Av = (t + At)' - ( t f  = t + 3t At + 3/Ar + At' — t' = ЗгА/ + 3tAt2 + At'. 

O'rtacha tczlik v0.r/ = —  = 3/- + 3/А/ + A/- bo'adi. Agar

\/ dsck boMsa, 1 = 2 sek ekanini hisobga olib 

v„-rr =3-2“ +3-2- 1 + Г  = 19sm/sek kelib chiqadi.

/=2sck, A/^0,0lsck bo'lganda v()-rl = 3 • 2" + 3 • 2 • 0,01 + 

’ (0,01) -12,0601 va r--2sck, A t-  0,001sck bo'luanda
sc к

vo'n =3-2“ + 3-2-0,001 f- +(0,001)“ = 12,006001 sm/sek bo'ladi. 
I'ndi / 2sek paytdagi oniy tczlikni topamiz.

i’, ■ lim v , = I im (3 r+3/Л/+ \ r )= 3 r .M >0 1 V->()

/-2sck bo'lganda \\t = 3-2 = ]2 sm/sek hosil bo'ladi.
Olingan natijalar shuni ko'rsatadiki t /=2sck ga (A t  0 ga) 

qanchalik yaqin bo'lsa o'rtacha tc/lik oniy tczlikdan slnmchalik kam 
farq qilar ekan.
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t r f  _ _
2-misol. .v = ——  qonuniyat asosida lekis tc/.lanuvchan harakatla-

na\otgan (erkin tushayotgan) moddiy nuqtaning harakatning 
ixtiyoriy I paytidagi va / 3 sekund paytidagi oniy tezlik lari topilsin. 

Yechish.

Av = .»(/ + Д/) ,v(/) ~  (/ + A/1 - :

1» / . \ gt <' V
=  % + 2 / Л /  ' A / > ‘— = e / A / t

g \  I
л g t \ t  +  s

Av  Vv e  .
—  nisbatni tuzamiz: —  = ---------—  = gl + — /V ; ta ruga
V  At At 2

binoan
Ал I 1

r.. = lim —  = lim 1 gt + — At \ = gt. v .о \f v 2

Demak, 7 vaqtning istalgan paytida oniy tezlik vn = gt ga teng 
ekan.

t -3 sek bo'lsa v„ (3) = g  • 3 = V.Sm/sek 7i.seк = 29.4 ni/sck . 
va'ni harakat boshlangandan so'ng uchinchi sekundda moddiy 
nuqtaning tezligi 2^Am/.sek bo'lar ekan.

2. Sterjenning zichligi haqidagi masala. Uzunligi ' ga teng 
ingiehka to'g'ri chiziqli bir jinsli bo'lmagan stcrjenni qaraymiz. Shu 
sterjenning istalgan nuqtasida z.ichlikni aniqlaymiz. Sterjen O.v o'q 
bo'vlab joylashgan va uning uchlaridan biri koordinatalar boshida 
yotadi deb faraz qilamiz. U holda sterjenning har bir nuqtasiga 
ma'lum v koordinata mos keladi.

Koordinatalari 0 va v bo'lgan sterjen nuqtalari orasidagi qismi- 
ning massasini m orqali belgilaymiz. L1 holda m massa .v ning 
funksiyasi bo'lishi ravshan: //?- / ( v ) . Sterjenning aniq qo'zg'olmas 
,vH nuqtasini hamda o'zgaruvchi ,vu + Av nuqtasini qaraymiz. 
Stcrjenni qaralayotgan qismining uzunligi Av ga, massasi
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Л//;- /(.v + A v)-  / (л-) ца tem> b o 'lad i.---nisbat sterjennine v
Vv ‘ ~

va .vu + Av oraliqdagi o 'rtacha zichli«*i deb ataladi.
O'rtacha zichlikning sterjenning u/unligi Av nolga intilgandaci

limiti sterjenning ,vu nuqtadagi zichligi deb ataladi va u S  orqali
belgilanadi. Demak,

6 - lim —  = lim ---Л" ’ A ' *— ( 19 2)
к  Д_у .о Дд-

3. Egri chiziqqa urinmaning burehak koeffitsienti. Oldin egri 
chiziqqa urinma tushunehasini kiritamiz.

1-ta‘rif. Uzluksiz egri chiziqning berilgan M  va ixtiyoriy /V 
nuqtasi orqali o'tadigan kesuvchi to'g'ri chiziqning ,V nuqta egri 
ehiziq bo'ylab M  nuqtaga intilgandagi limit holati shu egri chiziqqa 
M  nuqtasida o'tkazilgan urinma deb ataladi ( 105-chizma).

105-chizma.

Uzluksiz egri ehiziq v = / (v )  tenglama yordaniida berilgan 
bo'lib uning A/(.yh, v(I) nuqtasida egri chiziqqa o'tkazilgan 
urinmaning burehak koeHltsientini topish talab etilsin.

Hgri chiziqda Л’(лн + Av, y u + Ay) nuqtani olib M N  kesuvchini 
o'tkazamiz. Bu kesuvchini Ox o'qning musbat yo'nalishi bilan tash
kil etgan burchakni /1 orqali belgilaymiz. Urinmaning O.v o'q bilan tashkil
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*,+ Д х 

/ 06-chizm a.

etgan burchakni a  desak 106-chizmadagi W IN 'P  dan

П Ф  - £Ал

ekani ko'rinib turibdi. N  nuqta egri chiziq bo'ylab Л/ nuqtaga 
intileanda Av -> 0 va В  -> a  . Demak, lim tg/i = tga  va** \\ >n

Av
tga = lim — .

V, ,11 Дд-

Shunday qilib, urinmaning burchak koeffitsientini к orqali belgi
lasak uni topish

к = lim —  ( 19.3)
Av \ x

ko'rinishdagi limitni topishga keltirildi.
Biz qaragan masalalarning barchasida ularning ti/ik mohiyatidan 

qat'iy nazar bir xil ya‘ni funksiya orttirmasining argument 
orttirmasiga nisbatini argument orttirmasi nolga intilgandagi lim it in i 
topishga keltirildi. Shuning uchun bu kabi nisbatlarni o'rganish va 
ularning limitlarini hisoblashni bilish maqsadga muvofiq.
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19.2. Hosilaning ta 'ritl, uning geometrik va inexanik ma'nokni

у  = ./(-() lunksiya (t/; h) intervalda anii|langan bo'lsin. (a: h) 
intervalga tegishli ,vn va vu + iv  nuqtalarni olamiz.

Funksiyaning .v„ nuqtadagi orttirmasi Av = \.v)-/(.v0)

ni hisoblab -- nisbatni tu/amiz.
Vv

2-tal rif. Funksiya ortlirmasi Av ning argument orttirmasi Vv ga 
nisbatining Vv nolga intilgandagi limiti (agar u ma\jud bo'lsa) 
v = /(.v) I'unksiyaning .v(1 nuqtadagi hosilasi deb ataladi.

Funksivaninu hosilasi i ', / ' ( v,,), <l . —- belsiilardan biri bilan
' - 1 dx dx -

belgilanadi.

Sliuiklavqilib. /•(>,,) lim —  - lim /(л" 4 Л г )~ ' ‘ E 1.
>u Vv '• >" Vv

Hosilani topish jarayoni funksiyani difTcrcnsiallash deb ataladi.
Hndi yuqorida qaralgan misollarga qaytamiz. Ilosila tushun-

ehasidan foydalanib (19.1) tenglikni

v = lim —  = л'(/)
V 11 V/

Ko'rinishda yozish mumkin. Demak, to'g'ri ehiziqli bir tomonlama 
harakatda oidy tezlik yo'ldan vaqt bo'yieha olingan hosilaga teng 
ekan. Bu hosilaning mexanik ma‘nosidir.

( 19.2) tenglikni hosila tushunehasidan foydalanib

v A m / ( v., + A v ) -  / ( v , )  ,, ч
d = lim ---- Inn — --------= in ( v)

Yv .(I Vv u ,u Vv

Ko'rinishda yozish mumkin. Demak to'g'ri ehiziqli sterjenning v 
nuqtadagi ziehligi in massadan v uzunlik bo'yieha hosila ekan.



Sliunga o'xshash (19.3) tenglikni hosila tushunchasidan foyda- 
lanib

к = lim £  = /■ (,„)ъ .ПДд.

ko'rinishda yozishimiz mumkin. Demak, / ' (.v„) hosila geometrik 
nuqtai nazardan v = /(.v) egri chiziqqa M(.v0, f ( x n)) nuqtasida 
o'tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientiga teng ekan. Bu 
hosilaning geometrik ma‘nosi.

3-misol. v = .v2 funksiyaning istalgan nuqtadagi hosilasi topilsin.

Yechish. f ( x u ) = xn: , f ( x 0 + Av) = (xn + Av)“ ,

A.V = / (  v0 + Av)- /(.v0) = (v0 + Av)2 - .Vo = -Vo + 2.v,)Av +
~>~ i  -> Av 2.v,Av + Av

+ Av" - .vq = 2.vqAv + Av-, —  = — 1--------= 2.v0 + Av .
Av Av

Hosilaning ta'rifiga binoan

v'= lim —  = lim (2,v0 + Av) = 2.v0 + 0 = 2.v0, chunki ,v(l aniq
\v >0 Yv 4v •"

qiymat.
.v() -istalgan nuqta bo'lganligi uchun = .V funksiya (- со, + x  ) 

intervalning barcha nuqtalarida hosilaga ega ekanligi va uning

hosilasi 2.v ga tengligi kelib chiqadi, ya'ni (,v: ) = 2.v .
4-misol. y  = .v: parabolaga Л/(3; 9) nuqtasida o'tkazilgan 

urinmaning burchak kocffitsienti topilsin.
Yechish. .v„=3, /'(.v„) = /(3 ) = 3: =9. /"(.vj = 2.vH edi.
Demak, k= / '  (3) = 2 • 3 = 6 .
Biz yuqorida hosilaning mexanik va geometrik ma'nolari bilan 

tanishdik. Endi uning biologik va iqtisodiy ma'nolari bilan 
tanishamiz.



Ko'paygan mikroorganizmlar soni у  va ko'payish vaqti t 
orasidagi bog'hnish

.v = p it )
tenglama bilan berilgan bo'lsin.

Vaqtning aniq 1 paytiga mikroorgani/mlarning aniq p it) 
soni va vaqtning boshqa t + At paytiga mikroorganizmlarning aniq 
/)(t & \ t )  son mos keladi. Sy = p(t + A t )- p ( t )  ifoda At vaqt 
oralig'ida mik oorganizmlarni o'zgarish sonini beradi.

\p .
— nisbat ko'pavishning o'rtacha tezligi yoki boshqacha 
\t

■ ■ V ’aytganda ko'payishning o'rtacha samaradorligi. г’- lim —  = p 'it )
V  .(1 \ t

\aqlning t paytidagi mikroorganizm ko'payishining samaradorligini 
anglatadi. Bu hosilaning biologik ma'nosi.

19.4. Hosilaning iqtisodiy ma'nosi

Sarllangan xarajat lar miqdori v va olinadigan mahsulot miqdori 
у  orasidagi moslikni aniqlovchi y =  / ( .v) funksiyani olaylik.

U holda sarllangan xarajatni aniq v miqdoriga olingan mahsu- 
lotning /(Omiqdori \a sarllangan xarajatning boshqa bir л + Vv
miqdoriga olingan mahsulotning /’(лч Av) miqdori mos keladi.

= / (.v *  Ax )-  / ( v ) ayirma xarajat Av ga oshganda olingan 
qo'shimcha mahsulotning miqdorini beradi.

—  nisbat sarllangan Av xarajat miqdoriga mos 
Av

olingan mahsulot miqdorining o'rtacha o'zgarish tezligidir.
, i -A’ .. / 'U  + ^v)- /'(.v)i' = lim —  - l im -------------- iloda xarajatlarnmg ma lum

.»Av V' Av
miqdondagi olingan mahsulot hajmining o'zgarish tezligini (xarajat

19.3. Hosilaning biologik ma'nosi
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birligida olingan mahsulot hajmini) anglatadi. Bu hosilaning 
iqtisodiy ma‘nosidir.

19.5. Funksiyaning differensiallanuvchiligi

3-ta‘rif. Agar у  = j \ t )  funksiya .v(l nuqtada chekli hosilaga ega 
bo'lsa, u shu nuqtada differensiallanuvchi deb ataladi.

4-ta‘rif. Agar y  = f ( t )  funksiya (cr, b) intervalning har bir 
nuqtasida differensiallanuvchi bo'lsa, u shu intervalda differensial
lanuvchi deb ataladi.

Funksiyaning uzluksizligi va differensiallanuvchiligi orasidagi 
bog'lanishni ko'rsatadigan teoremani isbotlaymiz.

19.1-teorema. Agar у  = J ' (x )  funksiya x0 nuqtada differen
siallanuvchi bo'lsa, u shu nuqtada uzluksizdir.

Isboti. у  = / (л )  funksiya x0 nuqtada differensiallanuvchi bo'l- 
gani uchun

f  (*o) = |im 7  ■V. -.0 Д д -

chekli limit mavjud. Buni limitning xossasi (16.5-teorema) dan 
foydalanib

^- = f ' ( x 0) + a 
Ax

ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda A v —>0da a-cheksiz 
kichik funksiya. Bundan Ay = / ' (.v0)Ay + a  • Av va 
lim Av = lim f '  (xn )Av + lim a  ■ Ax - / ' (.v0) • 0 + 0 • 0 = 0 .

Av- >0 ’ A v—>0 Av ->0

Demak, lim Av = 0 va y =  f ( x )  funksiya .v„ nuqtada uzluksiz.
A v -> 0  '

Shunday qilib funksiyaning chekli hosilaga ega ekanligidan uning 
uzluksizligi kelib chiqar ekan.
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Teskari da'vo, umuman aytganda, to'g'ri emas, ehunonchi 
nuqtada u/luksiz, biroq bu nuqtada hosilaga ega bo'lmagan 
funksiyalar ham mavjud.

V = f ix )  = T -
.v, agar x > 0 bo" Isa ,
0. agar x = 0 bo' Isa ,
- .y, agar x < 0 bn‘ Isa

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya butun sonlar o'qida, jumladan 
-Yu 0 nuqtada ham u/luksiz ( 107-chizma), chunki / (0 ) = |0| = 0;

lim f (x )  = liml.vl = 0 va lim f ix )  = /'(0) = 0.
\ >()’ v- >0 1 r-+0

Bu lunksiyaning vn=0 nuqtada hosilaga ega emasligini ko'r- 
satamiz.

V=-T U II Я

/// //
///

/J—
0 --- -i*

X

107-(hizma.

va

Av = / (.yh + A y )-  f (x {)) = |0 + Av I - |0| = I Ay!

i- A » '  ,  A '  A v  ,lim —  = lim ---= hm —  = 1 .A\-> *-0 Ду л*->«-о Vv—>*o Ду

Shunga o'xshash lim —  = lim —  J- = lim — — = _ | .  Sluindav
Л' * " A y >=» A y л' > 0 A y "

qilib - -  nisbat ,y=0 nuqtada har xil bir tomonlama limitlarga eea. 
Yv -
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Bu nisbat .vi)=0 nuqtada limittza еца emasliaini, va'ni /'(0)
Yv

hosilaning mavjud emasligini ko'rsatadi.
Demak, funksiyaning biror nuqtada uzluksizligidan uning shu 

nuqtada chekli hosilaga ega ekanligi(differensiallanuvchiligi) kelib 
ehiqmas ekan.

19.6. Difterensiallashning asosiy qoidalari

19.2-teorema. Agar n{x) va r(.v) funksiyalar ,v0 nuqtada diffe
rensiallanuvchi bo'lsa, u holda ularning algebraik yig'indisi, 
ko'paytmasi va maxraji noldan farqli bo'lganda bo'linmasi ham shu 
nuqtada differensiallanuvchi bo'lib, hosilalar

t

' , , I \ , ( 11 ) ll v ~ ,IV'а) (г/ ± v) -  и ± r , b) (//v) = u v  + itv , d) | — i = ----;--
v r  i'

formulalar yordaniida topiladi.

Isboti. (Bo'linma uehun). v = / (.v) = —j-4 bo'lsin, bu
v(.v)

yerda i’(.v) Ф 0 .
Yr orttirmani tuzamiz:

л W S \ ri \ » (A0 + A.v) ll{xQ )by 11-V() • V v ) 7 ( . v 0 ) = —  — ----- ---- - =
v(v0 + .Vv) v(.v0)

» (.v0 + \ y )v (.Vq ) - f/(.Y0 )\ | v () t A y ) =

v(.v0 + A v )v (.v 0 )

"(-Yu j- A vV (.Y [) ) -» (.Y |) )v(.Y() ) -  » ( .Y ,)H .Y|) + V v ) - ll( -Vp M-Vp ) =

v(.Y0 + \y )v (.Y 0 )

[»(.y0 + A y ) - - » (.Y() ) ] \ ’(-Y( ) ) - i /(.Y() ) [>|y() 4 Vy) -  v(x q )] = A m |y„ ) -  »(.v0 )Av 
v(.v0 + Av)\(.y0 ) vf.Y,, + \y)r(.v0 )
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Shartga ko'ra lim = u '(x „), lim —  = v'(.v„) va\v >0 Yv Vv *0
lim v(.v0 + Дх) = v(.v0) (differensiallanuvchi funksiya uzluksiz).
Vv >d

Demak,

V'= |im = ijm Д у ^ Л|̂  ” ^ A c  = »'(-VoM-yn)-»Uo М - 0

Vt Av '' •|1 v( v„ - A y )v (.yJ  v ( v,,)

. . , l и и v - nv 
Shunday qilib, v = i — = -----— .

V v J  v
a) va b) formulalar ham shunga o'xshash isbotlanadi.
Teorema qo'shiluvchilar va ko'paytuvchilar soni chekli bo'l- 

ganda ham to'g'ri bo'ladi. Masalan, (u + v - \\')= u '+ v'-w ', yoki 
(uv\v)'= u 'viv + //v1 ir + uyw' tenglik o'rinli.

Natija. O'zgarmas ko'paytuvchini hosila belgisidan chiqarisht

mumkin, ya'ni (Си) - C u  yoki — j  = — , bunda C-o'zgarmas 

son.
Haqiqatan, у = С u(x) bo'lsa, Ду = Cu{x0 + Дх) - Си (л0) 

Дг _  C»(.v„ + A y ) - 0/(.y„ ) b0. |ib v, . ( 0 ,y=c||m^ ^  + AY)-M-Y„)=C|j(Y) 
A y A y s> Ay
bo'ladi.

19.7. M urakkab funksiyaning hosilasi

Murakkab funksiyani diffcrensialiash qoidasi bilan tanishamiz. 
v = J ( u ) ,  a = <p(x) murakkab funksiyani qaraymiz.

19.3-tcorema. у  = / 0 0  va a = (p(x) differensiallanuvchi funk
siyalar bo'lsin. Murakkab f {u )  funksiyaning erkli o'zgaruvchi y 
bo'yicha hosilasi bu funksiyaning oraliq argumenti к bo'yicha
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hosilasi y„ ning oraliq argumentning erkli o'zgaruvchi x bo'yieha 
hosilasi u '(x ) ga ko'paytmasiga teng, ya'ni

Isboti. u -  cp(x) funksiya x = x0 nuqtada, y - f { u )  funksiya esa 
bu nuqtaga mos u0 =<p(xa) nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin. U

holda lim — = / '(» „ ) chekli limit mavjud. Bundan
Au-+Q  A j /

—^  = f ' ( u „ )  + a  yoki Av = f ' ( u u)Ai< + aAu  kelib chiqadi, bu 
An

yerdagi a , An —> 0 da cheksiz kichik funksiya. So'nggi tenglikni har

ikkala tomonini Ax ga bo'lsak —  = / ' ( » „ ) — - + a —  hosil
A y A v A v

bo'ladi. Bunda Av —» 0 da limitga o'tib

lim —- = у ., lim —  = и , lim a  = lim a  = 0 ekanini hisobga
A.v—>0 Д у  Л Лг->0 \ y  '  Лдг->0 Лл—>0

olsak isbotlanishi lozim bo'lgan y'(x0) = / ’(;/„)■ г/’(х0) yoki 

i>' = v' ■ u[ kelib chiqadi. Biz bu yerda differensiallanuvchi u(x) 
funksiya uzluksiz va Av -> 0 da A и —> 0 ni hisobga oldik.

19.8. Teskari funksiya va uning hosilasi

[o; b] kesmada aniqlangan o'suvchi yoki kamayuvchi у  = /(.v) 
funksiyani qaraymiz. f ( a )  = c ,  f ( b )= d  bo'lsin. Aniqlik uchun 
v = / (x )  funksiya [a; b] kesmada o'suvchi deb faraz qilamiz. [a; b\ 

kesmaga tegishli ikkita har xil x, va x, nuqtani olamiz. O'suvchi 

funksiyaning ta'rifidan agar x, < x: va y,=  / (x ,) ,  ^ : = / ( а ? ) 

bo'lsa, y, < y, bo'ladi.
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Demak. argumentning ikkita har xil .v, va л% qiymatlariga 

funksiyaning ikkita liar xil r, va y, qiymatlari mos keladi. Bulling 

teskarisi ham to’g'ri, ya'ni y, < y , bo'lib, y, = / ( v ). 
i\ = / ( v, )bo'lsa, o'suvchi funksiya ta'rilidan .v, < .v bo'lishi kelib 

chiqadi.
Boshqacha aytganda v ning qiymatlari sohasi [о; Л] kesma bilan 

r ning qiymatlari sohasi [c; (/j kesma orasida o'zaro bir qiymatli 
moslik o'rnatiladi. r ni argument, .v ni esa funksiya sifatida qarab 
v n iy  ning funksiyasi sifatida hosil qilamiz:

л = <p(y).

Bu funksiya berilgan y  = f (x )  funksiyaga teskari funksiya 
deyiladi. Kamayuvchi funksiya uchun ham slnmga o'xshash 
mulohaza yuritish mumkin.

Shuni aylisli lo/imki, y=  /(.v) funksiyaning qiymatlari sohasi 
[c; </] unga teskari ,v ~-(p(y) funksiyaning aniqlanish sohasi bo'ladi 
va aksincha. x = cp(y) funksiya uchun v=  f (x )  funksiya teskari 
funksiya bo'lgani uchun \ = tp{y) \a v = J { . \ )  funksiyalar o'zaro 
teskari funksiyalar deb ataladi.

у  = / (.V) funksiyaga teskari funksiya y=  / (л ) tenglamani .v ga 
nisbatan yechib topiladi. O'zaro teskari funksiyalarning grafigi CJ.vy 
tekisligidagi bitta egri chiziqni ifodalaydi.

5-misol. v = л- funksiyaga teskari funksiya topilsin.
Yechish. Bu funksiya butun sonlar o'qida aniqlangan va o'suv- 

clii. fenglikni .v ga nisbatan yechsak berilgan funksiyaga teskari 
v = yj r funksiya hosil bo'ladi.

Har qanday funksiya ham teskari funksiyaga ega bo'lavermaydi. 
Masalan у  = v funksiya (- x ,+ x ) intervalda teksari funksiyaga ega 
emas, chunki у ning har bir musbat qiymatiga v ning ikkita 
x = -y]y  va x = yjy qiymatlari mos keladi.-Agar v = v : funksiyani
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(—гх .()] intervalda qaralsa lunksiya .v = -* Jy  teskari funksiyaga ega,

chunki у ning har bir musbat qiymatiga v ning yagona у  = л 
tenglikni qanoatlantiradigan qiymati mos keladi.

Slnmingdek r = .v: funksiyani [0,+x) oraliqda qarasak unga

teskari v = J  v funksiya mavjud bo'ladi.
Izoh. y  = / (x ) funksiyaga teskari x = cp(y) funksiyaning argu- 

mentini odatdagidek v bilan, funksiyani esa у  bilan belgilasak va 
v = / ( a ) hamda y  = <p(x) funksiyalarni grafigini bitta koordinatalar 

sistemasida chizsak grafik birinchi koordinatalar burchagining 
bissektrisasiga nisbatan simmetrik bo'ladi.

19.4-teorema. Agar o'suvchi (kamayuvchi) y =  f\x ) funksiya
[<7; b\ kesmada uzluksiz, shu bilan birga f ( u )  = c , f\b ) = d  bo'lsa, 
u holda unga teskari x = <p(y) funksiya [c; </]( [</; c ] ) kesmada 
aniqlangan monoton va uzluksiz bo'ladi.

Endi x - (p (y )  teskari funksiyani hosilasini bilgan holda 
v = / (x ) funksiyaning hosilasini topish imkonini beradigan teore
mani isbotlaymiz.

19.5-teorema. Agar x = <p(y) funksiya biror intervalda monoton
bo'lib shu intervalning у  nuqtasida noldan farqli </>'(y) hosilaga ega 
bo'lsa, bu nuqtaga mos v nuqtada teskari у  = J ( x )  lunksiya ham 
hosilaga ega bo'lib.

teng 1 iк o'rinli bo'ladi.
Isboti. Shartga binoan ,v = (p(y) funksiya monoton \a differen

siallanuvchi bo'lgani uehun u uzluksiz hamda unga teskari monoton 
va uzluksiz v = f (x )  funksiya ma\jud. v ga \v r  0 orttirma bersak 
r = f (x )  funksiya Ay orttirma oladi \a uzluksizligini nazarga olsak 
Av —> 0 da Yr -> 0 . Natijada
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f '( x )  = lim —  = lim ---= ------- = -----л, ,одх- >n Ay i Ax

Ay л-’ >" Ay

Bu formulani v' = —  ko'rinishda yozish ham mumkin.
.v'

Shunday qilib, teskari funksiyaning hosilasi shu funksiya hosi- 
lasiga teskari miqdorga teng ekan.

Mustaqil yechish uchun mashqlar va test savollari

1. у  = .v ’ funksiyaning x=2 nuqtadagi hosilasi topdsin.
Javob : У (2) = 12 .
2. Nuqta s = 5t' -  3t2 + 4 qonuniyat asosida to‘g‘ri chiziqli 

harakat qilmoqda, bunda s- o'tilgan yo‘l santimetrda o ‘lchanadi, t- 
vaqt sekundda o ‘lchanadi. t= 1 sek. dan /,=(1 + Д/) sek vaqt 
oralig'idagi o‘rtacha tezlik topilsin, bunda Д/=0,5; 0,3; 0,1 qiy
matlarni qabul qiladi. t= 1 sek. paytdagi oniy tezlik topilsin. Javob : 
Д/ = 0,5 da vt)V, = 15,25 sm /sek; At -  0,1 da voV, - 10,21 sm/sek ; 
At = 0,3 da v0.rl = 13,01 sm/sek ; v0 = v (l) = 9sm/sek .

3. у  = x3 egri chiziqqa M (2; 8) nuqtasida o'tkazilgan urinma
ning burchak koeffitsienti topilsin. Ja vo b : £=12.

4. v = \fx funksiyaning x =0 nuqtada hosilaga ega emasligi 
ko'rsatilsin.

5. у  = 3r - 2 funksiyaga teskari funksiya topilsin.
v + 2

Javob : x = ---- .
3

6. у  = ,r4 funksiyaga teskari funksiya mavjudmi?

Javob : (-co; + cc) da yo‘q, ( - oo; o] da x = - i f y  va [O; + x )  

da л- = \[y .
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7. v = o x funksiyaga teskari funksiya topilsin. Javob: x = f.oguy .

8. v - e ' funksiyaga teskari funksiya topilsin. Ja vo b : x - < ny.

9. Hosila haqida quyida bayon etilgan fikrlardan noto'risini 
ko'rsating.

A ) to‘g‘ri chiziqli harakatda oniy tezlik yo‘ldan vaqt bo'yieha 
olingan hosilani ifodalaydi.

13) f ( x n) hosila у  = f ( x )  egri chiziqning M „(x 0; f ( x J )  

nuqtasida unga o'tkazilgan urinmaning burehak koeffitsientini 
ifodalaydi

D) hosila sterjnning istalgan nuqtasidagi zichligini ifodalaydi
E ) to'g'ri chiziqli harakatda yo'l tezlikdan vaqt bo'yieha olingan 

hosilani ifodalaydi
F) hosila xarajatlarning ma'lum miqdorida olingan mahsulot 

hajmini o'zgarish tezligini ifodalaydi.
10. Noto'g'ri javob ko'rsatilsin.
A) biror nuqtada differentsiallanuvchi funksiya shu nuqtada 

uzluksiz bo'ladi.
B ) biror nuqtada uzluksiz funksiya shu nuqtada differentsial

lanuvchi bo'ladi.
D) hosila vaqtning istalgan paytidagi mikroorganizm ko'payi- 

shining samaradorligini ifodalaydi.
E ) tezlanish tezlikdan vaqt bo'yieha olingan hosiladir

F) (z/(.v)-v’(.v))’ = »'(-v)' y{x )+ n(x )-v '(x ) tenglik o'rinli.
1 1. Noto'g'ri javob ko'rsatilsin.
A ) v = f { x )  va x = <p(y) o'zaro teskari differentsiallanuvchi

funksiyalar uchun f ' ( x )  = — ]—  tenglik o'rinli, bunda <p'(y) ^ 0
v)

B ) //(.v)N » '(v) ,,( С = const)
С ) С
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D) u (x )) z/'(.v)v(.v)-»'(a‘M-v) 
W.V v (A)

F )  (//(x) + i -(.y )) = //'(v)+  v'(.v)

F) г = f (u ),u  = ip{ x) bo'lib f ( i i )  va (p(x) differentsiallanuvchi 
f t t

lunksiyalar bo'lganda v, = y n ■itv tcnglik o‘rinli.

12. у  = v" bo'lsa i'(6 ) topilsin.
A ) 14 B ) 12 D) 15 E ) 8 F ) 27.

O ‘z-o‘zini tckshirish uchun savollar

1. Hosila tusliunchasiga olib keluvchi masalalardan bir nechtasini 
ayting.

2. Egri chiziqqa urinma deb nimaga aytiladi?
3. lirinmaning burchak koeffitsienti nimaga teng?
4. Funksiyaning nuqtadagi hosilasini ta'rillang.
5. Hosilaning geometrik va mexanik ma'nolarini ayting.
6. Hosilaning biologik va iqtisodiv ma'nolarini ayting.
7. Funksiya qachon differencialkinnvchi deyiladi?
8. Funksiyaning intervalda differensiallanuvchiligini ta'rillang.
9. Differensiallanuvchi funksiya uzluksiz bo'ladimi?
10. Uzluksiz funksiya differensiallanuvchi bo'ladimi?
11. Differensiallashning asosiy qoidalarini ayting.
12. Murakkab funksiyaning hosilasi qanday topiladi?
13. Berilgan funksiyaga teskari funksiya deb nimaga aytiladi?
14. Teskari funksiya qanday topiladi?
15. Qanaqa funksiyalarga teskari funksiya mavjud bo'ladi1.’
16. Teskari funksiyaning hosilasi qanday topiladi?
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20. A S O S IY  E L E M E N T A R  F U N K S IY A L A R N IN G  HO S1LALAR1

20.1. O'zgarmas fimksiyaning hosilasi

20.1-teorcma. O'zgarmas funksiyaning hosilasi nolga teng. ya'ni 
C '= 0. bunda C-o'/garmas son.

Isboti. r=  f'(.x) = С  desak v argument Vv orttirma olganda г 
funksiya Vv = f (x  + Vv) - f\x ) = C - C  = () orttirma oladi.

Demak, C  lim —  lim —  - 0 . Shunday qilib ( ’- ( ) .\< >n \v >11 Vy

Masalan, (25 )'= (2 IS) = for 20") = (In 87) = 0 .

20.2. Logarifm ik fimksiyaning hosilasi

20.2-tcorcma. In v lauorifmik funksiyaning hosilasi — ga teng.
.v "

Isboti у  lux funksiyani qaraymiz. .v Ax orttirma olganda funksiya 

Av ln(.v + ,\v)-ln v In- — ln| I + —— | omirnia oladi.

\v 1 , f , Vv , I x . ( . Ax | 1 , | ,  Yr i 4 ■ ,
Ini 1 + —  = ----- In I + = -  1 1 1 I -t- -| nisbal-

Yv Vv \ .v I x Ax I x j x \ x 

ni tuzamiz. -  - = a  deb belgilasak A.v—>0 da u—>0.

Demak, v '= lim — Inf 1 + — ) = — lim ln(l + a ) "  = — In e = — .
\, >0 v у у / x n >0 v .v

1 1 
ya'ni ( In v)’ = — . Bu yerda lim(1 + a  )" = e ikkinchi ajo> ib limit-

у >t »*•
dan foydalanildi.
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Shunga o'xshash (logi(.v)' — 1 ^ Ш  = - L  kclib
\n a ) In ci .vino 

chiqadi (bunda o>(), аф 1).
Agar v In// bo'lib, bunda, it = u(x) differensiallanmchi lunk- 

siva bo'lsa, u holda murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga
, и I

binoan ( In// ) = — tenglikka ega bo'lamiz. 
и

Xususan, agar y  = log(j//, a = a {x ) bo'lsa, u holda 

( log // ) ( - ^ 0  = —— -(in//) = ———  bo'ladi.
‘ v 1ч <■! J 1чa In a •11

20.3. Darajali funksiyaning hosilasi

20.3-teorema. .v“ darajali funksiyaning hosilasi ax '1 1 ga teng,
bunda a-o'zgarinas son.

Isboti. v =vu funksiyani qaraymiz. Uni e asosga ko'ra logarifmlab
ln v  = aln.v tenglikka ega bo'lamiz. у  ni v ning funksiyasi
hisoblab, tenglikning ikkala qismini .v bo'yicha differensiallaymiz:
v' 1 — = a  • — .

V X

Bundan v' = a  • v • — = a  ■ x“ ■ — = a  ■ v "-1.
v v

Shunday qilib 1 xa ) = a  ■ x ‘ 1 .Teorema isbotlandi.

Agar v = //" bo'lib, и = u\x) differensiallanuvchi funksiya 
bo'lsa, u holda murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga 
binoan (//“ )' = a  •//“ "'• //' bo'ladi.

l-misol. v = Vv funksiyaning hosilasi topilsin.
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Yechish. у' = V v ) =
-V.*

Demak, [yfx
2V-v

2-misol. у = — funksiyaning hosilasi topilsin.

Yechish. v' = .v 1)' = - !• ; i-i ■v = —X =

Demak,
1

Izoh. Funksiyaning hosilasi topilsin deyilganda shu funksiyaning 
aniqlanish sohasiga tegishli istalgan nuqtada uning hosilasini topishni 
nazarda tutiladi.

t

20.4. K o ‘rsatkichli funksiyaning hosilasi

20.4-teorema. a ko'rsatkichli funksiyaning hosilasi a : In a  ga 
tengdir.

Isboti. v=a (c/>0, сгф\) funksiyani qaraymiz. Uni e asosga ko‘ra
logarifmlasak In у  = v • In a bo'ladi. v ni v ning funksiyasi hisoblab,

(t
tenglamaning ikkala qismini .v bo'yicha differensiallasak. —  = \na

у

bo‘ladi. Bundan v '= y ln a  yoki y ' = £/'lnc/ kelib chiqadi. Demak, 

( a ')  = a ' In a .

y=a" murakkab funksiya uchun (a") = a" In a n1 formulaga ega 
bo'lamiz.
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Xususiy ho Ida u-e  bo'lsa Ine = l bo'lib ( a )  - e'

[e" ) = eu it' tbrmulalarga ega bo'lamiz.
3-misol. y=2' bo'lsa. y ' topilsin.

^'ecliish. (2 v) = 2v In 2 .

4-misol. v = 3' bo'lsa, y ’ topilsin.

va

Y echish. у ' = ^Зл" j = Зл"  In 3( л -)’ = 3 V In3-2.v.

5-misol. r = c ' bo'lsa, y ' topilsin.

Y echish. у' = j ел | - ex (.v’ )' = f '  3.v2

20.5. Trigonometrik funksiyalarning hosilalari

20.5-teorema. sinx i'unksiyaning hosilasi cosx ga teng.
Isboti. i' sinx funksiyani qaraymiz. ,v ga \v orttirma bersak

funksiya A y- .s//?(.v+ Ax)-sinx=2cos'

sin
x + Vv - v. N

= 2 cos \
\v
2

sin—  orttirma oladi. Shuniim
7

_ . Vv ( \лЛ \v2sin • cos .v + 1 s;n
, 4>- 2 { 2 J 7 / Avuchun — = ----------- ------- - = --- — • cos .г + — I va

\v A v Vv 2

. zYv
sin  ̂  ̂ ^  

r ’ = (sin v) lim ----— ■ lim cos ,v н--- IV' >11 Дд- v< >n l_ 2 I

•»

I • COS Y = COS.Y.
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Bu yerda birinchi ajoyib limitdan hamda cosx lunksiyaning
uzluksizlieidan foydalanildi.

t
Shunday qilib, (sin.v) = cos.v.
v = sin «(bunda it u{x)) murakkab funksiya uchun 

(sin;/) = cos////’ formulaga ega bo'lamiz.

6-misol. у  = sin л/v funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. r' = cosVv ■ (л/ v ) = cosV-v — = C( / X •
' 2V.v 2 yjx

7-misol. v = sin ’ .v lunksiyaning hosilasini toping.
Yechish.

y ' = (sin: ,v) = ((sin a ) '  ) = 2sin .v ■ (sin л) = 2sin .v ■ cos.v = sin 2.v.
8-misol. v = sin(ln.v) funksiyaning hosilasini toping.

cos(ln :Yechish. y' -= cos(ln v)(ln ,v) - Cts 11 л
.Y

20.6-teorema. cos.v funksiyaning hosilasi - sin ,v ga teng. 
Isboti. у  = cos.v funksiyani qaraymiz. Kelt ir ish formulasidan

. . . . (  7T ^Ibydalanib uni у  = cost = sin j — ~ x  j ko'rinishda yozamiz. Demak,

sin
V H

к
cos!---.Y

t 2
~ - - v j = sin v (0-1) - -sin \.

yoki (cos.v) = -sin.v.
v = cos// (bunda it=it(x)) murakkab funksiyani hosilasini topish

uchun (cos//) = —sin// • //' formulaga ega bo'lamiz.
9-misol. v = cosx' funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. v '= -sin v'(.v') = -sin .v '• 3.y :  .

10-misol. у  = соs\[x~ + 1 funksiyaning hosilasini toping.
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v'= - sin

Yechish.

л/х2 + 1 (л/х2 + 1) = - sin л/ v: + 1--- ■ ■ — • (-V + 1)' =
V 7 2Vx2 + 1

A'sin V-V2 + 1
= -sin л/х2 + 1---, --- - 2.v - -

2 л/х2 + 1 л/х + 1+

20.7-teorema. tgx funksiyaning hosilasi ---—  ga teng-
cos' v

Isboti. t g x ~ bo'lganligi sababli boMinmani hosilasini 
cosx

topish qoidasiga binoan
/

sin x \ (sin x)' ■ cosx - sin x(cosx)' _
Vcosx j  cos x

cosx ■ cosx - sin x ■ (-sin x) cos~ x + sin x _
cos"X  COS X  C O S ' X

Shunday qilib, {tgx) = — —  . v=tgu (bunda, u= u{x)) murakkab
CO S" X

t
funksiyani hosilasini topish uchun (tgu) = ---— formulaga ega

cos it
bo'lamiz.

1 I-misol. v=/£— funksiyani hosilasini toping.
' v

Yechish. y' =
’ 1 V x j  .cos X  cos

1
X X

12-misol. y=tg} 4 X funksiyani hosilasini toping.
Yechish.

itg- fx
i ' = ((fgJ yfx)| ) = 3/g2 v x ■ (tgyfx)' = 3tg f v --- • (y[x)' =

COS'л/V 2y[x~-co sf Vx
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20.8-teorema. clgx funksiyaning hosilas i------ ga teng.
sin" ,v

Bu teoremani isbotlashni o'quvehiga qoldiramiz.

13-misol. v = x2 + 1 funksiyani hosilasini toping.

v' = - '=  =  • (V 2.v: +1) = --------------- ----- (2.v- +1)'
siir V 2.v: + 1 sin V 2x~ + 1 2\ £.v + I

lx
■ • 4,v =

sin ‘ V2.v: + 1 ly j lx '+ \  sin - V2.v: + 1 • y f lx 2 + 1

20.6. Teskari trigonometrik funksiyalar 
va ularning hosilalari

1) y=arcsinx funksiya. x - s in y  funksiyani qaraymiz. Bu funk-
Jl 71 • •siya - — < v < — kesmada monoton o'uvchi bo'lib uning qiymatlari

‘  2 '  2
- I й x kesmani to'ldiradi. Shuning uchun bu funksiya aniqlanish

n  Л  

_  2 '  2
teskari funksiyaga ega (19.4-teorema).

Odatda uni у  = arcsinx ko'rinishda yozish qabul qilingan. 
Demak x = siny va у  = arcsinx funksiyalar o'zaro teskari 
funksiyalar. у  = arcsinx funksiyaning grafigi 108-chizmada tasvir-

sohasi [-l,+ l] dan, qiymatlari sohasi kesmadan iborat

langan D(arcsinx) ~ [-1, I], E(arcsinx) -
n n
T ’ ~>
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----1
i ,v = arcsin x

I OS-cliizma.

20.9. teorema. arcsinx funksiyaning hosilasi ца teng..
л/l - .v:

Isboti. v - arcsmx funksiyani qaraymiz. x = siny funksiya bu 
funksiyaga teskari funksiya boMadi.

0 ‘zaro teskari funksiyani hosilasini topish formulasi y ' = -7

( 19.5.teorema) dan foydalanamiz. 
, 1 1 1v =

(siny), cosy ±yj i_ s in : v J l- s in - y  V l- .Y2 '
chunki

к  n 
2 '  2

plyus ishora olindi.

kesmada cosy > о bo‘lgani uchun ^/l-sin: v oldidagi 

a olindi.
> j 

Shunday qilib, (arcsin.r) -
л/1 - x~

у = arcsinu (bunda, u = u(x>) murakkab funksiya uchun 
и

(arcsinz/ ) =
л/1 — ir

hosilani topish formulasiga ega bo'lamiz.
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14-misol. у  -  arcsine funksiyani hosilasini toping.

Yechish. v' = , ■■ * ■ -- < — -
V V l - e '

15-misol. v = 2arcsin yfx funksiyani hosilasini toping. 
Yechish.

1
(\ -v)’ 2yfx I

r' = 2(arcsinvx )' = 2
\1 ( v'.v) V ' - v  ч v (1 v

2) у = arccosx funksiya. .v = cosy lunksiyani qaraymiz. Bu 
funksiya 0 < v < n  kesmada monoton kamayuvchiligini bilami/. 
Shuning uchun bu funksiyaga teskari funksiya maxjud (19.4 
teorema) bo'lib uning aniqlanish sohasi [-1,1] kesmadan, qiymatlari 
sohasi [(); /г] kesmadan iborat bo'ladi. x cosy lunksiyaga teskari 
funksiyani r = arccosx kabi yoziladi. у  = arccosx lunksiyaning 
grafigi 109-chizmada tasvirlangan. D(arccosx) =[-1,1), E(arccosx) 

[(); л ] ekani ravshan

-1 о

у  = a rc c o s  x

n

lOV-chiznui.
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20.10-teorema. arccosx fimksiyaning hosilasi - —j = =  ga teng.
л/1 - ,v~

Teoremaning isboti 20.9-teoremaning isbrtini takrorlagani uchun 
uni isbotlashni o‘quvchiga qoldiramiz.

3) v = arctgx funksiya. x = tgy funksiyani qaraymiz. Bu funk-

siya - — < v < — intervalda monoton o'sadi. Shuninq uchun bu
2 ' 2

funksiyaga teskari funksiya mavjud ( 19.4-teorema) bo iib  uning 
aniqlanish sohasi butun sonlar o'qidan iborat. .v = tg\> funksiyaga
teskari funksiya у = arctgx kabi yoziladi. Demak D(arctgx=(-oo; x ),

(  7T П \ . 71 . П
t  (arctgx) = i ---, - va hm arctgx = --- , lim arctgx = — .V 2 2 J  ' -• 2 » 2

у = arctgx funksiyaning grafigi I 10-chizmada tasvirlangan.

20.11-teorema. arctgx funksiyaning hosilasi — '—  ̂ ga teng.
1 + Л"-

Isboti. у  arctgx funksiyani qaraymiz. x=tg\’ funksiyaga teskari 
funksiya bo'lganligi sababli ularning hosilalari ( 19.5-teorema)

y, = — tenglik orqali bogMangan. Shuning uchun
■Yv
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. Demak, (arctgxj =
U VX \ >-v- ' + ■'

C O S ' у

\--arctgu murakkab funksiyani hosilasi (arctgu ) '- -----formula
1 l+ i r

yordamida topiladi.
16-misol. v=(arctgx)' funksiyani hosilasini toping.

, - w ,  ’ 1Yechish. v = 3(arctgx)~ (arctgx) = 3 (a rc tg x )----- .
I + v"

17-misol. y=arctgx2 funksiyani hosilasini toping.
(-v: )' 2xYechish. v' =

4) у = arcctgx funksiya. x = ctgv funksiyani qaraymiz. Bu
funksiya 0<v<7r intervalda monoton kamayuvchi. Shuning uchun bu 
funksiyaga teskari funksiya mavjud (19.4-teorema) va lining 
aniqlanish sohasi (-oc,+oo) dan iborat. \ = ctgy funksiyaga teskari 
funksiya у = arcctgx ko'rinishda belgilanadi. Demak, D(arcctgx)=(- 
со,+эо), E(arcctgx) = (0; я )у а  lim arcctgx- л ,  lim arcctgx = 0 .

\ - * - л  x->+x

у = arcctgx funksiyaning grafigi 1 1 1-chizmada tasvirlangan.

I l l  -ehizma.
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20.12-teorema. игсс/ц.х funksivanine hosilasi----- г ea tone.
' " 1 + .V "

Teoremani isboti 20.1 1-teoremani isbotiga o'xshaganligi uclum 
uni isbotini o'quvchiga qoldiramiz.

f j  ̂  1

v = arcctgu murakkab 1 unksivani hosilasi (arcct^u)
I + и

formula yordamida topiladi.
18-misol. v = arcctg.x' funksiyani hosilasini loping.

(a* ) ’ 4 A"’
Yechish. i ' = -

I+ (.v4)- I f j

19-misol. v = a r c c tg l  funksiyani hosilasini toping
‘ v

A
A "  +  1 V +  I

1 + 1 +
А" Л-

Izoh. Murakkab funksiyalarning н = u(.x) oraliq argumenti differ- 
rensiyallanuvchi deb faraz qilindi.

Mustaqil yechish uchun mashqlar va test savollari
Hosilaning ta'rilldan bevosita foydalanib qo'yidagi funksiya

larning hoisilalari topilsin.

1. v A'4 Javob: 4a-'. 2. v= V x . Javob: — -j= .
2v.v

1 1 ; л ,
3. v=—r= Ja v o h :----- . 4. v=.v+2x-3x+l. Javob : 3.V+4.V-3.

V a 2 a V v
Egri chiziqlarga urinmalarning burehak koeffitsientlari topilsin.

5. v a4, a) v 1 da Javoh: 4, b).\--— da Javoh: - .
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1 1
6. v=— . a) v=l da Javob : -2, b) ,v=-- da Javob : - 18.

v 3

7. v-\fx . ,v^4 da Ja vo b : .
4

Funksiyalarning hosilalari topilsin.
8. v =y6-2.y '+3.y+12. Ja v o h : у ' =6д-5-6л'~+3.
9. 3.y4-.y. Ja vo b : y ' = l2.v’-l.

Y7 YS , , 7.Y6 5.Y4 ^
10 ----1-----2.x. Javob: v ------ 1------2.

a b a b
2.y ’ -5.y: + 4 , , , 3 .r-5 .Y

11. v=----------- ■ Javob: у  -------- .
() 3

5 } }  \

12. v=4.y : -6.Y2 + л- Javob: y ' = 1 O.v: -9.y2 + I .
______ ^  - )  2

13. v=v5.y + 2yfx - — . Javob: v' = — 7= + — =  + —  •
Y 2V-Y 3\ y v

14. y=( 1 • 4.y ’ ) ( I +2/Г). Javob: y ' =4.y( 1 +3.Y+1 O.y ’ ).

t v4 , 4,y ( 2a: - .y )
15. v= —--- г ■ Javob: у ----- ----- -— .

' a~ - .  y ‘ (a ~ — -Y" )"
b — y  , 2b

1 6 . i  = ------  . Javob : v  =  - 77------г г  ■
b + .Y {b + x)

(.y  + 4 ): , , (.y  + 2)(.y + 4)
17. v -------- . Javob: v = --------- ;-- ■

.y + 3 ( v + 3)
18. v=(4.y ’+2)3 . Javob: y '=  36.y2(4.y3+2)'.

19. r = V « : --v: - Javob: y '= — ,  ̂ ~  ■
y j a 2 -  ,y"

a -  3.Y
20. v = (a + x ) v a -  x . Javob: V  =

2 - -Y

l+ .Y  , . ,
21. г = I----. Javob: г -

\ l - . v '  ' (1- .yW i --y:

407



22. у = 3sin .v-7cos5.v. Javob: y' = 3cos.v + 35sin 5,v
л

23. у  = tg(3.v-2). Javob: y' --- -̂----- .
COS” (3.y - 2)

24. у  = sin' .Y . Javob\ y ' = 5sinA x ■ cosx.
cos.v , !

2 5 . v = ---------.. Ja v o h '.  у  =-
1 sin .y 1 - sin Y

26. у  = xsin y + cos y. Javob'. v '= xcosx.

27. y=Wsin2.Y . Javoh-. y ' acos2x
л/s in  2 .y

28. v = 3.S7>74 — . Javob'. y ' = 4sin3 — .cos — .
3 3 3

29. v = In sin y  . Javoh'. y' = ctgx .

30. v = l n c t g ’ .Y. Javob'. y'=- — -— .
sin 2.y

, , , M + S l ll .Y  , 1 j  1. v In,/--- :-- . Javob'. v =-
V 1 — sin .y ' cos x

K o ‘rsatma. y= — [ ln( 1 + sinx)- ln( 1 - sinx)] dan foydalanilsin.

32. i '= Intg — . Javob'. y ' = — !— .
~ 2 sin Y

1
у — ln(x + 4 x 2 + a ) . Javob'. v' =

V. y: + a
34. v = sinfcos y) . Ja v o b : v ’= -sin л ■cos(cosx).

35. y = (xtg.Y)'. Ja vo b : y' = 3(xtg.v/ < t g x ---^ — ).
V  ̂ c o s '  ,y j

- 3.Y
36. у = log(((.Y’ + 4). Javob'. y '

(x ' + 4) In a

37. у = In ----. Javob: y’ ~
I-.Y ’ I- .y
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- , , sin 2.v + 1
38. v = ln(sm" .v+y; . Javob'. v = — ----

sin ‘ v + .Y
39. у  = xln ,v. Javob: y ' = Inx + / .

, , , , 6 In" Y
40. v r- (In .Y) . Javoh'. v = ----- .

.Y

41. \' = ln(ln.v). Ja v o h : y' =— -— .
Y 111 ,Y

42. v — с ' . Javob\ y ' = -2xe ' .
X  л V, 1 n

43. y=3 : . Javoh : v = ------- 3 - .
2 cos2 Л

2

44. v= e ^ x . Javoh : v '= *
2y[x

e' , I
45. v = I n ---- . Javoh : у =

1 + e ' 1 + e '

^  6 , 1 - 1  ,  ;  '  2 e '46. v=---- . Javoh : у =-
e + 1 ’ (<?' + 1)"

47. v = arcs i n —. Javoh : y '-
yfa2 -  x~

, , 3(arccos.Y)~
48. v - (arccos.Y) . Javoh : у =-

л/1 — -v:

49. v = arcle — . Javoh: v' = ——
a a + ,v"

2.Y
50. v = arcctg(.Y‘ + 1 ) . Javoh : у = -

1 + (.v  + 1)-
2 y , , 2

51. v - arctg . Javoh : у
I - Y2 I + V

52. y= — ‘'Ja~ — x~ н---arcsin — . Javoh: v' = ^a~-x~  .
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53. у = ха resin .v. Ja vo b : у ’ =- arcsinx +
VI - -v:

54.у  - arcsin(ln л ) . Javob: y ' = — -
.vV1 — In v

. j 1-cos.v , , , 1
5?. r = a rctu .f-------(о ь .у < я ) .  Javoh : у = —

" V 1 + cos ,v ' 2

56. Noto'g'ri formulani ko'rsating.
, I t

A) (In л ) = — B )(.v") = glx" bunda «=const.

Г)) (sin.v) =cos.v E)(cos.v) = — sin v F) (2’ ) = ---
In 2

57. Noto'g'ri formulani ko'rsating.

A) (aresin.v) = ' B)(arccos.v) = -
VI — v \ 1 — V

B) D)(arem.v) = — , E ) (arcctg.v) = ----- -
" I + v 1 + v

C) F ) ( tg .v ) '= ----—  .
C O S "  V

( n  '
) = sin ' v bo'lsa /

ч 4 ;

3V 2 3v2 Зл/2 „  3 „  V 3 
A) —  B ) —  D) —  E) -  F) —

2 4 8 4 2
59. f ( x )  = x In v bo'lsa / ( l ) topilsin.
A ) 3 B ) 2 D) 1 E )4  F) 6.

60. /(.v) = bo'lsa / — topilsin.

4 8 27 4 „  ,
A ) —  В ) —  I)) —  E ) — г N  n  .

71 ! l '  71 Tt~
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61. / (.v) = л-4 In \Гг bo'lsa / ( I ) topilsin.

A ) -  B ) -  D) ’ F) -  F) — .
3 4 6 8 12

( ) ‘z-o‘zini tckshirish uchun savollar

1. O'zgarmas sonning hosilasi nimaga teng?
2. Logarifmik funksiyaning hosilasi nimaga teng?
3. Darajali funksiyaning hosilasi nimaga teng?
4. ko'rsatkichli funksiyaning hosilasi nimaga teng?
5. sinx ning hosilasi nimaga teng?
6. cosx ning hosilasi nimaga teng?
7. tgx ning hosilasi nimaga teng?
8. etgx ning hosilasi nimaga teng?
9. arcsinx funksiyaning hosilasi nimaga teng?
10. arccosx funksiyaning hosilasi nimaga teng'.’
1 1. arc tgx funksiyaning hosilasi nimaga teng?
12. arcctgx lunksiyaning hosilasi nimaga teng?
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21.I3A’Z I E L EM E N T A R  FU N K S IY A LA R N IN G  IIO S IL A LA R I. 
H O S ILA LA R  JA D V A L I

21.1. G iperbolik funksiyalar va ularning hosilalari

, e - e  . e + e . e - e  , e ' + e  
shx = ------ , ch.x -------- , th.x = —;------, cthx = —:----

2 2 e ' + e '  e ' - e '
tengliklar yordamida aniqlanadigan funksiyalar giperbolik funk
siyalar deb ataladi.

. sh xBunda shx- giperbolik sinus, с/гл-giperbolik kosinus, thx=— 1-
ch x

giperbolik tangens, cthx=
ch v 
sh л-

giperbolik kotangens deb ataladi.

Bu funksiyalar orasida ch x-sh x= 1, c h 2x+sh2x -ch2x,

sh2x-2shx ch.x. ch ' x= ayniyatlar o'rinli ekanlieini
- tlr x

tekshirib ko'rishni o'quvchiga tavsiya etamiz.
Endi shu funksiyalarni hosilalarini topish formulalarini hosil 

qilamiz.

(shx) =

(chx) = 

(/Av) = 

(cth.v) -

e — e (ex - e  ) _ e 'e ' + e
■ = chx.

e + e

v

shx 
, chx

( e ' + e ' )
2 2

( sh x)’ ch .v - sh x( ch xf

shx,

c lrx - sh :x 1
clr .v ch'x ch'x

( ch v j ( ch Л’/ sh v - ch x( sh x/ _  sh' x -eh ' x 1
V sh v sh' x

/

22

2
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Hisoblashda (е 'У  = e \ (e  ' ) '  = -e  ' ekanligidan foydalandik.
i i

Shunday qilib: (shxf = chx, (chx/ = shx , (thx) - — ;— ,
ch~ x

21.2. Oshkormas funksiya va uning hosilasi

.v va v o‘zgaruvchilar orasidagi funksional bog'lanish F(x.y)=Q 
tenglama bilan berilgan bo'lsin. Agar qandaydir (a. h) intervalda 
aniqlangan y = f { x )  funksiya mavjud bo'lib, u F(x,y)=0 tenglamani 
qanoatlantirsa, u holda y = f  (л) funksiya F (x ,y )=0 tenglama bilan 
aniqlangan oshkormas funksiya deyiladi. Funksiya y = f  (x) tenglik 
yordaniida berilganday oslikor ko'rinishda berilgan deyiladi. Oshkor 
ko'rinishda berilgan funksiyani y-f (,v)=0 ko'rinishda yozilsa у 
oshkormas ko'rinishda berilganga o'tiladi. Funksiya F(x .yY  0 
tenglama yordaniida oshkormas shaklda berilganda tenglamani у ga 
nisbatan yechilsa funksiyaning oslikor ko'rinishdagi tenglamasi 
hosil bo'ladi. Ammo bunday o'tisli liar doim ham oson 
bo'lavermaydi, ba'zan esa umuman o'tishning iloji bo'lmaydi.

Shuning uchun oshkormas funksiya hosilasini uni oshkor holga 
keltirmasdan topish usuli bilan misollarda tanishamiz.

1-misol .v:+v'2=4 tenglama bilan berilgan funksiyaning v' 

hosilasini toping.
Yechish. Berilgan tenglamani у  ni .v ning funksiyasi ekanligini 

hisobga olgan holda v bo'yieha differensiallaymiz: ( v " )' '+0'")' = 4 ';

2.v+2у. у  =0, x + у  • у ' = 0 , bundan у ' = ---.
у

2-misol. \’4-4.vv'+.v'4=0 tenglama bilan berilgan funksiyaning y ’ 
hosilasini toping.
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Yechish. Differensiallaymiz: 4y ' • y ’ - 4(.vy + .v ■ y ') + 4.v' = 0;
, - , , ; , I — V '

v ’ • v - v -  xv = -x  ; ( v - л ) v = v - x ; у = —--- •
У ’ ~ x

Biz kclgusida oshkormas funksiyaning hosilasini topishga yana 
qaytamiz. Shuning uchun bu yerda uni batalsil o'rganib o'tirmaymiz.

21.3. Funksiyaning parametrik berilishi va parametrik 
berilgan funksiyaning hosilasi

= (21 . 1, 
[y  = И 0

tenglamalar berilgan bo'lsin. Bu yerda t [ Т , , Т : ] kesmadagi 
qiymatlarni qabul qiladi. t ning har bir qiymatiga .v va у  ning aniq 
qiymatlari to'g'ri keladi. Agar .v va у  ni O.v г koordinata tekisligidagi 
nuqtaning koordinatalari deb qaralsa. u holda t ning har bir qiymatiga 
lekislikning ma’lum bir nuqtasi to'g'ri keladi. t ning qiymatlari T\ 
dan T2 gacha o'zgarsa, bu nuqta tekislikda biror egri ehiziqni chizadi. 
(21.1) tenglamalar ana shu egri chiziqning parametrik tenglamalari 
deyiladi, t parametr deyiladi.

Bu egri ehiziq qandaydir y- f [x ) funksiyaning grafigi bo'lsa, u 
holda v fix) funksiya (21.1) parametrik tenglamalari yordaniida 
berilgan deyiladi. v bilan r orasidagi bog'lash (21.1) tenglamalardan 
1 ni yo'qotish orqali o'rnatiladi.

Faraz qilaylik, .v = wit) funksiya t = ф (л) teskari funksiyaga 
ega bo'lsin.

U holda / = Ф(.\ ) ni (21.1) ning ikkinehi tenglamasiga qo'ysak v
ni v ning funksiyasi sil'atida aniqlaydigan у= у[Ф (л )] yoki v / tv) 
tenglikka ega bo'lamiz.

Shunday qilib (21.1) tenglamalar qandaydir v-Дх) funksiyani 
aniq lar ekan.
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З-misol: Мп(.\ъ ,v«) nuqtadan o'tib s = in i + n j  yo'naltiruvchi 
vektorga ega to'g'ri chiziqning parametrik tenglamalari yozilsin. 

Yechish. Bu to'g'ri chiziqning kanonik tenglamasi

v - У ~ У о ko'rinishga esa ekanligi ma'lum.

4-misol.

V — v v — V ■ ----—  = /,----—  = t deb belgilasak x-\o=mt, y-yt)=nt yoki
m n

| л a■„ + /»/, to^ >rj ciTj^iqning param etrik tenglamalari hosil 
I V = V„ + lit

bo'ladi.
f.v = Я cos/,
y - R s m t  (0 < / < 2  n, R >  0 )

tenglamalar aylananing parametrik tenglamalari ekanini ko'rsatamiz. 
Tenglamalarni kvadratga ko'tarib qo'shsak

 ̂  ̂ л Л Л 1
x~+v~ =R~cos~t +R~siif t= R~(cos~t+sin~t)-R’

yoki x2+v2=R2 hosil bo'ladi. Bu markazi koordinata boshida bo'lib 
radiusi R ga teng aylananing kanonik tenglamasi ekani ma'lum.

x = a cost,
V = bsm /, (0 < t < 2 л , a >0, h > 0) 

tenglamalar ellipsning kanonik tenglamalari ekanini ko'rsatamiz. 
Tenglamalarni birinchisini a ga, ikkinchisini h ga bo'lib nlarni

v
— = cos/, 
a
v— = sin l 
b

ko'rinishda yozamiz. Bu tenglamalarni kvadratga ko'tarib qo'shsak
A' V  - . ’ . , . -V V—- + J—— = cos" t + sin I - I voki —  + —  = 1 
a' h~ ct в

ellipsning kanonik tenglamasiga ega bo'lamiz.
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[ v = hsht
tenglamalar giperbolaning parametrik tenglamalari ekanini ko'rsa- 
tamiz (a>0, b>0). Tenglamaning birinchisini a ga ikkinchisini b ga

bo'lsak — = clit, — = л/г/ hosil bo'ladi. Bu tenglamaiarning kvad- 
a b

ratga ko'tarib birinchi tenglamadan ikkinchisini hadlab ayirsak 

-V V I T  V' V ~
—  ~ —  = ch  t -  s / r t  = 1 yoki — — -  -— —  = I giperbolaning
o ' b~ u~ b~

kanonik tenglamasiga ega bo'lamiz.
fazodagi egri ehiziq ham xuddi tekislikdagi egri ehiziq kabi 

parametrik tenglamalari yordaniida berilishi mumkin.

•v = <p(t),
v = i//(t), (21.Г)
:  = r]( t)

tenglamalar berilgan bo'lsin, bunda t e [7j, T-,]. t ning bu kesmadan 
olingan har bir qiymatiga v, v' va z ning aniq qiymati, ya’ni O.vrr 
lazoning aniq M (x ;y\z ) nuqtasi mos keladi. t ning qiymatlari T 

dan T- gacha o'zgarganda M nuqta fazoda biror egri chiqni chizadi. 

(21.1’) tenglamalar fazodagi ana shu egri chiqning parametrik 
tenglamalari deyiladi. t o'zgaruvchi parametr deb yuritiladi.

X = A',, +  l i l t,

v = v0 + nt, 
z = z0 + pt

fazodagi to'g'ri chiqning parametrik tenglamasi ekanligini ko'rgan 
edik.

f . v  =  acht,
6-nnsol.
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.V = Cl cos!, 

v = <;sin I. 
z - bt

tenglamalar vint chizig'i deb ataluvchi egri chiziqning parametrik 
tenglamalarini ifodalaydi. Bu egri chiziq \ • г a silindrda 
joylashgandir.

-V = (n( t ). .
l'ndi parametrik tenglamalari bilan berilgan lunk-

ly  = i//(U
siyaning hosilasini topish uchun formula chiqaramiz. </>( t ) , i./(/) 
funksiyalar differensiallashuvchi hamda v w(t) funksiya / ф(х) 
teskari funksiyaga ega deb faraz qilamiz. IJ holda 
v = i//(/), / - <jj(.x) bo'lgani uchun у x ning murakkab funksiyasi 

bo'ladi. /-oraliq argument.
Shu sababli murakkab funksiyani hosilasini topish formulasiga 

binoan

y ' = y ' - t '  (21.2)

bo'ladi. Teskari funksiyani differensiallash qoidasiga ko'ra

I x = - 'v , bo'lgani uchun buni (21.2)ga qo'ysak = y, ■ г = —т
v -v, -v,

hosil bo'ladi.

Shunday qilib, \\ - (21.3)
,v;

parametrik tenglamalari bilan berilgan funksiyaning hosilasini topish 
formulasini hosil qilamiz.

\x = acost,  '
7-misol. ; r, -?

[у  = Лsin /.
. ’ (Л sin /■)' Лео at b

Yechish. \\ = -------- = ---------= — cl у  l .
(a  cos/)' (/ (-sin/ ) a
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8-misoI
-Y = acht, 
v = bsht.

. . , . , ' (bsht)' bcht h ,Yechish. v, = ----- - = --- = —ctht.
(acht)' asht a

x - a cos t, •
9-misol \ vv -?

v = t/ sin ' t.
Yechish.

(as in ’/)' _  3<7sin: /(sin/)' sin_/cos/ sin/
(aco s 't) ' Зс/cos2/(cos/)' -cos"/sin/ cos /

Izoh. у  = [г/(л-)]1,л) ko'rinishdagi funksiyaning hosilasini topish 
talab etilsa, avval berilgan tenglikni e asosga ko'ra logarifmlab keyin 
tenglikni y bo'yicha differensiallash ma'qul.

.2
10-misol. ) ’ = .v' funksiyaning hosilasini toping.
Yechish.

In у  = x ■ In ,v; — • v' = 2x ■ In .y + ,y: ■ —, v' = у[2x In ,v + л ]
у  .Y

yoki y ' = (y '" )  = x r~ ■ л[2 In .y + 1 ] .

21.4. Hosilalar jadvali

и = u{x), v = v(x) - differensiyallanuvchi funksiyalar deb hisob- 
lab asosiy elemental- funksiyalarning hosilalari jadvalini tuzamiz va 
differensiyallash qoidalarini keltiramiz:

1) C  - 0; С = const.
2) .y' = 1, л -erkli o'zgaruvchi.
3) (ua )' - exit" 1 • u', a  = const.
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4) Xususiy holda (-Ju )

5) Xususiy holda

I ,

W
I ,

-- г-ч ■
n*

6) ( a " )' = a" ■ In a ■ u\ a const, a > 0, с/ ^ 1
7) Xususiy holda (tj" )' = <'"• //’.

8) ( logtj //)' = ----- a = const, a >0, о *1 .
» In a

]
9) Xususiy holda (In г/)' = — i t ' .

и
10) (sin и)' = cost! ■ и ' .
1 1) (cosи )' = -sin и ■ и ' .

12) (# « ) ' = — ^ - г / .  
cos и

1 3 ) (Ctglt)' = ---- 7—  //' .
sin ~ и

14) (arcsinu )' = ,--- = ■ и ' .
VI - гг

15) (arccosu)' = — . * • и ' .
л/1 -И '

16) (arctgu )' = ----- и .
1 + и~

]
1 7) (arcctgu )' = -----  ̂■ и' .

1 + и~

18) (shu)' = chu ■ и ' .

19) (chu)' = shu ■ и ' .

20) (tint)' ------ и ' .
d r  и
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21) (cilni)' = --- — •»'.
sir II 

22) in ± v)' = //'± v ' .
23) (и ■ v )1 = u '■ v + и ■ i’’ .

24) (Си)' = C  i/',

25)
II V  -  II ■ V

V

26) v = f{u), и = u(x) murakkab funksiyani hosilasi uchun 
/ / t

vr = v„ ■ uy o‘rinli.
27) v-/ (.v ) va .v = v(y) o'zaro teskari funksiyalar uchun 

yv = -*-ro‘rinli.

t
( v = </>(/), ’ v,

28) < bo Isa \\ = —r .
[y = !//(/) .V,

Mustaqil yechish uchun mashqlar va test savollari

1. a) v = .s7?\v; b) y = th .t : ; d) у = In л7щ e) y  = cos(c7?.v) 
funksiyalarning hosilalarini toping?

, -* i A*
Javob : a) v' = Ishxchx = sh2x\ b) у - 6 thx~ ■

cnx"
d) у = cthx: e) y' = -sin(c/7.v) • shx.

2. x ! + v ' - Залу = 0 . у' topilsin.

Javob: v' = ° У .
v  - ax
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3. yfx + J v  = yfa ■ v' topilsin. Javob: V' = - J—■
V V

\ +  V , . . .4. i ---- — = ()■ v topilsin.
.v - v

2 v-Javob'. v' =--
n(x~ - y ')-2 xy

5. a '- e x~' =0. y' topilsin. Javob: y' = l- lnc;.
3at 3at~ ’ ... i и ’6 v = ----- , v = ----- v topilsin. Javob\ у  = —

■ 1 + r  - 1 + r  - ’ 1-/'

7. .v = a(/- sin /), у = a{\- cost) ■ y v topilsin.

Javob: v’ = c7e—.
2

8. y--— v = ——— • v’ topilsin. Javob'. у =1.
1 + / ' 1 + 1 ' '

cos' / sin' / ' .. , , ' ,9. v =------ . v = — M . v, topilsin. Javob'. y ( = -tgsx .
л/cos 2/ л/cos 2/

10. у = x v ■ v' topilsin. Javob'. y ' = .r'(ln .y + 1).
11. г = (sin ,y)v ■ y' topilsin.
Javob'. v' = (sin x)' (In sin y + xctgx).

12. ' + ' 1 bo'lsa i '(1) topilsin.
4 9

Г- л/з л/з v'2 л/2A ) ± л/3 B ) ± ^  D )± ^ -  E )± —  F)±  — .
3 2 -> 2

13. c-' + .yv" + v = 1 bo'lsa v'(o) topilsin.
A) 2 B) -2 D) 3 E )4  F ) -3.

14. v - sin: / , , , ,( 2 - S )bo'lsa y ---------
| v = sin 2/ 1 4

B) -2 D) 3 E) -3 F) 4.
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15. 1) (,v//20)' =f//20 2) (ch 20) = ,s/;20 3) (/Л4) = —U-
c//'4

4) [cfh5) ------ tengliklardan qaysi noto'g'ri.
sh" 4

A) faqat 4-si B)laqat 1 va 2 D) faqal 3 va 4 
F) l'aqat 2;3;4 F) barchasi.

( ) ‘z-o‘zini tckshirish uchun savolhir

1. Giperbolik Funksiya larni ta'rillang.
2. Giperbolik liinksiyalarni hosilalarini topish formulalarini yozing.
3. Oshkormas funksiyani ta'rillang va uni hosilasini topish usulini 

misol lar yordamida izohlang.
4. Parametrik berilgan funksiyani ta'rillang va uni hosilasini topish 

formulasini yozing.
5. v = [//(.v)]' ko'rinishdagi funksiyaning hosilasini topish uchun 

formula chiqaring.
6. 1 losilalar jadvalini yozing.
7. Differensiallash qoidalarini yozing.
S. Aylananing parametrik tenglamasini yozing.

Fllipsning parametrik tenglamasini yozing.
10. Ciiperbolaning parametrik tenglamasini yozing.
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22. F IJN K S IY A N IN C  D IF F E R E N S IA L L  YU Q O RI T A R T IB L I 
H O S ILA LA R  YA D IFF ER E N S IA LLA R . U R IN M A  YA 

N O RM A L T EN G LA M A LA R I

22.1. Funksiyaning differensiali va uning 
geometrik ma'nosi

[a, b) intervalda differensiallanuvchi v = / (a ) funksiyani ola- 
miz. U holda (a; b) dagi istalgan v uchun

/ '(.v) = lim —  (22.1)
V, ,(|Дд.

chekli hosila mavjud boiadi. Umumiy holda f '(x ) * 0 deb lara/.

qilinsa, (22.1) teimlikdan ( 16.5-teorema) —  = /'(.v) + ol ekani
Av

kelib chiqadi, bunda lim a = 0 .
/Vv ■>()

Agar oxirgi tenglikni barcha hadlarini Av ga ko'paytirilsa

Дг = / '(a')Av + «Av (22.2)
tenglik hosil boiadi. (22.2 ) dagi har ikkala qo'shiluvchilar ham 
Av —> 0 da nolga intiladilar. Ularni Av bilan taqqoslaymiz:

lim  ̂ ^ _ / '(v) - chekli son, lim ——— = lim a = 0 .
Y\ Д_у ' Y\ >0 Ду >0

Shunday qilib (22.2) tenglikdagi birinchi qo'shiluvchi Av bilan 
bir xil tartibli cheksiz kichik miqdor(funksiya), ikkinchi qo'shiluvchi 
a- Av esa Av ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik miqdor. 
Bundan (22.2) formulada birinchi qo'shiluvchi /'(.v)Av asosiy
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ekanligi kclib chiqadi. Ana slui qo'shiluvchi funksiyaning 
dil'fercnsiali deyiladi.

I:imksiyaning dil'fercnsiali dv yoki i/f{x) kabi bclgilanadi.

Demak. dy - f (x )\ x . (22.3)

Shunday qilib funksiyaning dil'fercnsiali uning hosilasini argu
ment oiltirmasiga ko'pavtirilganiga teng ekan. y=v bo'lganda 
v'-.v'- 1 bo'lib. cly - dx ■ 1 - Vv yoki dx = Ax, ya'ni erkli 

o'/garuvchining dil'fercnsiali uning oiltirmasiga tengligi kelib 
chiqadi. Buni hisobga olsak (22.3) formulani

dy = f'(x)dx = y' dx (22.4)

ko'rinishda yozish mumkin. Bundan v'= — , va'ni hosila funksiva
dx "

dift'crensia 1 ining argument differensiaIiga nisbati ekanligi kelib 
chiqadi.

(22.4) tenglikdan ko'rinib turibdiki funksiyani differensialiiii 
topish masalasi uning hosilasini topishga teng kuchli, chunki 
funksiyaning hosilasi erkli o'/.garuvchining orttirmasi Iv ga 
ko'paytirilsa funksiyaning dil'fercnsiali hosil bo'ladi. Shunday qilib 
hosilalarga tegishli bo'lgan teoremalar va formulalarning ko'pchiligi 
differensiallar uchun ham to'g'ri bo'ladi.

Xususan. differensiallanuvehi и va v funksiyalar uchun diffe
rensiallash qoidalaridagi singari

d(it ±v) - du ± dv , d{cu)= cdu, с - const, d(u ■ r) = vdu + udv ,

d\ —'\ =-------  formulalar to'g'ri bo'ladi.
f ) v  ^
1-misol. г tgx funksiyaning differensialiiii toping.

t |
Yechish. dr - v'dx - (tgx) dx =---- dx .

cos ,v
2-misol. v - e' funksiyaning differensialiiii toping.
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Yechish. dy = v'c/v = (c' 1 ) i/x = e' (.V ) dx = 2xdx .
Endi dilTerensialning geometrik ma'nosi bilan tanishamiz,.

I)it'icrcnsiallanu\chi г = /(.v) funksiyani va unga mos egri ehiziqni 
qaraymiz( 1 12-chizma).

Egri chiziqning ,V/(.v, v) nuqtasini olib slui nuqtada egri 
chiziqqa urinma o'tkazamiz. Urinmaning Ox o'qning musbat 
yo'nalishi bilan hosil qilgan burchakni a bilan belgilaymiz. Erkli 
o'zgaruvchi .v ga Av orttirma beramiz, u holda funksiya 
Pi\ = \y = /(.v + Av) - / (.v) orttirmani oladi. C'hizmadagi W1PQ 

POdan — ~ = tiia voki PO = MPtga = tgu ■ Av Ammo hosilanmc 
\1P ' '

geometrik ma'nosiga binoan iga = f'(x ) ekanini hisobga olsak 
PQ = f'(x ) Av bo'ladi. DiiTerensialning ta'rifiga asosan 
dy = /'(v).Av edi. Shunday qilib, PO - dy. Bu tenglik fix ) 
funksiyaning v \a Av ning berilgan qiymatlariga mos keluvehi 
differensiali r 11 v I egri chiziqqa A/(.v, / ( v)) nuqtada o'tkazilgan 
urinmaning ordinatasi orttirmasiga teng ekanligini bildiradi. 
Differensialning geometrik ma‘nosi shundan iborat.
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22.2. Taqrib iy hisoblaslula diffcrensialdan foydalanish

Yuqorida chiqarilgan (22.2) tenglikni dy - f '(.v).lv ekanini 
hisobua olibAv = dx + aAx ko’rinishda yozamiz, bunda lim a - 0.U •->()

Buni dx ga bo'lsak —  = 1 yoki Av -> 0 da limitga o'tsak
dy dy

\ i' ry Л V ] I
lim —  - 1 f lim — ——  = 1 + ----lim a  = I н----r— -0 = 1
' •" Av v >0 /'(.v)Av ./ ’( y ) v’ *" / '(v)

hosil bo'ladi. Shunday qilib / ’ (.v)  ̂ 0 bo'lganda dy va Av 
V\ -> 0 da ekvivalent cheksiz kichik miqdorlar ekan. Demak, 
\v  ̂dy yoki Av = /'(v)Av.

Av=/(.v-t-Av)-/(.v) ekanini hisobga olsak J(x + _\v)-/(.v) = f(x).\x 
>oki bundan

/( v • Ivl i f(x)-, /'( v) V\ (22.5)

hosil bo‘ladi.
Bu formuladan Ibydalanib biror .v nuqtada funksiyani va uning 

hosilasining qiymatini bilgan holda unga yaqin boshqa .v + Av 
nuqtada funksiyaning taqribiy qiymatini hisoblash mumkin. (22.5) 
tenglikda Av qanchalik kichik bo'lsa tenglik slumchalik aniq 
bo'ladi.

3-misoI. (l + Av)" ~ 1 +/;Av taqribiy tenglikning to'g'riligi 
ko'rsatilsin, bunda \v etarlicha kichik son.

Yechish. /(.v) = .v' funksiyani qaraymiz. Bu holda
\v = (,v + Av)" - .v", dy = n ■ x" 1 Av bo'lib (22.5) tenglikka ko'ra 
(.v + Av)" - л" - их" 'Av yoki (v + Av)" ~ .v" + /?.v” 'AvboMadi. 
Bunga v=l qiymatni qo'ysak (l + Av)" - 1 + »Av taqribiy hisoblash 
formulasiga ega bo'lamiz. Bunga asoslanib quyidagilarni hosil 
qilamiz:
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1 ) (1,03)' (1 + 0,03 г =6 I + 5-0,03 = 1.1 5 (Av = 0,03, п = 5).

2)л/1,005 ~ 1 + -• 0.005 = 1,0025 ( Av = 0.005, п = - ). v •>
1

3) V 0 ’948 -  -  0,012 ^ 1 -ь — ■ (- 0 ,0 1 2  ) =

1
- I 0.004 = 0.4% Л.г = -0,012 . п -

4) Ц267 = л/256 + 1 1 - ^25б| 1 + ^ |  =4^1 +
I I

256

( М П  , 4 11 1^ 4  1 + 1 .—  =  4 1 + 0,0107 =4,0428. Av =---, п = -
1 4 256 j I 256 4

4-misol. cos61" hisoblansin.
Yechish. /(.v)-cos.v funksiyani qaraymiz. Bu lunksiya uchun

(21.5) formula cos(.v + Av) - cos.v - sin v • Av ko'rinishni oladi.
/Т n 71V- 60' = - , Av = 1" =---- 0,01745
3 180

1 /7
desak, cos6 l" '  cos60" - sin 60° i "  =------ 0,01745 ~ 0,4849

2 2
hosil bo'ladi.

22.3. Yuqori tartibli hosilalar

(a\ b) intervalda differensiallanuvchi у = /(x) funksiyani ola-
miz. Bu funksiyani hosilasi f'(x) lunksiyaning hosilasi haqida
gapirish mumkin.

1-ta'rif. Berilgan funksiya hosilasidan olingan hosila (agar u 
mavjud bo'lsa) shu funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi yoki 
ikkinchi hosilasi deyiladi va v" yoki /"(.v) kabi belgilanadi:
v" = (vV = f"(x).
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t

y ’ = 7.v", у " — 17_v' ) = 7 6  л-5 42л'.

2-takril. I imksivaning Ikkinchi tartibli hosilasidan olingan hosila 
(agar u mavjud bo'lsa) slui lunksiyaning uchinchi tartibli hosilasi 
yoki uchinchi hosila deyiladi va v'" yoki /"'(.v) kabi belgilanadi.

Masalan, у = .v4 bo'lsa, u holda r’ = 4.v’, v"=(4.v ) — 1 2 v ,

y'"= (12лJ ) = 24 v.
3-ta‘ril. Funksiyaning (/?-1 (-tartibli hosilasidan olingan hosila 

(agar u mavjud bo'lsa) slni I'unksiyaning /г-tartibli hosilasi

yoki /г hosilasi deyiladi y '" ' yoki / 1 (.v) kabi belgilanadi:

Г |Н| = (УЯ ” ) = / '" ’( v).
Qonuniyatni saqlab qolish maqsadida /г=() bo'lgan xususiy holda 

/*"4-Y) = / ( v) debolamiz, ya'ni nolinchi hosila fimksiyaning o'ziga 
teng.

To'rtinchi, beshinchi va undan yuqori tartibli hosilalar Rim 
raqamlari bilan ham belgilanadi: г’" , v‘ , v1' , ...

5-misol. r = sin v bo'lsa, r 1"1 topilsin.
. . / n N

Yechish. v'= cos.v = sin I .vч—  .■)

.. ( л \ ■ ( n Л \ . ( Л \\■ - cos .v + — = sin .V + — h — = sin ,v + 2 • — .
2 J { 2 2 J { 2 j

in) • (  ‘ 1V = sin I .v + n ■ —I 2

Shu Tormulaga asoslanib sinx funksiyaning 102-hosilasini 
topamiz:

Masalan, у  = .v bo'lsa, u holda

. Shunday qilib, (sin л )1”* = sin n.V + // ■n
'
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(sin .y/10-̂ = sin .v + 102-— = sin (.v + 5 1 ■ n) = 

= sin(.v + n + 50 ■ n) = sin(.v +- я )  = - sin .y

Demak, (sin .y )"0' 1 = - sin .y .
6-misol. v = cos.y bo'lsa, v1"1 topilsin.

Ynqoridagi singari (cos.y)1" 1 = cos| .y + n ■ ~  ekanini ko'rsatish 

mumkin.
Ba'zi-bir elementar funksiyalarning istalgan tartibli hosilalari 

uclnin ham lormulalar shunga o'xshash chiqariladi.
O'quvchiga y =  eh',y  = .y * .  у = a \  v = ln .Y  funksiyalarning n- 

tartibli hosilalari uchun formula larni o'zi topishini maslahat beramiz. 
//-tartibli hosilalar uchun (u + v)(”* = г/1"* + v* \ (c»)(,l) = cn{n) 
tengliklarning to'g'riligini isbotlash qiyin emas (c const).

Shuningdek,

/ \() I if ] 77 . И ( П 1) ;; i/f) / ̂  ̂  / iuiv) = и 'v + — ir  v +-------и V +... + 11У 1 (22.6) 
1 1-2

formulaning to'g'ri ekanligini ko'rsatish mumkin.
Bu ycrdagi и = u(x), v = v(x) funksiyalar //-tartibgacha hosilaga 

ega bo'lgan funksiyalar. (22.6) formula Leybnis formulasi deb 
ataladi.

22.4. Oshkormas funksiyaning yuqori tartibli hosilasi

x ning funksiyasi v F ( . y ,  v) = 0 tenglama yordamida oshkor
mas shaklda berilgan bo'lsin. Bu funksiyaning r ’ hosilasini topish 
usuli bilan misolda tanishgan edik. Uning yuqori tartibli hosilalarini 
topish usuli bilan ham misolda tanishamiz.
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7-niisol. - i— : — 1 = 0 tenglama bilan oshkormas holda 
a h ~

berilgan v funksiyaning ikkinchi hosilasini toping.
Yechish. Oldin v' ni topamiz. г ni x ning funksiyasi ekan I igini

■ • ^ V ^ V ’ V*hisobga olib berilgan tenglamani diflerensiallasak / = 0
a 2 b2

hosil bo'di. Bundan ; v ■ v' = -^-r- : r'= • ' va
cr v

h' (xУ =-- ;
a \

b2 x'v-xv' ,,
——- - . у  ga topilgan г ni qo yamiz: 

a i'
b~ x

т V + V , •  ̂ л ^
,, b~ ' cr v’ b~ cry  + b~x~

и" r" cr cry

Ammo —- + ^ -  = 1 tenglamadan b2x 2 + a 2 v 2 = u 2 b 2 kelib 
ii~ b~

chiqishini hisobga olsak v " =- — yoki  v " = — г ga
cr c ry  ' c r y ' "

ega boiamiz.
/  , 

mu ink in.
у  , y n , y ‘ va hokazo hosilalarni ham shunga o'xshash topish

22.5. Param etrik berilgan funksiyaning yuqori 
tartibli hosilalari

■ ■ f.v = <f> (t ),
v ning differensiallanuvchi funksiyasi v <1 tenglamalar

[y = «//(/) ^
bilan parametrik berilgan bo'lsin, bunda x = cp(t) funksiya t = ф(д-) 
teskari funksiyaga ega. I ’ holda v r hosila
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v ' = 4 -  (22.7)

formula yordamida topilishi isbotlangan cdi. Ikkinchi hosila r vv ni 
topish uchun (22.7) tenglikni / v ning funksiyasi ekanini hisobga 
olib.v bo'yicha diffcrensiallaymiz.

v v v ' v  = .* >> i . « iV ' x
\ x i J , K )

Shunday qilib y vv =— — ——-—'----

'0
Bu yerda </>(/). y/(t) funksiyalar ikkinchi tartibgacha hosilalarga 

ega deb faraz qilindi.
y " , v;i , v1 va hokazo hosilalarni ham shunga o'xshash topish 

mumkin.
f .V =  G  C O S  / ,

8-misol. ^
[y = «sin/, a = const

parametrik tenglamalari yordamida berilgan x ning funksiyasi v
ning ikkinchi hosilasini toping.

f t 

' v, (c/sin/1) c/cos/
Yechish. у = —г =------- = — :—  = -ctgt,

.v, (a cost) «sin/
" , , / ' 1 1 1  1 1v„ =(-c/gr), •/, =------ r = — --------- r =--- ;---■

sin-/ v sin t (acosi), " sm 1

Л
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22.6. Yuqori tartibli differensiallar

Dirfcrcnsiallanuvchi v =/(.v) funksiyani qaraymiz. Bu I'unk- 
siyani dif'ferensiali dy - f'(x)dx yana .v ning funksiyasi bo'ladi. 
Shuning uclnin bu funksiyaning diffcrcnsiali haqida gap ir ish 
mumkin.

4-ta‘ rif. Funksiyaning diffcrcnsialidan olingan differensial (agar 
и mavjud bo'lsa) shu lunksiyaning ikkinchi tartibli diffcrcnsiali 
yoki ikkinchi diffcrcnsiali deyiladi va d у kabi bclgilanadi.

Shunday qilib, d(dy) = d r.
5-tn‘rif. Funksiyaning ikkinchi tartibli diffcrcnsialidan olingan 

dilTerensial (agar и mavjud bo'lsa) shu funksiyaning uchinchi 
tartibli dil'fercnsiali yoki uchinchi diffcrcnsiali deyiladi va d 'v  
kabi bclgilanadi.

Shunday qilih, d(d v )- d 'y .
6-ta'rif. Funksiyaning (/7-1)- tartibli differensialidan olingan 

diffcrcnsial (agar и mavjud bo'lsa) shu funksiyaning /7-tartibli 
differensiali yoki //-diffcrcnsiali deyiladi va d"y  kabi bclgilanadi.

Shunday qilib, d{d" 'v )=d"v.
Yuqori tartibli difierensiallarni hosilalar orqali ilbdalaymiz. 

dx = Ax - const ekanini hisobga olib ikkinchi tartibli differensial

uchun d'v  = d(dy) ~ d(y'dx) = (y'dx) dx - y"dxdx= y"(dxY = v"dx~ 
ga ega bo'lamiz.

Shunday qilib, d' v = y"dx~ .
Bu yerda dx - (dx)2, ya’ni argument diffcrcnsiali darajasini 

yozishda qavsni tashlab yozish qabul qilingan.
Shunga o'xshash uchinchi tartibli diffcrcnsial uchun

d'y = d(d~y)= d[y"dx 'j= (y"dx~) dx = y"'dx~dx = y'"(dx) = y'"dx 
tenglikka ega bo'lamiz. Demak, d v = r " 1 dx ' . Bu jarayonni
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davom ettirib, n-tartibli differensial uchun d" у = vu,)dx" formulani
hosil qilamiz, bunda dx" = (с/.v)" .

Yuqori tartibli differensiallarni hisoblash uchun chiqarilgan 
formulalardan istalgan tartibli hosilani differensiallarning nisbati 
sifatida tasvirUnchi

, cfy , d2 v ,,, d 'v  |„| d ” v
v - —-, V = ---— . Г  - ---7 ......... v ---- —

dx dx' dx' dx

tengliklarga ega bo'lamiz.
Shu paytgacha v= fix) munosabatda .v erkli o'zgaruvchi deb

qaradik. Endi v oraliq argument bo'lgan holm qaraymiz, ya'ni
v = f ix )  murakkab funksiyaga ega bo'laylik, bunda.v = ip{t). Mu-

i t i

rakkab funksiyaning hosilasini topish qoidasiga ko'ra v, = v ■ xt
i t t t 

bo'lgani uchun dy = v. dr = \\ ■ x, dt - j dx - y'dx .
Shunday qilib y = f {x )  funksiyaning differensiali x erkli 

o'zgaruvchi bo'lganda qanday ko'rinishga ega bo'lgan bo'lsa u .v 
oraliq argument ya'ni biror yangi o'zgaruvchining funksiyasi 
bo'lganda ham xuddi o'sha ko'rinishga ega bo'lar ekan. Birinchi 
tartibli differensialning bu xossasi differensial shaklning 
invariantligi deb ataladi.

9-misoI. v = sin -Ji fimksiyaning differensial ini toping.
Yechish. J~t = x desak у = sin ,v murakab funksiyaga ega

bo'lamiz. U holda dy = y'dx = (sin ,v) dx = cosxdx = cos V/ dyft .
Murakkab funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali invariantlik 

xossasiga ega emasligini, ya'ni d~у Ф y"dx~ ekanini ko'rsatamiz.
Qaralayotgan holda dx = dcp(t) = (p'(l)dt  ̂const ekanini hisobga 

olib, ikkinchi differensial uchun
d 2 v = d(dy) = d(y'dx) = dy'dx + y'd(dx) - y"dx~ + y ’d x 

tenglikka ega bo'lamiz.
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Buni v erkli o'zgaruvchi bo'lgan holdagi d~y = y"dx~ bilan 
taqqoslab ularni tashqi ko'rinishlari o'xshash emasligini ko'ramiz. 
Boshqacha aytganda ikkinchi tart ibl i differensial invariantlik 
xossasiga ega emas ekan. Shunga o'xshash yuqori tartibli 
differensial lar ham invariantlik xossasiga ega bo'lmasligini 
ko'rsatish mumkin.

Invariantlik xossasi faqat birinchi tartibli differensiallar uchun 
o'rinli.

10-misol. у = tgx funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli 
differensiallarini toping, л-erkli o'zgaruvchi.

Yechish. dv = y'dx = (tgx) dx =---T—  dx ,
cos" Л'

i ■> I  ̂ / V / 1 2sin.rd~ v - v"dx~ = (cos _ x)dx~ = -2cos ,v ■ (cos v) ax' ~ -----dx .
cos ’ Л'

11-misol. v = sin .v, л- = e' murakkab funksiyaning birinchi va 
ikkinchi tartibli differensiallarini toping.

Yechish. dy - y'dx = cosxdx,
d2 у = d( y'dx) = y"dx~ + y'd'x - -sin xdx~ + cos.rd 2x.

22.7. Ikkinchi hosilaning mexanik ma'nosi

To'g'ri ehiziq bo'ylab harakat qiluvchi jismning o'tgan л yo'li 
bilan t vaqt orasidagi bog'lanish s = f ( t )  formula bilan ifodalansin.

Hosilaning mexanik ma'nosiga binoan jismning oniy tezligi
, dsyo'ldan vaqt bo'yieha olingan hosilaga teng, ya'ni v(t) = a (t) = —  .

dt
Biror / paytda jismning tezligi v ga teng bo'lsin. Agar harakat 

tekis bo'lmasa, u holda t paytdan keyin o'tgan At vaqt oralig'ida 
tczlik Av ga o'zgaradi.

an.rt = —  nisbat At vaqtdagi o'rtacha tezlanish deyiladi.
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O'rtacha tezlanishning vaqt orttirmasi At nolga intilgandagi 
limiti berilgan paytdagi yoki oniy tezlanish deb ataladi:

Av dv a - lim —  = —  . 
v >u At dt

Demak, oniy tezlanish tezlikdan vaqt bo'yicha olingan hosilaga
, t/v . d ds , d \  . .tens. Ammo r =—  bo Isani uchun a = —  — . . va m 

" dt " dt dt ill
to‘g‘ri chiziqli harakat te/la 11 ishi yo'ldan vaqt bo‘yicha olingan
ikkinchi hosilaga teng. s = f ( t )  ga asosan: a = /"(/)

Bu ikkinchi tartibli hosilaning mcxanik ma^nosidir.

22.8. IJrinm a va normal tenglamalari

Tenglamasi v = f(.\) bo'lgan egri chiziqni qaraymiz, bunda 
/(л) diflercnsiallanuvchi funksiya. Bu egri chiziqda H  ( v... v ) 

nuqtani olamiz va bu nuqtada egri chi/.iqqa urinma o'tkazamiz. 
O'tkazilgan urinma C>i' o'qqa parallel emas deb faraz. qilib, 
uning tenglamasini yozamiz. Berilgan M tj nuqtadan o'tuvchi 
to'g'ri chiziq tenglamasiga ko'ra urinmaning tenglamasi 
v - v() =k{x-x0) ko'rinishga ega bo'ladi. Hosilaning geometrik 
ma'nosiga binoan k= f ' (x u) bo'lgani uchun urinma tenglamasi 
'' _ l’o = / '( v,,)(v — л()) ko'rinishni oladi, bunda r() =/(.v(J).

T-ta r̂if. Urinish nuqtasidan o'tadigan \a urinmaga perpen
dikulyar to'g'ri chiziq egri chiziqqa berilgan nuqtada normal deb 
ataladi (1 13-chizma).

Ta'rifdan qaralayotgan nuqtada egri chiziq urinmaga ega 
bo'lmasa u normalga ham ega bo'lmasligi kelib chiqadi. / ' ( v) 
hosila mavjud bo'lmaganda egri chiziqqa uning A/(.v;/(.v)) 
nuqtasida Oi- o'qqa parallel bo'lmagan urinma o'tkazib bo'lmaydi. 
F.ndi normalni tenglamasini yozamiz.
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113-chizma.

Ikki to'g'ri chiziqning perpendikulyarlik shartiga ko'ra nor- 
malning burehak koeffitsientini kn urinmaning burehak koeffitsienti 
к = f  (x0) bilan

к --- 1—
" * /4-v„)

tenglik orqali bog'langan.
Demak, v = /(.r) egri chiziqqa M 0(.v0, v0) nuqtasidagi normal 

tenglamasi

v  ' n  = ----- ---- ( V -  v„  )
■ f ' ( x n)

ko'rinishga ega.
12-misol. у = .v4 egri chiziqqa uning M n(l; l) nuqtasida 

o'tkazilgan urinma va normalning tenglamalari yozilsin.
Yechish. y'=4.Y3 bo'lgani uchun urinmaning burehak 

koeffitsienti y '|v , = 4 -1 ’ =4 ga teng. Demak, urinma tenglamasi: 
v - l = 4(x-l) yoki y = 4.v-3.

Normal tenglamasi: v - l = - —(x - l) yoki y = - —x + —.4 ' 4 4
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Funksiyaning differensiallari topilsin.

Mustaqil yechish uchun mashqlar va test savollari

1. v = л]a ' + .x . Javob: dy =---^ ----dx .
2 ■ л]a2 + .y’

i nctgx

2. v = e“nmx. Javob: dv = -----dx.
' 1 + Л

, , 6.v(arcsin x: ) ’ ,
3. v = (arcsin .y ) . Javob: dv - --- , ---- -- ax .

VI - .v

4. v = -fg \y  + tgx . Javob: dv =----— dx .
3 ' cos x

5. v - 2x ' + 3.y 2 + 4.v + 5. v" topilsin. Javob: 6(2x + 1 ) .
Г ~ г  . . 132

6. v = v .y ’ . v '"  topilsin. Javob: --- .y 7 .
3 43

7. v = Insin ,y . v’"' topilsin. Javob: 2ctgx---- .
sin" .v

8. у - a \  v*"’ topilsin. Javob: ((na)"a
1 - 2 - 3  -... • (/7 - :

9. v-'i«(l+ .v). topilsin. Javob: (-1)”

, d-v ... , , 4c/10. v =4ax.— V topilsin. Javob :---- .
dx' V

(1 + x)'

т , . , •>, . . d 'v  ... , , 3 b‘\x11. b~x~ + a~y~ - a~b~ = 0 .— j- topilsin. Ja v o b :-- .
dx' a v

12. v2 -2yv = 0. — !- topilsin. Javob: 0.
dx'

13. topilsin. Javob-. 0.
I у = at dx ~
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.v = sin 2/, J 1 v
14.< o .— V topilsin. Javoh'.-----

[r  = sin2/ dx' cos’ 2/

j v ' ' '
i - 1 + / d \ . . .  ,. — 1 topilsin. Javoh'. ().

2/ dx'v = --
1 f t

16. 1)л/4,012 ; 2) , ; 3) . ~ ; 4) ^0,9843 ifodalar
V4.02S V I,002

(l + Av)" = 1 + n\x formuladan foydalanib hisoblansin. Javoh'.
1 )2,003;2)0,498;3)4,997;4) 0,995.

17. v ning 30(,Г30П2'; ЗО'З' qiymatlarida у  = sin ,v funksiyaning

qiymatlari jadvali yozilsin, bunda 1'=— ——  = 0,00029. Javoh'.
180•60

0,50025; 0,50050; 0,50075.
18. In 2,001 hisoblansin. Javoh'. 0,69365.
19. Leybnis formulasidan lovdalanib у  = t 4< sin 3.v funksiyaning 

beshinchi hosilasi topilsin. Javob: -c,J'(3 1 16sin 3,v + 237cos3.y) .

20. v=  yc'os.y. v ( 1 topilsin. Javoh'. 4-̂ 2 e' cos( ,v + — тс I .
v 4 )

21. .v - A sin( оЪл'ф) qonuniyat asosida garmonik tcbranma 
harakat qilayotgan jismning oniy tezlanishi topilsin. Javob: - or s .

22. Jism ,y = Ae~k' sin Ш  qonuniyat asosida so'nuvchi tcbranma 
harakat qilayotgan bo‘lsa, uning oniy tezlanishi topilsin. .Javoh'.

^-^- = -((o~+k' )x-2kv\ v-tezlik. 
dt'

23. v - .v' - 3.y: - .Y + 5 egri chiziqqa uning Л/ (3; 2) nuqtasida 
o'tkazilgan urinma va normal tenglamalari yozilsin. Javoh: urinma:
8.y - v - 22 = 0 ; normal: .y + 8 v - 19 = 0.
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24. .v + v2 = 52 aylanaga 2.v + 3v-6 = 0 to'g'ri chiziqqa 
parallel bo'lgan urinmalar tenglamalari yozilsin. Javoh:
2.v + 3 г ± 26 = 0 .

25. v,: = 20.v parabolaning qaysi nuqtasida o'tkazilgan urinma O.v

o'q bilan 45" burehak tashkil etadi. Javoh: (5; 10).

26. v = lit'/—1—  bo'lsa dv topilsin.
V -v + 5

dx „  dx r̂ 4 dx dx dxA) -----  B ) --- D) —------E) —— — 1)
,v( .v + 5) .v + 5 v: +6.v ,v'+5.v 2.V + 5

27. In 75 - 4,3 175 ekanini bilgan holda In 73 jadvalsiz taqriban 
hisoblansin.

A) 4,2908 B) 4,2712 D) 4,2613 E) 4,2819 F) 4,2514.
28. v = cosax bo'lsa v1121 topilsin.

\) a sin av B) a]~ cosax D) - a~ sin ax 
F.) - a'2 cos ax F) a'2 sin x .

. - , , d г ...29. v = acos2/, v = hsm~ r bo'lsa —  topilsin.
dx

A) - —  t%2t B )0  I)) abctg2t E) —tg2t F) — ctg2l .
2 a ‘ b 2 a

30. 4.v: -9v: =36 giperbolaning qaysi nuqtasida o'tkazilgan 
urunma 2 v + 5.v = 10 to'g'ri chiziqqa perpendikulyar bo'ladi?

A) (3v2; 2) B )(-3 v2 ;2 ) D )(3v2 ;-2 )

E) (- 3%/2; - 2) F) bunday nuqta yo'q.
31. v = jsin .v| lunksiyaning graligiga uning {kn\Q) nuqtasida

nechta urunma o'tkazish mumkin, bunda к e Z .
A) 2 B)3 D) 1 F) 4 F) urinma o'tkazib bo'lmaydi.
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O ‘z-o‘zini tckshirish uchun savollar

1. Funksiyaning diffcrcnsiali deb nimaga aytiladi?
2. Funksiyaning diffcrcnsiali va hosilasi orasida qanday bog'lanish bor?
3. Funksiya differcnsialining geometrik ma'nosi nimadan iborat?
4. Diflerensialdan foydalanib taqribiy hisoblash formulasini yozing.
5. Funksiyaning //-tartibli hosilasi deb nimaga aytiladi'.’
6. Leybnis formulasini yozing.
7. Oshkormas funksiyaning yuqori tartibli hosilalari qanday topiladi?
S. Parametrik berilgan funksiyalarning yuqori tartibli hosilalari qanday 

topiladi?
9. Funksiyaning //-tartibli differensiali deb nimaga aytiladi?
10. Yuqori tartibli differensiallar \a hosilaiar orasida qanday 

bog'lanish bor?
11. Differensial shaklining invariantlik xossasi nima? U nechanchi 

tartibli differensiallar uchun saqlanadi?
12. Ikkinchi tartibli hosilaning mcxanik ma'nosini ayting.
13. Egri chiziqqa urinma va normal tenglamalarini yozing.
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23. D1FFERENS1ALLANUVCHI F U N K S IY A LA R  HAQIDA 
HA‘Z I T EO R E M A LA R

23.1. Fcrma tcorcmasi. (<7; h) intervalda aniqlangan v= /(.v) 
funksiya shu intervalning biror nuqtasida eng katta va eng kichik 
qiymatlaridan birini qabul qilsin. I 1 holda funksiya shu nuqtada 
hosilaga ega bo'lsa funksiyaning hosilasi nolga teng bo'ladi.

Isboti. Aniq 1 ik uchun funksiya (a\ h) inter\alning x=c nuq
tasida o'/.ining eng katta qiymatiga erishadi va f (c )=  M  deb olib 
f \ c )  = 0 ekanini ko'rsatamiz.

r i -i ■ . ■ , .. /(г + Av) — /(<.•)Hosilaning ta nliga ko'ra / (c) = Inn------------- .
Vv >0 Yv

c nuqtada funksiya eng katta qiymatiga ega bo'lganligi sababli 
istalgan musbat yoki manfiy Дд- uchun / (г) ^ / (c  + A\ ) yoki 
f (c  + Av) - f(c) < 0 bo'ladi.

Bundan, \v>0 bo'lganda ^ + ^  *— ——  < 0 bo'lib.

chiqadi. Shunday qilib f\ c )  hosila musbat ham bo'laolmaydi va 
manfiy ham bo'laolmaydi. Demak, f ' (c )  = 0 .

Ferma teoremasiga quyidagicha geometrik izoh berish mumkin. 
f ' (c )~  0 tenglikdan hosilaning geometrik ma'nosini hisobga olsak 
tga = 0 yoki a  - 0 kelib chiqadi, bunda a  v = f ix )  egri chiziqqa

Av

f'(c) - lim -/'(<■+ Vv)- ,/(c) 
A y

<0 kelib chiqadi. Agar Ay <0 bo'lsa

J ( c + \ x )- f ( c )
Ay

> 0 va f ( c )=  lim
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Л/(с; f (с)} nuqtasida o'tkazilgan urinmaning O.v o'qning musbat 
yo'nalishi bilan tashkil etgan burchagi.

urinma

/ / 4-chizmu.

Demak, egri chiziqning Л/(с; /(c)) nuqtasida o'tkazilgan urin
ma Ox o'qqa parallel bo'lar ekan ( I 14-chizma).

23.2. Roll tcoreniasi. Agar y -  f(x) lunksiya [</;/’] kesmada 
uzluksiz, (a\ b) intervalda dilTerensiallanuvehi, bo'lib kesmaning 
oxirlarida nolga teng ( j  (a) f (h) = 0 ) qiymatlarni qabul qilsa. u 
holda (t/; h) intervalda kamida bitta ,v=c nuqta mavjud bo'lib unda 
hosila nolga teng, ya'ni f ' ( i )  0 bo'ladi.

Isboti. Shartga binoan J (x )  lunksiya [с/; Л] kesmada uzluksiz 
bo'lgani uelnm u shu kesmada o'zining eng katta M va eng kichik m 
qiymatlarini qabul qi 1 adi( 18.5-teorema).

Agar .V 1-vn bo'lsa f'(x) funksiya [a; />] kesmada o'zgarmas 
bo'lib uning hosilasi f '(x) kesmaning barcha nuqtalarida nolga teng 
bo'ladi. \I^ n i  bo'lsin.

U holda /'(и) f (b) = 0 bo'lgani uchun /;; va M  dan kamida 
bittasi, masalan M * ( )  bo'ladi. Funksiya x-c nuqtada o'zining eng 
katta M qiymatiga erishsa bu nuqta [<./; />] kesmaning ichki nuqtasi
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bo'ladi, chunki kcsmaning oxirlarida J ( a )=  f(b) -0 . Demak. 
Ferma tcorcmasiga binoan f ' (c )  = 0 kelib chiqadi.

Bu teoremaga quyidagicha geometrik i/oh berish mumkin. 
Teoremaning shartlari bijarileanda (a: h) intervalda kamida bitta 
v г (cr c<h) nuqta topilib v = / (.v) egri chiziqqa uning A/(c; /(c)) 
nuqtasida o'tkazilgan urinma O.v o'qqa parallel bo'ladi.

1-misol. /(.v) = cos.v funksiya Л УП kesmada Roll

teoremasi unga qo'yilgan barcha shartlarni qanoatlantiradi. Bu

funksiyaning /’( v ) = — sin v hosilasi Я .1/T
1 * "> 

L -  -  J

nuqtasida nolga teng. Demak, /(.v) = cos.v egri chiziqqa Л/(/т; -1) 
nuqtasida o'tkazilgan urinma O.v o'qqa parallel bo'lar ekan.

1-izoh. f ix) funksiya (с/; h) intervalning aqalli birorta 
nuqtasida hosilaga ega bo'lmaganda funksiyaning hosilasi (a: h) 
intervalning liech bir nuqtasida 0 ga aylanmasligi mumkin.

Masalan. f { x )~  \-\fx2 funksiya [- l;l] kesmada uzluksiz va
2 .

kesmaning chetlarida / (- 1)= /'(l) = 0 . Ammo v'=---—= hosila
3 V.v~

(- l; l )  intervalning liech bir nuqtasida 0 ga aylanmaydi. Bulling 
sababi funksiyani hosilasi v 0 nuqtada mavjud emas. Bu holda 
--1; l] kesmada O.v o'qqa parallel urinma mavjud bo'lmaydi (1 15- 

cliizma).
2-izoh. Roll teoremasi f ( a ) - f ( h )  shall bajarilganda ham o'z 

kuchini saqlay cl i.
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I

115-ehizma.

23.3. Lagranj tcorcmasi. Lagranj teoremasi (chckli ortiirmalar 
haqida). Agar i■ - f\x) funksiya [f/; Л] kesmada uzluksiz, (a\ h) 
intervalda differensiallanuvchi bo'lsa, u holda (a\ h) intervalda 
kamida bitta x=c (a-'c< h) nuqta topilib bu nuqtada

1\h) - J ( a ) -  f ' ( c ) (h-a)  (23.1)

tenglik ba. iriladi.

Isboti. /• ( y) = fa.v) - f ( a )  *— — ~ (x - a ) (h a) yor-
h - a

damchi funksiyani qaraymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha 
shartlarini qanoatlantiradi, ya'ni u [n; />] kesmada uzluksiz, (a\ h) 
intervalda dillerensiallanuvchi va

f'(u)= f\a ) — f\a) - —̂—--- (с/ -<./) = 0 ,
h - a 

F(h)= f(h)~ f (a )-  -1{b)~ tU,) (b-a)  = 0
h - a

Shu sababli Roll teoremasiga ko'ra [a\ h) intervalda kamida 
bitta л-c nuqta mavjud bo'lib, unda F\c) = 0 bo'ladi. F'(x) hosilani 
topamiz:

-1 "  1 v
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h - а 
Demak x-c da

b - a

Bundan f' (c)= — [Sill ytiki / (b)- f(a) = f'(c)(b - a ) , 
h - a

(23.1) formula Lagranj formulasi deyiladi.

I

116-chizma.

Lagranj formulasining geometrik ma'nosi bilan tanishish maqsa-

dida Lagranj formulasini '  ̂ — - f ' (c)  ko'rinishda yozamiz.
b- a

I 16-chizmadan ——-— [Sill = f„a ekani ko'rinib turibdi, bunda
b - a

a  burehak AB vatarning og'ish burchagi. Ikkinchi tomondan. 
f '(c) = tgfi , bunda fi -abssissasi с ga teng nuqtada у = /(.v) egri 

chiziqqa o'tkazilgan urinmaning og'ish burchagi.
Lagranj teoremasiga ko'ra tga=tgp, bundan a = /3 ekani 

kelib chiqadi. Demak. egri chiz.iqda kamida bitta nuqta mavjud



bo'lib, bu nuqtadagi egri chiziqqa urinma AB vatarga parallel 
bo'ladi. Bu Lagranj teoremasining geometrik ma'nosi.

Endi Lagranj tormulasining boshqacha ko'rinishi bilan tani
shamiz. a = .v, h = x +■ \v deb olamiz.

L holda Lagranj formulasi

/ (v + \v) / (л ) /'(< )A\

ko'rinishga ega bo'ladi, bunda с ,v bilan л + Av orasidagi 
qiymat. Agar с ni c = x + OAx ko'rinishida tasvirlasak, bunda
0 < 0 < I Lagranj formulasini

f (x + \v)- /(.v) - / ’(.y + OAy )A y, 0 e (0; 1)

ko'rinishda yozish ham mumkin.
Agar /'(a) - f (h) bo'lsa (23.1) Lagranj lbrmulasidan f'(c) ^0 

kelib chiqadi. Bu Roll teoremasi Lagranj teoremasining xususiy ho I i 
ekanligini ko'rsatadi.

O'zgarmas funksiyaning hosilasi nolga tengligi isbotlangan cdi. 
Lagranj teoremasidan foydalanib teskari tasdiqning ham to'g'riligini 
ko'rsatish mumkin.

23.4. Teorema agar [а; Л] kesmada uzluksiz /(.y ) funksiya 
(u\ b) intervalda 0 ga teng f ' (x) hosilaga ega bo'lsa, u holda u 
[(/; />] kesmada o'zgarmas bo'ladi.

Isboti. v- [</;/>] kesmaning a dan farqli ixtiyoriy nuqtasi 
bo'lsin. Lagranj formulasi (23.1) ni [с/; л] kesmaga qo'llab 
/ (x)~ f (a)  = J  '(c)(x-u) tenglikni hosil qilamiz, bunda с a bilan 
v orasidagi qiymat. с [с/; /i] kesmaga tegishli bo'lganligi uchun 
shartga ko'ra j" (c )~  0. Shuning uchun f \x )- f (a )  = 0 yoki 
/(.v) - f (a ) .  Ya'ni [л; /)] kesmaga tegishli istalgan ,v uehun f (x )
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bir xil f\a) = const qiymatni qabul qiladi. Demak, u \a\ /;] kesmada 
o'zgarmas.

Natija. Agar Ф(.\) va F(x) funksiyalar [с/; />] kesmada teng 
hosilalarga ega bo'lsa, u holda ularning ayirmasi shu kesmada 
o'zgarmas bo'ladi. Ya'ni Ф'(.\) /”(.v) bo'lsa Ф (л ) - F(x) = С 
bo'ladi, bunda С - cons! .

Isboti. / (.v) = Ф (л ) - F(x) bo'lsin. L  holda shartga ko'ra 
ф'(д-) = F'(x) bo'lganligi sababli f ' (x)  - Ф '(л )- F'(x) 0 bo'ladi. 
Shuning uchun ho/irgina isbotlangan teoremaga binoan 
/(.v) = Ф (л)- F(x) funksiya [с/; b\ kesmada o'/.garmas bo'ladi.

Bu teoremadan hamda uning natijasidan kevinchalik foyda- 
laniladi (masalan, boshlang'ich funksiya tushunchasida).

2-misol. v = ,v: parabolaning qaysi nuqtasida o'tkazilgan urinma 
uning / l(- l;l) va й(3; 9) nuqtalarini tortib turuvchi vatariga 
parallel bo'ladi.

Yechish. o = -l, Л = 3, /(.v) = .v: va f(a )- (-\y  = 1, /(h)- 3“ =9.
/'(b) - f  (a) = Г (c)(b - a) Lagranj formulasiga tegishli qiymat

larni qo'yib tenglamadan с ni topamiz: 9 - 1 = 2c(3 + 1): 8= 8r; r--1.
Demak, parabolaning (l; l)  nuqtasida o'tkazilgan urinma AB 

vatarga parallel bo'lar ekan.
23.5. Koshi teoremasi. Agar ikkita /(.v) va g(.v) funksiya 

[a\ Л] kesmada uzluksiz, (</; h) intervalda differensiallanuvchi bo'lib 
g'(.v) hosila intcrvalning hech bir nuqtasida nolga teng bo'lmasa. u 
holda (<:/; b) intervalda kamida bitta x=c (a<c<b) nuqta mavjud 
bo'lib unda

1 (b) - f (a ) f ( c )--------- = ----
g(b)-g(a) g'(c)
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tenglik bajariladi. bunda g(a) * g(b). (23.2) koshi formulasi deb 
ataladi.

Isboti.

F(x) = [ f (b ) — f '(a)]g(x)-(g(b)- g(a))f'(x)

yordamchi funksiya Roll teoremasining shartlarini bajarishiga 
asoslangan. Teoremaning isboti Lagranj teoremasining isbotini 
takrorlagani uchun uni tekshirib ko'rishni o'quvchiga qoldiramiz.

Lagranj teoremasi Koshi teoremasining g{x) = x boigandagi 
xususiy holidir.

3-misol. /(.y) = .y’ va #(.v)- .v' funksiyalar uchun Koshi 
formulasi yozilsin va с topilsin.

Yechish. / 1 (_v) — Зл", ^'(.v) = 2.v. J (b )  = h\ f (u )  = u , 
g(h) ~ /у , g(a) = a~, /'(< ) 3с . £'(< ) 2c bo'lgani uchun 
/ (b )- J (u )  _ f ( c )
g( b)-g(a)  g'(c)

Koshi formulasi qiiyidagi ko'rinishga ega bo'ladi.

b' - a' 3c (b - a )(/? ‘ + bu + a ~) 3 
b —a 2с (b - u)(b + a) 2

~ + bu + и )
3(b + u)

2 (bBundan, с - ——

Mustaqil yechish uchun mashqlar va test savollari

.1
I. Nima uchun г = sin .v egri chiziqqa abssissasi n n 

i  ' о
kesmaga tegishli nuqtasida o'tkazilgan urinmalarning heeh biri O.v 
o'qqa parallel bo'lmaydi? Bu yerda Roll teoremasining qaysi sharti 
bajarilmaydi?
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2. /(.n v parabolaning qaysi nuqtasida o'tkazilgan urinma 
A(a; i/ ) va B[b\ b ) nuqtalar ini tortib turuvchi vatarga parallel

2 44 /

3. f(x) \jx funksiya uchun [4; 9] kesmada Lagranj formulasi 

yozilsin va r topilsin. Javob: с = —.

4. Nima uchun [— 2;l] kesmada — funksiyaga Lagranj
v

teoremasini qo'llab bo'lmaydi.
5. f(x) = arcsin .v funksiya uchun [O; 1 ] oraliqda Lagranj

. . . 1 4formulasi yozilsin va с topilsin. Javob: с - .11---
V n~

6. si их va cosx funksivalar uchun 0; oraliqda Koshi

formulasi yozilsin va с topilsin. Javob: c = “  ■

7. [0,1] kesmada berilgan /(.v) = .v4 funksiyaning grafigiga 
abssissasi qanday nuqtasida o'tkazilgan urinma grafikni oxirlarini 
toitib turu\chi vatarga parallel bo'ladi.

Л) S  B) 4=  D) L) —f= F) -f=.
v2 v2 v'3 V4 v 3

X. [ 1,4] kesmaning qaysi nuqtasida у = x~ -5.V + 4 egri chiziqqa 
o'tkazilgan urinma Ox o'qqa parallel bo'ladi.

Л ) 1,5 B) 2 D) 2,5 H) 3 F) O.v o'qqa parallel urinma mavjud 
emas.

9. [o,/t ] kesmaning qaysi nuqtasida v = sin4.v egri chiziqqa 
o'tkazilgan urinma O.v o'qqa parallel bo'ladi.
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Л) П В ) "  D ) "  Е ) "  F ) 2* .
6 4 3 2 3

10. Absssissasi qanday nuqtada y = ln.v egri ehiziq urinmasi 
A/,(l;0 ) va M,(<?;l) nuqtalarni tortib turuvchi vatarga parallel 
bo'ladi.

1 3A) e-\ B) e- D) — E) 1,6 F) 1,7.
2 2

O'z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Ferma teoremasini ayting.
2. Ferma teoremasining geometrik ma‘nosini ayting.
3. Roll teoremasini ayting.
4. Roll teoremasining geometrik ma'nosini ayting.
5. Lagranj teoremasini ayting.
6. Lagranj teoremasining geometrik ma'nosini ayting.
7. Koshi teoremasini ayting.
8. Roll teoremasi qaysi teoremaning xususiy holi?
9. Lagranj teoremasi qaysi teoremaning xususiy holi?
10. Teng hosilaga ega bo'lgan funksiyalar haqida nima deyish 

mumkin?
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24. A N IQ M A SL IK LA R N I O CH ISH . LO P IT A L  Q O IDASI

24.1. ^  ko'rinishdagi aniqmaslik

24. 1-teorema. Agar f(.v) va <p(x) funksiyalar -a nuqtaning 
biror atrofida uzluksiz, a nuqtaning o'zidan tashqari shu 
atrofda differensiallanuvchi bo'lib, shu atrofda va

f'(x ) . .(p(a) = j  {a) - 0 hamda chekli yoki cheksiz lim —-- = A limit
*-*“ cp'(x)

f  (x\ .mavjud bo'lsa, u holda lim — — limit ham mavjud bo'ladi va
' *a (p(x)

lim -Ll—1 = lim tenglik o'rinli bo'ladi
' >" (p(x) (p'(x)

Isboti. ^ A- = 1 nisbatni qaraymiz. f[a)=0, <p(a) = 0
(p(x) (p(x)-(p(a)

bo'lgani uchun bu tenglik to'g'ri.
Agar .v a nuqtaning atrofiga tegishli bo'lsa, u holda yuqoridagi 

nisbatning o'ng tomoniga Koshi teoremasini qo'llasak

— — = — kelib chiqadi, bunda с a bilan ,v orasidagi qiymat 
cp(x) <p\c)
bo'lgani uchun x — > a da с —> a .

Shu sababli oxirgi tenglikda ,v —> a da limitga o'tsak

t\x) .. f\c ) f '(c ) f\x )  lim ----= lim ---- = lim ----  lim ——
1 >" (p{x) ' ♦“ (p'{c) l->“ <p'(c) ' (p'{x)

isbotlanishi lozim bo'lgan tenglik hosil bo'ladi.
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hosilalar 24.1- tcorema shartlarini qanoatlantirsa, u holda teoremani
f"(x ) . .

—  nishataa ikkinchi marta qo'llash mumkin. Ya'ni: 
(p'(x)

r  /'(■'■) ,■ /'('> , / V )  , , lim l im -----ч и п ------ va hokazo.
*' (p(x) ' (//(.V) ' </>"(.v)

1-eslatma. Agar f ( a )  = 0. 0 va f ( x )  hamda <p(x)

1-misol. lim\ >0
sin .V 0 | (sin ,\) COS.Y

i ^ lu l l-------- Inn ---------= C O S()" I.
0 I '■ •" v' > >D j,Y

2-misol.
, .\‘ — sin .Y I 0 N| (.Y-sin.Y)' 1 — COS .Y \ 0 )
In n ----;---| — 1 = Inn ----- 7--- l im -----
V >0 .v’ V O /  T >«• |v ) - •" 3.Y- 1 0  I

.. (1 - COS.Y)' sin .Y 1 sin .Y 1 I
Inn ---------  Inn ---- = — lim ---- = — I - - .
v ■>" (3.Y-)' * »" 6 .Y 6  ' >n Y 6  6

2-eslatma. 24.1-tcorema x —> v- da _/(.v) —> 0, <p{x) > 0
bo'lganda ham to'g'riligicha qoladi. ya'ni

lim —
q>(

Bu tenglikning to'g'riligiga

qilish mumkin.
3-misol.

.. /'(-v)= lim ---- .
' "  (p'(x)

= — almashtirish olib ishonch hosil



4-misol.

.\"‘-d "(0 ) (x"'-a"')' mx' 
l im ----- 1 - 1= l im --------- lim —

v" — c i  v 0 j  ' ( x " — a " Y  ' •" n x h

та
nna

m

5-misol. lim .v’ -5 .r +2v+8 (J
.v4 -2 y ’ -16v  + 2y + 15< 0,

lim (x -5.r +2.V+8)'

- lim

' » 1 (.y  - 2 .y ’ - 1 6 v  h-2.y + I5 ) '

3.r-10r+2 3-l-lO-(-l) h2 15 5
' 4.y - - 6 a- - 3 2 y + 2 4 -(—1) — 6 1  - 3 2 - (- l )  + 2 2 4  8

00
24.2. - ko'rinishdagi aniqinaslik

ОС

Ushbu teoremani isbotsiz keltiramiz.
24.2-teorenia. Agar/(.v) va <p(x) funksiyalar x=-a nuqtaning biror 

atrofida uzluksiz, differensiallanuvchi (x=a nuqtaning o'zidan 
tashqari) bo'lsa hamda shu atrofda ©( \) - (). Iim /(v)='x,

л x->o
j   ̂)lim < > i v i > bo'lsa va chekli yoki cheksiz lim ---- limit mavjud

•' ' >' ip'уx)

bo’lsa, u holda lim — limit ham mavjud bo'ladi va
' ”  Cd(.Y)

пт Л '- ц ,™  m
(p(x) ' >“ ip'(x)

tenglik to'g'ri bo'ladi.
Bu teorema .v x da ham o'z kuchini saqlaydi.
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lll.Yi X '
lim , I
> ..n i v oc

X

6-misol.

(1ПЛ-У 
- lim ' _  lim! I ''

X

0 _  I
.Y'

lim (- v ) = 0

(  \
7-misol. limV . / y

— lim
(In.Y)'

- lim = 0

8-misol.
Ve / x ' Ve У.

lim ~ — ~ lim — — - lim
• X {'-c) > - 2x Vex \ > •

3-esIafma. lim
/ ( v.

lim /'(-v)

/ \ \ t \

(e ) ,• c' , --- 7 - lim —  - +y- .
(2.Y) « -  2

tenelikniim о'пц tomonidaui
■ (p(x) ' >“ (p{.\) 

chekli yoki cheksiz limit mavjud bo‘lsa uning chap tomonidagi limit 
ham mavjud bo'ladi. O'ng tomonidagi limitning mavjud 
boimasligidan uning chap tomonidagi limitning mavjud boimasligi 
kelib chiqmaydi.

л , .Y + sill .Y . .
9-misol. lim -------  limitni toping.

, . . • v

Yechish. Lopital qoidasini qoilaymiz:

lim
.Y + S in  Y oo

oc

(.v + sin .y ) '
= lim ---;—----= lim (1 +cos.y)X > + f (.V)'

л- —> - л da 1+cos.v ifoda 0 bilan 2 orasida tebranadi, ya'ni 
v * +x da 1 * cos.y iiodaning limiti mavjud emas. Shu sababli 
Lopital qoidasini qo'llab bo'lmaydi.

Izlanayotgan limitni boshqa yo'l bilan topamiz.
(x + sin Y 

l im ------- = lim
S i n . Y j  Sin Y , n ,

+---- 1= 1+ l im ----= 1 + 0= 1
V
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Bunday aniqmaslikni ochish dcyilganda Hm / (v )=  > ,
л -> a

lim <p ( v ) = ж , bir xil ishorali cheksizlik bo'lganda
X  - >  t l

lim ( / (.v) - <p{ Л")) limitni topish tushuniladi. Bunday
\  X I

aniqmasliklar - yoki — ko'rinishdagi aniqmaslikka kcltirilib keyin
0 x

Lopital qoidasidan foydalaniladi. Bunda a = x bo'lishi ham 
mumkin.

I f  l 1 4
10-misol. lim i 7--------7 limitni topmg.

' >' V In .v .V - 1 j

.. ( I I v .. .v - 1 - In .v (0  1 Yechish. lim 1-------- i a - x )  -lim ------ --- 1
■ -I I In .V \--\0 ' ” (A- - 1) 111 V 0

I - 1 ' “ 1(V - 1 In.v)' V .. VI1111 --------- = lim ------- ---- — = lim

24.3. х — x koTinishdagi aniqmaslik

? ( (V-D In A-)' > >■ ,n Y + (v _ ,).

= lim

I I \* In  V - X  I

V V

v - 1 ( ) ) _  '
1 ,v In .v-t® - 1

( V - 1 ) '
= lim

0 j ' >1 ( .v ln .v  + . v - l ) '

I 1 I
lim I — lim.1 . 1 > >1ln.v + .v- +1

V

' >1 1 . 1 . 1 In v + 2 2

24.4. 0 x  ko'rinishdagi aniqmaslik

Bunday aniqmaslikni ochish dcyilganda lim / ( v ) = 0 , 

lim <p(x) =x bo'lganda lim / ( v ) ■ <p (.v) limitni topish
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tushiuniladi. Agar /(x)-(p(x)  -- yoki /(.v) ■ ^(.v) =

</>( vi 1 ( v)
. . . . . 0 xko'rinishda yozilsa O r ko'rinishdaszi aniqinaslik — yoki

0 ' x

ko'rinishdagi aniqmaslikka keltiriladi. Bunda a - x  bo'lishi ham 
mumkin.

11-misol. lim v In v( 0 ■ x ) = lim in v f f  ) _ n (6-misolea
, ! [ x j-

x
qarang).

24.5. Г  ko‘ rin ish dagi aniqmaslik

Bunday aniqmaslikni ochish deyilganda lim / ( v) I. 

lim ipi .v) = x bo'lganda lim [ / ( v)]’ limitni topish tushuniladi.

Agar ) = (//>(■')|n (a ) ko'rinishda tasvirlansa Г
ko'rinishdagi aniqmaslikni ochish O x ko'rinishdagi aniqmaslikni 
ochishga keltiriladi. Bunda и = x bo'lishi ham mumkin.

\

12-misol. Iim(l + /7a )v limitni hisoblang.

Yechish.

ln (l+ w .v) lim  1 ln(l+///.v)
lim (I -t mx)* ( Г ) lim с̂л = сл >1° л



Bundav aniqmaslikni ochish dcyilganda lim / ( v ) - 0 .

Iim (,r>i v ) 0 bo’lganda lim [ / ( v)j ’( ' ’ limitni topish Uishuniladi.

Bu holda ham yuqoridagi (a) tenglikdan loydalaniladi. Bunda 
a - x bo'lishi ham mumkin.

lim v Inv
13-misol. lim v T( 0 ° )  lim с v ln ' i,v e° 1.

24.6. 0 ko'rinishdagi aniqmaslik

24.7. x n ko'rinishdagi aniqmaslik

Bunday aniqmaslikni ochish dcyilganda lim / ( .v) < .
v ->o

lim о bo'lganda lim [ / ( \ )J limitni topish uishuniladi.

Bunda a - x bo'lishi ham mumkin.

14-misol.
/ , VV l>ni Y In ( In V )

lim (- In v ) U  )= lim с ' 111 ' ' = с ' * ‘ 0
. . fl 7 „ V . n

lim v ■ ln( In v)(0 ■ x )= lim —-|— )= lim 1,1' -.ii . -и 1 , / > • •"
v

V

Demak lim (- In .v ) ' = c" = 1 .
> > -t)
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4-eslatma. Г ,  0° va ос" ko'rinishdagi aniqmasliklar [ / ( v ) ] ’1' 1 

ilbdani logariimlab — voki — ko'rinishdagi aniqmasliklardan
0  ” X

birortasiga keltiriladi.
Shunday qilib, 0 ■ x , x - x ,  Г ,  x “ , ()' ko'rinishdagi aniq-

0 . / . . . 
mashklar yoki ko'rinishga kc It ir i 1 ib keyin Lopital qoidasidan

0 ' X
loydalanilar ekan.

, . I г ln0 + v) i i a 1 . |. (1 -ь .v)'' - 1 Isbotlangan Inn ------ = 1, lim---- -Ina, lim ---- ----- p
•" v * ■" v 1 *" .v

ajoyib Iimit larni Lopital qoidasidan Ibydalanib isbotlashni o'quv- 
chiga tavsiya qilamiz.

Mustaqil yechish uchun mashqar va test savollari

Limitlar topilsin.

1. lim ' Ja\bb: 2.1 to 4- lo 1

_ A - A '  - 8 v + 122. Inn— ----------- . Javob’. 0.
‘ A-’ - Y  + .Y + 6

_ a -b' a
.•>. Inn--------- . Javob: In —

1 .11 д- b
.. 1 — cos.v4. h m ------ :— Javob: x  .
1 Y  - sill V

5. lim--- . Javob: 1.
*" clv.x

In tgx
6. hm -—-— . Javob-. I.

> (lln/g2.Y

7. lim'
■; i л- - 1; '

Javob'. —  .i
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8. liml---
' >4 Si l l  V V

9. lim(1 - х)!ц~х .
' " ' 2

10. lim xr In x(/7 > 0 ).

Javoh: 0. 

2
Javoh: - 

71
Javoh’. 0.

1 1. lim (1 - л ) ln( I - v ). Javoh: 0.i .i ii
i

12. lim(-- arctex)' . Javoh: 1.
' •' 2

13. lim arctgx
7Г

Javoh: €

14. lim(cos.v)- Javoh:
л/t

15. lim (tgx)™''. Javoh: 1.

i
16. Iim(l + .v4)r loping.

Д -> X

A) 0 B) x D) 1 E) n F) 2.

17. lim —  (/; e N) loping.• >• у ^

A) 0 B) x D) 1 E) n F) 2.

18.1im(/g.v) 1 toping.\ >11
A) 0 B) & D) 1 E) 2 F) 3.
in г л/4 4 v - л/2x + 619. lim-------------- toping.

.V + I

A) — — В ) ---^  О) л/2 F ) 2 V2 F) -,=
2 л/2 2V 2 v 2
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O'z- oV.ini tckshirish uchun savollar

1. Aniqm aslikni ochish deganda nima tushuniladi'.’
11 . . .

2 ko'rimshdaui aniqmaslikni ochish uchun I opital qoidasini avtinc.I ) "
/

Ъ .  -  ko'rinishdagi aniqmaslikni ochish uchun Lopital qoidasini /
a\ ling.

4. ()■ / ko'rinishdagi aniqmaslikka L.opital qoidasini qanday qo'llash 
mumkin.

5. v / ko'rinishdagi aniqmaslikni ochish uchun Lopital qoidasidan 
qanday loydalanilad i?

6. I ko'rinishdagi aniqmaslikni ochish uchun Lop ila l qoidasidan 
qanday loydalanilad i?

” . O' ko'rinishdagi aniqmaslikni ochish uchun Lopital qoidasidan 
qanday loydalanilad i?

S. ko'rinishdagi aniqinaslik qanday ochiladi.
9. B irinchi ajovib limitni 1 opital qoidasi yordamida isbotlang.
10. Istalgan lim itni I opital qoidasi yordamida lopish m um kinnii?



25. Т К Y L O R  \ Л M A K L O R E N  FO R M  I L A L A R I

25.1 .Tevlor lormulasi

Matematik analizning muhim formulalaridan hiri bilan tanisha- 
mi/. Bu formula matcmalik analizning o'/ida ham shunga o’xshash 
matematikaga yaqin boshqa lanlarda ham ko’p sonli ladbiqlarga ega. 
i■ atrx" + 4 . \ ,.v- </ ko'rinishdagi fimksiyani ko'phad
deb atadik, bundagi //-natural son ko‘phadning darajasi. Ko'p had 
istalgan tartibli hosilalarga ega ekanligi ko'rinib turilxli. Lndi teskari 
masalani qaraymiz. ya'ni bir qaneha hosilalarga ega bo'lgan 
funksiyani ko'phad ko'rinishida tasvirlash mumkinmi'.’ Bu savolga 
qo'vidagi fevlor (1685-1731) teoremasi javob beradi.

25.1-tcorema. /(л) funksiya л~с/ nuqtada va L in in g  b ir o r  

atrofida (/m 1)- tartibgaeha uzluksiz hosilalarga ega ( (// 1) hosila 
ham kiradi) bo'lib, л shu atrofga tegishli va a dan farqli ixtiyoriy 
nuqta bo'lsin. U holda a bilan v orasida shunday г nuqta topilib

/ .v) l ( l l ) +  V -tl )+- ---- A t/) Ч-|| v "> I
. (25.1)/■I/O

J  „ Г "
//! (//•!)'

formula o'rinli bo'ladi. Bunda //! orqali 1 dan n gaeha natural 
sonlarning ko'paytmasi belgilangan. ya'ni //!--1-2-3-....•// (o'qilishi: 
en faktorial). Masalan, 1! 1, 2M-2 2, 3! 1-2-3 6,4! 1-2 3-4 24 va 
hokaza. Umumiy qonuniyalni saqlab qolish maqsadida 0 ! I deb 
olinadi.
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Isboti.

<р(л\«) = /U/) + —— *( v-t/) +  ̂ (t/>( x- i/ ): + ...+ —— —— (.v - « )n 
1! 2! /7!

belgilashni kiritamiz. Bu ko'phad /(.v) funksiyaning (.v-a) 
ning darajalari bo'yicha Teylor ko'phadi deyiladi. 
J  (л )-<р(х,и) = R, (v) deb belgilaymiz. Agar

I)

\n +1)!
ekanligini ko'rsataolsak teorema isbot bo'ladi, bunda г a bilan v 
orasidagi qiymat. v ning qaralayotgan atrofga tegishli ixtiyoriy 
qiymatini olnmiz. Aniqlik uchun .v > a deb hisoblaymiz. [a,.v] 
kesmada o'zgaruvchi miqdorni t orqali belgilab

A u l  (25.21
( л - а Г ’

yordamchi funksiyani qaraymiz. Bu funksiya [a,x] kesmada Roll 
leoremasining barcha shart larini qanoatlantiradi: 1) (25.2) 
formuladan hamda teoremada fix) ga qo'yilgan shartlarga binoan F(t) 
funksiya [t/.л] kesmada uzluksiz va difterensiallanuvchi, chunki /(/) 
funksiya //H-tartibgacha uzluksiz hosilalarga ega;

2) (25.2 ) formulaga / a qiymatini qo'ysak

F {a )=  f(x)-<p(x,a)~ (л )- /?..., (.v) = 0
va unga / v qiymatni qo'ysak

Fix) f ix)  /(л) ^ ( ,  v ) - ^ ( . v - . v ) 2 - 

Л ) / . .  . . V I  ( v -  v ) , H | /?/, + | ( . v )■V- V
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kelib chiqadi. Demak F(a)~F(x). Roll teoremasiga ko'ra (a.x) 
intervalda shunday z nuqla topilib fimksiyaning bu nuqtadagi hosilasi 
nolga teng, ya'ni F'(z)=0. F'(t) hosilani hisoblaymiz. (25.2) 
tenglikka cp{x,t) o'rniga uning qiymatini qo'yib, keyin hosil bo'lgan 
tenglikni 1 bo'yieha differensiallasak

Г ( , ) = - г и .  £ Ё > .  ( л  , 1 -  # ' ( ,  + .  .
1 f 11 2 1 2 !

n !
/ '- "(/ ), 4„ , {n + \b-t)"R„.Ax)

--- \Х ~ П  1 ------- 7-----771------
IV  (.v  -  a )

yoki o'xshash hadlar qisqartirilgandan so'ng

r { l )  . y  , (»-flX-v-/r^|(-v)
n\ '

hosil bo'ladi. Bunga t=z qiymatni qo'yib F'(z)= 0 ekanligini 
hisobga olsak

n\ (.Y-a)

b  + ' K M . Z M ;  K ,M
{x-а)" n\ n !(>»+ l)

/I" • ^
Bundan/? ,(.v) = ----- f^(.v-a)"+l. Teorema isbot bo'ldi.

’ ' ( / 7 + 1 ) !  '

(25.1) formula Tcylor formulasi deb ataladi, 
f{x)-(p(x,a) esa Teylor formulasining qoldiq hadi deb 

ataladi. Rn ,(.v) qoldiq hadning turli shakllari mavyud bo'lib
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/'"'"(г)teoremada kcll irilgan Rti](x)---—  — fx-i/l shakli qoldiq
(/? + 1)!

hadning Lagranj shakli deb ataladi.
R ,(.v) qoldiq hadni boshqacharoq ko'rinishda yo/ish ham 

mumkin. ze(ci,x) bo'lgani uchun (0,1) intervalda shunday 0 son 
mavjud bo'lib г = </+ - «) tenglik o'rinli bo'ladi. U holda

/ \ /' I1' + ' - ч )! ,• i ■ ■ ,R , л ) = --- ——  -lv-f/1 . 0 ■ 0 < I ko'rinishga esa
(/? + ]) !

bo'ladi.

25.2. Maklorcn formulasi

(25.1) Teylor formulasining a-0 bo'lgandagi xususiy ko'rinishi

> ,„U  / ’( ° )  / ’ ( ° ) 2 / (l,,(0 ) n „  ,7 ( 4  ./(0) —— -Л- + —  - X +-... +--- X >■ R„ I (A-) (2x,->)
1 . 2 ! n !

Maklorcn ( 1698-1746) formulasi deyiladi. Bunda

, 1 И"*"»-') « I  . „  , > / " " ’(И')
=  ---- ---  V \okl R |( V" ) = ------------ V ,

7 (н + 1)! (// + 1)!
0 < 0 < 1 va г 0 bilan .v orasidagi qiymat .

(25.1) va (25.3) lbrmulalardan ko'rinib luribdiki qoldiq had 
R ( v) qanchalik kichik bo'lsa J{x) funksiya shu funksiyaning 
Teylor ko'phadiga shunchalik yaqinlashar ekan.

1 nd i ba'zi-bir muhim elementar funksiyalarning Makloren 
formulalari bilan tanishamiz.
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25.3. f(x)=ex funksiyani Makloren formulasi bo'yieha yoyish

/(.v)= f '(x)= f"(x ) = ... = f [n+'){x) = e' bo'lgani uchun 
/(0) = /'(o) = /"(()) = ...= / " (0)=1 bo'lib (25.3) Makloren formu- 
lasi quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi.

2 3 n „ 6x
V 1 -V X  ^ X  ^  I I  -f 1 /Ч / I  ^ 1 ЛЛe = 1 +— + —  H----(-... +-------- r— x , 0 < (J < 1 . (2Ь.4)

1 ! 2 ! 3 ! /7 ! (/7 + 1)!

Bu formula istalgan ,ve(-oc,+cc) uchun o'rinli. Endi shu 
yoyilmadan foydalanib e sonni istalgan aniqiikda hisoblash 
mumkinligini ko'rsatamiz. Agar e tlinksiyani uning Teylor ko'phadi 
bilan almashtirsak

^ « 1  + ̂  + ^ ! + ... + ̂  (25.5)
1 ! 2 ! n !

taqribiy tenglikka ega bo'lamiz, bunda absolyut xato

Ox
1я - |М 1= ^ 77у ] ,гГ •

Agare funksiya [-1;1] kesmada qaralsa

|/(,,*,(v)|s7^ - <- ^ - .  (25.6)
(и + 1)! (« + ' ) ’

chunki 2<£<3. (25.5) ga x=l qiymatini qo'ysak e ning qiymatini

laqribiy hisoblash uchun ex * 1 + 1 4—  + — + ...H---tormulapa e» 1
’ 2 ! 3! n\

bo'lamiz, bunda absolyut x a to ----- dan kichik. Agar e ning
(/7 + 1)!
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qiymatini 0,001 aniqlikda hisoblash talab etilsa, n

tengsizlikdan aniqlanadi. ya'ni (/?+!)!>-

3

0,001

(n + 1)! 

= 3000

<0,001

yoki

7!=5040>3000 bo'lgani uchun «=6 deb olish mumkin, ya'ni

~ 2 н—-—i—-—f —-—i—-—i—— ~ 2,718.
2! 3! 4! 5! 6 !

Shunday qilib, Makloren formulasidan foydalanib e sonni 
istalgan aniqlikda hisolash mumkin ekan. (25.5) va (25.6) 
formulalarga asoslangan e sonni hisoblash algoritmi EHM da 
osonlikcha amalga oshiriladi.

25.4./(.Y)=siiu: funksiyani Makloren formulasi 
bo‘yicha yoyish

j  (v) - sin x . f ’(x) = cos x ,f (x )  = -sin x , f m(x) = -cos я,....,

/  *(.v) = sin n
X + II

/(0) = sin 0 = 0,/'(0) = cosO = l f " (0 )  = -sin 0 = 0,

/'"(0) = -cosO = -1,....,/*” '(0) = sin n ~  =

0. n juft son bo'lsa,
= ■ n-1

/ - 1) 2 , n toq son bo'lsa.

У '” *! *(-) - sin J г + (n + 1)— , bunda r 0 bilan X  orasidagi qiy-
2 /

mat.
Topilgan qiymatlarni (25.3) Makloren formulasiga qo'yib siav 

uchun ushbu yoyilmani hosil qilamiz.
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Bu formula istalgan лге(-оо, +oo) uchun to'g'ridir. Bu formu- 
ladan foydalanib sinr funksiyaning istalgan qiymatini istalgan 
aniqlikda hisoblash mumkin.

1-misol. sinlO0 ning taqribiy qiymati 0,00001 gacha aniqlikda 
hisoblansin.

Yechish. Burchakning radian o'lchoviga o'tilsa

bo'ladi. Agar siav funksiyani uning Teylor ko'phadiga almashtirsak

18

r3 r5 r2'"'sin x *  x---- 1---- .... + (- l)"+l-------
3! 5! ( 2 / 3  - 1)!

hosil bo'ladi. Bunga jr = —
18

qiymatini qo'yamiz.

-I-....+ НГ'--;
(2 a; - I ) ! I J S J

n

Bu holda xatolik:

R
(2,ч + 1)!

• sin z + (2n + 1)— <___ f g _ '
(2n + 1)! у 1S < 0,00C0! •

1 f n YAgar n=\ bo'lsa, u holda R < — I — = 0,00089 > 0,00001
' 1 3! \ 18 J



Agar /7=2 bo'lsa, u holda IR I < —f —
1 5! V 18

= 0,0000013 < 0,00001 ■

Demak taqribiy formulaning dastlabki ikkita hadi olinsa hisob- 
lashning talab qilingan aniqligiga erishiladi:

sin 10 -------
18 3!

/ \ 
71

V i 8 /
= 0,17453-0,00089 = 0,17364.

25.5.y(.v)=cosjc funksiyani Makloren 
formulasi bo‘yicha yoyish

f  (x)=cos.v funksiyaning x=0 dagi ketma-ket hosilalarini topish 
va Makloren formulasiga qo‘yish bilan qo‘yidagi yoyilmani hosil 
qilamiz.

.2 4
cos.v = 1- —  + -.... .....+ (-l),1_

2 ! 4 !

.2 n 2n+2

X - + — ------ c o s (z  + (w  + 1)/t) • (25.8)
(2/7)! (2/7 + 2)!

Endi qoldiq hadni baholash imkonini beradigan 

lim
"  * ' (/7 + 1 )!

ekanligini ko'rsatamiz

= 0 tenglik .v ning har qanday aniq qiymatida to'g'ri

/7+1X X  .V .V X  X

(/7 + 1) ! 1 2 3 /7 /7 + 1
ga egamiz.

Agar x aniq son bo'lsa u holda shunday N natural son topilib x| < N 
tengsizlik barcha N dan katta /? lar uchun bajariladi.

I.vl
■N

= q belgilashni kiritamiz; u vaqtda

/J 4  I

(/7 + 1)!
X X X X X

N - 1 N N +1 /7 n + 1

И
1 2  N  -

q q - - q q  =
V-l

(N  -1)!
4

<
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.'Iiunki

Ammo

= </-

lvlH

N + 1
x

/ /  +  1

<q.

miqdor o'zgarmas ya'ni n ga bog'liq emas,
(jV - 1)!

0<t/< 1 bo'lgani uchun n °с da с/"л ' nolga intiladi. Shuning 
uchun

Xlim — ------ - 0 .
" ■* * (n + 1 ) !

Demak, n->oo da <?' ,sin x,cosx funksiyalarning yoyilma- 

laridagi qoldiq hadlarning barchasi 0 ga intiladi, chunki e(h chekli

son
r

sin :  + {2n + \) —
z /

< I, |cos(z + (n + 1 )zr)| < 1 .

25.6. f {x )  - (1 + .v)" funksiyani Makloren formulasi 
bo‘vicha yoyish

f { x )  = (1 -i- x)“ funksiyaning x=0 nuqtadagi hosilalarihi 
hisoblaymiz, bunda a  -o'zgarmas son.

/ ( . v )  =  ( l + . v ) “ , / ( v )  =  « 0 + ^ 1, / ' ( - v )  =  a ( « - l ) ( l + . v ) “ - 2 , . . . ,  

f (n\x) = aia -  l ) (a  -  2).... (a  -  n + 1 )(1 + x)a~n,

f ^ [){x) = a(a - l)(a - 2),....(a - »Xl + -v)' " ' va /(0)=1,

/'(0) = a , f \ 0) = aia  - l),/ '"'(0 ) = aia  - l)(a - 2)....(« - /7 + 1),

■a{a - l)(a - 2) .....(« - /?)(1 + z)u 1:4 .
(/7 + 1)!

Hosilalarning topilgan qiymatlarini (25.3) Makloren formulasiga 
qo'yamiz:
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(I + Д-Г = H. “  Л- + v2 + a ( g - | ) la~ 2) V3 +......+
1 ! 2 ! 3 !

a(a-\)(o.-2).. . (a-n + \)
(25.8)

n : ■Y  + ^ # l + i ( . v )

Bu formula istalgan v e (-1, l) uchun o'rinli.
Xususiy holda a = n natural son bo'lsa, /*',i|*(.v) = 0, demak 

/?„.,(.y ) = 0 bo'lib (25.8) dan Nyuton binom formulasi

(1 -t x f  = 1 + —  ,y +
n n(n- 1) ; n(n - !) (»- 2 ) ,

2 !
.V +

3 !
-X + ... + .Y

kelib chiqadi.
2-misol. V83 ning taqribiy qiymatini 0,000001 gacha aniqlikda 

hisoblang.
Yechish. Berilgan ifodani

V83 = V 8 1 + 2 =*l 81 

ko'rinishda yozib

{ . 2 
1 + 1=3 I + —

81 J I
2
81

/, v, a a (a  - 1) ,
1 + .Y » 1+— ЛГ + —-----Л-+.’ j I "> i

taqribiy hisoblash formulasidan foydalaniamiz.

-Y = — , a  = — desak 
81 4

П !

ш  =3-[ i+ - l4 *3-
V 8Д/

I 1 -1
I+4

I! 81 2! 181/
+...+414 J ... > 4

n i
' 2  ̂
81

yoki ba'zi hisoblashlardan keyin

\
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V83*3 , * J---- i _ +— I__________ l ____ +...t i U ^ U _ i |  г
162 162108 162-108486 16210848659 d (81

hosil bo'ladi 
Xatolik:

i n  ,Y  i ( i '
i И -  2A  4 .

- n
v4 j

(>7 + 1)!
( 2 Л 

81

i/.|
(l+Z^ #1-1

Hisoblashlarning xatoliklari 3|/?„| ketma-ketlikni baholaymiz:

agar /2=1 bo‘lsa, u holda 3|&,| < < 0,018518 > 0,000001;
162

ацаг /7=2 bo'lsa, u holda 3|/?,| <---1---< 0,0002 > 0,000001;
1 J| 162108

agar /2=3 bo'lsa, u holda

3\Rt\ <----—-----< 0,000003 > 0,000001;
1 1 162108-486

agar /7=4 bo'lsa, u holda

Щ  < --------- — ---------
1 1 162-108 - 486•59 

Demak, hisoblashning talab etilgan aniqligiga erishmoq uchun 
Rs dan oldin keladigan to'rtta had yig‘indisini olish kifoya:

V83 * 3( 1 + 0,006 -173- 0,000057 + 0,000001) = 3,018349 .

Shunday qilib, Makloren formulasidan foydalanib funksiyaning 
taqribiy qiymatini talab etilgan e aniqlikda hisoblash uchun bu 
funksiyani Teylor (Makloren) ko'phadi bilan almashlirib undagi 
qo'shiluvchilar soni /7 ni |/?H+I|<£ tengsizlikdan aniqlash lozim

ekan, bunda R „+] -qoldiq had.

“X "7
3|Л,| <----- —------ < 0,00000006 < 0,000001.
1 1 162-108 - 486•59

.
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Endi Makloren formulas in ing yana bir tatbiqi, ya'ni undan 
foydalanib funksiyaning limitini topish usuli bilan misollarda 
tanishamiz .

3-misol . lim 1П л—- topilsin.

Yechish. /7—2 bo'lganda (25.7) ga binoan

X  X .
sin X  = x ------ 1---- sin

3 ! 5 !
z + 5K-5

v3 .v5= .V---- 1---cosz
3! 5

bo'lganligi sababli

X  XX--- 1- - cosz -x.. sinx-x 3! 5!
I j i i i --------- -—  =  lim---------------------- ^-------------------- =  lim
x - » 0  x ' x—>0 x ' ,v ->0

1 x~-- + — cosz3! 5! - l +o=-I3! 6

kelib chiqadi.
X'

. . e ' — cos x .4-misol. lim ---------  topilsin.
' >0 x sin x

Yechish. (25.4) ga binoan

2 2! 

(25.8) formulaga asosan

+ - e ox 
3!

2 4 6 X X X1--- +------ <>
2 8 48

x- x! X  / ч x- x x"cosx=l---- h — н---coslz + 3;r) = 1--- +------ cosz,
2! 4! 6 ! ~ ~ ■ "

4 6T
2 24 6 !

hamda (25.7) formulaga ko'ra

s in z =  x -----sin
3!

bn
z  + ■ x + — cosz 

6
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bo‘lganligi sababli

, e - - c o s x
lim--- —---- = lim -
' x 's inx  л'^°

X + ' - - e - 1 +
2 8 48

2 J 6X X  X
+  -  - ■ cosz

2 24 6 !

• 6 ь
1 4 V ax Xx - e + cos;: 

.. 12 48 6 != lim----- ---------- гт-»0 --

X+  CObZ 
6

1 Л (.) \

.r X cosz

12 48 ■ = lim------v -»n

cosz 
6 ! 1

,  v  1 21 H—  cosz
6

Mustaqil yechish uchun mashqlar va test savollari

1. x4 - 5xJ + 5x2 + x + 2 ko‘phad x-2 ning darajasi bo'yieha 
yoyilsin. Javob:-1{х-2)-{х-2)г +3{х-2)ъ +(x-2)4.

K o ‘rsatma. Berilgan ko'phadga x o‘rniga (x-2)+2 qo‘yib ix- 
chamlansin.

2. a=l, /7=3 da y=4x funksiya uchun Teylor formulasi yozilsin.
, . r  , x-1 1 (x-1)2 1 (x-1)3 3Javob: Vx=l +----- + л--------+ ----------

1! 2 2! 4 3! 8 
5 J

- l i z l L  . —  [l + 0(x - i)] 2 о < в  < 1 
4! 16L

3. «=2 da y= V1 + x funksiya uchun Makloren formulasi 
yozilsin.

i---  1 1 ,Javob: v 1 + x = 1 н— x — x + - O<0<1.
2 8 16(1 + вх) 2

4.y(x)=ln( 1+x) funksiya Makloren formulasi bo'yieha yoyilsin.
2 3 4 n

Javob: ln(l+x)=x---+ -’■------+ ....+(-1) " ’ 1 —  + R„.,(*),
2 3 4 /?

x e ( - 1. О-
473
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5. л- ning kichikroq qiymatlarida quyidagi taqribiy tenglikning 
kelib chiqishini izohlang:

1 ’ 4 ^ ^  5 "i
I . . -V v  Л" 2 .v  . .V---= 1 - .v; In cos.v =--------; tgx ~ x + — +---;arcsin ,v ~ ,v + — :

l+.v 2 12 3 15! 6

v’ e'+e ' x2 xAarc tgx ~ x --- ;------ = 1 + —  + — ;
3 2 2 24

4V^x * 1 -ь —; _ ! —  « 1- - .
2 Щ+х  3

Makloren formulasidan foydalanib, ifodalarning limitlarini liisob- 
lang.

, , v - sin ,v , ,o. lim---------- r . Javob: 1.
r-»G y ~

c — \ — x —
2

_ In (I + ,v) - sin: ,v ,7. I mi---------7---- . Javob'. U.■v->0

2(tgx - sin ,v) - .y3 1
8. lim------- ------- . Javob: — .

' *" Y 4
9. л[ё sonning taqribiy qiymati 0,001 aniqlikda hisoblansin.
A) 1,649 B) 1,645 D) 1,652 E) 1,654 F) 1,64.
10. cos 10° sonning taqribiy qiymati 0,001 aniqlikda hisoblansin. 
A) 0,985 B) 0,97 D) 0,995 E) 0,993 F) 0,96.

11. л/30 sonning taqribiy qiymati 0,001 aniqlikda hisoblansin.
A) 3,107 B) 3,12 D) 3,09 E) 3,08 F) 3,06.

12. л/Т027 sonning taqribiy qiymati 0,001 aniqlikda hisoblansin. 
A) 2,001 B) 2,1 D) 2,101 E) 2,110 F) 2,12.
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O ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Teylor ko‘phadi nima?
2. Qoldiq had nima?
3. Qoldiq hadning har xil ko'rinishlari yozilsin.
4. Lagranj shaklidagi qoldiq hadli Teylor formulasini yozing.
5. x-a ning darajalari bo'yieha Teylor ko'phadini yozing.
6. Qanaqa funksiyalar Teylor ko'phadi orqali ifodalanadi?
7. Makloren formulasini yozing .
8. Muhim elementar funksiyalar e\ sinv, cos.y, (1+.y ) " ,  ln(l+.v) 

funksiyalarning Makloren ko'phadi ko'rinishidagi taqribiv yovilmalarini 
yozing.

9. Funksiyaning talab etilgan aniqlikdagi taqribiy qiymatini hisoblash 
uchun Makloren formulasidan qanday foydalaniladi?

10. Makloren formulasidan foydalanib limitlarni topishga misollar 
keltiring.
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26. FU N KSIYA N IN G  CVSISHl VA KAM AY1SHI. FU N K S IYA N IN G  
M A K S IM U M  VA 1Y1INIMUMI

26.1. Funksiyaning o'sishi va kamayishi

O'suvchi va kamayuvchi funksiyalarga ta'rif berilgan edi. 
Shunday bo'lsada ularni yana bir eslaylik. (a; b) intervalda(u kesma 
bo'lishi ham mumkin) aniqlangan y = f (x )  funksiyani qaraymiz. 
(а; Л) intervaldan olingan argumentning istalgan x, < x, 
qiymatlariga funksiyaning / (x ,) < /(x2) qiymatlari mos kelsa 
у  = f {x )  funksiya (a; b) intervalda o‘suvchi deyilar edi. 
Shuningdek, {cr, b) intervaldan olingan argumentning istalgan 
л, < x, qiymatlari uchun / (x , )> / (x , ) bo'lganda, v - f ( x )  
lunksiya (cr, b) intervalda kamayuvchi deyilar edi.

Bu yerda funksiyaning o'sish, kamayish oraliqlarini uning 
hosilasi yordaniida aniqlash usuli bilan tanishamiz.

O'suvchi funksiyaning ta'rifiga binoan x, ~.y, > 0  boMganda 
fix-,) - f ( x ]) > 0 bo'ladi. Agar x, - x, = Ax, /(x, )- / (x ,) = Ду 
deb belgilasak, Av > 0 va Ду > 0 ekanini, ya'ni orttirmalar bir xil 
ishora!i ekanini ko'ramiz.

A vShunday qilib o'suvchi funksiya uchun — >0 bo'lar ekan.
Дг

AvShunga o'xshash kamayuvchi funksiya uchun —— < 0 bo'lishiga
Ax

ishonch hosil qilish qiyin emas.
26.l-teorema(funksiya o'suvchi bo'lishining zaruriy sharti). 

Agar (a\ b) intervalda differensiallanuvchi y = /(x ) funksiya shu
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intervalda o‘suvchi bo‘lsa, u holda bu funksiyaning hosilasi 
intervalning hech bir nuqtasida manfiy bo‘lmasligi zarur, ya'ni 
(a\ b) intervaldagi barcha x lar uchun f ' (x )> 0  bo'ladi.

Isboti. Teoremaning shartiga ko'ra y = f (x )  funksiya (a; h)

intervalda o'suvchi, shu sababli istalgan x e (a, b) uchun —  >0 .
A.v

Musbat funksiyaning limiti manfiy bo'la olmasligi sababli 
Д у . . .

I ini —  > 0. Ammo teoremaning shartiga ko'ra f {x )  funksiya
,\v—>0 Д_г

(a; b) intervalda differensiallanuvchi bo'lganligi sababli 

f ' (x)= tim—~ chekli limit mavjud va (a; b) dagi barcha .v larЛт-»0 д_г
uchun / ' (x)>0 bo'ladi. Teorema isbot bo'ldi.

26.2-teorema (funksiya kamayuvchi bo'lishining zaruriy sharti). 
Agar (a; b) intervalda differensiallanuvchi y = f {x )  funksiya shu 
intervalda kamayuvchi bo'lsa, u holda bu funksiyaning hosilasi 
intervalning hech bir nuqtasida musbat bo'lmasligi zarur, ya'ni 
(a; b) intervaldagi barcha .y lar uchun f '(x) < 0 bo'ladi.

Teoremani isboti kamayuvchi fimksiva uchun ^-<0 ekanini
’ Дл-

hisobga olinsa 26.1-teoremang isbotidagi mulohazalarni takrorlagani 
uchun uni isbotlashni o'quvchiga hovola etamiz. Bu teoremalar 
quyidagicha geometrik izoh berish mumkin. O'suvchi funksiyaning 
grafigi Ox o'q bo'ylab o'ngga harakatlanganda yuqoriga ko'tarila 
boradi.

Bu holda grafikka urinma Ox o'qning musbat yo'nalishi bilan 
o'tkir a burchakni tashkil etadi, yoki ba'zi-bir nuqtalarda u Ox 
o'qqa parallel bo'ladi. Masalan x, nuqtada /'(.v, )= 0(117-chizma).

O'tkir burchakning tangensi musbat (urinma Ox ga parallel 
nuqtalarda nolga teng) va hosilaning geometrik ma'nosiga ko'ra
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tga = f ' (x )  bo'lgani sababli o'suvchi funksiya uchun f ' (x )>  0 
kelib chiqadi.

' V

S ' /
x  /

*  s o {save in
i

.<
S i 1

у '  !/ i
У, cC i j.

ft * 1 X

117-chi:ma.

Kamayuvchi funksiyaning garfigiga urinma O.v o'qning musbat 
yo'nalishi bilan o'tmas burehak tashkil etadi, yoki O.v ga parallel 
bo'ladi. 0 ‘tmas burchakning tangensi manfiyligini hisobga olib 
kamayuvchi funksiya uchun / ’(.v)< 0  tengsizlikka ega bo'lamiz 
( I 18-chizma).

/ IH-chizma.

26.3-teorema (funksiya o'suvchi bo'lishining yetarlilik sharti). 
Agar [c/; b\ kesmada uzluksiz v = f (x )  funksiya (</; b) intervalda

478



musbat hosilaga ega bo'lsa, u holda bu funksiya \a\ b\ kesmada 
o'suvchi bo'ladi.

Isboti. Barcha a<x<b  uchun /'(.t)> 0 bo'lsin. (o; b) 
intervalga tegishli ikkita ixtiyoriy л:, < y , qiymatlarni qaraymiz. 
[л-|,л\] kesma uchun Lagranjning chekli ayirmalar formulasini 
yozamiz:

f ( X 7 ) “  / ( * 1  )  = / ’ ( C ) ( * 2  - *1 )  > *1 < С < X 2 (26. 1 )

Teoremaning shartiga ko'ra f ' (c )  >0. Bundan tashqari 
лч-.г, >0. Shuning uchun (26.1) tenglikdan /(л\) - /(.v,) > 0 
yoki / (* , )> /(.v,), ya'ni f (x )  funksiya [a; b\ kesmada 
o'suvchiligi kelib chiqadi. Teorema isbot bo'ldi.

26.4-teorema(funksiya kamayuvchi bo'lishining etarlilik sharti). 
Agar \a\ />] kesmada uzluksiz y = f (x )  funksiya (a: b) intervalda 
manfiy hosilaga ega bo'lsa, u holda bu funksiya [«; b] kesmada 
kamayuvchi bo'ladi.

[a; kesmada faqat o'suvchi (faqat kamayuvchi) funksiya shu 
kesmada monoton o'suvchi (monoton kamayuvchi) funksiya deb 
atalar edi.

Funksiya faqat o'suvchi yoki faqat kamayuvchi bo'ladigan 
intervallar uning monotonlik intervallari deyilar edi.

1-misol. у = x2 funksiyaning monotonlik intervallarini aniqlang.
Yechish. y' hosilani topamiz: y'=2x.
x < 0 da y'< 0 va funksiya (-oo;0) intervalda kamayadi;
x > 0 da />  0 va funksiya (0; + co) intervalda o'sadi;
2-misol. y  = 4.r + sinx funksiyaning monotonlik intervallarini 

aniqlang.
Yechish. y' hosilani topamiz: y ’=4 + cosx. Barcha 

.Y e (- oo;+со) uchun 3’’> 0 bo'lganligi sababli berilgan funksiya 
(-oo;+cc) intervalda o'sadi.
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26.2. Funksiyaning maksimum va minimumi

.v0 nuqtada va uning atrfida aniqlangan у  - f ( x )  funksiyani 
qaraymiz.

1-ta‘rif. Agar у  = / ( . y ) funksiyaning .v0 nuqtadagi qiymati shu 
funksiyaning bu nuqtaning yetarlicha kichik atrofidagi qolgan 
qiymatlaridan katta bo'lsa, y  = /(.v) funksiya x0 nuqtada
maksimum (maximum)ga ega deyiladi.

Boshqacha aytganda, agar har qanday yetarlicha kichik musbat 
yoki manfiy A y larda / ( . y0 + A y )<  / ( . y0) bo'lsa, f ( x )  funksiya .y0 

nuqtada maksimumga ega deyiladi( A y > Oda 119-chizma). Bu holda 
,yo funksiyaning maksimum nuqtasi deyiladi.

2-ta‘rif. Agar y  = f ( x )  funksiyaning .y0 nuqtadagi qiymati shu 
funksiyaning bu nuqtaning yetarlicha kichik atrofidagi qolgan 
qiymatlaridan kichik bo'lsa, у  = f ( x )  funksiya .y0 nuqtada mini- 
nuimga ega deyiladi.
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Boshqacha aytganda, agar har qanday yetarlicha kichik musbat 
yoki manfiy Ду larda /(.у0 +Ду)> /(.vu) bo'lsa, f ( x )  funksiya ,v0
nuqtada minimumga ega deyiladi( Ду > Oda 120-chizma). Bu holda 
Xo funksiyaning minimum nuqtasi deb ataladi.

Masalan, v = v: funksiya ,v=0 nuqtada minimumga ega, chunki 
.v=0 bo'lganda y=0 va .v ning boshqa qiymatlarida v>0.

1-eslatma. [a; b\ kesmada aniqlangan funksiya o'zining 
maksimum va minimum qiymatlariga x ning shu kesma ichidagi 
qiymatlaridagina erishadi. Boshqacha aytganda / ( « ) ,  f (b )  
qiymatlar funksiyaning maksimum va minimum qiymatlari bo'la 
olmaydi.

2-eslatma. Funksiyaning \a\ />] kesmadagi maksimum va mini- 
mumini uning shu kesmadagi eng katta va eng kichik qiymatlari deb 
qarash xato bo'ladi. Funksiyaning maksimum qiymati uning funksiya 
maksimumga ega nuqtaga yetarli darajada yaqin turgan hamma 
nuqtalaridagi qiymatlariga nisbatangina eng katta bo'ladi. 
Funksiyaning minimumi haqida ham shunga o'xshash gaplarni aytish 
mumkin.

Funksiyaning maksimumi uning minimumidan har doim katta 
bo'ladi deb o'ylash noto'g'ri. 121-chizmada [с;; b] kesmada aniq
langan funksiya tasvirlangan.
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Bu funksiya: .y--.y, va y = .x nuqtalarda maksimumga ega; 
v = y, va .y = nuqtalarda minimumga ega; lekin I'unksiyaning 
.v - .v, nuqtadagi minimumi uning v = .v, nuqtadagi maksimumidan 
katta. Funksiyaning v = h nuqtadagi qiymati uning [a; b] kesmadagi 
eng katta qiymati boiadi.

Funksiyaning maksimumlari va minimumlari funksiyaning 
okstremumlari yoki ckstremal qiymatlari deyiladi.

Agar .yo nuqtada funksiya ckstremumga ega bo'lsa u holda bu 
nuqta funksiyaning ekstremum nuqtasi deyiladi.

Izoh. В iror oraliqda faqat o'suvehif faqat kamayuvchi) funksiya 
shu oraliqda ekstremumga ega bo'lmaydi.

26.3. Ekstremum mavjudligining zaruriy sharti

26.5-teorema. Agar differensiallanuvchi y =  /’( ,y ) funksiya .y () 

nuqtada ekstremumga ega bo'lsa. u holda uning shu nuqtadagi 
hosilasi nolga teng bo'lishi zarur, ya'ni / ’( л,, ) = 0 bo'ladi.

Isboti. Aniqlik uchun funksiya .y , nuqtada maksimumga ega deb 
faraz qilamiz ( 122-chizma).
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/ 22-chiznut.

1) U holda y < .vi( lar uchun lunksiya o'suvchi va — > (;,
/Vv

demak, f '(  v „) = lim > 0 ;
^  "  \a-

2) x > x\, lar uchun funksiya kamayuvchi va < 0, demak,
Vv

/'(.v0)-“ lim - - < 0 .  y )> 0  va f '( .y, ) < I) munosabatlardan
и » (I Дд*

./'(■ y0 ) = 0 kelib chiqadi.

Teoremaning geometrik ma/muni shuni bildiradiki, dilTerensial- 
lanuvchi funksiya uchun ekstremum nuqtalarida urinma O.y o'qqa 
parallel bo'ladi.

Biz shu pavtgacha funksiya ekstremumga ega bo'lgan uuqtak.rda 
differensiallanuvchi deb l’araz qildik.

Funksiya hosilaga ega bo‘ lmagan yoki hosilasi cheksiz bo'lgan 
nuqtalarda ham funksiva ekstremumga ega bo'lishi mumkin.

3-misol. v = J.yJ funksiya butun son o'qida uzluksiz bo'lib ,v; !:

nuqtad:1 hosilaga ega emasligi isbotlangan edi. Bu nuqtada funksiya 
mimmumga ega (1 ()7-chizma).
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4-misol. v - l- - v .v : flinksiyaning hosilasi v '= ---—  л-0
3=v.v

nuqtada cheksizlikka aylanadi. Funksiya л- -0 nuqtada maksimumga 
ega (1 15-chizma).

Shunday qilib funksiya ekstremumga ega bo'lgan nuqtalarda 
funksiyaning hosilasi yo nolga teng, yoki cheksizlikka teng yoki 
mavjud bo'lmas ekan. Bunday nuqtalar funksiyaning kritik  
(statsionar) nuqtalari deyiladi. Demak funksiya ekstremal qiymat
larini faqatgina o'zining kritik nuqtalarida qabul qilishi mumkin.

Teskari tasdiq o'rinli emas, ya‘ni nuqtaning kritik nuqta 
ekanligidan shu nuqtada funksiyaning ekstremumga ega ekanligi 
kelib chiqmaydi. Masalan, y  = x ' funksiyaning hosilasi y '~  3x2 
,v=0 nuqtada nolga aylanadi. Ammo bu nuqtada funksiya ekstre
mumga ega emas, chunki u o'suvchi ( y ’> 0 ).

26.4 Ekstremum mavjudligining yetarlilik sharti

26.6-teorema (ekstremum mavjudligining birinchi yetarlilik 
sharti). f ( x )  funksiya kritik nuqta л0 ni o‘z ichiga olgan birorta
intervalda uzluksiz va shu intervalning barcha (balki x0 nuqtaning 
o'zidan boshqa) nuqtalarida differensiallanuvchi bo'lsin. Agar shu 
kritik nuqtaning chap tomonidan o'ng tomoniga o'tishda hosilaning 
ishorasi plyusdan minusga o'zgarsa, funksiya x = x0 kritik nuqtada 
maksimumga ega bo'ladi. Agar x = x„ kritik nuqtaning chap 
tomonidan o'ng tomoniga o'tishda hosilaning ishorasi minusdan 
plyusga o'zgarsa, funksiya bu nuqtada minimumga ega bo'ladi.

Isboti. rn-kritik nuqta bo'lib uning chap tomonidan o'ng 
tomoniga o'tishda f '(x )  hosila ishorasini plyusdan minusga o'zgar- 
tirsin, ya'ni .v0 nuqtaning chapida hosila musbat, uning o'ngida 
hosila manfiy bo'lsin. Demak shunday yetarlicha kichik musbat 
//> 0 son mavjud bo'lib (v0 - Л, ,v0) intervalda funksiyaning
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hosilasi / '(.y )> 0  va (.v0, .vH + /7) intervalda hosila f \ x )< 0  
bo'ladi. Funksiyaning o'sishi va kamayishi haqidagi tedremaga 
binoan [a-0 - h, .v0] kesmada lunksiya o'sadi , [x0, ,v0 + /?] kesmada 
esa u kamayadi.

Demak, [,v0 - /?, .v„ + h\ kesmaga tegishli barcha v lar uchun 

f{.x ) < f ( x u) bo'ladi.
Bu / (.v) funksiya .v = ,v0 nuqtada maksimumga ega ekanligini 

ko'rsatadi ( 123-chizma).

Teoremaning ikkinchi qismi ham shunga o'xshash isbotlanadi 
( 124-chizma).

Izoh. x = .v() kritik nuqtaning bir tomonidan ikkinchi tomoniga 
o'tishda f '(x )  hosila ishorasini o'zgartirmasa ,v = ,v0 kritik nuqtada 
funksiya ekstremumga ega bo'lmaydi.

485



5-misol. v = 2.v ’ - ‘).v  + 12.x 1 lunksiyaning monotonlik inter- 
■ allarini va ckslrcmumini toping.

tchish.l ) Berilgan funksiya (- x;+ /.) intervalda aniqlangan \a 
differensiallanuvchi.

2) funksiyaning hosilasini topamiz: y ’ - 6.v - 18.v + 12 .
3) Kritik nuqtalarini topamiz: 6.v -lXv + i2=0; . v -3.V + 2 -0 ;

> °  3 I
v , = — ± , -- 2 = — -t- — ; -V, = I ,  .v- - 2 -ki itiR nuqtalar.

2 Щ 2 2

Г  6 ( . v - I )(.y  - 2 )  hosilaning ishorasini intervallar usulidan 
lo\ dalanib tckshiramiz.

Demak, ( - x ; l )  \a (2; * v.) intcn allarda y ’>0 bo'lgani uchun 
In: inlervallarda funksiya o'sadi, (l; ? )  intervalda r ’<0 bo'lgani 
uchun bu intervalda funksiya kamayadi. \ 1 kritik nuqtaning chap 
tomonidan o'ng tomoniga o'tishda hosila ishorasini plyusdan 
minusga o'/gartirganligi uchun ,v=l kritik nuqtada funksiya 
maksimumga ega. .v=2 kritik nuqtaning chap tomonidan o'ng tomo
niga o'tishda hosila ishorasini minusdan plvusga o'zgartirganligi 
uchun bu kritik nuqtada funksiya minimumga ega ( 125-chizma). 
.'max = V( 1 ) = 6, V„ „ = .V(2) = 5.

/ 25-chiznnt.
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26.5. Funksiyaning kesmadagi eng katta va 
eng kichik qiymatlari

[t/; b\ kesmada uzluksiz \'- /(.v) funksiyani qaraymiz. Iki 
funksiya [а; Л] kesmada o'zining eng katta va eng kichik 
qiymatlarini qabul c]ilishi aytilgan edi ( I 8.5-teorema). Agar lunksiya 
o'zining eng katta (eng kichik) qiymatlarini [./;/>] kesmaning ichki 
nuqtasida qabul qilsa u funksiyaning (c/; b) intervaldag.i maksimum 
(minimum) qiymatlaridan biri bo'ladi. Bundan tashqari funksiya 
o'zining eng katta va eng kichik qiymatlariga [a: h\ kesmaning 
oxirlarida erishishi ham mumkin.

Shunday qilib, funksiyaning [«; b] kesmadagi eng katta va eng 
kichik qiymatlarini topish uchun quyidagi qoidaga ega bo'lamiz.

1. I-unksiyaning {cr, b) intervaldagi barcha kritik nuqtalarini 
topib funksiyaning bu nuqtalardagi qiymatlarini hisoblaymiz.

2. Funksiyaning kesmaning oxirlari v = a, v - b nuqtalardagi 
qiymatlari f (a). /'(b) larni hisoblaymiz.

Topilgan qiymatlardan eng kattasi funksiyaning [<:/; h\ kesmadagi
г -j _

eng katta qiymati, ulardan eng kichigi funksiyaning [a; b\ kesmadagi 
eng kichik qiymati bo'ladi.

6-misol. / (.v) = 2.v' - 2 1 v  + 72.v + 6 funk iyaning [2; 5] kesma
dagi eng katta va eng kichik qiymatlarini toping.

Yechish. 1. Funksiyaning [2; 5] kesmadagi kritik nuqtalarini
topamiz. Buning uchun / '( v ) - 6.v — 42.v-t-72 ■ hosilani lusoblab 
/''( v ) - 0 tenglamani yechamiz:

6.v" -- 42.v + 72 = 0; .v — 1 x +12 = 0; л-, = 3, л\ = 4 -kritik nuq- 
talar. Kritik nuqtalarning har ikkalasi berilgan kesmaga tegishli. 
Funksiyaning .v. 3 va v, = 4 nuqtalardagi qiymatlarini hisob- 
lavmiz:
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/ (3 )  = 2-33 -21 -3: + 72-3 + 6 = 87, 

/ (4) - 2-4’ - 2 1 ■ 42 + 72-4 + 6 = 86.

2. Funksiyaning [2: 5] kesmaning oxirlari v = 2 va .y = 5 nuqta- 
lardagi qiymatlarini hisoblaymiz:

/ (2) = 2-2' - 21 -2: + 72-2 + 6 = 82,
./ (5) = 2 - 5' - 21 ■ 52 +72-5 + 6 = 91 .

Topilgan qiymatlar 82, 87, 86, 91 dan eng kichigi 82 berilgan 
funksiyaning [2; 5] kesmadagi eng kichik qiymati, ulardan eng 
kattasi 91 uning shu kesmadagi eng katta qiymati boiadi.

26.6. Ekstrem um larni ikkinchi hosila 
yordamida tckshirish

Ba'zi hollarda funksiyaning ekstremumlarini uning ikkinchi 
hosilasi yordamida tckshirish qulay bo'ladi.

Faraz qilaylik y  = f ( x )  lunksiyaning hosilasi x = x0 nuqtada 
nolga aylansin. ya’ni f ' ( x a) = 0 va funksiya shu nuqtada hamda 
uning biror atrofida ikkinchi tartibli uzluksiz hosilaga ega bo'lib, 
/ " (  v0) Ф 0 bo'lsin.

26.7-teorcma (ekstremum mavjudligining ikkinchi yetarlilik 
sharti).

Agar /"(.v(l)< 0  bo'lsa f (x )  funksiya ,y = ,y() kritik nuqtada 
maksimumga ega bo'ladi, f " ( x 0)> 0  bo'lganda u .y = .y0  kritik 
nuqtada minimumga ega bo'ladi.

Isboti. Aniqlik uchun / " ( . y „ ) < 0  bo'lsin. f ( x )  funksiya x = .y „

kritik nuqtada maksimumga ega ekanligini ko'rsatamiz. Ikkinchi 
hosilaning ta'rifiga binoan:

f '(  v., • \x) - f ’(.v ;
/ "(.v0)= lim

Vr >0 ^ v
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4 ,■ / ’U 0+\.V)/  (.v„) = lim ---- ------ .
\v »0 Д у

Ammo /"(.vn) < 0 . Shuning uchun

/ " (  Y0) ~ lim 7 (A'° + AV) < 0 ■w .и \v

limiti manfiy ifodaning o'/.i ham kichik |A\j lar uchun manhy 
bo"Iganligi sababli

/'(.v„ + Av) ^
Av “

bo'ladi.
Av < 0 bo'lsin, u holda /'(.v0 + Av) > 0 ; agarda Av > 0 bo'lsa, u

holda f \ x 0 + Av) < 0 . Bu .v = ,vu kritik nuqtaning chap tomonidan
o'ng tomoniga o'tishda hosila ishorasini plyusdan minusga 
o'zgartirishini ko'rsatadi. Demak, ekstremum mavjudligining 
birinchi yetarlilik shartiga ko'ra у = J\ x )  funksiya ,v = ,v0 nuqtada
maksimumga ega.

Teoremaning ikkinchi qismi ham shunga o'xshash isbotlanadi.
7-misol. v = .v + 2cos.v funksiyaning [О;2тг] kesmadagi ekstre- 

mumini loping.
Yechish. 1. Birinchi hosilani topamiz: v'= 1 - 2 sin v .
2. (0;2/r) intervalga tegishli kritik nuqtalarni topamiz:

1 n 5 n1 - 2 sm v = 0 ; sm .v = —, .v, = — , .v, = — .
2 6 - 6

3. Ikkinchi hosilani topamiz: v"= -2cos.v .

4. Ikkinchi hosilaning .v, = — ва .v, = —  kritik nuqtalardagi
6 6

ishoralarini aniqlaymiz.

Shartga ko'ra / '(  vH) = 0 bo'lgani uchun
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; * ! - 2  cos -
л

2- -v -’
16 6

>_-j-
T  5 /T V '^i — 2 cos - 7 ________

m (> 6

-\'3 < 0, 

vr3 > 0.

- . , . 'Т2(i.7- tcorcmana binoan ЬсгПцап limksiya .v. - nuqtada mak-
' 6

simumua\a v, —  nuqtada mimmunma еца bo'ladi.
6 " "

•T ,т „ ;r /Т „  \ 3 3.14 ■ „
'max '■ — l “  — + 2cos — i-2- ^ --- + Vj  ~ 2 ,2 .1 ,

6 1 6 6 6 2 6

5;T \ о . , > T 5'T T V3----- 1- w L O b --- — ------- _  ■-----  ^  1, / о  .
6 I 6 6 6 2

8-misol. /(.v)- .v4 funksiyaning ckstrcmumini loping.
Л echisli. Bu funksiya butun sonlar o'qida aniqlangan va 

differensiallanuvchi.
1. I Iosilani topamiz: / ’(л) 4.v .
2. Hosilani nolga tonglasluirib uning ildizlarini topamiz: 

/ ' ( v ) 0: Ax' 0; v 0 -kritik nuqta.
3. Ikkinchi hosilani topamiz: / "( v ) = 12.v .
Kritik nuqtada ikkinchi hosil;: nolga teng, ya'ni 

/ " (0 ) 12-0 - 0. Demak, qaralayotgan hoi uchun ikkinchi 
yetarlilik sharti ishlamaydi. Birinchi yetarlilik shartiga murojaat ctib 
topamiz: v ■ 0 da f i x ) -  0 va v > 0 da / ’(v j > 0. Shunday qilib, 
л - 0 kritik nuqtaning chap tomonidan o'ng tomoniga o'tishda 
hosila ishorasini minusdan plyusga o'zgartirganligi sababli v = 0 
nuqtada limksiya minimumga ega.

Demak, kritik nuqtada ikkinchi hosila mavjud bo'lib u noldan 
farqli bo'lgandagina ikkinchi yetarlilik shartidan foydalanish 
mumkin ekan. Agar kritik nuqtada ikkinchi hosila nolga teng bo'lsa
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yoki mavjud bo'lmasa, u holda ikkinchi yctarhlik shailidan 
foydalanib bo'lmaydi.

Slumday qilib dil'ferensiallanm chi r = / (л ) funksiyaning 
ekstremuniini qiiyidagi sxema asosida izlash maqsadga muvofiqdir.

1. I'uksiyaning hosilasi f'(.x) topiladi.
2. Kritik nuqtalar topiladi; bulling uchun: a) / '(v ) = 0 teng

lamaning haqiqiy ildizlari topiladi.
b) .v ning / 1 ( л) hosila mavjud bo'hnagan yoki chek>i/likka 

aylanadigan qiymatlari topiladi.
3. Yctarli 1 ik shartlanning birortasidan foydalanib topilgan kritik 

nuqtalarning har birida I'unksiyaning maksimum yoki miiiimumga 
ega ekanligi yoki ekstremumning mavjud emasligi aniqlanadi.

4. f(.x) funksiyaning ekstremumi mavjud kritik nuqtalaridagi 
qiymatlarini hisoblab uning ekstremumini topiladi.

26.7. Teylor formulasi yordaniida funksiyani 
ekstremumga tekshirish

Yuqorida birinchi va ikkinchi hosilalar yordaniida funksiyani 
ekstremumga tekshirish iisullari bilan tanishdik. Ikkinchi yetarlilik 
shartiga ko ra / '(.т „) = 0, / " ( .v „ )^ 0  bo'lganda funksiya .v = .v, 
nuqtada ekstremumga ega bo'ladi. Ammo f " ( .x n)-  0 bo'lganda 
ikkinchi yctarlilik sharti .v = .v„ kritik nuqtada nima bo'ladi degan 
savolga javob berishga ojiz. Bunday holda qo'yilgan savolga Teylor 
formulasidan foydalanib javob bcrish mumkin.

Ma'lum uzluksiz funksiya ,vn nuqtada qanday ishoraga ega 
bo'lsa, u holda ,v„ nuqtdaning shunday .v, *-h) atrofi
mavjud bo'lib undagi barcha v larda ham o'slia ishoraga ega bo'ladi. 
Ana shu xossadan quyida f'oydalanamiz.

/ ( \) funksiya .v = .v() nuqtada \a lining biror atroflda //-tartib- 
ligacha uzluksiz hosilalarga ega bo'lib
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A-Y„) = /"(.V0 ) = ...= / '" " " ( .V ,,) = o, ) * 0

bo'lsin. U holda buni hisobga olib

/ ( V ) = / ( V(1 ) + I  ^  ( Л- -  V() ) + 1 ^ 1  ( .V -  Л(, ) 2 + ... 

, 0>(v  v ,("->)+ /<" > (;,(v  V ) "
(w- I!) <A ' U> 7i\ ' 11 ’

Teylor formulasini

/ ( * )  = f  (-v0) + — ^  (-V - , r ( ))" 
n\

voki

/(.V )-  /(.Y„)= — -^ '(.v- .Yor  (26.1)
n\

ko'rinishda yozish mumkin, bunda z л0 bilan x orasidagi son.
Mumkin bo'lgan hollarni qaraymiz.
Birinchi hoi. /7-juft son.
а) f u" (x u)< 0  bo'lsin. U holda /'"'(.v) ning uzluksizligidan .v(l 

nuqtaning slnmday (,v0 -h, ги + h) atrofi mavjud bo'lib bu atrofdagi 

barcha x lar uchun / "'(.v )< 0  bo'ladi. Agar v (x0 - h, xQ + h) 
intervalga tegishli bo'lsa, u holda г _vcl bilan x orasidagi son bo'lgani 

uchun u ham shu intervalga tegishli bo'ladi. Demak / '(.)•  0. «juft 
son bo'lganligi sababli .v Ф ,v0 bo'lganda (.r - ,v(l)" > 0 bo'ladi. 
Shunday qilib (26.1) tenglikning o'ng tomoni manfiy va musbat 
ifodani ko'paytmasi bo'lgani uchun manliy bo'ladi.

Demak, л ^ .v0 bo'lganda (xu - h ,x u + li) intervalning hamma 
nuqtalarida / ( v) - /’( .v,,) < 0 yoki /(.v) < /(.v0) bo'ladi.

fix ) funksiyaning .v(l nuqtadagi qiymati uning (xu - h, xt) + h) 
intervaldagi qolgan barcha qiymatlaridan katta bo'lganligi sababli 
x=xn kritik nuqtada funksiya maksimumga ega.
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b) f ' " \ x 0) > 0 bo'lsin. Bu holda h ning yetarlicha kichik
qiymatlarida (,v0 - /7, ,v0 + /7 ) intervalning barcha .v nuqtalarida

/ (nl(r)>0, .y * . y 0 da (.y - . y 0 ) "  >0. Demak ( 2 6 . 1 )  tenglining o‘ng
tomoni musbat bo'ladi, ya'ni _v £ .y (i da / (,y ) -  / ( . y „ ) > 0 yoki
f ( x )  >  f { x n) bo'ladi, bu esa ,y  - x „  nuqtada Д л )  funksiya minimumga
ega degan so'zdir.

Ikkinchi hoi. /7-toq son.

Bu holda ( y -  .y (j )"  miqdor.Y<Y« va .y >.y » bo'lish iga qarab har xil

ishoraga ega bo'ladi.
<7) (.v0) < 0 bo'lsin, u holda ,v0 nuqtaning shunday

(,y 0 - /7 , .Y(l + /7 ) atrofi mavjud bo'lib unda 0  bo'ladi.

(.Y-.rn)'' < 0 ekanini hisobga olsak x<xo da (26.1) tenglikning o'ng 
tomoni musbat, x>xn da u manfiy bo'lishiga ishonch hosil qilamiz. 

Demak, (26.1) tenglikdan 
x<x() da / (.y) - / (,y0 ) > 0 yoki f  (x) > f ( x 0),
,y >.y 0 da f ( x ) ~  f ( x 0) < 0 yoki / ( . y ) <  / ( . y 0 ) ga ega bo'lamiz.
Bu funksiya ( ,v 0 -  /7, .y 0 + / 7) intervalda kamayuvchi bo'lib u x=xn 

kritik nuqtada maksimumga ham, minimumga ham ega emasligini 
bildiradi.

Natijalarni tahlil qilib shunday xulosaga kelamiz.
Agar.Y --xn da f { x Q) = f " ( x 0) = ... = f in l’(.vu) = () va / '" ’(.y,,) *  0 

bo'lsa, u holda:
a) n juft son bo'lganda x(> kritik nuqtada ekstremum mavjud: 

/ ы (л-0)< 0  bo'lganda f(x) maksimumga, /'1"1 ( л0) > 0 bo'lganda u
minimumga ega.

b ) n  toq son bo'lganda ,y = x „  kritik nuqtada ekstremum mavjud

emas; / ( " ) (.y0 ) < 0  bo'lganda f (x )  hinksiya kamayuvchi, 

f ' " ] (xfl) > 0 bo'lganda u o'suvchi bo'ladi.
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9-misol. Ushbu / (.v) = .v4 - 8.v' 4- 24.v - 32л — 12 limksiva 
ekstremumga tekshirilsin.

Yechish. 1) Funksiyaning birinchi hosilasini topamiz:
/ ( л ) - 4.v' - 24 v ^  48 v - 32 = 4(.v ’ - O.v -f 8.v — 8) = 4( v - 2 ) ' .

2) J ' ( .x) 4 (.v- 2 )’ =0 tenglamani yechib v 2 yagona kritik 
iuic]tani topami/..

3) Funksiyaning yuqori tartibli /"(.\)=12(.v 2) ,
Г  (.v) 24(л — 2), / (л ) 24 hosilani v 2 kritik nuqtadagi 

qiymatlarini hisobla\mi/..

/ "(2 )=  / ’’’( 2)- 0. f il (2) = 24 > 0.

v 2 kritik nuqtada birinchi noldan farqli hosilaning tartibi n 4 
juli son bo'lib f h (2) > 0 bo'lgani uchun bu kritik nuqtada funksiya 
minimumga ega.

ГО-misol. Ushbu / (л ) = \ + 5.vJ -f I O.v н-1 O.v * 5.V+-I6 
lunksiya ekstremumga tekshirilsin.

Yechish. 1 ) Funksiyaning hosilasini topamiz:
/ ’(.v) - 5.\ 1 i 20.v' + 30,v + 20.v + 5 - 5(.v1 4.v Ьх н 4.v + I ) 

\oki /'(.v)- 5 (.v i- l)\  bu yerda Nyuton binoli formulasidan 
foydalandik.

2 )/ '(.v ) v -г I Г  = 0 tenglamani yechib yagona \-- l kritik 
nuqtani topamiz.

3) 1-Linksivaning yuqori tartibli / ” (л ) = 2(X.v I I ) ’, /"'(.v)-60(.y + I): ,
/ (.v)- 120( v + 1), f 1 (x) = 120 hosilalarini v -/ kritik nuqtadagi

qiymatlarini hisoblaymiz.

/ ''(- !)-  ) - ./ ' (- ! )  - 0, ./' ( 1) 120*0 .

.V -/ kritik nuqtada birinchi noldan farqli hosilaning tart ibi n 5 
toq son bo'lgani uchun berilgan funksiya л -/ kritik nuqtada 
ekstremumga ega emas.
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26.8. Ekstrem um lar iiazariyasiiiing masalalar 
yechishga tadbiqi

Ekstremumlar nazariyasi yordamida geometriva, mexanika va 
hokazolarga doir ko'pgina masalalar yechiladi. Shunday masala- 
laming ba'/ilarini yechish usuli bilan tanishami/.

I-masala. I'zunligi 120 metrlik panjara bilan bir tomondan uy 
bilan chegaralangan eng katta yuzga ega to'g'ri to'rtburchak 
shaklidagi maydon o'rab olinishi kerak. To'g'ri to'rtburchakli 
mavdonning o'lchovlari (bo'yi va cni) aniqlansin.

Yechish. Vlaydonning uzunligini ,v. enini v, yuzini .V orqali 
bclgilaymiz. I holda to'g'ri io'rtburchakning yuzini topish forrnu- 
lasiga ko'ra mavdonning yuzi 5 = .vv bo'ladi.

.S' yuz hozireha ikkita erkli o'zgaruvchi lar v va v ga bog'liq. 
LJlardan birortasini ikkinchisi orqali ifodalash uclnm masalaning 
shartidan foydalanamiz. Shartga ko'ra maydonning bir tomoni tayyor 
uy (devor) bilan. qolgan uch tomoni uzunligi 120/» panjara bilan 
chegaralanishi lozim, ya'ni .vt-2v=120. Bundan .v = 120-2y 
kelib chiqadi. v ning ushbu qiymatini .S' yuzni topish lormulasiga 
qo'yamiz. L1 holda 5 = (120- 2v )y  = 120_v-2r_ bitta erkli o'z.ga- 
ruvchining funksiyasi hosil bo'ladi. Endi shu S (y )  funksiyaning eng 
katta qiymatini topamiz.

,S"( v) = 120 4у , S"( v) = (120-41-) = - 4 ,

S '(y )  = 0 yoki 120-4r = 0 dan 4y = 120; r = 30 yagona kritik 
nuqta kelib chiqadi.

S"(30) = -4 < 0 bo'lgani uchun ikkinchi yetarlilik shartga ko'ra 
\ 30 qiymatda funksiya maksimumga ega. Bu yagona maksimum 
uning eng katta qiymati ham bo'ladi. Shunday qilib bir tomoni uy 
bilan qolgan uch tomoni 120 in uzunlikdagi panjara bilan che
garalangan to'rtburchak shaklidagi maydonlar orasida cni г 30 m. 
bo'yi (uzunligi) ,v = 120- 2-30 60 in bo'lgan maydon eng katta 
,S = 60 ■ 30/;/ = 1800/// yuzga ega bo'lar ekan.

495



2-masala. 180 soni ko'paytmasi eng katta va ulardan ikkitasi
1 : 2 nisbatda bo'lgan uchta qo'shiluvchiga ajratilsin.

Yechish. Faraz qilaylik 180 = .v+v + z ko'rinishda tasvirlansin. 
Shartga ko'ra .v.v.z sonlardan ikkitasi, masalan .v,у  1 : 2 nisbatda,

ya'ni — = —, v = 2.v bo'lishi lozim. U holda 180 = .v + 2x + z yoki 
У 2

1 80 = 3.v + z, ~ = 180-3.V hosil bo'ladi. Demak 180= x + 2x + (180-3.v) 
ko'rinishdagi uchta v, 2.r, 180 — 3.v qo'shiluvchilarga ajratildi. 
Shularning ko'paytmasi

v = x ■ 2.v - (l 80 — 3.x) = 360.v: -6.Y3 ifodaning eng katta qiymatini 
topishimiz kerak. v'(.v) = 720.v - 18.v ; v"(.v) = 720 - 36,v; v'(.y) ~ 0 
yoki 720.y-18.y: =0; dan ,v ■ (720- 18.\) = 0; .v *  0 bo'lgani uchun 

720720 - 18.v = 0; ,v = —  = 40 kritik qiymat kelib chiqadi.

\’"(40) = 720 - 36 • 40 < 0 bo'lgani uchun ikkinchi yetarlilik shartiga 
binoan ,v=40 qiymatda v = .v ■ 2.v ■ ( l80 - 3x) funksiya eng katta 
qiymatga ega bo'ladi.

Demak, v = 2x = 2 ■ 40 = 80, - = 180 - 3.v = 180 - 3 • 40 = 60 . 
Shunday qilib, 180 soni 40, 80, 60 sonlarning yig'indisi ko'rinishida 
tasvirlanganda qo'shiluvchilardan ikkitasi 1: 2 nisbatda bo'lib, 
qo'shiluvchilarning ko'paytmasi eng katta bo'lar ekan, ya'ni 
vmax -40-80-60 = 192000.

3-masala. Marvaridni bahosi uning massasi kvadratiga 
proporsional. Ishlov berish vaqtida marvarid ikki bo'lakka ajralib 
ketdi va natijada eng ko'p qiymatini (bahosini) yo'qotdi. 
Bo'laklarning massalari topilsin.

Yechish. Marvaridning massasini m, bahosini z, bo'laklarning
massalarini m] ,/;;.,(/»,+/»,= ni) \a ularning baholarini mos
ravishda z,,z^ orqali belgilaymiz. U holda butun marvaridning

2 • •  ̂bahosi z - a -пГ bo'laklarning baholari esa z\-a-m  |“ ,
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1
z- j-am -," bo'ladi, bunda a  > O-proporsionallik koeflltsienti. 
Shartga ko'ra, butun marvaridning bahosi z = a  ■ n r  bilan siniq ikki 
bo'lak marvaridning bahosi a n i f + a n u ~  orasidagi farq 

v = a  ■ n r - a  - (m '+ n iC  ) eng katta ekanligi bi/ga ma'lum, 
ш = ///, + in, yoki nr = ni - ni, ekanini hisobga olsak

1  ̂ ч Л
у  = a  ■ nr  - a  • (ш, + m , ) = a  n r -  a-m~ - a  •(///-///,) =

= a  ■ nr  - a  ■ /7/, - a  ■ nr  + 2a  ■ ni ■ ///, - a  ■ ///, - 2a (/// • /?/, - /?/, )

kelib chiqadi. Bu yerda
a, /// o'zgarmas miqdorlar, ///, ica o'zgaruvchi miqdordir. Endi 

v(m, ) lunksiyaning eng katta qiymatini topamiz. г’= 2cг (in 2m<); 
y "  = - 4 a. y ’(ni\ ) = 0

yoki ///-2//;,=0 dan /?/,= — kritik qiymat kclib chiqadi.

г"! >И I - -4or < 0 bo'lgani uchun ikkinchi yetarlilik shartiua ko'ra
■ 1 2 j -

v■ - 2a(mml - 2/;/, ) funksiya //7, = — qiymalda maksimumga ega

( in )
bo'ladi. Demak, marvarid teng  ̂ j ikki bo'lakka

bo linganda o 'z in ing  eng ko 'p  bahosini yo 'qo tar ekan.
4-masala. Jism v0 = 60 m / sek tezlik bilan tik yo'nalishda 

yuqoriga otilgan. Jismning eng yuqori ko'larilish balandligi topilsin.
Yechish. I-izika kursidan ma'lumki tik yo'nalishda yuqoriga vti 

boshlang'ich tezlik bilan otilgan jismning harakat tenglamasi
n(~ .

// = v..t- ——  bo'ladi. Bunda //-otilszan iismnimi yerdan balandligi.

g ~ 10 in i sek1 erkin tushish tczlanishi, / esa sarllangan vaqt. 
Masalaning shartiga asosan v(, =60 in / sek va binobarin,
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// -~60t - 5 r .  Endi shu H (t )  funksiyaning eng katta qiymatini 
topamiz. H \ t )  = 60-10/; H " ( t )  = -10.

H ’(t) = 0 yoki 60-10/= 0 dan 10/= 60, / = 6 kritik nuqta 
kelib chiqadi. //"(6) = -10 < 0 bo‘lgani uchun ikkinchi yetarlilik 
shartiga asosan / = 6 qiymatda H  =60/ -5/2 funksiya maksi
mumga ega bo'ladi. Demak, H = H (6 ) = 60 • 6 - 5 • 62 = 180 (m ).

Shunday qilib v„ = 60т/сек  tezlik bilan yuqoriga tik otilgan 
jism taqriban 6 sek.dan so'ng eng yuqori N=l80m  balandlikka 
ko‘tarilar ekan.

5-masala. Asosi a va balandligi h bo'lgan uchburchakka eng 
katta yuzli to‘g‘ri to‘rtburchak ichki chizilgan. To ‘g‘ri to‘rtbur- 
chakning yuzi aniqlansin.

Yechish. A B C  (126-chizma) uchburchakka ichki chizilgan to 'g ‘ri 
lo'ilburchakning tomonlarini x va у  orqali belgilaymiz. U holda 
to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi S  = xy bo'ladi.

126-chizma.

л R г  h f
ABC  va Л .в.С  uchburchaklaming o'xshashligidan ——L = ——  (1)

AB  CC,
proporsiya kelib chiqadi. Masalaning shartiga ko‘ra A B  = a, 
C C\= h. Belgilashimizga asosan A\B\ =x, B\E= M C\-y,

498



C M  = C C \- C M  - h -  у  bo'lgani uchun (1) munosabat quyidagi 
ko'rinishga ega bo'ladi.

.V _  h - у  
a h

bundan x = — (/?- v) kelib chiqadi. x ning ushbu qiymatini S  = .vv 
h

ga qo'yib S  - — (/? - v ) v = —(/?>■-v2) bir o'zgaruvchining lunk-
h ' ' h ' '

siyasiga ega bo'lamiz.
Endi shu S (y )  funksiyaning eng katta qiymatini topamiz.

S'(y) = -  (л - 2y), 5*(y) = - 7 - ■ 
h h

S '( у) = 0 yoki — ( h - 2 y )- 0  dan h - 2 y -  0, y = — kritik 
/7 2

qiymat kelib chiqadi.

S " f — ) = - — <0 bo'lgani uchun ikkinchi yetarlilik shartiga

ko'ra S (y )  flinksiya у  = ^ da maksimumga ega bo'ladi. Bu yagona

maksimum uning eng katta qiymati ham bo'ladi. Shunday qilib 
uchburchakka ichki chizilgan to'g'ri to'rtburchaklardan asosi

x = -- (h -y ) = — h - — = — va balandligi у = -- bo'lgan to'rt-
h h\ 2 J  2 ' 2

burehak eng katta yuzga ega bo'lar ekan. Bu to'rtburchakning yu/i

esa S ~ --- bo'ladi.
4

o-masala. Gipotenuzasi 24sm, burchagi 6 0 °to'g'ri burchakli 
uchburchakka asosi gipotenuzada bo'lgan to'g'ri to'rtburchak ichki 
chizilgan. Shu to'g'ri to'rtburchak eng katta yuzga ega bo'lishi 
uchun uning tomonlari qanday bo'lishi kerak?
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Yechish. To ‘g‘ri to‘rtburchakning tomonlarini x va у  orqali 
bclgilaymiz. U holda uning yuzi S  = xy bo'ladi. Endi у  ni x orqali 
ifodalaymiz ( 127-chizma).

] 27-ehizma.

Shartga ko'ra AA = 60", Z C  = 90H. Demak /.B  = 30". Ma'lum-
ki to 'g 'ri burchakli uchburchakning 30" li burchagi qarshisi- 
dagi tomoni gipotenuzaning yarmiga teng. Sluming uchun 

AB  24
A C  ---- = —  = 12(5/77). To'g 'ri burchakli uchburchak M NC  nine

2 2
30" li burchagi qarshisidagi M C  tomoni uning gipotenuzasi x ning 

yarmiga teng, ya'ni M C  = ^  . Demak A M  = A C  - M C  = 12 - — .

A A D M  dan AD  =
A M

Pil'agor leoremasiga ko'ra

Г  = D M 2 = A M 2 - A D 2 = A M 2 -
A M

V -
- A M '
4

yoki
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V =
л/З I \/ =— 112- = v 31 6 - — I bo'ladi.

4
Demak. to'g'ri to'rtburchakning yuzi 

S  = a t  =  a  \ 3L  -0 6

Ц
Пи

'  : \ v
6.Y -

4 4 4
bo'ladi.

Endi shu 5 ( a ) funksiyaning eng katta qiymatini topamiz.

.S’(.v) = л/3 j 6 ---— |, S"(.v) = 5 ' ( . y )  = 0  yoki 6 — — = 0
4

л/З
dan a = 12 kritik qiymat kelib chiqadi. S"(12) = — —  < 0 bo'lgani 

uchun ikkinchi yetarlilik shartiga ko'ra 

5 ( a ) = л/З 6 v-  — ll

N
O' 1 \<

4 v 4 1

maksimumga ega bo'ladi.
Shunday qilib, uchburchakka ichki chizilgan va bir tomoni uning

24 sm li gipotenuzasida bo'lgan to'g'ri to‘rtburchaklardan tomonlari

a=I2, v - v3| 6 - — ] - Зл/З ga teng bo'lgani eng katta yuzga ega 
’ V 4 i

bo'lib. S m3. =12- Зл/З = Збл/.З (sin2) ga teng ekan.
7-masala. A BC D  kvadrat berilgan. Uning uchlai idan bir xil An. 

Bb. Cc. Dd kesmalar ajratilgan va a, b, e. d nuqtalarni birlashtnib 
kvadrat hosil qilingan. Aa ning qanday qiymatida abed kvadratninp. 
yuzi eng kichik bo'ladi ( 128-chizma).

Yechish. Aa - ,v, AB = t deb belgilasak, aB = t - v va Pifagor

teoremasiga ko'ra ah' = x2 +(' -л)~ - .v2 + C2 -2fx + .v~ = 2.v" -2fx + t  

bo'ladi. Tomoni ab ga teng abed kvadratning vuzi 5 = ab ga teng. 
Demak, 5 -  2.y : - 2 ' . y  +
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l - Л
I
I

128-chizma.

lindi shu 5(x) funksiyaning eng kichik qiymatini topamiz.
S'(-0 = 4.v-2 t, S "{x ) = 4. S '(x ) = 0 yoki 4 x - 2 t= 0  dan

(  AB  ( f '' 
x -  — = --- kritik qiymat kelib chiqadi. S ’ — = 4 > 0  bo'lgani

2 2 2
uchun ikkinchi yetarlilik shartiga binoan S  = 2x2 - 2tx+ f 2 funksiya

/
,v = — qiymatda eng kichik qiymatga ega bo'ladi. Shunday qilib,

A BC D  kvadratga masalaning shartida ko'rsatilgandek qilib ichki 
chizilgan kvadratlardan A BC D  kvadrat tomonlarini o'rtasini 
birlashtirib hosil qilingan kvadrat eng kichik yuzga ega bo'lar ekan.

8-masala. Tagi kvadrat shaklidagi, hajmi 108 m' ga teng ochiq 
hovuzning o'lchovlari shunday aniqlansinki, uning devorlari bilan 
tagini qoplash uchun mumkin qadar oz material sarf etilsin. 
Hovuzning o'lchovlari deganda uning tagini tomonlari va balandligi 
(chuqurligi) tushuniladi.
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Yechish. Hovuz tagini tomoni .v orqali va hovuz balandligini Л 
orqali belgilaymiz. U holda hovuz parallelepiped shaklida bo'lgani 
uchun uning hajmi v = x2h bo'ladi. Shartga ko‘ra x~h = 108 . Hovuz 
tagi x 2, devori 4xh yuzga ega bo'lgani uchun jami S = x2 +4xh 
yuzni material bilan qoplash lozim. S  yuzni birgina erkli 
o'zgaruvchining funksiyasi sifatida ifodalash uchun . v /7 = 1 OS

108
tenglikdan topilgan h = —— qiymatni unga qo'yamiz. U holda

x ~

W + 4 * - ^  = .y2 + ^  kelib chiqadi. Endi shu S (x ) 
x~ x

funksiyaning eng kichik qiymatini topamiz.
432 864

S '(v ) = 2 x - — ^\ S ”(x) = 2 + — -  (д- > 0).
x~ x

S '(x ) = 2.v - = 0 dan 2.v3 - 432 = 0; .v3 =216, ,v = 6 kritik
x"

nuata kelib chiqadi. Ikkinchi hosila S " {6) = 2 f --- > 0 bo'lgani
216

uchun ikkinchi yetarlilik shartiga asosan x = 6 qiymatda 
, 4 37  .

S(.v) = ,v‘ + — - funksiya eng kichik qiymatga ega bo'ladi. 
v

Demak, hajmi 108 ga teng ochiq hovnzning tagi tomoni 6ni
108

bo'lgan kvadratdan iborat, balandligi h = ---- 3 m bo'lgandagina
36

uning devorlariga ishlov berish uchun eng kam material sarflanar 
ekan. Ya 'n i hovuzning o'lchovlari 6m хб/7/хЗш bo'lishi lozim
ekan.

9-masala. Trapetsiyaning kichik asosi va yon tomonlarining har 
biri a ga teng. Uning katta asosi shunday aniqlansinki, trapetsiyaning 
yuzi eng katta bo'lsin (129-chizma).
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f--  \ rf----- (1 ---- X.*--- •' —

л h / 11\

/

a
129-chizma.

Yechish. Chizmaga binoan trapctsiyaning katta asosi 2.x*-a ga 
teng. Trapctsiyaning balandligini h orqali bclgilaymiz. Ma'lumki 
trapctsiyaning yuzi asoslari у ig"indisining yarmi bilan balandligi 
ko'paytmasiga teng.

va m 2.v +- a + a
-h = (x + a)h .

Pifagor teorcmasiga ko'ra chizmadan h = yja2 - x 2 bo'lgani

uclnin trapctsiyaning yuzi S = (x + a )^ a 2 - x2 bo'ladi. Endi shu 
S(x ) funksiyaning eng katta qiymatini topamiz.

S '{x ) = yja - x2 ¥ (x i a)-
- ,v - x( x + ci) - 2xl - ax + ,

\a  - v" y ja '—x'

S\x ) - 0 yoki - 2x - ax + a 2 = 0 dan 

а ±л/о_ + 4 -2- a ' a± 3a

y[a~ — x

-4 - 4

V, = — ; v, = -a  kelib chiqadi. Masalaning shartiga ko‘ra x > 0

bo'lgani uchun ,v = — kritik qiymatga ega bo'lamiz. Hosilani
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,S'( v) — — -— ~ ' ---- ko'rinishda tasvirlasak x < °  bo'lganda
VO - V ^

S'(.v) -

v — — < 0 va 5'f.v) > 0 ekani kelib chiqadi. Xuddi shuningdek

v > — bo'lganda 5"(v) <0 ekani kelib chiqadi. S\x )  hosila v = ^

kritik qiymatning chap tomonidan o'ng tomoniga o'tganda o'z 
ishorasini «+» dan «-» ga o'zgartiradi. Slnining uchun birinchi

yetarlilik shartiga ko'ra S  = (x + a )\c r  - x~ funksiya v = -

qiymatda maksimumga ega bo'ladi. Bu yagona maksimum uning eng 
katta qiymati ham bo'ladi. Shunday qilib trapetsiyaning katta asosi

2 v + a - 2 W + i/ - 2n bo'luanda u enu katta \ uzca eea bo'lar ekanw

Izoh. Masalaning natijasidan kanal qazish ish lar ida, tarno\ 
yasash va hokazolarda foydalanish mumkin.

10-masala. Yarim doiraga asosi yarim doira diamctridan iborat 
bo'lgan trapetsiya ichki chizilgan. Trapetsiyaning asosiga yopishgan 
burchagi qanday bo'lganda trapetsiyaning yuzi eng katta bo'ladi 
(130-chizma).

Yechish. Doiraning diametrini cl. trapetsiyaning balandligini h, 
trapetsiya yon tomonining katta asosidagi proeksiyasini .v, shu tomon

d/2-.v

130-chizma.
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bilan asos orasidagi burchakni a  deb olamiz. U liolda 
trapctsiyaning kichik asosi cl-2.v, balandligi h = xtga  va yuzi

S - —————  Л -- (cl - x)xtga  bo Mad i.

tkkinchi lomondan chizmadan Pifagor teoremasiga ko'ra

I r  - — I - I — - .v - dx - x~ яа ega bo'lam iz. Випца
v 2 J V 2

h - xtga  qiymatni qo'ysak

- > т  т о т  i  ~>l
v ~tg и = ci ■ x - x~ ; .v ~tg ~a + .v“ = a ■ .v; .v “ II + tg~a )=

= cl ■ .v; .V--- ^—  = d\ x = d cos " a
cos “ a

kelib chiqadi. Shunday qilib,

- , 4 j , , I , 2 sin aS = (d - x)xtga - \d-d  cos'" a  ja cos a

= </(l - cos" a \ i  cos a  sin a  = d~ sin J a  cos a

cosa

bo'ladi.
Endi 5 (a )  = d 2 sin1 a  cosa funksiyaning eng katta qiymatini 

topamiz.

S ' ( a  ) - d ~ (sin ' a  cos a  ) - d (з sin ’ a  cos a  - sin 1 a  ) = 

d " sin " a  cos 2 а  (з - Ig ' a  ).

S '(a) = 0 yoki d 2 sin2 acos2 a(3-/g2a ) = 0 dan sin: acos2 a * 0 

bo'lgani uchun 3 - tg 2a  = 0\ tg2a  = 3, iga = ±л/3 kelib chiqadi. 

Shartga ko'ra о < a < ^  bo'lgani sababli tga = J  3, a -- 60" kritik

qiymatga ega bo'lamiz. 0 < a  < 60° bo'lsa tgu <ig60’ =75, tg~a<3, j-tg~u>0 
va S '(a )  = d 2 sin2 a  cos2 a (3 - rg 2a )>  0 bo'ladi.
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60° < а  <90° bo'lganda tg60u <tga\ vS <tga\ 3<tg~a\ 1-tg~a<() 
bo'lib, S  (a )  < 0 bo'ladi, chunki у = tgx funksiya o'suvchi. S (a )
funksiyaning hosilasi a  = 60° kritik qiymatning chapidan o'ngiga 
o'tganda ishorasini «+» dan «-» ga o'zgartirganligi uchun birinchi 
yetarlilik shartiga binoan funksiya a  = 60" bo'lganda uning yuzi eng 
katta bo'lar ekan.

11-masala.Tunnelning ko'ndalang kesimi bir tomoni yarim 
doiradan iborat to'g'ri to'rtburchak shakliga ega. Kesim perimetri 
25m. Yarim doira radiusi qanday bo'lsa, kesim yuzi eng katta 
bo'ladi (131-ehizma).

Yechish. Ayiana uzunligini topish formulasi ( / = 2nR ) ga binoan 
yarim doiraning uzunligi nR(R-yarim doiraning radiusi). To'g 'ri 
to'rtburchakning asosini .v, balandligini у orqali belgilasak kesimning 
perimetri shartga ko'ra x + 2y + nR = 25 ( a )  bo'ladi.

Kesimning yuzi to'g'ri to'rtburchak yuzi bilan yarim doira

yuzining yig'indisidan iborat, ya'ni S = xy + — nR~ ([5 ) bo'ladi.

x = 2R bo'lgani uchun ( a )  dan 2R + 2\' + nR = 25; v = 12,5---- -R
2
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kelib chiqadi. v ning topilgan qiymatini ( /3 ) ga qo'yamiz. U holda

garuvchi R ning funksiyasi kelib chiqadi. Endi shu S (R )  
funksiyaning eng katta qiymatini topamiz.

S '(R ) = 25- 2(я + 2 )R + nR\ S "(R ) = -2(я  + 2) + я  = - я  - 4 = - (я  + 4) 
S '(R ) = 0 yoki 25 - 2(я + 2)R + nR - 0  dan 2 5 - я Л - 4Л = 0;

25
R ----- * 3.5 kelib chiqadi.

S ”(R ) - -(л i-4)<0 bo'lgani uchun ikkinchi yetarlilik shartiga 
asosan limksiya R 3.5m bo'lganda tunnel kesimining yuzi eng 
katta bo'lar ekan.

12-masala. A zavodga yaqin bo'lgan joydan berilgan to'g'ri 
chiziq bo'yicha В shaharga qarab temir yo'l o'tqazilgan. Agar bir 
tonna yukni bir km ga tosh yo 'l bo'yicha tashish temir yo'l bo'yicha 
tashishga qaraganda m marta qimmatroq bo'lsa, A dan В  ga yuk 
tashish eng arzon bo'lishi uclnin, A zavoddan temir yo'lgacha tosh 
yo'lni temir yo'lga nisbatan qanday a  burchak ostida o'tkazish 
kerak? (132-chizma).

h\

■li
1) a С

132-clnznia
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Yechish. A zavoddan temir yo'Igaclia masofani b (AD=b ), D  dan 
В  gacha masofani a, tosh yo 'l bilan temir yo'l orasidagi burchakni 
a  orqali belgilaymiz. I tonna yukni tosh yo'lda 1 km ga tashish 
uchun d so'm sarf bo'lsin.

U holda 1 tonna yukni temir yo'lda 1 km ga tashish uchun —
m

so'm sarflanadi.Yuk A dan В  gacha AC km tosh yo'lda, CB km temir 
yo'lda tashiladi. A ACD  dan trigonometrik funksiyalarning

ta 'rifiga ko 'ra quyidagilarga ega bo'lamiz. ^ T = sin«,

AD h D C  ГЛ,- 4 Г* IAC ------= -----, --- = ctga ; DC = ADciga = bctga .
sin« sin a  AD

Demak CB  = D B - DC  = a-b ctg a  . Shunday qilib tashilgan vuk

// dan В  gacha AC = — —  km.ni tosh yo'lda o'tib uni tashishga
sin a

^  so'mni CB a-bctga km.ni temir yo'lda o'tib uni tashishga 
sin a

(a - b c tg a )—  so'm sarflanadi. U holda yukni tashish uchun 
m

hammasi bo'lib f ( a )  = - ^ — + (a - b c tg a )—  so'm pul sarllanadi.
sin a  m

Endi a. b, d. in larni o'zgarmas hisoblab f ( a )  funksiyaning eng 
kichik qiymatini topamiz.

1
bdcosa bd , ,1 -w co sa  , , m cosa

f ' ( a )  = ----- —— н----- ;—  = bd---:—;--- -mbd-
s i i r a  w s in 'a  sin a  sm a

f ' ( a )  = 0 yoki — - cosa = 0 dan cosa = — ; a  = arccos — 
m m m
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kritik qiymat kelib chiqadi. cosa funksiya 0 ; —  
2

da kamayuvchi

ekanini hisobga olsak a  < arccos— bo'lganda cosa > — ;
m m

1
I -co sa  I

--- c o sa < 0 , f \ a ) = mbcl m ----<0 va a  > arccos—
m ' sin" a  m

bo'lganda c o s a < — ; ~ - - c o s a > 0 , f ' { a )>  0 kelib chiqadi. 
m m

Hosila a  = arccos— kritik nuqtaning chapidan o'ngiga o'tganda 
m

ishorasini dan “ +” ga o'zgartirganligi uchun birinchi yetarlilik 
shartiga ko‘ra funksiya shu qiymatda minimumga ega bo'ladi.

Shunday qilib yukni A zavoddan В  shaharga tashish eng arzon

boMishi uchun tosh yo'lni temir yo'lga a  = arccos— burchak ostida
m

qurish lozim ekan.
Hususiy holda yukni tosh yo'lda tashish temir yoMdagiga 

qaraganda 5 marta qimmat bo'lganda eng kam xarajat qilish uchun

tosh yo'lni temir yo'lga a  = arccos— ^ 78u burchak ostida o'tka-
5

zish kerak ekan.
13-masala. Sayyoh A manzildan chiqib tosh yo 'l bo'ylab shu 

yo'Idan 8 km chetda joylashgan va A dan to'g'ri chiziq bo'yicha 17 
km uzoqlikda joylashgan В  manzil tomon bormoqda. Sayyoh В  
manzilga tezroq yetishish uchun tosh yo'lning qaysi joyidan В  
manzilga burilishi kerak? ( 133-chizma). Sayyoh burilgandan so'ng В  
manzilgacha yo'lsiz yuradi.

Sayyohning tosh yo'ldagi tezligi 5 km/soal, yo'lsiz joydagi tezligi 
jkm/soat.
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Yechish. Aytaylik sayyoh tosh yo'lning M  nuqtasidan В 
manzilga burilsin. Chizmadagi D  nuqta bilan M  nuqta orasidagi 
masofani x orqali belgilaymiz.

To'g 'ri burchakli A BAD  dan Pifagor teoremasiga asosan

AD = J A B 2 - B D 2 = V l7 : - 8 2 = л/289 - 64 = л/225 = 15. ya‘ni 
Л£>=15кт kelib chiqadi.

133-chizma.

Demak A va M  orasidagi masofa A M  = AD  - M D  - 15-.r ga 
teng. AM B  marshrutni o'tish uchun sarflangan vaqtni 1 orqali 
belgilaymiz. Sayyoh A M -  15- x  tosh yo'lni 5km/soat tezlik bilan 
15 — x s
---- - (t  formulaga asosan) vaqt oralig'ida bosib o'tadi.

5 v

A BM D  dan Pifagor teoremasiga ko'ra MB = \l8 +.r2 =л/б4 + .\-: 
bo'ladi.

Yo'lning M B  qismida З к т /soat tezlik bilan harakat qilgan

sayyoh uni
. л/64+.v2

vaqt oralig'ida bosib o'tadi. Demak AM B

marshrutni o'tish uchun sayyoh jami t = —— - + + X vaqt

sarilaydi. Ushbu t(x) funksiyaning eng kichik qiymatini topamiz.



/'(.y ) = t (1 5 - .y ) + | [  V64 + .y 2 ] = - 1  + 1- (64 + л ) =
3 ’ 5 J  2V64 + .Y"

— Зл/64+v + 5.v

3V64 -h л- 15 V 64 -+- л"

/'(  y ) = 0 yoki -Зд/64 + .y "  + 5.y  = 0 dan 3V%4 + x~ = 5 .y ;

С)(б4 +■ \2 1 25.v-: 4 ■ 64 + 9.v2 = 25.x2; 9-64-16л 2;
-> 9-64

\ =
16

; y  = 36, л = 6

kritik qiymat kclib chiqadi (chunki л -> 0).

^(-v)
3V64 + A- 

1 64 + y:

V 64 • л " - л ■ — —— -
I v64 + .v“

\ 64 + л ' 

64

(б4 л л 2 )- з(б4 + л-: )2

t"(b) =
64 64

3 0 0 0
> 0 bo'lgani uchun ikkinchi yetarlilik

3(64 + 36):
shartiga asosan л- 6 qiymatua /( y ) limksiya eng kichik qiymatga 
ega bo'ladi. Shunday qilib, sayyoh A manzildan 15-6=9 (km) 
yingandan so'ng В  manzilga burilsa u eng kam vaqt

15 — v %/ 6 4 + y 2 77 , .
I  -------f---------- —  soat ( t ~ 5 soatu о minut) sarllar ekan.

5 3 15

j

512



1. Berilgan S  vuzga ega barcha to'g'ri to'rtburchaklardan kvadrat 
eng kichik pcrimetrga ega ekan 1 igi isbotlansin.

KoTsatm a To'g'ri to'rtburchakning bir tomonini .v desak.
\  / \ 1 

ikkinchi tomonini i = — , perimetri /’ — 2 • .v ч—  bo'ladi.
.v V v I

.Javob'. x - : у  = -J~S
2. P  perimetrli barcha to'g'ri to'rtburchaklar orasidan kvadrat 

eng katta \uzga ega ckanligi isbotlansin.
KoTsatm a. To'g'ri to'rtburchakning bir tomonini л\ ikkinehi

P  . i n  | .
tomonini v = --- ,v . vuzi .S' = x ----- .y I bo'ladi.

2 ‘ I 2 )

f A P  PJavob'. x --- — : г = —
4 ' 4

3. Uchburchakning asosi a ga. perimetri esa P  ga teng. 
Uchburchakning qolgan ikki Lomoni slumday aniqlansinki. uning 
vuzi eng kafla bo'lsin.

KoTsatm a. Uchburchakning ikkinchi tomoni h -x desak. 
uchinchi tomoni c —P —a —x bo'ladi. Gcron fornuilasiga ko'ra 
uchburchakning yuzi S = J1 \ P  - a)( P - h)( P — c) yoki. belgila-

shi mizga binoan, S = J  P (P  - a ) (P  - x)(a + .v j. (0 < x < P )  bo'ladi.
.S' \uzning eng katta qiymatini topish kerak. Bulling uchun
/(.r) = ( /’ - .vX« + л ) lunksiyaning eng katta qiymatini topish yetarli.

p - a . . . .
Javob- Ь - с ------ . va'ni uchburchak teng sonli bo'lishi kerak.2 ■
4. Uchburchakning bir tomoni a ga va uning qarshisidagi 

burchagi a  ga teng. Uchburchakning qolgan ikki burchagi 
shundav aniqlansinki, uning yuzi eng katta bo'lsin. Javob:

v - - (,t -r/): ) (.t -f/).  uchburchak lenu vonli bo'ladi.

Mustaqil yechisli ucliun inasliqlar va test savollari
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5. v hajmga ega yopiq silindrik id ish (bak) tayyorlash talab 
etiladi. ldishni tayvorlashga eng kam material sarflanishi 
uchun uning o'lehamlari qanday bo'lishi kerak? Javoh:

1\ = ' J — . // -- 2R, I I  R - 2, bunda R silindr radiusi II esa
V 2/T

balandligi.
6. \  to'la singa ega si I indrn ing hajmi eng katta bo'lishi uchun 

uning (radiusi R va balandligi I I )  o'lehamlari qanday bo'lishi kerak'?

Javob: R =

7. Berilgan hajmga ega to'g'ri doiraviy konusning yon sirti 
/■ : l r  : (" = 1 :2 :3  munosabat bajarilgandagina eng kichik bo'lishi 
isbotlansin. Bu yerda г -konus asosining radiusi. h -  konusning 
balandlisii. / -konusninS vasovciiisi.

Javoh: r *1 ‘ ' . h ir  — . f - y /З-^ ' : r 2 :h 2 : ( '2 - 1 :2 :3 .
\ \'2л- \ л  \ л/2-т

8. O'lehamlari 80smx50sm bo'lgan to'g'ri to'rtburchakli tunuka 
berilgan. I unukaning to'rtta uchidan kattaligi bir xil kvadratlar kesib 
olinib. qolgan qismidan qopqoqsiz to'g'ri to'rtburchakli quti 
yasalgan. Qutining hajmi eng katta bo'lishi uchun kesib tashlangan 
kvadratning tomoni qanday bo'lishi kerak? Javoh: lOsm.

9. Berilgan doiraga eng katta yuzga ega to 'g 'ri to'rtburchak ichki 
ehizilsin.

Javoh: tomoni R-J2 bo‘ Igan kvadrat. bunda R doiraning radiusi
10. Berilgan R radius 1 i sharga yon sirti eng katta bo'lgan silindr 

ichki ehizilsin.
V2 r-

Javoh: r = ---R, h = ^ 2 R . bunda r silindrnimi. radiusi h esa
2

uning balandligi.
11. (a:h) intenalda dilTerentsiallanuvchi f(x )  funksiya uchun 

quyidagi mulohazalardan qaysi biri bajarilmaydi?

514



A) (a:b) da /'(-v)>0 bo'lganda / (л ) funksiya shu intervalda 
о 'sad::

li) 1;/:Л) da / '(\ )< 0  bo'lganda / (л ) lunksiya shu interv a Ida 
kama\ adi:

I) i / ( v(l) — 0 bo'lsa .г = л'(| /(л) funksiyaning kritik nuqtasi 

bo'ladi:

F ) v v kritik nuqtadan o'tganda / ’(л) hosila ishorasini 

o'/gartsa -V = д() nuqta /(л) funksi\aning ekstremum nuqtasi 

bo' lad i:

F) / '(.r,) — 0 bo'lganda .v - .v,, nuqta / (v ) fimksiyaning 

ekstremum nuqtasi bo'ladi.

12. / ( v ) = 2,v' + 27.v' r  48 .y - I I funksiyaning monotunlik 
oralig'ini toping.

A) (- с :- I ); (-1 :8 ): (X: • , )

Б (- / : I): (I; 8); (8: • x )

D) (- / : 0): (():+ / )

E ) I- у 4); (-4: 4): (4: ь - )

F; I- / :- /).

1 3. / (л ) -  .у + I 5 л" + 63л + I 2 lunksiyaning ckstreiULimlari 
toping.

А) У II1;1, = y (-  3) =-69: V ... r(-  7) = -37

»< ' r(l) = 9l : v ...= .»■((>)= 12

D) r(2)=  206: у  mi;, = y( - 2) = -62

П .1  ...  - .' (2) ~ 206: у ...= y(- 7) = -37
F) funksiya ekstremumga ega emas.



14. Yasovdiisi i - 1 X.sm bo'lgan konus shaklidagi idishning 
balandligi qanday bo'lganda u eng katta sig'imga ega bo'ladi

A )  /; B ) h = 5л/2\ш I)) /; = Ism

li) h 6-Узsm I ) /; - 8sm .
15. / (.v) = ,v’ - 2.v + 1 lunksiyaning |-1,5; 2.5] kesmadagi eng 

kalta va eng kichik qiymatlari topilsin.

A ) 7.125:-1 B ) 9.125:-1 D) 9.125:-2 li) 8.125:1 1 )8 :2 .

( ) ‘z-o‘zini tckshirish uchun savollar

1. O'suvchi va kamayuvchi funksiyalami ta'rillang.
2. Funksiya o'suvchi bo'lishining zaruriy va yetarlilik shartlarini 

ayting. Bu teoremaning geometrik mazmuni nimadan iborat'?
3. I unksiva kamayuvchi bo'lishining zaruriy va yetarlilik shartlarini 

ayting. Bu teoremaning geometrik mazmuni nimadan iborat'.’
4. I'unksiyaning maksimumi va minimumi nima'?
5. lunksiyaning maksimumi va minimumi hamda eng katta \a eng 

kichik qiymatlari orasida qanday 1'arq bor?
6. Kkstremum mav judligining zaruriy shartini hamda uning geometrik 

mazmunini avting. Zaruriy shartni yetarli emasligini ko'rsatuvchi misollar 
keltii'ing.

7. Kritik nuqtani ta'i illang.
8. Ekstremum mav judligining birinchi yetarlilik shartini ayting.
9 Funksiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik qiymatlari qanday 

topiladi'?
10. Ekstremum mavjudligining ikkinchi yetarlilik shartini ayting.
1 1. Differensiallanuvchi lunksiyaning ekstremumini izlash qaysi sxema 

asosida olib boriladi?
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27. FU N K S IYA N IN G  G R A F IG IN I C H IZ ISH

27.1. Funksiya grafigining qavariqligi va botiqligi. 
Egilish nuqta

(a; b) intervalda differensiallanuvchi y  = f ( x )  funksiyaning 

gratlgini qaraymiz. у = f ( x )  funksiya grafigining (a: b) interval- 

dagi urinmasi deyilganda grafikning abssissasi (a: b) intervalga 
tegishli istalgan nuqtalarida grafikka o'tkazilgan urinmalar tuslui- 
niladi.

1-ta‘rif. Agar (a' b) intervalda differensiallanuvchi у  = f  (x) 
funksiyaning grafigi o ’zining shu intervaldagi har qanday 
urinmasidan pastda joylashsa. u holda bu funksiyaning grafigi (c/: h) 
intervalda qavariq deyiladi( 134-chizma).

2-ta‘rif. Agar (a: b) intervalda differensiallanuvchi y - f ( x )  
funksiyaning grafigi o'zining shu intervaldagi har qar.dav urin
masidan vuqorida joylashsa. u holda bu funksiyaning grafigi (a\ b) 
intervalda botiq deyiladi ( 135-chizma).

' i \  nriiu л
| I
1 ^  :_i................ i...............
c b

135-chizma



3-ta‘rif. Uzluksiz funksiya grafigining qavariq qismini botiq 
qismidan ajratuvchi nuqtasi grafikning egilish nuqtasi deyiladi. 
(1 3 6-chizma).

13 6-chizma.

Funksiya grafigining botiqlik. qavariqlik intervallari hamda 
grafikning egilish nuqtalarini aniqlash funksiyaning ikkinchi 
hosilasidan foydalanib amalga oshiriladi.

27.1-teorcma. Agar (u\ b) intervalning barcha nuqtalarida 
/ " (л )  mavjud va f " (x )<  0 bo‘ lsa. u holda (a: b) intervalda 
г = f (x )  funksiyaning grafigi qavariq bo’ ladi.

Isboti. (a: b) intervalda /"(-v)<0 bo’lsin. (a; b) dan ixtiyoriy 
x - x n nuqtani olib M tl(xlt\ f (x n)) nuqtada grafikka urinma o’tka-
zamiz ( 137-chizma).

Urinmaning .x abssissaga mos ordinatasini } orqali belgilavmiz. 
U holda urinmaning tenglamasi

yoki
У = 1 (х0)+ / '{х пУ х - х 0) (27.1)

bo'lishi ravshan.
,v nuqtada grafik va urinma ordinatalari ay irmasi

v - F  = / ( * ) - / ( . v n) - / ’(.\-n)(.Y-.Yn) (27.2)
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bo'ladi. / (л-) —./ (-v„) ayirmaga nisbatan Lagranj tormulasini qo'lla- 
sak f ix )  — / (.v.j) — / ' ( c ^ x - x j  bo'ladi. bu yerdagi с v bilan v 
orasidagi qiymat. Ushbu qiymatni (27.2) tenglikka qo'ysak

r - }  =  / ' ( c j u - x j -  / ’ ( a  ) ( -v — .v, )

yoki
v - } = [/ '(c )-  t (a )](л- - л, ) (27.3)

kelib chiqadi.

/ '(с )-  / ' (л„ ) ayirmaga nisbatan Lagranj formulasini qo llab 

/ '(c )- / '( .v0) = Xе" — -vo) tenglikni hosil Kilamiz, bu yerda с, с 
bilan *„ orasidagi qiymat. Oxirgi tenglikni hisobga olib (27.3) ni

y - Y  = / " { с [У с - х 0) (х - х и) (27.4)
ko'rinishda yozamiz.

—  tr- J ' j W

137-chizma.

x > x{l bo'lsin. U  holda ,v0 < с < x bo 'lib  c - x„ > 0 , .v - .v l > 0 

va (f-A ^ X - V -• '[,)>  0 bo'ladi.

x < xtl bo'lsin. U holda x<c<xn bo'lib c- x 0 < 0. x - x u <0 va 
(e - xu)(x - x0) > 0 bo'ladi. Ushbu tengsizlikni hamda shartga ko'ra 
/"(c, )< 0 ekanini hisobga olib (27.4) dan y - Y  <0 yoki у  < Y ga 

ega bo"lamiz.
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Shunday qilib bir xil argument .y ning o'zida funksiyaning 
ordinatasi у urinmaning ordinatasi У dan kichik ekan. Bu grafik 
urinmadan pastda yotishini ya'ni grafik qavariqligini bildiradi.

27.2-teorema. Agar (a: b) intervalning barcha nuqtalarida 
/ "(.v) ma\|ud va f " ( x ) > 0  bo'lsa, u holda (a: h) intervalda 
v = / (.v) lunksivaning grafigi botiq bo'ladi.

Teoremaning isboti 27.1 teoremaning isbotiga o'xshaganligi 
sababli uni isbotlash o'quvchiga qoldirildi.

27.3-tcorcma. Agar /’" ( . y 0 ) = () bo'lsa yoki / ' " (  y () ) mavjid
bo'lmasa va л(1 nuqtadan o'tganda ikkinchi hosila o'z ishorasini 
o'zgarlirsa. u holda grafikning A/„ (.y 0 ; f ( x „ )) nuqtasi у  = f (x )  
lunksi\a grafigining egilish nuqtasi bo'ladi.

Isboti. Masalan. .v < ,yu bo'lganda /"(.y0)< 0  va x > x n 
bo'lganida /"(.yo)> 0  bo'lsin. U vaqtda x < jc0 uchun grafik 
qavariq. .y > ,y0 uchun grafik botiq bo'ladi.

Demak. grafikning A/0(.v(); / (x0)) nuqtasi uning qavariq qismini 
botiq qismidan ajratib turadi. ya'ni u grafikning egilish nuqtasi.

1-misol. v = .y ’ -9.y2 +5x + 43 funksiya grafigining qavariqlik. 
botiqlik intervallarini hamda egilish nuqtalarini toping.

Yechish. Ikkinchi hosilani topamiz:
v'= 3.y: - 1 8.t + 5, y "=  6.y -18. Ikkinchi hosilani nolga tenglash- 

tirib hosil bo'lgan tenglamani yechamiz: # '= 0 ,  6.y-18 = 0, x = 3.
x <. 3 bo'lganda _ v " =  6 ( . r  -  3) < 0 bo'lganligi sababli (- x ;3 )  

intervalda funksiyaning grafigi qavariq bo'ladi.
,y  > 3 bo'lganda y "= 6 (.v- 3 )> 0  bo'lganligi sababli (З. + чс ) 

intervalda grafik botiq bo'ladi.
v(3) = 3 '-9-3" + 5-3 + 43 = 4 ekanligini hisobga olsak Л/„(3;4) 

nuqta grafikning egilish nuqtasi ekanligi kelib chiqadi.
2-misol. у  = In.Y iunksiya grafigining qavariqlik, botiqlik inter- 

\ al lar in i hamda egilish nuqtalarini toping.
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Yechish. v = In .v funksiya (U. + x )  intervalda aniqlangan.

. • - /, ;  i . ( 1 'i 1 Ikkinchi hosilani topamiz: v ~ (ln .\) . v = — I ----- <0.
.V ' \ X  J X

Ikkinchi hosila (O. + x ) intervalda manliy bo'lganligi sababli 
v - I nx funksiyaning grafigi bu intervalda qavariq bo'ladi. С Ira Ilk 

egilish nuqtaga ega emas.

27.2. iLgri chiziqning asimptotalari

v -  /(.v) funksiyaning grallgi Олт tekislikdagi egri chiziqdan 
iborat bo'lganligi sababli(agar u mavjud bo'lsa) funksiya grallgi 
uchun aytilgan gaplar egri chiziq uchun ham o'rinli. Shuning uclum 
egri chiziq yoki funksiya grafigi devilganda bir narsa tushuniladi.

4-tu‘t if. Agar v -  f ix )  funksiya grafigining o'zgaruvchi nuqtasi 
grafik bo'ylab cheksiz uzoqlashganda undan biror to'g'ri chiziqqacha 
masota nolga intilsa. bu to’g'ri chiziq r -  /(.v) lunksiya grafigining 
asimptotasi deb ataladi.

Asimptotalar vertikal (ya ’ni Or o ’qqa parallel) hamda og'ma 
(ya'ni Oy oqqa paralel bo'lmagan) asimptotalarga ajralilib 
o'rganiladi.

L  Vertikal asimj)totalar. Vertikal asimptotaning ta'ritldarv. agar 
lim !(:■;) - со yoki lim /(.v) = x voki lim f (x )  = a> bo'ls;:. u. , - i • . . II * ' \ ► t ‘

holda x — л'|( to’g'ri chiziq у  = f (x )  egri chiziqning asimptotasi 

ekanligi kelib chiqadi: va aksincha. agar x = x„ to'g'ri chiziq 
\ - f {x )  egri chiziqning vertikal asimptotasi bo'lsa. u hoida 

yozilgan tengliklardan biri albatta bajariladi.
Demak. у /(.v) egri chiziqning vertikal asimptotalar ini topish 

uchun argument ,v ning / (.v) lunksiyani cheksizlikka aylantira- 
digan qiymatlarini topish kerak ekan ( I 38-chizma).



J
, V ertical 

a&imptota

- X =: XC

138-c/iizma.

2
3-misol v = л------ - funsiya grafigining vertikal asimptotasini

topilU

Yechish. lim ,v shu sababli л:;-3 lo 'g'ri chi/iq
V .s ) "

grafikning \ertikal asimptotasidir.
4-misol v - ctgx funtsiya grafigining verlikal asimptotasini 

loping.
Yechish. lim ctgx = / . bo'lganligi sababli funksiyaning grallgi 

cheksiz ko'p vertikal asimptotalarga ega:

.v = 0. v = ±71. ,r = ±271. x = ±3/r.....

2. Og'ma asimptotalar. у  = / (л) funksiyaning grafigi Ov o'qqa 
parallel bo'lmagan asimptotalarga ega bo'lsin. U holda bu asimp- 
totaning tenglamasi y  = kx + h ko'rinishga ega bo'lishi ra\shan. 
Xususi\ holda к - 0 bo'lganda 0,v o'qqa parallel gorizontal asimptota 
hosil bo'ladi. к va h ni aniqlashga kirishamiz. (irafikning M  
nuqtasidan asimtotaga M X  perpendikulyar o'tkazamiz ( I 39-chizma).



,\simpiota:.ing ta'rilidai. lim Л/Л — 0 ekani kelib chiqadi.
W \-++'jO

\f\ ' /V
ДM M\ dan — — - cosa voki bundan M }\1 --

M M  ' cosm
( Я

hosil O'.'' ladi. (X \ (X
V 2

o’zgarmasligini hisobga olsik 

lim .V/1Л/ ’ lim M N  0 bo'ladi.
cosa x—> ■

V=fi*r
M

139-chizniii.

Shu sababli

\ a

\f M  = v - v = {kx + h) - f ( x )‘ | S  ttMtiiph.tu * &’mfik v

lim Л/1Л/ — lim (A.v-\ h — / (л )) - 0. (-7.5)
x .V-> + JC

Bundan lim .v
V .V .V

Ma'lumki ikki ilodaning ko'paytmasi nolga teng bo'lishi uchun 
kamida ulardan biri nolga teng bo'lishi lozim. Shuning uchun oxirgi

lendikda v -> -t -j  - shu sababli lim k + — = 0 bo'ladi.
.v .v
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lim— 0 ekanini hisobiza olsak lim M-Y) 0 yoki bundan

к - lim — —  (27.6)
' • ■ v

hosil bo'ladi. (27.5) tenglikdan

h = lim ( / (.v) - kx) (27.7)
Y - *  f.

ga ega bo'lamiz. Bunga к ning topilgan qiymatini qo’ysak b topiladi.
Shunday qilib og'ma asimptotaning k. h parametrlari mos 

ra\islula (27.6) \a (27.7) formulalar yordamida topilar ekan. (27.6) 
va (27.7) limitlar mavjud bo'lganda y  = kx + h to'g'ri chi/iq 
y  = /(.v) funksiyani og'ma asimptotasi bo" 1 ish in i ko'rsatish qiyin 
emas. Agar (27.6) va (27.7) limitlardan aqalli bittasi mavjud 
bo 'Imasa. u holda y=  / (л ) lunksiyaning grafigi .v —>■ +x da og'ma 
asimptotaga ega bo'lmaydi.

Funksiya grafigining x — > - r  dagi og'ma asimptotasi ham 
shunga o'xshash topiladi. IJmuman olganda funksiyaning grallgi 
v —> da va .v - > da ikkita har xil og'ma aismptotalarga ega 
bo'lishi mumkin.

V + 1 . . . .  . . . .
s-nusol. v = ----- lunksiva szraiimnmu asimptotalarmi topinu.

.v + 1 ' “ “ “ "

N ochish. lim -----= л . bolnanlitzi sababli v -/ to’ii’ri chi/iq
• -i ,v + I - w

grafikning vertikal asimptotasidir. y = kx + h og'ma asimptotani 
izla\ mi/.

к
\



h=  lim ( /'(л-) — Aw) = lim
X—>* Y-> S

Л- + I
.Y + l

— 4 • Y = lim
V > V

,Y H I — Y
.Y+l

lim
v  - >  J  . v  +

- - lim —
-1 0-1

1 + 0
= -l

Demak. v = .y - I to'g'ri chiziq grafikning og'ma asimptotasidir.
6-misol. v = e ' + y funksiya grafigining asimptotalarini toping. 
Yechish. Vertikal asimptota mavjud emas. chunki funksi\a butun 

son o'qida aniqlangan.
Og'ma asimptotalarni izlavmiz:

1) A = lim  ̂ lim ----—  = lim I + I
, . . .  x  , ^ , Y

h - lim ( / (.y) - A ■ .y) = lim (t' ’ + .y - 1 .v) = lim —  = 0 .
< » . < ' \ * • / т » * у

Demak. v = x to'g'ri chiziq grafikning .y —> + r. dagi og'ma 
asimptotasidir.

2) к = lim — —  = lim - +1 = lim ----h 1 .> x

da nisbat ko'rinishdagi aniqinaslik. Unga

Lopital qoidasini qo'llasak к = lim I*’ ' ) , ■ ~ e ■+ I = lim ---- + l - 'f
v- , |

bo'ladi. Demak. .y  —> - x  da grafik og'ma asimptolaga ega emas.

Asimptotaning ta'rilldan chegaralangan egri chiziqlar asimp- 
totalarga ega bo'lmasligi kelib chiqadifmasalan. ayiana. ellips va 
hokazo). Chegaralanmagan egri chiziqlar orasida asimptolaga ega 
bo'lganlari ham bo'lmaganlari ham mavjud. Masalan. giperbolaning

\



ikkita og'ma asimptotalarga ega ekanligi ma'lum. Parabola esa 
asimptotaga ega emas.

27.3. himksiyani t<>4a teksliirisli va »rafi»iu i cliizisli

Funksisani to'Ia tekshirish de\i!ganda qu) idagilar nazarda 
uil ladi.

I . l-imksi)aning aniqlanish sohasim topish.
1. Ftmksisaning u/.luksizlik intervallari. uzilish nuqtalari hamda 

Im i nuqtalardagi bir tomonlama limit lain i topish.
3. Funksi\aning o'sish va kamayish inierval lar in i topisii.
4. Funksiyaning ekstremumlarini topish.
5. Grallkning qavariqlik. botiqlik inLer\ailari hamda cgilish 

nuqtasini topish.
6. Gra Ilk ning asimptotalarini topish.
"N'liqorida:’,i bandlarga to'liq javob olingandan so'ng ularga 

asoslanib lunksi\aning grallgi chi/iladi.
1-eslatm::. Grallkni yasashda Lining koordinata o'qlari bilan 

kesishish nuqtalarini topish kndalidii.
2-cs!atma. Grallkni yasash oldidan lunksiyaning jn ft yoki 

toqligini aniqlash foydalidir.
7-i.iisol. i - c~ funksiyaning grallgi ehizilsin.
Yccliisli. 1. Funksiya (- / : - ;») intervalda aniqlangan.

2. Funksiya butun son o'qida uzluksiz.

3. i ’ (, ) = , -  ( • л J - - c- .

e ' >0 bo'lganligi sababli ,v < 0 da y'>(J va л > 0 da y '< () 
bo'ladi. Demak funksiya ( - / ; ( ) )  intervalda o'sadi. ( 0 ; + c c )

intersalda esa kamayadi.
4. Funksixaning hosilasini nolga tenglashtirib. hosil bo'lgan 

tenglamani yechib funksiyaning kritik nuqtalarini aniqlaymiz:

r1 - —2.v с 0.
Demak. v 0 kritik nuqta.
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Bu ki'itik nuqtaning chapidaw o'ngiga o'tganda hosila ishorasini 
plyusdan minusga o'/garlirganligi uchun .y  = 0 nuqtada limksiya 
maksimumga ega. rm.lx ■= y(0 ) = f 11 1 .

5. Ikkinchi hosilani topamiz:

v"=l  - 2 .v c -2 • e x -">*■x ■ e - \

= _2 ■ c~ v“ + 4.v2 с •" v“ = 2(2л - - l i t  -'v‘

Buni nolga teng lashtirih yechsak grafikning egilish nuqta la; ining 
abssissalari hosil bo'ladi.

i>~x * 0  bo'lganligi uchun 2(2лг2 — 1 )■ f  =0 tenglamadan 

2v: - I = 0 v" = —. x - ± —!= ца eaa bo'lamiz. Demak цгаПкпшц
 ̂ 4 i   ̂ '■

,y, = — Ц  \a -Y, = —y= abssissal;
1 1 va + 4 1/ Л / 1V- V - v Л/ 2 v L' ->

\ Л/ - V <■

1 1
nuqtalari uning egilish nuqtalaridir.

1

° ° ‘ л/2
va

1
-7=:+^-

, V2
oraliqlarda y">  0 bo'lgani uchun grafik bu oraliqlarda botiq.

С_ l . _L
i ' ш oraliqda i " < 0  bo'lgani uchun bu oraliqda grafik

qavariq.
6. Funksiya y  ning barcha qiymatlarida aniqlanganligi uchun 

uning grallgi vertikal asimptotalarga ega emas. Grafikning og'ma
. V .

asimptotalarini aniqlaymiz. к = lim — = Inn lim = 0.
.Y ‘ “ -Y

I
XC

h = lim ( v -  к ■ x) = lim If ' - 0 ■ .y) = lim-- = 0 .

Demak. v = 0. ya'ni O.y o'q grafikning asimptotasidir.

/
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<0:Г>

О i_  \
/2

140-chizma.

1 — funksixaning grafigi Gauss egri chizig'i deb ataladi. I 1 
i-Ui-chi/mada tasvirlangan.

Mustaqil yechish uchun mashqlar va test savollari

Quxidagi egri ehiziqlarning egilish nuqtalari hamda botiqlik va 
qavariqlik intervallari aniqlansin.

1. v - x . Javob: ( - x : 0 )  intervalda grafik qavariq, ( ( J :+x)  
intervalda grafik botiq. ((): ()) grallkning egilish nuqtasi.

2. у = 4 - . Javoh: (- x: + x )  intervalda graIlk qacariq.
3. i' = x ' - 3.v: - 9.v + 9 . Javoh: ( - x; l) intervalda gra ilk 

qavariq. ( l : + x )  intersalda grafik botiq, (k - 2) grallkning egilish 
nuqtasi.

4. v ~ x ’ . Javoh: Gratlk hamma \erda botiq.
5. i -■ tgx . Javoh: {nn\0) grallkning egilish nuqtalari.
Qiiyidagi e.'iri ehiziqlarning asimptotalari topilsin.

6. г - ---— . Javoh: x = 2. v --- 0 .
x - 2

1. v = t1' - 1. Javoh: x = 0. r = 0.
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8. у  = In х . .Javob: x - 0 .
9. v ' = 6.x" + л-'. Javob: у  = + 2 .

10. v = с + — a -- . Javoh: x = h. v - с .
(x - by

Quyidagi funksiyalarning grafiklari ehizilsin.
P  4

11. v = л-4 - 2.v + 10. 12. у  = 2 + - . 1 3. у  = л- +

14. у  = х - l.n(x + l ) . 15. y -

x ' - 4 ' л- + 2
6.Y

1 + x-
16. у  = ( 1 + х2У  funksiya grafigining botiqlik. qavariqlik oraliq 

lari hamda egilish nuqtalari topilsin.
f ' oA ) (-3 ;l) da qavariq, (- oo;-3 )u  (- 1;+ эс)da botiq. -3 ;—

-1: egilish nuqtalari.
t' j

B ) (-3:1) da botiq. (- o o ; - 3 )u  (- l; + со) da qavariq, [-3;^— |.i с I
t

- I: egilish nuqtalari.

D) (- cc;—З) da botiq. (—3; + x)da qavariq. (-3:0.5) egilish 
nuqtasi.

E ) ( — oo;l) da botiq. (l;+oc)da qavariq. (l: 0.74) egilish nuqtasi.
F) (- х;+ x ) da grafik qa\ariq. egilish nuqta yo‘q.
17. (a: b) intervalda uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga ega 

y =  / (.y) funksiya uchun quyidagi mulohazalardan qaysi biri 
bajariImasligi mumkin.

A) (c/; /7) da f"{x ) > 0 bo'lsa shu intervalda y=  f (x )  funk
siyaning grafigi botiq.
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В) (a: b)dn /"(.y)<0 bo'lsa shu intervalda у  = /(л ) 
funksiyaning grallgi qavariq.

I)) -v = ,vn ( .v,, e (a: h ) ) nuqtadan o'tganda / "(.v) ishorasini 
o'zgartsa grallkning (.v„: /'(.v„)) nuqtasi uning egilish nuqtasi 
bo' lad i.

E ) /"(.Yn) = 0 bo'lsa (,v0; / (,vu)) nuqtasi grallkning egilish 
nuqtasi.

F) y  = /(.y) funksiya (cr. b) intervalda uzluksiz.
I 8. у  - x - 2urctgx funksiya grallg in ing asim ptotalari topilsin.

,t n
A) v = -v + — ; v = -v--- B ) v = .Y + 2;r: г’ = л - 2;r D)

2 '  2 
r = ,y + 7г: у  = x -  л

E-!) v = .Y -I-1; у  = .y - I F) asimptota mavjud emas.

19. у = ,v ’ - 6.v2 + 8.y + 2 funksiya grallgining botiqlik. qavariq
lik oraliqlari hamda egilish nuqtasini topilsin.

A) (- cc;-2 ); (-2; + oo), (-2 ;-46 ) B ) (l: + o o ) , ( - o c ; | ) ;  (2;2)
D) (-эо;-1); (- I; + oo). (— 1:—14) E ) (3: + q o ); (-*>;3); (3 ;- l) 
F) ( - 3 :+ * ) :  (—ос:— 3 ): (-3 ;-  103).
20. Noto'g'ri |avobni ko'rsating.
A) lim / (,v) = bo'lsa x = u to'g'ri ehiziq y  = /(.v) egri

v - > i/

chiziqning asimptotasi bo'ladi.

B ) lim ---— mavjud bo'Imasa v = f ix )  egri ehiziq og'ma
‘ “ .y

asimptotaga ega emas.
D) lim / ( y ) -̂ bo'lganda y = f ( x )  egri ehiziq x = a vertikal

v - >ll

asimptotaga ega bo'lmaydi.
li) lim [ / ( v ) - A.y] mayjud bo'lmaganda у  = /(.v) egri ehiziq

og'ma asimptotaga ega emas.
F) Barcha chegaralanmagan egri chiziqlar kamida bitta asimp

totaga ega.



O ‘z-o‘zini tckshirish uchun savollar

1. Egri chiziqffunksiyaning grafigi) qay vaqtda qavariq deyiladi'
2. Egri chiziq qay vaqtda botiq dey iladi?

Funksiya grafigining egilish nuqtasi nima?
4. Grafikning qavariqlik oraliu'i qanday topiladi'?
5. Grafikning botiqlik oralifi qanday topiladi?
6. Grafikning egilish nuqtasi qanday topiladi'?
7. Egri chiziq asimptotasini ta'rillang. Qanaqa asimptotalar mav
8. Vertikal asimptotalar qanday topiladi'?
c). Og'ma asimptotalar qanday topiladi'?
10. Funksiyani to'la tekshirish deyilganda nimalar tushuniladi?
1 1. Grafikni chizish ucluin qanaqa ishlar bajariladi9
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liajm i 33.5 b.t. Adadi 1000 nusxa. Buwirlma .N”45.

• N G S II IR »  nashriyoti. Toshkcnt sh.. I.angar ko'ch.. 78.

hVNHS! I IW T b .T P R O M »  M C I IJ bosmaxonasida chop etildi. 
Toshkent sh.. 100020. I.angar ko'ch.. 78.



K U N A ZA R  X O L M l ’RO DOV,
A H D U L A Z IZ  I I {R A ( ; iM ( )V IC I l  Y U S U I’O V

OLIY  M ATEM ATIKA  

I QISM

о 'i/uv cfo 'llcnunu

M uhurrir S. K/iusliiiiiov 
Musahhih 1) Mam aJaliycvn  
llad iiy muhurrir I). Jtiliit/v 
Texnik muhurrir . I Riizzaijnv

\'ashi'iyol litsen/iyasi Л1 \ 201). 28.08.201 1-y.
Boslshga ruxsal etikli 08.07.2013-y. Bichimi 60x8 t . 

l imes ТЛГ)» uarniturasi. Olsel qog'o/i. Olsel usulida chop etildi. 
I lajmi 33.5 b.l. Adadi 1000 nusxa. Buyintma .N"-15.

4<NC>SHIR» iiashri\oli. Toshkent sh.. I.angar ko'eli.. 78.

«VK ’HS! U N \ T S T P R O M »  M C I l.l bosmaxonasida chop etildi. 
I'oshkent sh.. 100020. I angar ko'eh.. 78.


