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KIRISH

Oliy o‘quv yurtlarida ta’lim sbakli ikki bosqichli tizimga
(bakalavr va magistratura) o‘tishi munosabati bilan oliy ta’lim
muassasalar barcha fan dasturlarida jiddiy o°‘zgarishlar yuzaga
keldi. Bu o‘zgarishlar o‘z navbatida barcha yo‘nalishlar uchun
tegishli darslik va o‘quv qo‘llanmalami ishlab chigishni talab
etmoqda. Ushbu o‘quv qo‘llanma, universitetlaming bakalavr
o‘quv  rejasidagi “Oliy matematika” fanidan yuqoridagi
ehtiyojlarni gondirish maqgsadida tayyorlangan.

Mazkur o‘quv qo‘llanma, universitetlaming ijtimoiy-gumanitar
bakalavr yo‘nalishi talabalari uchun “Oliy matematika” fanidan
ma’ruza va amaliy mashg‘ulotlarni olib borishda lotin yozuviga
asoslangan o‘zbek alifbosida adabiyotlar tangisligining oldini olish
magsadida yozilmogda. Mazkur go‘llanmada “Oliy matematika”
fanini tashkil etuvchi to‘plamlar nazariyasi, oliy algebra
elementlari, analitik geometriya, funksiyalar, akslantirishlar,
ketma-ketlik va funksiya limiti, fimksiyaning uzluksizligi, hosila,
differensiyal, anigmas integral, aniq integral, qgatorlar, ehtimollar
nazariyasining asoslari va algebraik strukturalarga oid mavzular
uchun tegishli ta’riflar, xossalar, teoremalar bayoni berilgan,
hamda misol va masalalar namuna sifatida yechib ko ‘rsatilgan.

Shuningdek, talabalar mavzulami yaxshi o‘zlashtirishi va
mustaqil o°‘rganishi uchun har xil tipdagi misol va masalalar
berilgan.

Ushbu o*‘quv qo‘llanma 0 ‘zbekiston Milliy universitetining
ijtimoiy-gumanitar bakalavr yo‘nalishi talabalariga o0‘gilgan
ma’ruzalar va olib borilgan amaliy mashg‘ulotlar asosida yozildi.

Mualliflar o‘quv go'llanmani yozishda bergan foydali
maslahatlari uchun mas’ul mubharrir va taqgrizchilarga, hamda
matnni tahrir gilganlarga alohida o0‘z minnatdorchiliklarini
bildiradilar.

Qo‘llanma birinchi marta chop gilinayotgani uchun xato va
kamchiliklar bo‘lishi mumkin. Xato va kamchiliklar hagidagi fikr
va mulohazalaringizni ramz3364647@yahoo.com  elektron
manziliga jo ‘natishlaringizni so‘raymiz.


mailto:ramz3364647@yahoo.com

1-BOB. TOTLAMLAR NAZARIYASI

Ushbu bo‘lim to‘plamlar, sonli to‘plamlar, kompleks sonlar
kabi mavzularni o‘z ichiga oladi. Har bir mavzuda namunaviy
misollar  yechimi  bilan Kkeltirilgan.  Shuningdek, amaliy
mashg‘ulotlar va uy vazifasi uchun yetarlicha misol va masalalar
berilgan.

1.1.8. Matematikaning dastiabki tushunchaiari. Matematik
belgiiar

Qadim ota-bobolarimiz dastlab bor narsalami tagsimJash
(masalan meros bo‘lish) jarayonida, har bir shaxs yoki to‘daning
haqini ajratib berish hisobini olib borishgan. Turmush va hayotiy
sharoitlar bunday hisoblar soni, sifatini oshirib borgan.

Matematika fan sifatida eramizdan oldingi Il asrda grek olimi
Evklid yozgan (to'plagan) 5 tomdan iborat va «Nachalo»
(Boshlang“ich) deb atalgan kitoblardan boshlanadi. To eramizning
XVI1 asrigacha bu matematika tarraqgiyoti yo‘iida bizning
bobolarimiz ham sezilarli hissa qo‘shishgan.

Al-Xorazmiy (787-850) Abdullo Muhammad ibn Muso al
Majusiy «Hind hisobi» kitobini yozib arifmetika fanining
asoschisi bo‘lgan. Unda hozirda siz-u biz ya'ni butun dunyo
foydalanadigan 0 ‘NLIK sanoq sistemasi taklif gilingan.

Algebra atamasi Xorazmiyning «Al-kitob al muxtasar fi hisob
Al-jabr val-mugobala» (Al-jabr va-lI-muqobala hisobi hagida
gisgacha kitob) nomli risolasidagi «Al-jabr» so‘zining lotincha
yozilishidan olingan.

Bizgaeha yetib kelgan nusxasi 1342-yili ko‘chirilgan arabcha
nusxasidir.

1145-yili Robert Gester ingliz tiliga, 1160-yili italiyalik
Gerardo lotinehaga tarjima qilgan, 1486-yilda logan Vidman
Leypsig universitetida gilgan dokladida Xorazmiy kitobidan
olinganligini keltirgan.



«Men arifmetikaning sodda va murakkab masalalami oz ichiga
oluvohi al-jabr va-lI-muqgobala hisobi hagida gisqacha Kitob
yozdim, chunki u odamlarga meros tagsimlashda, vasiyatnoma
yozishda, boylik boiish va adliya ishlarida, savdo-sotiqda, turli xil
munosabatlarda, kanal gazishda va geometrik hisoblashlarda juda
ham zarur», (deb yozadi kitob mugaddimasida Al-Xorazmiy).

«Hind hisobi» kitobi undan keyingi arifmetikadan asar
yozuvchi barcha olimlarga golip bo‘lib xizmat gilgan bo'lsa, «Al-
jabr va-I-muqgobala kitob» asari algebraga asos soldi, Undan oldin
hech kirn algebra bo‘yicha bunday kitob yozmagan.

Abu Rayhon (Beruniy) Muhammad Ibn Ahmad (973-1048)

Evklidning  “Nachalo® sini, Ptolomevning «Al'magest»
asarlarini ~ sanskritdan  hozirgi zamon tiliga aylantirgan
«Astrolyabiya traktati», «Hindiston» asarlari bilan dunyoga
mashhur geometr, faylasuf sifatida tanilgan.

U cos3a =4cos3a-3cos«!
sin2a, sina/ 2,

Ssin«/4="2-"2 +2cosa

sina/4=y]2 - + +2cosa
fonnulalaming birinchi ijodkoridir.

Umar Hayyorn (1048-1131) (Hayyom Abul Fatx Omar lbn-
Ibrohim) Samargandda (Xurosondan haydalib) yashagan davrida
«Algebra va-l-muqobala asarlarming davomi hagida traktab>,
1077-yili «Evklid asosiy postulatlari hagida kommentariylar»
traktatini yozgan. Bularda egri chizigli trapetsiya tushunehalariga
asos solingan.

Abul-Vafo Al-Buzjoniy (940-998).

Abu Ali Ibn Sino al- Husayn ibn Abdullo (980-1037).

Nasriddin at Tusiy (1201-1274)-100 dan ortig matematik
asarlar avtori.

Al Koshi G‘iyositdin Jamshid ibn Masud (1394-1449)
Ulug‘bek observatoriyasida ishlagan, 1427 yilda «Arifmetika
kaliti» asarini yozgan.
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A S delta Delta
E epsilon epsilon
Z zeta Zeta

H eta Eta

© B theta teta

I i iota iota

K K kappa kappa
A A lambda lambda
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T T tau tau
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*¥ ¥ psi psi

n @® omega omega

1.2.8. To'plamlar.TVplamlar ustida amallar

Matematik fanlami oTganishda turli to‘plamiarga duch
kelamiz. Hagigiy sonlar to‘plami, tekislikdagi ko‘pburchaklar
to‘plami, ratsional koeffitsiyentli ko‘phadlar to‘plami va hokazo.
To'plam tushunchasi matematikada tayanch tushunchalardan biri
boiib, unga ta’rif berilraaydi. «To‘plam» so‘zining sinonimlari
sifatida «obyektlar majmuasi» yoki «elementlar majmuasi» so0‘z
birikmalaridan foydalaniladi.



To‘plamlarni lotin alifbosining bosh harflari A,B, ..., ulaming
elementlarini esa kichik - a,b, ... harflar bilan belgilaymiz. «a
element A to'plamga tegishli» iborasi «ae A » shaklda yoziladi.
Ushbu «a &A» yozuv esa a element A to‘plamga tegishli
emasligini bildiradi. Agar A to‘plamning barcha elementlari B
to‘plamning ham elementlari bo‘lsa, u holda A to‘plam B
toplamning qismi deb ataladi va A c: B ko‘rinishda yoziladi.
Masalan, natural sonlar to‘plami haqiqiy sonlar to‘plamining gismi
bo‘ladi. Agar A va B to‘plamlar bir xil elementlardan tashkil
topgan bolsa, u holda ular teng to plamlar deyiladi va A =B kabi
belgilanadi. Ko‘pincha, to‘plamlaming tengligini isbotiashda
Ac: B va Ba A munosabatlaming bajarilishi ko ‘rsatiladi.
Ba’zida birorta ham elementi mavjud bo‘lmagan to‘plamlarni
garashga to‘g‘ri keladi. Masalan, n2+1 =0 tenglamaning hagigiy
yechimlari to ‘plami, -2<x<2 go‘sh tengsizlikni
ganoatlantiruvchi haqigiy sonlar to‘plami va hokazo. Bunday
to‘plamlar uchun maxsus «bo sh to plam» nomi berilgan va uni
belgalashda 0 belgidan foydalanamiz. Ma’lumki, har ganday
to‘plam bo‘sh to‘piamni o'zida saglaydi va bo‘sh to‘plamni har
ganday to'plamning qism to‘plami sifatida garalishimiz mumkin.
To‘plamlarning bo‘sh to‘plamdan va o°‘zidan fargli barcha gism
to'p’amlari xos gism to ‘plamlar deb ataladi.

To‘plamlar ustida amaliar. Ixtiyoriy A va B to‘plamiar
berilgan bo‘Isin. Agar C to‘plam fagatgina A va B to‘plamlaming
elementlandan iborat bo‘lsa, u holda C to'plam A va B
t0‘plamlamingyig ‘indisi yoki birlashmasi deyiladi va C =A<j B
shaklda belgilanadi.

Ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi Aa to‘plamlaming
yig‘indisi ham shunga o‘xshash aniglanadi: Aa to‘plamlarning
kamida biriga tegishli bo‘lgan barcha elementlar to'plami bu
to‘plamlaming birlashmasi(yig'indisi) deyiladi va bu munosabat
%iJAa - shaklda belgilanadi.

A va B to‘plamlaming umumiy elementiaridan tashkil topgan
to‘plam A va B to‘plamlaniing kesishmasi deyiladi va AcnB
shaklda belgilanadi.



C=AnX
Ixtiyoriy  (chekli yoki cheksiz) sondagi to‘piamlaming
kesishmasi deb Aa to‘plamlaming barchasiga tegishli bo'lgan

elementlar to‘plami tushuniladi va C\Aa kabi belgilanadi.

To'plamlar uchun kiritilgan yig‘indi(birlashma) va kesishma

amailari aniglanishiga ko ‘ra kommutativ va assotsiativdir. ya’ni
A" B=B\j A, (AvjB)kjC--A\j [BvjC),
Ac\B =BrnA, (Ar"B)r\C =Arn(Br\C),

Shuningdek, bu amallar o‘zaro distributivlik gonunlari bilan
bog‘langan

(A"B)cnC ={ArnB)"{Br\C), (1.2
(Xnfi)uC =(/lufi)n(SuC), 1.2

A va B to‘plamlar ayirmasi deb A to‘plamning B to‘plamga
tegishli bo‘Imagan barcha elementlaridan iborat to'plamga aytiladi
va A\ B kabi belgilanadi.

A\B va B\ A to‘plarnlaming birlashmasidan iborat to‘plamga
A va B to‘plamlaming simmetrik ayirmasi deyiladi va AAB kabi
belgilanadi, ya’ni AAB =(N1\B)un(B\N).

Odatda biror umumiy E to‘plam va uning gism to‘plamiari
garaladi. Masalan, tekislikdagi barcha nugtalar to‘plami va uning
gism to‘plamlari. Bu holda EXi ayirma A gism to‘plamning
toidiruvchi to‘plami deyiladi va A" yoki CA kabi belgilanadi.



To‘plamlar nazariyasida muhim o ‘rin tutadigan va ikkilanganlik
prinsipi deb nomlanuvchi quyidagi ikki munosabatni keltirarniz:

J-xossa. Yig ‘indining to 1diruvchisi to ‘1diruvchilar
kesishmasiga teng:

ENLY =TL(£\4)- CL.3)

2-Xx0ssa. Kesishmaning to ‘Idiruvchisi to Idiruvchilar
yig ‘indisiga teng:

E\[CK=u(E\4)- (1.4)

1.3.8. Sonli to‘plaml,ar

Son tushunchasi matematikaning muhim tushunchalaridan biri.
Ular

1) natural sonlar (1,2,3,...),

2) butun sonlar (..., -2, -1, 0, 1, 2,...),

3) kasr sonlar (oddiy va o ‘nli kasrlar),

4) haqiqiy sonlar,bo‘lishi mumkin. Bunday sonlar, ular ustida
bajariladigan amallar, amallaming bajarilish goidalari o‘quvchiga
maktab, kollej va litseylarda o‘gitiladigan matematika fanidan
ma’lum.

Oliy matematika kursi davomida ko‘p hoilarda haqigiy sonlarga
duch kelamiz. Shuning uchun haqgigiy sonlar hagidagi asosiy
ma’lumotlami gisgacha bayon etamiz.

. Ma’lumki, Z ko‘rinishida ifodalaniladigan son ratsional son

deyiladi, bunda p - butun son, <?-esa natural son bo‘lib, ular o‘zaro
tub. Ravshanki, oddiy kasrlar ratsional son bo‘ladi.

Agar -- kasming maxraji 10, 100, umuman 10 ning natural

darajaiari (10") bo‘lsa, bunday oddiy kasr o‘nli kasr deyiladi.
Masalan,

2 L 2~ A . oddiy kasrlar,
2 17 9

—=0,7, - - =11.2, =0,23 - o‘nli kasrlar bo‘ladi.
10 10 100

13



I ratsional son - oddiy kasr berilgan bo‘lsin. Bo‘lish

goidasidan foydalanib p butun sonni g natural songa boMamiz.
Agar bo‘lish jarayonida biror gadamdan keyin goldiq nolga teng

boisa, u holda bo‘lish jarayoni to‘xtab, ; kasr o‘nli kasrga

aylanadi. Odatda, bunday o ‘nli kasr chekli o‘nli kasr deyiladi.

p Nni g ga bo‘lish jarayoni cheksiz davom etib, ma’lum
gadamdan keyin yugorida aytilgan goldiglardan biri yana bir marta
uchrashi, so‘ng undan oldingi ragamlar mos ravishda takrorlanishi.
mumkin. Odatda, bunday o‘nli kasr cheksiz davriy o‘nli kasr
deyiladi. Takrorlanadigan ragamlar (ragamlar birlashmasi) o‘nli
kasming davri deyiladi.

Masalan, 53 ratsional son 1,4722..=1,47(2) o‘nli kasrga keladi.

Bu cheksiz davriy o‘nli kasr bo‘lib, uning davri 2 ga teng:

53
—==147(2
% (2)-

Demak, har ganday — ratsional son chekli o‘nli kasr yoki
4

cheksiz davriy o‘nli kasr orqgali ifodalanadi.
Aksincha, har ganday chekli o‘nli kasmi yoki cheksiz davriy

o‘nli kasmi —ko‘rinishida ifodalash mumkin.

q

Masalan,

1,03=1-1-=~
100 100

= —+-A - - =1 =-
0,(3)=0,3333...=0+ 10+102 103 X_7'_|' 1 ]é 3

10
(bunda cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya‘ning
yig“indisini topish formulasidan foydalanildi) bo‘ladi.
Demak, har ganday chekli yoki cheksiz davriy o'nli kasr
ratsional son orqali ifodalaniladi.

14



Shunday qilib, ixtiyoriy ratsional son chekli yoki cheksiz davriy
o‘nli kasr orgali va aksincha ixtiyoriy chekli yoki cheksiz davriy
o ‘nli kasr ratsional son orqali ifodalanadi.

Ammo cheksiz davriy bo'lmagan o‘nli kasrlar ham mavjud.

Masalan,
1,1010010001..., 1,4142135.., 2,7182818...

sonlar cheksiz davriy bo‘lmagan o‘nli kasrlar bo'ladi (bu
sonlardan ikkinchisi s/2 ni, uchunchisi esa e sonini ifodalaydi).
Ravshanki, bu sonlar ratsional sonlar bo‘Imaydi.

Ta’rif. Cheksiz davriy bo‘lmagan o'nli kasr irratsional son
deyiladi. Masalan,

14142135...=72, 3,141583..=qa, 2,71828l.,.=¢

sonlar iiTatsional sonlardir.

Ta’rif. Ratsional va irratsional sonlar umumiy nom hilan
hagiqiy sonlar deyiladi.

Masalan,

2, 7— =3, V2,K

sonlar hagigiy sonlardir.
Endi ba’zi-bii sonlar to‘plamlarini keltiramiz, ulardan,

kelgusida ko‘p foydalaniladi.
Aytaylik, ug R, beR sonlar berilgan bo'Jib, a <b bo‘lsin.
a,b va ular orasidagi barcha haqiqiy sonlardan tashkil topgan
to‘plam segment deyiladi va [a,/s] kabi belgilanadi:
\a,b\ ={jce R:a<x <b)
Xuddi shunga o°‘xshash ushbu (a,b), (a,b\, [a.b),
to‘plamlar quyidagicha ta’riflanadi:
(a,b) ~[xe: R.a<x<b) -interval,
[a,b) - X&R.a<x<b} - yarim interval,
(a,6] ={xeR:a<x<b} -yarim interval.
Bunda a va b sonlar [a,b\, (a,b), [ab) va (anb]
to‘plam!laming chegaralari deyiladi.
Shuningdek
[a,+00) = jxei? :x >aj,
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(-«0,a) ={xg R :x <a],
(-go,+00) = R

deb garaymiz.

1-misol. Dunyo okeanida 19 ta suvosti chuqurliklari Ta Tum,
ulaming chuqurligi 7 km. dan oshadi. Ulardan 16 tasi Tinch va
Hind okeanlarida, 4 tasi Hind va Atlantika okeanlarida. Har bir
okeanda nechtadan suvosti chuqurliklari bor?

Echilishi. A to‘plam bilan Tinch va Hind okeanlaridagi suvosti
chuqurlikiarini, B to‘plam bilan Hind va Atlantika okeanlaridagi
suvosti  chuqurlikiarini  belgilaymiz. Masala shartiga ko‘ra
m(A) =16, m(B)=4 bo‘ladi. Ayni paytda m(AuB) =19
ekanligi ma’lum. Ravshanki Hind okeanidagi suvosti chuqurligi
AnB to‘plamni tashkil etadi. Bu to‘plamning elementlari
quyidagicha topiladi:

=T(A)+T(B)-T(J/InB) =16+4-19 =1

Shunday qilib. Hind okeanida 1 ta, Tinch okeanida 15 ta,
Atlantika okeanida 3 ta suvosti chuqurliklari bor ekan.

Endi barcha hagiqiy sonlardan iborat bo‘lgan R to‘plamning
xossalarini keltiramiz:

1) R to'plamda (to'plam elementlari orasida) qo'shish, ayirish,
ko'paytirish, bo'lish, darajaga ko'tarish, ildiz chigarish amallari
kiritilgan bo‘ib, bu amallarning bajarilish qoidalari ham o'rinli
bo 1adi;

2) R to'plamda (to'plam elementlari orasida) teng, katta, kichik
tushunchalari kiritilgan. Ixtiyoriy ae R, be R, ceR hagiqgiy
sonlar uchun

a=hb, yoki a>b, yoki a<b

bo 1ib, a<b, b<c bo 1ishidan a<c bo fishi kelib chigadi;

3) R zich toplam bo 1adi, ya hi ixtiyoriy ae R, be R haqiqgiy
sonlar uchun adb bofisa, n holda a va b sonlar orasida
istalgancha haqiqgiy son bo 1adi.

2-misol. Agar r- ratsional, a- irratsional son'bo‘lsa, r+a
sonning irratsional son bo 1ishi isbotlansin.

Yechilishi. Berilgan r va a sonlaming yig‘indisini p deylik:
P =r+a. Ravshanki, bu tenglikdan a =[i-r bo‘lishi kelib chigadi.
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Faraz giiaylik, /? ratsional son bo'lsin. Unda fi—r soni, ikKki
ratsional son ayirmasi yana ratsional son bo‘lganligi uchun
ratsional son bo‘ladi: p -r-a ratsional son. Bu esa berilishiga
ko‘ra a ning irratsional son bo‘lishiga ziddir. Ziddiyatning kelib
chigishiga (3 ning ratsional son boisin deyilishi sabab bo‘ldi.
Demak, (3 irratsional son.

1.4.8. Koinpleks sonlar

x2+1=0 kabi tenglamalarda, kvadrati -1 ga teng haqiqgiy
sonning mavjud emasligi, aqgigiy sonlar to‘plamini kengaytirish
zarurligini taqozo etadi.

Kvadrati -1 ga teng boiadigan son mavhum birlik deyiladi va i
harfi bilan belgilanadi, ya’ni i =y/—.

Tarkibida mavhim birlik i qatnashgan son kompleks son
(mavhum son) deyiladi. Kompleks sonlar to‘plami C harfi bilan
belgilanadi.

Kompleks son aigebraik formasi,

X,Yy&R bo‘lganda z-x +iy son kompleks son, yozuv esa
kompleks son aigebraik formasi deyiladi.

x soni kompleks son haqigiy gisrni deyiladi va Rez ko ‘rinishida,
y soni esa mavhim qismi deyilib, Imz tarzida belgilanadi.

X +iy va x —y sonlar o‘zaro go‘shma kompleks sonlar deyiladi.
Ulardan biri z bo‘Isa ikkinchisi z ko‘rinishida belgilanadi. 0 ‘zaro
go'shma z,z sonlar yig‘indisi, ko‘paytmasi haqiqgiy bo‘lishi

foo\
ravshan. Bundan tashqari zlz2=z, -22, z,—z2=z, *2, 1

tengliklami keyinchalik isbotlash mumkin.
z1=xl+iyl va z2=x2+iy2 sonlari ustida amallar quyidagicha
kiritiladi:
De z,£22=(x, +iyl)£(x2+iy2) =(xI £x2) +i(yl £y 2),
2). z,022= (X, +iy])* (X2+iy2) =X, X2+IX, 2+ iy%2- ypj =
= (X,X2- y,y2) +i(xly2+x2>),
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3) -£l= X' X2 2 A1+ [>iE2 4 YIY 2

22 *2+iy2 x2-r>2 *2+.Y2
X,X2+3>B9 |, . AX2-X,)2
43y7 X0 +Y?
Masalan, zt=1+2/ va z, =1-i bo‘lsa,

2, +22=1+2/+1—+4=2+i, z,—z2=1+2/—A+1 =3/,
z,-22=(1+2"-(1—4) =1-|"+2r+2=3+/,
4 1+2i 1+i _1+j+2i—=2_ 13.
z2 1+ I+i 1+1 2 2
Z,°22 =12, *z2 tenglikni tekshiramiz:
zxez2=(xIx2- Jjj 2j + L (x"2+xY|) =

= (X, +iy, j «(x2+1iy2) =(xIx2- y,y2)- J(x,y2+x2,)
z, 2=(X,-1yt)-(x2-iy2) =x,X2- ix,y2-
~iy, X2 ~ Y12 = (X1 ~Y,¥2) ~ L(X\Y2 +Yix2)

Kompleks son trigonometrik formasi. Muavr formulalari.

Tekislikda Dekart koordinatalari sistemasi kiritib, kompleks son
haqiqiy gismini Absissalar o‘giga, mavhum qismini ordinatalar
0‘giga joylashtiramiz. Tekislikdagi M{x\y)nwXa
z - x +iykompleks sonning tekislikdagi geometrik tasviri deyiladi.
Turlieha kompleks sonlarga tekislik turli nugtalari mos keladi, bu
moslik o‘zaro bir giymatlidir.

Agar qutb koordinatalari ham Kkiritilsa, M (r coscp;rsintp)
bo‘ladi.Koordinatalar boshidan M [x\y)gacha masofa berilgan

kompleks son moduli deyiladi, |z| tarzida belgilanadi.

Ravshanki, r =\2\=yjx2+y2.
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Argumentni tgtp = —munosabatdan topish qulay.
X

X - rcos(p,y =rsirup boglanishdan foydalanib:
Z =X +iy —rcos (p+irsin <p-r [cos cp+isin P
Kompleks sonning z = r[cos#>+/sin”] ko‘rinishi trigonometrik
forniasi deyiladi.

z"N1-n/3r bo‘lsa, z=yjl2+*-n/3"1 -2,tgtp=— ,x>0,y<0

bo‘lganligidan (pe IV va = o1

Dcmak, z=1- nf3r=2 Cos-j??:rl-lrsin5—é1 trigonometrik formada

berilgan z,-rt[cos®, +tsin”] va 22—r2[cos™?2+ [sin”2]
kompleks sonlar ustida ammallar quyidagicha kiritiladi:
)z, £22=(r,cos” £r2cos">2) +/(a; sin</> £r2sin”2)

2) z, *z2= rxer2[cos (xcos (2 + i cos gsin §2+ i sin gscos (-
-sin Rsing2] = t*-r2[cos(”, + () +is\n[(px+>2)],
z, _ 7N(cos< +ising\) cos(@- isin<g® _
22 r2(cos(R+isin () cosqgR- isin (@
I, COS@ COS<R- icos<sin (R+ isin gxcos (- singysin @ _
cos2(p+sin2(p
= ’I\Q--j"cos(’\ +£2) +ism (" 1+(p2)\

Agar z, -z2amalida z=2z, =z2=r(cos™» +/sin”) bo'lsa,
22-r 2[cos2mp+ 1sin2cp\, z3=r 3[cos3(p+isin3cp

zn- [r(cos™ +/sin™)j =r"(cos™+/sin”)1=r"[cos/2* + ['sin«#?]

Oxirgi tenglik Muavming darajaga oshirish formulasi deyiladi.
RAWY
Misol sifatida[I Jl”_y3” ni hisoblaymiz.
-i

Dastlab, kompleks son algebraik formasini topamiz :
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s 1+r l+/+w3—3 13 1+m3

1-r  1+r1_ 2 2 1 2
. 1-73 I+VvA~L 1+n/3 / I\
= +”1” =42« ("1 T A="(2+6 va
v 2y =42t « ( ="( )
_ m- . -
>>>0, x <0ekanligidan yell, =105 ~ o kelib chigadi.
Demak, Muavr darajaga oshirish formulasiga ko ‘ra:
cos-l-{]--fr's'iny = 2 cosiB--l-’lvi'sin --1-1]]1:
I 1_2 ) \ 12 12 12 12

. - f
COSJ?-:-}]-f-ism-g%E =2 cos 1 +('sinj 12n--?

20 cosbisind o 1._ 4
3 3 2 12

Kompleks sondan ildiz chigarish masalasini garaymiz.
4z - 2X+iy =g (cos (p+rsin(p)
Albatta, bu ildizdan qgandaydir /?(cos# +/sin <9)kompleks son
chiggan deb faraz qgilish mumkin, u holda
[/?(cos# +/sin#)) = [?"[cosAT# +/sin«tf] = r(cos<p+/sm*)

tenglik bajarilishi kerak.
sin 4 cosg> laming davri In ckanligini hisobga olib

pn=r,nQ=u+2nklardan p =yfr,B = —t Kk e Zkelib
chigadi natijada, Muavming ildiz chigarish formulasi.
Ar(cos™>+sin”) = yfr cos-(P-t-z-l-(-L z'sih-;P-tg-@- kez

hosil bo‘ldi. Bunda k—0,n-lbo‘lganda n ta ildiz topiladi.
k =n,n+1,.. giymatlarda esa davr hisobiga.avvalgi ildizlar bilan
ustma-ust tushadigan ildizlar.kelib chigadi

Misol \[—j 3 —i
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- & )2+ (-1f,tg(p =—j==-~,x<0,y<0Dbo ‘lgani

1n
uchun <pe 111,<p- r

Muavr ildiz chigarish formulasigadan

1n . An
cos— + 1sin— cos—
6 6
. 1n . 1n
lc=0daz0=yjl mcos— +/sin—
24 24

1 .
£=1daz =72 - cos——%—— i/sin--—--
24

31n

K-2daz2=y/2e cos—3'/r-+ [Sin-
24 24

43n- .. 43n
k =3da z3=V2- coS-—-—-- f-ism
3 L 24 24

kelib chiqgadi.

ning ildizlarini topaylik

- ~~- 0,x <0 ekanligidan ¢= 5, u holda

. . +2
yf—i =\1c05/1 + isillff = cos " s

K . 3n- ... bn
z0- cOS—+ Isin—, ZX- COS——E—-hIismnn—5 .

. In ... 1n bn ..
z2=Cosny-rsinsr=-1, z3=c0S--—--- bisin— = cos------ isin

9n 1n n .. n
Z. - cos--5---115in— —C0S-—-TISin—

+2Kn — +2Kn
+isin —--------

;= n/(~1) +02=Ilva

. N +2Kn
sin -

1n

Demak, ildizlaming bittasi haqiqiy, qolganlari ikki juft o‘zaro

go'shma kompleks sonlar ekan.
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Kompleks sonning koTsatkichli formasi.

Dastlab, Eyler ayniyati deb ataluvchi e* - cosp+sin
formulani  hozircha isbotsiz qgabul gilamiz. U holda
z =x +iy =r\cos(p +s\n(p\-r e‘p kelib chigadi. z~}-eip yozuv
kompleks son ko‘rsatkichli formasi deyiladi, kompleks sonning bu
formasi ixcham yozilishi bilan ajralib turadi, masalan

ZX-r-e"g,z2-r-e'4 kompleks sonlar ko ‘paytmasi

z,-z2=rf2x ) bo‘linmasi esa 32:22Le'(’\’\) tarzida yoziladi.
2 r

Muavr darajaga oshirish formulasi zn-r n-eip ko‘rinishida
yoziladi.

1 Quyidagi tengliklami isbotlang:

a)(AuB)\C ~(A\C)u(B\C);

b)(AnB)\C =(N1\C)n(B\C).

2. Nn(8\c)=(.4uB)\C tenglik o'rinlimi?

3. A=BuC tenglikdan 1\B =C tenglik kelib chigadimi?
4. (AxB)n(CxD) =(AnC)x(B oD)tenglikni isbotlang.
5. Quyidagi tengliklami isbotlang:

a)A*A =0;

b)CAaCB = AaB;

c)(A\B)xC =(AxC)\(BxC);

d)C(A\B) =CAuB.

6. Quyidagilami isbotlang
a)Ain(NnC)=(NuB)n(JInC);

b)1nB =(InCB)u(Br>CA);
c)(AnB)n(AnCB)u(CAnB)-(Aun3);

d)Ax(BxC) =(AxB) (J1xC).

7. (E’\v4)a(£’\J?) = AnB tenglikni isbotlang, bu yerda
AczE,B czE.

8. (“ufi)i(CubD)c (¥aC)u (5aD) munosabatni isbotlang.

9. Ixtiyoriy A va B to‘piamlar uchun A cz B<j (AaB)
22



munosabatni isbotlang.
10. Agar Axva Ar to'plamlar kesishmasa,

B.nB2cz(Aah,)u (A2aB2) munosabatni isbotlang.

11. 80 ta matematika olimpiada gatnashchilardan 60 tasi
shaxmat ishqibozi, 50 tasi shashlca ishaibozi va 40 tasi shashka va
shaxmat ishgibozlari. Olimpiada gatnashchilaming ganchasi bu
o0 ‘yinlarga befarq emas.

12. Ma’lumki, ikki radiusdan tashkil topgan a markaziy
burchak tortib turgan yoyning uzunligi 1--Ra (a radian
oMchovda) bo'ladi. Yer sharining ekvatorida I burchak tortib
turgan yoy uzunligi topilsin (yer sharining ekvator radiusi
R =6300 km deb olinadi).

13. Biologiyada o‘rganiladigan bir hujayrali hayvonlar har
minutda har biri ikkiga bo'linib ko‘payadi. Agar bitta olingan
bunday hayvon 100 minutda ko‘payib, ulaming soni n taga yetsa
dastlab olingan ikkita hayvonning ko'payib, ulaming soni ham n
taga yetishi uchun gancha vaqt kerak bo‘ladi?

14 A to‘plam 3 ga boiinuvchi barcha natural sonlar to‘plami,
B esa 5 ga bo‘linuvchi barcha natural sonlar to‘plami bo‘lsa,
An B to‘plam ganday bo‘ladi?

15. A~\xe M|2<x<6]|},B = {xeN*|1<x<4|| va

C={xeiV|x2-4 =0|j bo‘lsa,
1) BvjC 2) ArmBrnC 3) AvjBkiC 4) (N1nin)n(5uC)

to'plamlar topilsin.
16. A={xeiV|2<x<]], va B={xe iV|l<x <4}

to‘plamlaming kesishmasini toping.

17. A -\x\--3< X< -\vaB=\x:— <x<2I to‘plamlaming
birlashmasini toping.

18. A=jXx:--|<x<-"-j va 5=jx:-"-<x<3}> to‘plamlar

berilgan. A\ B ni toping.
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19. A={235,7911} va 5={134,79} to-plamlarning
kesishmasi ArnB ni toping.

20. A=jx:-l <jc<~| va B=jjt:~ <x<3]| to‘plamlarning

kesishmasini toping.
21. A=j.r:-2 <x <’\J va B = |x :—<x <3j to‘plamlaming
birlashmasini toping.

22. ne iVboiganda i" hisoblansin.
23.Amallami bajaring

1) (2+3i)-(1-7); 2) (1-n(4+30; 3) iy 4) 5) (I+2)3;

\3
a n 2.’\f-i+zs/sY._08,) M-1+/73

O [+J:7)
24.Muavr formulalaridan foydalanib hisoblang:
) (i-025 2) 3)l 4)yfl-1i; 5)74;

-7
I-i

)9 | ty3 +i
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2-BOB. OL1Y ALGEBRA ELEMENTLARI
2.1.8. Radikallarda yyechiladigan tenglamalar

Ma’lumki, noma’lumga nisbatan birinchi darajada bo‘lgan
tenglama chizigli tenglama deyiladi. Bu tenglama sodda holda
ushbu

ax+b—0
ko‘rinishda bo'ladi, bunda a va b berilgan sonlar.
(1) tenglama:

1) a ®0 bo‘lganda yagona x = — yechimga ega bo'ladi,
a

2) a=0,b-0 bo‘lganda yechimlari cheksiz ko‘p (ixtiyoriy son
tenglamaning yechimi) bo'ladi.

3) a=0,b* 0 bo'lganda yechimga ega bo'Imaydi.

1-misol. Ushbu

------- + S =12
4

tenglama yechilsin.
Bu tenglamaning har ikki tornonini 4va 3sonlarining eng kichik
umumiy karralisi 12 ga ko'paytirib
127221+12711 +12jc=12- + 24,
4 3 4

ya’ni

3(2x-5) +4(2x +\) +\2x =3x +24
bo‘lishini topamiz.
Soddalashtirish natijasida keyingi tenglik quyidagi

6x ~15+8x +4 + 12jc = 3x +24,
ya’ni
12jc=35

ko‘rimshga keladi. Ravshanki, bu tenglama berilgan

tenglamaga teng kuchli bo'lib, uning yechimi bo'ladi.
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Ma’lumki. noma’lumga nisbatan ikkinchi darajada bo‘!gan
tenglama kvadrat tenglama deyiladi. Bu tenglama sodda holda
ushbu

co?“+bx+c=0 (a ®0j
ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda a,b,c berilgan sonlar bo‘lib, kvadrat
tenglamaning koeffisientlari deyiladi.(2) tenglamaning yechimi,
uning diskriminanti
D -b2- Jlac

ga bog‘lig:

1) agar D>0 bo‘lsa, (2) tenglama ikkita hagigiy yechimga ega
bo ‘lib,

bo‘ladi;
2) agar D =0 bo‘lsa, (2) tenglama bitta haqiqiy yechimga ega
boiib,

‘ 2a
bo‘ladi;
3) agar D<0 bo‘lsa, (2) tenglama haqigiy yechimga ega
bo ‘Imaydi.
2-misol. Ushbu
2X 27 6

fl_+ --------- + -
X+4 2x2+7x-4 2x—

tenglama yechilsin.
Ravshanki, 2x2+7x—4 = (x+4)(2x-1). Berilgan tenglamaning

har ikki tomonini (x ®-4, x *~ deb) (x +4)(2x-1) ga k.o*paytirib

topamiz:
2X 27 2x2+7x~4)'

2X2+ T X -4 +---mm-- X+4)(2x —1)+— L ---m-mmee
x+4&/ X ); 2X +7x-4

6
2X_l(x+4)(2x-l).
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Natijada
2X +7X—4+4x 2x+27 —6x+24

bo‘lib,
6x2—x—=0
bo'ladi. Bu tenglamani yechib
'I+VT+24 1+5
A2 — 1 12
* 4 ,* = “ Dbo‘lishini topamiz. Birog,x =~ da garalayotgan

tenglama ma’noga ega emas. Demak, berilgan tenglamaning
yechimi x =— bo'ladi.

x3+ak2+a2+0, =0 kubik tenglamani garaymiz. Tomonlarini
algabo “lib, x3+ ax2+bx + ¢ = Otenglamaga ega bo ‘lamiz.

Shunday x~y +a almashtirish o'tkazamizki, oxirgi tenglama

soddalashsin,
y3+(3a+a)y2+(3a2+2aa +b)y +(a3+aa2+bd+c) =0

Demak, x~y-~ almashtrish o'tkazilsa, kubik tenglama

Y +py+q=0 ko'rinish oladi.
Oxirgi tenglama yechimlarini y =u+v ko‘rinishida gidiriladi,

bunda u-v =-~ sharti bunday yechim mavjudligini taminlaydi,

ya’ni ular t2-y t- ~ - Otenglama yechimlaridir.

(u+v)3+p(u +v)+q- 0,...,(M3+v3+pa) + (3my+p)(u +v) =0

m+vl=-q

3uv +p mOekanligidan, sistemaga ega bo'lamiz,
-w'= —
27

Viyet teoremasidan m3,v3 lar zz—gz— =0 tenglama ildizlari
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ekanligi kelib chigadi

Z, =M3=—9+J9—2+p—3,22—v3=—§--J92+p—1’-
2 V4 271 2 2 \ 4 27
Demak j 3n py n-q - 0 tenglama yechimi
r
y _usv_9J.9.,92,p3,J 9, W _,p3
V2 V4 27 v 2 \ 4 27
formuladan topilib,u Kardano formulasi deyiladi.
Har bir kub ildizdan uchta giymatga, n+v uchun esa 9 ta

giymatga ega bo‘lamiz. Bu giymatlardan v-u=~£ shartga

2 3
bo‘ysinuvchi uchtasigina tenglama yechimi bo'ladi. ﬂ,:a——+ﬁ
soni y3+py +q =0 kubik tenglama diskriminanti deyiladi. Uning
yordamida ildizlar quydaigicha topiladi.

1)A >0 bo‘lsa, bitta haqgiqiy, ikkita o‘zaro qo‘shma kompleks
ildizlar mavjud bo‘ladi:
y{=ux+v,, y2B8= U+ ————i3i bunda u,v, lar u, v ning
haqgigiy giymatlari.

2)4 =0, bo'lsa uchta haqgigiy (ikkitasi o°‘zaro teng) ildiz
mavj.ug: yx=-3’g-,y2=y3= 3 =—X‘I

p 2p 2
3)4=0, bo‘lsa wuchta turli xaqgigiy ildizlar mavjud:
r — q

Ly

y,=2J~J cos Y23=2] ~ fcos —+120 bunda cos<9=—=3
V- P
27

jB+6x-7=0 uchun, Kardano formulasidan,

=3 Ns +\f~\ kelib chigadi.
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Ularning ildizlari 2,-1+>/3r va bo‘lganligidan, A>0
bt

ekanligini hisobga olsak, x. = 1,x23 = - ii kelib chigadi.

2% X3-12x+16 =0, A= A +L £.7_L =0 ekanligidan

3-16 . -4
Xj= = -4X23F —2=2.
To'rtinchi darajali x4+ ax3+bx2+cx+ af = 0 tenglama ildizlarini
topish uchun uni
2y \
X2+ -X+ Vv 2y +——b x1+(ay-c +(yl-d) =0
Y 2 / 4 t
ko‘rinishida yozib olamiz, bunda v yangi yordamchi kattalik.
Ayriluvchi uchhad biror (ax+fi) ning to‘la kvadrati boMishi
uchun diskriminanati nol bo“lishi, ya’ni
(ay-c) -4(2y +§-4----b)(y -d) =0 bo‘lishi zarur va yetarlidur.
Hosil bolgan kubik tenglamaning kamida bitta haqiqiy ildizi bor.
Agar bu ildiz y0 bo'lib, uni topa olsak, to‘rtinchi darajali tenglama

(x2+ —x-_y0)2~(ax +/3)7=0

yoki

(a
X2+ X+ 42 ¥ {0 +P) | =0
ko‘rinish oladi. Hosil bo‘lgan ikki kvadrat tenglama yechilib,
izlanayotgan to‘rtta ildiz topiladi. Bu usul Kardano shogirdi
A.Ferrari tomonidan ko'rsatilgan.
x4+ 2x3-13x2-38x-24 =0 tenglamani yechib ko‘ramiz

(a+6+c)2-a2+b2+c2+2(ab +ac+bc) formuladan
foydalanib, (x2+x+j) -x2—y2-2x3>-2xy-13x2—38x-24- 0
ko‘rinishga keltiramiz, chunki

(X2+X+]) 2= X4+ X2+y2+2xI+2Xx + 2XYy.
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Demak, (x2+x +y)2~"(2y +14)2+2(y +\9)x +(y2+24) -0

Ayriluvchining diskriminanti  (y +19)2- (2y +14)(>>2+24) =0
boiishi kerak. Soddalashtirib, 2y3+13y2+\0y —25=0.

Bu tenglamani (y- 1)(2>2+15j+25)=0 ko‘rinishda yozsak,
y0=1 deyish mumkinligi ko ‘rinadi. U holda
(x2+x +1)2- [16x2+40x + 25] =0, bundan
(x2+x +1)2- (4jc--5)2=0 yoki [jc2+5x + 6][jc2-3jc-4]1 =0
kvadrat tenglamalarni yechib xn1—34, x2=4, x3~ -3, x4=-2
ekanligini topamiz.

Agar tenglama darajasi besh yoki undan katta bo‘lsa, bunday

tenglama umumiy hollarda radikallarda yechilmaydi (Abel
teoremasi).

2.2.8. Tenglama ratsiyonal ildizlarini topish. Viyet teoremasi

axn+an/knA+...+ax +aQ=0 tenglamani garaymiz.

Agar — ratsional son (pcZ, qeN) berilgan tenglama ildizlari

4
bo'lsa,
!/ \n f \H

P + P +...+a,+a0=0 ayniyat bo‘ladi. Undan

anPn+ an-iP” % + - maiP-qn{ + alqgn= 10
Bu ayniyatdan quyidagi tenglamalarni yozish mumkin:

ay =-a[aP~+- +alpg"~2+a@m]],
apn=~p\_a,pM +a,Appny+...+alg’>\ p va q qisgarmas
ekanligidan. anning g ga arining p ga bo‘linishi kelib chigadi.

Demak, quyidagi alomat o‘rinli ekan: Agar — ratsiyonal son

tenglama ildizi bo‘lsa, g soni anning p soni a0 ning bo‘luvchisi
bo‘ladi.
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Xususan, an- \ bo‘lsa, ratsiyonal ildizlar a ning bo‘luvcbilari

bo‘lishi mumkin, xoios.
1) x4+2x3—13x]%—38x—24:0 tenglamada an- 1, a0=-24

bo‘lganligi uchun j>—/}>: {+1,£2,+£3,+4,£6,+8,+12,+24} O'rniga

go‘yib tekshirishlar ildizlar X, =-1,x2=-2,x3=-3,x4=4
ekanligini ko ‘rsatadi.

2)  24x5+10x4- x3-19x2- 5x+6 =0 tenglamada an= 24,a0- 6
ekanligidan p ={£1,+2,£3,+6} g={1,2,3,4,6,8,12,24}. va

1 23
—ko‘rinishdagi kasrlardan — -  lar tenglama ildizlari bo‘lishi

kelib chigadi.

Demak, golgan ikki ildiz yoki irratsiyonal sonlar, yoki go‘shma
kompleks sonlardir.

Agar X2+px+g=\) {englamia fidizlan x,va x2 bo‘lsa,
(x- x,J(x—le)lz xz—{x ,+x23x+x|x2teng|ikdan JX 4% =P
[x, 2= (

Viet teoremasi keltirib chigarilgan edi.

Bu teorema yugori darajali tenglamalar uchun qanday
ko‘rinishda bo'lishini tekshirib ko‘ramiz.

xJ+alk2+amx +a2=0 tenglama ildizlari x,x2x3 bo‘lsa,

(X-Xj)(x -x2)(x-x3) =
= X3- (X, + X2+ X3) X2+ (X, X2+ X,X3+ X23) X- X)X23

tenglikdan Viet teoremasi  x,x2+Xx,x3+x23= a, ko‘rinishida
Xjx2X, =—a2
bo‘lishi kelib chigadi.
x4+ ax3+a,x2+ax +ar =0 uchun
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X, + X2+ X3+x4=—a0
X, X2+ X, X, + X, X4+ X2X2+ X4+ X34 = g,
X, XX3+ XXX+ XX XA+ X, xX4=-a2

bo‘lishi ravshan.
Umuraan, x"+akm+a,xn2+...+anx +an,=0 tenglama
uchun Viet tengliklari
« =-(*1 +Xx2+...+xN)
al - PR+ x,x3+... + X,Xn+ XX3+... + xnlxn
a2 = -(X,X2X3+ X,X2X4+... +Xn XN Xn)

ai-(-1)"xx2..x,
ko‘rinishida bo‘ladi.
Masala. Tomonlari x3—ax2+bx-c =0 tenglama yechimlari
bo‘lgan uchburchakka tashqi chizilgan doira yuzini toping.
Yechish. Tenglama yechimlari X,;x2;x3 bo’lsin. U holda Viet
teoremasiga ko‘ra x1+Xx2+x3=a; x,x2+ X,X3+xX3=b ;x,x%3=c
X X ~hX

bo‘ladi. Tashgi chizilgan aylana radiusi uchun R

. X< HX Y X | o
formuladan foydalanamiz. P = & ekanligidagidan,
Geron formulasiga ko‘ra

a
SA=Y1P(P-X1)(P-X2)(P-X3) = —X.
V2
a3 2 1
\, 8 Ex,+x2+ x3) & + §/Xx>(2+ xIx3+ x23)2-x ,x 23
2

a a ab

=-Ja(4ab-a" -sc).
Y 'T +T "C 4
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Uholda R- = = ¢ . Demak, tashqi chizilgan doira yuzi

m>Ja(4ab-a2-8c¢)
He2

Na(4ab-a2-8c)
2.3.8. Ko‘phadlar. Algebra asosiy teoremasi, natijalari

Natural darajani Pn(x) - anxn+an{n- +... +a,x+a0 funksiya n-
darajali ko‘phad deyiladi, bunda an* 0, any,.....,ava0e R

Ikki Pn(x) va Qn(x) =bx" + b~x"-\ +...+b,x +b0ko‘phdlarda
af - bk(k =0...n) bo‘lgandagina bu ko‘phadlar teng bo ‘ladi.

Ko‘phadlar ustida bam amallar kiritish mumkin. Yig‘indi,
ayirma, ko‘paytma yana ko‘phad boiadi. Boiish amalini ham
sonlardagiga o ‘xshab kiritiladi.

Ixtiyoriy P(x) Q(x) ko‘phadlar uchun shunday q{x),r{x)

ko‘phad topish mumkinki

13(x) -Q[x)-g{x)Ir{x) tenglik o‘rinli bo‘lib, r(x) darajasi
Q(x) ning darajasidan kichik bo‘ladi. gq(x) ko‘phad />(x) ni
Q{x) ga bo‘lishdagi bo‘linma, r(x) esa qoldiq deyiladi.

Agar r(x) =0 bo‘isa, *(x) ko'pliad Q(x) ko‘phadga bo‘linadi
deyiladi.

Biror a soni uchun P[a) =0 bo‘lsa, a soni ko ‘phadning
ildizi deyiladi.

Teorema. P(x) ko‘phadni (x- a) ko‘phadga bo‘lishdagi qoldiq
P[a) gateng bo‘ladi.

Isboti. Bo‘luvchi ko‘phad 1-darajali bo‘lganligi uchun, goldiq
0-darajali ko‘phad, ya’ni o‘zgarmas son bo‘ladi, r(x) =c, U holda
P(x)-{x~a)q +c bo'ladi va x=2a da P(a) =c.

Natija. (Bczu teoremasi ). a son /J(x) ko'phad ildizi bo‘lishi
uchun F(x)ning (x-a) gabo‘linishi zarurva yetarli.
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Agar P(x) ko‘phad (x-a), (x-a)2,...,(x-af larga goldigsiz
bo‘linsa, Ickin (x-a)A' ga bo'linmasa, a soni P(x) ko‘phadning
K karrali ildizi deyiladi. Bu holda P(x) =(x—afQ (x) bo‘lib,
Q(x) ko‘phad (x-a) ga bo‘linmaydi.

Dastlab, Pn(x) - amxn+anAxm...a.x +a0 ko ‘phadni
Q {x)-x-a ikkihadga bo‘lishni qarab chigamiz. Agar
P.(X)=(1-2)?»-iW +r bo‘lsa’

axn+fii XH...alx +a0=(x-a)"64a x1| +bnXn2+....... +bx+b0j+r
ter.giik bajarilishi zarur. Bir xil darajalar oldidagi koiffsiyentlami
tenglashtirib

an=K-1 £ai= Gy
an\ = K-2 ~abn, bn2=am+abn.
an-2 = K-b ~ a *n-2 yOkI bn-l=an-2+abn-2
a, =b0-abx b0 =at +abx
ad=r-ab0 r = a@+ab0
noma’lum koeffitsiyentli gnx(x) ko‘phadni, r - qoldigni

topishimiz mumkin.
Yuqoridagi hisoblashlami Gorner sxemasi deb ataladigan

an anl a,2 a2 4 «@
a bn-l K-2 K-r b0 r

Masalan,  P4(x) =x4-x3-7x2+x+6  ko‘phad ratsional

ildizlarini Gorner sxemasi bo‘yicha izlaymiz. —=+1;+2;+3;+6.
b2l
1 -1 -7 1 6
1 1 -2 -5 6 0
1 1 -1 -6 0
-2 1 -3 -0
3 1 0
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Demak r =0, x4- x3-7x2+x+6=(Xx+1)(x3-2x2-5x +0)
Xb—2X2—5X+ 6 = (X —1)(X2—X —b), Xx2—x% -6 = (X +2)(x-3)
Jadval Xx4-x3~7x2+x+6=(x-fi)(x-1)(x +2)(x-3) ekanligitii

Ko‘rsatadi. P4(x) ratsiyonal ildizlari +1;—2 ekan.

Dastlab quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

Teorema. Darajasi birdan kichik bolmagan ixtiyoriy ko ‘pxad
kamida bitta, umuman aytganda kompleks ildizga ega.

Agar biror Pn(x) ko‘pxad qarasak, oldingi teoremaga kora,

uning kamida bitta x, ildizi bor, ya'ni Pr(x) =(x- x,) Pnv«x). 0 ‘z
navbatida «-1>1 bo'lsa, *,_,(X) ham biror x2 ildizga ega :
Pn(x) = an(x- x,)(x- x2Pn2(x) ,...Bu jarayonni davom ettirib :
/,n(x) =aa(x-x,)(X-x2)....... (x-xn) tenglikka kelamiz. bunda
X,,X2 xn ildizlar orasida o°‘zaro tenglari (karraliiari) bo‘lishini
hisob ga olsak, Pn(x) = an(x -xj" (x-Xx2)*2....... (x-xjknbo‘ladi,
lekin, ky+k2+...+kn=n natijada quyidagi teorema o‘rinliligi
kelib chigadi.

Teorema (algebraning asosiy teoremasi). Ixtiyoriy n -darajali
ko‘pxad n ta ildizga ega.

Agar hagiqgiy koeffitsiyentli Pn(x) =amxn+...+a,x +a0 ko‘phad
z-an pi kompleks ildizga ega bo‘lsa, u holda z =a-(5i ham
ildiz bo‘ladi.

Hagigatan, Pn{a +/?/)=0 bo‘lsa, Pn{a-/3i)~0 bo‘lishini
tekshirish giyin emas.

Natija. Agar P,,(x) ko‘phad darajasi n -tog bo'lsa, uning
kamida bitta hagigiy ildizi bor.

Qm x - nisbat ratsional kasr deyiladi. Agar m>n bo‘lsa noto‘g ‘ri,

P(x)
m<n da esa to‘g‘ri kasr deyiladi.

Noto‘g‘ri  kasr bo‘lgan holda Qm(x) =P, (x) <?(X)+r(x)

ekanligidan. m= g{x)+er— kelib chigadi, ya'ni suratni
PJ X) PN X)
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maxrajga bo‘lish yordamida noto‘g‘ri kasr butun gismi a'ohida,
to‘g ‘ri kasr gismi alohida yoziladi.

Umumiylikka. ziyon kcltirmagan holda. — to‘g‘ri kasr deb
P n(X)

hisoblanishi mumkin ekan.

Xte R uchun (x- x,) va x2-(z +z)x + z-z ko‘rinishdagi z,z
ildizli ikkihad keltirilmas haqigiy ko‘phadlar deyiladi.

X2-(z +z)x + zz =x2+px +q ko‘rinishda yozib olarniz. U
holda Pn(x) = an(x- x)* ...(x- x2)\
(x2Fpx +g)\....{x2+P'X+qgs}s ko‘rinishda vyoziladi, bunda

+Kkj + +2(/, +12+.....+ ") —n.
— - +—— kasrlar sodda yoki elcmcntar kasrlar
(x-x) (X +px+q)s
deyiladi, bunda x-x, x2+ px +q- keltirilmas xagigiy ko'phadlar.
Teorema. Har ganday to‘g‘ri ratsional kasr 18 sooda kasrlar
yigindisi ko‘rinishidagi yagona yoyilmaga ega.
Agar, masalan, Pn(x) =(x-a) ...(x2+px+q)s... bo'lsa,

&(*) BIY Al A +.+ A +.+

Pn(x) {x-a)k-(x2+px+qY X-a (x-a)2 (x-a)k
e B.x+C, 4 B +C%_ fr +_,\B Z(__"_'_(_:4,__ .
X +px+q (X +px+q) (X +px+a)s

yoyilmaga ega bo‘iadi. Bu yerda Ai,Bi,Ci,ieN sonlar
noma’lum sonlardir. Ulami aniglash uchun tenglik umumiy
maxrajga keltiriladi, suratlari tenglashtiriladi, so‘ngra
noma’lumning  bir xil darajalari oldida koeffitsientlar
tenglashtirilib nomalumlar soniga teng tcnglamaga ega chizigli
sistemaga ega bo‘lamiz. Sistema yechilib, anigmas koeffitsientlar
topiladi.
Bu metod anigmas koeffitsientlar metodi deyiladi.

Misol 2 kasmi sodda kasrlarga yoyin
C(x-T) (x +1) ga yoymng.
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4x —2 A _A__ Cx+P
Jt-'D2(.r+) "x -1 " (x-1)2+ X2+1°

Urnumiy maxrajga keltirib, suratlami tenglashtiramiz.
4x-2 =a(x'-x2+x-\) +B{Xr+\)+c(Xb-2x2+x) +D(x2-2x+\)
x3-0=A+C
x2-0=-A +B-2C +D
XA =A+C-2D
x°-2 =-A+B+D
Barcha tenglamalami hadma-had qo‘shsak, 2=2B kelib
chigadi, B - 1
Ikkinchi tenglamadan to‘rtinchisini ayirsak, 2--2C bo‘ladi,
C = —1. Demak, birinchi tenglamadan A - 1. Uchunchi tenglamada
A+C =0 ekanligidan 4=-2D, bo‘ladi, D =-2
Berilgan kasr sodda kasrlarga

_ 4Ax~2 1 1 X+2
(x-D2(jc2+ D~ x-1 +(x-1)2 je2+1

ko‘rinishida yoyilar ekan.
2.4.8. Determinantlar, xossalari, hisoblasli

nxn ta elementdan tuzilgan, kvadrat jadval ko‘rinishidagi, ikki
vertikal kesma orasiga olingan

«11«12«13-l«m
«Z. «2 «23- ‘.Qn

«31 «32 «33-9e0«3,

(g,]_<§,2«,,3 = nn
iloda «-tartibli determinant, a,;eR (i,j=1u) sonlari esa

determinant elementlari deyiladi.

37



Gorizantal qatorlar yo‘llar (satrlar), vertikal qatorlar esa
ustunlar deyiladi.

Birinchi indeksi i boMgan elementlar i -yo‘l (satr) elementlari,
ikkichi indeksi j bo'lgan elementlar esa j -ustun elementlari
deyiladi.

Masalan, ai4 element 3-yo‘l (satr), 4-ustunda joylashgan. au,
a22’---"amjoylashgan dioganal determinant bosh dioganali, ikkichi
dioganal esa yordamchi dioganal deyiladi.

ifoda  2-tartibli  determinant deyilib, qgiymati

awa2 ~ana2i ayirmaga teng hisoblanadi.

all a\2 ai3

ifoda 3-tartibli determinant uning giymati

alia22a 33 a\2a ?ia 3\ a\3a2\a32 ~ a\va22a3\ ~ *"12721733 ~ a \\a 23a 32 SOUga
teng deyiladi.

Musbat va manfiy ishorali hadlami yozishda quyidagi
tasvirlangan sxemalardan foydalanish qulay bo‘ladi,

-2
S A2 3=10

w b

5
8 = 4(-2) M-5) +(-3) +8e1+5+3(-7) - 5e(~2) M- 33(-5) -

SN w

4 -
3-
1 5
-4-8 (-7) =40-24-105+10-45+224 =100

n tartibli A determinantda aff element joylashgan yo‘l va
ustun o‘chirilsa, (n-1) tartibli determinant hosil bo‘lib, uni ar

minori deyiladi va M ( harfi bilan belgilanadi.
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,=(-1"" -Mj soni esa a, element aigebraik to‘ldiruvchisi

deyiladi.
1 2 3
Masalan, A= 4 5 6 bo‘lsa,
7 8 9

° O ma=(13’ C=6nm:=(1)5. =6
A=(1)2-g g 72 PATEEg o TV, g

Kelgusida yoi satr uchun o‘rinli munosabatlami ixtiyoriy gator
uchun deb ataymiz.

Teorema. 1). Ixtiyoriy qator elemenlarini o‘z aigebraik
to'ldiruvchilariga ko‘paytmalari yig‘indisi determinant giymatiga
teng.

2). Ixtiyoriy qator elementlari parallel qator elementlari
aigebraik to‘ldimvchilariga ko‘paytmalari yig‘indisi nolga teng.

A=XL, aAk.0=XL aA- buths=l-n *k
Ishot. Soddalik uchun isbotni 3-tartibli determinantlar uchun
keltiramiz (3-yol elementlarini tanladik).

A= n +aPAR+aPAB
ax, 0'32 *33
. «12 «13 «11 «13 «11 «12
=«,, Ny +<32:(.1)5 + a33.(-1)6
«22 «23 «21 «23 «21 «22

«12«23«31 «13«22«31 «11«23«32 «13«21«32 «ll«22«33 «12«21 «33

39



Masalan,
adAn +aPA2+aR3=0, a3A2 +aPA2 +aPBA3 = Otengliklami  ham

shunday tekshirish mumkin.

Misol.
4
é (2) 2 2 123 1 2
L4 3 1:2-(-I)6-1 4 3=2-1-(-1)6 1 4
0 0 1
0 0 1 -1

Natija 1. Determinant biror gatori barcha elementlari nol bo‘lsa,
determinant giymati nolga teng.

Natija 2. Agar determinantda bosh dioganal bir tarafida turgan
elementlar nol bo‘lsa, determinant gqiymati bosh dioganal
elementlari ko ‘paytmasiga teng.

Isboti yoyish teoremasidan kelib chigadi.

dn di2 dis..din d22d23 ... d2n
0d22d23... d2n 0d33.. d3,
00d33.. d3a- dn oo O~ = dn d22..dru
000... dnn0 0..dm

Determinant xossalarini 3-tartibli determinantlarda tnshunishga
harakat gilamiz.

«li 2 «3 dl 12 «3 1 2 3
Ql+ai o QB+«3 = @A X +a a2z g
Al LY 33 A PR B 4EA X B

berilgan bo’lsin.

1°. Determinant biror satri unga mos ustun bilan almashtirilsa
determinant giymati o‘zgarmaydi, umuman, barcha yo‘llar mos
ustunlar bilan almashtirilsa (transponerlansa) ham determinant
giymati o‘zgarmaydi.

2°. Determinant ikki parallel qatori o‘rinlari almashtirilsa,
determinant giymati ishorasi o‘zgaradi.
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Natija. Determinant ikki parallel qatori bir xil bo'lsa,
determinant giymati nolga teng.

3°. Determinant biror gatori o‘zgarmas K songa ko ‘paytirilsa,
uning giymati ham k ga ko‘payadi.

Isboti. K songa ko‘paygan gator bo‘yicha yoyib, Xxossa
o‘rinliligiga amin bo‘lamiz.

Natija. Determinant ikki parallel gatori o‘zaro proportsional
bo’lsa, determinant giymati nolga teng.

«n «12 «13 «11 «12 «13 «11 «12 «13
«21 + ai «22 + a2 «23 + «3 = 91 «22 «3 *t o «2 «3
«31 «32 «33 «31 «32 «33 «31 «32 «33

Natija. Determinant biror qatori 0'zgarmas K songa
ko'paytirilib, o‘ziga parallel qgator elementlariga qo‘shilsa va
natijasi ular o‘miga yozilsa, determinant giymati o'zgarmaydi.

Bu natijadan yugori tartibli determinantlami diogonal
determinantga keltirishda foydalaniladi.

2.5.8. Matritsalar, xossalari. Matritsa rangi

m ta yo‘l va n ta ustunga joylashgan, m n ta elementli, to‘g‘ri
burchakli jadval mxn o'lchamli matritsa deyiladi va

«11 «.2 «l* «n «12

«21 «22 «2. . «2. «22 «2n
yoki

amX «m2 amn L« N1 «m2 ’ aTnV

ko’rinishda yoziladi. Determinantiardagi kabi ay element z-yo‘l,y-

ustunda joylashgan elementdir.
Matritsani A =||a,jliFinj=nko ‘rinishda ham belgilash mumkin.

m=n bo‘lsa, matritsa kvadrat matritsa deyiladi.

Bosh dioganaldagi elementlardan boshga elementlar noldan
iborat boisa, matritsa dioganal matritsa deyiladi. Dioganal
matritsa bosh dioganali elementlari 1ga teng bo‘lsa, birlik matritsa
deb ataluvchi
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o - O

0
0 0
E=
0 1
Ve
matritsa hosil bo‘ladi.
N~Jay| Kvadrat matritsaga mos determinant \A\ ko‘rinishida
belgilanadi.
Agar A matritsa uchun |*|=0 bo‘lsa, A matritsa Xos,
\A\ * Oboisa, uholda A xosmas matritsa deyiladi.
Agar |a.|, jifyj matntsalarda af- b. (=\.m, j =l,«)bo’lsa, A

va B matritsalar o ‘zaro teng deyiladi

0 ‘Ichamlari bir xil N1=||aA £ =|"|| matritsalar ustida amallar
quyidagicha kiritiladi:

1 Qo‘shish (ayirish). AxB =L, +bj|

2. Songa ko“‘paytrish. Ae R soni uchun /1 A =Vla(|

Matritsani matritsaga ko‘pavtirish birinchi matritsa ustunlari
soni ikkichi matritsa yo‘llari sorviga teng bolganda Kiritiladi xolos.

AB-C bo‘lsa, C matritsa elementlari
ca=«A +«A j+mmaAj (=1 .J=1« ¢g°lda yordamida
topiladi, boshgacha aytganda,

!

«11 «12 (bn b\2 K

«21 «22 .- «2n b21 b22 b 2n

\aml «* 2 ! «mny A i bT2 bTnj

Faubu + aabZ +mm+ g, A , ;eesa, 1* + aubX +mm+aubny
ri o
. (1 2 3N 'O 1 2n

Misoi: A-\ , B= , c= 2 1
14 5 6, 3 4 5, 3

Matritsalar berilgan. 2A-3B, A -C ni toping.
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6" 3 A
1). 201-38= 2 e > etz 100
10 12 22 15 ~ ,Q0.4
2).A'C-
ll Oll
"I 2 3N 1 11 +2-2+3-(-1) 1-0+2-1+3-3"_'2 1T
4 5 6, 41 +5-2+6-(-1) 40 +5-1+6-3, 8 23,
-1 3>
Bu kiritilgan amallar quyidagi xossalarga ega :
1.A+0=0+ A=A 5. (A+fi)A=AA+juA
2>.A+B=B+A 6°.(J1+B)-C=N1-C+BC
3°.A{u-A) ={Au)-A 7°.(AB)C =A(BC)

4. A(A+B) =AA +AB
Shunisi gizigki, A BAB-A lekin \A-B\~\BmA =\A\-\B\

. "M 2 (a o> .
Misol. A ., B= Njboisa, |[N=3 \B\=t3
10 31 -V
(3 -6N (r 2\
A-B-- . B-A=\ . \A-B\ =\B-A\ =-5
-7 [ -1

Natija. Bittasi xos matritsaiar ko'paytmasi yana xos matritsa
boiadi.

Faraz qgilaylik, A-kvadrat matritsa bo‘Ilsin, A matritsani n marta
o0‘zini-o‘ziga ko‘paytirsak, An-A A-A - Ahosil bo'ladi va
quyidagi xossalarga ega: A° =E, A1=A, AmmAk = Amtk (Amk =Ank

Eslatma. A" =0 ekanligidan A~O0 kelib chiqdi.

Matritsada yo‘l va ustunlar o‘rinlarini  almashtirish
transponirlash deyiladi va Al ko'rinishda belgilanishi mumkin.
Agarmjc« o‘lchovli bo‘lsa, AT nxm o‘lchovli bo‘ladi.

'l 4N

n
MisoI.A:B g 5= 2 5

3 by
Transponirlash quyidagi xossalarga ega:
(AT)T=A, (AA)r=AAT, (A+Bf =AT+BT, (AmB)T=BTmAT
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Ikki  /ixrto‘lchamli A, B kvadrat matritsalar uchun
AB =B A =E bo‘lsa, B matritsa A matritsaga teskari deyiladi va
A'lko‘rinishida belgilanadi.

Dastlab,A= a2 a2 matritsa teskari B - Y matntsani

V‘Z- ll2
topamiz. A-B - isshartga ko‘ra,
312 3'2 ||1 Oll
I 1
va2l a2y U 1,

Demak,
anx+alz =1 auv+alav=0

a2x+azz =0, a2y +azu=I.
Bu sistemalami yechib,

ekanligini topamiz.

Bunda, A= &" ai2 Aij lar esa af- aigebraik to‘ldiruvchilari.

A-
\al a2y
matritsaga teskari matritsa
r4.
1
ac=14 A) A A
A vn2 1)
<A A)

ko‘rinishida bo‘lar ekan.
Teorema. Har ganday xosmas A =jlay kvadrat matritsani

teskarisi mavjud, yagona va

4 a4 AT fAV A, - 4N

AA A AR A2 .. AR
A =

At " 4. An - A4ins
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bunda A=\a\

a, a2 4 Ai w g
Isbot. AmA~ = <**  «*? h Ar A2 e 2 1
\/«*I ((-2 - an/ /\2n ° A,, >
0 .. 0n
0 A .. 0 _
0 AO
10 0 .. A

A [*Ani ham E ga tengligini tekshirishimiz mumkin.
Agar A' dan fargli C ham teskari bo‘lsa, ya’ni
AC =CA=E, C A A'1=C(A A-")=CE=C,
CAMA'1=(CA) A-l= E-A=A~
Bu tengliklardan C=A~ kelib chigadi. |1]=0 bo‘lsa, A~
mavjud bo‘Imasligi ravshan.

|W-N-1=|E|=1danjr"| :ﬁ kelib chigadi.

) "cosa -sinan i . i
Misol. 1). A= ga teskari matritsa toping.
| =cos2a +sin2a = lekanligidan teskari matritsa mavjud va
yagona.
Ai.=cosa, A2l=sina, Al?=-sina, N =cos«bo‘lganligi
uchun
' cosar sino®

A-sinor - cos«y

a 1 1 1>
2). A= 111 a teskari matritsa topin
AR TCEEE R Ping.

J 1« K
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1 1 1
111130220'2'2
l":11_1 _|:o-2 o 22 0 -2=-16

2 2 0
1-1 -1 1 0-2 -2 0

Ai=-4, A2 =-4, Al=-4, JA- -4
AR=—4 N2=-4, 42 =4, 42 —4

43 = =4, 1B="4"N3=4
M4 A =AY 4, —4.
-4 -4 -4 -4s fl11 I T
1 4-4 4 4 111-1-1
Demak, A ---—-
-16 -4 4-4 4 ~41-11-1
-44 4 -4, J -1-1 1,
Biror mxn tartibli 1= matritsaning K ta yo‘li va kK ustunini

olib, k*k tartibli kvadrat matritsa tuzamiz. Bu kvadrat matritsa
determinant’ A matritsaning K tartibli minori deyiladi.

Bunday k tartibli minorlar bir nechta bo‘lib, ular turli xil giymat
gabul qgilishi mumkin. Ular orasida noldan iargli bo‘lgan yuqori
tartibli minomi topish muhimdir.

A matritsaning noldan fargli minoriarining eng yugqori tartibi
uning rangi deyiladi va rangA ko‘rinishda belgilanadi.

Misol.

1 3
A- 2 4 6
31 -1

2 3
rangini toping. =1 =-10*0, 4 6 =0 bo‘lganligi
1 -1

uchun rang A=2

Rang hisoblashda turli xil deteminantlami hisoblashga to‘g‘ri
keladi. Shuning uchun rang hisoblashning osonrog usullaridan
binni keltiramiz.

Berilgan matritsada
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1). Ikki parallel gator o‘rinlarini almashtirish,

2). Biror gatomi o‘zgarmas songa ko ‘paytirish,

3). Biror qatorga o°‘zgarmas songa ko‘paytirilgan boshga
parallel gatomi qo‘shish.

shu matritsanmg elementar almashtirishlari deyiladi.

Elementar almashtirishlar matritsa rangini o‘zgartirmaydi.

Demak, matritsa dioganal ko‘rinishga keltiriladi va rangi oson

topiladi.
Misol.
25 31 17 43n
A= 75 94 53 132
75 94 54 134
25 32 20 48

matritsaning rangini toping.
Dastlab, 1-yoini (-1) ga ko‘paytrib 4-yo‘lga, (-3) ga ko ‘paytrib
2, 3-yo‘llarga goshamiz:

25 31 17 43
o 1 2 3
0 3 5
0 1 3 5
2--yo‘lini (-1) ga ko'paytrib, 3, 4-yo‘llarga go‘shamiz:
'25 31 17 43n
0o 1 2 3
0 0 1 2
0 0 1 2

3~yo‘lini (-1) ga ko‘paytrib, 4- yo‘lga qo‘shamiz:
/125 31 17 43N

0 2 3
0 0 1 2
0 0 0 O
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Bu matritsaning noldan fargli eng katta minorlaridan biri

25 31 17
0 1 2 =25
0 0 1

bo‘ladi va \A\ = Oe'kanligidan rang A=3
2.6-8. Chizigli tenglamalar sistemasi

n ta x1,x2jG3,...,jcnnoma’lumli, chizigli, n ta
a,[§ + alx24-... + auxn=hY
a2xl+a2x2+...+a2,x,,=62
aij’bj GR
AKXt anX; o tax , =b
tenglamalar sistemasini yechish usullari. yechimi ganday bo‘lishi
masalalarini garaymiz.

Kramer formulasi.
Noma’lumlar koeffitsiyentlaridan tuzilgan
i An 2 Ali-

A= 2n

detenninant tenglamalar sisremasining asosiy determinanti, undagi
j-ustun o‘miga ozod bthadlardan iborat ustun qo‘yilgan
determinant esay-yordamchi determinant deyiladi va g ko ‘rinishida

belgilanadi.

an... Nij-iNi 3Hjtes.ain
&1eeaj-ib2aj+i...an
Aj=-

ani... &ni-lon &njfl «omfn
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Dastlab, berilgan tenglamalar sistemasidan har bir i-tenglamani

4 gako‘paytiramiz va hosil bo‘lgan tenglamalami go ‘shamiz:
iai\A] Jra2AA  +&%IA1) M+ (28 + «22+ "+ ar2-AlX2 + me+
+(ab4l +a2nA\ +  amAi\)Xn—bUI\ +2/21+ A

Determinantni yoyish hagidagi teoremaga ko‘ra: g =aJEndi
sistamadagi har bir i-tenglama ga ko‘paytirilib go‘shilsa,
A-x2=A?...,.4in ga ko’paytirib go‘shilsa, Ax,=A,tenglik hosil
bo‘ladi.

Demak, sistemadagi noma’lumlar X':% formula yordamida

hisoblanar ekan. Bu Kramer formulasidir.
N-x2= A2 tenglikdan quyidagilar kelib chigadi:
1)A*0da sistema yagona yechimga ega, uni birgalikda
deyiladi.
2) A=0, A. =0bo‘lsa, sistema cheksiz ko'p yechimga ega.
3)A=0, A.lardan birortasi noldan fargli boisa, sistema

yechimga ega emas.
Misol. Kramer formulasi yordamida yeching:

* +X2+Xx3- x4=2 11 1 -1
x, +2x24- 313- 4x4- -2 A= 1 0 3 -4
2X, + X2- X3+ x4=5 2 1 -1 1
4 + 3x2+ 2x3- 4x4=0 4 3 2 -4
2 1 -1 1 2 1 -1
-2 2 -4 1 -2 3 -4
5 1 -1 1 2 5 -1 i
0 2 -4 4 0 2 -4
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11 . -1 111 2
12 2 -4 12 3 -2
Ao 15 177 ey g 5P
43 0 -4 43 2 0
bo‘lganligi uchun x, - Lx2- 2,x3=3,xn- 4

Matritsaviv usuida yechish

Berilgan tenglamalar sistemasini n{atritsaviv
Vv

2 A 2

/ A,

yoki A X =B ko‘rinishida yozish mumkin.

Agar |n]*() bo‘lsa, /T"Imatritsa mavjud va yagona boMishidan
A~ A-X =A~l+B yoki X =A"'-B

Nomalumlardan iborat X-ustun matritsani bunday topish
matritsaviy usul deyiladi.

Misol. Yugoridagi sistemani shu usuida gayta +9

\A\ = J1=3 ekanligini hisoblaganmiz.

111-1
12 3-4
2 1-11
4 3 2 -4
matritsaga teskari A~ ni topamiz.
3 -4 1 1 -1 1 -1
-l 1-5/n—m1 -1 1 2 -4 =-3,
2 -4 3 2 -4 3 -4
-1 1 3 -4 1 1 -1
n =- -4 =2 Al2=-2 1 1—6 A2—2 -1 1 =6
101 4 2 -4 4 2 -4
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11 -1 1 1 -1 12 -4
4.=-13 -4 1 3 -4—303—81 1=9
4 2-4 2 -1 1 4 3 -4

1 -1 11 -1 11 41
n, = 1 1- 3 12 -4—-3m—12 -4=-2
3 4 4 3-4 2 1 1
2 3 11 1 111
A<=~ 1 -1 2 1 -1=.14=-12 3=
4 3 2 4 3 2 4 3 2
11 1
w12 3=
2 1 -1
5 -4 -3 2
1-6 6 6 3
~“39 -3 -3 2
5 -1 0 1
-4 -3 2' CaN fqn N

r*r rr

*) 2
X =

x3 3

<4 !

X, =1m=2,Mm=3n4=4 ya’ni

Noina’lumlarni ketrna-ket yo*‘gotish (Gauss) usuli
Berilgan chizigli tenglamalar sistemasi koeffitsiyentlari orqali

quyidagi jadvalni tuzib olamiz.
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"«l1l1 «.2 «13

«21 n22 «23 " «2, b2
«3»

«,1 am  «,3 e Qm bn,

Bu jadval berilgan sistema kengaytirilgan malritsasi deyiladi.

Tushunarliki, har bir satrda bittadan tenglama turibdi, fagat
tenglik o‘miga chizigcha tortilgan.

Bu matritsa ustida o'tkaziladigan har bir elementar alrnashtirish
berilgan sistemaga ekvivalent sistema hosil giladi. Shu sababli,
elementar almashtirishlar yordamida kengaytirilgan matritsani
uchburchak ko‘rinishiga keltirib  olamiz, buning uchun
au * 0bo‘lishi kifoya agar an =0 bo‘lsa, birmehi tenglamani
boshga yo‘ldagi tenglama bilan alrnashtirish orgali bunga erishish

mumkin.
Faraz  qilaylik, elementar  almashtirishlar  yordamida

kengaytirilgan matrits/a
«11 «12 «13 «!"

0 §, cB .. c2C2
0 0 c33 -QC

o© 0 0 . e C””

ko‘rinishga kelsin.
Unga mos sistema
flrix, +alx2 +anx3+... +auxn =bx

C22+ C2K} +... + C2xn=C2
C3x3+...+ C3xn=C3

=Ln
ko‘rinishida bo‘ladi.
Bu sistemadan dastlab xn, so‘ngra vanihoyat x,topiiadi.
Bu usuida 2-tenglamadan x,, ni 3-tenglamadan xxva.r2,..., n -
tenglamadan X2,..,xn, ketma - ket yo‘gotilayotganligi uchun
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Yy

noma'lumlarni ketma - ket yo‘qotish usuli deyiladi. Bu usul Gauss
nomi bilan bog'liq bo‘lib, talabalarga elementar matematikadan
ma'lum.
Misol. Awalgi usullarda yechilgan sistemani garaylik. Uning
kengaytirilgan matritsasi
17T 1 1 -1 1IN

12 3 -4-2
2 1-1 165
14 3 2 -4 9.

ko‘rinishda bo‘ladi. 1- yo‘l eleraentlarini (-1) ga ko‘paytirib 2-
yo‘lga (-2) ga ko‘paytirib 3-yo‘lga, (-4) ga ko‘paytirib 4- yo‘lga
go'shamiz, natijada, kengaytirilgan matritsa.
"1 1-1 24
0 12-3 -4
0-1-3 31
M -1 -2 0
ko’nishiga keladi. 2-yo’Ini 3, 4-yo’l elemetlariga go’shamiz.
1 1-12 >
0 12-3 -4
0 0-10 -3
0 0 0 -3-12
Bu matritsaga mos sistema.

-X, =2

X2+ 2j3- 3x4=-4
—X}=-3
-3x4=-12

ko‘rinishida bo‘ladi. Ketma-ket x4-4, x3=3lami topib 2-
tenglamaga qo‘yamiz.

X2+2-3—3-4=-4

Bu yerdan x2- 2ekanligini topib, 1-tenglamaga o ‘tamiz.

X, +2+3-4 =2 Demak, x =1.
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Bir jinsli sistemalar
Agar garalayotgan chizigli tenglamalar sistemasida barcha ozod
hadlar nol bo‘lsa bt=0, (i- Ln) bunday sistema bir jinsli
deyiladi.
‘dnxl +aix1+... +aikn=0

a2X\ + a2+ m+ a2%n~ 0

anX +ar2+ - +a*xn=0

Bu holda xt=x2=x3=..=xn=0sonlar har bir tenglamani
ganoatlantirib, sistemaning trivial yechimi deyiladi.

Bir jinsli sistemaning trivial bo‘lmagan notrivial yechimlarmi
gidiramiz.

Kramer formulasiga ko‘ra A =A, =J13=...=An=0Notrivial
yechim mavjud boiishi uchun A=0 bo'lishi zarur. Unda sistema
cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi.

Notrivial yechimlami topish uchun sistema uchburchak
ko‘rinishga keltiriladi.

a=oekanligidan sistema oxirgi tenglamasida ikki noma'lum
goladi. Ulardan birini ozod parametr deb olib, qolgan
noma'lumlami u orgali yoziladi.

Parametr cheksiz ko‘p giymat qgabul gilgani uchun notrivial
cheksiz ko‘p yechimlami topamiz.

Misol.

2XX+x2- 4x3=0

-3x, +5x2- 7xj =0
4dX, 5x2- 6x3=0

sistema notrivial yechimlari topilsin

21-4121-4121-4
A=3 5 -7 207-2 0 7 -2

2
4 -5 -6 0 -7 2 0 0 O
bo‘lgani uchun trivial bo‘Imagan yechimlar mavjud.

54



Sistemaning oxirgi tengligi -7x2+2x3=0 ko‘rinishda boiadi.
Agar x,-19 desak, x2=24 bo‘ladi. Ulami birinchi tenglamaga
go‘yib: 2x1+24A-4-79 =0 va x2=134

Demak, (134,24,74), HAeNl ko‘rinishdagi uchlik sistemaning
yechimidir. Bu yechimlar oilasi trivial yechim (0; 0; 0) ni o'zida
saqlaydi.

Shu paytgacha garalgan sistemalarda noma'lumlar soni
tenglamalar soniga teng edi. Umuman,

an*i + “Ix2+... + alkn=bl
a2lx, + aZx2+... + adixn= b2

avl +aTXx2+ - +amx,, =bm
sistemalarni ham garash mumkin. Bunday sistemalar birgalikda
bo‘lishi asosiy va kengaytirilgan quyidagi matritsalar rangiga
bog‘liqg bo‘ladi.

/
w ak m «Y "n 2 m aA '
A — «Z— @ ' 3.21 A - «Z. «2 || aZ'bZ
«1 a2 m' «@m Vil a2 m ‘mPmd

Teorema. (Kxoneker-Kopelli): Tenglamalar sistemasi birgalikda
bo‘lishi uchun A va A matritsalar ranglari teng rang/4=rang A
bo‘lishi zarur.

Misollar.

1. x5+2 x - 3= Ouchun x2+x2+x2 hisoblang.

2.X3-Xx2-4x =0 uchun jefic2 + x,x2+ xX%3+x2%3+ x3x, +X"x3 ni
hisoblang.

3.Agar x,,x2,x3lar x3+px +q =0 yechimlari bo‘lsa,
guyidagilami toping.

X, X X X
z J 0 0k

)X, X2+ XidX2?+ x Ix [+ x[x [+ X34Xi2+ x/ xj4

3) (x,2-x X 3 (x2 -x,x P (X2-X2X,)

4)(xj +xD 4(x 1+x 3 4(x2+x3J 4



4.11dizlarini topig.

1)2x3—5128jc—3=0 2). X4+1 =0
3) 6x4+19x3-7x2-26x +12=0

4). x3-5x2+28=0
5)x4-2x3-8x2+13x-24=0
6)x3-6x2+15x-14=0

7)24x5+1 Ox4-x3- 19x2-5x+6=0

5. Sodda kasrlarga yoying.

n)— &g 2) Y 3x +8
(x—2)(x +5) (X +1)(x+2)(x +3) 30,5+ ax 4-ax
2x+3 x3—3
JX* +2Xr +2x +\ )x +10x +25
6. Hisoblang:
_ 12 3
5 4 smor -cosa sin a Co0s'«
1) 2) . 3 ., ) 5 6
3 -2 cosa sina sin®/3 eos’ P 8 o
7.Nollari ko‘p qgator elementlari bo'yicha yoyib hisoblang:
1 b 1 -x 1 X 1 0 o0
1) o 1) 2) 0 -x -1 3) -2 -3 1
b 0 -b X 1 -x 3 8-2
8.Tenglamalami yeching:
3 X -X X X+l XxX+2
) 2-13 =0; 2) X+3 x+4 Xx+5=0;
x+10 1 1 X+6 X+7 x+8
cos8x -sin5x
3) . =0
Sin8x  Ccos5x
9. Determinant xossalaridan foydalanib hisoblang:
sinza 1 cos2a sin2a cos2a cos2a
1) sin2p 1 cos2p 2) sin2p cos2p cos2p

sin2y 1 cos2y sin2y cos2y
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11 1 1 0 1 11
1 -1 1 10 11
3)1 1 -1 4 1 101
1 1 1 -1 111,
1 2 3 4
14 9 16
%) 1 8 27 64
1 16 8 256
"3 -2s (3 4' r4 271
10. A = , B=\ , C= bo‘lsa, AB-2C
V5 -4, u 9 J -j
ni hisoblang.
non-{ * B= ' 1 botlsa (1+1) A+(i-l) B ni
J ~K -1
hisoblang.
12. Hisoblang.
1 -2 (\ Os X 1V Y

D34y Doy Doa D3
13. Quyidagi matritsalarga teskari matritsani toping.

"L 2 -bf n 2 2>
2 AN 1 2 3) 2 1 -2
0 -
l)vl 3/ ?) )
°© o | 2-2 1,
14. Matritsaviy tenglamalami yeching.
mfl 21y =f3 51 5 x 3 -2N_f"1 21
3 4 59 5 -4, 15 4
-3 2 2 =
3) [2 I x- "=
32 ks -3, 13 -1]
rn 2 -3 "1 -3 ON
4 3 2 -4 mx=10 2 7
2 14 10 s,
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15. Matritsa rangini hisoblang.
f1 -1 2 3 4N

'0 4 10 n

4 8 18 7 2 1120
1) ) -1 2 1 1 3

10 18 40 17 L 5 8 .5 10

17 1 3

3 -7 8 9 13,

16. Tenglamalar sistemalarini 1) Kramer formulasi 2)
Matritsaviy 3) Gauss usullarida yeching.

figtx +2x, -1
3) 2X, X2+2xb=-4

4X, +X2+4x3=-2

J3x +2y =7 'BX +2y =4
DI 4x-5y-40 {Tx+4y =8

X, + 2X2+4x3=31
4) -5, +Xx2+2x3=29
[ 3%, -x2+x3=10
17. Birjinsli tenglamalar sistemasini yeching:
0
-Xx3+x4+x5=0
2) - X+2x2+3x,=0
X2+2x, +3x4=0
X3+ 2x4+3x5=0

X, + IX2+3x3+4x4=0
X, +X2+2x3+3x4=0
X, +5x2+ X3+ 2x4=0
Xl +5%x2+5x3+2x4=0

1)

58



3- BOB. ANAIJTIK GEOMETRIYA

3.1.8. Koordinatalar sistemalari va analitik geometriya sodda
masalalari

Bitta boshlang'ich nuqtasi 0 ga, bir xil masshtab birligigia ega
ikki perpendikulyar Ox, Oy o‘glari tekislikda to‘g‘ri burchakli
koordinatalar sistemasini (yoki Dekart koordinatalar sistemasi)
tashkil etadi.

Ox o‘gi absitssa o‘gi, Oy o‘gi ordinata o‘qi deyiladi, bu o‘glar
birgalikda koordinata o‘glari deyiladi. 0 ‘glar kesishgan O nugta
koordinata boshi deyiladi. 0 ‘glar joylashgan tekislik koordinatalar
tekisligi deyiladi va Oxy bilan belgilanadi.

Agar C tekislikdagi ixtiyoriy nugta bo‘lsa undan Ojc va Oy
o‘glari mos ravishda CA va CB perpendikulyami tushuramiz.C
nugtaning Dekart koordinatalari deb OA,OB yo'naltirilgan
kesmalar uzunliklariga aytiladi jc=OA,>>=0B.

X va y koordinatalar C nugtaning absissasi va ordinatasi
deyiladi, C(x,y) ko‘rinishida yoziladi.

Koordinata o‘qglari tekislikni to‘rtta chorakka ajratadi, ular I, I,
LLI, 1V rim ragamlari bilan belgilanadi.

B L

K++4)

o
> RrRR

in(;-) Mo

Endi qutb koordinatalar sistemasi deb ataluvchi koordinatalar
sistemasi bilan tanishamiz.

Qutb deb ataluvchi O nugta undan chigarilgan boshlang‘ich
numi garaymiz. Agar tekislikda biror A nuqta berilsa boshlang‘ich
numi soat strelkasi yo‘nalishiga qarama-garshi shundav burchakka
buramiz, boshlang‘ich nur A nugtadan o‘tsin. Qutb nuqgta O dan A
gacha masofa qutb radiusi deyiladi va r harfi bilan belgilanadi.
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Boshlang‘ich nur A dan o‘tishi uchun burilgan burchak qutb
burchagi deyiladi va @ harfi bilan belgilanishi mumkin. Bunda
0 <r <+oc, 0<cp<2a. Agar qutb burchagi soat strelkasi yo‘nalishi
bo'yicha olinsa, qutb burchagi manfiy hisoblanadi.

r va pqutb koordinatalari deyiladi, A(r;o>) tarzida yoziladi.

Dekart va qutb koordinatalari orasidagi bog‘lanishni topish
uchun ikkala koordinatalar sistemalari boshini bitta nugtaga
go‘yamiz, boshlang‘ich numi absissa musbat yo‘nalishi bo'yicha
yo‘naltramiz.

v

\Y

X

Tekislikda A nugta x,y Dekart koordinatalariga va r<p qutb
koordinatalariga ega. OA gipotenuzali to‘g‘ri  burchakli
uchburchakdan

Je=ramsg va <
y =rbTCp tg(p-:%(

formulaga ega bo‘lamiz. Bunda (Kcp<2n ekanligidan tggp=— ikkKi

xil giymat qabul qilishi mumkin. Ulardan berilgan nugtani
koordinatalariga mosi tanlab olinadi. Masalan, A (I;l) nugta uchun

<P=7—1, A (-1; -1) nuqgta uchun esa 9 =2° olinadi. Buni aniglashda

A(1;1) 1-chorakda, A(-I;-1) esa 3-chorakda joylashganligini bilish
kifoya.

Tekislikda ikki nugta orasidagi masofa. Dastlab, tekislikda
Dekart koordinatalari bilan berilgan A(xl;yl), B(x2;y2) nuqtalar
orasidagi d masofani garaymiz. Bu nugtalardan son o'glariga
yordamchi parallel to‘g‘ri chiziglar o‘tkazsak, to‘g‘ri burchakli
ABC uchburchak hosil bo‘ladi.
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IAC Bx7-x, }|BCHy2 |ekanligi Pifogor teoremasi
yordamida

e \>H(x2- x,YHy, -y, Y
boMishini bildiradi, ya'ni A{xl,yi), B[x2Yy2) nuqtalar orasidagi
masofa

VIB\="Nx2-X Y +(y2-y Y
formula yordamida topiladi.
Masalan, 7/i(-5;2),/?(3;-4)nuqtalar orasidagi masofa:
N=T7(3+5)2+ (-4~2Y=78*+62=7100=10.
Endi qutb koordinatalar sistemasida berilgan
A(r;,(pXB(r2<) nuqtalar orasidagi masofani topamiz.

0/J)5chburcbakda ZAOB =<-"~,cosinuslar teoremasiga
ko'ra: JAB P4 OA\2-\ OB B-2\OA\-\ OB |-cos A40B ya'ni
IAB |=yjr2+r2- 2rt r2-cos(™-7>,,)

Masatan, A 5;7 8;” -j nuqtalar orasidagi masofa

J = |5+s - 2-5-8-c0S - - =725+64-40 =749 =7,
\ 3)

Uchburchak yuzi.Dekart koordinatalar sistemasida, bir to‘g"ri
chizigda yotmagan A™XMy?, B(x2y2), C(x,;>))nugtalar berilgan



bo‘lsin. Bu nuqtalar absissalari (OXo‘qgiga proeksiyalari) ni OX
o‘gida 4, Bt, C,deb belgilaymiz.

ekanligi anig. Tenglik o‘ng tomonidagi trapetsiyalar yuzalarini
topamiz.

|:i(V1 + *)(*i'*l)'
=— |+'"--1AC )(*,-7).

sm -'" "CCJ|-IAC,Ni(.v, +1,)(*,-*)).
Demak, A, B, C nuqtalar ixtiyoriy joylashganligidan

(>0 ) (*,-*.)+U - (5>+>0(*3%,)]1>y

oki SM.=21[(>,- )'3- V)-(ns3-  )(~r2- X)]iformulani hosil
gilamiz. Masalan uchlari A[2;—), B(3;2), C(-2;5) nuqgtalarda
bo'lgan uchburchak yuzi

5 =11(8-2)(5+1)-(-2-2)(2 +hy1=~16 +12]=9(*VA).

Qutb koordinatalar sitemasida, bir to'g'ri chizigda
yotmagan A (r, (), B (K, (), C(r3 (o nugtalami
garaymiz. SM. = S0t + SWEH+ Saic ekanligidan, ikki tomoni va ular
orasidagi burchagiga ko‘ra:

SOL=""\OA\\OB\-sm<OAB ==rr r2-sin{cp-<pl),
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Syc="1 OA |MOC }sin <BOC —Yi'ri'Sin(*, —£2),

Suc — ;,OA[-loc Isin <AOC=2—rt—r -sin” -<p).
Berilgan nuqtalar ixtiyoriy joylashganligini hisobga olib.
s w= Xir, w2sin(0- q@+  +r3min (q8- (2)- r. W3esin (@} ) |

formulaga ega bo‘lamiz.
Xususan, uchburchak bir uchi qutb boshi O nugtada bo‘lsa,

S="-rt-r2-1sin{gt-<p)\ o‘rinli bo‘ladi. Masalan, uchlari

a (8" |]c|™6;~-jnuqtalarda bo‘lgan uchburchak yuzi
3-g-sid L0 ks-6 sm On_InNg gogm 1200
/ 24 .8 8)

24'Sin6-+ 48'Si%--|8sin2- 12+24V3-18 =12"3-3 (kv.b).

Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish. Dekart koordinatalar
sistemasida uchlari A{x;,yt), i?(x2j>2)nuqgtalarda boigan kesma
berilgan. Agar C(.x;j)noma’lum koordinatali nuqta berilgan
kesma ichida yotsa va \C\:|C5j =Anisbati ma’lum bo'lsa,

Cnugta  koordinatalarini topish masalasini garaymiz.
/4 fiCnuqgtalardan son o‘qlariga parallel to‘g‘ri chiziglar
o0‘tkazamiz.

Uchta o‘xshash uchburchak hosil boMadi:
aAAB ~aAA,C ~aCC,B

v AXiyi)
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Bu uchburchaklarda mos tomonlar nisbatlari tengligidan
\AAIiJANJAC\=A
1Cl \CB\ \B\

ya m ------- —---mee- — J1 tengliklami olamiz.
Y-Y2 X~X

formulaga ega bo'lamiz. Demak izlanayotgan nugta

Al N

A1hA FhA A
Xususan, MO\ = |C5]bo’lsa,x =" -~ 2> =

bo’ladi

Misol sifatida uchlari bir to‘g'ri chizigda
yotmagan”(x,;j,), B(x2yz), C(x;,yr) nuqtalarda bo‘lgan
uchburchak og'irlik markazi (mediYanalari kesishgan nuqta)
koordinatalarini topamiz. BC kesma o'‘rtasidagi D nugta uchun

Agar O nuqta mediyanalari kesishish nugtasi bo‘lsa,
mediyanalar xossasiga ko‘ra VONNCD\=2ya’'ni J1-2 bo'ladi. U
holda O nuqta koordinatalari Ava £>koordinatalari yordamida
quyidagicha topiladi :

X =
1+/1 1+2 3

Y, +Y, +Y,
3
Demak uchburcbk og‘irlik markazi koordinatalari uning uchlari
koordinatalari o‘rta arifmetigi ekan.
Dekart koordinatalarini almashtirish.Analitik geometriya
masalalarini yechishda berilgan Dekart koordinatalar sistemasidan
boshqa, yangi Dekart sistemasini, bu ikki sistema koordinatalari
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bog‘lanishini garashga to‘g‘ri keladi. Unda koordinatalami
almashtirish formulalari hosil bo'ladi.

Dekart koordinatalarini almashtirishning ikki turini garab
chigamiz.

0 ‘gqlarni parallel ko‘chirish. OXYDekart koordinatalar
sistemasida koordinata boshi 0 (0;0)nuqta biror J(a;/?)nuqtaga
ko'chiriladi, son o‘qglari yo‘nalishi eskicha qoladi. Agar C
nugtaning eski va yangi sistemalaridagi  koordinatalari

C(x;y),C(x";v'),bo‘lsa bu Koordinatalar boglanishi 7
[y=y-b
: L - : X=x"+a —
tarzida bo'lishi kelib chigadi, aksincha { , bog‘lanishni
y=y'+b
ham yozish mumkin.
1) Parallel  ko‘chirishda  A{2; 4)nuqtalar  koordinatalari

A'(4: 2) bo‘lsa, parallel ko‘chirish formulasini yozing.

=x'+ =
{X X ada [2=4+ yanla--2b2

y=y+b o [4=2+

. . £ =x"-2 :
Demak parallel ko‘chirish formulasi =y 42 ko‘rmishda
bo'ladi.
2) Parallel  ko‘chirish ~ yordamida vy --Z-Z(lltlfunksiyani
X

h
y =—ko‘nnishida yozing.
n
_2X-243_2X-2 ., 3 _,. 3 3

x— x— x- X —1 ) x—
Agar y "-y - 2.x' =x—1 formula yordamida parallel ko‘chirish

o‘tkazilsa, funksiya x'Oy" sistem aday'=3— ko‘rinishda boMadi.
X

Son o‘qglarini burish. Koordinata boshini 0‘z joyida goldirib,
son o‘glarini bir yo‘nalishda biror a burchakka buramiz. Unda
biror A nuqtaning eski Dekart (qutb) koordinatalari
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A(x,y) =A(r,(p)bo"\sa., yangisida J1(x";y") - A(r,0)bo’ladi chunki
qutb va A nugta orasidagi r masofa o‘zgarmaydi.

Dekart va qutb koordinatalari bog‘lanishidan
X =rcos(p IV =rcos#
[y =rsin® V8 '[y =rsin£?
tengliklarga ega boMamiz.

=0 +a;ekanligidan quyidagilar kelib chigadi.
I X =rcos (p=r cos(#+a) =r(cosBmosa - sinBesina) =x cosa - y sina
[>-rsin” =rsin(# +a') =r(sin#-cosa +sintt-cos#) =/cosGr +;C'sing;
Agar 0 =«p-adesak, yangi koordinatalami eskilari yordamida
beriladigan

" =jccosor +"sina
'=ycosa-xsina
formulalami ham hosil gilamiz.

Agar bir paytning o‘zida koordinata boshi biror 0'(a,b)
nugtaga ko‘chirilsa, son o‘qglari biror a burchakka burilsa,
yugoridagi formulalar

J X- x'cosor- ~sina +a X=(x-a)cos«-(j'-6)sin«
[y=x’sina +y cosor+b  y'=—{.r-a)sin« +(>'-A)cosa
ko‘rinishida boMadi.

3) Son o‘qlari a =— ga burilganda J1(V2;%1j koordinatalari
topilsin.
j X' =xcosa +ysina
[Y =ycosa - xsina
66



formulalardan

ic= cos—+y/2sin—=yflm +42 m— =2
: 4 y 4 y 2 2

Y =->/2sm—+v2c0s—=-V2 -— +V2-— =0
4 4 2 2

kelib chigadi, ya'ni J1'(2;0)
2) Koordinata boshi 0'(2;-2) nugtaga ko‘chirilib, son o‘qlari

a =6— ga burilgandagi alrnashtirish formulalarini yozing.

X =X cos-—-V sin—+2 X:E X’—1 V' +2

6 yoki 2

=j 'sin—+y cos-—-z =1y +— yi2
6 6 y gy 2 y

Tekislikda chizig tenglamasi.

Tekislikda biror L-chiziq berilgan bo‘lsin, uning ixtiyoriy
nuqtasi C ikKi koordinataga ega: C(x;y). Agar
F(x, j»)=0Otengiamani Ldagi har bir nuqgta koordinatalari
ganoatlantirsa va L da yotmagan nuqta koordinatalari tenglaraani
ganoatlantirmasa,bu tenglama L-chizigning tenglamasi deyiladi.

Masalan, x—y - Otenglamani /,///choraklar bissektirisasini
ifodalovchi to‘g‘ri chiziq nugtalari koordinatalari ganoatlantiradi

xolos.Agar L-chiziq qutb ordinatalar sistemasida berilsa, mos
ravishda, tenglama F(r ;(p)-0 ko‘rinishida bo‘ladi. Masalan,

r--acos(p(a>Q) tenglama radiusi-j ga teng bo‘lgan aylanani

bildiradi, chunkiA(a;0), C(r;cb), ZOCA —90° ekanligidan unga
yarim doira tiralganligini bildiradi.

Agar chizig nuqgta koordinatalari x va y biror t - parametrga
bog‘liq boTsa, u holda chizig tenglamasi parametrik usilida
berilgan deyiladi va<l _m{tgtarzida yoziladi,

Ly =<pit
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Masalan, x-cost,y =sinttenglama bilan berilgan chiziq
markazi koordinatalar boshida, radiusi 1 bo‘lgan aylanadin
chunkix2+y2=1.

Biror to‘g‘ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasida
n-darajali algebraik tenglama bilan aniglangan chiziq rc-tartibli
algebraik chiziq deyiladi.

Algebraik chiziglarga

ax+by+c =0, x1+2Bxy+y2+D+Ey+F =0
lar misol bo‘la oladi. Noalgebraik tenglamalarga =-cosx =0,
N-log”™x-0, 2“—5y+1=0 lar misol bo‘ladi; n—tartibli algebraik
chiziglar parallel ko‘chirishda, o‘glami biror a-burchakka
burishda tartibini o‘zgartirmaydi.

3.2.8. To'g‘ri chizig tenglamalari

Tekislikda birinchi tartibli chiziglar-to'g'ri chiziglardir. Bu
bobda to‘g‘ri chizigning tenglamalari, ular hagidagi asosiy
masalalar o'rganiladi.

To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi.Tekislikda Dekart
koordinatalar sistemasi berilgan bo‘lIsin.
N(x,;>>), B(xAy2nuqtalami qgaraymiz. Bu nugtalardan bir xil

masofada yotuvchi C(x;y)nuqtalar toplami to‘g‘ri chiziq hosil
qilib,~fi o‘rta perpcndikulyari hisoblanadi. VAO\ =\B\tenglikdan

J(X-X)2+[y- yty¥y =J(X-x)r+(y-y2)
ga ega bo'lamiz. Tomonlarini kvadratga oshirib, qavslami
ochamiz:
X2- 2XXU+X2+Y 2- 2yyt+y2=X2- 2xx2+X2+Yy2- 2yy2+y?2
o‘xshash hadlami ixchamlab,
2(X2-x,)x +2(\2-y,)y+x2+y2-x2-y; =0 tenglamaga. ega
bo‘lamiz.
Agar
A=2(x1-x1),B =2(y2-yt)C =x2+y2-x2-y 2
belgilashlar keltirsak, tenglama
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Ax+By+C=0
ko‘rinish oladi.Bu tenglama to‘g‘ri chizig umumiy tenglamasi
deyiladi.

Masalan,  /‘(4; M, £>(-I;2)nuqgtalardan  bir xil masofoda
yotuvchi to‘g ‘ri chiziq tenglamasini topamiz.

J(x-4)2+ (y-D)r=J(x +)2+(y -2)\

X2- 8Xx+16+16+y2- 2y +1+y2- 4y +4
o0'xshash hadlami ixchamlab, 10jc-2j>-12 =0yoki
5x -y -6 =O0Otengamaga egarniz.

To‘g'ri chizig umumiy tenglamasidagi A, B, Csonlari tenglama
koeffitsiyentlari deyilib, quyidagicha hususiy hollar bo‘lishi
mumKin:

1°. ApO,BdpO,C-A). Bu holda tenglama Ax+By= Oko'rinish
olib, koordinata boshidan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig bo‘ladi, chunki,
0 (0;0)nuqta tenglamani ganoatlantiradi.

2°. A 0,5 =0,C50. Bu holda tenglama Ax+C =Oboiib, uni

x=—§ko‘rinishda yozish mumkin. Demak, absissa biror

0‘zgarmas songa teng, ordinata ixtiyoriy giymat gabul giladi. Bu
to‘g‘ri chizigning OYo‘qiga paralelligini bildiradi.
3°.A=0,Bp0,Cp0. Bu holda 5j+C=0hosil bo'lib,

y =---Ctarzida yoziladi. To‘g"ri chiziq OX o‘qiga parallel.

4°. Ap0,B=C =0.Tenglama Ax =0ko‘rimshida bo‘lib,
x = Otenglama kelib chigadi va OY o‘qini ifodalayi.

5. B 0O.A-C =0. Bu holda v=0kelib chigadi va bu
tenglama OX o'gqmi bildiradi.
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To‘g‘ri chizigning burcbak koeffitsiyentli tenglamasi
Dekart koordinatalar sistemasida ordinatalar o‘gidan 0(0;0)
dan hisoblanganda uzunligi bga teng kesma ajratadigan, absissa
0'qi bilan «burchak hosil giluvchi to‘ri chizigni garaymiz. To‘g'ri
chiziq ixtiyoriy C(x;y) nugtasini olamiz.

Hosil bo‘lgan to‘g‘ri burchakli uchburcbakdan —— =tga
X

ekanligini topamiz. Bu tenglamadagi tga to‘g‘ri chizigning
burchak koeffitsiyenti deyiladi va k bilan belgilanadi:
K-tga
o h o . y—b_ . .
To‘g‘ri chiziq tenglamasi -*---- =K ko'‘rinish oladi. Undan
X

to'g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi deb ataluvchi
y =kx+b
tenglamani olamiz.

To‘g‘ri chizig holati kva b koeffitsiyentiari bilan to‘la
aniglanadi.To‘g‘ri chizig umumiy Ax+By+C =Otengiamasidan
burchak koeffisentlisiga o'tish uchun bu tenglamani y ga nisbatan
yechish kifoya.

A, C
=— X—
y B B

Bundak - ---g, b=---§be|gilashlar Kiritilsa, tenglama

y - kx+6Kko‘rinishga keladi.

Ma'lumki, j =Ax+fefunksiya chizigli deyilar edi. Demak,
chizigli funksiya grafigi to‘g‘ri chiziq bo‘lar ekan. b=0 bo'lsa
y-kx hosil boiib, x va y o‘zaro proporsiyanal, k-esa
proporsiyanallik koeffitsiyenti deyiladi.

To'‘g‘ri chizigning kesmalar bo‘yicha tenglamasi.Tekislida
absissa o‘gidan a=O"lordinata o‘gidan b =<95kesmalar
ajratadigan to'g‘ri chizigni qaraymiz. To'g‘ri chizig ixtiyoriy
C(x;y)nuqta absissasini [, ordinatasini Bt bilan belgilasak, uchta
o‘xshash uchburchak hosil boiadi: gAOB - aAAC - aCBB,ya’'ni

70



Demak, b—a

y y-b
Bu tengliklaming birortasini soddalashtirsak,
a + % =" <3 >

tenglama hosil bo'ladi. Bu tenglama to‘g‘ri chizigning kesmalar
bo'yieha tenglamasi deyiladi.

To'g‘ri chizigning kesmaiar bo‘yicha tenglamasini koordinata
boshidan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar uchun yozib bo'Imaydi, chunki
ular son o‘qlaridan kesmalar ajratmaydi.

Ax+By+C =0(C ¢ 0)tenglamadan kesmalar bo'yicha
tenglamaga o‘tish uchun Ax+By=—€ tarzida yozib,tomonlarni
(-C) gaboiib yuboriladi:

X 4% =1a=-Sp=-F belgilash Kiritsak, tenglama
¢t A” B
A B

X+ 1 ko'rinishea keladi.

a b

M

QD

salan. 3x-4>’-12 =0to‘g‘ri chizig kesmalar bo'yicha
tenglamasi ¥+\L =1 ko‘rinishida bo‘lib, absissa o‘gidan musbat

yo‘nalishda 4 ga teng kesma, ordinatalar o‘gida manfiy yo'nalish
bo‘yicha 3 ga teng kesmalar ajratar ekan To‘g‘ri chizigning
normal tenglamasi.Tekislikda biror to‘g‘ri chizigni garaylik.
Koordinata boshidan bu to‘g‘ri chizigga tushirilgan normal deb
ataluvchi, peipendikulyar uzunligi p,normal bilan absissa musbat

yo'nalishi orasidagi burchak a a®0,ad — bo‘lsin. To'g'ri
\% 2

chizigda  biror  C(x;jv)nugta olib uning absissasidagi
proyeksiyasini Ct deb bclgilaymiz. ZAON =ZACC]- ZABO =a
ekanligi ZAON”NACQ aABO uchburchaklar to‘g‘ri burchakli



o‘xshash ckanligini bildiradi: OB =—"— 0 A~--2-tengliklarni
sincz COs«
P -x
hisobga olib; —=— -—--- munosabatga ega bo‘lamiz. Uni

sinar cosar
soddalashtirib, normal tenglama deb ataluvchi
jccos«+>>8na - p- 0

tenglamani keltirib chigaramiz.

Bu tenglamania=---|?---, b=—_—P--- kesmalar bo‘yicha ham
cosa sina

keltirib chigarish mumkin. Normal tenglamadagi p soni to‘g'ri
chizigning markazdan gancha masofada o‘tganligini bildiradi.
To'g'ri chizigning umumiy Ax+By+C=0 tenglamasini
normal tenglamaga keltirish masalasini ko‘raylik.
//"™0 normallovchi ko‘paytuvchi Bo'ba,/nAx+/nBy+[nC =Q
norma! tenglama bo‘ladi, ya'ni/nA=cos«, ~IB-ima, AC=-p .

(juA)2+( p8) -cos2a fsin”a munosabatdan /- ™ * —yoKki

U=+ === bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
YjA2+B2

A . B
+ +C~ +-== === y+ —]1— =
Ax+By+C~0tenglama _V_;:Q_ZJC Ja2+b2y_s[Z+lb %
normal ko‘rinishga keladi. p soni oldida manfiy ishora hosil
gilishi uchun p ning ishorasi Cning ishorasiga garama-garshi
olinadi.
Masalan, 6x- 8 y+5=0tenglama nonnallovchi ko‘paytuvchisi

« =x-t==L==+—,C -5 ekanligidan a - ——oilinishi, normal
>for +82 10 10

3 4 1 e N
tenglama esa - X + —y - —=0 bo'lishi kelib chigadi.
To‘g‘ri chizigning qutb koordinatalardagi tenglamasi.Qutb

koordinatalar sistemasida biror to‘g‘ri chiziq, qutbdan unga
tushirilgan, normal deb ataluvchi, wuzunligi p ga teng
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perpendikulyar va unga mos qutb burchagi a berilgan bo‘lsin.
Normal va to'g'ri chiziq kesishgan nuqgtani A deb belgilaymiz.

To‘g‘ri chiziq ixtiyoriy C(r;»)nuqtasini garaymiz. To‘g‘ri
burchakli OAC uchburchakdagi —=cos(a-*>) munosabatdan,
to'g‘ri chizig tenglamasi

P yoKi r-m
cos(a-<p) cos(#>-a)
ko‘rinishida bo'lishi kelib chigadi.

Bu tenglamani normal tenglamadan Xx--rcos(p, y =rs\n(p
almashtirishlar ~ yordamida  ham  topish mumkin.Unda
XC0S« +>>sina-/j =0 tenglama
rcos<pcostt +rsin*>sinQ'-p =0ko'rinish oladi va r~ ------—-- -

COS(M>-«)
tenglamaga ega bo‘Imiz.

To‘g‘ri  chizigning parametrik tenglamasi.Bazi hollarda
to‘g‘ri chiziq ixtiyoriy nuqtasi koordinatalari biror X parametrga

bogMig bo*lib qoladf, X~ +70
"\y =nA+y0
Bunday tenglamadan avvalgi tenglamalarni hosil qgilish uchun,
dastlab, X lar topiladi, =Xr_nXA =-V;—V so'ngra ular
X~XN y-y.

tengiashtirilib, Xparametr yo*qotiladi:
n

Tkki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak.Tekislikda ikKi
y =k, x+b,, y =kX+b2o‘g‘ri chiziglar orasidagi < burchakni

topish masalasini ko‘ramiz, bunda kt =tgal; k, =tga2.



Uchburchak tashqi burchagi xossasidan: a, =<p+a,.
Izlanayotgan burchak <p=a2—ax burchakni esa burchak

koeffisentlari orgali topish qulay:
tga2-tga, _ k2- K

=tg(a2-al
gp=ta( ) +tgal tgaZ
Berilgan to‘g‘ri chiziglar orasidagi o‘tkir burchakni topish
K-K

uchun tgcp- ko‘rinishida yozish kifoya.
gep 1+kr k2 y y

Masalan, y--2x\a y=3x-4to‘g‘ri chiziglar uchun

te(o-— ~J_=_1 demak ular orasidagi o‘tmas burchak

N ga, o‘tkir burchak esa -"ga teng.

1. Agar to‘g‘ri chiziglar parallel bo‘lsa, (p- 0 yoki (p=n bo'lib
K2=K, kelib chigadi. Demak, to‘g‘ri chiziglar parallellik sharti
k2=kt dir.

2.To'g'ri chiziglar 0‘zara pecbendikulyar bo‘lsa,
(p=l,th—=oo , 1+&[ =0shart kelib chigadi. Demak, to‘g‘ri
chiziglar perpendikulyarlik sharti K, =--—- dir.

K

Agar to'g‘ri chiziglar
Ox +fir +C, =0, Ax+B%¥ +C2=0formulalar bilan berilsa, ulami

y ga nisbatan yechib kt- —AL k2= A bo‘lishini topamiz.
)

92
Demak, to‘g‘ri chiziglar umumiy tenglamasi bilan berilsa,
A A
-t B, =aa-aa
s A A AA+ba

v B4 B.
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formulaga ega bo‘lamiz. Unda to‘g‘ri chiziglar parallel bo‘lishi

uchun A5,-45,= 0, ya'ni A_B bo'lishi, perpendikulyar
A B2
bo‘lishi uchun esa AIA +BB2=0 bo‘lishi kerak.

1) y =2X-5,y-2x +\ S=-w\v+5to‘gri chiziglaming

dastlabki ikkitasi parallel, uchinchisi ularga perpendikulyardir.

2) 2x—3>+5=0, 4jc—6_yH =0, 3x+2_y-I-5-0,to‘g"ri
chiziglaming dastlabki ikkitasi parallel, uchunchisi ularga
perpendikulyardir.

Nugtadan to‘gsri chiziggacha bo‘lgan masofa.Normal
tenglamasi bilan berilgan xcos«+ysma-p - 0 to‘g'‘ri chiziq va
unda yotmagan biror Q(x0y0) nugta berilgan bo‘lsin.g(x0 v0)
nugtadan berilgan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan d masofani topish
masalasini qaraymiz.Q(x3y0) dan o‘tib, xcosor +ysina-p-O
parallel to‘g‘ri chizigni xcosa'+3sintt-<7 =0 tenglama bilan
beriladi, bunda g=p +d, lekin
g=x0cosa +ysm a—p ekanligidan

d=q-p =x0cosa+yllsma—p
kelib chigadi. Agar q<p boisa d=p-q bo'lishini hisobga
olsak,
d - [j©cosa +y0sina - p\

formulaga ega bo'lamiz.

Agar to‘g‘ri chizig Ax+By+C =Oumumiy tenglamasi bilan
berilsa, masofa formulasi d - ) N ko'rinishida

SIA' +B1
bo‘iadi. Masalan, A(4;2), 5(I;1)dan 3e—4v-4 =0 gacha
masofani hisoblaymiz.
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Be4—4-2—4 5] _ _IB-1- - 4]+
= =1, d -
J34HY 5 5

demak, A to‘g‘ri chizigqa tegishli, B nugta esa to‘g‘ri ehizigdan 1
birlik uzoglikda joylashgan.

Normal tenglamasi bilan berilgan xcosa +_ysina-/> =0va
Xxcosa +jysina-g =0 to‘g‘ri  chiziglar orasidagi masofa
d-\p-g\  bo'lishi tushunarli. ~ Agar to‘g‘ri  chiziglar
jccosa +>sin« —/7=0, Axcosa +Aysina-"~0 tenglamalar

d

bilan berilsa, masofa d = 4 po'ladi. Demak ikki parallel

+ + =0, AAX+ABy+C*=0 to‘g‘ri chiziglar orasidagi

masofa d formula yordamida topiladi.
ya2+e2

Masalan, 6x +8~+7 =0, bx-Ay-1-0 to‘g‘ri chiziglar o‘zaro
parallel, ulami

3x+4y +~ =0, 3x- 4y - 7 =0tarzida yozsak,

7_+7
!
yjl2+(-4)
Bazi hollarda birinchi tog‘ri ehizigdan biror nugta tanIaQ
r 7
ikkinchisigacha masofani hisoblasa ham bo‘ladi, masalan C 0;—
\Y%
nugta birinchi to‘g‘ri chiziqga tegishli, undan ikkinchi to‘g'ri
chiziggacha masofa esa

=2,1 ekanligi kelib chigadi.

76



Masofa formulasi yordamida ikKi
kesishuvchiAx +Btv+C, =0, AX+By +C7=0to‘g'ri chiziqg
bissektrissalari tenglamasini keltirib chigaramiz.

Bissiktrissadagi ixtiyoriy C(x;_y)miqtadan berilgan to‘g‘ri

MWAX+ BYA+C\ _ \VAX +BYr+C\

chiziqgacHa masofdlar tenghgidan X2 BA
ATTW JalTb:

yof<| \A(X+_Byﬂ__\Ax+By \ kelib chigadi.
WTTW yJAf+B

Bitta va ikkita nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqg
tenglamalari.To'g‘ri chizig y =kx+btenglama bilan berilib,

dastlab, uning bitta A(xny0) nugtasi ma’lum bo‘lsin, demak,
y0=kx0+b. Berilgan tenglamadan topilgan sonnli tenglikm
ayirsak y-y0=k(x-x1 tenglama hosil bo‘ladi. U A(x0G/n)
nuqtadan o'tuvchi barcha to‘g‘ri chiziglar tenglamasiair. Bu to‘g‘ri
chiziglar A(x0/0) dan o'tuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasi deyiladi.
Agar dastadagi biror to‘g‘ri chiziq R(x:yi) nugtadan ham o‘tsa

y-y,, =k(x-x0) tenglik bajariladi. Undan k="~—— topiladi.

* _*Q

Dernak A va B nugtalardan o‘tuvchi chiz}q tenglamasi

Y~Y0-~ ——(x-jc0) yoki =——— ko‘rinishidabo‘ladi.

x-xt y~}\
Masalan, A[2;-1) va 5(1;2)nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq

tenglamasi

yoki y =-3x +5ko‘rinishida bo‘ladi.

1-2 2—( 1)

Endi biror C(x0>%) nugtadan o'tib, berilgan yt- kx +b to‘g‘ri
chizigga parallel (perpendikulyar) tog‘ri chizig tenglamasi
formulasini keltirib chigaramiz.

Izlanayotgan to‘g‘ri chizig C(x0yQdan o‘tadi, demak,
tenglamasi y-y,, =k(x-x0) ko‘rinishda boMadi. Bundan tashqari,
agar u yt=kx:+bga parallel (perpendikulyar) bo'‘lsa,

7



k=k. k=— bo'‘lib tenglamasi
il
Y-Y,=LXx~Xxd Y-Y0=-r (x- x,) ko‘rinishida bo‘ladi.

Masalan, C(2;-1)dan  o‘tib y-4x+3 ga parallel
(perpendikulyar )  bo‘lgan  to‘g‘ri  chizig  tenglamasi

y +1=4(jc—2) ko‘rinishda bo'ladi.

3.3.8. Tkkinchi tartibli chiziglar

Ikkinchi tartibli chiziglar (ITCH) aylana, ellips, giperbola,
parobala ulaming xossalari,ITCH lar umumiy tenglamasi va uni
kanonik ko‘rinishiga keltirish o‘rganiladi.

Aylana tenglamasi.Markaz deb C(a;b) nuqgtadan bir xil
Rmasofada yotuvchi nugtalar to‘plami aylana deyiladi.

Aylana tenglamasini olish uchun aylananing ixtiyoriy

Pifogor teoremasiga ko‘ra

(x-4)2+(.y-6)' =R2 aylana umumiy tenglamasini hosii
gilamiz.

Agar aylana markazi koordinata boshi0(O;O) boisa,
tenglamasi x2+y2-R 2ko‘rinishida bo'ladi.

Masalan, x2- 4x+yl1+8y- 5=0aylana markazi koordinatalari
va radiusini topish uchun tenglamani
(x-2)2-4 +(y+4)--16-5 =0 yoki (x-2)2+ (j +4)2=52
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ko‘rinishida yoziladi. Demak, aylana markazi C(2;-4) nuqgtada va
radiusi R=>5dir.

Ellips, kanonik tenglamasi, xossalari.Har bir nuqtasidan
berilgan fokus deb ataluvchi ikki Ft va F2 nugtalargacha

masofalarning yig‘indisi /¥4 dan kaita o‘zgarmas 2asoniga teng

nugtlar to‘plami ellips deyiladi.

Ellips tenglamasini keltirib chigarish uchun fokus deb ataluvchi
nugtalami absissa o'gida koordinata boshiga nisbatan simrnetrik
joylaymiz: Fjc;0), /\(-c;0) ya'ni \P\\=2c.

Agar M (x;>")ellips ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsa, rt=\VF\ va
K - \VRJ | uzunliklar ellipsning fokal radiuslari deyiladi. Shartga
ko‘ra A\+r2=2a

rs- <Jjx+c)la-y\r2="j(x-c) +yZ2ekanligidan ellips

tenglamasi yj(x +c)2+y2+"J(x— f +y2- 2a ekanligini topamiz.
Ellips bu tenglamasi ishlatish uchun noqulay, ikkinchi radikalni
0‘ng tomanga o‘tkazib, tomonlami kvadratga oshiramiz :

(x +c)' +y2-4 al-4a<)(x-c)"+y2+(x +c) +y2yoki

Bu tenglamani ham kvadratiga oshirib,
nV —azx+az2+ax2=a - 2axx+cX2yoki
(a2-c2)x2+a32- (a2~c2a2 tenglamaga ega  bo‘lamiz.
a>cho’lganligi uchun b =~Ja2—3 belgilash kiritish mumkin.
Ellips tenglamasi b2+a2/2-a b2 ko‘rinish oladi, bundan
ellips kanonik tenglamasi deb ataluvchi x_2+,y_ =1 tenglamani
a
olamiz.

Bunda y2—h2 1---)-<-ekanligini hisobga olsak, fokal radiuslari
Noa2

uchun
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(jE+C)2+b? - —— = @ e ,
a) a
f /
— 1 —_ \- = J a - CX N -a ___C_:Z(
rR=j(X C)2+b2v A X )

Koordinata  tekisligining ~ 1-choragida j;>Obo‘lib,ellips

y - —\jJa2- x 2tenlama bilan beriladi. Unda quyidagilar kelib
b

chigadi:

1) x=0bo‘lsa, y=b Agar XOdan a gacha o'sadi,
jkamayadi.

2) x =abo'lsa, 7 =0

3) x> a bo‘lsa y aniglanmagan.

Boshga choraklarda ham simmetriklikdan ellipsni to‘la
chizishimiz  mumkin, chunki koordinata boshi simmetriya
markazidir. o va i Kkattaliklar ellipsning katta va kichik yarim

o‘glari deyiladi. £=soni ellips ekssentrisiteti deyiladi. Ellipsda
a
0<£<Ibo’lib, s-0 daaylana hosii boMadi.
X =i£—teng|amalar bilan berilgan to‘g‘ri chiziglar direktrisalar

deyiladi.
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Agar ellips M(x-,y) nugtasidan biror dirikrisagacha masofa d

unga mos fokal radius r bo‘lsa, e=;—boiadi hagigatdan

d- E-x, r-a-ex ekanligi buni tasdiglaydi.

Ma'lumki planetelar va bazi kometalar bir fokusida quyosh
joylashgan clliptik traektoriyalar bo‘ylab harakatlanadi. Unda
planetalar ekssentrisiteti nolga yaqin, kometalar esa ekssentriteti
birga yagin eliips bo‘ylab harakatlanadi.

Erning lvilda Imarta, Galley kometasi esa 72 yilda bir marta
Quyosh atrofida aylanishini eslash kifoya.

Giperbola, kanonik tenglamasi xossalari.Har bir nugtasidan
berilgan fokuslar deb ataluvchi ikki Fy va F7 nuqtalargacha

masofalari ayirmasi absolyut giymati o‘zgarmas 2a songa teng
nugtalaming to‘plami giperbola deyiladi.

Giperbola tenglamasini hosii gilish uchun F, va F2 fokuslami
absissa  olgiga, koordinata  boshiga  simmetrik  qilib
joylaymiz: Fi(-c;0), F2(c;0)

Agar M (x;y) giperbola ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsa, ta’rifga ko'ra:
\LLI\-\LLI2A=2a yoki
yLix+cf +y2- yj[x- ¢)”+y2==2atenglamani
yj[x+c)2+y2-yj(x-c)2+Y T2a ko'‘rinishda yozib, tomonlarini
kvadratga oshiramiz.

Soddalashtirib: *aA(x-c} +y*‘ =cx2- alBu tenglamani ham
kvadratga oshirib, guruhlab;
(c2-a 2)x2-a 32=<r(c2- a 2)tenglikni olamiz. c>a
bo'lganligidan  b=yj[c2- al) belgilash Kkiritamiz, natijada,
giperbola tenglamasi bX2-a2/2=a2 b2 ko‘rinishga keladi.
Tomonlami a2-b2
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ga bo'lib, perbola kanonik tenglamasi deb ataluvchi );— g

tenglamani hosil gilamiz.

Bu tenglamada x,y lar kvadrat darajada bo‘lishi, grafikni son
o‘glari va koorinata boshiga nisbatan simmetrikligini bildiradi.
Demak giperbola grafigini 1-choragida chizish kifoya. Tenglama

I-chorakda yza—\.]x2+a2 ko‘rinishda bo‘ladi. UndanO<x<a

quyidagilar kelib chigadi:
1)0 * x <ii da funksiya aniglanmagan
2)x=a ray -0
3)x>a da >>>0.Agar x —+00 bo‘lsa,*v-»+00.

y =x—x to‘g‘ri chiziglari asimntotalari deyiladi. I chorakda
a

giperbola va asimtota fargini baholaymiz:

by b2 2 _ _Tx~\j_l'----n 3(__4_-_yj_x_2__a_3 _M]L

a a X+Vvx2—a2 x4-'jX2-a?2

Oxirgi kasr x -» 4-00 da nolga intiladi, demak giperbola y =—x
a

to‘g ‘ti chizigga yaginlashib boradi.
Agar geperbola tenglamasi X+ A =1 ko'rinishida bo‘lsa,
a

giperbola fokuslari QY o‘qida bo'‘lib, giperbola shoxlari OY o‘qi
bo‘lib yo‘naladi. Bu giperbola oldingisiga nisbatan qo‘shma
deyiladi.

Agar a =b bo‘lsa, geperbola teng tomonii deyilib, tenglamasi
x|l -y 2=a2 ko‘rinishida bo‘ladi.
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{._c_ soni gepcrbola ekssentrisiteti deyilib, £->O.X-i;—
a
to‘g‘ri chiziglar giperbola drektrissalari deyiladi. Giperbolada ham
—- € o'rinlidir.
d
Parabola kanonik tenglamasi, xossalari. Fokus deb ataluvchi
F nugtadan va direktrisa deb ataluvchi to‘g‘ri chizigdan bir xil

uzoglikda joylashgan nugtalar to‘plami parabola deyiladi.
Fokusdan dirikttrisagacha masofa p bilan belgilamb, vy

parabola parametri deyiladi. Parabola tenglamasini olish uchun F

nugtani Ox o‘qi bo'ylab koordinata boshidan y masofada

joylashtramiz. Direktrisa esa X =~~ boiadi. Parabola ixtiyoriy

\2
M(x,y) nuqgtasi uchun \VRA\- v x—F +y2 va direktrisagacha

bo'lgan masofa x+” ekanligidan +y2 =X +? kelib
2

chigadi. Bu tenglikni kvadratga oshirib:
><2—pX+F;—2hv2:2A +pX+EA:2

ni hosil qgilamiz.Soddalashtirsak, parabolaning kanonik
tenglamasi kelib chigadi: y2=2px

Parabola grafigi Ox o0‘giga nisbatan simmetrik boiib,
koordinata boshidan o‘tadi. Parabolada r =d ekanligidan s- 1
bo‘ladi. y2-2px uchun absissa o‘gi simmetriya o‘qi bo‘lib,
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parabola o‘gi deyiladi. p soni fokusdan direktrisagacha masofani
bildiradi.

Agar parabola y2- —2px ko‘rinishida bo‘lsa, uning grafigi

00,0] da aniglanadi.

I.T.Ch. lar qutbiy tenglamalari. I.T.CH lardan birini olamiz.
Uning fokusi joylashgan nugtaga qutbni joylab boshlang‘ich nurni
absissa musbat yo‘nalishi bo'yicha yo'naltiramiz  L.T.Ch
direktrisasi L boisin, ixtiyoriy nugtasini  M(r,<p) bilan
belgilaymiz. Fokusadan 1.T.Ch gacha OY o‘qgidagi kesma p-f'akal

parametr boTsin 7—’\-|)—=s=Z ekanligidan \DF\=E xa’ni
\DRA\ d 1 "

d-iDFj+I/WI:E+rcos". Demak, E=£—+rcos’\z>, yoki
r=p +re£cos(p bundan ixtiyoriy 1.T.Ch qutb tenglamasi

[——mmm— - koiinishida bo‘lishi kelib chigadi. Bunda p-fokal
1-~cos”

parametr e garalayotgan chiziq ekssentrisiteti.

Bu tenglama fm=() da aylana, 0<£<1 da ellips, £=1 da
parabola, £>1 da esa giperbola tenglamasidir.

I.T.Ch larni kanonik ko‘rinishga keltiring.lIkkinchi tartibli
chiziglar umumiy

Ax2+2Bxy +Cy2+2Dx+2Ey+F =0 (1)

tenglama bilan beriladi. Agar Dekart koordinatalarda son o‘glarini
parallel ko‘chirsak, yangi (o'x"y") sistema, qo‘shimchasiga o‘glarni
biror a burchakka bursak (0"x"y") sistema hosil bo'ladi. Songgi
sistemani OXY tarzida belgilaymiz.

Teorema. 1.T.Ch umumiy tenglamasi koordinata o‘glarini
parallel ko‘chirish va biror burchakka burish yordamida quyidagi
hollardan biriga keltiriladi:

2 2

¥ (ellips, a -b da aylana)
a b

2- =1 (giperbola)
a b



3.y2=2px (parabola)

4.y2-k X%2=0 (ikki kesishuvchi to‘g‘ri chiziq)

5.) 2—K2=0 yoki x2-k 2— (ikki parallel to‘g‘ri chiziq)

6. y- =0 yoki x2- 0 (ustma-ust tushgan to‘g‘ri chiziglar)
7.y2+k22=0 (bitta nuqta)

8.y2+kx2=-1 (bo‘sh to‘plam )

Isbot. Dastlab, 0(0;0) koordinatalar boshini biror P(xo;yo)

- $X=X'+x :
nugtaga parallel ko‘chiramiz. Unda almashtrish
[Y=Y+Y0
o‘tkaziladi. Umumiy tenglama
A(X'2+2x'x0+xaf +2B(X"y" +X'y0+xay'+ x0y0)+C(y'2+2y'y,, +ya) +
+2D(X" +x0) +2E(y'+y0) +F =0
yoki
AX'2+IBX'y' +Cy’2+(2Axa+2Bya+2D)x +(2Bx, +2Cy,, +2E)y" +
+(Ax| +2Bxao + Cy2+2Dxa+2Eyo+F) =0
ko'Tinishiga keladi.
_ LAxn+Byo+D=O _ f
Demak, (X ;y ) sistema yechimi bo'lsa,
[Bx0+Cy0+E =0
umumiy tenglama
AX'2+2BXy +Cy'2+F =0 (2)
ko‘rinishga kelar ekan.
. (2)-tenglamadagi x'y' ko‘paytrnani yo‘qgatish uchun o‘qlami
[x'=xcosa-jsina
[Y =xsina +jcosa
almashtrish  o‘tkazamiz.Yangi  sistemada xy  ko‘paytma
koeffitsiyenti Asm2a+2Bcos2a+Csin2a =0 bo‘lsa, teorema

biror a burchakka buramiz, vya'ni

isbotlanadi. Buning uchun ctg2a=-~-28— shart o;rinli boiadigan

a burchak tanlash yetarli. (2)~tenglama A'X2+C'y2+F'=0

tenglamaga keladi.
Bu tenglama berilgan I.T.CH ning kanonik ko‘rinishi deyiladi.
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Kanonik tenglama olinguncha A,B,C-sonlari 0'zgarmaydi.
AC-B2 ifoda I.T.CH tenglamasi invarianti deyiladi. Bu ifoda
uchun, A'C’-B'2=AC-B2bo‘ladi.

I TCH AC-B2 ifoda ishorasiga ko‘ra quyidagi tirlarga
bo‘linadi:

1 AC-B2>0 bo'lsa,l. T.CH eiliptik tipda,

2. AC-B2=0boTsa,l.T.CH parobolik tipda,

3. AC-B2<0 bho‘lsa, I.T.CH giperbolik tipda bo'ladi.

)3x2+\0xy +3y2-2x-\4y-]13 =0 tenglamani  kanonik
ko‘rinishga keltiring.

43)& +5v-1=0

sistema yechimi x =2 ,y =-1 bo'lganhgi
(5x0+3y0-7 =0 y y ganng

uchun 4 almashtirish o‘tkazamiz:
\y=y -i
3(X2+4X" +4) +100§ -x" +2y'- 2) +3(y'2- 2/ +1)- 2(X'+2)-
-14(/-1)-13 =0
yoki
3x'2+10xY +3/2-8 =0

Endi ctg2a _3-3 =0 dan a =45° ekanligini topib,
* =-y-(X-Y)

y' =~ (x +y)
almashtirish o‘tkazamiz:
3--2(X 2-2Xy +y2)+10--2 (x2-7) +30-2-(x2+2xy+y2)-8 =0
yoki Sx2~2y2=8.
y

Tekshirilgan | T.CHx? -1 tenglamaga ega giperbola

bo'ladi. AC-B1=3-3-52<0 ekanligi ham buni tasdiglaydi.
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2). 8x2+4xy +5y2+16x+4v-28 =0 kanonik ko'rinishga
keltirilsin.

fex + 2y, +8 =0 “X
Jx;r 2y + g/echimi (-1;@>boiganligi uchun \[X X
[2x0+5y0+2 =0 b =Y

aimashtirish o‘tkazamiz.
8(x'2- 2x' +1) +4(x'y'- y') +5y'2+160'-1) +4y'-28 =0
yoki 8x2+4x'y' +5y'2-36 =0.

So‘ngra ctg2a 8= =3—ekanligini topamiz. Bu holda a

burchakni aniglab bo‘Imaydi, shuning uchun sin«,cos« larni
topishga harakat gilamiz:
L 3 yoki Liga =i, 2tg a +3tga-2 =0 tenglamaga
tg2a 4 2tga 4

egamiz. Bundan tga=\" yechimni olishimiz mumkin

(0O<a <£boiishiga harakat qildik xolos).l+tgza =0
2

cos a
ayniyatdan cosa = . " =+-A1=, undan sina =x-7= biz
+VI +tg2a 5 Js

2 1
cosa =—r-. sina =-7= deb aimashtirish o‘tkazamiz:
v5 V5

X'=—=(2x-y),y'=  (x+2y) ekanligidan
V5 v5
~(4x2-4ny +y2) +"(2xz+3xy-2y2) +N(x2+4xy +4yz)-36 =0
Soddalashtirib, 9x2- 4y2-3% =0 yoki 57=l=3— =~ ellips
kanonik tenglamasini hosii gilamiz.

3.4.8. Fazoda Dekart va yarim qutbiy koordinatalar
sistemalari

1 To'g‘ri burchakli Oxyz Dekart koordinatalar sistemasi
oichov birligi aniglangandan so‘ng o‘zaro perpendikulyar, bitta O



nuqtada kesishuvchi  Ox, Oy, Oz o'qlari yordamida Kiritiladi.
Bunda O -koordinata boshi, Ox - abscissa, Oy - ordinata, Oz-
oplikata o'glari deyiladi.

Biror C nuqgta berilsa, undan Ox,0y,0z o‘qlariga
perpendikulyar tekisliklar o‘tkazamiz. Bu tekisliklaming son
o‘glari bilan kesishgan nuqtalari C nugtaning to‘g‘ri burchakli
yoki Dekart koordinatalari deyiladi. C(x;y,z),x —OCx, y-O Cyv,

z- OCz.
Bu kattaliklar,mos ravishda C nuqta absissasi, ordinatasi, opli-

katasi deyiladi.

Oxy, Oyz, Oxz tekisliklari koordinata tckisliklari deyiladi. Ular
fasoni 8ta bo‘lak- oktantlarga ajratadi. Masalan /-oktantda jc>0,
~>0, z> 0 bo'lsa, oxirgi VIH-oktantda x<0,*<0, z< 0, boladi.

2. Fazodagi C nugta holatini qutb koordinatalari va oplikata
yordamida aniglash mumkin. Buning uchun Dekart koordinatalari
boshi va qutb boshini bitta nugtaga, boshlang‘ich numi absissaga
ustma - ust qo‘yamiz. C nuqgtaning Oxy tekislikdagi proeksiyasi
C bo'lsa, r =\CC\, xOC’, z-C'C Kkattaliklar yordamida C ning
fazodagi xolati C(r,<p,z) tarzida aniglanadi. Bundar">z -
silindrik  koordinatalari,  kiritilgan  sistema esa silindrik
koordinatalar sistemasi deyiladi. Silindrik va Dekart koordinatalari
o‘zaro bogianishi qutb koordinatalar yordamida

X =rcostp

z=12
ko‘rinishida bo‘lishi avvaldan ma‘lum.

3. Fazodagi C nuqgtani ko‘ramiz. OC=p ,COz=6 bo'lsin.
Bundan tashgari C nugtaning qutbiy <p koordinatasini ham

ko‘ramiz.
p,(p,0 Kattaliklar C nugtaning sferik koordinatalari, kiritilgan

sistema esa, sferik koordinatalar sistemasi deyiladi. Yordamchi
kattalik sifatida C ning qutbiy r koordinatasi ma'lum desak,
r =/?cos(90° -(p) =psin B o‘rinli ekanligidan,
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X =rcos<p = /7%sin#cos#>
<y =rsm<p=/7sin0 sire>
Zz=pcos<d
0‘zaro bog'lanishni keltirib chigaramiz.
Aksincha
cos<p= X sf>=m, Y r =jf(‘“2 +y2,
IX2+y2 jx 2+y2

op=~, p=Jx2+y2+z2,
X

cos@ . it sing B IfH Y2
JX2+y2+2z22"° yjX2+y2+z2
bog‘lanishlami keltirib ~ chigarish ~ talabaga  qiyinchilik
tug‘dirmaydi.
Silindrik, sferik koordinatalar sistemalarida ba'zi qutbiy
koordinatalar qgatnashganligi uchun ulami yarim qutbiy
koordinatalar sistemalari deyiladi.

Fazoda masofa, kesmani berilgan nisbatda bo‘lish,
koordinatalarni almashtirish
Fazoda Dekart koordinatalari kiritilgan, A(x],y],zl)

,B{x2,y2,z2) nuqtalar berilgan bo‘lsin. Agar A',B’ nugtalar A
vaSning Oxy tekislikdagi proeksiyasi bo‘lsa,.
MB\=" x2-x,)2+(y2-yX2

A nugtadan A'B' kesmaga parallel chiziqg o‘tkazib, uni BB’
bilan  kesishgan  nuqtasini  B" bilan  belgilaymiz. U
holda]55'| =z2-z,
Pifogor teoremasiga ko‘ra:

Y b\="Na'b"Y+\BB"X.
Demak
MB\=y](x2-x ,f+ (y2- v,)2+(z2-2,).
Bu ikki nugta orasidagi masofani hisoblash formulasi deyiladi.
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Agar A va B tutashtirilib, kesma hosil gilinsa va bu kesmada

C(x;y;z) nuqgta olimb @ﬂ'l munosabat o‘rinli boisa,

X, +NX2 yitny: 4 +r2

1n 1+ 1+N
formulalami keltirib chigarish mumkin. Xususan VA\=|C8 | A- |

bo‘lsa, X~ Xl?’? Yi+Y2yy - +ZZI, kelib chi%adi.

Agar koordinatata boshi 0(0;0;0) dan biror bir 0'(a;b;c)
nugtaga ko‘ehirilsa, A(X;y;z) nugtaning yangi X0z,
sistemadagi koordinatalari mos ravishda A'(x';y";z") bo‘ladi. Eski
va yangi koordinatalar

X =Xx"+a
y =y'+b
Z-2"'+cC

formulaiar yordamida o‘zaro bogianadi.
Agar x,y o‘qlari Oz atrofida biror a burchakka burilsa, eski va

yangi koordinatalar bog'lanishi
X =x'cosa - y'sina
<y - X'sina +y'cosa
72—
ko‘rinishda, x, z o‘qlari Oy atrofida biror/? burchakka burilsa,
X =X'c0sJ3- z'sinJ3
my =y’
z=y'sin/?+z'cosP
ko‘rinishda, y, z o‘glari Ox atrofida biror bir y burchakka
burilsa,
X =X
‘Y~Ycos7-z'sin/
z=y'siny +z'cosy
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bogTanishlar o‘rinli bo'ladi. Bunda a,/3,y - burchaklar Eyler
burchaklari deyiladi.

3.5.8. Vektorlar, amailar, xossalari

Ko‘pgina miqgdorlar (hajm, massa, zichlik, temperatura)
fagatgina son orgali aniglanadi. Shuning uchun, ularni skalyar
miqdorlar diyiladi. Ba’zi miqgdorlar esa ham son giymati, ham
yo'nalishi bilan aniglanadi (kuch, tezlik). Bunday migdorlarni
vektor miqdorlar deyiladi. Ularni o‘rganish uchun vektor
tushunchasi kiritiladi.

Yo'naltirilgan kesma vektor deyiladi. Kesma boshi vektor
boshi, oxiri esa vektor oxiri diyiladi. Agar nuqta Anugtada
boshlanib, Snuqtada tugasa AB yoki a kabi belgilanadi.

Agar ikki vektordan Dbirini parallel ko‘chirish natijasida
ikkinchisini hosii gilish mumkin bo‘lsa, ular teng boladi, ya'ni
yo‘nalishdosh, uzunligi teng vektorlar o‘zaro tengdir.

Parallel to‘g‘ri chiziglarda yotuvchi vektorlar kolleniar, bir
tekislikda yotuvchi vektorlar o‘zaro komplanar deyiladi.

Boshi va oxiri ustma -ust tushgan vektor nol vektor deyiladi va

0 tarzida yoziladi,uning yo‘naiishi ixtiyoriy deb gabul gilinadi.

1. Chizigli amailar

Ikki a vab vektorlar yig‘indisi deb shunday cl vektorga
aytiladiki, bu vektor a ning oxiriga b parallel ko‘chirib
keltirilganda, a ning boshi va b ning oxirini tutashtiruvchi
vektordir.c =a +b

Agar vektorlar boshi bir nuqgtaga ko‘chirilib, tomonlari shu
vektolar bo'lgan vektor yasasak, umumiy uchdan chiquvchi
diagonal vyigindi vektor bo‘ladi Qo‘shishning bu usullari
uchburchak va parallelogramm qoidalari deyiladi.
a va b vektorlar ayirmasi deb , shunday c vektorga aytiladiki ,
a=c+b o‘rinli bo‘ladi. Parallelogramm usulida c - ayirma vektor
berilgan vektorlar uchlarini tutashtiruvchi, a tomon yo‘nalgan
dioganal vektordir.



a vektoming haqigly X songa ko'paytmasi deb shunday
vektorga aytiladiki, bu vektor uzunligi W\ ga, yo‘nalishi A>0

da a bilan bir xil, A<0 da esa a ga garama-garshi yo‘nalgan
vektordir.

Fazoda boshi .~ (x”"jz,) oxiri 5(x2.y2;z2nuqtada bo‘lgan
vektor

a=AB=(x2-x1ly2-yLz2-zl))
vektorga teng. Demak, ixtiyoriy vektor boshini koordinata boshiga
ko‘chirish mumkin, ya'ni fazoda gancha nuqta bo‘lsa, shuncha
vektor mavjud va aksincha. Qolgan vektorlar “aylangani chiggan “
xolos.

Tu shunarliki a vektoming Ox,0y,0z o‘qglariga proeksiyalari
mos ravishda x,y,z bo‘lsa, ular vektoming koordinatalari
deyiladi.,a(x;y;z) tarzida yoziladi.

Ikki nugta orasidagi masofa formulasidan

=<+y2+z2, AB =yj(x2- X,)2+(y2- \)2+(22~2)2
ekanligi kelib chigadi

Koordinatalari bilan berilgan a(xl;yl;zl), b(x2'y2,z2) C ustida
arifmetik amailar quyidagicha kiritiladi.

axb =(x2xxl; y2xy{, z2+zl;)
Aa = (AxLAyl;Azl),
Agar a,b vektorlar o‘zaro kolleniar bo'lsa, shunday haqgigiy A
topish mumkinki,u =Ab o'rinli bo'ladi, ya'ni - :; = =4
n

Agar a(x;y;z), vekiommgOx,0Oy,0z o'qlariga 0g'ish
burchaklari mos ravishda a,j3,y bo'lsa, bu burchaklar
kosinuslari-cosa, cosp. cosy lar vektoming yo'naltiruvchi
kosinuslari deyiladi.

X= cosa, y= cos/?,z=acosy ekanligidan doimo
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c0s2a +c0s2/3+cos2” =1o0'‘rinli bo‘ladi va cosa =
yIx2+y2+22

cosp =—=::¥::::, COSr =
Vx2+/+z22’ oVx2+/ +z2°

Vektorni qo‘shish, ayirish, songa ko'paytirish amallarri
quyidagicha xossalarga ega:

1) a+b=Db+a

2) A(fiia) = {Afj)a

3)(N+/ma=Aaf//a

4) NN(a+b) =Na+/b

Bir necha axd2...,an, vektorlarni qo‘shish uchun, birining
oxiriga ikkinchisini parallel ko‘chiramis.a, ning boshi va an ning

oxirini tutashtiruvchi vektor yig‘indi vektor deyiladi. Bu esa
go‘shishning ko‘pburchak usuli deyiladi.
a=a, +a2+..+an

Fazoda koordinata boshidan son o‘glari musbat yo‘nalishi
bo‘yieha 1i,j,k ko‘rinishda belgilanuvchi birlik vektorlarni
ko‘ramiz. E|I=71L/A=/, jA=1

Bu uchlik bazis deb aytiladi, chunki fazodagi ixtiyoriy a vektor
ij, K bazis orgali yagona koiinishda yoyiladi : a =xi +y] +zk

X,y z lar a ning koordinatalaridir, ya'ni a(x\y,z),. Qaralgan
i,j,k vektorlar ortlar deyiladi.

2. Skalyar ko‘paytma

Nolga teng bolmagan a va b vektorlaming skalyar
ko‘paytmasi deb, shu vektorlar uzunliklari bilan ular orasidagi
burchak kosinusi ko‘paytmasidan iborat songa aytiladi,

a-b yoki |a]|i cost> .

Skalyar ko*‘paytma quyidagi xossalarga ega.
)a b=b a

2){Na)b =A(ab)
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3) a Xft +c) =ab +ac
4) aa = |42
5)a-b =b -a
6)5ft=0<-+ftx5
Oxirgi xossalardan ortlar uchun
im=ix=] i=] K=k-i =xkn® =0
ekanligi kelib chigadi.
Fazoda koordinatalari bilan berilgan a(x{,yAz9 ,

ft(x2;y2;z2) vektorlar ~ skalyar ~ kopavmasini  topish  bilan
shug‘ullanamiz.
Kosinuslar teoremasiga kora;

ft—a] =laj2+|ft -2 5 ft -lab
Ikkinchi tenglamadan
ft-a o2 *) 40b W) +@2
- X2- 2XIXX+X? +y2- 2y2y, +\2+2Z71- 2222, +722 =

=|I7'IP+|ft - 2(x,x2+ N 2+2,22)

Demak, aft =x,x2+3 2 +27,22

Bu formulani vektorlaming ortlar bo‘yicha yoyilmasi
yordamida ham olish mumkin.

ab =x,i +yj +zk =x2 +y3 +zXK =x,x2+}N\y2+2,22
Bu ikki vektorlar orasidagi burchak quyidagicha topiiadi:
ab xx2+yly2+z,z2
Pl 4x1 +y&+z2eyjxl +y2+2\

Misol. A(l; 1; 1). B(2; 2; 1), C (2; 1, 2) nuqtalar berilgan.
ip=ZABC ni toping.

A8 =(I;1;0) J15 =(1;0;1) ekanligidan,
ab 11+10 +01 1 1
°0bA * VI2+12+02-VI2+02+12 ~y[2j2~2
demak, ZABC =60°

COS (p =
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3. Vektor ko'paytma

a vektoming b vektorga vektor ko'paytmasi deb, shunday ¢
vektorga aytiladiki, u quyidagi shartlarga bo'ysinadi :

1) cXa, cAb

2) el = jalj/>jsin*>

3) XA\ uchidan garalganda, a dan b ga yonalish soat sterelkasi
yo'nalishiga garama-qarshi bo'lishi kerak.

Vektor ko‘paytma ¢ =ax b =[d;bj tarzida belgilanadi.

Ta'rifdan ko‘rinadiki, C ning uzunligi a va b vektorlarga

gurilgan parallelogramm vusasini ifodalovchi songa teng.
Vektorlar vektor ko'paytmasi quyidagi xossalarga ega ;

1a JIE bo'lsa axb =o

2)axb—>hxa

3)Aaxb =A(axb) =AaxAb

4)(a +b)xc =axc +bxc

5)i xi - j xj =kxk =0, i xj =k, j xi =~k, jxk -i,
kxj =-i, kxi =], ixk =—

Koordinatalari bilan berilgan b(x2,y2;z2) vektorlar
vektor ko'paytmasini hisoblab topish masalasini ko'ramiz.

c =axb =(cj +y | +r&)x(xd +y3 +zX) =

=-yx2k +z ,xj +x,y2k - zly2i - xty j +yx2i =

i 7 &
y\Z-T N ozl = * N _
2 2" e v ]
2 2 X2 % 12
Demak, axb=c bo'lsa,
-~ / 7 K
Nz # 5*1 N 2

VY 2 R 2 X2 Y2 )
r
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Natijalar. 1) a va b vektorlar perpendikulyar bo‘lishi uchun
ab =0 bo‘lishi zarur va yetarlidir.
2)5 va Avektorlarga yasalgan uchburchak yuzi

i) K
axb X Y X + +
b Y2
X2 Y2 2

fonnula yordamida topiladi.
Agar a, 6vektorlar xOy tekisligida yotsa,.z, =z2=0
ekanligidan,
N
A _
2 y2 Y2~YN\
formula bilan topilishi kelib chiadi.
Misol. A(l; 1;1), B(2; 2; 1), C(2; 1; 2) nugtalar hosil gilgan
uchburchak yuzini toping.
AB =(1; 0; 1) AC=(1,; 0; 1) ekanligidan,

i K

] i 102 10°

i | o + +
1 1

1 o1

=17 2+1Y (-1)2=

4. Aralash ko‘paytma
a, b va d vektorlar aralash ko'paytmasi deb, axb\a d
vektorlar skalyar ko‘paytmasiga teng songa aytiladi va (dxb)-d
yoki (a;b;d) ko'rinishda belgilanadi.
Agar a, b vektorlar xOy tekisligida joylashgan boisa,
c=axb vektor Oz o‘qgiga parallel yo'naladi. Agar d vektor Oz
o‘qi bilan biror a burchak hosil gilsa. u holda h=jjjcoso’ kattalik,
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asosi a va b ga qurilgan parallelogramm, yon girrasi d bo‘lgan
parallelepiped balandligidir. Demak.

(axb)d =cd=c¢ cosa —S h=\/par
V,or = (axs),J  chunki (bxa)c =-F , bo‘lishi mumkin.
a, b, d vektorlarga qurilgan piramida hajmi esa,

\(z*b),d\
chunki bu piramida uchburchakli prizmaning ~ qismidir,

paralelopipedning —qismi boiadi.
6

Vektorlar koordinatalari yordamida aralash ko‘paytmani
hisoblash masalasini ko‘ramiz.
\

c
Y% zx X Z %

c=axb = 5 (x3,Y3,23)
vy Z X2 72 X0 Y2/
boisa,
X 7. 2
(axb)d =N Na N L K v 2
Y 2z X2 X w 3 v 7
kelib chigadi.
Natijalar. 1) Agar a, b, d vektorlar komplanar boisa,
XX ¥ zi
X2 yp 722=0
3 v3 B
boiadi va aksincha.
2) (axb,d) =(a,bxd)
X n z
3P Mir=6 X » 2
X3 3 Z3
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1.5(1;—2;5), ft(2;3;-4), «c(l;-2;4) vektorlar berilgan.
Quyidagilami toping.
25-3ft+c, ab,axb ,(axb)-c,
1)25- 3ft+c =2(1;-2;5)- 3(2;3;-4) +(1;-2;4) =
=(2;-4;10)- (6;9;-12) +(1;-2;4) =(-3;-15; 26)
2)56=1.2+ (—2).3+5.(4) =2- 6- 20 = -24

1K, 5
_- -1 u
1 -2 5= i- I =2
3 41, 4"y 3
2 3 -4
=-7i+14j +7k

1 -2 5 1 -2 5
4)(axft}-c=2 3 -4=0 7 -14
1 2 4 0 0 -1

3.6.8. Fazoda tekislik tenglamalari, asosiy masalalar

1. Normal vektori va nuqtasi ma‘lum tekislik tenglamasi

Nol bolmagan, tekislikka perpendikulyar bo‘lgan ixtiyoriy
vektor, tekislikning normal vektori deyiladi.

Tekislikning, masalan, koordinata boshidan o‘tkazilgan normal
vektori N(A;B,C) va E(MX0\y0\2) nuqgtasi ma‘lum bo‘lsin.
Tekislikning ixtiyoriy F(x:,y,z) nugtasini olamiz.

EF =(x-x0;y -y 0;z-z0) vektor tekislikda yotgardigi uchun N
vektorga pedpendikulyar, ya'ni EF N =0, koordinatalar bo‘yicha
yozsak,

A(x-xJ+B(y-yo)+C(z-z0)=0 (1)

Hosil bo‘lgan tenglama tekislikning biz gidirayotgan
tenglamasidir.
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2. Tekisiikning umumiy tenglamasi

Fazoda E(x0; \0;z0),F(xL” ;Z) nuqgtalardan bir xil uzoglikda
yotgan nugqtalar to‘piami tekislikdir, ya'ni agar C (x; y; z) tekislik
nugtasi bo‘lsa, \EO\= |CF| .Bundan

<J(X-xJ2+(y-y0)2+(z-20)2"™ (X -x ,)2+ (y-yY +(z-zl)2
romonlami kvadratga ko'tarib, guruhlaymiz.

(2xI-2xjx +(2yl +2y,,)y+(2zl-2 zjz+ (x2+yQ+2zQ-X 2-y 2-22) =0
Qavslami mos ravishda A, B, C, D lar bilan beigilasak

tekisiikning umumiy tenglamasi

Ax+By+Cz+D =0 (2)
hosii boladi. Bu tenglamani tekisiikning oldingi tenglamasida

D =~Ax0—Bya- Cza
belgilash yordamida ham olish mumkin edi, demak (2)-
tenglamadagi noma‘lumlar  koeffitsiyentlari normal vektor
koordinatalari ekan.

A,B,C,D sonlariga bog‘iiq holda quyidagi xususiy xollar
bo'lishi mumkin

1) D- 0 U holda tekslik tenglamasi Ax+By+ Cz- 0 ko'rinish

oladi.

Bu tenglama tekisiikning koordinatalar boshidan o'tuvchi
ekanligini bildiradi.

2) C=0 . Bunda tekislik Ax+By+D =0 tenglamaga ega
bo‘lib, Oz o‘giga parallel tekislikni bildiradi, xOz tekisligida
Ax+By+D =0 to‘g‘ri chizig'i bo‘yicha o'tadi.

3) B=0 Tekislik Ax+Cz+D =0 tenglamaga ega va Oy
o‘giga parallel.

4) A~0 . Tekislik By+Cz+D =0 tenlamaga ega va Ox
0‘qiga parallel.

5).A=B=0. Tekislik Cz+D- 0 tenglamaga ega. Undan z=—

kelib chiqih,Oxy koordinatalar tekisligiga parallel tekislik
ekanligini bildiradi.
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6) A=B=0 . Tekislik By+D =0 tenlamaga ega va Oxz
tekisligiga parallel.

7) #=C=0. Tekislik Ax+D =0 tenlamaga ega va Oyz
tekisligiga parallel.

8) A=B =D =0 bo'lsa, tekislik Cz=0 ya'ni z=0 tenglamaga
egaboiibu Oxy tekisligidir.

9) A=C=D=0 bo‘lsa, By=0 ya'ni y=0 bo'‘lib, Oxz
tekisligini bildiradi.

10) B=C=D=0 bo‘lsa, Ax=0 dan ,r=0 bo‘lib, Oyz koordinati
tekisligini bildiradi.

3. Tekislikning kesmaiar bo‘yicha tenglamasi
Koordinatalar boshi 0(0;0;0) dan o‘tmaydigan biror
Ax+By+Cz+D—O

n-

tekislikni ko‘ramiz. U n i---3-H-=------z2- —1 ko‘rinishda ypzish
_5& 8" ¢~ iy
mumkin. Agar a=-—b=—2, c=-~- belgilashlar Kkiritsak,
tekislik tenglamasi
(3)
a b c

ko‘rinishga keladi. Bu tenglama tekislikning son o‘glaridan
ajratgan kesmalari bo‘yicha tenglamasidir.

Hagigatdan, tekislik Ox o‘gidan a kesma, Oy ofijidan b kesma
va Oz o‘gidan ¢ kesma ajratadi. Bu tekislik chizmada uchburchak
shaklida ko‘rinadi, ular a,b,c lar ishoralariga garab, 8ta oktantdan
biridajoylashishi mumkin.

4. Uchta nuqtadan o‘tgan tekislik tenglamasi
Fazoda Ai(xLyl;zl), A2(x2;y2;z2), A3(x3;y3z3) nuqtalar bir
to‘g‘ri chizigda yotmasa, ulardan yagona tekislik o’tishi maium.
A(X;y;z) nugta o'sha tekislik ixtiyoriy nugtasi boisin.
AA =(x-xijy-y lz-zl),
AA2=(x2-xy2-y L,z2-z1)
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aA :(*3 “"XX'>y|:ryr,23~ z i)
vektorlar o‘zaro kolleniar bo‘lganligi uchun, ularning aralash

ko‘paytmasi nolga teng, ya'ni (a,A x AjA2j -AtA3—0 Koordinatlar
bo‘yicha bu shart

Xx—x1 YA 22—
(4)

Y3-¥Yx  23- z1
tenglamani hosil qgilib, izlanayotgan tekislik tenglamasidir.

5. Tekislikning normal tenglamasi
Tekislikka koordinata boshidan tushirilgan normal vektor
uzunligi p , yo'naltiruvchi kosinuslari cos«, cosft, cosy bo‘lsin.
Normal bo‘yicha yo‘nalgan birlik n(cosa;cosft;cosy)
vektorlami kiritamiz.
Agar C(x;y;z) tekislikning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsa, OC
vektornmg normalga proeksiyasi p bo‘ladi.
nmOC - xcosa +vcosft+zcosy va C nuqta tekislikda yotishi
uchun, uning koordinatalari
xcosa +ycosft+zcosy-p =0 (5)
tenglamani ganoatlantirishi kerak. Hosil bo‘lgan tenglama
tekislikning normal tenglamasi deyiladi.
Bu tenglamani umumuiy
Ax+By+Cz+D =0
tenglamadan quyidagicha chiqariladi.
Umumiy tenglama ikkala tomonini normallovchi ko‘paytuvchi
deb ataluvchi n=x—p = L = = soniga ko'pytiriladi.
y/A2+B2+C
* B C D
D = b BZ+ ——-======0
mftf+ff+c" ~vZ +s2+Cl' VZ+s2+c2  4J)T b2+c
Agar bu tenglamadagi to'g'ri kasrlar mos ravishda
cosa; cosft; cosy va p deb belgilansa, tekislikning normal
tenglamasi hosil bo‘ladi. Demak, normallanuvchi ko'paytuvchi
ishorasi D ishorasiga garamaqarshi bo‘lishi kerak ekan.



Umuman, p -normallovchi ko‘paytuvchi bo'lsa,
pAX +pBy +pCz +pD —0Onormal tenglama bo‘ladi. Ya'ni,
(pA)1+(pBj +(pC)2=1 Bundan

p :i_.l:
YyjA2+B2+C2

ekanligi kelib chigadi.

Fazoda tekislikka doir asosiy masalalar
1. Ikki tekislik orasidagi birchak
Umumiy tenglamalari bilan berilgan ikki
AX+Bx+Cx+2) =0 va ,AxX+Bix+CIx+D1=0 tekislik

orasidagi burchak, ulaming  normal Nt=(4",(7,)va
N2=(A2B2C2) vektorlari orasidagi burchakka tengdir.
Demak, ikki tekislik orasidagi (p burchak
n -n2 aa+bb+cc
COS (D~ —mmommee s — el t i f— - _
\LLLLLY +B;+C; m [ "B+C;
formulasi yordamida topiladi.

Tekisliklar parallellik sharti ABC perpendikulyarlik
A B2 C2

sharti esa M N\2=0 yoki A{A2+BB2+C:C2- 0 bo'ladi.

2. Nugqgtadan tekislikkacha masofa.
Normal tenglamasi bilan berilgan
Xxcosa +ycos/3 + zcosy —p= Otekislik va biror /?(x0 v(i;z0)
nuqtasi berilgan bo'lsin. Berilgan tekislikka parallel, E[x0]yu]z0)

dan o’tuvchi tekislik
xcosa +ycosfi + zcosy —gq= Otenglamaga ega bo'ladi. Bunda

g koordinata boshidan tekislikkacha masofa - normal uzunligi E
dan berilgan tekislikgacha masofa esa d =\g-p\ formuladan
topiladi, ya’ni

b =x0cosa +y0cos /? +z0cosy —\
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Agar tekislik umumuiy Ax + By +Cz +D = Otenglama bilan
berilsa,

A+~ +Cz)
4a2+b2+c 2
bo‘lishi ravshan.

Ikki parallel tekislik orasidagi masofani topish uchun,
ko‘pincha birinchisidan biror nugta tanlab, bu nuqtadan ikkinchi
tekislikkacha masofa hisoblanadi.

Masaia. /J(x(y 0;z(j) nugtadan
o‘tuvchia](/«,;n,;), a2(m2n2r2) vektorlarga  parallel  tekislik
tenglamasini yozing.

Tekislik norma! vektorini N =axa2deyish mumkin.

i K
J / : m o m oy \
N R me e e
n R
m o, oV Y

Nugtasi va normal vektori berilgan tekislik tenglamasidan
nr m rx m N B
e rz...lx.:.x..)..—. ............. YY) m n (z-zQ=0

2

kelib chigadi. Uni
(*-*«) {y-y*) (z~2)
nmx ni -0
m, n, r
ko'rinishida yozish mumkin.

3.7.8. Fazoda to‘g‘ri chizig tenglamalari, asosiy masalalar

1. To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi
Fazoda biror to‘g‘ri chiziq berilib, uning E[xn;yaz0) nugtasi va
yo‘naltiruvchi vektor deb ataluvchi, to‘g‘ri chizigga parallel
p =(w;n;r) vektor berilgan bolsin.
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Agar F[x;y\z) to‘g‘ri chizigning ixtyoriy nugqtasi bo'lsa,
£F =(x-jr0);(.y-.y0);(z-z0) va p =(nr,n;r) vektorlar
paralleliigidan

(x-xt)Ay~yt)_(z~z) (1)
m n r

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama to‘g'ri chizigning kanonik
tenglamasi deyiladi.

2. To'g'ri chizigning parametrik tenglamasi
Biror t parametr berilgan bo‘lsin. (1) dan

(*-*.) _(y-n) A
m n r

deb olib, [x-x0)=mt,{y-y0)=nt,(z-z0)=rt tengliklarga ega
bo‘lamiz.

X =X, +mt

y=Y,+n* (2)

z=20+rt
tenglamalar to‘g‘ri chiziq parametrik tenglamasi deyiladi.

3. Ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasi.
E(xay(0z0), F(x,;y,;zl) nugtalardan yagona to‘g‘ri chiziq
o‘tishi Ta ‘wn.
Y o'naltiruvchi vektor sifatida
p=EF=(x-x0);(y-y0-(z-29), berilgan nuqta
sifatida£(;t0;#2z0) garalsa, kanonik tenglama
Y-Yo z-zt (3)
X~% Y-Y* z,~2»
ko‘rinish oladi. Bu berilgan ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenlamasidir.
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4. To‘g'ri chiziq - tekisliklar kcsishmasi sifatida. To‘g'ri
chizigning umumiy tenglamalari

Fazoda umumiy tenglamasi bilan berilgan ikki tekislik o‘zaro
parallel bo‘lmasa, biror to'gki chizig bo‘yicha kesishadi.
\AX+BIX+CIx +£5 =0
{AX+BX+CX +D2=0
Tenglamalar sistemasi to‘g‘ri chizigning umumiy tenlamasi
deyiladi. Umumiy tenglamalami masalalar yechishda qo‘Hash
noqulay, shu sababli kanonik yoki parametrik tenglamasiga o‘tish
kerak boiadi.
Tekisliklar normal vektorlari A/ =(A,;BI;CI),N2=(4:5,,C2)

vektor ko‘paytmasi p =NtxN2 qaralayotgan to‘g‘ri chizigqa

parallel boiadi, demak. bu vektomi yo‘naltiruvchi vektor sifatida
olsa boiadi:

* J K
fr G A fi
=NtxN2= ’ ' ' '
p A s, ct B C A C B.
A B C

Tog‘ri chizigda yotuvchi biror nugta topish kerak. Buning
uchun, dastlab umumiy tenglamadagi z lar o'rniga biror son
go‘yib yuboramiz: z- z0

] Ax+Bx =(~Cx- £)
\AXx +BX =(-Cx-D 2)

Kramer formulasiga ko‘ra:

-CA-4 fi A -Cca -
-C,* -a fi A .cn-D
&
A P AW
A i A~

Endi E(xOyltz0) nugta umumiy tenglamalami ikkalovini ham
ganoatlantiradi, ya'ni to‘g‘ri chizigga tcgishli boiadi.To‘g‘ri
chizigning izlangan kanonik tenlamasi.
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XX, Y-Yo -z,

Zz
C, A ¢, A

(2 A 2 A
ko‘rinishida bo'ladi.

Fazoda to‘g‘ri chiziq tenglamalariqa doir asosiy masalalar
1. Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak
Kanonik tenglamalari bilan berilgan ikki

Y ~Y'-1zZ~2z] X~X2=Y~Yr1 = Z-~ 22
T. n, a m2 nr r2
to‘gri chiziq orasidagi burchak, ulaming
4= ),A =(m.;n2r2) yo‘naltimvchi vektorlari orasidagi
burchakka teng boiadi. Demak, agar (p o‘sha burchak bo‘lsa
cos (o PrP, mm +n.n, +\K

\PI7r\  dpn'+K+r? yjm2+ [ i12+r2

Bu to‘g‘ri chiziglar parallel bo‘lishi uchun, yo‘naltimvchi

vektorlari parallel bo‘lishi kerak, ya'ni = = tengliklar
TL M I

parallellik shartidir.

Shunga o‘xshash to'g‘ri chiziglar perpendikulyar bo‘lishi uchun
ham[ va p2

vektorlar pegpendikulyar boiishi kerak, mm, +nn2+rtr2=0

2. Nuqtadan to‘g‘ri chiziggacha masofa.
Fazoda biror C(x0j>0z0)nugta va
oL yRy 277,
M A rt
to‘g‘ri chiziq berilgan bo‘lsin, ular orasidagi eng gisqa d masofani
topish masalasini ko'ramiz.
p =(m ;«,;r;)yo‘naltiruvchi vektomi E nugtadan boshlangan

deb hisoblash mumkin.
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EC=( x , ->%);(z,-r0) vap, vektorlarga qurilgan
parallelogram yuzi
S =\ptxE<\ =\p\-d

ekanligidan
i j K
m n
_JJ,xEC\ Y,-Y. z-zt
- i +<+7
oki
’ I r 2 m rn : m n
! + +

q=Vv YiYo z2-2 % X~ m\-*0 Y~Yo

3. Aygash to‘g‘ri chiziqglar orasidagi masofa

Fazoda kesishmaydigan, parallel boimagan ikki to‘g‘ri chiziq

0‘zaro ayqash deyiladi.
X-X, Y-y, Z-Z, X-X2 y-y2 2-22
m] 2 rs m = n2 K

ayqash to‘g‘ri chiziglar orasidagi eng gisqa masofani topish
masalasini garaymis.

To'‘g'ri chiziglaming £(jt,;i;z]) va £,(x222z2) nuqtalari va
p =[ml;nt;rl), p?=(m2n2r2) vektorlari ma‘lum.

BE2=(x2-x,; y2-y t, z, —z,) vektorni olamiz. p2ning boshini

E nugtaga keltiramiz.
p.,p2, ER2vektorga qurilgan parallelepipedni garaymis.
To'g'ri chiziglar umumiy perpendikulyari uzunligi biz qgidiray
ko‘rinishiga keltiring :
4x-3 2x+1 . 1—x



20. ny-1 =0 berilgan. Son o‘qlari a =45" ga burilsa, tenglama
gancby ko‘rinishga ega boiadi?

21.Qutb koordinatalar sistemasida quyidagi chiziglar yasalsin.

1) r=ap(a=>0), 2)r=a(l +cos”™) , 3) r =a3sin">.

22.To'g'ri chizig (a +2)x +(a2-9”™y +3a2- 8a +5=0 tenglama

bilan berilgan. a ning qanday giymatida berilgan to‘gii chiziq

a) absissalar o‘qiga parallel;

b) ordinatalar o'qiga parallel;

c) koordinatalar boshidan o‘tuvchi boiadi?

23. To'g'ri chizig (M+2n—=3"x+(2m-n +\)y+6m+9=0
tenglama bilan berilgan m va n ning ganday gimatida bu to‘g'ri
chiziq absissalar o‘giga parallel va ordinatalar o‘gida Svoordinatalar
boshidan hisoblaganda -3 ga teng kesma ajratadi ? Bu to‘g'ri
chiziq tenglamasini yozing.

24. Tolg'ri chiziq

@2m—n+5)x+(M+3n—=2)y +2m+7mn+19=0
tenglama bilan berilgan. m va n ning ganday gimatida bu to‘g‘ri
chiziq ordinatalar o‘giga parallel va absissalar o‘gida +5 ga teng
kesma ajraladi? Bu to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.

25. ,4(0;) va B(l;2) nuqgtalardan bir xil masofada yotuvchi
to'g'ri chiziq tenglamasini yozing.

26. Ordinata o‘gidan b=3 kesma ajratib afcsissa o‘qi bilan a)
45° b) 135° burchak tashkil etuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamalarini
yozing.

27. Koordinatalar boshidan o‘tib, absissa o‘gi bilan a) 60” b)
120° burchak tashkil etuvchi to‘g‘ri chiziglar tenglamalarini
yozing.

28. 2x-3y-6 =0 va 12x+5y-60 =0 to‘g‘ri chiziglar
kesmalar bo‘yicha tenglamalarini yozing.

29. N1(4;3) nugtadan o‘tib, koordinatalar burchagidan yuzi 30
kv birlikka teng uchburchak ajratuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasini
yozing.

30. Koordinatalar boshidan 12x-5y +52 =0 to‘g'‘ri chiziggacha

boigan masofa topilsin.
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31. Koeffitsiyentlari noldan farqli Ax+By+C =0 to‘g‘ri chiziq

va son o‘glari bilan chegaralangan uchburchak yuzi S =21l§'\§l'

formula bilan topilishini isbotlang.

32.Quyidagi to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni toping

1) 5x-y+7=0 va 3x+2y=0, 2) x-2y+4=0 va
2x-4y +3=0, 3) 3x-2y +7=0 va 2x+3y-3 =0

4) 3x+2y-1 =0 va 5x-2y +3=0

33.-Qutb koordinatalar sistemasida berilgan rt=------—---- va
cos”™-ar,)

[2=---m- e - to'gri chiziglar orasidagi burchakni topish
cos(#>-ar?)

formulasini yozing.
34. Parametrik usuida berilgan {x=T1:J1+x,y =ntA+y } va
{Xx=/mA+x2y -n1+yr} to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak

+nn |
cos(p=-pi-!]mm pnl formula bilan topilishini isbotlang.

ym 2+ n2mjin ' +n*
Parallellik va pedpendikulyarlik shartlarini yozing.

35.  Uchburchak tomonlari x+3y =0, y =3, x-2y+3 =0
tenglamalar bilan berilgan. Uning uchlari koordinatalari, ichki
burchaklari topilsin.

36. y =kx+5 to‘g‘ri chiziq koordinatalar boshidan d=\[5
masofa uzoqlikda bo‘lsa, kK ganday giymatlar gabul qgiladi?

37. Berilgan nugtadan berilgan to‘g‘ri chiziggacha masofani
toping:

1) A(2;-1), 4x+3y+10=0; 2) 5(0;-3), 5x-12y-23 =0;

3) C(-2;3), 3x-4y-2 =0;4) D(l;-2), x-2y-5 =0.

38. Quyidagi parallel to‘g‘ri chiziglar orasidagi masofani
toping:

1) 3x—4y —10=0, 6x—8y +5=0;

2)5x—12y+26 =0, 5x-12y-13 =0;

3) 4x-3y+15 =0, 8x - 6y +25 =0;
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4) 24x-10.y +39 =0, 12x- 5v—26 =0.

39 Kvadrat ikki tomoni tenglamalar 5x-127-65 =0
5m-12” +26 =0 bo'lsa, uning perimetri va yuzini toping.

40. 3*-v-4 =0 va 2n+6>+3=0 to'g‘ri chiziglar hosii gilgan
burchak bissektrisalaridan  koordinata boshidan  o‘tuvchisi
tenglamasini toping.

41, 3jc+4>-5=0 va 5x-12y+3=0 hosii qilgan o‘tkir
burchak bissektrisasi tenglamasini yozing.

42. Quyidagi aylanalar markazi koordinatalari va radiusi
topilsin:

a) X2+y2- 4x+6y - 3=0,

b) x2+y2- 81 =0, c) x2+y2+4y —0

43.1(-4;6) nugta berilgan. Diametri (24  kesmadan iborat
aylana tenglamasini yozing:

44, 4(-1;3), B(0;2), C(l;-1) nugtalardan o‘tuvchi aylana
tenglamasini yozing.

45, Berilgan nugtadan berilgan aylanagacha bo‘lgan eng gisqa
(eng uzun) masofa topilsin.

a) A(6;-8),x2+y2=9.

b) A(3;9), x2+ /-26* +30v +313 =0

46. Aylanalar orasidagi eng gisga va eng katta masofani toping.

a) n2+y2+4x—4y +7 =0 va x2+y2- 8x - 8y +23=0.

b) x2+y2+4x-4y+7 =0 vax2+>2=25.

47. Qutb koordinatalarida berilgan aylanalar markazi va
radiusini aniglang.

a) r =3cos#>, b)r =-4cos”™, ¢) r =cos”-sin”.

48. Fokuslari absissalar o‘gida koordinata boshiga nisbatan
simmetrik joylashgan ellips tenglamasini quyidagi shartlarda
yozing:

a) yarim o‘qglari 5va 2;

b) katta o‘qi 10, 2c=8 ;

c) kichik o‘qi 24, 2¢ =10;

d)2c=6, £=0,6;
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e) direktrisalar orasidagi masofa 32 va e =0,5.

49. 9x1+25y2=225 ellips berilgan. Quyidagilami toping:
a) yarim o‘qlari;

b) fokuslari;

c) ekssentrisiteti

d) direktrisa tenglamasi

50. Quyidagi chiziglar shaklini chizing:

b) x ==2/-5—6y —y1.

51. Fokuslari absigissa o‘gida koordinata boshiga nisbatan
simmetrik joylashgan giperbola tenglamasini quyidagi shartlarda
tuzing:

a) 2a=10, 2b=8 ; b) 2¢ =2, 2b=8; c¢) 2¢=6, r=1,5; d) 2a=16,
£=1,25;

4
e) 2¢=20 va asimpto‘talari y =x—x.

52. 16x?-9y=144 giperbolada a,bf fokuslar koordinatalari,

ekssentrisiteti, asimpto‘ta va direktrisa tenglamalari topilsin.
53. Quyidagi chiziglar shaklini chizing:

a) y=jVx2-9, b) x=~Jyr+9.

54. Quyidagi giperbolalar fokuslari koordinatalari, yarim
o‘glari, ekssentrisiteti, asimpto‘ta va direktrisa tenglamalari
topilsin:

a) 16x2-9y2-64x-54y-161 =0,

b) 9xJ-16y2+90x +32y-367 =0.

55. Uchi koordinata boshida joylashgan va quyidagi shartga
bo'ysinuvchi parabola tenglamasini tuzing:

a) Absissaga nisbatan simmetrik va A(9;6) nugtadan o‘tuvchi;

b) Ordinatalar o‘qiga nisbatan simmetrik va C (I;l) dan

o'tuvchi.
56. Quyidagi chiziglar shaklini chizing:



a) y =2\[x, b) y =-3\1-2x%, ¢) x=--Jby, d) x =-4y[y
12

57. r =-—--—-1=-—-—-e¢llipsda r =6 bo'ladigan nuqgtani aniglang.
3~ VI2 cos

58. r=--——o- - giperbolada r =3 bo’ladigan nugtani

aniglang.

59. r=—— parabolada eng kichik radiusli nugtani

aniglang.

60. Kanonik koiinishiga keltiring:

1) 4x2+9y2-40x +36>'+100 =0

2) 2x2—=2Xxy+y2—2x +12y—4 =0

3) 2x2+6yf3xy +4y2-9 =0

4)x2-3V 3xy-2/-10 =0

5)9x2-24" +16/-20x +110>'-50 =0.

61. Uchlari A (3;-1;2), B(0;-4;2), C(-3;2;1)bo‘lgan
uchburchak teng yonli ekanligini isbotlang.

62. Uchlari A(3;-1;6), B(—2;7;-2), C(I;-3;2)bo‘lgan
uchburchak to‘g‘ri burchakli ekanligini isbotlang.

63. Uchlari A(3;-2;5), B(-2;1;-3), C(5;l;-1)bo‘lgan
uchburchak o‘tkir burchakli ekanligini isbotlang.

64. Absissa o‘gida A(-3;4;8) nuqtadan 12 birlik uzoqlikdagi
nugtani toping.

65.Ordinatalar o‘gida A(l;-3;7), B(5;7;-5) nuqtalardan bir xil
uzoglikdagi nugtani toping.

66. Uchlari  A(2;-1;4), B(3;2;-6), C(-5;0;2)  bo‘lgan
uchburchak A uchidan tushirilgan medyanasi uzunligini toping.

67. Slindrik koordinatalarini toping.

a)(2; -2 -3) b) (>/2>/2, 1) c) (2, -1=;2) d)

. 1. n 1 n 1
e) (4cosl50-4sinl5°;l -sih —-cos— k) (3; 4;-)
) ( ) 1) i —s-gos k) (345

\Y
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68. Slindrik koordinatalarda tenglamalami yozing. a)
x2+y2+z22=Ib) x2+y2+2z2+2z-5=0c¢) x-2y +3z—5=0

69. Slindrik koordinatalarda tekislik tenglamasi

Rrcos((p-a) +Cz+D =0 bolishini isbotlang, bunda

R,r,C,Dhaqiqiy sonlar.
70. Sferik koordinatalarini toping.
cmm

a) (I L 1) b) (7; -7; 5) ¢) d) (0; 0; -n)

e) (1, 2, 3) f) (cos77; sin77; 0) g) (0; L 0)

71. a =(6;3;~2)vektor modulini hisoblang.

72. A3; -2; 1), B(5; 4, -3)bo‘lsa, AB, BA koordinatalarini
yozing.

73. Agar a=(2;-3;-1) oxiri B(l;—% 2) bo‘lsa, boshini toping.

74. Agar a =(12;,—5;,—16) vektor yo‘naltiruvchi kosinuslarini
toping.

75. a vektor OX,0OYo'glari bilan mos ravishda
60°,120° burchak hosil gilsa va a =2 bo‘lsa, koordinatalarini
toping.

76. 2-13, =19a+b ®=4bo'lsa, ja-b in toping,

77. 3 =11, 23, a-b =30bo‘lsa, a+b ni toping.

78. Agar ABC uchburchak og‘irlik markazi 0 bo'lsa,
OA+OB+0C =0 ekanligini isbotlang.

79. a, P laming ganday giymatlarida a= (-2; 3;/?),
b-(a; - 6; 2) vektorlar kolleniar bo‘ladi.

80. a={9;4) vektomi p=(2;-3), <=(l;2) lar bo'yicha
yoying.

8l. c=(ll;-6;5), vektomi P={3;-2;), qg—{-112),
r =(2;1;-3) lar bo‘yicha yoying.

82. (a +ftj +{a-bj =27a +b2) ayniyatni isbotlang.
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83. a=(2,"4;4), b=(-3;2;6) vektorlar orasidagi burchak
kosinusini toping.

84. Uchlari A(-1;-2;4), A(-4;-2;0), C(3;~2;I) bo‘lgan
uchburchak ichki B burchagini toping.

85. Uchlari A(3;2;,3), fi(5;1;-1), C(I;-2;1) bo‘lgan
uchburchak A uchidagi tashqi burchagini toping.

86. A(1;2;1), 5(3;—1;7), C(7:;4;-2) uchli uchburchak ichki

burchaklarini toping.

87. Shunday x vektor topingki a =(2;l;-1) uchunxa =3 bo‘lsin.
Bunda x va a o‘zaro kolleniar.

88. Shunday x vektor topingki, a =(2;3;-1), b=(l;-2;3) larga
perpendikulyar x-{li-j +k} =-6 bo‘lsin.

89. =10,'4=2, a-b-12 bo‘lsa, axb =12 ni toping.

90. =3, =26 |ax6|=72 bo'lsa, a-b ni toping.

91. Uchlari A(1;-1;2), B(5;-6;2), C(I;3;-1) bolgan
uchburchak 5 uchidan tushirilgan balandlik uzunligini toping.

92. a= (l;-1;3), S=(-2;-2;1), ¢ =(3;-2;5) bo'lsa, jaxZ>j*c
ni hisoblang.

93. A(1;2;-1), S(0;1;5), C(-1;2;1), D (2;1;3) nuqtalar bir
tekislikda yotishini isbotlang.

94. Uchlari N(2;-1;1), A(5:;5:;4), C(3;2;-1), D(4;I;3) bo‘lgan
piramida hajmini toping.

95.Nugtasi A(2,;-1;3), normal vektori A/=(—1;2;—3) bolgan

tekislik tenglamasini yozing.
96. Normal vektori koordinata boshidan A(2;——) g¢a

yo‘nalgan tekislik tenglamasini yozing.
97. N(3;4;-5) nugtadan o‘tuvchi a=(3;l;-1), S=(I;-2;1)
vektorlari parallel tekislik tenglamasini yozing.
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98. A(2;~1;3), B(1;3;2) nugtalardan o‘tuvchi 9=(3;1;-4) ga
parallel tekislik tenglamasini yozing.

99. A(1;-1;3), B(2;3;-4), C(0;3;-2) nugtalardan o‘tuvchi
tekislik tenglamasini yozing.

100. Quyidagi tekisliklar orasidagi burchakni toping.

a) Xx-y\I12+ z - 1 =0, x+yyfl-z + 3 =0,

b) 3y —z =0, 2" +z2=0

c) 6x+3.y-2z =0, x+2y +6z-\2 =0;

d) x+2v+2z -3 =0, 16x-+12v-15z-i =0;

101. Koordinata boshidan o‘tuvchi, 5x- 3y+2z-3=0
tekislikka parallel tekislik tenglamasini yozing.

102.  A(l;2;-1)  nugtadan  o‘tuvchi x-2y +3z+I1=0.
2x -y+z-3 =0 tekislikka perpendikulyar tekislik tenglamasini

yozing.

103. A(L13), Z?(2;3;1) nuqtalardan o‘tuvchi
2x->"+3z -4 =0 tekislikka perpendikulyar tekislik tenglamasini
yozing.

104.x-2>"+z— =0, 2x+.y-z +2 =0, x-3"+2z-11 =0
umumiy bitta nugtada kesishadi, Shu nugtani toping.

105. 5x-6j+3z+120=0 tekislik son o‘glaridan ajratilgan
piramida hajmini toping.

106. Berilgan nugtalardan berilgan tekislikkacha masofani
toping.

a) a).4(-2;-4;3), 2x-_v+2z+3-0,

b) 16x-12>+]5z-4 =0, B(2;-1;-1),

c) C(I;2;-3), 5x-3y +z+4 =0.

107. Parallel tekisliklar orasidagi masofani hisoblang.

a) Xx—y —2z—12 =0, Xx—2y—2z—6 =0,

b) 2x-3)+6z2—4=0, 4x—6"+122+21 =0,

c) 3x- 32 v+24z—75=0, 15x-16j; +12z -25 =0.

108. Kub ikki yogi 2x-2y +l+1=0, 2x-2>'+z+5=0
tekisliklarda bo‘lsa, hajmini toping.
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109.  Oplikatalar ~ o'gida  /1(I;-2;0)  nuqtalardan  va
3x-2_y+62z-9 =0 tekislikdan bir xil uzoglikdagi nugtani toping.

110. N1(1;2;-3) nuqgtadan o‘tuvchi a= (2;-3;4) ga parallel
to‘g‘ri chizig tenglamasini yozing.

111 X3_1 lg—l—ilva 2’x4y+z+l—d1ke3|sh|shnuqtasm|
toping.
2Xx+3-7 —3=0
112. M(1;,—2;3) nugtadan fg gacha masofani
X+ y+z—1=0

hisoblang.
113. 1(2;-3;4) dan fi(l;1;0) va C(-2;1;3) lardan o‘tuvchi
to‘g‘ri chiziggacha masofani toping.
1 +1 j2x-y +z-5=0
114 . X Y. --Z----va 4 X .y ? orasidagi burchakm
2 1 -1 [Xx+j-z+ =0
va eng gisga masofani toping.
[2x-_y-4z+2=0
[4x-"-5z +4 =0
to‘g‘ri chiziglar perpendikulyarligini isbotlang.
X+2 y-1 z fx+y-z =0 .
116 . e =—va < to g n chiziglar
3 -2 1 [x->>-5z-8 =0 M
parallel ekanligini isbotlang.
[5x-3y +2z-5 =0 o
117 to‘g‘ri chiziq 4x—3y+7z— =0
[2Xx—y -z —4=0
tekislikda yotishini isbotlang.
i'f8.4(2X+21>_Z'10 =0vax+7_ y—5_ z- Stl)%ln :
[X-y-z-22 =0 3 -1 4
chiziglar parallelligini ko”rsating, ular orasidagi masofani
hisoblang.

115 {x =1 +2%>=-2 +3/;z=1- 6"} va

ii6



4-BOB. FUNKSIYALAR. AKSLANTIRISHLAR
4.1.8. Funksiya, xossalari, turlari

Faraz qgilaylik, X,Y a R to‘plamlar berilgan bo'lIsin.

Ta'rif. Agar har bir .reason uchun biror f goidaga ko‘ra
yagona ye X son mos go‘yilgan bo‘lsa, X to‘plamda y - /(x)
funksiya berilgan deyiladi.

Tekisiikning (x;/(xX)} ={(x;/(x);x e X,f{x) e 7} ko'rinishdagi
nugtalari to'plami berilgan funksiya grafigi deyiladi.

X to‘plam funksiyaning aniglanish sohasi, Y to‘plam esa
0‘zgarish sohasi deyiladi va mos ravishda D(y), E(y) ko‘rinishida
belgilanadi.

y =/ (x) yozuvda x erkli o‘zgaruvchi (argument), y esa erksiz
0‘zgaruvchidir.

Funksiya asosan 3 xil: analitik, jadval, grafik usulda beriladi.

Anaiitik usulda funksiya y =f(x) formula yordamida beriladi,
jadval wusulida erkli o‘zgaruvchili x ning gqiymatlariga mos
keladigan y ning giymatlari beriladi.

Grafik usulda funksiya tenglamasini ganoatlantiradigan
(x;y) e R~ nugtalar to'plami beriladi.

Funksiyani o‘rganish uning aniglanish sohasini topishdan
boshlanadi.

Misol. V= e funksiya aniglanish sohasini toping.
log2(x +3x-10)

Ma’lumki,bu funksiya
x2—16>0

. x2+3x-10 >0
log2(x2+3x-10) PO
shartlar o'rinli bo‘lgandagina aniglanadi.
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(x-4)(x +4)>0
-(x-2)(x +5)>0
X2+3jc—11P0
bu tengsizliklar yechimlari mos ravishda
(-<»;- 4] u [4;+00), (-s0;-5]u [2;+ D,

f . 347537 ( 3+V53 -3+753 * f-3 +v53, )
00, ---m=mmmmmmme- u u - ;+00

| 2 3] \ 2 2 11 2 J
bo‘lganligi uchun, berilgan funksiya ulaming barchasi o‘rinli
bo‘lgan

3+V53 3+n/53. /N
- 001- u u ( 4;+oc)

sohada aniglanadi, xolos.
Funksiyaning asosiy xossalari bilan tanishamiz.

1. Juft-toqlik
Funksiya aniglanish sohasi koordinatalar boshiga nisbatan
simmetrik boisin, ya‘ni, agar funksiya biror x e R+da aniglansa,

(-x) e R_da ham aniglanishi shart.

Ta'rif: Agar /(-x)=/(x) [/(-x)=-/(*)] tenglik o'rinli
boTsa, funksiya garalayotgan sohadajuft(toq) deyiladi.

Masalan, y =x2, y =cosxfunksiyalari juft,
y =x3,y =5/ixfunksiyalari tog.

Yugoridagi ikkala shartga ham bo‘ysinmaydigan funksiya juft
ham, tog ham emas, umumiy holdagi funksiya deyiladi.

Masalan, y =x2-X,y =\-x +x2-x 3funksiyalar shular
jumlasidandir,

Ta’'rifdan, juft funksiya grafigi ordinata o‘qiga nisbatan, toq

funksiya grafigi koordinata boshiga nisbatan simmetrik joylashishi
kelib chigadi.

Juft funksiya yig‘1lindisi, ayirmasi, ko‘paytmasi, boiinmasi
(maxrajdagi funksiya noldan fargli boisa) yana juft funksiya
boiadi.
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Toq funksiyalar vyig‘indisi, ayinnasi toq funksiya, lekin
ko‘pavtmasi, bo‘linmasi juft funksiya bo‘ladi.
Misol. 1) y =2x+2~xjuft -toqlikka tekshirilsin.

Yy(-X) - Tx+2~(¢ =T x+2X=7(x)o rinliligidan juftdir.
2) v=Injx +yA1+x2j juft- toglikka tekshirilsin.

y(-X)=Inl(-x) +A+3R) =In(VI +x2 - x) — -
V > X 4 | +Xx2+xX

=In — —=In(x+n/T+rM =-In(x +VI+X2) =-"(X)
V1+X2 +X ' '
Demak, bu funksiya toqdir.

2. Chegaralanganlik
Ta'rif. X to‘plamda aniglangan /(x)funksiya yugoridan
(quyidan) chegaralangan deyiladi, agar har bir xeX uchun
shunday M(m) sonitopilib,
/ (x) <M (/(x) >m)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa.
X to‘p'lamda ham yugoridan, ham quyidan chegaralangan
funksiyalar chegaralangan deyiladi.
Masalan. y - x2 funksiya quyidan 0 bilan, >=1-x 2 funksiya

yuqoridan 1 bilan chegaralangan.
y = sinx funksiya esa chegaralangandir, chunki -1 <sinx <1

Agar X to'plamda ft(x), /2(x) funksiyalar chegaralangan
bo‘lsa,

f
/, =12, Cf, f2d0, da — funksiyalar ham chegaralangan
n
bo‘ladi.
Funksivaning A'to‘piamda chegaralangan ekanligi
\f(*bc

tengsizlik o‘rinli boiadigan C sonning ko‘rsatilishi demakdir.
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Misol. y =3sn1+3cos4xfunksiyaning chegaralanganligini
ko'rsating.
3™x+3c0s4x <3sinj, +3]cosdx] <3+3-6 va3s’ijc=>|

bo'lishini etiborga olsak,
39'21 +3cos4x >1- 3=-2, m2<33'2X+3C0s4X <6 ,
berilgan funksiya chegaralangan.

3. Davriylik
X to‘plamda funksiya y =f(x) aniglangan bo‘lsin.

Ta’rif; Agar shunday T-0 son mavjud boMsaki, ixtiyriy xeX da

1) x—T x+T &X

)/ (*+ 7>/ (x)f

bo‘lsa, f(x) funksiya davriy deyiladi. Bunday T sonlaming
eng kichik musbati fiinksiyaning davri deyiladi.

Masalan ;  y =sinx,y =cosx  funksiya  davri  2n,
y =tgx, y =ctgx funksiyalar davri esa n dir.

Agar/;/2, funksiyalar davri T bo‘lsa,/, ®f 2, /,x/2,-J-,

fi

(f2p O) funksiyalar ham davriy va davri T dir.Agar
funksiyalar davri 7]va T7 bo‘lsa fx+/2", fimksiya davri

EKUK(77,r2) bo‘ladi.Masalan, y=sin2x+cos3x funksiyada

birinchi qo‘shiluvchi davri n, ikkinchisiniki funksiyaning
. 2n -
0'zi esa EKUK =2n davrlidir.
T
4. Monotonlik
X to‘plamda y - f(x) funksiya berilgan boisin.
Tarif. Agar ixtiyoriyx,,x2e | giymailari uchun

X, <x2bo‘lishidan /(x,) <f(x1)(f(xxX) >/ (x2))kelib chigsa,f(x)
funksiya X to‘plamda o‘suvchi(kamayuvchi) deyiladi. O'suvchi va
kamayuvchi funksiyalar monoton funksiyalar deyiladi.
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Agar /;/2funksiyalar X to‘plamda o‘suvchi(kamayuvchi)
boisa,/J +c, fx+/2, c¢>0 da cfx funksiyalar o‘suvchi
(kamayuvchi), ¢ <0 da esa cj\ funksiya kamayuvchi (o‘suvchi)
boiadi.

Misol. 1) y =x2 funksiya (-00;0]da kamayuvchi, [0;+00) da
o‘suvchi. Hagigatan,x,,x2 e[0;+00), X, <jc200isin.

Unda

f(xi)-f{x2)=x\-x2=(X,+*2)(*] ~x2)<0,
chunkix, -x 2<0.x, <x2 dan 7/(x,)</(x2) kelib chigdi. demak,
/ (x) =x2funksiya [0;+00) da o'suvchi.
Endi bazi elementar funksiyalarni sanab oiamiz.
e X x>0 . o
Ly =pH= bu funksiya modul deyiladi.
I—, X~ 0

[,x >0
2.y —sgnx —20,x =0 bu funksiya x ning ishorasi deyiladi.
-1,x,0
3. y =[x] ko'rinishda x ning butun gismi belgilanadi. Berilgan
sonning butun gismi o‘ziga teng yoki undan kichik eng katta butun
sondir, masalan, [1,5] =1, [-%,5]=-2, [{]=1
4, y={x} ko‘rinishda nning kasr qismi Dbelgilanadi.
x =[x] +{x} boiishi tushunarlidir.
5. Darajali funksiya: y =x"
6. Ko‘rsatgichli funksiya:* =ax (a>0,a® 1)
7. Logarifmik funksiya: y =logax (1 >0,a * 1)
8. Trigonometrik funksiyalar:y =sinx,y-cosx,y =tgx,y =ctgx
9. Teskari trigonometrx =[x]+{x} tenglik funksiyalar:
y=arcsinx, y=arccosx, y=arctgx, y=arcctgx
10. Giperbolik funksiyalar:

+X ~X

a) Sinus giperbolik funksiya: y =8 T8 =shx
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. . . . *x+ (M
b) Kosinus gipcrbalik funksiya: y = exr( = chx
X -X
v) Tangens giperbolik funksiya: y = —----—-— = thx
e +e~
: . : Q +
g) Kotangens giperbolik funksiya: y = —-— — = cthx
e+x-e~X

Giperbolik funksiyalar quyidagi xossalarga ega:

shé = 5 cﬁé =1, thx= i(x— cthx = 9—@(
chx shx

chx-sh2 =1, ch2x+sh2 - ch2x, Ishxchx =shlx
Sh (x + _y) = shxchy + chxshy, ch(x+y) - chxchy + shxshy,

Bu funksiyalar aslida ko‘rsatgichli funksiyalar yordamida
quriladi,lekin xossalari trigonometrik funksiyalar xossalariga
o0 ‘xshashiigidan shmday nomlanishiga sabab bo‘lgan.

Elementar funksiyalardan arifmetik amallar yordamida
olinadigan barcha funksiyalar elementar funksiyalardir.

Funksiyalar quyidagicha berilishi mumkin:

I°.0shkor funksiya.Bunda funksiya sbunday tenglama bilan

beriladiki,uning o‘ng tomoni faqat erkli o‘zgaruvehiga bog‘lig
bo'ladijnasalan”®-x2- 4x+5.

2°.0shkormas funksiya.Funksiya y ga nisbatan yechilmagan
F(x;y) = Otenglama bilan beriladi,masalan, ﬁ v =1

3°.Teskari funksiya y =/(x)funksiya bitta x ga yagona y ni
mos qo‘yadi.Endi shu y e X ga yagona xeXni mos qo‘yuvchi
x = (p(y) funksiyalami qgarash mumkin.Bu funksiya y =/(x)ga
teskari deyiladi.Uni qgayta belgilab (x ni y, y ni x deb)
y =/"" (x)tarzida yoziladi.Masalan, y = axga y= logax funksiya
teskaridir. Ixtiyoriy qat’iy monoton funksiya teskarisi doimo
mavjud ekanligini isbotlash mumkin.
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4® Murakkab funksiya. Agar y-f(u) funksiya arginumenti
ham n =(p(x)funksiya bo'lsa,ular superpozitsiyasi y =

murakkab funksiya deyiladi.Masalan = Insinx, y =(2x-T)3,.......
5°. Parametrik funksiya. Agar funksiya ham,argumcnti ham

fx - x(t)
biror t parametr yordamida aniglansa, ya‘ni < funksiya

parametrik usulda berilgan deyiladi. Masalan, x2+y2=R2
fx = ficosr ] . ]
aylanam < ko'rmishda berish mumkin.
[y = Rsint
Funksiyalar quyidagicha klassifikatsiyalanadi:
1°. Butun ratsional funksiyalar:
y =P,(jr) =amx"+anXn +...+a2+a0

2°. Kasr irratsional funksiyalar:
= Qm{x) = bmxm+bm xm'+... + b]X+ b0
Pniz) amxm+am xmA+...+a,x+ a0

3°. irratsional funksiyalar; masalan.y =\[x, y =x + yfx,...

4°.,  Transendent funksiyalar, Ratsional yoki irratsional
bo'Imagan funksiyalar transendent funksiyalar deyiladi, masalan,

y =SinX, y = arcsinx, y = cosjc + jc, ...

Funksiya grafiklari ustida arifmetik amallami bajarish uchun
har bir x e X da berilgan amal bajariladi, natijasi tekislikda
belgilanadi. Olingan nugqtalar birlashtirilsa, natijaviy funksiya hosii
bo'ladi.

4.2.8. Akslantirishlar

Funksiya tushunchasini umumlashtirish. Funksiya tushun-
chasi quyidagicha ta’riflanadi: x sonlar o'gidagi biror to'plam
bo'lsin. Agar har bir xg X songa / qoida bo'yicha aniq bir
y-f{x) son mos qo'yilgan bo'lsa, u holda X to'plamda /

funksiya aniglangan deyiladi. Bunda X to'plam f funksiyaning
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aniglanish sohasi deyiladi, bu funksiya gabul giladigan barcha
giymatlardan tashkil boigan E(f) to‘plarn f funksiyaning
giymatlar sohasi deyiladi, ya’ni £m(/) = |>>\y =/(x),xeJf}

Agar sonli to‘plamlar o‘mida ixtiyoriy to‘plamlar garalsa, u
holda funksiya tushunchasining umumlashmasi, ya’ni akslantirish
ta’rifiga kelamiz. Bizga ixtiyoriy X va Y to‘plamlar berilgan
boisin. Agar har bir xe X elementga biror / goida bo'yicha Y
to'plamdan yagona y element mos qo‘yilsa, u holda X to‘plamda
aniglangan Y to‘plamdan giymatlar gabul giluvchi / akslantirish
berilgan deyiladi. X to‘plamda aniglangan va Y to‘plamdan
giymatlar gabul qiluvchi f akslantirish f :X —»Y kabi
belgilanadi.

Biz asosan quyidagi belgilashlardan foydalanamiz: N barcha
natural sonlar to‘plami, Z barcha butun sonlar to‘plami, Q barcha
ratsional sonlar to'plami, R barcha hagiqiy sonlar to‘plami,
R+=1[0,00), Z"{0}u7V hamda Rn sifatida n o‘chamli arifmctik
Evklid fazo.

/X Y akslantirishga misollar keltiramiz.

1-misol. f :R—R,f (x) =\Ix2+1
2-misol. g.R—/?,g(x) =[x].Bu yerda [x] belgi x sonining

butun gismi.
3-misol. Dirixle funksiyasi D : R —=R,

4-misol. Riman funksiyasi Ra:R —R
RO =\ ,agar x = - gQ —qgisqarmas kasr
0,agar xeR\Q
5-misol. Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi
P-.R1->R, P{x,y) —x
6-misol. Sferik akslantirish
S:R'->R, S(xI,x2,x3) = xj2+x\ +X]j
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7-misol. Yugorida, 1-6 misollarda keltirilgan akslantirishlaming
giymatlar sohalarini toping.
Yechish. 1-misolda keltirilgan f .R R  akslantirishlaming

giymatlar sohasi E(f) =[l,00) dan iborat. Chunki barcha xeR lar
uchun n/x2+1 >1 va ixtiyoriy _ye[l,00) uchun. f~y-]1" =Jy
tenglik o‘rinli.

2-misolda keltirilgan g :R —/?,9(x) =[x] akslantirishlaming
giymatlar sohasi, amglanishiga ko'ra E(g) = Z dan iborat.

Dirixle  funksiyasi D\R—R ning qiymatlar sohasi,
aniglanishiga ko‘ra £(D) = {0;1} ikki nugtali to‘plamdan iborat.

Riman funksiyasi Ro\R-+R ning giymatlar sohasi,

Ortogonal proyeksiyalavchi akslantirish
P :R2—R, P(x,y) =xning giymatlar sohasi E(P) = R dan iborat.

Sferik akslantirish S :R2-+R, S(xt,x2,x3) =x2+x\ +x\ ning
giymatlar sohasi E(S) = R+dan iborat.

Har bir ae X uchun unga mos gqo‘yilgan b=f(a)eY element
a elementning / akslantirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi.

Umuman, X to‘plamning biror A gism to‘plami berilgan bo‘lsa,
A to‘plam barcha elementlarining vy dagi tasvirlaridan iborat
bo‘lgan to'plam, A to‘plamning / akslantirishdagi tasviri yoki

aksi deyiladi va f(A) kabi belgilanadi. beY ixtiyoriy element
bo‘lsin. X to'plamning b ga akslanuvchi barcha elementlari b
elementning / akslantirishdagi asli deyiladi va f~*(b) kabi
belgilanadi. f: X -*Y akslantirishda BczY to'plam uchun X
ning B ga o‘tuvchi (akslanuvchi) gism to'piami B to‘plamning
/ akslantirishdagi asli deyiladi va [/ “‘(fl)={xel:/(x) e #}
kabi belgilanadi. Agar barcha be B elementlar uchun ularning
/™" (b) aslilari bo‘sh bo‘lsa, u holda B to‘plamning asli ham bo‘sh
to‘plam bo‘ladi.
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8-misol. 1 va 2 akslantirishlarda <4=[0;3) to'plamning tasviri
va B =(1;4) to‘plamning aslini toping.

Yechish. f akslantirish [0;00) da o‘suvchi va uzluksiz funksiya
bo‘lganligi uchun /'([0;3)) =[1;VK)) bo'ladi. g(]0;3))esa [0;3)
dagi butun sonlardan, ya’ni g([0;3)) = {0:1;2} dan iborat. Endi
B - (1;4) to'plamning aslini topamiz:/ | (B) =(-vI5;0)u(0;V15)
g-1(B) =[2;4).

9-misol. 3 va 4 akslantirishlarda A=R\Q to'plamning
aksiniftasvirini) va B = (l;00)to‘plamning aslini toping.

Yechish. D va Ra akslantirishlar R\Q to'plamning barcha
elementlariga nolni mos go'yadi, shuning uchun

AC?) — (MG) ={0}- Dirixle va Riman funksiyalarining 1
dan  katta giymatlari mavjud emas, shuning uchun
D-'(B) =R;'{B) =0

Aniglanish sohasi X bo'lgan f:X->Y aksiantirishda
f(X) =Y tcnglik bajarilsa, / akslantirish X to'plamni Y
to'plamning ustiga yoki syuryektiv akslantirish deyiladi. Umumiy
holda, ya’ni f(X) a Y bo'lsa, u holda / akslantirish X to'plamni
Y to'plamning ichiga akslantiradi deyiladi.

Agar / :X —Y aksiantirishda X dan olingan har xil x, va
x2elementlarga har xil yx~/(x,) va y2- /(x2) tasvirlar mos
kelsa, u holda f inyektiv akslantirish yoki inyeksiya deyiladi.

Bir vagtda ham syuryektiv ham inyektiv bo'lgan f: X->Y
akslantirish biyeksiya, yoki X va Y to'plamlar orasida o zaro bir
giymatli moslik deb ataladi.

10-misoL f :R R,f (x)-ax+b,a ®0akslantirishning
biyeksiya ekanligini isbotlang.

Yechish.  Chizigli / :R-» R akslantirishning biyeksiya
ekanligini  ko'rsatish uchun ixtiyoriy ceR da ax+b=c

tenglamaning yagona yechimga ega ekanligini ko'rsatish yetarli.
Yechimning mavjudligi f.R —R akslantirishning
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syuryektivligini, yechimning yagonaligi esa uning inyektivligini
ta’minlaydi. Bu tenglamaning yechimi yagona bo‘lib u x=-—-
a
dir.
11-misol. Agar / :X biyektiv akslantirish bo‘lsa, u holda
ixtiyoriy AczXuchun [ :A—B, (B =/(/l))ham biyeksiya

bo'lishini isbotlang.

Yechish. f{A) = B ekanligidan uning syuryektiv akslantirish
ekanligi  kelib chigadi, inyektivligi esa [/ :X ->Y ning
inyektivligidan kelib chigadi.

1-teorema. Ikki to'plam birlashmasining asli ular aslilarining
birlashmasiga teng, ya 'ni

MA[}B)=F\A)~AT\B) (2.1)
2-teorema. To 'plamlar kesishmasining asli ular aslilarining
kesishmasiga teng, ya 'ni
M(Ar\B) =r'(A)r\r'(B) (2.2)

Ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi to'plamlar birlashmasi

va kesishmasi uchun ham 2.1 va 2.2-teoremalar o'rinli, ya’ni

rfu 4.1=U/-,(4 ) .r ,fn-4V n/" (4)
Va J a \a \] a

3-teorema. Ikki to plam birlashmasining iasviri ular
tasvirlarining birlashmasiga teng
f{A{}B) =f{A)\Jf(B) (2.3)
3-teorerna  ham ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi
to‘plamlar uchun o'rinli bo‘ladi, ya’ni

ltkl1=U/(A)
Va ) a
tenglik o‘rinli.
l-eslatma. Umuman olganda, ikkita to'plam kesishmasining
aksi ular aksilarining kesishmasiga teng emas. Bunga quyidagi
misolda ishonch hosil gilamiz.

12-misol. 5-misolda keltirilgan ortogonal proyeksiyalavchi
akslantirish P(x,y)=* va



N={(x,y): 0<x<ly=0}B={(xy): 0<x<ly=x
to'plamlar berilgan. P(Af]B) = P{A)I\P{B) tenglik o‘rinli
emasligini ko ‘rsating.

Yechish. Ava B kesmalar o‘zaro kesishmaydi, ya’ni
Ans =0Ammo ulaming P akslantirishdagi tasvirlari ustma-ust

tushadi, ya’ni P(A) = P(B) =[0;1] va
P(A)NP(B) =[0;1].Biroq P(A(1B) =0.
Mashqlar.
1. Aniglanish schasini toping.
1 | 2) Y=yl4 3 E
)Y =gl 2) YEYAX=XB )y =
\[x2+4
6) y =1g(5- x) 7)y =log2log3log4x
2. Juft-togligini tekshiring.
1) y =x2- 4x4 2) y =x3- 5x5
3) y = xsinx 4) W = XCOSX
1+ X '
3. Chegaralanganligini tekshiring.
i+ X
3) y =n/9-x2 4) >=
5y 2 , 6) y = 2082+ 5sinx
X X411

7) >m=21ax+2cosx 8) y = 2sin3x+ 5co0s3x
4. Davrini aniglang.
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: COSX
1) y = cosx+sinx )
4 +sin X
3) y —cosx+cosSx  4)y = 6ra3/rx+sin2/rx
5) y = |cosx| 6) y = In (sz'nx)
7) y = Insirix 8) v=sinn/3x+ cos—x +tgl'flx

5. Monotonlikka tekshiring.

1) ¥=x3

VY=

6. Grafigini chizing.

D Y=x2,y=(x-1)2,] =(x+1)2, »>=x2+1, y = 2(x+1)2+1,
y=8x-X2,y=x%x2-3x +2.

2) y =x3,y =-2x3, y=(x-1)3, j/=2(x-1)3+I

4) y =sin2x, y =sin3x, y =sin2x + cos2x

5) y = x+sinx,y = xsinx,y = X sgn (sinx)

I.f:R—R, /(x) =0,5[x]funksiya berilgan. Agar J/1=[0;8]
B(2;3) bo‘lsa, /(*)va / _I(3) lami toping.

8./ :X —[5;20],/(x) =x2+1 funksiya berilgan. X to‘plam
ganday tanlansa, /- ustiga (syuryektiv) akslantirish boiadi?

9. [:X->[0;c»],/(x) =x2+1 funksiya berilgan. X to‘plara
ganday tanlansa, / inyektiv akslantirish boiadi?

10./ :[0;n\ ->[-ZLI],f(x) =cosx, g :[0;K] -> [0;1],9(x) =sinx

akslantirishlar ichidan inyektiv, syuiyektiv va biyektivlarini
alohida ajrating.
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11. [%2] va [-1;0)u[l;2] to‘plamlar orasida o‘zaro bir
giymatli moslik o ‘rnating.
12. Tekislikda A= 0<x2+y2<|| va

B ={(x\y)\x2+y2>1j to‘plamlar orasida o‘zaro bir qiymatli

moslik o‘rnating.

13. Tekislikdagi ochiq to‘rtbo‘rchak va tekislik orasida o°‘zaro
bir giymatli moslik o‘mating.

14. Aylana va to‘g‘ri chiziq orasida o‘zaro bir giymatli moslik
0 ‘mating.

15. Kesma va haqigiy sonlar to‘plami o‘rtasida o‘zaro bir
giymatli moslik o ‘mating.

16. Interval va haqiqgiy sonlar to‘plami o'rtasida o‘zaro bir
giymatli moslik o ‘mating.

17. Birlik ochiq doira va birlik yopiq doira o‘rtasida o°‘zaro bir
giymatli moslik o ‘mating.

18. Birlik yopiq doira va uning to‘ldiruvchi to‘plami o'rtasida
o0°‘zaro bir giymatli moslik o‘rnating.
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5-BOB. KETMA-KETLIK VA FUNKSIYA LIMITI.
FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

5.1.8. Ketma-ketlik limiti

Ta’rif: Agar y - J'(x) funksiya aniglanish sohasi natural sonlar
t.o'plami N bo‘lsa, bu funksiya ketma-ketlik deyiladi, uni
ar=/(«) o‘miga {an} ko‘rinishida belgilanadi.

Boshqgacha aytganda, biror gonun bo‘yicha har bir natural songa
biror an son mos qgo‘yilgan bo‘lsa, {an} ketma-ketlik berilgan
deyiladi.

axa2,...,ap sonlar ketma-ketlik hadlari, an umumiy hadi
deyiladi.

Ketma-ketlik hadlari son o*gida tasvirlanadi.

Ketma-ketliklar ustida arifmetik amailar quyidagicha Kiritiladi.
m\an}={maj = {maxma2ma3,...,man,..}

Ta’rif: {ar} ketma-ketlik uchun shunday rm, M sonlar mavjud
bo‘lib, ixtiyoriy had uchun m<an< M o‘rinli bo‘lsa, ketma-
ketlik chegaralangan deyiladi.

Agar C=max{|m|,|A/]j boTsa, chegaralanganlik shartini
ja '< C ko‘rinishida yozish mumkin.

{ar} ketma-ketlik chegaralanmagan deyiladi, agar har bir
musbat C soni uchun \ak > C shatmi ganoatlantiruvchi element

topilsa.
Agar ixtiyoriy musbat C son uchun shunday N nomer topilsaki,
n>N boiganda \an\>C bajarilsa, bu {an} ketma-ketlik cheksiz

katta deyiladi.
Cheksiz katta ketma-ketlik chegaralanmagan, lekin chegaralan-
magan ketma-ketlik cheksiz katta bo‘lishi shart emas. Masalan.



{1;2;1;3;1;4;...;1;n;1;n+ 1;...} ketma-ketlik chegaralanmagan, lekin
cheksiz katta emas, chunki \an\> C barcha toq nomerli hadlar

uchun bajarilmaydi.
{a,.} ketma-ketlik cheksiz kichik deyiladi, agar

\/s >0 3N, n> N larda |an<£o‘rinli bo‘lsa.

Demak, {a } cheksiz katta bo‘!sa {—} cheksiz kichik boMadi va

an

aksincha.

{n} cheksiz katta ekanligi ma‘lum, demak, j— cheksiz

kichikdir.

Ta’rif: a soni {an} ketma-ketlik limiti deyiiadi, agar ixtiyoriy
musbat £ soni uchun shunday N nomer topilsaki, n>N larda
lan-a\ <s o‘rinli boMsa.

Limitga ega ketma-ketlik yaginlashuvchi, aks holda
uzoglashuvchi deyiladi.
Simvolik tarzda limit lima =a yoki a ---------- >a tarzida

yoziladi. Limit so‘zi lotincha “limes” so‘zidan olingan.

lim— —= 1 ekanligini isbotlang. \fe > 0 olamiz.
">*n+3
u 1=_£__! <e dan n+3> 7. Demak, N= [7- 3]
1 1 H+3 n+3

deyilsa, n>N larda lan-1| <e bajariladi, demak, lim » =1

n->qc

Cheksiz katta ketma-ketlik limitga ega emas. Lekin, uni cheksiz
limitga ega deb,
lima4-- 0

n->X
ko‘rinishida yozish mumkin. Cheksiz kichiklaming yaginlashuvchi
va limiti nol ekanligi tushunarli.
Yaginlashuvchu ketma-ketliklar quyidagi xossalarga ega:
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Agar {an},{bn} vyaqinlashuvchi  ketma-ketliklar bo‘lsa

ca ,{anxbn),arbn,— ,(b,, * 0) ketma- ketliklar ham yaginlashuvchi
K

va
limca, =clima,, lim(a *b,) = rllﬂa“ *limzZ>,,

lim(@.") =hgalima,. - fim - -
” Oy limb

Ta’rif: Agar ixtiyoriy neN va an<anA boisa, {aj ketma-
ketlik o°‘suvchi deyiladi, an<amdl boisa, kamaymaydigan,
a,>anl boisa, kamayuvchi, an>amiboisa o‘smaydigan
deyiladi.

Bunday ketma-ketliklar umumiy nom bilan monoton ketma-
ketliklar deyiladi. Ular hech boiamagnda bir tomondan
chegaralangan boiadi.

Teorema. Monoton chegaralangan ketma-ketlik
yaginlashuvchidir.

Agar a soni o‘suvchi {aj elementlarini, masalan, yuqoridan

chegaralasa, ar<a, u holda liman=a ekanligini isbhotlash
n—Ko

mumkin. a
Teorema. Ichma-ich joylashgan
[a;b\ = [aAb,] [ar\B2] =>...z>[an\bH =>...
kesmalar uchun, ularning barchasiga tegishli yagona nuqta
mavjud.
Misol. a, f1+ I 1 ketma-ketlik yaqginlashishini isbotlaymiz.
n

Buning uchun uning o‘suvchi va yugoridan chegaralanganligini
koisatamiz.
Nyuton binomi formulasiga ko ‘ra,

f gV 1 n{n-) 1 n(n-\)(n-2) 1



Bu ifodani quyidagicha yozish mumkin.

an- 2n—|f'1—n +_If. v L 21+---+i|\/| n-1
2! n 'V« N nj Mvy' " n r>
U holda
a. =2+— 1- +-1| l--——  1- 2V+
2lv. n+1 311 n+1 n+lj
n \
1..
(n+ D! n+1 42 n+1y
K K
Bu hadlarda 1— <1-----—--- bo'lganligi uchun «,<omntl, \aj
n A+1
ketma-ketlik o ‘suvchi ekan.
NNPNE S WP EURTAE S D S
21 3l n! 2 2 2"
I--% |
=1+— —=3— f‘l—i<3'

Demak {an} ketma-ketlik yuqoridan chegaraiangan, limitgaega.
Bu limit e harfi bilan belgilanadi, 2<e<3. Aslida
e=2.7182818284590....

I00Ort 1 11
Misollar. 1). lim = hm-2% _ o chunkil-»0,2%% .3
— n-+1 n+l n n

2) A(V A=V AY=lim (V A-V A)|AZ -7 =

lim =0
~sfn+ i+ \fn?
3). I/j)rg) $>/2</2</2...\/2) = Ir';m 2 " :|ij o =2.
4). lim(?£1) =\im(I+1\ = e
V n J Wﬁ
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5.2.8. Funksiya limiti
Biror a nugta va unga yaginlashuvchi xI,x2....xm., ae X,

ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. X to‘plamda aniglangan f(x)
funksiya berilsa,

ham sonly ketma- ketlik bo‘ladi. Uning limiti mavjudligi masalasini
ko‘ramiz.
Ta'rif: Agar X —»«da /(.*)—mA bo‘lsa, A soni f(x)
funksiyaning x = a nuqtadagi limiti deyiladi va
lim/(x) =A
ko'rinishida yoziladi. {/(*,)} ketma-ketlik yagona limitga

egaligidan A son ham yagona bo‘ladi.

Ta’'rif: Agar ixtiyoriy Ve >0 soni uchun shunday £>0 soni
mavjud boisaki, barcha xeXlar uchun \x-a\<S ekanligidan
\f(x)-A\<£ tengsizlik kelib chigsa, A soni/(jt) ning x=a
nuqtadagi limiti deyiladi.

Birinchi ta'rifni sonly ketma-ketliklar tilidagi, ikkinchisini “e - 8
tilidagi” limit ta'rifiari deyiladi va ular o‘zaro ekvivalentdir.

Ta’rif: A soni f(x) funksiyaning x =a nuqtadagi chap(o‘ng)
limiti deyiladi, agar a ga {x} elementlari chapdan (o‘hgdan)
yaginlashganda f(x n) ketma-ketlik/1 gayaginlashsa.

Bu limitlar bir tomonli limitlar deyiladi va
{T Ax™n)
ko'rinishida yoziladi.
Misol. /(x) =sgnx funksiyaning chap limiti (x = 0da)
limsgnjc=-1; limsgn.t =1
bundan tashqgari sgnO =0
Teorema. f(x) funksiyaning x = a nugtada limiti mavjud bo‘lishi

uchun, bu nuqtada chap va o‘ng limitlar mavjud va teng boiashi
zarur va etarlidir. Bu holda funksiya limiti ham bir tomonli
limitlarga tengdir.



Ta’rif: A soni /(x) ning jc—co dagi limiti deyiladi, agar
argumentning cheksiz katta giymalli ketma-kediklarida {/(x)]|
ketma-ketlik A soniga yaqginlashsa. Uni

f(X)=A
ko‘rinishida yoziladi.
2£2 5

1
Misol. Dlim—==0, 2).lim——— = lim-—-<4%="2
X +X 1+ 1

Agar biror tovar narchi x ,unga talab y ekanligi berilib, ular
bogligligi y=200:(x+2) boisa, tovar narxi oshganda talab nolga
intilishi kelib chigadi.

Agar lim/ (x) - A, limg(x) = B boisa,

D-Mm"[/WxgW]="x" 2).lim[f(x)-g(x)] =A-B

A
3). lim

g(x)
4).1im/(x) =HT/r(x) = A boiib, garalayotgan sohada

/(x) <g(x) <A(X) boisa,limg(x) =1 ham o ‘rinlidir.

Misollar.
1
3x+1) (4x-2 i - o
im GXEIL (4x-2) @i+ DY f(4x-2)V
(2x-1) (2x-1)) U 2X-1)
3+ 1 4—
=i —X 24 =6",
im 1 1 2“=6
2. . 2.
vV ooxj o\ X]
g imXSrxZ 812 (X2VI(x+3) X3 g
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3 limfd3d

"2LUx+6-2
lim yfc +7- 3 y_;c+7 3 yfl+7+3 %/(x+6)l+2\fx+6+4
- 4x76 2 tIXT6-2 n/M+7+3 N(x+6)2+2</"T6 +4
_\J(x+Db) +2>/x+6+4 4+4+4 12
=lim t =—=2
o yfx+1+3 3+3 6
4. lim
J NMx+a)[x+b)+x
ab
_ (a+b)x +ab _ (@a+6)+ a+h
lim- == lim-
.. 1Mo, i+ +*A+1
xj 1+,] +l Xy

1. Birinchi ajoyib limit, lim>--X= 1 ekanligini isbotlaymiz,
M X
Isbotlash uchun markazi koordinata boshida bo‘lgan, radiusi bir

doirani garaymiz. Radian oMchovi x[ 0 <x < A bo‘lgan markaziy

burchakni garaymiz.
c <e |C

ADti AOBsektar AOC

ekanligidan
1- smx T x 1 tex

yoki sinx<x<fgx.
Tengsizlik tomonlarini sinx ga bo‘lsak,

1

sinx  cosx

i
1<

] funksiyalari juftligi uchun olir.gan tensizlik 0 < x
sinx  cosx
da ham o‘rinli bo*‘!adi.
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liml = limcosx = Iva 4°xossa yordamida lim------ =1 ekanligini
t-*0 x->0

sinx
. . X . sinX
olamiz. Demak, lim------=1, lim------- =1
' sinx nn x
Mio!lar.DUm~ =1im 2£i-L =1
M X ** X cosx
4  l-cos4x . 2sin22x . sin2x N
2) lig----5zp- = lim- lipsl—— =

|
2. Ikkinchi ajoyib limit, limfi+iT =lim(l+x)' =e

vV  X)
Y
Isbotlash  uchun, avvaldan ma’lum limi 1+ =e dan
nj
foydalanamiz. So’ngra x = — almashtirish yordamida ikkinchisi
n

isbotlanadi.
Misollar. Dlim (1 +5x)" = lim(l +5x)55=lim (I+5x)5 =e .

/ *Y’
O
lim 1+- - lim ) =e .
V X]
Misol. P% vyillik foyda beradigan bankka Q migdorda omonat
go‘yildi. t yildan so‘ng qo'yilgan omonat Qt gancha bo'lishini

toping.

Har yilda go'yilgan omonat 1+ 100 marta oshadi.

— H _ i+_ — .
e=a I+4y .2=2 100 @ Fa g

uzluksiz berilsa, t yildan so‘ng omonat,
y JE-

- lim 1+- =Qrlim  1+- =
© Qo I 0oy Qr

100n
ko'rinishida bo'ladi.
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Ta’rif: Agar limar(x) =0 boisa, « (jc) funksiya cheksiz kichik
miqdor deyiladi.
Agar lim f (x) = A boisa, /(x) = A+or(x) boiadi.
Cheksiz kichik migdorlar yig’indisi (ayirmasi), ko‘paytmasi yana
cheksiz kichik migdor boiishi ravshan.

Ta’rif: /(x)funksiya x —x0 da cheksiz katta migdor deyiladi,

agar yetarli katta
M > 0 uchun shunday <5>0 mavjud boisaki, |x-xj< “shartga

bo‘ysinuvchi x lar uchun j/(x)| > 1/boisa, quyidagicha yoziladi:
lim/(x) =00

Misol. 1) x —-"da tgx,x —qo da \j5x -1 lar cheksiz kattadir.
Agar lirna(x) =0 cheksiz kichik boisa, /(x) =—(7—) funksiya
a(x

x —»Xx0(co) da cheksiz katta boiadi.

5.3.8. Funksiyaning uzluksizligi.

/ ( a) funksiya x0nuqgtaning biror atrofida aniglangan boisin.
Ta’rif; f(x) funksiya x =x0 nuqtada uzluksiz deyiladi. agar bu
nugtada funksiyaning limiti va giymati teng boisa, ya’ni
Hm/(x)=/fo)

limx = Abekanligidan lim/(x) =/Mlimxj kelib chigadi, ya’ni

uzluksiz funksiyalarda limit va funksiya belgisi o‘rinlarini
aimashtirish mumkin.

Ketma-ketliklar tilida funksiya uzluksizligi quyidagichadir:
/(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz deyiladi, agar x0 ga

yaginlashuvchi XI,X2XJ...,.X_,... ketma-ketlik uchun mos
1(x,), /[ (x:),..../(x ),... ketma-ketlik /(x,) gayaginlashsa.
“e —8 tilida” bu ta'rif quyidagicha boiadi.
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f(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz deyiladi, agar ixtiyoriy

e >0 uchun shunday, S > 0 mavjud bo‘lsaki, |[x —x01<S shartga
bo‘ysinuvchi x laruchun |/ (x ) -/(x 0)|< £ tengsizlik o‘rinli bo‘lsa.

ABar i'm f{x) =/ (x,,)(lim f (x)=f(x0)) bolsa, /(x)
funksiya xOnugtada o ‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.
Ax=x-x0, Ay-/(x0+AXx)-/(x0) Kkattaliklar mos ravishda
argument va funksiyaning x0 nuqtadagi orttirmasi deyiladi.
Uzluksizlik butilda limA y =0 ko‘rinishida yoziladi.

Teorema: Agar x0 nuqtada /(x),g(x) funksiyalar uzluksiz
boisa,

I(x)£g(x),/(x)-g(x),""*(g(x)*0)

funksiyalar ham bu nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
Aigebraik ko‘phadlar. sinx,cosx,| x |kabi funksiyalar ixtiyoriy

nugtada uzluksizdir. [jc1.{x|,Sgnx,tgx,ctgx kabi funksiyalar

uzluksiz bo‘Imaydigan nugtalami ko ‘rsatish mumkin.
Ta’rif: Agar xOnuqtada /(x) funksiya uzluksiz bo‘lmasa, u holda

x0Onugta /(x) funksiya uchun uzilish nuqtasi deyiladi.
x0 uzilish nuqtasi I-tur deyiladi, agar lim/(*)* lim/(x) o‘rinli

bo'lsa.
Masalan, /(x) =sgnxuchun xa nuqta 1-tur uzilish nuqtasidir,

chunki

limgsgnx = —1, limsgnx = 1
x0 uzilish nugtasi I1-tur deyiladi, agar x0nuqtada hech boMmaganda
bitta bir tomonlama limit mavjud emas yoki cheksiz bo‘isa.

Masalan, /(x) =— uchun x=0 nuqta Il-tur uzilish nuqgtasidir,

chunki,

lim—= -oo0, lim—= +oo.
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Chekiita nugtada I-tur uzilishga ega, qolgan nugtalarda uzluksiz
funksiyalar qaralayotgan sohada bo‘lakli uzluksiz deyiladi.
Masalan, /(x) =[x],/ (x) = {jc} funksiyalari bo‘lak)i uzluksizdir.

Agar xOnugtada / (x) funksiya uchun

X 1() *1(*»)

munosabatlar o'rili bo‘lsa, x0nugta yo‘nalishining mumkin boMgan
uzilish nugtasi deyiladi.

Uzluksiz funksiyalaming asosiy xossalarini keltiramiz.

Teorema (Bolsano-Koshi birinchi teoremasi): /(x) funksiya

[a,ft] kesmada uzluksiz va /(«)e/(ft)<0 bo‘lsin. U holda
shunday 3c<=(a,b) mavjudki, /(c) =0 boTadi.

Isboti: [a,ftlkesmani teng ikkiga bo‘lamiz. Agar o‘rta nuqtada
/(x) =0 bo‘lsa teorema isbhotlanadi, aks holda bo’laklardan
cliegaralardagi ishoralari turlichasini [a,,6,] deb olib, uni ham teng
ikkiga bo‘lamiz,...

Natijada ichma-ich joylashgan

[a,b] z[a,ftj3 [a2br]3 ..=o[a ft,]3 ..
oraliglar paydo bo‘lib, ulaming umumiy nugtasi c da /(c) =0 dir.

Teorema (Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi): /(x) funksiya
[a,ft] kesmada uzluksiz,

/ (a) =Af (b)=B boTsin. Agar A <C < B boTsa, shunday
c e (a,ft) mavjudki, /(c) = C boiadi.

Teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi): Agar, f(x)
funksiya [a,ft] kesmada aniqlangan,uzluksiz boisa, bu kesmada

chegaralangan hamdir.
Teorema (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi): Agar, /(x)

funksiya \a,b\ kesmada uzluksiz boisa, u holda funksiya bu
oraligda aniq quyi (yugori) chegarasiga erishadi, ya'ni shunday
X,,x2e[a,ftimavjudki,

[(x,)=M =sup/ (x),/ x2)=m=inf/ (x)
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Ishoti: eiementar funksiyalar uzluksizligiga asoslangan muhim
limitlami garab chigamiz.

_(+x)"-1_
. le_[p p-

Isboti. Nyuton binomi formulasiga ko‘ra

(1 fi)":1+px+’\’\2| —X1+ ...+ Xp

(R-1) x —

. 1+x)V—1n _ 1+qu_9 5 +..+xa—

Demak. lim------"--- =lim -
X MB X
IL lim— = limlogo(l+ x f =logu(lim(l +x);j = log,,
L lim ....= Ina.
>0 Y.

Isboti. a'-1 =t almashtirish o‘tkazamiz. Undan x = loga(l + ?)kelib

chigadi. x -» Oda t — 0 ekanligini xisobga olib.

. . 1
lim-— -=1im =Ina.

log, (1 + 0 1°g . e

(I+sin23x) -1 fsin3x

Misollar. I)lim . *9=90
sin23x V 3x
ing+?g2x) = In(l +fg2x) tg2x Q
2)Iim-g 92x) (I+fg2x) tg o=
tg2x 2X
(y-0 . (wm-1)
)im9" +4' -2=1im(9'~"' )+ Y=lim— *—m— -—
4'-2"' ™ 4--17)- 2--1 ! (4 -1y (2°-1)
. 1n9+ 1nd
°1In4-In2
b e f -]+ bx-)\
2 1im 2 Clim 1+ - X
2] "4
= =e*Np={fch.
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Mavzuga doir misol va masalalar.
1. Tengliklami isbotlang.

I)Ijm -- =0, 2 [Lrp4a =l,a>0, 3)Iﬂi4r114n =1.

2. Quyidagilarni toping.
4. 4n3-51n2+1 2Y+3* N 1+2+..,+(n-1
il)|]‘ ansoners ,2) lim (- -V —- 3bm (n-1)

1+n+n (-2) +3"1 n2
lta+a‘+..+a" [« . m \ 12+2~ +...+ (/i)
4>'0?2UT+V+ . X¥ 7 (H<1-H<]).5!f” N -
X
6)Iim----%-1----}+...+—-----1-7) lim 1+42+72+...+(3«-2V
7 1e2  2-3 n(n +1) - (1+7+..+(38-2)Y
3. Funksiya limiti Ta’rifidan foydalanib isbotlang.

(\n

\XJ

1) lim (2x-1) = 3; 2) limx2=1 3) lim

4) limsin x = sin x

4. Limitiami toping .

1) lim X3+ 1-2x2-2 2 2) |im_)_(_§_-|_'__|__'__2_)_(_?_'__2_;
2—4

x2—Ix +10 X+ X2+ X3+ ...+ X7-1
3) I|m—g ———————————————— )I;l 4) lim ;
(x1-5x 2+ 2x+8) i3 x-1

/7+Xx-3 2-46 +X 7-8 7x-1
D im2 X3 o) tim 2 X3y tim- B8y hm

~22+42 +x ~2V14+ X -4 4x-4 7x-1
5) lim a/x+Vx+T x-x ;6) im"</x3+3x2- 4x2- 2Xxj;

6. Ajoiyib limitlar yordamida toping .
0 fim SVBm  SINX gy Sin/ux.



. . arcsinbx ... sin7”x
4) lim—--—----- ; 5) lim----2mmmmmev ;1 6) lim—
- sin X =" sfh 2nx

g™ —e” . - e
13) lim— ) ; 14) lim -=------- :15) lim
sinax-sinfer sinx | +x-3*
+b'+c*
16) lim ST FCT 50 £t5>0,6>0); 17) lim (sinx)2.
v

7. Uzliksizlika tekshiring , uzilish nuqtasi tipini aniglang .
AV |
1) >=-—7;2)y= x—;3)y=—-;4)y=-
x—1 "
X*| X~ 1+2
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6-BOB. HOSILA. DIFFERENSIYAL
6.1.8, Hosila, mazmuni, hisoblash qoidaiari

Hosila Ta’rifi, mazmuni. X oraliqda aniglangan/(xj funksiyani
garaymiz. Biror xeXga 4x orttirma beramiz , x+ax ham X ga tegishli

bo‘lsin. Funksiya Ay =/(x + [ x)-/(x) orttima oladi.
Ta’rif. yy=/(x) funksiyaning x nuqtadagi hosilasi deb ,
funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbatini, argument

orttiimasi  nolga intilgandagi limiti IimEXga aytiladi  va

y'(x),/" (x),— ko‘rinishida belgilanadi.

lim— =lim— =f"(x)
40 1x ’
Agar lim— = +co bo‘lsa, funksiya bu nuqtada cheksiz hosilaga
ega deyiladi .
Ta’rifm x,,x2e X nuqgtalar uchun
/'» =iin/M -/(5_)
) X-X2

ko‘rinishida kiritish mumkin.
Misollar. 1) y =xp(p” -1)funksiyaning ixtiyoriy
x e Rnuqgtadagi hosilasini hisoblaymiz.

T I
' -X' . X
y (x) = ||m_(p'X+XyX_ [im= y_nx_y ........ = px'
v Ox X Nx
X

. . Sin(Ar+x)~ sinx
2.>=sinx y(x) =lim
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COS(AX + X) —€0sX

3) y =cosx Yy (X] = lim-mmm-lmmmeeem -
)y y (X X
. AX ., AX+2x
-2sm— sin
=lim - =-sinXx
AX
a (Ax,) _ a*
4)y =a' lim—— -—-=a'lim - =a'Ina.
M AX m°  AX

Xususan,(V) -e\

Hosiianing geometrik rna’nosi.
y =/(x) funksiyauchun f(x) = A f(s«x+Ax) =B bo‘lsin. A va
B dan o‘tuvchi to'g’ri chiziq f(x) ga kesuvchi bo'ladi , uning OX
musbat yo'nalishi bilan hosii gilgan burchagi (p bo'lsin.
Agar Ax->0 bo'lsa, B nugta A nugtaga yaginlashadi, kesuvchi
to'g’ri chizig A(x:/(x)j nugtadan o'tuvchi urinmaga aylanadi,

A
Iim—y ~tga hosii bo'ladi. Bu hosiianing x nuqtadagi giymati
A% Ar
urinmaning OX o'q musbat yo'nalishi bilan hosii gilgan burchagi
tangensiga teng ekanligini bildiradi .

Masalan, £ (x0;/(x W)nugtadan  o'tadigan nugta urinma
tenglamasini y —y0=& (x-x0) ko'rinishini tarzida o'zgartirib
ANf(x,)=1"(x0)(x-x0)
yozish mumkin bo'ladi.
Hosiianing fizik ma’nosi.
Moddiy nugta S-S(t) gonuniyati bilan harakatlanayotgan
bo'lsin. Unda t, vagtgacha.V (/,),/, vaqtgacha "~ (/Jy o'l bosiladi.

s'(0 — =fI(0
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munosabatlar bosib o‘tilgan yo‘l xosiiasi tezlik, tezlik xosilasi esa
tezlanish ekanligini bildiradi.

Hosilauing iqtisodiy ma’nosi.
Biror t vaqt isblab chigarilgan maxsulotni U=U(t) funksiya
ifodalasin. t dan t+At vaqtgacha ishlab chigarilgan raaxsulot soni
l=-U(t) dan wu(t+At)- n-r/lngacha o'zgaradi. Unda o‘rtacha

mexnat unimdorligi Zgn="

Demak, t vaqgtdagi unimdorligi Z-limzZ” =lim=~ =M'(f)

ko‘rinishda topiladi, ya’ni ishlab chigarilgan maxsulot hajmi hosilasi
t vagtdagi mehnat unumdorligi ekan.

f
Ta’rif: /'=1lim Qy /' =1i mﬂlyl mitlar o‘ng (chap) hosilalar

Axy R
deyiladi.

Agar f(x) funksiya x nuqgtada hosilaga ega boisa, bu nuqgtada
bir tomonli xosilalar mavjud va teng boiishi zarur.

/ (jc) =lic uchun x=0 nuqtada f'=\gpf' =-1 boiganligi
uchin berilgan funksiyaning x=0 nuqtada hosilasi mavjud emas .

Dastlab, o‘zgarmas son hosilasi nolga, y = x funksiya hosilasi

esa birga tengligini aytib o‘tamiz, chunki, c' —h_gg-_? 0,
X+ AX-X
N [ E—— =1
A0 AX

Hosila hisoblash goidalari.
Endi hosilasi mavjud m(x),v(x) funksiyalar berilgan deb

hisoblab, hosila hisoblash qoidalarini keltirib chigaramiz.
L Agar n=w(x),v =v(x)funksiyalar x nugtada hosilalarga ega

boisa ulaming yig’indisi, ayirmasi, ko ‘paytmasi,
boiinmasi(v(x) ®0), songa ko‘paytmasi ham hosilaga ega boiib,
quyidagi qoidalar o ‘rinli:
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nv-uv

(f,M£tc2v) =c,w % c2v',(mv) = m'v+ mv'
Isboti.
C.bI(X+Ax)xc,v(x +Ax)—(c,u(’x)ic,v&>;Y
cuxc) =Lim -" - 1}5 -------- " V1V 2
(cuze) = lig R )
C, (bl(x + OX)-n (x))xc2fv(x + Age)- v(X))
= fiy =Ccu xc,V

u(x + AX)v(x + Ax) - n(x)v(x)
AX
m(x FAXIV(X +AX)-V(X +Ax)m(x) + v(x +Ax)m(x) - m(x)v(x)

(ol = i
uv):M@O

0 Ax
=«V + uv

1 H /
/|/|\] |/|fv-uvI lim 1 U[X+Ax]1 n(x)
\vJ v AX [y1 X +AX' v (X)

i W(X+AX)V(X)  v(x+ Ax)m(x)
AP AX v(X+AX)V(X)  v(X+AX)V(X)

lim W(X+Ax)v(x) Su(x)v(x)*m(x)v(x)-v(x+ Ax)m(x)
AX V(X + AX) V(X)
nv-uv

Bu goidalardan
(c,m, +C2+...+crun) =clu[+cAi2+... +crnin

{wu2.Mn)' = u\u2e...oun+ UU2e...sbU+... + UW2 ... UN

umumiy qoidalami ham keltirib chigarishi ham mumkin .
Misollar:

, _rsinxN cosxcosx-sinx -sinx) 1
D (tgx)' =
vCOSXy C0S2x €C0S2X

2) Shunga o'xshash (ctgx) = —:
sin2X
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2. Teskari funksiya hosilasi.
Teorema. Agar y =/(x) funksiya biror x nuqtada /'(g:)"0

hosilaga  ega, x=">(y)uning teskari  funksiyasi  boisa,
<p'(y) = tenglik o‘rinlidir .
J (")
Isbot.
() - Fix) = lim— = i
y' () 1x) = fim AX AIITO!A? xf(y)
Ay
Bu teorema sodda geometrik manosi ega. y =/(x)ga X
nugtada oikazilgan urinma OX o‘qgi bilan a burchak hosil qgilsa,

OYo‘qgi bilan 3 burchak hosil giladi va a +/?7=~, (p(y) = tg/3.
Isbot esa

\
(P () =tgfim
ctg

tengliklardan kelib chigadi
Misol. 1) y =arcsinx funksiya va x(y) =siny funksiyalar

0 ‘zaro teskari funksiyalar ekanligidan

\ 1 1
Dy = (arcsm X) = smmemes S eemeeem = kelib chigadi.
siny cosy 7”717
Eyv(arccos xY------_ =1 o- 1
By -siny -V i-x2
n \' 1 1 1 1
" farc,y y= -~ = —
cos2y
(arcrfgxt = ---t-= L = N AU T
)44) ( ’ Ctgy __ 1 1+ctg y 1+ x"
sin2y
5) (logax)' =— =—j|— = —— xususan, (Inx)" = -
(y\ a lna xlIna X

(@)
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3. Murrakab funksiya hosilasi.
Teorema. Agar x=(p{t) funksiya t=tOnuqtada hosilaga ega

bo‘lsa, y =/(x) funksiya esa mos x0= <p(t0) nuqtada hosilaga ega
bo'lsa, u holda y =/ ( <€X?) murrakab funksiya ham t0 nugtada

hosilagaegava/ = (/(p(f))) =f"(x0)-<p'(t0) o'rinlidir.

Isbot.y (r0) = Ilmxt =H~%Kx .E =y' (x0)x' (t0)

Umuman,y =~ £2(...(/,, (x))))berilsa,/ = f[ formu
lao'rinli bo'ladi.

Misollar:I)(In2(sin3(*))) = 2In(sin3(x) ) - X cosx
Sin3x

= 61n (sin3(x))cfg(x);

2) (s/tx)

3)(chx) 2 2

Oxirgi misollar va bo'linma hosilasi fonnulasidan foydalanib
Tthx)" = L (cthx) = —L formulani Keltirib chigarish
V * chx K sh x 4

mumkin.

4. Daraja ko‘rsatkichli funksiya hosilasi.
f f9(i1) - . o
(In/(x)) -~J~ logarifmik hosila deb ataiadi, uning
J(*)
yordamida >>(x) =u(x)") daraja ko'rsatkichli funksiya hosilasi
uchun formula keltirib ehigaramiz.

Inj>=-vinw ekanligidan— = v'Inw +*-"- va
Yy n
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y" = UV IMdR——  formula hosii boMadi .

\Y u
Misollar.

1) (jcl) =A'r(Inx +1) = x*In(ex)

2) (sinastx) =sin@HECX;(-smxIn(cosx) + cosjr-cfgx)

5. Parametrik funksiya hosilasi.
Agar funksiya x=x(t),y =y{t) parametrik ko'rinishda
berilib, bu funksiyalar t =t0 nuqgtada hosilaga ega boisa, y=f(x)

, (t
funksiya hosilasi ham mavjud va yx=- { % .

x N
MO )
Ishoti. yx=lim At _Y 10
a<-+o/ix(r)  x'(/)
At
) fy =rsin? . . , (rsint)
Misol: ,(0<?<4a-)bo‘ba,> =----—--—---—=-ctgt =

[X =rcost (rcosf/

—\F'-H " )

Aslida y2n-x1=r2da,y =\lr2-x 2deb olinsa

y' =(yjr2—2\ =— X— hosil bo‘ladi.
\Y > \lr2-X2

6. Oshkarmas funksiya hosilasi.
Agar funksiya y ga nisbatan echilmagan /r(x;>,) =0 tenglama

bilan berilsa, undan murakkab funksiya kabi hosila olish, so‘ngra yx
ni topish mumkin .
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Umuman, v' = — Zf_l—formula o‘rinli bo‘ladi  lekin,
K(x:y)
F ' F ’lami topishda ikkinchi o‘zgaruvchi o‘zgarmas hisoblanadi.

Misol. 1) X2 V21 =0
a2 b 2

Agar bu funksiyadan murakkab funksiya kabi hosila olsak,
XX Y20 yoki yx(x) =—" X kelib chigadi. Bu natija
a b ay
yozilgan formula bo‘yicha ham kelib chigadi.
Yuqorida elementar funksiyalar hosilalari uchun topilgan
natijalardan foydalanib, quyidagi hosilalar jadvalini hosil gilamiz.

1
) (©)=0 9) (arccosx) = -
2)  (xp) =pxp-\ _ .
10) (arcsinx) =
3) (aXi =ax\na, nn-X
1
xususan, (ex) = ex, 11) (arctgx) = Lirxo”
' N
4)  (log0x)'=- 12) farcctgx) =—— 5
xIna
xususarl, (Inx)' = -, 13) (shx) =chx,

14) (c/zx) =shx,
15)  (thx)' = E:L )

5)  (sinx) = cosx,
6) (cosx) =-sinx,

7 {tog=— 1) (6thx) =-——

8)  (ctgx)' =-
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6.2.8. Differensiyal. Yuqori tartibli hosila va differinsiyaliar.
Yugqori tartibli hosilalar
Funksiyaning /'(x) hosilasi birinchi tartibli hosila deb ataladi.

I'(x)ham funksiya bo‘lganligi uchun undan yana bir marta hosila
olish mumkin.
(/'(*)) bu hosila ik'kinchi tartibli hosila deyiladi , umuman

funksiyaning (n-1) - tartibli hosilasidan olingan hosila sa-tartibli
hosila deyiladi .

Bu yugqori tartibli hosilalar, y*) ko‘rinishida belgilanadi.

Demaky”™ =(>™

Misollar.
1) j>(x) =ax(aXx),a*l),

Y (x) =axlna,y?(x) = (axhia) =ax\n~a

y->(x) =axlIn’a, y-"" (x) = axIn" xususan, J>(x) =<

bo‘lsa,(ex)t>-e x
2)  v(x) =sinx

uchun,yY (x) =sin x+2 Iy Z(x)=[sin x+ 0 - sin

v 2J \
. f . : _ n-K .
y™ (x) =sinl x+—  tengliklardan (sin x)(™*=sin X +- kelib
\% y

chigadi.
3) (cosx) :cosvx+n—;(—l formula o‘rinliligi yugoridagidck

tekshiriladi.
Endi ?<(x)-v(x) ko‘paytmaning yugqori tartibli hosilasini olish
masalasini garaymiz.
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(Wv) -u'v+uv
(WV) =u"+2u'v'+v"

(Wv) =u™+3u"v' +3uvt+ Vv

(iv) = w/(/1 (Leybnitsformula)
=)
Oxirgi tenglik Leybnits formulasi deb ataladi .

Misol. 1) >>(x) =x2x funksiyaning 50-hosilasini toping.
u=x2,v=ex desak Vi=2xvt=2,v"=0,.. ekanligidan,
Ex eVSIEO) =X eI +yye ~2x4—5% X 2, chunki, golgan

go‘shiluvchilar no‘llardan iborat bo ‘ladi.
1) >, = xcosxning 10-hosilasini toping.
Agar w(x) = x,v(x) = cosx desak u'—\,u" -0,..., ekanligidan,

fo9Tc n .
Y 0>= xcos(5;r +x) + 10cos"— +x =xcosx-l0Osinx.

Yugqori tartibli hosilalar olishda ayniyatlardan foydalanish
mumkin .
D y =sin4x ning n-tartibli hosilasini toping.

y =sindx =y (1- 2cos2x + c0s22x) = ~(3- 4c0s2x + cos4x) e

kanligini etiborga olib,

. . na
W ---}-2 cos rI i-2X N+ -4" cos — +4x
2 2 8 2

2) Yy ' '
x2-9x+20 (x-4)(x-5)

x15 X_4—(x 5 '-(x- 4)"
bo'lganligi uchun

[o>=(-)m NI[((*-5TY*-4T<):
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F(x;v) tenglama bilan berilgan oshkormas funksiyaning

ikkinchi hosilasini olish uchun, tenglamaning tomonlaridan giymati
go‘yilib, j/'topiladi va hokazo.

Differensiyal, ma'nosi, hisoblash qoidalari.
Ta’rif. Agar y =/(jc)funksiya orttirmasini Ay = AAx+ a(Ax),
bunda N1-son, or(Ax)-cheksiz kichik, ko'rinishda yozish mumkin

bo‘lsa, u differensiallanuvchi deyiladi.
Funksiya differensiallanuvchi bo‘lishi uchun chekli hosila
mavjud boiishi zaruriy va ctarli shart hisoblanadi, chunki

MOAy:A&JQOAx+a ngx)ﬂngOA)c:O

ya’ni argument va funksiya orttirmalari bir paytda nolga intiiadi,
bu esa funksiya uzliksizligini bildiradi.

Funksya orttirmasining Ay = 1Ax+a(4x)4x ko‘rinishida,/JAX
orttirmaning chizigli bosh gismi,a(Ax)Ax esa goldig gismi deyiladi.

Ta’rif. Funksiya orttirmasining chizigli bosh gismi uning
differensiali deyiladi va dy —AAXx tarzida yoziladi.

y'(x) =A ekanligini hisobga olsak, dy=y'{x), agar y =x
deyilsa, <ix=1Ax bo‘ladi va differensiai uchun dy=y'[x)dx
formula hosil gilamiz.

Differensiai uchun topilgan dy =y*'{x)dx formula yordamida
quyidagi, differensiai hisoblash qoidalarini topish mumkin.

L d(CU+C2V)=(CiU£CNV)'dx = (CIU'tC2V")dx =
=C{dU zCQAV,

2. d(UV) =(UV)'dx =(U'V-\ UV)dx = VdU +UdV,
vVdu-udVv _ .VdU-UdV

3.d= (u'dx=-—- {------ dX
V) V2 V2
Agar y =f(x), x=<p{t) funksiyalar yordamida tuzilgan
v =/(<p(0)murakkab funksiya garalsa, differensiai

dy =y \t'xdt=y'xdx ko‘rinishida yoziladi, o:z holatini saglaydi.
Differensiai o0‘z ko'rinishini o°‘zgartirmaslik xususiyati uning
invariantligi deyiladi.
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v="f{x) funksiya biror nuqtadagi birinchi differensialidan shu
nuqtada olingan differensial uning ikkinchi differensiali deyiladi,
dzy =d(dy) ko'rinishida yoziladi. Shunga 0 ‘xshash,
d™y =d(d2), dry =d(d"~"y) iar ham ko‘riladi.

Yuqgori tartibli hosila, differensiallarini hisoblashda dx
ixtiyoriy va x ga bo‘g'ligrnas son ekanini, uni o0°‘zgarmas
ko'puytuvchi sifatida qarash lozimligini yodda tutish zarur.

d2y =d(dy) =d(y"dx) =d(y dx = (y"dx)dx =y "dx2

d'y =d(d2y) =d(y"dx2) =d(y")dx2= (y""dx)dx2=y nmdx
Umuman, dry =y inJdxn,

Agar y =xnfunksiyaning  yuqori  tartibli  differensiali
hisoblansa,fi(xn), d 2(jc”) ko'rinishida yoziladi.

Yugori tartibli differensiallarda invariantlik xossasi o'rinli
bo'Imaydi chunki, chunki y =/(">(/)) funksiya uchun
d2y =d(y'xdx) = y'xd{dx) = y"~ dx2+y 3d % hosil boiadi.

Biror x=x0 nuqtada dy~Ay ekanligidan taqribiy
hisoblashlarda unimli foydalaniladi.
Av=f(x0+Ax)-f(x0)*tf\x0)Ax dan
fixo+ Ax) * f(x0) + f\x 0)Ax

taqribiy hisoblash formulasi kelib chigadi.

Misol. n/26 tagribiy giymatini toping.

f(x) =y[x,x0=25 deb,>/2571* n/25+—;:::5+—:5,1
2n/25 o

ekanligini topamiz
Mavzuga doir misollar va masalalar.
1 Ta’rifyordamida hosilalami toping.
1
1) v=x;2)y=-; 3)y=ylx;4) y =tgx 5) y = argsinx
X
6) y =x(jt-)2(jc-2)3....(jc-10)H boTsa /' (0),/' (1 ni toping.
2. Hosilalar jadvali va goidalari yordamida hisoblang.
y'or2 Ifi 4
1) Y=Y +~2~2X"2*Y=1~ +n2+e’3*y-(x~a)(x~h)’
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4)y =(x-1)(x-2)\x-3Y-5)y =~ +\+’\'6)y =
X X 1 e

7)i=X +>/x+-"18)y =< +-)= +-=19) y =X \+X2;
X \JX Six

10)y = 11]) y = \Ix+yjx+\fx ;
vaz2-Jc2
12) >= n-w4x- 4c0s2x;

1Ny=~rT-; 14) = | 15 =tgx-"tgix +-tgsx\
)Y Zsliimx ) SHAX )Y gx3g|x 5gx

16) y =2 r; 17) y =ex+ee 18) y =1g3x2;19) y - In[In(Inx)Y

20) y =In(x +yja2+x2); 21) y = Intg’\ 22) y=J,E ~ 1 ;;23)
' > V1+sin x

_y=arcKg— ; 24) y= arcsin (sinx - cosx);
a
25) y =a/r3w L 26) y=</x; 27) >=xsmt; 28) y=sh(tgx)
+X >

29) p=x2+2x.y-j>2-2x =0; 30) y2-2px; 31) -Ix+<Jy =Ja;

3. Berilgan funksiyaga berilgan nugtadagi urinma tenglamasini
yozing.
Dy=2+x-x2,x0=1; 2)y =\I15-x2,x0=1; 3)7 =—" -; x0=2,
4+ X

4. Berilgan funksiyalar ganday burchak ostida kesishishini toping
1) y,=x2vay\ =x2;2) y, --sinxva y2=cosx; 3) y, =—va
X

y2
5. Taqribiy giymatlarini toping.

1) 765; 2)sin29; 3) /In/&47%,4) lIgll;
6. /r-tartibli hosilalarini toping.

y=e"®;2)y=Inx;3) jrcos x;4)>=
X - 6x+8
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5vy= 6) y=-jL=; 7) y =x2-sin2x; 8)y =—L,-; 9)
cx +d V1 +x 1—ijc

y = sinax cosbx; 10)y = n-u¥x +c<mdx ; 11) y —e'" cosbx;

12) y = eaxcosfec; 13) y =

7. Masalalarni yeching

1) Ish kunida sexning mahsulot ishlab chigarish hajmi u vaqt |
bilan o‘zaro wn=-t3-5t2+75/+425 funksiya yordamida
bog‘langan. Ish boshlangandan 2 soat Kkeyingi mehnat
imumdorligini toping.

2) Ishlab chigarish qoldiglari M(so‘'m) va mahsulot hajmi x
(dona) o‘zaro y = 10x-0O.tMx3 formula bilan bog'langan. O rta va
limit goldiglami 5 dona mahsulot uchun toping.

3) Talab g va taklif 5 fimksiyalari p narx bilan quyidagiga
berilgan:q=7- p\ s =p + 1. Quyidagilar topilsin:

a) Turg‘un narx;

b) Talab va taklif elastikligi;

v) Narx 5 % oshirilganda foyda necha foiz ortadi?

Mavsuga doyirjoriy nazorat uchun uy vazifasi.

/V-talabalaming ro‘yxatdagi nomeri)

1 Ta’rif yordamida berilgan funksiyalar hosilasini toping.

1y = xOW+ Nx- N; 2)y =sinNx+ NcosNX;
3)>"=x(x- N)2(x- 2Hf, y'(0)=2?, /(iV) =7?;

2.Jadval va qoidalar yordamida berilgan funksiya hosilalarini
toping.

X VX - Nx
2) x<=sinAll[cos,c* viVx]

3)y =sin"+,[cosK¥ v 7VX];
4)y = xnAN - xNF)(1mN"MN)
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5)y = A X + [N~ -x
N
6) y =[sin(/V +1)x]*;

T)XNH-NXxy + Nx-(N+5)y-y~N=0
(x=Nt—sinNt+eN

= V+cos(20+ N)t- e
3. Berilgan funksiyalar un-tartibli hosilasini toping.

8)1

!])>,: . 2 2) ,y:ﬂN_;s)y: X
2x2-3N + N2 NTx-Ir )
4) y =spPi(/V+1)xcas(lIlOO-N)x; 5) y = x~cosNx;
X2

6) y =sinfl Y%+ coybM: 7) y=T\l

4. Talabalarning o‘tilgan darslarni gabul qilishi U vagtga
bogiigligi

U(t) =-f3—M 2+(100-TV)/, I </ < 6; tenglama bilan berilgan.
Darslar boshlangandan 1 soat keyin va darslar tugashiga 1 soat
golgandagi dars gabul gilish samaradorligini, o‘zgarishi tempi va
tezligini toping.

2) Iqgtisodiyot yo‘nalishi bitiruvehilarga ishga taklif etilishi
narxi P bo‘lsa, kuzatuvlar natijasida bakalavrlarga talablar
g = - - ; takliflar esa 5 =P +—; bo‘lsa quvidagilami

P +(100-A0 N

toping.

a)Talab va taklifteng boiadigan talaba turg‘un narxini;

b)Topilgan narx talab va taklif elastikligini.

c)Talaba narxi N% oshirilsa olinadigan foydani.

6.3.8. Differensiyal hisob asosiy teoremalari va tatbiqglari.
Differensiyal hisob asosiy teoremalari

Teorema (P.Ferma): Agar differensiallanuvchi /(x) funksiya
X oralig ichki c e | nugtasida eng katta (kichik) giymatiga
erishsa, /'(c) =0 bo‘ladi.
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Isbot. Aniglik uchun f(x) funksiya ¢ nuqtada eng katta

giymatga erishadi deylik, f(x)< /(c).

f(x) _ f(c\
f'(c) = *lm_:O — mavjudligidan, bir tomonli
~« X—¢

Oo<ligp™N-N-—" -~ =i — limtlar teng boiishi
v R— B — g

kerak. Bu /'(c)=0 da  bajariladi xolos. Boshqgacha
aytganda,funksiyaning eng katta(kichik)giymatlarida graflkka
0 ‘tkazilgan urinma absissalar o‘giga parallel bo‘ladi.

Teorema (M.Roll): /(j9 funksiya quyidagi shartlarni
ganoatlantirsin.

1). \a\b\ kesmada uzluksiz;

2). [a\b) intervalda differensiallanuvchi;

3). I(«) =1(*)

U holda kamida bitta ce(a;ft) nuqgta topiladiki, f'(c) =0
bo‘ladi.

Isbot. /(jc) funksiya Veyershtrass teoremasiga ko‘ra eng katta
M , eng kichik m giymatlarga erishadi.

Ikkita hoi bo‘lishi mumkin.

1 )m =M. Bu holda /(jc) funksiya \a\b\ oraligda o‘zgarmas
boiadi, hamma ichki ce {a\h) nuqtada eng katta giymatga
erishishi kelib chiagadi va bu nuqtalarda/ '(c) =0.

1) M va m turlicha. f(a) = f(b) shartdan biror ichid c e (cv,h)
nugtada eng kattaM, eng kichik m giymatlarga erishishi kelib
chiaqadi va Ferma teoremasiga ko'ra f\c) =0.

Teorema (Lagranj): /(ij9 funksiya quyidagi shartlarni
ganoatlantirsin.

1)[0;6] kesmada uzluksiz;

2)(a;b) oraliqda differensiyallanuvchi.

U holda shunday kamida bitta c e (a\b) nugta mavjudki,
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=/ '(c) tenglik o‘rinli boiadi.
b-a

Isbot.  YordamchiF(x)=/(x)-/(a) ——"b—A—’\—(x—a)

funksiyani garaymiz. Bu funksiya uchun Roll teoremasi shartlari
o ‘rinllidir, shunday ce(a;i) nuqta mavjudki, .F'(e) =0 boladi,
ya’ni
0=F'(c) = b-a Bundan Lagranj tengligi kelib
chigadi.
Teorema (Koshi): f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi shartlarni
ganoatlantirsin;
1) /(*)> g (n)funksiyalar [a;ft] kesmada uzluksiz;
2)fix), g(x)\ar (a\b) da chekli hosilalarga ega, g'(x) = 0.
U holda kamida bitta ce (a;6) nuqta topiladiki, quyidagi K.oshi
tengligi bajariladi
m -m f\c).
g(b)-g{a) g\c)”’
Isbot. Awallo, g(b)*g(a) aks holda Poll teoremasiga ko‘ra,
g (c) =0 bo‘lib golishi mumkin.
Endi yordamchi

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya uchun ham Poll teoremasi
shartlari o‘rinli, ya’ni shunday c mavjudki,
0=F'(c)=f"(c)- -g'(c) boMadi, bundan esa Koshi
K7W g0)-g(a)t
tengligi kelib chigadi.
Misollar. 1) [L4] kesmada /(x) =M funksiya uchun Lagranj

tengligi o‘rinli bo‘ladigan nuqtani toping.4—2ﬁ= 2C dan C= 5—;
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2) 0;y | kesmada f(x)- sinx, g(x)=cosx funksiyalar uchun

Koshi tengligi o'rinli boMadigan nugtani aniglang.

. n
sin-— sinO
2 cos

_____ = e ¢ tenglikddn ctgc = 1, ya ni ¢ = z
-sine 4

6.4.8. Differensiyal hisob asosiy teoremalari tatbiglari.
AnigmasHKklarni ochish, Lopital qoidalari

Teorema (Lopital). Biror aex nugta atrofida f(x),g(x)
aniglanib, hosilalar mavjud bo‘lsin.

fU o
lim/(x) =limg(x) =0, g'{xWO0. U holda, agar lim-—
X->a 7 x-M 4 4 x~>a gy Xf
mavjud boisa, lim~-—” bam mavjud va lim *-7-; - lim—7" .
IMeg (*) *x“ g\x)

Isbot. /(a) =g(a) =0 deb gabul qilinsa, masalan, [s5;x]
oraligda f,g funksiyalar uchun Koshi teoremasi shartlari o‘rinh

bo‘ladi, shunday ce(a;x) mavjudki, ~ ~ —7— = "~ o'rinli,
g(*)-g(a) g'ic)
o fix o (x) . L .
bundan lim— = lim-—— kelib chigadi, chunki x-»a da
g ™ gix)
c-"~a bo‘lishi tabiiy.
Agar f,g funksiyalar hosilalari ham yuqoridagi shartlarga

bo'ysinsa, lim /M = =W w W -...=lira”";
x“g(x) Fegi(x)  *-*g"(x) =g (x)
Ya’ni anigmaslik yo‘golguncha Lopital qoidasini qgo‘llash
mumkin.
X-Sinx 1-cosx sinx cosx_ 1

Misol:"1) lim=-—--— = hm->=--—--— = hm------ = lim--—--—--- =
X*> X 3X **0 6x  **
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Qarab chigilgan anigmaslik —tipidagi deyiladi.

Agar Xx —>+qo boisa ham yuqoridagi teorema o‘rmlidir, chunki

X = - aimashtirish o ‘tkazilsa,
t

"y i
f f ¢ .
= lim/'(*)
M «-g'(x)
9 el7 r
Misol. 1) ]im““— = Iim—= 0.
Agar I|m/(x)-I|mg(x)—oo boisa ham, Lopital qoidasi
lim---—— =1 i m o ‘rinli boiadi.
ag(x) «eg'(x)
. In(sinax msinbxcosax a;, tgbx
Misol. 1)1im n(sinax) _ jjpisinbxcosax = &im22
i-*° In(sinbx) x=*bsin axcos foe bx~*°tgax

bcos2ax
1im-------— =1

a
b a cos* bx

0O-00, ac-00, 0°, 17, 00® ko‘rinishidagi anigmasliklar ham

kc‘rinishidagi anigmasliklarga keltiriladi.

. . . Injc _ . s _
Misollar. 1) .Ir1>IB+XInX_,LI]I—Q+T_jI—>bIm 1 —)I(_|>r8+(-x) =0

X
. . i-sinx
2)Iim( 1—tgx = lim =1i No=0
COSX , COSX >2£ sinx
lim
x->+0 1
3) lim xx = lim e¥™ o=|

x—H-0 X—>0
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Teylor formulasi
Teorema (Teylor Bruk). /(x) funksiya ¢ nuqgta va uning

atrofida (/z+ 1)- tartibli hosilaga ega boMsin. ¢ va x orasida
shunday £ nuqta mavjudki, quyidagi formula o ‘rinli.

f(x) =/(c) +M 1A (x-C)+~ i(x-Cf +.. .+

+ W x-clh+/p T (r'-crl
n\ n+ 1!
Agar Teylor fonnulasida ¢ - 0 bo‘lsa Makloren K. formulasi
/(,,./(,,)+m X+m A~ ... +m X.+KAX)
hosii bo'ladi.

Makloren formulasi bo‘yicha quyidagi yoyilmalami olish
mumkin.

1.ex:\+)-(+x—2+x—3+ X—+0(x;|)
o2t 3
X3 x5 r7 . -
2. 8SINX = X === + —=-mmmem I (o - +0(22)
3t 57! v 7 (2n-1)I
V2 ra reé ran
3cosx = 1-—- + +(-1Y’r —+0(224)
21 41 6! v 7 (2«)!

4. (,’L+*)F:1+mx+" J1|’\ +..+

w»2-1)...(/n-/12+1) n
n\
5. 1n(1+x)=x-y+y-...+(-1)-1"+0(n;")
Misollar. 1) f(x) =Jx funksiyani r-1 darajalari bo‘yicha

yoyilmasi uehta hadini toping.
Teylor formulasi bo yicha
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Demak, \fx:1+?(x-I)——8(x—l)2+of(x—l)‘).

2) elp=cos” + Zsin®) Eyler ayniyatini isbotlang.
Funksiyalaming Makloren formulasi bo‘yicha yoyilmalaridan
foydalanamiz.

ely=1+w ﬁilz————W' +fD:+|r95 s IP1

r el 7
! 2 4 6 \
33 BS o
-7 : +
v 21 41 6! , rl/\ 31 Ty cos p+isin P
4
X X X2 . X4
1 o 1 K2 X
. -COS X T+ °U ol Al
3) lim- . = lim
x>0 x3sinx x>0 X3[X- m°(x)]
x' x

g 24+0(*4) 1 1 1

-1,

+ °(X4) 24 12

6.5.8. Funksiyani to‘liq tekshirish

Funksiya monotonligini tekshirish.

Teorema. Agar /(x) funksiya (a;ft) intervalda chekli hosilaga
ega. /'(x)>0(/'(x)<0) boTsa, /(x) funksiya bu intervalda
o ‘suvchi(kamayuvchi) boiadi.

Isboti. /'(x)> 0 holni garaymiz.x,,x2(x, <x2) e (a;b) nugtalar
uchun Lagranj teoremasiga ko‘ra

/'(c), ce (x,;x2) o‘rinlidir. /'(c)>0,x2>x.
ekanligidan /(x2)>/(x,) kelib chigadi,ya’ni funksiya o°‘suvchi
(kamaymaydigan) dir.

S>0 boTganda x0 nugtaning biror (x0—S;x0+8) atrofini
garaymis.
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Ta’rif.  Agar barcha (x0-S;x0+£) nuqtalar  uchun
[(x)</(x0) [/(x)>/(x0)] o‘rinli Dbo'lsa,x0 nugia f(x)
funksiyaning maksimum(minimum) nuqtasi deyiladi. Bu nuqtalar
birgalikda ekstremum nugqtalari deyiladi. Ularga mos funksiyaning
giymatlari maxf(x0),minf(x0) tarzida yoziladi.

Funksiyaning bunday qiymatlari shu oraligdagi eng
katta(kichik) giymatlar bo‘lganligi uchun, Ferma teoremasiga
ko‘ra f'(x,,) bo'ladi. Lekin, aksinchasi doimo o‘rinli emas, ya’ni
hosila nol boiadigan barcha nuqtalarda ham ekstremum
boiavermaydi. Bundan tashgari hosila mavjud boMmagan
nuqtalarda ham ekstremum boiishi mumkin. Masalan y =W\
funksiya x = 0 nuqtada minimumga ega, lekin hosilasi bu nugtada
mavjud emas.

Aniglanish sohasiga kirgan, funksiya hosilasi nol yoki mavjud
boimaydigan nuqtalar kritik (yoki statsionar) nuqtalar deyiladi.

Aytilganlardan quyidagi xulosa kelib chigadi.

Teorema (ekstremum topishning 1-qoidasi). Agar /(x)
funksiya  (x0- S:x0+S) atrofida  chekli  hosilaga ega,
(x0-S ,x0+<5) boiib, x0nugtada hosila 0z ishorasini + dan - ga (-
dan +ga) o°‘sgartirsa,u holda funksiya x=x( nugtada
maksimum(minimum) giymatga erishadi.

Funksiya monotonligi, ekstremumlarini 1-goida asosida
topishda jadvaldan foydalanish qulay.

x3
Misol. v = -— x 2 funksiya ekstremumlarini toping.

i¥=x2-2x=x(x-2) dan x,=0,x2=2 nuqtalar kritik

nuqtalardir.Ular yordamida aniglanish sohasini bolaklarga
ajratamiz,hosila ishorasini tekshiramiz, ekstremumlarini
aniglaymiz. Bulammg barchasi quyidagi jadval yordamida oson
hal etiladi:
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X (-00;0) 0 (0;2) 2 (2;+00)

N4 + 0 - +
Y . 0 o 4 —
3
max min

Demak, /w (0)=0.fmm(2) =

Funksiya grafigining botig-gavarigligi.
Ekstremum topishning 2-qoidasi.
Biror (a;b) oraligda f(x) funksiya chekli /'(*) hosilaga ega
bo‘lsa, u holda funksiyaga bu oraligda e(x) urinma mavjud.
Ta'rif. Agar ixtiyoriy xe{a:b) uchun e(x)</(x)[e(x) >/(x)]
o‘rinli bo‘lsa, funksiya bu oraligda botiq (qavariq) deyiladi.
Teorema. Agar (a;b) oraligda funksiya ikkinchi tartibli /"

hosilaga ega va " (x)>0 [/*'(x)<0] bo‘lsa, funksiya grafigi bu
oraligda botig (qavariq) bo‘ladi.
Isboti. Aniglik uchun,(a,b) da /"(*)*0 bo‘lsin. Ixtiyoriy

ce (a;b) da /T'(c;/ (c)) nugtadan o‘tadigan urinma

v=/(c)+/'(c)(x-c) tenglamaga ega. Qaralayotgan /(x)
funksiyaning ¢ nuqtadagi Teylor formulasi bo‘yicha yoyilmasi esa

Y=Ff[x) =f(c)+IN (x-c) +£jp-(x-c)2; F=(x;C)

deyish mumkin. Ularni solishtirib

Y-y =2=-{x-cf\ 0 bo‘lganda urinma grafikdan
pastda joylashishini, ya’ni grafik botiq ekanligini topamiz.

Teorema (ekstremum topishning 2-qoidasi ). Agar x0<s{a\h)
kritik /'(*0)=0 nuqta boiib, f'(x0)>0[/"(*0)c 0] bo‘lsa bu
nuqgtada funksiya minimum(maxsimum)qgiymatiga enshadi.
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Ta’rif. Agar E(x0,f(x0) nuqtada f(x) funksiyaga o ‘tkazilgan
urinmaning bir gismi /(x) dan yuqori, ikkinchi qismi pastda
joylashsa,xHnuqta funksiyaning egilish nuqtasi deyiladi.

Egilish nuqtasida botiglik qgavariglikka, yoki qavariglik
botiglikka o‘zgaradi. Demak, x0 egilish nugtasi bo‘lsa, /" (x0) = 0.
Ekstremum  topishning 2-qoidasi ham jadval yordamida
tekshiriladi.

2
Misol. 1) y~~~x-1—3———2(—§ funksiya egilishi nugqtalari, botiqglik,

gavariqlik sohalari, ekstrimumlari topilsin.
y’'=2%x2-xX4=x2(2—x2)=0 dan X, =—42,x2=0,x3=72
nuqtalar kritik nuqtalardir.
Y =4x-4x3=4x(I-x2)=0 dan x, =—1, x2=0,x3=1 nugtalar
egilish nuqtalaridir.
y'"(-V2)=W 2>0, demak Ymuu(-'&)=-y -;y"(0)=0, egilish
nugtasi xolos.
V'(V2)=-Aj2 <0,demak /,, (72)="

Funksiya (-o00;-1)u(0;l) oraligda botiq, (-"c;-Du(0;l)
oraligda gavariqdir.

2). y=x2- — funksiya kritik, egilish nugtalari,botiglik-
gavariqlik  sohalari  topilsin. _y=2x -2x3=2x(1-x2) dan

rji 7

X, =0, x2=1, x3=-1 kritik nuqtalari, y”=2—6x2= B‘jé_ x?2 | dan

x4:—j:,x5:—_)': egilish nugtalaridir. y"(-1)<0, y"(1)<0,
73 3

ekanligidan /rex(-0) =1, frx(D=1

y "(0) =2 >0 ekanligidan fnin(0)=0.

168



Botiglik-gavariglik sohalarini quyidagi jadval yordamida topish
quiay:

|
ff H*-£) Ve VISV RY)
y 0 + 0 ,
5 5
y n . u . n

Ekstremum topishda yuqori tartibli hosiladan foydalanish

Bazi funksiyalar uchun x0e(a;ft) da
[K ) =/"(*0)=/"00)-/(n )"0)=0,f (Mx0) PO bo‘ladi. Bu
holda qoldiq hadli Teyler formulasi bo‘yicha (x-x0) darajali
bo‘yicha yoyilma

n\
ko‘rinishiga ega bo‘ladi, x-»x0 da a(x)-+0 ekanligidan
f(x)-f(x0) ishorasini f"(x0) ishorasi hal giladi.

Bunda ikki xil hoi bo‘lishi mumkin.

L)«-tog son, n=2k+\ x ning x0 dan kichik giymatlaridan
katta giymatlariga o‘tganda (x-xQ)um ishorasini o°‘zgartiradi va
/'(x)-/(x0) ham ishorasini o°‘zgartiradi. Demak, bu holda
ekstrimum mavjud emas.

2)«-juft son,n = 2k. Bu holda (x-x0)2'>0 boiganligi uchun,
/(x) —f(x0) ishorasi o‘zgarmaydi, /"(x0) ishorasi bilan bir xil
bo'ladi.

Bulardan quyidagi qoyida kelib chigadi (K.Makloren, 1942).

Teorema (ekstremum topishning 3-qoidasi). Agar hosilalar
ichida x0 da nolga teng bo‘lmaganlaridan birinchisi toq tartibli

boiib golsa,bu x0 nuqtada ekstrimum bo'imaydi. Agar bu hosila
juft tartibli bo‘lsa, /"(x0)<0 da maksimum, / ”(x0)>G da
minimumga ega bo‘ladi.
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Misollar. 1) y - X buchun y'-bx2, y" =6x, ym=6>0

boMganligi uchun x =0 nuqgtada ekstrimum mavjud emas.

2) y-x Auchun y' —4x3, y 7-\2x2, y *-24x, y'v=24>0

bo‘lganligi uchun /r@n(0) = 0 mavjud;

3)/(x) =e*+  +2cosx funksiya uchun x =0 kiritik nugtadir,
chunki /'(0) =e*+ex- 2sinx=0.

Endi /m"(0) = e*+e x-2cosx =0, /"'(0)=7*+  +2sinx =0,
ndi
f v(0)=e*+ex+2cosx=0, fly(0)=4>0

ekanligidan / mn(0) = 4.

Funksiya grafigining asimptotaiari

Funksiya xarakterini x —zco da, 2-tur uzilish nugtalari
yaginida tekshirganda funksiya grafigi biror to‘g‘ri chizigqa
yaqinlashadi. Bunday to‘g‘ri chiziglar asimptotalar deyiladi.

Asimtotalar uch xil turda bo‘ladi; vertikal, gorizontal va og‘ma.

Ta’rif 1. Agar XI>iar1r+10/(x) =400 bo‘lsa, x=a to‘g‘ri chiziq f{x)
funksiyaga vertikal asimtota deyiladi.

Bu holda £(x;/(x)) nugtadan x-a gacha masofa

d="(x-a)2+(/(x)-/(x)) boTib, x—a da d —0.
Ta’rif2. Agar lim f(x) = A bo‘lsa, y-A to‘g‘ri chiziq fix)
X-*axm

funksiya grafigiga gorizontal asimtota deiladi.
Bu holda E[x',f (x)) nugtadan y = A gacha masofa

d=yj(x-a)2+ (/(x)-N)~ =|/(x)-N]| boiib x->00 va d =0
Misol. y =— funksiya x=0 \vertikal, y =0 gorizantal
X

asimtotolarga egadir.
Tarif 3. Agar lim[/(X)-(Ax+&)]=0 bo‘lsa, u holda

y = kx+b to‘g‘ri chizig f(x) funksiyga og‘ma asimptota deiladi.
K =0 da og‘ma asimptota gorizontal asimptota boiib qgoladi.
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lim f(x) =0 munosabatdan K = lim Ta’rifdan
X-KO X

b=1lim[/(x)-AXx] usuida topilishi kelib chigadi

Misol 1. >= Ly 2 funksiya asimptotalarini toping.
- X
I tur uzulish nugtalari 1- x2=0 dan x =%1 ekanligi kelib
chigadi.
x =1va x-1 to‘g‘iri chiziglar vertikal asimptotalardir.
X2 . 1

Jt-Ko j —y- )|(_>0C_J‘“'= -1 boiganligi =-1 to‘g;iri

gorizontal asimptota ekanligini ko ‘rsatadi. Shuningdek

K=lim—— =lim -=0, b=lim[~/(x)-Ax] =lim——-=- 1.
X—kK 0 X—KX) J — jE X~#n -1 X-Ko | __
Demak, og‘ma asimptota gorizontal asimptota bo‘lib go)gan.
2 2
2. — 0 =1 giperbola og‘ma asimptotalari j>=+-—x to‘gfri
a a
chiziglar ekanligini isbotlang.
T
y —i}LVxJ —a bo‘lganligi uchun,
a
o - b 1 fflv
K=lim?-*-=1lim +_p/|— -
4 \Xy a

b=iim[/(x)-Axj =lim +—Vx2-a2j- f+bx)
Vay

+im 8 -0
a xw yfx2—a2+x2

asimptotalari ekan.
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Funksiya grafigini to‘lig tekshirishi sxemasi

Funksiyalami tekshirish, grafigini chizish quyidagi qoidalar
bo‘yicha gilinadi:

1 Funksiya aniglanish iloji bo‘lganda o‘zgarishi sohalarini
topish,

2. Funksiya uzluksizligini tekshirish,uzilish nugtalarini topish,

3. Funksiyaning juft-toqligi, davriyligini aniglash,

4. Funksiyani jadval yordamida monotonlikka, ekstremumga
tekshirish

5. Funksiyani jadval yordamida qavariq- botiglikka tekshirish,
egilish nuqtalarini topish,

6.Funksiyaning absissa va ordinata o‘glari bilan kesishgan
nuqtalari- nollarini topish.

7. Funksiya grafigini asimtotalarini topish.

8. Funksiya grafigini chizish.

X2
Misol I.y =— - funksiya to‘lig tekshirilsin.
y 1 y q

1). Funksiya x * 1da, ya’ni (-oo;lu(l;+00) da aniglangan.
2). x=1da Il tur usilishga ega,chunki

. X2 . X2
lim— - =-o0, lim--—--—- = +00,
M-°x—1 *20x —
3 (x)2 x2 funk fth
- X) = mmem D e +y(x). ya’ni funksiyajuft ham,
y Y (X)= s e Y (%), yaj

tog ham emas. Funksiya davriy emas.

X(X —2) . .. ..
4). y'=——-—- — bokiganligi uchun x, =0,x2=2 kritik
(x—

nugtalardir.
X T wo 0 0:1)  (i;2) 2 (2;+30)
y' + 0 . . 0 +
Y . 0 * _ 4 *
maXx min

172



X

Ekstremum topish 1-qoidasiga ko’ra frmix(0) =0, fmm(2) = 4.

5). /I'= (23_ ®0 bo‘lganligi uchun egilish nugtalari mavjud
X
emas, lekir. x =1 nuqtada y” ishorasini o0’zgartiradi.
X (—==:i) (I;+00)
y - T
Y n U e

6). Funksiya uchun x =1 togri chiz_iq vertical asimptota ekanligi
2) da tekshirildi.
x2 1 . X

K = lim Him--—- =1
=ox-1 X x-1
. X2 .
b=Ilim ------- n lim— -=1
x-1 ' x-1

boiganligi uchun y =x +1 og'rna asimptota boladi.

7). x=0 da v=0 va aksincha bo‘lganligi uchun,funksiya
grafigi son oglarini fagat 0(0;0) nuqtada kesib o ‘tadi.

8). Topilganlar yordamida funksiya grafigi chiziladi.

Funksiyani eng katta va eng kichik giymatlarini topishga

keltiriladigan masalalar

Agar /(x) funksiya chekli yopig [a;b] oraligda aniglangan,
uzluksiz boisa, uning eng katta (kichik ) giymatlari maksimum,
minimum giymatlarda yoki sohaning chegarasida boiishi
mumkin.

Demak, bunday giymatlami topish uchun kritik va chegaraviy
nuqtalarda funksiya qiymatlarini topish va ularni o°‘zaro
solishtirish kifoya.

Misol 1. /(x) =x2-4x +6 funksiyaning [-3;)0] kesmadagi
eng katta va eng kichik giymatlamini toping.

['(x) =2x-4 =0 dan x =2 kritik nugta [—3;10] kesmaga tegishli
ekanligini topamiz.

[(-3)=(-3)2-4(-3)+6=9+12+6=27, /(2) =22-4-2+6=2
/(10) = 102-4-10 + 6 = 66

Demak, f ekt (10) = 66, fekich(2) = 2.
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Turli sohalarda funksiyaning eng katta, eng Kichik giymatlarini
izlashga keltiriladigan masalalar ko‘p.Bunday masalalarda
funksiya ekstremumga erishadigan nuqtalar muhimdir.

Masalalar. 1) Tomoni a ga teng kvadrat shaklidagi tunukaning
burchaklaridan teng kvadratchalar qirqilib, chetlarini gayirib,
ochiqg to‘g‘ri to‘tburchakli quticha yasaiadi. Qanday gilib eng katta
sig‘imli quti yasash mumkin?

Agar kesilgan kvadratchalar tomoni x bo‘lsa,quticha asosi
tornonlari a-2x, balandligi x bo‘ladi. Hajmi y=x-(8-2x)“

funksiya bilan ifodalanadi, bunda xe| 0;~ I'bo‘lishi mumkin.
v 2J

'=(a-2x)(a-6x)=0 dan, fagatgina x=— ildiz 0;—
y’'=( ) ( ) gatg 5 v2)

oraligdan ekanligini topamiz.

a\
Y =-8a+24x bo‘lib, y"I(— =-4a<0 ekanligidan, 2-qoidaga

faJ/l 2as
Kora, v, — = -,

mxU J 27

2) 1 mlrd. so‘m miqdoridagi kapital banlckga yiliga 50%
foydaga go‘yilishi yoki daromadidan p% nalog olinadigan ishlab
chigarishga 100% foydaga ijaraga berilishi mumkin. p ning
ganday giymatlarida kapitalni ishlab chigarishga berish bankda
saglashdan foydaliroq bo‘ladi?

Yechish. Faraz gilayiik, kapitalning x gismi ishlab chigarishga
ijaraga, (1-x) qismi bankga qo‘yilsin. Bir yildan so‘ng bankdagi

f 50N
kapita! (1-x) 14-----=--mm- x ishlab chigarishga ajratilgan
p ( )y 100 > o q g J g
kapital esa 2x boiadi, lekin unda sarf-xarajat ax2 ko‘rinishda
bo‘lsa,foyda 2x-ax2bo‘lib, undan (2x-<xx2)-— qismi nalogga
ketadi, sof daromad 1— — f2x-ax2) ko'rimshda boiadi.
100j v

Demak. 1yildan so‘ng kapital
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y(x) = \-\x+[x- N ( 2x~axl)=

21
100

migdorida bo‘ladi. Uning [0;1] kesrnadagi maksimal giymatini

topish zarur. y(x) =2 P -2a 1. x 0 dan kritik
100 100
i-JL)A
nugta x0=+ v 1009 yelib chigadi.
2a\ 1- P_
100
/ N

y"~x)--2a 1—100 <0 ekanligi, 2-qoidaga ko‘ra, topilgan x0
\

nuqtada maksimum bor ekanligini bildiradi. Uning [0;l]kesmaga
tegishli bo‘lishidan

Y'(X)=-0 <2] 1—100 < 1lyoki p <25 ekanligini topamiz.

Shunday qilib, p< 25 bo'lsa, mablag‘ni bankka go‘yish, p< 25
da ishlab chigarishga berishi ma’qul,

4*0)=2 + >-=,(0)
4a\ 1
100

Igtisodiy jarayonlar asosan 6 turdagi funksiyalar bilan beriladi:

1)Bir hil teslik bilan o'suvchi :y' >0, >'=0.

2)Monoton kamayuvchi teslik bilan o‘suvchi:y* >0, y** <0.

3) Monoton o’suvchi teslik bilan o‘suvchi:y >0,y 7> 0.

4) Bir nil teslik bilan kamayuvchi: j21< 0, v" --0.

5) Monoton o‘suvchi teslik bilan kamayuvchi:y' <0,y ”>0.

6) Monoton  kamayuvchi  teslik  bilan  kamayuvchi:
y'<0,j1'<0.
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Bu jarayonlar doimo bir xil funksiya bilan ifodalanmaydi,
egilish nuqtalari yordamida biridan ikkinchisiga o‘tadi, aks holda
iqtisodiy ingirozlar boMmaydigan zamonlarda yashayotgan bo‘lar
edik.

Mavzuga doir misol va masalalar.

1./(x) =\fx2-1 funksiya (-1l) dan x =0 da eng kichik
giymatiga erishadi,lekin Ferma teoremasi o'rinli emas.Nima
uchun?

2. I(x) =x(x2-1)funksiya uchun [—;1],[0;1] oraliglarda Roll
teoremasi shartlarini tekshiring.

3.Lagranj teoremasidan foydalanib isbotlang:

X
1) ------ <In(l+x) <x,x>02)ex>ex,x>1
1+ X

3) jsinx- sin>]<jx- y\.
4. /[(x) =x\ g(x) = x3funksiyalar uchun [—4;I] oraligda Koshi

teoremasi o ‘rinlimi?
5. Lopital qoidalari yordamida limitlami toping.
sin2ax tgx-x tc};lx
Ishm<o—TI 2-hm”0—-T--3. lim n-T—
sin bx X-sm X tgx

* y

4. 5.limJ*S21E >
AY ’ "* Imcosfai
6.. lim”™ oos(smx)-co,x 7 8 Hm
X X*T
Ny =%
9. lim *-—~-(a>0) 10. limx ~(thxY Il.lim ~
v 2,
12, limyn? 1
X*O\x e -L

6. Mokloren formulasi bo‘yicha 0(x2) hadgacha yoying:
ly=ekK2 y=Incosx 3.y = /|/|-|---—

- X
7. Teylor formulasi bo‘yicha 0((x-x0)") hadgacha yoying.
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DHY=- >0=22)y =xex x0=1 3)y:-\’\ T ,Xx0=2.
X

8. Makloren yoyilmalaridan foydalanib limitlarini hisoblang.

141. In(I+x)~x e*-1-x",. ccon  +

D) I|m,"o——————;(—2 —————— 2) hm~o---—--- B 2--3) lim” 0 -----—--- = 5

COSX-e 2 X exsinx-x (I +x)

6) Iirag;g smx
jc

ax+a x-2, nyioul. 1—cos x)sin*

7) LIV >0ermms: 2o (fl > 0)) 8) - LLxe>0mwrmmmy Boeeen

9. Funksiya manotonlik oraliglami aniglang.

D v=4+x-x22)y=3x-x33)y - —— —4) y =x+sinx
X +100

2
5y = X 6) y =x2nx 1) y = xe”x 8) y = arctgpc-Inx

10. Funksiya ekstrimumlari topilsin.

4 11

Dy=2+x-x22)y=2x2—x43)y = 2 2X34+— x2—6x+3
X

In2
4)y =xe x5)y ==~6) y =x+y/3-x 7) y =x1
X

11. Funksiya qavariglik va botiqglik oraiiglari topilsin.
1) y=xn 2) y=Inx 3) y=x5—0x~+3x 4) y=-—-- 5)

y =e~X 6)y =Xx+sinx
12. Funksiyani egilish nuqgtalari topilsin.
.4

)y =cosx 2) y —1+x2+~ 3)y=e2~ 4)y=(x2- 13

5 y-1» 6)y=VT-x3
V X
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13. Ko‘rsatilgan sohada funksiyaning eng Kkatta (kichik )
giymatlarini toping.
1) »>=2*[-1;5] 2) jy=x2-3x +2,[-}O0;10].

)y —sH—4x, [L1] 4) y =6x“—x3;5) y=x2—6x+13 [0;6]

n+
6) y = 25inX-c052X, [01] 7) y = <—--x, (I;€)
2 V Inx
15. Berilgan funksiyani to‘liqg tekshiring, grafigini chizing.

1)y =5x2-x4;2) =~—x5;

3) j;=2x2-8x ;4)y =—"—
X -1

5)y - x—nx;6)y =

X
2 2_,
7))y =e~x 8)>*=—— ;9) =s/ux+cos x;
x +1

10) y - x +arctgx] 11) y =/w(x+n/x"+1) ; 12) j =xr.

16. Ekstrimumga doir quyidagi masalalar yechilsin.

1) yig‘indisi a boigan ikki musbat son ganday boiganda
ko'paytmasi eng katta boiadi.

2) Yuzasi S bo'lgan uchburchaklar ichida perimetiri eng kichi-
gini toping.

3) moddiy nuqta S(t) =-tJ+9t2-24t-8 qonun bilan hara-
katlanadi. Uning maksimal tezligini toping.

4) y =x2dan y = 2x-4 gacha eng gisqa masofani toping.

5) Yon sirti S bo‘lgan konsillar ichida hajmi kattasini toping.

6) Shar hajmi unga ichki chizilgan eng katta hajmi silindr
hajmidan necha maria katta bo‘ladi?

7) Eni a va b bo'lgan ikki kanal ko'ndalang kavlangan.Qanday
uzunlikdagi go'lani bir kanaldan ikkinchiga o'tkazish mumkin.

8) To‘lasirti S bo'lgan silindrlar ichida hajmi eng kattasi
o'lchovlarini toping.

9) V hajmi qopqogsiz silindirsimon baklar ichidan sirti eng
kichigini toping.
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10) R radiusli sharga ichkli chizilgan silindrlar orasidan hajmi
kattasini toping.

11)/? radiusli sharga ichkli chizilgan konislar orasidan hajmi
kattasini toping.

12) Doiradan a burchakli sektor girgilib, so‘ngra undan konus
yasalgan. czburchak kattaligi ganday boiganda konisning hajmi
eng katta boiadi.

13) Eni bir xil uchta taxtadan nov (lotok ) yasalmoqda. Nov yon
devorlarining asosga ogish burchaklari ganday boiganda nov
ko‘ndalang kesim yuzi eng katta boiadi.

14) Funksiyalar grafiklari asimtotalari topilsin.

3 -4x 1+x2 \-x2 x5
DY =5hhy:2) =iyt 8)  jix 4 24x
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7-BOB. ANIQMAS INTEGRAL

7.1.8. Anigmas integral. Anigmas integral ta’rifi, xossalari,
jadvali

Ta’rif. Biror X oraligda ixtiyoriy x&X uchun F'(x) =f{x)
tenglik o‘rinli boTsa, F(x) funksiya f(x) ning X oraligdagi
boshlang‘ich funksiyasi deyiladi.

Masalan, / *(x) = cosx uchun boshlang‘ich  funksiya

F (x) =cosx dir,chunki (sinx)' = cosx.

Ixtiyoriy C soni uchun (F(x)+C)' =F'(x) =/(x) bo‘lganligi
uchun, boshlang‘ich funksiyalar cheksiz ko‘p bo‘lishi, ularni
F(x) + C ko‘rinishida yozish mumkinligi kelib chigadi.

Ta’rif. Agar biror X oraligda /(x) funksiyaning boshlang‘ich
funksiyasi F(x) bo‘lsa F(x)+C to‘plam, ya’ni barcha
boshlang‘ich funksiyalar to‘plami /(x) ning shu oraligdagi
anirnas integrali deyiladi va

JI(x)<ft=F(x) +C ko‘rinishida yoziladi, bunda j-integral
belgisi, /(x)- integral ostidagi funksiya, f[x)dx- integral
ostidagi ifoda deyiladi.

Demak hosilasiga ko‘ra funksiyasini izlash integrallash
amalidir.

Anigmas integral Ta’rifidan uning quyidagi xossalari kelib
chigadi.

1. Anigmas integral hosilasi integral ostidagi funksiyaga,
differinsiyali esa integral ostidagi ifodaga teng, ya’ni

(J/(x)<&) =/(x) +C, \f(x)dx =f(x)dx.

Hagigatan

(J/(X)<&) =(F(X)cfr) =F’(x)=/(x),

2 d=\f(x)dx =[~f(x)dx} =f(x)dx.

180



3. [Mr(x)=F(jc)+ C, chunki dF(x) = F'(x)dx dan

|[F'(x)iic = F(x)-I-C
4.Hoi bo‘lmagan o'zgarmasni integral belgisidan tashgariga
J&N\Xx)dx = & |/(x)c&, chunki

chigarish  mumkin, ya’ni
F'{x) < (x)bo“lsa, | & (x)] =A/(X),
5. Ajf(x)dx= k[F(x)+ C] =kF(x) +kC = kf\x)dx
6. Ikki funksiya yig‘indisi (ayirmasi ) anigmas integrali, ular
anigmas integrallarining yig‘indisi (ayinnasiga) teng, ya’ni
fI/(x)xg(x)]1" =}/ (x)£Jg(x),

chunki
F'(x) =/(x),G "(x) =g(x)

bo‘lsa
JI/Ge)xg () rfr=[F(x)£G(x)]+C =J/(x)xJg(x)
Bu xossa chekli sondagi funksiyalar yig‘indisi uchun o‘rinli,
umuman,
ffic»/.w U = _icj/w *+cC

V= J *
Elementar funksiyalar hosiialari jadvali yordamida quyidagi

anigmas integral jadvalini hosil gilamiz.
1. \xpdx=—— +¢ -1); 2. \xpdx=— +c¢ -1);
J P p+1 \(/polo ) J P p+1 (P-4

3. Jsinxife =-cosx+c ; 4. Jsinxdx =-cosx+¢c ;

r dx rodx

. ~ =tgx+c; 6. —Tr-=-ctgx+c;

Jacs X Jsin" X
7. fa*(Et= - lc (a>0,a*l) fe*cfo=e*+c;

J Ina J

r _dx f arcsinx+c¢ nor _dx \ arctgx+c
8. I-7= = -cfgx+c,9. # = —

vl +x2 [—arccfgx+c

V1-x 2 —arscosx+c
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,0. F % .ItaHi+ejii.L———)S———_|nx+ +C:
h-x2 2 i-c INT T

12, |shxdx =chx+c; 13. J'chxdx —shx +c;

14, - cthx+c: 15 - - thx+c.
JEA Y

f

4 g2
Jadvaldagi 10, 11-anigmas integrallami  to'g'riligiga

diferensiallash orqali ishonch hosii gilish mumkin.

Integrallash usullari
1 Bevosita integrallash.Anigmas integral jadvali,xossalaridan
foydalanib anigmas integralni topish bevosita integrallash deb
ataladi.
Misollar.

1) 4x3-2sinX +3+ —-—-—-—j-W =

—4jx*dx - 2Jsinxdx+3Jdx+J—dx- 5J- 2=

= X4+ 2cosx + 3x + In|x|—barctgx.

2 jfsin —+cos—j d x - [fsin2”"-+ 2sin--cos —+ cos2-- fi[x=
R 2§ A1 5% 5y

= J(I + sinx)d!x: = JaLt+ Jsinx<iv = X-C0OSX +C.

3) \tgxdx=\f—\ - Wdx=[-"z-—-- \dx =tgx-x +c
J J' COS X ‘ J COS X

2. O”zgaruvchini almashtirish usuli.

Ko'p hollarda anigmas integralda yangi o°‘zgaruvchi Kkiritish
bevosita Integrallashga olib keladi. Bu usul quyidagi teoremaga
asoslanadi.

Teorema. Agar x=(p{x) funksiya biror T oraligda

differensiallanuvchi, giymatlar sohasi X bo‘lsa, /(x) funksiya

esa X oraligda aniglanib, boshlangich funksiyasi mavjud bo'lsa,
T to'plamda quyidagi formula o'rinlidir.
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\f(x)dx =] f(tp(x))<p’(t)dt =\f(<p(x))d(<p(x)) =
=F(2(x)) +¢
Isboti. F'(x) =/(x) bo‘lsm.U holda T to‘plamda
F(<p(x)) =F(<p()<p'(®) =f(<p()<p'(x)
ya'ni J f(<p(t))<p'{x)dt =F(<p{x)) +c
Misollar. 1) j"(4x-5)10dx
4x-5 =t almashtirish o‘tkazamiz, x="-4"-, dx=IdtkeIib

chigadi. Topilganlami o'rniga qo‘yamiz.

J\$4X'5) °<f£cC ——\w\dt—m +C=— (4X 52 +C
2) [ , —=1,x =2t,dx =2dx ekanligdan
cos?— 2
2
f-N— =2f-—- :2tgt+c:2tg2—+c

f- f-
I COS2X Jcos2/
2

3) In(InxW deyilsa m=dt bo'ladi.
J  xlInx xInx
In4(Inx)d Ins5 (I
Natijada, 3) Fi (nx)dx _¥ tatt =12 =UNX) o
xInx 5 5
|sm2coscfocsmx—t, dt —cosc/k ekanligidan,
Fsin?coshxsmx- J\tzdt— +c—§.'f13§.>.< c.

Sodda hollarda integral belgisi ostidagi differensiyal ifodani

cosxdx. =d(sinx); d—ﬂc=d(lnx) shaklida almashtirilib va qavslar
ichidagi ifodani yangi o‘zgaruvchi deb kiritish amalini ko‘ngilda
bajarish, so‘ngra

J/ (M (F))d (M (x))f =F(™>(x))+c formuladan foydalanish ham

bevosita intervallash deyiladi.
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Misollar.

) ftgak=F=fLax = = tapSre

J COSX J  COSIC
2)IxEzg =§~'x¥z3 =Ihkxai+c
3) F2xexdx - je xd™x2"—ex +c
r 2xdx =r<*(*2+Q_ 1 i
vV +1f (x2+ D0 9(x2+1)’

5)J , f4afJ~1gL b ,|] (-5,+,00)1+C
(x2-5jc +100) J (x2-5x +100) *
6) [— —-=f— =arctg(Vx)+C
2-\/X(x+1)  J1+(~j2 A
Misollar.
1) G— (3x~12+8) dx-3f ~x~4) d(x -1
m*(x2-8x +20) J((x _4)2+x2) ((x-4)2+x2) ’
+81 d(x_4) =] In[(x-4)2+4] +Aarctg
2) [— — —m=f-j=--- - —#ix"arcsin +C
Jb-Ix-x1 1722-(x +1)2 2

3) JV*2-6X +50X=J~ (x-3)* -4d (x-3) =

=tz 1IN/ (A_3)2_4-2In|x-3| +~("3)2-4 +C

3. BoMaklab integrallash usuli
Bu usul ikki funksiya ko‘paytmasi defferensiyalidan
foydalanishga asoslangan.
Teorema. Agar X oraligda aniglangan U (x), V(x) funksiyalar
berilib, U'(x), V(x) funksiyani bashlang‘ich funksiyasi mavjud
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boisa, u holda U(x), V'(x) funksiya ham bu oraligda
boshlangich funksiyga ega va
Ju)V ' (x)(ir =1(x)V (x)-Ju(x) V(x)dx; formulao‘rinlidir.

Isbot. [t/ (x)F(x)] =J7(x)F'(x)+{/(x) F'(x) tenglikdan,
t/ (x)F(x) =[C/(xX)F(x)]" -C/(x) V'(X) kelib chigadi.

X oraligda [E/(x)F (x)j funksiyaning  boshlangich
funksiyasi U(x)V{x) ekaniigi.L'(x)F'(x) teorema shartiga ko‘ra
boshlangich funksiyaga  egaligidan {/ (X)F"(x) ham
boshlangichga egaligi  kelib  chigdi.  Oxirgi  tenglikni
integral laymiz.

\u(xX)v'{x)dx =u(x)v{x)-\u(x) V'(x)dx
yoKki

judv =W -jvd U
fonrmlaga ega boiamiz. Bu formula anigmas integralda boiaklab
integrallash formulasi deyiladi. Unda jvdU o’miga olinadigan

jIZdV soddaroq boiishi mumkin.

Misollar.
U =Inx
dv =dx &
i) \\nxdx - dx =xInx-] x— =xInx-x +C;
du— — X
X
V=X
U =arctgx
dv =dx
2) J arctgxdx = dx 1) +C
du =
X2 +1
V=X

Belgilashlarni ko‘ngilda bajarishi ham mumkin.



3) Ixexdx =jx d(ex) =xex- j xd (ex) =xex—ex+C.

Bazi kollarda bo‘laklab integrallash formulasini bir necha
marta qo‘llashga to‘g'ri keladi.
4) | x2cosxdx =] x2d (sinx) =x1sinx -2 j xsinxdx =x2sin X +

+2 [xd (cosx) =x2sin X +2[xcosX - j cosxdx] =x"sin X +2xsin X +¢
Umuman, pxK(x)dx ko‘rinishidagi intervallami k-marta

bolaklab integrallashga to‘g‘ri keladi.
BoMaklab integrallash yordamida, asosan

Axn\amdx,Axnsmaxdx, ~xreadx, Jxgsin ferdor kabi integrallar
topiladi.
4} Jn=Jsin,!xcfc=-J'sin"*“1xc/(cosx) =-cosxsin'd x +(«-1) -

sin2xd (x)—m - 1) Jsin=2xd (x) =

=- cosxsin™ix+(n- 1)Jn2- (n-1)Jn
ft

Bundan Jn:—I cosxsinnix 4------|-J n2 formula kelib chiqgadi,
n n

Bunday formulalar rekkurent formulalar deyiladi. Xususan,

J[sin" XdX =— cos Xsin'1 X +——J n2[sin -2 xdx
n n

formula anigmas integralda sinusning darajasini pasaytirish
formulasi deyiladi, aksincha,
[sin"=2 xdx = L COSXSin'1 X 4,__f|___ ?sin" xax
n—t n
formula sinusning darajasini oshirish formulasi devilish
munkin.

fcos'1xdx =—sin X cOS"- X +—— icos”-z xdx
J n n
formula ham shu yo‘sinda chigariladi.

| =r——— =¢ = [ penjdX = f—  — dX
" (x2+Dm I (x2+1)7 3 (*2+]) i (x2+1)"
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Tkkmch  integralda  boiaklab integrallash ~ formuladan
foydalanamiz.

u=x. du=dx,dv=— —— |

r xdx 1 f x2
V= dx = r= dx =
(jic2+])" (2w -2)(x2+1) (x2+ DA
1 f 1
(2« - 2)(x2+)~  (2w-Byfkoe i I

Berilgan integral uchun esa

(2n—2)(x2+D)" * (2« - 2) +/H

munosabatdan
X 2n-3

(2« -2)(x2+ D)1 (2m -2)
kelib chigadi, bunda n>1.

Xususan, /, = fy.5" |, =arctgx +c
I +1)
t  dx X 1
2 =i rr=TF 2=—n+7 ~ +c¢>
(x +1 2
c dx X X 3
= -r= r+—% r+- arc/gx +c

V o+ 1/ AGca+l) SA+1) s

7.2.8. Ko'p nchraydigan intcgrallar. Ratsional funksiyalarni
integrallash.
Ko‘p uchraydigan integrailar

Kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat ajratish, to‘la kvadrat boigan

ifodani yangi o‘zgaruvchi bilan belgilash yordamida quyidagi kK
0‘p uchraydigan integrallarga kelamiz.
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dx
O'f)% +a2j\ a ®a

dx a+x
=—n +C
[a2—x2) (x2—a2) 2a a-X
3)J xdx l:il—lnkaziled-c
(a2+xx2) 2 1 1

4) j \%.ZO_(X2 = arcsin—+ ¢ (a > 0)

dx
5> | =In|x+v«2+x2Il+c (a>0)
a2+x2
6)J Xax =+4a2+x2+c (1 >0
yfa2+x2

7) [y/a2-x 2dx =—xy[a2-x 2+—arcsin—+C (a>0
)}y 2xy[ 5 " (a>0)

2

8)jV a2+x2dx =—yla2+x2 +--\n\x+yja2+x2 |[+C (s>0)

Ratsional funksiyalarni integrallash.

Ikki ko‘phad nisbati ko'‘rinishida yoziladigan ratsiyonal
fimksiyalami integrallashda ikki hil hoi bo‘lishi mumkin.

1. Ratsional kasr suratidagi ko'phad darajasi mahrajdagisi
darajasidan kichik emas.

Bu holda kasr noto‘g‘ri kasrdir. Dastlab surati maxrajga
bo‘linadi, butun gismi alohida, to‘g‘ri kasr gismi alohida yozilib,
so‘ngra integrallanadi.

Misol. _
3 [ 2 1
1) f— —<Et=f[x— — = e In|x2+1]+c
X +1 J X2+l 2
2) f— —" f£=f[x-9 ——]cfe=— 9x-8In| x +I] +c;
J X+l J X +1 2

2. Ratsional kasr suratidagi ko‘phad darajasi mahrajdagisi
darajasidan kichik.
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Bu holda kasr to‘g'ri deyilib, uni sodda kasrlarga yoyish
mumkinligi hagidagi teorema bilan tanishmiz.

g.(*) A, 4 , 4 1.,
Kix) x~a (x~a) (x~a)l
N Bx+C, _ BX+C2 B +C3
+px+q X2+/jx+") (x1+px+q)
bundaA,Bt, C( koeffitsiyentlar.
Demak o ng tomondagi sodda kasrlami integrallashda quyidagi
4xil integralga duch kelamiz.

1) x— dx,
JXx-a

)/ T-NTA"

3)j 6(2+PJC+9J\

r 5m+C
)it e u

1,2 - tipdagi integralda x-a =t almashtirish o‘tkazilsa kifoya,
jadval integrallari hosil bo'ladi, 3- tipdagi integrallar ko‘p
uchraydigan integrallar yordamida doimo topiladi, 4- tipdagi
integrallarni topish bilan shug‘ullanarniz.



ko'rinishida almashtirish o‘tkazamiz. Undan x=zJq-~-

dx=Jg —dz, z2+1=* + ekanligini topamiz.
VvV 4 p

q-T
I p™ phyc
TVt q-"p—léz, ya ni
\Y-~ 4
Aj‘_?ﬁ‘}___ +A1af----g-z—- ko‘rinishidagi  integrailarga  ega
(z2+1) (z2+1)

boiamiz, Birinchi go‘shiluvchi z2+1=? almashtirish yordamida
oson integrallanadi, Ikkinchi qo‘shiluvchi esa oldingi punktda
tanishgan In integralimizdir.

Misollar.

1) fommmmmr — e — z="=A="—  almashtirishdan jc=1t2z,
(r2-2x +5) n 2

z=2dz, x2-2z +5=(x-1)2+4 =4(z2+]);
Mprak  f (5x+3)cfa  f(5(1+2z) +3)2<fe |, (10z +8)<fe =
M(jc2-2jc +5)2 N 16(z2+1)2 8(z2+1)2
zdz < 70z

.
n )
MY Y ey
Bunda * :
4] (r2+1) 8 (z' +I)
r dz 22 1

ekanligini hisobga olib, eski o'zgaruvchilarga qgaytib.
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o Tdx ; Berilgan ratsiyonal to‘gri kasr sodda
Ix(x2+1)*

kasrlarga yoyilmasi.

Xt 1 ALBCHC  DXFE i orimishida  boiadi.

jcje2 1) X +1  (*2+)
Tomonlami umumiy maxrajga keltirib suratlami tenglashtiramiz,
x2-1 = A(X2+1) +(ffix+C)(x2+1)+(Dx +E)x yoki
x2-1 =(A+B)x4+Cxr(2A +B+D)x2+(C +E)x +A.
Bur xil darajalar koeffitsiyentlarini tenglashtiramiz,
x 0=A+B

X3 0=C

x2 1=2A+B+D
x 0=C+E
X° -1 =A

Bu sistemani yechib, A=-1, B=1C=0,D=2 E=0
ekanligini olamiz. Topilganlami yoyilmaga qo‘yib integrallaymiz.

f — dx=-\—dx+ f— —dX+I\ — —rdx=—njxl +
X(x2+I) >x2+]1 J(x2+1)2 11

H—In(x2+1) ——- +C.
2 1 > (x2+I)

7.3.8. Irratsionalliklarni integrallash

Irratsional ifodalar gatlashgan funksiyalami integrallashda
shunday aimashtirish o‘tkazish kerakki, ifoda ratsional shaklga
kelsin. Bu usul integral ostidagi ifodani ratsionallashtirish metodi
deyiladi.



Ratsionallashtirish mumkin bo‘lgan irratsionaHiklami qarab
chigamiz.

dx ko‘rinishidagi
cx+d

integrallarda (ALSR2,....Jine N a,b,c,d e R) -C-)-(-'--a-zts, bunda

S =EKunK(ALN2,...,An), almashtirish o‘tkazamiz. Unda
Af A q _ sdts*(a-cts)- (dtx-b)cst

X —---—- , IX=---2—m-— 55— dt lami o‘miga
a~ct (a-cts)
go'ysak, integral j R((p(t),<p,(t)’jdt ratsional ifoda integraliga
keladi.
Misollar.
j_dx

. .1 X o :
ni toping-— - =t2 almashtirish o‘tkazamiz.
INI+x1l+x | +x

jc=~1+272+1) _ekanllgldan, dx=-4t{tZ+I}'2J? demak,

tdt =
jVi+icl+xp J  2(t2+\y J

="N-+c=-2fy i+ c
3 3\U +xj

2)N o > -4 wlop|ns
jc—1 =16, x =t6+1, dx=6?Falmashtirishlardan keyin.
dx r_\Vdt ftidt

oA+ [ - JH-
=6j7(2- (+1-A-j-j* =6 [y -y +(-In((+D]+C =

=i4 X -i+3-tfxNi+6 -  in(B$fx-i--1)mc
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] R(x,\fax2+bx+c)dx, a* 0 ko'‘rinishidagi integrallar. Eyler
almashtirishlari.
\lax2+bx +c qatnashgan ifodalami intcgrallashda quyidagi
Eyler almashtirishlari yordamida ratsional ifoda integrali olinadi.
1) ax2+bx+cuchhad hagiqiy ildizlarga ega emas va a> 0.
oJax2 +bx +c =txyfax aimashtirish o'tkazamiz.
Tomonlarini kvadratga oshirib, soddalashtirib
bx+c =t2+2-Jatx ga ega bo‘lamiz.
t2- ¢ 2t(b +2yfat \+2'Ja{t2-c)
-r d

X = =emmmnee t=-, dx=
bx +2v at

t

lami 0‘miga go'yib, ratsional ifoda integraliga kelamiz.

2) ax2+bx+c uchhad haqgigiy ildizlarga ega emas,
a<0, c>0O.Bu holda ax2+bx+c=xtx4c aimashtirish,oldingi
holda o‘xhab ratsionallashtiradi.

3) ax2+bx+cuchhad ikkita turlicha haqiqgiy ildizga ega va
a <0.Bu holda

N FBxFe =y AR Ex2) Ax—xx] 2222
\ 1*- xi)
desak,
1. da garalgan

la(x-x,)"

dx ko‘rinishidagi integralga ega boiamiz.
(X +x2)

J4

Agar Xxj=x2 boisa -Jax2+bx+c ~x- x, Ja boiib
iradsiyanallik o‘z -o‘zidan yo‘qoiar edi.

Misol.

\ J1" 2x2+2x+2 uch had haqiqiy ildizlarga ega
X

emasligi, a>0,c>0 ekanligidan, Eyler ning 1-almashtirishni
bajaramiz.
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V2X2+2X+2 =t- X, 2X +2 =12~ 2t x = 272

2t+2°
2t-2(2t+2)-2.2(t2-2)dt_t2+2t+g
4(r+1) 2(' +])
topilganlami o‘rniga qo'yib.
t2-2

e\2x_+2a+2 =r RIEAL +2l+2 g _ 17 12°\2AN2
J X t -2 [+ 2) (f+Dh22+1)’

2r+2

Ratsional noto’g’ri kasr integraliniga ega bo’lamiz.

Odatda Eyler almashtirishiari uzoq vagqt davom etadigan
hisoblashlarga olib keladi. Ularni boshga qisqa usulda interalni
topib bo'lImasagina qollash zarur.

2. Binomial differensiyaliarni integrallash
xm(a+bx"Ydx  ko‘rinishidagi  differensiyal  binomiyal
differensiyal deyiladi, bunda a,b e R, m,n,peQ.
Agar peZbo'lsa, bu ifoda 1-turdagi irratsionallik bo'ladi.
Unda m,n,peQ lar maxrajlaming eng kichik boiinuvchisi #

deyilsa, tipdagi integralga ega boiamiz, t=i[x

almashtirish ifodani rasionallashtiradi.
z-x" almashtirish bajarib binomiyal defferensiyal ko'rinishini
o'zgartiraylik.

1_—i , _ ,
X==zn dz lami o'rniga qo'vsak,

/ P\ L3 L .
1rxmla+bx'y ldx =f<a+bz)Pz n dz ko'rinishiga kelamiz.

=]

Agar — eZ boisa, p kasr maxraji s bo'lsa, |/?(z,Va+6z

ko'rinishidagi tanish integralga kelamiz, t=<Ja+bz almashtirish
ifodani ratsionallashtiradi. Nihoyat
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OxT,(a+&c"Y }dx=—|——j z n dz ko‘rinishda

yozsak, — +pe Z bo‘lganda [R z,y— —jdb ko'rinishidagi
ratsionallashadigan integralga ega bo‘lamiz.
Binomial differensiyallarm™ integrallash p.--m:'-_-l,-m-t!+p
n n

sonlardan bittasi butun bo‘lgandagina ratsiollanishi P.L.Chebishev
tomonidan isbotlangan.

Demak, binomial differensiyal integrali quyidagi.

1)peZ da x=zN bunda N soni mvan Kkasirlar umumiy
maxraji.

2) — e Z daa+bx"=z'v,bunda N-soni p kasr maxraji.
n

+peZ da axn+B -zs, bunda N-soni p kasr maxraji
n
maxraji hollarda ratsionallashadi, xolos. Boshga hollarda boshlan-
g‘ich funksiyani elementar funksiylar orgali ifodalab bo‘Imaydi.

Misol.

b fuf 5 = jen e P==72>

m-+1 1
f

n P T4G
Demak, i
1+xN =t4 almashtirish 0‘tkazamiz. X=(r4-1)4,
dx=t3(f4- 1)4dt, __ ==L _J2! ekanligidan.

rdx r Vdt t(edt rdt N1 +f

+
—éarctgt—-4 Inl-tf——7=---- A ctg-ﬁ-iz(-f]'+c

LA+XA-Xx 2 X
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7.4-8. Trigonometrik va k»‘rsatkichli funksiyalarni o‘z schiga
olgan ifodalar integrallari

1. J\/?(sinx,cosx)Jx ko‘rinishidagi integrallarda universal

aimashtirish deb ataluvchi t=tg— -k <x<n, aimashtirish

ratsional ifoda intcgraliga olib keladi, hagigatdan,

X 7X
2( I-tg ~
SINX Zemmroe— Teemme | COSX = mmmmmor — = oo

l+tg2. I+t 1+lg2. 14/
9% $

X =2arctgt, dx= 2L ekanligidan.

1/7(sinX,cosX)<& = x 29y —AR\(dE Kelib
chigadi.
Misol. 1. f——— =2f—— 7=— — 4+C=—-— +C
1—sin X J(r_i) /-1 J X

2
2. Jcos™ xsin" xdx, m,ne A/ ko'rinishidagi integrallarda m,n
lami juft-toqligiga qgarab, turlicha ish gilinadi.
1.n,m sonlar juft bo‘lsa,

2 1—0082X% 2 1+Cc0s2x . .
Sin" X —---—==-—- ,  COS "X —=—-"=2m2n daraja pasaytirish

formulalaridan foydalaniladi.
Misol.

j cos2xsin2xdx =--J sin22xalx =~ J[I -cos4x]dtt =

/\
=Ii X __s_|_r_1_z_1>_<__1 C= >1< +—15|n 4x+C
g 32

8V 4 ]

n tog, m -juft son bo‘lsa, t—cosx aimashtirish, aksincha
bo‘lsa, t =sinx aimashtirish o‘tkaziladi,
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Misol. J cos3xsinaxdx =J cos2xsinaxd(siax) = [(1 -t 2t*dt =

= ((t4-t6$'dt=-f------t-‘+c =-$in x—lsin x+c
J 5 7 5 7

Umuman, R[-sinx,cosx) —R.(sinx,cosx) o‘rinli  bo‘lsa,
cosx =t almashtirish, R(sinx,cosx) =—R(sinx,cosx) bajarilsa
sinx- 1 almashtirish, R{-sinx,—eo0sx) =R[sinx,cosx) bajarilsa,
tgx =t almashtirish foydali hisoblanadi.

1. Jsinaxcosfccfo kabi integrallarda ko‘paytmani yig‘indiga

aylantirish fonnulalari.

sina sinJ3="[cos(a - /?)- cos(a +/?)];

cosa cos/?="[cos(« - ft) +cos(« +/?)];

1
sina cos/?=—fsin(a - /?) +sin(a +/?)]

dan foydaliniladi.
Misol. Jsin5xcosxdx - MJ[sindx +sin6x|fEt =

C0S4X COS6X +
8 12

C

er(ex)dx ko'rinishidagi integrallarda t-e x, x-Int, dx-ﬂ
almashtirish ifodani ratsionallashtiradi, J R(ex)dx =j" (0 ~ -
Misol.
dx= = -t —=2n(/+1)-In/"C =

—dx= =
A BWHIt (Y 12+l }t

=2in(l +ex)—~x +C
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2. j R(shx,chx)dx koiinishidagi integrallarda trigonometrik

fimksiyalardagi universal almashtirishdan boshga almashtrishlarr.i
qilishi mumkin, fagatgina

mzx —Ch22X+\ SHZX = ch22x\ shxchxfh-zg-)-( formulalarm
yodda saqlash zarur.
Misollar.
1)
\shllxdx = s h 23xd(chSx) =*\(chlI3x-\)d{dM x ) = ch93* M3x +C
Ax xAe0dx 1
f— _:f(\e_ =0T =--}J(e X+1)dx=--e 2x- - +C;
hhx-1 J -2ex 4 2

| R(x,yjx2—aMdx,jR(x,yjx2+1)dx kabi integrallarda mos

ravishda x”acht, x =asht almashtirishlar o‘tkazish mumkin.
Birinchisida

N
t=In x+rhe-al boisa, ikkinchisida r=1n X +Ylxo+a2
bo'‘ladi.
Misol.
dx
: X =2sht, dx =2chtdt desak.
V(x2+4)J
2chtdt 1r chtdt _ 1rchtdt _

LAgslil +4) _ 43 (X +17~4-> chx ”
v-I
x+§1x +4 x+\VR+4
—'J—dtr-—tI h+e=— 1+C:
CAr 4 4JC4 +4+X+\/X2+4V
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I Ix+w*2+4j -4
2 +C.
A XA\DR2+H4 ]

I. Jadval yordamida integrallami toping.

) 2) \(4x +$i)dx 3) M 4)

f—-dx 5)fctg2xdx ,

J + 1

6) J—-j-l——1fix 7) f - - 8)\K4~dx
3sSm "Xcos X J1+x Jsin x
9)
J cos X
2. Yangi o‘zgaruvchi usuli bilan integrgllami toping.

5) [ CS-< fr
J 5+3sinx

6) feascsinxdx 7) {~LLL -dx 8) FAR%dx
J J 1+ X 1 X

9) [icytfx l--l---JX ;
J Vx  1+X
3. Bo‘laklab integrallash yordamida toping.

1) j arcctgxdx 2) j xe2dx 3) Jx2sindx<ir 4) Je“ sinbxdx 5)

JIn2xdx 6) [—2—dx 7) JxV'cic 8)Jcos(Inx)Jx

* COS X

9)
IX
4. Ko'p uchraydigan integrallar yordamida topining.
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r dx r dx f
f e r ic2) M4779 3 f;/TS?2A

4>1 x " 4x8-3 5> % —4x4-4

dx r (x+3)dx r (3x-7)dx
X -4x4-5 Y5 -4x —X2 x2-10x4- 29
f {x+3)dx
V4x2 4-4x4-3

5. Anigmas integralda daraja pasaytirish formulasidan
foydalanib toping

1) J[sin7><ﬁf0t: 2) fcos™'xd”S) f \—dx 4) J[ ~dx
J Jsin x cos

) r X4 ) rx2- _%Z(_L}__S_ dk 3)
J(Xx-2)(x +3) J -X
r xdx r (5x-l)afx
i (xa-IN(x 4-2}(x 4-8) 1X3-3x-2

ax 6 ? gxzz\-/l)’\ 7 } dx

5
)o>x£+l J(x+12(x-1) )Jx 4X —2X —2X +x41

8) frraxaay&awws) 9 i
7. Noto‘g ‘ri kasrlaming integrallarini toping.

D[N 2 3), Nr 4) f x"dx
JXx—2 JX24-a2 "JIxJ/h' JX24-x- 2
XV X (3x2—4x &4 1)iEt

) fyeraeds O « 546

8. Irrat5|yonaII|kIar integralini toping.
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f.\./*+l -yjx-l . dx
1y§<+n’¥§f i & 3 yfx +\Ix

6) f r-X dx
3VX +1
9. Eyler almashtirishlari yordamida toping.
FX-XX2 +3x+2  ~ f dx f dx __ M
I>J jt-vV -2x+2 Qx ' J 1+\1=2x—~xr " J [l+jx(I+x)]2 >
( \I3x - x3dx

10. Binomial differensiallar mtegralini toping
dx AS dx v f 3/1

x2V (1+a= 2)

11. Trigonometrik ifodalar integrallarini toping.

1);J cossr dx ZH sin4xcos5xdx 3) f— dx 4)

sin*xcosdx

£ srrrweostx dX
5)J trjsxdx 6) f 3lL= 7) / sm6xsindxdx

8) ] cosxcos2xcos3xdx

12. Ko‘rsatkichli funksiya, giperbolik funksiyalar gatnashgan
integrallami toping.

. —Op™* -C dx = - n
NIT Sirxl12>/» ™  x4>) <+ Sh2x)2iK
5) f-JLX-5) fsA4xchxdx 7) fch2 xadx
J oclix+l "

13. Quyidagi integrallami hisoblang.
1) / eax sin3 bxdx 2) J /n” xrfx 3) f x|x]dx

4) j xarccos; dx 5) f o, dxe) fj—cdx

!J S_mbX+CgSa-XdX 8) / x th2 X + ldX
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8-BOB. ANIQ INTEGRAL
8.1-8. Aniq integral ta’rifi, mavjudlik shartlari, xossalari

/ (;c) funksiya [a,b] kesmada aniglangan, a<b bo'lsin,

kesmani ixtiyoriy nta boiakka

a=X0<X <x2<..<xk<xw <..<xn~b
nuqtalar yordamida boiamiz, x*, ~ =0,4) nuqtalar boiinish
nuqtalri deyiladi.

[x*,x*H] bo‘lakning har birida gk (xk<£k”xk#) nuqgta tanlab,
/(£*) ni hisoblaymiz. Axk=xkH-x k belgilash Kiritib, \ab\
kesmadagi f{x) funksiyaning integral yig‘indisi deb ataluvchi
quyidagi yig‘indini tusamiz:

ct,,=/(£Q-axot/ (N,)aX,+--+/ (N )aX*+...+/ (£ jAR>=

*p
Bu yigindini geometrik ma’'nosi: eni &a, A ~ , A™H , bo'yi

mos ravishda boigan to‘gri

to‘rtburchaklar yi’gindisi tuzildi, /(x)>0 chiziglar bilan
chegaralangan egri chiziqli trapetsiya yuziga taqriban teng boiadi.
N=rax[;™ o<k<n-1 belgilash kiritamiz.

n-1

Ta'rif: Agar chekli Limit mavjud boisa, bu
Aok k

n->co

limit f(x) funksiyaning [a,b\ kesma bo‘yicha aniq integrali

|
deyiladi va i/(x)’\ —AT ;E;{(cs*)A’\Ko‘rinishida yoziladi, f(x)

n-rv

funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi deyiladi, a va b sonlari
integrating quyi va yuqori chegaralari deyiladi.



Agar Supf(x) =M k inff{x)=mk bo‘lsa, ularga mos
o~ 4 A*
integral yigﬂ‘_lindilar Darbunring yugori va quyi yig‘indilari
deyiladi,S'=" M Ax*’'s=
k=0 k=G
Ravshanki, S<(j <S, chunki har bir [x,,*iH] bolakchada
Irknxs-f2~ ) Axk- M tAXk
Bo'‘linish nuqtalari soni ko‘paytirilsa,
limZ w*Ac*=limcer,, Aim Z mAxk=1/(*)*
n—C /=0 n— it=C i}
o‘rinli bo‘ladi.
Aniq integral quyidagi xossalarga ega:
1° J/(jc)Ec =0, chunki eni nol boiganda yuzi noidir.

a
a

2°. | f(x)dx =-3 f (x)dx.

Birinchi integralda integral yig‘indi &Xi.=X X1 oraiiglar
bo'yicha boisa, ikkinchida -Ajc* =JC**JC¢ oraliglar bo'yicha
yig‘iladi. Demak, gqarama-garshi |shoraI|d|r

3°. Ixtiyoriy a, B, ¢ sonlar uchun "f[x)dx —’\f(x)dx+’\f(x)dx

a a a

4°- N_F{{X)xs{x)\Ix =Y f (x)dxx]s{x)fix

a a a

5°. Agar \a,b\ kesmada f(x)>0 bo‘lsa, ;\f(x)<lx>0

a
B

6° Agar [a,6] kesmada f(x)< ”(jc) bo‘lsa, j‘f(x)dx<"g(x)dx

7°. \f(x)dx <\\f(X)\dx
8°. Agar [a,6] kesma $ u(x)=M, inff[x)=m bo'lsa,
f
m (b-a)<jf (xX)dx <M (e-a)
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9°. Agar f(x) funksiya [ab] kesmada uzluksiz bo‘lsa,
shunday ce[a,l>] mavjudki,J/ (X)dx=f(c) (e-a)

Bu xossa o‘rta aiymat hagidagi xossa deyiladi.

Misollar 1) Jogux (b>a>0), peR.

[a,b\ kesmani teng boMmagan, a va b orgasiga n-1 ta o‘rta
geometrik giymatlarni go‘yish yordamida bo‘lamiz. Buning uchun

q= belgilash kiritib, a, aq, ag2..., agk...., aga=b nuqtalami

boMinish nuqtalari deb olamiz. Bunda n->® da g\ va ag*-aq

ayirma tobora kichrayib boradi.
Chap chegaralar uchun funksiyani hisoblab, integral yig‘indi

tuzamiz.

(T,,=aa™")+a qRA(i)+--+a \ gk ag(<i~)+

+a g ag ()=
= i) < +...40
alF<ga-i) Y
Mt “
=a u?
bo‘lganda
A v+
-1
(« . \a)
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(e -t fBP'-a 'd_}

p+H pH pH pH
. . B a
lim<r,=lim P

a (B

-1 U

Demak, ,?*-i da }/<&=
p+l p+1

p=-i bo‘lsa, Gn=u0- )=n —1/Jbo‘ladi,

]~=]iman=\imn =Ine-lna
y.a 'y

2) |sin (0U kb)

A deb, a.ah, a+2h,., atkh,..a+(n)h=B nugtalari

yordamida kesmani teng n ta bo‘lakka bo‘lamiz. Funksiya

giymatlarini o‘ng chegaralarda hisobiab integral yig’indi tuzamiz.

(jr=/"sinfa-H) =——£ 2sinfa-+d)min® jir csfa+k oo+t
>

2sin 1*a N 2sin
2

2
cosé\ +-Q - cosé f I'I+-/3fl h cos(u +_f] - cos(e +_f}
2

S'nZ
Yugoridagilardan,

|sm™A=lima-,, =lim . =C0Sa - COSS
bsth ?

8.2-8. Integral hisobning asosiy formulasi. Aniq integral

jadvali.
Hisoblash usullari

a<x<b bo‘lgan holda 5(x +Ax)=x3Axf(t)dt yugori chegarasi
funksiyali integral deyiladi. X ga beramiz, x+Ax<b. Unda
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S(x +A) = J f(t)dt

X X+[4Xx x+Ix
Bo'ladi, yoki S(x+Ax) =jf(t)dt+ J f(t)dt =S(x)+ J f(t)dt.

x+[4x

O'rla giymatini xossasidan S(x+Ax)-S(x) = f f{t)dt =/(c) Ax,

ce[x;x +Ax].

TFenglaraani [x ga bo'lib, 5—’%+”A§(2:-5-(X—:) =/(c) ga ega
bo‘lamiz. Ax->0 da c-»x va f(x)ning [ab] da uzluksizligidan
/(c)->/(*), ya'ni

lim-i— A =iV (©=im/ ©=/(

Natijada S{x)~f(x) ekanligini topdik. Boshlang‘ich
funksiyalar ko'p bo‘lishi, bir-biridan o‘zgarmas sonlargagina farq
gilishini bilamiz, F(x) funksiya ham f(x) ning biror boshlang‘ichi
bo'lsin, unda 5(x)=F(x)+C, a<x<e x=a berilsa,
0=S(a) =F(a)+C dan C=-F(a) topildai. Endi

S(x) =F (x)-F(a) tenglikda x=/1 desak,

S(6) =5 =}/()<&=F(ft)-F(e) =F (jt)[.

Integral hisobning asosiy formulasi hisoblanadigan Nuyuton-
Leybns formulasi kelib chiqdi.

Misollar. 1) Jsinxd!x =-cosxE=cosa-cosb,

2){—)( =Inx|":Ine-InI =1

Demak, aniq integrallaming qiymati ixtiyoriy c¢=0 dagi
boshlang‘ich funksiyaning x=b va x=a dagi giymatlari ayirmasiga
teng ekan.

Anigmas integral jadvali yordamida anig integral uchun quyi-
dagi jadvalni tuzamiz.
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p+1 p+\

1) fdx=e-a, 2)\Xx Rx=Q-—---"—. 3) fc=Ine-Ina,

i | p+ p+l t*

* B
4) jsinxobr =—e0se-c0s<2, 5) Jcosxalx =sine-sina,

G)Fl d>(—=tge-tga,
«COS n

7)J-* 2 =~ctge-ctga, % )jdxdx="--£ -, 9)
ism * : Ind [nd

]le Xdx=e ~e »

r dx _jarcsine-arcsina ”~ f dx  'Marctge-arcsina
*IN-x 2 arccos«+arccosa ax+x 2 \~arcctge +arcctga

12) Jshxdx =che - cha, 13) j chxdx - she - sha, 14)

a a

\ =the- tha, 15) fm  =-cthe +ctha
«c hx °shx

Aniq integralda yangi  o‘zgaruvchi.kiritish, boiaklab
integrallash usullarini garab chigamiz.

Teorema. [a\b] kesmada uzluksiz f(x) funksiya berilgan boTsin.

Agar 1) jc=<zf) funksiya [a,p] kesmada differensialanuvchi
g (t) esa [a,p\ da uzluksiz

2) x-p”) finksiya o‘zgarish sohasi [a;B],

3) p(a) =a, d(p) =B shartlari o'rinli bo'lsa,

. P
J/ (x)fitc =3/[™(0]'p (0~ tenglik o'rinlidir.

H P
Isboti. \f(x)dx ="F(e)-F(a) ekanligi ma’lum. [«,/?] kesmada

a

q) [t)~ (" (*))murakkab funksiyani garaymiz,
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(p(0=F "(#(0) @()=/(#(0)md(0
tenglikp(r) funksiya [a,/?] da f (#(/)) d (r)ning iror boshlang‘ichi
ekanligini bildiradi. Demak,
I =<p(P)-<p{a)=F{<t>(<pP))-F " ))=
=F(e)-F(a)\f(x)dx.

a

Isbotlangan formula aniq integralda yangi o0‘zgaruvchi
formulasi deyiladi.

Misollar. 1) (4—c) dx
4-x =t desak, x =4-t,dx =-dt bo‘ladi, bundan tashqari, jr-0
da t=4,x=4 da /=0 ekanligini  topamiz, demak,

j(4-xfdx =-jlHt=jj0=64
0 0 4

2)Jy/1- x2dx =sinf, 0 t<>—, dx=costdt jc=0 da r=0,*=1 da /:2—

1 XU n
ekanligidan jV| x2dx =cos2td = - J (I +cos2*) =—
~0

Teorema. Agar [a;b] kesmada U(x), V(x) funksiyalar uzluksiz
xossalarga ega bo'lsa,
b

5Udv=UVa Mdu o‘rinlidir.

Isboti. ekanligidan, Nyuton-Leybnes fonnulasiga ko‘ra,

. .
Demak, furk + e7=1U-v'[® va izlangan tenglikdan kelib

a a a

chigadi.
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Misollar. 1) ]xexix=\xd(e}=-x-ex -\edk=eAx-\" =e

2) gsin Ja
Anigmas integralda JSIN"X =--COSX-sin"" x+*“~Jsin"
Daraja pasaytirish formulasini hosil gilgan edik.

L cosx-sin™tx

tenglika ega boiamiz. Bunda ikki hoi bo‘lishi mumkin.

N\
Al n?lk lalll 2k 2k-2 7 4 2 { 2kl 2
M diri K=, X 2K2 4 2 L RN
KFN 2N 57370 (2K + )\

8.3.8. Xosmas integrallar

Hozirgacha qaralgan integrallarda integrallash chekli [a;b]
oralig bo'yicha, Hamda funksiyalar chegaralangan edi. Integral
tushunchasini  cheksiz oralig bo'yiucha yoki ¢ nuqgta tanlab,

f(<gk) ni tanlab olamiz xk*-xk desak f(gk)Axk to‘ri to‘it b
urchak boiadi. Uning aylanishida a7 2 (<f")Axt

hajmli silind hosil boiadi.

Barcha silindr hajmi n—o00 da qidrilayotgan jism hajmini

beradi.
b

K, =iini,, -z ;:/ 2(™~ ™ =n\f2(x)dx

Agar  /,(x)>/(x)>0, x=a, x=b chiziglar bilan

chegaralangan egri chizigli trapetsiya absissa atrofida aylansa
hajm hosil bolib, uning
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hajmi
N=rI[2(7)-y 2(M)<&

formula bilan hisoblanadi.

Agar y =(x), y =0x =a, x =b chiziglar bilan chegaralangan
egri chizigli trapctsiya ordinata atirofida aylansa, hosii bo‘ladigan
jism hajmi.

b
\oy=2njxf(x)dx
a
formula bilan topiladi. Agar halga bo'lsa
b

Voy=2n\x[f1(x)-f,(xj]dx

formula bilan topish tushunarli.
Qutb koordinatalar sistemasida 8<n<(p< (5<2n,
0 <r<r{<p) chiziglar bilan chegaralangan trapctsiya qutb

boshlang‘ich o‘gi atirofida aylanishidan hosii boMadigan jism
hajmi

V ="\r\(p)sm{<p)dx
formula bilan topiladi.

Agar  funksiya  parametrik  usulda  berilsa, ya’ni
y-<p{t),y =y/{t) a<t<j3,<p(a) =a,(p(j3)=b u holda
absissasi atrofida aylanishidan hosii bo‘lgan jism hajmini toping.

~N0;r),5(/7;/?)nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasi

y =r +-B|:}f-x boiadi. Demak ,

vik=n \ f2(x)dx :jr\l\rr+ﬂ_rv ax=u "M (RN
H 3(R-r) H



-3(~N ) (R -r> * f(RLI+Rr+r> J (s"+' ~ +5s")"

2) y =sinx (bitta yarim to‘lig), y =0 bilan chegaralangan
soha ordinata o‘qi atirofida aylanishidan hosil bolgan jism
hajmini toping.

N

M =2nj xsin(x)dx =2nj xd(-cosx) =2n -xcosx|* +Jcosj&i*:
0 0 L 0

=2n(n +sinx|*j =2n2

Aylanish jismi sirti yuzi
Aylanish jismni topishda [x"x"+] ga mos bo'lakni garagan
edik, shu bo‘lakachaga mos sirtni kesik konus sirti bilan
almashtirilishi mumkin.

Plrabl 00,60

bunda / =y]AxikR +Jly® demak, gidirilayotgan sirt yuzi,

fK \2
1+ mAXK =
K"k ;
b -
=2n-)F(x) N +f 2(x)dx

Bu forrnulada funksiyalar parametrik usulda benlganda

P -

P =2xfi/r(t)<Jv2(f) +V 2(t)dt,
a
qutb koordinatalarda

a
ko'rinishda bo‘ladi.

Misol. I)*2+(>"- 2)2=1 aylanani Ox atrofida aylantirilsa tor
hosil bo‘ladi.Uning sirtini toping.
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jc=cost,y =2 +sint,(0 <t<2n) aimashtirish o‘tkazamiz.

Tor sirti yuzi
21 2n
P=2xj (2 +sint)\/sin2l+cos2tdt =21 ] (2 +sint)dt =
0 0

=2;r(2/-cosn|” =8n2
2)x2+y2=1 ustki gismi absissa atrofida aylantirilsa, shar hosil
bo‘ladi.Shar sirtini toping.
x =cos/,>' =sin/,(0 </<m) almashtirishdan so‘ng
] :
Sm=2nJsin t\Isin21+cos2tdt = 2;r(-cos/) | =2n (1 +1) =4n
0
Agarx2+y2-R boMganda, Sm-4 kR~ bo'lar edi.

8.4 £Aniq integrallarni taqribiy hisoblash

Ba’zi funksiyalar boshlang‘ichlari elementar funksiyalar orgali
ifodalashni bilamiz. Demak. aniq integrallar giymatini tagribiy
hisoblashga to‘g‘ri keladi.

To‘g'ri to‘rtburchaklar formulasi.
f(x) [a\b\ kesmalar uzluksiz boMsin.Sohani n ta teng

bo'lakka bo‘lamiz; xw —xk=Axk bo'lsin.
a=x0<xt<x2<..<xk<xk#i <...<xn=b
Egri chizigli trapetsiya yuzi sifatida
b
JEH{x)dx =h[yQ+yl +...+yk+...+ynX yoki

a
b

\f(x)dx =h[y{+y2+... +ykH+... +y, ]
a

h=—— =Axk, giymatlami olish mumkin.Bu formulalar
n

to'g ‘ri to‘rtburchaklar formulasi deyiladi.
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Trapetsiyalar formulasi
/(*)>() funksiya [«;6] da uzluksiz bo‘Isin.
Sohani yana a=x0<n, <.. <xk<joHt <...<xn=b  nuqtalar
yordamida teng n ta boiakka bo‘lib olamiz.

h=——- deb, [jca;jcat] bo‘lakchani tekshiramiz. Unda asoslari

Yr{XK) Ykt\{x\)’' balandligi h="—n’\- boigan trapetsiya yuzi

boiakcha yuziga tagriban teng. demak,

= (/7 («)+f ib)+2[T{X) +/ (*2)+- +/(*»-1)]) =

b2na\YO+>’r|+2[}’\+>'2 +- +>nl]) =
b—a (vn+v :
= +UN+T +- ]

Bu formula trapetsiyalar formulasi deyiladi.

Parabolalar (Simpson) formulasi.

Dastlab quyidagi formulani isbotlaymiz.

Teorema. 1) Absissalari turlicha uchta
£i(.x,;j1), E2(x2;y2), E3(x8y3) nuqgtalardan y-Ax2+Bx+C
ko‘rinishdagi yagona parobala o‘tadi.

2) El(-h;yl),E2(0;y2),E3(/r>>) nugtalardan  o‘tuvchi
V=Ax2+Bx+C parabola, y =0,x-xh chiziglari  bilan

chegaralangan soha yuzasi S h(_y,+4y2+>’3) formula bilan

topiladi.
Isboti. 1) Berilgan nugtalar koordinatalarini y - Ax2+Bx+C

ga go'yib,
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y, =Ax2+Bx +C
y2=Ax2+Bx2+C sistemaga ega bo'lamiz. Absissalar
y3=Ax2+Bxb+C
turlicha ekanligidan
X2 X 1
X2 X2 =(x2-x,)(x3-x2)(*i —2) Po, ya’'ni sistema

2
‘3 n3

yagona (A;B;C) vyechimga ega, A0 da parabola, A=0 da
to‘g‘ri chizig boladi

2) y =Ax2+Bx+C tenglamaga nuqtalar koordinatalarini
go'ysak,
yt=Ah2-Bh +C
y2=C kelib chigadi.Undan, y, +y3=2Ah2+2C,
y,—Ah +Bh+C
y =E . Demak izlanayotghan yuza h ,

5=1 (Ax2+Bx+CNdx = | [AXx2 +CNdx+ fij xdx =2"yAx2+C"dx =
H

-j(n 2 +4y2+y3)
[a;b] kesmada uzluksiz, musbat y =f(x) funksiya berilgan
bo‘lsin.Ya’ni y =f{x),y =0,x =a, x =ftchiziglar bilan

chegaralangan soha yuzasini topishimiz kerak. Kesmani teng In ta
bo‘lakka bo‘lamiz.

a=x0<x, <..<xXl<..<x2n,<x2n=b. Soha yuzasini bu
nugtalar yordamida 2n ta bo‘lakka bo‘lamiz.

e vx2kA] 8a mos bo‘lgan yuzi, isbotlangan teoremaga ko'ra:

e ) )
j f{x)dx«-~—(yu_1+2y2k+yu+l)
A

bo‘ladi. Bu bo‘lakchalami jamlab,
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y{x)dx *-~ (Yo +YIn+2[¥2+Ya+- +Yon2]) +

+4(y, +Y3+-+Yn)
formulani hosil gilamiz. Bu formula parabolalar yoki T.Simpson
formulasi deyiladi.

Misol.| /xdx = -1 =72>f2- 1)* 1,219
ekanligini bilgan holda, yuqoridagi formulalar bilan tagribiy
hisoblang.Avval n=10 deb olib, h=0,1 da

yo=4"~ =g=U =VO =1,049,v2=1,095, v4 =1,185,
ys=1,225, y6 =1,265,y7=1,304,ys=1,342,y9=1,378 ekanligini
topib olamiz.

To'g‘ri to‘rtburehaklar usulida

2
14 xdx =0,1(1 +1,049 +1,095 +1,11+1,185 +1,225 +1,265 +1,304 +

+1,342+1,378) =0,1-11,98 «1,2
Trapetsiyalar formulasi bo‘yicha
\4xdx:=0,1 - — —- +1,049+1,095+1,140+1,183 +1,225 +
] _2
Parabolalar fomiulasi bo‘yicha

2 1 -
“\yfcdx=3—16[| +V2 +4(>/u+VI +VI5 +VAT+V DY) +

+2(VI2 +/U + A )] *1,2189

kelib chigadi.
1. berilgan kesmani n ta bo‘lakka bo‘lib, Darbu yig‘indilarini
tuzing.

D)y =x3 [-23] 2) y =yfc,[0]1] 3) y =x2,[0;10],
2.J jf lami R/ (4 )(*iH _JC*) integral yigindi limiti
sifatida toping.
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1) Oraligni teng n taboiakka boimg. £k sifatida har bir
bo'iak chap chegarasini oling.
2) Oraligni teng n ta bo‘lakka bo'ling.~ sifatida har bir boMak

0'‘ng chegarasini oling.
3) Oraligni teng n ta bo'lakka bo'ling.~ sifatida har bir bo'iak

o‘rtasini oling.
K

4) Oraligni xk=qgk,g~3nnugtalar yordamida (x* =2qgk,

g=2") n tabo'lakka bo'ling, % sifatida har bir kesma chap
chegarasini oling.
3. Quyidagi integrallami hisoblang.

2 Tb
dx dx r dx r dx
4
2n yfi n
9) J x2cos xdx; 10) | xarxtgxd:c; 11)JXsin XxdXx;
0 0 0
Pl 1 1
12) J xr cosxt/x; 13)JIx(2-x2) dx; 14)]|xI5Vi+3x~7;
0 0
t
IS) r— =
D 8in4x +cos4x

4. Daraja pasaytirish formulalari yordamida hisoblang.

n

e 1 n 4
1)Jinnxdx; 2)J(1 —c2) dx; 3)™Mtgawdx\
i 0 0
4)f-r=; 6) | xmIn" x<ix;
OvI-X* 0(x +1) 0

5.Xosmas integrallami hisoblang.
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Pde AP b dF ax aT

13 2>3] b’ 3>J; X Fx—2 )?J”_n

*°° dx dx
5>M+*' 6)1W1I_J 7>l'r(2 -X)V-X

8) Je_tucosbxdx (a>0); 9)Je-adx [a>0);
0 0

~n
2

10) J Insin xdx.
0
6. Daraja pasaytirish funksiyalari yordamida hisoblang.

dx
1)In—\xre>d>€\ 2, =\T 2 v ac-b2>o;
L [ax +2bx+c)
7. Integrallar yaginlashishga tekshirilsin.
r XX TSn'jc | 17 aix Lrodx
I)o' x x112)¢“ L 3 JA771r:4)(! Inx
1 n 1 +D
dx
n NIT-x 0
8. Quyidagi grafikda berilgan chegaralangan figura yuzini
hisoblang.
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Quyidagi misollarda berilgan funksiya grafiklarini chizmg va
chegaralangan soha yuzalarini toping.

Ny =x+1,y--9-x2, x—4&, x=2;
2)y =smX,y =X, X =—,X =/,

)y =x,y =x2; 4)y =x+l,y =(x-1)2,x=-1,x =2;,
5)y =x2+1y =3-X2Xx=—2,X=2; 6)y =4X2,y -X 2+3,
7)_y =sinx,>"=sin2x,x =0,x =21; 8)y =cosx,j> =I 2X ,
n
9)y=\x\,y =x2-2; 10)>,=sinx,>"=x2-X,X =2.

9.Quyidagi chiziglaming berilgan oraliglardagi yoyi uzunligini
hisoblang.

a2 N
\)y =a\n—----- 0 <x<b<a; 2)y =Incosx 0 <x<a<—;
a -xX 2

3)a +¥ =L

10.Quyidagilami toping.

1) Asosi radiusi R, balandligi H bo‘lgan konus hajmi.

2) Asosi radiusi R, balandligi H bo'lgan silindir hajmi.

3) Radiusi R bo‘lgan shar hajmi.

11 .Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan shakillami Ox o'qi
atrofida aylantirishdan hosil boMgan aylanish jismlari hajmini
toping.

)y2=2px,y =0,x =a; 2)xy =a2,y =0,x =a,x =2a;
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3)y =sin2x,>>=0,0 <x <—4)y =\[xe Xy =0,x =gq;

12. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan shakillami C>yo'qi
atrofida aylantirishidan hosii bo'lgan jisimlar hajmini toping.

\)y =2x-x2y =0; 2)y =sinx,v =0 0 <X</r;

3)y =e2,y =0,0 <x <0,

4)x =«sin3t,y =aco0s3l,0<x <2n,x =1t-t2,y -41-t\

13. Quyidagi chiziglami Ox o’qi atrofida aylantirishda hosii
boigan aylanish sirti yuzalarini hisoblang.

1) v ~tgx,0 <<p<I; 2)y =ex,0 <<p<a\

3)2ay =a'~+x'J,O <(p<a; 4)y :acos%: ] (P\<;
5)x-a(t-simt),y =a(\-cost),0<t<27V,

6)X =2\[3cost,y =sin 20\
14. Quyidagi chiziglami Oy o‘qi atrofida aylantirishda hosii
boigan aylanish sirti yuzalarini hisoblang.

2) 4x +21Iny -y 2,e 1<y<e; 2»y=ach—ci<x<b\
a

4)x =a(t-sint),™ =af{\-co0s?),0 <t <2n.
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9-BOB. QATORLAR
9.1-8. Sonli gatorlar, yaginlashish alomatlari

Faraz qilaylik {a,}={axa2,...,an...} sonlar ketma- ketligi
avaz,...,an,... ifoda sonli gator deyiladi.

Bunday,a2,...,an,... sonlari gator hadlar an - had esa qatoming
umumiy hadi deyiladi.

S2 =ax+az;
83= +u2+ ;

Sn_ d;+u2+a3+ +an+
yig‘indilar gatoming qismiy vyig'indilan deyiladi. Qismiy
yig‘indilar ham
S,,S,.S¢.
cheksiz ketma- ketlik hosil giladi. Agar gismiy yig'indilar ketma-
ketligi biror chekli S soniga yaginlashsa, u holda berilgan gator
yaginlashuvchideyiladi, yig‘idisi S bo‘ladi.

S =ax+a2+a3+..+an+..=Y"ai

Agar Sn mavjud boTmasa, yoki cheksiz katta son
bo‘lsa, gator uzoglashuvchi deyiladi.

2
S =1ekanligidan gator yaginlashuvchi ekan.

ekanligidan limit mavjud emas, berilgan

gator uzoglashuvchidir.



3)1 n=1+2+3+..+n+..=0 bu gator ham uzoglashuvchi

«
ekan.
Yaginlashuvchi  qgatorlaming  quyidagi  xossalari  oson
isbotlanadi.
@® @®
1. va an gatorlar bir paytda yaginlashadi yoki
n-1 n~k+1

uzoglashadi, chunki ~ an chekli ta chekli son yig‘indisi bo‘lib
«“
gator yaqginlashish, uzoglashishga ta'sir giiadi.

®
2. A gar”™an yaginlashuvchi bo‘lib, yig‘indisi S bolsa, can
n-1 A=1
gator ham yaqginlashuvchi vayig‘indisi c# bo'ladi.
@ @

3.AgarV”™ va”™bnqatorlar yaginlashuvchi,yig‘indilari Sx va

n=1 n-1

S2 bo'lsa™Ca,, £bn) gator ham yaginlashuvchi, yig'indisiS, £S2
n=\
bo'‘ladi.
[¢0]
Teorema. AgarVa,, gator yaginlashuvchi bo‘lsa, }!Lrga;izo

bo'ladi.
Isbot. Qator yig‘indisi S  bo‘lsin.aj =Sn ekanligi va
im(5 -SnNA=S-S =0 danlim =0 Kkelib chigadi. lima, - 0

n—00

shartli qator yaginlashishning zaruriv shartidir, lekin yetarli emas.

« i ] 1
Misol. / —=!+—+..-(— +.. gator garmonik gator deyiladi,
=N 2 n

zaruriy sharti lim—=o bajariladi, lekin u yaginlashuvchi emas,
N-XO n

chunki

\ 5 ey Sy gl g LT

nt+1 n+2 2n 2n 2n 2n 2n 2
ekanligidan



lim (52,5 ,)*0

Demak qator yaginiashshishning yetarli shartlari (alomatlari)
topilishi kerak.

Musbat hadli qatorlar

Teorema. Musbat hadli gator ~ an qator yaginlashuvchi
n=1

bo'lishi  uchun qismiy vyig‘indilar ketma- ketiigi {SJ
chegaralangan boiishi zarur va yetarlidir.

Isboti. a) qator yaginlashuvchi boisin. UndalimSn- S

/1->00

mavjud, demak {Sn} - chegaralangan.

b) ~ a ngismiy yig‘indilari ketma-ketligi{Sn} chegaralangan.
U holda hadlar musbatligidan 0<S]<S2<...<Sn<...
chegaralangan,  o‘suvchi  ketma-  ketiigi esa limitga
ega,yaginlashuvchi, ya'ni berilgan gator yaginlashuvchidir.

Endi  hadli  gatolaming  bir  gancha vyaginlashish
aiomati(belgi)larini keltiramiz.

Solishtirish alomati. Musbat hadli gatorlar
n=1 n=]
berilib, ixtiyoriy n&IV da an<bn bo'lsin. U holda gator
n=l
yaginlashuvchiligidan, gatorini ham yaqinlashuvchiligi,
n=1
Y an gator  uzoglashuvchiligidan esa™/?n  qator
1 v
uzcglashuvchiligi kelibI chigadi.
]
Misol. 1) V --—----- — yaginlashuvchidir, chunki masalan,

i (L+n)"

(M+’1'gn+T ) ekanligi va
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001 |1
gator yaqginlashuvchiligi buni ta'minlaydi.
n=\ 2
1 J j © ]
2) V. — (p<1) qator uzoglashuvchi, chunki—<— va y -
™NP n nP

garmonik gator uzoglashuvchidir.
Dalamber alomati.

Agar musbat hadiVa, qator berilib, lima =-nit=q limit

n=1

mavjud boisa, ~<1 bo‘lganda qator yaginlashuvchi,<g>1
boiganda gator uzoglashuvchi boiadi.

Isboti. Shunday N nomer mavjudki, n>N tarda] - q |[<e

an

boiadi, ya'ni
an=a, »—e+— 21  fenghkdan
o a7 an{

a! a1 a” 1) . ]
2-N1=al-——-- —-m-mq (- q~—=M 2~ q deyish
n=I| u a2 <2, | n=\+\

mumkin.

Oxirgi gator geometrik progressiya bolib, g<1 da
yaginlashuvchi,q >1 da esa uzoglashuvchidir.

* on
Misol. 1) > — gator uchun
to

A B |
g=lim - =lm
"AMw D) 29 nfan+t
bolganligidan Dalamber alomatiga ko‘ra yaginlashuvchidir.

=0<1

2) "Y— qator uchun
Hl_\t NN
4\ (

. Mm\_,. (, Ilv
g =lim-——-1=lim‘1+— =e>\
rx e+ oAt -«v o qY

ekanligi uzoglashuvchi ekani bildiradi.
Koshi alomati.
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Agar musbat hadli gator uchun

n=
lim ty" =K
limit mavjud boiib, k<\ boisa gator yaginlashuvchi,k >1

boisa, gator uzoglashuvchidir.
Isboti. dalamber alomati isbotiga o‘xshash, fagatgina yetarlicha

n>N lar uchun

an=Kk-
(€] 00

EkanligidanyY an-M m'Yknboiishini nazarda tutish kifoya.

00 i 04 =
Misol. 1) JjT---------- 5 gator uchun

1 +-]
ay

K =lim----- -2-12---=—<1 ekanlgidan yaqinlashuvchiligi kelib

1+ -

vV n

chigadi.
Koshining integral alomati.
[l;i+00) yarim intervalda uzluksiz, musbat, kamayuvchi/(x)

funksiya boiib, unung natural sonlardagi giymatlaridan quyidagi
gator tuzilgan boisin:
/(D)+/(2)+/(3)+..+/(*)+..=];/(n)
El
+00

U holda bu gator va J f(x)dx
[

yaginlashadilar, yoki aksincha, uzoalashadilar.
Isboti.[1;n] kesmada y =/(x),y =Qx=\x—n chiziglar

bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiya ya'ni garaymiz. U
holda

xosmas integral bir paytda
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/(2)+/(3)+...+f(n) <j f((x)dx </(I)+/ (2)+..+/(n - 1)
I
o'rinli, yoki

Sn-f{\)<\f(x)dx<Sn-f(n)
1
Bundan, limS Vmn~@3n chekli, ya'ni gator yaginlashuvchi

n—>90

bo‘lsa,

+
[ f(x)dx xosmas integralning ham yaginlashuvchiligi, yoki
I

aksincha, ular bir paytda uzoqlashishi kelib chigadi.

oc ]

Misol 1) V — qator umumlashgan garmonik gatorga mos

xosmas integral
+0 |

Jj X—P«lx bo‘lib, uning p>1 da yaqginlashuvchi,p <! da esa

uzoglashuvchiligi ma‘lum. Demak umumlashgan garmonik gator
ham p>\ vyagilashuvchi,/?>1 da esauzoglashuvchidir.

Ishorasi almashinuvchi qatorlar
an>0 bo‘lganda

oo

caN- ai + fI3- «4 + +(-1)"+an+ - = 2z (_1)"+°n

m
gator ishorasi almashinuvchidir.

Leybnis alomati. Agar ishorasi almashinuvchi gator hadlari
absolyut giymati manotan kamayuvchi
a, >a2>.. >a >..va umumiy hadi nolga intiluvchi liman=0

bo‘lsa gator yaginlashuvchidir.
Isboti. Ishorasi almashinuvchi qator berilib,a,, >ami va

liman=0 bo'lsin
=D

S2,—«1 —02) +(fl3—a4) +... + (MM i —o2n)
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tenglikdan bu qismiy yig'indming doimo musbat va o‘suvchi
ekanligi ko‘rinadi.

S« =<h-~ (a2 -ma3) ~(06~<h)-...m-(anh 2- ah - ah
Tenglikdan Sn<a, boiishi, ya'ni {S2n} yuqgoridan a{ soni bilan
chegaralanishi  kelib  chigadi.  O'suvchi va  yugoridan
chegaralangan ketma- ketlik limitga ega.

|_i£[;‘c3n:S
SaN™ =Snh+am tenglikda liman=0 ekanligidan
nIimSerl-Iir_an’\ =S kelib chigadi. Demak, gator

yaginlashuvchidir.

Misol. 1)y (-i)y"1—=1-—+- - - +..+(-1)""—+ qator
=) n «

2 3 5
uchun Leybnis alomati shartlari o‘rinli.
D 1 lim-1=6
3 n n>en

ya'ni, gator yaginlashuvchi, yigidisi 1 dan kichik boiadi.

Ixtiyoriy® e R sonlardan tuzilgan]® va”j b, |gatorlami
= A

ko‘ramiz.

Bu gatorlarning ikkinchisi yaqinlshib, yig‘indisi 5 boisa,
birinchi gator ham yaqginlashuvchi, yigindisi S dan kichik son
boiishi tushunarli. Lekin, birinchi gator yaginlashuvchi, ikkinchisi
uzoglashuvchi boiib goladigan hadlar mavjud.

oc n) ° 1
Misol. 1) —qator yaqginlashuvchi, V. —aqator esa
p=3 n n
uzoglashuvchidir.
Agar”™| hn|gator yaginlashuvchi boisa, gator absolyut
A 2|
0 ®
yaginlashuvchi, gator yaginlashuvchi, lekinl |

A=1 n=1
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uzoglashuvchi bo‘lib golsa, [I/>MNqator shartli yaginlashuvchi
n=1
deyiladi.
: p 1,1 1 / v> 1 ~HT' 0
Rfisol. T)\éﬂl-2+z . . o 7 gat°r

°C J

absolyut yaginlashuvchi, chunkigator ham
o2

yaqinlashuvchidir.
m > > * +...+(Z r=j (: r
V2 v3 v4 vn nm

Ishorasi almashinuvchi gator Leybnis alomatiga ko‘ra

yaginlashuvchi, lekin,
o 1

rH y/n
Umumlashgan garmonik gatorp = - da uzoglashuvchi.

Demak, r (-0 gator shartli yaginlashuvchi xolos.

=T/

9.2.8. Darajali gatorlar

~Narmxn, M an(jc-x0)n ko‘rinishdagi qgatorlar darajali gatorlar

1=0 n=0
deyiladi. a(,a,,...,afl... sonlari darajali gator koeffitsiyentlari
deyildi.

jce (-00;-+00) ning turlicha giymatlarida turlicha sonli gatorlar

hosil gilish mumkin. Ulardan ba'zilari yaginlashuvchi, ba'zilari
uzoglashuvchi bo‘lib goiadi.

Berilgan gator yaginlashuvchi boladigan x&R  gator
yaginlashish sohasi deyiladi. Bu soha bo‘sh emas, chunki hech
bo'lmaganda X =0(X - XQ da yaqginlashuvchi gator paydo

bo'ladi.
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Bunday gatorlar gismiy yig'indilari ham funksiya bo'ladi
iSn(x) =a0 +a)k +...+arxn
Demak, gator yig‘indisi ham Xning funksiyasidir: S =S ()

Dastlab, ~4,,x 1 gatorni garaymiz.

/71=0
00

Teorema (Abel N.X). Agar ~armxn darajali qgator jc= jc,
1)

nugtada yaginlashsa,[—x;x,] oraligda yaqginlashadi. Agar x =x2
nugtada  uzoglashsa,  (-oo;-jc2lu [ic2;+00)  Oraligda  ham

uzoglashadi.
Isboti. jc = j, nuqtada yaginlashuvchi bo‘lsin, u holda
limanc" =0
n-xom
Ya'ni {anxI'} chegaralangan, Ja,x,;n>M,n e N
f X \%

gatorni absolyut yaginlashsa tekshiramiz.
TH \Xxu
@®

£ M *-\ X X , X Hx, | da kamayuvchi geornetrik

0 X, o X,
progressiya hosil boMadi va gator yaginlashuvchi.
Ikkinchi gismini isbotlash uchun teskarisini faraz gilamiz.
X Hx |da yaginlashuvchi bo‘lin. U holda gator x2 nugta ham

yaginlashishga majbur bo‘lar edi.

Demak, ™ arx' gator uchun shunday bir R soni mavjudki,
n=0
gator |x]<R da absolyut yaginlashuvchi, jx PR uzoglashuvchi

bo‘ladi. Bu son yaginlashish radiusi, (-R;R) esa yaginlashish
intervali deyiladi.

Teorema. R=Ilim =lim (Koshi -Adamar)
n—00 rH'i
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Isboti.  arxn gatomi absolyut yaginiashishga tekshiramiz.

n=0
a=hm - gt ok
Demak, Dalamber alomatiga ko‘ra, Y.n=i anAr gator
Xl <lim ™ =R

bo'lganda absolyut yaginlashuvchi bo'ladi.
Berilgan gator =R da qo'shimcha tekshiriladi.

Misol. 1) —

n-o
R=Ilim =lim iti =1
ekanligidan* =+1 da qo'shimcha tekshiramiz.

(-2 gator hosii bo'lib, Leybnis alomatiga ko‘ra
n=0 T
yaginlashuvchi.
ic= 1 da garmcnik gator hosii bo'lib, u uzoglashuvchidir.
Berilgan qator [-/?;/?] =(-1;I) yarim intervalda yaginlashuvchi
®
'Xa,,{x-x0)" gator uchun yaginlashishi intervali |x-x0|<f
1=0
tengsizlikdan topiladi.
* Ul "
Misol. 1) V —?x Ii)_nz)qator ucr?un

n-o n



4 “ 3a+(-2)"

Ma
= da/ ---—----— — j ishorasi almasliinuvchi gator

_ _ 2 ® 39+ (=2)NrIVv
yaginlashuvchi,je=— daesaV ----—---—"— - | gator
3 =0 n V3lJ

uzoglashuvchi boMganligi uchun yaqinlashish intervali
2

3
bo*ladi.
Teorema. Agar / (jo) funksiya intervalda darajali

gatorga yoyilagan.
f{x) ="a,,xn
(129]

Qatoming yaginlashish intervali ham (-R;R) bo‘lsa, bu
intervalda

* vV ® > o YiH 2
f/WA=]1 W F=2f"_TT \x2g(-R;R)
X, X Vn=n J n=0 n+ X

Tengliklar o'rinli. Natijaviy gatorlar ham (-R;R) vyaqinlashish
intervaliga ega.

Misol. 1)f(x) = e + X2 + e + atoryig‘indisini
' 12 2.3 N1y AR
toping.
a, - L —ekanligi/aan R :“m_(f‘__’f_ﬂ(ﬂ_’f_? ) =1
nin +1) «— n(n+1)
S(X) =x o (X) :_2(_2_+__)_(_§ + .. +_[_I___I___ +
Vv w 12 2-3 nin+1)

Yig‘indidan ikki marta (-1;1) intervalda hosila olamiz.



iIS"(X) =l +x +x2+... +X" *+..= |
- X
Endi ikki marta integrallab, S(x) m topamiz.

S"(x) =j ~ —dx=—n(1—x)

S(X) == In(I-x) dX=—xIn(l x) = —dx=
=—xIn(l =) +x +In (I —x).

/(x) = X =—|n(|)ix)+l+—|n(l—x)=I+—X—hi(l—x).
2) / (X) =x-4x2+9x3-16x4+... yig‘indini toping.

an=(-1) nl ekanligidanR =Ilim n =1
n+1
Dastlab, /7 (x) =x(1-4x +9x2-16x3+...)
yig‘indini jamlashga harakat gilamiz.
JSX(X)dX =x-2x2+3x3-4x4+...=X(|-2Xx +3x2-4x3+..)

AgarS2=1-2x +3x2-4x3+... desak,

|S2(X)dXx =x- 2x2+3x3- 4x4 +... =
(t+x)

Demak,S2=  * m U holdalSx(x)dx =

1+Xi +X) (1+x)"

[-x

vas, (x) - L)

/ (x) =x-5,(x) ekanligidan/(x) =
(L +X)
Teorema. Agar (~R;R) intervalda
/(x)=f>,xn
no
bo‘lsa, bu yoyilma yagona va / (x) ning Makloren gatoridir.
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9.3.8. Fure gatorlari

a .
5 +>?)J(ancosnx+bnsm nx),anbneR
11:0

ko'rinishdagi qgator trigonometrik gator deyiladi, bunda anbneR

trigonometrik gator koeffitsiyentlari deyiladi.
Bu gator ixtiyoriyne N da2;r davrga ega funksiyalardan
tuzilgan, shuning uchun, agar u[-a;Tr] kesmada yaginlashsa,

(-00;00) da ham yaginlashadi.
Agar[--;r;;r] da

—COS X, Sin X, €0S 2X, Sin 2X,..., COS NX, Sin NXx,...

sistemaning bir xil boimagan elementlari ko'paytmasidan integral
olsak, natija nolga

n\fi{x)-fZ{x)dx:O

bitta funksiya kvadrati integrali
J 7 2(x)6& O

ekanligini olamiz. Agar garalayotgan funksiyalar evalit fazasida
deyilsa, sistema elementlari o‘zaro ortagonaldir.

fl— cosfc«& 1 SinkKxIT =0

{2 2k ur

a 1 J

| =sin fociix =— cos/cxl” =0
1 2k

J —e0sfo: «cos nxdx - —J —fcos (A +n)x +cos (A - n)\dx =0

-n A T0 A

n n
| sin kx sin nxdx =0 , J sin kx ®osxdx =0
n -n

Bundan tashqari,
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2 JV2y 4 4k
Teorema. Agar/(x) funksiya[~sr,n] da aniglangan,
integrallanuvchi va hadma-had integrallanadigan trigonometrik
gatorga yoyilsa,

f(x) =an +’\¥(a,, oS «X +bnsin nx)
2 I/
u holda yoyilma yagonadir.
Isboti. Yoyilmatii[-;r;;r] da integrallaymiz.
n A o ( n n
| f{x)dx =——3 g?x+"J a, J cosnxclx+bnJ smnxdx =aln Dc
n-0

Tak. aQ:i;H(x)dx ko'rinishida topilar ekan.
K

iz cl
J /(x)<ir =— | coskxdx +
5 2 -x
of N n
~ \anJ cos kx ecos nxdx +bnJ cos Ax sin nxdx

n=ov — —jc

n
= | cosxkxdx =akrt

-7C

Bundan,ak=|—||_|/(x)coskxdx ko'rinishida boiishi kelib chigadi.
71-4

Yoyilmani sin Ax ga kl?‘paytirib integrallasak,
J /(x)sinkxdx =bkn



kelib chigadi, undan bk=i7(L /'(x)sinkxdx ko‘rinishida ekanligi

topiladi.

Demak, har bir koeffitsiyenti yuqoridagi integrallar yordamida
topiladigan funksiya yoyilamasi yagonadir.

Yuqaridagia0,ak,bk koeffitsiyentlari/(x)
funksiyaning\-n;n] kesmadagi Pure koeffitsiyentlari,

gator esa / (x) ning Fure qatori deyiladi.

2n davrli, [-;r;9] /(x) bilan ustma- ust tushadigan, (-00;+co)
da davriy davomiF(x) ga yaginlashadi.

Faraz qgilaylik,/fx) funksiya[—- 7] da aniglangan, juft bo‘lsin,
7(-*) =/ (")

U holda
1 4

=—1J3/ (x)sinkxdx =0 bo'lib,
Nk
2 2 *
aOZ—Tf(x)dx , ak=—]f(x)cosnxdx
Ko o
ko'rinishga ega bo'ladi.
Agar/ (x) toq, / (-x) =-f{x) bo'lsa,

a0 =—"/(x)dx =0 ak=—]/(x)cosnxdx =0
nQ 7o
bo‘lib,

bk=22\F (x)sinkxdx
Ao
ko'rinishini oladi.
Misol. 1)/ (x) =x bo‘lsin. U holda funksiyaning togligidan

« =an=0 >
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'B|=-ﬂ—'Jf xsinkxdx = X COS nxg +mfcos nxdx =(- )-

' n

Demak, / (x) uchun Fure gatori

/vv 4 . Tsinx sin2x+ sin3x  sin4dx / |, &+ismnx
R L R 5

koiinishda boiadi, tenlik(-n;n) dao‘nnl,x =4r da
)'Yix)q:'(-ﬁ'—/\)>+’f(/\2 zﬁ'f—ﬂzﬂ oimadi.

2)/ (x) =x2 bo'lsa,

212
bn=0 va flo=>"xalx =
9.
T
T8 . dy= 2 xasinx 7% .
— Xrcosnxdx = —— jc *Sin nxdx :|/|r4h
0 A N % 1o

f (x) =x2 ga mos Fure gatori\-n\n] da
)g =Kl 4.(cosx COS2X

3 L 1 2

bo'ladi.
Agar /(x) funksiya [-£/] da yaginlashgan 21  davrli

funksiya bo'lsa,§ _mx ko'rinishida yangi o'zgaruvchi kiritsak

T

p(s) =~ + 01 cosn§+ Db, sin «§)

bo'lib, \-7r-r\ da

bo'ladi, bunda

ao== [ A(8)d$Al, = | ~{8)cossds, bn I A(§)singas
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Eski o‘zgaruvchilarga gaytsak, an=- }/(x)dx;

an=- ff{x)cos*dx.-bn= -j/ (x)sin—_ dx;
e'e{ ) e *5 () &

ko‘rinishida, Fure gatori esa

: nnx\
}t(*} =2ﬁ'o7 +?@/ amcoslj_L[Z(_ +Hﬁ§m _____
0 e e )
ko‘rinish oladi.
1. Yaginlashishni isbotlang va yig‘indini toping.
\n-1
o dde

2 4 2
2) - +0 +(T1 +-p+_,,+ f—l +—|-I oo
V2 3] V22 32) {2 3"
1 1 1

3)° ¢ h..H— -+
1-2  2-3 nn+1

4 )l T L +...
1-2  2-3 (2n-1)(2n +1)

2. Solishtirish, Dalamber, Koshi alomatlari yordamida
yagonaligiga tekshirilsin.

,10 102 10" N2 (20 (w!)2
2 1\ 2! 4! 1\
n-\ ft WA ft n=l ft /11 Z

NZ(V2-22)(V2-7)..(V2-2%)

3.Integral alomati yordamida yaqinlashishga tekshirilsin.
00 | *® 1 ® 1

ASnin« "2)M | +w2 "3) § (10« +9)In(10« +9)
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4>,,ern2- In+6
4. Absolyut va shartli yaginlashishigatekshirilsin.

1)— +— —+.., 2)1,1-1,02 +1,003-1,0004 +...

tl n2+n-1 ttn+n +1 tr nH-nn
5. Darajali goidalar yaqginlashish intervali topilsin.

6. Hadma -had defferensiyal va integrallash yordamida
quyidagi gatorlar yig‘indisini hisoblang.

14 X3 X5 H{4 .., 2)XH 1

3 5 52% 4 )
)+ + Sk 22808

2-4 2-4-6

4)X +2x2+3x3+... , 5)1-2x +2-3x2+3-4Xx3 +...
6)i 2X 3XZ—+..., 7)-)3‘-2--}--)5-3r H-)Eflr+...

a a" a 2a 3a 4a
8)—1— -—f—l 2?9 1FTE 4AC +.

a

10)I 4X +7x2- 10x3+...
7. Ko'rsatilgan oraliqda Fure gatoriga yoying.

)/ (x) =sgnx (-g-49,2)/(x) =~~~ (0;24-),

3)/ (x) gx I(—#I\n),4)/(x) =nl-x 2
5)f(x) =shx (-n;n) ,6)/(x) =eax (~n;n) .
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HO-BOB. EHTIMOLLAR NAZARIYASINING ASOSLARI
HODISALAR VA ULARNING EHTIMOLLAR!

10.1 .8, Ehtimollar nazariyasiiiing asosiy tushunchaiari.
Tasodifiy hodisa. Hodisalar ustida amailar

Tabiatni, texnik jarayonlami, umuman kundalik hayotni
kuzatishda turli hodisalarga duch kelamiz. Masalan, havo o‘zgarib
yomg‘ir yoki gor yog‘ishi, otilgan o‘gning nishonga tegishi yoki
tegmasligi, tanga tashlaganda uning gerbli tomoni bilan yoki
ragamli tomoni bilan tushishi hodisalarga misol boiadi.

Umuman aytganda, hodisa deganda Kkuzatish yoki tajriba
natijasida yuzaga keladigan fakt tushuniladi.

Odatda hodisalar ma’lum shartlar bajarilganda yoki tajriba
(sinov) natijasida sodir bo‘ladi (ya'ni ro'y beradi). Hodisalar bosh
harflar bilan belgilanadi.

Avytaylik, tanga tashlash tajribasi o‘tkazilsin. Bunda

1) tanganing biror tomonini tushishi hodisasi,

2) bir vaqgtda tanganing ikkala tomonini tushishi hodisasi,

3) tanganing gerbli yoki ragamli tomonini tushishi hodisasi
hagida aytish mumkin

Birinchi holda hodisa har doim sodir bo‘ladi.

Odatda bunday hodisa mugarrar hodisa deyiladi va n harfi
bilan belgilanadi.

Ikkinchi holda hodisa mumkin boimagan hodisa deyiladi va
v harfbilan belgilanadi.

Uchunchi holda hodisa sodir boiishi ham mumkin, sodir
boimasligi ham mumkin. Bunda hodisa tasodifiy hodisa boiadi.

Demak, tajriba natijasida sodir boiishi ham, sodir boimasligi
ham mumkin boigan hodisa tasodifiy hodisa deyiladi.

Ehtimollar nazariyasida tasodifiy hodisalar ehtimollari va
ulaming gonuniyatlari o‘rganiladi.

Keyinchalik tasodifiy hodisa deyish o‘miga hodisa deb
ketaveramiz.
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Tajribaning har bir natijasini ifodalovchi hodisa elementar
hodisa deyiladi. Barcha elementar hodisalardan iborat to‘plam
elementar hodisalar fazosi deyilib, u Q kabi belgilanadi.

Masalan, tajriba tangani ikki marta tashlashdan iborat bo'lsin.
Bu tajriba natijalari quyidagicha bo'ladi:

A A -ikki martada ham tanganing gerb tomoni tushishi hodisasi;

AD -birinchi martada gerbli, ikkinchi martada ragamli tomonini
tushishi hodisasi;

DA-birinchi martada ragamli, ikkinchi martada gerbli tomonini
tushishi hodisasi;

DD- ikkala martada ham tanganing ragamli tomonini tushishi
hodisasi.

Demak, bu tajribada 4 ta elementar hodisalar AA, AD, DA, DD
sodir bo‘lib, elementar hodisalar fazosi Q ={AA, AD,DA, DD}
boiadi.

Aytaylik, biror tajriba natijasida A va B hodisalar sodir
boiishi mumkin boisin.

Ta'rif. Agar A hodisa sodir bo ‘Iganda har doim B hodisa ham
sodir bo‘lsa, A hodisa B hodisani ergashtiradi deyiladi va
Ac: B kabiyoziladi.

Bu holda A hodisaning sodir boiishi B hodisaning sodir
boiishiga qulaylik tug‘diradi deb ham aytiladi.

Masalan, tajriba tomonlariga mos ravishda 1, 2, 3, 4, 5, 6
ragamlar yozilgan kubikni tashlashdan iborat boiib, Jl1-ikki
ragamli tomonini tushishi hodisasi, B esa juft ragamli tomonini
tushishi hodisasi boisa, unda Ac: B boiadi.

Agar A va B hodisalari uchun

Aa BBa A

boisa, A va B teng kuchli hodisalar deyiladi va A-B kabi
yoziladi.

Ta'rif. A va B hodisalarning hech bo ‘Imaganda bittasining
sodir bo'lishi natijasida sodir bo‘ladigan hodisa A va B
hodisalaryig ‘indisi deyiladi va A+B kabiyoziladi.

Masalan, tajriba ikki merganning nishonga garab bir martadan
0‘a uzishidan iborat boiib, A birinchi merganning o'gining
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nishonga tegishi hodisasi, B esa ikkinchi merganning o‘qini
nishonga tegishi hodisasi boisin. Bu hodisalar yig'indisi A+B
hodisasi merganlaming hech boimaganda bittasining o‘qini
nishonga tegishli ifodalovchi hodisa bo‘ladi.

Yuqoridagidek, AlLA2,...,An hodisalaming yig'indisi
ta’riflanadi.

Keltirilgan ta’rifdan

A+B=B+AA+A=A

bo‘lishi kelib chigadi.

Ta'rif. A va B hodisalaming sodir bo ‘lishi natijasida sodir
bo'ladigan hodisa, A va B hodisalar ko paytmasi deyiladi va
A mB kabiyoziladi.

Bu ta’rifdan bevosita

AB =AB,AA =A

bo‘lishi kelib chigadi.

Yugoridagidek,  ALLA2,...,An hodisalaming  ko'paytmasi
ta’riflanadi.

Ta'rif. Agar A hodisasining sodir bo‘lishi B hodisasining
ham sodir bo'lishini inkor etmasa, A va B birgalikda bo'lgan
hodisalar deyiladi.

Masalan, kubikni tashlash tajribasida 4 ragamli tomonini
tushishi hodisasinii4 , juft ragamli tomonini tushishi hodisani B
deyilsa, ular birgalikda boigan hodisalar boiadi.

Ta'rif. Agar A hodisasining sodir bo‘lishi, B hodisasining
sodir bo'lishini inkor etsa, A va B birgalikda bo'lmagan
hodisalar deyiladi.

Masalan, tangani tashlash tajribasida gerbli tomonini tushishi
hodisasi A , ragamli tomonini tushishi hodisasi B deyilsa, ular
birgalikda boimagan hodisalar boiadi.

Agar tajriba natijasida sodir boiishi mumkin boigan

AjA2,.. Al
hodisalaming birining sodir boiishi boshgasining sodir
boiishiga nisbatan imkoniyatliroq boimasa, AX A teng

imkoniyatli xodisalar deyiladi.
Agar A va B hodisalar uchun



A+B=UA-B=V
bo‘lsa, A va B o0'zaro garama-garshi hodisaiar deyiladi. A

hodisaga qgarama-garshi hodisa A
elementar hodisaiar to‘piami O
deyiladi.

kabi belgilanadi.

Hodisaiarni 1o‘plarlar kabi ham talgin etish mumkin.

Belgilash To‘plamiar
nazariyasidagi
talqini
Q Fazo (asosiy to‘plam)
(0,0) <fi o fazo element!
AAc:Q A to‘plam
A vaB
AkjB,A+B to”plamlaming
yig‘indisi,
birlashmasi
A vaB
AnB,AB to‘plamlaming
kesishmasi
A to‘plamdan B
A\B,A-B

to‘plamning ayirmasi

0 Bo'sli to‘plam
A A to‘plamga
to‘ldiruvchi
AnB =0, A va B to‘plamlar
A-B=0 kesishmaydi
AczB A to‘plam B ning
gismi
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Ehtimollar
nazariyasidagi talqini

Elementar hodisaiar
fazosi, mugarrar hodisa
@ elementar hodisa
A hodisa
A va B hodisaiar
yig'indisi (A va B ning
kamida bittasi ro'y
berishidan iborat hodisa)
A va B hodisaiar
ko'paytmasi (A va B
ning birgalikda ro‘y
berishidan iborat hodisa)
A hodisadan B
hodisaning ayirmasi (A

ning ro‘y berishi, B ning
ro‘y bennasligidan iborat

hodisa)
Mumkin bo‘Imagan
hodisa

A hodisaga teskari hodisa

(A ningro‘y
bennasligidan iborat)
A va B hodisaiar
birgalikda emas
A hodisa B ni
ergashtiradi

Barcha
- elementar hodisaiar fazosi



A=B A va B to‘plamlar A va B hodisalar teng
ustma-ust tushadi kuchli
Hodisalar va ular ustidagi amallarni Eyler-Venn diagrammalari
yordamida tushuntirish (tasawur qilish) qulay. Hodisalar ustidagi
amallarni rasmlardagi shakllar kabi tasvirlash mumkin.

A+B.A-B
|§1
n
A-B, A
Aa B

1 Hodisa ehtimoli. Aytaylik, tajriba natijasida bir xil

imkoniyat bilan
e\e2,...,en

hodisalar yuzaga kelgan bo‘lsin. (Ravshanki, ular elementar
hodisalar bo'ladi).
Ta'rif. Agar
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1) el +e2+...+en=U (mugarrar hodisa)

2)el-e,=V (mumkin bo'lmagan hodisa)
(i,j =1,2,3, i PJ)

bo‘lsa, eve2...en hodisalar juft-jufti bilan birgalikda
bo ‘Imagan teng imkoniyatli hodisalarning to ‘la gruppasini tashkil
etadi deyiladi.

Masalan,  kubikni  tashlash  tajribasida, e -kubiknmg
i (i=1,2,34,5,6) ragamli tomonini tushishi hodisasi deyilsa,
unda

NI ST

lar juft-jufti biian birgalikda bo'Imagan hodisalarning to‘la
gruppasini tashkil etadi. Bunda exe2e3e4,e5e6 teng imkoniyatli
elementar hodisalardir.

A hodisa hamda hodisalarning to‘la gruppasini tashkil etuvchi
n ta ele2,....eK elementar hodisalarni qaraylik. Aytaylik, bu
elementar hodisalardan m  tasi (m<n)A hodisaning sodir
bo‘lishiga qulaylik tug‘dirsin.

Ta'rif. Ushbu

m

n
son A hodisaning ehtimoli deyiladi va P(A) kabi belgilanadi.

Demak,

A=
(Odatda bu ta rif hodisa ehtimolining klassik ta rifi deyiladi).
Misol. Xaltada, yaxshilab aralashtirilgan 20 ta bir xil sharlar

bo‘ib, ulardan 8 tasi qizil, 2 tasi oq va 10 tasi ko'k rangli.

Xaltadan, tavakkal qilib bitta shar olindi. Olingan shaming qgizil

shar bo ‘lishi., oq shar bo flishi va ko k shar bo lishi ehtimollari

topilsin.

Olingan shaming qgizil bo‘lishi hodisasi A, oq shar bo'lishi

hodisasi V , ko‘k shar bo‘lishi hodisasi S bo‘lsin.
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Ravshanki, barcha elementar hodisalar 20 ta boiib, ulardan 8
tasi A hodisani sodir boiishiga, 2 tasi B hodisaning sodir
boiishiga, 10 tasi C hodisaning sodir boTishiga qulaylik
tug‘diradi. Unda A, B va C hodisalarining ehtimollari (1)
formulaga ko ‘ra

P(A)—ﬂ—04' P(B - =0y (c)—10—05
y 220 v)_%_” Py =577
bo‘ladi.

Hodisa ehtimolining sodda xossalarini keltiramiz.
1-xossa. Mugarrar hodisa ehtimoli | ga teng bo 1adi.
P(U)=1
Bu holda hodisa ehtimoli ta’rifidagi n va m lar uchun n-m
bo‘lib,

P(cn=£ ="=1
n n
bo'ladi.
2-xo0ssa. Mumkin bo ‘Imagan hodisa ehtimoli nolga teng
bo 1adi:

P(V)=0
Bu holda m=0 bo‘lih,
P(F): = = °=0
tl n

boiadi.
3-xossa. A tasodifiy hodisa ehtimoli musbat bo 1ib, u nol bilan
bir orasida bo 1adi:

0<P(A)<\
Bu holda hodisa ehtimoli ta’rifidagi m va n lar uchun
0<rn<n
boiib,
0 m n
n n n
boiishidan
0<P(N)<1

boiishi kelib chigadi.

244



4-xossa. A hodisaga garama-garshi bo'lgan A hodisaning
ehtimoli

p(a)=\-p(a)
bo“ladi.
A hodisaning ehtimoli

P(A) =~

bo‘lsin. Unda A hodisaga qulaylik tug‘diruvchi elementar
hodisaiar soni n~m ga teng bo‘ladi.
Demak,

Keyingi tenglikdan
p(a)=\-—=i-p(a)
n

bo'lishi kelib chigadi.

Klassik  ta’rifdan  foydalani'b, ehtimollik  bisoblashda
kornbinatorika elementlaridan foydalaniladi  Shuning uchun
kombinatorikaning ba’zi elementlari keltiramiz.

Kombinatirikada qo‘shish va ko‘paytirish qoidasi deb
ataluvchi ikki muhim qoida (prinsiplari) mavjud.

A ={axa2,...an} va B={bvb2,...on} chekli to‘plamlar berilgan
bo“Isin.

Qo‘shish goidasi: agar A to‘plam elementlari soni n va B
to‘plam elementlari soni m bo‘lib, A B=--0 (A ya B to‘plamlar
kesishmaydigan) bo‘lsa, u holda A+ B to‘plam elementlari som
n+m bo‘ladi.

Ko‘paytirish qoidasi: A ya B to‘plamlardan tuzilgan barcha
(ap£>j juftliklar to‘plami C =i{ai;bj"):i=1,n,j =1,m} ning

elementlari soni n-m bo‘ladi.
n ta elementdan m (0 <m<n) tadan tanlashda ikkita sxema

mavjud: gaytarilmaydigan va qaytariladigan tanlashlar.
Birinchi sxemada olingan elementlar gayta olinmaydi (orgaga
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gaytarilmaydi), ikkinchi sxemada esa har bir olingan element har
gadamda o'miga qaytariladi.

I.  Qaytarilmaydigan tanlashlar sxemasi

Guruhlashlar soni: n ta elementdan m (0<m<n) tadan

guruhlashlar  soni  quyidagi formula orgali hisoblanadi:

C ” sonlar Nyuton binomi formulasining koeffitsiyentlaridir:
(p+q)'=p"+Cip-"q+..+q- .
0 ‘rinlashtirishlar soni: n ta elementdan m (0<m<n)
tadan  o‘rinlashtirishlar  soni quyidagi ~ formula  orgali

hisoblanadi: =-

"o (n-m)\

0 ‘rin almashtirishlar soni: n ta elementdan n tadan

o‘rinlashtirish o‘rin almashtirish deyiladi va u quyidagicha
hisoblanadi:/* =n\ .

0 ‘rin almashtirish o‘rinlashtirishning xususiy holidir, chunki

agar (3) dan=m bo‘lsa, A —=—=n\ bo‘ladi.
(n-m)\ 0!

11. Qaytariladigan tanlashlar sxemasi.
Qaytariladigan guruhlashlar soni: n ta elementdan m
(0 <m < w)tadan qaytariladigan guruhlashlar soni quyidagi

formula orgali hisoblanadi:CI' = C"'n¥l
Qaytariladigan o‘rin]ashtirishlar soni: n ta elementdan m
(0<m<n) tadan qaytariladigan o‘rinlashtirishlari soni quyidagi

formula orqali hisoblanadi: An =nm.
Qaytariladigan o‘rin almashtirishlar soni: k xil n ta
elementdan iborat to‘plamda 1-element n{ marta, 2-element n2

marta,..., k- element nk marta gaytarilsin va  +n2+...+ nk=n
bo‘lsin, u hoida n ta elementdan iborat oiin almashtirish
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P, (w,..;MK) orgali belgilanadi va u quyidagicha hisoblanadi:
?
PR{rh™= k) e

Endi ehrimollik hisoblashga doir misollar keltiramiz.

Misol. Telefon nomerini terayotganda abonent oxirgi ikKi
ragamni eslay olmadi. U bu ragamlar har xil ekanligini eslab,
ulami tavakkaiiga terdi. Telefon nomeri to‘g‘ri terilganligi
ehtimolligini toping.

Oxirgi ikki ragamni O® usul bilan terish mumkin. A={telefon
nomeri to'g'ri terilgan} hodisasini kiritamiz. A hodisa faqat bitta
elementdan iborat bo‘ladi(chunki kerakli telefon nomeri bitta
bo‘ladi). Shuning uchun klassik ta’rifga ko‘ra
PQ/A} — =—*0,011 .

N(n) Ao 10-9 90

Misol. 100 ta lotoreya biletlarlaridan bittasi yutugli bo‘Isin.
Tavakkaiiga olingan 10 lotoreya biletlari ichida yutuqlisi bo‘lishi
ehtimolligini toping.

100 ta lotoreya biletlaridan 10 tasini C{,0 usul bilan tanlash
mumkin. B ={10 lotoreya biletlari ichida yutuqlisi bo‘lishi }
hodisasi bo‘lsa,

AT(a)=c;-c
va

\Y N(CI) C» 10

Misol. Pochta bo‘limida 6 xildagi otkritka bor. Sotilgan 4 ta
otkritkadan: a) 4 tasi bir xilda; b) 4 tasi turli xilda bo‘lishi
ehtimolliklarini toping.

6 xii otkritkadan 4 tasini C6 usul bilan tanlash mumkin. a)
A—{4 ta bir xildagi otkritka sotilgan} hodisasi bo‘lsin, A
hodisaning elementar hodisalari soni otkritkalar xillari soniga teng,
ya’ni N(A) =6. Klassik ta’rifga ko‘ra
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N(A) _Cd= 6 =1
N(Q) clI 126 21
bo‘ladi. b) B={4 ta har xil otkritka sotilgan} hodisasi bo‘lsin, u

holda N(B) = C4 gateng va P(A = -
&/) 6 g % & )'nr(l'l) cl 26

2°. Hodisa ehtimolining statistik ta’rifi. Hodisa ehtimolining
klassik ta’rifi tajriba natijasida sodir boMadigan elementar
hodisalaming teng imkoniyatli bo‘lishiga asoslangan. Ko‘p
hollarda elementar hodisalaming teng imkoniyatli bo‘lishini
ko ‘rsatish giyin bo‘ladi.

Tabiatda, texnik jarayonlarda ko‘p marta takrorlanadigan
vogealarga duch kelamiz. Bu tajribalar natijasida biror A hodisa
sodir bo‘lishi ham mumkin, sodir boimasligi ham mumkin.

Aytaylik, N marta tajriba o‘tkazilgan bo‘lib, unda A hodisa p.
marta sodir bo‘lsin.

Ushbu

W = M
N

nisbat hodisaning nisbiy chastotasi deyiladi.

Ko‘p kuzatishlar natijasiga ko‘ra, bir xil shart-sharoitlarda ko‘p
marta takrorlanadigan tajriba o ‘tkazilganda nisbiy chastota biror
0°‘zgarmas son atrofida tebranib turadi.

Masalan, tangani tashlash tajribasini ko‘p marta takrorlaganda
tanganing gerbli tomonini tushishi chastotasi quyidagicha bo‘lgan.

Gerbli tomoni bilan

Tajribalar soni Nishiy chastota

tushish soni
4040 2048 0,5080
12000 6019 0,5016
24000 12012 0.5005

Bundan nishiy chastotaning 0,5 soni atrofida tebranib turishini
ko'ramiz.

Demak, hodisaning nisbiy chastotasi tajribalar soni orta borgan
sari bitta o‘zgarmas son atrofida bo ‘ladi.
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Ta’rif Agar n sonining katta giymatlarida A hodisaning
nisbiy chastotasi p soni atrofida tebranib tursa, p soni A
hodisaning ehtimoli deyiladi.

Bu hodisa ehtimolining statistik ta’rifi.

3°. Hodisa ehtimolining geometrik ta’rifi.

Ehtimolning klassik ta’rifiga ko‘ra, Q - elementar hodisalar
fazosi chekli boigandagina hisoblashimiz mumkin. Agar 1?2
cheksiz teng imkoniyatli elementar hodisalardan tashkil topgan
boisa, geometrik ehtimollikdan foydalanamiz.

Oichovli biror G soha berilgan
boiib, u D sohani o‘z ichiga olsin. G
sohaga tavakkaliga tashlangan X
nuqtani D sohaga tushishi ehtimolligini
hisoblash masalasini ko‘ramiz. Bu
yerda X nugtaning G sohaga tushishi
mugarrar va D sohaga tushishi tasodifiy
hodisa
boiadi. i-{XeD} -X nugtaning
D sohaga tushishi hodisasi boisin.

A hodisaning geometrik ehtimolligi deb, D soha oichovini G

soha oichoviga nisbatiga aytiladi, ya’ni

v ' mes{G}

bu yerda mes orgali uzuniik, yuza, hajm belgilangan.

Misol. 1uzunlikdagi sterjen tavakkaliga tanlangan ikki nuqtada
boiaklarga boiindi. Hosii boigan boiaklardan uchburchak
yasash mumkin boiishi ehtimolligini toping.

> Birinchi boiak uzunligini x, ikkinchi
boiak uzunligini y bilan belgilasak,
uchunchi boiak uzunligi I-x-y boiadi.

i Y : Bu yerda Q={(x,_y):0<jct </}
ya’ni O<jety<lI steijenning
e boiaklari uzunliklarining barcha
q boiishi mumkin boigan

** kombinatsiyasidir.



Bu bo‘laklardan uchburchak yasash mumkin bo‘lishi uchun
quyidagi shartlar bajarilishi kerak: x+y >1-x-y, X +l-Xx-y >y

yY+Hl-x—y> X .

Bulardan x <~,y </, x +y> -- ekanligi kelib chigadi.

Bu tengsizliklar 2-rasmdagi bo‘yalgan sohani bildiradi.
Ehtimollikning geometrik ta’rifiga ko ‘ra:
H |
P(n_ mesjA} _2 2 2 1
1 ' mes{G} \"hl 4*
2

Misol. (Uchrashuv hagida).
Ikki do‘st soat 9 bilan 10 orasida
uchrashishga kelishishdi. Birinchi
kelgan kishi do‘stini 15 dagiqa
davomida kutishini, agar shu vaqt
mobaynida do‘sti kelthasa u ketishi
mumkinligini  shartlashib  olishdi.
* Agar ular soat 9 bilan 10 orasida

ixtiyoriy momentda kelishlari
mumkin boisa, bu ikki do‘stning uchrashishi ehtimolini toping.

Birinchi kishi kelgan momenti x, ikkinchisinikini y boisin:
0<x<60,0<y<60 U holda ularning uchrashishlari uchun
| Xx—y [<15 tengsizlik bajarilishi kerak. Demak,
Q={(x;y):0<x<60,0<y<60}, A={(x,y):|x-y <15} .xvay
lami Dekart koordinatalar tekisligida tasvirlaymiz.

602- 2 -y -45-45
= \

Undlc>(4="H | \—- =-.

mes{G} 60 16
10.3-8. Ehtimollarni go‘shish va ko*‘paytirish teoremalari

1°. Birgalikda boimagan hodisaiar ehtimoilarini qo‘shish
teoremasi. Faraz qgilaylik, A va B hodisaiar birgalikda boimagan
hodisaiar boiib, P[A) va P(B) ulaming ehtimollari boisin.
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1-teorema. A va B hodisalaryig'indisining ehtimoli bu
hodisalar ehtimollariyig indisiga teng:
P(A+B)=P(A)+P(B)
Natija. A hodisaga garama-garshi A hodisaning ehtimoli
P(n)=1-P(n)

boMadi.

Misol. Xaltada 10 ta bir xil shar bo 1ib, ulardan 3 tasi gizil, 5
tasi Ko , 2 iasi oq. Tavakkal gilib olingan shaming rangli bo 1ishi
ehtimoli topilsin.

Qizil shami chiqgishi hodisasini A, ko‘k shaming chiqishi
hodisasini B desak, unda ulaming ehtimollari

P(VA):E, Pg/B)':E

boMadi. Qaralayotgan hodisalar birgalikda bo‘Imagani uchun,

go‘snish teoremasiga ko ‘ra rangli shaming chiqishi ehtimoli
P(A +B)--=P(A)+P(B) =—+—=—-0,8
( ) ( ) (v ) 10 10 10

boMadi.

2°. Birgalikda bo‘lgan hodisalar chtimoiiarini qo‘shish
teoremasi.

2-teorema. Agar A va B hodisalar birgalikda bo'lgan
hodisalar bofib, P(A) va P(B) ularning ehtimollari bo‘lsa, u
holda

P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)

bo’ladi, bunda P{AB) - A va B hodisalar ko paytmasining
ehtimoli.

Eslatma. Agar 2-teoremada keltirilgan A va B hodisalar
birgalikda bo 1magan hodisalar bo 1ib golsa, unda A =B mumkin
bo Imagan hodisa bo 1ib, P(A-B) = 0 bo ‘ladi. Demak, (2)formula
(3) ning xususiy holi bo ‘ladi.

Endi hodisa ehtimollarining ko'paytirish teoremalarini bayon
etamiz.

Awalo erkli vabog'lig hodisalar ta’riflarini keltiramiz.



Ta’rif. A va B hodisalarining har birining sodir bo fishi
ehtimoli boshqgasining sodir bo’lishi yoki bo‘lmasligiga bog'liq
bo'Imasa, A va B hodisalar erkli hodisalar, aks holda A va B
bog 1ig hodisalar deyiladi.

3-teorema. A va B erkli hodisalar ko paytmasining ehtimoli
bu hodisalar ehtimollarining ko paytmasiga teng bo 1adi:

P(AB)=P(A)P{B).

Ko‘p hollarda A hodisasining ehtimolini biror B hodisasi sodir
boigan shartda hisoblashga to‘g‘ri keladi. A hodisasining bunday
ehtimoli shartli entimol deyiladi va P(A/ B) kabi belgilanadi.

Eslatma. Agar A va B erkli hodisalar bo ‘Isa,

P(A/B) =P(A)
bo ‘ladi.
4-teorema. Agar A va B bog lig hodisalar bo ‘sa, n holda
P(A-B) =P(A)-P(B/A)
bo 1adi.

Misol. Korxonada ishlab chigarilgan mahsulotning 96%
yarogli bofib, yaroqli mahsulotlarning 100 tasidan 75 tasi
birinchi  navli. Korxonada ishlab chigarilgan yaroqli
mahsulotlarning birinchi navli bo lishi ehtimoli topilsin.

Aytaylik, ishlab chigarilgan mahsulotning yarogli boiishi
hodisasi A , ulardan birinchi navli boiishi hodisasi esa B boisin.

Shartga ko‘ra

P(A) =0,96, P(B/A) =0,75

boiadi.

Ko‘paytirish teoremasidan foydalanib, yarogli mahsulotlar-ning
birinchi navli boiishi ehtimolini topamiz:

P(A®B)=0,96+0,75=0,72>

10.4-8. Toia ehtimol formulasi. Bayes formulasi

Faraz gilaylik, A hodisasi n ta juft-juft bilan birgalikda
boimagan (hodisalami toia gruppasini tashkil etuvchi)
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A,,92
hodisalarning lagat bittasi bilangina sodir etishi mumkin
bo‘lsin. Odatda H],H2,...,Hn hodisalar A hodisaning gipotezalari
deyiladi.
U holda
P(A)=P(H)P(N/H,) +P(H,)P(A/H1)+

+~+p(H.yp(n/H.)
boMadi.
Yuqorida keltirilgan shaitga ko‘ra
A=A-H}+A-H2+...+A-Hn,
AHIinAHj =V (i @j)

boMadi.

Ehtimolning qo‘shish hamda ko‘paytir:sh teoremalaridan
foydalanib topamiz:

P(A)=P(Hr A)+P(H2A)+...+P(HRMA) =
=P(HD)P{A/H,)+P(H2)P(A/HT)+..+P(H,)P(A/H.).

Bu formula toMa ehtimol formulasi deyiladi.

Misol. Omborga 360 ta mahsulot keltirilgan. Bulardan:

300 tasi bir korxonada tayyorlangan bo 1ib. 250 tasiyaroqli, 40
tasi ikkinchi korxonada tayyorlangan bo 1ib, 30 tasi yaroqgli, 20
tasi uchunchi korxonada tayyorlangan bo‘ib, 10 tasi yaroqli
mahsulot.

Ornbordan tavakkal gilib olingan mahsulotning yaroqli bo 1ish
ehtimoli topilsin.

Tavakkal qilib olingan mahsuloti uchun quyidagi gipotezalar
o ‘rinli boMadi:

H)- mahsulotning 1-korxonada tayyorlangan boMishi;

H2- mahsulotning 2-korxonada tayyorlangan boMishi;

Hb- mahsulotning 3-korxonada tayyorlangan boMishi.

Ularning ehtimollari mos ravishda quyidagicha boMadi:

P(A)=— =-, P(H2)=— =-, [13)=-N-=—.
)= 360 76 1300 P{I3 " %0 " 8
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Agar olingan mahsulotni yarogli boiishini A hodisa deyilsa,
(4) formulaga ko‘ra
P(A)=P(Hi)P(A/Hi)+P(H2)P(A/H2)+P(H3)P(A/H3)=
55 13 J_i_29
~6 6 94 18 2~ 36
boiadi.
hodisalar  o‘zaro  birgalikda bo‘lmagan
gipotezalaming toia gruppasidan iborat boiib, tajriba
o°‘tkazilganga gadar ulaming ehtimollari P(H,) (i=1,2,3,...,«)
maium boisin.

Tajriba natijasida A  hodisasi sodir boidi degan shartda
tajribadan so‘ng H. hodisalaming ehtimollarini topish masalasini
garaylik. Ravshanki, bu masala

PAHJA) (i=1,2,3,
ehtimolni topish bilan hal etiladi.
Ko‘paytirish formulasidan foydalanib topamiz:
P(AHI)=P{A)-P(Hi/A) =P(HIi)P (A/HI)
Keyingi tenglikdan
P(H,IA).
( ) P(A)

boiishi kelib chigadi.

Maiumki,

P{A)=P(HI)P(A/H])+P{H2)P{A/H2)+ ..+ P{HriyP(A!Hn)

Natijada

PiH .n PjH.ypjAiH,
1" 7 P(HD-P(A/HX+..+P(H,

formulaga kelamiz. Demak, yuqorida keltirilgan masala shu
formula yordamida yechiladi.

Odatda bu formula Bayes formulasi deyiladi.
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10.5-8. Muavr-Laplasning lokal va integral teoremalari

1°. O‘zaro bog'lig bo‘lmagan tajribalar ketma-ketligi.
Bernulii formulasi. Ma’lumki, tajribalar o‘tkazilishi natijasida
tasodifiy hodisaiar yuzaga keladi. Agar tajriba natijasida biror
tasodifiy hodisaning sodir boiishi ehtimoli boshga tajriba
natijasida ganday tasodifiy hodisa sodir boiganiga bog‘liq
bo‘lImasa, bunday tajribalar ketma-ketligi o‘zaro bog‘liq
bo'Imagan tajribalar deyiladi.

AytaySik, n ta tajriba o‘tkazilgan bo'lib, ular quyidagi shartlarni
ganoatlantirsin:

1) tajribalar o‘zaro bog‘liq boimasin;

2) har bir tajriba natijasida yoki A hodisasi, yoki unga garama-
garshi A hodisalardan biri sodir bo‘lsin,

3) har bir tajribada A hodisaning sodir bo‘lishi ehtimoli
0‘zgarmas bo‘lib. up gateng bo‘lsin:p =/"(]1) .

Ravshanki, bunda A hodisasining sodir boiishi ehtimoli
P\W“A) =\~p bo‘ladi. Uni g bilan belgilaylik: g = p{*A\. Demak,
g=\-p.

Odatda bunday tajribalar ketma-ketligi Bernulii sxemasi
deyiladi.

Masala, n ta erkli tajribada A hodisaning Kk marta sodir
bo'lishi ehtimolini topishdan iborat. Bu ehtimolni Pn{k) bilan
belgilayTniz.

Aytaylik, n ta tajribada A hodisa biror marta ham sodir
bo‘lmasin. Demak, birinchi tajribada A hodisa, ikkinchi tajribada
ham A hodisa va hokazo n -tajribada ham A hodisa sodir bo‘ladi.
Natijada ushbu

A~A A
n ta

murakkab hodisa yuzaga keladi. Uning ehtimoli ko ‘paytirish

teoremasiga ko‘ra
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P(A-A-...-A)=p(A)-P(n\...P(A) =aA-...-p = 4N

bo‘ladi.

Demak, n ta tajribada A hodisaning biror marta ham sodir
bo'Imaslik ehtimoli

Pn(0) =<'

ga teng.

n ta tajribada A hodisa faqgat bir marta sodir bo‘Isin. Bu holda
quyidagi n ta hodisa yuzaga keladi:

A-A-.. A (birinchi tajribada A hodisa sodir bo‘ldi)

n la

ﬁAA m.®A (ikkinchi tajribada A hodisa sodir bo‘Idi)

n ta

A-A-A-.. A (uchunchi tajribada A hodisa sodir bo‘ldi)

n ta

A A-...-AA (n-tajribada A hodisa sodir bo'ldi)

n ta

Bu hodisalaming ehtimollarini ko ‘paytirish teoremasidan
foydalanib topamiz:

P[AN..A)=P{A)-PAPAAY .P{"=P qq-...q =p-q",
pfaTA..A) =p{~yP(A)-Pftyj3*A\ =p-qn’

PIN.AA)AP{A)-PAy.PAA)-P(A) =p g nx
Ehtimollami qo‘shish teoremasiga asosan

p (aaa..ataaa..a+..taa..aa)=

=p(aaa.jl)+p(aaa..a)+...+p (aa.,.aa)=

=pQq'4 +pgnx+ ...+ pgnl=npqg’-] = C\pgnx
bo‘ladi. Demak,
Pn{\) = C\pqg’=\
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n ta tajribada A hodisasi ikki marta sodir bo‘lsin. Bu holda
quyidagi n ta hodisalar yuzaga keladi:

AAAA-...-A,
AAAA-...-A,
AA-...AAA.
Ularning soni
Mr~21 _»2
2
bo'lib, har bir hodisaning ehtimoli
p A2

ga teng bo‘ladi. Demak,

p.(2)=c,VV!-
Yuqoridagidek, n ta tajribada A hodisasining K marta sodir
bo‘lishi ehtimoli

ga teng bo‘lishi ko‘rsatiladi, bunda

Bu formula Bemulli formulasi deyiladi.

Shuni aytish kerakli, n ta tajribada A hodisa 0 marta (ya’ni A
hodisa sodir bo‘Imaydi), bir marta, ikki marta va h.k, n marta sodir
boiishi mumkin bo‘lib, ularning yig‘indisi mugarrar hodisa
bo‘ladi. Demak,

O+~ (D)+(2)+-+13W = in ()=I-

Misol. Har bir mahsulotning yaroqli bo'lish (A hodisa)
ehtimoli 0,8 ga teng. Tayyorlangan 5 mahsulotdan 3 tasining
yarogli bo 1ish ehtimoli topilsin.

Masalaning shartidan

aj-5, k=3, P(A)=/?=0,8, p(A)=q=1I1-p =0,2

bo‘lishini topamiz.
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Bemulli formulasiga ko‘ra

s (3)=C30,83-0,22=— —0,83-0,22=0,2048
w 31(5—3)!

bo‘ladi.

2°. Muavr-Laplasning lokal teoremasi. Bemulli sxemasida
tajribalar soni n yetarlicha katta boMganda pn(k) ehtimolni
Bemulli formulasi yordamida hisoblash Kkatta giyinchiliklar
tug‘diradi. Natijada

pM -~ pY '"-pT*

ifodani o‘ziga garaganda soddaroq, ayni paytda hisoblash uchun
oson boigan ifoda bilan tagribiy ifodalash zaruriyati tug-‘iladi.
Ko‘p hollarda bunday masalalar quyida keltiriladigan teorema
yordamida hal etiladi. Bu teoremani isbotsiz keltiramiz.

Teorema (Muavr-Laplasning lokal teoremasi). Bemulli
sxemasida yetarlicha katta bo‘lib, har bir tajribada hodisaning
sodir bo‘lish ehtimoli o‘zgannas bo‘lsa, (0 <p<\) u holda

ehtimol uchun

boTadi, bunda

Agar
cp(x) =
deyilsa, formula ushbu
k-np

-p) "V VviFp).
ko‘rinishga keladi. Bunda (p[x) juft funksiya bo‘lib, x ning
ma’lum giymatlarida 1-ilovada keltirilgan.
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Misol. Har bir ekilgan chigitning unib chigish ( hodisa)
ehtimoli p(A)=/7=0,8 ga teng bo‘lsa, ekilgan 100 ta chigitdan
85 tasi unib chigish ehtimoli topilsin.

Masalaning shartidan

n=100, p(A)=p=08, 1-/j=0,2, A=85
bo“lib,
k-np _ 85-100-0,8 85-80 (
X~ylnp(\-p) ~V100-0,8-0.2 " VT6
bo‘ladi.
Muavr-Laplasning lokal teoremasiga ko ‘ra

bo'ladi. 1-ilovada keltirilgan ma’lumotdan foydalanib
#>(1,25) « 0,1826
bo‘lishini aniqlaymiz. Demak,
Pm (85) *~-0,1826 = 0,0456.
3°. Muavr-Laplasning integral teoremasi. Bemulli sxemasini

garaylik. Bunda A hodisaning sodir bo‘lish ehtimoli p(A) =p

boiib, tajribalar soni yetarlieha katta bo‘lsin. Bu tajribada A
hodisa kxmartadan kam bo‘Imagan, k2 martadan ortiq bo‘Imagan

sonda sodir bo‘lishi ehtimolini o‘rganamiz. Bu ehtimolni
pa(kv k2) deb belgilaylik.

Ehtimoilarni qo‘shish teoremasiga ko‘ra
b

Pn{K’K) = Pn{k\) + Pn(K+\) + m+ PAk2)=21Pn{k)

bo‘ladi.
Agar

k-np
Pn{k) K = 1.=17¢ .
MOKZIEEp) © yinp-p)
bo‘lishini e’tiborga olsak, unda (9) tenglikdan foydalanib ushbu
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ootV Xs 1 k-np

=>yInp{*-p) [yinp(l-p)
tagribiy formulani hosii gilamiz.
Endi

K -

m:'.'ﬁp‘ {K = kxkx+1&, +2,...,k2)
yinp(\-p)

desak, unda

(k+\)-np k-np
AX. = X.,,-X. = U--' m = ——y-— =m =

Jnp”-p)
bo‘lib, tagribiy formula quyidagi

Jnp(\-p) yjnp”~-p)

Pn{kv k2)x £<P{xk)Axk
ko‘rinishga keladi.
Keyingi munosabatning o‘ng tomonidagi
(p(x) funksiyaning”,.»;”j oraliqdagi integral yig‘indisidir.
Ayni paytda n—00 da bo‘lgani uchun

| ey
S A
bo‘ladi. Demak,

A Yy
27 <p(xk)-Axk « J (p(x)dx.

o

Yugoridagi munosabatlardan

A (M 2)* J (p{x)dx

bo“lishi kelib chigadi.
Agar

v - K\~rP r _

k2~rP
hrp(l-p) 2 yjnp(l-p)’
hamda
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ekanligini e’tiborga olsak, unda ushbu

tagribiy formula hosil boiadi.
Shunday qilib quyidagi teoremaga kelamiz.

Teorema (Muavr-Laplasning integral teoremasi) Bernulli
sxemasida ehtimol uchun

*2~"P
Jnp(l-p)  *2
f n

tagribiyformula o Tinli bo 1adi.
Odatda

Laplas funksiyasi (yoki ehtimol integrali) deyiladi. Bu funksiya
yordamida

Jnp(l-p)\  [Inp(\-p)y
Bu formula Laplas formulasi deyiladi.
Ravshanki, ®(x) toq funksiya bo'lib, x ning tna’lum
giymatlarida ning giymatlari 2-ilovada keltirilgan.
Misol. Korxonada ishlab chigarilgan mahsulotning yarogsiz
chigish ehtimoli 0,2 ga teng bo ‘sin. 400 ta mahsulotdan 70 tadan
130 tagacha yaroqsiz bo'lishi ehtimoli topilsin.

Masalaning shartidan foydalanib topamiz:
n=400, k =70, /2=130, ~=0,2 [I-/>=0,8
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130-400-0,2 " oy 70-400-0,2
17400-0,2-0,8)  {yj400-0,2-0,8
= ®(6,25)-® (-1,25)

2-ilovada keltirilgan
®(-1,25) =-0,39435, ®(6,25)=0,5

ma’lumotlarga binoan
®(6,25)-d (-1,25)=0,89435

bo‘lib, izlanayotgan ehtimol
puw (70,130) *0,89435

p100(70,130) «P
v {

bo‘ladi.

10.6-8. Tasodifiy miqdorlar

Tabiatda, texnik jarayonlarda turli xarakterdagi migdorlar ko‘p
uchraydi. Masalan, ma’lum bir shaharda bir oy davomida
tug‘iladigan o‘g ‘il bolalar soni, otilgan o‘gning moljalga olingan
nuqtadan chetlanish oralig‘i, uy hayvonining bir oy davomida
og‘irligining o°‘zgarish miqdori. Bu keltirilgan misollardagi
migdorlar (sonlar) turli tasodifiy holatlarga boglig bolib, ularning
giymatlarini aniq aytib bo‘Imaydi.

Ta’rif. A/alum shart-sharoitlarda tasodifiy holatlarga bog'liqg
ravishda u yoki bu son giymatlardan birini gabul giladigan
0 zgaruvchi migdor tasodifiy miqdor deyiladi.

Tasodifiy miqdorlar harflar bilan, masalan, £,//, X, Y harfiari
bilan, ularning gabul giladigan giymatlari esa kichik harflar bilan
belgilanadi.

Masalan, £ tasodifiy migdor 5 ta qivmatni qabul qilishi
mumkin bo‘lsa, unda

kabi yoziladi.

Tasodifiy miqdorlar diskret hamda uzluksiz boiadi.

Agar tasodifiy migdoming qabul qilishi mumkin bolgan
giymatlari chekli yoki sanoqli (ya’ni bu giymatlami chekli yoki
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cheksiz ketma-ketlik shaklida yozisb mumkin) bo‘lsa, uni diskret
tasodifiy miqdor deyiladi.

Masalan, tajriba har bir tomoniga 1dan 6 gacha ragam yozilgan
kubikni tashlashdan iborat bolsin. Bu tajriba natijasida kubikning
1, 2, 3, 4, 5, 6 ragamli (ulami ochko deb yuritamiz) tomonlari
tushishi mumkin. Ravshanki, chigadigan sonni awaldan aytib
boimaydi. Binobarin, ochkolar soni tasodifiy miqgdor. Bu tasodifiy
miqdoming mumkin bo‘lgan giymatlari

1,2,3,4,56

bo‘lib, u diskret tasodifiy migdor boiadi.

Agar tasodifiy miqgdoming qabul qilishi mumkin bo‘lgan
giymatlari biror oraligdagi barcha qgiymatlardan iborat bo‘lsa, u
uzluksiz tasodifiy migdor bo ‘ladi.

Masalan, moijalga garab otilgan o‘gning mo‘ljaldan o‘q tekkan
nugta orasidagi masofani ifodalovchi tasodifiy miqgdor uzluksiz
tasodifiy miqdor bo‘ladi.

Diskret tasodifiy migdor ehtimolining tagsimot qonuni va
tagsimot funksiyasi

Aytaylik, £ tasodifiy miqgdor, uning qabul gilishi mumkin

boigan giymatlari
xhLX2,...,Xn

bo‘lsin. Bu tasodifiy migdor yuqoridagi gqiymatiami mos
ravishda pl,p2,...,pnehtimollar bilan gabul qilsin:
P{€=x}=plt P{"=x2}=p2....P{*=xnt=pn
Keltirilgan ma’lumotlardan ushbu

( X\ X2 Xn
Pi Pi Pn

jadvalni tuzamiz.
Ravshanki,

{£=*p {"=x2},..., {g =xn}
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hodisaiar bir-biriga bog'lig bo'Imagan hodisaiar bo‘lib,
tasodifiy migdor, albatta bitta qiymatni gabul gilishi kerakligidan
P{Z =h}+P{Z =x2}+...+P{Z =xn} =\,
ya’ni
PIl+P2+...+Pn=1I

bo‘ladi.

jadval E tasodifiy migdorni to‘la xarakterlaydi. Uni £ diskret
tasodifiy migdor ehtimollarining tagsimot gonuni deyiladi.

Misol. Pul-buyum lotoreyasida 1 ta 1 000 000 so 'm, 10 ta 100
000 so'mdan, 100 ta 1000 so'mdan yutug o ynaladi. Lotoreya
biletining umumiy soni 10000 ta. Bitta lotoreya biletiga ega
bo ‘Igan kishining tasodifan yutishining tagsimot gonuni topilsin.

Ravshanki, tasodifiy migdor £ ning qabul qilishi mumkin
bo‘lgan giymatlari

X, =1000, x2=100000, x3=1000000, x4=0
bo‘ladi. Ularning ehtimollarini topamiz:

=p{A =xI}=— — =0,01,
PP =X = 10000
3=P{E =xJ] = Too= = 0,001,
pZ=P{f 10000
P =p{%=x}=—~ =0,0001,
> 10000

p4=P{f =x4} = |-(0,01+ 0,001 + 0,0001) = 0,9889.

£ 1000 100000 1000000 0

P 0,01 0,001 0,0001 0,9889

bo‘ladi.

Faraz gilaylik, £ ixtiyoriy tasodifiy miqdor, esa biror haqiqiy
son bo‘Isin.

Ushbu

{<?7<*}

hodisani qaraylik. Bu tajriba natijasida sodir bo'lgan
migdoming (tasodifiy migdoming) x sondan Kkichik bo‘lishi
hodisasini bildiradi.
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Ravshanki, hodisaning ehtimoli
P{g<x}

olingan x songa bogliq, ya’ni x funksiyasi bo‘ladi.

Odatda, ehtimol bilan aniglangan funksiya £ tasodifiy
migdoming tagsimot funksiyasi deyiladi va F(x) orqali
belgilanadi:

F(x) =P{4<x}.

Uzluksiz tasodifiy migdorlar ulaming tagsimot funksiyalari
orgali o‘rganiladi.

Misol. Ushbu

-1 0 2
P{4<x] 0,2 0,3 0.5

gonuniyat bilan tagsimlangan £ tasodifiy migdorning tagsimot
funksiyasi topilsin.

Ravshanki, £ tasodifiy migdoming gabul giladigan giymatlari

-1,0,2
bo‘ladi.
Aytaylik, x <-1 bolsin. Bu holda mumkin bo‘lmagan hodisa
boiadi, chunki tasodifiy migdoming tengsizlikni

ganoatlantiruvchi bitta ham giymati yo‘q. Demak,
F(x)=P{£<x} =0.
Aytaylik, -1 <x <0 bo‘lsin. Bu holda <x}={ =-1} bo‘lib,
F(x) =P{%<x}=P{£=-1}=0,2
boiadi.
Aytaylik, 0 <x <2 bolsm. Bu holda
{£E<*}=f-~1Ju{£~0}
boiib,
F(x)=P{f£<x} =P{<f=-1} +P{£=0}=0,2+0,3=0,5
boiadi.
Aytaylik, x > 2 bolsin. Bu holda muqarrar hodisa boiib,
F(x) =P{Z<x) =1
boiadi.
Shunday qilib £ tasodifiy migdoming tagsimot funksiyasi
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Fb)

0, agar X< -1,
0,2, agar -1 <x <0,

F(x) =
0,5, agar 0<x <2,

1, agar x>2

bo‘ladi. Uning grafigi
chizmada tasvirlangan.

Endi tagsimot funksiyasining xossalarini keltiramiz.

Aytaylik, tasodifiy migdor, F(x) uning tagsimot funksiynsi
bo‘lsin.

1-xossa. Tagsimotfunksiya F(x) uchun

0<F(x)<]
bo 1adi.
2-xossa. Tagsimot funksiya F(x) o'suvchifunksiya bo'ladi.

Natija. Ushbu
P{X:<£<X2}=F(X2)-F (X])
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
3-xossa. Tagsimotfunksiya F (x) uchun
X'LTOF(VQ:" Iimngzzo

X— co

bo 1adi.

Diskret tasodifiy migdoming matematik kutilishi va uning
xossalari

Diskret tasodifiy migdorlaming xususiyatlarini ularning sonli
xarakteristikalari yordamida ham o ‘rganish mumkin.

Tasodifiy migdorlaming sonli xarakteristikalaridan biri ularning
matematik kutilishidir.

Faraz qilaylik, £ diskret tasodifiy migdoming qabul qilishi
mumkin bo‘lgan

giymatlarni mos ravishda ushbu
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ehtimollar bilan gabul qgilsin: P{£ =x}=pt, =12
Ta’rif. Ushbu

Xl-pl+x2-p2+... +xmpn=

k-A

yig‘indi ¢ diskret tasodifiy migdoming matematik kutilishi

deyiladi va Me kabi belgilanadi:

n
M% =X, B, +X2ep 2+...+xnmpn=" x kpKk.

(1)

1
Faraz gilaylik, n ta tajriba o‘tkazilgan bo‘lib, £ tasodifiy
migdor
X5X2, ... X
giymatlarni mos ravishda
w, m2,..,mk

martadan gabul gilsin. Bunda mi+m2+... + mk bo'ladi.

Ravshanki, t, tasodifiy migdor gabul gilgan giymatlaming o‘rta

arifmetik giymati
- X, em, + x2em2+... + xk amk

bo‘lib undan

m! ml
X WX, B— + X2e— +... + XKe
n

boMishi kelib chigadi.
Ma’lumki,

w=—  (/=12,...,K)
n

{£ = xij hodisaning nisbiy chastotasi bo‘lib, u pi ehtimol
ip. - =xj) dan kam farqg giladi.
Demak,
X « X, W]+ x2w2+... + xkwk = x,pf+x2p 2+... + xkpk
ya’ni
Xx=ME
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bo‘ladi. Bu munosabat g tasodifiy migdoming matematik

kutilishi shu tasodifiy miqdor kuzatilayotgan giymatlaming o‘rta
arifmetik giymatiga taxminan teng ekanini ko‘rsatadi. (shuning
uchun ham Mg ni g tasodifiy migdoming o‘rtacha qiymati

deyiladi).

Endi diskret tasodifiy migdor matematik kutilishining sodda
xossalarini keltiramiz.

4-xossa. 0 zgarmas sonning matematik Kkutilishi shu songa
teng:

M(C) =C, C = const.

C =const ni fagat bitta C qiymatni gabul giladigan tasodifiy

migdor deb garash mumkin.

5-xo0ssa. g tasodifiy migdor uchun
M[C-g) =C-Mg (C =const)
bo 1adi.

g va 77 ikkita diskret tasodifiy miqdorlar boiib, ularning gabul
gilishi mumkin bo‘lgan giymatlari mos ravishda

Y1,Y2’- *YI
bo‘Isin. Ushbu
zy =xt+yj {i,j=1,2,-,n)

giymatlami gabul qilishi mumkin bo‘lgan v tasodifiy migdor g

va 77 tasodifiy miqdorlar yig‘indisi deyiladi:
r=g+n-

Shu kabi g va 77 tasodifiy miqdorlar ayirmasi g-rj,

ko ‘paytmasi ~-//tushunchalari Kiritiladi.

6-xo0ssa. g va 7 tasodifiy migdorlar uchun
M (g +Tj)=Mg+Mr]

bo 1adi.

Eslatma. 2- va 3-xossalardan
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M {E —#) = ME, —Mij

bo 'lishi kelib chigadi.

Agar E va //tasodifiy miqgdorlarning hech birining tagsimot
gonuni boshgasining gabul qgilishi mumkin boigan giymatlarini
ganday gabul gilishiga boglig bolmasa, £ va rj o‘zaro bog'liq
bo‘Imagan tasodifiy migdorlar deyiladi.

7-xo0ssa. O'zaro bog'lig bo ‘Imagan £ va rj tasodifiy migdorlar
uchun

M(%-€9)=M % M

bo 1adi.

Misol. Aytaylik, E diskret tasodifiy miqdor bo‘lib, ME, uning
matematik kutilishi bo ‘Isin.

Ushbu

%-M%
tasodifiy migdoming matematik kutilishi topilsin.
Yugorida keltirilgan xossalardan foydalanib topamiz:
M(E-ME) =M(i;)-M(M(Z))=MZ-M4 =0.

Diskret tasodifiy miqdoming dispersiyasi va uning xossalari

Tasodifiy migdoming dispersiyasi uning qabul gilishi mumkin
boigan qiymatlarining o‘rtacha giymat atrofida targoglanish
darajasini xarakterlovchi son boiadi.

Aytaylik, E tasodifiy migdor boiib, ME, uning matematik
kutilishi bolsin.

Ta’rif. Ushbu

M~A-MZ)1

miqdor E tasodifiy miqdoming dispersiyasi deyiladi va DE,
kabi belgilanadi:

DE, =M (£-M <ff)2.

Agar (E,- MEf) tasodifiy migdoming tagsimot gonuni
quyidagicha



(9-Mg)2 &~ £ {x2Mgf .. (\-Mg)2

p P\ Pi Pn
bo‘lsa, n holda
Dg=(* - Wg)2e +(x2- Mg)2m2+..m(xn- Mg)2<pn
bo‘ladi.
Endi dispersiyasining xossalarini keltiramiz.
8-xossa. Tasodifiy migdoming dispersiyasi quyidagicha
D(g) =Mg2-(Mg)2 2
ifodalanadi.

9-xossa. O zgarmas sonning dispersiyasi nolga teng.

10-xossa. g tasodifiy migdor va C o zgarmas uchun
D(Cg) =C2Dg
bo 'ladi.

11-xossa. Agar g va rj bog ‘lig bo ‘Imagan tasodifiy miqdorlar
bo 'Isa, n holda
a)  D(g+n)=Dg+Drj,
b) D(g-rj)=Dg+Dn
bo‘ladi.
Misol. Agar g tasodifiy migdoming dispersiyasi 2 ga teng
bo ‘Isa, 2g +1 tasodifiy migdoming dispersiyasi topilsin.
Shartga ko ‘ra
Dg=2
Endi 2g + 1tasodifiy migdoming dispersiyasini xossalardan
foydalanib topamiz:
D(2g+1)=D(2g) +£»(!)=4Dg+0=4m =8.
Endi tasodifiy migdor dispersiyaga bog‘lig bo‘lgan bitta
tushunchali keltiramiz.
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Aytaylik, £ tasodifiy migdor, DE, esa uning dispersiyasi
bo“Isin.
Ta’rif. Ushbu

migdor % tasodifiy migdoming o rtacha kvadratik chetlanishi
deyiladi va a bilan belgilanadi:

Ta’rif. Agar £ tasodifiy migdoming matematik kutilishi 0,
dispersiyasi 1 bo ‘sa;
M% =0, DE =1,
£ normallangan tasodifiy miqdor deyiladi.
rj ixtiyoriy tasodifiy migdor bo‘lib, uning matematik kutilishi
a (a=Mrj), o'rtacha kavdratik chetlanish esa a bolsin.
U holda ushbu
§-7A
<7
tasodifiy miqdor normallangan tasodifiy migdor bo‘ladi.
Tasodifiy migdoming matematik kutilishi hamda
dispersiyasining xossalaridan foydalanib topamiz:

M(Z) =M \2~ "~ =—(Mri-a) =—(a-a) =b,
(2) =M \2 7~ = (Mri-a) = —(a-a)

=d(-—- \=~-(Dri+Da)=-"r(j1=1.
£/<7J a( ) a 0

Demak, £ -normallangan tasodifiy miqgdor.
Diskret tasodifiy migdoming asosiy tagsimot qonunlari
lu Binomial tagsimot gqonuni. Ravshanki, n tatajribada A
hodisaning sodir boiishi soni tasodifiy migdor boiadi. Uni £
bilan belgiiayhk. Bu tasodifiy migdoming gabul gilish mumkin
boigan giymatlari
0, 1,2, 3,...,n
boiib, ularni quyidagi ehtimollar bilan gabul giladi:
Pn(0) =g\ Pn(l) = C\Pgn~\ Pn(2) =Cfp'qn7,...,p,, («) =pn
Natijada ushbu jadval hosii boiadi:
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4 0 1 9 K n

P gn  C\pg™ ClpxynX - Ckpkynk p

Tasodifiy miqdor £ ning tagsimotini ifodalovchi bu gonun
binomial tagsimot qonuni deyiladi.

Endi binomial gonun bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy migdor £
ning matematik kutilishi, dispersiyasi hamda o'rtacha kvadratik
chetlanishini topamiz.

Agar tasodifiy miqdor deb A hodisa /-tajribada sodir
boMganda 1 ni, sodir bo‘lmaganda 0 ni mos p va g ehtimollar
bilan gabul giladigan tasodifiy migdor deyilsa, unda

M4(=0 g+\ p=p
bo‘lishini topamiz. Ayni paytda
E=$+&+...+£
bo‘lgani uchun
ME =np
bo‘ladi.
Shuningdek
M<2=02+q+ 12p =p
bo‘lishini e’tiborga olsak,
DA=M~"-(M7™)2=p-p2=p(\-p)=pq
va undan
Df =A* +D42+...+D£En=npq
bo“lishi kelib chigadi.
£ tasodifiy migdoming o‘rtacha kvadratik chetlanishi
a =yjnpq

bo‘ladi.

2°. Puasson tagsimot gonuni. Bcmulli sxemasida ta erkli
tajribada A hodisaning k marta sodir bo‘lishi ehtimoli ushbu

rw=c:p:r
Bernulli formulasi yordamida topiladi. Bu formulani keltirib
chigarishda A hodisaning har bir tajribada sodir bo'lish ehtimoli
0‘zgannas vau p gateng bo‘lsin deb olindi.
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Ko‘pgina masalalarda hodisaning sodir bo'lish ehtimoli
tajribalar soni n ga bog‘lig bo‘lib, n ning ortib borishi bilan p
ning kamayib borishiga bog‘langan bo‘ladi.

Aytaylik, Bernulli sxemasida A hodisaning ehtimoli
F{A)=Pn {Pn>°) bo‘lib,

1) n—co da 0,
2) np,=A (A>0) A=const
bo‘lsa.

2*

i ~ A
limp,, (k) .ZLI e

bo‘ladi. Shuni isbotlaymiz.
Ravshanki,
Pn=~
n
Unda Bernulli formulasiga ko ‘ra
\ti-k

=cM (1-n T =c¢* - Il1-—
( \n nj

bo'lishini topamiz.
Tenglikning 0°‘ng tomonidagi
\*
nj
ko‘paytuvehini garaymiz. Uni quyidagicha yozib olamiz:

* n\ Ak a(n-1)(8-2)...[9-(*-1 Ak
tFf (n-1)(8-2)...[3-(*-1)]
k\(n-k)\ n k\ nk
K\ n n n k'.'1'{1 nj[l nj\I n )m
Keyingi tenglikdan da
A
;|-
k\

boMishi kelib chigadi.
Ayni vaqgtda tenglikning o‘ng tomonidagi
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n
uchun
\"
=1+ 1+ -n1I--
n
\ /
bo‘lib, n—00 da
. a T
1 nj I n)

boMadi.

. t*
Natijada, « -> oo dapn(&)—~ e~X
ya’ni

lim/?(£) =—e"n
«“* V7’ k\

boMishi kelib chigadi.
Ravshanki, n ning yetarlicha katta qiymatlari uchun ushbu

p. W - N

taqribiy formula hosil boMadi. Ko ‘pincha bu tagribiy formula
0‘miga

tenglik ishlatiladi va Puasson formulasi deyiladi.
Tajriba natijasida hodisaning sodir boMishi sonini tasodifiy
miqdor deyilsa, uning gabul gilishi mumkin boMgan giymatlari
0, 1,2,3,...n,...
boMib, ulami gabul gilish ehtimollari
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p{z=0)=e~\ p(Z=DN=Ace\

U=2)="e~\...,p(4 =n)=1lje-\...
p ) i p( ) rJ“

bo‘ladi.
Natijada ushbu jadval yuzaga keladi:
4 ro 1 2 K
' —e“A e -
p 0! 1 2! k\
(01=1).

Tasodifiy migdor £ ning tagsimotini ifodalovchi bu gonun
Puasson tagsimoti gonuni deyiladi.

Bu yerda
n n 1k n 1A
k-0 k=0 K « K-On «
boiadi (chunki =eA)

Endi Puasson gonuni bo'yicha tagsimlangan tasodifiy miqdor t,
ning matematik kutilish hamda dispersiyasini topamiz.

Yuqorida Kkeltirilgan jadval hamda tasodifiy migdoming
matematik kutilishi ta’rifiga ko ‘ra:

20 1 in 00 ~n

ME =0-— e-a+1--e-n+2 — e-Xx+...+n-~e-n+..=T K — -4
il 2! n! £f K\
boiadi.
Agar
00 %K oc 3 A1
NK-— e K=eK-?2"k- 4
bl tr  (N-D!

boiishi hamda
=1 o5
> :
§= (*—O!

ekanligini e’tiborga olsak, unda
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W= evA =r oA o= 9

bo‘lishi kelib chigadi.

Endi £ tasodifiy migdoming matematik dispersiyasini topamiz.
Avvalo £2 tasodifiy migdoming matematik kutilishini
hisoblaymiz:

co 1K 00 nK 00 jk—

M?=YK2— ea=YK--—- —<TA= e~xnﬂ>’K 7’\’\(K 1+1)-
a0 K\ h (*-) (A-Drv

[o4] R- 1 00 y o1
A n =de~AjtV+erA-eV (A+l)=

=4q2+0.

Dispersiya ta’rifiga ko‘ra
DZ=M?-(MZ)2=42+N1-N12=1

bo“ladi.

Shunday qilib Puasson gonuni bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy
migdoming matematik kutilishi ME, = J1 dispersiyasi esa DE = /1
ga teng.

Mashqglar

1. Tangani bir marta tashlash tajribasida J1-gerbli tomoni
tushishi, B esa ragamli tomonini tushisbi hodisasi bo‘lsa,
A, A, B, B hodisalar ganday munosabatda boMadi?

2. Yashikda bir xil ko‘rinishda boMgan 12 ta oq, 8 ta qora
sharlar bor. Tavakkaiiga olingan bitta shaming oq shar boMishi
ehtimoli topilsin.

3. Ekilgan 50 to‘p kuchatning 45 to‘pi ko‘kargani maMum
boMsa, ekilgan ko‘chatning ko‘karish hodisasining nisbiy
chastotasi topilsin.

4. Qutida 6 ta yangi va 2 ta ishlatilgan radiobatarevka bor.
Qutidan tavakkaiiga olingan 2 ta batareykaning yangi boMishi
ehtimoli topilsin.
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5. Oilada 5ta farzand bor. Qiz yoki o‘g‘il tug‘ilish ehtimollaririi
teng deb, shu oilada gizlar soni o‘g‘illar sonidan ko‘p bo‘lishi
ehtimolini toping.

6. Sugurta kompaniyasi o‘rtacha 10% shartnomalar bo'yicha
sugurta pulini to‘laydi. 12 ta shatlnoma tuzilgan. Kompaniya shu
shartnomalardan:

a) 5tasiga,

b) ko‘pi bilan 3 tasiga sugurta pulini toiashi ehtimolini toping.

7. Darslik 100 000 nushada nashr gilingan.Uning varaqlari
noto‘g‘ri taxlanganligi ehtimoli 0,0001. Quyidagi hodisalaming
ehtimolini toping:

a) IO0tanusha kitob noto‘g‘ri mugovalangan;

b) kamida 99 995ta kitob to‘g ‘ri muqgovalangan.

8. Bitta lotoreyaga yutug chigish ehtimolip = 0,01 ga teng.
Hech bo‘lmaganda bittasida yutuq chigishi uchun gancha lotoreya
bileti sotib olinishi kerak, agar p > 0,95 bo‘lsa.

9. Qurilma bir biriga bog‘lig bo‘Imagan uchta element bilan
ishlaydi. Har bir o'tkaziladigan tajribada, har bir elementning
ishlamaslik ehtimoli 0,1 ga teng. Har bir o‘tkaziladigan tajribada,
har bir elementning ishlamaslik tagsimot gonuni topilsin.

10. Idishda 6 ta bir xil rangdagi shar bor. Ulardan 4 tasi ogq va 2
tasi gora rangda. Tavakkaliga olingan 3 ta sharlar ichida oq
rangdagilari soni tagsimot qonuni tuzing va tagsimot funksiyasi
topilsin.

11. Binomial qgonun bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy
migdoming matematik kutilishi va dispersiyasi topilsin, bunda
n=100.p - 0,2.



1- ILOVA
o(x) = e 2 ningjadvali
«Jbt

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973
01 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918
0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825
0,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697
0,4 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538
05 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352
0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144
0,7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920
0,8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685
0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444
1,0 0,2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203
11 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965
12 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736
13 1714 1691 1696 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518
14 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
15 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127
16 1109 1092 1074 HO57 1040 1023 1006 0989 0973 0957
17 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804
1,8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669
19 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551
2,0 0,0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449
21 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363
2,2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290
2,3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229
24 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
25 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139
26 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107
2,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081
2,8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061
2,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046
3,0 0,0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034 |
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31 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025
3,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018
33 0017 0017 001610016 ,0015 0015 0014 0014 0013 0013
3,4 0012 0012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 0009 0009
3.5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006
3,6 0006 0006 0006 ,0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004
3,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003
3,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002
3,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001

2- ILOVA
1 X X
@ (xX)=-7= \e 2dx ning jadvali
V q
X D(x) X D(x) X D(x) X D(x)

0,00 0,0000 045 10,1736 0,90 0,3159 1,35 0,4115
001 0,0040 o046 01772 091 0,3186 1,36 0,4131
0,02 0,0080 0,47 0,188 0,92 0,3212 1,37 0,4147
0,03 J),0120j 0,48 0,1844 0,93 0,3238 1,38 0,4162
0.04 0,0160 0,49 0,1879 0,94 0,3264 1,39 10,4177
0,056 0,0199 050 0,1915 0,95 0,3289 1,40 0,4192
0,06 10,0239 051 01950 096 0,3315 141 04207
0,07 0,0279 052 0,985 0,97 0,3240 1,42 0,4222
0,08 0,0319 1 0553 0,2019 0,98 0,3365 1,43  0,4236
0,09 0,0359 054 0,2054 099 0,3389 1,44 0,4251
0,10 10,0398 0,55 0,2088 1,00 0,3413 1,45 0,4265
0,11 0,0438 0,56 0,2123 101 0,3438 1,46 0,4279
0,12 0,0478 057 0,2157 1,02 0,3461 1,47  0,4292
0,13 0,0517 0,58 0,2190 1,03  0,3485 1,48  0,4306
0,14 0,0557 0,59 0,2224 1,04  0,3508 1,49  0,4319
0,15 0,0596 0,60 0.2257 1,05 0,3531 1,50 0,4332
0,16 0,0636 061 0,2291 1.06  0,3554 151  0,4345
0,17 0,0675 0,62 0,2324 1,07 0,3577 152  0,4357
0,18 0.0714 0,63 0,2357 1,08  0,3599 1,53  0,4370
0,19 0,0753 0,64 0,2389 1,09 0,3621 1,54 0,4382
0,20 10,0793 0,65 0,2422 1,10  0,3643 155 0,4394
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2- ILOVA DAVOMI
X D(X) X d(x) X d(X) X d(x)
021 00832 066 02454 111 03665 156 0,4406
0,22 00871 067 02486 112 0,3686 157 0.4418
023 0,090 068 02517 113 03708 158 0,4429
0,24 00948 069 02549 1404 03729 159 04441
0,25 0,0987 0,70 10,2580 115 03749 160 0,4452
0,26 0,026 071 02611 116 03770 161 0,4463
0,27 0,1064 0,72 0,2642 117 03790 162 0,4474
0,28 0,103 0,73 02673 118 0,3810 163 0,4484
0,29 01141 0,74 02703 1,19 10,3830 1,64 0,4495
0,30 0,1179 0,75 02734 120 03949 165 0,4505
0,31 01217 0,76 0,2764 121 0,3869 166 0,4515
0,32 0,255 0,77 0,2794 122 10,3888 167 10,4525
033 0,293 0,78 02823 123 03907 168 0,4535
0,34 041331 0,79 0,2852 124 03925 169 0,4545
035 01368 0,80 02881 125 10,3944 1,70 0,4554
0,36 0,406 081 02910 126 03962 171 0,4564
037 0,443 0,82 02939 127 03980 1,72 0,4573
0,38 0,480 0,83 0,2967 128 03997 173 0,4582
0,39 0,517 0,84 02995 129 04015 1,74 0,4591
040 0,554 085 0,3023 1,30 10,4032 1,75 0,4599
041 01591 0,86 03051 131 04049 1,76 T0,4608
042 0,1628 087 03078 132 04066 1,77 0,4616
043 01664 0,88 03106 133 04082 178 0.4625
044 0,700 0,89 03133 134 04099 1,79 0,4633
1,80 0,4641 2,00 0,4772 2,40 0,4918 2,80 0,4974
181 0,4649 2,02 0,4783 2,42 0,4922 2,82 0,4976
1,82 0,4656 2,04 0,4793 2,44 0,4927 2.84 0.4977
183 0,4664 2,06 0,4803 2,46 0,4931 2,86 0,4979
1,84 0,4671 2,08 0,4812 2,48 0,4934 2,88 0,4980
1,85  0,4678 2,10 0,4821 2,50 0,4938 2,90 0,4981
1,86 0,4686 2,12 0,4830 2,52 0,4941 2,92 0,4982
1,87 0,4693 2,14 0,4838 2,54 0,4945 2,94 0,4984
1,88 0,4699 2,16 0,4846 2,56 0,4948 2,96 0,4985



11-BOB. ALGEBRAIK STRUKTURALAR
TO'PLAMLAR QUWATI. TO‘PLAMLAR SISTEMASI

11.1-8. To‘plamlarni sinflarga ajratish. Ekvivalentlik
munosabatlari

Berilgan to‘plamni elementlarining ba’zi bir xususiyatlariga
garab o‘zaro kesishmaydigan gism to‘plamlarga ajratish mumKin.
Misol uchun, uch o'lchamli fazoni markazi koordinata boshida
yotuvchi va radiusi har xil boMgan sferalarga ajratish mumkin. Bu
sferalar o‘zaro kesishmaydi. Mamlakat aholisini bir vyilda
tug‘ilganlik belgisiga ko‘ra kesishmaydigan gism to‘plamlarga
ajratish mumkin. Bunday misollaming har biri to'plamni o ‘zaro
kesishmaydigan sinflarga ajratish deb ataladi.

To'plamlami o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish qoidalari
har xil bo‘lishi mumkin. Ammo bu goidalar ixtiyoriy emas. Biror
M to‘plam va uning o‘zini-o‘ziga Dekart ko‘paytmasi M xM
berilgan bo‘lsin va Ka MxM gism to‘pam bo‘lsm. Agar
(a,b)&K bo‘lsa, a element b element bilan (p munosabatda

deyiladi va a”b shaklda belgilanadi.
P

I-ta 'rtf Agar M to'plant elementlari orasidagi p munosabat
quyidagi shartlarni ganoatlantirsa, unga ekvivalentlik munosabati
deyiladi:

1 Ixtiyoriy aeM element uchun a”a (refleksivlik);
P

2. Agara~b bolsa, nholda b%a (simmetriklik);
P

3. Agara&b va b»c bo ‘Isa, nholdaa”c (tranzitivlik).
P F 9

4-teorema. M to platnda kiritilgan (p munosabat M ni o zaro
kesishmaydigan sinflarga ajratishi uchun uning ekvivalentlik
munosabati bo fishi zarur vayetarli.

To‘plamni sinflarga  ajratish  tushunchasi  akslantirish
tushunchasi bilan uzviy bog‘lig. Aytaylik, A to‘plamni
3to‘plamga akslantiruvchi /  akslantirish berilgan bo‘lsin. A
to‘plamda aniglangan / akslantirishda, B to‘plamda tasvirlari
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ustma-ust tushuvchi elementlami bir sinfga yig'sak, natijadaA ni
sinflarga ajratishga ega bo'lamiz. Teskarisi, A ixtiyoriy to'plam va
uning biror bir sinflarga ajralishini garaylik. B orgali to'plam
ajralgan sinflar to'plamini belgilaymiz. Har bir acA elementga
0'zi tegishli bo'lgan sinfni (B to'plam elementini) mos qgo'yish
bilan A ni B ga akslantiruvehi akslantirishga ega bo'lamiz.

13-misol. Ortogonal proyeksiyalash akslantirishi P:R27>R,
P(x,y)-x ni garaymiz. Bunda OX o'gidagi har bir asR
nuqtaning asliP-1(a) ={(a;y): yeR},0X o'giga pedendikulyar
bo'lgan  vertikal ehizigdan iborat. Shunday ekan, P
proyeksiyalavchi  akslantirishga tekislikni  parallel  to'g'ri
chiziglardan iborat sinflarga ajratish mos keladi.

14-misoL Uch o'Ichamli R’ fazoni uning koordinatalar
boshidan bir xil uzoqlikda joylashgan nuqtalarini bir sinfga yig'ish
bilan sinflarga ajratamiz. Har bir sinf markazi koordinatalar
boshida bo'lgan r >0 radiusli sferadan iborat bo'ladi. Demak, R1
fazoni konsentrik sferalarga ajratishga bu fazoni [0;cc) yarim
o'qga akslantiruvehi S :R3—R3+S(X) = X,2+ X2+ X2 (2.6-
misolga garang) sferik akslantirish mos keladi.

15-misoL Butun gqismlari bir xil haqgiqiy sonlami bir sinfga
to'plash yo'li bilan hagiqiy sonlar to'plamini sinflarga ajratish
mumkin. Bu sinflarga ajratishga g(jt)=M (2-misolga qarang)
akslantirish mos keladi.

11.2.8. To‘plamlar quvvati

Chekli va cheksiz to‘plainlai\ Ba’zi to'plamlaming
elementlari sonini chekli ekanligini anig aytishimiz mumkin.
Masalan, ko'pyoq uchlari soni, ina’lum sondan oshmaydigan tub
sonlar soni, mamlakatdagi aholi somning chekli ekanligini aniq
ayta olamiz. Bu to'plamlaming har biri, aniq bo'Imasada, cheklita
elementga ega. Ikkinchi tomondan elementlari soni chekli
bo'Imagan to'plamlar ham mavjud. Misol uchun, natural sonlar
to'plami, to'g'ri chiziqdagi nuqtalar to'plami, tekislikdagi doiralar
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to‘plami, ratsional koeffitsiyentli barcha ko'phadlar to‘plami va
hokazo to‘plamlar elementlari soni cheksiz bo‘lgan to‘plamlarga
misol boMadi. Biz cheksiz to'plam deganda, bu to‘plamdan bitta,
ikkita, uchta va hokazo marta elementlami olgandan keyin bam
elementlari tugamaydigan to‘plamni tushunamiz. Demak, cheksiz
to‘plam deganda, elernentlarining soni cheksiz boMgan to'plamni
tushunamiz.

Ikki chekli to‘plam elementlari sonining tengligi, yoki birinchi
to'plam elementlari ikkinchi to‘plam elementlaridan ko‘pligini
sanash bilan taggoslash mumkin. Ammo, ikki cheksiz to‘plam
elementlarini biror usul bilan tagqoslash mumkinmi? Boshgacha
aytganda, tekislikdagi doiralar, sonlar olgidagi ratsional sonlar,
[0,1] da aniglangan uzluksiz funksiyalar yoki fazodagi to‘gri
chiziglardan iborat to‘piamlardan gaysi birining elementlari ko'p
degan savol ma’noga egadir.

Ikki chekli to‘plam elementlari sonini tagqoslash usullari bilan
tanishamiz. Birinchi usul, to‘plamlar elementlarini sanash yoMi
bilan tagqoslashdir. Ikkinchi usul, bu to‘plamlar o ‘rtasida biyektiv
moslik o ‘matish yoMi bilan taggoslashdir.

Ta’kidlash lozimki, agar birinchi tagqoslash usuli figat chekli
to‘plamlar uchun yaroqli boMsa, ikkinchi taqqoslash usuli cheksiz
to‘plamlar uchun ham yaroglidir.

Sanoqli to‘plamlar. Cheksiz to‘plamlar ichida eng soddasi
sanoqli to‘plamlardir.

1-ta’rif. Agar  Mto'plam bilan natural sonlar to'plami
o0 rtasida biyektiv moslik o rnatish mumkin bo ‘Isa, M ga sanoqli
to plam deyiladi.

Boshgacha ta’riflasak: agar M to'plam elementlarini natural
sonlar vositasida av a2,...,an,... cheksiz ketma-ketlik ko'rinishida

ragamlab chigish mumkin bo 1sa, M ga sanoqli to plam deyiladi.
1-misol. Z- butun sonlar to‘piami. Butun sonlar to‘plami va

natural sonlar to‘plami o‘rtasida biyektiv moslik quyidagi usul
bilan o'matiladi:
\2n +1 agar n>0
<
-2n  agar n<o0
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Demak, butun sonlar to'plami sanoqli ekan.

2-misol. Barcha juft natural sonlar to‘plami va natural sonlar
to‘plami o‘rtasida biyektiv moslikni f{2n) =n qoida bo'yicha
o‘rnatish mumkin.

3-misol. Ratsional sonlar to‘plamining sanoqgli ekanligini
ko ‘rsating.

Yechish. Har bir ratsional son yagona usuida

a=-;/?£Z,qeN

4

gisgarmas kasr ko‘rinishida yoziladi. Ushbu ratsional son uchun
[p |+g uning balandligi deyiladi. Ravshanki, berilgan balandlikka

ega bo‘lgan ratsional sonlar cheklita. Masalan, 1 balandlikka fagat

0=T son mos keladi, 2 balandlikka fagat 1=-1 va -1 =—1

1
-1=— sonlar mos keladi, 3 balandlikka esa 2 2 ,—2'
| 12 1
2] - 1 . .
2:-,2-,-- va2— sonlar mos keladi va hokazo. Barcha ratsional
1 1

sonlami ularning balandliklari o ‘sib borishi tartibida nomerlaymiz,
ya’ni dastlab balandligi 1 ga teng son, keyin balandligi 2 ga teng
sonlar, undan keyin balandligi 3 ga teng sonlar yoziladi va hokazo.
Bu tartiblashda har bir ratsional songa aniq biror natural son mos
keladi, ya’ni natural sonlar to‘plami va ratsional sonlar to‘plami
o‘rtasida o‘zaro bir giymatli moslik o'matiladi. Bundan esa
ratsional sonlar to'plamining sanogli ekanligi kelib chigadi.

1-xossa. Sanogli to ‘plamning ixtiyoriy gism to plami chekliyoki
sanoglidir.

2-xossa. Chekli yoki sanoglita sanoqgli to ‘plamlar birlashmasi
yana sanoqli to ‘plamdir.

3-xossa. Har ganday cheksiz to'plam sanoqli gism to‘plamga
ega.

Ekvivalent to‘plamlar. U yoki bu cheksiz to‘plamlami natural
sonlar to‘plami bilan tagqoslash natijasida sanogli to‘plam
tushunchasiga keldik. To*plamlami nafagat natural sonlar to‘plami
bilan taggoslash mumkin, balki ixtiyoriy ikki to‘plamni ular
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o'rtasida o'zaro bir giymatli moslik (biyeksiya) o‘matish bilan
tagqoslash mumkin.

2-ta ’rif. Sanoqli bo ‘Imagan cheksiz to plam sanoqgsiz to plam
deyiladi.

3-ta’rif. Agar A va B to'plamlar o rtasida biyektiv moslik
0 rnatish mumkin bo'lsa, u holda ular ekvivalent to'plamlar
deyiladi va A - B shaklida belgilanadi.

Ta’rifdan ma’lumki, ikkita chekli to‘plam ekvivalent bo‘lishi
uchun ulaming elementlari soni teng bo‘lishi zamr va yetarlidir.

Sanoqli to‘plam tushunchasini quyidagicha ta’riflash ham
mumkin: agar to plam natural sonlar to plamiga ekvivalent
bo'lsa, u sanogli to'plam deyiladi. Ishonch hosii qilish giyin
emaski, agar ikki to‘plam har biri uchunchi to'plamga ekvivalent
boisa, ulaming o‘zlari ham ekvivalentdir, xususan, ixtiyoriy ikkita
sanogli to'plamlar ekvivalentdir.

4-misol. [a;/?] wva [c;d] kesmalardagi nuqtalar to‘plamlari
ekvivalentligini ko ‘rsating, bu yerda a <b,c <d .

Yechish. \a;b\ va [c;J] to'plamlar o‘rtasida biyektiv moslikni

(p\[a-,b\-+[c",d],<p(X) =r—"-(x-a) +¢C
b—a

akslantirish orgali o ‘matish mumkin.

5-misol. Sonlar o‘qi R=(-00:9o) va (0;1) interval ekvivalent
to‘plamlardir. Bu to‘plamlar o ‘rtasida o‘zaro bir givmatli moslik

y = iarctgx +i

T 2

funksiya yordamida o'matiladi.

Cheksiz to‘plamlarga oid misollami o'rganish jarayonida
ko‘rdikki, ba’zida cheksiz to‘plamlar o°‘zining biror xos gqism
to‘plamiga ekvivalent bo'ladi. Masalan, butun sonlar to'plami va
natural sonlar to'plami ekvivalent, sonlar o‘qi esa (0;1) intervalga
ekvivalent.

Bu holat fagat cheksiz to‘plamlarga xosdir. Hagigatan, 3.2
banddagi 3.3-xossada ko‘rilgan cheksiz M to‘plam va uning
A={al,a2,...,aj sanoqgli gismini garaylik. Bu A to'plamni
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A ={a,a3a5..} va A‘={a2,a4,a6,...} qism to‘plamlarga
ajratamiz. Keyin Ava A to‘piamlar o‘rtasida o'zaro bir giymatli
moslik o‘rnatamiz. Bu moslikni undan keyinAu (M \Al1)=M va
Ax\j (M\A2)=M\A2 to‘plamlarga quyidagicha davom ettirish
mumkin, ya’niM\ A1l to‘plamning har bir elementiga o0‘zi mos
go'yiladi. Shunday qilib, M va M \ A2 to'plamlar o‘rtasida o‘zaro
bir giymatli moslik o ‘matildi. Lekin M va M\A2 to‘plamlar teng

emas, ammo ular ekvivalent. Natijada biz quyidagi tasdigga ega
bo‘lamiz.

I-tasdiq. Ixtiyoriy cheksiz to'plam o'zining biror xos gism
to '‘plamiga ekvivalent bo 1adi.

Sanoqgsiz to‘piamlar. Biz asosan chekli va sanogli
to‘plamlarga misollar garadik va cheksiz to'plamlarning ayrim
xossalari bilan tanishdik. Quyidagi savol paydo boMishi tabiiydir:
umuman olganda sanoqli boMmagan cheksiz to‘plamlar
mavjudmi? Bu savolga ijobiy javob quyidagi teoremada
keltirilgan.

1-teorema. [0;1] kesmadagi haqiqiy sonlar to'plami
sanogsizdir.

4-ta’rif. [0;I] kesma va unga ekvivalent bo'lgan toplamlar

kontinuum quwatli to plamlar deyiladi.
Shunday qilib, [0;l] kesma sanogsiz boMgan to ‘plamga misol

boMadi. Endi [0;]] kesmaga ekvivalent boMgan, ya’ni kontinuum

quwatli to‘plamlarga misollar keltiramiz.
6-rnisol.  [0;]] kesma wva (0;I) intervalning ekvivalent

to‘plamlar ekanligini ko'rsating.

Yechish. Buning uchun (0;I) danA={al,a2,...,aj sanoqli
gism to*plamni ajratamiz va undan foydalanib,
A ={0,1,al,a2,...,aj to‘plamni quramiz. Ushbu

(p:[0;1] -> (0;1),~(x) = x,x e [O;I]\ A,

<p(0) = a,,<p(l) = a2,(p(an) = a,+2,n>|
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akslantirish [0;1] va (0;1) to‘plamlar o‘rtasida biycktiv moslik
o'rnatadi.

7-misol. 4 va 6-misoiga asosan [0;1] kesma ixtiyoriy \a,b\
kesmaga va (a;b) intervalga ekvivalent. bo‘ladi, ya’ni [a,b\ va
(a;b) to‘plamlar ham sanogsizdir.

8-misul. 5 va 6-misollardan sonlar o'qidagi barcha nugqtalar
to‘plami [0;1] kesmaga ekvivalent ekanligi kelib chigadi.

9-misoL Tekislikdagi OX o‘giga parallel bo'lgan barcha to‘g‘ri
chiziglar to‘plami [0;1] kesmaga ekvivalent.

Sonlar o‘gida murakkabroq tuzilgan kontinuum quvvatli
to'plamga misol keltiramiz. Quyida qgaralayotgan to‘plam "Kantor
to'plami”, yoki "Kantor mukammal to‘plami” nomi bilan
taniglidir.

. , - 1T 2

10-misol. £ =[0;1] £=[01] boisin. Undan 3 3 = K,
intervalni chigarib tashlaymiz, qolgan yopiq to‘plamni &K bilan
belgilaymiz. Keyin Fx dan ﬂ- *EA va (1—8> intervallarni

19 9J 19 9)
chigarib tashlaymiz, ularning birlashmasini K2 orgali, golgan
yopiq to‘plamni, ya’ni
21 2 7
F,\K2= 0;- 1] u u
9 9 3 3’9 9

to‘plamni  h\ bilan (3.i-chizma) belgilaymiz. Bu to‘rtta
kcsmaning har biri teng 3 gismga bolinib, o'rtadagi uzunligi 3-3
teng bo‘lgan intei"val chigarib tashlanadi. Chigarib tashlangan

N _T1__ - N27.26

\27’27y 2727 127 27JIU"27’27 (3.1)

to‘plamni Kb bilan F2\K® ni esa F,  bilan (3.1-chizma)
belgilaymiz. Bu jarayonni cheksiz davom ettirib, yopiq

to‘plamlaming kamayuvchi Fn ketma-ketligim olamiz. Agar
[¢o)

=L
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deb belgilasak, K yopiq to‘plam boiadi. U [0;1] kesmadan
sanogli sondagi”®,,K2,...Kn,... mtervallami chiqgarib tashlash
natijasida hosii boiadi. Hosii boigan K to‘plam Kantor to'plami
deb ataladi.
Endi A.'to'plamning tuzilishini o'rganaylik. Ravshanki, K ga
chigarib tashlangan intervallaming chegaralari bo'lgan
otil ildl
33999
nuqtalar tegishli. Birog K to'plam fagat shu nuqtalardan iborat
emas. [0;l]] kesmadagi K ga tegishli bo'lgan nuqgtalami
quyidagicha xarakterlash mumkin. Buning uchun [0;I] kesmadagi
har bir x ni uchlik sistemada yozamiz:
a, a,, a, a
X=—+-f+-f+. +—+..
3 32 33 3"
bu yerda a, sonlar 0, 1 va 2 ragamlami qgabul gilishi mumkin.

O'nli kasrlar holidagidek bu yerda ham ba’zi sonlami ikki xil
ko'rinishda yozish mumkin. Masalan,

1 1 0 0 0o 2 2
-+ L He-ho —— 3ot -
3 3 32 3" 3 32 3”7
1/3 2/3
booe -1 t---%t—-%-—--1 F
0 1/9 2/9 1/3 2/3 719 8/9 1
M t-t ——— h-+-+-1 i Fi
0 1
3-chizma

Endi K to'plamga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi

(1 2

yoyilmasi haqida fikr yuritamiz. Ravshanki, | va
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intervaldagi sonlaming uchlik sistemadagi yoyilmasida a, son
Cf12n f7 8~ . -

albatta 1 ga teng boMadi, — vai — intcrvallaiga tegishli
sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasida a2 son albatta 1 ga
teng boMadi. Xuddi shunga 0 ‘xshash
1 2)f7 8VI9 20N f2526"
27 27)N\21 21 21) V27 279
sonlar uchun ularning uchlik sistemadagi yoyiltnalarida a, son

albatta 1 sa teng boMadi va hokazo. Shundav qilib, ixtiyoriy
xe[0;I]VF  son uchim uning uchlik sistemadagi yoyilmasida

intervallarga tegishli

gatnashuvchi a{,a2,...,an,... sonlaming kamida bittasi 1 ga teng.
Yugoridagi mulohazalardan quyidagi xulosa kelib chigadi: K
to‘plamga kamida bir wusul bilan uchlik kasr ko'rinishida
tasvirlanuvchi shunday xe [0;1] sonlar kiradiki, ularga mos

av az, ketma-ketlikda 1 ragami biror marta ham
uchramaydi. Shunday qilib, har bir xe K uchun
aaz,...,an,... (3.3)

ketma-ketlikni mos go‘yish mumkin, bu yerda an ragam 0 yoki
2 ga teng. Bunday ketma-ketliklar to‘plami kontinuum quwatli
to'plamni tashkil giladi. Bunga ishonch hosil gilish uchun har bir
(3.3) ketma-ketlikka
b\,b2,....bn,... (34)

ketma-ketlikni shunday mos qo‘yamizki, agara, =0 boMsa,
bn—0 boMadi, agar an= 2 boMsa, ft,,=1 boMadi. Har bir (3 4)
ketma-ketlikni, [0;1] kesmadagi biror y sonning ikkilik kasr
yozuvi deb garash mumkin. Shunday qilib, K to‘plamni [0;1] ga
biyektiv akslantirishni olamiz. Bu yerdan /Cning kontinuum
quwatli to‘plam ekanligi kelib chiqadi. [6]-adabiyotda Kantor
to'plami haqida ko ‘prog maMumot berilgan. (3.2) ketma-ketlikdagi
sonlar to‘plami sanoqgli boMgani uchun, ular K ni toMa
goplamaydi.
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Biz ko‘rsatdikki, K kontinuum quvvatga ega, ya’ni [0; 1] kesma
bilan K to'plam o'rtasida biyektiv mosiik mavjud.

2-teorema (Kantor-Bernshteyn). Ixtiyoriy

A va B cheksiz to ‘plamlar berilgan bo 1sin. Agar Ato plamni
B to'plamning B] gism toplamiga biyektiv akslantiruvchi f
akslantirish va B toplamni A to'plamning Aj gism to plamiga
biyektiv akslantiruvchi g akslantirish mavjud bo ‘Isa, n holda A va
Bto plamlar ekvivalentdir.

TVplamlar quwati. Agar ikkita chekli to‘plam ekvivalent
bo‘lsa, ularning elementlari soni teng bo‘iadi. Agar ixtiyoriy A va
5to ‘plamlar ekvivalent bo‘lsa, u holda ular bir xil quvvatga ega
deyiladi. Shunday qilib, quvvat tushunchasi ikki ekvivalent
to'plamlar uchun umumiylikni bildiradi. Chekli to‘plamlar uchun
quvvat tushunchasi shu to‘plamdagi elementlar son bilan ustma-
ust tushadi. Natural soniar to‘plami va unga ekvivalent to‘plamlar
quwati uchun KO («alefnol» deb o‘giladi) belgi ishlatiladi. [0;1]
kesmadagi barcha hagigiy sonlar to‘plamiga ekvivalent bo‘lgan
to‘plamlar «kontinuum quvvat» ga ega deb aytiladi. Bu quvvat
uchun ¢ yoki ts belgi ishlatiladi. X0 va ¢ orasida quvvat
mavjudmi dcgan savol juda chuqur muammo hisoblanadi, ammo
analizda uchraydigan barcha cheksiz to‘plamlar yokiXn , yoki c

guvvatga ega. Umuman A to‘plam quwati uchun A belgi
ishlatiladi.

Agar A va fito'plamlar chekli to‘piamlar bo‘lib, n va m mos
ravishda bu to‘plamlar elementlarining soni bo‘lsa, A to'plamni
B to‘plamga barcha akslantitishlar soni mr ga tengdir. Bunga
ko‘ra ixtiyoriy quwatlami darajaga kodarishni quyidagicha
ta’riflash mumkin: A va B to‘plamlar quwati mos ravishda ce va
(3 bo‘lsin. U holda/l to‘plamni B to‘plamga barcha
aksettirishlar to‘plami B* ning quwati P ning a-darajasi deyiladi
va p a kabi belgilanadi.

3-teorema. 2X=c
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4-teorema. Agar A to'plam quvvati a bo'lsa, uholda uning
barcha gism to'plamlaridan tuzilgan to'plam qu\wmati 2, shu A
to '‘plam quvvatidan katta, ya ni T >«

Quvvati 2C boigan to'plam giperkontinuum quvvatga ega
to'plam deb ataladi. Misol uchun [0,I]segmentning barcha gism
to'plamlaridan tuzilgan to'plam quvvati giperkontinuum quvvatga
ega.

11.3-8. To'plamlar sistemasi

1. To'plamlar halgasi. Elementlari to'plainlardan iborat
to'plam to'plamlar sistemasi deb ataladi. Biz asosan oldindan
berilgan X to'plamning gism to'plamlaridan iborat sistemalami
garaymiz.

1-ta'rif. Agar 9? to'plamlar sistemasi simmetrik ayirma va
kesishma amallariga nisbatan yopiq, yahi ixtiyoriy A,Be ¥
to plamlar uchun AABe Ne va AMNBe 9? bo‘lsa, n holda 9?
to plamlar sistemasiga halga deyiladi.

1-xossa. Agar 9? to plamlar sistemasi halga bo ‘1sa, n holda 91
birlashma va kesishma amallariga nisbatan ham yopiq bo 1adi.

2-xossa. Agar 9? to 'plamlar sistemasi halga bo ‘Isa, n holda 91
chekli sondagi birlashma va kesishma amallariga nisbatan ham
yopiq bo 1adi.

Ushbu A\A =0 tenglik ko'rsatadiki, bo'sh to'plam halgaga
tegishlidir. Fagat bo'sh to'plamdan iborat sistema mumkin bo'lgan
halgalar ichida eng kichigi bo'ladi.

Agar  9tto'plamlar sistemasida shunday Ee 9? to'plam
mavjud boiib, ixtiyoriy Ae 9? uchun Af]E=A boisa, E
to'plam 9?7 sistemaning «birlik elementi» yoki «biri» deyiladi.

2-ta’rif. Birlik elementga ega bo'lgan to‘plamlar halgasi
algebra deyiladi.

1-misol. Ixtiyoriy A  to'plam uchun uning barcha qism
to'plamlaridan tuzilgan M(A) sistema, biri E-A  bo'lgan

algebra bo'ladi.
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2-misol. Ixtiyoriy A to'plam uchun uning barcha chekli gism
to'plamlaridan tuzilgan sistema haiga boMadi. Bu halga algebra
boMishi uchun A chekli to'plam boMishi zarur va yetarli.

3-misoL Ixtiyoriy bo's boMmagan A to'plam uchun A va 0
to'plamlardan tuzilgan {A,0} sistema, biri E=A boMgan algebra
boMadi.

4-misol. Haqigiy sonlar o'gidagi barcha chegaralangan
to'plamlar sistemasi halga bo'ladi, ammo algebra bo'Imaydi.

1-teorema. Ixtiyoriy {9?2n} halgalar sistemasi uchun ularning
kesishmasi)H = yana halga bo 1adi.

a

2-teorema. Ixtiyoriy bo shmas 3 toplamlar sistemasi uchun3
ni o‘zida saqlovchi va 3 ni saglovchi barcha 3? halgalarda
saglanuvchiyagona iK(3) minimal halga mavjud.

To'plamlar yarim halgasi. OMchovli to'plamlar nazariyasida
halga tushunchasi bilan birgalikda unga nisbatan umumiyroq
bo'lgan to'plamlar yarim halgasi tushunchasi muhim ahamiyatga
ega.

3-ta’rif Agar 3 to'plamlar sistemasi quyidagi shartlarni
ganoatlantirsa, ungayarim halga deyiladi:

a) bo sh to plam 3 sistemaga tegishli;

b) 3 toplamlar kesishmasi amaliga nisbatan yopiq, ya i
A,Be 3 munosabatdan AT B e 3 munosabat kelib chigadi;

c) /1e3,4 e3 va A c: A ekanligidan 3 sistemaning o zaro
kesishmaydigan A2,...,An cheklita elementlari mavjud bo 1ib,

n

Agar A to'plam o'zaro kesishmaydigan Al,A2,...,Anto'plamlar

birlashmasidan iborat boMsa, bu birlashma A  to'plamning
«chekli» yoyilmasi deyiladi.

Ixtiyoriy 3- to'plamlar halgasi yarim halga bo'ladi, chunki A
va A,(A,c:A) to'plamlar 3 ga tegishli bo'lsa, u holda
A2=A\A, e 3 boMib, A= AJ\JA1 chekli yoyilma o‘rinli bo'ladi.
Demak, har ganday halga yarim halga bo'lar ekan.
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5-misol. Ushbu 3 = {0, {a},{b},{c},{be},{abc}} sistema yarim
halga boiadi, ammo u halga emas.

6-misoL Sonlar o‘gidagi barcha [a\b) yarim intervallar
sistemasi 3 yarim halga bo‘lishini ko'rsating.

Yechish. 3sistemaga bo‘sh [a;a)-0 to‘plam tegishli. 3
to‘plamlar  kesishmasi ~ amaliga nisbatan  yopiq, ya’ni
[cr,b),[c;d)e3 munosabatdan [a;6)fl[c;d) 6 3 munosabat kelib
chigadi. [crb)e 3,[a,;Z>)e 3 va [axb)cz[a;b) ekanligidan
[a,b)\[aX,I\)-[a\aX\J[bxb) tenglik o‘rinli liamda [a\aXY va
[6,;b) lar 3 ga tegishli. Demak, 3 - yarim halga.

7-misol. 4.6-misolda keltirilgan sistemaning halga bo‘Imasligini
ko‘rsating.

Yechish. Buning uchun 3 sistemaning to‘plamlar simmetrik
ayirmasi amaliga nisbatan yopig emasligini ko‘rsatish yetarl3i.
sistemadan olingan A =[0;5) va £ =[I;3) to‘plamlaming
simmetrik ayirmasini garaymiz. Bu holda /4A5=[0;1)U[3;5)
bo‘lib, u 3 sistemaga tegishli emas. Demak, 3 sistema halqa
bo‘Imaydi.

l-lemma. 3 yarim halgadan A to plam va o0 zaro
kesishmaydigan  Al,A2,...,An toplamlar berilgan bolib,
Akcz Ak g{l.../?%} bo'lsin. U holda AxAl,...,An
to plamlarni AnH,...,As to plamlar bilan A to'plamning chekli

yoyilmasiga gadar to ‘Idirish mumkin, ya niA =\\AKk
=
2-lemma. 3 yarim halgadan olingan har ganday cheklita
A],Al,...,An to'plamlar sistemasi uchun 3 da shunday o'zaro
kesishmaydigan cheklitato'plamlar sistemasi topiladiki,

har bir Ak toplam Bx...,Bt toplamlardan bazilari yordamida
4 = | M yig indi Ko rinishida tasvirlanadi.
szvk
Yarim halgadan hosil gilingan halga. Birinchi bandda
ko'rdikki, ixtiyoriy 3sistema uchun uni o‘zida saglovchi yagona
minimal halga mavjud. Ammo, ixtiyoriy 3 sistema uchun SH(3)
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ni  3bo‘yicha hosii gilish ancha murakkabdir. Agar 3 sistema
yarim halga boisa, u holda 9?(3) ni hosii gilish mumkin.
3-teorema. Agar 3 yarim halga bo ‘1sa, n holda®R”3) minimal
n
halga Ak to plamlar (Ake 3 ) bo 'yicha A =\*Ak chekliyoyilmaga

ega bo ‘lgan A to plamlarning Q sistemasi bilan ustma-ust
tushadi.

a - algebralar. Ayrim masalalarni hal etishda, xususan
oichovlar nazariyasida, sanoqglita to‘plamlar kcsishmasi va
yigindisini qarashga to‘g‘ri keladi. Shuning uchun, to'plamlar
halgasi tushunchasidan tashqari, quyidagi tushunchalami ham
garash maqgsadga muvofigdir.

4-ta'rif Agar 3 to'plamlar halgasi uchun, undan olingan
ixtiyoriy Al,A2,...,An to'plamlar ketma-ketligi bilan birgalikda

ularningyigindisiA = {jAn ham 3 ga tegishli bo'lsa, n holda 3
«
sistemaga «a - halga» deyiladi.
5-ta'rtf. Agar 3 to ‘plamlar halgasi uchun, undan olingan
ixtiyoriyAt,A,,...,An to'plamlar ketma-ketligi bilan birgalikda

00

ularning kesishmasiB -f]An ham 3 ga tegishli bo'lsa, n holda
|

3 sistemaga «5 - halga» deyiladi.

6-ta’rif Agar cr halganing birlik elementi mavjud bo ‘Isa, uni «
(T-algebra» deb ataymiz. Birlik elementli 8 halga «5 algebra»
deyiladi.

Shuni ta’kidlash lozimki,

mn=£\N(au) . TH=E£'n(£K)

ikkilik munosobatlaridan cr algebra va S algebra
tushunchalarining ustma-ust tushishi kelib chigadi.

A cheksiz to‘plamning barcha qism to‘plamlari sistemasi
ni(N),cr -algebra boiadi. Agar biror 3 sistema berilgan boisa,

doim uni 0°‘z ichiga oluvchi cr - algebra mavjud. Hagigatan ham,
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agar X =[J A desak, X ning barcha gism to'plamlaridan
AeD
tuzilgan MUT) sistema uchun 3 gism va MJT) sistema or - algebra

bo'ladi. Agar Q -3 ni o'zida saglovchi ixtiyoriy <j - algebra va
X uning biri bo'lsa, u holda ixtiyoriy /1e3 to'plam AaX

munosabatga bo'ysunadi va natijada, X = (J AaX
ARD

Agar 3 ni saglovchi Q -a - algebraning biri X uchun

X=[jA=X munosabat bajarilsa, bu <r- algebra (3 ga
AeD

nisbatan) keltirilmaydigan a- algebra deb ataladi.

4-teorema. Ixtiyoriy bo'sh bo‘lmagan 3 to'plamlar sistemasi
uchun (bu sistemaga nisbatan) keltirilmaydigan shunday a -
algebra mavjudki, bu a - algebra 3 nisaglaydi va 3 nisaqlovchi
barcha a - algebralarda saglanadi.

4-teoremada keltirilgan a - algebra 3 sistema ustiga qurilgan
minimal a - algebra deb ataladi.

7-ta’rif. 3- sonlar o'gidagi barcha [o;ft] kesmalar,(a\b\ va

[a;b) vyarim inter\>allar va(a;h) intervallardan tashkil bo'lgan
yarim halga bo'lsin. U holda 3 ustida qurilgan minimal 0 (3),a

- algebra elementlari Borel to'plamlari yoki «B » to'plamlar deb
ataladi.

11.4-8. Metrik fazolar

Matematik analizdagi eng muhim amallardan biri, bu limitga
o'tish amalidir. Bu amalning asosida sonlar o'gidagi ikki nugta
orasidagi masofa tushunchasi yotadi. Analizda kiritilgan ko'pgina
fundamental tushunchalar sonlar o'gining algebraik
xususiyatlariga  bogiig emas. Haqigiy sonlar haqidagi
tasavvurimizni to'plam ma’nosida umumlashtirib, metrik fazo
tushunchasiga kelamiz.

1-ta’rif. Bo'sh bo'lImagan X to'plamning ixtiyoriy x va y
elementlar juftiga anig bir nomanjiy p(x,y) son mos go yilgan
bo 'lib, bu moslik
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1) P(xy)=00 x=y,

2) p(x,y)~p{y,x) (simmetriklik aksiomasi), Yx,yeX]

3) p(x,2) <p(x,y) +p(y,z) (uchburchak aksiomasi) Vx,y,xeX

shartlarni ganoatlantirsa, p funksiyaga X dagi masofa yoki
metrika deb ataladi. (X,p)juftlik metrikfazo deyiladi.

Odatda metrik fazo, ya’ni (X,p) juftlik bitta A harfi bilan
belgilanadi. Agar X to‘plamda pl,p2..,p,, metrikalar aniglangan
bo‘lsa, u holda (A\p,)( (X,p?),..., (X,pn) metrik fazolar mos
ravishda XI,X2...,Xnharflari bilan belgilanadi.

1-misol. X gandaydir bo‘shmas to'plam boisin va har birjc , y
elementlar juftiga

gonuniyat bo'yicha son mos qo‘yilsin. Ravshanki, p
akslantirish metrika aksiomalarini ganoatlantiradi. Bu metrika
diskret metrika deb ataladi. Hosii bo‘lgan metrik fazo yakkalangan
nuqtalar fazosi deb ataladi.

2-misol. Hagqigiy sonlar to'plami /f=(-00,00), p(X,y)=\x-y\
masofa bo‘yicha metrik fazo tashkil giladi va bu metrik fazo ham
R harfi bilan belgilanadi.

3-misol. Ixtiyoriy n ta xlI,x2,....xn haqgigiy sonlaming
tartiblangan x=(x],x2,...,xn) guruhlaridan tashkil bo'lgan to‘plamda
har bir i va y larjufti (xy) ga

(1.1)

manfiymas sonni mos qo'yuvchi p akslantirish masofani
aniglaydi.

4-misol. Yana n ta haqigiy sonlaming tartiblangan guruhlari
X = (X,,jc2,...,xn) dan tuzilgan to'plamni garaymiz va unda

masofani
n

Px{x>y)=Y)xk-yk\ (1.5)
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formula vositasida aniqlaymiz. Hosil bo‘lgan metrik fazo ;!
bilan belgilanadi. Bu moslik metrikaning 1-3 aksiomalarini
ganoatlantirishini o ‘quvchi mustaqil tekshirib ko'rishi mumkin.
5-misol. Yuqoridagi 1.3 va 1.4 misollarda keltirilgan to'plamda
elementlar orasidagi masofani
pJTX’Y) = TMX% \XK~YK | (L6)
formula bilan aniglaymiz. Metrika aksiomalarining bajarilishi
oson tekshiriladi. Hosil boigan metrik fazo /1" bilan belgilanadi.
6-misol. [ab] kesmada aniglangan va uzluksiz barcha
funksiyaJardan tashkil bo‘lgan to‘plamni c\a,b\ bilan belgilaymiz.
Bu to‘plamda
p(x,y) =max\x(t)-y(t)\ 1.7)
akslantirish metrika aksiomalarini ganoatlar.tiradi, Masofaning
1-3 aksiomalari bevosita tekshiriladi. Bu metrik fazo analizda
muhim ahamiyatga ega bo‘lib, u ham to‘plam kabi c\a,h\ bilan
belgilanadi.
7-misol. Haqgigiy sonlardan tuzilgan va

i(_ixi<«>

shartni ganoatlantimvchi barcha x =(x,,x2,...,jch,...)  ketma-

ketliklardan tashkil bo‘lgan to'plamni (2 bilan belgilaymiz.
8-misoJ. [a;b] kesmada aniglangan va uzluksiz barcha haqigiy
giymatli funksiyalar to‘plamida

p2(x,y) =yjf*(x(t)-y(l))2dt
formula yordamida masofa aniglash mumkin.
9-misol. Yana [a,b] kesmada aniglangan uzluksiz haqiqiy
giymatli funksiyalar to‘plamini garaymiz. Bu to‘plamda ushbu
p{x,y)=\b\x(t)-y(D)\it (1.11)
formula bilan aniglangan akslantirish masofa aniglaydi. Hosil
bo'lgan metrik fazo C, [aA>] bilan belgilanadi. p, akslantirish
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metrikaning 1-3 aksiomalarini qganoatlantirishini tekshirishni,
o‘quvchiga mustaqil mashq sifatida tavsiya gilamiz.

10-misol. Barcha chegaralangan x = (xI,x2,...,xn,...) haqiqgiy
sonlar ketma-ketliklaridan iborat to ‘plamni garaymiz. Bu
to‘plamdagi har bir x va y elementlarjuftiga

p{x,y)= sup |xk-y k\ (1.12)

sonni mos qo‘yuvchi p akslantirish masofa aniglaydi. Hosil
boMgan metrik fazo m harfi bilan belgilanadi. 0 ‘quvchi uchun 1-3
aksiomalaming bajarilishini tekshirish giyin emas.

11-misol, n - ta haqiqiy sonlaming tartiblangan gumhlaridan
iborat R to‘plamda har bir p > 1 son uchun

(1.13)

formula bilan aniglangan pp moslik masofa aniglaydi va hosil
boMgan metrik fazo Rp bilan belgilanadi.
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