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SO‘Z BOSHI
Q oilanm a oliy ta’lim muassasalari texnika va texnoligiya bakalavr 

ta’lim yo'nalishlari Davlat ta ’lim standartlariga mos keladi va fanning o ‘quv 
dasturlariga to 'la javob beradigan tarzda bayon qilingan.

Ushbu o‘quv qoilanm a bakalavr ta ’lim yo‘nalishlarining 1-bosqich 
talabalari uchun mo'ljallangan bo‘lib, fanning chiziqli algebra elementlari, 
vektorli algebra elementlari, analitik geometriya, matematik analizga kirish, 
bir o‘zgaruvchi funksiyasining differensial hisobi va bir o‘zgaruvchi 
funksiyasining integral hisobi bo‘limlari bo‘yicha materiallami o‘z ichiga 
oladi.

Qo'llanmaning har bir boMimi zarur nazariy tushunchalar, ta’riflar, 
teoremalar va formulalar bilan boshlangan, ulaming mohiyati misol va 
masalalaming yechimlarida tushuntirilgan, shu bo‘limga oid amaliy 
mashg‘ulot darslarida va mustaqil uy ishlarida bajarishga moMjallangan ko‘p 
sondagi mustahkamlash uchun masqlar javoblari bilan berilgan.

Har bir bo‘limning oxirida nazorat ishi va talabalaming mustaqil ishlari 
uchun topshiriiqlar variantlari keltirilgan. Har bir mustaqil ish topshirig‘ining 
oxirgi varianti namuna sifatida yechib ko‘rsatilgan.

Qoilanm ani yozishda oily texnika o ‘quv yurtlarining bakalavrlari uchun 
oily matematika fanining amaldagi dasturida tavsiya qilingan adabiyotlardan 
hamda o ‘zbek tilida chop etilgan zamonaviy darslik va o‘quv 
qo‘llanmalardan keng foydalanilgan.

Qo'llanma haqida bildirilgan fikr va mulohazalar mamnuniyat bilan 
qabul qilinadi.

M uallif

0 ‘quv qo'llanmada quyidagi belgilashlardan foydalanilgan:
88 -  muhim ta’riflar;

-  «alohida e ’tibor bering»;
® , О  ~ misol yoki masala yechimining boshlanishi va oxiri;

Shuningdek, muhim teorema va formulalar to ‘g‘ri to‘rtburchak ichiga 
olingan.
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I bob 
CHIZIQLI ALGEBRA ELEMENTLARI

1.1. DETERMINANTLAR

Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar. Determinantning xossalari.

1.1.1. anan -  aua2l ifodaga ikkinchi tartibli determinant deyiladi va u

deb yoziladi, bu yerda a. (i = 1,2, J  = 1,2) -  determinantning г-sa tr  va

y'-ustunda joyla&hgan elementi.
an, a22 elementlar determinantning bosh diagonalini, aa, a,, elementlar

determinantning yordamchi diagonalini tashkil etadi.
<S) Ikkinchi tartibli determinant bosh diagonal elementlari ko'paytmasi 

bilan yordamchi diagonal elementlari ko‘paytmasining ayirmasiga teng:

n -  tartibli determinantlar

(1-1)

+

1 -m isol. Determinantlami hisoblang:

tga sin a
sin a  ctga

®  Determinantlami ta’rif  (sxema) asosida topamiz:

0  ! * = 1 * 2 -  (-5 ) • 4 = 22; 
4 2

tga  sin a
sin a  ctga

- t g a  c t g a - s in a s in a  = 1 - s in 2a  = cos2a.  О
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апаха» +ачааап +ai,a2,an ~ a,3a22ai, ~ a,2a2ia» ~ a,ianan ifodaga иchinchi 
tartibli determinant deyiladi va u

deb yoziladi.

Uchinchi tartibli determinantlami hisoblashda (1.2) ifodaning o ‘ng 
tomonidagi ko‘paytmalarini topishning yodda saqlash uchun oson bo‘lgan 
quyidagi sxemalaridan foydalaniladi.

«Uchburchak qoidasi» ushbu sxema bilan tasvirlanadi:

Bunda avval (1.2) determinant bosh diagonalidagi va asosi shu 
diagonalga parallel bo‘lgan teng yonli uchburchaklar uchlaridagi elementlar 
alohida-alohida chiziqlar bilan tutashtirilib, determinantning musbat ishorali 
ko'paytmalari, keyin determinantning yordamchi diagonalidagi va asosi shu 
diagonalga parallel bo‘lgan teng yonli uchburchaklar uchlaridagi elementlar 
alohida-alohida chiziqlar bilan tutashtirilib, determinantning manfiy ishorali 
ko'paytmalari hosil qilinadi.

«Sarryus qoidalari» quyidagi sxemalar bilan ifodalanadi:

+
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1-qoidada aw a l (1.2) determinant tagiga uning birinchi lkkita satri 
yoziladi, 2-qoidada esa (1.2) determinant o‘ng tomoniga uning birinchi ikkita 
ustuni yoziladi. Keyin bosh diagonaldagi va bu diagonalga parallel to‘g ‘ri 
chiziqlardagi uch element alohida-alohida chiziqlar bilan tutashtirilib, 
determinantning musbat ishorali ko‘paytmalari hosil qilinadi hamda 
yordamchi diagonaldagi va bu diagonalga parallel to ‘g‘ri chiziqlardagi uch 
element alohida-alohida chiziqlar bilan tutashtirilib, determinantning manfiy 
ishorali ko‘paytmalari hosil qilinadi.

2 -misol. Determinantlami hisoblang: 1)A, ni uchburchak qoidasi bilan; 
2)A,ni Sarryusning 1-qoidasi bilan, A3ni Sarryusning 2-qoidasi bilan.

Д, =

®  1) A, determinantni uchburchak qoidasi asosida topamiz:

2 ^ 1  => -8 + 1 + 27 = 20, 3 ^ 2 ^ - l  => 6 - 6  + 6 = 6, A, = 2 0 -6  = 14. 
У  - 2  1 3  - 2

2) A, va A, determinantlami Sarryus qoidalari bilan hisoblaymiz:

5 / 3 
-2

1 => A, = 1 -  36 -  20 -  (6 + 8 +15) = -5 5 -2 9  = -84.

2 - 1 3 1 5 3 3 4 - 1

3 2 - 1 , a 2 = 3 1 - 2 , A3 = 2 0 3

1 3 - 2 2 - 4  1 3 - 1 2

A3 = 0 + 36+ 2 - ( 0 - 9  + 16) = 31. О

Determinant an elementining Ai f minori deb, shu element joylashgan 
satr va ustunni o‘chirishdan hosil bo'lgan determinantga aytiladi.

Atj =(-1 У*'Мп miqdorga determinant av elementining algebraik 
to ‘Idiruvchisi deyiladi.
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1.1.2. Determinant quyidagi xossalarga ega.
r.Transponirlash (barcha satrlami mos ustunlar bilan almashtirish) 

natijasida determinantning qiymati o'zgarmaydi.
2°. Determinantda ikkita satr (ustun) o ‘rinlari almashtirilsa, determinant 

ishorasini qarama-qarshisiga o'zgartiradi.
3". Agar determinant ikkita bir xil satrga (ustunga) ega bo‘Isa, uning 

qiymati nolga teng.
4°. Determinantning biror satri (ustuni) elementlarini Л *0 songa 

ko'paytirilsa, determinant shu songa ko‘payadi yoki biror satr (ustun) 
elelmentlarining umumiy ko‘paytuvchisini determinant belgisidan chiqarish 
mumkin.

5". Agar determinant biror satrining (ustunining) barcha elementlari 
nolga teng bo'lsa, uning qiymati nolga teng.

6". Agar determinant ikki satrining (ustunining) mos elementlari 
proporsional bo'lsa, uning qiymati nolga teng.

1". Agar determinant biror satrining (ustunining) har bir elementi ikki 
qo‘shiluvchi yig‘indisidan iborat bo‘lsa, determinant ikki determinant 
yig‘indisiga teng bo'lib, ulardan birinchisining tegishli satri (ustuni) birinchi 
qo‘shiluvchilardan, ikkinchisining tegishli satri (ustuni) ikkinchi 
qo‘shiluvchilardan tashkil topadi.

8". Agar determinantning biror satri (ustuni) elementlariga boshqa 
satrining (ustunining) mos elementlarini biror songa ko'paytirib qo'shilsa, 
determinantning qiymati o ‘zgarmaydi.

9". Determinantning qiymati uning biror satri (ustuni) elementlari bilan 
shu elementlarga mos algebraik to‘ldiruvchilar ko‘paytmalarining 
yigindisiga teng.

10". Determinant biror satri (ustuni) elementlari bilan boshqa satri 
(ustuni) mos elementlari algebraik to‘ldiruvchilari ko‘paytmalarining 
yig‘indisi nolga teng.

Uchinchi tartibli determinantni uchburchak va Sarryus qoidalari bilan 
bir qatorda yuqorida keltirilgan xossalar orqali soddalashtirib, hisoblash 
mumkin.

3 -m isol. Determinantni hisoblang:
1 2 3

A = 4 5 6
7 8 9
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®  2 -  va 3 —satrlarga (-l)g a  ko4paytirilgan 1-sartni qo‘shamiz. 
Bunda 8" xossaga ko‘ra determinantning qiymati o ‘zgarmaydi. 

ф U holda
1 2  3

A = 3 3 
6 6

Bu determinantning 2 -  va 3-satrlarining mos elementlari proporsional. 
Shu sababli 6° xossaga ko‘ra determinant nolga teng, ya’ni A = 0. О

1.2.3. n ta satr va n ta ustundan tashkil topgan ushbu
a ... a,

A =

'11 "12 ”■ "In 
2̂! 2̂2 •'* 2̂ n

<*nl anl -
determinantga n-tartib li determinant deyiladi.

/I—tartibli determinant avval xossalar bilan soddalashtirilib, keyin 
quyidagi usullardan biri bilan hisoblanishi mumkin:

a) Д = я„Л +allAl2+... + a„Alr, i = l,n, (1.3)

Д = a ,A  + au Au + -  + a,jA,j, j  = l,n. (1.4)
formulalar bilan biror satr yoki ustun elementlari bo ‘yicha yoyib;

b) biror satrdagi (ustundagi) bittadan boshqa barcha elementlami nolga 
aylantirib, so‘ngra shu satr (ustun) bo‘yicha yoyib, ya’ni tartibini pasaytirib\

c) bosh (yordamchi) diagonaldan bir tomonda yotuvchi barcha 
elementlami nolga aylantirib, ya’ni uchburchak ко 'rinishga keltirib.

4 -m isol. Determinantlami hisoblang: 1) A,ni biror satr yoki ustun 
bo‘yicha yoyib; 2) A,ni tartibini pasaytirib; 3) A,ni uchburchak 
ko‘rinishga keltirib.

Д, =

2 -1 3 -  2 2 1 3 -5 5 8 3 4
4 3 0 -1 1 4 1 2 2 0 5 0

; a , = ; a , =2 1 -1 2 ’ 2 3 2 -1 - 2 * 3 1 0 4 0
0 3 -1 0 -1 3 2 3 4 7 2 1
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@  1) Determinantni biror satr yoki ustun bo‘yicha yoyib hisoblash 
uchun odatda nol soni bor satr yoki ustun tanlanadi, chunki bunda nollar 
qatnashgan qo‘shiluvchilar nolga teng b o iad i. Berilgan determinantni 
hisoblash uchun ikkita noli bor 4 -sa tm i tanlaymiz va (1.3) formuladan
i = 4da topamiz:

2 -1 3 - 2
0 -1 2 3 - 2 2 -1 - 24 3

= 3 ( - l ) 4+2
2 1 -1 2

4 0 -1 + ( - i ) * w r 4 3 -1

0 -1 0 2 -1 2 2 1 23

A. =

= 3(-6 + 8 -  2 -  24) + 12 + 2 -  8 + 12 + 2 + 8 = 3* (-24) + 28 = -44.

2) Determinantni xossalar yordamida tartibini pasaytirib hisoblaymiz. 
Bunda 2 -sa tm ing  1-ustunida joylashgan elementidan boshqa barcha 
elementlarini nolga keltiramiz. Buning uchun avval 2 -ustunga (-4)ga 
ko6paytirilgan 1-ustunni qo‘shamiz; 3-ustunga (-l)g a  ko‘paytirilgan
1-ustunni qo‘shamiz; 4-ustunga (-2)ga ko‘paytirilgan 1-ustunni 
qo'shamiz, keyin hosil boMgan determinantni 2 -  satr bo‘yicha yoyamiz:

A2 =

2 1 3 - 5  
1 4  1 2
3 2 - 1 - 2  

- 1 3  2 3

2 - 7  1 - 9
1 0  0 0

3 - 10 - 4  - 8
- 1 7  3 5

-  7 1 - 9
= ( -1 Г -10 - 4 - 8

7 3 5

Hosil boMgan uchinchi tartibli determinantning 2 -sa trida  (-2)ni 
determinant belgisidan tashqariga chiqaramiz va 2-ustunning 1-satri 
elementidan pastda joylashgan elementlarini nolga aylantiramiz. Buning 
uchun 2-sa trga  (-2)ga ko‘paytirilgan 1-satm i qo‘shamiz, 3 -satrga (-3)ga 
kobpaytirilgan 1-satm i qo‘shamiz, 3-ustunda 4 ni determinant belgisidan 
tashqariga chiqaramiz, hosil bo‘lgan determinantni 2 -ustun  elementlari 
bo4yicha yoyamiz va kelib chiqqan ikkinchi tartibli determinantni 
hisoblavmiz:

Д ,=2-
- 7 1 - 9 - 7 1 - 9 - 7 1 - 9

19 225 2 4 = 2* 19 0 22 = 2-4- 19 0 22 = 8 ( - l ) ,+2 7 о
7 3 5 28 0 32 7 0 8

/ о = 16.
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3) Determinantni uchburchak ko‘rinishga keltirib hisoblaymiz. Buning 
uchun quyidagi almashtirishlami bajaramiz:

- 3 -sa tm i o ‘zidan yuqorida joylashgan satrlar bilan ketma-ket o‘rin 
almashtirib, 1 -sa trga  joylashtiramiz;

- 1-ustunning 1-satridan pastda joylashgan elementlarini nolga 
aylantiramiz;

- 2 -sa trda  8ni va 3-satrda (~3)ni determinant belgisidan tashqariga 
chiqaramiz;

- 2-ustunning 2-satridan  pastda joylashgan elementlarini nolga 
aylantiramiz;

- 3-ustunning 4 -satrida joylashgan elementini nolga aylantiramiz;
- hosil bo‘lgan uchburchak ko'rinishgagi determinantdan tashqaridagi 

sonni bosh diagonal elementlariga ko‘paytiramiz.

5 8 3 4 1 0 4 0
2 0 5 0 5 8 3 4
1 0 4 0 2 0 5 0
4 7 2 1 4 7 2 1

1 0 4 0 1 0 4 0

0 8 -17 4 = 8-(“3)- 0 1 17
8

1
20 0 -  3 0 0 0 1 0

0 7 -14 1 0 7 -14 1

1 0 4 0 1 0 4 0
17 1 17 10 1 0 1
8 2 = -24- 8 2

0 0 1 0 0 0 1 0
7 5 50 0 0 0 0
8 ~2 ~2

Л3 = -24 • 1 • 1*1 • |  -  j  = 60. О
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Mustahkamlash uchun mashqlar

Ikkinchi tartibli determinantlami hisoblang:

1.1.1

1.1.3.

1.1.5.

! 3 4
1-5 - 2

У х - У  
x - x

sin a cos'a 
sin2 p  cos1/3

1.1.2. 1

1
 ̂

On

•

1.1.4.
1 a + b 

6+1 a+b •

1.1.6. tga + 1 
sin a

ctga -1  
cos a

Uchinchi tartibli determinantlami uchburchak va Sarryus qoidalari bilan 
hisoblang:

1 4 3 2 3 4
1.1.7. 2 1 3 . 1.1.8. 5 - 2 1

5 3 2 1 2 3

5 -1 1 - 2 0 - 4
1.1.9. 4 0 --3 1.1.10. 3 1 1

2
- 3 1 -1 2 -3

Uchinchi tartibli determinantlami biror satr yoki ustun elementlari 
bo‘yicha yoyib hisoblang:

4 0 - 2
1.1.11. 7 1 - 3

3 0 4

1 b 1
1.1.13. b b 0

b 0 - b

sin a  sin p
1.1.15. sina 0

0 sin/?

0
sin^

1.1.12.

1.1.14.

1.1.16.

3 1 -1 
2 - 1 0  
0 0 . 2

x -1 д: 
1 x -1
X 1 JC

tga ctgfi 0 
tga 0 tgp 
0 ctga tgfi
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Uchinchi tartibli determinantlami xossalaridan foydalanib hisoblang:

1 с ab 1 l 1

1.1.17. 1 b ca . 1.1.18. ax ay az
1 a be a2 + x2 a2 + y 2 a2+z2

a +b b b X X + у x ~ y
1.1.19. b a+ b  b 1.1.20. X X + z x - 2 z *

b b a + b X X X

a a2+ 1 (1 + a)2 1 +  c o s a 1 l +  s in a

1.1.21. b b2+ 1 (l + b)2 1.1.22. 1 -  sin a 1 1 -  c o s a

с с2+  1 (1 + <02 i 1 1

Tenglamalami yeching:

2x -1  x +1 
x + 2 x - \

1 1 1 6 3 x —’ 1
1.1.25. x2 4 9 = 0. 1.1.26. 4 X+ 2 2

x 2 3 2x 1 0

To‘rtinchi tartibli deterrninantlarni hisoblang:

1 -1 2 2 1 1 3 2
3 -1 5 - 2 2 0 0 8

1.1.27. 1.1.28.
- 2 - 3 0 2 3 0 0 2

0 - 2 4 4 4 7 5

5 a 2 -1 3 2 2
4 b 4 -3 9 - 8 5

1.1.29. 1.1.30.
2 с 3 - 2 5 - 8 5
4 d 5 - 4 6 - 5 4

1.1.23.
jt + 3 x + 2

1.1.24.= 0.
6 -  2x x + 2
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1.2. MATRITSALAR

Matritsalar va ular ustida amallar. Teskari matritsa. 
Matritsaning rangi

1.2.1. Sonlarning m ta satr va n ta ustundan tashkil topgan to‘g ‘ri 
to‘rtburchakli

an an ... aXn

jadvaliga m xn о ‘Ichamli matritsa deyiladi, bu yerda
au (i = bm ,j = m )-m atritsaning /-sa tr vay-ustunda joylashgan elementi.

1 xn o icham li matritsa satr matritsa yoki satr-vektor, mxl oicham li 
matritsa ustun matritsa yoki ustun-vektor deb ataladi.

nxn  o‘lchamli maritsaga n -  tartibli kvadrat matritsa deyiladi. Bosh 
diagonalidan bir tomonda yotuvchi barcha elementlari nolga teng bo ‘lgan 
kvadrat matritsaga uchburchak matritsa deyiladi. Bosh diagonali 
elementlaridan boshqa barcha elementlari nolga teng bo‘lgan kvadrat 
matritsaga diagonal matritsa deyiladi. Barcha elementlari birga teng bo igan  
diagonal matritsa birlik matritsa deb ataladi va E bilan belgilanadi.

Barcha elementlari nolga teng bo igan  matritsaga no I matritsa 
deyiladi va Q bilan belgilanadi.

n — tartibli kvadrat matritsaning determinanti detv4 yoki \A\kabi 
belgilanadi. Bunda agar det^^O  bo‘lsa, A maxsusmas (yoki xosmas) 
matritsa, agar detA = 0 bo‘lsa, A maxsus (yoki xos) matritsa deb ataladi.

A matritsada barcha satrlami mos ustunlar bilan almashtirish natijasida 
hosil qilingan A* matritsaga A matritsaning transponirlangan matritsasi 
deyiladi. Bunda A = A* bo‘lsa A simmetrik matritsa bo4ladi.

Bir xil oicham li A = (a. ) va B = (b. ) matritsalaming barcha mos 
elementlari teng, ya’ni a . = btj b o isa  bu matritsalarga teng matritsalar 
deyiladi va A - В deb yoziladi.

Bir xil oicham li A = (a0) va В = (Ь )̂ m atritsalam ingyig ‘indisi deb, 
elementlari cif = a. + b0 kabi aniqlanadigan shu oicham dagi С = A +В 
matritsaga aytiladi.
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А = (д..) matritsaning А * 0 songa ko'paytmasi deb, elementlari ctJ = lan
kabi aniqlanadigan shu oicham dagi C = aA matritsaga aytiladi.

-  A = (-1) • A matritsa A matritsaga qarama-qarshi matritsa deb ataladi. 
Bir xil o ‘lchamli A = (a ^  va В = ( b ) matritsalaming ayirmasi

A - В = A + ( -5 )kabi topiladi.
Matritsalami qo‘shish va ayirish amallari bir xil o ‘lchamli 

matritsalar uchun kiritiladi.
(1 2 O4! _ (2 -1  0

1-m isol. A =
[3 - 2  1,

3A -  2В matritsani toping.

®  Matritsani songa ko‘paytirish va matritsalami qo‘shish ta’riflari 
asosida topamiz:

3A =

3A -2B  =

va Я=1~ з j j  matritsalar berilgan.

f 3 6 ° \ - 2  B =
- 4 2 o'

19 - 6 3j - 6 2,

(3 + (-4) 6 + 2 0 + 0^ 1 00 о

,9 + (-2) — 6 + (—6) 3 + 2, I 7 -12  5)

m x p  o‘lchamli A = (atJ) matritsaning p x n  o ‘lchamli В = (ЬА)
matritsaga ко \paytmasi deb, elementlari сл = anblk + ai2b2k + ... + aipbpk
(qo‘shiluvchlari quyidagi sxemada keltirilgan) kabi aniqlanadigan m*n 
o ‘lchamli C = AB matritsaga aytiladi.

&> Ikki matritsani ko‘paytirish amali 1-m atritsaning ustunlari soni
2 -m atritsaning satrlari soniga teng boMgan holda kiritiladi.
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2 -  misol. AB ko‘paytmani toping:
'4 - 1 '

'1 2 -1 3'
A = 2 1

-3 ,
, 3 =

0 4 2 - K

®  Yuqorida keltirilgan sxema asosida topamiz: 

AB =
[4 - Г

(I 2 -1  3'
2 i 1° 4 2 - 1

-3 , V /

f4-l+(-l)*0 4-2+(-l)*4 4(-l)+ (-l)*2 4-3+(-1)-НЛ 
2 1 + 1 0  2-2+1-4 2(-l)+ l*2  2 -3 + l(-l)  
01+(-3)*0 0-2+(-3)-4 0-H)+(-3)*2 0-3+(-3)*(-l)

4 -6  13 
8 0 5 
12 -6  3

Bir xil tartibli A va В kvadrat matritsalar uchun AB va BA 
ko‘paytmalami topish mumkin. Bunda AB = BA b o isa  A va В kommutativ 
matritsalar deb ataladi.

1.2.2. A kvadrat matritsa uchun AA~l =A~'A = E tenglik bajarilsa, A'1 
matritsa A matritsaga teskari matritsa deyiladi.

Har qanday maxsusmas A matritsa uchun A '1 matritsa mavjud va 
yagona boladi.

&  A matritsaning teskari matritsasi

4 Л, 4 - ]

a ~'=L 4 , 4 . ... A ,
A

A . К

...

л т,

formula bilan aniqlanadi.
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3 -  misol. A matritsaga teskari matritsani toping:
( 2 -1  O'

3A = -1 1
1 2 -1

®  Matritsaning determinantini hisoblaymiz:

A =
2 - 1 0  

- 1 1 3
1 2 -1

= -1 6 * 0 .

Demak, A '1 mavjud. Aning algebraik toMdiruvchilarini hisoblaymiz:

4 .=
1 3 -1 0 -1  0

= ~7; A„ = - = - i;  A, =2 -1 > 21 2 -1 ’ 31 1 3 = ~3;

-1  3 2 0
4 : = - 1 -1

= 2; Ли =
1 -1 = -2; 4 » » -

2 0

-1 3
= -6;

- l  l 2 -1 2 -1
1 2

lli7и

1 2

li l JLft Jb*
. 11

-1  1
= 1

Teskari matritsani (1.5) formuladan topamiz:

i f  = ~
16

-1  - 3 N 
2 -2 -6 

- 3  - 5  1

f 1_ 1 3 >
16 16 16
1 1 3
8 8 8
3 5 1

, 16 16 16 j

1.2.3. m xn  o ‘lchamli A matritsadan k (к<ттп(т;п)) ta satr va к ta 
ustunni ajratib, hosil qilingan A:-tartibli kvadrat matritsaning determinantiga 
A matritsaning к -tartib li minori deyiladi.

A matritsa noldan farqli minorlarining yuqori tartibiga A matritsaning 
rangi deyiladi va r(A) (yoki rangA) bilan belgilanadi. Bunda A *Q  uchun 
1 < г(Л )< тт(т ;л ), A = Q uchun r(A) = 0.

r(A)ni ta’rif  asosida topish usuli minorlar ajratish usuli deb ataladi.

16



Matritsalar ustida bajariladigan quyidagi almashtirishlarga elementar 
almashtirishlar deyiladi:

a) faqat nollardan iborat satmi (ustunni) o‘chirish;
b) ikkita satming (ustunning) o'rinlarini almashtirish;
c) biror satming (ustunning) barcha elementlarini noldan farqli songa 

ko‘paytirish;
d) biror satming (ustunning) barcha elementlarini noldan farqli songa 

ko‘paytirib, boshqa satming (ustunning) mos elementlariga qo‘shish.

Elementar almashtirishlar natijasida matritsaning rangi o'zgarmaydi.

Biri ikkinchisidan elementar almashtirishlar natijasida hosil qilingan A 
va В matritsalarga ekvivalent matritsalar deyiladi va A~B  deb yoziladi.

Diagonal elementlarining ayrimlari (yuqori satrlardagi) birga va 
ayrimlari nolga teng bo‘lgan matritsaga kanonik matritsa deyiladi. Kanonik 
matritsaning rangi uning diagonalida joylashgan birlar soniga teng bo‘ladi.

r(^4)ni A matritsani elementar almashtirishlar orqali kanonik matritsaga 
keltirib topish usuliga elementar almashtirishlar usuli deyiladi.

4 -  misol. Matritsaning rangini minorlar ajratish usuli bilan toping:

A
2 - 1 3 - 2 4
4 - 2  5 1 7  
2 - 1 1  8 2

<S> 1<г(Л)<тт(3;5) = 3.

Ikkinchi tartibli minorlardan biri
-1 3

= -5 + 6 = 1 * 0.
- 2  5

Uchinchi tartibli minorlami hisoblaymiz:
2 -1 3 2 -1 - 2

m ;3) = 4 - 2 5 liVоII 4 - 2 1
2 -1 1 2 -1 8

= 0;

I r , : „

urn
j

17



л/;5,=

м » ’ =

м ;51 =

м ;3,=

2 - 1 4  
4 - 2  7 
2 - 1 2

- 1 3  4 
- 2  5 7 
-1 1 2

= 0;

= 0;

(3)
- 1 3 - 2  
- 2  5 1 
-1 1 8

= 0 ;

1 - 2  4
2 1 7 
1 8 2

= 0;

2 3 - 2  
4 5 1 
2 1 8

= 0;

л с  =

м (3> = 10

3 - 2  4 
5 1 7 
1 8 2

= 0;

2 3 4 
4 5 7 
2 1 2

= 0;

2 - 2  4 
4 1 7 
2 8 2

=  0.

Barcha uchinchi tartibli minorlar nolga teng. Demak r(A) = 2. О

5 -  misol. Matritsaning rangini elementar almashtirishlar usuli bilan 
toping:

0 5 - 1 0  o'
-1  - 4  5 -3

3 1 7  9
1 - 7  17 3

A =

®  Matritsani kanonik ko‘rinishga keltiramiz.
Buning uchun elementar almashtirishlami bajaramiz:
-  aw al matritsaning 1 -v a  4-satrlarining o ‘rinlarini almashtiramiz, 

keyin 2 -sa tr  elementlariga 1-satm ing mos elementlarini qo‘shamiz va
3 -sa tr  elementlariga (-3)ga ko‘paytirilgan 1-satm ing mos elementlarini 
qo‘shamiz;

-  hosil boMgan matrisaning 2 , 3  va 4 -  satr elementlarini mos r a v ish d a  

(-11), 2 2  va 5 ga bo‘lamiz, keyin (-l)g a  ko‘paytirilgan 2 -sa tr  e le m e n t la r in i  

3 v a  4-sa tm ing  mos elementlariga qo‘shamiz;
-  hosil bo‘lgan matritsaning 2,3 va 4 -  ustun elementlariga mos 

ravishda 7, (-17) va (-3) ga ko‘paytirilgan 1 -  ustun elementlarini q o ‘sh a m iz ,

18



keyin 3 -  ustun elementlariga 2 ga ko‘paytirilgan 2 -ustun  elementlarini
qo4shamiz. _  .

Л =

(-11) 
22 
5

5 -10 o 4
- 4 5 - 3

1 7 9
-7 17 3/

'1 - 7 17
0 -11 22
0 22 -4 4
0 5 -10

ь .
1

-1
3
0

В

17 3 
5 -3  
7 9

5 -10 0

f \  - 7  17 Зл
0 1 - 2  0
0 1 - 2  0
0 1 - 2  0

ril t F R  
0 1 - 2  0 

0 0 0 0 
0 0 0 0

(\ 0> fl 0 0 0
0 1 - 2 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

1° 0 0 0, lo 0 0 0

Demak, r(A)  = 2. О

M ustahkam lash uchun m ashqlar

A, 5  matritsalar va Я, ц  sonlar berilgan. Ы  + ijB matritsani toping: 
/ 1 -11.2.1. A =

0

\ ' 2 3 - Г
, B = - 1 0  2\  /

I Я = -1, /i = 2.

' 0 - 3 > -1  2 '
1.2.2. A = - 2 1 , s  = 3 -1

1V 4 / , 2 - 5,

, Я = 2, // = -3.
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1.2.3. A *

1.2.4. Л =

2 - 1 0
- 1 3 - 2  , В =

2 3 1
V

г 2 -1  2 
5 - 3  3

-1  0 - 2

- 3  1 П 
0 - 1 0  

- 4  - 3  2)
, Л = -3* // = -2.

, Я = £,  Я = 1, /л = — v.

A va В matritsalar berilgan. АВ matritsani toping: 

1.2.5. А =
'  2 0Л ( l  -1 —2̂1 Г2 Г

"4 -2 "
> *  = L 1.2.6. A = 0 -1 , 5 =

-»  3, I 3 2 Oj
3 2

V /
,2 3 J

f \ 1 4^ -1 3 ' ' 1 -1 2^ '4 0
1.2.7. /1 = 3 0 1 , 5  = 0 -1 1.2.8. A = - 2 0 3 , ^  = 2 -1

,2 1 °) 2
V

1
У

1
V

-1 0
У ° -1

А,В va С matritsalar berilgan. (АВ)С matritsani toping:

1.2.9. А = ( 2 -2\ ' 1 4'L 5 =
U 3j “ 2 5,

, С = Я -3 £ .

А,В va С matritsalar berilgan. А(ВС)matritsalami toping:

.2.10. aJ3 _1
U  4.

, f (x )  = -2x2 + 5x + 9 bo‘lsa, f (A )n i  toping.

1.2.10 

1.2.11. A =

1.2.12. A =

r\ 2'
,3 0,

^ 1 2  0̂1 
0 2 - 1  

- 2  1 4
, f (x )  = 3x — 5jc -4- 2 bo‘lsa? f (A )  ni toping.

Л matritsa berilgan. г(Л)ш minorlar ajratish usuli bilan toping:

'  1 -1 2 з ' r 1 - 2 3"
1.2.13. A^ -1 3 0 1 1.2.14. A = -1 4 - 2

3V 4 1 1J 2v, - 2 7✓
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A matritsa berilgan. r(A)ni elementar almashtirishlar usuli bilan toping:
1 -1  3 4 Л
2 - 1 3 - 2

1.2.15. Л =
- 3

3 2 - 1  
1 4 - 6  
1 - 6  11

1.2.16. A =

A matritsa berilgan. A"' matritsani toping: 

' - 3

1.2.19. A =

-3 1.2.18. A =

(\ 2 3)
2 6 4
3 10 8

1 - 4  3 1 
1 -3  0 - 9

1 1 Г  
1 2 - 1

2 2 4\ /

' 1 0  1 2 '  
2 1 0  1 
1 1 2  1
1 1 2  1

1.3. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI

Chiziqli tenglamalar sistemasi. Maxsusvnas tenglamalar sistemasini 
yechish. Chiziqli tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yechish. 

Bir jinsli tenglamalar sistemasi

1.3.1. Ushbu
an*l + ai2X2 Xn =
d 2\X\ +  a 22X2 a 2nX* :=^:» ( 1 6 )

*»\X\ + am2X2 + — + атпХ» = Ьт

ко rinishdagi sistemaga n nom a 'lumli m ta chiqziqli algebraik tenglamalar 
sistemasi deyiladi, bu yerda аи,ап9...,атя -sistem a koeffitsiyentlari, 
х1>х29...,хк -  noma ’lumlar, bnb2,.,.,bm -o zo d  hadlar.

у  ^  sistema koeffitsiyentlaridan tuzilgan A matritsaga 
) sistemaning matritsasi (asosiy matritsasi) deyiladi.
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(1.6) sistemani matritsalar orqali AX  = В ko‘rinishda yozish mumkin 
bu yerda X, B - mos ravishda noma’lumlar va ozod hadlardan tuzilgan ustun 

matritsalar.
Noma’lumlaming (1.6) sistema tenglamalarini ayniyatga aylantiradigan 

qiymatlariga (1.6) sistemaningyechimi deyiladi.
Kamida bitta yechimga ega bo igan  sistemaga birgalikda bo'lgan 

sistema, bitta ham yechimga ega boim agan sistemaga birgalikda bo ‘Imagan 
sistema deyiladi.

Birgalikda bo igan  va yagona yechimga ega sistemaga aniq sistema, 
cheksiz ko‘p yechimga ega sistemaga aniqmas sistema deyiladi. Aniqmas 
sistemaning har bir yechimiga xususiy yechim , barcha xususiy yechimlar 
to‘plamiga umumiy yechim  deyiladi. Sistemaning umumiy yechimini 
topishga sistemani yechish deyiladi.

(1.6) sistema matritsasiga ozod hadlami qo‘shish orqali hosil qilingan С 
matritsaga (1.6) sistemaning kengaytirilgan matritsasi deyiladi.

Kroneker-Kapelli teoremasi. (1.6) tenglamalar sistemasi birgalikda 
bo iish i uchun sistema asosiy va kengaytirilgan matritsalarining 
ranglari teng, ya’ni r(A) = r(C) bo iish i zarur va yetarli.

(1.6) sistemani tekshirish va yechish quyidagi tartibda amalga 
oshiriladi.

Tekshirish: sistema asosiy va kengaytirilgan matritsalarining ranglari 
topiladi. Bunda:

-  agar r(A) ф r(C) bo isa , sistema birgalikda boim aydi;
-  agar r(A) = r(C) = n , ya’ni sistemaning rangi uning nom aium lari 

soniga teng b o isa , sistema birgalikda va aniq bo iad i;
-  agar r(A) = r(C) < n bo isa , sistema birgalikda va aniqmas boiad i.

Yechish: 1. r(A) = r(C) = n boiganda sistemaning umumiy yechimi 
topiladi.

2. r(A) = r(C)=r<n  boiganda:
-  sistema matritsasining biror г -'tartibli bazis minori aniqlanadi;
-  sistemada koeffitsiyentlari bazis minor elementlaridan iborat boigan 

r ta  tenglama qoldiriladi (qolgan tenglamalar tashlab yuboriladi), bu y erd a
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k o e f f i t s iy e n t la r i  bazis minorga kiruvchi r ta noma’lumga asosiy 
noma 'lumlar, qolgan n - r ta noma’lumga erkin noma ’lumlar deyiladi;

-  asosiy noma’lumlar hosil bo‘lgan sistemaning chap tomonida 
q o ld ir ila d i, erkin noma’lumlar sistemaning o ‘ng tomoniga o‘tkaziladi;

-  asosiy noma’lumlaming erkin noma’lumlar orqali ifodasi aniqlanadi, 
ya’ni sistemaning umumiy yechimi topiladi;

-  erkin noma’lumlarga istalgan qiymatlar berib, berilgan sistemaning 
xususiy yechimlari (zarur bo‘lganda) topiladi.

1-misol. Tenglamalar sistemasini tekshiring:

1)

jc, + 2 x 2 -  4x, = 0, 
5x, +  Здг, -  7 x 3 =  8, ; 

5x ~ 4 x ,  +  b x ,  = - 1

2)
+  jc2 -  5jc3 =  - 3 ,  

3jc, +  jc3 +  x} =  5, . 
5jc, +  2 x 2 -  x3 = 6

®  1) Sistemaning kengaytirilgan matritsasi ustida elementar 
almashtirishlar bajaramiz:

Гг r i 2 - 4 o ' Г l 2 - 4 0 ' ' 1 2 - 4 o N

c = 5 3 - 7 8 T  9 0 - 7 13 8 ~ 0 - 7 13 8

, 5 - 4 6 -1 / h i 0\ -14 26 -1 0\ 0 0 -17

r(A) = 2*3 = r(C) .

Demak, sistema birgalikda emas.

2) Sistemaning kengaytirilgan matritsasi ustida elementar almashtirishlar 
bajaramiz:

С =
'  i 1 -5 - 3 N Г 1 1 - 5 -3"

j  j 3 1 1 5 ~:(-2) 0 - 2 16 14

I 5 2 -1 6 / :(-3) , 0 -3 24 21,

r 1 1 -5 - 3 > 1 1 - 5 - 3 '

Г- i
0 1 - 8 - 7 ~ 0 1 -8 - 7

c l ,  0 1 - 8 0 0 0 0

Ф 0  = 2 = 2 = г(С )< 3 .
Demak, sistema birgalikda va aniqmas.
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13.2 . n = m boMsin. Bunda (1.6) sistemaning A matritsasi kvadrat 
matritsa bo iad i. A matritsaning Adeterminantiga (1.6) sistemaning 
determ inant deyiladi.

Agar Д *0  boMsa, (1.6) maxsusmas (yoki xosmas) sistema, agar д = о 
bo‘lsa, (1.6) maxsus (yoki xos) sistema deb ataladi.

n noma’lumli n ta chiziqli maxsusmas tenglamalar sistemasi yagona 
yechimga ega boiad i. Bu yechim matritsalar usuli bilan yoki Kramer 
formulalari bilan topiladi.

<Ш) 1). Ciziqli tenglamalar sistemasi yechishning matritsalar usuhda
(1.6) sistemaning yechimi

X  = A-'B. (1.7)

formula bilan topiladi.

2 -m isol. Tenglamalar sistemasini matritsalar usuli bilan yeching:
3x, -  x2 + x} =4,
2jc, + x2 -  2x3 = 2, 
xt -  Здг, + дг, =6.

-1 1
= 3 + 2 - 6 - l - 1 8  + 2 = -18.

1 -3  1 

Demak, sistema maxsusmas.

Sistema determinantining algebraik to ‘ldiruvchilarini topamiz:

'3 -1 Г 3 - 1 1
A = 2 1 - 2 , A = 2 1 - 2

[ l  - 3 1 / 1 - 3 1

A ,=
1 - 2  

- 3  I
= -5; Л „= -

1 1 
3 1

- 2; A„ =
-1  1 

1 - 2
= 1;

2 - 2 3 1 3 1

> ii i

1 1
* -4  =

1 1

ll IV > II 1

2 - 2
= 8;
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U holda

А-' =
г  - Ь  - 2  1л

2 8

8 5

Tenglamaning yechimini (1.7) formula bilan topamiz:

18

- 5  - 2  1
- 4
- 7

2 8 
8 5

4
2

A

f  - 2 0 - 4  + 6 N 
-16 + 4 + 48

\j28 + 16 + 30

' - 1 8 л  r

36
18

P
-2
-1

Demak, x, = 1, xz= -2 , x3= - l .  О  

&  2) (1.6) sistema yechimini

x, ^ ~  {i = u ) ( 1.8)

formulalar orqali topish mumkin. Bu formulalarga Kramer formulalari 
deyiladi. Bunda Ax determinant A determinantdan xi noma’lumlar oldidagi 
koeffitsiyentlami ozod hadlar bilan almashtirish orqali hosil qilinadi.

3 -misol. Tenglamalar sistemasini Kramer formulalari bilan yeching:
2x, + x2 +3x3 =-1,
x, + 2x, x3= 0,

3x, + 4x2 + 2x3 = 1. 
®  A va Ax, determinantlami hisoblaymiz:

2 1 3
A = 1 2 -1 

3 4 2
= 8 -3  + 12-18 + 8 - 2  = 5;

At. =
-1 1 3 2 -1 3 2 1 -1
0 2 -1 = ~15; Ax2 = 1 0 -1 = 10; Ax3 = 1 2 0
1 4 2 3 1 2 3 4 1

= 5.

25



Tenglamaning yechimini (1.8) formulalar bilan topamiz:

Ax - 1 5  . Ax, 10 Ar3 5
x  = — L« ------= -3; jc2 = — -  = —  = 2; x  = — -  =  -  =  1. О
1 A 5 2 A 5 5 A 5

Agar (1.6) sistema maxsus b o isa :
-  Ax, ,Ar2,...,Ax„ lardan birortasi noldan farqli boiganda sistema 

yechimga ega boMmaydi;
-  Ах, =Ax2 = ... = Ахд =0 bo‘lganda sistema cheksiz ko‘p yechimga ega 

bo‘ladi yoki birgalikda bo‘lmaydi.

1 3 J .  n*m  boMganda (1.6) sistemaning yechimi noma'lumlarni ketma- 
ket yo'qotishga (chiqarishga) asoslangan Gauss usuli bilan topiladi.

Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yechish ikki bosqichda 
amalga oshiriladi.

1-bosqich (1.6) sistemani pog‘onasimon (trapetsiyasimon yoki 
uchburchaksimon) ko‘rinishga keltirishdan iborat. Buning uchun birinchi 
tenglamaning chap va o ‘ng tomonini au * 0 ga (agar au = 0 bo‘lsa, u holda bu 
tenglama sistemaning x, noma’lum oldidagi koeffitsiyenti nolga teng 
bo‘lmagan tenglamasi bilan almashtiriladi) boiinadi va birinchi tenglama

qilib yoziladi. Birinchi tenglamani ga ko‘paytirib, /-tenglam aga
V aJ

qo4shiladi va i -tenglam a qilib yoziladi. Bunda sistemaning ikkinchi 
tenglamasidan boshlab jc, noma’lum yo‘qotiladi.

Agar sistemada x, noma’lum oldidagi koeffitsiyenti birga teng bo‘lgan 
tenglama bor bo‘lsa, bu tenglamani birinchi yozish orqali h iso b la sh la r n i  

osonlashtirish mumkin.
Shu kabi 0 deb, sistemaning uchimchi tenglamasidan boshlab

x, noma’lum yo^qotiladi va bu jarayon mumkin bo‘lguniga qadar davom  

ettiriladi.
Bu bosqichda, agar:
-  0 = 0ko‘rinishdagi tengliklar hosil bo‘lsa, u holda bu tengliklar tashlab 

yuboriladi.
-  0=6/A) (b* *o) ko‘rinishdagi tengliklar hosil bo‘lsa, jarayon 

tobxtatiladi. Chunki berilgan sistema birgalikda bo‘lmaydi.
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2-bosqich  pog‘onasimon sistemani yechishdan iborat. Pog‘onasimon 
sistema yagona yoki cheksiz ko‘p yechimga ega. Agar sistema 
uchburchaksimon ko‘rinishga kelsa, ya’ni tenglamalar soni noma’lumlar 
soniga teng {k = n) bo‘lsa, sistema yagona yechimga ega bo iad i. Agar 
sistema trapetsiyasimon ko‘rinishga kelsa, ya’ni k < n  bo‘lsa, sistema cheksiz 
kofcp yechimga ega bo‘ladi. Bunda sistemaning oxirgi tenglamasidagi 
birinchi noma’lum xt tenglamaning chap tomonida qoldiriladi va qolgan 
erkin noma’lumlar deb ataluvchi х4+1,...,хя noma’lumlar tenglamaning o‘ng 
tomoniga o‘tkaziladi. Keyin xk oldingi (*-i)-tenglam aga qo‘yiladi va xk_x 
erkin noma’lumlar orqali ifodalanadi. Bu jarayon shu tarzda davom ettirilib, 
birinchi tenglamadan x, ning erkin noma lumlar orqali ifodasi topiladi.

4-m isol. Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yeching:

2x, -  4x2 -  x3 = -2,
3x, + x2 -2 x 3 =-11, 
x, -  2x2 + 4x3 = 8.

®  Sistemada quyidagicha almashtirishlami bajaramiz:

-  birinchi va uchinchi tenglamalarning o ‘rinlarini almashtiramiz;

-  (-3) ga ko‘paytirilgan birinchi tenglamani ikkinchi tenglamaga va 
(-2) ga ko‘paytirilgan birinchi tenglamani uchinchi tenglamaga hadma-had 
qo4shamiz;

-  ikkinchi va uchinchi tenglama hadlarini mos ravishda 7 ga va (-9) ga 
bo‘lamiz

-  X3 ning qiymatini birinchi va ikkinchi tenglamalarga qo‘yamiz; 
ikkinchi tenglamadan x2 ni topib, uning qiymatini birinchi tenglamaga 
qo‘yamiz;

-  sistemaning yechimlarini x,, x2, x3 ketma-ketlikda yozamiz.

2x, -  4x2 -  x3 = -2, 
3x,+ x2 -  2x3 = -11, => 

x. -  2x, + 4x, = 8

x, -  2 x2 + 4x3 = 8, 
3x, + x2 -  2x3 =~11, 
2x, -  4 x2 -  x3 = -2
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-  2 х 2 + 4л'? = 8, 

7х2 -14х3 =-35,: 
9дг, = 18

х , -  2 х 2 +  4 х г =  8, 

х2 -2 х 3= -5 ,: 
дг = 2

* , =  2, x3 = 2, x, = -2,

=>• x, -  2 • 2 =  -5 ,  => ■ x2 = - ! , = > • x2 = -1 ,
x, -  2x3 + 4-2=  8

ОII1<N1H II r°

Gauss usulining 1-bosqichini sistemaning o ‘zida emas, balki uning 
kengaytirilgan matritsasida bajarish qulaylikka ega. Masalan, yuqoridagi 
tenglamaning 1-bosqichi quyidagichabajariladi:

f 2 | - 4  - 1 - 2 >
Г-3

- 2  4 8 >
3 1 - 2 -11 - I , 3 1 - 2 -1 1

W - 2  4 8 ; K2  - 4  - 1 “ 2 ,

r\ - 2  4 8" '1 - 2 4 8 '
7 0 7 -14 - 3 5 - 0 7 - 2 - 5
(-9) 1° 0 -9 -18 ,у 1° 0 1 2 /

1.3.4. Ozod hadlari nolga teng boigan sistemaga bir jinsli tenglamalar 
sistemasi deyiladi.

Bir jinsli tenglamalar sistemasi hamma vaqt birgalikda (chunki 
r(A) = r(C))  va nolga teng boigan (trivial) x x = x2 = =0 yechimga ega.

Bir jinsli tenglamalar sistemasi nolga teng boim agan yechimga ega 
boiishi uchun uning asosiy matritsasining rangi r nom aium lar soni 
n dan kichik, ya’ni r < n bo iish i zarur va yetarli.

n noma’lumli n ta chiziqli bir jinsli tenglamalar sistemasi nolga teng 
boim agan yechimga ega bo iish i uchun uning A determinant nolga 
teng, ya’ni A = 0 boiishi zarur va yetarli.
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-m is o l .  B ir  j in s l i  te n g la m a la r  s is t e m a s in i  y e c h in g :

2jc, + 3x2 -  2xi =  0, 
x, -  x2 + 3xi = 0, 

4jc, + x 2 +  4jc3 =  0.

2 V 3 - 2 \  r

i ) - i  з
4  1 4 - 4

1 - 1  3
2 3 - 2  

,4  1 4y

f  1 - 1  З'! 
0  5 - 8  

0  5 - 8

fl -1  3^
0  5 - 8

0 0 0 J r(A) =  2, л =  3, г <w.
»

Demak, sistema cheksiz ko‘p yechimga ega.

Ulami topamiz:

[2x{ + 3x2 -  2jc3 = 0 , J 2x , + 3x2 = 2x3, 
лг, -  x 2 =  ~3jc3.

= -5,

xl -  x2 + Злг3 = 0

A =
2 3 

1 -1

Ax =
2x3 3 2 2jc43 = 7x„ Ax = 3ro1 - 1 3 s 2 1 -  Злг3

= -8jc,.

v -  ^  -  l x > v _ Ax, _ 8xy
Д | тят “  ““

Д 5 A 5

Erkin noma’Iumni *3 =5k (&-ixtiyoriy son) deb, sistemaning umumiy 
yechimini topamiz:

x, = - I k ,  x2 =  8к, x} = 5£.

Sistemaning xususiy yechimlaridan birini, masalan к = 1 da, topamiz:

x, = - 7 ,  x2 = 8, x3 = 5 . О

29



M ustahkam lash uchun m ashqlar

Tenglamalar sistemasini tekshiring:

1.3.1.
x, -  x2 и- x3 = 2, 

x, +  x2 — x3 = 1, 
5x, -  x, 4- x = 7.

1.3.2.
x , - x 2 -  x3 = - l ,  

5x, ~  x, + 2x3 = 3, 
4x, + 3x, = 4.

1.3.3.

x, + x, + 5x3 + 2x4 = 1, 
2x, + x2 + 3x3 + 2x4 =  -3 , 
2x, + Зх2 +1 lx3 + 5x4 = 2, 

x, + x, + 3x3 + 4x4 = -3 .

1.3.4.

x, -f x2 -  x3 + 2x4 5= 3, 
2x, ~ x 2 +  x3 -  x4 = 1, 
3x, +jc2 + 2*3 -  x4 =  5, 
x, -  x, + 4 x  -  5 x  = 2.

Tenglamalar sistemasini matritsalar usuli bilan yeching:

1.3.5.
x, + 2x, -  x3 = 3, 

2x, - x 2 + 2x3 = -1 ,  
x, + 3x2 -  x3 =6.

1.3.6.
2x, -f x2 -  x3 = 2, 

2x, + 2x2 ~  3x3 = -3 , 
x, + 2x2 -  2x3 = -5 .

1.3.7.
x, + 2x> + x3 = 8, 
jc, + 2x2 + 3x3 = 10, 

2x, -  3x, -  4x3 = -4 .
1.3.8.

2л:, + 7x2 -  x3 =10, 
x, + 2x, + x3 = 2„ 

3x, -~5x2 + 3x3 = -5 .

Tenglamalar sistemasini Kramer formulalari bilan yeching:

1.3.9. Злг, - 4 x2 =17, 
5x  + 2x, =11.

1.3.10. J 5x, + l x 2 = 1, 
[6x, + 4x3 = 10.

13.11.
x, + 2x2 + 3x3 = 5, 

3x, - 2 x ,  + 3x3 = -1 ,  
2x, + 3x2 -  2x3 = 8.

1.3.12.
2x, ~ 2 x 2 +  jc, = 8, 

x, + 3x2 + x3 = -3 ,  
3x  + 2x, -  2x, = -5 .



1.3.13.
лг, +  2 х 2 + Зх3 = 6, 

4х, +  5х2 +  6х} =  9, 

7х. + 8х2 = -6.

1 J .14.
ах, +  ах2 +  х 3 =1 , 

х, + а2х2 + х 3 = а у 

х. + ах, +ах , =1.

Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yeching:

1.3.15.
2x, + x2 + 3x} = - 1 3 ,  

x, + 2 x 2 -  * 3 = -2, 
3x, + x2 - 4 x 3 = 7.

1.3.16.
3x, +  2 x 2 -  3x3 =  -1 ,  

2x, +  x2 + 2 x 3 =  4, 

jc, -  3x , +  x, = 9.

13.17.

jc, +  2 x2 +  x 3 -  2 x 4 =  -4 , 
jc2 +  jc3 +  3x4 =  1, 

2x, Jf4= 0,
3jc. +  jc, +  4x, = - 2.

1.3.18.

2x, + x 2 + jc4 = 4, 
jc, -  jc2 + 2x3 + 2jc4 = 1, 

x, +3x3 + 2jc4 = -5 ,

3jc, -  jc, +  2x, = 3.

1.3.19.

2jc, +  3jc2 -  jc3 -  x 4 =  8, 

3jc, + jc2 -  jc3 +  x 4 =  8, 

JC, -  JC2 +  x 3 - x 4 =  0, 

Зх, +  7 jc2 -  3jc3 -  jc4 = 1 6 .

1.3.20.

Bir jinsli tenglamalar sistemasini yeching:

13 21 l^X] ~>Xl + ~ 0» 
[Здг, -  x2 + 3x3 =0. 1.3.22.

x, -  2x2 -  3x3 + 5x4 = -1 , 
2jc, -  3x2 + 2jc3 + 5x4 = -3 , 
5jc, -  l x 2 +  9x3 +  10jc4 =  -8 , 

[ x, -  x2 + 5x3 = -2 .

f 3x, -  x2 +  4 x 3 =  0, 

15x, +  3x , +  3x, =  0.

13.23.

1.3.25.

3x, + x2 + 2x, = 0, 
x, + 2x2 - 3 x 3=0,

5x, + 5x2 -  4x, = 0.

x, + 3x2 — 6x3 -f 2 x 4 = 0, 
2-̂ 1 ~ x2 + 2x, = 0, 

3x, - 2 x ,  + 2 x , - 2 x 4 = 0 , 
2x, + x, + 4x, + 8x4 = 0 .

1.3.24.

1.3.26.

2x, +  3 x 2 +  x 3 =  0,

3x, -  2 x , +  3x3 =  0,

4x, +  3 x 2 +  5 x 3 =  0.

x, -  x 2 -  2 x 3 +  3x4 =  0, 

x, +  2 x 2 -  4 x 4 =  0, 

x, -  4 x 2 +  x3 +  10x4 =  0, 

2x. +  x , -  2x , -  x. =  0 .



1 - N A Z O R A T ISH I

1. Determinafltni xossalar bilan soddalashtirib, hisoblang.
2. A va В matritsalar berilgan. AB , (^ ) - '(a g a r  mavjud bo‘lsa) 

matritsalami va r(AB) ni toping.
3. Tenglamalar sistemasini tekshiring.

1-variant

1.

1 3  0 - 1
2 2 4 -1
3 1 - 1 4  
1 - 3 3 2

3.

' 1 - 4
2 . A = 2 0

, - з 5
, B-

0 - 1 зл 
- 1 2  0

x, - x2 + 3x3 + 3x4 = 6, 
3x, + 2x 2 - x3 + 2x4 = -3, 

x, - 4jc3 + x4 = 0, 
x. + 3x, - 2x. = 3.

2-variant

1.

1 -2 2 -1
3 1 3 4
1 -3 2 - 1
2 4 -2 1

2.

2x, + x2 -  Зх3 -  x, = -3, 
Зх, H- 2x3 -  x 3 = 2 ,
-  x, + 4x2 + x3 + 3x4 = 6, 
5x, +  3x2 -  4x3 -  x4 = 0.

Г 5 2N
' 3 1 l )-2 0 tl

-2 4 0/
, o 4,

V j



3-variant

1 3

2 2 
2 1 
1 -1

О -1  
4  - 1  

-1 О
2, А =

( \  4>
- 1 2  Г3 1 , в  =

2 0 - 11о V /

2х, -  4х, + Зх3 4- 5х4 = -8 ,
-  Зх, + 2 х2 + 5х3 -  2х4 = -1,
-  4х, 4- 13х3 + х4 = -1 0 ,
-  2х, + Зх2 4-  Зх3 + 5х4 = -8 .

2 - 3 3 - 2

3 1 0 4

4 - 3 2 - 3

1 2 - 2 1

4-variant

2. А =

3.
2х, -  х2 + 2х3 + 2х4 = 1,

-  jc, 4 - Зх2 4- Зх4 = 1, 
х, + 4 х 2 4- Зх3 = 3.

Г - 1 4^
' 2 - 1  0 '

2 1 , в  =
3 - 2 ,3 1 2,

V

v х4

/

= 5,

0 3 - 1 - 2

1 4 1 2

1 2 - 3 4

2 1 4 1

5-variant

"3 - Г
2. Л = 2 2 U p 3 - Г

,2 - 3J
и 5 0,

X, 4- Х2 4- Зхз 4- 4 х 4 =  - 3 ,  

2х, 4- х2 4- Зх3 + 2 х 4 = -3, 
2х, 4- Зх2 4-11хэ 4- 5 х 4 = 2, 

X, 4- х2 4- 5х3 4- 2 х 4 =  1.
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1.

1 5 - 1 2  
4 1 2  2 
3 - 3  4 - 1  
2 2 - 1 - 4

2. Л =

2-t, + хг -  
Здг, -  2*, + 2 

5*, + Х ] -  х, + 2*4 = — 1, 
2лг, -  х2 + *3 -  3*4 = 4.

' \  - 1 '
(5  - 3  0̂ 1

3 - 2 , 5  =
U  4 6

,4 о ,
\  /

*4 = 1,
3*4 = 2,

7-variant

-1 1 3 - 2
0 2 4 - 1 - 2 О''

" - 2  3 

, 0 13 5 2 3
2. Л = 3 2 , я =

- 4 3 1 5

3.

4*i + *г + *3 + 2 * 4 =13, 
2*, + 4*, +З*3 + *4 =21, 

*, -  2*г -  *3 + 3*4 = 5, 
7*, + 4 * , + 3* , + *4 =21.

1.

-1 2 2 3
3 0 -1 4
1 - 2 3 2

- 2 1 2 1

3.

8-variant

2. А =

2*, + 2*, -  * j + * 4 = 4, 
4*, + 3*, -  *з + 2*„ = 6, 
3*, + З*3 -  2*, + 2*4 = 6, 
8*, +5*, -3*, +4*4 =12.

' - 2 Г
- 2 4 , *  =

1 к> о

, з 2J
, 3 2 2 )



9-variant

1.

1.

2 5 - 2 2

- 1 4 1 6 f \ - 3 >

4 2 - 1 2
2. Л = 2 3

- 2 3 2 1 . 4  - U
, B =

2 x ,+ 3 x 2 -  x3 + 2 x4 =10, 
x , - 6 x 2 +  x 3 = - 6 ,  

4 x , + 3 x 2 -  3x4 =  - 4 ,  

Зле, - 5 x 2 -  x,  + 2x4 = 2.

10-variant

1 - 5 - 1 3

2 2 - 3 - 2
r2 - 3 >

1 - 3 0 - 1
2. A = 3 - 1

2 2 1 - 3 4 oj
, 5  =

3.

Зх, -  +  2 x , -  5x4 =  1, 

- 5x, -  x 2 +  x , = 2 ,  

- 2 x ,  -  2 x 2 +  3x , -  5 x4 =  3, 

- 9 x ,  - 5 x 2 +  7 x 3 -  10x4 = 8 .

11-variant

, 5  =

0 3 - 1 - 2
1 4  1 3 - 1 2'

1 2 - 3 4 2.  A = - 3  4

2 1 4  3 I 4  2 )

x} + 2x 2 + 2x 4 =

3. 5x, -  лс2 + 3jc3

0 - 3  4  

1 3 5

- 2  3 1 

2 0 - 3

2x, +  3 x , +  4 x 3 -  x 4 =  8, 

x2+ x3 -  7 x 4 =  - 5 .
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12-variant

1 3 - 2 0  
2 5 - 3 2  
3 - 1  4 - 2  
1 2 - 2 - 3

r2 2 > /
2 .  Л = 3 -1 , b J

,4  - 2 ,

xx + x 2 -  3jc3 + 2 x 4 = 6,
2дг, -  Здг2 + 2дг3 = 6,

*2 + xt +3x4 =16
-X ,  + 2jc, + x4 = 6.

13-variant

4 1 1 - 2
1 3 2 - 2 ГЗ -1> i

0 1 2. Л = 1 0 , B =2 2
4 3 1 3 J - 3J \

3.

x, -  2x, + 2*, -  4x4 = -2 ,
-  5x, + 8x, -  4x, + 12x4 = -4 , 

4x, -  7x, + 5x, -  12x4 = -1, 
2x, — 3x2 + x , -  4x4 = 3.

14-variant

2 3 - 2 0
1 5 -1 1 f 5

-2> /
2 - 2 3 2 2. A = 3 - 3

3 1 4 5 ,3

3.

+ 3x2 Xj x4 — 7, 
x, + 4x3 -  3x4 = 0, 

5x,+2x2-3x, =10, 
x, +2x, -3x, +5x4 = 1.



15~variant

1.

3 4 - 1 1  
-2 4 - 3  4 
1 1 - 1 2  

-2 3 0 1

3.

2. Л =

2x, + Зл:2 -  хъ -  Зх4 = 3, 
- 2 x ,  +  x 2 + 4 jc4 = - 1 ,  

3x, -  x2 + Зл:3 -  jc4 = -6, 
2 x . - 5 x ,  +  л г , - 5 х . = - 1 .

r2 3 '
' - 2 3 4 Л

0 2 , 5  = 3 o - i >
,2 " I

\ /

16-variant

I.

0 -1 - 2 1
2 2 -5 - 2
3 - 4 1 -1
1 3 1 3

Здг, -  x 2 +  дг3 +  5jc4 =  17, 

2x, + 3x3 + 2jc4 = 11, 
4x, +  x 2 -  5.v4 =  - 9 ,  

3x. -  xy + 6jc, = 7.

'-3 Г 5̂ -1  3)-2 4 , 5 = L0 -1  2)
, 2 '2, V

1.

- 4 1 2 -2
1 3 2 - 2
2 0 2 1

- 4 1 1 3

3.

17-variant

2xt + 3x2 -  x3 + дг4 = 5, 
Здг, -  jc2 -  3x3 = -1 ,  
x, + 2x3 + 2jc4 = -5, 

4x, 4- 3x2 + Здг, -f 5дг4 =10.

(1 -4^ f 2 4 -2 ^
5 0 , 5  = 2 2 5 J
,3 - 3 , \  У



18-variant

- 3  - 2  3 
3 - 1 2  

- 1 0  2 
1 4 1

'I - Г
"5 - 3 O'

A = 3 - 2 , S  =
1 4

,4 o ,
V /

3.

2jc, + 3x2 -  x , + x4 = 7,
-  2x, + 4x2 -  5x4 = 11, 

x, -  2x, + 3x3 = -3 , 

-x , + 9x, -  10x3 + x4 = 16.

19-variant

1.

4 5 - 1 1

- 1 3 - 2 3

- 1 1 - 4 2

- 2 3 0 1

3.

2. A =

4x, -  x2 + 3x3 -  2 x 4 = 10,
-  2x, + 2x3 -  x4 = 1, 

x, + 3x2 + 3x4 = -5 , 
5x, + x2 + 2 x 4 = 2.

5̂ 2 N
f - 2  1 2 ]

3 1 .  В =\ ((N

J  - 2 j

1.

1 - 3 - 3 2

2 0 - 3 - 1
3 - 4 1 - 3
4 1 2 3

20-variant

2. A =

- x, + 3x2 -  2x3 + 4x4 = 1, 
3x, + x2 -  2 x 4 = 1, 

2x, + 5x3 -  x4 = 7, 

4x, + 4x, + 3Xj + x4 = 8.

rl ~ 4 1 ' - 2 1 °10 1 , B =
- 3 3 2 /

u - 2 ,
V



21-variant

2 1 - 3 1  
- 1 3 - 1 2  
1 1 - 1 2  

-3  5 4 1

4 ~ Г
2 3

1 3 , В = \
14 5 О)

2 - 2  V х  * • )
\  У

3.

Зх, -  х2 + 4х4 =  О, 
2х, + х2 + Зх3 = 4, 
jc, +  2 х 2 -  6х3 -  х4 =  -6 , 

5х. + Зх, -  12х, + 2х = -12.

22-variant

- 3  - 1 О
3 - 5  - 4

- 4  1 - 2
3 -1 1

3.

2. А :

2х, -  х2 + 5jc3 -  х4 = 9, 
jc, + Зх2 -  4х4 = -5 , 

5 х 2 -  2хъ + х4 = -6 , 
Зх. + 4х. -  х, = 1 .

' - 1 3 '
' 1 - 2  ( Л

3 2 ,  В =
J

, ' 4 о ,
V У

23-variant

- 2 1 3 - 1
2 3 0 - 2

-1 0 2 4
— 4 2 1 3

3.

2. А =

2 х ,+ З х 2 - 4 х 4 = - 1 ,  

4х, -  х2 + 2х3 = -5 , 
х, + 2 х 2 -  Зх3 +  х4 =  - I ,

-  х. -  Зх, + 9х, -  7 х л = 2.

'-1 3'
' - 2 2 П

3 2 , 5 = L
,  1 0 2)

ч 4 К
ч



24-variant

1.

2 - 3 - 4  3 
1 3 - 1 2

-2 - 2  
-3  3

0
1

3.

2. A =
'ъ г

Г-2 4 Л3 -1 , 5  =
1 3 5 /

,0 - 2 , V /

- *4 =6,
У ха = 1,

5лг, -  x3 + 2x4 = 6, 
x, - 3 x 2 + 13x3 + x4 =8.

1.

-3 2 - 1 2  
-2 3 - 1 4  
1 2 - 1 5  
2 3 4 1

25-variant

2. A =

- x ,  + 3x2 + 2x3 + 2x4 = 1, 
2x, -  x2 + 6х3 = 8, 
Здг, + 2xi -  x4 = 6, 
дг, + 5x2 -Здг =4.

'3 - Г
"3 0 - Г1 1 , я =

,2 -3,
к 2 1 з,

1.

2 - 2 - 3  1
3 4 - 3 - 2
1 - 4  1 - 1
2 3 2 5

26-variant

2. A :
( 4 - р

"о
1 - з  г- 3 , 5  =

,3 - к
4 2,

3.

2дг, + 2x2 -  x3 + 3x4 = 6, 
-дг, + дг2 + Зх3 s  3, 
Здг, -  2дг2 -  4 x 4 =  -3, 

X, + 6х3 -  4 х 4 = 2.



2 7-variant

2
1
3

- 4

2 1 - 2

3 2 - 3

0  3 1

1 1 2

3.

' - 2 Г /
2. A = -1 3 , 5 =

, 3 2,
V

2jc, + 3jc2 -  хг -  x4 = 3, 
jc, -  4jc, +  5jc4 =  2, 

4jc, + 3jc3 + x4 = 8, 
2jc, + 8jc2 + 3jc5 -  9jc4 = 4.

3 0 - 4

28-variant

- 3 - 2 - 1 1

4 1 - 2 2

2 - 1 3 2

- 1 4 0 3

3.

3jc, +  2д:2 -  x 3 - 2 x 4 = 2 ,

-  jc, +  3x2 -  лг3 +  2jc4 =  3, 

2jc, +  5jc2 -  2 x 3 =  5, 

jc, +  8jc2 -  3x} +  2jc4 =  8.

'1 2 '
" -3 2 Г

3 - 2 , ^  =
0 1 3,

,2 - 3 , \

4 1 - 2 1  
-2 0 - 1 2  
1 2 - 2 3  

- 3 5 1 1

3.

29-variant

2. A =

5x, -  .y2 -  jc3 +  2x4 =  - 3 ,

-  x l +  2 x 2 -  3 x 4 =  0 , 

2Xj +  3jc3 +  x4 = —4, 

6л;, +  x2 +  2jc3 =  - 7 .

'2  - 5 Л

Ю 0 1

1 1 • В = \13 1 4,
,2 - 2 , \ У
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30-variant

1.

0 - 2 1 2

1 - 2 - 5 - 4

2 - 4 2 - 3
3 1 - 1 0

r\ - 4 n
- 3  Г

A = 3 - 3 ’ B = {5
,2

u 3 0,

3.

4x, + 2x2 -  x3 + 2x4 = 2, 
x, -  3x2 + x3 -  x4 = 5, 
2x, -  x2 + 2x3 = 7 , 

x  + 6x, -  4x, + 3 x  = -8.

1-MUSTAQIL ISH

1. Berilgan determinantni hisoblang: a) / - s a tr  elementlari bo4yicha 
yoyib; b) j  — ustun elementlari bobyicha yoyib; c ) y -  ustundagi bittadan 
boshqa elementlami nolga aylantirib va shu ustun elementlari bo‘yicha 
yoyib.

2. A, В matritsalar va a , p  sonlari berilgan. аА + р в , AB, Л'1
matritsalami toping va A4"' = £  ekanini tekshiring.

3. Tenglamalar sistemalarini tekshiring. Birgalikda bo‘lgan sistemani 
Kramer formulalari orqali, matritsalar va Gauss usullari bilan yeching.

4. Bir jinsli tenglamalar sistemalarini yeching.

1.

1
-2

3

3
- 4

-1
- 2

1-variant

f5
4 2> 5̂ 4 - 5 '

,1=1, j  = 2. 2.Л = 3 2 4 , 5  = 3 - 7 1

J 0 5, .1 2 2,

3. a)
2x, -  x2 -  3x3 = 4, 

3x, + 2 x 2 - 3 x3 =15, 
x, -  4 x 2 — 3x, = 6.

a  = - 1 ,  j » * 4 .  

b)
3x, + x2 + 2x3 : = 1,

x, + 3x2 + 2x3 = 7, 
2x, + x2 + 3x3 = 6.
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4. а)

2 х , - З х 2 + х 3 =0, 
5 х 2 + 2 х } =0, 

4х, - х г +4х ,  =0.

Ь)

2-variant

jc, +  3jc2 -  jc3 =  0, 

4jc, -  5д\ + jc3 =  О, 
3jc, -  jc2 +  4jc3 = 0 .

1.

- 1 1 - 2 3

1 2 2 3

- 2 3 1 0

2 3 - 2 0

'3 - 1 0^ - 1 0 2 N

i = 3 , y  =  2. 2 .  4  = 3 5 1 , B = 1 - 8  / 5

,4 - 7 , 3 0 2 ,

3. а)

4. а)

4jc, -  х2 +  2лг3 =  1, 

2jc, -  3jc2 -  jc3 =  7, 

-2 jc , +8jc2 4-5х3 = 1 0 .

4jc, -  2jc2 +  xy = 0, 

3jc, +  jc2 -  3jc3 =  0, 

2jc, +  4jc2 -  7jc3 =  0.

b )

b )

a = - 3 ,  p  = 5 .

2jc, -  x 2 +  2jc3 =  3, 

jc, +  jc2 +  2jc3 =  - 4 ,  

4jc, +  x2 + 4jc3 =  - 3 .

4 jc, -  3jc2 -  = 0 ,  

3jc, +  jc2 -  2 jc3 =  0 , 

jc. +  6 jc, = 0 .

3- va r i an t

1.

3. a)

4. a)

2 - ■2 0 3
3 2 1 -1
1 1 -2 1

, i

3 4 -4 0

Злг, + x2— 5*3 = 0,
2xx+ *2 + 3*з = 7,

+ x2 l u> II 2.

2л- + 5x2 -  *3 == 0,

i = 3, y' = 4. 2 . A =
'5 - 8 -4"! '1 5 5^
7 0 - 5 , 5  = 1 2 1

,4 1 o j ,2  - 1  - 3 ,

2x> -  x2 + 3 X]
= 0, 
= 0 .

a  = 5 ,  P  =  - l .

3jc, +  jc2 -  2 jc3 =  6, 

b )  * 5x, -  3jc2 +  2 jc3 =  - 4 ,  

4 jc, -  2 x2 -  3jc3 =  - 2 .

2 jc, -  jc2 +  3jc3 =  0, 

b )  3jc, +  2 jc2 -  2 jc3 =  0, 

jc, -  3jc2 +  4 jc3 =  0.
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8-variant

1.

2 - 3 4 1
4 - 2 - 3  2
3 0 2 1
3 - 1 - 4  3

, i = 2,  j  = 4.

2. Л =

' - 2 3 41 '3 3 Г
3 - 1 - 4 , B = 0 6 2 , «  = 2, p  = - 2

2 2j ,1 9 2,

3. a)

4. a)

5x, + x2 -  4x3 = -3 , 
2x, -  3x2 + 2x3 =13, 

jc, -  10x, + 10jc3 = 30.

4x, -  x2 +  2x3 = 0, 
2x, -  3x2 -  x3 = 0,

-  2x. + 8x, 4- 5x, = 0.

b)

b)

9-variant

4x, + 2x2 -  3x3 = -2 , 
x, + x 2 4- 2jc3 = 5, 

3x, 4- 2jc2 -  2x3 = -1 .

2x, -  jc2 +  2x3 =  0, 

x, 4- jc2 + 2x3 = 0, 
4x, 4- x2 4- 4x3 = 0.

0 4 1 1
- 4 2 1 3

1. , 1=4, /' =  3.
0 1 2 - 2

1 3 4 - 3

- 3 4 2' 1 4 41
2. 1 5 3 , 5  = 1 3 2

, o 1 2> ,4 1 2>

a  = -5 , /3 = 1.

3. a)

4. a)

2x, + 6x2 -  3x3 = -3 , 
3x, -  2x2 4- x3 =12, 
x, + 14x2 -  7x3 = -8 .

4x, + x2 -  3x3 = 0, 
x, -  2x2 4- x3 = 0,
5x, -  x2 -  2x3 = 0.

b)

b)

2x, -  x2 4 - 5x3 = 27, 
5x, + 2x2 + 1 3x3 = 70, 

3x, -  * ,=  -2 .

5x, 4- x2 -  2x3 = 0,
2x, -  x2 4- 3x3 = 0,
2x, 4- 7x, = 0.



10-variant

0 - 2 1 7

1.
4

10

-8
1

2

- 5
3

4
4, 7 == 2

-8 3 2 1

f - \ 0 2> ' 3 0 г

2. A = 2 3 2 * B = - 3 1 7

3V 7 3 2,

a  =  - 1, p  =  4 .

3. a)

4. a)

3jc, -  2 x 2 +  x3 =  - 6 ,  

7jCj -9дг2 +5jc3 =-10, 
2дг, +  3jc2 -  2jc3 =  2.

4.t, -  jc2 +  3jc3 =  0, 

5jc, -  7 jc3 = 0 ,  

jc, +  jc2 -  10jc3 =  0.

b)

b)

11-variant

4дг, + x2 -  3 jc3 = -6, 
8x, + 3 jc2 - 6 jc3 = - 1 5 ,  

jt, + x2 -  JC3 = - 4 .

2 jc, -  jc2 -  3 jc3 = 0, 

л:, + 5 jc2 + JC3 = 0, 

3 jc, + 4 jc2 + 2 jc3 = 0.

1.

- 3

2
1

- 2

-1
2

-6
- 4

i* =  3, y  =  4.

3. a)

4. a)

' 1 7 31 Гб 5 2>
-4 9 4 , 5 = 1 9 2

ч 0 3 2У ,4 5 2j
>лг, - 3jc2 + c3= ~ l

a = - 3 ,  /* =  - 2 .

4 + 2 jc3 = 2 , 
4-t, - * 2 +4*3 = - з .

2jci + 3*2 -  X j= 0

5дг1~ -*2 + 2*3 = o, 
x,~7x3+ 4 X}=o.

b)

b)

jc, +  3jc2 -  jc3 =  0 , 

4x, -  5jc2 +  jc3 =  7, 

Здг, -  x2 + 4jc3 =  - 4 .

2x, -  jc, + 2jc3 = 0, 
x, + дг2 + 2jc3 = 0, 

4x] + jc2 +  4jc3 =  0.
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20-variant

- 1 2 4 1

2 3 0 6
1. A = 4,y = 3.

2 2 1 4

3 1 2 -1

3 4 - Зл (2 - 2 0Л

2. A = 1 2 3 , B = 5 4 1

4 5 0 •1/ 1

, a  =  4 , /? =  5 .

3. а)

4. а)

4x, + х2 - 3*3=1, 
jc, -  2jc2 + x3 = 2, 

5jc, — jc2 — 2jc3 = - 5 .

5x, -  4jc2 +  jc3 =  0, 

3x, + 2x, -  x3 = 0, 
jc, +  8x, - 3 x 3 = 0 .

b)
5jc, + x 2 -  2x3 = 7, 
2jc, -  x2 + 3x3 = 2, 

2jc, + 7x3 = 16.

b)

21-variant

x, + 2x, + x3 = 0 , 
4x, -  3jc2 -  2x3 = 0, 
2x, -  x2 + 3x3 = 0.

1.

1 1 - 2  
3 6 - 2  

1 0 6
2 3 5 -1

, i = 4, 7 = 1.

' 3 5 ~ 61
' 2 8 ~ 51

2. Л = 2 4 3 , -3 -1 0 , «=3 ,  /5 = 2
1

b I  4 5 3>

3. a)

4. a)

4jc, -  x2 +  3x3 =  - 8 ,  

5jc, -  7x3 = -3 ,  
x, + x2 -1 0 x 3 =3.

5x, -  x2 -  2x3 = 0, 
3x, -  4 x 2 +  x3 = 0, 
2x, + 3x2 -  3x3 = 0 .

b)

b)

2x, -  x2 -  3x3 = -9, 
x, + 5x, + x3 = 20, 

3x , + 4 x 2 +  2x3 =15.

7x, -  5 x 2 +  x 3 = 0 ,  

4x, + x3 = 0, 
2x, + 3x2 + 4x3 = 0.



22-variant

2 0 - 1  3
6 3 - 9  0
0 2 - 1  3
4 2 0 6

i = 3, y = 3 .

'2 -1 0" - 3 0 - 2 >

2. A = 3 3 1 , *  = 1 - 6 3 , a  = 2 , / ? = - 3.

, 4 - 4 - 5 , , 2 0 2>

3. a)

4. a)

2*, + Злг3 = -2, 
x2 + 2*j = -5,

. + JC, + JC = 1.

b)
4*i ~ *2" *3 

2jc, + 6x,
3.x. -7 * з

5jc, -  5x2 -  4*3=0, 
4jc,-4jc2-  9x3=0, 
3x, - 3 x 2-14дг3 =0.

b)

23-variant

x, +  jc2 + 2x3 = 

4x, + x2 + 4x3 =  

2xj -  x2 + 2x3 =

= 10, 
= 38, 

= 5.

0,
0,
0.

1.

- 1 2  0
2 - 3  1
3 - 1 2
2 0 1

= 4, j  = 4.

3. a)

4. a)

' 2 - 1 — 4>j 0 0 - 4>
4 - 9 3 , 5= 5 - 6 4

,2 - 7 I J - 4 I
x, -  2xz -3*3 =3,

a = - 5 ,  £  =  1.

x\ + 3x2 -  5x3 = 0, 
2*,+ *2-8 * 3=4.

3* .~  x2 + 2x3 = 0, 

4*. +3jc3=0, 
k *1 + x2 + x3 =0.

b)

b)

Зле, -  jc2 +  jc3 

5x, + x, + 2x3 
x, + 2x2 + 4x3

3x, + 5x2 -  x3 
2x, + x, + x3 

x, + 4x2 -  3x3

= 12, 
= 3, 
=  6.

= 0, 
=0, 
=  0.
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28-variant

1.

4 - 5  1 - 5  

- 3  2 8 - 2
5 3 - 1 3  

- 2  4 6 8

, 1 =  1, У =  3

'  8 - 1 - f '3 2 5̂
2. Л = 5 - 5 - 1 , B = 3 2 1

JO 3 2 J J 0 2>

3. a)

4. a)

4x, -  2x2 + x3 = 5, 
3x, + x2 -  3x3 = 5, 
2x, + 4x2 -  7jc3 = 4.

4x, + x2 -  3x3 = 0, 
2x, -  Зх2 + x3 =0, 
2x, -1 0 x 2 + 6x3 =0.

a  =  4 , p  = - 4 .

4x, -  3x2 -  x3 = 5,
b)< 3x, + x2 - 2 x 3= -2 ,  

x, + 6x2 = -5 .

5x, + 7x2 -  x3 = 0 ,
b)<| x, + 7x3 = 0, 

2x, -  4 x 2 +  5x3 =  0.

29-variant

1.

- 1 - 2  3 4
2 0 1 - 1

3 - 3 1 0
4 2 1 2

,/ = 4 J  = 4.

2. Л =

"3 - 7 2 > '0 5 - V

1 - 8 3 2 4 1 «  = -1 ,  /7 = 2

.4 - 2 ,2 1 - v

3. a)

4. a)

5x, -  x2 - 3 x 3 = 19, 
3x, + 2x, + x3 = -2, 
x, +  5x2 + 5x3 = -20.

3x, + 7x2 -  x3 = 0, 
2x, +1 5x2 + x3=0, 
4x, -  x2 -  3x3 = 0.

b)

b)

x, + 7x, — 3x3 = 9, 
4x, -  x2 + 3x3 = -8 , 
6x, + 4x2 -  2x3 = 0.

Зх, + 2x, -  x3 = 0, 
x, + 3x2 + 2x3 = 0, 

4x, -  5x2 + x  3= 0.



30-variant

1.

~4 1
2 -1  

-3 0 
2 1

, i  = 2 , /  = 2.

( 4 1 -4 ^ ' 0 - 1 r

IIN

2 - 4 6 , B = 2 5 0

J 2 J 1 2>

4. a)

3 * ,- 2 * ,+  *з= 3 , 
4*, -  *2 -  2*3 = 6, 
2*, -  3*2 + 4*з = 2.

5*, -  *2 -  *з=0, 
*, + 3*2 + 7*3 = 0, 

3*, + *2 -ь 3*3 = 0.

a  = -4 , P = 4.

b)

b)

2*, + *2 + 3*3 = -3,
*, - 5 *2  -  *3  = - 1 0 , 

3*, + 4*2+ *з=4.

2*, + *, -  3*3 = 0,
4*, + 8*3 = 0,
5*. -  6*, = 0.

NAMUNA VIY VARIANT YECHIMI

- 4  \ 2  o

2 - 1 2 3
' -3  0 ] i  ’ г' = 2 ’ > = 2.

2 1 2  3

®  a) Determjnantnj / = 2 -  satr elementlari bo'yicha yoyamiz. 
e ermmantning 9° xossasiga ko‘ra

a»A» + n 22A„ + aBA1} + a24A24 = - a 2lM 2l + a22M 22 -  + a24A14 =.

1 5 0 - 4 2 0 - 4 1 0 - 4 1 2
0
1

I 1 - 1- -3 1 1 - 2 - - 3 0 1 +  3- - 3 0 1
3 2 2 3 2 1 3 2 1 2

^ 0 - 2  -0 ) - ( -1 2  + 4 + 0 -  0 + 8 + 18)-  2-(0 + 2 + 0 -  0 + 4 + 9) + 

"*■ 3(0 + 2 -  6 -  0 + 4 + 6) = -6 -1 8 -3 0  + 18 = -36.

57



b)D eterm inantni j  = 2 -  ustun elem entlari bo^yicha yoyamiz:

Л = + a22-̂ 22 3̂2̂ 32 4̂2̂ 42 “"̂ 12̂ 12 «22̂ 22 «32̂ 32 fl42̂ 4, =

2 2 3 - 4  2 0 - 4  2 0

- 3  1 1 -1* - 3  1 1 - 0  + 1- 2 2 3
2 2 3 2 2 3 - 3  1 1

= -< 6  + 4 - 1 8 - 6 - 4  + 1 8 )- ( - 1 2 +  4  4* 0 - 0 +  8 4 - 18) +

+ ( -8  - 1 8  + 0 -  0 + 1 2 - 4 )  = - 0 - 1 8 - 1 8  = -36.

c) Determinantni y = 2-ustundagi bittadan boshqa elementlami nolga 
aylantirib va shu ustun elementlari bo‘yicha yoyib hisoblaymiz.

Buning uchun:
-  1-satr elementlarini 2- satming mos elementlariga qo‘shamiz;
-  1-satr elementlarini (-l)g a  ko‘paytirib 4-satming mos elementlariga 

qo4shamiz;
-  determinantni 2-ustun elementlari bo‘yicha yoyamiz

- 4 1 2 0
- 2 4 3 - 2 4 3

- 2 0 4 3
= l ( - l ) ft2 • 1 1A = - 3 1 1 = — - 3

- 3 0 1 1
6 0 3 6 0 3

6 0 0 3

Uchinchi tartibli determinantda 2 -ustunning 2 -sa tri elementidan 
boshqa elementlarini nolga aylantiramiz. Bunda a32 element nolga teng 
bo‘lgani uchun faqat a12 elemental nolga aylantiramiz. Buning uchun 1 -satrga 
(-4)ga ko‘paytirilgan 2-satmi qo‘shamiz, hosil boMgan determinantni
2 -ustun elementlari bo‘yicha yoyamiz va kelib chiqqan ikkinchi tartibli 
determinantni hisoblaymiz:

10 0 - 1
= - l ( - l ) 2+2.

10 - 1
A = - - 3 1 1

6 3
6 0 3

5*



2JO. A -  

&
m atritsa

' 4 1 - 4 4
' 0 - 1 Г

2 - 4 6 B =
9

2 5 0

1 2 - I

1 2 ,

a -  - 4, p  = 4.

a) aA + pB matritsani topish uchun A matritsa elementlarini a  ga, В 
e le m e n tla r in i p  g a  ko'paytiramiz va hosil qilingan a A  va р в

oA + PB = (-4 )

4 1 - 4 l "o - l  г
2 -  4 6 + 4- 2 5 0

[ l  2 14 1 2/

" -1 6  - 4 16" ^0 - 4
4 1

= -  8 16 - 2 4 + 8 2 0 0

- 4 - 8V 4 ; 4
V

4 8 /

-  16-ьО -  4 + ( -4 ) 16 + 4" 16 - 8 20'

= -  8 + 8 16+ 20 - 2 4  + 0 = 0 36 - 2 4
-  4 + 4V - 8 +  4 4 + 8/ К 0 - 4 12 /

b) AB martitsani matritsalami ko‘paytirish qoidasi asosida topamiz:
4 1 -4 ^ "0 - 1  f

AB = 2 - 4  6 • 2 5 0
[ l  2 - i j [ l  1 2 j

0 + 2 - 4 - 4 +  5 - 4 4 + 0 -  8̂ - 2 -  3 -4"
0 - 8  + 6 - 2 - 2 0  + 6 2 + 0 + 12 = - 2 - 1 6  14

0 + 1 - 1 + 1 0 - 1 1 + 0 -  2 / 3\ 8 - 1 /
c) A matritsa determinantini hisoblaymiz:

'4  1 - 4
2 - 4  6M|=
1 2 -1 

"  algebraik toMdiruvchilami

= 16 + 6 - 1 6 - 1 6 - 4 8  + 2 = - 5 6 * 0 .  

topamiz:

4 ,= - 4  6
2 -1 = -8, Aa =~

2 6
= 8, It

1 4̂

1 - 1 1 2
= 8,
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А, = -
1 - 4 4 - 4
2  - 1

= -7,
1 - 1

= 0 , * 3 = -

1 - 4 4 - 4
4 l  = - 4  6

II I © Jb»
, II 1

2  6
= -32, =

4 1 
1 2

4 1
2 - 4

=  ' 7 .

= -18.

Bundan

А"=-
4 4 , Л ' 1

-8 - 7 - i o N
42

1
-56

8 0 -32
ч̂ !3 4з ■̂зз > I 8 - 7 18 J\А |

АА~' = Е ekanini tekshiramiz:

I  1 Г '
7 8  28

- I  0 i i
7 28

- I  I  .1
7 8 28

1 - 4  
2 - 4  6  

1 2 <-1

3.30. a) 4x, -  * 2 •
2x, -  3 x  + 4хг = 2.

(  1 1 5 ^ ( 4 -1+ 4 4 + 0 -4 20 + 16-36^)
7
1

8

0

1

28
16

7
2 + 4 -6

8
2 - 0  + 6

28
10-64 + 54

7
1

28
9

7
1 - 2  + 1

8
1 + 0 - 1

28 
5 + 32-9

I 7 8 28 J I 7 8 28 J
= 3, 2 x x + x 2 + 3*з = --3,
= 6 , b)< x x - 5 x 2 -  *3=- 10 ,

= £. с

3jc, + 4x2 + jc3 = 4.

@  a) Sistemaning kengaytirilgan matritsasi ustida elementar 
almashtirishlar bajaramiz:

\ J 3 - 2 3
~Li - 2 4 - 1 6

4 2 -3 2

з > ' 1 3 - 2 3̂
12 ~ 0 1 0 - 5 12

- 1 0 0\ 0 0 2v

r(A) = 2 * 3 = r(C). Demak, sistema birgalikda emas.
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S'stemaning kengaytirilgan matritsasi ustida elementar almashtirishlar

bajaramiz:

C=
/72 1 3 - з л Г о

'  1 - 5 - 1 -10'

( ,  - 5  -1 - 10 - 2 1 3 -3

3 4 1 4 /
- 3 3 4 1ч 4/

'  1 - 5 -1 -1 0  ^
/

1 - 5 -1
5

-1 0
17

0 11 5 17 11 0 1
11 11

0V 19 4 34

\

0V 19 4 34

-19

Л
1 -5 -1 -1 0 l - 5 -1 -1 0

0 1
5 17

0 1 5 17
~

11 11 (  5\Л 11 11
0 0 51 51

r n 0 1 -1 у
К 11 И , \ 1 * /

r(A) = 3 = 3 = r(C) . Demak, sistema aniq sistema.

1) Sistemani K ram er  fo rm u la la r i  b ilan y e cham iz .
Sistemaning determinantini va yordamchi determinantlami hisoblaymiz:

2 1 3 -3 1 3
A = 1 5 -1 = 51; Ax,= -10 - 5 -1 = -51;

3 4 1 4 4 1

2 -3 3 2 1 -3
Ax2= 1 - 10 -1 = 102; Ax3s 1 - 5 -1 0 = -51;

3 4 1 3 4 4

^glamaning yechimini Kramer formulalari bilan topamiz: 

* , = ^ -  = ̂ 1 = , .  _ _  102 Дг, - 5 1
д s i ■ x>- д - т г =2; *3=Х =7 Г =

SistemaWu^huiT^n ^ a^ r bilan ye cham iz .
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oisic ina ucicn iunanim m g aigeoraiK  to ia iru v c ftila n n i topamiz:

- 5  -1 1 -1II

4 l

II и l

3 1 = -4 ; Ati =

A .* -
I 3 2 3
4 1 = 11; 4 * - 3 1

= -7;

4 ,=
1 3 2 3

l <~Л 1 V—*

= 14; An ~ -
1 - 1

ii v* jL и

1 -5  
3 4

2 1 
3 4

2 1 
1 -5

*19.

—5;

=-u.
U holda

A "= ~
51

-1  11 14̂ } 
- 4  - 7  5 
19 - 5  -11

Tenglamaning yechimini X = A 'В formula bilan topamiz:
/

X = A'B =
51

-1  11 14' 
- 4  - 7  5 
19 - 5  -11

-3
-10

4

Л / 
_ J_ 

51

3-110 + 56 
12+ 70 + 20 

-57+  50-44
51

( - si\ f - 14 
102

-5 1 J l - Ls \ /

Demak, x, = -1, jc2 = 2 ,  jc3= - 1 .

3) S istemani Gauss usu li b i lan  у echamiz.
Gauss usulining 1-bosqichi yuqorida sistemani tekshirishda uning 

kengaytirilgan matritsasida bajarildi va quyidagi ko‘rinish hosil qilindi:

l - 5 -1 -1 0
0 1

5 17
11 11

0 0 1 -1

Gauss usulining 2-bosqichini bajaramiz:



*3 = -1,
х2 = 2, => 

J C . - 5 - 2 ,* - ! !

х, = -1,
*2 = 2, О  
х3=-1.

4 J0 . а) Ь)
2х, + х2 -  Зх3 = О, 
4х, + 8*з = О, 
5х, -  6 х, = 0.

5х, -  х2 -  =0’ 
х, + Здг, + 7х, = 0,

3*, + х2 + Здс, = 0.
<g, а) Sistema matritsasi ustida elementar almashtirishlar bajaramiz:

( o -1 6  -зб '] Го -16  -36^1
1 3 7 - 1  3 7  
0 -8 - 18 J

p f 5 |=ь . 1
[5 -1 -1

^ Г - з 1 3  7з 1 з о о о

г(А) = 2, я = 3, r<w. Demak, sistema cheksiz ko‘p yechimga ega. 
Ulami topamiz:

5x, -  x2 -  x3 = 0, 
jc , + 3jc, + 7jc3 = 0

j 5x, x2 — x3 у 

x, + 3x, *=-7xt .

5 -1 
1 3 = 16, Ac.

x3 - 1  
- Ix , 3 =  - 4 jCj ,  A x 2 =

5 x3 
1 - 7 x 3

= -36x,

Erkin noma’ lumni x3 = -4k (Ar-ixtiyoriy son) deb. sistemaning umumiy 
yech.mini topamiz: *, = *, *2 = 9k, x, = - 4 k.

b) Sistema matritsasi ustida elementar almashtirishlar baj

Г2 1 ^  '
aramiz:

A =:4 4 0 8 
- 6  0

(
1 - 3  
0 2 

5 - 6  0

(

ta
- 5

✓

1 0  2
2 1 - 3  
5 - 6  0

'C i .

r(^)=3=„.

0 2 ' f l 0 2 '
0 1 -7 0 1 -7
0\ - 6 -1 0 / 0V 0 -52 /

’ s*stema yagona x, = 0,x2 = 0,x3 =0 yechimga ega.
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II bob
VEKTORLI ALGEBRA ELEMENTLARI

2.1. VEKTORLAR
V ektorlar ustida chiziqli amallar. Vektorlarning chiziqli bog‘ij0r . 

bazis. Vektorning o‘qdagi proveksiyasi.
Koordinatalari biian berilgan vektorlar ustida am allar

2.1.1. Tayin uzunlikka va yo ‘nalishga ega bo igan  kesma vektor deb 
atalad i va AB yoki a  kabi belgilanadi. Bunda A nuqtaga vektorning 
boshlang‘ich nuqtasi, В nuqtaga uning oxirgi nuqtasi deyiladi. BA vektor 
AB vektorga qarama-qarshi vektor hisoblanadi. a  vektorga qarama-qarshi 
vektor ( - a )  bilan belgilanadi.

AB kesmaning uzunligiga AB v ek to rn in g  u z u n lig i yoki m odu li deyiladi 
va|^L5| ko'rinishda belgilanadi.

Boshlang‘ ich va oxirgi nuqtalari ustma-ust tushadigan vektor nol vektor 
deb ataladi va 6 bilan belgilanadi.

Uzunligi birga teng vektorga birlik v ek to r  deyiladi va I  orqali 
belgilanadi. a vektor bilan bir xil yo‘nalgan birlik vektorga a vektorning 
o r t i  deyiladi va 5° bilan belgilanadi.

B ir to‘g ‘ri chiziqda yoki parallel to‘g ‘ri chiziqlarda yotuvchi vektorlar 
k o l l in e a r  vek to r la r  deb ataladi.

a va b vektorlar kollinear, bir xil yo ‘nalgan va uzunliklari teng bo'lsa 
ularga t e n g  v ek tor la r  deyiladi va a - b  kabi yoziladi. Teng vektorlar erfa 
v ek to r la r  deb yuritiladi. Vektomi fazoning ixtiyoriy nuqtasiga 0 ‘z-o‘zig3 
parallel ko‘chirish murnkin.

B ir tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotuvchi vektorlar komplo0  
v ek to r la r  deb ataladi.

a va i  vektorlar yig 'ind isi deb a va A vektorlar bilan kotnpl*4 
boMgana + b vektorga aytiladi. Ikki vektorning y ig ‘ indisi u c h b u r c h a k  у 
p a r a l l e l o g r a m m  q o ida la r i  bilan topiladi.

Bir nechta vektomi uchburchak usuli bilan ketma-ket qo'shib borien 
kin. Bir nechta vektomi bunday qo‘shish usuliga ко ‘pburchak qoidasi deyi*8№|



b v e k t o r l a m i n g  a y irm a s i  deb, b vektor bilan y ig ‘ indisi a 
bj ~ ' beradigan q — Ь vektor tushuniladi.

VC h v ek to r n in g  A *  0 s o n g a  к о  'p a y tm a si deb, a vektorga kollinear, uzunligi 
AI 15 'Ta teng bo‘lgan, A>0 bo‘lsa a  vektor bilan bir xil yo‘nalgan, A<0 

boiganda a vektorga qarama-qarshi yo‘nalgan Ал vektorga aytiladi.
Agar £ = Aa bo‘lsa, u holda а ( а * 0 ) \ а  b vektorlar kollinear bo'ladi va 

aksincha, agar a ( 5*0 )  va b vektorlar kollinear bo‘ lsa, u holda biror A son
uchun £ = АЛ bo'ladi.

a =)e|- a ,  y a ’ni har bir vektor uzunligi bilan ortining ko‘paytmasiga
teng bo'ladi.

1-misol. ABCD to‘g ‘ri to‘rtburchakning tomonlari AB = 3, AD = 4. 
M -D C  tomonning o‘rtasi, N - C B  tomonning 
o'rtasi (3-shakl). AM,AN,MN vektorlami mos 
ravishda AB va AD tomonlar bo‘ylab yo'nalgan 
Г va у birlik vektorlar orqali ifodalang.

®  a =\ a | • a" bo'lishidan, topamiz:

AB = \AB\~i =3/, ~AD=\AD\-j =4j.
3-shaklga ko'ra

Ш = Ш т \ о с = - л в ~ - 1 ,
2 2 2

BN = N C ^\b C = -A D  = 2 J .2 9
Vektorlami qo‘shish qoidasi bilan topamiz:

3-rAM — AD + DM = 4/ н—J • AN = AB + BN = 3i + 2 ] ;  

3 ,
MN = MC + CN = M C -  NC = - T  -  21

2
2.1.2. a n

b ’n b in a t s i v a J r i012̂ !  +a"a" ifoda§a vd

'Г 2”':’0- vektorlar uchun kamida bi

v ek to r lam in g  chiz iq li
i l

agan shundav “v'“u,‘ kamida bittasi nolga teng
a,a' +«,ог +_+ - a ‘’a Y“ ' ,ct;  sor|lar topilsaki, bu sonlar uchun
Lh>Z‘4li b o g ' l iq  v e h t o r l a ld ^  U holda vektorlarga



Agar o,2, « А  * ...+ «.5 . -Otenglik faqat « , - »
o'rinli bo'lsa, u holda, К  vektorlarga c h n i q h  erkli rebo£
deyiladi.

Ikkita vektor chiziqli bogiiq bo‘lishi uchun ular koliinear bo‘lishi zarur vayetajj^

Uchta vektor chiziqli bog‘liq bo‘lishi uchun ular komplanar bo‘lishi zarur vav^ . ____________ ____________________________ ____________ ŷ iarli.

Agar Rn fazoda ixtiyoriy a vektomi n ta chiziqli erkin
i 2*fl

vektorlaming chiziqli kombinatsiyasi orqali ifodalash mumkin bo‘lsa, 
fl=a,e1+ a2l 2+ ...+ a^  tenglik bajarilsa, u holda ё19ё 29...9ёл vektorlar * 

f a z o n in g  bazisi deb ataladi.
а = а {ёх+ а2ё 2+ а3ё3 tenglikka a vektoming ё х9ё29ё3 bazis bo‘yick 

yoyilmasi, a l9a 29a 3 sonlarga a vektoming ё19ё 29ё3 bazisdagi afi 
koord inata lar i  deyiladi.

<s© Uch oichovli Rl fazoda komplanar 
bo‘ lmagan ё ,9ё 29ё3 vektorlar bazis tashkil 
qiladi. Ikki o‘ lchovli R2 fazoda koliinear 
bo4lmagan ё 19ё 2 vektorlar bazis tashkil etadi.

2 -m isol. Uchburchakli muntazam 
piramidada AB,AC,AD -  A uchning qirralari,
D O - D uchdan tushirilgan balandlik (2-shakl).
Agar ёх9ё29ё3 mos ravishda AB,AC,AD qirralar 
bo‘ylab yo‘nalgan vektorlar bo isa , DO 
vektoming ё 19ё 29ё3 bazis bo‘yicha yoyilmasini 
toping.

®  Vektorlami songa ko‘paytirish 
amalining xossasiga asoslanib, topamiz:
AB = X]e i, AC = A.<?2, AD = A3e 39 bu yerda Я,,Я2Д 3-haq iq iy sonlar.

Piramidada ё19ё29ё3 qirralar komplanar emas. Shu sababli DO 
ё19ё29ё3 bazis bo‘yicha yoyish mumkin. ^

Piramida muntazam bo‘ lgani uchun uning balandligi 
medianalari kesishish nuqtasiga tushadi, ya ’ni 0 ~uC y l  
medianalarining kesishish nuqtasi bo iad i.

2-shakl.

vekt̂



V e k to r la rn i qo 
Bunda

J)A = -AD = -Л,ё,,

shish qoidasiga ko'ra DO = DA + AO.

—- 2-ГТ7 2 Л5 + ЛС 1 .A O = -A M = -------------= - (V ,  + Хге г).

D em ak,
DO = -A,e3 + U \ ex + АД). О

1.3. A nuqtadan o‘qqa tushurilgan peфendikulaming A, asosiga 
. . ' '— ‘ J -;yiladi (З-"1--1 !4

I,va 5, pr 
о  ‘q da g i

3-shakl.

A nuqtaning I о 'q d a g iproy ek s iya s i  deyiladi (3-shakl).
A va Snuqtalaming I о‘qdagi A, va В, proyeksiyalarini tutashtiruvchi

Ajji' vektorga AB vektorning I о ‘q da g i  
tashkil e tu v ch is i deyiladi (3-shakl).

AB vek torn ing I о ‘q d a g i  p ro y ek s iya s i  deb 
ЛД tashkil etuvchi va / o‘qning bir tomonga 
yoki qarama-qarshi tomonlarga yo iialgan 
bo‘lishiga qarab, musbat yoki manfiy ishora 
bilan olingan \AlBl | songa aytiladi va Пр,АВ 
bilan belgilanadi, ya’ni

n p ^ B  = ±\Ajt \.
3 vektor bilan uning / o‘qdagi tashkil 

etuvchisi S.orasidagi q> burchakka a vek tor bilan l o ‘q o r a s id a g i  burchak  
Ukki vek tor (5 va a ,) o ra s id a g i  burchak) deyiladi (3-shakl).

Vektorning o‘qdagi proyeksiyasi quyidagi xossalarga ega:
1 . |cos<p;
1 ■ Пр,{а, +5, +... + Sm) = n Pla, + Лр,а2 + ...+ Пр,а/,
3 - ПРХЛ а )  = Х Пр,а.

e8a boMs^^bu^h Vekt0rlari o zaro perpendikular va birga teng uzunlikka 
koordinatalar siste or tanorma^an8an bazis deb ataladi. Dekart 
bazis sifatida o. °*vzortanorma^an8an bazis tashkil qiladi. Bunda
5 vektor i~7l и ° Z ° ortlari boigan i j ,k  vektorlar olinadi.

4 *  bazisda quyidagicha ifodalanadi:
a — oxi + af J  + a,k . ( U )



СВ) ( 1.1) ifoda vek to rn in g  i j , k  bazis b o  y i c h a  y o y i lm a s i  deb at 1 ш  
qisqacha a = {ax;ay;a,} deb yoziladi. Bunda a T,ar,aJarga a 
koord inata lar i  yoki p r o y ek s iy a la r i  deyiladi.

a vektor uchun

i a i= +al + ’ (1.1
ya ’ni vektorning uzunligi uning koordinata o'qlaridagi p ro yeksj 
kvadratlarining y ig ‘ indisidan olingan kvadrat ildizga teng bo‘ladi.

a = {ax;ay;a.} vektorning yo‘nalishi uning Ox,Oy va Oz o‘qlari bi]> 
tashkil qilgan a ,  f t , у  burchaklari bilan aniqlanadi.

Bunda
a *  a v cicos a = — , cos p = — , cos у = - f - .
1*1 H \S\ \a\

cos a , cos /?, c o s y  sonlariga a vek to rn in g  y o 'n a l t i ru v ch i  kosinusk 
deyiladi. Bunda cos2 a  + cos2 p  + cos2 у  = 1.

a vektorning birlik vektori uchun a 0 = {cosa;cos/?;cos/}.

3 -m isol. Uzunligi \a\=2 ga teng vektor Ox,Oy koordinata o‘qlari bilan 
a  = 60% p  = 120" li burchaklar tashkil qiladi. a vektorning koordinatalarini 
toping.

®  Vektorning o‘qdagi proyeksiyasining Г xossasidan topamiz:

-  = -1.=|a|cosa = 2cos60” =2 - —= 1; a r =|5 |cos/? = 2 cosl20° =2 ^

Vektorning uzunligini topamiz:
2 «/1 + i + a j.

Bundan a) = 2 yoki a. = V2 va a. = -л/2 .
Demak,

5 = {1; - 1;V2} va 5 = {1; - 1;-л/2}. О

2 .1 .5 . a = a j  +ayj  + a.k va 6 = b j  + brj  + b_k vektorlar b e r ilg a n  bo 14
U holda .й

- — — — — h ' d 
a ± £ = (a, ± />,)/ + (я v ± ) j  + (a. ± b. )k (yoki a ± 6 = {ax ± bx;ay ± »*

Aaxi + Axiyj  + Xa.k (yoki Ад = {Ллт;Ал, ;Лд.})*
a = £ dan ax- b x, a = by4 a2 =fc2 kelib chiqadi.



_4i - 2y+ 4/t vektor berilgan. Bu vektorga qarama-qarshi
4 ' rnlSf i lm e a r v a  uzunligi | * |= 9 boigan vektoming koordinatalarini 

y0 *nalgan, кош»
‘°pi2  ь vektoming koordinatalari b„br,bs , ya ’ni * »{*> ,;* ,}  bo‘ lsin.

*  b t n r i a r  koliinear boMsa a = M  bo'ladi, bu yerda Я - ixtiyoriy son.
5 Va u  holda ikki vektom ing tengligi shartidan b , = Ялг, b = Aay, b. = Ад. yoki 

bx = -4Я, = -2  А, 6. =4A.
Bu koordinatalami va 5 vektoming uzunligini hisobga olib, topamiz: 

9=Vi6F+4A: +16A2, 9 = ±6Я yoki A = ±|.

5 va b vektorlar qarama-qarshi tomonlarga yo'nalgani uchun Я < 0, ya ’ni

д- 4
Demak,

b = {63;-6>- о

Oxyz dekart koordinatalar sistemasida OM vektoming koordinatalari 
Л/nuqtaning koordinatalarini aniqlaydi. OM vektor M nuqtaning rad iu s  
vektori deb ataladi va r  = {x;y;z} bilan belgilanadi. Bunda M nuqtaning 
koordinatalari M(x; v;z)kabi belgilanadi.

)va B(x3; y 2;z2) nuqtalar berilgan bo‘ lsin.
U holda

va’ni v и  • аЛВж х̂2 (1.3)
j Ve ? rnin^ ^^d inata lar i uning oxirgi va boshlang‘ ich nuqtalari mos

natalanning ayirmasiga teng bo‘ladi.

ya’ni ab (1.4)
(1 4 He*Ct̂ ! n® UZUn*‘®' A va B nuqtalar orasidagi masofani aniqlaydi.
5 . ®1 пЩ1а o r a s id a g i  m aso fan i  top ish  f o rm u la s !  deyiladi.

Vektomincnl ’ S(4;5;1)’ C f t-ВД nuqtalar berilgan. a = AB-3AC
®  Velrtr, i'^m' Va y ° 'na^ 'ruvchi kosinuslarini toping.
•  Vdttorlamingkoordinatalarinrtopamiz:

__/4й = {ЗД2}, AC = (2;—3;2},

I * *  ̂  ~3^c  = {3 -  3 • 2;3 -  з • (—3);2 -  3 • 2} = {-3;12;-4}.
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Bundan

| a |= л/9+ 14 4 + 16 =13, cos a  = “ ^  cos/? = cosy = —i .  ^

Boslang‘ ich va oxirgi nuqtalari A(xx\ y ^ )  va B(x2; y 2;22) b o ^  
kesma berilgan bo6lsin.

AB kecmani berilgan A>Onisbatda boMuvchi, ya ’ni bu kesmada

tenglik bajarilishini ta ’minlovchi В nuqta bilan ustma - ust tushmavdi 
C(x;y;z)  nuqtaning koordinatalari

_ j :, + Лх2 У ,+ Я у 2 _ г , + Az,
1 + A ’ У 1 + A ’ 1 + A 

formulalar bilan, xususan, kesma o‘rtasining koordinatalari
*1 + У,+ У 2 2I + Z2

tengliklar bilan aniqlanadi.

6  -m isol. a = {2;-6;3} va b  = {-4;3;0} vektorlardan hosil boMgan burchai 
bissektrisasi bo‘ylab yo‘nalgan d  ={x;y;z] vektorni toping.

a = {2;—6;3} va b  = {- 4;3;0} vektorlami О  nuqtaga pant 
ko‘chiramiz. Bunda a ,b ,d  vektorlar oxirlarining koordinatalari Л(2;-#‘ 
S(-4;3;0), D (x;y%z) boMadi.

Burchak bissektrisasi xossasiga ko‘ra
J _ МД|_ [д [.. V4 + 36 + 9 7 

\DB\ \b | V16 + 9 + 0 ~~ 5 ‘
Kesmani berilgan nisbatda bo'lish formulalaridan topamiz:

, , 2 + -  -(-4) ,  . , - 6 + 7 -3 3 x, + Ajc; 5 3 . .. У,+Л.у2 _____ =
1 + A , + 7 - 2 ’ 1 + A " 1 + Z 4

5 5

,  _  + Az, _ ^+5 ^ _ 1 5 _ 5

Demak,

1 + Я 1+7 12 4*
5

2 4 4



Mustahkamlash uchun mashqlar

2.1.1. Agar \a+b) r\a-b\  bo‘lsa, a va b vektorlar qanday shartni
qanoatlantirishi kerak?

2.1.2. ABC uchburchakda AM to‘g ri chiziq ZBAC burchakning 
bissiktrisasi bolib , M  nuqta Be tomonda yotadi. Agar 
J b = a, AC = b ,\a\=2, |£|=lbo‘lsa, AM vektomi toping.

2.1.3. ABCD teng yonli trapetsiyada WAB = 60", | AD H DC H CB |= 2,
M4N - mos ravishda DC va BC tomonning obrtasi. BC,AAf,AN,NM
vektorlami mos ravishda AB va AD tomonlar bo‘ylab yo‘nalgan mva n 
birlik vektorlar orqali ifodalang.

2.1.4. m ning qanday qiymatida с - a -m b  va d - ->/3a + 6b vektorlar 
kollinear bo‘ladi?

hprii uchta « = {3;-2}, b = { -2;l} va c = {7;-4} vektorlar
Д *  ^  Vê tom*n^ 4 °lgan ikki vektor bazisi bokyicha yoyilmasini

***** Biror bazjsda a = 2 }, £^{3;w:6} vektorlar berilgan. a va

2X7. J0”' " ' "  b°-'lsa "  va " " i “ Ptog.
vekiom' - t - V - W ,  c  = {2;2--\\ vektorlar berilgan. d  = {3:7;—7}

^ABC=4 5 ° ^  n^urchakli trapetsiya asoslari |Л/?|=4 va |CD|=2 va 

; ° 4qqa Pr°yeksiyalarinfto * ^  Ve^tor*arPl' ng vektor bilan aniqlanuvchi
2  ̂ ь*

Uchburchak __8  t0monl' uchburch-iakning tomonlari 4y  ga teng.

^pmg bUrChak bis^ k t r it lrb o ny|abinv n - a , ™ ’ W ’ Ш  ba,and‘lklar’ning^ at) У° 'n a lgan  / ocqqa proyeksiyalanm

r|arning koordinati vek^torlar berilgan. Quyidagi
Zd' 2E' 2 ) * 2 & ^ ^ k s i y a l a r i n ,  toping:

П̂ ’ьом ‘ Agar « « {2;~l.n *Ь', . 3) - 2 a  -  ; 4) 4b -a .
Sa’ uning oxirgj nuqtasin-ОГПШ® “  boshlang'ich nuqtasi Л(3;-2;-4} 

lng koocordinatalarini toping.



2.1.12. Agar a = {2;4;-l} vektorning oxirgi nuqtasi g( , I 
bo4lsa, uning boshlang'ich nuqtasining koordinatalarini toping. ' 4'1'

2.1.13. Tomonlari a = {-l;0;7} va b = {5;-4;-5} vektorlar uzunjj, 
iborat bo igan parallelogramm diagonallarining uzunliklarini toping

2.1.14. A va В nuqtalar berilgan. AB vektorning uzunligjnj 
toping:

1) A{-4 ;-9 ;6 ) , j» (8 ;6 ;-10 ) ; 2) A(6 ;- l ;9 ) ,  5(2;-4;-3).
2.1.15. 0xo ‘qining berilgan A nuqtadan a masofada 

nuqtasini toping:
1) Л(-3;3), a  = 5; 2) Л(4;12) a = 13.

2.1.16. Oy o'qining berilgan nuqtalardan teng uzoqlikda jo y l* J  
nuqtasini toping:

1) A(-4;2) va S(6;0); 2) A(8;2) va fl(3;-3).
2.1.17. Uchlari Л(4;1;-3), S (l;4 ;-2), C(l;10;-8) nuqtalarda bo'lgan 

ABC uchburchakning ^Dmedianasi uzunligini toping.
2.1.18. A/nuqtaning radius vektori koordinata o‘qlari bilan bin 

burchak tashkil qiladi va uzunligi 3 ga teng. M nuqtaning koordinatalm 
toping.

2.1.19. a vektor OX\a OZo‘qlari bilan mos ravishda 60"va \t 
burchak tashkil qiladi. Agar I a |= 4 bo'Isa, bu vektorning koordinataln 
toping.

2.1.20. a = {2;3}, b = {l;-3}, c = {-l;3} vektorlar berilgan. a  ningqanda; 
qiymatlarida in = a + ab  va n = a + 3c vektorlar kollinear boiadi.

2.1.21. a = 167-12y + 15Jt vektor berilgan. Bu vektor bilan bir 
yo‘nalgan, kollinear va uzunligi | ft |= 15 boigan vektorning koordinatal* 

toping. ____ I
2.1.22. /4(2;—1;0), 5(1;-1;2), C(0;5;3) nuqtalar berilgan. a = AB-CB 

vektorning ortini toping.
2.1.23. Uchlari berilgan nuqtalarda joylashgan u c h b u rc h a k  median>% 

kesishish nuqtasini toping:
1) Ж7;-4), B ( -1;8) va C(-l2;-\)\ 2) A(-4;2), B(2;6) va C(0;-2).

2.1.24. a = {5;2;14} va b = {- 3;0;—4} vektorlar orasidagi burchak 
bissektrisasining birlik vektorini aniqlang.

2.2. VEKTO RLARN I K O  PAYTIR1SH

• ktorning skalyar ko‘paytmasi. Ikki vektorning vektor 
ko‘paytmasi. Uchta vektorning aralash ko‘pavtmasi

. j j f a  s  va b vek to rn in g  ska lyar ко 'paytmasi  deb bu vektorlar 
i4rlari bilan ular orasidagi burchak kosinusi ko’paytmasiga teng songa

U7-!!ladi va ab,abyok\ (S,b) kabi belgilanadi, y a ’ni
ab=\a\-\b\cos(p, (2 .1)

yoki _ _аЬ=\Ъ\-Пр6а=^а\-ПрйЬ ,

bu yerda <p = (a,b).

Skalyar ко'paytmaning xossalari.
Г. ab=ba (o‘rin almashtirish xossasi);
2". (ЛЛ)/> =ЦаЬ) (skalyar ko‘paytuvchiga nisbatan guruhlash xossasi);
3". a(b + c )  = ab + a c  (qo‘shishga nisbatan taqsimot xossasi);
4". a±b=>ab=0.  Shuningdek, ab = 0 (I a I# 0,1 b |* 0) => a l b ’,
5". a' =1 a |: yoki =| a | (л/I7 * a).
Koordinata o‘qlari ortlarining skalyar ko‘paytmalari:

= V =*!= 1, i - j= j  k=k i = j  i = k- j  = i ■ к = 0.

i-misol. Agar |5 |=4 , |£|=6 ^  = ( ^ ) = y  bo isa , Q a -b ) - ( 2 d  + 4b) 

k°‘paytmani hisoblang.
hisobUvm^z ̂ аГ Paytmai™ 8  t a r ifi va xossalaridan foydalanib,

&а ~Ь) (2а+4Ь) = З а -2 а -Ь -25 + 35 4 b - b  4b=6a2 + \0ab -4b2 =

1 +10|al ^|cosy-4|^|2=6.42-H0-4-6 i - 4 - 6 2 = 96 + 120-144 = 72. О

misol. Agar |a|-4, \B|=3 ,<̂  = |^a^j = - ^  bo‘ lsa, bu vektorlarga

®  ^ ^ ei°^ rarnm diagonallarining uzunliklarini toping.
® Ь vektoriardan^0^3^  ^Ur*^an diagonallari a + b va
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Skalyar ko‘paytmaning xossalaridan foydalanib, topamiz- 

|a + ft |= yj(a + ft)! = Va' + 2ab + ft" = tJ\ a |* +21a || ft | _

= ^16 + 2 - 4 - 3 ^ - i j  + 9 = V l3 ,

\ a - b \ = - y j ( a - b y  =y]a' - 2 ab  + b '  =л1\а\2 —2 1a ||* |cos^+J^jr=

= ̂ 16 + 2 -4 -3 ~  + 9 = V37. О

a = axi + a j  + a .k , £ = bxi + b j  + b.k vektorlar berilgan boMsin.
U holda

ab  = a xbx +агЬу + а гЬ:У 
ya ’ni koordinatalari bilan berilgan ikki vektoming skalyar ko‘paytmasi 
ulaming mos koordinatalari ko‘paytmalarining y ig ‘ indisiga teng b o ‘ladi.

3-m isol. Agar а = {4;-2;3},Z> = {l;-2;0},c = {2;l;-3} bo‘lsa,
(a + 3b ) ’ ( a - b  + c ) ko^paytmani hisoblang.

@ m = a + 3b va n = a - b  +c vektorlaming koordinatalarini topamiz: 
/я = {4 + 3 • 1;—2 + 3 • (—2);3 + 30} = {7;-8;3}, Я = {4 -1 + 2;-2 + 2 +13 -  0 -  3} = {5̂  
Bundan (2.2) formulaga ko‘ra

m • Я = 7 • 5 + (-8) • 1 + 3 • 0 = 27. О

Skalyar к о  ‘paytmaning ay rim tatbiqlari

1. Ikki vek to r  o r a s id a g i  burchak. a = a j  + a j  + a.k va b = b j +byj  +M

vektorlar orasidagi burchak <p = (a,b) bo‘ lsin.
U holda

abcos <p =
a\\b\

yoki

coŝ > = -
+ a b y + a:b:

j a ;  + a ;  + a] ■ J b ;  +b l+  ft;

/,(«, ;Д ;у,) va /г(а2;Д ;у 3) yo'nalishlar orasidagi burchak uchun 
coŝ > = cos a, cosa2 + cos Д cos fi2 + cos^, cos/.

2 m M orn in gp erp end iku la r l ik sha r t i .  a l b  boMsin.

Uho№ a b  ̂+ a b + a b = о . (2.4)

, v0‘nalishlamingperpendikularlik sharti
l' va cos a , cos a ,  + совД cos/?2 + cosyl cosy, =0.

j . ДОалОД b e r i l g f a  v o  ‘n a l i sh da g i  p r o y ek s i y a s i :

;.:/Ы I 5ft _ a,ftr +a,ft,+a;ft;

4. Kuchning ba ja rgan ish i : A = F S ■ cos<p yoki /1 = F5, bu yerda

p=(/\s), ya’ni moddiy nuqtaning to‘g ‘ri chiziqli harakatida o‘zgarmas 
kuchning bajargan ishi kuch vektori va ko‘chish vektorining skalyar 
ko^aytmasiga teng.

4 -misol. Moddiy nuqta A(l;-2;2) nuqtadan £(5;-5;-3) nuqtaga 
F = {2;—1;—3} kuch ta’sirida to‘g ‘ri chiziq bo‘ylab ko‘chgan. Quyidagilami 
toping: 1) F kuchning bajargan ishini; 2) F kuchning kofcchish 
yo‘nalishidagi proyeksiyasini; 3) F kuchning ko‘chish yofcnalishi bilan 
tashkil qilgan burchagini.

®  Moddiy nuqta ko‘chish vektorini, uning va F kuchning uzunligini 
topamiz:

S = AB = {4;-3;_5}j |5| = Vl6T9 + 25 = 5V2, |F| = V"4 +1 +9 = V l4 .
U holda:
1) A = FS = 2 .4 + (- !)  ■ (-3) + (-3) • (-5) = 26 (ish ft.);
2) n P F = ! l _  26 _ 13-У2

1*1 5V2 5 ’
3) cosip = —£ L _ _  26 13>/7 1З-4/7

| * н * Г Я Г 5 и ~ й -  * - “ * “ - 55-  0

5 -  misol ni ~ -
s  Va b birlik V  ? '~ “ +2b va * = 5a -  4ft o‘zaro peфendikular vektorlar bo'lsa

®  *  J- Я b ‘ 1 qanday burchak ^ Ьки qiladi?
^undan uchun (a + 2ft)-(5a-4ft) = 0 bo'ladi.

"+6eft-8ftJ =0 yoki 5|a|2+6|a|-|fc| coŝ o -  81 ft |2 = 0.
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a va Z? birlik vektorlar bo‘lgani sababli: 5 + 6coscp - 8  = 0.
Bundan

1 n
cos(p~~ y°w  = y .  О

2.2.2. Agar komplanar bo‘ lmagan vektorlar tartiblangan uchliginjn 
uchinchi vektori uchidan qaralganda birinchi vektordan ikkinchi vektor^ 
eng qisqa burilish soat strelkasi yo ‘nalishga teskari bo isa , bunday uchlik  ̂
o‘ng uchlik, agar soat strelkasi yo ‘nalishida b o isa  chap uchlik deyiladi 
Masalan, l j , k  vektorlar o6ng uchlik, j j 9k vektorlar chap uchlik tashkil 
qiladi.

a v ek to rn in g  b v ek to rga  vek to r к о  p a y tm a s i  deb quyidagi shartlar bilat 
aniqlanadigan с  vektorga aytiladi:

1) с  vektor a  va b vektorlarga perpendikular, ya ’ni с  l a  va с  l b ;
2) с  vektorning uzunligi son jihatidan tomonlari a va b vektorlardan 

iborat boigan parallelogrammning yuziga teng, ya ’ni |с  |=|a | • |b |sinp,

bu yerda cp = (a,b);
3) a , b , c  vektorlar olng uchlik tashkil qiladi. 

a v&b vektorlaming vektor ko‘paytmasi a x b  yoki [a,b] kabi belgilanadi.

Vektor k o ‘p a y tm a n in gx o s s a l a r i :
Г. a x b = - b  x a;
2°. (Ля) x b = A(a x b)  (skalyar ko‘paytuvchiga nisbatan guruhlash xossas 
3°. 5x(b+ c) = a x i  + 5xc  (qo‘shishga nisbatan taqsimot xossasi);
4°. Agar nolga teng boim agan a va b vektorlar kollinear boisa а*Ъ

boiadi. Shuningdek, agar a x b  =0 (\a\*0,\b\*0) b o isa  a v  a ^

kollinear bo‘ ladi.

6-m iso l. JJ\ic vektorlaming vektor ko‘paytmalarini toping.
®  Vektor ko‘paytmaning ta’rifidan quyidagi tengliklar bevosita .. 

chiqadi:
i x j  = k, j  x к = i ,  к  x / = j .

Haqiqatan ham masalan, i x j  = k uchun: 1)£ l i , k  I j ;



- • ЫГ -1 ■ ЗН  7,к vektorlar o 'ng uchlik tashkil etadi.

SbU г  holda vektor ko‘paytmaning Г xossasiga ko‘ra
Уx / = - к ,  k x j  = - i , i xk  = - j .

Vektor ko‘paytmaning 4"_ xossasidan topamiz:
I x i = j  x j  =  & x k = 0 .  О

7-misol. Agar |5|=3, 1*1=4, 5 1 *  bo‘lsa, |(35-ft)x(5-2ft)|  ni

hiS°®anVektor ko‘paytmaning ta’rifi va xossalaridan foydalanib,

^ 5 ) ^ - 2 б ) = З а х З - Ь х а - 6 5 х Ь  + 2ЬхЬ = -5ахЬ ,  chunki 5x5  = 0,ftxft=0. 

Bundan
|(3a -  ft) x (5 - 2 * )N -5 5 x ft |= 5 15 1 • | ft | sinq? = 5 ■ 3 ■ 4sin^  = 60 • 1 = 60. О

5 = a J  + a j  + ajk , b = b j  + b j  + b:k vektorlar berilgan bo‘ lsin.
U holda

a x b  ■

yoki

fl= 
b, b. i -

a a.V z
b. ft. j  +

a,  a ,

i j  к 
<*, 
К К b.

(2.5)

ко'
8 misol. Agar a = {l;3;-2},ft = {2;-2;5} bo‘lsa, (25 + 3ft)x (5 -  2ft) 

Paytmani hisoblang.
®  й = 25 + 3ft va л = a -  2ft vektorlaming koordinatalarini topamiz: 

'й = {2 ■ 1 + 3 • 2;2 • 3 + 3 • (—2);2 • (-2) + 3 • 5} = {8;0;11},

Bundan й = 0 -  2 • 23 -  2 • (-2);-2 -  2 • 5} = {-3;7;-12}.

mx/j = 0 11 
7 - 1 2

i - 8 11 
- 3  - 1 2 J  +

8 0 
- 3  7

£ = -77/ +637 + 56*. О



Vektor ko'paytmaning ay rim tatbiqlari
1 .lkki v ek to rn in g  kollinearlik sharti. a \a b vektorlar kollinear

a x b  =0
yoki

b b b . (U

9 -  misol. m , n ning qanday qiymatlarida a = {- 2;3;/?} va b = I 
vektorlar kollinear bo iad i?

_ 2 3 и®  lkki vektorning kollinearlik shartiga ko‘ra —  = —
m - 6  2

Bundan m = 4, n = ~1. О

2. P a ra l l e l o g ram m  va  u chbu r chak n in g  yuzlari:

^ = 2 5  = a>
2

+ a,
i

+
a a

b, b; К ь,, К ьг

10 -  misol. a  = 2 j -  3k va b = 4/ + 3] vektorlarga qurilgan 
parallelogrammning yuzini hisoblang.

®  Parallelogrammning yuzini topish formulasiga ko‘ra

S =
2 -3
3 0

0 -3  
4 0

0 2 
4 3

= л/9: +122+(-8)2=17(#)-°

3. Nuqtaga n isba tan  kuch m om en t i :
А/ = r x F , j

ya ’ni qo‘zgfcalmas nuqtaga nisbatan kuch momenti kuch qo‘yilgan nuqt* 
radius vektorining kuch vektoriga vektor ko‘paytmasiga teng.

2.2.3. Uchta a, b, с  v ek to rn in g  a ra la sh  к о  ‘p a y tm a s i  deb a vekto  

b vektorga vektor ko‘paytirishdan hosil boigan a x b  vektorni с 
skalyar ko‘paytirib topilgan songa aytiladi va ab c  kabi belgilanad*- ШШ 

Komplanar boim agan uchta vektorning aralash ko^payt^3^ . ^  
bu vektorlardan iborat bo igan  parallelepiped hajmiga ishora 
bo iad i, ya ’ni V *=±abc, bunda vektorlar o‘ng uchlik tashkil qilsa j  
ishora, chap uchlik tashkil qilsa manfiy ishora olinadi.



* * *  t o w r - " * * ’" * ' *r  (a^b )- c= a  (b^ c) ,

r  Sbc = bca - ^  ^0‘paytUvchining o‘ rinlari almashtirilsa aralash

3 DCk'Siorasini almashtiradi. Masalan, a b c =- b a d ;
ko'paytmai^  ̂ {eng boMmagan a ,b , c  vektorlar komplanar bo*Isa,

4 a ra la sh  ko‘paytmasi nolga teng bo’ ladi. Shuningdek, agar 
i^M HI 5 И 0,!£ I* 0,|с I* 0) bo‘Isa a ,b , c  vektorlar komplanar bo‘ ladi.
° C a = a j  + a~j + a . k , b = b j  + b j  + b.k , c = c J  + c J + c ;k vektorlar berilgan

boisin.
U holda

ab c  =
** ay az 
b, b b. (2.7)

11-misol. я = {-l;-3;2}, b = {2;2;-4}, c = {3;0;-5} vektorlar berilgan. 
abc ko‘paytmani hisoblang.

^  Aralash ko‘paytma formulasidan topamiz:

abc =
-1  - 3  2
2 2 - 4
3 0 - 5

= 10 + 3 6 -12 -30  = 4. О

j Ve*tor koipaytmaning ay rim tatbiqlari
holda vektorlarning o 'z a ro  j o y la s h i s h i :  agar ab c  >0 bo'lsa, u
veWnri e^|°r âr 0 n8 uchlik tashkil qiladi, agar ab c< 0  bo isa , u holda 
^ c b p u c h H k  ta sh k il q i la d i .

c ta vek tom ing komplanarlik sh a r t i :

yoki 5Sd = 0

a, a, a-
K b b
C1 С_

=  0 . (2 .8)



^ ra l l e l  ep ip ed  va piram idaning hajm lari:

^ = 6 ^  =
a* «V в/

det b, A.

c, c->

12-m iso l.  a-{2U;-3}, S -fc W b  г - М О  vektorlarga quri1^  
p iram idaning *  va с vektorlarga qurilgan yoqiga tushirilgan balandligining 
uzunligini toping.

-  S - M . v e ^ a r g a ^ P — S
hajm in i h isob laym iz:

V =

6 ={l;2;l}, г

' 2 1
- 31det 1 2

1- 3 M
■i'

25
6 ’

vektorlarga qurilgan yoqning yuzini hisoblaymiz:
1 2 2

2 1
+

1 1
+

1 2
- 3  1 1 1 1 - 3

5 = 1
21

PirarViida uchun V = - h S . Bundan
3

,  25

5^2= - , JS 2 +02 + ( -5 f  =
2 V 2

= W 2  0

5 5V2 2

Mustahkamlash uchun mashqlar

* ^ 8 ar I * h  6, | £ |= 4, ^0 = (я ,£)= —  bo‘ lsa, quyidagilarni toping:

2) (2a + b )2; 3 ) (3a - b ) - ( a + b ) ;  4) (2a - 3 b ) - ( S -M '
2 ^ 2  >

toping; j  ’ 5  = va * = {2;4;-5} vektorlar berilgan. (^{dagi!**1
) « • * ;  2 ) 7 ^ ;  3) (3 a -2 b )  ( a+ b ) ;  4) { a - b f -



2  2J .  B e r i lg a n  vektorlar m ning qanday qiymatlarida perpendicular
‘ladi? 1) a=g {1'~2m'’°}’ * = {4;2;3m}; 2) a = {2;-2;m}, 5 = {3;m;l};

^3) 5 = (3 " m;0;8  ̂’ * = ^  + w;1;2}’ 4) 5 = Ц;-5;2}, Л = {m -  2;m,m + 3}.

2  2-4- ё,» ^  birlik vektorlar uchun ё, +ё, +ё, = 0bo‘ Isa,
- - s  + 5  ё  ni toping.

2.2.5. Oxz va Ovz burchaklaming bissektrisalari qanday burchak 

tashk il q i la d i?

2.2.6. Tomonlari 5 = 2/+ j  va b = - j  + 2k vektorlardan iborat bo‘ lgan 
p a r lle lo g ram m n i n g  diagonallari orasidagi burchakni toping.

2.2.7. B e r i lg a n  yo‘nalishlar orasidagi burchakni toping:

( n  n  n\ А п  к  n\ Л n  n  n\ . ( 5л I n  n\»<Я;7)va b 't ’d  2) va Чт:т :2>
2.2.8. a = {3;-6;-l}, b = {l;4;-5}, с  = {3;-4;12} vektorlar berilgan. 

Quyidagilami toping: 1) Прга ; 2) Прс (a+b)] 3) Яр- (2a - 3 b ) .

2.2.9. A(l;2;-3) nuqtani Z?(5;6;-l) nuqtaga to‘g ‘ri chiziq bo‘ylab 
kolchirishda F = {2;~l;3}kuchning bajargan ishini toping.

2.2.10. a = {3;-l;5} va /> = {l;2;-3} vektorlar berilgan. Agar x • a = 9, 
дг-Ь = -4уа 3c vektor Oz oqiga perpendikular bo isa, * vektorni toping.

2.2.11. 5 = {2;-3;l}, b = {l;-2;3} va с = {l;2;—7}vektorlar berilgan. Agar 
x±a, x±b, x - c  =10 bo isa , x vektorni toping.

2-2.12. Agar |a|=4, |6 |=6,<р = (я,£)=^~ bo isa , quyidagilami toping: 

)<*xd9 2) I(2a-3b)x (a + 4b)I.

Paralbn ^  Tomonlari a va b vektorlar uzunliklaridan iborat boigan 
^ ^ b g ra m m n in g  yuzini toping:

a ~m + 2n, b=2m + n9 buyerda |m|=l, |й|=1, ^ = (^ w )= -;
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„ _ A buyerca |/и|=4, |Я|=3, <р = (ю,Я) = ̂ ;  
2) <=1-S, Ь = 2/и-л, 4

- _  ^ „ b u y e r ia  |т|=2,|й|=3, <р = (т ,л )= - . 
3)i= M , Ь=5т + 4л, I f  _ 3

^10, 5£=25 bo‘ lsa, 15x6  Ini toping.
i2.l4.Agar 15 1=5, \b\=^'

13, \aib\=36 bo‘lsa, a b ni toping.
U.li.^ar|5|=3, 1*1=1(5

_ ={2;- t'l vektorlar berilgan.
V 22;Ui=^ 1;2;3}. va b  .f ig : 1) 2) (3 fl-A )x6 ;
Veko, koaytmalami to p in g ^  + -} ̂

3) u+Jm, 4) (25 /a A vektorlar uzunliklaridan iborat boiean 
22.11 Tomonlari a v& ^g- 

uchfcrctagyuzini to p in g  • 2)5 = {2;_2;1K fr = {8.4;1}.
ObftOi b = {0;5;-7>;
3)Ь{Щ, b -  {6;3;—2}.

,£phlari i(l;2;0), 5(3;0;-3), C(5;2;6) berilgan. 
-2.H Lchburc uc .^ c  tomonga tushirilgan balandlik uzunligini 

ипиеущщуа В uchidan я*
topiig.

^  h qo‘yilgan. Bu kuchning В nuqtaga nisbatan 
U.Hmuqtaga F kucK _4;5}  ̂ ^0;2;1)( b (-\;2;3);

m o a n in g :  1) F = {2’ ^ (0;0;0); 3) F = {1;2;-1}, ^(-l;4;-2), S(2;3;-l).
2)F={M}, >4(2;—1;—2), В ?

 ̂ t ^gan ™ ̂  ” vektorlar berilgan. 5 = a  • m + 6/? va
-  ^ЛЬШпеаг bo qjymatida kollinear bo‘ ladi?
 ̂= 3»n- 2л vektorlar a  ning O '

-  ^  {/?;~6;~3] vektorlar a  va flning qanday
U.2li= {-l;3;a} у а 

qiyrtatianaikollinear b o ia d i
b = |-1;5} vektorlar berilgan. Quyidagi 

U.2Z kkita 5 = {2;-3, vektora toping.
sharianj awatlantiruvchi г  va u ^ .  3 ) 5 . - =^

1) h a  \b-x = l\ 2 ) x
% ^ iT komplanarmi? 1 )5  = {3;-2;l}, b = {2;1;2}, 

^ y i d a g i v e k t o r l ^ -
с = {Ц-1; 2) a = {2 -1 ,2} , *
3 )5 * е д ,Ь  = {1;9;-11},с^



• я nandav qiymatlarida a ,b , c  vektorlar komplanar bo‘ ladi?

2'U h ' 1 г ' <3;(ВД;
' У“ '  piramida uchlarin ing koordinatalari berilgan. Piram idaning

2,2,2 П uchidan tushirilgan balandligini toping:
hajmim va D C(_1;_2;8),Z>(1;1;10); 2)Ж1;1'.1).В(2;0;2),С(2;2;2),0(3;4;-3);Л i/i. ^  v

- b e  vektorlar berilgan . Bu vektorlar qanday uchlik tashkil 
2,2’̂ iq lang  va qirralari bu vektorlardan iborat bo igan  parallelepiped

L jm in iw in g . _3;lb _ , (0;2.5 ). 2) а -<Ц -»> , 5 - ( M a ),c = (-U 0 ;1|;

S s I f t s M - f l * - 4 ’ г - |2А ;2,; 4) « . ( И Я ,  ь - ы л « ,  г . | И ;-з|.

„  - . ц д  va 5 = 1 и-2Я> vektorlar berilgan. Agar a* = -7, x5b = 6
- j T j  vektor f to -q ig a  p e rp cn d .ku lar bo 'lsa , i  vekton,, toping, va с  a

2-NAiZORAT ISHI

1. a va b vektorlar berilgaun. Bu vektorlar bo‘yicha tuzilgan cva d 
vektorlarning koliinear yoki ortiogonal bo‘ lishi- boMmasligini tekshiring.

2. A nuqtaga F kuch qo 'yt ilgan. F kuchning to‘g‘ri chiziq bo‘ylab 
AB ko'chishda bajargan ishini va В nuqtaga nisbatan momentini toping.

3. Uchlari A,B,C,D nuqtalar*-<ia bo‘ lgan piramidaning hajmini va ABC 
yoq yuzini toping.

1. a = {5;0;—1}, £ = {7;2;3), c = 23---- b, d = l b - b a .
2. F =(-6; 2; 5), Д -3 ; 2 ;-б). B(4; 5; -  3).
3. v4(l;l;2), B(-l;l;3), C(2;-2;4), D(3<-l;0;-2).

2^2-variant
1. a = {4;2;-7}, Ь = {5;0;-3}, с = а -----3b, d = b b -2 a .
2- ^ = (-6 ; 1; 4), 4 - 7 ;  2; 5), B(4; —  2; l).
3- -4(-U2;-3), B(4;-l;0), C(2;l;-2), D(3;4;5).
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2-MUSTAQIL ISH

\.A,B,C nuqtalar berilgan. Quyidagilami toping: a) ah skaly^ 
ko‘paytmani; Ъ)Пр^ proyeksiyani; c)<p = {a,c) burchak kosinusini; 
d) J  vektor ortini; e) / kesmani a : p  nisbatda bo‘ luvchi м  nU(̂  
koordinatalarini

2. a ,b  vektorlar berilgan. Quyidagilami toping: a) tomonlari а\ц  
vektorlardan iborat bo‘lgan parallelogramm yuzini; b) parallelogram!,,
diagonallari orasidagi burchak sinusin i, bu yerda <p = (т,п)

3. a ,b , c ,d  vektorlar berilgan. Quyidagilami toping: a) d vektoming
a ,b , c  bazis bo‘yicha yoyilmasini; b) qirralari a ,b , c  vektorlardan iborat 
bo‘lgan parallelepiped hajmini; c) parallelepiped balandligining uzunligini 
( a, b vektorlar parallelepiped asosida yotadi).

1-va r ian t
1. A( 1;3;2), B(-2;4;-l), C(l;3;-2};

a = AC, b=CB, c  = AB, d  = 2c+5b, l  = AB, a=  2, P = 4.

2. a = m + n, b = 2m -  n, | m |= 2, | n |=3,

3. a = {2;0;l}, 6={1;1;0}, c = {4;l;2}, J  = {8;0;5}.

2 -va r ian t
1. A(4;6;7), B(2;-4;l), C(3;-4;3};

a = BC, b= A C ,c = AB, d = 5 c - 2 b , / = BA, a=  4, p  = 3.

2. a - m - 2Я, & = m + ЗЙ, |m|= 1, |Яj= 2, •

3. a = {1;2;-1}, £ = {3;0;2}, c = {-l;l;l}, J  = {8;1;12}.
3-variant

1. Л(-4;-2;-5), Я(3;7;2), C(4;6;-3};

a = ACy b=BA9c  = BC, d= 3 c+ 9b , l  = AB, a=3, 0  = 4.

2. a ~ 6m -n ,  b - m  + n, \m\~3, IЯ1= 4, ( p -  — ,
4

3. Я = {1;0;1}, 6 ={1;~2;0}, c = {0;3;l}, rf = {2;7;5}.

Ш



4-variant
1. Ж3;4;1), B(5;-2;6), С(4;2;-7};

S = AB>2 = 4C, d  = - l c  + 5Ь, 1 = АВ, а  =2, /? = 3.

2. й = 3/я + 2Я, £ = 3 т -й , |w|=l, |Я|= 2, <р = ̂ .

3. л = {0;1;2}, £ = }1;0;1}, с = {-1;2;4}, J  = {-2;4;6}.

5-variant
1. Ж6;4;5), Ж7;1;8)^С(2;-2;-7};
az=AB, b= C B ,c = AC, d  = -2 c  + 5b, ЫВА , а  = 2, /? = 3.

2. а = 3/и + й, b = 2 r h -n , |m|=4, |Я|= 3, <?>= - •
4

3. 8 = POHK £ = {0;3;2}, c = {l;-l;I}, rf = {l;-4;4}.

6-variant
1. Л(4;3;-2), £(-5;2;6), C(4;-4;-3};
a = AB, b =CB, с  = AC, d=~c + 4b, l = AB, a=3, /3 = 5.

2. а = 2w + 4Й, b = 2 m -n ,  | m |= 7, j Я |= 2, (p = —.

3. a = {—2;0;1}, 6={1;3;-1}, c = {0;4;l}, J  = {-5;-5;5}.

7-variant
1. -4(2;4;5), S(l;-2;3), C(l;-2;4};

5 = 5C, 6= 1с , с = ЛВ, <7 = Зс - 4Ь, / = ВЛ, а= 2, /?=3.

2-a  = m + 3n, b = 2m -3n , \m\=2, |и|=1, <p = - .
1 -  6• a -  {0;1;1}, b = {—2;0;1}, c = {3;l;0}, d  = {-19;-1;7}.

I 8-variant
A(j>'~2;~6), B(3;4;5), C(2;-5;4};

e = £ = ЛС,с = 5С, d  = -5c+%b, l  = CA, a=4, /3=3.

4 - S  + 2J, S „ 3 « -2 S ,  1*1-3, [ й |= 2, , « £ .

* e -{3;l;0}, 6 = { - 1;2;1}5 c = {-1;0;2}, J  = {3;3;-1}.
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29 -var ian t  у
1. A{-2;3;-4), B(3;-l;2), C(4;2;4(;
д = b = AC,c = CBy J  = 4c + 76, / = &4, a= 5, /? = 3.

2. д = 3m + й, b = 3 m -  2Я, | m |= 1, | Я |= 2, = ~ •о
3. a = {2;1;0}, * = {1;0;1}, c = {-2;l;l}, J  = {-5;1;3}.

30-var ian t
1. Л(-1;-2;4), 5(2;4;5). C(l;-2;3};
a=C4, b = BA,c = BC, d  = 3 c - 4 b ,  1 = BC, a=  2, /J = 4.

2. а = 4 т  + 2й, b = m + 2n, |/n|=2, |й|=1, <P=J-

3. a = {0;l;-2}, b = {3;-l;l>, c = <4;l;0}, J  = {-5;9;-13}.

NAM UN A VIY VARIANT YECHIMI

1.30. Ж-1;-2;4), B(2;4;5), C(l;-2;3}; 

a = CA, b = BA, c  = ~BC, d = 3 c - 4 b ,  l = BC, a  = 2, /? = 4.
<S> a,S,c vektorlami topamiz:

a = G4 = {-2;0;l}, 6 = A4 = {-3;-6;-l>, c = BC = {-l;-6;-2}.
U holda

d  = 3c -  46 = {-3 + 12;—18 + 24;-6 + 4} = {9;6;-2}.
a) ab  skalyar ko‘paytmani aniqlaymiz:

ab  = (-2) • (-3) + 0 ■ (-6 ) +1 • (-1) = 5.
b) c d  skalyar ko‘paytmani topamiz va \d\ modulni hisoblaymiz:

erf = (-1 ) ■ 9 + (-6 ) • 6 + (-2 ) • 2 = -49, | d  |= д/92 + 62 + (-2 )2~ = 11.

Bundan
n  -  c d  49Tjfo.c = 
л  Ml 11

c) a c  skalyar ko'paytmani va |a|, |c| modullami topamiz:
a c  = (-2 ) • (-1 ) + 0 • (-6 ) +1 • (-2 ) = 0, |a|=-y/(~2) +02 + 12 =>/5,

I с |= >/(-1)2 + (~6)2 + (-2 )2 = >/41.



Bundan
а с  Оcos<p =

5|-|c| V5-V4T'
d) d = {9;6;-2j vektorning modulini topamiz: | d  |= ^92 + 62 + (-2)2 =11. 

9 6 2 ’
U holda d" ■■ 1111 11

e) я = — = -  = 2. U holda

x.+A*, 2 + 2-1 4 4 + 2 • (-2) n
" I + A 1 + 2 3 ’ 1 + Я 1 + 2

_ zfl +Az4 5 4 - 2 - 3 11
1 + A " 1 + 2 ~7'

Demak,

"О т)
2.30. 5 = 4/я + 2Я, b =m + 2n, | in |= 2, |Я|=1, ~ у  •

®  a) a x 6 vektor ko‘paytmani topamiz:
ax b  -  (4m + 2Я) x (m + 2Я) = 4 т х т  + 8 т х Я + 2 Я х т  + 4ЯхЯ =

= 8/Я x n -  2m x Я = 6m x Я.
Vektor ko‘paytmaning ta’rifiga ko‘ra tomonlari 5va6 vektorlardan 

iborat bo‘lgan parallelogrammning yuzi

S  = \ a x b \ = 6 \ m \ - \ n \ s i n ( p  =  6 - 2 - \ -  —  =  6 л 1 3 ( у Ъ ) .

k) 5 va ^ vektorlaming y ig lnd isi va ayirmasi tomonlari bu vektorlardan 
iborat boigan parallelogrammning diagonallari bo iad i.

 ̂ ,̂ = a + 5 va d 2= a - b , у/ =(a,b) bolsin . U holda vektor kofcpaytmaning 
to nfiga ко ra 13t x d2 d { | • | d21 sin у/. Bundan

I d xxdA sin l// =±=1
 ̂ \ d M d 2\

■> di> rf, x<?2 vektorlami topamiz:

J, = 4m + 2Я + in + 2Я = 5m + 4Я, 
d 2 = 4m + 2Я -  in -  2Я = 3m, 

d x x d 2 = (5in + 4Я) x 3m = 12Я x in.
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Bundan

l^i \=л1(5гп + 4пУ =^25m' + 40mn + \6n2 = д/251 m |2 -V401 /w | • | Л | coŝ > -H161

Ф
= д|25-4 + 40-2-1 ^ + 16-1=2л/39, \d2 |=зТлГ = 3|т|=3-2 = 6,

U holda

-  -  /ч| d{* d 21=121Я хт|=12|л |-|m |sm<p = 12-2-1 * — = 12л/3.

12л/3 л/Гз л
2л.^39 • 6  1 3 '

3.30, д = {0;1;-2}, 6 ={3;~1;1}, с = {4;1;0}, <? = {-5;9;-13}. 

®  a) d  = аа  + pb + ■)€' bo‘ lsin. U holda
Зр + 4у ~ -5, а -  р+  у  = 9,

а -  Р+ у  = 9, => *- 2 а  + /? = -13, => ’
- 2 а  + р  =-13 Зр + 4у = -5

а  -  р  + у  -  9,
-  Р + 2у= 5, => 
Зр + 4у = -5

а -  /9+ У= 9, Г =  1» Г = 1, а =  5,
Р - 2 у =  -5,=>< >3-21 = -5, =>• /? = -  з,=>. /? = -3,

о %|ч II о а - / ?  + 1= 9 а  + 3= 8 у=  1.

Demak, d  = 55-36 + с.

b) а£с ko‘paytmani topamiz: = 

Bundan

0 1 —2
3 -1 1
4 1 0

= -10.

V =\abс  |=10(ЛЛ). 
с) а х Ъ ko‘paytmani aniqlaymiz:

a xb =
/ у £ 1 ~20 1 0 -2 0 1-2 = -1 1 / - 7 +

-1 0 3 1 3 -13
к = - i  — b j  -  Зк.

U holda S =| а х Е |= -^(-l)2 + (-6)2 + (-3)2 = л/46. Parallelepiped uchun V = 5 ■ Л- 
Bundan

, К 10 5л/46. , ,  л

96



Ш bob
Ti.;Kisl I K , ) v f ' 1 a n a lit ik  g eom etriya

) . l .  r ^ K I S L ,K D A  k o o r d i n a t a l a r  S IS T E M A S I

g t y t t  bX 2 i ; r  r r s  bi f  - г *  ьи« “
^  b"  T r # iaem asin i hosil qiladi. B u sis,e™ „ iL  Г  'S'ikda dekan 

o %  й и о 'Ф '8^  0j ‘ va: b i r g a l i k d a
ataladi Bund*» <* ™ ^  о qlam m g ortlari ,  ya ^  «  - A *  

/  * » * « « / « ,  deyiladi * » *  

joyhsfrgan tek<s l , t  * » « * « . « .  f e f a f e ' deb ataladi va a *  bilan belgilaJ d i  
_  ^  <k Л/nuqtasinm g o „  vektoriga ^  ^  - * ■

radius vektorning koordinatalariga •
W e / #  d e ! ^ r t  k o o r d in a t a l a r i  deyiladi. Agar йл7 = {*;y j Ь оЪ а  и”

k^ o rd in a ta lan  Л/(х;_у)каЫ belgilanadi, bu yerda Г  soni ” ^
/ _ • _  ------- • j _ L  _ ж _ , _  j ;

Or/ tekiS
deyilacf h __ ,

OM

i^islikda safl°4 boshiga, musbat yo ‘nalishga va masshtab 
__ au th  o ‘ai. uninp

t o  n u q ta n in g  -----------------*f n uq t^ n in g  a / ^ is s a s i ,  y  s o n i  л/ nuq tan in g  o rd in a ta s i d e b  ataladi

3 .0 -2 . T e r - -------  3 1
birligig^a e g a  b ^ '^ n  O p o'q qutb о \qi, unin
0  sano^J b o sh i 4utb  d e b  ataladi.

T e£ islik n t* ?8  q u t b  bilan ustma-us t  
tUsh m a y d i g a n  ,xt,yo riy  M nuqtasining holati 
' b k i ta s * o n , o  c f  utbdan /V/ nuqtagacha bo‘lgan 
r  toas&fa va <53^ 4“tb o^qi hilan д м  y o ‘na lgan  
^si t ia  c?ra sidag:>  V burchak bilan aniqlanadi

r  v a  <P so n la r ig a  M  nuqtaning qulb  
va м ( п р )  d e b

V burch>a^ 4u t ‘

boord in/ H ala ri deyilacSi 
y°alad i • B un d ^  r  roasofa qutb ra d iu si, 

ф  b u r c h a g i  dt'b ataladi.



Bundan

Idt |= д/(5m + 4л)3 = V25in' + 40/яй+ 16Й2 = ^ 2 51/rt |‘ +40|w»|-|«|cos()? + l6 | ^ ‘: 

= ̂ 25-4  + 40-2-1 i  + 16-1 =2л/39, |rf, | = 3 ^ Г = 3|т|=3-2 = 6,

л/З
|rf, x J ,  |=12|йх m|=12 |Я I -1 m I sin̂ > = 12 • 2 -1 • —  = 12л/3.

U holda
12л/3 Vl3 лSin I// :=---p=---=----- . О

2л/39-6 13

3.30. я = {0;1;-2}, £ = {3;-l;l}, с = {4;1;0}, = {-5;9;-13}.
®  а) d = a a  + рЪ + ус bo'lsin. U holda

a  -  P  + Y -  9.
-  p  + 2y = 5, => 
3p+4y=  -5

’
3p + 4y~  -5, a -  p+  9,

a  -  P + у  »  9, => « - 2 a  + p  =-13,=> *
- 2 a  + p  =-13 3p + 4y=  -5

a -  p+  y=  9, r=  1,
=>« P~2y=  -5, =>• — 2 • 1 = —5, =>•

о I! О a~  P + 1= 9 с

r=  1.
/?=-3,

a=  5, 
£ = -3, 
y=  1.

Demak, d  = 5a - 3 b  + c .

b) a b c  ko‘paytmani topamiz: a b c  =

Bundan

0 1 —2
3 -1 1
4 1 0

= -10.

V=l a b c  |=10(ЛЛ). 
с )  a x b  ko‘paytmani aniqlaymiz:

a x b  =
1 7 £

1 - 2 0 - 2 0  1
0 l - 2 / - I 7 + 3 -1- 1 1 3
3 - l 0

Bundan
V 10 5v46



Ill bob
TEKISLIKDAGI ANALITIK GEOMETRIYA

3.1. TE KISLIKD A K O O R D IN AT ALAR  SIST E M ASI

Dekart koordinatalari. Qutb koordinatalari 
Koordinatalarni almashtirish

3.1.1. Umutniy boshlang‘ ich О nuqtaga va bir xil masshtab birligiga 
ega bo‘lgan o‘zaro peфendikular Ox va Oy ofcqlar tekislikda dekart 
koordinatalar sistemasini hosil qiladi. Bu sistemaning Ox o‘qiga a b s s i s s a la r  
o ‘qi, Oyo‘qiga o rd ina ta la r  o ‘q i  va ular birgalikda koord inata  о  q la r i  deb 
ataladi. Bunda Ox va Oy o‘qlaming ortlari 7 va 7 bilan belgilanadi 
(jf|=)7|=l, 1 ± j ) , 0  nuqtaga koord ina ta la r  b o sh i  deyiladi, O x,O y o‘qlar 
joylashgan tekislik k oord ina ta  tek is lig i deb ataladi va Oxy bilan belgilanadi.

Oxy tekislik M  nuqtasining OM vektoriga M nuq tan in g  rad iu s vektori 
deyiladi.

&> OM radius vektoming koordinatalariga M nuq tan in g  t o ' g ' r i  
burchakli dekart koord inata lar i  deyiladi. Agar OM ={x;y} bo‘ lsa, и holda 
M nuqtaning koordinatalari M(x;.y)kabi belgilanadi, bu yerda x soni 
W nuqtaning ab ss is sa s i , >>soni M  nuqtaning o rd in a ta s i  deb ataladi.

3.1.2. Tekislikda sanoq boshiga, musbat yo‘nalishga va masshtab 
birligiga ega boMgan Op o‘q qutb o ‘q i , uning
О sanoq boshi qutb  deb ataladi.

Tekislikning qutb bilan ustma-ust 
justanaydigan ixtiyoriy M  nuqtasining holati 
r 1 a °  qutbdan M  nuqtagacha bo‘lgan 

masofa va Op qutb o‘qi bilan OM yo‘nalgan 
n^orasidagi burchak bilan aniqlanadi.

^ Х ' н 80" ! ?  Л/ nuqtaning qu tb  
y°2iladi Bun I y i adl va M{n(p) deb
9  burchak -  ■ maS° fa qu tb  ra d iu s i ’ЧМЬ bu r ch a g i  deb ataladi.



Qutb koordinatalari 0 <r <-ню, - n  <<p<n kabi o‘zgaradi.
Nuqtaning qutb koordinatalaridan dekart koordinatalariga

x = rcos<p, y  = rsin(p. (1.1)
tengliklar bilan o‘tiladi (1-shakl).

Nuqtaning dekart koordinatalaridan qutb koordinatalariga o‘tish

r  = ylx2 + y 2, tg<p = ( 1 . 2 )

tengliklar orqali amalga oshiriladi. Bunda (p burchakning qiymati nuqtaning 
joylashgan choragiga (x, y  laming ishoralari asosida) qarab, -n<q><n  
oraliqda tanlanadi.

1-m isol. M(-3;-3)nuqta berilgan. M nuqtaning qutb koordinatalarini 
toping.

®  (1.2) formuladan topamiz:

r  = V(-3)2 + (-3)2 = 3 V2 , <p = agcfgj—| J  = arctg\ = ~ + пл.

M nuqtan III chorakda yotadi. U holda n = - 1 va<p = ^ -  7r = - ~  boiadi. 

Demak,

О

2 -m isol. Qutb koordinatalaridaberilgan A/,(r,;ft)va M2(r2;<p2)nuqtalar 
orasidagi masofani toping.

®  Ikki nuqta orasidagi masofa y  
formulasida (1.1) bog‘ lanishni hisobga olib 
topamiz:

d  = V(x2 ~ *1 )2 + (У2 ~ У\ )2 =

= ̂ (r, cos(p2 -  r, cos<p, ) 2 + (r2 sinq>2 -  r, sin ft ) 2 =
= д//;2 + r2 -  2r,r2(cosft cosft + sin ft sin ft) =

= V'*,2 + ^  -  2г,г, cos(ft -  ft ).
Demak,

d  = Vr2 + r22 -  2r,r, cos(ft -  f t ). О  2 -shakl.



3 -m isol. ABC uchburchakning uchlari berilgan: A(xx\yx\ В(*2>УХ 

C(x};y3)• Uchburchakning yuzini koordinatalar usuli bilan toping.
@ A,B,C\ichlardan Ox o‘qiga AAt, BBn CC, perpendikularl*11* 

tushiramiz. 2-shakldan topamiz:

Bundan
ÂBC ÂAiBfB **" B̂lBCCl SAiACCi *

1= j (x2y, - x,y, + x2y 2 - x,y2 + X,y2 -  x2y 2 + xsy ,  - x2y ,  -  x,y, + x,y, -  x,)> +r.3'3) -  

~-^{хг( у 2 - y , ) - X , ( y 2 - y , ) - X 2(y} - y , )  + X,(y, - ; , ) )  =

= “ ((/ 2  -  Ух )(x, - x , ) - ( y }-  y,  )(x2 -  X, ) )=  ^
3̂ *1 X2 *i

Уз ~У\ У2 - У 1

Demak,

SA =- Xi ~x\ xi~ xx 
Уг-Ух У 2 “  У \

3 .1 .3 . Nuqtaning bir sistemadagi koordinatalarim uniflS boshqa 
sistemadagi koordinatalari bilan almashtirishga k oord ina ta lam i ctlmash tir ish  
deyiladi.

Tekislikda Oxy to‘g ‘ri burchakli koordinatalar sistemasi b e r il^ n ta is in . 
Koordinata о  ‘q la rin i p a r a l l e l  k o 'ch ir ish  -  bu Oxy sistem ^ar uning

0  qlari yo‘nalishlarini va masshtablarini o‘zgartirmasdan faqat ko^& iatalar 
oshining joylashishini o‘zgartirish orqali yangi Orx]y i sistemaga o‘tishdir.

^  ^ 00rdinata o‘qlarini parallel ko‘chirishda tekislik i*tiyoriy 
nuqtasining Oxy sistemadagi (x ;y )  koordinatalari Oxxy t s>iste^adagi 
;У) k°ordinatalari orqali

%1,1И1 . . X=x0+x', y  = y Q+ y’ U -4 )

boshing аГ bu yerda x0; y 0 -  Otxxy { sistema ot icoof(̂ natalar
Koorc ОХУ S*stema^a^i koordinatalari. 

k°shini \ J n? tQ °  ^ a r in * bu rish  -  bu Oxy sistemadan uning koordinatalar 
° 4brini b ir^ b ? ^sshtab larin i o ‘zgartirmasdan faqat koordinata

or urchakka burish orqali yangi sistemaga o ‘ti *̂l<̂ r'
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Umumiy О nuqtaga va bjr x j| masshtabli o‘qlarga ega bo‘ lgan Oxy va 
Oxxy x koordinatalar sistemalarjda м  nuqtaning koordinatalari

x = x c o s a -y sina9 y  = x's\na + y ' c o s a  ' (j ^
tengliklar bilan bo‘g ‘ lanadi.

Agar yangi sistema eski sistemadan koordinata o‘qlarini parallel 
ko‘chirish va burish orqali hosji qiiingan bo‘lsa, u holda

* = *0 +x cosa^ys in a , y  = y 0 + *' sin a  + /cosa.

4-m iso l. To^g'ri burchakli koordinatalar sistemasining 0 ‘qlari Л(12;-б)

nuqtaga parallel ko4chirilgan va a =arctg^  burchakka burilgan. Yangi

sistemaga nisbatan A va B(5^) nuqtalaming koordinatalarini toping.
®  (1.6) formulalardan topamiz:

x cos a - у  sin** - x ^ x^ x'sina + у  cosa = y -  y 0-
Bundan

x ' =  ( x - * 0 ) c o s a + 0 ' ~ J ; ( > ) s in c r ,  y' = ( y - y 0)cosa - ( j c - j t 0 ) s i n a .  ( 1 .7 )

a = a r c t g -  da cosa = ----- * > - n 4I 5 J 5

U holda
г, = 4(лг-дг0Ь 30, - л ) , 4 ( у - -у0)-3(д-дс0)

.  .  5 5
Nuqtalaming yangi sisttmadagi koordinatalarini oxirgi tengliklar bilan 

topamiz:
A nuqta uchun:

В nuqta uchun:

y = S l t 6 t i <5z i 2 ) , 13 ya,ni о

1 *



Mustahkamlash uchun mashqlar

3.1.1. Ox, Oy o‘qlariga va koordinatalar boshiga nisbatan 
A(-3 2) nuqtaga simmetrik bo'lgan nuqtalami toping.

3.1.2. Berilgan nuqtalarga 1 va III chorak bissektrisalariga nisbatan 
simmetrik boMgan nuqtalami toping:
4-1:2), S(4;-D, C(-2;-3), D(4;3).

3.1.3. Berilgan nuqtalaming qutb koordinatalarini toping:
3;1) , 3 ;- l) , С(-3,-3), D(0;-3), £(-3;0).

3.1.4. Berilgan nuqtalaming tokg bri burchakli koordinatalarini toping:

4 * 1  * ( * - § )  c [ 5; l )  / ( t f )

3.1.5. Qutbga va qutb okqiga nisbatan berilgan nuqtalarga simmetrik 
boigan nuqtalami toping:

Л(3;0);

3.1.6. ABCD parallelogramm diagonallarining kesishish nuqtasi qutb 
koordinatalar sistemasining qutbi bilan ustma-ust tushadi. Agar

Parallel°g rammn'ng ikkita uchi bo‘ lsa, uning qolgan ikki
uchini toping.

3.1.7. ^ 5 ;^ J  va ^ 8 ;- - ^  j  nuqtalar orasidagi masofani toping.

OAB ЗЛЛ Uchlari °4utbda va B(r2\(p2) nuqtalarda joylashgan
uchburchakning yuzirri toping, bu yerda <p2x p r

/ ^ v^ ratn*ng ikkita qarama-qarshi uchlari berilgan:

V 6/ ^~j-Kvadratning yuzini toping.

KyifW ^ *  ^ Va^ratn n̂^ ikkita qo'shni uchlari berilgan: 
yuzini toping.



3.1.11. Uchlari Л(-3;2), B(3;4), C(6;l), D(5;-2) nuqtalarda bo4gan 
to‘rtburchakning yuzini toping.

3.1.12. A( 1;2), £(4;4) nuqtalar berilgan. Agar ABC uchburchakning 
5ga teng bo‘lsa, Oxo‘qida yotuvchi С nuqtani toping.

3.1.13. Л(5;5), B(2;-3), C(-2;3) nuqtalar berilgan. Koordinata 
o‘zgartirmasdan koordinatalari boshi ko4chirilgan: 1) A nuqtaga;
2) В nuqtaga; 3) С nuqtaga. A,B£nuqtalam ing yangi sistemadagi 
koordinatalarini toping.

3.1.14. Koordinata o‘qlarini a  =30° ga burib A(\;l\ #(v3;2)l с(о;2л/з) 
nuqtalar hosil qilingan. Bu nuqtalaming eski sistemadagi koordinatalarini 
toping.

3.2. T E K ISL IK D A G I TO ‘G ‘RI CHIZIQ

Tekislikdagi chiziq. Tekislikdagi to6g‘ri chiziq tenglamalari.
Tekisiikda ikki to‘g4ri chiziqning o4zaro joylashishi.

Nuqtadan tofcg‘ri chiziqqacha boigan masofa

3.2.1. Oxy tekislikdagi ch iz iq  t en g lam a s i  deb aynan shu chiziq barcha 
nuqtalarining x v a у  koordinatalarini aniqlovchi ikki o‘zgaruvchining 
/?(х,у) = 0 tenglamasiga aytiladi; koordinatalari ikki o‘zgaruvchiniflg 
F(x,y) = 0 tenglamasini qanoatlantiruvchi Oxy tekislikning barcha Л/М 
nuqtalari to‘plamiga tekisiikda shu tengiama bilan aniqlanuvchi chm  . 
(to‘g ‘ri chiziq yoki egri chiziq) deyiladi.

Tekislikdagi chiziq qutb koordinatalar sistemasida F(r,<p) = 0 teng 
bilan beriladi, bu yerda r , ( p -  chiziq nuqtalarining q u tb  k o o rd in a ta la r i. j

Ayrim hollarda tekislikdagi chiziq >> = / (x) tengiama bilan ben 
Bunda chiziq у  = f (x )  fimksiyaning grafigi deb ataladi. ^  ;

Tekislikdagi chiziq ikkita x = x(t),y = y(t),t e T  tenglamalar 
berilishi mumkin. Bunda jc = x(f),>> = ;y(/)tengliklami q an o atlan ^^ J 
barcha M(x;y) nuqtalar to‘plamiga tekislikdagi chiziqning P 
berilishi, x = x(t\y = y(t)  funksiyalarga bu chiziqning P^



1 lari t ga parametr deyiladi. Chiziqning parametrik tenglamalaridan 
ten g la^  t’englamasjga jr = A:(/)  ̂= >(/)tengliklarning har ikkalasidan
f(X У) dir usul bilan / parametmi chiqarish orqali o‘tiladi. 
qandrekislikdagi chiziqning ikkita x = x(t\y = y(t)  parametrik (skalyar) 
^glamalarini bitta r  = r(0vektor tenglama bilan berish mumkin.

3 2 2 &  Х'У o'zgaruvchilaming har qanday birinchi darajali
• asi tekislikdagi biror to‘g ‘ri chiziqni ifodalaydi va aksincha, 

tekfslikdagi har qanday to‘g bri chiziq xyy  o^zgaruvchilaming biror birinchi
darajali tenglamasi bilan aniqlanadi.

To‘g‘ri chiziqning tekislikdagi har xil o‘mi (berilish usuli) turli 
tenglamalar bilan aniqlanadi.

1. Berilgan nuqtadan o ' tu v ch i  va b e r i l g a n  vek to rga  p e rp end ik u la r  
to 'g ri chiziq t en g lam asi :

A(x-xQ) + B ( y - y o) = 0, (2.1)
bu yerda A,B- t o ‘g ' r i  chiziq n o rm a l vek to ri (to‘g ‘ri chiziqqa perpendikular 
boMgan vektor) fi = {A:B}ning koordinatalari; x0, y 0 -berilgan nuqtaning 
koordinatalari, x>y- to‘g ‘ri chiziqda yotuvchi ixtiyoriy nuqtaning 
koordinatalari.

2. To ‘g ‘ri chiz iqning umum iy t e n g la m a s i :
Ax + By + C = 0, (2.2)

bu yerda C-ozod had; A2+B2* 0.
Bu tenglama bilan aniqlanuvchi to‘g bri chiziqning xususiy hollari:
Ax + c  = o (B = 0 ) - 0 y  o‘qqa parallel yoki Ox o'qqa perpendikular;
.y + C = 0 (,4 = o)~ Ox o‘qqaparallel yoki £>v*olqqa perpendikular;

= 0 (c  = 0)— koordinatalar boshidan o ‘tuvchi; 
x - 0 (В=о,с = 0) -  Oy o‘qda yotuvchi;
^ 0 (A -  о,С = 0) -  Oxo‘qda yotuvchi.

°'tuvch i va a ri f h iz iq n in g  kanonik t en g lam a s i  ( yoki b e r i l g a n  nuqtadan  
e n  &an v ek t° r ga p a ra l l e l  to  'g 'r i  chiz iq  t en g lam a s i ):

- У-Уо
1 y^da n:„__ . p  Я

-  jwiua t o  *g ‘r i  chiziq y o  'na ltiruvch i vek tori  (to‘g ‘ri chiziqqa parallel
0 Igan vektor) .v = \p :q\ mng koordinatalari.



(2.4)

(2.5)

J4. To ‘g ' r i  ch iz iqn ing pa ram etr ik  t en g lam a  lari:
•* = *„+ p t , y „ = y  + qt,

Ijii yerda / -parametr.
5. To ‘g ' r i  ch iz iqn ing  vek to r t en g lam a s i :

r= r0+ ts,
bU yerda f , r „ -  mos ravishda M(x-y), A /^^Jnuqta larn ing  rad- 
vek tor lari. 1Us

6. Ber i lgan  ikki nuqtadan о  ‘tu v ch i  to  ‘g ' r i  chiziq t eng lamasi:
*-*■ y- y ,
xi~x, Уi -У, ’ (2'6)

l>uyerda х,,у„хг, у 2 -berilgan ikki nuqtaning koordinatalari.
7. To ‘g ' r i  ch iz iqning k e sm a la rga  n isbatan  t eng lam asi :

x У ,
а + Г 1’ (2-7)

№ yerda a , b -  to‘g ‘ri chiziqning moc ravishda Ox va Oy o‘qlarida ajratgan 
tpmalari.

8. To ‘g  ‘r i ch iz iqning bu r chak  koef f i ts iyen tl i  t en g lam asi :
y - k x + b ,  (2.8)

№ yerda к = tg<p-to‘g ‘r i  ch iz iqn ing  burchak koeffits iyenti, <p- t o ‘g'ri 
dfiiqning o g ' i s h  b u r ch a g i  (Ox owning musbat yo‘nalishdan berilgan to‘g‘ri 
^iziqqa soat strelkasiga teskari yo ‘nalishda hisoblangan eng kichik 
juichak); b -  to‘g ‘ri chiziqning Oy o'qda ajratgan kesmasi.

9. B er i lgan  nuqtadan b e r i l g a n  y o 'n a l i s h  b o ' y i c h a  о 'tuvchi t o ‘g'ri 
J&iq t en g lam a s i  (yoki to  ‘g  ‘r i ch iz iq la r da s ta s i  t en g lam a s i ):

y - y ,  = k(x -x t), (2.9)
№ yerda xny, -berilgan nuqtaning koordinatalari.

10. To ‘g  ‘r i  ch iz iqn ing  qutb t en g lam asi :
rcos(a -<p)=p, (2-Ю)

bu yerda p-qutbdan to‘g ‘ri chiziqqacha bo'lgan masofa; a  -qutb oqi bilan 
l^gan to‘g ‘ri chiziqqa peфendikular o‘q orasidagi burchak; r,<p- to‘g'n 
jjjziqda yotuvchi ixtiyoriy nuqtaning qutb koordinatalari.

11. To'g  ‘r i  ch iz iqn ing n o rm a l  ten g lam as i :
xcosa +^sina - p  = 0 0”^

yerda p -  koordinatalar boshidan to‘g ‘ri chiziqqacha bo‘ lgan masofa;



,-Ox o‘qi
bilan berilgan to‘g ‘ri chiziqqa perpendikular o‘q (йпоппа!

rt o ra s id a g i burchak.
°<S> To‘g‘ri chiziqning (2.1 )-(2 .11) tenglamalaridan har birini

i keltirib chiqarish mumkin.

1-misol. aning qanday qiymatlarida ( a - 2 ) x  + (a2 -3 a )^ -2 u  + l = 0
* ‘ri chiziq: 1) Ox o‘qqa parallel bo iad i; 2) Ox o'qqa perpendikular

boiadi; 3) koordinatalar boshidan o ‘tadi.
©  1) To‘g ‘ri chiziqning umumiy tenglamasida .4 = 0 bo isa to‘g ‘ri 

chiziq Ox o‘qqaparallel boiad i. Bundan a - 2 = 0 yoki a = 2.
2) (2.2) tenglamada 5 = 0 b o isa  to‘g ‘ri chiziq Ox o‘qqa perpendikular 

boiadi. U holda a1 ~3a = 0 yoki a = 0,a=3.
3) To‘g ‘ri chiziq koordinatalar boshidan o'tishi uchun to‘g ‘ri chiziqning 

umumiy tenglamasida С = 0 bo iish i kerak. Bundan -  2a +1 = 0

yoki a = ̂ . О

2-misol. Здг-2^ -6  = 0 tengiama bilan berilgan to‘g 'ri chiziqni chizing. 
®  Tekislikdagi to‘g ‘ri chiziqni chizish uchun uning ikkita nuqtasini

bilish yetarli.
To‘g‘ri chiziq tenglamasida, masalan jc = 0deb, .v = -3n i, ya ’ni /1(0;-3) 

nuqtani va shu kabi ’ 3i « ( t - i nuqtani topamiz. Bu nuqtalami tutashtirib,

berilgan tenglamaga mos tobg ‘ri chiziqni chizamiz. (3-shakl).
Bu masalani boshqacha, ya ’ni to‘g ‘ri chiziq tenglamasini kesmalarga 

nisbatan tenglamaga keltirib yechish mumkin.
uning uchun tenglamaning ozod hadi (-6)ni 

ong tomonga o‘tkazamiz va hosil bo igan 
eng i ning har ikkala tomonini 6 ga bo‘lamiz:

3 * -2>> = 6 , = i yoki
6 6

-3)
= 1 .

b’ lan ani4lanuvchi to'g'ri chiziq
tomonga 2 ol nisbatan (2co‘qida o‘ng
tene 1гГ " ten® *cesma va Ovo'aida oastea 3 ea 

ng kesma ajratadi (3-shakl).
Qvo'qida pastga 3 ga 

О

У

о ii /г x
-1

/в
— 2’

7
3-shakl.
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o'tuvchi va a = {—3;4} vektc. *' - ' ““чмадап
г  „  „  Л 1|треП(Шш,аг>2).1/2(-2;2)nuqtadan o‘tuvchiva b = {3;-2} vektorga paral! w f4._n va , J chl

д  j va U—3) nuqtalardan o'tuvchi-
4) Олго-qi bilan bortfej, qiluvch,» ^  0 .qni nuqla*

kesuvchi; 5) МЛ2.-1) nuqvtuvchi va ,  0>q b||an ^ 3 *  

hosil qiluvchi; 6) koordinafc irjHa т. , 4
•  To'g'ri ch izi, . e n i t i  'T’ekeSm\ aJrr VChi

holda tuzamiz: P lann ing  shartlariga mos

chiziq ttng b m a s ^ T p k '  ; )rga PerPendikular to‘g ‘ri

~3(jr-2)+ *■:,_оs -Здс + Ц  + 12 = 0 ki
- 4 j  -1 8  = 0;

йп8^ ' ( М ) 7 ^ п ° ' , , а  beU *“  ̂  Г” * *  chiziq 
x + 2 _ y ^ 2

3 -  _ 2 . "'I) = 3(j>- 2 ) ,  2**4 + 3j , _ 6 _ 0 yok j
* 3y  — 2 — 0;

3) berilgan ikki nuqtada .-к; tn‘o‘ri rw
r - a  v + , C"  10 ,g n c S  tenglamasi gabinoanz_Z = у "} у +1
1-4  -3+ ~ ~2 ’ ^'^ = 3^ + 3 yoki 

3^-11 = 0;

4) to'g-ri chiziqning bun*ffitsiyentl,4g|iinias. ( J  g) ^  ^

l)- x  + 4 yoki
4
г= д: + 4;

5) to‘g ‘ri chiziqlar dasta ;lamasi (2.9)>ko.ra

У + 2 - * — (х- 2)М х _ 2)> x-lfy  + 2 = 0 yoki

6) to’g 'r i chiziqning Ц  ̂ atan 4]am as. p  7) ga ko. ra

i  = 1 yoki -4)
' }y -12 = 0. 0
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autb tenglamasini tuzing.
<S> To‘g ‘ri chiziqning M, va M : nuqtalar orasidagi kesmasi katetlan

4 ga teng bo‘lgan to‘g ‘ri burchakli u c h b u r c h a k n in g  gipotenuzasi boMadi 
(4-shakl). Bunda qutbdan to‘g ‘ri chiziqqacha 
boigan masofa to‘g ‘ri burchak uchidan 
gipotenuzaga tushirilgan b a la n d l ik d a n  iborat.
Uning uzunligini (/>ni) va yo ‘nalishini (or ni)
topamiz:

| OM, |-|OM
P ~

4 -m iso l. A/,( 4 ;y J  va  Л/,(4;0) nuqtalardan o ‘tuvchi to ‘g ‘ri chiziqning

J\OM, l2+l OM 
Bundan (2.10) formulaga ko‘ra

4 4 •> я  - 5==.- = 2v2, a  ~7' 
74^+47 4

7Гrcoŝ <p = 2V2. О

5-m isol. To‘g ‘ri chiziqning
5дг-12_у + 8 = 0 tenglamasini normal k o ‘r i n i s h g a  keltiring.

®  Berilgan tenglamani normal k o 'r i n i s h g a  keltiramiz. Buning uchun 
tenglamaning chap va o‘ng tomonini n o rm a l l o v ch i  к о  ‘p a y tu v ch i  deb

soniga k o ‘p a y t i r a m iz .  Bunda M ning ishorasiataluvchi M = ±~ - .
yjA2 + B

С ning ishorasiga qarama-qarshi qilib tanlanadi

U holda M = - 1 __L  c h u n k  i C>0. Bundan
13’

buyerda cosa = - —, sina = 12
13 13

= 0,
13 13 13

p  = ~ .  О  
13

3.2.3. (=§i Ikki to‘g ‘ri chiziq orasidgi <p burchak to 'g‘ri chiziqlar 
tenglamalarining ko‘rinishi asosida topiladi.

Agar to‘g ‘ri chiziqlar umumiy tenglam alari A,x + B,y + C, = 0 va 
+ B2y  + c 2 =obilan berilgan bo‘ lsa, u holda

(2 .12)



Bunda to‘g ‘ri chiziqlar orasidagi o4kir burchak (2.12) tengliknjn 
tomonini modulga olish orqali topiladi.

JC- x, 'Agar to‘g ‘ri chiziqlar kanonik tenglamalari
P. qx

va x-—x°- = —— bilan berilgan bo‘ lsa, u holda 
Pi Яг

соъю  =  A A  + Я\Яг
Ы Ч Ш Ч  ,13)

Agar to‘g ‘ri chiziqlar burchak koeffitsiyentli y  = /clx + bl Va 
y  = k2x + b2 tenglamalari bilan berilgan bo4sa, u holda

к . - к л
w ' u k j T -  (2Л4»

Bunda to‘g ‘ ri chiziqlardan qaysi bin birinchi ekani ko‘rsatilmasdan 
ular orasidagi o‘tkir burchakni topish talab qilinsa (2.14) formulaning o‘ng 
tomoni modulga olinadi:

к, -  к ,tg<p =
1 + k,k.12

(2.15)

6-m iso l. To‘g ‘ri chiziqlar orasidagi burchakni toping:

1) x-5>>-3 = 0 va 3 jf-2 y  + 9 = 0; 2) = va = :

1 33) y - - x - l  va >> = 2 jc + 5; 4) y  = - x  + 6 va 5x + y  + 8 = 0.

®  1) To‘g fcri chiziqlaming har ikkalasi umumiy te n g la m a la r i  bib® 
berilgan. Bunda 4=1, В, =-5, A, =3, B2 =-2. To‘g ‘ri chiziqlar orasidagi
<p burchakni (2.12) formula bilan topamiz:

l-3 + ( -5 ) ( -2 )  л/2 D , *cosff = y.- =— . Bundan p =
/̂l2 + (-5)2 д/з + (~2)2 2 * 4

2) Birinchi to‘g ‘ri chiziq kanonik tenglamasi bilan berilgan. j 
to‘g ‘ri chiziqning tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiramiz:

1



—
_ ч п =з <7=~4 U holda (2.13) formulaga binoan

3) To'g 
bilan berilgan

c0S^ - V 7 7 ? # T ( = 4 ) 2" 0 y o k l ^ - 2

. *ri chiziqlaming har ikkalasi burchak koeffitsiyentli tenglamalan
1

bo'lib, bunda к , = - , *г = 2.

U holda (2.15) formulaga ko‘ra
1 ,

ig<P =
3 3=—. Bundan (p -  arctg—к 37".
4 4 4

3 *d) Birinchi tenglamaga ko‘ra kx = -. Ikkinchi to‘g ‘ri chiziq

tenglamasidan topamiz: 5* + .y + 8 = 0, >> = -5 *  -  8, bunda k2 = -5.
U holda

tg<P =
— + 5 
2___

*+ 2 (_5>

= 1. Bundan p = —. О
4

®  To‘g ‘ri chiziq tenglamalarining ko'rinishiga qarab, ulaming 
perpendikular b o  'Iis h i  quyidagi shartlardan biri biian aniqlanadi:

A,A2+B,B2 = 0 ;

PiPz + Ч\Яг = 0;

1 + k,k2 = 0 .

I jg .®  Quyidagi shartlardan biri to‘g ‘ ri chiziqlar tenglamalarining 
n ls iga ko'ra, ulam ing p a r a l l e l  b o  ' l i sh im  aniqlaydi:

A =A -
a2 b2 ’
£ l=1 l ;
A  ’

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20) 

(2 .21)



7-m iso l. To‘g ‘ri chiziq tenglamasini tuzing: 1) Л/Д-2;2) nuqtadan 
o‘tuvchi va 2x - 3y + 4 = 0 to‘g ‘ri chiziqqa perpendikular bo‘lgan;

2) A/2(-W ) nuqtadan o‘tuvchi va = to‘g ‘ri chizi44a parallel

boigan; 3) у  = 2л- — 1 to‘gbri chiziq bilan cp = — ga teng burchak hosil qiluvchi

va ordinatalar o‘qida 4 ga teng burchak ajratuvchi.

®  1) To‘g ‘ri chiziq tenglamasini Ax + By + C = 0 ko‘rinishda izlaymiz. 
Masalaning shartiga ko‘ra:

-2A + 2В + С = 0 (to'g'ri chiziq M(-2; 2) nuqtadan o'tadi),
2 • Л + (-3) • Д = 0 (to'g'ri chiziq 2x-  3y +4 = 0 t&g'ri chiziqqa 1).

Sistemaning yechimi: A = -C , В = С.

Л va 5  koeffitsiyentlami izlanayotgan tenglamaga qo‘yamiz:

—Gc + Cy + C = 0.
2

Bundan
3* + 2>> + 2 = 0.

2) To‘g ‘ri chiziq tenglamasini Л* + By + С = 0 ko‘rinishda izlaymiz.
U holda

-Л + 3# + С = 0 (to'g'ri chiziq M ( -1;3) nuqtadan o'tadi),

^  ^  Г  l  4 • « .  • ^ - 1  „  4 t  .  f  . .

T = ~2 { 8 c^lzl(f  ~ Y ~ = 2 ~~ Z chiziqqa

2
Bundan A =-Cy B = - - C .

3
Demak, izlanayotgan to‘g ‘ri chiziq tenglamasi:

2
- x - - y  + l = 0 yoki 

3jt + 2>> -  3 = 0.

a ajratuvchi to‘gbri chizij?
L VrVrinishda bo'ladi»

:Ьзк

3) Ordinatalar o‘qida 4 ga teng kesma ajratuvchi to‘g bn 
burchak koeffitsiyentli tenglamasi у  = kx + 4 ko'rinishda bo lac i- ^

shartiga ко ‘гад> = Ах + 4 va ^ = 2jc- 1 to‘g ‘ri chiziqlar = *  ga *enS bU



3x + j>-4 = 0 va * -3 .y + 12 = 0. О

To‘g ‘ri chiziqlar umumiy tenglamalari Ддг + 5,^ + C, =0 va 
Aj  + в , у  + С, =0 bilan berilsa, ularning kesish ish  nuqtasi koordinata lar i  
quyidagi sisteraadan topiladi:

Bunda M(x;y)  kesishish nuqtasi orqali o'tuvchi to 'g'ri chiziqlar 
dastasi ushbu

tenglama bilan aniqlanadi, bu yerda Я -son li ko'paytuvchi.

8-m isol. 2 x - y - 2  = 0 a to 'g 'ri chiziq bo'ylab yo'naltirilgan yorug'lik 
nuri x - 2 y  + 2 = 0 to‘g 'ri chiziqda akslanadi (qaytadi). Qaytuvchi nur 
yo'nalgan to‘g ‘ ri chiziq tenglamasini tuzing.

®  Yorug'lik nurining qaytish nuqtasi 2 x - y - 2  = 0 va x - 2 y  + 2 = 0 
to g'ri chiziqlarning kesishish nuqtasi bo'ladi.

Bunuqta M(x;y)  bo'lsin.
Uni quyidagi sistemadan topamiz:

(2 .22)

A,x + Bty  + С, + Л(Л2х + B2y  + C,) = 0 (2.23)

2 x -  y ~ 2 = 0, 
x - 2 y  + 2 = 0.

bundan A/(2;2).Yorug'lik nuri akslanuvchi va yo 'nalgan to 'g 'r i chiziqlar 
!dagi burchak tangensini topamiz:

^ g e n s ig a  teng bo'ladi.

I l l



bu yerda k -  nurqaytuvchi to‘g ‘ri chiziqning burchak koeffitsiyenti.
2

Bundan * =

Demak, izlanayotgan to‘g ‘ri chiziq Л/(2;2) nuqtadan o‘tadi va uning 

burchak koeffitsiyenti * = - ^ g a  teng. U holda (2.8) tenglamaga ko‘ra

y - 2 = ~ ( x - 2 )  yoki

2jc + 1 ly  -  26 = 0. О

To‘g ‘ri chiziqlar umumiy tenglamalari Л,дг+ £,>> +C, =0 va 
A2x + B2y  + C2= 0 bilan berilgan bo‘ lsa

A  = = (2.24)
a 2 b2 с г

tengliklar to‘g ‘ri chiziqlaming ustma-ust tushish shartini ifodalaydi.

9 -m isol. a va b ning qanday qiymatlarida 5x-3j> + 1 = 0 va 
ax + b y -  2=0 to‘g ‘ri chiziqlar ustma-ust tushadi?

^  To‘g ‘ri chiziqlaming ustma-ust tushish shartiga ko‘ra

5 _ - 3 =J _  
a~ b - 2

Bundan
a = - 10, b = 6. О

9  2.2.4. Nuqtadan to‘g ‘ri chiziqqa tushirilgan perpendikularning 
uzunligiga nuqtadan to  'g *ri ch iz iqqa cha  b o  'Igan m a so fa  deyiladi.

M0(x0; y0) nuqtadan Ax+By + C = 0 to‘g ‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofa
J A x . + B y 9+C\ (2.2Я

formula bilan topiladi.



Ю-m isol. ABC uchburchakning A(4;1) uchidan 5x +12y -  6=i, tenglama 
bilan aniqlanuvchi BC tomoniga tushirilgan balandlik uzunligini !р ц  

<g> Izlanayotgan balandlik uzunligi A uchdan BC tomongacr, boigan 
m a so fa g a  teng bo'ladi. Uni (2.25) formula bilan hisoblaymiz:

, |5-4 + l-12 — 6| „  _d  = '----- =====—- = 2(uh). О
л/52 +122

11-m isol. 3x + 4 y - 4  = 0 va 6x + 8>' + 5 = 0 parallel to'g'q chiziqlar 
o ra s id ag i masofani toping.

®  Birinchi to‘g ‘ri chiziqda ixtiyoriy M(x;j>)nuqtani olami/ Masalan 
agar x = 0 bo‘ lsa, u holda >> = 1 bo'ladi, y a ’ni A/(0;1).U holda ЬепЦ рагаце] 
to'g'ri chiziqlar orasidagi d  masofa M(0;1)nuqtadan ikkinchi &̂ 8v ->-5 = 0 
to'g'ri chiziqqacha boigan masofaga teng bo'ladi. Uni (2.25) fonya ^|ап 
hisoblavmiz:

, |6-0 + 8-l + 5| 13, лd = l---- : -------1 = — (Ub). О
•v 6: + 82 НГ

M ustahkam lash uchun m ashqlar

3.2.1. Chiziqning berilgan parametrik tenglamalarini 
F(x;y) = 0 ko'rinishga keltiring:
j^ jx s f  + l, |x = 4cosr,

[y = 3<,f6/{’ [j> = 3sim,f е[0;2л-]’

! v . r - 4 , - S . i e « '  ] r . w , l 6 * -  '

3.2.2. T o 'g 'ri chiziqlam ing burchak koeffitsiyentini va ,0rdinata
0 4larida ajratgan kesmalarini toping:

1)3л; + 4y_  i2 _ 0; 2)x = 3 y - 2 ;  3 ) ^  = — ; 4 ) J f e l
2 4 5j 2 -

3‘2,3* To'g^ri chiziqning tenglamasini tuzing: 1) W,(2;-J ,uot fi 
Va **< ">  "O ™ 1 vek'oVga e g . boMgan' 2) 

a C 1 va  ̂= yo‘naltiruvchi vektorlarga ega bo igan ; 5) л̂ 3<-2;3) 
o^vchT ° tuvc 1̂̂  ° x o‘qqa perpendikular bo igan ; 4) M4(3;2) nuq%n

1 ° y  о qda b = 5 ga teng kesma ajratuvchi.
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3.2.4. Tenglamalardan qaysilari to‘g ‘ri chiziqning normal tenglamasini 
ifodalaydi?
l ) y  + 2 = 0; 2) jc — 2,5 =0;

3 43) ~ x - - y - 3 = 0; 
’  5 5

12 5 .  .4) —x + —y + 2 = 0.
13 13^

3.2.5. To‘g ‘ri chiziqlaming kesishish nuqtalarini va ular orasidagi 
burchakni toping:

1 )  5 jc  -  у  -  3 = 0, 2*-3>’ + 4 = 0; 

X +1 y - \

2 ) у Л х Л  4x + 3;y -  5 = 0; 
4 2

3) х- Ъу  +9 = 0; 4)
jc -1  _ у  + 3 jc — 2 _ y_- 2 

- 2  ~ 33 \ ’ '  ' ' 1 5

3.2.6. m va n ning qanday qiymatlarida mjc + 9y + /? = o va 
4x + my -  2 = 0 to4g ‘ri chiziqlar: 1) parallel bo iad i; 2) ustma-ust tushadi;
3) perpendikular bo iad i?

3.2.7. m ning qanday qiymatlarida to‘g ‘ri chiziqlar: 1) parallel 
bo‘ ladi; 2) perpendikular bo iad i?

1) x - m y + 5 = 0 ,  2jc + 3,v + 3 = 0 ; 2) 2 jc -3y  + 4 = 0, тдг-6у + 7 = 0;

3.2.8. jc + j>-7 = 0 to‘g4ri chiziqda koordinatalari 2 x - y  + 4 = 0 tenglik 
bilan bogiangan nuqtani toping.

3.2.9. A(4;2) nuqtadan o‘tuvchi va koordinata o‘qlari bilan yuzi 
2(yh .)ga teng uchburchak ajratuvchi to‘g ‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

3.2.10. Uchburchakning uchlari berilgan: 4(-3;2),£(5;-2),С(0;4).
BD balandlik tenglamasini tuzing.

3.2.11. Uchburchakning uchlari berilgan: Л(-2;0),£(5;3),С(1;-1).
AD mediana tenglamasini tuzing.

3.2.12. 2jc -  >> + 3 = 0 va x+у - 2 = 0  to‘g ‘ri chiziqlaming kesishish

nuqtasidan o‘tuvchi va 3jc -  4v -  7 = 0 to‘g ‘ri chiziqqa peфendikular to‘g4rl 
chiziq tenglamasini tuzing.



3.2.13. To‘g ‘ri burchakli teng yonli uchburchak gipotenuzasining 
tenglamas' 3x + 2 y - 6  = 0dan va uchlaridan biri A(~\--2) nuqtadan iborat. 
Uchburchakning katetlari tenglamalarini tuzing.

3.2.14. Parallelogrammning ikki uchi Л(1;1) va B(2;-2) nuqtalarda yotadi 
va diagonallari (-l;0)nuqtada kesishadi. Parallelogrammning tomonlari 
tenglamalarini tuzing.

3.2.15. ABCD to‘rtburchakning uchlari berilgan: Л(5;3), S(l;l), C(3;5), 
D(6;6).Uning diagonallari kesishish nuqtasini va diagonallari orasidagi 
burchakni toping.

3.2.16. Uchburchakning uchlari berilgan: Л(8;3),5(2;5),С(5;-1).

Uchburchak medianalariningkesishish nuqtasidan o‘tuvchi v a x  + >>-2 = 0 
to‘g‘ri chiziqqa peфendikular to‘g ‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

3.2.17. Burchak tomonlaridan birining tenglamasi 4 x - 3 y  + 9 = Odan va 
bissektrisasining tenglamasi x - 7 y  + 2\ =Odan iborat. Burchak ikkinchi 
tomonining tenglamasini tuzing.

3.2.18. Uchburchakning ikki uchi Л(5;1),В(1;3) va medianalari kesishish 
nuqtasi M(3;4) berilgan. Uchburchak tomonlarining tenglamalarini tuzing.

3.2.19. Uchburchakning ikki uchi A(2;-2), B(-6;2) va balandliklari 
kesishish nuqtasi M(l;2) berilgan. Uchburchakning В uchidan tushirilgan 
balandlik tenglamasini tuzing.

3.2.20. Uchburchak tomonlar o 'rtalarin ing koordinatalari berilgan: 
Wi(l;-3),Af; (2;-2),A/,(-3;4). Uchburchak tomonlarining tenglamalarini tuzing.

3.2.21. Parallelogrammning ikki tomoni 2x + y - 2  = 0, x - y  +17 = 0 
tenglamalar bilan berilgan va uning diagonallari M (-  3,5;3,5) nuqtada

1 adi. Parallelogramm qolgan ikki tomonining tenglamasini tuzing.

3* jr -2 >' + 5 = 0 to‘g ‘ri chiziq bo‘ylab yo'nalgan yorug‘ lik nuri
to‘ + 7 = 0 to'8*ri chiziqda akslanadi (qaytadi). Qaytuvchi nur yo‘nalgan

8 ri chlzi4 tenglamasini tuzing.
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3.2.23. Kvadratning uchlaridan biri A(3;4) nuqtadan iborat Ьо‘Цк 
tomonlaridan biri 2x + Sy + 3 = 0 to‘g4ri chiziqda yotadi. Kvadratning yuzini 
toping.

3.2.24. 4jc-3^ + 8 = 0 va S x - 6 y  -  7 = 0tobgbri chiziqlar orasidagi 
masofani toping.

3.2.25. Kvadratning ikki tomoni 5x + 12.y -  61 = 0 va 5.r +12>> +17 = 0 
tenglamalar bilan berilgan. Kvadrat diagonalining uzunligini toping.

3.2.26. A/(-8;12) nuqtaning 4(-5 ;l)va Z?(2;-3)nuqtalardan o‘tuvchi 
to‘g ‘ri chiziqdagi proyeksiyasini toping.

3.2.27. 3x + 4;/--7 = 0 to‘g ‘ri chiziqqa parallel bo‘ lgan va 
Л(3;-1) nuqtadan 3(uzh) masofada yotuvchi t o ' g ' r i  chiziq tenglamasini 
tuzing.

3.3. IKKINCH I TARTIBLI CH IZIQ LAR

Aylana. Filips. Giperbola. Parabola.
Ikkinchi tartibli chiziqlarning umumiy tenglamasi

33 .1 . H Oxy koordinatalar sistemasida x ,y  o‘zgaruvchilaming 
ikkinchi darajali tenglamasi bilan aniqlanuvchi chiziq (egri chiziq) 
tekislikdagi ikkinchi tartibli ch iz iq  deyiladi.

Tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziqlarga aylana, ellips, giperbola va 
parabola kiradi.

В  Markaz deb ataluvchi nuqtadan teng uzoqlikda yotuvchi tekisM 
nuqtalarining geometrik o4miga a v la na  deyiladi.

( x - x oy + ( y - y J = R 2 
tenglamaga a y la nan in g  kanonik t en g lam a s i  deyiladi. Bunda M0(x0; y0)nÛ  
a y lana  m arkazi, R masofa ay lana  rad iu s i  deb ataladi. Am

x2 + y2 = R2 tenglama markazi koordinatalar boshida yotuvchi va ra 
R ga teng aylanani aniqlaydi.



l-m iso l. Koordinatalari x = Rcost, у  = Rsin/tenglamalar bilan 
an iq lanuvch i M(x;y)  nuqta aylana nuqtasi bolish in i ko‘rsating.

®  M(x;y)  nuqta koordinatalarining har ikkala tomonini kvadratga 
k o ‘ta ram iz  va hadlab qo‘shamiz:

x2 +>’‘ = R ~ cos '  t + R' sin21 = R2(sin21 + c o s 2 t) = R2

yoki
x2 + y 2 zz R2.

Demak, koordinatalari x — Rcost, y~ R sin t  tenglamalar bilan aniqlanuvchi 
M(x;y) nuqta markazi koordinatalar boshida yotuvchi va radiusi R ga teng 
aylanada yotadi. О

Aylanani aniqlovchi ushbu

tenglamalar sistemasiga a y la nan in g  pa ram etr ik  t en g lam a la r i  deyiladi.

2-misol. Aylananing kanonik tenglamasini tuzing: 1) markazi 
koordinatalar boshida joylashgan va radiusi R = 5 ga teng bo‘lgan;
2) markazi Л(-4;3) nuqtada joylashgan va koordinatalar boshidan ofctgan;
3) 5(-4;2) nuqtadan o‘tuvchi va koordinata o‘qlariga uringan;
4) diametrlaridan birining uchlari koordinatalar boshida va C(-4;6) nuqtada 
yotgan; 5) markazi koordinatalar boshida joylashgan va 12* - S y  + 26 = 0 
to‘g‘ri chiziqqa uringan.

®  1) Markazi koordinatalar boshida yotuvchi va radiusi R ga teng 
aylana tenglamasidan topamiz:

x^Rc o s t y 
y  = Rsint , /e[0;2;r] (3.2)

—~л m 9{-r \R)nuqtada yotadi. (3.1) tenglamadan topamiz.
(-A + R)2 + ( 2 - R ) 2 yoki R1 -1 2 «  + 20 = 0.



Bundan Л, = 2, R2 =10. U holda izlanayotgan tengiama
(x + 10)2 + (_y-10)2 =100 yoki ( j c -f-2)2 + (>>-2)2 = 4.

4) 0(O;O)va C(-4;6) nuqtalardan o‘tuvchi diametrning kvadratini 
topamiz:

d 2 = ( - 4 - 0 ) 2 + ( 6 - 0 ) 2 =52.
Bundan 4R2 =52 yoki R2 =13. Aylana markazi M(a\b) diametr o‘ rt_asij

л- съ к кг ~4 + 0 7- h 6 + 0 ■» Syotadi. Shu sababh a = —-— = -2, o=—̂ —= 3.

Bundan
(•* + 2): + O' -  3)2 = 13.

5) Markazdan, ya ’ni koordinatalar boshidan urinmagacha boM gan an  
R ga teng. Nuqtadan to‘g ‘ri chiziqqacha bo‘ lgan masofa formulaskdan ammaS0 
topamiz:

„ |12 0 - 5 - 0  + 26) ,,
*  = y]\22 +(-5)2 ' 2 '

U holda
x2+_v2= 4. o

3-m isol. (дс-3)2 +(y + 2)! =25 aylanaga M(0;3)nuqtada o 't k  t kazilgan 
urinma tenglamasini tuzing.

®  M(0;3)nuqtadan o‘tuvchi urinma (to‘g ‘ri chiziq) te n g l; 
у  = kx + 3 ko‘rinishda izlaymiz.

Aylana bilan urinmaning umumiy nuqtasini topish uch urs q. q u y id a g i 
sistemani yechamiz:

у  = b r + 3,
( jc  -  3)J + (y + 2)2 = 25.

Bundan (x - 3)2 + (far + 3 + 2)2 = 25 yoki (к2 + l)jr2 + (10* -  6) j c  + -  -+9=«Bu 
tengiama to‘g ‘ri chiziq aylanaga uringani uchun yagona y e c b i n m i e j  *£ 
boMadi. Su sababli tenglamaning diskreminanti nolga tengirmg» ya

(5к -3 )2 -9 (k 2 +1) = 0 yoki 16£2-30* = 0. Bundan /r, = 0, Togfl
8 3

chiziqning burchak koeffitsiyentini у  = kx + 3 tenglamaga qo‘y a c n i z:

у  = 3 va у  = + 3 yoki 

y  = 3 v a  15дг-8> + 24 = 0. О

amasmi

П»



2 g§ Наг biridan fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nuqtagacha
1 1  jnasofalarning y ig ‘ indisi o 'zgarm as miqdorga teng bo‘ lgan tekislik 
b°qSarining geometrik o ‘m iga e l l i p s  deyladi.

4  + ^  = 1 , b ' = a > - c >  ( 3 . 3 )
a~ b

tenglamaga ellipsning kanonik t e n g l a m a s i  deyiladi.

4 -misol. x = a cost, y  = bsint tengliklar ellipsning nuqtasini aniqlashini 

ko'rsating.
tg> x=acost, y  = bsint tengliklardan topamiz: ^  = cost, ^  = bsin t.

U holda ( - ]  + [£ ) = cos2f+ s i r r / = 1 yoki ^  + J r  = l-
■ -  ° 2 b

Demak, x = a c o s t , у  = b s in t  tengliklar ellipsning nuqtasini aniqlaydi. О

Ellipsni aniqlovchi ushbu
j .x = a c ° s t , ( ;J4 )
]>> = /?sinr, re[0;2;r] 

tenglamalar sistemasiga e l l i p s n in g p a r a m e t r ik  t e n g l a m a la r i  deyiladi.
Ellipsda 2a, 2b uzunliklariga mos ravishda katta va kichik o4qlar,

<*,b sonlarga mos ravishda katta va kichik yarim  o4qlar deyiladi.

e ~~ kattalikka e l l i p s n in g  ek s s en t r i s i t e t i  deyiladi. Bunda 0 <e  < 1.

to  nuqtadan d l9d 2 masofada o btuvchi va tenglamalari x~±~ dan

orat bo lgan to‘g ‘ri chiziqlar e l l i p s n in g  d i r ek t r i sa la r i  deb ataladi. 
UIrektnsalar ushbu

tengliklam l
qanoatlantiradi. Bunda r . , r2 fokal radiuslar deb ataladi. 

tlhPsningfokalradiuslari

formulalar кч r' = a ~ r' = a + a
a Kb b^ [ a n a niqlanadi.

y°tuvchi Va ^an^a (3-3) tenglama uzunligi 2/>ga teng katta o 'qi Oy o ‘qida 
UZUnligi 2a ga teng kichik obqi Ox o ‘qida yotuvchi ellipsni



bu

,v s*a  F}(9 '  C1 ^ t u ^ chi
aniqlaydi. bi^ipsning fokuslan ,• ^inata boshida У

yerda с j a^i zi  k ° °  .^sbatan
a=b b anda (3 .3) tenglama t lar boshi g*» ™>>snmg

,arad .u S. . ien g ay lanan.™<!W k o o r d i « ^ » tirovch i ^
5-m iw?okuslari abssissaiat ^\a,arn i qa n °. )fttalardan o‘ tuvC ’ l6  ga> 

simmetnk )4hgan  va quyidagi • B|.(0;7) ° u ^ ng; 3) k a t t a a  4 
kanomk teiigW t o zm g-.l)^ ;C ' ^ f a  6 ga  d ik t r i s a lari ora , ,  I 
2)kattao ‘q i ^ fokuslariorasidagv ^  ^  ga> • d

ekssentrisittt ga leng; 4) W  ^  5 ^  i to

masofa 2S*№g. d) fokuslan b e r*rilgan  shartlar **
orasidagi tms,8ga teng. „tf^andda e

®  E% ltigtenglamalarimha • n  (3.3) tenglama*»
tuzamiz. 40ог^даага1аП v

1) 5 b (o;7) nuqtalaming 
qanoatlantin%erak va ’ni о

64 0 ^ ^  
a2 b1

Bundan с ^  =4 9 . U holda , 
r
— 1
64 ^ й , с с

auti'iati a "
2) Sha% o 4a . 2a = 8 , 2c = 6 .

b> = a2 -  c: =1Ц= 7 . U holda , ^

_ +  7 £ _ i  yoki C " A
16 !  . B a d a n ^ 8 ’ « 4

3) Shartga%oan. 2a = l6, e= ^

U holda a2 =4( 3̂ - 6 4 - 4  = 60 va ^
5 l v 6 0 U

64 Bundan  ^
4) S h s r t f f l •. 2# — Ю, d x + ^ 2 ^ ^ 

+ [i_ =̂ _ 2fl̂ _ __ 25 yok i с = 2*

,_cl^ c )n u q ta la rd a  У °



И  и -
5) Shartda berilishicha 2c = 6 , d, + d2 = 8 . Bundan с = 3 , —  = 8 .

и  2 8-3 Uholda = —  = 12, Z>2 = 1 2 -9  = 3 va

[J holda а2 = 25, b2 = 2 5 -4  = 21va

£- + £ -.«1 . О
12 3

6 -m iso l. 24x2 + 49>>2 =1176 tengiama bilan berilgan ellipsda to p in g :
1) yarim o‘qlar uzunligini; 2) fokuslar koordinatalarini; 3) ekssen trisitetn i;
4) direktrisalaming tenglamalari va ular orasidagi masofani; 5) e llip sn in g  
M(jc;y)nuqtasidan chap fokusgacha b o ig an  masofa 12 ga teng  b o is a , 
M(x;y) nuqtani.

®  Ellips tenglamasining har ikkala tomonini 1176 ga bo" l ib , uni 
kanonik shaklga keltiramiz:

x2 у 2 -— + — = 1.
49 24

1) Bu tenglamadan topamiz: a 2 =49, b 2 = 24, y a ’ni a = 7, b -

2) c 2 = a 2 -  b2tenglikdan topamiz: c2 = 49 -  24 = 25, с  = 5.
Bundan F,(5;0), F2(~5;0).

3) £ = ~ formuladan topamiz: £ = -.
a 7

4) Ellipsning direktrisalarini x = ± - formulalar orqali topamiz:
E

1 49 , . 49 49x = ±—= ±— , ya m x. =— ,x2 =----- .
5 5 1 5 2 5

B a r  7
U holda direktrisalar orasidagi masofa

^ _ 49 f _ 49A _ 98
" 5  I 5 j  5*

) M(x',y) nuqtadan chap fokusgacha b o igan  masofa rx =12.
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«n iq layd i. Bu ellipsning fokuslari F ,(0;c)va F2(0;-c)nuqtalarda yotadi, bu
y lrd a  с  = Vb2 -  a 2.

a - b  bo 'lganda (3.3) tenglama markazi koordinata boshida yotuvchi 
va radiusi a ga teng aylanani aniqlaydi.

5 -m iso l. Fokuslari abssissalar o‘qida koordinatalar boshiga nisbatan 
simmetrik joylashgan va quyidagi shartlam i qanoatlantiruvchi ellipsning 
kanonik tenglamasini tuzing: 1) Л(8;0) va 5(0;7) nuqtalardan o‘tuvchi;
2) katta o ‘qi 8 ga, fokuslari orasidagi masofa 6 ga teng; 3) katta o ‘qi 16 ga,

ekssentrisiteti i  ga teng; 4) katta o‘qi 10 gav direktrisalari orasidagi

masofa 25ga teng; d) fokuslari orasidagi masofa 3 ga, direktrisalari 
orasidagi masofa 8ga teng.

®  Ellipsning tenglamalarini har b ir bandda berilgan shartlar asosida 
tuzamiz.

1) ^4(8;0) va B(0;7) nuqtalaming koordinatalari (3.3) tenglamani 
qanoatlantirishi kerak, y a ’ni

64 0 , 0 49 , 
a 2 + b 2 ~ ' a 2 + b2 ~ '

Bundan a 2 = 64, b 2 =49. U holda

64 49

2) Shartga ko ‘ra: 2a = 8, 2c = 6. Bundan a = 4 , c = 3, 

b 2 -  a 2 - c 2 = 1 6 -9  = 7. U holda

16 7

3) Shartgabinoan: 2a=16, £ = - .  Bundan я = 8, ~ = -  yoki с= --я® 2 .
4 a 4 4

U holda a 2 =64, b2 = 6 4 -4  = 60 va

—  + ̂  = 1.
64 60

4) Shartga asosan: 2a = 10, d x + d z = 25. Bundan a = 5,
r. r, r. + r, 2я 2fl2 л . | . 2a2 _J- + -̂ - = J — £ = —  =---- = 25 yoki c =----- = 2.
e  e  s  e  с  25
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и holda а 2 = 25, fe2 = 2 5 -4  = 21va

5) Shartda berilishicha 2c = 6 , dt + d2 = 8 . Bundan с = 3 , —  = 8 .
С

U holda a1 = y  = ̂  = 12 , b 2 = 1 2 - 9  = 3 va

6 -m iso l. 24*2 + 49y 2 =1176 tengiama bilan berilgan ellipsda toping:
1) yarim o‘qlar uzunligini; 2) fokuslar koordinatalarini; 3) ekssentrisitetni;
4) direktrisalarning tenglamalari va ular orasidagi masofani; 5) ellipsning 
M(x\y) nuqtasidan chap fokusgacha bo‘lgan masofa 12 ga teng bo‘ lsa, 
M(x;y) nuqtani.

®  Ellips tenglamasining har ikkala tomonini 1176 ga b o lib , uni 
kanonik shaklga keltiramiz:

1) Bu tenglamadan topamiz: a 2 =49, b2 =24, y a ’ni a = 7, b = 2^6.

2) c 2=a2 - 6 2tenglikdan topamiz: c 2 = 4 9 -2 4  = 25, c = 5.
Bundan Ft (5;0), F2(~5;0).

3) e  = ~ formuladan topamiz: £-~ -

4) Ellipsning direktrisalarini x = ± - formulalar orqali topamiz:
£

U holda direktrisalar orasidagi masofa

( - ? )
98
5

5) y )  nuqtadan chap fokusgacha b o igan  masofa r, =12.
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kanonik tenglam asiga qo‘yib , M (x;y)  nuqtaning ordinatasini topamiz:
v 2

1 + ̂  = 1 yoki y = 0. Demak, M(7;0). о
3.3.3. 88 Har biridan fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nuqtagacha 

b o ig an  masofalar ayirm asining moduli o ‘zgarmas miqdorga teng bo4gan 
tekislik nuqtalarining geometrik o ‘m iga g i p e r b o l a  d e yilad i.

(3 .5)

tenglamaga g i p e r b o l a n i n g  kanonik t e n g l a m a s i  deyiladi.

y  = ± -x  tengiama bilan aniqlanuvchi to‘g ‘ri chiziqlarga g ip e r b o la n in g

a s im p to ta la r i  deyiladi.
Giperbolada 2a uzunlikka haqiqiy o ‘q, 2b uzunlikka mavhum o‘q, 

a ,b  sonlarga mos ravishda haqiqiy va mavhum yarim  o ‘qlar deyiladi.

e  = — kattalikka g i p e r b o l a n i n g  ek s s en t r i s i t e t i  deyiladi. Bundas >1. 
a

M  nuqtadan d. va d ' masofada o ‘tuvch i, tenglamalari x = ±~ dan ibo-
e

rat to‘g ‘ri chiziqlar giperbolaw/ng d ir ek tr i sa la r i  deb ataladi. Direktrisalar ushbu
r\__ 
rf. d 2 ' e

tengliklam i qanoatlantiradi.
Giperbolaning fokal radiuslari ushbu

x>0 bo iganda = zx-a, r2=£x + a; 
x <0 boMganda rx --a -e x , r2=a-ex  

formulalar bilan aniqlanadi.

7 -m iso l. Fokuslari abssissalar o ‘qida koordinatalar boshiga nisbatan 
simmetrik joylashgan va quyidagi shartlam i qanoatlantiruvchi giperbolaning 
kanonik tenglamasini tuzing: 1) A/,(8;2л/2) va M ,(-6 ;l) nuqtalardan o‘tuvchi;
2) fokuslar orasidagi masofa 26 ga, mavhum o‘qi 5 ga teng; 3 ) fokuslar 
orasidagi masofa 8 ga, ekssentrisitet 2 ga teng; 4) fokuslar orasidagi masofa

6420 ga, direktrisalar orasidagi masofa — ga teng ; 5) fokuslar orasidagi

*U holda r, =a + ex formulaga ko‘ra 12 = 7 + |x. Bundan x = 7. jcni ellipsning
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masofa 26 ga teng, asimptota tenglamalari y  = ± ~ * dan iborat.

ig> 1) Л/,(8;2л/2) va nuqtalaming koordinatalari
(3.5) tenglamani qanoatlantirishi kerak, y a ’ni

64 8 36 1

Bundan a 1*  32, *r=8. U holda

iL _ 2 L  = i .  
32 8

2) Giperbolada a= Vc2 - b 2 . Shartga ko‘ra с  = 13, * = 5. 
Bundan a = V169-25 = 12. U holda a 2 = 144, b2 = 25 va

144 25

3) Giperbola ekssentrisiteti e  = -  ga teng. Shartga binoan с = 4 , e = 2.

Bundan a = -  = 2 va b 2 - c 2 -  a 2 = 16 -4  = 12. U holda 
e

№  4 12
2n~4) Giperbolada direktrisalar orasidagi masofa —  ga teng. Shartda

с

berilishicha c = 10, ^ -  = — . Bundan a 2 =64, Z>2 =c2 -  a 2 =100-64 = 36 va 
Ш  с  5

100 36

5) Giperbolaning asimptotalari y  = ± -x  tenglamalar bilan aniqlanadi.
a

Shartgaasosan c = 13, v = ±—x . Bundan -  =— , 6 =—a ,
9 y  5 a 5 5

a2=c2- 6 2= i 6 9 - ^ a 2 yoki |\ + = 169.

U holda a 2 =25, b2 =169-25 = 144 va

i B ;  — = о
l i  25 144
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3.3.5. Ikki xva >>o‘zgaruvchining ikkinchi darajali tenglamasi umumiy 
ж ko‘rinishda

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F  = 0, A2 + B2+C2* 0 (3.9)
kabi yoziladi.

Bu tenglamani koordinata o ‘qlarini a  burchakka burish orqali
Ax2 + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F  = 0 (3.10)

ko‘rinishga keltirish mumkin.

Teorema. (3 .10) tengiama hamma vaqt yoki aylanani (^  = Cda), yoki 
ellipsni (A -C > Oda), yoki giperbolani (Л -CcO da), yoki parabolani 
(A C = Oda) aniqlaydi. Bunda ellips (aylana) uchun - nuqta yoki mavhum 
ellips, giperbola uchun - kesishuvchi chiziqlar ju ftlig i, parabola uchun - 
parallel chiziqlar ju ftlig i kabi buzilishlar b o iish i mumkin.

11 -  misol. 3x2 + 4y 2 + 30jc -  32у  + 91 = 0 tengiama bilan berilgan ikkinchi 
tartibli chiziq ko4rinishini aniqlang.

®  Berilgan tengiama ellipsni ifodalaydi, chunki A • С = 3 • 4 > 0. 
Haqiqatan ham

3(jc2 +10* + 25) + 4 ( / -  8>> +16) -  75 -  64 + 91 = 0,
3(x + 5)2 + A(y -  4)2 = 48,

(x + S)2 ; (У "4 )а _
16 12

Shunday qilib , markazi 0 (-5 ;4) nuqtada joylashgan va yarim  o ‘qlari 
a - 4, b = 2л/зga teng bo igan  ellipsning kanonik tenglamasi kelib chiqdi. О

M ustahkam lash uchun m ashqlar

3.3.1. Aylananing kanonik tenglamasini tuzing: 1) markazi A/,(-l;3) 
nuqtada joylashgan va radiusi R = 6 ga teng b o ig an ; 2) markazi M 2( - 3;5) 
nuqtada joylashgan va Л(4;4) nuqtadan o‘tgan; 3) diametrlaridan birining 
uchlari £ (-l;3) va C(-3;5) nuqtalardan iborat b o ig an ; 4 ) D(8;-4) nuqtadan 
o ‘tgan va koordinata o‘q lariga uringan; 5) markazi M (2 ;-l) nuqtada 
joylashgan va urinmalaridan biri 3x + 4>> + 3 = 0 to‘g ‘ri chiziqdan iborat 
b o igan .



3.3.2. х 2 + у 2 — 2.x + Лу  — 20 = 0 v a х 2 + у 2 — 1 Оу + 20 = 0 tenglamalar bilan 
berilgan aylanalar markazlari orasidagi masofani toping.

X V  • •
3 3 .3 . 4 + ~ = l tobg ‘ri chiziqning koordinata o ‘qlaridan kesgan

kesmasi aylana diametriga teng. Aylananing kanonik tenglamasini tuzing.

3.3.4. A(2 ;- l) ,  £(3;4)nuqtalardano‘tgan va markazi jc->>-4 = 0to ‘g ‘ri 
chiziqda joylashgan aylananing kanonik tenglamasini tuzing.

3 3 .5 . Uchburchakning uchlari berilgan: Л(-2;2),Я(0;-2),С(-1;~1). 
Uchburchakka tashqi chizilgan aylananing markazi va radiusini toping.

3.3.6. A: ning qanday qiym atlarida y  = kx to‘g ‘ ri chiziq 
x2 + у 2 -  8x -  2у  +16 *  о aylanani kesadi, bu aylanaga urinadi?

3 3 .7 . (jc -  4)2 + ( y  -  2)2 = 4 aylanaga uringan va koordinatalar boshidan 
o‘tgan to‘g ‘ri chiziqlar tenglam alarini tuzing.

3 3 .8 . Aylana kanonik tenglamalari bilan berilgan:
1) x2 + y 2 =16jc; 2) x 2 + y 2 = 4 y ; 3) jc2 + y 2 = 2 x  + 2 y .

Qutbi koordinatalar boshida joylashgan va qutb o‘qi Ox o ‘q bo‘ylab 
yo‘nalgan koordinatalar sistem asida aylananing parametrik tenglamasini 
tuzing.

3.3.9. Fokuslari ordinatalar o‘qida koordinatalar boshiga nisbatan 
simmetrik joylashgan va quyidagi shartlam i qanoatlantiruvchi ellipsning

kanonik tenglamasini tuzing: 1) kichik o ‘qi 12 ga va ekssentrisiteti ~ ga teng

boigan; 2) fokuslari orasidagi masofa 10 ga va ekssentrisiteti ~ ga teng 

boigan; 3) A/,(6;0)va A/2(0;9) nuqtalardan o4tgan; 4) direktrisalari

orasidagi masofa — ga va ekssentrisiteti s  = -  ga teng bo igan .
2 2

3.3.10. — + = i ellipsga tomonlari ellips o‘qlariga parallel qilib

kvadrat ichki chizilgan. Kvadratning yuzini toping.
I jc2 2 ^

3 3 .1 1 . — + ^ -  = 1 ellipsning x + y - 2 0  = 0 to ‘g 4ri chiziqqa parallel

k° Igan urinmasi tenglamasini tuzing.
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3.3.12. 16л*2 +25у 2 -4 0 0  = 0ellipsn ing fokularining biridan uning kichik 
o‘q iga parallel o ‘tgan vatari uzunligini toping.

X2 V2 . .
♦ 3.3.13. — + ^ -  = 1 ellipsning A/(x;y)nuqtasidan uning o‘ng fokusigacha

50 18
b o ig an  masofa chap fokusigacha bo‘ lgan masofadan 4 marta katta. M(x;y)  
nuqtani toping.

X 2 V2 .3.1.14. — + ^ -  = 1 ellipsning M (x;y)nuqtasidan uning chap fokusigacha
7  О

bo‘Igan masofa o ‘ng fokusigacha b o igan  masofadan 2 marta katta.
M(x\y) nuqtani toping.

3.3.15. Ellipsning fokuslaridan biridan uning katta o ‘qi oxirlarigacha 
bo igan  m asofalar 2 va 8 ga teng. Ellipsning kanonik tenglamasini tuzing.

3.3.16. Kanonik tenglamalari bilan berilgan ellipsning parametrik 
tenglamalarini tuzing: 1) 16x2 + 25y 2 -  400 = 0 ; 2) 144.r + 25y 2 -  3600=0.

3.3.17. Fokuslari ordinatalar o 'q ida joylashgan va quyidagi shartlami 
qanoatlantiruvchi giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing:

18 51) direktrisalari orasidagi masofa — ga va ekssentrisiteti - g a  teng bo igan ;

2882) direktrisalari orasidagi masofa -yj~ga teng va asimptotalari tenglamalari

12 . 32у  = ± ~ x b o igan ; 3) direktrisalari orasidagi masofa — ga va haqiqiy o ‘qi
5 5

8 ga teng b o ig an ; 4) direktrisalari orasidagi masofa ga va fokuslari

orasidagi masofa 14ga teng b o igan .

3 3 .1 8 . Giperbolaning nuqtalaridan b in  va asimptotalarining 
tenglamalari berilgan. Giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing:

1) А/(6;2), jh = ± -дс; 2) M(4-,2),y = ± ~ x ;

3) A/(4;3),y = ±|x; 4 )  M (6 ;3 ),y  = ±^-x .

3.3.19. Giperbolaning ekssentrisiteti 2 ga teng. Uning asimptotalari 
orasidagi burchakni toping.
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3.3.20. Giperbolaning asimptotasi haqiqiy o ‘q bilan — ga teng burchak
4

tashkil qiladi. Giperbolaning ekssentrisitetini toping.

3.3.21. b ning qanday qiym atlarida y  = 2x + b to‘g ‘ri chiziq 
18.r; -  l y 2 =126 giperbolani kesadi, bu giperbolaga urinadi?

3.3.22. 5x2 + 17/ -8 5  = 0 ellips berilgan. Ellips bilan bir xil fokuslarga 
ega bo igan  teng tomonli giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing.

3.3.23. Giperbola 25л-2 + 9y2 = 225ellips bilan bir x il fokuslarga ega. 
Giperbolaning ekssentrisiteti 2 ga teng b o isa , uning kanonik tenglamasini 
tuzing.

3.3.24. Berilgan fokusi va direktrisasi tenglamasiga ko‘ra parabolaning 
kanonik tenglamasini tuzing: 1)F ( - 3;4),*  - 5  = 0; 2 )F(5;3),>- + 2 = 0.

3.3.25. Berilgan tenglam asiga ko‘ra parabolaning uchini va simmetriya 
o‘qining tenglamasini aniqlang:
1) y 2- 2 y  + \6x + 65 = 0 ; 2) 2x2 + y - 8 x  + 5 = 0.

3.3.26. y 2 = 4x parabolaga uringan va quyidagi shartni qanoatlantiruvchi 
to‘g ‘ri chiziq tenglamasini tuzing: 1) y  = 2x + 7 to‘g ‘ri chiziqqa parallel 
boigan; 2) Л(-2;-1) nuqtadan o ‘tgan.

3.3.27. A:ning qanday qiym atlarida y  = kt - 1  to‘g ‘ri chiziq / + 5 x  = 0 
parabolani kesadi, bu parabolaga urinadi?

3.2.28. Berilgan tenglam alar bilan qanday chiziqlar aniqlanadi?

3 .3 .2 9 .  Egri chiziqning tenglamasini soddalashtiring, chiziqning turini 
aniqlang va shaklini chizing:

* = т ( е '+ 0 .  1) ■ 2 
1

У = - ( е ' - е - ' )
2 ) '  *3 ; 3)>' = -2л/х2 +1; 4) x = -^ jy '  + 4.

1) 5jr! + 9 / -  30x +18^ + 9 = 0;

3) 5jr2 -  4y2 + 30.r + 8_y + 2 1= 0 ;

5) - 6jt + y 2 - 8  = 0;

2) 2x2- l 2 x  + y  + \3 = 0;

4) 2 y2 - X - 12/+ 14 = 0;

6) x2 + y  + y 2 -1  = 0.
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3-NAZORA TISHI

1. ABC uchburchak tomonlari tenglamalari bilan berilgan:
a) AB tomon uzunligini toping; b) BD balandlik tenglamasini tuzing 
va uning uzunligini toping; c) EC tomonni В uchdan С uchga 
qarab 1:3 nisbatda bo‘ luvchi E nuqtadan va A uchdan o‘tuvchi 
t o ^ r i  chiziqning parametrik tenglamasini tuzing.

2. Ko‘rsatilgan nuqtadan o ‘tuvchi va markazi C(x;y) nuqtada 
joylashgan aylana tenglamasini tuzing.

1-variant
1. I x  + 3 y - 3  = 0 (AB), 4 jt-3v + 3 = 0 (ВС), x  + 2 y - \ 3  = 0 (CA).
2. 33jc2 +49y 2 =1617 ellipsning o‘ng fokusi ,C(1;7).

2-variant
1. 4х-9д>-6 = 0 (AB), 2 x - y  + 4 = Q (ВС), x + 3 y - \ 2  = 0 (CA).
2.  3x2 - 5 y 2 =30 giperbolaning chap fokusi, C(0;6).

3-variant
1. 4x + 3 j + 3 = 0 (AB), x + 4 y  + 4 = 0 (BC), 5x + 7 y - 6  = 0 (CA).
2.  2x2 - 9 y 2 =18 giperbolaning o ‘ng uchi, C(0;4).

4-variant
1. 2x + 7^ + 15 = 0 (AB), 2 x - 3 y  + 5 = 0 (ВС), 6л: + ̂ -15 = 0 (CA).
2. \6x2 +41 y 2 =656 ellipsning o ‘ng fokusi, С -  uning quyi uchi.

5-variant
1. x - 4 y - \ 0  = 0 (.4B), 2x-3^-10 = 0 (BC), x+ v -5  = 0 (CA).
2.  5x2 -11 y 2 = 55 giperbolaning chap fokusi, C(0;5).

6-variant
1. 3x + 4^ + 9 = 0 (AB)y 2jc-7,v + 6 = 0 (BC), 5 x - 3 y - \ 4  = 0 (CA).
2. 57д:2 -6 4 у 2 =3648 giperbolaning o ‘ng fokusi, C(0;8).



7-v(*r ia n t
j  x + y  + i= 0  (AS), 3x + 5y + 3 = 0 x - y , . j t(CA).

2. \2x2 - 1 3 /  =156 giperbolaning chac-P f°kusi;i, q[2).

8 -v a r ia n t

| t 3^ - 5y  + 8 = 0 (AB), x + 4_y-3 = 0 (&*-■)■> 44*_ 12 = 0 (CA). 

2. 24y2 -2 5 x 2 =600 giperbolaning f°kusgi, f .'8)-

g . va r ia n t

1. i - 4 y - 7  = 0 (AB), y+ 2 = 0(BC), x  +y ~2=(i0 (C>
2. 4x2- 9 / =36 giperbolaning uchi, C(Q\4).

10-v(*r ia n t

1. 4 x -3 y -\ 4  = 0 (AB), x - y - 4  = 0 (BC")’ 6 * - % - » °  (CA).
2. 40x' -81  y 2 =3240 giperbolaning о uchi., Cl-?)'

11- v a ™ *

1. x - 2 y  + 3 = 0 (AB), 6x + 7y + 3 = 0 ( Я С >> Ч х -)+ 7 = 0 (CA).

2. 9x2 + 25y 2 =1 ellipsning o ‘ng fokus ^ (0;6),.

12- v a r ia n t

1. x+4y-(> = 0 (AB), 5x + 3y-30  = 0 ( 0 ^ ) ,  3x-~$} ^=0 (CA).

2. S(l;4), C - 2 y 2 = x -4  parabolaning ucb'-

1 3 -va ria n t

b  jc + 4 v -8  = 0 (AB), 5x + 3 y -4 0  = 0 ( 0 C>>' 3x- sy ^ = 0 (CA).
2. 3x2 +7 y 2 =21 ellipsning chap fokusi»c (-1;-3!)-

1 4 -va rian t

1- 4.r-3>>-l0 = 0 (AB), 4.c + 5 ^ - 26 = 0 CBC>' 4*-ч-y - f  0 (CA).
2. 5хг - 9y 2 =45 giperbolaning chap i*c hi> C(0 ;-6



3-NAZORA TISHI

1. ABC uchburchak tomonlari tenglamalari bilan berilgan:
a) AB tomon uzunligini toping; b) BD balandlik tenglamasini tuzing 
va uning uzunligini toping; c) BC tomonni В uchdan С uchga 
qarab 1:3 nisbatda bo‘ luvchi E nuqtadan va A uchdan o‘tuvchi 
to‘g ‘ri chiziqning parametrik tenglamasini tuzing.

2, Ko6rsatilgan nuqtadan o ‘tuvchi va markazi C(x\y) nuqtada 
joylashgan aylana tenglamasini tuzing.

1-variant
1 . 1х + Ъу -Ъ = 0 (AB), 4 x - 3 y  + 3 = 0 (BC), x + 2 y - l 3  = 0 (CA).

2 . 33x2 +49^2 =1617 ellipsning o ‘ng fokusi ,C(1;7).

2-variant
1. 4 x - 9 y - 6  = 0 (AB), 2 x - у  + 4 = 0 (ВС), x + 3 y - \ 2  = 0 (CA).

2 . 3x2 - 5 /  =30 giperbolaning chap fokusi, C(0;6).

3-variant
1. 4x + 3.y + 3 = 0 (AB), x + 4 y  + 4 = 0 (BC), 5x + l y - 6  = 0 (CA).

2 , 2x2 - 9 /  =18 giperbolaning o ‘ng uchi, C(0;4).

4-variant
1. 2* + 7.y + 15 = 0 (AB), 2x-3>> + 5 = 0 (BC),  6* + .y-15 = 0 (CA).

2 . 16x2 +41>-2 =656 ellipsning o‘ng fokusi, С -  uning quyi uchi.

5-variant
h  x - 4 y - \ 0  = 0 (AB) ,  2 x - 3 y - \ 0  = 0 (BC), x + y - 5  = 0 (CA).

2 . 5x2 -11 y 2 = 55 giperbolaning chap fokusi, C(0;5).

6-variant
1. 3x + 4>’ + 9 = 0 (AB)y 2x-7,y + 6 = 0 (BC),  5x-3>>-14 = 0 (CA).

2 . 57x2 -6 4 y 2 =3648 giperbolaning o‘ng fokusi, C(0;8).



7-variant
1. x + y  + l = 0 (AB), 3x + 5 y  + 3 = 0 (BC), x - y - 7  = 0(CA).

2. 12x2 - 1 3 /  =156 giperbolaning chap fokusi, C(0;-2).

8-variant
1. 3 x - 5 y  + S = 0 (AB), x + 4 y - 3 = 0  (BC), 4x -j> ~ 12  = 0 (CA).
2. 24y 2 -  25x-  = 600 giperbolaning o ‘ng fokusi, C(0;—8).

9-variant
1. x - 4 y - l  = 0 (AB), y  + 2 = 0 ( B C ) ,  x + y - 2  = 0 (CA).

2. 4x2 ~ 9 y 2 =36 giperbolaning uchi, C(0;4).

10-variant
1. 4x -3 .y -14  = 0 (AB), x - y - 4  = 0 ( B C ) ,  6x -5 .y -20  = 0 (CA).

2. 40x2 - 8 1 /  = 3240 giperbolaning o 'ng uchi, C(-2;5).

11-variant
X. х - 2 у  + Ъ = 0 (AB), 6x + 7j> + 3 = 0 (BC), 4x -  3 y  + 7 = 0 (CA).
2. 9x2 + 25/  = 1 ellipsning o ‘ng fokusi, C(0;6).

12-variant
1. x + 4 v - 6  = 0 (AB), 5x + 3y -  30 = 0 (BC), 3 x - 5y  + 16 = 0 (CA).
2. £(1;4), C -  2v2 = x -4  parabolaning uchi.

13-variant
1. x + 4 v - 8  = 0 (AB), 5x + 3.v-40 = 0 (BC), 3 x - 5 y  +10 = 0 (CA).
2. 3x2 + l y -  =21 ellipsning chap fokusi,C(—1;—3).

14-variant
4.r-3>’-1 0  = 0 (AB), 4x + 5 y -2 6  = 0 (BC), 4x + y - 2 = 0 (CA).

2. 5x2 - 9 y 2 =45 giperbolaning chap uchi, C(0;-6).



" % 8-in iso l. S*J - 4v’ 20 tengiama bilan berilgan gipcrbolada typing:
1) yarim o ‘qlar uzunligini; 2) fokuslar koordinatalarini; 3) cksscntrisitctni:

4) asimptota va difcktrisalammg tenglamalarini; 5) Л/f 3 ;^ j nuqtaning fnksl 

radiusJarini.
®  ( iipcrbola tenglamasini kanonik shaklea kcltiramiz:

H "
1) Bli tenglamadan topamiz: a : =4. b' - J .y a 'n i  i/ = 2, b - vS.

2) r : =u +b' tcnglikdan topamiz: c : -  4 i 5 -9 , t  -3 .
Bundan F, (3;0), F.(-3;0).

3 ) s - c  formuladiintopamiz:
a  2

4) asimptota tenglamalari > '-± *x= 2 ^ - jr .
а  л.

dirtkirisa tenglamalari =

4) Ai'j 3;-̂  jnuqta giperbolaning o‘ng tarmog'ida yotadi <л-3>0).

U holda r  -  sx - a, r. = sx+a lbfmulalanra ko 'm
3 . . 5

Yarim o'qlari teng ( a - b )  bo'lgan gipcrbolaga teiig tomvnli giperbola 
deyiladi. Teng tomonli gipcrbola

*’ -  j f  -  a1 (3.6)
tengiama bilan aniqlanadi. Asimptotalari <9.*va Oy o'qlardan iborat bo’lgun

teng tonKtnli gipcxbola > -  -  ko'rinishdagi tengiama bilan aniqlanadi.

<S> Agar giperbolaning fokuslari О/o' qida yotsa, u holda gipe»bo!j

£ 4 "  * *

lenglama bilan aniqlanadi. Bunda giperbolaning ebsenirisitcti e  = ~ tcnglik
b

bilan , asim ptotalari y=±- x teng lam alar b ilan , d irekrrisa lari ,v = ±a *

12+



'

9 -m iso l. giperbolaning chap fokusi bilan bu giperbolada

qo'shnia c ip«bo lan ing o*ng fokusi orasidagi masofani toping.
<& с* = fls +b: tenglikdan topamiz: c’ - 9  + 16=25, c= S. U holda 

berilgan giperbola uchun F,(5;0>. /\(~5;0)va qo'shma giperbola uchun 
f  \0;5>, f;{0: -5) bo iad i.

Bundan ___
I^ v'(-5- <»’ ’♦ (0-- 5) ! = S j2(w *). О

33 .4 . © Hokus deb ataluvchi berilgan nuqtadan va direktrisa deb 
ulaluvchi berilgan to’g 'r i chieiqdun teng u/oqlik'da yotuvchi tokislik 
nuqtalarioing geometrik o 'm ig a  p a r a b o l a  deyiladi.

FokuMlan dircktrisagacha b o igan  p  masofaga p a r a b o l a »  i n g  p a r a m e t t i  
deyiladi.

v '= 2px  (3 .8)
lenglamaga p a r a b o l a n i n g  k an on ik  t e n g l a m a s i  deyiladi.

Parabolada 0(O;O)nuqla uning uchi, t t ro 'q  uning o ’qi deb ataladi.

Paraboliinm^ ek s s en t r i s i t e t i  s  = = I ga teng, d i r ek t r i i a s i  i - - ?
^ 1  2

tenglama bilan aniqlanadi.

10-m isol. X3 = 6 y  tenglam a h ilaa berilgan parabolada toping:
1) foku&ning kooniinatalarini; 2) dircktrisaning tenglamasini;

3) V| -  2.^  | nuqtaning fokal radiusini.

®  1 >Shartga ko 'ra i p - 6. Bundan p  = 3.

U hulda: 1) fokus l-\ 0; ̂  | -  f\ 0: ̂  koordina^larga ega boiadi:

2) dircktrisa у -  ^ tcnglamaga ega boiadi;

3) A/[-2:-^ |nuqraning fokal radiusi r  = y ,  + £ - ' ^ i   ̂- 4 g a  teng b o iad i. О

KnglumsUirbilan topiladi. (3 .5 ) va (3.7) tenglamalar bilan uniq lanuvchi
gipert>olalarga qn 'shm agiperbololar  deyiladi.

•  *
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" % 8-in iso l. S*J - 4v ’ 20 tenglama bilan berilgan gipcrbolada typing:
I) yarim o ‘qlar uzunligini; 2) fokuslar koordinatalarini; 3) cksscntrisitctni:

4) asimptota va difcktrisalammg tenglamalarini; 5) Л/f 3;|jnuqtaning lokal 

radiuslarini.
®  ( iipcrbola tcnglainabini kanonik shaklea kcltiramiz:

H "
1) Bu tenglamadan topamiz: a : =4. b' - J .y a 'n i  i/ = 2, b - vS.

2) r : =u +b' tenglikdan topamiz: c : -  4 i 5 -9 , t  -3 .
Bundan F, (3;0), F.(-3;0).

3 ) s - c  fomiuladantopamiz:
a  2

4) asimptota tenglamalari > '-± *x= 2 ^ - jr .
а  л.

direktrisa tenglamalari =

4) Ai'j 3;-̂  j nuqta giperbolaning o‘ng taruiog'ida yotadi <л-3>0).

U holda r  -  sx - a, r. = sx+a formulalarка ko 'm
3 . . 5

Yarim o'qlari teng ( a - b )  bo'lgan giperbolaga teiig tomvnli giperbola 
deyiladi. Teng tomonli gipcrtxila

* ’ -  j f  -  a 1 (3.6>

tenglama bilan aniqlanadi. Asimptotalari <9.*va Oy o'qlardan iborat bo’lgun

teng tonKtnli gipcxbola > -  -  ko'rinishdagi tenglama bilan aniqlanadi.

<S> Agar giperbolaning fokuslari Oyo' qida yutsa, u holda gipe»bo!j

Z l - i L . .  ,3.7»

lenglama hilan aniqlanadi. Bunda giperbolaning ckbsentrisitcti e  = ~ tcnglik
b

bilan , asim ptotalari y=±- *  teng lam alar b ilan , d irektrisalari ,v = ±a *

12+



'

9 -m iso l. gipcrboiaiiing chap fokusi bilan bu gipcrbolada

qo'shma giperbolaning o*ng fokusi orasidagi masofani toping.
<& с* = fls +b: tenglikdan topemiz: c ' - 9  + 16=25. c  = 5. U holda 

berilgan giperbolu uchun F,(5;0>. /\(~5;0)va qu'shma gipcrbola uchun 
f  \0;5>, fT(0:-5> bo'ladi.

Bundan ___
f-\r3 I -  v'(-5 -  0)’ 4 (0 -- 5)! = 5v'2(i/A>. О

3 3 .4 . © Kokii.s deb ataluvchi berilgan nuqtadan va direktrisa deb 
alaluvchi berilgan to’g 'r i chieiqdun teng u/oqlikda yotuvchi lekislik 
nuqtalarining geometrik o*m igaparabo/n deyiladi.

FokuMlan dircktrisagacha bo 'lean p  masofa^’a parabola»ing parameni 
deyiladi.

v'=2px  (3 .8)
tenglamagaparabvlanmgkanonik tenglamasi deyiladi.

Paraholada 0(0 ;0)nuqla uning uchi, t t ro 'q  uning o ‘qi deb ataladi.

Parabohinm" ekisentrisiteti s  = = I ga leng, direktriiasi i - - ?

tengiama bilan aniqlanadi.

10-m isol. .v: =6|‘ tengiam a hi Ian berilgan parabolada toping:
1) foku&ning kouniinatalari-ni; 2) dircktrisauiflg tenglamasini;

3) w| - 2.^ I nuqtaning fokal radiusini.

1 > Shartga ko 'ra г Р -(>. Bundan p - 3 .

U hulda: 1) fokus /-'I f t^  | -  f \ 0: ̂  koordina^larga ega bo'ladi:

2) dircktrisa у  -  ^  tenglam aga ega bo'ladi;

3) A/[-2:-^ |nuqraning fokal radiusi r  = .r, + ^  -  ~ <  ̂- 4ga teng bo’ ladi. О

K nglum sU irbilan topilad i. (3 .5 ) va  (3 .7 ) tenglam alar b ilan  uniq lanuvchi
gipert>olalarga qn 'shm agifyerbola lar  d ey ilad i.

•  *
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" % 8-in iso l. S*J - 4v’ 20 tenglama bilan berilgan gipcrbolada toping:
I) yarim o ‘qlar uzunligini; 2) fokuslar koordinatalarini; 3) cksscntrisitctni:

4) asimptota va difcktrisalammg tenglamalarini; 5) Л/f 3 ;^ j nuqtaning fnksl 

radiuslarini.
®  ( iipcrbola tenglamasini kanonik shaklea kcltiramiz:

H "
1) Bu tenglamadan topamiz: a : =4. b' - J .y a 'n i  и = b - vS.

2) r : =u +b' tenglikdan topamiz: c : -  4 i 5 -9 , <. = 3.
Bundan F, (3;0), F.(-3;0).

3) s - c  fomiuladan topamiz:
a  2

4) asimptota tenglamalari y - i* *  x=-z'- -̂.x.
а  л.

direktrisa tenglamalari =

4) Ai'j 3;-̂  j nuqta giperbolaning o 'ng tarmog'ida yoladi <л-3>0).

U lic»lda r -  sx - a , r. = sx+a formulalarка ko‘ra
3 . . 5  3 .  _ 13 _

Yarim o'qlari teng ( a - b )  bo’lgan gipcrbolaga teiig tomvnli giperbola 
deyiladi. Tengtomonli gipcrtxila

*’ -  j f  -  a1 (3.6)
tenglama bilan aniqlanadi. Asimptotalari <9.*va Oy o'qlardun iborat bo’lgun

teng toinonli gipeibola > -  -  ko'rinishdagi tenglama bilan aniqlanadi.

<S> Agar giperbolaning fokuslari О/o' qida yutsa, u holda giperbolj

£ 4 "  * *

tenglama bilan aniqlanadi. Bunda giperbolaning ck^senirisucti e  = ~ tcnglik
b

bilan , asim ptotalari y=±- x teng lam alar b ilan , d irek trisa la ri ,v = ±a if

12+



'

9 -m iso l. giperbolaning chap fokusi bilan bu giperbolaga 

qo'shnia giperbolaning o*ng fokusi orasidagi masofani toping.
<& с* = fls +b: tenglikdan topamiz: c’ - 9  + 16=25, c= S. U holda 

berilgan giperbola uchun F,(5;0>. /\(~5;0)va qu'shma giperbola uchun 
f  \0;5>, f;{0: -5) bo iad i.

Bundan ___
I^ v'(-5-  ’♦ (0-- s)! = S j2(w *). О

33 .4 . © hokus deb ataluvchi berilgan nuqtadan va direktrisa deb 
ulaluvchi berilgan to’g 'r i chiziqdun teng u/oqlikda yotuvchi lekislik 
nuqtalariuing geometrik o 'm iga p a r a b o l a  deyiladi.

FokuMlan direktrisagacha b o igan  p  masofaga p a r a b o l a »  i n g  p a r a m e n i  
dcyi latli.

v ' = 2 p x  (3.8)
tenglamaga parabolaning kanonik tenglamasi deyiladi.

Parabolada 0(O;O)nuqla uning uchi, t t ro 'q  uning o ‘qi deb ataladi.

Parabohinmg ekssentrisiteti s  = = I ga leng, direktriiasi i - - ?
tenglama bilan atiiqlanadi.

10-misol. x3 = 6 y  tenglama bilan berilgan parabolada toping:
1) foku&ning kooniinatalarini; 2) direktrisaning tenglamasini;

3) W| -  2.^ | nuqtaning fokal radiusini.

®  1 >Shartga ko 'ra i p - 6. Bundan p  = 3.

U holda: 1) foku? /-i 0; ̂  | -  f j  0: ̂  koordina^largi ega boiadi:

2) dircktrisii у  -  ^ tcnglamaga ega boiad i;

3) A/[-2:-^ |nuqraning fokal radiusi r  = y ,  + £ - ' ^ i   ̂- 4 g a  teng b o iad i. О

gag lu in ab tr b ilan  topilad i. (3 .5 ) va  (3 .7 ) tenglam alar b ilan  uniq lanuvchi
g jpdbo ta larga  qn shma g ip erb o lo la r  d ey ilad i.

•  *
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" % 8 - in iso l. S*J - 4v ’ 20 tenglama bilan berilgan  gipcrbolada loping:
1) yarim  o ‘q lar uzunligini; 2 ) fokuslar koordinatalarini; 3) cksscntrisitctni:

4) asimptota va difcktrisalammg tenglamalarini; 5) Л/f 3 ;^ j nuqtaning fnksl 

radiuslarini.
®  ( iipcrbola tenglamasini kanonik shak lea kcltiramiz:

H "
1) Bu tenglamadan topamiz: a : =4. b' - J .y a 'n i  и = b - vS.

2) r : =u +b' tenglikdan topamiz: c : -  4 i 5 -9 , <. = 3.
Bundan F, (3;0), F.(-3;0).

3 ) s - c  fom iuladm topam iz:
a  2

4) asimptota tenglamalari > '-± *x = 2 ^ - jr .
а  л.

direktrisa tenglam alari =

4) Ai'j 3;-̂  j nuqta giperbolaning o‘ ng tarm og'ida yotadi <л-3>0).

U lic»lda r  -  sx - a, r. = sx+a formulalarка ko‘ra
3 .  ,  5 3 .  _ 13 _

Yarim  o 'q lari teng ( a - b )  bo 'lgan gipcrbolaga t e i i g  t o m v n l i  g i p e r b o l a  
deyiladi. Tengtomonli giperbola

*’ -  j f  -  a 1 (3.6>
tenglam a bilan aniqlanadi. Asimptotalari <9.*va Oy o'qlardun iborat bo’Igun

teng tonKtnli giperbola > -  -  ko'rinishdagi tenglam a bilan aniqlanadi.

<S> Agar giperbolaning fokuslari О/o' qida yutsa, u holda giperbolj

£ 4 "  * *

tenglama bilan aniqlanadi. Bunda giperbolaning ck^senirisiicti e  = ~ tcnglik
b

bilan , asim ptotalari y=±- x teng lam alar b ilan , d irek trisa la ri ,v = ±a if

12*



'

9 -m iso l. gipcrboiaiiing chap fokusi bilan bu gipcrbolaga

qo'shnia cip«bolaning o 'ng fokusi orasidagi masofani toping.
<& с * = fls +b: tenglikdan topemiz: c ' - 9  + 16=25. c  = 5. U holda 

berilgan gipcrbola uchun /\(~5;0)va qu'shm a gipcrbola uchun
f  \0;5>, fT(0:-5> bo'ladi.

Bundan ___
f-\r3 I -  v'(-5 -  0)’ 4 (0 -- 5)! = 5v'2(i/A>. О

33 .4 . © hokus deb ataluvchi berilgan nuqtadan va direktrisa deb 
utaluvchi berilgan to’g 'r i chiziqdun teng luoqljkda yotuvchi lokislik 
nuqtalariuiug geometrik o 'm igap a r a b o l a  deyiladi.

FokuMlan dircktrisagacha bo 'lean p  masofaga p a r a b o l a » i n g  p a r a m e t t i  
deyiladi.

v ' = 2 p x  (3.8)
tenglamaga paralxjlanmx kanonik tenglamasi deyiladi.

Parabolada 0(O;O)nuqla uning uchi, t t ro 'q  lining o 'q i deb ataladi.

Parabohinmg ekisentrisiteti s  = = 1 ga leng, direkzritasi i - - ?

tengiama bilan aniqlanadi.

10-misol. x1 =(ty tengiama bilan berilgan parabolada toping:
1) fokusning kooniinatalarini; 2) dircktrisaning tenglamasini;

3) W| -  2.^ | nuqtaning fokal radiusini.

®  1 >Shartga ko'ra i p - 6. Bundan p - 3 .

U hulda: 1) fokus /-i f t^  | -  f j  0; ̂  koordina^larga ega bo'ladi:

2) dircktrisa у  -  ^ icnglamaga ega bo'ladi;

3) A/[-2:-^ |nuqraning fokal radiusi r  = y , + £ -'^ i  ̂- 4 g a  teng bo'ladi. О

gag lu in ab tr b ilan  topilad i. (3 .5 ) va  (3 .7 ) tenglam alar b ilan  uniq lanuvchi
g jpdbo ta larga  qn shma g ip erb o lo la r  d ey ilad i.

•  *
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" % 8 - in iso l. S*J - 4v ’ 20 tenglama bilan berilgan  giperbolada typing:
1) yarim  o ‘q lar uzunligini; 2 ) fbkuslar koordinatalarini; 3) cksscntrisitctni:

4 ) asimptota va dircktrisalam m g tenglam alariui; 5 ) Л/f 3 ;| jnuqtan ing fokal 

radiusJarini.
®  ( iipcrbola tenglamasini kanonik shak lea kcltiramiz:

H "
1) Bu tenglamadan topamiz: a : =4. b ' - J .y a 'n i  i/ = 2, b - vS.

2) r : =u +b' tenglikdan topamiz: c : -  4 i 5 - 9 ,  <. = 3.
Bundan F, (3;0), F.(-3;0).

3 ) s - c  fom iuladantopamiz:
a  2

4) asimptota tenglamalari ,v -± <’ x = = ^ .r .
а  л.

dnektrisa tenglamalari =

4) Ai'j 3;-̂  jnuqta giperbolaning o 'n g  laru iog 'id a yotadi <л-3>0).

U lic»lda r  -  sx - a, r. = sx+a I'ormulalarка k o in
3 . . 5

Yarim  o 'q lari teng ( a - b )  bo 'lgan uipctbolaga t e i i g  t o m v n l i  g i p e r b o l a  
deyiladi. Teng tomonli gipcrtxila

* ’ -  j f  -  a 1 (3.6>

tenglam a bilan aniqlanadi. Asimptotalari <9.*va Oy o'qlardun iborat bo’lgun

teng tonKtnli giperbola > -  -  ko'rinishdagi tenglam a bilan aniqlanadi.

<s> Agar giperbolaning fokuslari О/O' qida yotsa, u holda giperbolj

j l - i L . ,  ,3.7»

le iig lan ia bilan aniqlanadi. Bunda giperbolaning ekssentrisiteti e  = ~ tcnglik
b

bilan , asim ptotalari y=±- *  teng lam alar b ilan , d irek trisa la ri ,v = ±a *

12+



'

9 -m isol. giperbolaning chap fokusi bilan b\\ gipcrbolada

qo'shnia giperbolaning o*ng fokusi orasidagi masofani toping.
<& с * = fls +b: tenglikdan topamiz: c’ - 9  + 16=25, c= S. U holda 

berilgan giperbola uchun F,(5;0>. /\(~5;0)va qo'shm a giperbola uchun 
f  \0;5>, f;{0: -5) bo 'ladi.

Bundan ___
f-\r3 I -  v'(-5 -  0)’ 4 (0 -  5)! = 5v'2(i/A>. О

3 3 .4 . © Kokn.s deb ataluvchi berilgan nuqtadan va direktrisa deb 
alaluvchi berilgan to 'g 'r i cbieiqdan teng u/oqlikda yotuvchi tekislik 
nuqtalariuing geometrik o*m igap a r a b o l a  deyiladi.

FokuMlan direktrisagacha bo 'lean p  masofaga p a r a b o l a » i n g  p a r a m e n i  
deyiladi.

v '= 2px  (3 .8)
tenglamagap a r a b v l a n in g k a n o n ik  t e n g l a m a s i  deyiladi.

Paraholada СЦ0-.0)nuqta uning uchi, t t ro 'q  uning o 'q i deb ataladi.

Parabolitnmg ekisentrisiteti s  = = I ga I eng ,direkzritasi I - - ?

tenglamu biian aniqlanadi.

10-m isol. ,v: =6.i‘ tenglam a bilan berilgan parabolada toping:
1) foku&ning kooniinatalarini; 2) direktrisaning tenglamasini;

3) w| - 2.^ I nuqtaning fokal radiusini.

1 >Shartgako'ra i p - 6 . Bundan p - 3 .

U hulda: 1) foku? /-i f t^  | -  f j  0: ̂  koordina^larga ega bo'ladi:

2) dircktrisii у  - P  ~  icnglamaga ega bo'ladi;

3) A/[-2:-^ |nuqraning fokal radiusi r  = y ,  + £ - ' ^ i   ̂- 4ga tene bo’ ladi. О

K nglum sU irbilan topilad i. (3 .5 ) va  (3 .7 ) tenglam alar b ilan  uniq lanuvchi
gipert>olalarga q o  'shm agip erb o lo la r  d ey ilad i.

•  *
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nuqtalarining x , y , z  koordinatalarini aniqlovchi \р (х'У>2) °> tenglamalar

Oxyz f a z o d a g i  ch iz iq  t e n g la m a s i  deb aynan shu chiziq barcha
\F(x,y,z) = 0,
\G(x,y,z) = 0 

sistemasiga aytiladi.
Fazodagi chiziqni nuqtaning trayektoriyasi deb qarash mumkin. Bunda 

chiziq r  = r ( t )vektor tengiama bilan yoki x = x(t),y = y (t) ,z  = z(t),t e T 
parametrik tenglamalar bilan beriladi.

4.1.3. Tekislikning fazodagi har x il o‘m i turli tenglamalar bilan 
aniqlanadi.

1. B er i l g a n  nuqtadan o ' t u v c h i  va  b e r i l g a n  v ek to r ga  p e rp en d ik u la r  
tekislik t en g lam a s i :

A (x-xa) + B ( y - y ^  + C ( z - z a) = Q, (1.1)
bu yerda A ,B ,C - tekislik n o rm a l  vek tor i  (tekislikka perpendikular boigan 
vektor) n = {A;B;C} ning koordinatalari; x„,y0,z0 -berilgan  nuqtaning 
koordinatalari, x , y , z -  tekisiikda yotuvchi ixtiyoriy nuqtaning 
koordinatalari.

2. Tekislikning um um iy  t e n g l a m a s i :
Ax + By + Cz + D = 0 (1.2)

bu yerda D -ozod had; A2 + В1 + С 2 * 0 .
Bu tengiama bilan aniqlanuvchi tekislikning xususiy hollari:
By + Cz + D = 0 (A = 0) -  Ox o‘ qqa parallel;
Ax + Cz + D = 0 (B = 0 ) - 0 y  o ‘qqa parallel;
Ax + By + D = 0 (C = 0) -  Oz o‘qqa parallel;
Ax + By + Cz = 0 (D = 0) -  koordinatalar boshidan o‘tuvchi;
By + Cz = 0 (.4 = 0, D = 0) -  Ox o'qdan o'tuvchi;
Ax + Cz = 0 (B = 0,D = 0 ) - O y  o ‘qdan o'tuvchi;
Ax + By = 0 (C =0, D = 0) -  Oz o'qdan o'tuvchi;

o'qqa

o'qqa

o'qqa 
perpendikular;

Cz + D = 0 (A = 0, В  = 0) -  Oxy tekislikka parallel yoki Oz
perpendikular;

By  + D = 0 (Л = 0, С = 0) -  Oxz tekislikka parallel yoki Oy
perpendikular;

Ax + D = 0 (B = 0 ,C  = 0 ) -  Oyz tekislikka parallel yoki Ox
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z = 0 (A = 0,B = 0,Z) = 0)~ Oxy tekislik; 
x = О (B = 0,C = 0,D = 0) -  Oyz tekislik; 
у  = 0 (A = 0,C = 0,D = 0) -  Oxz tekislik.
3. B e r i l g a n  nuq tadan  о  ‘tu v ch i  va  b e r i l g a n  ikki v ek to r ga  p a r a l l e l  tekislik 

t en g lam a s i :

=  0 .

x ~ x» У ~ У ,  z ~ z 0 

P, 4s r,
P i  4, r2 

bu yerda x0, y 0,z0 -berilgan  nuqtaning koordinatalari; 
px,qt,r„р г,чг, r2 -berilgan  ikki vektorning koordinatalari.

4. B erilgan  uchta nuqtadan о  ‘tuvchi tekislik tenglam asi 
* - * i  У - У ,  z ~ z ,

x2 ~ x < У г - У ,  Z2-Z, 

х1 ~ х , Уз - У ,  z3 -z , 

bu yerda x„yl,z„ x2,y2,z2, x3,y},z, -berilgan  uchta nuqtaning koordinatalari.
5. Tekislikning kesmalarga nisbatan ten glam asi:

(1.3)

=  0 . (1.4)

x у  2 , -  + -  + -  = 1, 
a b c

(1.5)

bu yerda a , b , c -  tekislikning mos ravishda Ox,Oy va Oz o‘qlarda ajratgan 
kesmalari.

6. Tekislikning norm al ten glam asi:
x c o s a  + yco$P  + z c o s y - ~ P  = 0 ,  (1 -6 )

bu yerda p  -  koordinatalar boshidan to‘g ‘ri chiziqqacha bo igan  masofa; 
cosa,cos/3,cosx-tekislikka peфendikular birlik vektorning koordinatalari.

Tekislikning umumiy tenglamasini normal tenglamaga (1 .2 )  tenglikning
1chap va o‘ng tomonini M =±- normallovchi ko‘paytuvchiga

' J a2 + b 2 +c 2
ko‘paytirib, o ikaz ilad i. Bunda M ko'paytuvchining ishorasi 
D koeffitsiyentning ishorasiga qarama-qarshi qilib tanlanadi.

<5© x , y , z  o ‘zgaruvchilaming har qanday birinchi darajali tenglamasi 
fazodagi biror tekislikni ifodalaydi va aksincha, fazodagi har qanday tekislik 
■*>y,z 0‘zgaruvchilaming biror birinchi darajali tenglamasi bilan aniqlanadi.
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1-m isol. Tekislik tenglamasini tuzing: 1) Oy  o'qdan va M0(5;3;-2) 
nuqtadan o'tuvchi; 2) Oz o‘qqa parallel bo‘ lgan va Л/,(5;0;~1),Л/2(-3;4;-2) 
nifqtalardan o'tuvchi; 3) Ox o‘qqa perpendikular bo'lgan va M,(4;-2;4) 
nuqtadan o'tuvchi; 4) Oxy tekislikka parallel bo igan  va A/4(-l;3;-2) 
nuqtadan o‘tuvchi.

®  1) Oy  o'qdan o'tuvchi tekislik tenglamasi Ax + Cz = 0 bo'ladi. Bu 
tenglamani A/0(5;3;-2) nuqtaning koordinatalari qanoatlantiradi, chunki bu

2
nuqta tekislikda yotadi. U holda 5A~2C = 0 yoki A = ~ C .  Bundan

2
j C x  + Cz = 0 yoki

2x + 5z = 0.
2) Oz o'qqa parallel tekislik tenglamasi Ax + B y  + D - 0 bo'ladi. Bu 

tenglamani Л/,(5;0;-1),М,(-3;4;-2) nuqtalaming koordinatalari 
qanoatlantiradi, y a ’ni

5Л + £> = 0,
- 3 A  + 4B + D = 0.

Bundan A - - - D  va B = - - D .  U holda - - D x ~ - D y  + D = 0 yoki
5 5 5 5

x + 2 y - 5  = 0.
3) Ox o'qqa perpendikular tekislik tenglamasi Ax + D = 0. A/3(4;-2;4) 

nuqtada 4A + D = 0 yoki D = -AA. Bundan
x - 4  = 0.

4 ) Oxy tekislikka parallel tekislik tenglamasi Cz + D = 0 bo'ladi. Bu 
tenglikdan M4(-l;3 ;-2 ) nuqtada -2 C  + D = 0 yoki D = 2Ckelib chiqadi.

U holda
z + 2 = 0. О

2-m iso l. Tekislik tenglamasini tuzing: 1) Afe(—1;3;2)nuqtadan o'tuvchi 
va normal vektori n = {3;2;-2} bo'lgan; 2) M ,(3;-l;2) nuqtadan o'tuvchi, 
f, = {1,—1,2} va s2 = {2;-3;0} vektorlarga parallel bo‘ lgan; 3) M2(3;2;-l), 
M}( 1;-1;2) nuqtalardan o'tuvchi va s,  = {2;1;—1} vektorga parallel bo'lgan;
4) Л/4(1;-1;2), M ,(-2;3;l) va A/6(l;~3;3) nuqtalardan o'tgan; 5) ko o rd in ata  

o'qlarida a = - 2 ; b= 3; c = -5 birlik kesmalar ajratgan; 6) koordinatalar
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bosh idan  26 ga teng masofada yotuvchi va normal vektori n = {3;—4;12} 
bo‘lgan.

<S> Berilgan masala shartiga mos tekislik tenglamalaridan foyda-
lanamiz.

1) Shartga ko‘ra tekislik M0(-l;3;2) nuqtadan o'tadi va 
n = {3;2;-2} vektorga perpendikular bo‘ladi. (1.1) tenglamadan topamiz:

3 • (x +1) + 2 • (^ -  3) -  2 • (z -  2) = 0 yoki 
3x + 2 v -  2z +1 = 0.i

2) Shartga binoan tekislik Л/,( 3;-l;2) nuqtadan va 
j; = {],—1,2} ,.v2 = {2;-3;0> vektorlardan o‘tadi. (1.3) tenglamadan topamiz:

x - 3  y  + 1 z - 2
1 - 1  2 = 0 .

2 - 3  0

Bundan (x -  3) • 6 -  (>' +1) • (-4) + (z -  2) ■ (-3 + 2) = 0 yoki
6x + 4y  -  z -12 = 0 .

3) Tekislik Af,(3;2;—1), Af3(l;-1;2) nuqtalardan o‘t i b , = {2;l;-lj vektorga 
parallel bo’lgani sababli и M ,( 1;-1;2) nuqtadan va M2M, = {-2;-3;3}, 
?, = (2;1;—1} vektorlardan o‘tadi. U holda

jc-1 y  +1 z - 2  
- 2  - 3  3 =0.

2 1 -1

Bundan (x -1 ) • (3 -  3) -  (y  +1) ■ (2 -  6) + (z -  2) ■ (-2  + 6) = 0 yoki
y + z - l  = 0.

4) Shartga ko‘ra tekislik uchta nuqtadan o‘ tadi. (1.4) tenglamadan 
topamiz:

=  0 .

X  — 1 jy + l z - 2 x - \ >> + 1 z - 2
— 2 — 1 3 + 1 1 -2 = 0, - 3 4 -1

1-1 -3  + 1 3 -2 0 - 2  1

Bundan (х -1) • 2 -  (y  +1) • (-3) + (z -  2) • 6 = 0 yoki
2 x  + 3 y  + 6z -11 = 0.
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5) Tekislik koordinata o‘qlarida a = -2 ; b = 3] с  = -5 kesmalar ajratadi.
X  у  z 

(_2) + 3 + (-5)
Tekislikning kesmalarga nisbatan tenglamasidan topamiz: —̂  ^ + 7^rr ~ i

yoki
15x - 10/ + 6z + 30 = 0.

6) Tekislikning normal tenglamasidan foydalanamiz. Buning uchun 
n = {3;2;—2} vektorning yo ‘naltiruvchi kosinuslarini topamiz:

3 3 a  4 12cosa = -7= = = = =  = — , cos Й =-----, cosv =— .
V3: +(-4): +12: 13 13 13

U holda (1.6) tenglamaga ko‘ra izlanayotgan tekislik tenglamasi
3x 4 y  ^\2z 26
1 з ~ Т з  + Т Г ~ Т з "

yoki
3x-4>- + 12z-26 = 0. О

4.1.4. Ikki tekislikning normal vektorlari orasidagi burchakka ikki
tekislik o r a s i d a g i  bu rchak  deyiladi.

o', va a ,  tekisliklar orasidagi burchak <p ga teng bo isin .
Agar tekisliklar A,x + Bxy  + C,z + Д  = 0 va A2x + B,y  + C2z + D2 = 0

tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa
A,A, + BtB2 + C,C2 CQS(p — ■■■ --—=±- -r.:.:z:..^-====. (1.7)

jA ;+ B ;+ C - jA l+ B ;+ C 22 
Bu tekisliklar orasidagi qo‘ shni burchaklardan kichigi (1.7) tenglikning 

o‘ng tomonini modulga olish orqali topiladi.
er, vacr2 tekislik larp e rp en d ik u la r  boMsin.

U holda
A,A2+B,B,+C,C2= 0 . (1.8)

<t, vacr, tekisliklar p a r a l l e l  bo‘ lsin.
U holda

A  = A  = £ .
A2 5, C*2

ct, va o-2 teki sliklar ustm a-u st  tu sh s in .
U holda

(1.9)

A =A  -  £ l = ( i i o)
А, В, C, £>, ‘
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3 -m iso l. 4*-10>> + z - 3  = 0 va l lx - 8 v - 7 z  + 8 = 0 tekisliklar orasidagi 
burchakni toping.

<&> Ikki tekislik orasidagi burchak formulasi (1.7) bilan topamiz:

4 • 11 + (-10) • (-8) +1 • (-7 ) V2
COS(0 = ■ . ■■■ ■ ' '  . 4 ■ . = ----- .

у]л2 + (-10)2 +12 • Ф  V + (-8 )2 + (-7 )2 2

Bundan <p = — . О
4

4 -m iso l. Tekislik tenglamasini tuzing: 1) Л/0(1;-2;3) nuqtadan o‘tuvchi 
va 2 x - 6 y  + 3 z - 5  = 0  tekislikka parallel bo‘lgan; 2)Л/,(3;-2;1),Л/2(2;-1;4) 
nuqtalardan o‘ tuvchi va 3* -  4 y  + z -  2 = 0 tekislikka perpendikular bo‘ lgan.

®  1) Tekislik tenglamasini Ax + By  + Cz + D = 0 ko‘rinishida izlaymiz. 
Misolning shartiga ko‘ra:

f A -  2B  + 3C + D = 0 (tekislik (1;—2̂ 3) nuqtadan o ' t ad i ),

j~  = ^  = y  (tekislik 2x-6_y + 3 z -5  = 0 tekislikka ||).

Bundan A = —C ,  B  = - 2 C ,  D = - — C. U holda
3 3

| cx -2 C y  + C z - y C  = 0 yoki

2x -  6y + 3z -  23 = 0.

Bu masalani boshqacha yechish mumkin. Tekislik M0(l;-2;3) nuqtadan 
o‘tgani uchun (1.1) tenglamaga ko‘ra Л(х-1) + B ( y  + 2) + C ( z - 3 )  = 0.
Tekislik 2x -  6>> + 3z -  5 = 0 tekislikka parallel bo‘ lgani uchun uning normal 
vektori sifatida n = {2;—6;3} vektomi olish mumkin. U holda

2 ■ (x -1) -  6 ■ (j> + 2) + 3 • (z -  3) = Oyoki 
2x -  6 y  + 3z -  23 = 0.

2) Tekislik tenglamasini Ax + B y  + Cz + D = 0 ko‘rinishida izlaymiz.
Misol shartiga ko‘ra:

| ЗА -  4 5  + С = 0 (tekislik Зх -  4y  + z -  2 = 0 tekislikka X), 
j  3 A -2 B  + C = -D  (tekislik M x(3;-2; 1) nuqtadan o'tadi),
[ 2 A - B  + 4C = -D  (tekislik M ,(2 ;-l;4 )  nuqtadan o'tadi).

Sistemaning yechim i: A = 13C,  5  = 10C, D = - 2 0 C .



А, В ,D koeffitsiyentlami izlanayotgan tenglamaga qo‘yamiz:
* ' 13Cx + lOCy + C z -  20C = 0*
Bundan

\3x + l 0 y  + z - 2 0 - 0 .  О

4.1.5. Nuqtadan tekislikka tushirilgan perpendikulaming uzunligiga 
nuqtadan tekislikkacha b o  'Igan m a s o fa  deyiladi.

M J x 0; y 0;z0) nuqtadan Ax + By  + Cz + D = 0 tenglama bilan berilgan 
tekislikkacha b o ' l g a n  m a s o fa  ushbu formula bilan topiladi:

I A , +  B y 0 +  C z o + D \d  = '-
V/i 2+s 2 + c 2

5 -m iso l. A/„(5;4;-l) nuqtadan Af,(3;0;3), A/,(0;4;0) va Л/Д0;4;-3) 
nuqtalardan o'tuvchi tekislikkacha bo igan  masofani toping.

®  Berilgan uchta nuqtadan o'tuvchi tekislik tenglamasini tuzamiz:

=  0 .

Bundan -12■ ( * - 3 ) - 9 •  _y + 0• (z — 3) yoki 4дг + Зу-12 = 0.
M0(5;4;-l) nuqtadan 4x + 3y  -12  = 0 tekislikkacha bo igan  masofani 

(1.11) formula bilan hisoblaymiz:

x -3 У z - 3 л -3  у z - 3
0 -3 4 0 -3 =0, - 3  4 -3
0 -3 4 - 3 - 3 - 3  4 - 6

d  = 14-5 + 3-4-12| 
л/42 + 32 +02

= 4(u.b). О

M ustahkam lash  uchun m ashqlar

4.1.1. Oz o 'qning M ,(-l;-2 ;5) va M,(2;l;3) nuqtalardan teng uzoqlikda 
yotuvchi nuqtasini toping.

4.1.2. Oxy tekislikning A/,(l;-3;l), Л/,(1;9;5) va M ,(0 ;-l;-2) 
nuqtalardan teng uzoqlikda yotuvchi nuqtasini toping.

4 .1 3 . M0(2;-l;3) nuqtadan o'tuvchi va shu nuqtaning radius vektoriga 
peфendikular bo'lgan tekislik tenglamasini tuzing.

4.1.4. n = {2;-3;4} vektorga peфendikular bo'lgan va Oz manfiy 
yarim o'qda 5ga teng kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.
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4.1.5. Tekislik tenglamalarini tuzing:
1) A/0(l;3;-2) nuqtadan va berilgan o'qdan o'tuvchi: a) Ox\ b) Oz;
2) M„(2;—1̂ 3) nuqtadan o'tuvchi va berilgan o'qqa peфendikular 

bo'lgan: a) Oy; b) Oz;
3) A/0(3;-2;4) nuqtadan o'tuvchi va berilgan tekislikka parallel bo'lgan: 

a)Oxy; b) Oyz;
4) A/,(2;-3;l), A/,(3;4;0) nuqtalardan o'tuvchi va berilgan o'qqa 

parallel bo'lgan: a) Oy;  b) Oz;
5) koordinatalar boshidan va berilgan nuqtalardan o'tgan: 

a) M,(3;—4;2), М2(-1Д 4); b) M,(2;4;5), M2( - l ;2 ; - l ) ;

4.1.6. 2x + у  -  3z + 6 = 0 tekislikning koordinata o'qlari bilan kesishish 
nuqtalarini toping.

4.1.7. M0( l;-2;3) nuqtadan va berilgan ikkita vektorga parallel tekislik 
tenglamasini tuzing:
1 )3  = {2;1;1> va b  = {3;1;-1}; 2) a = {l;4;-2} va b = {5;2;-2>.

4.1.8. M,(2;-l;3), Af2(—1;3;2) nuqtalardan o'tuvchi va Ox, Oz o'qlarida 
teng musbat kesmalar ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

4.1.9. A/„(2;5;-2) nuqtadan o'tuvchi va Ox,Oz o'qlarida Oy o'qqa 
nisbatan uch barobar uzun kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

4.1.10. Berilgan uchta nuqtadan o'tuvchi tekislik tenglamasini tuzing:
1) A/,(2;l;-l), Л/г(3;1;0), M3(- l ;2 ;- l) ;  2) A/,(l;-2;3), M2(4;U3), M ,(l;2;-1).

4.1.11. 9x -  2 y  + 6z -11 = 0 tekislik tenglamasining kesmalarga nisbatan 
va normal ko'rinishlarini yozing.

4.1.12. M0 (3;3;3) nuqtadan koordinata tekisliklariga tushirilgan 
peфendikular asoslari orqali o'tgan tekislik tenglamasini tuzing.

4.1.13. Tekisliklar orasidagi burchakni toping:
1 )* -2 ;y  + 2z + 5 = 0 v a x - y - 3  = 0 ;
2) 3 jc-y + 2z + 12 = 0 va 5x + 9 y - 3 z - l  = 0 ;

2*-3>>-4z + 4 = 0va 5x + 2>, + z - 3  = 0;
4) Jf + 2.v + 3 = 0 va y  + 2 z - 5  = 0
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4.1.14. т \а п ning qanday qiymatlarida tekisliklar parallel bo'ladi: 
l } 3 x - 5 y ~ n z - 2  = 0 ,  mx + 2 y - 3 z  + 11 = 0 ;
2 ) & x - 6 y - 6 z  + 4 = 0 , 2x + m,v + 3 z - 8  = 0.

4.1.15. m ning qanday qiymatlarida tekisliklar perpendikular bo'ladi:
1) 4 jr - 7 v  + 2 z -3  = 0 ,-3 jt  + 2_y + mz + 5 = 0 ; 2) x -  m y  + z = 0 , 2 x +  3 y +  m z - 4  = 0.

4.1.16. Tekislik tenglamalarini tuzing:
1) M„(2;2;-2) nuqtadan o‘tuvchi va berilgan tekislikka parallel bo'lgan:

a) j r - 2 y - 3 z  = 0 ; b) 2jc + 3j> + z -1  = 0;
2)iV/0(—1;—1;2) nuqtadan o‘tuvchi va berilgan ikki tekislikka 

peipendikular bo'lgan: 1) x + 2>>-2z + 6 = 0, x - 2 y  + z + 4 = 0;
2) x + 3 y  + z - l  = 0 ,  2 x - y  + z - 2  = 0.

3)Л/,(5;-4;3), Л/,(-2;1;8) nuqtalardan o‘tuvchi va berilgan tekislikka 
peфendikular bo'lgan: a) Oxy\ b) Oyz\ c) Oxz.

4.1.17. Л/(-2;1;3) nuqtadan va x - 2 y - 2 z  + 6 = Q, 2x + 3 y - z + 3 = 0 
tekisliklam ing kesishish chizig'idan o'tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

4.1.18. A/(2;l;-2)nuqtadan o'tuvchi va ;c + 3y + 2z + l = 0, 3x + 2 ^ -z  + 8 = 0 
tekisliklar kesishish chizig 'iga perpendikular tekislik tenglamasini tuzing.

4.1.19. M,(2;0;0), A/,(0;1;0) nuqtalardan o'tuvchi va Oxy tekislik bilan 
45” li burchak tashkil qiluvchi tekislik tenglamasini tuzing.

4.1.20. Tekisliklam ing kesishish nuqtasini toping:
1) x + 2 y - z  + 2 = 0, x - у - 2 z + l  = 0, 3 jt-> --2z + ll= 0 ;
2) x -  2 y  -  4z = 0, x + 2 y  -  4z + 4 = 0, 3x + у  -  z -  4 = 0.

4.1.21. M„(5;-l;4) nuqtadan A/,(3;3;0), Л/,(0;-3;4), M , (0;0;4)nuqtalardan 
o'tuvchi tekislikkacha bo'lgan masofani toping.

4.1.22. 2x + v -  2z + 6 = 0 , x + 2 y  + 2z -  9 = Otekisliklardan teng uzoqlikda 
yotuvchi O.roqning nuqtasini toping.

4.1.23. 2 x - ,v - 2 z - 5 = 0 tekislikka parallel bo'lgan va M0(4;3;-2) 
nuqtadan d  = 3 masofadan o'tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

4.1.24. Ikki yoqi 12x + 3 y - 4 z - 4  = 0 va 12x + 3^ - 4z + 22 = 0 tekisliklarda 
yotuvchi kubning hajmini toping.
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4.2. FAZODAGI TO‘G‘RI CHIZIQ

Fazodagi to‘g ‘ ri chiziq tenglam alari. Fazoda ikki to‘g ‘r i chiziqning 
o‘zaro joylashishi. Fazoda to‘g ‘ ri chiziq bilan tekislikning o‘zaro 

joylashishi. Nuqtadan to‘g ‘ ri chiziqqacha bo‘lgan masofa

4.2.1.To‘g ‘ri chiziqning tekislikdagi har xil o 'm i turli tenglamalar bilan 
aniqlanadi.

1 .T o 'g ‘r i  ch iz iq n in g  kanonik t e n g lam a s i :
*-*<. = У~Уо = z ~z« (2 1)

p q r
bu yerda, p ,q , r -  to ‘g  'ri chiziq y o  ‘naltiruvchi vektori (to‘g ‘ri chiziqqa 
parallel bo igan  vektor) s = {p;q;r}mng koordinatalari; x„,yt ,zc -berilgan 
nuqtaning koordinatalari, x ,y ,z -  to‘g ‘ri chiziqda yotuvchi ixtiyoriy 
nuqtaning koordinatalari.

2. To g ' r i  ch iz iq n in g  p a ram e t r ik  t en g lam a la r i :
x = xa + pt,

■ y=y„+qt, (2.2)
z = z„ + rt

bu yerda, t -param etr.
3. To g ' r i  ch iz iq n in g  v ek to r  t en g lam a s i :

r - r 0 + ts, (2.3)
bu yerda, r = {x;y;z}, r„ = {xt;y ,;z0}-  mos ravishda M(x;y;z), Mt(xt ;y t ;zt ) 
nuqtalaming radius vektorlari.

4. B er i l ga n  ikki nuq tadan  о  ‘tu v ch i  t o  ‘g ' r i  ch iz iq  t en g lam a s i :
У -У , = * - z ,   ̂ q .4)

x7 ~x, y2-y,  z2- z ,  ’ 
bu yerda, x„yltzlt x2,y 2,z2 -berilgan  ikki nuqtaning koordinatalari.

5. To ‘g  ‘r i  c h iz iq n in g  um um iy  t en g lam a la r i :
A,x + B,y + C,z + D,= 0,
A2 x + B2y  + C2Z + D2 = 0,

bu yerda, Л , , Аг,В2,С2 - ik k ita  parallel bo im agan  tekislik й, ={Al;Bl;C,} 
Va ={^,;5,;C} normal vektorlarining koordinatalari.
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Umumiy tenglamasi bilan berilgan to‘g ‘ri chiziqning yo'naltiruvchi 
vektori

S=iI
*  c, A C, 4  s,

1 8. C,
9

c
» /(, B, }

(2 .6)

to‘g ‘ri chiziqning umumiy tenglamasini

formula bilan topiladi.

. { x + 4 y - z  + 2 = 0,
1 - m i s o l .  ^  „

[ 2 x - 3 y  + z - 7  = 0.

kanonik va parametrik ko‘rinishlarga keltiring.
®  To‘g ‘ri chiziqda yotuvchi M0 nuqtaning koordinatalarini topamiz.

Buning uchun berilgan sistemani
J  j t  +  4  v =  z - 2 ,

[ 2 x - 3 y  = - z  + 7.

ko‘rinishga keltirib, z ga z0 = 0 qiymat beramiz va sistemadan дг = xa va 
lam i aniqlaymiz: x0 = 2, y „ = - 1.

To‘g ‘ri chiziqning yo ‘naltiruvchi vektorini (2.6) formuladan topamiz:

s  = <| 4  - 1 1  - 1 1  4

I - 3  1
»

2  1
9

2  - 3 )
■ =  { l ; - 3 ; - l l } .

U holda (2.1) formulaga ko‘ra berilgan tenglama ushbu
jc — 2 /  + 1 _ z

1 - 3  - 1 1

kanonik shaklga keladi. 

t parametr kiritamiz: x 2 -  -v +1 -  2 . = i . Bundan
1  - 3  - 1 1

x = 2 + t ,  y  = - l - 3 t ,  z = - l U ,  t e T .  О

2 -m iso l. M (2;—1;1) nuqtadan o‘tuvchi va koordinata o‘qlari bilan a  = ->

P = y  = — burchaklar tashkil qiluvchi to‘g ‘ri chiziqning um umiy
4  2

tenglamasini tuzing.
@> To‘g ‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi vektori s  = {p;q;r) bo'lsin.

M asala shartiga ko‘ra: p = cosa = cos^ = ̂ ,  ?  = cos/7 = cos^- = --^->
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r = cos)'=cos — = 0, y a ’ni s = 1 й . Ж я  
2 2

To‘g ‘ri chiziq A/(2;-l;l) nuqtadan o'tadi. Shu sababli (2.1) tenglamadan
x - 2  _ _k +  1 _  r - l yoki

Bundan

V2 " _ V 2 "  0
2 2 

x - 2  y + 1 z - 1

1
* - 2 = - ( y  + l),
, - 1 . 0  yokl

"jc + j 1 - 1  = 0,  ̂
г -1  = 0.

4.2.2. - —~  = - —— = -—— va - —^  = - —— = - —^  tenglamalari bilan 
А  Я, r, p , ?2 r2

berilgan ikki /, va l2t o ‘g ‘r i  ch iz iq la r  o r a s i d a g i  b u r ch ak  <p ga teng bo‘ lsin.
U holda

cosy  / 2 (2.7)
VA +«r+»i VA +flfi +ra 

Bunda to‘g ‘ri chiziqlar orasidagi o ‘tkir buqchak (2.7) tenglikning o‘ng 
tomonini modulga olish orqali topiladi.

/,va/, to g  V/ ch iz iq la r  p e r p e n d ik u la r  bo‘ lsin. U holda cos<p = 0 yoki

A A + fi? i + V i =°- (2-8)
/,va/2 t o ‘g ‘r i  ch iz iq la r  p a r a l l e l  bo‘ lsin. U holda s, = {/>,;?,;/•,}va 

•?2 = vektorlar kollinear bo'ladi, y a ’ni

P l  =  1 1 = ZL. (2.9)
A  42 r2

/, va /2 to ‘g  'ri ch iz iq la r  b i r  tekisiikda y o t s in .
^  holda s, = {p1;?|;r,},s2={p,;?2;r2}, MtM2 = {x2 - xt; y 2 - y , ;z2 - zt} vektorlar 
shu tekisiikda yotadi, y a ’ni

x2~x, Уг-Ух Z2~Zl 
Pi Я, ri =0. (2 .10)
P 2 Ч2 ri
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Уг -У, z3 -2 , 
P, 4, r,
P2 Ч2 r2 

/, va /, t o ' g ' r i  ch iz iq la r  u s tm a -u s t  tushsin .

Agar /, va A, to'g'ri chiziqlar ayqash boisa

* 0 .

U holda

A  = £ l  = ZL 
P2 ?2 Г ’

p. <7, rl
(2. 12)

3 -  misol. x - 2  y  + 3 2 -1 va
7* + 22 -  8 = 0,
4x+ v + 6 = 0 t0 g ri chlziqlar8 7 11 

orasidagi o‘ tkir burchakni toping.
<S> Birinchi to‘g ‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi vektori J, = {8;7;11}, 
Ikkinchi to 'g 'ri chiziqning yo ‘naltiruvchi vektorini (2.6) formuladan 

topamiz:

s ,  = <
0 2 7 2 7 0

i 1 0 * 4 0 » 4 1 ■ = {-2;8;7}.

U holda (2.7) formulaga ko’ra

18 • (-2) + 7-8 + 11-7 V2cos <p =  f== , f —  . B u n d a n © = — . O
•Js +7+11 -V(-2)2 +8-+72 2 4

4.2.3. To‘g i i  chiziq bilan uning tekislikdagi proyeksiyasi orasidagi 
burchakka t o  ‘g  'ri ch iz iq  b i lan  tekislik o r a s i d a g i  bu r ch ak  deyiladi.

/ to‘g ‘ri chiziq - —— = — = z - z ° tenglama bilan va a  tekislik 
p  q  r

Ax + By  + Cz + D = 0 tenglama bilan berilgan bo isin .
U holda

Ap + Bq + Cz (2.13)Si n 17) -  — . ■ '■
\ J a 2 + B 2 + C 2J p 2 + q 2 + r 2

b o iad i, bu yerda <p -  to‘g ‘ri chiziq bilan tekislik orasidagi b u r c h a k .

Bunda to‘g ‘ ri chiziq bilan tekislik orasidagi o ‘tkir burchak 
(2.13) tenglikning o‘ng tomonini modulga olish orqali topiladi
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ri c h iz iq  (У tekislik perpendikular b o 'ls in .

(2.14)

Ito'g
U holda A B C

p g r
I t o ‘g ' r i  ch iz iq  <r tekislik p a r a l l e l  bo‘ lsin.

Bunda Ap + Bq + Cr = 0. (2.15)
Agar l\\o boMmasa, u holda t o ‘g ' r i  ch iz iq  va  tekislik k e s i sh a d i .

Shu sababli 4 ,+ *  + £>,. 0. (2.16)

4 -  misol. to‘g ‘ri chiziq bilan 2 x -  y - z  + 9 = 0

tekislik orasidagi о 4kir burchakni toping.
®  (2.13) formuladan topamiz:

12-1 + (-1) • 1 + (-1) • (-2) | 1 D а лsin с? = I --------- Bundan </> = - .  о
9  +(-\У +(-\У + l2 +(-2У 2 6 ^

5 -  misol. ~ = 8 chiziq bilan 2x + Ъу -  z -  3 = 0

tekislikning kesishish nuqtasini toping.
®  Ap + Bq + Cr = 2 ■ (-1) + 3 ■ (-2) + (-1) • 3 = -11 *0. Demak, to‘g ‘ri chiziq 

bilan tekislik kesishadi.
To‘g‘ri chiziq va tekislik M^x^y^z,) nuqtada kesishsin. U holda bu 

nuqta ham to‘g ‘ri chiziqda, ham tekislikda yotadi. Shu sababli M,(x, 
nuqtaning koordinatalari to‘g ‘ri chiziq va tekislikning tenglamalarini 
qanoatlantiradi:

S ± 2 =ZL±l=b_lL ? 2x, + 3 * - * , - 3  = 0.

To g ri chiziq tenglamalarini parametrik ko‘rinishga keltiramiz:
I xi = - 2 - 1, y t =-\~2t, z,=l  + 3f.

Bu koordinatalami tekislik tenglamasiga qo'yam iz:
Bundan,- , • 2<-2 -O  + 3 ( - l- 2 O - ( l  + 3O -3 = 0.
t0Pamiz- 1 ПШ̂  4iymatlarini parametrik tenglamalarga qo‘yib,

Jc.= - 2 - ( - l ) ==_ij = — 1 — 2■(-!) = 1, z, =l + 3 ( - l)  = -2 .
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Demak, A f,(-l;l;-2 ). О  
/ t o  ‘g  ‘r i  ch iz iq  a  tekisiikda y o t s in .

U holda
[ Ap + Bq + Cr  = 0,
[ Ax„ + By„ + Cz0 + D = 0. (2.18)

6 -  misol. M 0(-l;2 ;-3) nuqtadan o'tuvchi va 2 * -3 y  + 6 z - i  = o 
tekislikka
peфendikular to‘g ‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

®  To‘g ‘ri chiziq bilan tekislikning peфendikularlik shartidan topamiz-
2 — 3 6 
p  q r

3
Bundan q = — p ,  r = 3 p .

(2.1) tenglamadan topamiz:

x + l _ y - 2  _ z  + 3 x + l _ y - 2 _ z + 3

У°  1
2

Bu masalani boshqacha yechish mumkin. To‘g ‘ri chiziq tekislikka 
peфendikular bo‘ lgani sababli tekislikning normal vektori to‘g‘ri 
chiziqning yo ‘naltiruvchi vektori bo 'ladi, y a ’ni J  = {2;-3;6}.

U holda A/0(-l;2 ;-3 ) nuqtadan 0 ‘tuvchi to‘g ‘ ri chiziqning kanonik 
tenglamasi:

x + l  y - 2 _ z + 3
2 ~ - 3  " 6

7 -  misol. m ning qanday qiymatida i =£ i l  to‘g ‘ri chiziq
3 m m +1

va Здг + у  -  3z -1  = 0 tekislik parallel boMadi?
<S> To‘g ‘ri chiziq va tekislikning parallellik shartiga ko'ra

3 - 3 +1- m + (-3) • (m +1) = 0 . Bundan m = 3. О

8 -  misol.
[3  X - y +  2 - 3  = 0,

\2x + y - 2 z  +9 = 0
to‘g ‘ri chiziq va M (-2 ;-3 ;2 ) nuqtadan 0 ‘tuvchi tekislik te n g la m a s in ituZin^ . 

®  Berilgan to‘g ‘ri chiziqdan o‘tadigan tekisliklar dastasi tenglam^
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tuzamiz: T,x - y  + z - 3  + W x  + y - 2 z  + 9) = 0.

.  .. nuqta koordinatalari tekislik tenglamasini qanoatlantiradi.

Shu sababli 3 { _2 )_ (_з) + 2 - 3  + Я (2 - (-2 )-3 -2 -2  + 9) = 0.

Bundan^g top.jgan qjymatini tekisliklar dastasi tenglamasiga qo'yamiz:

x + 3 .v -5z  + 21= 0. О

4.2.4. M0(x0; y 0;z0) nuqtadan ^  = = tenglama bilan

berilgan / to 'g'ri chiziqqacha bo'lgan masofa d ga teng bo'lsin.
U holda

(2.19)

9 -  misol. M,(-5;4;3) nuqtadan — -3 = to 'g 'r i chiziqqacha

bo'lgan masofani toping.

Bundan 

U holda

Masalaning shartiga ko'ra: A/,(-5;4;3), A/0(2;3;l), ?  = {-l;3;2}. 

M\M0 ={2- (~5);3 -  4;1 -  3} = {7;-l;-2}.

M ,M 0 x s  =
t j  к 
7 -1  - 2  

- 1 3  2

= (-2 + 6)1 -  (14 -  2)J + (21 -1  )k = 47 - 1 2 ]  + 20k, 
W № 0 X  S  |= i f i f + i - n y  +  2 0 2 =  4 л / 3 5 ,

I s  |~ д / ( — 1 ) "  +  3 "  +  2 "  =  л / 1 4  .

(2 l9) formula bilan topamiz:

^ = 2ViO(Mzi)). о
V14
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Mustahkamlash uchun mashqlar

4.2.1. To‘g ‘ri chiziqning kanonik tenglamasini tuzing:
1) M,(l;l;-2) nuqtadan o'tuvchi va s  = {2;3;-l} vektorga parallel bo'lgan •
2) A/2(2 ;-3 ;-l) nuqtadan o'tuvchi va Oy o 'qqa parallel bo'lgan;

x = 3 + 2/,
3 )A/,(—1;—2;3) nuqtadan o'tuvchi va у  = -1 + 3/, to 'g 'ri chiziqqa parallel

2 = 1 — /
bo'lgan;

.  • \ X + 3y+  2+6 = 0,
4 )А/4(—1;—2;—1)nuqtadan о tuvchi va j ^ _ 4z + 3 = 0 to 'g 'ri chiziqqa

parallel bo'lgan.

4.2.2. M(-3;6;2) nuqtadan o'tuvchi va Oz o'qni to 'g 'ri burchak ostida 
kesuvchi to 'g 'r i chiziq tenglamasini tuzing.

4.2.3. T o 'g 'ri chiziq tenglamasini parametrik ko'rinishga keltiring:
|5x + ̂ -3 2  + 5 = 0, fjc + ̂ - z - l  = 0,
[8x -  Ay -  2 + 6 = 0; { jc -  у  + 2z +1 = 0.

4.2.4. I x + 2-v  + 4z 8 0> tenglama bilan berilgan to 'g 'ri chiziqning
[ 6x + 3j> + 2г -18 = 0 6 6 ■

yo'naltiruvchi vektorini toping.

4.2.5. Berilgan nuqtalardan o'tuvchi to 'g 'r i chiziqning umumiy 
tenglamasini tuzi ng: 1) M, ( - 1;2;2), M, (3;l;-2);
2) M, (1;-2;1), A/2(3 ;l;-1); 3) M, (3 ;- l;-2 ), M2 (2;2;2).

4.2.6. M (2;2;-l) nuqtadan o'tuvchi va a = {1;1;2},6 = {—1;3;1} vektorlarga 
peфendikular to 'g 'r i chiziq tenglamasini tuzing.

_/r
4.2.7. A/(-l;2;-3) nuqtadan o'tuvchi va koordinata o'qlari bilan a  = 3 >

f) =—, у  = —  burchak tashkil qiluvchi to 'g 'ri chiziq tenglamalarini tuzing- 
4 3

4.2.8. Uchburchakning uchlari berilgan: -4(—1;2;3),S(—1;—2;1),C(3,4^)- |
A uchdan o'tkazilgan mediana tenglamasini tuzing.
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2 9 ABCD parallelogrammning ikki uchi /!(-l;2;0).S(4;l;3)va
4’ ilari k e s ish ish  nuqtasi 0(-2;l;2) berilgan. Parallelogramm 

diagonal . .^tom onining tenglamasini tuzing.

4 2 10. To'g 'ri chiziqlar orasidagi o 'tkir burchakni toping:

x + y  + 2 - l  = 0, \ x - y  + 2 = 0.

1)

r = -2  + 3/,
,  = 0, va 
z = 3 - t

x = -\ + 21, 
> = 0, 
z = -3 +1;

2) x - .y  + 3z + l = 0, [2x + y - z - 6 = 0.

4 2.11- A/(-2;3;-l) nuqtadan o'tuvchi va berilgan to 'g 'ri chiziqlarga 
perpendikular to 'g 'ri chiziq tenglamasini tuzing:

* У. : - 2  jf+1 y  + l _ z - 2
•) 2 =T _ 3 ’ 1 -1  2 ’

x _5 y+ l z - 3  jc + 2 _ у  _ 2 +1 
2 )Т '  = ~ Г "  - 2  ’ 2 ~ - 5  ~ 4

4.2.12. To'g'ri chiziqlaming o'zaro joylashishini aniqlang:

x = 2 + 8/, 
y  = 6t,
2 = -3 -  4,;

x -5  _ y - 4 2 -3  
^ 4  2~~’

2\ * + 4 _ Д' + З _ 2 -1 x _ -1  2 + 2
3 2 1 ’ - 2 ” 3

4.2.13. To‘g ‘ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchakni toping: 

1) + 1
2 1 "  - 2 , 2x + 2y -  9 = 0;

2) x - 2 y - l  = o,
,y- z _2 = 0 x + 2y~ z + 6 = 0.

•2.14. To g ri chiziq bilan tekislikning o'zaro joylashishini aniqlang:
1)  ̂ >’ + 4 z - 6  = 0,



4.2.15. To‘g kri chiziq bilan tekislikning kesishish nuqtasini toping:

* 1) = = ^ - 3 ^ - 2 z+'5 = 0;

2) £ ,Z ± H ,£ iZ  5 » - 2 - 4 _ o.
2 17 13

4.2.16. m va n ning qanday qiymatlarida to‘g ‘ri 

chiziq:
1) mx + 2 y - 4 z  + n = Q tekisiikda yotadi;
2) mx + ny + 3z -  5 = 0 tekislikka perpendikular bo‘ ladi;
3) 2x + 3y + 2 mz - n  = 0 tekislikka parallel bo iad i.

4.2.17. A/(l;—1;—1) nuqtadan o‘tuvchi va berilgan to‘g ‘ri chiziqqa 
peфendikular tekislik tenglamasini tuzing:

i\* + l _ У + 2 _ z + 2 . + З _ z - 5 . f x - l  = 0,
2 "  - 3  4 ’ ’  4 ~ ~ T ' ^ T ’ {^ + 2 = 0.

4.2.18. M(4;5;-6) nuqtadan berilgan tekislikka tushirilgan рефе^1ки1аг 
tenglamasini tuzing:

1) x - 2 y - 3  = 0;  2) x - y  + z - 5  = 0.

x — 3y  + 5 = 0,
4.2.19. M (0;1;2) nuqtadan va

o‘tuvchi
tekislik tenglamasini tuzing.

4.2.20. A/(5;2;-l)nuqtaning x + 2 z - l  = 0 tekislikdagiproyeksiyasini 
toping.

4.2.21. Л/(2;3;4) nuqtaning = = to‘g ‘ri chiziqdagi

proyeksiyasini toping.

4. 2.22. M(2;-3;-l) nuqtadan berilgan to‘g ‘ri chiziqqacha bo igan  
masofani toping:

n  x - 3  _ y  + 2 _ 2 + 1. ^  x + \. _ y  + 2 _ z  + \
4 "  3 "  5 ’ 2 ~ — l 2
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4.3. IKKINCHI TARTIBLI SIRTLAR

Sfera. Ellipsoid. Giperboloidlar. Konus sirtlar.
Paraboloidlar. S ilindrik s irtlar

4.3.1. Oxyz koordinatalar sistemasida x, y , z  o ‘zgaruvchilaming ikkinchi 
darajali tenglamasi bilan aniqlanuvchi sirt ikkichi tartib l i  s i r t  deyiladi.

Uchta x , y  va z o ‘zgaruvchining ikkinchi darajali tenglamasi umumiy 
ko‘rinishda

Ax2 + B y2 + Cz2 + Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy+ Kz + L=0, A2+ B2 +C2* 0 (3.1) 
kabi yoziladi.

(3.1) tenglamani koordinatalar sistemasini almashtirish orqali
Ax2 + B y 2 + Cz2 + L = 0 (3.2)

yoki
Ax2 + B y 2 + Kz +1 = 0 (3.3)

ko'rinishdagi tenglamalardan biriga keltirish mumkin.
(3.2) ko'rinishdagi tenglamalar bilan aniqlanuvchi sirtlarga s fe ra ,  

e l l ip so id la r ,  g i p e r b o l o i d l a r  va  konus s ir t la r ,  (3.3) ko‘rinishdagi tenglamalar 
bilan aniqlanuvchi sirtlarga p a r a b o l o i d l a r  kiradi.

Shu bilan birga ikkinchi tartibli sirt
F(x , y )  = 0 (G(x, z) = 0, H(y , z )  = 0)

tenglama bilan berilishi mumkin. Bunday tenglamalar bilan aniqlanuvchi 
sirtlarga s i l indr ik  s i r t la r  kiradi.

SI Markaz deb ataluvchi nuqtadan teng uzoqlikda yotuvchi fazodagi 
nuqtalaming geometrik o‘m iga s f e r a  deyiladi.

Markazi Mc(x„;v0;z)nuqtada b o igan  va radiusi #ga teng s f e r a n in g  
kanonik t e n g l a m a s i :

(x -  x0)2 + (y~  y a)2 + ( z - z 0) 2=R2:  (3.4)
Markazi koordinatalar boshida b o igan  va radiusi R g a  teng s f e r a n i g  

kanonik t e n g l a m a s i :
x2+ y 2+z2=R2.

1-m iso l. Markazi M0(-2;2;l)nuqtada yotgan va 2x + у  -  2z -  5 = 0 
tekislikka uringan sfera tenglamasini tuzing.

®  Tekislik sferaga uringani sababli sferaning markazidan, y a ’ni 
M„(—2;2;1)nuqtadan 2x + _y~2r-5 = 0 tekislikkacha bo igan  masofa sferaning



Bundan
(x  + 2 )2 + ( .y - 2 ) 2 + ( z - l ) 2 = 9 . О

4.3.2. Oxyz koordinatalar sistemasida

(3.5)
kanonik tengiama bilan aniqlanuvchi sirtga e l l i p s o i d  deyiladi.

Ellipsoidning Oxy, Oxz, Oyz tekisliklarga parallel tekisliklar bilan 
kesimlari ellipslardan iborat bo iad i. a, b, ckattaliklar ellipsoidning yarim 
o 'q la r i  deyiladi. Agar ular har xil bo‘ lsa, u holda ellipsoid uch o 'q h  

e l l i p s o i d  b o iad i; agar ulardan ixtiyoriy ikkitasi bir-biriga teng boisa, u 
holda ellipsoid a y lan i sh  e l l i p s o id i  bo iad i; agar ulaming uchalasi teng 
b o isa , u holda 
ellipsoid sfera bo’ladi.

x2 v5 f l2 -  misol. — + *-r = 1 ellipsning Ox va Oy oqlari atrofida aylanishidan 
a b

hosil bo igan  sirtlaming tenglamalarini toping.
<&> Agar ikkinchi tartibli chiziq F(x, y)  = 0 tengiama bilan berilgan 

b o isa , u holda bu sirtning Ox oqi atrofida aylanishidan hosil boigan sirt
F{x;±^y2 + z2 )= 0 tengiama bilan, Oy oqi atrofida aylanishidan hosil boigan

sirt esa f ( ±J x2 + z2;>>)=Otenglama bilan aniqlanadi.

tenglamasini topamiz:

Ellipsning Oy  oqi atrofida aylanishidan hosil bo igan  sirt tenglamas

shu kabi topamiz:



В  .J bo<igan tenglam alarning har ikkalasi ham aylan ish  ellipsoidini 

a n ' 4 i j 3  0 ^ 2  koordinatalar sistemasida

4 + S - 4 - 1  ( 3 . 6 )a b c
к  ten g lam a bilan aniqlanuvchi sirtga b i r p a l l a l i  g i p e r b o l o i d  deyiladi. 

kan°Bir pallali giperboloidning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan
• lari e llip s la rd an , Oxz va Oyz tekisliklarga parallel tekisliklar bilan 

r im la r i g ip erb o la la rd an  iborat bo'ladi. a =b bo‘ lganda (3.6) tenglama b i r  
pa l la l i  a y l a n i s h  g i p e r b o l o i d i m  ifodalaydi.

3 -misol. x2 -  4y2 + 4zJ + 2x + 8y -  7 = 0 tenglama qanday sirtni aniqlaydi? 
@ T en g lam an in g  chap tomonini to‘ la kvadratlarga ajratamiz:

x2 + 2x +1 -  Ц у2 + 2 y  +1) + 4z2 -1  + 4 -  7 = 0

yoki
(x +1)3 -  4( у  - 1)2 + 4z2 = 4.

Bundan
(x+ l)J z2 ( y - l ) 2 

22 I2 l2

x'=x + l, y '  = y - 1, z — z deb, Oxyz sistema markazini 0'(-1;1;0) nuqtaga 

parallel ko‘chirish orqali O'x'y'z' sistemaga o‘tamiz. Bu sistemada tenglama

i l  £ ^ _ Z !l=i
ь . • • . . . 22 + l2 l2
o nmshni oladi. Bu tenglama O'y'  oq bo‘ylab yo ‘nalgan bir pallali 

giperboloidni aniqlaydi. О

Oxyz kordinatlar sistemasida

№  ь

tenglama bilan aniqlanuvchi sirtga ikki p a l l a l i  g i p e r b o l o i d  deyiladi.
kesiml 1 8*Perboloidning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan
kesimiar! e^ '^s*arc*an’ 0x2 va Oyz tekisliklarga parallel tekisliklar bilan
Pa//a/i av/f Pei/*,0 !a ârc ân *b°rat bo'ladi. a = b bo‘ lganda (3.7) tenglama ikki 

nis g ip e r b o l o i d im  aniqlaydi.
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4-misol. m ning qanday qiymatida x + mz- 1 = 0 tekislik x2 +y2- z2 =_i  
»•  ikki pallali geperboloidni kesadi: 1) ellips bo‘yicha; 2) giperbola bo'yicha?

* ®  1) Giperboloid tenglamasidan topamiz: x2 + y 2 - z 1 +1 = o. 
Giperboloidni tekislik bilan kesganda ellips hosil bo iish i uchun 
x2 -  z2 +1 > 0 bo‘ lishi kerak.

Tekislik tenglamasidan topamiz: x = 1 - mz. 
xning qiymatini tengsizlikka qo‘yamiz:

(1 -m z )2 - z 1 +1>0,  m2z2 -2 m z  + l - z 2 +1>0, (m2 - l ) z J -2 m z  + 2 >0 . Bundan

2) Kesim giperboladan iborat bo‘ lishi uchun x2 - z 2 +1 <0 bo iish i kerak. 
U holda 0m2 -  l)z2 -  2mz + 2 < 0 yoki

4.3.4. Oxyz koordinatalar sistemasida

kanonik tengiama bilan aniqlanuvchi sirt konus s i r t  deyiladi.
Konus sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesimlari 

ellipslardan, Oxz va Oyz tekisliklarga parallel tekisliklar bilan kesimlari 
ikkita kesishuvchi to‘g ‘ri chiziqlardan iborat bo iad i.

4.3.5. Oxyz koordinatalar sistemasida

kanonik tengiama bilan aniqlanuvchi sirt e l l i p t ik p a r a b o l o id  deyiladi.
Elliptik paraboloidning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan 

kesimlari ellipslardan, Oxz va Oyz tekisliklarga parallel tekisliklar bilan 
kesimlari parabolalardan iborat bo iad i. a = b bo iganda (3.9) tengiama 
a y lan i sh  e ll ip tik  
p a ra l o i d im  aniqlaydi.

Oxyz koordinatalar sistemasida

—7 +YT = z,a >0,£>0a b~
(3.9)

X V— -~ r = z, a > 0, b> 0 (3.10)
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kanon ik  tenglama bilan aniqlanuvchi sirt g ip e r b o l ik  p a r a b o l o i d  deyiladi.
Giperbolik paraboloidning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan 

kesimlari giperbolalardan, Oxz va Oyz tekisliklarga parallel tekisliklar bilan 
kesimlari parabolalardan iborat bo'ladi.

5 -m iso l. Af,(0;b;0) nuqtadan va y  = - b  tekislikdan teng uzoqlikda 
yotuvchi nuqtalaming geometrik o 'm ini toping va shaklini chizing.

@ M(x; y ;  z) fazoning ixtiyoriy nuqtasi bo ‘ lsin.
M asala shartiga ko'ra |MtM |=|j+A|

yoki

*Jx2 + ( y - b ) 2 + z2 =| у  + b  |. 
Bundan
дr  + y 2 -  2y b  + b2 + z2 = y 2 + 2y b  + b2, 

x2 + z2 = 4 by yoki
x z _
4Ь + 4Ь~У'

Sirtning Oxz tekislikka parallel tekislik 
bilan kesimi ushbu

x2 | z2
| 4bh + Abh ~ ’ 

y  = h, h> 0
tenglamalar sistemasi bilan aniqlanuvchi aylanalardan iborat. Sirtning Oxy

x2 z2va Oyz tekisliklar bilan kesimlarida >•=— va y  = — parabolalar hosil
Ab Ab

bo'ladi. О
Shunday qilib bu sirt aylanish paraboloididan iborat bo'ladi (3-shakl).

4.3.6. Fazoda L chiziq va / to 'g 'r i chiziq berilgan bo'lsin.
L chiziqning har bir nuqtasi orqali I to 'g 'r i chiziqqa parallel qilib 

o'tkazilgan to 'g 'r i chiziqlar to'plamidan hosil bo'lgan sirtga si l indrik s i r t  
deyiladi. Bunda L chiziq s i l indrik  s i r t n in g  y o 'n a l t i r u v ch i s i ,  I to 'g 'ri 
chiziqqa parallel to 'g 'ri chiziqlar s i l indr ik  s i r t n i n g y a s o v c h i l a r i  deb ataladi.

®  Agar Oxyz koordinatalar sistemasini Oz o 'q / yasovchiga 
Parallel, l yo'naltiruvchi Oxy tekislikda yotadigan qilib tanlansa va 
£ yo'naltiruvchining Oxy tekislikdagi tenglamasi F(x, y)  = 0 bo'lsa, u holda



Silindrik sirtning nomlanishi va tenglamasi L yo ‘naltiruvchining shakl'
2 2 ^

asosida aniqlanadi: Oxy tekisiikda + ~  = 1 tengiama e ll ip tik silindrni
a~ b >

x 2 v 2----- — = 1 tengiama g ip e r b o l ik  s i l ind rn i ,  y 2 = 2px tengiama pa rab o l ik
a' b~
s i l in d rn i  ifodalaydi.

6 -m iso l. x1 =2z tengiama bilan 
aniqlanuvchi sirt shaklini chizing.

<S> Berilgan tenglamada 
у  qatnashmaydi va .r2 = 2z chiziq 
Oxz tekisiikda yotuvchi parabolani 
ifodalaydi.

(x2 = 2 z
Shu sababli j   ̂ ’ tengiama

yosovchilari Oy o 'qqa parallel bo'lgan 
parobolik silindrni ifodalaydi. Parabola 
y  = 0 tekisiikda Oz o 'qqa nisbatan 
simmetpik bo'ladi, uchi 0(0;0;0)
nuqtada yotadi va А/,(-2;0;2),Л/,(2;0;2) nuqtalardan o'tadi (4-shakl). О

F(x,y)  = 0 ten g iam a yaso vch ila r i Oz o ‘qqa p ara lle l bo ‘ lg an  s ilin d rik  s i r t n i

t  ifo d a layd i.

M ustahkamlash uchun mashqlar

4.3.1. Sferaning tenglamasini tuzing: 1) markazi A/0(4;-4;~2) nuqtada 
yotgan va koordinatalar boshidan o'tgan; 2) diametrlaridan birining uchlari 
M ,(4;l;-3)va Л/2(2;-3;5)nuqtalarda yotgan; 3) markazi M0(3;-5;-2) nuqtada 
yotgan va 2 x - y - 3 z  + \\ = 0 tekislikka uringan; 4) markazi 2x  +  y - z  + 3 = 0 

tekisiikda yotgan va M,(-5;0;0), U 2(3;l;-3), M,(-2;4;1) nuqtalardan o'tgan;
f jf2 -j- y2 -j- 2.* = 25

5) koordinatalar boshidan va { ’ aylanadan o'tgan.
[2jc -  Зу + 5z -  5 = 0 17 6

x2 z 24.3.2. m ning qanday qiymatlarida x +my - 2  = 0 tekislik — + — = у
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elliptic parabaloidni kesadi: 1) ellips bo‘yicha; 2) parabola bo‘yicha?

43 .3 . Berilgan sirtning ko'rsatilgan o 'qlar atrofida aylanishidan hosil
W i x2

boigan sirt tenglamasini tuzing: 1) r  = - — , Ox va Oz;

£ l - X  = l, Or va Oy; 3) + = Oyva Oz.
16 25 64 16

4.3.4. Markazi koordinatalar boshida yotgan va yo'naltiruvchilari 
x2- 2z + l = 0, y - z + 1 = 0 tenglamalar bilan berilgan konus tenglamasini
tuzing.

4.3.5. Berilgan sirtlaming kesishish chizig 'in i aniqlang:

2 2 JC2 V2
n i l  + Z- = 2z, 3 jr- ,y+ 6 z - 1 4  = 0; 2 ) ------^ -  = 2z, 3jc->> + 6 z - 1 4  = 0;
'  3 6 4 3

3) ( * - ? =2z,  x - 2 y - l  = 0; 4) — + - —  —  = - 1, 5x + 2z + 5 = 0. 
’  4 3 3 9 25

43.6. Л/ĵ O;—;0J nuqtadan va y  = - ~  tekislikdan teng uzoqlikda yotgan 

fazoviy nuqtalarining geometrik o 'm ini toping.

4.3.7. Har bir nuqtasidan M( 3;0;0) nuqtagacha va x = \ tekislikkacha 
bo'lgan masofalar nisbati V3 ga teng bo'lgan fazoviy nuqtalaming geometrik 
o'mini toping.

4.3.8. Berilgan tenglama bilan aniqlanuvchi sirt turini aniqlang:

1) 36.Г + 64/  -  144z* + 576 = 0; 2) x2 + y 2 + z2 - 2 ( x  + y  + z)~ 22 = 0;

3) Злг + 2у 2 -12z = 0; 4) 16x2 + 3„v2 + 16z2 -  64* -  6j> +19 = 0;

5) 25x2 -  9 /  -  225 = 0; 6) 9л2 -  4у 2 -  36z = 0;

7) 4x2 + 3y* _ 5z: + 60 = о; 8) jc2 + y 2 -  2x -  3 = 0;

9) Зблг- + 64у г + 144z2 -  576 = 0; 10) z2 -  2x = 0.
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4-NAZORAT1SHI

1. (1.1.-1.15) A,B,C,D nuqtalar koordinatalari bilan berilgan:
a) A,B,C nuqtalar orqali o'tuvchi a  tekislik tenglamasini tuzing;
b) D nuqtadan o‘tuvchi va a  tekislikka perpendikular bo'lgan / to‘g ‘ri 
chiziqning kanonik tenglamasini tuzing: c) / to 'g 'r i chiziq bilan
a  tekislikning kesishish nuqtasini toping.

1.(1.16.-1.30) A,B,C nuqtalar koordinatalari bilan berilgan:
a) AB to 'g 'r i chiziqning kanonik tenglamasini tuzing; b) С nuqtadan 
o'tuvchi va AB to 'g 'r i chiziqqa perpendikular bo'lgan a  tekislik 
tenglamasini tuzing; c) AB to 'g 'ri chiziq bilan <r tekislikning kesishish 
nuqtasini toping.

2. Berilgan chiziqlaming ko'rsatilgan o 'q atrofida aylanishidan hosil 
bo'lgan sirt tenglamasini tuzing va turini aniqlang.

1-variant
1. Ж- M - l) ,  fi(l;-9;6), C(5;-l;6), D(-5;2;-l).
2. а)лГ -9y'~ =9, Ox, b) 3y 1 =z,  Oz.

2-variant
1. Л(4;-3;-7), 5(10;-5;0), C(6;-13;0), £>(1;2;1).
2. a)5x2 - l y 1 =35, Ox; b) y  = 5,z = 2, Oy.

3-variant
1. A(3;2;-8), fl(10;0;2), C(10;-4;-6), D(-A;-4;l).
2. a)jr2+3z2=9, Oz; b) Ъу2 +18z: = 1, Oy.

4-variant
1. Ж~7;3;0), S (-8;3 ;-l), C(-4;l;4), D(3;-l;3).
2. a) 3 y '  +18z: =1, Oy;  b) jc = 2,у  = -4, Oz.

5-variant
1. Ж-2;-5;1), 5(6;-7;6), C(4;-5;3), D (-5;-2;6).
2. a)jcJ +3z2=9, Oz; b) x = 3,j' = 4, Oy.
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6-variant
. Л(1;-1;6), 5(2;0;6), С(6;3;4), D(4;2;-3).
. a)3x: - 8v2 =288, Ox; b) x = 5,z = -3, Оу.

7-variant
. Л(-1;3;-6), 5(4;7;-8), С(0;4;-6), £>(-5;4;-5).
. а )2х 2 - 6у 2 =12, Or,  Ь) у 2 = 4z, Oz.

8-variant
. Л(3;7;-10), 5(l;l 1;—5), С(3;8;-9), D(l;-l;l).
. а )х 2 +3z2 = 9, Oz; b)jc = 4,z = 6, Oy.

9-variant
. Ж-7;2;4), S(3;-6;12), C(l;-2;12), £>(-4;0;-l).

. a)3jr - 5z2 = 15, Oz; b) z = -l,_y = 3, Ox.

10-variant
A(2;-4;3), 5(3:-4;4), C(12;0;ll), £>(-4;6;l).

. a)y2 =3z, Oz; b) 2jc2+3z2=6, Ox.

11-variant
Д-3;-2;0), S(-4 ;-l;3), C (-5;-2;-2), D ( - 5;9;6). 

a)2j;2 = 72, Oz; b) 6/  + 5z2 = 30, Oy.

12-variant
Л(4;-5;7), S(2;-2;0), C(6H ;8), D(-3;6;l). 

a)5x2 -  7 y 2 =35, Ox; b) r  = 2,у  = -4 , Oz.

13-variant
Л(-5;4;-8), 5(3;0;2), C(-3;4;-6), Z>(7;2;-4).

a)3jc: = -27, Oz; b) 6y 2 +5z2 =30, Oy.





3-M USTAQIL ISH

1. ABC uchburchak uchlarining koordinatalari berilgan: a) С uchdan 
tushirilgan balandlik tenglamasini tuzing va uning uzunligini toping;
b) В uchdan o‘tkazilgan mediana tenglamasini tuzing va uchburchak 
medianalarining kesishish nuqtalarini toping; с )A burchakning radian 
qiymatini hisoblang va uning bissektrisasi tenglamasini tuzing.

2. (2.1- 2.16.) Har birA/(x;y)nuqtasidan berilganA(x,\y,) va 5(x ,;v ,) 
nuqtalargacha bo‘ lgan masofalar nisbati a g a  teng bo'lgan chiziq 
tenglamasini tuzing.

2. (2.17-2.30) Har bir M(x;  v)nuqtasidan berilgan A(x,;y, ) nuqtagacha 
va x = b to 'g 'r i chiziqqacha bo'lgan masofalar nisbati mga teng bo'lgan 
chiziq tenglamasini tuzing.

3. ABCD piramidaning uchlari berilgan: a) AB qirra tenglamasini 
tuzing; b) ABC yoq tenglamasini tuzing; c) D uchdan ABC yoqqa 
tushirilgan balandlik tenglamasini tuzing va uning uzunligini toping;
d) С uchdan o'tuvchi AB qirraga parallel to 'g 'r i chiziq tenglamasini 
tuzing; e) D uchdan o'tuvchi AB qirraga perpendikular tekislik 
tenglamasini tuzing; f) AD qirra bilan ABC yoq orasidagi burchak sinusini 
toping; g) ABC va ABD yoqlar orasidagi burchak kosinusini toping.

4. Berilgan nuqta va to 'g 'r i chiziqdan o'tuvchi tekislik tenglamasini 
tuzing.

5. To 'g 'ri chiziqning kanonik tenglamasini yozing.
6. Berilgan to 'g 'r i chiziq bilan tekislikning kesishish nuqtasi 

koordinatalarini toping.
7. Sirt turini aniqlang va shaklini chizing.

7;8). 4. Л(3;-2;1), 

g x - 3  _ y  + 3 _ z - 5
' з - _ к Г ’

2. A(4;1), S (-2 ;- l) ,  a = 4.
y + 3 v — 2 z - l

4

jc + 2> --2 z + 27 = 0 .

7. a) 5x2 +y 2 - 3 z 2 =0; b) z2 =2y2 + 4.
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2 -va r ia n t

1. A(2;-3), 5(-3;9), C(6;0). 2. Л(5;7), S (-2 ;l), a = 4.

3. .«6:6:5]. S(4A5). C(4;6;ll), 0,6:9,31 4. J ( 4 S ; - 2 ) ,  = =

Г , - , + 2 + 2 - 0 .
* [3* + y  + z -  6 = 0. 1 0 - 2

7. a) * 2 + 4 z 2 + б у  = 0; b )  4 j t+ 3 z 2 = 12.

3 -va r ia n t

1. A(-1-2), B(7;4), C(4;10). 2. Л(-3;3), 5(5;1), a = ̂ .

x — 4 v z + 1
3. Л(3;2;2), Д(5;-3;2), C(5;-3;-l), D(2;-3;7). 4. A(-3;1;2), — ----

,  [3 x -7 y  + 2z + 19 = 0, x -1  ? - 2  z -3  c „ t ,  „5.^ 6 . ----- = - ----- =------ , 5x-2> »-z-13 = 0.
| x + l y - z +  8 = 0. 2 - 3  1

7. a) 8jc2 - y 2 + 4z2 +32 = 0; b )  3 / + 2 z 2 =6.

4-variant

1. M r 2;1), 5(1;5J, C(-14;6). 2. Л(2;-4), B(3;5), a = | .

3. Л(8;-6;4), S(10;-5;5), C(5;-6;5), D(8;4;7). 4. Л(-1;2;1), ^  = ~  = ~  ■
4 - 3  2

.  \ 2 x - y - 3 z - 2  =0 ,  x + 2 j>-1 z - 2  ,5 .4  6 . ------ = - —  = -------, 4 x - 2 v  + 3z + l l  = 0.
[З л г-у -2г  —1 = 0 - 2  4 3

7. а) бдс2 + 5 /  - 1 0 z J - 3 0  = 0; b) 5x2- 4 z 2= 6.

5-variant
1- -4(1;—1), B(9;5), C(6;l 1). 2. Л(1;б), 5 (4 ;-2 ) , a  = 2.

x + 1 _ y - 5  _ z + 2
“ Г - Т Г " " Г -

3- Л(0;4;5), 5(3;-2;l), C(-4;5;6), D(3;3;-2). 4. Л(2;1;2),

5. " + 7> ' - ^ - 6  = 0, 6> £+5 = Z - 3  = z - 1  S x _ 2  3 z _ 3 = 0 .
[2jr-7_y + 2z + 10 = 0. 3 1 6
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3. Л(3;2;5), В(4;0;6), С(2;6;5), £>(6;4;-1). 4. /((1;2;3), Ш  = У~6
3 ~ Т ' = -^ 6

f ■ x -2 j'-z  + 4 = 0, x - 4 _ j ; - 2  z - 1  '  " 2 '
* |6x + 2.y + 3z + 4 = 0. 1 " 0 _ ~ 2~ ’ 4дг~2 '̂ + 2 ~19 = о.

7. a) 9x2 + 92 + 9z2 - 1 6  = 0; b) 3y2-3 x 2=l5.
30-variant

1. Д 0 -2 ) , 5(-5;10), C(4;l). 2. A(6;0), x = | , m = 2.

3. v4(2;l;7), 5(3;3;6), C(2;-3;9), D(l;2;5). 4. Л(5;0;4), ^  = 2 ^  = г -1
г ~3 2 i •
( х - у  + 2 г - 1  = 0, x 1 y - 2  z —3 c „

5 ' {x + .y + z + l l  = 0. 6 * ~ Y ~ ^ 3 =~ T '  5х~2У -*~  13 = 0.
7. a) 9x2 - 2 /  + z2 = 18, b) 4x2 - 3 y 2 = 12.

NAM UN A VIY VARIANT YECHIMI

1.30. .4(0-2), B(-5;10), C(4;l).
®  a) /li? tomon tenglamasini berilgan ikki nuqtadan o'tuvchi to'g'ri

chiziq tenglamasi formulasidan topamiz:
x *+■ 5 v —- 10... -  , 12x + 5y +10 = 0 (AB).
0 + 5 - 2 - 1 0  7

Bundan
12 i  г. 12 v ------ x -2 ,  Jc. =----- .
5 1 5

CM balandlik AB tomonga peфendikular bo'lib, с  nuqtadan 
o'tadi (5-shakl). Shu sababli uning tenglamasi

>>-l=*(x-4), y - l = _ J - (x _ 4)5 y - 1 = — (дт-4), 
к| it

5x - 1 2y -  8 = 0 (CM).

CM balandlik uzunligi С nuqtadan AB to 'g 'ri c h i z i q q a c h a  bo Igan 
masofaga teng.
Demak.



Ъ)АС tomon 0 ‘rtasi Щх;у) nuqtada bo isin . U holda kesmaning o'rtasi
koordinatalarini topish formulasiga ko'ra:

2
-2 + 1 1 yoki ЛП2;

BN mediana tenglamasini tuzamiz:
SB?- x + 5 / -10
i s  i- ' 2 + 5 = _ 1------ ’ 3x + 2y~ 5 = 0(BN).

________________  -10
2

Uchburchak medianalarining xossasiga ko'ra medianalaming kesishish 

nuqtasi /r(r;y )d a ^ |  = y  = 2 bo'ladi. U holda

■  1 + 2 ~ 3 ’ v _  1 + 2
= 3 yoki к [ - - ;3 | .1

с) AC tomon tenglamasini tuzamiz:

—  = ̂ ,  3 * -4 у -8  = 0 (AC).
4 - 0  1+2

AB va AC tomonlar orasida burchak 
lA = <p bo'lsin. Uni ikki to 'g 'ri chiziq 
orasidagi burchak formulasidan foydalanib 
hisoblaymiz:

12-3 + 5 - M ) 16
л/122 +52 -/з2+(-4)2 65 

16

yoki

<p = arccos— »  0,3134.
65

A burchak bissektrisasi С В tomon bilan 
L(*.y) nuqtada kesishsin (5-shakl).

Uchburchak bissektrisasining xossasiga ko'ra
5-shakl.



I AC |= V(4 -  O)2 + (1 + 2)2 =5 \a \ AB \=y] ( - 5  -  О)2 + (10 + 2 f  = 13 ekanidan

l g l _  5 
\LB\ 13'

U holda

> -  # 0
13 13

Ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g ‘ri chiziq tenglamasidan topamiz:

x - 0  y+ 2

—  - 0  =  -  +  2
2 2

yoki
11х-3 .у-6  = 0(Л/.). О

3 
5'

®  Ikki nuqta orasidagi masofa formulasidan topamiuz:

2 .161. A(3 -2), B(4;6), а= Д

\AM\=yl(x-3)i +(y+2Y, \BM\=J(x-4)2+(y-6)'-. 

M isolning shartiga ko‘ra

\ Ш - „  V ^~ 3)3+(>’+2)2 3 
l*W| V ( x - 4 ) 3+ 0 - 6 ) 2 5'

Bu tenglikda almashtirishlar bajaramiz:

25(дг2 -6 х  + 9 + /  + 4j> + 4) = 9(x2 -8 x  + 16+ / -12>- + 36),

25x2 - 1 50x + 25/  +100у + 325 = 9x2 -  72x + 9 /  -  108y + 468,

16x2 -  78x +16/ + 208j> = 143,

1б|х2- у х  + /  + 13^ = 143,

2 .  39 ( 39V 2 ,  x - 2 — x+ — + у +2'
16 l l 6 j
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( 15>/бзУ
I i6 J *

39 13gu tenglama markazi — nuqtada joylashgan va radiusi 
16 2

15л/б5
16 ga

teng bo'lgan aylanani aniqlaydi. О

2.30. A(6;0), x = | , m = 2.

<g> Ikki nuqta orasidagi masofa va nuqtadan to‘g ‘ri chiziqqacha bo igan  
masofa formulalari bilan topamiz:

3| AM \=iJ(x-6)2 + ( у -  0)2, | BM 

Misolning shartiga ko‘ra
X 2

\AM
\BM

Bundan

(x - 6 )2+ y

Bu tenglikda almashtirishlami bajaramiz:

x2 -12x + 36+ y = { * 2- з * +0

x2 -12x + 36 + /  =4x2 - 1 2x + 9,

■  _ V - / - 2 7 ,  1.

Bu tenglama fokuslari Ox o‘qida joylashgan va yarim  o‘qlari 
a = 3, = 3V3 ga teng bo'lgan giperbolani aniqlaydi. О

33 0 . Л(2;1;7Х S(3;3;6), C(2;-3;9), D(l;2;5).
®  a) /is qirra tenglamasini berilgan ikki nuqtadan o'tuvchi to 'g 'ri 

chiziq tenglamasidan foydalanib tuzamiz:

= = yoki
3 - 2  3 -1  6 -7
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(AB).

b) ABC yoq  tenglam asini berilgan uchta nuqtadan o ‘tuvchi tekislik
tenglam asi bilan tuzam iz:

x - 2  у - 1 z - 7
1 2 -1 | = 0.
0 - 4  2i

Bundan
у + 2z-15  = 0 (ABC).

c) D uchdan tushirilgan DE balandlik ABC yoqqa perpendikular 
bo‘ladi. Shu sababli DE to‘g ‘ri chiziqning yo ‘naltiruvchi vektori s = {p;q,r} 
sifatida ABC yoqning normal vektori n, = {0;1;2} ni olish mumkin. U holda 
to‘g ‘ri chiziqning kanonik tenglamasi formulasiga ko‘ra

x — l _ y - 2 _ z - 5 (DE).
0 1 2

Nuqtadan tekislikkacha boMgan masofa formulasidan topamiz:

I DE |: I0-1 + 1-2 + 2-5 —151 Зл/5

d) С uchdan o'tuvchi CF to‘g ‘ri chiziq AB qirraga parallel bo'gani 
sababli CF to 'g 'ri chiziq va AB qirraning yo ‘naltiruvchi vektori 
J, = Sj = {1;2;—1) bo'ladi. U holda

x - 2 _ ^  + 3 _ z - 9
-1

(CF).

e) D uchdan o'tuvchi tekislik AB qirraga perpendikular bo'lgani uchun 
AB to 'g 'ri chiziqning yo'naltiruvchi vektori s, = {1̂ 2;—1} ni izlanayotgan 
tekislikning normal vektori n, ={A;B;C} deb olish mumkin. Tekislik 
tenglamasini berilgan nuqtadan o'tuvchi va berilgan vektorga perpendikular 
tekislik tenglamasi bilan topamiz:

1 • (x -1 ) + 2 • О -  2) + (-1) - (z -  5) = 0
yoki

x + 2у -  z = 0.
f) AD qirra tenglamasini tuzamiz:
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х-2  _у-\  г - 7 (AD).
- 1  1 - 2

AD qirra bilan ABC yoq orasidagi burchak sinusini to'g'ri chiziq bilan 
tekislik orasidagi burchak formulasidan topamiz:

srnp = 0 ( - l )  + l l  + 2-(-2)
■Jo1 + l2+22 -V(-l)J +l2+(-2)2 ~ V5 -л/б

* -0,54

g) ABD yoq tenglamasini tuzamiz:
x - 2  y -1

1 2 -1
-2

=  0

yoki
x - y  — z + 6 = 0 (ABD).

ABC va ABD yoqlar orasidagi burchak kosinusini ikki tekislik orasidagi 
burchak formulasidan foydalanib topamiz:

cos^ = 0 1  + l-(-l) + 2 ( - l ) - 3

4.30. Л(5;0;4).

л/02 + 12 + 22 V l2 + (- l)2 + ( - l) 2 V 5 -V 3  

x - 2  y + 2 z - 1

« -0 ,7 7 . О

- 3

®  M(x;y;z) izlanayotgan tekislikning ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin. 
To'g'ri chiziqning tenglamasiga asosan M0(2;-2;l) nuqta va .? = {—3;2;1} 

vektor to'g'ri chiziqda yotadi. U holda M0M = { x - 2 ; y + 2 ;z - l } ,  J  = {-3;2;1}, 

A M  = {3;2;3} vektorlar izlanayotgan tekislikda yotadi, ya ’ni bu vektorlar 
komplanar bo'ladi.

Uchta vektorlaming komplanarlik shartidan topamiz:

x - 2  y + 2 z — 1
— 3 2 1
3 2 3

yoki
x + 3 y - 3 z  + 7 = 0. О

179



S j| j \ x -y  + 2 z - l= 0 .

<S>
x + у  + z +11 = 0.

To‘g ‘ri chiziqning berilgan tenglamasiga ko‘ra:

4 = 1 , B ,= -1, C, = 2 ,4 = 1 , fl2= l, C, = 1.

berilgan^"’y°’z^  nu4tan‘ toP'sh uchun zga z0 =0 qiymat beram izvauni 
tenglamaga qo‘yib topamiz:

Bundan

^0-Уо = 1»

Ч  = -5 , Л  = -6  yoki А/0(-5;-6;0).
Точo‘tamiz- ^  ^  chiziqning umumiy tenglamasidan uning kanonik tenglamasiga

yoki

jc + 5 >’ + 6 z -0
-1 2 2 1 1 -1
1 1 1 1 1 1

x + 5 _ y + 6 _ z ^
~ -Г ~  1 ~ 2

6-30\ jc-1 y - 2  z - 3  .
kesish isk  2 - 3  1 ’ 5* - 2> " г - 13 = °- 

« nuqtasini toping.

bilanteJc^ p + ̂ + Cr = 5 ,2  + ( - 2) (-3 ) + l ( - l )  = 155t0. Demak, to‘g ‘ri chiziq 
7 ov's l i k  kesishadi. 

nuqta ® r' c^*z*q va tekislik Af,(jct\y,;zx) nuqtada kesishsin. U holda bu
nuqtanir* J * 1 t0 ^ ”  chiziqda, ham tekislikda yotadi. Shu sababli M fa W d  
q an o atl^ ,^  koordinatalari to‘g ‘ri chiziq va tekislikning tenglamalarini 

'itirad i:

i n i  = >lZ2 - z. - 3  e „
T0 ‘ . 2 - 3  1 ’ 1 y' Z|

^  ri chiziq tenglamalarini parametrik ko‘rinishga keltiramiz:
-*1=1 + 2/, ^ ,= 2-3/, z, = 3 + /.

180



5(1 + 2/)- 2 ( 2 - 3f) - ( 3  + /)-13 = 0. Bundan f = l .  
t ning qiymatlarini parametrik tenglamalarga qo‘yib, topamiz:

x, = 1 + 2• 1 = 3, y, =*2 — 3• 1 = —1, z,= 3 + 11 = 4.
Demak, A/,(3;-l;4). о

7 JO . a) 9x2- 2 y  + z2 =18; b) Ax' - 3 /  = 12.
®  a) Sirt tenglamasini kanonik shaklga keltiramiz:

JC2 r 1
9x~ + z: = 2jv + 18, 9x2 + z2 = 2 0  + 9), ^  + — = 0  + 9).

2 2
9

Bu tengiama elliptik paraboloidni aniqlaydi (6-sahkl).
b) Berilgan tenglamada z = 0. Bunda berilgan sirt yasovchilari Oz 

o‘qqa parallel silindrik sirtdan iborat bo‘ ladi.

Bu koordinatalam i tekislik  tenglam asiga qo'yam iz:

2
V2
3

n ' 
\\ / 
i I /

---------- ГГ— - T 1n -----
: i 
11

! •

и /

6-shakl. 7-shakl.

4x! - 3 /  = 12 tenglamadan topamiz:

T ^ 4 = l'
Bu tengiama giperbol. tenglamasi bo 'ladi. Demak. berilgan tengiama 

B'perbolik silindrni aniqlaydi (7-shakl). <&>
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5.30.
х - у  + 2z- 1  = 0, 
x +у + z +11 = 0.

®  T o 'g 'ri chiziqning berilgan tenglamasiga ko'ra:

4 = 1 , B ,= - l  C, = 2 ,^ = 1 , 5 2 = 1, C2= 1.

Mn(x0;y0;z0) nuqtani topish uchun zga z„ = 0 qiymat beramiz va uni 
berilgan tenglamaga qo'yib topamiz:

*o ~ У о ~
* ,+ y 0= - l l .

Bundan x„ = -5, j>0 =-6 yoki A/0(-5;~6;0).

T o 'g 'ri chiziqning umumiy tenglamasidan uning kanonik tenglamasiga 
o'tamiz:

x + 5 y + 6 z - 0
-1  2 2 1 1 -1
1 1 1 1 1 1

yoki
дг + 5 _ y + 6 _ z 
~-3~ ~ i 2

6.30. —  = , 5 * - 2 j > - z - 1 3  = 0.
2 - 3  1

kesishish nuqtasini toping.

@  .4p + Bq +Cr = 5 - 2  +  ( - 2) •  ( -3 )  +1 • ( - 1 )  = 1 5 *0. Demak, to 'g 'ri chiziq 
bilan tekislik kesishadi.

T o 'g 'ri chiziq va tekislik M^x^y^z,) nuqtada kesishsin. U holda bu 
nuqta ham to 'g 'r i chiziqda, ham tekislikda yotadi. Shu sababli 
nuqtaning koordinatalari to 'g 'r i chiziq va tekislikning tenglamalarini 
qanoatlantiradi:

-1  7 . - 2 _ г , - 3 , 5x, -2y, - z ,  -13 = 0.
2 - 3  1

T o 'g 'ri chiziq tenglamalarini parametrik ko'rinishga keltiramiz:
x,= l + 2t, y ,= 2-3t, z,=3 + t.
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5(1 + 2/) - 2 ( 2 - 3 0 - (3 + /)-13 = 0. Bundan f = l . 
t ning qiymatlarini parametrik tenglamalarga qo‘yib, topamiz:

ЛГ, =1 + 2 1  = 3, j .  = 2 - 3 - 1  = - 1 ,  z, = 3 +1 • 1 = 4.
Demak, M ,(3;-l;4). о

7.30. a) 9jc2-2 ^  + z2 = 18; b) 4x2 - 3 /  =12.
®  a) Sirt tenglamasini kanonik shaklga keltiramiz:

9x2+z- =2y + 18, 9x2 + z2 =2(^ + 9), y  + y  = 0> + 9).

9
Bu tenglama elliptik paraboloidni aniqlaydi (6-sahkl).

b) Berilgan tenglamada z = 0. Bunda berilgan sirt yasovchilari Oz 
o‘qqa parallel silindrik sirtdan iborat bo‘ ladi.

Bu koordinatalam i tekislik  tenglam asiga qo'yam iz:

6-shakl.

- 3 y 2 = 12 tenglamadan topamiz:

—— — = 1.
3 4

. Bu tenglama giperbola tenglamasi bo'ladi. Demak, berilgan tenglama 
B’perbolik silindmi aniqlaydi (7-shakl). ®



2) E (v '4-x) = [0;+oo). Shu shababli £(/)=[3;+oc).
3 ) £ ’( j c 2 ) = [ 0 ; + o o ) . Shu sababli 3*’ funksiyaning qiymatlar so] 

funksiyaning x> 0dagi qiymatlar sohasi bilan bir xil bo'ladi 
£ (/)= [ 1;-*=°)-

4) £>(/) =

ya’ni

V2.V2' 
’ 2 ’ 2 va / (-x ) = / (x). Shu sababli, funksiya eng kichjfc

qiymatiga x = 0 da erishadi va eng katta qiymatiga jc = ±—  da erishadi-

. 1  л J  , V2/(0) = arcsin—=—, f\± = arcsmr w w .\2 2
Demak, £(/) = n_n

L6 ’ 2

5) acosx + bsinx = v a 2 +b2 cos(x-<o)| <p = arctg—J formuladan topamiz1

/—т------ 4f ( x )  =  л/32 H-42 cos(3x-p) = 5cos(3x-p), <p = arctg~.

£’(cos(3x-^))=[-l;l] ekanidan £(/) = [~5;5]. О

Зх2 - 13 -m iso l. /  (x) — 

l)/ (0 );

3x +1

2 )/(V 2 ) ;

funksiya uchun quyidagilam i toping:

4)/
a +1

5) /(в)-1.

<S> l ) - 3 ) .  Berilgan funksiyaning analitik ifodasiga xning belgilangan 
qiymatlarini qo'yib, topamiz:

/ym _ 3 ~ 0 -l — i. Kx 3 • (V2)2 —1 3  2 - 1 5.
3 -0  + 1 ’ 3 - (Л )2+1 3-2 + 1 7 ’

/ ( - a )= 3 - ^ ): .- ^ 3 a ^ i .
3 ( - a ) 2 + l 3a2 + l

4) Funksiya a ning 13(a -1) ~ °’shartni qanoatlantiruvchi qiymatlarida 
[ flr-1^0

aniqlangan.



г - 1  3 ~ ^ - - 1
3(в -1 ) 1 .. .- L—;----- а  е  (-со;-]] и  (1;-нх>).

а + 1 . , а_ W т  1 ,
, 1 3 *---------- h 1
+1 3 ( а - 1)

За2 +1 За ‘ +1 За +1
в

4 -misol. /(*) =------- ;----  funksiyaning monotonlik intervallarin i va
HL 2x x 3

eng kichik qiymatini toping.
®  <p(x) = 2x -  x2 -  3 belgilash kiritam iz.

tp(x):=2x-x~ - 3  = - 2 - ( x 2 — 2дт +1) = —2 — (дг — l)2.
Bu funksiya (-oo;+oo) intervalda m anfiy, (—oo;l] intervalda o 'sad i va [l;+°o)
intervalda kamayadi.

8U holda /(x) =----- funksiya(-oc;l] intervalda kam ayadi va [l:+°o)
<p(x)

intervalda o‘sadi. Bunda min/(x) = / (l) = -4. о

5-misol. Funksiyalam ing ju ft, toq yoki um um iy ko 'rin ishda ekanini 
aniqlang:
l)/(x)=x3-8x; 2 )/ (x ) = x‘ -3|x|; 3) /(x) = 2e" +e*;
4)/(x) = 3sinx + cosx; 5) / (x) = ln(2x + VT+ 4x2).

®  1 )D(f) = (-oo;4«>) va /(-x) = (-jc)5 -  8(-x) = -x 3 + 8x = -(x3 -  8x) = -/(jc). 
Demak, funksiya toq.

2) Д / ) =(-«;+ qo) va / (-x ) = (-x )6-|-x|=x6-|x|= / (x), y a ’ni funksiya
juft.

3) D(/) = (-co;+qo) va f( -x )  = 2e' +e" *± /(x). Demak, flinksiya umumiy 
ko'rinishda.

4) D(/) = (-со;.**,) va / ( - jc) = 3sin(-x) + cos(-x) = -3sinx +cosx * ±/(x),
У8 n^funksiya um umiy ko'rinishda.

£>(/) = (-co;+qo). Toq funksiya uchun / (-x ) = -/ (x ) yoki 
+f(~x)=0 bo 'ladi. Tekshirib ko 'ram iz:

+ = ln<2jr + Vl + 4 x 2) + ln (-2x  + VI + 4 jc- ) = ln(l + 4 x 2 - 4 x 2) = In 1 = 0.
ftmksiyatoq. о
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6 -m iso l. Funksiyalaming davrini toping:
1) /(*) = sin 6x; 2) f(x)  = cos 6x + tg4x;

3) f(x )  = cos2 3x; 4) f(x ) = ctg ™.

<S> 1) sinx funksiyaning davri Tt =2n. Bundan T0= ~  = !L
6 3

2) cos6x va tg4x funksiyalaming davrlari mos ravishda r = £  V ar  *
1 4 I =~.

n 4U holda /(x) = cos6x + tg4x funksiyaning davri -  va ~ sonlarining eng 

kichik
umumiy karralisiga teng bo‘ladi, y a ’ni T„ = ж.

3 )cos! 3jc =  ̂+ ekanidan berilgan funksiyaning davri

cos6x funksiyaning davri bilan bir xil bo‘ladi. Demak, T„=~ = —
6 3

4) ctgx funksiyaning davri Tt =n. Bundan T„ = = Зя\ о

7 -  misol. f(x )  = log,(x + Vl + x2) funksiyaga teskari funksiyani toping. 
<&> Vl + x1 >| x | boMgani sababli berilgan funksiya (-oo;+oo)intervalda 

aniqlangan. Bu funksiya uchun f(x ) + /(-jc) = 0 , ya ’ni funksiya toq. 
Funksiya x>0 da o‘sadi. Demak, berilgan funksiya xe(-oo;<x>)da qat’iy 
monoton va unga teskari funksiya mavjud.

y = f(x)  desak, у  = log,(x + Vl + x : ) bo'ladi. Bu tenglikni xga nisbatan 
yechamiz: 3' = x + Vl + x2 , 3" = -x  + Vl + x2 (chunki funksiya toq).

Bundan x = i ( 3 J +3‘ v) yoki у  = ̂ (3 ‘ +3"'). О

5.1.5. US у = f(x) funksiyaning grafigi deb Oxy koordinatalar 
tekisligining abssissasi x argumentning qiymatlaridan va ordinatasi 
у funksiyaning mos qiymatlaridan tashkil topgan barcha (x;/(*)) nu(l 
to‘plamiga aytiladi. Bunda har bir vertikal ( Ov o‘qqa parallel) to‘g ri ch i^  
(x;/(x)) nuqtalar to'plamining faqat bitta nuqtasini kessa, bu top 
y = f(x) funksiyaning grafigi bo‘ladi.

Elementar funksiyaning graflgini chizishda funksiyaning q u y id a g i



«alarin i inobatga olish kerak:
ft funksiyaning grafigi ordinata o‘qiga nisbatan simmetrik bo'ladi; 

~^toq funksiyaning grafigi koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik

_ o'zaro teskari y = f(x)va y=q>(x) funksiyalaming grafiklari /va 111 
horaklar koordinata burchaklarining bissektrisalariga nisbatan simmetrik

^ d av r iy  funksiyaning grafigi Ox o 'qi bo'ylab chapga va o'ngga davr 
birligiga surish orqali qaytariladi;

-  o'zgarmas funksiyaning grafigi abssissalar o 'qiga parallel to 'g 'ri
chiziq bo'ladi;

-  darajali funksiyaning grafiklari (1;1) nuqtadan o'tadi va a  ga bog'liq 
bo'ladi:

-  ko'rsatkichli funksiyaning grafigi (0;1) nuqtadan o'tadi;
-  logarifmik funksiyaning grafigi (1;0) nuqtadan o'tadi;
-  teskari trigonometrik funksiyalarining grafiklari trigonometrik 

ftinksiyalaming grafiklaridan y = x to 'g 'ri chiziqqa nisbatan simmetrik qilib 
hosil qilinadi.

&  Funksiyaning grafigini oldindan m a’ lum у = /(*) funksiya
grafigidan almashtirishlar (surish, cho'zish, siqish) orqali hosil qilish 
mumkin.

Xususan:
1) У -  f(x) + b funksiyaning grafigi y = /(x) funksiya grafigini Ovo'qi

bo ylab Ь>0 da yuqoriga,6<0da pastga |6| birlikka surish bilan hosil 
qilinadi;

^  y - f ( x - a )  funksiyaning grafigi v = /(*) funksiya grafigini Ovo'qi 
qilinadi- ° >0 o n gHa> «< 0da chapga |a| birlikka surish bilan hosil

3) y-ty(x)(k*o,k  *1) funksiyaning grafigi у = /(дг)funksiya grafigini

4 bo ylab |£|>i (ja |^|marta cho'zish, |£|<lda —  marta surish
Orqali^hosil qilinadi; lkl

Ox o‘ ^  ^ fonksiyaning grafigi >’ = /(■*) funksiya grafigini
УаЬ da |£|marta siqish, |Л- (< 1 da —  marta cho'zish
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orqali hosil qilinadi;
5) y  = -/ (jc) funksiyaning grafigi у  = /(jc) funksiya grafigini o*0‘ 

•nisbatan simmetrik akslantirish orqali hosil qilinadi;
6) у  = /(—■*) funksiyaning grafigi у  = / ( j c )  funksiya grafigini Ov 0‘ 

nisbatan simmetrik akslantirish orqali hosil qilinadi; ” ^ 4
7) У = I/Ml funksiyaning grafigi у  = f(x )  funksiya grafig,ning Qx 

o ‘qdan yuqorida yotgan qismini o'zgarishsiz qoldirish, Ox o ‘qdan qu н 
yotgan qismini esa bu o ‘qqa nisbatan simmetrik akslantirish orqali ho^ 
qilinadi;

8) y = f ( 1*1) funksiya grafigi у  = / (* )funksiya grafigining Oy 0 ‘qdan 
o ‘ngda yotgan qismini o'zgarishsiz qoldirish, Oy o ‘qdan chapda yotgan 
qismini esa bu o ‘qqa nisbatan simmetrik akslantirish orqali hosil qilinadi-

9) у = f ix )  + g(x) funksiyaning grafigi y, = / ( jc)va y 2 = g(x) funksiyalar 
grafiklarining mos ordinatalarini qo‘shish orqali hosil qilinadi;

10) у = / ( j c )  -g(jc) funksiyaning grafigi y ,= / (x )v a y 2 = g(x) funksiyalar 
grafiklarining mos ordinatalarini ko ‘paytirish orqali hosil qilinadi;

f i x )
11 )  y = LL-L funksiyaning grafigi y, = / (x )v a  y,= g(x) funksiyalar

g(x)
grafiklarining y2 * 0  boMgan mos ordinatalarini bo'lish orqali hosil qilinadi;

12) у = f(<p(x)) funksiyaning grafigi avval z = <p(x) funksiyaning grafigini 
chizish, keyin esa y  = /(z) funksiyaning xossalarini bilgan holda v = f(<p(xj) 
murakkab funksiyaning grafigini chizish orqali hosil qilinadi.

8 -m isol. у = 2sin(3x -  2) funksiyaning grafigini chizing.

<g> A vval funksiyani у = 2sin3^jc- | j  ko‘rinishda yozib olamiz.

1) y, =sin jc  funksiya grafigining bir toMqinini chizamiz.
2) 3-bandga ko‘ra y, = sin л- funksiya grafigini Ovo'qi bo‘ylab > 

marta cho‘zib, y2 = 2sin jc  funksiya grafigini hosil qilamiz.
3) 4-bandga ko*ra y2 =2sinjc funksiya grafigini O.xo‘qi bo‘ylab ucb 

marta siqib, y 3 = 2 sin 3jc funksiya grafigini hosil qilamiz. (
4) 2-bandga ko'ra y, = 2sin3jr funksiya grafigini Ox o‘qi bo'ylab о n ,

| birlikka surib, izlanayotgan, y a ’ni y  = 2sin(3jr-2) funksiya grafig'I? S

bir toMqinini hosil qilamiz (1-shakl).



/  V = 2sm 3(x-2)
y } = 2sin3x

1-shakl.

y = 2sin(3x-2) funksiyaning grafigi bu to’ lqinni Ox o‘qi bo‘ylab 
chapga va o'ngga davriy davom ettirish orqali topiladi. О

9-misol. у =|2x2 -  81 x | +5|funksiyaning grafigini chizing.
@ Avval = 2x2 - 8x + 5 funksiya grafigini chizamiz. Buning uchun 

uni to'la kvadrat ajratish orqali y, = 2 (x -2 )2 - 3  ko'rinishda yozib olamiz.
1) y2 =x2 funksiya grafigini chizib olamiz.
2) 3-bandga ko‘ra y2 = x1 funksiya grafigini t>yo'qi bo‘ylab ikki marta 

cho‘zib, = 2x2 funksiya grafigini hosil qilamiz.
3) 2-bandga ko'ra y,= 2x: funksiya grafigini Oxo'qi bo‘ylab o‘ngga 2 

birlikka surib y4 = 2 (x -2)2 funksiya grafigini hosil qilam iz .
4) 1-bandga ko'ra y4 = 2(x -  2)2 funksiya grafigini Oyo'qi bo'ylab pastga

3 birlikka surib yt = 2(x-2)2 - 3  funksiya grafigini hosil qilamiz (2-shakl).
( 8-bandga ko'ra yt = 2 (x -2 ): - 3  funksiya grafigining Oy o'qdan

о ngda yotgan qismini o'zgarishsiz qoldirib va Oy oqdan chapda yotgan
Я smini bu о qqa nisbatan simmetrik akslantirib, y\ =2x2 -8|x|+5 funksiva 
grafigini hosil q ilam iz.

yu4orida^,arÛ a *CO ra y> = ~81 x|+5 funksiya grafigining Ox o'qdan 
4>sniini bu ^ ?^ an 4>smini o'zgarishsiz qoldirib va Ox o'qdan pastda yotgan 
У ~ |2x! -  g I ° C'C'3 n' s^atan simmetrik akslantirib, izlanayotgan, y a ’ni 

■r l+5| funksiya grafigini hosil qilamiz (3-shakl). О



*•4

5.1.6. Ko'rsatkichli funksiyalardan hosil qilinadigan quyidagi elementar 
funksiyalarga giperbolik funksiyalar deyiladi:

e' -e -“-  giperbolik sinus: у = shx, bu yerda shx = -

-  giperbolik kosinus'.y = chx, bu yerda chx =

2
e” + e~

-  giperbolik tangens.y = thx, bu yerda thx=—
e + e

-  giperbolik kotangens: у = cthx, bu yerda cthx = —e +e~
e -e

Giperbolik funksiyalar uchun trigonometrik funksiyalarga xos bo g®1 
quyidagi mos formulalar o ‘rinli bo‘ ladi:

shx
ch2x -s h 2x = \, ch2x = chrx + sh2x, sh2x = 2shxchx, tkx = ——, cthx =chx

chx
shx

ch(x ± y ) = chxchy ± shxshy, sh(x ±y) = shxchy ± chxshy vaboshqalar.

5.1.7.y  = f(x )  funksiyaning oshkor ko‘rinishdagi berilishi hisobi 
Shuningdek, ayrim hollarda funksiyaning oshkormas ко nni 
foydalanishga to‘ g ‘ri keladi.

"



e  Funksiya X  to'plamda aniqlangan bo'lsin. Agar har hi 
,«,relem en.ga mos q o 'y lgan  yagona funks,ya qandaydir F(x ' 
lenglamani qanoa.Iant.rsa, u holda funksiya F(i,y ) , 0 tengiama bilan 
aU cm as benlgan deb a a la d .  Bund, fu„ksiyaga oshkormas "
deyiladi. Oshkoraias funks,yamng grafigi deb Oxy koordinatalar к к ,5Г , ш Г  
№ . , ) . 0  tenglamani qanoatlanrimvchi barcha nuqtalar, to'plamiga ayiiladi

® „ ^ Сы  '° 'P“  j “ ,a  va y .y ( . )  fi.nksiyalar berilgan
bo-te. U holda a »  koordinatalar tekisligming koordinatalari ( ,„ y  1 ,
bo'lgan barcha nuqtalan to'plamiga parametrik kn'rimchH к •. > ,)
(egri chiziq yoki to 'g 'ri chiziq) deyiladi. ЬеП'« ап chizi4

Agar parametrik ko'rinishda berilgan chiziq v = л ь  •
grafigini lfodalasa, u holda bu funksiyaga parametrik k l V  - f ?  f уапш«  
funksiya deyiladi. nmshda berilgan

Mustahkamlash uchun m ashqlar

5.1.1. Funksiyaning aniqlanish sohasini toping:

D / W - i+ i l .x +*' 2) / ( x ) «  l± £ __ .
x2 +5x + 6 ’

3> /(дг) = л/4 lp \
4) / W  = -------

^ ~  Ы х + 2
5)/(x)s l lO ~ x

b J -lL c + i8 ; 6 ) / 0 )  = i l z 3i l z £ l .

, ,  '  8 )/ W -V 2 lT T -V J7 T ;

У () = ̂ - 2 +л/2Г7+ 0 ~ t* W x +4; 1 0 )/ W  = V ?T -8+ 3 .

A x) = arcs in v V 2 - x
H\ CCOsf4-jr); ,  .} = arcsm(x-2 )  + 3ln(x- 2);

14) /(дг) a ]n Sijj д..



15) /(x) = e J4 o g 2( 2 - 3 x ) ;

17) / (x ) = л/З -  4x + arccosx ̂

16) /(x) = ln

1 9 )  f(x ) =
Klx: -3 x  + 2

6

-5 s in  2x.

К M(x-6)- 

18) f ( x )  = arccos”

20 )13 ) /(x) = ̂ £ ± 3) 
V 8 - ?  '

5.1.2. Funksiyaning qiymatlar sohasini toping:

1) / (x )= x 2 + 4x + 2;

3) / (x ) = 2 s in x -5 ; 

5) / (x ) = 2' -1 ;

7) Д х) = л/9 ^ 7 ;

9 )/ (x )= 3 | x | ~ ;

2) / W  = V 7 ^  + 2;

4 )  /(x) = sinx + cosx;

6) /(х) = 2е-''+1;

8) f  (x)  — — arctgx ;
К

10) /(x) =

П )/ (х )  = — 12) / ( » ) »

2дг-3 
12дг — 31 ’

2
л/2лг2 -4 х  + 3 ’2x3+4x + 5 ’

5.1.3. /(х) = х33' funksiya berilgan. Quyidagilami toping: 

1)/ ( !) ;  2 )/ (-V 4 ); 3) / (-x ); 4 ) / Ш

5.1.4. Funksiyaning monotonlik oraliqlarini toping:

1) f(x ) = x2 -5 x  + 6;

1

2) / (x )= x ’ +arcsinx;

4 ) f ( x )  = a r c t g x -x .3) / w = -V ;
X ' ____________

5.1.5. Funksiyaning juft, toq yoki umumiy ko‘rinishda ekanini aniqlan8 

l ) / ( x )  = x 3- 3 x - x 5; 2) / ( x )  = x 4 + 5 x J +l ;
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.  «2х-

(3  + х
5) /(*) = h\ з - х  

7) /(х) = 2 1 -*: | —3;

9) /(A-) = 3'’ (* + sinx);

4 ) / (x ) = <%3x + cos2x;

6) /  (х) = 1п(х + л/х2 + 1);

8) /(х) = х | х |;

10) / (* )«
2 *  -  2"  л

;х.

5.1.6. Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlarini toping:
1) f(x) = (k-n)cos2x + n (0 <k<n)\ 2) /(x) = 4sinx5;
3) /(*) = sin 2x + cos 2x; 4) /(x) = 3 sin x + 4 cos x;

5) /(x) = sin4 x + cos4 x; 6)/(x)*|cos4x|.

5.1.7. Funksiyaning monoton, qat’iy  monoton yoki chegaralanean 
ekanini aniqlang: 6

l)/(x) = sin3x;

3)/(х) = л/Зх-4;

5.1.8. Funksiyaning davrini toping: 

1) /(x)=-2cos—;

3) /(л) = igx -  cos —;
2

2)/(x)

4)/ (x) =

x + 2
x + 7

x, ag arx<0 bo'Isa, 
- 3 ,  agarx>  0 bo'Isa.

2) f(x ) = ctg(2 x -3 ) ;

4 ) / (x ) = sin2x + cos3x;

JC JC6) / (x) = sin -  cos -  cos x cos 2x; 

8) /(x)=jcos3x|;

5) /(*) = s in 'x - cos4 x;

7) /(x)=(sin2xi; 2x Jjt £

9) /(x) = sin— ч-cos— ; 10) / « “ « J ' +1 2 3
5.1.9. Funksiyaga teskari funksiyani toping.

1) у -Зх + 5; 2Ь ’ = ̂ ;
3) у = 4 + log3 r,

s -1.10.
4) y  = 2sin3x.

/(g(.\-)) va g(f(x) murakkab funksiyalami toping:
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1) /(x) = 3x + l, g(x) = x5; 2) /(x) = sinx, g(x)=|x|;

3 > / (x )= ^ -, g U) = 4 ) / W = 2’T- = log3 x.X 4 ЛГ

5.1.11. Funksiyaning grafigini chizing:

1) _y = x2 +4x + 3; 2 ) y  = -2sin3x; 

3 ) >I = 2£Z1; 4 ) у  = - x : | x |; 
2x +1 

5) у  = xsin x; 6) у = x + sin x.
I

7) >> = arccos | x I; 8) y  = 3*.

5.1.12. Ayniyatni isbotlang:

2) cfA2x -1 = ■—r-; 
ел X sh x

2 cA2x+l .4 2 cA 2x-l3) cA x =---------- ; 4) s/rx =----------;
2 22 | 2 i

5)sA(ln x) = —----- ; 6)c/i(ln x) = *--+ .
2x 2x

5.1.13. Qaysi nuqta y + c o sy -x  = 0 tenglamaga tegishli ekanini

aniqlang: /f(l;0); B(0;0); D(n-l\n).

{
x~ f — \ „ J

^ j parametrik tenglamalar bilan berilgan

egri chiziqqa tegishli ekanini aniqlang: /f(l;5); D̂ '

5.1.15. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyani у = v(x) ко rinishga 
keltiring:

fx = / + 2, [x  = 3sin/,
j.y = /2+ 4f+ 5; [_V = 2cos/.

5 .2 . SONLI KETMA-KETL1KLAR



Sonli ketm a-ketlik . Sonli ketma-ketlikning limiti. 
V aq in lashuvch i ketma-ketliklar. e soni

§ 2  1 SS Har bir n natural songa mos qo‘yilgan xt,x t ,x3,...,xn...
■ '' sonlar to‘plamiga sonli ketma-ketlik deyiladi va } kabi belgilanadi.

haqiq>y sonlar ( jc }  ketma-ketlikning hadlari, xn bu ketma-
Runda xt,x 2,x ,,—, . .
Vrtlikning umumiy hadi, n uning nomen deb ataladi.

Analitik usulda ketma-ketlikning umumiy hadini topish formulasi 
beriladi Rekurrent usulda ketma-ketlikning и -  hadini oldingi hadlar orqali 
topish formulasi beriladi.

l-m  i s о 1. Berilgan ketma-ketliklaming birinchi beshta hadini toping: 

——, n ju f t  bo'Isa ,
" - 1 3 )* ,= 3 ,1)х .= Ц ^-; 2 )x .=n~ П , n toq  bo'Isa ;
n2 + 1

®  Birinchi ikkita ketma-ketlikda n ning o ‘m iga 1,2,3,4,5 qiymatlar 
qo'yib topamiz:

n  1 I 1 1 11) x, =-1, = - - ,  x, дг,

_ 1 , 3 1 5
) ’ 2 ’ Xj ~ x ,~ jo ’ Xf ~ з ’ x ,~ 26

3) Uchinchi ketma-ketlikning birinchi hadi jc,= 3. Keyingi hadlarni 
rekurrent formuladan topamiz:

*2=2-дгг_, = 2 -jc, =2-3 = 6, jc, = 3 -jc2 =3-6 = 18, 
x4=4-jc3 =4-18 = 72, jc5=5-jc) =5-72 = 360. О

Agar V/ieiV uchun xn =c(c e R) bo‘lsa, {x } ketma-ketlikka о 'zgarmas 
ketma-ketlik deyiladi.
■  ^ , ^ arsh u n d ay  o‘zgarmas M(m)soni topilsaki, VneW uchun x„ < M 
deyiladi °  ^  ^  ketma-ketlikka yuqoridan (quyidan) chegaralangan 
ho'lsa ^ аГ ^  ketma-ketlik ham quyidan ham yuqoridan chegaralangan 
w s x ^ Unday o'zgarmas m va M sonlari topilsaki, \/ne N uchun

® А» ° ^  ^^ketm a-ketlikka chegaralangan deyiladi.
31 son uchun {jcJ ketma-ketlikning |jcJ> A tengsizlikni



qanoatlantiruvchi hadi topilsa, {x j ketma-ketlikka mralanmagan 
deyiladi.

2 -  m i s о 1. ketma-ketlikning chegaralatligini

ko‘rsating.

<S> Birinchidan x „ = -^ -  = l ---- — <1. Demak, ketinalik vuaoridan
n + 1 n +1 J

chegaralangan. Ikkinchidan x, = to‘g ‘ri kasr. Shu sa il*  >0. Demakn +1 " ’
ketma-ketlik quyidan chegaralangan. Shunday qilib, 0<ц (m = o,M = 1)),
y a ’ni berilgan ketma-ketlik chegaralangan. О

П Agar VneN  uchun: x. <*„, (x. > x ,J  b o isa , {:j ketma-ketlikka
qat'iy о ‘suvchi (qat’iy kamayuvchi) deyiladi; x„ Sx„, (x.sj bo‘ lsa, {x,}
ketma-ketlikka kamaymaydigan (o ‘s/waj>fl'/ga/?)deyiladi.

0 ‘suvchi, kamaymaydigan, kamayuvchi va o‘smaydig,;;tma_ketliklar
monoton ketma-ketlik nomi bilan umumlashtiriladi. Bunda avchi va
kamayuvchi ketma-ketliklarga qat ’iy monoton ketma-ketl i-^ y j]acjj

3 -m  i s о 1. {x j = |p|  ketma-ketlikning qat’ iy kaman^i ekanini 

ko‘rsating.

Agar ketma-ketlik qat’iy  kamayuvchi bo‘ lsa, x„.<t y0|<j £e±<i
Xn

bo'ladi.
n n + 1

=—>*„+1 =- ekanidan7 *+l

x, 3"' 3” 3"3n n 3 I n) 3 f J <L  
Demak, berilgan ketma-ketlik qat’iy  kamayuvchi. <1

Ikkita {x.} va{v.} ketma-ketlikning y ig ‘ indisi, ayin^ ^opaytmasi, 
bo‘ linmasi (bunda yt *0)deb har bir hadi bu ketma-ketlikl. ̂  ha(j|arining 
yig'indisidan, ayirmasidan, ko‘paytmasidan va b o 'l in m a s i i^ ^  |,0 ‘ igan 
ketma-ketlikka aytiladi.
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Xususan, {*,} ketma-ketlikning chekli songa ko‘paytmasi deb har bir 
hadi {x j ketma-ketlik hadining shu songa ko‘paytmasidan iborat bo'lgan 
ketma-ketlikka aytiladi.

Ш Agar V£>0 son uchun shunday N = N(e) nomer topilsaki, Vn>N

uchun | x j<  e bo‘ lsa, {.t,} cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi.

4 -m  i s о 1. {a } = i - r — iketma-ketlik cheksiz kichik ekanini
" | y + lj

ko 'rsating.

®> Vs >0 son olamiz. |orJ( |= 2 n In 2
<£tengsizlikdan n > -

e

tengsizlik kelib chiqadi. N =

я 2 +1

desak, Vn> N uchun | a,, |< e bo'ladi.

Demak, ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik. О
[n2 +1J

в В  Chekli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklaming algebraik 
yig'indisi va ko'paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladi. Shuningdek, 
cheksiz kichik ketma-ketlikning chegaralangan ketma-ketlikka va chekli 
songa ko'paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladi.

88 Agar VA > 0 son uchun shunday N = N( A) nomer topilsaki, V« > N lar 
uchun |дс„|>Л bo'lsa, {*„} cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi.

в »  Agar {.vj cheksiz katta ketma-ketlik bo'lsa, u holda j —j  cheksiz 

kichik ketma-ketlik bo'ladi va aksincha, agar { a j  cheksiz kichik ketma- 

ketlik bo'lsa, u holda j —- j  cheksiz katta ketma-ketlik bo'ladi.

5.2.2. SS Agar \/e > 0 son uchun shunday N = N(s) nomer topilsaki, 
Vn> N uchun | -  a |< e bo'lsa, o'zgarmas a songa {*„} ketma-ketlikning 
Umiti deyiladi va limx = a kabi yoziladi.

®  Cheksiz kichik ketma-ketlikning limiti nolga teng bo'ladi.
Cheksiz katta ketma-ketlik limitga ega bo'lm aydi. Uning limitini oo deb

qaraladi.

199



5 -m iso l. lim- ^ — = 2 ekanini isbotlang.
*-** я + 1

Vs>0 olamiz. Misolning shartidan topamiz: 

\x-2\= 2л+ 5 ,, 3 3z
n +1 Л + 1 Л + 1

\x,~ a \<£ tengsizlikni qanoatlantimvchi n ning qiymatlarini • I
3 n l0Pish

uchun----- <e tengsizlikni yechamiz. Bundan n > - - l .
л + l e

N nomer sifatida f - - l ]  sonining butun qismini, ya ’ni w=
£

3 ■ 
— 1 £

sonini olish mumkin. Bunda Vf>0 son olinganda ham Vn>N цСЬщ
|jc„ - 1|<£ bo'ladi.

U holda ketma-ketlik limitining ta’rifiga ko'ra
.. 2я + 5 .  лlim------- = 2. О

л + 1

5.2.3. 88 Ghekli lim itga ega bo'lgan ketma-ketlikka yaqinlashuvchi 
ketma-ketlik deyiladi.

Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar quyidagi xossalarga ega.
1°. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik yagona lim itga ega bo'ladi.
2°. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan bo'ladi.

3“. Agar {*„} va{y„} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda 
lim ( jc + v  )  = lim jc.  ±  lim y, bo'ladi.
я —»ac "

4°. Agar {xn} va{y„} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda 

lim jc • у  =  lim jc, lim v  bo'ladi.
Я -»Х  n '  ”  «-► «, "  n - *  x- "

Xususan, lim x =a bo'lsa, u holda lim jc * = a*, lim kJT„ = V«, *=2,3,4, -*-**■ „-+К n и-**

5°. Agar {jc,} va { y j yaqinlashuvchi ketma-ketliklar bo'lib, li&У-* 

x limjc.
bo'lsa, u holda lim — = — —  bo'ladi.

~ У’ ~ Уа holda
6". Agar {jcJ ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lsa, u ”

lim с • jc„ = с • lim jc,  ( с е Л )  bo'ladi.



, , iv \ vaqinlashuvchi ketma-ketliklar bo'lib, biror
r  Agar W  va {У’ 1 . ч и н  * * * ..' ■ . 1  l  ,  < v (x > v ) bo Isa, и holda lim x. & lim vboshlab ■*« — У" У*--*'’

Oon,-erda
> lim v j  bo'ladi.

(•jS*' ar , v } va {ZJ  yaqinlashuvchi ketma-ketliklar hamda
8 _ bo'lib b i r o r  nomerdan boshlab < v„ < z„ bo'lsa, и holda 

1яп*.=И®г* =
= fl bo'ladi.

6-misol {x } = I ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanini
limy.

ko'rsating.
я + 2 я + 2/i 3« 3 1 

®  Birinchidan 2 ' n - 6da-

Ikkinchidan =^->0, VneW da.
я n n

v =0 z = — belgilash kiritamiz. Bunda lim v = limr = 0 va V« > 6/я » я 2 "  сз л—кг л /т-кс

uchun y, <x, < г, bo'ladi.
U holda 8" xossaga ko'ra limxn =0, y a ’ni berilgan ketma-ketlik

yaqinlashuvchi bo'ladi. О
$  Limitga ega bo'lmagan yoki cheksiz (oc)limitga ega bo'lgan ketma- 

ketlikka uzoqlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

5.2.4. <S> Sonli ketma-ketlik uchun ushbu

" J -
lim ] 1 + -
n-*<

formula o'rinli bo'ladi.
e soniga Neper soni deyiladi. esoni irratsional son. Uning taqribiy 

qiymati 2,78 (e= 2,718284828459045...)ga teng. 
bmumman olganda

Ь ( j  \/(«)
Й5 1 + 7TT =e, bu yerda/ j-> 00 d a / (« )-+ 00. (2.1)

Sonli >
lim«in.n l ^ a; : ? liklar„  mavzus,n,n«  asosiy masalalaridan bid uning 
*'mitining^tS’ fi11 '̂ >orat' Ketma-ketliklaming limitini topishda ketma-ketlik 
^•l)fommiajn '^an’ ya4inlashuvchi ketma-ketliklaming xossalaridan va

ladan foydalaniladi.



1) lim f^ ± l; 2)
*-** 7 u - 2  ^ 5 ------- ;

3) limVn + 2 + V3 - л ;  4) lim-^tiLti^ + "’ + 2-V-
»-**  ̂* 3^~+5 "̂—1

5) lim (И + 1)^ 5Я!- ; 6)
•-**' Зя!+2(л +1)! "Н З л -2 ,

<S> 1) Ketma-ketlikning surat va maxraji limitga ega emas, chunki
chegaralanmagan ketma-ketliklar. Shu sababli yaqinlashuvchi ketna 
ketlikning 5° -  xossasini qo‘ llab boim aydi. Bunday hollarda avval ketma' 
ketlikning surat va maxraji n ga bo iinad i va keyin yaqinlashuvchi ketma 
ketlikning kerakli xossalari qo'llaniladi.

Demak,

7 -m iso l. Q uyidagi lim itlarini toping:

,  _ 5 + — lim 5 + —I Iim5 + lim- 5и + 3 „ "-*4 n n*—x, П _lim = lim- ,  -  - / , -
»-**7n 2 limj 7 — 1 lim7 -lim

n n

5+31im- 5 + 3 • — с . i  n <»-** yi OO

*-*“  И 00

Keyingi lim itlam i topishda avval ketma-ketlikning xossalarini 
qo ilashga olib keluvchi almashtirishlar bajaramiz, so'ngra xossalami 
qo'llaym iz:

V4n2 + 3 n -I -«  ..
+ ? _ 1 _ 1  linfJ4+ -—у - l )  _____  ■

n n2 n n- J  _ 74+ 0-0-1. ,
2) lim =lim-----------------=— ------ j — ---- -= ---- Г Т»-~ n_5 «-»  ̂ 5 ( S 1 1 u

l ira f l- -
"-“ V n

— у(л + 2): - 7(л + 2)(3-л) + У(3-")

л + 2 + З - л= lim-



щ ш

= 5 limЩГ+ 2У -  kj{n + 2X3 -  n) + ф  -  n f

j^2)(3--«) + \/(3 -  нУ ketm a-ketlik  cheksiz katta.

Shu sababli 2)(3 -  я) + ^j(J~n ?

kichik bo'ladi.

Bundan t

ketma-ketlik cheksiz

lim
*-+* 3\f(n + 2)2 -  \J(n + 2)(3-n) + V(3 - « )

-  =  0 .

Demak, lim kin+ 2 + V 3-n -  0.

J41. 2 + 6 + 18 + -  + 2-3”-1ЛЛ lirn.................. .... .... .......— — lim 1 — uni
~  4-3"'+5 — 4-3-3"+5 12• 3” +5

1-3" 
1 -3  _= lim 3” -1

. t o b L f - h ! ] . . ! . .
- “ 12 +A  U 2  + 0 J  12

I - 4
= lim- = lim- n _ 1 - 0  15) l i m - --------_ 1Ш,-----------------= 11111---------— _ _ .

3n!+2(n +1)! n!(3 + 2a + 2) *-** 2n + 5 «-** 2 + 5 2 + 0 2

6я+1
3и_2Лз/1-2

(2 П < ~ 2 ^ 0*sa*c’ и -^°° ^а / (« )-+ 0 0 .  Shu  sababli ichki qavs uchun 
ormulani va tashqi qavs uchun yaqin lashuvchi ketma-ketlikning

-xossasmi qo'Hab, topamiz:



Mustahkamlash uchun mashqlar

5.2.1. Ketma-ketlikning birinchi to'rtta hadi berilgan. Uning

n l l i l  . с 25 125 625
’ 2*5*8*11 ’ * 2 ’ 6 '1a

3)-1,1 -1,1,...; 4) 1,5,1,5,....

5.2.2. Chegaralangan ketma-ketliklami ko‘rsating;

1) X" = 2  +n2 ’ X" ~cosn7t + 2tgnji;

3) 4 ) x„ = V/r: +1 -n.
yin

5) x, = (-1)’ и; 6) x„ =ln(n + l)- ln n .

5.2.3. Ketma-ketliklardan qaysilari monoton va qaysilari qat’iy 
monoton?

1) x. = ” ; 2) x, = l,x, =- 2
3/i-2 '  ' x^,+l
3 " Л\ n3 )x „ = — ; 4) x„ = — .
n 5

5)x„=[V^} 6 )x „= ^ .

5.2.4. 1, - ,— ketma-ketl i k cheksiz kichik ekanini isbotlang.
7 17 2n - 1

5.2.5. 4” +1 ketma-ketlik -  ga teng limitga ega ekanligiw
14 29 50 3/i2 +2 3 6

ketma-ketlikning limiti ta’rifidan foydalanib isbotlang.

5.2.6. Ketma-ketlikning limitini toping:
П 5-Ц 2 O'! 3" +2-
1)jc- =5 7 ^ ;

3) x -  3n + ”3 • 4) x »Г2я1 + Зя^11 .
~ 2/r + 3/, + 7 ’ л 2 -  2/i +1 J
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(п + 2 У -(2 -„ ) :2п+1 ' 6)* ,=

Зп3 1~5п2 
Т)Хш~1 + Зп1 + 5п + 1 ’ 8) * .=

9) *. =гл/Я + -  -Jn~-2\

1 4 )* .=

3n2 +2

3 5 я
я + 2 2я + Г

V«2+ я -  -Уя2 -  я:

:*/•* - 4 я 2 - я ;

\ln‘ -1
. . . .  ,

я!+(л +1)! 1^  „ _ (2п + 1)!+(2я + 2)!
(я + 1)!-2я!’ " (2я + 3)!—(2/i -t- 2)! ’

17) jc.  = 2r i t 4 -  7 +... + 2я -  (2я + 3). 1 у _ 1 + 2-f 3 + ...+я
" + 5 * я : -  2я + 1 ’

19) х . = - L + _ L + . . .+ . 1-- * * П -7 1-) ,1-7 713 (6я-5)(6я + 1)

20) х =---- +-----+ ... +------------- ;
2-4 4-6 2я(2я + 2)

2 » > . 4 ^ -  2 2 ) ,  =^  + 5_. 7 " л 1* . 13" +1 2 ■ 3" +1

23)*. * A  + A  + ... + i± 2 \  2 4 ) х  _ 1 + 3 + 9 + ... + 3—
4 16 64 4" ’ 2 • З”'2 + 5

25) jc. =i cosn: об)  х -  1 sin я3 i 2” •
" 6я + Г Zb)x'~ nsmn 1 ’

2 7 ) , .=f i_ iY

. . .  ( V - l Y - 1
U * - i J  > 30)*

U 2+1,
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5.3. FUNKSIYANING LIMITI

Funksiyaning limiti. Limitlar haqidagi teoremalar 
Ajoyib lim itlar

5.3.1. Ц Agar Vf > 0 son uchun shunday <5 = 5(e) > о son tonii 
xning j x -  jc0 f< <5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha ’

“  л  ^  A ,  X  *  x
qiymatlarida \f(x)-A\<e tengsizlik bajarilsa, A soniga f ( x) funksiyani ’ 
Xa nuqtadagi yoki x -> xu dagi limiti deyiladi va lim f ( x) = a

yoziladi.
Bu ta’r if funksiya limitining Koshi ta’rifi deb vuritiladi.

1 - misol. lin i(5x-6) = 4 ekanini ta’r i f  orqali isbotlang.

®  Ve > 0 son olamiz. S = 5(e) > 0 sonini shunday tanlaymizki 
| jc — 2 1< <5da | / (x)-  4 1< £ bo‘ lsin.

U holda | /(x) -  4 1=| (5x -  6) -  4 1=|5x -1 0 1=) 5(x -  2) |= 51 x -  21< e bo'ladi.

Bundan |x- 2 1<j. Agar 5(e) = ̂  deb olsak, |x—2 1<«5da |/(x)-4|<«

bo iad i.
Demak,

lim(5x -  2) = 4. О
x-»2

И Agar Ve > 0 son uchun shunday <5 = 8(e) >0 son topilsaki, x ning 
x0 <x < x0 + <5 (x0 - 8  < x < x0)tengsizlikni qanoatlantiruvchi bard*
xeR,  x *  x0 qiymatlarida \f(x)~A\<e tengsizlik bajarilsa, A soniga /(*) 

funksiyaning x0 nuqtadagi o'ng (chap) limiti deyiladi va ton/W *  

yoki f( x  + 0) = A (Umo/(x) = Л yoki / (x - 0 )  = A) kabi belgilanadi.

<3E> f(x )  funksiyaning x0nuqtadagi o ‘ng va chap 
tomonlama limitlar deyiladi. Agar /(x) funksiyaning x„ n u q t a d a g i  0 
chap limitlari mavjud va ular o ‘zaro teng, ya ’ni /(x0 + 0) =/(-v« . 
bo‘ lsa, /(x) funksiyaning x0 nuqtadagi limiti mavjud va Jin» Щ

boiad i.



V £ > 0 son uchun shunday «5 = <5(e)>0 son topilsaki , x ning
S  A S tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha xeR, x * x 0 qiymatlarida 

x>5(x<'  t e n g s i z l i k  bajarilsa, A soniga / (x) funksiyaning 
! f(%)' A, ^ -юо)dagi limiti deyiladi va lim f(x) = A ( lim / (x ) -  A) kabi

- v*1X

b e lg ilan ad i.

5 J  2. Limitlar haqidagi teoremalar. . . . . . . .  v  ,
i teorema Ikkita funksiya algebraik y ig  indismmg lim it! bu 

finuivalar limitlarining algebraik y ig ln d is ig a  teng, y a ’ni 
'UI lim(/(x) ± g(x)) = lim f(x) ± lim g(x).г л:<| 0

2-teorema. Ikkita funksiya ko‘paytmasining limiti bu funksiyalar
limitlarining ko‘paytmasiga teng, y a ’ni

lim(/(x) ■ g(x)) = lim f(x)  limg(x).
x-*lg X-*X0

1-natija. Funksiya jc  ->• x„da yagona limitga ega bo iad i.

2-natija. limC = С , C - o ‘zgarmas funksiya.

3-natija. lim(k • / (*))-k -  lim f(x) , к e R.

4-natija. lim(/(x))‘ = (lim/(x))\ lim \jf(x) = */lim f(x), к = 1,2,3,.-
Л-M, \ л - * х 0

3-teorema. Ikki funksiya bo‘ linmasining limiti bu flinksiyalar 
limitlarining nisbatiga teng, y a ’ni

fir\ lim
lim ;Т Т  = 'Р ~ 7 Т  ’ limg(*> *0 -g(x) lim g(x)

rema* Agar x0 nuqtaning biror atrofidagi barcha x lar uchun
-  4>(x) < g(x) tengsizlik bajarilsa va lim f ix )  -  lim g(x) = A bo‘ lsa,

" Wa d i  -  -~*xo

А§аГ X“ nu4taning biror atrofidagi barcha x lar uchun
bo'isa i t, jengs'z^  bajarilsa va f (x), g(x) funksiyalar x -»  x0da limitga 

• “ holda lim / W s ,im g W  Ьо.ы .
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6-teorema. lim g(x)= 0 , lim /(x) = C * 0  bo isin . U holda-
x—»x0 Х-*Хц

1) agar |x-x„|<<5 (<5 > 0 ) tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha

uchun ^ ^ > 0 b o is a ,  l i m ^ ^  = +oo bo iad i; 
g(x) x-*x„ g(x)

2) agar | x -x j< £  (<5>0) tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha

uchun ^ -^ < 0  b o isa , lim ^ ^  = -oo bo iad i. 
g(x) x-*x0 g(x)

5.3.3. Birinchi ajoyib limit

.. srnx lim ----- = 1.

Ikkinchi ajoyib limit

lim
H I "

Ajoyib lim itlar va lim itlar haqidagi teoremalar asosida quyidagi 
formulalar hosil qilingan:

, .. sin Ax .. tgkx shkx thkx , ,1. lim------ = lim—— = lim------= lim----- = 1, keR.
kx *-*• kx kx kx

,  (1 + kx)m — 1 . n.2. lim i------ ------ -- m (m> 0).,-*> far

3. l in J s o + M .i .
*-*° kx

kx _|

4 . lim------- = lna(e> 0).
kx

5. lim ^— U l .x-M fa
6. limx“ Inx = lim x~° Inx = lim x°e~' = 0 (a > 0).r_bO V '

7. lim fl + —1 =e.‘ 
'-“ i  x)

к
8. lim(l + x)' =e.‘



J j r  = e, bu yerda x -> ® da /(x) -> °o.
9. b®[1+7 w J

, (, + /(*))7S = ̂  bu Уегс1а x 1° da / W  ^  ° •

—  О
2x -1 . 2) lim—------ --------- .  '  -- - 5

10. « й

2-misol. Limitlami toping: 

1) tyliS+Sx + l '

■jx-i - 2
3 ) ! 5 ' 7 T ‘ ’

5)

x3+ 2x-15

л/х- 3̂_ 2 . 4) lim^* 1
I---- —̂ » *->' 5

Й - Й 7) ‘ > 5 ^ - *
■>x arcsmx.

'-*0 sin 5jc л

9) | J 2i i 5] H’ ; 10) lim—— .
V,^ 2 x  + 4 j ’ l ~ 4 g 3 x

®  1) Limitlar haqidagi teoremalardan foydalanib, topamiz:

2r! - i  lim(2x2- l )  lim2x: - lim l
lim—p — L _  = _ ^ ± ;-------- _  = ----- i=a-------------------=
•—14x + 5x + 2 lim(4x2 + 5x + 2) lim 4x~ + lim 5x + lim 2

x-*-l x—►—1 x-f-1 x-+-l

_ 21imx2- l  2(Umx)2 - l  2( - l )2 - 1
41imx3+51imx + 2 4(lim x)2 + 5 lim x + 2 4 ( - l )2 + 5(-l) + 2

2) Bu limit uchun ikki funksiya bo'linmasining limiti haqidagi 
remani q° ilab  bo‘ lmaydi, chunki x->3 da kasming maxraji nolga teng

• Bundan tashqari suratning limiti nolga teng. Sunday hollarda ^

kasm inp^ ' an^m aslik berilgan deyiladi. Bu aniqmaslikni ochish uchun 
* - 3* tuSUFat' va maxrajin i ko‘paytuvchilarga ajratamiz va kasmi 

3*°(x-> 35 lekin x * 3 )g ab o ‘lib, topamiz:

iim(£z3X£±3)=limx± 3 = 6 = 3 
'"*J (x -  3)(x + 5) *~>3 x + 5 8 4
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3) JC—>7 da ~ ko‘rinishdagi aniqmaslik berilgan. Kasrning surat 

maxrajini Vx - 3  + 2 ko‘paytirib, topamiz:

lim = Jim------___________
(x - 7XVx-3 + 2) (x -  7)(Vx-3 + 2) ~

= lim--------Xj-~—----- = lim-T==L-----= -==L—  = i
^ (x -7 ){ - J^ 3 + 2 )  *"*7 V x-3  + 2 V? -  3 + 2 4'

4) = x almashtirish bajaramiz. Bunda x - » 1 da t - » 1. U holda

л/х-1 .. f3-1 ( / - l) ( r+ f  + l) .. Г+ г + 1 3hm—==—  = hm -----= hm------ ----------- -  = lim— -----i = ±
■-*'V x - 1 M,/i - 1 (t - 1)(/ +1) '-*1 < + 1 2

5) x —̂ 3 da o o -»  ko‘rinishdagi aniqmaslik kelib chiqadi. U holda
lh n f - i— Д _ 1  = Цт "2+3̂ 18
'-*5\ x - 3  x 27 J ' - 3 x3 -2 7

.. (x -3 )(x  + 6) .. x + 6 1
= hm— -̂---- r ------—  = hm—— —— = -•

'-»5 (x -  3)(x + 3x + 9) м3 x ' + Зх + 9 3

6) x->+ao da oo-oo ko‘rinishdagi aniqmaslik berilgan. Kasrning surat 
va maxrajini л/x3 +9 + x ko‘paytirib, topamiz:

.. (л/х2 + 9-x)(Vx2+9 + x) x2 +9-x2
lim ----------- =====— — ------= lim , . :■=■—  =

Vxz +9 + x ”“*+*л/х'+9+x
9 i

- T T ^ - T f T o T i
, V 00

7) x->0 da ^ ko‘rinishdagi aniqmaslik berilgan. A lm ashteril^

- l im  , * .......»  — = J U - a
X -+ + *  |  Q

J1 + -  + 1 
x

bajaramiz:
3

. 3x .. s 3 1
lim-------= lim . ■ -■■■ = - ------ ^ r r r -'-M sin 5x sm5x 5 limsm5x

5x 5x

Yuqorida keltirilgan 1 -formulaga ко ‘ ra lim = 1 •



nem ak, Зх 3 1 3
lim -r-r- = 7  T_ 7 -sm5x 5 1 Э

g) _>o da -  ko'rinishdagi aniqmaslik berilgan. / = arcsin.v 

aunashrirish bajaramiz. Bunda , - O d .  »-И>. U holda

l i - H S i i . l i m  — = » U l .
*S? JC '-“Sin/ sin/ limstn/ 1

/ '-0 /
9) jc_>oo da Г  ko‘rinishdagi aniqmaslik berilgan. 

Kasming butun qismini ajratib, almashtirishlar bajaramiz:

1
1 +

2jc + 4

1-4*
1-4* {/ t \2х+4'\2л-»4

i + _ L _
2x + 4

x —> & d a  2jc + 4 ->  oo bo‘lgani sababli yuqorida keltirilgan 9-fomiulaga 
ko'ra / J \ 2J+4

lim) 1 + — —  | = e.
*-*V 2x + 4  j

U holda

‘ - 4
~—~  = lim  ——— = ^ = -2  ekanidan limf-2^ - 5 ] =e'2=—. 
2x  + 4  « -  4 2 + 0 * A 2 x  + 4) e~2 +

ДГ
0

10) da -  ko‘rinishdagi aniqmaslik berilgan. Almashtirishlar
bajaramiz:

e2x -1
pi* __ 1 ~ Z-Л л, Illll---------

l im - -----!. = 1ш1_ 2г ____ 2 . ” Q 2x
<g3x '-о /g3x ^  3 tg3x

Кз8Щ* Зх х-йз 3x
Uforminl'n8 s“rat'8a yuqorida keltirilgan 5-form ulani va maxrajiga 
U holda 4° laymiz'

l im £ lz i  = 2 . l  = 2 0
'-40 tg3x 3 1 3
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Mustahkamlash uchun mashqlar

5.3.1. Funksiyaning limiti ta’rifi yordamida isbotlang:

1) lim (2x-3) = l;*-»2 2) 1та(1-3дс) = 4;

3)limx2 =1; 4),йШ =  2.

5.3.2. f(x) funksiyaning x = xa nuqtalardagi chap va o‘ng limftlari i 
toping:

5.3.3. / (x) =* signx funksiyaning x0 =0 nuqtada limitga ega emasligini 
ko‘rsating.

5.3.4. /(x) = x - [x ]  funksiyaning x0 =2nuqtada limitga ega emasligini 
ko‘rsating.

5.3.5. Limitlami toping:

1) /(*)=[•*], * 3; 2) /{x) = 2 ', x0 =0;

x agarx <2 bo'lsa, 
x2 - 4  agar x > 2 bo'lsa, x0 = 2;

1) lim(2x! + 3 x -l) ;

litTlT——— 7- --
x - 2  x - 5x  + 6;}



4х^ЗХ + 2;
13) ¥5 х' -  Зх4

х1 +2х .
1 5 )  | ® ! 7 Г ^ Г з ’

17) _limx(V57r r T - 2 x ) ’ 

19) й б ^ Г 1)
#2х.

2D S T ’

23) " * l^x :

l-co s3x
uu) i « ’*-* xsm2x 

sin 3x
« в , r_

25) to

27) lim
Vx + 2 -  V2

29) limf^----c/gx );
'-^Vsmx 7

31) lim(x -\)ctg7D:\
x -* \

3 3 ) lm ,= ( f ±1).-*-1 v-2X +Х
3x-;

35) l i m f 1 
" 4 2x  + l

37) i J* L z lV .
x  + 3  J  ’

39) lim fllf l .  
x - 2  ’

41) l'm(| 4-sinjcj , .

43) lim(3_2^)Sfci.

« ) Ц т - ^ £ ! ^  
4 ^ 7 ^ - 2sinx ;

14) lim
3x? -  4 

x3 + 3 x - x 3 ’ 
x5 -  2x :

16) lim
2x + x - 4

18) lim(л/хг - 4  + x);

20) lim( x3
5x +1 5x + 2

x -  sm x
)

22) lim'-*0 x + sin x

24) lim ™ 3*

26) lim
/  . . u t

sin2x 

. ф г-sm x

28) lim V2-VT + cosx

130) lim tgx -
cosx

32) limf ̂  -  x j/g^ ;

34) lim « g -f e = - 2 ) ; 
x — 2x

36) liml
” 'V3x + 2 j

38) lim 2x + 3 
x + 2

ln x -1  40) Lim-------- ;
x~~ x - e

42) lim(cos2x)'"’®!';
x->0

2x-3

44) lim(3 -  x) J‘”.
x-*2

46) lim
*-*» arcsin x + 3x

48) lim(4x + l)(ln(3x + 2 ) - ln (3 x - l) ) .
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5.4. CHEKSIZ KICHIK FUNKSIYALAR

Cheksiz kichik funksiyalar. Cheksiz kichik funksiyalarni
Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar ' ta(|t,0s,s>sh.

5.4.1. m Agar Um/W = 0 b o isa , /(*) funksiyaga x„ nuqtada ш  
x -> x0 da cheksiz kichik funksiya deyiladi.

Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalaming algebraik vj «• 
va ko'paytmasi cheksiz kichik funksiya bo iad i. Shuningdek, chek^8^ ^ '  
funksiyaning chegaralangan funksiyaga va chekli songa ko'paytmasi^h't^ 
kichik funksiya bo‘ ladi. K

&  Agar ton/(x) = A bo‘ lsa, a(x) = f(x )-A  funksiya xo „uqtada 
cheksiz kichik bo iad i.

@ Agar Vf:>0 son uchun shunday 8 = 5(e) > 0 son topilsaki, xning 
|x-x„|<<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha xeR, x * x 0 qiymatlarida 

\f(x)\ > с tengsizlik bajarilsa, fix )  funksiyaga x„ nuqtada yoki *-+xt da 
cheksiz katta funksiya deyiladi.

Bu holda lim/(X) = oo deb yoziladi va fix)  funksiya x-»x„ daK~*xe
cheksizlikka intiladi yoki x = x0 nuqtada cheksiz limitga ega boiadi deyiladi.

Agar f{x) cheksiz katta funksiya bo isa , u holda —— cheksiz
J v̂ J

kichik funksiya bo iad i va aksincha, agar fix) cheksiz kichik funksiya

b o isa , u holda — cheksiz katta funksiva bo iad i. 
f(x)

1 - misol. У(x) = (дг — 3)2 cos ^—~з J и̂п^5’Уа x-^lda  c*ie*cs’Z

boiish in i ko‘rsating.
®  lim(x -  3) = 0 ekanidan a(x) = (x -  3)2 funksiya cheksiz kichi .

/?(x) = cos funksiya chegaralangan, chunki cos

/(x) funksiya cheksiz kichik a(x) funksiyaning cbegara*â ^ JJ1j(Siya 
funksiyaga ko‘paytmasidan iborat. Shu sababli u cheksiz 1C 
bo iad i. О
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H Cheksiz kichik funksiyaiar bir-biri bilan nisbati yordamida 
5.4.2-

,aqq°slanad)- f^nksiyaar * -> da cheksiz kichik funksiyaiar bo isin . 
а(дс) va .

. ,  = A ^ 0 ( A -  chekli son) bo‘ lsa, a (* ) va P(x)
1. Agar p{x)
iyalarga bir xil tartibli cheksiz kichik funksiyaiar deyiladi.

л or lim— - = 0 bo‘lsa, a(x) funksiya (Mx) funksiyaga nisbatan2. Agar uu р ф
on tartibli cheksiz kichik funksiya deyiladi va a  = o(P) deb yoziladi.

i  Agar lim—^  = 00 b o isa , a(x) funksiya p(x) funksiyaga nisbatan 
ё *-«• P(x) 

quyi tartibli cheksiz kichik funksiya deyiladi.

4 Agar l im ^ ^  mavjud bo‘ lmasa, a(x) va p(x) funksiyalarga 
P(x)

taqqoslanmaydigan cheksiz kichik funksiyaiar deyiladi.

5.4.3. g  Agar l im ^ ^  = l b o isa , u holda da a(x) va P(x)
P(x)

ekvivalent cheksiz kichik funksiyaiar deyiladi va a(x) ~ P(x) kabi 
belgilanadi.

Г. Agar ikkita cheksiz kichik funksiya nisbatida cheksiz kichik 
funksiyalaming har ikkalasini yoki ulardan bittasini ekvivalent cheksiz 
kichik funksiya bilan almashtirilsa, bu nisbatning limiti o‘zgarmaydi.

 ̂ 2. Chekli sondagi har xil tartibli cheksiz kichik funksiyalaming 
yig mdisi quyi tartibli qo‘shiluvchiga ekvivalent bo iad i. 
kich'lr kichik funksiyalaming yig 'ind isiga ekvivalent boMgan cheksiz 

H^siyaga bu yig'indining bosh qismi deyiladi. Cheksiz kichik 
'artib^h T 'ng ’nd's'n‘ un>ng bosh qismi bilan almashtirishyn4qori 

° e 12 kichikJunksiyalami tashlab yuborish deb yuritiladi.

2-misol, h™ + +3лг* .. . .
■*-*o • limitni toping.<Sb sinx r  &

^babli x->oda +3x' funksiyaning bosh qismi 2x dan iborat. Shu
^Riak a 2r + 5jr va 1-ajoyib lim itga ko 'ra sin.r~x.

iim 2* + 5x2 + 3jt4 .. 2x .. .—------- = lim— = hm2=2. Оsinjc *-*® x *->o
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-  ko‘rinishdagi aniqmasliklami ochishda ekvivalent cheW •
0 e Mz kichjt

funksiyalarni almashtirish qoidasidan va cheksiz kichik funksi 
xossalaridan foydalaniladi. Bunda ko‘pincha quyidagi e k v iv ' l * * * !  
qoMlaniladi: a ent*lklar

x - » 0  da sinkx~kx, tgkx~kx, arcsin&x-fac, arctgkx~kx, 

1 - c o s еь —I~kx, а к'-1~Ах1па, 

ln(l + kx)~kx, loga(l + 4x)~for-logae, (1 +kx)"-\~mkx.

3 -m iso l. Limitlami toping:

1) l i m ^ i ;  2) lim-lg(1 + Jf2)7 •* * '  r_»n ,Ш 1 1  9 / 1 1 1 1 1  -------------- -——---

л"*° tgx  ” • xarcsin3x

з ) в » г г э Л ;  4)
'-*0 sm 2x «-»• In | cosx|

5 ) lim— j - — ------; 6) limxfc1'* - l ) .
sm3x -  arctgix *-**

®  1) x  0 da 2 ' - 1  ~ x ln 2 va t g x -  x ekvivalentlikdan foydalanamiz:

l im ^ - ^  = lim — = ln2.
tgx  r~*° X

2) x - » 0  da lg(l + x2)~ x2lge, arcsin3x~3x ekanidan

U m M l i l . f c i i t e . S f ,  ‘
*-*• *arcsm3je x-*° x'3x 3 31nl0

3) x 0 da a r c t g j x  ~ V x, sin 2x -  2x . U holda
x a r ctgy fx  xVx 1 V:lim . ----= lim------— = —f= —
sin 2x (2x) 2V2 4

.. .. Vl + x sin x-1  Vl + xsinx -1
4) lun - , , • = lunIn|cosx| '- ln | l  + (c0S^ _ 1)(-

0 da ln|l + (cosx-l)|~ cosx-l, chunki x -* 0  da cosjr-1-*®-



Ju js to ^ l± = (sin x ~x)= lim—— ------ — = (1 + х: )': - 1-  -
« • t o l l  + tcosx-D I I 2

и holda JT+”?  _ t ,

1 *= -hm —------ г2 cosx-1
1 -  cosx

2 >
X2>| 1 2x2= —  lim—— = -1. 2 *** x7

Ъ* - 2 и .. (32‘ - l ) - ( 2 3* -1)
5) sin 3x -^arctg2x — sin 3x -  arc/g2x

2xln3- 3xln2 2 In3 - 3 In2 , 9
= lim---- ----- -------= --------:-------= ln3x-2x  1 8

6) -= t belgilash kiritamiz. Bunda x-><* da /->0.
X

U holda
Iimx(3'" - 1)= lim - • (3' - 1)= lim - • t In 3 = In3. О
X—*ac V '  1-*0 f  7 t -+  0 f

M ustahkam lash uchun m ashqlar

5.4.1. Quyidagilami isbotlang:
1)x->0 da a(x)=tg2x va /3(x) = 3x + x1 funksiyalar bir xil tartibli;

2 )x -» l da a (x )= f__  va p(x) = yfx-\ funksiyalarekvivalent;

3)jr-»+<x> da a(x) = —i  2 va p(x) = —-=*—  funksiyalar uchun a =o(/3);
1 + x x-Jx + 2

~*0 da a(x) = arcsin2x + x2 va /?(x) = l-c o sx  funksiyalar uchun 
P= o{ a ) .

^soblang; ^ 'т '1*агп' ekvivalent cheksiz kichik funksiyalardan foydalanib 

0  lim Л 2*
lnd + 3x); 2) lim— iz f E if — ;

3) lim - ” ° x +2x*+3x*
’ *s®*--3in4x; 4) lim -3- -1  ;

'-*0 arcsin2x



g'F -1 
'-° ln(l + arcsin2x) ’ 

sin 3x

13) lim
t -* 0

15) lim 3tg4x

,7 ) l i m ^ ^ ;
'-*0 x + 3x

19) lim — -  COs2x; 
xsin*

21) Umx (e'": -1 ) ;

23) lim (e21 -\)-tglx
ln(l -  Здг )(1 -  cos 2x) ’

32* -  5'14) lim-
arcsin 2 x - x 3’

16) limi2(2 + cos£). 
*-* sin x(e,p - 1) ’

18) l i m ^ i ^ x ) -
r - H k  л ___ _ *  *tgx -  sm x

20) lim
jccos*

22) lim jr-(2 '"-3 '")

24)
. - Л  j r ( ^ ' - l )

5 .5 . F U N K SIY A N IN G  U Z L U K SIZ L IG I

Funksiyaning nuqtadagi uzluksizligi. Uzluksiz funksiyaiar 
haqidagi teoremaiar. Funksiyaning uzilish nuqtalan. 

Kesmada uzluksiz funksiyaning xossalari

5.5.1./(x) funksiya x0 nuqtada va uning biror atrofida 
bo‘lsin. bu limit

81 Agar f(x) funksiya *„ nuqtada chekli limitga ega bo ^  
funksiyaning shu nuqtadagi qiymatiga teng, y a ’ni lim =
u holda f(x ) funksiy’a *0 nuqtada uzluksiz deyiladi.



a -n  b o isa  u holda f(x) funksiya xn nuqtada uzluksiz 
деаг И -  . . . .

Bunda Ax = x - x 0 argumentning nuqtadagi orttirmasi,
dcyiUdi-  ̂ funksiyaning *0 nuqtadagi orttirmasi.
Ay = f tx) v argumentning *„ nuqtadagi cheksiz kichik orttirmasiga 

H jJ V * . jn„ bu nuqtadagi cheksiz kichik orttirmasi mos kclsa,

»• "z'" feiz b 0 ' l a d i '

1- misol. y=cos.r funksiyani uzluksizlikka tekshiring. 
e  ,  = cosx funksiya лее Я da aniqlangan.
Vxe/г nuqtani olamiz va bu nuqtada A.vni topamiz:

. A 4 t  ■ (  • A *Ду = cos(x + Ax) -  cosx = -2sm\x + —- • sm2 J  2

vaUholda limДу = Um^-2sin^x + y j • s in -y j = 0 , chunki chegaralangan

cheksiz kichik funksiyalaming ko'paytmasi cheksiz kichik funksiya bo iad i. 
Ta’rifga ko'ra у = cosx funksiya x e Rnuqtada uzluksiz. О

9  Agar lim / ( j c )  =  / ( jc0 )  [  lim /(x) = /(x(1) j  b o isa , u holda f(x) funksiya

f; nuqtada о 'ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.
®  f(x) fimksiya jc„ nuqtada ham chapdan va ham o'ngdan uzluksiz 

bo Isa, u shu nuqtada uzluksiz bo iad i.

1.5.2. Uzluksiz funksiyalar haqida asosiy teoremalar.
1-teorema. f ( x) va g(x) funksiyalar x0 nuqtada uzluksiz boisin .

holda f(x)±g(x),f(x) g(x), (g(x„)* 0) funksiyalar x0 nuqtada 

“zluksiz bo'ladi.

* /(x)jt^o' ^ аГ funksiya x„ nuqtada uzluksiz b o isa , u holda 
2~teoreni x" nu4tada uzluksiz bo iad i.

^basidagi h J u  Asos'y  elementar funksiyalar o 'zlarining aniqlanish 
_nUqtalarda UZluk8iz bo‘ ladi-

2. n u q t a d  ~~ x° nu4tada uzluksiz va v = f(z) funksiya
r' nu4tada U7b l,3 UZ*U*<S*Z k ° is in . U holda у = f(q>(x)) murakkab funksiya 

Uks>z boiadi.



* <sg Agar /(x) funksiya x„ nuqtada uzluksiz bo‘ Isa, lim/(x) = /(x„)
X-* X q

tenglikni /|limxj = /(x0)kabi yozish mumkin, ya ’ni uzluksiz f(x)

funksiyada x argument o‘m iga uning x„nuqtadagi limit qiymatini qo‘yish 
mumkin.

2 -m iso l. lim lo8^ 1 + (a > 0 ,a * l)  limimi toping.

<§> = lim -  • log, (1 + x) = lim log„(l + x)'.
•V“*o x  X x~*°

Logarifmik funksiya uzluksiz. U holda

limlogo(l + x)' = log lim(l + x)'

Bundan lim(l + x )‘ = e ekanini inobatga olib, topamiz:
x-»0

t o i s t a i i a . t o g . , .  о
,-*> д.

5.5.3. IS Agar /(x) funksiya x„ nuqtada uzluksiz bo im asa, u holda x0 
nuqtaga /(x) funksiyaning uzulish nuqtasi deyiladi.

IS Agar /(x) funksiya x0 nuqtada chekli birtomonlma lim /(x) = A, va

lim f(x) = A2 lim itlarga ega b o isa , u holda x„ nuqtaga /(x) funksiyaning
.т-ыг, +0

birinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi. Bunda:
a) A, = A, b o isa , x0 bartaraf qilinadigan uzilish nuqtasi deb ataladi;
b) A, * A, b o isa , x0 sakrash nuqtasi va /j = \A2 -  a, | kattalik funksiyaning 

sakrashi deb ataladi
Ш Agar x0 nuqtada /(x) funksiyaning bir tomonlama limitlaridan 

kamida bittasi mavjud bo im asa yoki cheksizlikka teng b o isa , u holda 
x0 nuqtaga /(x) funksiyaning ikkinchi tur uzilishi nuqtasi deyiladi.

3 -m iso l. Funksiyalami uzluksizlikka tekshiring:

1) f(x) = arctg
x

2) /(x) = 2v; 3 )/ (x )  =

-1 agar x< -2 bo'Isa, 
x + 1 agar - 2 < x < 0  bo'lsa,
cosx agar x >0 bo'lsa-
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/ (-0) = lim arctg— — —~ = A,, / (+0) = lim arctg — = — = Л,. 

Demak, дг = 0 sakrash nuqtasi va bu nuqtada funksiya birinchi tur 

uzilishga ega. Funksiyaning sakrashi ц = \A, -  A\

<g> 1) Funksiya jc = 0  nuqtada aniqlanmagan:

я  l я  
2~ {~ 2

= я.

2) Funksiya x = 0 nuqtada aniqlanmagan:

/(-0) = lim V = 0, /(+0) = lim V  = oo.
x-t-0 дг—»+0

Demak, funksiya x = 0 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega.

3 ) y  = - l ,  y - x  +1, v = cosx funksiyaiar butun sonlar o'qida uzluksiz.
Shu sababli berilgan funksiya analitik ifodasini o ‘zgartiradigan x ,= -2  va 
x, =0 nuqtalarda uzilishga ega b o iish i mumkin.

jc, = -2  nuqtada: / (-2  - 0 )  = lim (-1) = -1 , / (-2  + 0) = lim (x + l) = - l .I-*-2-0 X-+-2+0
Bundan / (-2  -  0) = / (-2  + 0). Funksiya x, = -2  nuqtada aniqlanmagan.

Demak, x, « -2  bartaraf qilinadigan uzilish nuqtasi va bu nuqtada 
funksiya birinchi tur uzilishga ega.

x, =0 nuqtada: /(-0)=  lim(x + l) = l, /(+0) = lim cosx = 1 , /(0) = 0 +1  ̂1.
r —*—О t-»-+0

Bundan / ( -0 )=/(+0)= Д 0 ) .
Demak, jc2 = 0 nuqtada funksiya uzluksiz. О

4 -m isol. / ( г ) = _ _ ! — _ bu yerda г  = q>(x) = —i ~  bo isa , f ( x )  = f{<p(x)) 
z - z -  6 x - 2

murakkab funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

®  z=<p(x) = ——  funksiya jc =2 nuqtada uzilishga ega. /(z) = —— -----
| x - 2  z - - z - 6

nksiya z2 - z - 6  = 0 tenglamani qanoatlantiruvchi z, = -2  va z2= 3
Nuqtalarda uzilishga ega.

zi =-2  da —2 = —-— . Bundan jc. = - .
jc, - 2  2

7 
3 '

22 -3 d a  3=—— . Bundan jc , =  7



3 7* .  Demak, murakkab funksiya x„ = 2, x, = - ,  x2 = -  nuqtalarda uzilishga
* 2 3
ega bo'ladi. Bu uzilish nuqtalaming turlarini aniqlaymiz.

jc0=2 nuqtada: lim f(x) = lim / (z ) = 0, lim / (x) = lim / (z) = 0.
*->2-0 г-»—ж x-*2+0 z-++cc

Bundan /(2 -  0) = /(2 + 0). Funksiya дг0 = 2 nuqtada aniqlanmagan.
Demak, jc0 =2 bartaraf qilinadigan uzilish nuqtasi va bu nuqtada 

murakkab funksiya birinchi tur uzilishga ega.

x  =— nuqtada: lim f(x)=  lim /(z) = -kx>, lim fix )  = lim /(z)-oo.
2 2

7
x2= j  nuqtada: lim / (* ) = lim /(z) = -̂ x>, lim / (* ) = lim / (z) = +oc.

3 7Demak, дг, = -  va = -  nuqtalarda murakkab funksiya ikkinchi tur 

uzilishga ega.

5.5.4. Agar f(x) funksiya (a;b) intervalning har bir nuqtasida uzluksiz 
bo'lsa, u holda fix )  funksiyaga (a;b) intervalda uzluksiz deyiladi.

Agar /(x) funksiya (a;b) intervalda uzluksiz bo‘ lib, a nuqtada o'ngdan 
uzluksiz va b nuqtada chapdan uzluksiz bo'lsa, f(x) funksiyaga [a\b] 
kesmada uzluksiz deyiladi.

Kesmada uzluksiz funksiyalaming xossalarini ifodalovchi teoremalar. 
Bolsano-Koshining birinchi teoremasi. fix)  funksiya [a\b] kesmada 

uzluksiz va kesmaning chetki nuqtalarida turli ishorali qiymatlar qabul qilsin. 
U holda shunday с e {a;b) nuqta topiladiki, bu nuqtada /(c) = 0 bo'ladi.

Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi. /(дг) funksiya [a;b] kesmada 
uzluksiz va f(a) = A, f(b) = B, A<C<B  bo'lsin. U holda shunday ce[a;b] 
nuqta topiladiki, f(c) = C bo'ladi.

Veyershtrassning birinchi teoremasi. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada 
uzluksiz bo'lsa, u holda u bu kesmada chegaralangan bo'ladi.

Veyershtrassning ikkinchi teoremasi. Agar f(x) funksiya [a\b] kesmada 
uzluksiz bo'lsa, u holda u shu kesmada o'zining eng kichik va eng katta 
qiymatlariga erishadi.
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Mustahkamlash uchun m ashqlar

5.5.1. Funksiyaning uzluksizligi ta ’rifidan foydalanib berilgan 
funksiyalam ing Vxu e R da uzluksiz ekanini isbotlang:

1) f(x) = 3x2 - 1 ;  2) f(x ) = x3 + 7 x -6 .

5.5.2. Uzluksiz funksiyalaming xossalaridan foydalanib berilgan 
funksiyalam ing (-oo;+oo) intervalda uzluksiz ekanini isbotlang:

1) f(x)  = cos3jc - e2’~'; 2 )  f(x )  = УТ^З + sin2* +
x +2

5.5.3. Berilgan fiinksiyalam i uzluksizlikka tekshiring va grafigini 
chizing:

5.5.4. a ning qanday iymatlarida berilgan funksiyaiar uzluksiz b o iad i?

2) /(*) = * ’ J;

5) /(*) = 2 '!-'; 6) /(дс)=г т | ^ ;
1 agarx<- 3 bo'lsa. x2 agarx<3 bo'lsa, 

8) /(*) =' 4 agar2< x<5 bo'lsa, 
-x + l agar x> 5 bo'lsa;

l)f(x) = - ^9-x2 agar -3< x< 3 bo'lsa,
x -  3 agarx > 3 bo'lsa;

10) /w = J ! “£l- .
(x -l)s in x

5.5.5. f  (x) funksiyaning x(l nuqtadagi uzilish turini aniqlang:
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5.5.6. Murakkab funksiyani uzluksizlikka tekshiring:
x + 2 agarx<  0 bo'Isa, 
x -2  a ga rx >0 bo'Isa;

1
5.5.7. / (x )=

tekshiring:
1) M ]= [-4 ;i] ;

(x + 3K x-4)

2 )  / (z )  = 2z2-3 ,  z = fgx. 

funksiyani [a;6] kesraada uzluksizlikka

2) [а;Ь]=[-2;3].

5.5.8. /(x) funksiyani [0;2],[-3;l],[4;5] kesmalarda uzluksizlikka 
tekshiring:

2) /(*)*= In
x — 4

1)/ ( x ) = - r— — . 
x + 2x -  3 x + 5

5.5.9. Tenglamalar berilgan kesmada kamida bitta ildizga ega boMishini 
ko‘rsating:
1) x3- 5 x 2+3x + 2 = 0, f-l;l] ; 2) s in x -x  + l = 0, [1;2],

5-NAZORA TISHI

1. Funksiyaning x0 nuqtadagi chap va o‘ng lim itlarini toping.
2. Limitni toping.

1. f(x ) = arctg------, x0= l.
1 - x

1- / (* ) =—Ц - , X„ = 0. 
2 + ex

1. /(x) = — x0 = 0. 
1 + 3*4

1-variant

2-variant

3-variant

2. lim
*** x3 + sin 2x

2.
x—»0 *«>''■ Л  V*tgx -  4x

2 .
ln(l + 3x)

22<*



4-variant

л/ l  — C O S *  n

1. /<x)= — I T ” ’ *0=0-
2. lim 2:x- 3 ’

Здг + tg 4x

1. f(x) = y*\ *„=0.

5-variant

6-variant

2. t o M l i i l .
*-*• x' + sin3x

2. lim 2>x -3
*-* sin3x + sin2x

7-variant
-  2?gx-sinx 2. lim——z----- -— .-̂►o 35*—з3*

1. /(*) = Ц “ 7 ’ * .» ! •X -1

1- f(x) = — — T, x,=2. 
(x -2 )

1. /(x)= l i i ± i  *o = 0. 
3x

1. /(x) = 2-\  x0 = 3.

8-variant

9-variant

10-variant

11-variant

-  sin3x-sinx 2. lim---- ------- -—.

2. lim
2sin2^(x + l)

ln(l + 3x) 

sin5(x + ff)2. lim

2. lim- ** e '
*-*° sinx +smx

1. /(x) = ̂ ,  x0 = -4. 
x + 4

12-variant
2. l i m M l i i i .  

x ' + fg2x

/(*) = a r c f g ^  xe =l.
2x

13-variant
23t -  2'2. lim—----------

J-,“ x‘ + sin 2x
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14-variant

! .  А х ) ш *  , , * =0. 2.
V l-cos2x >-*«

15-variant

L  ' « 4  “ I’ ' * ' •  2 . * » - ^ ^ - .l(jr— » * > !• лг“й> sinx + sin2jc

16-variant

1- /(*) = —Ц -, Jt,=0. 2. lim e3‘ ~e ''
3_2* v”“ 2sinx - xtgx

1 7-variant
-1* „-2*

1. / (дг) = 3"2, дг0 = 2. 2. lim— — -—
v-  ̂2 sm x -jr

18-variant

I. / (* )- «= , * . - 0 .

19-variant
. .. . 3 ( l-x 2)+ | l-x21 , ,  .. 9* - 3 '»• /(x) = —— r-^—!------г-1,*  =-1. 2. im 

| l-x  |—2 ( l - x )  *-° sin2x + 4x

20-variant

\ \ nh. с -» i* l + xsinx-cos2x1. / W  = 7!-', X ,e5. 2. lim -!--------- .
e -1

21-variant

!• f(x) = arctg—Ц , x„ =3. 2. lim e ev  — -*

3 *

y. 2* 0 11111—------------ .
x J  sin3x + sinjc

22-variant

I. f(x) = 2 \  x0 <= 0. 2. l i m ^ ~ x .
д -»о 9 ' _ 33v
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1. /(•*)

1. /<*) =

1. / w =  

1- / w  = 

*• / w =  

*• / «  = 

*• /(*)=

I. fix)

23-variant
3x + 4, j c < - 1,

x„ = - 1 ., - 0 -  2.x “ 2, jc > —1, *-*o 5 ' - 3 - 2*

24-variant

^ , * . - 0 .  2. U n M t i i l .
1*1 '■*“ 2x' + sin x

25-variant

— , x0=0. 2. limSin3x + /gt.jc *-*> 9* _ y>

26-variant
sinx, *<0, l-cos2x

x0 =0 . 2. hm-
Jc, x>0, 0 ‘ x ie^ - e  *)'

27-variant
x-+2, x<l, 5’ _ 42

x0 = 1. 2. lim
2x, jc > 1. *-• 2sin.T + /g3jc

28-variant

5X'\ Jt0 =3. 2. Km-
x-*0 3sinjc + /g2x

29-variant
c o s jc  3 4'  -  4 '*-------—, *„=0. 2. hm----------------- .

4 _ 3«.x '■>e 3sinx + xtglx

30-variant
\x\-l . -  . jc2 ln(l + 5x), jc„=1. 2. lim------ i .
-  arcsinx 2sinx-sin2x
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4-MUSTAQIL ISH

1. Funksiyaning aniqlanish sohasini toping.
2 - 3 .  Sonli ketma-ketlikning limitini toping.
4 - 8 .  Limitni toping.
9. Limitni ekvivalent cheksiz kichik funksiyalami almashtirish 

qoidasi bilan toping.
10.9.1 - 10.16. Funksiyani uzluksizlikka tekshiring va grafigini chizing. 
10.17 - 10.30. Funksiyani berilgan nuqtalarda uzluksizlikka tekshiring.

1-variant

1 __ V т ijr-rui
V *  Л .  ---

(и+ 4)!

1. / (х ) = л/25-х' + In sin x. 
,  _ (л + 2)!+(п+3)!

'-0 л/*2+1-1

7. lim co s* -co s2 x

л/ l- * ,  * < 0, 
10. /(*) = • 0, 0<*<2, 

x - 2 ,  x > 2 .

2-variant
2. x  = 4пг - 2/1 + 6 - Vn2 +2n-6.

■Jin2 + и — 2

x3 -  4x -  5 V3 + 2 x -V x  + 4
-  .. l-co s5 x  7. lim-------r— .

*-» 4*2
x -  3, x < 0, 

10. /  (x) = ■ x +1, 0 < x < 3, 
7 - * ,  *>3.
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3-variant

2x

3_ jf =—г(1 + 2 + Зн--- i-и).

5. to»->2 j -2 - l l x  + 18

tg 4x
7. lim -4-r-- "•о 3sm5x

„ sin(x + 1)
9- : •

i. / «

.  2 + 4 + 6 + - —н 2л3. i l ----------------------

5. lim

л + 5 

3x4 - x 2 - 2
2x4 -  jc - 1 '

7. lim--— ~sin 2v 
*-c 3x!

*-*f sin jc -1

1- / W  =
Ig(l-x)

+ Vx + 2.

з . , . Л +Н +. . .+^ .
6 36 6"

2. x„ = V5 + 8n3 -  2w 

1 — 7jc + 2jc’4 . lim
*-*• 3jc4 + 2jc+ 5

,  .. v4x + l - 3
6 . lim----- ---------.

*-*2 jc -  8

8 . lim f-——1
"*1,5 -  3x J

10. /(jc) =
jc + 4, x < —1, 

x2 +2, — 1 < jc <  1, 
3x, j c S I .

4 -va r ia n t

2 . xH = -Jn4 + 3 -  л/л4 -2 .

. .. 6x4 — 5jc +14. lim—-------г— .
Здг + 7x +3

,  л/Зх-х6. lim—;------ .
x3 -2 7

8. limf— 1 .
\ x - 7 j

10. /(*) =
x2, x^O, 
0, 0<x<2,

2 -  x, x > 2.

5 -va r ia n t

2. x„ = n—̂ jn (n -l).

. 3x4 — 6x2+24. lim—------------ .
x + 3x — 4
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5. lim 4x2 + 7x -  2

7. lim
x-+0

t~“J 3x + 8x + 4 

1 - cos 4.x
x-srnx 8.

~“\ 5x + l J
'

9. limg£Sg i ^ 2-2x ) 
tg3m 10. /(x) =

6 -va r ia n t

~ 2(* + 1), x s - j2 »
* ’ - I < XS3,

x _ 1 > x > 3

1* /(x) = lgsin(x — 3) + Vl6  ̂

l + 2 + Зн-----1-/;

2. x„ -n -  (\[s + 8n* - 2»)

3. x. =

5. lim

\ f7 7 n

3x2 -1 3 x  + 4

x 3- 5 x ! +3

x2 -  x - 1 2

4. lim

A V ^ 4 - 3o. lim-p=t==---- .
м5 л/х -  1 - 2

7. lim cos x - cosjc

9. lim

"** l-co s3x

_22x2

8. liml L±ll
2x+3

*-+*{ X3 J
- x; л: < 0,

sin як 10 ./ (x )  =

7 -va rian t

x3, 0<x<l, 
x + 1, x> l.

1 . /(x) = arccos 

3. x. =

2 + sinx 

2 - 5  + 4 -7 - i—  + 2n - ( 2 «  + 3)
« + 5

2. x„ =п-л/и3 -3 .

 ̂ ,. 2xJ +7xJ +4
4. lim—-—-----—■x -5 x  + 2

5. lim x4 + 4x2 -  5 
- x 3+2x2 - x - 2 '

7 lim *~cos8* 
l-co s4x

л/х- 3 - 26. hm , i. —-—-•
x- >1 л/х + 2 - 3

8 . limf—~~ t \3x + 4.



m 2-r jr. T
9 .1®? *cosx

,  f (x)= JJ--x  + arcsin
3 - 2 x

3.x, * (я + !)!-«!

8x4-6 x 2 -  x - 1
5. lun i ч i . л«->' x -  3x +2

1-COS'X
7. lim----------•

*-» x tgx

9. lim
2япЗх _ J

' ln(cosx)

10. /(x) =

8-variant

x, x < -2 , 
- x  + 1, - 2 < x< l, 

x 2—1, X>1.

2 . xn =л/л -(л/л + 3 -  л/л- 2). 

7x3 -З х 2 +14. lim -
5 - 9 x 3

,  .. л/9 + 2x -  5
o . lim --------- 7=— .

« •  2 - V x

S . l im f ^ £
* -ч з -2 х

10. /(*) =
1, x < 0, 

cosx, 0 < x< ;r, 
1 -  x, x > ;r.

!• /М = 1^л/х-4 + л/(Г-х).

1з.х  = - L + J _
1-2 2-3 

S. l im f lz l f l i i
^23x2- x - lo '

limT—L__ 1 
'Лмпх tgx

9. lim M Jlfosx)
(?Т ц Г --

л(л +1) ‘

9 -va r ia n t

2. x. = л/я"+~2 ■ (л/л + 4 -  yfn-3). 

4*3 +6x + l4. lim-

6 . lim

x + 3x3 

■Jlx + l  -  л/Зх -  2
x - 1 0 x  + 9

4 x - l V
8 . lim f

'-*“V4x + l J/

10. /(x)
x + 3, x < 0, 

x2 + 4, 0 < x < 2, 
x - 2, x > 2.

231



10-variant

1. /(x) = lg , 5 --- -V x  + 5.

3 . x„ =

5 . lim

’ x 2 - lO x  + 24 

2" +3"

2 . x„ = + n.

2"*' + 3"'

Зх3 -  2x + 1

4 . lim - 7x + 4

7. lim

*--1 4x3 + 2x2 - x  + 1 

Vl + sin2x - 1

9 . lim

1 -  cos2x

3*’, _ i

*-« (x1 -  7t2)tg3x

6. l i m ^ i i l ^ I + S
*—1 4x ; + Зх -1  ’

8. l i m f i l ^ r
” *\3 + 2xJ

Jt-1, x<0, 
10. /(x) = sinx, 0<x<n,

3, x >k.

11 -va rian t

1 . /(x) = Vsinx + л/Гб -  x2

1a 1 13 . X = ------+--------- h • • * H---
’ 1-4  4 -7  (Зл-2)(Зи + 1)

2 . xn= n - л/(и-2)(и+3).

. .. 3x4- 2 x + l  
4 .  lim-

5 . lim
2x2 + l lx  + 15

*-’-3 3x2 + 5 x - 1 2

7 . lim (l-x)/g— .
” i 2

6 . lim—p = = — , • 
■T—2 л/2 -  X  -  л/Х + 6

limf — •2 J

9 . lim -
’“*5 ln(2x -  9)

10 . /(x) =

x3, 
x - 1, -1 < 

- x  + 5, x>3.

1 2 -va rian t

1. /(х) = 4 =  + ̂ “ 2. х.=п + *14 -?-
Vsinjc



4. lim
х-кс

6 . lim

Зле2 + 16x —1
3 - 5 x  + 2x 2 '

2л:2 - дг-21
s - ia s ^ 3 x - 4

1 -  sin x
7. lim- 7 7 -п -1 *

e "' -  e  
9- ^^nto (3^5)'

•Jx + 10 -  V4 -  x

8 . l i m f .
M“”V 4x + lJ

10 . /(x) =

cosx, x£  —, 
2

„ л0, — <x< ?r, 
2

2 -x , X  >7T.

13-variant

1. f(x) = {
1-1*1

2 . x„ = -v/«(« + 2) -  V/»2 - 2n + 3.

1 1 13. X =----- 1-------¥■ * * • *f-------------------- .
• 1-7 3-9  (2/7 -  \)(2n + 5)

s. l i k ^ z i i .
2x* -19JCH-35

7. l i m i ^ x .
—j  4 х - я

ŝm»

. .. 7лг3 + 6jc — 14. lim ------------- ;
2 + 3x -  x,3 ’

*19. lira- ВИ Ш И
ln(*3 - 2 x -  2)

1‘ /(*) = log ,.,(* J -3 x  + 2).

3- *, = '-  2 + 3+; ; + «
] ■

*! + l •
5-

,  4 - Vx +  20 6. bm---- --------- .
*■*■* x + 64

3x

8 . lim(4x + 5)*'"'.
Л-+-1

10 . / (x) =
-x , x < 0, 

- (x -1 )2, 0<x<2, 
x -2 , x>2.

14-variant

2. x„ = nл/л -  fn(n + 2)(n + 3).

. 7x3 - 2 x 2 -14. lim—;----------- .
*-♦* x '+ 3x + 2



7. в » " * * ? * .  
tg Зх

9. lim
ln(4x -1 )

Vl-C0S7CC - 1

8. lim(4-3x)^-*.

10. /(*)*
x '+ l, XSl,

2x- 1 < ДГ < 3, 
x + 3> x>3.

Li-variant

1 . / (x )  = (x 2 + X + 1)

3. X . =

, 1 1 1
3 + 37 + " +F

1+ 1+ Л -+ -+ — 2 2 :  2"

_ 3x2 -  7x -  6
5. lim— —- —

'-*3 2x - 7 x  + 3

_ sinx+sin3x7. lim--------------- .
v̂ ° arcsinx

9. lim
( x  -  7T)tgX

ln(cos2x)

2 . xn

4. lim— 3 ~5дс+1.. 
x(5x +3)

6 . lim
*-° Vl + x -V l-x

8 . lim(2x + 3)[ln(x + 2)-lnx].

1 0 . /(x) =
x + 2, x ̂  “I? 

X2+ l, -1  <X^1,
- x  + 3, x>l-

16-variant 1

i .  / w - v p q i h i .

3 I  , 1 - 2  + 3 - 4  + . - X 2 - D - 2 . ,  4 lim 5i ^ r .
я ^  i - 2  1+ , 1+ n‘

x3- 8  * r
5 . lim /  6 . h m - ^ r ^ r r

r-*2 2x" - 9 x  + 10 J
i i

7 ■ ■ sin22 x - s in 2x 8> U m (2 x -3 rJ-
™ 3x2 “ T"2



10 . f i x ) :
x2, x £ 0, 

( * - l ) 2, 0  < x < 3, 
x + 1, x > 3 .

1 7-variant

i M - j z n + J t t r * -

3 - n 2 +2fn____
3* *• = 2 + 7+ТГ<” " + (5я"-3)

x3 + x -  2
5- to -j

7. lim

UIU , 2  Лx -  x + X -1

1 -  cos3 2x

9. limx-»l

x-arctgx 

Vx! + Зх-З-1

2 .x ,= \ !in  + 2)2-\ J in -2 )2. 

18x2 -  5x4. lim

sin®

м " 6х 2+ 3 x - l ’

,  .. Зх2 -  2x -  8O. lim— да-— ====.
~ г V2x + l - V 9 - 2 x

8 . lim(2x -  l)[ln(l -  3x) -  ln(2 -  3x)].

10 . / (x) = ~ ;  = 3, хг =2.

18-variant
x - 3

1- fix) = arcsin——— -  lg(4 -  x). 2 . x„ = «2 -  V/*4+ /r+ l.

3 ' * . И ^ ! ! _ _  i „  3x4 + 5x-21 + 3 + 5 + ...+(2„ _ i) '  4 . h m ^ — ^ .

5- l im i l l lx  -  28 Г7~Ч  ГГТЧ
6 . l i m v 4 x ~ 3 “ V2x + 3

7. limHE!in5x
x 2 — 2x -  3

Ух

8 . limf 2 v
2 x - 3

9-lin,-bK7~3x)̂
10 . /(x) = 2'-J ; x, =4, x, = 5.



19-variant

1. /(x) = lg x2 - 5 x + 6 
x2 + 4x + 6

, 1 1  13. x. = —  +---- + ••• +-------------- -—
1-3 3-5 (2n -  1)(2и +1)

5. lim- x2 - 4
'"2 3x2 + x - 1 0

7. lim c o sx -s in x

9. lim

~ 1 ~tgx 

2 - V 3 x  + l

1 . / (x) = lg|4-x2

3. x =

S. lim

(3«-l)!+ (3n  + l)l 
Зи!(я +1)

2x2 - 1  lx -  6

7. lim

'~*6 3x2 - 2 0 x  + 12 

1 -c o s 2 X

9. lim

x-arcsinx  

tgmc
~2 ln(2x2 -  7)

2. X, = vn2"-

4. l im ^ i l l5 x  + 7 
**4' 2xs - x 4 - !  ‘

6. l i m ^ H b i
^  V x-2 -V 2 ‘

~v " ~« + 2-V ^ jT

8 . lim f— ~ 
~*\2 - x

10. / (x )= J£ - ; *i=3>
x + 5

2 0 -va ria n t

2. x = vV  - 2 - V 7 + 3 .

. .. 3x4+ x2- l4 . lim------r------
1-x +3x

 ̂ .. V2x +1 — Vx + 66 . lim------------- -—— .
*-*s x -8 x  + 15

, „ , , ' 2 "’
8 . lim x + 1 V 

3 x - l J

10 . /(x) = 3-  • x. =-•> *

2 1 -va rian t

1- /(x) = ̂ /arcsin(log, x)..

3 x — 3” +1 _ 2 + 5 + 8 н---- h (3 n — 1)
3 2n +3

2. x„=V«3+4-Vn + « •

, 3x4- 5 f j t l
4. lim---- Г Т ^ « / в% _ 4 v — од



1-sinx

/ - - I  
9- S S ^ ^ t o j ^ ) ’

,  . .  s 5 x + 9 - l  
6 . lim ---------- r=— .

- *  2-\fx

8. l i m f i ^ r .
5 + x J

2x10. /(x) = - 7 — ; x, =1, x3 = 2 . 
x' -1

22-variant

, x , J *~ 2
1. / W 'J 1vJ.i \x + 5

3.x =

5. lim

2x + l

1 + 4 + 7 + — H (3n -  2) 
л/и4 - n 2 -1

7x2 + 4x -  3
2x2 + 3x + 1

2. x„ = v'/!4+ 3/r+ l-«2.

,  2x3+10x-74. lim— ----- ------ .
*-’-x 3x - x  +x

£ .. V2x + 13-->/7 + x
6 . lim ------- -------------------.

6 x ' + 5x -  6

7.
'■*° arctglx

9. f a g g » -* )* , 
ln(sin 3x)

8.
*-*4 x+l J

10. /(x) = 7 -3; x, =2, x, = 4.

23-variant



24-variant

1. f(x)  = л/l -  5x + arccos
3 x - l

3. x. =

5. lim

5"-2"  
5”*' + 2”'

x3 +27
32x2 + 5 x - 3

_ cos x -s in  x 
7. lim-----------------

1 - C t g X

a .  « " - 2| .
x-*~2 ylA + lx+ x-  __ g

4 + лг +3*3'

6 . lim -j£=±-^£±L=r 
'~ 'V 8 - jc -V 4 -5 x '

jr
8 . lim(3jr -  5) .

10 . /(x)=>—— x, =2, *г=з. 
4 - x

4. lim

2 5 -va rian t

1 . /(x) = arccos
4+  2sinx

,  7 29 133
3. x = — i-------1---------1-----" 10 100 1000

_ x3- 3 x + 2
5. lim—— ------

*->l x -  4x + 3

sin 2x

5"+2" 
10"

7. lim
sm 3x -sin x

9. „

л/4-Зх + х - 2

2 . x„ = 2n-\l3+Srt'.

. 7x3 —3x + l4. lim — —------ —■
l - 2x - x

x3+ x - 2  I
6 . lim• ‘-Ч/з7Тп-л/Г-2х

8 . lim(3x + l)[to(2x -1 )  -  M 2*+ l̂"
x—**

10 . /(x) = 5'-5; x, = 3, *==4-

1 . / (x) = log,log,0 - 2*" 

(2n + l)!+(2/i + 2)!
’ ** (2n + 3)!

2 6 -va rian t

2. х „ = у [ 0 ^ - ^ ^

4. lim

23*



__
5 .)Й ? -г + -т + 1'

rtTtSX~c0S 'V 
7 - r-sin2x

9» li® _ 4

j_ f ( x) = %/x -  3 + 3V3 -  x + V1 + X 

2 + 5 + 8 + --- + (3 n -l)
3- x.

,  4x + 19x -  5 5. lim—:---------- .
5 2x‘ +1 lx + 5

7. lun̂ g * . 
»-!(4х-л-)г

9. l im ^ x-zry 
ln(l + cosx)

£ .. 2x2 + 3 x - 96 . lim- 7===---- .
*~3л/х + 1 0 - л / 4 - х  

8 . lim(4x + 9)2*'.
x-»-2

10 . /(x) = 63+I; x, = - 2, x2 

27-variant

2. x„ = V(n4 + 1X«2-1 ) -

x4 + 7 x - l4. lim
x—♦—x

6 . lim

2 + 3x2 - 5 x 3 

x2 + 3x-4

8

л/х + 2 0 -л/12 - х

6x +5Y'i. l i r a --------1 .
* -4 x ~ io ;

10. /(x) = — —; x, =2, x2 
x - 2

28-variant
1  /(x)=lg(2!> -4 ) + V T ^ .

3. x = i lt2 )H n  + l)!
(п + 2)!+(и + 1)|-

5- lim ^ lii5 x -8  

7. limH^2x--cos! 2V*-ц» ----
4x2 •

9- 'mi-l+cos®.-

2 . x„ = yn(n' - 1) - л/«5 - 8.

2 - 6x - x 44. lim
x  + 4x2 + 2x4 "

,  .. V2x + 12-V3x + 17o. lim--------------------------- .
x -  8x + 15

*• М л 5 ) "

1 0 . /(x) = 8 "3; x. = -3, x,



29-variant

1 . f(x )  = Vx + J ~ l ----- lg (2 x -3 )..
\ 2 -x

,  3 5 9 1 + 2”3 . x, = —+ — + —  + ••• +------- .
4 16 64 4"

5. lim x 3 - 6 4

7. lim
x~*0

9. lim
x~*2

’-** 7x2 -  21 x -  4 

sin 5x -  sin 3jc
2x

r - * - \

arcsinf In

2 . xn - V f l - ( « - V 5 + ^ )

4. lim

8 - !™ (x ~ 4)[ln(3 -  2x) -  ln(5 — 2jc)].

30-variant

1* fix)-

3. x. =

■Jx + 5 
lg(9 -  5jt)

(я + 2 )!+2 (я +1)!

5. lim

" я!-(1 + 5 + 9 +... + (4я -  3)) 

x" - x - 3 0

7. lim

r "-; дг3 +125 

x ■ tg3x
cos x-COS X

2. xn =n 2yfn - ^ (я 3 +1X« 2 _2)-

4. lim
x - 2 x 2+x4

*-*“ 3x* +x3 +1 

,  V i^ - 3
6- '“ Ц Г Г Г*-*-8

8. lim(x +2 )[ln (2 x  +  3)-ta(2JC-,)l-



NAMUNAVIY VARIANT YECHIM1 

Vx + 5_

piementar funksiyalar (darajali funksiya, kasr ratsional funksiya, 
Z j t  funksiya) ning aniqlanish sohalarini inobatga olsak,

10 * "luvchi quyidagi shartlarni qanoatlantirishi kerak:
X 0 Zg

x > -5 ,

1J0.

x  + 5 > 0 ,  

lg(9 -  5x) * 0, 
9 - 5 .0  0,

9  -  5дг *  1, 

<9,

x> -5 ,  
8x * -
5 ’
9x < :

8  ̂ (8
5 ’ 5ya’ni D(f) =

230 . x ,= « 2^ - V ( 7 7 i x 7 ^ Y).

l im jc ,  =  l im (  n 2 y fn ~  ^ ( n 1 + T ) (  n 1 - 2 ) )
Л-КЯ

= lim w n + 2ij3 — yi~ + 2 ..
I----S=-------==г---;.- , гт-г."гт-..:т1 =  It

2пъ - я 2 + 2

= lim

T~F----============r = lim----—----= =^=z=z=.^ ^ .^  =
«■Vn + V(« +1Х«2 - 2 )  л2л/л+^(в3+1Хиг -2 )

2 -0  + 0 r _ 0= 00.

3.30. (w + 2)!+2(й + П!
иК1 + 5 + 9 + ... + (4и-3))

® *ч=-----jg_j- 2)!+2(n +1)! n\jn + !)(/; + 2 + 2) (я + !)(« + 4)
пК1 + 5 + 9н +(4п_з)) 1 + 4 л -  3̂ | ~ л . п

Bund;Ian

fe*.=lim<^i!Xn + 4) НК),
Л

л(2л -1)

2 - 1  
п

(1 + 0)(1 + 0) 1 0  
2 - 0  2



4.30. l in ^ -— - i f l  
3x + x3 +1

x - 2 i  +x4 Vx3 x2 J ' x2 x3
3x +x +1 ,  + I + n  5 + I t l -

x x J X X
U holda

2 1 2 1
limL~2x-:.,+ * = lim— Jc2 _.** -  +-® -  1 -0  + 0 - 1

5.30. lim

3x4 + x3 +1 " ~ 3  + I  + J_  3 + I  + i  3 + 0 + 0 3' 

xJ -  x -  30

«>
X  X oo ж

«-» x3 +125

_  .. x! - x - 3 0  (x + 5 )(x -6 ) .. x - 6  11<§> lim—----------- lim---- --------------------= lim—:—----------= — О
/ + 125 v- 5(x + 5Xx2 -5 x  + 25) —sx2 -5 x  + 25 75

6.30. lim-/1 -  x -  3
'^-8 л/х+ 2

л  V T 7-3  (л/Г^-3)(л/Г^ + 3) \fx* - 2Vx + 4<S> lim—7=-------- hm-^-pi-------- ----------=— ---------J = ------- =
” -8 Vi+2 + 2)(VxT-2Vx+4) V l-x  + 3

(x + 8) V l-7  + 3 V l-x+ 3 3 + 3

7.30. lim- x • fg3x 
' cosx-cos3x

xsin3x xsin3x
cos 3.t cos x(l -  cos2 x) cos 3x cos x sin2 x 

sin3x
1= lin __

cos3xcosx ( sinx
•lim-

sin3x lim------  ,3 jf _ .  « •T-+0  ̂v 1= 1-3-
lim1 (  s inxY

Ы  ■*

8.30. lim(x+2)(ln(2x + 3) -  ln(2x -1)).

<&> lim(x + 2dn(2x + 3) -  ln(2x -1)) = lim(x + 2)ln|

3 x _ ^ 3. i  = 3. О  
2 1sinx

2x + 3 
2 x - l

242



1 +  -
4

2 ..- I

2x -1

. 4 2 )

.is! 4 r j.s  
= limine J" ‘ = lim——— = 2. О«-к. 2jc - 1

9J0. lim
,g\2 T ~ 1

3J 1 + ln|sin ̂  j -1
^  *->/? da -  ko‘rinishdagi aniqmaslik berilgan. t = x - n  almashtirish

bajaramiz. Bunda x -+ л da t -> 0. 

U holda
л

tg
lim -) tg\2

f b ( s m ]
= lim

/~»0

" (H )

= lim/-+0

23»
-“ 7« 2  J - 1 <g

1 + In] COS- I - 1
=  lim/-*0

-1

l + |cos~—l l l - l
Г Ч

t -* 0  da o‘rinli bo‘ladigan ekvivalentliklardan foydalanamiz:

. I2V 2'
i\! \ 

-1

.p + ln| 1 + fco s^ - l l l - l

.  3/ sin— 
2

< 9,2 > 
2 4 - 1  

V >
1 л

я 1 + ln 1+1- L -1I  8. J J

— 9/2 2 4 -l~ -^-ln2, ln| 1 +t  tj_' 
v 8 y
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f g [9'  1п2

№ ) -

Demak, lim

( и - т ^ ш - и ю

In 2
~lim 4 ■■■■ =-54In2. °l~*0 i 2

~ 24

10.16<1). / (x ) =
x + 3, -oo<x<-2,

(x + 1)2, —2 < jc < 1,
4 - x 3, 1 < x < +oo.

@ F unksiya xe(-oo;+oo)da aniqlangan.
(-oo;—2), (-2;l),(l;+o>) oraliqlarda funksiya 
uzluksiz. x = -2 , x = l nuqtalarda funksiya 
analitik berilishn i o‘zgartiradi. Shu sababli, 
bu nuqtalarda funksiya uzilishga ega bo‘lishi 
mumkin.

x = -2 nuqtada: / (-2 -0 )=  lim^x + 3) = 1,
/(-2 + 0)= lim (x  + 1): = 1. / (-2) = -2 + 3 = 1.

x-»-2+0

Bundan / (—2 -  0 )= /(-2  + 0)=/(-2).
Demak, x = - 2  nuqtada funksiya uzluksiz.
x = 1 nuqtada: /(1-0)= lim(x + l)2 = 4 = 4 ,  /(1 +0)= И т(4 -х3)=*3 = Л2.
Demak, x = 1 sakrash nuqtasi va bu nuqtada funksiya birinchi tur 

uzilishga ega . Funksiyaning sakrashi p=\A,-4|=|3-4|=l(4-shakl). О
3

10.30. J ( x )  = 5 ;  X, = -4, x2 = -3.
3 3

^  X, = -4 nuqtada: / (-4 -0 )=  Iim 5'*4 =0, / (-4  + 0)= lim 5,+4 =+»•

У

4-
J

3
1

\
A ........... L / !

/ К ,  >
/  - 2  О i X

4-shakl.

Demak, x, = 4 nuqtada funksiya ikkinchi tur uzilishga ega.
3  3

x, =-3 nuqtada: / (-3 -0 )=  lim 5"* =125, /(-3 + 0)= lim 5~" =125.
* - * - 3 - 0  X -+ -3+ 0

_3_
/(-3) = 5‘5** = 125. Demak, x, = -3 nuqtada funksiya uzluksiz. о
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VI bob
BIR 0 ‘ZGARUVCHI FUNKSIYALARINING 

DIFFERENSIAL HISOBI

6.1. FUNKSIYANING HOSILASI VA DIFFERENSIALI
Hosila. Differensiallash qoidalari. Hosilalar jadvali. 

Logarifm ik differensiallash. Funksiyaning differensiali. Yuqori tartibli 
hosilalar va differensiallar. Oshkormas funksiyani differensiyallash. 

Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyani differensiyallash. 
Hosilaning geometrik va fizik tatbiqlari

6.1.1. /(дг) funksiya x0 nuqtaning biror atrofida aniqlangan bo'lsin.
H f (x )  J u n b iy a n in g  x0 n u q ta da g i h o s i la s i  deb, funksiya orttirmasi

4y ning argument orttirmasi Ax ga nisbatining Ax -> 0 dagi limitiga (agar bu 
limit mavjud bo‘ lsa) aytiladi va quyidagilardan biri bilan belgilanadi:
/'(*,); v'(*„); y'l.4- 

Shunday qilib,

/'(x0) = lim ^  = liт Л Ь ± * Ь Л Ь ) .
“ i t  *-*> Ax

1-misol. /'(*„)ni hosila ta’rifidan foydalanib toping:
1) f(x) = \[i, x0 = -8; 2) f(x ) = tgax, x„=x.

®  1) Hosila ta’rifiga ko‘ra

/ '( -8) = (^ )'|  = l,m = lim - 8  + Ддг + 8
1лг*-8 Ax~*0 Лг Дг-*0

= lim

Л* *-« Дс • (>/(-8 + Ax)2 + ( -2  )V -  8 + Ax + 4)
1 1

\/(-8 + Дх)г + ( -2 )V -  8 + Дх + 4 12 

2) Hosila ta’rifmi va tangenslar ayirmasi formulasini qoMlab, topamiz:

f i x )  = ( t g a x i  = lim ^  + flAx)~,gar Д.-0 Дх

------------------------- I ------------------------ =  e .  1t u n  — u  --------- ;------— -------- ------- .

Ax M-*°cos(ax+ aAx)cosax cos* ax cos" ax



У = /(*) fu n k s iy a n in g  x„ n u q ta d a g i о  'n g (ch a p )  h o s ila s i deb 

/ ♦ '< *> -& £  (/ - '(x j= lim ^ ) Hmitgaaytiladi. ¥

2 -m isol. Funksiyaning дг0 = 0 nuqtadagi hosilalarini toping- 

1 )/ (* H * I . 2) f ( x )  = x\x\.

<S> 1) Funksiyaning jc0 = 0 nuqtadagi orttirmasi

Av = /(0+Лдг) -  /(0) =| 0 + Ддс | - 10 1=( Ддс |.

U holda

//(0) = lim = lim —  = 1, /.'(0) = lim 1^1 = lim = - i .
Ax—*0+ Д  у  Ax-»0+ Д у  Ax-+0- Д  у  Ах-Ю- Д  у  *

f (x )  =) x | funksiya uchun Ax -*0da — = — nisbatning limiti maviud
Ac Ax 3

emas. Shu sababli /(x)=|x| funksiya x„=0 nuqtada hosilaga ega emas.

2) Funksiyaning x„ = 0 nuqtadagi orttirmasi

Ay =* /(0 + Ax) -  /(0) = (0 + Ax)-10 + Ac | -0-101= Ax | Ax |.
U holda

/;(0)= lim —1̂-- 1= lim Ax = 0, /'(0)= lim = -Hm_Д* = 0.J  ♦ V J  Лг-Ula- A . .  Ar—*0+ ’  ^ Ax->0- Д  ̂  ДЛ_>0--- Ac

/ '(0) = lim = lim | Ac |=0. О
j  V '  *— A — Ar-»0

6.1.2. Dijferensiallash qoidalari
1. (u ± v)' = u' ± v', и = u{x),v = v(x) -  differensiallanuvchi funksijf**^»

2. (и • v)' = u'v + uv', xususan {Cu)' = Cu, C - o ‘zgarmas son,

3 f “ ] xususan
v v ‘

С\ Cv\
. . 1  >

4. y'x = — , agar y = /(x) va x = <p(v);

5- /  = / « ' ,  agar y  = f ( u )  va « = ¥>(*).

■



,  „ « a . l a r i * " *  № , г е т Ш Ш Н / о п « « Ь 1а п )

\ (СУs  ' 1

2 xmusan ( j )

3 (в“)'=в“1пв-и'- xususan

v __ !__u , xususan (1пм)' = --ы ';

5 .  ( s in w ) '  =  c o sm  -и

7. (fgu)' =— u 'cos и
1

9 .  ( a r c s in  w ) ' = ■u;

11. (arctgu)’- - -----7 'k ’;1 *Ь W
13. (shu)'= chu ■ u';

15. (thu)'=—
chu

1

•tt;

6 . (cos«)' = -s in u  и';

8 . (ctgu)' — — —  u' sin и

10. (arccosu)' = -

12 . (arcctgu)' = -  ^ 7  • m';

14 . (chu)’ -  shu ■ u'\

16. (cthu)' = — A-  “ • shu

Keltirilgan differensiallash qoidalari va formulalari bir o'/garuvchi 
tunksiyasi differensial hisobining asosini tashkil qiladi, ya'ni ular ixtiyoriy 
funksiyani differensiallash (hosilasini topish) imkonini beradi.

3-misol. Differensiallash qoidalari va formulalaridan foydalanib 
funksiyalaming hosilasini toping:

2 ) y  =
x- +3"

xe
1) y  = ~ ~ . - ± k + 2x2 + 3 V P ~ -4  

3) - 3 *
P e  arclg x ~ 2 y f x c o s x  + x\og 4) у  = arctg* x\

3) >' = log<sin b x ;

> =

®  0  Funks

6 ) y  = th- + cth - + )n(shx) + ln(c/uc); 
2 2

8) у  =| arctgx \.

lyani differensiallash uchun qulay ko‘rinishga keltiramiz:

У = ~x3 -  2х'г + 5 + 2x- + 3xl -4x~ \
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Differensiallash qoidalari va formulalaridan foydalanib to

y  = i - 3 x 2 - 2 - ( - 2 ) x - 3+ 0  + 2 - ^  + 3 4 x ' L 4 . f _ l

= x2 H—— + 3Vx H----
2 V 7  xVx'

2) Differensiallash qoidalari va formulalarini qo‘llab topamiz

y '_ ( x2 +3>>1 _ (x2 + 3')'xeJ ~(xe')'(x2 +ЗП
xe

(2x + 3‘ ln3)xe* - (x 'e ‘ +(ex)'x)(x2 + 31) _ (2x + 3J 1пЗ)хе' -(1 + x)e‘(x! +3')

-  2x2 + 3 'x ln 3 - x 2 -3 *  - x 3 - 3 ' x  _ 3 ‘ (x ln 3 - x - 1) + x2( i_ x)
x V  x2e* " ~"И

3) у' = (e*arctgx-  l 4 x cosx + xlog 2x)' =

= {e*)'arctgx + es (arctgx)' -  2(Vx)'cosx -  2Vx(cosx)’ + x'log2x + x(log, x)' 
1 cosx „  г  ■ . x= e arctgx+ e •- 

= e'\ arctgx +

Гх
+ 2л/х sin x + log, x +

xln2

- 41 + X‘ J

2 x s in x -c o sx  . . 4 
+ --------- r - .......  + log, (ex).

Гх

4) Murakkab funksiyani differensiallash qoidasidan foydalanaraiz:
, 1  4 arctg'x

у  = (arctg x)' = 4arctg x ■ (arctgx) = 4arctg x • 1 + x2 1 + xr
5) logarifmik ifodani soddalashtiramiz:

-■ 2 у  = log 4 sinJ 3x =—log 4 sin 3x.

Murakkab funksiyani differensiallaymiz:

У -
1

3 sin3x-ln4
•cos3x•3■ 2cos3x

sin3x
log4 e  = 2 log4 e ■ ctg 3x.

6) у  = th— + cth— + ln(2sAx) + ln(cAx) = th^- + cth— + ln(sA2.v).
2 2 2 ~

U holda
1 l _  J _  1 ( 1

ch1 ?. 2 x  2 sh2x 
7 7

- ■ch2x■2 —



funksiyaga teskari funksiya x = shy. Teskari funksiyani
n\ у = Afsnx

qoidasiga ko'm [ , , ,

у _ (Arshx) (shyу chy + stfy -J\ + x2 

g) y=jarctgx\ funksiyani
f actgx agar x > 0 bo‘lsa,

У = \

ko'rinishda yozib olamiz. 
U holda

-arctgx agar x < 0 bcflsa

* agar j: > 0 bo"Isa,
l + x

1
' l  + jt3 agar x < 0 bo'lsa. О

6.1.4. Funksiyani aw al logarifmlab, so‘ngra differensiallashga 
logarifmik d ifferen sia lla sh  deyiladi.

(x3 +1) ■ d(x — 2) 4 • 2 14-misol. y= -------— —-—-—  funksiyaning hosilasini toping.
(x —4)

® Bu hosilani differensiallash qoidalari va formulalaridan foydalanib 
topish mumkin. Bu jarayonda bir qancha almashinishlar bajarishga hamda 
^eremiallaeh qoidalari va formulalarini qo‘ llashga to‘g ‘ri keladi. Shu
nni!! -j  j arayonni engillashtirish uchun logarifmik differensiallash 
qoidasidan foydalaniladi.

Funksiyani logarifmlaymiz:

ln^ = ln(jc3 +1)+ ~1п(л -  2) + xln2 -  31n(x -  4).

^ ®glilcnmg har ikkala tomonini * bo‘yicha differensiallaymiz:



f 3jfl ■ 4 - - J L l
x - 4  } ’

у' ni topam iz:

У = У

yoki

+ T.:----~  + ln2 -\x +1 5(x -  2)

,_ (x ] + l)-V (x-2)4 -2'
(x -4 )J +1 5(д:V h2-A )

«>  D arara ja li-k o  ‘rsa tk ich li fu nk siya  deb ataluvchi V = uv fim h-.J 
hosilasi logarifmik differensiallash yordamida l ân®8

0 0 '  = *' -[lnuV + y - j

formula bilan topiladi.

5-m isol. y  = xm,x funksiyaning hosilasini toping.
®  w = x, m' = 1, v = cos3x, v' = -3sin 3x lam i formulaga qo‘yib topamiz:

у  _  xo,3< x ^_3sjnЗд.) + (cos3j,) . i j

yoki
y' = х“*5дМ • (cos3x -  3.vInx ■ sin Зх). О

6.1.5. g§ Agar y  = f (x )  funksiyaning x„ nuqtadagi orttirmasini
Ay - A Ax + а(Дх)Дг

ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, f (x )  funk siya  x0 nuqtada 

d i f f e r e n s ia l la n u v ch i  deyiladi, bunda A -o'zgarmas son, 1ппа(Дх) = 0.
88 y  = f (x )  funksiya orttirmasining Дд-ga nisbatan chiziqli bo'lgan bosh 

qismi / ’(х0)Дх ga у  = f (x )  fu n k s iy a n in g  x0 n u q ta d a g id iffe r en s ia li deyi 
va dy (yoki d f(x ) ) bilan belgilanadi, ya ’ni

d y = f ' (x a)dx.

6 -m isol. y = 2x3- x 2 + l funksiyaning xa - 2  nuqtadagi orttirmasuu 
differensialini Дг = 0,1 da toping. Orttirma bilan differensial orasidagi 
ayirmaning absolut va nisbiy xatoliklarini hisoblang.

<§> Ду = (2(х + Дх)5 - ( х  + Дх)2 + 1 ) - (2x5 - x 2 +1) =
= 2x(3x -  1)Дх + (6x -  1)A*2 + 2Лхк, 

dy -  2x(3x -  1)Лх •

i va
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лу-Л ’ = (6-г ' ' 1)Лх +2ЛГ '
Bundan ' va Дс = 0,1 da Ay = 2,112, rfy = 2, Д>’ -ф = 0 ,1 1 2 .

bsolut2va nisbiy xatoliklami hisoblaymiz:
A b°  ■ 0,112

|Av ~d)\~ O’112-
Д у-ф ’

Ay 2,112
« 0,053 yoki 5,3%. О

• hilik m asalalami yechishda funksiyaning x„ nuqtadagi orttirmasi
K° p , chu nuatadagi differensialiga taqriban almashtiriladi, ya ’ni funksiyaning smi и ч

.„ -a. deb olinadi.
Bunday almashtirish yordamida biror A miqdommg taqribiy qiymati 

ouvidagi tartibda hisoblanadi:
\ A miqdor jc nuqtada biror f (x )  funksiya qiymatiga tenglashtinladi:

Л = / (х);
2 nuqta x ga yaqin va /(x„) ni hisoblash qulay qilib tanlanadi;
3*. дх va f(x a) hisoblanadi;
4". /'(x)topilib, /'(*„)hisoblanadi;
5‘.Ar,/(*„),/'(*,) qiymatlar / (x )«  /(x,) + /'(x0)Ar formulaga qo‘yiladi.

7-misol. arcsin0,47 ning taqribiy qiymatini toping .
® l.°4 = arcsin0,47,/(x) = arcsinxdeymiz. U holda Л=/(0,47) va 

x=0,47;
- '• i,=0,5 deb olamiz;

3 . ^  = 0,47 -  0,5 = -0,03, /(0,5) = -  «  0,5236;
6

4 / / '(0’5)=1’1547;
5 • /(0,47) * /(o,s) + / ’(0,5)Дд- = o;5236 +1,1547 • (-0,03 =) = 0,489. О

^ /(.v) funksiya (a;fc) intervalda /'(x) hosilaga ega bo‘lsin. 
dey!]a(jj |u. Un'<Ŝ aning hosilasidan olingan hosilaga ikkinchi ta rtib li h o s ila  
uchinchi гаггл/ tart'̂ )*' hosila mavjud bo'lsa, bu hosiladan olingan hosilaga 
^hlabvi/J ‘ ■ ' ^o s^a  deyiladi va hokazo. Hosilalar ikkinchi tartiblidan
•yoki f ^ ° r‘ tart^ ‘ h o s ila  deyiladi va y ' , y a, y iA\... ,y"\...1 f ' (x\ f mi « v j - u o u i  v a  у  , v ,y .......' f  (y\ f i r , .

(*)„..,/”(x),... ) kabi belgilanadi.



<S> У =(x2)'ln3x + jc-’(ln3x)' = 2xln3x + jr2 • — = *(21пЗх + п.
t

у ' = (x(2 In 3x +1)) = x\2 In 3* +1) + x(2 \nix +,)(= 

= 1 (21n3jr +1) + x • 2 ■ t— = 2 In 3* + 3-
4 v  ’

8 -m iso l. ^ = хг1пЗдг bo‘ lsa, y 5,(2)ni toping.

3*1
>'- = (21пЗл- + 3)' = 2 ~  = - ;  У 41 = f~ ) = __L  y*  

3x x U ;  л2 y
Bundan

/5,(2)=? =r  °

Yuqori tartibli hosilalar uchun quyidagi formulalar o‘rinli bo'ladi-

1. (а 'Т ^ а 'Ъ 'а  (a>0), H ’W ;  2. {sinx)'"'=SJ x+™
2

3. (х‘Т ’ = а (а -1 )...(а -и  + 1)х“-”1аеЛ ; 4. (cosjc)1” = cos|* + y j ;

5. (In x)(” = 6. (и ± v)"" =u")± v"';

7. (Cm)1"' = Cm'"’; 8. (и ■ v)1”' = £ с У ‘У-*’.k*0

9 -m isol. y=*xe2’ funksiyaning я -tartibli hosilasini toping.
®  (u • v)(n) = E C V v1"*’ formuladan foydalanamiz.*=0

Shartga ко‘ra u = x, v = e2'.
Bundan

x’ = 1, jr* = 0, ...,x (,) = 0; (e2l)' = 2e2x, (e2') '  = 2W . . , ( e J’ ),’) s 2 '^ '
U holda

(xe2T '  = i c y ^ ’r ^ c . V V r ’ + c > v 2') ”"’ + ..-+ 0 ,”^ ‘)l
2X4̂  __

= jg _ .x . r e b + 1 . . . 1 . 2 ^ + 0  + „ .  + 0 = 2 ^ ( 2 x ^ ) -  
0! n\ l ! (n - l)

Demak,
(хе2'У" = 2"~'e2x (2x + n). О



Iftmksiya {a.b) intervalda dy differensialga ega boisin. 
f(*\ ^  tartibli dy differensialdan olingan differensialga ikkinchi

9  B'T ren s io l deyiladi va d 2y  = f"(x)dx2kabi yoziladi. bunda dx2 = (dx y. 
tartM’ differ (jifferensialdan olingan differensialga u ch in ch i ta rtib li 
Dtki0Chi ■ 7 'deyiladi va hokazo. и-tartibli differensial deb (л-1 )-tartibli 
Л|т rensialdan olingan differensialga aytiladi va d"у  = / “"(x)dx" kabi

10-misol. y = *5 + 3x3 -1 boisa, d ' y  ni toping.

у ' = 5х‘ +9х\ y '  = 20x5 + 18x, y"  = 60x2 +18, y w  = 120x.

1ВЛ|1 d iy ^ y (t)(x)dxi =\20xdx\ О

6.1.7. x nuqtada differensiallanuvchi y=v(x) funksiya F (x ,y) = 0
tengiama bilan berilgan boisin.

®  У(х) hosilani topish uchun avval F(x,y) = 0 tenglikning chap va 
o‘ng tomoni X bo‘yicha differensiyalanadi ( bunda у  = y(x) ga x ning 
funksiyasi deb qaraladi) va so'ngra hosil boigan tengiama y ' ga nisbatan 
yechiladi.

П-misol, у  -  cos(x + y) = 0 boisa, y ’ n\ toping.
® ;y-cos(x + >>) = 0 tenglikning har ikkala tomonini x bo‘yicha 

differensiallaymiz: y ' + sin(x + _y)(l + у )  = 0 .
Bundan

У(1 + sin(x + v)) = -sin(x + y )  yoki 
sin (x + y )

U holda ' > + * ( « / ) '

'  1 - -  cos(* + v'Kl + v')(l + sin(x+ y )i-co s(x  + vMl+ v')sin(x+ y)
V S“U + » i  (1 + sin(x~+ v))

=---- co tjx  + y )  a  ,
(i + y ) j

= fj sin(x+v) V  cos(x + y) 0
( s,n(x + >'))4 l + sin(x + y )J  (l + sin(x + .y))’ ’



Г ДГ = «£>(/),
1.y  = V (t),teT

parametrik tenglamalar bilan berilgan bo'lsa, u holda

/ = — va v* -

6.1.8. y = f(x) funksiya

v, = —r va
x. x.

■'* .J Уа ~

. , f.x = 3cosf, , „
12-m isol. j >i = 2sin? bo isa, ni toping.

, y\ (2 sin/)' 2 cos г 2 
®  Л ~ х ; '(З с о 8 0 ;" - 3 8 т Г  3 CtgL

U holda

M ;  2 i
(3cosr), -3sin< 9 sin'/’

» ( y ’J ,
У  XXX I

( A .  1 V 2 cos г
I 9 sin5»;, 3 sin4* 2 cos ti

(3cos<), -3sin f 9 sin ! f

6.1.9. f ( x )  funksiya x,t nuqtada hosilaga ega boisin.
Ш) f ‘(x„) hosila y  = f ( x )  funksiya grafigiga M„(x„;/(*„)) nuqtada 

o'tkazilgan urinmaning burchak koeffitsiyentiga teng, ya’ni

к = i g a  = f ( x 0).

Bu jumla hosilaning g e o m e tr ik  т а ’n o s in i ifodalaydi.
y  = f (x )  funksiya bilan berilgan egri chiziq grafigiga M„(v 

nuqtada o'tkazilgan urinma
y - y » = f ' { x j , x - x 0)

tenglama bilan, normal Я
tenglama bilan aniqlanadi.
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/ =1 ellipsga M S2;3) nuqtada o‘tkazilgan urinma va 
l3^misob 16 12

non"al ‘^ ' S n g  = 2 nuqtadagi qiymatini topamiz:

2х + 2й1 = 0, / « - £ *  У(2) = - |
16 12 2

nuqtaning koordinatalari va v'(2)m urinma hamda normal
tenglaroalarigaqo‘yamiz:

v _3 = —-(jc-2) yoki x + 2y -  8 = 0; 
л 2 

у -  3 = 2(jt -  2) yoki 2 x - y ~\  = 0.
Demak, izlanayotgan urinma tenglamasi

x + 2y~8 = 0,
normal tenglamasi

2 x - y - l  = 0.  О

&  M0(x„;/(xe)) nuqtada kesishuvchi ikkita chiziq x nuqtada hosilaga 
ega boigan у - f ( x )  va y  =/2(x) funksiyalar bilan berilgan bo‘ lsin. Bu ikki 
chiziq orasidagi burchak deb, ularga A/„ nuqtada o‘tkazilgan urinmalar 
orasidagi burchakka aytiladi.

Bu burchak

I rm -  /2 (*о)~/(■*<>)
,  , i+ / K ) •/>'(*.)
tormuia bilan topiladi.

U-misol. J'=——̂ ,y  = 2-xchiziq lar orasidagi burchakni toping. 

nu4talaiird'tẐ *am'n  ̂ ten8'ama'ar‘m birgalikda yechib. ulaming kesishish

x2- 4-------= 2 - x .
Bundan At 1.14 x
Funks ^ ( 2;0).

. ^  bosilalarimng bu nuqtalundagi qiymatlarin hisoblaymiz:

№ > 4 ^ 1  - i ± i ,  № ) - ! .
.X'



To‘g ‘ri chiziqlar orasidagi burchak formulasidan topamiz- 

Д-1;3) nuqtada tg<p = ■■ g Л ,  9l= arCtgl .

B (2;0) nuqtada tg<?2= *_Г2̂  =3, <p,= arctgX  о

Material nuqta harakat qonunidan / vaqt bo‘yicha oline 
material nuqtaning t vaqtdagi to‘g‘ri chiziqli harakat tezligiga w  ^  
jumla h o s i la n in g  mexanik m a ’n o s in i  ifodalaydi. ' г

Agar у  — f i x )  funksiya biror fizik jarayonni ifodalasa, u holda у  hosih 
bu jarayonnig ro‘y berish tezligini ifodalaydi. Bu jumla hosilan in g fizik 
т а 'nosin i anglatadi.

15-m isol. Massasi 27 kg bo‘lgan jism s = ln(l + f3) qonun bo‘yicha 
to‘g ‘ri chiziqli harakat qilmoqda. Jismning harakat boshlangandan 2 sekund

o‘tgandan keyingi kinetik energiyasini \ k  = —̂—j  toping.

<&> v(t)= sl(i) = — - r ,  v(2) = ̂ .
1 + r  3

Л(-1;3) nuqtada 1) = 5, //(-1) = -1; 5(2;0) nuqtada 2) = 2 r ,

U holda

AT= —  = — f-1  = 24 (J). О
2 2 U J

16-m isol. Material nuqta j*  qonun bilan harakatlanmoqda-
[_y = V 3 cos2f

Nuqta tezligining t = ̂  vaqtdagi yo'nalishini toping.

®  Nuqta tezligi uning harakat yo‘nalishiga o'tkazilgan urinmabo 
yo'naladi. Urinma og'ish burchagining i = /„vaqtdagi tangensi

- A
3cos2/ I * 3

Demak, / = — vaqtda material nuqta tezligi Ox 1
8

yo'nalishiga <p = -60" li burchak ostida yo'naladi.



1 ta’rifidan foydalanib funksiyalam ing hosilasini toping:
6.Ы. Hosiu ,

/г— T. 2 )/ (x )= — —;
lUI*)1 2_5дг

4 ) f(x )  = ch2x.
3 )f(x)=c,S2x'

,  Д ,  )ni hosila ta’rifidan foydalanib hisoblang:
° o- 2 )/ (x ) = ln ( l-4 x ) , x„ =0;

!)/(*)-<

3№,-«Н Ь -*  4)/(х)=й?
6 .13 . Berilgan funksiyalam ing /.'(x0) va / / (x j hosilalarin i toping:

,)/(x)H3x-2|, x0 = |; 2 )/ (x ) =|x- 2 1 + 1x + 2 1, x0 =2;

Г x agar x <2 bo'Isa, r~r -
3) v = l j *  j .  * ,  4 )/ (x )  = Ve - 1 ,  xo =0.

' - |-x + 3x agarx<2 bo lsa,x, = 2,

6.1.4. Differensiallash qoidalari va formulalaridan foydalanib berilgan 
fanksiyalaming hosilasini toping:

l)y=3x4 _ ~x3 +-In2; 2 )y  = —xb +3x4 -2 x ;

3) 4 ) у , ^ Л  + ± _ ,

7Ь = ~  04 lnx + e' 
bjc- г  8)y=-j------- r;

f f : *

" ) » - « ,  •**' ~‘SX~Ctgx„ J2 ) _ XSU1 X — cosx

13) v = Xcfl*~shx xcosx + sinx’
15^ 14)_у = /Лх + с/Лх;

l7)>=4/4^ p -  1 6 )y  = 4sin ! x - 3 1 g x  + 4cos: x;

18),v = argsin-v/x;

M u stah kam lash  uchun m a sh q la r



19)у = cos4 х -  sin4 д:; 2 0 ) у  = ̂ ln*—
о х + 3

2 l ) y  = 4 l - x 2 + xarcsinx; 2 2 )y  = ln(e2' + l ) - 2  arctge';

2 3 ) y  = i l n ^ ;  2 4 ) y  = log s x';

25  )y  = + ^ COS ■— ; 2 6 ) у  = e~3' (sin 3x + cos3x);

27 )у  = \le' - 1  -  arctg-Je* - 1 ;  2 8 ) y  = tac/gj^ + ^ j;

2 9 ) y  = 3 a rc c o s^ T = ^ W 6 x -4 -x 2; 3 0 )y  = j - Zf ------- * arctg * + inV?T2
V 5 4(x' +2) 4V2 V 2

6.1.5. Berilgan x = <р (у) funksiyaiar uchun у  hosilani toping:

1) x  = ~——; 2) x = e v; 3 ) x  = 2sin>>; 4 ) x = 3c/g_y.
1 + У

6.1.6. Oshkormas funksiyalaming hosilasini toping:

1) b2x2 + a 2y 2 = a 2bJ; 2 ) /  = x3 + 3x>" 3) e’*' = xy;

4 )  cos(:<y) = x2; 5 ) e '+ x y  = e; 6 )  xsiny + >,sinx = 0.

6.1.7. Funksiyalaming berilgan nuqtadagi orttirmasini va 
differensialini berilgan argument orttirmasida toping:

l ) y  = x2 - x ,  x = 10, Дх = 0,1; 2 )  y = x2+3x + l, x = 2, Дх = 0,1;

3 ) y  = x3 - 7 x 2 +8, x = 5, Дх = 0,1; 4 )  y  = x3 - x ,  x  = 2, Дх = 0,01.

6.1.8. Quyidagi sonlami differensial yordamida taqriban hisoblang: 

l )  фУ, 2 ) lg l0 ,2 1 ; 3 )  ctg 4 5 i 0 ’; 4 ) 3,0133.

6.1.9. Quyidagi funksiyalaming berilgan nuqtadagi taqribiy qiymatm1 
differensial yordamida hisoblang:

1 )y  = V x2 - 7 x  + 10, x = 0,98; 2 )у = x = 0,15;

*  = 2,037; 4 ) y  = ̂ J2 x - s i n ^ ,  x = l,02.

*



6.1.10. Berilgan murakkab fimksiyalaming differensialini erkli 
o'zgaruvchi va uning differensiali orqali ifodalang:

I  t2 ~ 1j) y = x2 + 5x, x = t3 +2t + l; 2) y  = cosx, x= - - ;

3)y= ex, x = - ln ; ,  t = 2u2 - 3 u  + l. 4) _y = lnx, x = tgt, t = 2u2+u.

6.1.11. Berilgan fimksiyalaming birinchi tartibli differensialini toping: 

\)y=x(lnx-l); 2 ) y  = ̂ ;  3 )^  = cos32x;

4)y = esin3x. 5) у^З"*'; 6) у = In3 cosx.

6.1.12. Berilgan hosilalar uchun y" ni toping:

1)у=(дс2- l ) 3; 2)>’ = e2,cosx; 3) y  = {\ +x2)arctgx\ 4)y  = x2(lnx-l).

6.1.13. Berilgan funksiyalar uchun /"'(0)ni toping:

l)_y = sin5xcos2x; 2) j> = x c o sjc ; 3) y = x2sinx; 4) y = x2e\

6.1.14. Berilgan funksiyalar uchun ni toping:
dx

l)fx=<2+1, (x=ecosf,
b= f5- ! ;  |y=asin/;

3) x=ln(l + /2), fx=arcsin<,
y = t -  arctg t\ {>> = V l - / 2.

6.1.15. Berilgan egri chiziqqa M0(xri, y lt) nuqtada o‘tkazilgan urinma va 
normal tenglamalarini tuzing:

1)у = у ,  2) y  = s'mx,

) +x2 - l  egri chiziqqa y  = x2 parabola bilan kesishish nuqtasida;

5 )
I _ l  ” • (2’ 2); 6 , { y - c o s 21,

y  t 2 r
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6.1.16. Berilgan chiziqlaming kesishish burchaklarini toping-

1) y  = 4 - x  to 'g'ri chiziq va у  = 4 - ~  parabola;

2) y = sinx sinusoida va >» = cosa: kosinusoida (0<x< л-);
3) y  = ( x -  2)2 va у  = 4x -  x2 + 4 parabolalar;
4) у  = 1п(\/3* -1) egri chiziq va abssissalar o 'q i .

,3
6.1.17. Material nuqta Ox o‘qi bo'ylab .t = y - 2 / J +3r qonunbilan 

harakatlanmoqda. Qaysi nuqtalarda nuqtaning harakat yo'nalishi o‘zgatadf>

6.1.18. Material nuqta s=s ( t )  qonun bilan to‘g ‘ri chiziqli harakat 
qilmoqda. Qaysi vaqtda material nuqtaning tezlanishi a(m/c2) ga teng 
bo'ladi?

l)s(f) = 2?3 +3< + l(m), a = 19; 2 )s(t)  = t3 +|/J - 4 t  + 3(m),a = 9.

61.19 . O’tkazgich orqali o'tuvchi tok miqdori / = 0 vaqtdan boshlab 
q = 3t2- l  qonun bilan aniqlanadi. Ikkinchi sekund oxiridagi tok kuchini 
aniqlang.

6.2. DIFFERENSIAL HISOBNING 
ASOSIY TEOREMALARI

0 ‘rta  qiymat haqidagi teoremalar.
Lopital qoidasi. Teylor teoremasi

6.2.1. F erm a  te o r em a s i . f ( x )  funksiya (a\b) inten^ld3 ^  
bo'lib, bu intervalning biror с  nuqtasida o'zining eng kichik 
qiymatiga erishsin. Agar funksiya с nuqtada differensiallanuvc 

u holda / ’(c) = 0 bo'ladi. va
R oll t e o r em a s i . f ( x )  funksiya [a\b] kesmada aniqlang3 jnterva^ 

bo'lib, /(e) = f ( b )  bo'lsin. Agar funksiya top'l®^
differensiallanuvchi bo'lsa, u holda shunday c e ( a , b ) 0 - 
/'(c) = 0 bo'ladi.



Roll teoremasi o'rinli bo'lishini tekshiring:
1 mf ° 3x- 4  funksiya uchun [0,3] kesmada; 2)/(x) = V ? -1 funksiya

f-kfl kesmada.
uctiunL • 3 x - 4  funksiya [0;3] kesmada uzluksiz,
^ ■ J^ jla jju v c h i va uning chetki nuqtalarida bir xil qiymatga ega: 
differensia__  ̂ ^  sababli, bu funksiya uchun Roll teoremasi o'rinli

^Madi x ning f '(x ) = 0 bo'lgan qiymatini topamiz: f ' ( x ) = 4x -  3 = 0.
3

Bundan x=4 -
2) /(i)= */?-! funksiya [-1;1] kesmada uzluksiz, / (- l)  = /(i) = o,

Г,ЛЛ -L  Bu hosila x = 0 e (- l;l)  nuqtada mavjud emas. Demak, bu 
, к '~ з ’4х
funksiya uchun Roll teoremasi o'rinli bo'lmaydi. О

Lagranj teorem asi. f (x)  funksiya [a;b] kesmada aniqlangan va uzluksiz 
bo'lsin. Agar /(.v) funksiya (a;fc)intervalda differensiallanuvchi bo'lsa, 
u holda shunday c e ( a ; b )  nuqta topiladiki,

b - a
bo'ladi.

Natija. Biror intervalda hosilasi nolga teng bo'lgan funksiya shu 
iniervalda o'zgarmas boiadi.

2 - misol. y  = x- + 6x +1 parabolaning urinmasi Л(-1;-4) va Л(3;28) 
n“qt^mi tutashtiruvchi AB vatarga parallel bo'lgan nuqtasini toping. 
" “qW arbo* +6x + 1 A va В nuqtalaming abssissalari chetki 
bu fuî csi a '83” kesmada uzluksiz, chekli hosilaga ega. Shu sababli, 
ab рагаЬы- !|Ĉ !m ^a®ranj teoremasini qo'llash mumkin. Teoremaga ko'raparabobn u — ivun.niasiii i  ци iiasu шишки), lcu icinaga ku iu 
^nuqtada CĈ  b°‘lmaganda bitta с  nuqta topiladiki, funksiya grafig iga 

^ & “ v a a r8 a p a r a llc lb 0 ' ,ad i' '

Bundan с- / ml ^*"^ = A c )(3 -(-1 )) yoki 28 + 4 = (2c + 6)-4.
^ а к ' д , ( d3/(c) = 8- 

' a <(3;28) n'uqjj1’̂ ”11413413 beril8an parabolaning urinmasi A (-1;-4)
011 tutashtiruvchi AB vatarga parallel bo 'lad i. О
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I
3-misol. arctgx + a r c c t g x x e R  ekanini isbotlang 

@  f(x )  = arctgx + arcctgx deb olsak, x e R  da

/'(*) =l + x2 1 + — = 0.

U holda natijaga ko‘ra f ( x )  = C,  ya’ni arctgx + arcctgx = C ь ^ .

ni Яо'уат1г:

J  ̂ v ^  t- arcctgx =
topish uchun xga biror qiymatni, masalan, x = 1
arcfgl + a r c c tg l = С yoki ^  = C. Bundan

arc/gx + a/r£*gx =—, x e R .  q
2

tfos/г/ t e o r em a s i . f ( x ) \a g ( x )  fimksiyalar [a;A] kesmada aniqlangan 
uzluksiz bolsin . Agar funksiyalar (e;ft) intervalda differensiallanuvchi 
bo‘ lib, Vxe(a;b)  uchun g '(x )*0  boisa, u holda shunday ce(a;b) nuqta 
topiladiki,

f ( b ) - f ( a )  f ' ( c )  
g ( b ) - g ( a )  g '( c )

boiadi

6.2 .2 . 1-teorem a. j ~ ko’rinishdagi aniqmaslikni ochishning Lopital qoidasi]

nuqtaning biror atrofida f ( x )  va g (x)  funksiyalar uzluksiz, 
differensiallanuvchi va g 'O )*0 bolsin. Agar lim /(jr) = 0 va lim gW=0

дг-кг0

bolib , lim = к (chekli yoki cheksiz) limit mavjud boisa, u holda
*-**• g  (^)

цт / М  = и т Л £ )
*-«• g (x)  х-w» g  (X)

boiadi. ,
Izoh la r: 1. 1- teorema f ( x )  va g(x) funksiyalar x = x0 da aniq 

ammo lim f ( x )  = Ova lim g(x) = 0 bolganda hamo'rinli boiadi.
X->*0 X-bXf.

2. 1-teorema x -*ao da ham o‘rinli boiadi. tiantirsa-
3. f \x)  va g '(x) funksiyalar I -teoremaning shartlarini qan°

bu teoremani takror qollash mumkin:
,im / ^ ) = lim va hokazo.
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j ^ - j  + tax |jmjtnj toping.
4_tnisol- Ш e , _ e

I 1 - 1 + In-v, g(x) = e ' - e  funksiyalar .v = l nuqta atrofida
<g> /(•*) ' *  "  0

г(х) = 0, ya ’ni -  ko'rinishdagi aniqmaslik hosil 
aaiqlangan- № П > ^  0

b o ’ l a d i .  ,

2x + -  ->
, f (x) = lim----- -- = -  mavjud va g\x) = e * 0  .
*2?g’(jf) e' e 
U holda 1 -teoremaga ko‘ra

x2 — 1 + In дг 3hm-------------= - .  О
«I e  — e  e

2-teorema. ko'rinishdagi aniqmaslikni ochishning Lopital qoidasij

v nuqtaning biror atrofida f ( x )  va g(x) funksiyalar uzluksiz, 
differer.siallanuvchi va g’(x )* 0  bo‘lsin. Agar lim f(x )  = lim g(x) = ac bo‘lib,

x-*x0 *-*л0

lim — limit mavjud bo‘lsa, u holda 
g'(x)

Ц тЛ £ )=и m m
*(*) g ’(x)

boiadi.

3 -misol. lim a  ̂ limitni toping.
\a(e’ - e “) 1 5

e~ ~ e “
= lim — ____ , 1  1 1

\----Г = llm ------------------------- = —— = 1 О
(  a )  + e  « *  l  + ( x - a )  l  + ( a - a )  1 + 0

а̂П teorernalar a s o s iy  an iqm aslik la r  deb ataluvchi -  yoki — 
Ko "nishdaei an^  0 00

O-od m̂ S am' °chishda qo‘ llaniladi.
Ashlar vcfн 1 . Q0~co ko‘rinishdagi aniqmasliklar algebraik

г mida asosiy aniqmasliklarga keltirilib, ochiladi.
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6 -  misol. limxj^e' - 1 j  limitni toping.
I

limx^e' -1  j  =

B )

®  limjc| e x -1  | = (oo • 0) = lim - -  - -  =

x

7 -  misol. limf —------ —  | limitni toping.
^ 4 .  tax x - l j

(  1 x  ̂ , 4 f x - l - x t a x )  ( 0'I
------<g> l im --------------- I = (oo -  со) = lim!

*^\1пх x - l j  " 'v  (x - l)tax  J VO

-ta x  xtax tax + 1 1= lim------------- = -lim -------------- = -lim --------------- — . О
'■*'tax + — — '^ 'x tax  + x - l  -*1 tax + 1+ 1 2

x

&  0" ,oo° yoki Г ko'rinishdagi aniqmasliklar lim/(x)"11 =e 

formula yordamida asosiy aniqmasliklarga keltirilib, ochiladi.
x

8 -misol. lim(cosx)' 2 limimi toping.

lim g(x)ln/(x)

lim f jc-“lln(cos.v)(0-») *~*i x 
, ч Х-ДЧ 2) x —

®  lim(cosx) 1 =(<>•)= e  1 = <?

lim ч» 1.1“" —  Him
*  -sm.t

= e° =1. О
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9 -m iso l. lim ln (-] lim itni toping.

f t  У lim arlnf Inf - l](<Kx) '-•,l I ~l«J
irato i  - И - « ~  ' U ) = *

*-*•Г Л  л *̂ 1пГП 1 
= e = e  = e* = e° = 1. О

10-misol. iim(l + sinjc)‘®‘ limitni toping.
. t - * 0

ln(l+sinx)f 0̂, v limc/gxln(l+sm.t)|ao0) u*n - ~
®  lim(l + sinx)‘®‘ = (l” )= e ‘"° =  e ~  =x-*0

cosjt

limcre.r-lim̂ r——̂ l-lim l+slf}t limj—■— .
_  -si i-*e sm jr _  > -*ii cosj: _  .o l ‘ SIri 1 „  ^ 1  _ _  ^  ^

6.2.3. T ey lo r  t e o r em a s i .  /(jc) funksiya x„ nuqtaning biror atrofida 
aniqlangan bo'lib, bu atrofda (n + l)-tartibligacha hosilalarga ega va f'"'"(x) 
hosila jc0 nuqtada uzluksiz bo‘lsin. U holda

Ж ; , Г ^ (х_ х_у ^ ^ г
n\ (« + !)!

bo'ladi,bunda c=jc„+0(jc-jco), 0<<9<1.
Bu tenglikka L agran j к о  'r in ish id a g i q o ld iq  h a d li T ey lo r  fo rm u la s i  

deyiladi.

®  ?(*,*„) * /(ж0) + f e l ( j c  - JC„) + +... + -  JC0)"ga
1! 2! л!

jc0 nuqtada boigan л -  darajali T ey lo r  к о  ‘p h a d i ,
R (j )  _ f "  (c)
' oTTl)! 0)”*1 ga Teylor formulasining L agran j ко  ‘r in ish d a g i

^ d iq h a d i  deyiladi.



11-misol. f ( x )  = x4 - 3jc2 -  x + 2 ko'phadni (x + 1) ikkihadning butun 
% musbat darajalari bo‘yicha yoying.

<S> Funksiyaning hosilalarini topamiz:
/'(x) = 4x5 — 6jc — 1, f ' ( x )  = 12x2 -  6, f ( x )  = 24x, f '\ x )  = 24, 

f ( x )  = 0, (n  £ 5 uchun, /'"’(x) = 0).
Ko'phad va uning hosilalarining x0 =—1 dagi qiymatlarini topamiz:

/(-1) = 1, /'(-D = l, /"(-1) = 6, / ”(1) = -24, f "  (1) = 24.
U holda

1 6  24 74
/(x) = x4-3 x 2- x  + 2 = l + - (x  + l) + - ( x  + l)2-  — (x + 1)3 + —-(jf + i)4 =

= l + (x + l) + 3(x + l)2 -4(x  + l)3 + (x + l)4. О  

x0 = Oda Teylor formulasining xususiy hollaridan birif{x)=m+mx+..'+f̂ x-+..+=jr̂ x-«
1! n\ (n +1)!

hosil bo'ladi. Bu formulaga M ak loren  fo rm u la s i  deyiladi.

Ayrim funksiyalaming Makloren formulasiga yoyilmasi:

x x2 x" e a’ ...1. <? =1 + -  + — + ...+— +--------jp x&R ;
1! 2! n\ (и + 1)!

3 5 7 2» -l 2я*2

2. sinx = x -----+:---------+... + (-1)”' 1----------+ (-1)" sinfi*---------- , x e R;
3! 5! 7! (2я - 1)! (2/7 + 2)!

x~ x 4 x2n3. cosx = l~ — + — + ... + (-1)”------+ (—ly'cosSc----------, xeR;
2! 4! (2л)! (2/1 + 1)!

A n ,  i . m m(m-l) , m ( m - l ) . . . ( m - n  + \) 24. (1 + x) = 1 + — x + —------ -x +... + —------—----------- -x~ +
1! 2! n\

+ x €(-1;,);
(n +1)!

Xususan, n = m da ( Nuyton binomi)

(1 + xy  = 1 + ” x + l) x2 +... + « " Г  1* п - Л х> +... + nx-' +x-,
1! 2! 3!

5. h(l + x) = x - y + ^  + ̂  + ... + ( - l ) ^ ^  + ( - l)”^  - —̂ - r .  х е ( - №  Я
2 3 4  n л + 1 (1 + W



^ «-nini 0 ,« « i  aniqHkda hisoblang. 

в  Sbartga k o -rax = l, £ °-1Ю1'
M aklorenfarm uiasigabm o^n | j

1! 2! nl

e “ ^  rOaOl,O<0<l tengsizlik bajariladi 
„ = 6 da Я.(*) = (;ГП )!

Demak, 1 1 1  1
~ 1 + — H---- 1---•+*... "t" ~ =

e ^  1! 2! 3! 6!

*=2 + 0,5 + 0 ,1 6 6 6 -7 ^ 0-()4167+0>00833 + 0’00 ,39  = 2’718- °

M ustah*kam ,ash uchun mashqlar

v- , fc>erilgan kesmada Roll teorema^ 0 nn''

« s s c ; " -  Mpi- g:

«.2.2. FOOksW " ‘ bun I Ы *»*“  I ® ™ *  L**™4i f'orml,laS' °ГЧа1'
С ning tegishli q iym atin i topii»«£ :
1) /(x) = i JC3 _ X+JI, [0;1]; 2> /(л) = е% t0;1];

4 ) / w = , - - 6 , +u m

«■2.3. B e n lg # "  ftm ks.yas. g ra fig in in g  unnraasi vatar(S>> P ^ U e l

San nuqtasini tof Ping ;
^ - 1 - 2 , 2 , / м - Л Т Т .  « д а * * *

6-2.4. F urtksi^a uchun b o i g a n  kesmada Koshi formula^n. yozmg va

C П'п8 tegishli cjiymPatini to p in J^ :

[ < * f )  2 ) / W . x ' - 3 , g W ^ '  + i [ W I .

267



,  6.2.5. Funksiyaning o'zgarmas boiish lik  alomatidan foydalanib 
quyidagilami isbotlang:

1 - x 2 2x x S 4
1) arccos— — = 2arctgx, 0 :£x<+oo; 2 )arcsin------- = larctgx, -1  < x < l

1 + x 1 + x
- л  -2arctgx, x> i

6.2.6. Limitlami Loopital qoidasidan foydalanib toping:
sin®f

1) lim
’  — lnx

3) l i m ^ ;  
In sin x

7 x-we у

x1 2 1

7) fon^- г т — ;
sin X

9) limxfg—;
x

1 1 )  lim (secx-fgx);
x-»-~

2

13) lim (л - -2 х Г ' ;
х -Д -0

2
та

1 5 ) to (2 - | ]n ; 

17) lin^fgx)

x-arctgx 2) lim------

.4 lnx4) lim----- ;*-.« c/gx

6) l i m ^ ^ ;
In 1 +

8 ) lim lncos(3x - x )
' - 0 sin2x 

10 ) lim(l - e lx)ctgx\
x-*0

12 ) limf—-------—
' ^ x  arctgx

I
14) lim**''-";

x-+0

_2

16) lim(cos3x)’: ;
x-M)

18) lim(x + 3x)'.

2 ’

6.2.7. K o ‘phadni ( x - x 0) ning darajasi bo‘yicha yoying:

1) P(x) = x3 + 5x2 -  3x +1, x0 = -2; 2) P(x) = x4 -  2x3 + 5x -  6 , x0 = 2.

6.2.8. Funksiyaning berilgan nuqtada uchinchi tartibli Teylor 
formulasini yozing:

1) /(x) = VT+x, x0 =3; 2 ) /(*) = - ,  x, = - 2 .x
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6.2.9. Funksiyalami Makloren formulasi yordamida xning darajalari 
bo‘yicha yoying:

1) /(x) = xe ; 2) f ( x )  = chx.

6.2.Ю. Berilganlami 0,001 aniqlikda hisoblang:
1) sin36°; 2) cos32°;
3) i je ; 4) lg 10,09.

6.3. FUNKSIYALARNI TEKSHIRISH VA 
GRAFIKLARINI CHIZISH

Funksiyaning o‘sishi va kamayishi. Funksiyaning ekstremumi. 
Funksiya grafigining botiqligi, qavariqligi va egiiish nuqtalari.

Funksiya grafigining asimptotalari.
Funksiyani tekshirish va grafigini chizishning umumiy sxemasi

63.1. y  = f ( x )  funksiya X to'plamda aniqlangan va X, c X  bo'lsin.
Ш Agar Vx,,x2 e X ,uchun x, <x,bo‘lganda: /(x,)</ (x : ) (/ (x t)> /(x,)) 

tengsizlik bajarilsa, y  = f ( x ) funksiyaga X, to'plamda о  ‘s u v ch i  
(kamayuvchi) deyiladi.

Funksiya o'suvchi va kamayuvchi bo‘lgan intervallar funksiyaning 
monotonlik in ter\ a lla ri deb ataladi.

®  /(x) funksiya (a\b) intervalda differensiallanuvchi bo‘lsin:
1) Vx<=(a;/>) da /'(x)>0 bo'lsa, funksiya (a\b) intervalda o‘sadi;
2)Vxe(a;6) da f \x)<  0 bo'lsa, funksiya (a;b) intervalda kamayadi.

1 -  misol. /(x) = 8 + 21 x -  x' funksiyaning monotonlik intervallarini 
toping.

®  D( f )  = R. Hosilani topamiz: / ’(x) = 27 -  3x: = 3(9 -  x2).
Uholda: 1) /'(x) = 3(9-x2)>0 dan |x|<3 yoki -3<x<3;

) /(x) = 3(9_j-2)>o dan |x|>3 yoki x<-3 va x>3.
Demak, berilgan funksiya (-3;3) intervalda o'sadi,

"^-З) u (3;+{0)intervalda kamayadi. О



6.3.2. В Agar *„ nuqtaning shunday 5 atrofi topilsaki h 
barcha x * x 0 nuqtalarida /(x)</(x0) {f(x)> /(x0))tengsizlik ba'aril atr0fi4  
x0 nuqtaga f ( x )  funksiyaning maksimum  (m in im um ) nuqtasi devils* I

Funksiyaning maksimum va minimum nuqtalariga 
deyiladi. Funksiyaning ekstremum nuqtadagi qiymati T ”,, nU('talar 
ek strem um i deb ataladi J unk s iy a ^

Teorema (ek strem um  m a v ju d  b o 'l is h in in g  za ru riy  sharti) Ao» J 
funksiya x0 nuqtada ekstremumga ega bo‘ lsa, u holda bu nuqtadf^*1 
hosilasi yoki nolga teng (/'(x0) = 0) bo'ladi yoki mavjud bo'lmaydi.

f ( x )  funksiyaning hosilasi nolga teng bo'lgan yoki mavjud bo'lmagm
nuqtaga kritik nuqta deyiladi. f ( x )  funksiyaning hosilasi nolga teng bo'lgan
nuqtaga s ta t s io n a r  nuqta  deyiladi.

Teorema (ek strem um  m a v ju d  b o ' l is h in in g  b ir in ch iy e ta r lish a r ti) . Agar 
f ( x )  funksiya x„ kritik nuqtaning biror 5 atrofida differensiallanuvchi bo'lib. 
x0 nuqtadan chapdan o'ngga o'tganda f ( x )  hosila: ishorasini musbatdan 
manfiyga o'zgartirsa x0 nuqta maksimum nuqta bo'ladi; manfiydan 
musbatga o'zgartirsa x0 nuqta minimum nuqta bo'ladi; ishorasini 
o'zgartirmasa x„ nuqtada ekstremum mavjud bo'lmaydi.

2-m isol. /(x) = V 7 - f  funksiyaning ekstremumlarini toping.

2 1 • i 1 2-^Ix
<S> D( f )  = R. Hosilani topamiz: f ( x )  = —-p  -  -  yoki f ( x ) = - -  ^

I.

Hosila x, = 0 nuqtada mavjud emas va x2 =8 nuqtada nolga ten̂ ^  
nuqtalar berilgan funksiyaning aniqlanish sobasMU 
(-<»;0), (0;8), (8;+*>)intervallarga ajratadi. H o s i l a n i n g  har bir knt 
chapdan o'ngga o'tgandagi ishoralarini chizmada belgilaym iz.

maksimum
Demak, x, =0 minimum nuqta, y mn =/(0) = 0 va x, -



( k str em u m  m av ju d  b o ' l is h in in g  ikkinchi y e t a r l i  sh a rti) . 
Teorema statsionar nuqtada ikkinchi tartibli /'(.v)hosilaga ega 

f(x) /'(.r)<0 bo'lsa дг0 nuqta maksimum nuqta bo'ladi;
^  ЫП bo'lsa°x, nuqta minimum nuqta bo'ladi.

■ I Asosi a ga va balandligi h ga teng uchburchakka eng katta 
3' mlS bo'lgan to'g'ri to'rtburchak ichki chizilgan. To'g'ri

t^rtburchakning yuzasim toping.
® To'g'ri to'rtburchakning tomonlari 

x va у bo'lsin.
Uchburchaklaming o'xshashlik 

alomatidan topamiz (1-shakl):
у h - x
a h

U holda y = ̂ -(h-x) va S = xy = ~ (hx-x2). 
h h

s :=^(A-2jc) = 0 dan

Buqiymatda s'= ~ — <0. Demak, to'g'ri 
h

to'rtburchak eng katta vuzaga ega bo'ladi.

x = -  da = = va eng katta to'g'ri to'rtburchak yuzasi

„  a h ah , , .S =xy = - -  — = — (yuza.b) о

kichik ■ ^ m ad a  uzluksiz y  = f(x )  funksiyaning eng katta va eng 
va kesm ymat*a” n' uc^un funksiyaning kesmadagi kritik nuqtalaridagi 
kichigi tanlanacf6^ ' nU(̂ ta*ai’ (̂ a8' qiymatlari orasidan eng kattasi va eng

1-shakl.

4 - misol.
kichik ni y  x ~3jr funksiyaning [0,2] kesmada eng katta va eng

« /™,а' |“г!л' “w
Funksiy X 3 = 0 С*аПДГ| =-|,лг; =1 kritik nuqtalardan.v, e[o,2], 

4'ymatlarini .  ̂ ■*! =1 nuqtadagi va kesmanmg chetki nuqtalaridagi
^ ^ ^ P am izv aso lish tiram iz : /(l) = -2, / (0) = 0, /(2) = 2.

** =/(2) = 2’ X , =/d) = -2. о



6.3.3. 83 Agar (a\b) intervalning istalgan nuqtasida у  = f ( x) funksiya 
grafigi unga o‘tkazilgan urinmadan yuqorida (pastda) yotsa, funksiya 
(a\b) intervalda b o tiq  (q a va r iq ) deyiladi.

Teorema. Agar y  = f ( x )  funksiya (a;b) intervalda ikkinchi tartibli 
hosilaga ega bo'lib, Vxe(a;6)da: f ( x ) < 0  bo'lsa, funksiya (a;b) intervalda 
qavariq boiadi; /"(x)>0 bo'lsa, funksiya (a;b) intervalda botiq bo'ladi 

88 f ( x )  funksiya x0 nuqtaning biror <5atrofida differensiallanuvchi 
bo4 lib, X(t nuqtadan o'tgan da botiqligini qavariqlikka (yoki qavariqligjnj 
botiqlikka) o'zgartirsa x„ nuqta funksiyaning egilish nuqtasi deyiladi. Bunda 
M(x0; f ( x 0)) nuqta funksiya grafigining e g i l i s h  nuq ta si deb ataladi.

Teorema ( e g i l i s h  nuqta  m a v ju d  b o  ‘l ish in in g  za ru r iy  sh a rti) . Agar 
x0 nuqta f ( x )  funksiyaning egilish nuqtasi bo'lsa, u holda bu nuqtada uning 
ikkinchi tartibli hosilasi yoki nolga teng (/*(*„) = 0) bo'ladi yoki mavjud 
bo'lmaydi.

f ( x )  funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi nolga teng bo'lgan yoki 
mavjud bo'lmagan nuqtaga ikkinchi tu r kritik nuqta deyiladi.

f ( x )  funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi nolga teng bo'lgan nuqtaga 
ikkinchi tu r s ta t s io n a r  nuqta  deyiladi.

Teorema ( e g i l i s h  nuqta  m a v ju d  b o  'lish in in g  b ir in ch i y e ta r li  sharti) 
y  = f ( x )  funksiya x„ nuqtaning biror 8 atrofida ikkinchi tartibli hosilaga ega 
bo'lsin. Agar <5 atrofhing x0 nuqtadan chap va o'ng tomonlarida 
f ( x )  hosila har xil ishoraga ega bo'lsa, u holda xri nuqta funksiya 
grafigining egilish nuqtasi bo'ladi.

• X5-m isol. y  =----- r funksiya grafigini botiq va qavariqlikka
l - x

tekshiring.

®  D ( f )  = (-oo;-l) u  (-1;1) u  (l;oo).

f  x  )1 _ x  +1 1f  x2 + n j 2x(x2+3)
l l - X 2J ( l - x 2)2 ’ } l ( l - x 2)2J ( l - x 1)3

Ikkinchi tartibli hosila x, =-1, x, =0, x3 =1 nuqtalarda nolga teng va mayH
emas.



/ '" (jc ) hosilaning bu nuqtalardan 
chapdan o‘ngga o‘tgandagi ishoralarini 
chizmada belgilaymiz:

Demak, funksiyaning grafigi (—1;0) va (l;oo)intervallarda qavariq,
(-oo;-l) va (0;l)intervallarda botiq bo‘ ladi.0(O;O) nuqta funksiya grafigining 
egilish nuqtasi boMadi. О

Teorema (e g i l i s h  nuqta  m a v ju d  b o  ‘l i sh in in g  ikkinchi y e t a r l i  sh a rti) . 
y(X) funksiya x„ ikkinchi tur statsionar nuqtada uchinchi tartibli 
/"(jc)hosilaga egabo'lsin. Agar /"(x)*0bo‘lsa, u holda x0 nuqta egilish 
nuqta boiadi.

6 -misol. у  = ( jc  -  3)5 + 5x + 4 egri chiziqning egilish nuqtasini toping.
@ Funksiyanig uchinchi tartibligacha boigan hosilalarini topamiz: 

у ' = 3(x -  3)2 + 5, >’* = 6(jc-3), y m = b.
Funksiyaning ikkinchi tartibli statsionar nuqtasini topamiz:
/  = 6(x-3)=0 dan jc  = 3. Bu nuqtada y ” =6 *0 .
Demak, x = 3 funksiyaning egilish nuqtasi. x = 3 da у = 19. Berilgan egri 

chiziqning egilish nuqtasi M(3;19). О

6.3.4. В E gri ch iz iq n in g  a s im p to ta s i deb shunday to‘g ‘ri chiziqqa 
aytiladiki, egri chiziqda yotuvchi M nuqta egri chiziq bo‘ylab harakat qilib 
koordinata boshidan cheksiz uzoqlashgani sari M nuqtadan bu to‘g ‘ri 
chiziqqacha bo'lgan masofa nolga intiladi.

Assimptotalar uch turga boiinadi: vertikal, gorizontal va og‘ma.
Agar lim f{x ) yoki lim /(x) limitlardan hech boimaganda bittasi

*-♦*0+0 x-+xo-0

cheksiz (+oo yoki -o o )  boisa, x = x0 to‘g ‘ri chiziqqa y  = /(x) funksiya 
grafigining vertik a l a s im p to ta s i deyiladi.

Agar shunday к va/> sonlari mavjud boiib , x-»oo (х -»-<») da 
f '(*) funksiya

f  (x) = kx + b + a(x), lima(x) = 0
k o 4r i * V» *

nishda ifodalansa, y  = kx + b to‘g ‘ri chiziqqa у  = f (x )  funksiya
grning o g 'm a  a s im p to ta s i deyiladi. Bu yerda

к = l i m , b = lim (/(x)-fcx).
Х-»+гс ^  x-*+®



Agar lim lim ( f  (x) -  kx) limitlardan hech bo‘lmaganda bittasi

mavjud bo‘lmasa yoki cheksiz bo'lsa, f ( x )  funksiya grafigi og‘ma 
asimptotaga ega bo'lmaydi.

Agar k = 0 bo‘lsa, 6 = lim f i x )  bo‘ladi. Bunda y  = b to‘g ‘ri chiziqqa
f ( x )  funksiya grafigining g o r iz o n ta l a s im p to ta s i deyiladi.

Izoh. y  = f ( x )  funksiya grafigining asimptotalari x -> +<* da va * -»  _x 
har xil bo‘lishi mumkin. Shu sababli к  va bn i  aniqlashda x-»+oo va x-»-® 
hollarini alohida qarash lozim.

x2 -37 -m isol. у  =------- funksiya grafigining asimptotalarini toping.
x

x2 -  3 x2 -  3 
<&> lim ------------ =  + o o ,  lim ------------- =  - o o .

r-*0+ X  x-*0- X

Demak, x = 0 to‘g ‘ri chiziq vertikal asimptota.

lim f ( x )  = lim - — — — + Q o  va lim f ( x )  = lim - — -  = - o o .
X-++«C X—*+* X  X—>-HE x-+—X- X

Demak, gorizontal asimptota yo‘q.

к = lim — = lim - - - - -  = 1, 6 = iim ( f ( x ) - kx )  = limf - ——- x  j = lim — =0,
X  * - « «  X «-.** x  J  X

к = lim — lim * ■  ̂= 1, 6 = lim (/(x) -  far) = limf——— -x| = lim — =0.
*-»-* X i—« x \  x J »->-» x

Bundan у  = kx + b  = x. Demak, у  = x to‘g ‘ri chiziq og‘ma asimptota. О

6.3.5. Funksiyani tekshirish va grafigini chizishni malum tartibda 
(masalan, quyidagicha) bajarish maqsadga muvofiq boiadi:

1°. Funksiyaning aniqlanish sohasini topish.
2". Funksiya grafigining koordinata o‘qlari bilan kesishadigan nuqtalarmi 

(agar ular mavjud bo isa) aniqlash.
3”. Funksiyaning ishorasi o‘zgarmaydigan intervallami ( /(x)>° У0*0 

/(x) < 0 boladigan intervallami) aniqlash.
4". Funksiyaning juft-toqligini tekshirish.
5°. Funksiya grafigining asimptotalarini topish.
6". Funksiyaning monotonlik intervallarini aniqlash.
7°. Funksiyaning ekstremumlarini topish.



g". Funksiyaning qavariqlik va botiqlik intervallarini hamda egilish 
nuqtalarini aniqlash.

1» - 8" bandlardagi tekshirishlar asosida funksiyaning grafigini chizish. 
Keltirilgan sxema albatta bajarilishi shart emas. Soddaroq hollarda 

keltirilgan bandlardan ayrimlarini, masalan l*,2*,7'ni bajarish yetarli bo'ladi. 
Agar funksiya grafigi juda tushunarli bo'lmasa, Г - 8" bandlardan keyin 
funksiyaning davriyligini tekshirish, funksiyaning bir nechta qo'shmcha 
nuqtalarini topish va funksiyaning boshqa xususiyatlarini aniqlash bo'yicha 
qo'shimcha tekshirishlar o'tkazish mumkin.

8 -m iso l. у  = ——- funksiyani tekshiring va grafigini chzing.

@ Г. Funksiyaning aniqlanish sohasi:

D ( f ) = ( —°°;—l) v  (—i;i) (i;+°o)-

2". x = 0 da y  = - 1 boiadi. Funksiya Oy o'qini (0;-l)nuqtada kesadi. 
y *  0 boigani uchun funksiya Ojco'qini kesmaydi.

3". Funksiya (-oo;-l)va (l;+oo)intervallarda musbat ishorali va 
(-Ц1) intervalda manfiy ishorali.

4". Funksiya uchun / (-* ) = / (jc)bo'ladi. Demak, u juft.
r JC2+1 JC2 + 1

5 . lim  —----- --  +oo, lim  —----- = —oo,
- 1

.. x2+1 jc2 + 1 
lim  —-----= -oo, lim  —------= +oo.

X-+I-0 j j 2 __J x-fr—l+0 |

Demak, x = - l  va x = l to 'g 'ri chiziqlar vertikal asimptotalar bo'ladi.
x2 + 1к = lim — ------= 0 (x-++ooda hamjt-+-oo da ham £ = 0 ),

*->+» x(x - 1)

b=  lim [  ̂ -  O x  | = 1. 
t x2- l*-*+CCj

U holda у = i to 'g 'r i chiziq gorizontal asimptota bo 'lad i.
У=1 to 'g 'r i chiziq x -> +oo da ham x -+ -oo da ham gorizontal asimptota 

bo'ladj,

6°- Funksiyaning o 'sish  va kam ayish intervallarin i topamiz.

, 2x(x2 - l ) - 2 x ( x 2 + l ) _  4 x  

■V '  (x2 - l ) 2 (x2 - l ) 2 '

27S



Bundan дс<0 da y>Ova *>o da y<0.
Demak, funksiya (-oo;0) intervalda o'sadi va (0;+oo) intervalda kam 

7°. Funksiyani ekstremumga tekshiramiz. Hosila * = - i  va 
mavjud emas va * = 0 da nolga teng. Bu nuqtalar berilgan funksiyanin 
aniqlanish sohasini to‘rtta (—oo;-l), (—1;0), (0;1), (l;+x) intervallarga ajratadi 

Hosilaning har bir kritik 
nuqtadan chapdan o‘ngga o‘tgandagi + + 
ishoralarini chizmada belgilaymiz: TJ o' ]  ^

Demak, * = 0 maksimum nuqta, ^

8°. Funksiyani qavariqlikka va botiqlikka tekshiramiz va egilish 
nuqtalarini topamiz.

У =
4x

Г

- 4

I ( x - i r

(x! - l ) 2 -x - 2 ( x 2 + l)-2x 4(l+ 3x2) 
(x2 - l  У (x1 - » 3

Ikkinchi tartibli hosila jc, =-1, x, =1

nuqtalarda mavjud emas.
y" hosilaning bu nuqtalardan 

chapdan o'ngga o'tgandagi ishoralarini 
chizmada belgilaymiz:

- l

Demak, funksiyaning grafigi (-1;1) 
intervalda qavariq, (-°o;-l) va (1;+°°) 
intervallarda botiq bo'ladi. Funksiya 
grafigining egilish nuqtasi yo'q.

1" -  8° bandlardagi tekshirishlar 
asosida funksiya grafigini chizamiz (2-shakl).

Д

2-shakl.



Mustahkanilash uchun m ashqlar 

i Berilgan funksiyalam ing monotonlik intervallarin i va

^ u m la r in i  юртВД
|)/w , / - V +15r, 2)  f ( x ) = — — ~2x;

j / H - W P ? ;  6 ) / ( x ) -3 ( / 7 -* ’;

7) f ( x)=xe~'\ 8) f ( x )  = ch 1x\

9) /(л) = 1п(л: +1); 10) /(*) = J L ;
1пдг

11)/(x) = *-2sinx, 0Sx<2w; 12) /(x) = .r + 2cos; jr, 0<.v<7r.

6.3.2. Funksiyalaming berilgan kesm adagi eng katta va eng kichik 
qiymatlarini toping:

1) f(x)=x’ -3x, [0;2]; 2) f(x )  = x' + Зд-2-9х-10, [-4;0];

3) /(*) = дг + cos 2x, 4 ) / (x )  = x 5lnx, [l;e ].

katta S t , n T  5_21; + 3̂  ~l  4onun bilan harakatlanmoqda. Jismning eng

“̂kilishca ^ ° n^a*an8 kesimi to'g'ri to‘rtburchakdan iborat to'sinning 
ko’ndalang kesimning eni bilan bo‘yi kvadratining 

^ilishga пагеиРГС!^ОГ8'опа*' ^diametrli xodadan kesilgan to'sinning 
^ ‘lishi kerak? ' ^  ^atta bo'lishi uchun to‘sinning o'lchamlari qanday

T° 8‘ri to‘rtbUrch!'if'■1 tCn  ̂ m's simdan to 'g 'ri to'rtburchak bukilgan. 
qanday bo‘lishi kerak'^ ^Uzas* епё katta bo'lishi uchun uning oMchamlari

6.3.6.
to пЬцГскя, 16 9 1 e^Ps8a to'g'ri to'rtburchak ichki chizilgan. To'g'ri

Шп8 eng katta yuzasini toping.



6 3 1  R radiusli sharga yon sirti eng katta bo‘lgan silindr ichki chbi 
uchun silindming balandligi qanday boiish i kerak? ^

6 3 8. Silindming hajmi V ga teng. Silindr eng kichik to ia  sirtga ega 
boiishi uchun uning balandligi qanday boiishi kerak?

6.3.9. Berilgan funksiyalar grafigining botiqlik, qavariqlik intervallarim 
va egilish nuqtalarini toping.

1) /(x) = x4 - 4 x 3 + 6x;

3 ) f ( x )  = 2х-Ъ\[х*\

5) f ( x )  = x — ln(l + x);

i )  / W = r r t ;1 + x

2 )  /(■*) =(jc-5)! + 4 x - l 3 ;

4) / (x) = l +

6) /(x) = ln(l + xJ);

8) /(x) = x3 - 3

6.3.10. Berilgan funksiyalar grafigining asimptotalarini toping:

J\ + x2
1)/ (* ) =x 2 - l

3) /(x) = Vxr -3 x ;

5) / (* ) = x + 2

2) /(x) = -

4) Дх)
xJ

' W

6) / w  =
ln: x

7) /(x) = 3 x -
srnx 8) /(x) = -xarctgx.

6.3.11. Berilgan funksiyalami tekshiring va grafigini chizing.

1 )/ (* )  =

3) / (* ) =

5) /CO = In!

x - 2  
x2 '

1 + 4x3
*

X

x - 2
x + 1



6-NAZORATISH1

j. Berilgan funksiyaiar grafig in ing abssissasi r  b o ‘ la ,
0‘tkazilgan urinma va normal tenglamasini tuzim> ’ nUqtas,da

1-variant

V = I+2x, x ,* l .  2 - У = х ! + 3x + l , x = 3,02.
ДГ

2 -va r ia n t

x „ = -l. 2 . y  = i r 3 + i xJ - . v + 4 , дг = 1.1.
• x +4 3 2

ИР-- 3-variant

-v=7 t| - xo = l. 2. y  = \fx* , x = 1,04.

v = or
5 ’ *0=1.

4-variant
.  * -7

V l - l t ’ ’ .1* * 1' 2 . y = k [ x 2 , x = l,04.

My 5-variant

V~ 2 ^ '  JC"= ' L 2. y  = J =  , д = 4,15.
Vx

х 6-variant

1 4  2 . y  = VЗх + cosx , x = 0,01.

7-variant

2. j> = Vx , x = 7,74.

8-variant
■> X + v5 -  x‘2. _y = --------------- , x = 0,97.



1. j> = x2 +8л/х-16, jc0 = 4.

I-----

1. у  = \ x 3 -3jc, x0 = 1.

1. y  = \[x*~20, x0 = -8.

.  1+Vx
1 r~’ X0 ^1-л/дг

1. _v = 4V x -16 , jt0 = 16.

1. >’ = 3x: - 2 x  + 6, jc0 =2.

,  x2 -  3x + 6 ,1. y  = -------j— - ,  x„=3.
X

1 . y  = \ - 2x, x„ =3. 
x

I. ,y = x3 +2л/х + 1, x0 =1.

1. у  — х3 -  Зх, х0 = -2.

, x3 -  2x2
1 .  v = ------ ----- x = - 1

' x2+l ,X ° l -

1. v = 2 V x -x , x0 =2.

9-variant
2-У  = arcsm x(X==0,06.

10-variant
2- >' = '/хг +7Гт'

2 ’ * = 0,97.
11-variant

, x = 0,98.
12-variant

2* .У = *6 , x = 0,99.

13-variant
2 v_,/2-T

14-variant
2. v = 5x’ - 2 x  + 3 , x = 2,01.

15-variant
2. j  = Vx + Vx , x = 15,9.

16-variant
2 .  y  =  s J E I  x  = 0 ,1 5 .

V3 + x

/ 7-variant
2. y  = f  4 + x2 , x = 0,2.

18-variant
2. y = J7 T l , x = 2,04.

19-variant
= 1,03.2. = л/х + 2xJ +1 . *

20-variant
2. у  = Vx3 +2x + 4  , x = l,9S.

&



21-variant
2. y  = y[4x^3 , л: = 0,88.

22-variant

2. y  = 4x2 + 5 , x = l,98.

23-variant

2. y  = \Jx} + 7 , дг = 1,01.

24-variant

25-variant

2. y  = J x 1 -  7x + 10 , x = 0,98.

26-variant

2. ,у = *3-4 д г+6* + 3 , x = l,03.

27-variant

2. y  = VT+x , x = 0,3.

28-variant

2. j/ = Vx , x = 15,86.

29-variant

2. y  = 4 1+x + sinx , x = 0,02.

30-variant

2x -  sin — , jc = 1,01.
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5-MUSTAQIL is h

1 - 5 .  Hosilani toping.
6  Berilgan funksiyalam ing n -  tartibli hosilalarin i toping.
7 Oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyalaming hosilasini toping I
8. Parametrik ko ‘rinishida berilgan у funksiyalaming * bo‘yicha

ikkinchi tartibli hosilasini toping.
9 limitni Lopital qoidasidan foydalanib berilgan toping.

10. Funksiyani to 'la  tekshiring va grafigini chizing.

1 -va rian t

1 .  y = \i5 x * - 2 x - 1  +
(jc -  5)

3. y =

5. y = -

( 2 Х  +  5 У

\ x - 2 ) 2(x + iy

7. x s in y -yco s je^ O .

9- H x

j  7 ? - 3 .
Ь  y (x + 2У

e*3’
3* y ~ 4S~^Jx + 5

(х - 2 П х  + 1У

7. 3” ' -ду1п х = 15.

1
9.. lim*'-

2. v = ctg— • arccosx4.
X

4 . у = (cosx)'

6 . y  = 3*

x = f+ sin f, 
у  = t -  cosl.8. 

10. y =

2 -va r ia n t
2. у  = tg\fx • arcctgix

4. у  = (x3 +1)“ ’ .

6 . у  = sinx + cos2x.

x = ts +2t,
’ = t3 +8/-1.

Ю.у = —Ц -. l - x 2



у = # - 7) + 4.V' + Здг -  5 

е*'*
г ' ^ \ ____ 7

( x - 2

tg3x 
lim "ГГ* 
. A  >g5x

y=ifr+4Y - 2x~ -  Здг + 7
cos5x

А х + 5)>{х -2У  
(jc + 1)4

ysinx + cos(x -  y) = cos v .

>'4 ^ 3 ? 7 ]~ V 'U  + 5)>.

e**

( * - 2 ) J 

ien2>'J'cos2x = i 0 .

3-variant

2 . y  = tgi 2x • arccos2jr3.

4. _у = (даг/&г)5л*'.

6 . j  = lg(3jc +1).

8. x = e2(, 
у  = cost.

10. v = < ^ .  
'  4 ( x - l )

4-variant
2. y  = 2** arctgs3x.

4. y  = (arctgxY~‘.

\ + x6. y  =
l - x

\X =  Ctgt ,  

8 - l  >
cos2?

10. y = -
x + x + 1

5-variant
2• у  = tg3 2x ■ arcsinx*.

4. >> = x“ 2'.

6. у  = 2".

x = In cos 2/,8.

10. y  =

V = sin~2/. 
r - 1

X 1 -2x
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1. у = -
( * - 4 ) 2

+ \,2х2 -З х  + 1.

-1 е ' -  /gar
3. У 4х2+ 7 х -5

5. у  = (х + 2Уу1(х + 1У
( х - 3 ) :

7. ху + 1п;у-21пх = 0 .

9. lim /gv -  sin x
»-o 4x — sinx

1.  v = — T - V 4 - 3 X - X 4.

3. >’=

(x + 4) 
cos3x 

(2x + 4)s

5 . y , - J b ± V .  
' (x + 3 ) V 2 x - l

7. (e1 - x ) 2 =xz + 4 .

9. lim(l -  cos 2x)c/g2x.

1 . у = -
( x - 1 ) 3 6 x 2 + 3 x - 7  

3. y  = yl5x2 -  x+1 ■ e~3\

«  V(x + 5)3(x + 2)
D* V -------------- r- -... ; -  .= = ------- .

V(3x + 1)3

7. e*+-v = sin —.

9. lim(l + x)"”\

6-variant

2. > = cfg x • arccos2x3

4. ;  = x'*! .

6. v =J' sin 2x + cos(x +1) 

.y = ln(r’ + l).

10. jy = ̂ fZ i) l 
x2 +1 ■

7-variant

2. y  =  e * ° ‘ t g l x \

4. j> = (sinx)3\

6. j» = 3“+fc.

f x = l - e 3',
8 - |v = i ( e 3' +e-3').

10. у 2 - 4 x 2 
’ l - 4 x 2

8-variant
2. y  = em'-ctg8x3.

4 .  _y = (cosx)''.

6 . v = xe'

8. x = ln(l + 0> 
v = t -  arctgt-

x3+l
l O . y . - j -



7___ + ̂ g 7 -3 x : - 
1. У *(х-1)’

2*1

S / b l
5 .v  = (A. + 2) J(2 .t + l ) 5 

l . x W - * ’ + y = 4 '

9. limV*lnJx.

1 . y  =  \ 3 x 2 + 4 . T - 5

3. y =

5* >' =

(3*-2 )'
(x-2)\[(x + iy

• =arcfgy.

lim f-
v« -1

9-variant

2. j  = cos5 x • arccos4x.

4. y = ( tg x r \

3 + 4x6. у 

8.

V(3x + 2)2 

7.(x+j)J - ( x - 2 y ) 3 =0.

9. limf J ___ L)
^ V - l  ln x  J"

L 3 ? ^ 4 ^  + _ i _ _  

3’ = (3x + l)4 , e-<*

S. v = i£ ^ r V ( r i f
(3x + l)5

7.

2x + l '  
x = 2(r-sin/), 
j  = 2(1 -  cos/).

in  2* 2 10. _y = —5---- .
4x -1

10-variant

2. у  = sin3 7x • arcctgSx2

4. y  = x3x 2\

6 . _y = lo g ,(3 x -l) .

\x = tgt,
8. 1

Ь  = -т-т-.

™ y = ~ I-3 - x
1 1 -variant

2. y  = sin: 3x ■ arcctg3xs.

4. ,y = x” 5\

6 . у  = log,(x + 4).

Ix = sin3 4/,
1 з , y  = —cos 4/.
2

10. v =
2x + l

-2 ‘
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1. у  = \3х4 -2 х ' + х ------ -—-
(х + 2)

3. у - (5х2 + 4х -  2): ■ е~3х. 
с  V(x + 5)3(2x + l)2у ----------------- ----- —.

(х -1 )3

7. >’1пх-х1п.у = х+  у .

х _sinx

9. lim-r-»0 X

!•  Г = т— - y ( Зx 2- x  + l)^  
(x+ 4)2

3 . y  =

5. y  =

Q x -SY  

V u - 3  У
( 2 x - l ) 2(3x + l) ! "

7. ev - x 2+ y 3 = 0 .

0 ln(cosex) 
lim—— —  •
*-*“ ln(cosox)

1. ,v = V (* -4)7 -

12-variant

2. .y = cos Vx • arctgx*. 

4» _У = (х2 + 1)“ '

6 . j» = cos x + sin(x + 1)

g |Jr = ̂ +C/g»,
[.У = 2 In ctg i.

10. >- = (£±1)1 
( x - l ) 2 ’

13-variant

2. .y = /g62x-cos7x!.

4. >' = (sin2x)” 1.

6. >> = a 2'.

fx = 4 - e 2',
8. -I 3

10. v =
x2 - 9

10

(3x -  5x +1)

3 . y  = (2x -  3)7

_ (2х  + 1Д/(х + 1)3 
(х + ЗГ

7. -3_y + sinxy = 0 . 

e ' - l
9. lim

ln(l + 2x)

14-variant
2. у  = c/g5 4x • arcsin Vx.

4 . _y = (x + l)*2'

6. y - x 1e‘ .

_  f x  = 3cos2/,
’ j  v = 2sin3/.



15-variant

I. y ^ V  + 2 * - 5+ J ^ y

3'’
^ v ' ( 2 jt; - J t + 4 ) ___

v m - V (x -3 ) s
5- -v=

7. ^= j + xsm v.

„ e'-l 
9. lim-.

s u i2 jc

1. y=\J(x-3)4 -
4x

3->=-
(3x + 5)’

ч , , - ( 3x+i y ^ T i y* У i--- ---- : --------
ЩХ + 3)7

7. e - e-!' + i  = j
дг

lim(cosjc)'.

9,|®1П + с -  '

2 . у  -  2m‘ ■ arctgSx3. 

4 . .V = (sin х)‘ '''

6 . V = Ig(jc + 3).

Г* = 2 -cost,

10.
(-t +1)j

16-variant

2x -3 x  + l 2. >' = 4 ^ 1 п5(лг + 2).

4 . y  = (3x2

л 4о. у  = ~.
X

g f* = / + lncosr, 
b  = r-lnsiiu .

1 0 .  y = - 2 x ~ 1
( x - l ) 2 '

1 7-variant

2- У -  3'” • arcsin 7x4.

4. y  = (e ') " \

6. v =

8.

10. v = -
* 3- Г





24-variant

1. у = \ 1(х -2 У  +
_smS.r

3. y  =

5. у

6 x 2 + Ъ х - 1

O x -2 )2 
_ (x + 3)V(3jc -  i y

V (x -3 )4

7. e”r = - - l .

9. lim fl + sin x ) '* '.

1. у  = Vl + 5x -  2.x2 +— -— .
( * - 3 ) 4

3. v = + 2x -  x

5 ^ T T V ( x - 3  )* 
(* + l)5

7. c o s ( x - j ) - j  +4_v = 0 .

n lncosx V. hm--------- .*~*G v

1. y  = V2x4-5 x  + 6 ------ -—
( x - 2 ) 4

3.r
3. , = _ £ _ .

V3x - 4 x - 7

S. _v =
(3x-iy\f(x + iy  

\j(2x + 3Y

2 ’ •v ~cos53jr te(4x+i)\ 

4- J' = (sinx)"4.

6- v = lg(l + 6x)

8.f” ;4 r +'' ]
10. y =

-X

25-variant

2. y~tg*x ■ arcsin 4x2.

4. у  = х” 5лЧ.

6. y  = sin2(x~l) + cosx.

g Ix = / + ~sin2/,

[j> = cos2/. '-к:
x2 +4x + l

1 0 .7 = 2
x

26-variant
4

2. у  = arcsin’ 2x-ctg 7x .

4. y  = (cosx)' "



г

7. хе
+уе

у -  arctgx
9. liw'

з. V =

5'-У=̂ 1)Г( 3x -2)J

7. cos ry = —.
ДГ

1 1
^ l ln x  sin (x-l)

8 j .r  = cos3/,
[ y  = sin3r. 

in  x3- l

27-variant

2. у  = c?g3x • arccos3x\

4. y= (* + 2)*\

6. y  = x3e\ 

sin t
8.

x = -

10. у  =

1 + sin? ’ 
cos t

1 + cosf
x~ +16

4л-

*• /=v/4*r- 3x -4- —JL_
(*~3)5

(jr + 4 Г

(2* -  3)s • 

7,,!+ У-10х + >, = 0

bni+e*

28-variant

2. у = arccos2 4je • in(x -  3).

4. ,y = x'".

6 . >» = ln (5 x -l) . .

1 -/

8.
l  + t

У = 1 Г '

10. у  = x + 2
x - i



8". Agar m va M sonlar /(.t) funksiyaning [a,b] kesmadagi eng kichik 
Va eng katta qiymatlari b o isa , u holda

m(b - a ) < \ f  (x)dx<M (b-a)
a

bo‘ Iadi.
9°. Agar f ( x ) funksiya [a\b] kesmada uzluksiz bo‘ lsa, u holda shunday 

с e [a;6] nuqta topiladiki,

\f(x)dx = f(c )(b -a )  (7 .3)
a

bo‘ladi.
к

3-m iso l. [ - .....—  intcgralni baholang.
J04 + 3sinjc

®  0<sinJ x< l ekan id an i< ------ !—r -
7 4 + 3sin x 4

U holda aniq integralni baholash haqidagi teoremaga ko‘ra
к

— <f ....  < - .
14 {4 + 3sin'JC 8

7.7.2. 1-teorem a ( integral hisobning asosiy teoremasi). Agar F(x) 
funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lgan / (дг) funksiyaning boshlang'ich 
funksiyasi bo‘ lsa, u holda [a\b] kesmada /(дг) funksiyadan olingan aniq 
integral F(x) funksiyaning integrallash oraligMdagi orttirmasiga teng, ya’ni

} f(x)dx = F(x)I* = F(b) -  F(a). 0  -4)

(7.4) formulaga Nyuton-Leybnis formulasi deyiladi.
5 J L

4-m iso l. f—------------integralni hisoblang.
J,x  - 4 x  + 13

dx t dx 1 x - 2®  f—;------------ = f --------- -------  = -arctg------  = -(arctgl -arctgO) - r r -
2 jc -4 x  + 13 i  (jc -  2)2 -f- 32 3 5 3 г 3 5 >2

2-teorema. Agar: y -  f(x) funksiya [a\b] kesmada u z lu k s iz -  

x-ip(t) funksiya [a ;/?] kesmada differensiallanuvchi va ^'(r) funksiya [« .$  
kesmada uzluksiz; jc =  ?>(/) funksiyaning qiymatlar sohasi [a ;6 ]  kesm adan



iborat; Ф(а) = а va <p(fi)=b b o isa , u holda

\f(x)dx = \f(q>(t))(p\t)dt (7.5)

bo iad i
(7.5) formula aniq integralda о 'zgaruvchini almashtirish formulasi deb

yuriitiladi.

5 -  misol. | \l9-x2dx integralni hisoblang.
i 0

<S> x = 3sinf, 0</< ~ belgilash kiritamiz. Bu o'zgaruvchini almashtirish

2 -teoremaning barcha shartlarini qanoatlantiradi: /(х) = л/9 - x 2 funksiya

kesmada[0;3] kesmada uzluksiz; x = 3sin; funksiya 

differensiallanuvchi va x' = 3cos/ funksiya bu kesmada uzluksiz; x=3sin/

0;— 
2

funksiyaning qiymatlar sohasi [0;3] kesmadan iborat; <p(0) = 0 va

(7.5) formuladan topamiz:

j^ 9 -x 2dx = 9jcos2 tdt = — J (1 + cos2 t)dt = - - ( t  + -s in  It

6-m isol. integralni hisoblang.
0

t = yll + x2 o‘m iga qo‘yishni bajaramiz. U holda

x = \/r2 - 1 ,  dx = tdt '  x = 0 da t = 1Л 
x = 1 dat = л/2 j ’

[I;л/2]kesmada л//2 -1  funksiya monoton o‘sadi. Shu sababli
(7.5) formulani qo ilaym iz :

JW i+дг2л =|л/^Т./■ =j W = о
« i \/2 — 1 i 3 3

3-teorema Agar и(х) va w(x) funksiyalar « '(x)va v’(x) hosilalari 
kesmada uzluksiz b o isa , u holda

jurfv = uvj” -  J Wu (7-6)



4 30 . у=х1Л“.
®  Logarifmik differensiallash formulasidan foydalanamiz'

(u‘)' = u‘ ^v'lnu + —  j  .

Shartga ko‘ra u=x, v= 3sinx . Bundan u' = 1, v' = 3cosx . Uholda

y ' .  V •  Jt“ ‘ [)cosx to« + i i i : - 1 j  «  зса„| „ ,  t  3sin« j

5 J 0 .  , , < i ± № H E .
\Jx + 2

®  Logarifmik differensiallash usulini qo‘ llaymiz. 
Funksiyani logarifmlaymiz:

In у = 3 ln(x +1) + у  1п(3* -1 ) -  i  ln(x + 2).

Bu tenglikni x bo'yicha differensiallaymiz:
1 , 3  6 3 1 1■ y=----- + -■-— ------------- r .
у jc -ь 1 5 3 x - l  3 jc + 2

у ni topamiz:
f  3 18 1

y = y \— r + :дг + 1 5(3дг -1 ) 3(jc + 2)
ya ’ni

, _ (* + ! ysl(3x-lY  (  Ъ { 1 8 ____ 1
V T + 2 [x  +  l  5(3x- 1) 3(x + 2 ) J  w

6.30. y = x3“.

<g> (u ■ v)w = £C*u(‘ )v<*'*) formuladan foydalanamiz.

Shartga ko‘ra и = x, v = 3'.
Bundan

jt' = l, x' = 0, ...,x(">=0; (3 ') ' = 3 'ta3 , (3х) '  = 3 '1 п '3 ,...,(3 ') '“, = 3"1п' 3- 
U holda

(хз y m> = Х О ^ЧЗ')'"*’ = c> (0)(3, )<” + c> '(3v) '" "+•••+c ;* "" (3 T = 
*=0

= —  • Л- • 3r In" 3 + -r • 1 • 3* In"-13 + 0 +... + 0 = у  In'"13(х1п3 + л)- 
0! л! 1! ( я - 1)

Demak, (хЗ ')'"’ = 3*1п^3(.т1п3 + л). о



7 30. fx  + 4y  = 5xy-
fen g likn in g  har ikkala tomonini differensiallayrrm iz:

4x+

gundan
, y[y (IQyyfx-l) 0  

У V^-(l~10 x jy )

8.30.
c = t '  + (  + l

yy = t' +/.
. v: _ _ 3*2+1

<s> y' x; (t2+t+iy, 2/+Г
|) holda

Гз/г+Г
. o o ; U f + i J ,  (3/: + i y ( 2t + i) - (2/+1) ' ( з м г  +i) 

2/ + 1 (2/ + 1V
_ 6/(2< + l ) - 2 ( 3 r  + l) = 6 r  + 6< — 2 ^

(2r + l)’ (2f + l)’

9.30.1im(2 -2^)®".

lim <g/jrln( 2—2-t)
®  Шп(2-2х)*“ = (Г ) = е”!

Bunda

limfg®: ln(2 -  2,v) = (oo • 0) = lim
« I  ,-.1  CtgTVC

Oxirgi limitga Lopital qoidasini qo ilaym iz :
- ( Ш

Deinak,

»-*j ctgnx ,-Л (ctgnx) ' «-Д n n
sin2 7vc

lim(2 -  2дс)*” = e ’



10.30. у  = х 2 + 1 
j c - 1  '

®  1°. Funksiyaning aniqlanish sohasi: D(/) = (-<»;l)u(l;ao);
2”. x = 0 da v = —1 bo‘ ladi. Funksiya Oy o ‘qini (0;-l)nuqtada kesadi 

y * 0  bo‘ lgani uchun funksiya Ojco'qini kesmaydi.
3°. Funksiya (1;-hx>) intervalda musbat ishorali va (-<»;l)intervalda 

manfiy ishorali.
4*. Funksiya uchun / (-* ) =/ (jc) v;a / ( - jc) = -/(jc)tengliklar bajarilmaydi, 

Demak, u umumiy ko'rinishdagi funksiya.
.. x2+l JC2+15 . lim -------= +00 va l im ------- = —ao.

JC -  1 jr—*1—0 JC — 1
Demak, jc = 1 to‘g ‘ri chiziq vertikal asimptota bo‘ladi.

к = lim X +1 = 1, ft = lim
JC -  1Jt-rf» x(x -  1) JC - 1

Demak, y = x + 1 to‘g ‘ ri chiziq jc->+oodaham„Y-»-oo da ham gorizontal 
asimptota bo‘ ladi.

6°. Funksiyaning o'sish va kamayish oraliqlarini topamiz.

/ '(*) = = X~ ~2Xn: 1. / ’(*) = Odan jc, =  1 -  V2, jc, = 1 + V2.
(х - I )  (лг-1)

Hosila x = 1 nuqtada mavjud emas va jc, = 1 -  <2, x2 = 1 + 4 l  x =0 
nuqtalarda nolga teng. Bu nuqtalar berilgan funksiyaning aniqlanish 
sohasini to‘rtta ( - o o ; l - V 2 ) ,  (1- v 2 ;l), (1;1 + v 2), (l + V2;+oo) intervallarga 

ajratadi. Funksiya (-oo;l- 4 l\  (1 + V2 ;+oo) intervallarda o‘sadi va (i -  v'2;l) 
(1-V 2 ;1), (1;1 + V2 ) intervallarda kamayadi.

T. Funksiyani ekstremumga tekshiramiz. Hosilaning har bir kritik 
nuqtadan chapdan o‘ngga o ‘tgandagi ishoralarini chizmada belgilaymiz-

Т Г 7 Т 1+V2

Demak, x = 1 -  V2 maksimum nuqta, x = 1 + V2 minimum nuqta-
^ = / d - V 2 )  = 2 - 2л/2, ^ „ = / ( l  + ̂ ) = 2  + 2V2.



g-. Funksiyani qavariqiikka va botiqlikka tekshiramiz va egilish 

nuqtalanni topamiz.

f (x)~ = = 7—( x - l ) J

3-shakl.

Ikkinchi tartibli hosila x, = l nuqtada mavjud emas. y" hosilaning
lshorasi bu nuqtadan chapda manfiy va o ‘ngda musbat.

^emak. funksiyaning grafigi (—°°;1) intervalda qavariq, (1,+®)
'"tervalda botiq bo'ladi. Funksiya grafigining egilish  nuqtasi yo ‘q.
_l. ' ~8 bandlardagi tekshirishlar asosida funksiya grafigini 
chl*amiz (3-shakl). о



YIIbob
BIR 0 ‘ZGARUVCHI FUNKSIYALARlivINr 

INTEGRAL HISOBI ^

7 .1 . B O SH L A N G ‘ICH F U N K SIY A  
V A  A N IQ M A S IN TE G R AL

Boshlang‘ich funksiya. Aniqmas integral.
Aniqmas integralning xossalari. Integraliar jadvali

7.1.1. y = f(x) funksiya (a;b) intervalda aniqlangan boisin .
® Agar Vxz(a;b) da F'(x) = f(x) (yoki dF(x) = f(x)dx) bo'lsa, F(X) 

funksiyaga (a;b) intervalda f(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi 
deyiladi.

Agar F(x) funksiya f(x) funksiya uchun (a;b) intervalda 
boshlang'ich funksiya bo'lsa, u holda f{x) funksiyaning barcha 
boshlang'ich funksiyalari to'plami F(x) + C kabi topiladi, bu yerda 
C -ix tiyo riy  o'zgarmas son.

OS (a;b) intervalda uzluksiz bo'lgan har qanday funksiya shu 
intervalda boshlang'ich funksiyaga ega bo'ladi.

7.1.2. 88 f(x) funksiyaning (a;b) intervaldagi bosh lang 'ich  
funksiyalari to'plami F(x) + Cga f(x) funksiyaning aniqmas integrali 

deyiladi va| /(*)<& kabi belgilanadi.
@ ) Boshlang'ich funksiyaning grafigi integral egri chiziq deyiladi- 

Aniqmas integral geometrikjihatdan ixtiyoriy С o'zgarmasga bog* Hq 
bo'lgan barcha integral egri chiziqlar to'plamini ifodalaydi.

7.1.3.Aniqmas integral quyidagi xossalarga ega.
1". Aniqmas integralning hosilasi (differensiali) integral os 

funksiyaga (ifodaga) teng:
{\f(x)dx)’ = f{x) (d\f(x)dx = f(x)dx). ^

2". Funksiya differensialining aniqmas integrali shu funksiya 
o'zgarmas sonning yig 'ind is iga teng:

\dF(x) = F(x) + C.
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У  o ‘zgarmas ko'paytuvchini aniqmas integral belgisidan tashqariga 

chiqansh mUmkm' \kf(x)dx=k\ f(x)dx, k=const,k* 0.

4 » Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig 'indisin ing aniqmas integrali 
shu funksiyalar aniqmas integrallarining algebraik y ig ‘ indisiga teng:

|(/ (* )±g(x\)dx=\ f(x)dx ± Jg(x)dx.

5°. Agar J f(x)dx = F(x) + С bo‘lsa, u holda x ning istalgan 
differensiallanuvchi funksiyasi u-u(x) uchun j  f(u)du = F(u) + C bo iad i.

Xususan, \ f (ax + b)dx = ~^F(ax + b) + С ,a ,b - o ‘zgarmas sonlar.

7.1.4. Integrallar jadvali

1. fu°du = ——  + C, ( a * - l ) ;
a  + 1 2. J—  = ln|«|=C;

и

In a
5. jsinudu ---cost! + C;

3. \a"du = -?— + C, (0 < a* l) ; 4. \e“du=e‘ +C;

6. J cos udu = sin и + C;

8. J ctgudu = In | sin и \= C;7. \tgudu = -In j cosu |= C;

10. /-~y~ = -ctgu + C;
s in «



1 -m iso l. Integral lam i aniqmas integralning xossalarini va ' 
jadvalin i qo‘ llab toping: lnte8*allar

1)|(2 • 3' -  4shx + 6cosx + 9)dx\ 

3)J(3x-7)"& ;

7)1
dx

л/х-З -> /x-7 8H

sin 2x 

dx
■x + x2

®  1) Aniqmas integralning 2", 3", 4° xossalarini va integrallar 
jadvalining 3, 6, 17 formulalarini qo'llab, topamiz:

J(2 ■ 3' -  4shx + 6cosx + 9)dx = f2 ■ 3'dx -  j 4shxdx + |6cosx<& + =

= 2 J 3*<fo -  4 J shxdx + 6j cos xdx + 9j dx =

= 2 • ——  4cAx + 6sin x + 9x + С = -~- r̂ ~ 4сйх + 6sinx + 9x + С.
1пЗ 1пЗ

2) Integral ostidagi kasming suratini maxrajiga hadma-hadbo lamir

Bundan

J
3x2 -  2x + 5Ух 

хл/х

3x~ 2x + 5 Ух _ _ 2jc* 2 + A. 
хУ1 *

-dx = jj^3x*-2x" 2 + ^j-dx = j3x :A - J 2 x  2<f* + J

= 3 —  2 — + 51nx + C = 2xVx-4Vx + 51nx + C.

-  + 1 ----- Hi
2 2

3) Aniqmas integralning 5“ xossasini qo‘ llaymiz:

1 (З х -7 )20 ~ +J ( 3 x - 7 ) '^ = i - ^ ~ i -  + C' = - - 60



misollarda a w a l integral ostidagi ifoda ustida almashtirishlar 
keyin aniqmas integralning xossalari va integrallar jadvalini 

b a j a r a n » 2  v  -

^ yj h - £ Z « , l *  - i * .
4)/— Vi - х  Vl + x 2

= arcsinx -  In x + Vl + x 2 + C;

5)ljL d x = = - m - ) * + j t  dx
3 , , 1 + XJ 1 + *  1 + X*

,3
r , t г  1  t d x  x  ' „i=-jdx + )x~dx + J = -  x + — + arctgx + С ;

6) , « ? £ *  ( “ -  * ”  £ *  ,  i f  | - L -  -  =
J sin 2x J 4 co s 'x sm x  4 J V sm x c o s 'x у

1 f rfx 1 r dx 1 4 _ 1
= t J — ------ j — —  = -~(ctgx + tgx) + С = —  + С;

4Чш x 4 cos x 4 2sm 2x

____ <k___ _("\/x — 3 + a/jc~7 dx
w x - s + v x ^  V 7 ^ 3 - 7 x ^ 7 ”

'=i  J ( V ^ 3 +V J r y  )(iv=U ( X-3)> +1 ^ Г т г  + с.
4 6 6

infeoll^1'80*̂ 3 osdidagi ifodadan to‘ la kvadrat ajratamiz va aniqmas 
" l i n i n g  14 formulasini qoMlaytniz:

= lnx + -■ + л/з + х + х 3 +c. o

я



Mustahkamlash uchun mashqlar

7.1.1. Berilgan integrallami aniqmas integralning xossalari va integral! 
jadvalin i qo‘ llab toping: ^

1)J[ 5cosx— -— - + x* I • dx;

\lx -  x2e' -  x dx4,

счГ2-Зл - 3 - 2 ' J
5 )f— - ------ *

7 ) J e { l+ - £ -
J  ̂ COS X

9 )\ctg2xdx;

\dx;

» ) J
dx 

25 + 4jcT ’

6 ) j [ sinf + cos£ ) dx; 

s in x

10)f

12)j

dx
cos' x -  cos 2x 

dx
ij3 + 4x~2x2

7.2. IN TE G R ALLASH N IN G  A S O S IY  USULLARI

Differensial ostiga klritish usuli. 0 ‘rniga qo‘yish 
(o‘zgaruvchini almashtirish) usuli. Bo‘laklab integrallash usuli

is g  7.2.1. Aniqmas integralda x o ‘zgaruvchidan boshqa и 
o ‘zgaruvchiga o‘tish orqali jf(x)dx  integralni jadval integraliga ke
integrallash usuliga differensial ostiga kiritish usuli deyiladi. uvjdagi

Bu usulda f'(u)du=d(f(u)) formulaga asoslangan Я
almashtirishlar keng qo'llaniladi:

du=d(u + a), du=—d(au+b), udu = —d(u2), cosudu-d(srDu)t 
a 2

sinudu = -d(cosu), —du =d(\nu), ---- —du = d(tgu),
и cos* и J

v_L=-rfM =</(arcsiim), ——-du=d(arctgu) , a ,b -o  zgarmas 
л/1-«Г 1 + “



j misol. Integrallami differensiai ostiga kiritish usuli bilan toping:

2 )\e-xdx-
■'J\6 + 9x

fCOSJC +  Sin.V ,
, arctgXfa. 4 )  f ---------------------------- <fr.

’ ^sm x-cosjt

f dx If d(3x) 1 r du 1 1  и 1 3x „
•  1 '  5* S k S F  -  5* i w = 5 ' +c  "  I i “rc'g  7 +c

-  i ( e 'V ( » - ) .  i f c -Л  + C -  i « - '  + C.

3) \?rct8 --dx = \arctg'xd(arctgx) = f u\tu = — + C = -arctg\x + C.
1 \+x 4 4

.. rcosjc + smx , f«/(sinx-cosx) rdu „  _
4)1----------------  Л г= | -^ -------- -= f — = ln м +C = ln|sin .r-cosjf +C. О

^sm x-cosx J s in x -co sx  J и

7.2.2. ^  Aniqmas integralda integral ostidagi funksiyaning bir 
qismini u = u(x) o‘zgaruvchi bilan almashtirish orqali j  f(x)dx integralni 
integrallash qulay bo‘ lgan \f(u)du integralga keltirib integrallash usuliga
о miga qo ‘yish (yoki о ‘zgaruvchini almashtirish) usuli deyiladi. Bu usul

\f(x)dx = \n<p(t))<p\t)dt (2.1)
tormulaga asoslanadi.

Ayrim hollarda t = <p(x) o ‘m iga qo‘yish tanlashga to‘g ‘ri keladi. U holda 
•1) formula o‘ngdan chapga qoMlaniladi, y a ’ni jf(<p(x))<p\x)dx = \ f(t)dt.

•V. Integrallami o 'm iga qo'yish usuli bilan toping:
2) J л/l + cos2* sin 2xdx\

*In* ’ 4 )1------— dx.
x

(̂ } 1 \ ----- -
Shu sababl °  т 'ёа 4 ° ‘y*shni bajaramiz. U holda x = r  +3, dx = 2tdt.

\xJ7^bdx = \(tz + 3) -r • 2tdt = 2j(/4 +3r)dt =

~2lt'd>+6ll1dt = 2 ' -  +(t '- , c  = - f i x  - ^" + 2v I a' 3 )' t С

,



2) l + cos2x = /2 deymiz. U holda sin2x=- b d t ,  i = VlTcos7
Bundan_______ /3 2 i------------_

J-v/l + cos2 x sin 2x<ix = Jt(-2t)dt =-2 • — + С — + cos2 x)3 + C.

3) l + lnx = f2 bo'lsin. Bundan lnx = /2- l ,  ~  = 2tdt, '  = ^ H n x .U  ho^

J
Vl + ln

xlnx
/ - 1

/ + 1

= 2л/1 + 1пх + In V l+ lnx-1
Vl + lnx +1

+ C.

4) x = 2sin/, dx = 2costdt, V 4 -x 2 = 2cosr deymiz. Bunda t = 

U holda
гл/4-х2 - rcos2/ . Л -s in 2/ . f t/<

+ C =

1 x- sin t 1 sin t sin' l 1______

) -
= -ctg\ arcsin -  | -  arcsin -  + С = 

л/4-х

- _ J
1-s in2 arcsin

sin^arcsin
-arcsin—+ C = 

2

-arcsin—+ C . О  
x 2

Ba’zan bajarilgan o ‘m iga qo‘yishdan so‘ng shunday integral hosil 
bo'ladiki, bu integralni boshqa o ‘m iga qo‘yish orqali soddalashtirish yoki 
jadval integraliga keltirish lozim bo'ladi.

3 -  misol. f------------7=== integralni toping.
(8x2 +l)V4x +1

®  x = -  o ‘m iga qo'yishni bajaramiz. U holda dx = —p- va 

dx r dt ' tdt
\(8x2 + 1)л/4х2 +1— J-(b№— j

+i (8 + /2)л/4+7

Keyingi integralda 4 + /2 =z2 o 'm iga qo'yishdan foydalanamiz. 
Bundan /<// = z<fe, 8 + f2 = z2 + 4 . U holda

,____ f* ____ =_r _ A _ =- I erc/gf+c.
' ( 8  +  <2) л/ 4 + 7  J ( 2 2 + 4 ) z  z 2 +  4  2  2- J :

30*

oi x orqali ifodalaymiz:
' 1 л/4х2 +1: = л/4 + /2 = J‘

D em ak.

4 + 7  = -

■  r dx 1 V ix2 +1 „  лI—--------==== = — arctg-----------+ C. О
J (8x2 + 1)л/4х2 +1 2 5 2x

7.2.3. @  Aniqmas integralda integral ostidagi ifodani udv ko'paytma 
shaklida ifodalash va

judv=uv-jvdu (2.2)
formulani qo'llash orqali \f{x)dx integralni integrallash qulay bo'lgan \vdu 
integralga keltirib topish usuliga bo ‘laklab integrallash usuli deyiladi.

&  Bo'laklab integrallash usuli bilan topiladigan integrallami asosan 
uch guruhga ajratish mumkin:

| P(x)arctgxdx, J P(x)arcctgxdx, Jp(x)lnxc£t, \P(x) arcsin xdx,
jp(x) arccosxdx (bu yerda P(x)-ko 'p h ad ) ko'rinishdagi 1-guruh integrallari. 
Bunda dv = P(x)dx deb olish va qolgan ko'paytuvchilam i и orqali belgilash 
qulay;

\P(x)ebdx, J.P(x) sin &w/x, j  P(x) cos kxdx ko'rinishdagi 2-guruh 
integrallari. Ulami topishda и = P(x) va qolgan ko'paytuvchilami dv deb 
olish maqsadga muvofiq;

\ebsmkxdx, Je^cosforrfx ko'rinishdagi 3-guruh integrallari 
(2-2) formulani takroran qo'llash orqali topiladi.

4-misol. Integrallami bo'laklab integrallash usuli bilan toping:
‘ ) J  amgxdx- 2 )  J i n 2 xdx ;

-3)J-rz sin 2xdx; 4)\ea'cospxdx.

^h ld̂  ârCt8xdx *n*e8ral 1- guruhga kiradi.

«> j°rctgxdx =
, dx arctgx=u, du =----- : = xarctgx -  f —*~dx = 

dx = dv, v = x 1+ x

' xarctgx -  i  }{fx -  xarctgx -  ~ ln|l + x21 + C.



2) 1- guruh Jin2 xdx integraliga (2.2) formulani ketme-ket ikki
qo’ llaymiz:

J In" xdx =

1пх = ы, du =

1п2х = и, du =2lnx dx

dx = dv, v = x 

dx

= x\a-x-2\\nxdx =

dx=dv, v = x
= x\n2 x~2x\nx + 2jdx=x\n~ x -2x ln x  + 2x + C

3) Jx Jsin2xdx integral 1- guruhga kiradi. 
U holda

x1 =u, du = 2xdx,
|x2 sin 2xdx = , cos2x

sin 2xdx = dv, v =—

x = u, du=dx,
sin 2*

= x2 cos2x + Jxcos2xa!x =

cos2xdx = dv, v=-
= - - x 2 cos2x + -x s in  2x -  — f sin 2 xdx =

2 2 2 J

= -  i x 2 cos2x + — xsin2x + — cos2x + C.

4 )1  e" cos fixdx integral uchinchi guruh integrali bo ’ lgani sababli 
(2 .2 ) formulani takroran qo‘ llaym iz:

/ = | e” cos fixdx =
e" = u, du=ae“ dx, 

cos fixdx = dv, v = ~——

-~e“ sin fix -  ^ j e<° si*1 fixdx =
em =u, du = ae^dx

cos fixsin fixdx = dv, v= —
P

1 ш ■ a a f  1 „ ft a  , „  ̂ „ fismfix + acosfix a^j 
= —e sm fix -— e cosfix + —\e co&fix\-e ---------- —--------~ ~ n2

P
Bundan

P{ P P

/ p sin fix + a  cos fix Q  
a 2 + p 2

}06



Ko‘rsatilgan uch guruh bo‘ laklab integrallanadigan barcha integrallami

xdx integral yuqorida keltirilgan integral
sin X

0‘Z ichiga olmaydi. Masalan, J -  

gtiruhlariga kirmaydi, lekin uni b o iak lab  integrallash usuli bilan topish 
mumkin.

x = u, du = dx
r xdx 
sin2 jc

dx
sin" x

s-dv, v = -ctgx ■- -xctgx + J ctgxdx = —xctgx+ In | sin x | +C.

Mustahkamlash uchun mashqlar

7.2.1. Berilgan integrallami differensial ostiga kiritish usuli bilan toping:

1 ) f-~ -d x ;  2)Jcos2xsinxd!x;
cos' j:

3 l + 4x x + 5

5)Je” 'cos.ta!jr; 6 ) je 'x‘x2dx-,

7 ) ( ^ л ;  8 ) ( 2 2 ^ Л ;SmX ^

9)Ь г ^ г ; 10) J ------- у  v -•V 4-e sin2 4x\jctg2 4x

7.2.2. Berilgan integrallami o ‘m iga qo'yish usuli bilan toping:

Щ— dx; 2 ) \ ^ -
e +1 ' V  + 2

3)J 4 )f  * ^  . .

J V ? T 4*
5) fjc2V?T3t£c; 6) f - ^ s2xrfr ;

1 + sinxcosx’
7)1—— __ . o4f4 jc -5 J ,

(arcsmхУл/Т-"?’  ̂x2 + 5 ’

■ U — : 10)/-------*
л/Зх - 2 х - Г



ll)J .t (2 .t + 7)l0<£c; 

eudx
13)J 14) j

12)J jx(\ -  x ) ' 
ln2x dx

e4<- 9 ’ '4 n 4 *  x

7.2 J .  Integrallami bo‘ laklab integrallash usuli bilan toping:

l)jxarctgxdx; 

3) Jjrln xdx;

5)Jjc3 ‘dx;

7) Jin3 xdx;

9)jsin(lnjf)«£t;

11)JW 2 jc + 1<&;

7.2.4. Integrallami toping:

l)$x,\l\ + x2dx;

3 ) je ’ cos 2(ex)dx;

rl -tgx
5)J 

7>J

9 )i 

» ) J

l  + tgx
dx;

dx
(ЛГ + 1Х2ДГ-3) 

xdx
cos* j:

e-^dx 
\ + x2 ’

2) jarcsin;a£c;

4 )\x2e‘dx;

6)\x&valxdx;
f jcsinjc«far

'  J 3 9 J COS X

W )[xarctgdx
;J V IT 7  '

12 )jV ' sin 4 xdx.

2) | sin 7>xsm5xdx;

4 ) J ^ t

« f  

8)1 

10)| 

12) J

In xdx 
лг(1-1п2х)’

dx
T

tic
W 2 x - 9 ’

eudx
УзТ.



7.3. R A T SIO N A L  F U N K SIY A L A R N I  
IN T E G R A LL A SH

Ratsional kasrlarni sodda kasrlarga yoyish 
Sodda kasrlarni integrallash. 

Ratsional kasr funksiyalarni integrallash

7.3.1. Ikkita Qm(x) va P (x )k o ‘phadning nisbati
QJx) b0xn+b,xm-> + ... + b^x + b„R(x) = -
Pn( x) a„x' +a,x +... + anmlx + a, 

ratsional kasr funksiya (yoki ratsional kasr) deb ataladi. Bunda ratsional 
kasr m<n bo'lganda to ‘g ‘rikasr, m>n boMganda noto‘g ‘ri kasr deyiladi.

©  Har bir noto‘g ‘ ri kasr ko‘phad bilan to‘g ‘ri kasrning y ig 'ind isiga 
teng. Bu ko‘phad kasrning butun qismi deyiladi va u kasrning suratini 
maxrajiga odatdagidek bo‘ lish orqali topiladi. Bu jarayonga kasrning butun 
qismini ajratish deyiladi.

Quyidagi to‘g ‘ri kasrlarga sodda (elementar) kasrlar deyiladi:

It. -— (k>2, к eZ);x -a  (jc -  a)

Ш. -J** + N ,( p 2-4q<  0); IV. - Mx + N , (sZ2, seZ , p2 -4q< 0), 
x + px+q (x~ + px + q)

bu yerda A ,M ,N ,a,p ,q -  haqiqiy sonlar.

Har qanday to‘g ‘ri kasmi sodda kasrlar y ig ‘ indisiga

yagona tarzda yoyish mumkin:

Q Jx) A, A2 A
P.(x) X -a  (x -a )  (x -a ) 1
M.X+N, M 2x + N, M x + N+ _ ! -------—f- —'—~------- ——г------------------ ,

. K: • x + px + q (x + px + q)- (x + px + q)'
u yerda A,,A2,...,Ak,M „N ,,M 2,N2,...,Mt,Ns -  noma’lum koeffitsiyentlar. 

xirgi tenglikning noma’ lum koeffitsiyentlarini topishning turli 
an mavjud. Ular quyidagi tasdiqlarga asoslanadi.
1 • Ukkita ratsional funksiya bir-biriga teng bo'ladi, agar ular bir xil 
Va maxrajga ega bo‘ lsa.



2°. Ukkita ko'phad bir-biriga teng bo'ladi, agar ular bir xil darajaga ega 
bo 'lsa va ularda noma’ lumning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlar 
teng bo'lsa.

3”. Ikkita n -d a ra ja li ko'phad bir-biriga teng bo'ladi, agar Ular 
noma’lumning n + lta  turli nuqtalarida bir xil qiymatlar qabul qilsa.

Noma ’lum koeffitsiyentlar usulida:
1. (3.1) yoyilm aning o 'ng tomoni />„(*)umumiy maxrajga keltiriladi;

natiiada ayniyat hosil bo'ladi, bu yerda
J P(x) P(x)

Sm(x)- koeffitsiyentlari no'malum bo'lgan ko'phad.
2. Г -  tasdiqqa asosan suratlar tenglashtiriladi: Qm(x) = Sm(x).
3. 2“ -  tasdiqqa asosan 0 j>(x) = 5„(x)tenglikda jcning bir xil darajalari 

oldidagi koeffitsiyentlar tenglashtiriladi; natijada tenglamalari noma'lumlar 
soniga teng bo'lgan sistema hosil bo'ladi va bu sistemadan izlanayotgan 
koeffitsiyentlar topiladi.

Ixtiyoriy qiymatlar usulida 3“ -  tasdiqqa asosan Q„(x) = ■*>„(*) ning 
har ikkala tomonida xga turli m + 1 ta qiymatlar beriladi va izlanayotgan 
koeffitsiyentlar topiladi.

Noma’ lum koeffitsiyentlami topishda yuqorida keltirilgan ikkita usul 
birgalikda qo'llanishi mumkin.

7.3.2. Э  Sodda kasrlam ing integrallari quyidagi formulalar bilan 
topiladi:

I. f - = /j In | jc -  a  | +C;
J j c - a

TT f Adx A _П. Г---------r  ------------------— + C;
(*-<*) ( l - * X * - a ) w

TTI f Mx+N , M . . , , 2N-Mp 2x + p r .III. I—------------dx =— In|jc + px + q\+~, - arctg , —r +
x +px + q 2 Ы*4~Р~ V44~P '

lY .f — ------------К -----------  J N_MP
3 (x2 +px+ q)‘ 2(1 -  «X* +hx + q) V 2

u  a  ,  t  d t  1 f  1 , 25 ~  3 г

buyerda
Bunda /, integralni hisoblash indeksi bittaga kichik bo'lgan

I . integralni hisoblashga, integralni hisoblash esa o‘z navbatida



j  integralni hisoblashga keltiriladi va bu jarayon quyidagi integralni 
Jpjshgacha davom ettiriladi:

/ = J =—arctg- + C.
+a a a

l-m iso l. Integrallami toping.
. 5dx ~ .r ld x

°^2x + 3; (x + 5)4’

3)f———-— dx; 4 )J  X + —̂ dx.
' x2 +2x + 3 J x2- 4 x  + 5

<&> Avval integral ostidagi ifodalami sodda kasrlarga keltiramiz va 
keyin ulami yuqorida berilgan formulalar orqali integrallaymiz.

3
' J 2x + 3 2 J .3  2x н—

2

x + -  
2

+ C.

2)f ldx -------------------+ C --------- ----- + C.
J (x + 5)4 (1-4ХХ + 5 Г 1 3(x + 5)J

3 )f * + 1 1 г (2* + 4 ) - 2 ^  ^td(x2 + 4x + 8) , d(x + 2)
x + 4x + 8 2 x 2+4x + 8 2 x 2+4x + 8 (x + 2)2+22 

= i  In | x2 + 4x + 4 1 - ia rc fg  ̂ 2  ^ + ^

4) И Е г Ц * - 1 /- 2x + 2 + 6(x2 ц- 2дг + 5)' 2 (дг2 + 2x + 5)5
1 ,d(x2 + 2x + 5) ,  , r  dx
2 (x2 + 2x + 5)3 (x2 + 2x + 5)5 

1 +3f J(x+1) ________!_____ + з/J  . 1\2 . >142 Л, Л  , ~ , C \2 ^2 ( l-3 X x 2+ 2x + 5)w' J ((x + l ) 2+ 4)2 4 (x2 + 2x + 5) 

buyerda / = jc + 1, a = 2 .
U holda

t 2 - 3 - 3



I f  t 3 f t  I t  
4a2l (t2 + а2)2 + 2a2u 2 + a2 + а ° ГС8 a

yoki

Demak,

Jt+1 x + 1 1----------- 1— arete- 11.
1бЦх2 +2х + 5)2 8 U 2+2-t + 5 2 2 ) )

+ 3 ■ill'll

I
x + 4 -<& = -

(x2 + 2x + 5)3 4(x2 +2x + 5)'
• + 3/,=

1 X + 1 x+1 3 x+1
------------- 1---- arete------

4(x2 + 2x + 5)2 16^(x2 +2x + 5)2 8 x 2+2x + 5 16 2
3- н— • + C-.

3 x - l x+1 9 x+1----------- 1— arete
16^(x2 +2x + 5)2 8 x2 + 2x + 5 16 2

9- + - • + C. О

О  R(x) =QM) ratsional kasr funksiyani integrallash quyidagi
P(x)

tartibda amalga oshiriladi:
1) berilgan kasrning to‘g ‘ri yoki noto‘g ‘ri kasr ekanini tekshirish; agar 

kasr noto‘g ‘ri bo‘ lsa, kasrdan butun qismini ajratish;
2) to‘g ‘ri kasming maxrajini ko ‘paytuvchilarga ajratish;
3) to‘g ‘ri kasm i sodda kasrlar y ig ‘ indisiga yoyish va yoyilmaning 

koeffitsiyentlami topish;
4) hosil bo‘lgan ko‘phad va sodda kasrlar yig 'indisin i integrallash.

,  . . г x5 -  3x4 + 7x3-8 x J + 6x - 1 ,  - . , •2 -m iso l. J -------- -— ---- -------dx integralni topmg.
x3 -  3x3 + 4x -  2 

x5 -  Зх4 + 7x3 -  8x2 + 6x - 1
x3 -  Зх3 + 4x -  2

_ x 5 - 3 x 4 +7x3- 8 x 2 + 6 x - l  
x5 -  3x4 + 4x3 — 2x2

noto‘g ‘ri kasrdan butun qismini ajratamiz-

x3 -  3x2 + 4x -  2
x2 +3

Зх3 -  6x2 + 6x - 1  
3x3 - 9 x 2 + 1 2 x -6

3x -  6x + 5.
Bundan

xs -  Зх4 + 7x3 -  8x2 + 6x - 1  з ,  3x2 -  6x + 5 
- = x + 3 + -

x3 -  3x2 + 4x -  2 x3 -  3x2 + 4x -  2



To‘g ‘ri kasm ing maxrajini ko ‘paytuvchilarga ajratamiz: 
x 3-3 x 2+ 4 x -2  = ( x - l ) ( x 2- 2 x  + 2). 

To‘g ‘ri kasrni sodda kasrlarga yoyamiz:
3x2 -6 x  + 5 A Bx + C

x3 - 3 x 2+ 4 x -2  x - 1  x: - 2 x  + 2' 
Yoyilm aning koeffitsiyentlarini topamiz:

3x: -  6x + 5 = A(x2 - 2 x  + 2) + B(x2 -  x) + C(x -1).
Bundan

x 2: A + B = 3,
- 2 A -B  + C = -6, 

v x*: 2A~C = S.

yoki A = 2, 5  = 1, C - —1.
Shunday qilib,

3x2 -  6x + 5 2 jc -1- + •
x3-3 x 2+ 4x-2 x -1  x2-2 x  + 2 

Ko'phad va sodda kasrlar y ig ‘ indisini integrallaymiz:

i f x. ~ У  + 7хЭ~8л:~ + 6x~l<£t=f(x2 +3)dx+2f—  + f X~ 1 - - dx = 
J x - 3x + 4 x - 2  J x - 1  x - 2x + 2

x1 ,  ,, 1 r d(x2 -  2x + 2) x3 _ .= — + 3x + 21n x - 1 — I— -------------==-—+ 3x + 21n x -1  -
3 1 1 2 J x - 2x + 2 3

~ -ln [x 2-2 x  + 2|+C=: = — + 3x + - ln  +C. О
2 3 2 x -  2x + 2

Mustahkamlash uchun mashqlar

7.3.1. Berilgan to‘g ‘ri kasrlami sodda kasrlar y ig ‘ indisiga yoying 
koeffitsiyentlami noma'lum koeffitsiyentlar usuli bilan toping:

n f !  + 4x + l „ч Зх3- 5 x 3+ 8 x -4



7.3.2. B erilgan  to‘ g ‘ri kasrlarni sodda kasrlar y ig ‘ ind isiga yoying va
koeffitsiyentlami ixtiyoriy qiym atlar usuli bilan toping:

1)

3)

x2 + 2 x  + 3 .  

x4 + x3

Зх1 -  2x2 -  2x + 7 , 
x ‘ - x 2

7 3 .3 . Integrallami toping:

3)1

(x -2 ) (x  + 5) 
xdx

(x + l)(x + 2)(x + 3)’
r 3x2 + 2 x -35) I---------------- dxr,
J x (x -l)(x  + l)

_4 r 2x3 + 2x2 +4x + 3
7) J -------7Г— г— <Ь’

9 ) b

H)1

x5 -  3
x '  -  2 x 2 -  x  + 2  

dx

dx;

x ( l  + x 2)

. - 4 fx4 + 3x3 +2x2 +x + l ,13) [ --------------------------dx;
1 x + x +1

17>L  Л * 5 . , , * ;](x2+2x + 2 У
dx

19)^(x2 +4x + 5X*2 +4x + 13)’ 

21)̂

2)
2 x 2 - 1  l x  -  6 

X3 + x 2 -  6x  ’

4) ~T7~-X + x

2)1

4)1

xd!x
( x  + l ) ( 2 x  +1)

8 xdx
( x  + l ) ( x 2 + 6 x  + 5)’

10)1 . ** ■
x2(x-+l)

dx12)1
1 + x3

1 4 ) 1 ^ ;Л — 1
dxi 6 ) i

(x2+9)5’

1 0 л , x 4 + 2 x 2 + x  , 
I8 ) j- ---- — ;— —dx;

20)1

(x -  l)(x2 + 4)2 
dx

(x + l)2(x2 + l)

22)< r a 5 F 4 ;

24> 1 т ж 1 л



7.4. T R IG O N O M E T R IK  FU N K SIY A L A R N I  
IN T E G R A LL A SH

|^(sin.v,cosjc)rfx ko‘ rin ish idag i in teg ra lla r.
J sin" xcos"1 xdx ko‘ rin ish idag i in teg ra lla r.

\tg“xdx, |ctg"xdx ko‘ rin ish idag i in teg ra lla r.
jsinmxcos)m&, J sin wxsin nxdx, j  cosmxcosnxdx k « ‘ rin ish idagi 

in teg ra lla r

7.4.1. J ̂ (sin x,cosx)dx ko‘rinishidagi integralni hamrna vaqt 

universal trigonometrik о ‘rniga qo ‘yish deb ataluvchi tg~ = t o‘m iga qo‘yish

orgali t o‘zgaruvchili ratsional funksiyaning integraliga almashtirish, y a ’ni 
ratsionallashtirish mumkin.

Bunda J/?(sinx,cosx)<£c ifodadan

o‘miga qo‘yishlar yordamida t o ‘zgaruvchili

ratsional funksiya kelib chiqadi.

1-m isol. f--------- — ------- integralni toping.
7  л л о  v __1  c m  v  _l_ ч2cosx-3sinx  + 3

®  deymiz. U holda

2 dt

' i + г  ‘ ' i+V

= i(ln|/-5|-ln|/-l|)+ C = ~ ln/g|-5 - ln / g ~ - l +C. О



J/{(sinx, cos x)tfcc ko‘rinishidagi integralni quyidagi o‘m iga qo‘yishlar 
orqali ham topish mumkin:

a) fl(sinx,cosx) ifoda sinx ga nisbatan toq bo'lganda uning integrali 
cosx = t o ‘m iga qo‘yish orqali ratsionallashtiradi;

b) /?(sin x,cosx) ifoda cosx ga nisbatan toq bo‘ lganda uning integrali 
sinx=/ o‘m iga qo‘yish bilan ratsionallashtiriladi;

c) 5(sinx,cosx) ifoda sinx va cosxlarga nisbatan juft bo‘lganda uning 
integralini tgx = t o ‘m iga qo‘yish ratsionallashtiradi. Bunda quyidagi 
almashtirishlardan foydalaniladi:

. 2 tg2x t2 i  1 1 .  dtsin x = =----- 7 , cos2x =-------r -  = -— x = arctgt, dx = -— -
1 + tg‘x l + t2 1 + fg‘x 1 + t2 1 + /2

2 -m iso l. Integrallami toping:

. .  с sinxoix _ г dx
cos2 x -2 co sx  + 5 ’ ^3sin‘ x -4

<&> 1) Integral ostidagi funksiya sinx ga nisbatan toq funksiya. 
Shu sababli cosx = t, -s in xdx = dt deb olamiz.

U holda
[■ smxdx (■ dt _ r d(t -1 )
cos2 x -2 c o sx  +5 ^/2-2/ + 5 (/ - l ) 2+4

1 f t - 1 = — arctgt — -  
2 \ 2

„  1 cosx- 1  _+ С = — arctg----------+ C.
2 6  2

2) Integral ostidagi funksiya sinx ga nisbatan juft funksiya, shu sababli 
tgx = t o 'm iga qo'yishdan foydalanamiz: 

dt
f---- ^ = J 1 + £ . . . .  _ J _ jL  = -larctgL  = - l a r c J  ® )  + C. О
J 3sin2x - 4  < + 4 2 2 2 \  2 )

1 + t2

7.4 .2 .|sin" xcos” xdx ko‘rinishidagi integrallar m va n butun sc
bog‘ liq holda quyidagicha topiladi:

a) n>0va toq bo‘ lganda cosx = / o‘m iga qo‘yish integralni 
ratsionallashtiradi; _a|

a) m>0 va toq boMganda sinx = < o 'm iga qo‘yish orqali m eS 
ratsionallashtiri lad i;



c) т  va п sonlarining har ikkalasi juft va nomanfiy bo‘lsa,
. , l-co s2 x  , l + cos2xsin x =------------, cos‘ x =------------

2 2
formulalari bilan integral ostidagi ifodada daraja ko‘rsatkichlar pasaytiriladi;

d) m + n <0 va juft boMganda tgx=t yoki ctgx = t o‘rniga qo‘yish 
bajariladi. Bunda m<0 va n<0 bo‘lsa, suratda l = (sin2x + cos2x)‘

ajmashtirishdan foydalaniladi, bu yerda k = -1 ;

e) m,n< 0 va ulardan biri toq bo‘ lganda sin л va cosxlardan qaysi 
binning darajasi toqligiga qarab, surat va maxrajni shu fimksiyaga 
qo'shimcha ko‘paytirishdan foydalaniladi.

3-m isol. Integrallami toping:

1)fsin2xcos3xrfx; 2 )fs in 4xcos2xfi&; 3) f—  .
1 J J sin xcos x

®  1) j  sin2 xcos3 xdx (m>0 va toq, sinx = /) = Jsin2 xcos2 xcos xdx =

= J l2( l - t 2)dt = j t 2d t - j t idt = Y ~ ' j  + C = js in ’ x -~ sin 'x  + C.

2)|sin2xcos4xt/x (n,m>0 va juft) = j"(sinxcosx)2cos2xdx =

_ j^sin_2x j  П cos2. t ^  — A J(sin2 2x + sin2 2xcos2x)<& =

= — f-— dx + — fsur 2xrf(sin2x) =
8J 2 16J

1 ( sin4x'l sin32x _ 1 ( sin4x sin52x^ _- + C = — x ----------+---------  +C.
161, 4 J  48 161, 4 3 )

^)J~r 4 dx ~~  in tegralda n = ~4, m =-2 , n + m = - 6 < 0 , k = ■ m~ ^ -1  = 2. 
sin xcos x 2

Demak,
f dx r (sin2x + cos2x)2 , f sin4x + 2sin2xcos2x + cos4x .j-r - j-—_ _ _ = p ------------- —’—dx=\----------------—-----Г------------- dx =

XCOS x J sin xcos x J sin xcos X

= J + 2J +1C0S ydr dx = tgx -  2ctgx -  J ctg xd(ctgx) = 
cos r  sin X  1 sin X 1

= - - c t g ix -2c tg x  + tgx + C. О



7.4.3. \tg"xdx va \ctg"xdx (bu yerda n> 0 butun son) ko'rinishidagi 
integrallar mos rasvishda tgx = t va ctgx = t o‘m iga qo'yish orqali topiladi 

Bunday integrallami o ‘m iga qo'yishlardan foydalanmasdan, bevosita
1 , 2 1tgx =— ----- 1, ctg * = — ----- 1

cos'x  sin‘ л:
formulalami qo’ llab topish mumkin.

4 -m iso l. \tg'xdxintegralni toping.

1-usul. jtgJxdx=tgx = t, d x = j ^ = \ ^ = j t 2d t-jd t + j ~ =

/3 1 1= - - t  + arctgt = -tg'x -  tgx + arctg(tgx) + С = --;g ’x ~ tgx + x + C.

2-usul. J tg*xdx = jtg'x ■ tg2xdx = jtg2x- ̂ ^-----1 jdx =

= \tg2x ---- V -  -  f  tg2xdx = J tg2xd(tgx) -  J| — -  l ldx =
3 cos' x 3 3 v^os x )

= X ~ \d^Sx) + jdx= ^tg'x -  tgx + x + C. О

7.4.4. Jsin/njccos/mic, Jsin mxsin шжбс, Jcosmxcos/шбг ko 'rin ishdagi 

integrallar

sin mx cos nx = —(sin(m + n)x + sin(/w -n )x),

sin mxsin nx = ̂  (cos(m -  n)x -  cos{m + ri)x),

cos mx cos их = ~ (cos(m + n)x + cos(m -  n)xd) 

trigonometrik formulalar yordamida topiladi.

5 -m iso l. J sin 3x • cos Sxdx integralni toping.

<S> | sin 3x ■ cos 5xdx = ^ j  (sin 8x -  sin 2x)dx =

= — I -  -cos8x + — cos2x J + C =— (4cos2x-cos8x) + C. О  
2v 8 2 J 16



M ustahkam lash uchun m ashqlar

7.4.1. Berilgan integrallami toping:

. dx . 
i) j5  + 4sinx

. ____  d x _______

^ J 3 + 5smx + 3cos.r 
f sin xdx 
■" л/3 -  cos3 x ’

1 l + srn' x 
9)Jsin! xcos4x<£r;

dx
 ̂2 + 3sin: x -  7cos: x 

, , 4 f  sin2 xdx .

 ̂1 + cos2 x ’
15) J sin2 xcos3xa_T:

2 ) b

4 )[

dx
2sinx + s in 2x ’ 

dx
4 + 2sinx + 3cosx ’ 

^ (3cos3 xdx
o )J— —— ;

J sin X
оч ,cos4x + sin4x ,
8)J----;------— dx',

10)J

c o s 'x - s m 'x  
dx

sinxcos3x ’

\2)\ctg'2xdx\

14)|cos2xcos 5 xdx;

16) J cos x cos 2x cos 3xdx.

7 . 5 . G IP E R B O L IK  F U N K S IY A L A R N I 
IN T E G R A L L A S H

Giberbolik funksivalarni integrallash trigonometrik funksiyalami
integrallash kabi amalga oshiriladi. Bunda giperbolik funksiyalar uchun
o‘rinli bo‘ ladigan quyidagi formulalardan foydalaniladi:

, ,  , ,  cA2x + l ch 2x-l 
c h x - s h x - 1, 2shx ■ chx = sh2x, ch x = -— sh x = ——̂ ---- ,

~ , x , , 2x
i 2th— 1 + th -

\-th-x = — cth2x - l  = — , shx =------ 2 - ,  shx = -------- - .
chx shx

2 2

1 -misol. Integrallami toping:
f dx



3) jth3xdx;

•
dx

dx
- j - L . - X

j r~ , X , X J . X t 2 X
2 sh —c h — t h — ch  ~ 

2 2 2 2
- J -

4)J
dx

3chx + 2 s fix

jc'1

th '
+ c.

2 ) J-y r~  = J~A----- TJ-  = JO -  th2x )d (thx ) = thx -  }-th3x + C.cn x ch'x ch'x 3

3) J th'xdx = J thx ■ th2xdx =J j<& = J thxdx -  J thxd(thx) =

rshxdx 1 , j rd(chx) 1 , ,  , , , . 1 , ,  _= I------------- ?/rx=|-------- -— th x = \n\chx\— th~x + C.
chx 2 chx 2 2

4) th -= t belgilash kiritamiz. dx = , shx  = shx  = —  o'miga 
2 1 - t 2 l - t 2 l - t  6

qo‘yishlar yordamida topamiz: 

r dx
2dt

l - t 2
' ЗсАх + 2sfot J  ̂ I_+1 + 2 2/

T -/ 3+ l - t 2
- f j /z+^/+i 

3

< + -

2
; v r-  /?arc^!

3~

f3? + 2'\
\ T s J

'  x л 3th +2
>C = T sarctg\

V5
+ C. o

&  Giberbolik funksiyalarni o‘z ichiga olgan integrallami 
R(ex) ratsional funksiyaning integraliga keltirib topish mumkin.
Bunda jR(e')dx ko'rinishdagi integrallar e‘ =t  o 'rn iga qo‘yish yordamida 

ratsionallashtiriladi.

o f

2 -m iso l. Integrallami toping:
dx

~chx'
_  n  t dx , 2dx _r e'dx , , , 4 dt
<S> 1)J—r - — J~ ---- -  = 2j-1—  = (e’ =r, e ’(fr = <*) = 2j-— :

chx e + e  e +1 J r  +1
= 2 arg /gf + С = 2 arctge' + C.



Ratsional kasmi sodda kasrlarga yoyamiz:
2t-\  Л В С 

t(t + \)(t-2) t t +1 t - 2  
Yoyilmaning koeffitsiyentlarini topamiz:

2 t- 1 = A(t2 - t - 2) + B(t2 - 2 0  + C (r  + /).
Bundan

f2: Л + Я + С = 0, 
f‘ : -A -2 B  + С -2 ,

dt 2t - 1
^  = 1

2f - 1
/(f3- / - 2 )  J f(f+ !)(? -2 )

-dt.

yoki A = ̂ , B=~\, C = i  

Shunday qilib,

" -e' - 2  J

-2/4 = -1 .

2? -1  , 1 f dt i dt 1 г dt--------------- dt = — [----- j ------- 1---[ ——— :
ф  + Щ‘ ~2) 2 J t } t +1 2 ( - 2

= i Int -  ln(K +1) + iln ( f  -  2) + С =

a tol ^  + C = I t o l f ^ 2 ) l  + C. О
2 (t + \y 2 (e* + 1)

M ustahkam lash uchun m ashq lar

7.5,1. Berilgan integrallami toping:

• ' h r * - ;Vl + sh2x 3 8 8
thxdx

4 )f

6)J

л/с/гл: -1  ’ 
с/ш& 
•Jch2x ’

8) J cth* xdx;

1 0 > J -*e’shx



7. 6. IR R A T SIO N A L  FU N K SIY A L A R N I  
IN T E G R A LL A SH

\R
f  a x  +ftV' ( a x  + b \ ’> 

Лсх + rf J \ c x  + d )
d x  ko‘rinishidagi integrallar.

J r (x , J o x '  + b x  + c ) d x ko‘rinishidagi integrallar. 
f x m( a  + b x " y d x  binominal differensial integrali

7.6 .1 .J/г

m, ,я, ,m,, л . -  butun sonlar)

\ c x  + d J \ c t  + r f j

a x  +  b  

c x  + d

d x  (Л -ratsional funksiya,

= t' o‘m iga qo‘yish yordamida ratsional

funksiyaning integraliga keltiriladi, bunda s  = EKUK(n„n,,...). 

1-m iso l. Integrallami toping:

x  V 2 - x

2) ^ + \ l2 ^ T \ dx
-Jlx+\

®  1) = , !  deymiz. Bundan * = 2 ^ — d x  = — d t
2 - x t 2 + \ ( t 2 + 1)2

U holda
r 1 12 + x  , f /' + 1 8t d t  . г V d t
J - = J f = 41t72 - x  2(f2 -1 ) (/2+ l)2 J « i - l X r + D

/ - 1
t  + 1

+ C =

= 2 a r c t g  + In h  + x - 4 2 ^ x
JY+x + 4 2 - x

+c.

2) EKUK(2,3)=6. 2x + \ = t" deymiz. U holda
-J2x + l =t3, j2 x  + \ = r , dx = 3t,dt.

Demak,

Г4*2 . tfd , = 3ff2(/12 -  2/‘ + f2 + 1)Л =
J V2T+T J t3 1

322



/9 /5 /3 'l /3
2 -  + -  + -  + C = — (3/l2-10/6+9/2 +15) + C = 

15 9 5 3 J 15

= ?L2x..t l . (i2x ; -  8x + 9V2x +1 + 8) + С. О
15

7.6.2. Jл(*:,'/ax' +bx + c) dx ko‘rinishdagi integrallar Eylerning uchta 
o'miga qo'yichi orqali ratsional funksiyalardan olinadigan integrallarga 
keltiriladi:

a) a >0 bo'lganda -Jax2 + hx + c= t± Jax  almashtirish orqali integral 
ostidagi funksiya ratsionallashtiriladi (Eylerning birinchi о ‘miga qo ‘yishi);

b) c>0 bo‘lganda -Jax2 +bx+ с =tx±4c almashtirish yordamida integral 
ostidagi funksiya ratsionallashtiriladi (Eylerning ikkinchi о ‘miga qo ‘yishi);

c) ax2 +bx +с kvadrat uchhad а(л --дг,)(х -х2) ko‘rinishda 
ko'paytavchilarga ajralganda integral ostidagi fimksiya 
/ax2 +bx + c = t(x- x,) almashtirish bilan ratsionallashtiriladi (Eylerning 
uchinchi о ‘miga qo ‘yishi).

2 -m isol. Integrallami toping:

3)J -  a4^X2 + 9x +1 ’ хл/лГ + X  +  ] yl X 2 + 2x -3
®  a> 0. Shu sababli v4x2 +9x +1 = 2x + t o 'm iga qo‘yishni bajaramiz. 
U holda

/ = л/4x2 +9x + l - 2 x  va 4x2 + 9х + 1 = 4х2 + 4x/ + /\ 9x-4/x = /2-1 .
Bundan

/2- l  ,,2/2 -9/ + 2 , .............T 2/2 - 9 t  + 2x =------- , dx = - 2 ------------—dt, V4x" + 9jc + 1 =---------------- .
9 -4 /  (9 -  4/) 9 -4/

Topilganlami berilgan integralga qo‘yamiz:

• j  Ж *  4 -
V4x2 + 97+ 1 4  2t2- 9 i  + 2 ) {  ( 9 - 4/) J J 4/ -9  

Bundan

f ***------= - —In [4/ -9 [+ C .
л/4х2 +9x + l 2

x ° ‘zgaruvchiga qaytamiz:

f--r  - dx. = --ln | 4 (V x2 +2x + 2 -2 x ) -9 [+ C .
\(4x2+9x+\ 2

323



2) с > О. Shu sababli V*2 + х + 1 = йс + 1 deymiz. U holda
V X1 +  X + 1 — 1 2 »  ̂ 2 ^  i 2 ^t - ------------------  va x +x + l=t~x +2xt + l, x - x t  =2t~\

x
Bundan

2t-\ , ~t2~t +1 , /-5-----------7 f2-/  + ljt = ----- dx = 2 ------------T—rdt, V* + дг + 1 =---------- — .
1 -  / (1 -/ )  1 - t

Topilganlarni berilgan integralga qo‘yamiz:
dx (  l - / 2 ^ ( ^ - t  + l A  t 2dtf—7= J= L = = f — L  . _ L J _  . 2 -— ~ d t  = f-=^-.

J W 7 7 7 n  j U - i J  U 2-< + iJ I ( I - * 2)2 J 2/—1
Bundan

f —==£==== = In 12/ - 1 1+C = In 
J W ^ + x  + l J 2f-1

2л/jc2 +x + l - 2 - x + C.

3) х2 + 2x -  3 = (дг -  1)(jc + 3) bo‘ lgani uchun -*/(* -  1)(jc + 3) = (дг - 1)/ o'miga 
qo‘yish bajaramiz. U holda

(дг-1)(лг + 3) = (дг-1)2/% t *
I jc — 1 

Bundan
<2 + 3 , -  8 tdt I—2—^ ^  41x = - ) , -  6iai r ~ i  ̂ 7 dx = —----- л/дг'+2х-3=-
r - l  ( f ' - l ) 2’ f2 - l '

Topilganlarni berilgan integralga qo‘yamiz:
r dx r / V - l4! ( -8/ A  „ , dt
^ x 2+ 2x-3  1 4? J l ( / 2- l ) 2 J  f2 -1

Bundan

J *  = 2 J — = In 
4 x 2+ 2 x - 3  t - 1

r + 1
/ - 1

+ C = ln •Jx + 3 + л/дг-1
■Jx + 3 - Удг-1

+ c .  О

®  Eyler o ‘m iga qo‘yishlari murakkab hisoblashlarga olib kelgan 
hollarda integrallashning quyidagi usullaridan foydalaniladi.

|/?(дг,л/адгг +bx + c)dx ko‘rinishidagi integrallami topishning kvadral 
uchhaddan to'la kvadrat ajratish usulida kvadrat uchhaddan to 'la kvadrat 
ajratish yo ‘ li bilan berilgan integral a w a l ushbu integrallardan binga 
keltiriladi:

a) agar a > 0 va b2 -  4ас < 0 bo‘lsa, u holda J R{t,slm2 + n2t2)dt, bu yerc*a



..'•а , т  =
b2 -  4ас Ь2 =-------------, t = x + —

4 а 2 а
b) agar а > 0  va b1 ~4ас>0 bo‘ lsa, u holda j R(t,-Jn2t2 - т 2)dt, bu yerda

n>=a, m' =
b2 -4a c  b---------- , r = JfH-----

4 a 2 a
c) agar a < 0 va b2 -4ac  > 0 bo‘ lsa, и holda jR(t,Jm2 -  n2t2)dt, bu yerda

2 b2 -  4ac b
m -  4g , ~X + Ya

So‘ngra hosil qilingan integrallar mos ravishda t =—tgz, t = —— ,
n /isinz

/ =—sinz trigonometrik o ‘m iga qo‘yishlar orqali Jfl(sinz,cosz)</z ko‘rinishga 
л

keltiriladi.

3-m iso l. J -Jl + 6 x - x 2dx integralni toping.
®  Kvadrat uchhaddan to‘ la kvadrat ajratamiz, yangi /o‘zgaruvchi 

kiritamiz va trigonometrik o‘m iga qo‘yishdan foydalanib, topamiz:
x - 3  = t, 
dx = dt

y i  + 6 x -x 2dx = ̂ \ 6 - (x -3 )2dx = = J / l6  - t 2dt =

= |л/ 16-16sin2 z • 4coszt/z = Jl6cos2z<fe = 8|(1 + cos2z)dz = 8|̂ z + ~~^~J

f = 4sin z, 
dt = 4coszdz 

sinZz^ + C =

( ■ ^ OOII

r
. t t I, *2 )z = arcsin— arcsin—+ 1----

I 4 ; I 4 4 yi 16,
+ C =

= 8arcsin^ +^tyj\6-t2 +C = 8arcsin ^ -^  + ^(jc-3)-\/7 + 6 jr-jc J +C. О* - 3  1.

@S) Shuningdek, lR(x,fax2 + bx + c)dx ko‘rinishidagi integrallami 
topishda quyidagi usullami qo‘ llash mumkin:

ko'rinishidagj integrallar, bu yerda P „(x)-n -  darajalia)J— p«(x)dx

ko'phad:

0  « = 0 da J- Adx bo‘ ladi; bu integrallar a > 0 boiganda
-Jax2 +bx + c

®®grallar jadvalining 14-form ulasiga, a <0 bo'lganda esa jadvalning 
'  °rmulasiga keltiriladi;



2) я = 1 da boMadi; bu integrallar suratda kvadrat
Vox +bx + c

uchhadning hosilasini ajratish natijasida ikkita, biri integrallar jadvalining 
1-formulasiga va ikkinchisi 1) banddagi integralga keltiriladi;

3) n > 2 da berilgan integraldan keltirish formulalari yordamida quyicWj 
ko‘rinishdagi ifoda hosil qilinadi:

J ~  = Q , - 1(х)л/ях2 +bx + c + M \ ^
Ыах'+Ьх + с Ыах +bx + c

bu yerda (x )- koeffitsiyentlari noma’ lum bo‘ lgan «-1 -dara ja li
ko'phad, M -qandayd ir o‘zgarmas son. Bunda ko‘phadning noma’lum
koeffitsiyentlari va M soni oxirgi tenglikni differensiallash hamda
tenglikning chap va o‘ng tomonidagi x ning bir xil darajalari oldidagi
sonlami tenglashtirish orqali topiladi.

b>J;
dx

ko‘rinishidagi integral ax + p = -  almashtirish
(ax + p)^ax2 +bx + c 

yordamida 1) banddagi integralga keltiriladi;

c ) f ------------- = = = = =  (neZ,n> 1) ko'rinishidagi integrallar ax + B=-
(ax + py^ax' +bx + c t

o‘m iga qo‘yish orqali 3) banddagi integralga keltiriladi.

dx4-m iso l. f—  r------- = = ,
(x -3  )3vx2 -6x+10

«> x - 3  = -  deymiz. U holda dx = - ^ ,  x2-6 x  +10 = 4- + 1- Bundan

\
dx

(x -3 )5л/х2 -6x+10 ч
<!l
I2 ч rd t

•Jr + 1

3) banddagi integral hosil qilindi. n = 2 boMgani uchun

■Jt2 +1 л//3 +1
Tenglikning har ikkala tomonini differensiallaymiz:

yoki
V/J +1 J t 2 +1 V/ +1

t2 = A(\ + t2) + (At + B)t + M .



Випс1апЛ = - ,  Ь = 0, м  = ~ .  U holda
 ̂ A

, t2dt t j l+ t1 1 r dt tyll + t1 1, I г— ji
I-7= =  =-------------- - = =  =---------------- Inf+ Л/1 + Г +C
J V l+ F  2 2 J VT+F 2 2 I I

yoki eski o'zgaruvchiga qaytsak
f______ <fr _ y[x2-6 x  + \0 1 |l + V ?-6 .7+ 7o
1 (х -зу / х 2 -6x+lO 2 (x -3 У 2 x -3 + C. О

7.6.3. \xa(a + bx")pdx ko‘rinishidagi integral binominal differensial
integrali deyiladi. Bunda m,n,p- ratsional sonlar.

<ig> Binominal differensial integrali faqat uchta holda ratsional 
funksiyalarni integrallashga keltiriladi:

a) p butun son bo‘ lganda integral x = t‘ (bu yerda s = EKUK(m,n)) 
o'miga qo‘yish orqali ratsionallashtiriladi;

/77 +  1
b )   butun son bo iganda integral a + bx" =/! (bu yerda 5 - psonningn

maxraji) o‘m iga qo'yish yordamida ratsionallashtiriladi;

c) + p butun son bo‘lganda integralda a+bx"=t'x"(bu yerda
Ш n

j  -  psonning maxraji) almashtirish bajariladi.
Bu o'miga qo'yish lar Chebeshev о ‘miga qo ‘yishlari deb ataladi.

5-m isol. j - 7- - ! —- dx integralni toping.

®  Integralni standart ko'rinishda yozamiz: jV  ’^7 — 4.r3 j  dx.

-  -2  + 1
Bundan m = - - ,  n = ~, p = - \ a  = —i —-l-b u tu n so n .

3 3 6 n 1

Sababli Chebishevning ikkinchi o'm iga qo'yishini bajaramiz:

7 - 4 ,  = V 7 -4 V l,

= — , x = — ( 7 - f ‘ )\  dx = - — ( 7 - t y t 5dt.( 7 - f  ) 64 32



Bundan

yoki

t f . ^ E * - V ' * - ^ ’ + c - ^ (7 - W7,>’ + cJ 2 14 14

Mustahkamiash uchun mashqlar 

7.6.1. Berilgan integrallami toping:

D l
dx

Jx+rfx'

Vl + x

5)1

7)1

ate
л/2х-1 + \f(2x-\y 

dx
■Jx2 — 3x + 2 

<fa
W-*J + x +1

dx
9)1

11^ l  + \,l - 2 x - x 2’ 
\ 3 )^ 5  + 4 x - x {dx-,

J (дг-1)л/-* + 3 x - .

17)1 rJ 4 з - 2 х - х-

,9 )' W

2 i)Jx 'V (i+ ^ )T^ ;  

23) J-
dx

1 x\l\ + xi

2)1
dt*

VjT+T

14)|л/х2 -4 Л ; 

16) 1-
d!x

(x - l)V x 3 ~2x’ 

20 )^ ; 

22 ) | ^ ^ f a ;

24) \ Щ к к .
1 хых



7.7. AN IQ  IN TE GRALN I H ISO B LA SH

Aniq integrating ta’rifl, geometrik ma’nosi va xossalari.
Aniq integralni hisoblash

7.7.1. y = f(x) funksiya [a;ft] kesmada aniqlangan va uzluksiz boIsin . 
[a;b] kesmani ixtiyoriy tarzda a = x0 < x, <... < xM < x, <... < хя_, <xm=b 

nuqtalar bilan uzunliklari Дх, = x ,- х 0,...,Дх,,=x, - х (_,,...,Дх„ = x , - x w bo igan  
n ta qismga bo‘lamiz. Har bir Ax (i = l,n) qismda ixtiyoriy £ nuqtani 
tanlaymiz. f(x) funksiyaning bu nuqtadagi qiymati / (£) ni hisoblaymiz, bu 
qiymatni tegishli Дх, uzunlikka ko‘paytiramiz va barcha ko‘paytmalami 
qo‘shamiz, ya ’ni

a  = 'Lf(^i)Ax, (7.1)»=l
yig'indini tuzamiz. Bu y ig ‘ indiga /(x) funksiyaning [a\b] kesmadagi 
integralyig ‘indisi deyiladi.

H Agar (7.1) integral y ig ln d in in g  A = max Дх. -> 0 dagi chekli limiti [a\b]
kesmani qismlarga bo‘ lish usuliga va bu qismlarda nuqtani tanlash usuliga
bog'liq bo‘lmagan holda mavjud b o isa , u holda bu lim itga [a;ft] kesmada

b
/(x)funksiyadan olingan aniq integral deyiladi va \f(x)dx kabi belgilanadi:

a

J f(x)dx — lim £/(£, )Дх,. (7.2)a Ы

Agar /(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz b o isa , u holda shu 
kesmada integrallanuvchi b o iad i (aniq integralning mavjudlik teoremasi).

uningdek, [a; ft] kesmada chegaralangan va chekli sondagi birinchi tur 
uzulish nuqtalariga ega b o igan  /(x) funksiya shu kesmada integrallanuvchi 
bo'ladi.

1-m isol. |xt/x integralni integral y ig ‘ indining limiti sifatida hisoblang.
0

®  fO;l] kesmani 0 = x0 < x, <... < xM < x, <... < x„_, < x„ = 1 nuqtalar bilan

liklari Дх. = i  (/=i,u) bo igan  n ta b o lakka  bo lam iz. 
n



Bunda Я = lim max Дг, = lim— = 0. L nuqta sifatida qism iy kesmalan,-я->® ISiSn n—we jj “'«ЦЦО

oxirlarini olamiz, y a ’ni = дг, = - .
n

Tegishli integral y ig ‘indini tuzamiz:
f  V' '  1 1 /, . n(n + l) Л + 1

ct = Z/(^)A*, = ! - -  = — (1 + 2 + ...+ «) =- i— -  = —j»i /-1 n n n 2 n 2 n
Bundan

1 r  n +1 1lim a  = — lim------= —.Л-+0 {n-*rc) 2 П-+3- 2  n  2

Endi 4, nuqta sifatida qism iy kesmalaming boshlarini olamiz:

£ = *_, = -—-.Bundan 
n

(«i Ы1 n n n~ 2 n
г г 1 lim a  -  lim------= - .A-*0 (п-*ж) и-»* 2/2 2

Demak, integral y ig ‘ indining limiti [0;1] kesmani bo'lish usuliga va bu 
kesmada £ nuqtani tanlash usuliga bog'liq  emas.

I J
U holda ta’ rifga ko‘ra \xdx = ~. О

o 2

y = f(x) funksiya [a\b] kesmada uzluksiz va /(jr)>0bo‘ lsin.
Yuqoridan y = f(x) funksiya grafigi bilan, quyidan Ox o‘q bilan, yon 

tomonlaridan x = a va x=b to‘g ‘ ri chiziqlar bilan chegaralangan figuraga
egri chiziqli trapetsiya deyiladi.

b

\f(x)dx aniq integral son jihatidan egri chiziqli trapetsiyaning
a

yuziga teng. Bu jum la aniq integralning geometrik ma’nosini anglatadi.

2-m iso l. JV l6 -x : <ir integralni uning geometrik ma’nosiga tayanib
0

hisoblang.
<S> x ning 0 dan 4 gacha o ‘zgarishida tenglamasi > = v 1 6 -*  

chiziq x2 + y : =16 aylananing I chorakdagi bo 'lagidan iborat b o iad i.
Shu sababli x = 0, x = 4, у  = 0, у = - J l6 -x 2 chiziqlar bilan chegaralangan eg0



chjZiqli trapetsiya x2+y2 = \6 doiraning chorak qismidan tashkil topadi. 

Uningyuzi S = ~  gateng.

Demak.

J л/16- x 2dx = 4п .  О
0

<gg) Aniq integral quyidagi xossalarga ega.
1”. Aniq integralning chegaralari almashtirilsa uning ishorasi o‘zgaradi, 

ya’ni

\ f(x)dx -  - ]  f(x)dx.
a  b

2°. Aniq integralning chegaralari teng b o isa  uning qiymati nolga teng 
bo'ladi, ya ’ni

\f(x)dx = 0.

3”. 0 ‘zgarmas ko‘paytuvchini aniq integral belgisidan tashqariga
chiqarish mumkin, y a ’ni

h  b

jkf(x)dx = k j f  (x)dx, к = const.
a  a

4°. Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig 'indisin ing aniq integrali 
qo'shiluvchilar aniq integrallarining algebraik y ig in d is ig a  teng, ya ’ni

J (/(*) ± <p(x))dx -  I f(x)dx ± \<p(x)dx .
a  a  a

5”. Agar [a;ft] kesmada funksiya o ‘z ishorasini o‘zgartirmasa, u holda 
bu funksiyadan olingan aniq integralning ishorasi funksiyaning ishorasi bilan 
bir xil bo‘ladi.

6°. Agar [a\b] kesmada f(x) > <p(x) bo‘ lsa, u holda 

\f(x)dx>\<p(x)dx
bo'ladi.

7°- Agar [a;fe] kesma bir necha qismga bo‘ lingan bo‘ lsa, u holda [a;b] 
bo‘yicha olingan aniq integral har bir qism bo'yicha olingan aniq 

egrallar yigMndisiga teng b o iad i. Masalan,

j f(x)dx = |f(x)dx + J f(x)dx, ce[a\b].



(7.6) formula aniq integralni bo'laklab integrallash formulasi deb 
ataladi.

7 -m iso l. Jxsinxalx integralni hisoblang.

x = u, dv = sinxdx 
du = dx, v = -cosx

x

= -xcos or|* + J cos xdx =

= - n cost+  0-cos0 +sin xj* = /r + 0 + s in * -s in 0  = 7r. О

Mustahkamlash uchun mashqlar

7.7.1. Integrallami integral y ig ‘ indining lim iti sifatida hisoblang:

1 )\xdx\ 2)\x2dx.
°

7.7.2. Integrallami aniq integralning geometrik ma’nosiga tayanib 
hisoblang:

1)J cosxdx\

3) j  Vl6 -  x2 dx\
0

7.7 J .  Integrallami taqqoslang:
z  x

1)/, = Jcosx<*r, /2 = |sin xdx;

3)7, = JVl -x 'rfx, 12 = j ( l  -x)dx\
- 2  - 2

7.7.4. Integrallami baholang:

2)}(3 + х)Л;
0
! [~x,agar -2Sx<0,

4)J/(xVfc, Л *) = | x>aga/-0 <x<2.

2 )/ ,= JV 2 -x 2<£t, /2 = }хгЛг.
-I ->
f  £

4)7, = jxcosxt&r, /2 = jx sin x i* -
x  £

‘  a " 2

2)/2=}лД+3?&;



7.7.5. Funksiyalaming berilgan kesmalardagi o ‘rta qiymatini toping:

= [—2;2]; 2)y=\x\,
3)y = 3x + 2, [1;3]; 4) y  = x2e\ [0;1],

7.7.6. Berilgan integrallami hisoblang:
n>'■ 4

2) J sin 4xdx;l ) j ( x 2 +2x + \)dx;
A

3)|cosx(&;
jr
6
Ж

5)jcos2J«£c;
0

7 ) M ^ ;
\ x + x

9)]x4\ + x dx;
0 
g

j ? sin xdx

13)}
12 
£

15))

1 + cosx

dx 
3 + 4хг''

cos xdx
6 -5 s in x  + sin: x ’

I
17)|arcsinx£ic;0

19> j» in i* ;
o 2

21)1x2e"dx;

6 ) 1 - 4 - :
r  sin X

8) J(2jc3 +\)x2dx;
0
к

10) |cos;tsin3 xdx;
0
Л

12) J
dx

’W 4 -9 jt2’
3 
it

14) j  sin ’ xdx;
0

2

18)|ln2xrfx;
I
■T
4

20) J ex sin 2xdx;
0

22) Jxlnxtfr;
1

24) J cos(ln x)dx.



7.8. X O S M A S  IN T E G R A L L A R

Cheksiz chegarali xosmas integrallar. 
Chegaralanmagan funksiyalardan olingan xosmas integrallar. 

Xosmas integrallarning yaqinlashish alomatlari

7.8.1. Cheksiz chegarali integrallarga va chegaralanmagan 
funksiyalardan olingan integrallarga xosmas integrallar deyiladi.

щ f(x) funksiya [a;+oo) oraliqda uzluksiz bo‘lsin. Agar lim J/(дг)с7х 

chekli lim it mavjud bo‘lsa, bu lim itga yuqori chegarasi cheksiz xosmas
+*>

integral (I tur xosmas integral) deyiladi va J f(x)dx kabi belgilanadi:
a

]f{x)dx = \m*\f(x)dx. (8 .1)
a  a

■¥*>
Bu holda \f{x)dx integral yaqinlashuvchi deyiladi.

ab
Agar \m\f(x)dx lim it mavjud bo'lm asa yoki cheksiz b o isa , u holda

a
+®
J / (x)dx integral uzoqlashuvchi deb yuritiladi.

Quyi chegarasi cheksiz va har ikkala chegarasi cheksiz xosmas 
integrallar shu kabi aniqlanadi:

\f(x)dx=Xm{\f{x)dx, (8-2)
—* a 

J  f(x)dx = Jim J f(x)dx + lim j  f(x)dx, (8-3)

bu yerda с -Ox o ‘qning istalgan fiksirlangan nuqtasi.

1-m iso l. Integrallami yaqinlashishga tekshiring:

1 )]e°*dx\  2) Jxsinjtt£r;
о - »  - *  1 + X

<&> 1) a  * 0  bo isin .
U holda

le~“xdx = lim \ e“‘dx = —-lim(e~“ -1). 
о a

336



Bunda

a > 0 bo'lganda \e~ mdx - lim-^- + — = -0  + — = —,
о a  />~>"' e a  a a

a< O bo ‘ lganda («?"<& = - — lim e '” + — = +oo.
i a*-*4* a

+00 +ac
a = 0 bo iganda jV°'d!x= J*&=limZ> = +oo.

0 о A-,+oc
+00

Demak, J e “dxxosmas integral a > 0 da yaqinlashadi va a  < 0 da
0

uzoqlashadi.
0 0 f 0 \

2) jxsinjrabc = lim Jx sin xdx -  lim - xcosxf + Jcosxdtt = lim (aco sa-s in a ).

0
Bu limit mavjud emas. Shu sababli Jxsinx<& integral uzoqlashadi.

3) (8.3) tenglikda c = 0 deb, topamiz:

*r arctgxdx _ r arctgxdx 7  arctgxdx
1  \ + x2 ~ I  l + x : + I 1 + x2

Bundan

tarctgxdx J arctgxdx 1 .. , io 1 , nI -----— - = hm ———— = -limarc№ x\ = —  limarctg'a =----- ,
i  1 + x *-*-*; 1 + x 2"-*-“ “ 2 “-*"* 8

= lim ] ^ x  = 1 ,  = 1
{ 1 + x1 1 + x 2>-** lo 2*-*” 8

Varctgxdx _ к 2 пг
I  1 + x3 ~ T ~ T ~

Demak, xosmas integral yaqinlashadi. О

7.8.2. 83 /(Д-) funksiya [a;b) oraliqda aniqlangan va uzluksiz bo‘ lib, 

x~b da aniqlanmagan yoki uzilishga ega bo‘ lsin. Agar lim }f(x)dx chekli 

tifoit mavjud boMsa, u holda bu limitga chegaralanmagan funksiyadan 

°^gan xosmas integral (II tur xosmas integral) deyiladi va j  f(x)dx kabi 

^gilanadi:

\f(x)dx = \imjf(x)dx. (8.4)



Лдг) funksiya * ning a ga o ‘ngdan yaqinlashishida n * r  
boMganda ,l,shga ega

j  f(x)dx = lim | f(x)dx
о  a+ s

bo‘ ladi.
/(дг) funksiya с e [a\b] da uzilishga ega boMganda

j  f(x)dx = lim ] / (дг)dx + lim J f ( x)dx
a a C+£

boMadi.

(8.5)

(8.6)

1 fa
2 -m iso l. J -7= = f integralni yaqinlashishga tekshiring.

о л/1 — ДГ

®  дг = 1 da integral ostidagi funksiya ikkinchi tur uzilishga ega.

U holda (8.4) tenglikka ko‘ra

f - =  lim f = l imarcsinx1'" = lim(arcsin(l  - e ) - 0 )  = arcsinl = -
W l - x 2 —  I л/1- J c 2 lo —  2 '

Demak, xosmas integral yaqinlashadi. О

7.8.3. Xosmas integralning yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi boMishini 
yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchiligi oldindan ma’lum bo'lgan boshqa 
xosmas integral bilan taqqoslash orqali aniqlash mumkin.

1-teorema (/ tur xosmas integralning yaqinlashish alomati). [e;+*>) 
oraliqda /(дг) va <p(x) funksiyalar uzluksiz boMsin va 0 < / ( * ) * f W  

tengsizlikni qanoatlantirsin. U holda:
a) agar \<p{x)dx integral yaqinlashsa, J  f(x)dx integral

yaqinlashadi;
b) agar j  / (x)dx integral uzoqlashsa, } <p(x)dx integral ham uzoq . =

a о

3 - misol. j e" dx integralni yaqinlashishga tekshiring.
0 , n„ .ich funksiy^

®  Puasson integrali deb ataluvchi bu integral bosh a 
ega emas. Bunda

\e-' dx = \e-xldx + ]e ! dx.

:



integral xosmas integral emas va u chekli son qiymatiga ega.
r
I  -'dx integralni qaraymiz. [l;+w) oraliqda 0<e ': <e ’ hamda va

ftU siyal" urf-ksir. U hoida
f e' dx = lim J e ‘dx = lim (-e“ )| = -  -  lim — = -.
J  А - * + * ' Ь-*+к И ^

Demak, bu integral yaqinlashuvchi va 1-teoremaning a) bandiga binoan 
Puasson integrali ham yaqinlashadi. О

2-teorema (// tur xosmas integralning yaqinlashish alomati). [я;6)
oraliqda /(*) va p(*) funksiyalar uzluksiz b o is in  va 0 </(*)< <p(.t) 
tengsizlikni qanoatlantirsin, .v = /; da / (x) va <p(x)funksiyalar aniqlanmagan 
yoki uzilishga ega bo‘lsin. U holda:

a) agar J <p(x)dx integral yaqinlashsa, \f(x)dx integral ham
a  a

yaqinlashadi;
h />

b)agar | f(x)dx integral uzoqlashsa, j<p(x)dx integral ham uzoqlashadi.
a  a

4-misol. integralni yaqinlashishga tekshiring.
« v l  —  jc

®  Integral ostidagi funksiya x = 1 da II tur uzilishga ega.

* e ( 0 ; l ] d a  = f o r x ____1 ^ 1
V \IiTx v i - x

r dx
xosmas integralni yaqinlashishga tekshiramiz:

} * . . ' ? ‘  d x з - 3 / \ з
-Iw j I T 7 =  = —  Цт(1-лг)3 = — (lim£ — 11= — . 

oV l-x  i j l - x  2 f->» г ' 1-** ’ 2

Demak f *
;^/TT= lntegral yaqinlashadi va 2-teoremaning aj bandiga

n°an beril * X
lntegral ham yaqinlashadi. О

П1а’ ^ a r  J| f(x)\dx fj|/(x)|«brl integral yaqinlashuvchi b o isa ,
ц holda

(!

м .

f(x)dx integral ham yaqinlashuvchi bo iad i.

339



Agar J|/(jt)|dx [J|/(jc)|*J integral yaqinlashuvchi bo‘ lsa, u ^

\f(x)dx |j/(x)<fcj integralga absolut yaqinlashuvchi xosmas integr / 

deyiladi.

Agar J f(x)dx j j  f(x)dx ) integral yaqinlashuvchi bo‘ lib,

J|/(x)|dx у | /(x)|abcj integral uzoqlashuvchi bo‘ lsa, u holda 

J f(x)dx \ \ f(x)dx^ integralga shartli yaqinlashuvchi xosmas integral

deyiladi.

5 -m iso l. \~~dx integralni yaqinlashishga tekshiring.
О С

<S> Integral ostidagi funksiya [0;+oo) oraliqda ishorasini almashtiradi.

M a’ lumki smx 1 **<— . 1-misolga ko'ra je~2'dx integral yaqinlashuvchi.
e

^sinxU holda 1-teoremagabinoan j
x

dx integral yaqinlashuvchi va

3-teorema va 3-ta’rifga asosan \— ~̂dx integral absolut yaqinlashadi. О
e

Mustahkamlash uchun mashqlar

7.8.1. Berilgan integrallami hisoblang yoki uzoqlashuvchi ekanini 
ko‘rsating:

2 ) f xe~dx;
i 1 т  л 0

3) J  ico s .iiiv ; 4 ) J — ;

6 ) J = y * ;
2 x



\ dx . 10)Г—***■ •

12>Ь т а
I 3 ) j ^ ; 14)L 2+6x + 10‘

7.8.2. Integrallami yaqinlashishga tekshiring:

Ф  2) h f a

3) J J *

A * - i  * ) / - ЛJ ./1 — vj V l-cosjc ’ i e ' - c o s x ’

9)} 3 ™ Л ; 10)/ Гх<Ь ■
( x - i ) 5 ’ »V T ^7
COSJt

I X2
1 1 )р ^ ч & ; \2)^exsmxdx.

7 .9 . A N IQ  IN T E G R A L L A R N IN G  T A T B IQ L A R I

Yassi figuraning yuzasini hisoblash. Tekis egri chiziq yoyi 
uzunligini topish. Avlanish sirti yuzasini hosoblash.

Hajmni hisoblash. Momentlar va og‘ ir lik  markazini hisoblash. 
Kuchning bajargan ish ini hisoblash

7.9.1. Yuqoridan y2 =/,(*) funksiya grafigi bilan, quyidan >■ = /(x) 
fanksiya grafigi bilan, yon tomonlaridan x = a va x = b kesmalar bilan 

esmalardan biri yoki har ikkalasi nuqtadan iborat bo‘ lishi mumkin) 
c egaralangan yassi figura yuzasi

$ = } (/ ,(* )-/ (* )№  (9.1)
ГПп.. I a

a bilan hisoblanadi (1-shakl).
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►, Funksiyalardan biri nolga teng boMganda, ya’ni yuqori yoki qu 
chegaralardan biri Ox o‘qdan iborat boMgan egri chiziqli trapetsiyanb 
yuzasi quyidagi integral bilan hisoblanadi: ®

(9.2)

Agar y = f (  x) funksiya x=tp(t), y = v (  0. a < t< p  parametrik 
tenglamalar bilan berilgan boMsa

S-\y(t)<p'(t)dt (9.3)
a

boMadi, bu yerda, a = <p(a) va b -  ip(P).
Qutbdan chiquvchi <p = a  va <p = p  nurlar bilan hamda tenglamalari 

r-r,(<p) va r = r,{(p) (r,(<p)<r2(<p))boMgan egri chiziqlar bilan chegaralangan 
yassi figura yuzasi

S = ~\{rt(<p)-r?(<p))d<p

integralga teng boMadi (2-shakl), xususan r = r(<p)(r{(<p) = 0) funksiya grafigi 
bilan chegaralangan figura uchun

S  = \\r\<p)dq>.
L  a

(9.4)

<p = p

b x

l-shakl. 2-shakl.
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1 - misol. y*=x2, y  = 0 va x = 1 chiziqlar bilan chegaralangan figura 
yuzasini hisoblang (3-shakl).

<&> (9.2) formuladan topamiz:

S = |  x 2dx = -

2 -m isol. у  = cosx, y  = 0, x = 0 va x = n chiziqlar bilan chegaralangan 
figura yuzasini hisoblang (4-shakl).

®  4- shaklda berilgan figurani yuzalari 5, va S, boigan  
kesishmaydigan qismlarga ajratamiz. U holda yuzaning additivlik xossasiga 
asosan berilgan figuraning yuzasi qismlar yuzalarining yigindisiga teng 
boiadi.

Demak,
к

S =S, + S2 = Jcosxd 't-|cosxt£f = smx|2 -sinx]* = 1 -  (-1) = 2. О

3-misol. y = x + l  va >■ = x -1 chiziqlar bilan chegaralangan figura 
yuzasini hisoblang.

®  Figura umumiy 5(0;-1) va C(3;2) nuqtalarga ega boigan parabola 
vato‘g‘ri chiziq bilan chegaralangan. Shaklni uchta qismga, ya’ni yuzalari
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S, ga teng boMgan AOD va АО В parabolik sektorlarga va yuzasi s, ga ten 
bo‘lgan BCD parabolik uchburchakka ajratamiz (5-shakl).
U holda

S = 25, + S2 = 2 | yfx + ldx + jb/7+Т -  (x -  \))dx =
-I 0

=7л/(̂ +1)з| +f|V(*+o3- v +;c1 -?■ °

Yuzani hisoblashga oid masalalami yuzaning ko‘chishga nisbatan 
invariantlik xossasiga asosan soddalashtirish mumkin. Bunda figura 
yuzasi (9.1) formulada x va  у  o ‘zgaruvchilar (Ox va Oy o ‘qlar) ning 
o ‘mini almashtirish orqali hisoblanadi, ya’ni

S = J(/2 (*) -  f  (x))dx= J (g2 (x) -  g, (y))dy. (9.5)
а с

Masalan, 3-m isolda berilgan figura yuzasi у  o‘zgaruvchi bo‘yicha 
hisoblansa, figurani qismlarga ajratish shart bo‘lmaydi:

5 = j (y +1 - (уг -1 ))dy= ( y - y  + 2v] = | .

4 -m isol. x = asinr, у  = 6 sin2t chiziqlar bilan chegaralangan fig013 
yuzasini hisoblang.

®  6-shakldan ko‘rinadiki, egri chiziqning t parametr 0 dan n gaC 
o ‘zgarishiga mos bir halqasining yuzasini hisoblash yetarli.
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(9.3) formulalar bilan topamiz:
 ̂ я t' cos31 8 

S = 2jbsin2tacostdt = 4abf cos2 tsintdt =-4atA------1 =-ab. О
о о V 3 y|0 3

5-misol. r = 2cos3<p egri chiziq bilan chegaralangan figura yuzasini 
hisoblang.

r = 2cos3rp tenglama uch yaproqli gulni ifodalaydi (1-ilovaga 
qarang). Uch yaproqli gulning oltidan bir qismi yuzasini hisoblaymiz:

i s  = i j4 c ° s 2 3<pd<p = J(l + cos6«>Wi)!> = ̂  +

Bundan
S = tr .  о

7.9.2. [a,b] kesmada uzluksiz y  = f ix )  funksiya grafigining (egri chiziq 
yoyining) uzunligi

l = \ f \  + f '\x )d x  (9.6)
a

formula bilan topiladi.
Agar egri chiziq x = g(y), у e [c;d\ tenglama bilan berilgan bo'lsa uning 

uzunligi

l = } fi+ g ’4y)<fy (9.7)

integral bilan topiladi.
Agar y  = f(x )  funksiya x = <p(t), у = 4/(1), a < t< p  parametrik 

tenglamalar bilan berilgan bo'lsa

l = \J<p'\t) + y''(t)dt (9.8)
a

bo'ladi, bu yerda, a = <p(a) va b = <p(P).
Qutb koordinatalar sistemasida r = r{<p), a<ip< p  tenglama bilan 

berilgan AB egri chiziq yoyining uzunligi

l = \J r  (q>) + r''((p)d<p (9.9)
» a
integral bilan topiladi, bu yerda r(<p), r’(<p) funksiyalar [a\p] kesmada 
°2luksiz va A, В nuqtalar qutb koordinatalarida a ,p  burchaklar bilan 
ani4lanadi.



6-m isol. у  =-х\[х - egri chiziqning Ox o‘q bilan kesishish

nuqtalari orasidagi yoyi uzunligini toping.

@  у  = 0 deb egri chiziqning Ox o ‘q bilan kesishish nuqtalarini 
aniqlaymiz: x, =0, x2= l4 l .

Hosilani topamiz:
, з 4 ; 3 2 - ;  i f  j 4у ------ x ------- x — —\ x — x

8 3 4 3 2 v
Yoy uzunligini (9.6) formula bilan topamiz:

1 2 1,;s=— V ----1

2v2
= 3. О

7-m isol. x = - y 2 ~ - \a y  egri chiziqning y, =1 dan y2=e gacha yoyi

uzunligini toping.
<&> x' hosilani topamiz:

2 2 у 2 у 
Yoy uzunligini (9.7) formula orqali topamiz:

1 --

1( 1+£ l z l L £ l ± l  о

8-misol. \ X acos t' tenglama bilan berigan egri chiziq uzunligi*1’ 
[y = asin t

toping.
®  Berilgan tenglama astroidani ifodalaydi (l-ilovaga qarang). 
Astroidaning uzunligini (9.8) formula bilan topamiz:

n

I = 4 J л/(-За cos21 sin t)2 + (За sin2 t cos t)! dt =
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= 4 j Зд-y/cos21 sin21 ■ (cos21 + sin2l)dt =
0

я
2 я  

= 12ajcos/sin/t/? = 6asin2?|2 - 6a. Q  
0

9-misol. r - a(\ + cos<p), a >0 kardioida uzunligini toping.
<S> Egri chiziqning simmetrikligini (1-ilovaga qamg) hisobga olib, 

(9.9) formula bilan topamiz:

I = 21 = 2$yja~(I + coscp)2 +a2(-sin<p)2d<p = 4a^ r  + COS<?dcp =
о о V 2

= 4a|  cos ̂ dq> -  8a sin ̂ = 8a. О

7.9.3. [a;ft] kesmada f'(x)  hosilasi bilan birga uzluksiz boMgan v = /(x) 
funksiya grafigining Ox o‘q atrofida aylanishidan hosil boMgan jism sirti 
yuzasi

a = 2 * \f(x )J \  + f ' 2(x)dx (9.10)
a

formula bilan hisoblanadi.
x = g(y),y  e[c;rf] funksiya grafigining Oy o ‘q atrofida aylantirshdan 

hosil boMgan jism sirtining yuzasi

a  = 2л  f  g(y)Jl + g'2(y)dy (9.11)
с

integralga teng boMadi.
x=<p(t), y-y/U), a < t< p  parametrik tenglamalar bilan berilgan egri 

chiziqning Ox(Oy) o‘q atrofida aylanishidan hosil boMgan jism sirti yuzasi 
quyidagicha hisoblanadi:

ct = 2 n \i//(t)yl<p'2(t) + i//'2(t)dt (cr — 2 ji\< p(t)^'2{t) + (pn{t)dt\, (9.12)

buyerda a = <p(a) va b = (p(P) (c = ^(a,)va d = y/(P,)).

Qutb koordinatalar sistemasida r = r(<p), a<<p<p tenglama bilan 
berilgan egri chiziqning Ox(Oy) o‘q atrofida aylanishidan hosil boMgan jism 
S'rti yuzasi

a = 2njr(tp)s'mq>yjr2(<p) + r '2(cp)dq> fcr = 2л  j  r  (<p) cos <pyjr2(<p) + r '2((p)d<p\ (9.13)



<&> Aylana markazi qutb qilib olingan qutb koordinatalar sistemasida 
aylana r = R tenglama bilan aniqlanadi (1-ilovaga qarang). Bu aylana 
yarmining Ox o ‘q atrofida aylanishidan shar hosil boiadi.

Shaming koordinata o'qlariga simmetrik boiishini inobatga olib 
hisoblaymiz:

я

a =2-2*j / J s i n W r a ^  = 4 ^ 4 - c o s ^  = 4яй:. О
О

7.9.4. Oxyz koordinatalar sistemasida qandaydir V jismning Oxy 
koordinata tekisligiga parallel tekislik bilan kesimi yuzasi S ma’lum 
bo'lgan qandaydir D yassi figura boisin. Agar V jismning Ox o‘qqa 
proeksiyasi [a\b] kesmadan iborat boiib , V jismning Ox o'qqa 
perpendikular boigan va (jc;0;0)nuqtadan o'tuvchi kesimining yuzasi S(*) 
xning uzluksiz funksiyasi bo'lsa, u hoda bundayjismning hajmi

V = \s(x)dx (9.14)
a

formula bilan hisoblanadi.

Jr2 v2 z211 -  misol. — + + — = 1 ellipsoidning hajmini hisoblang.
a " b' с

<S> Ellipsoidning koordinatalar boshidan x (~a<x<a) masofada 
o'tuvchi Ox o 'qqa perpendikular tekislik bilan kesamiz. Kesimda yarim

o'qlari b(x) = b j l - ^ r  va c(x) = c j  1 - ^ -  bo'lgan ellips hosil bo'ladi.

Uning yuzasi

10-m iso l. Radiusi R ga teng bo'lgan shar sirti yuzasini hisoblang.

s(jr) = Ttb(x)c(x) = nbcj 1

U holda
-s>

* (  х г Л (  хг Tг=]лЬс 1 -^ r  dx = 7d)c x - ——̂
\  a / ч Зв y|_

-~7vabc. o

12-misol. Balandligi H ga va asosining yuzasi S ga teng piramidaning 
hajmini hisoblang. .

<S> Oxy koordinatalar sistemasini koordinatalar boshi piramida uc 1 
joylashgan va Ox o 'q  balandlik bo'ylab yo'nalgan qilib tanlayn112



w
piramidani uning uchidan x masofada asosga parallel kesim bilan kesamiz 
va kesim yuzasini S(x) bilan belgilaymiz.

U holda parallel kesimlar xossasiga ko'ra (7-shakl)

S(x) _ jc2

S ~ H 2
(9.14) tenglikdan topamiz:

yoki S(x) = —j x 2. 
H

V ^js(x)dx = ] ~ x 2dx = ^ j S_
H 2

" 1 :='~SH. 
3 3

^  8-shakl.

13-misol. x 2 +y2= 9 va x2 +z2 =9 silindrlar bilan chegaralangan jism 
hajmini hisoblang.

9-shaklda berilgan jismning I oktantda (.t>0,_y>0.z>0) joylashgan 
sakkizdan bir boMagi keltirilgan. Uning Ox o'qqa perpendikular tekislik 
bilan kesimi kvadratdan iborat. Kesim abssissasi (дг:0;0) nuqtadan o‘tganda 
kvadratning tomonlari a = y = z= J9 - x 2 ga va yuzasi i(x )= 9 -x 2teng 
bo'ladi, bu yerda 0 < x <, 9.

Jismning hajmni (9.14) formula bilan hisoblaymiz:

V = 8 j(9 -  x2 )dx = 8| 9x - I - 144. О



g=a Yuqoridan >> = f(x )  uzluksiz funksiya grafigi bilan, quyidan ox 
o‘q bilan, yon tomonlaridan x - a  va x = b to‘g‘ri chiziqlar bilan 
chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning Ox o‘q atrofida aylantirishdan 
hosil bo‘lgan jism  hajmi

V = n \ f \x )d x  (9.15)
a

formula bilan hisoblanadi.
Bu egri chiziqli trapetsiyani Oy o‘qi atrofida aylantirishdan hosil boigan 

jismning hajmi quyidagi formula bilan hisoblanadi:

V =2n]xf(x)dx. (9.16)
<!

<S) Agar egri chiziqli trapetsiya x = g(y) uzluksiz funksiya grafigi,
Oy (Ox) o‘q, y = c va y = d to‘g ‘ri chiziqlar bilan chegaralangan bo‘lsa, u 
holda

(9.17)V = n jg 2(y)dy (Oy) \ V = 2n]yg(y)dy (Ox)J.

esp, r = r(<p) egri chiziq va <p=a, <p = f3 nurlar bilan chegaralangan 
egrichiziqli sektoming qutb o’qi atrofida aylanishidan hosil bo’lgan 
jismning hajmi

2л 1 j . ,V =— J r  sin <pd(p 
3 a

(9.18)

formula bilan topiladi.

14-misol. Radiusi R ga va 
balandligi H ga teng bo'lgan 
konusning hajmini hisoblang.

®  Konusni katetlari R va H 
boMgan to‘g‘ri burchakli
uchburchakning balandlik bo‘ylab 
yo'nalgan Ox o‘q atrofida 
aylanishidan hosil boMgan jism 
deyish mumkin (9-shakl). Gipotenuza 
tenglamasi y = kx bo lsin  deymiz.

U holda 9-shakl.



B undan

7.9.5. Oxy tekislikda massalari mos ravishda boigan
^ ( х2',Уг)г —’A„(x.;y.) nuqtalar sistemasi berilgan boisin. 

Sistemaning Ox (Ov ) o'qqa nisbatan statik momenti M (M,) deb nuqtalar 
tnassalarini ulaming ordinatalariga (abssissalariga) ko‘paytmalari 
yig‘indisiga aytiladi, ya’ni

Sistemaning Ox(Oy) o ‘qqa nisbatan inersiya momenti J, (Jr) deb 
nuqtalar massalarini ulaming ordinatalari (abssissalari) kvadratiga 
ko'paytmalari yigindisiga aytiladi, ya’ni

®  Tekis egri chiziqning momentlari va og ‘irlik markazi.
Oxy tekislikda AB egri chiziq y = f(x )  (a<x<b) tenglama bilan berilgan 

bo'lib, egri chiziqning har bir nuqtasida у = y(x) zichlik va f(x )  funksiya 
o‘zining /'(jc) hosilasi bilan birga uzluksiz boisin.

U holda AB egri chiziqning statik va inersiya momentlari hamda 
°g‘irlik markazining koordinatalari quyidagi formulalar bilan aniqlanadi:

Sistemaning og ‘irlik markazi deb koordinatalari 

boigan nuqtaga aytiladi, bu yerda m = '£mr

M x = |  yydl, M y =jyxdl; (9.19)

J x = \ y y 2dU J y = j y x 2dl; (9.20)
b b

J  yxdl J  yydl
(9 .21)

m m



ling

15-m isol. Zichligi y=  1 ga teng bo‘lgan 
jc = 3(r-sinO, у = 3(1-cosr), /e[0;?r]sikloida yarim arkasining statik Va 
inersiya momentlarini hamda massasi va og‘irlik markazin 
koordinatalarini toping.

<S> dx = 3(1 -  cost)dt, dy = 3sin tdt bo‘lgani uchun

dl = ̂ 9(1-cos/)1 +9sin'-tdt = 3a/2-2cos7<* = 6sin~dt.

Izlanayotgan kattaliklami (9.19) - (9.21) formulalar bilan topamiz:

M = \ydl = f 3(1 -  cos r)6sin-<* = 36f sin2 ̂ sin '-dt = 36jf 1 -  cos2 Л  sin l-d t =
o o  2 o 2 2 ov 2 ) 2

= 36fsin-^* + 72jcos2-^[cos^  | = -72cos^
n 2 о 2 V 2) 2 .

1 3 t+ 72--cos — = 7 2 -2 4  = 48;

» * t t t 
M ,. = f xdl = f 3(? -  sin t )6sin-  dt = 18 J / sin -  dt -18 J sin t sin -d t  =

y о о 2  о 2  о 2

= 1 ^ -  2fcos-~ + 2jcos^tfr j  -  Зб| sin2 ^ cos-dt = 36^0 + 2sin~

-  72jsin2 irffsin Л  = 36 ■ 2 -  72 • 1 ":- 3'-sin — 
3 2

= 72-24 = 48;

J  = f y-dl = j9(l-cosf)26sin—<// = 216jsin<-^sin^rff =
о о 2 о 2 2

= 216jf 1 -cos2 ^j sin^ dt = 21 б}sin^ dt + 864j cos2 ̂ c o s  j -

-  432| cos4 -j^cos^-j = -432cos^ + 864- -  cos3 — 
3 2

- 4 3 2 - ic o s 5̂  
5 2

= 432-288 + 432 1152

J  =]x-dl = ?9(/ -sin /)2 6 sin—eft = 54?/2 sin^-dt -  108j/sin/sin -dt +
y i i 2 n 2 0 1



Yassi figuraning momentlari va og ‘irlik markazi. Oxy tekislikda 
[a;b] kesmada uzluksiz boigan y  = f(x )  funksiya grafigi , Ox o ‘q, x - a  va 
x=b to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiya (yassi 
figura) berilgan boiib , yassi figuraning har bir nuqtasida y = y(x) zichlik 
uzluksiz boisin. U holda yassi figuraning momentlari va ogirlik 
markazining koordinatalari quyidagi formulalar orqali topiladi:

Mx= -jyyxdx, Mf = J yxydx; (9.22)
2 а а



16-misol. y = cosx kosinusoida yoyi va Ox o‘qining ~!L ^x ^x
~ ~ 2

boiagi bilan chegaralangan, zichligi у = 1 ga teng figuraning og‘irlik 
markazini toping.

<g> Kosinusoidaning simmetrikligidan xc =— bo'ladi.

U holda
n it

M = -  f y 2dx = -  }cos2.«& =
' 2 V  2 \

H l + cos2x, I f  sin2x= -  f-----—— dx = -  x + ------
2 1 2 4v 2

2

n
2 * Л 7Г

m= |  cosxt£c = sinx|2I =2.

Demak,

• H
7.9.6. Material nuqta o ‘zgaruvchan F kuch ta’sirida Ox o‘qi bo‘ylab 

harakatlanayotgan bolsin  va bunda kuchning yo‘nalishi harakat yo‘nalishi 
bilan bir xil boMsin. U holda F kuchning material nuqtani Ox o‘qi bo‘ylab 
x = a nuqtadan x=b (a<b) nuqtaga ko‘chirishda bajargan ishi quyidagi 
formula bilan hisoblanadi:

A = \F(x)dx, (9.24)

bu yerda F(x) funksiya [a;b\ kesmada uzluksiz.

18-misol. Agar prujina 12 H  kuch ostida 4 sm ga cho‘zilsa, uni 22 sm
cho‘zish uchun qancha ish bajarish kerak?

®  Guk qonuniga ko‘ra prujinani cho‘zuvchi kuch prujinaning 
cho‘zilishiga proporsional boiadi, ya’ni F = kx.
Misolning shartiga ko‘ra: F{0,04 m) = 12 H  yoki 12 = 0,04*. Bundan A =30 ■ 

U holda
0,22

A= J 300x<£c = 150.r2|°” =7,26 (J). О



M ustahkamlash uchun m ashqlar

7.9.1 Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan figuralar yuzalarini 
hisoblang:

1) y = 9 - * 2’ 3' = °; 2) y  = -x ,  y  = 2 x - x 2;

3) v = ln(x + 6), .y = 31nx, y  = 0, x = 0; 4) j> = lnx, y  = 0, x = <?2;

5) x = y 2, x=|.y + 2|; 6) x>- = 4, x = 5 - y \

l)y  = x \  y 2 = -x ; 8).y = x \  >> = x3, x = - l ,  x = l;

9) x = 4cos/, _y=3smf, 0</<2;r;

10) x = 3(r-sin?), ^ = 3(l-cos/), sikloidabittaarkasi;

11) r = 3Vcos2^; 12) >-==3sin2p.

13) r = 2 + 3coŝ >; 14) r  = 2 <p, b iro ’rami.

7.9.2. Berilgan egri chiziqlar yoylari uzunliklarini toping:

1) v =—, x = 0 dan х = л/3 gacha;

2) y = chx, x = 0 dan x = 1 gacha;

3 )y 2=x3, x = 0 dan x = 5 gacha;

4) .v = arccos v x -  л/х -  x2, x = 0 dan x = l gacha;

5) У= 1 dan j  = 2 gacha;

6) * = l - l n ( / - l ) ,  _y = 3 dan y  = 4 gacha;

7)* = /2, >> = у - г ,  koordinata o ‘qlari bilan kesishish nuqtalari orasidagi;

8) * = f2, j> = f3, / = 0 dan r = l gacha;

9) x = 2(f -  sinf), у  = 2(1 -  cos/), sikloida bitta arkasi;



*10) x = 3(2cos<-cos2/), ,V = 3(2sin?-sin20;

11) r = a(l-cos«5), r< ~  kardioidabo'lagining;

12) r = 8cosJ j ,  (p = 0 dan <p = ̂  gacha.

7.9.3. Chiziqlaming berilgan o‘q atrofida aylanishidan hosil bo'lgan sirt 
yuzasini hisoblang:

1) y 2 = 4x, x = 0 dan x = 3 gacha, Ox o‘q;

2) x- +y2 =9, Oy o‘q;

3)x = 2(f-sinO, y  = 2(1 -cost),bitta arkasi,Ox o‘q;

4) x = V2cos<, y = smt,Ox o'q;

7.9.4. R radiusli shar hajmini hisoblang.

r 2 v 27.9.5. Asosi ^  + — = 1 ellipsdan iborat bo'lgan va balandligi h = 3ga 

teng elliptik konusning hajmini hisoblang.

7.9.6. x 2 + y2 + z2 = 16 shar hamda x = 2 va x = 3 tekisliklar bilan 
chegaralangan jism hajmini hisoblang.

v 2 z 27.9.7. ^ -  + — - x 2 =1 bir pallali giperboloid hamda x = - l  va 

jc = 2 tekisliklar bilan chegaralangan jism hajmini hisoblang.

7.9.8. Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan figuraning berilgan о q 
atrofida aylanishidan hosil bo'lgan jism hajmini hisoblang:

1) x3 = 4 -  y, y = 0 ,0x  o'qi;

2) x 2 +y2 =4 yarim aylana (x>0)va y 2 = 3x parabola, Ox o'qi;

3) >> = arcsmx, ^ = 0, x = 1, Oy o'qi;

4 ) У = х 3, x = l, ^=0, Oy o'qi;

5) x2 =4y, x = 0, j» = l, Oy o'qi;



6)^ +f =1’ ^ ° ‘qi;
7) jc = 2(/ — sin/), у  = 2(1 -cost), bittaarkasi, Ox o ‘qi;
8) x = t \  y  = t \  дг = 0, у = 1, 0 )’ o ‘qi;
9) r = 3(l + cos<p), qu tbo‘qi;

10) r = 2Rcos(p, yarim aylana, qutb o‘qi;

7.9.9. r — 2Rsintp birjinsli aylananing og'irlik markazini toping.

7.9.10. x = acos3t, у  = asm 't  bir jinsli astroidaning Ox о‘qdan yuqorida 
yotgan yoyining og‘irlik markazini toping.

4.9.11. 4x + 3_y - 12 = 0 bir jinsli to‘g‘ri chiziqning koordinata o'qlari 
orasida joylashgan kesmasining koordinata o'qlariga nisbatan statik 
momentlarini toping.

4.9.12. jc = 0, 7 = 0, x + y = 2 ciziqlar bilan chegaralangan birjinsli tekis
shaklning koordinata o'qlariga nisbatan statik va inersiya momentlarini, 
og’irlik markazini toping.

7.9.13. y  = 4 - x 2 va y = 0 birjinsli chiziqlar bilan chegaralangan 
figuraning og‘irlik markazini toping.

7.9.14. Yarim o‘qlari a = 5 va b = 4 bo‘lgan bir jinsli ellipsning 
koordinata o‘qlariga nisbatan inersiya momentini toping.

7.9.15. x 2 + y 2 = R: aylananing birinchi chorakda joylashgan bo'lagining 
°‘girlik markazini toping. Bunda aylananing har bir nuqtasidagi chiziqli 
zichligi shu nuqta koordinatalarining ko‘paytmasiga proporsional.

7.9.16. x = 8cos't, 8--4sin3/ astroida birinchi chorakda yotgan yoyining 
koordinata o'qlariga nisbatan statik momentlarini va massasini toping.

I  Uunda astroidaning har bir nuqtasidagi chiziqli zichligi .tga teng.

7-9.17. Prujinani 4 .vm.ga cho'zish uchun 24 J  ish bajariladi. 150 J  ish 
Narilsa, prujinana qanday uzunlikka cho‘ziladi?

7.9.18. Agar prujinani 1 vm.ga siqish uchun 1 kG kuch sarf qilinsa, 
jinaning 8 sm.ga siqishda sarf boladigan F kuch bajargan ishni toping.
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8-NAZORAT ISHI

1. Aniq integralni hisoblang.
2. Xosmas integralni yaqinlashishga tekshiring.

1-variant
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2-variant
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1. | £ Е Ё л . 2. j  JE *  Л
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2. г = 3(1 + sin<р), - —<(рй0.6

2. x = 2cos3/, .у = 2sin31, 0<f<-

2. y = cAx + 4, 0<Jt<H.

2. jc = 2(r-sinO, у = 2(1-cosf),

6-variant
_ к

2. r = 4(l-sinp), 0 <фй-~.

7-variant
2. y = lncosjr + 3, 0 < t i —-

8-variant
2. r = 3<p, 0 <$£-■

9-variant
1. y  = x4'9 ^ 7 ,  y  = 0, (0<x ^ 3). 2. y = J ^ 7  + arccosx, 0 < ^ 9



10-variant

1. * = 0 '" 2 ) \  х = 4у -8 . 2. у 0 ^ х < 2 .

11-variant

1. у = 3 х - х \  у  = -х. 2. x = 3(f-sin/), у = 3(1 — cos/)» n < t< 2n.

12-variant

1. У = 4х, х‘ = 4_у. 2. r  = 2(l-cosp), -п < ю й -—.
2

13-variant

!• У - 2% у = 2 х - х !, х = 0, х = 1. 2. y  = -Jl - х 2 + arc sinx, ()<х<—.
9

14-variant

1. х = 4 - у 2, х = у 2 - 2у. 2. г = 3е4',  ~—<<р<—.
2 2

15-variant

I. у = у]4-х2, у  = 0, х = 0, х = 1. 2. x = 5cos2f, j  = 5sin2/, 0 < /< —.
2

16-variant

I- r = cos(p-sm<p. 2. r = 2sin3 —, 0<c>5—.
3 2

17-variant

*• ■* = 2(f-sin/), у = 2(1 -  cos/). 2. y = e ' +12, In Vl5 << < In V24.

18-variant
*• 3' = sinx, j> = cosx, x = 0. 2. >> = 1п(1-л2), 0 < f< i.

4

19-variant
P* ■У"*2, x + y  + 2 = 0. 2. j> = lnsinx + 3, —<t <—.

3 2



20-variant

1. x = 4cos4 >- = 4sin, «. 2. r = 2e

21-variant

I. J . » - W « , y - W < . o s r s *

22-variant

1. 2 . , . 2 - V , l n j 5 S < < l n A

23-variant

1. y = x24 ^ \  y = 0 (0 < x <2). 2. x = 5(<-sinO, у = 5(1-cos?)> 0<г<*.
24-variant

1. г = 4(1 — cos<jp). 2. r-4^), 0<<p_--

25-variant

26-variant

I. ,v = x2-6 , y = -x 2+ 5x-6. 2 .y  = l n ^ ,  V3<x<8.

27-variant
x1 Inx . <9 

1. y = (x + 2 ) \ y = 4~x, y=0. 2. 4 2 ’

28-variant

I. , -S

29-variant я
1. x = 3cos<, >- = 2sint. 2. x = 8cosJf, y = 8sin4 0 5 ^ 6‘

30-variant

1. , . , - - 2 , + 3.



б-MUSTAQIL ISH

1 - 4. Aniqmas integralni toping.
5 -7 .  Aniq integralni hisoblang.
8. Berilgan / egri chiziqning ko‘rsatilgan o‘q atrofida 

aylanishidan hosil boMgan srirt yuzasini hisoblang.
9. Berilgan egri chiziqlar bilan chegaralangan figuraning 

ko'rsatilgan o ‘q atrofida aylanishidan hosil bo'lgan jism hajmini 
hisoblang.
10 (10.1-10.15). Bir jinsli / egri chiziq og‘irlik markazining 
koordinatalarini toping.
10 (10.16- 10.30). Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan bir 
jinsli D yassi figura og‘irlik markazining koordinatalarini 
toping.

1-variant

4
г ax
2 + 4sinx + 3cosjt

о
6 .  J 2 4c o ss j« & .5. J(x + 2); cos3jrdv.

-2

8 ./: .* = *>'sin r, y = e'cost egri chiziq yoyining / = 0 dan 
t~ n~ 2 8acha qismi, Ox.

“ У = х е \ x = ~2, v = 0, Ox.

1®* /: x=2cos3̂ -. _y = 2sin3~ astroidaning birinchi kvadrantdagi qismi.



2-variant

1. f-----x + 3*- —-----dx.
J (x + l)(x2 + 6x +13) 4

dx
4cosx + 3sinx’

3. г
} \ + к [7+ з

5. jVxln2 xdx.

4. \Щ И с 1 х .  
J x - '4 ?

6. j2 4sin6xcos: x£ic.

8. /: x = 2cos5/, j/ = 2sin3/ astroida, Oy.

9. y 1 = 3x, x2 = 3y, Oy.

10. /: r = 2sin<p egri chiziqning <p = 0 dan <p = n gacha qismi.

3-variant

, , x2 -  3x +1 ,1. f---------- г----- dx.
(x + 2)(x + 4)

-  r л/l + x ,

3- Н - г л -x Vx 

5. |(x 2 -3x)sinxdlx.

2 -f
sinxcbc 

5 + 3sinx

4. { Ш Щ -dx.
J x-Vx4

6. | 24sin4xcos4x<fc-

7-1
2x-10 -dx.

{*J\ + x -  x~
2

8. I: x = 3(/ -  sin/), y = 3(1 -cos/) sikloidaningbirarkasi, Ox.

9. r 2 = «cos2<p, qutb o’qi.

10. /: у  = ЗсЛ(х -  3) zanjir chiziq yoyining x = -3  dan x
_3 gacha q'SIlU'

" J



4-variant

£ ■ zlltB d x . 2. J—
1. J v’ +8 Jl + s

cosxdx
sin x +cosx

,  ' H & d x .  4. l ^ ^ - d x .

IT
5. jxln(3x + 2)dx. 6. J24sin“ xotc.

5jc + 24 JA
7- Ы

dx. 
3x +4

g, /: г = 4sin̂ > aylananing <p = 0 dan <p = — gacha qismi, Ox

9. /  = (x + l) \  x = 0, Oy.
10. /: x = 5cos3/, j> = 5sin3/ astroidaning Oy o‘qdan chapda yotgan qismi.

5-variant
, f 3x + 13 , .  f6sinx-5cosx + 7 ,1. i - — — — ----------------dx. 2 .  -------------------------------dx.

(x-l)(x'+2x + 5) 1 + cosx

Л f Vx-1 , , e \l l  + \[x*  .

' Ш ш *  4 - 1 Т л Г Г “х'

j* lnxdr. 6. fsin4 --cos4 —dx.
о 4 4

7- Ы Ц 2 - Л-=>/* -5x + l

8 . / v - ' J r2~ 24’ j' = 4 ~ — egn chiziq yoyining t = 0 dan 
1 = 5 /4 16 

gacha qismi, Ox
9.,

ь e'J s*n 0, >' =a(l -  cos/), b.a., Ox.
Ю. /; ,

+3' -9  aylananing ip = 60" ii markaziy burchagi orasidagi qismi.



6-variant

I j 3x2 + 5x -1 j  j  <&
( jc +  l)(jf*  +  2 )  Зсовдг — 5

ч г л/xdx . fVO + V*)5
' ] з*+^ 7 '  x - \[ 7  ^

я

5. }(x2+l)cosr«£t. 6. |  sin2 — cos* -  dx
о i 4 4

,  5f x — 9 j
7- l ; S 7 w

x~ In JC
8. /: y  = —  — — egri chiziq yoyining дг = 1 dan * = e gacha qismi, Ox.

9. x 1 + (y -2 )2 =1, Oy.

10. /: r  = 2(l-cosp) kardioidaning <р = -я  dan <p = ~  gacha qismi.

7-variant

. , 2x3+l r dx
*• 2* h(x + 2)(x2 + 2дг + 3) 5cosx + 3

rVx + 1 + Vx + 1 ,  ̂ гУТ-И/х-  r V X + l + V X + l  , > f Vl  +  V X ,3. f - ----- p = ----- Л-. 4. f - — r=r<b.
3 4 7 + 1 J x - 9> / 7

5. f x 2e~2dx. 6. j 2ssin: xcosext&.
-I £

7. J
-2у/2 - З х - х 2

8. I: j' = sinxsinusoidaning x = 0 dan x = n g a c h a  qismi, Ox.

9. y  = e \  x = 0, y  = 0, ( j c >0), Oy.
I eacha qiso1*-

10. /: дг = л/Зг2, y = t - t } egri chiziq yoyining t -  0 dan / =



dx

8-variant

4 sinx + cosjr + 3

4.

0
5. jxarctgxdr, 6. J 2” sin* .«it.

7,
J2x2- x +5

0 /. £- + i -  = l ellipsning x = 0 dan дс = 5 gacha qismi, Ox.
25 16

9. x2 =(y + 4)\ > = 0, Ox

10. i: x = 3(cosf + /sin/), j> = 3(sin/-/cosO (0 < /< ;r)  egri chiziq yoyi.

9-variant

j 5jt + 6 ___ ^ 2 r 1 + sinx ^
(jc -  2)(x2 -  X  +  1) ' SUlX+COSX +  l

3‘ l ~ r r d X. 4 . \ ^ ^ d x .
x -  4Vx J j c - ^ 7

ff °r, Л  2 я

• 2<&; 6. J sin4 3jc cos4 3xdx.
0

I

7- jJtTT — dx.•v*x -x  + 6

8. /•«_•> .x  .. . . .• y -ic h ~  zanjirchiziq yoyining x = 0 dan x = 2 gacha qismi, Ox
9.



i л/ Здг2 — 2х +1

1 egri chiziq yoyining <p = 0 dan <p =  ~ gacha  q ’

9. y = — t ,  Jt = 0, v = 0, x - \ ,  Ox. 
\ + x

10. / : r = 4(1 + cos (p) kardioidaning <p = 0 dan <p л  Sacha 4



I. J
36dx

(x + 2)(x  -2 x  + 10) 

. \fxdx

-i
5. { in l(x + \)dx.

12-variant

4
dx

2cos.x-smjr + 3

4.

6. j2*sin2.vcos<’xd,x.

' -W2x: -  4x — 1

8. /: / = 2 x  + l parabolaning x = 0 dan x = 7 gacha qismi, Ox.

9. x=e(f-sin/X у  = a(l -  cost), b.a., Oy.

18.1. y=ach~- zanjir chiziq yoyining x = -a  dan x = a gacha qismi.

13-variant
1 f J;~ + 3x +1 

(x + l)(x2- x  + l) X

3- \ - J ^ ~
■ f W T

2. f—J
dx

2sinx + cosx’

5- j*2sin-*. 
« 2

4. JЩ - ь .

6. Jsin2 xcosb xdx.

7 .}  2 x  +  i
^ВяР====== fa

9cos2^ limniskataniing cp = Q dan <p = —gacha qismi, Ox.

°vl + x-3x2

P f * 6’ * = 1’ x = 4, _v = 0, Ox.
!« ./:V +  :=

y  16 aylananing Oy o ‘qdan o‘nq tomonda yotgan yarim qismi.



• г Зх + 2 ,1. f--------- :----------- dx.
(х + 1)(х + 2х + 2)

3. 4.
J л /х -1 x-Vx-
я

5 . |  xdx_  6. )2 4sin4xcos4 xdx.
{  C O S 2 X  о

1
_ > 4л+1 ,
7. f , — <**•

о V 2 + x -x

8. /: r = 4cosp egri chiziq yoyi, Ox.

9. y = ach- ,  -a< x< a, Ox.
a

10 ./: x = 3cos5^, ^ = 3sin3 ^ astroidaning uchinchi kvadrantdagi qismi.

15-variant

5x + 2 r  r _ J E i^ L _ _ .
J(x + 3)(x2 + 2x + 2) ' ’ J l + smx + cosx

J Vx+T + l X •*?*
П 2л

5. fx 2 lnxrfx. 6* fcos - Л .
Jo

7. j 4jC-1 - dx.
5л/4х + 4x +17

8. I : r  = 2(1 -  cosip) kardioidaning p = -;r dan <p -  2 gacha

9- $  + ̂  = 1’ ^  . • ;
• • я Han oj=—gacha qisn'1-

10. /: r = 2 cos(p egri chiziq yoyining cp = —~ aan _ 4 b



dx

16-variant

4 3sin.r-cosjc'

4.
J x-y/x

6. f2J sin2 -cos6-dx.
I 2 2

l J \ - x  + x2

8./: x=e' sin/, y = e'cost egri chiziq yoyining / = 0 dan 

gacha qismi, Oy.

9. r = a(l -  coŝ >), qu tbo‘qi.

10. D: r2=9cos2q> limniskataning birinchi halqasi bilan chegaralangan.

17-variant

l .  I — 1 2 7 6 * — d x .  i .  г -  л

(x + 2)(x -4jc +13) j 3cosjc + 5

2*
6. Jsin6xcos2x«tc.

г— egri chiziq yoyining v = 1 dan у = egacha qismi, Oy.

'^  = U -2 )J, х = 4, y = 0, Oy.

У = sinxsinusoida va Ox o'qining [0;;r] kesmasi bilan 
S ia n g a n .



1 j _ 2xN-2x + l? dx. 2. J- dx
1 (Y-U fy2 4-V j. J-

18-variant

(x-l)(x  + 2x + 5) J 3sinx-4cosx'

+ J x2 -\Jx2
о 0

5. J(jc2 -4)cos3xa!x. 6. 12* sin6 xcos2 xdbc.

7. } , * 4 =<fr. 
оV2x - x  + 7

8. /: x = cost, y = l + sinf egri chiziq yoyi, Ox.

9. x = a cos3 /, > = asin'f, Oy.

10. D : y 2 = 3x va x 2 =3у  egri chiziqlar bilan chegaralangan.

19-variant

1. j ------- -------------- dx. 2. f- *
(.v + 2)(x + 2x + 3) J 8 + 4 cosx

3. 4. f ^ (1 + ̂ ! ) -
J i - V l  J x2-VI
к

5 . } - ^ - .  6. J28sinex<fc.
isu rx  i

7. i  - .2x + 3 dx.
W * -2x+10

f2 t3
8. / : x = 4 - —, У - — egri chiziq yoyining t = 0 dan 

t = 2V2 gacha qismi, Oy.

9. y = arcsinx, у  = arccosx, y  = 0, Oy.

10. D: x = 4cos3*, y=4sin3r astroida yoyi bilan chegar



20-variant

3cosx-4sinx + 4

з f - 4-'l  + Vx x -Vx
3 л

5. J(3x -* J)sin2x<fo. 6. j2 “sin4xcos4xdx.

\4*x2 + 8x + 9 

x2 v28./: — + ̂  = 1 ellipsning у = 0 dan у = 5 gacha qismi, Oy.

9Л  + 7 7  = 1, O x . a' b
10. D: r = 2(I-cos<p) kardioida bilan chegaralangan.

21-variant
I f 5x"+17x+36 , „ r cos dx
L 2- /

л .

(x + l)(x‘ +6x + 13) 2 + cosx

M , %  4 . ( ^ 1j  + v T  J x . \ f c

5■ jx: ln(l -  x)dx. 6. 124 sin4 -cos4 -dx.
t 2 2

8 / 1
i  Г== и еёг' chiziq yoyining </> = 0 dan q> = — gacha qismi, Ox. 

sin2"  2
2

9-2x

to. n . x
+ 2y-3  = 0, Ox.

D r У
r 25 + i 6 =1 ellipS Va koordinata o‘qlari (y>0, x>0) bilan 
Siangan.



26-variant
г 5х2 + 2х +1 , _ Р fa1. 2. f—

J  4- 1 j  7 o Jx +1 7sinx-3cosjc

3. 4. j
J i - V 7  J f-V 7

5. j j r  arcsin(l-jr)d.r. 6. Jsinft -cos3 --Л.
о о 4 4

7. j ■ A
2

8. /: у = cosx kosinusoidaning x= ~— dan x = — gacha qismi, Ox.

»• , • $ .  Ox.

10. D : y  = t3- t  , x= t2 -1  chiziq va Oxo ’q bilan chegaralangan.

27-variant

I. 2. J . ------ .
x + 4x j 4sinar -3cosjc

3. \  x- ~ - C  dx. 4. S^ °  +- ^ p - dx.
J x(l + Vx) 1 x2 -X[x

5. }(x3 -1 y  'dx. 6. J2“ sin6—cos2
о o 2  2

7. } . ^ ~ 5 &
з -J&x- 1 5 - x 1

8. /: x = 2Rcost -  Rcos2t, y  = 2Rsint -  Rsin2t egri chiziqning x -  n <̂an 
x = 0 gacha qismi, Ox.

9. x = ecos'<, _y = asin3/, Ox.
n r  o‘q bilan10. D:x = 2(/-sinf), y = 2(l-cos/) ning bir arkasi va 

chegaralangan.



2x + 5 , - r dx
1 К ------- ------- —dx. 2 . -------------------- .

•'(х + ЗХ* - x  + l) 5 + 3cosx-5sinjt

3 4. J# ^ )3 d x .

3,J* -V 7  1 x2-Kfc

5. j(x! +5)cos2 xdx. 6. f 2 4sin*—dx.
0 0 2
? Зх- I  ,7 j _ ----dx.

’ h j lx 1 -5дс + 1

8./: r = Vcos2<p limniskataniing <p = 0 dan = ̂  gacha qismi, Ox

9 Л - т г  = 1, -Ь й х й Ъ , Oy. 
a b

10. D: xJ +y2*=9 aylananing Cbr o'qdan yuqori yarim qismi 
chegaralangan.

28-variant

29-variant
6* -10 , dx

(* + 2)(лг -2 x  +10) 3cosjc + 4sinx + 5

4.

И « * 8 т д Л . 6. Tsin8j«£c.
0 J0

7. f___4x + 3

/: дс3 =3y egri chiziq yoyining x = 0 dan x = \ gacha qismi, Ox.
9

£ ‘ *~acos?, y = ftsinf, 0 < x < —, Ox.
2

Ifl, .

Г  ‘ r= 4(l + cos^) kardioida bilan chegaralangan.

bilan



1 Г 4дс; + 7х + 5 ^  j  f2 -sinx  + 3cosx
(jc — IXjc2 + 2x + 5) 1 + cosx *

з  а Щ И М Е А ь
л/х + 3 +\lx + 3. x -^x5

я

g j _xdx_  6. j2 ssin”xcos: x«!x.
i cos2 3x «

2

_ 2f 2 x -5  ,
7. j , - ; <&■

3 v2 + 3x -  2x
4

8. /: x = 5cos5/, >> = 5sin3/ astroidaning / = 0 dan / = ~ gacha qismi, Oy.

9. x = (y ~ 3^-, y = 6, x = 0, Ox.

10. Z>: — -j- ̂  = 1 to‘g‘ri chiziq va koordinata o’qlari bilan chegaralangan. 
a b

30-variant

B. N AM U NAVIY VARIANT YECHIMI

1.30. f 4x-~± lx- +- 5 — dx. 
J (x-lX * +2x + 5)

<&) Integral ostidgi funksiya to‘g‘ri kasrdan iborat. , * j  
rajidagi x2 + 2x + 5 kvadrat uchhad ko‘paytuvchilarga ajralmay bmaxrajidagi x2 + 2x+5

£ — q = -4<  0.
4

U holda kasmi
4x~ + 7x + 5 = A |

(х -1Х х2+ 2 х + 5) x - 1 x2 + 2x + 5

ko’rinishda yozib olamiz. keltira®*2 va
Tenglikning chap va o‘ng tomonlarini umumiy maxrajga

suratlami tenglashtiramiz:
4x* + 7x + 5 = A (x2 + 2x + 5) + (Bx + CX* -  0-



дг = 1:16 = 8 А, 
х3: 4 = А + В, 
х”: 5 = 5А -С .

Bundan А = 2, Д = 2, С = 5.
Shunday qilib,

4jc2 + 7дс + 5 <fa = 2f - ^ L + f_ J jL + l_ vfr_ „ w, v ,, , r</(*2+2x + 5) 
K liV r '4 .7 ,  + 5) 5 X - 1  ~ 1 1|+J"7 a'+ 2< + 5 +

л, В, с  koeffitsiyentlarni topamiz:

j (д: -  l)(x2 + 2jc

t/(x + 1)
+ 3^(jc + 1)2+ 2 2 21nlJC , l+ ln l-c' + 2x + 5|+^arc<g^y-^ + C. О

2.30. f iz .sin^ 3 c o s ^
1 1 + cos.v

®  Integralda almashtirishlar bajaramiz:

f2-sinx + 3cosx . _ f 3 + 3cosx-1 - sinx
1 + cosx 1 +COSX 1 + cos.r

__  7‘ “ tegratai universal trigonometrik o‘miga qo'yish orqali
t«»ionallashtiramiz:

, f l  + sinx , / , = J p  dx =
l + cosx

smx = -— -  c o s *  =  i _ L
2 l + <2 1 + /2’ 

j 2  dt
x+7’ x=arct&

i + - ^ L

l+ I z L  i+ t 3 i + r  J J i+ r2 J i+i> 
i+ t2

Demak.

~ + In 11 + r  |= /g + In l+‘g 2$ = tg ~ ~ 2 \n Xcos—.
2 2 2

I2-sinx  + 3cosx . .  jc | r l
iVcosx = 3x -  fg — + 2 lnjcos j j  + С. О



J Vx + 3 + V* + 3. viiK n% (t\-b
<g, x + 3 = tk belgilash kiritamiz, chunki EKUK(2,3,6) -  6.

Bundan x = t6 -  3, dx = 6 t dt.

U holda

) j ^ + i / г т г  v + i

=6(£1±1.Лй=б|*Ч<2- ' +1>л =
1 1 +1

л  6e
^ t 1 - t ^ + - t 5 + c = ^ - ^ + W +- ь4 & + з? ~ х + с- °

7 5  7

\!(l + Vx)

®  In ten d  ostidagi funksiyani standart shaklda yozib olamiz:
4.30.

x* '2 ̂ 1 + -t4
1 \3

, 17 I  p = ~. Bundan + P -  1- Demak, m = - r r ,  « ~ 4 > P 3 n
Chebishevning uchinchi o ‘m iga qo‘yishidan foydalanamiz: 

1 + xi = x 4r3 yoki x4(*’ -1 )=1-

Bundan i
1 + Vx^3 x = cfcc = — 12f(? "1) dt-

f =

U holda
rSffl.___

_iVr r V*JA = - 12i*4*



"• {cos2 Зх
<g> Aniq integralni bolaklab integrallash usuli bilan hisoblaymiz:

®  Integral ostidagi funksiyaning darajasini pasaytiramiz:

2'sin‘xcos2 x  = 24(22 sin4 x)(22 sin2 xcos2 x) = 16(2sin‘ x)2(2sinxcosx)2 = 

= 16(1 -  cos2x): sin2 2x = 16(1 -  2cos2x + cos2 2x)sin2 2x =

= 16sin2 2x-32cos2xsin2 2x + 16sin2 2xcos2 2x =

= 8(2sin2 2x) -  32cos2xsin2 2x + 4(2sin2xcos2x)2 =

= 8 -  8cos4x -  32cos2xsin2 2x + 2(1 -  cos8x) =

= 10 -  8cos4x -  2cos8x -  32 sin2 2xcos2x.

Integralni hisoblaymiz:
* я  я я  . я

J 2® sin" xcos2 xdx = 1 Oj dx -  8 J cos4xt/x -  2 J cos8x& -  32 J sin2 2xcos 2xdx =

6 JO. j 2" sin6 x cos2 xdx.



7.30. } 2х-Ь -dx.
Iyj2 + 3 x -2 x 2
4

<&> Ildiz ostidagi funksiyada almashtirishlar bajaramiz:

2 + 3x-2 .r  = 2 - 2 ^ 2- |: c j  =

U holda

dx
з - f -l f 2  + 3 x -2 x ‘ I i - l ( 5

* л / 2 .

= l (
v u

4 - 2 - 3

-  ЛГ--

1 . 4дг-3 - = - 7= arcsin----I— cл/2

V2 л/2arcsin— -—-~arcsinO| = — arcsin 1 = — — СЭ 
2 4

8.30. /:x  = 5cos3f, y = 5sin3/ astroidaning / = 0 dan r = у  gacha qismi,

®  x = <p(t), y  = y/{t), a < t< p  
parametrik tenglamalar bilan berilgan 
egri chiziqning Oy o‘q atrofida 
aylanishidan hosil bo'lgan jism sirti 
yuzasi

a  = 2 x\(p(t)yj<p'2(t) + y/'2(t)dt
a

formula bilan hisoblanadi.
x = 5cos3t, y  = Ssm3t

astroidaning ^ 0 < f < y j  Oy o ‘q

atrofida aylanishidan hosil boigan 
sirt yuazini hisoblaymiz: (10-shakl). 10-shakl.

cr = 2;r j5cos3 t7(-15cos2/sin/)2 + (15sin2/cos/)d t -
0

£ - 
= 150;r j  cos3 /^(cosf sinf)2(cos21 + sin2 t)dt = 150/r j cos31  c o s t  sin idi

186



£ *
= 150л-} cos41 sin tdt = - 150л-j  cos4 /</(cos t) = - 150л-- — - = 30л. О

9.30. x = -  У = 6, лг = 0, Ox.

®  д: = 0 da _v = 3.
t. J ■

U holda К = 2rt\yg(y)dy formulaga ko‘ra
с

r - 2 * jr & ^ ± d y ^ /О - - 6 /  =
l . f c  3 J 3 ; 3 V 4 2

2л
T 9 -3 6 -2 -2 1 6  + 9 1 8 - — + 5 4 - — ] = — л- О

4 2 i 2

10.15(1). I: x = a(t- sint), y  = a(l-cost) sikloidaning bir arkasi.
®  Sikloidaning birinchi arkasi x = m  to ‘g‘ri chiziqqa nisbatan 

simmetrik boiadi. Shu sababli sikloida og‘irlik markazining abssissasi 
X'-m  bo‘ladi.

Sikloida og‘irlik markazining ordinatasini

\yydi
yc~ ------ , m = \ y d l

К  m *
formula bilan topamiz.

Bunda

dl = yj(a(t -  sin f)')‘ + («(1 -  cost)')di = Vе 2 ((I -  cos?)2 + sin2 t)dt =

= <W2 -  2 costdt = 2asin~dt.

Egri chiziq bir jinsli bolgani uchun uning zichligi y = constbo4adi.
^ nolda

2x 2 x  ^  ^

m = y jdl = 2yajsin-dt = -4}«cos- =8 ya;
о о 2  2 „

^  2Я
2ya J a( 1 -  cosOsin-d t  = 2j«2 J2sin2 -  • sin -d t  =

o 2 о 2 2

= -8 ya2 J^l -  cos2 ̂  j  - t/^cos^ j  = -  8}«2|cos -  jcos3 ̂  j



Demak, C ^ m ; ~ j .

10.30. D : ~ + ^  =1 to‘g‘ri chiziq va koordinata o'qlari bilan chegaralan]

<S> To‘g‘ri chiziq tenglamasidan topamiz: у = - - x  + b.
a

Quyidagi formulalami qoMlaymiz:
b j  b 

\yxydx --f jy 2dx
X ' = - --------, Ус=— -------- , m  = \yydx.m m ;

U holda

_ba'y -2 _ a  _ab2y-2_b

6 •bay 3 ’ *  6 •bay 3

Demak, C ( f  ; | ) .  О
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JAVOBLAR

1.1. Determinantlar

1.1.1. 14. 1.1.2. 2. 1 .1 J .- I* . 1.1.4. -b(a + b). 1.1.5. sin(a- /J)sin(a + p),
1.1.6. 2sina. 1.1.7.40. 1.1.8—10. 1.1.9.-47. 1.1.10.-18. 1.1.11.22. 1.1.12.-ю  

I.1.13.62(6-2).1.1.14. 4jc. 1.1.15. - 2  sin a  sin/? sin p. 1.1.16. - tg a - ig p .
1.1.17.(a -b )(a - c)(b-c). 1.1.18. a (x -y )(x -z )(z -y ) . 1.1.19a2(a + 36), 1.1.20. - xyz.
1.1.21. 0. 1.1.22. cos2a. 1.1.23. x, = -2, x2 = \. 1.1.24. jt, = 1, = 5.
1.1.25. =2, x2 = 3. 1.1.26. jc, = -4, j , b | ,  x, = 2. 1.1.27. 63. 1.1.28. 100.

1.1.29. 2a-Sb + c + 5d. 1 .1 .30 .-6 .

1.2. Matritsalar

1.2.1. 3 7 
- 4  3

' 3 -12' 0 1 - 2 '
1.2.2. -13 5 . 1.2.3. 3 - 7  6 1.2.4.

ч- 4  23 j 2 -3  - 7

( 2  -2  -4^ 
7 2}

1.2.6.
10 -1 
- 2  -3  
16 0

1.2.7.
- 2

1.2.9. -8  20 
-38 30

1.2.10.
35 67 
154 166

1.2.11. (“ -5}

1.2.8 .

1.2.12.

2 - v  -1 
5 - 3 - v  

-1 0 
2 -1 4 

- 8  -3  13
2 1 - 2\  ,

0 8 - 6 )

6 1 -13 
20 1 27

2 ' 
3

-2 -v

1.2.13. 3.

1 (  5 _6
1.2.14. 2. 1.2.15. 2. 1.2.16. 3 1.2.17. -

3 - 2  -3

1.2.19.

10 - 2  -3  
-6  2 2 

-2  0 1

r 0 0 4 - 4 '
8 14 - 10'

1.2.20. -
-4 6 -3 5

- 4  -1 2
8 0 -4 6 - 2

2 ~ 4 2
, 4 2 -5 3

1.3. Chiziqli tenglamalar sistemasi

1.3.1. Birgalikda emas. 1.3.2. Birgalikda, aniqmas. 1.3.3 . B i r g a l i k d a ,  aniq. 
1.3.4. Birgalikda emas.1.3.5. jc, = -1, x2 = 3, jc,  = 2. 1.3.6. x, =3, x2 = -3. JCj -

=  - 2 .1.3.7. дг, =3, x2 =2, jc, =1. 1.3.8. x, = 1, jr2 = Ц *J = _1. 1.3.9. jc, =3, jc, 

1.3.10. *, =3, JCj = -2 . 1J.11. x, = 1, x2 =2, x, = 0. 1.3.12. x, =1, x2 =-2. *
= 2.

390



j 3.1З. jc, = —2, x2 =l, дг, = 2 .1.3.14. x, =0, x2 = —, x3 =0, a (a - lXa + 2 )*0.

1 j.15. x, = _1> *i = -2, x, = -3.1.3.16. x, = 2, х2 = -2, x, = 1.
jj.17• =1’ *2 =_l' xi = -1> *4 = 1.1-3.18. x, =2, хг =-1, x3 =-2, x« =1.
1.3.19- x, = 2, x2 =£ + 1, x, = 2k - 1, x4 = k. 1.3.20. x, = 5 - 1 3 * ,  -3 , x2 = 5i2 — 8/t, - 1, x, 
Xt = k,. 1.3.21.x, =~k, x2 =0, Xj =k. 1.3.22. x, =-15*, x2 =1U, x, = 14*.
1.3.23- x, = Tk, x, = -114, x3 = -5k. 1.3.24. x, =x2 =x3 = 0. 1.3.25. x, =x2 =x, = x4 = 0. 
1.3.26. x, = -2k, x, = Ik, x, =0, x4 = 3*.

2.1. Vektorlar

2.1.1. a l b .  2.1.2.AM = 2.1.3. SC = 2(n-m), AM = 2n + m, AN = ii + 3m,

= n - 2m. 2.1.4., от = 2л/3. 2.1.5. a =* 2 i+ c  , £ = с = a -2 b  . 2.1 .6 ./я = 1, л =

2.1.7. d = 2a-3b+c. 2ЛЯ.Пр,АВ = 2>[2 , nPlAD = - J 2 , П р,Ш  = Л ,  Пр,АС = 0.

2.1.9. Пр,АВ = Ъ, Пр,ВС = 0 , Пр,СА = -3, Пр,AiD = 3, Пр,ВГ = ~ ,  Пр,СЁ = ~ .

2.1.10.1) {— 7;17;—12}; 2) ; 3) | | ;- ^ ; Н | ; 4 )  {9-9:14}. 2.1.11. S(5;-3;-3).

2.1.12.Л<-3;-1;-3>. 2.1.13. |5+Ь|=6, |5 -й |= Н - 2.1.14. 1)|ЛЯ|=25, |5 5 | '= Щ ; | ; -

2)1 ЛВ 1=13, | 5 5 r = | _ l ; - l ;- l | J .  2.1.15. 1)(1;0), (-7;0); 2) (-Щ , (9;0).

2.1.16. 1)(0;-4); 2)(0;5). 2.1.17. | AD\= 7. 2.1.18. .м(±Л;±73;±7з).

2.1.19. а = {2;±2л/2;-2} 2.1.20.а = -3. 2.1.21.6 = | у ; - у ^ | .  2.1.22. а°

а А |) < - а д : ч ( - | а }

2.2. Vektorlarni ко ‘paytirish

2-2-1. 1)—12; 2)112; 3)68; 4)252. 2.2.2. 1)-16; 2)3; 3 )-89 ; 4)86. 2.2.3. 1) т  = 1

2)'» = 6 ; 3) /и = -5, m = 5; 4)m  = 2, m = 3. 2 .2 .4 .-- . 2 .2 .5 .- .  2 .2 .6 .- .
2 3 2

!) У’ 2);г- 2 2 Х  2 ) -4 :  3)^ у -  2.2.9. 10 (йЛА). 2.2.10. х = 2/ -Зу.

2’2 11. 5 = 77 + 5J + А. 2.2.12.1)12ё“; 2)132. 2.2.13. 1) |(> А ); 2) 42V2(vA); 3) 

B rfyA ). 2.214. 25л/з. 2.215. ±15. 2.2.16.1){9;9;-3}; 2){27;27;-9}; 3){- 18;-18;б}



4){63;63;-21}. 2.2.17. 1) ^ ; 2) 9^ 2 ; 3) 2.2.18. S = ЩуЪ.); И = ~ ( иЪ)2 2 '

2.2.19. Л? = {—8;—9;—4}; М = {10;—2;11}; Л? = {1;—4;—7}. 2.2.20. а  = -9. 2.2.21.а  = 2

2.2.22. 1 ){ 3 ;2 } ;2 ){ -2 ;3 } ;3 )|- |;- ||. 2.2.23. l)y o ‘q;2)ha; 3) ha. 2.2.24. 1 )а  = 1 ;

2) а = -3 . 2.2.25. 1) К = 14(АА),Л = л/14(иЛ); 2) К =2(й.*.),й =3->/2(иЛ);3)
4 л/з

Р = 4(ЙЛ),Л = -у Ч и Л ). 2.2.26. 1) chap uchlik, К = 51(АА); 2) o‘ng uchlik, F = 12(W>);3) 

chap uchlik, V = 18(/?i>); 3) chap uchlik, V = 21 (hb). 2.2.27. i  = {2;-l;-2}.

3.1. Tekislikda koordinatalar sistemasi

3.1.1.4 (-3 ;-2 M 2(3;2M,(3;-2). 3.1.2. .4(2;-1), S(-l;4), C(-3;-2), D(3;4).

3.1.3. ^ 2 ; | j ,  £(3;7Г)' 3 1 A  Ж3;0)’ B{1~ ^

c(0;5), 31S- •) 4(3;*)> Л(3;0);2) в,: 2;- ~ j :

3 )C ,[ l ;y j ,  3.1.6. ( з ; ^ ,  (^5;-—j . 3.17. 7(«A). 3.1.8.S = | r , r 2 s in fo-p ,).

3.1.9. 4 (yi>.),3.1.10. 64 (>A). 3.1.11. 26{уЛ). 3.1.12.(3;0),(-7;0).
3.1.13. 1)Л(0;0),.В(-3;-8).С(-7;-2); 2) Л(3;8),«(0;0),С(-4;6); 3) A(7;2), B(4;-6), C(0;0).

3.2.Tekis!ikdagi to‘g ‘ri chiziq

3.2.1. 1) Зх -  у -  3 = 0; 2) y^  + ̂ - I  =0;3) x2- y  + l=0; 4) v2- ^ - x  = 0.

3.2.2. l)* = - | , a  = 4 , 6 = 3; 2)k = Д ,а  = -2 ,*  = | ;  3)* = | , a  = 5,ft = - | ;

4)* = - | , a = | , *  = | .  3.2.3. 1)3дг+4у+6 = 0; 2)3x + y + 9 = 0 ; 3)* + 2 = 0; 4) х+ у-*=  ^

3.2.4. 2va3. 3.2.5. 1)W0(1;2),¥> = 45°; 2)Л/„(2;-1),<р = 90“; 3)М„ € 0 ,9> = О; 4)^ ”(2̂ ’̂ d i  
3.2.6. l)m = - 6 , / i * 3  va т = 6 , п * -3 ;  2)т = -6 ,п  = 3 va /я = 6 , я = —3; 3 )т ~

son. 3.2.7. 1) т = | | ,  m  =  J  </а-L; 2) m =  4*/а j ,  m = -9  X .3.2.8.

3.2.9. x ~ y - 2 = 0  va x -4 y  + 4 = 0. 3.2. 10. Зл + 2у-11 = 0. 3.2.11. x - 5y +2 = 0- 
3.2.12. 12x+9y-17 = 0. 3.2.13. 5х -у  + 3 = 0 , x+ 5y + l l= 0 .



3.2.14. 3 * + v - 4 -0 ,  x + 5y + 8 = 0, Зх + _у + 10 = 0, x + 5>--6 = 0. 3.2.15. Л/(4;4),р = £ .

3.2.16. Зл-Зу -8  = 0. 3.2.17. Зх + 4у-12 = 0.
3.2.18. х+ 2 у -7 =  0, 7х + 2у-37  = 0, 5х-2>' + 1 = 0. 3.2.19. у = 2х.

3.2.20. х - у  + 7 = 0, 7х + 4.у- 6  = 0, 6х + 5у + 9 = 0. 3.2.21. 2х + у  + 9 = 0, х - у - 3 = 0.

3.2.22. 29дг-2у + 33 = 0. 3.2.23. 29(уЬ). 3.2.24. 3.2.25.6Л (и Ъ ) .  3.2.26. (-12;5).

3.2.27. Зл + 4 ^-20  = Ova Злг + 4.у + 10 = 0 .

J.5. Tekislikdagi ikkinchi tartibli chizilar

3J.l.l)(*  + l)2 + (>’-3 )J =36; 2)(дг + 3)2 + (.V-5)2 =50; 3)(x + 2)2 + (y -4)2 =2;
4) ( x - 4) 2 +(y + 4)2 =16, ( x - 20)2 + (у  +  20)2 = 400 ; 5) (x -2 )2 +{y + 1)2 = 1 .

3.3.2. s 4 l { u b ) .  3.3.3. ( jt-2 )2 + ^ y - - j  = — . 3.3.4. ( jt-5 )2 + (>’- l ) 2 = 13.

3.3.5. A/„(3;2), R = 5. 3.3.6. 0 < k < ~ ,k l = 0 va k2 = - j .  3.3.7. у  = 0 va 4 x -3 y  = 0.

3.3.8. 1) j * = 8(1+cos2')- 2 ) {x = 2sin 2/,
[>- = 8sin2f,J€[0;2ff]; [y  = 2( l-c o s 2t) ,/e [0;2*];

» { * • '♦ * * — *  « л D i l . i , , ;  e * U z U ,
(y = 1 + sm 2/ ~ cos 2/,/ e [0;2я]. 36 100 24 49 36 8? “
X̂ у^

^  + 25 12(иА). 3.3.11. x+y  + 5 = 0v ax + y - 5  = 0 . 3.3.12.— (u^).

3313. 3.3.14. M (3;0). 33.15. 16je2 + 2 5 / = 400.

x=5cos;, v2 2

^  = 12sm /,/e[0;2*]. 3-3*17- 5)V " i 6 =1;
3.3.16. 1) J* = 5c<w'.

[>’ = 4sin<,/e[0;2^];

3)y f 4> ё 4 - 1- ^  2>t - t =«=
3)i2 ' i 7 = 1; 4)^~T ? = 1 3JU9- y  3.3.20. 4i. 3.3.2 1. i*|>л/То, 6 = ±Vio.

•̂3.22. r2 -  у2 = л ■» i  23 — ^ ! - i  i i i i  i 1 2 1 1 ,y  b 3J.23. — —  _1. 3.3.24. )*  = - —у + - y ;  2) у = — *2 - *  + 3.
3.3.2s i \ * i t  16 2 10
tr !^ ( -4 ;l) ,  > - 1 ;  2)A(2$),  x  = 2.  3.3.26. l)4 x -2 y  + l = 0; 2 )x -y  + l = 0 va

H | + 4 = 0.3.3.27. к = 3.3.28. 1) дг -  /  = 1 -  giperbola; 2) у2 = |  * -  parabola;

•aimog.j ân*n8 pastgi yarim tekislikdagi tarmog'i; 4) giperbolaning chap yarim tekislikdagi



4.1.1. Л/(0;0;4). 4.1.2. M(\ 1;4;0). 4.1.3. 2 * -у +  Зг -14 = 0. 4.1.4. 2* -3y+  4z + 20 = 0
4.1.5. 1) a) 2у+ 3z = 0, Ь)3дг-у = 0; 2) а)_уч-1 =0. Ь )г -3  = 0 ; 3) a )z -4  = 0,b ) ; t -3 -g .
4) a)* + z - 3  = 0, b) 7дг-у-17 = 0; 5) a)22.r + 14y-5z -  О, Ь) 14* + 3y-8z = 0.
4.1.6. Л(-3;0;0),Я(0;-6;0),С(0;0;2).1). 4.1.7. 1 )2*-5у+ Z-15 = 0 ; 2)2.t + 4v + 9z-21 =о
4.1.8. * + >’ + z - 4  = 0. 4.1.9. x + 3y + z-15  =0. 4.1.10. 1)х + 3у- z - 6  = 0 ; 2)_с-_у- г _ 0

4.1.И. = t  П г - и >’+ П г " '1 = 0 ' 4ЛЛ2ш ■Г+>’+ г - 6  = 0.
?  _ У "б

4.1.13.1)45°; 2)90°; 3)90°;4) arccos(0,4). 4.1.14.1)ш = - | , л  = - —; 2)ш = 3,л = -4 .

4.1.15. 1)ш = 13;2)m = 1. 4.1.16. 1)а )д т-2у-Зг-4  = 0; b )2дг + 3>’ + z - 8  = 0;
2 ) а) 2дг + Зу + 4z -  3 = 0; Ь)4дг + у -7 г  + 19 = 0; 3) а)5дг + 7у + 3 = 0; b )y -z  + 7=0; 
с) 5дг + 7г-46  = 0. 4.1.17. 7* + 14y-2z + 6 = 0.4.1.28. * - у  + г + 1 = 0.
4.1.19. x + 2y + V Iz -2  = 0 vajr + 2y -V 5z-2  = 0. 4.1.20. 1)M(-2;1;2); 2)M(2;-1;1).
4.1.21. 4(ub). 4.1.22. M(-15;0;0)va Af(l;0;0).4.1.23. 2 * -y -2 z  = 0va 2 * -y -2 z -1 8  = 0. 
4.1.24. 8(Ah.).

4.2. Fazodagi to'g'ri chiziq

4 2 1  П * 1 y ~ l _ z + 2 . _ У + 3 _ z + 1 _ jt + 1 y + 2 z - 3 ,
’ 2 3 -1 0 1 0 2 3 “  -1 ’

4.1.Tekislik

4 £ +l = y + 2 = z + l 4.2.2. —  = —= ̂ H^. 4.2J .  1} 
-11 6 - 7  - 1 2  0

= 13/, 
у = 1 + 19/. 2) 
z = 2 + 28/;

x=t, 
у = 1-3/, 
z = - 2/.

4.2.4. f  = {-8;22;-9}.4.2.5. 1) \ Х + *У 1 2) j 3* 2y 7 °'3) j 3x + ̂  8 ° ’
’ { * + z - l  = 0; |2 y +  3z + l =0; |4 y -3 z -2  = 0.

4.2.6. £ z 2 = Z r l  = £±i_ 4.2.7. £ ± i  = Z ^ = £ ± l .  4.2.8. * ± I  = ̂  = £ z l .  
- 5 - 3  4 1 V2 -1 2 - 1 0

дг + 3 у z - 4  к .  V66 ,ч Jr+2 _ y - _ j - £ ± l :4.2 .9 .- j - = y = —p  4.2.10.1) p = —; 2) p  = arccos— . 4.2.11.1) 3 *

2) —  = ̂  = £ ± i. 4.2.12.1) parallel; 2) ayqash. 4.2.13. 1 )<p = ^ i  2) ?  = f  •

4.2.14. 1) parallel; 2) to'g'ri chiziq tekisligida yotadi. 4.2.15. 1) A/(3;2;l); 2) M(2,4,6).

4.2.16. 1) m = 3, л = -23; 2) m = 12, л = —12; 3) m = 2, n -  chekli son.

4.2.17. l)2x -3y  + 4 z-1 = 0 ; 2 )4 jr-y -2 *  — 7 = 0; 3)z + l= 0 .

4.2.18.1)—  = ̂  =— ; 2 )—  = ̂  = —  . 4.2.19. 3jc +  5 v  + 2z-9 = 0.
1 - 2  0 1 - 1 1

4.2.20. A ^ y ; 2 ; - | j .  4.2.21. M(2;3;4). 4.2.22. l ) ~ - ( u b . ) ;  2) - y (u b .) .
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4.3. Ikkinchi tartihli sirtlar

4.3.1. 1)<jc-4)2+ 0 ’ + 4)2+ (z -2 ) :!=36; 2 )(* -3 )2 + 0-+1)2 + ( z - l )2 = 21;
3) (x- 3)2+0 ’ + 5)2+(z + 2)2 = 56; 4) (x-1)2 + (v + 2)2 + (z -3 )2 =49;

^ x2 +y2 + z2 -10x+ 15y- 25z = 0.4.3.2.1 )m * 0  va i ;  2)m = 0.

. . , 4 . j  „ x 2 +>»2 x2 v2+z2 , r 2 Jr2+ z2 , 4.3.3.1) 4y - x  +4z~ = 0, z = ----- - i - ;  2 ) —  = 1 , ^ ----- —  — 1;
25 16

yJ jc2 + z2 _ j x2+>’2 i z 2= 1, V— = 1. 4.3.4. x2 + v2- z 2=0. 4.3.5. 1) eilips; 2)giperbola; 
64 16

3) parabola; 4) nuqta. 4.3.6. x2 + z : = 1 Oy (aylanish paraboloidi). 4.3.7. y 2 + z 2 -  2x2 = -6  (ikki 
pallali giperboloid). 4.3.8. 1) ikki pallali giperboloid; 2) sfera; 3) elliptik paraboloid;
4) aylanish ellipsoidi; 5) giperbolik silindr; 6) giperbolik paraboloid; 7) ikki pallali 
giperboloid; 8) doiraviy silindr; 9) ellipsoid; 10) parabolik silindr.

5.1. Bir о ‘zgsaruvchining funksiyasi

5.1.1. l)H°;-2)u(-2;+oo); 2) (-oo;-3) u (-3 ;-2 )и  (-2;-wo); 3) [-2;2]; 4) (-2;1) u  (l;-wo); 

5)4)(-«s2)u(9;10]; 6>[“ 1;~ i ) U ^ ; ^ ;1 : 7) [7;10]; 8) [“ 5 s4® ) 9) {2};

10)(2;+oo); 11 )0 ; 12)(2;3]; 13)(10;+®); 14) (2лгг;(2л + 1)яг),«eZ ; 15)

16) [3;6)u(6;7]; 17) 18) [-5;0)и(<Ы]; 19) (-oo;l)w(l;2) u ( 2;+<»); 20) (-3;2).
L 4 4 J

5.1.2. 1) [_2;+oo); 2) [2;+oo); 3) [-7;-3]; 4) [-V2 ;V2 j; 5) [0;+®); 6) (1;3]; 7) [0,3];

8) ( " H )  9) ~ i ;+<’c} 10) H}u<1); n ) (0;3]; 12) (0;2] 51‘3' 1)3; 3) ~ F ;
ji

4)p-. 5.1.4. 1) da kamayadi, ^ ! +oc] d ao ‘sadi; 2) (~ao;+oo) dao'sadi;

3) (-oo;0) u(0;+oc) da kamayadi; 4) (-oo;-wo) dakamayadi. 1.1.5.1) toq; 2) juft; 3)juft;
4) umumiy ko'rinishda; 5) toq; 6) toq; 7) juft; 8) toq; 9) toq; 10) juft.
5.1.6. \)M = n ,m  = k\ 2) M -  4,m = -4\ 3) M = -J2,m = -л/2; 4) M = \fs,m  = —JE;

$) M = l,m = ^ ; 6) M  = l,m = 0. 5.1.7. 1) chegaralangan; 2) qat’iy monoton; 3) qat’iy 

“ onoton; 4) monoton. 5.1.8. 1)6*; 2 ) | ;  3)4/r; 4)2* ; 5 )я ; 6) 7) | ;  8)

N )



5.1.15. 1)у = х2 +1; 2) — + £ -  = 1.
9 4

5.2. 5on/i ketma-ketliklar 

5.2.1. l)x„ 2>*« 3)JC. =cosnn; 4)x, =3 + 2(-l)". 5.2.2. 1); 2); 4); 6).

5.2.3. 2), 5)- monoton, l),3),4),6)- qat’iy monoton. 5.2.6. 1) - - ;  2) 0; 3) ®; 4)8; 5) 4.

6)2; 7 )1 ; 8) - | ;  9)0; 10)1; 1 1 ) - | ;  1 2 ) - 1 ;  13)®; 14)oo; 15)1; 16)0; 17)-3;

118 )^ ; 19) j ;  20)^; 21) 0; 22) - | ;  2 3 )^ ; 24) 2 5 ) - | ;  26)2; 27)i ;  28)-L; 29) 

e3; 30) e2.

5.3. Funksiyaning limiti

5.3.2. 1) /(x 0 -  0) = 2, /(x 0 + 0) = 3; 2) / (x0 -0 ) = 0, /(лг0 + 0) = +®; 3) / (x0 -  0) = 2, /(jr0 + 0) = 0; 

4 )/(x „ -0 ) = l  /(x , +0) = 1.53.5 . 1)8; 2)0; 3 ) | ; 4 ) |  5 ) | ;  6)2; 7 ) - ^ ;  8) | ;  9)-l;

10) + ®; 11) — 2; 12)—1; 13)-j ;  14)-3; 15)0; 16) + ®; 17)-1; 18)2; 19)0; 20)—;

21)2; 22)0; 23)1; 2 4 ) -—; 2 5 )- ; 26)1; 27)6V2; 28)— ; 29)0; 30)0; 31)—; 32)1;
2 4 2 8 it n

33)-1; 34)1; i5 )e '3-, 36)e; 37)+®; 38)0; 39)e2; 40)e-‘; 41) e; 42)<T2; 43)r, 44)« 

45)1; 37)3; 46)1; 47) 1; 48) 4.

5.4. Cheksiz kichik funksiyalar

5.4.2. 1)1; 2)1 ; 3 ) - l ;  4)ln3; 5)1; 6)5; 7 ) ^ ;  8)2; 9 ) | ;  10)1; ц ) 1; 12)2; 13)1; 

1 4 ) l ln j ;  15 )-1 ; 1 6 )-1 ; 17)1; i 8) _ 9. i 9)3; 20 ) - ;  21)0; 22)ln2; 23)-l; 24)-.

5.5. Funksiyaning uzluksizligi

5 .5 .4 . 1) — 3,3; 2) —1. 5.5.5 . 1) ikkinchi tur uzulish nuqtasi; 2) birinchi tur ^ art^ j 
qilinadigan) uzulish nuqtasi; 3) birinchi tur uzulish (sakrash) nuqtasi; 4) ikkinchi tur

nuqtasi; 5.5.6. 1) x = 0 birinchi tur (bartaraf qilinadigan) uzulish nuqtasi; 2) x =—+"*("

birinchi tur (bartaraf qilinadigan) uzulish nuqtasi. 5.5.7. 1) x = -3da ikkinchitur uzu*'S*l^.,^'a 
2) uzluksiz. 5.5.8. 1) [4;5]da uzluksiz, [0;2]da x = l-ikkinchi tur uzulishga ega, 
x = -3 ,x  = l -  ikkinchi tur uzulishga ega; 2) h e c h  bir k e s m a d a  aniqlanmagan.
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6.1. Funksiyaning hosilasi va differensiali

6.1.1. l ) / ’(x) = — Л = \  2 ) f '(x )  = — - —  
2 V J ^ I  (1 -5x) 3) f '(x )  = -  - j - 7 _ ; 4) f '(x )  = 2sh2x.

6.1.2. 1)— 3; 2)—4; 3)4; 4 ) - i .  6.13. l) -3 , 3; 2)0, 2; 3)1, -2x+3; 4 )- l ,  1.

6.1.4. l ) /  = 12x3 - x 2; 2)y’ = x5 +12x3 -2 ; 3 ) /  = — l=  + 7xV^+—
xVx xV x2

^ 4 4 4 ;  ?)^’= 6 ) / = i ^ i -

7 ) /  =

'2VI
ln2x — lnx — 1 

(lnx —l)2 ’

(2 ' -3*)

8) / - 2*,f tb * z j> ;  9)y' = -  2sinx 1 0 ) / = — ! — ; 
x (lnx -e’) ' (1-cosx)* 1 — sin 2Ur

11)/ = —4 — ; 12)v ’ = ----------------- r ; 13)y' = - f -----------1 ; 1 4 ) /  = -----1—;к  sin 2x (xcosx + sin x)“ \xchx-shx) sh 2x

15 )/ = — Л-Г- !<>>/ = — A x ;  I7) / -  — 1 8 ) /=  ■/  . ; 1 9 ) /  = - 2 sin 2x;xta2 x 
I

xlnlO’

x2 -9

л/4-Зх2 
2e‘ (ex - 1) 

e 2* +1
2 1) /  = arcsin x; 22) /  = -  < 2 3 ) /  = 2 4 ) /  = i

2л/х -  x2 
3*ln3
1-9*

2 5 ) / = (I -/g3x)2; 2 6 ) /  = sin3x; 2 7 ) /  = 1; 28)/  = —
К  2 COS A'

2 9 )/ = -  

1

x3 + x - l1— ^ ; 3 0 ) /  = 
V 6 x -4 -x ‘ (x‘ +2)

у . 6.1.5. 1 ) /  = -
, i t » r 2 | / — ; ;J)

.4 , 3 ,4 , 6 x , x '+ y  yO -x ).У 1 ; 4 ) / = — r—- . 6.1.6. l ) y  = — —; 2)y  = —---- ; 3)y = —---- - ,
4a - x * +9 a y  у  - x  x (y -l)

E y  = _ 2x + ysin(^). S ),, = _ _ J _ ; 6 ) /  = _ >c°sx + siD,v 6 1 7  ))Д1, = |91  Jv =19. 
xsin(xy) e1 +x xcosy + sinx

2) Ay = 0,71, dy = 0,7; 3)Ду = 0,581, Л  = 0,5; 4) Ду = 0,110601, rfv = 0,11. 6.1.8. 1)2,0125; 
2) 1,009; 3) 0,9942; 4)27,351. 6.1.9. 1) 2,03; 2) 0,97; 3) 0,31; 4)1,01.

2.1.10, 1)</у = (2/ 3 +4г + 7)(3/ 2 + 2)dt; 2)dy = - - s m - — -dt; 3)dy = — 4u- ■ ;
K ,  2 4 2л/2м2 -Зи + 1

4)rfv = -j (4u + 1)Ju , 6 .1.11. I)<fo = lnx<fr; 2)</y = i ^ £ c i r ;  3)</v = - 2sin4x<*x;I  sm 2(2« +«) x2

**) = 3a sm2 xcosxrfv; 5)Jy = -sin x3“ * In3<ix; 6)af>> = -3/gxln2 cosxatc.

4 .1 2 . 1)i ” = 24x(5.r: -3); 2)v* = e2'(2cosx-U sinx); 3)v»= , 4 ; 4) y* = l .
I (1 + x ) x

*•1.13. l)sin-—; 2)nsin— ; 3 )-n (n -l)sin  — ; 4)n(n-l). 6.1.14. 1 )—; 2 ) — 3) 
2 2 2 4/j + r2

• 4 ) - V T 7 . 6.1.15. l)3x -3y  + 2 = 0, 3x+3y + 4 = 0; 2)x + y - ^  = 0, х - у - я -  = 0;

■?Q7



3)5дг->-4 = 0, oc + 5 v -6  = 0; 4)5л + 4 у - 25 = 0, 20х -  25.у + 64 = 0; 5 ) .т -у  = 0, д , ,
jr 1  ̂ ^~ 0;

6) 4х + 2>> -  3 = 0, 2х -  4у + 1 = 0. 6.1.16. 1)<р, = - ,  <рг = are/g-; 2) <р = arctg(2yf2) ;

3) <р = anctg-jj; 4)р  = у . 6.1.17. t, = 1, /, =3. 6.1.18.1)/= 2с; 2 )/=  1с. 6.1.19./  = 12„

6.2. Differensial hisobining asosiy teoremalari

6.2.1. l)c=  ^ ~ ; 2 ) c  = 3) yo'q; 4) yo'q. 3>с ,» _ ц  4)

~ Г  “ Ц - Н )  2 |( H )  = » * - ! •  6-2-6' '»-*> 3).;

4)0; 5)0; 6)2; 7 ) | ; 8) - ± ;  9) 3; 10) -3; 11) 0; 12) 0 ; 13) 1; 14)e; 15)e*; 16)e-*; i7) j.

18) 3e. 6.2.7. 1) Д а) = 19-1 l(.r + 2 )-(j: + 2)2 + (x + 2)’;
2) P(x) = 4 + 13(x -  2) + 12(* -  2)2 + 6(x -  2)J + (x -  2)4;

6.2.8.1» 2 * I „ . <» <и

1 (x + 2) (x + 2)2 (x + 2)3 (x + 2)4 ........................
2) " j - + с = *й+в(дс-х0), O<0<1.

j .2  3 n  n+l

6.2.9. 1) f(x )  = x + —  + ---- - -  + -----(6Ьг + л + 1 У \ 0 < 0  < 1;1! 2! (л-l)! /j!

x2 x 4 X2’ x2"*1 P&-(>-*
2) /(* )  = l + _ + _ + .„+ _ +_ _ . _ _ _ l 0 < e < l. 2.2.10.1)0,587; 2)0,868;

3) 1,395; 4) 1,004.

6.3. Funksiyalarni tekshirish va grafiklarini chizish

6.3.1. 1) (^»;l)u(S;-wo) intervalda o‘sadi, (1;5) intervalda kamayadi, / „  = /(1) = 7,
Л™ = /(5 ) = -25; 2) (-ao;-l)u(2;+oo) intervalda o‘sadi, (—1;2) intervalda kamayadi,

7 10
/ „  = / ( - ! )  = 7 . = / ( 2) = - — ; 3) (0;2)u(2;+oo) intervalda o‘sadi, (-oo;-2) u ( 2;0)

6 3
intervalda kamayadi, /V, = /(0 ) = 0; 4) (-2;2) intervalda o‘sadi, (-<»;-2) u ( 2;+oo) intervalda 

kam ayadi,/^ = /(2 ) = 1. f„m = / ( - 2) = - 1; 5) f — J=;-4=) intervalda 0‘sadi,
л /2  ’ V 2  j

(_,:_̂ ) U( ^ ;1) interValdakamayadi’ = 
6)(-® ;-l)u (0;l) intervalda o‘sadi, ( - 1;0)vj(1;-kc) intervalda kamayadi, Ли. = / H )  = 2' 
fmtxi = /(О  = 2, / mm = /(0 ) = 0; 7)(—<»;1) intervalda o‘sadi,(l:+°o) intervalda kamayadi,

Л и  = /( ! )  = - ;  8) (0;+<x>)intervaldao‘sadi, (-®;0) intervalda kamayadi, / min = / (®)= *’
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m (0;+°o)intervalda o'sadi, (-°o;0) intervalda kamayadi, = / ( 0) = 0; 10) («;+«>)

r intervalda o'sadi, (0;1) и  (1; e) intervalda kamayadi, f „  = /(e )  = e; П ) [ y ; y ]  intervalda

o‘sadi, ' 0;у ) и ( у ;2л] intervalda kamayadi, f m  = j \ ~ j ^ y +л/З,

= /̂ y *2) 'ntervaWa o'sadi, j intervalda kamayadi,

/ -  = = ~ n +~12' / *  = 7(ff) = • 6-3-2- DA/ = 2, «  = -2;

2)W = 17, m=-10; 3)Л/ m = — - ;  4)M = e \  m =0. 6.3.3.v = 24 (tez.birl.).

6.3.4. y£>(em ), ^ O (b o 'y i) . 6.3.5. ~ ~  6.3.6.5 = 24 (yuz birl.). 6.3.7. H = Лл/2.

[4У~
6. 3 .8 .#  = 5|—-. 6-3.9. 1) (~oo;0) u  (2;+oo) intervalda botiq, (0;2) intervalda qavariq,

V я
M,(0;0), M2 (2;—4) egilish nuqtalari; 2) (5;+co) intervalda botiq, (-<»;5) intervalda 
qavariq, M(5;7) egilish nuqtasi; 3) (-x:0)u(0;+m) intervalda botiq, egilish nuqtasi yo'q;
4) (3;-кю) intervalda botiq, (~°o;3) intervalda qavariq, M(3;l) egilish nuqtasi; 5) (~l;+=c) 
intervalda botiq, egilish nuqtasi yo'q; 6)(-l;l) intervalda botiq, (-Г ; - 1)И (1;+Г) intervalda

qavariq. ................... egilish nuqtalari; 7 a intervalda

botiq El intervalda qavariq, a
'

a egilish nuqtalari;

8)|fi intervalda botiq, [g ~ | intervalda qavariq. R J L a ......I
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