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KIRISH

Matematik tadgiqot wusullari hozirgi zamon fan va
texnikasida o0’ziga xos muhim o’ringa ega. Hisoblash
texnikasining rivojlanishi va uning inson faoliyatining barcha
jabhalaridagi tatbigi kengayishi bilan bog’liq bo’lishligi
ogibatida, aynigsa, matematikaning ahamiyati yanada oshdi. Bu
esa muhandis mutaxassislarning matematik tayyorgarligi yuqori
bo’lishligiga doir bo’lgan talabni yanada oshirish zaruriyatini
vujudga keltiradi.

Matematika fani fundamental fanlardan biri bo’lib, bu
har doim tabiiy va texnika fanlarining taraqqgiy etishida
muhim o’rin egallagan.

Matematika fanining taraqqiy etishida o’rta asr olimlaridan
Muso al-Xorazmiy, Ahmad al-Farg’oniy, Abu Rayhon Beruniy,
Mirzo Ulug’bek va boshqgalar juda katta hissa qo’shganlar.

O’zbek matematiklarining matematika fani sohasidagi

xizmatlarini  yuqori  baholab, O’zbekiston  Respublikasi
Prezidenti I.LA.Karimovning “O ’zbekiston XXI asr
bo’sag’asida” asarida shunday deyiladi: “Matematikaning
“ehtimollar nazariyasi va matematik statistika”, “differensial
tenglamalar nazariyasi”, “matematika-flzika tenglamalari”,
“funksional analiz” sohalari bo’yicha erishilgan natijalar
respublikadan tashgarida ham ma’lum”.

Yuqgorida aytilgan natijalarga ega bo’lishda o0’zbek
matematiklardan V.l. Romanovskiy, T.N. Qori-Niyoziy,
T.A.Sarimsoqov, S.X.Sirojdinov, I.S.Artanix, M.S.Saloxiddinov,
Sh.A.Achilov, T.A.Azlarov, Sh.A.Alimov, D.X.Xojiyev va
boshgalarning xizmatlari nihoyatda kattadir.

Mamlakatimizda barcha yo’nalishlar bo’yicha bakalavrlar
tayyorlash tizimiga o’tilgach, barcha fanlar bo’yicha o’quv
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rejalari va tipik dasturlarni davlat standartiga qo’yish zarurati
tug’ildi. Shu bilan birga xalgaro ta’lim berish standartlarini
go’llash, ajdodlarimizning boy milliy meroslarini shu jarayonga
jalb qilish kerak bo’ldi. Har bi* yo’nalish bir necha
mutaxassisliklarni 0’z ichiga olgani uchun, mamlakatimizdagi
barcha texnika oliy o’quv yurtlarida bakalavrlar tayyorlash
bo’yicha oliy matematika fanidan o’zbek tilidagi darslik
tayyorlash muammosi paydo bo’ldi. Tavsiya etilayotgan ushbu
ma’ruzalar matni ana shu magsadlarni ko’zda tutadi.

Bu ma’ruzalar matni ToshDTU «Oliy matematika»
kafedrasi  professor-o’gituvchilari  tomonidan  tayyorlanib,
ToshDTUning ilmiy-uslubiy ishlar bo’yicha muhokama qilindi.

Ushbu ma’ruzalar matni oliy matematikaning barcha
jabhalarini 0’z ichiga olib, har bir bob bo’yicha oliy
matematikaning injenerlik ishiga tatbigi ko’rsatilgan. U oliy
o’quv yurtlarida dastlabki ikki bosqgichda 456 soatlik auditoriya
darslariga mo’ljallangan 112 ta ma’ruzadan iborat. To’plamning
mazkur 3-gismiga 3-semestrda o’giladigan 28 ta ma’ruza

kiritilgan.



57-58-ma’ruzalar

QATORLAR. ISHORASI NAVBATLASHUVCHI
QATORLAR. LEYBNIS TEOREMASI.

1. Qator. Qatorning yig’indisi.

Elementlari sonlar (haqigiy yoki kompleks) yoki funksiyalar
bo’lgan
U\, M2 eee, J7e
cheksiz ketma-ketlikni garaymiz.
1-ta’rif. Ushbu
M, +U2+W3H— +unA— (1)

ifoda cheksiz gator deyiladi.
Kelishib olinganiga ko’ra gatorni belgilash uchun £
belgisidan foydalaniladi, ya’ni (1) gatorni gisgacha

00

2>,
WH
ko’rinishda yozish mumkin. ketma-ketlikning

elementlari gatorning hadlari deyiladi.

Agar gatorning hadlari sonlar (funksiyalar) dan iborat
bo’lsa, qator sonli (funksional) qator deyiladi. Qatorning n-
hadining ifodasiga gatorning umumiy hadi deyiladi.

111 1
1-misol. Ushbu 2+* +Y*+ ' +2"+ " 4ator s00* qatordir,

1
uning umumiy hadi *,, ga teng, bu qatorni gisgacha bunday

® 1

1z

Biz avval sonli gatorlarni ko’rib chigamiz.

2-ta’rif. (1) qatorning dastlabki n ta hadining yig’indisi
Sn—M+u2+ +—+un

yozish mumkin:



shu gatorning gismiy yig’indisi deyiladi.
Quyidagi gismiy yig’indilami garaymiz:
S1=«,
52=u]+u2

53—U u2

Sn—m +u2 +mee + «,,

Agar =$ chekli limit mavjud bo’lsa, u (1) gatorning
yig’indisi deb ataladi va qgator yaginlashuvchi deyiladi.

Aks holda, ya’ni J™~ mavjud bo’lmasa, (1) gator
uzoglashuvchi deyiladi va uning yig’indisi bo’Imaydi.

Misol. Ushbu

a+aq+aq2+aq3+— ¥aq"~! H— (2)
gatorni tekshiramiz.

Bu gator birinchi hadi a (a ®0) va maxraji g bo’lgan
geometrik progressiyadir. Geometrik progressiya dastlabki n ta
hadining yig’indisi (921 bo’lganda):

c a-aqgn
1-q
1) agar K4<1 bo’lsa, u holda ~  demak,
limSn =lim =

n—00 n—>00 1-9 1 -4

Demak, |?/<1 bo’lganda (2) gator yaginlashadi va uning
yig’indisi

2) agar |?]>1 bo’lsa, u holda Y - 00 va shuning uchun



=m

limSn=Ilim

« —>00 n*0 1 —q

Shunday qilib, W\ >1 da cheksiz geometrik progressiya
uzoglashuvchi gator hosil giladi.

3) agar Q=1 bo’lsa, u holda
at+tat+ta+--+a-1+

gator hosil bo’ladi, bu gatorning «-qismiy yig’indisi S,,=na

bo’ladi. Ravshanki,
H%Sn = [I..i_%na =00,
demak, bu holda gator uzoglashadi.

4) agar g =(-1)" bo’lsa, (2) gator
a-fl+a-aH—

ko’rinishda bo’ladi. Bu holda
fO, n juft bo’lganda

la, n toq bolganda

Demak, Sn aniq limitga ega bo’lmaydi, gator uzoglashadi.
Shunday qilib, cheksiz geometrik progressiya Ikl da

yaginlashuvchi va |[?| * 1 bo’lganda uzoqglashuvchi gator ekan.

2. Qatorlar ustida sodda amallar

1-teorema. Agar
m,+m2+m3+ —+ «,, + — (D
gator yaginlashuvchi bo’lib, uning yig’indisi S ga teng bo’lsa, u
holda
CM, + CU2+ CM3 + eso+ CUN + Mo (2)

gator ham yaqinlashuvchi bo’ladi va uning yig’indisi ¢S ga teng
bo’ladi, bunda c¢ biror belgilangan o’zgarmas son.



Isboti. (1) va (2) qatorlarning s -qismiy yig’indilarini mos
ravishda S,, va cr, bilan belgilaymiz. U holda quyidagiga ega
bo’lamiz:

an=cux+cu2+cud3+— hcun=c(u{+u2+nB8H--Iun) =cS,,,

Bundan 1™gcr, =1limCcS™) =clims,, =cS.
7->00 W=>00 Ir->00

Shunday qilib, (2) gator yaginlashuvchi va uning yig’indisi
cS ga teng. Teorema isbotlandi.
2-teorema. Agar
M +Uu2+u34-—tunH— (3)

va
Q+iR+ Ba4— +<Q H— (4)
gatorlar yaginlashsa va ularning yig’indilari mos ravishda S va

S ga teng bo’lsa, u holda

(bl, +i9i) + (M2 +i92) + --- (5)
va

(m —$i) + (u2- &) H— (6)
gatorlar ham yaginlashadi va yig’indilari mos ravishda S +S va

S-S gateng bo’ladi.
Isboti. (5) gatorning yaqinlashishini isbotlaymiz. Uning n—

gismiy yig’indisini bilan, (3) va (4) qatorlarning «-gismiy

yig’indilarini mos ravishda S,, va S,, bilan belgilab, quyidagini
hosil gilamiz:
e, =0 ,+9X +ee+ (4, +&,,) =1, +u2 + =+ «,,) +

+ (Y +iR+eee+109,)=iSN+5n

Bu tenglikda n—co da limitga o’tsak:



limer™ = limCS1, +5,,) = limS1, + limS1, =S +S
/= »—ce n—co />->00

Shunday qilib, (5) gator yaginlashadi va uning yig’indisi S +S
ga teng.

(6) gatorning vyaginlashishi va uning vyig’indisi S-S ga
tengligi ham xuddi shuningdek isbot gilinadi.

3-teorema. Agar qator yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda
berilgan gatorga chekli sondagi hadlarni qo’shish  yoki undan
chekli sondagi hadlarni tashlab yuborishdan hosil bo’lgan gator
ham yaqinlashuvchi bo’ladi.

Isboti. Ushbu

M +u2mm freee+ |Un +eee

gator yagqinlashuvchi, uning yig'indisi S ga teng bo’lsin. (1)
gator dastlabki n ta hadining yig’indisini S,, bilan belgilaymiz.
K (kK <ri) ta tashlab yuborilgan hadlar yig’indisini Sk bilan,

golgan n-k ta hadlar yig’indisini &n-k bilan belgilaymiz.
Demak, =Sk+crnkt bunda St n ga bog’lig bo’Imagan
chekli son, shu sababli:
limSn=I1im(S,, + gnv) = lim Sk + lim a,,_k
tI—00 n->@® [1—=00 «->00

Bundan: hmS,, =Sk + limcmk.
/1= =0

Shunday qilib, agar mavjud bo’lsa, u holda

ham mavjud bo’ladi. Demak, chekli sondagi hadlarni tashlab
yuborishdan hosil gilingan gator ham yaginlashadi.

Chekli sondagi hadlarni go’shishdan hosil bo’lgan gatorning
yaqginlashuvchi bo’lishi yuqoridagidek ko’rsatiladi.

3. Qator yaginlashishining zaruriy sharti

Qator yaginlashishining zaruriy sharti shunday shartki, u



shu gatorning gismiy yig’indisi deyiladi.
Quyidagi gismiy yig’indilarni garaymiz:
Sl -w
52=1/, +u2

53=m +u2+u3

Sn- m +u2+m+un
Agar Sn=S chekli limit mavjud bo’lsa, u (1) gatorning
yig’indisi deb ataladi va gator yaginlashuvchi deyiladi.

Aks holda, ya’ni 1™ mavjud bo’lmasa, (1) qator
uzoglashuvchi deyiladi va uning yig’indisi bo’Imaydi.
Misol. Ushbu
atag+ag2+aq3+eet+aq 4e-m 2

gatorni tekshiramiz.

Bu qator birinchi hadi a (a®0) va maxraji q bo’lgan
geometrik progressiyadir. Geometrik progressiya dastlabki n ta
hadining yig’indisi (<7~ 1 bo’lganda):

p _a-aq"
1-q
1) agar H <1 bo’lsa, u holda = demak,
limS,, =lim . =_fL
«0 =P J— T

Demak, \d<1 bo’lganda (2) gator yaginlashadi va uning
yig’indisi
S =—
I-q
2) agar M>1 bo’lsa, u holda g =« Va shuning uchun



NS = Jig—-, =
Shunday qilib, \g>1 da cheksiz geometrik progressiya
uzoglashuvchi gator hosil giladi.
3) agar Q=1 bo’lsa, u holda
Q+ O+  + o—(£2+ ooe
gator hosil bo’ladi, bu gatorning «-qismiy vyig’indisi S,,=na
bo’ladi. Ravshanki,
limSn=Ilimna=00
n—@O n—0 ’
demak, bu holda gator uzoglashadi.
4) agar q=(-1)" bo’lsa, (2) gator
0-a +o0-ofH—
ko’rinishda bo’ladi. Bu holda
Mo, n juft bo’lganda
n toq bolganda

Demak, Sn aniq limitga ega bo’lmaydi, gator uzoglashadi.
Shunday qilib, cheksiz geometrik progressiya \g\<\ da

yaginlashuvchi va \q\- 1 bo’lganda uzoglashuvchi gator ekan.

2. Qatorlar ustida sodda amallar

1-teorema. Agar
“T4+«2+ U3 +lee + «,, +o" (1)
gator yaginlashuvchi bo’lib, uning yig’indisi S ga teng bo’lsa, u
holda
cm, + cu2+ cu3 H-—- fcun H— (2)

gator ham yagqinlashuvchi bo’ladi va uning yig’indisi ¢S ga teng
bo’ladi, bunda c¢ biror belgilangan o’zgarmas son.



Isboti. (1) va (2) qatorlarning «-gqismiy yig’indilarini mos
ravishda S,, va cn bilan belgilaymiz. U holda quyidagiga ega
bo’lamiz:

(7n = cux+cu2+cu3 H--hcun = ¢(m, +uz + M8 H—-—- bUn) m=cSn;

Bundan limer,, =lim ~ )=climSn=cS.
$>Q0 -0 =0
Shunday qilib, (2) gator yaqginlashuvchi va uning yig’indisi
¢S ga teng. Teorema isbotlandi.
2-teorema. Agar
M +uU2+u3+eee + 1/ +eoe (3)

va
9+  + OB+ eeet QN+ eee (4)

gatorlar yaqginlashsa va ularning yig’indilari mos ravishda S va

S ga teng bo’lsa, u holda
(m+B,)+(m2+i92) +-- (5)

va
(n,-~) +(M2-.92) + - (6)
gatorlar ham vyaginlashadi va yig’indilari mos ravishda S +S va

S-S ga teng bo’ladi.
Isboti. (5) gatorning yaginlashishini isbotlaymiz. Uning «-

gismiy yig’indisini bilan, (3) va (4) qatorlarning «-gismiy

yig’indilarini mos ravishda Sn va Sn bilan belgilab, quyidagini
hosil gilamiz:
°n=(«, +5)+ —+ («, +<0J = (U{+U2+eee + «,) +

+(9 +S24— +9n)=S,,+Sn

Bu tenglikda « —00 da limitga o’tsak:



Ii>r310<7,, = I!Lm’\,, +S,,) = Ii[pos,, + Ii>m S, =S+S
Shunday qilib, (5) gator yaginlashadi va uning yig’indisi S +S
ga teng.

(6) gatorning yaginlashishi va uning yig’indisi S —S
tengligi ham xuddi shuningdek isbot gilinadi.

3-teorema. Agar qator yaqginlashuvchi bo’lsa, u holda
berilgan gatorga chekli sondagi hadlarni qo’shish yoki undan
chekli sondagi hadlarni tashlab yuborishdan hosil bo’lgan gator
ham yaqinlashuvchi bo’ladi.

Isboti. Ushbu

W + Uj + H--—--—-+ Un + — (J)

gator yaqginlashuvchi, uning yig’indisi S ga teng bo’lsin. (1)

gator dastlabki n ta hadining yig’indisini Sn bilan belgilaymiz.

K (k<n) ta tashlab yuborilgan hadlar yig’indisini Sk bilan,
golgan n-k ta hadlar yig’indisini &nk bilan belgilaymiz.

Demak, Sn=Sk+ , bunda Sk n ga bog’liq bo’lmagan

chekli son, shu sababli:
lims,, = nlim(S,, +cr,, k) = lim Sk +lim (j,,_k

Bundan: limSn=Sk+limer,_*.
Shunday qilib, agar mavjud bo’lsa, u holda hma,, k

ham mavjud bo’ladi. Demak, chekli sondagi hadlarni tashlab
yuborishdan hosil gilingan gator ham yaqinlashadi.

Chekli sondagi hadlarni qo’shishdan hosil bo’lgan gatorning
yaginlashuvchi bo’lishi yuqoridagidek ko’rsatiladi.

3. Qator yaginlashishining zaruriy sharti

Qator yaginlashishining zaruriy sharti shunday shartki, u



bajarilmaganda gator uzoqlashadi.
Teorema. Agar gator yaginlashsa, n cheksiz o’sib borganda
uning «-hadi nolga intiladi.
Isboti. Faraz qilaylik,
uy+u2+m3H-----hun -

gator yaginlashsin, ya’ni J™ - S tenglik o’rinli bo’lsin, bunda
S qatorning yig’indisi (chekli son), lekin bu holda =s
tenglik ham o’rinli, chunki a-> o da. («-1)-»°0. OXxirgi ikki

tenglikni hadlab ayirib quyidagini hosil gilamiz:
lims, - lim5,,1=0

«><30
yoki
Wlim (Sn-5,,_ )=0
Lekin
SnSmM=un
Demak,
limun=20

MN—>00
Shuni isbotlash talab gilingan edi.
Misol.
12 3 n
4 7 10 3n+1

gator uzoglashadi, chunki

limun=lim(—-—)=—®0
n—Yoo 00 M+ 1 3

j™ u,,- 0 tenglik o’rinli bo’ladigan har ganday gator ham

yaqginlashuvchi bo’lavermaydi. Bu shartning bajarilishi gator
yaginlashuvchi bo’lishi uchun zaruriy shart bo’lib, ammo yetarli
shart emas, ya’ni gator umumiy hadining nolga intilishi bilan
gatorning vyaginlashuvchi ekanligi kelib chigavermaydi, qator
uzoglashuvchi ham bo’lishi mumkin.
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Masalan, garmonik qator deb ataluvchi ushbu

i 1 1 1
SR IR PIL s
2 3 n
gator
limu,, = lim—=20
/300 /7-*co yi

bo’lishiga garamay, u uzoglashadi. Buni isbot gilish magsadida
garmonik gator bir necha hadini quyidagidek guruhlab yozamiz

L, w11
1+ —+ - + —— -+

2 4J I/I 6 7 8
O R B RV DO o (1)

v9 10 1 12 18) v17
Endi yordamchi gator tuzamiz, ya’ni har gaysi gavs ichidagi
go’shiluvchilarni ularning Kichigi bilan almashtiramiz. Natijada

1+|—+fI—+I—V\-/|- I+ TR _F
2 {4 4) IS 8 8 8,
J(ri111 . .0 T1, A

U6 16 16 16 ~ 16; ~32
Har gaysi gavs ichidagi go’shiluvchilar yig’indisi kichiklashdi va
1/2 ga teng bo’ldi, ya’ni

=1+ (/i-1)|

Bundan limitga o’tsak
lim Sn = oo.
M—00

Demak, garmonik gatorning yig’indisi albatta cheksizlikka
intiladi. Shunday qilib, biz garmonik qatorning uzoglashuvchi
ekanini isbotladik.

4. Musbat hadli qatorlarni tagqgoslash

Musbat hadli ikkita gator berilgan bo’lsin:



M, +M +W3 H— (1, + o (1)

Q+iR+ H—fQ u— (2)
Bu gatoriar uchun quyidagi teoremalar o’nnli:
1-teorema. Agar (1) gatorning hadlari (2) qgatorning mos
hadlaridan katta bo’lmasa, ya’ni
u,<v,, (n=1, 2, ..) 3)
bo’lsa va (2) gator yaginlashuvchi bo’lsa, u holda (1) gator ham
yaginlashuvchi bo’ladi.
Isboti. (1) va (2) qatorning qismiy yig’indilarini mos
ravishda S,, va a,, bilan belgilaymiz. (3) tengsizlikdan

S<v,, 4
ekanligi kelib chigadi. (2) gator yaginlashuvchi bo’lgani sababli
limern=cr

(1) va (2) qatorlar musbat hadli bo’lgani sababli cr,«T ekani va
(4) tengsizlikka asosan

S,.<(T
kelib chigadi.
Shunday qilib, (1) musbat hadli gator qismiy yig’indilari
ketma-ketligi chegaralangan va demak bu gator yaqinlashuvchi.
Shu bilan birga bu qator yig’indisi (2) gator yig’indisidan katta

bo’Imaydi.
1-misol. Ushbu qator
1 1 1
— — H—l-+ ..Heereeeeoeeee - T-+...
2 33 (»+ "4
yaginlashadi, chunki uning hadlari
1 1 1
—~H——t . -+
2 2 2

gatorning mos hadlaridan kichik. Ammo keyingi qator
yaginlashadi, chunki bu gator maxraji 4=1/2 ga teng bo’lgan
geometrik progressiyadan iborat. Bu holda 1-teoremaga asosan,
berilgan gator ham yagqinlashuvchi bo’ladi.
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2-teorema. Agar (2) gatorning hadlari (1) gatorning mos
hadlaridan kichik bo’lmasa, ya’ni
u,,<vn (n=l, 2, 3, ..) 3)
bo’lsa va (1) gator uzoqglashuvchi bo’lsa, u holda (2) gator ham
uzoqlashuvchidir.
Isboti. (1) va (2) qatorlarning n-qismiy vyig’indilarini mos
ravishda S,, va a,, bilan belgilaymiz. (3) tengsizliklardan
5
ekani kelib chigadi. (1) gator uzoglashuvchi va uning qism(i32
yig’indilari ortib borganligi sababli

lim Sn = 00
M~>00
Lekin (5) tengsizlikka asosan
liman= o0
w-=D
Demak, (2) gator uzoglashuvchi. Teorema isbotlandi.

2-misol. Ushbu

ih—ﬁ:A—-}=+...+ %+
ni2  ni3 yin

gator uzoqglashuvchi, chunki uning hadlari, ikkinchi hadidan
boshlab uzoglashuvchi bo’lgan
, 11 1
2 3 n
garmonik gatorning mos hadlaridan katta.
1-izoh. Yuqorida isbotlangan 1- va 2-taqqoslash teoremalari
fagat musbat hadli gatorlar uchun o’rinli. (1) va (2) qatorlarning
ba’zi hadlari nollar bo’lgan hoi uchun ham o’z kuchida qoladi.
Ammo gatorning hadlari orasida manfiy sonlar bo’lsa, bu

alomatlar to’g’ri bo’Imaydi.
2-izoh. Agar (3) tengsizliklar barcha n=1, 2, 3, ... uchun

emas, balki fagat n>N uchun bajarila boshlasa, shu holdagina 1-
va 2-teoremalar o’rinlidir.
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5. Dalamber alomati

Teorema. Agar musbat hadli
M +u2+u3H----hun H--- (1)

gator (n+1) hadining n-hadiga nisbati n—co da chekli 1 limitga
ega bo’lsa, ya’ni

lim2 - =1
n-»co I/In

bo’lsa, u holda:
1) /<1 bo’lganda gator yaginlashadi.
2) />1 bo’lganda gator uzoqglashadi.

Isboti. 1) /<1 bo’lsin. I<g<1 munosabatni
ganoatlantiruvchi g sonini garaymiz (1-shakl). Limitning
ta’rifidan va (2) munosabatdan biror N nomerdan boshlab, n-ning
barcha giymatlari uchun, ya’ni n<N uchun

—_— <
ol A ®)

tengsizlikning o’rinli bo’lishi kelib chigadi. Hagiqgatan, o

Un
migdor / ga intilganligi sababli migdor bilan / son
q g ganlig Ul q

orasidagi ayirmani (biror N nomerdan boshlab), absolyut giymati
har ganday musbat g - | sondan kichik bo’ladi, demak
n

u11
Bu tengsizlikdan (3) tengsizlik kelib chigadi. Bu tengsizlikni
N nomerdan boshlab n ning turli giymatlari uchun vyozib
quyidagilarni hosil gilamiz:

14



»nH < F%%
"n42 <4»N+1< 4 2uN

UN+3 < 4UN+2 < 4 UN (4)
Endi quyidagi ikki gatorni tekshiramiz:
V+HVR+Ms+..+/ar+Mar+ + Yr2+--- (1)
Ufj+qiiN+ci2Ufl+... (5)
(5) gator maxraji q<1 bo’lgan geometrik progressiyadir.

Demak, (5) gator yaginlashadi. (1) gatorning hadlari un+1 dan
boshlab (4) tengsizliklarga asosan (5) qatorning hadlaridan
kichik. Musbat hadli gatorlarni tagqoslash hagidagi 1-teoremaga
asosan (1) gator yaginlashadi.

2) />1 bo’lsin. U holda g@’——r/———ﬂ tenglikdan, biror N

n+1

nomerdan boshlab, ya’ni n>N uchun > 1 yoki barcha n>N

uchun uNH>uN tengsizlikning bajarilishi kelib chigadi. Lekin bu
tengsizlik gatorning hadlari /™1 dan nomerdan boshlab o’sishini
bildiradi. Shuning uchun qatorning umumiy hadi nolga
intilmaydi. Demak, gator uzoglashadi.

_ H _u;\+_\: ]
l-eslatma. Agar rLLr&M 0y bo’lsa, u holda qator

*n+\

uzoglashadi, chunki bu holda NH>uN yam

limun ®0 (zaruriy shart bajarilmaydi).

2-eslatma. Agar /lpiéﬂum avjud va birga teng bo’lsa yoki

15



mavjud bo’lmasa, u holda Dalamber alomati
yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanini aniglash

bermaydi.

gatorning
imkonini

Bu masalani hal gilish uchun boshqa alomatlardan foydalanish

kerak.
1-misol. Ushbu

—%)r+2- -+ —éz oot ——+..

Vs Vi7
gatorning yaqinlashishi tekshirilsin.
Yechish. Tekshirilayotgan gatorda
n n+1

AF ° a1~ A ™

n->°0 u 737+« 0  « /]l

1+ 1/n 1

«x> V3 V3
Demak, gator yaginlashuvchi.
2-misol. Ushbu

2! 3! «!
—1+T-+ -+ . .H-—- K.
2 2 2

gatorning yaqinlashishi tekshirilsin.
Yechish. Bunda
n\ w+ 1!
e~ "MH —2m
| on
TimM = |Im(yi2— = '[imW;}-: wo>1
>0 «>00 27+ v w0 2
Berilgan gator uzoglashadi.
3-misol. Ushbu

11 1
14 - -4+ .. +—+...

gatorning yaqinlashishi tekshirilsin.
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Bu garmonik gatordir. Unga Dalamber alomatini tatbiq etib,

1 1
-~ H - . ekanligini, demak
u,, nSw, N+ ekanlig dema

lim~L= lim— =1

«»®D un "»@®On+ 1
bo’lishini topamiz. Demak, bu qatorni Dalamber alomatidan
foydalanib yaqinlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligini ayta
olmaymiz. Lekin biz bilamizki, garmonik gator uzoglashuvchidir.

6. Koshi alomati

Teorema. Agar musbat hadli gator
U\ + U2 +W3 +*e + I/S + ooe (1)

uchun miqdor 00 da | chekli limitga ega bo’lsa, ya’ni
limdp™ =1 bo’lsa, u holda

W—eo
1) /<1 bo’lganda qator yaginlashadi;
2) />1 bo’lganda gator uzoglashadi.
Isbot. 1) /<1 bo’lsin. I<g<1 munosabatni ganoatlantiruvchi
sonni garaymiz. Biror n=N nomerdan boshlab

munosabat o’rinli bo’ladi, bundan

yoki hamma n>N uchun un<gn ekanligi kelib chiqgadi.
Endi ushbu ikki gatorni garab chigamiz:
Ui+U2+U'i +...+UNFUNH+UN2+. .. (1)
qNHQNHH N2+ . (2)

(2) gator yaginlashadi, chunki u xnaxraji q<1 bo’lgan geometrik
progressiyani tashkil giladi. (1) gatorning hadlari uN dan boshlab
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(2) gatorning hadlaridan Kkichik. Bu holda musbat hadli
gatorlarni tagqoslash hagidagi 1-teoremaga asosan (1) gator ham
yaginlashadi.

2) />1 bo’lsin. U holda n=N nomerdan boshlab 'lfu,, >

yoki un>1 bo’ladi. Lekin garalayotgan gatorning hamma hadlari
uN dan boshlab 1 dan katta bo’lsa, uning umumiy hadi nolga
intilmaydi, demak gator uzoglashuvchi.

Eslatma. Dalamber alomatidagi kabi, 1=1 bo’lgan holda
Koshi alomati ham go’shimcha tekshirishni talab giladi.
1-misol. Quyidagi gatorni yaginlashuvchanlikka tekshiring.

1 1% ;

L5 SR S e
ety o { é
Yechish. Bunda

1,2

— l +_ "

419
li li

nlgg)ﬁlm «-'%vz n e2 n 2
Qator uzoqglashuvchi.
2-misol. Ushbu
3 ,9.2 + 1],

2+ (M) +"+(3,,>-I
gator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
Yechish. Bunda

2n2+1

3mn2- 1
. . 2n +1 . 2n2+1 . u2(2+1/n2)
lim - lim» = lim= - = lim s
n-> o0 <=0y 3n2-1. moM -1 Hon 3-1/mn)
Cm 2t
_ILLmS- I/jj- '3

gator yaqinlashadi.
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7. Qator yaqinlashishining integral alomati

Teorema. Agar
Mj+M-)+..+MH- .. (1)
gatorning hadlari musbat va o’smaydigan bo’lsa, ya’ni
MB>MZ>.. . >MIP...
va f(x) uzluksiz funksiya uchun
[(1)=mb /(2)=m2, ... f(n)=u,,, ..

tengliklar o’rinli bo’lsa, u holda:
@

1) agar \f(x)dx xosmas integral yaginlashsa, (1) gator ham

yaginlashadi.
2) agar Qf(x)dx xosmas integral uzoglashuvchi bo’lsa, (1)
i
gator ham uzoqlashadi.

Isbot. Yugqoridan y=f(x) egri chizig bilan chegaralangan,
asoslari x=1 dan x=n gacha bo’lgan, (bunda n-ixtiyoriy butun
musbat son) egri chizigli trapetsiyani garaymiz (2-shakl). Bu
trapetsiyaga asoslari [1, 2], [2, 3], ..., [n-1, n\ kesmalardan iborat
ichki va tashgi zinasimon to’rtburchaklar chizamiz, bunda
funksiyaning

u2=f(2), us=f(3), .., u=f(n)

giymatlari ichki chizilgan to’rtburchaklarga
wej{y), u=f(2), ..., ulA=f(n-1)

giymatlari esa tashqi chizilgan to’rtburchaklarga balandlik bo’lib
xizmat qiladi.

5,,-gatorning n-qismiy yig’indisi, NL-egri chizigli
trapetsiyaning yuzi, Su, Sr mos ravishda ichki va tashqi
chizilgan zinasimon shakllarning yuzlari bo’lsin. Bu holda
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Sr=ul+u2+...+u,,

n
S,, = }f(x)dx ekani ravshan.
Shakldan
Su<S,,<Sn (2)
ekanligi kelib chigadi, bunda
S,,'=u2+u3t. .. +u,,-=Sn-Uy.
S, r=Ui+u2+:.+un i=S,,-un.
Shunday qilib, (2) tengsizlikni quyidagicha yozish mumkin:

yoki
mn
S,~Ui<\ f (x)dx<Sn-un.
[
Bundan ikkita tengsizlikka ega bo’lamiz:
mn

5n<m,+ \f(*)dx (3)
1

S,.>unt jf(x)dx 4)
1

n

f(x) funksiya musbat, shu sababli n ning ortishi bilan J/(x)dx
[

integral ham kattalashib boradi.
Ikki holni garaymiz:
®

1. Faraz qilaylik xosmas integral yaginlashsin, ya’ni
1

@® n
if/ (x)dx =lim if/ (x)dx =J

I
integral chekli songa teng bo’lsin. U holda \f(x)dx<J Va (3)
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tengsizlikdan har ganday n da S,,<ux+J ekanligi kelib chigadi.
Shunday qilib, bu holda 5,,-gismiy yig’indilar ketma-ketligi
chegaralangan va demak, (1) gator yaginlashadi.

2. \f(x)dx xosmas integral uzoglashuvchi bo’lsin, ya’ni

00 00

M (x)dx - r!l_g(})ir/ (x)dx = 0

bo’lsin. Bu esa n o’sganda (4) tengsizlikka asosan S,, gismiy
yig’indilar ketma-ketligi chegaralanmaganligi kelib chigadi, ya’ni
gator uzoglashadi.

Misol. Umumlashgan garmonik gator deb ataluvchi ushbu

AL kel

\p ’ 2P Y np
gatorning yaqinlashishi tekshirilsin.

Yechish. /(*) =— ekanligi ravshan, bunda /*tayinlangan
son. Quyidagi integralni garaymiz:
rdx — x~pi .
1 Iim~™-1), p*\
A ~p+v1 15 ). P

p ning turli giymatlarida qatorning yaqinlashishi  yoki
uzoglashishi hagida fikr yuritamiz.

mdx 1
Agar p>1bo’lsa, J =("T) Ya’n™integral chekli, shuning
hA
uchun qator yaginlashadi, agar pel bo’lsa, y p_“‘@ gator
| >
. ‘rdx . ,
uzoglashadi, agar p=l bo’lsa, J— - Inxlj =a =5 ya’ni qator

I X
uzoqglashadi. Demak, umumlashgan garmonik gator fagat p>1 da

yaginlashuvchi bo’lib, p<1 bo’lganda uzoglashuvchi ekan.
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8. Ishorasi navbatlashuvchi qgatorlar. Leybnis teoremasi

Biz hozirgacha musbat hadli gatorlar bilan ish ko’rdik. Bu
paragrafda hadlarning ishoralari navbatlashuvchi gatorlarni, ya’ni

t/, - U2+U3-1 4+ . L-1Y+un+.= % (-\)""u,, (1)

=1
ko’rinishdagi gatorni tekshiramiz. Bunda: Ult U2 ... U,,. musbat

sonlar.
Leybni s teoremasi. Agar ishoralari navbatlashuvchi

Uru2+u3dud+ ...+ (-irlun+.. (£/,,>0) (1)

gatorning hadlari
U<sU2>U3>..>UN>... 2

va
figyun =0 @)
bo’lsa, (1) gator yaginlashadi va uning yig’indisi musbat bo’lib,
birinchi hadidan katta bo’lmaydi: 0<S<UV
Isbot: (1) gatorning birinchi n=2m ta hadining yig’indisini
garaymiz:
S2r=(Ur UJHU3U9+..HU3.I-UM)

(2) shartdan qavs ichidagi har bir ifodaning musbat ekanligi
kelib chigadi. Demak, S2,,>0 va m o’sishi bilan o’sadi. Endi bu
yig’indini quyidagicha yozamiz:

S2=UAUrUMU4USy AU 2m2U2n0-U~ 2
(2) shartga asosan qavslarning har biri musbat. Shuning uchun
bu gavslarni Ut dan ayirsak, Uxdan kichik son hosil bo’ladi:

shunday qilib m o’sganda SZy ning o’sishini va yuqoridan
chegaralanganligini anigladik. Demak, u limitga ega, ya’ni
rITi*%DSZm=S
shu bilan birga: 0<S<Uy. Endi n-toq bo’lgan holni, ya’ni
n=2m+1| bo’lgan holni tekshiramiz:
o= U2l
(3) shartga asosan
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JR™2,+ =0.
demak,
lim S2mH = lim S2m+ lim U2 = lim S2n=s
n—00 W->0 ni- >00 W*0
shu bilan biz, n juft bo’lganda ham, n toq bo’lganda ham
limsS,,"
WD

ekanligini isbotladik. Demak (1) qgator yaqinlashuvchi va
0<S<Ut.

Agar ishoralari navbatlashuvchi (1) gator Leybnis
teoremasi shartni ganoatlantirsa, u holda uning n-goldig’i

A, =+(U,+rU, 2+, 3 U, #+..)
absolyut qgiymat bo’yicha tashlab yuborilgan hadlarning
birinchisining modulidan katta bo’lmaydi, ya’ni \Rni\<UnH dan
bo’ladi.

Demak, gatorning 5 yig’indisini S,, xususiy yig’indi bilan
almashtirishda qo’l keladigan xato absolyut giymati bo’yicha
tashlab yuborilgan hadlarning birinchisidan katta bo’Imaydi.

Misol. Ushbu

1 1 1
1~ 21+ 31~ 41+
gatorining yaginlashishi tekshirilsin.

Yechish. Qatorning hadlari absolyut gqiymati bo’yicha
kamayib boradi:

FRETR TR | el Ct i
gator yaginlashuvchi.

9. O’zgaruvchan ishorali gatorlar
Agar gatorning hadlari orasida musbatlari ham, manfiylari

ham bo’lsa, bunday gator o’zgaruvchan ishorali gator deyiladi.
Bizga o’zgaruvchan ishorali gator:
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UI+U2+U3+...+Un+... @
berilgan bo’lsin, bunda (Ju f/2 U3 ..., U,, .. sonlar musbat ham,
manfiy ham bo’lishi mumkin.

Oldin biz ko’rib o’tgan ishoralari navbatlashuvchi gatorlar
0’zgaruvchan ishorali gatorlarning xususiy holidir.

O’zgaruvchan ishorali qator yaqinlashishining vyetarli
shartini ko’ramiz.

1-teorema. O’zgaruvchan ishorali gator

NYFN2ZENBE . TUTH.., (1)
hadlarning absolyut giymatlaridan tuzilgan:
\UNHU2AHU+...AUR+ - 2)

gator vyaginlashsa, berilgan o’zgaruvchan ishorali qator ham
yaginlashadi.

Isbot. (1) va (2) gatorlarning birinchi n ta hadlarining
yig’indisi mos ravishda S,, va G,, bo’lsin.

S, + berilgan qatorning Sn ta qismiy yig’indisi orasidagi
hamma musbat hadlarning yig’indisi, S;- esa hamma manfiy
hadlarning absolyut giymatlarining yig’indisi bo’lsin, u holda

S,=Sm+-S,,\ G=S; +Sn
Shartga ko’ra (2) gator yaginlashuvchi, shuning uchun:
IimG,, =G

M->co

S,f va S;-lar esa musbat va o’suvchi, shu bilan birga:
S*<Gn<G va S§,,<G,,<G (chegaralangan) demak, ular ham limitga
ega:

limSn+=S+ limSn'=S"
n-—00 9 n—o00
Demak, (1) o’zgaruvchan ishorali gator yaqinlashadi.
1- Misol. Ushbu
sina sin2a sin3a sinna
B AV n2 \576

0’zgaruvchan ishorali gatorning yaginlashishi tekshirilsin, bunda

a istalgan son.
gatorga mos bo’lgan
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sina sin2a _ sin3a sin nar
+ +

gatorni garaymiz. Bu qatorni yaqinlashuvchi bo’lgan:
I_ +—— T H—]7 +. H——¥ +.. (5)

gator bilan solishtiramiz.

(4) qatorning hadlari (5) qatorning mos hadlaridan Kkatta
emas, shu sababli taqqoslashning 1-teoremasiga ko’ra (4) qator
yaginlashuvchi. Bu holda isbotlangan teoremaga ko’ra (3) gator
ham yaginlashuvchi.

Yugorida isbot gilingan yaqinlashish alomati o’zgaruvchan
ishorali gatorning yaginlashishi uchun yetarligina bo’lib, zaruriy
emasligini ko’ramiz. Shunday o’zgaruvchan ishorali gatorlar ham
borki, ularning o’zlari yaqinlashuvchi bo’lsa ham, hadlarining
absolyut giymatlaridan tuzilgan gatorlar uzoglashuvchi bo’ladi.
Shu munosabat bilan o’zgaruvchan ishorali gatorlarning absolyut
va shartli yaqginlashishi hagidagi tushunchani kiritish foydalidir.

Absolyut va shartli yaginlashish

1-ta’rif. Ushbu o’zgaruvchan ishorali gator:
Ul+U2+U3+...+Un+... 1)
hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan
] No No No eee+ No eee ()
gator yaginlashsa, berilgan (1) qator absolyut yaginlashuvchi
deyiladi.
2-ta’rif. Agar  o0’zgaruvchan ishorali (1) qator
yaginlashuvchi ~ bo’lib, bu qatorning  hadlari  absolyut
giymatlaridan tuzilgan (2) qator uzoglashuvchi bo’lsa, u holda
berilgan o’zgaruvchan ishorali (1) gator shartli yoki absolyut
yaginlashuvchi gator deyiladi.
1-misol. Ushbu
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cos- cosl;\n co/iin cos(2w- 1)
2 +_33L ST S ’ + ©)

gatorning yaqinlashishi tekshirilsin.
Yechish. Berilgan gator bilan birga

n ba 5n
Cc0s-- COS—  COS— cos(2n -
4 4 4 ‘>4

s . + a3 +...t an o (4)

gatorni garaymiz. Bu qatorni geometrik progressiya tashkil
giluvchi

— 14— —4* . H-——b.

3732 33 3" ®)
gator bilan taggoslaymiz. (5) qator <1 bo’lgani uchun

yaginlashuvchi.
(4) hadlari (5) gatorning mos hadlaridan katta emas,

sababli gatorlarni taggoslashning 1-teoremasiga asosan (3)
gator ham yaginlashuvchi.

s (6)

gatorning yaqinlashishi tekshirilsin.
Yechish. Berilgan qator bilan birga

I SR SY +—,1—+ )

ni2  n/3 *Jn
gatorni garaymiz. (6) qator Leybnis teoremasiga ko’ra
yaginlashuvchi, ya’ni

it/ = gy =

Lekin (6) qator hadlarining absolyut giymatidan tuzilgan

(7) qator uzoglashuvchi, chunki j\x)\~—" P'_i2~’ bo’lgan
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gatordir.
Bu holda berilgan (6) gator shartli yaginlashuvchi bo’ladi.

Absolyut va shartli yaginlashuvchi qatorlarning quyidagi
xossalarini (isbotsiz) keltiramiz:

2-teorema. Agar gator absolyut yaqginlashuvchi bo’lsa,
uning hadlarining o’rinlari ixtiyoriy ravishda almashtirilganda
ham u absolyut yaginlashuvchi bo’lib qolaveradi. Bu holda
gatorning yig’indisi qator hadlarining yig’indisiga bog’lig
bo’Imaydi.

Bu hodisa shartli yaginlashuvchi gator uchun o0’z kuchini
yo’gotadi.

3-teorema. Agar qator shartli yaqinlashuvchi bo’lsa, u
holda bu qator hadlarining o’rinlarini shunday almashtirib
go’yish mumkinki, natijada uning yig’indisi o’zgaradi, buning
ustiga almashtirishdan keyin hosil bo’lgan gator uzoglashuvchi
gator bo’lib golishi mumkin.
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59-ma’ruza
FUNKSIONAL QATORLAR

Z WO) =u](x) +u2(x) +u3(x)+...+un(x)+..... n)

ko’rinishdagi ifoda funksional gator deb ataladi. Uning har bir
hadi x ga bog’lig funksiyadir. x ga har xil sonli giymatlarni
berib turli tuman sonli qatorlarni hosil qilish mumkin.
Ulaming ayrimlari yaginlashuvchi, ayrimlari esa
uzoglaEhUifchi Sofiidional gatorni  yaqinlashuvchi qatorga
aylantiradigan x larning sonli qiymatlar to’plami uning
yaqinlashish sohasi deyiladi.

Tabiiyki, yaqginlashish sohasida funksional qatorning
yig’indisi x ga bog’liq bo’lgan birorta funksiyadan iborat
bo’ladi. Shuning uchun funksional qatorning vyig’indisi 5(x)
orqgali belgilanadi.

Masalan, X!’n”x gatorning yaginlashish sohasi topilsin.

Yechish. Berilgan qgator maxraji g=Inx ga teng bo’lgan
cheksiz  geometrik  progressiyani  ifodalaydi. = Geometrik
progressiya \gq\<l shart bajarilgandagina yaginlashgani uchun,
berilgan gator |Injc|<l ya’ni -lclnxcl tengsizlik bajarilganda
absolyut yaqginlashadi, demak, e'l<x<e tengsizlik berilgan
gatorning yaginlashish sohasini ifodalaydi. Shunday qilib (e\e)
oraligda berilgan gatorning yig’indisini

formula yordamida hisoblaymiz.

(&8 gatorning birinchi n ta hadining yig’indisini S,,(x) de

belgilaylik. Agar bu gator yaginlashsa va uning yig’indisi S(x)
ga teng bo’lsa, u holda
S(X)=S,,(x)+r,,(X)
tenglikni yozishimiz mumkin, bu yerda
r,XX)=unH(X)+urtx)+u,,+(x)+...
kattalik (1) gatorning goldig’i deyiladi. Qatorning yaginlashish
sohasida lim 5,,(jo =?3(x) munosabat o’rinli, shuning uchun
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I|m m(x) = “ILrDL.S(x) - S, (x)] =0

ya’ni yaginlashuvchi qatorning qoldig’i r,(x), da nolga
intiladi.

1. Kuchaytirilgan qatorlar

Ta’rif

MX{X)+n2(x)+nx)+...+nrgx) (D
funksional gator berilgan bo’lsin. Agar shunday bir musbat
hadli yaginlashuvchi sonli gator

a, +a2+ad3+..+a,+... (2)
mavjud bo’lib,

|«i (*)] » 0OX\Wr (x)<a?2\,.\un(x)\< an 3)

shart bajarilsa, (1) funksional gqatorni o0°zining aniglanish
sohasida kuchaytirilgan gator deb ataladi.

Misol uchun:
COSX 1cost 4 cos_§_>§_ KU COS_I/_IZ(__K
1 2 32 "

gator (-0+M0) oraligda kuchaytirilgan gatordir. Hagigatan ham x
ning har ganday giymatlari uchun.

cosmx 1

— -"A7  (n=1,2,3,...) munosabat bajariladi va bu

, 1 1 1
gator yaginlashuvchidir, chunki 1+77 + 2"+ +7Y +'

umumlashgan garmonik gator yaginlashuvchi gator hisoblanadi.
Ta’rifdan ko’rinadiki, ma’lum bir sohada berilgan
kuchaytirilgan qator o’sha sohaning har bir nuqtasida absolyut
yaqinlashadi.
Undan tashgari kuchaytirilgan qator quyidagi muhim
Xo0ssaga ega.

2. Veyershtrass teoremasi
[a, b] kesmada

NIX)+n2(X)+nyx)+...+unx)+...
kuchaytirilgan gator berilgan bo’lib, S(x) uning yig’indisi, S,,(x)
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esa uning birinchi n ta hadiniilg yig’indisi bo’lsin. U holda
istalgan kichik musbat son £>0 uchun shunday musbat son N
topiladiki, hamma n>N lar uchun \S(x)-S,,(x)\<s tengsizlik
bajariladi.
Isbot. (2) gatorning yig’indisini G bilan belgilaymiz:
G=al\-a>oci+...+a,,+...
u holda G=Gn+En, bu yerda
Grealt+a+...+an, E=anH+a,,+2a,,13..

(2) gator yaginlashuvchi qator, shuning uchun

demak IvE, =0.
Endi (1) gatorni S(x)=S,,(x)+rn(x) ko’rinishda yozib
olamiz, bu yerda
SN(X)=Uj(x)+u2x)+u3(x)+...+u,,(X); r,,(X)=u,,HX)+unx)+...
(3) shartga ko’ra \unH(x)\<arH, \uiXx)\<a,,+2,..., shuning uchun
Shunday qilib har ganday xe[a, b] lar uchun
|5W-5,,W|<£-
tengsizlik o’rinli. Lekin I™ £,,=0 edi, shuning uchun

Ta’rif. Veyershtrass teoremasiga bo’ysunadigan har
ganday gqator [a, b] kesmada tekis yaginlashuvchi qator deb

ataladi.
Veyershtrass teoremasidan ko’rinadiki kuchaytirilgan

gator tekis yaqginlashuvchi gatordir.

00

Misol. 1+X +Xx +..+X +"'=/r\1l.3( gator  (0;1)

intervalda tekis yaginlashishga tekshirilsin.
Yechish. Berilgan gatorning yig’indisini va qoldig’ining
modulini topaylik:
1 1-jc
1—x 1-X I-X

Endi ixtiyoriy £>0 uchun shunday N son topaylikki,

X"
n>N da K(x)|<£, ya'ni <£ bajarilsin. Buning uchun
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oxirgi tengsizlikni 11 ga nisbatan yechamiz:
X" In(l —=XNE
T <f, X'<(@1-X)E, NMMX<@- x)E, MN>--mmomemne
X
(tengsizlik teskarisiga o’zgardi, chunki (0,1) oraligda Injc<0)
In(1-x)f
n>N munosabatga asosan N m N = 8 ko’rinishda qgabul
gilamiz.
Oxirgi formuladan ko’rinadiki N £ bilan x ga bog’lig.
Shunday ekan N(x) funksiyaning (0,1) intervaldagi xarakterini
tekshirish goladi. Bu funksiya ushbu intervalda

chegaralanmagan, chunki jc—1 da Inx—0. Demak, N—00, bu
degani Kk, (x)|]<£ tengsizlikni bajaradigan N mavjud emas.
Shuning uchun berilgan gator (0,1) intervalda tekis
yaginlashmaydi. Lekin har qanday (0,°0] yarim intervalda
(0O<&cl) berilgan qator tekis yaginlashadi, chunki N(x)
funksiya yarim intervalda chegaralangan.

3. Qatorlarni integrallash va differensiallash

1-teorema. [a,b\ kesmada kuchaytirilgan bo’lgan uzluksiz
funksiyalarning quyidagi
bJ(X) + u2(x) 4 M3(x) + ... +un(x) + ....
gatori berilgan va s(x) bu qgatorning yig’indisi bo’lsin. Bu
holda [#>"] kesmaga tegishli bo’lgan a dan x gacha chegarada
s(x) dan olingan integral berilgan gator hadlaridan shunday

chegarada olingan integrallar yig’indisiga teng, ya’ni
X

X X X n
js(t)dt~ Im{odt 4 ru2{t)dt + [M3()iA2-...+ lun{t)dt+.....
a a a a a

2-teorema. Agar (a, b) kesmada hosilalari uzluksiz
bo’lgan funksiyalardan tuzilgan
m(x) + m2(x) + u3(x) +... + un(x) + ...
gator shu kesmada S(x) vyig’indiga yaginlashsa, va uning
hadlarining hosilalaridan tuzilgan
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n, (X) +n2(x) + nb(x) +... +un(x) + .....

gator o’sha kesmada kuchaytirilgan bo’lsa, hosilalar gatorining
yig’nidisi boshlang’ich gator yig’indisining hosilasiga teng,
ya’ai

S (x) =ul(x) +u2(x) +u3(x) +... +un(x) +....
bo’ladi.



60-61-ma'ruzalar

DARAJALI QATORLAR. QATORLAR YORDAMIDA
TAQRIBIY HISOBLASHLAR

Ta’rif. Hadlari darajali funksiyalardan iborat bo’lgan

a0+alx +a 2+..+anx"+..= " amx" Q)
w0

ko’rinishdagi qator darajali qator deb ataladi.

Abel teoremasi. 1) Agar darajali gator x=xoso nuqgtada
yaqginlashsa, u holda bu gator -IxOl<x<IxOl oraliqda absolyut
yaqinlashadi; 2) Agar darajali gator x=xj nuqtada uzoqlashsa, u
holda bu gator -lja0I>jc va x>\xq\ oraliglarda uzoglashadi;

Isbot. 1) Teoremaning shartiga ko’ra

aOtalxO+raxOX+...+amx0'+... 2
gator yaginlashadi, demak n—s00 da a, x>0, bu degani
shunday bir musbat M soni mavjud bo’ldiki, gatorning hamma
hadi absolyut giymati bo’yicha M dan kichik bo’ladi. (1)

gatorni

/A roo\2 I
X 2 X n X
+ a2x0 — + ..+ anx0 - +. (3)

\X0Y %0 > KXO j

ko’rinishda yozib olamiz va
2

X X X

ao\+lalxol  *la2xo | *oetla,x0 | = (4)
*0 X 0 ~0

gatorni ko’raylik. Bu gatorning hadlari

X X X
M+ M + M +...+M (5)

X 0 X0 X0

gatorning mos hadidan kichik. UI<Ix0l tengsizlik bajarilganda

(5) aqator maxraji 9-

kamayuvchi geometrik progressiyani tashkil etadi, demak,
yaginlashadi. Shunday qilib, (5) gator yaqinlashgani uchun (4)
gator ham vyaqinlashadi, natijada (3) qator yoki (1) qator
absolyut yaginlashadi.
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2) Endi teoremaning ikkinchi gismini ham isbot qilis
unchalik qiyin emas: faraz qilaylik x0' nuqtada (1) qator
uzoglashsin. U holda IxI>Ix0l tengsizlikni ganoatlantiruvchi har
ganday x nuqtada ham qator uzoglashadi. Demak, -Ix0I>x va
x>\xO\ oraliglarda (1) gator uzoglashadi. Shunday qilib, teorema
to’la isbot qilindi.

Ta’rif. Darajali gatorning yaginlashish sohasi markazi
koordinat boshida yotadigan intervaldan iboratdir. Darajali
gatorning yaginlashish intervali deb shunday -R dan +R gacha
bo’lgan intervalga aytiladiki, bu intervalning ichida yotadigan
har ganday x nuqtada gator absolyut yaginlashadi, intervalning
tashgarisida yotadigan istalgan x nuqtada esa uzoglashadi.

gator yaginlashadi

gator uzoglashadi gator uzoglashadi

R soni darajali gatorning yaginlashish radiusi deb aytiladi.
Intervalning oxirlarida (ya’ni x--R va x=R nugqtalarida)
berilgan gatorning yagqinlashishi va uzoqlashishi hagidagi savol
har bir gator uchun alohida yechiladi.

1. Darajali gatorning yaginlashish intervalini (yoki
yaginlashish radiusini) topish
(1) darajali gatorni

bl + bl ¥*11a21*|2+1131W3+mmHa,, TA " +eee (6)
ko’rinishda yozib olamiz. Bu gator musbat hadli gator bo’lgani
uchun uning vyaginlashishini Dalamber alomatiga ko’ra
aniqlaymiz. Faraz gilaylik, quyidagi limit mavjud bo’lsin:

lim— = lim| |= Hm|*£L||x|= u x\

un S anx an
Unda agar LIxkl bo’lsa, ya’ni IxkIl/L yoki -VL<x<I/L
intervalda gator absolyut yaginlashadi.

Agar LIxI>l bo’lsa, ya'rii IXI>I/L yoki -1/L>x va x>I/L
intervallarda qator uzoqlashadi. Yaginlashish radiusi

34 /



1 a
R=—=H
- m

«>» an
formulaga ko’ra topiladi. Shunga o’xshab R ni Koshi alomatini
l p—
go’llab ham topish mumkin: T TimTha I”

W ->00 n
X 21x2 32x3 42*4 n2x"
Misol. 2+ 22 + 23 + 24 +"+ 2”7

+"’  darajali
gatorning yagqinlashish intervali topilsin.
n2 (n+1)2
Yechish. Bu yerda a,,="7>flmi = 2"4 ’ demak,
.an n22°4%
R=!JQ|EH|= hm (M+1)2— 2

Javob. Berilgan darajali gatorning yaginlashish
-2<x<2 tengsizlikdan iborat.
uzoglashadi.

intervali
Intervalning chegaralarida gator

2. Teylor va Makloren qatorlari

Agar y=f(x) funksiya x=a nugtaning atrofida (n+1)
tartibgacha hosilaga ega bo’lsa Teylor formulasi deb ataluvchi

f{x) =fia) +~  fia) + I "(a) +... +

nl/ LW 4 ( 4
formula bizga ma’lum, bu yerda

G°=G+D! I(+F)a+~ ~a)l

goldiq had edi, 0<6kl.
Agar /(*) funksiya x=a nugtaning
tartibgacha hosilaga ega bo’lsa,
istalgancha katta qilib olinishi

lim/?n(x) = 0 bajarilsin, u

atrofida istalgan
Teylor formulasidagi n
mumkin. Faraz qilaylik

holda (1) formulada n—¢ da
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limitga o’tib, o’ng tomonda qator hosil gilinadi va u Teylor
gatori deb ataladi:

f(x) =f(a)+~~f(a)+ X~ [|(<a)+-+-%"p -fina)+... (2)

(2) tenglik bajarilgandagina o’rinlidir.

Agar Teylor gatorida a=0 desak uning xususiy ko’rinishi
bo’lgan Makloren qatori hosil bo’ladi:

f(x) =/(0)+  0)+~ [ XO)+.4~ [ (Y(0)+.. (3)

Berilgan fix) funksiyani Teylor gatoriga yoyish uchun:
a) fix) funksiyaning barcha tartibdagi hosilalarining x-a
nuqtadagi giymatlari  hisoblanadi va Teylor qatorining
yoyilmasiga olib borib go’yiladi;
b) hosil bo’lgan gatorning yaginlashish sohasi topiladi.

Misol. fix)=2x funksiya x ning darajalari bo’yicha Teylor
gatoriga yoyilsin.

Yechish. a) 2X funksiyaning barcha tartibdagi hosilalarini
x=0 nuqtadagi giymatlarini topamiz:

fix)=2\ 1(0)=1;
/(x)=2Tn2, /(0)=In2;
['fx)=2Tn22, /(0)=In2;
f nx)=2xn"2, fn0)=In"2;

Endi topilgan qiymatlarni (3) ifodaga qo’yib, 2' funksiya
uchun x ning darajalari bo’yicha Teylor gatorini hosil gilamiz:
n In2 In22 2 In"2 .

Ix={+— X+-—-x2+.+- — x"+..
1 2! n\
b) hosil bo’lgan gatorning yaginlashish sohasini topamiz:
a .oIn"2(«+ !

R~I-I™a
gator x ning har ganday qiymatlarida yaqinlashadi.

™ «hip,#12 _0° dan ko’rinadiki topilgan
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3. Asosiy funksiyalar yoyilmasining jadvali:

n K2 K3 K*
%n if X+ 20+ +N +- (W<C°):
g L IMTENEL %
.sinx= > =X 1 . (Xkoo);
tr (2u-1)! 3 5
oDV, X % X £.. "(xk00):
to (24)! 20 4 6l

3.cosx=

4. — =V X" =1+ X+ X2+ X3+x4+... (Ix|<D;
i-x  ti
5, (I+Xx)- -1 +fA-tXm-2)~<m-n +rx. =
tf "l
=14+ mx+ Ot(;t I) 2 m(_m__!)_(lyy___z) Sb (X<1)
(binomial m- |s:talgan haqlqu son),
6.1 +x) = 2( IEX" ) X24X8 X4, ycox<d)
n 2 3 4

- ! b N
I.arc;to“qx—?( 1y X2l _ ) X3 XS X7, (x’<%;
tt  2n-\ 3 5 7

4. Qatorlar yordamida t&qribiy hisoblashlar

f{x) funksiyaning x0 nuqtadagi giymatini taqribiy
hisoblash uchun bu funksiya darajali gatorga yoyiladi va
yoyilmadagi x lar o’rniga x0 giymat qo’yiladi. Shundan keyin
/(x0 qgiymatni kerakli aniglikda hisoblash uchun qatorning
zarur sondagi boshlang’ich hadlari olinadi. Masalan, arcsinl/10
ni hisoblash uchun arcsinx funksiyani darajali gatorga yoyish
(x ning darajalari bo’yicha) va undagi x lar o’rniga 1/10
giymatni qo’yish kerak.

4-misol. n[e 0,00001 aniqlikda hisoblansin.

-g = - XZ X3 - -
Yechilishi. e* ®1+x +— + "+7jT+’  y°yilmada

7
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x=1/4 deb olamiz:
il bl e
4 4 -21 4 31 4 <4l

Ushbu hisoblashda Ixl<n+1 lar uchun qilinadigan xatolik
X
n\(n + 1c))

Agar n-4 deb, beshta hadni olsak ko’rilayotgan
hisoblashdagi xatolik 0,00001 dan oshmaydi:

R <X 1 <0,00001
"4 4+ - x) 4 -41(5-1/4)
5-misol. cosl® 0,0001 aniglikda hisoblansin.
Yechilishi. Kosinusning taqgribiy qiymatlarini hisoblashda

tengsizlikdan topiladi.

formuladan foydalaniladi.
Bunda gilinadigan xatolik

N2, |< = -
% I< (2n +2)!
tengsizlikdan topiladi.

0 f . . :
Demak, 003|1 —005710/EJ bo’lgani uchun kosinusning

n
yoyilmasida x - TlglrJ deb birinchi ikkita hadni olsak,

cosl® « 1---—-- 4 - 10,9998
180 2!

hosil bo’ladi. Bunda gilingan xatolik nihoyatda kichikdir:

R2%k -4 < ¥ L 200000001,

180 -4! 180 -4! 452-2
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62-63-ma’ruzalar

FURYE QATORLARI. TRIGONOMETRIK QATOR.
MASALANING QO’YILISHI

Ushbu ko’rinishdagi

— +a, cosx + bj sinx +a2c0s2x + bh2sin2x+...=

(1)

funksional gator trigonometrik gator deyiladi.

(1) da a0 a, va b, (n=1, 2, 3, ..) o’zgarmas sonlar
trigonometrik qatorning koeffitsientlari deb ataladi.

Agar (1) gator yaginlashsa, uning yig’indisi/(x) davri 2n
bo’lgan davriy funksiya bo’ladi, chunki sinnx va cosnx davri
2n bo’lgan davriy funksiyalardir. Shunday qilib:

[(X)=/(x+2n).

Endi quyidagi masalani garaymiz: Davri In bo’lgan /(x)
davriy funksiya berilgan bo’lsin. Qanday shartlar bajarilganda
/(x) uchun berilgan funksiyaga yaqinlashuvchi trigonometrik
gatorni topish mumkin? Faraz qilaylik, davri 2n bo’lgan /(x)
davriy funksiya (-n, n intervalda  shu funksiyaga
yaqginlashuvchi trigonometrik qatorni ifoda etsin, ya’ni shu
gatorning yig’indisi bo’lsin

2

Faraz qilaylik, bu tenglikning chap tomonidagi funksiyadan
olingan integral (2) gator hadlaridan olingan integrallarning
yig’indisiga teng bo’lsin. Bu esa berilgan trigonometrik
gatorning koeffitsientlaridan tuzilgan sonli qgator absolyut
yaginlashganda, ya’ni

~ N\ [N+ «21H2\+—+H\an\+H\b, \+- (3)

musbat qator yaqinlashganda bajariladi. Bu holda (1) qator
kuchaytirilgan, demak uni -n dan +n gacha hadlab integrallash
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mumkin. Bundan a0 koeffitsientini  hisoblash  uchun
foydalanamiz. Agar (2) tenglikning ikkala gismini -n dan +n

gacha integrallasak;
n N 4] N

jf(x)dx= j-rdx+"'Zi ﬁancosnxdx+ sinnxdx )
-n -71 n=1 -71 -71

va o’ng tomondagi integrallarni alohida hisoblab, quyidagilarni

hosil gilamiz:

1™-ck =na0

-7

X
| ancosnxdx =an ~cosnxdx - ansmnx”® ~ 0
-t - n
. . . ,cos/rt
Jbnsinnxdx =h,, [sin«x<ic = - b, cosnx|r=0
—a — n
Demak,

\f(x)dx =na0
|
bundan

1 *
ao-  jf{x)dx 4)
Qatorning golgan koeffitsientlari-ni hisoblash uchun ba’zi bir
aniq integrallarni garab chigamiz: Faraz gilaylik, n va k butun
sonlar bo’lsin: agar n®k bo’lsa:

7t
Jcosmrcosfefc —0
71

m

Jeoswxsinfccotc = 0
-K

K

Jsinnxsinfeft =0
-Mn

agar n-k bo’lsa
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Jcos2kxdx = n

O
icosmrsin kxdx =0 (**)
K

jsin2kxdx =n

Masalan (*) dagi birinchi integralni hisoblaymiz:
cosnxcoskx = A[cos(« + k)x + cos(n - &)jc]

bo’lgani uchun:

71 i 7t | n
J cosnxcoskxdx = —Jcos(« + k)xdx + —Jcos(« - k)xdx =0
-X N g -
Demak (*) dagi qolgan formulalar shu tariga hisoblanadi,
(**) gruppadagi integrallar esa bevosita hisoblanadi. Endi
yugoridagilardan  foydalanib  (2) qatorning ak va bk
koeffitsientlarini hisoblaymiz. Agiir (2) gatorning ikkala gismini
cosfcc ga ko’paytirsak shuni hosil gilamiz:

/ (x)coskx = -a—eosfcc + 9’ (a,,cosnxcoskx +bnsinuxcosfcc) (2)
2 i=!

Tenglikning o0’ng tomonidagi hosil bo’lgan gator kuchaytirilgan
gatordir, chunki uning hadlari absolyut giymati bo’yicha (3)
yaginlashuvchi musbat gatorning hadlaridan Kkatta bo’la
olmaydi. Shuning uchun wuni istalgan kesmada hadlab
integrallash mumkin. Demak (2) tenglikni -n dan +n gacha
integrallaymiz

s [ 71 co 71

J/(x)coskxdx = Acoskxdx + Jcosnxcosfcoit +
71 71 =1
M
+ bn Jsinrarcosfccfitc).
T
(*) va (**) formulalarni e’tiborga olib tenglikning o’ng
tomonidagi ak koeffitsientli integraldan boshga hamma
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integrallarning nolga teng ekanligini ko’rish mumkin.

Demak: \f(x)coskxdx =ak Jcos2kxdx =akn bundan:

-71 -4

ak = —1—IJ1/(x)cosfcct& (5)
Endi agar (2) tenglikning ikkalra gismini sin&x ga ko’paytirib,
yana -n dan +4 gacha integrallasak shularni hosil gilamiz:

J/(x) sin kxdx = bk Jsin2kxdx =bkn
-n -n

Bundan

1n
bk =—  (x)smkxdx (9)
A n
Demak, yUqorida hosil gilingan (4), (5) va (6) formulalar
bo’yicha aniglangan koeffitsientlar f(x) funksiyaning Furye
koeffitsientlari  deb  ataladi, shunday koeffitsientli (1)
trigonometrik gator esaf(x) funksiyaning Furye gatori deyiladi.

Endi yugorida go’yilgan masalani yanada anigroq bayon
etamiz, demak berilgan funksiya uchun tuzilgan Furye qatori
yaqinlashishi va tuzilgan bu Furye qatorining yig’indisi
berilgan funksiyaning mos nuqtalaridagi giymatlariga teng
bo’lishi uchun bu funksiya ganday xossalarga ega bo’lishi
kerak? Ana shu masalani hal qilish uchun biz f(x) funksiyani
Furye gatoriga yoyish uchun vyetarli shartlarni beruvchi
quyidagi teoremani keltiramiz:

Teorema (Dirixle). Agar davri 2n bo’lgan /(x) davriy
funksiya (-w, 1 kesmada bo’lakli monoton va chegaralangan
bo’lsa, bu funksiya uchun tuzilgan Furye gatori shu kesmaning
hamma nuqtalarida yaqinlashadi.Hosil gilingan gatorning S(X)
yig’indisi /(x) funksiyaning uzluksizlik nuqtalaridagi giymatiga
teng. fix) funksiyaning uzilish nuqtalarida gatorning yig’indisi
funksiyaning o’ng va chap limitlarining o’rta arifmetik
giymatiga teng bo’ladi, ya’ni agar x=s nuqta f(x) funksiyaning
/(c - 0)r+/(c +0)

cvV M
uzilish nuqtasi bo’lsa, u vagtda <4Ux)jc*“
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Bu teoremadan  ko’rinadiki, Furye gatori  bilan
tasvirlanuvchi funksiyalar sinfi ancha keng ekanligi kelib
chiqadi. Berilgan teoremani isbotsiz qabul gilamiz.

1. Funksiyalarni Furye qatoriga yoyishga misollar

1-misol. Davri 2n 6ynraH fix) davriy funksiya quyidagicha
aniglangan. f(xX)=x -N<X<TC.

Bu funksiya bo’lakli monoton va chegaralangan. Shuning
uchun uni Furye gatoriga yoyish mumkin.

Demak, yuqoridagi (4) formuladan:
1n i 2
a0=— [xdx=——=— =0
—+ 2
ak ni topish uchun yuqoridagi (5) formulani tatbiq etib va
bo’laklab integrallab, shuni hosil gilamiz:

|ﬂ '7txcoskxdx —1 sinAx iJsinAx<5’.>x: 0
B A
bk ni topish uchun (6) formulani go’llaymiz:
bk =— fxsmkodx = — COSAX 1 opsaxx = (-1) K+

-Nn
Shunday qilib quyidagi gator hosil bo’ldi:

fix) =2 SN sIn2x sin3x
1 2 3

Bu tenglik wuzilish nugqgtalaridan boshga hamma nuqtalarda
o’rinlidir. Qatorning har bir uzilish nuqtasidagi yig’indisi uning

*H sinfcc
+1 +...
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o’ngdan va chapdan limitlarining o’rta arifmetigi nolga tengdir.
2-misol. Davri In bo’lgan f(x) davriy funksiya
quyidagicha aniglangan:
-A<x<0 bo’lsa, f(x)=-x, 0<x<7Tho’lsa, f(x)=Xx,
(ya’ni /(x)HxI bu funksiya ham -Tc<x<n bo’lakli monoton va
chegaralangandir.

Uning Furye koeffitsientlarini aniglaymiz:

1 0

a0=—1J/(X)dx =— j"(-x)t/x + IJxdx =n.
n

" n

ak = _1 A(-x)cou kxdx + Ixcos kxdx
N 0
Xsin kx P +%:fsmAxox+ x-s-'-r-]K-k-)- - -;}_s Adat

£juft bolsa, 0;

1. COSAX NN COSAX  _ 2 R
o o T (coskn - 4 = Tk tog bolsa,----
K N

ot =m J(-X)SINEXOLC + Jxsinforafct = o

Shunday qilib, quyidagi gatorni hosil gilamiz:
M4 COSX, COS3X , COSPX ., cos(2d +1)x
1 32 5 (2p +1)
Bu qator hamma nuqtalarda yaginlashadi va uning

yig’indisi berilgan funksiyaga teng.
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64-ma’ruza

DAVRIY FUNKTSIYALARNI
FURYE QATORIGA YOYISH

Endi davri 2n bo’lgan yAXx) davriy funksiyaning A har
ganday son bo’lganda ham o’rinli bo’lgan quyidagi xossasini

keltiramiz:
n N+2;r

Ay {x)dx = jill(x)dx
Hagigatan agar yX”~-2n)=(/X") bo’lganligidan x~£,-2n deb olib, ¢
va d har ganday bo’lganda ham ushbu tenglikni yoza olamiz:
cH2ar

2K d+2n
ANifl(x)dx= jill(E-2n)d™ = jJV(E)dE = Jill(x)dx
c c+24 c+2n cDK

Agar c=-n, d=A deb olsak, quyidagi tenglik hosil bo’ladi:
N N+2n
Y= JV (x )k
-7T "

shuning uchun:

TH2n -9 n TH2n
jill(x)dx=ji/l(x)dx+ Ji/l(x)dx+ ji/l(x)dx =
-4 n - A n

= Jy/(x)dx+ jV (j<)dx = Ji/l(x)dx.

Demak, bu ko’rsatilgan xossa i//(x) davriy funksiyadan
uzunligi funksiyaning davriga teng bo’lgan, istalgan kesma
bo’yicha olingan integral doimo bitta va fagat bitta giymatga
teng bo’lishini bildiradi. Endi shu xossani geometrik jihatdan
shunday tasvirlash mumkin. Yuqorida isbot gilinganiga ko’ra
Furye koeffitsientlarini hisoblashda biz integrallash oralig’ini
(-9; a) ni (A, /1+24) integrallash oralig’i bilan almashtirishimiz
mumkinligi kelib chiqdi, bunda
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| n+2n
bn=— (x)smnxdx\

bunda A-ixtiyoriy son.

Bundan esa shartga asosan f(x) davriy funksiyaning davri
2n ekanligi kelib chigadi.

Demak, f(x)cosnx va /(x)sinnx funksiyalar ham davri 2n
bo’lgan davriy funksiyalar bo’ladi. Isbot gilingan xossa ba’zi
hollarda koeffitsientlami topish jarayonini juda soddalashtiradi,
ana shuni konkret misolda ko’ramiz.

Misol.  0<x<2n kesmada f(x)=x tenglik bilan berilgan
davri 2n bo’lgan f(x) davriy funksiyani Furye gatoriga yoying:

Bu funksiyaning grafigi:

1-rasm.

Demak, funksiya [-n; n\ kesmada ikkita formula bilan berilgan:
cor. 0] kesmada f(x)=x+2n va [0; n] kesmada f(x)=x.

Ayni paytda [0; 2n) kesmada bu funksiya sodda f(x)-x
formula bilan berilgan. Shuning uchun bu funksiyani Furye
gatoriga yoyishda J/1=0 deb (1) formuladan foydalanamiz.

2o X
aO=J—jf(x)dx =J—jxdx =2n\

n o Mn

2n Yz - X
Jf (x) cos nxdx = — Jjccos nxdx = Jesinx, So3mx =0;
0 _ no 0
2 e ’ Xxcoshx |, sinroc A
bn=—|f (x)sin nxdx =—Jxsin nxdx- — -—--------- =
0
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Demak:
fix) - n- Zsinx———z—sin2x —Zsin3x —Zsin4x —Zsin5x-...
J 2 3 4 5

Bu qator uzilish nugtalaridan (ya’ni x-0, In, An,... nugtalardan)
boshga barcha nuqtalarda berilgan funksiyani anigqlaydi. Bu
nuqtalarda qatorning yig’indisi fix) funksiyaning o’ng va chap
limitlari giymatining yarim vyig’indisiga (ya’ni bu holda n
soniga) teng.

1. Juft va toq funksiyalar uchun Furye qatorlari

Juft va toq funksiyalarning ta’rifidan, agar y/(x) funksiya
juft bo’lsa,

7 Tt

Ju/ (x)dx =27if/(x)dx

-7t 0
ckanligi kelib chigadi.
Hagigatan:
7t o] c m 7
JV (X)A = Jy/(xX)dx+ Jip(x)dx = fy/(-x)dx + fip{x)dx =
-7r -7r 0 0 0

- Jy/(X)dx + IV (X)t/x = 2V (X)t&.
0 0 0
chunki juft funksiyaning ta’rifiga ko’ra: ip(-x)=ip(x).
Shuning singari ¢(x) toq funksiya bo’lsa

ftp (x)dx = fep (-x)dx + fo=(x)dx = - JV (x)dx + f(p (x)dx =0
-1 0 0 0 0

ckanligini isbot gilish mumkin.

Agar fix) toq funksiya Furye qatoriga yoyilsa, f(x)cosnx
ko’paytma ham toq funksiya, /(x)sinnx esa juft funksiya
bo’ladi. Demak,

| A

a0=—ff (x)dx=0; ak=—1ff(x) coskxdx =0;

47



11 21
bk ~ — J/(x)sinAxfi&c = —"f(x)smkxdx\
M- n0
ya’ni tog funksiyaning Furye qatori fagat sinuslarni o’z ichiga
oladi.
Agar juft funksiya Furye qatoriga yoyilsa, f(x)sinkx
ko’paytma toq, f(x)coskx esa juft funksiya bo’ladi, demak,

24 21
a0=—jf (x)dx\ ak=—J/ (x)coskxdx\
7o 7lo
i @)

bk =— J/(x)sinfccEfe = O;

ya’ni juft funksiyaning Furye qatori fagat kosinuslarni 0’z
ichiga oladi. Hosil gilingan (1) va (2) formulalar berilgan
funksiya juft yoki tog bo’lgan hollarda Furye koeffitsientlarini
topishda hisoblashlarni soddalashtirishga imkon beradi.

2. Davri 2/ bo’lgan funksiyalar uchun Furye qatori

Agar f(x) funksiya davri 2/, umuman aytganda 2n dan
fargli bo’lgan davriy funksiya berilgan bo’lsin. Uni Furye
gatoriga yoyamiz. Buning uchun o’zgaruvchini

Kt )
n

yin
formula bo’yicha almashtiramiz. U holda /I ~J funksiya t ning

davri 2n bo’lgan davriy funksiyasi bo’ladi. Uni -TT<x¢n
kesmada Furye gatoriga yoyish mumkin:

/(" 1=y +Z (a*cos +bksinkt) 1)

n=1I

bunda

°o: ')/'V
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ak =L TAH} coskedt,
\nj

bk - —f /~ —Jsin Alar,

Endi eski o’zgaruvchiga gaytib,
N
X —-t, t=x—n dt=ﬂ—dx.
/R [

quyidagilarni hosil gilamiz:

a0=+ \fix)ex,

ok=ylJ/(x)cos"< &,

(2)
=171/W sin-"pA,
Natijada (1) formula ushbu ko’rinishni oladi:

f(x) =7- +'7l(al cos~x +bksin”-x) (3)

bundagi a0, a* bk koeffitsientlar (2) formulalar bo’yicha
hisoblanadi. Bu esa davri 21 bo’lgan davriy funksiyaning
Furye gatoridir.

Davri 24 bo’lgan davriy funksiyalardan hosil gilingan
Furye qatorlari uchun o’rinli bo'lgan barcha teoremalar, biror
2/ davrli davriy funksiyalardan hosil gilingan Furye gatorlari
uchun o’rinli bo’ladi.

Misol. [-/; /] kesmada An)=bl tenglik bilan berilgan 21
davrli f(x) davriy funksiya Furye qgatoriga yoyilsin.

Yechish. Qaralayotgan funksiya juft bo’lgani uchun

bk =0, a0 = —fxdx-1, ak=--Jxcos— xdx =
NO lo A
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K juft, O
LLE Axcos kxdx =
A0 [k tog. -nZ2
Demak, yoyilma quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

41 cosax// ,cos3;cc/ 1 cos(2p + Dax/ 1
B I e -t

2 1 (2P +1)
Berilgan funksiyaning grafigi quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

3. Davriy bo’lmagan funksiyalarni Furye gatoriga yoyish

Faraz gilaylik, biror [a, b] kesmada bo’lakli monoton
bo’lgan f(x) funksiya berilgan bo’lsin.

3-rasm.

Berilgan f(x) funksiyani bu funksiya uzluksiz bo’lgan
nuqtalarda Furye gatorining vyig’indisi sifatida tasvirlash
mumkin ekanligini ko’rsatamiz. Buning uchun [a, b] kesmada
f(x) funksiya bilan mos tushadigan davri 2“>b-a bo’lgan
gandaydir davriy bo’lakli monoton /,(x) funksiyani garaymiz.
/,(x) funksiyani Furye qatoriga yoyamiz. Bu qatorning
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yig’indisi [a, b\ kesmaning hamma nugqtalarida (uzilish
nugtalaridan boshga) berilgan f(x) funksiya bilan ustma-ust
tushadi, ya’ni biz f(x) funksiyani [a, b] kesmada Furye gatoriga
yoydik.

Endi quyidagi muhim holni garab chigamiz. Faraz
gilaylik, f(x) funksiya [0, 1] kesmada berilgan bo’lsin. Bu
funksiyaning aniglanish sohasini ixtiyoriy ravishda [-1, 0]
kesmada to’ldirib, (bo’lakli monotonligini  saqglab), bu
funksiyani Furye gatoriga yoyishimiz mumkin. Jumladan, agar
berilgan funksiyaning aniqglanish sohasini -l<x<0 da f(x)-f(-x)
bo’ladigan qilib to’ldirsak, natijada juft funksiya hosil gilamiz.

Y, ) Y,
to$ A juft A*)
-e 0 e X -e 0 e
r_
4-rasm. 5-rasm.

Bu holda f(x) funksiya juft holda davom ettirilgan
deyiladi. Bu funksiya faqat kosinuslarni 0’z ichiga olgan Furye
gatoriga yoyiladi. Shunday qilib, biz [0, I] kesmada berilgan
f(x) funksiyani kosinuslar bo’yicha yoydik. Agar fix)
funksiyaning aniglanish  sohasini -1<x<0 da fix)=-fi-x)
bo’ladigan qilib to’ldirsak, sinuslar bo’yicha yoyiladigan toq
funksiyani hosil gqilamiz, bu holda f(x) funksiya togq holda
davom ettirilgan deyiladi.

Demak, agar [0, /] kesmada bo’lakli monoton f(x)
funksiya berilgan bo’lsa, uni kosinuslar bo’yicha ham, sinuslar
bo’yicha ham Furye gatoriga yoyish mumkin.

Misol. fix)=x funksiyani [0, n] kesmada sinuslar bo’yicha
gatorga yoying.

Yechish. Bu funksiyani tog holda davom ettirib,

K =2 sir;* Sin2X_4sin 3x

gatorni hosil gilamiz.
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65-ma’ruza
DIRIXLE INTEGRALI

Davri In bo’lgan f(x) davriy funksiya Furye gatorining n-
gismiy yig’indisini qaraymiz:

a on
S,(X) =— +§ _(akcos kx +Dt sin kx), bunda

nil (t)dt, ak-—\f(t)cosktdt bk = —?/(/)sin Kidk.

Bu ifodalarni S/x) ning formulasiga qo’ysak:

S.w =T-//(/>*+Z COSb Jf(t)cosktdt + s'n”x j / (t)s\nktdt
' Tt A

yoki coskx va smkx ni integral ostiga kiritamiz, chunki coskx
va sinAx lami o’zgarmas deb garash mumkin:

Jf (t)coskxcosktdt +  {t)smkxsmktdt

Endi 1In ni gavsdan chigarib va integrallar yig’indisini
yig’indining integraliga almashtirib, quyidagini hosil gilamiz:

Sn(x) =— [i’\-2’\ +:[]] [f(t)COSkXCOSkt+/(?)sinAxsinfc]I3fr,
r

1 \\ n
S,,(xX) =— J/(/)|—* Z [cosbccosfc + sin fa:sin ktyjdt =

Endi o’rta gavs ichidagi ifodani quyidagicha almashtiramiz.
Faraz qilaylik,
G, (2)=1/2+cosz+co0s2z+...+cosnz
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bo’lsin. U holda:
2G,,(z)c0sz=c0sz+2¢c052C0S2+2C0S2C0S2Z+..,+2C0SZCOSNZ=COSZ+
+(1+c0s2z)+(cosz+c0s3z)+(cos2z+cos4z)+...+[ cos(rc-1)z+
+cos(n+1)z]=1+2cosz+2c0s2z+...+2cos(n-1)z+cosnz+cos(n+1)z;

yoki

2G,,(z)cosz-2Gn(z)-cosnz+cos(n+ 1)z;
COSnz - COS(7 + 1)z

2(1- cosz)

lekin: cosnz-cos(n+1)z=2sin(2/i+1)z/2sinz/2;

Demak: .
2sinz /2
Shunday qilib, (1) tenglikni yuqoridagilarga asosan
shunday yozish mumkin:

LK sin(w + 1) ------

S,(x)=-f/(0 ------—--—-- _
2sia —

Integral ostidagi funksiya davriy funksiya bo’lgani uchun bu

integral integrallash uzunligi 2n bo’lgan har ganday kesmada
0’z qiymatini saglaydi. Shunga asosan buni shunday yozish
mumkin:

KK Sm(2W + 1) oo
S,,(X)=- J/(/])--mmmmmm- dt

Endi t-x=a, t=x+a deb olib, yangi a o’zgaruvchini Kiritamiz.
U vaqtda shu formulani hosil gilamiz:

iR sin(2n + 1)—
Sn(X) = —\ f(X +a)----—- Arvda @
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Bu formulaning o’ng tomonidagi integral Dirixle integrali deb
ataladi. Agar (2) dan /(x)s1l teng bo’lsa va k>0 a0=2, ak=0,
bk=0 bo’lganda 5n(x)=1 bo’ladi. Bundan quyidagi ayniyatga
kelamiz.

. nsm@en+ D
T E—— da (3)

Demak, natijada biz Furye gatorining n-qismiy
yig’indisini  biror ixtiyoriy integral orqali ifodalovchi
formulasini hosil qildik.

1. Berilgan nuqtada Furye gatorining yaqinlashishi

Faraz qilaylik, f(x) funksiya [-n, n] kesmada bo’lakli
uzluksiz bo’lsin. Endi (3) ayniyatni /(x) ga ko’paytirib va f(x)
ni integral ishorasi ostiga kiritib quyidagini hosil gilamiz:

, N si'n(2« + I)a—

I(*)=-1/(*)--—-—--—-~0T da *)
-* Zsm?

Endi (*) tenglikning hadlarini yuqoridagi (2) tenglikning
mos hadlaridan ayirib shuni hosil gilamiz:
shi(2h + '1')3
30 -/(x) =-1m[/(x+a)-/(x)]-rmmmmmmmmmm- —da
_*

Demak, Furye gatorining /(x) funksiyaning berilgan nuqtadagi
giymatiga yaqinlashishi n—»00 da o’ng tomondagi integralning
nolga intilishiga bog’liq.
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Oxirgi integralni  sm(2n L|—1)a—= SUMOrcos>—+ cosnarsir—
formuladan foydalanib, ikki integralga ajratamiz.

a
| cos—

Sn(x) - /(*) =-7lg[/(* +°) - /(*)]--ﬁ-;;-sinnada +
A sm—

\\J
271

Oxirgi tenglikning o’ng tomonidagi birinchi integralni uchta
integralga ajratib yozamiz:

a
11 COs—
Sn(x) - fix) =- J[/(x +a)- /(*)]-—-2-sinnada +
sin?
2
a
, 5 o0os—
+—J[/(x+a)-/(*)] —sinnada+
» sin—
2
21 cos<
+—J[/(x +a)-/(x)] 2.sjnwaja +
715 sin?

+ 280 0x +a) - 1(x)] Leosnada
2

[(x +a) f (X)
Faraz qilaylik, ®\(x)~ bo’lsin. /(x)
funksiya chegaralangan bo’lakli uzluksiz bo’lganligi uchun

®,(«) ham a argumentning chegaralangan bo’lakli uzluksiz

funksiyasi bo’ladi. Demak n—o0 da oxirgi integral nolga teng
bo’ladi, chunki u shu funksiyaning Furye koeffitsientlaridir.
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[ v r.r/ gy T, cosa/2
P2o«) =10 +a)- 1 O)5ginar2

Funksiya -7t<a<-Sva <><a<;r bo’lganda chegaralangan hamda

\02(a) KM +M |—. 1
2smo/2

bunda M soni (f(ic)] migdorning yugori chegarasi, va ®2a)
funksiya bo’lakli uzluksizligidan n—%>da ikkinchi va uchinchi
integrallar ham nolga intiladi. Natijada shu tenglikka ega
bo’lamiz

Im_g([s,,(>)-/(>)]= lim—f[/0 +a)~f(x)\’2}3~m%'r)12-smnadcc Q)

O’ng tomondagi ifoda -5 <a<5 oraliqda integrallanadigan va
integral fix) funksiyaning fagat x-S dan x+S gacha oraliqdagi
giymatlariga bog’lig bo’ladi. Shunday qilib, (1) tenglikdan
muhim xulosaga kelamiz.

Berilgan x nugtada Furye qatorining yaginlashishi f(x)
fUnksiya X nuqtaning istalgancha kichik atrofidagi xarakteriga
bog’liqdir.

2. Furye qatori yaqinlashishining ba’zi bir yetarli shartlari

Teorema. Agar x0 nuqtaning atrofida fix) funksiyaning
lim/(*.+*>-/(*.>

lim/h « )-/W =t
a>t° (x
chekli limitlari mavjud bo’lib, x0 nuqgtaning o’zida funksiya
uzluksiz bo’lsa, bu nuqgtada Furye qgatori fix) funksiyaning mos
giymatiga yaqinlashadi.
Isboti. Buning uchun vyuqoridagi ®2«) funksiyasini
garaymiz
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W/ u > Yy cosa /2
Elay= [0 +a)~ i(*o] o /e

Bunda /(x) funksiya [-; 5] kesmada bo’lakli uzluksiz va
X0 nuqgtada uzluksiz bo’lgani uchun u x0 nuqtaning biror
[X0-S, xO+S] atrofida uzluksizdir. Shuning uchun ®2a) funksiya
c&0 va \cA<S bo’lgan hamma nuqtalarda uzluksizdir. a=0
bo’lganda ®2ZXa) aniglangan. Endi (1) va (2) shartlardan
fo%/dalanib: lim ®2(a) ni va a_Ii[)nthJZ(rsl) ni topamiz.

a-=>0 0

iy P2 I [1060+2) - 10x0] Gag 3 =

a-»0-0

= lim /(XO—T——@—);/(XB) __._a_{_z___ cosal2 =
a->0-0 a sina /2

= lim ——--— jjm 2 cosa/2=Am-1=
a->0-0 a a->0-0sin a /2 <00 A .

Shunday qilib, agar ®2(a) funksiyani ®2(0)=£1 desak, u
holda bu funksiya [-S, 0] kesmada uzluksiz, demak, u
chegaralangan. Shuning singari HTr®2(@)=& ni ham
ko’rsatish mumkin. Bundan ®ZXa) funksiya [0, S\ kesmada

chegaralangan va uzluksizdir. Shunday qilib ®2oc) funksiya

[-S, S\ kesmada chegaralangan va bo’lak-bo’lak uzluksizdir.
Shularga asosan yugoridagi tenglikdan:

lim[S,,(x0) - /(x 0)] = lim— f[/(x0+a) -/ (x0)] CSa'2 sinnada
> n"n 2smal2

yolQ H%"Cxo) /[(x0)]= %%9‘; 2(a)sinnada

Bundan o’ng tomondagi limitning qiymati nolga tengdir.
Shuning uchun:

Iing[S,,(xO) -/(x0)]=0 yoki

lims,,(x0) = 0

Demak, oxirgi ifoda yuqorida keltirilgan teoremaning isbotini
beradi.
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66-67-ma’ruzalar

IKKI KARRALI INTEGRALGA KELTIRILADIGAN
BA’ZI MASALALAR. IKKI KARRALI INTEGRALNING
TA’RIFI. IKKI KARRALI INTEGRALNING XOSSALARI.

O’RTA QIYMAT HAQIDAGI TEOREMA

1. Ikki karrali integralga keltiriladigan ba’zi masalalar

Geometriyada, mexanikada va fizikada shunday masalalar
borki, ularni yechishda aniq integralning kuchi yetmaydi.

1-masala. Yasovchisi OZ o’qgiga parallel, pastki asosi
XOY  tekisligida yotuvchi va z=f(x,y) sirt bilan
chegaralangan silindrsimon g’o’laning hajmini toping.

Silindr pastki asosi D - sohani ixtiyoriy ravishda
n
DI,D2...,.Dn bo’laklarga bo’lamiz. D=U/_1A , bunda DxD?2,...,Dn

sohalar umumiy ichki nuqgtalarga ega bo’lmagan sohalardir. [
(i-1,n) sohaning yuzini A bilan belgilaymiz va shu sohada
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ixtiyoriy M, nuqta olamiz. Pastki asosi A bo’lgan kichik

silindrsimon g’o’laning hajmi L « tagribiy formula
bilan aniglanadi. Natijada garalayotgan g’o’laning hajmi

= ) 1

. H i @D

taqribiy formula bilan hisoblanadi. Bu masalaning aniq
yechimiga keyinroq to’xtalamiz. (1) ning o’ng tomoni integral
yig’indidir, lekin bizga tanish bo’lgan bir o’lchovli (aniq)
integral hosil bo’ladigan yig’indi emas.

2-masala. Har bir (Xx,y) nuqtasidagi sirt zichligi
p =p(x,y) bo’lgan tekis figuraning (plastinkaning) massasini
toping.

0] X
2-rasm.

Bu yerda yugorida Kkeltirilgan mulohazalarni takrorlaymiz.
Plastinkaning A bo’lagida ixtiyoriy nugtani olib, L]
bo’lagining massasini mj bilan belgilab, fizikadan ma’lum
bo’lgan quyidagi tagribiy formulani yozamiz (2-rasm)

m. p(M)As, (/=12,..,n).

Butun plastinkaning massasi

H “ )
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taqribiy formula bilan hisoblanadi. (2) ning o’ng tomoni ham
integral yig’indidir, lekin bunda ham bir o’lchovli (aniq)
integral hosil bo’lmaydi. Massaning aniq giymatini hisoblashga
keyinrog to’xtaymiz.

2. Ikki karrali integralning ta’rifi

Biror A sohaning diametri deb shu A sohada yotuvchi
ikkita nuqta orasidagi masofalarning aniq yuqori chegarasiga

(eng kattasiga) aytiladi. A sohaning diametrini di bilan
belgilasak, ta’rifdan ~ SUW@H 2P bunda M,(x,,jV|), bo’lsa,

\MM 2= g/(x2-x,)2+(y2-y r f

bo’ladi. Biz yuqorida silindrsimon g’o’laning hajmini taqribiy
hisoblagan edik. Agar (1) integral vyig’indi A sohalar
diametrlarining eng kattasi nolga intilganda nugtalarning
A sohalardan tanlanishiga va D sohaning DItD2...,.Dn
sohalarga bo’linish usuliga bog’liq bo’lmay yagona limitga
intilsa, shu limitga f(x,y) funksiyaning D soha bo’yicha ikki
karrali integrali deyiladi va quyidagicha yoziladi:

(3)

Ikki karrali integral yordamida (1) va (2) tengliklardagi v va
m larning aniqg giymatlarini yoza olamiz

V= = \\f(x,y)dxJy (4)
a D

m—\p(M)ds= jjp(x.y)dxdy 5)
D D
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Bunda (1) va (2) tengliklaming o’ng tomonlarida maxJ,—0
bo’lganda limitga o’tib, (3) formulani qo’lladik. Shunday qilib,
ikki karrali integral - vyasovchilari OZ o’qiga parallel,
asoslarining biri XOY tekisligida, ikkincnisi esa z =f(x,y)
sirtda yotuvchi silindrsimon g’o’laning hajmini aniglar ekan.
Agar integral ostidagi funksiya D soha bilan ustma-ust
tushgan plastinkaning sirt zichligini ifodalasa, u holda ikKi
karrali integral shu plastinkaning massasini aniglar ekan, bunda

p(x,y)>0, (x,y)eD.

3. Ikki karrali integralning xossalari

1-xossa. D sohaning yuzini D =S deb belgilasak,
Jjdxdy = S tengijk o’rinlidir.

D

Isboti. (4) da f(x,y)~ 1 go’yamiz, natijada v = "dxdy
D

hosil bo’ladi. Ikkinchi tomondan o =1-iSedx=S. Bularni
tagqoslab, \\dxdy =S tenglikka ega bo’lamiz.
D

2-X0Ssa. = const bo’lsa,
JJa/(x,y)dxdy =a\J / (x, y)dxdy

D D

o’zgarmas ko’paytuvchini integral belgisidan tashgariga
chigarish mumkin.

Isboti. (3) da f(x,y) o’rniga qf(x,y) qo’yamiz va chap
tomonga yig’indining va limitning xossalarini qo’llasak, 2-
xossaning to’g’riligi kelib chigadi.

3-xossa. Agar Jif(x,y)dxdy va Jjg(x,y)dxdy integrallar

) D
mavjud bo’lsa, u holda
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WL H{x,y)xg(x,y)]dxdy= fff{x,y)dxdy=* \ngy)dxdy
D D D

tenglik o’rinlidir. Bu xossaning to’g’riligi ikki karrali integral
ta’rifidan, yig’indi va limitning xossalaridan bevosita kelib
chiqgadi.

4-xossa. Agar D= +D2 bo’lib, £ va D2 sohalar
umumiy ichki nuqtalarga ega bo’lmagan sohalar bo’lsa, u
holda y)dxdy = y)axdy + jj/(x, y)dxdy  tengijk

D D, D2

o’rinli bo’ladi.

Bu xossa ham ikki Kkarrali integralning ta’rifidan Kkelib
chigadi.

5-xossa. Agar (x,y)eD bo’lganda f(Xx,y)<g(X,y)

bo’lsa, u holda
»JJ/(*»y)dxdy < Wy)dxdy
D D

tengsizlik o’rinli bo’ladi.
Isboti. Belgilash kiritamiz:
0<g(x,y)~f(x,y) =a(x.y). (4)

formulaga ko’ra, bundan ffoc(x,y)dxdy- 3> 0 vya’ni 5.
D

xossaning to’g’riligi kelib chigadi.
6-xossa. D sohada integrallanuvchi f(x,y) funksiya
uchun quyidagi tengsizlik o’rinlidir

jif(x,y)dxdy

D D

Isboti. ~\f(x,y)\<f(x,y)<\f(x,y)\ bo’lgani uchun 5-
xo0ssaga ko’ra
- JIf(x,y)dxd}\ < jff(x,y)dxdy < JIJIJ/(x, y)\dxdy,
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bundan JJ/ (xxy)dxdy < JJ/(*, y)\dxdy chigadi.
D D

7-xossa. D sohada integrallanuvchi f(x,y) funksiya shu
sohada m <fix, y) <M tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda

mS < JJ/ (x,y)dxdy <MsS

D

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Bu yerda S - D sohaning yuzi.
Bu xossaning isboti 1- va 5-xossalardan kelib chigadi.

4. O’rta giymat hagidagi teorema

f(x,y) funksiya D yopig sohada uzluksiz bo’lsa, u
holda D sohada shunday (x0,y,,)eD nuqta mavjudki, bunda
N/ (*y)dxdy =f(x0,y0)-S (6)

D

tenglik o’rinli bo’ladi.
Isboti. Yopig sohada uzluksiz bo’lgan f(x,y) funksiya
shu sohada o’zining eng katta va eng kichik giymatlariga

erishadi. Sup f(x,y) =M, inf fix,y) =m deb belgilab,
(x,y)en (*,Ybl> b

ms <JJf(x,y)dxdy <MS
D
(7-xossaga ko’ra) tengsizlikni hosil gilamiz. M va m sonlar
orasida  shunday m<K <M son  mavjudki, bunda

\\f(x,y)dxdy =KS tenglik bajariladi. f(x,y) funksiya D
D

sohada uzluksiz bo’lgani uchuu shunday ix0,y0)AD nugta
mavjudki, f(x0,y0)=K bo’ladi. Natijada

JJf (x,y)dxdy =/(x 0,y0)-S

D

kelib chigadi.
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68-69-ma’ruzalar.
IKKI KARRALI INTEGRALNI HISOBLASH

Biror D sohada uzluksiz bo’lgan z=f(x, y) funksiyadan
olingan ikki o’lchovli
U = *M(x,y)dxdy
D

integralni hisoblash talab etilsin.

Ta’rif. Agar koordinata o’qlariga parallel bo’lib, D sohani
kesib o’tuvchi to’g’ri chiziglar Z konturni ikki nugtada kesib
o’tsa, D soha to’g’ri soha deyiladi.

Z yopiq kontur bilan chegaralangan D soha to’g’ri soha
bo’lsin. Shaklga asosan yozamiz:

f a<x<b

n I(x) <y < <2(x)

1-teorema. z=f(X, y) uzluksiz funksiyaning D to’g’ri soha
bo’yicha olingan ikki o’lchovli integrali funksiyaning o’sha D
soha bo’yicha olingan ikki karrali integraliga teng, ya’ni:

b 20)
JIf{x,y)dxdy=\( \f(x,y)dy)dx
D a  «2,(*)
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Xuddi shuningdek, D to’g’ri sohani quyidagicha aniglash
mumKkin:

LLI,f c<y <d
[yix(y)<x<u/2'y)\
x="(y)
X
2-rasm.
U holda
d (M *)
\[f(y-y)dxdy = J( jf(x,y)dx)dy
cr®
tenglik o’rinlidir. Bundan
b_ <Pi(x) d r2w
J( Myydy)ydx =
a «(v) ¢ v
ekenligi  kelib  chigadi. Demak, karrali integrallarning

integrallash tartibini o’zgartirish mumkin. Qaysi biri hisoblash
uchun qulay bo’lsa, misollar ishlash vaqtida shunisidan
foydalanamiz.

1-misol. Quyidagi integralning integrallash tartibi
0’zgartirilsin:

| i\-x2 i ViV
J( \f(x,y)dy)dx=\( J/ {x.y)dx)dy
-10 » Py
- 1<x <1 <1

O<y <7 xE'J ”*[ e yZ<x<A/r y2
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X J1K
-1 1
3-rasm.

2-misol. |J(X +2xy)dxdy Kkarraii integralni hisoblang, bu
D

yerda D soha y =x2 va y =x chiziglar bilan chegaralangan.

Yechish. Rasmdan
a=0b=1y,(x)=x2,y2(x) =x; yx{x) <y2(x); 0<x<lI

formulaga ko’ra

JI(x2 + 2xy)dxdy = jdx I(x2+ 2xy)dy = j(x +xy2) dx =
D 0 X1 0
t 1

= J(x3+x3-x4-x5dx =j(2x3-x 4-x i)dx =

w4 X5 X6
~4~~5~~6 2 5 6 15
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2-teorema. Chegaralangan va yopiq D sohani OX o’giga
parallel  to’g’ri  chiziglar bilan kesganda shu to’g’ri
chiziglarning istalgan biri D soha chegaralarini ikkitadan ortiq
bo’lmagan nuqtalarida kesib o’tsin. D soha nugqtalarining

koordinatalari  c<y<d va  (p\y)<x<cpldy) tengsizliklarni

ganoatlantirsa, bu yerda x=(p{(y) va x=y) soha chegarasining
tenglamalari, ¢ va d lar esa D soha nugtalarining eng kichik va
eng katta ordinatalaridir, u holda D sohada uzluksiz fix, y)
funksiyaning shu soha bo’yicha ikki karrali integrali quyidagi

formula bilan aniglanadi

)
JJ/(X y)dxdy = fdy jf(x,y)dxdy
D /W)

3-misol. JJ(X+Y2 H)dxdy integralni hisoblang.
D

Bu yerda D: y2=x-1, y2=-x-1 y =-2, y =2 chiziglar

bilan chegaralangan.
Yechish. OX o’giga parallel to’g’ri chiziglar D soha
chegaralarini fagat ikkita nuqtada kesib o’tadi. Demak 2-

teoremaga ko’ra
r+i
JI(x+y 2+ Ddxdy = jdy j(x +y2+Ddx =
2

2

| X—Z +(y2+1)x dy= J2%4 4y2+2)dy =
N -2

5 V3
zi +4— wmy 64 % 3—2+3—2+4+4 54£f.
3 3 15

5 5
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2. Qutb koordinatalarida ikki karrali integral

i{ <P

P=f( &)

P
5-rasm.

Qutb koordinatalari tekisligida biror D soha berilgan bo’lsin
D ={mpla<(p<P.f(jp)<p< f2{P}

D sohani markazi qutb boshida bo’lgan konsentrik aylanalar
va qutb boshidan chigarilgan nurlar yordamida Kichik
bo’laklarga bo’lamiz

a=gd<gx<q<..<<pn=P, p0<p, <p2<..<pn

Geometriyadan ma’lumki, har bir Asik yuzacha
teik =|(A +APi)2-Agk-\p 2 Agk =
=1(2p,APt +Ap2)A<pk =(p, +\Ap,)ApjAJK

yoki Asik =plApiAgk, bu yerda
P, <P] <P,+ Ap, (1)

formula bilan aniglanadi (5-rasm).
D sohada uzluksiz H<p,p) funksiya uchun integral
yig’indini yozamiz

 P<)P>APA<PK @)
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(2) yig’indida max Ap, -» 0 va maxAcgk->0 bo’lganda limitga

o’tsak, bu limit
\F{(p,p)pdpd(p

integralni  beradi. Buni hisoblash  usuli  ham  Dekart
koordinatalarida berilgan holga o’xshash bajariladi
P NO)
"F(<p,p)pdpd(p= fdtp jF(<p,p)pdp ®3)
D a iN<p)

Agar ikki karrali integral Dekart koordinatalarida berilsa, uni
qutb koordinatalariga o’tib hisoblash quyidagi formula bilan
bajariladi

P h(<p)
liF (x, y)dxdy = jdtp jF(p coscp sin (p)pdp (4)
D or f.(<p)

4-misol.  jj(X2+y2dxdy, bu yerda 4 soha x2+y2=x va

D
x2+y2=2x aylanalar bilan chegaralangan. Integralni qutb

Yechish. *=pcos<py=psing lamni x°+y°=x va
X2+y =2x ga go’ysak,
j p2=pcoscp => p =COS(p
\p2=2pcos(p => p =2cos(p
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71 71

kelib chigadi, shakldan 2 =7 < 2 bo’ladi. Natijada

7 2op 408 f-_ 4
JI(r +y2)dxdy= \d(p \pHp=J~- tA=J CS =
D] —£ . —* -5

o i“ cos dcp- £ :f(l +2c0s2#> + 00322<p)d<p=

15
= +sin + 16,11+ cos4RP

5 5 sin4n 15n- 15M _ 45
16 +16 ~\B+'Y2~~b2'

Bu integralning giymati pastki asosi D soha va yuqoridan
z =X2+y2 sirt bilan chegaralangan silindrik g’o’laning hajmini
beradi.

3. Ikki o’lchovli integralda o’zgaruvchilarni almashtirish

Oxy tekislikda Z yopig kontur bilan chegaralangan D soha
berilgan bo’lsin. O’zgaruvchi x, y lar yangi o’zgaruvchi u, v
larning funksiyasi bo’lsin, ya’ni

X=q.iu, v), y=yKu, v) Q)

(p(u, v), UuAM, v) funksiya D, sohada bir giymatli uzluksiz va
uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lsin.

Shunday qilib, (1) formula D va Z), sohalarning nugtalari
orasida o’zaro bir qiymatli moslik o’rnatadi. Di sohani

ixtiyoriy n ta yuzalarga bo’lamiz va har bir yuza Asl
As'=AuAv 2

formula bilan hisoblanadi. Asimos keladigan As yuza
As=AxAy 3)
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formula bilan hisoblanadi.
Teylor formulasi va analitik geometriya kursidagi

formuladan foydalanib, As va Asl orasidagi quyidagi
munosabatni o’rnatish mumkin

As* T Asl (4)

Bu yerda J determinant (p{u, v) va v) funksiyalarning
funksional determinanti bo’lib, u Yakobian deb ataladi.

dp dop
j=An dv

Yakobian oy aw  formula bilan hisoblanadi.
an av

Agar D sohada uzluksiz bo’lgan z=f(x, y) funksiya
berilgan bo’lsa, u holda bu funksiya uchun tuzilgan integral
yig’indilar quyidagi

Z/0,>0As= £F (mv)As (5)

tenglik o’rinli bo’ladi. Bu yerda
F(u, v)=f((p{u, v), i/Ku, v))

U holda (4) ga asosan (5) ni yozamiz.
Y J(x,y)As = 1J | Ayl

So’nggi ifodada diamAs"—0 intilgandagi limitini topsak,
quyidagi
jIf(x,y)dxdy= \\F(u,v)\J\dudv (6)

D D,

tenglik hosil bo’ladi. Bu esa ikki o’lchovli integralda
o’zgaruvchilarni almashtirish formulasidir.

Xususan, agar X,y lar qutb koordinatalar sistemasida
berilgan bo’lsa, ya’ni  x=pcos<p, y-p&incp bo’lsa, uning
yakobianini hisoblaymiz.
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AX  AX
] =ie}f> ii;/ -ppc;;f) ;Ons((g:-pSiHZB—/?COSZB:-p
4@ Ap

Demak, \J\=p, shuning uchun
33f{x,y)dxdy = \\F(<p,p)p dcpdp
D

L\

Bu formula yugorida keltirilgan formula bilan mos tushadi.

Sirtning yuzini hisoblash

Fazoda J1 egri chizig bilan chegaralangan cr sirt berilgan
bo’lsin. Sirtning tenglamasi z=f(x, y) uzluksiz funksiya bilan
aniglangan bo’lib, z=f(x, y) uzluksiz xususiy hosilalarga ham
ega bo’lsin. Sirt yuzini hisoblash talab etilsin. Sirtning OXY
tekislikdagi proyeksiyasi D to’g’ri soha bo’lsin. D sohani
ixtiyoriy n ta JAN2,..., N7 - yuzalarga bo’lamiz va har bir

yuzadan Ni(xi,yj) nugtalarni tanlab olamiz. Nt(x,,yt)
nugtaga fazoda Mi(xj,yi,f(xi,yi)) nuqta mos keladi.

Analitik geometriya kursidan ma’lumki, sirtning har bir
nuqtasiga urinma tekislik o’tkazish mumkin, uning tenglamasi
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AX Ay

ko’rinishga ega.
Fazodagi a sirt proyeksiyalari Ay, ga mos keluvchi A<x,
yuzalarga ajraladi va biz ularning yig’indisini garaymiz.

2
9 (@)

Aer,-yuzalar diametrining eng Kkattasi nolga intilgandagi (2)
yig’indi chekli limitga ega bo’lsa, shu limitni sirtning yuzi
deymiz, ya’ni

<= lim Y Act, 3)

diamtAo,->0

Urinma tekislik va Oxy tekisliklar orasidagi burchakni /, deb
belgilaymiz, u holda analitik geometriya kursidan ma’lumki,

As, = Ax, cos/,
yoki
A
Act, = "
& cos/, (4)

(1) tenglamadan urinma tekislik tenglamasining yo’naltiruvchi
kosinusi

COSy’:—::::: 1 “»
df(xny,) > /(w )
d x dy
ga teng. Bundan
Act, = j: .
ct =j: + dx | v As, (5)
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(5) ni (3) ga qo’yamiz.
— ; Af *IiM)Y .fa/(xny,
o= iy 1)+ GOV TRIOY) g

O’ng tomondagi ifodaning limiti  ikki  o’lchovli
integralning integral yig’indisidir. Shu sababli yozamiz:
2

a:]']i' [dx) +[dyj dxdy (6)

Xuddi shuningdek, fazodagi cr sirtni Oxz yoki Oyz tekisliklarga
pronyeksiyalasak, quyidagi sirt yuzini hisoblash formulalariga
kelamiz

ffi 1+ +( dydz
AV TR

dxdz

Ikki karrali integralning tatbigi

l-masala. "~ +7 ellipsning yuzi topilsin.

Yechish: D sohada ellips simmetrik bo’lgani uchun I-
chorakdagi yuzi hisoblanib, 4 ga ko’paytiramiz. 0 <x<a-,

0O<y <;y/a2— X2
Natijada

o X =asmt
5 =4jjdxdy =A”rdx"dy = 4—jja X2dx = dx =acostdt

O<+<-~
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Demak, a=b bo’lsa, ellips doiraga aylanadi va yuza 9 a
beradi. a-doira radiusi bo’ladi.

2-masala. r =a(l+cos<p kardioidaning qutbh boshiga
nisbatan inersiya momentini toping.

Yechish: 4 =\l\p~ds formula bilan aniglanadi. Bu yerda

ds-Wiz'& elementi bo’lib, ds = pdpdcp ga teng.
Natijada h = j\p dpd(p gu yerda

0 <P <a(l +C0S<0)

. Bundan
- <tp< 4 a(l+ COS(p)
T 2 gHax)
K = fd<pfpdp= \d(p\

4
4

A
+4 J(1 —sin2(p)d(sin(p) +
0

+4sin”™ir +3 6(\ +2°s2P)d<p-

¥ 1+cos2(p o

-~ (29 +3 <p+_sin2 +4 sipn sin33
i| (1+ 2C0S 2 |+ cost<p d(p\
BT +—@r40) = a bbA 'b'I;;u

3-masala. z-\-x2-y*“ sirt bilan chegaralangan jism
hajmini hisoblang (z >0).
Yechish. Shartga ko’ra 4-x2- y2>0=>4>x2+y2. Agar



z-0 bo’lsa, x2+y2=4 bo’ladi. Demak, D soha
D ={x,y\-2 <x <2,—#4 - x2 <y<nl4- x2},

natijada
V'=4|1(4-x2- y2dxdy =4jdx (4 —x2—y 2)dy =
2f Iﬂﬂz
—4jf.4y-x2y——3 =4) (4-x2)372--(4-n:2)

jc=2sinf
=4 1j(4-x2)32" =dx=2costdt =2—(J)(2cos/)32(:os/dr =

0</<-
2

25 1+ cos 27V 216 1+2005|t+-1+COS4n\dt:
i |
tsm 2t potpe- SN 13213 £, o
2 2 4 312 2
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70-ma’ruza.
UCH KARRALI INTEGRAL

Fazoda biror V soha (jism) berilgan bo’lsin. Shu soha
chegarasi sillig yoki bo’lakli sillig sirt bo’lsin. V sohani

ixtiyoriy ravishda v1? v2,..., vn bo’laklarga bo’lamiz.
soha hajmini Av:- bilan belgilaymiz. Ikki karrali integralda
gilingan barcha farazlar va shartlar bu yerda ham o’rinli deb

hisoblaymiz. Natijada f(x,y,z) funksiyaning V soha bo’yicha
uch karrali integrali deb quyidagiga aytiladi:

lim X /(£,-,C/"OAv,.= $jf(x,y,z)dxdydz (j)
mexc/,_o,=i

z=p2(x,y)
Z=(pj(x,y)
1-rasm.
Bu vyerda ", r0e v, dt esa v; sohaning

diametridir.

Agar V yopiq sohada f(x,y,z) funksiya aniglangan va
uzluksiz bo’lsa, u holda shu funksiyaning V soha bo’yicha uch
karrali integrali (1) mavjud va yagonadir.
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Uch karrali integralni hisoblash

Faraz qgilaylik, biror S yopiqg sirt bilan chegaralangan v
soha quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1) V sohaning istalgan ichki nugtasidan Oz o’qiga parallel qilib
o’tkazilgan to’g’ri chizig V soha chegarasini fagat ikkita
nuqtada kesib o’tsin.
2) V soha Oxy tekisligiga proyeksiyalanadi va uning
proyeksiyasi D soha to’g’ri soha bo’lsin. v soha pastdan
z =q)\(x,y), yuqoridan z =g2(x,y) sirtlar bilan chegaralangan
bo’lsin (1-rasm), bunda
Dx,y)<<p2(xy), x,yeD, D ={xyla<x<b,y{(x)<y<y2(x)\

Agar V sohada f(x,y,z) funksiya aniglangan va uzluksiz
bo’lsa, u holda (1) wuch Kkarrali integral mavjud bo’lib,
quyidagicha hisoblanadi

i (x,y,z)dz dy\dx "2)

formulada z bo’yicha integrallashda x va y lar o’zgarmas
son deb garaladi, ¥ bo’yicha integrallashda esa X 0’zgarmas
son deb qaraladi. (2) ni boshgacha ko’rinishda yozish ham

mumkin:
b yr(x) <Pr(x-Y)

(3)

xususiy holda z soha to’g’ri burchakli parallelepiped bo’lsa,
ya’ni a<x<b, C<y<d, p<z<g, u holda (2) va (3)
formulalar soddaroq ko’rinishni oladi:

b d q
/9 n -y, z)dxdydz = fdx jdy jfix,y, z)dz (4)
v p
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Misol. Uch karrali integralni hisoblang J\jxyzdxdydz,
v

yerda V - to’g’ri burchakli parallelepiped [a,b]-x[c,d]x[p,q]-
Yechish. (4) foimulaga asosan

b d g b d
jjixyzdxdydz = Jdx Jdy Jxyzdz = jdx jxydy m
a c p a c
nd
q -p lJXde d2-¢c1 q2-p 2 b2-a32

(b2-a2Xd2-c¢c2)(gq2-p 2).

Yuqorida Kkeltirilgan ikki karrali integralning barcha xossalari
uch karrali integral uchun ham o’rinlidir. D tekis soha o’rnida

bu yerda V hajm olinadi.

Uch o’lchovli integralda o’zgaruvchilarni almashtirish

Fazoda x, Yy, z Dekart koordinatalari V sohani
x=<Pt(u, V, t), ¥=(p2(u, V, /), z=<p3(u, v, t), funksiyalar orgali u, v,
t egri chizigli koordinatalarning V1sohasiga akslantirsin. Bunda
V sohaning Av hajm elementi \*sohaning Av lhajm elementiga

Av

o’tadi. U holda o 0~A'I\'/iI'\J\ bo’ladi. Ikki o’lchovli

integralda bo’lganidek J Yakobiyan quyidagi formula bilan
aniglanadi.

Sx dx dx

u dv ~dt

_D{xy2) ¢z dy
D(u,v,t) du dv dt
dz dz dz

(v ~ov dt
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Natijada V sohada uzluksiz bo’lgan fix, y, z) funksiyaning
shu soha bo’yicha wuch o’lchovli integrali quyidagicha
aniglanadi.

Jjf(x,y,2)dxdydz = jjj/(<p ,(ti,v,]),<p 2(u,v,t),<p 3(u,v,t))\J\dudvdt
>

Bu yerda <Pi(u,v,t), o2u,v,t), tp3u,v,t) \ar y1 sohada
uzluksiz va birinchi tartibli xususiy hosilalarga ega bo’lgan
funksiyalardir.

1. x=pcos<p, y-ps'mcp, z-z silindrik koordinatalarda Yakobiyan

cos(p -p sing@ O
J=sirup p cosp o
0 0 1
bo’ladi.
Natijada

Jjj/(x,y,z)dxdydz = jjf/(p cos(p,p siXp,z)pd(pdpdz
n

kelib chigadi.

2. x=rsin<pcosip, y=rsin(psinip, z=rcos<p sferik koordinatalarda
Yakobiyan

dx dx dx
dr dg dip
j dy dy dy
dr do dip
dz dz dz
dr d@ dip

sinfcos™ rcos*cos™ -rsm”siny/
sin?sin® rcos”sin® rsin“cos® =r Sim
oS -rsin<p 0
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Uch o’Ichovli integral quyidagiga teng bo’ladi.

W in x,y,z)dxdydz — smcpcostf/,r sin(2siny/,rcos<p )r2sin~dr depth//

Silindrik va sferik koordinatalarda uch karrali integral.
Karrali integrallarning geometriyaga tatbiglari: tekis
figuraning yuzi, jismning hajmi, jism massasi va og’irlik
markazining koordinatalari.

1. Silindrik koordinatalarda uch karrali integral.

Nugtaning Dekart va silindrik koordinatalari orasidagi
munosabat x=pcos<p, y=psin/p, z=z edi. Bu tekislikdagi qutb
koordinatalariga o’xshashdir. IKkkKi kar@li integral uchun D
sohaning elementar yuzasi =p, 0p,A<P* edi, shunga
o’xshash V sohaning elementar hajmi Ai9W= /1 A/"AMAz,
bo’ladi. F(cp,p,z) funksiya uchun integral yig’indini tuzamiz
va bu }/ig’indida miaxA{3,.—>0, mKaxA"—>O, mlaxAz,—>0
bo’lganda limitga o’tamiz. Shu limit mavjud bo’lsa, F(<p,p,2)
funksiyaning V sohada silindrik koordinatalardagi uch karrali
integrali bo’ladi

HIYDZF@FI( "Pi -21)PiN>i - AK p.pdpdipaz
y

A ik,1=0
A(pk~>0

" Az/—0

Amaliyotda J(x,y,z) funksiyaning V soha bo’yicha uch
karrali integralini silindrik  koordinatalarga o’tib hisoblash

katta ahamiyatga ega. Bunda * —pcoscp, y =ps\r\(p, z —z
almashtirishlar orgali V soha V' sohaga o’tadi va integral
quyidagicha aniglanadi:

J"JII(x, Yy, 2)dxdydz = Jjd/(/>cos(p,p sin(p,z)pdpd(pdz ~
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Misol. J\Ef<* +Y )dxdydz Integralni silindrik

koordinatalarga o’tib, hisoblang. Bu yerda V soha x2+y2=2z,
z=2 sirtlar bilan chegaralangan. (2-rasm).

Yechish. Sirt tenglamasidan p2-x2+y~-2z = z=—.
2
V' sohada: 0<(p<2n, 0<p<2, -<z<2 o’rinli bo’ladi.
Bularni (1) ga qo’yib hisoblaymiz
In 2 2 2 2

+y 2)dxdydz = fjjp 3dpd<pdz = jdtp Jddp jp Adz=2njp3(2~— )dp =
\ 0 0 0

2

2. Sferik koordinatalarda uch karrali integral

Sferik koordinatalarda nuqtaning vaziyati uchta (6\p, @
sonlar bilan aniglanadi. Ixtiyoriy M nugtaning Dekart va
sferik koordinatalari orasidagi munosabat quyidagicha bo’ladi

(3-rasm):
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3-rasm.
X =psingcoss, Yy =psitupsine, z=pcos(p 2)

Bunda O<p<co, O<(p<n, 0<B<2.

Sferik koordinatalarda Av elementar hajm quyidagiga
teng Av=p2sin ApAOA , bu yerda soddalik uchun indekslami
tashlab yubordik. Yuqorida ko’rilgan hollarga o’xshash integral
yig’indi tuzib, limitga o’tsak, uch Kkarrali integralning sferik
koordinatalardagi ifodasi kelib chigadi

jjf(x>>z)dxdydz =
v

W e sin9cos0,psin9sin0,pcos )p2sin ipdpdOda) 3)
v

V sohadan V sohaga (2) almashtirishlar orqgali o’tiladi, (3)
ning o’ng tomonini hisoblash esa Dekart koordinatalardagiga

0’xshash bajariladi.

Misol. W+y +z dxdydz Integralni sferik
v

koordinatalarga o’tib  hisoblang. Bu yerda V soha
x?+y?+z%=2z sirt bilan chegaralangan.
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4-rasm.

Yechish. Sirt tenglamasidan

xX?+y %z 27z — = X+y’+
y 4 4 \

bu markazi 2" nugtada va radiusi * 2 bo’lgan

sferadir. x,y,z lar o’rniga (2) formulalardan qiymatlarini
go’ysak,
p =pecos( p =cos<p *PR+y2+z2=p.

Shakldan  b<(p<:, Q<6<2t 0<p<cos(p. Bulami (3)

formulaga qo’yib hisoblaymiz

lit 2 cos V
JJIN +y+zdxdydz = JIIp3sin (pdpdedg> = jdffjdtp Jp3sincpdp =
Vv y O 0 O

=2n Jsin (p-Z 0 =chos4<ps,\n<pd(p- 2 jcos4cpd{cos,(p) =



3. Tekis figuraning yuzi. Jismning hajmi

Ikki karrali integralning 1-xossasiga ko’ra \\dxdy S,
0

yerda S - D sohaning yuzi. Biz 58-ma’ruzada yasovchilari
OZ o’giga parallel bo’lgan, pastki asosi D soha va yuqoridan
z =f(x,y) sirt bilan chegaralangan silindrsimon g’o’laning
hajmini (4) formula yordamida hisoblashni ko’rgan edik
(f(.x*y) - 0)- Jism silindrsimon bo’lishi shart emas, masalan
piramida, shar, ellipsoid va hokazo bo’lishi mumkin. V jism
hajmini uch karrali integral yordamida hisoblash formulasi
quyidagicha bo’ladi:

V = jjjdxdydz 4)
v

Misol. xy =4 va x+y =5 chiziglar bilan chegaralangan
sohaning yuzini toping.

IXx+y =5
Yechish. i _ ™ sistemani yechib, chiziglar kesishish

nuqgtalarining abssissalarini topamiz (5-rasm) x, =1, x2=4.
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Natijada D =jx,y\l <x< 4 ,-<y <5-x\_Bundan
: 4 W r N
S = |jdxdy =jdx jdy - J(5 —c-—--)dx = 5n:————2————4\nx
20 —8—41n4 —5+—+0=75—4In4(kv. birlik).

Misol. Xx~1=0, >>1=0, 2=0 va X+y+z=4
tekisliklar bilan chegaralangan jismning hajmini toping.

Yechish. Qaralayotgan jism piramidadir. x+y+z=4

fy =4-x
tenglamada z—0 qo’ysak, Xx+y =4. |j = x=3

Natijada D ={x,y\\<x<3,\<y <4-x)  (6-rasm).  Berilgan

tenglamadan z =f(x,y) =4-x-y (z>0). Bularni 58-
ma’ruzadagi (4) ga go’yamiz
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21

V =JJ(4-x-y)dxdy =jdx J(4 - x - y)dy=j' dy - xy - - dx -
I IPPON I SR LR

V (% A +£i_35,; =18147=4
6 2 3 3

Buni (4) formula orgali hisoblash ham mumkin

3 4-pr 4-x-y 3 4-x
V -]dx Jdy J dz- [(A-x-y)dy
1 1 0 11

bu oldingi integraldir.

4. Jismning massasi, 0g’irlik markazining koordinatalari

Biz 58-ma’ruzada tekis figura (plastinka)ning har bir
M(x,y) nugtasidagi zichligi p(x,y) P(x,y)> 0 bo’lsa, uning
massasi (5) formula bilan aniglanishini ko’rgan edik. Agar
fazoviy V jismning istalgan M(x,y,z) nugqtasidagi zichligi
p(x,y,z) (p(x,y,z)>0) bo’lsa, u holda shu jism massasi

m- LW *.vy,z)dxdydz ®)

tenglik bilan aniglanadi. V jismni n ta bo’laklarga bo’lamiz v,
bo’lakning elementar hajmini Av;, tegishli massa elementini

Am, bilan belgilaymiz, vi ning diametrini dt bilan

belgilaymiz. Mexanikadan ma’lumki, agar Av,- hajm yetarlicha
kichik bo’lganda V jism og’irlik markazining koordinatalari
quyidagi taqribiy formulalar bilan hisoblanadi
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X z’Am'
L O i B S én T . A
E1m 2>, E>
i=1 =1 I«1
Bu yerda Aw,-=p (*"1,'nJ)Av/, vf  (6) ning

o’ng tomonidagi Kkasrlarning surat va maxrajlari integral
yig’indidir. Shu integral yig’indilarda maxo, ->0 bo’lganda
limitga o’tsak, taqribiy formulalar aniq tenglikka aylanadi va
quyidagi ko’rinishni oladi:

JIjxp(x,y, z)dxdydz

X =
mf*x,y. z)dxdydz
v

jijypix,y, z)dxdydz
\'

S fffp(x,y,2)dxdydz
v (7
jiizp(x.y, z)dxdydz
Z =V
I * .y, 2)dxdydz
V

Agar V jism o’rnida XOY tekisligida D sohani egallagan tekis
figura (plastinka) qaralsa, shu figura og’irlik markazining
koordinatalari (7) formulalarning xususiy holi sifatida kelib
chigadi. Plastinka M(x,y) nuqgtasining sirt zichligi p(X,y)
bo’lsa, og’irlik markazining koordinatalari:

\\xp(x,y)dxdy Jjyp(x,y)dxdy
v - PA________* __d__
Wp(xy)dxdy © ¢ JIp(x,y)dxdy (8)

formulalardan aniglanadi. Agar qaralayotgan jism va tekis
figura bir jinsli bo’lsa, u holda (7) va (8) formulalarda
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p(x,y,z) =1 p(x,y) =\ go’yib hisoblanadi.

Misol. 2 karrali integral ostidagi p(X,y)-x2+2xy
funksiya D tekis figuraning ixtiyoriy M(X,y) nuqtasidagi sirt
zichligi bo’lsin. Shu tekis figuraning massasi
m = JJ(x2+ 2xy)dxdy =" .

1 bl 1
Axp{xy)dxdy = "dx J(x3+2x y)dy = NV QAN =

0 X~

| 6 7N
=|(2X4-X5-X6)dX 2 s 1 X 2 1 1 19

0 5= Y Ty 5 6 7~ 210
1 : 1A 3/
jiyp(x.y)dxdy = jdx j(x2 +2xy2)dy= J Xy 2y
7x4 Xb 2x7 75 X7 X" a7 1 1 o1
6 2 3 30* 14 12 30 14 12 “ 140°'

Bularni  (8) formulalarga qo’ysak, og’irlik markazining
koordinatalari kelib chigadi
a 19 2 1915 19 v _ U 2 1115 33

210 15 210-2 28 140 15 140-2 56

Misol. F =ij2 +y2 +z7° funksiyani garalayotgan jism
ixtiyoriy M (X,y,z) nugqgtasidagi zichligi deb olamiz. Demak,

pP(X,y,2) = a/x2+y2+z2. Jism massasi
m - JJIV*2+y2+z2dxdydz - yjy.
f as9p

JIIxp(x,y,z)dxdydz = Jcos$/#Jsin2quk) Jpddp =
v
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chunki sin#|*=0.
2n cos P

2
JJJyp(x,¥Y’z)dxdydz = Jsin 6d6 Jsin2¢pdop Jp*dp =

\ o o (0]

= —0056%r - js'rnz(p--g-s-s-g—d(p =0
0

chunki c°s6{0 - 0.

In 2 os<P 2 6
JJJzp(x,y,z)dxdydz = Jd& Jcos ipsm dp Jp*dp =20 Jsin®- CS N dep=

5

n
2r 6 ok 4y_ 2n cos @ 2T
35"

Bularni  (7) formulalarga qo’yib, og’irlik markazining
n n-_2re10_4

koordinatalarini topamiz - X = zc- ~

Og’irlik markazi: c(0,0,2).

Inersiya momentlari

Massasi m bo’lgan M (x,y,z) moddiy nugtaning Ox, Oy,
Oz koordinata o’qglariga nisbatan inersiya momentlari

Ix=(y2+z2m, ly=(x2+z2m, Ilz=(x2+y2)m 9)

formulalar bilan aniglanadi. Agar moddiy nuqta o’rniga
D = {x,y\a <x<b,<Pi(x) <y <({@(x)} tekis figura qaralsa, uning
istalgan M (x,y) nuqtasidagi sirt zichligi p(x,y) bo’lsa, u
holda (9) formulalarda z=0 va m o’rniga dm- p(x,y)ds
go’yib (ds - D sohaning yuza elementi) D soha bo’yicha
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integrallasak, D tekis figuraning Ox va Oy o’glariga nisbatan
inersiya momentlari kelib chigadi
h =\\yP(x,y)dxdy, /, = Jjx2(x,y)dxdy (t0)

)} D

(99 va (10) formulalardan foydalanib hajmi V wva istalgan
M(x,y,z) nugtasidagi zichligi p(x,y,z) bo’lgan fazoviy jism
uchun ham koordinata o’qglariga nisbatan inersiya momentlarini
yoza olamiz

Ix=JJC"2+2z2)p(x,y,z)dxdydz,

/ Mf(jc2+z2)p(x,y,z)dxdydz,
\ (11)

I =jji(y2+x2)p(x,y,z)dxdydz

Misol. x2+y2=2z, z=2 aylanma paraboloidning
hamma nuqtalarida zichligi o’zgarmas bo’lib, p(x,y,z) =1
bo’lsin. Shu paraboloid kesimining Oz o’giga nisbatan inersiya
momentini topamiz. (11) formulada p(x,y,z) =1 qo’ysak,
[. = ]|(x 2+y 2)dxdydz =

\% 3

Bu integralni hisoblagan edik.
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71-ma’ruza.

EGRI CHIZIQLI INTEGRALLAR

Tekislikda yo’nalishga ega bo’lgan / egri chiziq bo’yicha

M moddiy nuqta F kuch ta’sirida harakatlansin. U holda F
kuch M moddiy nuqtaning funksiyasi bo’ladi, ya’ni

F =F(M)

Egri chizigning boshlang’ich nuqtasi A va oxirgi nugtasi
B bo’lsin. Moddiy nugtaning F kuch ta’sirida A dan B gacha
bajargan ishini hisoblash talab etilgan bo’lsin. Buning uchun
AB egri chizigni ixtiyoriy n ta bo’lakka
A= =B bo’lamiz. Har bir

vektorni As,- deb belgilaymiz.

1-rasm.

U holda Aj « FtAy( skalyar ko’paytma MtM (@4 yoy bo’yicha
bajargan ishning taqribiy giymatini ifodalaydi. Barcha AB egri
chizig uchun bajargan ishning taqribiy qiymati quyidagi
yig’indidan iboratdir.
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Endi max An, = 0 da

lim tF M =jFds (1)
]

max An,—0

Agar F vektorning o’qdagi proyeksiyalari P(x, y), Q(X, y)
bo’lsa, Av vektorning proyeksiyalari Ax, Ay bo’lsa, u holda
FtAv, = P(X, ,y.)AX, + Q(X,,y, )Ay,

ga teng bo’ladi.
A=X PL =§_1[P(X,,j,)Ax, +Q(X,.j,)Ay.1

Endi Ax, va Ay, nolga intilganda, ya’ni
n
A= iT:' 0>i§i NYAX-+Q(X,x )AN ] =

Ay,—0

= \P(x,y)dx +Q{x,y)dy
|

yoki

(B)
A= \P(x,y)dx +Q(x,y)dy (2"
)

ko’rinishga keladi. Shunday qilib, egri chizigli integral moddiy
nuqtaning F kuch ta’sirida bajargan ishini aniglar ekan.
(1) ga 1-tur egri chizigli integral,
(2) ga 2-tur egri chizigli integral deyiladi.

1-xocca. Egri chizigli integral egri chizigning shakliga va
egri chizigning yo’nalishiga bog’ligdir.

2-xossa. Agar A'B egri chizigni biror K nugta bilan
A~B va AlB bo’laklarga ajratsak, u holda
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® (A) (B)
| Pdx + Qdy - JPdx +Qdy + JPdx + Qdy
(A) (A) (AT

tenglik o’rinli bo’ladi.

Egri chizigli integral yordamida yuza hisoblash

Tekislikda Z yopiq kontur bilan chegaralangan D to’g’ri
soha berilgan bo’lsin. D sohaning yuzini hisoblaymiz. D
sohaning OX o’qdagi proyeksiyasi [a, b] kesma, OY o’qdagi
proyeksiyasi esa [c, d] kesma bo’lsin.

Y=Y2(x)

D sohaning yuzini quyidagi formula bilan hisoblash mumkin.
D: {a<x<b, y,(n:)<y<y2m)}
b

b
S= \\y2{x)-y*x)]dx=\y2{x)dx-\y*x)dx (i)

Har bir inf;cegralni ko’rib chigamiz.

jy2(x)dx = jydx =- jydx, Jy, (X)dx = Jydx

ADB BDA ACB

Bu tengliklarni (1) ifodaga qo’ysak,
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S =- Jydx- Jydx =- Jydx )]

BDA ACB A

formulaga ega bo’lamiz. Bu yerda Z egri chizig soat miliga
garshi yo’nalishga ega.
Xuddi shuningdek, D: {c<y<d, xXy)<x<x2Ay)}
d d d

S = J[x2(y) - x, {y)ldy =Ix2(y)dy - |x, (y)dy =JIxdy (3)

c c c A

ekanligi kelib chigadi.
(2) va (3) tengliklardan quyidagi

yuzani hisoblash formulasiga ega bo’lamiz.
Bu yerda Z soat miliga qarama-qarshi yo’nalgan.

Misol. x=acost, y=asinf aylananing yuzi hisoblansin.
dx=-asintdt, dy=acostdt, 0 <t <2n

S :i%(acost-acostdt +as\nt-asintdt) =
20

- —alj[dt =—ar2n =fda2
2 2

Grin formulasi

Grin formulasi biror D soha bo’yicha olingan ikki
o’Ichovli integral bilan shu sohani chegaralab turuvchi yopiq
kontur bo’yicha olingan egri chizigli integral orasidagi
munosabatni ifodalaydi.

D soha a<x<b, va y](X)<y<y2Ax) chiziglar bilan
chegaralangan to’g’ri soha bo’lsin (2-rasm). Quyidagi
integralni hisoblaymiz.
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Iy BOAAR 1 b
W~dxdy = 3 J ~Tdydx = /P (x~) Y TOux =
£y Ajl« © Y, (X

= I(P(x,yZ(x))dx- l(P(x,y{(x))dx

Birinchi integralni yozainiz.

b
\P(x,y2(x))dx = \P(x,y)dx
a ADB

ikkinchisi esha
JP{x,yy(x))dx = JP(x,y)dx = - JP(x,y)dx
a ACB BCA
So’nggi tengliklarni hisobga olib yozamiz.
. oP . . .
\j— dxdy = fP(x,y)dx+ jP(x,y)dx - jP(x,y)dx (i)

D » ADB BCA z

Bu yerda Z soat mili yo’nalishi bo’yicha olingan. Xuddi
shuningdek

\\~dxdy —-\Q(x y)dy 2

D UX

ekanligini keltirib chigarish mumkin. (1) dan (2) ni ayirsak,
- Mt)dxdy="pdx+Qdy

formulaga ega bo’lamiz. Bu yerda Z soat mili bo’yicha
yo’nalgan. Bu formula Grin formulasi deyiladi.
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Egri chizigli integralning integrallash yo’liga bog’lig
bo’Imaslik sharti

Tekislikdagi biror D sohada uzluksiz va uzluksiz xususiy
hosilalarga ega bo’lgan P(x, y) va Q(X, y) funksiyalar berilgan
bo’lsin. D sohada yotgan A va B nuqtalarni tutashtiruvchi egri
chizig bo’yicha olingan egri chizigli integralni garaymiz (3-

rasm).
(B)

JPdx-\ Qdy
(A)

Qaralayotgan D sohada yotgan A va B nugtalarni tutashtiruvchi
ikki ACB va ADB ixtiyoriy egri chizigni garaymiz. Faraz
gilaylik,

JPdx + Qdy = JPdx + Qdy q)

ACB ADB

| Pdx +Qdy- | Pdx+Qdy=0

ACB ADB

yoki
Jpdx +Qdy + jPdx +Qdy - 0
ACB BDA
D B
A
C
3-rasm.
bundan
\Pdx +Qdy =0 2

z

ekanligi kelib chigadi.
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Shunday qilib ixtiyoriy yopig kontur bo’yicha olingan
egri chizigli integralning nolga teng bo’lishi kelib chigadi. Egri
chizigli integral A va B nuqtalarning vaziyatiga bog’lig bo’lib,
ularni tutashtiruvchi egri chizigning shakliga bog’lig emas
ekan.

Qanday shartlarda, ya’ni P(x, y) va Q(x, y) funksiyalar
ganday shartlarni bajarganda yopiq kontur bo’yicha olingan
egri chizigli integral nolga teng bo’ladi. Bu savolga quyidagi
teorema javob beradi.

Teorema (isbotsiz). Agar P(x, y) va Q(X, y) funksiyalar D
sohaning barcha nuqtalarida uzluksiz va uzluksiz xususiy
hosilalarga ega bo’lsa, u holda shu D sohadagi yopiq kontur
bo’yicha olingan egri chizigli integral nolga teng bo’lishi

uchun, ya’ni  "P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 uchun D sohaning
z

barcha nuqtalarida

AP dQ
dy~ dx (3)

tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Sirt integrali

Fazoda v sohaning har bir nugtasida uzluksiz bo’lgan
P(x, v, 2), Q(X, ¥y, 2), R(X, ¥, z) funksiyalar berilgan bo’lsin. Bu
sohada J1 fazoviy egri chiziq bilan chegaralangan cr sirt
berilgan bo’lsin. Sirtning har bir nuqgtasida

F(x,y,z) =P(x,y,2)i + Q(X,y,z)] + R(x,y,2)k
aniglangan bo’lsin.
Fazoning har bir nuqtasida
n =cos(n,x)i + cos(n,y)j +cos(n,z)k

birlik normal vektor berilgan bo’lib, nuqtalarning uzluksiz
funksiyalari bo’lsin.
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Fazoviy sirtni ixtiyoriy usul bilan Jler, (/= 1,n)
yuzalarga bo’lamiz. Har bir yuzadan bittadan nugta olamiz va
quyidagi yig’indini tuzamiz (4-rasm).

YIF(M,)n(M,)Aai Q)
1

Ta’rif. Agar c/wTA<x,-»0 da (1) integral yig’indi chekli
limitga intilsa, shu limitga sirt integrali deyiladi va
jjFrida
a

ko’rinishda yoziladi. Ta’rifga asosan,
lim YT{MI)n{M,)Aal= §Fnd<r 2

dtla/nAa: —0 |
cr

bu yerda F«-shu vektorlarning skalyar ko’paytmasi. Endi
quyidagi ko’paytmaning
i"«Ao-, = FIAai cos(n~Ft) 3

fizik ma’nosiga e’tibor beraylik.

(3) tenglik asosi Acr, va balandligi Ftcos(n~F) ga teng
bo’lgan silindrning hajmiga tengdir. Agar F vektor a sirtdan
oqib o’tuvchi suyuglikning tezligi bo’lsa, (3) ko’paytma Act,
yuzadan vaqt birligida n, vektor yo’nalishi bo’yicha oqib
o’tuvchi suyuglikning miqgdoriga tengdir.
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Agar F vektorni suyuqglikning berilgan nugtadagi oqish
tezligi deb olsak, \\Frider ifoda vaqt birligida cr sirt orqali
a

musbat yo’'nalishda oqib o’tuvchi suyuqglikning umumiy
miqdorini bildiradi.
Ta'rif. Sirt integrali a sirt orgali o’tuvchi F vektor
maydonning oqimi deb ataladi.
Fn -BeKtorlarning skalyar ko’paytmasi bo’lgani uchun
guyidagicha yozamiz.
jifndcr = JI[P cos(w,jo) +Qcos(n,y) +Rcos(n,z)\da

a <r

Geometriya kursidan ma’lumki,
Actcos(n,x) =Aay:
Actcos(/7,.y) = Afx.
Acrcos(n,z) = Aaxy

tengliklar o’rinlidir. U holda
JIFrida - JJ/>o0s(w,x)Acr +Qcos(n,y)Aa +Rcos(n,z)Acr =

= jjPdydz +Qdxdz +Rdxdy
a

formula kelib chigadi.

4) formulada a fazoviy sirt bo’lib, integralni hisoblas
tekis soha bo’yicha olingan ikki o’lchovli integralni
hisoblashga keltiriladi.

Masalan, xususan

\\Rcos(n,z)da

a
integralni garaymiz.

a sirt shunday bo’lsinki, OZ o’qqga parallel har ganday
to’g’ri chizig uni bitta nugtada kesib o’tsin. Sirt tenglamasini
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y) sirtning OXY tekislikdagi proyeksiyasini D deb
olumiz.
JIR(x,y,z) cos(/7,z)da = £jjR(x,y,f(x,y,))cIxdy

D

Slumday qilib, sirt bo’yicha integral D soha bo’yicha olingan

inlcgralga keltiriladi. Bu yerda cos(n, z)>0 bo’lsa, musbat,
cos(n, 2)<0 bo’lsa, ikki o’lchovli integral oldida manfiy

olinadi.
Xuddi shuningdek,

a a

integrallarni ham hisoblash mumkin.
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Agar F vektorni suyuqglikning berilgan nugtadagi ogish
tezligi deb olsak, JJFndcr ifoda vaqgt birligida < sirt orqali

<
musbat yo’nalishda ogib o’tuvchi suyuglikning umumiy
miqgdorini bildiradi.
Ta'rif. Sirt integrali a sirt orqali o’tuvchi F vektor
maydonning ogimi deb ataladi.
Fn -BeKtorlarning skalyar ko’paytmasi bo’lgani uchun
guyidagicha yozamiz.
JIFhda = JJ[/>0s(«,x) +Qcos(n,y) +Rcos(n,z)]da
< <

Geometriya kursidan ma’lumki,
Aacos(n,x) =Aay:
Aa cos(n,y) =Aax f
Aacos(n,z) - Aaxy

tengliklar o’rinlidir. U holda
JIFnda = JJ/>o0s(«,x)Acr +Qcos(n,y)Aa +Rcos(n,z)Aa =
A @)
JJPdydz +Qdxdz + Rdxdy

a

formula kelib chigadi.

(4) formulada a fazoviy sirt bo’lib, integralni hisoblash
tekis soha bo’yicha olingan ikki o’lchovli integralni
hisoblashga keltiriladi.

Masalan, xususan

\\Rcos(n,z)dcr

T

integralni garaymiz.
a sirt shunday bo’lsinki, OZ o’qga parallel har ganday
to’g’ri chizig uni bitta nuqtada kesib o’tsin. Sirt tenglamasini
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Zz=f(x, y) sirtning OXY tekislikdagi proyeksiyasini D deb
olamiz.

JIR(x,y,z)cos(n,z)da =£"R (x,y,f(x,y,))dxdy

g P

Shunday qilib, sirt bo’yicha integral D soha bo’yicha olingan

integralga keltiriladi. Bu yerda cos(n, z)>0 bo’lsa, musbat,
cos(«, z2)<O bo’lsa, ikki o’lchovli integral oldida manfiy

olinadi.
Xuddi shuningdek,

JJPdydz, JJ Qdxdz

a a

integrallarni ham hisoblash mumkin.

101



72-73-ma’ruzalar

MAYDON NAZARIYASI. SKALYAR MAYDON. VEKTOR
MAYDON. VEKTOR CHIZIG’Il, UNING DIFFERENSIAL
TENGLAMASI

Ta'rif.  Fazoning har  bir nuqtasida  gandaydir
u{M)-u{x, y, z) skalyar funksiya aniglangan bo’lsa, bu sohaga
skalyar maydon deyiladi.

Masalan, biror xona ichida temperaturani targalishini
ko’'raylik. Bu temperatura har xil nugtada har xil bo’ladi, bu
esa skalyar maydonga misol bo’la oladi.

M nuqta qaralayotgan sohaning ixtiyoriy nuqtasini
ifodalasin, u esa skalyar migdor bo’lsin, u holda maydonning
ichida M ning har bir holatiga u migdorning ma’lum gqiymati
mos kelsin. Bu shunday yoziladi:

u=u(M) (1)

Skalyar maydon statsionar va nostatsionar bo’lishi
mumkin. Maydon statsionar bo’ladi, agar u vaqgtga bog’liq
bo’Imasa. Agar vaqtga bog’lig bo’lsa, u statsionar bo’Imaydi.

Agar fazoviy skalyar maydon u(x, y, z) funksiya bilan
aniglanadigan bo’lsa, u holda wuning sirtlarining hamma

to’plamini
ux, y, z)-C (2)

tenglama bilan ifodalash mumkin. Bu yerda C har xil sonli
giymatlarni gabul giladi.

Ta'rif. (2) ko’rinishdagi tenglamaga u=u(x, y, z) skalyar
maydonning yuksaklik sirti deyiladi.

Fazoda ixtiyoriy M(x, y, z) nuqgta olib, bu nugtadan
ixtiyoriy / to’g’ri chizig o’tkazamiz va uni aniq yo’'naltiramiz.
So’'ngra shu chiziq ustida M nuqgtaga yagin yotgan M'
nuqgtani olib, ushbu (1-rasm)
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1-rasm.

u(M)-u(M?"
MM*

nisbatni tuzamiz. Bu nisbatning M'->M dagi limiti / yo’nalish
bo’yicha u(M) funksiyaning M nuqtadagi hosilasi deyiladi va

"
bilan belgilanadi. Demak,

u(M’) u(M) g
N A NVIVY g ©)

Bu ta’rifdan har bir nuqtada hosilalar soni cheksiz ko'p
ekani ko’rinadi.

Ixtiyoriy yo’nalish bo’yicha olingan hosilani uchta o’zaro
original x, y, z yo'nalishlar bo’yicha olingan hosilalar orqali
ifodalash mumkin, chunonchi

du dudx dudy dudz

dl dxdl gy dl dzdl
lekin

~j =cos(l,x), — - =cos(r,y), ~— =cos(T,z
1. (Mx) 't (r.y) T (T,z)

Agar bu kosinuslarni | yo’nalishdagi birlik vektorning
koordinatalari deb garasak, ya’ni

1° - {cos(l,~x),cos(l,y),cos(l,~2)}

desak, u holda
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y dx: dy- dz
R= Uy & 5
TR R

. du du du . .
va agar (4) dagi 7arn* gandaydir yangi

vektorning koordinatalari deb qarasak, u vektorni grad deb
belgilasak,

, \du du dm

(4) shunday yozish mumkin

=(gradu j °) (7)
yoki
grad n=3Y 74987 dnd (8)
dx dy dz \
Ta'rif. u(x, y, z) funksiyaning MO nuqtadagi gradienti deb,
du du du
Ox, Oy va Oz o’glarga proyeksiyalari g x' y va ~gZ dan
iborat bo’lgan vektorga aytiladi, ya'ni grad
7] :dii +_d_uj_ +_d__@Kr
dx dy dz '
Misol. u=In(x?+y2+z?) maydon uchun M(0, 1, 0)
nuqtadagi gradientni toping.
Yechish.
du _ 2X du 2y du 22

dx x2+y2+z2'dy x2+y2+z2'dz x2+y2+z
dwu aon,

M=o A=z L v=l graginm=2;
dx O dy T odz U grafiii=2]
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Skalyar maydon gradientining asosiy xossalari

1) grad C=O C - doimiy son.

2) grad (mAmd) =grad w,+ grad u2
3) grad Cn =C grad n

4) gradf (u) =/'(n) grad u.

5) grad ((pw) -cpgradi// + y/qradcp

Yektor maydon

Ta'rif. Agar fazoning har bir nuqtasida a (x, y, z) vektor

aniglangan bo’lsa, u holda a (x,y, r) vektor maydon
aniglangan deyiladi. M nuqgta garalayotgan vektor maydonning
ixtiyoriy nuqgtasi bo’lsin. U holda nugtaning har bir
joylashishiga vektor funksiya a ning ina’lum bir giymati mos
keladi va shunday yoziladi:

a=a(M) (1)

Vektor maydon ikki yoki uch o’lchovli bo’lishi mumkin.
Agar tekislikda bo’lsa M(x,y), fazoda bo’lsa M(x,y,z)
koordinatalar orqali aniglanadi. Shuning uchun tekislikdagi
vektor maydon a~a(x,y), fazodagi esa a=a(x,y,z)
funksiyalar ~ ko'rinishida beriladi. a  vektor maydonni
koordinata o’qglarini yo’nalishlari bo’yicha yoysak

a = ax(x,y,z)i +ay(x,y,z)] + az(x,y,z)k (2)

bo’ladi.

(1) vektor maydon yana quyidagi ko’rinishda berilist
mumkin.

a=d(r) bu yerda r =xi +yj +zk -M(x, y, z) nugtaning
shu inaydonga garashli radius vektori.
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Biz ko’prog statsionar ya’'ni vagtga bog’lig bo’lmagan
vektor maydon bilan ish ko’ramiz.

Vektor chizig’i va uning differensial tenglamasi

Ta'rif. Vektor maydonning vektor chizig’i deb shunday
chiziqga aytiladiki, uning har bir nuqtasida vektor maydon shu
chizigning urinmasi bo’ylab yo’nalgan bo’ladi.

Bu ta'rifdan kelib chigib, statsionar vektor maydonning
vektor chizig’ining differensial tenglamasini hosil qilish
mumkin. Buning uchun a =a(r) vektor maydon va L vektor
chizig’ini olamiz (2-rasm).

O o
2-rasm.

Agar r - L chizigni nugtasining radius vektori bo’lsa
dr - L ning uyurmasi bo’ylab yo’nalgan bo’ladi. Bundan a va
dr vektorlarning kollinearligi kelib chigadi. Shuning uchun dx,
dy, dz proyeksiyalarni dr vektorga kollinearligiga ko’ra va
ax{x,y,z), ay(x,y,z), azx\y,z) larning shu  maydonda
proporsionalligi kelib chigadi.

dx dy dz
(}

Biz (1) differensial tenglamalar sistemasini hosil gildik,

ularni yechib vektor maydonning vektor chizig’ini topish
mumkin.
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74-ma’ruza
VEKTOR MAYDONNING OQIMI

a vektor harakatlanayotgan suyuglik zarralarining tezligi
bo’lsin.

Ta'rif. Vektor maydonning oqimi deb, birlik vaqt
mobaynida tanlab olingan yo’nalish bo’yicha sirtdan oqib
o’tuvchi suyuqlik migdoriga aytiladi.

C

Bu ogimni I bilan belgilaymiz, va uni aniglash usulini
gidiramiz. Buning uchun 1 ni a va S noma’lumlar orgali
hisoblash mumkin. Bu maqgsadda kichik ABCD to’rtburchakni
olamiz (1-rasm). Uning yuzi ds ga teng. Bu to’rtburchak
kichik bo’lgani uchun uni tekislikda deb garash mumkin. Endi
ABCDA'B'CD1prizmani quramiz, uning girrasi a vektor bilan
ustma-ust tushadi. Qurilgan prizmaning asosining hamma
nuqtalarida a vektor doimiy giymatni gabul giladi. U holda
ABCD maydondan birlik vagt mobaynida oqib o’tuvchi
suyuglik migdori dYl ABCDA'B'CD1prizmani hajmiga teng. Bu
hajmning S sirtning yo’naltiruvchi elementi ds ni a vektor
maydoniga skalyar ko’paytmasi orgali aniglanadi. Bu holda
ogim P dP dan olingan sirt integraliga teng bo’ladi, ya’'ni
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N=d¢0n-8&) (")

S

Demak, berilgan ikki tomonli sirt orgali ogib o’tayotgan
ogim tanlab olingan tomon bo’yicha sirtdan olingan sirt
integraliga teng ekan. Bu yerda integral ostida maydon vektori
maydon sirtining yo’naltiruvchi elementiga skalyar ko’paytmasi
olinadi.

Divergensiya. Uning flzik ma’nosi. Solenoidal maydon

a - a(x,y,z) S-sohada harakatlanayotgan  suyuqglik
zarrachalarining tezligini ifodalovchi vektor bo’lsin. a vektor
maydon va uning xususiy hosilalari S sohada aniglangan va
uzluksiz bo’lib - vektor maydon

a = ax(x,y,z)l +ay(x,y,z)j +a.(x,y,z)k

koordinata o’qlarining yo’naltiruvchilari  orgali  yoyilgan
bo’lsin.
Ma’lumki, S sohaning sirtidan oqib o’tayotgan a

vektorning maydon oqimi sirt integrali bilan

hisoblanadi. Bu sirt integrali vektor ko’rinishida Ostrogradskiy
formulasining chap tomonidir, ya’ni

<>

bu yerda V - s bilan chegaralangan hajmdir. Ana shu
formuladagi 3 Kkarrali integral ostidagi ifoda vektor
maydonining divergensiyasi (targalishi) deyiladi va diva deb
yoziladi.

aa, +d av da.

diva = -
dx dy dz (2)
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Bunga asosan, (1) formula ushbu ko’rinishni oladi.
< (ads) Jdelvadv n

Bu oxirgi tenglik vektor maydonining asosiy va muhim
tushunchalarini ifodalaydi, ya’ni vektor maydonining ogimi
sohaning ichkarisida joylashgan divergensiyadan olingan 3

karrali integralga teng ekan. Agar ogimni ni I bilan
belgilasak va ushbu nisbatni garasak,
<$(ads)
ve v

bo’lib, (agar T1>0) oqib kelayotgan suyuglikning o’rtacha
zichligini ifodalaydi, aksincha (agar TI1<0) bo’lsa, oqgib
chigayotgan suyugqlikning zichligini ifodalaydi.

V sohani shu sohada gandaydir M nugtaga siqib

n
keltiramiz, u holda — limiti M nugtadagi vektor maydonining

diva(M) deyiladi va shunday yoziladi.
(j™dds
diva(M) = lim —----

v-*m y

Demak, berilgan nuqtadagi divergensiya biror sohaning
sirti bo’yicha maydon oqimining shu soha hajmiga nisbatining
sirt shu nuqgtada cheksiz tortilgandagi limitiga teng ekan. Shuni
eslatib o’tish  kerakki, divergensiyaning ma’nosi vektor
maydonining turiga bog’liqdir. Divergensiyaning gidrodinamik
ma’nosi quyidagidan iborat: Suyuqlikning turg’un ogimi va
uning zarrachalarining tezliklari maydoni ani qaraymiz.
Suyuqglik Vv sohadan oqib o’tayotgan bo’lsin. Bu sohani
chegaralovchi S sirtni 2 ta 5, va S2 gismlarga bo’lamiz. 5, dan
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suyuglik  kirayotgan bo’lsa, 2 qism S2 dan suyuglik
chigayotgan bo’lsin.

U holda yopiq S sirtdan o’tuvchi tezliklar maydoni ogqimi
ushbu gismlardan o’tuvchi ogimlar yig’indisidan iborat

4)

bo’ladi.

O’ng tomondagi birinchi integral (a!) sirtdan sohaga
birlik vaqtda kirayotgan suyuqglik miqgdorini  bildiradi.
Ikkinchisi esa (crd sirt orqgali V sohadan birlik vaqt ichida
chigib ketayotgan suyuqlik migdorini bildiradi.

Demak, Y sohani chegaralovchi cr sirtdan o’tayotgan
suyuqlik tezliklari maydoni ogimi V sohadagi suyuqglik
hajmining sarfiga teng ekan, ya’'ni suyuglikning birlik vagtdagi
hajmining ko’paytmasiga teng ekan.

Divergensiyaning (3) formuladagi ko’rinishiga asosan
aytish mumkinki, suyuqlik tezligi maydonning divergensiyasi
shu nuqtadagi birlik hajmga mos keluvchi suyuqlik sarflni
bildirar ekan.

Agar tezliklar maydonining har bir nugtasida divergensiya
nolga teng bo’lsa, u holda suyuglik kengaymaydi ham,
sigilmaydi ham. Bunga misol sifatida oquvchi suvni garash
mumkin. Bizni o’rab turgan havo ham tezligi tovush
tezligining yarmidan kichik o’zini sigilmaydigan suyuqlik kabi
tutadi. Shu sababli kichik tezliklar aeromexanikasida
divergensiya nolga teng deb qaraladi.

Havoning tezligi tovush tezligiga yagin va undan oshiq
bo’lganda havo ogimining bosimi qayta tagsimlanishga
ulgurmaydi va havo o’zini sigiladigan gaz kabi tutadi.

Agar biz (3) formulaga e’tibor gilsak, uning chap tomoni
V sohani chegaralovchi a sirtdan o’tayotgan maydon ogimini
bildirsa, o’ng tomoni V sohadagi maydon sarfini bildiradi.
Demak, quyidagi Ostrogradskiy teoremasi o’rinlidir.

Teorema. Yopig cr sirtdan o’tayotgan maydon ogimi shu
sirt bilan chegaralangan V sohadagi maydon sarfiga teng.
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Divergensiya xossalari

l. dive =0 (¢ =const)

Agar ¢={cx cv cz] bo’lsa, dive ox +Ty + o7 0

2 div(ma )-mdiva (m-const)
Hagigatan ham ma={max may, Ta.} bo’lsa, u holda

ivi —*_ * N —
divima ) gma} dy + gn"
d ax d av 9a {
—_— =mdiva
0X oy 0z)
3. div(a +b)=diva +divb

Hagigatan ham agar a={a, ay, L}, b ={bx by, bz} bo’lsa,
a +b ={ax+bx ay+by, az+bz]

demak,
div(a +b )\:_d(ax+b&+g_§§__iby) dta. +0.) _ giva+divh
d x dy - dz

1-misol sifatida koordinata boshida joylashgan e nuqtaviy
zaryadning elektr maydonini garaylik
E(M) =kef/r3=ke(xi +y) +zk) /r3
bu maydonning divergensiyasi

: d x ] d z
divE(M) =ke
(M) =K ixtra) +aty (o) + otz ()

r2 32X, r2,\-3QrE'y+_[_2____3r2r\z

j. r

=ke(3r2- 3x2- 3y2-322)/r5=3ke(r2- (x2+y2+z2))/r5
3ke(r2-r2)Ir5=0 (r 0

uning fizik ma’nosi shundan iboratki, koordinata boshidan
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boshga birorta ham nuqgtada zaryad manbai joylashmagan
koordinata boshida esa
a +b ={ax+bx ay+hy, ci:+b,)

demak,
— +b 5 (ciy +b d +b _
div(r +5)=" @0 S ) 4 CA00 i i
X y a z

2-misol. Quyidagi
A=r =xi+yj +zk

radius vektor maydonining divergensiyasi topilsin.
Yechish: Bu holda ax=x, ay=y, a=z va div formulasini
qo’llasak,
divr :‘E_"_)_(_ +‘q_y +_d___Z_:3
dx dy dz

demak, radius - vektor maydonining har bir nugtasidan zichlik
manbai 3 birlikka teng ekan.

3-misol. a =3x%i +(x-y)j +z2k vektor maydonining
divergensiyasi topilsin.

Yechish: Mos o0’zgaruvchilardan maydon proyeksiyasi
bo’yicha xususiy hosilalami topamiz

eal _s”™y

dx dx

day _d (x-y)
dy dy = -i;
N =1SellN2z-
dz dz

Divergensiya formulasiga ko’ra
diva =6xy-1+2z-6xy+2z-1
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Ostrogradskiy teoremasi

Bizga integral hisob kursidan ma’lumki,

q d :
. atdydz +avdzdx +azdxdy —HJF(A:1 Al +~/\a—)dxdydz (J)
i v X y

bu formulaga (teoremaga) Ostrogradskiy formulasi deyiladi. Bu
formulaning o’ng va chap tomonida turgan integrallarni vektor

formasida yozsak, shuningdek a =axi +ayj +azk vektor

maydonining proyeksiyasi sifatida axx, y, z), ay(x Yy, 2),
a.(x, y, z) lar olingan. Ammo chap tomondagi integral a
vektor maydonning S sirt bo’yicha ogimini bildiradi, o’ng
tomondagi uch karrali integral ostidagi funksiya a maydonni
targalishini  bildiradi. (1) ni vektor formada quyidagicha
yo/ iladi.

tAj(dds) = jjjdivadyv

Yopiq sirt bo’yicha ogim sohaning maydon divergensiya
bo’yicha olingan uch karrali integralga teng.

Ostrogradskiy teoremasi yopiq sirt bo’yicha oquvchi
vektor ogimini hisoblashga imkon beradi.

Misol.  Ostrogradskiy teoremasi yordamida birinchi
oktantda joylashgan va  koordinata tekisliklari  bilan
chegaralangan va ushbu sirt tenglamalari bilan berilgan
(y2- x2=4-z) a =(y- z)(i +k) vektor maydonning oqimi
topilsin.

Yechish. Berilgan maydon uchun

&=y-Z, ay=0, a=y-z

bo’ladi.
Demak, diva =1
Ostrogradskiy teoremasiga asosan
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n =/Ne-l)dxdydz
Vv
Bu integralni hisoblash uchun silindrik koordinatalarga o’tamiz
X=pcos(p, y=psin<p, z-z

bundan n =* \d(p\pd(p Jdz =-2n
0 0 0
Demak, <0, bu degan so’z berilgan sirtning ichiga

kelayotgan ogim ichki manba ishlab chigarayotgan ogimga
nisbatan suyuqlikni ko’proqg singdirayotgan ekan.
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75-ma’ruza.

VEKTOR MAYDONNING SIRKULYATSIYASI

Yo’naltirilgan L chizig bo’ylab a vektorning ta’sirida
material zarrachalar harakatlanayotgan bo’lsin. a  kuch
ta’sirida bajarilayotgan A ishni hisoblash masalasini qo’yamiz.
Bu elementar joyda a kuchni doimiy deb dA ishning
elementini topamiz, u a kuchning yo’naltirilgan dr elementga
skalyar ko’paytirilganiga teng

dA =(a, dr)
A ishni butun L chizig bo’ylab gidirsak,

A=j"@, dr)

L

bo’ladi.

Demak, chap tomonda a vektor bo’yicha L chizigning
uzunligi bo’ylab oIingan egri chizigli integral turibdi.

Ta'rif. Agar yo'naltirilgan L kontur yopig bo’lsa, a ning
fizik ma’'nosidan qat’iy nazar shu kontur bo’yicha olingan egri
chizigli integral L kontur bo’ylab a vektor maydonning
sirkulyatsiyasi deyiladi va shunday yoziladi
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L =8{a, dr)

Agar a vektor kuch bo’lsa, u holda L shu yopig kontur
bo’ylab shu kuchning bajargan ishini bildiradi.

Misol. a =ui  vektor maydonning sirkulyatsiyasi
X2+ (y-b)2=62 aylananing konturi bo’ylab topilsin.

a =yi
2-rasm.
Yechish.
dr =idx +jdy +kdz
a =ui
adr =ydx

LL=j(a, Or)=jydxfL. aylana

L L
Tenglamani parametrik ko’rinishda yozib olamiz.
x=bhcost, y=b+bsint,

t- musbat o’tishdagi burchak bo’lib, u 0 dan 2n gacha
0’zgaradi.

pf
L, ="(a, dr)=<jydx=- j(b +bs\nt)bs\ntdt =-nb2
L L 0

Bu yerda minus ishora aylana a =ui kuch ta’sirida
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teskari yo’nalishi bo’ylab aylanadi degan ma’noni beradi.

Vektor maydonning rotori

Vektor maydonning rotori tushunchasini kiritamiz. Buning
uchun  a vektor maydonning ichkarisidan M nuqtani va

fiksirlangan n vektorni tanlab olamiz (3-rasm).

Ma’lumki, OZ o’qi bo’yicha sirkulyatsiyaning zichligi
fday _da \
d x dy

Bu yerda Q - MNKL to’rtburchakning yuzi, yoki
nay dax
Pe~4x 1y

Ammo Pqgz ta'rifga ko'ra rot0Za-rota ning OZ o0'qQa
proyeksiyasi. Shunday qilib,

~fa d ar
rotlz =a =
d x dy
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d a d a
rotoua

Z d X

d
rotoxa av
ay d z

Uchalasini qo’shsak proyeksiyadagi rota

(daq da” fda; _9a\ (dav da ]
rot @ = ~ETTTTT— 4 T 22 Yy ,
Kdy dz BVYE d x [dx dy j (1)

Bu formulani gisgacha shunday yozish mumkin:

[ j k
d d
rota =
dx dy dz (2)
ax ay a.

Bu formula ishlatilganda birinchi satr elementlari bo’yicha
yoyilib ikkinchi satr bilan uchinchi satr elementlarining
«ko’paytmasi» esa, differensiallash ma’nosida tushunilishi
lozim.
Vektor maydonining ogimini ya’'ni (1) ni Stoks formulasi
bilan solishtirsak
~"%~)dydz + - 7%-)dzdx + - -~-)dxdy =
dy dz dz dx dx  dy
3
<faxdx +avdy +azdz 3)

ning o’'ng tomoni a ning rotorini ifodalaydi, agar buni
gisqacha vektor ko’rinishda yozsak, <Q{rotads) =<”(adr)
s L
bo’ladi.
Ta'rif. a vektor maydonning M nuqtadagi rotori deb,
istalgan n  yo’nalishga proyeksiyasi M nuqtadagi (shu
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yo’'nalish bilan bir xil bo’lgan) sirkulyatsiya zichligiga teng
bo’lgan vektorga aytiladi:
ja,dl

rotal =lim — @)

a vektor maydon rotorining quyidagi xossalari mavjud:

rote =0 c¢- doimiy vektor
rot(a] xa2) =rotal £rota2

rotca =crota c-doimiy skalyar
rot{ua) = nrota + \grad na]

rot(grad n)= 0

O & WN

Misol. OZ o’q atrofida o’zgarmas w aylanma burchak
tezligi bilan soat milining harakatiga teskari yo’nalishda
aylanuvchi jism nuqtalarining tezligi, maydonning uyurmasi
topilsin.
Mexanikadan ma’lumki, chizigli tezlik v =[vP,r], bunda
w - burchak tezligi bo’lib, aylanish o’qi bo’ylab yo’nalgan,
r -nuqgtaning koordinatalar boshidan bo’lgan radius vektori.

Masala shartida aylanish o’gi z bo’lgani uchun wx=0,

w=0, w=w r (X, Y, 2)

i ] K
v=[w,r]=0 0 w bundan w”-wy, wy=wx, w=0
Xy z

yoki v ni ushbu formula orqali ifodalasak,

v=v0+wXp (5)
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bu yerda

P =(x~x0)i+ (y~y0)]+ {z-z0)k
v=Xityj+zk

vO=x0T+yQ +z0k

W= Wi +wyj + w2k

ekanligini e’tiborga olsak, (5) vektorli formuladan V tezlik
vektorining proyeksiyasining hisoblash  formulasini  hosil
gilamiz

X =x0+wy(z-z0)-w,(y-yO0),

Y=y0+wz(X ~x0) - WAz ~z0>
Z =z0+wx(y - y0)- wy(x- x0).
Bularni e’tiborga olsak, v tezlik maydoni rotori

iy K

_d d d ix dz]- _

rotv = — — =

! x dy dz gy dz d x dyK
Xy z

=2w j +2wyj +2wX =2w
bo’ladi.

Demak, gattig jism tezligi maydonning ixtiyoriy nugtadagi
rotatsiyasi burchak tezligining ikkilanganiga teng ekan.

Stoks formulasi

fna, davdydz da, da, dzdx +

lgy dz dz dx
d a, :

da dxdy - §axdx +aydy +a,dz 1)
d x dy
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bu formula integral hisobda ko’rsatilgan edi.

Bu formula S sirtning yuzasi bo’yicha olingan integralni
yopig chegarali shu sirt bo’yicha olingan egri chizigli integral
bilan bog’laydi.

ax av a. funksiyalar vektor maydonning koordinata
o’'qlariga proyeksiyalari deb garaymiz. Bu esa (1) formulani
vektor ko’rinishda yozishga imkon beradi. (1) formulaga
e’tibor gilsak uning chap tomoni S sirtdan o’tuvchi ushbu

daz day dax da, A ay dax
dy dz' dz dx ' dx dy

proyeksiyalarga ega bo’lgan vektoming uyurmasidir.

O’'ng tomoni esa a vektorning L kontur bo’yicha
sirkulyatsiyasini  beradi. Demak, Stoks formulasi vektor
ko’rinishda

5 L

Demak, vektor maydonning sirt bo’yicha rotori shu
sirtning chegarasi bo’ylab hosil gilingan sirkulyatsiyaga teng
ekan.

Solenoidal maydon

Ta'rif. Agar a vektor maydonning har bir nugtasida
divergensiya nolga teng bo’lsa (diva =0) a vektor maydonni

solenoidal yoki quvurli maydon deyiladi. Solenoidal maydon
sigilmaydigan maydondir. Ixtiyoriy a vektor maydoni berilgan

bo’lsin. Bu maydon rotatsiyasi maydonini rota =a0+a deb
belgilaymiz.

] K
ota = d A _ da, da +(ga?< da.)k
dy dz dy dz dz dx dz dy
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bo’ladi.
Bu maydon divergensiyasini hisoblaymiz
divrotar:d A2a_+,q 2ai ,q2a._+A2a 31a.__
agyax dxdz dzdy dxdy dxdz dydz

Demak, ixtiyoriy vektor maydonning rotatsiya maydoni
solenoidal maydon ekan.
div(rota) =V(vxa) =0

Solenoidal maydon ogimi nolga tengdir.
jjads =0

Misol. a =-yi +x] maydonning solenoidal ekanligini va
uning vektor chiziglarining yopiq ekanligini ko’rsating.
Yechish. Osonlik bilan ko’rsatish mumkinki,
d(-y) 8% _g

diva =
dx  dy

demak. vektor maydon hagigatan ham quvurli ekan.
Endi ushbu differensial tenglamani garaymiz.

----- xdx +ydy =0

X -y

integrallasak, X’ +y2 =’ aylana hosil bo’ladi, demak
maydonning vektor chiziglari yopiq ekan.
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76-ma’ruza
GAMILTON OPERATORI

Gamilton operatori - nabla operatori yoki gisqacha nabla
deb yuritiladi. Nabla ramziy shartli vektor bo’lib, koordinata
o’glaridagi proyeksiyalari orgali ifodalanadi.

V:i i H.__d__j +_d |{
ax dy dz

Nabla operatori yordamida yuqorida gqaralgan grad u,
diva va rot a birinchi tartibli operatorlar juda qulay

yoziladi. V vektorning n skalyarga ko’paytmasini topamiz.
du; d I/I/-+d I/IIE

MU ---—-- 1+ -
dx dy dz
Bu tenglikning o’ng tomoni u ning gradientini beradi. Demak,
grad m =Vn (1)
Endi V orqali divergensiya va rotorni yozsak
div.a =(V, a)
bo’ladi.
Bundan
(\\//7 /3 _dax ,da daT
) =— A — - +——
dx dy dz
va nihoyat

rot a =[V, a],

Potensial vektor maydon

Ta'rif. Agar gandaydir skalyar maydon gradienti vektor
maydon bo’lsa, vektor maydon potensial vektor maydon
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deyiladi. a ning potensial maydoni uchun shunday skalyar n
maydon bo’lishi kerakki,

a =gradu (1)
a=aj +ay] +a.k (2)

(1) tenglikning o’ng tomonini ochib yozsak,

dx dy dz
(3)
(2) bilan (3) ni solishtirsak,
du du du
ax~, 5ay —=d~zy >az=4, (/4)
n funksiyaning to’la differensialini yozsak,
du =— dx-\-——-dy H----dz
dx dy dz
yoki
du =axdx +aydy +a,dz (5)

a maydonning potensialligidan (5) munosabat gandaydir
u=u(x, y, z) funksiyaning to’la differensialini  bildiradi.
Potensial maydonning u funksiyasi uning potensiali deb
ataladi.

Potensial maydonning xossalari
1-xossa. a vektor maydon potensial bo’lishi uchun u

uyurmasiz bo’lishi zarur va yetarli, yoki
rot a= 0 (6)
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Isbot. Avval (6) shartning bajarilishi zaruriyligini isbot
gilamiz. Faraz qilaylik maydon potensial bo’lsin. U holda
la’rifga ko’ra shunday u funksiya mavjudki,

a =grad u

Shuningdek, rot grad u =0 bo’lgani uchun
rot a =rotgrad m =0

Demak, (6) shart bajariladi.
Endi yetarlilik shartini isbotlaymiz. Faraz qilaylik,

rot a =0
yoki
i ] K
d a d
dx dy dz
ax ay az
Bundan esa
da. _g, _
aAy dz 0
dax:O
dz dx
day da* —0
~dx dy

(7) dan ko’rinadiki shunday n funksiya mavjudki,
du=axix+aydy+azz

bo’ladi.

Bu degan so’z a=gradu bo’lib a maydonning
potensialligi kelib chigadi.

2-xo0ssa. Bir tomonlama bog’lanishli soha potensial
bo’lishi uchun ixtiyoriy yopiq kontur bo’yicha olingan
sirkulyatsiya nolga teng bo’lishi kerak.

Isbot. Avvalo zaruriy shartni isbot qilamiz. Stoks
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formulasidan foydalansak,
</(a,dr)= jj(rota,ds)
L S

Bu yerda L -ixtiyoriy yopiq kontur, S - L ustiga tortilgan sirt.

Quyidagicha fikr yuritsak: faraz qilaylik maydon
potensialli bo’lsin, unda (1) teoremaga asosan rotas0. Ammo
Stoks formulasining o’ng tomoni nolga teng bo’ladi. Bundan
chap tomonining ham nolga teng ekanligi kelib chigadi.

Endi yetarli shartini isbotlaymiz. Buning uchun ixtiyoriy
L kontur (a maydonning ichida joylashgan) uchun
sirkulyatsiya Li=0 deb faraz gilamiz va L, ning egri chizigli
mos integral orgali ifodalanishini hisobga olsak,

L

Bu degan so’z

L

L konturning  yo’liga bog’lig emas. Bundan shunday u
funksiya mavjudki uning uchun du- axdx +avdy +a.dz ya’'ni

d maydon potensiali. Teorema isbot bo’ldi.

Laplas operatori

Faraz qilaylik, birinchi tartibli operatorlar grad u, diva,
rota dagi funksiyalar n va ax ay, a, lar birinchi tartibli x, y va
z bo’yicha xususiy hosilalarga ega bo’lsin. Bu talabni
kuchaytiramiz, ya’'ni yuqorida keltirilgan funksiyalar ikkinchi
tartibgacha xususiy hosilalarga ega bo’lsin va mos ravishda
ikkinchi tartibli operatsiyalar to’g’risidagi savolni qo’yamiz.

Biz besh xil ikkinchi tartibli operatsiyalarni ko’rishimiz
mumKkin.

Nabla operatori yordamida uchta eng ko’p targalgan uchta

126



operatsiyalarni gqaraymiz.
div grad n = (V; Vw)=(V; V)m;

grad u=Vu va diva=(V\ a) dan foydalansak va u
ko’paytuvchini  skalyar ko’paytma belgisidan  tashqariga
chigardik. Ammo

dx2 dy2 dz2
bo’ladi.

Natijada biz yangi skalyar operator hosil gildik. U Laplas
operatori deb vyuritiladi va V delta harf bilan belgilanadi.
Demak, gradientdan olingan divergensiya (skalyar maydonda)
laplasiyanga ya’'ni div grad v = Vu teng bo’ladi.

Endi

rot grad u = [V;Vu]= |V;V]u

grad u=Vu; rota=[V\ a]

e’tiborga olsak, shuningdek [V; V]=0 vektorni vektor
ko’paytmasi ya’'ni kvadrati nolga teng. Shuning uchun skalyar
maydonning gradientidan olingan rotor

rot grad u =0

div rot a - operatsiyani garaymiz
div rota =(V,[V,a])

bo’ladi va vektorlarni vektor ko’paytmasining ta’rifiga ko’ra

vektorlar V va [V, a] perpendikulyar, demak ularning skalyar
ko’paytmasi nolga teng. Bundan esa
div rot a =0

Endi grad div a va rot rot a ikki operatsiyani o’quvchi kerak
bo’ladigan hollarda bemalol mustaqil foydalanadi.
Bu natijada ushbu muhim uchta operatsiyani hosil qgildik

div grad 1 = Vu (1)
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laplasiyan



77-78-ma’ruzalar.

KOMPLEKS O’ZGARUVCHINING FUNjKSIYALARI
NAZARIYASI

1. Kompleks sonlar va ular ustida amallar

1-ta’rif. Kompleks son deb x+iy ko’'tinjs}idagi ifodaga
aytiladi, bunda jc va y - haqgiqiy sonlar, i _ rnavhum birlik;
/=n/-T kompleks sonlarni z harfi bilan belgilaymiz, ya’ni
z=x+iy, x - kompleks sonning haqiqiy qgisrui, jy - kompleks
sonning mavhum qismi, y - mavhum qisrtuning koeffitsienti
deyiladi. x vay lar quyidagicha belgilanadi:
x—Re z, y=Im z

2-ta'rif. Agar jt,=x2 yx=y2 bo’lsa, Zi=bx+/y, z2=x2+iy2 -
ikki kompleks son o’zaro teng, ya'ni 2A=2 deyiladi.

3-ta’rif. z=x+iy va z=x-iy kompleks sonlar go’shma
kompleks sonlar deyiladi.

Kompleks sonlarning geometrik tasviri va trigonometrik
formasini ko’ramiz. To’g’ri burchakli Dekart koordinatalar
sistemasidagi har bir (jc, y) nuqtaga bitta x+iy kompleks sonni
mos Keltiraylik. Umuman shu usulda har bir kompleks songa
tekislikda bitta nugta mos keladi va aksincha tekislikdagi har
bir nuqgtaga bitta kompleks son mos keladi. Abssissa 0’qi
hagiqgiy sonlarning geometrik o’rni, ordinttta o’qi mavhum iy
sonlarning geometrik o’rni bo’ladi. Shuning uchun abssissalar
0’qi haqgigly o0’q, ordinatalar o’qi rnavhum o’q deyiladi.
Shunday tekislik z kompleks tekisligi deyilagji.

y ~  M(Xxy)

O )(/x+iy) )

M
N(x-y)

(0]

1-rasm.
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Tekislikning har bir (x, y) nuqtasiga koordinatalar
boshidan chiggan, oxiri shu nuqtada bo’lgan vektorni mos
keltirish mumkin. Shuningdek, har bir x+iy kompleks songa

N

koordinatalar x vay bo’lgan OM vektor mos keltiriladi.
1-rasmga asosan:

r:sj|>_< 2'JFy~7, tg<p:% cp:arctgi—, X =reos<p, y =rsm<p

Unda z=x+iy=rcosqH-irsixup=r(cos(/H-mn<p), yoKki
z=Kc°s"H-/sin™) (1)

bunda r-kompleks sonning moduli, ya'ni r=]zl, ”-uning
argumenti tp=Argz. (Agar -“<Argz<” bo’lsa, unda Argz=argz
bo’ladi argz-bosh argument deyiladi.) (1) formula - kompleks
sonning trigonometrik formasi deyiladi.Agar Eyler formulasini

e =cosqH-isin(p e’tiborga olsak, unda
Z=rei> (2)

(2) kompleks sonning ko’rsatkichli formasi deyiladi.
1-misol. z=I+i trigonometrik formaga keltiring.
Yechish: x=I, y=I, r-"]x2+y2 =VI2+12 =V2 tg"=I =

(p=n/4. Demak,
14 \

z =12 cos—+IsinZ-
v 4 y
2-misol. z=-I son trigonometrik formaga Kkeltirilsin.

Yechish: x=-1, y=0, r =n]x2+y2 =1, tg(p=Q, (p=n;
Z=Cc0s,;m'sin#.
Kompleks sonlar ustidagi amallar
1) go’shish va ayirish.

Zi=Xi+ /1y,

72=x2+iy2
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zlEz2=(xI+iyDx(x2+iyd=(xIxx2+i(ylxy2). 3)

Demak, kompleks sonlar qo’shilganda (ayrilganda)
ularning haqiqiy gismlari alohida va mavhum gismiari alohida
go’shiladi (ayriladi).

Kompleks sonlarni  go’shish  va ayirish  vektorlar
qo’shilishi va ayrilishiga mos bo’ladi. (2- rasmga garang)

\2-ZiIN\=\(x2- xt)2+0, - yt)2 demak, ikkita nuqta orasidagi
masofaga teng. 12-Ztl - kompleks sonlar ayirmasining moduli.

2) ko’paytirish va bo’lish.

ZE=x+iy]

22=x2iy2

a) 4-2=(x,+J>1) (x2iyd=(x[x2yiyd+i(x [y2+x2yl).

Agar kompleks sonlarni trigonometrik formada olsak, unda
Zrz2="i(cos”]+Jsin?)-r2cos~2+i'sin*2)=rir2[(cos~ lkos 2
-SinA i) +/(sinNcosM 2+cosMsinA ] =
=r,rd(cos("HN)+isin(MH"2)],

yoki
zr z2=r1(cos(AH D +isin(M+4D)] (4)

Demak, kompleks sonlarni ko’paytirishda modullari
ko'paytiriladi, argumentlari esa qo’shiladi.
d=rle'p,z2=r2,@ m2- rx2m m‘HA - r[rz ‘"
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Zi - X\+£. _ (*i+Hy N 2-iy2)

>72 X2+iy2  (X2+iy2)(x2-iy2)
(xIx2+yly2£+|x2yI Xiy2) _ xIx2+ﬁ/Iy2 x2y7t->7<,y2
¥2 X2 Y2 X2NY2

Agar z, va z2 trigonometrik formada berilgan bo’lsa, unda
i<P\
_ e NekB\VY 28 1e0g(n ~(p2) +isH (p\-(p2)\ yoki
22 iR r2 r2[ (" ~{p2) +isH(p\-(p2) 3/

— =z =oos(*, 4>2) +isn™>] - 2] (5)

Demak, kompleks sonlarni bo’lishda ularning argumentlari
ayriladi, modullari bo’linadi.

3) darajaga ko’tarish va ildiz chigarish.
a) z=re,[ kompleks sonining n - darajaga ko'taraylik
m=(re'yY =r*em, yoki
Z’=rn(cosn ga-ismn <) (6)

Demak, trigonometrik formada berilgan kompleks sonni
darajaga ko’tarishda modul shu darajaga ko’tariladi, argument

darajaga ko’paytiriladi.

Agar (6) da r=l bo’lsa [r(cos<”;sin”)]"=cos/2<ptam<E>
Muavr formulasi hosil bo’ladi.
b) z=re,[ kompleks sonining n darajali ildizi w bo’lsin, ya’ni
tfz =w =pe” , z=wn=/cf(cosni/M-isinrn/ /),

r(cosqH-isin(p)=/f(cosni/rt-isinni//) == r=ff, nur=un-2kn, p =rfz ,

oo +2KN )
V -———-— ,ya'ni

n n @)
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3-misol V-~8 =? -8=8(cos7T+isin;r), chunki r =) 64=8,

_ —9 o5’ +2Kk 4 1isin KE2KnN 0 12
YeChlSh \ \I]____/ V) 1 1
1+/\3
bo’lganda f=8= -2
i-*V3

2. Kompleks sonning logarifmi. Soha to’g’risida tushuncha.
Jordan chizig’i. Stereografik proyeksiya

1. Kompleks sonning logarifmi
z=2(cosq=>hisin<p)=re"> kompleks son berilgan bo’lsin.

(1)
1nr=1nr-H"H-2&m (2)

1-misol r=-1 ning logarifmini toping.
Yechish: z=-I=cos;r+isin7r, 2=1, (p=n
Inr=1n1+rr=/;r
lnr=rrn+2kT~1n(1+2k), k-0, £1, £2, ...

2. Solia tushunchasi
Kompleks sonlar tekisligi (Z) da biror E to’plam berilgan

bo’lsin.

1 -ta’rif. r-nugtaning kichik atrofi deb, markazi z nuqtad:
bo’lgan vyetarli kichik radiusli doiraga tegishli nugtalar
to’plamiga aytiladi.

2-ta’rif. Agar z nuqgtaning Kkichik atrofidagi barcha
nuqtalar E to’plamga tegishli bo’lsa, z nugta E to’plamning
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ichki nuqtasi deyiladi.

3-ta’'rif. Agar z nuqgtaning Kkichik atrofidagi nuqgtalarning
ba’zilari E ga tegishli, ba’zilari tegishli bo’imasa, u E ning
chegaraviy nuqtasi deyiladi.

3-rasmda r,-ichki, zZchegaraviy, z3tashqgi nuqtalardir.

2-misol. a) EN\2\<\, xl#+yl<l - aylana ichki nuqtalari
to’plami.

b) EN2\=\, g2+y2=1 - aylana nugtalari to’plami.

Agar quyidagi ikki shart bajarilsa:

1. E-to’plam fagat ichki nugtalardan iborat bo’lsa, 2. E-
to’plamning har ganday ikki nugtasini birlashtiruvchi uzluksiz
chizigning barcha nuqtalari E ga tegishli bo’lsa, tekislikdagi
nugtalar to’plami (E) - soha deyiladi.

Agar soha chegarasidagi har ganday nuqta atrofida shu
sohaning hech bo’lmaganda bitta nuqtasi mavjud bo’lsa, shu
nuqgta chegaraviy nuqta deyiladi. Chegaraviy nuqtalari o0'ziga
tegishli bo’Imagan E soha ochiq soha, chegaraviy nugtalari
0’ziga tegishli bo’lgan soha yopigq soha deyiladi.

3-misol. a) E\z-2\<2, \x+iy-2\<2, (x-2)2+vX4 - ochig soha
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3. Jordan chizig’i

Haqigiy 1 argumentli x=x(t), y-y(t) (a<t<p) uzluksiz
funksiyalar berilgan bo’lsin. Ular tekislikdagi biror uzluksiz
egri chizigning parametrik tenglaraasidan iborat bo’ladi. Agar
(bu egri chiziqdagi) /-ning ikkita har xil giymatiga har xil
nuqgtalar mos kelsa, ya’'ni karrali nuqtalarga ega bo’lmasa bu
chiziq Jordan chizig’i deyiladi yoki uzluksiz silliq chiziq
deyiladi (v-rasm).

Z(P)

6-rasm.

Agar -=r+/v ga x=x(f), y=y(t) ni qo’ysak z=x(t)+iy(t)=z(t)
(a<t<p) egri chiziq tenglamasi hosil bo’ladi. Bunda parametr t
a dan ft gacha o’zgarganda z nuqgta Jordan chizig’ini chizadi.
Agar 7\a)~z{p) bo’lsa, chiziq yopiq chiziq deyiladi. Bitta
yopiq Jordan chizig’i bilan chegaralangan soha bir bog’lamli
(6 a-rasm), aks holda ko’p bog’lamli soha deyiladi (6 b-rasm)

4. Stereografik proyeksiya

Berilgan z=x+iy kompleks sonni tekislikda nuqtaga mos
keltirish  mumkinligini ko’rgan edik. Endi har ganday
kompleks. sonni sferadagi nuqta bilan tasvirlash ham
mumkinligini ko’rsatamiz. Buning uchun sferaning janubiy
qutbini xoy tekislikning 0 markazi bilan ustma-ust qo’yamiz.
Mana shu tekislikdagi z=x+iy nuqgtani P shimoliy qutb bilan
to’g’ri chiziqg orqgali tutashtirsak, u chizig sferani biror Q
nuqgtada kesib o’tadi. Hosil gilingan Q nuqta tekislikdagi z
nuqtaning sferadagi aksi deyiladi. Shu usulda xoy tekislikning
barcha z, nugtalarining ham sferadagi aksini topish mumkin,
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fagat P nuqtaning o’ziga tekislikdagi cheksiz uzoglashgan z="°
nugta mos keladi deb qabul gilinadi. xOy tekislikning va
sferaning nugqtalarini  yuqoridagidek bir qgiymatli moslash

3. Kompleks o’zgaruvchining funksiyalari va ularning
aniglanish sohasi

Biror (Z) kompleks tekisligida E kompleks z- x+iy
sonlar to’plami berilgan bo’lsin.

1-ta’rif. Agar E to’plamdan olingan har bir z-x+iy
songa biror gonun bo’yicha G dan olingan anig bir w= u+iv
kompleks son mos kelsa, E to’plamda w =f(z) funksiya
berilgan deyiladi.

Bunda z =x+iy argument, w= u+iv esa funksiyadir. E
to’plam f(z) funksiyaning aniglanish sohasi deyiladi.

8-rasm. 9-rasm.

2-ta’rif. Agar z =x+iy ning har bir giymatiga w ning
birgina qgiymati mos kelsa, w =f(z) bir giymatli, aks holda
ko’p giymatli funksiya deyiladi.

Masalan,
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w W- . W=2z - bir giymatli,

==z w=\z,w= J ... - ko'p giymatli funksiyalardir.

Agar z ning qiymatlariga tegishli nugtalarni (2)
tekisligida, w ning giymatlariga tegishli nuqtalarni (W)
tekisligiga joylashtirsak, (Z) tekisligidagi E to’plamdan olingan
har bir z nuqta (W) tekisligidagi w nuqtaga mos Kkeladi.
Natijada E to’plamning aksi (W) tekislikka tushib, biror G
to’plamni  hosil qgiladi. Bunga esa, w =f(z) funksiya
yordamida E to’plamni G to’plamga akslantirish deyiladi.

1-misol. w =z2 funksiya yordami bilan (Z) tekislikdagi
W\ =1 chizigning (W) tekislikdagi aksi topilsin.

Yechish. w =u+iv, w =z2=(X+iy)2=x2-y 2+ 2xyi

U~X2-Yy 2 V-2XYy, U2+v2=(x2-y 22 +(2xy)2={x2+y2) =zJ4=lI

2-misol. w =z~ funksiya yordami bilan(z) tekisligidagi
y - kx to’g’ri chizigning (W) tekislikdagi aksi topilsin.
Yechish:y=fcc, w-z1
u=x2y2 v=2xy, y=kx
&M:XZ-KZXZZXZU-I(Z) n 1-k2 1-
= : "
V = 2X mKX = 2KX2 Vv 2K 2K

Agar k=2 bo’lsa, u holda 12- va 13-rasmdagi to’g’ri
chiziglarga ega bo’lamiz.

2
Vv

=
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13-rasm.

4. Funksiyaning limiti va uzluksizligi

Biror E - kompleks sohada w=/(z) funksiya berilgan
bo’lib, z0eE nuqta berilgan bo’lsin.
1-ta'rif. Agar oldindan berilgan har ganday kichik e >0
son uchun shunday musbat <%£)>0 sonni topish mumkin
bo’lsaki, IHol<<* (s) bo’lganda |/(2)-A|<E- o’rinli bo’lsa, J{z)
funksiya A o’zgarmas songa intiladi deyiladi va quyidagicha
yoziladi
to T =1 (1)
0

2-ta’rif. Agar oldindan berilgan har ganday kichik musbat
£>0 son uchun shunday musbat S >0 sonni topish mumkin
bo’lsaki, bunda \zZo\<S o’rinli bo’lganda, \f(z)-fiz0)\<E
tengsizlik o’rinli bo’lsa, f(z) funksiya z0 nuqtada uzluksiz
deyiladi va quyidagicha yoziladi
Zim /(z) =/(z0) (2)
0

Bu geometrik jihatdan w=f(z) funksiya z0 nuqtada uzluksiz
bo’lsa, (Z2) tekisligidagi markazi z0 nuqgtada, radiusi d(fj-ga
teng bo’lgan doira nuqtalari, (w) tekislikdagi markazi w0
nuqgtada, radiusi £ bo’lgan doira nuqtalariga o’tishini
ko’rsatadi.
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3-ta’rif. Sohaning har bir nuqtasida uzluksiz bo’lgan
funksiyalar shu sohada uzluksiz deyiladi.

Kompleks  o’zgaruvchili ~ funksiyaning  limiti  va
uzluksizligi  ta’riflari  haqigiy 0o’zgaruvchining limiti va
uzluksizligi ta'rifiga o’xshash bo’lgani uchun uzluksiz
funksiyaning xossalari, ular bilan bajariladigan amallar, ular
hagidagi teoremalar va ularning isboti ham haqiqgiy
o’zgaruvchili funksiyalar isbotlari kabi bo’ladi.

Uzluksizlikni  quyidagicha ham ta’riflash ~ mumkin:

w(z)=f(z), w0=f(z), z=x+iy, z0=x0+iy0, Ax=x-x0, Ay=y-y0, bo’lsa,
Az=z-z0=Ax+iAy va Aw-f(z)-f(z0 funksiya orttirmasi bo’ladi.
4-ta’rif. Agar hagigiy kichik musbat s >0 uchun shunday
A(e)>0 son topish mumkin bo’lsa, |Az|<$£) bo’lganda
\aw\<£ o’rinli bo’lsa, f(z) funksiya z0 nuqgtada uzluksiz
deyiladi va quyidagicha yoziladi
lim AW =0 (3)
AZ->0 v

Agar z=x0+iy0 bo’lsa,
/(2)-/(Zo)=[M(",y)-«("0.>'0)]+*[v(X,y)-v(X0,J0)]

bo’ladi va
[(z) ~/700)|=VWX>¥) ~® 0 0)]2+M*.Y) ~vO0»[0)]2 (4)

4-ta’rifdan quyidagi tengsizliklar kelib chigadi

[ [u(x.y)-u(x0y 0] <e)
[v(x.y)-v(x0y 0 ]-<fj "

Demak, u(x,y) va v{xy) funksiyalar (x0)\0 nuqtada uzluksiz
ekan.
1-misol. w=z2 funksiya ixtiyoriy z0 nuqgtada uzluksizmi?

Yechish: Aw=(z0Az)2-z=2z0Az+ (Azf

AIzlr_n>0AW :AIZ|E1>0[220A2+ (Az)2] = 220AIZ|r_n>OAz+AIZ|Ln>0(A 02=0
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5. Asosiy elementar funksiyalar

1. Darajali funksiya: w=z"
a) n - natural son bo’lsa, rteN. w-7n—'e"'{\
b) n=\lg - kasr son bo’lsa

k-0 1 £2,.
g- ta ildizga ega.

2. Ko'rsatkichli funksiya:

Biz a-el bo’lgan hoi bilan ko’proq ish ko’ramiz, ya’ni
w=ez=ex#¥y=e*(cosy+isiny) bundan:

1) ez2=exty2=ex-ei(H2*=e'[cos(y+27r)+ism(y+27r)]=exeiy=¢z
ya'ni w-ez funksiya 2m sof mavhum davrli. Bu haqigiy sonlar
nazariyasidagi ko’rsatkichli funksiyadan fargli demakdir.

2) eZd=ez-e*2; 3) ez2=¢elle'l; 4) mos
bo’ladi.

3. Logarifmik funksiya: w=Inz
Logarifmik funksiya deb, ko’rsatkichli funksiyaga teskari
bo’lgan w=Inz ushbu ko’rinishdagi funksiyaga aytiladi. agar
z=ew bo’lsa, w=Inz bo’ladi.

w=\nz=\r\(re'9=\nr+i<px2km (k=0, %1, £2, ... )

bunda Inr+i® - logarifmik funksiyaning bosh gismi deyiladi.
Bulardan ko’rinadiki, kompleks o’zgaruvchining logarifmik
funksiyasi ko’p qgiymatli ekan. Kompleks 0’zgaruvchining
logarifmik funksiyasi ham hagiqiy o’zgaruvchining logarifmik
funksiyasining ko’pgina xossalariga bo’ysunadi.

Masalan: 1) In(zi rd=1nrk1nr2  3) In(zn)=nInz+2km

2) In(z¥2=Inz,-Inz2  4) InVz=-InZ
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2-misol. 3+4i ning logarifmini toping.
Ycchish: j| =B+44 =10 +16 =5, argz=arctg”

In(3+40=In5+/arctg ¢

hi(3+4/)=In5+iarctg-+2£4#z (k=0, 1, %2, ..)

4. Kompleks o’zgaruvchilarning trigopnometrik funksiyalari
Ushbu e'c=cosz+*sinz va €'K=cosz-isinz Eyler formulalari
becrilgan bo’lsin. Bu formulalarni hadlab qo’shib va ayirib,
quyidagi funksiyaning trigonometrik funksiyalarini aniglaymiz.
sinz _..e~*z ~e*z

W=C0SZ =-------2---- , Sinz === e 107 =-o-- =i
/4 9 = Cosz pL2 +¢~z

ctgz-i’ijl-z-i-e-?‘lkompleks o’zgaruvchilarning trigonometrik

e -e
funksiyalari  ham  haqigly o’zgaruvchili  funksiyalarning
ko’pgina xossalariga bo’ysunadi. Bunda fagat kompleks son
cosz va sinz funksiyalarining modullari birdan katta ham
bo’lishi mumkin.

N N, N
Masalan: sinpzﬁ?—;;ﬁ— =t = :i.—ZeT_Ll» 117/

e" +e~" _e~"+e_ 4+l

154,
> 5 TR 5

cosi =

Isin/1> 1, lcos?I>|

5. Tcskari trigonometrik funksiyalar

Agar z=sinw trigonometrik funksiya berilgan bo’lsa, w
0’'/.garuvchi unga teskari funksiya bo’lib, u z ning arksinusi
deyiladi va bunday yoziladi w=Arcsinz. Xuddi shuningdek,

w=Arccosz, w=Arctgz, w=Arcctgz.
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) Jw-0-iw a2iw _, N igeM -1 =0
ay z- sinw = = =>¢ - 2izelM -1 =
\ 2/ m
e'""=y desak, unda y2(2iz)y-1=0
yl12=iz £"(iz)2+1=iz £n\- z2,

eiw —iz£ VI — ; iwLne=Ln(iz vl —=~)=

w =Arcsinz =\In(iz £VI-z") =

w =Arcsinz =-iLn(izx/ 1-z2")
Xuddi shuningdek,

w=Arcc0sz =-iLn(z £Vz2-1) (7)

w ="rctezr = iy Ln _1+/z /o\
2 1-1z

W =Arcctgz Az, (9)

Teskari trigonometrik funksiyalar Ln - ga bog’lig bo’lganligi
uchun ular ham ko’p giymatli funksiyalardir.
3-misol. Arcsin2 ning barcha giymatlarini hisoblang.
Yechish:

Arcsin2=-iLn(2ixin/3)=-/Ln[(2+>/3 )r'|=/[1n(2£n/3 ) +i*+2km]=

=—r'1n(2+/1/3)+2kn (k=0, %1, £2, ... )

4-misol. Arctg(l+2i) ning barcha giymatlarini toping.
) 1 ) _ 1+/1+2i)
Yechish: Arctg(l+2>>-Ln, _j(, +2i)

kasrning maxrajini komplekslikdan ozod qilib, uning moduli
va argumentini topaylik:
LR 2| i

i-1 2
3-i 5 5. 3-i 55 5 25 \j
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Ln - - - In-4=- iarcctg 2 +2kn
5 5j /5

U holda Arctg (1+2i)=«xs - J-arcctgl +- In5

6. Giperbolik funksiyalar

Kompleks o’zgaruvchilarning giperbolik funksiyalari ham
haqgiqiy o’zgaruvchilarning giperbolik  funksiyalari  kabi

aniglanadi.

g~ —— gz +e~z
shz = - ! thz =-——mmev :
2 2
shz e —~z ) g~ +e~:
thz == ————: (thz = ———
thz e~ +e g~ —2

Bunda shz, chz lar 277 davrli, shz, chz lar m davrli funksiyalar.
Kompleks  o’zgaruvchining giperbolik va trigonometrik
funksiyalari orasida quyidagi bog’lanish mavjud.

shz=-isiniz, chz=cosiz, thz-itgiz, cthz=-ictgiz-

Isboti:
2/ 2 2

5-misol. cos(I+/) ning giymatini hisoblang.
Yechish:



V. . : _ e+e 1 e-e 1
=7 le (cosl-isinl)+e' (cosl+/sinl)]=cosl “  -/sin1—"—;

6. Kompleks o’zgaruvchilar funksiyasining hosilasi

Agar E kompleks sohada w=f(z) funksiya berilgan bo’lib
va bu sohaning biror z0 nuqtasidagi argument va funksiya

orttirmalari quyidagicha bo’lsin: Oz=z-z0, Aw=f(z0+Az)-f(zO)m
1-ta'rif. Agar Az har ganday yo’l bilan nolga intilganda

Aw . . . . . S
— nisbat fagat birgina aniq limitga intilsa, u limitning

giymati f(z) funksiyaning z0 nuqtadagi hosilasi deyiladi va wl
dw df
f(z0), yoki ~  kabi belgilanadi, demak

Y20 = Y = Jim A-22nA2)2/(20) (n

Az Az—0 ar v

yoki w=f(zo)=u(x, y)+iv(x, y)\ Aw-Au+iAv bo’lgani uchun (1)
ni quyidagicha yozish mumkin:

/ (2) = lim 2 = jm AU A (?)
7N Az Ac+/Ay
chunki
Aw=f(z+Az)-[{z)=[u(x+AX, y+Ay-u(x, >)+
VXA, y+HAYAIC, _Y)JFAH A
bunda

Au=U(x+AX, Y+AY)-u{X, y)
Av-v(x+AX, y+AY)-V(X, Y)

2-ta’rif. Agar w-f(z) funksiya 2 nuqtada hosilaga ega
bo’lsa, uni bu nuqtada differensiallanuvchi yoki monogen
funksiya deyiladi.

1-ta’'rifdan ko’rinadiki, agar f(z) z0 nuqgtada hosilaga ega
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bo’lsa, (1) limitining qiymati Az nolga gaysi yo’l bilan
intilishiga bog’liq emas. Demak, biz z0+Az nuqtani 2 nugtaga
parallel holda ham intiltirishimiz mumkin. Bu holda Az=Ax,
Ay=0 bo’ladi (1 a)-rasm)

Yy Az 4 O+ fy Z20=+Az
Yo =1 ze+tAz @ AX A AyAz
AX | . AVAZ Yo- A
0 X0  XO0+AX 0 Xn
a) b)
1-rasm.
/ ) ._Am I.Av
(Z0) =7 *+l5; 3)

Xuddi shuningdek, z0+Az nuqta z0 ga Oy ga parallel holda
intiltirsak Ax=0, Az.=iAy bo’ladi va (2) dan ushbu kelib chigadi
(1 b-rasm)

Aw  Au+iAv AV am o dv du
Az->0 [z A'}EG) iAy A‘[ﬂo Ay A_y dy dy
dv .du
Fzo=4 4 (4)

(3) va (4) lardan ushbu tenglamalarni hosil gilish mumkin

du _dv_dv ,gm  du _dv dv du
dx dx dy dy dx dy’ dx dy (5)

(5)-ga Koshi-Riman shartlari deyiladi.

Teorema. f(z) funksiya z0 nuqtada differensiallanuvchi
bo'lishi  uchun  u(x,y), v(x,y) funksiyalar z0 da
dilTcrensiallanuvchi va Koshi-Riman shartlarining bajarilishi
uchun zarur va yetarlidir.

1-misol. w=(x*-y2+2xyi hosilaga egaligi yoki ega
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emasligini toping.

Yechish: ﬂ—2X, ﬂ:-2¢>; 2/-:2>\ g/—:2x Koshi-
0X ay 0X ay
) ~du _dv du dv ) ]
Riman shartlarini T" = tekshiramiz

dx dy dy ax
2x=2x\ -2y--(2y). Demak, bu funksiya hosilaga ega.

, . du .dv )
f (2)= w=ox +1lox =2x+i2y=2(x+iy)=2z yoki

f(z)=(x2y+i2xy=(x+iy)2=z2
f'(z)=(zy=2z

2-misol. w=y+ix hosilaga ega ekanligini tekshiring.

. d d d d
Yechish: «=y, v«, u—O u 1, av =1, -V_O

du dv du dv _ . .
A=~=0 (17-1) bitta shart bajarilmagani uchun bu

funksiya hosilaga ega emas.

Biz ko’rdikki, agar funksiyaning nuqtadagi hosilasini
topish kerak bo’lsa, quyidagi 4 ta fomiulaning biridan
foydalanish mumkin.

du  .dv / d> ,.om
f (Z)_&de f(z) =—-- 1—

_dv o dv j_. _du .du, (6)
—-dzy-+1&, f (Z)—&-Id—y

Lekin f(z) funksiyaning haqigiy va mavhum qismlari
ajralmagan holda bo’lsa, bu formulalardan foydalanish noqulay
bo’ladi. f(z) ning hosilasiga matematik analizdagi hagiqiy
o’zgaruvchili ~ funksiyaning hosilasi qoidalarini  go’llash
mumkin, ya’'ni:

1 ¢'=0 2) zf=l 3)[fl(z){2A2)]/=1A(z)+1A2)
4) [cfiz)l'=cf'(z) 5) [f)z)'=nfn~"(2)f'(2)
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3-ta’rif. Agar f(z) funksiya E sohaning z0 nuqtasida va
uning atrofida ham differensiallanuvchi bo’lsa, u funksiya shu

nuqtada analitik deyiladi.
4-ta’rif. Agar f(z) funksiya E sohaning barcha nugtalarida

hosilaga ega bo’lsa, u funksiya E da analitik deyiladi.
5-ta’rif. f{z) Funksiya analitik bo’lgan nugqtalar uning
to’g’ri nuqtasi, analitik bo’lmagan nugtalari esa maxsus

nugtalari deyiladi.
3-misol. w=xr+y2+ixy3 funksiyaning analitik yoki analitik

emasligi tekshirilsin.

Yechish: u-xr+y2 v=xy\

y3&=-2y = y{yr+2)=0; j=0, yeO (0,0)- shu nugtadagina
hosila mavjud, boshga nuqgtada hosila yo’q, ya'ni funksiya
analitik emas.



79, 80, 81-ma’ruzalar.

HOSILA ARGUMENTINING VA MODULINING
GEOMETRIK MA’NOSI. KOMPLEKS
O’ZGARUVCHINING FUNKSIYASIDAN OLINGAN
INTEGRAL

1. Hosila argumentining va modulining geometrik ma’nosi

Biror E sohada w=f(z) analitik funksiya berilgan bo’lsin.

Bu funksiya E dan olingan biror anig z0 nuqtada f'(z0*0
hosilaga ega bo’lsin. Bu funksiya yordami bilan (z) dagi z0
nugtani G dagi wO nugtaga akslantirsak, z0 dan o’tuvchi
ixtiyoriy C,, C2 chiziglar w0 dan o’tuvchi I', va 2 chiziglarga
akslanadi. Biz 7/ ;(rO”0 hosilaning argumenti va modulining
geometrik ma’nosini ko’raylik. Buning uchun f'(z0 kompleks
sonni trigonometrik formaga keltiraylik.

/ [z0=/?(cos™isin®, R= 1/ Xzo0) 1*0, "=arg]/ '(z,))]
a) rasmdan va o’tilgan hosila ta’rifidan foydalansak:

f A
F=Arg(f{zn)=are lim —W4=ld}m argAZ E|m:argAw-

- I|m argAz— Hn V'- lim r ="~ -r,; =/ . T (1)
Aw—0 Ar->0 T1 1 v

ya'ni C, ning aksi G, bo’lib, u ¢ burchakka burilar ekan.

Xuddi shuningdek, C2 ning aksi 2 hosil bo’lib, u ham ¢
burchakka burilishini ko’rsatish mumkin, ya’'ni

=L - h )

(1) va (2) larni tenglab ushbuni ¥ T =2 2yoki LW-LI/ 21X
bundan
a=P 3)

ekanligi kelib chigadi.
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Shunday qilib, w-f(z) analitik funksiya yordami bilan E sohani
G sohaga akslantirsak, z0 nuqtadan o’tuvchi C, C2 ..
chiziglarning hammasi G da bir xil F-arglfXzo)] burchakka
burilar ekan. C,, C2 chiziglar orasida burchaklar o’zgarmay
akslanadi, ya’'ni a=j3 bo’ladi.

1-xossa. Analitik funksiya yordami bilan bajariladigan
akslantirish hosila nolga teng bo’lmagan barcha nuqtalarda
burchaklarni saglash xossasiga ega

. Aw . Aw AS
b) R=\fU) = Iim - - lim o
Az->0 Az Az—0 Az y kl
R= Aoas )

bu 2 nuqgtadan o’tuvchi har ganday C-chizigning cho’zilish
koeffitsienti deyiladi. Boshgacha aytganda w=f(z) analitik
funksiya yordamida bajariladigan akslantirish jarayonida

istalgan kichik yoy r0 nuqgtaning kichik atrofida R= [Xzo) I
marta o’zgaradi. z0 dan o’tuvchi istalgan barcha chiziglar

uchun cho’zilish koeffitsienti bir xil bo’ladi, chunki z0+Az ning
/.,ga intilishi ixtiyoriydir.

2-xossa. Analitik funksiya yordami bilan bajariladigan
akslantirish f'(z) hosila nolga teng bo’lmagan barcha nugtalar

o’zgarmas R=YX'(z0) | cho’zilishga ega.

2. 1 va Il tur konform akslantirishlar

1-ta'rif. Agar w=f(z) analitik funksiya yordamidagi
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akslantirish natijasida z0 nuqtadagi cho’zilish koeffitsienti va
burchakning kattaligi ham o’zgarmasa u | tur konform

akslantirish deyiladi.
Misol uchun, bir uchi z0 nuqtadan iborat istalgancha

kichik uchburchakni w=f(z) analitik funksiya yordamida
akslantirsak, bir uchi w0 nuqtadan iborat egri chizigli
uchburchakka ega bo’lamiz. Lekin ikkala uchburchakdagi mos
burchaklar o’zaro teng bo’ladi (4-rasm).

Yy

0
4-rasm. 5- rasm. 6-rasm.

Endi xOy va uOv koordinata tekisliklarini birga
joylashtiraylik, w=f(z)=z=x-iy funksiya vositasi bilan z=x-iy
nugtani akslantirsak, o’sha tekislikdagi Ox o’gga simmetrik
bo’lgan nugta paydo bo’ladi. Masalan, zO nugtadan chiggan
ikki to’g’ri chiziq va ular orasidagi ¢ burchakni akslantirsak,
Ox ga nisbatan simmetrik bo’lgan ikki to’g’ri chizigga
almashadi. (p burchakning aksi (-if/) ya’ni garama-garshi
tomonga yo’nalgan bo’lib tushadi (5-rasm).

2-ta’rif. Agar w=f(z) analitik funksiya yordamidagi
akslantirish natijasida z0 nugtadagi cho’zilishi o’zgarmasa va
burchakning ham kattaligi o’zgarmay, fagat yo’nalishi garama-
garshisiga o zgarsa, u Il tur konform akslantirish deyiladi.

Shunday qilib, w=f(z) analitik funksiyaga qo’shma
bo’lgan w =f(z) funksiya yordamida amalga oshiriladigan
akslantirish 1l tur konform akslantirish bo’lar ekan. Biz
ko’pincha | tur konform akslantirish bilan ish ko’ramiz. 1-
misol. w=z2 Funksiya yordamida bajariladigan akslantirishda
ushbu nuqtalardagi ¢ burilish burchagi va #-cho’zilish
koeffitsienti topilsin.

a) z0=2 b) zO=I+i
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Ycchish n/=2r; f'(\> 2~ =1*0,

) l«cosO+isin0, R=|f(zQ|=1 ya’ni cho’zilishi ro’y bermaydi.
A=arg Z' (1/2)=0, ya’ni burilmaydi.

hy [ /1+/>2(1+;>2+2i=2V2(cosj+z-sinj, R=|I'(I+i) I=

iJ 2 demak 2n/2 ga cho’ziladi.

T A
Azarg Z' (1+/)=—, demak chizig — ga buriladi.

1. Integralning ta’rifl

Kompleks (z) tekisligidagi biror E sohada uzluksiz bir
giymatli
w= f(z)=u(x, y)+i-v(x, y) 1)

funksiya berilgan bo’lsin, u holda f(z) funksiya E soha ichidan
olingan ixtiyoriy I sillig chizigda ham bir giymatli va uzluksiz
bo’ladi.

Bu chizigning tenglamasi z=f(t) (oc<t</3) bo’lib, uning
boshlang’ich nugtasi z0 va oxirgi nugtasi zn ya’ni z0=f(oc),
Z=f(p) bo’lsin. [ chizigning yo’nalishini ikki xil aniglash
mumkin.  Odatda /-parametrning oshib  borishga  mos
yo’nalishini musbat ™ yo’nalish, bunga teskari yo’nalishni
[’ manfiy yo’nalish deb gabul gilinadi.
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1-rasm.

N-chizigni  z,, z2 <= z,t nuqtalar orgali n-ta yoychalarga
ajrataylik va har bir yoychada bittadan ixtiyoriy nugta
olaylik va bu nuqtalardagi funksiyaning f(%K giymatlarini
topaylik. Quyidagicha ko’paytmalarning yig’indisini tuzaylik:

S =/)-AXMIA)-AX2. +/(4)-AX = £1(<? ) AX, (2)

Bunda Azk=zk- zki (k=I, .. n) va (2) ga integral yig’indi
deyiladi. max | AzkI=A deb belgilaylik.

Ta’rif. Agar /I-nolga intilganda (2) integral yig’indi aniq
limitga ega bo’lsa va bu limitning giymati J1-ni gaysi usulda
Azt-larga bo’lish usuliga va bu bo’lakchalarda nugtalarni
tanlash usuliga bog’liq bo’lmasa, bu limitning qiymati f(z)
funksiyadan I chiziq bo’yicha olingan kontur integral deyiladi
va quyidagicha yoziladi:

jf(z) «dz=iim Y f(4K) Az, (3)
r =l

["-chiziq integrallash yo’li yoki konturi deyiladi. Agar
f{z)=u(x, y)+i-v(x, ) ni e’tiborga olsak, bundagi u(x, y) va
v(x, y) funksiyalar ham /"-da uzluksiz bo’ladi va quyidagini
yozish mumkin:

JI(z) «dz = #(h +iw) ¢(dx + i mdy) -
r

= Jm-dx-v- dy) +i-(v-dx + u- dy) (4)
r
Bundan ko’rinadiki, kompleks 0’zgaruvchilar

funksiyasining  integrali 2 ta  haqiqiy  o’zgaruvchilar
funksiyasining egri chizigli integrali ko’rinishiga keladi.
2. Integrating asosiy xossalari

1-xossa. O’zgarmas ko’paytuvchini integral belgisi
tashqarisiga chigarish mumkin:
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ja (z)ymlz =a+J/(z) «dz

r r

Isboti. Hagigatan ham agar a-o’zgarmas son bo’lsa, ushbu
Icnglik o’rinli:

k=l K=1

hundan A—0 da hadlab limitga o’tsak, 1-xossa isbot bo’ladi.
2-xossa. Chekli sondagi funksiyalar yig’indisidan olingan
integral har bir qo’shiluvchi funksiyalardan olingan integrallar
yig’indisiga teng, ya’ni:
\[f(z) +f2(z) +...+ fn(z)]dt =

r

= \f(z)dt+ J/ AZ)dt+ ...+ \Fn{z)]dt
r r r

isboti 1- xossadagidek isbotlanadi.
3-xossa. Integrallar  konturining yo’nalishi garama-
garshisiga o’zgartirilsa, integral belgisi oldidagi ishora ham
0’zgaradi, ya’ni:
\f(-)dz=~ Jf(z)-dt
-~ r+

Isboti. Hagigatan ham, integral yig’indi ' ning musbat
yo’nalishida olinsa Azk=zkzkA ga teng, agar (manfiy) garama-
garshi yo’nalishda olinsa /"zkzk)-zk=-{zk rbl) ga teng bo’ladi.

n n

Shuning uchun ~zk-\) va I2(_11‘ (zK)' (zkn ~ zk)

k=1
yig’indilar fagat ishoralari bilan farq giladi, demak limitlari
ham fagat ishorasi bilan farq giladi.

4-xossa. Agar I chizigning uzunligi 1 bo’lib, uning barcha
nugtalarida M>0 son uchun f(z)<M o’rinli bo’lsa, ushbu
tengsizlik ham o’rinlidir:
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J/0) «dz -M -1 (isbotsiz).

5-xossa. Agar '= /".+ '>+..+ I, bo’lsa, ushbu tenglik
o’rinlidir:

\f(z)az= JI2*)<*+ ..+ jIAz)]dz (Isbotsiz)

* ~ r r

3. Integralni hisoblash

f(z) kompleks funksiyadan T[I-chiziq bo’ylab olingan
integral (4) formulaga ko’ra hagigiy o’zgaruvchidan olingan
egri chizigli integralni hisoblash uchun /-chizigning tenglamasi
parametrik holda berilgan bo’lishi kerak.

/ “chizigning parametrik tenglamalari  x=x(t), y-y(t)
(a<t</3) bo’lsin. Bu parametrik tenglamalarni kompleks
shaklda yozsak, ya’ni:

z=z(t)=x(t)+i-y(t), dt=[x "(t)+i-y \t)]dt, z(a)=z0, z{p)=zHz
ekanligi kelib chigadi va z(t) funksiya ham [a, /3\ segmentda

uzluksiz bo’ladi. Bularni e’tiborga olsak, (5) ni quyidagicha
yozish mumkin:

P
|/ (z)dz =~udx-v-dy +i-Mu-dx +u-dy="[ux\t)-vy" (t)]dt +
r r r a

+imj[v-x (1) +uey (t)]dt
a

yoki
\f(z)dz =Jm+/ev)-[x (?)+i-y' (i)]dt (6)

yoki
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p
\f(z)dz = \f-[z{t)]zI{t)dt
r a

Sluinday qilib, f(z) kompleks o’zgaruvchining funksiyasida I
kontur bo’yicha olingan integralni hisoblash masalasi aniq
inlcgralni hisoblashga keltirildi.

Misol. jRez'dz integral \z 1=1, O<arg-z:<7r yarim aylana

bo’yicha hisoblansin.

Yechish: -aylananing parametrik tenglarnasi quyidagicha
bo’ladi.

jc=cost, y-sint (0<t< f); Rez bo’ladi

Jrez-dz = ~x(x* +iw")dt = J[cos/(-sin/ +/ mos/)]" =
/0 0

4. Yopiq kontur bo’yicha olingan integral. Koshi teoremalari

1 Ko’pgina hollarda \f(z)”z integralning giymati ikki

narsaga, ya’ni berilgan /(z) funksiyaga va [-chizigning
formasiga bog’lig. Agar z0, zn nugtalarni tutashtiruvchi ikki xil
I, va I'2 chiziglarni olsak, integralning giymati ham umuman
ikki turli bo’lishi, ba’zan esa teng bo’lib golishi mumkin.

2-rasm.
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Masalan, ushbu tenglik o’rinli bo’lsin:
\f(z)dz = J/(z)dz, n

r2

ya'ni integralning qiymati integrallash yo’liga bog’lig
bo’Imasin, u holda (8) dan quyidagini yozish mumkin:
\f(z)dz- ff(z)dz =0
' r2

yoki
(f(z)dz + (f(z)dz = \f(z)dz=jf(z)dz- 0
r, r2 ri+?2 r

Demak, integralning giymati integrallash yo’liga bog’liq
bo’lmasligi uchun (uning z0, z, nuqgtalarning o’rniga bog’liq
bo’lishi uchun) shu nuqgtalarni tutashtiruvchi yopig kontur
bo’yicha olingan integralning giymati nolga teng bo’lishi
kerak.

Qaysi shartlar bajarilganda integralning qiymati nolga
teng yoki integrallash yo’liga bog’lig bo’lmasligiga quyidagi
Koshi teoremasi javob beradi.

2. Bir bog’lamli soha uchun Koshi teoremasi
Teorema. Agar bir bog’lamli E sohada f(z) funksiya

analitik bo’lsa, I da yotuvchi har ganday I yopiq kontur
bo’ylab f(z) funksi/adan olingan integral nolga teng bo’ladi:
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f{z)dz =0 9)

Isboti. f(z) Funksiyaning hosilasi f'(z) ham E da uzluksiz
bo’lsin.

du dv dv du
bo’lgani uchun -~Qx,~Qc~Qy, ™y 7 ~am ~ ~d uz'u"s*

bo’ladi, demak, u(x, y), v(x, j) larning ham uzluksizligi kelib
chigadi. U holda Grin formulasiga ko’ra quyidagini yozish

mumkin:*y dx-v- dy) +/g(v-fifr+ mmdy) =
/1
du mdxdy
dx dyt
Koshi-Riman shartlariga asosan:

du dv du_ dv
dx ~dy=~~dx  "Sani uchun oxirgi tenglik nolga teng

bo’ladi, ya’ni ~ ® Bu teorema birinchi marta mashhur
r

fransuz matematigi Eduard Gursa (1858-1936) tomonidan
isbotlangan.

3. Ko’p bog’lamli soha uchun Koshi teoremalari

l-teorema. Agar ko’p bog’lamli yopig E sohada f(z)
funksiya analitik bo’lsa, shu sohaning butun konturi bo’ylab
musbat yo’nalishda f(z) funksiyadan olingan integral nolga
tc;iig bo’ladi. Bu teorema quyidagicha ham (4-rasmga ko’ra)
yo/.iladi:
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j-cf-cf =0

yoki
(jf(z)dz = (jf(z)dz + (ff(z)dz (10)

4-rasm.

Teoremani isbotsiz gabul gilamiz.

2-teorema. Agar ko’p bog’lamli yopig sohada f(z)
funksiya analitik bo’lsa, bu funksiyadan tashqi kontur bo’yicha
olingan integral ichki konturlar bo’yicha olingan integrallar
yig’indisiga teng.

Bu teoremaning isboti 1-teoremadan kelib chigadi.
Masalan, shaklga asosan quyidagi tenglikni yozish mumkin:

i f{2)dz = M{z)dz + jf(2)dz ()

Boshlang’ich funksiya va anigmas integral

Ta’rif. Agar E sohaning barcha nuqtalarida F'(z)=f(z)
tenglik bajarilsa, u holda F(z) funksiya berilgan f(z)
funksiyaning boshlang’ich funksiyasi deyiladi.

Haqgigiy  o’zgaruvchilar  sohasidagi kabi  kompleks
o’zgaruvchili f(z) funksiyaning boshlang’ich funksiyasi uchun
ham quyidagi teorema o’rinli.

Teorema. Agar E sohada F(z) funksiya f(z) ning
boshlang’ich funksiyasi bo Isa, u holda ®(r)=/%r)+C (bunda S-
ixtiyoriy o’zgarmas) ham E da o’sha f(z) funksiya uchun

158



boshlang'ich funksiya bo’ladi va aksincha, agar F(z) va ®(r)
lar /'(z) ning boshlang’ich funksiyalari bo’lsa, u holda barcha

Ze E lar uchun
0(z)-F(z)=C 1)

bo’ladi.
Berilgan  f(z)  funksiyaning hamma  boshlang’ich
funksiyalari anigmas integral deyilib, ushbu

\f(z)dz

simvol bilan belgilanadi. Demak (1) ga muvofiq
Jf(z)dz = F(z) +C =0(2) (2

bunda
F'(z) =f(2)

Endi funksiya bir bog’lamli E sohada analitik bo’lsin. E
da Z0 va Zz nugtalarni birlashtiruvchi I kontur bo’ylab
intcgrallash talab gilinsa, unga to’g’ridan-to’g’ri hagiqgiy sonlar
nazariyasidagidek  Nyuton-Leybnis  formulasini  go’llash
mumkin:

Jf(z)dz =F(z)-F (z0)t 3

1-misol. \zndz - ——+C.
J n+1

Ratsional funksiyalarni integrallash

Biz ilgari
(j(z- a)ndz- 0
r

bo’lishini ko’rgan edik. Xususiy holda «=0 bo’lsa,



<jzndz = O
r

Shularga asosan butun ratsional funksiyadan yopiq I' kontur
bo’ylab integral olishimiz mumkin.
a) P(z)=a@"+alzrd+...+an iZ+ari
bunda a0, ax .., an koeffitsientlar o’zgarmas kompleks
sonlardan iborat bo’lib, z=x+iy - kompleks o’zgaruvchidir
ijP(z)dz = a0<jz""dz + ax(jz'"'dz +... +an(jdz = 0
r r r r

Demak,
jP(z)dz =0 4

b) Agar a nuqta ' yopig chiziq tashgarisida yotgan

bo’lsa, 4 0 ) —® bo’lishini biz ko’rgan edik.
ro ~a
z-a nuqgta I' ning ichida yotadi, deb faraz etaylik. Agar I
ichida markazi z=a dan iborat biror C aylana yasasak ikki
bog’lamli soha hosil bo’lib, unda

/00 = — —
(z-a)"

funksiya analitik bo’ladi. Shu sababli Koshi teoremasiga
asosan tashqi va ichki konturlar bo’ylab olingan integrallar
0’zaro teng bo’ladi, ya’ni

£ dz
-cf dz (5)
r(z-ay I(z-cY
rodz (agar Mol bo' Isa, 0
J(r-r, [agar n=1 bo'lsa om (6

So’nggi formulaga asoslanib quyidagi oddiy kasr ratsional
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funksiyalardan integral olish giyin iremas.
* il A i

Agar a nugta ' tashqgarisida bo’dsa, har bir haddan olingan
integral nolga teng bo’ladi. Agauir a nuqgta I ichida yotsa, u
holda (6) ga asosan

arR(z)dz = A'OJ ————— az__ +A; ' az +,_,+An_]dr___q§__=

r(z-a) vz ~a
A0 m0 + Al mO0+...+An_] m2ni\i= An_, «2Tr/,

ya ni
jR(z)dz = Amt -2ni )
r

Mabodo ratsional funksiya ushbu

QM

ko’rinishda berilgan bo’lsa, dastkab uni oddiy kasrlarga ajratib,
so’ngra yugoridagi metod bilan imtegrallash kerak.
Misol.

) (Z4 Ddz
bz22(z- 1)(z-3)
bundagi I chiziq \2\=2 aylanadan iborat. Integral ishorasi

ostidagi kasr-ratsional funksiyani quyidagicha oddiy kasrlarga
ajratib olamiz.

(z +\)dz /3 7/19 -1 2/9
+ + + -
z2(z-1)(z-3) z z z-1 z-3

U holda

161



3p7 Qjl; A7-1 8pz-3

Bu integrallarning har birini tekshirib chigaylik. (6) ga asosan

cf~ =0, cf— = 24r/, c-d =2ni.
rz rz fz-1

z=3 nuqta /" aylananing tashgarisida bo’lgani uchun
F—~-=0.
Jz-3

Demak, I - i -fm'= -_f'-ﬂ-/.'
9 9

Koshining integral formulasi

["-chizig bilan chegaralangan E yopig sohada f(z) analitik
bo’lsin, u holda E ga tegishli har ganday E{ yopiq sohada
haim f(z) funksiya analitik bo’ladi. Sohaning ichida ixtiyoriy z0
nuqgta olaylik va bu nugtani markaz qilib, />radiusli aylana
chizaylik. U holda ' va y lar bilan chegaralangan sohada
Z/SZ)n ham analitik bo’ladi, chunki z+zo-

r

Demak, (10) Koshi formulasiga asosan:
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@)

rz-z0 nz-z,,

Har ganday s >0 uchun shunday 5 >0 son mavjudki, vy-
aylananing ixtiyoriy ~ z  nuqtasi  uchun \z-z0\-p<s8,

\f{z)~f(zu}<£ tengsizliklar o’rinli. Demak,

1(z,) ri(z)- /(20)OI <Ok of
yz~z0 Z-1,,

Ikkinchi tomondan

Demak, lim dz- f(zn-2jt-i =0 bunda, agar (1) />-»0

da hadlab limitga o’tsak, quyidagi tenglik hosil bo’ladi:
piym{zl\ —dz = di-@baz_mdz =f(z0)-2n-i

["-chiziqg bo’ylab olingan integral />ga bog’lig bo’lmagani
uchun limit belgisini tashlab yubcrish mumkin, demak, ushbu
tenglikni yozish mumkin:

f — J-A*
Hr )= '2"1_1"-] 3z - z) e (2)

Bu Koshining integral forinulasi deyiladi. Bu formulani E ko’p
bog’lamli soha bo’lganida ham qo’llash mumkin, bunda

zo~ E ichki nugtasidir.

1-misol. }‘-Z----Y:dz integral |z-2i|=2 aylana bo’ylab
hisoblansin.
Yechish: Misolimizda /(z)=z2 z0=i-
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Demak, Koshi integral formulasiga ko’ra:

1-~-dz =2n-i- f(z0)

yoki

:;'ZZ—_=2n i-f (N=2nm(z2). =-2n m
-i

Koshi tipidagi integral. Yuqori tartibli hosilaning mavjudligi

1 Biz (2) Koshining integral formulasini Kkelt

chigarishda f(z) funksiya I bilan chegaralangan E yopiq
sohada analitik bo’lishini talab qilgan edik. Agar bu ikki
shartdan (yopiqg, analitik) birortasi buzilsa, Koshi formulasi
ham o’rinli bo’lmaydi. - chizig yopig bo’lmasligi ham
mumkin. Faraz qilaylik, <p(f) funksiya shu - chizigda fagat
uzluksiz bo’lsin, u holda agar biz ' da yotmaydigan birorta z

nugta olsak, *“ kasr shu chizigning barcha nugqtalarida
Z~120

uzluksiz bo’ladi, chunki z7z0- Shu sababli ushbu integral
1'r<|o{£)tk'l'kd i har bir z0 (I'- d tmaydi t
>, (ekislikdagi har bir z (F- da yotmaydigan) nugta

uchun aniq giymatga ega, ya’ni z ning funksiyasi
DCZ):Jl[prfEe)\df (3)

2neir -z

2. Bu Koshi tipidagi integral deyiladi.

1-teorema. Koshi tipidagi integral bilan aniglangan F(z)
funksiya I'- chizigda yotmaydigan, har ganday chekli z nugtada
analitik bo’ladi. Shunday nuqgtalarda funksiya barcha yuqori
tartibli xossalarga ega bo’lib, ular ushbu formula orqali
ifodalanadi:
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OBl =57 @
Teoremani isbotsiz gabul gilamiz.
2-teorema. Yopig E sohada analitik bo’lgan har ganday

f(z) funksiya shu sohada istalgan tartibli hosilalarga ega bo’lib,
ular ushbu formula bilan ifodalanadi:

7 29 m, (E- 2)

Bu f(z) funksiyaning yuqori tartibli hosilasini topish
formulasidir.
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82-ma’ruza
KOMPLEKS HADLI QATORLAR

1-ta’rif. Hadlari kompleks sonlardan iborat bo’lgan
o]

L L

gator kompleks hadli sonli gator deyiladi. Bunda znx,,+iy,,
bo’lib, x,, ynlar hagigiy sonlardir.

2-ta’rif. Barcha hadlari z ning funksiyasi bo’lgan fn(z) dan
iborat

(2)

»3

gator funksional gator deyiladi.
3-ta’rif. Funksional gatorning xususiy ko’rinishi bo’lgan
ushbu ko’rinishdagi gator

fl:in(z-<0" 3)

darajali gator deyiladi.

Kompleks hadli gatorlarning tekshirishda haqigiy sonli
gatorlarni tekshirishdagi barcha xossalarni qo’llash mumkin,
chunki kompleks hadli gatorlarni har doim ikkita haqiqiy sonli
gatorlarning yig’indisi ko’rinishiga keltirish mumkin, ya’ni

00 co co co

—_ *. —
I<§=1 ‘él( »+*yh)_né| X>'+rrE|y* )

00 00

bunda )rlex» va %{__1* gatorlar hagigiy sonli gatorlardir.

Shuning uchun biz amaliyotda ko’proq ishlatiladigan z-z0 ning
darajalari bo’yicha yoyilgan (3) ko’rinishdagi gatorlarning
ba’zi muhim xossalari bilan tanishamiz.

Ushbu
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£ cii(z-a) =COr-o0)o+C,(z- ay +

C))
+C2(z-a)2+...+Cn(z-ay +..

ko’rinishdagi gatorni ba’zi xossalari bilan tanishaylik. Bunda
Z=x-+iy, a=a+ij3, C=a,,+ibn kompleks sonlar bo’lib, x, y, a, [
an bn - lar haqgigiy sonlardir. Agar zo=0 bo’lsa, ushbu qator
hosil bo’ladi:

JTC,z" =C0+CJz +C222+C&3+..+C, 2" +...  (6)

4-ta’rif. Agar funksiya a) ko’rinishda

h=1
yozilgan bo’lsa, f(z) funksiya z - a ning darajalari bo’yicha
darajali gatorga yoyilgan deyiladi. Darajali qatorlarning
yaginlashish sohasi doiradan iboratmg).o’ladi.

Teorema (Abel teoremasi). Agar ’r\‘%’\n(ra) darajali

gator biror z - a nugtada yaginlashuvchi bo’lsa, u \z-a\<\z0-a\
doiraning hamma nugqtalarida absolyut yaginlashuvchi bo’ladi.
Shuningdek, har ganday yopiq \z-a\=r doirada ham tekis
yaginlashuvchidir, bunda z<QZo-a.

Teoremani isbotsiz qabul gilamiz.

Natija. Agar gator biror z=Zo nugtada uzoqlashuvchi
bo’lsa, bu qgator \z-a\>\z0-a\ tengsizlikni ganoatlantiruvchi
ixtiyoriy nugtada uzoglashuvchi bo’ladi.
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00

Misol. X ,n Qator ixtiyoriy z nuqgtada absolyut

N=1 «
yaginlashuvchi bo’ladi. Chunki z ganday bo’lmasin, biror n-

\z\ 1
nomerdan boshlab A qilib olish mumkin. U holda

"if

\*-J

Demak, berilgan gqatorning barcha hadlari cheksiz

kamayuvchi geometrik progressiyaning mos hadlaridan Kkatta

emas, ya’ni berilgan gator ixtiyoriy z nuqtada yaqinlashuvchi.
Umuman (5) yoki (6) ko’rinishdagi darajali gatorlarning

yaqinlashish doirasining radiusi Dalamber, Koshi-Adamar

formulalari yordamida topiladi.

1 Koshi-Adamar formulasi:

(7)

2. Dalamber formulasi:

tf=-; c"4
(8)

Z=1lim
n~*° C,,
1-misol. X1 « J Qatorning yaginlashish doirasi topilsin.
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Yechish: Koshi-Adamar formulasini go’llaymiz, bunda
1

(in)™

134

N 1

L= fim G, 1= figy g, = fim b v oo

n X (1) ]

Demak, gator butun kompleks tekisligida yaqginlashuvchi.

2-misol | 1 < - gatorning yaginlashish doirasi topilsin.

Yechish: Koshi-Adamar formulasiga ko’ra e'=cosl+isinl
Eyler formulasini e’tiborga olsak:

L= limgle™Il= hm |e“\= lim |cosl +/sin11=

=n/cos21+sin31=1 R-j-t

Demak, gator birlik doiraning ichki nuqtalarida yaginlashuvchi.

Teylor va Makloren qatorlari

Agar W=/(2) funksiya biror nuqtaning atrofida analitik

bo’lsa, uni z - a ga nisbatan musbat darajali gatorga
quyidagicha yoyish mumkin:
F{z)-C0+C,(z-a)+C2z-a)2+...+Cn(z-a)n+... 9
Bundagi CO, C,, C2,.. koeffitsientlar quyidagicha topiladi:
avvalo f (), f (2, »m f(z), .. larni topib, z=a nuqtadagi
giymatlarini topsak ular quyidagicha bo’ladi:
1 1 1
C0=f(a), CN-—f(a), C2=— f(a), .. , C,=—f\a), .. (10)

Bularni (9)-ga go’ysak ushbu Teylor gatori hosil bo’ladi:

Az)=f(a)+A ~°Y+ (z- F2+- + -«)"+ -0 (11)
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Agar (11) da a=0 bo’lsa, quyidagi Makloren qatori kelib

chigadi:
,&'z)’zfr('8)+ 7(0) z A 0)12+... +/—<"io)‘2” t... (12)
Demak,
fla)
Cn= «! ~3)

ekanligini  ko’rish  mumkin. Umuman (9) gqatorning C,
koeffitsientlarini Koshining integral formulasidan foydalanib
ham topish mumkin:

E - f f | - -2*| (2! SZ) A. n- 0+ 1,12,.... E%g‘;}

Misol. /(z)=cosaz funksiya z=0 nuqta atrofida Makloren
gatoriga yoyilsin.
Yechish: f'(z)=-asinaz /(0)=1
f'(z)=-axosaz f '(0)=0
[/ mz)=-a¥inaz/’(0)=-a2
------------------- / "(0)=0

Misol. Funksiya nuqgta atrofida Makloren qatoriga
yoyilsin.
Yechish: Bularni (12) Makloren gatoriga go’yamiz:
(az)2+_(az)4 _(az)6+m_ > (- f)4,, (az)Z*
2! 4 6! Q!

cosaz =\-~

3. Manfiy darajali gatorlar. Loran qatori

5-ta’rif. Agar kompleks hadli gator z-a ning manfiy
darajalari bo’yicha yoyilgan bo’lsa, u manfiy darajali gator
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deyiladi, ja’ni

b(z-a)' l+bAz-ay2+ .. + brz-a)' “+.=¥ o (15

Bu manfiy darajali gator deyiladi va uning yaginlashish sohasi

h

\z-a\>r doira tashqarisidan iborat, bunda r~ N
yaqginlashish radiusi deyiladi.

Misol. X e gatorning yaginlashish radiusi topilsin.

/1=1

Yechish:

= i —em— =¢
r rI*Ig‘})b-l

r=e - yaginlashish radiusi. Demak, lzI>e doira tashgarisida

gator yaginlashadi.
6-ta’rif. Ushbu ko’rinishdagi qgator

£ C,(z-3a"=..+C ,(z-a)" +C (z-a)-1+..+C 2@z- fl)'2+

11—

+C Yz-a)‘lI+C()+C,(z-a) +C2(z-a)2+..+C,(z-a)" +.. (16)
Loran gatori deyiladi. Bunda

Q='Z2C,(z-ay (17)

gatorning bosh gismi deyilib, \z-a\>r da yaginlashadi.
+H

P= Y_JCn(z ~ayY (18)

Loran gatorining to’g’ri qismi deyiladi va \z-a\<R da

yaginlashadi.

Teorema. Agar f{z) funksiya r<\z-a\<R halgada analitik
va bir giymatli bo’lsa, shu halgada bu funksiyani yagona
usulda Loran gatoriga yoyish mumkin bo’lib, uning to’g’ri
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gismi 1z-al</? doirada, bosh gismi esa \z-a\<r doiradan
tashqgarida yaginlashuvchi bo’ladi, ya’ni

f(z)= Y.c"(z-aY . (19)

Bundan ko’rinadiki f(z) funksiyaning Loran gatori r<\z-a\<R
halgada yaginlashuvchi bo’ladi.

Loran gatorining C, koeffitsientlarini ham (14) Koshi
formulasidan foydalanib topish mumkin. Ba’zan bu tipdagi
integrallarni  hisoblash murakkab bo’lgan hollarda sun’iy
usullardan ham foydalaniladi.

1-misol. f(z)= 2z |2 funksiya I<lzl<2 halgada
Loran gatoriga n-ning darajalari bo’yicha yoyilsin.
Yechish:
f(z):—---—l‘-— — 1 11

r -3z+2 (z—-h(z-2) z-2 z-d

ko’rinishga keltiramiz.

1 1 Vi+de Ll 1= 1
711-1 \Y r z~ J £Eizn -
ZJ
Bunda 1, z>| yaginlashish sohasi.
f 2
z .,z
- - 1a—t
/2 00 = 7.2 1 55
“2)

Bunda <> \A <2 yaginlashish sohasi.

Demak, J\z)~ 'Sl'Zl zlgﬁé)l - Loran qatori bo’lib, u
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I<ld<2 halgada yaginlashuvchi bo’ladi.
1
2-misol. f(z)=z2-cos~ funksiya z-0 nuqta atrofida Loran

gatoriga yoyilsin.

Yechish: asosiy elementar kompleks funksiyalarning
Teylor va Makloren qatorlari ham haqgigiy o’zgaruvchili
elementar funksiyalarning Teylor va Makloren qatorlariga
0’xshash ko’rinishda bo’ladi. Shuning uchun

1
-t —F e ——————— - = - m——— e [+
R TS VA 372 iz i

Demak, f(z) 2+z +4,z22 &z* Pz6+' Z*°"



83-84-ma’ruzalar

FUNKSIYANING NOLLARI. MAXSUS NUQTALAR VA
ULARNING TURLARI

I. Funksiyaning nollari

I-ta’rif. Agar f(z) funksiya z0 nuqtada analitik bo’lib,
f(zo)=f(Zo)= ... =f""])(z0-0', fnzg*0 bo’lsa, z0 nugta /(2)
funksiyaning n- tartibli noli deyiladi.

Teorema. Agar z0 nuqgtaning biror atrofida f(z)=)z-z0)"-(p(z)
bo’lib, (p{z) funksiya z0 nuqtada analitik va <p(ro)~0 bo’lsa, z0
nugta /(z)-funksiyaning n- tartibli noli bo’ladi.

Misol. /(z)=I+cosz funksiyaning nollari va uning tartibi
aniglansin.

Yechish: f(z)=0 => l+cosz=0; cosz=-Il; z,,=n+2m.

['(2)=-sinz; f(z0)=f(x+2mi)=0.
f(z)=-cosz; f"(zQ=f(n+2T1)=\dO.

Demak, z,,=K+2m, n=0; +1; £2; ... nuqtalar funksiyaning
Il tartibli nollaridir.

I1. Maxsus nuqgtalar va ularning turlari
2-ta’rif. Agar w=f(z) funksiya z0 nuqtada analitik bo’lsa,

bu nugta f(z) funksiyaning to’g’ri nugtasi, aks holda u nugta
maxsus nuqtasi deyiladi.

L
I-misol. f(z)~ funksiyaning maxsus nugtasi z0=0 dan

J_
iborat, chunki uning / \z)=- z2 hosilasi z0=0 nuqtada mavjud

emas.

1
2-misol. f(z)= r | funksiyaning z=%i nuqtalari maxsus

2z
nuqtalardir. Chunki uning [/ '(z)--~”"~2~72 hosilasi z=#i

174



nuqtalarda mavjud emas.
Maxsus nugtalarning turlari  ko’p bo’lib, ulardan
amaliyotda ko’p uchraydiganlari ajralgan maxsus nuqtalardir.

Ajralgan maxsus nuqtalar

3-ta’rif. Agar /(z) funksiya z0 nuqtaning biror £-atrofi
O<lz-zOl<°*° da analitik bo’lib, z0 nugtaning o’zida analitik
bo’lmasa, bu nuqgta /(z) funksiyaning ajralgan maxsus nuqtasi
deyiladi.

Ajralgan maxsus nugtalar uch xilga bo’ladi, ya’ni qutilib
bo’ladigan maxsus nuqgtalar, qutblar va muhim maxsus
nugtalar.

4-ta’rif. Agar /(z)=" chekli, aniq chekli limit

mavjud bo’lsa, z0 nuqta /(z) funksiyaning qutilib bo’ladigan
maxsus nuqgtasi deyiladi.
1

4-misol. /(z)= _jsin(z-1) funksiyaning z=l qutilib

] o ) sin(z-1)
bo’ladigan maxsus nugtasidir, chunki -

1-teorema. /(z) funksiyaning ajralgan maxsus nugtasi z<r
qutilib bo’ladigan maxsus nuqgta bo’lishi uchun uning z-Z0O ni
darajalari bo’yicha yoyilgan Loran qatori bosh gismga ega
bo’Imasligi zarur va yetarli, ya’ni
/(2)=COrCXz-Z0HCAz-202+ ... +C,(z-20™+ -

Teoremani isbotsiz gabul gilamiz.

5-ta’rif. Agar lim/X7)- 00 bo’lsa, z0 nuqgta /(z)

funksiyaning qutb nugtasi deyiladi.

1
5-misol. /(z)= _2 funksiyaning z=2 oddiy qutb

1
nugtasidir, chunki z—2 °°
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2-teorema. Berilgan /(z) funksiyaning ajralgan maxsus

1
nuqtasi qutb nuqta bo’lishi uchun u cpfz)= funksiyaning

noli bo’lishi zarur va yetarlidir.
6-ta’rif. <z) funksiyaning z0-nolming tartibi f(z) ning z0
qutbining tartibi deyiladi.
1
6-misol. /(z)=z3(z2+9)2 " funksiyaning qutblari

(fKz)=zi(r +9)2 funksiyaning nollaridan iborat, ya’ni:
(p(z) =23(z2+9)2- 0 = {z =0;2z2=3i;z3=-3/}.

Bunda r=0 Il - tartibli, z=3i, z=-3i lar funksiyaning Il tartibli
qutblari bo’ladi.

3-teorema. Berilgan f(z) funksiyaning ajralgan maxsus
nugtasi z0 n-tartibli qutb bo’lishi uchun uning z-z0 ni darajalari
bo’yicha yoyilgan Loran qatorining bosh gismi chekli n-ta
haddan iborat bo’lishi zarur va yetarlidir, ya’ni:

f(z2)=c_n(z-z0)'ntc.nH(z-z0y (*1)+...+cC.,(z-z0)"' +cOt
+Ci(z-Z0)+C2(e-Z0)2+...

Teoremani isbotsiz gabul gilamiz.

1
Misol. f(z)=~funksiyaning maxsus nugtalari va

ularning tartibi aniglansin.

Yechish. z=0 maxsus nuqta bo’ladi. <p(z)=z-sinz
funksiyaning nollarini topaylik, buning uchun uni qgatorga
yoysak:

— U z3 ,z5 z7 _
P@2)=z-sinz=z-(z a 1_51_“7! +..)=
s, A 41 Y
: (_3:;_1“5_!“ 17!" f

Demak, z=0 (fiz) ning 3-tartibli noli bo’ladi. Demak z=0
/(z) funksiyaning 3-tartibli qutb nugtasi ekan.
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Ta’rif 7. Agar z0f(z) ning ajralgan maxsus nugtasi bo’lib,
|l_i,%f{z) limit mavjud bo’lmasa, z0-nugta shu funksiyaning

muhim maxsus nugtasi deyiladi.

4-teoiema. /(z) funksiyaning ajralgan maxsus nuqtasi
muhim maxsus nuqtasi bo’lishi uchun shu funksiyaning z-Zo ni
darajalari bo’yicha yoyilgan Loran gatorining bosh qismi
cheksiz ko’p hadlarga ega bo’lishi zarur va yetarlidir, ya’ni:

00

1(*) = iX (z~zo0)"
n—@®

Bu holda xususan Loran qatorining bosh gqismi bo’Imasligi
ham mumkin, ya’ni cQ c,, c2 .., c, lar nolga teng bo’lishi ham

mumkin, birog c @0, c., 40 va cnd0 va hokazo.

Misol. f(z)=e~2 funksiyasming maxsus nuqtasi va unmg
tipi aniglansin.
Yechish. z=0 f(z) ning maxsus nugtasidir.

a) z-x haqgigiy sonlar o’gida olsak f(z):f(x):exz; X—0,

f(x)->co.
1 1

2 2

b) z=iy mavhum o’gda olsak f(z)=f(iy)-e® —e y \ 0,
0.

Demak, f{z)-ez2 funksiya z=0 da aniqg limitga ega emas,
bu esa z=0 muhim maxsus nuqta degan so’zdir.
Chegirmalar va ularning tatbiglari
Biror z0 nuqgta f(z) funksiyaning ajralgan maxsus nugtasi
bo’lsin.

Ta'’rif. Agar f(z) funksiya 0<lz-z0</? halgada analitik
bo’lsa, uning ajralgan z0 nugtaga nisbatan chegirmasi deb
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ushbu ﬁi\f(z)dz integralning giymatiga aytiladi va u

Res/f*0)- kabi belgilanadi. Demak,

Bunda I - markazi z0 nugtada bo’lgan Kichik radiusli aylana

bo’lib, f(z) funksiyaning analitik bo’lgan sohasiga tegishli va

boshga maxsus nugqtalarni 0’z ichiga olmasligi kerak.

1 Agar bizga ma’lum bo’lgan f{z) funksiyaning z0 nuqta
atrofida yoyilgan Loran gatorining koeffitsientlarini va (1)
ifodani e’tiborga olsak ushbu tenglikni yozish mumkin.

(2)

ya’ni z0 - ajralgan maxsus nuqtadagi chegirma Loran gatori

yoyilmasidagi c¢”(z-z0) * hadining koeffitsienti cA dan iborat

ekan.

2. Agar z0 nuqgta f(z) funksiyaning to’g’ri nuqtasi yoki qutilib
bo’ladigan maxsus nuqgtasi bo’lsa, u holda Loran gatorining
bosh gismi bo’lmaydi ya’ni c,,=0 (n=-1,-2,-3,...) Bu holda
(2) formulaga ko’ra c.,=Res/(z0)=0 bo’ladi.

Demak, to’g’ri nuqtada va qutilib bo’ladigan maxsus
nugtalarda chegirma nolga teng bo’ladi.

Teorema. Agar f(z) funksiya r chizig bilan o’ralgan E
yopiq sohaning ajralgan maxsus nuqtalari zx z2,  zn lardan
boshga barcha nuqgtalarda analitik bo’lsa, u holda f(z)
funksiyadan r chiziq bo’ylab olingan integralning giymati r
chiziq ichidagi barcha maxsus zk nugtalarga nisbatan olingan
funksiya chegirmalari yig’indisining 2m ga ko’paytirilganiga
teng, ya’ni

®)

r

Teoremani isbotsiz gabul gilamiz.
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3. Agar z0 nuqgta /(z) funksiyaning oddiy qutb (n=1) nugtasi
bo’lsa, z0 nugta atrofida yoyilgan Loran gatori quyidagi
ko’rinishda bo’ladi:

/(z)=c,(r-Zo)+c0tc,(z-z0)+c2Az-20)"+ me (@)

Buni hadlab z-zo ga ko’paytirib z—z0 dagi limitini topsak, c,
kelib chigadi:
lim(z-z0)/(z) = lim[c_, +c0(z- z0)+cxXz - z0)2+...] =c,,

Demak, c_, = lim[(r-20)/(2)], ya’ni
Res/(z0) = lim[(z-z0)/(2)]. (5)

4. Agar z0 nuqta /(z) funksiyaning n- tartibli qutbi bo’lsa,
uning bu nugtaga nisbatan Loran gatori quyidagi ko’rinishda
bo’ladi:

f(z)=c_,,(z-Zoy'+c.,,+i(z-Zo)<H)+r +cM -z0y l+co+
+ci(z-Zo)+c2(z-Zo)2+ -.

Bundan c, koeffitsientni topish uchun tenglikni hadlab (z-z0”
ga ko’paytirib (n-1) marta hosila olamiz, z—z0 dagi limitini
topamiz. Natijada ushbu topiladi:

¢ = oy ligg it K 2-2.)"1M)]

Demak, z0 n- tartibli qutb bo’lsa, u nuqgtadagi/(z) funksiyaning
chegirmasi quyidagi formuladan topiladi:

Resf (zq) — Hm [(z-20)nf(2)] (6)

5. Agar /(z) funksiya quyidagicha kasr shaklda berilgan bo’lib,
1(2) =D 16 uning oddiy qutbi bo’lsa, ya'ni
(p{a)*0; yAa)=0; y)(@)d0. Ya’ni o yKz) uchun oddiy nol.
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(5) ga ko’ra

Res/00)= lim[(z-z0)/(z)] =
lim y rv-uy A KES!
Z-+2Q Z—1z20

ya’ni

(7)

6. Agar z0 nuqta f(z) funksiyaning muhim maxsus nuqtasi
bo’lsa, shu funksiyaning z0 nuqtadagi chegirmasini topish
uchun u funksiyaning z0 nuqta atrofida yoyilgan Loran
gatorining cn koeffitsientini topish kifoya, hagigatan bu
holda f(z) ning yoyilmasi "

/0)= Z c«(z_zo)"

kabi bo’ladi.
Bundan c, ni topish yetarli.

1-misol. f(z)~ z+9 funksiyaning z=-2 oddiy qutbhga

ko’ra chegirmasi topilsin.
Yechish. (5) formulaga ko’ra
3

Rer/(-2)= limf(z+2)/(2)]= limf(z+2 )ZA;—Z] =(-2)3=-8

integral chegirma (qoldiq)

lardan foydalanib hisoblansin.

Yechish. (z2+1)(z+3)=0 => z,=i, z2=-i, z3=-3 maxsus
nuqtalar bo’lib, z=-3 nuqta \2\=2 doiraga tegishli emas.
a) z=i oddiy qutbdagi chegirma quyidagicha:
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N fie z2(z-1) 3F—1
ResH =M e +nE+3) 2i(+3) 20
b) r=-r oddiy qutb nugta

z22(z + i) 1- 3

Ren/(-/) = lim . .
(z- )(z+i)(z+3) 2[(-1 +3) 20

1-rasm.

<dz=2"[Res/(/)+ Renl/(-/)] *

L2 + 1x 2 + 3)

=2ti(1£2it1zE)=" .
20 5

TFKP ish kartografiyaga tatbiqi

1-masala. Kartografiyadagi asosiy masalalardan biri
sitrning biror gismini tekislikka akslantirishdan iborat. Bu
akslantirish konform yoki masshtabli bo’lishi mumkin. 1569
yilda mashhur gollandiyalik kartograf Gerard Merkator (1512-
1594) Kkartalarni kashf etdi. Bu kartada vyer sharining
parallellari va meridianlari to’g’ri chiziglar ko’rinishda
tasvirlangan va mos ravishda bular bir-biriga perpendikulyar
bo’lgan. Buni Meokator nazariy jihatdan asoslab bera olmagan.

Hozirgi zamon fani nuqtai nazaridan Merkatorning bu
proyeksiyasi konform akslantirishdan iborat. Yer sharidagi
meridianlar va parallellar orasidagi burchaklar akslashtirish
natijasida kartaga to’g’ri burchaklar bo’lib akslantiriladi.
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W =ez funksiyaga teskari bo’lgan logarifmik funksiya
koordinata boshidan chiqgan nurlar va konsentrik aylanalarni
kesib to’rt burchaklari to’g’rito’rtburchaklari to’rga (setkaga)

akslanadi (2-rasTga garang).
1Y

2-rasm. 3-rasm.

Bu akslantirish ushbu formula yordamida ifodalanadi
W =1lnz (1)

bu yerda Inz=In|z]+iargz yoki

Inz=dx2+y2+arctg— ()

har ganday agrz=or yoki z=t+iat (bu yerda a=tg«) ga
tekislikda quyidagi to’g’ri chiziglar mos keladi

W =Inyjt2+a22 +ia - In U\+InVI +ct2 +/la 3)

har ganday |z|=r parallellarga W tekisligida ushbu to’g’ri
chiziglar mos keladi.

W = ’Intg(U—+IIQ+ it 4)

U
bu yerda r o (3) to’g’ri chizig OU o’giga, (4) esa
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OV o qgiga parallel, ular bir-bijjga perpendikulyar (3-rasmga
garang) Nolli meridian OV o’giga akslanadi, ekvator esa OV
0’qiga akslanadi.

Kengligi a -2 bo’lgan a=#0 ga yoki cheksiz

uzoglashgan z = x> nuqtaga mos keladi.

Yuqgorida ko’rilgan Merkator proyeksiyasi juda muhim
bo’lgan xossaga ega.

Kemaning o’zgarmas yo nalishi bo’yicha boshgarish, yana
harakat yo’nalishi kompas ayirmasi bilan o’zgarmas burchak
tashkil etsa, bu holda harakat loksodroma bo’yicha
harakatlanadi (loksodroma - giyshiq yurish).

To’la kompleks garshilik tushunchasi

2-masala. Qarshilik R va h funksiyadan tuzilgan zanjirni
ko’ramiz.

m"nJT rN —
R ft

Rasmda ko’rsatilgan zanjirdan tok j=Isin(€t+«) o’tadi deb
faraz qilamiz. Zanjir uchlarida paydo bo’lgan potensiallar farqgi
U = Vsin(srt + (p) ni topish kerak.

Bu holda:

U=h— +Rj
dt

U -Ve'p, j = T'w deb gabul gilamiz.
Va bu yerda
U =Ve'\ T= Jeict.

Agarj ni (1) ifodaga qo’yib U ni topamiz.
U = (iho) +R)t = zt

Ushbu tenglamada U va T lar orasidagi proporsionallik
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koeffitsienti z kompleks son bo’lib, vaqtga bog’liq emas. r
garshilikning  funksiyasi bo’lib, to’la komleks qarshiligi
deyiladi.

Potensiallar qgarshiligi esa U ning mavhum qismi bilan
aniglanadi:

Demak, Im(t/) = Vsin(cot 4 ).

Bunda V =1\z\~ bl R2+ h202

cpha+p, th- — .

Endi shu masalani R bilan ketma-ket ulangan va sig’imi
C ga teng bo’lgan zanjir uchun ko’rib chigamiz.

MMakI el fj j ] »rxlrm, T rrrrrrrrrrrrrrr 1 Tam mmmmmm e

n
5-rasm.

Bu masala uchun tenglama quyidagicha bo’ladi.

U = Rj +-1'0jdt
C

va

U=(R+— )t=1zt
icco

Demak, U =Vsin(cot+ <) va bu yerda

V_I\Z\_iV2+cco (p=a +ft, = Reco

3-masala. Rasmda ko’rsatilgan zanjirning A va B nugqtalari
orasidagi to’la komleks garshilik topilsin.
Bu zanjir ikkita konturdan iborat bo’lib, birinchisi to’la
[
kompleks garshiligi z\ - bo’lgan /’sig’imli kondensator,

ikkinchi esa, bir-biriga ketma-ket ulangan qarshiligi R,
induksiya h va sig’imi C lardan tuzilgan bo’lsin. Ikkinchi
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konturning to’la komleks garshiligi z2 quyidagicha aniqlanadi.

B iTLTL fu— "JljljljIX '4—
R Mn
r c

6-rasm.

Bu holda masalada ko’rilayotgan to’la kompleks
uchun.

Z,Z
Z=n
Ifoda o’rinli bo’ladi, ni
——(R +ihco—
Z(iCO) - [co Ccco
R+ihco-i - +—
c I
bunday
1 R2+(h a'c'n’-]f
hm ]
R2+ NMw-1U U
c IJo)
. ha- X ieri
C (00]
=arctg- -- arctg-
P g g R

- hw

@
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Chapligin va Jukovskiy formulalari

4-masala. Faraz qilaylik, zichligi p ga teng havoda
tovushgacha bo’lgan o’zgarmas tezlik - V. bilan samolyot
ganoti harakatlanmoqda, yoki boshgacha gilib aytganda tinch
holatda turgan ganotga, tezligi V  ga teng bo’lgan havo ogqimi

ta’sir etmoqda.
Yasovehilari tezlik vektoriga perpendikulyar bo’lgan
cheksiz silindr shaklidagi ganotni osmonga ko’taruvchi kuchni

hisoblash kerak.

Agar S ganot kesimining konturi va P(z) esa z nugtadagi
havo bosimi bo’lsa, bu holda S ning dz elementga ip(z)dz
kuch, butun kontur S ga esa

P - jip(z)dz

to’la kuch ta’sir etadi.
Bernulli formulasiga asosan P(z) =A-B-V tenglik
o’rinlidir.
Bu yerda A-o’zgarmas migdor. v=\V\, V -ogim tezligi
vektori. Demak,
P=-B1 fvdz
2 1 [ |

Konturning barcha nugtalarida tezlik urinma bo’yicha
yo’nalgan bo’lgani uchun.
V=S'(z) =veiv(p=argdz.

Agar e 2A(p dz=dz bo’lsa, bu holda
P=~% \(f(z))e-24z=-B1 fXzyfdz.

NS NS

Oxirgi  tenglikdan, ko’taruvchi  kuchning vektoriga
go’shma vektor P, quyidagicha aniglanadi.
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p="-\(f\z))dz
Ns

Keltirilgan formula S.A. Chanligin tomonidan isbotlangan.
Ushbu formuladan va quyidagi ifodadan

! A N 0, -
1'(2) +z+/z° +

chegirmalar teoremasiga binoan
P+2 m ~ =iprva
2 m

bo’ladi.
Demalk,
p=-iPrv,,

bu yerda ' maydonning sirkulytsiyasi. Olingan formulani
N.E. Jukovskiy isbotlagan.
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OLIY MATEMATIKADAN YAKUNIY YOZMA SAVOLLAR
Qatorlar

1 Sonli gatorlar. Xususiy yig’indi.

2. Musbat hadli qatorlarning yaginlashishining zaruriy
sharti.

3. Qatorlarni tagqoslash teoremalari.

4. Qator yaginlashishining Dalamber alomati.

5. Qator yaginlashishining integral alomati.

6. Ishoralari almashinuvchi qgatorlar. Leybnis alomati.

7. Ishoralari o’zgaruvchi qatorlar. Absolyut va shartli
yaginlashish.

8. Funksional gatorlar. Qatorlarning yaginlashish sohasi.

9. Qatorlarni differensiallash va integrallash.

10. Kuchaytirilgan va tekis yaqginlashuvchi gatorlar.

11. Darajali gatorlar. Abel teoremasi.

12. Yaginlashish intervali va uni topish usullari.

13. Darajali gatorlarni differensiallash va integrallash.

14. (x-a) ning darajalari bo’yicha gatorlar.

15. Teylor va Makleron gatorlari.

16. Elementar funksiyalarni Makloren gatorlariga yoyish.
17. Binomial va In(l+x) funksiyalarni darajali gatorga
yoyish.

Ikki o’Ichovli integrallar

1) Ikki o’lchovli integral ta’rifi va uning geometrik ma’nosi

2) Ikki o’lchovli integral xossalari

3) D sohada f(x, y) funksiyaning ikki karrali integrali.

4) Ikki o’lchovli integral va ikki karrali integral orasidagi farg
va ularning o’zaro teng bo’lishi shartlari

5) To’g’ri soha ta’rifi

6) Ikki karrali integral xossalari

7) Ikki o’lchovli integral yordamida soha yuzasini va jism
hajmini hisoblash

8) Qutb kocrdinata sistemasida berilgan funksiya uchun ikki
o’lchovli integralni hisoblash formulasi
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9) D sohada uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lgan z=;f(x
funksiya uchun |Jv1+ z« +z/ dxdy ning geometrik ma’nosi

10) Ikki o’lchovli integral yordamida tekis shaklning statik
inersiya momentlarini topish

11) Ikki o’lchovli integral yordamida tekis shaklning
markazini topish

Uch o’Ichovli integrallar

1) V fazoviy jism bo’yicha u=f(x,y,z) funksiyaning ucjj
o’lchovli integrali va uning geometrik ma’nosi

2) V fazoviy jism bo’yicha u=f(x,y,z) funksiyaning uch karrali
integrali va uni hisoblash

3) Uch o’Ichovli integralni uch Kkarrali integral yord{,miHa
hisoblash. To’g’ri soha

4) Silindrik va sferik koordinatalar sistemasida uch Karrali
integrallarni hisoblash

5) Uch karrali integral yordamida jism hajmini hisoblash

6) Uch karrali integralning mexanikaga tatbiqi

Egri chizigli va sirt integrallari

1) Koordinatalar bo’yicha egri chizigli integral va uning
xossalari (1-tur egri chizigli integral)

2) Yassi egri chizig yoyi bo’yicha egri chiziq ta’rifi va uning
xossalari (2-tur egri chiziq)

3) Parametrik tenglama bilan berilgan chizig bo’yichy e, rj
chizigli integralni hisoblash formulasi

4) Egri chizigli integral yordamida yassi figura yuzasini
hisoblash formulasi

5) Grin formulasini keltirib chigarish

6) Egri chizigli integralning integrallash yo’liga b0g’jj,
bo’Imasligi shartini keltirib chigarish

7) Sirt integralining ta’rifi va xossalari

8) Sirt integralini hisoblash formulalari
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Maydonlar nazariyasi asoslari

1) Skalyar maydon ta’rifi. Skalyar maydonning yuksaklik
sirtlari va chiziglari

2) Vektor maydon ta’rifi. Vektor maydonning vektor chiziglari
va vektor chiziglarning differensial tenglamalari

3) Vektor maydonning chizigli integrali. Vektor maydon
sirkulyatsiyasi

4) Vektor maydon ogimi va uni hisoblash formulasi

5) Vektor maydon rotori va uni hisoblashga misol

6) Skalyar maydon gradiyenti. Gradiyent va biror vektor
yo’nalishi bo’yicha olingan hosila orasidagi bog’liglik

7) Vektor maydon divergensiyasi va uni hisoblashga misol

8) Stoks va Ostrogradskiy formulalarining koordinatalardagi va
vektor ko’rinishi

9) Solenoidal va potensial maydon ta’rifi. Potensial ta’rifi va
uni hisoblash formulasi

10) Gamilton va Laplas operatori. Garmonik funksiya ta’rifi

11) Laplas tenglamasi va bu tenglamani ganoatlantiruvchi

funksiyalar
Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasi asoslari

1) Kompleks o’zgaruvchili funksiya ta’rifi, uning limiti va

uzluksizligi

2) Asosiy elementar kompleks o’zgaruvchili funksiyalar

3) Kompleks o’zgaruvchili funksiya hosilasi ta’rifi. Koshi-

Riman sharti

4) Analitik va garmonik funksiyalar orasidagi bog’liglik.
Analitik  funksiyani uning haqigiy (mavhum) gismidan
foydalanib tiklash.

5) Kompleks o’zgaruvchili funksiya hosilasining argumenti va
modulining geometrik ma’nosi

6) Kompleks o’zgaruvchili funksiyaning konturli integrali,
uning asosiy xossalari

7) Kompleks o’zgaruvchili funksiyaning konturli integrali va
haqiqiy o’zgaruvchili funksiyaning egri chizigli integrali
orasidagi bog’liglik, aniq integralga keltirish
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8) Koshi integrali (yopiq konturdan olingan integral hagida)

9) Ko’p bog’lamli soha uchun Koshi teoremasi

10) Boshlang’ich funksiya va anigmas integral. Kompleks
o0°’zgaruvchili ratsional funksiyalarni integrallash

11) Koshi integral formulasi

12) O’rta giymat hagidagi teorema Modul uchun maksimum
prinsipi.

13) Koshi tipidagi integrallar. Yuqori tartibli hosilalar.

14) Kompleks o’zgaruvchili funksiyalarning Teylor qatori.
Asosiy kompleks o’zgaruvchili funksiyalarni Teylor qatoriga
yoyish/

15 Kompleks o’zgaruvchili funksiyalarning Loran qatori.
Loran koeffitsientlarini topish.

16) Kompleks o’zgaruvchili funksiyalarning nollari va qutblari.
Ular orasidagi bog’liglik.

17) Kompleks o’zgaruvchili  funksiyalarning yakkalangan
maxsus nugtalari klassifikatsiyasi (to’g’rilanadigan, qutb va
muhim maxsus nugtalar).

18) Kompleks 0’zgaruvchili funksiyalar chegirmalari.
Chegirmalar hagida Koshi teoremasi.

19) Karrali va oddiy chekli qutbdagi chegirma

20) Chegirmalarni aniq integrallami hisoblashga go’llash

Qatorlar
1. Qatorning yaqinlashishini ko’rsating va yig’indisini toping:

f14" 3" +6"
12

2. Qatorning yagqinlashishini ko’rsating va yig’indisini toping:
N 2n+9n-3"
h is"

3. Qatorning yaginlashishini ko’rsating va yig’indisini toping:
£Gw+ayBw)”

40.: Qatorlning yaqginlashishini ko’rsating va yig’indisini toping:

ﬁ(ﬁ +3)(2» +5) .
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5. Yaginlashishga tekshiring:

6. Yaginlashishga tekshirmg:

7. Yaginlashishga tekshiring: £

« (I/I + 1)2
ﬂ:l il
@ nl
6" o(«+2)!
3n+|
A n/n-2"
2n

8. Yaginlashishga tekshiring: X

9. Yaginlashishga tekshiring:

10. Yaginlashishga tekshiring:

11.
12,
13,
12,
15,
16.

17.

18.
19.

Yaginlashishga tekshiring:
Yaginlashishga tekshiring:
Yaginlashishga tekshiring:
Yaginlashishga tekshiring: £
Yaginlashishga tekshiring: £
Yaginlashishga tekshiring: £
Yagqinlashishga tekshiring:

Absolyut va shartli yaginlashishga tekshiring: E:‘-l)"
Absolyut va shartli yaqginlashishga tekshiring:

XHFT’\-

(n =1

n(n+3)"

FiW  V«-2
/4n +5n- 2\
YIn2+2|/|+1y

in o7 i

.rllziv2« + 7{/]

£ arcsin—
n=l'| 3

£ arctg—l—
fi=iv 7 -5

(13 2
MWu+7)In (l/|+ 7)
,In(w+ 2)

A (n+2)

n

me+1

w "2

=« +5

1
, [ ]
«In' n

20. Absolyut va shartli yaginlashishga tekshiring: %—1)" Iﬂnw
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21. Absolyut va shartli yaginlashishga tekshiring: £( 1)" n2

Funksional gatorlar

1.Yaginlashish radiusini toping: g(z(: 15)2"

2. Yaginlashish radiusini toping: ]@——)—(——I)

n=l n-9o"

& (jct+5)"
3. Yaginlashish radiusini toping: n:](JC: )
@(x+2)1

4. Yagqinlashish radiusini toping: 5
n=1 g

5. Yaginlashish radiusini toping: N
B=18a (i + 2)
6. Xo=0 nuqta atrofida darajali gatorga yoying: y =
X
1Q 2
7. x0=0 nugta atrofida darajali gatorga yoying: y=———

8. x0=0 nugqta atrofida darajali gatorga yoying: y = arcsmie

9. Berilgan funksiyaning berilgan oraligdagi Furye gatoriga
yoyilgandagi berilgan koeffitsientini toping: y= x2, -2<x<2, a,,-?
10. Berilgan funksiyaning berilgan oraliqdagi Furye gatoriga
yoyilgandagi berilgan koeffitsientini toping: y=-x, -1<X<1, bn-?
11. Berilgan funksiyaning berilgan oraligdagi Furye gatoriga
Xoyilgandagi berilgan koeffitsientini toping: y= x-3, -p<x<p, a,-

Karrali va egri chizigli integrallar

1) Integralni hisoblang: JJ(x+y+3)dxdy, bu yerda D soha

x+y=2, x=0, y=0 chiziglar bilan chegaralangan.
2) Integralni hisoblang: £dx|(x: + 2y)dy.
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3) Integrallash tartibini o’zgartiring: £dx f(x,y)dy.
4) Integralni hisoblang: (x1+y)dxdy, bu yerda D soha y=x2

y2=x chiziqlar bilan chegaralangan.
5) Integralni hisoblang: JJ(x3/2ixdy, bu yerda D soha x2+y2=9

chizig bilan chegaralangan.
6) Integralni hisoblang: JJix(cos(x + y)dxdy, bu yerda D soha y=0,

x=7t, y=x chiziglar bilan chegaralangan.
7) Integralni hisoblang: JIxdxdy, bu yerda D soha y=x2 y=2x

chiziglar bilan chegaralangan.
8) Integrallash tartibini o’zgartiring: £dxj”3f(x,y)dy.

9) Integralni hisoblang: 1(x +y)dxdy, bu yerda D soha 2x+y=lI,

2x+y=3, x-y=-l, x-y=2 to’g’ri chiziglar bilan chegaralangan.
10) Qutb koordinatalar sistemasiga o’tib integralni hisoblang:
J(x2+y2dxdy, bu yerda D soha x2ty2=4x chiziq bilan

chegaralangan,

11) y=VXx, y=2n/x, x=4 chiziglar bilan chegaralangan soha
yuzini toping.

12) x2y2=1l, z=0,x+y+z=4 sirtlar bilan chegaralangan jism
hajmini toping.

13) x=0, y=0, z=0, x=4, y=4 tekisliklar va z=l+x2+y2
paraboloid bilan chegaralangan jism hajmini toping.

14) x2y2=R2 va x2z2=R2 silindrlar bilan chegaralangan jism
hajmini toping.

15) z=y22 silindr va 2x+3y=12, x=0, y=0, z=0 tekisliklar bilan
chegaralangan jism hajmini toping.

16) Jlx2y2ixdydz ni hisoblang, bu yerda V jism 0<x<I,

0<y<x va o0<z<xy tengsizliklar bilan aniglanadi.
17) Integralni hisoblang iff* +d*yd" y , bu yerda V jism x=0,

y=0, z=0, x+y+z=I tekisliklar bilan chegaralangan.
18) y=x2 y+z=4, z=0 sirtlar bilan chegaralangan jism hajmini
toping.
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19) Integralni hisoblang: jj(x2+ y)dxdy, D: y=x2 x=y2
20) Integralni hisoblang: ijxijxdy, D: y=x2 y=2x.

21) Integralni hisoblang: 3f(X+y)dxdy, D: y2=x, y=x.
22) Integralni hisoblang: jD]x2ydxdy, D: y=2-x, y=x, x>0.

23) Integralni hisoblang: D: y2=4x, x+y=3, y>0.

24) Berilgan chiziglar bilan chegaralangan D soha vyuzini
toping: y=6x2, x+y=2, x>0.

25) Berilgan chiziglar bilan chegaralangan D soha yuzini
toping: y2=x+2, x=2.

26) Berilgan chiziglar bilan chegaralangan D soha yuzini
toping: y=x2+1, x+y=3, y>0.

27) Berilgan sirtlar bilan chegaralangan V jism hajmini toping:
z=x2+y2, x+y=I1, x>0, y>0, z>0.

28) Berilgan sirtlar bilan chegaralangan V jism hajmini toping:
Z=X2, X-2y+2=0, x+y-7=0, z>0.

29) Berilgan sirtlar bilan chegaralangan V jism hajmini toping:
y =-fx, y=x, x+y+z=2, z>0.

30) Berilgan sirtlar bilan chegaralangan V jism hajmini
toping: y=I-x2 x+y+z=3, y>0, z>0.

31) Integralni hisoblang: 2X2+ 3y + z)dxdydz, V: 2<X<3, -
I<y<2, 0<z<4.

32) Integralni hisoblang: X' yzdxdydz, V: -1<X<2, 0<y<3,
2<z<3.

33) Integralni hisoblang: (x-1-y + 4z2)dxdydz, V. -1<X<1,

O<y<2, -I<z<I.
34) Hisoblang: jlix2+ y2+ z2dxdydz, V: 0<x<3, -I<y<2,

O<z<2.

35) Egri chizigli integralni hisoblang:
J(x2- 2xy)dx +(y2- 2xy)dy, bu yerda AV - y=x2 parabolaning
A(-1, 1) dan V(l, 1) gacha yoyi.
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36) Egri chizigli integralni hisoblang: J(x2+ y2)dx + 2xydy, bu

yerda AV - y=x3 kubik parabolaning A(0, 0) dan V (I, 1)
gacha yoyi.

37) Egri chizigli integralni hisoblang: E](X+ 2y)dx + (X - y)dy, bu
yerda L: x=2cost, y=2sint musbat yo’nalishidagi aylana.

38) Egri chizigli integralni hisoblang: j(x’y- X)dx + (y2 - 2y)dy,

bu yerda L: x=3cost, y=2sint musbat yo’nalishidagi ellips.
39) Egri chizigli integralni hisoblang: L(xy- dx + x2ydy, bu

yerda L - x=cost, y=2sint musbat yo’nalishli ellips.
40) Egri chizigli integralni hisoblang: J(x2- y2dx + xydy, bu

yerda AV - to’g’ri chizigning A(l, 1) dan V(3, 4) gacha

bo’lgan kesmasi.
41) Hisoblang: <JQ+y2d, L: x2y2=4 - aylana.

42) Hisoblang: J(4Vx - 3gfy)dl, bu yerda L - to’g’ri chizigning
A(-l, 0) dan V(0, 1) gacha kesmasi.

Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasi

1 f(x)=excosy+iexsiny funksiya differensiallanuvchimi?

2. f(z) differensiallanuvchi funksiyaning haqigiy gismi u(Xx, y)
=x2y2x berilgan, bu yerda z=x+iy. f(z) ni toping.

3. f(z) funksiyaning mavhum qismi v(X, y)=x+y berilgan. Bu
funksiyani toping.

4. f(z2)=(x2ryd-2xyi funksiya differensiallanuvchimi?

5. f(z)=(x33xy+i(3x2/-yJ funksiya differensiallanuvchi
ekanligini ko’rsating va uning hosilasini toping.

6. Integralni hisoblang: f f(z)dz, bu yerda f(z)=(y+l)-xi, AB -
zA=l Ba zB=-i nugtalarni birlashtiruvchi kesma.

7. Integralni hisoblang: j/(z)<fc, bu yerda f(z)=x2ty4, AB -

AB
. kesma (A=I+i Ba B=2+3i).
8. Integralni hisoblang: §+zdz.
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9. Integralni hisoblang: jzz, bu yerda AV - to’g’ri chizig
AH

kesmasi (zA=1, zB-i).
10.Integralni hisoblang: —, bu yerda y - aylana: z=e".
3]’Z

11. f(z)=z5 funksiyani z-i darajalari bo’yicha Teylor gatoriga

yoying.
12. f(z)=1/(2z-5) funksiyani z=0 nuqta atrofida z ning darajalari

bo’yicha yoying.
13. /(z) =--m o funksiyani I<lzl<3 halgada z ning
(z-1)(z-3)
darajalari bo’yicha Loran gatoriga yoying.
w4
14. J\z)- ~ ~2)2 funksiyani z-2 ning darajalari bo’yicha Loran
gatoriga yoying.
15. Funksiya chegirmasini toping: /(z) =——

16. Funksiya chegirmasini toping: f(z) :-(_zml-)_(iméj'

17. Funksiya chegirmasini toping:/(z) =~ e
z
18. Funksiya chegirmasini toping:/Xz) =
z2
19. /(z) =— — . funksiya chegirmasini hisoblang.
20. /(z):l—_c-(gZ funksiyaning  chegirmasini z=0 qutbga

nisbatan hisoblang.
21. }27"**— —dz, ni IzI=3 tenglama bilan berilgan y aylana

bo’yicha hisoblang

[:]f-(-z-:-l-)-('z"_"é')'z;:é')-ﬁq|ntegra|n| Z:|, z-2, z-3 qutblaml

0’z ichida olgan y yopig kontur bo’yicha hisoblang.
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23. Integralni JZ—(Z ------------ y - aylana bo’yicha hisoblang:

+2)(z+4)
IzI=1; 2) 1zI=3; 3) lzI=5.
24. Funksiya chegirmasini toping: /(z)=—z—':'4——

25. Funksiya chegirmasini toping: /(z):21+_|1.
z

26. Aniq integralni hisoblang: £J \f !
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