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L o t i n  g r a f i k a s i g a  a s o s l a n g a n  o ' z b e k  i m l o s i  b o ' y i c h a  t a ' l i m  o l g a n  
o ' q u v c h i l a r  s h u  y i l d a n  o l i y  t a ' l i m  m u a s s a s a l a r i g a  o ' q i s h g a  k i r a d i l a r .  S h u  
s a b a b l i ,  b u  i m l o d a  d a r s l i k l a r  y o z i s h  y o k i  a w a l  n a s h r  e t i l g a n  d a r s l i k l a m i  
s h u  i m l o g a  o ' t k a z i s h  s h u  k u n n i n g  d o l z a r b  m a s a l a s i  b o ' l i b  q o l d i .

M u a l l i f  k i i i l l  g r a f i k a s i d a g i  o ' z b e k  i m l o s i d a  y o z i l g a n  s h u  n o m l i  
d a r s l i g i n i  l o t i n  g r a f i k a s i g a  a s o s l a n g a n  o ' z b e k  i m l o s i d a  q a y t a  n a s h r  
e t t i r i s h  t a k l i f i n i  b a j o n i d i l  q a b u l  q i l d i .  S h u  i m k o n i y a t d a n  f o y d a l a n i b ,  
a v v a l g i  n a s h r  d a v r i d a n  t o  s h u  k u n g a c h a  b o ' l g a n  m u d d a t  i c h i d a  k o ' p  
u s t o z l a r i ,  h a m k a s b l a r i  v a  m u s h t a r i y l a r d a n  d a r s l i k  t o ' g ' r i s i d a g i  f i k r -  
m u l o h a z a l a r i ,  k a m c h i l i k l a r  v a  q i l i n g a n  t a k l i f i a i  a s o s i d a  u s h b u  n a s h m i  
t a y y o r l a b ,  m u s h t a r i y l a r  m u h o k a m a s i g a  t a k l i f  e t a y a p d i .  M u a l l i f  f i k r -  
m u l o h a z a  b i l d i r g a n  b a r c h a  i n s o n l a r g a  o ' z i n i n g  c h e k s i z  
m i n n a t d o r c h i l i g i n i  b i l d i r a d i .

A n a  s h u  f i k r l a r  a s o s i d a  d a r s l i k n i n g  k o ' p  j o y l a r i g a  o ' z g a r t i r i s h l a r  
k i r i t i l d i .  X u s u s a n ,  1 - b o b  a v v a l g i  n a s h r d a n  f a r q l i  o ' l a r o q  d e t e r m i n a n t  
t u s h u n c h a s i n i  b a y o n i  b i l a n  b o s h l a n m a y ,  b a l k i  m a t r i t s a l a r  v a  u l a r g a  
b o g ' l i q  b o ' l g a n  b a r c h a  t u s h u n c h a l a m i  b a y o n i  b i l a n  b o s h l a n d i .  
D e t e r m i n a n t  v a  u n i n g  x o s s a l a r i  s h u  b o b n i n g  2 - §  i d a  k e l t i r i l a d i .  S h u  
b o b n i n g  5 - §  i d a g i  b a r c h a  m a ' l u m o t ] a r  a y r i m  o ' z g a r t i r i s h l a r  b i l a n  
a l o h i d a  b o b  q i l i b  a j r a t i l i b ,  V e k t o r l a r  a l g e b r a s i  d e b  n o m l a n d i .  A v v a l g i  
n a s h r d a  b a r c h a  m i s o l  v a  m a s a l a l a r  a s o s a n  t e x n i k  j a r a y o n l a r  t a x l i l i g a  
d o i r  b o ' l g a n  b o ' l s a ,  b u  n a s h r g a  m a t e m a t i k a n i n g  a y r i m  i q t i s o d i y  
m a s a l a l a r g a  q o ' l l a n i s h i n i  n a m o y i s h  e t a d i g a n  m i s o l l a r  k i r i t i l d i .  S h u  
s a b a b l i ,  b u  d a r s l i k d a n  i q t i s o d i y  y o ' n a l i s h d a g i  t a ' l i m  m u a s s a s a l a r i d a  h a m  
f o y d a l a n i s h  i m k o n i  t u g ' i l d i .

M u a l l i f  m u s h t a r i y l a r d a n  b u  n a s h r  t o ' g ' r i s i d a g i  f i k r - m u l o h a z a l a r i n i  
m i n n a t d o r c h i l i k  b i l a n  q a b u l  q i l i b ,  b i l d i r i l g a n  f i k r l a r  d a r s l i k n i  
t a k o m i l l a s h i s h i g a  y o r d a m  b e r a d i  d e b  u m i d  q i l a d i .

M u a l l i f .



C H I Z I Q ’ L I  A L G E B R A  E L E M E N T L A R I

§ 1 .  M a t i i t s a l a r .
1 . 1 .  M a t r i t s a g a  d o i r  a s o s i y  t n s h u n c b a l a r .
t - t a ’ r i f :  i = \ , 2 , . . . , m ,  j = l , 2 , . . . , n  s o n l a m i n g  m u a y y a n  t a r t i b d a  

y o z i l g a n  q u y i d a g i  j a d v a l i
r
ax\ an  -

A = ai\ an  •••

1 an,l " ^тп >
тп t a  s a t r ,  a  t a  u s t u n d a n  t u z i l g a n  т х л  o ' l c h a m l i  m a t r i t s a ,  d e b  a t a l a d i .  
B u n d a  a j j  s o n l a r  m a t r i t s a n i n g  e l e m e n t l a r i  d e y i l s a ,  l in in g  b i r i n c h i  i n d e k s i  
/  s h u  e l e m e n t  j o y l a s h g a n  s a t r  r a q a m i n i ,  i k k i n c h i  i n d e k s i  j  e s a  u  
j o y l a s h g a n  u s t u n  r a q a m i n i  b i l d i r a d i .  M a t r i t s a  q i s q a c h a ,  А=Цаjj/  
k o ' r i n i s h d a  h a m  y o z i l i s h i  m u m k i n .

A g a r  m  = n  b o ' l s a ,  A  k v a d r a t  m a t r i t s a  d e y i l a d i .
A g a r  b a r c h a  i =  1 , 2 , . . , , m ,  j = l , 2 , . . . , n  l a r  u c h u n  a , y = b , y  b o ' l s a ,  b i r  x i l  

o ' l c h a m l i  A = / / a j J / v &  В — Ц Ь ^ Ц m a t r i t s a l a m i  t e n g  d e y m i z ,  y a ’ n i  A = B .
M a t r i t s a l a r  u c h u n  u l a r  u s t i d a  b a j a r i l a d i g a n  a rifm e tik  a m a llar: 

q o ' s h i s h ,  a y i r i s h  v a  k o ' p a y t i r i s h  a m a l l a r i n i  k i r i t i s h  m u m k i n .
2 - t a ' r i f :  B i x  x i l  o ' l c h a m l i  A=HajJIv a  В=ЦЬj j / m a t r i t s a l a m i  y i g ' i n d i s i  

A + B  d e b ,  s h u n d a y  С = Ц с ^ 1  m a t r i t s a g a  a y t a m i z k i ,  b u n d a  С у = а ^ + Ь ў  
j  =  l , 2 , . . . , m ,  / = 1 , 2 , . . „ л  b o ' l a d i .

1 - m i s o l .
'3 -1 2 Г ' - 2 1 - 1  1 ' '1 0 1 2'

4 3 0 -1 + 3 -1 1 1 = 7 2 1 0

,-1 2 5 -2, , 2 -1 -4 -1, J 1 1 -3 ,

3 - t a ' r i f :  А = Ц а ^ 1  m a t r i t s a n i  a  s o n g a  k o ' p a y t m a s i  d e b ,  A  m a t r i t s a n i  
b a r c h a  e l e m e n t l a r i n i  a  g a  k o ' p a y t i r i s h d a n  h o s i l  b o ' l a d i g a n  B = U b j J (  
b j j— a a j j ,  i =  1 , 2 , j = l , 2 , . . . , n ,  m a t r i t s a g a  a y t a m i z .

2 - m i s o l .
' 1 2' ' 3 6'

3- 3 -1 = 9 -3

k-l 4, 12,

4 - t a ' r i f :  m a n  o ' l c h a m l i  А = Ц а ^ 1  m a t r i t s a n i n g  n x k  o ' l c h a m l i  В — Ц Ь ^ /  
m a t r i t s a g a  k o ' p a y t m a s i  d e b ,  e l e m e n t l a r i  q u y i d a g i

C j j = a j t b , j + a i2 b 2j  +  ■■■ + a in b nj ,  i = \ , 2 , . . . , m ,  j =  l , 2 , . . . , n .



f o r m u l a l a r d a n
a y t a m i z .

3 - m i s o l .

a n i q l a n a d i g a n  m x J c  o ' l c h a m l i  С  = Ц с ў Ц  m a t r i t s a g a

' \ 2  4
f l  4  (Л

' 1  +  6 4 - 2 0  +  2 '

A B  = 0 - 1 0 - 3 0  +  1 0 - 1

, 3 1,
\  / , 3  +  3 1 2 - 1 0 + 1  ,

7  2  2 '

- 3  1 - 1  =  С
6 11 1x /

A g a r  m # k  b o ’ l s a ,  B A  k o ' p a y t m a n i  b a j a r i b  b o ' l m a y d i ,  l e k i n  a g a r  
m = k  b o ' l s a ,  u m u m i y  h o l d a  A B = B A  b o ' l m a y d i ,  c h u n k i  A B  m x m  
o ' l c h a m l i ,  В - A  e s a  д х д  o ' l c h a m l i  m a t r i t s a  b o ' l a d i .  H a t t o  m  = n  b o ' l g a n  
h o l d a  h a m  m a t r i t s a l a r  k o ' p a y t m a s i  u c h u n  k o m m u t a t i v l i k  ( o ' r i n  
a l m a s h t i r i s h )  x o s s a s i  o ' r i n l i  e m a s .  M a s a l a n ,

m a t r i t s a l a r  u c h u n ,

' 3 4 o 4 '  2 0 Г

A  = 1 2 - 1 B  = - 1 1 0

- 1 2 , ,  3 4 5 ,

A-B =
' 2 
- 3

4
- 2

3  ̂
- 4 B A  =

' 7 
- 2

7 2 ' 
- 2  -1

, 9 7 и ; ,18 15 6 ,
y a ' n i  A - B ^ B A

B e v o s i t a  t e k s h i r i s h  y o ' l i  b i l a n  q u y i d a g i
1) ( A A J  B = A  ( Z B J  = X  ( A B ) ,  A - s o n ;
2 )  ( A + B ) C = A C + B C ;
3 )  C - ( A + B ) =  C - A  +  C - B ;
4 )  A  ( B  C ) = ( A  B ) - C ;

x o s s a l a m i  o ' r i n l i  e k a n l i g i g a  i s h o n c h  h o s i l  q i l i s h  m u m k i n .
4 - i n j s o l  K o r x o n a  A , B , C  m a h s u l o t l a r  c h i q a r i b ,  u l a m i  i s h l a b  

c h i q a r i s h  j a r a y o n i d a  i s h l a t a d i g a n  S j ,  S 2  x o m  a s h y o l a r  n o r m a s i

M axsulol
turi

Xom ashyoning bir mahsulot birligini 
tayyoriash uchun sarf normasi

Mahsulotning ish­
lab chiqarilish rejasi

s, 5*
A 2 3 100
D 5 2 80
С 1 4 130

Xom ashyo bir- 
ligining nand

30 50



M a h s u l o t n i n g  r e j a d a g i  x a j m i n i  i s h l a b  c h i q a r i s h  u c h u n  k e t a d i g a n  x o m  
a s h y o l a r  x a j m i  v a  u l a m i n g  u m u m i y  n a r x i  t o p i l s i n .

Y e c h i s h .  S t  x o m  a s h y o n i n g  s a r f  x a j m i n i  t o p a y l i k :  
S t = 2 1 0 0 + 5 8 0  + 1 - 1 3 0 = 7 3 0  b i r l i k .  S 2  x o m  a s h y o  u c h u n  S 2  
—  3 1 0 0 + 2 - 8 0 + 4 - 1 3 0 = 9 8 0  b i r l i k .  S h u  s a b a b l i ,  S  x o m  a s h y o n i n g  s a r f  
x a j m i n i  q u y i d a g i  m a t r i t s a - s a t r  k o ' r i n i s h i d a  i f o d a l a s h  m u m k i n :

U  h o l d a  x o m  a s h y o n i n g  s a r f  n a r x i  О  =  7 3 0 ' 3 0 + 9 8 0 5 0 = 7 0 9 0 0  p u l  
b i r l i g i ,  m a t r i t s a  k o ' r i n i s h i d a  q u y i d a g i c h a  y o z i l i s h i  m u m k i n :

Q  = S - B  =  (CA) B =  0 0 9 0 0 ) .
A g a r  b a r c h a  i , j  l a r  u c h u n  а т̂ = а р  b o ' l s a ,  A r = H a TjJ I  m a t r i t s a n i  

A = f f a y f f  m a t r i t s a g a  t r a n s p o n i r l a n g a n  m a t r i t s a  d e y m i z .
A g a r  A  n m n  o ' l c h a m l i  m a t r i t s a  b o ' l s a ,  А т ш и п  o ' l c h a m l i  m a t r i t s a  

b o ' l a d i .

Q u y i d a g i  x o s s a l a r  o ' r i n l i :
1 )(AT)T=A'
2  ) ( A + B ) T = A T + B T
3) ( A - B ) T = B T A T

A g a r  A T = A  b o ' l s a ,  k v a d r a t  A  m a t r i t s a  s i m m e t r i k , A T  =  - A  b o ' l s a ,  
k o s o s i m m e t r i k  m a t r i t s a ,  d e b  a t a l a d i .

Teorema. H a r  q a n d a y  A  k v a d r a t  m a t r i t s a n i  s i m m e t r i k  В  v a  
k o s o s i m m e t r i k  С  m a t r i t s a l a r  y i g ' i n d i s i  k o ' r i n i s h i d a  i f o d a l a s h  m u m k i n .

1.2. Matritsaning determinant!.
E n d i  m a t r i t s a l a m i n g  s o n l i  b e l g i s i  b o ’ l m i s h  d e t e r m i n a n t  

t u s h u n c h a s i n i  k i r i t a m i z .  A v v a l  b u  t u s h u n c h a n i  k i r i t i s h d a  z a r u r  
b o ' l a d i g a n  q u y i d a g i  o ' r i n l a s h t i r i s h  t u s h u n c h a s i n i  k o ' r a y l i k .

5-ta'rif: D a s t l a b k i  n  t a  [ 1 , 2 , . . . , n )  n a t u r a l  s o n l a r  t o ' p l a m i n i n g  o ’ z i g a  
h a r  q a n d a y  o ' z a r o  b i r  q i y m a t l i  n  m o s  q o ' y i s h  n - t a r t i b l i  o ' r i n l a s h t i r i s h  
d e y i l a d i .  H a r  q a n d a y  n - t a r t i b l i  л  o ' r i n l a s h t i r i s h  q u y i d a g i c h a  y o z i l i s h i  
m u m k i n :

' 2  3 '
S  = C - A  =  Q 0 0  8 0  130] 5 2  = ( 7 3 0  9 8 0 ) .

J  4,

5 - m i s o l .
r 3 -1 ' 

A T =  -2  1



k a n o n i k  o ' r i n l a s h t i r i s h  d e y i l a d i .  H a r  q a n d a y  o ' r i n l a s h t i r i s h n i  k a n o n i k  
k o ' r i n i s h g a  k e l t i r i s h  m u m k i n .  B u n i n g  u c h u n  m o s  q o ' y i s h  t a r t i b i n i  
s a q l a g a n  h o l d a ,  b i r i n c h i  s a t r  e l e m e n t l a r i n i n g  o ' r i n l a r i n i  o ' s i s h  t a r t i b i d a  
y o z i s h  k i f o y a .

A g a r  b e r i l g a n  n  o ' r i n l a s h t i r i s h d a  i < j  n a t u r a l  s o n l a r g a  m o s  q o ' y i l g a n  
a j  v a  ccj s o n l a r  u c h u n  O j > a j  m u n o s a b a t  o ' r i n l i  b o ' l s a ,  я  o ' r i n l a s h t i r i s h d a  
( i , j )  j u f t l i k  i n v e r s i y a n i  t a s h k i l  e t a d i ,  d e y m i z .  A g a r  b a r c h a  i n v e r s  
j u f t l i k l a r  s o n i  S ( n )  j u f t  b o ' l s a ,  я - o ' r i n l a s h t i r i s h  j u f t ,  a g a r  S ( n )  t o q  b o ' l s a ,  
n  o ’ r i n l a s h t i r i s h  t o q  d e y i l a d i .  M a s a l a n ,

f l  2  3  4 1)
к  =

{ 3  2  1 4 j
o ' r i n l a s h t i r i s h d a  ( 1 , 2 ) ,  ( 1 , 3 )  v a  ( 2 , 3 )  j u f t l i k l a r  i n v e r s i y a n i  t a s h k i l  e t a d i .  
D e m a k ,  b u  o ' r i n l a s h t i r i s h  t o q  e k a n .

6-ta'rif: Q u y i d a g i

A  =

л 2  ~ л л  J

k v a d r a t  m a t r i t s a n i n g  a n i q l o v c h i s i  y o k i  л - t a r t i b l i  d e t e r m i n a n t ,  d e b ,  
q u y i d a g i  s o n g a  a y t a m i z :

a,.a ,

d e t  A  =

“ 12

a , , a, =K-Dад

An\ m  u
b u  y e r d a  y i g ' i n d i  b a r c h a  n - t a r t i b l i  o ' r m l a s h t i r i s h l a r  b o ' y i c h a  b a j a r i l a d i .

B u  t a ' r i f n i  t u s h i m i s h  u c h u n  n = 2 v a  a  = 3  b o ' l g a n  h o l l a m i  k o ' r a y l i k .  
A g a r  в  = 2  b o ' l s a ,  o ’ r i n l a s h t i r i s h l a r  f a q a t

'1 2 ] 2 "
* 1  =

J
2  1 v a  я  г =

, 2  К
b o ' l a d i .  B u n d a  S ( n 1) = O v a  S ( n ^  =  l .  S h u  s a b a b l i ,

d e t  A  =
U2l “22

B a r c h a  3 - t a r t i b l i  o ' r i n l a s h t i r i s h l a r  q u y i d a g i c h a :

‘П a.



п. =
2
2

я \ =
'■ " ( j

2 
2 3 
1 2
1 3 2

Н а г  b i r  o ' r i n l a s h t i r i s h  u c h u n  i n v e r s i y a  s o n i n i  h i s o b l a s a k :  S ( n x)  = 0 ,  
S ( 7 T i )  = 2 ,  S ( k 2 ) = 2 ,  S f jT / J  = 3 ,  S ( f t s )  =  \ ,  Б ( щ ) = \  e k a n l i g i g a  i s h o n c h  h o s i l  
q i l a m i z .  U  h o l d a  t a ' i i f g a  k o ’ r a  :

au «12 «13

«21 «22 «23 — «u«22«33 +  «21«32«13 +  «12«23«31

«31 «32 «33

Л\2 а г \а ъг _ “ ii“ 23“ 32-
3 - t a r t i b l i  d e t e r m i n a n t l a m i  h i s o b l a s h  u c h u n  « u c h b u r c h a k l a r  u s u l i » ,  

d e b  a t a l u v c h i  q u y i d a g i  d i a g r a m m a d a n  f o y d a l a n i s h  m u m k i n :

a ) ( + )  b ) ( - )
1-rasm

H a r  b i r  d i a g r a m m a d a  t u t a s h t i i i l g a n  e l e m e n t l a r  o ' z a r o  k o ’ p a y t i r i l i b ,  
k e y i n  n a t i j a l a r  q o ' s h i l a d i ,
a )  d i a g r a m m a d a g i  y i g ' i n d i  «  +  »  i s h o r a s i  b i l a n ,
b )  d i a g r a m m a d a g i  y i g ' i n d i  e s a  « - »  i s h o r a  b i l a n  o l i n i b ,  i k k a l a  n a t i j a  
o ' z a r o  q o ' s h i l a d i .

3 - t a r t i b l i  d e t e r m i n a n t l a m i  h i s o b l a s h  u c h u n  « S a i r y u s  u s u l i » ,  d e b  
a t a l u v c h i  q u y i d a g i  d i a g r a m m a  h a m  m a v j u d :

an &i2 ai3 an au 
\  > <  > <  ^  

a21 a22 a23 a21 a22

X  \
a31 a32 a33 a31 a32

2 - r a s m .
b u  y e r d a  t u t a s h t i i i l g a n  e l e m e n t l a r  o ' z a r o  k o ' p a y t i r i l i b ,  a s o s i y  
d i a g o n a l g a  p a r a l l e l  t u t a s h t i r i l g a n l a r i  a l o h i d a  q o ' s h i l i b  «  +  » i s h o r a  b i l a n ,  
y o n  d i a g o n a l g a  p a r a l l e l  t u t a s h t i r i l g a n l a r i  a l o h i d a  q o ' s h i l i b  « - »  i s h o r a  
b i l a n  o l i n i b ,  n a t i j a l a r  q o ' s h i l a d i .

A g a r  A  v a .  V п х л  o ' l c h a m l i  k v a d r a t  m a t r i t s a l a r  b o ’ l s a ,  u  h o l d a
1) d e t ( A - B )  = d e t A d e t B ;
2) det(AAJ=A”detA;



1 . 3 .  M i n o r  v a  a l g e b r a i k  t o ' l d i r u v c b i .  F a r a z  q i l a y l i k ,  n o m  o ' l c h a m l i  
A  m a t r i t s a d a  i x t i y o r i y  r a v i s h d a  u n i n g  к  t a  s a t r  v a  к  t a  u s t u n i  b i r o r  u s u l  
b i l a n  t a n l a n g a n  b o ' l s i n ,  b u  y e r d a  k < m i n ( m , a ) .  B u  t a n l a n g a n  s a t r  v a  
u s t u n l a r d a n  t u z i l g a n  I r - t a r t i b l i  d e t e r m i n a n t  A  m a t r i t s a n i n g  Z r - t a r t i b l i  
m i n o r i  d e y i l a d i .  X u s u s a n ,  a g a r  A  n x . n  o ' l c h a m l i  k v a d r a t  m a t r i t s a  b o ' l s a ,  
u n i n g  / - y o ' l i  v a  y ' - u s t u n i n i  o ’ c h i r i s h  n a t i j a s i d a  h o s i l  b o ' l g a n  n - 1 -  
t a r t i b l i  d e t e r m i n a n t  A  m a t r i t s a n i n g  a , j  e l e m e n t i g a  m o s  k e l u v c h i  n - 1 -  
t a r t i b l i  m i n o r i  d e b  a t a l i b ,  M u k o ' r i n i s h d a  b e l g i l a n a d i .  M a s a l a n ,  3 x 3  
o ' l c h a m l i  m a t r i t s a  u c h u n  a n  e l e m e n t g a  m o s  k e l u v c h i  m i n o r

a,

X u d d i  s h u n i n g d e k ,  a 12 g a
•*32 “ 33

m o s  k e l u v c h i  m i n o r

A / n -

v a  h o k a z o .
Q u y i d a g i

t o ' l d i r u v c h i s i
A y  =  ( - l ) i + J M j j  

d e y i l a d i .
i f o d a  a ,у  e l e m e n t n i n g  

a n  e l e m e n t n i n g
a l g e b r a i k
a l g e b r a i k

h o k a z o .

d j 2 - e l e m e n t n i k i  e s a v a

1.4. Determinantlaming xossalari.
1 . A g a r  d e t e r m i n a n t n i n g  b a r c h a  y o ' l  e l e m e n t l a r i n i  u s t u n  e l e m e n t l a r i g a  

y o k i  a k s i n c h a ,  a l m a s h t i r i l s a ,  u n i n g  q i y m a t i  o ' z g a r m a y d i :

0,2 II an «21
au fl22 a,2 <*22

2 .  A g a r  d e t e r m i n a n t n i n g  i k l c i  y o n m a - y o n  t u r g a n  y o ' l  ( u s t u n )  
e l e m e n t l a r i n i  о ' m i n i  m o s  r a v i s h d a  a l m a s h t i r s a k ,  d e t e r m i n a n t  q i y m a t i  
q a r a m a - q a r s h i  i s h o r a g a  o ' z g a r a d i :

°12 1
=  а \ г а 1 \ ~  a n a 22 =  “ («11 « 2 2  “  ° 12а 21) ~  -

«11 «12

a 22 ° 2 i «21 «22
3 .  A g a r  d e t e r m i n a n t n i n g  b i r o r  y o ' l  ( u s t u n )  e l e m e n t l a r i  u m u m i y  A. 

k o ' p a y t u v c h i g a  e g a  b o ' l s a ,  u  h o l d a  b u  k o ' p a y t u v c h i n i  d e t e r m i n a n t  
t a s h q a r i s i g a  c h i q a r i s h  m u m k i n :



А д , .

А д , ,
—  Я Д ц О ц  А д ,  j f l j ,  —  а 12а 21) —  Я

X u s u s a n ,  a g a r  А = 0  b o ' l s a ,  d e t e r m i n a n t  q i y m a t i  n o l g a  t e n g d i r .
4 .  A g a r  d e t e m i i n a n t n i n g  b i r o r  y o ' l  ( u s t u n )  e l e m e n t l a r i  m o s  r a v i s h d a  
b o s h q a  y o ' l  ( u s t u n )  e l e m e n t l a r i g a  p r o p o r t s i o n a l  b o ' l s a ,  u  h o l d a  
d e t e r m i n a n t  q i y m a t i  n o l g a  t e n g  b o ' l a d i :

= Л(ана21 -<Jiia2i)=  0.

5 .  A g a r  d e t e r m i n a n t n i n g  y o ' l  ( u s t u n )  e l e m e n t l a r i  i k k i  i f o d a n i n g  
y i g ' i n d i s i  k o ' r i n i s h i d a  b o ' l s a ,  u  h o l d a  d e t e r m i n a n t  i k k i  d e t e r m i n a n t  
y i g ' i n d i s i  k o ' r i n i s h i d a  y o z i l i s h i  m u m k i n :

a l+ a }!

a ,  j A a , ,
=  A « n  « u

«21 ^ *21 «21 «21

■*12
„1

«11 + «11

“ 2. <*l22 «21 <
6 .  A g a r  d e t e r m i n a n t n i n g  y o ' l  ( u s t u n )  e l e m e n t l a r i n i  b i r o r  X A  s o n g a  
k o ' p a y t i r i b ,  m o s  r a v i s h d a  b o s h q a  y o ' l  ( u s t u n )  e l e m e n t l a r i g a  q o ' s h s a k ,  
d e t e r m i n a n t  q i y m a t i  o ' z g a r m a y d i :

«11 « 1 2 + ^ 1 1 «11 «12 + «11 A a ,  i «11 «12

«21 «22 "^«21 «21 «22 «21 A a 2, «21 «22
Y u q o r i d a  k e l t i r i l g a n  x o s s a l a r  d e t e r m i n a n t  u c h i n c h i  v a  u n d a n  y u q o r i  

t a r t i b l i  b o ’ l g a n d a  h a m  o ' r i n l i d i r .
7 .  D e m e r m i n a n t i n g  b i r o r  y o ' l  ( u s t u n )  e l e m e n t l a r i n i  m o s  r a v i s h d a  
o ' z i n i n g  a l g e b r a i k  t o ' l d i r u v c h i l a r i g a  k o ' p a y t i r i b  q o ' s h s a k ,  u  h o l d a  
y i g ' i n d i  d e t e r m i n a n t  q i y m a t i g a  t e n g  b o ' l a d i .  H a q i q a t a n ,

А  =  а 11Л 11 + a u A I 2 + a i } A n
A  =  a 2 lA zl +  a n A u  +  a a A u  
A  =  a 31A 3l +  a i2 A 32 +  a ]3A ]3

A “  «llAl + °2lAll + «31̂ 31
A  =  a t l A l2 +  a 21A 21 +  o^2 A 32

Д = «1зДз + «23̂ 23 + a3iAu
T e n g l i k l a r a i n g  t o ' g ' r i  e k a n lig in i  i s b o t l a s h  q i y i n  e m a s .

A  -  a n A n  +  a n A n  +  a l3A a  -  a „ a n «23
-«12

a 21 «23

«32 «33 «31 «33

+ a, =  a n - a n a 32y - a l2 ( a 2^  - < 3 ^ ) +

+ «1з(а 21«32 «22«3l)_  «11«22«33 +  «12«23«3I +  «13«21«32 

-  °13«22«3I _  «12«2I«33 ~ ana23a32
8 .  D e t e r m i n a n t n i n g  b i r o r  y o ' l  ( u s t u n )  e l e m e n t l a r i n i  m o s  r a v i s h d a  
b o s h q a  y o ' l  ( u s t u n )  e l e m e n t l a r i n i n g  a l g e b r a i k  t o ' l d i r u v c h i l a r i g a  
k o ' p a y t i r i b  q o ' s h s a k ,  u  h o l d a  y i g ' i n d i  n o l g a  t e n g  b o ' l a d i .  M a s a l a n ,



°\ \A l + a 2lA22 + a 3lAl
a\ 1-̂ 13 +fl21ŷ23 +<J23-̂ 33 = 0

0,2 0,3-0,2o„ 0,3
<*22 a2, «21 «23

«11-̂ 21 «12-̂ 22 "*■ «13-̂ 23 — ®
«мЛ. + «12^32+ а 1з4з = 0  

v a  h o k a z o .  H a q i q a t a n ,

ап^31 '* 'а 12-^32 + f l 13-^33 =ail

+ a,-.
U21 “ 22

+ a,2ai}a2t + a iiai3a22 ~ а12°Па21 = ®
Y u q o r i d a  k e l t i r i l g a n  x o s s a l a r  л - t a r t i b l i  d e t e r x n i n a n t l a r  u c h u n  h a m  

o ' r i n l i d i r .  X u s u s a n ,

d e t  А  =  ^ а , к А ь  ( i  =  l , . . . , n )
*=1

П
d e t  A  =  ' £ a a A lk  ( k  =  l . . . . . n )

(3)

(4)

b u  y e r d a  Д *  a l g e b r a i k  t o ' l d i r u v c h i l a r  л - l  t a r t i b l i  d e t e r m i n a n t l a r d i i ,  s h u  
s a b a b l i ,  ( 3 ) ,  ( 4 )  f o r m u l a l a r n i  n - t a r t i b l i  d e t e n n i n a n t n i  h i s o b l a s h n i n g  
t a i t i b i n i  p a s a y t i r i s h  y o k i  s a t r  v a  u s t u n  e l e m e n t l a r i  b o ' y i c h a  y o y i s h  u s u l i  
d e b  h a m  a t a s h a d i .

6 - m i s o l .  H i s o b l a n g :
2 - 1 1 0  
0 1 2 - 1
3 - 1 2 3  
3  1 6  1

Y e c h i s h :  M a s a l a n  3 - u s t u n  e l e m e n t l a r i n i  a v v a l  2 - u s t u n g a  v a  —  2  g a  
k o ’ p a y t i r i b  1 - u s t u n g a  q o ' s h a m i z :

0 0 1 0
-4 3 -1

-4 3 2 -1
= 1- -1 1 3

-1 1 2 3
-9 7 1

-9 7 6 1
3 - u s t u n n i  - 4  g a  v a  3  g a  k o ' p a y t i r i b ,  m o s  r a v i s h d a  1 -  v a  2 - u s t u n l a r g a  
q u s h s a k :

0 0 -1
-13 10

-13 10 3 = -!•
-13 10

-13 10 1



Q u y i d a g i  п х д  o ' l c h a m l i  m a t r i t s a n i  к о ' г а у И к :
1 0  ■■■ 0  ҳ

E  =
0 1

0 0

0

1
I x t i y o r i y  п х л  o ’ l c h a m l i  А - Ц а ^ - Ц  m a t r i t s a  u c h u n  A E = E A = A  

e k a n l i g i g a  i s h o n c h  h o s i l  q i l i s h  q i y i n  e m a s ,  y a ' n i  E  m a t r i t s a l a r  u c h u n  
b i r l i k  v a z i f a s i n i  b a j a r a d i .  S h u n i n g  u c h u n  E  n i  b i r l i k  m a t r i t s a ,  d e b  
a y t i l a d i .

D e t e r m i n a n t  0  g a  t e n g  b o ’ l g a n  q u y i d a g i  h a r  q a n d a y  л х л  o ' l c h a m l i  
A = H & i j H m a t r i t s a  m a x s u s  m a t r i t s a  d e b  a t a l a d i :

flu *** я,_

det/4 =

lU  “ 12

=  0

Ил1 л2

A k s  h o l d a ,  y a ' n i  d e t 4 ? 0  b o ' l s a ,  A  m a t r i t s a  m a x s u s  b o ' l m a g a n  
m a t r i t s a  d e y i l a d i .

M a s a l a n ,  a v v a l g i  p a r a g r a f d a  k o ’r i l g a n  m i s o l g a  k o ' r a
'2  

0
3

^3
m a t r i t s a  m a x s u s  m a t r i t s a ,  c h u n k i

-1 1 0
1 2 -1

-1 2 3
1 6 1

detA =

-I
1

-1
1

=  0

T a ' r i f .  A g a r  A B = B A = E  m u n o s a b a t  o ' r i n l i  b o ' l s a ,  п х л  o ' l c h a m l i  
k v a d r a t  В = Ц Ь ў Ц  m a t r i t s a n i  m a x s u s  b o ' l m a g a n  л х л  o ' l c h a m l i  А = Ц а ц Ц  
m a t r i t s a g a  t e s k a r i  m a t r i t s a  d e b  a t a l a d i .  T e s k a r i  m a t r i t s a  B = A ~ 1 
k o ' r i n i s h d a  b e l g i l a n a d i .

E n d i  t e s k a r i  m a t r i t s a n i  b e v o s i t a  h i s o b l a s h  u s u l l a r i n i  k o ' r a m i z .

F a r a z  q i l a y l i k ,  А = Ц а ^ /  m a x s u s  b o ' l m a g a n  k v a d r a t  m a t r i t s a  b o ' l s i n .  
A g a r  A y  —  a ^  e l e m e n t n i n g  d e t 4  d a g i  a l g e b r a i k  t o ' l d i r u v c h i s i  b o ' l s a ,  u  
h o l d a



A v =

( A  A  A  ^12 21 Л п1
. . .  A .A 12 А ц

2n * * * an  J

A  g a  b i r i k t i r i l g a n  m a t r i t s a  d e b  a t a l a d i .  D e t e r m i n a n t n i n g  ( 3 ) ,  (4 )  
x o s s a l a r i g a  a s o s a n  q u y i d a g i  k e l i b  c h i q a d i :

A K A  = A A y = d e t A - E ,  b u n d a n  A " 1 = —— - A "
d e t  A

T e s k a r i  m a t r i t s a n i  h i s o b l a s h n i n g  b u  u s u l i  b i r i k t i r i l g a n  m a t r i t s a l a r  u s u l i  
d e b  a t a l a d i .

7 - m i s o l .  B i r i k t i r i l g a n  m a t r i t s a l a r  u s u l i  b i l a n
f l  2 - f |

A =  3  0  2 

, 4  - 2  5 ,
m a t r i t s a g a  t e s k a r i  m a t i r i t s a n i  t o p i n g .

Y e c h i s h :  d e t A = - 4 .  D e m a k ,  A  m a x s u s  b o ' l m a g a n  m a t r i t s a  e k a n .  
U n i n g  b a r c h a  a l g e b r a i k  t o ' l d i r u v c h i l a r i n i  t o p a m i z :

4 . =

4> =
S h u n i n g  u c h u n ,  

v a

0 2 
- 2  5

3 2
4  5

3  (
4

2 - 1II'4f

■'tII

- 2 5

IIo©1II

1 - 1

II Ja II

4 5
=  9 ,  A ,  2 =  -

A v =

1 2 
4  - 2

' 4  

- 7  
-6

=  1 0 , A , 3 =

-1
2

-1
2

2

0

=  4

=  - 5

= -6.

-8

9
10

4  'l 
- 5  
-6

- - - - A v =  
4

(  -1 -2 -1 ^
- 7 / 4  9/4 -5 / 4  

3/2 -5 / 2  3/2
Q u y i d a  k o ' r i l a d i g a n  u s u l i m i z  e l e m e n t a r  a l m a s h t i r i s h l a r  u s u l i ,  d e b  

a t a l a d i .
A g a r  А  л х л  o ' l c h a m l i  m a x s u s  b o ' l m a g a n  k v a d r a t  m a t r i t s a  b o ' l s a ,  

u n i n g  u c h u n  o ' l c h a m i  п х 2 д  b o ' l g a n  Г A  =  ( A j E )  m a t r i t s a  t u z i b  o l a m i z ,  
y a ' n i  A  m a t r i t s a g a  b i r l i k  E  m a t r i t s a n i  b i r l a s h t i r i b  t u z a m i z .  H o s i l  b o ' l g a n  
Г А  m a t r i t s a n i  s a t r l a r i  u s t i d a  e l e m e n t a r  a lm a s h tiris h la r b a j a r i b ,  u n i  ( E / B )  
k o ' r i n i s h g a  k e l t i r a m i z .  U  h o l d a  B = A ~ 1  b o ' l a d i .



8 - m i s o l  E l e m e n t a r  a l m a s h t i r i s h l a r  u s u l i  y o r d a m i d a  q u y i d a g i  
m a t r i t s a g a  t e s k a r i  m a t r i t s a n i  t o p i n g :

(3 2 О 
A =  4  5 2  

U  1 4 ,
Y e c b i s t r .  Г А  m a t r i t s a n i  t u z i b  o l a m i z :

' 3  2  1 1 0  o '

r A = 4  5  2 0  1 0
2  1 4\ 0  0  1J

Г А  m a t r i t s a n i n g  s a t r l a r i n i  m o s  r a v i s h d a  y t , y 2 ,
u s t i d a  q u y i d a g i  a l m a s h t i r i s h l a r n i  b a j a r a m i z :

,  1 // t 2  ,
Y, Y  i =  Yi S ' ’
,  4 // 3  ,

Г г  = Г г - j / i . Гг ■7 * .

2 H ,  1II 1
ы

| N r "  =' - Г г + - Г

y " >  = y " ___ L  y«
71 Г '  2 4  •

m _ // _ J_ //
Гг  ~ Г г  п Г , 

Гъ  2 4  •
N a t i j a d a  k e t m a - k e t  q u y i d a g i n i  h o s i l  q i l a m i z :

f  3 2  1 
4  5  2  

2  1 4

1 0 0^
0 1 0
0 0 1

(  1 0  1/7
0  1 2/7
0  0  24 / 7

1 2/3 1/3 
0  7/3 2/3 
0  -1 /3  10/4

5 / 7  - 2 / 7  O'! 
- 4 / 7  3/7 0  

- 6 / 7  1 / 7  1

1 / 3  0  0  
- 4 / 5  1 0  

- 2 / 3  0  1

' 1 0 0 3 / 4 -7 / 2 4 - 1 / 2 4 '
—> 0 1 0 -1/2 5/12 -1 /12

0\ 0 1 - 1 / 4 1 / 2 4 7/24 >

D e m a k ,
'  3 / 4  -  7/24 - 1 / 2 4 ^

A ~ ‘ =  -1 /2  5/12 -1 /12  
v — 1 / 4  1 / 2 4  7/24 _

T e s k a r i  m a t r i t s a  q u y i d a g i  x o s s a l a r g a  e g a :
1 ° .  ( a A ) 1 = A ~ ‘ / a  ( a * 0 )
2 ° .  ( A B ) ~ ‘  =  B - ' A 1 
3 ° .  ( Л - /) г = / ' А 7> ^
l ° - x o s s a n i n g  i s b o t i .  A g a r  c & O  b o ' l s a ,  d e t ( a A ) = a n d e t A t O  b o ' l a d i ,  

s h u n i n g  u c h u n  a A =  Ц а а ^ Ц  m a t i r i t s a  m a x s u s  e m a s ,  d e m a k ,  f a A J ' 1



m a v j u d .  A g a r  Ац d e b  aA  m a t r i t s a n i n g  аа^ e l e m e n t i n i n g  a l g e b r a i k  
t o ' l d i r u v c h i s i ,  Ay  d e b  e s a  A  m a t r i t s a n i n g  ay e l e m e n t i n i  a l g e b r a i k  
t o ' l d i r u v c h i s i n i  b e l g i l a s a k ,  u  h o l d a  A ij=aP~IA ij  e k a n l i g i g a  i s h o n c h  h o s i l  
q i l i s h  q i y i n  e m a s .  S h u  s a b a b l i ,

(aA)-' = --------- |U J  = ---- 1----lot*-'A J  =
a "  d e t ^ 4  J " a "  d e t  A ”  "

i II J II nr Hf*t A  rra detA n 11 a  det A a  
2 °  x o s s a n i n g  i s b o t i .  A g a r  B~fA~J n i  A B  g a  o ' n g  t o m o n i d a n  

k o ' p a y t i r i l s a
A B B 1 A '1 = A (B B ’) A 1 =AEA-> =AA~> =E.

A g a r  c h a p  t o m o n i d a n  k o ' p a y t i r s a k :
B ,A -1A B = B -1(A-,A )B =B -1E B = B 1B = E  

b o ' l a d i .  D e m a k ,  h a q i q a t d a n  (AB)'1 =B~*A~J e k a n .
3 °  x o s s a n i  i s b o t i .  A T n i  (А~*)т g a  c h a p  t o m o n i d a n  k o ' p a y t i r a y l i k ,  u  

h o l d a  2 . 1 §  d a g i  t r a n s p o n i r l a n g a n  m a t r i t s a l a m i n g  3 - x o s s a s i g a  k o ’ r a  
А Г(А~1) Т=  (А '1А)Т= Ё Г= Е  

v a  А т та (А'1) 7" да. o ’ n g  t o m o n d a n  k o ' p a y t i r s a k  q u y i d a g i  h o s i l  b o ' l a d i :
(А-,) г  А т =(АА~1)Т= Ё Г=Е.

§3. Arifmetik vektorlar fazosi. Matritsaning rangi.

3.1 Arifmetik vektorlar. I x t i y o r i y  n  t a  x {,x2 ...,xn s o n l a r n i n g  h a r  
q a n d a y  t a r t i b l a n g a n  t o ' p l a m i  a r i f m e t i k  v e k t o r  d e y i l a d i  v a  
x={xj,x^...,x„)  k a b i  b e l g i l a n a d i .  x t,xz ...,xn s o n l a r  x  a r i f m e t i k  
v e k t o m i n g  k o m p o n e n t l a r i  d e b  a t a l a d i .

A r i f m e t i k  v e k t o r  u s t i d a  q u y i d a g i  a m a l l a r n i  k i r i t a m i z :
Q o ' s h i s h :  a g a r  x = { x 1,x2,...,xn) v a  y —[yi,y2,.-,yn) b o ' l s a ,  u  h o l d a

x + y = ( x i  + у 1,х2+ у 2,...,х„+ уп) ( 3 .1 )
b o ' l a d i .

S o n g a  k o ' p a y t i r i s h :  a g a r  X - b i r o r  s o n  v a  x= {x i,x 2,...,xn) a r i f m e t i k  
v e k t o r  b o ' l s a ,  u  h o l d a

Xx=(kxi,Ax2,...,Axn) ( 3 .2 )
b o ' l a d i .

B a r c h a  a r i f m e t i k  v e k t o r l a r  t o ' p l a m i  y u q o r i d a g i  k i r i t i l g a n  a m a l l a r g a  
k o ’ r a  a r i f m e t i k  v e k t o r l a r  f a z o s i ,  d e b  a t a l a d i  v a  Rn b i l a n  b e l g i l a n a d i .  B u  
f a z o  c h i z i q l i  f a z o  b o ' l a d i .  H a q i q a t a n ,  i x t i y o r i y  x,ueRn l a r  u c h u n
1) x + y = y + x ;
2 )  (x + y) + z = x  +  (y+ z);
3 )  x + 0 = x ,  b u  y e r d a  0 =  ( 0 ,  . . . ,0 )  n o l  v e k t o r ;

is



4 )  h a r  q a n d a y  x,u  u c h u n  s h u n d a y  z  m a v j u d k i ,  x = u + z ,  z  n i  x  v a  u  
l a m i n g  a y i r m a s i  d e b  a t a l a d i  v a  z = x -u  d e b  b e l g i l a n a d i ;
5 )  X(fjx) =  (Xfijx, A , ^ - i x t i y o r i y  s o n l a r ;
6) \ x = x ;
7) X (x+y)=X x+X y;
8) (X+pi)x=Xx+fix.

E s l a t m a .  A g a r  x l,x2,...,xn s o n l a r  h a q i q i y  b o ' l s a ,  RP x a q i q i y  a r i f m e t i k  
v e k t o r l a r  f a z o s i ,  a g a r  x ltx2,...,xn l a r  k o m p l e k s  b o ' l s a ,  Rn k o m p l e k s  
a r i f m e t i k  f a z o ,  d e b  a t a l a d i .

A g a r  s h u n d a y  b i r  v a q t d a  n o l g a  t e n g  b o ' l m a g a n  X\,X^,...,XS s o n l a r  
m a v j u d  b o ' l i b ,  X{x x +X^X2 + ... +Xsxs=Q  b o ' l s a ,  a r i f m e t i k  v e k t o r l a m i n g  
{ x x,x2,...,xs  } s i s t e m a s i  c h i z i q l i  b o g ' l i q  d e y i l a d i .  A k s  h o l d a ,  b u  s i s t e m a  
c h i z i q l i  e r k l i ,  d e y i l a d i .

F a r a z  q i l a y l i k ,  Q - a r i f m e t i k  v e k t o r l a m i n g  i x t i y o r i y  t o ' p l a m i  b o ' l s i n .  
B ~  { ei,e2,...,es  } s i s t e m a  О  d a  b a z i s  t a s h k i l  e t a d i  d e y i l a d i ,  a g a r
a )  ekeO , k = 1 , 2 , . . . , я ;
b )  В  s i s t e m a  c h i z i q l i  e r k l i  b o ' l s a ;
v )  i x t i y o r i y  x e O  u c h u n  s h u n d a y  Х\,...,Х$ t o p i l s a k i ,

П
*  =  ( 3 .3 )

t=l
b o ' l s a .

( 3 . 3 )  f o r m u l a  x  v e k t o m i n g  В  b a z i s  b o ' y i c h a  y o y i l m a s i ,  d e b  a t a l a d i .  
Xlr...,Xs k o e f f i t s i e n t l a r  x v e k t o m i n g  В b a z i s d a g i  k o o r d i n a t a l a r i  d e y i l a d i .

M isol 1. A g a r  at =  (4,1,3,-2), a2 =(l,2,-3,2), a3= (16,9,1,-3), 
a4 = (0 ,1,2,3), a3 = (1,-1,15,0) b o ' l s a ,  3at +5a2 -aз~2а4 +  2as  n i  h i s o b l a n g .

Yecbisb: ( 3 . 1 )  v a  ( 3 .2 )  g a  a s o s a n  3aj =  (12,3,9,-6), 5a2=  (5,10,-15,10), 
2a4 =(0,2,4,6), 2as =  (2, -2,30,0),

3at +5a2-a3-2a4+2a5 = (1 2 + 5 -1 6 -0 + 2 , 3+ 10-9-2-2 , 9-15-1-4-30, - 
6 + 1 0 + 3 -6 + 0 )  =(3,0, -41,1).

M isol 2. Xj =  (-3,1,5) va x2= (6,-3,15) a r i f m e t i k  v e k t o r l a m i n g  c h i z i q l i  
b o g ' l i q  y o k i  c h i z i q l i  b o g ' l i q  e m a s l i g i n i  a n i q l a n g .

Yechish. T a ' r i f g a  k o ’ r a
X\Xy+XqX,2i = (~3Xj+6X?2, X\—3X2, 5Â  + 1 5 ^ )=  0

b u n d a n ,
“3X\ 4“ 6 X2 0, Aj ~3^2 =  О, 5Xj + 1 5 X2 =  0.

K o ’ r i n i b  t u r i b d i k i ,  b u  t e n g l i k l a m i  b i r  v a q t d a  f a q a t  Xt =  0 ,  Х^=0 
q i y m a t l a r  q a n o a t l a n t i r a d i .  D e m a k ,  b e r i l g a n  v e k t o r l a r  c h i z i q l i  e r k l i  e k a n .

M isol 3. e, =  (1,1,1,1,1), ^ = (0 ,1 ,1 ,1 ,1 ) ,  е з =  (0,0,1,1,1), е4 = ( 0 Д 0 , 1 11), 
e$=  ( 0 , 0 , 0 , 0 , 1 )  a r i f m e t i k  v e k t o r l a r  s i s t e m a s i  R? d a  b a z i s  t a s h k i l  e t i s h i n i  
k o ’r s a t i n g .



Yechish: A vval b u  s is te m a  c h iz iq li b o g 'l iq  e m a s lig in i k o 'rs a ta m iz . 
H a q iq a ta n ,

A je j +As2e2 +Л3е3 -f-Я^е  ̂= (X\,X\ Ч-^Х^ -t-Â  +X3 ~t~X4,
A, +h +&3 ~t~A.5)=Q

b u n d a n
Aj =  0, A] -/-A2 =  0, Aj "^Аг ■/-A3 =  0, Aj •/•Дз ^Аз -/-A4 =  0 

Aj */*A2 - f  A3 -fA4 -f A5 =  0 
v a  k e tm a - k e t  A, = 0 ,  ,*2 = 0 , A3= 0 ,  A4 =  0, A5 =  0  h o s il  b o 'la d i ,  y a 'n i  b u  
s is te m a  c h iz iq li  e rk l i  e k a n .

E n d i x =  (х\,х2,х3,хц,хъ) R5 n in g  ix tiy o r iy  e le m e n ti  b o 'ls in . U  h o ld a
X = (Xl,X2,X3,Xi ,Xs)=  (X\,X\,X\,X\,X\) /0, X2~Xlr X2-Xh X2~XU X2~X\) +
+ 10 , 0 , x3 -x2, x3-x2, x3 -X2) + A  0, 0 , Л4 -Л3, x4-x3J + +fi, 0 , 0 , 0 , x5-

x j  =
=JTiCl. 1, 1, 1, D + te -X i/P ,  1, 1, 1, 1J+(X3-X2)[0, 0 , 1, 1, 1) +

+ (x4-x3)(0, 0, 0, 1, 1) + +(X5-Xi)f), 0, 0, 0, \ )=  x ,e , + fx2~x1)e2 + (x3-
X2)e3 +

+ (x4-x3)e4 + (x j-x je j.
A g a r  x =  {xl,x2,x3,xi,x5/^0  b o 'ls a ,  u  h o ld a  X\, x2-x,, x3-x2, x4-x3, x5- 

X4 b i r  v a q td a  n o lg a  t e n g  b o 'lm a y d i .  S h u  s a b a b li  { e l,e2,e3,e/1,es} R5 d a  
b a z is  b o 'la r  e k a n .
M a s a la n , x = (\,  0, 1, 0, 1) a r ifm e tik  v e k to m in g  s h u  b a z is d a g i 
k o o rd in a ta la r i  x = (\,  - 1 , 1 , - 1, 1) b o 'la d i .

1-teorema. A g a r  ait a2, a3 a r i fm e tik  v e k to r la r  c h iz iq li b o g 'l i q  v a  a3 

v e k to r  a{ v a  a2 v e k to r la r  o rq a l i  c h iz iq li ifo d a la n m a sa , <з, v a  a2 la r  fa q a t 
o 'z g a n n a s  k o 'p a y tu v c h ig a g in a  fa rq  qU adi.

Isboti: a 1( a2, a3 la r  c h iz iq li  b o g 'l iq  b o 'lg a n i  u c h u n  b ir  v a q td a  n o lg a  
t e n g  b o 'lm a g a n  s h u n d a y  Л|,А2,Аз s o n la r  to p i la d ik i  Zla1+X2a2 +X3a3 = 0 

b o 'la d i .A g a r  A3* 0  b o 'ls a ,  u  h o ld a
A, A2

a, = ---- - a , ---- - a ,
A3 1 A,

d e b  y o z ish  m u m k in , le k in  b u  te o r e m a  s h a r t ig a  zid , c h u n k i a3 v e k to r  at 
v a  a2 la r  o rq a l i  c h iz iq li ifo d a la n ib  q o la d i . S h u  sa b a b li  A3 =  0  b o 'l i s h i  
s h a r t .  U  h o ld a

Ajd] ~hAqa2 = 0, 
b o 'la d i ,  b u n d a n  e sa , a g a r  Aj* 0  b o 'ls a ,

A2
= —Г а2 A,

k e lib  c h iq a d i . T e o re m a  is b o t  b o ’ld i.



2-teorema. A g a r  ax,a2,-.-,an a r i f m e t i k  v e k t o r l a r  c h i z i q l i  b o g ' l i q  
b o ' l m a s a - y u ,  ax,a2, . . ,a n,b  l a r  c h i z i q l i  b o g ' l i q  b o ' l s a ,  u  h o l d a  b v e k t o r  
ax,a2,...,an v e k t o r  o r q a l i  c h i z i q l i  i f o d a l a n a d i .

Isboti: ax,a2,...,a„,b v e k t o r l a r  t e o r e m a  s h a r t i g a  k o ' r a  c h i z i q l i  b o g ' l i q  
b o ' l g a n i  u c h u n  b i r  v a q t d a  n o l g a  t e n g  b o ' l m a g a n  s h u n d a y  Xx,Xi,...,Xn + x 
s o n l a r  t o p i l a d i k i ,

X[ax Ч-Л2З2 ~t~-y ~f~A.„an -f-Xn-f.\b—0 ( 3 - 4 )
b o ' l a d i .  b u  y e r d a  !? Ю  b o ' l i s h i  s h a r t ,  a k s  h o l d a ,  y a ' n i  a g a r  ^ л +  i —  0  
b o ' l s a ,

^■ia i  + ^ 18-2 +  +X„an= 0  
b o ' l i b ,  b u n d a n  v a  а у ,а ^ . . . ,< э я  l a m i n g  c h i z i q l i  b o g ' l i q  e m a s l i g i d a n  
Xx =%2 = ... =X „=0  k e l i b  c h i q a d i ,  y a ' n i  a),a^...,an,b  l a r  c h i z i q l i  b o g ' l i q  
e m a s  d e g a n  x a t o  x u l o s a g a  k e l a i z .  S h u  s a b a b l i  Xn+ xj±0, u  h o l d a  ( 3 .4 )  n i

Я| Яг я

/>+l Л п+1 Л п +1
d e b  y o z i s h  m u m k i n .  T e o r e m a  i s b o t  b p ' l d i .

3-teorema. ах,а2,...,ат a r i f m e t i k  v e k t o r l a r  o r q a l i  c h i z i q l i  
i f o d a l a n u v c h i  h a r  q a n d a y  n>m t a  bx,b2,...,b„ a r i f m e t i k  v e k t o r l a r  
s i s t e m a s i  c h i z i q l i  b o g ' l i q  b o ' l a d i .

I s b o t n i  m a t e m a t i k  i n d u k t s i y a  u s u l i  b i l a n  a m a l g a  o s h i r a m i z .
m =  1 b o ' l g a n d a  t e o r e m a n i n g  t o ' g ' r i l i g i g a  i s h o n c h  h o s i l  q i l i s h  q i y i n  

e m a s .  T e o r e m a  m = k - l  u c h u n  t o ' g ' r i  b o ’ l s i n  d e b  f a r a z  q i l i b ,  m = k  
u c h u n  t e k s h i r a m i z .

A g a r
Ь\=сцД\+...+С1^ау>
Ьг=с21л1+- • • +с2ка&

bn=coXai+ ...+cDkak  
b o ' l s a ,  q u y i d a g i  2  h o i  y u z  b e r i s h i  m i i m k i n .

1 . B a r c h a  c Xi,c2X,...,cnl k o e f f i t s i e n t l a r  n o l g a  t e n g .  U n d a  b l,b2,...,bn 
l a r  к - 1 t a  v e k t o r l a r  o r q a l i  c h i z i q l i  i f o d a l a n i b  q o l a d i ,  b u  h o i  u c h u n  
f a r a z i m i z g a  k o ' r a  t e o r e m a  t o ' g ' r i .

2 .  b x n i n g  k o e f f i t s i e n t l a r i n i  k a m i d a  b i t t a s i  n o l d a n  . f a r q l i .  
U m u m i y l i k n i  b u z m a g a n  h o l d a  с п тЮ , d e b  f a r a z  q i l i s h  m u m k i n .

A g a r

b\ = b2 ~ — bi, * i = i 3
cll c\l CI1

d e s a k ,  b u  v e k t o r l a r  а[,а2,-.,а т o r q a l i  c h i z i q l i  i f o d a l a n a d i  v a  u l a m i n g  
s o n i  n - 1 t e o r e m a  s h a r t i g a  k o ' r a  k - \  d a n  k a t t a .  Q i l i n g a n  f a r a z g a  k o ' r a



b u  s i s t e m a  c h i z i q l i  b o g ' l i q ,  y a ' n i  s h u n d a y  b i r  v a q t d a  n o l g a  t e n g  
b o ' l m a g a n  уъ---,уп s o n l a r  t o p i l a d i k i ,

УгЬ \+ ... + У„Ь[ = 0

b o ' l a d i .  A g a r  b2, l a r  o ' m i g a  u l a m i n g  b\,bi,-..,bn l a r  o r q a l i  
i f o d a s i n i  q o ' y s a k ,

r A  + Y i h  +... + y nbn =o
b u  y e r d a

Ух =-— Уг- — - —  У* 
c ii c xi

h o s i l  b o ' l a d i .  уь Yi'--->Yn l a r  b i r  v a q t d a  n o l g a  t e n g  b o ' l m a g a n i  u c h u n  
bi,b2,...,b„  l a r  c h i z i q l i  b o g ' l i q  e k a n l i g i  k e l i b  c h i q a d i .

H a r  q a n d a y  v e k t o r l a r  s i s t e m a s i  Q cRn k a m i d a  b i t t a  b a z i s g a  e g a  v a  
b u  s i s t e m a n i n g  b a r c h a  b a z i s l a r i  b i r  x i l  s o n d a g i  v e k t o r i a r d a n  t n z i l g a n  
b o ' l a d i .  B u  s o n n i  О  s i s t e m a n i n g  r a n g i  d e b  a t a l a d i  v a  rangQ  y o k i  r(Q) 
k o ' r i n i s h d a  b e l g i l a n a d i .

Rn f a z o n i n g  r a n g i  n  g a  t e n g ,  u n i  b u  f a z o n i n g  o ' l c h a m i , d e b  a t a l a d i .  
Rn d a  b a z i s  t a s h k i l  e t u v c h i  q u y i d a g i  s i s t e m a

e ,  =  ( l ,  0 ,  0 ,  0 ) ,  
e 2 = ( 0 ,  1, 0 . . . . . . 0 ) ,

ел =(0, 0, 0....... 1)
k a n o n i k  b a z i s  d e b  a t a l a d i .

Rn n i n g  h a r  q a n d a y  x  v e k t o r i g a  u n i n g  s h u  b a z i s d a g i  k o o r d i n a t a l a r  
u s t u n i n i  o ' z a r o  b i r  g i y m a t l i  щ о а  q o ' y i s h  m u m k i n ,  y a l n i  

x = xtet + хгег + . . .  +  x„p„ о  X = Cx, ,хг j
E s l a t m a .  V e k t o m i n g  k o m p o n e n t a l a r i  b i l a n  u n i n g  b i r o r  b a z i s d a g i  

k o o r d i n a t a l a r i n i  f a r q l a s h  z a r u r .  U l a r  f a q a t  k a n o n i k  b a z i s  u c h u n  b i r  x i l  
b o ' l a d i  h a l o s .  B u n g a  3 - m i s o l d a  k e l t i r i l g a n  v e k t o r  r a i s o l  b o ’ l a  o l a d i .

3.2. Matritsaning rangi.
Ta'rif. N o l d a n  f a r q l i  m i n o r l a m i n g  e n g  y u q o r i  t a r t i b i  A  m a t r i t s a n i n g  

r a n g i  d e b  a t a l i b ,  r(A) K o ’ r i n i s h d a  b e l g i l a n a d i .
A g a r  r(A )= r  b o ' l s a ,  n o l d a n  f a r q l i  r — t a r t i b l i  h a r  q a n d a y  m i n o r  A  

m a t r i t s a n i n g  b a z i s  m i n o r i ,  d e b  a t a l a d i .
nom  o ' l c h a m l i  A  m a t r i t s a n i n g  b a r c h a  y o ' l l a r i n i  ( y o  s a t r l a r i n i  y o  

u s t u n l a r i n i )  Rn n i n g  y o k i  m o s  r a v i s h d a  Rm n i n g  a r i f m e t i k  v e k t o r l a r i  
s i s t e m a s i ,  d e b  q a r a s h  m u m k i n .

I s b o t s i z  q u y i d a g i  t e o r e m a n i  k e l t i r a m i z .



4 - t e o r e m a .  M a t r i t s a n i n g  r a n g i  u n i n g  y o ' l l a r i  s i s t e m a s i n i n g  r a n g i g a  
t e n g  b o ' l a d i  v a  b a z i s  m i n o r i n i  o ’ z  i c h i g a  o l g a n  y o ' l l a r  s i s t e m a s i d a  b a z i s  
t a s h k i l  e t a d i .

M a t r i t s a  r a n g i n i  h i s o b l a s h n i n g  i k k i t a  u s u l i n i  k o ' r a m i z .
1 - u s u l  o ' r a b  t u r u v c h i  m i n o r l a r  u s u l i ,  d e b  a t a l a d i .
A g a r  M2 m i n o r  M x m i n o m i  t o ' l a  o ' z  i c h i g a  o l s a ,  M2 m i n o r  M\ 

m i n o m i  o ' r a b  t u r a d i ,  d e y m i z .  M a s a l a n ,

A  =

4 . O l2 О ц 0 ,5  "

^21 O n o 23 fl25

°31 a n °33 о 3« °35

^4> °42 fl43 о » О 45 ;

M> =

° n *12 fl13

К SI

II o 21 O j2 «23

Я31 «32 а ,г

m a t r i t s a d a

b o ' l s a ,

u n i  o ' r a b  t u r u v c h i  m i n o r  b o ' l a d i .
F a r a z  q i l a y l i k ,  A  m a t r i t s a d a  n o l d a n  f a r q l i  b i r o r  i t - t a r t i b  l i  m i n o r  M  

a n i q l a n g a n  b o ’ l s i n .  M  n i  o ' r a b  t u r u v c h i  ^ r - f i y - t a r t i b l i  m i n o r l a r a i  k o ' r i b  
c h i q a m i z .  A g a r  b u  m i n o r l a m i n g  h a m m a s i  n o l g a  t e n g  b o ' l s a ,  u  h o l d a  
m a t r i t s a n i n g  r a n g i  к  b o ’ l a d i .  A g a r  b u  (k+  i y - t a r t i b l i  m i n o r l a m i n g  
o r a s i d a  h e c h  b o ' l m a g a n d a  b i t t a  n o l d a n  f a r q h s i  Mk + 1 b o ' l s a ,  Mk+ j n i  
o ’ r a b  t u r u v c h i  b a r c h a  fk+  2 y - t a r t i b l i  m i n o r l a m i  k o ' r i b  c h i q a m i z  v a  
h o k a z o .  B u  j a r a y o n  t o  o ' r a b  t u r u v c h i  m i n o r l a r  o r a s i d a  k a m i d a  b i t t a  
n o l d a n  f a r q l i  t o p i l m a g u n c h a  d a v o m  e t a d i .

Misol. Q u y i d a g i  m a t r i t s a n i n g  r a n g i n i  t o p i n g :
3 1 

1 - 4
A =

(2
1
0
4

- 4

- 2

1
- 7

Yechish: K o ' r i n i b  t u r i b d i k i

=
- 4

2

-1
4

3

1

3

- 4

0

0 л 
2

1
5

U n i  o ' r a b  t u r u v c h i  3 - t a r t i b l i  m i n o r l a r  o r a s i d a  m a s a l a n



2 - 4  3  

М. = 1 - 2  1 
О 1 -1

m i n o r  n o l d a n  f a r q l i .  L e k i n ,  n i  o ' r a b  t u r u v c h i  4 - t a r t i b l i  m i n o r l a r
2 - 4 3 1 2 - 4 3 0

1 - 2 1 - 4 1 - 2 1 2
=  0 , =  0

0 1 - 1 3 0 1 -1 1

4 - 7 4 - 4 4 - 7 4 5
S h u  s a b a b l i  A  m a t r i t s a n i n g  r a n g i  r(A) = 3 ,  u n i n g  b a z i s  m i n o r i  M 3 
b o ' l a d i .

2 - u s u l  e l e m e n t a r  a l m a s h t i r i s h l a r  u s u l i  d e b  a t a l a d i .  M a t r i t s a l a r  u s t i d a  
q u y i d a g i  e l e m e n t a r  a l m a s h t i r i s h l a r ,  d e b  a t a l u v c h i  a l m a s h t i r i s h l a m i  
b a j a r i s h  m u m k i n :

1) B i r o r  y o ' l n i  s o n g a  k o ' p a y t i r i s h ;
2 )  B i r o r  y o ' l n i n g  e l e m e n t l a r i g a  u n g a  p r o p o r t s i o n a l  b o ' l g a n  u n d a n  

a v v a l g i  y o ' l n i n g  e l e m e n t l a r i n i  q o ' s h i s h ;
3 )  B i r o r  y o ' l n i n g  e l e m e n - r l a r i g a  u n g a  p r o p o r t s i o n a l  b o ' l g a n  u n d a n  

k e y i n g i  y o ' l  e l e m e n t l a r i n i  q o ' s h i s h .
B u  a l m a s h t i r i s h l a m i n g  b i r i n c h i s i n i  s a t r l a r  u s t i d a  b a j a r i s h  u c h u n  

b e r i l g a n  m a t r i t s a n i  q u y i d a g i  m a x s u s  t u z i l g a n

m a t r i t s a g a  c h a p d a n  k o ' p a y t i r i s h  k i f o y a .
2 ) - a l m a s h t i r i s h n i  s a t r l a r  u s t i d a  b a j a r i s h  u c h u n  e s a  b e r i l g a n  

m a t r i t s a n i  q u y i d a g i

m a t r i t s a g a  c h a p d a n  k o ' p a y t i r i s h  v a  n i h o y a t  3 ) - a l m a s h t i r i s h n i  s a t r l a r  
u s t i d a  b a j a r i s h  u c h u n  s h u  m a t r i t s a n i  q u y i d a g i



'1 0 o N
/a b с ' '

f a b С ҳ

0 a 0 X У z = ax ay az
,0 0 I j* V V

' \ 0 °) b С 1 '  a b с '

0 1
°

X У z = X У z

a 0 4“ V j i  + ax v  + a y w  +  a z >

r l 0 0" 'a b \
с r a b с N

0 1 a X У z = x  + ocu y  + av z  + aw
0 К V ” , , u V w ,

A g a r  b u  a l m a s h t i r i s h l a r  u s t u n l a r  u s t i d a  b a j a r i l a d i g a n  b o ' l s a ,  b e r i l g a n  
m a t r i t s a n i  s h u  m a x s u s  t u z i l g a n  m a t r i t s a l a r g a  m o s  r a v i s h d a  o ' n g d a n  
k o ' p a y t i r i s h  k e r a k .

A g a r  s a t r l a r  u s t i d a  1 )  v a  2 )  a l m a s h t i r i s h l a m i  b i r  n e c h a  m a r t a  b a j a r i s h  
l o z i m  b o ' l s a ,  b e r i l g a n  m a t r i t s a n i

Г и 0
Г 2 .  У 22 

l ^ „ l  Уп1

0 'I 
0

( 3 .5 )

m a t r i t s a g a  c h a p d a n  k o ' p a y t i r i s h  k e r a k '  b o ' l a d i .
X u d d i  s h u n d a y ,  a g a r  1) v a  3 )  a l m a s h t i r i s h l a m i  b i r  n e c h a  m a r t a  

s a t r l a r  u s t i d a  b a j a r i s h  l o z i m  b o ' l s a ,  b u  m a t r i t s a n i



All *12
о Ьт

О

ч О  0  . . .  Ьт/
m a t r i t s a g a  c h a p d a n  k o ' p a y t i r i s h  e t a r l i .

A g a r  u s t u n l a r  u s t i d a  1) v a  2 )  a l m a s h t i r i s h l a m i  b i r  n e c h a  m a r t a  
b a j a r i s h g a n  b o ' l s a ,  m a t r i t s a n i  ( 3 .6 )  g a  o ’ n g d a n ,  a g a r  1) v a  3 )  
a l m a s h t i r i s h l a r  b a j a r i l a d i g a n  b o ' l s a ,  b e r i l g a n  m a t r i t s a n i  ( 3 .5 )  g a  o ' n g d a n  
k o ' p a y t i r i s h  k i f o y a  q i l a d i .

B u  u s u l  q u y i d a g i  t e o r e m a g a  a s o s l a n a d i .
5 - t e o r e m a .  M a t r i t s a n i n g  y o ' l l a r i  u s t i d a  b a j a r i l a d i g a n  h a r  q a n d a y  

e l e m e n t a r  a l m a s h t i r i s h l a r  m a t r i t s a  r a n g i n i  o ' z g a r t i r m a y d i .
I s b o t i :  F a r a z  q i l a y l i k ,  r(A )= r  b o ' l i b ,  b a z i s  m i n o r

M =

b o ' l s i n .  Mr n i n g  y o ' l l a r i n i  o ' z  i c h i g a  o l g a n  а, = / 'а11,а 12, . . - , а 1/г. . . , а 1лУ , 

. . .  ,  ar =  (arl,a/2,...,arjJ...,an) a r i f m e t i k  v e k t o r l a m i n g  s i s t e m a s i n i  q a r a y l i k .  
M r ? 0  b o ’ l g a n i  u c h u n  ay,..., ar s i s t e m a  b a r c h a  y o ' l l a r  s i s t e m a s i d a  b a z i s  
t a s h k i l  e t a d i .

A g a r  Mr y o ' l l a r i n i  o ' z  i c h i g a  o l g a n  y o ’ l l a r  u s t i d a  a l m a s h t i r i s h l a r  
b a j a r i b ,  u l a r n i

£ i.0 ..... 0,
(0,a2....,0, a 2^ + 1 , . . . , a 2лУ,

/ 0 , 0 , ...,ap a'rir+u...,a'rJ

k o ' r i n i s h g a  k e l t i r s a k ,  b u  a r i f m e t i k  v e k t o r l a r d a n  t u z i l g a n  s i s t e m a  h a m  
b a r c h a  y o ' l l a r  s i s t e m a s i d a  b a z i s  t a s h k i l  e t a d i .  K o ’ r i n i b  t u r i b d i k i ,  b u  
s i s t e m a  r a n g i  h a m  г  g a  t e n g .  T e o r e m a  i s b o t  b o ' l d i .

Misol. U s h b u
' 1 2 - 1  3 '

A=  2  1 4 - 1

J) 2 -1 2 ,
m a t r i t s a n i n g  r a n g i  t o p i l s i n .

Yechish. 1 - y o ' l n i  —  2  g a  k o ' p a y t i r i b ,  2 - y o ' l g a  q o ' s h a m i z



f 1 2  - 1  3 '

2  1 4 - 1  

0 2 - 1  2 
f l  2  - 1  ЗҲ 

0  9  0  5  

0  0  9  - 8

f l  2  - 1  
2  1 4 - 1  

0  0  9  - 8  

f  1 0  0  0 s) 

0  9  0  0  

0  0  9  0

o x i r g i  m a t r i t s a n i n g  r a n g i  3  g a  t e n g ,  c h u n k i

M3 =
1 0 0 
0  9  0

0  0  9

=  8 1  *  0

D e m a k ,  r(A )=  3  е к а л .
M isol  a ]  =  ( 1 , - 1 , 0 , 0 ) ,  a2=  ( 0 , 1 , - 1 , 0 ) ,  a3=  ( 1 , 0 , - 1 , 1 ) ,  a 4 =  ( 0 , 0 , 0 , 1 ) ,  

a 5 =  ( 3 , - 5 , 2 , - 3 )  v e k t o r l a m i  c h i z i q l i  b o g ' l i q l i k k a  t e k s h i r i n g .  U n i n g  
r a n g i n i  v a  b a z i s  m i n o r i n i  t o p i n g .

Yechish. B e r i l g a n  v e k t o r l a r d a n  q u y i d a g i  m a t r i t s a n i  t u z i b  o l a m i z

f l  - 1  0  0 N 

0 1 - 1 0  
1 0 - 1 1
0 0 0 1

A =

3 - 5  2 - 3 7

B u  m a t r i t s a  u s t i d a  q u y i d a g i  a l m a s h t i r i s h l a m i  k e t m a - k e t  b a j a r a m i z :

f l -1 0 0 ' '0 -1 -1 0 ' 0 -1 -1 0 '
с 1 -1 0 0 1 0 0 0 1 0 0

0 -1 1 -> 0 0 -1 1 —> 0 0 -1 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

v- -  5 2 -3, -5 -3 -3, <0 -  5 -3 -3.

'0 -1 0 0 \ '0 0 0 0 '0 0 0 0'
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 -1 0 -> 0 0 -1 0 —> 0 0 - 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

,0 -  5 - 3 - 3. ,0 0 -  3 -3 , .0 0 0 0.



M,=
1 0 0
0 - 1 0
0 0 1

4-§. Chiziqli tenglamalar sistemasi.

4.1. Umumiy tushuncbalar. Q u y i d a g i  n t a  n o m a ' l u m l i  m  t a  
t e n g l a m a l a r  s i s t e m a s i n i  q a r a y l i k

a„x, + al2*2 +... + a,„x„ = bt, 
a2,xl+a12x1+... + a2,xl, = 62,

( 4 . 1 )

A g a r  b u  y e r d a
'аи,а,г... \ 'х\' r o

A = a2fa21>- • . a 2„ X = xi B = Ьг

* * * > J*m /

d e s a k ,  ( 4 .1 )  n i  m a t r i t s a  k o ' r i n i s h d a  y o z i s h  m u m k i n :
A X =B ,  ( 4 .2 )

A g a r  B=  0  b o ’ l s a ,  s i s t e m a  b i r  j i n s l i ,  a k s  h o l d a  b i r  j i n s l i  b o ' l m a g a n  
s i s t e m a  d e y i l a d i .  ( 4 . 1 )  s i s t e m a n i n g  y e c h i m i ,  d e b  ( 4 .2 )  n i  a y n i y a t g a  
a y l a n t i r a d i g a n  h a r  q a n d a y  n t a  k o m p o n e n t a l i  u s t u n  v e k t o r  X  g a  a y t i l a d i  
(X  y e c h i m g a  m o s  k e l u v c h i  xeR n a r i f m e t i k  v e k t o m i  h a m  ( 4 .1 )  
s i s t e m a n i n g  y e c h i m i  d e b  a t a y m i z ) .

A g a r  s i s t e m a  k a m i d a  b i t t a  y e c h i m g a  e g a  b o ' l s a ,  u n i  b i r g a l i k d a  
d e y i l a d i ,  a k s  h o l d a  b i r g a l i k d a  e m a s  d e y m i z .

A g a r  i k k i t a  s i s t e m a  y e c h i m l a r i  t o ' p l a m i  b i r  x i l  b o ' l s a ,  u l a m i  
e k v i v a l e n t ,  d e b  a t a y m i z .

4.2. Chiziqli tenglamalar sistemasini yecbishning matritsalar usuli 
va Kramer fonnulalari.

F a r a z  q i l a y l i k ,  ( 4 .1 )  s i s t e m a d a  n = m  b o ' l s i n .  A g a r  d e t A O  b o ' l s a ,  u  
h o l d a  m a ’ l u m k i  ( q a r a n g  2 . 2  b o ' l i m g a ) ,  b u n d a y  m a t r i t s a g a  t e s k a r i  A '1 
m a t r i t s a  m a v j u d .  A~l n i  ( 4 .2 )  g a  c h a p d a n  q o ' l l a s a k :

X =  A-'B  ( 4 .3 )
t e n g l i k  h o s i l  b o ' l a d i .  ( 4 .3 )  n i n g  o ' n g  t o m o n i d a g i  k o ' p a y t i r i s h  a m a l i n i  
b a j a r i b ,  h o s i l  b o ' l g a n  u s t u n l a m i n g  m o s  k o m p o n e n t a l a r i n i  t e n g l a b ,  ( 4 .1 )



n i n g  y a g o n a  y e c h i m i n i  h o s i l  q i l a m i z .  S i s t e m a n i  y e c h i s h n i n g  b u  u s u l i  
m a t r i t s a l a r  u s u l i ,  d e b  a t a l a d i .

Y e c h i m n i  y u q o r i d a  k o ' r s a t i l g a n  u s u l  y o r d a m i d a  t o p a y l i k .  U  h o l d a

x, = — ^ = 1 ,2 ,...,« . ( 4 .4 )
/f,A  +A2,b2 +...+ A,„b„ .X, ~ .1 =

del A
h o s i l  b o ' l a d i .  T e n g l i k l a m i  o ' n g  t o m o n i d a g i  k a s r  s u r a t i d a g i  y i g ’ i n d i n i  
d e t e r m i n a n t n i n g  b i r o r  y o ' l i  b o ' y i c h a  y o y i b  h i s o b l a s h  u s u l i d a n  ( q a r a n g ,  
1 . 4  b o ' l i m ,  ( 3 ) ,  ( 4 )  f o r m u l a l a r )  f o y d a l a n i b ,  q u y i d a g i

A.. =

au-

Ч.Г К а„м -ап
i = l.n

d e t e r m i n a n t l a r  k o ' r i n i s h i d a  i f o d a l a s h  m u m k i n .
A g a r  A =  d e t A ,  d e b  b e l g i l a s a k ,  ( 4 .4 )  t e n g l i k l a r n i

x ,= ^ - ,  i = (4.5)Д
k o ' r i n i s h d a  y o z i b  o l s a  b o ' l a d i .  B u  ( 4 .5 )  f o r m u l a l a r  K r a m e r  f o r m u l a l a r i ,  
d e b  a t a l a d i .

Misol. Q u y i d a g i  t e n g l a m a l a r  s i s t e m a s i n i  y e c h i n g :
3jc, + 2x2 + л, = 5 

2x, -  x, + x, = 61 л2  ̂л3
X, + 5x, = -3

Yechish: S i s t e m a n i n g

A  =

(3 2 П 
2 -1 1 

1 5 0

m a t r i t s a s i  m a x s u c  e m a s ,  c h u n k i  d e t A = - 2 * 0 .  B i r i k t i r i l g a n  m a t r i t s a s i
f - 5  5 3 ^

Av = 1 - 1  - 1  

4 11 - 1 3  - 7  J 
k o ' r i n i s h g a  e g a .  U  h o l d a  t e s k a r i  m a t r i t s a

-5 5 3 4

A ~ ' = - -  
2

I - I  -1
II -13 -7

b o ' l a d i  v a  n i h o y a t ,

~
l1II05ЧII

' -5 5 3 ' 
I -1 -1

' 5 '
6 l

-4'
2

' 2 '
-1

2 lO1mI 2 1 to ,1,
B u n d a n ,  X j  =  2 ,  x2= - l ,  x3= l  e k a n l i g i n i  h o s i l  q i l a m i z .

E n d i  s i s t e m a n i  K r a m e r  f o r m u l a l a r i  y o r d a m i d a  h i s o b l a y m i z :



5 2 1 3 5 1 3 2 5

6 -1  1 = -4, Д-, = 2 6 1 = 2, Д 3 = 2 - 1 6
- 3  5 0 1 -3 0 1 5 - 3

д, = б -1  1 = -4  л ,  = 2 б 1 = 2 , Д , = 2 -1  6 = -2 .

D e m a k ,  л, = —  = 2, х ,  =  —  = -1 , л, = — = 1 e k a n .
' д  д  д

E s l a t m a .  A g a r  ( 4 .1 )  s i s t e m a  b i r  j i n s l i  b o ' l i b ,  u n i n g  m a t r i t s a s i  x o s m a s ,  
y a ' n i  Л =  d e t * 0  b o ' l s a ,  u  h o l d a  b u n d a y  s i s t e m a  y a g o n a  t r i v i a l  d e b  
a t a l u v c h i  n o l  j r = ( 0 , 0 , . . . , 0 )  y e c h i m g a  e g a  b o ' l a d i .  H a q i q a t a n ,  b u n d a y  
s i s t e m a n i  o z o d  h a d l a r i  n o l  b o ' l g a n i  u c h u n  b a r c h a  Д ;, i= l,2 ,...,n  
d e t e r m i n a n t l a r  n o l g a  t e n g  b o ' l a d i ,  K r a m e r  f o r m u l a l a r i g a  a s o s a n  e s a  
X] =  0 ,  x2= 0,...x„ = 0  e k a n l i g i  k e l i b  c h i q a d i .  S h u  s a b a b l i ,  b i r  j i n s l i  
c h i z i q l i  t e n g l a m a l a r  s i s t e m a s i  n p l d a n  f a r q l i ,  y a ' n i  k a m i d a  b i t t a  
k o m p o n e n t a s i  n o l g a  t e n g  b o ’ l m a g a n ,  x —(x^,...,xj y e c h i m g a  e g a  
b o ' l i s h i  u c h u n  u n i n g  m a t r i t s a s i  x o s  b o ' l i s h i  s h a r t  ( Д  =  0 ) .

4 . 3 .  I x t i y o r i y  c h i z i q l i  t e n g l a m a l a r  s i s t e m a s i n i  y e c h i s h .  B u n d a  
u m u m a n  n = m  b o ' l i s h i  s h a r t  e m a s ,  d e b  h i s o b l a y m i z .  Q u y i d a g i  m a t r i t s a

A  =  ( A \ B )  =

k e n g a y t i r i l g a n  m a t r i t s a ,  d e b  a t a l a d i .
T e o r e m a  ( K r o n e k e r - K a p e l l i ) .  ( 4 .1 )  s i s t e m a  b i r g a l i k d a  b o ' l i s h i  u c h u n  

rangA =  rang A  b o ' l i s h i  z a r u r  v a  y e t a r l i d i r .
Zarurligr. F a r a z  q i l a y l i k ,  ( 4 .1 )  s i s t e m a  b i r g a l i k d a  v a  r (A )= k  b o ' l s i n .  

B i z  r( A )= k  e k a n i n i  i s b o t l a s h i m i z  k e r a k .  г  (A) =  к  b o ’ l g a n i  u c h u n  A 
m a t r i t s a g a  A  m a t r i t s a g a  h a m  t e g i s h l i  b o ' l g a n  k - t a r t i b l i  n o l d a n  f a r q l i  
m i n o r  m a v j u d .  S h u n i n g  u c h u n  r( A)>k  b o ' l a d i .  E n d i  b u  m i n o m i  
q a m r o v c h i  A  m a t r i t s a n i n g  h a r  q a n d a y  к  + 1  - t a r t i b l i  m i n o r i  n o l g a  t e n g  
e k a n l i g i n i  i s b o t l a s h  z a r u r .  B u  m i n o m i n g  b i t t a  u s t u n i  o z o d  h a d l a r d a n  
i b o r a t .  U m u m i y l i k n i  b u z m a g a n  h o l d a ,  b u  m i n o r

i а\ ̂  b\

H.l ■ "  a ht\.k  °*+ l

d e b  f a r a z  q i l i s h i m i z  m u m k i n ,  c h u n k i  a k s  h o l d a  s i s t e m a n i n g  
t e n g l a m a l a r i n i  v a  n o ' m a l u m l a m n g  j o y i n i  a l m a s h t i r i b  s h u  h o l g a  o l i b  
k e l s a  b o ' l a d i .  S h a r t g a  k o ' r a  ( 4 .1 )  s i s t e m a  b i r g a l i k d a ,  s h u n i n g  u c h u n  
s h u n d a y  x =  (xu...,x„) a r i f m e t i k  v e k t o r  m a v j u d k i ,  u  s i s t e m a n i  
q a n o a t l a n t i r a d i ,  x u s u s a n ,  u  s i s t e m a n i n g  b i r i n c h i  k  +  1 t a  t e n g l a m a s i n i  
h a m  q a n o a t l a n t i r a d i .  U  h o l d a



b u  y e r d a

( 4 .6 )  a s o s i d a  q u y i d a g i

,, , ,.tx, +A, =0'

*»♦1.1*1 +---+<**+l.txi + -̂A+l “ 0

\ ~ ai.*+i-It+i + • ■ ■+ aux„ ~~

a„>, +-. + аи^+Я,>1+1 =0

( 4 .7 )

( 4 .8 )

в**иЛ + - « 1.и Л +'1мЛ+, = 0 
s i s t e m a n i  t u z i b  o l a m i z .  B u  s i s t e m a  b i r g a l i k d a ,  c h u n k i  u n i  n o l d a n  f a r q l i  
y =  (xi,...,xk,\)  y e c h i m  q a n o a t l a n t i r a d i .  U  h o l d a  ( 4 . 2  b o ' l i m d a g i  
e s l a t m a g a  q a r a n g )  b i r  j i n s l i  ( 4 .8 )  s i s t e m a n i n g  d e t e r m i n a n t  n o l g a  t e n g ,  
y a ' n i

o =
a \ i • • • “ i t  а \ * * Л *  + -  +  “ i A - j i

a L*l.l " - a *+U a k*lt+\X k*\ +  fl*+l,nXw —^i+I

*11- • a lk Д ц . . a ik

a k*i,\ " a i4 l,k *»♦,

°1L ' " a \i. b>

=  -

a k+1.1 •

c h u n k i  r(A )= k  b o ' l g a n i  u c h u n  y i g ' i n d i g a  k i r u v c h i  b a r c h a  
d e t e r m i n a n t l a r  n o l g a  t e n g .  D e m a k ,  r(A) = k  e k a n .

Yetailtiigi. E n d i  r(A )= r(A )= k  b o ' l s i n  d e b  f a r a z  q i l a y l i k .  S i s t e m a  
b i r g a l i k d a  e k a n l i g i n i  i s b o t  q i l i s h  k e r a k .  Q i l i n g a n  f a r a z g a  k o ' r a ,  
s i s t e m a n i n g  s h u n d a y  к  t a  t e n g l a m a s i  m a v j u d k i ,  u n i n g  n o ' m a l u m l a r i  
o l d i d a g i  k o e f f i t s i e n t l a r d a n  t u z i l g a n  Аг- t a r t i b l i  d e t e r m i n a n t i  n o l d a n  
f a r q l i d i r .  T e n g l a m a n i n g  b i r i n c h i  q i s m i d a  q i l i n g a n i d e k ,  u m u m i y l i k n i  
b u z m a g a n  h o l d a  b u  a y n a n

+ ... + ahlx„ =b„



* 0
°ir a, t

<*ьГ
( 4 .9 )  s i s t e m a n i  q u y i d a g i c h a  y o z i b  o l a m i z :

a.,x, +... +  <7,!** = b. --..-a x.
( 4 .1 0 )

ak\X\ + “ Ьк — Qk,k*lXk*i ~ — aknXn
o * 0  b o ' l g a n i  u c h u n  b u  s i s t e m a  y a g o n a  y e c h i m g a  e g a  v a  u n i  K r a m e r  
f o r m u l a l a r i  y o r d a m i d a  t o p i s h  m u m k i n :

s-\
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ( 4 .1 1 )

X k =  =  ~  a k.k + l X L*l ~ - ‘ - ~ a b ,X n )o’ o si
b u  y e r d a  Asj, asj e l e m e n t i n i n g  a  d e t e r m i n a n t d a g i  a l g e b r a i k
t o ' l d i r u v c h i s i d i r .  xk+x,...,xn l a r g a  h a r  x i l  q i y m a t l a r  b e r i s h  m u m k i n ,  
x x,...,xk l a m i n g  q i y m a t l a r i  e s a  ( 4 .1 1 )  f o r m u l a l a r  o r q a l i  h i s o b l a n a d i .  
D e m a k ,  ( 4 .1 0 )  s i s t e m a  c h e k s i z  k o ' p  y e c h i m g a  e g a  e k a n .

E n d i  b u  y e c h i m l a r  ( 4 .1 )  s i s t e m a n i n g  ( 4 . 1 0 )  g a  k i r m a g a n  
t e n g l a m a l a r i n i  h a m  q a n o a t l a n t i r i s h i n i  k o ' r s a t i s h i m i z  k e r a k .  B u n i n g  
u c h u n  ( 4 .1 1 )  y e c h i m l a r  ( 4 . 1 )  n i n g  * 4 - 1  t e n g l a m a s i n i  h a m  y e c h i m i  
e k a n l i g i n i  k o ' r s a t i s h  k i f o y a .

( 4 .1 )  s i s t e m a n i n g  a v v a l g i  k  + 1 t a  t e n g l a m a s i n i  o l i b ,  u l a m i  ( 4 .6 )  
k o ' r i n i s h i d a  y o z i b  o l a m i z .  F a r a z  q i l a y l i k ,  x  a r i f m e t i k  v e k t o r  ( 4 .6 )  n i n g  
d a s t l a b k i  к  t a  t e n g l a m a s i n i  y e c h i m i  b o ' l s i n .  X u d d i  y u q o r i d a g i d e k ,  ( 4 .8 )  
t e n g l a m a l a r  s i s t e m a s i n i  t u z i b  o l a m i z .  B u  s i s t e m a n i n g  d e t e r m i n a n t  
n o l g a  t e n g .  S h u n i n g  u c h u n  b u  s i s t e m a  t r i v i a l  b o ' l m a g a n  У\,...,Уь+\ 
y e c h i m g a  e g a .  B u  y e r d a  y k+i*0, c h u n k i ,  a k s  h o l d a  ( 4 .8 )  s i s t e m a  
У\,-..,Ук,0 y e c h i m g a  e g a  b o ' l a d i ,  b u n d a n  yi =  0,...,yk= 0  e k a n l i g i  k e U b  
c h i q a d i ,  c h u n k i  д а 0 ,  y a ' n i  ( 4 .8 )  t r i v i a l  y \ = y 2 =  ... =Ук+1 =  0  y e c h i m g a  
e g a  b o ' l i b  q o l a d i .  ( 4 .6 )  s i s t e m a  b i r  j i n s l i  b o ' l g a n i  u c h u n

Уы I Ум
s o n l a r  h a m  b u  s i s t e m a n i n g  y e c h i m i  b o ' l a d i .  U  h o l d a  у [ ,- - .,у [  l a r  ( 4 .6 )  
s i s t e m a n i n g  d a s t l a b k i  к  t a  t e n g l a m a l a r i n i n g  y e c h i m i  b o ' l a d i .  B i z g a  
m a ' l u m k i ,  b u  s i s t e m a  y a g o n a  x\,...,xk y e c h i m g a  e g a  e d i .  a * 0  b o ’ l g a n i



u c h u n  z[ = x y, . . . ,z [  = x k b o ' l i s h i  s h a r t .  A g a r  b u  q i y m a t l a m i n g  v a  

z't+i = 1  n i  ( 4 . 8 )  n i n g  k +  1 - t e n g l a m a s i g a  q o ' y s a k ,  t e n g l i k  b a j a r i l i s h i g a  

i s h o n c h  h o s i l  q i l a m i z .  D e m a k ,  x v,...,xk l a r  ( 4 .6 )  n i n g  k +  1 - t e n g l a m a s i n i  
q a n o a t l a n t i r a d i  v a  ( 4 .6 )  g a  a s o s a n  x = (  X i , . . . , j t r „ )  ( 4 .1 )  n i n g  k + 1 -  
t e n g l a m a s i n i  y e c h i m i  e k a n .  T e o r e m a  t o ' l i q  i s b o t  b o ' l d i .

E s l a t m a :  A g a r  x k  +  y = c l , . . . , x n = c n -k  d e s a k ,  b a r c h a  x u ...,xk l a r  
c i , . . . , c n ^  l a r g a  b o g ' l i q  b o ' l i b  q o l a d i .  (jstl ( c i , . . . , c „ . JJ , . . . , x k  ( c y, . . . , c n _ 

] J , C \ , . . . , c n . j J T  u s t u n  ( 4 .1 )  n i n g  u m u m i y  y e c h i m i  d e b  a t a l a d i .
Misol. Q u y i d a g i  s i s t e m a n i  y e c h i n g :

x + y + z =  1, 
x  + y  + 2 z  = l, 

x + y  + 3z = 2.

Yechish:

S h u n i n g  u c h u n

A =
1 1 I 
1 1 2 
I 1 3

=  0

A  =

П 1 n  
1 1 2 
I I 3

m a t r i t s a  u c h u n  r(A)=2,  c h u n k i

A  =

1 1
2

f l  1 1 П
1 1 2  1 
1 1 3  2

= 1 * 0 .  K e n g a y t i r i l g a n

m a t r i t s a  u c h u n  r(A) = 3  , c h u n k i  s h u  m a t r i t s a n i n g  q u y i d a g i  m i n o r i

1 1 1 
1.2 1
1 3 2

= 1*0

y a ' n i  r(A ) > r(A )  b o ' l y a p t i .  Y u q o r i d a g i  t e o r e m a g a  a s o s a n ,  b u  s i s t e m a  
y e c h i m g a  e g a  e m a s ,  d e y i s h  m u m k i n .

Misol. S i s t e m a n i  y e c h i n g :
X  + у  + z  = 1, 1 
x + y  + 2 z  = l, I 
2 x  + 2 y  + 4 z  = 2.\

Yechish: U n i n g  d e t e r m i n a n t



1 1 1 
Л =  1 1 2 = 0 .

2 2 4

B e v o s i t a  h i s o b l a s h  y o ' l i  b i l a n  r(A) = r(A) = 2  e k a n l i g i g a  i s h o n c h  h o s i l  
q i l i s h i m i z  m u m k i n .  B e r i l g a n  s i s t e m a n i  b i r i n c h i  v a  i k k i n c h i  
t e n g l a m a l a r i d a n

x  + y  + z  = \ , 1 
x  + у  + 2 z  = 1,.J

s i s t e m a n i  t u z i b  o l a m i z .  U n i  o ' z  n a v b a t i d a
X  + z  =  1 -  y ,

k o ' r i n i s h d a  y o z i b  o l a m i z .  B u  s i s t e m a  u c h u n

s h u  s a b a b l i ,  u  y a g o n a  y e c h i m g a  e g a :

D e m a k ,  у  n i n g  h a r  q a n d a y  q i y m a t i d a  (\ -y, y, 0) u c h l i k  b e r i l g a n .  
s i s t e m a n i n g  y e c h i m i  b o ' l a d i .

A g a r  u = S  d e s a k ,  (I -S, S, Of u s t u s  b e r i f g a »  s i s t e r a a n i r a g  ш ш ш и у  
y e c h i m i  b o ' l a d i .

4 . 4 .  B i r  j i n s l i  s i s t e m a l a r .  Q u y i d a g i  .

b i r  j i n s l i  s i s t e m a n i  q a r a y l i k .  B u  s i s t e m a  h a r  d o i m  b i r g a l i k d a ,  c h u n k i  
u n i n g  k a m i d a  t r i v i a l  x = 0  y e c h i m i  b o r .  U n i n g  t r i v i a l  b o ' l m a g a n  y e c h i m i  
m a v j u d  b o ' l i s h i  u c h u n  r(A) =i<min(m,n)  b o ' l i s h i  z a r u r  v a  y e t a r l i d i r .

F a r a z  q i l a y l i k ,  Q < r R n  —  b i r  j i n s l i  ( 4 . 4 )  s i s t e m a n i n g  b a r c h a  y e c h i m l a r i  
t o ' p l a m i  b o ’ l s i n .  B u  t o ' p l a m d a g i  h a r  q a n d a y  b a z i s  n - i  t a  e\,e^ ...,en.r 
c h i z i q l i  b o g ' l i q  b o ' l m a g a n  v e k t o r l a r d a n  t u z i l g a n d i r .  K a n o n i l c  b a z i s d a  
u n g a  m o s  k e l u v c h i  Ey,E2,...,En.r v e k t o r l a r  s i s t e m a s i  f u n d a m e n t a l

k o ' r i n i s h d a  y o z i s h  m u m k i n ,  b u  y e r d a  Су,...,С„.г i x t i y o r i y  o ' z g a r m a s l a r .
Misol. Q u y i d a g i  b i r  j i n s l i  s i s t e m a n i n g  f u n d a m e n t a l  y e c h i m l a r  

s i s t e m a s i n i  v a  u m u m i y  y e c h i m i n i  t o p i n g :

x  + 2z = I -  y.

(4.12)



2 х ,  -  4 х 2 + 5jc3 + 3 x t  = 0, )
Эл, -  6 х 2 + 4jtj + 2х а = 0 , I
4jt, -  8х, + 1Ух, +11 j:4 =  0.J 

Yechisb: B u  s i s t e m a n i n g  m a t r i t s a s i n i  t u z i b  o l a m i z :
( 2  - 4  5 3^

A =  Ъ — 6  4 2
4  - 8  17 11

r(A )= 2  ( t e k s h i r i n g ! ) .  B a z i s  m i n o r ' s i f a t i d a ,  m a s a l a n ,
Is 31 M, =1 = -2*0

n i  o l i s b i m i z  m u m k i n .  U  h o l d a  s i s t e m a n i n g  3 - t e n g l a m a s i n i  t a s h l a b ,  u n i  
q u y i d a g i  k o ' r i n i s h g a  k e l t i r a m i z :

5x3 + 3x4 = - 2 x ,  + 4 x 2 

4 x ,  +  2 x 4 =  —Зле, + б*;

B u n d a ,  a g a r  X j = C ]r x ^ C ^ d e s a k ,

x, — + ’ x‘ = 2^' ~ 
t o p i l a d i .  D e m a k ,  s i s t e m a n i n g  u m u m i y  y e c h i m i

(  C, .

- - C .+ 5 C ,2 ' 2

I е ' -7  C ,

b o ' l a d i .  B u n d a n  m o s  r a v i s h d a  C j =  1, C2= 0  v a  C j= 0 , C2 ~  1 d e b ,  
f u n d a m e n t a l  y e c h i m l a r  s i s t e m a s i n i  t o p a m i z :

'  1 '  

0

О 
-

II 4 11 о II

5

2

7
ч 2  ,

[| II О II

1

5

г  г

4.5. Jordan-Gaussning nomalumlami ketma-ket yo'qotish usuli.
B u  u s u l n i n g  a s o s i y  m a ' n o s i  b e r i l g a n  ( 4 .1 )  s i s t e m a n i n g  k e n g a y t i r i l g a n  
m a t r i t s a s i n i  y o z i b  o l i b ,  u n i n g  y o ' l l a r i  u s t i d a  e l e m e n t a r  a l m a s h t i r i s h l a r  
b a j a r i b ,  u n i  q u y i d a g i  k o ’ r i n i s h g a  k e l t i r i s h d i r :



О о s £ К 1
0 1 - 0  ••• a i к

0 0 - 1  -  a'm ь'г
0 0 0  0 0 bL,

0 0 - 0  0  ••• 0 ь ' . .
( 4 . 1 3 )  m a t r i t s a  o ' z  n a v b a t i d a  q u y i d a g i  ( 4 .1 )  g a  e k v i v a l e n t  b o ’ l g a n

+--- + а\ л  = Ъ[
X 1 +  a 2 s * \ x r * \  +  —  +  а 2 л Х п =  ^ 2

xr+al,.ix~,+ — + aLx. = К
0 = ^
. . ( 4 .1 4 )

o=*:
t e n g l a m a l a r  s i s t e m a s i n i n g  k e n g a y t i r i l g a n  m a t r i t s a s i d i r .  A g a r  ( 4 .1 4 )  d a  

b'r^ , . . . , b'm s o n l a m i n g  h e c h  b o ’ l m a g a n d a  b i t t a s i  n o l d a n  f a r q l i  b o ' l s a ,
( 4 .1 4 )  v a  o ' z  n a v b a t i d a  ( 4 .1 )  s i s t e m a l a r  b i r g a l i k d a  b o ' l m a y d i .

A g a r  b 'r t , =  . . .  =  b'm = 0  b o ' l s a ,  u  h o l d a  s i s t e m a  b i r g a l i k d a  b o ' l a d i  v a

( 4 . 1 4 )  f o n n u l a l a r  xy,...,xr n o m a ' l u m l a m i n g  xT+\,...,xn n o m a ' l u m l a r  
o r q a l i  i f o d a s i n i  b e r a d i .

Misol. S i s t e m a n i  y e c h i n g :
x x +  2 x 2 +3x3 + 4x4 =5, 

x 2 + 2x, + ЪхА = 1, 
x { + 3x, + 4x , =2, 

jr, + x 2 + 5 x s + 6x< = 1.

Yechish. K e n g a y t i r i l g a n  m a t r i t s a n i  y o z i b  o l a y l i k :
' 1 2  3 4 5'
0 1 2  3 1
1 0  3 4 2

J  1. 5 6 К

b u  m a t r i t s a n i n g  s a t r l a r i  u s t i d a  e l e m e n t a r  a l m a s h t i r i s h l a r  b a j a r a m i z :

' 1 2  3 4 5' '1 2 3 4 5 ' '1 2 3 4 5 '
0 1 2 3 1 0 1 2 3 1 0

ОCNI 0 - 3
-> - >

1 0 3 4 2 0

ОC
S1 0 - 3 0 1 2 3 1

J  i s 6 IJ 0 - 1  2 2 - 4 , 0 - 1  2 2 _ 4 >



'1 0 3 4 2 '
0 2 0 0 3

—>
0 0 2 3 - 1 / 2

,0 0 2 2 - 5 / 2 \

О 3 
0 2 0 
0 0 2 
0 0 0 

fl 0 3 0 
0 2 0 0 
0 0 2 0 
0 0 0 1

2 
3

- 1 / 2  

- 2  
- 6  
3

- 1 3 / 2
- 2

( 1 0  3 4 

0 2 0 0 
0 0 2 3 
0 0 0 1 

1 0  0 0 

0 2 0 0 
0 0 2 0 
0 0 0 1

2 

3 
1/2 

2

15/4
3

- 1 3 / 2
2

/

b u n d a n  х 4  =  2, х 3  =  - 1 3 / 4 ,  Я 2 = 3 / 2 ,  . X j =  1 5 / 4  k e l i b  c h i q a d i .
Misol. K o r x o n a  A,B,C  m a h s u l o t l a m i  i s h l a b  c h i q a r i s h  u c h u n  SIr S2 

S3 x o m  a s h y o l a r d a n  f o y d a l a n s i n .  X o m  a s h y o l a m i n g  b i t t a  m a h s u l o t n i  
t a y y o r i a s h  u c h u n  b i r  k u n d a g i  s a r f  n o r m a s i  q u y i d a g i  j a d v a l d a  b e r i l g a n  
b o ' l s i n :

Xomashyo turi Bitta mahsu 
xom ash

lotni tayyoriash uchun 
roning sarf normasi

Xom ashyoning bir 
kunlik sarf 

miqdoriA В С
s, 5 3 4 2700
S2 2 1 1 800
S3 3 2 2 1600

H a r  b i r  t u r  m a h s u l o t n i n g  b i r k u n l i k  i s h l a b  c h i q a r i s h  x a j m i n i  t o p i n g .
Yechish. A g a r  k o r x o n a  h a r  k u n i  A  m a h s u l o t d a n  x t t a ,  В  m a h -  

s u l o t d a n  x2 t a  v a  С  m a h s u l o t d a n  x3 t a  i s h l a b  c h i q a r s a ,  u  h o l d a  
y u q o r i d a g i  j a d v a l g a  k o ' r a :

5л, +3x2 + 4 i j  =2700,]
2xx + x2 + xt = 800, I
Зх, + 2хг + 2x3 = 1600 J

t e n g l a m a l a r  s i s t e m a s i  h o s i l  b o ' l a d i .  B u  s i s t e m a n i  y u q o r i d a g i  b i r o r  u s u l  
b i l a n  y e c h s a f c  ( 2 0 0 ;  3 0 0 ;  2 0 0 )  y e c h i m n i  o l a m i z ,  y a ' n i  k o r x o n a  h a r  k u n i  
A  m a h s u l o t d a n  2 0 0  t a ,  В  m a h s u l o t d a n  3 0 0  t a  v a  С  m a h s u l o t d a n  2 0 0  
t a  i s h l a b  c h i q a r a r  e k a n .

4.6. Ko'p tarmoqli iqtisodiyotda Leont'ev modeli.
M a k r o i q i i s o d i y o t  m a s a l a l a r i d a  k o ’p  t a r m o q l i  x o ' j a l i k n i  e f f e k t i v  

b o s h q a r i s h  b i l a n  b o g ' l i q  b o ' l g a n  b a l a n s l i  t a x l i l  o ' t k a z i s h  m u x i m  r o l  
o ' y n a y d i .  B u n d a  t a r m o q l a m i n g  h a r  b i r i  b i r  t o m o n d a n  i s h l a b  
c h i q a r u v c h i ,  i k k i n c h i  t o m o n d a n  h a m  o ' z i n i n g  h a m  b o s h q a  t a r m o q n i n g  
m a h s u l o t i n i  o ' z l a s h t i r u v c h i  h i s o b l a n a d i .  B a l a n s l i  t a x l i l  h a r  b i r  
t a r m o q n i n g  e x t i y o j i n i  q o n d i r i s h  u c h u n  t a r m o q l a r  i s h l a b  c h i q a r a y o t g a n  
m a h s u l o t  h a j m i  q a n c h a  b o ' l i s h i n i  a n i q l a b  b e r a d i .  T a r m o q l a r  o r a s i d a g i  
m u n o s a b a t n i  s h u  n u q t a i - n a z a r d a n  t a x l i l  q i l i s h n i n g  m a t e m a t i k  m o d e l i n i  
1 9 3 6  y i l d a  a m e r i k a l i k  i q t i s o d c h i  o l i m  V .  L e o n t ' e v  i s h l a b  c h i q q a n .



F a r a z  q i l a y l i k ,  h a r  b i r i  o ' z  n a v b a t i d a  m a h s u l o t  i s h l a b  c h i q a r u v c h i  
t a r m o q  b o ' l r a n  s a n o a t n i n g  «  t a  t a r m o g ' i  k o ' r i l a y o t g a n  b o ' l s i n .  I s h l a b  
c h i q a r i l g a n  m a h s u l o t n i n g  b i r  q i s m i  s h u  v a  b o s h q a  t a r m o q l a m i n g  i c h k i  
e x t i y o j i  u c h u n ,  q o l g a n i  s h a x s i y  v a  u m u m t a ' m i n o t  e x t i y o j l a r i  u c h u n  s a r f  
b o ' l a d i .

M a ' l u m  m u d d a t  u c h u n  ( a y t a y l i k ,  y i l  u c h u n )  i s h l a b  c h i q a r i s h  
j a r a y o n i n i  k o ' r a y l i k .

F a r a z  q i l a y l i k ,  -  / - t a r m o q n i n g  y a l p i  m a h s u l o t  h a j m i ,  x:j e s a  / -  
t a r m o q  i s h l a b  c h i q a r g a n  m a h s u l o t n i n g  i s h l a b  c h i q a r i s h  j a r a y o n i d a  j -  
t a r m o q  t o m o n i d a n  t a ’ m i n l a n i s h  h a j m i  v a  n i h o y a t ,  у, -  У - t a r m o q  i s h l a b  
c h i q a r g a n  m a h s u l o t n i n g  i s h l a b  c h i q a r i s h  u c h u n  i s h l a t i l m a y d i g a n  h a j m i  
b o ' l s i n ,  b u  y e r d a  i,j  = l , 2 , . . . , n .

M a ' l u m k i ,  i x t i y o r i y  / - t a r m o q n i n g  y a l p i  m a h s u l o t  h a j m i  n t a  
t a r m o q n i n g  s h u  m a h s u l o t d a n  f o y d a l a n i s h  h a j m l a r i  v a  i s h l a b  c h i q a r i s h  
u c h u n  i s h l a t i l m a y d i g a n  h a j m i  y i g ' i n d i s i g a  t e n g ,  y a ' n i

^ = 5 > ,+ Я . / = 1,2,...,«. (1)
/ - I

(1 )  t e n g l a m a l a r  b a l a n s  m u n o s a b a t l a r i  d e b  a t a l a d i .  (1 )  g a  k i r u v c h i  
b a r c h a  m i q d o r l a r  n a r x  k o ' r i n i s h i g a  e g a  b o ' l g a n  h o i  u c h u n  t a r m o q l a r a r o  
n a r x i y  b a l a n s  m a s a l a s i n i  k o ' r a m i z .

B e v o s i t a  s a r f  k o e f f i t s i e n t l a r i  d e b  a t a l u v c h i  q u y i d a g i

a,j = — , ( i ,y  = l,2 ,...,n ) (2)

m i q d o r l a m i  k i r i t a m i z .  U l a r  / - t a r m o q n i n g  y - t a r m o q  t o m o n i d a n  i s h l a b  
c h i q a r i l g a n  m a h s u l o t n i n g  b i r  b i r l i g i n i  i s h l a b  c h i q a r i s h  u c h u n  q i l i n g a n  
s a r f  m i q d o r i n i  b i l d i r a d i .

Q a n d a y d i r  m u d d a t  i c h i d a  <z,.. k o e f f i t s i e n t l a m i  o ' z g a r m a s  v a  i s h l a b  

c h i q a r i s h  t e x n o l o g i y a s i g a  b o g ' l i q  d e b  f a r a z  q i l i s h  m u m k i n .  B u  o ' z  
n a v b a t i d a  q i l i n g a n  m o d d i y  x a r a j a t l a r  y a l p i  i s h l a b  c h i q a r i s h g a  c h i z i q l i  
b o g ' l i q  e k a n l i g i n i  b i l d i r a d i ,  y a ' n i

x t = a t X j ,  ( i j  =  \ , 2 , — , n ) .  (3)

U  h o l d a  (1 )  t e n g l a m a l a r  q u y i d a g i

= Y j ^ j X ,  +  У , , I =  1,2,.. , n  (4)
j* 1

k o ' r i n i s h n i  o l a d i .  B u  y e r d a
/  N f

a u “ . 2  ■
\

'  <* l.
/• \  

У,

X  =
X 1

, A  =
a l, a ll ’ аъ,

,  r  =
У2

>f l « l “„1 ■ ■ flm/ .У г у

b e l g i l a s h l a r  k i r i t s a k ,  (1 )  q u y i d a g i  m a t r i t s a v i y  k o ' r i n i s h n i  o l a d i :
X  = A X  +  Y , (5)



b u  y e r d a  X  — y a l p i  i s h l a b  c h i q a r i s h  v e k t o r i ,  Y — y a k u n i y  m a h s u l o t  
v e k t o r i  v a  A  —  b e v o s i t a  x a r a j a t  y o k i  t e x n o l o g i k  m a t r i t s a  d e b  a t a l a d i .

D e m a k ,  k o ' p  t a r m o q l i  b a l a n s  m a s a l a s i  -  b u  b e r i l g a n  b e v o s i t a  
x a r a j a t l a r  m a t r i t s a s i  A  u c h u n  y a k u n i y  m a h s u l o t  v e k t o r i  Y  n i  b e r u v c h i  
y a l p i  i s h l a b  c h i q a r i s h  v e k t o r i  X  n i  t o p i s h d a n  i b o r a t  e k a n .

(5 )  t e n g l a m a n i  q u y i d a g i
( E - A ) X  = Y (6)

k o ' r i n i s h d a  i f o d a l a b  o l a m i z .  A g a r  E-A  m a t r i t s a  x o s m a s  b o ' l s a ,  y a ' n i  
d e t ( £  -  A)* 0 b o ' l s a ,  u  h o l d a  ( 4 .3 )  f o r m u l a g a  k o ' r a

X = ( E - A J 'Y  (7 )
b o ' l a d i .  B u  y e r d a  S=(E - Ay' -  t o ' l a  x a r a j a t l a r  m a t r i t s a s i ,  d e b  a t a l a d i .

M a s a la n i n g  i q t i s o d i y  m a ' n o s i g a  k o ' r a ,  a g a r  b a r c h a  i,j  = 1 Д ...,и  l a r  
u c h u n  _y, > 0  v a  atJ>0 b o ' l s a ,  u l a r g a  m o s  k e l u v c h i  x , l a r  h a m  m a n f i y  
b o ' l m a y d i .

A g a r  b a r c h a  t , j=  1,2,...,л l a r  u c h u n  a.. > 0 b o ’ l s a ,  A>  0 d e b  

t u s h u n a m i z .  S h u  s a b a b l i ,  a g a r  h a r  q a n d a y  У > 0  v e k t o r  u c h u n  ( 6 )  n i n g  
X>0  y e c h i m i  m a v j u d  b o ' l s a ,  A 2.0 m a t r i t s a  s a m a r a l i ,  d e y m i z .  B u  h o i  

u c h u n  L e o n t ' e v  m o d e l i  s a m a r a l i ,  d e b  a t a l a d i .
A  m a t r i t s a n i n g  s a m a r a l i  b o ' l i s h i  u c h u n  b i r  n e c h t a  m e z o n l a r  m a v j u d .  

M a s a l a n ,  A  m a t r i t s a  s a m a r a l i  b o ' l a d i ,  a g a r  u s t u n  b o ' y i c h a  o l i n g a n  
y i g ' i n d i l a r  m a k s i m u m i  b i r d a n  k a t t a  b o ' l m a s a  v a  k a m i d a  b i t t a  u s t u n  
e l e m e n t l a r i  y i g ' i n d i s i  b i r d a n  q a t ' i y  k i c h i k  b o ' l s a .

M i s o l .  Q u i d a g i  j a d v a l d a  b i r  x i s o b o t  d a v r i  u c h u n  b a l a n s n i n g
b a j a r i l i s h  m a ’ l u m o t l a r i  b e r i l g a n :

T a r m o q E x t i y o j Yakuniy
mahsulot

Yalpi
mahsulotenergetika mashinasozlik

Ishlab Energetika 7 21 72 100
chiqarish mashinasozlik 12 15 123 150

A g a r e n e r g e t i k a t a r m o g ' i  o ' z e x t i y o j i n i  i k k i  m a r t a o s h i r s a - y u ,
m a s h i n a s o z l i k  t a r m o g ' i  o ' z g a r t i r m a s a ,  h a r  b i r  t a r m o q n i n g  y a l p i  
m a x s u l o t l a r i  q a n c h a g a  o ' z g a r i s h i n i  a n i q l a n g .

Yechish. J a d v a l g a  k o ' r a
x , = 1 0 0 ,  дг2 = 1 5 0 , j c , , = 7 ,  x 1 2 = 2 1 , x 21 = 12, x21 = 15, = 7 2 , y2 = 123.

( 2 )  f o r m u l a l a r g a  k o ' r a  b e v o s i t a  x a r a j a t l a r  k o e f f i t s i e n t l a r i n i  t o p a m i z :  
au = 0 ,0 7 ,  al2 = 0 ,14 , a 2, = 0 ,12, au = 0 ,10 . U  h o l d a ,  b e v o s i t a  x a r a j a t l a r

m a t r i t s a s i  A  =  m a n f i y  b o ' l m a g a n  e l e m e n t l a r g a  e g a  v a  u

s a m a r a l i k  m e z o n i n i  q a n o a t l a n t i r a d i :
max p , 0 7  +  0,12;0,14 + 0 .1 0 } =  m a x  {0,19 ,0 ,24 }=  0 ,2 4  < 1.

S h u  s a b a b l i ,  h a r  q a n d a y  Y  y a k u n i y  m a h s u l o t g a  k o ' r a  z a r u r i y  
m i q d o r d a  y a l p i  m a h s u l o t  h a j m i  X  n i  (7 )  f o r m u l a  b o ' y i c h a  t o p i s h  
m u m k i n :



Е - А _ f °’93 
0,12

-0 ,2 4

0,90
d e t(£  -  А)=

0,93 -  0,24 

-0 ,12  0,90
= 0,8202.

U h o ld a ,

5 = <Е-/0 1

E n d i m a s a la  s h a r t ig a  k o 'r a  Y =

X  = -
1

0,8202

0,8202 

144

123,

0,24 

0,90

f  0,93 -  0,244 

\ - 0 ,1 2  0,90 j

e k a n lig in i  e s la sa k .

(  0,93 -  0,24^ Г 1 4 4 '|_ Г  

[ -0 ,1 2  0,90 J ’[ l 2 3 j - [

179,0

160,5

y a n i y a lp i  m a h s u lo tn i e n e r g e t ik a  ta r m o g ’id a  179,0 m iq d o rg a , m a s h i­
n a s o z l ik  ta r m o g 'id a  160,5 m iq d o rg a  o sh ir is h  k e ra k  ek a n .



VEKTORLAR ALGEBRASI.

§1. Umumiy tushunchalar.
E l e m e n t a r  g e o m e t r i y a d a n  m a ’ l u m k i ,  k e s m a  d e b ,  t o ’ g ’ r i  c h i z i q n i n g  

i k k i  n u q t a s i  b i l a n  c h e g a r a l a n g a n  b o ’ l a g i g a  a y t i l a d i .  U n i n g  u z u n l i g i  d e b ,  
t a n l a n g a n  m a s s h t a b  b i r l i g i g a  n i s b a t a n  k e s m a n i n g  c h e g a r a l a r i  o r a s i d a g i  
m a s o f a n i  o ’ l c h a s h  n a t i j a s i d a  o l i n a d i g a n  m u s b a t  s o n  q i y m a t i n i  
t u s h u n a m i z .

A g a r  b i r o r  t o ’ g ’ r i  c h i z i q d a  i k k i  A va В  n u q t a l a r  o l i b ,  s h u  t o ’ g ’ r i  c h i z i q  
b o ’ y l a b  s i l j i y d i g a n  n u q t a n i  q a r a s a k ,  b u  n u q t a  t o ’ g ’ r i  c h i z i q d a  i k k i  
y o ’ n a l i s h  a n i q l a y d i :  b i t t a s i  A  n u q t a d a n  В n u q t a  t o m o n g a  q a r a b ,  i k k i n c h i s i  
t e s k a r i ,  y a ’ n i  В n u q t a d a n  A  n u q t a  t o m o n g a  h a r a k a t l a n g a n d a .  B u  
y o ’ n a l i s h l a r d a n  b i r i n i  m u s b a t  y o ’ n a l i s h  d e b  a t a s a k ,  u n g a  t e s k a r i  
y o ’ n a l i s h n i  m a n f i y  y o ’ n a l i s h ,  d e b  a t a s h  m u m k i n .

M u s b a t  y o ’ n a l i s h g a  e g a  b o ’ l g a n  t o ’ g ’ r i  c h i z i q  o ’ q ,  d e b  a t a l a d i .

A  В  >
—

1-rasm
A g a r  o ’ q l a r  p a r a l l e l g i n a  b o ’ l i b  q o l m a y ,  m u s b a t  y o ’ n a l i s h l a r i  h a m  b i r  

x i l  b o ’ l s a ,  u  h o l d a  b u  o ’ q l a m i  b i r  x i l  y o ’ n a l g a n  d e y m i z .  P a r a l l e l  b o ’ l i b ,  
m u s b a t  y o ’ n a l i s h l a r i  t e s k a r i  b o ’ l g a n  o ’ q l a m i  q a r a m a - q a r s h i  y o ’ n a l g a n  
o ’ q l a r  d e b  a t a l a d i .  A g a r  o ’ q l a r  o ’ z a r o  p e r p e n d i k u l y a r  b o ’ l s a ,  m u s b a t  
y o ’ n a l i s h l a r i  q a n d a y l i g i d a n  q a t ’ i y  n a z a r  u l a r n i  o r t o g o n a l  o ’ q l a r ,  d e y i l a d i .

A g a r  t o ’ g ’ r i  c h i z i q n i n g  b i r o r  k e s m a s i d a  m u s b a t  y o ’ n a l i s h  b e r i l g a n  
b o ’ l s a ,  b u  k e s m a n i  v e k t o r ,  d e b  a t a l a d i .  k e s m a n i n g  c h e g a r a  n u q t a l a r i d a n  
b i r i n i  u n i n g  b o s h i ,  i k k i n c h i s i n i  o x i r i  d e s a k ,  v e k t o m i n g  m u s b a t  y o ’ n a l i s h i  
u n i n g  b o s h i d a n  o x i r i g a  q a r a b  b o ’ l a d i .

B o s h i  A  n u q t a d a ,  o x i r i  В n u q t a d a  b o ’ l g a n  v e k t o m i  AB k o ’ r i n i s h d a  
b e l g i l a n a d i .  V e k t o m i  b i t t a  h a r f  b i l a n  b e l g i l a s h  h a m  q a b u l  q i l i n g a n .

M a s a l a n ,  a,b  y o k i  с v a x o k a z o . . . .
V e k t o m i n g  u z u n l i g i  d e b ,  s h u  v e k t o r n i  i f o d a l o v c h i  k e s m a n i n g  u z u n l i g i  

t u s h u n i l a d i .  D e m a k ,  a g a r  AB  k e s m a n i n g  u z u n l i g i n i  \a b \ ,  A B  v e k t o m i n g  

u z u n l i g i n i  \a b \ d e b  b e l g i l a s a k ,  |/ш |= |л в| b o ’ l a d i .  X u d d i  s h u n d a y  a  

v e k t o m i n g  u z u n l i g i  u c h u n  |a| b e l g i  q a b u l  q i l i n g a n .

B o s h i  v a  o x i r i  u s t m a - u s t  t u s h g a n  A A  v e k t o m i  n o l  v e c t o r , d e b  a t a l a d i  
v a  0  k o ’ r i n i s h d a  b e l g i l a n a d i .  M a ’ l u m k i ,  |лЛ| = |б| = о  b o ’ l a d i .



A g a r  a v a  b v e k t o r l a r  p a r a l l e l ,  u z u n l i k l a r i  v a  m u s b a t  y o ’ n a l i s l i l a r i  b i r  
x i l  b o ’ l s a ,  u l a r n i  t e n g  d e y i l a d i  v a  a = b d e b  y o z i l a d i .  U z u n l i k l a r i  b i r  x i l  
p a r a l l e l  v e k t o r l a r  h a r  d o i m  h a m  t e n g  b o ’ l a v e r m a y d i ,  m a s a l a n ,  a v a  b 
v e k t o r l a r  2 - r a s m d a g i d e k  b o ’ l s a .

U z u n l i k l a r i  b i r  x i l ,  p a r a l l e l ,  l e k i n  q a r a m a - q a r s h i  y o ’ n a l g a n  5  v a  i  
v e k t o r l a r  q a r a m a - q a r s h i  v e k t o r l a r ,  d e b  a t a l a d i .  a v e k t o r g a  q a r a m a - q a r s h i  
v e k t o m i  -a  d e b  b e l g i l a n a d i .  M a s a l a n ,  2 -  r a s m d a g i  b v e k t o r  a■ g a  
q a r a m a - q a r s h i  v e k t o r ,  s h u  s a b a b l i  b = -a .

A g a r  ЛЯ = A,B, b o ’ l s a ,  u  h o l d a  AB v e k t o m i  A, n u q t a g a  p a r a l l e l  
k o ’ c h i r i l d i ,  d e b  t u s h u n i l a d i  (  3 - r a s m g a  q a r a n g ) .

В

3 - r a s m .
B i t t a  t o ’ g ’ r i  c h i z i q d a  y o k i  p a r a l l e l  t o ’ g ’ r i  c h i z i q l a r d a  j o y l a s h g a n  

v e k t o r l a r  k o l l i n e a r  v e k t o r l a r  d e b  a t a l a d i .
A n u q t a n i n g  L t o ’ g ’ r i  c h i z i q d a g i  p r o e k t s i y a s i  d e b ,  L  t o ’ g ’ r i  c h i z i q n i n g  

u n g a  p e r p e n d i k u l y a r  b o ’ l g a n  A n u q t a d a n  o ’ t u v c h i  t e k i s l i k  b i l a n  А' 
k e s i s h i s h  n u q t a s i g a  a y t i l a d i .  ( 4 - r a s m g a  q a r a n g ) .



a = AB v e k t o m i n g  L o ’ q i d a g i  p r o e k t s i y a s i  d e b ,  a v e k t o m i n g  u z u n l i g i n i ,  
u n i  L o ’ q  b i l a n  t a s h k i l  e t g a n  a  b u r c h a g i n i n g  k o s i n u s i g a  b o ’ l g a n  
k o ’ p a y t m a s i g a  a y t a m i z  ( 5 - r a s m g a  q a r a n g ) ,  y a ’ n i  

Tipi^a = \a\Cosa , (O ^ a rS jr ) .

Eslatma. P r o e k t s i y a n i n g  y u q o r i d a  k e l t i r i l g a n  t a ’ r i f i  A  t e k i s l i k  L o ’ q g a  
p e ф e n d i k u l y a r  b o ’ l g a n i  u c h u n ,  t o ’g ’ r i  b u r c h a k l i  p r o e k t s i y a  d e b  h a m  
a t a l a d i .  A g a r  A  t e k i s l i k n i  L  t o ’ g ’ r i  c h i z i q g a  o g ’ m a  o ’ t g a n  b i r o r  A ’ 
t e k i s l i k k a  p a r a l l e l  o ’ t k a z s a k ,  b u  p r o e k t s i y a n i  o g ’ m a  b u r c h a k l i  p r o e k t s i y a ,  
d e y i l a d i .  B u n d a y  p r o e k t s i y a

npLAB (  Д' g a  p a r a l l e l  )  
k o ’ r i n i s h d a  b e l g i l a n a d i .  A g a r  q a v s  i c h i d a  h e c h  q a n d a y  m a ’ l u m o t  
b e r i l m a g a n  b o ’ l s a ,  b u  p r o e k t s i y a n i  t o ’ g ’ r i  b u r c h a k l i  ( o r t o g o n a l  )  
p r o e k t s i y a  d e b  t u s h u n a m i z .

T e n g  v e k t o r l a m i n g  b i t t a  o ’ q d a g i  p r o e k t s i y a l a r i  h a m  t e n g  v a  b i r  
v e k t o m i n g  o ’ z a r o  p a r a l l e l  L  v a  L' o ’ q l a r d a g i  p r o e k t s i y a l a r i  h a m  t e n g  
b o ’ l a d i .  Q a r a m a - q a r s h i  v e k t o r l a m i n g  L o ’ q d a g i  p r o e k t s i y a l a r i  i s h o r a s i g a  
f a r q  q i l a d i , c h u n k i  a g a r  a v e k t o r  L o ’ q g a  a b u r c h a k k a  o g ’ i b  o ’ t g a n  
b o ’ l s a ,  -a L  o ’ q  b i l a n  a + n b u r c h a k  t a s h k i l  e t a d i ,  Cos a v a  
Cos{k + a) l a r  q i y m a t i  m a ’ l u m k i ,  i s h o r a s i  b i l a n  f a r q  q i l a d i .

A g a r  a v e k t o r  д  t e k i s l i k k a  p a r a l l e l  b o ’ l s a ,  u n i n g  L o ’ q d a g i

p r o e k t s i y a s i  n o l  b o ’ l a d i , c h u n k i  Cos^ = 0 ,  npLa = \a\Cos~ = 0.

A g a r  a v e k t o r  L o ’ q g a  p a r a l l e l  b o ’ l s a ,  npLa = \a\CosO° =|a| b o ’ l a d i .

§2. Vektoriar ustida arifmetik amallar.
B i z g a  а„аг,....,а, v e k t o r l a r  b e r i l g a n  b o ’ l s i n .  I x t i y o r i y  О n u q t a  o l i b

a, n i  b o s h i n i  s h u  n u q t a g a ,  a 2 n i  a, n i n g  o x i r i g a ,  a,  n i  a2 n i n g  

o x i r i g a  v a  x . k .  t a r t i b d a  b a r c h a  v e k t o r l a r n i  p a r a l l e l  k o ’ c h i r a m i z .  H o s i l  
b o ’ l g a n  s i n i q  c h i z i q  b e r i l g a n  v e k t o r l a r  s i s t e m a s i n i n g  k o ’ p  b u r c h a g i ,  d e b  
a t a l a d i  ( 6 - r a s m g a  q a r a n g ) .



6 -ra sm .
B u k o ’p b u rc h a k n i y o p u v c h i a to m o n i  b e rilg an  v e k to r la m in g  

y ig ’in d is i, d e b  a ta l ib , q u y id ag i
a = a, +a2 +... + a„

k o ’r in ish d a  b e lg ilan ad i.
V e k to r la m i q o ’sh ish n in g  b u  t a ’rifi y ig ’in d i u c h u n  k o m m u ta t iv l ik  (y a ’n i 

q o ’sh ilu v c h ila rn in g  o ’m in i  a lm a sh tir ish  ) xossasiga ega  (7 - ra sm g a  
q a ra n g  ).

B u  q o ’sh ish  a m a li  u c h u n  asso ts ia tiv lik  xossasi, y a ’ni а,в,с v e k to r la r  
u c h u n

( a  +  e ) +  с  =  a  +  ( e  +  c )  

m u n o s a b a t h a m  o ’r in li (8 - ra sm g a  q a ra n g  ).



9 - r a s m .
A g a r  a, v a  a 2 v e k t o r l a r  y i g ’ i n d i s i n i  9 - r a s m d a g i d e k ,  y a ’ n i  3 , , аг 

v e k t o r l a r  b o s h i n i  О n u q t a g a  k e l t i r i b  b a j a r i l s a ,  u  h o l d a  v e k t o r l a r  
p a r a l l e l o g r a m m  q o i d a s i  b o ’ y i c h a  q o ’ s h i l d i ,  d e b  a t a y m i z .
A g a r  a, , a2 v a  3 ,  v e k t o r l a r  b e r i l g a n  b o ’ l s a ,  u l a m i  o l t i  x i l  

: (al,a2,a3̂ (a,,a,,a2)t(a1,al,S3},&2,a3 3 , } ( a , , 3 , , 3 2)  v a  (a 3, a 2, a , )  k e t m a - k e t l i k l a r  

b o ’ y i c h a  q o ’ s h i s h  m u m k i n  ( 1 0 - r a s m g a  q a r a n g  ) .  C h i z m a d a n  k o ’ r i n a d i k i ,  
b a r c h a  k e t m a - k e t l i k  n a t i j a s i  3  =  0 B  v e k t o r g a  o l i b  k e l a d i ,  y a ’ n i  b o s h l a r i  
b i r  О n u q t a g a  k e l t i r i l g a n  v e k t o r l a r  y i g ’ i n d i s i ,  s h u  v e k t o r l a r d a n  q u r i l g a n  
p a r a l l e p i p e d n i n g  О u c h i d a n  c h i q i b  u n g a  q a r a m a - q a r s h i  u c h i g a  y o ’ n a l g a n  
d i a g o n a l d a n  i b o r a t  b o ’ l a r  e k a n .  X u d d i  s h u  x u l o s a g a ,  q o ’ s h i s h n i n g  
p a r a l l e l o g r a m m  u s u l i  y o r d a m i d a  h a m  k e l s a  b o ’ l a d i .  B u  i s h n i  b a j a r i s h n i  
o ’ q u v c h i n i n g  o ’ z i g a  h a v o l o  q i l a m i z .

T a ’ r i f .  a v a  5 v e k t o r l a m i n g  a y i r m a s i  d e b  s h u n d a y  с v e k t o r g a  
a y t a m i z k i ,  u n i n g  s v e k t o r  b i l a n  y i g ’ i n d i s i  з  v e k t o r  b o ’ l a d i ,  y a ’ n i  
a = в + c .

B u n i  с = а — ё k o ’ r i n i s h d a  b e l g i l a s h  q a b u l  q i l i n g a n .



11-rasm.
Ta’rifdan va 11-rasmdan ko’rinadiki, a va b vektorlaming 

ayirmasini qurish uchun, ulaming boshini bir О nuqtaga keltirib, 
ayiruvchi vektor oxiridan kamayuvchi vektor oxiriga yo’nalgan vektomi 
olish kerak ekan.

Eslatma. a -Ь  ayirmani 5 va - b  larni qo’shib bajarsa ham 
bo’ladi, ya’ni

c = 3 - 6 = 3  + < -4 )
Bizga 3 vektor va biror m son (skalyar) berilgan bo’lsin.
Ta’rif. та ko’paytma deb, shunday b vektorga aytamizki, 1) 

jftj = |/n||3| va 2 ) 5  kabi yo’nalgan, agar m >  0 bo’lsa, a ga teskari 
yo’nalgan, agar m< 0 bo’lsa.

a  (~ 1 )'5  (  2̂  2 a

12-rasm.

12-rasmda m = -l,m = -^,m = 2 bo’lgan hollar ko’rsatilgan.

Chizmadan ko’rinadiki, (-1)5 = - a .
Bu ko’paytma quyidagi taqsimot xossalariga ega:
1°. m(ax +  a 2 + ... +  an )  =  m5, +  ma2 + . . .  +  man 
2°. (m, +  m2 +  ... +  m „)5  =  mta + m1a + ... + mna.
Biror L o’qda yotuvchi shu o’q bo’ylab yo’nalgan uzunligi bir 

o ’lcham birligiga teng vektor shu o’qning orti, deb ataladi. Agar ё ort 
va unga parallel biror a vektor berilgan bo’lsa, uni

a -  ±\a\e
ko’rinishda ifodalasa bo’ladi, bu yerda “+ “ ishora a va ё laming 
yo’nalishlari bir xil bo’lganda va ishora 3 va г laming yo’nalishlari 
teskari bo’lganda olinadi.



5  v a  ё  v e k t o r l a m i n g  b i r o r  L o ’ q d a g i  p r o e k t s i y a l a r i  q u y i d a g i  
x o s s a l a r g a  e g a :

npLa + npLb = npL& + b  ̂ ( 2 . 1 )

npL{ma)=mnpLa. ( 2 . 2 )
X u d d i  s h u n d a y  3 = (5-S)+e  e k a n l i g i n i  e ’ t i b o r g a  o l s a k ,

npLta-b~)+ npLb =npLa
y o k i

npLa -  npLb = npL 0 - b }  ( 2 . 3 )

§3. Dekart koordinatalar sistemasida vektorlar.

T e k i s l i k d a  o ’ z a r o  p e r p e n d i k u l y a r ,  О n u q t a d a  k e s i s h u v c h i  x v a  у 
o ’ q l a r ,  f a z o d a  e s a  o ’ z a r o  p e r p e n d i k u l y a r ,  0  n u q t a d a  k e s i s h u v c h i  x,y,z  
o ’ q l a r  b e r i l g a n  b o ’ l s i n .  О n u q t a n i  k o o r d i n a t a l a r  b o s h i ,  x ,y ,z  o ’ q l a m i  
k o o r d i n a t a l a r  o ’ q l a r i ,  d e b  a t a y m i z .  T e k i s l i k d a g i  v a  f a z o d a g i  h a r  q a n d a y  
n u q t a  o ’ m i  u n i n g  k o o r d i n a t a l a r  o ’ q i d a g i  p r o e k t s i y a l a r i n i  О n u q t a g a c h a  
b o ’ l g a n  m a s o f a l a r i  o r q a l i  y a g o n a  r a v i s h d a  a n i q l a n a d i .  B u  m a s o f a l a m i  s h u  
n u q t a n i n g  k o o r d i n a t a l a r i ,  d e b  a t a y m i z  (  1 3 - r a s m g a  q a r a n g  )  . 

у 1

1 3 a - r a s m .



U ch  o ’lcham li fazoda olingan ixtiyoriy nuqtani О nuqta bilan 
birlashtirib turuvchi О  A  vektor A  nuqtaning radius-vektori, deb ataladi. 
O A  vektom ing x , y  va r o ’qlardagi proektsiyalarini m os ravishda x , y , z  

deb belgilasak, ular 13-rasmdan k o ’rinadiki, A  nuqtaning 
koordinatalaridan iborat b o ’ladi. x  ni A  nuqtaning abstsissasi, у  ni 
ordinatasi va r ni aplikatasi, deb ataymiz.

(x ,y ,z )  sonlar uchligi fazoning A nuqtasi bilan uning radius-vektori 
o ’rtasida o ’ zaro bir qiymatli m oslik o ’ rnatadi. Shu sababli, ( x , y , z )  

uchlikni ayrim hollarda A  nuqta yoki O A  vector, deb tushunamiz.
Har qanday vektomi o ’ziga parallel ravishda ko ’ chirish mumkin 

b o ’lgani uchun, agar O A = ( x , y , z )  b o ’ lib, uni o ’ziga parallel k o ’ chirish 
natijasida hosil b o ’ lgan vektor a= (x^y^z^  b o ’ lsa, u holda
x  =  x I , y  =  y , , z  =  z I b o ’ ladi.

(2 .1 ),(2 .2 ) va (2 .3) xossalaiga ko ’ ra
(x , y , z ) ± ( x l , y „ z I ) = ( x ± x l , y ± y I , z  + z l ) (3.1)

a { x , y , z ' ) = { a x , a y , a z ' X  (3,2)
deb yozish mumkin.

Tekislikda boshi /<(*,,у ,) va oxiri B ( x 2 , y 2 )  nuqtalarda b o ’ lgan a = A B  

vektor berilgan b o ’lsin (14-rasmga qarang). Chizmadan k o ’rinadiki,

nPfAB = хг-  x„npyAB = yz -y ,.
Demak,

5 = (xz -х ^ у г -у ,)
ekan. Xuddi shunday, fazoda berilgan A B , bu yerda
A(x,,yl ,zI),B(x2,y 2,z2  ̂ vektor uchun



а = А В = (х2 -  х1, у 2 -  у ,, г2 -  г ,)  
x ,y ,z  o ’ qlarining ortlarini m os ravishda I j  va к bilan belgilaymiz. 

Ixtiyoriy ( x ,y , z )  vektorni
(x , jy ,z )= jc r  + y] + zk 

ko’ rinishda ifodalash mumkin. Haqiqatan, agar
7 = (1,0,0} J  = (0,1,0)* = (0,0,1) 

ekanligini e ’tiborga olsak,
xi + y j + zk  =  jc(1 ,0 ,0 )+_y(0 ,l,0 )+  z (0 ,0 ,l )=  (jc,0,0)+ (0 ,^ ,0 )+  (0,0, z ) =  (x,y,z) 

kelib  ch iq ad i.
Bizga a =  (Xpj/,,2, )  va b = {x1,y1,z1) vektorlar berilgan b o ’lsin. Bu 

vektorlar parallel b o ’ lishi uchun ulaming koordinatalari qanday shartlami 
qanoatlantirishi kerakligini aniqlash talab etilgan b o ’ lsin. Agar a = 0 
b o ’ lsa, u holda uning y o ’nalishi aniq emas, shu sababli uni b  ga ham 
parallel deb qarash mumkin. Endi faraz qilaylik, 5 * 0  b o ’ lsin. ь vektor 
a ga parallel b o ’ lishi uchun b = Xa b o ’ lishi zarur va yetarlidir. Oxirgi 
tenglikni

x 2 =  Л х 1гу 2 = Л у „ г 2 

ko’ rinishda yozib olish mumkin. Bundan
b̂. = b .  = h. 

x, Уi z.
kelib chiqadi. Dem ak, ikki vektor kolleniar b o ’ lishi uchun, ulaming 
koordinatalari mos ravishda proportsional b o ’ lishi zarur va yetarli ekan. 

Vektorlaming bu xususiyatidan foydalanib, uchlari M ^ x u y x, z ^  va 
(хг,у 2,r2) nuqtalarda b o ’ lgan kesmani berilgan M,M: ММг = A.l

nisbatda b o ’ luvchi м  nuqtaning koordinatalarini topish masalasini hal 
kilamiz.

Agar OMl =?„OM1 =r2,OM =r desak, u holda 
MtM = r - r f,MM2 = f2- r  b o ’ ladi. MtM va 
MM2 vektorlar kolleniar b o ’ lgani uchun, 
berilgan nisbatga ko ’ ra 

r-f,  =Ur2 -r )  
b o ’ladi. Bundan Х ф - \  b o ’ lgani uchun

1 +  Я

yoki x = У\+*-У_х г=  z\ + ^ 2  kelib chiqadi.
1 +  Я 1 + Я 1 + A



§4 . Tekislikda yo ’nalishni aniqlash.

M a ’ lumki, har bir vektom ing y o ’nalishini uning koordinata o ’ qlari 
bilan tashkil etgan burchaklari to ’ la aniqlab beradi. Masalan, tekislikdagi 
vektom i qarasak, u Ox va Ou o ’qlari bilan mos ravishda a va p 
burchaklar tashkil etadiki, bu burchaklar uchun a+ p =  л /2  
munosabat o ’ rinlidir. Shu sababli, berilgan vektor y o ’ nalishini faqat bitta 
burchak yordamida ham aniqlasa b o ’ladi, deyish mumkin, lekin bunda 
tekislikda musbat aylanma y o ’nalish kiritilgan b o ’lishi shart.

Ta ’ rif. O ’zaro parallel b o ’lmagan a va £ vektorlar aniqlagan 
tekislikdagi aylanma y o ’ nalish deb, a vektordan b vektorgacha b o ’ lgan 
eng qisqa ( ya’ni я  dan kichik ) burilish burchagiga aytamiz.

Musbat y o ’nalish, deb 7 va 7 ortlar aniqlagan aylanma yo ’ nalishni 
tushunamiz.

Faraz qilaylik, P -  tekislikning ixtiyoriy vektori b o ’ lsin. Uning boshini 
koordinata boshi О ga ko ’ chirib, O M  radius-vektor bilan ustma-ust 
tushiramiz. <p -  P vektom i Ox o ’qi bilan tashkil etgan burchagi, ya’ni 
Ox. ni musbat y o ’ nalishda burganda о м  bilan ustma-ust tushish 
burchagi b o ’lsin. A yonki, <p burchak P vektom ing y o ’nalishini to ’ la 
aniqlab beradi. Bu burchak xuddi trigonometriyadagidek in  dan oshiq 
qiymatlami ham qabul qiladi deb tushunilsa, u holda bir y o ’nalishga <p 
burchakning bir-biridan 2kn  (A:-butun son) miqdorga farq qiluvchi 
sanoqsiz k o ’p qiymatlari m os keladi, chunki berilgan bu y o ’nalishni 
necha marotaba 2>r burchakka burmaylik, natijada yana avvalgi 
y o ’ nalishga qaytamiz.



ф u
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17-rasm. 18-rasm.

q> burchakni manfiy y o ’nalish b o ’yicha ham hisoblasa b o ’ ladi, faqat 
bu yerda endi <p ning qiymati manfiy b o ’ladi, deb tushunish kerak 
b o ’ ladi. Lekin, bunda <p burchak tekislikda biz kiritgan aylanma 
y o ’nalish b o ’yicha hisoblan-ganda, p vektom ing Ox o ’q  bilan tashkil 
etgan burchagi bilan bir xil b o ’ lmaydi, chunki a  musbat burchak b o ’lsa, 
q> hisoblash y o ’nalishiga qarab, yo manfiy yo  musbat b o ’lishi mumkin. 
Masalan, 17-rasmdagi holatda а к dan kichik b o ’ lgan musbat 
burchak, <p esa yo - a ,  yoki 2 it-a  ga teng. Shu sababli, agar a ,  p 
lar m os ravishda P vektom ing Ox va Ou o ’qlari bilan tashkil etgan 
burchaklari b o ’ lsa, u holda <p

1-chorakda b o ’ls a :a = ^ , - <P

2-chorakda b o ’ lsa:a=q>, p = <p ~ n/ i

3-chorakda b o ’ lsa:a  =  2 it- <p, p=<p-

4-chorakda b o ’ lsa:a  =  I n -  p , p =  2n +  к/г -<p 
bo'ladi.

Agar P ={X, Y] b o ’ lsa, u holda
X =  |^|Cos <p , Y =  |p|Sin <p, |p |=  J x 2 + Y2

ekanligini e ’tiborga olsak,

(4 .1  )

kelib chiqadi.



(4.1) formulalar p vektoming yo’nalishini to’la aniqlab be-radi. <p 
ni qiymatini (4.1) ning bitta formulasidan, masalan Sintp orqali aniqlasa 
bo’ladi, lekin bu vektoming yo’nalishini aniqlash uchun etarJi emas, 
buning uchun Cos<p ning ishorasini ham bilish kerak bo’ladi.

Faraz qilaylik, P\={Xi,Yj} va Рг={Х2, Yj} vektorlar berilgan bo’fsin. 
Bu vektorlar orasidagi burchakni, agar u P, dan P2 ga qarab o’lchansa,

< ,̂p2> ko’rinishda ifodalaymiz; agar bu burchak yo’nalishi bilan bir xil 
bo’lsa, bu burchakni musbat qiymatlar bilan o ’lchaymiz, aks holda, bu 
burchak kattaligini manfiy qiymatlar bilan ifodalaymiz.

p, va P2 lar orasidagi burchakni topaylik. Agar Pt va P2 
vektorlaming Ox o’q bilan tashkil etgan burchaklari mos ravishda <pt 
va <рг bo’lsa, u holda

У

о x
19-rasm.

ф-фчРгУ-фг-ф*-
Bundan

Cos<p — Cos( рг - p , ) , Sin q> —Sin( - p,)
yoki

Co5( - p,)—Coj <p2 Cos<p, +  Sin <p2 Sin <pt , 
Sin(<pl -(pi)  — Sin <рг Cos<px - Sing>t Cos <p2,

ekanligini e ’tiborga olsak,



munosabatlami hosil qilamiz. (4.2) formulaning o’ng tomoni 
vektorlaming koordinatalariga nisbatan simmetrik bo’lsa, (4.3) 
formulaning o ’ng tomoni, px bilan P2 ning o ’rinlarini almashtirganda, 
o’z ishorasini teskarisiga almashtiradi. Shu sababli,

Misol. Q={3,4} vektor bilan <5,p;]=600 burchak tashkil etuvchi, 
uzunligi 2 bo’lgan P vektomi toping.

Yechish. Agar <p=Cx,& desak, u holda <p+60°=()x,P) bo’ladi. Shu 
sababli, Cos<p Simp =4^ ekanligi uchun

X=2 Cos(<p +60°)=2 (Cos? Cos60° - Sin<p Sin 60°)=

Y= 2Sin(<p +60°)= 2(Sin<p Cos60° + Costp Sin 60°)=

l 52 + 5 2 S '
Endi boshi bir nuqtaga qo’yilgan ikki vektoiga qurilgan uchburchak 

yuzini topish masalasini ko’raylik. Boshiari A nuqtaga keltirilgan 
p, =  AB ={X,, Yj) va Рг = л с  —\X2, Y2) vektorlar berilgan bo’lsin.

Cos<p2,P,y = C o s^ ,P t y ,S i n <p2, я, )=-5/'л , я2)
bo’ladi.

=2(CosP I  - Sinv  £ - ) =  l -  - л /3  =
1 2 2 5 5 5

С, В
У

С
А

О х О х

а) Ь)



В va С uchlarini birlashtirib ABC uchburchakni hosil qilamiz. Shu 

uchburchak yuzini hisoblaylik. Agar ?> =  <?,,P2)  bo’lsa, ma’lumki,

Bu yerda, agar p, ,Р г vektorlar aniqlaydigan aylanma yo’nalish Oxy 
tekislikning musbat aylanma yo’nalishi bilan bir xil bo’lsa ( qarang, 19- 
rasm, a)), yuza qiymati musbat, aks holda (qarang, 4-rasm, b)) manfiy 
bo’ladi.

Endi (4.4) da Sinq> o’rniga (4.3) ni qo’ysak:

formulani hosil qilamiz.
Agar Pt va P2 vektorlarga tortilgan parallelogrammni ko’rsak, uning 

yuzi uchun

formulaga ega bo’lamiz.
Endi faraz qilaylik, A VS uchburchakning uchlari A(x]tyj), В(х2,У2), 

С(х3,уз) nuqtalarda bo’lsin. Berilgan uchburchakning yuzi AB va AC 
vektorlarga qurilgan uchburchak yuziga teng bo’ladi. Agar

S= ^ И Л !  Sin q> . (4.4)

(4.5)

AB =(Х2-Х1ГУ2-У;) , A C — (x3-X j,y3-y j)  
ekanligini e ’tiborga olsak, (4.5) formulaga ko’ra

s _  J x2- x t у г -у ,
2 x , - x ,  у , - у ,

yoki

Ух 1

Уг 1

formulalarga ega bo’lamiz.



. T a ’rif. a v a  * v e k to r la rn in g  sk a ly a r k o ’p a y tm a s i d e b , u la r  
u zu n lik la r in in g , u la r  o ra s id a g i b u rc h a k  k o sin u sig a  b o ’lg an  k o ’p a y tm a s ig a  
ay tam iz , y a ’n i

а ° Ь  = \ а \ Щ С о 5 0 , Ь }  .

2 1 -rasm .

V e k to m in g  p ro y e k ts iy a s in i t a ’rifiga  k o ’ra , \a\-CoSa (b u  y e rd a  a  = 6 ,b }  ) 

a v e k to m in g  ь v e k to rd a g i p ro y ek tsiy as ig a  te n g  b o ’lad i, s h u  sabab li 
sk a ly ar k o ’p a y tm a n i

a о A = |ft j ■ npsa = |a| ■ np5b

k o ’rin ish d a  h a m  y o zsa  b o ’lad i ( 5 -ra sm g a  q a ran g ).
S k a ly a r k o ’p a y tm a  q u y id ag i xossa la rga  ega:
1®. a о b = b = a,
2®. a о + c}= aob + a °c,
3°. (Лл)о (u 6 >  (Я/j) 0 ° 6 )  ( -  ix tiyo riy  so n la r  )

4®. a»a = a1 = |o|2,
5°. a ° b = 0 b o ’lish i u c h u n  a v a  b la r  o ’z a ro  p e rp e n d ik u ly a r  

b o ’lish i z a ru r  va  y e ta r lid ir . 
l° -x o s sa n in g  isbo ti.

a  о b = |a| • |£| ■ C o S a  = |б| ■ [a| - C o S a  = b ° a

2 ° - , 3°- v a  4 ° -x o s sa la m in g  isb o tin i b a ja r ish n i o ’q u v ch in in g  o ’z iga  
h av o la  q ilam iz .

5°- x o ssan in g  isb o ti. Zarurligi. a°b = 0 b o ’ls in . U  h o ld a ,
0  = 5 ° *  =|о|-|б| C o S a  d a n  | а | * 0 ,| б | * 0  b o ’lg an i u c h u n  C o S a  = 0 ,  o ’z

n a v b a tid a  b u n d a n  “  = у . y a ’n i a ib  ekan lig i ke lib  ch iq ad i.



Yetarliligi. Agar a  = ^ bo’lsa, u holda C o S a  = 0, shu sababli

а  о b = lal • It] C o S —  = 0 bo’ladi.N i l  2
5°-xossa vektorlarning perpendikulyarlik sharti, deb ataladi.
4°- va 5°-xossalarga asosan

i  a i  =  J  о j  =  fc а к  =  \f i  Q J  =  i  a k  =  j  o k  =  0.

Endi agar a = ( x „ y „ z ^ b  =<х1,у 1, г г} bo’lsa, u holda 
aob = <Eji + _y,y + z,A>«c2i + y j  + z 2i ) =  л,лс2/ 1 + x,.y2i • ;  +

+ x ,z 27 о к + » Г +  у ,у г] г +  ̂ , z j  о fc +  z,x2k ° 7 + z,;y2* о j  +

+ z,z2P  = x,x2 + > ,^ 2 + z ,z 2.

Xususan, agar a = b bo’lsa,
а о й = a 2 = |a |2 = x,2 + y,2 + z,2

yoki
|“| = W + ^ + Z i 1

bo’ladi.
Bu formuladan foydalanib,fazoning ixtiyoriy ^(i„y1,zlXBCr2>j<2,z2) 

nuqtalari orasidagi masofa dM hi quyidagicha topsa bo’ladi:
<*AB = И  = \a b \ = -J (x2 - x t i  + ()’г -> ,)2 +(z2 - z , ) 2.

1-misol. 0.1Д) va (1,2,3) vektorlaming uzunligini toping.
Yechish.

|(Ц,Г)| = J \ 2+ l2 +\2 = 73,|(1,2,3]| =  Vlz + 22 + 3 2 = Vl4.

2-misol. a = (1,0,1) va 5 = 0,2,2) vektorlar orasidagi burchakni toping. 
Yechish . Skalyar ko’paytmaning ta’rifidan

C o S a  = A A
h -W

formulani keltirib chiqaramiz. Bundan
|a| = Vl2+02+l2 = V2,|tj = т/l1 +22 +22 = 3,

a ° 6  = l I  + 0 -2  + l-2  = l + 2 = 3.
Demak,

Co5a = —^ =  = i,a = -.
З-л/2 2 4

Faraz qilaylik, berilgan 5 vektor x o ’qi 6ilan a  burchak, у  o’qi 
bilan p  burchak, z o ’qi 6ilan у burchak tashkil etsin. U holda



X  — п р га  = |а| • Co-ta,

Y  = п р уа  = |5| • CoS/3, 

Z = npxa = |a| • C o S y „
ekanligidan

CoSa = 

C o S P  = 

CoSy =

- J x 1 + Y 1 + Z 1

Y

V P T r ’T z 7 ’ (5.1)
Z

y l x 1 +У 2 + Z J

kelib chiqadi.
(5.1) ni kvadratlarga ko ’tarib,o’ zaro q o ’ shsak,

K2 + У-2 +Z2Co5'Ia+Co5J5+CoSJy = —;— ------ - = 1 munosabatni
x i + y 2 + z 1

hosil qilamiz.
(5.1) dan topiladigan C o S a ,C o S p  va C o S y  qiymatlar 5 

vektom ing kosinus y o ’naltiruvchilari deb ataladi.
Agar 3 = е=(/,ш ,п) ort b o ’lsa, u holda

I = C o S a .m  = C o S P ,n  = CoSy
b o ’ ladi.

§6. Chiziqli yevklid fazosi va chiziqli operator.

Tekislikdagi har bir nuqtaga uning OA radius-vektorini o ’zaro bir 
qiymatli m os q o ’yaylik. Natijada , radius-vektorlar uchun kiritilgan 
q o ’shish, ayirish ( (5 ,4 ) ga qarang ) va vektorni songa k o ’paytirish (
(5 ,5) ga qarang ) amallariga k o ’ra, bu radius-vektorlar to ’plam i,ya’ni 
tekislLk chiziqli fazoga aylanadi, ya’ni chiziqli fazoning barcha xossalarini 
qanoatlantiradi. Bu chiziqli vektor fazoni R2 bilan belgilaymiz, Xuddi 
shunday mulohaza qilib, uch o ’lchamli fazoni chiziqli vektor fazoga 
aylantirib, uni Д, bilan belgilaymiz,

Agar 1-bobdagi 3 -§  da kiritilgan R" chiziqli fazoda uning ikki 
x = vektorlari uchun skalyar ko ’paytma

Х° У - ^ ,Х< У: ( 6 .1 )

k o ’rinishda kiritilsa, R " n  o ’ lchamli chiziqli yevklid fazosi, deb ataladi, 
uni biz R„ bilan belgilaymiz.

Skalyar k o ’paytma (6.1) uchun quyidagi xossalar o ’rinli.



1°. x o i> 0 ,x o x  = 0 faqatx = о = (0Д....0) b o ’lsagina,
2®. х ° у  = у ° х ,

3®. (ах + Ру^о 2 = a ( i » z ) +  f l ( y o 2~X

4°. |х о у\ < ~]х° х  ■ у ] у ° у  ,

Oxirgi xossa Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi, deb yuritiladi.
l°-3°-xossalarning isboti sodda b o ’ lgani uchun ularni baja-rishni 

o ’quvchigi havola qilib, 4°-xossaning isbotini keltiramiz.
Haqiqatan, ixtiyoriy я haqiqiy son uchun

0 <  (x + Лу)° (x + Лу)= X°  X + Л у е  Х + Л - x ° y  + Л2 - y ° y  =

=  x  ° x  +  2 Л  x o  у  +  Я2 ■ у  ° у  =  а  + 2 Я Ь  + сЯ2, 

bu yerda а  = х°х,ь =  х ° у , с  =  у о У  deb belgilandi. M a ’ lumki, agar 
kvadrat uchhadni qiymatlari manfiy b o ’ lmasa, uning grafigi я o ’qdan 
yuqorida joylashgan b o ’ladi, shu sababli, u Я o ’qni kesib o ’tmaydi. Bu 
hoi, agar diskriminant Ь г - а с < ,  0 yoki Ь 1 < a c  b o ’ lgandagina ro ’y 
beradi. Xossa to ’liq isbot b o ’ldi.

Agar (6.1) da x  =  y  desak,

*»*=H2=Z*,2 
1=1

Bundan

xosil b o ’ladi. U holda Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini
|x ..y |< |x |- |j/ |

k o ’rinishda yozish mumkin. Bundan k o ’ rinadiki, shunday Я, — l < Я < l 
mavjudki, uning uchun

хо >  = Я-|х|-|>̂

o ’ rinli b o ’ ladi. Agar Я = C o S a  desak,( [О.л-] da C o S a  = Я yagona yechim ga 
ega, ya’ni xar bir Я uchun faqat bitta a  burchak topiladi) , oxirgi 
tenglikni

x о у  =  |x| • |>>|CoS<a (6-2)
k o ’ rinishda yozish mumkin b o ’ ladi. со son x va у  vektorlar orasidagi 
burchak, deb ataladi.

x  va у  vektorlar ortogonal deyiladi, agar ulaming skalyar 
ko ’paytmasi

x ° y  = 'E*, y< =0 
/=1

b o ’lsa.



(6.2) dan ko’rinadiki, nolga teng bo’lmagan x  va у  vektorlaming
ortogonal bo’lishi uchun ular orasidagi burchak ^ bo’lishi zarur va

yetarlidir.
Quyidagi tengsizlik

|x+^ | * | +M (6.3)
Minkovskiy tengsizligi, deb ataladi. Bundan xususan,

tengsizlik kelib chiqadi.
(6.3) ni isbotlashni o ’quvchiga havola qilamiz.
R„  chiziqli fazoning har bir x  elementiga, shu fazoning у  elementini 

mos qo’yish qoidasi, R „  ni o ’ziga akslantirish, deb ataladi.
R„ ning chiziqli operatori deb, д„ ni o’ziga akslantiruvchi va quyidagi

А ( Я х ) = Л - А х  , A ( x  +  y ) = A x  +  A y

xossalarga ega bo’lgan har qanday A  akslantirishga aytamiz. Buni 
A : R n -> R r ko’rinishda yozish qabul qilingan.

Bizga R n chiziqli fazoning A  chiziqli operatori va shu fazoning biror
я  = bazisi berilgan bo’lsin. Аё„к = 1,2....n , vektorlarni я
bazis bo’yicha yoyayhk:

A e w = alte, +... + а„1.ё„ , к  = 1,2,...,n.

U holda quyidagi

matritsa A  chiziqli operatoming я bazisdagi matritsasi, deb ataladi. 
Agar matritsa chiziqli operatoming qaysi bazisdagi matritsasi ekanligini 
ko’rsatish zarur bo’lsa, bu matritsa uchun [Л], belgi ishlatiladi.

Chiziqli operator o ’z matritsasi bilan yagona ravishda aniqlanadi, 
ya’ni agar x , y  lar R„  ning ixtiyoriy elementlari bo’lib, X , Y  lar ulaming 
mos ravishda koordinatalar ustunlari bo’lsa, u holda y  =  A x  dan Y  = [ A ] X  

kelib chiqadi.
R„  fazoning chiziqli operatorlari uchun quyidagi amallarni kiritish 

mumkin:
a) operatorlar yig’indisi: ( A  +  B ) x  =  A x  +  Bx~) , o ’z navbatida 

И + й]=[Л]+[В] ;
b) operatomi songa ko’paytirish: (Л • лух =  л • ( A x )  va [А Л]=Л (Л] ;



v) operatorlar ko’paytmasi: (/Ш> = Л(#х) va o’z navbatida 
ИВ]=ИИД].

H ar qanday x <= R„ uchun E x  = x  munosabatni qanoatlantiruvchi E  

operatorni birlik operator deymiz. A  operatorga teskari operator deb, 
A A ~ l = a ~ ' a  = £ munosabatni q a n o a tla n tiru v c h io p e ra to rg a  aytamiz. A  

operatorga teskari operator mavjud bo’lishi uchun ( bu holda A  

operator maxsusmas operator deb ataladi ) uning har qanday bazisdagi 
[A] matritsasi maxsus bo’lmasligi zarur va yetarlidir, bundan tashqari
И-‘ ]=И Г ‘ -

1-m i s о I . R, ning /** = (x2+x3,2x,+x,,3x,-x2+x,) operatorini 
chiziqli operator ekanligini ko’isating va uning kanonik bazisdagi 
matritsasini tuzing.

Yechish . Agar x =  (х,,х2,х,) va y  =  ( y ], y 1 , y J ') lar Л, ning ixtiyoriy 
elementlari bo’lsa, u holda

x + y= (x, + jy,,x 2 A x = (Ах„Ях2,Лх,')
larga asosan,

A ( x  +  y ) =  (x2 + у г + х 3 + y 3, 2 ( x t + y , ' ) + x } + _V3,3(x, + y,)-(x2 +>2)+(x3 +>,))=
= (x2 + x3 + у г + у , ,2x, + X j  +  2 y ,  + y „ 3 x ,  -x 2 + x3 +3>, - > 2 +>»,)=

=  (x2+x,,2x, +  х},3x, - X ; + x , ) + ( y 2 + y , , 2 y ,  + y „ 3 y ,  - y 2 + y , ) =  A x  + A y  

А(Ях~) =  (Лх2 +  Я х 3 ,2Ax, +Лх,,ЗЛх, - Лх2 + Я х,)=  А(х2 +х,,2х, + х 3,Зх, - х 2 + X j) =  Л А х .

А ё ,  =  (0,2,3)= 0-ё, + 2 ё г +  З ё 3,
Лё2 =d,0,-l)= 1 -ё, +0 ёг -1-г,,
Лё3 = О,Ul)= 1ё, +1 -ё2 + 1-ё,.

Bundan
"0 2 3 '

[ Л ] =  1 0  - 1

U 1 1.
2 -т  / s о I . Ах = (х,,х1 + 1,х,+ 2) operatorni chiziqlikka tekshiring. 
Yechish .

A ( x  +  y~)=  (x, + y , ,x 2 + y 2 +  l ,x 5 + y 3 + 2 ) = ( x , , x 2 + 1 , x 3 + 2 ) + ( у , , у 2 , } / , ) #  Лх +  Лу,

ya’ni berilgan operator chiziqli emas.
3-m i S O I . A x  = (2x2 ,-2x, + 3x2 + 2Xj ,4x, — x2 + 5x,)

B x  = (- 3x, + x2 ,2x2 + x, ,-Xj + 3x3) operatorlar berilgan. с  = A B  operatorni va 
uning [C] matritsasini toping.

Yechish. Avval [Л] va [B] matritsalami topib olamiz.
А ё ,  = (0-2,4) А ё г = (2,3-1) А ё 3 = (0,2,5) va B e ,  = (- 3,0,0) В ё г = (0,2-1) B e ,  = (1,1,3) 
bo’lgani uchun



'  0 2 0 ' 1 Ы о

- 2  3 -1 , m = 0 2 1

И  - 1  5 j CO1о

U  h o ld a

р]= iaj [S]=
о
6

-12

2 s!
7

18

B u n d a n

va
Сё, = (0 ,6 ,-1 2 }  Сё2 = (4,4,—7 )  Сё, = С ,7,18)

Сх = С(х,ё, +  х2е2 +  х3ё3)  =  х, • (Сё, ) + х 2 (Се2) + х ,  ■ (С ё ,) = 

= (4х2 + 2х , ,6х, +  4х2 +  7 х ,,—12х, — 7х2 + 1 8х3)  .

A g ar
А х  = Л х  (6-4)

te n g lik  b iro r  х * 0 ,х е Д о u c h u n  o ’rin li b o ’lsa , u  h o ld a  я  so n  A  

c h iz iq li o p e ra to m in g  xos so n i, x  esa  A  o p e ra to m in g  Я x o s  so n ig a  
rtlo s  k e lu v ch i xo s v e k to r i, d eb  a ta lad i.

R n fa z o d a  (6 .4 ) te n g lik n i u n g a  ek v iv a len t b o ’lg a n  q uy idag i m a tr i ts a  
teh g lig ig a  a lm a sh tir ish  m u m k in :

И -Я £]А ' = 0, X * 0. (6 ,5 )
O xirg i te n g lik d a n , я  so n  A  o p e ra to m in g  x o s  so n i b o ’lish i u c h u n  

det[/4-A£]= 0 b o ’lish i z a ru r  va y e ta r li ek an lig i k e lib  ch iq ad i. 
/?(A)=det[.4-AE] A  o p e ra to m in g  x a ra k te ris tik  k o ’p h a d i d eb  a ta la d i. 
D e m a k , xos so n  x a ra k te r is tik  k o ’p h a d n in g  y e c h im i b o ’la r  ek an .. U n g a  
m o s  k e lu v ch i xos v e k to m in g  k o o rd in a ta la r  u s tu n i (6 .4 ) b i r  jin s li 
te n g la m a la r  s is te m a s in in g  b iro r  n o ld a n  fa rq li y e c h im i b o ’lad i.

4-m i s о I. Ax = (2x ,-x2+ 2x3,5x,- З х 2 + З х 3,—x ,-2 x 3) o p e ra to m in g  xos 
so n i va  u n g a  m o s  k e lu v c h i xo s v e k to r la r in i to p in g .

Yechish. A w a l  A  o p e ra to m in g  m a tritsa s in i tu z ib  o lam iz :
(2  -1 2 

№  5 - 3  3 

[ - 1  0 - 2)

B erilg an  o p e ra to rg a  m o s  k e lu v ch i b ir  jin s li te n g la m a la r  s item asi qu y id ag i 
k o ’rin ish n i o lad i:

Г (2-Я )х , - x 2 + 2 x 3 = 0

j  5x, -  (3 + Я)к2 + 3x3 = 0 ( 6 .6 )

[ -  x, -  (2 + Я)*, = 0.

B u n d a n  x a ra k te r is tik  k o ’p h a d n i  to p am iz :



р ( Я ) з  5 - 3 - Я  3 = - ( А  +  1 )\

- 1  О - 2 - Я

Demak, xos son я = -1 ekan. Bu sonni (6.6) ga qo’ysak,

Bundan x, = - x ,  , x, = x2. Agar x, = a  desak,

X  =  a

bo’ladi.
Agar A  operator R „  fazoda я,,я;....я„ xos sonlarga mos keluvchi

n ta chiziqli bog’liq bo’lmagan ё,,ё2,...,ел xos vektorlarga ega bo’lsa, u 
holda A  operatoming shu xos vektorlaridan tuzilgan sistema R n  da 
bazis tashkil e.tadi. A  operatoming shu bazisdagi matritsasi quyidagi 
ko’ri-nishda bo’ladi:

lo  0 . . A j
5-m i s о I. A  chiziqli operatoming quyidagi matritsasini diagonal 

ko’rinishga keltiring:

Bundan xos sonlarni topamiz: я, = 2,я2 = l.A, = -  l.
Ularga mos keluvchi xos vektorlarni topish uchun avval (6.6) sistemaga 
Я, = 2 ni qo’yamiz:

J- x, + 2x = 0  
[- 2x, -  2хг -  3x, = 0

Bundan, £ ,= (2,1- 2/ .  Xuddi shunday, agar я,=1 desak, (6.6) 
sistema quyidagi ko’rinishni oladi:

Я. 0 
0 A,

0
0

[ A ] =

'  \ 2 0 ' 

[A\= 0 2 0 

v-2  -2  -1.
Yechish.

1-Я 2 0 
p(A)=det[y4-A£]= 0 2 -Я  0 = (A -2 )fl-Яг>  0 

- 2  - 2  - 1 - Я



j * J = 0

j -  2x, -  2 х г -  2 ij = 0.

Demak, £2=(i,0,-]/ ekan. Agar (6.6) da л, =-1 desak,

[3x2 = 0.

Bundan, £ ,=(0,0,1/ .
Demak, £ ,,£2,£, bazisda A  operatoming matritsasi

(2 0 O')
№ 0 1 0 

0 0 - 1
bo’ladi.

§7. Vektorlarning vektor va aralash ko’paytmalari.

7.1. Ikki vektorning vektor ko’paytmasi. Avval R3 fazoda yo’nalish 
tushunchasini kiritib olamiz.

Bir tekislikda yotgan uchta vektomi komplanar vektorlar, deb ataymiz. 
Bir tekislikda yotmagan xar qanday vektorlar uchligini komplanar 
bo’lmagan vektorlar deymiz. Bizga komplanar bo’lmagan, boshlari bir 
nuqtaga keltirilgan a , v , iv vektorlar berilgan bo’lsin.

Ta’rif. й, v , w vektorlar uchligi chap sistemani tashkil etadi deymiz, 
agar (u,v) , (v,w) , (w, 5) vektorlar juflliklari aniqlaydigan aylanma 
yo’nalishlar o ’zlari yotgan tekisliklarda musbat aylanma yo’nalish bilan 
bir xil bo’lsa. Loaqal bitta juftlik yo’nalishi o’zi yotgan tekislikning 
musbat aylanma yo’nalishidan farq qilsa, bunday uchlikni o ’ng sistema, 
deb ataymiz.

W



Misol. 1, j  , ic ortlar uchligi chap sistemani tashkil etadi, chunki 
(7 ,  kj va *t,7 ) juftliklar yo’nalishi mos ravishda Oxu, Ouz, Ozx 

tekisliklarning musbat yo’nalishi bilan bir xildir.
7, k, J uchlik esa o’ng sistemadir, chunki <J, к ) juftlik aniqlagan 

aylanma yo’nalish Ozx tekisligining musbat yo’nalishiga teskari. Xuddi 
shunday, <4,7] va <7,7) juftliklar aniqlagan aylanma yo’nalishlar mos 
ravishda Oyz va Oxy tekisliklarining musbat yo’nalishiga teskaridir.

Endi geometriya va amaliy matematika masalalarida keng 
qo’llaniladigan vektor ko’paytma tushunchasini kiritamiz.

Ta’rif. a va ь vektorlarning vektor ko’paytmasi deb, quyidagi 
uchta xususiyatga ega bo’lgan с vektorga aytamiz:
1) г ning uzunligi a va b vektorlar uzunliklari va ular orasidagi <p 

burchak sinusi ko’paytmasiga teng:
|c|=fl|S| Sin#> ; (7.1)

2) с vektor a va b vektorlar yotgan tekislikka 
perpendikulyar,jumladan, a ga ham va £ ga ham perpendikulyar;

3) a , ь , с vektorlar chap sistemani tashkil etadi.

23-rasm.
Birinchi xossadan с ning uzunligi a va * vektorlarga tortilgan 

paralelogramm yuziga teng ekanligi kelib chiqadi, ya’ni
S=|a x

yoki
S A= I | 5 x b\ . (7.2)

Vektor ko’paytmani 5x6 ko’rinishda ifodalaymiz.
Yuqorida kiritilgan ikki ko’paytmalarga (ya’ni skalyar va vektor 

ko’paytmalar ) berilgan nomlar, ulaming natijalariga qarab 
tanlanganligini eslatib o’tamiz.



V e k t o r  k o ’ p a y t m a  q u y i d a g i  x o s s a l a r g a  e g a .
1-xossa. 5 x 6 = 0  b o ’ l i s h i  u c h u n ,  з , ь v e k t o r l a r  k o l l e n i a r  b o ’ l i s h i  

z a r u r  v a  y e t a r l i d i r .
B u  x o s s a  v e k t o r l a r n i n g  k o l l e n i a r l i k  s h a r t i ,  d e b  y u r i t i l a d i .
Is b o ti  (6) te n g lik d a n  k e lib  ch iq ad i.
2-xossa. bxa= -  5 x 4  , y a ’ n i  k o ’ p a y t u v c h i l a r  o ’ r n i  a l m a s h s a ,  n a t i j a  

f a q a t  o ’ z  i s h o r a s i n i  o ’ z g a r t i r a d i .
H a q i q a t a n ,  a g a r  k o ’ p a y t m a d a  3  v a  6  v e k t o r l a r  o ’ r n i n i  a l m a s h t i r s a k ,

6 , 5 , 5  x  6  u c h l i k  o ’ n g  s i s t e m a  b o ’ l i b  q o l a d i ,  3 x 6  n i n g  i s h o r a s i n i  
t e s k a r i s i g a  a l m a s h t i r s a k ,  u n d a  6 ,  3 , - 5  x  6  u c h l i k  c h a p  s i s t e m a g a  a y l a n a d i .

3-ccossa. A g a r  m,n - i x t i y o r i y  s o n l a r  b o ’ l s a ,

(ma)xfnb'i  =  m n 0 x b )  .
Isboti. A g a r  m = О, п ф  0 y o k i  m *  0,л  = 0 b o ’ l s a ,  t e n g l i k  b a j a r i l i s h i  

o ’ z - o ’ z i d a n  k o ’ r i n i b  t u r i b d i .  m * o , n  = i  b o ’ l g a n  h o l n i  k o ’ r i s h  y e t a r l i , c h u n k i  
m  = 1 , л * о  b o ’ l g a n  h o i  2 - x o s s a n i  q o ’ l l a s h  h i s o b i g a  b i z  k o ’ r m o q c h i  
b o ’ l g a n  h o l g a  k e l t i r i l a d i .  A w a l a m b o r

|(m a)x  б| =  | тЗ | | й | 5 т0 ,

b u  y e r d a  a g a r  m > 0 b o ’ l s a ,  ф = <р \ a  m < 0 b o ’ l s a ,  <j> = n -< p ,  l e k i n  
i k k a l a  h o l d a  h a m  5тф =  Simp b o ’ l g a n i  u c h u n

|(m 5)x  i| =  |/и||3||б|5/п̂ ) = |т||з x  £|.

I k k i n c h i d a n ,  т а  v e k t o r  5  v e k t o r g a  k o l l e n i a r ,  s h u  s a b a b l i  5 x 6  v e k t o r  
т а  g a  p e r p e n d i k u l y a r .  m ip x b ^  v e k t o r  5 x 6  g a  k o l l e n i a r  b o ’ l g a n i  u c h u n  
/ я б х б з  v e k t o r  т а  g a  v a  6  g a  p e r p e n d i k u l y a r d i r .  V a  n i h o y a t ,  a g a r  

m > - 0  b o ’ l s a ,  5  v a  т а  v e k t o r l a r ,  5 x 6  v a  r a ^ x f i )  v e k t o r l a r  b i r  x i l  

y o ’ n a l g a n  b o ’ l a d i ,  s h u  s a b a b l i  5 , 6 , 5 x 6  u c h l i k  c h a p  s i s t e m a  b o ’ l g a n i  
u c h u n  m  5 , 6  , т 0 х Ь ~ )  u c h l i k  h a m  c h a p  s i s t e m a  b o ’ l a d i .  m ^ o  b o ’ l g a n  
h o i  h a m  x u d d i  s h u n d a y  t e k s h i r i l a d i .  X o s s a  t o ’ l i q  i s b o t  b o ’ l d i .

4-xossa.
5 x ( b +  c } =  5  x  6  + 5  x  c.

Isboti-. A v v a l  3  = ё  o r t  b o ’ l g a n  h o l n i  k o ’ r a y l i k .  6  v a  с  v e k t o r l a m i  3 -  
r a s m d a  k o ’ r s a t i l g a n d e k  q i l i b ,  ё g a  p e r p e n d i k u l y a r  b o ’ l g a n  л  t e k i s l i k k a  
p r o e k t s i y a l a y m i z  v a  b u  p r o e k t s i y a l a r n i  ё  o r t  a t r o f i d a  s o a t  m i l i n i  x a r a k a t i  
b o ’ y l a b  9 0 °  g a  b u r s a k ,  ё  x  6  v a  ё  x  a  v e k t o r l a r  h o s i l  b o ’ l a d i .

прл ie +  6 } =  npj> + np„c b o ’ l g a n i  u c h u n  ё х б  v a  l a m i n g  y i g ’ i n d i s i

b o ’ l g a n  v a  u l a r g a  t o r t i l g a n  p a r a l l e l o g r a m m n i n g  d i o g a n a l i  f * t  +  c ]  g a  
t e n g  b o ’ l a d i .  D e m a k ,

ё  x  (> + c ) =  ё x  6  +  e x e
e k a n .



24-rasm.
Endi agar a ixtiyoriy noldan farqli vektor bo’lsa, a = \a\aa deb (bu 

yerda a0 -  a vektoming orti) ,
а х ё  + c~)= \a\aa x ф + c}= Щб0 x <> + с  J =  |a|<70 x b + 50 x c )=

= |a |6 0 x £>t- |a|(50 x c )=  |a|a„ x i  + |a|o0 x c  = a x b  + a x e  

tenglikni hosil qilamiz. Xossa to’liq isbot bo’ldi.
Bu xossadan xususan quyidagi munosabat kelib chiqadi:

6  + Ey<€ + d ' ) = a x c  + a x d  + b x c  + b x d .
Vektor ko’paytmaning xossalaridan ortlar uchun quyidagi 

munosabatlar kelib chiqadi:
ГхГ = Ғ  = о,72 = o,*2 = o,
/ x j  = k , j  x k  = I , k x i  = j ,  

j x i  = - k , k  x j  = - I ,i x k  = -  j .
Shu sababli, agar vektorlar o’z proektsiyalari bilan berilgan bo’lsa, 

ya’ni a = {a x,ay ,a , } ,  b = {bx,by ,b ,}  bo’lsa, u holda
a x b  = tJr/ + ayj  + o ,A >  <>J + byj  +bxk')=.axbxi 2 + a xby Q x j~)+ axbt t  x k~)+aybx ( j x ;)+

: + 1 + o ,b ,(J  x а Д  ft x Ғ >  я , ft x a r6r ft xA]=

= a,Avfr -  axb j  -  aybf k  + ayb j ^ a tbxj  - а гЪу1 =

= 0 уЬ ' - а хЬу ў - ( а хЬ , - a xbx)j  + taxby - а уЬх%=Ғ= U
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1-  m  i S O I. a = {4,2-3} 
ko’paytmasini toping.

Yechish.
4 2 

a x b  = 2 1

va b = {2,1,4} vektorlaming vektor

= 117 — 22ў-4Л.

2- m i s o I. 5= { х , , ^ , , г 1},£ = {сг , ^ 2, г 2 } vektorlarga tortilgan uchburchak 
yuzini toping.

Yechish. Ma’lumki ( qarang, (7.2)),
S a — -ria X *1-

Shu sababli,

S A= I Уi z i
2

X , 2,
2

*1 У\+ +
Уг z 2 *2 Z2 *2 У 2

3- m i s о I. .4(1,-1,2), S(0,1,-1) va C(-1,2,3) uchlari berilgan ABCD 
parallelogrammning yuzini toping.

Yechish. a = AB = = AC = {-2,3,1} vektorlar tuzib olib, avvalgi
misol natijasini qo’Uasak:

4
2 -3 2

+ -1 -3 2
+ -1 2

3 1 -2  1 -2  3 = Vnr +7r+T =

= V121 + 49 + 1 = -JvnK viirhk .

7.2. Uch vektorning aralash ko’paytmasi.
a, b va с vektorlaming aralash ko’paytmasi deb, a vektorni b 

vektorga vektor ko’paytmasidan hosil bo’lgan natijaning с vektorga 
skalyar ko’paytmasiga aytiladi va quyidagicha belgilanadi: (axb) -с yoki 
a b c .

Aralash ko’paytmaning geometrik ma’nosi: a, b va с vektorlar 
komplanar vektorlar bo’lmasin, ya’ni ular bir tekislikda yotmasin. U 
holda axb —d  va (axb ) c =  rf-c=dcCoscp=dc1; bu yyerda d- 
a,b vektorlarga qurilgan parallelogramm yuzi, Cj esa a b c  vektorlarga 
qurilgan paralelepipedning balandligi bo’lgani uchun a b c  aralash 
ko’paytma o’sha paralelepipedning hajmiga teng bo’ladi.

Aralash ko’paytmaning xossalari;



1. Istalgan ikkita vektoming o ’rni almashsa aralash ko’paytma ishorasini 
o ’zgartiradi:

' * a
uchun (bitta tekislikda yotishi uchun) 25-ras
5 6 c  =0 bo’lishi zarur va yetarli.

7.3. Parallelepiped va piramidaning hajmi.
a, b va с vektorlarga qurilgan parallelopipedning hajmi

Vn„p= ± l/6  a b c .

4-m i s о I . Uchlari 0(0,0,0), A(5,2,0), B(2,5,0) va C (l,2,4) 
nuqtalarda bo’lgan piramidaning hajmi, ABC yoqning yuzasi va shu 
yoqqa tushurilgan perpendikulyar hisoblansin.

Yechish: AB, AC va AO vektorlaming proektsiyasini topaylik 
ЛЯ {-1,3,0}, ~AC{-4,0,4}, AO{-5,-2yO}

Vpir= l /6  AB AC-AO

- 3  3 0

^пар ±a b с .

a, b va с vektorlarga qurilgan piramidaning hajmi

Vpir= - 1/6 -  4 0 4 = - 1/6(-60-24)= 
- 5  - 2  0

=84/6=14 kub.b.

5,
2 ' 1 2

j AB x AC\ = | | l 2 1  + 12k + 12 j| = l j l 2 2 + 122 + 12! =  &J5



TEKISLIKDAGI ANALITIK GEOMETRIYA

§1. Tekislikdagi to’g’ri chiziq.
1.1. Umumiy tushunchalar. Faraz qilaylik, bizga ikki x va у 

o’zgaruvchi miqdorlami bog’lovchi
F U .y)= 0  (1)

tenglama berilgan bo’lsin. Bu tenglama o’z navbatida bir o’zgaruvchini , 
masalan, у  ni ikkinchisining, ya’ni x  ning funktsiyasi sifatida aniqlaydi. 
Agar (1) ni у  ga nisbatan yechib olsak, quyidagjga ega bo’lamiz:

y = ft*) , (2)
bu yerda fix)  bir qiymatli yoki ko’p qiymatli funktsiya bo’lishi 
mumkin, bu funktsiyaning qiymatlari x  o ’zgarganda uzluksiz o ’zgaradi 
deb faraz qilaylik.

x va у  miqdorlami Oxy dekart koordinatalar tekisligining biror M 
nuqtasini koordinatalari sifatida qaraymiz. U  holda (2) tenglik x 
o’zgaruvchining har bir qiymatiga у  ning aniq bir qiymatini mos 
qo’yadi.

Shu sababli, x  ning har bir qiymatiga tekislikning koordinatalari x  
va y -  f  (дг) bo’lgan aniq bir M nuqtasi mos keladi.

Endi, agar x uzluksiz qiymatlami qabul qilsa, u holda M Oxy 
tekisligida uzluksiz o ’zgarib, nuqtalaming geometrik o’rnini chizadi, bu 
geometrik o’rinni chiziq, deb ataymiz.

Demak, chiziq koordinatalari (1) yoki (2) ko’rinishdagi tenglamani 
qanoatlantiruvchi nuqtalaming geometrik o ’mi ekan. (1) yoki (2) 
tenglama o’z navbatida chiziqning tenglamasi deb ataladi.

Endi, agar aytilgan gaplarni umumlashtirsak, berilgan chiziqning 
tenglamasi deb, (1) yoki (2) ko’rinishga ega bo’lgan shunday tenglamaga 
aytamizki, bu tenglama faqat berilgan to’g’ri chiziqda yotuvchi nuqtaning 
koordinatalarmi x  va у  ning o’rniga qo’ygandagina qanoatlanadi.

Agar F (x j )s  Ax + By + C bo’lsa, (1) ni 1-tartibli tenglama deymiz, u 
ifodalaydigan chiziqni to’g’ri chiziq, deb ataymiz.

Agar F(x,y)= Ax1 + Bxy+Cy1 + Dx + Еу + м  bo’lsa, (1) ni 2-tartibli 
tenglama , unga mos keluvchi chiziqni esa 2-tartibli chiziq, deb ataymiz.

Misol tariqasida, to’g’ri chiziq va aylananing tenglamasini tuzamiz.
1. To’g’ri chiziq tenglamasi. Faraz qilaylik, у  o’qini л(0,6) nuqtada 

kesib o’tuvchi va x  o ’qiga a  burchak ostida og’ib o’tgan 4 to’g’ri 
chiziq berilgan bo’lsin.



М{х,у) д t o ’ g ’ r i  c h i z i q n i n g  i x t i y o r i y  n u q t a s i  b o ’ l s i n .  C h i z m a g a  

k o ’ r a ,  b m  = AB-tga , b u  y e r d a  BM v a  a b  l a r  Ш  v a  AB v e k t o r l a m i n g  
M ix,y~) k e s m a  k a t t a U g i .

у  BM = y - b ,A B  = x  b o ’ l g a n i  u c h u n  y u q o r i d a ­
g i  f o i m u l a d a n

y - b  = tg a  - x,
- - - - - - - - - ► x y o k i

у = kx + b, (3)
2 7 - r a s m .  k e l i b  c h i q a d i ,  b u  y e r d a

к = tga  (4)
d e b  b e l g i l a n d i .  (3 ) t e n g l a m a n i  b e r i l g a n  t o ’ g ’ r i  c h i z i q n i n g  i x t i y o r i y  
n u q t a s i n i  k o o r d i n a t a l a r i  q a n o a t l a n t i r a d i ,  v a  a k s i n c h a ,  k o o r d i n a t a l a r i  (3) 
n i  q a n o a t l a n t i r a d i g a n  h a r  q a n d a y  n u q t a  д  t o ’ g ’ r i  c h i z i q d a  y o t a d i . ' *  
k o e f f i t s i e n t  ( 4 )  g a  k o ’ r a ,  a  b u r c h a k k a  b o g ’ l i q  b o ’ l g a n i  u c h u n  b u r c h a k  
k o e f f i t s i e n t ,  d e b  a t a l a d i ,  b e s a  b o s h l a n g ’ i c h  o r d i n a t a  d e y i l a d i .

2 .  A y l a n a  t e n g l a m a s i .  R a d i u s i  г  v a  m a r k a z i  С  (a , 6 )  n u q t a d a  b o ’ l g a n  
a y l a n a n i  k o ’ r a y l i k .  T a ’ r i f g a  k o ’ r a ,  a y l a n a  c < a ,6 )  n u q t a g a c h a  b o ’ l g a n  
m a s o f a l a r i  o ’ z g a r m a s  r  g a  t e n g  b o ’ l g a n  n u q t a l a m i n g  g e o m e t r i k  o ’ m i d i r .

A g a r  M (x,yy  t e k i s l i k n i n g  i x t i y o r i y  n u q t a s i  b o ’ l s a ,  u  h o l d a

л](х -  a ) 2 + ( y - b ) 2 = r,  
y o k i  t e n g l i k n i  k v a d r a t g a  k o ’ t a r i b ,  i l d i z n i  y o ’ q o t s a k ,

i x - a f  + { y - b f  = r 2.
B u  t e n g l a m a  b e r i l g a n  a y l a n a n i n g  t e n g l a m a s i d i r .

A g a r  a y l a n a n i n g  m a r k a z i  k o o r d i n a t a l a r  b o s h i d a  b o ’ l s a ,  u  h o l d a  u n i n g  
t e n g l a m a s i  s o d d a r o q  b o ’ l a d i :

* 2 + / = r 2.

1.2. To’g’ri chiziqning umumiy tenglamasi.
Teorema. Oxy k o o r d i n a t a l a r  t e k i s l i g i d a  h a r  q a n d a y  t o ’ g ’ r i  c h i z i q n i n g  

t e n g l a m a s i
Ax + By + C = 0 (5 )

k o ’ r i n i s h d a  b o ’ l a d i ,  v a  a k s i n c h a ,  ( 5 )  k o ’ r i n i s h d a g i  h a r  q a n d a y  t e n g l a m a  
Oxy k o o r d i n a t a l a r  t e k i s l i g i d a  t o ’ g ’ r i  c h i z i q n i  i f o d a l a y d i .

Isboti. Y u q o r i d a  k o ’ r i l g a n i d e k ,  x o ’ q i g a  o g ’ i s h  b u r c h a g i  m a ’ l u m  
b o ’ l g a n  x a r  q a n d a y  t o ’ g ’ r i  c h i z i q n i n g  t e n g l a m a s i  у  =  kx + b k o ’ r i n i s h d a  
b o ’ l a d i .  B u n i  o ’ z  n a v b a t i d a  k x - y  + b - Q  k o ’ r i n i s h g a  k e l t i r i b  o l s a  b o ’ l a d i .  

E n d i ,  a g a r  t o ’ g ’ r i  c h i z i q n i n g  b i r  n u q t a s i  <л 0 >.v 0 )  v a  u n g a

p e r p e n d i k u l y a r  b o ’ l g a n  b i r o r  s = {A, B} v e k t o r  b e r i l g a n  b o ’ l s a ,  u  h o l d a  

t o ’ g ’ r i  c h i z i q d a  y o t u v c h i  h a r  q a n d a y  M { x , y )  n u q t a  u c h u n



М0М = {x-x„,y-y0} vektor s vektorga perpendikulyar bo’ladi. 
Vektorlarning perpendikulyarlik shartiga ko’ra s ° M0M = 0 yoki

A(x-x0)+B(y-y0)=0 . (6)
Qavslami ochib va C = -Ax0 -By0 deb belgilasak, (6) ni (5) ko’rinishga 
keltirsa bo’ladi.

Endi teoremaning ikkinchi qismini isbot qilamiz. Agar (5) da в*  0
bo’lsa, u holda (5) tenglikni в  ga bo’lib yuborib, uni

A С
у  = ---- jc-----

В  ВА С
ko’rinishga keltirib olamiz. Agar k = - —,b = —-  desak, oxirgi tenglikniВ в
y = kx + b deb yozsa bo’ladi. Ma’lumki, bu to’g’ri chiziqning burchak 
koeffitsientli tenglamasidir.

Agar в = о bo’lsa, u holda л *о , shuning uchun (5) quyidagi 
ko’rinishni oladi:

С

bu yerda a = —  desak, x = a,  ya’ni x o ’qiga perpendikulyar to’g’ri 
A

chiziq tenglamasi hosil bo’ladi. Teorema isbot bo’ldi.
(5) tenglama to’g’ri chiziqning umumiy tenglamasi deyiladi, (6) esa 

bir nuqtadan o ’tgan to’g’ri chiziq tenglamasi, deb ataladi.
To’g’ri chiziqning umumiy tenglamasi (5) to’liq bo’lmagan uch holni 

ko’ramiz:
1) C = 0, bunda tenglama Ax + By = 0 ko’rinishni oladi, bu tenglama 

koordinatalar boshidan o’tgan to’g’ri chiziqni ifodalaydi. Haqiqatan, 
x = 0,y = 0 koordinatalar bu tenglamani qanoatlantiradi.

2) A = o,B*o , bunda (5) By + C = 0 ko’rinishga keladi, bu tenglama 
x o’qiga parallel o’tadigan to’g’ri chiziqni ifodalaydi. Xususan,agar C = 0 
bo’lsa, >- = o hosil bo’ladi, bu x o’qining tenglamasidir.

3) Л*0,Я*0,С*0 bo’lsin. U holda (5) ning ozod hadi с  ni 
tenglikning o ’ng tomoniga o’tkazsak va - c  ga bo’lib yuborsak:

yok i
- c  - c

X + -4 r  = l.с с
A  В

Q u y id ag i b e lg ila sh la rn i k iritsak :



tenglama

C  г С
a  = ---- , b  = -----

A В

f + f  = 1 (7) a b
ko’rinishga keladi. (7) ni to’g’ri chiziqning kesmalardagi tenglamasi, deb 
ataymiz, chunki bu to’g’ri chiziq x o ’qini M(a,0) nuqtada, у  o’qini 
N(0,f>) nuqtada kesib o’tadi.

Misol. 3.x- 5_y +15 = 0 to ’g’ri chiziq- 
ning kesmalardagi tenglamasini 
tuzing.

Yechish. Ozod had 15 ni tenglik- 
ning o’ng tomoniga o’tkazib, -15 ga 

bo’lib yuborsak:
-L  + Z = 1.
- 5  3

28-rasm. Demak, berilgan to’g’ri chiziq x va у
o ’qlaridan mos ravishda a = -5,6 = 3 kesmalar ajratar ekan.

Umumiy tenglamaning A va в  koeffitsientlari geometrik ma’noga 
ega. (6) dan ma’lumki, a va в  koeffitsientlar to’g’ri chiziqga 
peфendikulyaг vektoming koordinatalaridir. Agar a = vektor
tuzib olsak, 5 va a vektorlar perpendikulyar ekanligiga ishonch hosil 
qilish qiyin emas. Shu sababli, a vektor berilgan to’g’ri chiziqga parallel 
bo’ladi, uni shu hususiyatiga ko’ra, to’g’ri chiziqning yo’naltiruvchi 
vektori, s ni esa normal vector, deb atashadi.

1.3. To’g’ri chiziqning boshqa turdagi tenglamalari.
Agar M0 (xQ, y0) to’g’ri chiziqning berilgan nuqtasi va s = {m,n} uning 

yo’naltiruvchi vektori bo’lsa, uning tenglamasini quyidagicha tuzsa xam 
bo’ladi.

Faraz qilaylik, M(x,y) nuqta to’g’ri chiziqning siljuvchi nuqtasi 
bo’lsin. U holda, a va m0M vektorlar o’zaro parallel bo’ladi. 
Vektorlaming kolleniarlik shartiga ko’ra

x~ xo _ У~Уо 
m n

Bu tenglama to’g’ri chiziqning kanonik tenglamasi, deb ataladi.
Agar (8) da kasrlami t ga tenglasak,

x-x0-mt  , У- y 0 =
yoki



Ь  =  У a +
parametrik tenglamalar, deb ataluvchi tenglamani hosil qilamiz.

Agar to’g’ri chiziqning ikkita M l ( x l>y ] \ M 2 ( x 2 , y 2 )  nuqtalari ma’lum 
bo’lsa, u holda a = M,M2 vektomi yo’naltiruvchi vector, deb qarash 
mumkin, shuning uchun bu to’g’ri chiziqning tenglamasi (8) ga ko’ra

(9)
X2 ~XI У 2 УI

bo’ladi. Bu tenglama ikki nuqtadan o’tgan to’g’ri chiziqning tenglamasi, 
deb ataladi.

Endi, faraz qilaylik, bizga д 
to’g’ri chiziq va uning normal 
vektori я berilgan bo’lsin.
Agar a  n  vektoming x  o ’qiga 

og’ish burchagi bo’lsa, u holda shu 
vektoming orti
— n 0 = f P o S a , S i n a }  bo’ladi. |я0| = 1

29-rasm. M { x , y ) &  to’g’ri chiziqning siljuvchi nuqtasi va
O N  = p  bo’lsin. U holda ( 29-chizmaga qarang)

p  = n p - O M  =  \n\ - n p - O M  = n ° O M  -  x C o S a  +  y S i n a .

Bundan
x C o S a  +  y S i n a  -  p  =  0 (1 0 )

kelib chiqadi. (10) tenglama to’g’ri chiziqning normal tenglamasi deb 
ataladi.

Agar to’g’ri chiziq A x  +  B y + С  =  0 tenglama bilan berilgan bo’lib, bu 
tenglama normal tenglamami yoki yo’q ekanligini aniqlash uchun bu 
to’g’ri chiziqning normal vektorini uzunligi birga tengligini tekshirish 
kifoya. Bu tenglama |n| = ~Ja2 + в 1 = l bo’lsagina normal bo’ladi.Agar 
\п\ = ^1л1 + в г #1 bo’lsa, berilgan tenglamani ±~Ja2 + B2 ifodaga bo’lish 
kerak:

± X±— L = y+ c  =o ( и )
J a 2 + b 2 J a 2 + b 2 J a 2 + b 2 

(10) formuladan ma’lumki, ozod hadning ishorasi manfiy bo’lishi shart, 
shu sababli, oxirgi tenglikdagi ishoralafdan birini ozod hadning ishordsiga 
teskari qihb tanlash zarur. Shunda ( l i )  normal tenglamaga aylanadi. 

+ b  ifoda normallovchi ko’paytuvchi, deb ataladi.



1.4. To’g’ri chiziqga doir turli masalalar.
1. Ikki to ’g ’ ri chiziq orasidagi burchak. Faraz qilaylik, bizga 

Д] :y  = kix + b, va Д2 :y  = k2x + b1 to ’g’ ri chiziqlar berilgan b o ’lsin. 
M a ’ lumki, = tga„k2 =tga2 bu yerda a„a2 lar m os ravishda Д,,Д2 to ’g ’ ri 
chiziqlam ing x o ’qiga og ’ ish burchaklaridir. Bu burchaklami Oxy 
tekisligidagi musbat y o ’nalish b o ’ylab xisoblangan, deb tushunamiz. Agar 
a 2> at b o ’ lsa , д ,,д 2 to ’g ’ri chiziqlar orasidagi burchak deb a = a2- a t 
burchakni tushunamiz. U  holda

(12)
1 + tgar lga2 1 + A, k2 

(12) dan ko ’ rinadiki, agar i ,  = k2 b o ’ lsa, a = 0 yoki a = n  b o ’ ladi, ya’ni 
д, va a 2 to ’g ’ri chiziqlar parallel b o ’ladi, va aksincha, agar д, va д 2 
t o ’g ’ri chiziqlar parallel b o ’ lsa, tga = 0, bundan esa A, = k2 kelib chiqadi. 
Shu sababli, к, = k2 tenglik to ’g ’ ri chiziqlaming parallellik sharti, deb

ataladi. Agar д, va д 2 to ’g ’ ri chiziqlar perpendikulyar , ya ’ni “  = y

b o ’lsa, u holda (12) dan l + t, -/t2=0 munosabat kelib chiqadi. Bu 
tenglikni to ’g ’ ri chiziqlam ing peipendikulyarlik sharti, deb ataymiz.

2. Ikki to ’g ’ ri chiziq tenglamasini birgalikda tekshirish. Faraz qilaylik, 
bizga ikki Д, va д 2 to ’g ’ri chiziqlam ing tenglamalaridan tuzilgan

Гл.л + В^ + С, = 0,
\А1х + Вгу + С1= 0 ' '

sistema berilgan b o ’lsin. M a’ lumki, bu sistema yagona yechimga ega 
b o ’ lishi uchun

A, B,
А г B 2

b o ’ lishi zarur va yetarlidir. Bu esa — * —  tengsizlikka ekvivalent. Bu
A 2 B 2

holda (13) ning yagona yechim i Д, va д 2 to ’g ’ ri chiziqlarda yotuvchi 
nuqtaning koordinatalarini beradi, ya’ni д, va д2 to ’g ’ ri chiziqlam ing 
kesishish nuqtasini aniqlaydi.

Agar
A. в, 
a 2 b 2

b o ’ lsa, —  = ~  b o ’ ladi, Bunda ikki hoi yuz beradi: l)agar (13) sistema
a 2 B 2

A B Cc h e k s iz  k o ’p  y e c h im g a  eg a  b o ’lsa, b u  —-  = —-  = —-  b o ’lg a n d a  b a ja r ilad i, uA, В, C,



holda д, va д2 to ’g ’ ri chiziqlar ustma-ust tushadi; 2) (13) sistema
A B Cumuman yechim ga ega emas,bu —- = —— * —-  b o ’ lganda yuz beradi, bunda
A 2 B 2 C 2

berilgan to ’g ’ ri chiziqlar umuman kesishmaydi, ya’ni ular parallel b o ’ ladi.
3. Nuqtadan berilgan to ’g ’ ri chiziqgacha b o ’ lgan masofa.

M 0 ( x 0 , y 0 ) n u q ta d a n  A t o ’g ’ri c h i­
z iq g a c h a  b o ’lg a n  |WM„| = < /m aso fa- 

n i  to p ish  ta la b  e ti lg a n  b o ’lc in .
Д to ’g ’ ri chiziqning no nor- 
malini qurib olaylik. Agar Mo 
nuqta A ga nisbatan, n 0 norm al- 
ning musbat y o ’nalishi tom oni­
da joylashgan b o ’lsa, u holda m a­

sofa + d , aks holda - d  b o ’ ladi.
30-rasm. Buni M o nuqtaning A to ’g ’ ri ch i-

ziqdan 8 chetlanishi, deb ataymiz. Chizmadan ko ’rinadiki, 
p  +  S  =  n p ^  O M 0 =  x 0C o S a  +  y 0S i n a  ,

bundan
S  =  x QC o S a  +  y 0S i n a  -  p  (14)

yoki
d  = \ x aC o S a  + y 0S i n a  -  p \  (15)

kelib chiqadi. Demak, nuqtadan berilgan to ’g ’ri chiziqgacha b o ’lgan 
masofani topish uchun, nuqtaning koordinatalarini to ’g ’ ri chiziqning 
normal tenglamasini chap tom onidagi nom a’lumlar o ’m iga q o ’ yish kifoya 
ekan.

Agar to ’g ’ ri chiziq tenglamasi normal b o ’ lmasa, u holda normallovchi 
k o ’paytuvchi yordamida normal ko’ rinishga keltirib, so ’ ngra (15) formula 
yordamida talab qilingan masofani hisoblaymiz.

1.5. To’g’ri chiziqlar dastasining tenglamasi. Tekislikning S(jc0,_y0) 
nuqtasidan o ’tgan barcha to ’g ’ ri chiziqlari to ’plami 5 markazli t o ’g’ ri 
chiziqlar dastasi, deb ataladi.

Teorema. Agar A^ + B^ + C, =0  va Л2х + В2у+С2 = 0 lar 5 nuqtada 
kesishuvchi t o ’g’ ri chiziqlar, va a,p  lar bir vaqtda nolga teng b o ’ lmagan 
ixtiyoriy sonlar b o ’ lsa, u holda

a(Atx+ B l y  + Cl)+  Р ( А гх  + B 2y  + C 2 )=  0 (16)
S n u q ta d a n  o ’tu v ch i t o ’g ’ri ch iz iq  te n g la m a s i b o ’ladi.



I s b o t i .  A w a l  ( 1 6 )  h a q i q a t a n  t e n g l a m a  e k a n l i g i n i  k o ’ r s a t a y l i k ,  b u n i n g  
u c h u n  u n i  q u y i d a g i  k o ’ r i n i s h d a  y o z i b  o l a m i z :

(a4, +  Р А г Ус + (afl, +  f } B 1 ')y  +  (aC, +  P C 2 )  =  0 ( 1 7 )

B u  y e r d a  aA, +  PA2 v a  аВҳ + pB2 l a r  b i r  v a q t d a  n o l g a  t e n g  b o ’ l a  o l m a y d i ,

c h u n k i  a k s  h o l d a ,  аА1+рАг = о  v a  aBl +pB1 = 0  d a n  А  = А  =  _ ^  k e l i b
Аг В2 а

c h i q a d i ,  b u n i  e s a  b o ’ l i s h i  m u m k i n  e m a s ,  c h u n k i  b u  t o ’ g ’ r i  c h i z i q l a r  
s h a r t g a  k o ’ r a  k e s i s h a d i .  B u  e s a  ( 1 7 )  t e n g l a m a  e k a n l i g i n i  k o ’ r s a t a d i .  
D e m a k ,  u  t e k i s l i k d a  b i r o r  t o ’ g ’ r i  c h i z i q n i  i f o d a l a y d i .  E n d i  b u  t o ’ g ’ r i  
c h i z i q  S n u q t a d a n  o ’ t i s h i n i  k o ’ r s a t s a k  k i f o y a .  H a q i q a t a n ,  ( 1 7 )  d a g i  
n o m a ’ l u m l a r  o ’ m i g a  x0,ya l a r n i  q o ’ y s a k ,  Atx0 + в,y0 + с, = 0  v a  

Агх0 +  B2y0 + C2 =  0  e k a n l i g i d a n ,
a { A , x 0 +  B ty 0 + C , )+  0 { A 2x o + B 2y a + C 2 ) =  0 

b o ’ l i s h i  k e l i b  c h i q a d i .  T e o r e m a  i s b o t  b o ’ l d i .
A g a r  m a s a l a n ,  a * 0  b o ’ l s a ,  ( 1 7 )  n i  q u y i d a g i  k o ’ r i n i s h d a  y o z s a  b o ’ l a d i :  

(Л[ x  +  B , y  +  С ,) +  Я(.А2 x  +  Вгу  +  Сг)  =  0 ,

b u  y e r d a  я  =  d e b  b e l g i l a n d i .  
a

Misol . s  n u q t a d a  k e s i s h u v c h i  2 x  +  3 y - 5  =  4 J x  +  \ 5 y  +  \  =  0  t o ’ g ’ r i  
c h i z i q l a r  b e r i l g a n  b o ’ l s i n .  s  n u q t a d a n  \ 2 x - 5 y - l  = 0 t o ’ g ’ r i  c h i z i q g a  
p e r p e n d i k u l y a r  o ’ t g a n  t o ’g ’ r i  c h i z i q  t e n g l a m a s i n i  t u z i n g .

Yechish . A v v a l  b e r i l g a n  t o ’ g ’ r i  c h i z i q l a r  k e s i s h i s h i n i  t e k s h i r a m i z :
2 7
-  ф —  . D e m a k ,  u l a r  k e s i s h m a y d i .  D a s t a  t e n g l a m a s i

2x + 3j>-5 +  X ( l x  +  \ 5 y + Y ) = Q .

B u n i  q u y i d a g i c h a  y o z i b  o l a m i z :
( 2  +  7 Я >  +  (3 +  15Я)>- +  ( - 5  +  Я ) = 0 .  ( 1 8 )

B u  t o ’ g ’ r i  c h i z i q n i n g  b u r c h a k  k o e f f i t s i e n t i n i  t o p a y l i k :
2 + 7 Я к =  .
3 +  15Я

12
B e r i l g a n  t o ’g ’ r i  c h i z i q n i n g  b u r c h a k  k o e f f l t s i e n t i  * i = y  b o ’ l g a n i  u c h u n  , 

u l a m i n g  p e r p e n d i k u l y a r l i k  s h a r t i g a  k o ’ r a

2 +  7Я _  5

3 + 15Я _  12'

B u n d a n  Я = — i .  B u  q i y m a t n i  ( 1 8 )  g a  q o ’ y s a k :
5x + I2 y  + 6 = 0.



Biz avvalgi paragrafda birinchi tartibli chiziqlar turkumiga kiruvchi 
to’g’ri chiziqlami o’rgandik. Bu paragrafni ikkinchi tartibli chiziqlarga, 
ya’ni x va у  ga nisbatan 2-tartibli

A x 2 +  2 B x y  +  C y 2 +  2 D x  +  2 E y  +  F  =  0 (1 )

tenglamalar bilan ifodalanuvchi chiziqlarga bag’ishlaymiz. Biz asosan 
bunday chiziqlar turkumiga kiruvchi eng sodda egri chiziqlar bo’lmish: 
kylana, ellips, giperbola va parabolalami ko’rib chiqamiz. Quyida bu 
chiziqlarga ta’riflar berib, ulaming tenglamalarini shu ta’riflar asosida 
keltirib chiqarib, ular yordamida bu egri chiziqlaming shaklini va 
xususiyatlarini o ’rganamiz.

2.1. Aylananing umumiy tenglamasi.
§1.1 da markazi C ( a , b )  nuqtada, radiusi r  bo’lgan aylana ta’rifidan 

foydalanib, uning tenglamasi
( x - a ) 2 + ( y - b ) 2 = r 2

ko’rinishda bo’lishi isbotlangan edi. Agar qavslami ochib, ifodani 
soddalashtirsak, u (1) ko’rinishni oladi.

Endi, aksincha, mulohaza qilamiz, ya’ni qanday hollarda (1) tenglama 
aylanani ifodalaydi? Buning uchun awalambor ayonki, x 2 va y 2 laming 
koeffitsientlari /j = C*0 bo’lishi va xy ning koeffitsienti nol bo’lishi shart, 
masalan, (1)

A x 2 + A y 2 + 2 D x  +  2 E y  +  F  =  0  (2)
ko’rinishda bo’lishi kerak. Agar (2)da qo’sMluvchilarni o’rin almashtirib,
to’la kvadratga keltirib, ifodani ixchamlasak, (2) quyidagi

, ч2 , t42 D 2 + E 2 - A F
( x - a )  + ( y - b )  = ------ —------- (3)

ko’rinishga keladi. Bu yerda uch hoi bo’lishi mumkin.
1-hol: d 2 +  e 2 - a f <  o. Bunda (3) tenglikning ma’nosi bo’lmaydi, 

chunki har qanday x ,y  lar uchun tenglikning chap tomoni hamisha 
musbat bo’ladi. Demak,(3) hech qanday chiziqni ifodalamaydi.

2-hol: D2 + E 2 -  a f  = 0. Bu holda (3) ni faqat x  =  a  va y  =  b  

qiymatlargina qanoatlantiradi, ya’ni (3) faqat bitta C ( a , b ) nuqtani 
ifodalaydi.

3-hol: D2 + E 2 -  A F  > 0. Bunda tenglikning o ’ng tomoni ham musbat 
bo’ladi, shuning uchun agar o’ng tomonni r 2 desak, u (2) ko’rinishni 
oladi, ya’ni (3) aylanani ifodalaydi.



2.2. Ellips.
Ta’rif. Fokuslar deb ataluvchi F t va F 2 nuqtalargacha bo’lgan 

masofalari yig’indisi o ’zgarmas 2 a  bo’lgan nuqtalaming geometrik o’mi 
ellips, deb ataladi.

F t va F 2 nuqtalar x  o’qida yotib, koordinatalar boshiga simmetrik va 
ular orasidagi masofa 2 c  bo’lsin, deb faraz qilaylik. U holda ulaming 
koordinatalari F ,  (-c,0) va F 2 (c,0) bo’ladi.

Ta’rifga ko’ra, г , + г г = 2 а ,  bu yerda r, =  \FxM \ , r 2 = \ғгМ\ , va 2 c < 2 a  (31- 
rasmga qarang), ya’ni c < a .  Agar s=0 bo’lsa, F,va F 2 nuqtalar ustma-ust 
tushib, r t = r 2 =  a  bo’ladi, ya’ni ellips aylanadan iborat bo’ladi.

Ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga ko’ra
r, = V ( x  + c ) 2 +У1 , r2 =  J ( x - c ) 1 + y2 .

U holda
л ] ( х  +  с У  + у 2 + tJ ( x - c ) 2 + y 2 =  2 a  

bo’ladi. Bu tenglikni soddalashtirish maqsadida ildizlardan birini 
tenglikning o’ng tarafiga o’tkazib, uni ikkala tarafini kvadratga 
ko’taramiz:

( jr +  c )2 +_y2 =  4 a 2 -  4 a ^ ( x - c ) 2 + у 1 + ( x - c ) 2 + у г .

Ildiz qatnashgan hadni chap tomonga, qolgan hadlami o’ng tomonga 
o ’tkazib ixchamlasak:

a - J ( x  - c ) 2 +  y 2 = a 2 - c x  

hosil bo’ladi. Buni yana kvadratga ko’tarib ixchamlasak:
(a 2 - c 2 ) x 2 + a 2y 2 = а 2 ( а г - с 2 )  

tenglikka kelamiz. a 2 - c 2 > 0  ekanligini e’tiborga olib va 62 =o2- c 2 
belgilash kiritib, oxirgi tenglikni a 2b 2 ga bo’lib yuborsak:

tengldmarii hosil qilamiz. Bu tenglama ellipsning kanonik tenglamasi, deb 
ataladi.



Bu tenglamadan ko’rinib turibdiki, ellips koordinata o ’qlariga nisbatan 
simmetrik bo’ladi,ya’ni agar M ( x , y )  ellipsda yotuvchi nuqta bo’lsa, u 
holda М { х , - ў ) , М ( - х , у )  va M ( - x - y )  nuqtalar ham ellipsga tegishli bo’ladi 
(buni tekshirishni o ’quvchini o’ziga havola qilamiz). Shu sababli, 
ellipsning shaklini 1-chorakda o’rganish bilan kifoyalansa bo’ladi.

Jt2 y 2
(4) tenglamadan ko’rinib turibdiki, — т г - 1. ya’ni - a < x < a ,a b

- b < > y  < b  bo’ladi. (4) tenglamani у  ga nisbatan yechib olamiz:

у =  ± ^ y / a 2 - x 1 . (5)a
Agar biz shaklni 1-chorakda tekshirmoqchi bo’lsak, (5) da ildiz oldida 
“+ ” ishorani olsak yetarli, ya’ni

у  -  + — y / a 2 - x 2 
a

deymiz. Agar x = 0 bo’lsa, y  = b  bo’ladi. x  qiymati ortsa, y m  qiymati 
kamayadi va x = a  bo’lganda у  = 0 bo’ladi. Natijada ellipsning V2A2 yoyi 
hosil bo’ladi (32-rasmga qarang). Ellipsning qolgan qismlarini uning 
simmetriklik xususiyatidan foydalanib chizib olamiz. Demak, ellips 32- 
rasmda ko’rsatilgandek yopiq chiziq ekan. Aj, A2 , V} va V2 nuqtalar 
ellipsning uchlari, deb ataladi.

2a ellipsning katta o ’qi, 2 b  esa kichik o’qi; shu jum- ladan a va b  

lar mos ravishda katta yarim o’q va kichik yarim o’q deyiladi.
Agar a = b  bo’lsa, u holda (4) tenglama 

x2 + y z  =  a 2

ko’rinishni oladi, ya’ni ellips aylanadan iborat bo’ladi, bunda с = л/o2 - b 2 

miqdor nolga teng bo’ladi.
Agar a * b  bo’lsa, s miqdor nolga teng bo’lmaydi, shu sababli, uni 

ellipsning aylanadan chetlanish o’lchami sifatida qarasa bo’ladi. Uni 
ellipsning chiziqli ekstsentriteti, deb ataymiz. Uning katta yarim o’q a ga 
nisbati

с _ Va2- ^  (6)
a  a

ellipsning sonli ekstsentriteti yoki sodda qilib. ekstsentritet, deb ataladi. 
с <a  bo’lgani uchun ellipsning ekstsentriiteti hamisha birdan kichik 
bo’ladi: e < l .

Ellipsning ixtiyoriy M ( x , y )  nuqtasidan fokuslarigacha bo’lgan masofa 
bu nuqtaning fokal radiuslari, deb ataladi. 31-rasmda bular
r, = V ( *  + c )2 + y 2 va r2 = ^j(x-c)2 + y 1 . Agar ulami kvadratga ko’tarib, 
ikkinchisidan birinchisini ayirsak:



yoki
('2 - ' ' iX 'i  + r 2) = 4cj[ 

tenglikni olamiz. Agar bu tenglikka ellipsning ta ’rifini qo’llasak:
(r2 - r , ) - 2 a  =  4cx

yoki
r2 —  r, =  2ex

hosil bo’ladi. Natijada, quyidagi
rx+r2 =  2 a  

r2 -  r, =  2едг

sistemaga kelamiz. Agar ularni mos ravishda hadma-had ayirib va 
qo’shsak:

r2= a - e x ,  rl = a  + ex .(7 )
formulalami olamiz.

Misol. 2x2+4y2=8 ellipsning fokuslarini koordinatalari, ekstsentriteti
va abtsissasi 1 ga teng bo’lgan nuqtalaming fokal radiuslari topilsin.

Yechish. Ellips tenglamasini 8 ga bo’lamiz: f l +zl = 1,
4 2

bu tenglikdan a 2=4, a =  2, b2 =2 , b =4 l

с  =  л/ог — b 1 =  i / 4 - 2  = >/2

demak, F j(V 2 , 0) F2(-V 2 , 0) nuqtalar ellipsning fokuslaridir. Ellipsning 

ekstsentriteti e = -  = ^ . jc= 7 bo’lgani uchuna 2

_ V 2 , 4 - V 2 4 +V2 

(7) formulalarni quyidagicha yozib olamiz:

r'={ r x)' r*={ l +x}  (8)
S ,= - - x  va st = -+ x  miqdorlar ellipsning M(x,y) nuqtasidan Ox o’qiga 

e  e

perpendikulyar o’tgan Д2 va A\ to ’g’ri chiziqlargacha bo’lgan masofalami

bildiradi. Bu to ’g’ri chiziqlar Ox o’qini mos ravishda — va - -  nuqtalarda
e  e

kesib o’tadi. e < 1 bo’lgani uchun - ° <~a va -> a  bo’ladi, ya’ni A\ va Д2e e
to’g’ri chiziqlar ellipsdan tashqarida joylashgan (33-rasmga qarang).



33-rasm. 
Endi (8) ni belgilashlarga binoan

ko’rinishda yozib olamiz. Bundan ko’rinadiki, ellipsning har qanday 
nuqtasi uchun

bo’lar ekan.
Bunday xususiyatga ega bo’lgan Aj va A2 to ’g’ri chiziqlar ellipsning 

direktrisalari, deb ataladi.
Bu bilan biz direktrisalaming quyidagi xossasini isbot qildik:
Ellipsning ixtiyoriy nuqtasidan fokuslarigacha bo ’lgan masofalarini mos 

direktrisalarigacha bo ’Igan masofalariga bo ’Igan nisbati birdan kichik
о ’zgarmas sondir.

2.3. Giperbola.
Ta’rif. Fokuslar, deb ataluvchi ^ v a  Ғг nuqtalargacha bo’lgan 

masofalari ayirmasining absolyut qiymati o ’zgarmas 2 a bo’lgan 
nuqtalaming geometrik o ’rni giperbola, deb ataladi.

Ta’rifga ko’ra, r , - r 2=±2a, bu yerda = \ғ,м\,гг = \ғгм\, M
giperbolaning ixtiyoriy nuqtasi. Agar fokuslar orasidagi masofani 2c 
desak, u holda ellipsdan farqli o ’laroq, giperbola uchun c> a bo’ladi, 
chunki agar fokuslarni 31-rasmdagidek Ox o ’qida О nuqtaga nisbatan 
simmetrik joylashtirsak, 2c AFyMF2 ning uchinchi tomoni bo’lib, u 
qolgan ikki tomonlari ayirmasidan katta bo’ladi.

Xuddi yuqoridagidek,
= V(* + c)2 + У 1 , r2 = V(Jt - c ) 2 + y 2

lami



tenglikka qo’yib, ifodani ixchamlasak, natijada
(a2 - c2)x1 + a2y 2 = a 2(a2 - c 2) 

tenglamaga kelamiz. Lekin bu yerda a1 ~c2 < 0. Shu sababli, agar 
a 1 —c1 = —b 2 deb, oxirgi tenglikni a 2{a2 - c 2) = - a 2b 2 ga bo’lib yuborsak:

v - yv =x (10)a b
tenglama hosil bo’ladi. Bu tenglama giperbolaning kanonik tenglamasi, 
deb ataladi.

Xuddi yuqoridagidek, bu erda ham giperbola Ox va Oy o’qlariga 
nisbatan simmetrik ekanligiga ishonch hosil qilamiz. Bundan tashqari 
giperbola О nuqtaga nisbatan ham simmetrik bo’ladi, shu sababli, О 
nuqtani uning markazi, deb ham atashadi.

Ta’rifdan ko’rinadiki, giperbola ikki tarmoqdan iboratdir: bir tarmog’i 
rt > r2 tengsizlikni qanoatlantiradigan nuqtalar o’rni, ikkinchi tarmog’i 
esar, < r2 tengsizlikni qanoatlantiradigan nuqtalar o’rni.

Giperbolaning (10) tenglamasini у  ga nisbatan yechib olaylik:
У = ± — т1х2-О2 • 

a
Bundan x 2 > a 2, ya’ni x > a  yoki х й -а  bo’lishi kerakligi kelib chiqadi. 
Demak, giperbola to ’liq x  =  a  va x  =  - a  parallellar orasidagi sohadan 
tashqarida yotar ekan.

Giperbolaning 1-chorakdagi tarmog’ini tekshiraylik. U holda
у  = + — т1х2 - a 1 

a
bo’ladi. Bu yerda, agar x - a  bo’lsa, y = 0 bo’ladi. Agar x o’sib borsa, у  
ham o ’sadi. Demak, tarmoq cheksizgacha cho’ziladi. Agar x ning 
qiymatlari a dan to  <ю gacha ortib borsa, u holda x2 bilan аг orasidagi 
tafovut kattalasha boradi, x yetarlicha katta bo’lganda jc2 bilan хг - а г 
orasidagi farq yetarlicha kichik bo’lib, x o ’sib borgan sayin bu farq
nolgacha kamayib boradi, ya’ni y = +-Jx2- a 2 qiymat bilan у =+-■*/?

a a
qiymat orasidagi farq kamayib boradi. Geometrik nuqtai-nazardan bu 
tenglamalari y = + -Jx2- a 2 va >, = + -V ? bo’lgan chiziqlar o’zaro

a a
yaqinlasha borishini bildiradi. Lekin x ning hech bir qiymatida y = Y
bo’lmagani uchun bu chiziqlar kesishmaydi.Bunday xususiyatga ega 
bo’lgan

j— ( I Da



to ’g’ri chiziqni giperbolaning asimptotasi deb ataymiz. Giperbolaning 
simmetriklik xususiyatidan *->-00 da 3-chorakdagi tarmog’i ham shu 
to ’g’ri chiziqga yaqinlashishi kelib chiqadi.

Aynan shunday mulohazalar bilan giperbolaning 2- va 3-choraklardagi 
tarmoqlari

( 12)
a

to’g’ri chiziqga yaqinlashadi, degan fikrga kelamiz. Demak, giperbola 
tenglamalari (11) va (12) bo’lgan ikkita asimp-totaga ega ekan.

Giperbolaning Ox o ’qini kesib o’tgan A} va A2 nuqtalarini uning 
uchlari deb, A]A2= 2a  ni bo’ylama o’qi, deb va V} V2=2b  ni ko’ndalang 
o’qi, deb ataymiz. a  va b lar mos ravishda bo’ylama va ko’ndalang 
yarim o ’qlari, deb ataladi.

34-rasm.
с = -Ja2 +Ьг miqdomi giperbolaning chiziqli ekstsentriteti deb,

e  = — = — ~b ni esa, sonli ekstsentriteti, deb ataymiz. c > a  bo’lgani 
a  a

uchun giperbolning ekstsentriteti birdan katta, ya’ni e > 1 bo’ladi. 
Giperbolaning fokal radiuslari

Г| = ± ( e x  + a ) ,  r, = ± ( e x  -  a )  

bo’ladi, bu yerda giperbolaning o ’ng tarmoq nuqtalari uchun “+ ” ishora 
va chap tarm oq nuqtalari uchun ishora olinadi.

Bu yerda ham giperbolaning M ( x , y )  nuqtasidan Ox o’qiga

perpendikulyar o ’tgan Aj: jc = — va A2:x = - -  to ’g’ri chiziqlami
e e

giperbolaning direktrisalari, deb ataymiz.
Aynan yuqoridagidek mulohazalar bilan direktrisalaming quyidagi 

xossasini isbotlash mumkin:
Giperbolaning ixtiyoriy nuqtasidan fokuslarigacha bo’lgan masofalarini 

mos direktrisalarigacha bo ’Igan masofalariga nisbati birdan katta о ’zgarmas 
sondir.

Ellips va giperbolaning bu xossasini umumlashtirib, berilgan o’ nuqta 
va berilgan Д to ’g’ri chiziqlargacha bo’lgan masofalari nisbati o ’zgarmas



e *  Ison bo’lgan nuqtalaming geometrik o’m i ellips yoki giperbola bo’ladi 
deyish mumkin.

Haqiqatan, Oy o ’qni Д to ’g’ri chiziqga parallel, Ox o’qni o’ nuqtadan 
o ’tkazamiz. Koordinatalar boshini shunday tanlaymizki, natijada o’ va A 
to ’g’ri chiziqning Ox o ’q bilan kesishish nuqtasi К  laming abtsissalari 

a
mos ravishda ae va — bo’lsin. Bu yerda a quyidagicha tanlanadi: agar / e
F  nuqtadan Д to ’g’ri chiziqgacha bo’lgan masofa bo’lsa, u holda

tenglikdan

Agar M(x,y) berilgan geometrik o’rinlaming biri bo’lsa, u holda 
qo’yilgan shartga ko’ra r - e 5  bo’lishi kerak, bu yerda

ekan. Bu tenglikning ikkala tarafmi kvadratga ko’tarib, hosil bo’lgan 
ifodani ixchamlasak:

hosil bo’ladi. Agar e e l  bo’lsa, аг( \ - е г) = b1 belgilash kiritib ellipsni 
tenglamasini, agar e> l bo’lsa, a2( l-e 2) = -62 deb giperbolaning 
tenglamasini hosil qilamiz.

M i s o l .  -'у/ -  = I giperbolaning o’ng tarmog’ida shunday nuqta
topilsinki, bu nuqtadan o ’ng fokusgacha bo’lgan masofa chap fokusigacha 
bo’lgan masofasidan ikki m arta kichik bo’lsin.

Yechish . Giperbolaning o ’ng tarmog’i uchun fokal radiuslar r, -  e x -a  
va r2=ex + a bo’ladi. U holda masala shartiga ko’ra, ex + a = 2(ex -  a) 
bo ’lishi kerak. Bundan x = 3 a/e ke lib chiqadi. Bu yerda 
a = 4,e = c/e = >/16 + 9/4 = 5/4. Demak, * = 9,6 ekan.

Ordinatasini topish uchun giperbolaning tenglamasidan foydalanamiz:

Demak,
■ J(x-ae)2 + y 2 o— г —  x\ 

e

x—Г +



Demak, masala shartini ikkita M ,0 ,6 :O ,6 V n 9 ) va л / ге ,б ;-0 ,6 л /П 9 ) 
nuqtalar qanoatlantirar ekan.

2.4. Parabola.
Ta’rif. Fokus deb ataluvchi nuqtadan direktrisa, deb ataluvchi 

to ’g’ri chiziqgacha bo’lgan masofalari teng bo’lgan nuqtalaming 
geometrik o’rni parabola deb ataladi.

Agar M(x,y)  parabolaning ixtiyoriy nuqtasi, r  -bu nuqtadan jp 
nuqtagacha bo’lgan masofa va 5 - direktrisagacha bo’lgan masofa bo’lsa, 
u holda ta ’rifga ko’ra r  = 8  bo’ladi.

Fokusdan direktrisagacha bo’lgan masofa p  bo’lsin. Ox o’qini 
fokusdan direktrisaga perpendikulyar qilib o’tkazaylik. Koordinatalar 
boshini fokus bilan direktrisa o’rtasida olaylik. U holda fokusning
koordinatalari va direktrisaning Ox o ’q bilan kesishgan nuqtasi

к[-рА'°) b o ’ l a d i

Ikki nuqta orasidagi masofa formulalariga ko’ra

s=x+f-
U holda parabola tenglam asi_________

J ( * - f J  + / = x + f
b o ’ladi. Agar buni kvadratga ko’tarib ixchamlasak:

y l =2px  (14)
tenglikka kelamiz. Buni parabolaning kanonik tenglamasi, deb ataymiz.

Parabolaning (14) tenglamasi x ning faqat manfiy bo’lmagan 
qiymatlari uchun m a’noga ega. Shu sababli, parabola Oy o’qning o ’ng 
tarafida joylashgandir. Agar * =0 bo’lsa, у  =0 bo’ladi, ya’ni parabola 
koordinatalar boshidan o’tar ekan. О nuqtani parabolaning uchi, deb 
ataymiz. Demak, parabola chizig’i 35-rasmdagidek bo’Iar ekan.



§3. Dekart koordinatalar sistemasini almashtirish 
va qutb koordinatalar sistemasi.

3.1. Koordinatalarni parallel ko’chirish. Faraz qilaylik, O x y  

koordinatalar sistemasi berilgan bo’lsin. Tekislikni ixtiyoriy M 
nuqtasining shu sistemadagi koordinatalari M(x, y)  bo’lsin.

u ‘ u’ ' y> у

У y i -.. -• M
\  У ......  X’

A / *
b 0' x'\ x’ ) \ A f

0 a x X / 6 \  JC X

36-rasm. 37-rasm.

Boshi 0 '(  a , b )  nuqtada bo’lgan O ' x ' y '  koordinatalar sistemasida 
berilgan M nuqtaning koordinatalarini topaylik (36-rasmga qarang). Bu 
yerda yangi O ' x ' y ’ sistema eski O x y  sistemaning boshini 0 ' ( a , b )  nuqtaga 
parallel ko’chirish natijasida hosil bo’lgan bo’lsin.

Chizmadan ko’rinadiki, O x  kesma uzunligi O a  va a x  kesmalar 
uzunliklari yig’indisiga teng. Xuddi shunday, O y  kesma uzunligi O b  va 
b y  kesmalar uzunliklari yig’indisiga teng. Demak,

x  =  x ' + a ,  y  =  y ' + b  (1 )

yoki
x ' = x - a ,  y ' = y - b  (Г )

ekan.
Eslatma. Agar fazoda O x y z  koordinatalar sistemasini 0 '(  a , b , c ) 

nuqtaga parallel ko’chirish natijasida yangi O ’x ’y ' z '  koordinatalar 
sistemasi hosil qilingan bo’lsa, u holda M ( x , y , z )  nuqtaning yangi 
koordinatalari

x ' = x  — a ,  y ' = y - b ,  z ' = z - c  

formulalar orqali aniqlanadi.

3.2. Koordinatalar sistemasini burish. Faraz qilaylik, yangi O ' x ' y '  

sistema eski O x y  koordinatalar sistemasini biror a  burchakka burish 
natijasida hosil bo’lsin. M  nuqtaning eski sistemadagi koordinatalari 
M ( x , y )  bo’lsin. Uning yangi koordinatalarini topaylik.



Faraz qilaylik, Ox' o ’q  bilan OM kesma orasidagi burchak 9 bo’lsin. U 
holda to’g’ri burchakli AOMx? dan

x'=\OM\cos0, У= |OA/|sin<9.
ZMOx=a+6 bo’lgani uchun AOMx dan

x = |0A/|cos(a + 9) = |OA/|(cosa cosO -  sin or sin 0)=
= |OA/| cosa cos#-|OA/|sinasin<? = jr’cosa -  y sina , 

у -  \OM\ sin(a + 9) = |OA/|(sin a  cos 0 + cosa sin 0)=
= |0A/|sin a  cos#+ \OM\ cos a sin 0 = jc'sina + у  cosa.

Demak,
x = jr'cosor- y1 sina]

(2)у  = x sm a + у  cosorj 
ekan. Bu almashtirishning matritsasi

( cosa - s in a
H  •^sina cosa

xosmas, chunki detA = cos2 or+ sin2a  = 1 * 0 . Shuning uchun unga teskari 
matritsa mavjud.

, (  cos a  sina^
^-sina  co sa j'

U holda yangi koordinatalarni eskilari orqali ifodasi quyidagicha 
bo’ladi:

jc'= x cosa + у  sina ,
У = —x sina + у  cos a]

1-eslatma. Yangi koordinatalar sistemasi eski koordinatalar sistemasini 
a  burchakka burish natijasida hosil bo’lgani uchun, yangi koordinatalar 
sistemasini -a  burchakka burib eski koordinatalar sistemasini qaytamiz. 
Shu sababli, (2) formulalarda eski va yangi koordinatalarni mos ravishda 
o ’rinlarini va a  ni - a  ga almashtirib (2’) for-mulalarga kelish mumkin.

2-eslatma. Agar yangi koordinatalar sistemasi eski koordinatalar 
sistemasini ham parallel ham a  burchakka burish natijasida hosil bo’lsa, u 
holda yangi koordinatalardan eski koordinatalarga o’tish formulasi

x  =  x '  c o sa -y  sina+ a  

у  = jc'sina + У cosa+b, 
va aksincha, eski koordinatalardan yangi koordinatalarga o ’tish 
formulalari

x'= (л -a )cosa  + (y ~b)sina 
y' = -(jt -  a)s in a  + (y - b)cosa 

bo’ladi. Buni isbotlashni o’quvchiga havola qilamiz.



3.3. Qutb koordinatalar sistemasi. Biz bu yerda qulay va kelajakda 
ko’p qo’llaniladigan qutb koordinatalar sistemasini kiritamiz.

1. Tekislikda qutb koordinatalar sistemasi qutb, deb ataluvchi О nuqta 
va О nuqtadan chiqqan qutb o’qi deb ataluvchi OA nur nuqtalari orqali 
aniqlanadi.

M tekislikning ixtiyoriy 
M nuqtasi va qutbdan bu nuqtagacha

bo’lgan masofa r  bo’lsin. Qutb 
o’qi OM kesma bilan ustma-ust 

tushishi uchun uni q> burchakka
_________ > buish kerak bo’lsin. Agar burish

О A yo’nalishi tekislik yo’nalishiga
38-rasm. teskari bo’lsa, bu burchakni “ - “ ishora

bilan, agar yo’nalishlar bir xil bo’lsa, “ + ” ishora bilan olamiz. Atamaning 
umumiyligini saqlagan holda, bu burchakni qutb burchagi deb ataymiz. 

r  va <p lami M nuqtaning qutb koordinatalari, deb ataymiz.
Ko’p hollarda, bir vaqtda ham dekart va ham qutb koordinatalar 

sistemalaridan foydalanishga to ’g’ri keladi. Shuning uchun nuqtaning bir 
sistemadagi koordinatalarini bilgan holda, ikkinchi sistemadagi 
koordinatalarini ham  bilish muhim rol o ’ynaydi. Biz bu yerda bir 
koordinatalardan ikkinchi koordinatalarga o’tish formulalarini qutb boshi 
dekart koordinatalar sistemasining boshi bilan, qutb o’qi Ox o ’qi bilan 
ustma-ust tushgan xususiy hoi uchun chiqaramiz.

39-rasm.
Faraz qilaylik, M tekislikning ixtiyoriy nuqtasi (*,y)~ uning dekart 

koordinatalari, qutb koordinatalari bo’lsin. M, va л/, bilan M
nuqtadan Ox va Ou o’qlariga tushirilgan perpendikulyarlaming aspsini 
belgilaylik ( 2 - rasmga qarang). AOMMx dan OMx =\OM\cos<p, 
OMy = \OM\sm<p. Demak,

x = rcostp, y  = r sin p (3)



ekan. Bu formulalarni dekart koordinatalaming qutb koordinatalar orqali 
ifodasi deb ataymiz. Endi teskari ifodani topish uchun (3) dagi 
tengliklami kvadratga ko’tarib qo’shsak:

x 2 + y 2 = r 2

tenglik hosil bo ’ladi. Bundan va AOMMz dan

Г = J x 2 + y 2, t g t p  =  ~  (4)

kelib chiqadi. Bular dekart koordinatalardan qutb koordinatalarga o ’tish 
formulalari, deb ataladi.

1-m i s о I . Markazi koordinatalar boshida, radiusi p bo’lgan 
aylananing qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi r  =p bo’ladi.

x 1 y 22 - m i s о I . — + f r  = l ellipsning qutb koordinatalar sistemasidagi a b
tenglamasini tuzing.

Yechish . Qutb sifatida o’ng fokusni olaylik. U holda ellipsning 
ixtiyoriy nuqtasidan qutbgacha bo’lgan masofa

r  =  a - e x  (5)
bo’ladi (§2.2 dagi (7) ga qarang).

(6)

40-rasm.
40,a)-rasmdan ko’rinadiki,

x  = npx OM = npx OF + FM ' = c  +  r cos tp =  a e  +  r cos <p.

Buni (5) ga q o ’yib ixchamlagandan so’ng

1 + e  cos <p

b2 cj2 — b* b2tenglikka kelamiz, bu yerda p  =  a ( l - e 2) = — , chunki e 2 = — -—  =  1— -
a  a  a

(6) tenglama ellipsning qutb tenglamasidir.
x 2 у 23-m i s о I . = l giperbolaning qutb koordinatalar sistemasidagi
a  b

tenglamasini tuzing.
Yechish. Bu yerda ham qutb sifatida o’ng fokusni olaylik. U holda

qutb o ’qi Ox o’qga teskari yo’nalgan bo’ladi (40,b-rasmga qarang). §2.3



ga asosan giperbolaning ixtiyoriy nuqtasidan biz tanlagan qutbgacha 
bo’lgan masofa

r  = ± ( e x -  a )  (7)
bo’ladi, bu yerda “ + ” ishora o ’ng tarmoq uchun va ishora chap 
tarmoq uchun olinar edi.

Xuddi yuqoridagidek, 40,b-rasmdan
x  =  п р т O M  =  n p x O F  +  F M ' =  с  +  n p t  F M  =  a e  +  n p x F M  

kelib chiqadi, lekin bu yerda n p r F M  =  r c o s ( z - t p )  = - r c o s t p .  Demak, bulami 
(7) ga qo’yib ixchamlasak:

P____r = ±
1 ±ecos<p '

(8)

hosil bo’ladi, bu yerda

bu giperbolaning qutb tenglamasidir.
4-m i s о I . y 1 = 2 px parabolaning qutb tenglamasini tuzing. 
Yechish. 40,c-rasmga asosan

x  =  n p x O M  = n p t O F  +  n P ' F M  =  ^ - r c o s i p  .

Buni r = ^  + x ga qo’ysak:

(9)
1 + cos <p

tenglamani hosil qilamiz. Bu parabolaning qutb tenglamasidir.
2. Fazoda qutb koordinatalar sistemasining asosiy elementlari bu: 

qutb, deb ataluvchi О nuqta, qutb o’qi, deb ataluvchi Oz o’q va bu o’qga 
tiralgan qutb yarimtekisligi, deb ataluvchi O z x  yarimtekisligidir.



Faraz qilaylik, (41-rasmga qarang) M  fazoning biror nuqtasi, p = |ол/|,

в -  о м  vektoming z o ’q bilan tashkil etgan burchagi, <p- M  nuqtadan 
o’tib z o’qga tiralgan yarimtekislik bilan Ozx qutb yarimtekislik orasidagi 
burchak bo’lsin.

p , # va <p miqdorlar M  ning qutb koordinatalari, deb ataladi. Bunday 
aniqlangan koordinatalarga ega bo’lgan nuqtalar p radiusli sferada 
joylashgani uchun ulami M  nuqtaning sferik koordinatalari, deb ham 
atashadi.

Endi qutb koordinatalar bilan dekart koordinatalar orasidagi 
munosabatlami topaylik. Buning uchun biz Oz o ’q qutb o’qi bilan ustma- 
ust tushsin, Ox o ’q qutb yarimtekisligida yotsin va Oy o ’q qutb 
yarimtekisligiga perpendikulyar bo’lsin, deb faraz qilamiz (42-rasmga 
qarang). U holda

M  nuqtani Oxy tekislikka proektsiyalaylik. Faraz qilaylik, M„ nuqta 
uning Oxy tekislikdagi proektsiyasi bo’lsin. Bu nuqtaning Oxy tekislikdagi 
qutb koordinataJari r va <p bo’lsin.

\ом м а dan

Endi teskari munosabatni aniqlaylik. Buning uchun (10) dagi 
tengliklarni kvadratlarga ko’tarib, qo’shamiz:

z  = npt OM  =  p  c o s # .

U holda (3) ga asosan
x  =  r c o s t p  =  p  sin# cos<p 
y = rsin<p = p  sin# sin ip 

tengliklarni hosil qilamiz. Demak,
x  =  r cos tp  = p sin 0 cos<p, y  =  r s m ( p  =  р з л п в ъ т ф  , z =  pco s#  (1 0 )

ekan.

P = ijx2 +У1 + z2 .
(10) ning uchinchi tengligidan в ni

2
cos# = — , 

p
va birinchi va ikkinchi tengliklaridan

<p burchakni topamiz yoki ulami quyidagicha ifodalash mumkin:

р  = 4 х г + У 2 + z 2 , cos# = z — , cos<p = - = f = .  (1 1 )
x  x  if2 - / V if



3. M  nuqtaning holatini uning Oxy tekislikdagi proektsiyasining qutb 
koordinatalari r,<p \a  z = \mdm \ koordinatasi orqali aniqlasa ham bo’ladi. 
Bunday aniqlangan r , q > , z  koordinatalar tsilindrik koordinatalar, deb 
ataladi. Bu koordinatalaming dekart koordinatalar bilan bog’lovchi 
munosabati

x  =  r c o s < p  , y  =  r s \ n < p ,  :  = (1 2 )

§4. Ikkinchi tartibli tenglamalarni 
kanonik ko’rinishga keltirish.

2-§  da biz 2-tartibli
A x 2 +  2 B x y  +  C y 2 + 2 D x  +  2 E y  +  F  =  0  (1 )

tenglamani a  = с  *  0  bo’lgan xususiy holda tekshirgan edik. Endi faraz 
qilaylik,A * c  bo’lsin. U holda (1) ni quyidagi

A x 1 +  2 B x y  + C y 1 +  2  D x  +  2  E y  +  F  =  ( A x  + B y +  D 'p c  +

+  ( B x  +  C y + E ) y  +  ( D x  +  E y + F ~ ) = 0  (2 )
ko’rinishda yozib olsa b o ’ladi. Buni tekshirishni o’quvchining o ’ziga 
havola qilamiz.

Koordinatalar sistemasini almashtirish hisobiga (1) ni ixcham, ya’ni 
kanonik ko’rinishga keltirish masalasini ko’raylik. Buning uchun 
almashtirishni shunday tanlaymizki, natijada nom a’Iumlar ko’paytmasi 
qatnashgan had yo’qolib, chiziqli ifodasidagi hadlar soni yo yetarlicha 
kamaysin yoki butunlay yo’qolsin.

Awal
x  =  x ’+ a , у  =  y ' + b  (3)

almashtirish bajaramiz. Bunda koordinatalar boshi 0 ’( a , b )  nuqtaga 
ko’chadi. (3) ni (I) ga olib borib qo’yamiz:

A ( x ' + a ) 2 +  2 B ( x ' + a ) ( y ' + b )  +  C ( y ' + b ) 1 + 2 D ( x ' + a )  +  2 E ( y ' + b ) + F  =

= A x ' 1 + 2 B x '  y ' + C y ' 2 + 2 ( A a  + B b  +  D y x ' + 2 ( B a  + C b  + E~)y'+

+  4 A a 2 +  2 B a b  + C b 1 + 2 D a  +  2E b  + F ) =  0 . 

a  va b  lami shunday tanlaymizki, natijada jc' va у  lar oldidagi 
koeffitsientlar nolga aylansin, ya’ni

J  A q  + B b  + 0  = 0
[ B a  +  C b  +  E  =  0 ^

bo’lsin. Agar A C  -  в 1 * 0 bo’lsa, (4) yagona yechimga ega. Sistemani 
yechib, topilgan a  va b  lami oxirgi tenglamaga qo’ysak, tenglama 
quyidagi

A x ' 2 + 2  B x ' y ’+ C y ' 2 +F0 = 0 (5 )
ko’rinishga keladi, bu yerda (2) ga asosan



F0 = (Аа + Bb + D~)a + (Ba+ Cb +Ey> + {Da + Eb + F)= Da+ Eb + F .
Agar (5) tenglamani M (x\y') nuqta qanoatlantirsa, u holda bu tenglamani 
N i-x '-y")  nuqta ham qanoatlantiradi. Demak, (5) tenglama bilan 
ifodalangan chiziq (5) ni qanoatlantiradigan 0'(a,b) nuqtaga nisbatan 
simmetrik bo’lgan nuqtalar juftliklarining geometrik o ’midan iborat ekan. 
Shu sababli, 0'(a,b) nuqtani bu egri chiziqning markazi deb atashadi. 
Bitta markazga ega bo’lgan egri chiziqni markaziy chiziq deb ataymiz. 
Markaziy chiziqga masalan,. ellips va giperbola misol bo’lishi mumkin. 
Demak, biz bajargan almashtirish geometrik nuqtai-nazardan 
koordinatalar boshini egri chiziq markaziga ko’chirishni bildirar ekan.

Endi O’x 'y '  koordinatalar sistemasini shunday a  burchakka 
buramizki, natijada x'y' oldidagi koeffitsient nolga aylansin. Avvalgi 
paragrafdan m a’lumki, burish quyidagi almashtirish yordamida bajariladi:

{
x ^ jcco sa -J 's in a  
ў = x  sin a  + у  cos a .

Bularni (5) ga qo’yib ixchamlasak:
x 2 (A cos2 a  + Bsin 2a + С sin2 a )+  xy(2Bcos2cc -  ( A -  C )s in  2a)+

+  >'2 C4sin1 a -5 s in 2 o r  +  C c o s 2 a ) + / r0 = 0  ( 6 )

bo’ladi. Agar
2В cos l a  — (A -  C )  sin 2a = 0

yoki
Btg2a  + ( A - C ) t g a  -  В = 0 (7)

desak, (6) quyidagi ko’rinishni oladi:
A x 2 +Cy2 + Fa = 0, ( 8 )

bu yerda
A = Л  cos2 a  + £ s in 2 a  + C s in 2 a  , С = Asin2 a  -  Bsin2a + Ccos2 a .

(7) ni echib, tga  ni topgandan so’ng,
1 tga

cosa = . - г > s ina = . .
V I + tg2a  i]\ + tg2a

lar topiladi. Bu qiymatlardan foydalanib, A va в  koeffitsientlami 
aniqlaymiz. Shu bilan (8) tenglama tuzib bo’linadi.

Agar A va с  laming ishoralari birxil, f0 ning ishorasi ulamikiga 
teskari bo’lsa, (8) ellipsni, agar A va с  laming ishorasi har xil bo’lsa, F„ 
ning ishorasi qanday bo’lishidan qat’iy nazar, (8) giperbolani beradi. Agar 
A, C,F0 larning ishoralari bir xil bo’lsa,(8) mavhum ellipsni beradi:



A g a r  ғ о = 0  b o ’ l s a ,  u h o l d a  л v a  С l a m i n g  i s h o r a l a r i  b i r x i l  b o ’ l g a n d a ,

( 8 )  b i t t a  n u q t a n i ,  A v a  С  l a r n i n g  i s h o r a l a r i  h a r  x i l  b o ’ l s a ,  ( 8 )  
g i p e r b o l a n i n g  k a n o n i k  t e n g l a m a s i g a  o ’ x s h a s h

x 2 у1
V ^  = om n

t e n g l a m a g a  k e l s a  h a m ,  l e k i n  u  o ’ z a r o  k e s i s h u v c h i  i k k i t a

I - 2  = o, ^ + * = 0
m n m n

t o ’ g ’ r i  c h i z i q n i  b e r a d i .
]-m i s о I. 17лг2 +\2xy + t y 2 -  46x-2Sy +  17 = 0 t e n g l a m a n i  k a n o n i k  

k o ’ r i n i s h g a  k e l t i r i n g .
Yechish . A v v a l  ( 3 )  a l m a s h t i r i s h n i  b a j a r a m i z .  B u n d a  a  v a  A  l a m i  

t o p i s h  u c h u n  v u j u d g a  k e l a d i g a n  ( 4 )  s i s t e m a  q u y i d a g i c h a  b o ’ l a d i :
f l 7 a  +  6 6 - 2 3  =  0 ,

[ 6 a  +  8 6  - 1 4  =  0 .
B u  s i s t e m a n i  y e c h i m i  a =  1 v a  6  =  1 .  U  h o l d a

F 0 = - 2 3 a - 1 4 6 + 1 7 =  - 2 0 .

D e m a k ,  ( 3 )  a l m a s h t i r i s h  n a t i j a s i d a  b e r i l g a n  t e n g l a m a
\7х'г+\2х'y'+Sya -20 = 0

k o ’ r i n i s h g a  k e l t i r i l a r  e k a n .
E n d i  k o ’ c h i r i l g a n  k o o r d i n a t a l a r  o ’ q l a r i n i  a  b u r c h a k k a  b u r a m i z ,  y a ’ n i  

( 5 )  a l m a s h t i r i s h n i  b a j a r a m i z .  B u n d a  a  n i  t o p i s h  u c h u n  h o s i l  b o ’ l a d i g a n  
t e n g l a m a  q u y i d a g i c h a  b o ’ l a d i :

6 tg2a + 9 tga - 6  = 0.

B u n d a n  tga = ^  v a  tga =  - 2 .  B i z  o ’ t k i r  b u r c h a k k a  m o s  k e l a d i g a n  b i r i n c h i

y e c h i m n i  o l a m i z .  U  h o l d a
1 2  tga 1

c o s a  =  , =  —j= s i n g  =  -j= = —j=.
■Jl + tg2a  v5 yjl + tg2a v5

B u  q i y m a t l a r d a n  f o y d a l a n i b ,  л  v a  с  k o e f l i t s i e n t l a r n i  a n i q l a y m i z :

A -  y 4 c o s 2 a  +  В sin 2 a  +  C sin2 a  =  1 7 -  —  + 1 2  ■- ^  •-}=■ + 8  • —  =  2 0 ,
5 V ?  S  5

С =  / f s i n 2 a  — B s in  2a + С c o s 2 a -  1 7  - —  - 1 2  • - ^ - - j =  +  8 —  =  5  
™  5  >/5 л/5 5

D e m a k ,  e g r i  c h i z i q n i n g  O'xy  k o o r d i n a t a l a r  s i s t e m a s i d a g i  t e n g l a m a s i

203c2 + 5j?2 - 2 0 = 0
y o k i



х 2 у2 — + ^ -  = 1 
] 4

ekan. Bu yarimo’qlari 2 va 1 bo’lgan ellipsdir.
Agar (4) sistema yechimga ega bo’lmasa, ya’ni (4) ning asosiy 

determ inant
A  В  ,

S =  =  A C  -  В  = 0  
В  С

bo’lsa, u holda chiziqning yo markazi bo ’lmaydi yoki markazi cheksiz 
ko’p bo’ladi, shu sababli, biz bunday hollarda avval burish almashtirishini 
bajaramiz:

{
x  =  3c c o s a - V  s in  a

~ • (9)
j< =  ji:s m a  +  y c o s a .

Buni (1) ga qo ’ysak, u quyidagi ko’rinishga keladi:
3t2</lcos2 a  +  5 s in 2 a  +  C s in J a ' ) + x y ( 2 B c o s 2 a - ( A - C ) s i n 2 a ' ) +

+ y 2 </lsin2 a - 5 s in 2 a  + Ccos2 a)+2x(Dcosa + £sina)+  (10)
+ 2y{Ecosa -  Dsina)+■ F = 0. 

a  burchakni shunday tanlaymizki, natijada
2В cos 2a -  (A -  C) sin 2a = 0 

bo’lsin. Buning uchun (7) ni yechish kifoya.
Topilgan a  ga ko’ra, (10) quyidagi ko’rinishni oladi:

A x 2 + C y 2 + 2 D x  + 2 E y  +  F  =  0 .  (11)
Endi (11) ni kanonik ko’rinishga keltirish uchun parallel ko’chirish 

almashtirishini bajarish kifoya. Bayon qilingan usul yanada tushunarli 
bo’lishi uchun uni quyidagi misolda ko’rib chiqaylik.

2 - m  i  s  о  I .  4 x 2 - 4 x y  +  y 2 - 2 x ~ 1 4 y  +  7  =  0 tenglamani kanonik 
ko’rinishga keltiring.

Yechish. Bu yerda <5 = 4 1 - 2 2 = 0. Shu sababli, berilgan tenglama 
bilan aniqlangan egri chiziq markaziy emas. (10) almashtirishni 
bajaramiz. U holda (7) tenglama quyidagicha bo’ladi:

2 t g 2a  -  3 t g a  - 2  =  0 .

Bundan t g a  = va t g a  = 2 .  Biz o’tkir burchakka mos keladigan birinchi

yechimni olamiz. U holda
1 2 t g a  1

cos a = —■ =  sin a  =  —r  —  = - ? = .
■Jl +  t g 2a  v 5  ^ l  +  t g 2a  V5

Bu qiymatlardan foydalanib, A,C,D  va £ koeffitsientlami aniqlaymiz:

A  = A c o s 2 a  + B s i n 2 a  + C s i n 2 a  = 4  - - 4  -^= -^= + — = 0
5 V 5  л/5 5 ’



V 5 л/5

Demak, egri chiziqning Oxy koordinatalar sistemasidagi tenglamasi

ko’rinishda bo’lar ekan. Bu yerda birinchi va uchinchi hadlami 

birlashtirib, ulami to ’la kvadratga keltirsak:

tenglamaga kelamiz. Endi bu yerda

parallel ko’chirish almashtirishini bajarsak, (12) tenglama

kanonik ko’rinishga keladi. M a’lumki, bu parabolaning tenglamasi.

3-m i s о I. 4*2 -4xy + y* + 4x-2y-3 = 0 tenglamani kanonik 
ko’rinishga keltiring.

Yechish. Bu yerda S = 4 ■ 1 -  2 2 = 0 , lekin (4) sistema bitta 2 a - b +1 = 0 
tenglamaga tengkuchli. Demak, berilgan chiziq 2 x - y + l  = 0 to ’g’ri 
chiziqda yotuvchi cheksiz ko’p  markazga ega ekan. Berilgan tenglamani 
quyidagi ko’paytuvchilaiga ajratish mumkin:

U holda berilgan tenglama quyidagi ikki tenglamaga tengkuchli bo’ladi:

ya’ni berilgan chiziq tenglamalari (13) bo’lgan ikkita to ’g’ri chiziqni 
ifodalaydi. Markazlarning geometrik o ’rni bo’lmish 2 x - y + \  = 0 to ’g’ri 
chiziq (13) to ’g’ri chiziqlaming o’rtasidan o’tgan to ’g’ri chiziq ekan.

5y2-6y/5x-2Sy + 7 = 0 ( 12)

4jc2 - 4 xy + y1 +4x-2y-3 = (2x-y + 3%2x-y-1).

2 x - y - l  = 0 va 2 x - y  + 3 = 0 , (13)



FAZODAGI ANALITIK GEOMETRIYA 

§1. Fazodagi tekislik tenglamalari

1.1. Umumiy tushunchalar. Faraz qilaylik, x ,y ,z  - ixtiyoriy 
o’zgaruvchi miqdorlar bo’lsin. Agar

F { x , y , z ) = Q  (1 )

tenglik x , y , z  laming faqat ayrim qiymatlaridagina o’rinli bo’lsa, u holda 
(1) ni x , y , z  larga nisbatan tenglama, deb ataymiz. Agar (1) dagi 
noma’lumlar o ’miga jt = x „ , y  = y „ , z  = z0 sonlarni qo’yganda tenglik ayniyatga 
aylansa, u holda bu sonlar (1) tenglamani qanoatlantiradi, deymiz.

(1) tenglamani qanoatlantiradigan har bir x 0 , y 0 , z 0 sonlar uchligiga 
fazoning M (jc0 ,y0,z0) nuqtasini mos qo’yamiz. Bunday nuqtalaming 
geometrik o’rnini sirt, deb ataymiz, (1) ni esa shu sirtning tenglamasi 
deymiz.

Agar sirt tenglamasi berilgan bo’lib, biror nuqtaning shu sirtda yotish 
yoki yotmasligini tekshirish talab qilingan bo’lsa, u holda berilgan 
nuqtaning koordinatalarini tenglamaning nom a’lumlari o ’miga qo’yish 
kifoya. Analitik geometriyaning vazifasi qaralayotgan sirtni uning 
tenglamasi yordamida o’rganishdir.

Sirtning ixtiyoriy M ( x , y , z )  nuqtasi uning siljuvchi nuqtasi, deb 
ataladi.

Misol sifatida sferaning tenglamasini tuzaylik. Sferaning ta ’rifiga ko’ra, 
sferaning markazi, deb ataluvchi C (a ,A ,c )  nuqtadan sferaning siljuvchi 
nuqtasi orasidagi masofa r o’zgarmasdir. Demak,

^ ( х - а ў  + ( y - 6 ) 2 + ( z - c ) 2 = r ,

yoki
(x -  d f  + { y - t i f  + ( z - c ) 2 = r2.

Agar sferaning markazi koordinatalar boshida bo’lsa, u holda
x 1 +  y 2 + z 2 =  r 2.

Fazodagi anahtik geometriyada asosan algebraik tenglamalar bilan 
ifodalangan sirtlar o ’rganiladi. Masalan, tenglamasi

A x  + B y  +  C z  +  D  = 0 (2)
ko’rinishda b o ’lgan sirt 1-tartibli sirt, deb ataladi. Tenglamasi

A x 2 + B y 2 + C r 2 + 2 D x y  +  2 E x z  + 2 F y z  + 2 G x  + 2 H y  +  I K z  +  L  = 0 (3) 
bo’lgan sirtlami 2-tartibli sirtlar, deb ataymiz. Yuqorida ko’rilgan

misoldan sfera 2-tartibli sirt ekanligi kelib chiqadi.



1.2. Tekislikning umumiy tenglamasi.
1-teorema. Dekart koordinatalar sistemasida tekislik 1-tartibli sirtdir.
Isboti. Biror dekart koordinatalar sistemasida berilgan a tekisligida 

uning biror nuqtasi M 0 ( x B , y 0 , z 0 ') va unga perpendikulyar o ’tgan qandaydir 
n = vektor berilgan bo’lsin.

Faraz qilaylik , M ( x , y , z ~ )  tekislikning siljuvchi nuqtasi bo’lsin. Bu 
nuqta a tekisligida yotishi uchun M0M vektor n ga perpendikulyar 
bo’lishi shart, ya’ni a ± M 0M . Vektorlarning perpendikulyarlik shartidan 
M 0M  о я = о yoki

A ( x - x o ' ) + B ( y - y o ) + C ( z - z o ) = 0  (4)
kelib chiqadi. Agar M ( x y y , z ) nuqta a  tekisligida yotmasa, (4) o’rinli 
bo’lmaydi, shu sababli (4) tenglik M ( x , y , z ) nuqtaning o ’rnini to’la 
aniqlaydi. Agar (4) dagi qavslami ochib va D  =  - A x B -  B y 0 -  C z 0 deb 
belgilasak,

A x  +  B y +  C z  +  D  =  0 

hosil bo’ladi. Teorema isbot bo’ldi.
Tekislikka perpendikulyar bo’lgan noldan farqli har qanday vektor 

tekislikka normal vektor deb, va shu sababli, (4) tenglama normal vektori 
n bo’lib , M 0 ( x 0 , y 0 , z 0 )  nuqtadan o ’tgan tekislik tenglamasi deb ataladi.

2-teorema. Dekart koordinatalar sistemasida har qanday 1-tartibli 
tenglama tekislikni aniqlaydi.

Isboti. Biror dekart koordinatalar sistemasida (3) tenglama berilgan 
bo’lsin. Faraz qilaylik, jr0,j»0,z0 lar shu tenglamaning biror echimi bo’lsin, 
ya’ni (3) ni qanoatlantiruvchi sonlar bo’lsin. U holda

A x a + B y 0 + C z a + D  = 0 (5)
bo’ladi. (3) dan (5) ni ayirsak

A ( x - x 0 ) +  B ( y - y o ) + C ( z - z o ) = 0  

hosil bo’ladi. Ma’lumki, bu tenglama normal vektori n bo’lib, 
ЛМ-W o >zo) nuqtadan o’tgan tekislik tenglamasidir. (4) tenglama (3) ga 
ekvivalent bo’lgani uchun (3) ham a tekislikning tenglamasi bo’ladi. 
Teorema isbot bo’ldi.

Tekislikning (3) tenglamasini uning umumiy tenglamasi, deb ataymiz.
Misol. h = <2,2,3} vektorga perpendikulyar bo’lib, A/0(l,i,i) nuqtadan 

o ’tgan tekislik tenglamasi tuzilsin.
Yechish. (4) ga asosan

2<jr-l)+20’-l)+  3(z-l)= 0
yoki



3-teorema. Agar ikki A xx +  B , y  + c , z  + D ,  = 0 va A 2x  + B 2y  +  c 2z  +  D 2 = 0

tenglamalar bir tekislikni ifodalasa, u holda bu tenglamalarning mos 
koefiitsientlari o ’zaro proportsional bo’ladi.

Isboti. Haqiqatan, agar teorema sharti o’rinli bo’lsa, u holda 
n, =  } va n 2 =  {Л2,В2,С,} vektorlar berilgan tekislikka
perpendikulyar bo’ladi, demak, ular o’zaro kolleniar. Vektorlarning 
kolleniarlik shartiga ko’ra, a1,b1,C1 sonlar Al,B„cl sonlarga 
proportsional bo ’ladi. Agar proportsionallik koeffitsientini /1 desak, 

A2 = a,/j,b2 = B,fi,c2=c,M . Agar M0ix0,y 0,z0') tekislikning ixtiyoriy 
nuqtasi bo’lsa, u holda uning koordinatalari har bir tenglamani 
qanoatlantiradi, ya’ni A,x0 + B,y0 +Ctz0 + D, = 0 va
A2x0 + B2y0 + c 2z„ + d2 =0 bo ’ladi. Agar ulaming birini ц ga ko’paytirib, 
ikkinchisidan ayirsak 
d2 -  D,fi = 0 hosil bo’ladi. Bundan esa,

Ai _ ^2__ £г_ _ £г_ _
A ,  ~  В ,  C ,  D ,

kelib chiqadi.

1.3. Tekislikning kesmalardagi tenglamasi. M a’lumki, a , b , c , d  

koeffitsientlar bir vaqtda nolga teng bo’lmaydi. (3) tenglamada bu 
koeffitsientlaming ayrimlari nolga teng bo’lgan bir necha hususiy hollami 
ko’rib chiqaylik.

1) D  = 0 ; tenglama A x  + B y  + Cz = 0  ko’rinishga keladi. Bu 
tenglamani x  = 0 , y  = 0 , z  = 0  sonlar qanoatlantiradi,ya’ni tekislik 
koordinatalar boshidan o ’tadi.

2) S=0 ; tenglama A x  +  B y  + D  = 0 ko’rinishda bo’ladi. Bu 
tekislikning normal vektori n = { A , B , 0 )  z  o ’qiga 
perpendikulyar , demak, tekislikni o ’zi shu o’qqa parallel 
o ’tadi.

3) в  = 0,c = 0 ; bunda A x  +  D  = 0 ga ega bo’lamiz. Uning normal 
vektori n = {/1,0,0} у  va z o’qlariga peфendikulyaг , и holda 
tekislik O y z  tekisligiga parallel o’tadi. Hususan, agar £> = 0 
bo’lsa, x = 0 hosil bo’lib, bu tekislik O y z  koordinatalar tekisligi 
bilan ustma-ust tushushiga ishonch hosil qilamiz.

Yuqoridagidek fikr yuritib, Ax + Cz + D = 0 tenglama у  o ’qiga 
parallel tekislikni, By+Cz + D = 0 tenglama x o ’qiga parallel tekislikni 
aniqlashiga ishonch hosil qilamiz. Bularning hususiy holi sifatida, y  = 0 
tenglama O x z  koordinatalar tekisligining, z = 0 esa O x y  tekisligining 
tenglamasi ekanligini ko’ramiz.



4) A , B , C , D  koeffitsientlaming birortasi ham nolga teng 
bo’lmasin. U holda ozod hadni tenglikning o ’ng tomoniga 
o ’tkazib, tenglamani -D  ga bo’lib yubqramiz:

By

yoki
I-*-*--D D 
' A В

Agar 0 = = = belgilashlar kiritsak,

x  у  z  , 

a b c
hosil bo’ladi. (6) tenglamani tekislikning kesmalardagi tenglamasi, deb 
atashadi.

(6)

1.4. Tekislikning normal tenglamasi. Faraz qilaylik, bizga n tekislik, 
uning normali n va koordinatalar boshidan- tekislikkacha bo’lgan 
masofa p berilgan bo’lsin.

43-rasm. 44-rasm.
n  vektoming koordinata o ’qlari bilan tashkil e^gan burchaklari a,p,y 
bo^lsiir. Agar гГ0 n vektoming osti bo’lsa  ̂ li holda |l n„ = £oSa,-Co$fi,ih>Syy 
bo’ladi. Tekislikning siljuvchi nuqtasini desak, unirfg- radras-
vektori ом  = {r,y,z}bo’ladi. i1'.

43-rasmdan ko’rinadiki, n p ^ O M  = p .  Ma’lumki) ,

n p - a О М  =  |Я01 - п р - а О М  =  n 0 о О М  =  x C o S a  +  y C o S f i  +  z C o S y  .

Bundan,
x C o S a  + y C o S f i  + z C o S y  -  p  = 0 . (7)

(7) tenglama tekislikning normal tenglamasi, deyiladi.
Agar tekislikning tenglamasi (3) ko’rinishda berilgan bo’lsa, uni 

normal tenglamami yoki yo’qligini
p = ̂ [AГ+B*TcT (8)

ifodaning qiymatiga qarab aniqlaymiz: agar ц = I bo’lsa,(3) normal teng­
lama bo’ladi, aks holda (3) ni + p.  ga bo’lib



hosil qilamiz. Bu tenglama normal bo’lishi uchun endi (9) dagi 
ishoralardan birini ozod had D ning ishorasiga teskari qilib olinsa 
kifoya. (3) tenglama ц ifoda yordamida normal ko’rinishga keltirilgani 
uchun \ /и  ni normallovchi ko’paytuvchi, deb atashadi.

1.5. Tekislikka doir ayrim masalalar.
1.Nuqtadan berilgan tekislikkacha bo’lgan masofa. Faraz qilaylik, к 

tekislik va unda yotmagan biror M 0(x„,.y0,z 0) nuqta berilgan bo’lsin. M 0 
nuqtadan я  tekislikkacha bo’lgan d  masofani topish talab qilingan 
bo’lsin.

Berilgan tekislikning normali n„ ni qurib olamiz. Agar M0 nuqta va 
koordinatalar boshi л tekislikning har xil tomonlarida joylashgan bo’lsa, 
u holda M 0 nuqtaning n  tekislikdan chetlanishi, deb s  = + d  ga, aks 
holda s  = - d  ga aytamiz.

M0 nuqtani normalga proektsiyalaylik. U holda 44-rasmdan 
ko’rinadiki,

2. Ikki tekislik orasidagi burchak. Faraz qilaylik, bizga 
Д , : A , x  + + C , z  + D ,  =0 va Л 2 : A 2x  t  B2j ’ + C , z + D 2 = 0  tekisliklar berilgan 
bo’lsin. Nt = ц , в , , с , va N 2 = {Л1,В2,С2} berilgan tekisliklaming normal 
vektorlar!. 45-rasmdan ko’rinadiki, tekisliklar orasidagi burchak ulaming 
normallari orasidagi burchakka teng. Shuning uchun normal vektorlar 
orasidagi burchakni qiditamiz. Ma’lumki,

S  = PQ = OQ -  OP, OP -  p, OQ -  пр^ OM{
ekanligini e ’tiborga olsak,

S  =  n p ^  O M 0 - p , п р ^  О М = x 0C o S a  + y 0C o S ( )  + z aC o S y

bo’lgani uchun
6  = x 0C o S a  +  y 0C o S P  + z 0C o S y  -  p ( 10)

formulaga ega bo’lamiz. U holda
d  =  I x aC o S a  +  y 0C o S f }  +  z 0C o S y  -  p  | .

yoki



А, А-, + В, Вч + CiCi / 11\CoSy = - =  ' - ' =  ( I I )
у Ах~ + В,~ + С,~ ' V + В2̂  ^2*

Agar A,-LAj bo’lsa, P = j  bo’ladi. U holda CoS<p = 0 va (11) ga asosan

a , a 1 + b 1b 2 + c ,c2 =0 . Bu tenglikni tekisliklaming perpendikulyarlik sharti 
deb atashadi. Agar Д, tekislik л 2 tekislikka parallel bo’lsa, u holda N, 

vektor N 2 vektorga kolleniar bo’ladi. Vektorlarning kolleniarlik shartiga 
ko’ra

A  = A  = £ l
A 2 B 2 C 2

bo’ladi. Bu munosabat tekisliklaming parallellik sharti, deb ataladi.
3. Uch nuqtadan o ’tgan tekislik tenglamasi. Bizga д tekislikning 

uchta A/l(jtl,.yl,2liAY2(x2>.y2,22),A/)(xJ,.(/j,z,) nuqtasi berilgan bo’lsin. Agar 
M&,y,z) shu tekislikning siljuvchi nuqtasi bo’lsa, u holda 

vektorlar д tekislikda yotadi, ya’ni ular komplanar
bo’ladi.

MKM =
М , м г =  ^ 1 - х „ у г - у , , z 1 - z , i  

=  {x, - x „ y , - y „ z , - z , }  

ekanligidan va vektorlaming komplanarlik shartidan
-T-x, y - y ,  z - r ,

*1-*| У 2 - У 1 z 2 ~ h  

-*i y>-y, z3-z, 
kelib chiqadi.

§2. Fazodagi to’g’ri chiziq.

2.1. Fazodagi to’g’ri chiziqning umumiy tenglamasi.
Agar berilgan Д, - . A ^  + B ^  + C ^  +  D ,  =  0 va & l : A 1x + B 1y  + C 1z  +  D 1 = 0  

tekisliklar parallel bo ’lmasa, u holda ular to ’g ’ri chiziq bo’ylab kesishadi. 
Shu sababli, fazodagi to ’g’ri chiziqni ikki tekislikning kesishish chizig’i 
sifatida qaraymiz. Demak, fazoda to ’g’ri chiziq quyidagi tenglamalar 
sistemasi bilan aniqlanadi:

\A,x+B,y + C,z + D,=0,
[Л2л + B2y  +  C 2z  +  D 2 =  0.

(12) to ’g’ri chiziqning umumiy tenglamasi deyiladi. Agar A, va д2 
tekisliklar parallel bo’lsa, (12) to ’g’ri chiziqni ifodalamaydi. Demak, 
berilgan tenglamalar sitemasi to ’g’ri chiziqning umumiy tenglamasi 
ekanligini aniqlash uchun nom a’lumlar oldidagi mos koeffitsientlarni 
proportsional emasligini tekshirish kerak ekan.



Bir to ’g’ri chiziq bo’ylab cheksiz ko’p  tekisliklar kesishadi. Bunday 
tekisliklarni tekisliklar dastasi, deymiz. Agar shu dastaga tegishli ikkita 
tekislikning tenglamasi ma’lum bo’lsa, shu dastaning boshqa tekisligi 
tenglamasi

a ( A , x  + B , y  + C,z + D,)+ f ) ( A 2x  + B 2y  + C , z  + D1)=0 (13)
bo’ladi.

B*irtgar ishonch hosil qilish uchun, aw al (13) tenglama (ekanligini 
tekshiraylik. Buning uchun, (13) ni quyidagi ko’rinishda yozib olamiz :

( a A ,  + A 2P ) x  +  (a B , + р В 2 ') у  +  (аС, + р С 2 У: +  (a D , + P D 2) = 0.

Agar bir vaqtda a A ,  +  рл2 = о.ай, + рв2 = о,аС, + рс2 =  о bo’lsa, u holda

А г  В 1 С 2 а

bo’ladi. Bu esa dastlabki farazga zid, chunki bu holda д, va д2 
tekisliklar parallel bo’ladi va ular to ’g’ri chiziqni ifodalamaydi. Bu 
ziddiyat (13) tenglama ekanligini ko’rsatadi. Bu tenglama 1-darajali 
tenglama bo’lgani uchun и tekislikni ifodalaydi.

Agar a , p  laming biri, masalan a ^ O  bo’lsa, и holda (13) ni quyidagi 
ko’rinishga keltirish mumkin;

(A , x +  B l y  +  C i z  +  D l ' ) + M A 1x + B 2y  + C 2z  +  D 2 ') = 0.

2.2. To’g’ri chiziqning kanonik va parametrik tenglamalari. Bizga 
fazoda to ’g’ri chiziqning biror M a ( x „ , y 0 , z 0 )  nuqtasi va unga parallel 
bo’lgan a = p,m,n} vektor berilgan bo’lsin. Faraz qilaylik, A-/(x,y,z) to ’g’ri 
chiziqning siljuvchi nuqtasi bo’lsin. U holda a va M0M vektorlar 
parallel bo’ladi. Vektorlaming kolleniarlik shartiga ko’ra

x-xp _ У~Уо _ z - z 0 (14)
/ т е л

kelib chiqadi . a vektor M nuqtaning to ’g’ri cliiziqda bo’lishini 
ta’minlagani uchun uni to ’g’ri chiziqning yo’naltiruvchi vektori, deb 
atashadi. (14) ni to ’g’ri chiziqning kanonik tenglamasi, deb ataymiz.

Agar to ’g’ri chiziq umumiy tenglamasi bilan berilgan bo’lsa, uning bu 
tenglamasini kanonik ko’rinishga keltirsa bo’ladi. Haqiqatan, bizga (13) 
berilgan bo’lsin. Bu sistemani aniqlaydigan tekisliklarni mos ravishda д, 
va Д;, deb belgilaylik. Ulaming normal vektorlari я, = ц .в ^ с ,}  va 
я, = {A 2 , b 2 , c 2 } bo’ladi. T o’g’ri chiziqning kanonik tenglamasini tuzish 
uchun: 1) uning biror M 0 i x a , y o , z o ') nuqtasini bilish kerak; bu nuqtani 
topish uchun (13) dagi nom a’lumlardan biriga qiymat berib, masalan 
z =  z„ deb, (13) sistemani x  va у  larga nisbatan yechib, x  =  x 0 , y  =  y 0 lami 
topamiz; 2) to ’g’ri chiziqning yo’naltiruvchi а = vektorini topish 
kerak; qaralayotgan to ’g’ri chiziq ikki tekislikning kesishish chizig’i 
bo’lgani uchun, и Я, va n2 vektorlarga peфendikulyar bo’ladi. Shuning

too



uchun, a vektor sifatida n, va h1 vektorlarga perpendikulyar bo’lgan 
ixtiyoriy vektomi, shu jumladan, ulaming vektor ko’paytmasini olish 
mumkin, ya’ni а = й,хй2 .

Misol . Berilgan to ’g’ri chiziqning kanonik tenglamasini tuzing:

f3jr + 2>- + 4 z -1 1  = 0,
\2x + y - l z - \  = 0.

Yechish . Agar xa = l desak, sistemadan y 0 = 2 , z0 = l kelib chiqadi 
,demak, M00,2,1) ekan. Endi yo’naltiruvchi vektomi topamiz. Sistemadan 
n, = {3,2,4),h1 = {2.1, - 3> lami aniqlaymiz. U holda а = п, хйг = {-10,17,-1} 
bo’ladi, bundan / = -!0 ,т = 17,и = -1 lar topiladi. Bularni (14) ga olib borib 
qo’ysak:

J t - l  y - 2  z - l  
-10 17 -1

Agar (14) dagi nisbatlami t  ga tenglasak:

_  У - У о  _  z - z „  ._ -  _ I ,
I m n

bundan

X  = x0 + It,

■y = y „  + m t ,  (15)
z  = z D +  n l

kelib chiqadi. (15) ni to ’g’ri chiziqning parametrik tenglamasi deb 
atashadi, t  bu yerda parametr rolini o’ynaydi. To’g’ri chiziqning 
parametrik tenglamasi odatda to ’g’ri chiziq bilan tekislikning kesishish 
nuqtasini topish masalasida ishlatiladi.

Misol . = = to’g’ri chiziq bilan 2x + y  + z - €  = 0

tekislikning kesishish nuqtasini toping.

Yechish . Avval to ’g’ri chiziqning parametrik tenglamasini tuzib 
olamiz:

x  =  2  +  t , y  =  3 +  t , z  =  4  + 2 l .

Endi bulami tekislik tenglamasiga olib borib qo’yamiz:

2(2 + 0+ 0+ 0+  (4 + 2/)-  6 = 0.



Bundan / = -1 topiladi, bu qiymatni parametrik tenglamasiga qo’yib 
x = \,y = 2,z=2  larni topamiz.

2.3. To’g’ri chiziqga doir ayrim masalalar. Faraz qilaylik, to ’g’ri 
chiziqning ikki Mi^ , y i,z,'),Mlix2,y2,z1) nuqtasi berilgan bo’lsin. Bu to ’g’ri 
chiziqning yo’naltiruvchi vektori sifatida a = M,M2 vektorni olish 
mumkin. Agar M(x,y,z)  nuqta to ’g’ri chiziqning siljuvchi nuqtasi bo’lsa, u 
holda, M,M va a vektorlar parallel bo’ladi. Berilgan koordinatalarga 
ko’ra,

M , M  =  { x - x l , y - y l , z - z l )

a = i c 2 - x n y 2 - y „ z 2 - z l }

Vektorlarning kolleniarlik shartiga ko’ra:

* - * i  _  У -У , __ z - z ,
* 2 - x ,  У г-У , z2 ~ h '

Oxirgi tenglik ikki nuqtadan o ’tgan to ’g’ri chiziq tenglamasi deb ataladi.

Endi faraz qilaylik , bizga

x - x L=y - y L=z - z L va = =
/, m, л, l2 m2 n2

to ’g’ri chiziqlar berilgan bo’lsin. Ular orasidagi burchak ulaming 
yo’naltiruvchi vektorlari a, = },a = f2,m1,n2}orasidagi burchakga teng.
Shu sababli,

CoSq> = = //; +m,m1 +п,пг
Hi||5j| ф *  +т,г + л ,1 ■ *J/22 +m2 + n ,2

bo’ladi. Agar to ’g’ri chiziqlar peфendikulyar bo’lsa, и holda 
<p~ ,̂CoS<p = 0 , shu sababli, /,/, + m,m2 + n,n2 =0 bo’ladi. Bu tenglikni 

to ’g’ri chiziqlaming perpendikulyarlik sharti, deb ataymiz. Agar to ’g’ri
I fft Пchiziqlar parallel bo’lsa, a,,a2 laming kolleniarlik shartidan -  = —  =
h  m2

kelib chiqadi . Bu tenglik to ’g’ri chiziqlaming parallellik sharti, deb 
ataladi.

Bizga x ~ x ° -- ? ~A'0 = z ~ z° to ’g’ri chiziq va A x  +  B y  +  C z  +  D  =  o



46-rasm.

46-rasmdan ko’rinadiki, to ’g’ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchak a 
va yo’naltiruvchi vektor bilan tekislikning normal vektori orasidagi
burchak <p lar yig’indisi a + <p = y ,  bundan a = -̂-<p yoki <p = ̂ - a  . Shu 

sababli , <p ni topsak kifoya. Demak,

C o S / p  = S i n a  =
A t  +  B m  +  C n

■Ja 1 + B 2 + C 1 ■ y j l 1 + Г П 1 + n 1 ‘

Agar to ’g’ri chiziq tekislikka parallel bo’lsa, u holda yo’naltiruvchi 
vektor normalga perpendikulyar bo’ladi, shuning uchun

A l  + В т  + Cn = 0

bo’ladi. Bu tenglik to ’g’ri chiziq bilan tekislikning parallellik sharti 
deyiladi. Agar to ’g’ri chiziq bilan tekislik perpendikulyar bo’lsa, u holda 
yo’naltiruvchi vektor bilan normal vektor parallel bo’ladi. U holda to ’g’ri 
chiziq bilan tekislikning perpendikulyarlik sharti

l  m  n

bo’ladi.

§3. Ikkinchi tartibli sirtlar.

3.1. Umumiy tushunchalar. Fazodagi biror Dekart koordinatalar 

sistemasida x,y,z larga nisbatan

а и х г +  2 a a x y  +  a 21y 2 + 2 a n x z  +  2 a 13y z  +  o , ,z 2 +

+ 2al4x+2a2iy  + 2a„z + a)t =0 (1)



tenglamani qanoatlantiradigan nuqtalar to ’plami ikkinchi tartibli sirt 

deyiladi. 2-tartibli sirtlarga masalan: sfera, ellipsoid, giperboloid,, 

tsilindrlar, konuslar yoki bir qancha aylanma sirtlarni misol qilib keltirish 

mumkin. Biz bu paragrafda aynan ana shu sirtlar bilan tanishamiz.

3.2. Sfera. Sferaning ta’rifi va uning kanonik tenglamasi l-§  da 

berilgan edi: markazi O , ( x 0 , y 0 , z 0 ) nuqtada, radiusi r  bo’lgan sferaning 

kanonik tenglamasi

(*-*0)2 . + (y -y„?  + ( z - z 0)2 = r 1

edi.
z

47-rasm.

Misol. x 2 + y 2 + z 2 + 2 x  +  4 y - 2 0  = 0 tenglama bilan berilgan sferaning 

markazi va radiusi R topilsin.

Yechish. x 2 + y 1 + z 2 + 2x + 4 y  -  20 = 0 dan to ’la kvadrat ajratamiz: 

X 2 + 2 x  +  l  + y 2 + 4 y  + 4  +  z 2 = 2 5  yoki (x + 1)J + (y + 2)2 + z 2 = 5 2 .

Demak: 0 i(-l; -2; 0) sfera markazi va R= 5 sfera radiusi ekan.

3.3. Tsilindrik sirtlar.

Ta’rif. Fazoda yo’naltiruvchi, deb atalgan Z-chiziqni kesib o ’tuvchi va 

biror / to’g’ri chiziqqa paralel bo’lgan barcha to’g’ri chiziqlardan hosil 

bo’lgan sirt tsilindrik sirt, deb ataladi.



Yasovchisi OZ  o ’qqa parallel bo’lgan tsilindrik sirtning tenglamasi 
F ( x , y )  =  0 bo’ladi. Shuningdek, F { x , z ) =  0 yasovchisi OY  o ’qga parallel 
bo’lgan, F ( y , z )  =  0esa yasovchisi OX o’qqa parallel bo’lgan sirtni 
aniqlaydi. F ( x , y )  = 0 , F ( x , z )  = 0 , F ( y , z )  = 0 tenglamalar mos ravishda 
XOY, XOZ, YOZ tekisliklardagi egri chiziqlami ifodalaydi va ular 
tsilindrik sirtlaming yo’naltiruvchilari, deyiladi.

Quyidagi yasovchilari OZ o’qqa parallel bo ’lgan eng muhim tsilindrik 
sirtlami ko’ramiz. Ulaming yo’naltiruvchilari mos ravishda aylana, ellips, 
giperbola, paraboladan iborat

a) х г + у г =  a 2 - to ’g’ri doiraviy tsilindr 
у 2 v 2

b) —  + ̂ - = 1  - elliptik tsilindr 
a  b

xJ v2v) —  -  = 1 - giperbolik tsilindr 
a  b

g) y 2 = 2 p x  - parabolik tsilindr

49-rasm.



3.4. Konus sirt.
Ta’rif. Fazoda yo’naltiruvchi, deb atalgan L chiziqni kesib o’tuvchi va 

berilgan R nuqtadan o’tuvchi barcha / to ’g’ri chiziqlardan hosil bo’lgan 
sirt konus sirt (yoki ikkinchi tartibli konus), deb ataladi.

50-rasm.

R nuqta - konusning uchi, L —yo’naltiruvchisi va l yasovchisi, deb 
ataladi.

Misol. Uchi koordinatalar markazida yotgan va yo’naltiruvchisi L 
ellips bo’lgan:

f z = c
L:< _ j konus tenglamasi tuzilsin.

l a 2 b1
Yechish. Faraz qilaylik, M (x ',y ' ,c )  L  ning ixtiyoriy nuqtasi bo’lsin, u

holda konusning yasovchi (Ҳ0;0;0) va M(x',y',c) nuqtalardan o ’tgan
to ’g’ri chiziq b o ’ladi. Uning fazodagi kanonik tenglamasini topamiz:

x - 0  у - 0 - -0 ,. * У _ z----- = - —  = ------ yoki — = —jc'-O y'-O с -  0 x у  с

Bundan:

, cx  , cy
x’= — ; y  = —  

z z

lami topib olib, yo’naltiruvchi L ning tenglamasiga qo’ysak, quyidagi
tenglama hosil bo’ladi:

c V  c 2y 2 . .  x 2 y 2 z 1------+ —?— =1 yoki —— + --------= 0
a 2z 2 b 2z 2 a b с 2

Bu ikkinchi tartibli konusning tenglamasi, deyiladi. Agar bunda a=b 

deb olsak, yo’naltiruvchisi , Z , ° , I a- radiusli aylana bo’lgan to’g’ri
* + У  = a 2 j

aylanma konus hosil bo’ladi, uning simmetriya o’qi OZ dan iborat 
bo’ladi:



— + ^—- — = 0 
а1 а 2 с1

Shuningdek, o’qlari OY va OX koordinata o ’qlaridan iborat va uchi 
koordinatalar markazida yotuvchi ikkinchi tartibli konuslaming 
tenglamalari mos ravishda

x 2 У2 z2 n y2 z2 n
a b c  a b c

bo’ladi.

3.5. Aylanma sirtlar. .
Ta’rif. Biror L chiziqning / o ’q atrofida aylanishidan hosil bo’lgan 

nuqtalar to’plami aylanma sirt, deyiladi. L- chiziq aylanma sirtning 
medianasi, /- (chiziq) o’q esa uning aylanma o’qi, deyiladi. Biz aylanish 
o ’qlari OZ, OY, OX- o’qlaridan iborat bo’lgan hollar bilan 
chegaralanamiz.
1) Aylanish o ’qi OZ o ’qidan, L- medianasi esa OYZ tekisligida yotgan

F ( y , z )  =  01 

x  =  0  j

tenglamali tekis chiziq bo ’lgan sirt tenglamasini tuzaylik.
Z
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M(x,y,z)- aylanma sirtning ixtiyoriy nuqtasi bo’lsin, M  nuqta orqali 
OZ o’qiga perpendikulyar qilib Q tekislik o ’tkazaylik, Q tekislikda 
aylanma sirtning markazi 0,(0,0,z) bo’ladi. L chiziqda P(Q,y^z) nuqta 
olaylik. U holda |0,Л/| = |0| /,| = |у,| bo’lgani uchun

IО, M , |= V(-*-  0 )2 +  O ' -  0 )2 +  (z  -  z f  =  +  /



\У, 1= 'J*2 + / ;  У, = ±у[хГ+ У

P(0 ,yx,z)  nuqta L- medianada yotgani uchun, uning tenglamasini 
qanoatlantiradi, ya’ni F(y,,z) = 0 o’rinli bo’ladi.

Bundan ushbu tenglama hosil bo’ladi:

Ғ(±4хГ+ у Г* )=  0.

2) Agar F(y,z)=0, x = 0  L- medianani OY  o’qi atrofida aylantirilsa, u 
aylanma jismning tenglamasi quyidagicha ko’rinishda bo’ladi.

F (y ,±4x '+z')  = 0 (2)

3) Agar F(x,y)=0, z = 0 L- mediana OX o’qi atrofida aylantirilsa va 
bundan hosil b o ’lgan aylanma jismning tenglamasi quyidagi ko’rinishda 
bo’ladi:

F (* ,± V /+ z 2) = 0. (3)

3.6. EUipsoidlar.

1. Aylanma ellipsoidlar.

x1 z 1a) Agar XOZ tekisligida berilgan —r  + - r = l  ellipsni OZ o’qi atrofida
а с

aylantirsak, tenglamasi quyidagi ko’rinishda bo’lgan aylanma ellipsoid 
hosil bo’ladi:

X1 y 2+z 1 , . .  x1 y 2 z 2 , . . .— r  =1 yoki —  + ̂ +  — =1 (4)
а с  а с с

b) Agar shu ellipsni OX o ’qi atrofida aylantirsak ushbu aylanma ellipsoid 
hosil bo’ladi va h.k.

x 2 +  v 2 z 2 . . x1 y 1 z1 /C 4— - f -  + — = \ yoki — + *-  + — =1 (5)
а с  а а с

s) Agar (4) yoki (5) da a=s deb olsak:

x2+y2+ z2= a2 (6)

sfera hosil bo’ladi.

2. Elliptik ellipsoid. Tenglamasi:

J + £ + 7 =1 (7)a b c
ko’rinishida berilgan sirt fazoda elliptik ellipsoid, deyiladi.



У  X  + Z  . X  у  z
1? +^ ~ =х ^  + 77 + ^  = 1о с  a b c
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3.7. Giperboloidlar.

1. Bir pallali aylanma giperboloidlar.
2 2

a) UOZ tekislikda berilgan = ^ --^ -= 1  giperbola OZ o ’qi atrofida
b с

aylantirilsa, tenglamasi quyidagi ko’rinishda bo’lgan bir pallali aylanma 
giperbolik sirt hosil bo’ladi:

x2 + y 2 z2 x1 y 2 z2
— -------r =1 y okj ~ r i------г = ^b с2 b2 b2 c 2

x 2 V2b) Agar Л'О)' tekislikda b e r ilg a n ----- —  = 1 giperbola OK- o’qi atrofida
a2 62

aylantirilsa, tenglamasi quyidagi ko’rinishda bo’lgan bir pallali aylanma
giperbolik sirt hosil bo’ladi:

х г + z 2 у 2 . .  jr2 z 2 y 2— ----- £ - = 1  yoki _  + = i
a b a с b

x 2 z2s) Agar A'OZ tekisligida berilgan — — -  = 1 giperbola OZ o’qi atrofida
a с

aylantirilsa, tenglamasi quyidagi ko’rinishda bo’lgan bir pallali aylanma 

giperbolik sirt hosil bo’ladi.



2. Bir pallali elliptik giperboloidlar.
Tenglamalari quyidagi ko’rinishda berilgan sirtlar bir pallali elliptik 

giperboloidlar, deyiladi:

£ l + 2L _ £ l  = l
2 l 2 2a b c

a ° c\X2 y 1 2' . 
— Г + ТГ + — = 1 a b c

Bu sirtlar mos ravishda z~h, y=k, x=t  tekisliklar bilan kesilsa, 
kesimda ellipslar hosil bo’ladi.

z z
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3. Ikki pallali aylanma giperboloidlar. a) Agar YOZ tekisligida
v1 z 1berilgan - 2 - - 2 = 1 giperbola OY  o’qi atofida aylantirilsa, tenglamasi 
b с

quyidagi ko’rinishda bo’lgan ikki pallali aylanma giperboloid hosil 
bo’ladi:

Z l_ ^ l± £ l = i yoki 2! l_£l_£l=1 
b1 с2 Ь' с' сг

b) Shuningdek XOY tekisligida berilgan iL_Z _= i; va XOZ tekisligida
b с

2 2

b e r ilg a n -----+ — = i giperbolalar mos ravishda OX va OZ  o’qi atrofida
a 2 c 2

aylantirilsa, quyidagi ko’rinishdagi ikki pallali giperboloidlar hosil bo’ladi:
f l - У - - 2- = х  
а г Ь1 b1

НО



Tenglamalari quyidagicha ko’rinishda berilgan sirtlar fazoda ikki 
pallali eliptik giperboloidlar, deyiladi:

^ “ ^ “ 7 = ly 0 k ia b c  a

a b c  a b c

Quyida OY  o ’qi atrofida aylantirilishdan hosil bo’lgan
JC* V* Z*—  -  + — = -1 ikki pallali aylanma giperboloid va
a1 b2 с
x 2 v2 z2—  -^ 7  + — = -  I ikki pallali elliptik giperboloidlar shaklini keltiramiz: 
a b c

54-rasm.

3.8. Paraboloidlar.

1. Aylanma paraboloidlar.

a) Agar XOY  tekisligida berilgan y 2 =2px  parabola OX o’qi atrofida 
aylantirilsa, tenglamasi quyidagicha ko’rinishda bo’lgan aylanma 
paraboloid (sirt) hosil bo’ladi:

y 2 + z 2 = 2px

Agar bu sirtni x = h tekislik bilan kessak, kesimda y 2 + z 2 = 2ph aylana 
hosil bo’ladi.

in



b) Shuningdek XOZ  tekisligida berilgan x2 =2pz  parabola va YOZ 
tekisligida berilgan z 1 = 2py parabolani mos ravishda OZ va OY  o ’qlari 
atrofida aylantirsak, quyidagi aylanma paraboloidlar, deb ataluvchi sirtlar 
hosil bo’ladi:

y 2 + x =2 pz x 2 + z 2 = 2 py .

2. Elliptik paraboloidlar. Tenglamasi umumiy holda quyidagicha 
ko’rinishda berilgan sirtlar elliptik paraboloidlar, deyiladi.

x у— + — = 2z

—  + — = 2y 
P Я

* l  + £ l - 2*.
P 4

Quyida QZ  o’qi atrofida aylantirishdan hosil bo’lgan y 2 + x2 = 2  pz  va
jcz y 2—  + —  = z elliptik paraboloidlarning shaklini keltiramiz:
2 p 2 q
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3. Giperbolik paraboloidlar. Tenglamasi umumiy holda quyidagi 
ko’rinishda berilgan sirtlar giperbolik paraboloidlar, deyiladi.

- — ^ - =  2z — -  — = 2y ^— — = 2x 
p  q p  q p  q

yoki bu tengliklar odatda quyidagi ko’rinishda yoziladi:



х _ у _ _  Z __£_-
2р  2  q  2 р  2 q  ^  2 р  2  q

Quyida --------=  z  giperbolik paraboloid shaklini keltiramiz. Agar sirtni
2  q  2  p

v 1 X 2
z  = h  tekislik bilan kessak, kesimda —---------- = 1 giperbola; x = 0

2q h  2 p h

tekislikda y 2 = 2 q z  parabola; >» =  0 tekislikda x 1 = 2 p z  parabola va

nihoyat z  = 0 tekislikda ——  —  =  0 yoki — -  —  =  0 yoki
2 q  2 p  q  p

-¥= + -^=\ =0 tenglamaga kelamiz. Bundan — £= = 0 va 
ч Р '  v ?  y P

-¥=+-i= = 0 tengliklar kelib chiqadi. Bular y  = ± l—x koordinatalar 
л/9 \ P  M p

boshidan o ’tuvchi to ’g’ri chiziqlami beradi. Bu degan so’z sirt XOU 
tekisligini shu ikki to ’g’ri chiziqlar bo’ylab kesib o’tadi.

z
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Giperbolik paraboloidlami umuman to’g’ri chiziqlardan tashkil topgan 
sirt ekanligini isbotlash mumkin.



§4. Ikkinchi tartibli sirt tenglamalarini 
kanonik ko’rinishga keltirish.

Ikkinchi tartibli sirtlaming umumiy
а п х г +  2  а п ҳ у  +  а г г у г +  2 a l3x z  + 2  a 23y z  +  o33z 2 +

+  2 a l4x  +  2 a l t y  +  2a34z  +  =  0 (1 )  

tenglamasini kanonik ko’rinishga keltirish masalasi ancha murakkab. U 
invariantlar, deb ataluvchi sdnli parametrlar yordamida murakkab 
mulohazalar asosida amalga oshiriladi. Biz bu yerda nisbatan sodda, 
ishlatishda qulay ikki usulni ko’rib chiqamiz. Bu ikkala usulni xususan 
ikkinchi tartibli chiziqlarga ham qo’llash mumkin ekanligini e’tiborga 
olib, umumiy mulohazalami ikkinchi tartibli n  -ta o ’zgaruvchili 
tenglamalar uchun bajaramiz.

1. Agar (1) da

munosabatlar bilan berilgan biijinsli x „ x 2 , x 1 , x i  dekart koordinatalarga 
o ’tsak, bu tenglama quyidagi ko’rinishni oladi:

Ф(ДС„ДГ1,Д(з,ДС4) = 0, (2)
bu yerda

X f  )  =  ЯцХ , +  2 o i2X lX 2 +  @22*2 ^ a n * l X i +  2 0 2 3 *2 *3  ^

+  a „  x 32 +  2 а 1лх , х л +  2 a u x 2x t  + 2 а и х 3х ,  +  а м х ]  (3 )  

o ’zgaruvchilariga nisbatan biijinsli ko’phad, biz uni kvadratik forma deb 
ataymiz. Ayonki, agar x4 = 1 desak:

ф (х , , X 2 ,  X ,  ,1) =  F ( x ,  y ,  z )  

bo’ladi, bu yerda F ( x , y , z ) -  (1) ning chap tomonidagi ifoda. Shuning 
uchun (2) uchun chiqarilgan har qanday xulosa (1) uchun ham o’rinli 
bo’ladi.

Faraz qilaylik, bizga

(4)(=1 ,=1
kvadratik ifoda berilgan bo’lsin. Maqsad, shunday

< = U ,•••,«, (5)
1

chiziqli almashtirish bajarish kerakki, natijada (4) quyidagi kanonik 
ko’rinishga kelsin:

Ф'=А,х'2,+Л1х'1+... + Л'Х'гг , (6)
bu yerda л,,..., A, noldan farqli o’zgarmaslar.

Qilinadigan mulohazalar yanada tushunarli bo’lishi uchun avval ikki 
o ’zgaruvchili kvadratik ifodani ko’raylik:



Ф  = а п х? +  2  а 12х ,х 2 + 0 ^ x 1 .
Faraz qilaylik, bu ifodaga kamida bitta kvadrat qatnashgan had kirsin, 

ya’ni a„ va au koeffitsientlaming kamida biri noldan farqli bo’lsin. 
Umumiylikni buzmagan holda, a,, *0  deyish mumkin, chunki aks holda, 
o ’zgaruvchilar tartibini aJmashtirib, shu natijaga kelsa bo’ladi. U holda

Ф = a,11 JC,2 + —  x,x2 j + a2!x 2 = <3„f ДГ, + ^ £ l ]  - ^ j : 2 +a22xl

yoki

deb yozish mumkin. 
Agar

a,-
•■iil ^

Х,=Х,+—̂Х̂  , X-> = X,

deb chiziqli almashtirish bajarsak, berilgan ifoda quyidagi kanonik 
ko’rinishga keladi:

Ф '=  Л, x ’f  + Л г х ' 1 ,

bu yerda Я, = a „ ,  Я2 = a"a22—
G \ \

Yuqorida biz an =a22= 0 bo’lmasin, deb faraz qilgan edik. Agar 
berilgan ifodada an = a u =0  bo’lsa, ya’ni ifoda

Ф  =  2 a 12x , x 2

ko’rinishda bo’lsa (bu yerda a12 * 0 bo’lishi shart, aks holda ifoda aynan 
nolga teng bo’lib qoladi), u holda

. X t + x 2 . JC, -  x 2 , . , . . .

xi = — 2—  ’ *2 =— 2 ’ yaiU x' = x ' +x* ’ x2 = x, ~ x2
desak:

Ф '=  2 a 12<jt'f —jc'| 3 =  2 a n x ' i  - 2 a l2x ’l  =  Ajjc'f+Aj*'2, 

bo’ladi, bu yerda Я, = 2 ai2, Aj = -2 a l2.
Endi umumiy holga qaytaylik. Agar (4) da kvadratli hadlar 

qatnashmagan bo’lsa, ya’ni barcha a,, = a22 =... = am = 0 bo’lib, masalan 
av Ф 0 bo’lsa (bunday koeffitsient albatta mavjud, chunki aks holda ifoda 
aynan nolga teng bo’lib qoladi), u holda

, X,+Xj . X,-Xj
x' = . x) = ~ ^ r~  . (7)

x k  = x t , k *  i , k  Ф  j , , . 

к ifodj
hadni, ya’ni kvadratli hadlami hosil qilamiz. Shu sababli, (4) ifoda
almashtirish bajarib, kvadratik ifodadagi 2a ljx lx j  had o’rniga 2 a tJx ' ] - 2 a 0 x ' 2j



kamida bitta kvadratli hadni o’z ichiga oladi, deb faraz qilish mumkin. 
Xuddi yuqoridagidek, umumiylikni buzmagan holda, a„ *  0 deyish 
mumkin.

Ф  ifodaning ichidan x ,  qatnashgan barcha hadlami ajratib olaylik:
“ i i-x ?  +  2 a 12* 1*2  +  -  ■ +  2 a ,„ * i* „ . ( * )

Bu yig’indini quyidagi ko’rinishga keltirib olamiz:

Q|| Jr. +
2 a , г 
--  *1*2 +

a n
\

0|2
+ —  X ,  + . . +

*11 «1. ;

+ (*! qatnashmagan barcha hadlar) (**) 

(**) ni kvadratik ifodaga (*) o ’miga olib borib qo’yaylik, u holda 

Ф = °M *1 + — *2 + ••• + — ** + Ф|(*2.*Э.....* J

ifodaga kelamiz, bu yerda ф,- хг,х1,...,х„ larga nisbatan kvadratik ifoda.
Agar

^ 1 2  <*lnx l = J T ,  +  — — x 2 + . . .  +  - ls- x n ,
On “u (8)

JCZ =  х г , х ' ,  = x „ . . . , x ' „

almashtirish bajarsak, Ф kvadratik ifodamiz
Ф ' ^ п ^ + Ф , ^ ,  ...,x„)

ko’rinishga keladi.
Agar Ф[ aynan nolga teng bo’lsa, u  holda keltirish jarayoni to ’xtaydi, 

aks holda yuqoridagi usulni endi Ф, uchun qo’llab, undan bitta kvadrat 
qatnashgan had va n - 2  ta o ’zgaruvchining kvadratik ifodasini ajratib 
olamiz. Bu jarayonni to kvadratik ifodada faqat o’zgaruvchilaming 
kvadratlari qatnashgan hadlar qolguncha davom ettiramiz. Bu, albatta,
(7) yoki (8) kabi qator almashtirishlar yordamida bajariladi.

2. Ortogonal almashtirishlar usuli. (4) ko’rinishda berilgan kvadratik 
ifodani quyidagicha yozib olaylik:

ф = Z Z < W /  = I > .  2X * / • (9)/=! 7=1 »=1 ŷ =l
Agar bu yerda

x ' i = H a i x J >  '  = (10)

chiziqli almashtirish bajarsak, (9) quyidagi
Ф = = x o  x ' =  XO A x  (1 1 )



ko’rinishga keladi, bu yerda x ° x ' ~  R „  chiziqli fazoning x  =  ( x l , x 2 , . . . , x n ') 

va У=(*'1,дг'1,...,л,я) elementlarini skalyar ko’paytmasi, va A  (10) 
almashtirishning matritsasi:

°,r .

a , .
(12)

ni ' /
Faraz qilaylik, A,, A2,...,A„ lar (12) matritsaning xos sonlari, 

<рх,<рг,...,(рп lar esa (11) ning shu xos sonlarga mos keluvchi ortonormal 
xos vektorlari bo’lsin, ya’ni

А(р,=Х,<рп <p, °p ,= l ,  <p, °<pi =0 ,  i * j ,  i , j  = \ ,2,... ,n.  (13) 
lar R „  da bazis tashkil etadi (2-bob, §6 ga qarang). 

Ixtiyoriy *  e  R„ ni shu bazis bo’yicha yoyilmasi

(14)

(15)

x = jLy,v,ы\
bo’lsin. U holda

n n
4* = '£ }’,ЛР, = £ уЛ9>1 <=1 /=1

bo’ladi. (14) va (15) lami (11) ga qo’ysak, (13) ga asosan:

Ф  =  *  о A x  =  ^  y . t p ,  j о j =  S  Я ’У ?

tenglikni hosil qilamiz.
Endi 2-tartibli sirtning umumiy (1) tenglamasini ko’raylik. Uning 

bosh hadlaridan tuzilgan
Ф  = а,,л2 + 2 a n x y  +  a n y 2 +  2 a i3x z  +  2 a a y z  +  a n z 2 (16)

ifoda x , y , z  ga nisbatan kvadratik ifodadir.
Bu ifodaning matritsasini tuzib olaylik:

Яц an
A  =

11 12 “13
° 2I °21 Qlb

а 32 а 3 1 У

Bu matritsaning

D  =

а11 fl12 ai3
an aiy =  0

xarakteristik tenglamasini yechib, matritsaning xos sonlarini topamiz: 
A,,A2, A,. Ularga mos keluvchi xos vektorlami topish uchun



[("ц-А,)?,+а,2£2+а,3‘? э= 0. 
j  а 1]̂ 1 + (a22 - * 1X 2+ an4y = 0, « =  1 . 2 , 3 ,

|e31£  + а, 2£2 + (a33-Я,Хз = 0, 
b i i j i n s l i  t e n g l a m a l a r  s i s t e m a l a r i n i  t u z i b  o l a m i z .  B u  s i s t e m a l a m i n g  h a r  
b i r i n i  y e c h i m i n i  t o p i b ,  u l a m i  n o r m a l l a s h t i r a m i z .  F a r a z  q i l a y l i k ,  b u

g l =  е̂ 11>е 12’ е 1 з )>  ^ 2  =  ( е 2 ] ' е 22 ’ е 2 з )  > =  ( в 31 >ЙЭ2 >в 33 )

v e k t o r l a r  b o ’ l s i n .  U  h o l d a  ( 1 6 )  f o r m a n i  k a n o n i k  k o ’ r i n i s h g a  k e l t i r u v c h i  
a l m a s h t i r i s h  m a t r i t s a s i

Ч . e21 e31
5 = en *22 ej2

e23 езз>
b o ’ l a d i . B u  a l m a s h t i r i s h n i  b a j a r g a n d a n  s o ’ n g  ( 1 6 )  u s h b u

Ф '=  V ' + A ^ + V 2 
k o ’ r i n i s h g a ,  ( 1 )  e s a  q u y i d a g i

F'(x',y',z') = А 1дг’2 +Л7у '2 +^z'2 +2aHx'+2a1,y'+2ayiz'+ai, = 0 

k o ’ r i n i s h g a  k e l a d i .  V a  n i h o y a t ,  k o o r d i n a t a l a r n i  p a r a l l e l  k o ’ c h i r i b ,  ( 1 )  n i  
u s h b u

Ғ ' " ( * " , > " , * " )  = Л,х"2+Л2 ў ,г+Лэг"2+ аи  = 0  

k a n o n i k  k o ’ r i n i s h g a  o l i b  k e l a m i z .
1-m i s о I 5xz +6xy + 5y2 -1 6 x - l6 y -1 6  = 0 e g r i  c h i z i q n i n g  

t e n g l a m a s i n i  k a n o n i k  k o ’ r i n i s h g a  k e l t i r i n g .
Yechish . B o s h  h a d l a r i n i n g  m a t r i t s a s i

Ч! ?
U  h o l d a  x o s  s o n l a r n i  q u y i d a g i

5 _ Л  3 = 0  v o k i  ,’ 2
3 5 - A

x a r a k t e r i s t i k  t e n g l a m a d a n  t o p a m i z :  A ,  =  2 , A 2 =  8 .

U l a r g a  m o s  k e l u v c h i  x o s  v e k t o r l a r n i  t o p a y l i k .  A v v a l  A ,  =  2  d e y l i k .  U  

h o l d a
г з̂, +3£2 = 0, 
L  з£,+з& = о

s i s t e m a n i  h o s i l  q i l a m i z .  U n i n g  y e c h i m i  (a,-a).  B u n i  n o r m a l l a s h t i r s a k ,  

x o s  v e k t o r  k e l i b  c h i q a d i :  ? , =  < l/ \ / 2 , - l / V 2 >

E n d i  A j  =  8  d e s a k ,
' 3 6 + 3 6 = 0 ,

3 f , - % = 0

= 0 y o k i  A 2 - 1 0 A  + 16 = 0

lie



sistema hosil bo’ladi. Buning yechimi (a ,a). Uni normallashtirib ikkinchi 
xos vektorni topamiz: ёг = <l/V2, l/V2>

ё, va e2 vektorlar ortogonal, chunki ё , = X  ~ X  = 0 ' 
vektordan foydalanib, almashtirish matritsasini tuzaylik:

i / a  У а \ .  
: X a  Y a .

s  =

Demak, berilgan tenglamada
1 , 1 ,x  =  - r = x  +  - l= y

■Л J2
1 , 1 ,

У~ ~ Л Х + Я У
chiziqli almashtirish bajarish kerak ekan. Natijada berilgan tenglama 
quyidagi

2 * ,2 + 8 у 2 - 1 6 - Л / - 1 6  =  0
ko’rinishga keladi. Bu tenglikning ikkinchi va uchinchi hadlarini to ’la 
kvadratgacha to ’ldirsak

2x'2 +8<y'-V2)2 = 3 2  

bo’ladi. Koordinatalarni x"= x \ y ”= y ’- j 2  formulalar bo’yicha parallel 
ko’chirsak:

2x"z + 8  У ' 2 =  3 2  y o k i  —  +  —  =  1 
1 6  4

tenglamaga ega bo’lamiz. Demak, berilgan chiziq ellips ekan.
2-m i s о I . x2 +Sy2 +z 2 + 2xy+6xz + 2yz -6  = 0 sirt tenglamasini kanonik 

ko’rinishga keltiring.
Yechish. Bosh hadlarining matritsasi

'1 1 3'
Л= 1 5 1 

3 1 1,
Xarakteristik tenglamasi

1-Л 1 3 
1 5 -  A 1
3 1 - 1-A

=  0

quyidagi ko’rinishga keladi:
(Л-6ХЯ2- Л - 6 > 0 .

Bundan Л, =6,Л2 =3,Л, = - 2 .  A, = 6 uchun xos vektor

{
-  5 u, +u2+ Зщ = 0, 

и ,- и г +h3 =0,

3 u, + иг — 5 u3 = 0



s i s t e m a d a n  t o p i l a d i :  и = a ( 1 ,2 ,1 ) . U n i  n o r m a l l a y l i k :

A g a r  A j  =  3  d e s a k ,
■ 2i9j + i92 + 353 — 0, 
i9j + 2i9z + 193 — 0,
3i9, + 02 -  2S3 = 0

s i s t e m a  h o s i l  b o ’ l a d i .  U n i n g  y e c h i m i :  9 = U  h o l d a  i k k i n c h i  x o s
v e k t o r

е~г=й г 7 з ;тг]
b o ’ l a d i .

U c h i n c h i  x o s  s o n  A ,  =  - 2  u c h u n

С 3<s>, +a>2 + 3 a } = 0,
-< a>, + 7a>2 +o)j = 0,

L За»! + fi>2 + 3ffl3 = 0 
s i s t e m a n i  y e c h a m i z :  a> =  y ( l ; 0 ; — 1 ) .  U  h o l d a  u c h i n c h i  x o s  v e k t o r

e'3=( i ;0;i  
b o ’ l a d i .

ё,,< ?2 , ё э v e k t o r l a r  o ’ z a r o  o r t o g o n a l  ( b u n i  t e k s h i r i s h n i  o ’ q u v c h i g a  

h a v o l a  q i l a m i z ) .
D e m a k ,  b e r i l g a n  t e n g l a m a n i  k a n o n i k  k o ’ r i n i s h g a  o l i b  k e l u v c h i  c h i z i q l i  

a l m a s h t i r i s h

x =  ~f=x ,+  - 7= y + - = z ' ,
■Д -Д Ve

1 , 2 ,

1 , 1 , 1 ,  г = —г л,+ - г У+-7=г'
V 2  а/З л/6

b o ’ l a r  e k a n .  B u  a l m a s h t i r i s h d a n  s o ’ n g  b e r i l g a n  t e n g l a m a

6 jc' j + 3 v ,2- 2 z '2- 6  = 0  y o k i  + = l
1 2  3

k o ’ r i n i s h g a  k e l a d i .  D e m a k ,  b e r i l g a n  s i r t  b i r  p a l l a l i  g i p e r b o l o i d  e k a n .



I-§ . Umumiy tushunchalar.
1.1.O ’zgaruvchi va o’zgarmas miqdorlar, to’plamlar. Tabiat, fan va 

texnika masalalarida bir miqdoming ikkinchi miqdorga bog’liq ravishda 
o ’zgarishini ko’p kuzatamiz. Shu sababli o’zgaruvchi miqdor tushunchasi 
matematikada asosiy tushunchalardan hisoblanadi.

O ’zgaruvchi miqdor deb, tekshirilayotgan masaladagi kamida ikkita 
qiymat qabul qiluvchi miqdorga aytamiz . Ko’rilayotgan masaladagi 
miqdor faqat bitta qiymat qabul qilsa, u holda bu miqdomi o ’zgarmas 
miqdor deb ataymiz.

Agar o ’zgaruvchi miqdoming barcha qiymatlarini jamlasak, 
o ’zganivchi miqdoming qiymatlari to ’plamini hosil qilamiz. Bu to ’plamga 
kiruvchi qiymatlami to ’plamning elementlari, deb ataymiz.

To’plamlar bosh harflar A,B,C,..., X,Y,..., bilan, ulaming elementlari 
esa kichik harflar a,b,c,..., x,y,..., bilan belgilanadi.

Agar x element A to ’plamga tegishli bo’lsa, uni x e A ko’rinishda 
belgilaymiz, agar tegishli bo’lmasa, u  holda x& A, deb belgilaymiz.

Agar A to ’plamning barcha elementlari В  to ’plamga ham tegishli 
bo’lsa, uni A<=B deb yozamiz, va A to ’plam В to ’plamning qism 
to ’plami, deb ataymiz.

A c В belgi bilan bir qatorda unga tengkuchli bo’lgan B=>A 
belgilashni ham ishlatamiz.

Agar to’plam birorta ham elementga ega bo’lmasa, u holda bu 
to ’plamni bo’sh to ’plam, deb ataymiz va л = 0  ko’rinishda belgilaymiz.

A va В to ’plamlar teng, ya’ni A=B  deymiz, agar A<= В va B e A 
bo’lsa.

Kelgusida biz faqat sonli to’plamlar, ya’ni elementlari sonlar bo’lgan 
to ’plamlar bilan ishlaymiz.

To’plamlar uchun, sonlar uchun bajariladigan qo’shish, ayirish va 
ko’paytirish amallarining barcha xossalariga ega bo’lgan arifmetik 
amallarni kiritish mumkin.

Ixtiyoriy A va В to ’plamlaming yig’indisi deb , A va В 
to ’plamlaming elementlaridan tuzilgan С to ’plamga aytamiz (qarang
57-rasm). Bu yig’indini C=A+B  yoki C=AuB  ko’rinishda yozish 
qabul qilingan; xususan A+A=A.

A va В to ’plamlaming ko’paytmasi yoki kesishmasi deb bir vaqtda 
ham A ga ham В to ’plamga tegishli bo’lgan elementlar to ’plamiga 
aytamiz va AB yoki Ar> В ko’rinishda belgilaymiz ( 58-rasmga qarang). 
Xususan, A n  A =  A .



5 9-rasm. 60 -rasm.
Agar A B = 0  bo’lsa, A va В to’plamlar kesishmaydi, deymiz. 

Yuqorida kiritilgan amallar uchun quyidagi xossaiar o’rinli: 
1) A+B=B+A, 2) (A+B)C=AC+BC  , 3) (AB)C=A(BC) , 4) (A+B)+C=  
A+(B+C) . Bu xossalaming 2) sini isbotlaymiz , qolganlari shu tariqa 
isbot qiJinadi. Agar xe(A + B )C  bo’lsa, ko’paytmaning ta’rifiga ko’ra, 
x&A+B  va x e C  bo’ladi. Yig’indining ta’rifiga ko’ra , x e A  yoki x e B  
bo’ladi, masalan x e A  bo’lsin. U holda x e A C  va demak, x e  AC+BC. 
Bundan (A+B)C  c  AC+BC. Endi agar x eAC+BC  bo’lsa, u holda yo 
x&AC yo\si x  6 BC  bo’ladi, masalan x e A C  bo’lsin. Bundan x e A  va 
x  € С , bulardan esa, x eA + B  va x  e  С yoki x  e  (A+B)C kelib chiqadi. 
Demak, AC+BC a  (A+B)C . To’plamlaming tenglik ta’rifldan (A+B)C 
=AC+BC ekanligiga ishonch hosil qilamiz.

A va В to ’plamlaming ayirmasi deb, A  to ’plamning В to ’plamga 
kirmagan elementlari to ’plamiga aytamiz , bu to ’plamni A\B ko’rinishda 
belgilaymiz (59-rasmga qarang). Umuman, (A\B)+B * A, lekin , agar В 
<zA bo’lsa, (A\B)+B =  A  bo’ladi.

1.2. Kesma, interval, chegaralangan to’plam. Faraz qilaylik, a  va b 
sonlar uchun a  < b munosabat o’rinli bo’lsin.

Kesma yoki segment deb, a < x < b  tengsizliklami qanoatlantiruvchi 
barcha x lar to ’plamiga aytamiz. Bu to ’plam [a, 6] ko’rinishda 
belgilanadi.

a <  x < b tengsizliklami qanoatlantiruvchi x lar to ’plamini 
interval, deb atab, ]a,6[ ko’rinishda belgilaymiz.

a < x < b  va a < x < b  tengsizliklami qanoatlantiruvchi x lar 
to’plamini esa, mos ravishda [a,£}(a,£] ko’rinishda belgilab, yarimochiq 
kesmalar yoki yarimintervallar, deb ataymiz.

Ko’pincha cheksiz va yarimcheksiz intervallar deb ataluvchi 
( -o o ,a o )  ( - 00, a ]  (— oo, or), (a , ao} [a, oo) to ’plamlar ham ishlatiladi.

Agar a  Va b ,a < b  la r  Chekli b o ’lsa , Ь- a  n i [a,6], (a,6)(a,*][a,i) 
k e sm a la m in g  u z u n lig i, d e b  a tay m iz .



с ( а <  с< Ь )  n u q t a n i  o ’ z  i c h i g a  o l g a n  h a r  q a n d a y  (a,b) i n t e r v a l  с 
n u q t a n i n g  a t r o f i ,  d e y i l a d i .  X u s u s a n ,  (.c-e,c + c) i n t e r v a l  с n u q t a n i n g  
c - a t r o f i ,  d e b  a t a l a d i .

F a r a z  q i l a y l i k  , X  =  {x}  h a q i q i y  s o n l a m i n g  i x t i y o r i y  t o ’ p l a m i  b o ’ l s i n .  
A g a r  s h u n d a y  h a q i q i y  м  s o n  m a v j u d  b o ’ l s a k i ,  X  t o ’ p l a m n i n g  b a r c h a  
x  e l e m e n t l a r i  u c h u n  x < M  m u n o s a b a t  o ’ r i n l i  b o ’ l s a ,  X  t o ’ p l a m  
y u q o r i d a n  c h e g a r a l a n g a n ,  a g a r  m s o n  m a v j u d  b o ’ l i b ,  b a r c h a  *  l a r  
u c h u n  x >  m  m u n o s a b a t  o ’ r i n l i  b o ’ l s a ,  u  h o l d a  X  t o ’ p l a m  q u y i d a n  
c h e g a r a l a n g a n  , v a  n i h o y a t ,  a g a r  X  t o ’ p l a m  h a m  y u q o r i d a n ,  h a m  
q u y i d a n  c h e g a r a l a n g a n  b o ’ l s a  , u n i  c h e g a r a l a n g a n ,  d e b  a t a s h  q a b u l  
q i l i n g a n .

A g a r  t o ’ p l a m  c h e g a r a l a n g a n  b o ’ l m a s a ,  u  h o l d a  u n i  c h e g a r a l a n m a g a n  
t o ’ p l a m  d e y m i z .  B u n i  y a n a  q u y i d a g i c h a  t a ’ r i f l a s h  m u m k i n :  a g a r  h a r  
q a n d a y  M  > 0  s o n  u c h u n  X  t o ’ p l a m n i n g  s h u n d a y  x a e l e m e n t i  m a v j u d  

b o ’ l s a k i ,  u n i n g  u c h u n  ]x 0 | > M ,  m u n o s a b a t  o ’ r i n l i  b o ’ l s a ,  x  t o ’ p l a m n i  

c h e g a r a l a n m a g a n  t o ’ p l a m ,  d e b  a t a y m i z .

1.3. Sanoqli to’plam. A g a r  h a r  q a n d a y  n e N  u c h u n  x  t o ’ p l a m d a  
n  t a d a n  o s h i q  e l e m e n t  m a v j u d  b o ’ l s a ,  x  t o ’ p l a m  c h e k s i z  t o ’ p l a m ,  
d e y i l a d i .  A g a r  A n i n g  h a r  q a n d a y  a e l e m e n t i g a  в  t o ’ p l a m n i n g  
b i r o r  Ь e l e m e n t i n i  m o s  q o ’ y u v c h i  o ’ z a r o  b i r  q i y m a t l i  m o s l i k  m a v j u d  
b o ’ l s a ,  A v a  в  t o ’ p l a m l a r  e k v i v a l e n t  d e y i l a d i ,  y a ’ n i  i k k i t a  h a r  x i l  
а„аг 5А e l e m e n t l a r g a  i k k i t a  h a r  x i l  6 , ,  fc2 <e в  e l e m e n t l a r  m o s  k e l a d i  v a  
h a r  b i r  b<=B e l e m e n t g a  b i r o r  a e A e l e m e n t  m o s  k e l a d i .  B u n i  A ~В 
k o ’ r i n i s h d a  b e l g i l a y m i z .

M a s a l a n ,  a g a r  A  r  r a d i u s l i  a y l a n a n i n g  n u q t a l a r i  t o ’ p l a m i ,  в  R > r  

r a d i u s l i  k o n t s e n t r i k  a y l a n a n i n g  n u q t a l a r i  t o ’ p l a m i  b o ’ l s a ,  u  h o l d a  a~b  
b o ’ l a d i .

A g a r  x =  { x } ~ N  = { n }  b o ’ l s a ,  X  t o ’ p l a m  s a n o q l i ,  d e y i l a d i .  M a s a l a n ,  
b a r c h a  j u f t  n a t u r a l  s o n l a r  t o ’ p l a m i  s a n o q l i ,  c h u n k i  b u n i n g  u c h u n  h a r  b i r  
j u f t  n a t u r a l  s o n n i  2 n  k o ’ r i n i s h d a  y o z i b  2 n  <-> n  m o s l i k  o ’ r n a t i s h  k i f o y a .

T a ’ r i f d a n  k o ’ r i n a d i k i ,  s a n o q l i  x  t o ’ p l a m n i n g  e l e m e n t l a r i n i  t a r t i b l a s h  
m u m k i n ,  y a ’ n i  q u y i d a g i  k o ’ r i n i s h d a  y o z i s h  m u m k i n

X  =  {x ] , x 1, . . . , x n,....}.

1-teorema. S a n o q l i  y o k i  c h e k l i  E" t o ’ p l a m l a m i n g  s a n o q l i  y i g ’ i n d i s i  
s a n o q l i  t o ’ p l a m d i r .

Isboti. Е '  t o ’ p l a m n i n g  e l e m e n t l a r i  x ^ j  = 1,2,....,  b o ’ l s a ,  u l a m i  q u y i d a g i  
k o ’ r i n i s h d a  y o z i b  o l a m i z :



Е' =

Е2 = £ 2,,jc22,*2j,...}
Е г =

natijada {y^y^y,,...) to’plamni hosil qilamiz.
Natija. Sanoqli yoki chekli £ ‘ to’plamlaming chekli yig’indisi, agar 

ulaming orasida kamida bittasi sanoqli bo’lsa, sanoqlidir.
2-teorema. Ratsional sonlar to’plami sanoqlidir.

Isboti. Awal musbat ratsional sonlarni ko’rib chiqamiz Q. = . p  + q

natural sonni у  sonning ko’rsatkichi, deb ataymiz. Faraz qilaylik, A„

ko’rsatkichi и bo’lgan ratsional sonlar to’plami bo’lsin. A„ to’plamlar 
chekli sondagj elementlardan tuzilgan, masalan

Ko’rinib turibdiki, Q.=\JA - Agar qavs ichidagi elementlami 1-

teoremada bajarilgan tartibda belgilab chiqsak,
1 i  1 i rx = 1̂ 2 = 2’rj =2'r“ = y r> =3....

ketma-ketlikni hosil qilamiz, bu yerda qayta takrorlangan sonlar, masalan

sanoqli ekanligi xuddi shu kabi isbot qilinadi. Shu sababli, barcha 
ratsional sonlar to’plami Q = <j Q_ u  {0} ham sanoqlidir.

3-teorema. Barcha haqiqiy sonlar to’plami sanoqli emas.
Bu teoremani isbotsiz keltiramiz.

2.1. Ketma-ketlikning limiti tushunchasi.
Sanoqli X  = to’plamni ketma-ketlik, deb ataymiz.

Ketma-ketlik {x„} ko’rinishda ham yoziladi, bu yerda xn ketma- 
ketlikning n- hadi, deb ataladi.

Misollar:

2 tashlab yuborildi. Demak, Q( to’plamning

2-§. Ketma-ketlikning limiti.



2) « - " > { 1 4 2 , .] ,

3 )  * < '> \ ] = { l , 2 i , 4 , j , . . } ,

{=ШМ44)

5) tia + l)= P,5,10,...i
6 )  { - l ) " n ) = { - U , - 3 A - }

1-, 2- va 4-misollardagi ketma-ketliklar chegaralangan, 3-,5- va 6- 
misollardagi ketma-ketliklar esa chegaralanmagandir. Shunday bo’lsa 
ham, 3-misoldagi ketma-ketlik quyidan 0 soni bilan , 5-misoldagi 
ketma-ketlik esa quyidan 2 soni bilan chegaralangan.

2-misoldagi ketma-ketlikda juft hadlari takrorlangan, ya’ni 
хг = xA = x6 =.... = 2. To’plamlarda bunday elementlar bir marta o linar edi, 
ketma-ketliklarda esa bu elementlar har xil, deb tushuniladi.

Agar {*„} ketma-ketlikning barcha hadlari bitta songa teng bo’lsa, bu 
ketma-ketlikni o ’zgarmas deymiz.

Ta’rif. Agar ixtiyoriy e >0 son uchun shunday n„ = nQ(e) son
topilsaki, barcha natural n>n0 sonlar uchun

К  ~ a\ < £  (1)
tengsizlik o ’rinli bo’lsa, a son {x„} ketma-ketlikning limiti deb ataladi. 

Buni
limjc = limx„ = a yoki x -» a
И -» *

ko’rinishda belgilab, {>:„} ketma-ketlik a limitga intiladi yoki 
yaqinlashadi, deymiz.

O ’zgarmasni limiti o ’ziga teng. Haqiqatan, agar ^mx„ = a bo’lsa, u

holda ]inuc„+1 = a bo’ladi, chunki agar n > n 0 lar uchun |x„ - a \< e

bo’lsa, n >«0 -1 lar uchun |x„+, -a \< £  bo’ladi.
1-misoldagi ketma-ketlikning limiti 0 ga teng. Haqiqatan, ta’rifga

ko’ra, ixtiyoriy e> 0  uchun I- o in
< £  bo’lishi kerak, bu tengsizlikni

echaylik. Bundan, - < n .  Agar n0 = na(e) = -  desak, u holda barcha

n > n 0 lar uchun < £  bo’ladi.



4-misoldagi ketma-ketlikning limiti 1 ga teng. Bunga ishonch hosil 
qilish uchun

. - ^ 1 П
tengsizlikni echish kifoya. Yuqorida bu tengsizlik har qanday £>0 
uchun n>n0 =nB(e) =  — bo’lganda bajarilishini ko’rsatgan edik. Bu

E

Д-1 .
lim--------- = 1n

ekanligini bildiradi.
Misol. Agar |i?|<1 bo’lsa, u holda

lim 9 " = 0 . ( 2 )
л—мэ > .

Haqiqatan, agar <7 * 0 bo’lsa, u holda
|g" - 0| = |g'|<£-

tengsizlik
nlg\q\<lg£ ,

bo’lganda, ya’ni

n > y n  = no(s )m
bo’lganda o’rinli bo ’ladi. Endi, agar q = 0 bo’lsa, q' laming barchasi 
nollardan iborat bo’ladi , uning limiti esa 0 ga teng.

Ixtiyoriy haqiqiy a  sonni qaraylik. Ma’lumki, har qanday haqiqiy 
sonni cheksiz o’nli kasrga yoyish mumkin:

а = а0,а1а1аг...а„....
Agar

a <") = a0>a1a2a3....fl„
desak, u holda

lim  a (n* = a ( 3 )
я -И ) '  '

bo’ladi.
Haqiqatan,

|a - a <",| = 0, ^ . 0a„1a„t2...<10-"

bo’lgani uchun, yuqorida ko’rilgan misolga ko’ra, agar q = Ю"1 desak, 
har qanday S  >0 uchun shunday n0 topiladiki, rt > n0 ]ar uchun

|a -  a (,,)| < e
o’rinli bo’ladi.

Bundan, har qanday haqiqiy son biror ratsional sonlar ketma- 
ketligining limiti bo’ladi degan xulosa kelib chiqadi. Xususan, har



qanday irratsional sonni etarlicha aniqlikda ratsional' son bilan 
yaqinlashtirish mumkin. Shu sababli, ratsional sonlar to ’plami Q barcha 
haqiqiy sonlar to ’plami R da zich joylashgan, deyiladi.

Limitni ta ’rifidagi (1) tengsizlik quyidagi ikki tengsizlikka
- e  < xn - a < z  yoki o - e  < x „< a + s 

teng kuchli. Bundan, n> n<j lar uchun xn e (a-e ,a  + e') bo’lishligi, 
ya’ni a ning e  - atrofiga tegishli bo’lishligi kelib chiqadi.

U holda limitni quyidagicha ta ’riflasa ham bo’ladi: 
a son xn ketma-ketlikning limiti bo’ladi, agar ixtiyoriy e > 0 son 
uchun shunday n 0 son topilsaki, n> n 0 indekslar uchun х л hadlar 
a  ning e - atrofiga tegishli bo’lsa. Demak, xulosa qilib aytganda, a  son 
x„ ketma-ketlikning limiti bo’lishi uchun, a ning biror z - atrofida 
ketma-ketlikning cheksiz ko’p elementi yotib, tashqarisida chekli sondagi 
elementi qolishi kerak ekan.

Misol. Quyidagi
<-1Г']= 9-1,1-1,..} (4)

ketma-ketlik limitga ega emas.
Haqiqatan, teskarisini faraz qilaylik, ya’ni ketma-ketlik a  limitga ega

bo’lsin. Bu nuqtaning i  -  atrofini ko’raylik. Bu oraliq bir vaqtda ham 1

ni ham -1 ni o ’z ichiga olmaydi, chunki oraliq uzunligi -  , -1 va 1

sonlar orasidagi masofa esa 2 ga teng, ya’ni atrof tashqarisida (4) ning 
cheksiz ko’p elementi qolyapti, bu esa yuqoridagi limit haqidagi 
xulosamizga zid. Bu ziddiyat a  (4) ning limiti bo’laolmasligini bildiradi, 
a  ixtiyoriy son bo’lgani uchun bundan (4) birorta ham limitga ega 
emasligi kelib chiqadi.

Ketma-ketlik limiti quyidagi xossalarga ega.
1-xossa. Agar ketma-ketlikning limiti mavjud bo’lsa, u yagona bo’ladi. 
Isboti. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni ketma-ketlik a va в

har xil limitlarga ega bo’lsin. U holda limitning ta ’rifiga ko’ra, ixtiyoriy 
e > 0 son uchun shunday nx(e) va л2(е) sonlar topiladiki, n>n,(e) va
n> n2ie~) bo’lganda mos ravishda |*„ - o | < e  va \x„ -e\ < e  bo’ladi. Agar
n0 = шах{ч,,п2} desak, n>n0 lar uchun

la _ e l=  I*» -  e +  a-Jcnl -  i*<, _ e |<2e
bo’ladi, e  ixtiyoriy kichik son bo’lgani uchun bu tengsizlik a = e 
bo’lgandagina o’rinli bo’lishi mumkin.

2-xossa. Chekli limitga ega bo’lgan ketma-ketlik chegaralangan 
bo’ladi.



Isboti. Agar x„ ketma-ketlik a chekli limitga ega bo’lsa, ixtiyoriy e 
>0 uchun shunday «<,(£) son topiladiki, n>n0 lar uchun |*„ -a \< z  va 
o ’z navbatida |x„|-|a |< |x„-a|<e yoki |л„|<|а|+е bo’ladi. Agar 

Л/ = max{x1|,|xI |,...,|jc1I|,|e |+ e)

desak, barcha natural n lar uchun \xn\< M  munosabat o’rinii bo’ladi. Bu 
{*„} ketma-ketlik chegaralanganligini ko’rsatadi.

3-xossa. Noldan farqli a  limitga ega bo’lgan {*„} ketma-ketlik 

uchun shunday n0 topiladiki, n>n0 lar uchun |дг„|> Î  munosabat 

o ’rinlidir. Agar a >0 bo’lsa, ko’rsatilgan n lar uchun x„>a/ i  > va а а̂т 
a <0 bo’lsa, bo’ladi,ya’ni ketma-ketlik hadlari biror nomerdan 
boshlab, a ning ishorasini takrorlaydi.

Isboti. Agar x„-+a*0 bo’lsa, u holda e = I ^  uchun shunday n0 
topiladiki, n>n0 lar uchun

yoki K | > H - ^  = y  bo’ladi. Endi yuqoridagi tengsizlikni quyidagicha 

yozib olamiz

- I

Agar a >0 bo’lsa, u holda bundan *„><2- 1̂ , /  =  — ; Va agar a<0

bo’lsa, x„<a + \aj ^  =  a-  ^  =  ̂  kelib chiqadi.

4-xossa. Agar x n - > a ,  y „ - > b  va barcha natural n lar uchun x „ < y „  

bo’lsa, u  holda a < b  bo’ladi.
Isboti. Teskarisini faraz qilaylik , ya’ni b<a  bo’lsin. Berilgan 0< e < 

(а_в/̂ 2 uchun shchunday nу va n2 larni tanlash mumkinki, п>щ lar 
uchun a -e  <  x„, va « > и 2 lar uchun y„< b +  e bo’ladi. Endi agar n0 =  

max{«i, n2}  desak, u holda n > и 0 lar uchun y„< b +  e <  <  a - e  <  xn 
bo’ladi. Ziddiyatga keldik, bu qilgan farazimiz xato ekanligini bildiradi.

5-xossa. Agar с ga yaqinlashuvchi {*„} ketma-ketlik uchun 
shunday n0 mavjud bo’lsaki, n >w0 lar uchun x„e[a,b]  bo’lsa, u 
holda с e[ a,  6 ] bo’ladi.



Isboti. Shartga ko’ra, a  < < b . Bu tengsizliklardan с ni ayiramiz: 
a - c ^ x n - c < . b - c .  Bu yerda c<a bo’lmaydi, chunki aks holda с ning 
shunday ^-atrofi mavjudki, u berilgan ketma-ketlikning cheksiz ko’p x n 

elementlarini o’z ichiga olib, ular uchun *„< c + e <  a tengsizlik o’rinli 
bo’ladi. Bunday bo’lishi mumkin emas, chunki shartga ko’ra tanlangan n 
lar uchun a < xr .

b< с ham bo’laolmaydi, chunki aks holda shunday e>0 son mavjudki, 
b<  c-e bo’ladi. Shu e son uchun shunday n0 mavjudki, n >n0 lar 
uchun b < c-e < xr bo’ladi. Buni bo’lishi mumkin emas, chunki shartga 
ko’ra x„< b . Demak, a < с < b .

Eslatma. Agar xossaning biror sharti buzilsa, u holda xossa o’rinli 
bo’lmasligi mumkin, masalan, xn= Y  j e ( 0,l), lekin c=0  e [0,l] .

6-xossa. Agar barcha natural n lar uchun x„<y„< z„ bo’lib, xn va 
z„ ketma-ketliklar bir xil a limitga intilsa, u holda y„ ketma-ketlik 
ham shu limitga intiladi.

Isboti. Ixtiyoriy e >0 uchun shunday n ] va n2 sonlar topiladiki, 
n> /ij lar uchun a-e  < x„ va n > n2 lar uchun z„< a+e  bo ’ladi. 
Agar no= max{nj , n2) desak, n> n0 bo ’lganda, a-e < xr< yn< zn< 
a +  e , bundan esa |y „  - a \  < e  ekanligi kelib chiqadi.

7-xossa. Agar bo’lsa, u holda |x„|->|a| bo’ladi.
Buni isboti ||jc„ I -  |a|| ^ \xn -a\ tengsizlikdan kelib chiqadi.

2.2. Limitga ega bo’lgan o’zgaruvchOar ustida arifmetik amallar.
Berilgan {*„ I  {y„} ketma-ketliklar mos ravishda chekli a va b limitlarga 
ega bo’lsin, deb faraz qilaylik.

1°. lim(jc„ ± y„ ) = lim x„ ± lim y„
2°. lim(x„>>J=limjc„ lim^„

3°. agar limy„ *0 bo ’lsa, lim— = .
У. | , т Л

Isbotlari. Ixtiyoriy e > 0 uchun n0 sonni shunday tanlaymizki, n 
>л0 lar uchun

| j t „ - a r | < e / 2  , \y„-b\< z / 2  

bo’lsin. U holda n >n0 lar uchun
|0c„ ± y j ~ i a ± e )I < \xn -  a | +  |^„ -  6 | <  £  /  2 +  e  /  2 , = e  

bo’ladi. Bu l° ni b ’rinli ekanligini ko’rsatadi. Endi 2° ni isbotlash uchun 
quyidagi munosabatni ko’raylik:



I î,У г  ~  a b\ =  Ix „ y „  ~  ° У г  + °У „  ~ ° b I ^ \ x „ y „  -  a y „ \  + 1a y „  -  a b \  =

= k k - al + M k - 4  (5)
2-xossaga ko’ra, y„ ketma-ketlik limitga ega bo’lgani uchun 
chegaralgan, ya’ni shunday M > 0 son mavjudki,

IУ п \ ^ М  , и = 1,2.... (6) 
\a\<M....................................................(7)

Ixtiyoriy e > 0  uchun n  0 sonni shunday tanlaymizki, n  > n 0 lar uchun 
\xn -  a| < e /  2 M , \y„ -  ft) < s /  2Л/

bo’lsin. U holda n >n0 lar uchun
I 1 Me Me
J t „ y „ - a e <  ------- + -------- = e .
1 " 1 2M 2M

Faraz qilaylik, b *  0 bo’lsin. U holda
x„ a x„b-y„a I (хп-аУ> + <!>
y„ ь У„Ь к И

^ K - ° l , \ь -у Л а\ /о\ 
к I \у , \ \ ь\ • (8)

Endi 3-xossaga ko’ra, yetarlicha katta n \ uchun n> n\ bo’lganda

k l>  A  (9)
bo’ladi. Ixtiyoriy e  >  0  uchun nj  va и з  sonlarni shunday tanlaymizki, 
n> n2 bo’lganda

( 10)
va n> nу bo ’lganda

Н к Ч < е й%  (11)
bo’lsin. U holda, agar л0=/жеФ„и2,и3} desak, n> nQ bo’lganda, (8)-
(11) tengsizliklarga ko’ra

дг„ a

Уп *
< H ^l.I+£ =£

4 1Я 2
bo’ladi.

2.3. Cheksiz Idchlk va cheksiz katta miqdorlar.
1-Ta’rif. Limiti nolga teng bo’lgan har qanday ketma-ketlik cheksiz 

kichik miqdor, deyiladi.
Demak, agar ixtiyoriy e>0 uchun shunday n0 topilsaki, n> n0 lar 

uchun |a„|< e bo’lsa, a„ ketma-ketlik cheksiz miqdor bo’lar ekan.
Bundan, x„ ketma-ketlik a  limitga ega bo’lishi uchun u xr = a +  a n, bu 

yerda a„ cheksiz kichik miqdor, bo’lishi zarur va yetarli ekanligi kelib chiqadi.



2-T a’rif. Agar har qanday M>0 uchun shunday nо topilsaki, n> nо 
lar uchun |/3„|> M  bo’lsa, Д, ketma-ketlLkni cheksiz katta miqdor, 
deymiz. Buni

limД, = 00 yoki P„—> oo (12)
ko’rinishda yozib, P„ cheksizlikka intilyapti, deb atash qabul qilingan. 

Ayrim hollarda P„ ning ishorasiga qarab, uni
lim/?„=+°o , + c o  (13)

yoki
lim/?„=-<» , Д ,- > о о  (14)

ko’rinishda yozish mumkin. Lekin, {(-ljPn} ketma-ketlik misolida (12) 
ko’rinishda ifodalanishi mumkin bo’lgan ketma-ketlikni na (13) 
ko’rinishda, na (14) ko’rinishda ifodalab bo ’lmasligini ko’rish mumkin.

1-xossa. Agar a n chegaralangan va Д, cheksiz katta miqdorlar bo-’lsa,

u holda ay p  -> 0 bo’ladi.

Isboti. Shartga ko’ra, a„ chegaralangan miqdor bo’lgani uchun , 
shunday M\>0  son mavjudki, |a„|< M j , va
A, cheksiz katta miqdor bo’lgani uchun, ixtiyoriy M2>0 son uchun 
shunday n0 topiladiki, n> nQ lar uchun |>3„|> M2 bo’ladi. U holda n> 
n q lar uchun

S i L K i .  Jw, =
А Г 1А Г  ^

bo’ladi. М2 ixtiyoriy katta son bo’lib, и0 unga bog’liq holda topilgani 
uchun, e ixtiyoriy kichik bo’lib, n0 £ ga bog’liq bo’ladi.

Natija. Agar a„ cheksiz katta miqdor bo’lsa, u holda P„= V/
cheksiz kichik miqdor bo’ladi.

2-xossa. Agar jc„ quyidan musbat a son bilan chegaralangan va a n

noldan farqli cheksiz kichik miqdor bo’lsa, u  holda xy ^  -> 00 bo’ladi.

Isboti. Shartga ko’ra, barcha natural n lar uchun |x„| = x„> a > 0 
va ixtiyoriy e>0 uchun shunday n0 topiladiki, n> n0 lar uchun |a„|< e 
bo’ladi. U holda

^=J> “ =  M
У„ £

tengsizlik barcha n> n0 lar uchun bajariladi.



Natija. Agar a n cheksiz kichik miqdor bo’lsa, u holda / а

cheksiz katta miqdor bo’ladi.
3-xossa. Cheksiz kichik miqdor «„ bilan chegaralangan miqdor 

ko’paytmasi cheksiz kichik miqdordir.
Isboti. Haqiqatan, ixtiyoriy e > 0  uchun shunday n 0  topiladiki, n> 

lar uchun |a„|< £/ M bo’ladi, bu yerda barcha natural n lar uchun
|jc„| s  M . U holda n> ttQ lar uchun

К * „ -° | = Ы - Ы ^ М = £
bo’ladi.

2.4. Aniqmasliklar. Yuqorida keltirilgan xossalaming shartlari 
qanoatlanmaydigan barcha boshqa hollarda natijasi aniq xulosaga olib 
kelmaydigan quyidagi holatlar yuz beradi. Masalan,

agar _  l
x r ----, У п= ~, bo’lsa, л —>oo da x „—  =  1 ->1,

n n Уг

agar _  1

-
rII • bo’lsa, л->® da X.

—  = Л -► <x>,
n n y«

agar 1
= —

1
, У п = - bo’lsa, и - » »  da ^  = - U o ,

n2 n Уп n

agar x  =<--, r  , У *  ■= — bo’lsa, — =  (- 1)” bu ketma-ketlikning
n n Ун

mavjud emas. Demak, x „  -» 0 , y n -> 0 ekanligi X/ v ifodaning natijasi
/ У n

to ’g’risida aniq bir xulosa chiqarishga yetarli emas ekan. Shuning uchun 

ifodani x „  -> 0 , y „  -> 0 bo’lganda ko’rinishdagi aniqmaslik, 

deb atashadi.

Xuddi shunday, xn -> oo , y n -> oo bo’lganda, xy ^  ifodani

ko’rinishdagi aniqmaslik, deb ataymiz.
Agar x„ ->0,  >»„ —> со bo’lsa, u holda xny„ ifoda (0 «) 

ko’rinishdagi aniqmaslik, deyiladi.
Va nihoyat, agar x„ ->+®,yn bo’lsa, x „ +y n ifoda (co-oo)

ko’rinishdagi aniqmaslik, deb ataladi.
Ayrim hollarda berilgan ifodalarni soddalashtirish hisobiga aniq bir 

natijaga kelish mumkin. Buni aniqmasliklami ochish, deb ataymiz. 
Aniqmasliklami ochishga doir misollar ko’raylik.



x „ = “ /  +  ... +  a ]n  +  a 0 , 

y „  = 6 , n ' + i t .1« ‘ -1+... + V  +  *o. К  * 0 А * 0 ) ,

bo’lsa, u holda Xy ŷ  ifoda n —> oo da ko’rinishdagi aniqmasliklik

bo’ladi.
1) Agar к = т bo’lsa, surat va mahrajni nm ga bo’lamiz:

am + ̂ +...+£^
*„ "__ n ___ n" _ e„

, ■ l im  * ” -  a "ya’ni lim t -n-»« у  0Уп

2) Agar m  >  к  bo’lsa, )  = “  > m< * bo’lsa,

limf*"/ 1 = 0 bo’ladi.
/  Уn)

2-misol. Agar x„=Jn + \,y„=4n  bo’lsa, u  holda *„ ifoda
n —>oo da (oo-oo) ko’rinishdagi aniqmaslik bo’ladi. Bu aniqmaslik 
quyidagi tartibda ochiladi:

x „ - y „ =  =
___ V M  +  1 —  у П  I ---------7  / — .  1 л
— a — t J n + l  +  v? 0 =  -----— ^  —► 0.

vn + l+v« VW + 1 + V̂
Demak, limtVnTT-Vn^O .

я - х »

2.5. Monoton ketma-ketliklar.
Ta’rif. {*„} kamaymaydigan (o’smaydigan) ketma-ketlik deyiladi, 

agar barcha n e N  lar uchun
*„̂ ■*»♦1 ( ^ *„+, )

tengsizliklar o’rinli bo ’lsa.
Agar xn < jr„+1 (xn > *ntl) qat’iy tengsizliklar o ’rinli bo’lsa, u holda

{*„} qat’iy o’suvchi (qat’iy kamayuvchi) yoki qisqacha o’suvchi 
(kamayuvchi) ketma-ketlik, deyiladi. O ’suvchi va kamayuvchi, 
kamaymaydigan va o’smaydigan ketma-ketliklar monoton ketma- 
ketliklar, deb ataladi.

Monoton ketma-ketliklaming elementlarini quyidagi tartibga solish 
mumkin:



X, < х 2 < ... < х„ < дс„, <... yoki X, > Х г > > Х „  > х „ ,  > ... .

Bu tengsizliklardan ko’rinadiki, kamaymaydigan ketma-ketlik quyidan va 
o ’smaydigan ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan bo’lar ekan.

Har qanday m onoton ketma-ketlik ham chekli limitga ega 
bo’lavermaydi. Masalan, {n2+ l}  ketma-ketlik cheksiz monoton o’sadi, 
shu sababli uning limiti chekli bo’lmaydi.

Quyidagi Boltsano-Veyershtrass teoremasi bu savolga to ’liq javob 
beradi.

Teorema. Kamaymaydigan (o’smaydigan) va yuqoridan M  (quyidan 
m) soni bilan chegaralangan

*1>*2»*э.... ,Х Л, . . .  (15)
haqiqiy sonlar ketma-ketligi Af dan katta (m dan kichik) bo’lmagan a 
limitga ega:

l im x n = a < M  ( l i m x n = a > m ) .  ( 16)
R Я-+СО

Isboti. (15) ketma-ketlikning barcha elementlarini chekli yoki cheksiz 
o ’nli kasrlar bilan ifodalaymiz :

X | =  X 10,X | |X , j . . J C llr. . .

*2 = *20 >*21*22—*l« —

Ikki hol bo ’lishi mumkin: x,>0 yoki x,< 0 .
Faraz qilaylik, x,>0 va (15) ketma-ketlik kamaymaydigan bo’lsin. U 

holda, barcha n lar uchun x„ > 0 bo’ladi.
Ketma-ketlik kamaymaydigan bo’lgani uchun (17) dagi kasrlaming 

butun qismlari uchun *„0 ^ *„+i,0 ̂  M  munosabat o’rinli bo’ladi. M  chekli 
son bo’lgani uchun xn0 sonlar orasida M  dan oshib ketmaydigani bor. 

Faraz qilaylik, u *„i0 bo’lsin, uni shartli ravishda a0 bilan belgilaylik. 

M a’lumki, ao< M. (17) dagi kasrlaming verguldan keyingi birinchi 
raqamlari и > и, lar uchun xnl ^ x„+1J munosabatda bo’ladilar. 
Tabiiyki, ulaming orasida ham kattasi bor, faraz qilaylik, u *nj, bo’lsin,

uni shartli ravishda a, bilan belgilaylik. Agar n > n2>nl bo’lsa, 
a0,a, <>xn<M  bo’ladi. Endi matematik induktsiya usulini qo’llaymiz, 
ya’ni biror n K uchun n > n K bo’lganda a 0 , a l a 2 . . . a „  < x „ < M  bo’lsin, 
deb faraz qilaylik. n > n K lar uchun x „  = a 0 , a la 2. . . a „ x n „ t... bo’lgani 

uchun, ulaming verguldan keyingi -xonasidagi x„„ ,̂ raqamlarini



ulaming orasida eng kattasi mavjud, faraz qilaylik, u bo’lsin, uni

ani+i bilan belgilaylik. Demak, и > л т lar uchun а0,а,аг...а„а„,, <,x„<,M 
. a = а0>а 1а 2..лп...t deb belgilaylik. U  holda ,  Iimjr„=<j bo’lishini

isbotlash qoldi.
Haqiqatan, yetarlicha katta n 0  uchun x „  = а 0 , а ха г . . . а „ х „ ^ . . . .

U holda,
l°- *-l = •••5 10’"”

«0
M a’lumki, ixtiyoriy 0 < e uchun shunday n { topiladiki, n > n j lar 
uchun 10*n< e bo’ladi. Agar л 2= 'иа*ф0,и| } desak, n > n 2 lar uchun 
|х „ - а |< е  bo’ladi.

Endi, agar x,< 0 bo’lsa, u holda unga shunday s sonni 
qo’shamizki, natijada x y + с  >0 bo ’lsin. U holda y„ = x „  + с  ketma- 
ketlik uchun yuqorida isbotlanganiga ko’ra, b limit mavjud. Shu sababli, 
limjr„ = lim(y„ - c)= b - c <  M .
«-»» n->«

Endi, agar berilgan ketma-ketlik o’smaydigan bo’lib, quyidan m son 
bilan chegaralangan bo’lsa, u holda {-*„} ketma-ketlik kamaymaydigan 
va yuqoridan m bilan chegaralangan ketma-ketlik bo’ladi. Isbotlanganiga 
ko’ra, bu ketma-ketlik uchun limit mavjud \\m(-x^=-a<,-m. Demak,

n- м

limar„ =-lim(-jc„)=-(-а) = a s  to ekan. Teorema isbot bo’ldi.
n— л—>co

Misol. Ixtiyoriy a son uchun

l i m  —  =  0 .  
n\

Haqiqatan, agar |a| < 1 bo’lsa, bu tenglikni to ’g’riligi ochiq

a"
ravshandir. Agar a > 1 bo’lsa, «„ = — , deb belgilaymiz. U holda 

u , a
я -> oo da - 21-  = — - -> 0 bo’ladi. Bundan, yetarlicha katta na uchun 

u„ n +  1

V n> n0 larda un+1< u„ bo’lishi kelib chiqadi, ya’ni u„ ketma-ketlik 
kamayuvchi va quyidan 0 soni bilan chegaralangan. U holda u„ ketma- 
ketlikning limiti mavjud:

lim un =  A > 0 .
Л -Х О

Xuddi shunday,

A = =  l i m f  u„ ■ *-■■] = ^ l i m f  — —  | = A 0 = 0 .
"-»4. n +1J "-“vn + U



Berilgan tenglik a  < 0 bo’lganda ham to ’g’ri ekanligi n —>00 da
И= —  -* 0 bo’lishidan kelib chiqadi. 
n \

2.6. e soni. Natural logarifinlar.

fr(,} = l[ l  + ~ ] f ketma-ketlikning o ’suvchi va yuqoridan

chegaralanganligini ko’rsataylik.
N ’yuton binomiga asosan

(a + by = ±
к i=0

U holda
V 2

n j  1 n  1-2

n{n -  l)(n  -  2) П  

1 - 2 - 3

^ и(Я- 1)(И- 2)...[П- ( л - 1)] ( 1Y 
l - 2 -...-л

(18) ifodada algebraik almashtirishlardan so’ng

С1 " Я  - '  * 1+ T ^ [ '  -  i j  -  - r b C 1 -  Я '  - Й + ■ 

-"т̂ ЬИНМ'-̂ г) m
Bu tenglikdan ^22 ekanligi ko’rinib turibdi. Agar (19) da л ni n+1 ga 
almashtirsak, (19) ga asosan

*„+i = f1 + — 1 =1 + 1+—  f i — 5- ]+ —5—f i — —Y i — — 1+...
^ л + l j  1-2^ л + l j  1-2-3^ л + lA  n+l)

...+_____1_____f i - — Y i - — )..fi- — 1
1-2-...-л(л +  1Х w + l A  w +  l / l  n + \J

к  к
hosil qilamiz. Bunda barcha к lar uchun 1 —  <1-------7 ekanliginin Л+1
e’tiborga olsak, barcha natural n lar uchun xn < x„+l bo’lishligiga ishonch 

hosil qilamiz. Agar barcha k = 1,2,...,n- 1 uchun f l - - l < l  va — j-7
\ n) Kl 2

ekanligini hisobga olsak,
, 1 1 , 1 1 1 ^*„<!  + , + -  + ... + - s l + l  + - + - + . . . +  —  *

Sl + (1+I +?  + - +F r + ") = 1 + ̂ I  = 3- (20)
2



Demak, {хп} ketma-ketlik monoton va yuqoridan 3 bilan 
chegaralangan ekan. U holda Veyershtrass teoremasiga ko’ra, bu ketma- 
ketlik chekli limitga ega. Bu limitni L.Eyleming taklifiga ko’ra e deb 
belgilash qabul qilingan. Yuqoridagi xulosalarga asosan 2 < e < 3 
bo’ladi. (20) ga asosan, bu limitni quyidagicha yozish mumkin

-IH  <">2) ■ <21)
bu yerda 0- O<0<1 bo’lgan son.

Bundan e irratsional son va uning aniqroq qiymati e=2.7182818284... 
ga tengligi kelib chiqadi. Haqiqatan, teskarisini faraz qilaylik , ya’ni
e  =  Р /  bo’lsin, bu yerda p  , q lar natural sonlar. U  holda (21) da/ 4
n = q desak,

я q!

Bu tenglikning ikkala tarafini q! ga ko’paytirsak va i = q \Y — desak,
k̂>

P(q -  v - t  = e ,  (2 2 )

kelib chiqadi. (22) ning chap tomoni butun son va o’ng tom oni oddiy 
kasr. Bu qarama-qarshilik qilgan farazimiz xato ekanligini ko’rsatadi.

Asosi e bo’lgan logarifmlar natural logarifmlar, deb ataladi, a ning 
natural logarifmi uchun In a belgi qabul qilingan.О’nli va natural 
logarifmlar quyidagi munosabatlar bilan bog’langan

lgN=MlnN (23)
lnN=l/M-lgN  (24)

Bu yerda M  natural logarifmlardan o’nli logarifmlarga o’tish moduli. 
M—lg e=lg 2.718=0.4343 

1/M=ln 10-2.303 
Shularga asosan (23) va (24) ni quyidagicha yozish mumkin: 

lgN=0.4343lnN lnN=2.303lgN 
Misol. Jadvaldan foydalanmasdan hisoblang.

In 100=lnl02=2ln10=2 2,303=4.606 
InO, 001=ln 10-3=-3ln 10=-3-2,303=-6,909

In -Ло =  -  In 10 = -  ■ 2,303 = 1,151.
2 2

2.7. Boltsano-Veyershtrass teoremasi.
Ta’rif. Io,b]  kesma [a', 6'] kesmani qamraydi deymiz, agar

a<.a’<. b' <b
bo’lsa. Buni [a,6] c  fa', b'] ko’rinishda yozamiz.



1-teorema. Agar <J„ = [a„,bn] ( n = 1,2,3,... )  lar uzunliklari nolga 
intiluvchi d„ =  b„ -  a„ - >  0  ( « - » « >  ) ,  bir-birini ichiga qamralgan kesmalar 
ketma-ketligi bo ’lsa, ya’ni n = 1 ,2 ,3 . .. lar uchun 0‘n+, с  crn bo’lsa, u 
holda barcha о „ kesmalarga tegishli bo’lgan yagona с  nuqta mavjud.

Isboti. Teorema shartiga ko’ra har qanday m uchun:
a , < a 2 < . . . < b m .

B u n d a n  k o ’ r i n a d i k i ,  {aj  k e t m a - k e t l i k  k a m a y m a y d i g a n  v a  y u q o r i d a n  h a r  

q a n d a y  m  u c h u n  b m s o n  b i l a n  c h e g a r a l a n g a n ,  s h u  s a b a b l i  V e y e r s h t r a s s  

t e o r e m a s i g a  k o ’ r a , u  y a g o n a  с < bm l i m i t g a  e g a .  m i x t i y o r i y  s o n  b o ’ l g a n i  

u c h u n ,  x u s u s a n  a „ z c < b „  m u n o s a b a t  h a m  o ’ r i n l i .  D e m a k ,  b a r c h a  

n = 1 ,2 ,3 . . . .  l a r  u c h u n  c e c r n . E n d i  b u n d a y  n u q t a  y a g o n a  e k a n l i g i n i  

i s b o t l a y l i k .  F a r a z  q i l a y l i k ,  b u n d a y  n u q t a l a r  i k k i t a  с ф с ҳ b o ’ l s i n .  U  h o l d a ,  
ar <,c,cl <, b" b o ’ l g a n i  u c h u n ,  h a r  q a n d a y  n u c h u n

*i.-fln- |c - ci|>0 
b o ’ l a d i ,  b u  b„ -  an 0  s h a r t g a  z i d d i r .

Bundan tashqari,
lim i„ = lim[(A„ - а л)4 -а„]= с.
л-ко я-*®

Endi faraz qilaylik, bizga (15) ketma-ketlik berilgan bo’lsin. Uning 
ichidan tanlab yangi tuzilgan har qanday

ketma-ketlik (15) ning xususiy ketma-ketligi deyiladi.
Agar (15) ketma-ketlik chekli yoki cheksiz limitga ega bo’lsa, uning 

har qanday xususiy ketma-ketligi ham  shu limitga ega bo’ladi. (15) ning 
limitga ega emasligidan uning birorta ham xususiy ketma-ketligi limitga 
ega emasligi kelib chiqmaydi. Masalan,

1, - 1, 1, - 1,...
ketma-ketlik limitga ega bo’lmasa ham, uning

1, 1, 1,...,1,... va - 1, -1,...,-1,... 
xususiy ketma-ketliklari mos ravishda 1 va -1 limitlarga ega.

Chegaralanmagan yoki +<ю ga intiluvchi ketma-ketlikdan chekli 
limitga yaqinlashuvchi xususiy ketma-ketlikni har doim ham ajratib olib 
bo’lavermaydi. Lekin, agar ketma-ketlik chegaralangan bo’lsa, u holda bu 
muammoni quyidagi teorema hal kiladi.

2-teorema. (Boltsano-Veyershtrass) Har qanday chegaralangan (15) 
ketma-ketlikdan chekli limitga yaqinlashuvchi xususiy ketma-ketlik 
ajratib olish mumkin.

Isboti. (15) ketma-ketlik chegaralangan bo’lgani uchun uni barcha 
elementlarini o ’z ichiga olgan la, ft] kesma mavjud, bu yerda masalan, a



(15) ning quyi chegarasi va b uning yuqori chegarasi bo’ladi. Bu 
oraliqni teng ikkiga bo’lib, (15) ning cheksiz ko’p elementlarini qamragan 
qismini olamiz. Bunday qism mavjud, chunki aks holda (15) ning 
cheksiz ko’p elementlari [a, A] dan tashqarida qolgan bo’ladi, buni esa 
bo’lishi mumkin emas. Agar ikkala qjsmi ham cheksiz ko’p elementlami 
o ’z ichiga olsa, u holda ularning ixtiyoriy bittasini olib, uni [a,,6, ] bilan 
belgilaymiz. Undan (15) ning biror elementini tanlaylik va (a, A ]  ni 
yana teng ikkiga bo’lib, undan (15) ning cheksiz ko’p elementlarini 
qamragan qismini olib, uni [л2, 62] deb belgilaylik. Bu qismdan (15) ning 
x„t ga teng bo’lmagan boshqa х„г elementini olaylik. Bu protsessni 
cheksiz davom ettirsak, bir-birining ichiga qamralgan va uzunliklari

nolga intiluvchi kesmalar va ulardan tanlab olingan x„ ,Jcnj,*nj 
xususiy ketma-ketlik hosil bo’ladi. U holda, 1-teoremaga va 
ci'<x„ <,bk bo’lgani uchun 2.1. bo’limdagi ketma-ketliklaming 6-
xossasiga ko’ra,shunday с nuqta mavjudki, lim x = с bo’ladi.nk —*CO *

2.8. Chekli limitning mavjudlik sharti.
Faraz qilaylik, (15) ketma-ketlik chekli a limitga ega bo’lsin:

limjcB = a ,
n-»«о

ya’ni har qanday e >0 uchun shunday и0 = /»„(£) son topilsinki, 
barcha n > и0 lar uchun

|x„-a| < e / 2  

bo’lsin. U holda barcha n,m> n0 lar uchun

к  _x-l = k  - a + a- x. \z \x» - a\ + \x*-°\< e/2 + z/l = e

bo’ladi, ya’ni chekli limitga yaqinlashuvchi har qanday x„ ketma-ketlik 
uchun Koshi sharti: har qanday e > 0 uchun shunday n0 = n0 (s) son 
topiladiki, n,m> n0 lar uchun

K - ^ | < e (25)
munosabat o’rinli bo’ladi.

Koshi shartini qanoatlantiruvchi ketma-ketlik fundamental ketma- 
ketlik, deb ataladi.

Demak, chekli limitga ega bo’lgan ketma-ketlik fundamental ketma- 
ketlik bo’lar ekan. Bunga teskari bo’lgan xulosa ham o’rinli, ya’ni har 
qanday fundamental ketma-ketlik chekli limitga ega bo’ladi.



Haqiqatan, agar xn fundamental ketma-ketlik bo’lsa, u holda u 
Koshi shartini qanoatlantiradi. (25) ni quyidagicha yozib olamiz:

к 1~ Ы  < Iх- ~ x».l < £
yoki

K N  k l +  «
Agar

M=m5xKI’1+K|}л£я0

desak, barcha « e N  lar uchun |хя|< М  bo’ladi. U holda, Boltsano- 
Veyershtrass teoremasiga ko’ra, ketma-ketlikdan biror chekli a 
limitga yaqinlashuvchi ) xususiy ketma-ketlikni ajratib olish
mumkin. a limitga x„ ketma-ketlik ham yaqinlashadi. Haqiqatan, 
Koshi shartiga ko’ra, har qanday e > 0 uchun shunday n0 =n0(e') son 
topiladiki, n,m>  n0 lar uchun

\*.-xm\ < e 2  (26)
tengsizlik o’rinli bo’ladi. к -> oo da xn ->a  bo’lgani uchun, shunday

k0 ni topish mumkinki, barcha k > k0 lar uchun
|*«, — o| < 2̂

bo’ladi. Endi agar к  - >  oo da bo’lishini e ’tiborga olsak, shunday
iq > k0 topiladiki, nK> n0 bo’ladi. U holda, (26) ga ko’ra barcha n> n0 
lar uchun

(x„ - a |  = |*„ - xr +xr - a|< |x„ - x„tI + |x„_ - a|< e/2 + e/2 = e .

Bundan a xn ketma-ketlikning limiti ekanligi kelib chiqadi.
Yuqoridi isbot qilingan fikrlami quyidagi teorema ko’rinishida 

ifodalaymiz.
3-teorema. (Limit mavjudligining Koshi sharti) Haqiqiy sonlar ketma- 

ketligi {*„} chekli limitga ega bo’lishi uchun uning fundamental ketma- 
ketlik bo’lishi zarur va yetarlidir.



FUNKTSIYA. FUNKTSIYANING LIMITI.

l -§ . Funktsiya tushunchasi.

Faraz qilaylik, bizga E,F  to’plamlar va E ning har bir * 
elementiga ғ  ning biror у  elementini mos qo’yuvchi quyidagi f  
akslantirish berilgan bo’lsin:

f  '■ E F  (1 )

Agar E  c= қ  va F c R ,  bo’lsa, /  bir o’zgaruvchili funktsiya , agar 
E с  R”,F  <z R, bo’lsa, /  ni ko’p o’zgaruvchili funktsiya va agar 
£ с Ғ ,Ғ с А '  bo’lsa, /  ni vektor funktsiya, deb ataymiz.

Funktsiyani у  = /(x  ) ko’rinishda ham yozish qabul qilingan.- E

to’plam /  funktsiyaning aniqlanish yoki berilish sohasi, F  esa /  
funktsiyaning qiymatlar sohasi, deyiladi. Aniqlanish sohasi uchun £>(/) va 
qiymatlar sohasi uchun Rif) belgilashlar ishlatiladi. Agar x e  E bo’lsa, 
u holda у  yoki f (x  ) funktsiyaning x nuqtadagi qiymatini bildiradi.

Agar x e to’plamning o’zgaruvchisi bo’lsa, x ni erkli
o ’zgaruvchi yoki argument, deb atashadi.

Funktsiyani belgilash uchun yana Ф,%(р,ф,ц/,... harflar, argumentni 
belgilash uchun е,т,со,&£... harflar ishlatiladi.

Biz bu va keyingi uch bobda asosan bir o’zgaruvchili funktsiyalami 
o ’rganamiz.

Agar /  : £[->  e 2 va tp : £2-*£3 bo’lsa, u holda z=ip(f(x)) 
funktsiya murakkab funktsiya yoki /  va cp funktsiyalaming 
superpozitsiyasi, deb ataladi. Murakkab funktsiya к ta funktsiya 
superpozitsiyasidan iborat bo’lishi mumkin:

z = / i ( /2(- ( /k (*  ))•••))•
Funktsiyalarga ko’p misollar keltirish mumkin. Masalan, r radiusli 

doira yuzi S=nr2 r radiusning funktsiyasidir. Radius masofa sifatida 
faqat musbat qiymatlar qabul qilishi mumkin bo’lgani uchun , bu 
funktsiyaning aniqlanish sohasi Я + = ( 0 ,оо) bo’ladi. Agar S=jcr2 
formulani geometrik ma’nosisiz qarasak, u holda bu funktsiyaning 
aniqlanish sohasi R, bo’ladi.

Misollar:
1 ) y  = 4 ^ 7 ,  D (/) = [-U ],
2 )  у  = 1g(1 + x), D ( f )  =  ( 1, 0 0 ) ,



3) y = ^ - ^ ,  D { f)  = Д \ « ,х -  1
4) у  = arcSinx, £>(/) = ( -1,1].

1) va 2) misollardagi funktsiyalar murakkab funktsiyalardir, chunki 1) 
funktsiya у  = -Ju,u = \ - v  ,v  = x 2 funktsiyalaming, 2) funktsiya esa 
у  = lg и, и = 1 + x  funktsiyalaming superpozitsiyasidan iborat.

Funktsiya tushunchasi iqtisodiyotda ham keng qo’llaniladi. Masalan, 
talab, o’zlashtirish, taklif funktsiyalari yoki foydalilik funktsiyasi, maqsad 
funktsiya va h.z.

Keltirilgan misollarda funktsiya formulalar yordamida berilgan, 
bundan funktsiya faqat formulalar bilan berilar ekan degan xulosa kelib 
chiqmaydi. Masalan, x ning har bir qiymatiga uning butun qismini mos 
qo’yuvchi E(x)  funktsiyaning har bir qiymatini ko’rsataolsak ham: 
£(l) = 1, £(2,3) = 2, E(x) = 3 va x.k., uni hech qanday formula bilan ifodalab 
bo’lmaydi.

( x , / ( x ) )  juftlik tuzib olib, koordinatalar tekisligidan bu juftlikka 
koordinatalari x  va f ( x )  bo’lgan nuqtani mos qo’yamiz. Barcha x  e  D 
larga mos qo’yilgan bunday nuqtalaming geometrik o’rnini f ( x )  
funktsiyaning grafigi, deb ataymiz.

Funktsiyaning ko’p xususiyatlari: aniqlanish sohasi, o ’sish va kamayish 
oraliqlari, uzulish nuqtalari atrofida va cheksizlikda o’zini tutishi, grafikda 
yaqqol ko’ringani uchun, funktsiyaning grafigini qurish va undan 
foydalanish amaliyotda juda muhim rol o’ynaydi.

Ayrim hollarda, funktsiya grafik ko’rinishda berilishi ham mumkin. 
Masalan, seysmik izlanishlarda ishlatiladigan jihozlar seysmik 
o ’zgarishlami grafik ko’rinishda ifodalaydi yoki meditsinada ishlatiladigan 
kardiogramma asbobi yurak hurujini grafigini chizib beradi yoki texnikada 
keng qo’llaniladigan otsillograf asbobi ham bunga misol bo’ladi.

Agar / ( x)  funktsiya biror (a,b) oraliqda berilgan bo’lib, a*0 
ixtiyoriy o’zgarmas son bo’lsa, u holda a  va /  funktsiyalar yordamida:
l ) a f ( x ) ,  2) f ( x ) + a ,  3) / ( * - a ) , 4 )  / ( a x )  funktsiyalami tuzib olish 
mumkin. 1) va 2) funktsiyalar (a, ft) oraliqda aniqlangan, lekin 1)



f u n k t s i y a n i n g  g r a f i g i n i  o r d i n a t a s i  / ( x)  o r d i n a t a g a  n i s b a t a n  a m a r o t a b a  
u z a y t i r i l g a n .  2) f u n k t s i y a n i n g  g r a f i g i ,  a g a r  a >0 b o ’ l s a ,  / ( * )  f u n k t s i y a n i n g  
g r a f i g i n i  a m i q d o r  t e p a g a ,  v a  a g a r  a<0 b o ’ l s a ,  |a| m i q d o r  p a s t g a  s u r i s h  
n a t i j a s i d a  h o s i l  b o ’ l a d i .  3 )  f u n k t s i y a n i n g  g r a f i g i  e s a ,  f (x )  f u n k t s i y a n i n g  
g r a f i g i n i  a  m i q d o r  o ’ n g g a  agar a>0 b o ’ l s a , v a  a g a r  a <0 b o ’ l s a ,  s h u  
g r a f i k n i  |a| m i q d o r  c h a p g a  s u r i b  h o s i l  q i l i n a d i .  V a  n i h o y a t ,  4 )  f u n k t s i y a  

i n t e r v a l d a  a n i q l a n g a n ;  u n i n g  g r a f i g i  /  f u n k t s i y a  g r a f i g i n i  a  
m a r o t a b a  s i q i s h  n a t i j a s i d a  h o s i l  b o ’ l a d i .

A g a r  /  f u n k t s i y a  n o l g a  n i s b a t a n  s i m m e t r i k  b o ’ l g a n  t o ’ p l a m d a  
a n i q l a n g a n  b o ’ l s a ,  v a  s h u  t o ’ p l a m n i n g  b a r c h a  n u q t a l a r i  u c h u n  
f ( -x )= f(x )  y o k i  f ( -x )= -f(x )  m u n o s a b a t  o ’ r i n l i  b o ’ l s a ,  b u  f u n k t s i y a n i  
m o s  r a v i s h d a  j u f t  y o k i  t o q  f u n k t s i y a ,  d e b  a t a y m i z .

T a ’ r i f d a n  k o ’ r i n i b  t u r i b d i k i ,  j u f t  f u n k t s i y a n i n g  g r a f i g i  у  o ’ q i g a  
n i s b a t a n  s i m m e t r i k ,  t o q  f u n k t s i y a n i n g  g r a f i g i  e s a ,  k o o r d i n a t a  b o s h i g a  

n i s b a t a n  s i m m e t r i k  b o ’ l a d i .  M a s a l a n ,  x2*,Cosx, л/ l - х г , f  <jx|) -  j u f t .

f u n k t s i y a l a r ,  x2"*' ,Sinx,xJ\ + x2 f u n k t s i y a l a r  e s a  t o q  f u n k t s i y a l a r d i r .
J u f t  y o k i  t o q  f u n k t s i y a l a r  k o ’ p a y t m a s i  j u f t ,  j u f t  v a  t o q  f u n k t s i y a l a r  

k o ’ p a y t m a s i  e s a  t o q  f u n k t s i y a  b o ’ l a d i .
H a r  q a n d a y  f u n k t s i y a  j u f t  y o k i  t o q  b o ’ l i s h i  s h a r t  e m a s .  M a s a l a n ,  

x 2 -  x + 1  t o q  h a m  j u f t  h a m  e m a s .
/  f u n k t s i y a  E t o ’ p l a m d a  o ’ s u v c h i  ( k a m a y m a y d i g a n )  f u n k t s i y a  

d e y i l a d i ,  a g a r  h a r  q a n d a y  x , , x 2 e  E, * , <  l a r  u c h u n  / ( * , )  <  f (x2) ( / ( л , )
<  / ( , , )  )  m u n o s a b a t  o ’ r i n l i  b o ’ l s a .

/  f u n k t s i y a  E  t o ’ p l a m d a  k a m a y u v c h i  ( o ’ s m a y d i g a n )  f u n k t s i y a  
d e y i l a d i ,  a g a r  h a r  q a n d a y  x,,x2 e  E, * , <  l a r  u c h u n  / ( * , )  >  f (x2) ( / ( j c , )
>  f(x2) )  m u n o s a b a t  o ’ r i n l i  b o ’ l s a .

M a h s u l o t n i n g  s o t i l i s h  m i q d o r i  u n i n g  n a r x i g a  b e v o s i t a  b o g ’ l i q .  U l a r  
o ’ r t a s i d a g i  m u n o s a b a t  t a l a b  f u n k t s i y a s i  d e b  a t a l a d i .  T a b i i y k i ,  m a h s u l o t  
n a r x i  o s h s a ,  m a h s u l o t g a  b o ’ l g a n  t a l a b n i  k a m a y t i r a d i ,  y a n i  t a l a b  
f u n k t s i y a s i  k a m a y u v c h i  f u n k t s i y a d i r .  B u  f u n k t s i y a n i  QD = / ( P )  k o ’ r i n i s h d a  
b e l g i l a y m i z .  I s h l a b  c h i q a r i l a y o t g a n  m a h s u l o t n i n g  h a j m i  b i l a n  u n i n g  n a r x i  
o ’ r t a s i d a g i  m u n o s a b a t  t a k l i f  f u n k t s i y a s i  d e y i l a d i  v a  Qs = g ( P )  k o ’ r i n i s h d a  

b e l g D a y m i z .  B u  f u n k t s i y a  o ’ s u v c h i ,  c h u n k i  m a h s u l o t  n a r x i n i n g  o s h i s h i  
m a h s u l o t n i  k o ’ p r o q  i s h l a b  c h i q a r i s h i g a  o l i b  k e l a d i .

/  f u n k t s i y a  e  t o ’ p l a m d a  c h e g a r a l a n g a n  d e y i l a d i ,  a g a r  h a r  q a n d a y  
x  e  E u c h u n  |/(jc)| ^  M m u n o s a b a t n i  q a n o a t l a n t i r a - d i g a n  m u s b a t  M s o n i  

t o p i l s a ,  a k s  h o l d a  /  f u n k t s i y a  E t o ’ p l a m d a  c h e g a r a l a n m a g a n  d e y i l a d i .  
M a s a l a n ,  У = УХ f u n k t s i y a  k a m a y u v c h i  v a  (0,oo) o r a l i q d a  

c h e g a r a l a n m a g a n ,  l e k i n  ( l,o o )  o r a l i q d a  c h e g a r a l a n g a n .



A g a r  /  f u n k t s i y a  u c h u n  s h u n d a y  T  s o n  m a v j u d  b o ’ l s a k i ,  b a r c h a  
x e  D ( f )  l a r  u c h u n  x  + T ^ D ( f )  b o ’ l i b  ,  f ( x ) = f ( x  + r )  m u n o s a b a t  
o ’ r i n l i  b o ’ l s a ,  b u  f u n k t s i y a n i  d a v r i y  f u n k t s i y a ,  т n i  u n i n g  d a v r i  d e b  
a t a y m i z .  M a s a l a n ,  Sinx,Cosx d a v r i  2 *  b o ’ l g a n  d a v r i y  f u n k t s i y a l a r d i r .

F u n k t s i y a  q u y i d a g i  j a d v a l  k o ’ r i n i s h i d a  h a m  b e r i l i s h i  m u m k i n :

X Xk X1 x n

У У\ У2 y„

D e m a k , f u n k t s i y a  a n a l i t i k  k o ’ r i n i s h d a ,  y a ’ n i  a r i f m e t i k ,  a l g e b r a i k  v a  
t r i g o n o m e t r i k  a m a l l a r  b i l a n  i f o d a l a n u v c h i  f o r m u l a l a r  b i l a n ,  y o k i  g r a f i g i  
b i l a n ,  y o k i  j a d v a l  k o ’ r i n i s h d a  b e r i l i s h i  m u m k i n  e k a n .

B e r i l g a n  f u n k t s i y a  t o ’ g ’ r i s i d a  t o ’ l a  t a s a w u r g a  e g a  b o ’ l i s h  u c h u n  u n i n g ,  
m a s a l a n  a n a l i t i k  i f o d a s i  y e t a r l i k  b o ’ l m a s l i g i  m u m k i n ,  s h u  s a b a b l i ,  u n i n g  
g r a f i g i  q u r i l a d i ,  a g a r  . f u n k t s i y a  g r a f i k  y o k i  j a d v a l  k o ’ r i n i s h d a  b e r i l g a n  
b o ’ l s a ,  u n i n g  a n a l i t i k  i f o d a s i n i  t u z i s h  z a r u r i y a t i  t u g ’ i l i s h i  m u m k i n ,  b u  e s a  
a n c h a  m u r a k k a b  m a s a l a .  B u n g a  d o i r  m a s a l a l a m i  b i z  k e y i n g i  b o b l a r d a  
b a t a f s i l  k o ’ r i b  c h i q a m i z .

B i z  s h u  p a y t g a c h a  b i r  q i y m a t l i  f u n k t s i y a l a m i  k o ’ r d i k ,  l e k i n  /  x  e  E  
g a  у  n i n g  b i t t a d a n  o s h i q  q i y m a t l a r i n i  h a m  m o s  q o ’ y i s h i  m u m k i n ,  

b u n d a y  f u n k t s i y a n i  k o ’ p  q i y m a t l i  f u n k t s i y a  d e b  a t a y m i z .  M a s a l a n ,  
arcSinx, arcCosx, arctgx l a r  s h c h u n d a y  f u n k t s i y a l a r  j u m l a s i g a  k i r a d i :  

у  = ( - 1)* arcsin x  + ктг, у  = ± arccos x  + 2  кя , у  = ( - 1)* arctgx + kn, 
к = 0 ,±1,±2 ,... .

x  v a  у  l a r  o ’ r t a s i d a g i  m u n o s a b a t  q u y i d a g i  k o ’ r i n i s h d a  b e r i l i s h i  h a m  

m u m k i n :
F ( x , y )  = 0 .  (2 )

B u n d a y  k o ’ r i n i s h d a  b e r i l g a n  f u n k t s i y a n i  o s h k o r m a s  f u n k t s i y a ,  ( 2 )  n i  e s a ,  
u n i n g  t e n g l a m a s i ,  d e b  a t a y m i z .  M a s a l a n ,

x 1 + y 2 =  r 2
a y l a n a n i n g  t e n g l a m a s i  o s h k o r m a s  f u n k t s i y a g a  m i s o l  b o ’ l a d i .  U  o s h k o r  
b o ’ l m a g a n  h o l a t d a  b i t t a  i k k i  q i y m a t l i

y  = ± 4 r 2 - x 1 , ( ~ г < х й г ) - ,

f u n k t s i y a n i  y o k i  i k k i t a  b i r  q i y m a t l i  у  = +Jr2 - x 1 v a  y = —Jr2- x 2 
f u n k t s i y a l a m i  a n i q l a y d i .  U l a m i n g  g r a f i k l a r i  b i r g a l i k d a  m a r k a z i  
k o o r d i n a t a l a r  b o s h i d a  b o ’ l g a n  г  r a d i u s l i  a y l a n a n i  i f o d a l a y d i .

O s h k o r m a s  f u n k t s i y a n i n g  g r a f i g i  k o o r d i n a t a l a r i  ( 2 )  n i n g  
y e c h i m l a r i d a n  t u z i l g a n  n u q t a l a m i n g  g e o m e t r i k  o ’ m i d a n  i b o r a t  b o ’ l a d i .



A g a r  ( 2 )  n i  y u q o r i d a  k e l t i r i l g a n  m i s o l d a g i d e k ,  b i r o r  o ’ z g a r u v c h i g a  
n i s b a t a n  y e c h s a k ,  у  = q>(x) y o k i  x =  k o ’ r i n i s h d a g i  f u n k t s i y a n i  h o s i l  

q i l a m i z .  B u n d a  x = y/{y) f u n k t s i y a n i  у  = <p(x) f u n k t s i y a g a  t e s k a r i  
f u n k t s i y a ,  d e b  a t a y m i z .

2-§. Funktsiyaning limiti.

2.1. Ta’riflar. Cheksizlikka intiluvchi funktsiyalar. Chegaralangan 
funktsiyalar.

F a r a z  q i l a y l i k ,  f(x )  f u n k t s i y a  a n u q t a n i n g  o ’ z i d a  b o ’ l m a s a  h a m ,  
u n i n g  b i r o r  a t r o f i d a  a n i q l a n g a n  b o ’ l s i n .  A g a r  x a g a  , c h e k s i z  k o ’ p  

e l e m e n t l a r i  a n i n g  s h u  a t r o f i g a  t e g i s h l i  b o ’ l g a n  h a r  q a n d a y  { * „ } k e t m a -  

k e t l i k  b o ’ y l a b  i n t i l g a n d a  h a m ,  / ( * )  n i n g  u l a r g a  m o s  k e l u v c h i  q i y m a t l a r i  
k e t m a - k e t l i g j

/(* .). / (* 2), /(*,),••■,/(*„),••• ( 1)
f a q a t  a l i m i t g a  e g a  b o ’ l s a ,  A n i  / ( * )  f u n k t s i y a n i n g  x -* a  d a g i  l i m i t i ,  
d e b  a t a l a d i  v a

l i m  f(x)  =  A ( 2 )к—»0

k o ’ r i n i s h d a  y o z i l a d i .
1-misol. f (x )= x 2 -2 x  + 4 f u n k t s i y a n i n g  x — > 2  d a g i  l i m i t i n i  t o p a y l i k .  

2  g a  i n t i l u v c h i  i x t i y o r i y  x„ k e t m a - k e t l i k n i  q a r a y l i k .  U  h o l d a ,  k e t m a -  

k e t l i k  l i m i t m i n g  x o s s a l a r i g a  k o ’ r a
lim/(* )  = lim(j£ 3 - 2x + 4) = lim* 3 - 2limx +4 = 4 - 4  + 4 = 4.
*-+2 t -* 2  r-t2 r-»2

D e m a k ,  l i m  f(x)  =  4 .x-*l

2-misol. f(x)=CoS  —  f u n k t s i y a  b a r c h a  x * 0  l a r d a  a n i q l a n g a n .  B u

f u n k t s i y a n i n g  x -►  0  d a g i  l i m i t i n i  a n i q l a y l i k .
0  g a  i n t i l u v c h i  q u y i d a g i  k e t m a - k e t l i k l a m i  k o ’ r a y l i k

Й > ' Ш -
u  h o l d a ,

= Cos —̂ * 1)?r- = 6,

f ( x \ )  = C os2nn  =  1 .

B e r i l g a n  / ( * )  f u n k t s i y a  0  g a  i n t i l u v c h i  i k k i  x i l  k e t m a - k e t l i k  u c h u n  i k k i t a  
h a r  x i l  l i m i t g a  e g a  b o ’ l d i .  D e m a k ,  b e r i l g a n  f u n k t s i y a  x  - >  0  d a  l i m i t g a  
e g a  e m a s .

F u n k t s i y a  l i m i t i g a  q u y i d a g i c h a  t a ’ r i f  b e r s a  h a m  b o ’ l a d i .
T a ’ r i f .  A g a r  i x t i y o r i y  e  > 0  s o n  u c h u n  s h u n d a y  S  > 0  s o n  t o p i l s a k i ,



|jc — а| < S

\ f ( x ) - A \<  e

munosabat o’rinli bo’lsa, u holda A son / (* )  funktsiyaning x —>a dagi 
limiti deyiladi.

Funktsiya limitiga berilgan bu ikki ta’rif o’zaro ekvivalent.
Haqiqatan, faraz qilaylik, A son f (x)  funktsiyaning 

birinchi ta’rif bo’yicha x -> a  dagi limiti bo’lsin, va .u  ikkinchi ta’rif 
ma’nosida limit bo’lmasin. U holda shunday eo mavjudki, uning uchun 
kerakli 5 ni topib bo’lmaydi, ya’ni har qanday 5 uchun 0 < |x-a| < 6 
bo’lsa ham, kamida bitta shunday xb topiladiki, uning uchun

|/(*г)-Л|^Ео
bo’ladi.

Endi agar, 5 = - (k= 1,2,3,....) deb, ulaming har biriga mos 0 < |jc, -a\

< -  va |/(х „ )-л |£ е 0 (к=1г2,3,....) munosabatlami qanoatlantiruvchi

barcha xk =  xs lami topsak, ulardan xr ->a bo’lsa ham, f(xy)  laming 
A ga intilmasligi kelib chiqadi. Demak, qilingan faraz xato, ya’ni A son 
f (x)  funktsiyaning ikkinchi ta’rif bo’yicha ham limitidir.

Endi teskarisini isbotlaylik, ya’ni A son } { x )  funktsiyaning ikkinchi 
ta’rif bo’yicha limiti bo’lsin. U holda, x ning qiymatlaridan tuzilgan a 
ga intiluvchi {x„} ketma-ketlik mavjud. Berilgan e  uchun ikkinchi 
ta’rifda so’ralgan 5 ni topaylik. Endi shunday natural «о ni tanlaymizki, 
n > n 0 bo’lganda \x„ - a \ <  5 bo’lsin. U holda, ikkinchi ta’rifga ko’ra,и
> и 0 lar uchun \ f {x„) -A\<  e bo’ladi. Bundan { f  )} ketma-ketlikning A 

ga intilishi kelib chiqadi. {*„ } ketma-ketlik ixtiyoriy bo’lgani uchun, A 
son f ( x )  funktsiyaning birinchi ta’rif ma’nosida ham limiti bo’ladi.

3-/И i s о I . / ( x ) = x 2 funktsiyaning dagi limiti 1 ekanligini 
ko’rsataylik.

Haqiqatan, e  > 0  bctiyoriy son bo’lsin. 1 ning (1/2 , У2) atrofini 
qaraylik. Bu atrofning ixtiyoriy x nuqtasi uchun

Agar S = desak, u holda 5 tengsizlikni

qanoatlantiruvchi barcha x lar uchun
5 2



B u n i  b i r i n c h i  t a ’ r i f  b o ’ y i c h a  i s b o t  q i l s a  h a m  b o ’ l a d i .  M a s a l a n ,  a g a r  
x „  -»■ 1 i x t i y o r i y  k e t m a - k e t l i k  b o ’ l s a ,  l i m i t l a m i n g  x o s s a s i g a  k o ’ r a ,  

l i m x „ 2 =  l im * , ,  • l im jc „  = 1 1  =  1.

4-m i s о I. f (x )=(x2-4)/(x-2)  funktsiya D(f) = R\{2} da 
aniqlangan. Uning x->2 dagi limitini topaylik. D(f) ning ixtiyoriy x 

X 1 - 4nuqtasi uchun ——— = x + 2 . Agar ( .t„ }cD (/) 2 ga intiluvchi ixtiyoriy

ketma-ketlik bo’lsa, u holda,
x  2 -  4

l i m — - - - - - = l i m ( x „  +  2 )  = 2  + 2  =  4 .
n— — 2  n—

f (x )=(x2-4)/(x-2)  va ф ( х ) = х + 2  har xil funktsiyalar bo’lsa ham 
(chunki ularning aniqlanish sohasi har xil), ulaming x - y 2  dagi limitlari 
teng ekan.

Agar f ( x )  biror К  >  0 uchun | j c |  >  К  tengsizlikni qanoatlantiruvchi 
barcha x lar uchun aniqlangan bo’lsa, va ixtyoriy e > 0 uchun 
shunday м> к son topilsaki, \x\ > м  bo’lgan barcha * lar uchun 
\f(x)-A\ < s bo’lsa, u holda A  son / (* )  funktsiyaning x->oo dagi limiti, 
deb ataladi. Buni

lim f ( x ) =  A
Г—MC

ko’rinishda yozamiz.
Bunday limitga ta’rifni ketma-ketlik tilida bersa ham bo’ladi.
Agar { x n} oo ga intiluvchi ixtiyoriy ketma-ketlik bo’lib,

П т/0 0  = Л

bo’lsa, u holda A  son f ( x ) funktsiyaning x — dagi limiti, deb ataladi.
Bu ikki ta’rifning ekvivalentligini isboti yuqorida chekli a uchun 

bajarilgani kabi bo’ladi.
Umuman, f ( x )  funktsiyaning chekli a  uchun a  dagi va j c - ю о  

dagi limitlarining xossalari bir xil bo’lgani uchun, bu xossalami ikkala 
hoi uchun bitta qilib beramiz. Ayrim hollardagina zaruriyat tug’ilsa, a 
ning chekli, +°o yoki -oo ekanligini ko’rsatamiz.

a ning ixtiyoriy atrofini ua bilan belgilaylik. Agar a=oo (+oo yoki - 
oo) bo’lsa, a ning atrofi deb , yetarlicha katta M> 0 uchun,

I j c I  >  m  (  x  >  m  yoki x  <  - M  )  

tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x lar to’plamini tushunamiz. 
Aytish lozimki, ikkita Ua 1 va и 2 atroflaming kesishmasi ham biror ua 
atrof bo’ladi.

Agar f { x )  funktsiya a ning biror uo atrofida chegaralanmagan 
bo’lsa, ya’ni har qanday M> 0 uchun va barcha x e ua lar uchun 
|/(jc)| > M bo’lsa,



lim / ( x)  = oo 
1-»®

deb yozamiz. Bunday funktsiyalami jc-> a dagi cheksiz katta miqdor, 
deymiz.

Eslatma. Agar lim/(* ) = да bo’lib, ua da f (x)  > 0 ( f (x ) < 0 ) bo’lsa, u 
holda lim/ ( jc) = + o o  (lim/ ( x) = - o o )  deb yoziladi.

x>+oo

2.2. Funktsiya limitlari haqidagi asosiy teoremalar.
1-teorema. Agar limf ( x )  = A ,  a  - chekli son bo’lsa, u holda f ( x )

biror u„ atrofda chegaralangan bo’ladi.
I s b o t i .  Teorema shartidan , masalan, e=l uchun shunday Ua atrof 

mavjudki, uning barcha nuqtalari uchun
1> \ f ( x ) - A \ > \ f ( x ) \ - \ A \  

ekanligi kelib chiqadi. Bundan, Vo ning barcha nuqtalari uchUn
|/(* ) |<  i + и

ni hosil qilamiz. Teorema isbot bo’ldi.
2-teorema. Agar \ \ m f ( x )  =  A , a  - chekli son bo’lsa, u holda

г—>a
shunday u, atrof mavjudki, barcha x e ua lar uchun

I/ ( * ) ! > %  •
Agar Л> 0 bo’lsa, /(* )>  A / 1 ,  va A <  0 bo’lsa, f ( x ) <  A / 1  .

Teoremaning isboti §2.1 dagi 3-xossaning isboti kabi bajariladi.
3-teorema. Agar lim/,(дг) = A,, lim/ , (л) = Лг, va biror U0 atrofda

J  i  - » o

f l ( x ) <  / 2 ( j )  b o ’ l s a ,  u  h o l d a  A \  <  A 2 b o ’ l a d i .

I s b o t i .  Faraz qilaylik, x„ -> a biror ketma-ketlik bo’lsin. Shunday 
n0 topiladiki, n> n0 lar uchun x neu a bo’ladi. Teorema shartiga 
ko’ra, bunday x  „ lar uchun f i ( x  „)< f 2 ( x  „) bo’ladi. U holda §2.1 dagi
4-xossaga ko’ra, A  j < a 2  ■

4-teorema. Agar \ \ m f ^ x )  =  A  ,  limf 2 ( x )  =  A  ,  va biror U ,  atrofda
ж-*а x-> a

f i ( x ) <  ф(х)</2(х) bo’lsa, u holda
lim<p ( x ) = a .

I s b o t i .  Faraz qilaylik, x„ ->  a biror ketma-ketlik bo’lsin. Shunday 
n0 topiladiki, n> n0 lar uchun x пеиа bo’ladi. Teorema shartiga 
ko’ra, bunday x „ lar uchun f\{x  „)< <p(x n)<f2(x n) bo’ladi. U holda 
§2.1 dagi 6-xossaga ko’ra, 1ип ф(* n)= A .  { x  „} ketma-ketlik ixtiyoriy

b o ’ l g a n i  u c h u n ,  l i m < p ( j t ) = ^  b o ’ l a d i .



5 - te o re m a . C h e k li lim f ( x )  = A lim itn in g  m av ju d  b o ’lish i u c h u n ,
x -* a

f ( x )  n in g  a n u q ta n in g  o ’z id a  b o ’lm asa  h a m , u n in g  a tro fid a  
a n iq la n g a n lig i v a  h a r  q a n d a y  e > 0 u c h u n  u n in g  sh u n d a y  V, a tro fi 
m av ju d  b o ’lish i z a ru r  v a  y e ta r lik i, ix tiyo riy  x',x"eU„,x',x"*a la r  u c h u n

|/(* ')-/(* " )|< e
bo’lsin.

Z  а  г  u  r  1 i g  i. Faraz qilaylik , lim /( jc ) = A chekli bo’lsin. U  holda,
x -* a

/ ( jc )  fu n k ts iy a  a n u q ta n in g  b iro r  a tro f id a  a n iq la n g a n  b o ’lad i. B u n d a n  
ta s h q a r i, ix tiy o riy
e > 0  u c h u n  s h u n d a y  Va a t r o f  m av ju d k i, a g a r xeUa , x±a  , b o ’lsa, 

| / ( j c ) - / i |<  e /2  b o ’lad i. A g ar x',x"<zU „,x\x"*a b o ’lsa, u  h o ld a , 

| / ( x ' ) - / ( x " ) |<  \f(.x')-A\ + \A-f{x")\< z/2 +  e/2 = e .

Y e  t  а  г  1 i 1 i g  i. F a ra z  q ilay lik , f ( x )  a n u q ta n in g  o ’z id a  b o ’lm asa  
h a m , u n in g  a tro f id a  an iq lan g an  va  h a r  q a n d a y  e > 0  u c h u n  u n in g  
sh u n d a y  u„ a tro f i m a v ju d  b o ’ls ink i, ix tiy o riy  x',x"eUa,x',x”*a  la r  

u c h u n
| / ( jO - / ( * " ) | < e

b o ’ls in . a g a  in tilu v c h i b iro r  {*  „ } , x n*a  k e tm a -k e tlik n i o lay lik . 
K e tm a -k e tl ik la r  u c h u n  K o sh i sh a r tig a  k o ’ra  ( q a ra n g  4 -b o b ,§ 2 .8  ) , h a r  
q a n d a y  e > 0  u c h u n  s h u n d a y  na = n0 ( e )  so n  to p ilad ik i, n,m> n0 la r  

u c h u n

K _JC™| <E >
y a ’n i x„,jc„ e ( / „ .  U  h o ld a , n,m> n0 la r  u c h u n

\f(x„)~f(xm)\<Z ,

y a ’n i {f (x  „ )}  k e tm a -k e t l ik  K o sh i s h a r tin i q a n o a tla n tira d i , v a  sh u  sabab li 
l im itg a  ega. E n d i h a r  x il { * „ }  k e tm a -k e t lik la r  u c h u n  { / ( * „ ) }  k e tm a -  
k e tlik la r  b ir  x il lim itg a  in tilish in i k o ’rs a tish  q o ld i.

F a ra z  q ilay lik , x a , x'„-+a  ; x „ , x ' n* a ( «  =  1,2,... ) b o ’lsin. 
U  h o ld a , y u q o r id a  isb o t q ilin g an ig a  a so sa n , sh u n d a y  A va a ’ la r  
m av ju d k i, / ( * „ ) - >  A v a  / ( * ' „ ) - »  a ’ b o ’lad i. Y ang i a g a  in tilu v ch i 
{ jc j, jc 'i, jc2,-* '2,"-.-» x « ,* '»» -■ -}  k e tm a -k e tlik n i tu z a m iz . U  h o ld a  y u q o rid a  
isb o tlan g an ig a  k o ’r a ,  u n g a  m o s  ke lu v ch i { / ( jc j) ,  f ( x \ ) y f ( x 2), f ( x ' 2),..., 
/ ( j c n ) , f ( x ' k e tm a -k e t l ik  h a m  ch ek li lim itg a  egad ir . B u  A = A ’ 
b o ’lsag in a  m u m k in . T e o re m a  isb o t b o ’ldi.

6 - te o re m a .  A g ar lim  f ( x ) =  A v a  lim  m (jc )= B  , a , в  -c h e k li  so n la r
i  -> a x —¥o

bo’lsa, u holda
1°. lim [ f ( x ) + y ( x ) \=  A + B ;



2°. ш п [ / ( х ) ф ( * ) ] = л  я ;х~*а
3°. A g a r 5 ^ 0  b o ’lsa , l i m ^ ^  = — .

*-►» 9>(х) 5
I s b o t i .  1° n i isb o t q ila m iz , 2° v a  3° n in g  isb o tla ri sh u n g a  

o ’x sh ash  b a ja r ila d i.
Ix tiy o riy  e >  0 u c h u n  a n in g  sh u n d a y  U.S .  a tro f la r i m av ju d k i,

b a rc h a  jc e t /„  la r  u c h u n  \f(x)-A\< s / 2  va  b a rc h a  xeVa la r  u c h u n  

\cp(x)~B\< б / 2  b o ’lad i. U  h o ld a , b a rc h a  x e U ar)Va la r  u c h u n  

|[ / (  x )±ф(дс) ] - (  A ± В ) |= |[ / (  x)-A  ]±[cp(JC) -  В ]|<
< | / ( л ) - ^ |+ |ф ( х ) - в |<  e / 2+  s / 2= e .

Bundan tashqari, quyidagi ikki munosabat ham o’rinli:
1. A g a r f { x )  c h e g a ra la n m a g a n  fu n k ts iy a  v a  Пшф( * )= 0  b o ’lsa , u  h o ld a

lim = oo 
*-►» <p(x)

b o ’lad i.
2. A g a r lim f{x) = A  va lim ф (* )= о с  ( a  -  c h e k li so n  )

x —* a  x —*a

b o ’lsa , u  h o ld a

x~>° <p(x)
b o ’lad i.

A y rim  h o lla rd a  / ( j c )  fu n k ts iy a  a  n in g  o ’z id a  e m as , b a lk i u n in g  b iro r  
(a , ft] ([ft, a ) )  a tro f id a  a n iq la n g a n  b o ’lish i m u m k in , u  h o ld a  
fu n k ts iy a n in g  x  d ag i lim itin i b ir  y o q la m a li lim iti d eb , x u su san , 
jc e ( a ,f t ]  b o ’ls a , o ’n g  lim iti va  a g a r jc e [ f t ,a )  b o ’lsa, c h a p  lim iti , d eb  
a ta la d i. U la r  m o s  ra v ish d a  f (a+  0) v a  / ( a - 0 )  k o ’r in ish d a  b e lg ilan ad i.

A g a r f ( x )  fu n k ts iy a  (a ,ft) in te rv a ld a  a n iq la n g a n  b o ’lsa , u  h o ld a  a 
n u q ta d a  o ’n g  / ( a + 0 ) lim iti v a  ft n u q ta d a  c h a p  / ( f t - 0 )  l im iti  m a ’n o g a  
egad ir .

E s la tm a . f ( a +  0 )=  / ( a - 0 )  = A  te n g lik  \\mf(x) = A  l im itn in g

m av ju d lig ig a  ek v iv a len t.
5 - m i s o l .  lim Sira = 0 ek an lig in i isb o tlan g .

x -* 0

H a q iq a ta n , h a r  q a n d a y  x u c h u n  |S //k |<  | jc | b o ’lgan i u c h u n  ix tiy o riy  

8 > 0  u c h u n  5 = e  d e sak , | j c - 0 |  < 5 b o ’lg an d a ,
|й 'исс-0|= |Л '« х |<  I x |= | jc -01 <  8  = e

b o ’lad i.
6-m i s о I. lim Cosx = 1 e k a n lig in i isb o tlan g .

iso



Avvalgi misoldagidek, ixtiyoriy e > 0 uchun S = -Л7 desak, | j c-0| < 5  
bo’lganda,

C o jO°| = 2Sin2 4 <  2 -

u 1 о

1 2 ] К 2 J
=  —  Ijc — 0|2 < — 62=e 

2 1 2
bo’ladi.

2.3. 1-ajoyib limit. Kelajakda ko’p ishlatiladigan quyidagi limitni
l i m ^  = l (1)i->o x

1-ajoyib limit deb atashadi. Buni isbotlashdan awal, 0<x < у  lar uchun 

Sinx<x < tgx bo’lishini ko’rsataylik.

С  Buning uchun R radiusli doiraida
a o b  o’tkir burchak, a b  vatar va A 

A  nuqtada o ’tkazilgan AC urinmani
ko’raylik (qarang 62-rasm).
Rasmdan ko’rinadiki

^ЛЛОВ SctU O B  ^  $М О С  •

62-rasm. Bundan

—  Л 2 •Sinx< —R 2 - j c <  —R 2 -tgx.
2 2 2

Agar bulami ^ д2 ga bo’lib yuborsak, Sinx<x < tgx ni hosil qilamiz.

Ос* < у  ekanligini e’tiborga olib, oxirgi tengsizlikni Sim  ga bo’lib 

yuborsak,
Sinx

1 > ------  > CoSx.x
Bundan

Sinx
0 < 1 -------< 1 -CoSx

\-C o S x  =  IS in1 —< 2Sin-  <  x  .

kelib chiqadi. Lekin
1 -  CoSx  =  25m2

2
Shuning uchun,

Sinx
0 < 1- ------< x .x

Bundan o’z navbatida,
Sinx

0<| — -1|<|х I



o’rinlidir. Endi agar ixtiyoriy e > 0 uchun 8 = e desak, \x -0|=|* |< 5 
Sinx

bo’lganda, |------ - 1|< e bo’ladi. ( 1) isbot bo’ldi.

1 — m i s o  I.

2 — m i s o  I.

Sinax Sin ca 
lim ----------- = lim -------------- a  =  a .
« о  x i-*o ax

.. 1 -C o s x  
lim --------;—  =  lim
*->0 %  x-*Q

ISin2 -  
____ 2 _

Sin2
2  lim - 

i-*0

3 — m i s o  I.
- = lim - ♦ lim -

x  r-*° jc  Cosx *-*° jc  *-*° Cosx
4 — m i s o  I.

.. c . 1 .. ^ inx  г  Siny . lim x  * Sm  —  = l i m— = lun— — = I,
1 - «  J f  x - » *  1  y ~ *  0  у

=  1 1  =  1.

bu yerda у  = -  deb belgiladik, x  -хю da у  -*■ 0 bo’ladi.
x

2.4. 2-ajoyib limit. Biz awalgi bobning §2.6. sida quyidagi limitni 
ko’rgan edik:

liml 1 + — I = e .
л -»*4 П  j

(2)

Lekin bu limit да ga intiluvchi har qanday ketma-ketlik uchun 
ham o’rinli.

Haqiqatan, faraz qilaylik , x +oo ixtiyoriy ketma-ketlik va 
[ jc„ ]  = k „  x  n ning butun qismi bo’lsin.
U holda, k „  k „ + 1 < j : „ + 1 <  k „ + 2  va

(, 1 я,+1
f ,  0 f  1 T ' +2 f ,  01+ ------ < 1 + — < 1 + — < e 1 + —

l  K.. + 1J I  XJ I  KJ I  KJ
x „ -> + o o  da кп -> + o o  , shuning uchun yuqoridagi tengsizlikning birinchi 
va oxirgi ifodalari e ga intiladi. U holda



1 + ----- >1 ekanligini e ’tiborga olsak, (2) ni ^ „ - h w  bo’lgan hoi uchun
X*

isbot qilgan bo’lamiz.

Endi agar x „-+-<& bo’lsa, u holda xn' =-x„ ->+oo va

lira I 1 + — 1 = lim 1 — — 1  = lim f  * "  1  =
*■■'4 x'J

= lim 1 +  - 1 +  -

Demak,

ekan.
5- m i s о I.

lim(l + u)> =  e .
1/-+0

Bu tenglik (3) dan Y  = u almashtirish natijasida hosil bo’ladi . 

6- m i s о I. Har qanday a  uchun

(3)

lim 1 + —  =e° Шп(1 + ам)ь = e ° . 
' x J «-»®

Agar a=0 bo’lsa, bu tenglik ixtiyoriy x uchun Г  = 1 ekanligidan
Jf

kelib chiqadi. Endi a*0 bo’lsin. Agar x->oo bo’lsa, — va
ОС

lim 1 +r-w l - 1  =  lim f l  +  - 
X  J  x-*m ^

X/a



3.1. Ta’riflar. Funktsiyaning limiti bilan bog’liq bo’lgan oliy 
matematikaning yana bir muhim tushunchasi — bu funktsiyaning 
uzluksizlik tushunchasidir. Biz bu yerda keltiradigan funktsiyaning 
uzluksizligiga beriladigan ta’rif XIX asrda yashab ijod qilgan chexiyalik 
B.Boltsano va farangistonlik O.Koshiga taqaladi.

Faraz qilaylik, bizga /(jc) funktsiya va biror J0eD (/) nuqta berilgan 
bo’lsin.

Funktsiyaning x -» x 0 dagi limiti tushunchasini kiritganimizda x x0 
qiymatni qabul qilishi shart emas deb aytgan edik. Bu qiymat hatto D(f) 
ga tegishli bo’lmasligi ham mumkin, agar tegishli bo’lganda ham, limitni 
hisoblash jarayonida / ( x 0) qiymat e’tiborga olinmagan edi.

Biz hozir aynan
)im /(x) = / ( x 0) ( 1)X->*0

bo’ladigan hollami ko’ramiz.
Agar (1) tenglik bajarilsa, / ( x )  funktsiya x =  x 0 nuqtada uzluksiz , 

aks holda funktsiya qiymati bu nuqtada uzulishga ega deymiz.
Funktsiya uzluksizligiga quyidagicha ta’rif bersa ham bo’ladi.
*0 nuqtaga yaqin joylashgan boshqa x  ,e  D(f)  nuqtani х 1=дс0+Дх 

ko’rinishda yozish mumkin, bu yerda Ax miqdor xning orttirmasi, deb 
ataladi. x, ning joylashishiga qarab Ax musbat yoki manfiy bo’lishi 
mumkin. U holda

Д/=/(*о+Л*)-/(*о) 

miqdomi /  funktsiyaning x0 nuqtadagi Ax orttirmaga mos keluvchi 
orttirmasi deb ataymiz.

Agar Дх —>0 da limitga o’tsak, (1) ga asosan A/  ->0 bo’ladi, ya’ni agar 
funktsiya uzluksiz bo’lsa, u holda Ax-»0 da A/  ->0 bo’lar ekan. Aksi ham 
o’rinli, ya’ni agar A x-»0 da A/  —>0 bo’lsa, u holda

]>mA/= lim [/(x 0 +Д x ) - /(  x„)]=0,
yoki

Hm [/(х0+Дх )] - /(x o)=0.

Bu yerda x =  x0+Ax desak, Ax —»0 da x -> x0 bo’ladi. Shuning uchun 
oxirgi tenglikni ( 1) ko’rinishda yozsa bo’ladi.

Demak, funktsiya uzluksiz bo’lishi uchun, Ax —>0 da Af -»0 
bo’lishi zarur va yetarli ekan.

Shu sababli funktsiyaning uzluksizligiga quyidagicha ta’rif beramiz .



/ ( х  )  f u n k t s i y a n i  x 0 n u q t a d a  u z l u k s i z  d e y m i z , a g a r  f{x  ) xa 
n u q t a n i n g  o ’ z i d a  v a  u n i n g  b i r o r  a t r o f i d a  a n i q l a n g a n  b o ’ l i b ,  u n i n g  
a r g u m e n t n i n g  Ax  o r t t i r m a s i g a  m o s  k e l u v c h i  Af  o r t t i r m a s i  Д х  — > 0 d a  
n o l g a  i n t i l s a .

Har qanday funktsiya uchun ham Д х-»0 da Af  ->0 bo’lavermaydi 
(63-rasmga qarang).

С

С И

O  a x0 x0 + Ax b
63-rasm.

Funktsiya uzluksizligiga yana “e,5” tilida ham ta’rif beisa bo’ladi:
Agar ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday 8 > 0 son topilsaki, |x -x0 |<

5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha л: lar uchun |/ ( jc )  -  f (x0) | <  e 

tengsizlik o’rinli bo’lsa, u holda / ( x )  funktsiya x = x0 nuqtada 
uzluksiz, deyiladi.

( 1) tenglikni quyidagicha yozish ham mumkin: 
lim f(x) = /(lim  x)
X-+Iq »-»*o

ya’ni uzluksiz funktsiya belgisi ostida limitga o ’tish mumkin.
1-m i s о I. O’zgarmas y = C funktsiya x ning har qanday qiymati 

uchun uzluksiz. Haqiqatan, agar xga funktsiyaning y = C qiymati mos 
kelsa, х+Д х ga ham у  = С qiymat mos keladi. Shuning uchun Д/=0 va 
lim Дf — lim  0=0 bo’ladi.

ДГ—>0 Дг—»0

2-m i s о I. xning barcha qiymatlari uchun y  = x funktsiya ham 
uzluksiz, chunki Ду = Дх , va shu sababli, Дх-»0 da Ay -»0 bo’ladi.

3-m i s о I. у = Sinx funktsiya ham barcha x larda uzluksiz.
Haqiqatan, ;;

|Ду| = |Ял(х + Ax) -  5/'nx| = 2 Sin —  ■ Cos(x + — ) 
2 2

< 2 Sm(—)
2 (2)

Ma’lumki, har qanday a  uchun |&'иа|<|а| (§2.3 ga qarang). U holda (2) 
dan

Ax|Av| < 2Sin-
|Ддг . , S 2-1—-= Ay ,2 i i



va o ’z navbatida, bundan A x—>0 da Д.у->0 ekanligi kelib chiqadi.

3.2. Asosiy teoremalar.
1-teorema. A g a r  /  v a  (p f u n k t s i y a l a r  x  =  x 0 n u q t a d a  u z l u k s i z  b o ’ l s a ,  

u  h o l d a

/ ( j c )  ±  c p ( J t )  ,  / ( * ) • < p ( x )  v a  a g a r  ф ( х 0) * 0  b o ’ l s a , <p(x)
l a r  h a m  x  =  x 0 n u q t a d a  u z l u k s i z  b o ’ l a d i .

T e o r e m a  i s b o t i  § 2 . 2  d a g i  6 - t e o r e m a d a n  k e l i b  c h i q a d i .
H a q i q a t a n ,  /  v a  (p f u n k t s i y a l a m i n g  x  = x 0 n u q t a d a g i  u z l u k s i z l i g i  

l i m  f(x) = / ( x 0 )  v a  l i m  <p(x) = <p(xa) t e n g l i k l a i g a  t e n g  k u c h l i  b o ’ l g a n i
X - » I 0 X -M fc

u c h u n ,  m a s a l a n ,  a g a r  ф ( х о ) * 0  b o ’ l s a ,

< p ( x )
fix)

b o ’ l a d i .  B u  e s a ,  o ’ z  n a v b a t i d a  — —  n i n g  x =  x0 n u q t a d a  u z l u k s i z
< P ( x )

e k a n l i g i n i  b i l d i r a d i .
2-teorema. A g a r  f(u)  f u n k t s i y a  и = A n u q t a d a  v a  u = <p{x) f u n k t s i y a  

x  = x 0 n u q t a d a  u z l u k s i z ,  <p(x0)=A  b o ’ l s a ,  u  h o l d a  u l a m i n g  

s u p e r p o z i t s i y a s i d a n  t u z i l g a n  F(x) = f(<p(x)) m u r a k k a b  f u n k t s i y a  h a m  

x =  x 0 n u q t a d a  u z l u k s i z  b o ’ l a d i .

I s b o t i .  и =  <p(x) f u n k t s i y a  x  = x 0 n u q t a d a  u z l u k s i z ,  <p( x0) = a 
b o ’ l g a n i  u c h u n ,  x  - > x 0 d a  u = <p(x) - > ф ( х 0 ) = л  b o ’ l a d i .  U  h o l d a ,  

l im  F(x) =  l i m  f(g>(x)) = l i m / ( u )  = f(A) = / ( ? - ( * „ ) )  = F(x„)
i-Mfc y-*.4

b o ’ l a d i .  D e m a k ,  b e r i l g a n  m u r a k k a b  f u n k t s i y a  u z l u k s i z  e k a n .
4-m i s о I. n - d a r a j a l i

P(x) =  a„x" +  a ,* " 1 + ... +  a„_,x +  a„
k o ’ p h a d  ....... . . . . . a„ o ’ z g a r m a s  s o n l a r  v a  y  = x u z l u k s i z  f u n k t s i y a l a r

u s t i d a  q o ’ s h i s h ,  a y i r i s h  v a  k o ’ p a y t i r i s h  a m a l l a r i n i  k e t m a - k e t  b a j a r i s h  
n a t i j a s i d a  h o s i l  b o ’ l a d i .  S h u  s a b a b l i  1 - t e o r e m a g a  k o ’ r a ,  u  b a r c h a  x  l a r  
u c h u n  u z l u k s i z d i r .

5- misol. у  =  Cosx =  Sin(x + y )  f u n k t s i y a  u z l u k s i z  y = Sinu,u = x + ̂

f u n k t s i y a l a m i n g  m u r a k k a b  f u n k t s i y a s i ,  d e b  q a r a l s a ,  2 - t e o r e m a g a  k o ’ r a ,  
o ’ z i  h a m  u z l u k s i z  b o ’ l a d i .

6- m i  s о I. y  = |x| b a r c h a  x l a r d a  u z l u k s i z ,  c h u n k i

|Д>>| =  ||x +  Длг| -  |jc|| <  |x +  Д х  -  x| =  |Дх| —> 0 .



7- m i s о I. Agar f (x )  funktsiya x 0 nuqtada uzluksiz bo’lsa, shu 
nuqtada \f(x)\ ham uzluksiz bo’ladi, chunki u uzluksiz y = \u\,u = f(x) 
funktsiyalaming superpozitsiyasidir.

3-teorema. Agar f ( x ) funktsiya x 0 nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda
bu nuqtaning shunday atrofi topiladiki, bu atrof nuqtalari uchun f (x )  
chegaralangan bo’ladi.

4-teorema. Agar f (x )  funktsiya xQ nuqtada uzluksiz va / ( * 0)*O 
bo’lsa, u holda bu nuqtaning shunday [/„atrofi topiladiki, bu atrof 
nuqtalari uchun

l / ( * ) l  >  l / ( * o ) l / 2

bo’ladi. Xususan, agar / (* 0) > 0 bo’lsa, barcha x e v a lar uchun

/(*  ) > /(* o )A  
va agar f (x0) < 0 bo’lsa, barcha x e Ua lar uchun

f ( x ) < K xo)l2
bo’ladi.

Bu teoremalaming isboti §2.2 dagi 1- va 2-teoremalardan bevosita 
kelib chiqadi.

3.3. Birinchi va ikkinchi tur uzilish nuqtalari.
Ta’rif. /  funktsiya x =x„ nuqtada o’ngdan (chapdan) uzluksiz 

deyiladi, agar/(* „ )= /( x0+ 0) (/(*o)= /(*o-0)) bo’lsa (§2.2 ga qarang).
Yuqoridagi ta’rifdan foydalanib uzluksizlikka quyidagicha ta’rif bersa 

ham bo’ladi: agar /  funktsiya *0 nuqtaning o ’zida va uning biror 
atrofida aniqlangan bo’lib, f (x0-0) va / ( x o+ 0) bir yoqlamali limitlari 
mavjud bo’lsa va ular

/(*o)= /(*o-0)= /(* 0+ 0) ( 1)
munosabatda bo’lsa, u holda /  funktsiyani x = x 0 nuqtada uzluksiz 
deymiz.

A

У
У

r r A 
-------------------------------------►

г
О  a  x O a  x O a  x

6 4 -р а с м . 6 5 -р а с м . 6 6 -р а с м .



67-rasm. 68-rasm. 69-rasm.
Agar /  funktsiya uchun / (* 0-0) va /(jc„+0) limitlar mavjud bo’lsa-yu

(1) tenglik bajarilmasa, u holda funktsiya bu nuqtada uzluksiz bo’lmaydi. 
Bunday nuqtani 1-tur uzilish nuqtasi, deymiz.

64-69-rasmlarda 1-tur uzilish nuqtalarining olti holati ko’rsatilgan. 
Rasmlardagi A=(a ,f (a ) ) funktsiya grafigining nuqtasidir. Grafik 
bo’lagining oxiriga qo’yilgan “strelka“ oxirgi nuqta grafikka tegishli 
emasligini bildiradi.

64-rasmda uchchala /(■*о),/(дсо_0 )./(хо+ 0) sonlar teng bo’lmagani 
uchun funktsiya bu nuqtada ham chapdan, ham o’ngdan uzilishga ega. 
65-rasmda / ( x o ) = / ( * o  -0)*/ ( *o +0) , demak, funktsiya bu nuqtada 
chapdan uzluksiz va o’ngdan uzilishga ega. 66-rasmda esa, / ( * 0- 
0)5<t/(xo)= /(x o+ 0) ,shu sababli funktsiya bu nuqtada chapdan uzilishga 
ega va o’ngdan uzluksiz. 67-rasmda /(*o )* /(xo-0)=/(*o+0) . bunda 
funktsiya yo’qotiladigan uzilish nuqtasiga ega deyiladi, chunki /  ni 
uzluksiz funktsiyaga aylantirish uchun (1) tenglikni bajarilishini talab 
qilish yetarli. 69-rasmda x = a nuqtada /  aniqlanmagan bo’lsa ham, 
K xo -0 )= f(x a+0) bo’lgani uchun, uni x = a nuqtada aniqlash mumkin, 
buning uchun (1) ni bajarilishini talab qilish kifoya. 68-rasmdagi x = a 
nuqta uzilish nuqtasi, funktsiya bu nuqtada aniqlanmagan.

Agar / ( * 0-0) va f ( x0+  0) limitlaming kamida bittasi cheksiz yoki 
mavjud bo’lmasa, bu nuqtani 2-tur uzilish nuqtasi, deb ataymiz.

1- m i s о I.
l,x  > 0 ,

Signx = ■ 0 ,д  = 0,

— l,x < 0,
funktsiya x * 0 barcha nuqtalarda uzluksiz, x  = 0 nuqtada 1-tur uzilishga 
ega, chunki Sign(0 + 0) = \,Sign(0~0) = - l .



10,* = 0,
funktsiya j c  =  0  nuqtada chap va o ’ng limitlarga ega em as ( § 2 . 1  dagi 2 -  

m isolni qarang), shu sababli funktsiya bu nuqtada 2- tur uzilishga ega.

\—,x * 0,
3- m i s о l. У -  j *

\2,x = 0,
funktsiya x * 0  nuqtalarda uzluksiz. jc = 0 nuqtada chap va o ’ng limitlari 
cheksizga teng, shuning uchun bu nuqta 2-tur uzilish nuqtasidir.

5-teorema. Agar /  funktsiya [a, 6] oraliqda kamaymasa, u holda a 
nuqtada o’ng limit / ( a + 0) va b nuqtada chap limiti / ( b -0) mavjud va 
f (a+  0)> / ( a ) ,  / ( b - 0)< / ( * ) .

I s b o t i .  Teorema shartiga ko’ra, barcha x e [a,6] lar uchun / (*  )< 
f (b) .

[a,ft) oraliqdan b ga intiluvchi {*„} ketma-ketlik olaylik. 
Funktsiyaning bu ketma-ketlik elementlariga mos keluvchi qiymatlari 
ketma-ketligi {/(-*„)) kamaymaydigan va yuqoridan f ( b ) bilan 
chegaralangan. Veyershtrass teoremasiga ko’ra, bu ketma-ketlik f (b )  dan 
katta bo’lmagan limitga ega:

l im / ( * ) * / ( * ) .x„-*b *» чД
Tengsizlikni chap tomonida turgan ifoda ta’rifga ko’ra funktsiyaning b 
nuqtadagi chap limiti /(6 -0 ) .  Demak, f ( b - 0) mavjud va f (b -
0 ) < /( * ) .

Funktsiyaning a nuqtadagi o’ng limiti /(o + 0 ) ning mavjudligi 
xuddi shunday isbot qilinadi.

Natija. Agar /  funktsiya [a, 6] oraliqda kamaymasa, u holda ixtiyoriy 
x e [ a , b )  nuqtaning o ’ng limiti /(*  + 0)> /(*)> va ixtiyoriy x e (a,*] 
nuqtaning chap limiti / ( x - 0)< / ( x ) mavjud.

Haqiqatan, x = a,b bo’lgan hoi uchun bu xulosalar 5-teoremadan kelib
chiqadi. Faraz qilaylik, x e (a,ft) bo’lsin. Teorema shartiga ko’ra, 
funktsiya [a,x] va [x, A] oraliqlarda kamaymaydi. Shu sababli, 5- 
teoremaga ko’ra, /( jc -0), /(jc+O) limitlar mavjud va / ( x -0)< f (x)< 
/ ( *  + 0).

Bu yerda, /  funktsiya x nuqtada uzluksiz bo’lishi uchun / ( дс -
0 )= /( jc -ЬО) bo’lishi zarur va yetarlidir.



Agar f (x  -0)< f ( x  +0) bo’lsa, funktsiya bu nuqtada 1-tur 
uzilishga ega bo’ladi.

3.4. Kesmada uzluksiz funktsiya. Veyershtrass teoremasi. /
funktsiyaning biror chekli oraliqning barcha x nuqtalarida 
aniqlanganligidan uning shu oraliqda chegaralanganligi kelib chiqmaydi. 
Masalan, x e (0 ,l ]  da / ( x ) =  j / ,  /(0 )= 0  funktsiya [0,1] oraliqda

aniqlangan, lekin bu oraliqda chegaralanmagan, chunki x Oga 
yaqinlashgan sayin funktsiya qiymatlari cheksiz orta boradi. Bunday hoi 
yuz berishiga sabab, funktsiya 0 nuqtada uzilishga ega.

Oraliqning barcha nuqtalarida uzluksiz bo’lgan funktsiyalar uchun 
bunday holat hech qachon yuz bermaydi.

Ta’rif. Agar /  funktsiya barcha x e (a,b) nuqtalarda uzluksiz, a 
nuqtada o’ngdan va b nuqtada chapdan uzluksiz bo’lsa, u holda /  

funktsiya [a, 6] oraliqda uzluksiz, deyiladi.
б-teorema. Agar /  funktsiya [a,£>] oraliqda uzluksiz bo’lsa, u shu 

oraliqda chegaralangan bo’ladi.
Isboti. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni /  funktsiya [a, 6] oraliqda 

chegaralanmagan bo’lsin. U holda har bir natural n son uchun 
shunday x„ e [a, 6] nuqta topiladiki,

| / ( x j |>  „ („ = 1,2,... ) (2)
munosabatlar o ’rinli bo’ladi.

{*„} ketma-ketlik chegaralangan bo’lgani uchun, Boltsano- 
Veyershtrass teoremasiga ko’ra (5 bob, §2.7 ga qarang ) , undan biror 
a e  [a, A] songa yaqinlashuvchi xususiy } ketma-ketlik ajratib olish 
mumkin. Teorema shartiga ko’ra /  funktsiya a  nuqtada uzluksiz, shu 
sababli

limf(x ) = f(a).  (3)

Ziddiyatga keldik, (3) tenglik (2) munosabatga zid. Demak, qilgan 
farazimiz xato, ya’ni funktsiya [a, 6] oraliqda chegaralangan.

6-teoremaning xulosasini geometrik nuqtai-nazardan 70-rasmda 
tushunish mumkin: uzluksiz funktsiya grafigi y = K va y = -K  to’g’ri 
chiziqlar oralig’ida joylashgan bo’ladi.



b  x

72-rasm.

Ma’lumki, cheksiz ko’p elementli chegaralangan sonli to’plam 
tarkibiga uning eng katta elementi (eng kichkina elementi) kirmasligi 
mumkin. Agar /  funktsiya x ning o’zgarish sohasida aniqlangan va hatto 
chegaralangan bo’lsa ham, uning {f(x  )} qiymatlari to’plami ichida uning 
eng katta yoki eng kichkina qiymati bo’lmasligi mumkin. Bunday 
holatlarda }(x  ) funktsiya shu oraliqda o ’zining aniq yuqori yoki aniq 
quyi chegarasiga etishmasligi mumkin. Masalan, f (x ) = x -  E(x) funktsiya 
uchun shunday: [0,c] ,s > 1, oraliqda o ’zgargan barcha x lar uchun 
funktsiyaning aniq yuqori chegarasi bir, lekin funktsiya bu qiymatiga 
[0,c] oraliqda erishmaydi, ya’ni funktsiyaning eng katta qiymati 
yo’q. Buning sababi berilgan [0,c] oraliq funktsiyaning uzilish nuqtasini 
o ’z ichiga olganligidadir. Bu muammoni quyidagi teorema hal qiladi. 6- 
teoremani Veyershtrassning birinchi teoremasi, deb atashsa, quyidagi 
teoremani Veyershtrassning ikkinchi teoremasi, deb atashadi.

7-teorema. Agar /  funktsiya (a,6] oraliqda uzluksiz bo’lsa, u holda 
funktsiya shu oraliqda o’zining eng katta va eng kichik qiymatlariga 
erishadi.

Isboti. Faraz qilaylik, funktsiyaning aniq yuqori chegarasi M bo’lsin, 
buni quyidagicha yoziladi:

M  = S u p {f(x )} .
6-teoremaga ko’ra, bu chekli son. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni 
berilgan oraliqning barcha nuqtalari uchun /(* )<  M bo’lsin. Quyidagi 
yordamchi funktsiyani tuzib olamiz

<p ( x ) = — ^— .
M - f ( x )

Qilingan farazga ko’ra, maxraj nolga aylanmaydi. Demak, funktsiya 
berilgan oraliqda uzluksiz va 6-teoremaga asosan u chegaralangan : <p(x)< 
| i , (i > 0 . U holda



/(* )<  м

y a ’ n i  м d a n  k i c h i k  b o ’ l g a n  M -— s o n  / ( j c )  f u n k t s i y a  u c h u n  y u q o r i
A

c h e g a r a  b o ’ l y a p t i ,  b u n i  e s a  b o ’ l i s h i  m u m k i n  e m a s ,  c h u n k i  f u n k t s i y a n i n g  
a n i q  y u q o r i  c h e g a r a s i  M . V u j u d g a  k e l g a n  z i d d i y a t  t e o r e m a n i  i s b o t l a y d i ,  

y a ’ n i  [ a , f e ]  o r a l i q d a  s h u n d a y  x0 n u q t a  t o p i l a d i k i ,  s o n  / ( jc )

f u n k t s i y a n i n g  e n g  k a t t a  q i y m a t i  b o ’ l a d i .
F u n k t s i y a n i n g  e n g  k i c h i k  q i y m a t i  h a q i d a g i  x u l o s a  a y n a n  s h u n d a y  i s b o t  

q i l i n a d i .
7 0 - r a s m d a  a k s  e t t i r i l g a n  / ( jc)  f u n k t s i y a  o ’ z i n i n g  e n g  k i c h i k  v a  e n g  

k a t t a  q i y m a t l a r i n i  \a,b~\ o r a l i q n i n g  i c h i d a  m o s  r a v i s h d a  л с = а  n u q t a d a  v a  

x  = p  n u q t a d a  q a b u l  q i l y a p t i .  7 1 - r a s m d a  f u n k t s i y a  m i n i m u m  q i y m a t i g a  

o r a l i q n i n g  c h a p  c h e g a r a s i d a  v a  m a k s i m u m  q i y m a t i g a  o r a l i q n i n g  i c h i d a g i  
q a n d a y d i r  n u q t a d a  e r i s h y a p t i .

Boltsano-Koshining birinchi teoremasi. A g a r  /  f u n k t s i y a  \fl, b~\ 
o r a l i q d a  u z l u k s i z  v a  o r a l i q n i n g  c h e k k a  n u q t a l a r i d a  h a r  x i l  i s h o r a l i  
q i y m a t l a r  q a b u l  q i l s a ,  u  h o l d a  {a,b) d a  s h u n d a y  s  n u q t a  t o p i l a d i k i ,  b u  
n u q t a d a

/ ( c )  = 0
b o ’ l a d i .

7 2 - r a s m d a  a k s  e t t i r i l g a n  f u n k t s i y a  t e o r e m a n i n g  h a m m a  s h a r t l a r i n i  

q a n o a t l a n t i r a d i ,  y a ’ n i  [ a , 6 ]  o r a l i q d a  u z l u k s i z  v a  f(a)<  0  ,  f(b)>  0 .  

G r a f i k  s e  (a,b) n u q t a d a  x o ’ q i n i  k e s i b  o ’ t y a p t i .  T e o r e m a  s h u n d a y  

b o ’ l i s h i n i  t a k i d l a y a p t i .

Teoremaning isboti. [a, b~\ o r a l i q n i  сто b i l a n  b e l g i l a y l i k .  a 0 n i  t e n g  

i k k i g a  b o ’ l a m i z .  A g a r  сто n i n g  o ’ r t a s i d a  f u n k t s i y a  n o l g a  t e n g  b o ’ l s a ,  
t e o r e m a  i s b o t  b o ’ l g a n  b o ’ l a d i ,  a g a r  b u n d a y  b o ’ l m a s a ,  q a y s i  b o ’ l a k n i n g  
c h e g a r a  n u q t a l a r i d a  f u n k t s i y a  q i y m a t l a r i  h a r  x i l  i s h o r a l i  b o ’ l s a ,  o ’ s h a  
q i s m n i  o l i b  u n i  o i  b i l a n  b e l g i l a y m i z  v a  u n i  t e n g  i k k i g a  b o ’ l a m i z .  A g a r  
f u n k t s i y a  a t n i n g  o ’ r t a s i d a  n o l g a  t e n g  b o ’ l s a ,  t e o r e m a  i s b o t  b o ’ l a d i ,  a k s  
h o l d a  f u n k t s i y a  q i y m a t l a r i n i n g  i s h o r a l a r i n i  h a r  b i r  b o ’ l a k  c h e g a r a l a r i d a  
t e k s h i r a m i z .  Q a y s i  b o ’ l a k  c h e g a r a s i d a  i s h o r a l a r  h a r  x i l  b o ’ l s a ,  o ’ s h a  
b o ’ l a k n i  CT2 b i l a n  b e l g i l a b ,  u n i  y a n a  t e n g  i k k i g a  b o ’ l a m i z  v a  h . k .  , b u  
j a r a y o n n i  d a v o m  e t t i r i b ,  b i z  y o  f u n k t s i y a  q i y m a t i  n o l g a  t e n g  b o ’ l a d i g a n  
n u q t a g a  d u c h  k e l a m i z  b u n d a  t e o r e m a  i s b o t  b o ’ l a d i  y o k i  b i r - b i r i n i n g  
i c h i g i a  q a m r a l g a n  с т о з с т 1з а 2з . . .  o r a l i q l a r  k e t m a - k e t l i g i n i  h o s i l  q i l a m i z .
а , -  o r a l i q n i n g  c h a p  c h e g a r a s i n i  a, b i l a n  v a  o ’ n g  c h e g a r a s i n i  b, b i l a n



belgilaymiz. Barcha < = 1,2,3,... lar uchun shartga ko’ra, masalan, / ( « f)< 0 
va f(b,)> 0 . CTj oraliq uzunligi

b - a  
b,-a, = —  ,

i -> <x> da nolga intiladi. U holda qamralgan kesmalar haqidagi teoremaga 
ko’ra (5 bob , §2.7 dagi 1-teorema) {М Д М  ketma-ketliklar bir xil 
limitga intiladi, ya’ni

lim a. = lim b, = с
bo’ladi. Funktsiya uzluksiz bo’lgani uchun

/ ( c )  = lim/(a,)<0 va / ( c )  = lim /(ty) £ 0 .
<-** I—MO

Bundan /(с ) = 0 ekanligi kelib chiqadi. Teorema isbot bo’ldi.
Isbot qilingan teorema tenglamalami yechishda keng qo’llaniladi. 

Masalan, toq darajali
f ( x )  s  a^x2"*' +а,л:2" + . . .  +  а 2„л + л 2„+1 = 0  

algebraik tenglamani ko’raylik. Absolyut qiymati bo’yicha yetarlicha katta 
bo’lgan x lar uchun ko’phadning ishorasi bosh hadning ishorasi kabi 
bo’ladi, , ya’ni musbat x lar uchun aB ning ishorasidek bo’ladi va manfiy 
x lar uchun unga teskari ishorada bo’ladi. Ko’phad uzluksiz bo’lgani 
uchun , u ishoralarini o’zgartira borib, natijada biror oraliq nuqtada nolga 
aylanadi. Demak, har qanday toq darajali algebraik tenglama kamida 
bitta yechimga ega ekan.

Boltsano-Koshining 1-teoremasidan nainki yechimning mavjudligini 
aniqlashda, balki hatto bu yechimni taqribiy topishda ham foydalaniladi. 
Masalan, f(x) = x * - x - \  bo’lsin. /(1 )= -1 , /(2)=13 bo’lgani uchun, 
yechim 1 va 2 orasida bo’lishi mumkin. [1,2] oraliqni 1,1; 1,2; 1,3;... 
nuqtalar bilan teng 10 bo’lakka bo’lamiz va ketma-ket ravishda bu 
nuqtalarda funktsiyaning qiymatlarini hisoblaymiz:

/(1 ,1 )— 0,63...; / ( 1,2)= -0, 12...; /(l,3 )=+0,55; ...
Bundan yechim 1,2 va 1,3 nuqtalar orasida ekanligini aniqlaymiz. [1,2; 
1,3] oraliqni ham teng 10 bo’lakka bo’lamiz va hisoblaymiz: 

/(l,21)=-0,06...; /(l,22)=-0,04...; /(l,23)=+0,058...; ...
Bundan yechim 1,22 va 1,23 nuqtalar orasida ekanligini bilib olamiz 
va x.k. bu jarayonni davom ettirib, yechimni yetarlicha xatolik bilan 
topamiz, misol uchun 1,22 ni 0,01 xatolik bilan yechim, deb qabul qilish 
mumkin.

Boltsano-Koshining ikkinchi teoremasi. Agar /  funktsiya \a, b~\ 
oraliqda uzluksiz, f(a) = A,f(b) = B,A*B  bo’lsa, u holda A,В lar



o r a s i d a g i  h a r  q a n d a y  с  s o n  u c h u n  [ a ,  6 ]  o r a l i q d a  k a m i d a  b i t t a  s h u n d a y  
s  n u q t a  t o p i l a d i k i ,  / ( с )  =  С  b o ’ l a d i .

I s b o t i ,  Y o r d a m c h i  ф(х)= f(x)-C  f u n k t s i y a n i  t u z i b  o l a m i z .  /  

f u n k t s i y a  [ a ,  6 ]  o r a l i q d a  u z l u k s i z  b o ’ l g a n i  u c h u n ,  (p h a m  s h u  o r l i q d a  
u z l u k s i z d i r  v a  t e o r e m a  s h a r t i g a  k o ’ r a ,  С  А  \ а  в  l a r  o r a s i d a g i  s o n  

b o ’ l g a n i  u c h u n ,  [ a ,  6 ]  n i n g  c h e g a r a l a r i d a  h a r  x i l  i s h o r a l i  q i y m a t l a r g a  e g a ,  

c h u n k i  m a s a l a n ,  a g a r  a < b  b o ’ l s a ,  a < c < b  b o ’ l a d i  v a
<p(a) = / ( a ) - C  = A - C < 0  , <p(b) = f(b)-C  = B -C >  0  .

U  h o l d a  a v v a l g i  t e o r e m a g a  k o ’ r a ,  [ a ,  6 ]  o r a l i q d a  s h u n d a y  s  n u q t a  
t o p i l a d i k i ,  <p(c) = f (c )-C  = 0  b o ’ l a d i .  B u n d a n  / ( с )  =  С  e k a n l i g i  k e l i b  
c h i q a d i .

Natija. [a, 6 ]  o r a l i q d a  u z l u k s i z  b o ’ l g a n  h a r  q a n d a y  /  f u n k t s i y a  o ’ z i n i n g  
s h u  o r a l i q d a g i  e n g  k i c h i k  v a  e n g  k a t t a  q i y m a t l a r i  o r a s i d a g i  b a r c h a  
q i y m a t l a m i  q a b u l  q i l a d i .

A g a r  f u n k t s i y a  e n g  k i c h i k  q i y m a t i g a  a  n u q t a d a  v a  e n g  k a t t a  q i y m a t i g a  

P  n u q t a d a  e r i s h s a ,  m a s a l a n ,  a  <  p  b o ’ l s a ,  [ a , p ]  с  [ a ,  6 ]  b o ’ l a d i . U  h o l d a  

n a t i j a n i n g  i s b o t i  B o l t s a n o - K o s h i n i n g  2 - t e o r e m a s i n i  [ a , P ]  o r a l i q g a  
q o ’ U a s h d a n  k e l i b  c h i q a d i .

3.5. Teskari uzluksiz funktsiyalar. \a, 6] o r a l i q d a  u z l u k s i z  v a  q a t ’ i y  
o ’ s u v c h i  b o ’ l g a n  y  = f(x)  f u n k t s i y a  b e r i l g a n  b o ’ l s i n .  f(a) = a ,f(b )  =  p  
b o ’ l s i n  d e b  f a r a z  q i l a y l i k .  B u  f u n k t s i y a n i n g  g r a f i g i  u z l u k s i z  e g r i  c h i z i q d i r  
( 7 3 - r a s m g a  q a r a n g ) .

A g a r  x a d a n  b g a c h a  o ’ s i b  b o r s a ,  у  
l a , / ? ]  o r a l i q n i n g  a  d a n  t o  p  g a c h a  b o ’ l g a n  

b a r c h a  q i y m a t l a r i n i  u z l u k s i z  o ’ s i b  q a b u l  
q i l a d i .  U  h o l d a  h a r  b i r  у  e  l a , / ? ]  u c h u n  

y  = f(x)  b o ’ l a d i g a n  y a g o n a  x  e [а ,й ]  m o s

О  a  ь  k e l a d i .  B u  b i l a n  (a , / J ]  o r a l i q d a  b e r i l g a n
n  У =  / ( * )  f i m k t s i y a g a  t e s k a r i  b o ’ l g a n  x  =  <p(y)/0“раСМ.

funktsiyani
a n i q l a d i k .  M a ’ l u m k i ,  *  =  <p(y) f u n k t s i y a  (a,fi] o r a l i q d a  q a t ’ i y  o ’ s i b ,  u n i  

[ a ,  b~\ o r a l i q q a  o ’ z a r o  b i r  q i y m a t l i  a k s l a n t i r a d i :  b a r c h a  y e t a , / ? ]  l a r  

u c h u n  f[p(y)] = у  v a  b a r c h a  x  e  [а ,й ] l a r  u c h u n  <p[f(x)\ =  x .
x — <p{y) f u n k t s i y a n i n g  g r a f i g i n i  1 - k o o r d i n a t a l a r  c h o r a g i n i n g  

b i s s e k t r i s a s i  a t r o f i d a  t e k i s l i k n i  1 8 0 °  b u r c h a k  o s t i d a  b u r i s h  n a t i j a s i d a  h o s i l  
q i l a m i z .  B u r i s h  j a r a y o n i d a  g r a f i k  u z l u k s i z l i g i c h a  q o l g a n i  u c h u n ,  x =  <p{y)



f u n k t s i y a  ( a ,/ ? ]  o r a l i q d a  u z l u k s i z  b o ’ l a d i ,  d e y i s h  m u m k i n .  B u n d a y  
g e o m e t r i k  m u l o x a z a  q u y i d a g i  t e o r e m a n i n g  h a q l i g i g a  a s o s  b o ’ l a d i .

74-rasm.
Teorema. Agar y = f(x) funktsiya \a,6] oraliqda uzluksiz,: qat’iy 

o ’suvchi va f(a) = a,f(b) = p  bo’lsa, u holda /  ga teskari bo’lgan 
x = <p(y) funktsiya mavjud va bu funktsiya o ’zaro bir qiymatli; qat’iy 
o ’suvchi va [a,/7] oraliqda uzluksizdir.

Teoremani quyidagi lemma yordamida isbot qilamiz.
Lemma. Agar qat’iy o’suvchi y  = f(x)  funktsiya \a,b~\ oraliqni lot,/?] 

oraliqga akslantirsa, u holda /  {a, fc] oraliqda uzluksiz bo’ladi.
Isboti. Ixtiyoriy х0е(а,Ь) nuqta olaylik. /  qat’iy o’suvchi bo’lgani 

uchun unga mos keluvchi ya=f (x0) nuqta <а,/Г) intervalga tegishli 
bo’ladi. Yetarlicha kichik e > 0 ni shunday tanlaymizki, a< y0- e <  y 0< 
y 0 + e< p bo’lsin. Shartga ko’ra, shunday x1,x2e(a,b) lar topiladiki, 
y 0 - e  = f(x,),y„+£ = f{x2) bo’ladi. /  o ’suvchi bo’lgani uchun x e ( x , ,x 2) 

ekanligidan y 0 - e  =  / ( x , ) <  / ( x ) <  f(.x1) =  y„+£ kelib chiqadi. Bundan 
| y ( jc)  — j 'o  I <  e  yoki | / ( x ) - / ( x 0) |<  e  ni hosil qilamiz. Demak, /  

funktsiya x 0 e  (a, b) nuqtada uzluksiz ekan.
/  funktsiyaning x„ = a yoki x0 =b nuqtalarda bir tomonli uzluksizligi 

xuddi shunday isbot qilinadi.
Teoremaning isboti. Faraz qilaylik, Y = bo’lsin.

f(a) = a,f{b) = p  va /  funktsiya o’suvchi bo’lgani uchun, har qanday 
xe[a,6] uchun a < f ( x ) < p  bo’ladi, ya’ni ¥ с  [а,р]. Lekin, agar у 
Ia,p] kesmaning ixtiyoriy nuqtasi bo’lsa, §3.4. dagi Boltsano-Koshi 
teoremasining natijasiga ko’ra, y e Y  , ya’ni Y cfa,p]  . Demak, Y = la,/?] 
ekan. U holda qat’iy o ’suvchi /  funktsiya uchun Y = (a,/?] da qat’iy



o’suvchi (at,/?] kesmani [a,6] kesmaga akslantiruvchi x  = <p(y) teskari 
funktsiya mavjud. Lemmaga asosan esa, x  = <p(y) funktsiya uz 
luksizdir. Teorema to’liq isbot bo’ldi.

3.6. Tekis uzluksiz funktsiyalar. \a, b] kesmada (intervalda, yarim 
intervalda) uzluksiz bo’lgan /  funktsiya berilgan bo’lsin. U holda bu 
kesmaning (intervalning, yarimintervalning) ixtiyoriy x  0 nuqtasi

uchun berilgan e > 0  son uchun shunday 5 > 0 son topiladiki, |* -  x01 < 
8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha i e |a , i ]  lar
uchun |/(дс) -  / О 0 )| < e bo’ladi.

x 0 nuqta o’zgarishi bilan o ’zgarmas e uchun 5 ham o’zgarishi 
mumkin, ya’ni 5 faqat e ga bog’liq bo’lmay, balki x 0 ga ham bog’liq 
bo’ladi.

Shu sababli berilgan e > 0 uchun berilgan oralig’dagj barcha * larga 
bir xil 8 > 0 mos keladigan funktsiyalami ajratishga extiyoj tug’iladi.

Ta’rif. X to’plamda aniqlangan /  funktsiya shu to’plamda tekis 
uzluksiz, deyiladi, agar ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday 8 > 0 
topilsaki, |x, — x2\< 8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha xl7x2 & X  lar 
uchun

| / ( * i ) - / ( * 2)|< e
munosabat o ’rinli bo’lsa.

Agar funktsiya X  to’plamda tekis uzluksiz bo’lsa, u holda bu funktsiya 
X  ning har qanday X  qismto’plamida ham tekis uzluksiz bo’ladi. Lekin 
aksi har doim ham o’rinli emas.

Teorema(Kantor1). (а, ft] oraliqda uzluksiz bo’lgan har qanday /  
funktsiya shu oraliqda tekis uzluksiz bo’ladi.

Isboti. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni shunday e > 0 mavjud 
bo’lsinki, har qanday 8 > 0 uchun |x, -jc2|< 8 tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi x,,jc2 e  \a,b~\ lar topilib,

| / ( * , ) - / ( * 2)|> E
munosabat o ’rinli bo’lsin.

Nolga intiluvchi musbat {<?„} sonlar ketma-ketligini olaylik. har bir 
S„ uchun

va |/(х1л) - / ( х 2„)| ;>£• ( 1)

1 Georg K antor (1845-1918)- m ashhur olm on matematigi, to ’plam lar nazariyasining asoschisi.



m u n o s a b a t l a m i  q a n o a t l a n t i r u v c h i  x,„,xL„ <= \a,b~\ l a r  t o p i l a d i .

} k e t m a - k e t l i k  c h e g a r a l a n g a n  ( c h u n k i  b a r c h a  n =  1 ,2 ,3 , . . .  l a r  u c h u n  

jcLn e  [ a , 6 ]  ) , s h u  s a b a b l i  B o l t s a n o - V e y e r s h t r a s s  t e o r e m a s i g a  k o ’ r a  

u n d a n  q a n d a y d i r  x0 e  ( я ,  6 ]  g a  i n t i l u v c h i  3 x u s u s i y  k e t m a - k e t l i k  

a j r a t i b  o l i s h  m u m k i n .  к - >  oo d a  jc , „ -  jc2 n 0  b o ’ l g a n i  u c h u n ,  f r 2 „ } 

x u s u s i y  k e t m a - k e t l i k  h a m  x0 e  [ a , f c ]  n u q t a g a  i n t i l a d i .  S h u  s a b a b l i ,  /  

f u n k t s i y a n i n g  x0 n u q t a d a  u z l u k s i z l i g i d a n

j ™  / ( * , „ . ) =  1 ™  ) =  / ( jc„ )k-*x ‘ L-*x> *

b o ’ l a d i .  A g a r  ( 1 )  d a  d a  l i m i t g a  o ’ t s a k ,

E ~ ^= ) “ /< *  >1= 0 (2) 
k e h b  c h i q a d i .  B u n i  e s a  b o ’ l i s h i  m u m k i n  e m a s ,  c h u n k i  s h a r t g a  k o ’ r a  e  >  0 .  
B u  z i d d i y a t  q i l i n g a n  f a r a z  x a t o  e k a n l i g i n i  k o ’ r s a t a d i .  T e o r e m a  i s b o t  
b o ’ l d i .

B u  t e o r e m a d a n  b e v o s i t a  q u y i d a g i  n a t i j a  k e l i b  c h i q a d i .

N a t i j a .  A g a r  y  = f(x)  f u n k t s i y a  fa, 6 ]  o r a l i q d a  u z l u k s i z  b o ’ l s a ,  u  h o l d a  

h a r  q a n d a y  b e r i l g a n  e  >  0  s o n  u c h u n  s h u n d a y  6  >  0  t o p i l a d i k i ,  o r a l i q n i  
u z u n l i k l a r i  5  d a n  k i c h i k  b o ’ l g a n  b o ’ I a k l a r g a  q a n d a y  u s u l d a  b o ’ l m a y l i k ,  
y  = / ( j c )  f u n k t s i y a n i n g  s h u  b o ’ l a k l a r d a g i  t e b r a n i s h i  e  d a n  k i c h i k  b o ’ l a d i .

M i s o l .  y  = Sin(y£ )  f u n k t s i y a  V  5  >  0  u c h u n  [ 5 ,1 ]  o r a l i q d a  u z l u k s i z

v a  y u q o r i d a g i  t e o r e m a g a  k o ’ r a  u  s h u  o r a l i q d a  t e k i s  u z l u k s i z .  L e k i n  b u  
f u n k t s i y a  ( 0 , 1 ]  y a r i m  i n t e r v a l d a  u z l u k s i z  b o ’ l s a  h a m ,  u n d a  t e k i s  u z l u k s i z  
e m a s .

2
H a q i q a t a n ,  . = - - - - - - - - - (к = 0 ,1 ,2 ,. . .)  n u q t a l a r  ( 0 , 1 ]  y a r i m i n t e r v a l g aл(2к+1)

t e g i s h l i  v a  u l a r  u c h u n

I/(**♦,)-/(**) =  | ( - l ) * * ' - ( - I ) * |  =  2
2 2

m u n o s a b a t  o ’ r i n l i .  A g a r  e = l  d e s a k ,  h a r  q a n d a y  5  >  0  s o n  u c h u n  s h u n d a y  
к  t o p i l a d i k i ,

Ijc +] -  JC I = ----------------------------------- <  6
1 ‘ +l 7t (2 k  +  3 ) ( 2 к  + 1 )

b o ’ l s a  h a m ,  l e k i n
|/C*»+1)  -  f ( .X t  )| =  2  >  E  =  1 

b o ’ l a d i .  B u n d a n  b e r i l g a n  f u n k t s i y a n i  [ 0 , 1 ]  d a  u z l u k s i z  b o ’ l a d i g a n  q i l i b  
d a v o m  e t t i r i b  b o ’ l m a y d i  d e g a n  x u l o s a  k e l i b  c h i q a d i ,  c h u n k i  a k s  h o l d a ,  
t e o r e m a g a  k o ’ r a  f u n k t s i y a  [ 0 , 1 ]  d a  t e k i s  u z l u k s i z  , d e m a k  ( 0 , 1 ]  d a  h a m



tekis uzluksiz bo’lishi kerak. Buni esa bo’lishi mumkin emasligini 
yuqorida isbot qildik.

3.7. Eiciucmai fiiiikisiyaiai. С (u’zgeuiuab), я”,ur, iogn x, Sinx,Cosx, 
tgx, Arc sinx, Arc cosx, Arctgx funktsiyalami eng sodda elementar funktsiyalar 
deb ataymiz. Ular ustida bajarilgan arifmetik amallar yoki 
superpozitsiyalar natijasida hosil bo’ladigan barcha murakkab 
funktsiyalami elementar funktsiyalar, deymiz. Masalan, 
у  = ln(e* + Sin2x  + 1) elementar funktsiyadir.

Elementar funktsiyalami o’rganib chiqish matematik tahlil nuqtai- 
nazaridan foydadan holi emas.

a) O’zgarmas С funktsiya. Awal ko’rganimizdek barcha haqiqiy 
sonlar to’plamida aniqlangan, uning grafigi x o’qidan С masofada bu 
o’qga parallel o’tgan to’g’ri chiziqdan iborat. Yuqorida bu funktsiyaning 
haqiqiy sonlar o’qida uzluksiz ekanligini isbot qilgan edik.

b) у = x" - darajali funktsiya ( n -o ’zgarmas). Natural n lar uchun bu 
funktsiya barcha haqiqiy sonlar to’plamida aniqlangan, u yyerda uzluksiz 
( § 3.2, 4-misolga qarang ). Bu funktsiya [0,oo) da qat’iy o ’suvchi, chunki 
har qanday x, < x2 lar uchun

x2" -  X , "  = ( X j  -  x, ) (x 2""‘ + x 2”"Jx, + ... + x,"-1)  >  0.

Bundan tashqari y = xa funktsiya X = [0,oo) yarimintervalni K = |0,°o) 
yarimintervalga akslantiradi, shu sababli § 3.6 dagi teoremaga ko’ra, unga 
teskari bo’lgan bir qiymatli , uzluksiz va qat’iy o’suvchi funktsiya mavjud.
Bu funktsiyani x = y^” =?Jy (y  > 0) ko’rinishda belgilab, у ning n -  
darajali arifmetik ildizi deb ataymiz.

Agar и=2к+1 bo’lsa, y = x" funktsiya toq funktsiya bo’ladi. U 
(—ao,+oo) oraliqda uzluksiz, qat’iy o’suvchi va (-qo,+oo) oraliqni (-oo,+oo) 
oraliqga akslantiradi, shu sababli (-oo,+oo) oraliqda uzluksiz, qat’iy 
o’suvchi teskari funktsiyaga ega:

x  =  (  У  6 ( - 0 0 , 4 « ) )  ) .

Bu yyerda y>  0 lar uchun ifoda у  ning 2k+l-darajali 
arifmetik ildizi va у  <  0 lar uchun 2K*-fy = -  •

Agar n =2k bo’lsa, y = x" funktsiya juft funktsiya bo’ladi. U (-oo,+oo) 
intervalni [0,®) yarimintervalga akslantiradi. Lekin bu funktsiya (-oo,+oo) 
intervalda monoton emas, va shu sababli unga teskari funktsiya ikki 
qiymatli:

х = ±г)[ў  (y >  0 ) .



Quyida y = x" funktsiyaning n haqiqiy son bo’lgan ayrim hollardagi 
grafiklari berilgan:

r y=X y=x y=l/x ' 

'-i

75-расм.
v) y  = ax - ko’rsatkichli funktsiya (a  ^ l,a >  о ). Bu yerda ikki hoi 

bo’lishi mumkin: 1) a>\ va 2) 0< a < 1.
1-hol: agar a>l bo’lsa, funktsiyaning aniqlanish sohasi £>(/) = ( -®,+ao), 

va bu funktsiya (-oo,+oo) ni (0,+oo) ga akslantiradi, ya’ni barcha 
x e(-oo,+co) lar uchun a1 > 0 . Bundan tashqari, har qanday x e(0,+oo) 
lar uchun a1 > 1.

Haqiqatan, ratsional x lar uchun ax> 1 bo’lishi o’rta maktabdan 

ma’lum. Endi agar x _ irratsional bo’lsa, uning butun qismini [x]= к 
desak, x > k bo’ladi, bundan a*>a*> 1.

Bu funktsiya o ’suvchi, ya’ni y> x munosabatda bo’lgan har qanday 
x , y e ( - oo,+oo) lar uchun ay >a1. Haqiqatan, ay - a 1 = a1 (ay x-l)> 0 

, chunki barcha x e(-oo,+oo) lar uchun a1 > 0 va y - x  > 0 bo’lgani
uchun a> x -\> 0 .

1-m i s o  /.
НтЯ/я = 1. (1)
я->»

Haqiqatan, musbat X lar uchun Nyuton binomiga ko’ra
С + ДУ=1 + яЯ + ̂ ^ Я 2+...> 1 +

2 2
Agar bu yerda A = "4n -1  desak,



и>

- >  ^ - о г> о.
n

Agar bu tengsizliklardan kvadrat ildiz olsak,

^ - i > o

yoki

-J~ + 1 > 1- (2)

Va nihoyat, agar л->оо da limitga o’tsak, (1) hosil bo’ladi. 
n> a bo’ladigan barcha natural sonlar uchun

/  V 1< a'" < n -*■ 1
Л—

bo’lgani uchun
lima7" = 1 (3)

bo’ladi. Endi agar xn ixtiyoriy nolga intiluvchi musbat sonlar ketma-

ketligi bo’lsa, j Ух ] = K" desak, 0 < xn< J /  va 1 = a°< a1" < â *" 

bo’ladi. U holda (3) ga asosan
lim a1" =1.
О—X»

{ xn} ketma-ketlik ixtiyoriy bo’lgani uchun, biz o’ng limitning 
mavjudligini isbotladik:

lim a 1 = 1 
<-»0

U holda chap limit ham mavjuddir :

lim a1 = lim —— = — !—  = -  = 1 
lima" 1u—̂0 
«►0

Demak,
l i ma r = l  (4)t->0 V '

ekan.
y  = a1 funktsiya har qanday x0 e (-oo,+oo) nuqtada uzluksiz: agar 

x - x 0 ->0 bo’lsa, (4) ga asosan
|a ‘ -  a 1” I = |a '“ -1]) = a r* \i'" *  - 1| -> 0

bo’ladi.



Endi bu funktsiya д:->ю da o ’zini qanday tutishini ko’raylik. M > 0 
yetarlicha katta son bo’lsin. Shunday a  ratsional son topiladiki, aa > M 
bo’ladi, shuning uchun ixtiyoriy x > a  lar uchun

M< a “< ax 
ya’ni *-»+«> da a*->+oo ekan.

Endi, agar x -> -oo bo’lsa, u holda

lim a1 = lim — = — -—  = 0
lim a "

H-*+X

bo’ladi.
2-hoi: 0< a < 1. Agar

desak, biz ko’rmoqchi bo’lgan hoi 1-holga keltiriladi, chunki J/  > 1. 
Bu holda ham funktsiyaning aniqlanish sohasi £>(/) = (-°°,+00), va u 
(—oo,+oo) ni (0 ,+oo) ga akslantiradi, ya’ni barcha x  e (-o o ,+ o o ) lar uchun 

ax> 0  . Bundan tashqari, har qanday x  e (0 ,+ o o )  lar uchun a1 < 1 va

jce(-oo,0) lar uchun a1 > 1. Bu holda ham funktsiya o’z aniqlanish 
sohasida uzluksiz va qat’iy kamayuvchi.

Agar bo’lsa, a 1-» 0 va x -> -°o  bo’lsa, u holda о г-Игоо
bo’ladi.

у =  a* funktsiyaning ikkala hoi uchun grafigi quyidagicha bo’ladi:

76-расм.
g) у = log„ x . Bu yerda ham ikki hoi bo’lishi mumkin. Avval a> 1 deb

faraz qilaylik. y  = a x fiinktsiya ( -®,+oo) da uzluksiz, qat’iy o ’suvchi va 
(—oo,+oo) ni (0 ,+ ao ) ga akslantirgani uchun, unga teskari (0 ,-кю ) da uzluksiz 
va qat’iy o’suvchi fiinktsiya mavjud. Uni у ning a asosga nisbatan



l o g a r i f m i  d e b  a t a y m i z  v a  x =  l o g „  у  k o ’ r i n i s h d a  y o z a m i z .  A g a r  b u  

t e n g l i k d a  x v a  у  l a m i  o ’ r n i n i  a l m a s h t i r s a k ,  y u q o r i d a  b i l d i r i l g a n  f i k r l a r g a  

a s o s a n
i i m  i o g  x =  + co  i i m i o g n jc =  - o o .

r-*-ix> r —»0X>-0

T e s k a r i  f u n k t s i y a n i n g  t a ’ r i f i g a  k o ’ r a ,  q u y i d a g i  a y n i y a t l a r  o ’ r i n l i :  
a '° e*r = x (  0  <  x < + oo )  , l o g „  a* =x  (  - o o  <  x < + oo )  .

a n i n g  e a s o s g a  n i s b a t a n  l o g a r i f m i n i  a n i n g  n a t u r a l  l o g a r i f m i  d e b  
a t a y m i z  v a  l o g ,  a =  In  a k o ’ r i n i s h d a  y o z a m i z .

A g a r  0  <  a  <  1 b o ’ l s a ,  у  =  l o g ,  x f u n k t s i y a  ( -o o ,+ o o )  d a  u z l u k s i z  v a  

q a t ’ i y  k a m a y u v c h i .
B u  f u n k t s i y a n i n g  g r a f i g i  y u q o r i d a g i  r a s m d a  k o ’ r s a t i l g a n .
d )  T r i g o n o m e t r i k  f u n k t s i y a l a r .  Sinx, Cosx, tgx, ctgx v a  b o s h q a  

t r i g o n o m e t r i k  f u n k t s i y a l a r  o ’ q u v c h i g a  o ’ r t a  m a k t a b d a n  m a ’ l u m .
M a ’ l u m k i  (  § 3 . 1 ,  3 - m i s o l g a  q a r a n g  ) ,  у  =  Sinx f u n k t s i y a

o r a l i q d a  u z l u k s i z  v a  q a t ’ i y  o ’ s u v c h i ,  b u  o r a l i q n i  [ - 1 , + 1 ]  o r a l i q g a  o ’ z a r o  b i r  
q i y m a t l i  a k s l a n t i r a d i .  S h u  s a b a b l i ,  u n g a  t e s k a r i  b i r  q i y m a t l i ,  u z l u k s i z  
f u n k t s i y a  m a v j u d :

x = a r c s in  x, D{f)  =  [ - 1 ,+ 1 ],

A g a r  у  =  Sinx f u n k t s i y a n i  ( - o o ,+ o o )  o r a l i q d a  q a r a s a k ,  u n g a  t e s k a r i  

f u n k t s i y a  k o ’ p  q i y m a t l i  Arc sin у  f u n k t s i y a  b o ’ l a d i ,  u n i n g  b a r c h a  
q i y m a t l a r i  q u y i d a g i  f o r m u l a  y o r d a m i d a  t o p i l a d i :

x = Arcsin у  =  ( — 1)* a r c s in  у  +  кл (к = 0 ,± 1 ,± 2 , . . .  ) .  ( 4 )
X u d d i  s h u n d a y

у  —  Cosx ( 0  —  x —

У ~ tgx ( - n/ 2 < X<% 1
f u n k t s i y a l a r g a  t e s k a r i  f u n k t s i y a l a r  m o s  r a v i s h d a

x =  a r c c o s j ' , 0 '  e  1 - 1 , + l J  
jc = arctgy, {y e (- »,+«)

A g a r  b e r i l g a n  f u n k t s i y a l a m i  (-<jo ,+ oo)  o r a l i q d a  q a r a s a k ,  u l a r g a  t e s k a r i  
f u n k t s i y a l a r  m o s  r a v i s h d a

x = Arc c o s  у  =  ± a r c c o s 3> +  2 кл, 
x — Arctgy =  arctgy + кл 
(ft = 0,±1,±2,...)

b o ’ l a d i .



77-расм.
е) Giperbolik funktsiyalar. Quyidagi funktsiyalar

, e‘ -е ~ ' , e ' +  e“* , shx . chxshx = ---------------,chx = ----------------,thx = ------- ,cthx = -------
2  2  chx shx

mos ravishda giperbolik sinus, kosinus, tangens va kotangens funktsiyalar,
deb ataladi.

shx,chx.thx funktsiyalar ( -00,+00) oraliqda aniqlangan, cthx fiinktsiya 
esa ( -o o ,0 )u (0 ,+ o o )  oraliqda aniqlangan.

Bu funktsiyalar uchun quyidagi formulalar o’rinli ekanligiga ishonch 
hosil qilish qiyin emas:

sh(x + y) = shxchy +  shychx, 
ch(x + y) = chxchy +  shxshy, 

ch2x - s h 2x  = l.

78-расм.
Yuqorida keltirilgan elementar funktsiyalaming xossalaridan foydalanib 
quyidagi limitlami hisoblaylik.

2-m i s  0  I. lim + ̂  = 1, lim + — = loga e = —  ekanligini isbotlang.i-»0 x *-»0 x 1na



H a q i q a t a n ,  v )  g a  a s o s a n  l n x  f u n k t s i y a  ( 0 ,+ o o )  o r a l i q d a  u z l u k s i z  
b o ’ l g a n i  u c h u n  v a  § 2 . 3  d a g i  5 - m i s o l g a  k o ’ r a

lim  — 1 +  x  ̂ =  lim ln(l +  x)^x =  In lim (l +  x)^’ = In e =  1 .

3-m i s о I.
. a 1 - 1 . . e1 — 1 

h m ----------- =  In a , ( 0 <  a )  , lim ----------- = ln e  =  l .
* - 0  X  '  ’  , - ю  x

Haqiqatan, agar a* -1  = и desak, ko’rsatkichli funktsiyaning 
uzluksizligiga ko’ra, *-»0  da и -»0 bo’ladi. Endi agar x  In a  = ln(l + u) 
ekanligini hisobga olsak,

lim —-------=  lim --------- ---------In a =  In a - lim — -------- =  In a.
,_,0 x  i r - » o  ln (l +  t / )  ln(l +  u)

3.8. “O” va “o” miqdorlar. Miqdorlarni solishtirish. a nuqtaning 
o’zida bo’lmasa ham, uning biror ua atrofida berilgan cp(x) , f (x)  
funktsiyalami qaraylik. a nuqta chekli son yoki cheksiz (-oo,+ao) yoki °o) 
bo’lishi mumkin. Barcha i s t /„  lar uchun ф(х)*0 bo’lsin.

1-ta’rif. A g a r

l im ^ ^  = 0 (1)
<p(x)

bo’lsa, x -> a da f (x )  funktsiyani ф(х) funktsiyaga nisbatan o-kichik 
miqdor, deb ataymiz va

f ( x )  =  o(<p{x)) ( 2 )
x-+ o

ko’rinishda yozamiz.
Masalan:

x2 = o(x),
jr-»0

agar m<n  bo’lsa, x" =̂ o<xm'l 

agar n<m  bo’lsa, x" = oQc"J
r->30

1 -  Г о и  Sin* %1 -Cosx = o(x), chunki lim-------- = 21im------—  = 0.
t-*0 r-»0 t-*0 jf

o (l), a da ifoda x —> a dagi cheksiz kichik miqdomi bildiradi. 

Masalan, /W  = -^ - = o(l).
Inx

( 1) ni f(x)=£(x)<p(x ) deb, yozish mumkin,bu yerda x-* a da 
e ( x ) - > 0 .  Agar (1) munosabat x->  a da cheksiz kichik miqdor bo’lgan 
f (x )  va <p(x) funktsiyalar uchun bajarilgan bo’lsa, f (x)  ni ф(х) ga 
nisbatan x-> a da yuqori tartibli cheksiz kichik miqdor deymiz. Agar (1) 
dagi f (x )  va ф(х) funktsiyalar x-> a da cheksiz katta miqdorlar bo’lsa,



u  h o l d a  / О )  n i  ф ( х )  g a  n i s b a t a n  x-> a d a  q u y i  t a r t i b l i  c h e k s i z  k a t t a  
m i q d o r ,  d e y m i z .

2-ta’rif. A g a r

lim = 1 /3)
« «  (p(x) y '

m unosabat o ’rinli b o ’lsa, / ( jc)  va cp(jc) funktsiyalar x ->  a  d a  ekvivalent
m i q d o r l a r ,  d e y i l a d i  v a / ( х ) я ф ( х )  k o ’ r i n i s h d a  y o z i l a d i .

M a s a l a n ,  л с - >  0  d a

Sinx a x,\-Cosx&  ■*^//,ln(l + x~)~ jc,e* - 1 «  jc, a x - 1  и Jtlna . (4 )

1-teorema. A g a r
x ->  a  da / ( х )к ф ( х )  b o’lsa, (5 )

u  h o l d a
x-> a da ф (х ) я /( х )  (6)

b o ’ l a d i .
Isboti. A g a r  b i r o r  d a  ф ( х ) * 0  b o ’ l s a ,  ( 5 )  g a  k o ’ r a ,  r a v s h a n k i ,  а 

n i n g  b a l k i  b i r o r  k i c h i k r o q  a t r o f i d a  / ( jc)*0  b o ’ l a d i .  U  h o l d a

lta£W  = l j m ' = I  = 1 .

f ( x )  *-« /(x )  1
<p(x)

2-teorema. ( 5 )  m u n o s a b a t  b a j a r i l i s h i  u c h u n  x  - »  a  d a

/ ( х ) = ф ( х ) + о ( ф ( х ) )  ( 7 )
b o ’ l i s h i  z a r u r  v a  y e t a r l i d i r .

Z a r u r l i g i .  F a r a z  q i l a y l i k ,  ( 5 )  o ’ r i n l i  b o ’ l s i n .  U  h o l d a  s h u n d a y
/(*)e ( x )  f u n k t s i y a  m a v j u d k i ,  x — > a d a  e ( x ) - » 0  b o ’ l i b ,  = 1 +  e(x) d e y i s h
< Pw

m u m k i n .  B u n d a n
/(jc) = <p{x) + E{x)(p{x) = <p(x) + o(tp(x))

k e l i b  c h i q a d i .
Y e t а г I i 1 i g i. A g a r  ( 7 )  o ’ r i n l i  b o ’ l s a ,  u  h o l d a

/ ( X )  =  <p(x) +  o(f>(x)) = <p(x) + e(x)<p(x) 
b o ’ l a d i ,  b u  y e r d a  x - >  a d a  e ( x  ) — > 0 . D e m a k ,

^ ^  = 1 + ф с) - И .
<p(x) *-»«■

B u n d a n  ( 5 )  k e l i b  c h i q a d i .  T e o r e m a  i s b o t  b o ’ l d i .
3-teorema. A g a r  x - >  a  d a  < p ( * ) ~ 4 > i( x )  b o ’ l s a ,  u  h o l d a

l i m i / X j r M j c ) ^  l i m l / W ^ ^ j c ) ]  ( 8 )
ж-ьа x

l i m l i m Ю -  ( 9 )
*-►* <p(x) *->" (pi (x)

munosabatlar o ’rinli b o ’ladi.



(8) va (9) tengliklarda o’ng tomondagi limitlar mavjud bo’lsagina chap 
tomondagi limit mavjud bo’ladi, deb tushunmoq kerak, ya’ni agar o ’ng 
tomondagi limit mavjud bo’lmasa, chap tomondagi limit ham mavjud 
bo:imaydi.

Isboti. (8) ni isbot qilish bilan chegaralanamiz. Faraz qilaylik, (8) ning 
o’ng tomonidagi limit mavjud bo’lsin. U holda

<p(x)lim(/(jc)p(jc)]= lim = liml/OOp, (*)]- lim
fiW;

= lim l/C xtoW ]-1 = liml/(jc)p,(jc)].
x-*a x-*a

1-m i s о I. x —>0 da tgx ^x  , chunki

PiM

2- m i s о I.
t£ 3X X3 X2lim—f —  = lim—;-----= lim—----- = 0.

*-*° X  +  X  X  +  1

3-ta’rif. Agar f (x )  funktsiya uchun shunday A*0 va m sonlar 
topilsaki, x-* a da f (x )^A(x-a )m bo’lsa, u holda A ( x - a ) m funktsiya 
f (x )  funktsiyaning a nuqta atrofidagi bosh darajali hadi, deb ataladi.

4-ta’rif. Agar barcha x e E lar uchun |/(*)| ̂  С|р(дс)| , bu yerda S x 
ga bog’liq bo’lgan o ’zgarmas, bo’lsa, u holda /  E to’plamda tp tartibga 
ega yoki /  E to’plamda <p ga nisbatan О-katta miqdor, deb ataymiz va 
quyidagi ko’rinishda yozamiz:

f(x) =  0{<p{x)X (10)

Xususan, /(jc) = Ofl) tenglik /  funktsiyaning E to’plamda chegara- 
langanligini bildiradi.

Misollar:
1) Sinx = 0(1), Sinx = O(x), x e (- оо,+<ю);
2) k -к») da x = 0(x2y,
3) P,l] da x2 = 0(x) .



BIR O’ZGARUVCHILI FUNKTSIYA UCHUN 
DIFFERENTSIAL HISOB

§ 1. Hosila va uni hisoblash.

1.1. Asosiy tushunchalar. Biz bu bobdan boshlab o’quvchi e ’tiboriga 
oliy matematikaning eng asosiy tushunchalaridan biri—differentsial va 
integral hisobini havola qilamiz. Differentsial va integral hisobning 
boshlang’ich tushunchalari XVII asrda vujudga keldi va XVIII asrga 
kelib ingliz olimi I.Nyuton va farang olimi G.V.Leybnitslaming buyuk 
xizmatlari tufayli mukammal nazariya ko’rinishiga keldi.

Avval keyingi bo’limda kiritiladigari hosila tushunchasiga asos solgan 
bir nechta amaliy masalalami ko’raylik:

1. Moddiy nuqtaning oniy tezligi. Moddiy nuqtaning erkin tiishish 
masalasini ko’raylik. Agar t vaqt tushish boshidan boshlab hisoblansa, 
shu vaqt ichida bosib o ’tilgan yo’l

g t 2
°  » = —  (1) 

formula bilan hisoblanadi, bu yerda g = 9,81. Nuqta 
harakatining t vaqtdagi 3 tezligini topish talab qilingan 

M bo’lsin.
Mi t o ’zgaruvchiga A t orttirma beraylik va t+ A t vaqtdan so’ng 

material M  nuqtaning Mj  holatini ko’raylik. Yo’lning A t vaqt 
oralig’ida olgan MMj  orttirmasini As bilan belgilaylik. U

79-расм. holda t  o ’miga t+ At ni (1) ga qo’ysak

s + As = ( +  Д О 2

bo’ladi. Bundan
Дг = ^Gt-At + Al1).

Agar As ni At ga bo’lsak, moddiy nuqtaning MM] yo’lni bosib o’tgan 
o’rtacha tezligini topamiz:

As £
^ = ^  = g, + Y At-

Nuqtaning t vaqtdagi S  oniy tezligi deb, 5oV o’rta tezligining At nolga 
intilgandagi limitiga aytamiz:

As 4

'9 = b ( ^  + f A/) =g'-
Umuman, nuqtaning tekis harakat tezligi 9 ham xuddi shunday 

hisoblanadi. Bunda, agar harakat tenglamasi s=/(t) bo’lsa, nuqtaning t 
vaqtdagi oniy tezligi



b o ’ l a d i .
'Т 'г. к

bildirsin. U holda

^  ' Т '  1  1  i *  / -»  r / л  -  _____i ___ * ______ ‘ _ 1 _ :  J  _  . , 7 . 1  *
Z .  1 U A  К Ц С Ш .  J  )  b i l l l U d i l  I  V d 4 i  i u i i u a  с» m u j g a u  и и ц и и и ш

ДQ, 
At

/ о + л р - т
At

tokning [t,t+At] vaqt oralig’ida o’tgan tok kuchini bildiradi. Shu sababli,
l im ^ = 7Д/-.0 Д/

limit tokning t momentdagi kuchini beradi.
3. Massaning taqsimot zichligi. Faraz qilaylik, x o ’qining [a, ft] 

kesmasida biror massa umuman notekis tarqalgan bo’lsin. U holda [a,x] 
kesmadagi massa miqdori

M = F(x) ( a<x<Lb), 
ya’ni x ning funktsiyasi bo’ladi, chunki bu 
miqdor aABx shakl yuzasiga proportsional. 
[x,jc + A x ] oraliqga to’g’ri keluvchi massa 
miqdori

AF = F(x +  Д х ) -  F(x)
bo’ladi.

AF
U holda shu oraliqdagi o’rtacha massa zichligi —  bo’lsa, uning limiti

. .  AF 
l i m  —  =  Ц
Лг-»° Д х

massaning x  nuqtasidagi zichligini beradi.
Yuqorida keltirilgan masalalaming barchasida asosiy miqdor funktsiya 

orttirmasining argument orttirmasiga bo’lgan nisbatining limitidir. Mana 
shu limitni funktsiyaning hosilasi, deymiz .Qat’iy ta’rif quyidagicha:

T a ’ r i f .  Berilgan y  = f(x)  funktsiyaning aniqlanish sohasiga tegishli 
bo’lgan biror nuqtasida olgan Ay orttirmasining argumentning mos Дх 
orttirmasiga nisbatining quyidagi limiti

A y  =  ]im / ( x  +  A x ) -  / ( * )  =

M  Дх w
mavjud bo’lsa, bu limit berilgan funktsiyaning hosilasi, deb ataladi.

Hosila uchun yana ko’pincha belgilar ham ishlatiladi.dx dx



x  ning har bir o ’zgarmas qiymati uchun ~  miqdor Ax ning 

funktsiyasi bo’ladi:

= ^  (Дх*0).Ax
/  funktsiyaning x  nuqtada hosilasi mavjud bo’lishi uchun /  nainki x  

nuqtaning o ’zida, balki uning biror atrofida ham aniqlangan bo’lishi 
zarur. Shu holdagina у(Лх) funktsiya nolga yetarlicha yaqin bo’lgan A x  
lar uchun aniqlangan bo’ladi.

Funktsiya hosilaga ega deganda asosan, (1) limit chekli bo’lishligi 
nazarda tutiladi, lekin agar ( 1) limit mavjud bo’lib cheksiz ( -00,+00 yoki
00) bo’lsa, u holda /  funktsiya berilgan nuqtada cheksiz hosilaga ega, 
deymiz.

Agar (1) formulada Дх-> 0 , A x >  0 bo’lganda limit mavjud bo’lsa, 
bu limitni /  funktsiyaning o’ng hosilasi, deb ataymiz. Uni (x) 
ko’rinishda belgilaymiz.

Xuddi shunday, agar (1) limit Дх-> 0 , Д*< 0 lar uchun mavjud 
bo’lsa, bu limitni /  funktsiyaning chap hosilasi, deb atab, uni f \  (x) 
ko’rinishda belgilaymiz.

Bunday holat, agar /  funktsiya [0,6] oraliqda berilgan bo’lsa, shu 
oraliqning chekka nuqtalarida yuz beradi. Agar /  funktsiyaning barcha 

nuqtalarda hosilasi, a nuqtada o ’ng hosilasi va b nuqtada chap
hosilasi mavjud bo’lsa, u holda /  funktsiyaning (a, ft] oraliqda hosilasi 
mavjud yoki /  funktsiya [a, ft] oraliqda differentsiallanuvchi deyiladi.

Funktsiyaning berilgan nuqtadagi limiti mavjud bo’lishi uchun uning 
shu nuqtadagi o ’ng va chap limitlari mavjud va teng bo’lishi zarur 
ekanligidan, funktsiya x nuqtada differentsiallanuvchi bo’lishi uchun 
uning shu nuqtada o’ng va chap hosilalari mavjud bo’lib

/ ' ,W  = / ' ,  «  = /'(*)
bo’lishi zarurdir.

Agar funktsiyaning x  nuqtada chap va o’ng hosilalari mavjud bo’lsa- 
yu, lekin ular teng bo’lmasa ( /' ,(* )*  /'„ (*)), u holda funktsiya shu 
nuqtada differentsiallanuvchi bo’lmaydi.

M i s o l .  у  = |*| funktsiya uchun
Ay  [x +  Ax| -  |x|

Дх Дх
Agar x>  0 bo’lsa, yetarlicha kichik A x  lar uchun x  +Дх > 0 va



Ay x + Дх -  x Ax 
Дх Дх Дх

A g ar х <  0 b o ’lsa , u  h o ld a  y e ta r lic h a  k ic h ik  Ах  la r  u c h u n  x + Ax  < 0 
va

АУ _ ~ t* + A x)- (-Ҳ) Ax 
Ax Ax Ax

D e m a k , c h a p  h o s ila  —1 g a  v a  o ’n g  h o s ila  + 1  g a  te n g , shu  sab ab li b e rilg a n  
fu n k ts iy a  x = 0  n u q ta d a  d iffe ren ts ia llan u v ch i e m a s  .

B izga  m a ’lu m k i ( 6 - b o b ,§3 .2  , 6 -m iso lg a  q a ra n g ) , у  = |x| fu n k ts iy a  

x n in g  b a rc h a  q iy m a tla r id a , sh u  ju m la d a n , jc = 0  n u q ta d a  h a m  u z lu k siz . 

D e m a k , fu n k ts iy a n in g  n u q ta d a  uzlu k siz lig id an  fu n k ts iy a n in g  sh u  n u q ta d a  
h o sila s i m av ju d lig i k e lib  c h iq m a s  ek an . L ek in , ak si h a m ish a  o ’rin li, y a ’n i  
b e rilg a n  fu n k ts iy a n in g  n u q ta d a  c h ek li h o silasi m av ju d lig id an  u n in g  sh u  
n u q ta d a  uz lu k siz lig i k e lib  ch iq ad i.

H a q iq a ta n , (1 ) l im it  b iro r  x n u q ta d a  m av ju d  va  chek li b o ’lsa , U  
h o ld a  (1 ) n i qu y id ag i k o ’rin ish d a  y o zsa  b o ’lad i:

7 -̂ = /'(*)+£( Ax), (2 )
Ax

b u  y e rd a  A jc —> 0 d a  e (A jc)—>0 . (2 ) d a n
A y -  / '( jc )  ■ Ax + Ax • е(Адс) 

kelib  ch iq ad i. B u n d a  A jc-»  0 d a  lim itg a  o ’tsak ,
lim Ay = 0K-¥ 0

y a ’n i  fu n k ts iy a  x n u q ta d a  u z lu k siz  ekan .

1.2. Hosilaning geometrik ma’nosi. F a ra z  q ilay lik , (a,b) in te rv a ld a  
uz lu k s iz  y = /( jc )  fu n k ts iy a  b e rilg an  b o ’lsin . U n in g  grafig i r  u z lu k s iz  
egri ch iz iq  b o ’lad i. г d a

8 1 - r a s m .
A(x,f(x ) )  n u q t a  o l i b ,  s h u  n u q t a d a  г  g a  u r i n i b  o ’ t g a n  t o ’ g ’ r i  c h i z i q  , 

y a ’ n i  u r i n m a n i  t o p i s h  m a s a l a s i n i  k o ’ r a y l i k .  B u n i n g  u c h u n  г  d a  b o s h q a  
N(.x + h , f ( x + h ) )  n u q t a n i  o l a y l i k ,  b u  y e r d a  Ъф  0  ( 8 1 - r a s m g a  q a r a n g ) .  A



va N  nuqtalardan o ’tgan to’g’ri chiziqning O x o ’q bilan tashkil etgan 
burchagi p bo’lsin, - ^ <  P <ж/ 2 qilamiz. 81-rasmda p>0 ,
h = AC, Ay = CN uiy sababli, hy/ h = tgp.

Agar h —> 0 bo’lsa, funktsiya uzluksiz bo’lgani uchun Д у-»0 va N 
nuqta г  bo’ylab A nuqtaga intiladi. Agar bunda p burchak va
ла^а teng bo’lmagan biror a  limitga ega bo’lsa, u holda

A ylim —  = lim tgB = tga (3)/i->0 ff /,-»0 ' '
limit mavjud va u /  ning x bo’yicha hosilasiga teng, ya’ni

f \ x )  = t g a . (4)

Va aksincha, agar chekli /'(*) hosila mavjud bo’lsa, u holda 
P -*■ a = arctgf\x) bo’ladi. Bunda AN to’g’ri chiziq A nuqtadan o ’tib, 
Ox o ’q bilan a  burchak tashkil etgan BA to’g’ri chiziq holatini 
egallashga intiladi.

Г egri chiziq bilan bitta umumiy A nuqtaga ega bo’lgan BA to’g’ri 
chiziq г  ga A nuqtada o’tkazilgan urinma, deb ataladi.

Biz hozir, agar у  = f(x)  funktsiya biror x nuqtada chekli / ’(x) 
hosilaga ega bo’lsa, u holda funktsiyaning г  grafigiga burchak 
koeffitsienti tga = f'(x) bo’lgan urinma o’tkazish mumkinligini isbot 
qildik. Aksincha,

lim fl = a

limitning mavjudligidan chekli / ' ( j c )  hosilaning mavjudligi va (3) , (4) 
tengliklarning o ’rinli ekanligi kelib chiqadi.

Ayrim hollarda teng bo’lmagan chap va o’ng hosilalar mavjud bo’lishi 
mumkin, bunda A nuqta г  ning burchak nuqtasi, deyiladi. Bunday 
hollarda a  nuqtadan г  ga hech qanday urinma o ’tmaydi, lekin burchak 
koeffitsientlari mos ravishda

tga, = >imn~  = /'„ ( jc) ,  tga2 = lim = f ,  ( jc)
Д г - * 0  A i r  Д г —»0  A v

Л«<в Ai>0

bo’lgan chap va o ’ng urinmalar mavjud deyish mumkin (82-rasmga 
qarang ).

!✓.. ' .’i . : . :• ‘ l ‘ • ' i , , . )



82-расм. 83-расм.

Agar funktsiyaning х nuqtadagi hosilasi cheksiz bo’lsa: 

/'(* ) = lim —  = 00J 4 . - . 0 Д Х

u holda quyidagi to’rtta hoi yuz beradi:

i
У

Л

V

1к ,

MA

к

У

‘ т

А

V
T x О T x О T X

84-rasm. 85-rasm. 86-rasm.

1) = = / 3 у  ( 83-rasm)

2) / ' W = l im ^  = -co, /?-►-* (84-rasm)
Ar-*» Дх 2

3) Д (д:)=  lim^  = - о о , д (x)= lim^ -  = 4«., (85-
л1~>оДх 2  ^->” Д х  2  •

rasm).
Chap urinma x o ’qiga perpendikulyar bo’lib pastga yo’nalgan va o ’ng 
urinma esa, x o’qiga perpendikulyar bo’lib, yuqoriga yo’nalgan.

4> = = = = (86-rasm).
Chap va o ’ng urinmalar x o’qiga peфendikulyaг bo’lib, birinchisi 
tepaga , ikkinchisi pastga yo’nalgan.



To’g’ri chiziqning analitik geometriyadan ma’lum bo’lgan burchak 
koeffitsientli tenglamasiga ko’ra grafik г  ga A(x0,y0) nuqtada o’tkazilgan 
urinmaning tenglamasi

У-Уо = / 'Ы <х-х0) (5)
bo’ladi. Shu nuqtada urinmaga perpendikulyar bo’lgan to’g’ri chiziqni г  
ga A{x0,yt) nuqtada o’tkazilgan normal deb ataymiz. Uning tenglamasi

y ~y° = ~~r77\(x~x°̂  (6)
bo’ladi.

1.3. Elementar funktsiyalaming hosilalari.
O’zgarmas С funktsiyaning hosilasi nolga teng, chunki bu funktsiya 

uchun Ay = 0 va

C'= lim —  = lim 0 = 0. ■ (1)Дг—>0 Ду Дг-*0
Darajali funktsiya у  = x" (n  = 1,2, .. .)  ning hosilasi

<0 = r a (2)
Haqiqatan, Nyuton binomiga binoan

x" + nx"~]Ax + — — х ^ Д х 2 + . . .  + Дх" -  x "—  Кх +  Дх)" - x ” ]=  —  
Дх Дх

21 Л*-»0
Differentsiallashning quyidagi to’rtta qoidasi mavjud:

fn±ffj=u'±& , (3)
(uffj= u9'+ u'9  , (4)

( 5 ) ' - ^  (5>
Bu yerda u = u ( x \ 9  = 9 (x)  lar jc ning differentsiallanuvchi 
funktsiyalaridir.

I s b o t i .  Argumentga A x  orttirma beraylik. U  holda 
u = u (x ) ,9  = 9 (x)  funktsiyalar ham mos ravishda A u ,A 9  orttirmalar 
olishadi. Bundan

A (u ± t9 )=  l(a +  A a )± (i9  + A i9 )] - (u ± t 9 )=  Д и ±  Д 5  , 

va hosilaning ta’rifiga binoan
(a ± i9)= lim ^  = ijm  —  ± ijm -  u'±jy

A ir A r  Д*->0 A t

kelib chiqadi.
Xuddi shunday

Д (1/|9 )  = (и + Au~)(9 + Д 5 ) -  u& = uAS + 9Au + AuA<9

va



. nv .. Д (и .9 ) « Д 5  +  5Д и +  Д н Д 5  Ai9 П1. Д и(иЗу= lim —  — -  = lim ----------------------------------- = и lim ------- + 5 h m  —  +
Av-»о Ay a*-»o Ay лг-йз Ay av-»o At

до
+ lim  Au ■ l im -----= u9'+u'9 + 0- 9 ’= u9'+u’9.

Ax->0 &x-*Q Ajf

Bu yerda difFerentsiallanuvchi funktsiya uzluksiz bo’lgani uchun Дх -> 0 
da Дм -» 0 bo’lishidan foydalanildi.

Va nihoyat, shu xossaga binoan

f  -  l im f “ + Л“ u>) '  -  ijm ~ kAi^ -  
 ̂i9 J  1 $  + ДЗ 9 )  Ax ™o(9 + A 9 'p A x

n Au A 9
9 ---------и -------  , n Q1

= Jim Ax Дх _  u 9 - u 9
л*->° (5 + Д |9 )9  9 1 

у = Sinx funktsiyani qaraylik. Uning hosilasi
(Sinx]f = Cosx (6)

bo’ladi, chunki

2 5 ш ^ с Х  + - |
(Sinx>  lim Si< * + Ax)-S,nx = ljm-------2------1------2_j_ =

Лг->0 Д х  it->0 Д х

AxSin-

Дг—*0 Дх Лх->0=  l im ---------—  • lim Cos\ x  ч------- 1 =  1- Cosx = Cosx.

B u  y e r d a  Cosx f u n k t s i y a n i n g  u z l u k s i z l i g i d a n  f o y d a l a n i l d i .
X u d d i  s h u n d a y  q u y i d a g i  h o s i l a n i  h a m  i s b o t  q i l s a  b o ’ l a d i :

(iCosx] = - S i n x . (7 )

U holda

(lgxj= sec2 x  =  - 7 — —̂ , ( 8 )
Cos x

(ptgx^ = -  cos ec2x  = -  — — —  . ( 9 )
J. 

Sinzx
H a q i q a t a n ,  m i s o l  u c h u n

' f  Sinx ') Cosx ■ (Sinx'j-Sinx ■ (Cosx J

(<gX)=f c J  =--------- C^~x =
Cos1 x  + Sin1 x  1

Cos1x Cos1x 
у  — l o g n x ( л  > 0 )  f u n k t s i y a  u c h u n



log fl + —1 l o g f l  + —  
AV log0(x + A x )-lo g „  jr ^ 2 )  1 I  2

Ax Ax Ax x Ax
2

I k k i n c h i  a j o y i b  l i m i t g a  k o ’ r a ,

b o ’ l g a n i  u c h u n  

X u s u s a n ,

I0 g „ (l + H) 
h m -------------------- =  Iog„ e

Cog„ j r ) = - - l o g , e  =  — . (1 0 )
x x lna

M = - .  ( 10’)
X

1 . 4 .  M u r a k k a b  f u n k t s i y a n i n g  h o s i l a s i .
1 - t e o r e m a .  A g a r  jc = < p (t)  f u n k t s i y a  t  n u q t a d a ,  y  = f{x)  

f u n k t s i y a  x n u q t a d a  d i f f e r e n t s i a l l a n u v c h i  b o ’ l s a ,  u  h o l d a  m u r a k k a b

> = F(0 = /fe>(0] ( 1)
f u n k t s i y a  h a m  t n u q t a d a  d i f f e r e n t s i a l l a n u v c h i  b o ’ l a d i  v a  b u  h o s i l a  u c h u n  
q u y i d a g i  f o r m u l a  o ’ r i n l i :

F'(x) = P(x)<p\t)  ( 2 )
y o k i

У, = У* (3)
I s b o t i .  A g a r  t g a  At*0 o r t t i r m a  b e r s a k ,  x =<p(t) f u n k t s i y a  Ax =<p(t+At)~

<p(t) o r t t i r m a  o l a d i .  у  =  fix')  f u n k t s i y a  x n u q t a d a  d i f f e r e n t s i a l l a n u v c h i
b o ’ l g a n i  u c h u n  § 1 . 1  d a g i  ( 2 )  f o r m u l a g a  a s o s a n

Ду  =  / '  ( jc )A jc  +  e(Ax)Ax, ( 4 )

b u  y e r d a  Д л с -» 0  d a  е (Д л с )-> 0 .

E n d i  ( 4 )  n i  At g a  b o ’ l a m i z :
Ay Дх . Ax ...
_ . / W _ + « < t a ) - .  (5 )

x =(p(t) f u n k t s i y a  t  n u q t a d a  d i f f e r e n t s i a l l a n u v c h i  b o ’ l g a n i  u c h u n  u  s h u  
n u q t a d a  u z l u k s i z ,  s h u  s a b a b l i ,  At->0 d a  Ax - > 0 .

Y u q o r i d a g i  ( 5 )  t e n g l i k d a  At—>0 d a  l i m i t g a  o ’ t a m i z .  U  h o l d a  Ax  - > 0  
v a  e(Ax)—>0 , v a  s h u n i n g  u c h u n

y \  =  f'(x)x'{t)  +  0 -*■ (/) =  f(x)x'(t) = y'x -jc’, .

T e o r e m a  i s b o t  b o ’ l d i .
E s l a t m a .  A g a r  m u r a k k a b  f u n k t s i y a  u c h t a  z  =  f ( y ) ,  у  = <p(x), x = y/(t) 

f u n k t s i y a n i n g  s u p e r p o z i t s i y a s i d a n  i b o r a t  b o ’ l s a ,  v a  u c h c h a l a  f u n k t s i y a



mos nuqtalarda diffe-rentsiallanuvchi bo’lsa, u holda z\ = z'y-y\-x\ 
bo’ladi.

1-misol. у  = In Sinx. Agar и = Sinx desak, у  = \nu  bo’ladi. U holda
, . * v CosxУ . = y» u ,  =  - •  ( ? " » } = — —  = ctgx. и Sinx

2-misol. у  =  Sinax . y \  -  Cosax ■ (axJ  = a ■ Cosax.
3-misol. у  =  Sintx2 + 2 x -Y ) . y 'x = Cosu -ix2 + 2x -  1J=

=  2 ( x  + 1 ) -  + 2 x -  I X

1.5. Teskari funktsiyaning hosilasi.
Teorema. у  = f(x)  funktsiya (a,b) intervalda uzluksiz, qat’iy o ’suvchi 

va biror x e(a,b~) nuqtada chekli noldan farqli/'(x) hosilaga ega bo’lsin. 
U holda /  funktsiyaga teskari bo’lgan x = f  '(y) = g(y) funktsiya ham mos 
nuqtada

(1)
yoki

' • - k  m  
formula bilan aniqlanuvchi hosilaga ega bo’ladi.

Isboti. Ma’lumki (§3.5 dagi teoremaga qarang), qat’iy o ’suvchi va 
uzluksiz funktsiyaga teskari funktsiya ham qat’iy o ’suvchi va uzluksiz 
bo’ladi. Shu sababli, agar /  ning (a,b) intervaldagi eng kichik va eng 
katta qiymatlari mos ravishda A va в  bo’lsa, x  = g (y )  funktsiya U,B) 
intervalda qat’iy o ’suvchi va uzluksiz bo’ladi.

у  ga Ay Ф 0 orttirma beraylik. /  qat’iy monoton bo’lgani uchun 
unga teskari funktsiya ham noldan farqli A x  orttirma oladi. Shuning 
uchun

Дх _ J _

Ay Ay 
Ax

deyish mumkin. Agar Ay -»  0 bo’lsa, x = g(y) uzluksiz bo’lgani uchun 
Дх ham nolga intiladi. Lekin Дх->0 da teorema shartiga ko’ra, 
^  ->/•(*) * 0. U holda
Ax

,. Дх 1 1
lim —  ----------------------
4> ~ ° Д у  j j m  A y  f ' { x )

Лх-»0 Д*

limit ham mavjud bo’ladi*



Natija. A g a r  / '  O ) * 0  *  n i n g  f u n k t s i y a s i  s i f a t i d a  ( a , b) d a  u z l u k s i z  

b o ’ l s a ,  u  h o l d a  g ' ( y )  <A, в ) d a  u z l u k s i z  b o ’ l a d i .
H a q i q a t a n ,  a g a r  ( 1 )  d a  x =  g ( > )  d e s a k :

g’(>0 = 1rfeM]
y a ’ n i g ' O O  u c h t a  z  =  - , «  =  / ’ ( * )  v a  x = g(y)  u z l u k s i z  f u n k t s i y a l a m i n g  

и
s u p e r p o z i t s i y a s i d a n  i b o r a t  b o ’ l a d i .  U  h o l d a  a w a l g i  p a r a g r a f d a g i  
t e o r e m a g a  a s o s a n  g'(y) h a m  u z l u k s i z  b o ’ l a d i .

1.6. Elementar funktsiyalaming hosilasi (davomi).
1 .  y = a‘ . B u n d a n  x  = \ogay  -  t e s k a r i  f u n k t s i y a n i  t o p a m i z .  U  h o l d a

/ .  = — — = — !—  = ylna = a' I n a  , y a ’ n i  1p")=aI \na. x\  1
vlna

X u s u s a n ,

2 .  у  = a r c s i n x ( |jc[< I, - к/ г <у<к/  )• x = Siny -  t e s k a r i  f u n k t s i y a .  S h u  

s a b a b l i
, _ J  _ _ l ____________1 J

X\ Cosy ^1 -Sin1 у 4 \ -x 2 ’

y a ’ n i

(arcsin x)=-

I l d i z  o l d i d a  +  i s h o r a  o l i n g a n i n i  s a b a b i  -к/ г <у<п/ г l a r  u c h u n  Cosy >  0 .

*  ■ V  13 . (arcco sjc)= ------ arcsin л: ’
Л ) S ^ 1 '

4. у  = arctgx , x  = tgy -  t e s k a r i  f u n k t s i y a  ( -*> < х«а ,-я /<у<х /) .  
U  h o l d a

( a r c tg x ^  —L  = Cos'1 у  = - J —  = —L r  ,
(tgyj 1 + tgy 1 + x-

y a ’ n i

(arctgx}=  — 1 ■
] +  x

5 .  X u d d i  s h u n d a y

(arcclgx)=  - 1
1 ■+■ X

6. y = x a, ( x > 0 , a  -  i x t i y o r i y  h a q i q i y  s o n ) .  M a ’ l u m k i ,
Xя = eatD* .

e" va a  Inx differentsiallanuvchi funktsiyalar bo’lgani uchun murakkab 
funktsiyaning hosilasi haqidagi teoremaga ko’ra



7.  ̂= i/ ( jc ) j w  ( и  >0) — ko’rinishdagi funktsiyada u(x), S(x) lar x  ning 
differentsiallanuvchi funktsiyalaridir.
U holda

u3 = e's"n“

4fay= es,“ (plnu')= u'+$'lniij.'

8 . Giperbolik funktsiyalar:

■ Ш

Qhx)=

(chxy-

, ch x - s h  x  1
( thx)=

ch x ch x
, , .. ( сИхЛ s t fx - c h 1!  I .

( с | ) = Ы = ^  =“Ж ’(̂ о)'
9. у = Arshx funktsiya x = shy funktsiyaga teskari funktsiyadir. 

Bundan
i l l  l

(shyj chy Jl + sh2y  Vl + Jt2

1.7. Hosilalar jadvali. Yuqorida keltirib chiqarilgan hosilalami 
quyidagi tartibda jadval ko’rinishida yozib olamiz:



.  . 1у  - I n x  У = —X

6 ..K  =  s i n x  У  =  c o s x

7 .> ' =  c o s x  у  = - s i n x

8 .у — tgx у  = sec2 x = — L

9.y = ctgx

10. у = arcsin x

y ’ =  -  C S C *  X  = ----------!—
s i n  i

1

ll.y = arccosjc y ' = — = J=
V I- д

1 2  .y =  arctgx У'= i + x 2
1_
x
1\3.y = arcctgx y'= - -  2

1 +  x

1 4 .> ' =  j Ax  y'=chx

1 5  .y = chx y'~  shx

\b.y = thx У'= ~Ь~ch x

\ l .y  = cthx y -  *
sh x

§2. Differentsial.

2.1. Funktsiyaning differentsiali. A v v a l g i  p a r a g r a f d a  b i z ,  a g a r  b e r i l g a n  
у  =  / ( x )  f u n k t s i y a n i n g  c h e k l i  h o s i l a s i  m a v j u d  b o ’ l s a ,  q u y i d a g i  m u n o s a b a t  
o ’ r i n l i  e k a n l i g i n i  k o ’ r g a n  e d i k :

^  =  /■ (* )  +  « (  Д х ) ,Ax
b u  y e r d a  Д х  - >  0  d a  е ( Д х ) - » 0  . ( 2 )  d a n

Ay = f \x ) -Ax + Ax-e(Ax)



yoki
Ay =  / ' ( * ) •  А х  +  о ( Д х )  ( 1 )

Дг-tO

kelib chiqadi.
Ta’rif. у  = / ( x )  f u n k t s i y a  x  n u q t a d a  d i f f e r e n t s i a i i a n u v c h i  d e y m i z ,  

a g a r  u n i n g  A y  o r t t i r m a s i

Ay -  A- Ax+ o ( Д х )  ( 2 )
Дх—»0

k o ’ r i n i s h d a  i f o d a l a n s a ,  b u  y e r d a  A  x  g a  b o g ’ l i q  b o ’ l i b ,  Д х  g a  b o g ’ l i q  
e m a s .

Avvalgi paragrafda biz hech qanday qo’shimcha tushun-tirishlarsiz 
x nuqtada chekli hosilasi mavjud bo’lgan funktsiyani shu nuqtada 
differentsiallanuvchi deymiz, deb ketgan edik. Hozir biz yuqoridagi ta’rif 
asosida shunga izoh beramiz va bu ikkala tushuncha bir-biriga ekvivalent 
ekanligini ko’rsatuvchi quyidagi teoremani isbot qilamiz.

Teorema. у  = /(x )  funktsiya x nuqtada differentsiallanuvchi, ya’ni 
uning x nuqtadagi orttirmasi (2) ko’rinishda ifodalanishi uchun uning 
shu nuqtada chekli hosilasi mavjud bo’lishi zarur va yetarlidir. U holda 
A =  f'(x) bo’ladi.

Isboti. Shartning yetarli ekanligi yuqorida isbot qilingan, shu sababli 
biz faqat zaruriy qismini isbot qilamiz.

Faraz qilaylik, у  -  /(x ) funktsiya x nuqtada differentsiallanuvchi 
bo’lsin. Unda ( 2 )  ga asosan Д х * 0  lar uchun

*y = A + «*?l = A+om
Ax Ax дг-»о

Дх->0

b o ’ l a d i .  Д х - >  0  d a  o ’ n g  t o m o n n i n g  l i m i t i  A  g a  t e n g :

l i m  —  =  A 
Д х

ya’ni
f ' (x )=  A.

Teorema isbot bo’ldi.
( 2 )  ifodaning o ’ng tomonidagi ikkinchi qo’shiluvchi Д х  ga nisbatan 

cheksiz kichik miqdor bo’lgani uchun, o’ng tomonning Axga nisbatan 
chiziqli qismi A Ax yoki yuqoridagi teoremaga ko’ra / ' ( х ) - Д х ,  
orttirmaning asosiy qismi va y  = / (x ) funktsiyaning differentsiali deb 
ataladi va dy yoki df  (x) ko’rinishda belgilanadi. Demak, 

dy = df = f \ x )  Ax
ekan.

Differentsialni geometrik nuqtai-nazardan qanday ma’no berishini 
tushunish uchun у  = /(x )  funktsiyaning grafigini ko’raylik.



Т — G ga abstsissasi x bo’lgan A 
nuqtada o ’tgan urinma bo’lsin. Agar T 
ning x o ’qiga og’ish burchagi a  bo’lsa, 
u holda f'(x) = tga bo’ladi.

dy = f'{x)A x  =  tgaAx -  CD ,
DB = A y - dy = o(Ax).

Аж-*0

Demak, funktsiyaning A x  

87-rasm. orttirmaga mos keluvchi x nuqtadagi
differentsiali urinmada yotuvchi nuqtaning ordinatasini orttirmasiga teng 
ekan, ya’ni dy = C D . A y= C B  bo’lgani ychun umuman chiziqli 
funktsiyadan boshqa barcha hollarda dy Ф A y  bo’ladi. Chiziqli у = Ax +  В 
funktsiya uchun barcha x larda Ay  =  A ■ Ax =  d y , xususan, у  =  x funktsiya 
uchun dy = dx = A x . Shu sababli, funktsiya differentsialini

dy = f '( x ) d x  
ko’rinishda yozish mumkin. Bundan

/4 * )  = ̂d x '
ya’ni funktsiyaning x nuqtadagi hosilasi funktsiyaning shu nuqtadagi 
differentsialini argument differentsialiga bo’lgan nisbatiga teng ekan. 

Differentsiallami quyidagi qoidalar bo’yicha hisoblanadi:
1 « . d(u ± 9 ')= d u ± d 6 1,

2°. d(u-9')=ud& + Sdu,
d(cu) = cdu ( c - o ’zgarmas)

9du -  ud9
Я г  ¥

bu yerda и = u (x ) ,9  = 9 (x)  lar xn ing  differentsiallanuvchi 
funktsiyalaridir.

Bularning isboti hosilalami hisoblash qoidalaridan osongina kelib 
chiqadi. Masalan, 2°- ni isbotlaylik:

d(uff)= (uS^dx  =  (u'9 + u9")dx = 9u'dx+u9'clx= 9du + ud9 
Ma’lumki (§1.4 qarang), agar murakkab funktsiya dif­

ferentsiallanuvchi у -  / ( jc )  va x -  <p(t) funktsiyalaming 
superpozitsiyasidan iborat bo’lsa, u holda

У. = /«-*',
bo’lar edi. U holda у = F(t) = /ftp(<)] funktsiyaning differentsiali 

dy = у', dt = y \  x \  dt =  y 'T dx



b o ’ l a d i ,  b u  y e r d a  x\ dt = dx e k a n l i g i d a n  f o y d a l a n i l d i .  B u  t e n g l i k  

m u r a k k a b  f u n k t s i y a n i n g  a s o s i y  a r g u m e n t  b o ’ y i c h a  d i f f e r e n t s i a l  k o ’ r i n i s h i  
b i l a n  o r a l i q  a r g u m e n t  b o ’ y i c h a  d i f f e r e n t s i a l  k o ’ r i n i s h i  b i r  x i l  e k a n  d e g a n  
ina’ncni bildiradi S h u u c h u r  difTcrcp*s*°lriir,rr vncncivatmi 
d i f f e r e n t s i a l  k o ’ r i n i s h i n i n g  i n v a r i a n t l i g i ,  d e b  a t a s h a d i .  D e m a k ,  m u r a k k a b  
f u n k t s i y a n i n g  d i f f e r e n - t s i a l i n i  o r a h q  a r g u m e n t  b o ’ y i c h a  o l i n g a n  h o s i l a n i  
s h u  a r g u m e n t  d i f f e r e n t s i a l i g a  k o ’ p a y t m a s i  k o ’ r i n i s h i d a  y o k i  a s o s i y  
a r g u m e n t  b o ’ y i c h a  o l i n g a n  h o s i l a s i n i  a s o s i y  a r g u m e n t  d i f f e r e n t s i a l i g a  
k o ’ p a y t m a s i  k o ’ r i n i s h i d a  i f o d a l a s a  y o k i  h i s o b l a s a  b o ’ l a r  e k a n .

2.2. Differentsialning taqribiy hisoblarda qo’llanishi. A v v a l g i  
b o ’ l i m d a g i  ( 1 )  f o r m u l a g a  k o ’ r a

Ay = dy + о ( Д х ) .
Дх-ИЗ

B u n d a n  y e t a r l i c h a  k i c h i k  Д х  l a r  u c h u n

Ay *dy = f\x)dx  ( 1 )
e k a n  d e g a n  x u l o s a  k e l i b  c h i q a d i .  A g a r  b u  y e r d a  Д х  =  х - х 0 y o k i  
x 0 + A x  =  x d e s a k ,  ( 1 )  n i  q u y i d a g i c h a  y o z i s h  m u m k i n :

/ ( x „  +  Д х )  -  f(x0)~ f'(x0)-Ax
y o k i

/(* )-/(* „ )
y o k i

/ ( * )  ю  f ( xa ) + f'(x0) ( x - X 0).
O x i r g i  t e n g l i k n i  x  i n g  x 0 g a  e t a r l i c h a  y a q i n  q i y m a t l a r i  u c h u n  f ( x )  

f u n k t s i y a n i  t a q r i b a n  c h i z i q l i  f u n k t s i y a g a  a l m a s h t i r i s h  d e b  t u s h u n i s h  
m u m k i n .  G e o m e t r i k  n u q t a i - n a z a r d a n  b u  y = f(x)  e g r i  c h i z i q n i n g  

( * 0, / ( x 0 ) )  n u q t a  a t r o f i d a g i  q i s m i n i  s h u  n u q t a d a  o ’ t k a z i l g a n  u r i n m a -  
n i n g  k e s m a s i  b i l a n  a l m a s h t i r i l g a n i n i  b i l d i r a d i .

B u n d a n ,  a g a r  x  0= 0  d e s a k ,  x  n i n g  e t a r l i c h a  k i c h i k  q i y m a t l a r i  u c h u n

С  +  x f  и 1 + fjx, x u s u s a n  -Jl + x ~ l + ̂ x,  e1 » 1 +  x ,

ln ( l  + x)~x,  Sinx~ x , tgx a x  v a x . k .  

d e y i s h  m u m k i n .
B u n d a n  t a s h q a r i  d i f f e r e n t s i a l  t u s h u n c h a s i  t a q r i b i y  h i s o b l a r d a  

x a t o l i k l a r n i  b a h o l a s h  u c h u n  h a m  i s h l a t i l a d i .
F a r a z  q i l a y l i k ,  /  f u n k t s i y a n i n g  x  u q t a d a g i  q i y m a t i n i  h i s o b l a s h  k e r a k  

b o ’ l s i n .  A g a r  x  n i  u n i n g  t a q r i b i y  q i y m a t i  х + Д х  b i l a n  a l m a s h t i r i s h  

z a r u r a t i  t u g ’ i l g a n  b o ’ l s a ,  u  h o l d a
/ ( х ) и / ( х + Д х )

t a q r i b i y  m u n o s a b a t  v u j u d g a  k e l a d i .  B u  y e r d a  y o ’ l  q o ’ y i l g a n  a b s o l y u t  
x a t o l i k



|ди| = |/(* + л * )- /М |
bo’ladi. Agar /  funktsiya x uqtada differentsiallanuvchi bo’lsa, (1) ga 
asosan, yetarlicha kichik Д х  ar uchun absolyut xatolik differentsialning 
absolyut qiymatiga teng bo’ladi:

|Ду| и \dy\
Nisbiy xatolik taqriban quyidagicha ifodalanadi:

(y  = f { x ) * 0 ) .Aу dy
У У

M i s o l .  Agar taqriban
V 8 .001  = Vft = 2

desak, u holda xatolik taqriban у  = a /x  funktsiyaning x =8 nuqtada
Дх = 0,001 orttirmaga nisbatan hisoblangan differentsialiga teng:

1 ~2/  1 -2/  1 dy = - x  /5Лх = - 8  /з- 0 ,0 0 1  = — —  .
3 3 12000

2.3. Yuqori tartibli hosilalar va differentsiallar.
Agar у = f(x)  funktsiya biror (a,b~) oraliqda chekli y'= f'(x) hosilaga 

ega bo’lsa, u holda bu hosila o’z navbatida xning yangi funktsiyasi 
bo’ladi, shu sababli, u ham x bo’yicha differentsiallanuvchi bo’lishi 
mumkin. Agar bu yangi funktsiyaning (a, b~) oraliqda hosilasi mavjud 
bo’lsa, bu hosilani у  = /(x )  funktsiyaning ikkinchi hosilasi yoki ikkinchi 
tartibli hosilasi, deb ataymiz. Bu hosila uchun

У=(УУ,  / ”(*) = C/'M) 
belgilashlaming birortasi ishlatiladi.

Shu bobning §1.1 da jismning oniy tezligi yo’ldan vaqt bo’yicha
ds

olingan hosilaga teng edi: >9 = —  , tezlanish esa tezlikdan vaqt bo’yicha

olingan hosilaga teng bo’ladi: a = — . Demak, tezlanish yo’lning vaqtdt
bo’yicha ikkinchi hosilasiga teng ekan: a - s " .

Xuddi shunday, agar y = / (x )  funktsiya (a, b~) oraliqda chekli 
y"= /" (x ) hosilaga ega bo’lib, bu ikkinchi hosila o’z navbatida 
x bo’yicha differentsiallanuvchi bo’lsa, ikkinchi hosilaning hosilasini 
y  = / (x )  funktsiyaning uchinchi hosilasi yoki uchinchi tartibli hosilasi, 
deb ataymiz va quyidagi belgilaming birortasi bilan ifodalaymiz:

Ў"=(У'У, / ’"(*) = (Г(*Н
Xuddi shu tartibda, uchinchi hosiladan to’rtinchi hosilaga o’tish 

mumkin va hokazo. Va nihoyat, agar ( « - ! ) - hosila (a,b) oraliqda chekli



hosilaga ega bo’lsa, bu hosilani у  =  / ( jc )  funktsiyaning « -c h i hosilasi 
yoki и-c h i tartibli hosilasi deb ataymiz va quyidagi belgilaming birortasi 
bilan ifodalaymiz:

.................................................... И ”  1/ И  ( И "  / Y v \

у ”' = = - 4  r | , ^ - P  .dx dx^dx J dx
M i s o l l a r .
1». i e ' T = e \
2°. <3 rJ =  o ' Ino.tJ* J =  a1 In2 a ,..., (я*)"0  = a‘ In" a.

3°. <x"' >  m*”-‘ ,<*”)'= m(m - 1> ”-2 f ’ = m(m - 1>.. (m -  n +1>"- 
Xususan, agar m natural bo’lsa,

<x” 3<m) = m! va n > m lar uchun CO'”’ = 0.

sin| x + * '1 1 =  sinf x + 2  —  ,,4°. (sinjtJ= cosx =  sin^jr+  ̂ j ,  (s in x j'=

....fcinjc)00 = sin^jc + n — j .  

5°. (cos хў^ = coŝ jc + n - у  j .

6 °. On x j=  (Jn x f*  = «In  x j f ' "  = ̂ J  ’ = ( - 1)Г 

7°. (arctgx~)= — = cos2 у  = cosy -sin^y + ^ j ,

<"-0 / 44(n-1)

(grctgxy- ■ ( *0 ( *YI •sin у  • sinl у  + —  I + cos у  ■ cosl y  +—Jl*y=  

cos2 у  ■ cos^2 > + = cos2 у  - sin 2^y +

in " ( j '  + y j -(arctgxУ”’ = (n - l jc o s ” ysinnj

л-c h i  hosilalar uchun
( p ± S f i = uw ±9w.

Lekin jc  bo’yicha n marotaba differentsiallanuvchi u =  u(x\9  =  . 9 ( j c )  

funktsiyalar ko’paytmasi uchun bu bir oz murakkabroq. Ko’paytma 
uchun и-c h i  hosilaning mavjudligini va uning ifodasini birinchi bo’lib 
Leybnits ko’rsatgan. Shu sababli u taklif etgan formulani Leybnits 
formulasi, deb atashadi.

Ko’paytmadan hosila olish qoidasini ketma-ket qo’llasak 
ў  = u' 9 + u9' , y” = u" 9 + 2 м' S'+.9", 

y"'=u'"+3u"9 + 3u'9''+9"',...
Bundan matematik induktsiya usulini qo’llab



= ( и э р  = к°‘> + пи(”-"Э'+ п(п 1} и("'>Э"+... + иЭм  =
112 ,.0

ekanligiga ishonch hosil qilish qiyin emas, bu yerda
c , _ n! _ n ( n - l ) . . . ( n - i  + l)

il-Cn-0 1 2 -... -1
Nyuton binomining koeffltsientlaridir. Buni isbotini o ’quvchining o’ziga 
havola qilamiz.

Bizga ma’lumki, у  = f(x)  funktsiyaning x nuqtadagi differentsiali 
uning shu nuqtadagi hosilasini erkli o ’zgaruvchining differentsiali bilan 
bo’lgan ko’paytmasiga teng edi:

dy = f ( x ) d x .  ( 1 )

Bu yerda dx = Ax, ya’ni x ga bog’liq bo’lmagan o’zgarmas son, shu 
sababli, uning x bo’yicha hosilasi nolga teng:

(<*:}= 0.
Agar (1) ni у  = /О )  funktsiyaning л nuqtadagi birinchi differentsiali 

desak, ( 1) ning shu nuqtadagi differentsiali y = f(x)  funktsiyaning 
ikkinchi differentsiali yoki ikkinchi tartibli differentsiali, deb ataladi. Bu 
quyidagicha belgilanadi:

d iy  = d(dy).
Bu differentsialni hisoblash uchun (1) dan x bo’yicha hosila olib, uni 

dx ga ko’paytirish kifoya:
d2y = dlf'(x)dx]= d[f\x)}dx  = f"(x)dx dx = f"{x)dx2.

Xuddi shunday, ikkinchi differentsialning differentsialini uchinchi 
differentsial yoki uchinchi tartibli differentsial, deb ataymiz:

<Py = d(d2y).
Va umuman, (n - 1)- tartibli differentsialning differentsialini у  = f{x)  

funktsiyaning и-c h i  differentsiali yoki « -c h i  tartibli differentsiali deb 
ataladi va quyidagicha belgilanadi:

d"y = d(.d"-'y).
Bundan

d ”y  = r \x )dx"  (2)
munosabatni matematik induktsiya usuli bilan keltirib chiqarish qiyin 
emas. Shu sababli bu ishni o ’quvchining o ’ziga havola qilamiz.

(2) dan
_ /« ( * )  = (3)

dx
munosabat, ya’ni у  = f(x)  funktsiyaning x bo’yicha n -  chi hosilasi
uning w - chi differentsialini dx" = (dx)" ga bo’linmasiga teng ekanligi kelib 
chiqadi.



(2) dan foydalanib differentsiallar uchun Leybnits formulasini keltirib 
chiqarish mumkin,buning uchun hosilalar uchun Leybnits forniulasini 
dx" ga ko’paytirish kifoya. Natijada quyidagi formulani hosil qilamiz:

bu yerda d°u = u, d°9 = 9 .
Ma’lumki, birinchi differentsial ko’rinishi invariantlik xususiyatigi ega 

(§2.1 ga qarang). Shunday xususiyatga yuqori tartibli differentsiallar ham 
egami degan tabiiy savol tug’iladi. Masalan, ikkinchi differentsial shu 
xossaga ega emas.

Haqiqatan, agar у  = f (x)  , x = (pit) murakkab funktsiya berilgan 
bo’lsa,

bu yerda x o’zgaruvchi t ning funktsiyasi bo’lgani uchun dx o’zgarmas 
emas, shu sababli, umuman d{dx) = d 2х ф 0 .  (4) tenglik d2y = y"a dx2 
ko’rinishga faqat x = at + b bo’lgandagina keladi. Demak, boshqa barcha 
holatlarda ikkinchi differentsial (4) ko’rinishda bo’ladi, ya’ni ikiinchi 
differentsial invariantlik xususiyatiga ega emas.

M i s o l .  y  = x2,x = t2 bo’lsin. Bundan

Endi x = t2 ekanligini eslasak, y = t* va bundan
dy = Atidt,d1y = Y2t1dt1 

kelib chiqadi. dy uchun shunday natijaga x = t2 ni (5) ga olib borib

Agar (4) formulani qo’llasak,
dly  = 2dx2 +  2xd2x = 2 - Qtdti +  2 f2 • 2 Л 2 =  12Г2* 2 , 

ya’ni to’g’ri natijaga kelamiz.

2.4. Parametrik funktsiyalarni differentsiallash.
Faraz qilaylik, у  bilan x orasidagi munosabat t parametr orqali 

berilgan bo’lsin:

у  dan x bo’yicha hosilani x va у  laming t bo’yicha hosilalari orqali

d 2y  = d ( y t dx)= dy\-dx + y'X d(dx) = y"^-dxz + y \  d 2x  , (4)

dy =  l x  d x ,d 2y  =  2 dx2. (5)

qo’yib ham kelsa bo’ladi. Lekin d zy  uchun bunday emas, ya’ni shunday 
almashtirish bajarib \2 t2dt2 o’miga 8t2dt2 ni hosil qilamiz.

(1)

topamiz. Birinchi differentsialning invariantligidan 
dy = y ',d t,dx  = x', dt .Shu sababli

, lekin



= <*■,*<>). (2)
X, >

v.. =± { ? Л =± { ? Л * - =х'' , (3)
dx ' dx\x\) dl{x',)dx fy'J

M i s o l .
x  = acosfl 

у  = bsint)’
я n 

"2’2
Yechish. x', = -asint,y’, = bcost,x"„ = -acost,y"„--bsmt.  U holda (2) 

va (3) formulalarga asosan
bcosl bУ, =--------:—  =  — c‘g<,

- a s m  1 a

y \  = - b-{— L-l — !—
”  av sin21J -a sia f аг sin3/

§3. O’rta qiymat haqidagi teoremalar.

3.1. Feima1 teoremasi. Funktsiyaning hosilalarini bilishlik keyingi 
boblarda (7- va 10-boblarga qarang) ko’riladigan funktsiyani tahlil qilishda 
asosiy omil hisoblanadi. Biz bu paragrafni shu tahlil uchun zarur bo’lgan, 
ko’rinishidan sodda, lekin muhim teoremalar va formulalarga 
bag’ishlaymiz.

Quyida keltiriladigan teorema Fermaga taqaladi. Ferma uchun hosila 
tushunchasi ma’lum bo’lmagani uchun u taklif etgan teorema biz 
keltirgan teorema ko’rinishidan ancha farq qiladi. Lekin asosiy mag’zi bir 
bo’lganligi sababli bu teoremani Ferma sha’ni bilan atash qabul qilingan.

Ta’rif. x = c nuqtada va uning biror Uc = (c-S,c + S~) atrofida 
aniqlangan у = f(x)  funktsiya x = с nuqtada lokal maksimumga 
(minimumga) erishadi deymiz, agar barcha x e U c lar uchun

№ > f ( x )  (1 )

(mos ravishda/(*) > / (c )) (1 ’)
bo’lsa.

Lokal maksimum yoki minimumni lokal ekstremum, deb ataymiz. 
x — с lokal ekstremum nuqta, deb ataladi.

Agar /  funktsiya [a, A] oraliqda uzluksiz va uning ichki ce(a,b) 
nuqtasida maksimumga (minimumga) erishsa, u holda ravshanki, с o’z 
navbatida lokal maksimum (minimum) nuqta ham bo’ladi. Lekin /  
funktsiya \a, 6] oraliqning chegara nuqtalaridan birida maksimumga 
(minimumga) erishsa, bu nuqta lokal maksimum (minimum) bo’lmaydi,

1 P er Ferm a(1605-1655)-m ashxur (arang matematigj, cheksiz kichik m iqdorlar tahliliga asos 
solgantardan biri.



chunki /  funktsiya bu nuqtaning to’liq atrofida ( a nuqtaning chapida va 
b nuqtaning o ’ngida) aniqlanmagan.

Ferma teoremasi. Agar у = f ix)  funktsiya x = c nuqtada va uning biror 
Uc =  (c -  6, c + S )  atrofida aniqlangan, chekli / '( c )  hosilasi mavjud va shu 
nuqtada lokal maksimumga (minimumga) erishsa, u holda / '(c )  =0 bo’ladi.

I s b o t i .  Faraz qilaylik, /  funktsiya x = c nuqtada lokal 
maksimumga erishsin, ya’ni barcha x e U c lar uchun

№> f U)  •

Hosilaning ta’rifiga ko’ra,

/ '( c )  =  lim / W ~ / ( c ) .
X -+ C  X  —  С

( 1) ga asosan x>c  lar uchun
/W-f(c) £0,

va demak, x->c+0 da limitga o’tsak,
/'(c)< 0

ga ega bo’lamiz. Agar x<c  bo’lsa, u holda
/W V W >0

(2)

(3)

bo’ladi, bunda x->c-0  da limitga o’tsak,
/ ' ( C ) >  0

kelib chiqadi. U holda (2) va (3) lami solishtirsak,/'(c)=0 ekanligiga 
ishonch hosil qilamiz.

Hosilaning geometrik ma’nosini eslasak, /'(c) qiymat y = f(x) 
funktsiyaning grafigiga x = c nuqtada o’tkazilgan urinmaning burchak 
koeffitsientini berar edi.

V

о a  с

88-rasm. 89-rasm.
Hosilaning nolga teng bo’lishi shu urinmaning Ox o’qiga parallel 

o ’tishini bildiradi (88-rasmga qarang).
Teoremaning isbotida x = c nuqta ichki nuqta bo’lishi talab qilingan 

edi, chunki bu nuqtadagi qiymat bilan uning chap va o’ng tomonlarida 
joylashgan nuqtalardagi qiymatlar solishtirildi. Bu talabsiz teorema o’rinli 
bo’lmay qolishi mumkin: agar /  funktsiya yopiq oraliqda aniqlanib, uning



chegarasida lokal ekstremumga erishsa, bu nuqtada hosila (agar u 
mavjud bo’lsa) nolga teng bo’lmay qolishi mumkin (89-rasmga qarang).

3.2. Roll1 teoremasi. Differentsial hisobning ko’p teoremalari va 
formulalari asosida biz quyida keltiradigan Roll nomi bilan bog’liq 
bo’lgan teorema yotadi. Bu teoremani Roll faqat ko’phadlar uchun isbot 
qilgan.

Teorema. Agar y = f  (*) funktsiya 1) [a, 6] oraliqda uzluksiz, 2) (a,A) 
intervalda differentsiallanuvchi va 3) oraliqning chegaralaridagi qiymatlari 
teng f (a )  = f(b)  bo’lsa, u holda shunday с e (a,b) nuqta topiladiki, 
/'(c )=  0 bo’ladi.

Isboti. Agar /  funktsiya [a, 6] oraliqda o’zgarmas bo’lsa, u holda 
(ia,b )  intervalning barcha с nuqtalari uchun /'(с) =  0 bo’ladi.

Endi y = /(дг) funktsiya \a,b~\ oraliqda o ’zgaruvchi bo’lsin deylik. /  
funktsiya [a, 6] oraliqda uzluksiz bo’lgani uchun Veyershtrass teoremasiga 
ko’ra (5-bob, §3.4, 7-teoremaga qarang) u shu oraliqda o’zining eng 
kichik m va eng katta M  qiymatlariga mos ravishda qandaydir 
xl,x1 e [a,6] nuqtalarda erishadi. Bu nuqtalaming ikkalavi bir vaqtda 
chegara nuqtalari bo’lishi mumkin emas, chunki aks holda, teoremaning
3)- talabiga ko’ra,

f (a) = m  = min f (x)  = max / (* ) ,

va bundan o’z navbatida /(jc) = m = A/,Vjce[a,t], ya’ni /  [a, 6] oraliqda 
o ’zgarmas degan xulosa kelib chiqadi. Bu bizning talabimizga zid. Shu 
sababli, bu nuqtalaming kamida bittasi ichki nuqta bo’ladi. Uni с deb 
belgilaylik. Bu nuqtada lokal ekstremumga erishilyapti, bundan tashqari 
bu nuqtada teoremaning 2)- talabiga ko’ra, /'(c) hosila mavjud. U holda 
Ferma teoremasiga ko’ra, /'(c)= 0  bo’ladi.

Teoremaning barcha shartlari muhim, chunki masalan, у = x -  E(x) 
funktsiya x = 1 nuqtada uzilishga ega, teoremaning boshqa barcha 
shartlarini [0,1] oraliqda qanoatlantiradi va (0,1) intervalning barcha 
nuqtalarida / ' ( j c )  = l , yoki

{
\,агарх =  0  

x, агарО < x < 1

funktsiya jc = 0 nuqtada uzilishga ega, teoremaning boshqa barcha 
shartlarini [0,1] oraliqda qanoatlantiradi va (0,1) intervalning barcha 
nuqtalarida / ' ( j c )  = 1, yoki masalan, у  = x funktsiya teoremaning 3)- 
shartidan boshqa barcha shartlarini qanoatlantiradi va Vjc e  (0,1) lar uchun

1 M ishel Roll (1652-1719)- farang matem atigi, uzoq vaqt yangi hisobga qarshi bo'lgan, bu 
izlanishlarga umrini oxiridagina q o ’shilgan.



/ ’(*) = 1. У = \А funktsiya [-1,1] oraliqda uzluksiz, chegara nuqtalaridagi 
qiymatlari teng,lekin 0 nuqtada minimumga erishsa ham, shu nuqtada 
hosilasi mavjud emas.

3.3. Chekli orttirmalar haqidagi teoremalar. Roll teoremasidan 
bevosita kelib chiqadigan chekli orttirmalar haqidagi teoremalar, deb 
ataluvchi quyidagi teoremalaming birinchisi Lagranjga1 tegishli.

Teorema (Lagranj). Agar у  = f(x)  funktsiya 1) [a,6] oraliqda 
aniqlangan, uzluksiz va 2) (a,b) intervalda differentsiallanuvchi bo’lsa, u 
holda shunday с e (a,b~) nuqta topiladiki, bu nuqtada

munosabat bajariladi.
Bu teorema ko’pincha o’rta qiymat haqidagi teorema deb ham 

yuritiladi.
Isboti. [a, 6] oraliqda quyidagi yordamchi funktsiyani kiritaylik:

Bu funktsiya Roll teoremasining barcha shartlarini qanoatlantiradi. 
Haqiqatan, u [a,b~\ oraliqda uzluksiz, chunki uzluksiz f(x)  va chiziqli 
funktsiyalar ayirmasidan iborat, (a,6) intervalda differentsiallanuvchi:

va nihoyat, F(a) = F(b) = 0. U  holda Roll teoremasiga ko’ra, (a,b) 
intervalda shunday с nuqta topiladiki, F'(c) = 0 bo’ladi. Bundan

kelib chiqadi.
M i s o l .  f(x) = }fxr +5 funktsiya [ -1,2] kesmada uzluksiz, shu 

kesmaning x*0  bo’lgan barcha ichki nuqtalarida differentsial-

/ ( 2) —/( —i) У4-1 
2 -(-l)  3

demak c g ( - l ,2)

1 Jozef-Lui Lagranj (1736-1013)- m ashxur farang m alem atigi va mexanigi.



Lagranj teoremasining geometrik 
m a’nosi quyidagicha:
(4 ) ning chap tom oni ( a , / ( a ) )  va 
Ib .fW ) nuqtalami tortib turuv­
chi vataming O x o ’qiga og ’ ish bur- 

chagining tangensini, o ’ng tom oni 
esa, abtsissasi c e (a ,b )  b o ’lgan 
nuqtada grafikga o ’ tkazilgan 
urinmaning Ox o ’qiga og ’ ish bur - 

90-rasm. chagining tangensidir ( 90-rasmga
qarang). Demak, Lagranj teoremasiga ko ’ ra, agar egri ch iziq  [a,b] 
oraliqda uzluksiz va (a, b) intervalda differentsiallanuvchi b o ’ lgan 
funktsiyaning grafigi b o ’ lsa, u holda graflkda abtsissasi qandaydir с e (a,b) 
b o ’ lgan nuqta topi-ladiki, bu nuqtadan grafikga o ’ tkazilgan urinm a'egri 
chiziqning chekka (a, f ( a ) )  va (b ,f{b ) )  nuqtalarini tortib turuvchi 
vatarga parallel b o ’ ladi.

Oraliq с qiymatni qulaylik uchun c = a + 0(b -a ),o<0  < l  k o ’ rinishda 
yozish qabul qilingan. Unda Lagranj formulasi quyidagi ko ’ rinishni oladi: 

т - т  = ф - а ) П а + в ( Ь - а)) (О<0<1). (5)
Teorem a (K oshi). Agar f ( x )  va g(x)  funktsiyalar [a, 6 ] oraliqda 

uzluksiz , (a, 6) intervalda differentsiallanuvchi, va (a, A) ning barcha 
nuqtalarida g'(x) *  0 b o ’ lsa, u holda shunday x = c  (a< c< b) nuqta 
topiladiki, bu nuqtada

/ ' ( c )
g(b)-g(a) g'(c)

tenglik o ’ rinli b o ’ ladi.
Isboti. g(b) -  g (a ) *  0 , chunki aks holda Roll teoremasiga ko ’ra, 

shunday £e(a ,b ) nuqta topiladiki, # '(£ ) = 0 b o ’ ladi, bu esa teorema 
shartiga zid. Quyidagi yordamchi funktsiyani tuzamiz:

F(x) = f(x )-  f (a )-  ■ f e M - £ ( * ) ] ■g(b)-g(a)
Bundan F (a) = 0 , F (b)  = 0 ekanligiga ishonch. hosil qilish qiyin emas. Bu 
funktsiya |a ,i] oraliqda uzluksiz va (o,6 ) intervalda differentsiallanuvchi 
b o ’lgan funktsiyalar ayirmasidan tuzilgani uchun, [a ,6 ] oraliqda uzluksiz 
va (a,b) intervalda differentsiallanuvchi bo ’ ladi. U  holda Roll 
teoremasiga ko ’ ra, shunday с e (a,b) nuqta topiladiki, bu nuqtada 
F \c )  =  0 b o ’ ladi. Lekin



F'ix) = f ' { x ) - f-^ - n a ) -g'{x)
g(b)-g(a)

b o ’lgani uchun, bu tenglikda x = c desak,
Ғ ' ( с ) - Г \ с ) - Ш = Ш . е '(с )=  0

ГГ I л \  _ л1О ^ /

yoki
Л & ) - / ( а ) _ / ' ( с )  
g(b)-g{a) g \c )

va teorema isbotlandi.
M i s o l .  f(x)=x3+8, g(x)=x3+ x+ 1 funktsiyalar [-1 ,2] kesmada 

uzluksiz va uning barcha ichki nuqtalarida differentsiallanuvchi ekanligi 
ravshan (a = - l ,  b = 2 )

/ ( 2 ) - / ( - ! ) _  8 +  8 -  ( - 1 ) 3 -  8 9  -  9  3 
g ( 2 ) - g ( - l )  8 + 2 + l - [ ( - l ) 5 - l  +  l ]  11 +  1 1 2 “  4

/ ' ( 1 )  3 - 1  3
g ’ O )  3 -1  + 1 4

f(x )= 3 x 2, g '(x )= 3 x2+ l* 0 , x = l  nuqtada

B u n d a n  m z f t R  = m ; - K K 2 . 
g ( 2 ) - ^ ( - l )  g '( l )

Agar K oshi teoremasida g (x )  = x  desak, Lagranj teoremasi kelib 
chiqadi, ya’ni Lagranj teoremasi Koshi teoremasining xususiy holi ekan.

3.4. Aniqmasliklarni ochish. Lopital qoidalari.
/ «  0 Agar limf(x )  = limg(*) = 0 b o ’lsa, u holda , л nisbat x - > a  d a “ - ”

x - * a  x - > e  0

ko’rinishdagi aniqmaslik deb ataladi. Bu aniqmaslikni ochish deganda, 
r /0)

agar u mavjud b o ’lsa, ^  limitni topishni tushunamiz. Bunday

limitni topishning usullari ko’p, lekin biz hozir ko ’ radigaa usulda bu 
limitni hosilalar nisbatining limitiga keltiriladi. Bu usul I.Bem ulliga1 
tegishli b o ’ lsa ham, matematikada o ’ zining “ Cheksiz kichiklar tahlili” 
kitobida birinchi marotaba chop ettirgan G .F . Lopital2 nom i bilan 
ma’ lum.

1 - t e o r e m a .  Agar: 1) f i x )  ва g (x )  функциялар x = a nuqtaning 
o ’zida b o ’ lmasa ham; uning biror atrofida aniqlangan va 
differentsiallanuvchi, 2) lim f(x) = limg(.x) = 0 , 3) shu atrofning barcha

1 logann Bem utli (1667-1746)- matematika tarixida m ashxur bo 'lgan  golland oilasm ing vakili, 
G.V.Leybnitsning safdoshlaridan bo'lgan.
2 Gil'om Fransua de Lopital (1661-1704) — farang matematigi, u ham Leybnits m aktabining vakili, 
tek sda  keltirilgan k ilob  differentsial hisobning dastlabki kuxsi hisoblanadi.



nuqtalari uchun g (x )  va # '0 0  * 0 ,  va nihoyat, 4) lim^ ^ -  = a limit
•— g ’(*)

mavjud b o ’ lsa, u holda lim ^ ^  limit ham mavjud va 
*-*■ e(x)

l i m I ^ l = l im £ M  = y4. ( 1 )
*— g W  ~ -g '0 0

Isboti. a-ch ek li son b o ’ lsin ( a =  ao b o ’ lgan hoi keyinroq ko ’ riladi). 
f { x )  va g (x )  funktsiyalami x = a nuqtada / ( a )  = g(a) = 0 deb 
aniqlaylik3 . U holda bu funktsiyalar x = a  nuqtada uzluksiz b o ’ ladi. Agar 
x > a  b o ’ lsa, [a ,jc]  oraliqni va agar x < a  b o ’ lsa, [* ,< ?] oraliqni qaraymiz. 
Aniqlik uchun [a,x~\ oraliqni qaraylik (ikkinchi hoi ayran shunday 
k o ’ riladi). f ( x )  ва g (x )  функциялар \a,x] oraliqda uzluksiz, (a,*) da 
differentsiallanuvchi, shu sababli Koshi teoremasiga ko ’ ra, shunday 
с e (a,b) nuqta topiladiki,

/ ( * ) - / (  a )  = / ' ( c )  y o j y  / ( jc )  = f'ic) 
g'(c) g( x) g'(c)

b o ’ ladi.
Agar x -> a desak, o ’ z navbatida с —> a b o ’ ladi, shu sababli teorema 

shartiga k o ’ ra,
ы т =Ктт = ш ш

g(x) g‘(c) g'(*) 
munosabat o ’ rinli b o ’ ladi. Teorem a isbot b o ’ ldi.

1- e s I a t m a. Agar (1) ning o ’ng tomonidagi limit mavjud 
b o ’ lmasa, chap tom onidagi limit ham mavjud b o ’lmasligi mumkin.

1- m i s о I. M a ’ lumki (6 -b ob ,§3.7 ga qarang), sinx «  x , shu sababli

l e k i n

m a v j u d  e m a s .

2 • 1 JC S in — J
l im ---------- — =  lim jc s in  — =  0
'-*0 s in  jc '-*0 jc

jc‘ sin —j 2xsm — -co s— 
lim-------- У -т  lim------- i ------ S-
»-»o ( s in * )

2- e s I a t  m a. A g a r  ^ 7 7 - 7 ' i f o d a  y a n a  -  k o ’ r i n i s h d a g i  a n i q m a s l i k
g ' ( x )  0

b o ’ l i b ,  f'(x),g'(x)  f u n k t s i y a l a r  1 - t e o r e m a n i n g  h a m m a  s h a r t l a r i n i  
q a n o a t l a n t i r s a ,  u  h o l d a

3 Avvaldan f ( j )  va g ( x )  funktsiyalam i X — Q nuq tada  aniq langan va uzluksiz, deb  faraz qilish 
mumkin edi, lekin am aliyot aynan teorem adagidek shart qo 'yish m a'qulroq  ekanini ko'rsatadi.



f { x ) _  f ' ( x ) lim =  lim —
' g w

_ _ _ _ . im r n
g \x )  —« g"(x)

b o ’ l a d i .
о  ™

y o k i

l

lim t g x - x
-1

- lim- ■ l im - 1 1 -  cos2 x
—sin^c I->° l -c o s jr  '  ,[J cos' x  1 cosx

1 2 cos x - ( -s in x )

.. 1 + cosjr _ lim------:—  = 2.

2 sin л:

lim
tgx- ■■ lim -

1 л -s in jc  ” ° l - c o s *
- = lim- - = l im -

t-"0 sin*
-  =  2 .

2 - t e o r e m a .  A g a r :  1 )  f (x )  в а  g(x)  ф у н к ц и я л а р  x = a n u q t a n i n g  

o ’ z i d a  b o ’ l m a s a  h a m ,  u n i n g  b i r o r  a t r o f i d a  a n i q l a n g a n  v a  
d i f f e r e n t s i a l l a n u v c h i , 2 )  l i m / ( ; t )  =  l i m g ( x )  =  o o ,  3 )  s h u  a t r o f n i n g  b a r c h a

x —h i  x ~ *a

n u q t a l a r i  u c h u n  g (x )  v a  g '(x )*0 ,  v a  n i h o y a t ,  4 )  l im £ Q  = a l i m i t
™  S ’(x)

m a v j u d  b o ’ l s a ,  u  h o l d a  l i m ^ ^  l i m i t  h a m  m a v j u d  v a
g(x)

lim £ W = i i m  £ ^ -  = A.
" "  g(x) g'(x)

B u  t e o r e m a d a  k o ’ r i l a y o t g a n  i f o d a n i  —  k o ’ r i n i s h d a g i  a n i q m a s l i k  d e b
00

a t a y m i z .
I s b o t i .  T e o r e m a n i n g  2 ) - s h a r t i g a  b i n o a n ,  x n i n g  b a r c h a  q i y m a t l a r i  

u c h u n  f { x )  > 0 v a  g ( j )  >  0 d e y i s h  m u m k i n .
A v v a l  A c h e k l i  s o n  b o ’ l g a n  h o l n i  k o ’ r a y l i k .  U  h o l d a  l i - m i t n i n g  

t a ’ r i f i g a  k o ’ r a ,  i x t i y o r i y  e  >  0  s o n  u c h u n  s h u n d a y  5  >  0  s o n  t o p i l a d i k i ,

I x  - a | <  5  t e n g s i z l i k n i  q a n o a t l a n t i r u v c h i  b a r c h a  x l a r  u c h u n f i x )
g'(x)

- A

t e n g s i z l i k  o ’ r i n l i  b o ’ l a d i .  [x,a +  5 ]  o r a l i q g a  K o s h i  t e o r e m a s i n i  q o ’ l l a s a k ,  

s h u n d a y  c e ( x , a + 5 )  n u q t a  t o p i l a d i k i ,
/ ( * ) - / ( * )  f'(c) 
g(x)~g(a) g'(c)

b o ’ l a d i .  D e m a k ,
m -m . < — • 

2g(x)-g(a)
Q u y i d a g i  a y n i y a t n i  k o ’ r a y l i k :  

g W
U n i n g  h a q l i g i g a  t e n g l i k n i n g  o ’ n g  t o m o n i n i  s o d d a l a s h t i r i b  i s h o n c h  h o s i l  
q i l i s h  q i y i n  e m a s .

f ( a ) - A g ( a )  i j g(.a) / ( * > - / ( « )  j
g(x) L _g(.x)~g(a)



T e o r e m a n i n g  2 ) - s h a r t i g a  k o ’ r a ,  x -> a  d a  g ( * ) - » ° °  b o ’ l g a - n i  u c h u n  

(a, a +  <!>) o r a l i q n i n g  b a r c h a  n u q t a l a r i  u c h u n

g(x) > g(a) v a f i a ) ~ Ag(a) E  
<  —  

2

E  E  

2 2

« (* )
b o ’ l a d i .  U  h o l d a  y u q o r i d a g i  a y n i y a t g a  k o ’ r a ,  b a r c h a  x e (a,a + S) l a r  

u c h u n

'Д&-Лg(x) 
b o ’ l a d i .

E n d i ,  a g a r  A = o o  b o ’ l s a ,  u  h o l d a

l i m * M  =  o
* - «  f \ x )

b o ’ l a d i .  H o z i r  i s b o t  q i l i n g a n i g a  k o ’ r a ,  b u n d a n

lim i « = 0
fix )

e k a n l i g i  k e l i b  c h i q a d i .  U  h o l d a

K m ' W - O
g ( * )

b o ’ l a d i .  T e o r e m a  t o ’ l i q  i s b o t  b o ’ l d i .

3- e s I a t m a. A g a r  a = o o  b o ’ l s a ,  x ~ } {  a l m a s h t i r i s h  y o r d a m i d a

o  =  0  b o ’ l g a n  h o l g a  k e l t i r i l a d i :

f { X) n V z  ir M z  г  *У n V z
l im  = l i m —rrr=  l i m — — — = |jm —  ----- = ijm— riL_.

*~g(x)  " ' ф

jc“
3 -  m i s o  I. a >  1 v a  i x t i y o r i y  a  >  0  u c h u n  l i m —  =  0 .

i-w> аж
B u  —  k o ’ r i n i s h d a g i  a n i q m a s l i k .  U n g a  L o p i t a l  q o i d a s i n i  к > a  m a r o t a b a

00
q o ’ l l a s a k ,

x “ a ( a - l ) . . . ( a r - t  + l > “'*
l im —  =  l im — ------- -— ---------г— ——  =  0 ,
■'-“ в1 *— o'-flna)*

c h u n k i  n a t i j a d a  n a t u r a l  a  l a r  u c h u n  k a s m i n g  s u r a t i d a  x y o ’ q o l a d i  y o k i  
x n i n g  d a r a j a s i  m a n f i y  b o ’ l i b  q o l a d i .

4- m i s o  I. A g a r  a  i x t i y o r i y  m u s b a t  s o n  b o ’ l s a ,
I n x  

l im  —  =  0 . x“

B u  h a m  —  k o ’ r i n i s h d a g i  a n i q m a s l i k  v a  x “ , l n x  f u n k t s i y a l a r  2 -
oo

t e o r e m a n i n g  b a r c h a  s h a r t l a r i n i  q a n o a t l a n t i r a d i .  S h u n i n g  u c h u n



I n x  / т  . .  1
lu n -----= lim  = h m ------ = 0 .
i->® x'1 х~*°ах° coca

Y u q o r i d a  k o ’ r i l g a n  a n i q m a s l i k l a r d a n  t a s h q a r i ,  u l a r g a  k e l t i r i l a d i g a n
к л __»  н л П "  « __ П”  « ______ n  . . .  «  1 ® ”  _ _ __ 1: 1 .1 ___  1.  . .U-oo , U u  . oou . oo— on у я  1 k g  r m i s i i d a g i  о т ^ и т а и - ш а х  ш ш  
k o ’ p i n c h a  u c h r a b  t u r a d i .

A g a r  x  — > a  d a  / ( jc)  — > 0 v a  g ( x )  ->  да b o ’ l s a ,  / ( x )  g ( x )  i f o d a  “ О д а ”

k o ’ r i n i s h d a g i  a n i q m a s l i k  b o ’ l a d i .  B u  /  g = a l m a s h t i r i s h  y o r d a m i d a

/ g

k o ’ r i n i s h d a g i  a n i q m a s l i k k a  y o k i  f g  = -j-r a l m a s h t i r i s h  y o r d a m i d a  

°  / f  
" k o ’ r i n i s h d a g i  a n i q m a s l i k k a  k e l t i r i l a d i .

oo

5-m i  s о  I. I x t i y o r i y  a > 0  l a r  u c h u n  l i m xa I n x  =  0 .

H a q i q a t a n ,

i V  i
lim x “ Inx =  0 = = lim —  = -----lim x“ = 0 .x—»0 x-*0 _  QX-a' 1 f2  r->0

A g a r  / ( * ) -  g(x) i f o d a d a  x -> a  d a  / ( x ) - > o o  v a  g ( x ) - » ° o  b o ’ l s a ,  

/ 0 0 - g ( * )  i f o d a  “  □о- o o ”  k o ’ r i n i s h d a g i  a n i q m a s l i k  b o ’ l a d i .  B u  

k o ’ r i n i s h d a g i  a n i q m a s l i k k a ,  m a s a l a n

f u - M - j r - j r - 4 ^
' s  ' *  f  g  

a l m a s h t i r i s h  y o r d a m i d a  k e l t i r i l i s h i  m u m k i n

JT ■ i  i-  ,   ̂ Ctgx- C O S X  / s i n J X  +  S*nJC6 -m  I S о I. lim (secx -  tgx)= lim —- ----------- = hm — --------------------
-» i c o s a  • ctgx -  sin JC • ctgx — c o s x  ■ ! /  ,2 2 2 s  / s m  x

.. 1 -s in 3 x= lim------------------—  = 0
x-A cosx •<! + sin x )2

“ 0 ° ” , “ o o ° ” v a  “  I й ”  k o ’ r i n i s h d a g i  a n i q m a s l i k l a r  f g i f o d a d a  v u j u d g a  

k e l a d i .  A g a r  /  >  0  b o ’ l s a ,  u  h o l d a  f g = e g ,a /d e y i s h  m u m k i n .  B u n d a  

g I n /  i f o d a  “ O-oo”  k o ’ r i n i s h d a g i  a n i q m a s l i k  b o ’ l a d i .  A g a r  l i m g l n /  =  £I—* a
b o ’ l s a ,  u  h o l d a  l i m / *  = e k b o ’ l a d i .

X —Ml

7 -m  i s о L B u n d a  xx = e xb>x b o ’ l g a n i  u c h u n
r - > 0  a



U holda
Hm x x = 1
l -*0

4.1 . K o ’phad uchun T eylor1 formulasi. Agar bizga «-darajali
Pn(x) = a0 + a lx  + ... + an_lx"~> + anx " ' (1 )

ko ’phad berilgan b o ’ lsa, uni n marotaba ketma-ket differentsiallasak:
P„\x ) = a, +  2 -a2x  + 3-a}x 2 +  ... + n -a „ j 

P„"(x) =  1- 2 -a 2 + 2 -3 -a .,.x + ... +

■̂>7'" ~ '̂ 2 ■ 3 • a, + ... + (n -  2Xn - 1)» ■ a, У~3,

va ularda a = 0 desak, (1) ning koeffitsientlarini uning hosilalari bilan 
b og ’ lovchi quyidagi formulalami hosil qilamiz:

, r  cm P-'(0) ,
f l .  = л ( 0 ) , a ,  =  — ■ 1 “ “ a - ” ” ’ * “

Agar bulami (1 ) ga olib borib q o ’ysak, Pn(x) ko ’phad uchun yangi 
ko ’ rinish olamiz:

РЛх) = РЛ (2) 
1! 2! л!

Endi, agar ixtiyoriy *0 uchun (1) da x = x0 + (х -д :0) deb, qavslami 
och ib, ifodani x - x 0 ning darajalari b o ’yicha ixchamlasak:

^  W  = *o+ * . ( * - ) + * 2  <*-*о)2 + ...b „ ix -x j  =Y^bk(x -x „ i (3)
*=0

hosil b o ’ ladi. (3) ni P„(x) ko ’phadning x - x 0 ning darajalari b o ’yicha 
yoyilmasi deb ataymiz. Aslida P„ (x) ko ’phad л0 ga bog ’ liq b o ’ lmasa 
ham, uning (3) yoyilmasidagi 60,6,,...,6„ koeffitsientlar a, va x0 ga 
b og ’ liq. Agar (3) da x - x 0=t, desak, P„(x) =  Pn(x0 + £ )  =  P„(£) va (3) ga 
ko ’ ra

р „ ( г ) = * ь + ^ £ + « ’ + - + « ■
b o ’ lgani uchun, (2 ) asosan

1 Bruk Teylor (1685-1731) — ingliz materoatigi, N yutonnlng izdoshlaridan.



larga ega b o ’lamiz. 
Lekin

p„(4) =  РЛ*о = PA*o + < ? ),/ > „"(£ ) = + £ ) . . . .  ,
b o ’ lgani uchun

va

(4)

ya’ni (3) yoyilm a koeffitsientlari o ’ zining va hosilalarining jc0 nuqtadagi 
qiymatlari orqali ifodalanar ekan.

Bulami (3) ga q o ’ysak:

formulani hosil qilamiz. Bu formula P„ (* ) ko ’phad uchun Teylor 
formulasi, deb  ataladi. Buning xususiy holi b o ’ lgan (2) formulani 
M akloren formulasi deb atashadi.

1- m i s  о I. P„(x) =  (a + x f  va x „= 0  b o ’lsin. Unda

ya’ni N yuton binom i deb ataluvchi form ulani hosil qilamiz.

4 .2 . Ixtiyoriy funktsiya uchun Teylor formulasi. Faraz qilaylik, xa 
nuqtaning biror t /Io atrofida и +1 marotaba uzluksiz differentsiallanuvchi 
ixtiyoriy y  = f ( x )  funktsiya berilgan b o ’ lsin. Bu funktsiya uchun (5) ga 
o ’xshash y  = f {x )  funktsiyaning л -darajali Teylor ko’phadi deb ataluvchi 
quyidagi

k o ’phadni tuzib olamiz.
Bu ko ’phadning л„ nuqtadagi qiymati / О )  funktsiyaning shu 

nuqtadagi qiymatiga teng b o ’lsa ham, x0 nuqtaning atrofidagi boshqa 
nuqtalarda umum an aytganda, P„(x) Bundan tashqari,

P„(t\ x )  = n(n — 1).. .(И  -  k  +1 X<7 + x T * , 

p„“’(0) = п(п-\')...{п~к +1 У *,

va (5) ga asosan

= / ' ( * „ ) ,  Р Л * » )  = / " < * „ P " \ x o )  = f " \ x  o). (7)



rAx) = f { x ) - P n{x). (8)
U  h o lH a

formulani / ( x )  funktsiyaning Teylor formulasi, deb ataymiz, bu yerda,
r ,( i )  /(дс) funktsiyaning Teylor formulasini n-tartibli qoldig’i, deyiladi. 

r„(x) funktsiyaning f'"*n(x) hosila orqali ifodasini topaylik.
(7 ) va (8) larga asosan r„(x0) = r„'(x0) = .. .= r 1,<'’)(x0) = 0. Yordam chi 

ĵ(jc) = (x —Xq У** funktsiyani k o ’ raylik. Bu funktsiya uchun 
<p(x0) = ip'(xa) = ... = <pi"',(xa). r„(x) va <p(x) funktsiyalarga U 4 atrofda Koshi 
teoremasini q o ’ llasak:

kelib chiqadi. Buni Teylor formulasining Lagranj ko’ rinishidagi qoldiq 
hadi deb ataladi. Agar (10) ni (9) ga olib borib q o ’ysak:

Agar (11) da x „= 0  b o ’ lsa, bu formulani Makloren formulasi, deb 
ataymiz.

4.3. Qoldiq hadning har xil ko’rinisblari. Ayrim hollarda qoldiq 
hadning Lagranj ko’ rinishi yaroqsizlik qiladi. Bunday hollarda qoldiqnm g 
boshqa ko ’ rinishlaridan foydalaniladi.Biz hozir shulardan ikkitasini ko ’ rib 
chiqamiz.

Qoldiqning (10) ifodasidagi с nuqta (x0,x )  oraliqga tegishli b o ’ lgani 
uchun uni с = хо + 0 (х -х Д О < 0 < 1 , deb yozish mumkin (§3 .3 , (5) 
formulaga qarang).

Endi Koshi teoremasini UZa atrofda r„(x) va <p{x) =  = x - x 0 
funktsiyalarga q o ’llasak:

<p(x) <p(x)~ <p(x0) <p'(x,) <p'(x,)-<p'(x0) <р"(хг)
r * \ x „ )  r « \ x J - r S \ x 0 )  r . « * l\ x . t l )  

<p(n\x r)-<pl"\x0) <P^'\xntl) ’ 
bu yerda x ,  £ ( х „ х ) с £ /Гл va x l t l  e C x 0 , x t ) c t / r o , * :  =  l , 2 , . . . , « .

Lekin9>(n+,)W  = (я + 1),гл(л+1)(х) = / ("+1,( х ) -0  = / <ntl,( x ) . Demak, 
agar x„tl = с desak, u holda

(10)

( 11)



*■„(*) _  f . W - r . W  _  , ,  ,  . . . .

p W  Ф )-< рЫ  i  (  }
bu yerda р(дго) = о,0>'(.х) = 1 ekanligi e ’tiborga olindi. ( 10) dan

~ -*Q )  ftp+lif

yoki
rA*)= - / ^ ‘Чс)и!

гЛ 0 - я! л!
U holda (12) ga k o ’ra,

Г . ( * )  =  Г .  4 0  • <p(x) =  /< l~ ‘)(* 0 + f (Ar" a ->:> (1 -  fff (X -  * 0 Г '  ( 1 3 )nl
kelib chiqadi. (13 ) ni qold iq  hadning Koshi k o ’ rinishi deb ataymiz.

Q oldiq hadning Lagranj va Koshi ko ’ rinishlari asosan f (x )  funktsiyani 
Teylor formulasi b o ’yicha, Pn (* ) ko ’phadga almashtirib, bunda y o ’l 
q o ’yilgan xatolikni baholash uchun ishlatiladi. Ayrim hollarda, bizga bu 
xatolik emas, balki qold iq  hadning x -* x 0 b o ’lganda o ’zini x0 nuqta 
atrofida qanday tutishi yoki aniqroq qilib aytsak, qold iq  hadning kichiklik 
tartibi qiziqtiradi. Bu tartibni /(дг) funktsiyaga q o ’yilgan talablardan 
engilroq shartlarda ham topsa b o ’ ladi. Masalan, /(дг) funktsiya jc0 nuqta 
atrofida n marotaba uzluksiz differentsiallanuvchi b o ’ lsin. U holda,( 11) 
formulada n ni и - l  ga almashtirsak:

/ м  =  + ^ ( x - XJ  ,
k\ n\

bu yerda с nuqta (x0,x )  oraliqga tegishli b o ’ lgani uchun, x -> x 0 
b o ’lganda с->дс0 , shu sababli, / (л)( с ) - > / (л)(*о) va

^ =ш +ф),
и! и!

bu yerda х - > х 0 b o ’ lganda а(дг)-*0 ,уа’ т а (л :)-0с-дг0)" = о^ х-х0У).
U holda

f ( x ) = t lL - £ r l ( .x - x J + o ix - x oy>. (14)
Я.

Dem ak,
= (15)

Qoldiqning (15) k o ’rinishini Peano1 taklif etgan.
Quyidagi teorem a berilgan /  funktsiyani (14) formula b o ’yicha yagona 

ravishda yoyish mumkinligini ko ’ rsatadi.
Teorem a. Agar f (x )  funktsiya x0 nuqta atrofida

1 Juzeppe  Peano (1856-1932)- italiyalik matematik.



/ ( х )  = а0 + a,(x-x0)+... + а„<х-х0У + o ( x - x 0)'' } (16)
/(x) = 6„ + bl(x-x0')+... + bn(x-x0J + о((х-х„)"} (17)

yoyilmalarga ega b o ’ lsa, u holda barcha к =  0,1,...,n lar uchun ok=bk 
b o ’ ladi.

Isboti. Agar (16) va (17) tengliklaming o ’ng tomonlarini tenglab, 
x -> x0 b o ’lganda limitga o ’ tsak, a0 = b0 hosil b o ’ladi. Endi, bu tenglikni 
x - x 0 ga b o ’lib, x —> x0 b o ’ lganda limitga o ’tsak, a, = b, kelib chiqadi. 
Shu tartibda davom etib, natijada an = bn ekanligiga ishonch hosil 
qilamiz.

Funktsiyaning (14) yoyilmasi ‘ЧокаГ harakterga ega ekanligi, ya’ni bu 
yoyilm a funktsiyaning faqat x - > x 0 b o ’lganda qanday o ’ zgarishini 
harakterlashi (14) tenglikdan k o ’ rinib turibdi.

Agar (11) va (14) da / ( x „ )  ni tenglikning chap tom oniga o ’tkaizib, 
x -  x0 = Дх desak:

Д / ( Х « )  - / ( X ) - Д х 0) = /'(x0)Лх + Дх2 +...
(lla)

n\ (n + 1)
va

mx„) = /(*) - /(x0) = /'(х0)Дх + ̂ р д х 2 + ...

...+  J \ 0>Ax"+o£x") (14a)
n\

munosabatlarga ega b o ’ lamiz. Agar bu tengliklarda Дх ni dx ga almash- 
tirib, f '(x a)dx = df(x0),f" (x0)dx2 = d 1f ( x 0),...yf (")(x0)dx" =
= d"f{x0) ,p nt'\c)dx"*' =d"*'f(x0) ekanligini eslasak:

ДГ(х0) = df(x0) + 1  ̂ 2/(x „ )  + ... + -d " f (x ,)  + — L -r f ” ‘ / ( c)
2 ! nf (n + 1)

(с =  x0 + 0Ax,O <  в  < 1) ( l i b )
yoki

A/(x0 ) = df(x0 ) + 1  d* f ix  о) + ... + ) + 00*" 3 (14b)
2! n!

tengliklarni hosil qilamiz. Shunday qilib, agar Ax -» 0  desak, funktsiyaning 
cheksiz kichik A /(x „ ) orttirmasidan, nainki uning bosh qismi — birinchi 
differentsiali, balki yuqori tartibli d 1f (x 0),...,d" f(xn) differentsiallari bilan 
mahrajlardagi faktoriallar aniqligida ustma-ust tushuvchi yuqori tartibli 
kichik hadlari ham ajraldi.



1. f (x )  = e‘ . Bu funktsiya (-°°,°°) oraliqda cheksiz marotaba 
difTerentsiallanuvchidir va

f i k ' ) / A \  •« / t n  * \ /*Сл+11/  \  e
J  .  J  W - *  \ K .  =  u , i , . . . ) ,  J  .

U holda, (11) formulaga k o ’ ra,
" x k e cx"*l

e ' = S — + /■„(-*), r„(x) = - — c e ( 0 , i )  (18)
П И  («  +  0

bu yerda x ham musbat, ham manfiy b o ’ lishi mumkin.
(18) formuladan foydalanib, e sonini 0,001 aniqlik bilan hisoblash 

mumkin. x = l uchun (18) ga k o ’ ra:

e = i j ; +r*W, ( 1 9 )
*-o fCl

bu yerda

n ni shunday tanlash kerakki, natijada

Г л ( 1) = ^ 1 5 " 0 , 0 0 1

b o ’ lsin. Buning uchun, ec < 3 b o ’ lganligidan, ^  + ^ 20,001 tengsizlikni

echish kifoya. Bu tengsizlik, masalan и = 6 uchun bajariladi. Dem ak,
e»2 + —+ — + ... + — = 2,718.

2! 3! 6!
Eslatma. 0 < c < l  b o ’ lgani uchun, l < e ‘ < 3 . Lekin, n> 2  lar uchun 

e/(ri + 1)= ® Уег£1а - U  holda (19) ni quyidagi k o ’rinishda

yozish mumkin:

е  =  Х т т  +  - ;  ■ <2 0 >тй k\ и !

Bu form ula 6-bob, §2.6 da e sonining irratsional ekanligini isbotlashda 
ishlatilgan edi.

2. у  = sin x  Bu funktsiya ham barcha hosilalarga ega va
. ПК (0,агарп = 2к,

(Sinx) l ^ s i n — =  '
2  [ ( - 1 )  ,агарп = 2k + \.

U holda bu  funktsiya uchun Teylor formulasi quyidagicha b o ’ ladi:
„3 „5  v2k-l

s i n x

bu yerda



sin^ftc + (2к + 1) =r7k (■*) =  ---- - - - - s 'n | О* +  Qk + 1) ~  I =  °  )■

1-m i s o  I. lim Sln * X ni hisoblang.

( 2 / f c  +  l J  V  2)  , - o

s i n x -  
l i m -------- —
* - »  x 3

(21) k o ’ra,

S h u n i n g  u c h u n

sin x = x  -  —  + обе3)  
3!

*3
X - - - - +  O 0C5 > - X  , 3 4

s i n x - x  31 1 . .  o ( f )lim----- r—  = lim----- -— ----------- = —  + lim
x3 *-»0 x3 6 I->0 x3 6

3 .  у  = c o s  x .  X u d d i  y u q o r i d a g i d e k ,

/<*4*) = cos[x + A - | j  /(0 ) = 1, / № (0) = ( -1 / ,

/<“ - »  = 0 (к = 1,2,3,...).

D e m a k ,  a g a r  n = 2k + \ d e s a k ,

V 2  r *  2 tщ X  JC - - .  Л 
C O S *  =  l ---------+ --------- . . .  +  ( - 1 ) ------------

2 ! 4 !  < 2 * }

4. / ( x )  =  l n ( l  +  x ) .  B u  f u n k t s i y a  x > - l  l a r  u c h u n  a n i q l a n g a n  v a  b a r c h a  
t a r t i b l i  h o s i l a l a r i g a  e g a :

r(,)z ч= 1Н)__(И-^1)

v a  n i h o y a t ,

f ' / <л)( 0)  =  ( - 1)  ( « - 1Х0  + x )

ln C + x ) = x - ^ г  + ... + ( - l r , —  + r,(x).
2 n

5 .  / ( x )  = ( l  +  x )m. M a ’ l u m k i ,

/ ‘"Чх) = m(m -  1)... (w  -  и +1)0 + х Г " ,

f fn,(0) = m(m -\ ) . . . (m-n  + X) .

U  h o l d a
„  m(m-1) 2 о т ( я 1 - 1 ) . . . ( / я - я  +  1) „ . .0 + x )  = l  + mx + — -------- - x  + .. .  + — ------- -— b------------ ^ x  + r „ ( x ) .  (2 2 )

2! /j!



. .  ili + x -  V T + 7
h m - - - - - - - - - - - - - - - - -
* >г Л

( 2 2 )  f o r m u l a d a n  f o y d a l a n s a k :

,- - - - -  I- - - - -  1 +  —  +  o(x) - ( 1 +  —  +  o ( ;c )
ф ^ х - щ  + х 

l i m - - - - - - - - - - - - - - - - - =  l i m - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -I->0 r  X->0 Y

. .  V.'w n) . .=  l i m — - - - - - - - - - - - - - - =  h m (1) ± _ I
m n

6 - / 0 0  =  arctgx. M a ’ l u m k i  ( § 2 . 3 , 7 ° - m i s o l g a  q a r a n g ) ,

/ (n>0 0  = (n-  l > c o s "  у  - s in  +  j j ,  / <2t)( 0 )  =  0 ,

/•<“ -■>( 0) = ( - l ) t ' , C * - 2 J .

U  h o l d a  b u  f u n k t s i y a  u c h u n  T e y l o r  f o r m u l a s i  q u y i d a g i c h a  b o ’ l a d i :

x 3 л 5 -  х л -arctgx = x~ — + + <г 1)‘ 4  j  +  ru  ( x ) .



FUNKTSIYALAKNI HOSILALAR YORDAMIDA TEKSHIRISH

l-§ . Funktsiyaning monotonligini tekshirish

Funktsiyaning o ’ zgarishini tekshirish jarayonida uning qiymatlari qaysi 
oraliqda o ’zgarmasligi yoki qaysi oraliqda m onotonligini aniqlab beruvchi 
shartlarga zaruriyat tug’ iladi. Biz bu paragrafda shu shartlami aniqlash 
bilan shug’ullanamiz.

1.1. Funktsiyaning o’zgarmaslik sharti 
Teorema. Agar /(*) funktsiya (a,b) intervalda aynan nolga teng bo ’Igan 

hosilaga ega b o ’lsa, и holda / ( j c )  shu intervalda o ’zgarmas bo ’ladi.
Isboti. (a,*) intervalning biror o ’zgarmas x0 nuqtasini va uning biror 

f/Ioc(a,fc) atrofini qaraylik. Shu atrof uchun Lagranj teoremasini (7 -bob, 
3.3-§ ga qarang) q o ’ llasak:

/ W - / W  =  / ' ( c ) ( x - x 0 ) ,  V j c  e c / , o , 

bu yerda, се(дс0, j c )  yoki ce(jc,jc0).
Teorem a shartiga k o ’ ra, barcha x e i a . b )  larda, jumladan, c s i / ^ c M )  

nuqtada f'(c) = 0. Shu sababli barcha x e (a,6) lar uchun
f(x) = f(x0) = const..

Teorem a isbot b o ’ ldi.
Bu teoremadan integral hisob uchun zarur b o ’lgan quyidagi natija 

kelib chiqadi:
Natija. Agar /(* )  va g(x) funktsiyalar (a,A) intervalda aynan teng 

b o ’lgan hosilaga ega b o ’ lsa, ya’ni barcha jce(a,A) larda
f (x )  =  g \x )

b o ’ lsa, u holda /(* ) va g(jr) funktsiyalar shu oraliqda faqat o ’ zgarmas 
miqdorga farq qiladi:

f(.x) = g(x) +C.
Buni isbotlash uchun yuqoridagi teoremani f(x)~ g(x) ayirmaga 

q o ’ llash kifoya.
1 2xMisol. a r c tg x  va -arctg------r funktsiyalaming hosilalari j c  ning +1
2  1 jc

qiymatlaridan boshqa barcha qiymatlarida o ’zaro teng. Buni tekshirishni 
o ’quvchining o ’ziga havola qilamiz. Shu sababli

1 2 j c  _  , ,  -y 
a r c tg x  = - a r c t g -  T  + C  (1 )

2  1  — j c

tenglik faqat ( - 1 ,1 ) ,  ( - « , - 1 )  va (l ,+ °o )  oraliqlardagina bajariladi. Yana 
qiziq tom oni shundaki, С  ning qiymati har bir oraliq uchun har xil, 
masalan, birinchi oraliq uchun C=  0, bunga ishonch hosil qilish uchun



( 1 )  d a  x= 0  d e y i s h  k i f o y a ,  a g a r  ( 1 )  d a  x - > - o o  d a  l i m i t g a  o ’ t s a k ,  i k k i n c h i
o r a l i q d a  c  = —  e k a n l i g i  v a  n i h o y a t ,  ( 1 )  d a  d a  l i m i t g a  o ’ t s a k ,

2

u c h i n c h i  o r a l i q  u c h u n  c  = - *  e k a n l i g i  k e l i b  c h i q a d i .

1.2. Funktsiyaning monotonlik sharti
E n d i ,  f u n k t s i y a  h o s i l a s i  n o l g a  t e n g  b o ’ l m a g a n  h o i  u c h u n  f u n k t s i y a  

q a n d a y  o ’ z g a r i s h i n i  t e k s h i r a m i z .
1-teorema. Agar / ( * )  funktsiya |o,*] oraliqda uzluksiz, (a,b) intervalda 

manfiy bo’lmagan (musbat) hosilaga ega bo ’lsa, и holda f{x) funktsiya io.fr] 
oraliqda kamaymaydi (o ’sadi).

Isboti. H a q i q a t a n  a g a r  a < x , < x 2 <b  d e s a k ,  o r a l i q  u c h u n  L a g r a n j
t e o r e m a s i  o ’ r i n l i  b o ’ l a d i ,  y a ’ n i  ( x „ x , )  d a  s h u n d a y  с n u q t a  t o p i l a d i k i ,  u n i n g  

u c h u n
Л х 2) - / ( х , )  = / ' ( с ) ( х 1 - х , )  ( 2 )

t e n g l i k  b a j a r i l a d i .  T e o r e m a  s h a r t i g a  k o ’ r a ,  ( a , i )  i n t e r v a l d a  f'{x) >  0 

( / ( * ) > 0 )  b o ’ l g a n i  u c h u n ,  b u  t e n g s i z l i k  c e ( x , , x 2)< = < a,6)  n u q t a d a  h a m  
o ’ r i n l i  b o ’ l a d i ,  y a ’ n i  / ' ( c )  S O  ( m o s  r a v i s h d a  / ’ ( с )  > 0 )  b o ’ l a d i .

U  h o l d a  ( 2 )  d a n  / ( x 2) - / ( x , ) > o  ( / ( * г ) - / ( х , ) > о )  k e l i b  c h i q a d i .  x\  v a  x 2 
l a r  i x t i y o r i y  t a n l a n g a n i  u c h u n  / ( * )  f u n k t s i y a  [ c ,i]  o r a l i q d a  k a m a y m a y d i  
( o ’ s a d i ) .

Ta’rif. Agar shunday 8>0 topilsaki, 0<&c<5 lar uchun

tengsizlik bajarilsa, / ( * )  funktsiya x 0 nuqtada o ’suvchi (kamayuvchi) 
deyiladi.

2-teorema. Agar f\x„)>о ( /•(*„)<о) bo ’lsa, f(x) funktsiya x 0 nuqtada
о ‘suvchi (kamayuvchi) bo ’ladi.

Isboti. / ' ( * ) =  l i m —  b o ’ l g a n i  u c h u n ,  i x t i y o r i y  e>0 u c h u n  s h u n d a y  5  >4r-rf> Ax
0 t o p i l a d i k i ,  |дх| < s  l a r  u c h u n

f ' ( x 0)~  e < ^  < Г ( х й) + e 
Дх

b o ’ l a d i .  A g a r  / ' ( x 0) > 0  b o ’ l s a ,  u  h o l d a  e <  / ' ( x 0j d e b  t a n l a s a k ,

|дх|<г l a r  u c h u n  —  > o  b o ’ l a d i .  T e o r e m a  i s b o t  b o ’ l d i .
1 1 Дх

1-eslatma. 1 - t e o r e m a d a  f u n k t s i y a n i n g  ( a ,* )  i n t e r v a l d a  / ' ( x )  > 0 b o ’ l g a n  
h o s i l a s i  m a v j u d l i g i d a n  u n i n g  s h u  o r a l i q d a  k a m a y m a s l i g i  i s b o t  q i l i n g a n  
e d i .  L e k i n  a k s i  h a m  o ’ r i n l i ,  y a ’ n i  a g a r  f u n k t s i y a  ( a ,6)  i n t e r v a l d a  

d i f f e r e n t s i a l l a n u v c h i  v a  k a m a y m a y d i g a n  b o ’ l s a ,  u  h o l d a  s h u  i n t e r v a l d a



/ 'О )  2 о b o ’ ladi, chunki agar (a,*) intervalda shunday x 0 nuqta mavjud 
b o ’lsaki, bu nuqtada /'(* „ )< о b o ’ lsa, 2-teoremaga asosan funktsiya * 0 
nuqtada kamayuvchi b o ’ lib qoladi, bu esa qilingan farazga zid.

Agar funktsiya differentsiallanuvchi va (a,b~) intervalda qat’ iy o ’suvchi 
b o ’lib, bu funktsiya haqida boshqa m a’ lumotlarga ega b o ’ lmasakda, 
baribir (a,6) intervalda / '( * )  a о b o ’ladi deyishga to ’g’ ri keladi, chunki 
qat’ iy o ’ suvchi funktsiya (a,6) intervalning biror nuqtasida nolga teng 
b o ’ lgan hosilaga ega b o ’ lishi mumkin. Masalan, х г funktsiya (-oo,+oo) da 
qat’ iy o ’sadi va x = 0  nuqtada uning hosilasi nolga teng, xuddi shunday 
/ 0 0  = 1 -sin* funktsiya o ’suvchi, chunki uning hosilasi / '( * )  = l -c o s *  hech 
qayerda manfiy emas, lekin х = 2кя,к = 0,±\,±2,..., nuqtalarda nolga teng.

2-eslatm a. Funktsiyaning x 0 nuqtada o ’suvchiligidan uning shu nuqta 
atrofida ham o ’ sishi kelib chiqmaydi. Masalan,

[0 ,1  = 0,

F(*) = \ x  2 . 1
-----x  s in — , x  *  0,

12  x

funktsiya jc = 0  nuqtada o ’ suvchi, chunki
X i . l 
----- X s in  -  4

Ғ'(0) = lim—---------- -̂ = - .r->o x 2
Lekin, bu funktsiya m onoton  emas, chunki uning hosilasi

f  (jt) = i-2 x s in i+ c o s — nolning ixtiyoriy kichik atrofida ham musbat, ham
2 x x

manfiy qiymatlar qabul qiladi: •** ~Укл (* = 1,2,...) nuqtalarda juft к lar
uchun 3 /2  ga, toq к lar uchun - 1 / 2  ga teng.

3-teorema. Agar /(jc) funktsiya juft (toq) va [-a ,a ] oraliqda 
differentsiallanuvchi b o ’ lsa, u holda f'(x ) toq (juft) funktsiya b o ’ ladi.

Isboti. Teorem a shartiga ko ’ra Vxe|-a,a] lar uchun /(jc) =  /( - jc )  . Agar 
bu tenglikni differentsiallasak:

/ ' ( * ) — / ' ( - * ) ,  
ya’ni funktsiya toq  ekanligi kelib chiqadi.

2-§. Funktsiyaning lokal ekstremuralari

Lokal ekstremum nuqtalarga ta’rifni 7-bob, 3 .l - §  da beigan edik. 
Bunday nuqtalami quyidagicha ta’ riflasa ham b o ’ladi:

Agar shunday <5x9 sonni k o ’rsatish mumkin b o ’lsaki, funktsiyaning с 
nuqtadagi Ay orttirmasi с ning 5-atrofida Ay = /(* )  -  / ( c )  < 0  (m os ravishda



A v=/W -/(c)>o) tengsizlikni qanoatlantirsa. /(* )  funktsiya с nuqtada lokal 
maksimumga (m inim um ga) erishadi deymiz.

Ferma teoremasiga k o ’ ra (7 -bob , 3 .1-§ ga qarang), agar funktsiya jc0
_____ — i  _ J : r r ________ * _ : _ u ___ __ . _ i _ :  t___h : l  - u . .  ____ j »  „ 1, __ ________
аиЦшии u iiiu u u M au aiiu vu u  uu uu, »uu uu^iaua tuvai ^fou^iiimugu

erishsa, и holda f ’(x0) = o b o ’ lar edi.
Yuqorida k o ’rgan misollarimizdan m a’lumki, hosilani nolga 

aylantiradigan har qanday nuqta ekstremum nuqta b o ’ lavermaydi. Shu 
sababli /'(* )= < ) tenglamaning echimlarini /(* )  funktsiyaning statsionar 
nuqtalari, deb ataymiz.

Funktsiya loca l ekstremumlarga hosilasi mavjud b o ’lmagan nuqtalarda 
ham erishishi mumkin, masalan, y  = \x\ funktsiya x = 0  nuqtada 
differentsiallanuvchi emas, lekin bu nuqtada minimumga erishadi.

Dem ak, funktsiyaning local ekstremumlarini statsionar nuqtalari, ya’ni 
hosilasi mavjud b o ’ lib, bu hosilani nolga aylantiradigan nuqtalar orasidan 
yoki hosilasi mavjud b o ’lmagan nuqtalar orasidan qidirish kerak ekan.

Bundan xulosa shuki,
/'(*) = o (1)

shart differentsiallanuvchi /  funktsiya x  nuqtada lokal ekstremumga 
erishishi uchun zaruriy shart ekan, lekin etarli emas.

Shu sababli statsionar nuqtalar orasidan lokal ekstremumlami ajratib 
olish uchun q o ’ shimcha shartlar zarur. Bu shartlami lokal ekstremumning 
etarli shartlari, deb ataymiz.

2.1. Lokal ekstremumlarni birinchi bosila yordamida aniqlash
Faraz qilaylik, * 0 /W  funktsiyaning statsionar nuqtasi b o ’ lsin va 

funktsiya bu nuqtada va uning biror Us atrofida uzluksiz, shu nuqtaning 
o ’ zida b o ’ lmasa-da, uning Us atrofida chekli hosilaga ega va bu hosila Us 
da x 0 ning chap tom onida ham, o ’ ng tom onida ham doimiy ishoraga ega 
b o ’lsin.

1 - t e o r e m a .  1) Agar x e(xo~5,x0)  lar uchun f(x)>o, va x e (x 0,x 0+5) 
lar uchun / ' ( i ) < о bo’lsa, x 0 nuqta lokal maksimum bo’ladi; 2) agar 
x e (x д-S,x 0)  lar uchun f'(x)<0 va x e (x 0,x 0+8) lar uchun / ' ( * ) > о bo'lsa, 
x о nuqta lokal minimum bo ’ladi; 3) agar hosila x 0 nuqtaning chap va о 'ng 
tomonlarida bir xil ishorali bo 'Isa, bu nuqta lokal ekstremum bo ’Imaydi.

Isboti. 1) ( i 0-<S.*o) / 'M > 0  b o ’ lsa, l - § ,  1-teoremaga ko ’ ra 
funktsiya bu oraliqda o ’sadi va shu sababli barcha x е(хо-<5,*о) lar uchun 
/ ( x ) < /(> „) b o ’l a d i , d a  f'(x)<о b o ’ lsa, o ’ sha teoremaga ko ’ ra 
funktsiya bu oraliqda kamayadi va demak, barcha xe(xo>*o+<5) lar uchun 
f(x0)> f(x) b o ’ ladi. Bundan xulosa: \ / x <=(xq-5 , q̂+<5) lar uchun f(xa)> f(x), 
ya’ni xq nuqta lokal maksimum ekan.



2) Xuddi yuqoridagidek mulohaza qilsak, i e ( j o - ^ o )  lar uchun 
/"(*)<о ekanligidan, barcha xe(xo~5,xo) lar uchun /(* „ )< /О ) va (xo,xo+<5) 
da f(x)>  о ekanligidan, barcha x  e ( x o > x o + <5) lar uchun / ( * „ ) < / ( * )  b o ’ lishi 
kelib chiqadi. Dem ak, V xe(x-S,x+S) lar uchun /( * „ )< / (* ) ,  ya’ni x0 
nuqta lokal minimum ekan.

3) Agar x e (x o —<5,xq) lar uchun /(x )<o (> 0 ) va j e ( i 0,*o+ ^  lar uchun 
ham /'(*)<  о (> 0 ) b o ’ lsa, funktsiya xq nuqtaning chap tom onida ham, 
o ’ng tom onida ham kamayadi (o ’ sadi). Shu sababli nuqta lokal 
ekstremum b o ’ lmaydi.

1 - e s l a t m a .  Teorem ada birinchi hosila л о nuqtadan o ’tish jarayonida 
ishorasini o ’zgartirsa, lokal ekstremum b o ’ ladi deyilyapti, lekin bunda 
/ ' ( x 0) ning mavjudligi shart emas, faqat / ( x )  xo  nuqtada uzluksiz b o ’ lsa 
etarli.

f I + x, x < 0,

91-расм.

1 -misol. f(x) = \
[-x.x& O .

Bu funktsiyaning hosilasi x = 0  nuqtaning chap 
tom onida «+ »  ishoraga va o ’ng tom onida « —» 
ishoraga ega, lekin funktsiya x = 0  nuqtada uzluksiz 
ham, differentsiallanuvchi ham emas (91-rasmga 
qarang).

2-misol. y = — ; / = — Bu yerdan
1 +  *  <!+X 2)3

ko ’ rinadiki, x < 0  lar uchun y>o va л >0 lar uchun y < o; bundan tashqari 
funktsiya x = 0  nuqtada uzluksiz. Shuning uchun 1-teoremaga ko ’ ra 
berilgan funktsiya x = 0  nuqtada lokal maksimumga ega. Funktsiyaning 
boshqa lokal ekstremumlari y o ’q.

3-misol. у  = 2 - x Ĵ l-sm —j  (x * 0 ), яо) = 2 . Bu funktsiya x = 0  nuqtada

uzluksiz va lokal maksimumga erishadi: barcha x lar uchun y(x) < y(0) = 2 . 
Lekin, x = 0  ning hech qaysi atrofi uchun x < 0  larda o ’sib, x > 0  larda 
kamaymaydi, chunki

/ =  -2x^1 -sin—j -  cos— (x * 0 ),

2 - x 2[ l - s i n - J - 2
y'(0) = lim------- ---------— —  = -lim x f 1 - s in —] = 0 .

X  I. X  J

Kichik x lar uchun 2*^1- sin-J ifoda qiymati yetarlicha kichik, 

shuning uchun hosilaning ishorasi cos- ga bog ’ liq. x ->0  da cosi bir
X  X

necha marotaba ±1 qiymatni qabul qiladi.



2 .2 . Lokal ekstremumlanii ikkinchi hosila yordamida tekshirish
2-teorem a. x0 nuqta / funktsiyaning statsionar nuqtasi, y a ’ni /(* „ )  = о 

va uning atrofida /  ikki marta uzluksiz differentsiallanuvchi b o 'Isin. Agar 
/ " v * o ) < 0  bo "ли,  x q  nuqta /  funktsiyaning lokal makstmumi va agar 
/" (* „ )> о b o ’lsa, xq nuqta/ funktsiyaning lokal minimumi b o ’ladi.

Isboti. Berilgan funktsiyani n =  1 b o ’ lgan hoi uchun Teylor formulasiga 
yoyaylik:

/ ( . * ) = ( c e < v c ) -  ( 2 )

Bundan teorem a shartiga k o ’ra f(\)= o  b o ’lgani uchun

/ « = / ( * o)+ £ M fy -xj .  ( 2 ’ )

Faraz qilaylik, / ”(*„) <0 b o ’ lsin. f" x 0 nuqta atrofida uzluksiz b o ’lgani 
uchun shunday &>0 topiladiki, barcha же(хо-<У,хо+<5) lar uchun f"(x)<o 
b o ’ladi. U holda (2 ’ ) dagi qoldiq had Vx e(xo-<5',xo+<5) lar uchun

b o ’ladi. Bundan V x e (x 0-S , *o+<5) lar uchun
Ay = f (x ) - f (x 0)<  0

ekanligi kelib chiqadi, ya’ni x 0 lokal maksimum ekan.
X uddi shunday, agar f"(xQ)>0 b o ’lsa, x0 ning atrofida /"(*)>  o, shu 

jumladan, /" (c )  >0  b o ’ladi. U  holda (2 ’) dagi qoldiq had shu atrofda 
manfiy b o ’lmaydi. Shu sababli xq ning atrofidagi barcha x lar uchun

Ay = /(*)-/(*„) so 
b o ’ladi, ya’ ni x 0 lokal minimum ekan.

A-misol.y=x1 + 5 , y = 2 x ,  j  = 0 —statsionar nuqta ekan.
Barcha x lar uchun y"=2>0, demak, 2-teoremaga k o ’ ra x = 0  — lokal 

m inimum ekan.
2-eslatm a. /'(дг0) = 0 va f"(x0) = 0 b o ’ lishi x 0 nuqtaning ekstremum 

b o ’ lishini ta’ minlamaydi. Masalan, y = x} va y = x4 funktsiyalaming 
birinchi va ikkinchi hosilalari jc=0 nuqtada nolga teng, lekin birinchi 
funktsiyamiz bu  nuqtada ekstremumga ega emas, ikkinchisi esa lokal 
minimumga ega.

3-teorem a. f(x0)=r(xa)= ...=r\x0)=o,r"-(x0)*o va f"" \x) x 0 nuqtaning 
atrofida uzluksiz b o ’lsin. Agar (n + l)-ju ft va f'"*'\xa) <0 b o ’lsa, / funktsiya 
x 0 nuqtada lokal maksimumga; agar (n + l)- ju ft va f l"*1>(xD)>o b o ’lsa, /  

funktsiya x 0 nuqtada lokal minimumga erishadi; va nihoyat, agar ( n +1)- 
toq va / ' " “ ’OcJ ф 0 b o ’lsa, /  funktsiya x 0 nuqtada hech qanday 
ekstremumga erishmaydi.



Isboti. /  funktsiyaning x 0 nuqta atrofidagi Teylor yoyilmasiga teorema 
shartini q o ’ llasak:

Agar bu yerda (n + l) - ju ft  b o ’ lsa, (2 ’ ) formuladek mulohaza qilamiz. 
Endi ( л + l ) - t o q  va 0 b o ’ lsin. x 0 nuqta atrofida
uzluksiz b o ’ lgani tufayli, uning uchun shunday (x q-5 ,x 0+S) interval 
mavjudki, u yerda u / c"*15(xo) ning ishorasini saqlaydi. Agar x x 0 
nuqtadan o ’ sib o ’ tsa, (x -x 0)"+1o ’ z ishorasini o ’ zgartiradi, / <n+,)(x0) ning 
ishorasi esa o ’zgarmaydi. Shu sababli,(3) tenglikning o ’ ng tarafi va o ’z 
navbatida Ду = Д х ) - / ( x 0) ham o ’z  ishorasini o ’zgartiradi, ya’ni x 0 nuqta 
lokal ekstremum b o ’ lmaydi.

4-teorema. Agar f ' ( x 0) = o , f ' ( x 0) >  0  (<0) bo’lsa, и holda / funktsiya x 0  

nuqtada lokal minimumga (maksimumga) erishadi.
Bu teoremaning 2-teoremadan farqi shundaki, 4-teoremada ikkinchi 

hosilaning uzluksizligi talab qilinmay, faqat mavjudligi talab qilinyapti. 
Shu ma’ noda 2-teorem ani 4-teorem aning xususiy holi, deb qarash 
mumkin.

4-teoremaning isboti.

b o ’ lgani uchun 5-bob , 2 .2 -§, 2-teoremaga ko’ ra x 0 ning yetarlicha

x > x 0 lai  uchun / '( jc )> 0 b o ’ ladi. Dem ak, 1-teoremaga ko’ ra x 0 nuqta 
lokal minimum ekan. /"(*„)<  о hoi xuddi yuqoridagidek tekshiriladi.

Faraz qilaylik, / ( x )  funktsiya (a,4] oraliqda uzluksiz b o ’lsin. U  holda 
Veyershtrass teoremasiga k o ’ ra (6 -b ob , 3 .3-§ ga qarang) bu funktsiya |a,*] 
da o ’zining eng katta va eng kichik qiymatlariga erishadi. Funktsiya bu 
qiymatlarga yo  (а,ь~) intervalda yoki chegaraviy x = a va х=ъ nuqtalarda 
erishishi mumkin. (a,*) intervalda eng katta va eng kichik qiymatlarga 
erishilayotgan nuqtalar yuqoridagi mulohazalarga asosan local ekstremum 
nuqtalar b o ’ladi. Shu sababli, eng katta va eng kichik qiymatlarga 
erishilayotgan nuqtalami yo  statsionar nuqtalar orasidan, yo  hosilasi 
mavjud b o ’ lmaydigan nuqtalar orasidan qidirish kerak ekan. Agar bu 
nuqtalar chekli xl,x1,...,x m to ’plam ni tashkil etsa, u holda

f(x) -  /(* „) = -* - ° 7 T  (  С G (Jt0 , J t ) ) .Cn + 1)
(3)

•v—

kichik atrofida / Q  > о b o ’ladi. U holda x< x$  lar uchun / ’(*)<о va 
x -x 0

3-§. Funktsiyaning eng katta va eng kichik qiymatlari

ma? / W  = max {/(a ),/(*),/(-*, ),/(хг).....f(xm )}
.««[a ,6 )

va



m in  / ( х )  = m in  { /  (д ), / ( A ) , / ( x , ), / ( x 2 , / ( x m )} ..«[a.fr J
5-misol. / ( x )  = sin x + cosx f u n k t s i y a n i n g  [0 ,n] o r a l i q d a g i  e n g  k a t t a  v a  e n g  

k i c h i k  q i y m a t l a r i  t o p i l s i n .
A w a i  h o s i i a s i n i  h i s o b i a y m i z :  f ( x )  = c o s x - s i n x .  U n i  n o i g a  t e n g i a b ,  

s t a t s i o n a r  n u q t a l a r i n i  t o p a m i z :
c o sx -s in x  = 0.

B u  t e n g l a m a n i n g  [0 , 7i ]  o r a l i q q a  t e g i s h l i  y e c h i m i  f a q a t  x = л /4 . U  h o l d a  
f(0)=l, f(7t/4)=42, f(n )= -l  b o ’ l g a n i  u c h u n

max f ( x )  = -Jl , m in /(x )  = - l .

6-misol. Y e r  s a t h i g a  <p b u r c h a k  o s t i d a  j o y l a s h t i r i l g a n  t o ’ p d a n  
b o s h l a n g ’ i c h  t e z l i k d a  o t i l g a n  o ’ q n i n g  u c h i s h  m a s o f a s i

л  _  g „ 2 s in 2 p  ^
S

f o r m u l a  b i l a n  h i s o b l a n a d i ,  b u  y e r d a ,  g — o g ’ i r l i k  k u c h i n i n g  t e z l a n i s h i .  
B e r i l g a n  b o s h l a n g ’ i c h  t e z l i k d a  o ’ q n i n g  e n g  u z o q  m a s o f a g a  t u s h i s h i  u c h u n  
t o ’ p n i  q a n d a y  b u r c h a k  o s t i d a  j o y l a s h t i r i s h  k e r a k ?

Yechish. T a b i i y k i ,  0  <  <p < n!2 b o ’ l i s h i  k e r a k .  ( 4 )  n i  s h u  o r a l i q d a  
m a k s i m u m g a  t e k s h i r a m i z :

dR  _  2i90 cos2^> 290 cos2<p

dip g  g  
b u n d a n  k r i t i k  n u q t a  <p=7z/4 e k a n l i g i  k e l i b  c h i q a d i .  

d 2R 4902 sin 2<p
> | — I

=  0 ,

dtp2 g i j 4 ]
, d * J , . . /  S

D e m a k ,  <р=л/4 d a  u c h i s h  m a s o f a s i  R m a k s i m u m g a  e r i s h a r  e k a n :

~ g ■
F u n k t s i y a n i n g  [0 , 7t/2 ]  o r a l i q  c h e g a r a l a r i d a g i  q i y m a t l a r i

(Юг=а =  0 , = о .

D e m a k ,  o ’ q  e n g  u z o q  m a s o f a g a  t u s h i s h i  u c h u n  u n i  y e r  s a t h i g a  4 5 °  
b u r c h a k  o s t i d a  u z i s h  k e r a k  e k a n .

7 -misol. H a j m i  V b o ’ l g a n  t s i l i n d m i n g  t o ’ l a  s i r t i  S  e n g  k i c h i k  b o ’ l i s h i  
u c h u n  u n i n g  o ’ l c h a m l a r i  q a n d a y  b o ’ l i s h i  k e r a k ?

Yechish. T s i l i n d r  a s o s i n i n g  r a d i u s i n i  r  v a  b a l a n d l i g i n i  h b i l a n  
b e l g i l a y l i k .  U  h o l d a

S = 2яг2 + 2wrh , V = яг2Л 

b o ’ l a d i .  B u n d a n  A  = ~  n i  t o p i b ,  S  u c h u n  y o z i l g a n  f o r m u l a g a  q o ’ y s a k :
7СГ

5  =  2л г 2 + 2я г - ^ -  y o k i  S  = 2̂ i r 2 + - j



h o s i l  b o ’ l a d i ,  b u  y e r d a ,  V b e r i l g a n  s o n .  N a t i j a d a  S  y u z a  r r a d i u s n i n g  
f u n k t s i y a s i  s i f a t i d a  i f o d a l a n d i .  B u  f u n k t s i y a n i n g  0<r<oo o r a l i q d a g i  e n g  
k i c h i k  q i y m a t i n i  t o p a y l i k :

b u n d a n

D e m a k ,  S  f u n k t s i y a  r=r> n u q t a d a  m i n i m u m g a  e g a  e k a n .  E n d i  l i m S  = «
r-»0

v a  i im .s  = ®  e k a n l i g i n i  e ’ t i b o r g a  o l s a k ,  S  f u n k t s i y a  r=r\ n u q t a d a  e n g  k i c h i k

q i y m a t g a  e r i s h a d i  d e y i s h  m u m k i n .  B u  q i y m a t g a
v /v~

, A =  — г  = 2 1 —— = 2r 
2 к  лг  V 2 n

n u q t a l a r d a  e r i s h i l a d i .  D e m a k ,  b e r i l g a n  h a j m l i  t s i l i n d m i n g  t o ’ l i q  y u z i  
b a l a n d l i g i  a s o s i n i n g  d i a m e t r i g a  t e n g  b o ’ l g a n d a  e n g  k i c h i k  b o ’ l a r  e k a n .

i-misol. E l e k t r  c h i r o g ’ i  t i k  OV  t o ’ g ’ r i  c h i z i q  b o ’ y l a b  
\  ,  b i r o r  b l o k k a  b i r i k t i r i l g a n  h o l d a  h a r a k a t  q i l a  o l a d i g a n  

\  b o ’ l s i n .  T e k i s l i k d a g i  A n u q t a d a  y o r u g ’ l i k  e n g  y u q o r i  
p \  b o ’ l i s h i  A u c h u n  e l e k t r  c h i r o q n i  t e k i s l i k d a n  q a n d a y  

a *  b a l a n d l i k k a  q o ’ y i s h  l o z i m ?

м-расм. M a ’ l u m k i ,  A n u q t a d a g i  I  y o r u g ’ l i k  /  = q o i d a

b o ’ y i c h a  a n i q l a n a d i .  A g a r  h n i  e r k l i  o ’ z g a r u v c h i  s i f a t i d a  q a r a s a k ,  u  h o l d a  
9 2 - r a s m d a n  sin ̂ 7 = — , t  = ~Jh3 +a2 l a r n i  a n i q l a s a k ,

Г

I =  с -------—— тг- (  0 < A < )
e + a ' i -

f o r m u l a  h o s i l  b o ’ l a d i .  B u  f u n k t s i y a n i  m a k s i m u m g a  t e k s h i r a m i z :
a2 - 2h-h = c -

+a-f2
h o s i l a  и = A-  n u q t a d a  n o l g a  a y l a n a d i .  E n d i ,  

■n

fe)=W >0, /(0) = /(да) = °
q i y m a t l a r  i c h i d a  e n g  k a t t a s i  h =  -%= n u q t a d a  e r i s h i l y a p t i .

V 2

D e m a k ,  c h i r o q n i  k=-j- b a l a n d l i k k a  o ’ m a t i s h  k e r a k  e k a n .



1-ta’ rif. Agar nuqtaning shunday atrofi mavjud bo 'Isaki, bu atrofdagi barcha 
nuqtalar uchun abtsissasi x0 b o ’lgan nuqtada egri chiziqqa o ’tkazilgan har

_:____ г_i__  l _ it— /•/•» ■i^uhum/ IЛ1 ШПНЛ z.gt i wi4U/uu/( IUU (|/UJIUU/ juyiujngu/l UU tMJf

chiziq x0 nuqtada qavariqligi yuqoriga (pastga) qaragan deymiz■
2 - t a ’ r i f .  Agar x  xa nuqtadan ytayotganda egri chiziqning abtsissasi x  bylgan 

nuqtasi urinmaning bir tomonidan ikkinchi tomoniga ytsa, x0 nuqta y=f(x) egri
chiziqning bukilish nuqtasi deyiladi. Masalan, 93-rasmdagi 
x 3 nuqta bukilish nuqtasidir.

Ayrim hollarda "qavariqligi yuqoriga (pastga) 
qaragan" jumla o ’ rniga "botiqligi pastga (yuqoriga) 
qaragan" jumlasi ishlatiladi. Masalan, 93-rasmdagi *, 
nuqtada egri chiziqning qavariqligi pastga qaragan, *2 
nuqtada esa qavariqligi yuqoriga (93-rasm) qaragan.

Bu ta’riflar egri chiziqning urinish nuqtasining yetarlicha kichik 
atrofida urinmaga nisbatan qanday joylashgani haqida m a’ lumot beradi. 
Lekin, bu ta’ riflar barcha holatlar uchun o ’ rinli b o ’ lavermas ekan, 
masalan,

[0,дг =  0 ,  

x z s i n - L , j *  0 ,

funktsiya uchun x o ’qi uning grafigini jc=0 nuqtada kesib va urinib 
o ’ tadi, lekin x = 0  nuqta bukilish nuqtasi emas.

1-teorem a. Agar / funktsiyaning x 0 nuqtadagi ikkinchi hosilasi uzluksiz 
va f ”(jc0)> o  (< 0) b o ’lsa, и holda у  = /(x )  egri chiziqning xq nuqtada 
qavariqligj pastga (yuqoriga) qaragan bo ’ladi.

Isboti. /  funktsiyani x 0 nuqta atrofida Teylor formulasi b o ’yicha yoyaylik:
/ 0 0  =  / 0 0  + f \x „ ) ( *  -  Jt0) +  ф ) ,  

n(JC) = ( x - x j  + e{x_Xo)}Q<e<x

Abtsissasi jt0 b o ’ lgan nuqtada bizning egri chiziqqa o ’ tkazilgan 
urinmaning tenglamasi

У = А х 0) + Г ( х 0) { х - х 0) 

b o ’ladi. U  holda egri chiziq nuqtasi bilan unga x 0 nuqtada o ’tkazilgan 
urinma nuqtasi orasidagi farq

f (x ) - Y  = r,(x)
b o ’ladi. / "  x q nuqtada uzluksiz b o ’lgani uchun f" (x 0)>0 ekanligidan xq 
ning yetarlicha kichik atrofidagi barcha * lar uchun / " ( * о + 0 ( * - х о))>О 
b o ’lishi kelib chiqadi. Shuning tufayli ko’ rsatilgan x lar uchun r , 0 )  >  0  
b o ’ladi. Demak, grafik o ’z urinmasidan yuqorida joylashgan, ya’ni egri 
chiziq qavariqligi pastga qaragan ekan.



X u d d i  s h u n d a y ,  a g a r  / " ( * o ) <  0  b o ’ l s a ,  u  h o l d a  * o  n i n g  b i r o r  k i c h i k  
a t r o f i d a g i  b a r c h a  x l a r  u c h u n  r,(x) < 0  b o ’ l a d i ,  y a ’ n i  g r a f i k  o ’ z  u i i n m a s i d a n  

p a s t d a  j o y l a s h g a n  b o ’ l a d i .  D e m a k ,  e g r i  c h i z i q  q a v a r i q l i g i  y u q o r i g a  q a r a g a n  
e k a n .

Natija. A g a r  x 0 y = K * )  e 6 r > c h i z i q n i n g  b u k i l i s h  n u q t a s i  v a b u  n u q t a d a  

f"(x0) i k k i n c h i  h o s i l a  m a v j u d  b o ’ l s a ,  u  h o l d a / " ( x 0 ) = 0  b o ’ l i s h i  z a r u r d i r .
S h u  s a b a b l i  a m a l d a  i k k i  m a r o t a b a  d i f f e r e n t s i a l l a n u v c h i  y=f( x) e g r i  

c h i z i q n i n g  b u k i l i s h  n u q t a s i n i  f" (x ) = 0  t e n g l a m a  y e c h i m l a r i  o r a s i d a n  
q i d i r i l a d i .

/ " (  jc o ) = 0  s h a r t  b u k i l i s h  n u q t a s i  u c h u n  y e t a r l i  e m a s .  M a s a l a n ,  y = x* 
f u n k t s i y a n i n g  i k k i n c h i  h o s i l a s i  x = 0  n u q t a d a  n o l g a  t e n g ,  l e k i n  b u  n u q t a  
m i n i m u m  n u q t a d i r .

B u k i l i s h  n u q t a s i  u c h u n  y e t a r l i  s h a r t n i  q u y i d a g i  t e o r e m a l a r  b e r a d i :
2-teorema. Agar /  funktsiyaning uchinchi hosilasi f "  xq nuqtada 

uzluksiz, /" (xg)~0 va /" '(x q)*0 bo’lsa, и holda x0 nuqta у = /(x) egri 
chiziqning bukilish nuqtasi bo ’ladi.

Isboti. B e r i l g a n  s h a r t l a r d a  T e y l o r  f o r m u l a s i  b o ’ y i c h a  y o y i l m a  
q u y i d a g i c h a b o ’ l a d i :

/ О )  = /U > ) + / ' W ( I  -  *„)+ r2( дс), 

rAx)=b z j b l y  +в(х-х0т < в< 1 .

f"  n i n g  x0 n u q t a d a  u z l u k s i z l i g i d a n  v a  f'"(x0)*O e k a n l i g i d a n  x0 
n u q t a n i n g  b i r o r  a t r o f i d a  / ' " (  jco + 0 ( j c — jc0) )  n i n g  i s h o r a s i  b i r  x i l  b o ’ l a d i .  
L e k i n  ( j t - x o ) 3 k o ’ p a y t u v c h i  x  n i n g  x0 n u q t a d a n  o ’ t i s h  j a r a y o n i d a  o ’ z  

i s h o r a s i n i  o ’ z g a r t i r a d i ,  s h u  s a b a b l i  гг(х) h a m  o ’ z  i s h o r a s i n i  o ’ z g a r t i r a d i ,  

y a ’ n i  x0 n u q t a n i n g  b i r  t o m o n i d a  g r a f i k  u r i n m a d a n ,  m a s a l a n ,  p a s t d a  

b o ’ l s a ,  i k k i n c h i  t o m o n i d a  y u q o r i d a  b o ’ l a d i .  T e o r e m a  i s b o t  b o ’ l d i .
A g a r  f"'(xo ) = 0  b o ’ l s a ,  y u q o r i d a g i  t e o r e m a  o ’ r i n l i  b o ’ l m a y d i ,  b u n g a  

y u q o r i d a  k e l t i r i l g a n  y = x4 f u n k t s i y a  m i s o l  b o ’ l a  o l a d i .  B u n d a y  h o l a t l a r  

u c h u n  y e t a r l i  s h a r t n i  q u y i d a g i  t e o r e m a b e r a d i :
3-teorema. / funktsiya quyidagi xususiyatlarga ega bo’lsin:

/ " W  = -  = / <")W  = o ,
f**\x)  h o s i l a  *  о  n u q t a d a  u z l u k s i z  v a / ‘,’*', (x0 ) ^ o . U  h o l d a ,  a g a r  n t o q  s o n  

b o ’ l s a ,  у  = / ( * )  e g r i  c h i z i q n i n g  q a v a r i q l i g i  о  b o ’ l g a n d a  p a s t g a ,

/*"*l‘(^o)<0 b o ’ l g a n d a  y u q o r i g a  q a r a g a n  b o ’ l a d i ;  v a a g a r  n— j u f t  b o ’ l s a ,  jc 0  

n u q t a ^ = / ( x )  e g r i  c h i z i q n i n g  b u k i l i s h  n u q t a s i  b o ’ l a d i .



Isboti x u d d i  y u q o r i d a g i d e k  b a j a r i l a d i ,  f a q a t  i s b o t l a s h  d a v o m i d a  
i s h l a t i l a d i g a n  T e y l o r  f o r m u l a s i  b o ’ y i c h a  y o y i l m a s i  b u  g a l  q u y i d a g i c h a  
b o ’ l a d i :

..
/(■*) = /(•*0 ) + /' Ос, X* - *o )+ fro + - -*b ))•

3-ta’rif. >  = / ( x )  egri chiziqning abtsissalari x , ,  x ,  (a< xt <Xl<b) 
bo 'Igan nuqtalar orasidagi ixtiyoriy yoyi uni tortib turuvchi vatardan pastda 
(yuqorida) b o ’lmasa, у =/(x)  egri chiziqni [a ,6 ]  oraliqda qavariqligi 
yuqoriga (pastga) qaragan deymiz-

A g a r  /  f u n k t s i y a  (a, 6 ]  o r a l i q d a  d i f f e r e n t s i a l l a n u v c h i  b o ’ l s a ,  y u q o r i d a g i  

t a ’ r i f  q u y i d a g i g a  e k v i v a l e n t :  a g a r  у  = / ( * )  e g r i  c h i z i q n i n g  q a v a r i q l i g i  (a,6 )  

i n t e r v a l n i n g  h a r  b i r  n u q t a s i d a  y u q o r i g a  ( p a s t g a )  q a r a g a n  b o ’ l s a ,  у  = / ( * )  

e g r i  c h i z i q n i  [ a ,* ]  o r a l i q d a  q a v a r i q l i g i  y u q o r i g a  ( p a s t g a )  q a r a g a n  d e y m i z .

4 -  teorema. /  funktsiya [a, A ]  oraliqda uzfuksiz va (a , fe) intervalda ikki 
marotaba differentsiallanuvchi bo’lsin. U holda у - f (x )  egri chiziqning [a ,6 ]  

oraliqda qavariqligi yuqoriga (pastga) qaragan bo ’lishi uchun barcha 
x £(a,b) lar uchun / " ( J t )  < 0  (>0) bo ’lishi zarur va yetarlidir.

1 -misol. y  = x>+ 3x2,y=3x2+6x, x ,= 0  v a  хг =-2 n u q t a l a r d a  / =  o ;  
y = 6x + 6i y ,(0) = 6 > 0, y ' ( - 2) = - 6 < 0> v a  jc = - 1  n u q t a d a  / ' =  0 ,  y " = 6 * o ,  d e m a k ,  
jt =  - l  b u k i l i s h  n u q t a s i  e k a n .  *  > - l  l a r  u c h u n  y"(x)> о  v a  * < - i  l a r  u c h u n  

/ ' ( * ) < 0 .  S h u  s a b a b l i  f u n k t s i y a  g r a f l g i n i n g  q a v a r i q l i g i  ( - o o , - l )  o r a l i q d a  

y u q o r i g a  v a  ( - l , o o )  o r a l i q d a  p a s t g a  q a r a g a n .

2-misol. y={.x-rfi, y=^Qc-iy%,f=~Qc-iy%\ i k k i n c h i  h o s i l a  h e c h  q a y e r d a

n o l g a a y l a n m a y d i  v a *  =  l  d a m a v j u d  e m a s .  j c > l  l a r  u c h u n  у  ( * ) < о v a j c c l  l a r  

u c h u n  у (*) > о . D e m a k ,  f u n k t s i y a  g r a f l g i n i n g  q a v a r i q l i g i  ( - ° ° , 1 )  o r a l i q d a  p a s t g a  

v a ( l , o o )  o r a l i q d a  y u q o r i g a  q a r a g a n ,  s h u  s a b a b l i ,  jr =  l  n u q t a  b u k i l i s h  n u q t a s i  
b o ’ l a d i .

5-§. Funktsiya graflgining asimptotalari

A g a r
\\mf(x) y o k i  l i m / ( j c )
z —* a  r - f o

l i m i t l a r n i n g  k a m i d a b i t t a s i  oo g a t e n g  b o ’ l s a ,  x = a t o ’ g ’ r i  c h i z i q  у  = / ( j c )  
f u n k t s i y a n i n g  g r a f i g i g a  v e r t i c a l  a s i m p t o t a  b o ’ l a d i ,  d e y m i z .

A g a r  у = f(x)  f u n k t s i y a X>M  (x<M )  l a r  u c h u n  a n i q l a n g a n  b o ’ l s a ,  u  

h o l d a  y = kx + b t o ’ g ’ r i  c h i z i q n i  u z l u k s i z  у = / ( * )  e g r i  c h i z i q n i n g  x - h - q o



( ,x - > - o o )  d a g i  o g ’ m a a s i m p t o t a s i  d e y m i z ,  a g a r  f ( x )  = f a  + i  + a (x ) , b u  y e r d a ,  

lim  a(jc) = 0 b o  I s a .

1 -misol. y = -  f u n k t s i y a  u c h u n  x = 0  o ’ q  v e r t i c a l  a s i m p t o t a  b o ’ l a d i ,
X

c h u n k i

lim —= -Н», lim —= -oo.

2 -misol. y = x + ------  ( * * 0 ) .  lim ------ = 0  b o ’ l g a n i  u c h u n  Y = x t o ’ g ’ r i
x  *-**> x

c h i z i q  x - » + o o  ( * — > - oo d a  h a m )  d a  b e r i l g a n  f u n k t s i y a  u c h u n  o g ’ m a  a s i m p t o t a  
b o ’ l a d i .

3-misol. y = 4x ( jt>0) f u n k t s i y a  g r a f i g i n i n g  o g ’ m a  a s i m p t o t a l a r i  y o ’ q ,  
c h u n k i  к \a b  l a m i n g  h e c h  b i r  q i y m a t i d a  x - н -oo b o ’ l g a n d a  Jx-kx-b  i f o d a  
n o l g a i n t i l m a y d i .

T e o r e m a .  Y = kx + b to ’g ’ri chiziq У =/(*) funktsiya grafigiga x —>+ao 
(x —>-oo) da og’ma asimptota bo ’lishi uchun

lim = к , lim [/(x )-fc t]=  i  (1 )
i - . w  x » -.« •

chekli limitlaming mavjud bo ’lishi zarur va yetarlidir.
Z a r u r l i g i .  F a r a z  q i l a y l i k ,  Y = kx + b t o ’ g ’ r i  c h i z i q  у  =f(x) f u n k t s i y a  

g r a f i g i g a  jc - ^ + o o  (jc— > -o o )  d a  o g ’ m a  a s i m p t o t a  b o ’ l s i n .  U  h o l d a  t a ’ r i f g a  k o ’ r a  
f(x)-kx-b = a(x) i f o d a x - > + ° o  d a  n o l g a  i n t i l a d i . B u n d a n  

I i m / W = I i m L + * + £ ( £ ) l
д -* * »  JC x  X  J
lim [ / ( * ) - Ax]= 1im(6 + a(jc)]=£.

ж-*+в .T-f+OO

Y e t a r l i l i g i .  F a r a z  q i l a y l i k ,  ( 1 )  l i m i t l a r  m a v j u d  b o ’ l s i n .  U  h o l d a  
l i m i t n i n g  t a ’ r i f i g a  k o ’ r a  i k k i n c h i  l i m i t d a n  Дх)-кх-ь=ф) m i q d o r  d a
c h e k s i z  k i c h i k  m i q d o r  b o ’ l i s h i ,  y a ’ n i  Дх) = ь+ь+а(х) b o ’ l i s h i  k e l i b  
c h i q a d i . S h u  m u l o h a z a n i  x->-<x> u c h u n  q a y t a r i b  c h i q i s h  m u m k i n .

A g a r  *  = o  b o ’ l s a ,  a s i m p t o t a  g o r i z o n t a l ,  d e y i l a d i .

4 - m i s o l . 3 - b o b ,  2 . 3 - §  d a y = ± - x  t o ’ g ’ r i  c h i z i q l a rа

^ T ~ jr  = 1 ( И  -  o,a>b>0) a b
g i p e r b o l a n i n g  o g ’ m a  a s i m p t o t a l a r i  e k a n l i g i n i  k o ’ r g a n  e d i k .  H o z i r  s h u n g a  
b o s h q a  y o ’ l  b i l a n  i s h o n c h  h o s i l  q i l a m i z .

B e r i l g a n  t e n g l a m a n i  у  g a  n i s b a t a n  y e c h a m i z :

у  = ± - 4 х г - а г . 
a

B u n d a n



X u d d i  s h u  u s u l d a  д г ^ - ° о  h o i  h a m  t e k s h i r i l a d i .  D e m a k ,  h a q i q a t a n ,

= ± ‘  
a

e k a n .

y = ±-x  t o ’ g ’ r i  c h i z i q l a r  b i z n i n g  g i  p e r b o l a m i z g a  o g ’ m a  a s i m p t o t a l a r
a

6 - § .  U z l u k s i z  v a  s i l l i q  e g r i  c h i z i q l a r

6 - b o b d a  f u n k t s i y a n i n g  b e r i l i s h  u s u l l a r i  k o ’ r i l g a n  e d i .  B u  p a r a g r a f d a  b i z  
v o s i t a c h i  v a z i f a s i n i  b a j a r u v c h i  p a r a m e t r  y o r d a m i d a  b e r i l a d i g a n  
f u n k t s i y a l a m i  k o ’ r i b  c h i q a m i z .

B i r o r  (a,b)  i n t e r v a l d a  o ’ z g a n i v c h i  t  p a r a m e t r n i n g  u z l u k s i z  
f u n k t s i y a l a r i d a n  t u z i l g a n  q u y i d a g i :

U  = <P«),
\ y  = v ( t )  y }

s i s t e m a n i  k o ’ r a y l i k .  xOy k o o r d i n a t a l a r  t e k i s l i g i d a  t p a r a m e t r n i n g  q i y m a t l a r i  
b o ’ y i c h a  t a r t i b l a n g a n  ( ? ( r ) , K 0 )  n u q t a l a m i n g  g e o m e t r i k  o ’ m i  u z l u k s i z  e g r i  
c h i z i q n i  i f o d a l a y d i ,  y a ’ n i  * v a  у  o ’ z g a r u v c h i l a r  o ’ r t a s i d a  f u n k t s i o n a l  
b o g ’ l a n i s h n i  a n i q l a y d i .  B u n d a y  u s u l d a  a n i q l a n g a n  f u n k t s i y a n i  t e n g l a m a s i  ( 1 )  
b o ’ l g a n  p a r a m e t r i k  f u n k t s i y a ,  d e b  a t a y m i z .  A g a r  q> f u n k t s i y a /  n i n g  m o n o t o n  

f u n k t s i y a s i  b o ’ l s a ,  ( 1 )  n i n g  b i r i n c h i  t e n g l a m a s i d a n  t =  <p'(x) n i  a n i q l a b ,  
i k k i n c h i  t e n g l a m a g a q o ’ y i l s a ,  f u n k t s i y a n i n g  b i z g a m a ’ l u m

у = f(x) = у/itp' (xY) ( 2 )
i f o d a s i n i  h o s i l  q i l a m i z .

T a ’ r i f .  Agar q>(t) va y/(t) funktsiyalar (a,b)  intervalda uzluksiz 
differentsiallanuvchi bo ’lib, ulaming hosilalari

<p'(tf + (/ '(/)*  > 0 ,  V f e ( a , 6 ) ,  ( 3 )
tengsizlikni qanoatlantirsa, tenglamasi (1) bo’lgan egri chiziq silliq deyiladi.

S i l l i q  c h i z i q  t e n g l a m a s i n i  h a r  d o i m  ( 2 )  k o ’ r i n i s h g a  k e l t i r i s h  m u m k i n .  
H a q i q a t a n  s i l l i q  c h i z i q  u c h u n  ( 3 )  o ’ r i n l i ,  b u  t e n g s i z l i k  e s a  <p'(t) v a  ^ '( 0  
l a m i n g  b i r o n t a s i  n o l d a n  f a r q l i  b o ’ l g a n d a  b a j a r i l a d i .  M a s a l a n ,  p a r a m e t r n i n g  
b i r o r  ta e(a ,b ) q i y m a t i d a p X O * 0  b o ’ l s i n .  U  h o l d a  q>'(t) n i n g  u z l u k s i z l i g i d a n  f 0 
n i n g  s h u n d a y  (r0 + 5 )  a t r o f i  m a v j u d k i ,  u  y e r d a  <p'{i) f u n k t s i y a  <p’(t0) n i n g  

i s h o r a s i n i  s a q l a y d i .  D e m a k ,  <p(t) f u n k t s i y a  <i0 -S,i0 +6) o r a l i q d a  q a t ’ i y



m o n o t o n d i r .  U  h o l d a b i z g a m a ’ l u m k i ,  b u n d a y  f i m k t s i y a u c h u n  t e s k a r i  f u n k t s i y a  
m a v j u d .

A g a r  b i r o r  r0 e ( a , 6 )  q i y m a t d a  *  0 b o ’ l s a ,  y u q o r i d a g i d e k  m u l o h a z a  
q i l i b ,  ( 1 )  n i n g  q u y i d a g i

x = gty) = 4><H'~'(y'>) 
k o ’ r i n i s h g a k e l t i r i l i s h i g a i s h o n c h  h o s i l  q i l a m i z .

Y u q o r i d a g i  m u l o h a z a l a r d a n  x u l o s a  q i l s a k ,  s i l l i q  c h i z i q n i n g  i x t i y o r i y  
n u q t a s i d a u r i n m a o ’ t k a z i s h  m u m k i n  e k a n .

Misol.B a r c h a - ш < / < - н »  l a r  u c h u n

(
x  = a co s f ,

t e n g l a m a l a r  k o o r d i n a t a l a r  t e k i s l i g i d a  e l l i p s n i  a n i q l a y d i .  E l l i p s  m a ’ l u m k i ,  
( 2 - b o b ,  2 . 2 - §  g a q a r a n g ) ,  s i l l i q  e g r i  c h i z i q d i r ,  h a q i q a t a n

(r'(f)y  +  ОЧОУ = (asin /)! + ф cosf)2 = 4 Ic in : » + cos’ /)=A 1 > 0 ,

b u  y e r d a ,  о <ь<а, d e b  f a r a z  q i l i n d i ,  a g a r  0 <a<b b o ’ l s a  h a m  t a x m i n a n  
s h u n d a y  x u l o s a g a k e l i n a d i .

7-§. Funktsiya grafigini qurishning umumiy sxemasi

Y u q o r i d a g i  t e k s h i r i s h l a r  f u n k t s i y a  g r a f i g i  t o ’ g ’ r i s i d a  u m u m i y  t a s a w u r g a e g a  
b o ’ l i s h  u c h u n  z a r u r  e d i .  B u  p a r a g r a f d a  b i z  s h u n i  q a n d a y  a m a l g a  o s h i r i s h  
b i l a n  s h u g ’ u l l a n a m i z .  B u  q u y i d a g i  t a r t i b d a  b a j a r i l a d i :

1 . /  f u n k t s i y a n i n g  a n i q l a n i s h  s o h a s i  o(j)  n i  t o p i s h .

2 . / f u n k t s i y a n i n g  s t a t s i o n a r  v a k r i t i k  ж i ,  x2, x^,..., n u q t a l a r i n i  t o p i s h .  
S t a t s i o n a r  n u q t a l a r d a :  q i y m a t l a r n i  h i s o b l a s h  v a  u l a m i  l o k a l  
e k s t r e m u m l i k k a t e k s h i r i s h .  K r i t i k  n u q t a l a r d a b i r  y o q l a m a  / (xL -  0) v a  f(xk + 0) 
l i m i t l a r n i  h i s o b l a s h  k e r a k .  A g a r  m a ’ n o g a e g a b o ’ l s a ,

lim f ( x ) , lim f ( x )

l i m i t l a r n i  h a m  a n i q l a s h  l o z i m .
3 .  D (j)  s o h a n i  n u q t a l a r ,  h a r  b i r i d a  / ' ( * ) * 0 b o ’ l g a n  b i r  n e c h t a  

i n t e r v a l l a r g a b o ’ l a d i .  A g a r  / '( * )  b u  i n t e r v a l l a r d a  u z l u k s i z  b o ’ l s a ,  u l a r d a o ’ z  
i s h o r a s i n i  s a q l a y d i .  H a r  b i r  o r a l i q d a  b u  i s h o r a l a m i  a n i q l a b ,  f u n k t s i y a n i n g  
o ’ s i s h  v a k a m a y i s h  o r a l i q l a r i n i  t o p a m i z .

4 .  H a r  b i r  o r a l i q d a  i k k i n c h i  h o s i l a n i  n o l g a  a y l a n t i r a d i g a n
k = 0 , l , 2 , . . . ,  n u q t a l a m i  a n i q l a b ,  b u  n u q t a l a r d a  / ( х , д) , / ( х , , ) . . . .  q i y m a t l a m i

h i s o b l a s h  z a r u r .  B u  n u q t a l a r  o r a s i d a  b u k i l i s h  n u q t a l a r i  b o ’ l i s h i  m u m k i n .  
B u k i l i s h  n u q t a l a r i  a j r a t g a n  i n t e r v a l l a r d a  f'(x) n i n g  i s h o r a l a r i n i  a n i q l a b ,  
q a v a r i q l i k v a b o t i q l i k  o r a l i q l a r i n i  t o p a m i z .

5 .  A g a r  i m k o n i  b o ’ l s a ,  f( x )  = о t e n g l a m a n i n g  y e c h i m l a r i n i  t o p i b ,  b u  
n u q t a l a r  a t r o f i d a / ( x) n i n g  i s h o r a l a r i n i  a n i q l a s h  l o z i m .

6 .  A s i m p t o t a l a r i  b o r - y o ’ q  e k a n l i g i n i  t e k s h i r i s h ,  y a ’ n i



lim ^ X-  = к , lim [f(x)~  fa] = 4j  I-***
limitlarni hisoblash kerak.

Bu tekshirishlar asosida jadval tuzib, ksyin shu jadval yordamida 
funktsiyagrafigi yasaladi.

Agar funktsiya juft yoki toq b o ’lsa, u holda funktsiyani * ning faqat 
musbat qiymatlari uchun tekshirish kifoya, chunki juft funktsiyaning grafigi 
ordinata o ’qiga nisbatan simmetrik, toq funktsiya grafigi esa koordinata 
boshiganisbatan simmetrikdir.

Yuqorida aytilgan amallarning bajarilishini quyidagi y =f(X)=— .
l+JC3

funktsiyamisolidako’raylik.
Yechish. 1. Funktsiyaning aniqlanish sohasi: -oo<*<oo.

Berilgan funktsiya toq  funktsiya dir, chunki я -* )  = = -.К*) 
funktsiya uzluksizdir.

Statsionar nuqtalami aniqlaymiz:

y -  1 - J C 2 . l - x 1 = 0 |  l _ x 2 = 0  x j  = — 1 ;  * 2 = 1 .
(1 +  * г ) г (1 +  x 2) 1

Bu nuqtalami lokal ekstremumlikka tekshiraylik.
Buning uchun 2- tartibli hosilani olamiz.

и -гх̂ Х + х1)1-2(\ + x1)-2x (\-x 1) _ -2x(\ + x'+2-2x’) 2 j ( x ' - 3 )  y[|| =  . =  \/2>Q. 
(1 + * 2)4 (l + i ’ ) ! (1 + x 1) ’ X

Dem ak, x = - l  nuqtada funktsiya minimumga ega y min\x=-\~-1/2;
УЦ JC=1= - l /2 < 0 .

Dem ak, * = i nuqtada funktsiya maksimumga ega: ymax\ JC= i= l /2 ;
3. Funktsiyaning o ’ sish va kamayish intervallari: (-oo; —1) d a y k O  — 

funktsiya kamayadi, (-1 ; 1) da yl>0 — funktsiya o ’sadi, (1; ao) da ykO 
— funktsiya kamayadi.

4. Egri chiziqning qavariqlik va botiqlik sohalarini va bukulish 
nuqtalarini aniqlaymiz.

_yll=0, 2j(jc‘ - 3 )  = 0 ; 2 x ( x 2- 3 ) = 0 .  x , X2= 0 ,  * з = - \ /3 ,
(i+jt1) ’

u holda (-oo; - 4 з )  da ylkO -  egri chiziq qavariq; ( -7 з ;  0) da у11>0 — 
egri chiziq botiq; (0; V5) da yll<0 — egri chiziq qavariq; (V5; °o) da 
yll>0 — egri chiziq botiq.

^ o = 0 ;  y \„ ^ = ^
A 4

Dem ak, (-л/З; (0 ;0 ), (V 3 ;^ I) nuqtalar bukulish nuqtalaridir.
4 4

5. Berilgan funktsiya л = 0  da nolga teng. (-<»,0) oraliqda / ( * )  < 0 va 
(0,+oo) in terva ld a /(i) > 0.



6 .  E g r i  c h i z i q n i n g  a s i m p t o t a l a r i n i  a n i q l a y m i z .
a )  E g r i  c h i z i q n i n g  v e r t i k a l  a s i m p t o t a s i  y o ’ q .
b )  O g ’ m a  a s i m p t o t a s i :

JC 1
к  =  l i m - - =  l i m - =  0 ; b--

■ j c ( 1  +  x ’ ) 1 + д с1

D e m a k ,  y=  0  —  g o r i z o n t a l  a s i m p t o t a  e k a n .

lim ------г -  0.
1 + * 2

X ( - ° ° , л ) ( - V 5 ) - 1 ( - 1 , 0 ) 0 ( 0 , 1 ) 1 ( 1 , л ) ( v O U ° ° )
u " < 0 - < 0 0 > 0 - > 0 0 < 0 - < 0
u ' " < 0 0 > 0 - > 0 0 < 0 1 > 0 0 > 0

u . й
4

N _ 1
2 71 0 71 i

2
й
4

a

q a v a r i q b u r i -
l i s h

n u q t a

b o t i q m i n b o t i q b . n . Q a v ;
r i q

m a x b o t i q b u k u ­
l i s h

n u q t a

b o t i q

J a d v a l g a  v a  y u q o r i d a g i  t e k s h i r i s h  n a t i j a l a r i g a  a s o s l a n i b  f u n k t s i y a n i n g  
g r a f i g i n i  c h i z a m i z .

Y

0,25

9 4 - r a s m .



K O M P L E K S SO N LA R.

l - § .  K o m p l e k s  s o n l a r .  B o s h l a n g ’ i c h  t u s h u n c h a l a r

M a ’ l u m k i ,  h a r  q a n d a y  h a q i q i y  s o n n i n g  k v a d r a t i  m u s b a t  b o ’ l a d i .  
K v a d r a t i  m a n f i y  b o ’ l g a n  s o n l a r  h a m  m a v j u d ,  m a s a l a n ,  а-it, ( л Р 4 ) 2 = - 4 .  
B u n d a y  s o n l a r n i  m a v h u m  s o n l a r ,  d e b  a t a y m i z .  M a v h u m  s o n l a r  t o ’ p l a m i d a  
b i r l i k  v a z i f a s i n i  s o n i  b a j a r a d i ,  c h u n k i  m a s a l a n ,  4^9 = з Т ^ Т  = з/ y o k i  
V ^ 7 = / V 7  v a h .  k . ,  s h u n i n g  u c h u n  u n i  m a v h u m  b i r l i k  d e y i s h  q a b u l  q i l i n g a n .  

B u  s o n  i = , d e b  b e l g i l a n a d i .
Q u y i d a g i

г  =  а  + (6 ( 1 )
k o ’ r i n i s h d a g i  s o n l a r n i  k o m p l e k s  s o n l a r ,  d e b  a t a y m i z .  B u  e r d a ,  a v a  b 
s o n l a r  h a q i q i y  s o n l a r ,  a g a r  a  = 0  b o ’ l s a ,  u  m a v h u m  s o n g a ,  v a a g a r  6 = 0 
b o ’ l s a ,  h a q i q i y  s o n g a  a y l a n a d i .  D e m a k ,  h a q i q i y  v a  m a v h u m  s o n l a r n i  
k o m p l e k s  s o n l a r n i n g  x u s u s i y  h o l i ,  d e b  q a r a s h  m u m k i n  e k a n .

a v a  b s o n l a r  z  s o n n i n g  m o s  r a v i s h d a  h a q i q i y  v a  m a v h u m  q i s m l a r i  
d e y i l a d i .  U l a r  u c h u n

0 = R ez, b = \mz
b e l g i l a s h l a r  i s h l a t i l a d i .

z = a + ib v a  г  = a  -1 6  s o n l a r  q o ’ s h m a k o m p l e k s  s o n l a r ,  d e b  a t a l a d i .
A g a r  a  | =  a  2 v a  ь i = i  2 b o ’ l s a ,  z, = a , + ibt v a  z 1 = a 1 + ib1 s o n l a r  o ’ z a r o  

t e n g ,  y a ’ n i  z , = z 2 d e y m i z ,  a g a r  a =  0  v a  b =  0  b o ’ l s a ,  z = a + ib=  0  

d e y m i z .
H a r  b i r  z = a + ib s o n g a  Oxy t e k i s l i g i d a  k o o r d i n a t a l a r i  

a  v a i  b o ’ l g a n  A(a,b) n u q t a n i  m o s  q o ’ y i s h  m u m k i n .  V a  
a k s i n c h a ,  t e k i s l i k n i n g  i x t i y o r i y  Mix,у )  n u q t a s i g a  
z = x + iy s o n n i  m o s  q o ’ y i s h  m u m k i n .  K o m p l e k s  s o n l a r  

t a s v i r l a n g a n  b u n d a y  t e k i s l i k n i  z  k o m p l e k s  
o ’ z g a r u v c h i n i n g  t e k i s l i g i  d e y i l a d i .  B u  t e k i s l i k n i n g  Ox 
o ’ q i n i n g  n u q t a l a r i g a  h a q i q i y  s o n l a r  v a  Oy o ’ q i n i n g  

n u q t a l a r i g a  s o f  m a v h u m  s o n l a r  m o s  k e l a d i .  S h u  s a b a b l i  z  k o m p l e k s  
o ’ z g a r u v c h i  t e k i s l i g i n i n g  Ox o ’ q i  h a q i q i y  o ’ q  v a  Oy o ’ q i  m a v h u m  o ’ q ,  d e b  
a t a l a d i .

A(a,b)  n u q t a n i  k o o r d i n a t a l a r  b o s h i  b i l a n  b i r l a s h t i r i b  o a  v e k t o m i  h o s i l  

q i l a m i z .  A y r i m  h o l l a r d a  k o m p l e k s  s o n l a r n i  g e o m e t r i c  t a s v i r i  s i f a t i d a  OA 
v e k t o m i  q a r a s h  q u l a y r o q .



Agar qutb nuqtasi koordinatalar boshi bilan, qutb o ’qi esa O x  o ’qning 
musbat yo ’nalishi bilan ustma-ust tushadigan qutb koordinatalar 
sistemasida A(a,b) nuqtaning qutb koordinatalari p va r b o ’ lsa, u holda

a =  rcostp , b = rsinq> 
b o ’ ladi (95-rasmga qarang). Buni (1) ga qo ’ysak:

z - rcosip + irsintp = r(cosip + rsin^o) (2 )
ifoda hosil b o ’ladi. Buni kompleks sonning trigonometrik ifodasi deb, r ni 
Z ning m oduli, <p ni esaz ning argumenti, deb ataymiz. Ular quyidagicha 
belgilanadi:

r = \z\, <p = a ig z .  (3)
p v a r  lam ing a va b lar orqali ifodasi

b o ’ ladi.
Demak,

r =  V a 2 +b2, <p =  a r c t g  —  a

I a + ib\ = ~Ja2 +b2,
b \  H )argz = arg(a + ib)= arctg
a

e k a n .
<p n i n g  Oxy t e k i s l i g i n i n g  m u s b a t  y o ’ n a l i s h i  b o ’ y l a b  o l i n g a n  q i y m a t l a r i  

a r g u m e n t n i n g  m u s b a t  q i y m a t l a r i  v a  t e s k a r i  y o ’ n a l i s h d a  o l i n g a n  q i y m a t l a r i n i  
a r g u m e n t n i n g  m a n f i y  q i y m a t l a r i ,  d e b  q a b u l  q i l i n g a n .  H a r  b i r  k o m p l e k s  
s o n g a  a r g u m e n t n i n g  y a g o n a  q i y m a t i  e m a s ,  b a l k i  2nk g a  f a r q  q i l u v c h i  
q i y m a t l a r i  m o s  k e l a d i .

Q o ’ s h m a z = a+ib \a i= a - ib  k o m p l e k s  s o n l a r  u c h u n  |z | =  | z | , a r g z  =  - a r g z  

m u n o s a b a t l a r  o ’ r i n l i .

2-§. Kompleks sonlar ustida asosiy amallar

2. Kompleks sonlarni qo’shish. r, =a, +/4 va гг=а,+^ sonlaming 
yig’indisi, deb quyidagi:

z ,  +  z 2 = (cr, +  /А,) +  ( a 2 +  iA2 ) =  (a, + a 2) + i ' ( 6 ,+ i2) ( l )  
t e n g l i k  o r q a l i  a n i q l a n g a n  k o m p l e k s  s o n g a a y t a m i z .

( 1) formuladan kompleks sonlarni qo’shish shu sonlarni ifodalovchi 
vektorlami qo’shish qoidasi bo ’yichabajarilishi kelib chiqyapti (96-rasm, a) ga 
qarang).

у а л  2. Kompleks sonlarni ayirish.
z , = a, + lb, va z2 = a2+ ib2

4  sonlam ing ayirmasi deb
shunday kompleks songa 

x aytamizki, uni Z2 ga



q o ’ s h g a n d a ,  y i g ’ i n d i  zi  g a t e n g  b o ’ l a d i :
z , - z 2 = (a, + (Д)— (a2 + ib2) = (a, -  a 2)+ /(i, — fc2). (2 )

B u n d a n  i k k i  k o m p l e k s  s o n  a y i r m a s i n i n g  m o d u l i  s h u  s o n l a r n i  
k o m p l e k s  t e k i s l i k d a  i f o d a i o v c h i  n u q t a l a r  o r a s i d a g i  m a s o f a g a  i e n g  e k a n i i g i  
k e l i b  c h i q a d i  ( 9 6 - r a s m ,  b ) ) :

t a  - zi \ = V<a i - ° 2 ) г +б>,
3 .  K o m p l e k s  s o n l a r n i  k o ’ p a y t i r i s h .  M a ’ l u m k i ,  i 2 = - i .  U  h o l d a  

r =  =(-\f  = i , i 5 = / v a  h . k .  i x t i y o r i y  b u t u n  к  l a r  u c h u n  

И *  =  l , i 4**' =i, г41*2 = - i ,  i4t*3 = - i . S h u n g a a s o s a n
z,zj =(a, +i'6lXo2 + / i2)=  a ,a3 +;a,6, +/6,a2 - 6 , i 2

y o k i
- i - г  = < л,аг - 6 16 2 ) + / ( * ia 2 + £ 7 ,i2) .  ( 3 )

A g a r  k o m p l e k s  s o n l a r  t r i g o n o m e t r i k k o ’ r i n i s h d a b e r i l g a n  b o ’ l s a :
z, = ^ (cosp ,+ ;sin^ ,), z2 =r1{coscp1 + is in ^ 2), (4 )

u  h o l d a
Z|Z: =^<cos^m +isin^n)-,<cos^ij + isinp,)=  [ca.sip, cos^a, +

+ i c o s ? j, sinpj +isinp,cosf>, + i3sin^ sinp,]=
= ^^[(cosp, cosp, -sinpy sinp,>w<sm?n cosp, +
+ cos^, sin.p, )]= /;r, ̂ os^o, +¥>,>+isin^i, + p2)]

D e m a k ,
=i£ 2 = r i ' i l P 0S<?’ i + P 2 )+'Sin<(?>, +<o2 ) ] , ( 3 ‘)

y a ’ n i  k o m p l e k s  s o n l a m i n g  k o ’ p a y t m a s i  s h u n d a y  k o m p l e k s  s o n  e k a n k i ,  
u n i n g  m o d u l i  k o ’ p a y t u v c h i  s o n l a r  m o d u l l a r i n i n g  k o ’ p a y t m a s i g a ,  
a r g u m e n t !  e s a  k o ’ p a y t u v c h i l a m i n g  a r g u m e n t l a r i  y i g ’ i n d i s i g a  t e n g  e k a n .

( 3 )  t e n g l i k d a n  z i  = a 2 +b- y o k i  z • z = |z |2 = |z |2 k e l i b  c h i q a d i .

4 .  K o m p l e k s  s o n l a r n i  b o ’ l i s h .  z i =a,+ibl v a  z2 = a2+ib2 s o n l a m i n g  
b o ’ l i n m a s i ,  d e b  s h u n d a y  z  s o n g a  a y t a m i z k i ,  z, =  z 2z b o ’ l a d i .  A g a r

a, + ib,—-- - - - L  =  X + iy
a2 + ib2

b o ’ l s a ,  u  h o l d a
a, +ib, = (o2 +/'62X*+ / » =  (а2х - Ь 2у')+Ца2у+Ьгх').

B u  t e n g l i k d a n  x \ a y  l a m i  t o p i s h  u c h u n
a, =  a2x - b2y , b, = b2x + агу  

t e n g l a m a l a r  s i s t e m a s i n i  h o s i l  q i l a m i z .  S i s t e m a n i  y e c h s a k ,
a,a2+b,b2 a2b ,-a ,b 2

2 . 1 > У 2 , 2  a 2 + b2 a2 + b2

b o ’ l a d i .  D e m a k ,



_ а хаг +ЬхЬ2 t :a 2bx- a tb2
2 “  2 . 2 2 , . 2 \Э)аг +Ь2 аг +  ог

e k a n .  S h u  n a t i j a g a q u y i d a g i  u s u l  b i l a n  k e l s a  h a m  b o ’ l a d i :
a, + ibt (o, + ib,> a, -  ib,) (а ,о , +b[b,)+i<n:,bl - a , b , )
a,  + i6 , 03 + I'ftj X>; -  ib , )  a ,2 + ft,2

_ Р|Д; + b ,b 2 a2b, - a , b 2
2 , 2 +  1 2 . # 2 a 2 +b2 a2 +Ьг

A g a r  k o m p l e k s  s o n l a r ( 4 ) t r i g o n o m e t r i k  k o ’ r i n i s h d a  b e r i l g a n  b o ’ l s a ,  u  
h o l d a

z, ^(cosffl,-n 'sinp ,)
Zj r2(cos<p2 + ( sin^Oj)

I f\ (cos f>, + 1 sin <p, Xcosp, -  i sin )  
r2 (c o s < p 2 + is in p jX co scp 2 -/s m £ > 2)  '

=  —  • -  (3 j)+  /S in ^ ), -  <0j)J
Г2

D e m a k ,  k o m p l e k s  s o n l a r  n i s b a t i n i n g  m o d u l i  m o d u l l a r  n i s b a t i g a ,  
a r g u m e n t i  e s a  b o ’ l i n u v c h i n i n g  a r g u m e n t i d a n  b o ’ l u v c h i n i n g  a r g u m e n t i n i  
a y i r g a n i g a t e n g  e k a n .

Y u q o r i d a  k o m p l e k s  s o n l a r  u c h u n  k i r i t i l g a n  a m a l l a r n i  h a q i q i y  s o n l a r g a  
( u l a r n i  k o m p l e k s  s o n l a m i n g  x u s u s i y  h o l i ,  d e b  q a r a b )  q o ’ l l a s a k ,  u  h o l d a  
b u  a m a l l a r n i  a r i f m e t i k a d a n  b i z g a  m a ’ l u m  b o ’ l g a n  a m a l l a r  b i l a n  b i r  x i l  
e k a n l i g i g a i s h o n c h  h o s i l  q i l a m i z .

A g a r  ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 )  v a ( 5 )  i f o d a l a r d a k o m p l e k s  s o n n i  u n g a q o ’ s h m a b o ’ l g a n  
s o n g a  a l m a s h t i r s a k ,  a m a l l a r  n a t i j a l a r i  a v v a l g i  n a t i j a l a r g a  q o ’ s h m a  b o ’ l a d i .  
B u n d a n  x u s u s a n  q u y i d a g i  t e o r e m a k e l i b  c h i q a d i :

T e o r e m a .  Agar haqiqiy koeffitsientli
aax" + axx"~' +... + an_{x +an 

ko’phadga x o ’zgaruvchi o ’miga avval a+ib ni, keyin a-л ni qo’ysak, и 
holda olingan natijalar ham qo ’shma bo ’ladi.

3-§. Kompleks sonlaming darajalari va ildizlari

1 . D a r a j a g a  k o ’ t a r i s h .  A v v a l g i  p a r a g r a f d a g i  ( 3 ’ )  f o r m u l a d a z ,  =  z 2 d e s a k ,  

z 1 =  [r(cos9» + / s in ^ ) f  = r 7(cas2<p + isin  2<p) 
b o ’ l a d i .  A g a r  ( 3 ’ )  f o r m u l a n i  k e t m a - k e t  n m a r o t a b a  q o ’ l l a s a k :

[ r ( c o s f 9  +  / s in p X T  = r” (posnp + isinnp) ( 1 )
k e l i b  c h i q a d i .  B u  f o r m u l a  M u a v r  f o r m u l a s i ,  d e b  a t a l a d i .

D e m a k ,  k o m p l e k s  s o n n i  m u s b a t  b u t u n  d a r a j a g a  k o ’ t a r i s h  u c h u n  
m o d u l i n i  s h u  d a r a j a g a  k o ’ t a r i b ,  a r g u m e n t i n i  d a r a j a  k o ’ r s a t k i c h i g a  
k o ’ p a y t i r i s h  k e r a k  e k a n .



1-misol. ( l + /)'° n i  h i s o b l a n g .
Yechish. A w a l  t r i g o n o m e t r i k  k o ’ r i n i s h g a  k e l t i r i b  o l a m i z .  B u  y e r d a ,

r=4l 2 + l2 = 1/2 , q> = a r c tg i = — . U  h o l d a  
4

1 + i = -JlA cos — + 1'sin — I 
I  4

b o ’ l a d i .  D e m a k ,

(1 + /)'° = 2 s ^ c o s ^ lO ~ j  + i s in ^ lO ” j

5 гг  . 5 я Л  л  . я - 4! „= 32 cos —  + ism —  =32 cos —+ 1 sin— = 32f.
I  2 2 )  V 2 2)

2. I l d i z  c h i q a r i s h .  K o m p l e k s  s o n n i n g  n —  d a r a j a l i  i l d i z i  d e b ,  n —  
d a r a j a s i  i l d i z  o s t i d a g i  s o n g a t e n g  b o ’ l g a n  s o n g a a y t a m i z ,  y a ’ n i  

y r(c o sp  + / sm p ) =  /3<cos|y +  zsinyf)

d e y m i z ,  a g a r
/? " (c o s« ^  +1 sin ni//') = r{cos<p + /sing>) 

b o ’ l s a ,  o x i r g i  t e n g l i k d a n
p" = r , n i y  = <p + 2kx

k e l i b  c h i q a d i .  B u n d a n
,  г  <P +  2 к лp = Vr , i/r =------------

n
g a  e g a  b o ’ l a m i z ,  b u  y e r d a ,  к —  i x t i y o r i y  b u t u n  s o n ,  ‘4r —  m u s b a t  r s o n n i n g  
a r i f m e t i k  i l d i z i .  D e m a k ,

<{jr(cos<f> + 1 s in y ) = л/r^cos ̂  + + i sin ^  + j . (2 )

к g a k e t m a - k e t  0 , 1 , 2 , . . . ,  я — 1 ,  q i y m a t l a r  b e r i b ,  i l d i z n i n g  h a r  x i l  n t a  
q i y m a t i n i  t o p a m i z .  к n i n g  b o s h q a  b a r c h a  q i y m a t l a r i d a  b u  i l d i z  q i y m a t l a r i  
t a k r o r l a n a d i .

N o l d a n  f a r q l i  h a q i q i y  A s o n n i n g  л - i l d i z i  n t a  q i y m a t g a  e g a ,  c h u n k i  b u  
s o n n i  k o m p l e k s  s o n n i n g  x u s u s i y  h o l i ,  d e b  q a r a b ,  q u y i d a g i  t r i g o n o m e t r i k  
k o ’ r i n i s h d a y o z i s h  m u m k i n :

a g a r  A>0  b o ’ l s a ,  /i =  |^|(cos0 +  i s i n 0 )  ( 3 )
a g a r  A<0  b o ’ l s a ,  A =  [ / f j(c o s ;r + js in 7 r ) . ( 4 )

2-misol.Bk  r a q a m i n i n g  b a r c h a k u b i k i l d i z l a r i n i  t o p i n g .
Yechish. B i m i  t r i g o n o m e t r i k  k o ’ r i n i s h d a  y o z i b  o l a m i z :

1 = cos0 + /sin0 .
B u n g a ( 2 )  f o r m u l a n i  q o ’ l l a s a k :

,  г  0  +  2 к л  . . 0  +  2 к л
VI = co s-----------+ 1 sm ------------.

3 3
к g a  k e t m a - k e t  0 , 1 , 2  q i y m a t l a r  b e r i b ,  i l d i z n i n g  q u y i d a g i  u c h t a  

q i y m a t i n i  t o p a m i z :



3 . 1 k k i h a d l i  t e n g l a m a l a m i  y e c h i s h . Q u y i d a g i
x" = A

k o ’ r i n i s h d a g i  t e n g l a m a l a m i  i k k i h a d l i  t e n g l a m a  d e y i s h a d i .
S h u  t e n g l a m a n i  y e c h a y l i k .  B u n i n g  u c h u n  a w a l  A n i  t r i g o n o m e t r i k  

k o ’ r i n i s h g a  k e l t i r i b  o l a m i z .  A g a r  A h a q i q i y  m u s b a t  s o n  b o ’ l s a ,  ( 3 )  g a  
a s o s a n

A g a r  A k o m p l e k s  s o n  b o ’ l s a ,  x n i n g  b a r c h a  q i y m a t l a r i  ( 2 )  f o r m u l a  
y o r d a m i d a  t o p i l a d i .

3 -misol. x4 =  1 t e n g l a m a n i  y e c h i n g .
Yechish A v v a l g i  m i s o l d a g i d e k i s h  t u t s a k ,

4-§. Kompleks ko’rsatkichli funktsiya va uning xossalari

A g a r  x  v a y  h a q i q i y  o ’ z g a r u v c h i l a r  b o ’ l s a ,  z = x+iy k o m p l e k s  o ’ z g a r u v c h i  
b o ’ l a d i .  U n i n g  h a r  b i r  q i y m a t i g a  k o m p l e k s  o ’ z g a r u v c h i n i n g  Oxy t e k i s l i g i d a  
b i r o r  n u q t a  m o s  k e l a d i .

Ta’rif. Z  o ’ z g a r u v c h i n i n g  h a r  b i r  q i y m a t i g a  b o s h q a  w  o ’ z g a r u v c h i n i n g  
b i r o r  q i y m a t i n i  m o s  q o ’ y u v c h i  /  q o i d a n i  Z  k o m p l e k s  o ’ z g a r u v c h i n i n g  
f u n k t s i y a s i ,  d e b  a t a y m i z .  B u n d a y  f u n k t s i y a n i  w = f(z) y o k i  » = W(2 ) 
k o ’ r i n i s h d a b e l g i l a y m i z .

«1 = 0 ,1,2. . . . л - 1 . )
v a  a g a r  A h a q i q i y  m a n f i y  s o n  b o ’ l s a ,  ( 4 )  g a  a s o s a n

(jt =  0 ,1 ,2 . . . . u - l . )

x = Mcos 2кл + /s in  2k>T = cos— —-i-ism
4

2кл . 2кл

b o ’ l a d i .  к g a k e t m a - k e t  0 , 1 , 2  v a 3  q i y m a t l a m i  b e r s a k :
x, = cos0+j'sinO = 1,

2л .. 2л
X, =  COS------ h I S in -----=  I ,

L A A 94  4
4гг . . 4 я х, = cos —  + is in —  = - 1 ,3 A A '4  4
6л . . 6л x, =  cos —  + jsm  —  = -i. 

4 4  4



Bu yerda kompleks o ’ zgaruvchining funktsiyalaridan faqat bittasini — 
w = e’ = e"iy ko’ rsatkichli funktsiyani ko’ ramiz. Bu funktsiyani yana 
quyidagicha yozish mumkin:

w = e**v = er(cos y  + isiny).

1-misol. e 3 =  e 2^ c o s y  t / s i n ^ - ^  =

2-misol. e 2 =e°\  cos— + /sin  — ] =  / ;
I  2 2 J

3-misol. e'*‘° = e*(cosO + /'sinO)= e ‘ .
K o’rsatkichli funktsiya quyidagi xossalarga ega:
1 =  e 2' -e2' . H a q i q a t a n  a g a r  z , '= * ,+ ;> , v a  z 2 = x 2 +iy2 b o ’ l s a ,  u

h o l d a
=  e <rl+'>'IMi2+'>2) _  eVl*‘2>'(y\+y2) _  ( 2 )

= e'le‘2fcosO', + >,)+ isin(y, + >>2)] 
e‘xen =e’i*y]e'2t’yl =eJ|(cos y, +isin>>1) ^

e^Ccos У2 +isinyz)= e'le'2[cos(>'] +y2)+isin(y, +y,)].
(2) v a (3 ) tengliklaming o ’ng tomonlari bir xil bo ’ lgani uchun chap 

tomonlari ham teng b o ’ ladi.
eZi

2. е~' г1 = — .Buni 1-xossaga o ’xshash isbotlash mumkin.e 2
Buni bajarishni o ’quvchiga topshiramiz.
3. Agar m— butun son b o ’lsa, = e "  bo ’ladi.Buning isboti 1- va2- 

xossalardan kelib chiqadi.
4. e” 2”  = e ' , ya’ni kompleks o ’ zgaruvchining ko’ rsatkichli funktsiyasi 

davri 2m b o ’lgan davriy funktsiyadir.
Haqiqatan (1 )  formulaga va 1-xossaga ko’ra

e’*2j° = eze I" =  e '(cos2^-t-ism 2^r) = e’ .
O ’ u y i d a g i

w = u(x) + i Э(х) (4)
k o m p l e k s  i f o d a ,  h a q i q i y  f u n k t s i y a l a r i  b u  y e r d a ,  u(x) v a  5( j)  h a q i q i y  x  
o ’ z g a r u v c h i n i n g  h a q i q i y  o ’ z g a r u v c h i n i n g  k o m p l e k s  f u n k t s i y a s i ,  d e y i l a d i .

Agar
lim u(x) = u(x0) ,  lim 5(jc) = ff(xD)
t->.T0

limitlar mavjud bo ’ lsa, u holda w0 =u(x0) + ifl(x0) (4) funktsiyaning x->x„ 
bo ’ lgandagi limiti, deyiladi.

Agar u'(x) v a p (x )  mavjud bo ’ lsa, u holda
Wx = u'(x) + i9'(x) (5 )

ifodani haqiqiy o ’zgaruvchi kompleks funktsiyasining haqiqiy argument 
bo ’yicha hosilasi, deb ataymiz.

H a q i q i y  o ’ z g a r u v c h i n i n g  q u y i d a g i :



k o ’ r s a t k i c h l i  f u n k t s i y a s i n i  k o ’ r a y l i k ,  b u  y e r d a ,  a,p o ’ z g a r m a s  h a q i q i y  
s o n l a r .  U n i  y a n a  q u y i d a g i c h a  y o z i s h  m u m k i n :

w = e "  [cos fix + 1 sin /i>t]
y o k i

w =  e "  cos fix +  f e "  sin / f o .
B u  f u n k t s i y a n i n g  h o s i l a s i n i  t o p a y l i k .  ( 5 )  g a  a s o s a n  

w'x = cos Px'i+He"' sin fix') =
= e "  (a cos / & -  Psin /& )+ /« “"  (a sin/be + /?cos/2r) =
= (cos fix + / sin /br)]+ i/?|e"(cos + isin /!*)]=

= (ar + iyJ)tm(cos /Jt + /'sin /& )]=  (“  + i/? .
D e m a k ,  a g a r  k = a+ip  i x t i y o r i y  k o m p l e k s  s o n  b o ’ l s a ,  u  h o l d a  

<еь-)=кеь, (еьу=&ь-)]=к(еь-)=кгеь
v a i x t i y o r i y  n u c h u n

• ь Г  = * " в ь -

5 - § .  E j i e r  f o r m u l a s i

A g a r  a v v a l g i  p a r a g r a f d a g i  ( 1 )  t e n g l i k d a  x = 0 d e s a k ,  m a t e m a t i k a d a
E y l e r  f o r m u l a s i  n o m i  b i l a n  m a s h h u r  b o ’ l g a n  q u y i d a g i :

ely = cos у + isiny (1 )

t e n g l i k n i  h o s i l  q i l a m i z .  A g a r  b u  y e r d a  у  n i  -  у  g a  a l m a s h t i r s a k :
e'ly = cosy-isiny 2 )

b o ’ l a d i .  ( 1 )  v a ( 2 )  t e n g l i k l a r d a n
e'y +e~iy . ely -e~'y

cos j» = -------------, s in j/  = ------ -- -----  (3 )
2 2i

m u n o s a b a t l a r  k e l i b  c h i q a d i .
I x t i y o r i y  z k o m p l e k s  s o n  b e r i l g a n  b o ’ l s a ,  u n i  q u y i d a g i :

r  = r (c o s p + /s in p )
t r i g o n o m e t r i k  k o ’ r i n i s h d a y o z i s h  m u m k i n .  U  h o l d a E y l e r  f o r m u l a s i g a  k o ’ r a

z =  r e " p
i f o d a g a  e g a  b o ’ l a m i z .  B u  i f o d a n i  k o m p l e k s  s o n n i n g  k o ’ r s a t k i c h l i  
k o ’ r i n i s h i ,  d e y m i z .

Misol. 1 ,  I , — 2 ,  - i  s o n l a r n i  k o ’ r s a t k i c h l i  k o ’ r i n i s h g a  k e l t i r i n g .
Yechish. 1 = cos 2 кл + / sin 2кл =  e“ ” ,

П  . . 7Г 7 'i = cos— + /sin — =  e2 ,
2 2

- 2  = 2(cos n  + i sin я') = 2em ,

- i = cos(-§bsK~?)



K o ’ r s a t k i c h l i  f u n k t s i y a n i n g  x o s s a l a r i g a  ( 4 - §  g a  q a r a n g )  t a y a n g a n  h o l d a ,  
k o m p l e k s  s o n l a r  u s t i d a  b a j a r i l a d i g a n  a m a l l a r n i  u l a m i n g  k o ’ r s a t k i c h l i  i f o d a s i  
u s t i d a  o s o n g i n a  b a j a r i s h  m u m k i n .

H aqiqatan, ag a r z, = r̂ e r' v az2 =гге 7‘ bo 'isa , u hoida 
z ,  - z 2 = г , е , я  -r2e '^  = rlr2e ,(,,' ^ ) ,

z i v ”' r\
z 2 г 2е 'л  r2 

z "  =<re'*"} =г"е**,
.y + 2  ка

л/re* =  "'Ire " (fr = 0,1,2,...,л - 1).

6-§. Ko’phadni ko’paytuvchilarga ajratish

n- d a r a j a l i  k o ’ p h a d ,  d e b  q u y i d a g i :

рЛ2) = ао +aiz + o2z2 + ... + a„z" =Ydalzt (1 )
k=0

f u n k t s i y a g a  a y t a m i z ,  b u  y e r d a ,  ak — h a q i q i y  y o k i  k o m p l e k s  

k o e f f i t s i e n t l a r ,  an * 0 ,  z  ~  u m u m a n  o l g a n d a ,  k o m p l e k s  o ’ z g a r u v c h i  z  n i n g  
h a r  b i r  q i y m a t i g a  m o s  k e l u v c h i  f u n k t s i y a n i n g  P„(z) q i y m a t i  k o m p l e k s  

b o ’ l i s h i  h a m  m u m k i n .  zo n i  ( 1 )  n i n g  i l d i z i  y o k i  n o l i  d e y m i z ,  a g a r  

^ ( z o ) = 0  b o ’ l s a .
B u  y e r d a  h a m  h a q i q i y  o ’ z g a r u v c h i n i n g  k o ’ p h a d i  k a b i  ( 7 - b o b ,  4 . 1 - §  g a  

q a r a n g )  Pn(z) k o ’ p h a d n i  h a r  q a n d a y  k o m p l e k s  zo s o n  u c h u n  z- Zo n i n g  
d a r a j a l a r i  b o ’ y i c h a  y o y i s h  m u m k i n  e k a n l i g i n i ,  y a ’ n i

pAz) = 'TJbk<?-zJ  ( 2 )k=0
b o ’ l i s h i n i  k o ’ r s a t i s h  m u m k i n .  B u n d a n  PJza) = b0.

1 -teorema (Bezu). PJz) ko ’phad zo ildizga ega bo’lishi uchun, и z- Zoga 
qoldiqsiz bo ’linishi, ya ’ni uni

^  0 0  =  (z  -  z „  ( z )  ( 3 )

ko'rinishda ifodalash mumkinligi zarur va yetarlidir, bu yerda P„_,(z) biror 
n-1 -darajali ko'phad.

Zanniigj. A g a r  г о  ( 1 )  n i n g  i l d i z i  b o ’ l s a ,  u  h o l d a  * 0 = о  b o ’ l i s h i  k e r a k ,  

c h u n k i  P „ ( z 0 ) = f>0 . A g a r  * o = °  b o ’ l s a ,  u  h o l d a ( 2 )  t e n g l i k

k o ’ r i n i s h g a k e l a d i .



Y e t a r l i l i g i .  A g a r  ( 2 )  t e n g l i k  o ’ r i n l i  b o ’ l s a ,  u  h o l d a  ( 2 )  d a z  o ’ r n i g a z o  n i  
q o ’ y s a k ,  Pn(z0) = о  b o ’ l a d i . T e o r e m a i s b o t  b o ’ l d i .

N a t i j a .  I x t i y o r i y  zo u c h u n  P „ ( z )  k o ’ p h a d n i  z- Zo g a b o ’ l i n s a ,  q o l d i q d a  

P„(z0) b o ’ l a d i .

Misol. Р , ( г )  =  г ! -6z2 + 1  k - 6  k o ’ p h a d  г = 1  d a n o l g a t e n g ,  s h u n i n g  u c h u n  b u  

k o ’ p h a d  z- 1 g a  q o l d i q s i z  b o ’ l i n a d i :
P,(z) = z % -  6 z 1 + l lz  -  6 = <z -  lXz2 -  Sz + 6).

A g a r  / ( z )  =  0  t e n g l a m a d a  f(z) = P„(z) b o ’ l s a ,  b u n d a y  t e n g l a m a n i  a l g e b r a i k  

t e n g l a m a ,  b o s h q a  b a r c h a  h o l l a r d a  n o a l g e b r a i k t e n g l a m a ,  d e y m i z .
D e m a k ,  P„(z)=0 a l g e b r a i k  t e n g l a m a n i n g  i l d i z l a r i  P„(z) k o ’ p h a d n i n g  

i l d i z l a r i  b i l a n  b i r  x i l  e k a n .
N o a l g e b r a i k  t e n g l a m a  b i r o n t a  h a m  i l d i z g a  e g a  b o ’ l r n a s l i g i  m u m k i n ,  

m a s a l a n :  e‘ = o .  L e k i n  a l g e b r a i k  t e n g l a m a l a r  u c h u n  b u n d a y  e m a s .
2 - t e o r e m a .  Har qanday algebraik tenglama kamida bitta haqiqiy yoki 

kompleks ildizga ega.
B u  t e o r e m a  a l g e b r a n i n g  a s o s i y  t e o r e m a s i ,  d e b  a t a l a d i .  B i z  u n i  i s b o t s i z  

k e l t i r a m i z .
A g a r  zo P«(z) k o ’ p h a d n i n g  i l d i z i  b o ’ l s a ,  u  h o l d a  b u  k o ’ p h a d  ( 3 )  

k o ’ r i n i s h d a  i f o d a l a n a r  e d i .  A g a r  P„_,(z0)*o b o ’ l s a ,  u  h o l d a  B e z u  t e o r e m a s i g a  

k o ’ r a  ^ ( z )  k o ’ p h a d  z  ~ Zo g a v a  d e m a k ,  PJz) k o ’ p h a d  (z  ~ Zo)2 6 a  b o ’ l i n -  

m a y d i .  B u  h o l d a  zo p„(z) k o ’ p h a d n i n g  o d d i y  i l d i z i  ( n o l i )  d e y i l a d i .  A g a r  

! > _ ,( * , ) - o  b o ’ l s a ,  u  h o l d a ,  B e z u  t e o r e m a s i d a n  Р „_ ,(г )  z- Zo g a  q o l d i q s i z  

b o ’ I i n i s h i  v a  s h u  s a b a b l i  Pn(z) = ( : - z„jpn_2(z) b o ’ l i s h i  k e l i b  c h i q a d i .  B u  

y e r d a ,  P„_2(z) q a n d a y d i r  л - 2 - d a r a j a l i  k o ’ p h a d .  A g a r  P„_,(z0)*Q b o ’ l s a ,  zo 
? „ ( z )  k o ’ p h a d n i n g  2  k a r r a l i  i l d i z i  ( n o l i ) ,  d e y i l a d i .  V a  n i h o y a t ,  a g a r  b i r o r  

n a t u r a l  s<n  u c h u n

P„(z) = ( z - z J P „ , ( z ) ,  P„-,(zo )*  0 

b o ’ l s a ,  b u  y e r d a ,  /’„ „ ( г , , )  b i r o r  и - s - d a r a j a l i  k o ’ p h a d ,  Zo P„(2) 
k o ’ p h a d n i n g  s  k a r r a l i  i l d i z i  ( n o l i ) ,  d e y i l a d i .

3 - t e o r e m a .  Har qanday n-darajali algebraik tenglama, karraligini 
hisobga olgan holda, n ta kompleks ildizga ega, y a ’ni p „ ( z )  ko’phad 
quyidagi ко 'rinishda ко ’paytuvchilarga ajraladi:

p„  0 )  =  a„ <Z -  z, f  (z -  z 2 . <z -  z„: y - , ( 4 )

A, + к j  + .. .  + km = n,



b u  y e r d a ,  2, , z 2, . . . , z „  l a r  P„(z) k o ’ p h a d n i n g  k a r r a l a r i  m o s  r a v i s h d a  
k,,k2..... k„ b o ’ l g a n  i l d i z l a r i d i r .

Isboti. Asosiy te o re -rn a g a k n ’ ra pj?) ko’phad kamida bitta ildizga ega. Bu 
ildizni z, bilan, uning karrasini k, bilan belgilaylik. U holda 

P„(z ) = (z -  z, f  P„_t< (z), (z,)* 0 .

Agar n-ft, = 0 , ya’ni kt =n b o ’ lsa, u holda Pr_t<(z) = a„ b o ’ ladi, bundan 
P„(z) = an(z -  z,)" kelib chiqadi, shu bilan teorema isbot b o ’ladi.

Agar кҳ<п b o ’ lsa, u holda (z-z,)*1 ga bo ’linmaydigan n -k t-
darajali ko’phad bo ’ ladi. Asosiy teoremaga ko’ra u ham kamida bitta z2 
ildizga ega, uning karrasi кг b o ’lsin. Natijada quyidagi munosabatni 
olam iz:

Сz-z2f p ^ ( z ) , ( z ,)  *  0 , ;  = 1,2.

Agar n-A, — k2 = 0 b o ’lsa, u holda ^ .l .i,(z) = a„ b o ’ladi.Agar n -k ,-k 2*o 
b o ’lsa, u holda bu jarayonni davom  ettiramiz. Oxir-oqibat chekli 
qadamdan keyin bu jarayon to ’xtaydi va (4) munosabatga kelamiz. Agar
(4 ) ning o ’ng tom oniga z  o ’m iga topilgan z ,,z2,...,zm lardan farqli 
qiymatlami qo ’ysak.u nolga aylanmaydi, ya’ni (4 ) munosabat yagonadir.

Natija. и -darajali ko’phad n tadan ortiq ildizga ega emas.
4-teorema. Agar ikkita n-darajali (z) v a  <p2(z) ko’phadlar qiymatlari 

argumentning n+1 ta har xil zD,z ,,z2,...,z„ qiymatlarida teng bo'lsa, и 
holda bu ко ’phadlar aynan tengdir.

Isboti. Q u y i d a g i
/ ( z )  = <P,(z)-p2(z)

funktsiya darajasi n dan ortiq bo ’lmagan ko’phaddir vau n ta z „z 2,...,z„ 
nuqtalarda nolga aylanadi. U holda uni

/ 0 )  = a „ ( z - z , ) ( z - z 2) . . . ( z - z j  ( 5 )

ko’rinishda ifodalash mumkin.
Lekin, teorem a shartiga ko ’ra,bu ko’phad "0 nuqtada ham nolga teng.

(5) ifodaning birortaham  chiziqli ko’ paytuvchisi bu nuqtada nolga teng 
emas. Shuning uchun д„=0 b o ’ladi, ya’ni / ( z ) 5 0 . Demak, (p,(z)-<p2(z) = 0 
yoki (р,{г) = <рг(z).

5-teorema. Agar
PJz) = a0 + a,z + a2z2 +  ... + a„z” 

ко 'phad aynan nolga teng bo 'Isa, и holda uning barcha koeffitsientlari nolga 
tengdir.

Isboti. Berilgan ko’phadni (5) ko’ rinishdayozib olamiz:
/>„(^) = a „ ( r -s ,) (z -z 2)...(z -r „ ) .



A g a r  t e o r e m a s h a r t i g a k o ’ r a b u  k o ’ p h a d  a y n a n  n o l g a t e n g  b o ’ l s a ,  u  h o l d a u  
z , , z 2, . . . ,z „  l a r g a  t e n g  b o ’ l m a g a n  b i r o r  z n u q t a d a  h a m  n o l g a t e n g  b o ’ l a d i .  

L e k i n  - - - 1 , -  -  -  2, . . . ,  r - z „  l a m i n g  b i r o r t a s i  n o l g a t e n g  e m a s ,  s h u  
s a b a b l i ,  f a q a t  a„=o b o ’ l i s h i  m u m k i n . A y n a n  s h u n d a y  a „ . l = o , e „ . 2 = o , . . . , a 0 = o  
e k a n l i g i  i s b o t  q i l i n a d i .

6-teorema. Agar ikki ко ’phad bir-biriga aynan teng bo Isa, и holda ulaming 
mos koeffitsientlari о 'zaro teng bo ’ladi.

T e o r e m a n i n g  i s b o t i  b e r i l g a n  k o ’ p h a d l a m i n g  a y i r m a s i  a y n a n  n o l g a  
t e n g l i g i d a n  v a  5 - t e o r e m a d a n  k e l i b  c h i q a d i .

7-teorema. Agar z { f(z) ко ‘phadning kx > 1 karrali ildizi bo 'Isa, и holda 
z j / ' ( z )  hosilaning 4 , - 1  karrali ildizi bo'ladi.

Isboti. T e o r e m a  s h a r t i d a n
/ ( z )  =  ( z - z , ) * '  <p(z)

b o ’ l i s h i  k e l i b  c h i q a d i ,  b u  y e r d a ,  p ( z , ) * 0 . B u  t e n g l i k n i  d i f f e r e n t s i a l l a s a k :
/ ' ( z )  =  k, (z  -  z, ) v 'ltp (z) +  ( z  -  z , )*' qf (z) =

=  (z  -  z, )*■"' It, p (z )  + (z  -  z, )<p' (z )]
b o ’ l a d i .  A g a r  b u  y e r d a ,

4/(z) = *,(p(z) + (z -  z , ) p ' ( z )  
d e s a k ,  H z ,  ) = * ,? ( = ,) + ( - ,  - r , ) p ,( i 1) = i ,¥ K z , ) ^ o  e k a n l i g i d a n  f'(z) h o s i l a n i n g  
A ,- i  k a r r a l i  i l d i z i  e k a n l i g i  k e l i b  c h i q a d i .  X u s u s a n ,  a g a r  t , = i  b o ’ l s a ,  г  j 
/•(:) h o s i l a n i n g  i l d i z i  b o ’ l m a y d i .

B u  t e o r e m a d a n  ц  / " ( z )  h o s i l a n i n g  A, - 2  k a r r a l i  i l d i z i ,  / ' " ( z )  

h o s i l a n i n g  * , - 3  k a r r a l i  i l d i z i  v a  h . k .  / “ H )( z )  h o s i l a n i n g  o d d i y  i l d i z i  v a  
n i h o y a t ,  / “ ■’ ( * , ) *  0 b o ’ l i s h i  k e l i b  c h i q a d i .

7-§. Kompleks yechimlar holida ko’phadni 
ko’paytuvchilarga ajratish

F a r a z  q i l a y l i k ,  ( 1 )  k o ’ p h a d  b e r i l g a n  b o ’ l s i n .
1-teorema. Agar haqiqiy koeffitsientli

P„(z) = a„z" H -a ^z " '1 +... + a,z + a0 (1 )
ко’phad a+ib ildizga ega bo’lsa, и holda a -ib  ham uning ildizi bo’ladi.

Isboti. A g a r  z0=a + ib s o n  ( 1 )  n i n g  i l d i z i  b o ’ l s a ,  u  h o l d a  2 - §  d a g i  
t e o r e m a g a  k o ’ r a :

Ш  = В Д  =  о  =  о ,  

y a ’ n i  z „  = a -ib  h a m  ( 1 )  n i n g  i l d i z i  e k a n .
D e m a k ,  ( 1 )  k o ’ p h a d

(z -  a  -  tbyiz -a  +  ib) =  (z  -  d f  +  b2 
i f o d a g a b o ’ l i n a r  e k a n ,  y a ’ n i

PAz) = lz-ai+b1-JP„_z{z), 
b u  y e r d a ,  P„.2(z) л - 2 - d a r a j a l i  h a q i q i y  k o e f f i t s i e n t l i  k o ’ p h a d .



Yuqoridagi fikrlami umumlashtirsak, quyidagi xulosagakelamiz:
2-teorema. Haqiqiy koeffitsientli P„(z) ko ’phad quyidagi ko'rinishda 

ко paytuvchilarga ajraladi:
<%,(-) = UAZ -  h'y! ■ ■ ■ V ~ *, у  M  -  a, j  + J ...

t  -  a. ? + 6 / If = 4, П  ~ z, f  П  £  -  1 + Ь/ j? ’
1=1 y»l

bu yerda,6, >0 ,*, + ...+A, + 2 tf, +...+/,)=«, г„гг,...,гг lar P„(z) ko’phadning
karralari mos ravishda*.....,kr bo’lgan haqiqiy ildizlari, a , ± a , ±/Д lar
esa p„(z) ko’phadning karralari mos ravishda bo’lgan o’zaro qo’shma 
kompleks ildizlaridir.

8-§. Interpolyatsiyalash. Lagranjning 
va nyutonning interpolyatsion formulalari

Faraz qilaylik, biror hodisani o’rganish jarayonida x  va у  miqdorlar 
o’rtasidafunktsional bog’lanish borligi va* ning [a,b]  oraliqqategishli x 0, 
X | , . „ ,  x„ qiymatlariga у ning y 0, у  b  . . . ,  y„ qiymatlari mos kelishi 
aniqlangan bo’lib, bu bog’lanishning analitik ifodasi noma’lum bo’lsin.

Masala shu nom a’lum у  = <p(x) funktsiyani [a,b]  oraliqda aniq yoki 
taqriban ifodalovchi ko’phadni qurishdan, ya’ni

Уо =<Р(х<>),У1 = P (* i), —  , У .  =9>0О  

qiymatlari [ a , ft] oraliqda berilgan у  = <p(x) funktsiyani taqriban 
ifodalovchi darajasi < n bo’lgan P(x) ko’phadni qurishdan iborat.

Bunday ko’phad sifatida x 0, x b ..., x „ nuqtalardagi qiymatlari у  ning 
y 0, У I, - ,  У n qiymatlari bilan ustma-ust tushadigan ko’phadni olgan 
m a’qul. Bunday masalani funktsiyani interpolyatsiyalash, deyiladi.

Interpolyatsiyalavchi ko’phad sifatidaquyidagi:
P(*) = c0 (jc -  jc, )(x -  x2)... (x  -  x j+C, (x -  )
(x-x1)...(x-x„) + C2(x-x0)(x-x,)(x-x3)... (1 )

(x -x J  + ... + C„(x-x0)...(x-x„_,) 
ko’phadni olamiz. C0,C,,...,C„ koeffitsientlarni

Р ( Х о )  = У о ,  Р ( х , )  = У , , - ,  p ( * n ) = У» (2)
shartlami qanoatlantiradigan qilib tanlash kerak.

(1) formuladajc = x0 deylik, u holda(2) gako’ra
Уо = C0(x0 - x,Xx0 - x2)...(x0 - xj,

bundan
c  = _ _ _ _ _ _ _ _ Уо_ _ _ _ _ _ _ _

0 ( * 0 - * l ) ( * 0  —
Agar (1) da* = jc, desak, u holda

Ух =C,(jc, -jr0)(x, -  JC2)---(JC, — JC„),



b u n d a n

c , = --------------- й -
(*, -*„)(*, -Jt2)...(jc, -JT,,) ’

vah.k.(l) dajc = j„ deb
У. = C„ (X„ ~ X0 X*„ -  *1)'■ ■ • (■*■ “  X,.-\>•

tenglikni, bundan esa
с  = ----------------л ----------------

(■*»- * o X * „ -*,)■■■(■** -  J , . . , )
hosil qilamiz.

Topilgan koeffitsientlarni (1) ga qo’ysak:
P(x) = ( « - * Х » - * ) - . ( « - » . )  ^  +

| (х-ЛпХх-Хг)...(д-ж„) |
(дг, -  jr0X * , -  Jt„) 1

+ , (*-*oX*~*i)-(j-*„-i)
(i„-jf0Xx„-jr1)...(x„-x„_,)

B u  f o r m u l a  L a g r a n j n i n g  i n t e r p o l y a t s i o n  f o r m u l a s i ,  d e b  a t a l a d i .
A y t i s h  l o z i m k i ,  a g a r  n o m a ’ l u m  у = <p(x) f u n k t s i y a  [a,b] o r a l i q d a  n + 1  -  

t a r t i b l i  h o s i l a g a  e g a  b o ’ l s a ,  u  h o l d a  y=<p(x) f u n k t s i y a n i  P(x) k o ’ p h a d g a  
a l m a s h t i r i l g a n d a y o ’ l  q o ’ y i l g a n  x a t o l i k ,  y a ’ n i  R(x)=<p(x)-P(x) m i q d o r

|Д(*)| < |(x -  xB )U -  x,).. .(x -  x„ )lc„^1)maxk t""')(J)l

tengsizlikni qanoatlantiradi.
Misol. Tajriba natijasida у = <p(x) funktsiyaning q>(\) = 3,?>(2) = -s,p(-4) = 4 

qiymatlari olingan bo’lsin. у = <p(x) funktsiyani taqriban 2-darajali ko’phad 
bilan ifodalang.

Yechish. ( 3 )  f o r m u l a g a  k o ’ r a  n =  2  b o ’ l g a n  h o i  u c h u n :

y o k i

( Х - 2 Ҳ Х + 4 )  3 t (Х - 1 Ҳ Х + 4 )  ( x - l X x - 2 )  4
(1—2 )0 + 4 )  ( 2 -1 X 2 + 4 )  ^  ^ ( ^ - i x - 4 - 2 )

. 3 9  2 123 2 5 2P ( x )  = - - - - x - - - - - x + - - - - .
3 0  3 0  3 0

B u n d a n  t a s h q a r i  b o s h q a  i n t e r p o l y a t s i o n  f o r m u l a l a r  h a m  m a v j u d ,  
s h u l a r d a n  b i r i  —  N y u t o n  i n t e r p o l y a t s i o n  f o r m u l a s i d i r .  B u  f o r m u l a d a
y u q o r i d a g i  m a s a l a d a n  f a r q l i  o ’ l a r o q ,  л:0,л г,,^ г , _ jc„ n u q t a l a r  o r a s i d a g i

m a s o f a b i r  x i l ,  m a s a l a n ,  h b o ’ l s i n ,  d e b  f a r a z  q i l i n a d i .

А У о = ^ . - У о ,  ДУ , = У г - У , ,  &У2 ~ У i У2 ] — >

AVo = у 2- 2у, +Уо = Аи ,- A v 0, а!>, = ду ,-Д у.......

Д 3>0 = ^ ) - 3 >2 + 3 Л  - ^ о = д 2 ^, - Д г ^ о ,



B u l a m i  m o s  r a v i s h d a l - , 2 - , . . . ,  и - t a r t i b l i  a y i r m a l a r ,  d e b  a t a y m i z .
* 0 ,  x l ,  - - ,  n n u q t a l a r d a g i  q i y m a t l a r i  у  о , у  i , . ~ ,  У „ b o ’ l g a n  и - d a r a j a l i  

k o ’ p h a d  q u y i d a g i c h a b o ’ l a d i :

A 2! h  у  h J  ^

, A > o  x -x J x -  *0 Л
и! h {  h J "

M a n a  s h u  f o r m u l a N y u t o n n i n g  i n t e r p o l y a t s i o n  f o r m u l a s i ,  d e b  a t a l a d i .
A s l i d a  6 - §  n i n g  4 - t e o r e m a s i g a  k o ’ r a  x n i n g  n + 1 t a  q i y m a t i d a g i  n + 1 t a  

q i y m a t l a r i  t e n g  b o ’ l g a n  d a r a j a s i  n d a n  k a t t a  b o ’ l m a g a n  k o ’ p h a d l a r  b i r  x i l  
b o ’ l a d i .  L e k i n  b u  i n t e r p o l y a t s i o n  k o ’ p h a d l a r  b i r  x i l  b o ’ l s a  h a m  y o z i l i s h  
t a r t i b i  b i l a n  f a r q  q i l a d i .

I n t e r p o l y a t s i o n  f o r m u l a l a r  i n j e n e r l i k  i z l a n i s h l a r d a  k o ’ p  i s h l a t i l a d i g a n  
t a q r i b i y  h i s o b l a r d a  k e n g  q o ’ l l a n i l a d i .  B i z  h o z i r  s h u l a r d a n  b i r i  —  t a q r i b i y  
d i f f e r e n t s i a l l a s h d a N y u t o n  k o ’ p h a d i n i  q a n d a y  q o ’ l l a n i s h i n i  k o ’ r a m i z .

A g a r  у  = <p{x) f u n k t s i y a n i n g  x 0 , л  i , . . . ,  x „ n u q t a - l a r d a g j  q i y m a t l a r i  yo, 
у  i , . . . ,  l a r  b e r i l g a n  b o ’ l s a ,  ( 4 )  f o r m u l a g a  a s o s a n :

p ( x ) ^ P ( x )  = y a +&y0

. A > ,  x

X-Xg , x-xjx-xg  
h 2! A  ̂ A

"̂У0х-х0( х-ха Л  Г Jt ~ *o . n l  
n\ h { h J " | _  h J

t a q r i b i y  t e n g l i k n i  y o z i s h  m u m k i n .  A g a r  b u  t e n g l i k n i  d i f f e r e n t s i a l l a b ,  h o s i l  
b o ’ l g a n  m u n o s a b a t d a  x = xa d e s a k ,  h o s i l a n i n g  jc0 n u q t a d a g i  t a q r i b i y  
q i y m a t i n i  h o s i l  q i l a m i z :

= (5)h 2 h 3 A 4 A

9 - § .  C h e b i s h e v  n a z a r i y a s i

I n t e r p o l y a t s i y a l a s h  u s u l i  y o r d a m i d a  q u r i l g a n  k o ’ p h a d  a s l  f u n k t s i y a b i l a n  
n  +  1 t a  n u q t a d a  u s t m a - u s t  t u s h s a  h a m  q o l g a n  n u q t a l a r d a  u n d a n  j u d a  k a t t a  
f a r q  q i l i s h i  m u m k i n ,  b u  e s a  b a j a r i l a y o t g a n  h i s o b l a r d a  k a t t a  x a t o l a r g a  o l i b  
k e l i s h i  m u m k i n .  S h u n i n g  u c h u n  t a b i i y  s a v o l  t u g ’ i l a d i :  [ a , 6 ]  o r a l i q d a  
u z l u k s i z  у  = р ( л )  f u n k t s i y a n i  t a q r i b a n  i f o d a l o v c h i  d a r a j a s i  £  n b o ’ l g a n  p ( x )  

k o ’ p h a d n i  o l d i n d a n  b e r i l g a n  i x t i y o r i y  a n i q l i k  b i l a n  q u r i s h  m u m k i n m i ?  
B o s h q a c h a  q i l i b  a y t g a n d a ,  [ c , 6 ]  o r a l i q n i n g  b a r c h a  n u q t a l a r i  u c h u n  <p(x) 
v a  P(x) o r a s i d a g i  f a r q n i n g  a b s o l y u t  q i y m a t i  o l d i n d a n  b e r i l g a n  h a r  q a n d a y  
m u s b a t  s  s o n d a n  h a m  k i c h i k  b o ’ l a d i g a n  P(x) k o ’ p h a d n i  q u r i s h  
m u m k i n m i ?  B u  s a v o l g a  q u y i d a g i  t e o r e m a  j a v o b  b e r a d i :



V e y e r s h t r a s s  t e o r e m a s i .  A g a r  $>(*) f u n k t s i y a  [ a ,  ь ] o r a l i q d a  u z l u k s i z  
b o ’ l s a ,  u  h o l d a  h a r  q a n d a y  s > 0  s o n  u c h u n  s h u n d a y  P(x) k o ’ p h a d  
m a v j u d k i ,  [ a , ь ] o r a l i q n i n g  b a r c h a  n u q t a l a r i  u c h u n

\<p(x) -  />(лг)| < E
t e n g s i z l i k  o ’ r i n l i  b o ’ l a d i .

A n a  s h u n d a y  k o ’ p h a d g a  B e m s h t e y n  k o ’ p h a d i  m i s o l  b o ’ l a  o l a d i :  <p{x) 
f u n k t s i y a [ 0 , l ]  o r a l i q d a  u z l u k s i z  b o ’ l s i n . O ’ u y i d a g i  n - d a r a j a l i  k o ’ p h a d d a

m aO  \  ^  J

b u  y e r d a ,  c ;  —  b i n o m i a l  k o e f f i t s i e n t l a r ,  j  —  b e r i l g a n  f u n k t s i y a n i n g  

jt = —  n u q t a d a g i  q i y m a t i ,  n n i  s h u n d a y  t a n l a s h  m u m k i n k i ,  i x t i y o r i y  e > 0П
s o n  u c h u n  [ 0 , 1 ]  o r a l i q n i n g  b a r c h a  n u q t a l a r i d a

t e n g s i z l i k  b a j a r i l a d i .
E n g  y a x s h i  y a q i n l a s h i s h  n a z a r i y a s i n i  P . L . C h e b i s h e v 1 y a r a t g a n .  B u  

n a z a r i y a n i n g  y a r a t i l i s h i g a  u n i n g  m a s h i n a l a r d a  k e n g  q o ’ l l a n i l a d i g a n  
s h a r n i r l a r  m e x a n i z m i  n a z a r i y a s i  b o ’ y i c h a  b a j a r g a n  i s h l a r i  s a b a b  b o ’ l g a n .  
B u n d a y  m e x a n i z m l a m i  o ’ r g a n i s h  j a r a y o n i d a u  b e r i l g a n  d a r a j a l i  k o ’ p h a d l a r  
o r a s i d a n  b e r i l g a n  o r a l i q d a n o l d a n  e n g  k a m  f a r q  q i l u v c h i  k o ’ p h a d n i  t a n l a s h  
m a s a l a s i g a t o ’ q n a s h  k e l d i .  U  b u n d a y  k o ’ p h a d l a m i  q u r d i  v a  k e y i n c h a l i k  b u  
k o ’ p h a d l a r  C h e b i s h e v  k o ’ p h a d l a r i ,  d e b  a t a l a  b o s h l a d i .  B u  k o ’ p h a d l a r  
m a t e m a t i k a  v a  t e x n i k a n i n g  k o ’ p  m a s a l a l a r i d a  k e n g  q o ’ l l a n i b  k e l i n m o q d a .

1 P.L.Chcbfchev (1821*1894) — buyuk rus m atem atigi.



ю-вов.

l - § .  B o s h l a n g ’ i c h  f u n k t s i y a  v a  a n i q m a s  i n t e g r a l

F a n  v a  t e x n i k a n i n g  k o ’p  m a s a l a l a r i d a  f i i n k t s i y a  h o s i l a s i n i  b i l g a n  h o l d a ,  
o ’ z i n i  t i k l a s h  z a r u r i y a t i  u c h r a y d i .  M a s a l a n ,  7 - b o b n i n g  l - §  i d a  h a r a k a t n i n g
b e r i l g a n  s  =  / ( / )  t e n g l a m a s i n i  d i f f e r e n t s i a l l a b ,  n u q t a n i n g  9 = — t e z l i g i n i  v a

dt

y a n a  b i r  m a r o t a b a  d i f f e r e n t s i a l l a b ,  n u q t a n i n g  t e z l a n i s h i n i  t o p i s h  
m u m k i n l i g m i  k o ’ r g a n  e d i k .  A s l i d a ,  t e s k a r i  m a s a l a n i  y e c h i s h g a  t o ’ g ’ r i  
k e l a d i ,  y a ’ n i  b e r i l g a n  a = a{t) f u n k t s i y a  u c h u n  s h u n d a y  9 = 9(t) f u n k t s i y a n i  
t i k l a s h  k e r a k k i ,  a = a(t) b u  f u n k t s i y a  u c h u n  h o s i l a  v a z i f a s i n i  o ’ t a s i n  v a  
f u n k t s i y a u c h u n  s h u n d a y  f u n k t s i y a n i  t o p i s h  k e r a k k i ,  u n i n g  h o s i l a s i  9 = 9(t) 
b o ’ l s i n . B i z  b u  b o b n i  s h u  m a s a l a g a b a g ’ i s h l a y m i z .

1 - t a ’ r i f .  Agar [a , A ]  oraliqning barcha nuqtalari uchun F(x) = f(x) 
munosabat o ’rinli bo'lsa, F(x) [a,b] oraliqda y = f(x) Junktsiyaning 
boshlang 'ich1 funktsiyasi, deyiladi.

1-misol. / ( x )  =  2 x  f u n k t s i y a u c h u n  t a ’ r i f g a  k o ’ r a  F ( x )  =  x -  b o s h l a n g ’ i c h  
f u n k t s i y a  b o ’ l a d i ,  c h u n k i  (x2y = 2 x .

2-misol. f ( x )  = — -  f u n k t s i y a g a  F(x) = tgx b o s h l a n g ’ i c h  f u n k t s i y a  b o ’ l a d i ,
COS X

c h u n k i  ( / g x j = — .
c o s  x

H a r  b i r  f u n k t s i y a n i n g ,  a g a r  m a v j u d  b o ’ l s a ,  b o s h l a n g ’ i c h  f u n k t s i y a s i  
y a g o n a  e m a s  ( 7 - b o b ,  l - §  d a g i  t e o r e m a  n a t i j a s i g a  q a r a n g ) ,  y a ’ n i  
b o s h l a n g ’ i c h  f u n k t s i y a l a r  o ’ z g a r m a s g a  f a r q  q i l a d i .  M a s a l a n ,  x 1 + C  h a r  
q a n d a y  с  o ’ z g a r m a s  s o n  u c h u n  / ( x) = 2x f u n k t s i y a n i n g  b o s h l a n g ’ i c h  

f u n k t s i y a s i  b o ’ l a d i ,  c h u n k i  <*2 +cj= 2x.
2 - t a ’ r i f .  Agar F ( x )  funktsiya f ( x )  ning boshlang’ichi bo’lsa, F ( x )  + C  

ifoda f ( x )  funktsiyaning aniqmas integrali deb atalib, | / ( » л  k o ’rinishda 
belgilanadi.

D e m a k ,  t a ’ r i f g a  k o ’ r a ,  a g a r  F ' ( * )  =  / ( * )  b o ’ l s a ,
\ f ( x ) d x = F ( x )  + C

b o ’ l a r  e k a n .  B u  y e r d a ,  f (x)  i n t e g r a l  o s t i d a g i  f u n k t s i y a ,  f (x )dx  i n t e g r a l  

o s t i d a g i  i f o d a  v a  / —  i n t e g r a l  b e l g i s i ,  d e b  a t a l a d i .

1 " boshlaDg’ich" a tam asin i birinchi m arotaba L agranj kiritgan.



/  b e l g i  b i r i n c h i  m a r o t a b a  L e y b n i t s n i n g  1 6 8 6  y i l d a  c h o p  e t t i r g a n  
« C h u q u r  g e o m e t r i y a  v a  b o ’ l i n m a s l a r  t a h l i l i  h a m d a  c h e k s i z l i k »  m e m u a r i d a  
u c h r a y d i .  L e y b n i t s  v a  N y u t o n n i n g  o ’ s h a  d a v r d a g i  x a t l a r i d a n  m a ’ l u m  
b o ’ l i s h i c h a ,  i n t e g r a l  t u s h u n c h a s i  N y u t o n g a h a m  m a ’ l u m  b o ’ l g a n .  L e y b n i t s  
o ’ z  m e m u a r i d a  / b e l g i  o s t i d a g i  dx i f o d a n i n g  z a r u r l i g i  h a q i d a  h a m  g a p i r i b  
o ’ t g a n .  L e k i n  « i n t e g r a l »  a t a m a s i n i  b i r i n c h i  m a r o t a b a  a k a - u k a  B e m u l l i l a r  
i s h l a t g a n .

G e o m e t r i k  n u q t a i  n a z a r d a n  a n i q m a s  i n t e g r a l  e g r i  c h i z i q n i  Oy o ’ q  

b o ’ y l a b  p a r a l l e l  s u r i s h  n a t i j a s i d a  h o s i l  b o ’ l a d i g a n  e g r i  c h i z i q l a r  o i l a s i n i  
t a s v i r l a y d i .

H a r  q a n d a y  f u n k t s i y a u c h u n  b o s h l a n g ’ i c h  f u n k t s i y a m a v j u d m i ,  d e g a n  
t a b i i y  s a v o l  t u g ’ i l a d i .  B o s h l a n g ’ i c h  f u n k t s i y a l a r  f a q a t  b e r i l g a n  o r a l i q d a  

u z l u k s i z  b o ’ l g a n  f u n k t s i y a l a r  u c h u n g i n a  m a v j u d d i r .  D e m a k ,  a n i q m a s  

i n t e g r a l  u z l u k s i z  f u n k t s i y a l a r  u c h u n  m a v j u d  e k a n .  B u n i  b i z  k e y i n g i  b o b d a  
i s b o t l a y m i z .

B e r i l g a n  / ( * )  f u n k t s i y a n i n g  b o s h l a n g ’ i c h  f u n k t s i y a s i n i  t o p i s h  j a r a y o n i  

/ ( jо  f u n k t s i y a n i  i n t e g r a l l a s h ,  d e b  a t a l a d i .

A n i q m a s  i n t e g r a l  t a ’ r i f i d a n  b e v o s i t a  q u y i d a g i l a r  k e l i b  c h i q a d i :
1 . A n i q m a s  i n t e g r a l n i n g  h o s i l a s i  i n t e g r a l  o s t i d a g i  f u n k t s i y a g a  t e n g ,  y a ’ n i  

a g a r  F (x )= f (x )  b o ’ l s a ,  u  h o l d a

< [ / ( д с ) Л > / ( х ) .  ( 1 )

2. A n i q m a s  i n t e g r a l n i n g  d i f f e r e n t s i a l i  i n t e g r a l  o s t i d a g i  i f o d a g a  t e n g ,  
y a ’ n i

cH \f(x )dx l= f(x )dx .  (2)
3. B i r o r  f u n k t s i y a  d i f f e r e n t s i a l i n i n g  a n i q m a s  i n t e g r a l i  s h u  f u n k t s i y a  b i l a n  

o ’ z g a r m a s n i n g  y i g ’ i n d i s i g a t e n g :
\dF(x) = F(x) + c .  (3)

H o s i l a l a r  j a d v a l i  v a  a n i q m a s  i n t e g r a l  t a ’ r i f i d a n  f o y d a l a n i b ,  i n t e g r a l l a r  
j a d v a l i n i  t u z i b  o l i s h  m u m k i n :  

i " 41
1 . j x ”dx = ~— ^ + C (C = C O nS t, П # —1 )

2. J —dx = lnjjc |+  С

3. Wdx = f - + c  (o> 0 )
J Ina

4 . Je'dx = e* + C

5. Jsin xdx = - c o s ^



6. Jcosjaic = sin x + C
7 . J - ^ - = t g * + c

9 COS JC

8. f  ^  = -  ctgx + C Jsm x
9 . Jtgxcbc =  -  ln |cos д:| + С

10. jctgxdx = ln| sin jc| + С

11. f - j — —j  = —arctg—+C = - —arctg—+C. ( a & 0  ) 
J x  +a a a a a

1 2 . b * T  =  - i n
j j г2- я 2 2я' * г - а г 2a

1 3 .  f _ ^ _ = _ L i n  
J пг -  гг

x + a 
x + a

+ C (a* 0 )  

+ C ( a * 0 )
о  — x  2 a

1 4 .1  = 1 п |д  + л/д~±а; l+C ( a * 0 )
J i/ x 2 +  a 5

15 . f ^  =  arcsin—+ C  = -arccos—+C  ( t f ^ O )
J Va2 -  jc2 °  a

A n i q m a s  i n t e g r a l  q u y i d a g i  x o s s a l a r g a  e g a :
1 ° .  A g a r  A —  o ’ z g a r m a s  s o n ,  с  —  b i r o r  o ’ z g a r m a s  b o ’ l s a ,  u  h o l d a  

\Af{x)dx = A\f(x)dx + С 

b o ’ l a d i ,  y a ’ n i  o ’ z g a r m a s  k o ’ p a y t u v c h i n i  i n t e g r a l  b e l g i s i  t a s h q a r i s i g a  

c h i q a r i s h  m u m k i n .

2 » .  J  [ / ( * )  ± g(x)Vx = {  f(x)dx ± { g(x)dx + С .

H a q i q a t a n ,  a g a r  t e n g l i k n i  o ’ n g  t o m o n i n i  d i f f e r e n t s i a l l a s a k :  

t\f(x)dx± \g(x)cbC =  i\f(x)dx: ±«Jg(jc)c6r =f(x)±g(x).

D e m a k ,  t e n g l i k n i  c h a p  v a  o ’ n g  t o m o n l a r i  f(x)±g(x) i f o d a n i n g  

b o s h l a n g ’ i c h  f u n k t s i y a l a r i  e k a n ,  s h u  s a b a b l i  u l a r  o ’ z g a r m a s g a  f a r q  q i l a d i .
3 ° .  A g a r  F(x) f u n k t s i y a  f(x) n i n g  b o s h l a n g ’ i c h i  b o ’ l s a ,  u  h o l d a

\f(ax + b)dx = - F(ax + b) + C 
J a

bo’ladi.
B u  x o s s a  h a m  y u q o r i d a g i d e k ,  d i f f e r e n t s i a l l a b  i s b o t  q i l i n a d i .

f ( x 2 + l ) ( x 2 - 2 )Misol. J - -dx i n t e g r a l n i  h i s o b l a n g .



j  j  j y ' i  “

=  J t-4 j i— 3 i — 4 г ) Л  -  j д " " * -  J * 4 -* A -  2}  JC-*1*  =
JT J  JC

4 /3« i -a/3-»i

- 2 — --------+ С  = — V”  -  -  j 7'1 -  6x,,J + С
10/3 + 1 4/3 + 1 -2 /3  + 1 13 7

E n d i  o l i n g a n  j a v o b n i n g  t o ’ g ’ r i l i g i n i  t e k s h i r i s h  u c h u n  u n d a n  h o s i l a  o l i b ,  
i n t e g r a l  o s t i d a g i  f u n k t s i y a  b i l a n  t a q q o s l a y m i z :

-  2 , ™  - 6 Х Х’ Ъ +  С ) '  =  x w n  -  jc‘ 5 -  2 x - n  =
13 7

x 4 - jt2 - 2  jt4 -  2 jc3 +  x 2 -  2  x 2(x 2 - 2 )  +  ( x 2 - 2 )

^ 75 ^ / 7  _
(д2+1Хх2-2)

~ V ?  ■
D e m a k  t o p i l g a n  n a t i j a t o ’ g ’ r i  e k a n .

2-§. Integrallashning o’rniga qo’yish nsuli

F a r a z  q i l a y l i k ,  b i z d a n
jf(x)dx

i n t e g r a l n i  h i s o b l a s h  t a l a b  q i l i n g a n  b o ’ l s i n .
I n t e g r a l  o s t i d a g i  i f o d a d a

jc =  p ( 0 ,  ( 1 )

d e b  o ’ z g a r u v c h i n i  a l m a s h t i r a m i z ,  b u  y e r d a ,  t e s k a r i  f u n k t s i y a g a
e g a ,  u z l u k s i z  d i f f e r e n t s i a l l a n u v c h i  u z l u k s i z  f u n k t s i y a .  U  h o l d a ,  q u y i d a g i  
t e n g l i k  o ’ r i n l i :

J f(*)dx = J = J R<p{<)V(i)d- (2 )
B u  t e n g l i k n i  i s b o t l a s h  u c h u n  ( 2 )  n i  d i f f e r e n t s i a l l a y m i z .  C h a p  

t o m o n i n i n g  h o s i l a s i

ijf(x)dxi =f(x).
o ’ n g  t o m o n i n i  m u r a k k a b  f u n k t s i y a d a n  h o s i l a  o l i s h  q o i d a s i g a  k o ’ r a  

d i f f e r e n t s i a l l a y m i z :

<f/tP«W«)dQ = i\fmW (t)dO ■ £  =

=  Ш  ( O - ^ t = / & > « ] =  /(*)■
<p{‘)

O x i r g i  t e n g l i k d a ( l )  n i n g  h o s i l a s i  x’(t) = <p‘(i) v a  t e s k a r i  f u n k t s i y a n i n g

h o s i l a s i n i  h i s o b l a s h  f o r m u l a s i g a  k o ’ r a  —  = 1 -  b o ’ l i s h i d a n  f o y d a l a n i l d i .
л  p '( 0



D e m a k ,  ( 2 )  n i n g  c h a p  v a o ’ n g  t o m o n l a r i d a n  a l o h i d a - a l o h i d a  o l i n g a n  
h o s i l a l a r i  o ’ z a r o  t e n g  e k a n ,  y a ’ n i  ( 2 )  t e n g l i k n i n g  i k k a l a  t o m o n i d a  t u r g a n  
i f o d a l a r  / ( * )  n i n g  b o s h l a n g ’ i c h i  e k a n .

I n t e g r a U a s h n i n g  b u  u s u l i n i  q o ’ l l a s h d a n  m a q s a d ,  b e r i l g a n  i n t e g r a l n i  
s o d d a r o q ,  y e n g i l  h i s o b l a n a d i g a n  i n t e g r a l g a  o l i b  k e l i s h d a n  i b o r a t .  A y r i m  
h o l l a r d a ,  b u  m a q s a d g a  ( 1 )  a l m a s h t i r i s h  e m a s ,  b a l k i  i = y/(x) k o ’ r i n i s h d a g i  
a l m a s h t i r i s h  t e z r o q  o l i b  k e l a d i .  M a s a l a n ,

r  y/'{x)dx 
J y/(x)

k o ’ r i n i s h d a g i  i n t e g r a l d a r  =  f ( x )  d e s a k ,  u  h o l d a
dt = y/'(x)dx,

b o ’ l a d i .
1 -misol. ^ l - x 1dx. x = s in  t a l m a s h t i r s h n i  b a j a r a m i z .  U  h o l d a  dx = c o s  tdt v a  

d e m a k ,

J  -J\ -  x2dx = J  л/ l - s i n 2 / c o s  tdt = J  c o s  t ■ c o s  tdt =

J  c o s 2 tdt = J  I 0  + c o s  2 tyit = ^  ^dt + j  c o s  2 K f t >

= — I / + —sin2/1 + С = i f t  + sin/ cos f )=
2 { 2 ) 2 V

=~  ̂ V l — J2 + arcsin
b u  y e r d a ,  t =  a r c s in  j c . c o s t  =  Л  -  s i n 2 / =  V l - x 2 e k a n l i g i d a n  v a  i n t e g r a l n i n g  
x o s s a l a r i d a n  f o y d a l a n i l d i .

2-misol. f  - ^ r .  A g a r  / = i + * 2 d e s a k ,  dt=2xdx
J 1 4- Y1 v a

r xdx I tdt ) , _  1. . _
-----T . = -  — пГ + С = -1пО + ж2)+ Г

Jl + i 2 2s t 2 2 
b o ’ l a d i .

3-misol. Je' xdx = ^ J e' 2xdx = <x2 = u,2xdx = du)=
= -  \e“du = -e“ +C = -ex‘ +C .

7 J 7 72 •
4-misol. f  Л  =  - L  f A  = (x  = at,dx = adt)=

J a2+x  a  1 +

I r a f t  I f  й  1 „ 1  -t „= —  f- ---- j = -  I - ---- r  = -arctgt + C = -arclg- + C .a 3 I + / л 1 + / a a a
5-miSOl.  f A  = l f  A  - = <f = at,dx = adt)=

= — f a^ _ - = f . ^  = arcsin Г + С = arcsin — + С .



3-§. Kvadrat uchhad qatnashgan integrallar

Bunday integrallar asosan quyidagi ko’ rinishdabo’ ladi:

1 J, = J— ---- X J t = J f S- + B - dx'ax + bx + с ax +bx + c
3 - W  I ^  A J‘ = J  I A*+B -< b ;Sax +bx + c sax + & t + c

5JS = JSax2 + bx + cdx.
Bunday integral]ami hisoblash uchun integral ostida qatnashgan uchhaddan 

to’liq kvadrat ajratilib, ikkihad kvadratining algebraik yig’indisiga keltiriladi. 
Natijada hosil bo’lgan ifodani integrallar jadvali yordamida integrallash mumkin 
bo’ladi.

Kvadrat uchhaddan to ’ liq kvadrat quyidagicha ajratiladi:

ax1 + Ьх + с = a(x2 +—x + —) = a a
+ ~ y + - - f r l  = “l(x + ̂ ~)2±кг]2 a a 4 a 2 a

bu yerda, ±кг =  4 д с ~ 6  . Bundaplyus yoki minus ishoraax2+bx+s  kvadrat 4a
uchhadning ildizlari haqiqiy yoki kompleks b o ’ lishiga qarab aniqlanadi, 
ya’ni b2-4ac ni ishorasiga qarab aniqlanadi.

T o ’liq kvadrat ajratilgandan keyin yuqorida keltirilgan integrallar 
quyidagi ko’rinishni oladi:

i   - Г — ?1 ax' + bx + c aJ , . *(x + ~ f± k2
2 a

B u n d a  x+b/2a=t, dx=dt d e s a k ,

j  _ 1 г _ Л _
1 a h 2±k2

b u  e s a  j a d v a l d a g i  i n t e g r a l d i r .

I-misol. f — -=— - - - - - - -  h i s o b l a n s i n .
] 2 x  + 8*+ 20

Yechish. f _ * — = i [ _ ^ - - - - I f - — * - - - - - =
J2r+8x+20 2J^+4*+10 2V +4jc+4+10-4

=  — f -----—2---- = J\x + 2 = tdx = dt
2 j (jc+2)2+6

,  1 I <* 1 1  • ^

I o ’ r n i g a  x  o r q a l i  i f o d a s i n i  q o ’ y i b ,  o x i r g i  n a t i j a n i  t o p a m i z :

J  =  —\= a r c tg  — f= -  + С
2л/б л/б



2Ji = i ^ + - g _ A . f  
* ax + bx + с J

A (2ax + b) + ( B - — )
:2s.

ax +bx + c 
A r 2ax + b . Ab .r  dx= — { ™ dx + (B-------) ( — -----------
2 a J ax~ + bx+c 2 a J ax~+bx + c

(2ax+b)dx _ 
ax1 +bx + c

ax +bx+c = t 
(2ax + b)dx -  dt 

In I ax2 +bx + c\ +C

+ c  =

J ,  = — In I ax1 + bx + c\ .
2 a 2 a

dx-

2-misol. J  = Г т~-------- dx hisoblansin.
J  x1 -2xi-5

, f x + 3 . r 1 / 2(2 j: -  2) + (3 + 21 / 2)
-----

1 [ Р » - 2 ) Ф  4j - ^ t ----- = —In I дг1 — 2jt— SI
2■* x — 2x — 5 J*2-2x-5 2 '

dx 1

3 J ,  = J -
V o x 2 + A x  + 

q u y i d a g i  k o ’ r i n i s h g a  k e l t i r i l a d i :  

a > 0  b o ’ l g a n d a  ^  = - I  f  л

. r  o r  I .  , 2 „  _ 1 , . 4 б - ( х - 1)  „4 -------=----— — Ini jc3 - 2 x - 5 \ + 2 - f = \ n \  r~ ----- -+C
J ( i - l ) 2 - 6  2 -J6 Jb + {x - \)

B u  i n t e g r a l  y u q o r i d a  k o ’ r i l g a n  a l m a s h t i r i s h l a r  n a t i j a s i d a

a< 0  b o ’ l g a n d a  y ,  = dt

B u l a r  e s a  j a d v a l d a g i  i n t e g r a l l a r d i r .

3-misol. f  , ^ — -  h i s o b l a n s i n .
J Vx2- 4 x - 3

Yechish. x 2 - 4 x - 3 = ( x - 2 ) 2 — 7  dx=d  ( x - 2 )

J-
t i c

1 л/х2-4х-Э V(x“ 2)2 -7

j a d v a l d a g i  i n t e g r a l g a  a s o s a n  h i s o b l a n d i .

/ 1 * + Д
4 V 4 = J ■Jax' + bx + cdx:

A ,4 ,, >46.. о  — (2 ax  + 6) + ( 6 - - - - )
у, = Г , ^ + в  -A  = f 2a!---------— 2a

J J -IZ T T lIT Z  j■Jax2 + bx + c
А г 2ax+b . /0  , —  I , dx +(B
2 a * *Jax7 +bx + c

■Jax+ bx + с 
Ab^c dx

dx =



г (2ах  + b)dx _  ах2 +  bx +  c  = I 

 ̂ -Jax2 + bx + c (2ax + b)dx = dl

= J ^  = 2 ft +C = l4aSTbx + c+C,

J t = - J a x 2 + bx + c + {B - — )J, 
a 2 a

4-misol. f r -5x + 3-  dx hisoblansin.
1 V x2 + 4 x  +  10

Yechish
Г 5 л +  3 , г 5/2(2дг +  4 ) + ( 3 - 1 0 ) ,_  

•* -Jx2 + 4x + 10  ̂ - /-2 ■i /x 2 + 4x  + 10

= — Г ( ^ _ + 4 ) j L - _ 7 f * .  = 5-Jx2 + 4x + 10 -
2 V*2 + 4 x + 1 0  J V(x + 2 )2 + 6

- 7 ] n  I t  + 2 +  ^/(jf+ 2 )2 + 6 I+ C  = 5л/дг2 + 4 x  + 10 *-71n | x +

2 + i /x 2 + 4* + 1 0 1+C.
5 .y s = J  -Jax2 +bx + cdx. B u n d a  h a m  i n t e g r a l  o s t i d a g i  k v a d r a t  u c h h a d d a n  t o ’ l a  

k v a d r a t  a j r a t a m i z :  '

J s =  J V ar2 + bx + cdx =  J Jal(x+-̂ -)2 ± k']dx =

= J yja(t2 ±kr)dt.4  a c - b 2 . ,  b ,------ 5—  = ± k 'Tx + —  = t,dx — dt
4a 2 a

B u  i n t e g r a l  e s a  q u y i d a g i  f o r m u l a  y o r d a m i d a  h i s o b l a n a d i :

(A), j j t 2 + bdt = ̂ Jt2 + b + ̂ ln\l + Jt1 + b \ +C,
( B ) .  f'Ja2 - t 1dt = —'Ja2- t 1 + — arcsin — + C.

J _____ 2 2 a
5-misol. J -Jx1 +2x + 6dx h i s o b l a n s i n .

B u n i  h i s o b l a s h  u c h u n  t o ’ l a  k v a d r a t  a j r a t i b ,  / =  *  +  1 ,  6  =  5 b e l g i l a s h d a n  
s o ’ n g  ( A )  f o r m u l a  q o ’ l l a n i l a d i :

x2 + 2x + 6 = (x + 1)1 + 5 ,

J-Jx1 + 2 x  +  6dx = J-y/Cx + l)1 +5<f(x + l)=

= ^ V 0 t +  1) ' + 5 + | ln |Jt + l  +  V 0 c  +  1) ! + 5| + C .

4-§. Bo’laldab integrallash usuli

B i z g a  i k k i t a  d i f f e r e n t s i a l l a n u v c h i  u(x) v a  9(X) f u n k t s i y a l a r  b e r i l g a n  

b o ’ l s i n .  B u  f u n k t s i y a l a r  k o ’ p a y t m a s i  u& n i n g  d i f f e r e n t s i a l i n i  t o p a y l i k .  B u  
d i f f e r e n t s i a l  q u y i d a g i c h a  a n i q l a n a d i :

d(u 9~ )=  u d & + 9 d u .



B u n i n g  i k k i  t o m o n i n i  h a d m a - h a d  i n t e g r a l l a b ,  q u y i d a g i n i  t o p a m i z :
u9= J u d 5 +  \9du

ju d ff = u & - j S d u . (1)

O x i r g i  t o p i l g a n  i f o d a b o ’ l a k l a b  i n t e g r a l l a s h  f o r m u l a s i ,  d e y i l a d i .
B u  f o r m u l a n i  q o ’ l l a b  i n t e g r a l  h i s o b l a g a n d a  | ,,d» k o ’ r i n i s h d a g i  i n t e g r a l ,

a n c h a  s o d d a  b o ’ l g a n  j & Z u  k o ’ r i n i s h d a g i  i n t e g r a l g a  k e l t i r i l a d i .

A g a r  i n t e g r a l  o s t i d a  u=lnx  f u n k t s i y a  y o k i  i k k i t a  f u n k t s i y a n i n g  
k o ’ p a y t m a s i  h a m d a  t e s k a r i  t r i g o n o m e t r i k  f u n k t s i y a l a r  q a t n a s h g a n  b o ’ l s a ,  
b u n d a  b o ’ l a k l a b  i n t e g r a l l a s h  f o r m u l a s i  q o ’ l l a n i l a d i .  B u  u s u l  b i l a n  
i n t e g r a l l a g a n d a y a n g i  o ’ z g a r u v c h i g a o ’ t i s h n i n g  x o j a t i  y o ’ q .

U m u m a n ,  a n i q m a s  i n t e g r a l n i  h i s o b l a g a n d a  t o p i l g a n  n a t i j a  y o n i g a  
o ’ z g a r m a s  ( C=const) n i  q o ’ s h i b  q o ’ y i s h  s h a r t .  A k s  h o l d a ,  i n t e g r a l n i n g  b i t t a  

q i y m a t i  t o p i l i b ,  q o l g a n l a r i  t a s h l a b  y u b o r i l g a n  b o ’ l a d i .  B u  e s a i n t e g r a l l a s h d a  

x a t o l i k k a y o ’ l  q o ’ y i l g a n ,  d e b  h i s o b l a n a d i .

1-misol. jxarctgxdx n i  h i s o b l a n g .

Yechish. u = arctgjf d9=xdx) d u —  ̂^ , S = jx d x = x2 /2  

( b u n d a  C=0  d e b  o l i n d i ) .  ( 1 )  f o r m u l a n i  q o ’ l l a y m i z .
:г

J jra rctg iA  = — a rc tg x - J ^ — jy tic  ( * )

x2\- - - - Tdx n i  a l o h i d a  h i s o b l a y m i z
Jl+X

dx = f - +X , *dx= f( l - —̂)dx~x arctgc + C 1 1 + jc J 1 + x2
b u n i  ( * )  g a  q o ’ y a m i z .

^ 2  X  1 1 + 1
Jxarctg>«&: =  — arctgx- —+ —arctgx+C = -  — h— - — arctgx + C

2-misol.jxinxdx n i  h i s o b l a n g .

Yechish. A g a r  и =  l n x ,  xdx =  d9- d e s a k ,  r fu  =  — , 9= \xdx = ̂ — b o ’ l a d i .  Ux 2
h o l d a

\x\axdx = — I n x -  f— —  = — I n x -  — + C .
J 2  1 2 x 2 4

3-misol. J, = J e “ s in & x < &  v a  J2 =  J e “  cos bxdx i n t e g r a l l a r n i  h i s o b l a n g  

( a , i * 0 - o ’ z g a r m a s  s o n l a r ) .



Yechish. J, i n t e g r a l d a u  = em,d9 = sin bxdx d e s a k ,  du = ae"“ dx , 9 =  -  c o sb
b o ’ l a d i .  B u l a m i  i n t e g r a l g a  q o ’ y s a k :

Jx =  - - e " c o s f o r + —  \<f'cosbxdx=--e"cosbx+ —J,. ( 2 )
1 b bJ b b 2

E n d i  ./2 L n t e g r a l d a  u = e‘° ,d9 = cos bxdx d e s a k ,  u  h o l d a

du =  ae^dx , 5  = ^ ^  v a  ( 1 )  g a  k o ’ r a  b
J, = —  e“ s i n i u c J.. ( 3 )1 b b ' w

( 3 )  n i  ( 2 )  g a  o l i b  b o r i b  q o ’ y a m i z :
I  
bJ. = - —e“cosbx + — \— e“ smbx- —J, \ ' 1 b{b b ')

y o k i
a 1 I aJ, + —rJ, = — e "  cos&t + —r-e“ sinfcc . 
b  b  b

B u n d a n  v a ( 3 )  d a n
osin& c-ftcos& t „  ftsinfcr + acosfcc „У, = ---------=----- ;-------e + C ,  У. = ---------; ; -------e + C-

1 a  + b  1

4 -misol. F a r a z  q i l a y l i k ,  *  > 1 - n a t u r a l  s o n  v a  a > о  b o ’ l s i n .  U  h o l d a
r dx f x2+a2 j f  Л

Л -l = I - - - - - - - T T =  - - - - - - - 1 * =  “  - - - - - - - Г  +
V + a 1)  V + a 2)  V  + o 2>

1 r  j c - 2 x  . (ь — I -----------vdx = = \ u =
2 V  + a ’ )  [

2xdxxta i9 =
<jt2 + a 2)'

4 - ^ L _ + i  
V + a 1 )  2

1 г dx 
I J  ,

b u n d a n
j  __ _ _ _ _ _ _ x_ _ _ _ _ _  2 4 - 3  j
* - 2 в , # - 1 » 1 + в , ;Г  ~ 2 a J( 4 - l )

N a t i j a d a  b e r i l g a n  i n t e g r a l n i  h i s o b l a s h  u c h u n  r e k u r r e n t  f o r m u l a  h o s i l
q i l d i k . A g a r  b u  j a r a y o n n i  A - 1  m a r o t a b a q o ’ l l a s a k ,  b i z g a m a ’ l u m  b o ’ l g a n

t  t dx 1 x _
/,  = J , =-arclg- + C Jx +a a a

i n t e g r a l g a k e l a m i z .
5-misol. A g a r  P„(x) = a„jc'’ + a „ _ ,x " ~ '+ ...+ a ,jc + a (, - n - d a r a j a l i  a l g e b r a i k  k o ’ p h a d

b o ’ l s a ,  u  h o l d a  P̂n(x)ebIdx,  ̂Рщ(х) cos bxdx, P̂n(x)smbxdx k o ’ r i n i s h d a g i

i n t e g r a l l a r  b o ’ l a k l a b  i n t e g r a l l a s h  u s u l i n i  n m a r o t a b a  q o ’ l l a b  h i s o b l a n a d i .



B u n d a  h a r  g a l  и f u n k t s i y a  s i f a t i d a  k o ’ p h a d  o l i n a d i ,  y a ’ n i  a w a l  u  = я „ ( х ) ,  

k e y i n  и = P„'(x) v a h . k . ,  n a t i j a d a  i n t e g r a l  s o d d a l a s h i b  m o s  r a v i s h d a

{e“dx = — e "  + C, fcos bxdx = — sin bx + С ,3 a J b
fsin bxdx = - —cos bx + C 
J b

i n t e g r a l l a r g a  k e l a d i .
B u  t u r d a g i  i n t e g r a l l a r n i  h i s o b l a s h n i n g  b o s h q a  u s u l i  h a m  b o r ,  u n i  

n o a n i q  k o e f f i t s i e n t l a r  u s u l i ,  d e b  a t a s h a d i .  B u  u s u l n i  q a n d a y  q o ’ l l a n i s h i n i  

m a s a l a n ,  jpjxye^dx i n t e g r a l  m i s o l i d a  k o ’ r a y l i k .  T a b i i y k i ,  u n i n g  

b o s h l a n g ’ i c h i  Q„(x ) e “  k o ’ r i n i s h d a  b o ’ l a d i ,  s h u n i n g  u c h u n  b u  i n t e g r a l n i  

Ql(x)e“ +C= ЬЙхп+Ьп_,х”-'+ ...+blx+ba+c  k o ’ r i n i s h d a  i z l a y m i z ,  b u  y e r d a  

m a q s a d  n o m a ’ l u m  ь„,ь,. . . . ь„ k o e f l i t s i e n t l a m i  t o p i s h d a d i r .

B o s h l a n g ’ i c h  f u n k t s i y a n i n g  t a ’ r i f i g a k o ’ r a ,

е.(*у~+с)=рп{ху“ y o k i  й м + * а м = а д -  ( 4 )

O x i r g i  t e n g l i k n i n g  i k k a l a  t a r a f i d a  и - d a r a j a l i  k o ’ p h a d  t u r i b d i .  M a ’ l u m k i  

( 8 - b o b ,  6 - § ,  6 - t e o r e m a g a  q a r a n g ) ,  b u  k o ’ p h a d l a r  t e n g  b o ’ l i s h i  u c h u n  jc 

n i n g  b i r  x i l  d a r a j a l a r i  o l d i d a g i  m o s  k o e f f i t s i e n t l a r i  t e n g  b o ’ l i s h i  k e r a k .  

U l a r n i  o ’ z a r o  t e n g l a b ,  n o m a ’ l u m  k o e f f i t s i e n t l a r n i  t o p i s h  u c h u n  c h i z i q l i  

t e n g l a m a l a r  s i s t e m a s i n i  h o s i l  q i l a m i z .  Y u q o r i d a  a y t i l g a n l a m i  q u y i d a g i  

i n t e g r a l  m i s o l i d a k o ’ r a y l i k :

+1 y ‘ dx = (fix1 +fac +  c>* + C

B u n d a
P1(x) = x1 + 1 , Q2(x) = ax1 +bx + c.

( 4 )  t e n g l i k  q u y i d a g i  k o ’ r i n i s h d a  b o ’ l a d i :

ax2 + (2a + b)x + b + c = x2 + \ .
B u n d a n

a = l,  2a + b = 0, b +с = 1.

B u  t e n g l a m a l a r d a n :  а = \,ь = -1,с = ъ.D e m a k ,

+1 ydx = (x2 -  2x  + 3у + C.



I k k i t a  a l g e b r a i k  p„(x)=a„x" +...+a,x+au v a

£?„(*) = * ..* "  + + .. .  + V - * A  k o ’ p h a d l a m i n g

/ 0 0  = - ^ -  ( 1 )  
QJx)

n i s b a t i  r a t s i o n a l  f u n k t s i y a  y o k i  r a t s i o n a l  k a s r ,  d e b  a t a l a d i ,  b u  y e r d a
an • * 0  , n > 0 , m > 1 .

Q u y i d a g i

x-a (x-aj ^2 )
Ax + B Ax+B

X2 + px'+q’ ( яг2 +■ px +

k o ’ r i n i s h d a g i  r a t s i o n a l  f u n k t s i y a l a r  e n g  s o d d a  r a t s i o n a l  k a s r l a r ,  d e b  
a t a l a d i ,  b u  y e r d a ,  A,B,a,p,q  —  o ’ z g a r m a s  s o n l a r ,  к — n a t u r a l  s o n ,

x2 + px + q k v a d r a t  u c h h a d  h a q i q i y  i l d i z l a r g a  e g a  e m a s ,  y a ’ n i  ^ - - q < 0 .

U c h i n c h i  v a  t o ’ r t i n c h i  k o ’ r i n i s h d a g i  r a t s i o n a l  f u n k t s i y a l a m i  

i n t e g r a l l a s h n i  3 - §  d a  k o ’ r g a n  e d i k .  A v v a l g i  i k k i t a  k a s m i n g  i n t e g r a l i  e s a  

q u y i d a g i c h a  b o ’ l a d i :

A (——— = A ln|x — a\ + C, A f -  = — ------------^ Г Г  + С .}x - a  1 1 J (jc- a i  k - l  (х -аў'
A g a r  ( 1 )  r a t s i o n a l  k a s m i n g  s u r a t i d a t u r g a n  k o ’p h a d n i  d a r a j a s i  и  m a x r a j d a  

t u r g a n  k o ’ p h a d n i n g  d a r a j a s i  m d a n  k i c h i k  b o ’ l s a ,  ( 1 )  n i  t o ’ g ’ r i  k a s r ,  a k s  

h o l d a  n o t o ’g ’ r i  k a s r ,  d e y m i z .

A g a r  ( 1 )  n o t o ’ g ’ r i  k a s r  b o ’ l s a ,  k o ’ p h a d n i  k o ’ p h a d g a b o ’ l i s h  q o i d a s i g a  

k o ’ r a b o ’ l i b ,  u n i
P (x)

f(x)  =  ко ’phad  + (n, < m, )

k o ’ r i n i s h g a  k e l t i r i s h  m u m k i n .  K o ’ p h a d n i  i n t e g r a l l a s h n i  a v v a l g i  p a r a g r a f l a r d a  

k o ’ r d i k .  D e m a k ,  h a r  q a n d a y  r a t s i o n a l  f u n k t s i y a n i  i n t e g r a l l a s h d a g i  a s o s i y  

q i y i n c h i l i k  t o ’ g ’ r i  k a s m i  i n t e g r a l l a s h g a k e l t i r i l a r  e k a n .  I x t i y o r i y  t o ’ g ’ r i  k a s m i  

i n t e g r a l l a s h  q u y i d a g i  t e o r e m a g a  a s o s l a n a d i .

T e o r e m a .  Agar haqiqiy to ’g ’ri (1) kasming mahraji



ko'rinishda ko'paytuvchilarga ajralsa, и holda (1) yagona ravishda 
quyidagi:

P„(x)____ 4.1 . Л.1 | I 4.
& .(*) (*-<:,)*■ (x-c,)* '

ArX 
+  . . . + — — +

| Bux+Cl3  ̂ B zx+Cl2  ̂ | Вц,х+Су, 
tf+PiX+qJ fc1+p,x+q,jl' Х1+Р\Х+Я\

В,уХ+С,л Д д Х + С ^ д  B'ji+C'j
(3)

^+Р.х+чЛ  * " + Л * + 9 ,
ко ’rinishda eng sodda kasrlar yig'indisiga yoyiladi.

Dem ak, bu teorem aga ko’ra har qanday haqiqiy to’g ’ri ratsional kasr 
uchun ko’ rsatilgan indekslari bo ’yicha shunday а ,в ,с  o ’zgarmas sonlar 
topiladiki, (2) munosabat x  ning c ,,c2r..,c r qiymatlaridan boshqa barcha 
qiymatlari uchun bajariladi.

Bu koeffitsientlarni aniqlash uchun odatda noaniq koeffitsientlar usuli 
qo ’ llaniladi. Bu usulni birinchi marotaba I.Bem ulli qo’llagan.

Bu usulni quyidagi kasr misolidako’ rsatamiz:
2 л 2 + 2 .x + 13 A Bx + C Dx + E - +  -

(х -2 Х * 2 +1)2 x - 2  x2 +1 (x2 + 1)2 

Tenglikning o ’ng tarafmi umumiy maxrajga keltirib, suratlarini 
tenglasak:

2x* +2x+13=/<x2 +1)2+<Bx+Q(x2 +l)(t-2)+<Dx+£Xx-2). (4 )

Bu tenglikning o ’ng tom onini ixchamlab, tenglikning ikkala 
tom onidagi x  ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglab, 
quyidagi sistemani hosil qilamiz:

x A : a + B = 0,
x 3 : -22? + C = 0,
x2 : 2A + B-2C + D = 2,
X : -2B + C -  2D + E = 2,
x° : / 

bundan
x° : А-2С-2Е = П,

Л = 1, B = - 1, С = -2, D = -3, E = -4.
D e m a k ,



2х2 -ь 2лс + 13 I___ х + 2 Зх + 4
(jc-2X jc2 + 1)J ~ х - 2  х2 + 1 (х2 +1)2 '

X u d d i  s h u  n a t i j a g a  х  n i n g  o ’ m i g a  k e t m a - k e t  —1,0,1, 2  v a  —2  q i y m a t l a m i  

q o ’ y i b  k e l s a  h a m  b o ’ l a d i .  B u n d a  n o m a ’ l u m  k o e f f i t s i e n t l a r n i  t o p i s h  u c h u n  

q u y i d a g i  s i s t e m a  h o s i l  b o ’ l a d i :
25 A = 25,
A - 2 C - 2 E  = \ \
4Л +6(Д  -  C) + 3(D -  E) = 13,
4A-2(H + C)-(D  + fi) = i7,
25 A + 20(2S -  C) + 4(20 - E) = 17.

( 2 )  d a g i  q o ’ s h i l u v c h i  k a s r l a m i n g  i n t e g r a l i n i  e s l a s a k ,  q u y i d a g i  x u l o s a g a

k e l a m i z :
H a r  q a n d a y  r a t s i o n a l  f u n k t s i y a n i n g  i n t e g r a l i  r a t s i o n a l  f u n k t s i y a ,

l o g a r i f m i k v a  a r k t a n g e n s  f u n k t s i y a l a r  o r q a l i  i f o d a l a n a d i .
K o ’ r g a z m a  s i f a t i d a  y u q o r i d a g i  m i s o l g a  q a y t a m i z :

r 2 x 2+ 2.1 + 13 . г dx t x+2 . r 3x+4 .
------------;------dx- --------- —— abc- — -------- r  dx =

J (x -2 X ^  +1) 1 x-2 x +1 J (x +1)

1 3 - 4 x  1, (x-2)1 .
= ----- ;----- + — ln i —:— — -  4arctgr + С .

2  jc + 1  2  JC1 + 1  ^

6-§. Irratsional funktsiyalami integrallash

B u  p a r a g r a f d a  b i z  r a t s i o n a l  b o ’ l m a g a n  f u n k t s i y a l a m i  o ’ z g a r u v c h i n i  
a l m a s h t i r i s h  u s u l i  y o r d a m i d a  q a n d a y  q i l i b  r a t s i o n a l  i f o d a g a  o l i b  k e l i s h  
y o ’ l l a r i n i ,  v a  n i h o y a t  n o r a t s i o n a l  f u n k t s i y a l a m i n g  i n t e g r a l l a r i n i  a l m a s h t i r i s h  
n a t i j a s i d a  h o s i l  b o ’ l g a n  r a t s i o n a l  i f o d a l a r g a  5 - §  d a  b e r i l g a n  u s u l l a m i  q o ’ l l a b  
h i s o b l a s h n i  k o ’ r a m i z . B u  —  j a r a y o n n i  r a t s i o n a l l a s h t i r i s h  u s u l i ,  d e y i l a d i .

1 . b u  y e r d a  a ,* ,c ,< / - o ’ z g a r m a s  s o n l a r ,  m - n a t u r a l  s o n ,

ad-be*0 ,  R(x,y)-  o ’ z  a r g u m e n t l a r i g a n i s b a t a n  r a t s i o n a l  i f o d a .
B e r i l g a n  i n t e g r a l n i

c + b 
h d

a l m a s h t i r i s h  r a t s i o n a l l a s h t i r a d i .  H a q i q a t a n
VCJC+£

.  ax + bI =- - - - - .cx + d
B u n d a n

^ mtm {ad-be')
„  > dx = ------------- -— dt-ct a -  o )



U  h o l d a

b u  y e r d a  д ,  ( i ) —  t n i n g  r a t s i o n a l  f u n k t s i y a s i .

\-m iso l.\— ± - - - - - « h / E I * - .
1 \ J ( x - l ) ( x  + \ f  1 X — l Jf + 1

Yechish. A g a r  / = ) | E I  d e s a k ,  x = 4 - ^ >  dx =— b o ’ l a d i .  U  h o l d a  
Vjc-1 t -1

r ^ * _ = j z M = j r _ _ L + ^ ± 2 _ v  =
4 j c - 1 i  + 1 V - l  Ч  /-1  <2+t + i)

1.  /  + /  + 1 гг 2/ + 1
=  2 , n 1 7 - 0 ^ + ^ a r c t e ^ 7 T + o -

2-misol. J *  = J L - * = < £ =c= J * ^ =
JV i+ V i

= 6 j <r2 - f +  l ) * - ln | l  + (|= 2/3 - 3 / 2 +6r - ln | l+ / |  + C.

2 .  | д « с , -Jax2 +bx+cjb,  b u  y e r d a  a,b,с - o ’ z g a r m a s  s o n l a r .

I n t e g r a l  o s t i d a g i  k v a d r a t  u c h h a d  t a b i i y  k a r r a l i  i l d i z g a  e g a  e m a s ,  c h u n k i  
a k s  h o l d a  i n t e g r a l  o s t i d a g i  i f o d a  r a t s i o n a l  i f o d a g a  a y l a n i b  q o l a d i .  A g a r  u  
h a q i q i y  h a r  x i l  x„x2 i l d i z l a r g a  e g a  b o ’ l s a ,  u  h o l d a

Va*2 +bx + c = Ja(x-x,)(x-x2) =(x-x,) a- ——
V *-*i

d e b ,  b e r i l g a n  i n t e g r a l  y u q o r i d a  k o ’ r i l g a n  1 - t u r  i n t e g r a l g a  k e l t i r i l a d i .
E n d i ,  f a r a z  q i l a y l i k ,  k v a d r a t  u c h h a d  h a q i q i y  i l d i z l a r g a  e g a  e m a s  v a  a >  0  

b o ’ l s i n .  U  h o l d a  b e r i l g a n  i n t e g r a l n i  E y l e m i n g  1 - a l m a s h t i r i s h i ,  d e b  
a t a l u v c h i

■Jax1 +bx + c = t - 4 a - x  
a l m a s h t i r i s h  r a t s i o n a l l a s h t i r a d i .  H a q i q a t a n ,  a g a r  b u  t e n g l i k n i  k v a d r a t g a  

k o ’ t a r i b  i x c h a m l a s a k ,  bx+c=t1-2ja ix v a  b u n d a n

t2-c  /— i ;--------  Volt2 + bt + c-Jax = — ;=------ , sax + bx + с = -----------—— =-------- ,
2 V  at + b 2 sat + b

-Jot1 + bt + cja .dx = 2 ----------------- j—at ■
Q-Jat + by

B u l a m i  b e r i l g a n  i n t e g r a l g a  o l i b  b o r i b  q o ’ y s a k ,  i n t e g r a l  o s t i d a g i  
f u n k t s i y a  / n i n g  r a t s i o n a l  f u n k t s i y a s i g a  a y l a n a d i .



Ъ-misol. jyla2 + x2dx integralni hisoblang. Bu yerda, x2 + a1 haqiqiy 
ildizlarga ega emas. Shuning uchun

л/о2 + x2 = t-x, X 2 + a2 =l2-2tx + x2 , x =Г - a“ 
2t 

va

о + jc‘ = t-x  = -t +a‘
2t

Bundan
Г t4 —a4 , t1 +ix ja  +x = ---- r— , dx = -----

4t2 ’ 2 t
Bularni integralga qo’ysak:

J J . 2l  2/ 4 J
2a a4 Г + — +—
r r

dt-
J1  Л  4 2 , 4  4. 11 / 7̂ _  ci t \ \ t — a _

=T In|/|+T - ^ +c = T ln|,|+“ 8 ^ +c =
= —  Inlx + J x 2 + a2 + — л/x 1 +a2 + C .

2 I I 2 
Agar kvadrat uchhadda a<0,c>0 bo’lsa, u holda quyidagi 

almashtirishni bajaramiz: ________
■Jax2 +bx+c = xt + -Jc

Bu Eyleming 2-almashtirishi, deyiladi. Agar bu tenglikni kvadratga 
ko’tarib ixchamlasak, ax+b=xi2 +2-Jct hosil bo’ladi. Bundan

2-Jet - b I— 2 , . , -Jet2 -bt + a-Jcx = ----------— , Saxl +bx + c = ----------------- ---------- ,
a - t 2 a - t

Л  = 2

Bulami integralga qo’yib, integral ostidagi ifodani ratsionallashtiramiz. 
Integrallab bo’lgandan so’ng avvalgi o ’zgaruvchiga qaytish maqsadida, 
javobda

_ Jax2 + fec + c - V c  
x

almashtirishni bajarib qo’yamiz.

7-§. Trigonometrik funktsiyalarni o’z ichiga olgan ayrim ifodalarni
integrallash

Biz shu paytgachafaqat algebraik (ratsional vairratsional) funktsiyalami 
integrallashni ko’rgan bo’lsak, bu paragrafda noalgebraik funktsiyalami, 
shu jumladan, trigonometrik funktsiyalar qatnashgan ifodalarni 
integrallashni ko’ramiz.

Bizga



J"i?(sin jc ,  casxyix ( 1 )

integral berilgan bo’lsin, bu yerda R(x.y) — o’z argumentlariga nisbatan 
ratsional funktsiya.

Trigonometriyadan m a’lumki,
X  ,  X

2‘S j  1 t
sinx = --------— , cosx =--------- *=-.

1 + 1 +
Shu sababli, (1) ni

JC
(2)

almashtirish ratsionallashtiradi. Haqiqatan, (2) dan
~ . » 2  dt x  = 2 arctgf, dx -

Bulami (1) ga qo’ysak:

1 + *2
21 1 - t 2Sinjf = ----- T-y COSX = -----

1 + /2 1 + /3

f f i0 in x ,c o s * )& =  |л , ( 0 Л .

l-misol. integralni hisoblang.
J s inx

Yechish.
2 dt

+ c .

i+<2
Yuqorida keltirilgan (2) almashtirish universal almashtirish, deb ataladi. 

Bu usul ayrim hollarda murakkab ratsional funktsiyalarga olib keladi, shuning 
uchun bu usul bilan bir qatorda maqsadga tezroq olib keluvchi 
almashtirishlar ham ishlatiladi. Shulardan ayrimlarini ko’rib chiqaylik. Awal 
izohi ash jarayonidazarur bo’ladigan bir nechta tushunchalami kiritib olaylik.

Agar R(-x,y)= R(x,y) ( R(x-y) = R(x,y)) bo’lsa, R(x,y) funktsiya j  ga(j> ga) 
nisbatan juft deyiladi, agar R(-x,y)=-R(x,y) (R(x,-y)=-R(x,y)) bo’lsa, 
R(x,y) funktsiya x ga(y ga) nisbatan toq, deyiladi.

Faraz qilaylik,
R(u, 9) = (  u = sin x, 9 = cos jc )Q(u,9)

bo’lsin, bu yerda, P vaQ  lar u ,9  lar bo’yichako’phadlar.
Agar p  и ga (a ga) nisbatan va Q и ga(s ga) nisbatan bir vaqtdajufl 

yoki toq bo’lsa, R(u,9) и  ga($ ga) nisbatan juft bo’ladi.
Agar p и ga(9 ga) nisbatan juft (toq) vag  u ga(5  ga) nisbatan toq 

Guft) bo’lsa, R(u.S) и g a (9  ga) nisbatan toq bo’ladi.



P v aQ lar ko’phad bo’lgani uchunfl(u,,9) biror argumentiga, masalan, 
и ganisbatan juft bo’lsa, uni

R(u,S) = R,(u2,9)
ko’rinishga, ya’ni и ning juft darajalarini o’z ichiga olgan ko’phad 
ko’rinishiga keltirish mumkin.

Agar R(u, Э) и ganisbatan toq bo’lsa, uni
Д(и,5) =  Д2(и',5)и

ko’rinishgakeltirsabo’ladi.
1. Agar R(u, 3) и ganisbatan toq bo’lsa, u holda

J^(sin x,cosxyix = jt,cosjc)sinxi& =

= — J < |  -  cos2 x ,cosx)/cosx
bo’ladi va demak, / = cosx almashtirish ratsional funktsiyaning integraliga 
olib keladi.

2-misol. fsi° x dx = - \^ ~ d t=  \d t-
J C 0 S  X  1 t  s

= f+ - + C  = cos x + —!— + C . t cosx
2. Agar R{u,&) 9  ganisbatan toq bo’lsa, u holda

J R(s'm x,cos x)dx = f/l0̂ in x,cos2 x'fcosxdx =
= J ^ ^ i n x j  -  sin2 x ) /s in x

bo’ladi va demak, r = s in x  almashtirish bilan maqsadga yetishamiz.
3-misol. Jsin2 x cos1 xdx = J sin2 x fl -  sin2 xji sin x =

= f /2( l -  t2)dl = - -Is + С = - s in ’ x  -  - s in 5 x  + C.
3 3 5 3 5

3. Agar Л(ы,А) birvarakayiga ikkala o’zgaruvchisiga nisbatan juft bo’lsa, 
ya’ni

R(-u,-S) = R(u.9)

bo’lsa, и ni — Э ga almashtirib, i9
R(u,9) = R(̂ -9,9) = R'^,9)

17 9

munosabatga kelamiz. U holda 

tenglikka ishonch hosil qilish qiyin emas. Shu sababli 

deyish mumkin. Demak,

/?$inx, cosx)= A* (tgir.cos2 x>= ̂ ’1 tgx,— Ц -
l  l+ tg 'x

=к  (tgt)



ekan . B u n d a n  b e r ilg a n  in te g ra ln i i = tgx a lm a sh tir ish  ra ts io n a lla sh tir ish i 
kelib  ch iqad i.

E s la tm a . H a r q a n d a y  R(u,9) ra ts io n a l ifo d a n i quyidag i:
R(u,9)-R(-u,9) | R(-u,S)-R(-u,-9) [ R(-u,~9) + R(u,3)

2 2 2 
ko ’rin ishda ifodalash  m u m k in , bu  yerda  b ir in ch i kasr u c h u n  1-h o la t, 
ikk inch i kasr u c h u n  2 -ho la t va  u c h in c h i kasr u c h u n  3 -ho la t o ’rin li. S hu  
sababli fl(sinx,cosx) ifo d an i yuqoridag idek  yoyib, har b ir  qism iga m o s rav ishda  
/ = cosx ,/ = s in x va t = tgx a lm ash tirish lam i qo’llab , berilgan  in teg ra ln i 
ra tsionallash tirish  m u m k in .

4 -misol. f— ni  h isob lang .
J sin xcos x

Yechish. B u  in te g ra l  u c h u n  3 -h o la t o ’r in li , sh u n in g  u c h u n  / = tgr 
a lm a sh tir ish n i b a ja ra m iz . U  ho ld a

f _ r * _  = f ! " i r t . , - 2 _ J r+ c  =
's in  xcos x J t t 3<

= t g i - 2c tg x -Ic /g 3j r + C .

4. J, =  JcosmxcosnxA, J2 =  Jsin mx cos nxdx va J2 =  Jsin mx sin nxdx 
ko’rinishdagi integrallar quyidagi formulalar yordamida hisoblanadi: 

cos mx cos nx =  [cos(m + n)x +  cos(m -  л)х],

sin rax cos fix =  ^ |sm (/n  +  w)x + s in (m -« ) jr ] ,

s in /их sin nx = i- [-c o s (m  + n)x + co s (m -« )x ],

B u la m i b e r ilg a n  in te g ra lla rg a m o s  ra v ish d a q o ’y ib  h isob laym iz:

J, = — J [cos(m + n)x + cos(m -  n)x\lx =
2
sin(m + n)x sin(m -  ri)x+ C

2 (m + ri) 2 (m -  n)
O ’o lg an  ik k ita s i h a m  sh u  k ab i h isob lanad i.
5-misol. Jsin 5x sin 3xdx in te g ra ln i h isob lang .

Yechish.
Jsin 5x sin 3 xdx = ^  J [-  cos 8x  + cos 2xJ£t =

sin 8x  sin 2x  _
= --------------+ ------------+ C.
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8-§. Ayrim irratsional funktsiyalami trigonometrik almashtirishlar 
yordamida integrallash

Biz 6-§ da batafsil ko’rgan
л/ах2 + bx + cjlx ( 1 )

ti
integralga qaytamiz, bu yerda a*o ,c---- * 0. Bu paragrafda trigometrik

4
almashtirishlar yordamida(l) integral 7-§ da ko’rilgan

j Л (sin z,cos zyjz ( 2 )

integral ko’rinishigaqanday qilib keltirilishi ko’riladi.
3-§ da ax1 + bx+c kvadrat uchhad koeffitsientlaming har xil qiymatida

V/nV +n2, Jm1!2-n 1 va -in2 -m 2t2 ifodalardan biriga keltirilishini ko’rgan 
edik, shuning uchun umumiylikni buzmagan holda, (1) integral

Jj?»,VmV + n2}*, (3)

/Л», -n2 УI , (4)
|й«,л/п2- т У } Л  (5 )

integrallaming birigakeltirilgan, deb faraz qilamiz.
Agar (3) ga*=—tg: almashtirishni, (4) g a (= -Secz almashtirishni va(5) gam m

f = — sinz almashtirishni qo’llasak, bu integrallar (2) integral ko’rinishiga
m

keladi.
Misol. Hisoblang:

f A

Yechish. Bu (5) ko’rinishdagi integral, shuning uchun ungajr = asinz 
almashtirishni qo’llaymiz.U holda

dx = acoszdz 
С dx [ acoszdz r acoszdz

1 sinz
a Jcos г a

1 sinz
+  C --

° 2 л/ l - s in 1 z  o '
E sla tm a . H ar q an d ay  uzluksiz  funktsiya u c h u n  bo sh lan g ’ich  funktsiya 

m av jud  b o ’lsa ham  ( l - §  ga  qarang), har qanday  b o sh lan g ’ich  funktsiya 
e le m e n ta r  funk tsiyalar orqali ifodalanaverm aydi. B unday  in teg ra llar 
jum lasiga

f fs in jc  , fCOSJC , r I------------------:—  Г)e <Ь> J— <&. JVl-A2sm2*<fc, J—



va h.k. kiradi.
Bu turdagi integrallami Laplas, Lejandr vaLuivill1 keng o’rganishgan. 

Lejandrning hatto bunday funktsiyalaming qiymatlari jadvali ham mavjud.

i Andria n  M ari L ejandr (1752-1833) va Jo z e f  Luivill (1809-1882) “  buyuk feiaog m atcm alikleri.



ANIQ INTEGRAL

l-§ .  Quyi va yuqori integral yig’indilar

Sohalarning yuzalarini hisoblash masalasi qadimdan insoniyatni 
qiziqtirib kelgan. Ko’pburchaklaming yuzini hisoblashni qadimgi Vavilon 
va Misr olimlari bajara olishgani tarixdan m a’lum. Arximed1 parabola 
segmentining yuzini hisoblay olgan. Matematik tarixning oxirgi 
izlanishlaridan m a’lumki, doira va sektor yuzini hisoblashni O’rtaosiyolik 
vatandoshlarimiz Al-Xorazmiy va Beruniylar ham bilganlar.

Biz bu bobda o’rganadigan asosiy tushunchalarimiz ham yuzalami 
hisoblash masalasidan kelib chiqqan. Shu sababli hozir biz chegaralaridan 
biri egri chiziqdan iborat bo’lgan egri chiziqli trapetsiya, deb ataluvchi 
soha yuzasini hisoblash masalasini ko’ramiz.

Faraz qilaylik, bizga quyidan Ox o’qining (a,*] kesmasi bilan, 
yonboshlaridan x = a va x = b to’g’ri chiziqlar bilan va yuqoridan uzluksiz 
y = f(x) funktsiyagrafigj bilan chegaralangan soha berilgan bo’lsin.

[a, A] kesmani ixtiyoriy ravishda
a = x0 < xt < xj  < . . .  < jt„_, < X" = b

nuqtalar bilan n ta boiakka bo’lamiz 
va

x,- j t 0 =  Дх,,х2 -  JT, =&x2,...,x„-x„_l =  Дх„

deb belgilaymiz.
у = /(x) funktsiya har bir 

bo’lakda uzluksiz bo’lgani uchun Veyershtrass teoremasiga ko’ra u shu 
oraliqda o’zining eng kichik m, va eng katta M, qiymatlariga erishadi 
(funktsiya [a, 6] oraliqda uzluksiz bo’lgani uchun uning har qanday 
bo’lagidaham uzluksiz bo’ladi).

Quyidagi

s„ = mtДг, + m1Ax1 + ... + m„Дх„ = ^ ш,Д х ,, 

= Л/,Дх, + A/jAtj + ... + Mn Дх„

(1)

(2)
/-1

yig’indilar mos ravishda 97-rasmda aks ettirilgan ichki chizilgan 
ACaNiciN1...c„_,N'B va tashqi chizilgan лк0с,к1...сп_,кг,_[с„в pog’onasimon 
shakl-laming yuzalariga teng. Ular mos ravishda Darbuning1 quyi va

1 A n im c d  (taxm inan  mUotldan aw alg i 287-212 yillar) — buyuk yunon olim i.
1 G asto n  D arbu  (1842-1917) — la jan g  m atem aiigi.



yuqori yig’indilari, deb ataladi. Uzluksiz y = f(x) funktsiyaning [a, b] 
oraliqdagi eng kichik va eng katta qiymatlari mos ravishda m v a «  bo’lsin. 
U holda

/п,>7И, m2 S m , ..., mr > m
va

Mt <M, M2 < M, ..., M„<M
b o ’lg an i u c h u n

= Ҳт.Аг, > У̂ тйх. = т^Дх, = m(b-a) , (3)
J-l »-l i-J

s. = Ў  Mlt±xi <, J] Л/Ах,. = Ax, = M(b -  a) ■ (4)
. i I ■ I ,-i

Barcha i ( i= l ,2 ,. . . ,n )  lar uchun mt <,M, ekanligidan
(5)

Uchta(3),(4) va (5) tengsizliklami birlashtirsak:
m(b- a)< s„ <, s„ S M(b-a) (6)

Darbu yig’indilari quyidagi xossalarga ega:
1°. Agar bo’lish nuqtalarini oshirsak, Darbuning quyi yig’indisi faqat 

ortishi, yuqori yig’indisi faqat kamayishi mumkin.
Buni isbot qilish uchun tanlangan bo’lish nuqtalariga bitta x’ nuqta 

qo’shilgan holi bilan kifoyalanamiz.
Faraz qilaylik, bu nuqta xk vajr1+1 nuqtalar orasidabo’lsin:

xk <x’<xk„.
Agar mk va щ mos ravishda y = f(x) funktsiyaning (*„*•] va ii'.*,.,] 

oraliqlardagi eng kichik qiymatlari bo’lsa, u holda-Vi ning 4-hadi
mk(x'-xk) + mt (xitl -x ')

ning к -hadidan farq qiladi. va bo’laklar ning
qismlari bo’lgani uchun mk>mt , "mt >mt vashu sababli

mk {x'—xk) > mt (x‘-xk), m„(xt+l -x’)2.mk (хм -У)
bo’ladi. Agar bu tengsizliklami birlashtirsak:

И» (*'-■**) + (x̂ < - x ‘)>mk (*i+1 -  xk), 
ya’ni ekan. Yuqori yig’indi uchun isbot aynan shunday bajariladi.

2°. Darbuning har bir quyi yig’indisi har qanday yuqori yig’indisidan 
kattaemas, hatto bu yig’indi boshqa bo’linishga taalluqli bo’lsa ham.

Isboti. [o,6] oraliqni ixtiyoriy ravishda bo’laklarga bo’lib, bu bo’linishga 
mos keluvchi Darbu yig’indilarini sn va s„ deb belgilaylik.



Endi, [а,£>] oraliqning bu bo’linmadan boshqa bo’linmasini olib, unga 
mos keladigan Darbu yig’indilarini v a i ’ , deb belgilaylik.

s'n ekanligini isbot qilish kerak. Buning uchun birinchi vaikkinchi 
bo iin ish  nuqtalarini birlashtiramiz.

Natijada yangi, uchinchi bo’linish hosil bo’ladi. Unga mos keluvchi
Darbu yig’indilari va si bo’lsin.

Uchinchi bo’linishni ikkinchi bo’linish nuqtalarini birinchisiga 
birlashtirish natijasida hosil bo’lgani uchun l°-xossagako’ra ^  bo’ladi.

Xuddi shunday ikkinchi va uchinchi bo’linishlami solishtirib, si < s'„ 
ekanligigaishonch hosil qilamiz.

Lekin, s i ,  shu sababli yuqoridagi ikkitatengsizlikdan £„< s‘
ekanligi kelib chiqadi. Shuni isbot qilish kerak edi.

Bu ikki xossadan Darbuning quyi va yuqori yig’indilari n ning natural 
qiymatlari uchun mos ravishda m onoton kamaymaydigan va monoton 
o’smaydigan ketma-ketliklami hosil qilishi kelib chiqadi. Shu sababli 
Boltsano-Veyershtrass teoremasigako’ra(4-bob, §2.7 gaqarang) bu ketma- 
ketliklar n ->oo da chekli 1. < I '  limitlarga ega. Aslida bu yerda faqat tenglik 
o’rinli. Haqiqatan

/=1

K antor teoremasining natijasiga ko’ra (5-bob, 3.6-§ ga qarang), 
ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday S > 0 son topiladiki, д*, < s  bo’lganda 
M: -  m, < e bo’ladi. U holda

•*»* - s-k <eY jAx‘ = ф -  ---- l-l
Bundan /. = iinu„ = iinu^=/' ekanligi kelib chiqadi.
1-rasmdan ham ko’rinadiki, n  orta borgan sari c 0 n , c , . . . n „  va 

C0K0C,Kl...Kr_,C„ siniq chiziqlar C0C„ yoyga yaqinlasha boradi. Demak, 
ichki chizilgan va tashqi chizilgan sohalaming yuzi berilgan egri chiziqli 
trapetsiyaning yuziga yaqinlasha borar ekan, ya’ni S = ! .= ! ’ bo’lar ekan.

2-§. Aniq integralning ta’riil va mavjudlik shartlari

Yana yuqorida ko’rilgan masalaga qaytamiz. Har bir 
bo’lakda mos ravishda bittadan nuqtalar olib, berilgan



funktsiyaning shu nuqtalardagi qiymatlarini hisoblaymiz.
Quyidagi

*„=/(£) Л*, + /« 2)Ai2 +... + /«,)At, =1;/«,)Д*, (1)
(•I

yig’indini tuzib olaylik. Bu yig’indini y = f ( x) funktsiyaning [a,6] 
oraliqdagi integral yig’indisi, deb atashadi.

nuqta 1*,.,,*, ] bo’lakdan ixtiyoriy tanlangani uchun щ<Д£)<М, bo’ladi. 
у д Bundan щ&ъ </(£)Д*; <Л<Д>:, yoki

У
|7 Г ~

Л5и>

a Si ■*!& *2
98-rasm

*7Т-1

А „

уа ш 
^  . (2)

Bu tengsizlikqing geometrik 
ma’nosi yuzi sn bo’lgan 
maydon ichki va tashqi 

chizilgan siniq chiziqlar orasida joylashgan siniq chiziq bilan chegaralangan 
ekanligini bildiradi.

Yig’indi s„ |a,A] oraliqni !*,_„*,] bo’laklarga bo’lish va £  nuqtalami 
tanlash uslubiga bog’liq. H ar xil bo’linishlami qaraylik. Har bir 
bo ’linishdamos £ nuqtalami tanlab, ( 1) ko’rinishdagi mos yig’indilami 
tuzamiz. Natijada integral yig’indilar ketma-ketligi hosil bo’ladi. Ulami 
quyidagicha tartiblaymiz. Umumiylikni buzmagan holda, birinchi 
bo ’linishda bo ’laklar soni n j, ikkinchi bo’linishdagi bo ’laklar soni 
я 2> « ь  uchinchi bo’linishdagi bo’laklar soni n 3> n 2 vah.k.U  holda ularga 
mos keluvchi integral yig’indilar ketma-ketligi

tartibdajoylashadi. Ar-bo’linish uchun л, =шш|т,-*1_|| deymiz.

l - t a ’rif. Agar k-xx> da Xk—>0 bo'lib, (3) ketma-ketlik chekli s limitga 
intilsa, bu limit y = f{x) funktsiyaning oraliqdagi aniq integrali, deb 
ataladi va

J/М Л

tarzda belgilanadi.
Demak, ta’rifga ko’ra

J / ( * ) &  = Hm = Hm g / ( £ « ) A * ,W - (4)

Bu yerda, a aniq integralning quyi chegarasi, b aniq integralning 
yuqori chegarasi, deyiladi.



1-ta ’rif quyidagi ta’rifga ekvivalent.
2-ta’rif. Agar har qanday e > 0  uchun shunday s >о topilsaki, xk <s 

bo iganda |j„t -  s| < e tengsizlik nuqtalami qanday tanlanishidan qat ’i 
nazar bajarilsa, и holda s y = f(x) funktsiyaning \a,b~\ oraliqdagi aniq 
integrali, deb ataladi.

Uzluksiz funktsiyalar uchun aniq integralning bu ta’rifi farang 
matematigi Koshigataalluqli, umumiy hoi uchun, ya’ni ixtiyoriy funktsiya 
uchun aniq integral ta’rifini B.F.Riman1 kiritgan. Shu sababli uzluksiz 
funktsiya uchun aniq integral mavjud bo’lsa, uni Koshi m a’nosida 
integrallanuvchi, agar ixtiyoriy funktsiya uchun aniq integral mavjud 
bo’lsa, funktsiyani Riman ma’nosida integrallanuvchi, deymiz.

Quyidagi teoremaaniq integralning mavjudlik shartini beradi:
1-teorema. Aniq integral mavjud bo 'lishi uchun

lim y e.Axf* = 0 , (5)

bo’lishi zarur va yetarlidir, bu yerdac, = Mi - ml, ; = i,2,.
Zarurligi. Faraz qilaylik, aniq integral mavjud bo’lsin. U holda ta’rifga 

ko’ra, har qanday e >0 uchun shunday s>o  topiladiki, Л4 <S bo’lganda
|sni -  j| < e tengsizlik bajariladi. Bundan

S - E < S n i < S  +  £ yoki S - E < S n i< S nt < Snt < S  + £ ,

ya’ni
lim  =  lim  s„

Л ->o "*

yoki
lim is. — s I- lim V (M = lim V  e.Axj'’ = 0 .

Yetarliligi. Endi (5) shart o’rinli bo’lsin. Unda /. = / ' = /  bo’ladi. 
Ma’lumki ((2) qarang),

S <  S  < 5n t  n k ~ n k f

bundan

0*4* ~ s»k = Ъ м , - щ *#'
1*1

U holda(5) shartga binoan
lim s = lim s„ = I ,Д.-.0 ** a,-.o_2s_ ’

demak, aniq integral mavjud va u /  ga teng ekan.
Teoremaning ikkinchi qismidan (a,*] oraliqda uzluksiz bo’lgan har

qanday у = / ( jc)  funktsiyaning aniq integrali mavjud bo’lishi kelib chiqadi.

1 B .F .R im an (1826-1866) — olm onlyalik  buyuk m alem atik.



2-teorema. (a,A] oraliqda chegaralangan va unda chekli uzilish 
nuqtalariga ega bo'lgan y = f(x) fiinktsiya shu oraliqda integrallanuvchidir.

Isboti. Eng sodda hoi, ya’ni a vab  orasida faqat bitta jt0 uzilish nuqtasi 
bo’lgan hoi bilan kifoyalanamiz. Ixtiyoriy s >0 uchun x0 ning с -atrofini 
olaylik. Bu atrofdan tashqarida funktsiya uzluksiz bo’lgani uchun u yerdagi 
nuqtalarga Kantor teoremasining natijasini qo’llash mumkin. Berilgan c 
uchun e-atrofning chap va o’ng tomonlari uchun topilgan 8 laming 
kichigim tanlab, uni yana s  bilan belgilaymiz. Tanlangan 5 г -atrofning 
tashqarisidagi ikkala oraliq uchun yaraydi. Umumiylikni buzmagan holda 
S<e  deb faraz qilish mumkin. (a,A] oraliqni ixtiyoriy ravishda bo’laklari 
uzunligi s  dan kichik bo’ladigan qilib bo’laylik. Bu yerda bo’laklar uchun
2-hol bo’lishi mumkin:

1) butunlay £ -atrofning tashqarisida joylashgan bo’laklar. Ularda 
funktsiyaning tebranishi eo, < s bo’ladi.

2) butunligicha e -atrofning ichida yoki bir qismi shu atrofda bo’lgan 
bo’laklar.

Teorema shartiga ko’ra funktsiya chegaralangan bo’lgani uchun uning 
har qanday bo’lakdagi tebranishi [a,b~\ oraliqdagi £1 tebranishidan katta 
emas.

с -atrof va uning tashqarisi uchun mos ravishda quyidagi:
£ © ,.Д х (. va £ й > г Дх,.
Г Г

yig’indilami tuzib olaylik.
Ikkinchi yig’indi uchun

^ < в (.Дх(. с г ^ Д х , .  < ф - а ) .
f* Г

Birinchi yig’indi tarkibiga kiruvchi butunlay г -atrofda yotuvchi 
oraliqlar uzunligi 2 s dan kichik bo’lishi ayon, bir qismi с -atrofning 
tashqarisida yotadigan oraliqlar soni ikkitadan oshmaydi, shu sababli 
ulaming uzunliklari yig’indisi 2S dan va demak, 2 s  dan kichik.U holda

'Y j m ,,A x r  < < £ l-4c.
V »'

Demak, Дх, < s  uchun
Дх, < f g > - a  + 4П].

I
Bundan 1-teoremaga asosan berilgan funktsiyaning integrallanuvchiligi 

kelib chiqadi.
Agar funktsiyaning berilgan oraliqdagi uzilish nuqtalari soni chekli 

bo’lmasa, funktsiya integrallanuvchi bo’lmay qolishi mumkin.

Misol. y/{x) = \ ’x Рационал’ funktsiya chegaralangan: k(*)|=l> lekin u
| — 1, x  — и р р а ц и о н а л

har qanday Jo,6] ( a < b )  oraliqda integrallanuvchi emas.



Haqiqatan, agar integral yig’indida £  nuqta sifatida ratsional sonlarni 
olsak, u holda

s. = = b - a  ,
/ - I  .=)

agar £ nuqta sifatida irratsiona] sonlarni olsak, u holda

sr = = £ ( - l)  ■ Дх, = -(b -a )
4-1 .=1

bo’ladi. Bu integral yig’indi nuqtalaming tanlanishiga qarab har xil 
qiymatlar qabul qilishi va bitta limitga intilmasligini ko’rsatadi, shu 
sababli iy funktsiyani] da integrallanuvchi emas.

3-teorema. |a,*] da chegaralanmagan funktsiya shu oraliqda 
integrallanuvchi bo ’Imaydi.

Isboti. Agar funktsiya |a.frj da chegaralanmagan bo’lsa, u biror қ_,,я^з 
bo’lakda chegaralanmagan bo’ladi. Tanlanadigan nuqtalaming shu 
bo’lakka mos keluvchi qiymatini £l0 bilan belgilab, uni o’zgaruvchi deb, 
qolgan bo’laklarga mos keluvchi 4, lami o’zgarmas deb faraz qilaylik. U 
holda integral yig’indi bo’lakda chegaralanmagan
qo’shiluvchi hisobiga chegaralanmagan bo’ladi. Bundan funktsiyaning 
integrallanuvchi emasligi kelib chiqadi, chunki integrallanuvchi 
funktsiyaning integral yig’indisi har qanday £  uchun chegaralangan 
bo’ladi.

4-teorema. Chegaralangan monoton funktsiya har doim 
integrallanuvchidir.

Isboti. Faraz qilaylik, у = f(x) funktsiya m onoton o’suvchi bo’lsin. U 
holda uning oraliqdagi tebranishi

=/(*< )-/(*,-■)
bo’ladi.

Ixtiyoriy £>  0 uchun quyidagi:
5 =-----------------

m - m
ni tanlaymiz.Agar &x, < 5 bo’lsa, u holda

£ < », Дх, < S Y , I/C*,) -  / (* ,-,) ]=  $lf(b)-f(a)]= e
I /

bo’ladi. Bundan o’z navbatida 1-teoremaga ko’ra funktsiyaning 
integrallanuvchiligi kelib chiqadi.

Aniq integralni bevosita (4) formula bilan hisoblash ancha murakkab, 
chunki ayrim funktsiyalar uchun integral yig’indini limitni hisoblash 
mumkin bo’ladigan darajada ixchamlab bo’lmasligi mumkin. Eslatish 
lozimki, Arximed o’zining masalasini shunga o’xshash usulda hal qilgan. 
Hisoblash uchun eng qulay usulni XVII asrga kelib, Nyuton va



Leybnitslar topganlar. Ulaming usuli boshlang’ich funktsiyani topish 
masalasigaasoslanadi.

Faraz qilaylik, |a,b]  oraliqda uzluksiz bo’lgan у  = f ( x )  funktsiya shu 
oraliqda integrallanuvchi va uning F (x)  boshlang’ich funktsiyasi mavjud 
bo’lsin.

[a,A] kesmani ixtiyoriy ravishda
a =  x 0 < x, < х г < ... < x„_, < x„ = b  

nuqtalar bilan n ta boiakka bo’lamiz va
ДГ, - J C 0 = Ддг,, JC2 - x ,  =  Дх2,.. . ,х „  = Дх„,

deb belgilaymiz. U holda
F(*) -  F(a) = F(x„ ) -  F{x„) = F(xn) -  /•(.*„_,)+

+ Я ^ , ) - . . . - Я х , ) + ғ ( х , ) - Я х о ) = 1 ; № ) -Ы
- Я * , . , ) ] =  -x ,_ ,)  = j / ( f , ) 4 x ,  ->\f(x)dx,

/-I M  a

bu yerda biz F(x) funktsiyaga Lagranjning o’rta qiymat haqidagi 
teoremasini qo’lladik.

Demak,
b
} f ( x)dx = F(b) — F(a) (7)

ekan. Bu formula aniq integralni hisoblashning Nyuton-Leybnits 
formulasi, deb ataladi.

3-§. Aniq integralning xossalari

Biz shu paytgacha [a,f>] oraliqda a < b  deb, ya’ni x  bu oraliqda Ox 
o’qining musbat yo’nalishi bo’ylab o’zgaradi, deb tushunib keldik. Agar 
shu oraliqda а>ь bo’lsa, x o’z qiymatlarini Ox o’qining yo’nalishiga 
teskari yo’nalishda, ya’ni kamayish tartibidaqabul qiladi, deb tushunamiz. 
Shu m a’noda (a,*] va jь,а] kesmalar sonli to’plam sifatida bir xil bo’lsa 
ham har xil yo’nalgan kesmalar ekan.

Yuqorida aniq integralga ta ’rif berilganda [o,i] oraliqda а <ь deb faraz 
qilingan. Teskari yo’nalgan g>,a] kesma uchun ham aniq integralga o’sha 
tartibdata’rif bersabo’ladi, faqat bo’linish nuqtalari 

x„ = a  > x, > x 2 > ... > х л_, > x n =b
taitibdajoylashgani uchun integral yig’indida

bo’ladi. Shuni hisobigaquyidagi xossao’rinli:
1°. Agar y=/(x) funktsiya [a,6] oraliqda integrallanuvchi bo’lsa, u holda 

u [ft,a] kesmada ham integrallanuvchi bo’ladi va ular



\f(x)dx = -  | / ( д г ) Л
а Ь

munosabatdaboiadilar.
Bundan xususan

)f{x)dx = o

ekanligi kelib chiqadi.
2°. O’zgarmas ko’paytuvchini aniq integral belgisidan tashqariga chiqarish 

mumkin:
b b 
\kf{x)dx = k\f{x)dx

Isboti.

\kf (x)dx = )Ajt/ =
а /ш1

= * )/(* )*•■I о
3°. Bir nechta funktsiyaning algebraik yig’indilarining aniq integrali 

qo’shiluvchilar integralining yig’indisiga teng (ikki qo’shiluvchi bo’lgan 
hoi bilan chegaralanamiz):

{ [ / ( * )  ± 9>(x)]dx =  \f(x)dx ±  \<p(x)dx .
a  a  a

Isboti 2°-xossaga o’xshash bajariladi.
4 ° .  Agar f(x) funktsiya [a,6] ,  [a,c] va [c,6]  oraliqlaming kichiklarida 

integrallanuvchi bo’lsa, u kattasida ham integrallanuvchi bo’ladi va
b с b
\f(x)dx=\f(x)dx + \f(x)cb ( 1 )

tenglik o’rinli bo’ladi.
Isboti. Umumiylikni buzmagan holda a < c< b , deb faraz qilamiz. U 

holda teorema shartiga ko’ra funktsiya |n,c] va [c,6] oraliqlarda 
integrallanuvchi bo’ladi.

M ni bo’laklarga shunday boiamizki, s nuqta bo’luvchi nuqtalardan 
biri bo’lsin. U holda

6 с b
Г̂<аЛх = £<оДлг + ̂ Гй>Дл:

bo’ladi, bu yerda £<»дх belgi funktsiyaning ia,cj oraliqdagi integral

yig’indisini bildiradi. Agar bu tenglikda limitga o’tsak, o’ng tomonining 
limiti mavjudligidan chap tomonining ham limiti mavjudligi, ya’ni 
funktsiyaning da integrallanuvchi ekanligi va ( 1) tenglik kelib
chiqadi.



5 ° . A gar /( jc )  fu n k ts iy a  ^ ,4] o ra liq d a  in te g ra lla n u v c h i v a  m an fiy
b o ’lm asa , a < ь b o ’lg a n  h o i u c h u n

к

J/(jc)tfa^0.

6 °. A g ar f(x\g(x) fu n k ts iy a la r  (a, 6 ] o ra liq d a  in te g ra lla n u v c h i v a  b a rc h a  
x e  [o,6 ] la r  u c h u n  f(x)<g(x) b o ’lsa , u  h o ld a  a  <b b o ’lg an  ho i u c h u n

\f(x)dx zjg(x)dx.
B u n i isb o t q ilish  u c h u n  5 °-x o ssan i g(x)-/(x) a y irm a g a  qo’lla sh  kifoya. 
7 ° . (a,4](a < * )  o ra liq d a  in te g ra lla n u v c h i h a r q a n d a y  /(дг) fu n k ts iy a  

u c h u n

J /M &
a

m u n o s a b a t o ’r in li.
B u n in g  is b o ti b a r c h a  x ejo.ft] u c h u n  / ( jc) ^ | / ( x)| e k a n lig id a n  v a  6° - 

x o ssad an  k e lib  ch iq ad i.
8 ° . |a.A](a < ь ) o ra liq d a  in te g ra lla n u v c h i / ( * )  fu n k ts iy a  u c h u n  sh u  

o ra liq d a
m < / ( jc) S M ( 2 )

ten g s iz lik  o ’r in l i  b o ’lsa , u  h o ld a
b

m(b -a)<, Jf  (x)dx <LU(b-a)
a

m u n o s a b a t o ’r in li  b o ’lad i.
B u n in g  is b o ti (2 ) g a 6 ° -x o ssan i qo’lla sh  n a ti ja s id a k e lib  ch iq ad i.
9 ° . A g ar (а<ь) o ra liq d a  in te g ra lla n u v c h i /(jc) fu n k ts iy a u c h u n  

sh u  o ra liq d a  (2 ) te n g s iz lik  b a ja r ilsa , u  h o ld a  sh u n d a y  ц, т<,ц<м son  
to p ila d ik i,

jf(x)dx = M(b-a)
b o ’lad i. B u  x o ssa  o ’r ta  q iy m a t xaq idag i te o re m a , d e b  yu ritilad i.

B u n d ay  d e b  a ta lish ig a  sabab , ag a r fu n k tsiy a  uzluksiz  b o ’lsa, 
V eyersh trass te o re m a s ig a  k o ’ra  m,M fu n k ts iy an in g  m o s  rav ish d a  e n g  k ich ik  
v a  e n g  k a tta  q iy m a tla ri b o ’lad i. U  h o ld a  B o ltsa n o -K o sh i teo rem as ig a  ko ’ra  
fu n k ts iy a  o ’z in in g  o ra liq  ц  q iy m a tin i к  A] o ra liq n in g  q an d ay d ir ich k i s 
n u q ta s id a  q ab u l q ilad i, y a ’n i

]f(x)dx = f(c)(b-a).

*  )\m\dx



Agar y = f(x) funktsiya ja,*] oraliqda integrallanuvchi bo’lsa, u [0,6] 
oraliqdan olingan har qanday x  uchun |a,x] da ham integrallanuvchi 
bo’ladi. Aniq integralning yuqori chegarasi b ni x ga almashtirib,

®(*) = j/(0<* (1)

ifodaga kelamiz, bu yerda anglashilmovchilikdan saqlanish maqsadida 
integral ostidagi o’zgaruvchini almashtirdik. Bu ifoda x  ning funktsiyasi 
bo’lishi ayon.Bu funktsiyauchun quyidagi xossalar o’rinli.

1°. Agar f { x )  funktsiya |s,*] oraliqda integrallanuvchi bo’lsa, Ф(х) 
funktsiyashu oraliqda uzluksiz bo’ladi.

Isboti. x ga&x=b orttirmani x+he<p,b) bo’ladigan qilib bersak:
s*h * x+h

Ф(л + А) = J f(l)dl = jf(l)di + jf(,)dt
а а *

yoki

ф(* + й) - ф« =  /д о л

tenglikka ega bo’lamiz.
Bu integralga o’rta qiymat haqidagi teoremani (9°-xossani) qo’llasak:

Ф ( л + А ) - Ф  ( X )  =  f j h  (2)
hosil bo’ladi, bu yerda, msm, z M ,m ,M - funktsiyaning (a,6]
oraliqdagi vamv M,— funktsiyaning (х,л+Л] oraliqdagi eng kichikva eng katta 
qiymatlaridir.

Agar (2) da*->o da limitga o’tsak:
АФ = Ф(х + h)~ Ф(х) - >  О

bo’ladi. Demak, ф ( х )  funktsiya [a,*] oraliqda uzluksiz ekan.
2°. Agar f(t) funktsiya / = * nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda shu 

nuqtada ф(х) funktsiya differentsiallanuvchi va Ф’(х)=/(х) bo’ladi.
Isboti. Aniq integralning 9°-xossasiga berilgan izohga ko’ra [г,*+А] 

oraliqda shunday 5 nuqta topiladiki,
i +Л

Ф(х + А)-Ф(х)= \f( t)dt = f ( c ) h  (3 )
X

tenglikni yozish mumkin. f { t )  funktsiyaning i = x nuqtada uzluksizligidan, 
agar (3 )  daA->o da limitga o’tsak, c - » iv a

Ф'<*) = litn Ф(*  + / ,)~ Ф(~ ) = lim  f(c)  = f(x)
bo’ladi.



Demak, (1) integral /(*) funktsiyaning boshlang’ichi ekan. Shu 
sababli, xe[a,b\ lar uchun

J/(*)& = } /(0 *  + C,

deyish mumkin.
Agar F(x) f(x) funktsiyaning boshqa biror boshlang’ichi bo’lsa, u 

holda
Ф(*) = Ғ (*) + С 

bo’ladi. Agar bu  tenglikdajc = a desak:
0 =  Ф ( а ) = Ғ ( а )  +  С .

Bundan с  = -F(a) . U holda
Ф « = Ғ О ) - Ғ ( а ) .

Agar x = b desak:
Ъ

Ф(Ь) = \f{x)dx = Ғ(Ь) -  Ғ(а). (4)

Biz bu formulani §2 daintegral yig’indilar yordamida keltirib chiqarib, 
uni Nyuton-Leybnits formulasi, deb atagan edik.

Demak, aniq integralni hisoblash uchun avval integral ostidagi 
funktsiyaning boshlang’ichini 10-bobda ko’rib chiqilgan usullaming biri 
bilan aniqlab, keyin unga(4) formulani qo’llash kerak ekan. Shu m a’noda 
Nyuton-Leybnits formulasini quyidagi ko’rinishda ham ishlatishadi:

)f{x)dx = F(x)\^F(b)-F(a).
a

\-misol.

2-misol.
я

Jsinjtdc = - c o s j c |  "0= 1 +1 = 2 .
0

5-§. Aniq integralni lilsoblash usullari

1. Aniq integralda o’zgaruvchini almashtirish.
b

Bizga \f(x)dx aniq integral berilgan bo’lsin, b unda/ (x) funktsiya |a,b]a
kesmada uzluksizdir.

X=<p(t) deb yangi o’zgaruvchi kiritamiz, bunda <p(?) va uning hosilasi 
<p\(t) [a,fi) kesmada uzluksiz bo’lsin.



Faraz qilaylik, q>(a)-a, <p(0)=b bo’lsin. Bu shartlar bajarilganda
quyidagi tenglik o’rinli bo’ladi:

b fi
//(*)<*= //MOM')** (1)

Bu tenglikni isbotlash uchun (1) formulaning o’ng vachap qismlariga 
Nyuton-Leybnits formulasini qo’llaymiz:

j  f w * = F  (x)\J>=F (b )-F  (a);

\f(q>(.t))<p'(t)dt =F(<p(t)) I£=F(<p(P))-F(<p(a)) = F (b )-F (a ).
a

Aniq integralni (1) formula bo’yicha hisoblaganda yangi o’zgaruvchidan 
eski o’zgaruvchiga qaytish kerak emas, balki eski o’zgaruvchining 
chegaralarini keyingi boshlang’ich funktsiyaga qo’yish kerak.

Misol.

1. [-7= =  integralni hisoblang.
3 \ X  +  1

Yechish. x + l= t2 deb almashtirsak, x=t2- 1, dx=2tdt bo’ladi. 
Integrallashning yangi chegaralari x=3 bo’lganda t= 2, x=8 bo’lganda t=  3. 
U holda:

{ t Г
t3 7 XI

, . = 2 ( - - ( ) g =  2 (6
■ з - Л2 '  3 ~ 3

1 ___
2. JVi-jc2A integralni hisoblang. ' '

0
Yechish. x=sinf deb almashtirsak, dx=costdt, l-x2=cos2/ bo’ladi. 

Integrallashning yangi chegaralarini aniqlaymiz: x=0 bo’lganda/=0, x = l 
bo’Igandat=7t /2.

U holda
f / 1 ^  i i  —
J v l - х гс!х— Jcos‘r<*=- j(l+cos2/)dt=-(i+-5in2l)tf2= —
о 0 2 о 2 2 4

3.Agar /  juft ( f(-u) = /(u)) bo’lsa, u  holda

°\f(u)du = 2 \f (u )d u .
- a  0

Haqiqatan



Jf(u)du =(и = - * ) =  - jf( - x)dx =
- a  a

= °\f( ~ x)dx = j f(x)dx = Jf(u)du
0  0 0

bo’lgani uchun

j f(u)du =  \f(u)du +  “jf(u)du =
—a  - a  0

= °\f(u)du+ °\f(u)du = 2 °j/(u)du.
0  0 0

4.Agar /  toq (/(-ы ) = - /(« ) )  bo’lsa, u holda

)f(u)du= 0 .

5. Agar /  davri 2n bo’lgan davriy (/(*+ 2ж) = /(*)) funktsiya bo’lsa, u 
holda

А+2я  2 *

J f(x)dx= j/(u)du.
A 0

Haqiqatan,
2ir*A A A 0

J / ( * > &  = (x = r + 2^ ) = | / ( r  + br)d! = J /(r)< * = -  J Д 0 Л
2jt 0  0  A

bo’lgani uchun
2*+Л  О 2 я  1 к * 1  2  it

\f(x)dx= jf(x)dx+ jf(x)dx+ j/fxjdx = \f(x)dx.
2jt

6 . Jsin3 tdt = Jsin3 tdt + Jsin5 tdt = 2 Jsin3 tdt- 0 .
0 0 2« -it

2. Aniq integralni bo’laklab integrallash.
Faraz qilaylik, u(x) va u(x) funktsiyalar [a, b] kesmada 

differentsiallanuvchi funktsiyalar bo’lsin. U holda: (ku)I=hIu+mv>I.
Bu tenglikning ikkala tomonini a dan b gacha bo’lgan oraliqda 

integrallaymiz.
b b b
(̂uv)'dx = ju'udx+ju'udx. ( 2 )

0 a a
Lekin j(uu)'dx = uo+c bo’lgani sababli

j(uu)'dx = uv |‘  .

Demak, (2) tenglikni quyidagi ko’rinishdayozish mumkin:



ь b
judu=uu£ - Judu
в  a

Bu formula aniq integralni bo’laklab integrallash formulasi, deyiladi. 
Misol.

I
1. jarctgnfr integral hisoblansin.

0
1
JarctgxAr = и = arctgx du = 

dv = dx
dx

1 + *2 
v = x

=xaiclgx (I, -

• j T ^ r  = arctgl-iln(l + x2)||,= ̂ - l l n 2
1 + Jf2 4 2

2. jxe~‘dx integral hisoblansin
0

1
jxe"dx =

и — x du — dx 
dv = e~‘dx v = —e~“= -xe~* I}, +je~’dx =

-I e „= -e-i л-1e + 1 = 1 - —;

Eslatma. Ba’zi integrallami hisoblashda bo’laklab integrallash formulasini 
bir necha marta qo’llash mumkin.

6-§. Xosmas integrallar

Chekli la,A) yarim intervalda berilgan /  funktsiya ixtiyoriy у<ь uchun 
10,6'] oraliqda integrallanuvchi va b nuqta atrofida chegaralanmagan 
bo’lsin. U holda /  (a,6) da va demak, {a, 6] da ham Riman m a’nosida 
integrallanuvchi emas, chunki 2-§ dagi 2-teoremaga ko’ra funktsiya 
berilgan oraliqda integrallanuvchi bo’lishi uchun u shu oraliqda 
chegaralangan bo’lishi zarur edi. Lekin quyidagi:

chekli limit mavjud bo’lishi mumkin. Agar shunday bo’lsa, bu ’limitni /  
funktsiyaning [a,6] oraliqdagi xosmas integrali, deb atab, quyidagicha 
yozamiz:

\f(x)dx = lim  J/(x)dx. (1)



Bunday hollarda \f(x)dx xosmas integral yaqinlashadi, aks holda, u

uzoqlashadi deyiladi.

6.1. Chegaralari cheksiz bo’lgan Integrallar

Faraz qilaylik, /  funktsiya |a,a>) yarim o’qdaberilib, har qanday a <b'«*> 
uchun Ia,£>'] oraliqdaintegrallanuvchi bo’lsin.Agar

lim \f(x)dx (2)
a

chekli limit mavjud bo’lsa, uni /  funktsiyaning (o,«) yarim o’qdagi xosmas 
integrali deymiz:

~\f(x)dx = lim \f(x)dx.
a  a

Bunda xosmas integral yaqinlashadi deyiladi. Agar (2) limit chekli 
bo’lmasa, u holda xosmas integral uzoqlashadi, deyishadi.

*  * r
J f(x)dx = J|im  ̂ )f{x)dx

*1 f(x)dx= )nx)dx + )f(x)dx
ko’rinishdagi xosmas integrallar ham aynan shunday ta’riflanadi. Oxirgi 
tenglikda o’ng tom onda turgan integral]aming har biri yaqinlashuvchi
bo’lsa, Jf(x)dx yaqinlashuvchi bo’ladi.

1 -misol. J-— r  ni hisoblang.
0 1 +■ X

Yechish.
dx b dx j

f-------- г  =  lim Г---------=  lim arctgJj= lim arctgft = — .
0J 1 + *  ~ J l  + x2 I *--> 2

+Ф
2 -misol. J—  ni hisoblang.

1 X
Yechish.Ta’rifga ko’ra

i *  = lim j * .
J г  J r CTI i ■*

Agar a * l  bo’lsa,

b o ’lad i. S h u n in g  u c h u n



Bu yerda uch xil holat yuz berishi mumkin:
1) agar a > l  bo’lsa, u holda f— = 1 , ya’ni integral yaqinlashadi.

>x° 1 -a
+® (jx

2) agar a < l bo’lsa, u holda Г-— = °°, ya’ni integral uzoqlashadi.
J  y e  I A

3) agar a = l  bo’lsa, u holda J— = 1п*|"=00. ya’ni integral
I X

uzoqlashadi.
Ko’pincha ayrim masalalardaxosmas integralning aniq qiymatini emas, 

balki uning yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi ekanligini bilish va uni 
baholash yetarli bo’ladi. Quyidagi teoremalar aynan shu maqsadga xizmat 
qiladi:

1-teorema. Agar barcha x>a lar uchun
o s /(*)<;*(*) (3)

tengsizlik о 'rinli bo 'Isa, и holda

JgfcW * ( 4 )
в

integralning yaqinlashuvchiligidan

\f(x)dx (5)

integralning yaqinlashuvchiligi va aksincha (5) ning uzoqlashuvchiligidan
(4) ning uzoqlashuvchiligi kelib chiqadi.

Isboti. (3) ga binoan har qanday a<4<+® uchun

jf(x)dx£ jg(x)dx ( 6 )

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Agar (4) integral yaqinlashsa, u holda (6) ning 
o’ng tomoni yuqoridan (4) integral qiymatiga teng bo’lgan son bilan 
chegaralangan bo’ladi. ь ning ortishi bilan (6) ning chap tomoni 
monoton kamaymaydigan bo’lgani uchun uning limiti mavjud va

-Ш A -«e

f/(x)dx = Шп jf(x)dx <, fg(x)dx

bo’ladi. Teoremaning ikkinchi qismi aynan shunday isbot qilinadi.

Natija. Agar \̂f(x)\dx integral yaqinlashsa, u holda \f(x)dx integral
a  a

ham yaqinlashadi.
Bunday integrallami absolyut yaqinlashuvchi integrallar, deb atashadi.



Ъ-misol. Г«П£* integralni yaqinlasliishga tekshiring.
J y*

sinx < 1

3 3X JC
Yechish. Barcha x e p,+«) uchun

*rdx __ 1
\V ~ ~ 2?

U holda

1

.Lekin 

_ j_
' 2 ‘

dx
x

integral yaqinlashadi. Demak, berilgan integral absolyut yaqinlashar ekan.
2-teorema. Agar (4) va (5) integral ostidagi funktsiyalar musbat va

\Ы Ш  = А>о (7)

limit mavjud bo'lsa, и holda (4) va (5) integrallar bir vaqtda yaqinlashadi 
yoki uzoqlashadi.

Isboti. (7) ning mavjudligidan ixtiyoriy musbat e<A son uchun 
shunday с e la,-но) topiladiki, с < * < -н» lar uchun

A-e < - X̂- < A + s

bo’lishi kelib chiqadi. g(x) > 0 bo’lgani uchun
(/(-c)gO)< Д*)<(Л+£М*) (c<jt<+®). (8)

U holda

«

integralning yaqinlashuvchiligidan J g(X)dx integralning yaqinlashuvchiligi

J (>4 + e)g(jr)* integralning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. Bundan 1-

teoremaga ko’ra integral va demak, J f(x)dx integral yaqinlashadi.

Teskarisi (7) gamonand
й т ! М  = ± >0 
" " / W  A

tenglikka asosan aynan yuqoridagidek isbot qilinadi.

4-misol. J -—-e~xdx и je 'dx < со.
1 X I

6.2. Uzlukli funktsiyaning integrali
Bizga [a,c) yarim intervalda aniqlangan va uzluksiz, x = c nuqtadaesayo 

aniqlanmagan yo uzlukli y = f(x) funktsiya berilgan bo’lsin. Bunday



funktsiya uchun j  f(x)dx integralni integral yig’indilar limiti sifatida 

ta ’riflab bo’lmaydi, chunki bu limit mavjud bo’lmasligi mumkin.
b e

Barcha a<b<c  lar uchun Jf(x)dx mavjud, shu sababli Jf(x)dx

integralni xosmas integral deb, quyi-dagichatushunish mumkin:

}/(*)*=  Hm )f(x)dx.

Agar bu tenglikning o’ng tomoni mavjud va chekli bo’lsa, bu xosmas 
integral yaqinlashuvchi, aks holdauzoqlashuvchi, deyiladi.

Agar у = f(x) funktsiya [a, fr] oraliqning x = a nuqtasida uzlukli bo’lsa, u
b

holda jf(x)dx xosmas integralni quyidagi m a’noda tushunamiz:

\f(x)dx = lim  \f(x)dx.
a a'

Agar у = f{x) fiinktsiya M ] oraliqning ichki x=c nuqtasida uzlukli bo’lsa, 
b

u holda \f(x)dx xosmas integralni quyidagicha tushunamiz:

J f(x)dx = J f(x)dx + J f(x)dx,

agar tenglikning o’ng tomonidagi xosmas integrallar bir vaqtda 
yaqinlashuvchi bo’lsa, j /(*)<& xosmas integral ham yaqinlashadi va agar

t
o’ng tomondagi integrallaming loaqal bittasi uzoqlashsa, J f(x)dx xosmas

integral uzoqlashadi, deymiz.

5-misol. f^ - (a > 0 —o’zgarmas son) integral ostidagi funktsiya * = o 
0 X

nuqtadauzlukli. Quyidagi limitni hisoblaymiz:

lim f— = lim —  e-*o J xa 1 — ff

Agar a = l  bo’lsa,

I 1
'r = lim------

|»,a > 1

l im f— = - lim ln £ -+ o o ,1-tOJ jf r-*0

ya’ni berilgan integral a> l lar uchun uzoqlashadi va a < l  bo’lsa, 
yaqinlashadi.

1 ff-y

6 -misol. J—  integralni hisoblang.
-ix



Yechish. Integral ostidagi funktsiya integrallash oralig’ining ichki * = o 
nuqtasida uzlukli, shuning uchun uni quyidagichaifodalab olamiz:

(dx  f dx .. \d x
- 5-=  lim I - 7 + lim J д2 e-»<0J jr2

Bu yerda,

lim  f ^ r  = -  lim  — ‘ ,= -  l im f i+  l l  = 00 ,»-.-0.I x2 b—0, Ь->-о{Ь J
ya’ni birinchi integral [—1 ;0] oraliqda uzoqlashadi va

lim  f ^  =  - l i m f l — 0  = » ,

ya’ni ikkinchi integral [0;1] oraliqda uzoqlashadi. Demak, berilgan integral 
[—1;1] oraliqda uzoqlashuvchi ekan.

Agar berilgan integralni integral ostidagi funktsiyaning uzilish 
nuqtasiga e’tibor bermay hisoblaganimizda, quyidagi xato natijaga kelgan 
bo’lar edik:

Eslatma. Chegaralaridan biri cheksiz bo’lgan integrallar uchun 
keltirilgan teoremalaming barchasi uzlukli funktsiyalaming xosmas 
integrallari uchun ham o’rinli.

rsinjc
I P

Shuning uchun uni quyidagichayozib olamiz:
rs in x  . г sinx  rsin ji------dx= I ------dx + ------dx1 x“ J x" J jr“0 A O’4 I

Birinchi integral ostida musbat funktsiya turibdi, shu sababli u yo 
uzoqlashadi yoki yaqinlashsa ham absolyut yaqinlashadi. M aium ki, xe (0,1] 
lar uchun

П X°
U  holda
a<  2 lar uchun |5Н^л <;]Улй<™, yaqinlashadi,

0 0
a>  2 lar uchun j^.dx2-'j^dx=^, uzoqlashadi.

о ^  *0
Ikkinchi integral (3-misolgaqarang) a  > 01ar uchun yaqinlashadi vaa  

> 1 lar uchun faqat absolyut yaqinlashadi. Demak, berilgan integral 0  < a  
< 1  lar uchun shartli yaqinlashadi, 1 < a  < 2  lar uchun absolyut 
yaqinlashadi va a  > 2  lar uchun uzoqlashar ekan.

7-misol. j—- —<£c ( a  > 0) integral ostidagi funktsiya quyi chegarada uzlukli.



ANIQ INTEGRALNING TATBIQLARI. TAQRIBIY HISOBLASH
USULLARI

l-§ .  Tekis shakllar yuzini hisoblash

1.1. Dekart koordinatalar tekisligida yuzalarni hisoblash
Avvalgi bobdan m a’lumki, agar [a, b] kesmadafunktsiya _Дх)>0 bo’lsa, u 

holda y = f (x) egri chiziq, OX o’qi vax=fl hamda to’g’ri chiziqlar bilan 
chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning yuzi

S=\/U )dx  (1)

ga teng edi. Agar [a, b] kesm ada/ (x)<0 bo’lsa, u holda aniq integral
h
\f(x)dx<0 bo’ladi. Absolyut qiymatiga ko’ra bu integralning qiymati ham 

tegishli egri chiziqli trapetsiyaning yuziga teng:

5 = |)/(х )Л | (1')

/П\у=ад /
A ^

99-rasm.
Agar /  (x) funktsiya [a, b\ kesmada ishorasini chekli son marta 

o’zgartirsa, u holda integralni butun [a, b\ kesmada qismiy kesmachalar 
bo’yicha integrallar yig’indisiga ajratamiz. Дх)>0 bo’lgan kesmalarda 
integral musbat, Л*)<0 bo’lgan kesmalardaintegral manfiy bo’ladi. Butun 
kesma bo’yicha olingan integral OX o’qidan yuqorida va pastda yotuvchi 
shakllar yuzining tegishli algebraik yig’indisini beradi (99-rasm). Yuzalar 
yig’indisini odatdagi ma’noda hosil qilish uchun yuqorida ko’rsatilgan 
kesmalar bo’yicha olingan integrallar absolyut qiymatlari yig’indisini 
topish yoki

integralni hisoblash kerak.
Agar .Ki=/i(x) va У2=/г(х) egri chiziqlar hamda x=a va x=b to’g’ri 

chiziqlar bilan chegaralangan shaklning yuzini hisoblash kerak bo’lsa, u 
holda fi(x)>f2(x) shart bajarilgan shaklning yuzi quyidagiga teng:



s = jc/.W-/, (*))<*• (2)

1 -misol. у= сosx, у=0 chiziqlar bilan chegaralangan shaklning yuzi 
hisoblansin, bundaxe[0,27t].

lOO-rasm.
Yechish. xe\0 ,n /2 \ va хе[Ъ-к/2,2п\ da cosx^O hamda хе[я/2,Зтс/2] da 

cosx< 0 bo’lgani uchun
2r */1 Jr/2

S = J|co&jr|<ir= Jeosnit+I J(-cosx)di| +
О О я/2

2*
+ Jcosj&&=srajr|J'J +|sini||’' j 1 t siox [^V3-  sin-—

-  sinO+1 s i n ^  -  s in ^  I +sin 2^ -  sio ̂  = 1+1 — 1— 11 - ( -1 )  = 4

Demak, s=4(kv. birlik) ekan.
2-misol.y=x2+ 1 \ay= 3-x  chiziqlar bilan chegaralangan sohaning yuzini 

hisoblang.
Yechish. Shaklni yasash uchun awal ushbu j>’=J'1+1 sistemani yechib, 

chiziqlaming kesishish nuqtalarini topamiz.

101-rasm.
Bu chiziqlar A (—2; 5) va V (1 ;2) nuqtalarda kesishadi.U holda

t 1 t 
S =  \ ( 3 - x ) d x - J ( i ’ +I)<fc = j ( 2 - x - x ’)dx =

- 2  -2  -2

x 1 Jt3.,, 1 1 4 84 9 ,
= (2x ---------------- )  ' = (2 -------------)  -  ( -4  —  +  - )  = -  (кв.бирл).

2 3 2 2 3 2 3 2

Endi, tenglamasi x=cp(r), _y=i)/(0 parametrik ko’rinishda berilgan chiziq 
bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning yuz as ini hisoblaymiz. Faraz 
qilaylik, bu tenglamalar [a, b\ kesmadabiror u=flx) funktsiyani aniqlasin, 
b\inda.te[a,p] va<p(a)=a, <p(p)=b.



hisoblanish mumkin. Bu integralda o’zgaruvchini almashtiramiz: x=<p(t), 
dx=</j(t) dt, y=Ax)=f(<p(t))=v(t).

Demak,
p

S = jy/(t)<p’(t)dt (3)
a

3-misoi. x=acost, y=bs\nt ellips bilan chegaralangan sohaning yuzi 
hisoblansin.

Yechish.Ellipsning yuqori yarim yuzini hisoblab, uni 2 ga ko’paytiramiz.
-a<x<+a uchun -a=acost, cos/= -l, t=n; a=acost, cosf=l, t=0 

0 0 
5  = 2 jb sin / ( -a  sin tdt) = - 2 ab Jsin1 tdt = mb.

Я я

1.2. Tekis shakllar yuzini qutb koordinatalarda hisoblash
AB egri chiziq qutb koordinatalarida р/=Д.в) formula bilan berilgan va 

J[Q) funktsiya[a,p] kesmadauzluksiz bo’lsin.

102-rasm.
Ushbu p=A0) egri chiziq vaqutb o’qlari hamda a  v a fi burchak hosil 

qiluvchi ikkita <p—a,<p=p nurlar bilan chegaralangan egri chiziqli 
sektoming yuzini aniqlaymiz. Buning uchun berilgan yuzani 
а==вд,в=в1,...,в=в1,...,вп:=р nurlar bilan n ta ixtiyoriy qismga bo’lamiz. 
O’tkazilgan nurlar orasidagi burchaklarni Ав1,Ав2,...,А0„ bilan belgilaymiz. 
0j_] bilan 9j orasidagi biror ле, burchakka mos numing uzunligini p, 
orqali belgilaymiz. Radiusi pi va markaziy burchagi Adj bo’lgan doiraviy

sektomi qaraymiz. Uning yuzi AS, = \ p̂]AO, bo’ladi.

Ushbu yig’indi

■s. = М2д61-/-xl ^ »«l
zinapoyasimon sektoming yuzini beradi.

Bu yig’indi a<6 <p kesmada p 2=[f(9) ] 2 funktsiyaning integral yig’indisi
bo’lgani sababli uning limiti maxAdj-*0 da - \ p2de aniq integralga teng. Bu

2J



A0j burchak ichida qanday p, nur olishimizga bog’liq emas. Demak, OAV 
sektoming yuzi:

s = ± jP2M =±j[f(e)fd0 . (4)

4-misol. p=a(l+cos0), a>0 kardioida bilan chegaralangan figuraning 
yuzini hisoblang.

----- *>p=:a(l+ cos© )

2 a
-X ©-0

S = 2S, = 2-\p2d9=\p1de,
 ̂a  a

я к
S = Ja2(l + cos0)2d& = a2 J ( l + 2cos0 + cos2 6)d$ =

о 0

=a1 f( — + 2cose +—cos20)d0 = a2(—0 + 2sin0 +
Г  2 2 v2

+ ̂ sin49)\l = ̂ m2 ,S = ̂ ла2 (kvbirl.)

2-§. Egri chiziq yoyining uzunligi

2.1. Yoy uzunligini dekart koordinatalar sistemasida hisoblash
To’g’ri burchakli dekart koordinatalar tekisligida egri chiziq u=fix) 

tenglamabilan berilgan bo’lsin.
Bu egri chiziqning x=a  va x=b vertikal to’g’ri chiziqlar orasidagi AB 

yoyining uzunligini topamiz.

MCI
Jb__ в

>4U)4У,

О а X/ Xi x, i xt b x

104-rasm.
AB yoyda abstsissalari a=x0, jq, X2,..., Xj,..., x„=b bo’lgan A, M\, 

Mi,..., В nuqtalami olamiz va AMlt MiM2,..., Mn_\B vatarlami 
o’tkazamiz, ulaming uzunliklarini mos ravishda ASb AS2,...,ASn bilan 
belgilaymiz.

AB yoy ichiga chizilgan siniq chiziqning uzunligi л'„ =£as', bo’lgani
<-l

uchun AB yoyning uzunligi



S= lim Ў д S, (1 )

Faraz qilaylik, .Дл) funktsiya va uning f{x) hosilasi [ a, b\ kesmada 
uzluksiz bo’lsin. U holda

yoki Lagranj teoremasiga asosan
AV, /(*,)-/(*,-1) 
A*, *, -  J,-, 

bunda л,., < £ < jt, bo’lgani uchun
AS,=t/i + (/'(£ ,))3Ac, 

bo’ladi. Ichki chizilgan siniq chiziqning uzunligi esa

^  = ZVi +(/'«,))2a*,-
.-I

Shartga ko’ra, /(jc) funktsiya uzluksiz, demak, funktsiya ham
uzluksizdir. Shuning uchun integral yig’indining limiti mavjud vau quyidagi 
aniq integralgateng:

S = lim f j \ +UU,))2Д», = fVi+in*))1** ■
тжжАя! -»0  щ J<-i a

Demak, yoy uzunligini hisoblash formulasi:
S  = ] j i + (/'(* )?  dx = \ ] \  + ( ^ - fd x  ( 2 )

« 4 "
ekan.

Endi egri chiziq tenglamasi
x=<p(t), y=y^t), a<t<p (3)

parametrik ko’rinishda berilgan bo’lsin, bunda <p(t) va ip(t) uzluksiz 
hosilali uzluksiz funktsiyalar va g>J(t) berilgan oraliqda nolga aylanmaydi.

Bu holda (3) tenglamabiror u=/[x) fimktsiyani aniqlaydi. Bu funktsiya 
uzluksiz bo’lib, uzluksiz hosilaga ega. a=w(a), b=<p(0) bo’lsin.

dx <p'(t)
(2) in teg-ra ldax= ^^, dx=<p'(t) dt almashtirish bajaramiz. U holda

= s= JV (P '(0 )2+ (^ (0 ) 2̂ -  ( 4 )

Agar egri chiziq fazoda
X=<p(t), y = w (t) , Z=x(t) (5)

parametrik tenglamalar bilan berilgan va <p(t), y ( t) , %(t) funktsiyalar [ a y 
p] kesmada uzluksiz hamda uzluksiz hosilalarga ega bo’lsa, egri chiziq 
aniq limitlarga ega bo’ladi va u

S = y(<p'(t))2 + (V'W  + (z W d t  (6)

formula bilan aniqlanadi.



2.2. Yoy uzunligini qutb koordinatalar sistemasida hisoblash
Qutb koordinatalar sistemasida egri chiziqning tenglamasi

P = /0 )  (7)
bo’lsin. Qutb koordinatalaridan Dekart koordinatalariga o’tish formulasi: 
jc=pcos0, j/=psm0 yoki (7) dan foydalansak:

x = f  (0) cos0, y = f  (0) sin0.
Bu tenglamalarga egri chiziqning parametrik tenglamalari deb qarab, 

yoy uzunligini hisoblash uchun (4) formulani tatbiq qilamiz:

U holda 

Demak,

- j -  = f'(e)cos8- / ( в ) sin0, — = + f{6)cos0-dO dO

ф 2+ф 2=( s w f +w m 1=p"+p1 ■

5= J ̂ р^+рЧв. (8)
«0

\-misol.x2+u2—fi aylanauzunligi hisoblansin.
Yechish. Dastlab aylananing 1-chorakda yotgan to’rtdan bir qismining 

uzunligini hisoblaymiz. U  holdall К yoyning tenglamasi

dx

Hfi? , f  Г , X ,? 7Г—-dx- j ax = r-arcsm—Q= r —;

Butun aylananing uzunligi: S=2nr,
2 -misol. p=a  (l+cos8) kardioidaning uzunligi topilsin. Kardioida qutb 

o’qiga nisbatan simmetrikdir. 0 qutb burchagini 0 dan n gacha o’zgartirib, 
izlanayotgan uzunlikning yarmini topamiz (103-rasm). (8) formuladan 
foydalanamiz, bunda

p'=-csin0
51 = 2 -J Jaz( 1 + cos в)1 + oJ sinJ 6d8 = 2 af л/2 + 2 cos OdO =

0 0
* q  a

= 4a-1 cos—dO = 8a*sin —1„ = 8a-1 = 8a.
I 2 2

3-misol. x=acost, y=bsmt, 0<t<2n, ellipsning uzunhgi hisoblansin, 
bunda a> 6,

Yechish. (4) formuladan foydalanamiz. Awal yoy uzunligining 1/4 
qismini hisoblaymiz.



*12 ______________ jr/2 __________________
— = ^ а 7 sin21+ b3 со f  tdt = Jyja2(\ -  cos2 /) + b2 cos2 tdt =
4  о 0

*/2 __________  »/* I J  _ .2
= J ^ / ^ - ^ - A ^ c o s W f ^ J  J1 -----------co^ tdt =

о 0 » a
*11 _______

= a j  Vl -  cos2 /dir 
о

bunda к = ^ < i . Demak, s = 4a U\-k2 cos2 ui ■
° J0

3-§. Aniq integralning jism hajmlarini hisoblashga qo’llanilishi

3.1. Jism hajmini parallel kesimlar yuzalari bo’yicha hisoblash
Biror T  jism berilgan bo’lsin. Bu jismni OX o’qqa perpendikulyar 

tekislik bilan kesishdan hosil bo’lgan har qanday kesimning yuzi ma’lum, 
deb faraz qilamiz. Bu holda yuza kesuvchi tekislikning vaziyatiga bog’liq, 
ya’ni xning funktsiyasi bo’ladi:

Q=Q(x)

105-rasm.
Q(x) ni uzluksiz funktsiya, deb faraz qilib, berilgan jism hajmini 

aniqlaymiz.
X=Xq= a, x=xb x=x2,..., x=x„=b tekisliklarni o’tkazamiz. Har bir 

l<x<x, qismiy oraliqda ixtiyoriy t,\ nuqta tanlab olamiz va /  ning har bir 
qiymati uchun yasovchisi x  o’qigaparallel bo’lib, yo’naltiruvchisi T jismni 
x=t,i tekislik bilan kesishdan hosil bo’lgan kesimning konturidan iborat 
bo’lgan tsilindrik jism  yasaymiz. Asosining yuzi Q(£j) va balandligi Дх,- 
bo’lgan bunday elementar tsilindrning hajmi Q(^)Ax, ga teng. Hamma

я

tsilindrlarning hajmi vn = ̂ Q (4,)Ax, bo’ladi.
i«l

Bu yig’indining maxAx,—»0 dagi limiti berilgan jismning hajmi, 
deyiladi: v= lim Y q(Z,)Ax, ■mi*Ar< -»0' /a|

V„ miqdor [a, b] kesmada uzluksiz Q (x) funktsiyaning integral 
yig’indisidir, shuning uchun limit mavjud vau

V = jQ(x)dx ( 1 )

aniq integral bilan ifodalanadi.



Misol. + £_ = 1 elli psoidning hajmi hisoblansin.
a b c

Yechish. Elli psoidni OYZ tekislikka parallel bo’lib undan x  masofa 
uzoqlikdan o’tgan tekislik bilan kesganda yarim o’qlari
6i=6 i_fl с, = J , - 4  bo’lgan —f t- -+— — =i ellips hosil bo’ladi. Bu

I B  V u  r2 , X*

ellipsning yuzi: Q (x)=7t^iC1= = tc6c ( l-x 2/ a 2)- 
Elli psoidning hajmi:

« 2  J Л
v = л-Ас J (1 -  —f)dx =nbc(x -  ~ t )  Ita =—nabc(kub.birl.).

3.2. Aylanma jismning hajmi
y = f  (x) egri chiziq Cfcc o’q va x=a, x=ft to’g’ri chiziqlar bilan 

chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning OX o’qi atrofida aylanishidan 
hosil bo’lgan jismni qaraylik Bu jismni abstsissalar o’qiga perpendikulyar 
tekislik bilan kesishdan hosil bo’lgan ixtiyoriy kesim doira bo’ladi. Uning 
yuzi Q=ny2=K{f (x))1.

Hajmni hisoblashning (1) umumiy formulasini tatbiq etib, aylanma 
jismning hajmini hisoblash formulasini hosil qilamiz:

--Kfy2dx = xj(f(x))2dx. ( 2 )

Misol. ^ + 2 ^  = 1 ellipsni OX va OY o’qlari atrofida aylantirish natijasidaa b
hosil qilingan jismlaming hajmlarini hisoblang.

Yechish. Elli ps tenglamasidan:

a b
, Elli psni OX o’qi atrofida aylantirishdan hosil bo’lgan jismning hajmi:

V = 2V, = 2A / d x  = 2 * 4  \(a 2- x 2)Jx = 2 (a1 x ~ ) \ l =  
i a i a 3

= 2 ^ ^ - ( а э - ^ - )  = уж а42; V -  -^лаЬ2(куб.бирл).

Ellipsni OY  o’qi atrofida aylantirishdan hosil bo’lgan jismning hajmi:
V = 2V, = 2 x \x , dy = 2x?j-\(b2 - y 2) d y = 2 ^ ( b 1y -^ - ) \1 =

о * о b 3

- 2k—— (b' - — )  -  —  тиа2Ь, V  =  — x a 2b(kub. b iri ). 
b2 3 3 3



4.1. Ishni aniq integral yordamida hisoblash
Biror F  kuch ta’siri ostida M  moddiy nuqta OS to’g’ri chiziq bo’yicha 

harakat qilsin, bunda kuchning yo’nalishi harakat yo’nalishi bilan bir xil 
bo’lsin. M  nuqta S=a holatdan S=b  holatga ko’chganda F kuchning 
bajargan ishini topamiz.

1) Agar F  kuch o’zgarmas bo’lsa, u holdaЛ ish F kuch bilan o’tilgan 
yo’l uzunligi ko’paytmasi asosida ifodalanadi:

A = F (b-a )
2) F kuch moddiy nuqtaning joylashgan o’migaqarab uzluksiz o’zgaradi, 

ya’ni [a, b\ kesmada F (.S) uzluksiz funktsiyani ifodalaydi, deb faraz 
qilamiz.[а, Л] kesmani uzunliklari ASl ,AS2,...,ASn bo’lgan n ta  ixtiyoriy 
bo’lakka bo’lamiz. Har bir iS,-] qismiy kesmada ixtiyoriy nuqta 
tanlab olib, F(S) kuchning A y o ’lda bajargan ishini Д&)Д5; ko’paytma 
bilan almashtiramiz. Oxirgi ifoda etarlicha kichik bo’lganda F kuchning 
ASj yo’lda bajargan ishining taqribiy qiymatini beradi.

A*4,=£F(.4,)bS,

yig’indi F kuchning [a,b] kesmada bajargan ishining taqribiy ifodasi 
bo’ladi. Bu yig’indining maxAS,—>0 dagi limiti F\S) kuchning S=a  
nuqtadan S=b nuqtagacha bo’lgan yo’lda bajargan ishini ifodalaydi:

A = $F(S)dS. (1)

Misol.Agar prujinal N  kuch ostida 1 sm cho’zilishi ma’lum bo’lsa, uni
4 sm cho’zish uchun qancha ish bajarish kerak?

Yechish. Guk qonuniga ko’ra prujinani x  m ga cho’zuvchi kuch F=kxr, 
Agar jc=0,01m va F=1N ekanligini hisobga olsak, u  holda 
k=F/x=  1/0,01=100 kelib chiqadi.

Demak, /= 100x  ekan. Bajarilgan ish (1) formulaga asosan
0,04

A = Jl 00xdx=50хг |“ M = 0,08(c)
0

bo’ladi.

4.2. Inertsiya momentini aniq integral yordamida hisoblash
X O Y tekisligidamassalari rrt\, mn bo'lgan P\[xy,у \), P\(x2,yi), -,

Pi(x„,y„) moddiy nuqtalar sistemasi berilgan bo’lsin. Mexanikadan 
m a’lumki, moddiy nuqtalar sistemasining О nuqtaga nisbatan inertsiya 
momenti:

•Л. = S ( Jt.2 +yf)m, = S 'i 4  . (2)
/si /=1



bu yerda, r, = V*,2 + y- -
Faraz qilamiz, egri chiziq moddiy chiziqdan iborat bo’lib, u y = f  (x) 

tenglama bilan berilgan bo’lsin va [a, b\ kesm ada/ ( jc )  uzluksiz funktsiya 
bo’lsin. Egri chiziqning chiziqli zichligi у ga teng bo’lsin. Bu chiziqni 
uzunliklari AS\,AS2,--,ASn bo’lgan n ta bo’lakka bo’lamiz, bunda 
a s , = J&x* + д y * , ulaming massalari Ami=yAS\, Am2=yAS2,...,Am„=yASn 
bo’lsin. Yoyning har bir qismida abstsissasi va ordinatasi т||=Д^) 
bo’lgan nuqtalar olamiz. Yoyning 0 nuqtaga nisbatan inertsiya momenti:

+ti)r*s, (3)

bo’ladi. Agar у=Дх) funktsiya va uning hosilasi f (x )  uzluksiz bo’lsa, u 
holda Ax,-»0 da (3) yig’indi limitga ega va bu limit moddiy chiziqning 
inertsiya momentini ifodalaydi:

Jq = r\(*Z + f4x))^ + f 2’(x)dx. (4)a
1. Uzunligi / bo’lgan ingichka bir jinsli tayoqchaning (steijenning) 

oxirgi uchiga nisbatan inertsiya momenti.
Tayoqchani OX o’q kesmasi bilan ustma-ust joylashtiramiz 0<x</

106-раем.

Bu holda AS/=Axh Amf=yAXj, r,2=x ,2 bo’ladi. (4) formula quyidagi 
ko’rinishni oladi:

Joc=r\x2dx=y1— . (5)
0 *

Agar tayoqchaning massasi M  berilgan bo’lsa, u holda y= M /l va (5) 
formula quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

(6)

2. Radiusi r bo’lgan aylananing markazga nisbatan inertsiya momenti. 
Aylananing barcha nuqtalari uning markazidan bir xil masofada

bo’lgani va massasi m =2nry bo’lgani uchun aylananing inertsiya momenti 
quyidagicha bo’ladi:

J0=mr2=y2nrrl=2iir3y (7)
3. Radiusi R bo’lgan bir jinsli doiraning markaziga nisbatan inertsiya 

momenti.
Doirani n ta  halqalarga ajratamiz (107-rasm). *S'-doira yuzi birligining 

massasi bo’lsin. Bitta halqani olib qaraymiz.



Bu halqaning ichki radiusi rh tashqi radiusi г,+Дг, bo’lsin. Bu halqaning 
massasi Д/я,—52я//Дг| ga teng bo’ladi. Bu massaning markazga nisbatan 
inertsiyamomenti (7)formulaga muvofiq taqriban quyidagiga teng bo’ladi: 

(АУо)/!г52яг/Дг,Г/2=8271Г|3Дг/.
Butun doiraning inertsiyamomenti:

Л •
1*1

Дг,—>0 da limitga o’tib, doira yuzining markazga nisbatan inertsiya 
momentini hosil qilamiz:

J, = Sln\ r'dr = jrf— (8 )
0 2

Agar doiraning massasi M  berilgan bo’lsa, u holda sirt zichligi 6 S=-^j
kR

bo’ladi. Bu qiymatni (8) gaqo’ysak:

(9)
Eslatma. Asos radiusi R vamassasi M  bo’lgan doiraviy tsilindming o’qqa 

nisbatan inertsiya m omenti (9) formula bilan aniqlanadi.

4.3. Og’irlik markazining koordinatalarini hisoblash
X O Y tekisligidamassalari m\, m2..... m„ bo’lgan Л (Х2>Л)>—.

Р\(хп,Уп) moddiy nuqtalar sistemasi berilgan bo’lsin.
x,m, va y,m, ko’paytmalar m, massaning Ox va Oy o’qlariga nisbatan 

statistic momentlari, deb ataladi.
Berilgan sistemaning og’irlik markazining koordinatalarini va Уг bilan 

belgilaylik. U holda mexanika kursidan ma’lumki, moddiy sistemaning 
og’irlikmarkazi quyidagi formulalar orqali aniqlanadi:

T* x/m,T  m  X  r  m  j .  +  JT t t l  /



У у,т,
У\т \ + Угт 1 + ■■■ + У„т ^ Т ! _____ ( 1 1 )

,-i
1. Tekis chiziqning og’irlik markazi. Tenglamasi y=f(x), a<x<b bo’lgan 

moddiy chiziq berilgan bo’lsin.
Bu moddiy chiziqning chiziqli zichligi, ya’ni chiziqning uzunlik 

birligining massasi у bo’lsin.Chiziqni uzunliklari Aji,Aj2>—>Л£п bo’lgan n ta 
bo’laklarga bo’lamiz. Har bir bo’lakning massasi uzunligining chiziqli 
zichligi ko’paytmasiga teng: A m ,  =  y&s,. Yoyning har bir As,- bo’lagida 
abstsissasi bo’lgan ixtiyoriy nuqta olamiz. Agar (1) va(2) formulalarga 
jt, lar o’miga 4,- lam i, m, lar o’miga ? A s , lami va yi lar o’miga /(£,) lami 
qo’ysak, yoyning og’irlik markazi koordinatalari uchun taqribiy 
formulalami hosil qilamiz:

-------- •
Y'jAs,
.-1 /■!

Agar y — f i x ' )  uzluksiz va uzluksiz differentsiallanuvchi funktsiyabo’lsa, 
u holda har bir kasming surati va mahrajidagi yig’indilar maxAs,—*0 
bo’lganda mos integral yig’indilaming limitiga intiladi. Shu sababli limitda 
yoyning og’irlik markazi koordinatalari uchun quyidagi formulalarga ega 
bo’lamiz:

f juk f  xj 1 + / ' 3 (x)dx
- V — I  , -  ’ <r >

j d s  J V I + / ' J ( * ) *

y< = — (2’)
} ds jVi+/'Jw *

Misol. Ox o’qidan yuqorida joylashgan x1+y2=ai yarim aylananing 
og’irlik markazini toping.

Yechish. Berilgan yarimaylana Ou o’qqa nisbatan simmetrik bo’lgani uchun 
xc =0. Shuning uchun ordinatasini hisoblaymiz:

dx К U J  4 1 ^

[Уд2 - х г ■ . ° dx a (dx
У -« Va2-* 2 i  2a2 2a

C ЛЕГ Л22 Л И  7Г



2. Tekis shaklning og’irlik markazi. Faraz qilaylik, berilgan soha у =/(*), 
y=l.iW> х=а,х=ь chiziqlar bilan chegaralangan tekis bir jinsli, ya’ni 
zichligi o’zgarmas 5 bo’lgan, moddiy shakl bo’lsin.

Bu shaklni x = a,x = x,,...,x = x„ =b to’g’ri chiziqlar bilan n ta bo’lakka 
bo’lamiz. Har bir bo’lakning massasi uning yuzi bilan S zichligi 
ko’paytmasiga teng. Agar har bir /-bo’lakni asosi Дх, va

balandligi/,(£)-/;(£■), (bu yerda £ = ,) bo’lgan to’g’ri to’rtburchak

bilan almashtirsak, har bir bo’lak massasi taxminan
л™, =  <У1Л ( £ ) - / ; ( 6 )1Ч  (< = 1,2 ,

bo’ladi. Bu bo’lakning og’Lrlik markazi taxminan to’g’rito’rtburchakning 
markazida bo’ladi:

( * ,W „  (yX = ~ ll +2 f>- ■
U holda berilgan shaklning og’irlik markazi taxminan quyidagi nuqtada 

bo’ladi:

'Zsi/AD-fADJ*, ’

Agar д*,-»o dalimitgao’tsak:

]xU,(x)-f(xyvx 
xe — - I Ус ~ —* *

\y^x)-f(.x)Vx )vAx)~ fMVx
Misol. y1 — ax parabolani x=a to ’g’ri chiziq bilan kesish natijasida hosil 

bo’lgan segmentning og’irlik markazi koordinatalarini toping.
Yechish. / 2 ( j c )  = Vox , f x (x) = -J a x . U holda

— u ~
= 4—  = - a ,  У , = 0 -

5-§. Aniq integralni taqribiy hisoblash

Har qanday uzluksiz funktsiyaning boshlang’ich funktsiyasini chekli 
elementar funktsiyalar yordamida ifodalab bo’lmaydi. Shu sababli bunday



aniq integrallarni Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib hisoblab 
bo’lmaydi. Bunday hollarda taqribiy hisoblash usullaridan foydalaniladi. 
Aniq integralni integral yig’indilaming limiti sifatidagi ta’rifidan vaaniq 
integralning geometrik m a’nosidan kelib chiqqan bir nechta usulni ko’rib 
o’tamiz.

5.1. To’g’ri to’rtburchaklar usuli
Faraz qilaylik, y=J[x) funktsiya [a, b] kesmada uzluksiz bo’lsin. Ushbu 

£ /(* )*  aniq integralni hisoblash talab qilingan bo’lsin. [a, b\ kesmani o= xq, 
Xj, x2,..., x , x , ,=b nuqtalar bilan л ta teng qismga bo’lamiz.

-ЕЙ*)

0 a=Xo *1 X2 Xj-I Xi X.-I xnI OS-юга.
Har bir bo’lakning uzunligi: д* = -  - .  Д х) funktsiyaning xq, x h x2,...,П

Xi,..., x„ nuqtalardagi qiymatini y0, >-|, y2,..., yu..., y„ orqali belgilaymiz, 
ya’ni Уо=/ (xo), ^ 1= / ( ^ ) , -  -, Л = /(х ;),..., y„=f(xn) bo’lsin.

Quyidagi yig’indilarni tuzamiz:
m— I

УоД* + У,?* + -  + у,ь* + -  + У,-№ = I-1
у, Дх + y 2 Дх + ... + y,&x + ... +  y„Ax = У ,ЛДх

i-i
Bu yig’indilardan har biri /  (x) funktsiya uchun integral yig’indi 

bo’ladi va shuning uchun ulami £ f(x)dx integralning taqribiy qiymatlari
sifatidaqabul qilish mumkin:

j7 (* * fr= — о ь + я  +y2+...+y,+. . .+>' ^1) =— ( i )° и n ^
f/(x>&=— 0',+>'2+...+^+...+y„)=— i> , (2)П Л tr

Bu formulalar orqali hisoblash usulini — to’g’ri to’rtburchaklar usuli, 
deb atashadi.

Agar /  (x) musbat va o’suvchi funktsiya bo’lsa, u holda (1) formula 
ichki to’rtburchaklardan tuzilgan pog’onali shaklning yuzini ifodalaydi,
(2) formula esa tashqi to ’rtburchaklardan tuzilgan pog’onali shaklning 
yuzini ifodalaydi.

Integralni to ’g’ri to ’rtburchaklar usuli bilan hisoblashdayo’l qo’yilgan 
xato n soni qancha katta bo’lsa, shuncha kichik bo’ladi. T o’g’ri



to ’rtburchaklar formulasining absolyut xatosi м. a- dan katta emas,
4 rt

bu yerda, M\ — |/ '0 ) | ning [a, b] kesmadagi eng kattaqiymatidir.

5.2. Trapetsiyalar usuli
[a, b] kesmani avvalgi usuldabo’lib, Дх xususiy intervalgamos keluvchi 

y = f  (x) chiziqning har bir yoyini bu yoyning chetki nuqtalarini 
tutashtiruvchi vatar bilan almashtiramiz. Bu geometrik nuqtai nazardan 
berilgan egri chiziqli trapetsiyaning yuzini n tato’g’ri chiziqli trapetsiyalar 
yuzlarining yig’indisi bilan almashtirilganini bildiradi.

У/,

У

y< у У У1- У У* *

0  Xi xj x,.i x, Vi ^ e -b  x
109-rasm.

Bunday shaklning yuzi egri chiziqli trapetsiyaning yuzini to’g’ri 
to ’rtburchaklardan tuzilgan pog’onali figuraning yuziga qaraganda ancha 
aniq ifodalashi geometrikjihatdan ravshandir.

Bu trapetsiyalardan birinchisining yuzi -y°-+ y> Ax, ikkinchisining yuzi
2

va hokazo, bo’lgani sababli

j  f ( x ) d x « (— 2 ~ A x  + У' * Уг Ax +... + A* +  -

+ Д х )  =  д * (  + y< +  л  )

vaA*= ( b - a ) j n  ekanligini eslasak,

| / ( * ) * - ^ £ ( й ± й . + л + л (3)

tenglikni hosil qilamiz.
Bu formula bilan hisoblashni trapetsiyalar usuli deymiz. n soni qancha 

katta bo’lsa va demak, д*=(*-а)/л qadam qancha kichik bo’lsa, (3) taqribiy 
tenglikning o’ng tomonida yozilgan yig’indi shuncha katta aniqlik bilan 
integral qiymatini beradi. Trapetsiyalar formulasining absolyut xatosi
M2 ^~  a~  dan katta emas, bu yerda M2 -|/"(*)| ning [a, b\ kesmadagi eng

12л
katta qiymatidir.



5.3. Parabolalar (Simpson) usuli
[a, b\ kesmani n~2m tajufi miqdordagi teng qismlargabo’lamiz. [jcq, x j  

va [xi, x2] kesmalarga mos va berilgan y = f  (x) egri chiziq bilan 
chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning yuzini Мо(хо>Уо)> М \{х\,у\), 
M2(x2,y2) uchta nuqtadan o’tuvchi va simmetriya o’qi OY  o’qqa parallel 
bo’lgan ikkinchi darajali parabola bilan chegaralangan egri chiziqli 
trapetsiyaning yuzi bilan almashtiramiz.

Bunday egri chiziqli trapetsiya parabolik trapetsiya deyiladi. O’qi OY  
o ’qqa paralel bo ’lgan parabolaning tenglamasi у = Ax2 + Bx+c ko’rinishda 
bo’ladi. A, V, S  koeffitsientlar parabolaning berilgan uch nuqta orqali 
o ’tish shartidan bir qiymatli ravishda aniqlanadi. Shunga o ’xshash 
parabolalami kesmalaming boshqajuftlari uchun ham yasaymiz. Shunday 
yasalgan parabolik trapetsiyalar yuzalarining yig’indisi integralning 
taqribiy qiymatini beradi.

Dastlab bitta parabolik trapetsiyaning yuzini hisoblaymiz.

Lemma. Agar egri chiziqli trapetsiya у =Ax1 + Bx+c parabola, OX o ’q va 
oralig’i 2h ga teng bo ’lgan 2ta ordinata o ’qiga parallel to ’g’ri chiziqlar 
bilan chegaralangan bo’lsa, u holda uning yuzi

s  = ̂ (y0+4yl+y,') (4)
ga teng.

Isboti.

А, В, С koeffitsientlar quyidagi tenglamalardan aniqlanadi:



agar x0 = h bo'lsa, u holda | y 0 = A h 1 -  Bh + С
agar x, = 0  bo’lsa, u holda i y, = c  (5)
a g a rx 2 =  h bo’lsa, u holda I у г = A h 1 + Bh + С

(5) tenglamalar sistemasidan:
A = -^гОо -  2У\ + л). С  = У„ В = --(у , - yD)

bo’ladi. Endi parabolik trapetsiyaning yuzini aniq integral yordamida 
aniqlaylik:

* x3 г* h
S  = J(/U* + Bx+ C)dx=(A— + B— + Ci) £,=■- (2Alf + 6C);

-a 3 2 3

Lekin Ъ4Й+вс=уа+4у1+у2. Demak, 5=^з(й +4Л+>-г) bo’ladi.
Bu lemmadan foydalanib, quyidagi taqribiy tengliklarni yoza olamiz:

J /(-O '*  *  tCVo + + У2 )
•0

\ f (* )d x  = j ( y 2 + 4 y 3 + л )

f1 h
]/(* )* ’• t O’i.-j +4Л,-| + л .)

П т - 2

Parabolik trapetsiyalaming yuzalarini qo’shib, izlanayotgan integralning 
taqribiy qiymatini beruvchi ifodani hosil qilamiz:

b
J Д * ) Л  = у  O', + Ъуъ. + 40-, +  уг +... + у , . . , ) + ^

+ 2 (Уг+У,+- + У1т.2))
bu yerda, h = (b-a)/2m.

Bu Simpson formulasidir.
Agar Дх) funktsiya [a, 6] kesmada 4-tartibli uzluksiz hosilaga ega

bo’lsa, u holda Simpson formulasining absolyut xatosi м / й~д)' dan katta
2880/1

bo’lmaydi, bunda — | / tS)(x)| ning [a, b] kesmadagi eng kattaqiymatidir.
1 .

Misol. Ushbu j = [ —  integral taqribiy hisoblansin.J0I + JC
Yechish. Awal berilgan integralning aniq qiymatini Nyuton-Leybnits 

formulasi bo’yicha hisoblab olaylik:

J  = = In 11 + * ||l= In 2 я 0,69315.

[0,1] kesmani 10 tateng bo’lakka bo’lamiz: Ax=0,l.
Quyidagi jadvalni tuzamiz:



i 0 1 2 3 4 5
xi 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

У; 1 0,9090
9

0,8333
3

0.7692
3

0.7142
9

0,666
67

i 0 6 7 8 9 10
xi 0 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Yi 1 0,6250
0

0,5882
4

0,5555
6

0,5263
2 0,5

A wal to’g ’ri to’rtburchaJdar usulini qo’llab, (1) formula bo’yicha:

J«0,1(1+0,90909+0,83333+0,76923+
+0,71429+0,66667+0,625+0,58824+0,55556+0,52632)=0,1- 
•7,18773=0,71877 natijaga va (2) formula bo’yicha: 
J*0,1(0,90909+0,83333+0,76923+0,71429+0,66667+0,625+
+0,58824+0,55556+0,52632+0,5 )= 0 ,1*6,68773=0,66877.

natijaga kelamiz.
Endi, yo’l qo’yilgan xatoni baholaymiz:

. /'(*) = - 1
1 +  X  (1 +  J t)

[0,1] kesmada |/,(Jl)|si. Shuning uchun Afi=l .U holda olingan natijaning

xatosi м} ь~а‘>2 =—=o,Q25 kattalikdan ortmaydi:
1 4л  40

|0,6 9 315-0 ,66877|=0,02438<0,025.

Agar trapetsiyalar usulini qo’llasak, quyidagi natijani olamiz:
J  = 0 , l ( ^ y ^ +0,90909+0,83333+...+0,52632) = 0,69377.

U holda yo’l qo’yilgan xatolik quyidagicha baholanadi:

/ • ( * )  =  - — Ц . ,  f { x )  2
(l + x)2’ '  '  ' (l + x)’ ■

[0,1] kesmada|/"(x)|<2.Demak, Mj=2. 
U holdaolingan natijaning xatosi

М г ^  a]  = — - —  = —  »0 ,001667  
г 12 n 1 12 100 600

kattalikdan ortiq bo’lmaydi.



10,69315-0,693771=0,00062<0,001667.

Endi, Simpson formulasidan foydalanamiz: л=2/и=10, *̂ i £ = _L 

bo’lganda(6) formulabo’yicha quyidagi natijani olamiz:

J« l/30 (1+ 0 ,5+4(0,90909+0,76923+0,66667+0,58824+ 
+0,52632)+2*(0,83333+0,71429+0,625+0,55556))=

=1/30*(1,5+4*3,45955+2*2,72818)=0,693146

Olingan natijaning xatosini baholaylik:

/»(*> = / ■ ( , ) =  24
(1 + *)5’ (1 + ,)*’ (l + x)J

[0,1] kesm ada|/<5)(j:)|<24. Shuning uchun, Л/4=24.
U holdayo’l qo’yilgan xatolik

M, =-----—-----= 0,0000082880-I04 2880 10000

kattalikdan ortiq bo’lmaydi.

|0,69315-0,693146|=0,000004<0,000008.

Uchala natijani aniq qiymat bilan taqqoslaganda Simpson formulasi 
qolgan ikkita formuladan ancha aniq ekan, degan xulosaga kelish 
mumkin.



KO’P O’ZGARUVCHILI FUNKTSIYANING DIFFERENTSIAL
HISOBI

l-§ . Boshlang’ich tushunchalar

Funktsiyaga, shu jumladan, ko’p o’zgaruvchili funktsiyaga 6-bobning
l-§  ida ta’rif bergan edik.

Bu bobda biz ko’p o’zgaruvchili funktsiyaning differentsial hisobini 
qurish bilan shug’ullanamiz. Asosiy m a’lumotlar ikki o’zgaruvchining 
funktsiyasi uchun beriladi. Ulami o’zgaruvchilari soni ikkidan katta 
bo’lgan hoi uchun bevosita ayniy ravishda o’tkazish qiyin emas.

Ko’p holatlarda biror miqdor boshqa bir nechta erkin o’zgaruvchilaiga 
bog’liq bo’ladi. Masalan, uchburchakning yuzi S  uning asosi a va balandligi 
A ning qiymatlariga bog’liq, ya’ni

S  =  - a h .
2

To’g’ri burchakli parallelepipedning hajmi V bir-biriga bog’liq 
bo’lmagan qirralaming funktsiyasidir:

V=abc.
Elektr toki ajratadigan issiqlik miqdori Q kuchlanish E, tok kuchi J  va 

vaqt t ning funktsiyasidir:
£>=0,24/еЛ

Biror jismning fizik holatini o’rgansak, uning nuqtadan nuqtaga o’tish 
jarayonida ayrim xususiyatlarini o’zgarishi kuzatish mumkin. Bular 
masalan: zichligi, harorati, elektr potentsiali va h.k. lar. Boshqacha qilib 
aytganda, bu miqdorlar nuqtaning, ya’ni uning x,y,z koordinatalarining 
funktsiyasi bo’ladi. Agar jismning fizik holati vaqt o’tishi bilan o’zgarsa, bu 
erkin o’zgaruvchilarga t vaqt ham qo’shiladi. Bu holda biz to’rtta erkin 
o’zgaruvchining funktsiyasini kuzatayotgan bo’lamiz.

Ikkita erkin x,y o’zgaruvchilaming /  funktsiyasini simvolik tarzda
z = f(x ,y) 

ko’rinishdayozish qabul qilingan.
Ko’p o’zgaruvchining funktsiyalari xuddi bir o’zgaruvchining 

funktsiyalari kabi analitik usulda, ya’ni formulalar yordamida, jadval 
usulda va grafik usulda berilishi mumkin. Masalan:



Funktsiyaning jadval ko’rinishi fizika, mexanika, tibbiyot va 
texnikaning tajriba o’tkazish bilan bog’liq bo’lgan barcha yo’nalishlarida 
keng ishlatiladi.

Funktsiyaning geometrik tasviri uning grafigi deyiladi. Masalan, ikki 
o’zgaruvchining funktsiyasi grafigi uch o’lchovli fazoda sirtni ifodalaydi.
4-bobning 3-§ ida ko’rilgan 2-tartibli sirtlar: sfera, ellipsoid, elliptik 
paraboloid va giperbolik paraboloidlar mos ravishda

2 2 ,  , y 2 z2 , x1 ў  X2 /
JC2 +  /  1 г ' = г ' , - г + £ г  +  -  =  и  =  —  +  —  ,Z  = ------- —c? b2 с Ip 2q Ip 2(7

funktsiyalaming grafigigamisol bo’laoladi.
Erkli x ,y  o’zgaruvchilarning /  funktsiyasi m a’nosini saqlovchi 

qiymatlari juftliklarining to ’plami /  funktsiyaning aniqlanish sohasi 
bo’ladi. XOU  koordinatalar tekisligida bu to’plamlar biror tekis sohani 
ifodalaydi. Masalan, z = J i - x 2- y 2 funktsiyaning aniqlanish sohasi ildiz 
ostidagi ifodaga manfiy bo’lmagan qiymat beruvchi (x,y) juftliklar 
to ’plami: x1 +У < l doira bo’ladi yoki z = in(x+^) funktsiyaning aniqlanish 
sohasi: y> ~ x , ya’ni y  = - x  to’g’ri chiziqning tepasidagi yarimtekislik 
bo’ladi.

Eslatma. Erkli o’zgaruvchilari soni uchtadan oshiq bo’lgan 
funktsiyaning aniqlanish sohasini ham, grafigini ham fazoda ifodalab 
bo’lmaydi. Ularni biz abstract m a’noda tushunamiz.

Endi, R2 tekisligiga qaytsak. Bu tekislikda biror (x0,.y0) nuqta berilgan 
bo’lsin.

Quyidagi
(x-x^f + (y-y0f  <a2 (a> 0 ) 

tengsizlikni qanoatlantiruvchi <x,>0 nuqtalar to’plamini markazi (x0,y0) 
nuqtada bo’lgan a radiusli ochiq doira deymiz.

|*-*o|< a > |у -л |<*  (a,b>0), (1)
tengsizliklami qanoatlantiruvchi (x ,y ) nuqtalar to’plamini ochiq 
to’rtburchak, deb ataymiz.

Agar (1) da a=6 bo’lsa, uning markazi (x0, Л) nuqtada bo’lgan ochiq 
kvadrat, deymiz.

Markazi <x0,.y0) nuqtada, radiusi e > 0 bo’lgan har qanday ochiq doira 
yoki tomoni 2 e bo’lgan har qanday kvadrat d tj 0) nuqtaning c-atrofi, 
deyiladi.

Agar
(W i). ( Сь.л)» ••• 

nuqtalar ketma-ketligi berilgan bo’lsa, o’zgamvchi <*,,>.,) nuqta shu ketma- 
ketUk bo’ylab o’zgaradi, deymiz.

Agar *->=> da (*, ,л ) o’zgaruvchi nuqtalar orasidagi masofa nolga intilsa, 
ya’ni *->« da



-*оУ + (v» - л /  ->0 (2)
bo’lsa, ketma-ketlik yoki o’zgaruvchi (*„>-,) nuqta jt ->oo da (*„,>>„)
nuqtaga intiladi, deymiz.

B u n i

ko’rinishdayozamiz.
Tabiiy (2) munosabat

* *  *0>' л - *  л  (3 )
munosabatlaming bir vaqtda bajarilishiga teng kuchli.

(2) munosabatni yana: ixtiyoriy s > 0 uchun shunday N  son 
topiladiki, barcha к >N lar uchun (xk,yk) nuqta.markazi (x0,>0) dabo’lgan 
e  radiusli ochiq doira ichida bo’ladi, deb tushunish mumkin.

(3) munosabatni esa: ixtiyoriy e > 0 uchun shunday N  son topiladiki, 
barchak>N  lar uchun (xi ,yt) nuqtamarkazi (jc0,>̂0j dabo’lgan 2 s  tomonli 
ochiq kvadratda bo’ladi, deb tushunamiz.

Bu ikkala mulohazarii birlashtirib, har qanday e>0  uchun shunday N  
son topiladiki, barcha k>N lar uchun nuqta (x0,y0) nuqtaning e-
atrofida bo’ladi, deyish mumkin.

2-§. Funktsiyaning limiti

Faraz qilaylik, (х0,у0) nuqtaning o’zida bo’lmasa ham, uning biror 
atrofida aniqlangan z = f{x,y) funktsiya berilgan bo’lsin.

1-ta’rif. Agar (x0>y„) nuqtaga intiluvchi har qanday (xk,yt ) ketma-ketlik 
uchun

lim  f(xl,ylt) = A (1 )

Ук~>У0

bo’lsa, и holda A son z = f(x,y) funktsiyaning (x ,j)^(x0,^0) dagi limiti 
deyiladi.

Limitga<?e,($> tilida ham ta’rif berish mumkin.
2-ta’rif. Agar har qanday e > 0 son uchun shunday 8>0 son topilsaki,

л/(*-*о)2 + (y-y<sf <$ (2)
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha (x,y) lar uchun

\f(x,y)-A\<£ (3)
munosabat o ’rinli bo'lsa, A son z = f(x ,y) funktsiyaning (x,y)->(xfny0) dagi 
limiti, deyiladi.

O’z navbatida bu ikki ta ’rif quyidagi ta ’rifga ekvivalent: A son z=f(x,y) 
funktsiyaning dagi limiti deyiladi, agar ixtiyoriy e >0  son



uchun Cio.-Vo) nuqtaning shunday 5-atrofi mavjud bo’lsaki, bu atrofning 
Oc0,y0) dan boshqa barcha nuqtalari uchun (3) tengsizlik o’rinli bo’lsa.

Faraz qilaylik, co=vo„aiy: uzunligi (|a|2=ai1+<u/1= i) bir bo’lgan vektor va />0 
— biror skalyar bo’lsin. Quyidagi

(t>  0)
nuqtalar (x0,y„) dan a> vektor yo’nalishidachiqqan numi hosil qiladi.

Har bir & uchun t o’zgaruvchining
f(x0+tas,y0+t(Bt ) ( 0< t < 8) 

funktsiyasini ko’rish mumkin, bu yerda 5-yetarlicha kichik son.
Agar

lim /(* 0 +<tu,,у , + / (» ,)  
l> о

limit mavjud bo’lsa, uni /  funktsiyaning (x0,ya} nuqtadagi ш yo’nalish 
bo’yicha limiti, deymiz.

l-misol.
r< ч x1 + y3 f(x,y) = —---- гX +y

funktsiya tekislikning (0,0) nuqtasidan boshqa barcha nuqtalarida 
aniqlangan.xl <&г+у2/ г vay’s tf+ y2/* bo’lgani uchun

I x + y

bo’ladi.Shu sababli agar bo’lsa, f ( x , y ) - > 0  bo’ladi, ya’ni
X5 + y3 

lim . y , = 0 . 
x + Vy-t 0

2-misol.
/ \ x2 -y1<P(x,y)= — ~X +y

funktsiya tekislikning (0,0) nuqtasidan boshqa barcha nuqtalarida 
aniqlangan.

O’zgarmas к son uchun y = kx to’g’ri chiziqlar bo’ylab

, * - a2 
^ х’Ь) = й ¥ '

Bu yerdan ko’rinadiki, к ning har xil qiymatlari uchun funktsiyaning 
(0,0) nuqtadagi har xil yo’nalishlar bo’yicha limitlari har xil.



Ъ-misol. f(x, y)= * у г funktsiyaning y=kx to’g’ri chiziqlar bo’ylab (0,0) 
x

nuqtadagi limiti nolga teng:

agar bo’lsa, / ( х,кх)=-у Қ г -  = - £ - т-+ о.x +кх х+к
Lekin bu funktsiya(0,0) nuqtadalimitgaegaemas, chunki y = x1 desak:

f(x'xl) = T ^ 7 =\  va 1^/ ( ^ )= Г
Funktsiyaning x,y-+<*> dagi limiti tushunchasini xam kiritsabo’ladi: har 

qanday e >  0 son uchun shunday jV>0 son topilsaki, |*| > > N 
tengsizliklami qanoatlantiruvchi barcha x,y lar uchun /  funktsiya 
aniqlangan bo’lib,

\f{x,y)-A\<e
tengsizlik o’rinli bo’lsa, A son /  funktsiyaning x,y^a> dagi limiti, deyiladi 
va quyidagicha yoziladi:

lim f(x,y) = A.
Agar /  funktsiya n„,y0) nuqtaning o’zida bo’lmasa ham, uning biror 

atrofida aniqlangan bo’lsa va har qanday N>0  son uchun shunday S > 0 
son topilsaki, (x„.y0) nuqtaning <5-atrofidagi barcha(*,.y) lar uchun

|/(*,j<)|>Ar
bo’lsa, u holda

I™  f(x,y) = co

deymiz.
Quyidagi munosabatlar o’rinli:

lim  ifix,y)+gtx,y)y= lim  f(x,y)± lim  g{x,y), (4 )

lim  lf(x,y)g(x,y)]= lim f(x,y)- lim  g(x,y), (5 )
«ог0̂ 0 «V ^o '-*V~vo

agar lim ё{х,у)Ф о bo’lsa,
” V ^ yo

lim f(x,y)
lim й Ы 1  = ^ о ^ Ъ ______ . ( 6 )

,~x..,~Y.g(x,y) lim g(x,y)
" V ’~y0

Bu munosabatlar x,y -+ °° da ham o’rinli.
Bir o’zgaruvchili funktsiyaning limiti haqidagi barcha teoremalar (6- 

bob, 2.2-§ ga qarang) ko’p o’zgaruvchining funktsiyasi uchun ham 
o’rinli.



Bizga с*„,>„) nuqtada va uning biror atrofida aniqlangan z = f(x,y) 
funktsiya berilgan bo’lsin.

Agar x va у lar mos ravishda Ax va Ay orttirmalar olsa, u holda 
quyidagi ayirmani

Дr  = / ( x „  + Ax,y0+Ay)-f(x0,y0) 
z = fix , у) funktsiyaning (x„,.v0) nuqtadagi to’la orttirmasi, deymiz.

Agar ц,,>>0з nuqtada
lim  Д г =  0  ( 1 )

Дг—»0 '4У-+0
bo’lsa, z=f(x,y) funktsiya nuqtada uzluksiz, deyiladi. (1) ni yana 
quyidagicha yozsa bo’ladi:

I™  \f(x0 +Ax, yn + Ay) -  f(x0, >0 ) ]=  0
Лт-ИЭ,Л>»->0

yoki
lim  f(x,y) = f(x0,y0). ( Г )

x -* * 0.y - * y 0

2-§ dagi (4)-(6) munosabatlardan bevosita quyidagi teorema kelib 
chiqadi.

1-teorema. (x0,.y0) nuqtada uzluksiz bo'lgan f  va g funktsiyalaming 
yig ’indisi, ayirmasi, ko'paytmasi va agar g(*0,.ya)*0 bo’lsa, bo'linmasi ham 
shu nuqtada uzluksiz bo 'ladi.

Bu teoremadan x  va и laming har qanday ko’phadi tekislikning 
ixtiyoriy nuqtasida uzluksiz ekanligi kelib chiqadi.

(x, u) ning ko’phadlari nisbati P /Q  (x, u) ning ratsional funktsiyasi, 
deyiladi. P/Q  ratsional funktsiya Q {x, u)qO bo’ladigan nuqtalardan boshqa 
barcha nuqtalarda uzluksiz bo’ladi.

Quyidagi teorema murakkab funktsiyaning uzluksiz bo’lishlik shartini 
beradi:

2-teorema. f(x,y,z) funktsiya Rj arifmetik fazoning (x„,y„,z„) nuqtasida 
(x,y,z) nuqtalar bo 'yicha

x = <p(u,9), y = iy(u,9), z = x(u,9) 
funktsiyalar R2 arifmetik fazoning (иа,9й) nuqtasida (u,9) nuqtalar bo’yicha 
uzluksiz bo ’Isin. Agar

Xa = <p(ua,9a), y0 - y/(ua,9a) , z0 = * ( ( /„  Л )

bo’lsa, u holda
F(u,9)=f[ip{u,&), (/(u,5), z(u,3)] 

funktsiya (и0,50) nuqtada(Uj5) lar bo’yicha uzluksiz bo’ladi.
Teoremaning isboti (1) munosabatdan kelib chiqadi:



Ijm  ҳҒ(и,9) = lim  ftyiu, 9), уЛ,и, ff), %(u, 5)]= 
«*мысп

4«u,9ŷ YQ
Х<ц.3ул2й

= /(*<,, У 0,2 0) = /К ^ “0 A ), V 'K , ■% )• Л  Л  M= F«ia,9„).
3-teorema. (x0,y 0)  nuqtada uzluksiz va shu nuqtada nolga teng bo’lmagan 

r = f(x,y) Junktsiya oc0,>0) nuqtaning biror atrofida /  (x0,y„) ning ishorasini 
saqlaydi.

Bu teoremaning isboti 5-bobning 2.2-§ dagi 3-teoremaning isbotidek 
bajariladi.

4-§ . Xususiy orttirmalar va hosilalar

Erkli у o’zgaruvchini o’zgartirmay, x ga Ax ottirma beisak, berilgan 
z = f ix ,у) funktsiyaning olgan

= f(x +Ax, y)-f(x,y)
orttirmasini uning x bo’yicha xususiy orttirmasi, deb ataymiz. Xuddi 
shuningdek, agar * ni o’zgartirmay yga Ay orttirma bersak, natijada 
funktsiyaning olgan

Ayz = f(x, у + Ay)-f(x,y)
orttirmasi uning у bo’yicha xususiy orttirmasi, deyiladi.

Awalgi paragrafda kiritilgan to’la orttirmani xususiy orttirmalar orqali 
quyidagicha ifodalasa bo’ladi:

A z  =  f{x +  Дх, у +  A y )  -  fix, у +  Ay) +  fix, у +  Ay) -  

~ fix, У) = AJ{x,y + Ay) + Д Jix,y).
Bu tenglikdan ko’rinadiki, umuman дz = Atz+Ayz bo’lavermaydi. 

Masalan, z = x1y funktsiyauchun
Axz = (x + Axf у-x2 у = <2хДх + Дх2> ,

Д yz =  x2iy +  Ay)-x2y =  х гА у ,

Дг = (x + Ax)ziy + Ay) - xzy = i2xAx + Ax2)y +
(x2 + 2хДх + Дх2)Ду Ф Axz  + Ayz .

Agar

lim  lim
Л *-»0  Д у  Аг - Ю  А г

limit mavjud bo’lsa, uni z = fix,y) funktsiyaning (x,y) nuqtadagi x 
bo’yicha xususiy hosilasi, deb atab, zj,/J,— ,— ko’rinishda belgilaymiz.dx dx

Aynan shundek, agar



Iimv  = lim/ (*.2 + 4>>)-/(»,y)
Л>-*0 Ду Лу-*<1 Ду

limit mavjud bo’lsa, uni z = f(x,y) funktsiyaning {x,y) nuqtadagi у
dz dfbo’yicha xususiy hosilasi, deb atab, z ' k o ’rinishda belgilaymiz.dy ay

Xususiy orttirmalaming ta ’rifidan xususiy hosilani у  = const deb 
qilingan farazdafunktsiyadan x bo’yicha olingan oddiy hosila, zy xususiy 
hosilani x = const deb qilingan farazda funktsiyadan у bo’yicha olingan 
oddiy hosila, deb tushunish kerakligi kelib chiqadi.

Bundan xususiy hosilalami hisoblash qoidalari bir o’zgaruvchining 
funktsiyasini difTerentsiallash qoidalari bilan bir xil bo’lishi kelib chiqadi.

1-misol. z = x2 cos(xy) funktsiyaning xususiy hosilalarini hisoblang.
Yechish z'T = 2xcos(xy) -  jr2ysin(xy), zy =  - x3 s in(xy).

2-misol. z = xy . — , —  to p ils in .dx dy
Yechish Щ- - yxy~ ', —  = Х' in x ■ dx dy
Eslatma. Erkli o’zgaruvchilari soni ikkitadan oshiq bo’lgan funktsiyalar 

uchun ham xususiy hosilalar aynan shunday kiritiladi.
Ъ-misol. u = x2 + y2 - z t \
Yechish

du du du j ди г
—  = 2 x ,  —  = 2 V, — = - t  , —  = - 3 z r .  dx dy dz dt

5-§. To’la differentsial va uning taqribiy hisoblarda qo’llanishi

Bizga biror or.jvO nuqtada uzluksiz xususiy hosilalari mavjud bo’lgan 
Z = f{x,y) funktsiya berilgan bo’lsin. Bu funktsiyaning to’la orttirmasini uning 
xususiy hosilalari orqali ifodalaymiz. M a’lumki,

A z  =  [ / ( x  +  A x , у  +  Ду) -  f ( x , y  +  Ду)] +

+ [f(x,y + Ay)-S{x,y)l 
Kvadrat qavslar ichidagi ifodalargaLagranj teoremasini qo’llasak:

f(x,y±hy)-f(x,y) = Ay , (2)dy
f(x  + Ax,y + Ay)~/ ( x,y + Ay) = A x ^  . (3)ox

bu yerdaўе(у,у+Ау~) \а х  e{x,x + Ax').
(2) va(3) larni (1) gaqo’ysak:

^  = м ¥ ^ у ± М +АуШ ы 1 . (4)
dx dy

(1)

Shartga ko’ra xususiy hosilalar uzluksiz bo’lgani uchun



lim y ( * . y  + A y )= g f r y O t (5 )
д*-»о.лу-*о etc dx

I b  (6)
- -* Д с -» 0 аД у-* 0  Э у

Agar fi vay2 lar Ax vaAy laiganisbatan cheksiz kichik miqdorlar bo’lsa, 
u holda(5), (6) lami quyidagicha yozsa bo’ladi:

df(x,y + Ay) d/(x,y) | ^

Э / ( х ^ Э / ( ^ ) .+ (6,)
Эу ф- '

U holda(4) quyidagi ko’rinishni oladi:

te = &bb£te+&bb£e,y + rlAX + rA’. (7 )dx dy
Tenglikning o’ng tomonidagi oxirgi ikkita qo’shiluvchilar yig’indisi 

Дг = -у/дд:2 + by1 ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik miqdor, chunki

f t l ,|Лг|
uchun

s i vashartgako’ravi vay2 lar cheksiz kichik miqdorlar bo’lgani

г.Д х  + г гДу Дх Ду
—----- LLJL= r\— + / i ~  -> 0.

Д г  Д г  Д г  аг-»о

Shu sababli birinchi ikkita qo’shiluvchining yig’indisi o’ng tomonning 
Ax  va Ay  larga nisbatan chiziqli qismi bo’ladi. Agar fX^,y)*o,fy(x,y)^o 
bo’lsa, bu ikki qo’shiluvchi to’la orttirmaning asosiy qismi bo’ladi.

T a ’r if . To’la orttirmasi biror t x .y )  nuqtada Ax va Ay larga nisbatan 
chiziqli ifoda va Ar ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik miqdorlar 
yig’indisi ko ’rinishida ifodalanadigan har qanday z = f{x,y) funktsiya shu 
nuqtada differentsiallanuvchi va bu ifodaning asosiy qismi funktsiyaning 
to ’la differentsiali, deb ataladi. T o’la differentsial <k yoki df ko’rinishda 
belgilanadi.

Demak, agar z = /"(•*■ y) funktsiya berilgan nuqtada uzluksiz xususiy 
hosilalaiga ega bo’lsa, u shu nuqtada differentsiallanuvchi bo’lib, uning to’la 
differentsiali

dz = /J  (* , у ) Дх + f'y(x, у ) Ду
bo’lar ekan.

U holda (7) ni
Az = dz + Д х+ уг Ду

ko’rinishdayoki taqriban
Дzadz ( 8 )

deb yozish mumkin.
Bir o’zgaruvchining funktsiyasida Ax ni dx ga almashtirish mumkin 

ekanligi ko’rilgan edi. Xuddi shundek, bu yerda ham Ax vaAу  lam i mos 
ravishda dx va dy larga almashtiramiz:

dz = f x(x,y)dx + fy(x,y)dy.



Agar funktsiya biror (ji,y) nuqtada differentsiallanuvchi bo’lsa, u holda
(7) dan uning shu nuqtada uzluksiz ekanligi kelib chiqadi. Lekin aksi 
hamisha to’g’ri bo’lavermaydi.

1-misol. z  = \x\(y + \) funktsiya (0,0) nuqtada uzluksiz, lekin uning bu

nuqtada— xususiy hosilasi mavjud emas, ya’ni bu funktsiya(0,0) nuqtadadx
differentsiallanuvchi emas.

Bir o’zgaruvchining funktsiyasi biror nuqtada differentsiallanuvchi 
bo’lishi uchun uning shu nuqtada hosilasi mavjud bo’lishi zarur va 
yetarli bo’lsa, ko’p o’zgaruvchilarning funktsiyasi uchun bu yetarli 
emas.

Teorema. Funktsiya biror nuqtada differentsiallanuvchi bo'lishi uchun 
uning shu nuqtada xususiy hosilalari mavjud bo 'lishi zarur va agar bu xususiy 
hosilalar uzluksiz bo Isa yetarli'hamdir.

Isboti. Teoremaning birinchi qismi quyidagicha isbot qilinadi:
Agar /  funktsiya biror {x,y) nuqtada diflFerentsiallanuvchi bo’lsa, u 

holda ta ’rifga ko’ra uning to’la orttirmasi quyidagicha ifodalanadi:
Дг = A Ax + BAy + o(Ar). (9)

Agar bu tenglikdan = o desak:
Ддг = AAx + o(Ax) 

tenglik hosil bo’ladi. Buni Ax gabo’lib limitga o’tsak:
Л  z  dz A = lim  —— = —

Д*-»0 Дх дх
dzmunosabatga kelamiz. Aynan shundek mulohaza bilan в  = — ekanligiga
dy

ishonch hosil qilamiz.
2-misol. Koordinatalar tekisliklarida nolga teng va R3 ning boshqa 

nuqtalarida 1 ga teng bo’lgan funktsiyaning koordinatalar boshida nolga 
teng bo’lgan xususiy hosilalari mavjud bo’lsa ham bu funktsiya (0,0,0) 
nuqtada uzulishga ega va shu sababli bu nuqtada differentsiallanuvchi emas. 
Demak, xususiy hosilalaming mavjudligi funktsiyaning 
differentsiallanuvchiligi va hatto uzluksizligi uchun yetarli emas ekan.

Agar /  funktsiya biror (x,;/) nuqtada differentsiallanuvchi bo’lsa, u 
holda(8) munosabat o’rinli bo’ladi. Uni quyidagicha yozib olamiz:

. Aza f,(x,y)dx + fy(x,y)dy
yoki

I

/(x + Ax,y + Ay)^/(x,y) + ̂ ^ -d x - i-^ A .d y .  (10)
ox dy

(8) va(10) laming taqribiy hisoblarga qo’llanishini ko’raylik. 
Masala. O’lchamlari: ichki tsilindr radiusi R, ichki tsilindr 

balandligi H  va devor qalinligi к bo’lgan aylanma tsilindmi



tayyoriash uchun qancha xom ashyo ketishini aniqlang.
Yechish 1) Aniq yechimi. So’ralgan hajm 9 tashqi tsilindr hajmidan 

ichki tsilindr hajmini ayirmasiga teng. Tashqi tsilindming radiusi R+k, 
balandligi H +k  bo’lgani uchun

9 = n(R + kf(H+ k)-nR2H
yoki

9 = xG.RHk + R1k + Hk1 +2Rk2 +k}). (11)
2) Taqribiy yechimi. Ichki tsilindr hajmini /  desak, /q*K2w , ya’ni R 

va H  o’zgaruvchilaming funktsiyasigaegabo’lamiz. Agar R v a  H  gabir xil 
к  orttirmabersak, funktsiya qiymati so’ralgan hajmgateng bo’lgan orttirma 
oladi: 9 = Af.

U holda (10) ga asosan
9^^-AR + ̂ -AH dR dH

bo’ladi. Lekin
—  = InRH , ^ -  = tcR2, AR = AH = к dR dH

bo’lgani uchun
9~xCRHk + R2k-) (12)

bo’ladi.Agar (11) va(12) lami solishtiisak, ular тм?+2/м?+*3; miqdorga farq 
qilishini ko’rish mumkin.

Bu farq raqamlarda qanday aks etishini ko’rish uchun R= 4 sm, H= 20 
sm, k=  0,1 sm bo’lsin, deb faraz qilaylik.

(11) ga asosan
9  = «2-4-20 0,l + 4:I 0,1 + 20-0,12 +2-4 0.12+0,1!3= 17,88fe.

(12) ga asosan esa
9 = л <2 ■ 4 • 20 ■ 0,1 + 42 • 0,1)= 17,6?r .

Demak, taqribiy hisob uchun yozilgan (12) formula 0,3л dan kichik 
xatolik bilan natija berar ekan. Bu xatolik o’Icham miqdorining
loo—0,3я ■% ini, ya’ni 2% idan kichikmiqdorini tashkil etadi.

17,881*
(8) ga ko’ra absolyut qiymatlari bo’yicha yetarlicha kichik Дх va Дм lar 

uchun funktsiyaning to’la orttirmasini to’la diflerentsialga taqriban 
almashtirish mumkin:

Bundan

A z « —  Ax +  —  Д у . 
dx dy

Д2 < dx
df
dy N -  (13)

M iqdorlaming maksimal absolyut xatoliklarini mos ravishda |д‘* | , |д > | va 
|д’г| bilan belgilasak, oxirgi tengsizlikni quyidagichayozish mumkin:



A‘ z| = df Ia ’ jcI + 3 /
I dx1 1 dy Д-И-о л  и у  ' '

Misollar.
1. Agar u = x + y + z bo’lsa, u holda

|Д * u| = |Д * *| + |Д * y\ + |Л * z | .

2. Agar z = xy bo’lsa, |A*z)=|i||A*y)+|><)|A»xj bo’ladi.

3.Agar z = — bo’lsa, u holda
у

|Д * z| = |Д’ |Д * у |.

4. To’g’ri burchakli ABC uchburchakning kateti b = 121,56л), bir burchagi 
A = 25 о21'40", bundan tashqari katetni aniqlashdagi maksimal absolyut xatolik 
|д*б| = 0,05л», A burchakni aniqlashdagi maksimal absolyut xatolik |д*л| =  12" . 

Uchburchakning a  katetini a  =  btgA formula bilan hisoblashda yo’l 
qo’yiladigan maksimal absolyut xatolikni toping.

Yechish (14) formulaga binoan

|Д*а| = |#Л||Д**|н 1*1
cos A) A 4 -

Agar trigonometrik fiinktsiyalar jadvalidan foydalanib va |д*Л| = 12" ni 
radianlarda ifodalab, o’miga qo’ysak:

|Д * a) = Ig25°21'40"0,05 + — --------—  =
^  1 cos1 25“2 1*40" 206265 •

=  0,0237 + 0,0087 = 0,0324л»

Biror miqdoming Ax xatoligini bu miqdoming taqribiy x qiymatiga 
bo’lgan nisbati shu miqdoming nisbiy xatoligi, deb ataladi. Agar bu 
xatolikni 5x bilan belgilasak, & = — bo’ladi.

X

x miqdoming maksimal nisbiy xatoligi deb, maksimal absolyut xatoligini 
x ning absolyut qiymatiga bo’lgan nisbatiga aytamiz:

Agar (14) ni |z| = |/(*,y)| gabo’lsak

T = f U *

lekin bu yerda

[Д*у|.

(1 5 )

(1 6 )

eL
dy_ 
f  ty



(17)

Bu tenglikning o’ng tomoniga(14) ni qo’llasak:
|tf ’ z| = |д * ln|/J. (18)

(18) dan taqribiy hisoblashlarda keng qo’llanadigan quyidagi qoidalar 
kelib chiqadi:

1.Agar 2 = xy bo’lsa, 2-misolga ko’ra
^ +И д * ^ ] д ^ |+1 л ^ =|, 

p 21 H  N  H И 1 1 ^ *
2. 2 = — bo’lsin. U holda3-misolgako’ra

|5*г| = |г*д:| + |(У*у1.
4-misol.Agai mayatnikning uzunligi / ,  og’irlik kuchining tezlanishi g 

bo’lsa, mayatnikning tebranish davri

formula bo’yicha hisoblanadi.
Agar jp=3, 14 (0,005 aniqlik bilan), / =  lm  (0,01 m aniqlikbilan), g =  9,8 

у / г (0,02 y/ 1 aniqlik bilan desak, bu formuladahisoblangan natijada yo’l

qo’yilgan nisbiy xatolikni toping.
Yechish Bu xatolikni topish uchun (18) ni qo’llaymiz.
Buning uchun

ln T  = 1д2 + 1пя--|-— I n / - —  Ing
2 2 5

ni hisoblab olamiz.
Shartgako’ra д* л-=о,оо4д»/=о.ооы.д*g= 0,02^ / 3 - Shuning uchun

„  А* л  A *1 A * g  0,005 0,0) 0,02
Д*1пГ = ------ + ------ + — -  = - —  + -=— + ——  = 0,0076-к 21 2g 3,14 2 2-9,8

Demak, yo’l qo’yilgan maksimal nisbiy xatolik
S * T  =  0,0076 = 0,76%

ekan.

6-§. Murakkab funktsiyaning xususiy hosilalari. To’la hosila. Murakkab 
funktsiyaning to’la differentsali

Agar
z =  F ( u ,  9 )  ( 1 )

tenglamada и va & lar erkli x va у  o’zgaruvchilaming funktsiyalari bo’lsa,



и = <Р(х>У), Э = Ч'(х,у), (2 )
u  h o ld a  (1 ) va  la m in g  m u ra k k a b  fu n k ts iy as i b o ’ladi. U n i v a  la r  o rqa li 
q u y id ag ich a  ifo d a la sa  h am  b o ’ladi:

z = F(<p(x,y), . (3)
F a raz  qilaylik, , <p(x,y) va y(x,y) funk tsiyalar b a rch a  argum ent] ari b o ’y icha  

uzluksiz  hosilalarga ega  b o ’lsin. (3) d a n  foydalanm asdan , (1) v a  (2) 
dz dz

ten g lam ala r o rqali — , —  xususiy h o sila lam i topaylik.
ox dy

у  n i o ’z g a rm a s  d e b , x g aA x  o r t t i rm a  b e ra y lik .U  h o ld a (2 )  g a k o ’ra , и 

\аЭ  la r  h a m  a xu,ax9 o r t t i rm a la r  o la d i . (1 ) g a  aso san  z = F(u,9) h a m  5 -

§, (7) fo rm u la o rq a li  ifo d a lan u v ch i Az o r t t i rm a  oladi:
4 дҒ(и,3) дҒ(и,9) , „Дz = —---- Д,и+——— A.J + ftA.u + yjA.S-du 09

B u  te n g lik n in g  h a r  b ir  h a d in i  Ax  g a b o ’lam iz:
Дг dF  Д_ы д Ғ  Д_£ Д_ы Д—  ------— +----- -—+а,
Ддс ди Ах д& Дх Ддг Дд:

A g ar Л х -» 0  b o ’lsa , Дхи -> 0 , Дх 5 - > 0  v a a i - > 0 ,  a 2-> 0 .O x irg i te n g lik d a  
Д л -» 0  b o ’lg a n d a  lim itg a  o ’tam iz :

dz _ дҒ du 19F d>9 /  л \
dx du dx d& dx

E n d i, a y n a n  sh u n d a y  m u lo h aza  y u ritib  (x  n i o ’zgarm as d eb , и ga  Ли 
o r ttirm a  bersak):

dz _ dF du dF 99 <r>
dy du dy 39 dy

te n g lik k a  ega  b o ’la m iz .
Eslatma. A rg u m e n tla m in g  s a n o g ’i k o ’p  b o ’lg a n d a  h a m  xususiy

h o sila la r sh u n g a  o ’x sh a s h  to p ilad i.
Misol: w=u23-fi b o ’lib , u=x-y; &=x y; t=x + y b o ’lsin .

dw dw du dw d9 dw dt . n 2 i-----= ---------- + -----------. + ---------- = 2u9 + u y-3t -dx du dx d& dx dt dx
= 2(x -  y)xy-(x -  у)гу -  3(x + y)\

—  = 2 i/ 5 ( - 1 ) - u i i - 3 / 1 = dy
= “2(* -  y)xy - ( x - y f x -  3(i + yf  

A g ar z=F  (jt , y ,  u , S ) fu n k ts iy a  b e rilg a n  b o ’lib , u, u, 9  la r  o ’z  

n a v b a tid a  faq a t x n in g  fu n k ts iy a la ri b o ’lsa , y a ’ni y —f  ( л ) ,  u=ip(x), 
3 = ^ i ) ,  u  h o ld a ?  fa q a t b it ta  x  o ’z g a ru v c h in in g  fu n k tsiy as i b o ’lib  q o lad i v a  
u n d a n  o d d iy  dzjdx  h o s ilan i to p is h  m a sa la s in i qo ’y ish  m u m k in . U  h o ld a



dz дҒдх дҒ ду дҒ ди дҒ дЭ 
dx дх дх ду дх ди дх д9 дх ’

bu yerda =— ,— =—  ekanligini e’tiborga olsak,dx dx dx dx dx dx dx
dz _ дҒ dF dy dF du dF d9 
dx dx dy dx du dx дЭ dx 

hosil bo’ladi. Bu hosilani to’la hosila, deb ataymiz.
Misol. z =  Jx1 +y;y =  sin 2x.
Yechish.

dz Ъх1 dz 1 dy
—  = — , ;—  = — I -  2 cos2xdx 2yjx> + у dy l-Jx* + у dx

U holda
dz 3 j2 1 3jc2 +2cos2j• 2cos2.r = -— I " - T j • — I — ----------dx 2tJx +y 2i]x3+y 2Vx3 +sin2jr

bo’ladi.
Endi, (1) va(2) tenglildar bilan aniqlanuvchi murakkab funktsiyaning 

to’la differentsialini topaylik. Buning uchun (4) va (5) lami to’la 
differentsialning

dz = — dx + — dy (7)dx dy
formulasiga qo’ysak:

±  ( ЭҒ ди | дҒ  ЭЛ» V  ( д Ғ д и ^ д Ғ  Э.9"| 
t  Эи c!t d9 дх J ^ Эи Эу dS  ду J 

Ifodalardao’rin almashtirishlar bajarsak:
*  = (8) 

9ul,o!r dx ) 3y I

Agar
du j du 39 d9 ,
— dx + — ay = du, — dx + — ay = d9 dx dy dx dy

ekanligini eslasak, и holda(8) ni quyidagicha yozsa bo’ladi:

yoki

dz = ̂ —du + ̂ —d9 (9)
du d9 '

dz = —du+^-d9. (Ю )du d9

To’la differentsialning (7) va (10) ifodalarini solishtirsak, ulaming 
umumiy ko’rinishi bir xil ekanligiga ishonch hosil qilamiz.To’la differen- 
ialning bu xususiyati differentsial ko’rinishining invariantligi deb ataladi.



Awal bittaerkii o’zgaruvchining oshkormas funktsiyasidan hosilaolishni 
ko’rib chiqamiz.

Teorema. x ning uzluksiz funktsiyasi
F { * , y ) = Q  (1)

oshkormas tenglama bilan berilgan bo’lsin. Agar (I) tenglamani 
qanoatlantiradigan ( z , y )  nuqtani o ’z ichiga olgan biror D  sohada F  ( x , y ) ,  

Ғх'(х,У ), Fy ' ( x , y  )  lar uzluksiz bo’lib, Fy ' ( x , y  )*0 bo'lsa, и holda
у = _ЦЛЫ1  (2)
>' tyx.y)

bo’ladi.
Isbot. x ning biror qiymatida F{x,y  )=0 bo’lsin. x ga A* orttirma 

bersak, y Ay orttirma oladi. U holda(l) ga asosan
F  ( x +A x , у + A y  )=0

bo’ladi.
F ( x + Д х , у  +Aу )-F  (х , у  )=0 

ayirmani xususiy hosilalar orqali ifodalaymiz:
F ( x  + Дх, у  + Ду )— F ( x  + у) =

Bundan

дҒ дҒ■------- Дх + ------Д у + а ,Л х + а2Ду = 0
<?х д  у

д Ғ  д Ғ
Дх + -д- Ду + а, Дх + Oj ts.y = О

hosil bo’ladi. Buni ikkalatomonini Ax ga bo’lib, Ay /Ax ni topamiz:
3F

Av 7 7 +g-
Ax S F

J y +Ctl
Agar Ax->0 bo’lganda limitga o’tsak va aj-^O va a2->0,hamda 

dF/dy 5*0 ekanligini hisobga olsak,
d F

± = -dx_ (3)
dx dF_ 

dy
bo’ladi.

Misol.
x 2+CO S (  x +  у 2) = 0 .  у x'= ?

I 2 x -s in (jt  + y 2)  2x -  sin(x + y1)
-2у51п(х  +  у г ) 2_ysin(x+>’2)



Endi, ikki argumentli oshkormas ko’rinishda berilgan F (*,>■, z)=0 
funktsiyadan dz/dx v&dz/dy xususiy hosilalarni topamiz. дг/дх  ni topish 
paytida у ni o’zgarmas deb va(3) formuladan foydalansak,

dz/dx=-F^/F' 
bo’ladi.Aynan shungao’xshash mulohazalar bilan

dz/dy=-F y'/Fz'
formulani hosil qilamiz.

Misol.
e*-+x2 y + z + ‘b = t o . F { x , y ,  z ) = e * + x 2y  + г + 5  

Fx' = 2 x y ]  Fy' = x 2; F ’= e ^ \ .
Demak,

-I — 2i =
e‘ +1 ’ '  e ' + 1

8-§. Urinma tekislik. Differentsialning geometrik ma’nosi

Faraz qilaylik, S  sirt tekislikning biror sohasida uzluksiz xususiy 
hosilalarga ega bo’lgan

г = Л*.У)  (1 )
funktsiyaning geometrik aksi bo’lsin.

S  sirtga uning biror w0or0,y0,z0jz0 = / (* „, y„) nuqtasida o’tkazilgan urinma 
tekislik deb, tenglamasi

(2)
ko’rinishda bo’lgan П  tekislikka aytamiz, bu yerda, X, Y, Z  o’zgaruvchi 
koordinatalar, J — /  funktsiya xususiy hosilalarining Pa(x0,y„)

nuqtadagi qiymatlari.
Faraz qilaylik, P(x,y) tekislikning berilgan nuq- 

* - tasiga yaqin biror nuqta bo’lsin. P(x,y) nuqtadan z  
o’qiga parallel o’tgan to’g’ri chiziq П  tekislikni T 
nuqtada, S  sirtni M  nuqtada kesadi. M  nuqtaning 
applikatasi 

p У z = f(x,y),.
T  nuqtaning applikatasi esa

* = /(•»„.JK0) + ̂ |Q  с - л ) -

M  va Г  nuqtalar orasidagi masofa
И 1H Cr-J0) - ^ j  (у-уЛ (3)

bo’lsa, P  va P0 nuqtalar orasidagi masofa



р = л/0 -*о)! + 0'- J '„)1 -
Shartga ko’ra /  funktsiya (x0>.y0) nuqtada uzluksiz xususiy hosilalarga ega 

bo’lgani uchun u shu nuqtada difTerentsiallanuvchidir. Shuning uchun
(3) ning o’ng tomoni nolgap dan ko’ra tezroq intiladi, ya’ni

И 1  = o ( p ) .' fi-rO
Bu xususiyat faqat urinma tekisligiga xos, chunki agar shu xususiyatga 

tenglamasi
Z - z „  = a ( x - j c 0) + * ( j - - y 0) 

bo’lgan boshqa/T' tekislikham ega bo’lsa, u holda p->0 bo’lganda 
/ ( * ,  У ) -  / ( * « , У  a ) =  a t*  -  x0)+  6 O’ -  y„  )+  o ( p )

bo’ladi va shu sababli /  funktsiya <*„,>>„) nuqtada differentsiallanuvchi 
bo’lib,

bo’ladi, ya’ni ГГ=П bo’ladi.
Demak, S  sirt o’zining u 0,y0j ( x a,y„y) nuqtasida urinma tekislikka ega 

bo’lishi uchun, /  funktsiya P0 nuqtada differentsiallanuvchi bo’lishi zarur 
va yetarli ekan.

(2) ning o’ng tomoni /  funktsiyaning P0 nuqtadagi differentsiali, chap 
tom oni esa П urinma tekislikning applikatasjning orttirmasidir.

Demak, /  funktsiyaning nuqtadagi «-ад'-йЭ orttirmalarga mos
keluvchi to’la differentsiali geometrik nuqtai-nazardan z = f ( x , y )  sirtga 
(jg.n) nuqtada o’tkazilgan urinma tekislik applikatasining orttirmasini 
berar ekan.

Eslatma. Agar z=f(x,y) funktsiyaning (*„,>■„) nuqtada xususiy hosilalari 
mavjud bo’lsa ham, lekin shu nuqtada differentsiallanuvchi bo’lmasa, u 
holda (2) tekislikni z  = f ( x , y )  sirtga (x0,;y0)  nuqtada o’tkazilgan urinma 
tekislik, deb atashdan m a’no yo’q, chunki p->0 da f ( x , y ) - z  ayirmanolgap 
dan tezroq intilmaydi. Masalan, x va у o’qlarida nolga va tekislikning 
boshqa nuqtalarida biiga teng bo’lgan z = /(x ,> )  funktsiya uchun 
/ '(0,0) = / J;(0 >0 ) = 0  va shu sababli (2) tenglama Z=0  bo’ladi, lekin x va y 
o’qlaridan tashqari dagi barcha (*,>) nuqtalarda f(x,y) - z = f(x,y) - о = l .

Ta’rif. Urinma tekislikka urinish nuqtasida perpendikulyar bo’lgan to’g ’ri 
chiziq normal to 'g ’ri chiziq, deyiladi. Uning tenglamasi quyidagicha bo 'ladi:

* - * 0  _  У - У о  _ z ~ zo
/J(w<>) Л 'К .л ) - i

Agar sirtning tenglamasi F{x, y, z)= 0 oshkormas ko’rinishda berilgan 
bo’lsa, m a’lumki xususiy hosilalar



, , ҒҚхМ )
° ^ i W o . O  '  ° ° о)

bo’lib, urinma tekislikning tenglamasi quyidagicha bo’ladi: 

yoki
(Z-Zo) Fkxo,yo,zo)+(x-xo) ғххо,уп,1я)+(у-уо) 

yoki qisqacha
. 4<?F I / Ғ  I

Lt + ( ^ - Л ) ~ г -  *  + ( г - г 0) —  ^  = 0 -  d x  “ o о d z  “ o
Normal to’g’ri chiziq tenglamasi quyidagichabo’ladi:

■ t-f) У - У о  Z-Zp
£ £  I I £F  j
<?jr Ц) д у  'хо Ц)

M ro/. jr2 + y + z J = i aylanma ellipsoidga shunday urinma tekislik

o’tkazilsinki, u х+у-г=0 tekislikka parallel bo’lsin.
Yechish.?! \ =2, 0, ^ | ,  = Л. | Ч  = 2z0

d x  “ o <5* о d z  ло
bo’lgani sababli urinma tekislik Mq(xq, yo, zo) nuqtada 

2xo(x-xo)+j'oO'-J'o)+ 2zb(z-^b)=0 
bo’ladi. Uning x+y-z=Q  tekislikka parallelligidan foydalanamiz:

2 x 0  _  y °  _  2 z °l l - l '
Bunga Mo nuqtaning ellipsoidda yotish sharti х<)2+;Уо2/2+3)2=1 ni 

qo’shamiz va birgalikda yechib, MqW( 1/ 2, 1, - 1/ 2) va Л/о(2)(—1/ 2, - 
1,1/2) lami topamiz. Bu nuqtalaming koordinatalarini urinma tekislik 
tenglamasiga qo’yib, ikkita tekislikni topamiz:

x+ y-z= 2  vax + y ~ z~ 2 .

9-§. Bir jinsli funktsiyalar

T a’rif. Agar /  funktsiyaning har bir argumentini t ga ко 'paytirganda /  
funktsiya f* ко ’paytuvchiga ega bo ’lib qolsa, ya ’ni

f{tx,ty,tz) = ‘l J<S,y--) ( 1)
bo’lsa, biror D sohada aniqlanganf ( x ,y , z )  funktsiya к — darajali biijinsli 
funktsiya deyiladi.

Misollar.
1. 3x2 -2xy+ 5y2 ikkinchi darajali birjinsli ko’phaddir, chunki 

3(/x)2 -  2(txX>y) + 5((y)2 = 3l2x 2 -2 tzxy +
+ 5 /1 у 1 =  I2 (3x2 -  2xy + 5y7)



x - y  у

l x - t y  ty J - y  yj
Birjinslilik ko’rsatkichi к butun son bo’lishi shart emas, u ixtiyoriy 

haqiqiy son bo’lishi mumkin.
3. х я • sin— + у л • cos— funktsiya я-darajali biijinsli funktsiya. Buni

X X
tekshirishni o’quvchining o’ziga havola qilamiz.

Faraz qilaylik, bizga k -darajali biijinsli f(x,y,z) funktsiya berilgan
bo’lsin. U holda(l) tenglik o’rinli bo’ladi. Agar bu tenglikda t = ~ desak:

= f(x,y. z) = y>z~>
yoki bundan

f(x,y,z) = xk / [  l A ^ j  (2)

kelib chiqadi. (2) tenglik £-darajali birjinsli /foy.z) funktsiyaning umumiy 
ko’rinishi, deb ataladi.

Biijinslilik ko’rsatkichi k=  0, ya’ni f(x,y,z) funktsiyaO-darajali biijinsli 
funktsiyabo’Isa, u holdauni soddaginaqilib biijinsli funktsiya, deb ataymiz. 

Demak, birjinsli funktsiya uchun

f(tx,ty,tz) = f(x ,y ,z )= f{ \A A  j  (3 )

munosabat o’rinli bo’lar ekan.
Endi faraz qilaylik, к -darajali biijinsli f(x,y,z) funktsiyaochiq D sohada 

barcha argumentlari bo’yicha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lsin. D 
sohadan ixtiyoriy ravishdabiror (x0,yB,z0) nuqtatanlasak, ( 1) gaasosan har 
qanday / > о uchun

f(tx0,ly„,lz0) = tif(x0,y0,z0)
tenglik o’rinli bo’ladi.

Bu tenglikni t bo’yicha differentsiallasak (tenglikning chap tomoni 
murakkab funktsiyani difTerentsiallash qoidasi bo’yicha, o’ng tomoni esa 
darajali funktsiyani difTerentsiallash formulasiga ko’ra bajariladi):

/Д **о,'У о.<2о ) * о  + / , ’(£ro .|>’o .feo ) j 'o  +

+ /,'(**„, <Vo>t e o ) z o =kt1-' ■/(x„y„,z0).
Agar bu yerda, i = l desak, quyidagi formulaga kelamiz:

/Л хо-Уо̂ о) *0 +f,'(Xo.y<,,z0) y0 +
+ J A xo>yo,z0) z0 = к ■ f(xa,y(s,z0).



Demak, D  sohaning ixtiyoriy (x,y,z) nuqtasi uchun
/, ' (x,y,z)x + /y‘(x,y,z)y +
+ f,\x,y,z)-z = k- f(x,y,z) 

tenglik o’rinli ekan. Bu tenglikni Eyler formulasi, deb atashadi.
Biz hozir bu tenglikni ixtiyoriy barcha argumentlari bo’yicha uzluksiz 

xususiy hosilalarga ega bo’lgan к  -darajali biijinsli f ( x , y , z )  funktsiya 
qanoatlanti-rishini ko’rsatdik. Teskarisini, ya’ni (4) Eyler formulasini 
qanoatlantiruvchi xususiy hosilalari bilan uzluksiz bo’lgan har qanday 
funktsiya *-darajali birjinsli funktsiya bo’lishi zarurligini ko’rsatish mumkin.

10-§. Yuqori tartibli hosilalar va differentsiallar

10.1. Yuqori tartibli hosilalar
Agar z = f ( x ,y ) funktsiya1 biror ochiq d  sohada argumentlarining 

birortasi bo’yicha xususiy hosilaga ega bo’lsa, u hosila o’z navbatida yana 
o’sha o’zgaruvchilaming funktsiyasi bo’lib, shu o’zgaruvchilar bo’yicha 
xususiy hosilaga ega bo’lishi mumkin. Bu hosilalar z  = f ( x , y )  funktsiya 
uchun ikkinchi tartibli xususiy hosilalar bo’ladi.

Agar birinchi hosila, masalan, x bo’yicha olingan bo’lsa, u holda 
undan x , y  lar bo’yichaolingan hosilalar quyidagicha belgilanadi: 

д г г  _  d  ( d z }  d 2z  _  d  ( d z \  

д х 1 д х ^ д х ) ’ д х д у  д у ^ д х )

Ayrim hollarda ikkinchi hosilalar uchun
=<?.%'> V = <Z«V

belgilashlar ham ishlatiladi.
Agar birinchi hosila у bo’yicha olingan bo’lsa, u holda ikkinchi 

hosilalar quyidagicha belgilanadi:
a2* d fd z) „ ?z_= d_(&) = z
дудх dxl^dy) ** ’ dy2 dyl^dy) ^

Uchinchi, to ’rtinchi va h.k. yuqori tartibli hosilalar aynan shunday 
kiritiladi.

Har xil o’zgaruvchilar bo’yicha olingan yuqori tartibli 
дгг d1 z 3 3z 5 3z 

д х д у  ’ д у д х  ’ д х г д у  ’  д х д у 2 

xususiy hosilalar aralash hosilalar deyiladi.
l-misol. z  = x 4y 3. Uchinchi tartibgacha barcha xususiy hosilalami toping.
Y e c h i s h .  z z '= 4 x 3y \  z„ " = i2 « y , z " = \ 2< У , z„" '= 2 4 ^ ,

V " - 3 6 x*y‘ , - V " = 3 6 * y ,  ^ " '= 2 4 x ’y ,

1 Biz bu ycnia h am  itushunish  oson bo 'lish i uchun  ikki erk li o ’zganivchi b o ’lgan bo l bilaa cbcgaralanam iz.



г , '= З х У ,  z „ " = l2 * У ,  г ^ ' ^ Э б х У ,

zw ,"=24j:3v , гя." ,= 24хгу» z^ ’"= 6jc< •
2-misol. z = a r c t g - .  Ikkinchi tartibgacha barcha xususiy hosilalarni

у
hisoblang.

Y e c h i s h .  —  =
dz _  у  d z X
d x  x 2 +  у г ’ d y  x 2 + y 2 ’

d 2z 5 (  у  'l 2 x y  

d x 2 3 j [ x j + / J  $ 2 + y 2j

U 2+yJ1
) _  x 2 ~ y 2

x 2 +  y 2J « г + / ) 2
X )  2  x y

10.2. Aralash hosilalar haqidagi teorema
Y u q o r i d a g i  i k k a l a  m i s o l d a  h a m  a y r i m  a r a l a s h  h o s i l a l a r  o ’ z a r o  t e n g  

e k a n l i g i n i  k u z a t g a n  e d i k .  L e k i n  b u n d a n  h a r  d o i m  s h u n d a y  b o ’ l a v e r a d i ,  
d e y i s h  x a t o  b o ’ l a d i .  B u n g a  m i s o l  s i f a t i d a

x 1 -  v2
x 2+ y 2 > 0  l a r  u c h u n  f ( x , y )  =  x y — — / ( 0,0) = 0

X + у
funktsiyani ko’raylik.

8 f

Ъ =У 2 - +  4 x  y  ( x 2 + y ! > o  lar uchun) va
I*1* ?  <f2+/ i A

/ , '(0,0) = 0.
Agar x  ga nol qiymat bersak, у  ning ixtiyoriy qiymati uchun 

f.'(0.y) = -y  bo’ladi. Buni y bo’yicha differentsiallasak f v "(Q,y) = ~\ ga ega 
bo’lamiz.Xususan (0,0) nuqtadaham f v "(0,0) = - l  bo’ladi.

Aynan shundek mulohazalar bilan / yi"(0,0) = i ekanligiga ishonch hosil 
qilish qiyin emas.

Demak, berilgan funktsiyauchun fv”{о,о)*/^"(о,о) ekan.
Aralash hosilalaming tengligi haqidagi fikrlarni Eyler va Kleroning1 

ishlaridaham uchratish mumkin, lekin buning qat’iy isbotini 1873 yilda 
Shvarts2 bergan.

Quyidagi teorem a aralash xususiy hosilalaming teng bo’lish shartlarini 
beradi.

1 Afcksis Klod Klcro (1713-1765) — buyuk farang m alcraaiigi.
2 K ail G erm an  Arm ani ua Shvarts (1843-1921) — olm oo  matem aligi.



Teorema. Agar: 1) f(x,y) fiinktsiya biror ochiq D  sohada aniqlangan; 2) 
shu sohada birinchi j\ va f'y, ikkinchi aralash va xususiy hosilalarga 
ega va nihoyat 3) f'v va f yx xususiy hosilalar x,y laming funktsiyasi sifatida 
D sohaning biror (xt,y„) nuqtasida uzluksiz bo 'Isa, и holda shu nuqtada

fiy(xB,y0) = f y,(x0,y0) ( 1)

bo’ladi.
Isboti. Haqiqatan ixtiyoriy Ax, Ay orttirmalar uchun

Д, \Ayf{xa,ya)> A ,U(xa,y0 + д y) - / ( jt0, >>,,)]=
= [/■(*„ + Ax, y0 + Ay) -  /(*„  + Дх.Уо)]- 

[f(x0,y0 + A y ) - f(x 0,y0)J= [/-(jc, + Ax,y0+Ay)~ (2 )

- /(W o  + ЛУ)1- lf(Xo + Ax,y0)-f(x0>yo)]=
= \[ /(x0 + Ax,y0)~ /(x„,y0)]= A,[A,/(xa,ya)]

Y o rd a m c h i
9> (х,У 0 )  =  f(x,y0 + Ay)- f(x,y0) 

fu n k ts iy an i k ir itay lik . U m u m iy lik n i b u z m a g a n  h o ld a  д*>о d eb , b u  
fu n k ts iy ag a  <*„,*„+ Дх) o ra liq  u c h u n  L ag ran j te o re m a s in i q o ’llasak  
( te o re m a n in g  1 - s h a r tig a  k o ’ra , f x x u su s iy  ho sila  m av ju d  b o ’lg an i u c h u n  
b u n g a  h aq q im iz  b o r) :

л „ ( \,/(* о >  л ) ] =  \< Р (Х о > У о ) =  <р(х0 + А х , у 0 ) ~

~  р ( х 0, у 0 )  =  <Р'(х„ +  О А х ,у 0 )  ■ А х  = ( 3 )

А х  ■ I fA X o  +  О А хуУо + Ду) -  /,'(*„  +  ̂ A i,y 0) ]

b u  y e rd a  о < в < i .
E n d i, te o re m a n in g  2 -sh a rtig a  ko ’ra  f v xu susiy  hosila  m av ju d  b o ’lg an i 

u c h u n  o x irg i te n g lik k a  y an a  L ag ran j te o re m a s in i qo ’Uash m u m k in . U  
ho lda:

л , \A,f(x0 . y ^ A x - A y f ^  +вАх,у0 +0,Ду), (4)

b u  y e rd a  о < в, < i ■
T e o re m a n in g  3-shartiga  k o ’ra  fn a ra lash  hosila  (\,y„) n u q tad a  uzluksiz  

b o ’lgan i u c h u n  (4) n i quy idag icha  yozam iz:
A , \A y f ( x „  , у 0У ] = А х А у - [ / ^ ( х 0 , у 0 ) + е ] ,  (5 )

b u  y e rd a  Дх.Ду->0 bo’lgandaE—>0 bo’ladi.
(5 ) d a  Дх, Ay -> 0  b o ’lg a n d a  lim itg a  o ’tsak :

•im- - - y—--- = fv(*„ya)- (6)AxAy
A y n an  s h u n d e k  m u lo h a z a la r  b ila n

Vi.x0,y) = f(x0 +Ax,y)-f{xa,y)
y o rd a m c h i fu n k ts iy a n i q o ’llag an  h o ld a



munosabatga kelamiz.
U holda(2) tenglikka asosan (6) va(7) lardan (1) kelib chiqadi.
1-cslatma. Induktsiya usuli yordamida bu teoremani faqat 

difTerentsiallash tartibi bilangina farq qiladigan istalgan tartibli aralash 
xususiy hosilalarga qo’llash mumkin.Masalan,

2-eslatma. Yuqoridagi misoldako’rilgan funktsiyauchun teoremaning 
sharti bajarilmayapti, chunki funktsiyaning aralash hosilalari (0,0) 
nuqtada uzluksiz emas. Shu sababli bu funktsiyaning aralash xususiy 
hosilalari teng emas.

10.3. Yuqori tartibli differentsiallar
Biror D sohada 1-tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lgan 

z = f ( x , y )  funktsiyaberilgan bo’lsin. U holda uning to’la differentsiali deb,
. dz . dz . dz = — ax+ — ay

dx dy
ifodaga aytgan edik. Bundan ko’rinadiki, <k ham x ,y  laming funktsiyasi 
bo’ladi. Agar /  ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalaiga ega bo’lsa, dz 
birinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalaiga ega bo’ladi. Shu sababli uning to’la 
differentsiali d(dz) to’g’risida gapirish mumkin. Uni /  ning ikkinchi tartibli 
to’ladifferentsiali deb, <t2z  ko’rinishda belgilaymiz. Demak,

Aynan shundek, ikkinchi tartibli differentsialning differentsialini 
uchinchi tartibli differentsial, deb atab, dz ko’rinishda belgilaymiz va h. k. 
<n-i) - tartibli differentsialning to’la differentsialini n -tartibli differentsial 
deb, d'z ko’rinishda belgilaymiz.

n -tartibli differentsial mavjud bo’lishi uchun /  n -tartibgacha barcha 
uzluksiz xususiy hosilalaiga ega bo’lishi zarur. Keyingi tartibli 
differentsiallami yozish qadam sayin og’irlashib boradi. Bu ishni 
engillashtirish maqsadida quyidagicha ish tutiladi:

Birinchi differentsialda z ni shartli ravishda qavs tashqarisiga chiqaramiz

ay  а
d7xdy Oy

Ш £ 11=± ] а г м =а | а Ш 1
\дх[д х \1  A c l^ L o b cJj сЬг[& dymJ

ay
dyd2x



^cbr ду

Agar ikkinchi tartibli differentsialda ham z ni shartli ravishda qavs 
tashqarisiga chiqarsak,

Л = ( £ л1+2ё ; +^ ) - 2’ (8) 
qavs ichidagi ifodaxuddi birinchi differentsialdagi qavs ichidagi ifodaning 
kvadratiga o’xshaydi. Agar (8) dagi qavs ichidagi ifodani shartli ravishda

lax dy x)
ga teng deb olsak, u holda

d 1z = {— dx + — dy \ ■zla* By
ni hosil qilamiz.

Aynan shundek, induktsiya usulini qo’llab, ixtiyoriy n uchun shartli

</’z= ( s A+i 4 ') * (9)
tenglikkakelamiz.

Agar berilgan z = f(x,y) funktsiya л-tartibgacha barcha uzluksiz xususiy 
hosilalarga ega bo’Isa, u holda (9) gabinom formulasini qo’llab, quyidagi 
ko’rinishga kelish mumkin:

Endi agar, z=f(x,y) murakkab funktsiyabo’lsa, ya’ni bu yerda,
* = ?(/„/2 ). y = v(t\>h)

bo’lsa, u holda birinchi differentsial o’z ko’rinishini saqlasaham ikkinchi 
differentsial o’z ko’rinishini saqlamasligi mumkin, chunki endi dx,dy lar 
o’zgarmas bo’lmasligi mumkin.

Berilgan funktsiyaning ikkinchi differentsialini hisoblaylik: 

dlz=(̂ ^ ' dx+(̂ ^ ' dy+%'d̂ +%'d̂ ) =

=f A * +A j 2.z+^ . ^ I+ ^ . rfy . ( >
ĉbc dy )  dx dy 

( 10) tenglikdan ham ko’rinadiki, umuman aytganda, tartibi birdan 
yuqori bo’lgan differentsiallar uchun invariantlik xususiyati o’rinli emas 
ekan.

Agar xususan x, у  lar t„t2 laming chiziqli funktsiyalari bo’lsa, ya’ni
*  =  < V l  +  f y 2 > y =  a  2( ,  + 4 2<2

bo’lsa, u holda



dx = aldt[ + btdl2 = а ,Д/, + btA l, , dy = a2dt, + b2dt2 = a,Af, + 4;Д/2,
ya’ni dx,dy lar f„/2 larga bog’liq emas. Bundan, agar erkli x ,y  
o’zgaruvchilarni tx,t2 laming chiziqli ifodalari bilan almashtirilsa, barcha 
yuqori tartibli differentsiallar ko’rinishi invariant bo’lishi kelib chiqadi.

10.5. Teylor formulasi
Faraz qilaylik, z = f(x ,y )  funktsiya biror (jc0>>0) nuqta atrofida n -  

tartibgacha barcha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lsin. xa va y 0 larga 
shunday Дх va Ду orttirmalar beraylikki, (д ,̂%) va^+ A ^+ zy) nuqtalami 
birlashtimvchi to’g’ri chiziq kesmasi (л^,у0) nuqtaning qaralayotgan 
atrofidan tashqariga chiqib ketmasin. Bu kesma tenglamasi quyidagicha: 

x  = x a + tb x , y  = y 0 +t&.y ( 0 S t < l )  
bo’ladi.U  holdaz = f ( i ,y )  funktsiyabu kesma bo’ylab bitta» o’zgaruvchining 
funktsiyasi bo’lib qoladi:

f(x .y )  = ftx„ +!&x,ya +/Дy)= F(l).
Bundan

'VXWo) = A*o +Л*.Л +Ay)~f(x0,ya)= F(\)-F(0).
F(t) ning ro=0 nuqta atrofida Makloren formulasi 

yoyilmasidan foydalanamiz:
« ,< * < ,) .

'  1! (п-l)! rf
Agar bu yerda /=1 desak,

tenglikka ega bo’lamiz.
(11) tenglikdan foydalanib, F{t) funktsiyaning hosilalarini hisoblaylik:

r( f )  ^ (jr° +fAjt,y° Лл 1 +fA-V)
dx dy

Agar bu yerda t= 0  desak,
, „ (0) ,  = r f / ( W o )  

ax dy
bo’ladi.Aynan shundek,

f-(0 ) = . Дх2 + 2 -Ax Ay +
дх дхду

' +alnfVy°)-&y‘ = d2flx,.y.). dy

r"(.0) = d’n x oty Q),  . . . .  Ft’" '){0) = d ’-'f(xo,y ,).
Bulami (13) ga qo’ysak,

(П)

(12)
bo’yicha

( 1 3 )



14--
2!

ШХ у )=<*Л*°-У«)+ +^ Л л 1Уо)
П °-У°> 1! (»-1)! (14)

+ —d"f(xt +e&x,y0+ вЛу) п\
gaegabo’lamiz.

(14) formula z = f(x,y) funktsiyauchun Teylor formulasi, deb ataladi. 
Uning xususiy hosilalar bo’yicha ifodasi ancha murakkab. Xususiy я== 1 va 
n =2 bo’lgan hollar uchun bu formula quyidagicha ko’rinishda bo’ladi:

dr <
.#■(*,,+0(х-хД л+ 0О'-.>'о)),.+-------------- ----------------(У-Уо)’ду

Л*,у)=лъ.уо)+—х£ у° \*-*о)+т -°’у°)(у-у<,)+дх ду
д 2/ ( х „  +  в ( х - х 0 ) , у 0 + в ( у ~ у 0 ) ) г ,

&2 ( о)
| ;.о).1 (15)

Эу1 0 J

1 1 - § .  Y u k s a k l i k  s i r t l a r i

Bizgai?3 fazoning biror D sohasida aniqlangan
« = f ( x ,y . z )  ( 1)

funktsiya berilgan bo’lsin. Bunda D sohada skalyar maydon berilgan 
deyiladi. Agar masalan, и bu yerda M(x,y,z) nuqtaning haroratini bildirsa, 
harorat-laming skalyar maydoni; agar D biror gaz yoki suyuqlik bilan 
to’ldirilgan bo’lib, и uning bosimini bildirsa, bosimlaming skalyar 
maydoni berilgan deyiladi vah.k.

Biror o’zgarmas с son uchun D sohaning
f(x,y,z) = c (2)

tenglikni qanoatlantiradigan nuqtalari to’plami Rj da biror sirtni beradi. 
Agar s ga boshqa qiymat bersak, boshqa sirt hosil bo’ladi. s ga har xil 
qiymatlar berish natijasida hosil bo’ladigan bunday sirtlami yuksaklik 
sirtlari, deb atashadi.

1 -misol. Berilgan
x 1 y 2 z 2 и -  —  +  — +  —
4 9 16

skalyar maydon uchun yuksaklik sirtlari yarimo’qlari mos ravishda i4c, 
зТ ,̂ 4л/с bo’lgan

ж2 у 2 z 2 
—  +  — +  —  =  c  
4 9 16

ellipsoidlar bo’ladi.
Agar /  x ,y  ning funktsiyasi bo’lsa, u holda

u = f(x,y)



skalyar maydonning yuksaklik sirtlari Oxu koordinatalar tekisligidagi
f ( x , y )  = c

chiziqlardan iborat bo’ladi. Shuning uchun bunday holda ulami yuksaklik 
chiziqlari, deb ataymiz.

2-misol. Berilgan
z = 1 — x 2 - y 2

skalyar maydonning yuksaklik chiziqlari tenglamalari
l - X 7 - /  = c

bo’lgan chiziqlardan iborat bo’ladi. Bular ma’lumki, markazi 
koordinatalar boshida bo’lgan VF^ radiusli kontsentrik aylanalardir. 
Xususan, д=0 bo’lganda +y2 =i aylana hosil bo’ladi.

12-§. Yo’nalish bo’yicha hosilalar

Faraz qilaylik, й = ixtiyoriy birlik vector bo’lsin. U holda 2-§ da 
berilgan yo’nalish bo’yicha limitning ta ’rifiga asosan, /  funktsiyaning 
(x,y) nuqtadagi <3 yo’nalish bo’yicha hosilasi deb,

UmA*+>a>.,y + ‘<»r)-f(x.y) df ( 3)
'-*0 t dm

limitga (agar u mavjud bo’lsa) aytamiz. Agar < musbat qiymatlar qabul
qilib, nolga intilsa, uni /  funktsiyaning t bo’yicha i =0 nuqtadagi o’ng
hosilasi deb, agar t manfiy qiymatlar qabul qilib, nolga intilsa, uni /
funktsiyaning / bo’yicha/=0 nuqtadagi chap hosilasi deb ataymiz.

Aytish joizki, /  funktsiyadan x ning musbat yo’nalishi bo’yichaolingan
hosila uning x bo’yicha olingan o’ng xususiy hosilasiga, * ning manfiy
yo’nalishi bo’yicha olingan hosila x bo’yicha olingan chap xususiy
hosilasining teskari ishorabilan olingan qiymatigateng bo’ladi.

Teorema. Agar/ funktsiya ( x , y , z )  nuqtada differentsiallanuvchi bo’lsa, и
holda uning ixtiyoriy birlik vektor n = ;cosa,cos/?,cos>0 yo ’nalishida hosilasi
mavjud va и quyidagi formula yordamida aniqlanadi:

df df df „ d f  . . .  
-7 7  = —  co sa+ — cos/? + —  cosy , (4)
d n  d x  d y  d z

bu yerda, xususiy hosilalar (x,y,z) nuqtada hisoblangan va a,fi,y lar n
vektoming mos ravishda x , y , z  o’qlar bilan hosil qilgan burchaklaridir.

Isboti. Yo’nalish bo’yicha hosilaning (3) ta’rifigavato’lahosilafomiulasiga
(6-§, (6) formulagaqarang) ko’ra:

d f  _  ^ f cosa,_y+/ cos/7,z+< cosy) -  f { x , y , z )  _

On

d
/ ( x  + /co sa ,j<  +  /co s ^,2  + rcosy) 

dt



9/ 8/  a df= — co sa  + — cos В + — cosу . дх dy dz
Teoremaning aksi o’rinli emas, ya’ni funktsiyaning har qanday

yo’nalish bo’yicha hosilalari mavjudligidan uning differentsiallanuvchiligi
kelib chiqmaydi. Masalan, у  = х г parabolaning nuqtalarida bir, undan
tashqaridagi nuqtalarda nolga teng bo’lgan funktsiya differentsiallanuvchi
emas, lekin uning ixtiyoriy yo’nalish bo’yicha hosilasi mavjud.

Agar x = <p(s), у  = z = %(s) — Г  silliq chiziqning tenglamalari bo’lsa,
bu yerda, param etr s  — yoy uzunligi, u  holda

dx . dy ,, . dz
—  =  < P ( s ) ,  - j -  = r ( - 0 >  — = X ( s )  as as ds

miqdorlar Г  ga o’tkazilgan urinma vektoming yo’naltiruvchi kosinuslari 
bo’ladi. Shuning uchun

= £  + l r  + 1 :  ̂  = ^rf(.< p(.s\v(s\ Z (s)), as ax dy oz as
bu yerda, /  differentsiallanuvchi funktsiya, urinma vektor yo’nalishida 
olingan hosila bo’ladi. Uni yana Г  bo’ylab olingan hosila, deb ham 
atashadi.

13-§. Gradient

D sohaning har bir ( x , y , z )  nuqtasi uchun /  ning ( x , y , z )  nuqtadagi 
gradienti, deb ataluvchi

vektomi kiritamiz. U holda (4) formulaning o’ng tomonini gradf va л 
vektorlaming skalyar ko’paytmasi ko’rinishida ifodalasa bo’ladi:

= ( g r a d f ,  Я ) .
dn

Skalyar ko’paytmaning xossasiga ko’ra i g r a d f , h ) = n p - { g r a d f )  

bo’lgani uchun
f r  = «P-Sgradf) ( 1)
d n

bo’ladi, ya’ni /  funktsiyaning (x,y,z) nuqtadagi a vektor yo’nalishi 
bo’yicha olingan hosilasi uning shu nuqtadagi gradientini я yo’nalishga 
bo’lgan proektsiyasiga teng ekan.

Bundan har qanday birlik n vektor uchun

!= - =1 ( g r a d f ,  й ) |<  f g r a d f j  ( 2 )
o n

ekanligi kelib chiqadi. Agar gradf = 0 bo’lsa, u holda barcha n yo’nalishlar



bo’yicha ^  = о bo’ladi. Agar gradf * 0  bo’lsa, u holda gradf bo’ylab
dn

yo’nalgan birlik л„ =  (co sa0Ico s/?„,cos/ „ )  vektor yo’nalishidan boshqa barcha 
yo’nalishi a r uchun (2) da qat’iy tengsizlik o’rinli bo’ladi. Agar n =  n 0 
bo’lsa, u holda

i r WadA
bo’ladi. Demak,

dx

Ш *(0'

cosy0 =

1 .
dy

ШНЙ *©'
<x_

___ dz_____

(3)

la*J
Bu bilan biz gradientning quyidagi xossasini isbotladik:
1-xossa. Funktsiyaning berilgan nuqtadagi hosilasi maksimum 

qiymatiga faqat gradient bo’ylab yo’nalgan Я yo’nalish bo’yicha erishadi. 
Bu qiymat \gradf\ gatengdir.

Vektorlaming perpendikulyarlikshartidan quyidagi xossa kelib chiqadi:
2-xossa. /  funktsiyaning g r a d f  ga perpendikulyar bo’lgan yo’nalish 

bo’yichaolingan hosilasi nolgateng.
3-xossa. /  funktsiyaning biror (x0,y0,z„) nuqtadagi gradienti g r a d f  

f ( x , y , z )  = c  yuksaklik sirtiga shu nuqtada o’tkazilgan urinma tekislikka 
perpendikulyar bo’ladi.

Haqiqatan tenglamasi oshkormas f(x ,y ,z)= c  ko’rinishda berilgan sirtga 
o’tkazilgan urinma tenglamasi

+ { У ~ У о ) + { z - z 0) =  0

edi (8-§, (4) formulaga qarang). Bu tenglamadan ko’rinadiki, uning 
normal vektori

, Йх|,
bo’ladi.

'■ ( i
dl &

\

о ’ dy o’ &
■gradf



Misol. u = x1 + у 1 +z! funktsiyaning M  (1,1,1) nuqtadagi gradienti va shu 
gradient yo’nalishidagi hosilasini hisoblang.

Yechish. = 2x , —- = 2y , ~  = 2z bo’lgani uchun Л / (1,1,1) nuqtadagi dx dy oz
gradient

g r a d u  =  ( 2 , 2 , 2 )

bo’ladi. Bundan
\grad  ̂= 2-Уз .

Endi (3) formula yordamida gradientning yo’naltiruvchi kosinuslarini 
topamiz:

U  holda

ya m

2  1 „ 1 1cosa = - j= = = = ~ i= ,  cosfl = -j=, cosy = -;=. 
л/2 + 2  + 2 J л/3 л/3 л/3

т г  -  2 • —j= +  2 • —j= + 2 • —=  -  2л/3 ,
Ьп 4 3 V3 V3

|  = |g r H .

1 4 - § .  Y o p i q  t o ’ p l a m

Agar shunday ay > о son mavjud bo’lsaki, barcha jc eA  lar uchun \j\<m 
tengsizlik o’rinli bo’lsa, u holda A  c  R „  to’plam chegaralangan, deyiladi.

A  to’plam yopiq, deyiladi, agar A  ga tegishli bo’lgan {c‘ ketma- 
ketlikning х0 (e Rn nuqtaga yaqinlashishidan x0 <= A  bo’lishi kelib chiqsa.

Bundan bo’sh to’plam va Rn fazolaming yopiq ekanligi kelib chiqadi, 
lekin R„ to’plam sifatida chegaralanmagan.

Butun R„ fazoda uzluksiz Нқ,..,хп) funktsiya berilgan bo’lsin. U holda 
ixtiyoriy o’zgarmas С son uchun

F (xt>... ,x B) = C  ( 1 )

tenglikni qanoatlantiruvchi barcha *=(*„..,*„) nuqtalar to’plami В yopiqdir.
Haqiqatan, agar В bo’sh to’plam bo’lsa, ya’ni (1) ni qanoatlantiruvchi 

birortaham nuqtabo’Imasa, u holda В yopiq bo’lishini yuqoridako’rdik Endi 
faraz qilaylik, В bo’sh bo’lmasin va {c* J., uning biror x0 e л„ nuqtaga 
intiluvchi ketma-ketligi bo’lsin. U holda ketma-ketlik elementlari (1) ni 
qanoatlantiradi, ya’ni F (xk ) = C  bo’ladi. Agar F ning R„ fazoda, shu 
jumladan, x0 e R„ nuqtada ham uzluksiz ekanligini eslasak,

J im F ( x ‘ ) = F (x0) = С  

kelib chiqadi, ya’ni Demak, В yopiq to’plam ekan.



A y n an  sh u n d a y  m u lo h a z a la r  b ila n  ix tiyo riy  С  so n  v a  Rn fa z o d a  
u z lu k s iz  F(x,,...,xn) f u n k ts iy a u c h u n

F { X ...... , х , ) й С

ten g s iz lik n i q a n o a tla n tiru v c h i b a rc h a  n u q ta la r  to ’p la m i yop iq  to ’p la m  
b o ’lish in i isb o tla sh  m u m k in .

Misol. =l e ll ip s o id  v a  (х-дь)г+(у->0)2+ (z -z0)2<r2 sh a r  y u q o rid aa b c "
ay tilg an  fik rla rg a  a so sa n  y op iq  to ’p la m d ir la r.

F a ra z  q ilay lik , a v a  x0 m o s  ra v ish d a  Қ, n in g  ix tiy o riy  to ’p la m i va 
e le m e n ti b o ’ls in . B u  y e rd a  b ir -b ir in i  to ’ld iru v c h i u c h ta  ho i b o ’lish i 
m u m k in :

1) M ark az i jc 0 n u q ta d a  b o ’lib , b u tu n la y  A  to ’p la m g a  teg ish li b o ’lg a n  
KTo sh a r  m av jud . B u h o ld a  n u q ta n i A  t o ’p la m n in g  ic h k i n u q ta s i.d e y m iz .

2) M ark az i x0 n u q ta d a  b o ’lib , b iro r ta h a m  n u q tas i A to ’p lam g a  teg ish li 
b o ’lm ag an  V ,a s h a r  m av jud . B u  h o ld a  x„ n u q ta n i A to ’p la m n in g  ta sh q i 
nuq tas i, deym iz.

3) M ark az i x, n u q ta d a  b o ’lgan  h a r  q a n d a y  s h a m in g  A to ’p la m g a  
teg ish li b o ’lg an  v a  b o ’lm a g a n  n u q ta la r i m av ju d . B u n d a y  *0 n u q ta la m i 
ch eg a rav iy  n u q ta la r , d eb  a tay m iz .

B archa nuqtalari ichk i bo’lgan to ’p lam  ochiq  to’p lam , deyiladi.
A to’plamning barcha chegaraviy nuqtalari to’plamini 

uning chegarasi, deb atab, r  = dA ko’rinishda 
belgilaymiz. Har qanday to’plamning chegarasi yopiq 
to’plamdir.

A t o ’p la m n in g  b a rc h a  ta sh q i n u q ta la r id a n  tu z ilg an  
to ’p la m  o c h iq  to ’p la m d ir .

A t o ’p la m n in g  ch eg a rav iy  n u q ta la ri A g a  teg ish li 
h a m , teg ish li b o ’lm aslig i h a m  m u m k in . M asa lan :

л<=я2 to ’p la m  1 1 4 -ra sm d a ta sv ir la n g a n  to ’p la m  b o ’ls in , y a ’n i la r  
u c h u n  x ' + Z ^ i ,  jc > о la r  u c h u n  x*+y* < i va  * = > = l . Л to ’p la m n in g  ic h k i 
q ism i А ' m ark az i k o o rd in a ta la r  b o sh id a  va rad iu s i b ir  b o ’lg an  d o ira n in g  
ich i, Г  — л:2 + У  = 1 a y la n a n in g  n u q ta la r i v a ( l , l )  n u q ta la rd a n  tu z ilg a n  
to ’p la m , a to ’p la m n in g  ta sh q i q ism i A" b ir lik  ay lan a n in g  tashqaris idag j 
(1 ,1 ) n u q tad an  b o sh q a  b a rc h a  n u q ta la r id a n  tu z ilg an  to ’p lam d ir . B u  y e rd a  
ay lan a n in g  o ’ng  y a rim  q ism i Г  ch e g a ra n in g  q ism i b o ’lsa ham , A to ’p la m g a  
teg ish li em as. S h u  sab ab li a y o p iq  to ’p la m  h am , o c h iq  to ’p la m  ham  em as.

D e m a k , h a r q a n d a y  a с  қ, t o ’p la m  u c h u n  л„ fa z o n i
R„ = А'+Г + A" 

y ig ’in d i k o ’r in ish id a  ta sv ir la sh  m u m k in  e k a n .



Faraz qilaylik, A<zR„ chegaralangan yopiq to’plam va unda uzluksiz 
bo’lgan f(x )  (bu yerda, * = (*,,...,*„)) fiinktsiya berilgan bo’lsin.

Lemma. Har qanday chegaralangan ** =(*,*,..,*„*) nuqtalar ketma- 
ketligidan biror nuqtaga yaqinlashuvchi qism ketma-ketlik
ajratib oUsh mumkin.

Bu lemmani 5-bob, 2.7-§ da berilgan Boltsano-Veyershtrass 
teoremasining umumlashgan holi, deb qarash mumkin.

Isboti. {c* J ketma-ketlik chegaralangan bo’lgani uchun shunday M  >0 
son mavjudki, barcha./= i,...,n; k = 1,2,... lar uchun

| i y| <, |дг*I < M

bo’ladi, ya’ni xk nuqtalaming koordinatalari ham chegaralangan bo’ladi. 
Birinchi koordinatalar chegaralangan ] ketma-ketlikni hosil qiladi. Shu 
sababli Boltsano-Veyershtrass teoremasiga ko’ra, undan biror x° songa 
yaqinlashuvchi *,*' ] qism ketma-ketlik ajratib olish mumkin. Ikkinchi 
koordinatalar orasidan tanlangan natural k,t larga mos keluvchilarini ajratib 
olamiz. Natijada chegaralangan ] ketma-ketlik hosil bo’ladi. Bu ketma- 
ketlikdan ham biror x\ gayaqinlashuvchi j qism ketma-ketlik ajratib olish 
mumkin. {i (i} ketma-ketlik {kh} ning qism ketma-ketligi bo’lgani uchun bir
vaqtda x*1' -> дг,°, х*? ->x° bo’ladi. Bu jarayonni davom ettirib, n -qadamda 
shunday x°,x°,...,x° sonlami hosil qilamizki, bir vaqtning o’zida

—> x°, x2‘ —> x\ , ..., X̂ ' —*x°„
bo’ladi. Endi lemma isbot bo’lishi uchun .т° = о г ° , - deyish kifoya.

1-teorema. Chegaralangan yopiq A <̂ Rn to ’plamda aniqlangan /(дг) 
funktsiya shu to 'plamda chegaralangandir.

Isboti. Aksini faraz qilaylik, ya’ni / ( x) funktsiya A to’plamda 
chegaralanmagan bo’lsin. U holdahar bir natural к son uchun

|/(**)|>fc (* = 1,2 ....) (1)
tengsizlikni qanoatlantiruvchi ** e a nuqta topiladi. A to’plam 
chegaralangan bo’lgani uchun {x*} ketma-ketlik ham chegaralangan 
bo’ladi, shu sababli lemmaga asosan undan biror x° nuqtaga 
yaqinlashuvchi qism ketma-ketlik ajratib olish mumkin. Shartgako’ra, 
a to’plam yopiq bo’lgani uchun x°eA bo’ladi. /  funktsiya л to ’plamda, 
shu jumladan, x° nuqtadaham uzluksiz bo’lgani uchun

lim /(x ‘')  = /(x ° )  (2 )



bo’ladi. Bu (1) tengsizlikkaziddir. Shuning uchun /  chegaralangan yopiq 
A  to’plamdafaqat chegaralangan bo’lishi mumkin.

2-teorema. Chegaralangan yopiq Ac R„ to 'plamda uzluksiz /О) 
funktsiya shu to ’plamda o ’zining eng kichik va eng katta qiymatlariga 
erishadi.

Isboti. Birinchi teoremaga ko’ra berilgan shartlarda /(*) funktsiya A  

to’plamda chegaralangan va demak, u yuqoridan biror К  son bilan 
chegaralangandir:

f(x)<K (xzA ).
U holda/ ning A  to’plamdaaniq yuqori chegarasi mavjud:

s u p / ( x )  = A /. ( 3 )
я еА

M  son quyidagi xususiyatgaega: har qanday к son uchun A  to’plamda 
shunday ** = < * , * , nuqta topiladiki, uning uchun

M (* = 1,2,...) 
к

munosabatlar o’rinli bo’ladi.
{**} ketma-ketlik chegaralangan yopiq a  to’plamga tegishli bo’lgani 

uchun chegaralangandir:

И - J z K r s *- =f M
va shu sababli undan biror x° nuqtaga yaqinlashuvchi j qism ketma- 
ketlik ajratib olish mumkin. Shartgako’ra, A  to’plam yopiq bo’lgani uchun 
j"e a  bo’ladi. /  funktsiya л to’plamda, shu jumladan, x Q nuqtada ham 
uzluksiz bo’lgani uchun

{■£/(**') = /(*'’)
bo’ladi.

Har bir * = i,2,... uchun

munosabatlar o’rinli ekanligini eslasakvaularda/t ->oo da limitga o’tsak,
Mif(x°)<.M

ga, ya’ni
f(x°)=M

tenglikka kelamiz. Demak, (3) aniq yuqori chegaraga/e/f nuqtada erishilar 
ekan.

Teoremaning ikkinchi qismi aynan shundekisbot qilinadi.
3-teorema. Chegaralangan yopiq л с  to ’plamda berilgan har qanday 

f(x) funktsiya tekis uzluksizdir.
Isboti. Aksini faraz qilaylik, ya’ni shunday e > 0 mavjudki, har qanday

8 > 0 son uchun



= <*’
tengsizlikni qanoatlantiradigan x=(x,,...,x„)eA, y = (y:,...,y„)eA nuqtalar 
topiladiki, ular uchun

|/00- / 00| ^
bo’ladi.

Endi к -><ю da nolga intiluvchi <5j< sonlar ketma-ketligini ko’raylik. Har 
bir uchun S = ( y , k , . . , y J ) e A  nuqtalar topiladiki, ular
uchun

bo’lsaham, lekin
\ f { x k ) - f ( y k ) \ > e  (4)

bo’ladi.
{xl } ketma-ketlik chegaralangan yopiq a  to’plamga tegishli bo’lgani 

uchun chegaralangan, shu sababli undan biror x °  nuqtagayaqinlashuvchi 
{с*1} qism ketma-ketlik ajratib olish mumkin. Shartga ko’ra A  yopiq to’plam 

bo’lgani uchun x °  e A  bo’ladi.
к  -> oo  da bo’lgani uchun ) ketma-ketlik ham x °  ga

yaqinlashadi, chunki
[/■  — JC°I =  — x kt + x k‘ - * " | s | y kl + - * ° | .

Shartga ko’ra /  funktsiya A  to’plamda uzluksiz bo’lgani uchun л° 
nuqtadaham uzluksizdir. Shu sababli

] i m f ( x k' )  =  l m f ( y l ' )  =  f ( . x ° ) ./ - »  l-KD

Agar (4) da A ->°° dalimitga o’tsak,
f  < Игп|/(**') -  / ( / -  )| = I/ ( * • )  -  / ( x ° ) | = 0

kelib chiqadi, bu esa qilingan farazga zid, chunki s  > 0  edi.

16-§. Ko’p o’zgaruvchili funktsiyalarning 
ekstremumlari

Ochiq birbog’lamli £><=л„ sohada и = funktsiya va biror
jt0=cc°,..,x^6D nuqta berilgan bo’lsin.

1-ta’rif. Agar j" n u q t a n i n g  shunday и, atrofi mavjud bo’lsaki, 
barcha x e К „ nuqtalar uchun

f{x)<f(x°) (№ ) > / ( / ) )
(1)

tengsizlik o ’rinli bo'lsa, и holda x° nuqta «=/(*„..,л;)
> funktsiyaning lokal maksimumi (minimumi) deyiladi. 
y Lokal maksimum va lokal minimum nuqtalar funk­

tsiyaning lokal ekstremumlari deb ataladi. 
lis-rnsm l-misol. z=«-if+<>>-2;2-i funktsiya x° =(1,2) nuqtadami-



nimumga erishadi (115-rasmga qarang).
Haqiqatan /(U)=-1, va (y -2)' ifodalar л * 1 , у*  2 lar uchun

hamisha musbat bo’lgani uchun
(лс-1)2 + Су-2)2- 1> -1,

y a ’n i f ( x , y )  > / ( 1,2).

2 -misol. r = ^-sintxJ+^-) funktsiya (0,0) nuqtada, ya’ni koordinatalar
boshida maksimumga erishadi (116-rasmga qarang).

Haqiqatan / ( 0,0) = 0<jc2 +y2 doiraning barcha nuqtalari uchun
s in (x 2 + ,y2) >  0 .

Shu sababli

y a ’n i f(x,y)  < / ( 0,0) .
Agar *, = *,° + дх,", i = i,2,...,/i desak, u holda

Л*)-/(*°) = Д*.°+АС-,^ + АО-Л*?... x°J = Af
bo’ladi. Shunga asosan yuqoridagi ta ’rifni quyidagicha talqin qilsa ham 
bo’ladi:

2 -ta ’rif. Agar x° = v“,...,x°>D nuqtaning yetarlicha 
kichik atrofining barcha nuqtalari uchun 

Ли <0 ( Au > 0 )
bo’lsa, и holda x0 nuqta и = /(*,.... *„) funktsiyaning
lokal maksimumi (minimumi), deyiladi.

1-teorema (ekstremumning zaruriy sharti). Agar 
и = f(x) funktsiya x" nuqtada lokal ekstremumga 
erishsa va shu nuqtada и = f(x) funktsiyaning barcha 
xususiy hosilalari mavjud bo'lsa, и holda bu hosilalar

jt° nuqtada nolga teng bo ’ladi:
дГ(х°)

dx, =  0 ,  i  =  l , . . . , n .

uchun

(2)

Isboti. Ixtiyoriy ke 4,.-,«} uchun * ,= * “, i* k ,  desak, 
u  =  f ( x ° , . . . , x 0t _l , x i ,x°k+„ . . . , x ° )  funktsiya bitta x k o’zgaruvchining funktsiyasi 
bo’lib qoladi. Bu funktsiya shartga ko’ra, xt =xk nuqtada ekstremumga 
erishadi. Shu sababli. bir o’zgaruvchili funktsiya ekstremumi 
mavjudligining zaruriy shartiga ko’ra (8-bob, 2.1-§, Ferma teoremasiga 
qarang) uning hosilasining x„ = xk nuqtadagi qiymati nolga teng bo’ladi. Bu 
hosila и  =  f i x )  funktsiyaning x k o’zgaruvchi bo’yicha olingan xususiy 
hosilasidir. Demak,



Natija. Agar jt" nuqtada differentsiallanuvchi « = /(*) funktsiya shu 
nuqtada lokal ekstremumga erishsa, u holda<#■(*“) = о v a gra<#(x°) = o bo’ladi. 

Eslatma. (1) shart nuqtaning ekstremum bo’lishi uchun yetarli

Masalan, z = V  funktsiyaning —= / ,  — = 4x f  xususiy hosilalari (0,0)
d x  d y

nuqtada nolga teng bo’lsa-da, bu nuqtaning ixtiyoriy atrofida 
A z  =  x y '  - 0  =  x y °  orttirma qiymatlari manfiy ham, musbat ham bo’lishi 
mumkin, ya’ni (0,0) nuqtaekstremum nuqtaemas.

Bundan buyon, agar u = /(*) funktsiya x° nuqtada differentsiallanuvchi 
bo’lsa va bu nuqtada (1) shart bajarilsa, bunday nuqtalami statsionar 
nuqtalar, deb ataymiz.

Faraz qilaylik, *° -statsionar nuqta, ya’ni df(x‘) =о vau  = /(jr) funktsiya 
barchao’zgaruvchilari bo’yichaikkinchi tartibgachauzluksiz xususiy hosilalarga 
ega bo’lsin. U holda и = f(x ) funktsiyaning x° nuqta atrofida Teylor formulasi 
bo’yicha yoyilmasi quyidagicha bo’ladi:

chunki shartga ko’ra ikkinchi tartibli hosilalar uzluksiz bo’lgani uchun

belgilashlar kiritsak, oxirgi tenglikni quyidagicha yozish mumkin:

emas.

Af(*°) = 4rt*°) + -  d2f{*° +0Ax) = id7(*° +Ш) = 

= +to*y*l&xl « V ^ A * ,  =

(3)

Demak, щ*°) orttirmaning ishorasini £=«§,..,£) ganisbatan

Ы j-l
kvadratik forma belgilar ekan.



2-teorema (e/cstremumning yetarli shartlari). 1) Agar barcha lar 
uchun A(£) > 0, ya ’ni qat ’iy musbat aniqlangan bo ‘Isa, и holda /  funktsiya 
x° nuqtada lokal minimumga erishadi.

2) Agar barcha £ * 0 lar uchun /»(£)<0, y a ’ni qa t’iy manfiy aniqlangan 
bo'lsa, и holda f  funktsiya x° nuqtada lokal maksimumga erishadi.

3) Agar barcha £ lar uchun yo A(f) s  0 yoki A(f) г 0 va shunday 0 
mavjud bo ’lsaki, uning uchun A(£) = 0 b o ’lsa, и holda f  funktsiyaning x° 
nuqtada lokal ekstremumga erishish masalasi ochiq qoladi, y a ’ni 
qo ’shimcha tekshirishlarga muhtoj.

4) Agar shunday 4 ’ va lar mavjud bo'lsaki, ular uchun A(£')> 0 va 
A(4”)<0 bo'lsa, и holda /  funktsiya x° nuqtada lokal ekstremumga 
erishmaydi.

Isboti. 1) (3) tenglikni quyidagicha yozib olamiz:

ekanligidan, har qanday £ uchun 77 nuqta л -o’lchamli birlik shar sirtida 
yotadi. A(ti) funktsiya chegaralangan yopiq bo’lgan bu sirtda uzluksiz va 
shartga ko’ra musbat bo’lgani uchun bu sirtning biror nuqtasida musbat 
bo’lgan o’zining eng kichik m > 0 qiymatiga erishadi. p  = Щ 0 da a(£) -> 0
bo’lganidan yetarlicha kichik 5 > 0 uchun va |£| <S  tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi barcha £ lar uchun |a(£)|<m bo’ladi. U holda barcha^, 
\£\ <5  lar uchun

va demak, /  funktsiya jc° nuqtada lokal minimumga erishadi.
2) aynan shundek isbot qilinadi.
Endi, 3) ni isbotlaylik. A(£) forma 5V 0 nuqtada nolga aylansin. U holda 

har qanday 4 = k£° lar uchun ham A(£) ning birjinsli ekanligidan 
Л(£) = А(к£°) = кгА(%°) = 0 kelib chiqadi. Ko’rsatilgan E, lar uchun

(5)

4A*°) = /(*°+ £ )- /(* “) =

= m i)  + ~-b> + a(zn> 0 
•2 2.



a , l  a l 1 >0 bo’lsa, A(4)> о va agar a,, < 0, ° l l  a i2

a n  ° 2 Z a 21 a ! 2

ДД*°) = ̂ р 2“ (£)- Lekin а (4) ning ishorasi noma’lum, shu sababli /

funktsiyaning nuqtada lokal ekstremumga erishishini bilib bo’lmaydi.
Endi faraz qilaylik, shunday £ 'v a £ " la r  mavjud bo’lsinki, ular uchun 

A(4’)> о va tengsizliklar o’rinli bo’lsin. Bu tengsizliklar ч'=^/р va

n''-^'Ур nuqtalarda ham bajariladi. Shu jumladan, yetarlicha kichik p

uchun Л>1)+аЦ£)>0, A(Tj')+otg')<Q bo’ladi, ya’ni x° nuqtaning yetarlicha 
kichik atrofida shunday x' va jc" nuqtalar mavjudki, bu nuqtalarda 
f(x')> f(x°) va f(x")<f(x“) bo’ladi. Demak, bu nuqtada ekstremum yo’q 
ekan.

Ikki o’zgaruvchining funktsiyasi bo’lgan hoi uchun kvadratik formaga 
yuqoridagi teorem ada qo’yilgan talablarni a 0 koeffitsientlar orqali 
ifodalovchi Silvestr3 shartlari, deb ataluvchi mezonlar mavjud: agar

> о bo’lsa,

а(4)< o bo’ladi. Agar atJ koeffitsientlar /  funktsiyaning ikkinchi hosila- 
larini x° nuqtadagi qiymatlari ekanligini eslasak, u holda 2-teoremaning 
qismlarini quyidagicha tavsirlasa bo’ladi:

1’) agar f„(x°)>o, fm(x°)-fVi(x0)-if;iXi(x°)j >o bo’lsa, f  funktsiya 
,x° = nuqtada lokal minimumga erishadi.

2’) agar /;л (х0)<о, x°)j>o bo’lsa, /  funktsiya
*° = < * , " , nuqtada lokal maksimumga erishadi.

3’) agar / а д (*°)-1Л’Л*°)1<0 bo’lsa, kvadratik formaning 
ishorasi bir xil bo’lmaydi, shu sababli Л/O ") orttirmaning ishorasi ham 
bir xil bo’lmaydi. Demak, x° = nuqtada ekstremum yo’q.

4’) agar /;„(*“) f lA x ,,)-V ^ (x ,,) i  = 0 bo’lsa, .t° nuqtada
ekstremumning bor yoki yo’qlikmasalasi ochiq qoladi.

Ъ-misol. z = x' -3 xy+y1 funktsiyaning Jokal ekstremumlarini toping. 
Yechish. Avval statsionar nuqtalarini topamiz:

ar , & _ , hx'--3y=o 
—  = 3jc —3 y ,  —  = -3jc + 2 у , < 
d x  d y  [ -  3 x  + 2 y  = 0

Sistemani yechsak, л1 = (0,0) va хг = ( - , - )  nuqtalar hosil bo’ladi.
2 4

Ikkinchi hosilalami hisoblaylik:
/ „ ( * ' )  = Ч ~ '  = ° ’ f„(x') = 2 , / ; ( * ■ ) - - 3 ,

3 JJ .S ilv es tr (1814-1897) — ingliz m atem aiigi.



а . ,о 22- я 122 = - 9  < О 

/ „  С*2) =  6 л |>=t, =  9 >  0 , а, -  а |2: =  9 > О .

Demak, *'=(0,0) nuqtada ekstremum yo’q, л-2 = ( - , - )  nuqta esa lokal
2 4

minimum ekan.

17-§. Funktsiyaning eng katta va eng 
kichik qiymatlarini topish

Biror yopiq chegaralangan всЛ,  sohada uzluksiz differentsiallanuvchi 
u = f{x) funktsiya berilgan bo’lsin. M a’lumki (15-§, 2-teorema), bu 
funktsiya/) sohada o’zining eng katta va eng kichik qiymatlariga erishadi. Bu 
qiymatlarga erishiladigan nuqtalar soha ichida ham, chegarasida ham 
bo’lishi mumkin. Agar bunday nuqta soha ichida bo’lsa, u = f(x) funktsiya 
bu nuqtada lokal ekstremumga erishadi. Shu sababli funktsiyaning eng katta 
va eng kichik qiymatlarini topish uchun uning hamma statsionar 
nuqtalarini aniqlab, funktsiyaning bu nuqtalardagi qiymatlarini 
funktsiyaning chegaradagi qiymatlari bilan solishtirish kerak. Bu 
qiymatlaming eng kattasi funktsiyaning eng katta qiymati, eng kichigi esa 
funktsiyaning eng kichik qiymati bo’ladi.

4-misol. г=х3+ ў - 2х+у-1  funktsiyaning *=(^=0, > = * + 1 to’g’ri chiziqlar 
bilan o’ralgan yopiq sohadagi eng katta va eng kichik qiymatlarini toping.

Yechish.z x ' = 2 x - 2 ,  z y '= 2 y + \ ,  д^=1, y 0 = ~ , « в

Bu qiymatlami solishtirsak: z mi, ( ^ )  =  2 ,  z min( 0 )  = - l  ni hosil qilamiz.

y, ya’ni soha ichida ekstremal nuqtalar yo’q, ulami soha 
chegarasidan izlaymiz.

-1 0 1  z (—1) = 2 ,  z (0 )  =  - l .
117-fasm . 2) OBda: X  = 0 ,  J'SlOJ], z  =  y - + y - 1 ,  z ' = 2 y + i ,

y = - j «IP.1L yana oraliq ichida statsionar nuqtalar yo’q, z(0) = -l,r(i) = i.

3) ABda: y  = x + 1 , z = 2x: +x + l , z'=4x + l, --ee№>-statsionar nuqta,
4



Л2 da u = x2 + y 2 funktsiyani ko’raylik. Geometrik nuqtai nazardan bu 
funktsiya koordinatalar boshidan M (x,y )  nuqtagacha bo’lgan masofani 
bildiradi. Shu m a’noda uning eng katta qiymati yo’q. Agar uni tenglamasi

^-+^-=1 (ь> а) bo’lgan ellipsning M(x,y) nuqtalari uchun tekshirsak, bua b
masofaikki £,(0,6} B2 (0,-6) nuqtalardaeng katta qiymatlarga erishadi.

Demak, berilgan funktsiya butun R2 tekislikda eng katta qiymatga 
erishmasaham, M ( x , y )  nuqtaellipsdayotibdi degan qo’shimchashartdaikki 
nuqtadaeng kattaqiymatini qabul qilyapti.

Bu holat funktsiyaning argumentlari qo’shimcha shartlami 
qanoatlantirganda, uning ekstremumlarini topish masalasiga olib keladi. 
Bu masala shartli ekstremumlar masalasi, deb ataladi.

Yana bir masala ko’raylik. Maydoni la  bo’lgan temir tunukadan eng 
kattahajmli parallelepiped shaklidagi yopiq javon tayyoriash kerak bo’lsin. 

Bu javonning o ’lchamlarini mos ravishda л:, y , z  desak, uning hajmi
■9 =  x y z

bo’lib, to’lasirti x y + y z + x z = 2 a  bo’ladi. Bu shartli ekstremum masalasidir, 
bu erda, x , y , z  o’zgaruvchilar qo’shimcha x y + y < z + x z  =  2 a  shart bilan 
bog’langan.

n o’zgaruvchining a = /(дг) funktsiyasi berilgan bo’lsin, bu yerda 
x = i x l . x 2, . . . , x j .  Shu funktsiyaning ekstremumlarini, uning argumentlari 
qo’shimcha

р Д д г )  =  0 ,  i = 1 , 2 , . . . , m  , ( т < и )  ( 1 )

munosabatlar bilan bog’langan, degan farazdatopish talab etilgan bo’lsin.
(1) tengliklarni bog’lovchi tenglamalar, deb ataymiz.

T a’rif. Agar M0 ning shunday atrofi mavjud bo'lsaki, bu atrofning (I) 
bog’lovchi tenglamalami qanoatlantiradigan M nuqtalari uchun

/(M )^/(M „)
tengsizlik o'rinli bo’lsa, ( 1)  tengliklarni qanoatlantiruvchi 
nuqtani lokal shartli maksimum (minimum) nuqta, deb ataymiz.

Lokal shartli maksimum va minimum nuqtalami lokal shartli 
ekstremumlar, deb ataymiz.

Yuqorida ko’rilgan masaladagi в,(0,6) nuqta lokal shartli maksimum 
nuqtadir, chunki elli psning boshqabarcha M nuqtalari uchun

/ ( A / ) s / ( B , ) .
Lagranj bu masalani hal qilish uchun quyidagi usulni taklif etgan. 

Yordamchi



Ғ(х.Л,,....Лт)= л*)+£*,?>,(*)
»-)

funktsiyatuzib olamiz. Bu funktsiyani Lagranj sha’niga Lagranj funktsiyasi
vaA,.....kn larni Lagranj ko’paytuvchilari, deb atashgan.

Agar M0 nuqta /  funktsiyaning lokal shartli eks-tremumi bo’lsa, u 
holda u F ning lokal ekstremumi bo’ladi, shu sababli ekstremumning 
zaruriy shartiga ko’ra, F dan olingan barchaxususiy hosilalar bu nuqtada 
nolgateng bo’ladi, ya’ni

д х ,  d x ,  "  d x ,

^  + Л1М  + ... + Ял>̂  = 0>
д х 2 '  dx2 “ dx2

^  + Я]М + ... + Я̂  = о.
d x .  d x .  d x .

(2)

( 1) va(2) tenglamalar m + n ta х1,...,хп,Лу,...,Ля noma’lumlarganisbatan 
m  +  n  ta tenglamalar sistemasini tashkil etadi. Bu sistemaning yechimlarini 
F funktsiyaning statsionar nuqtalari, deb ataymiz. Tabiiyki, statsionar 
nuqtalaming hammasi ham lokal shartli ekstremurii bo’lavermaydi. Buni 
aniqlash masalasini umumiy hoi uchun ochiq qoldiramiz.

1-misol. z -x l + ў  funktsiyaning «--Тг+^Уг;2^  doiradagi eng kattavaeng 
kichik qiymatlarini toping.

d zYechish. Awal funktsiyaning statsionar nuqtalarini topamiz: — = 2x ,

— = 2y . Bundan jc = 0,^ = 0. (0,0)eZ).Bu nuqtada funktsiya eng kichik
d y

qiymatga erishadi: 21ШП(0>0) = 0.
Endi funktsiyani chegarada, ya’ni a-Ji: +<y-42: = 9 aylanadatekshiramiz. 

Buning uchun Lagranj funktsiyasini tuzib olamiz:
Ғ(х,у,Х) = х г + уг + V - & :  - 9] .

Uning xususiy hosilalari ~- = 2x + 7Xtx-f2^ -=2л+7Х<у-42: bo’ladi. x,y  
vaX lami aniqlash uchun quyidagi sitemani tuzif> olamiz:

x + A(r-V2)= 0,
■ y + &$>-Лу= 0,

Bu sistema ikkita yechimga ega:
x  =  у  =  5 л /2 /2 ,Я  = - 5 /3 ,  г  =  2 5 ;

x = y  = - j 2/ 2 ,X = - \ / l ,z  = l.



Demak, funktsiya eng katta qiymatiga nuqtada erishadi:
Zm.K = 25 .

1 9 - § .  E n g  k i c h i k  k v a d r a t l a r  u s u l i

Faraz qilaylik, tajriba natijasida kuzatilgan o’zgaruvchi x va y 
miqdorlaming n taqiymatlari quyidagi jadval ko’rinishidaolingan bo’lsin:

X x i X 2 x n

У У 1 У 2 Уп

Shu jadvaldan foydalanib, » v a  у miqdorlar orasidagi
У  =  f i x ' )  ( 1 )

funktsional bog’lanishni aniqlash talab qilingan bo’lsin.
(1) funktsiyaning ko’rinishini XOY  tekislikda koordinatalari 

bo’lgan nuqtalaming joylashishiga qarab tanlaymiz. Masalan, hu nuqtalar 
118-rasmdagidek joylashgan bo’lsa, (1) ni chiziqli y - a x  +  b  funktsiya 
ko’rinishida, agar 119-rasmdagidek joylashgan bo’lsa, y = a z b ko’rinishda 
izlaymiz.

Tanlangan y  =  f ( x , a , b , c , . . . )  funktsiyadagi nom a’lum a , b , c , . . .  

koeffitsientlarni shunday tanlash kerakki, natijada bu funktsiya 
kuzatilayotgan jarayonni to’laqonli ifodalasin.

Bu masalani hal qilish uchun eng kichik kvadratlar usuli, deb 
ataluvchi usul keng qo’llanib kelinadi.Bu usul tajriba natijasida olingan y ,  

qiymatlarga nisbatan biz tanlagan funktsiya natijasida yo’l qo’yilgan 
xatolikni baholovchi

S(a,6,c,...)=£[y, aAc,--.)f (2)
M

ifodani minimallashtirishga asoslanadi.
a , b , c , . ~  parametrlaming qiymatlarini shunday tanlaymizki, bu qiymatlarda 

(2) yig’indi eng kichik qiymatga ega bo’lsin. Bu bilan ko’rilayotgan masala
(2) funktsiyaning eng kichikqiymatini topish masalasiga keltiriladi.

(2) funktsiyaning m inim um  nuqtalarini uning statsionar nuqtalari 
orasidan qidiramiz. Statsionar nuqtalam i avvalgi paragrafning 1- 
teorem asiga ko’ra,



^ = o ,  “ . 0, “  =да ’ дЬ ’ дс

м да
Е ь> ,-/сх ,але....)]э/(д" ^ с’- ^ о
,.1 ОЬ
V>r  r r  l  „ д / ( х , , а , Ь , с , . . . )  

w  д с
(4)

tenglamalar sistemasining yecliimi sifatida aniqlaymiz.
Bu paragrafda biz shu usulni ikki hoi uchun ko’rib chiqamiz.
1. у = ax + b bo’lsin. U holda(2) ifoda quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

Bundan
S(a,6) = 5 > . - <№+*)? •

^  = -(<**,+ *Ж =0 j
d a

*—  = - 2X[V ,-(at,+6)]=0, 
OO /-1

(5)
a-Y,xl1 + b-Yixl = '£lxlyl,

/•1 i-l 1-1

<’ Tlx, + b n  = '£iy,. 
f=l /»1

Hosil bo’lgan (5) sistemaning asosiy determinanti

='£&l -xJj
»»I V /«=1 У к /

bo’ladi. Demak, jc,=*j =c bo’lgan holdan boshqa barcha hollarda Д*0 
bo’ladi, ya’ni (5) sistema aniq yechimlarga ega. Agar xl=x2=...=xn=c 
bo’lsa, u holda biz qidirayotgan funktsiyamiz tenglamasi x = с bo’ladi.

2. Approksimatsialovchi funktsiyani y = (n* +bx+c ko’rinishda qidiraylik. 
Unda(4) sistema



Z  (Ў, -  + bx, + c ) X  = 0,Iml

Z  “ &*' + bx‘ + c%' = °- (-1

o,
/-1

a - "Ext +* ■ Z*.3+ Z  j f =Z*>„
/-1 /-1 /«I ;-i

a Z */3 + 6 ■ j ]  jc,2 + с • £  jc, =  j>] jy / „
1-1 Г-1 M f-1

e -Z jt*+6-Z j[<+c‘" =Z ^

ko’rinishda bo’ladi.
Misol. Tajriba natijasi quyidagi jadvaldan iborat bo’lsin:

(6)

X 1 2 3 5
У 3 4 2,5 0,5

Yechish. (I) funktsiyani y = ax+b ko’rinishda izlaylik. TJ holda a va b 
koeffitsientlarni topish uchun (5) sistema ishlatiladi. Bu sitemaning 
koeffitsientlarini topib olaylik:

£>*=39, £ > ,=п ,  £ ™ = 21’ i > = 10-
/ - I  /-I <-] <-1

Demak, (5) sistema

39a +11£ = 21/1 
lla+46 = 10 J

ko’rinishdabo’ladi. Bu sistemani yechib, <j =-26/35, 6 = 159/35 ni topamiz.



DIFFERENTSIAL TENGLAMALAR

l-§ .  Umumiy tushimchalar. Ta’riflar.

1.1. Differentsial tenglamalar tushunchasiga olib keluvchi ayrim 
masalalar. Kuzatilayotgan jarayonda bir nechta o’zgaruvchi 
miqdorlarning o’zaro m unosabatdabo’lishligiga6-bobda, keyinchalik 7- 
bobdabir nechta misollar orqali ishonch hosil qilgan edik.

Ular o ’rtasidagi funktsional munosabatlami biz shu jarayonning 
tenglamasi deb nomlagan edik. Bu tenglamani shu jarayonning ma­
tematik modeli, deb ham atashadi. Shu tenglamaga kiruvchi ayrim 
o’zgaruvchilar asosiy o ’zgaruvchilar orqali ifadalanishi mumkin. 
Masalan, moddiy nuqta harakatini ko’raylik. U biror t vaqt ichida 
qandaydir s masofani bosib o’tadi. M a’lumki, s i vaqtning 
funktsiyasidir, ya’ni s = s ( t ) . s masofani moddiy nuqta biror 9 tezlik 
bilan bosib o ’tsin. Bilamizki (6-bob, 1.1 - § ga qarang), & = s'(t), moddiy 
nuqtaning tezlanishi esa a = s"(t) edi. Jarayonni kuzatish maqsadidan 
kelib chiqqan holda, jarayon tenglamasi nainki t , s o’zgaruvchilami, 
balki s  va a  lam i, ya’ni s ning birinchi vaikkinchi hosilalarini ham  o’z 
ichiga olishi mumkin. Shunday holatlarga doir bir nechta misollar 
ko’raylik.

1-m i s о I. Massasi m  bo’lgan biror jism yuqoridan tashlangan 
bo’lsin. Agar jismga og’irlik kuchidan tashqari uning tushish tezligi 9  ga 
proportsional bo’lgan havoning qarshilik kuchi ham ta’sir etsa, shu

О
jismning tezligi qanday qonun bilan 
o ’zgarishini aniqlang.

Yechish. Nyutonning ikkinchi qonu-niga 
ko’ra

bu yerda —  -harakatdagi jismning
dt

120-rasm.

tezlanishi, ғ  esa jismga ta’sir etuvchi kuch. 
Bu kuch jismning og’irlik kuchi F ,  = m g  va 
havoning qarshilik kuchi f \  = ~ k 9  lar 
yig’indisidan iborat bo’ladi.

Demak,
m -----= m g  -  k 9  , (1)



ya’ni nom a’lum 5 funktsiya va uning hosilasi —  larga nisbatan tenglamadt
hosil qildik.

Har qanday

к
ko’rinishdagi funktsiya ( 1) tenglikni qanoatlantiradi (buni tekshirishni 
o ’quvchining o ’zigahavolaqilamiz).

2-m i s о I. Massasi m bo’lgan moddiy nuqtavaqtning t momentida 9 
(absolyut) tezlikkaegabo’lsin. ы  vaqt ichidaungamassalari yig’indisi Am , 
qo’shilgunga qadar tezligi и  bo’lgan zarralar qo’shilsin. U holda, t  +  A t  

momentda nuqta va unga qo’shilgan zarralar massasi m + Am va tezligi 
5 + Д5 bo’ladi.

Bu nuqtalar sistemasining t  momentdagi harakat miqdori
Q =  m3 + uAm

bo’lsa, t  +  A t  momentdaesa
Q + A Q =  (m + Am){& + A&)

bo’ladi.
Demak, sistemaharakat miqdorining A t  vaqt ichidao’zgarishi 

AQ = mA9 +  ( i9 -  u)Am + АтАЭ
gateng bo’ladi.

Tezlik kabi massani ham vaqtning uzluksiz va differentsiallanuvchi 
funktsiyasi, deb faraz qilaylik. Oxirgi tenglikni дг ga bo’lib, дг->0 da 
limitgao’tsak,

, .  АтАЭ lim--------= 0
&!-> 0 Д  (

ekanligidan
<*Q = m M  + { 9 _ u)!bL 
dt dt dt

munosabat hosil bo’ladi. Agar o’zgaruvchan massali jismga qo’yilgan 
tashqi kuchlaming teng ta ’sir etuvchisi F  gateng bo’lsa, harakat miqdori 
haqidagi teoremagako’ra

d9  , „ . dm „m----- 1 ( S - u ) —  = F ty \
dt dt ’ 

tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglama Mesherskiy tenglamasi, deb ataladi. 
Bu tenglamaorqali xarakterlanadigan jarayon reaktiv harakat, deyiladi. 

Agar zarralar qo’shilib borsa, nuqtaning massasi ortib boradi, shu 
dm

sababli —  > 0 bo’ladi, agar parchalanish jarayoni kuzatilayotgan bo’lsa, at
dm

ya’ni nuqtadan zarralar ajralib chiqaboshlasa, —  < 0bo’ladi, vanihoyat,



nuqta massasi o ’zgarmasa, —  = 0 bo’lib, (2) tenglama Nyutonning
d t

ikkinchi qonunini ifodalaydi.
m -  9  =  u 0

miqdor nuqtaga qo’shilayotgan zarralarning nisbiy tezligi, deb ataladi. 
Mesherskiy tenglamasini bu miqdor orqali quyidagichayozish mumkin:

d 9  d m

<3)
yoki

d9 .r D m—  = F + R 
dt

d mbu yerda R = —  ua reaktiv kuch, deb nomlangan. 
dt

Agar o’zgaruvchan massali nuqtaga tashqi kuchlar ta’sir etmasa, 
F = о bo’lib, oxirgi tenglamaquyidagi ko’rinishni oladi:

dt
3 - m i s о I . Ba’zi elementlar atomlarining yadrolari alfa-, beta- va 

gamma- nurlar chiqarib boshqa elementlar yadrolariga o’z-o ’zidan 
aylanishi radioaktiv yemirilish, deyiladi. Radioaktiv yemirilish statistik 
xarakterga ega: atomlaming yadrolari hammasi birdaniga yemirilmay, 
balki izotopning butun mavjud bo’lish davridayemiriladi.Bundabirlikvaqt 
ichida yemiriladigan atomlar soni har bir izotop uchun o’zgarmas 
bo ’lib, uning yemirilmagan atomlari miqdorining biror qismini tashkil 
etishi aniqlangan. Bu kattalik qismiy yemirilish doimiysi, deyiladi va A harfi 
bilan belgilanadi.

Shunday qilib, d t  vaqt davomida yemirilgan d N  atomlar soni X N d t  

gateng, ya’ni
dN = —ANdt, (4)

bu yerda N son t vaqt momentida yemirilmay qolgan atomlar sonidir. 
Manfiy ishora yemirilmagan atomlar soni N vaqt o’tishi bilan 
kamayishini bildiradi.

4 — m i s о I . Kimyoviy reaktsiya mobaynida A va в moddalar с  
m oddagao’tsin.Agar harorat o’zgarmas vareaktsiyatezligi: a) A m oddac 
moddagao’tganda A moddaning qolgan miqdoriga; b) a va в  moddalar 
с  m oddagao’tgandategishli massalar ko’paytmasigaproportsional bo’lsa, 
С moddaning miqdorini topaylik.

С moddaning miqdori x bo’lsin. Agar a) hoi yuz bersa, A 
moddaning boshlang’ich miqdorini a va proportsionallik koeffitsientini 
к>o desak,



—  = k(a -  x)(b — x) (6)
tenglamahosil bo’ladi.

5-m i s о 1 . Qarshiligi r , induktivligi L  va sig’imi С bo’lgan 
maydonlar ketma-ket ulangan zanjirdaboshlang’ich t = 0 vaqt momentida 
konturdagi tok vakondensatordagi zaryad nolgateng bo’lsa, shu zanjirdagi 
o’tish jarayonlarini tekshiring.

Kirkgofning 1-qonunlga ko’ra, elektr zanjiming tarmoqlarida sarf 
bo’layotgan toklar yig’indisi nolga teng, 2-qonuniga ko’ra esa elektr 
zanjiming har qanday yopiq konturining barcha tarmoqlaridagi 
kuchlanishlar pasayishining yig’indisi shu konturdagi elektr manbaaning 
EYuK lari yig’indisigateng.

Butun zanjir bo’ylab kuchlanishning pasayishi barchamaydon-Iardagi 
kuchlanishlar pasayishining yig’indisiga teng (2-rasmga qarang): 
U = Ur + U, +Uc .Om  qonunigaasosan qarshiligi r bo’lgan maydon uchun

q
U r = r l . Sig’imi С bo’lgan kondensator uchun c = ^r> bu yerda q -

d a  d U c
kondensatoming zaryadi. M a’lumki, /  = —  = С — —. Bundan

Jt/(0

4
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J I ^

Uc = — \ldt .Induktivligi L bo’lgan katushkauchun С/, - L - .  С '  dt0



1.2. Ta’riflar.
1-ta’rif. Erkli o ’zgaruvchi x ,  uning noma’lum funktsiyasi у  vauning 

hosilalari У ,у ,',—,у°'') lami o’zaro bog’lovchi tenglama differentsial 
tenglama, deb ataladi.

Differentsial tenglamalar
F {x,y,y\y\...,y™ ) = 0

yoki
dy d 2y  d"y.F(x,y,— f —) = 0 

'  dx dx2 dxn
ko’rinishdayozilishi mumkin.

2 -ta ’rif. Tenglamaga kiruvchi hosilalaming eng yuqori tartibi shu 
differentsial tenglamaning tartibi, deb ataladi.

Masalan, yuqorida ko’rilgan misollardagi ( l ) - (6) tenglamalar 1- 
tartibli differentsial tenglamalardir, (7) tenglama esa 2-tartibli differentsial 
tenglamadir.

3 -ta’rif. Differentsial tenglamani ayniyatga aylantiruvchi har qanday 
у  = f {x )  funktsiya differentsial tenglamaning yechimi yoki integrali, deb 
ataladi.

k_
Masalan, 9 = Ce m + ~ -  funktsiya ixtiyoriy o’zgarmas С son uchun к

1-misoldagi hosil qilingan ( 1) differentsial tenglamaning yechimidir.
6 -m i s o  /.O ’zgarmas C, v a C 2 laming har qanday qiymatlaridaham 

у  -  С, sin x + C2 cos x 
ko’rinishdagi funktsiyalar ikkinchi tartibli

d 2y
dx2

+ k ly  = 0

differentsial tenglamaning yechimlari bo’ladi. Buni bevosita o’miga qo’yib 
tekshirish mumkin (buni bajarishni o’quvchigahavolaqilamiz).

Bu misollardan ko’rinadiki, differentsial tenglama agar yechimga ega 
bo’lsa, yechimlari soni cheksiz ko’p bo’lar ekan.

Agar nom a’lum У  ~ f i x )  funktsiya bir erkli o ’zgaruvchining 
funktsiyasi bo’lsa, biz ko’rayotgan tenglamaoddiy differentsial tenglama, 
deyiladi. Bu bobdabiz faqat oddiy differentsial tenglamalami ko’ramiz.

Agar nom a’lum funktsiya bir nechta erkli o’zgaruvchining funktsiyasi 
bo’lsa, u holda bunday tenglamalami xususiy hosilali differentsial 
tenglamalar, deb ataymiz.



2.1. Umumiy tushunchalar. Birinchi tartibli differentsial tenglama 
quyidagi ko’rinishgaegabo’ladi:

F (x ,y , / )  = 0. (1)
Ko’pinchauni у  ganisbatan yechib olib,

y' = f ( x ,y ) (2)
ko’rinishgakeltirib olish mumkin.

(2) ko’rmishdagi tenglamalar yechimlari uchun mavjudlik va 
yagonalik shartlarini beruvchi quyidagi teorem ao’rinli.

Teorema. Agar (2) tenglamaning o’ng tomonidagi f ix ,  у ) funk-tsiya 
biror (*0> У о) nuqtani o’z ichigaoluvchi D  sohadauzluksiz va у  bo’yicha 
uzluksiz differentsiallanuvchi bo’lsa, u holda(2) tenglamaning у{хй) = Уо 
shartni qanoatlantiruvchi yagonayechimi mavjud.

Geometrik nuqtai-nazardan teoremagrafigi berilgan (x0, y 0) nuqtadan 
o’tuvchi yagona у  = <p(x) funktsiyamavjudligini bildiradi.
Bu teoremadan differentsial tenglamaning yechimlari cheksiz ko’p 
bo’lishligi kelib chiqadi, chunki D  sohada har xil (x0, y 0) nuqtalar 
olsak, ulardan o’tuvchi mos yechimlar har xil bo’ladi.

У(хо) = Уо shart boshlang’ich shart, deyiladi.Uni quyidagi
У \^  = Уо

ko’rinishdaham yoziladi.
1-T a’rif. 1-tartibli differentsial tenglamaning umumiy yechimi deb 

shunday
y  = <p{x,C) (3)

funktsiyaga aytamizki, u: a) har qanday o’zgarmas с son uchun 
differentsial tenglamani qanoatlantiradi; b) boshlang’ich ^(^о) = Ус, shart 
qanday bo’lmasin, shunday c = c0 qiymat topiladiki, у  = <p{x, C0) 
funktsiyaboshlang’ich shartni qanoatlantiradi.

Q o’yilgan masalaning yechimi oshkormas
Ф(*> У , С )  — 0  (4)

ko’rinishda aniqlanishi mumkin. Agar (4) ni у  ga nisbatan yechish 
mumkin bo’lsa, bu ishni bajarib, umumiy yechimni topamiz. Agar buni 
imkoni bo’lmasa, yechim oshkormas (4) ko’rinishda qoladi. Bu holda (4) 
ni differentsial tenglamaning umumiy integrali, deb ataymiz.

2-Ta’rif. Differentsial tenglamaning umumiy (3) yechimida 
o’zgarmas с  songa biror c  = c 0 qiymat bersak, hosil bo’lgan
у  = (p{x,C0) funktsiya differentsial tenglamaning xususiy yechimi, deb



ataladi. Xuddi shunday ФО.у.С,,) = 0 funktsiya tenglamaning xususiy 
integrali deyiladi.

1-m i s о I. Quyidagi
_  Яу

dx x
differentsial tenglamaning umumiy yechimi y  = Cx2 bo’lsa, uning 
y(l) = l boshlang’ich shartini qanoatlantiruvchi xususiy yechimini topish 
uchun *0 = 1, у Q = 1 qiymatlami umumiy yechim tenglamasiga qo’ysak,
1 = Cl2, ya’ni С = 1 bo’ladi. Demak, berilgan differentsial tenglamaning 
xususiy yechimi у  = x 2 bo’ladi.

Agar umumiy integrallarning koordinatalar tekisligidagi grafiklarini 
ko’rsak, ular o’zgarmas с  songa bog’liq bo’lgan egri chiziqlar oilagmi 
beradi. Bu egri chiziqlar differentsial tenglamaning integral chiziqlari, deb 
ataladi. Xususiy yechimga bu oilaning tekislikning biror nuqtasidan 
o ’tuvchi bittaegri chizig’i mos keladi.

Oxirgi ko’rilgan misolda umumiy y  = Cx2 yechim parabolalar 
oilasini ifodalasa, topilgan xususiy yechim A/0 (1,1) nuqtadan o’tuvchi

parabolani ifodalaydi. 1-rasmda 
bu oilaning c  = l, C = X ’

c = X> c = ^  va c  = - l ^4 / 3
qiymatlargamos keluvchi a ’zolari 
ko’rsatilgan.

Qilayotgan mulohazala- 
rimiz geometrik nuqtai-nazardan 
tushunarli bo’lishi uchun 
tenglamaning yechimi, deb faqat 
у  = <p(x,C0) funktsiyani o ’zini 
emas, balki uning grafigi 
bo’lmish integral egri chiziqni

122—rasm.

ham tushunamiz.
Masalan, tenglamaning yechimi (x0, y 0) nuqtadan o ’tadi, deymiz.

Demak, differentsial tenglamani yechish yoki uni integrallash 
deganda:

a) uning umumiy yechimi yoki umumiy integralini (agar 
boshlang’ich shartlar berilmagan bo’lsa) yoki

b) uning xususiy yechimini (agar boshlang’ich shartlar berilgan 
bo ’lsa) topishni tushunar ekanmiz.



2.2. O’zgaruvchilari ajralgan va ajraluvcbi differentsial tenglamalar.
Quyidagi

M (x)dx + N(y)dy = 0 (5)
ko:rinishga keltirilgan differentsial tenglamalar o’zgaruvchilari ajralgan 
differentsial tenglamalar, deb ataladi.

Uning umumiy integrali (5) ni bevositaintegrallab topiladi:
^M(x)dx +  J N(y)dy  =  С

5 - m i s о /.O ’zgamvchilari ajralgan
xdx + ydy = 0

differentsial tenglamaning ikkalatomonini integral!asak:
Jxdx + J ydy = С ,

uning

umumiy integralim topamiz. Oxirgi tenglik m a’noga ega bo’lishi uchun 
C >  0 bo’lishi shart. Shu sababli, agar uni

дс2 + y 2 =2C
ko’rinishda yozib olsak, tenglamaning umumiy yechimi markazi
koordinatalar boshida, radiusi л/2С bo’lgan kontsentrik aylanalar 
ekanligi kelib chiqadi.

Eng soddao’zgaruvchilari ajralgan differentsial tenglamalar quyidagi

~  = f ( x) yoki dy = f{x)dx  ax
ko’rinishdagi tenglamalardir. Uning umumiy yechimi

y = \ f { x ) d x  + C
bo’ladi.

^  = / ,( * ) / ,  O') (6)ax
ko’rinishdagi yoki

^ ( # , ^  + ^ ( * ^ ^  = 0 (7)
ko’rinishga keltirilgan har qanday differentsial tenglama o’zga- ruvchilari 
ajraluvchi differentsial tenglamalar, deb ataladi.

Agar tenglama(6) ko’rinishdaberilgan bo’lsa, uni avval

- ± - d y  = / l (x)dxf2(y)
ko’rinishga keltirib olib, keyin yuqoridagidek bevosita integrallab, uning 
umumiy integrali topiladi:



j  1  М х №  + С .
Л Си) J

2-т i s o  I. Kimyoviy reaktsiyatenglamasi (§1.1, 4-misolni qarang)

=  k(a -  x)  y o k i  ^ -  = k ( a - x ) ( b - x )  
at at

o ’zgaruvchilari ajraluvchi tenglama. Masalan, chap tomondagi
tenglamani quyidagichayechamiz:

x - a
Endi oxirgi tenglikni integrallab yuborsak

J x - a  J
yoki

ln|x -  a\ = —kt +  In С .
Bundan

x  =  a + Ce~h
hosil bo’ladi.

Agar tenglama(7) ko’rinishdaberilgan bo ’lsa, (7) ning ikkalatarafmi 
М \(у)М г(х) ifodagabo’lib yuborsak, u o’zgaruvchilari ajralgan

^ d x  + ^ d y  = 0 
М г{х) N t(y )  '

tenglamako’rinishigakeladi.
3 - m i s о I. Ushbu

y]l -  y 2 dx + Vl -  x 2dy  =  0  

tenglamaning umumiy yechimini topaylik.
Tenglikning ikkalatarafmi Vl -  x 2 ■ -J\ -  y 2 ifodagabo’lib yuborib, 

o ’zgaruvchilari ajralgan

л  + ^ ^ - 0
Vl -  x2 ф  -  у  

tenglamani hosil qilamiz. Bundan

a r c s i n  x +  a r c s i n  у  = a r c s i n  С

umumiy integralni topamiz.Agar bu tenglikdasinuslargao’tsak
x j l - y 2 + W  l - Х 2 =  С



2.3. Bir jinsli tenglamalar.
Ta’rif. Agar f(x ,y )  funktsiya x va у  o ’zgaruvchilarga nisbatan 0- 

darajali bir jinsli funktsiya bo’lsa (13-bob, 9-§ ga qarang), u holda 1- 
tartibli

^  = f ( x ,y ) (8)
dx

differentsial tenglamabir jinsli, deyiladi.
Oxirgi tenglamaning o ’ng tomonidagi f(x ,y )  funktsiya 0-darajali bir 

jinsli funktsiyabo’lgani uchun har qanday X son uchun

/ (Ax,Xy) = f(x ,y )  bo’ladi, xususan ^ ~ Y x  ис^ ип

ya’ni 0-darajali bir jinsli funktsiya erkli o’zgaruvchilar nisbatiga bog’liq 
bo’ladi.

Shuni e ’tiborgaolib (8) ni quyidagicha
dy '

(«')

yozish mumkin.
у  dy du

Agar bu yerda и -  — ya’ni y  = ux desak, ~ Г ~ и + ~Гх  bo’ladi.x ax dx
Bulami (8') ga olib borib qo’ysak, и ga nisbatan differentsial
tenglamahosil bo’ladi:

duu + x —  = / ( 1,11). 
dx

Bu tenglamaning o’zgaruvchilarini quyidagi taiiibdaajratamiz:
du ... . du dx

x -  = f ( h u ) - u  va ~~77\ \---- = —  ■dx f ( \ ,u ) -u  x
Oxirgi tenglamani integrallagach:

\ - d u  =  f*  + C

natijadagi и o ’rniga / /  ni qo’yib, berilgan differentsial tenglamaning
umumiy yechimini topamiz.

4 - m i s о /.Quyidagi

y  = — + sin — 
x x



differentsial tenglamaning y( 1) = тг/2 boshlang’ich shartni qanoat- 
lantiruvchi xususiy yechimi topilsin.

Yechish . Berilgan tenglama bir jinsli (buni tekshirishni o’quvchiga
dy du

havola qilamiz), shu sababli unda p w ,  ~ Г _М + _Г Х almashtirishdx dx
bajaramiz. Natijada

• du dxxdu + udx = (u + sin upx : xdu = smudx: ——  = ■—
. sin и x

tenglamagaegabo’lamiz.Agar oxirgi tenglikni integrallasak:
1п|г#(и/2)| = ln|x| + In С

yoki
u/ 2 = arctgiCx)

kelib chiqadi. Agar bu yerda teskari almashtirish bajarsak, ya’ni и 

o’miga / /  ni qo’ysak, umumiy yechim у  = 2xarctg(Cx) hosil bo’ladi.
Agar berilgan boshlang’ich shartdan foydalansak: 7c/2 = 2arctgC bo’ladi. 
Bundan C = 1 ni topamiz.Demak, so’ralgan xususiy yechim

у  = Ixarctgx
ekan.

Eslatma. Quyidagi
M{x, y~)dx + N{x, y)dy = 0

ko’rinishdagi tenglama bir jinsli bo’ladi, qachonki M (x ,y )  va N (x ,y )  
funktsiyalar biijinslik darajalari bir xil bo’lgan funktsiyalar bo’lsa, chunki 
biijinslik darajalari bir xil bo’lgan funktsiyalar nisbati 0-darajali biijinsli 
funktsiyabo’ladi (13-bob, 9-§ gaqarang).

5 - m i s  о I . (ҳ2 +2хуУЬс + xydy=0, <x4 + 6хгу 2 + y 2yix + 4xy3dy = 0 
tenglamalar bir jinsli differentsial tenglamalardir.

2.4. Bir jinslikka keltiriladigan differentsial tenglamalar. Agar
dy ax + by + с

= -------- -------  (9)dx atx + by, + c,
ko’rinishdagi tenglamada с = 0, с, =0 bo’lsa, bu tenglama bir jinsli 
bo’ladi, aks holda, ya’ni s va Sj laming kamida bittasi noldan farqli 
bo’lsa, bu tenglamani bir jinsli tenglamaga keltirish mumkin. Buning 
uchun

x = x, + h , у  = у\ + к



bo’lgani uchun, (9) bu almashtirish natijasida
d y .  a x ,  +  b y ,  +  a h  +  b k  +  с
—  = ----- ----- —-------------------  ( 10)
d x t a i x l + b i y ^ + a ^ h  +  b ^ k  +  c^

ko’rinishgakeladi.Agar h va к lami
f a h  +  b k  + c = 0,
|o[A + 6,^ + C| =0

sistemaning yechimlari qilib tanlasak, ( 10) quyidagi bir jinsli
dyt = atj+by, 
d x t a lx ,  + b , y ,

tenglamagakeladi.
Agar (11) sistema yechimga ega bo ’lmasa, ya’ni abx - a ,b  bo’lsa, u 

holda a = Aat va b = Abs deb, (9) ni
d y  ( a x  + b y~ )+  с 
d x  X ( g x  +  b y ) +  c, 

ko’rinishgakeltirish mumkin. Bu tenglama
z  =  a x  +  b y  (13)

almashtirish yordamida o’zgaruvchilari ajraluvchi tenglamaga keladi. 
Haqiqatan,

d z  ,  d y  d y  1 d z  a

* = « + » *  y л ' ь л с " ь  ■ <l4>
(13) va(14) lami (12) gaqo’ysak, o’zgaruvchilari ajraluvchi

1 d z  a  _  z  +  c  

b  d x  b  X z  +  c ,

tenglamahosil bo’ladi.
Eslatma. Ixtiyoriy uzluksiz /  funktsiyauchun

d y  _  /  a x  +  b y  + с

d x  +  b , y  +  c, J

ko’rinishdagi har qanday tenglama yuqoridagi usullar yordamida 
integrallanadi.

6 - m i s  o l . ( 2x + y + xyh + (x + 2y -  Yjdy = о tenglamaning umumiy 
yechimini toping.

Yechish . Buning uchun avval
( 2 x  +  y  +  l  =  0  

\ x  + 2 y  - 1  = 0
sistemani yechib olamiz: x = h = - \ \ y  = k = \. Endi berilgan tenglamada 
x = j c , - 1; у  = y t + 1; dx = dxt;dy = dyx almashtirish bajarsak, tenglama



(2jt, + y t >Ьс, +  (x, +  2 y ,  y i y i  =  0 

ko’rinishga keladi. Bu tenglama y, = uxl;dyl =udxt + x,du almashtirish 
yordamida o’zgaruvchilari ajraluvchi

2 iu2 +u  + V$C\dX\ + x) 2 (1 + 2u~)du -  0 
tenglamagakeltiriladi. Bu tenglamaning umumiy integrali

x] л/м2 + и + 1 = С .
Agar bu yerda и = y { fx l deb, tenglikning ikkala tomonini kvadratga 
ko’tarsak:

V  + + * ,2 = c 2
munosabat hosil bo’ladi. Eski o ’zgaruvchilar x va у  largaqaytish uchun 
oxirgi tenglikda л, = x + \\y i = >»-1 deb, bir nechta elementar 
almashtirishlar bajarsak, berilgan tenglamaning umumiy integrali

x 2 + y 2 + xy + x -  у  +1 = С2

kelib chiqadi.
7 - m i s о I . (x + y  + 2yix + Qx + 2y-Y)dy = Q tenglamaning umumiy 

yechimini toping.
Yechish .Bu tenglama uchun (11) sistema yechimga ega emas. Shuning 

uchun у  + x = z;dy = dz -  dx almashtirish bajaramiz. Natijadatenglama 
(2 + 2yix + (2z -  \ytdz -  dx)=  0 yoki (3 -  z~)dx + (2z -  X)dz = 0

ko’rinishgakeladi.O’zgaruvchilarni ajratib integral!asak:

J—------ d z + J d x  = C  yoki - 2 z  -5 1 n |r  —3| +  x =  - C

hosil bo’ladi. Endi oxirgi tenglikda z = x + у  deb eski o’zgaruvchilarga 
o ’tsak, berilgan tenglamaning umumiy integrali kelib chiqadi:

x + 2y + 5|x + у  -  3| = С .

3-§ . Birinchi tartibli chiziqli tenglamalar.

Ta’rif. N om a’lum funktsiyaga va uning hosilasiga nisbatan chiziqli 
bo’lgan ushbu

^j- + P(.x)y = Q(x) ( i)
dx

ko’rinishdagi tenglamabirinchi tartibli chiziqli tenglama, deb ataladi, bu 
erda P(x),Q(x) lar berilgan o ’zgarmas yoki x  ning uzluksiz 
funktsiyalaridir.



Agar Q(x)=  0 bo’lsa, (1) ni bir jinsli4 tenglama, aks holdabir jinsli 
bo’lmagan tenglama deymiz. (1) ko’rinishdagi tenglamalami echishning 
ikki usuli bor.

3.1. Bemulli usuli. (1) ning yechimini
у = и(х)Э(х) (2)

ko’rinishda qidiramiz. Buning uchun (2) ni differentsiallab, (1) gaolib 
borib qo’yamiz:

u ^  + &^ L +PM u&  = Q(x)
dx ax

yoki

и{^+р(-х)9Уэ%=о{х)- ( з )
Agar <9(x) funktsiyani

d Q
^  + P(x)5 = 0 (4)
dx

bir jinsli tenglamaning echimi sifatidatanlasak, (3) quyidagi

9 ( x ) ~  = Q(x) (5)
ax

ko’rinishga keladi. Natijada noma’lum u(x) va Э(х) funktsiyalami topish 
uchun tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:

—  +P(x)9 = 0 
dx

■ 9 ^  = 6 « .dx
(4) tenglamao’zgaruvchilari ajraluvchi tenglama, shuning uchun

y  = - f W A

bo’ladi.Agar uni integrallasak:
-  ln|C, I + In|i9| = -  ̂ Р(х)<Ь

bo’ladi. Bundan

i9 ( jc)  =  C ,e

kelib chiqadi. Bu (4) ning umumiy yechimi, lekin bizga uning bitta 
xususiy yechimini bilish kifoyaedi, shu sababli 5(x) funktsiyasifatida

4 Bu yerda " bir jinsli " atamasi y '+ I>( x ) y  ifoda у  va ў  larga nisbatan bir jinsli funktsiya bo’lgani 
uchun ishlatildi, shu sababli buni x  va у  ga nisbatan bir jinsli bo’lgan tenglama bilan chalkashtirish 
kerak emas.



9(х) = е (6)
ni olamiz. Ayonki, >9(х) * 0. Endi (5) ni yechish mumkin, buning uchun
(6) ni (5) gaqo’yib, uning o ’zgaruvchilarini ajratsak:

d u = ^ d x
Э(х)

bo’ladi. Buni integrallasak:
M = r m ^ c

* x )
hosil bo’ladi. Va nihoyat, topilgan u(x) va 9(x) funktsiyalami (2) ga 
qo’ysak, ( 1) ning umumiy yechimi kelib chiqadi:

y  = & ( x ) j ^ d x  + C9(x).

Bu haqiqatan umumiy yechim, chunki har qanday y(xa) = y 0 

boshlang’ich shart uchun S ni
У о = % ) Ф о )  + С% )

rQ(x)
tenglamadan topish mumkin, bu yerda P w -  J dx.

1 - m i s о I .O ’zgarmas R qarshilik va L induktivlik ketma-ket ulangan 
induktivlik zanjiridagi tokning o ’tish jarayonini boshlang’ich tok /„ va 
kuchlanish U  = f ( t )  bo’lgan hoi uchun ko’raylik.

Yechish . M a’lumki (§1.1, 5-misolgaqarang), bunday zanjirdan tokning 
o’tish tenglamasi

L ^ + R I  = U (7)

bo’ladi. Buni qo’yidagichayozib olamiz:
<n t R r  m
dt L ~ L '

Bu I ga nisbatan birinchi tartibli chiziqli differentsial tenglamadir.Bu 
yerdagi kattalik masala shartiga ko’ra o’zgarmas, uni zanjiming vaqt 
doimiysi deyiladi.

Uning yechimini (2) ko’rinishda qidiramiz. U holda noma’lum u(t) va 
•9(0 funktsiyalarga nisbatan hosil bo’ladigan sistema qo’yidagi ko’rinishda 
bo’ladi:



dt L
Bu sistemaning birinchi tenglamasini yechamiz:

d9 R ,—  = — dt 
9 L

y o k i
f  R  . R

- 1 —  dl — I
9 = e =e

Buni sistemaning ikkinchi tenglamasigaqo’yib, u(t) ni topamiz:
1 t y  

du = —f ( t ) e  Ldt

Oxirgi tenglikni integrallab yuborsak:

u(t) = j j f ( t ) e % dt + C

hosil bo’ladi. U holdayechim

I = e * '/l

b o ’ladi. Agar boshlang’ich shartni qo’llasak:
h = c

ekanligi kelib chiqadi. Demak, masalaning yechimi

I = e Ia + \ \ f { t ) e R,/4 t

ekan.

3.2. Lagranj usuli. Bu usulning mohiyati shundaki, berilgan bir jinsli 
bo ’lmagan chiziqli (1) tenglamaning umumiy yechimi unga mos 
qo ’yilgan

^  + P(x)y = 0 
ax (8)

bir jinsli chiziqli tenglamaning umumiy yechimidagi o’zgarmas S! 
koeffitsientni o ’zgaruvchi deb faraz qilib topiladi, ya’ni

У  = С,(х)е ^ (l№
deb, uni (1) tenglamaga qo’yiladi, natijada nom a’lum C,(x) funktsiyaga 
nisbatan

=Q(x)
tenglamahosil bo ’ladi. Bundan



kelib chiqadi, bu yerda S ixtiyoriy o’zgarmas. U holda (1) ning umumiy 
yechimi

Eslatma. Lagranj usulini "ixtiyoriy o’zgarmasni variatsiyalash usuli", 
deb ham atashadi.

2  - m i s о I . y'cos2x + y  = tgx tenglamaning umumiy yechimini 
Lagranj usuli bilan topaylik.

Yechish . Awal

bir jinsli tenglamani yechib olamiz. Buning uchun uning o’zgaruvchilarini 
ajratamiz:

ni hosil qilamiz. Endi berilgan tenglamaning umumiy yecliimini topish 
uchun

bo’ladi.

У cos2 x + y  = 0

(9)

Bundan

cos x

kelib chiqadi. U holda berilgan tenglamaning umumiy yechimi

у  -  tgx -1  + Ce
bo’ladi.



Quyidagi у  ga nisbatan chiziqli bo’lmagan

j ^  + P(x)y = Q(x)y" (1)
ko’rinishdagi tenglama “Bemulli tenglamasi” deb ataladi, bu yerda n* 0 
va n* \ bo’lgan ixtiyoriy haqiqiy son, chunki aks holda, tenglama avvalgi 
paragrafda ko’rilgan chiziqli tenglamaning aynan o’zi bo’ladi. ( 1) ni 
chiziqli tenglamaga quyidagi usul bilan keltiriladi.

Tenglamaning ikkala tom onini y" ga bo’lib yuboramiz:

y n^  + P ( x ) y ^  =Q(x). 
ax

Agar oxirgi tenglamada
* = У"*' (2)

deb o ’zgaruvchini almashtirsak, u quyidagi ko’rinishga keladi:
^  + (_„ + l)^ (x)z = (_„ + l) e w  
ax

ya’ni z  ga nisbatan chiziqli tenglama hosil bo’ladi. Bu tenglamaning 
umumiy yechimini avvalgi paragrafdagi ikki usulning biri bilan topib olib,
undagi z ni y  "+' ga almashtirsak, Bemulli tenglamasining umumiy 
integrali kelib chiqadi.

1  - m i s о I . 3x7y ^  tenglamani echaylik.

Yechish. Bu Bemulli tenglamasi, shuning uchun z = y~^ deb 
o’zgaruvchini almashtiramiz. U  holda tenglama quyidagi ko’rinishga 
keladi:

*■-— z = - * 2.
Зле

Buni masalan Lagranj usuli bilan yechaylik:
dz 2
----------- z = 0
dx 3x

yoki o ’zgaruvchilarini ajratsak:
dz _ 2 dx 
z 3 x

Bundan
z = C(x)x%.

Bundan hosila olib, berilgan tenglamaga olib borib qo’yamiz:



Buni integrallab yuborsak: 

hosil bo’ladi. Demak, 

yoki

ekan. Bundan

C ‘ ( x )  =  - x % .

3 V  
С ( х )  =  - ^ х л  + C

z = - - x 3 + C x %  
3

B * ’
+  C x к

kelib chiqadi.
Eslatma. Bemulli tenglamasini o ’zgaruvchini (2) ke-’nnishda 

almashtimiasdan, bevosita Lagranj usulini qo’llab yechsa ham bo’ladi.
, У  2 4

2 - m i s  o I . У+ ~  = x У tenglamani Lagranj usulida yechaylik.

Yechish. Avval y + -  = 0 tenglamani yechib olamiz. Uning umumiy 
x

yechimi У ~ ^ /х  bo’ladi. Endi у  = C^ /x , У'=<~ ^ /x  ~ 
berilgan tenglamaga qo’ysak:

C ' ( x )  _ [ C ( x ) 1

X X2
tenglama hosil bo’ladi. Unda o ’zgaruvchilarini ajratamiz:

d C ( x )  d x  

[С(дг)]4 “  дг '
Bu tenglamani integrallasak:

- = |njc-lnC yoki C ( x )  =  2

3 P W f ' V3K £ >
kelib chiqadi. Demak, umumiy yechim

1

bo’lar ekan.



5.1. Ta’rif. Quyidagi
M(x, y)dx + N(x,y)dy = 0 (1)

differentsial tenglama "to’la differentsialli" deyiladi, agar M(x,y),N(x, y) 
lar

dM dN
~fy~~dx (2)

munosabatda bo’lgan uzluksiz, differentsiallanuvchi funktsiyalar bo’lsa.
( 1) tenglamaning bunday atalishiga sabab, agar (2) tenglik o’rinli 

bo’lsa, u holda ( 1) ning chap tomoni biror u(x,y) funktsiyaning to ’la 
differentsiali b o ’ladi, va aksincha, agar ( 1) ning chap tomoni biror u(x,y) 
funktsiyaning to ’la differentsiali bo’lsa, u holda (2) munosabat bajariladi. 
Haqiqatan, agar

du = M(x,y)dx + N(x,y)dy
bo’lsa, u holda to ’la differentsialning ta ’rifiga ko’ra

du dudu = —-dx н----- dy
dx dy

ekanligidan

^-  = M(x,y)t ~ = N ( x , y )  ( 3 )
ox ay

bo’lishi kelib chiqadi. Bularning birinchisini у  bo’yicha, ikkinchisini esa 
x bo’yicha differentsiallasak:

дМ _ d 2u dN _ d2u 
dy dxdy ’ dx dydx 

ga ega bo’lamiz. Agar ikkinchi hosilalar uzluksiz bo’lsa, u holda
dM _ dN 
dy dx

tenglik o’rinli bo’ladi. Demak, (2) tenglik (1) ning chap tomoni biror 
u(x, y) funktsiyaning to ’la differentsiali bo’lishi uchun zaruriy shart ekan. 

Endi faraz qilaylik, (2) tenglik o’rinli bo’lsin. U holda

^ -  = M (x ,y)
dx

munosabatdan

u= \ m (x, y)dx + <p(y)

kelib chiqadi, bu erda x0- yechimning mavjudlik sohasidagi ixtiyoriy 
nuqtaning abtsissasi.



x bo’yicha integrallaganda у  ni o ’zgarmas deb faraz qilingani uchun, 
integrallash jarayonida hosil bo’ladigan o’zgarmasni у  ning funktsiyasi, 
deb hisoblash mumkin.

Endi <p(y) ni shunday tanlaymizki, natijada (3) ning ikkinchisi ham 
o ’rinli bo’lsin. Buning uchun oxirgi tenglikni у  bo’yicha 
differentsiallaymiz:

tenglikni hosil qilamiz.
Demak, (2) shart bajarilsa, shunday u(x,y) funktsiya mavjudki,

ya’ni (1) ning umumiy integralini hosil qilamiz.
1  - m i s о I . (x + y -\)d x  + (ey +x)dy = 0 tenglamaning umumiy 

yechimini toping.

lekin (2) shartga ko’ra

yoki
+<p’(y) = N(x,y).

Demak,
<p'(y) = N(x0,y )

yoki
У

<р(у)= \N ( x 0,y)dy + C^

Va nihoyat,
X У

( 4 )

J У

( 5 )



дМ
Yechish. Bu yerda M (x ,у)  = x + у  - 1,N (x ,y) = ey + x , - 1, 

dN _
, ya’ni (2) shart bajarilyapti, demak, berilgan tenglama to ’la

differentsialli ekan.
Umumiy yechimni (5) formula bo’yicha topamiz:

1  s  y

J(x + у  -  Y)dx + j eydy = C,

yoki

П  1 + e ’ \yo = C u
1  2—x + xy -  X  
2

Bundan

^ x 2 + x y - x  + ey -1  = C, yoki ey + ^ x 2 + x y - x  = C

ga ega bo ’lamiz.
5.2. Agar (2) tenglik bajarilmasa, u holda (1) tenglama to’la 

differentsialli bo’lmaydi. Bunday tenglamalar uchun ayrim hollarda 
integrallovchi ko’paytuvchi, deb ataluvchi shunday ц (х ,у) funktsiyani 
topish mumkinki, berilgan tenglamani shu funktsiyaga ko’paytirilganda, 
tenglama to ’la diiferentsiallikka aylanadi.

Integrallovchi ko’paytuvchi н (х>У) ni topish uchun berilgan 
tenglamani p (x ,y )  ga ko’paytiramiz:

fiM (x,y)dx + /uN(x,y)dy = 0.
M a’lumki, bu tenglama to ’la differentsialli bo’lishi uchun

d(fiM) _ dipN) 
dy dx

bo’lishi zarur va yetarlidir. Oxirgi tenglikni quyidagicha yozib olamiz:
dM du dN duи ---- + M —  = и—  + N —
ду ду дх dx

yoki

dy dx
r dN dM

dy у
Tenglikning ikkala tomonini ц {х ,у)  ga bo’lib yuborsak nom a’lum
М(х,у) funktsiyaga nisbatan:

. .d ln / i  S i n / /  dN dMM - - - - ——N - - - - —  = - - - - - - - - - - -  ( 6 )
dy dx dx dy



tenglamani hosil qiiamiz. Buni umumiy holda yechish juda murakkab, 
shu sababli uni ayrim xususiy hollardagina hal qilamiz.

Masalan, (1) tenglama faqat у  ning funktsiyasi bo’lgan integrallovchi 
ko’paytuvchiga ega bo’lsin. U holda

Э1п£  = 0
dx

bo’ladi. Shu sababli, (6) tenglama quyidagi ko’rinishda bo’ladi:
8N dM 

d  In // dx dy
dy M

Agar bu yerda
dN dM 
dx dy 

M
ifoda faqat у  ga bog’liq bo’lsa, u holda

(dN /h  *  ц  = e‘
bo’ladi.

Aynan shundek, agar
8N dM 
dx dy

N
ifoda faqat x ga bog’liq bo’lsa, u holda integrallovchi ko’paytuvchi

(m  aw'] /
h  *>/* *  fi = e ‘ /N

ko’rinishda topiladi.
2  - m i s о I . yd x - (x + y 2yfy = 0 tenglamaning umumiy ildizini 

toping.
, dN

Yechish. Bu yerda M = y ,N  = -(x + у  , ya’ni, 2 >

dy ’ dx
dN dM

dM dN dx dy 2
~7 T  , lekin -----—-----= — . Shu sababli,dy dx ’ M y

-Ij+  1
M =e  = — .

У
Berilgan tenglamani shu integrallovchi ko’paytuvchiga ko’paytiramiz:



Natijada to ’la differentsialli (buni tekshirishni o’quvchiga havola qilamiz) 
tenglama hosil qilamiz.

*o = = 1 deb (5) formulani qo’llaymiz:

>-кг+'>-с
yoki

, У

= СX
X

f  1 1— — - ~  +  y
У 1 < у  J

Demak, berilgan tenglamaning umumiy yechimi
X—  y  = C 
У

ekan.

6-§. Egri chiziqlar oilasining o’ramasi.

Quyidagi
F(x,y,C) = 0 (1)

tenglama Oxy dekart koordinatalar tekisligida S ning har bir qiymatida 
biror egri chiziqni ifodalaydi (3-bob, l . l -§  qarang). S ning har xil 
qiymatlariga mos keluvchi egri chiziqlami bir parametrli egri chiziqlar 
oilasi deb ataymiz. Demak, (1) tenglama bir parametrli egri chiziqlar 
oilasini aniqlar ekan.

Ta’rif. L chiziq bir parametrli egri chiziqlar oilasining o’ramasi 
deyiladi, agar u  o’zining har bir nuqtasida oilaning biror chizig’iga urinib 
o’tsa va har xil nuqtalarida urinayotgan oilaning chiziqlari ham  har xil 
bo’lsa.

1-m i s о 1 . {x -  C)2 + y 2 = R2 tenglama markazlari Ox o’qida 
joylashgan R radiusli aylanalar oilasini beradi. Bu oilaning o’ramalari 
y  = R \ a  у  = —R to ’g’ri chiziqlardir ( 1-rasmga qarang).



Ул.
R

- t V -----Г
-R * *

123-rasm.
Endi o’ramani topish masalasini ko’raylik. Faraz qilaylik, (1) egri 

chiziqlar oilasi berilgan bo’lsin. Agar u tenglamasi у  = <p(x) bo’lgan 
o ’ramaga ega bo’lsa, bu yerda <p(x) -uzluksiz va differentsiallanuvchi 
funktsiya, u holda bu o’ramaning har bir M (x,y) nuqtasi (1) oilaning 
biror egri chizig’iga tegishli bo’ladi, bu egri chiziqqa S koeffitsientning M 
nuqtaning koordinatalari (x ,y ) ga bog’liq bo’lgan aniq bir qiymati mos 
keladi: С = C (x ,y). Demak, o’ramaning barcha nuqtalari uchun

F(x,y,C(x,y)) = 0 (2)
bo’ladi, ya’ni (2) ni o’ramaning oshkormas tenglamasi deb qarash 
mumkin. Faraz qilaylik, C(x,y) koeffitsient x ,y  laming barcha 
qiymatlarida o ’zgarmas bo’lmagan differentsiallanuvchi funktsiya bo’lsin. 
O’ramaning (2) tenglamasidan o’ramaga uning M (x,y) nuqtasida 
o ’tkazilgan urinmasining burchak koeffitsientini topaylik. (2) ni * 
bo’yicha differentsiallaylik:

'дҒ дҒ дС Л
—  + ---------у'= О

кду дС д у )
дҒ дҒ_д£ 
дх дС дх

yoki

F, + F’y'+Fc fdC дС ,— + — у
дх ду

=  0 (3)

M a’lumki, egri chiziqga o’tkazilgan urinmaning burchak koeffitsienti 
uning tenglamasidan olingan hosilaning shu nuqtadagi qiymatiga teng. 
Agar oshkormas funktsiyadan olinadigan hosila formulasini eslasak:

y = - 4
V

oilaning egri chizig’iga o ’tkazilgan urinmaning burchaku holda ( 1) 
koeffitsienti

Ғ'х+Ғ'7ў =  0 (4)
tenglikdan aniqlanadi. O’ramaga o’tkazilgan urimaning burchak 
koeffitsienti egri chiziq urinmasining burchak koeffitsientiga teng bo ’lgani 
uchun (3) va (4) larga asosan



дх ду
tenglikka ega bo ’lamiz. O’ramada C(x,y) * const bo’lgani uchun

dC dC , n—  + ----у'Ф 0
dx dy

shu sababli, o’ramaning barcha nuqtalari uchun
F c ( x , y , C )  =  0 ( 5 )

bo’ladi. Natijada o ’ramani topish uchun
F ( x , y , C )  =  0 1

F'c (x,y,C) = Oj (6)
sistemani hosil qildik. Lekin bu tenglamalami (1) ning Fx,F'y xususiy 
hosilalarini nolga aylantiradigan statsionar nuqtalar deb ataluvchi 
nuqtalar koordinatalari ham qanoatlantiradi.

Haqiqatan, maxsus nuqtaning koordinatalarini (1) tarkibiga kiruvchi С 
parametr orqali ifodalash mumkin:

* = Л(С), у  = м(С). (7)
Agar bulami (1) ga olib borib qo’ysak:

F(A(C), M C ),C )= 0  
ayniyatni hosil qilamiz. Uni С bo’yicha differentsiallaylik:

. dX . duFx ----+ F„ —  + Fc = 0.
1 dC y dC c

x ,y  lar statsionar nuqtaning koordinatalari bo’lgani uchun FI =Q,Fy =0  
bo’ladi, shu sababli yuqoridagi tenglikdan F̂ . = 0 kelib chiqadi.

Demak, (6) ni yechganda, yechim o’ramani yoki statsionar 
nuqtalaming geometrik o ’mini bildirishini aniqlash uchun qo’shimcha 
tekshirishlar o’tkazish lozim ekan.

2-m i s  о I. ( x - C f  + y 2 = R1 aylanalar oilasining o’ramasini (6) 
sistema yordamida aniqlang.

Yechish. Oila tenglamasini S bo’yicha differentsiallaylik:
2(x — C)= 0.

U holda (6) sistema bu misol uchun quyidagicha bo’ladi:
( л - С ) 2 + / = Л 2,1

2(x -  C ) =  0. J 
Bu sistemadan S ni yo’qotsak:

y 2 -  R2 = 0 yoki у  = ±R



hosil bo’ladi. Shu natijaga biz boshqa usul bilan kelgan edik. Ma’lumki, 
bu o ’rama edi. Bu yerda ham aylana statsionar nuqtalarga ega bo’lmagani 
uchun y = ±R - o’rama tenglamasi, degan xulosaga kelamiz.

3 - m i s о I . У  -  (a -  C f  = 0 yarimkubik parabolalar oilasining 
o’ramasini toping.

Yechish. Berilgan tenglamani S parametr bo’yicha differentsiallaymiz:
2(x -  C)= 0.

Bundan S ni topib, oila tenglamasiga qo’ysak:
y  = 0

bo’ladi. Bu Ox o ’qining tenglamasi. Uni o’ramami yoki statsionar 
nuqtalaming geometrik o’rnimi ekanligiga ishonch hosil qilish uchun 
berilgan oilaning statsionar nuqtalarini topaylik. Buning uchun berilgan 
tenglamani x va у  bo’yicha differentsiallaylik:

Fs = -2(x -  C) = 0;
F > 3 ;y 2=0.

Bundan x = С , у  = 0 ekanligi kelib chiqadi. S ga har xil qiymatlar 
bersak, statsionar nuqtalar Ox o ’qini to’lg’izadi, ya’ni Ox o ’qi statsionar 
nuqtalaming geometrik o’mi ekan (124-rasmga qarang).

2 2 3
4 - m i s о I . ( y -СУ  -  —C t - C )  = 0 oilaning o ’ramasi va statsionar

nuqtalarining geometrik o ’m ini toping.
Yechish. Tenglamani S bo’yicha differentsiallaylik:

- 2 0 - 0 + j - 3 C c - C )2 =0

yoki
y - C  = ( x - C f .  (8)

Buni berilgan tenglamaga qo’ysak:

c x - c y - | c x - c )3=0

yoki



<*-с у [с с - o - f

hosil bo’ladi. Bundan S ning ikkita qiymatini topamiz: S j = x ,
C, = x - V ,/з-

Agar (8) ga birinchi qiymatni qo’ysak:
y - x  =  ( x - x f

yoki
y  =  x

tenglamani hosil qilamiz. Agar (8) ga ikkinchi qiymatni qo’ysak:
2  f  2 V .

y - x + —  x - x + - \  = 0
3 i  3 )

yoki
y  =  x -

kelib chiqadi. Topilgan chiziqlaming birinchisi statsionar nuqtalaming 
gelmetrik o ’mini, ikkinchisi esa o ’ramani beradi (125-rasmga qarang).



Eslatma. 13-bobning 4-§ ida biz egri chiziqning normali evolyutaga 
urinma bo ’lishini ko’rsatgan edik. Shu sababli, berilgan egri chiziqning 
normallari oilasi evolyuta uchun urinmalar oilasi bo’ladi. Demak, 
evolyuta berilgan egri chiziqning normallari oilasi uchun o’rama 
vazifasini o’tar ekan ( 126-rasmga qarang).

umumiy integralga ega bo’lsin.
Faraz qilaylik, (2) umumiy integralga mos keluvchi umumiy egri 

chiziqlar oilasi o ’ramaga ega bo’lsin. Bu o’rama (1) differentsial 
tenglamaning integral egri chizig’i bo’lishini ko’rsatamiz.

Haqiqatan, o’rama o’zining har bir nuqtasida oilaning biror egri 
chizig’iga urinadi, ya’ni u bilan umumiy urinmaga ega bo’ladi. Demak, 
har bir umumiy nuqtada o’rama va egri chiziq x ,y ,y ' miqdorlaming bir 
xil qiymatlariga ega bo’ladi. Lekin oilaning egri chizig’i uchun x ,y ,y '  
sonlar (1) tenglamani qanoatlantiradi. Shu sababli, o’ramaning har bir 
nuqtasini abtsissasi, ordinatasi va burchak koeffitsienti ( 1) tenglamani 
qanoatlantirishi shart. Bu - o ’rama integral chiziq, uning tenglamasi esa 
differentsial tenglamaning yechimi ekanligini bildiradi.

Lekin o’z navbatida o’rama, umuman aytganda, integral yechimlar 
oilaning vakili emas, shu sababli, u umumiy integraldan С ning biror 
xususiy qiymati orqali topilmaydi.

Ta’rif. Differentsial tenglamaning umumiy yechimidan С ning biroita 
ham qiymati orqali topib bo’lmaydigan va grafigi umumiy yechimga 
kiruvchi integral egri chiziqlar oilasining o ’ramasi bo’lgan yechimi 
differentsial tenglamaning "maxsus yechimt', deb ataladi.

Faraz qilaylik, (2) umumiy integral berilgan bo’lsin. Undan va 
Ф 'с(х ,у ,С )= 0  tenglamadan S parametmi yo’qotib, ф(х,у) = 0 
tenglamaga kelamiz. Agar bu funktsiya (1) ni qanoatlantirsa-yu, lekin (2) 
yechimlar oilasiga tegishli bo’lmasa, u holda ta’rifga ko’ra, bu funktsiya 
maxsus integral bo’ladi.

Shuni ta’kidlash lozimki, maxsus yechimni ifodalovchi egri chiziqning 
har bir nuqtasidan kamida ikkita integral egri chiziq o’tadi, ya’ni maxsus

7-§. Birinchi tartibli differentsial tenglamalarning 
maxsus yechimlari.

Berilgan

(1)
differentsial tenglama

Ф (х ,^ ,С )= 0 (2)



yechimning har bir nuqtasida differentsial tenglamaning yechimini 
yagonaligi buzilyapti.

Shuning uchun yechimning yagonaligi buziladigan nuqtalar "maxsus 
nuqtalar" deb ataladi. Demak, maxsus yechim maxsus nuqtalardan iborat 
ekan.

M i s o l .  y 4  + y'2> R 2 tenglamaning maxsus yechimlarini toping.
Yechish. Awal uning umumiy integralini topamiz. Buning uchun 

tenglamani hosilaga nisbatan yechib olamiz:

O’zgaruvchilarini ajratsak:

Buni integrallasak:

Ф + -JR l - y z
dx у

ydy

^ R 2 - y 2

-dx .

( x - C )2 + y 2 = R 2

umumiy integral hosil bo’ladi.Ma’lumki (6-§, 1-misolga qarang), bu 
oilaning o’ramasi у  = ±R to’g’ri chiziqlardir.

y  = ±R funktsiyalar berilgan tenglamani qanoatlantiradi. Demak, bu 
funktsiyalar maxsus yechimlar ekan.

8-§ . Hosilaga nisbatan ycchilmagan differentsial 
tenglamalar.

Birinchi tartibli quyidagi
F(.x,y,y")= 0 ( 1)

differentsial tenglama berilgan bo’lsin. Yuqorida bunday tenglamalar 
hosilaga nisbatan yechilgan hollar uchun ko’rildi. Endi ko’radigan 
holimizda F(x,y,y") funktsiya y ’ ga nisbatan chiziqli bo’lmasin deb 
faraz qilamiz. Bunday hollarda tenglama har doim ham ў  ga nisbatan 
yechilavermaydi. Shunday bo’lsada, biz bu paragrafda parametr kiritish 
yordamida hosilaga nisbatan yechiladigan tenglamaga keltiriladigan ayrim 
xususiy hollami ko’rib chiqamiz.

8.1. n-darajali birinchi tartibli tenglamalar. Faraz qilaylik, differentsial 
tenglama quyidagi ko’rinishda berilgan bo’lsin:

<уУ + P\ O’’)"'1 + Рг Сy'T 2 + ■■■ + Рп~\У’+РпУ = 
bu yerda и -natural son, P ],p 2>-'->Pn lar x va у  laming funktsiyalari.



Agar bu tenglama ў  ga nisbatan yechilsa, u holda ў  uchun n ta har 
xil ifoda hosil bo’ladi:

У  =  / 1  ( * , У), У' =  Л (x ,y ) , ..., y' = f „ ( * ,> ) -  (2)
Bu bilan berilgan tenglamani integrallash hosilaga nisbatan yechilgan n 
ta (2) tenglamalarga keltirildi.

Agar Ф,(дг,у,С| )=0, Фг(х,у,С2)=0, . . .<Ф„(х,у,Сп')=0 lar bu 
tenglamalaming umumiy integrallari bo’lsa, u holda berilgan 
tenglamaning umumiy integrali

Ф ,(Х>У,СУ Ф2(х,у,Су.. .  Ф„(х,у,С)=0 
ko’rinishda bo’ladi (buni tekshirishni o’quvchiga topshiramiz). 
Umumiylikka ziyon yetkazmaslik maqsadida barcha C,,C2...,C„ lami 
bitta С o ’zgarmas bilan almashtirdik.

2 Xy
J - m i s о I . O ') — 7 = 0 tenglamaning umumiy integralini toping. 

a
Yechish. Agar tenglamaning chap tomonini ko’paytuvchilarga ajratsak, 

tenglama quyidagi ko’rinishga keladi:

'  Г  My—
v a

y+
a j

=  0

Bundan

y . V i . o  v a
a a

tenglamalami hosil qilamiz. Ulaming umumiy integrallari mos ravishda
г -  хых „ „ r— x-Jx „  „

y jy — ------ C = 0 va -Jy+ —------C = 0
3  a 3  a

bo’ladi (tekshiring!). U holda berilgan tenglamaning umumiy integrali
x3

0

bo’ladi.

8.2. у  ga nisbatan yechilgan va x  qatnashmagan tenglamalar.
Bizga

У = <Р(У) (3)
ko’rmishdagi tenglama berilgan bo’lsin.

Agar bu tenglamada y '= p  belgilash kiritsak, (3) quyidagi
У = <p(p ) (4)



, _ d y
ko’rinishga keladi. Endi y'= p  tenglikni p  ko’rinishda yozib olib 

integrallasak:

hosil bo’ladi, oxirgi integralga bo’laklab integrallash usuli qo’llandi. (4) va
(5) lardan tuzilgan tenglamalar sistemasi berilgan tenglamaning parmetrik 
ko’rinishdagi umumiy yechimini bo’ladi. Zaruriyatga qarab, (4) va (5) 
lardan p  ni yo’qotib, bu yechimni Ф(х,^,С)=0 ko’rinishga keltirsa 
bo’ladi.

2 - m i s о I . у  = O'')2 + 2(y')3 tenglamaning umumiy yechimini 
toping.

Yechish. y ’= p  deb tenglamani y  = p 2 + 2 p 3 ko’rinishga keltiramiz. 
Agar buni x ga nisbatan differentsiallasab, y'= p  ekanligini hisobga 
olsak:

Bundan o’z navbatida dx = (2 + 6 pyip , integrallagandan so’ng esa 
x = 2p + 3p2 + C  hosil bo’ladi. Shu sababli, umumiy yechim quyidagicha 
bo’ladi:

ko’rinishdagi tenglama nazarda tutilyapdi. Bunda ham, xuddi 
yuqoridagidek y '= p  belgilash kiritamiz. U holda tenglama

ko’rinishga keladi. Endi y'= p  tenglikni dy — pdx ko’rinishda yozib olib, 
integrallasak, bo’laklab integrallash usulini qo’llagandan so’ng

dx J dx

x = <p(p) (6)

yoki
hosil bo’ladi. Demak, umumiy yechim

parametrik ko’rinishda bo’lar ekan.



3 - m i s о I . x = /  sin у' tenglamaning umumiy yechimi topilsin. 
Yechish. Agar y' = p  desak, u holda x = psinp  bo’ladi. Endi dy = pdx 

tenglikni integrallasak:
у  = J pdx = px -  jxdp = px -  j p  sin pdp = px + p cos p  -  jcos pdp =

= px + p  cos p  -  sin p  + С 
kelib chiqadi. Demak, umumiy yechim 

x — p  sin p,

у  = p 2 sin p  + p cos p  — sin p  + Cj 
bo’lar ekan.

8.4. H ero  tenglamasi. у  ga nisbatan yechilgan, x va у  ga nisbatan 
chiziqli, lekin ў  ga nisbatan yechilmagan quyidagi tenglama

у  = ху'+ч/{ў) (7)
"Klero" tenglamasi, deb ataladi. Xuddi yuqoridagidek, bu yerda ham 
y'=  p  deb qo’shimcha parametr kiritamiz. U holda (7) quyidagi 
ko’rinishga keladi:

y  = xp + iy(p) . (7‘)
Agar oxirgi tenglikni jc bo’yicha differentsiallasak:

yoki

Ф  „  чФp = x —  + p  + iy,{p )—
ax ax

[х + У \ р ) $ -  = 0 dx
tenglikka kelamiz. Har bir ko’paytuvchini nolga tenglaymiz:

dp
i  = 0 , (8) 

x + y/'(p) = 0. (9)
Agar (8) ni integrallasak, p  = C  hosil bo’ladi, buni (7’) ga qo’yib, (7') 

ning umumiy yechimiga
y  = xC + i//(C) (10)

ega bo’lamiz. Ma’lumki, bu to ’g’ri chiziqlar oilasidir.
Agar (9) dan p  parametmi x ning funktsiyasi sifatida aniqlab, (7') ga 

qo’ysak, hosil bo’ladigan:
y  = xp{x) + \ff\p(xy\ (11)

funktsiya (7) ning yechimi bo’ladi (tekshiring!). Lekin (11) yechim (10) 
umumiy yechimdan S ning biror qiymatida ham kelib chiqmaydi. Shu 
sababli, bu yechim maxsus yechim bo’lib, u quyidagi



у  = хр + у/(р), 1 
x + iff'{p) = О J

у  = хС + ч/(С)Л 
х + у/' (С) = О J

sistemadan S ni yo’qotish yo’li bilan hosil qilinadi. Demak, Klero 
tenglamasining maxsus yechimi ( 10) umumiy integrallar oilasining 
o ’ramasi, ya’ni boshqacha qilib aytganda, Klero tenglamasining umumiy 
yechimi maxsus yechimlariga o ’tkazilgan urinmalar oilasidan iborat bo’lar 
ekan.

4 - m i s o  I . У = xy'-ey tenglamani integraUang.
Yechish. Bu tenglamada y ' = p  deb, uni y  = p x - e p ko’rinishda yozib 

olamiz. Bu tenglikni difFerentsiallaylik:
dy = pdx + xdp -  ep dp 

Lekin dy = p d x , shuning uchun oxirgi tenglik
xdp — erdp = 0

yoki
t x - e pylp = 0

ko’rinishga keladi. Demak, yo dp = 0 yo x = ep bo’lishi kerak. Agar 
dp = 0 bo ’lsa, u holda p  = C bo’ladi. Buni y  = p x - e p ga qo’ysak:

y  = C x -ec
umumiy yechimni hosil qilamiz. Agar x = ep desak, berilgan 
tenglamaning maxsus yechimi

x = ep, 

y  = ( p -  \)e"
sistemaning birinchi tenglamasidan p  parametmi aniqlab (bu yyerda u 
p  = \nx bo’ladi), ikkinchisiga qo’ysak, quyidagi

у  = x(ln x -  1)
ko’rinishda aniqlanadi. Endi umumiy yechim aniqlagan to ’g’ri chiziqlar 
maxsus yechimlarga o ’tkazilgan urinmalar oilasi bo’lishligini ko’rsatish 
qoldi.

Maxsus yechimni differentsiallaylik:
y'=\nx.

Hosilaning geometrik m a’nosidan, maxsus integral chiziqga uning 
M (x0, y 0) nuqtasida o’tkazilgan urinmasining tenglamasi



у  = Cx -  ec
tenglamani hosil qilamiz.

8.5. Lagranj tenglamasi. "Lagranj tenglamasi", deb quyidagi 
tenglamaga aytiladi:

у  = хч*У) + ¥{Ў)  , (12)
bu yerda <p va у/ lar ў  ning m a’lum funktsiyalaridir. Tenglama x va 
у  ga nisbatan chiziqli, avvalgi bo’limda ko’rilgan (7) "Klero" tenglamasi 
(12) ning (p(y ' )^y '  bo’lgandagi xususiy holi. Shu sababli, bu tenglama 
ham yuqorida ko’rilgan tenglamalar kabi y ’= p  parametr kiritish 
yordamida integrallanadi. U holda, (12) quyidagi ko’rinishni oladi:

y  = x<p(p) + y/(p) (12')
Buni x bo’yicha differentsiallasak:

dp
P = <p(p) + [хф'(р) + V'X/OH-dx

yoki

P-<P{P) = ^(P\P) + ¥'{P)1̂ -  (13)ax
ega bo’lamiz. Bu tenglamaning umumiy yechimini topish maqsadida uni 
quyidagi ko’rinishda yozib olamiz:

dx x <p'(p)  ̂ V \p )  
dp P~<P(P) P -  <P(P) 

va x ni p  ning funktsiyasi sifatida qaraymiz. U holda hosil bo’lgan 
tenglama x ga nisbatan chiziqli differentsial tenglama bo’ladi.

Shu bobning 3-§ ida ko’rilgan usullaming biri bilan uning
x = f (p ,C )

yechimini topamiz. Bundan va (12’) dan p  parametmi yo’qotsak, (12) 
ning

Ф(х,у,С) = 0 
ko’rinishdagi umumiy yechimini hosil qilamiz.

(121) ni p  ning p a -<p(Po) = ® shartni qanoatlantiruvchi har qanday 
o’zgarmas p 0 qiymati ham ayniyatga aylantiradi. (7) ning p  = p 0 

qiymatga mos keluvchi yechimi x ning chiziqli funktsiyasi bo’ladi. Bu 
chiziqli funktsiyani topish uchun (12') dagi p  parametr o’rniga p  = p 0 

qiymatni qo’yish kifoya:
y  = x<p(p0) + V'(p0) ■



Agar bu yechim umumiy yechimdan o’zgarmasning biror qiymatida hosil 
bo’lmasa, u holda bu yechim maxsus yechim bo’ladi.

5 - m i s о I . у  = xy'2 +y '2 ko’rinishdagi Lagranj tenglamasini 
integrallaylik. Buning uchun unda y ' - p  almashtirish bajaramiz:

y  = xp2 + p 2. (14)
Agar (14) ni x bo’yicha differentsiallasak:

yoki

p  = p 2 + \2.xp + 2 p f e -  
dx

p ( \ -  p) = 2p(x + \ )^ -  (15)
dx

hosil bo’ladi. Oxirgi tenglikni quyidagicha yozib olaylik:
dx 2 2

- - X -  

dp 1 -  p  1 — p  ’
Buning umumiy yechimi

<*«

bo’ladi (tekshiring!). Agar (14) va (16) dan p  parametmi yo’qotsak, 
umumiy yechim

у  — С  + + 1}
ko’rinishga keladi.

(15) tenglikni p  ning p  = 0 va p  = \ qiymatlari ham qanoatlantiradi. 
Shu sababli, berilgan tenglamaning shu qiymatlarga mos keluvchi 
yechimlari

у = x  ■ О3 + О2 = 0 va у  = х + 1 
bo’ladi. Bulardan ikkinchisi maxsus yechim bo’lmaydi, chunki u umumiy 
yechimdan S=0 qiymatda hosil bo’ladi, shu sababli u xususiy yechim, 
y  = 0 esa maxsus yechim, chunki u umumiy yechimdan S ning birorta 
ham qiymatida kelib chiqmaydi.

Eslatma. Odatda "Lagranj" tenglamasi deb, jc va у  ga nisbatan 
chiziqli bo’lgan quyidagi

n y ' ) x  + Q(y')y + R{y') = о (18)
ko’rinishdagi har qanday birinchi tartibli differentsial tenglamaga aytiladi. 
Lekin bu tenglama (12) ko’rinishga uni Q(y') ga bo’lib keltirilishi 
mumkin, bunda

p ( / ) = - ^ ! 2  =
Q(y')  Qiy' )



Biz bu paragrafda (18) tenglamaning eng sodda ko’rinishidan boshlab, 
barcha xususiy hollarini ko’rib chiqdik.

9-§. Yuqori tartibli differentsial tenglamalar.

9.1. Umumiy tushunchalar. Quyidagi
Ғ ( х ,у ,ў ,ў ' , . . . , у ^ >  0 (1)

nom a’lum funktsiyaning n-hosilasini o’z ichiga olgan tenglamalar n- 
tartibli differentsial tenglamalar, deb ataladi. Ayrim hollarda, (1) yuqori 
tartibli hosilasiga nisbatan yechilgan bo’lishi mumkin, ya’ni

/ " ’ =/<*, . / " ’’D (1’)
ko’rinishda berilgan bo’lishi mumkin.

Bu paragrafda biz (Г) ko’rinishdagi yoki shu ko’rinishga keltiriladigan 
tenglamalami ko’ramiz. Bunday tenglamalar uchun quyidagi teorema 
o’rinli.

Teorema. Agar (Г) tenglamada / Ь с , у , У , ў ' , . . . , у <*~1у') funktsiya va 
uning у,ў, у" , . . - ,у**~1) argumentlari bo’yicha olingan xususiy hosilalari 
Mu(x0, y a,y 0',ya",...,y0in~°) nuqtani o ’z ichiga olgan qandaydir sohada 
uzluksiz bo’lsa, u holda tenglamaning

У = Уо.У=Уо .У =  Уо = V ""0 (2)
shartlami qanoatlantiruvchi yagona yechimi mavjud.

(2) shartlar boshlang’ich shartlar, deb ataladi.
Ta’rif. n-tartibli (Г ) differentsial tenglamaning umumiy yechimi deb, 

n ta Ci, C2,...,C„ koeffitsientlarga bog’liq bo’lgan shunday
y  = <p(x,Ct,C2, . . . ,Cn)

funktsiyaga aytamizki, u
1) Cj, C2,...,C„ koeffitsientlaming har qanday qiymatlarida ham (Г) 

ni qanoatlantiradi;
2) Сi, C2,...,Cn koeffitsientlaming shunday qiymatlari mavjudki, bu 

qiymatlarda y  = <p(x, C ,,C2,...,C n) (2) boshlang’ich shartlami ham 
qanoatlantiradi.

Oshkormas Ф{х,у,С1<С2,.. .,Сп')= 0 ko’rinishda topilgan yechim (Г) 
ning umumiy integrali, deb ataladi.

Ch C2,...,C„ koeffitsientlaming aniq qiymatlari uchun umumiy 
yechimdan hosil qilinadigan har qanday yechim xususiy yechim, deyiladi.

Xususiy yechimning grafigi differentsial tenglamaning integral chizig’i, 
deb ataladi.



Demak, n-tartibli differentsial tenglamani yechish deganda, uning 
umumiy yechimini yoki boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy 
yechimini topishni tushunar ekanmiz.

9.2. Eng sodda n-tartibli tenglamalar. Quyidagi
/ " ’ = /(* )  (3)

ko’rinishdagi tenglamalar eng sodda differentsial tenglamalar, deb ataladi.
Agar y w  = ekanligini'e’tiborga olib (3) ni integrallasak:

bo’ladi, bu yerda x ning biror qiymati. Agar yana bir marotaba 
integrallasak:

r / x  \

\A*)dx  &  + C ,(x -* 0) + C2
ГЛ*0 >

munosabatni hosil qilamiz. Va nihoyat, shu jarayonni n marotaba 
bajarsak (3) ning umumiy yechimini topamiz:

у  = ) -  ]f (x )dx . . .dx+C i (X~ ~ -  + C2 2- + -  + Q .

Agar (2) ko ’rinishdagi boshlang’ich shartlar berilgan bo’lsa, unga mos 
keluvchi xususiy yechimni topish uchun

Сл =Л »С я-1=^о '......Cl = y â
deyish kifoya.

1 - m i s о I . y"=xe~x tenglamaning Х °) = ЬУ(0) = 0 boshlang’ich 
shartlami qanoatlantinivchi xususiy yechimini toping.

Yechish. Berilgan tenglamani ketma-ket integrallab, uning umumiy 
yechimini topamiz:

y'= jxe~zdx = - x e 1 -  e~z + C ,,

у  = jfr  xe~x - e ' x + C, J6c = xe~x + 2e"x + C,x + C2
yoki

у  = (x + 2)e_r + Ctjc + C2.
Agvr boshlang’ich shartlardan foydalansak: 1 = 2 + C2; C2 = - 1;
0 = -1 + С ,; C, = 1. Demak, xususiy yechim

>> = (x + 2)c_I + x -1
ekan.



F ix ,y « \y iUl\ . . . , y ™ > 0  (4)
ko’rinishdagi differentsial tenglamalar kiradi.

Agar (4) da y 'k> = z almashtirish bajarsak, uning tartibi к taga 
pasayadi, ya’ni

F V c,z,z’, . . . , z ir- k^ =  0

bo’ladi.
V*

2 - m i s о I . У"-------- = x(x -1 )  • y(2) = 1; y'{2) = - \  masalaning
x - 1

yechimini toping.
Yechish. Berilgan tenglamada у  bevosita qatnashmayapti, shu sababli 

y'= z desak, tenglama quyidagi

z ' -— r x ( x - 1)
JT— 1

chiziqli tenglamaga keladi. Buni masalan, Bemulli usuli bilan yechamiz, 
ya’ni yechimni z = u9  ko’rinishda qidiramiz. U holda, и va <9 larga 
nisbatan

и 9' = x{x -1)
sistema hosil bo’ladi. Sistemaning birinchi tenglamasidan

u = x - \
ni topib, ikkinchisiga qo’ysak:

x 2
9 = —  + C,

2 1

kelib chiqadi. U holda, z = u9 = Cl( x - l ) + ^ x 2(x - l )  bo’ladi. Bu yerda

z = ў  ekanligini eslab, yana bir marotaba integrallasak:

y  = C ,( x - l ) 2 + ±x* - \ x l +C 2
О о

hosil bo’ladi. Bu yerdagi C, va C2 o’zgarmaslami boshlang’ich shart- 
lardan foydalanib topamiz:

2>,

1 = C, - I2 + - - 2 4 -  —-23 +C,.
1 8 6 2

_ 20
Bundan C, = -3 ; C 2 = — . Demak, qo ’yilgan masalaning echimi6



1 , 1 ,  , 2 0
у  = —х ----х — 3(х -  1) н-----

8 6 6
bo’lar ekan.

3 - т i s о I . Massasi т  bo’lgan biror jismning yuqoridan vertikal 
holatda erkin tushish masalasini ko’raylik ( l . l-§  dagi 1-misolga qarang). 
Agar jismga og’irlik kuchidan tashqari uning tushish tezligi 9 ning 
kvadratiga proportsional bo’lgan havoning qarshilik kuchi ham  ta ’sir etsa, 
shu jismning tezligi qanday qonun bilan o’zgarishini aniqlang.

Yechish. Xuddi l . l -§  dagi 1-misolga o’xshab mulahaza yuritib, 
Nyutonning 2-qonuniga ko’ra quyidagi

d 2s , ( d s \ 2

differentsial tenglamani hosil qilamizJismning erkin tushish masalasi 
ko’rilayotgani uchun boshlang’ich shartlar

s\ = 0 ,  9  = ^ ]I/.0 dt =  0
/=0

ds n d 2s d9
bo’ladi. —  = 9, — r- = —— bo’lgani uchun tuzilgan differentsial 

dt dt2 dt
tenglamani 9 ga nisbatan birinchi tartibli

at m

tenglamaga keltirsa bo’ladi. Agar bu yerda ^ -  = аг desak, unda 

o’zgaruvchilarini quyidagicha
d9 k J- = —dt

a - 9  m
ajratish mumkin. Endi oxirgi tenglikni integrallasak:

1 a + 9  к—  In-------= —t + Cl
2a a —9 m

ga ega bo’lamiz. Agar bunga boshlang’ich shartlami qo’llasak, С, = 0 
chiqadi. Demak,

. a + 9  2ak
In-------= ------1

a - 9 m
bo’ladi. Bundan

02оЙ//п _ I go*»/™ _ e~2atcl/m
9 = a — , .----- = a — ---------—— = ath(aktlm)

^  2aktjm  +  I  g a h lm  +  g -d , l /m  4  '

Lekin —  = J —  • — = J—  bo’lgani uchun oxirgi tenglikni 
m  V к m  V m



'Ғ'V т

hosil bo’ladi. Boshlang’ich shartning birinchisini qo’llab C2 =0  ni 
topamiz.

Demak, ko’rilayotgan jarayon qonuni

formula bilan ifodalanar ekan.

9.4. Erkli o’zgaruvchini o’z ichiga olmagan tenglamalar. Bizga

ko’rinishdagi tenglama berilgan bo’lsin. Bunday tenglamalarda >>'= z(y )  
almashtirish tenglama tartibini pasaytirdi. Bunda y",y'",... hosilalar 
yangi o’zgaruvchi z orqali quyidagicha ifodalanadi:

Xususan, agar tenglama 2-tartibli bo’lsa, u holda u almashtirish 
natijasida quyidagi 1-tartibli tenglamaga keladi:

4 - m i s о I . I + y '2 -yy" tenglamani yeching.
I || d z

Yechish. У'~ 2 (у)>Ў'= z ~  almashtirish natijasida tenglama quyidagi 

tenglamaga keladi:

Uning o’zgafuvchilarini ajratib integrallaymiz:

Endi у  o ’zgaruvchiga qaytsak:



■pr In C ,y  + Vc,V-l> ±(* + C 2 i

±(r+c,)ci *u+<.j)Cix 1 . * + C,
>  = ------- 1,1+4  ̂  + e +(I+' - Jt0 =  — c A C , (x  +  C 2) =  C 'c A2C| C, i.,:

9.5. y ,y ',y " , . . . ,y <a) larga nisbatan bir jinsli bo’lgan tenglamalar.
Bunday tenglamalaming tartibini y '/y  = z almashtirish orqali pasaytirish 
mumkin, bu yerda z - yangi noma’lum funktsiya.

5 - m i s о 1 . 3у 2 = 4yy"+y2 differentsial tenglamani yeching.
Yechish. Tenglamaning ikkala tarafmi y 2 ga bo’lib yuboramiz:

—T  - 4 - — = 1.
. У J У

Agar oxirgi tenglikda y'/y = z  desak, u holda bundan

У" У'2 _  . .  У" _  - 1,-------- Y -  2 yoki — = z  + z
У У У

ega bo’lamiz. Bulami tenglamaga olib borib qo’ysak, natijada 

3 z 2 - 4 z 2 - 4 z ’= l  yoki - 4 z ' = l + z 2

differentsial tenglamaga kelamiz. Agar buning o ’zgaruvchilarini ajratib 
integrallasak:

arctgz = C, - yoki  z  = tg\ C, -  4  
4 ^ 4

hosil qilamiz. Endi teskari almashtirish bajaramiz:

Buni integrallasak:

In у  = 4 l n c o ^ C , - ^ j + l n C 2 yok i y = C1 cosA\c l - ^



10.1. Ta’riflar va umumiy xossalar.
l - t a ’rif. n- tartibli differentsial tenglama chiziqli deyiladi, agar u 

noma’lum funktsiya у  ga va uning barcha ..,У ° hosilialariga
nisbatan 1-darajali, ya’ni

аоУ(п) + a, / " ' 0 + ■ - • + ап_лў+апУ = f(x)  (1)
ko’rinishda bo’lsa, bu yerda a0,al,.. .,a„,f(x)  lar jt ning berilgan 
funktsiyalari yoki o’zgarmaslar, bundan tashqari (1) tenglama qara- 
layotgan sohadagi barcha x lar uchun a0 * 0 .  Bundan buyon a0,a,,...,a„ 
va / ( j c )  funktsiyalami j c  ning qaralayotgan sohadagi barcha qiymatlarida 
uzluksiz, deb faraz qilamiz. Umumiylikni buzmagan holda, a0 = 1, deb 
faraz qilish mumkin, chunki aks holda, tenglamaning shunday 
ko’rinishiga uni an ga bo’lib keltirsa bo’ladi. / ( j c )  tenglamaning o’ng 
qismi, deb ataladi.

Agar / 0 0 * 0  bo ’lsa, (1) ni biijinsli bo’lmagan tenglama deb, agar 
f ( x )  = 0 bo’lsa, ya’ni tenglama

У л) + а1У л_|) + • ■■ ■■ + а ^ ў + 0'У = 0 (2)
ko’rinishda bo’lsa, biijinsli tenglama, deb ataymiz. Bunday deb atalishiga 
sabab, (2) ning chap tarafi laming chiziqli biijinsli
funktsiyasidir.

(1) tenglamani qanoatlantiradigan har qanday funktsiya uning 
yechimi, biror

= Уо > у' r=x„ = У  о. ■ • •. У "'1-*. = У"-0 (3)
shartni qanoatlantiruvchi yechimini esa uning xususiy yechimi, deb 
ataymiz. (3) shartni (1) tenglamaning boshlang’ich shartlari, deb ataymiz.

Chiziqli biijinsli tenglamaning bitta y, yechimini bilgan holda
y  = y x -^zdx  almashtirish orqali uning va demak, unga mos keluvchi
biijinsli bo’lmagan tenglamaning ham  tartibini bittaga pasaytirish 
mumkin. z ga nisbatan hosil bo’lgan (n -1 )-tartibli tenglama yana chiziqli 
bo ’ladi.

2 1
1 - m i s о I . / " + - / ' - / ч— -— j> = jc tenglama va unga mos keluvchi

X  X  I n  JC

biijinsli tenglamaning y, = In jc xususiy yechimi m a’lum bo’lsa, uning 
tartibini pasaytiring.

Yechish. у  = In x  ■ jzdc  almashtirish bajaramiz. Buni differentsiallab:



y ' = — - \zdx + z -Inx y " = — “г-  \zdx + —  + z '\n x ,
X X J X

1» 2 r J  3z 3z' ..1/ " = —-• \zdx---- T + —  + z Inx,
X  J X X

keyin berilgan tenglamaga olib borib qo’yamiz. Natijada bir nechta
soddalashtirishlardan so’ng quyidagi:

, 21nx + 3  (  1 ^  z lnx +------- :------r + l  — - I n x  Iz = x
tenglamaga kelamiz.

2  - m i s о I . yx =£H1£ xususiy yechimi m a’lum bo’lgan
X

2
y " + — y ' + y  =  0

X

differentsial tenglamani integrallang.
sinx

Yechish. Agar У  = --------------- \ z d x  almashtirish bajarsak:

, x co s* -sinx  r , sinx
y= -----p ------ \zdx + —

.. sinx , 2(xcosx —sinx) ( x 2  —  ^isinx + Z X C O S X  г , 
у ” - --------------- z ' +  — ------------------ ------------------- - Z - - ---------------- - ---------- ------------------------------- \ z d x

Y* 1Г V J

„ sinx , 2(x cosx-sinx) (x -2 )sin x  + 2xcosx
w " = --------------- z ' + — ------------------ ------------------- - Z - - ---------------- - ------------------------------------------

X X  X

bo’ladi. Bulami tenglamaga qo’ysak:
sin x ■ z'+2 cos x ■ z = 0 

C,
tenglama hosil bo’ladi. Bundan z -  t -;— ni topanuz. Demak,sin x

sinx r C.dx sinx.^, sinx cosx 
У = ------- I . 2 = -------- <P2 -C,c(gx)=C2 ---------- C , -------- .

x  sin X  X  X  X

10.2. Chiziqli bir jinsli tenglamalar.
1-teorema. Agar y 1 va y 2 lar (2) ning xususiy yechimlari bo’lsa, u 

holda y t + y 2 ham  (2) ning yechimi bo’ladi.
Isboti. Agar у, va y 2 lar (2) ning xususiy yechimlari bo’lsa, u  holda

y™ + aly,l"~n + -“ + a„_iy l'+any l = 0 (3’)

УгЛ)+а1У1 "~* + -- + ап-1Уг+а„Уг =0 (3")
bo’ladi. Endi y, + y 2 ni (2) ga olib borib qo’yib, (3'),(3") ayniyatlami 
inobatga olsak:

CVl +>'2)(") + ai(>l+ J'2)('”0 + -" + a,n-l(j,l +У2У+а„(У1+У2) =
= (л(п) + а1У ^  + ■ • • + ап-1У1 '+а„у,)+ (Уг™ + ai>2<n_1) + ■ • ■ + ап-,У2 '+апу2) = о

bo’ladi. Teorema isbot bo’ldi.



2-teorema. Agar у, (2) ning biror xususiy yechimi va S o’zgarmas 
bo’lsa, u holda Cy, ham  (2) ning yechimi bo’ladi.

Isboti. Cy, ni (2) ga qo’yamiz:

(Cy, )<"> +  a, (Cy,)*-'> + ■ ■ • +  a„_, (Cy, )'+a„ (Cy,) =
= C(y,‘") + a,J',*"-0 + • ■ • + a„_,y,'+a„y,) = С • 0 = 0 , 

ya’ni teorema isbot bo ’ldi.
2-ta ’rif. Agar bir vaqtda nolga teng bo’lmagan shunday 

sonlarni topish mumkin bo’lsaki, [a,b~\ oraliqning barcha x nuqtalarida
<Pn (*) =  A,q>, (x) + A2<p2(x) + - -  + A^,<pn_, (x) 

munosabat o ’rinli bo ’lsa,u holda<p„( j c )  funktsiya <P,(x),<p2( x ) , 
funktsiyalar orqali chiziqli ifodalanadi, deymiz.

3 -ta’rif. <p,(x) ,cp2(x),...,<p„(x) funktsiyalar chiziqli erkli deymiz, agar 
ulaming biri qolganlari orqali chiziqli ifodalanmasa, aks holda ular 
chiziqli bog’liq, deyiladi.

Demak, agar <p,(x) ,<p2(x),...,<pn(x) funktsiyalar chiziqli bog’liq bo’lsa, 
u holda bir vaqtda nolga teng bo’lmagan shunday Cj, C2,..., C„ sonlar 
topiladiki

C,«o, (jt)+C2<pl(x) + — v C„tp„ (x) = 0
bo’ladi.

1 - m i s о I . y, = ez ,y 2 = e2l , y 3 = 3ex funktsiyalar chiziqli bog’liq, 
chunki Cj=  1, Cf=  0, C j= -1/3 lar uchun

C,ex + C2e 2z +C 3 3ex =0.
2  - m i s о I . y, = l ,y 2 = x ,y 3 = x 2 funktsiyalar chiziqli bog’liq emas, 

chunki bir vaqtda nolga teng bo’lmagan hech qanday CIt C2, C3 lar 
uchun

C, • 1 +  С2 ■ x +  C 3 ■ x2 
yig’indi aynan nolga teng bo’lmaydi.

3 - m i s о I . y, = ek'z ,y 2 = e klZ,.. . ,y} = e lr"z funktsiyalar har xil 
k„k2 k„ sonlar uchun chiziqli erkli.

Yechish. Teskarisini faraz qilaylik, u holda bir vaqtda nolga teng 
bo’lmagan shunday Cj, C2 C„ sonlar topiladiki 

C,ek'z + C2eM + • ■ • + Cnek"z = 0
bo’ladi. Faraz qilaylik, C ^ 0 bo’lsin. Tenglikning ikkala tarafini ek'z ga 
bo’laylik:

C, + C2e(k*-t')x + • • • + Cne(k"~k])z = 0. (4)



Agar (4) ni differentsiallasak:
C2(k2 -  A,)e(k̂ k')I +... + Cn(k„~k])eik’~k')z = 0 

tenglikka kelamiz. Buni ga bo ’lib keyin yana differentsiallasak:
C, (A, -  A, )(A, -  k2 )e(k̂ x + ■ ■ • + C„ (A„ -  A, )(A„ -  k2 = 0

hosil bo’ladi. Bu jarayonni n marotaba takrorlab, natijada 
C„ (A„ -  A, )(A„ -  k2) . . . (A„ -  A„_, = 0

tenglikka kelamiz. Bu yerda farazimizga ko’ra C^O, shartga ko’ra 
*£2,...Д,, va har qanday x uchun e(i”~*')r * 0. Ziddiyatga 

keldik. Demak, berilgan funktsiyalar haqiqatan ham chiziqli erkli ekan.
4 - m i  s о I . sin J3x, еш cos fix funktsiyalar p*0 uchun -oo<jc<oo 

oraliqda chiziqli erkli.
Yechish. Haqiqatan, agar

C,e“  sin fix + C2eai cos /fc = 0 
tenglikni e“  * 0 ga bo’lsak:

C, sin fix + C2 cos px = 0 
hosil bo’ladi. Bu tenglik barcha x lar uchun, shu jumladan x =0 uchun 
ham o’rinli bo’lishi kerak. Agar x =0 desak, oxirgi tenglikdan C2 = 0 
ekanligi kelib chiqadi. U holda C, sin Дс = 0 bo’lishi kerak. Lekin 
sin fix = 0 emas. Shu sababli, C, = 0 .

3 -ta ’rif. Agar у \ ,у г,—,у я lar x ning biror (n-l)-m arotaba 
differentsiallanuvchi funktsiyalari bo’lsa, u holda quyidagi

У, Уг Уг
У,' Уг’ -  Уп

( л - 1 )  ( п - 1 )  ( л - 1 )

Ух У 2 Уп
determinantni "Vronskiy determinanti", deb ataymiz.

3-teorema. Agar У\,У2,---,У„ funktsiyalar sistemasi [a,6] oraliqda 
chiziqli bog’liq bo’lsa, u holda bu funktsiyalaming Vronskiy determinanti 
shu oraliqda aynan nolga teng.

Isboti. Agar У],У1 ,-;У„  funktsiyalar sistemasi [a, 6] oraliqda chiziqli 
bpg’liq bo’lsa, u holda bir vaqtda nolga teng bo’lmagan shunday Sj,
S2,..., Sn_j sonlar topiladiki

Уп = С ,у ,+ С 2у г + 
bo’ladi. Buni (n-l)-m arotaba differentsiallaylik:

У ?  = C,y*> + C2y ,k) +■■■ + Cn̂ y i \  , к = 1 , 2 , и -1.
U  h o ld a



= С,

У, У 2 С\У\ + С7у2+ * • ■ + с ям

у! yi' С1У1 + С2у2+ --- + с„_
s *">л)

уГ > у Г > -  с ^  + сУ " ■‘Ч -  + С

У, Уг У\ У1 Уг Уг
у! у\ у\ + с 2

у! yi у\

уГ » у! -» ... уГ > уГ> уГ> . . .

у, Уп-1 Уп-1

+С„_, у\ yi-1 Уп-х - о ,

„("-I)У\ У п-1 Уп-\

,(М)П—\

+ --• +

chunki determinantlaming har birida ikkitadan bir xil ustun bo’lgani 
uchun ularning har biri nolga teng. Teorema isbot bo’ldi.

5 - m i s о I . • (  *0 sinx.sm x-f—I  8 J
л

va sin| x -  — I funktsiyalaming

chiziqli bog’liq ekanligini ko’rsating.
Yechish. Bu funktsiyalaming Vronskiy determinantini hisoblaymiz:

^(У1>У2>УзУ= osf X  +  —
I  8

■ sin x -  sin| x + — 
8

■ (sin x ----I  8 J
COS] X ~ Y

-sin| X -  —  
8

chunki 1- va 2-satrlari o ’zaro proportsional.
6  - m i s о 1 . 4-misoldagi funktsiyalaming chiziqli erkliligini Vronskiy 

determinanti yordamida ko’rsating.
Yechish. Awal bu funktsiyalaming Vronskiy determinantini hisoblab 

olaylik:
e*’1 ev  

k2eh* k3ek,xk,ek'x
k 2ek'x k\e^‘ k \ek'x 

Agar kt * k2,kt * k3,k2 k3 bo’lsa, W(y„y2, y 3) * 0  bo’ladi. Demak, 
yuqoridagi teoremaga ko’ra berilgan funktsiyalar chiziqli erkli,ekan!



Funktsiyalar sistemasining chiziqli bog’liqligini tekshirishnirig yana 
boshqa bir mezoni mavjud. Endi shu mezonni ko’raylik.

Bizga [a,Z>] oraliqda aniqlangan у „ у г,■■■,)>„ funktsiyalar berilgan 
bo’lsin. Ular uchun

determinant y , ,y 2,---,y„ funktsiyalar sistemasining "Gram deter-minanti", 
deb ataladi.

4-teorema. y , , y 2,--->y„ funktsiyalar sistemasi chiziqli bog’liq bo’lishi 
uchun ulaming Gram determinanti nolga teng bo’lishi zarur va etarlidir.

Bu teoremaning isbotini tushurib qoldiramiz.
7 - m i s о I . y x = x, у 2 = 2x funktsiyalaming [0,1] oraliqda chiziqli 

bog’liq ekanligini ko’rsating.

Demak, 4-teoremaga ko’ra bu funktsiyalar chiziqli bog’liq ekan.
5-teorema. Agar (2) chiziqli biijinsli tenglamaning y, va y 2 

yechimlarini Vronskiy determinanti [a, 6] oraliqning biror x = x 0 

nuqtasida noldan farqli bo’lsa, u holda u [a, 6] oraliqning hech bir 
nuqtasida nolga aylanmaydi.

Teoremaning isbotini 2-tartibli chiziqli tenglama uchun bajaramiz.
Isboti. Shartga ko’ra y, va y2 funktsiyalar (2) ning yechimlari, ya’ni

Bu tengliklaming birinchisini y 2 ga va ikkinchisini jv, ga ko’paytirib, 
ikkinchisidan birinchisini ayiramiz:

( y , , y s >  j > ,  O b ' , ( x ) d x , ( i , 7  =  1 , 2 , . . . , « )
a

belgilashlar kiritamiz. Quyidagi ••

г  (y ,,y2,-~,y„)=

( У 1 . У 1 )  O ' l . J ' z )  (У1>Уп 

О2.У.) O W 2) ••• (y2,y„

( У п . У ^  (У п’ У г )  ■■■ (У п ,У ,

Yechish.

О
1 2

ГСУ„УгУ= 1  \  = О-

3 3

У1‘ + ЧУ! + агУх = 0 va у 2 + аУ2 + агУг = 0.



0 ^ 2  - y \y i)+  a\*У\Уг - У\Уг)= 0.
Ikkinchi qavsda turgan ayirma ma’lumki y x va y 2 funktsiyalaming 
Vronskiy determinantidir, birinchi qavsda turgani esa shu deter- 
minantning hosilasidir. Shu sababli, oxirgi tenglikni

W'+aJV = 0 (5)
deb yozish mumkin. Shu tenglamaning W\X„XII = W0*Q boshlang’ich 
shartni qanoatlantiruvchi yechimini topaylik. Avval (5) ning umumiy 
yechimini topamiz. Buning uchun uning o’zgaruvchilarini ajrataylik:

dW---- = —a.dx.
W 1

Bu tenglikni integrallaymiz:
x

In W = -  ja tdx + In С

yoki

Bundan
-

W = Ce -  . (6)
Bu formula "Liuvill formulasi", deb ataladi.

Ayonki, agar С = W„ bo’lsa, (6) boshlang’ich shartni ham qanoatlan­
tiradi. Demak,

-Jo ,*

W = W0e 4
funktsiya (5) ning so’ralgan xususiy yechimi ekan. W0 * 0 bo’lgani uchun 
bu funktsiya x ning birorta ham qiymatida nolga aylanmaydi. Teorema 
isbot bo’ldi.

Eslatma. Agar Vronskiy determinanti qandaydir x =  x 0 nuqtada nolga 
teng bo’lsa, u  holda (6) formuladan ko’rinib turibdiki, u berilgan oraliqda 
aynan nolga teng bo ’ladi.

6-teorema. Agar y, va у г lar (2) chiziqli birjinsli tenglamaning [a,ft] 
oraliqda chiziqli erkli bo’lgan yechimlari bo’lsa, u holda ulaming 
Vronskiy determinanti [a,6] oraliqning hech bir nuqtasida nolga 
aylanmaydi.

Isboti. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni berilgan yechimlaming Vronskiy 
determinanti \a, ft] oraliqning biror nuqtasida nolga aylansin. U holda 5-



teoremaga ko’ra u |a,ft] oraliqning barcha nuqtalarida nolga aylanadi, 
ya’ni

Faraz qilaylik, [a,ft] oraliqda y, * 0  bo’lsin. L) holda oxirgi tenglikni 
yf  ga bo’lsak:

hosil bo’ladi, ya’ni у , va y 2 lar chiziqli bog’liq bo’ladi. Bu esa 
teoremaning shartiga zid.

Agar [a,ft] oraliqning х (,дс2,..., nuqtalarida у, = 0  bo’lsa, u (a,jc,) 
intervalda noldan farqli bo’ladi. U holda yuqoridagi isbotimizga ko’ra 
(a,*,) intervalda

bo’ladi. y, va y 2 lar (2) ning yechimlari bo’lgani uchun у  = y 2 -  Лу, 
funktsiya ham (2) ning yechimi bo’ladi va u (o,x,) intervalda aynan 
nolga teng.

Agar shu mulohazalarimizni (xt,x2X..., (x*-,,**) oraliqlar uchun ham 
bajarib chiqsak, (a, ft] oraliqning barcha nuqtalarida у = 0 ekanligiga 
ishonch hosil qilamiz. Bu esa [a, ft] oraliqning barcha nuqtalarida у , va 
y 2 lar chiziqli bog’liq ekanligini bildiradi. Yana ziddiyatga keldik. 
Demak, [a, ft] oraliqning birorta ham nuqtasida fV(y„y2) nolga teng 
bo’lishi mumkin emas.

7-teorema. Agar y t va y 2 lar (2) ning chiziqli erkli yechimlari bo’lsa, 
u holda ixtiyoriy Cy va C2 o’zgarmaslar uchun

(2) ning umumiy yechimi bo’ladi.
Isboti. (7) funktsiya (2) tenglamaning yechimi bo’lishi 1- va 2- 

teoremalardan kelib chiqadi. U (2) ning umumiy yechimi bo’lishi uchun 
har qanday у хт,г = у 0, ў 1,1> = Уо boshlang’ich shartlarda ham C; va C2 

o’zgarmaslaming shunday qiymatlari mavjud mumkin bo’lishi kerakki, bu

W = 0 yoki УгУ2 '-У1 'У г = °
bo’ladi.

tenglikka kelamiz. Buni integrallasak:

—  = A = const 
У\

у  = С ,у ,  + с 2у 2 (7)



qiymatlarda (7) xususiy yechim boshlang’ich shartlami ham 
qanoatlantirishi shart.

Boshlang’ich shartlami (7) ga qo’yamiz:

Bu sistema yagona yechimga ega, chunki uning asosiy determinanti 
chiziqli erkli y, va y 2 yechimlaming Vronskiy determinantining x =  x 0 
nuqtadagi qiymatiga teng, 6-teoremaga ko’ra esa u noldan farqli. 
Teorema isbot bo’ldi.

8-teorenia. Agar ikkinchi tartibli chiziqli biijinsli tenglamaning biror 
xususiy yechimi m a’lum bo’lsa, u holda uning umumiy yechimini topish 
funktsiyalami integrallashga keltiriladi.

Isboti. Faraz qilaylik, у , y"+aly'+a2y  = 0 tenglamaning ma’lum 
xususiy yechimi b o ’lsin. 7-teoremaga ko’ra bu tenglamaning umumiy 
yechimini topish uchun uning ikkita chiziqli erkli xususiy yechimini 
bilish kifoya. Shuning uchun uning y, bilin chiziqli bog’ liq bo’lmagan 
boshqa y 2 yechimini topamiz.

Liuvill formulasiga ko’ra

ya’ni y 2 ni topishga doir chiziqli tenglamaga ega bo’ldik. Bu tenglikni yf  
ga bo’lamiz:

Уо ~̂~’]Уч> ~*~С2У20У 
У о = С| yi0 +  С2У2о- (8)

Bundan

Xususiy yechim qidirilayotgani uchun C= 1, C ’ =  0 desak:

(9)

hosil bo’ladi. Demak, umumiy yechim

ekan



Eslatma. n-tartibli chiziqli birjinsli differentsial tenglamaning \a,6] 
oraliqda aniqlangan va chiziqli erkli n ta  xususiy yechimlari shu tenglama 
yechimlarining fundamental yechimlar sistemasi, deb ataladi.

2
8 - m i s о I . y"+—y'+y  = 0 tenglamaning umumiy yechimini toping, 

sin x
Yechish. у , = — funktsiya berilgan tenglamaning yechimi (tekshirib 

ko’ring!). Ikkinchi yechimini (9) formuladan foydalanib topamiz:
-2I~sinjc r e 1 . sinx t dx cosx

Уг = ----- I — - -z dx = -------|-T^— = --------- •
x ( sinj0  x sin x x

Shuning uchun umumiy yechim
-  r  s’n * г  cos* y — c, — c2

X  X

bo’ladi.

10.3. Biijinsli bo’lmagan chiziqli differentsial tenglamalar. Bizga
/">  + a , / - ” + • • ■ + а п_ , ў + а „ у  = f(x)  (1)

differentsial tenglama berilgan bo’lsin.
9-teorema. Biijinsli bo’lmagan (1) tenglamaning umumiy yechimi 

uning biror у  * xususiy yechimi bilan unga mos keluvchi
/ w +  +  ■■■ +  а ^ ў + а я у  =  0 (2)

biijinsli tenglamaning ў  umumiy yechimini yig’indisi ko’rinishida 
ifodalanadi.

Isboti. у  = у * + ў  funktsiya (1) ning umumiy yechimi ekanligini 
ko’rsatishdan avval uni (1) ning yechimi ekanligini ko’rsataylik. Buning 
uchun uni (1) ga qo’yamiz:

iy  * +y)<n) + a, ( y * + y f - ' : + -  + an(y* + y)=  f (x )
yoki
(y W + a j* " '0 + ' ’• + a„-,У+ a J  )+( У *<'° +°\У *<"'') + •'' + a„.,y*'+aay*) = f ( x ) . 
ў  (2) ning yechimi bo’lgani uchun birinchi qavs aynan nolga teng va y*  
(1) ning yechimi bo’lgani uchun ikkinchi qavs f(x)  ga teng. Demak, 
oxirgi tenglik ayniyat ekan.

Endi y  = y * + y  funktsiya (1) ning umumiy yechimi ekanligini 
isbotlaylik.

Faraz qilaylik,



boshlang’ich shartlar berilgan bo’lsin.
Qilingan farazga ko’ra ў  (2) ning umumiy yechim bo’lgani uchun 

avvalgi bo’limdagi 7-teoremaga ko’ra uni
Ў = С1у 1 +С 2у г + -  + С„у„ 

ko’rinishda ifodalash mumkin, bu erda у,,Уг,--;Уя lar (2) ning chiziqli 
erkli yechimlari, C ,,C 2,...,C n lar ixtiyoriy o’zgarmaslar. U holda 

y = Ciy i+C2y 2 +--- + C„yn+y*  
bo’ladi. Bu yechim (3) shartlami ham qanoatlantirishi kerak. Shuning

bo’ladi. Bu tengliklarni quyidagi sistema ko’rinishida yozib olamiz: 

J’io . "*■ ̂ гУта ̂  ^ ̂ яУло ~ Уо ~ У O’
С\У\о С̂гУго +.■"■+ Cny„a =  y0 — y0 ,

Bu. sistemaning determinanti chiziqli erkli bo’lgan . y, ,Уг,—>Ут 
funktsiyalar Vronskiy determinantining * x = x„ nuqtadagi- qiymatiga teng. 
Shuning uchun u  noldan.. farqli ( avvalgi. bo’limning 6-teoremasiga . 
qarang). Demak, (4) sistema yagona yechimga-.ega. Teorema^isbot Ьо’ШЬ

Bu teoremadan ko’rinadiki, agar biqinslT tenglamaning umumiy. 
yechimi m a’lum bo’lsa, u holda biijinsli bo’lmagan tenglamaning 
umumiy yechimini topish uning biror xususiy yechimini topishga 
keltirilar ekan.

Berilgan (1) tenglamaning umumiy yechimini bizga 3.2.-§ dan 
m a’lum bo’lgan o ’zgarmaslami variatsiyalash usuli deb ataluvchi Lagranj 
usulini qo’llab topsa ham bo’ladi. Bu usul quyidagi tartibda qo’llamladi.

Faraz qilaylik, У„У2>--~>Уп (2) ning fundamental yechimlar sistemasi 
bo’lsin. U holda (1) ning umumiy yechimini

ko’rinishda qidiramiz. Buni (1) qo’yamiz. Buning uchun avval uni 
differentsiallasak:

uchun
"** г̂Угч  ̂C„y„0 + y 0 — У0, 

С 1 У 1 0  + C 2y 20  ̂ ^ л У tiO + У о  — У й ’

(4)

(5)



У = с \ W >j + с2 (х)у2 + • • • + С„ (х)у„ + Cj (х)ух + • ■ • + с„ (х)уп
hosil bo’ladi. С, (х),С2(х)......Сп(х) lami shunday tanlaymizki, natijada
C[(x)yt +--- + C„(x)y„ =0 bo’lsin. U holda

У = С, (x)_yj + C2 (x)y2 + - • • + C„ (х)у„ 
bo’ladi. Buni yana differentsiallab, xuddi yuqoridagidek mulohaza qilsak: 

Cj (x)y'i + • • • + c ‘ (х)у„ = 0  va У = c, (x)y'i + C2 (x)y2 + - ■■ ■■ + C„ (x)yn 
bo’ladi. Shu jarayonni to  n-tartibli hosilasigacha davom ettirsak,

У"> = С, (х )у Г  + C2 (x )y?  + ■ • • + C„ (x)y?> + с ; (х)у Г ' 3 + -  + c ;  « У Г *  
tenglikga ega b o ’lamiz. Bu hosilalami (1) ga qo’ysak:

С, (x)y»> + C2 (х)Л«  + '' ■ + С. (х)уГ  + С,' М у Г ’ + • • ■ + Сп ( х ) /Г °  +
+ а, |С, (дг)^Г° + •" + С, (*)УГ° ] + - + а„Р,(л)у, + -  + С. (х)у„ ]= / (х )  

yoki
С, (х)<уГ’ + Ч У Г ” ■ + • • • + J'i > ■ "  + Св (x)<y„w + а, у ? '*  + ■■ ■ ■■+ а„у„ >

+ С1'(х )у Г ,) + -  + с ;  М у Г 1’ = / (х )  

tenglikka kelamiz. У,,У2>--->Уп lar (2) ning yechimlari bo’lgani uchun 
birinchi n ta qavs ichidagi ifodalar nolga teng bo’ladi. Natijada 
C ,(x),C2(x),. . . ,Cr(x) lar uchun quyidagi sistema hosil bo’ladi:

Cj (x)_y, + C2 (x)y2 + — + C'n (x)yn = 0,

Cj (*)У + (x)yj + — + Cj, (x)y^ = 0,

Cj (лсХу*"0 + C;(x)^"-'> + • • • + С; (х )^ я-’> = f(x).

Bu sistemaning determinanti chiziqli erkli У\>Уг> • >Уп funktsiyalaming 
Vronskiy determinanti bo’lgani uchun noldan farqli. Shu sababli, bu 
sistema yagona yechimga ega. Uni yechsak:

Cj(x) = <pt(x), C1(x) = <p1(x), ..., C'„(x) = <p„(x) 
lar topiladi. Bularning har birini integrallasak: 

C, = jipi(x)dx + Cl, C2 = J<p2(x)dx + C2,..., C„ = Jp„(x)<fc + C„

hosil bo’ladi. Bu topilgan ifodalarni (5) ga С,(х),С2(х),...,Ся(х) lar 
o ’miga qo’ysak, (1) ning umumiy yechimini topamiz.

2 ctfpc
9 - m i s о I . y"+—y'+y = ——  tenglamaning umumiy yechimini 

toping.
Yechish. Shu paragrafning 9.1.-bo’limidagi 2-misolda



у"+—у'+у = О
X

tenglamaning xususiy yechimlari topilgan edi: У\ = — , Уг = • Ular 

chiziqli erkli, chunki ulaming Vronskiy determinanti

W(y„y2) = - ± - * 0.

Shuning uchun berilgan tenglamaning umumiy yechimini
„  . . sinx cosx y  = Cl(x)-------+ C2(x)--------  (6)

X  X

ko’rinishda qidiramiz. C,(x) va C2(x) koeffitsientlarni quyidagi 
sistemadan topamiz:

. sinx , . cosx .C ,(x)-------+ C2(x)--------= 0,
X X

. x co sx -s in x  , . -x s in x -c o s x  ctgxC, (x)--------—------- + C2 (x )----------- --------- = ------.
X X X .

. cos2 x
Bundan C, (x) = sjn;c va C2(x) = cosx yoki ularni integrallaga-

nimizdan so’ng:
C, (x) = ln|fg + cos x + C ,, C2 (x) = -  sin x + C2.

Bulami (6) ga qo’ysak:
_ sinx _ cosx sinx . Iy = c t ---- + C 2 -----+---- In tg? /A .

X  X  X  I '  ^ I

10-teorema. Agar y \  va y\ lar mos ravishda
у™ + aiy»-" + -  + a„_ly'+a„y = f l (x) (7)
/"> + ay ^  + ... + an.xy'+any  = / 2 (x) (8)

tenglamalaming yechimlari bo’lsa, u holda y* = y\ + y '2

У™ + + • ■ • + ап.,у'+апу  = f t (x) + f 2 (x)
tenglamaning yechimi bo’ladi.

Isboti. Agar (7) va (8) lami hadma-had qo’shsak:
(>]* + У 2 )(n) + fll (y'l + J'i )(n' l) + • • • + an-\ (y'l + У 2 У+ап (У|‘ + у ‘г) = А (x) + f l  (x) 

hosil bo’ladi. Bundan y* = y' + y ’2 (2) ning yechimi ekanligi kelib 
chiqadi.

1 0  - m i s о I . y"+4y = x + 3ex tenglamaning xususiy yechimini toping.



* 3 Xy"+4y = 3e tenglamaning xususiy yechimi esa У2 -~^е ■ Shu sababli,

berilgan tenglamaning xususiy yechimi
. 1 3 x у  = —x + —e

4 5
bo’ladi.

l l - § .  O’zgarmas koeffitsientli chiziqli biijinsli 
differentsial tenglamalar.

Bizga chiziqli biijinsli n-tartibli
у (л) + aIy <n-') + -  + a^y'+any  = 0 (1)

differentsial tenglama berilgan bo’lib, undagi а„а2,...,ал koeffitsientlar 
o’zgarmas bo’lsin.

Avvalgi paragrafning 9.2.-bo’limidagi 7-teoremaga ko’ra, (1) ning 
umumiy yechimini topish uchun uning fundamental yechimlari 
sistemasini topish kifoya.

Bu xususiy yechimlami quyidagi ko’rinishda qidiramiz:
у = eb , bu yerda к = const. (2)

U holda
y' = kela, y " = k 2e tx, . . . , y <a)- k ne b .

Bulami (1) ga qo’yib ixchamlasak:
e1* # ” + a}k"~' +--- + <з„> 0

tenglik hosil bo ’ladi. M a’lumki, barcha x lar uchun efa* 0 .  Shu sa­
babli,

k” + axkn~' +--- + an_,k+an =0 (3)
bo’lishi shart. Hosil bo’lgan (2) algebraik tenglamani (1) ning xa­
rakteristik tenglamasi, deb ataymiz.

Biz bilamizki, har qanday n-darajali algebraik tenglama n ta ildizga 
ega (9-bob, 6-§, 3-teoremaga qarang). Bu ildizlar:

1) haqiqiy va har xil;
2) haqiqiy, lekin ulaming orasida karralilari bor;
3) ulaming ayrimlari kompleks bo’lishi mumkin.

Bu hollaming har birini alohida-alohida ko’rib chiqaylik.
1-hol. Barcha kl,k1 ,...,kn ildizlari haqiqiy va har xil.
Bulami (2) ga qo’yib



У\ = е*'1, У2 = c V , Уп = е*"т (4)
xususiy yechimlarini hosil qilamiz. Ma’lumki (9.2.-bo’limdagi 3-misolga 
qarang) bu funktsiyalar har xil *,,Л2,...Д П lar uchun chiziqli erkli. Shu 
sababli (4) funktsiyalar (1) ning fundamental yechimlari sistemasini 
tashkil etadi va shuning uchun (1) ning umumiy yechimi 

у  = C,e*'r + C2ek,x + •'• • + CneK*
bo’ladi.

1 - m i s о I . y ’"-2y"-3y'=0 tenglamaning umumiy yechimini 
toping.

Yechish. Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzib 
olamiz:

■k3 - 2 k 2 -3 A = 0 .
lining ildizlari: kx = 0, k2 = -1, = 3. Bu ildizlar haqiqiy va har xil bo’lgani 
uchun tenglamaning umumiy yechimi

у  — Cj + C 26 1 + C3e3x
bo’ladi.

2-hol. kuk2,...,k„ ildizlar haqiqiy, lekin ulaming ayrimlari karrali. 
Masalan, A, = k2 = ... = k, =k  bo’lib, qolgan n - l  tasi har xil bo’lsin. Bu 

holda y, = ek'x xususiy yechim к ning o ’rniga kj ni qo’yib hosil qilinsa, 
qolgan y 2 = e k,z, y,  =e*,r lar unga aynan teng bo’lgani uchun ulami 
alohida xususiy yechim deb qaralishi mumkin emas. Shu sababli, bunday 
xususiy yechimlar sifatida

У2 = xek>x, ..., y ,  = x e k'z 
funktsiyalar olinadi (ularni (1) ning yechimi ekanligini o ’miga qo’yib 
tekshirish mumkin, bu vazifani bajarishni o’quvchining o’ziga havola 
qilamiz). Bii funktsiyalar qolgan yechimlar bilan chiziqli erkli sistemani 
tashkil etadi. Shuning uchun (1) ning umumiy yechimi

у  = ek,x С , + C2x + --- + C, x ')+ CMek‘*'x +■•■ + Cnek"“ 
ko’rinishda bo’ladi.

2  - m i s о I . y"'+2y"+y' = 0  tenglamaning umumiy yechimini toping. 
Yechish. Bu tenglamaning xarakteristik tenglamasi

k 3 + 2k + k = 0.
Buning ildizlari: Л, = k2 = -\,k} = 0. Ildizlardan biri karrali ekan. Demak, 
tenglamaning umumiy yechimi

y  — C,e + (22xe



3-hol. kl,k1 ,...,kn ildizlar orasida komplekslari bor. M a’lumlci (9-bob, 
7-§, 1-teoremaga qarang), agar biror kompleks son algebraik 
tenglamaning ildizi bo’lsa, u holda unga qo’shma kompleks son ham shu 
tenglamaning ildizi bo’ladi, shu sababli, qo’shma ka> =a + ip,km = a - i p  
kompleks ildizlarga

(5)
xususiy yechimlar mos keladi. Bular haqiqiy o’zgaruvchining kompleks 
funktsiyalaridir.

Agar biror haqiqiy o’zgaruvchining
y  = u(x) + i9(x)

kompleks funktsiyasi (1) ni qanoatlantirsa, u holda u(x) va 9{x) lar ham
(1) ni qanoatlantiradi.

Shu sababli, agar biz (5) funktsiyalami
y s = em (cos fix + i sin /&) va y lt] = e“  (cos fix -  /sin /ft) 

ko’rinishda yozib olsak, yuqoridagi mulohazaga ko’ra,
y s = e“  cos Px , y 1+t = e“  sin Px (6)

funktsiyalar ham (1) ning xususiy yechimlari bo ’ladi degan xulosaga 
kelamiz. Bu yechimlar chiziqli erkli, chunki

у  _
—— = ctgfix * const.
У» i

Shuning uchun qo’shma kompleks k0’’ =a + ij3,ka> = a - i f )  ildizlarga 
mos keluvchi xususiy yechimlar sifatida (5) ni emas, balki (6) 
yechimlami olamiz.

Agar km = a  + ifi ildiz I karrali ildiz bo’lsa, u holda ka) = a - if i  ham / 
karrali ildiz bo ’ladi. Bu holda bunday ildizlarga mos keluvchi xususiy 
yechimlar sifatida xuddi 2-holdagidek
e*1 cos Px, e ^ s in / ir ,  xem cos Px , xe" sin cos Px sin Px
funktsiyalar olinadi.

3 - m i s о I . ,y(5) -  2 y m + 2y m -  4y"+y'-2y = 0 tenglamaning umumiy 
yechimini toping.

Yechish. Xarakteristik tenglama
k} -2k* +2/t3 -4 k 2 + k - 2  = 0

yoki
(A -  2 Xfc2 + 1)2 = 0 

oddiy haqiqiy k,= 2 va ikkikarrali mavhum к = ±i ildizlarga ega.
Shuning uchun tenglamaning umumiy yechimi

у  = C,e21 +(C2 + jcC3)cosx+(C4 + xCb )sin j:



I. Bizga
/ и) + + - - + a „ . ty'+a„y = /(дг) (1)

differentsial tenglama berilgan bo’lsin, bu yerda al,a2,...,an koef- 
fitsientlar o ’zgarmas va / ( j c )  j c  ning berilgan funktsiyasi.

Shu bobning 9.3-bo’limidagi 9-teoremaga ko’ra (1) ning umumiy 
yechimi uning biror xususiy yechimini topishga keladi. Biz hozir f(x)  
ning maxsus ko’rinishlarida xususiy yechimni tanlash usuli, deb ataluvchi 
usul yordamida topish masalasini ko’ramiz. / ( j c )  funktsiyaning bu usulni 
qo’llab bo’ladigan eng umumiy ko’rinishi quyidagichadir:

/ ( j c )  = e“  [P„ ( jc )  cos Дх + (jc )  sin /&1 (2)

bu yerda P„(x) va Qm(x) lar x ning mos ravishda n- va m-darajali 
ko’phadlari, a,p lar esa o’zgarmaslar.

Eslatish joizki, boshqa barcha hollarda (1) ning umumiy yechi- mini
9-§ da ko’rilgan o ’zgarmaslami variatsiyalash usuli yordamida aniqlash 
mumkin.

(2) ning bir necha xil xususiy ko’rinishlarini ko’raylik.
1-hol. Faraz qilaylik, / ( x )  = emPn(x) bo’lsin. Bunda quyidagi uch 

holat yuz berishi mumkin:
a) a  xarakteristik

hn(k) = k" +a,A"'‘ н-----ю„^к + ая = 0
tenglamaning ildizi emas.

Bu holda xususiy yechimni
y* = iA0 +Alx + -~ + A ^ x "-1 + A„x" > “  = P„ (jc)e“  (3)

ko’rinishda qidiramiz. Buni (1) ga qo’yib, e“  ga qisqartirsak, u quyidagi 
ko’rinishga keladi:

a  xarakteristik tenglamaning ildizi bo’lmagani uchun h„(a)*0, shuning 
uchun tenglikning o’ng tomonida ham, chap tomonida ham n-darajali 
ko’phadlar turibdi. x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsentlami 
tenglasak, noma’lum A„,A1,...,An koeffitsentlami topish uchun n+1 ta 
tenglamalar sistemasini hosil qilamiz.



b) d  xarakteristik tenglamaning oddiy (bir karrali) ildizi, ya’ni 
h„(a) = 0 , lekin hn'(a) * 0. Bu holda xususiy yechimni (3) ko’rinishda 
izlab bo’lmaydi, chunki aks holda (4) dagi tenglikning chap tomonida 
n-l-darajali, o ’ng tomonida esa n-darajali ko’phad bo’lib qoladi, ya’ni 
A0,Ait...,Ar lam ing hech bir qiymatida (4) ayniyatga aylanmaydi. Shu 
sababli, xususiy yechimni

y *  = x(AB+ A lx  + -  + A ^ x ”-' + Anx " УГ  = xPn (х)еш 
ko’rinishda izlaymiz.

v) a  xarakteristik tenglamaning s karrali ildizi, ya’ni h „ ( a )  =  0,
h^(a) = 0,1=  1,2,..., s -1, A‘°(a ) * 0 . Agar biz xususiy yechimni (3) 
ko’rinishda qidirsak, u holda shuni hisobiga (4) quyidagi ko’rinishda 
bo’ladi:

n M  . К  ‘Ч о р  К "  2)(a )  р(п-2> К ° ( а )  p  (x) _  p  .  4

( л - l ) !  ” ( л - 2 ) !  " s\ " Л  }'
Bu tenglikning chap tomonida я -5-darajali ko’phad, o’ng tarafida esa n- 
darajali ko’phad bo’lib qolyapti. Shu sababli, buni oldini olish maqsadida 
xususiy yechimni (3) ko’rinishda emas, balki quyidagi

y* = xs(A0 +A,x + -- + A ^x - 1 + A„x’ >« = xsP„(x)e“ , 
ko’rinishda izlaymiz, chunki difFerentsiallash jarayonida ozod haddan 
boshlab dastlabki s ta had yo’qolib ketadi.

1-m. i s o l .  y”-2y>-3y = eAl tenglamaning umumiy yechimini tegaag. 
Yechish. Bir jmMHenglflmaningtHmumiy yechimi;._

y  = C,e31 +C 2e-'. У - 
Berilgan tenglamaning o’ng. tasafiriagi ko’rsatkichli funktsiya dara- 
jasidagi 4 xarakteristik tenglamaning ildizi emas va uning- oldffla 
darajali ko’phad. Shuning uchun xusuSiy yechimni

y* = Ae4x
ko’rinishda izlaymiz. Bu xususiy yechim uchun (4) tenglama quyidagi­
cha bo’ladi:

5 Ae41 = e41.
Bundan A = l/5 . Demak, umumiy yechim

> = C,e3l+C2e-I + i e 41

ekan.
2  - m i s o I . y"-7y'+6y = ( x - 2)eI tenglamaning umumiy yechimi-ni 

toping.



Yechish. Tenglamaning o’ng tarafi Px(x)e" ko’rinishga ega, darajadagi
1 xarakteristik tenglamaning oddiy ildizi. Shu sababli, xususiy yechimni

У* = x(A0 + Arfe1

ko’rinishda izlaymiz. Buni differentsiallab, tenglamaga qo’yib 
ixchamlagandan so’ng quyidagiga ega bo’lamiz:

(- 10/1,jc -  5A0 + 2АХУ  = { x - i y .
Agar x  ning koefRtsientlarini va ozod hadni tenglasak:

-10Л, =1, -  5 A a  + 2 A ,  = -2.
Bundan A, =-1/10 ,A0 =9/25. Demak, umumiy yechim

у  = C.e61 + C,er + xf— -  — A 1
1 1 U 5  10 J

bo’lar ekan.
3 - m i s  о I . y '”-y" = l2x 2 + 6 x  tenglamaning umumiy yechimini 

toping.
Yechish. Xarakteristik A3 -  A2 = 0 tenglamaning ildizlari: 

A, =A2 =0,A5 =1. Shuning uchun mos birjinsli tenglamaning umumiy 
yechimi

у  — (7| + C2x + C3e x 
bo’ladi. 0 xarakteristik tenglamaning ikki karrali ildizi bo’lgani uchun 
berilgan tenglamaning xususiy yechimini

у *  =  x 2  { A 0  +  A ,  x  +  A 2 x 2  ) =  A 2 x 4  + A ,  x 3  +  A 0 x z  

ko’rinishda izlaymiz. Buni tenglamaga qo’yib ixchamlasak:
- 1 2 A 2 x 2 +  ( 2 4 A 2 - 6 Л , > + ( 6 A ,  ~ 2 A 0 ) = 1 2 x 2  +  6 x .

Bundan x  ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglab
- \2A2 = 12,
24 A2 -  6AX = 6, •
6 A, - 2 A 0 =0

sistemani hosil qilamiz. Bu sistemaning yechimlari: A „ = -15, 
A, =-5,A2 =-1. Demak,

y* = - x 4 -5 x 3 -15x2.
U holda umumiy yechim

у  = С, + Сгх + С,e* - jc4 -5 jc3 — 1 5jc2
bo’ladi.



2-hol. Tenglamaning o ’ng tarafi / ( j c )  = еш\Рп(x)cos P*+Qm(л)sin bu 
yerda P„(x) va Qm(x) lar x ning mos ravishda n- va m-darajali 
ko’phadlari, a,p  lar esa o’zgarmaslar.

Bu hoi 1-holga quyidagi usul bilan keltiriladi. Agar cos/fc va sin px 
lami Eyler formulasi bilan berilgan ifodalariga almashtirsak, o ’ng taraf 
quyidagi ko’rinishga keladi:

e'* + e-& e't* -  e‘l*
/(x )  = P„ (x)e~-----+ Qa (x)e~ ■ g

2 2;
yoki

/(* ) = 2 2/

(5)

Demak, bu holda xususiy yechim
y* = x‘e<a |Pt (x ) cos fix + Qk (x )sin /Jt]

ko’rinishda qidirilar ekan, bu yerda к = m ax(w ,и ) 5 -esa xarakteristik 
tenglamaning ildizi bo’lmish a u p  ning karrasi (agar a ± ip  xarakteristik 
tenglamaning ildizi bo’lmasa s=0 bo’ladi).

4 - m i s о I . y ”+y'-2y  = cosx- 3 sinx tenglamaning umumiy yechi­
mini toping.

Yechish. Xarakteristik tenglamaning ildizlari: A, = 1, k2 = - 2 , shuning 
uchun mos biijinsli tenglamaning umumiy yechimi

y = C lex + C2e~lx.
Berilgan tenglamaning xususiy yechimini

y* = A cos x  + В  sin x 
ko’rinishda izlaymiz, chunki bu yerda a = O, 0  = l,a + pi = i xarakteristik 
tenglamaning ildizi emas. Buni tenglamaga qo’yib, quyidagiga ega 
bo’lamiz:

(B -  3y4)cos x  + ( -  3B — /l)sin x  = cos x  -  3 sin x .
Bundan

В-ЗА=1~]
3B + A=3]

Sistemani yechsak: A = 0, В = 1 bo’ladi. Demak, umumiy yechim
у  = C,ex + C2e~2x + sin x.

5 - m i s о I . y"-4y'+Sy = e 2x (sin 2x -  cos 2x) tenglamaning umumiy 
yechimini toping.



Yechish. Xarakteristik tenglama kt = 2 + 2i,k2 = 2 - 2i kompleks ildizlarga 
ega va a + pi = 2 + 2i xarakteristik tenglamaning ildizi, shu sababli biijinsli 
tenglamaning umumiy yechimi

ў  = e2* (C, cos2jc + iC2 sin x) 
bo’lsa, berilgan tenglamaning xususiy yechimi

y* = xe11 (Acos2x + 5  sin 2x) 
ko’rinishda bo’ladi. Buni tenglamaga qo’yib ixchamlasak: A = - 1/4, 
В = -1/4 kelib chiqadi. Demak, umumiy yechim

у  = e2,(C. cos 2* + /C2 sin2jc)-—w 2‘(cos2jc-sin2л)
4

bo’ladi.
II. Eyler tenglamasi. O’zgaruvchan koeffitsientli chiziqli

(ax + ЬУ y™ + a, (ax + ЬУ~' У "'° + ■ • ■ + (ax + b)y'+a„y = f (x )  (6) 
ko’rinishdagi tenglamalar "Eyler tenglamasi” deb ataladi, bu yerda 
at,a2,...,a„ koeffitsientlar o’zgarmas va f(x) x ning berilgan funktsiyasi.

Bu tipdagi tenglamalarda ax + b = e' almashtirish bajarilsa, natijada 
tenglama yangi o ’zgaruvchiga nisbatan o’zgarmas koeffitsientli 
tenglamaga keltiriladi.

6  - m i s  о I. x2y"-xy'+y = 0 tenglamaning umumiy yechimini to­
ping.

dt 1
Yechish. Agar x = e' yoki t = Inx , bundan ~ r ~ ~ ~ e desak,dx x

dy dy dt . ~t и d  _. _r -j «. . v -2/
У = -Т  = - Т -~r = Уе ’ у  =-т\уе 1,-e = (У~У> dx dt dx dt

bo’ladi. U holda berilgan tenglama quyidagi ko’rinishga keladi:

e2' ■ e~2' ( y - ў ) - е '  -e ' 1 ў  + у  = 0 yoki ў - 2ў  + у  = 0.

Xarakteristik tenglamaning ildizlari = k2 = 1, shu sababli umumiy 
yechim

у  = (С, + С2/> ' yoki у  = (С, + С2 In д:>
bo’ladi.

7 - т i s о I . (4х - 1)2 у"-2(4х -  1)У+8у = 0 tenglamani yeching.

Yechish. Agar 4 х - \  = е' desak, dx = \e 'd t ,^ -  = 4e"' bo’ladi. Bundan
4 dx

■ dy dt ,
y = T t" d x = ' У ' У"=16е <У~ЎУ



U holda berilgan tenglama Ту -  Зў + у  = 0 ko’rinishga keladi. Uni 
yechsak:

y  = Cte ' + C 2e '/2 yoki у  = С, (4x -1 )+  C2 -1  .

13-§. Differentsial tenglamalarning fizik va 
mexanik masalalarga qo’Uanishi.

1. Mexanik tebranishlar. 1-masala. Og’irligi R  bo’lgan yuk uzunligi I 
bo’lgan tinch holatdagi vertikal prujinaga osilgan. Natijada yuk biroz 
pastga tortilib, keyin prujinaning tarangligi hisobiga yana yuqoriga 
ko’tariladi. Prujina massasini va havo qarshiligini hisobga olmay, yukning 
xarakat qonunini topish masalasini ko’raylik.

massasi, a esa xarakat tezlanishi. Biz ko’rayotgan masalada F kuch 
prujinaning taranglik kuchi va og’irlik kuchlari yig’indisidan iborat.

Guk qonuniga binoan prujinaning taranglik kuchi uning cho’zi-lishiga 
proportsional, ya’ni -sX ga teng, bu yerda s-o ’zgarmas pro-portsionallik 
koeffitsienti, u prujinaning birkligi, deyiladi.

Shuning uchun xarakat tenglamasi

Muvozanat holatida prujinaning taranglik kuchi og’irlik kuchi bilan 
teng bo’lgani uchun P = cXcm bo’ladi. Buni tenglamaga qo’ysak, u

Ox o’qni yuk osilgan nuqtadan pastga 
vertikal yo’nalishda olamiz. Koordinatalar 
boshi О ni yuk muvozanatda bo’lgan holatda, 
ya’ni yukning og’irligi prujinaning reaktsiya 
kuchi bilan muvozanatlashgan nuqtada olamiz 
(127-rasmga qarang).

Agar X - prujinaning boshlang’ich rao- 
mentdagi cho’zilishi, Asl esa statik cho’zilish, 
ya’ni cho’zilmagan prujinaning oxiridan 
muvozanat holatigacha bo’lgan masofa, x 
yukning muvozanat holatidan chetlanishi 
bo’lsa, u  holda A=Ast+x  bo’ladi.

127-rasm. Nyutonning ikkinchi qonuniga ko’ra 
F=ma, bu yerda F - yukka qo’yiigan 
kuchiaming teng ta ’sir etuvchisi, m =R /g yuk

bo’ladi.



ko’rinishga keladi, bu yerda s2 =cjm  deb belgilandi va X,-ks,—x ekanligi 
e ’tiborga olindi. Bu tenglama yukning "erkin tebranish" yoki "garmonik 
ostsillyatof tenglamasi, deb ataladi. Bu o ’zgarmas koeffitsientli ikkinchi 
tartibli bir jinsli differentsial tenglama. Uning xarakteristik tenglamasi 
k 1 + s 2 =0 mavhum kt l =±is ildizlarga ega. Unga mos keluvchi umumiy 
yechim

x = C, cos st + С2 sin st

bo’ladi. Agar buni A = - J c f + c f  ga ko’paytirib va bo’lib,
C, C2 -------!-----  cosa = ------ -̂---

- J c ?  +  C \  ’ V c i2 + c 2

desak, u quyidagi ko’rinishga keladi:
x = i4sin(sr + a).

Demak, havo qarshiligi bo’lmasa yuk muvozanat holati atrofida 
garmonik tebranar ekan. A kattalik tebranish amplitudasi, st+a  tebranish 
fazasi, a  esa boshlang’ich fazasi, deyiladi. Tebranish chastotasi s = -Jc/m 
prujinaning birkligi va yukning massasiga bog’liq. с = = mg//lcm 
bo’lgani uchun tebranish davri

T  =  2  к /s  =  I n ^ m j c  =  2k  -JXcm/g
bo’ladi.

Endi faraz qilaylik, yukka xarakat tezligiga proportsional bo’lgan havo 
qarshiligi ta’sir etsin. U holda yukka ta ’sir etadigan kuchlar qatoriga 
havoning qarshilik kuchi R =  -fjv qo’shiladi, bu yerda manfiy ishoraning 
olinishiga sabab, R kuch qarshilik kuchi bo’lgani uchun xarakat 
yo’nalishiga teskari yo’nalgan bo’ladi.

Bu holat uchun xarakat tenglamasi
d 2x dxm— — = -cx — Li — 
dt dt

bo’ladi, bu yerda agar c/m = s2,fi/m = 2n desak, u
d 2x _ dx , (1)

ko’rinishga keladi. Uning xarakteristik tenglamasi
kl2 = - n ±  л/я2 — s2 (2)

ildizlarga ega.
Bu yerda uch hoi ro’y berishi mumkin. Agar muhit qarshiligi uncha 

katta bo’lmasa, u holda n2 - s 2 < 0 bo’lib, ildizlar kl2 = - n ±  ikt



ko’rinishda bo ’ladi, bu yerda k 2 = s 2 - n 2 deb belgilandi. Shuning uchun 
tenglamaning yechimi

x = e~"‘ (C, cosktt + C2 sin A,0 
ko’rinishda b o ’ladi. Agar yuqoridagidek almashtirishlar bajarsak, u 
quyidagi ko’rinishga keltiriladi:

x = Ae~m sin(£,/ + a).
Bu yerda amplituda sifatida 'Ae~m miqdomi ko’rishga to ’g’ri kelyapti, 

u / -> oo da, nolga intiladi, ya’ni havo qarshiligi kam bo’lsa, tebranish 
so’nuvchan bo ’lar ekan. Shu sababli bunday tebranishni "so’nuvchi 
tebranish", deb ataymiz. So’nuvchi tebranish davri
T = 2?r/A, = 2 л / -Js2 - n 2 ga teng.

So’nuvchi tebranishning amplitudasi maxraji e~n*!k' ga teng bo’lgan 
geometrik progressiyani tashkil etadi. Bu miqdor "so’nish dekrementi”, 
deb ataladi, uni biz D harfi bilan belgilaymiz. Dekrementning natural 
logarifmi ln£) = -wtt/A, "so’nishning logarifmik dekrementi", deyiladi.

Agar muhitning qarshiligi katta va shu sababli n2 - s 2 > 0 bo’lsa, u 
holda ildizlar kl2 = - n ± h  bo’lib, bu yerda h2 = n 2 - s 1 , tenglamaning 
umumiy yechimi

x ^ C ^ e - ^  +C 2e-i’-hy
yoki agar n = h bo’lsa,

x = e~" (C, + C20
ko’rinishda bo’ladi.

Bu ikkala holda ham  t -+ oo da x —> 0 bo’ladi, ya’ni tebranish 
so’nuvchi bo’lar ekan.

2 -masala. Uzunligi / bo’lgan prujinaga og’irligi R bo’lgan yuk 
osilgan. Agar yukka xarakat tezligiga proportsional bo’lgan muhit 
qarshiligidan tashqari qo’zg’atuvchi Q sin pt  kuch ta ’sir etsa, yukning 
xarakat qonunini topaylik.

Aynan yuqoridagidek mulohazalar bilan xarakat tenglamasini quyidagi 
ko’rinishda hosil qilamiz:

d 2x dxm—— = -cx — и —  + Osin pt 
dt2 dt

yoki
d 2x .  dx 2 rAv—T  + 2n—  + s x  = qsmpt,  (3)
dt dt

bu yerda s 2 =c/m ,fi/m  = 2ri va q = Q/m l va yuqoridagilardan farqli 
o ’laroq yukka ta ’sir etaybtgan qo’zg’atuvchi kuch ham e’tiborga olindi.



Вц jarayonda tebranma xarakat qo’shimcha kuch ta’sirida ham sodir
bp’layotgani uchun bu xarakatni "majburiy tebranma xarakat', d6b 
atashadi.

(3) o’zgarmas koeffitsientli birjinsli bo’lmagan chiziqli ikkinchi tartibli 
differentsial tenglamadir.

Avval yukka muhit qarshiligi ta’sir etayotgan holni ko’raylik, bunda 
пф 0 bo’ladi. Agar n2 < s 2 bo’lsa, u holda xarakteristik tenglama 
kompleks kt l = - n ± ik , ildizlarga ega bo’ladi, bu yerda k 2 = s 2 - n 2 . Shu 
sababli, mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

ko’rinishda izlaymiz. Buni (3) ga qo’yib ixchamlagandan so’ng, M va N 
laming qiymatlarini topamiz:

U holda xususiy yechim
x* = В s\n(pt -  S') 

ko’rinishni oladi. (3) ning umumiy yechimi esa
x = Ae~"'sin(kit + a)+Bsin{pt-S')  (4)

bo’ladi. Uning birinchi hadi so’nuvchi teranishni ifodalaydi; t -> oo da u 
nolga intiladi. Shu sababli, biror muddatdan keyin uning umumiy 
yig’lndiga ta’siri bo ’lmay qoladi va asosiy qiymatni majburiy tebranishni 
aniqlaydigan had beradi. Bu tebranishning chastotasi p  tashqi kuchning 
chastotasiga teng, majburiy tebranishning amplitudasi p  ning s ga 
qanehalik yaqinligi va n ning qanchalik kichikligiga qarab, shunchalik 
katta bo’ladi.

x = Ae'"‘ sin(t,f^+a)  
bo’ladi (1-masalaga qarang). (3) ning xususiy yechimini

j c *  = M cos pt + N sin pt

Demak, xususiy yechim

sin pt

bo’lar ekan. Quyidagi belgilashlami kiritaylik:

ij<§2 - p 2i  + 4 n2p 2

2 np = sin S, = cos S.



Majburiy tebranish amplitudasining n ning har xil qiymatlarida p  
chastotaning o ’zgarishiga qanchalik bog’liqligini tekshiraylik. Buning 
uchun uni differentsiallaymiz:

Agar B'(p) = 0 desak,(s2 -  p 2) - 2 n 2 = 0 tenglama hosil bo’ladi. Uning

B(p) maksimum qiymatga erishadi (tekshiring!). Uning maksimum 
qiymati

ga teng. n qanchalik kichik bo’lsa, p  ning qiymati s ga shunchalik 
yaqin bo’ladi va (5) dan ko’rinadiki, tebranishlar amplitudasi shunchalik 
katta bo’ladi:

Agar p  = s bo ’lsa, rezonans holati yuz beradi.
Endi faraz qilaylik, w = 0 bo’lsin, ya’ni yukka tashqi muhit ta’sir 

etmasin. U  holda xarakat tenglamasi

bo’ladi. Mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
x =-4sin(.vr + ar).

Agar p  *  s bo ’lsa, (6) ning xususiy yechimini
x* = M cos pt + N sin pt 

ko’rinishda izlaymiz. Buni (6) ga qo’yib ixchamlagandan so’ng, M va N 
laming qiymatlarini topamiz:

Я

ildizi tashqi kuchlaming chastotasini beradi: p = J s 2 - 2 n2 . Bu qiymatda

В (5)

lim B(p) = oo.

(6)



х* = t(M cos pt + N sin pt) 
ko’rinishda izlaymiz. Bunda M va N lair quyidagicha bo’ladi:

M = -  —  ,N  = 0.
2s

Demak,
<7

X *  = ----------1 cos s t
2s

ekan. U holda umumiy yechim

x = v4sin(s/ + a),-  ̂ - t  cos st

bo’ladi. O ’ng tarafdagi ikkinchi had t kattalashgan sari tebranish 
amplitudasi cheksiz orta borishini ko’rsatadi. Bu holat rezonans holati, 
deb ataladi.

2. Elektr zaqjiridagi tebranishlar. r  qarshilik, L induktivlik va С 
sig’im ketma-ket ulangan zanjirda boshlang’ich / = 0 vaqt momentida 
konturdagi tok va kondensatordagi zaryad nolga teng bo’lsa, tokning shu 
zanjirdan o ’tish jarayonini tekshiraylik.

и, У,

128-rasm.

Biz bu masalani shu bobning l .l -§  ida 5-misolda ko’rgan edik. Agar
U manbaaning elektr yurituvchi kuchi (e.yu.k.) bo’lsa, u holda zanjirdan
I tokning o’tish tenglamasi quyidagicha edi:

d 1I dl I dU—-  + r — + —= ----
dt dt С dt

Faraz qilaylik, zanjir manbaasining e.yu.k. o ’zgarmas, ya’ni U = const
bo’lsin. U holda (7) quyidagi bir jinsli tenglamaga aylanadi:

d 2l  r dl I n—i- h-------- 1----- = 0.
dt L dt LC

Uning xarakteristik tenglamasi
jr 2C -4 L  

4L2C



I  lr=0 — 0» j .  1,-0 =

ildizlarga ega. Agar r 2C - 4 I s 0  bo’lsa, ildizlar haqiqiy, shuning uchun 
umumiy yechim nodavriy bo’ladi. Demak, tok ham nodavriy bo’ladi. 
Bu zanjirda hech qanday tebranishlar ro’y bermasligini bildiradi. Agar 
r2C -4L < 0 b o ’lsa, umumiy yechim

I = e “*(C1 cos©,* + C2 sin ta /) (8)
bo’ladi, bu yerda 8  = r/2L,co* = l/(L C )-r2/<4Z2).

C, va C2 koeffitsientlaming -
dl_ _E_ 
dt l,=0_ L

boshlang’ich shartlami qanoatlantiruvchi qiymatlarini topaylik. Buning 
uchun avval (8) ni differentsiallaymiz:

—  =e~a f-S(jCl cos co,t + C2 sin <»,0+ <*>\ (— C2 sin co,t + C2 cos 0,09 
dt

Agar boshlang’ich shartlardan foydalansak: C ,= 0 , C2 =U/(Lco,') lar 
topiladi. Demak, yechim quyidagi ko’rinishda bo’lar ekan:

,  U ./  = -----e smtu,/
L<o,

Endi faraz qilaylik, U = Q sin cot bo’lsin. U holda (7) tenglama 
quyidagicha b o ’ladi:

d 2l  dl I—— + Г----h —
dt2 dt С 

M a’lumki ( l . l-§ ,  5-misolga qarang)
1 'r dl/ | (0=0, r l+ — I Idt + L— = Qsinat.
С о dt

Bundan

—  I = 0  
dt ,=0

ekanligi kelib chiqadi. Demak, (9) uchun boshlang’ich shartlar
dj_ 
dt

bo’lar ekan. Shu shartlami qanoatlantiruvchi xususiy yechimni topaylik. 
Agar со, *■ со b o ’lsa, u holda bu yechimni

I* = M  cos cot + N sin cot 
ko’rinishda qidiramiz. Uni (9) ga qo’yib, M va N larni 1-masala- 
dagidek mulohazalar bilan topamiz:

Q a C /C - L a 1) Ar_ Qco2r
iW — « ) j

<J/С  -  Loo1)  + co2r 2 (I/C -  La>2)  + w 2r 2

L —  + r — + — = Qmcoscot. (9)

I  l,_o= —  U = °



U holda umumiy yechim
/  = e "л (С, cos й>, f + C2 sin eoj )+

e l , ^-------Lm cosotf+ rsmfitf
Cm J0/(Co)-L<a)2 + r 2 

bo’ladi. Agar Leu-\/Cm = K; vK 2 + r 2 = Z desak, yechim
a QI = e (C, cosm,t + С2s i n (Kcoscot-rsinat~)

ko’rinishni oladi. Boshlang’ich shartlardan C, va C2 larni topamiz:

Ci= 7 T *  Ct — £ - < r a > - K 6 X 
Z  Z (У,

Qavsda turgan ifodani quyidagicha o ’zgartiraylik:
г f r  О  rco Srco — Ко = rco------Leo---------\ = ro)-------н------ =

2 Д  Сел) 2 Cm

+ = + 1 = ж '. bu yerda Lm + ~̂ — = K ’ deyildi.2 Cco \  Cm) Cm
Demak,

/  = p  (Кй), cos<w,/ -  A4 5 sin о , / ) -  -^у <ЙГ cosйУ -  r  sin atf).
Z <и, Z

К ’= К + bo’lgani uchunСсо

Кгсо] + К'г 5 2 = К 2(—  -<?21+ К г + —  { к  + —
U c  ) I с « н  с<

5 г =
Ссо

К г 4 ( .  1 1 \ г К 1 4Lr2 2 г—-------- 1---------Leo----------------1--------- \5 = ----------1------------- — — -------.
LC С<у1, Cm Cm ) LC C 4 L 2 LC

Agar
K<ox . K'S К r= sina. ■, - - : - . =  cosa) — = sm a  — = cosa, --------- r = bing. -  ■ - = cosa, —  = sm a  —

j K 2m }+ K '2 S 2 ’ yjK2m2 + K '2 5 2 ' Z ’ Z
desak, u holda yechimni quyidagicha yozish mumkin:

/  = ---- ,—  sinfc>,f -  a ,)+ —sinfatf -  аЛ
Zw.JEc z

Agar ©, = m bo’lsa, u holda xususiy yechimni 
I* = t(M  cos mt + N  sin mt) 

ko’rinishda izlaymiz. Bu qavs oldidagi t kattalashgan sari tebranish 
amplitudasi cheksiz orta borishini ko’rsatadi. Demak, bu holda rezonans 
holati yuz berar ekan.



13.3. Differentsial tenglamalarning iqtisod dinamikasiga qo’Uanisbi.
Iqtisod dinamikasming modellarida differentsial tenglamalar yetarlicha 
ko’p qo’llaniladi. Quyida biz makroiqtisod dinamikasiga qo’llanilishigD 
doir bir nechta masalalami ko’ramiz.

1-masala. Faraz qilaylik, y(i) - biror korxonaning i vaqt momentida 
sotgan mahsulotlari hajmi bo’lsin. Agar korxona chiqargan mahsulotini 
bir xil p narxda sotgan bo’lsa, u holda koixonaning t vaqt momentida 
olgan daromadi Y(t) = py(t) bo’ladi.

l(t) bilan ishlab chiqarishni kengaytirish uchun sarf qilinadigan 
investitsiya miqdorini belgilaylik. Tabiiy o ’sish modelida mahsulotning 
chiqish tezligi (ya’ni akseleratsiyasi) investitsiya miqdoriga proportsional 
deb hisoblanadi, ya’ni

У(0 = //«)■ (1)
Investitsiya miqdori /(<) daromadning o’zgarmas qismini tashkil 

etadi, deb faraz qilsak:
I(t) = mY(t)̂ mpy(t), (2)

bu yerda proportsionallik koeffitsienti m o<m<i bo’lgan o’zgarmas 
miqdordir.

Agar (2) ifoda (1) ga olib borib qo’yilsa:
y'=ky (3)

differentsial tenglama hosil bo’ladi, bu yerda к = mpl. Bu tenglama 
o ’zgaruvchilari ajraluvchi differentsial tenglamadir. Uni yechsak:

У(0 = y0e“v~'°\ Л = Ж )

funktsiya hosil bo’ladi.
Aytish lozimki, (3) tenglama demografik jarayonda aholini o’sish 

dinamikasini, muntazam inflyatsiya davrida narxning o ’sish dinamikasini 
va xokazo jarayonlami ifodalaydi.

Amalda bozoming to ’yinish sharti yetarlicha kichik vaqt intervali 
uchun qabul qilinadi. Umuman talab egri chizig’i, ya’ni sotilgan mol 
narxi p ning uning hajmi у ga bog’likligi p = p(y) kamayuvchi funktsiya 
bo’ladi, chunki mahsulot hajmining oshishi bozoming shu molga 
to ’yinishiga olib keladi, u esa mahsulot narxining kamayishiga olib keladi. 
Shu sababli, raqobatbardor bozor sharti da o’sish modeli quyidagicha 
bo’ladi:

y'=mlp(y)y. (4)
Bu yana o’zgaruvchilari ajraluvchi differentsial tenglama. (4) ning o ’ng 
tomonidagi barcha ko’paytuvchilar musbat bo’lgani uchun /> 0 ,  shu 
sababli u o’suvchi y(i) funktsiyani ifodalaydi. Bu funktsiyani qavariqlikka



tekshirganda tabiiy uning elastiklik tushunchasi ishlatiladi. Xaqiqatan, 
agar (4) ni differentsiallab yuborsak

/ ’ = mly'{~ijy+
munosabatni hosil qilamiz. Ma’lumki, narxga nisbatan talabning
elastildigi E (y) = ——  formula orqali ifodalanadi. U holda oxirgiу dp
tengligimizni quyidagicha yozsa bo’ladi:

1
У =  mly'p -  +  1

Л<*>
Bu yerda / '= 0  desak, Ep(y) = -l tenglik hosil bo’ladi. Demak, agar talab 
elastik bo’lsa, ya’ni \epo ) |> l yoki Ep(y) <- l  bo’lsa, y > 0  bo’lib >>(0 
funktsiya qavarig’i tepaga bo’ladi, agar talab elastik bo’lmasa, ya’ni 
|£,(y)|<i yoki - 1 < О ) < 0 bo’lsa, u holda y < o  bo’lib y(t) funktsiya
qavarig’i pastga bo’ladi.

1-misol. Agar talab egri chizig’i p(y) = 2 - y  tenglama bilan berilgan, 
akseleratsiya normasi ^  = 2 , investitsiya normasi m = 0,5, ^ (0 ) = 0,5 bo’lsa,
sotilgan mahsulot hajmini toping.

Yechish. Berilgan malumotlarga ko’ra, (4) tenglama quyidagicha 
ko’rinishga ega:

y'=(2-y)y y o k i - - - -  = </<■(2 -y)y
Oxirgi tenglikni integrallab yuborsak:

In
y-2 = -2 / + C, yoki -  = Ce~2' (5)

У
hosil bo’ladi, bu erda С = ±ес' . Agar >(0) = 0,5 ekanligini e’tiboiga olsak,

2
С = -3 kelib chiqadi. U  holda (5) dan у =  ̂ _2t topiladi.



129-rasm

Bu funktsiyaning grafigi yuqoridagi chizmada berilgan. Chizmadagi egri 
chiziq logistik chiziq deyiladi.

2 -masala. Biror korxonaning t vaqt momentida olgan daromadi Y(t) 
investitsiya /(/) va talab miqdori C(/) lar yig’indisiga teng:

Y0) = m +c(t) .  (6)

Xuddi tabiiy o ’sish modeliga o’xshab, bu yerda ham daromadning o’sish 
tezligi investitsiya miqdoriga proportsional deb faraz qilamiz, ya’ni

bY'(t) = I(t), (7)

bu yerda ь - daromad o’sishining kapitalsig’imi koeffitsiyenti, u mahsulot 
narxi p o’zgarmas va / = у  b bo’lsa, (3) ga ekvivalent.

C(0 funktsiyaning o ’zgarishi daromad funktsiya Y(t) ning o ’zgarishiga 
qay darajada ta ’sir qilishini ko’raylik.

Faraz qilaylik, C{t) daromadning muayyan qismi bo’lsin: 
С(г) = (1-/л)У(0, bu yerda m investitsiya normasi. (6) va (7) lardan

r = - r  (8)b
tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglama (4) ga p = const bo’lganda 
tengkuchli.

Ko’pincha talab funktsiyasi c(t) oldindan m a’lum bo’ladi.



14.1. Differentsial tenglamalarning normal sistemasi. Quyidagi

dx

, ~ f 2^ ’ У\’ Уг< •••’ У пУ dx

dy
dx

sistema normal sistema, deb ataladi.
Kuzatilayotgan yoki tadqiqot qilinayotgan ayrim jarayonlar modeli (1) 

ko’rinishdagi tenglamalar sistemasidan iborat bo’ladi.
1 - m i s о I . A modda P va Q moddalarga parchalansin. Ulaming 

har birini hosil bo’lish tezligi A moddaning parchalanmagan qismiga 
proportsional bo’lsin. Agar P  va Q moddalaming t momentdagi 
miqdorlarini mos ravishda x va у  desak, u holda A moddaning t 
momentdagi miqdori a - x - y  bo’ladi. Masala shartiga ko’ra bu miqdor 
x va у  miqdorlaming hosilalariga proportsional, ya’ni

^ = kl( a - x - y )  
dt

= k2C a - x - y y

2 - m i s о I . Biologiyadan m a’lumki, ayrim bakteriyalar ko’pa- 
yishdan tashqari o ’zining miqdorini kamaytirib turuvchi zahar ham ishlab 
chiqaradi. Faraz qilaylik, bakteriyaning miqdori N o’zining ko’payish 
tezligi dN/dt ga va zahar ishlab chiqarish tezligi dx/dt ga proportsional 
bo’lsin, bu yerda x zahar miqdori. U holda quyidagi sistemaga ega 
bo’lamiz:

-  = kN-k,Nx, —  = k2N. 
dt 1 dt

(1) sistemani integrallash deganda, (1) ni va quyidagi berilgan 
J 'i  li=x0 =  -Vio>, У г  lM „ =  У м .  - ’Уп  U 0 =  7no ( 2 )

boshlang’ich shartlami qanoatlantiruvchi nom a’lum УцУ1>---гУ„ 
funktsiyalami topishni tushunamiz.



Bunday sistemalami integrallash uning ko’rinishiga qarab, har xil 
usullar bilan bajarilishi mumkin. Shulardan bir nechtasini ko’rib 
chiqamiz.

(1) ning birinchi tenglamasini x bo’yicha difTerentsiallaylik: 
d 2y, { df, dy, , | df, dy„ 
dx2 dx dy, dx dyn dx

Tenglikning o’ng tarafidagi d y jd x ,  d y j d x ,  ...,dyn/dx hosilalami (1) 
dan f i ,  f i , •••,/„ lar orqali ifodalari bilan almashtiramiz, natijada quyidagi 
tenglama hosil bo’ladi:

d 1 y,
— Г=Ғг(х,У„Уг,-;УпУdx

Bu tenglamani differentsiallab, aynan yuqoridagidek almashtirishlar 
bajarsak:

d 3 y,
~Тз = Рз(Х’У1>У2’---’УлУ dx

tenglama hosil bo’ladi. Bu jarayonni davom ettirib, nihoyat
d"y.
~ j i~  = Fnix,yl,y l ,...,y„')dx

tenglamaga kelamiz. Endi hosil bo’lgan tenglamalardan quyidagi 
sistemani tuzib olaylik:

^ T  = / ) (ЪУ\>Уг,—,УЛ  dx
d 2y,-—^- = Ғг(х,у1, у 1 , . . . ,уп)

^ Г  = ғ Лх>У1>Уг ......УпУ

Bu sistemaning dastlabki n - 1 ta tenglamasidan Уг>Уз>--->У„ lami
x, y ,, ,..., lar orqali ifodalab:

У2 =<Р1 <*,У1,У\,--;У?~''>̂ -,УП =<РпЪ>У1>у\> — >У?~П'} (4) 
sistemaning oxirgi tenglamasiga olib borib qo’yamiz:

^ p r  = <ЬЪ.У„У„-,У?~П'> (5)

Bu tenglamadan у , ni topamiz:
y, =y/,{x,C„...C„y (6)



Oxirgi tenglikni n -1  marotaba differentsiallab, (4) ga qo’ysak, qolgan 
У2,У3,-->У„ noma’lumlar ham topiladi:

Agar (2) boshlang’ich shartlar berilgan bo’lsa, mos koef-
fitsientlami topish xuddi bitta tenglama uchun bajarilgandek amalga 
oshiriladi.

Agar (1) ning o’ng tarafidagi funktsiyalar o’z o’zgaruvchilariga 
nisbatan chiziqli bo’lsa, u holda sistemani chiziqli normal sistema deb 
ataymiz. Chiziqli normal sistemaga mos keluvchi (5) tenglama ham 
chiziqli bo’ladi.

dy dz
3-m i s о I. y  + z ,~fa = y  ~ z tenglamalar sistemasini yeching.

Yechish. Birinchi tenglamani x bo’yicha differentsiallaymiz:
d 2y  _ d y  dz 
dx1 dx dx

va undan у , dyjdx lami yo’qotamiz. Shu bilan tenglama
£ y  
dx2

ko’rinishga keladi. Buning xarakteristik tenglamasi Au  = ±4l  il- dizlarga 
ega. Shuning uchun uning umumiy yechimi

у  = С ,егЛ + С 2<ГгЛ 
bo’ladi. z ni topish uchun bu yechimni sistemaning birinchi teng- 
lamasiga qo’yamiz:

z = ^ — y  = Cl bJ2 - \ y I i - C2*j2  + I Y Гг. 
dx

Eslatma. Ayrim hollarda sistemaning tenglamalari ustida bir nechta
almashtirishlar bajarib, yechimni topishga olib keladigan osongina
integrallanadigan tenglama hosil qilish mumkin. Bu usulni integrallovchi
kombinatsiyalar usuli, deb atashadi.

dx x dy у
4 -m i s о I . — — ;~ r  = “ ---- --- tenglamalar sistemasinidt 2x + 3y dt 2x + 3y

yeching.
Yechish. Avval birinchi integrallovchi kombinatsiyani tuzib olamiz. 

Buning uchun birinchi tenglamani ikkinchisiga bo’lamiz: 
dx x  dx dy

- T ^ - 2y  = 0



Ikkinchi integrallovchi kombinatsiyani tuzish uchun birinchi 
tenglamani 2 ga va ikkinchi tenglamani 3 ga ko’paytirib, o ’zaro 
qo’shamiz:

2 • —  + 3 • —p  = 1; 2dx + 3dy = dt yoki 2x + 3y  = t + C2.
dt dl 7 3  2

Hosil bo’lgan tenglamalardan sistema tuzib olib, umumiy yechimni
topamiz:

C ,« + C2) 
2C ,+3 ’

t + Cj 
2C, + 3'

14.2. O’zgarmas koeffitsientli chiziqli differentsial tenglamalar 
sistemasi. Faraz qilaylik, bizga quyidagi 

dxx- ^  = anxl +a llx1 +~- + auxn, 

dx2
= «21*1 + «22*2 + ’ ■' + «2„*л •at

(7)

dx—  = аяххх + an2x2 + • • • + a„„x„

sistema berilgan bo’lsin, bu yerda barcha koeffitsientlar o’zgarmas. 
Bu sistemani

dt
matritsa ko’rinishida ham yozish mumkin, bu yerda

4 .

«21

«12 •

«22 •

• « l /  

•• « 2л

4 II

' x ;

*
|

S
i

II

Г * Л

dtdX2
dt

ya n\ « „ 2  • ° m  J U j dX„
I  dt )

A =

Berilgan (7) sistemaning yechimini
xx= p xe* , x1 = p 2e>1 , . . . , x n = p neXl

ko’rinishda izlaymiz. Agar bulami sistemaning tenglamalariga qo’yib, o’xshash 
hadlami ixchamlasak, noma’lum P\,p 2, - ,P „  koeffitsientlaiga nisbatan 
quyidagi chiziqli bir jinsli algebraik tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:



(Яц - А)р, + апр 2 +--- + аХпРп = О, 
a 2iP i +(.°22 -Х)р2 +--- + аг„Р„ = 0 ,

«„i Pi + а„2р 2 + • • • + (ог„„ -  А)р„ = 0.
M a’lumki, bunday sistema hamisha birgalikda, masalan, hech 

bo’lmaganda nol p, = 0 ,p 2 =0,...,p„ =0 yechimi mavjud. (8) sistema 
noldan farqli-yechimga ega ho’lishi m s h m v , x m i n g - d e t e . m v i n a n t i  n n l g f l  teng 
bo’lishi zarur va etarlidir:

«12 «In

Д(А)= «21 «22 A «2»

«„1 «л2 -  A
Bu X ga nisbatan n-darajali algebraik tenglama. Uni A matritsaning va 
shu vaqtning o’zida (7) sistemaning ham xarakteristik tenglamasi deb 
ataymiz.

M a’lumki, bunday tenglama n ta А,,А2,...,А„ ildizlarga ega. Ular A 
matritsaning xos sonlari bo’ladi. H ar bir A* xos songa biror 
(Р ц .Л и  - чРп*) xos vektor mos keladi.

Bu yerda uch hoi yuz berishi mumkin.
1-hek Bareha xos sonlar har xil: A, *  A2 * .. .  * A„ va haqiqiy. U holda,

(7) sistema rota yechimga’ega:
A = A, uchun: jr„ ^ p ne^ ',x2l = p2]e * , . . . ,x nl = pnlev ;
A = uchun: x l2 = P\2e ^  ,x22 ,.. .,xn2 = pn2e** ,

A = A„ uchun: = p ]ne*”',x2n = p 2neXj,...,xnn = pme^.
Biz fundamental yechimlar sistemasini topdik. Umumiy yechim

xt = QPiie 1 ^С гРп^  ■* + C„pt„e " , 
x 2 = С\Рпе>' щ̂02р 22е̂ г н \-Cnp 2ne* ,̂

xn —CiPn\e*' + -̂'2Pa2eX‘ + C„pme*" .
ko’rinishda bo’ladi.

dx, dx 2
5 - m i s о I . —— = 7x, + 3x2, —— = 6x, + 4x2 sistemaning umumiy at at

yechimini toping.
Yechish. Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzib olaylik:



7 - Л  3

6  4 - Я

Uning Я, = 1 ,Я 2 = 1 0  ildizlari sistemaning matritsasini xos sonlaridir. Я, =1 
ga mos keluvchi xos vektomi topish uchun

Г(7-1)/>1 + 3  p 2 =0,
[ 6 p , + ( 4 - l ) / 72 = 0

sistemani tuzib olamiz. Bu bitta 2p, + p 2 = 0 tenglamaga ekvivalent. 
Bundan (l;-2 ) vektomi aniqlaymiz.

Agar X o ’miga Я2 = 10 ni qo’ysak, quyidagi sistema hosil bo’ladi:
J (7  -  10)p, + 3  p 2 = 0 ,

\f>Pi + (4 -  1 0 )p 2 = 0.

Bundan (1;1) vektor aniqlanadi.
U holda fundamental yechimlar: Я, = 1 da xn = e \ x 2) = -2е ' ; Я2 = 10 da 

xn = e101, ^  = e10' , umumiy yechim esa
x, = C,e' + C2e10' , x2 = -2  C,e' + C2e'°'

bo’ladi.
2-hol. Xos sonlar har xil, lekin ulaming ayrimlari kompleks. 

Umumiylikni buzmagan holda bu kompleks ildizlar kl2 = a±if)  bo’lsin, 
deb faraz qilaylik. Bu ildizlarga

x V = p n e ia+ifi\  x«■-j . t-j\- ■> -j 
yechimlar mos keladi.

Aynan 10-§ ning 3-holiga o’xshagan mulohazalar bilan kompleks 
yechimning haqiqiy va mavhum qismlari ham yechim bo’lishini 
ko’rsatish mumkin. Shu sababli, kl2 - a ± i f i  larga mos keladigan xu­
susiy yechimlar sifatida

xj0 = e ca <qn cos fit + qj2 sin /3!Q xf> = e* <qj3 cos fit + q;i sin fit}

funktsiyalami olish mumkin, bu yerda ЯцгЯр^Яр^Яц lar Р ц ,Р , 2 lar 
orqali aniqlanadigan haqiqiy sonlar. Sistemaning umumiy yechimiga shu 
funktsiyalaming mos kombinatsiyalari kiradi.

6  - m i s  о I . —  = -7xl +x1, —  = -2jc,-5jc2 sistemaning umumiy dt dt
yechimini toping.

Yechish. Awal xarakteristi
-  7 -  Я 1 

-2  - 5 - Я

 ̂tenglamani tuzib olamiz:

= 0 yoki Я2 + 12Я + 37 =  0 .



Uning ildizlari: A, = - 6  + i,A2 = -6  Birinchi A, = - 6  + i xos songa mos 
keluvchi xos vektor (1; 1+i), ikkinchi A2 = - 6  - i  xos songa mos keluvchi 
xos vektor (1; 1-i). U holda bu xos son va xos vektorlarga mos keliivchi 
berilgan sistemaning yechimlari quyidagicha:

( I )  ~ 6 tXy =е' ў = *e~6'(cost + isinty, x2’ = (1 + i)e( 6+<> = (1 + i)e~6'(cost + isin/}
x,<2)= e<6' ,> = e”6'(c o s /- is in /J  x‘2) = (1- / )e <' 6' l> = ( l- / ) e “6'(co s/-is in /}  . 

yoki agar ulaming haqiqiy va mavhum qismlarini ajratib yozsak: 
x ,(,) =  e"6' cos?, x2(1) =  e -6' (cosI -  sin /J  

3c,(2) = e~6' sin/, x22) = e~6'(cos/ + sin/) 
funktsiyalami xususiy yechim sifatida olish mumkin. Demak, Umumiy 
yechim ^

x, =C,e~6' cost + C2e~6' sin/, '
x2 = C,e~*'(cost -s in /)  + C2e“e'(cost + sin/)

bo ’ladi.
3-hol. Xos sonlaming ayrimlari haqiqiy va karrali.
Umumiylikni buzmagan holda, A, xos son haqiqiy va m  karrali 

bo ’lsin, deb faraz qilamiz. Unga mos keluvchi sistemaning echimi
= Pi (0**'. x 2 = Pi (Oe'*1' , . . . , x n= p n (/)<?v  (9)

ko’rinishda bo’ladi, bu yerda р х(1) ,рг(1),—, р я(1) lar darajalari m - 1  dan 
katta bo’lmagan ko’phadlar. Agar (9) ni (7) ga qo’yib, t laming bir xil 
darajali hadlari oldidagi koeffitsientlarni tenglasak, bu ko’phadlaming 
nom a’lum koeffitsientlarini topish uchun chiziqli algebraik tenglamalar 
sistemasini hosil qilamiz. Buning bajarilish tartibini quyidagi misolda 
ko’rib chiqaylik.-

dxt dx2 .
7 - m i s о I . —  = 5 x , - x 2, —— = x,+3x2 sistemaning umumiy at at

yechimini toping.
Yechish. Awal xarakteristik tenglamani yechib olamiz:

5 -  Я -1
j 3 = 0 ; Л2 - 8Я + 16 = 0; Я, = Я, = 4 .

A, = 4 xos songa
x , =  e4' (a ,/ + a2y x, = e4' 0 ,/ +  b2)  

yechimlar mos keladi. Ulami / bo’yicha differentsiallab, sistemaga 
qo’yamiz:

ate4' +4(a,t + a2)e4' =5e*'(a,t + a2) - e*'(b̂ t + b2), 
b,eA' + 4(Ь{+Ьг)ем = e*‘(alt + a2)+3eA'(.blt+b2).



Agar bu tengliklaming har birini e4' ga qisqartirib, t ning oldidagi 
koeffitsientlarni va ozod hadlam i tenglasak:

{
4a, = 5a, - b,, fa, + 4a2 = 5a2 - b2,
4b, = a, + 36,, [й, + 4 b2 = a, + 3 b2 

sistemalami hosil qilamiz. Bundan a ,= b , \a 2 - b 2 = a ,=  b, kelib chiqadi. 
Agar a ,= C ,;a 2 = C 2 desak, b, =C ,;b2 = C2 -  C, bo’ladi, shuning uchun 
sistemaning umumiy yechimi quyidagicha bo’ladi:

jc, = e" (C,t + C2} x2 = e4' (<C,t + C 2 - C, )
Eslatma. O ’zgarmas koeffitsientli chiziqli yuqori tartibli differentsial 

tenglamalar sistemasi ham  aynan yuqoridagi tartibda ko’rib chiqilishi 
mumkin. Masalan, agar sistema

d2x, _
2 — a„x, +  a,2x2,dt

d2x.
dt2 -a 2,x, + a22x2

ko’rinishda bo’lsa, u holda uning xarakteristik tenglamasi
а,,-Яг a, 2

° 2 1  ° 2 2

bo’hb, uning ildizlariga mos keluvchi umumiy yechim
x, = C,p,e* +C2p2e** + С3р3еАз' +CApte1'', 

x2 = C,q,e* +C2q2e* + C3q3e*1' +C,q,e>''
bo’ladi.

14.3. Bir jinsli bo’lmagan chiziqli o’zgarmas koeffitsientli differentsial 
tenglamalar sistemasini o’zgarmaslarni variatsiyalash usuli bilan yechish.
Bizga

( 10)

dxl—L = O..X. dt 11 *+ °\1X2 + ’

—T = a 2lX + ^22-^2dt

dxn
7 ш =а"х + a»l*2 +

sistema berilgan bo’lsin.
Faraz qilaylik, unga mos keluvchi bir jinsli (7) tenglamalar 

sistemasining umumiy yechimi m a’lum bo’lsin:



Xl "*■ 2̂*12 "* *" ^«*1i>’ 
JC2 =  C,.X2| +  C2X22 ^n X2n »

Xn ~ CA l +C2X„2 "I нС„*„„. 
Berilgan (10) sistemaning umumiy yechimini

Xj = Cj (/)*,, + C2 (0-̂ 12 ^  C„ (0*|„»
•X2 =  C )  0 ) x 2 I ■*“ ^ ' 2  ( 0 X 22 ^  +  C „  ( 0 X 2 n  >

■*„ — C,(rK, + C2(/)x„2 ч н Сл (t)xrn 
ko’rinishda izlaymiz, bu yerda C,(/),C2(0»•••,£„(/) lar topilishi lozim 
bo’lgan noma’lum funktsiyalar. Bulami (10) ga qo’yamiz, u holda uning 
i-tenglamasi quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

C\xt\ ~*~C2xi2 H I-Спхш + С,Cr, — Лц-Яц — я12х12 ainxlny\
• ■• ■■ + c n К  -  onlxnl -  an2xnl-------amxm )= /  (/) .

Qavs ichidagi yig’indilaming hammasi aynan nolga teng, chunki 
barcha k = 1,2,...,n lar uchun (xtl,xl2, . . . ,x t„) lar bir jinsli (7) siste­
maning yechimlaridir. Shuning uchun

Cixn + C2xl2 + — I- C„xln = / ( / ) ,  / = 1,2,...,/? (11)
sistemaga ega bo’lamiz. ixtl,xk2,.. .,xht'), k = 1,2,...,« lar chiziqli erkli 
bo’lgani uchun bu sistemaning asosiy determinanti

Л = * 0 .

C,'(/),C2'(/),...,C„'(/) lami (11) dan aniqlab, integrallab chiqsak, 
barcha C,(/),C2(f),...,C„(/) lar, va demak, (10) ning umumiy yechimi to­
piladi.

dx dy 3 2
8 - m i s о I . —  + 2х + 4y = 1 + 4/, — + x -  y  = — t sistemani yeching. 

dt dt 2
Yechish. Avval bir jinsli sistemani yechib olamiz:

dx _ . . dy— + 2x+  4v = 0,—  + x -  у  = 0. 
dt dt

Buning uchun birinchi tenglamani differentsiallaymiz:
d 2x „ dx .dy ——+ 2—  + 4 —  = 0. 
dt dt dt



dy _
Ikkinchi tenglamadan ~  -  У ~ x ni va birinchi tenglamadandt
, _ d x
4y -  -  —  -  2 x  ni aniqlab, bu tenglamaga qo’ysak: 

dt
d 2x  dx ,  л—r  + ----- 6jc = 0
dt dt

o ’zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli tenglama hosil bo’ladi. Uning 
umumiy yechimi

x = C le 21 + C 2e~3’
1 dx 1

bo’ladi. Buni ^ = ga ^o’ysak:

у = -С,еь + j C 2e-3'4
ham topiladi.

Endi berilgan bir jinsli bo’lmagan sistemani yechish uchun

* = C,(Oe2' + C2(t)e 3r, у = -с ,(Oe1' + i c 2(/)e-3' (12)

deb faraz qilamiz. (12) ni berilgan sistemaga qo’ysak: 
C\(t)e* +4C2e' 3 

sistema hosil bo’ladi. Bundan

C\(t)e* + 4Cje~3' =1 +  4/, -C\(t)e* + C2e"3' = |» *

Л A  3  2e.,* 1 + 4 t +—r
c , ( o =  «  c ; w = - - - - - - 2 - * " .

Bulami integrallasak:

/ + 1/1 * + - / 2 
CI(0 = L y - e ' ,,+C1, 0,(0 = — 2 - е » + C ,

hosil bo’ladi. Bulami (12) ga qo’yib sistemaning umumiy yechimini 
topamiz:

лг = С,е2'+ С 2<Г3'+ /  + / \  у = -С,е2'+^С е-’'- -1 г .

15-§. Turg’unlik nazariyasi.

Ko’p hollarda differentsial tenglamalar yoxud tenglamalar 
sistemasining echimlari elementar funktsiyalar bilan berilmagani uchun



ularni echish uchun taqribiy hisoblash usullari qo’llaniladi. Bu usullaming 
kamchiligi shundaki, ular faqat bitta xususiy yechimni topishga imkon 
beradi. Boshqa xususiy yechimni topish uchun bu usulni yana boshqatdan 
qo’llashga to ’g’ri keladi. Bir xususiy yechimni bila turib, boshqa xususiy 
yechimlar to ’g’risida biror flkr aytib bo’lmaydi.

Texnik va mexanik masalalaming aksariyatida yechimlarning konkret 
qiymatlari emas, balki bu yechimlarning biror nuqta atrofida yoki 
argument cheksiz ortib borganda o’zini qanday tutishi ko’proq qiziqtiradi. 
Bu masalalar bilan differentsial tenglamalaming sifatlash nazariyasi 
shug’ullanadi. Bu nazariyaga A.M.Lyapunov1 va A.Puankare2 lar asos 
solishgan.

Sifatlash nazariyasida ko’riladigan asosiy masalalardan biri bu 
yechimning turg’unlik masalasidir.

15.1. Lyapunov ma’nosidagi turg’unlik. Bizga quyidagi 
dx, ,  .

= *2>
*    (1)

dx„
^  — fn Q’xi ’Хг>- • ->xn)

tenglamalar sistemasi berilgan bo’lsin. Faraz qilaylik, *,(<)> 
хг 0 )> ■-•>*„(0  lar (1) ning

*1 l<=0— * 1 0 ’ > X 2 l,=0 *20> ■ ■ • » X n ll = 0 =  X  n 0  ( 2 )

boshlang’ich shartlami qanoatlantiruvchi yechimi bo’lsin.
1-ta’rif. Agar har qanday £ > 0  son uchun shunday 6  > Oson to ­

pilsaki, (1) ning boshlang’ich qiymatlari
k ( 0 ) - * , , |< f f ,  » = 1,2......n

tengsizliklami qanoatlantiruvchi ixtiyoriy y,(l), / = 1,2,...,n,yechimi uchun 
|л ( 0 - * , ( 0 |< « ,  / = 1,2,...,л 

tengsizliklar barcha t > 0 lar uchun bajarilsa, u holda jcj (/), 
x2(t), yechim "Lyapunov m a’nosida turg’un", deyiladi, aks holda
bu yechim "turg’un emas", deyiladi.

1 A.M .Lyapunov (1857-1918) - rus matemaligi.
2 Anri Puankare -  farang matematigi.



Demak, yechim Lyapunov m a’nosida turg’un bo’ladi, agar 
boshlang’ich qiymatlari bilan unga yaqin bo’lgan boshqa har qanday 
yechim barcha t > 0 lar uchun ham shu yechimga yaqin bo’lsa.

Agar Lyapunov m a’nosida turg’un bo’lgan yechim uchun bundan 
tashqari

l i r n |^ f ( 0  -  * ,  (0 | =  0, j  =  1,2.......n
tengliklar ham o ’rinli b o ’lsa, u holda bu yechim "asimptotik turg’un", deb 
ataladi.

Bu ta’rifning ma’nosi quyidagicha: agar berilgan tenglamalar sistemasi 
biror harakatni ifodalasa, turg’un yechimlar holida boshlang’ich shartlami 
yetarlicha kichik miqdorga o’zgartirganda harakat xarakteri o’zgarmaydi.

Aytish joizki, yechimning asimptotik turg’un ekanligidan uning 
Lyapunov m a’nosida turg’un bo’lishi kelib chiqmaydi. 

dx dy
1 - m i s  о I. —  = - у ,  —  - X  sistemaning x(0) = 0,_y(0) = 0 boshlan- dt dt

g’ich shartlami qanoatlantiruvchi yechimini turg’unlikka tekshiring.
Yechish. Sistemaning berilgan boshlang’ich shartlami qanoat­

lantiruvchi yechimi л(/) s  0, y(t) = 0 dir. Bunday yechimni biz sistema­
ning "sukut nuqtasf, deb ataymiz.

Sistemaning x(0) = x0,y(0) = y 0 boshlang’ich shartlami qanoat­
lantiruvchi har qanday boshqa yechimi

*(/) = x0 cost -  y 0 sint, x(t) = x0 sint -  y 0 cost 
ko’rinishda bo’ladi.

Ixtiyoriy e  > 0 son olaylik. Ayonki, har qanday / >  0 lar uchun 
|jc0 cos t -  y 0 sin f| < |x0 cos t\ + [y0 sin t\ < |x01 + |.y0|,

|x0 sin t + y 0 cos 11 < |дс0 sin /] + |j>0 cos r| < \x01 + 1y 0 | (3)

tengsizliklar o’rinlidir. Shuning uchun, agar |x0| + | j 0|< f  desak, u holda 
barcha t > 0 lar uchun

|x0 cos t  -  y 0 sin f| < e, |x„ sinf + y 0 cosf| < e  (4)

bo’ladi. Demak, agar masalan, 5 ( e )  = e/2 deb olsak, |jc0|< 5 ,  |.y01 < <5 
bo’lganda, (3) .tengsizliklarga ko’ra, barcha r>0 lar uchun (4.) teng­
sizliklar o’rinli bo ’ladi, ya’ni sistemaning nol yechimi Lyapunov 
m a’nosida turg’un ekan, lekin u asimptotik turg’un emas.

Faraz qilaylik, $»,(0> P2(0> ■■•»?>„(0 lar (1) ning (2) boshlang’ich 
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi bo’lsin. Agar

У,(0 = х,(0-<Р,({), / = 1,2,-..,«, (5)
desak, u  holda (1) sistema quyidagi



=  f  ('> У\ +  <Р\ ( 0 .  У 2 +  Ч>2 ( О .  • ■ ;У а + <Рп ( 0 ) -  / l  С'. P i ( 0 .  • • ■. <Р„ ( 0 >at

~ ~ ~  =  Л О '.з ' ]  + ^ i  ( 0 .  ( О ....... Л  +  <Р* ( ' ) ) -  Л <?> ^  ( 0 ,  ■ ■ •, <Рп ( 0 >

*  (6)

т̂г = Л + р. (0, у  г + <р2 (О.— ,у „ + <р„ (У))- Л С. р, (0. • • •. (0) dt
sistemaga almashadi. Bu sistema

У, L o = ° > ,  Уг l.=o =  0 .......... У „  l .= o =  0  ( 7 )

boshlang’ich shartlami qanoatlantiruvchi y , (0  = 0, / = 1,2,...,n,  trivial 
yechimga ega.

Bundan quyidagi teorema kelib chiqadi.
1-teorema. (1) sistemaning (2) boshlang’ich shartlami qanoat­

lantiruvchi p,(0, ...,<p„(t) yechimi Lyapunov m a’nosida (asimp­
totik) turg’un bo’lishi uchun (6) sistemaning (7) shartlami qanoat­
lantiruvchi trivial yechimi Lyapunov m a’nosida (asimptotik) turg’un 
bo’lishi zarur va yetarlidir.

Demak, umumiylikni buzmagan holda, (1) sistemaning (7) shart- lami 
qanoatlantiruvchi trivial yechimini tuig’unlikka tekshirsak kifoya ekan.

2-teorema (Lyapunov). Faraz qilaylik, (1) sistema x,(t) = 0, 
/ = 1,2,..., и, trivial yechimga ega bo’lsin. Agar quyidagi

1)5(jc1,...,jc„)>0 va faqat x, = x2 = ... = x„ = 0 bo’lgandagina >9 = 0 ;
2) barcha / > 0 lar uchun

dS d& dXj d&
-Z7 = X ^ - - r  = L T - f ‘<f’xi’x2’ ->xn ^ °  dt 7"7 axt dt "  dx,

shartlami qanoatlantiruvchi differentsiallanuvchi biror 5(х,,...,хя) 
funktsiya mavjud bo’lsa, u holda x,(t) = 0, / = 1,2,..., и, trivial yechim 
Lyapunov m a’nosida turg’un bo’ladi.

Agar bundan tashqari, koordinatalar boshining yetarlicha kichik 
atrofining tashqarisida barcha t > 0 lar uchun

* * * - / > <  0 
dt

bo’lsa, bu yerda p- o ’zgarmas son, u holda x,(t) = 0, / = 1,2,...,n, trivial 
yechim asimptotik turg’un bo’ladi.

5(x,,...,jc„) funktsiya " Lyapunov funktsiyasi', deb ataladi.



2  - m i s о I . ~ r = ~ x\ ~ x 2, —~ = x, - * 2 sistemaning x, |,_0= 0,, dt dt
•*2li=o = 0> boshlang’ich shartlami qanoatlantiruvchi trivial yechimini 
turg’unlikka teksliiring.

Yechish. i9(xp x„) = xj2 + x2 funktsiyani ko’raylik. Bu funktsiya uchun
2-teoremada qo’yilgan 1-shartning bajarilishi ayon, shu sababli 2-shartni 
tekshiramiz:

d9
dt

=  2x, e x ,  - x 2 3+ 2x2 Of, -  x2 }= —2 <*, +  x 2 }< 0 .

d&
Agar x, * 0,х г * 0 bo’lsa, u holda barcha t z  0 lar uchun —r  < -/?  < 0dt
bo’ladi. Demak, berilgan sistemaning trivial yechimi asimptotik turg’un 
ekan.

1-eslatma. Lyapunov funktsiyasini х1,хг , .. . ,хя laming quyidagi

8  = 7£1avxixj kvadratik forma ko’rinishida izlash tavsiya etiladi.
•j

Bu funktsiyaga qo’yilgan birinchi shart bu kvadratik formaning musbat 
aniqlanganligini bildirgani uchun, oy koeffitsientlarni Silvester 
mezonining shartlarini qanoatlantiradigan qilib olinadi, ya’ni

>0

2-eslatma. Agar (1) sistema biror harakatni ifodalab, t vaqtni bildirsa 
va u tenglamalarda oshkor ishtirok etmasa, ya’ni sistema ushbu

« I I  ' ' •  « I ,

> 0 ,
« 1 1  « 1 2

« 2 1  « 2 2
« „ 1  • '■  « „ „

dt

dx
dt

ko’rinishda bo’lsa, u holda (1) avtonom sistema, deyiladi.



15.2. Sukut nuqtalarining eng sodda ko’rinishlari. Ushbu
dx i
~dt

II + a12x2+ - • + ainXn-

dx
dt = «21*1 2̂2*2 *■■ + alnx„

dxn
7 dT

II & 3 + a„2*2+- • •+ °nnXn

sistema berilgan bo’lib, uning barcha koeffitsientlari o’zgarmas bo’lsin. 
x(t) = 0,y(t) = 0 bu sistemaning sukut nuqtasi bo’ladi, buni bevosita 
o ’miga qo’yish usuli bilan tekshirish mumkin. Bu nuqta turg’un bo’lishi 
uchun koeffitsientlar qanday shartlami qanoatlantirishini tekshiraylik.

Aynan 13.2-§ dagidek yechimni
Al „ _ _ „Д/x, = p xe , x2 = p 2e 

ko’rinishda izlaymiz. (8) ning
a,, — Я a,2

А (Я >
а21- Л

ат - Л

= 0

-*n\ n2

xarakteristik tenglamasining ildizlarini Л1,Л2,...,ЛП bilan belgilaylik.

3-eslatma. Agar A = ||afJ || _  y x(f) = (x, (/), x2 ( t x „  ( t ) f , desak, (8) 

quyidagi

^  = Ax 
dt (9)

vektor ko’rinishga keladi. Bunda xarakteristik tenglamaning ildizlari A 
matritsaning xos sonlaridan iborat bo’ladi.

4-eslatma. 1-teoremaga ko’ra,

y - = A x  + f (  0  
dt

biijinsli bo’lmagan tenglamalar sistemasining ixtiyoriy x(/) yechimining 
Lyapunov m a’nosida turg’un (asimptotik turg’un) bo’lishi uchun unga 
mos keluvchi bir jinsli (9) sistemaning trivial yechimini Lyapunov 
m a’nosida (asimptotik) turg’un bo’lishi zarur va yetarlidir.

Bu yerda uch hoi yuz berishi mumkin.



1-hol. Barcha xos sonlar har xil: A, ^А , * ...* A „, haqiqiy va 
Xk < 0 ,к = 1,2,...,n bo ’lsin. U holda (8) ning umumiy yechimi

*i = C\P\\e  ̂ "*■ -̂■гР\2е '̂ "* *~Спр 1яе ' , 
x2 = C ,pne^ + C 2p ^ '  + - -+ C „ p 2ne^‘, (10)

Xn = C\Pn\G*' + ClPn2ei* "* 
ko’rinishda bo ’ladi. Cl,Ci ,...,C„ koeffitsientlarni bu yechim (2) 
boshlang’ich shartlami qanoatlantiradigan qiUb tanlaymiz. Agar / = 0 
desak:

ClPkl + СгРк2 + •••+ CnPhn =Xk0 >  ̂= lj2,...,« 
chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Bu yerda 
Д = det|pfJJ]ф 0, chunki {ра >Ргк’-чРл')> k = \,2,...,n lar chiziqli erkli xos 
vektorlar edi. U  holda

1 "
С/ = “  ^jix jo > / = 1,2,...,«,

A i=l
bu yerda Ajt- p Jt ning A determinantdagi algebraik to’ldiruvchisi. 
Quyidagi

m ax p M = p,  max Л, * = A
i\k=\,rr 1 ijt=\,n* 1

belgilashlarni kiritaylik.
Agar ixtiyoriy £ > 0  son uchun 5(e) = еЩ/(n1 pA) desak, barcha /> 0

lar uchun |еД‘ | < 1> к = 1,2,...,и , bo’lgani uchun |x(0)< <5, / = 1,2,...,«,

bo’lganda, |x((f)|<£ , / = 1,2,...,«, bo’ladi, ya’ni sukut nuqta Lyapunov 
m a’nosida turg’un ekan. Bundan tashqari,

lim |хДг)| = 0, / = 1,2,...,«,
/-►-Ню1 1

va demak, sukut nuqta asimptotik turg’un ham ekan.
Agar n = 2 bo’lsa, x lOx2 tekislik (1) sistemaning faza tekisligi, uning 

yechimlari esa, quyidagi
dx1 aux, + a,7x7
~ T  = - —-----—  (11)or, a2lxl + aa xx

differentsial tenglamaning traektoriyalari, deb ataladi.
0(0,0) koordinatalar boshi (11) tenglamaning maxsus nuqtasi bo’ladi, 

chunki bu nuqta tenglama yechimining mavjudlik va yagonalik sohasiga 
tegishli emas.



=  0

(10) ko’rinishdagi yechim uchun bu maxsus nuqta turg’un tugun 
nuqta, deb ataladi. Bunda nuqta t - » -и» da traektoriya bo’ylab, maxsus 
nuqtaga yaqinlashadi deymiz.

dx dy -
2  - m i s о I. —  = -x ,—  = - 2y  sistemaning x(0) = 0,^(0) = 0 bosh- dt dt

lang’ich shartlami qanoatlantiruvchi yechimini turg’unlikka tekshiring. 
Yechish. Sistemaning xarakteristik tenglamasi

-1 -  A 0 
0 - 2 - Л

Л = - 1,Л = -2  ildizlarga ega. Sistemaning unga mos keluvchi yechimlari
x = Cle-', у  = C2e~2' .

Bulardan boshlang’ich x|,=0=x0, j | , =0=_v0 shartlami qanoatlantiruvchi 
xususiy yechimlari

x = x0e", у  = yQe~2'. (12)
Bundan ko’rmadiki, t —> -ко da x(t)-^0,y(t) -> 0, ya’ni x = 0,y = 0 
yechim turg’un. Endi faza tekisligiga o’taylik. (12) dan t parametmi 
yo’qotsak:

0
y_
Уо

parabolalar oilasini hosil qilamiz (129-rasmga qarang).

(12) tenglama bu misol uchun quyidagicha
d y _ 2ŷ
dx x

Bu tenglamaning 0 (0 ,0 ) maxsus nuqtasi turg’un tugun nuqtadir.



2-hol. Barcha xos sonlar har xil: Я, * * ... * Л„, haqiqiy va

Ak > 0 , k = 1,2,...,« bo’lsin. Bu holda ham yechim (10) ko’rinishda 
bo’ladi. t —> +стэ da ея*'->+оо, Л = 1,2,...,и, bo’lgani uchun boshlang’ich 
shartlar qanday bo’lishidan qat’iy nazar, t -> + oo da

A = 1,2......n , bo’ladi, ya’ni yechim turg’un emas.
и = 2 bo’lganda faza tekisligida sistemaning maxsus nuqtasi turg’un 

bo’lmagan tugun bo’ladi: t -> +oo da nuqta traektoriya bo’ylab j c  = 0,y  = 0 
sukut nuqtasidan uzoqlasha boradi.

dx dy _
3  - m i s о I . —  = x,—  = 2y  sistemaning yechimini turg’unlikka at at

tekshiring.
Yechish. Bu sistema uchun xarakteristik tenglama

1-Л  0
=  0

0 2 -Л

A = 1,A = 2 ildizlarga ega. Unga mos keluvchi yechimlar: x = x0e',
У = Уое2‘• t - > +  °° da I x(t) |-> oo,| y(() |-> oo, ya’ni yechim tuig’un 
emas.Agar t ni yo’qotsak:

/  \ 2 x _y_
Уо

parabolalar oilasi hosil bo’ladi. 0(0;0) maxsus nuqta turg’un b o ’lmagan 
tugun nuqtadir (130-rasmga qarang).

3-hol. Xarakteristik tenglamaning ildizlari haqiqiy, lekin har xil 
ishorali. Umumiylikni buzmagan holda, faraz qilaylik,



Я, < 0 ,  Л2 < 0 ,...,Лк < 0 , 1 < к < п ,  bo’lsin. U holda, agar, unga mos 
keluvchi umumiy yechimdagi Cjp iJt,i = 1 , 2 1  < к < n, koeffitsient- 
larning kamida biri noldan farqli bo’lsa, t -> + co  da xk (t) -> oo, 1 < к < n, 
bo’ladi, ya’ni yechim turg’un emas. Bunda sukut nuqtani turg’un 
bo’lmagan egar, deb ataymiz.

4 - m i s о I .
dx dy
— = x,—  = - 2y  sistemaning yechimini turg’unlikka at at

tekshiring.
Yechish. Bu sistema uchun xarakteristik tenglama

1-Л  0
=  0

0 - 2 - Л
A = 1,A = -2  ildizlarga ega. Unga mos keluvchi yechimlar: x = x0e‘,
У  =  У 0е ~ 2'.  t —> +oo da I x(t) | - ^  qo, ya’ni yechim turg’un emas. Agar t ni 
yo’qotsak:

y x 2 = Уохо
tenglama hosil bo’ladi. Bu faza tekisligida giperbolalar oilasini ifodalaydi 
(131-rasmga qarang).

131-rasm.
Maxsus 0(0;0) nuqta turg’un bo’lmagan egar nuqtadir.
4-hol. Xarakteristik tenglamaning ayrim ildizlari kompleks. 

Umumiylikni buzmagan holda, faraz qilaylik, A, = a  + ip, Л2 = a - i p  
bo’lib, qolganlari haqiqiy bo’lsin.

a) agar a  < 0, A, < 0..... A„ < 0 bo’lsa, u holda ularga mos keluvchi
umumiy yechim

x, = em(.ClPil sin pt  + C2qn cos/7/)+C3p n3ev  + - -  + CnPnne ^ , i = l,2,...,n,



ko’rinishda bo ’ladi. Shu sababli, /->+00 da xk{t) -» 0,1 < к < n, bo’ladi, 
ya’ni yechim asimptotik turg’un. Sukut nuqta bu holda turg’un focus, 
deb ataladi (132-rasmga qarang).

b) agar a  > 0 (A,, / = 3,4,...,«, laming birortasi musbat) bo’lsa, u holda
(C\P,if + ( C 2<7,,)2 *0 ( musbat X; oldidagi CiPik * 0 )  bo’lsa, <->+00 da 
xk(t) -» 00,1 < к < n, bo’ladi, ya’ni yechim turg’un bo’lmaydi (133-rasmga 
qarang). Bu nuqtani turg’un bo’lmagan focus, deb ataymiz.

v) agar а  = 0,/?*0,Л3 <0,...,A„ <0 bo’lsa, u holda ularga mos keluvchi 
umumiy yechim

ko’rinishda bo ’ladi. Bu yechim Lyapunov m a’nosida turg’un, lekin, 
t -> +00 da xt (/), \ < k < n ,  lar nolga intilmagani uchun yechim asipm- 
totik turg’un emas. Sukut nuqta bu holda markaz, deb ataladi (134- 
rasmga qarang).

132-rasm. 133-rasm.

x, = Ctp tt sin(/JT + 6 ) + C2qn cos(Д  + д) + С}р„ге *  + • ■ • + Cnp n„ev ,
i = 1,2,.

134-r a s m .

16-§. Differentsial tenglamalarni taqribiy hisoblash.

16.1. Eyler usuli. Bizga 1-tartibli



^ 0) = Л  (2)
boshlang’ich shartni qanoatlantiruvchi yechimini topishni talab etuvchi 
Koshi masalasi berilgan bo’lsin. Faraz qilaylik, f (x ,y )  funktsiya (x0,>„) 
nuqtaning biror atrofida mavjudlik teoremasining shartlarini 
qanoatlantirsin.

Quyida keltiriladigan "Eyler1) usuli" (l)-(2 ) masalani analitik yechib 
bo’lmaydigan hollarda, bu yechimning biror y(d ) qiymatini, bu yerda 
xB < d  <x0 + 5 , taqriban hisoblash imkonini beradi. l*0,d] oraliqni

x0 < x, < x2 <... < xn = d  
nuqtalar bilan n ta  teng bo’laklarga bo’lamiz. oraliqning
h = xi+1 -  x, uzunligini hisoblash qadami, deb ataymiz. Yechimning 
nuqtadagi taqribiy qiymatini y t bilan belgilaylik.

(1) tenglamada hosilani har bir x0,x,,x2,...,x„ nuqtada orttirmalar 
nisbati bilan almashtiraylik:

Ax
yoki

АУ, =Дх„У,)Лх,
bu yerda Ay, = y M- y , , i  = l,2,...,n. Xususan, x = x 0 nuqtada у , ni topish 
uchun

У1 -Уо = f(xa, У o)h
yoki

Уi -  Уо + Л хоУо)Ь (3)
tenglikni hosil qilamiz, bu yerda x0,y0,h - Jar m a’lum sonlar.

Agar x = xt desak:
Уг=У\ + Я*,У\)к

tenglik hosil bo’ladi, bu yerda x,,A - lar m a’lum sonlar, y t esa (3) dan 
topiladi. Bu jarayonni boshqa nuqtalar uchun davom ettirsak, quyidagi 
rekurrent formula hosil bo’ladi:

Ум = Я + /(*.-. УIЯ  j = 1,2,.... и. (4)

Leonard Eyler (1707-1763)- u lug ' m atematik, Rossiya fanlar akadem iyasining aJtademicji,; Kelib 
chiqishi bo 'yicha shveytsariyalik.



у

A,

О x0 x, x2 x = d x
135-rasm.

birlashtirib, integral chiziqni taqriban ifodalovchi A0A1A2 siniq
chiziqni hosil qilamiz. Bu chiziq "Eyler siniq chizig ’i ", deb ataladi.

(1) tenglamaning Ax = h bo’lgandagi Eyler siniq chizig’iga mos 
keluvchi taqribiy yechimini y  = y„(x) deylik. Agar (1) tenglamaning (2) 
shartni qanoatlantiruvchi yagona yechimi mavjud bo’lsa, u holda [x0,d] 
oraliqda {y„(x)} ketma-ketlik aniq yechimga tekis yaqinlashadi.

16.2. Runge-Kutta usuli. Bu usul (l)-(2) masala uchun Eyler usuliga 
nisbatan yuqori tartibli yaqinlashishni beruvchi usullardan biri 
hisoblanadi. Umuman Eyler usulini Runge-Kutta usulining xususiy holi, 
deb qarash mumkin.

Faraz qilaylik, taqribiy yechimning xk nuqtadagi y k qiymati topilgan 
bo’lib, uning xk+l=xk +h nuqtadagi y M qiymatini hisoblash kerak 
bo’lsin.

Agar ( xk , y k ) lami (1) ga va uning x  bo’yicha differentsiallangan 
ifodasiga qo’ysak:

qiymatlami topamiz.
Yechimning Teylor yoyilmasida a = xk,x = xk+l = xk +h deylik:

Ук'=№к,УЛ (5)

(6)

У ы = У к  +  * У к ' + ^ У к " + о < ь г у .

Agar bu yerda (5) va (6) ifodalarni e’tiborga olsak:



У к \  Ул - =  y k ' + $ y t  " + 0 < b 2 > f ( x k , y k ) +  £  
h 2 2 £ + £ ' / 1 +оф2:> дх ду Jx=xt

У* У*
b o ’ ladi. Ikkinchi q o ’ shiluvchini biror a *  0 songa ko ’paytirib b o ’laylik: 

Ум ~Ук = /(*>,УU >  oh + Ц- ■ ahf + o e >1 =h 2 a \d x  ay

1 .. 4 .= /(** )+ 2̂ "К (л’-V>+ =
У=>*

2 a - l  1 ^  , 2 a - 1 ,  1 ,
= — — /<**> Л )+— /(х„ +ah,yk +ahf)= —— k, + —  A2,

2 a  2 a  2 a  2a
bu yerda kt = f ( x k, y k')> k2 = f ( x k + a h ,y k + ahkl ) deb belgilandi. N a­
tijada quyidagi sxemaga keldik:

2W ^ = 2̂ z l i i+ ._Liv  (7)
h 2a 2a

Bu formuladagi a  sonni yaqinlashish tartibi imkon qadar yuqoriroq 
b o ’ ladigan qilib tanlanadi. Aytish joizk i, biz hosil qilgan (7 ) sxema har 
qanday a *  0 son uchun ikkinchi tartibli yaqirdashishga ega.

16.3. 2-tartibli tenglama uchun Adams usuli. Bizga quyidagi
y"=f<x,y,y'\  (8)

>'Ю = ̂ о5У Ю  = ̂ о' (9)
Koshi masalasi berilgan b o ’ lsin. Bu masala yechimining x = x0 nuqta 
atrofldagi Teylor formulasi b o ’yicha yoyilmasini ko ’ raylik:

+ + + (10)1 2! m!
Bu yoyilmadagi y 0 va y 0 ' qiymatlar m a’lum ((9 ) ga qarang), hosilaning 
У о " .  Уо"’ - - qiymatlarini (8 ) dan quyidagi tartibda topiladi: agar (5) ning 
o ’ng tarafiga boshlang’ ich x0, y n va y 0 ' qiymatlami q o ’ysak, J 0"n i 
topamiz:

.Уо"= f i x „ , y a, jV ) .
(8) ni x b o ’yicha differentsiallasak:

ax dy dy

b o ’ ladi, bu tenglikning o ’ ng tarafiga x0, y 0, y 0' va y a" qiymatlami 
q o ’ysak, ^ " 'n i  topam iz:



V  ■ ■ ■ = [ £  +  £ . у + * . у
Л  t a x  ду у  ду' у  )"=^у«У-у*.г-у>"

(11) ni yana х  b o ’yicha differentsiallab, o ’ng tarafiga x0, y 0, y 0' ,yB" va 

y 0”' qiym atlami q o ’ysak, ,V0<4)ni topamiz. Shu tartibda davom etib, 
ixtiyoriy tartibli hosilaning x  = x0 nuqtadagi qiymatlarini topish mumkin. 
Shunday qilib, (10) ifodadagi qoldiqdan boshqa barcha hadlari 
aniqlanadi. Endi, agar qoldiqni tashlab, x  ga ixtiyoriy qiymat bersak, 
yechimning shu nuqtadagi taqribiy qiymatini topishimiz mumkin. 
Qilinadigan xatolik | x -x 0| m iqdor kattaligiga va (10) yoyilmada olingan 
hadlar soniga b o g ’ liq b o ’ladi.

(10) yoyilm ada to ’ rtta had olib, m os ravishda x = xB+h  va x = x0 +2h  
desak, у  ning y t va y 2 qiymatlarini topamiz:

Л , h 2 h 3 2 h  , (2 h )2 „ (2Л )3
У , = У о + - У о ' + — Уо + — Уо , Уг = y 0 + - j y ° + ^ r y ° + ^ T y o ■

X uddi shunday (10) ni differentsiallab, hosil b o ’lgan ifodada x = x0 + h  va
x = x„+2h  desak, у ' ning J',' va y 2 qiymatlarini topamiz:

, h „  h2 .......................2h „  (2h)2
У, =  У о + -У о  + — Уо , Л - Л + у Л + ^ - Л  .

Natijada у  va у '  ning uchtadan qiymati topildi: У0>У \,У 2 v a 
Уо’, y t' , y 2'. Endi bu qiymatlardan foydalanib, (8) tenglamadan qu­
yidagilami topamiz:

y'o= f(.Xo,y0, y 0'\ y'l = f ( x ], y l , y ]'l  y l  = f ( x 2, у 2,у 2'y 
Faraz qilaylik, shu tartibda yechimning

Уо>Ух,У2, — ,Ук 
qiymatlarini va uning hosilalarining

Уо', Ух ',Уг\~->Ук'\  Уо">У" ’ Уг"> — >У*" 
qiymatlarini topgan b o ’laylik. Quyidagi ifodalarni

Дуо = y ,  ~Уо> Avi = у 2 - У и  = л -Ук-,
1-tartibli ayirmalar, deb ataymiz. 2-tartibli ayirmalar, deb esa

&2Уо = AVi -  ДУо = y 2 -  2y, + y 0,
Л2 У, =  A y2 -  Ay , =  y 3 -  2y 2 + y t ,

£ y k-i = Ду*., -А у *-2 = y k - 2 y k_, + y k_2 
ifodalarga aytamiz.



Agar (10) Teylor formulasida ning o ’m iga xk ni, x ning o ’miga 
esa **+1 = x k +h  q o ’ysak:

Л , Л2 „ hm (m) nУм =yt + Г Л  + - П "+••• +  —  у /  ’ +  Й .1 2! m!
qiymatni topish mumkin. Biz bu yerda beshta had bilan kifoyalansak ham 
b o ’ladi:

h , A2 , Л3 л) A4 (4)
Уш =Ук + уУ ь + ^ У "  ~у.Ук ~ й Ук

Bu formuladagi nom a ’lum y k° \ y km qiymatlami topish uchun (10) da
x 0 - x k, x - x y  = - h  deb j v , "  ni va x0 = xk, x - x k = - 2 h deb y k. 2" ni 
Teylor formulasiga yoyamiz:

(-  h) -• (- h f  f4v
y k- , = y k + - ^ y k + ^ - y ? \  (13)

. ( - 2A) - (- 2hf (4s ,1/14
Л -2 = Л  + - р Л  + — 2 Г "Л  ■ (14)

(13) dan

4 ) V ,  = y ' t -  Л - ,  =  у У Г  -  ( 1 5 )

tenglikni hosil qilamiz. Agar (13) ning hadlaridan (14) ning hadlaiini 
ayirsak, quyidagiga ega b o ’ lamiz:

Ау*-2 =>'»-! ~ Уi-i (16)

Endi (15) dan (16) ni hadm a-had ayiramiz:
&2у1-2 =Av*-i -Av*-2 =h2y ? \

Bundan

Agar buni (16) ga q o ’ysak:

уГ  = ^ у;-

ym = 4П-. , A JV:
Л 2Л

kelib chiqadi. Topilgan bu qiymatlami (12) ga q o ’ yaylik:
h ■ h1 ■ h1 . 3h1 Al .

У„+1 = Л + у Л  + — + Y  *̂-1 + _4Г Л-2-
Bu tenglik ”Adams formulasi', deb ataladi. U  yechim ning uchta avvalgi 
qiymatini bilgan holda, keyingi qiymatini topishga im kon beradi.
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